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Introduccion.

En 1827, C. F. Gauss publico su obra «Disquisitiones generales circa superficies
curvas», ver [16], precursora de la Geometria Diferencial, en la que se introducen
conceptos como la aplicacion de Gauss esférica, la curvatura gaussiana, la curvatura
total y las ecuaciones basicas que permitieron su interpretaciéon y estudio. Esta idea
de curvatura no tardd en ser considerada como el invariante mas natural asociado
a una superficie y su estudio ha orientado el desarrollo de la Geometria Diferencial
desde multiples direcciones y sentidos.

Cuando la curvatura es no negativa, las investigaciones realizadas han permi-
tido conocer muy tempranamente cuestiones fundamentales tanto de su geometria
extrinseca como de su geometria intrinseca. Por ejemplo hoy dia es conocido que:

* Una superficie completa de curvatura no negativa en R? es o bien el borde de
un conjunto convexo o un cilindro generalizado en R3.

x Toda métrica de curvatura positiva sobre una esfera es realizada de forma unica,
salvo movimentos rigidos, como la métrica de una superficie convexa en R3.

Los problemas centrales de la teoria de superficies de curvatura no positiva son
analogos a los del caso convexo y, basicamente, vienen determinados por la inves-
tigacién de su geometria intrinseca y extrinseca. Sin embargo en este campo, y en
contraste con las superficies convexas, los resultados permanecen, en varios aspectos,
lejos de ser resueltos completamente. El objetivo fundamental de esta memoria es
profundizar en el comportamiento geométrico global de las superficies de curvatura
no positiva y en los problemas de realizacion de métricas de curvatura no positiva.

Desde un punto de vista historico el estudio de las superficies de curvatura negati-
va ha estado ligado al desarrollo de la geometria no Euclidea. Ya en la década de 1830
a 1840, Minding, ver [47, 48], descubri6 ciertas superficies helicoidales de curvatura
constante negativa que fueron posteriormente investigadas por Dini en 1865, ver [13].
Minding consiguid integrar por cuadraturas la ecuacion diferencial de los meridianos
de una superficie de revolucién de curvatura constante negativa. Probd que, esencial-
mente, éstas superficies estan divididas en tres tipos, dos de ellos a menudo conocidos
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como Minding Bobbing y Minding Top, ver figura 5.1, y un tercer tipo que, salvo
semejanzas, consta de una unica superficie: la pseudoesfera generada por la tractriz,
ver figura 5.2, y que fue estudiada mas tarde en detalle por Beltrami en un trabajo
de 1872, ver [9].

Minding Bobbing Minding Top

Figura 1: Ejemplos de superficies de curvatura constante negativa de Minding.

Figura 2: La pseudoesfera.

También en 1840 Minding encontrd que en las superficies de curvatura constante
negativa se tenian una serie de relaciones entre los lados y los angulos de triangulos
geodésicos, andlogas a las de la trigonometria esférica. El hecho de que estas férmulas
eran equivalentes a las relaciones trigonométricas en el plano hiperbdlico, o plano de
Lobachevskii, pasé desapercibido a los matematicos de la época y algunos historia-
dores crefan que Minding, realmente no estaba interesado en asociar su estudio a la
geometria no euclidea, sino que sus obras solo se conectaron accidentalmente con Lo-
bachevskii. A este respecto se puede consultar Norden (1956, ver [49]) o Galchenkova,



INTRODUCCION 11

Lumiste, Ozhigova y Pogrebysski (1970, ver [22]).

En 1868, mas de un cuarto de siglo después de la muerte de Lobachevskii, Beltrami,
ver (8], utilizando los resultados de Minding, prob6 que las superficies del espacio
euclideo tridimensional con curvatura constante negativa tienen, localmente, la misma
geometria que el plano hiperbdlico. Es evidente, entre otras cosas, que Beltrami ya
habia percibido las dificultades globales del problema y que la cuestién de interpretar
todo el plano hiperbdlico como una superficie de curvatura constante negativa en R3
quedaba atn sin resolver.

Fue Hilbert en 1901, quien primero abordé el problema de realizar el plano hi-
perbdlico en R? y quien un afio més tarde probé su clésico teorema, ver [34, 33):

TEOREMA DE HILBERT: el plano hiperbdlico no puede ser inmerso isométri-
camente en R3.

En otras palabras, si tenemos en cuenta que toda superficie completa simplemente
conexa de curvatura constante negativa es isométrica a un plano hiperbdlico, no es
posible extender una superficie regular de curvatura de Gauss constante negativa sin
la aparicién de singularidades.

El trabajo de Hilbert atrajo la atencién de muchos matemaéticos que investiga-
ron en esta direccién y obtuvieron resultados interesantes. El siguiente paso en este
sentido, conjeturado por Cohn Vossen, seria extender este resultado a superficies con
curvatura no constante, pero por debajo de una cantidad estrictamente negativa. La
solucion final a este problema, conocido como el problema de Hilbert-Cohn Vossen,
fue obtenida por Efimov en 1964, ver [18, 41]:

TEOREMA DE EFIMOV: No existen superficies completas C?-inmersas en
R? con curvatura de Gauss acotada superiormente por una constante ne-
gativa.

En los siguientes anos, el propio Efimov extendié este resultado en dos direcciones:
una de ellas fue la de debilitar la condicién sobre la curvatura, es decir, se conside-
ran superficies en las que el valor reciproco de la curvatura K tiene variacién con
estimacién lineal, ver [17], es decir, que se cumple la desigualdad

11
V-K(p) —Kl(q)

para todo par de puntos p y ¢ de la superficie. La otra direccién es la de permitir cierto
borde sobre la superficie, pero suponiendo que la curvatura es negativa y constante,
ver [19]. En esta tltima direccién, Vorobéva extendié el resultado de Efimov cuando

< ead(p,q) + e
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el borde es geodésico con ciertas condiciones sobre su curvatura normal, ver [63] (para
mayor informacién al respecto se pueden consultar [6] y [11]). Otros resultados tipo
Efimov en dimensiones superiores pueden encontrarse, también, en [60].

A pesar de los resultados de Efimov, otras cuestiones importantes sugeridas por el
teorema de Hilbert permanecen atin sin resolver. Destaca por su interés la conjetura
establecida por John Milnor en 1966, ver [43]:

CONJETURA DE MILNOR. Sea X una superficie completa sin puntos um-
bilicales, C?-inmersa en R3 y tal que la suma de los cuadrados de las
curvaturas principales de Y. estan acotadas inferiormente por una cons-
tante positiva. Entonces o ¥ es llana o su curvatura tiene que cambiar
necesariamente de signo.

Por ejemplo, en el caso de una superficie completa no llana y con curvatura no positiva,
la conjetura de Milnor implicaria la existencia de puntos en los que las dos curvaturas
principales tienden simultaneamente a cero. De ser cierta la conjetura, generalizaria el
teorema de Efimov, el cual sélo asegura la existencia de puntos en los que el producto
de las curvaturas principales tiende a cero.

Es de mencionar, en este sentido, la siguiente solucién parcial a la conjetura de
Milnor obtenida por Smyth y Xavier en 1987, ver [60]:

TEOREMA DE SMYTH-XAVIER: Si el cuadrado de una de las curvaturas
principales de una superficie completa de R3, con curvatura de Gauss no
positiva, esta acotada inferiormente por una constante positiva, entonces
la superficie es un cilindro generalizado.

En particular, los cilindros generalizados son las tinicas superficies completas inmersas
en R3 con curvatura de Gauss no positiva y con curvatura media acotada uniforme-
mente lejos de cero.

En esta linea, decir también que, a pesar de conocerse algunos resultados parciales
como el obtenido por Schlenker en [59], el estudio de un anélogo al teorema de Efimov
en espacios de curvatura constante no euclideos es, hasta la fecha, un problema sin
resolver. Todas estas observaciones nos han motivado a plantear en esta memoria los
siguientes objetivos:

(A) Estudiar, desde un punto de vista topoldgico y geométrico, las superficies com-
pletas de R?® cuya curvatura de Gauss es menor que una constante negativa
fuera de un compacto.

(B) Obtener resultados tipo Efimov y Milnor en ambientes no euclideos.
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(C) Estudiar el problema de realizaciéon de métricas llanas con singularidades cénicas
sobre una esfera en H?.

Asi, a lo largo del capitulo 1 extendemos los resultados obtenidos por Efimov en
[18, 17] a superficies completas de R? con curvatura acotada superiormente por una
constante negativa fuera de un compacto y, mas generalmente, a superficies completas
cuyo valor reciproco de la curvatura tiene variacién con estimacién lineal. Comenza-
mos haciendo un recordatorio de los principales objetos geométricos asociados a una
inmersion y a su aplicacién de Gauss. La tercera forma fundamental I17, es decir, la
métrica inducida por la aplicaciéon de Gauss cuando ésta es un difeomorfismo local,
resulta ser una herramienta fundamental en todo el estudio previo a la demostracién
del resultado principal de este capitulo.

Efimov probd en [17] que si se toma una superficie completa S inmersa en R3
de curvatura negativa y tal que el valor reciproco de la curvatura tiene variacion
con estimacién lineal, entonces se cumple una cierta propiedad de convexidad en
el infinito asociada a la imagen esférica de dicha superficie, es decir en los puntos
de la completacion métrica de (S, I11). Nosotros observamos que dicha propiedad de
convexidad no solamente es cierta cuando la hipotesis sobre la curvatura se satisface en
toda la superficie, sino también cuando sélo se cumple fuera de un conjunto compacto.
A partir de este hecho somos capaces de probar que existe un compacto C' C S tal
que todo punto fuera de C' puede ser unido al borde de C' por medio de una curva
geodésica minimizante de longitud menor que 7 para la distancia asociada a la tercera
forma fundamental.

Usando todo el estudio previo sobre la imagen esférica de S y algunos resultados
clasicos de Hiiber, podemos probar el siguiente teorema:

Si S es una superficie con borde compacto S y ¥ : S — R? una
C?-inmersién completa con curvatura de Gauss K < 0 tal que el valor
reciproco de la curvatura tiene variaciéon con estimacion lineal, entonces
la inmersion tiene curvatura total finita. En particular, S es parabdlica y
tiene topologia finita, es decir, es homeomorfa a una superficie compacta
menos una cantidad finita de puntos.

Como consecuencia veremos que el resultado anterior sigue siendo cierto si partimos
de una C?-inmersién completa en R?® de una superficie sin borde que satisface las
hipotesis del teorema fuera de un subconjunto compacto de la misma. Con esto,
bajo las condiciones sobre la curvatura del teorema principal de esta seccién, hemos
sido capaces de obtener informacién topolégica global de la inmersiéon. Si cambiamos
dichas hipotesis sobre K a las del teorema clasico de Efimov, no sélo podemos obtener
informacion topoldgica global, sino que también podemos dar informacion relativa al
comportamiento asintotico de cada uno de los finales:
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Sea ¥ : ¥ — R? una superficie completa C*-inmersa y con curvatura de
Gauss K < —e < 0 fuera de un subconjunto compacto C' C . Entonces
) tiene topologia finita, W es propiamente inmersa y tiene area finita para
la métrica inducida. Ademas, cualquier final de la superficie es asintotico
a una semirrecta de R3.

Observamos que, bajo las hipétesis anteriores y usando un teorema clésico de Hiiber,
se puede dar informacién precisa del valor de la curvatura total de la inmersion: no
solo se puede estimar que es acotada, sino que vale exactamente 27X (X), donde X
denota la caracteristica de Euler.

Muchos resultados clasicos de la teorfa de superficies de R? son consecuencia de
la ecuacién de Codazzi, la cual sigue siendo cierta en otros espacios tridimensionales
de curvatura constante, como por ejemplo H? y S?. No resulta pues sorprendente que
diferentes resultados de la teoria de superficies inmersas en R3 puedan ser probados
en el contexto abstracto de los pares de Codazzi. Es por esto que los pares de Codazzi
aparecen de manera natural en la teoria de subvariedades, ya que la primera y la
segunda forma fundamental de cualquier superficie inmersa en un espacio modelo
tridimensional es un par de Codazzi.

El capitulo 2 esta dedicado a la obtencion de resultados tipo Milnor y tipo Efimov
sobre superficies completas, inmersas en espacios de curvatura constante no nula. Para
ello nos valemos de la teoria de pares de Codazzi: pares (I, 11) de formas cuadraticas
reales definidas sobre una superficie, donde I es una métrica riemanniana que satisface
las ecuaciones de Mainardi-Codazzi de la teoria clasica de superficies desde un punto
de vista abstracto.

El resultado principal de este capitulo es el siguiente teorema de pares de Codazzi:

Sea (I,II) un par de Codazzi sobre ¥ con curvaturas principales ki, ko
estrictamente separadas, esto es,

ki < ¢ <co < ko,

para ciertas constantes cy,co. Si (X,1) es una superficie completa con
curvatura de Gauss K (I) < 0, entonces

x I es llana y ¥ es homeomorfa a un plano, un cilindro o un toro; o
bien

x I no es llana, 3 es homeomorfa a un plano y su curvatura total es
menor o igual que 2.
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Probaremos un teorema similar cuando las hipétesis anteriores se satisfacen fuera
de un subconjunto compacto de la superficie.

En el contexto de las inmersiones en R3, el resultado principal de este capitulo es
una version débil del teorema clésico de Smyth-Xavier de 1987. Cambiando al contex-
to de las inmersiones en H? y en S*, veremos como consecuencia de nuestros resultados
anteriores que no se pueden tener inmersiones completas en H? (resp. S*) con curva-
tura K < —1 (resp. K < ¢y < 0) siempre y cuando una de sus curvaturas principales
esté separada de cero. Entre otras consecuencias probaremos también que, bajo las
condiciones anteriores sobre las curvaturas, el area de los finales de una superficie
inmersa en un espacio modelo tridimensional es finita para la métrica inducida.

Basandose en trabajos de Bernstein y Efimov, el matematico aleman E. Heinz
dio en 1955 una solucién parcial al problema de Hilbert-Cohn Vossen, ver [32]. Heinz
demostré que no existen grafos enteros (completos) inmersos en R3 con curvatura de
Gauss acotada superiormente por una constante negativa.

Haciendo una adaptacion de las ideas de Heinz al contexto de los espacios pro-
ducto, dedicamos el tercer capitulo de esta memoria al estudio de grafos verticales
enteros inmersos en M? x R, siendo M? una superficie riemanniana con un polo en
uno de sus puntos, esto es, un punto tal que la aplicacién exponencial en dicho punto
es un difeomorfismo del correspondiente plano tangente en todo M?2.

Sea M? una superficie riemanniana con un polo en un punto py. Si la
curvatura de Gauss de M? es no negativa, entonces no existe ningiin gra-
fo vertical entero ¥ en M? x R que tenga curvatura extrinseca acotada
superiormente por una constante negativa.

Del resultado anterior se puede concluir que el clasico teorema de Efimov se ve-
rifica para grafos verticales completos inmersos en espacios producto M? x R con un
polo en la base y con Ky > 0. Llegados a este punto, lo natural es preguntarse si
el teorema de Efimov también serd cierto para grafos completos en M? x R pero con
curvatura estrictamente negativa en la base. Probamos que esto no es posible ya que
somos capaces de construir ejemplos de superficies de rotaciéon inmersas en el espacio
producto M? x R y con curvatura extrinseca constante negativa, siendo M? = R?
dotado con una métrica de curvatura estrictamente negativa.

El capitulo cuarto estd dedicado al estudio de superficies completas con métrica
llana, embebidas en el espacio hiperbdlico tridimensional y con una cantidad finita
de singularidades aisladas. En primer lugar obtendremos resultados con informacion
relativa a su topologia, al tipo conforme y al comportamiento asintotico de sus fi-
nales y sus singularidades aisladas. En segundo lugar abordaremos el problema de
la realizacién de métricas llanas, completas y embebidas en H? con singularidades
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aisladas, conocido como el problema generalizado de Weyl, basandonos en los resul-
tados obtenidos y en los trabajos de realizacién de Alexandrov y de regularidad de
Pogorelov.

Probaremos que toda superficie ¥ embebida, completa y llana de H? con singu-
laridades aisladas es homeomorfa a una esfera menos una cantidad finita de puntos.
Veremos que todo final es conforme a un disco punteado y es de tipo coénico, es decir,
que tiene la geometria del final de un cono o cilindro llano de R? (con orden cénico
g € (—=2,—1]). Probaremos ademés que toda singularidad aislada de la superficie
es conformemente un disco punteado y, por tanto, un entorno suyo es isométrico a
un entorno del vértice de un cono llano de R? (con dngulo cénico total 273, con
-1<5<0).

De los resultados de Hulin y Troyanov [38] y Finn [21], se obtiene que una férmula
de tipo Gauss-Bonnet ha de verificarse sobre la superficie ¥, lo que nos dara una
ligadura entre los angulos conicos de los finales y de las singularidades aisladas. Esto
nos lleva a que X puede tener a lo sumo dos finales. Ademas, si X tiene dos finales
entonces de hecho ha de ser un cilindro hiperbdlico sin singularidades.

Para finalizar este capitulo, abordamos el problema de la realizacion y embebi-
miento de las métricas llanas abstractas con las caracteristicas previamente obtenidas.
Para ello, usando todo lo anterior y los resultados de existencia de Alexandrov y de
regularidad de Pogorelov, demostraremos que:

CASO NO COMPACTO: Sea C una estructura conforme de S*\{py, -+ , pni1},
n>1,y B, ,Bpr1 numeros reales que verifican 0 > ; > —1, i =
1,---.ny —2 < Bpi1 < —1. Una condicion necesaria y suficiente para
la existencia de una esfera euclidea completa y embebida en H3, con n
singularidades cénicas de dngulo total 2m (5, + 1), -+, 2w (5, + 1), respec-
tivamente, un final de orden f3, 11 y tal que C es la estructura conforme

de S?\ {p1,- - ,Pns1} para su métrica intrinseca, es que 2 + Z?jll B; = 0.

Respecto a la unicidad no damos respuesta en la memoria, quedando ese punto
abierto para posibles trabajos en el futuro. El caso compacto es idéntico al caso no
compacto, pero para n puntos singulares con n > 3.



Capitulo 1

Una extension del teorema de
Efimov.

1.1. Introduccion.

Una parte importante del estudio de las superficies completas con curvatura de
Gauss no positiva en R3 estd directamente relacionada con la no existencia de in-
mersiones isométricas. Para empezar a hablar acerca de la investigacion de métri-
cas isométricamente inmersas con curvatura de Gauss negativa debemos dar marcha
atras en el tiempo y estudiar las aportaciones de D. Hilbert, a principios del siglo XX.
Hilbert demostré en 1901 que el plano hiperbdlico no puede estar isométricamente
inmerso en el espacio euclideo tridimensional, ver [34, 33], y en consecuencia tampoco
lo puede estar ninguna superficie completa de curvatura de Gauss constante y nega-
tiva, ya que estas son isométricas al plano hiperbélico por el teorema de Cartan. En
otras palabras, no es posible extender una superficie regular de curvatura de Gauss
constante negativa sin la apariciéon de singularidades.

El teorema de Hilbert atrajo la atencién de muchos matematicos que trabajaron en
esta direccion y obtuvieron resultados muy interesantes. El siguiente paso en este sen-
tido, conjeturado por Stefan Cohn Vossen, seria extender este resultado a superficies
con curvatura no constante, pero por debajo de una cantidad estrictamente negativa.
La solucion final a este problema, conocido como el problema de Hilbert-Cohn Vossen,
fue obtenida por Efimov en 1964, ver [18, 41]. Efimov probé que ninguna superficie
completa para la métrica inducida y con curvatura de Gauss acotada superiormente
por una constante negativa puede estar C2-inmersa en R3. Posteriormente el propio
Efimov extendié este resultado a una familia de superficies mas amplia, ver [17].

Su prueba, aunque algo compleja, es ingeniosa y muy geométrica, y no requiere de
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técnicas demasiado sofisticadas. De hecho, se obtiene a partir de un resultado general
acerca de ciertas C''-inmersiones entre dominios planos, ver [18, Lemma 1] y [41, Main
Lemmal. Como consecuencia, bajo hip6tesis de completitud sobre la métrica inducida
por la inmersion, la imagen esférica de una superficie 3 cumple una cierta propiedad
de convexidad (ver [41, Lemma Al), lo cual le lleva a la conclusién de que la imagen
de la superficie X por la aplicacién de Gauss N asociada a la inmersién es un conjunto
coNnvexo.

Por tanto NV es uno a uno, o lo que es lo mismo, su curvatura total es finita (ver
[41, Lemma B]). Esto nos lleva a una contradiccion evidente, ya que es bien sabido
que toda superficie completa, simplemente conexa y con curvatura de Gauss acota-
da superiormente por una constante negativa tiene area infinita, lo que implica que
su curvatura total también lo es. En este capitulo veremos que se puede modificar
el método anterior para el estudio de superficies completas cuya curvatura de Gauss
esta por debajo de un valor estrictamente negativo fuera de un subconjunto compacto.

Este capitulo queda distribuido de la siguiente forma. En los preliminares expli-
caremos con detalle la extensién que el propio Efimov hizo en 1968 en [17] de su lema
principal (ver [41, Main Lemma|) y que le permitié ampliar su resultado a superficies
cuya curvatura de Gauss K cumple hipétesis mas débiles. Ademéas presentamos los
teoremas de Hiiber, que nos serdn de gran utilidad no solo en este primer capitulo, sino
a lo largo de toda esta memoria por las interesantes consecuencias de tipo topoldgico
que se pueden obtener para las superficies que son objeto de nuestro estudio.

En la tercera seccion comprobaremos que, bajo hipétesis mas generales sobre la
curvatura de Gauss en superficies con borde compacto, la superficie junto con la
métrica inducida por la aplicacion de Gauss sigue cumpliendo dicha cierta propiedad
de convexidad, como en [41, Lemma A].

En la cuarta secciéon demostraremos dos resultados técnicos que seran clave para
la siguiente seccion. Aseguramos que bajo hipdtesis més generales sobre K, podemos
unir dos puntos cualesquiera de nuestra superficie con borde compacto mediante un
arco geodésico de longitud estrictamente menor que 7.

Para finalizar el capitulo probaremos que, como consecuencia de los trabajos de
Hiiber [35], las superficies objeto de nuestro estudio son de tipo parabdlico y tienen
curvatura total finita. Ademds usaremos los conocidos teoremas de Osserman [53] y
de Burago [11] para demostrar que:

Toda inmersién C?-reqular en el espacio euclideo tridimensional, comple-
ta y con curvatura de Gauss acotada superiormente por una constante
negativa fuera de un conjunto compacto es también de tipo parabdlico,
sus finales tienen drea finita para la métrica inducida y son asintoticos a
semirrectas de R3.
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1.2. Preliminares.

Consideramos ¥ una C?-inmersién de una superficie ¥ en el espacio euclideo tri-
dimensional. Podemos suponer ¥ orientable, ya que en caso contrario se trabajaria
con el correspondiente recubridor orientable de dos hojas.

Sea N : ¥ —+ §? la aplicacién de Gauss y A = —dN el endomorfismo de Wein-
garten de la inmersién y N(X) la imagen esférica de la superficie. Denotamos por
k1 v ko a las respectivas curvaturas principales de ¥, esto es, a los autovalores de A
y definimos la curvatura de Gauss de la inmersion como K = kiks. Denotamos por
K~ :=min{K,0} y Kt := max{K, 0} a las partes negativa y positiva de la curvatura
de X respectivamente y asimismo, si existe, llamamos curvatura total de la superficie

al valor
C:z/K*dA—/KdAE/H(!dA.
) ) >

Se denota por I y Il a la primera y segunda forma fundamental de ¥ respecti-
vamente, esto es I es la métrica inducida por la inmersion y I1(X,Y) := I(AX,Y)
para cualesquiera campos diferenciables XY € X(%).

La tercera forma fundamental de la inmersion estda dada por

III(X,Y) == (AN(X),dN(Y)) = I(AX, AY), VX,Y € X(%).

Es evidente que I11 es la métrica inducida por N sobre ¥ y cuando N es difeomor-
fismo local, su curvatura es constante K;;; = 1.

Si consideramos una parametrizacién X (u,v) de 3, se puede comprobar que
N,AN, =KX, N X,,

esto es, N es difeomorfismo local cuando K # 0. Tomando moddulos, se obtiene la
conocida féormula

dA = |K|dA;, (1.2.1)

la cual relaciona los elementos de volumen de las métricas I y I11 sobre la superficie.
Ademas, usando (1.2.1) se tiene

/dAm:/ K| dA; = C,
> >

esto es, el area de la imagen esférica de ¥ contada con multiplicidades es la curvatura
total de la superficie.
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La métrica 111 es una herramienta clave en todo este proceso y es fundamental

para entender la demostracién que Efimov desarrollé de su clasico teorema, ver [18,
41].

TEOREMA DE EriMov, 1964. No hay superficies completas con curvatura
de Gauss acotada superiormente por una constante negativa y C%-inmersas
en el espacio euclideo tridimensional.

La hipétesis sobre que la curvatura de Gauss sea negativa y esté uniformemente
acotada lejos de cero en el teorema de Efimov puede ser debilitada a que, siendo
negativa, cambie lentamente de punto a punto. En esta direccién, el propio Efimov
obtuvo un numero importante de resultados entre los anos 1964 y 1968, algunos de
los cuales pasaremos a comentar.

Si introducimos el valor reciproco de la curvatura, o radio de la curvatura, en una
superficie con curvatura de Gauss negativa como la funcion

Efimov probé en 1968 el siguiente teorema, ver [17]:

Teorema 1.2.1. Una superficie completa de curvatura negativa no puede ser inmersa
3 .
en R” si

|VE| < cons < 0.
Definicién 1.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y b : X — R una funcién definida

en X. Se dice que b tiene variaciéon con estimacion lineal si existen constantes no
negativas €; y €5 de manera que se cumple la desigualdad

|b(Py) — b(P)| < e1d(Py, Py) + €3, (1.2.2)
donde P; y P, son puntos arbitrarios de X.

El siguiente resultado, también de Efimov, es mas general que el teorema 1.2.1 y
que el teorema clasico de Efimov enunciado anteriormente:

Teorema 1.2.2. Si la curvatura de Gauss de una superficie completa C*-inmersa en
R3 es negativa, entonces el radio de la curvatura de Gauss no admite una variacion
con estimacion lineal.

Mediante los siguientes ejemplos, Rozendorn [11] mostré que las condiciones del
teorema 1.2.2, en cierto sentido, estan préximas a ser también necesarias. Concreta-
mente, si consideramos la familia de métricas completas

ds?, = cosh*u du® + cosh*™u dv?, (u,v) € R?

m =
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sobre R?, vemos que todas ellas son de curvatura negativa

= cosh?u + (m — 2)senh?u) .

cosh*u ( ( ) )
Si m > 1, ninguna de ellas puede ser inmersa en R?® segtin el teorema 1.2.2. Sin
embargo, cuando m = 1, vemos que ds? es la métrica inducida sobre un catenoide de
R3, ver figura 1.1.

Figura 1.1: Catenoide.

La demostracién del teorema 1.2.2 se sigue del estudio de la imagen esférica de
una superficie con curvatura de Gauss negativa. Esencialmente, Efimov realizo este
estudio usando un resultado fundamental para ciertas C'-inmersiones F' : D — R3,
ver [41, Main Lemma],donde D es un tipo especial de dominios planos que describi-
remos y usaremos en el siguiente epigrafe de este capitulo.

Algunos de los trabajos de Alfred Hiiber en [35], nos serdn de gran utilidad a lo
largo de esta memoria, por eso enunciaremos los que seran usados en este capitulo y
en capitulos posteriores.

Definicién 1.2.2. Consideramos S una superficie topoldgica. Se dice que S tiene
topologia finita si es homeomorfa a una superficie compacta menos un conjunto finito
de puntos.

Definicién 1.2.3. Una superficie de Riemann S se dice que es de tipo parabdlico si
las Unicas funciones subarmonicas negativas sobre S son las constantes.
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Teorema 1.2.3 (Hiiber, 1957). Sea S una superficie riamanniana coneza, completa

y orientada. Si
/ K| < +oo,
S

entonces S tiene topologia finita y cumple que

/ K+dA < 27X(S),
S

donde X es la caracteristica de Euler de S. Ademds S es de tipo parabdlico.

Como consecuencia del teorema 1.2.3, se puede obtener el siguiente teorema de
clasificacion:

Teorema 1.2.4 (Hiiber). Sea S una superficie riemanniana conexa, completa, no
compacta y de curvatura de Gauss no negativa. Entonces se da una de las siquientes
posibilidades:

1. S es topolégicamente un plano.

2. S es llana y, por tanto, es un cociente del plano euclideo R2.

1.3. Pseudoconvexidad de la tercera forma funda-
mental.

En este apartado veremos con detalle la construccién de la C'-inmersién F, si-
guiendo el procedimiento descrito por T. Klotz-Milnor en [41, Seccién 2]. Para dicha
construccién, es de resaltar que dicho procedimiento no fue originalmente pensado
para superficies con borde compacto. Sin embargo, la existencia de dicho borde no
supone un impedimento en su desarrollo debido al caracter local del mismo.

Sea ¥ : ¥ — R? una C%inmersién con curvatura de Gauss K acotada superior-
mente por una constante negativa, N : ¥ — S? su aplicacién de Gauss asociada y
111 la tercera forma fundamental de ¥, que en este caso es métrica riemanniana ya
que K # 0. Por dy denotamos a la C'-distancia asociada a I11. B

Llamamos (X, 1]) a la completacién de (X, 1) como espacio métrico y 9% al
conjunto definido como

% =2\ 2.

Como N es isometria local y S? es completa, podemos considerar N:Y—§? la
extensiéon de N por continuidad. Ademas, si U es una regiéon de 3, denotamos por U
a su clausura métrica, esto es, a la clausura de U en el espacio métrico (X, 111).
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Definicién 1.3.1. Sea I' un arco circular abierto y no geodésico de S?, pe 'y e > 0
suficientemente pequeno. Saliendo de cada punto de I' se toma el segmento geodésico
abierto de longitud ¢, que es perpendicular a I' y esta dirigido hacia el complemento
no convexo de I'. La regién R(T, €) formada por la unién de I" y todos estos segmentos
se conoce como rectangulo exterior de I' en p. Ver figura 1.2.

Figura 1.2: Rectangulo exterior de un arco abierto no geodésico de la esfera.

Definicién 1.3.2. Decimos que (3, I11) es céncavo en un punto p € 9% si existe un
dominio U C ¥\ 9% con p € U v tal que N es uno a uno en U y N(U) contiene el
interior de un rectangulo exterior a N(p). Si (3, 171) no es céncavo en ningtin punto
de 8%, se dice que (33, I11) es pseudoconvexo.

Si suponemos que (i, IIT) es céncava en algin punto p € 9%, entonces por la
definicion 1.3.2 existe un conjunto abierto U en X tal que p € U , N es uno a uno en
Uy N(U) contiene el interior de un rectangulo exterior a N(p). Reduciendo N(U) si
fuera necesario, podemos considerar N(U) = R(I',€) para cierto € > 0 y cierto arco
circular y no geodésico de la esfera I, el cual se puede tomar totalmente contenido en
el semiespacio {y > 0}. Ademds, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que N
lleva el punto p al polo norte de la esfera y que R(T', €) estd totalmente contenido en el
casquete superior de la misma, a altura z > /2 /2, lo cual implica que el angulo entre
N(q) y el vector (0,0, 1) es menor que 7/4 para cualquier ¢ € U. En consecuencia, la
proyeccién vertical m de U sobre el plano horizontal {z = 0} es una C*inmersién y
U es localmente un grafo sobre dicho plano.

Usando coordenadas locales, m(z,y, z(z,y)) = (x,y,0), donde z es una funcién
diferenciable y el vector normal viene dado por

1

—(—2y, — 2y, 1).
Srara )

N(x,y,z) =
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Consideramos también la funcién auxiliar p: S5 — {z = 0} dada por

—b a —b a
,LL(CL,b,C) = (77270> = (?72) )

donde S2 = {(a,b,c) € S* : ¢ > 0} es el hemisferio norte de la esfera unidad.
Geométricamente, p proyecta radialmente cada punto (a,b,c) de la esfera al plano
{z = 1}, después lo proyecta verticalmente al plano {z = 0} y lo gira un angulo 7 /2
en sentido antihorario. La aplicacién p lleva el conjunto N(U) en una regién plana
abierta D de manera difeomorfa. Podemos suponer que (N (p)) = (0,0) y situar u(T")
en el semiplano {z < 0}, siendo p(I') un arco de seccién cénica no lineal que contiene
al origen de coordenadas.

Finalmente la aplicacion
F:D—R?> F:=moN lou", (1.3.1)

es una inmersién de D en el plano euclideo con regularidad al menos C!, ver figura 1.3.

Figura 1.3: Construyendo la inmersion F.
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Por como ha sido construido el dominio D, se puede encajar en su interior un arco
simétrico v de la pardbola # = —cy? para algtin valor ¢ > 0, del cual sustraemos el
punto (0,0). Y si elegimos un valor r» > 0 suficientemente pequeno, 7 interseca a la
circunferencia de centro (0,0) y radio r en dos puntos diferentes del interior de D,
puntos que separan la circunferencia en dos arcos disjuntos, quedando uno de ellos
totalmente contenido dentro de D, al cual llamamos C,.

Denotamos por €2 (ver figura 1.4) al recinto limitado por a y C, menos el origen.
Explicitamente se describe como:

Q={(z,y) eR*: 0< 2 +¢y* <7r?, y* > —cx, r,¢ >0} C D

CT

Figura 1.4: Regién abierta simplemente conexa que contiene a €.

Como F : D — R? es una C'-inmersién, podemos considerar en D la métrica g*
inducida por la métrica usual del plano y denotar por d* a su distancia asociada. Es
decir entonces que la g*-longitud de un arco o en D es la longitud euclidea de F o .

Sea df, : 2 x Q@ — R la funcién que a cada par de puntos p,q €  le asocia
el infimo de las g*-longitudes de arcos de curvas rectificables en ) que los unen. La
funcion dg, es una distancia y por estar {2 totalmente contenido en D se tiene que

d*(p,q) < dg(p,q), Vp,q € Q.

Es importante destacar el cardcter local de todo el proceso de construccién de
F, es decir, podriamos repetirlo alrededor de un punto interior de una superficie con
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borde compacto sin tocar a dicho borde.

Con las notaciones anteriores, se puede probar el siguiente resultado, ver [18, 41]:

Lema 1.3.1 (Lema Principal de Efimov, 1964). Si F' : D — R? es una C'-inmersidn
y los autovalores \y y Ay de dF son reales y existe alguna constante o > 0 tal que

—a< )\ <A <a,
entonces el espacio métrico (€0, d§,) no es completo.

Observacion 1.3.1. La peculiar forma del recinto D facilita la demostracién del teo-
rema de Efimov y cabe preguntarse si quizas otro tipo de recintos también servirian
para tales propdsitos. Como Tilla K. Milnor observé en [41], la conclusién del lema
1.3.1 sigue siendo cierta bajo ciertas alteraciones en la forma de dicho recinto, pero
se debe mantener una caracteristica del recinto que es fundamental: es esencial que
D sea concavo en el origen como veremos en el siguiente ejemplo:

Si consideramos la funcién F': {(x,y) € R? /2 > 0} — R? definida por

P (n2-1)

entonces su aplicacién diferencial, dF, tiene autovalores 1 y —1. Sin embargo I es
una inmersién analitica de R? que lleva la regién convexa

R:={(z,y) €eR?/, (z - 1)*+¢* <1,z >0}
en un subconjunto cerrado del plano. Las curvas en R que van hacia el origen son
aplicadas por F' en curvas que tienden a infinito, lo que implica que las longitudes de
sus imégenes en F'(R) divergen para la métrica euclidea usual. Luego R dotado con

la distancia d}, asociada a la métrica riemanniana g* inducida por [’ es un espacio
métrico completo.

Lol

0.5 10 15 2.0

05

Figura 1.5: La region R es completa para la métrica inducida por F'.
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Aplicando el lema principal 1.3.1, la demostracion del teorema de Efimov se puede
hacer en dos pasos fundamentales:

v PAsSO 1: Si ¥ es una superficie completa C%-inmersa y con curvatura de Gauss
acotada superiormente por una constante negativa, entonces (X3, I11) es pseudo-
convexa.

v PASO 2: Si N : ¥ — S? es una C'-inmersién isométrica de una superficie ¥
dotada de una métrica continua g y pseudo-convexa para dicha métrica, entonces
es de g-area acotada.

Para ver el PASO 1, consideramos la C''-inmersién F' dada por (1.3.1), es facil ver
que los autovalores de su aplicacion diferencial tienen la particularidad de ser reales,
no nulos, de signo opuesto y uniformemente acotados en D, ver [41, Assertion 1],
esto es, estariamos en condiciones de aplicar el lema principal de Efimov. Ahora bien,
bajo estas hipdtesis también se puede demostrar que (£2,dg,) es un espacio métrico
completo, ver [41, Assertion 2], lo cual entra en contradiccion con el lema 1.3.1.

Si suponemos ahora que ¥ es completa, por lo dicho en el PASO 1 se tiene que
(3, 111) es pseudo-convexo. Usando ahora lo que dice el PASO 2 se tiene que la I11-
area de X es finita, lo que implica por (1.2.1) que también lo es su correspondiente
I-area usando la hipdtesis sobre la curvatura de Gauss. Esto contradice el hecho de
que toda variedad completa, simplemente conexa, con curvatura de Gauss no positiva
y que estd C*-inmersa en R3, tiene 4rea infinita para la métrica inducida.

En [17, Subseccién 4], Efimov demuestra una generalizacién del lema 1.3.1. Para
explicar en qué consiste la misma, tendremos en cuenta que todo difeomorfismo local
del plano en si mismo tiene inversa bien definida sobre su conjunto imagen cuando
éste es considerado como un dominio multivaluado de R2.

Sea G : R? — R? dada por G(z,y) = (G1(z,y),Ga(z,y)), una aplicacién C'-
diferenciable. Llamamos A = Det(Jac(G)), donde Jac(-) denota a la matriz Jacobia-
na, y asumimos que G verifica que

A < 0. (1.3.2)

Denotamos por a(z,y) una funcién real positiva que cumple la desigualdad

|A| > a|J| + d?, (1.3.3)

donde J es el rotacional del campo vectorial G.
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En la construccién realizada anteriormente, consideramos el conjunto W := 7(U)
y lo vemos como un dominio sobre el plano euclideo posiblemente multivaluado. En
[17, Generalized Lemma A], Efimov demostré que si una aplicacién C'-diferenciable
G : W — Q satisface hip6tesis de los tipos (1.3.2) y (1.3.3), donde a es una funcién
cuyo valor reciproco, b = 1/a, varia con estimacién lineal, entonces el espacio métrico
2 no es completo. En particular, si G es un potencial, entonces el rotacional se anula
y el resultado sigue siendo verdad si se toma a(x,y) =1/ \/W . Mas concretamente,
Efimov prob¢ la siguiente generalizacion del lema 1.3.1:

Lema Generalizado 1. (Efimov, 1968) Sea W un dominio posiblemente multivalua-
do de R? y G : W — D un potencial de una funcién C*-diferenciable g : W — D
tal que

—1
Det (Hess(g)) < Tz < 0, (1.3.4)
donde Hess(+) denota a la matriz Hessiana y
h(p) = h(g)l < ead(p.q)+e,  VpgeW (1.3.5)

para alguna funcion positiva h : W — RY. Entonces el espacio métrico (§2,dg,) no
es completo.

En adelante vamos a suponer que S es una superficie con borde compacto 9S y
U : S — R? es una C?-inmersién completa con curvatura de Gauss K < 0. Se puede
suponer, sin pérdida de generalidad, que S es orientable, porque en caso contrario se
trabajaria con el correspondiente recubridor orientable de dos hojas.

Sea N : S — S? la aplicacién de Gauss de ¥ y II7 la tercera forma fundamental,
que es métrica riemanniana por ser K # 0. Denotamos por dy a su go—digtancia
asociada. Llamamos (S,III) a la completacion métrica de (S,11I), 9S = S\ Sy
N : S —5S? ala extensién por continuidad de N a S.

Lema Generalizado 2. Sea ¥ : S — R? una C?-inmersidn completa con curvatura
de Gauss K < 0. Si el valor reciproco de la curvatura de ¥V tiene variacion con
estimacion lineal, entonces (S, 111) es pseudoconveza.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que (S, /1) no
es pseudoconvexa, entonces existe p € 95 tal que S es céncava en él.

Debido al cardcter local de la construcciéon de la Cl-inmersién F : D — R2,
podemos repetir dicha construccién tal cual, pero con una pequena variacion que no
afecta en absoluto al resultado: en lugar de tomar la funcién auxiliar p que proyecta
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radialmente en el plano los puntos de Si y posteriormente los rota un dngulo de 7/2,
consideramos la nueva funcién auxiliar

a b
a,b,c)=(—, -
u( 7 Y ) (C’ C)?
que viene a ser unicamente la proyeccién radial, sin el giro.
Tomando coordenadas locales (z,y, z(z,y)), donde z es una funcién diferencia-
ble, se tiene que F~! : W — D, con W = F(D) una regién plana posiblemente

multivaluada. Se escribe localmente

FNz,y) = poNom '(z,y)=poN(z,y,z(z,y))

—Z —2y 1 ( )
= 5 9 _21'7_2 :
Vi a+a JTr2+a Jita+2 v

Adems3s

= Rzzlyy — Ziy = K(1+z + 25)7

Det(Jace(F™Y) = '—Zm ~Zay

TRzy T Ryy

por la férmula de la curvatura de Gauss para grafos. Entonces
Det(Hess(2)) = zpazyy — 20, < K < 0.
Existen por hipdtesis dos constantes no negativas €; y €5 tales que

‘ 11
vV-K{p) -K(q)

Sea g* la métrica sobre U inducida por el difeomorfismo po N. Esta métrica coin-
cide con la inducida por 7, que es la métrica llana de R2.

< edy(p,q) + €2, Vp,q € S. (1.3.6)

Denotamos por U := N~ o u71(Q) C U y consideramos para cada par de puntos
p,q en U la distancia intrinseca para la métrica g*, esto es

d;,(p, q) == infimo de las g*-longitudes de arcos en U que unen p y ¢,

y dy la distancia intrinseca para I. Vamos a probar que (U, d;;) es completo siguiendo
el procedimiento descrito en [41], es decir, primero probaremos que (U, dy,) es com-
pleto y de ahi que también lo es (U, d;;) probando que las distancias dyy y dy; son
equivalentes.
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Supongamos que U no es cerrado en S. Existe pues un punto ¢ € S\ U que es
limite de una sucesién en U, y por continuidad de N, se tiene que N(q) € N(U).
Pero por otro lado N(q) ¢ N(U) por ser N uno a uno en U. Por la construccién del
conjunto €2, el tinico punto de estas caracteristicas es p € dS, que es llevado por N
al polo norte de la esfera, luego N(¢q) = N(p). Como ademés N(q) = N(q), se tiene

pues que p = ¢ por la inyectividad de N , lo que es una contradiccién.

Luego U es completo por ser un cerrado en una superficie completa. Como ademas
U es una subvariedad de S con borde diferenciable a trozos, entonces por [41, Apéndi-
ce II1] se tiene que U es completo para dy,.

Recordemos de la construccién de F' que N(U) esta contenido en la porcién del
hemisferio norte de la esfera a altura mayor que \/5/ 2. En coordenadas locales se
tiene que

4z <L (1.3.7)

Sea o = z(z(s"),y(s*)) un arco de curva g*-parametrizado por el arco en U. La
longitud de « para la métrica I se escribe como

s(s*) = /0 \/1 + (2,2 + 2,y )%ds". (1.3.8)

Por (1.3.7) y ya que 2’? + y"* = 1 se tiene que

2 2 2 N2 2 2.2 2.2 22, 2 2
2tz = (5 +2)@" +y7) =22 + 20" + 2y + 2w

= (' +2y)* + (my — 2,2')%,

luego
(2o’ 4+ 20y )} = 22+ 2] — (2 — 2,0")? < 22+ 2] < 1. (1.3.9)

Usando (1.3.9) en (1.3.8) y teniendo en cuenta las definiciones de dy y de dy;, estas
satisfacen en U la desigualdad

dyy < dy < V247,

es decir, son distancias equivalentes.

Podemos concluir entonces que (U, d;;) es completo y en consecuencia también
lo es (Q,dY). Ademéds, en © se cumple la desigualdad df, < v/2d por ser po N un
difeomorfismo. Usando esto en (1.3.6) estariamos en las hipdtesis del lema generali-

zado 1, lo que nos lleva a contradiccién por suponer que hay puntos de concavidad
en (S,I11). O
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1.4. Variacion acotada de la aplicacién de (GGauss.

En este epigrafe se probaran dos lemas técnicos que seran clave en la demostracion
del teorema principal del siguiente apartado. Denotamos por S a una superficie con
borde compacto 0S. Consideramos la inmersién ¥ : S — R3 que suponemos C?-
diferenciable, completa para la métrica inducida y con curvatura K < 0. Suponemos,
ademas, que el valor reciproco de la curvatura de W tiene variacién con estimacion
lineal.

En esta seccién se va a considerar la superficie S dotada con la estructura rieman-
niana inducida por la tercera forma fundamental I1/. Elegimos C' un subconjunto
compacto de S de modo que dS quede totalmente contenido en el interior de C', que
denotamos por int(C'). Llamamos C' al borde del conjunto S\ int(C'), el cual viene
dado por una cantidad finita de curvas cerradas. Podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que N(9C) es la unién de una cantidad finita de curvas C'*°-diferenciables
en S?, bastaria elegir un compacto C' adecuado en S. Por tltimo, denotamos por dy
a la distancia asociada a III.

Definicién 1.4.1. Se llama arco geodésico de S a cualquier arco parametrizado en
S que sea, localmente, el camino més corto entre cualesquiera de sus puntos.

En estas condiciones, la aplicacién de Gauss es una C'-inmersién isométrica de S
en S?, con lo que cualquier arco geodésico en S de longitud menor que 7 es minimi-
zante. Esto es, cualquiera de estos arcos son globalmente el camino méas corto entre
cualesquiera dos de sus puntos y son llevados por N uno a uno en caminos de igual
longitud a lo largo de circulos maximos de la esfera.

Definicién 1.4.2. Sea p € S\ 0S y € > 0. Llamamos disco geodésico de centro p y
radio € al conjunto abierto

D.(p) :={qe S\ 0S :dn(p,q) <e€}.

Se dice que D.(p) es un disco totalmente geodésico si existe un rayo geodésico
abierto de longitud e saliendo desde p en cualquier direccién.

Entendemos que H es un subconjunto convexo de S (o de S?) si es no vacio y tiene
la propiedad de que cualesquiera dos de sus puntos pueden ser unidos por medio de
un arco geodésico minimizante totalmente contenido en H.

Lema 1.4.1. Bajo las hipdtesis anteriores. Sea v > 0 un nimero real tal que 3r =
dn(05,0C) y sean p,q € S\ int(C) de modo que

dn(p,q) < min {ma:p {dN(p, aC), dy(q, 50)} + 7“,7?} : (1.4.1)
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Si el valor reciproco de la curvatura de VU tiene variacion con estimacion lineal,
entonces existe un unico arco geodésico minimizante v de p a q.

En primer lugar observamos que bajo las hipdtesis del lema 1.4.1 se cumple el
siguiente resultado:

Afirmacion 1.4.1. Si ~y es un arco geodésico de p a ¢ y D(p), D.(q) son discos total-
mente geodésicos en S\ S tales que long(y) + 2¢ < my € < r/2, entonces existe un
subconjunto abierto y convexo H en S\ 0S5 que contiene a D.(p) U~y U D.(q).

Demostracion de la Afirmacion 1.4.1. Podemos suponer que dy (p, 50) > dn(q, 50),
entonces por (1.4.1) D.(p)UyUD.(q) queda totalmente contenido en el disco geodési-
colD:= DdN(pg)JrQe(p) g S \ 0S.

Vamos a construir el subconjunto convexo H en el interior de D adaptando los
argumentos de [41, Observacién 4, item B]| al contexto de superficies con borde com-
pacto. Esto es posible debido al cardcter local de dichos argumentos. El procedimiento
que vamos a seguir es el siguiente: en primer lugar construiremos el conjunto ‘H impo-
niendo una hipdtesis extra sobre el cierre de los discos de centros p y ¢, y finalmente
construiremos el convexo en el caso més general.

CAso 1. Construimos el conjunto ‘H bajo la hipdtesis adicional de que las clausuras
métricas de Dc(p) y D.(q) estan en el interior de S\ 0S.

Sea T'(T) el entorno tubular cerrado de 7 de radio 7 dentro de D. Como N es
un difeomorfismo local existe un valor positivo de 7 tal que N es uno a uno en
D.(p) UT(7) U D.(q), donde D.(p) denota la clausura en S del disco.

Llamamos 7 al supremo de los 7 €]0, ¢ tales que N es uno a uno en D,(p)UT (1)U
D.(q). Entonces se puede afirmar que 7 = ¢ ya que, de otro modo, existirfa un punto
pE dS en algin lugar de la clausura métrica de T'(7) tal que su imagen por N estaria
situada en un segmento de circulo no geodésico del borde de N(T'(7)). Con lo que
tendriamos que S es céncavo en p entrando en contradiccion con el lema generalizado
2.

Salvo movimientos en la esfera podemos suponer que N o v parametriza alguna
porcién del ecuador {y = 0} de S? con su punto medio en (0, —1,0) y tal que un cierto
valor yo < 0 es la coordenada y-ésima de los puntos N(p) y N(q).

Denotamos por R al cilindro eliptico recto de R? formado por la unién de todas
las lineas paralelas al eje OX entre los bordes de D.(N(p)) y D(N(q)). Sean ademas
[T} y I los planos de R? que forman un éangulo 7 € [0, 7/2] con el plano OXY y son
tangentes al cilindro R a lo largo de una linea en la cual y = const > yg, con 2z = const
> 0y z = const < 0 respectivamente, ver figura 1.6(a). Es claro que existe un tinico
7o €]0,7/2[ para el cual los planos II} y II pasan por el origen de R? y cortan a S
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en sendos circulos méximos tangentes a los bordes circulares de D.(N(p)) y D(N(q)).

Tomamos en la esfera el entorno de N o v limitado por abajo por I, por arriba
por I}, por la derecha por D.(N(q)) y por la izquierda por D.(N(p)). Llamamos
€+ a dicho entorno, ver la figura 1.6(b). Observamos que de la primera parte de la
construccién, N es uno a uno en D.(p) UT(e) U D.(¢q) C U y lleva dicho conjunto en
el entorno &,,.

Figura 1.6: Construccién del subconjunto convexo N(H).

Si consideramos ahora 7 el supremo de los 7 € [0, 7] para los cuales algtin entorno
de NV, de v en D es llevado uno a uno por N en €7, entonces podemos afirmar que
7 = 7. De otro modo existirfa un punto p € 9S en la clausura métrica de N: que
por la hipétesis adicional cumpliria que N (p) estd a distancia mayor que € de N(p) y
N(q). Luego N(p) pertenecerfa a alguno de los segmentos de circulo no geodésico de
la esfera I1¥ o II: y tendrfamos que S serfa céncavo en P, lo que también contradice
al lema generalizado 2.

Finalmente, si se toma el subconjunto convexo H := N, se tendria demostrado
el Caso L.

CAso II. En el caso general, se puede aplicar el CAaso I al conjunto D.(p) U
v U D,(q) para cada 7 €]0,¢[ y construir el correspondiente conjunto convexo H.,.
Asi construido, el convexo queda contenido en D y, ademads, contiene al conjunto
D, (p) Uy U D,(q). Podemos concluir la demostracion de la afirmacién si se toma el
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conjunto

H= ] "

0<7T<e

g

Demostracion del lema 1.4.1. Suponemos que p # ¢, ya que el otro caso es trivial.
Por (1.4.1) y por el hecho de que el conjunto S\ 05 es conexo, se puede tomar un
arco parametrizado I' entre p y ¢ que cumpla la desigualdad

0 < longn(I") < min {ma:r {dN(p, aC), dw(q, 50)} + T,W} , (1.4.2)
donde longy denota la longitud para la distancia dy.

Como N es isometria local y I' es un compacto, entonces existe un nimero real
0 < e <rtal que

longn(T') 4+ 2 < min {max {dN(p, 50), dn(q, 56’)} + 7, 7T} (1.4.3)

y Dc(z) es un disco totalmente geodésico en S\ S para cualquier x € T'.

De nuevo, por ser I' compacto, se pueden fijar puntos p = zg, 1, ... , Tn_1, Tn =
de I' ordenados segin su parametrizaciéon y cumpliendo, ademaés, que cada uno de
ellos estd contenido en el disco totalmente geodésico de radio € centrado en el punto
anterior de la sucesion, esto es

dy(xp, k1) <€, k=0,1,...,n—1 (1.4.4)

Por estar x; € D.(xg) existe un arco geodésico 7o en S \ 9S que une xy con x; y
verifica que longy (7o) + 2¢ < m. Ademés este arco es tnico por (1.4.3).

Usamos un argumento de induccion, suponiendo que existe un tnico arco geodésico
k1 dentro de S\ 95 de zg a xp_; con

longn(Yk—1) + 2¢ < .

Por la afirmacién 1.4.1, se puede construir un conjunto convexo Hj;_1 en S\ 9S que
contiene a D.(p) Uyx_1 U Dc(zx_1) y por (1.4.4) se tiene que x; € D (zx_1), por lo
tanto xp € Hi_1 y eso nos dice que existe un arco geodésico minimizante 7y, de p a
x1, dentro de Hj_;.

Por 1ltimo, si llamamos 'y a la porcion del arco I' entre p y xy, es claro que

longn (vk) < longn (T'y) < longn (D),
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y por (1.4.2) se tiene que
longn (1) + 2€ < longn(T) + 2 < min {mam {alN(p7 50), dn(q, 50)} +r, 7T} .

Por induccién podemos afirmar que existe un arco v de p a ¢ que es minimizante,
luego tnico por ser N isometria en Hy_1, lo que concluye la prueba. O

Acabamos de probar que cualquier par de puntos interiores de .S pueden ser unidos
por medio de una curva geodésica minimizante. Veamos ahora que, bajo las mismas
condiciones, la longitud de dicha curva no puede alcanzar el valor .

Lema 1.4.2. Bajo las hipdtesis anteriores se cumple
dN (pa /8\0) <m,

para cualquier p € S\ C. Ademds, eriste una geodésica minimizante que une cada
punto p € S\ C con 0C.

Demostracion. Sino fuera cierto, por compacidad de C' se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que existen puntos p € S\ C' y ¢ € dC de manera que dy(p,q) =
dn(p, oC ) = m. Observamos que si la distancia de p a g fuera mayor que 7, podriamos
considerar una porcién de arco parametrizado de longitud exactamente igual a 7 y
tomar por punto ¢ el extremo de dicha porcién.

Sea € > 0 un numero real tal que € < min {w/2,7} y Da.(q) es un disco totalmente
geodésico en S\ 0S. Denotamos por S¢(¢) al borde de D.(q). Tomamos un punto
¢1 € Sc(q) de manera que satisfaga

Ay (p.a1) = dx(p,Sc(0)) = 7 — € < m = min {maz {dy(p, DC), dx(q,0C) } + 1,7},

entonces por el lema 1.4.1 existe un arco geodésico minimizante v, de p a ¢; y total-
mente contenido en S\ 0S.

Si llamamos 7 al tnico radio de D.(q) que une ¢ con ¢, podemos definir una
nueva curva 7y como la curva parametrizada por el arco resultante de yuxtaponer las
curvas Yy y 71, esto es

7 (t) O0<t<m—e
Yo(r—1t) ,m—e<t<m.

Y(E) ==y xm = {

Asi definida, la curva v cumple la igualdad

longn(y) = longn(v0) + longn (1) =,
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por lo que v es una curva minimizante y es, por tanto, la tinica que va de p a q
pasando por ¢;.

Sea m el punto medio de . Para cualquier valor 0 < t < 7/2 consideramos los
puntos p; vy ¢; de v que verifican

dN(pa pt) = dN(Q? Qt) = ta

esto es que N(p;) y N(g;) son puntos simétricos de N(7) respecto de N(m).

En adelante asumimos que N(m) = (0,—1,0), N(p) = (—1,0,0), N(¢) = (1,0,0)
y v es llevado uno a uno en el correspondiente arco geodésico de S? contenido en
el plano {z = 0}. Elegimos también ¢, > 0 con ¢ < min{t,r,7/2} de manera que
D.,(p) vy D, (q) son discos totalmente geodésicos.

Bajo estas condiciones y por la afirmacion 1.4.1, podemos decir que existe un sub-
conjunto convexo H; de S\ 9S que es llevado por N uno a uno en el convexo N (H)
de la esfera.

Si recordamos como fue construido el conjunto H; en la demostraciéon del lema
1.4.1, es claro que si ¢y < ty, entonces H;, € Hy,. Podemos asegurar entonces que
el conjunto N(H,) tiende a rellenar todo el hemisferio {y < 0} de la esfera a medida
que el pardametro t va decreciendo hasta desaparecer, es decir

lfm N(Hy) = Djo(N(m)) = §2 1 {y < 0}

t—0

y N lleva el disco Dy js(m) de S\ 9S uno a uno en el disco D, /2(N(m)) de S?.

Llegados a este punto podemos tomar un nimero real 0 < ¢ < min{mr/2,1}
tal que el disco Dy, (p) es totalmente geodésico, y también se pueden considerar dos
puntos distintos p; y ps de Dy, (p) a distancia €; de p los cuales son llevados por N
a la esfera en sendos puntos pertenecientes al arco geodésico en el plano {y = 0}, de
manera que N(p;) se encuentra en el semiespacio {z > 0} y N(ps) en el semiespacio
{z < 0}, ver figura 1.7.
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ND_, (m))

/2

Figura 1.7: Probando el Lema 1.4.2.

Por la eleccién de p; se tiene que m — €1 < dn(p;, q) para i = 1, 2. Ademds, como
N es isometria global de Dy /o(m) en el hemisferio de S* donde {y < 0}, existen dos
sucesiones de curvas {I'"’,} que unen ¢ con p;, i = 1, 2, cuyos puntos interiores estdn
contenidos en D, 5(m) y tales que longy(I',)) — 7 — €. Luego

dn(pi,q) =7 — € < T =min {max {dN(pi,gC),dN(q,gc’)} + r,w} , =1, 2,

y podemos aplicar el lema 1.4.1 para asegurar la existencia de dos arcos geodésicos
minimizantes en S\ 95, que denotamos 7,4 V Vp,q, 10s cuales van de p; a ¢ y de po
a ¢ respectivamente.

Pero teniendo en cuenta que en S? existe una tnica geodésica de p; a ¢ con lon-
gitud m — €1, i =1, 2, entonces N(7,,,) estd en la parte del conjunto {y = 0} que se
encuentra situada en el hemisferio norte de S? y N(7,,,) estd en la parte de {y = 0}
localizada en el hemisferio sur, es decir que ambas curvas estan en el circulo maximo
resultado de la interseccién de la esfera con el plano OX Z.

Se define para cada i = 1, 2, el conjunto

A; = {x € Ypsq/dn(xz,m) = g}

Es claro que A; es, por definicién, un subconjunto cerrado de +,,,. Ahora vamos a ver
que también es un subconjunto abierto de 7,4

En efecto, si fijamos i = 1 (el otro caso es idéntico) se tiene que p; € A; y
D¢, N 7p,q es un entorno abierto de p; en la topologia relativa de v,,,. Como N es
un difeomorfismo local y es, ademads, uno a uno en v,,,, entonces N es difeomorfismo
global en toda la curva. Cada punto z € N(v,,,) distinto de N(p;) tiene un entorno
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abierto en la curva de puntos de N(7,,,), luego también en ~,,,. En otras palabras, no
hay puntos de 95 a distancia 7/2 de m, la clausura topoldgica D, j2(m) de Dy ja(m)
estd en S\ OS y N es uno a uno en Dy /5(m), es decir que lleva dicha clausura en el
hemisferio cerrado {y < 0} de la esfera.

Como el disco cerrado D, /2(m) es compacto, se puede expandir una cierta longitud
suficientemente pequetia para no llegar a tocar el borde compacto de la superficie,
es decir que existe e; > 0 tal que Dy /o4, (m) es un disco totalmente geodésico y N

lo lleva uno a uno en su conjunto imagen N(Dx/24¢,(m)). Sin embargo, ¢ € 9C es
un punto interior de D, a4, (m), y como se dijo al principio de la seccién, N(9C)
es un conjunto finito de curvas cerradas y regulares de S?, por tanto N(0C) ha de

salir del conjunto N(Dy /o4, (m)) cortdandolo de manera transversal, lo que implica la

existencia de puntos de N(9C) a distancia de N(p) menor que 7 y eso contradice la
hipétesis de que m = dy(p, 0C). ]

1.5. Topologia y comportamiento de los finales.

A lo largo de esta ultima seccién se seguiran usando las mismas notaciones y ter-
minologias de las secciones anteriores. En primer lugar veremos que bajo las hipotesis
anteriores, toda superficie completa de R? con borde compacto tiene curvatura total
finita.

Teorema 1.5.1. Sea S una superficie con borde compacto S y ¥ : S — R3 una
C?-inmersion completa con curvatura de Gauss K < 0. Si el valor reciproco de la
curvatura de W tiene variacion con estimacion lineal, entonces

/|K|dA<oo,
s

esto es, la inmersion tiene curvatura total finita. En particular, S es parabdlica y
tiene topologia finita.

Demostracion. El primer paso es probar que el drea de W(S) es finita respecto de la
métrica inducida por N.

Si se toma cualquier punto p € S\C, por el lema 1.4.2, la distancia de p al conjunto
0C') es menor que 7 y, por el lema 1.4.1, existe un arco geodésico minimizante -, que

une p con dC. Fs decir, que cada punto de S\ C' se encuentra, a lo sumo, a distancia
7 del compacto C.
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Para cada punto p € S\ C existe un tnico q € dC de manera que dy(p,q) =
dn(p, 50) < m. Alrededor de cada g se puede parametrizar la curva oC por a(s),
siendo s el pardmetro arco, y si llamamos J al giro de dngulo 7/2 en el plano tangen-
te, entonces J(a/(s)) es el vector normal unitario.

Consideramos alrededor de cada punto p € S\ C' la siguiente parametrizacién
X(t,5) = expa(s)(tJ(/(s))), 0<t<m, sel,

donde I es un intervalo de la recta real. La eleccién de esta parametrizacion en
particular de S\ C' queda justificada por los lemas 1.4.1 y 1.4.2. Desde un punto de
vista geométrico, observamos que al lanzar un rayo geodésico desde cada punto ¢ de
0C' hasta su méaxima longitud, que no llega a ser 7, realmente estamos haciendo un
barrido exhaustivo de todos los puntos de S que no estéan en el interior de C'. Tiene
pues sentido la siguiente férmula para el calculo del drea de W(S) respecto de I11

longx (8C)
An(U(S)) = An(¥(C)) + /0 longy (vg)dAqr, (15.1)

donde Ay denota el area para la tercera forma fundamental, longy la longitud y ~,

es un rayo geodésico que empieza en el punto ¢ € 9C' y se prolonga en su maxima
extension.

En términos de t y s, la tercera forma fundamental se puede escribir
III = Eppp dt* + 2F dtds + Gy ds?,
y como Xy(to, so) = 7' (to) y la curva v estd parametrizada por el arco, se tiene que
Erp=11TI(X, Xy) = ITI(Y(t),7'(t)) = 1. (1.5.2)
Ademads, X(0,5) = expa(s)(0) = a(s), por lo tanto
Frr1(0,8) = IT1(X,(0,8),X4(0,5)) = I11(d/(s), J(d/(s))) = 0. (1.5.3)

Se puede usar, en este tipo de coordenadas, el conocido lema de Gauss (ver [15]), el
cual afirma que si Fyr7(0,s) = 0 en todo s, entonces Frr; = 0.

Por (1.5.2) y (1.5.3) se tiene que v/Gyy; es el elemento de drea de la inmersiéon N.
La férmula de la curvatura de Gauss nos dice que
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y, ademds, K(N(S)) = 1. Entonces, el elemento de drea de N cumple la siguiente
ecuacion en derivadas parciales

(VGrimu+ VG =1,

cuyas soluciones se pueden obtener de manera explicita como

VGrrr(t,s) = A(s) cos(t) + B(s)sen(t), Vt,s. (1.5.4)

Al estar « parametrizada por el arco, de las condiciones iniciales podemos obtener
que

A(s) = Grr(0,8) = ITI(d(s),d/(s)) = 1. (1.5.5)
Si sustituimos (1.5.5) en (1.5.4) nos queda

VGrrr(t,s) = cos(t) + B(s)sen(t), Vt,s. (1.5.6)

Derivando (1.5.6) respecto de ¢ y evaluando en ¢t = 0 nos queda (v/Gy1):(0, s) = B(s).
Por la féormula de la curvatura geodésica tenemos que

Ko (s) = WG| _ Bls)

VGrir =g A(s)

Usando (1.5.5) en la igualdad anterior resulta que B(s) es la curvatura geodésica de
N(9C). Sustituimos en (1.5.6) y nos queda

VGrr(t, s) = cos(t) + kg (s) sen(t), Vi, s. (1.5.7)

Por otro lado, la curvatura geodésica esta acotada por ser a un conjunto compacto,
por tanto existe una constante M > 0 de manera que ‘\/an(t, s)| < M. Se tiene
entonces que los elementos de area de I11 y de I estan relacionados por la desigualdad

dA[][ = ’\/ G][[(t, S)’ dA[ S MdA[ (158)
Usando (1.5.8) en (1.5.1) se tiene que
An(¥(8)) < An(¥(0)) + 7Mlongy(9C) < ox,

es decir, que el drea de W(S) es finita para la métrica inducida por la aplicacién de
Gauss dado que los conjuntos C' y 0C son compactos.

Por la igualdad (1.2.1) se tiene que

/ymdA, /SdAm AN (B(8)) < o0,
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lo que significa que la superficie tiene curvatura total finita como queriamos probar.

En particular, la parte negativa de la integral de la curvatura es finita. Por el
teorema 1.2.3 de Hiiber, se tiene que S tiene topologia finita y es de tipo parabdlico.
O]

Si partimos de una superficie completa 3, C*-inmersa en R? y sin borde de modo
que en el exterior de una region compacta C', la curvatura de Gauss K es negativa
y el valor reciproco de la curvatura tiene variacion con estimacion lineal, entonces se
puede trabajar fuera de dicho compacto usando el teorema 1.5.1 en el nuevo contexto
de superficie con borde compacto. Hay que tener en cuenta que, por compacidad, se
tiene

/|K|dA<—|—oo.
c

Sin necesidad pues de alterar el razonamiento final de la demostracién anterior, se
tiene de nuevo curvatura total finita en ¥ y, ademas, por el teorema 1.2.3 de Hiiber se
cumplen las mismas propiedades topoldgicas en la superficie. Tendriamos por tanto
probado el siguiente:

Corolario 1.5.1. Sea ¥ : ¥ — R3 una C?*-inmersion completa con curvatura de
Gauss negativa fuera de un conjunto compacto C' C X. Si el valor reciproco de la
curvatura de U tiene variacion con estimacion lineal fuera de C', entonces

/ K| dA < oo,
b

esto es, la inmersion tiene curvatura total finita. En particular, » es parabdlica y
tiene topologia finita.

El teorema 1.5.1 y el corolario 1.5.1 nos ensenan propiedades topoldgicas interesan-
tes del tipo de superficies que estamos tratando en el primer capitulo de esta memoria.
Nos dicen que son parabdlicas, con lo cual hay una cantidad finita de finales y cada
final es conformemente un disco punteado. La pregunta que cabe plantearse llegados
a este punto es la siguiente: ;como es el comportamiento asintético de la superficie
en los finales?. Es conveniente aclarar algunos conceptos y presentar algunas herra-
mientas que nos seran de utilidad para poder dar respuesta a estas cuestiones.

Definicién 1.5.1. Sea Y una superficie C?-diferenciable e inmersa en R3. Se dice
que tiene la propiedad de la envolvente convexa si dado cualquier dominio D de X de
manera que su imagen por la inmersién es un subconjunto acotado de R3, se cumple
que dicho conjunto imagen estd totalmente contenido en la envolvente convexa de su

borde.
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R. Osserman demuestra en [53] una caracterizacién geométrica de las variedades
que satisfacen la propiedad de la envolvente convexa. En el caso particular que nos
ocupa se puede decir que una superficie C?-diferenciable ¥, inmersa en el euclideo
tridimensional, tiene dicha propiedad si y solo si su curvatura de Gauss es no positiva
en todo punto.

Consideremos un final M de la superficie, C?-inmerso isométricamente en el euclideo
y que cumpla

/ KtdA < 0.
M

Se llama curva zonal de M a cada curva a homotépica al borde del final y considera-
mos

m = inf{long(a) : a es curva zonal de M}.

Si cada sucesién de curvas zonales {«;} de M cuyas longitudes tienden a m es diver-
gente en el final M, entonces el teorema de Burago, ver [11], nos dice que M ha de
ser un conjunto no acotado de R3.

Usaremos todo esto para probar que los finales de ¥ son asintéticos a una semi-
rrecta, cuando se cumplen las hipétesis del teorema de Efimov fuera de un conjunto
compacto.

Teorema 1.5.2. Sea ¥ : ¥ — R3 una superficie completa C*-inmersa y con cur-
vatura de Gauss K < —e < 0 fuera de un subconjunto compacto C' C 3. Entonces ¥
tiene topologia finita, W es propiamente inmersa y tiene drea finita para la métrica

inducida. Ademds, cualquier final de la superficie es asintotico a una semirrecta de
R3.

Demostracion. Por la observacion 7?7, ¥\ C pertenece a la familia de superficies
cuyo valor reciproco de la curvatura tiene variacién con estimacién lineal. Podemos
entonces aplicar el corolario 1.5.1, con lo que X tiene curvatura total finita y, en
consecuencia, su area es finita para la métrica inducida. Es decir que si A; denota el
area para la métrica inducida, entonces

A (T(5) :/EdAI < %/E|K| < o0

y en particular, el area de sus finales también es finita. Quedaria tan solo probar que
cada final es propiamente inmerso y asintético a una semirrecta.
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El corolario 1.5.1 nos dice también que X es parabdlica. Consideramos un final de
la superficie que suponemos parametrizado por el conjunto

E={peR:0<|p <1},
y con curvatura negativa en todos sus puntos.

Como el area del final es finita, existe entonces una sucesion estrictamente decre-
ciente de radios {e,} tal que €, — 0, de manera que las curvas

Doi=U({p e R?: [p| = €,})

verifican que
long;(T'y,) — 0, (1.5.9)

donde long;(-) denota la longitud para la métrica inducida.

Las preimégenes de las curvas I',, pueden visualizarse en el conjunto £ como circu-
los concéntricos de radio €,, con centro en el origen y que tienden a replegarse en el
mismo a medida que aumenta el valor de n. Para que las curvas I';, cumplan (1.5.9)
es fundamental que el area del final sea finita.

Para n < m se definen los conjuntos

Ar = UV ({peR/en <|p| <en}),
A = U ({p € R?*/0 < |p| < en}) )

Denotamos por conv(-) a la envolvente convexa de un conjunto de R3. Como
asumimos que el final tiene curvatura negativa en todos sus puntos, podemos aplicar
el teorema de Osserman y se tiene que

AT C conv(T', UTY,) = conv (conv(Ty,) U conv(T,)) . (1.5.10)
Por el teorema de Burago el final no esté acotado, por lo que |J I',, tampoco lo
n=1

estd. Esto junto con (1.5.9), pasando a subsucesion si fuera necesario, nos permite
suponer que las sucesivas curvas I',, cumplen la desigualdad

maz{|p| :p €T} <min{|p| : p € Tni1}, con {min{|p| :p € T,}} — o0, (1.5.11)

es decir, que podemos visualizar las curvas I',, como una sucesion de aros disjuntos
dos a dos y que tienden a infinito, ver figura 1.8.
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Figura 1.8: Sucesién de curvas I',, en el final M.

Ahora, para cada valor n se pueden tomar un par de puntos, uno en la base
qn € conv(I'y), y otro punto p,, € conv(l',41). Asi elegidos, por (1.5.11) se tiene que
Gn # pn para cada n y por compacidad, la sucesién de vectores unitarios

Pn — 4n
’pn - Qn‘

ha de tener una subsucesién convergente. Pasando a una subsucesién si fuera necesario
podemos suponer que existe un vector unitario vy € R? tal que

{ Pn — Gn } — .
|pn - Qn|
Para ver que v, es independiente de la eleccién de ¢, observamos que

Pn _ Pn — Qn |pn_Qn| + Gn — o,

|pn| ‘pn - Qn| |pn| |pn|

ya que, por estar conv(I';) acotada y por (1.5.11) se tiene

qn ‘pn - Qn|

— =0 — 1.
|l |l

Si para cada n elegimos un punto p/, € conv(I',41), entonces se cumple que la

sucesion

/ r_
Po _ Pn=Pn  Pn [Pl L,

8 I8 Pnl 11},]
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porque por (1.5.9)
I —
(Pl , Pa) g |p7|
1P%,] 1P},]
lo que demuestra que vy tampoco depende de la eleccion de p,.

— 1,

Definimos los cilindros sélidos

Ry = {q+tv/q€ conv(ly), t € R},
RY = {q+tvy/q€ conv(ly), t>0}.

Supongamos que A Q R, entonces por (1.5.10) existe un entero positivo ng > 1y
un punto zy € conv(l,,) tal que zy ¢ Ry . Luego el conjunto compacto

|5170 —CI|

C = { To— 4 GSQ/QECOTLU(Fl)}

no contiene al vector vy. De no ser asi existirian ¢y € RT y o € conv(T';) tales que
z0 = qo +to [zo — ¢o| € RY.

Observamos que, por la propia definicién, los conjuntos A} tienen las siguientes
propiedades para todos los n < m, con m suficientemente grande o m = oo:

m
An+1

A

Am

mn J

C
C AL (1.5.12)

Como g € conv(l'y,,) y ng > 1, entonces para cada n > ng se tiene que
xo € conv (conv(I'y) U conv(Tyiq)),

es decir, que existen dos puntos ¢, € conv(I'1) y p, € conv([',41) tales que zy =
(1 —1t,)qn + tapn para algin t,, € [0,1], o equivalentemente, zo — g, = t,(pn — ¢n). En
este caso

Lo —qn  Pn —On

20 = qn|  1Pn— @l

La igualdad anterior nos dice que (p, — ¢»)/ |Pn — G| € C para todo n > ng. Por otro

lado
Pn — 4n

‘pn - qn|

por la independencia de v, respecto a la eleccién de las sucesiones {p,, } y {g,}, enton-

— Vo

ces vy ha de pertenecer al compacto C' y eso es una contradiccién, lo que demuestra
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que A C R

Como consecuencia de este hecho, (1.5.10) y (1.5.11), el final es propiamente in-
merso. Una vez visto que A° C R, si definimos

R, = {q+tvy/q € conv(ly,), t € R},
RS = {q+tvy/q € conv(T,), t >0},

se puede demostrar haciendo un razonamiento idéntico, que para cada n > 2, A%°
estd contenido en un cierto cilindro R; que tiene por base el conjunto conv(T',) y
contiene a toda la superficie a partir de conv(T',).

Por (1.5.12) se tiene que A C A C R y A estd propiamente inmerso en R3,
entonces R también estd contenido en Ry . Ademds, dichos cilindros no se pueden
cortar. Los ejes de ambos semicilindros han de ser paralelos, lo que tan solo nos deja
una posibilidad, que R} = R}, y por lo tanto

AX CR>X, Vn > 1.

Por (1.5.9) se tiene que diam(conv(I',41)) tiende a cero para cada n € N, donde
diam(-) denota el didmetro de un conjunto de R3, esto es el maximo de las distancias
entre puntos de dicho conjunto.

Como los cilindros R,, son convexos y R,11 € R,, se deduce del hecho anterior

que
(e.)
R = Ra.
n=1
es una recta de R? y el final es asintético a dicha recta, quedando probado el teorema.

O

Observamos que, si nos quedamos en el contexto del teorema 1.5.2, ain podemos
dar un poco mas de informacién en virtud de los resultados de Hiiber. Analizando
dicho contexto observamos que nos encontramos en las hipétesis de [35, Teorema 12],
con lo cual, no solo se puede afirmar que existe la integral de la curvatura de X, como
asegura el corolario 1.5.1, sino que su valor es exactamente

C=2mX(¥),

donde X representa la caracteristica de Euler de la superficie.



Capitulo 2

Superficies completas con
curvatura no positiva en espacios
modelo.

2.1. Introduccion.

A pesar de los progresos en el entendimiento de las superficies de curvatura nega-
tiva inmersas en el espacio euclideo tridimensional, todavia hoy quedan sin respuesta
algunas importantes cuestiones relacionadas con el teorema de Hilbert, ver [34]. Entre
los problemas abiertos relacionados con el teorema anterior, destaca por su interés el
establecido por John Milnor en 1966, ver [43]:

CONJETURA DE J. MILNOR. Sea Y una superficie completa sin puntos
umbilicales, C*-inmersa en R® y tal que

k2 + k3 >c>0, (2.1.1)

donde k;, © = 1,2. son las curvaturas principales de la inmersion y c es
cierta constante. Entonces se satisface alguna de las siguientes posibilida-
des:

1. K cambia de signo,
2. K=0,

donde K denota la curvatura de la inmersion.

Aunque inicialmente, la relacién entre la conjetura de Milnor y nuestro estudio
sobre superficies inmersas con curvatura de Gauss no positiva del capitulo anterior

31
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podria no parecer clara, es posible dar una interpretacién geométrica de dicha conje-
tura en términos de la curvatura media H y de la curvatura de Gauss K que resulta
muy conveniente para entender bien dicha cuestion.

La hipotesis sobre las curvaturas principales en la conjetura de Milnor, en térmi-
nos de la curvatura de Gauss y de la curvatura media, equivale a la existencia de
un entorno del origen en el plano HK que no toca al diagrama de curvaturas de la
superficie, es decir, a la imagen de la superficie en dicho plano.

H2-K<0

P
)

rHilbert

EFIMOV

\\

Figura 2.1: La conjetura de Milnor extenderia al teorema de Efimov.

Graficamente, el diagrama de curvaturas de cualquier superficie ha de caer, como
es bien sabido, en la regiéon H? > K, ver figura 2.1. Por ejemplo, las superficies con H
constante tienen por diagrama de curvaturas una semirrecta vertical y las superficies
con K constante corresponden con rectas horizontales fuera de la regién H? — K < 0.

En la figura 2.1 es facil visualizar los siguientes resultados sobre superficies com-
pletas inmersas en R?:
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1. Segun el teorema de Hilbert, su diagrama de curvaturas no puede estar con-

tenido en una linea paralela al eje de abcisas que esté situada en el semiplano
K <0.

2. Segun el teorema de Efimov, su diagrama de curvaturas no puede estar, ademas,
totalmente contenido en el semiplano inferior a dicha linea horizontal por debajo
del eje de abcisas.

La conjetura de Milnor para K < 0 afirma que no existe ninguna superficie com-
pleta en R3 con diagrama de curvaturas en el semiplano K < 0 que excluya un entorno
del origen, salvo que la superficie sea un cilindro llano generalizado. Lo que dice la
conjetura de Milnor en el caso K > 0, es que cualquier superficie completa, inmersa
en R3, no llana y que excluya un entorno del origen tiene puntos umbilicales.

Muchos resultados clasicos de la teorfa de superficies de R? son consecuencia de
la ecuacién de Codazzi, la cual sigue siendo cierta en los otros espacios modelo tridi-
mensionales H? y S3. Este es el caso, por ejemplo, del teorema de Hopf de clasificacién
de esferas con curvatura media constante, o también del teorema de Liebmann sobre
superficies con curvatura constante positiva. Por lo tanto, no resulta sorprendente que
diferentes resultados de la teorfa de superficies inmersas en R3 puedan ser probados
en el contexto abstracto de los pares de Codazzi, esto es, un par (I,11) de formas
cuadraticas reales definidas sobre una superficie, donde I es una métrica riemanniana
y ambas satisfacen, desde un punto de vista abstracto, las ecuaciones de Mainardi-
Codazzi de la teoria clasica de superficies.

Los pares de Codazzi aparecen de manera natural en la teoria de subvariedades, ya
que la primera y la segunda forma fundamental de cualquier superficie inmersa en un
espacio modelo tridimensional es un par de Codazzi. Las definiciones y los elementos
bésicos sobre pares de Codazzi seran explicados con detalle en la segunda seccion de
este capitulo.

En la seccién tercera probamos una version débil del teorema clasico de Smyth y
Xavier para R? de 1987, ver [60], el cual afirma lo siguiente:

Sea Y. una superficie completa de R? con curvatura de Gauss no positiva.
Si el cuadrado de una de sus curvaturas principales esta acotada inferior-
mente por una constante positiva, entonces la superficie es un cilindro
generalizado.

Este teorema supone una solucién parcial de la conjetura de Milnor en R? ante-
riormente descrita, en el caso de tener curvatura K < 0. Ellos lo demuestran usando
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resultados que son propios del espacio euclideo, como el teorema de Sacksteder (1960),
ver [58], y el teorema de Pogorelov (1956), ver [55] (el teorema de Pogorelov fue ex-
tendido a hipersuperficies completas y llanas por Hartman y Nirenberg en 1959 en
su articulo [30]). Nuestra demostracién es completamente diferente porque estéd ba-
sada en el teorema 1.2.3 de Hiiber y se lleva a cabo para pares de Codazzi. Esto
tiene la ventaja de que puede ser usada en otros espacios ambiente y para superficies
abstractas.

En particular demostramos que, si consideramos un par de Codazzi (I, 1) sobre
una superficie abstracta ¥ cuyas funciones curvaturas principales estén estrictamente
separadas y tal que I es completa y tiene curvatura no positiva, entonces, o bien la
métrica [ es llana, o bien ¥ es homeomorfa a un plano y tiene curvatura total finita.
Ademas, bajo las hipotesis anteriores fuera de un subconjunto compacto C' de la su-
perficie, probamos que X\ int(C') es de tipo parabdlico y que X tiene topologia finita.
Concluimos la seccién demostrando que cualquier final inmerso en R3, completo y
de curvatura de Gauss no positiva no idénticamente nula, tiene area finita si una de
sus funciones curvatura principal k; cumple la desigualdad k7 > €* > 0, para cierta
constante positiva e.

Asi pues, dedicamos la cuarta seccién a aplicar nuestros resultados a superficies
completas inmersas en el espacio hiperbdlico H? y en la esfera S®. En particular,
demostramos algunos resultados tipo Efimov, como que no existen inmersiones com-
pletas en H? si K < —1 y una de las funciones curvatura principal estd separada de
cero. Ademas, toda inmersion completa que cumpla las condiciones anteriores fuera
de un compacto tiene area finita, es parabdlica y homeomorfa a una compacta menos
una cantidad finita de puntos. Lo mismo ocurre en la esfera S? si K es menor o igual
que una constante negativa. También demostramos algunos resultados tipo Milnor,
como por ejemplo que no existen inmersiones completas en el hiperbélico con cur-
vaturas principales estrictamente separadas y con curvatura acotada superiormente
por una constante negativa. Por tltimo, probaremos que el infimo del valor absoluto
de la funcién curvatura media es cero para inmersiones completas en H? y en S? con
curvaturas K < —1 y K < cons < 0 respectivamente.

2.2. Preliminares.

Asumimos que ¥ es una superficie orientada, de otro modo trabajariamos con el
correspondiente recubridor de dos hojas orientable. Ademas, consideraremos diferen-

clabilidad de orden C°.

Definicién 2.2.1. Un par fundamental en 3 es un par de formas cuadraticas reales
(I,1I) definidas sobre la superficie de manera que I es una métrica riemanniana.
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Dado p € X se define el endomorfismo de Weingarten A, : T,X —— T, como el
unico que cumple la igualdad

II(v,w) = I1(A,(v),w), Yv,w € T,X. (2.2.1)

También se define la curvatura media H, la curvatura extrinseca K y las curvaturas
principales k; y ko como la mitad de la traza, el determinante y los autovalores de A
respectivamente. Observamos que, en general, no hay una conexién entre la curvatura
extrinseca del par fundamental (I, 11) y la curvatura de Gauss K(I) de la métrica
riemanniana /.

Claramente, cualquier par fundamental verifica que H?> — K > 0y que H? = K si
y solo si k; = ks.
Se define la tercera forma fundamental /1] asociada al par (I,1]) como

III(X,Y) = I(AX,AY), X,Y € X(%). (2.2.2)

Definicién 2.2.2. Se dice que las curvaturas principales k; y ko del par fundamental
(I,1I) de ¥ estan estrictamente separadas si existen nimeros reales ¢; y ¢y tales que
en X se cumple la desigualdad

ki <c <cg < ks (223)

Consideremos 3 una superficie orientable, (I, IT) un par fundamental sobre ¥ y
(u,v) pardmetros locales sobre la superficie. Entonces podemos escribir

I = Edu®+ 2Fdudv + Gdv?,
IT = edu®+ 2fdudv + gdv®. (2.2.4)

Dichos parametros (u,v) se dicen doblemente ortogonales para el par fundamen-
tal (1,11)si F'= f = 0. Es elemental observar que este tipo de coordenadas existen
en un entorno de un punto no umbilical de >, o bien en el interior del conjunto de
sus puntos umbilicales. El conjunto de puntos donde existen parametros doblemente
ortogonales es por tanto denso en la superficie. De esta manera, muchas propieda-
des obtenidas usando este tipo de coordenadas seran validas en todos los puntos de
la superficie cuando dicha propiedad sea susceptible de ser extendida por continuidad.

Usando este tipo de pardmetros (u,v), las ecuaciones (2.2.4) se expresan como

I = Edu®+ Gdv?,
II = edu®+ gdv®. (2.2.5)
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El conjunto {9,,0,} constituye una base ortogonal de direcciones principales del
plano tangente a la superficie en cada punto, entonces

e
o=
Y
ky = =
2 Ga
con lo cual podemos reescribir 11 como
I = kyEdu® + kyGdo®. (2.2.6)

A partir de (2.2.5) y (2.2.6), la tercera forma fundamental del par se puede expresar
como sigue

111 = ki Edu® + k3Gdv®, (2.2.7)

Definicién 2.2.3. Sea (I, II) un par fundamental sobre . Se dice que (I, I]) es un
par de Codazzi si se cumplen las ecuaciones de Mainardi-Codazzi de R3, esto es

VxAY — VyAX — A[X,Y] =0, (2.2.8)

para cualesquiera campos de vectores X,Y € X(X), donde V es la conexion de Levi-
Civita de [.

2.3. La ecuacién de Codazzi y curvatura no posi-
tiva.

En general, si una superficie inmersa en un espacio modelo n-dimensional (semi-
riemanniano) tiene un campo de vectores normal unitario paralelo &, entonces la
primera y la segunda forma fundamental asociada a & constituye un par de Codaz-
zi. Muchos otros ejemplos de pares de Codazzi aparecen en [3, 2, 10, 39, 40, 51| y
en muchos de los articulos que cada uno cita en ellos. Aunque aplicaremos nuestros
resultados sobre pares de Codazzi a superficies en un espacio modelo tridimensional,
dichos resultados podrian ser también aplicados en contextos diferentes.

Comenzaremos esta seccion probando un resultado abstracto de pares de Codazzi,
que es un caso particular de un resultado maés general demostrado en 1975 por T.
Klotz-Milnor en [42].

Proposicién 2.3.1. Sea (I,1I) un par de Codazzi sobre una superficie X y 111 su
tercera forma fundamental asociada. Sea ademds a € R — {0} tal que ak; # 1 y
aky # 1. Consideramos la forma cuadrdtica

Ay =1 —2all + 2111,
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entonces N, es métrica riemanniana sobre la superficie y su curvatura se calcula como

K(I)

K@) = =m0 —ah)

(2.3.1)

Demostracion. Fijamos un punto py € 3y consideramos una base ortonormal {e, €2}
de T, % que diagonaliza al endomorfismo de Weingarten del par (I, IT). Entonces

Aa(ei, €j) = (1 — aki)26ij, (232)

lo que prueba que la forma cuadratica A, es definida positiva y por tanto métrica
riemanniana sobre la superfcie.

Dados pardmetros doblemente ortogonales (u,v) sobre ¥, de (2.3.2) obtenemos
que

Ao = (1 — ak))?Edu® + (1 — aky)*Gdv?, (2.3.3)
es decir que
E, = (1—ak)?E,
F, = 0, (2.3.4)

Ga = (1—ak2)2G,

son los coeficientes de la primera forma fundamenta de la forma cuadratica A,.

Usando la ecuacién de Gauss para la curvatura en parametros ortogonales, ver
[14], se tiene

1 (Ea>v (Ga)u ) )
K(A,) =— + | —= .
() 2V E.Gq ((\/EaGa)v (\/EaGa "
Sustituimos (2.3.4) en la férmula anterior y nos queda

1
(1 — aky)(1 — ako)VEG
[(—m(/ﬁ)UE +(1— aklEv)> . <—2a(k2)uG +(1— akrgGu))

K<Aa) =

(1 — ako)VEG (1 — ak))WEG
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Usando las ecuaciones de Codazzi en la igualdad anterior se tiene
1
2(1 — (I,kl)(l — (Zkz) V E

—2at25 By (1 — aky E,) —2a8782C G + (1 — ak,G,,)
(1 — ak’g)\/ EG (1 — akl)\/ EG

K(Aa) =

T - aknl(l k) [_2\/113_G ((fz;—c) i (fT—a))]
(e et

Acabamos de probar la validez de la férmula para parametros doblemente ortogo-
nales. Observamos en la seccién anterior que el conjunto de los puntos con parametros
doblemente ortogonales es denso en 3, por tanto la férmula es valida en todos los
puntos de la superficie por continuidad. O

El objetivo principal de esta seccion es demostrar el siguiente resultado para pares
de Codazzi.

Teorema 2.3.1. Sea (I,11) un par de Codazzi sobre ¥ con curvaturas principales
estrictamente separadas. Si (X,1) es una superficie completa con curvatura de Gauss
K(I) <0, entonces solo se da una de las siguientes posibilidades:

s [ esllana y X es homeomorfa a un plano, a un cilindro, o a un toro.

= [ no es llana, ¥ es homeomorfa a un plano y

/ |K(I)|dA; < 2. (2.3.5)

Demostracion. De la condicién (2.2.3), es posible elegir a € R — {0} tal que
1
ki <o <= <y <o,
a

y si tomamos ¢ := min{|l—ac;| : i = 1,2}, entonces (1—ak;)* > 2, i = 1,2. Conside-
ramos entonces A, definida como en la proposicion 2.3.1, que es métrica riemanniana
sobre X..

De (2.3.3) se tiene que A, > 21, lo que implica que A, es completa por serlo I.
Por otro lado, de (2.3.1) se deduce que K(A,) > 0. Tenemos por lo tanto que (3, A,)
es una superficie riemanniana completa de curvatura no negativa.
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Llegados a este punto se pueden distinguir dos casos:
Caso I: K(A,) =0.

En este caso, de (2.3.1) también se tiene que I es una métrica llana. Por lo tan-
to, si denotamos por ¥ el recubridor universal de ¥, por el teorema de Cartan se
puede asegurar que (f, 1 ) es isométrico al plano R?. La superficie ¥ es por tanto
homeomorfa al cociente R?/T, donde T es el grupo discreto de isometrias que acttian
propiamente sobre R?, y los tinicos casos posibles que son orientables son un plano,
un cilindro o un toro llano.

Caso II: K(A,) no es idénticamente nula.

En este caso consideramos la estructura conforme inducida por A, sobre la superfi-
cie. Como hemos visto que K, > 0, la parte negativa de la curvatura es cero. Usando
el teorema 1.2.4 de Hiiber sobre (3, A,), se puede afirmar que ¥ es conformemente
un plano o una esfera. Si 3 fuese compacta, por el teorema de Gauss-Bonnet, (2.3.3)
y (2.3.1) se tiene que

4 = / K(A)dAy, = — / K(I)dA; = —4m,
2 s

lo cual es una contradiccion.

Como ¥ no es compacto, entonces debe ser homeomorfo a un plano. Por el teorema
1.2.3 de Hiiber, (2.3.3) y (2.3.1) se tiene que

/ K(D)|dA; = / K(AJ)dAy, < 27
> >

lo que concluye la prueba. O

Desde 1987 se sabe que toda inmersién isométrica completa en R? con curvatura
de Gauss no positiva y con una de sus curvaturas principales lejos de cero ha de ser un
cilindro generalizado. Este resultado fue demostrado por B. Smyth y F. Xavier en [60].

La prueba de este resultado consiste en considerar una cierta traslacién paralela
Y4, a una distancia adecuada a > 0 de la superficie ¥ en la direccién del normal,
de manera que resulta ser una inmersiéon con métrica inducida A, completa y con
curvatura de Gauss no negativa. En este punto se pueden discernir dos posibilidades:
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1. La paralela es llana, con lo que la métrica inducida sobre ¥ también lo es por
la Proposicion 2.3.1 y se trata de un cilindro generalizado por el teorema de
Pogorelov, ver [54].

2. La paralela no es llana y por el teorema de Sacksteder, ver [58], ¥, estd embebida
y su imagen es, por completitud, el borde de un cuerpo convexo de R3. En
primer lugar, la paralela no puede ser compacta, porque de otro modo también
lo seria la superficie de partida. En este caso se tendria que X seria una superficie
compacta de curvatura menor o igual que cero, lo cual es imposible. Si ¥, no es
compacta, es facil ver que la superficie ¥, que se encuentra a distancia |a| tiene
un punto con curvatura positiva, lo que contradice que K () < 0.

En el contexto de las C%-inmersiones isométricas en el espacio euclideo tridimen-
sional, el par formado por la primera y la segunda forma fundamental de la inmersion
es de Codazzi. En este contexto, las condiciones del teorema 2.3.1 son equivalentes a
las del teorema de Smyth-Xavier, dado que el hecho de tener curvaturas principales
estrictamente separadas y que una de ellas esté acotada inferiormente por una cons-
tante positiva es lo mismo cuando K < 0. Sin embargo, en otros ambientes, la métrica
I podria no ser llana y, en ese caso, el teorema 2.3.1 proporciona informacion sobre
la integral de la curvatura de la superficie, con lo cual se puede decir que el teorema
de Smyth-Xavier, ver [60], es una versién fuerte del teorema 2.3.1.

Efimov : P

Figura 2.2: Efimov vs. Smyth-Xavier.

En la figura 2.2 se puede observar que los teoremas de Efimov y de Smyth-Xavier
no estan relacionados. El teorema de Efimov afecta a superficies cuyo diagrama de cur-
vaturas se queda contenido en el semiplano K < const < 0, mientras que el teorema
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de Smyth-Xavier afecta a superficies cuyo diagrama de curvaturas queda contenido
en la interseccion del semiplano correspondiente a una recta inclinada en el plano HK
que no contiene al origen y la region K < 0.

De la prueba del teorema 2.3.1 observamos que, si la superficie tuviera borde
compacto, también se podria aplicar el teorema 1.2.3 de Hiiber para obtener que
(32, 1) tiene curvatura total finita. Lo vemos en el siguiente resultado:

Teorema 2.3.2. Sea Y una superficie y C' C X un subconjunto compacto. Suponga-
mos que (I,1I) es un par de Codazzi sobre ¥\ int(C') cuyas curvaturas principales
estan estrictamente separadas. Si I es una métrica completa con curvatura de Gauss
no positiva sobre ¥\ int(C), entonces (X \ C,I) tiene curvatura total finita. En par-
ticular, 3\ int(C') es de tipo parabdlico y % tiene topologia finita.

Demostracion. Razonando como en el teorema 2.3.1 podemos llegar a que (X\int(C'), A,)
es completa y que K(A,) > 0. Usando ahora el teorema 1.2.3 de Hiiber, (2.3.1) y
(2.3.3) se tiene que

/ K(D)|dA; = / K(Ay)dAy,, < oo,
S\int(C) S\int(C)

que X\ int(C) es de tipo parabdlico y que tiene topologia finita. ]

El siguiente resultado es una aplicacién directa del teorema 2.3.2 a inmersiones
completas de R3 con curvatura no positiva.

Corolario 2.3.1. Sea ¥ una superficie homeomorfa a D\ {0} y ¥ : ¥ — R3
una inmersion completa con curvatura no positiva y no idénticamente nula. Si existe
i € {1,2} tal que k? > const > 0, entonces el drea de W(X) es finita.

Una diferencia fundamental entre el corolario anterior y el teorema 1.5.2 probado
en la seccién 1.5 del capitulo 1 de esta memoria, es que en el corolario no se pide como
condicién que la curvatura esté uniformemente separada de cero en un entorno de
infinito, tan solo que una de las curvaturas principales si lo esté. Aunque la conclusion
respecto a la finitud del area es la misma, no se puede asegurar que el comportamiento
asintotico del final también sea el mismo. Por ejemplo, una esfera con una cantidad
finita de finales de curvatura negativa en las condiciones del corolario 2.3.1 tiene area
finita. Sin embargo, si dichos finales estan en las condiciones del teorema 1.5.2, ademas
se puede asegurar que son propiamente inmersos y asintéticos a semirrectas de R3,
ver figura 2.3.
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Figura 2.3: Superficie completa con finales de curvatura negativa.

2.4. Superficies completas con K <0 en H? y S3.

Los teoremas para pares de Codazzi de la seccion anterior sirven para obtener
interesantes resultados tipo Efimov y tipo Milnor en el espacio hiperbélico H?, de
curvatura seccional constante -1, y en la esfera tridimensional S*, de curvatura sec-
cional constante 1.

Para empezar veremos algunas consecuencias del teorema 2.3.1. En primer lugar
se puede probar que:

Corolario 2.4.1. Sea ¥ : ¥ — H? una inmersién con curvatura de Gauss K < —1
y tal que una de sus funciones curvatura principal k; cumple

k? > e >0,
para algun valor € > 0. Entonces ¥ no es completa.
Demostracion. Por la formula de Gauss de la inmersién se tiene que
kiko=K+1<0.

Luego, salvo cambios en la orientaciéon, podemos asumir que 0 < € < ky y que las
curvaturas principales de ¥ cumplen k; < 0 < € < ky. Como ya observamos anterior-
mente, el par (I, ) formado por la primera y segunda forma fundamental de ¥ es
un par de Codazzi.
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Si suponemos que I es completa, por el teorema 2.3.1 se tiene que ¥ es homeomorfa
al plano y tiene curvatura total finita. Usando la hipétesis sobre la curvatura, podemos
dar una estimacién del area

A®) < [ |idAs < 2om
b
lo que contradice el hecho de que toda superficie riemanniana simplemente conexa,
completa y con curvatura de Gauss no positiva tiene area infinita. [

Imponiendo la separaciéon estricta de las curvaturas principales en la inmersiéon y
razonando como en el corolario anterior, se puede probar el siguiente resultado tipo
Efimov sobre H? como consecuencia directa del teorema 2.3.1.

Corolario 2.4.2. No ewisten superficies completas inmersas en H? con curvatura
de Gauss K < —e < 0, para alguna constante € > 0, y con curvaturas principales
estrictamente separadas.

Demostracion. Si asumimos que la métrica inducida por la inmersién I es completa,
aplicando el teorema 2.3.1 se tiene que X es homeomorfa al plano y tiene curvatura
total finita. Usando la hipdtesis sobre la curvatura se tiene que

1 2
A < [ Ikl <2
€Js €
lo cual es una contradiccién, ya que X es una superficie de Hadamard. O

Es posible dar un resultado andlogo al corolario 2.4.1 para la esfera S3, ajustando
la hipotesis para la curvatura de la inmersién y con un razonamiento similar al de los
corolarios anteriores.

Corolario 2.4.3. Sea VU : ¥ — S? una inmersion con curvatura de Gauss K <
const < 0 y tal que una de sus funciones curvatura principal k; cumple

k? > e >0,
para algun valor € > 0. Entonces W no es completa.

Demostracion. Como antes, podemos asumir que 0 < ¢ < ko. Entonces, usando la
ecuacion de Gauss de la inmersion se tiene que

kiko =K —-—1< -1

y las curvaturas principales de ¥ cumplen la desigualdad k; < 0 < € < ky. El
resultado se sigue aplicando el teorema 2.3.1 y llegamos a contradiccion haciendo un
razonamiento analogo al del corolario 2.4.1. [
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Observamos que, cambiando la hipdtesis K < const < 0 por K < 0 e imponiendo
que fz |K|dA; > 27 en el corolario 2.4.3, se puede llegar a la misma conclusion.

Si restringimos las condiciones del corolario 2.4.1 al exterior de un subconjunto
compacto de la superficie, usando el teorema 2.3.2 se puede probar que:

Corolario 2.4.4. Sea ¥ : ¥ — H? una inmersion completa y C C X un subconjunto
compacto. Supongamos que en 3\ C' la curvatura de Gauss de U es tal que K < —1
y que una de sus funciones curvatura principal k; cumple

ki2262>0,

para alguna constante positiva €. Entonces VU tiene drea finita, > es parabdlica y tiene
topologia finita.

Demostracion. Haciendo el mismo razonamiento sobre las curvaturas principales que
en el corolario 2.4.1, se deduce que estan estrictamente separadas y que el cero es una
de las constantes de separacion. Como C' es compacto, su area y la curvatura total
en C' son finitas. Usando este hecho, aplicando el teorema 2.3.2 a ¥\ C' y usando la
hipétesis sobre la curvatura en ¥\ C' se puede dar una estimacién del drea total de
la superficie

A(R) = A(E\ C) + A(C) < /E\C|K|dAI+/C|K|dAI < o0,

quedando probado que es finita. Por el teorema 1.2.3 de Hiiber se puede concluir que
la superficie es parabdlica y tiene topologia finita. O

Naturalmente, haciendo un ajuste sobre la curvatura de Gauss de la inmersion
como en el corolario 2.4.2, se puede obtener un resultado sobre S? que es andlogo al
corolario 2.4.4.

Corolario 2.4.5. Sea ¥ : ¥ — S? una inmersién completa y C C ¥ un subconjunto
compacto. Supongamos que en X\ C' la curvatura de Gauss K de V estd acotada supe-
riormente por una constante negativa y que una de sus funciones curvatura principal
k; cumple

k:f > 2 >0,

para alguna constante positiva €. Entonces W tiene drea finita, > es de tipo parabdlico
y tiene topologia finita.

Demostracion. Haciendo el mismo razonamiento sobre las curvaturas principales que
en el corolario 2.4.2, se deduce que estan estrictamente separadas y que el cero es
una de las constantes de separacion. El resultado se sigue aplicando el teorema 2.3.2
a 3\ C'y haciendo un razonamiento analogo al del corolario 2.4.4. ]
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Corolario 2.4.6. Toda inmersion completa en H> (resp. en S*) con curvatura de
Gauss K < —1 (resp. K < const <0) cumple que

inf{|H = 0.
e {|H(p)]}
Demostracion. Supongamos que existe un valor € > 0 y un punto py € X tal que

f{[H(p)[} = H(po) =

Como kiky = K+ 1 <0 (resp. k1ks = K — 1 < —1), salvo cambios en la orientacién
podemos suponer que H(p) > ¢, para cualquier punto p de la superficie. Eso implica
que

ki <0< H(po) =€ < ko,

lo que entra en contradiccion con el corolario 2.4.1 (resp. corolario 2.4.3). [

Como la teoria de pares de Codazzi aparece también en el estudio de superficies
inmersas en espacios ambiente distintos de los espacios modelo, usando los teoremas
2.3.1y 2.3.2 se pueden demostrar resultados tipo Efimov y tipo Milnor andlogos a los
vistos en esta seccion pero en diferentes contextos.

Por ejemplo, se pueden dar resultados de este tipo para superficies espaciales en el
espacio lorentziano tridimensional L3, también para superficies espaciales inmersas en
los espacios tridimensionales DeSitter y Anti-DeSitter de radio 1, representados como
S? y H3 respectivamente, y para superficies inmersas en un espacio de dimensién n
(semi-riemanniano) con campo de vectores normal £ unitario y paralelo.

Ademas, se pueden usar los corolarios 2.4.4 y 2.4.5 para probar sendos resultados
analogos al corolario 2.3.1 en H? y S?. Es decir, se puede concluir que cualquier final
inmerso y completo en H? (resp. en S3) tiene drea finita y curvatura total finita si la
curvatura de Gauss de la inmersién cumple que K < —1 (resp. K < const < 0) y
una de sus funciones curvatura principal k; estd uniformemente alejada de cero.
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Capitulo 3

Grafos enteros con curvatura no
positiva en espacios producto.

3.1. Introduccion.

Como ya se decia en el capitulo primero de esta memoria, a finales de los anos 60,
el propio Efimov generalizé su resultado a un conjunto mas amplio que el de las inmer-
siones completas con curvatura acotada superiormente por una constante negativa.
Demostrd que su teorema seguia siendo cierto en el contexto de las inmersiones com-
pletas de curvatura menor o igual que cero, las cuales cumplen que el valor reciproco
de su curvatura tiene variacién con estimacion lineal, ver [17]. Desde entonces, algu-
nos matematicos han dirigido sus esfuerzos en ir un poco mas alld, tratando de dar
extensiones del teorema de Efimov lo mas andlogas posibles en distintas dimensiones
o en distintos ambientes. Es conocido el trabajo publicado en 1987 por Smyth y Xa-
vier, ver [60], donde ofrecen resultados tipo Efimov para hipersuperficies completas
con curvatura de Ricci negativa en dimension alta. Mas recientemente, el matematico
de origen francés J. M. Schlenker publicé un trabajo en el afio 2001, ver [59], en el
cual demostré un teorema andlogo al cldsico teorema de Efimov para C3-inmersiones
isométricas en el espacio hiperbélico tridimensional H?, en la esfera tridimensional S?
y el espacio lorentziano de indice 2 Anti-De Sitter H, con hipotesis adicionales sobre
el modulo del gradiente de la curvatura de Gauss. En este sentido, no se sabe mucho
acerca del comportamiento de la curvatura extrinseca de una superficie completa en
espacios producto del tipo M? x R, ver [2, 20].

Los resultados presentes en este capitulo se distribuyen en dos secciones, en las
cuales se hard un estudio completo acerca de inmersiones isométricas de grafos ver-
ticales enteros en espacios producto del tipo M? x R, donde M? es una superficie

47
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riemanniana con un polo en uno de sus puntos, es decir, un punto tal que la apli-
cacion exponencial en dicho punto es un difeomorfismo del correspondiente plano
tangente en M?2.

En la seccién segunda de este capitulo probaremos que no existen grafos verti-
cales con curvatura extrinseca acotada superiormente por una constante negativa en
M2 x R si la curvatura de M?, que denotamos por Ky, es no negativa. En nuestros
argumentos adaptamos las ideas de Heinz en [32] a nuestro contexto de espacios pro-
ducto. Heinz demostré que no existen este tipo de grafos enteros cuando el espacio
ambiente es R3.

Ademads, como consecuencia de un resultado de J.A. Galvez y V. Lozano, ver [23],
obtendremos que, si M? es una superficie riemanniana con Ky > 0 y con un polo,
entonces todo grafo entero vertical ¥ en M? x R cumple

inf | Kep| = 0,
5
donde K.,; denota la curvatura extrinseca de X.

Visto lo anterior, la pregunta que surge de manera natural es si podrian verse su-
perficies, bajo las hipétesis de Efimov, que estén isométricamente inmersas en M? x R
cuando Ky < 0. En la dltima seccién de este capitulo cerraremos este tema respon-
diendo positivamente a esta pregunta, ya que construiremos ejemplos de superficies
completas con curvatura extrinseca constante y negativa inmersas en ciertos espacios
producto M? x R. Podemos concluir entonces que el teorema de Efimov no es cierto
en este contexto, siempre que la curvatura de Gauss de la base M sea negativa.

3.2. Grafos con curvatura extrinseca negativa.

Sea M? una superficie riemanniana y sean (r,0) coordenadas geodésicas polares
alrededor de un punto py € M2, las cuales estdn bien definidas para r < R, para un
cierto valor R > 0. Llamamos Ky a la curvatura de Gauss de M?2.

La métrica inducida viene dada por la expresion
(-,-) =dr* 4+ G(r,0)do>.

Consideremos M2 x R dotado con la métrica producto y ¥ un grafo vertical entero
isométricamente inmerso en M? x R. Consideremos una parametrizacién ¥ alrede-
dor del punto py, tomando coordenadas geodésicas polares sobre el disco geodésico
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B(po, R), centrado en pg y de radio R. Localmente se escribe

W(r,0) = (exppo (rcos(@), rsin(@)), z(r, 9)),

que identificaremos con (r, 6, z(r,0)) con el tnico fin de simplificar la notacién.

Denotamos por {0,, 0y} v {Q_T,E)_g} las derivadas parciales respecto a r y 6 en M?>
y 3 respectivamente, es decir, 0, = 0/0r y 0y = 0/06. Entonces se tiene

0, = 0O+ 2.0
0y = O + 290},

con lo que la métrica inducida sobre Y viene dada por
ds® = (1+ 22) dr* + 2z,zpdrdd + (G + z;) d6”

y su segunda forma fundamental se escribe

(Vg0 N) = Z—
1+22+2
_ 1 206G,
<V%8T,N> = = <— ;G —|—ZT9>
1+22+2
— 1 2.Gy 2eG
(V00 N) = < 5 "2"+299),
1+22+2

donde V es la conexién de Levi-Civita de M? x R y

~1
N=—f—— (zT&nJr%ae—at)
1+22+2

es el vector normal unitario exterior del grafo.

Lema 3.2.1. En las condiciones anteriores se cumple la igualdad

(\/E) d <(22 + %‘%) d@) +d (zrd (%) - %dz’r>

2\ 2
= 2/G (1+z§+%"> Koot (dr A dB),

donde K., denota la curvatura extrinseca de .
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Demostracion. Consideramos (r,0) coordenadas polares alrededor de un punto de la
variedad M. Como ya hemos visto antes, los coeficientes de la primera y de la segunda
forma fundamental de la inmersién se escriben

E = 1+22

ﬁ = ZrZe

G = G+ 2

~ 1

€ = ———=2 (3.2.1)
1+22+2

~ 1 206G,

f = ) ( ;G + Zr@)
1+22+2

- 1 2:G,  2eGy n

= — zZ
g B 5 06

1422+

Usando (3.2.1) se tiene por un lado que

2 2
AN 2z G, B 206G B B 220G,
(1 +2 + G) (69 / > = [er (—2 5C +Zea) (Zre 5C )

202Gy 2p200Gy 222G 292G
_ ({ 4 Sherbr Zer 26 "}Jr[zwzee—zfg]). (3.2.2)

2 G A4G? 2G

Por otro lado

(\/5) d (z,? + Z—gdg) +d (zrd (%) - %dz,)

_ (\/5) {QZrd(zT) Adf + 2%d < \/5) A del +2dz N d < G) (3.2.3)

[0, e 5 () 7 (), ()

2 ZTZT?"GT 9%y Gr Z2Gz Z ZTTG
B \/@ (|: 2 : C? - 40G2 - 62G 9:| [ZTTZGG_Z ]) dr N df.

Sustituyendo (3.2.2) en (3.2.3) y teniendo en cuenta que por (3.2.1) se verifica que

T

~ ~e o~ 2
E’.gv_]ﬂ:[(ea:t (EG_FZ) _Keth<1+23+%>,

se tiene entonces la igualdad que queriamos demostrar. O
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Consideremos la siguiente funcién definida como

f(r):/r\/5<1+%g), r>0,

donde B, denota la bola abierta de centro el origen de R? y de radio r, tal que r < R.
Identificaremos R? con el plano tangente T, M? de M? en py de la manera usual.

A lo largo de esta seccién trabajaremos con funciones del tipo [, h(p,0)d(p,0),
donde h(p, ) estd bien definida en B, \ {(0,0)}. Sin embargo, todas estas funciones
h(p,0) pueden ser extendidas con continuidad al origen, como ocurre con la funcién
f(r) definida anteriormente. Esto se debe a que

lim VG(p) =0 y lim <\/5> (p) =1,

pP—Ppo pP—Ppo p

ver [14], y a que las funciones |zy/v/G ) vy |2,| estan acotadas en un entorno del origen.

Lema 3.2.2. Bajo estas condiciones se tiene que

\Br\if(r)gJ@(/ \/5(1+z§+2—3)2>§.

B, G

donde |B,| denota el drea del disco geodésico B(py,r) en M2,

Demostracion. Como zg /G >0y VG es el elemento de drea de la métrica inducida
sobre M2, la primera desigualdad es clara. Ademaés, por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz se tiene
% 22 2 %
(/ @) (/ \/5(14—22—1—59))

- m(/BT@(1+Z§+%3)2>%.

f(r)

IA

Lema 3.2.3. Bajo las hipotesis anteriores se verifica la igualdad

1/2” (_> " — / (ve) z2d0+/ (+_) K@
dr Jo \/@ 0 r B, N E

2\ 2
_ 2/ \/5(1+z2+%9) Kou.
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Demostracion. Integrando ambas partes de la igualdad del lema 3.2.1 en B, se puede

escribir
22\ 2
2/ VG (1 + 22+ 5") Kop

T

62y () )]
=/T ((@)p—1)d<(z§+%) d@) (3.2.4)
+/T [d((z + G)d9> +d(zpd (%) —%dz,,)] .

Usando el teorema de Green e integracion por partes en el primer sumando del
lado derecho de la igualdad anterior, y ademas teniendo en cuenta que

ver [14], se tiene que

:/0%((\/5>T—1) (zf+%3> de—/BT (z§ ((@)pp (3.2.5)
:/Ozﬂ (V@) a0 /O%Zfd@—i—/o% ((ve) -1) %‘3619

Usando de nuevo el teorema de Green, esta vez en el segundo sumando del lado
derecho de la igualdad (3.2.4) se obtiene que

(G g o) ralon () - Vo)
/0 (z + G)d9+/0 (zrd (%) —%dzr) B (3.26)

27 2 G 2z
2+ 6 n Zrzee  ZrzeGg 2 ro) do.
/0 ( "G VG 26GVGE VG
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Observamos que se verifica

T zee  22eGe 29z 9> 9 (z z@)
r200 2G| 2000\ gp / G (22 g9 =0, 3.2.7
/o ( VG 2G6VGE VG o 00\ VG ( )

y que también se cumple la siguiente igualdad

2 Z"Z’”H / % N / Z"d@ (3.2.8)
0 ~dr

Uniendo (3.2.6), (3.2.7) y (3.2.8) se tiene

LE(G 2 os() -0
_ /02” 22d6 + /O% (1 _ (\@)) Zéde - di‘i " j—%d@. (3.2.9)

Para acabar, basta sustituir (3.2.5) y (3.2.9) en (3.2.4) y el resultado se sigue
haciendo las correspondientes operaciones. O

Recordamos que un punto py € M? se dice que es un polo de M? si la aplicacién
exponencial expy, : T,,M? — M? es un difeomorfismo. En tal caso, la variedad M?
es completa.

Observacion 3.2.1. Sea M una superficie riemanniana con un polo en el punto p.
Observamos que, en estas condiciones, si la curvatura Ky, es no negativa, entonces

(\/ G) es una funcién no negativa. En efecto, como
T

(x/é) — _KuVG <0,

rr

se tiene que VG es céncava como funcién de r. Fijado un valor 6, arbitrario, si existiera
un numero ry > 0 tal que (\/@) (r0,6p) < 0 entonces, de la concavidad de v/G(-,6,)

,
se tendria que \/@(r, 0p) = 0 para algin r > rg, lo cual es una contradiccién.

Llegados a este punto nos encontramos en condiciones de establecer el resultado
principal de esta seccién.

Teorema 3.2.1. Sea M? una superficie riemanniana con un polo en un punto py. Si
la curvatura de Gauss de M es no negativa, entonces no existe ningin grafo vertical
entero Y isométricamente inmerso en M? x R que tenga curvatura extrinseca acotada
superiormente por una constante negativa.
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Demostracion. Asumimos que existe una constante positiva a tal que K.y < —a < 0
y comprobaremos cémo esto nos conduce a una contradiccion.

Si derivamos la funcién f dos veces, por el Lema 3.2.3 se obtiene la igualdad

() = d% O2W\/5(1+G>d9—/027r< d0+dr/ % N
— /02W(\/5>T(1+z)d6+/&(z EQ)KM\/_
- 2/ @<1+z§+z—§)2f{m.

T

Como Ky > 0 por hipétesis y (\/@) > 0 como vimos en la observacién 3.2.1,

r

/0%(\/5>r(1+2)d0+/& <z + )KMx/_>0

Usando que K.,y < —a para alguna constante a > 0, por el lema 3.2.2 se tiene
que

2\ 2 2\ 2
200
") > — \/122—9K6m>/\/12z—9> 2.
£(r) > 2/& G( +zp+G) = G( v g) 2 )

entonces

De la desigualdad anterior es claro que

102 o g " oy 2 2 N Yo' o 4o d
d—p(f (p)?) =2f'(p)f"(p) = 2f (p)@ (p) Zf(p)lBT| (p) = 3B

(f(p)?) -
Integrando por partes ambos lados de la desigualdad anterior se cumple
“d oL, / " 4o d 3
_ > _
donde 0 < € < r. Luego,

4o
! 2 >
7= 518,

(F0)" = 1) + PO = 375 (109" = £°) .

De la definicién de la funcién auxiliar f, es claro que f(r) tiende a cero cuando el
radio r decrece hasta desparecer. Por lo tanto, si se toman limites cuando ¢ — 0 en
la desigualdad anterior se tiene que
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y POr eso

~ 2 (s

Consideramos ahora R, y Ry sendos nimeros reales tales que 0 < R; < R,. Por
un lado, si integramos el lado izquierdo la desigualdad anterior en el intervalo [Ry, Rs]
se tiene que

1 3 4o Q

) = 510740 2 5100 H [t = o G2.0)

[N

NG
V)

/RQ i (FO)7) dr = =7 (Ro) 3+ f(R) 2. (3.2.11)

R dr

Por otro lado y como Ky > 0, usando el teorema de comparacién de volimenes
vemos que el drea de la bola geodésica de centro py y radio r en M? estd acotada
superiormente por el area de la bola euclidea de centro el origen y el mismo radio, es
decir, que se cumple la desigualdad

|B,| < mr?. (3.2.12)

Integrando ambos lados de la desigualdad (3.2.10), por (3.2.12) se tiene que

[, i ooz [ o= f5
\[Rl =5 ()

Usando ahora el lema 3.2.2 y la igualdad (3.2.11) en la desigualdad anterior

l\)\»—l

Br,| 72 > f(R1)"2 > f(Ry)" — f(Ry)"% > 1/~ log (5) ,

3 _1 R2
T B 7% > log [ 22
o |Brl? = log (Rl)’

es decir, que podriamos acotar superiormente el valor Ry en términos del area de la
bola geodésica de centro py y radio Ry, a'y Ry, esto es

3T 1
Ry < Ryexp ( — )
« V |BR1|

paratodo 0 < R; < Rs, siendo Ry un valor real arbitrario, lo cual es una contradiccion.
]

con lo cual
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En otras palabras, podemos decir que el clasico teorema de Efimov se verifica pa-
ra grafos verticales enteros isométricamente inmersos en el espacio producto M? x R
cuando la curvatura de la base es no negativa, es decir, cuando Ky; > 0.

Observamos que si M? fuera compacto, entonces, cualquier grafo vertical entero ¥
inmerso en M? x R tendria al menos un punto con curvatura extrinseca no negativa.
Esto ocurriria en aquellos puntos donde la funcion altura alcanzase extremos locales.

Finalmente, como consecuencia del teorema 3.2.1 y de [23, Theorem 1] se verifica
el siguiente:

Corolario 3.2.1. Sea M? una superficie riemanniana con un polo y curvatura de
Gauss no negativa. Si X es un grafo vertical entero en M? xR con curvatura extrinseca
K., entonces

inf |Kemt’ =0.
by

3.3. Superficies completas con curvatura extrinse-
ca constante y negativa.

En esta seccién veremos que no se cumple el teorema de Efimov en el espacio
producto M? x R cuando Ky < 0. Construiremos ejemplos de superficies de rotacién
completas, con curvatura extrinseca constante estrictamente negativa e inmersas en
una cierta variedad producto del tipo descrito antes.

Consideramos por M? el plano R? con la métrica
() = do? + G(p)de?,

la cual estd bien definida en R?\ {(0,0)}, donde (p,6) son las coordenadas polares
usuales de R? y la funcién G(p) serd definida mds adelante. Sea 3 una superficie de
rotacién en M? x R parametrizada por

U(r,0) = (k(r) COS(H),k(T)Siﬂ(Q),Z(r)) = <k‘(r),9,z(r))

donde k(r) > 0 y z(r) son funciones C*°-diferenciables y r denota el pardmetro
longitud de arco de la curva (r) = ¥(r,0). Se puede comprobar fécilmente que en
estas condiciones se verifica la igualdad

E(r)?+2(r)? =1 (3.3.1)



3.3. SUPERFICIES COMPLETAS CON Kgxr <0 CONSTANTE. o7

Denotamos por {0, 0} a una base del tangente a 3 y por {9,, 05} a una base del
tangente de M?. Se cumple

0,(r,0) = K (r)9,(k(r),0) + 2'(r)0(k(r),0)
Op(r,0) = 83(/4:(7"),9).

Asi pues, de la igualdad (3.3.1), la métrica inducida sobre nuestra superficie viene
dada por
ds® = dr® + G (k(r))d6?,

y su segunda forma fundamental tiene la expresion
"(r)G,(k
11(r,6) = (= K/(1)2/(1) + K ()" () ) + <— Sl “”))) .

Las curvaturas principales de ¥ se pueden obtener mediante las férmulas

Moo= —KN(r)Z (r) + K (r)2"(r)
. / Gp(k(r»
)\2 = Z(?”)m,

y por tanto la curvatura extrinseca de la superficie es

G, (/{:(7‘))

Ret = 720 h)

2 (r) (k"(r)z'(r) — /{:'(r)z"(r)). (3.3.2)

Derivando la igualdad (3.3.1) se tiene
E'(r)E"(r) + 2/ (r)2"(r) = 0,

asi que si usamos lo anterior en la igualdad (3.3.2), ésta se convierte en una EDO de
segundo orden para k

2G (k
E'(r) = —MKM. (3.3.3)
Gy (k(r))
Llegados a este punto, consideramos, por ejemplo, la funcién G(p) = ,046”4 e

impongamos que la curvatura extrinseca de Y valga constantemente —1.
Bajo estas condiciones, la EDO (3.3.3) se transforma en una nueva ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden para k

Vi) — k)

= ST RO (3.3.4)
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de la cual podemos asegurar que existe solucion.

Sea k(r) una solucién de la EDO (3.3.4) que verifica las condiciones iniciales k(0) =
ko > 0, K'(0) = 0, donde kg es un valor positivo, el cual serd determinado més ade-
lante.

Es bien sabido que la solucién k(r) del problema de valores iniciales anterior es unica
en un entorno del origen. Veamos que, de hecho, la solucién k(r) estd bien definida
para cualquier r € R.

En primer lugar observamos que, de la unicidad del problema de valores iniciales
anterior, se tiene que k es una funcién simétrica de r, esto es, k(r) = k(—r), ya que se
puede comprobar que k(—r) también es solucién de la ecuacién (3.3.4) y satisface las
mismas condiciones iniciales. Por lo tanto, para estudiar el comportamiento de k()
solo trabajaremos con valores r > 0.

De la ecuacion (3.3.4) se deriva la siguiente igualdad

d% H )Y = % (% arctan (k(r)Q)) :

la cual, integrando ambas partes, se convierte en
1
K(r)? =co+ 5 arctan (k(r)?). (3.3.5)

Dado que la funcion arcotangente es acotada, existe una constante ¢; > 0 de manera
que |K'(r)| < ¢1, Vr € R. Esto significa que la funcién k(r) esta globalmente definida
como queriamos demostrar.

Como k(0) = ko > 0y £'(0) = 0, si tomamos un valor ky > 0 suficientemente pequero,
se tiene que ¢y € (% -1, 0). Luego, de (3.3.5), la funcién k tiene un crecimiento su-
blineal, es decir que |k'(r)| < 1 para cualquier r € R.

Volviendo de nuevo a la igualdad (3.3.1) podemos en este punto asegurar que la fun-
cién z(r) es también una funcién diferenciable y globalmente definida en todo R.

Veremos a continuacion que k(r) > k(0) = ko > 0 para todo r € R. En tal caso, 2

serfa una superficie regular, debido al hecho de que la curva generatriz 3(r) = ¥(r,0)
no tocaria en ningin punto al eje de rotacién. Con tal propdsito, observemos en primer
lugar que k(r) > 0, para cualquier valor r > 0.
Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un primer valor € > 0
tal que k(e) = 0. Como k(r) es una funcién positiva en el intervalo [0, €), de la ecuacién
(3.3.4) se obtiene que k(r) es una funcién convexa en dicho intervalo. Ademads, k'(0) =
0, luego la funcién k serfa creciente en el intervalo [0, ¢€), con lo cual

k(e) = lm k(r) > k(0) = ko > 0,

T—€
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lo que es una contradiccién.

Juntando toda la informacion que hemos obtenido del comportamiento de k, po-
demos afirmar que en estas condiciones, por (3.3.4), la funcién k(r) es globalmente
convexa en R y £'(0) = 0, entonces k(r) > k(0) = ko > 0 para todo r € R, con lo que
k es estrictamente creciente en todo R. Por lo tanto

lim k(r) = +oo.

r—+oo

En particular, ¥ estd propiamente inmersa en M? x R.

Nuestra métrica (-, -) no estd bien definida en el origen de R?. Como k(r) > ko > 0
para cualquier r € R, podemos modificar adecuadamente la métrica (-, -), por ejemplo
para 0 < p < %0, y por un procedimiento estandar se consigue una métrica completa
en M? que estd bien definida en el origen y de manera que ¥ conserva la misma
métrica inducida por nuestra (-,-) de partida. Ademds, > estd propiamente inmersa
en M? x R, entonces Y es una superficie completa con curvatura extrinseca constante

y negativa como queriamos.
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Capitulo 4

Sobre el problema generalizado de
Weyl para métricas llanas en el
espacio hiperbdlico tridimensional.

4.1. Introduccion.

El matematico alemédn Hermann Weyl planted en 1916 un problema acerca de la
realizacién de métricas en R3. El problema consistia en encontrar una respuesta a la
siguiente pregunta: ;puede una variedad riemanniana de dimension dos, de curvatura
positiva y homeomorfa a una esfera estar isométricamente embebida en el espacio
euclideo tridimensional? La respuesta a este problema fue obtenida por H. Lewy en
1938, ver [46], bajo hipétesis de analiticidad. Pero una solucién general y extensiones
de este problema para espacios de curvatura constante K se siguen de los teoremas
de realizacién de métricas de Alexandrov, ver [5, Capitulo XII], y de los resultados
de Pogorelov [54, Capitulo V]:

* Alexandrov (1948): Una métrica de curvatura mayor o igual que K, (en el sen-
tido de Alexandrov) sobre una variedad homeomorfa a una esfera, es realizable
por una superficie convexa cerrada en un espacio de curvatura constante K.

* Pogorelov (1958): Una superficie convexa con métrica regular en un espacio de
curvatura constante K es regular.

En el caso del espacio H?, de curvatura constante —1, existen superficies conve-
xas que son homeomorfas a cualquier dominio de la esfera con métrica completa de
curvatura mayor o igual que —1. Con el fin de dar una caracterizacién de la métrica
de tales superficies, Alexandrov probd

61
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ALEXANDROV (1948): Una métrica completa de curvatura mayor o igual
que —1 sobre un dominio arbitrario de la esfera es realizable por una
superficie convexa y completa en H3.

En el caso particular de métricas llanas isométricamente inmersas en H?, un resul-
tado clasico debido a los matematicos rusos Yuri A. Volkov y S. M. Vladimirova, ver
[62], establece que los unicos ejemplos regulares y completos de superficies llanas en el
espacio hiperbdlico son horosferas y cilindros hiperbdlicos, ver figura 4.1. Excluyendo
dichas superficies, toda superficie llana y completa en H? tiene singularidades.

Horosfera Cilindro hiperbélico

Figura 4.1: Superficies regulares, completas y llanas de H? vistas en el modelo de la
bola unidad.

Es bien sabido que cualquiera de estas superficies, salvo entornos de puntos um-
bilicales, estd caracterizada por una funcién arménica en términos de su primera
y segunda forma fundamental. Ademas, tales superficies, cuya segunda forma fun-
damental estd localmente relacionada con la clésica ecuacién de Monge-Ampere de
hessiano uno

Det(V2f) =1,

tiene una férmula de representacién tipo Weierstrass obtenida por J.A. Galvez, A.
Martinez y F. Milan en [24]. Recientes trabajos acerca del problema de Cauchy para
ciertas ecuaciones de tipo Monge-Ampere, ver [1, 4, 28], han motivado el estudio de
superficies llanas con singularidades y como la naturaleza de dichas singularidades
determina la geometria global de la superficie, ver [12, 24, 28, 44, 45, 56].

Aunque el conjunto de puntos singulares en una superficie llana de H? es, gene-
ralmente, una colecccion de curvas, existe un tipo particular de singularidades que
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también podria aparecer: las singularidades aisladas alrededor de las cuales la super-
ficie es regular y esta embebida. Las superficies llanas, completas y con singularidades
aisladas son de especial interés, ya que constituyen los ejemplos de mayor regularidad.
Hasta ahora, los inicos embebimientos llanos, completos y con singularidades de este
tipo que se conocen son los de tipo rotacional, con una singularidad aislada y un final,
y los ejemplos descritos en [12], con dos singularidades y un final, ver figura 4.3. Am-
bos son ejemplos de superficies llanas con un niimero finito de singularidades aisladas.

Por otro lado, la clase de las métricas llanas, conformes y con singularidades de tipo
cénico sobre una superficie de Riemann ha sido ampliamente estudiado, por ejemplo
en [38] y en [61]. Es natural, por lo tanto, el estudio del problema del embebimiento
isométrico, conocido como el problema de Weyl generalizado, de tales métricas llanas
con singularidades cénicas en H3.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera:

La seccion 4.2 comienza con la nocion de superficie llana, completa, embebida en
H? v con una cantidad finita de singularidades. Probaremos que todas estas superfi-
cies son de tipo finito, es decir, que son homeomorfas a superficies compactas menos
una cantidad finita de puntos. También daremos informaciéon completa acerca del tipo
conforme y del comportamiento asintotico en cada singularidad y en cada final.

La seccién 4.3 estd dedicada al problema generalizado de Weyl, o de realizacion
de métricas llanas, completas e isométricamente embebidas en H?.

4.2. Superficies llanas completas en H? con singu-
laridades aisladas.

Esta seccién trata acerca del estudio de superficies completas con métrica lla-
na, embebidas en el espacio hiperbdlico y con una cantidad finita de singularidades
aisladas. A lo largo de la misma vamos a obtener informacién precisa relativa a su
topologia, al tipo conforme de finales y singularidades y al comportamiento asintético
de la métrica de nuevo en cada final y en cada singularidad.

Sea IL* el espacio de Minkowski de dimensién 4, sobre el que consideramos coorde-
nadas usuales (zg, x1, z2, x3) v el producto escalar (-, -) dado por la forma cuadratica
—x3 + 22 + 23+ 22. El modelo del hiperboloide del espacio hiperbélico tridimensional
H3, es la variedad riemanniana tridimensional simplemente conexa, con curvatura
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seccional constante —1, la cual estd realizada por el hiperboloide
H® ={z el : (z,2) =-1, (z,e) <0},
con la métrica inducida por IL*, donde e = (1,0, 0,0).
Llamamos N? al cono de luz positivo, esto es,
N ={zel" : (z,2) =0, (z,€) <0}.

Si tomamos la semirrecta L(v) generada por v para todo v € N3, entonces la fron-
tera ideal S2_ de H? puede ser considerado como el cociente de N® bajo esta accién.
Luego, la métrica inducida puede estar bien definida salvo un factor y S hereda una
estructura conforme natural como el cociente N? /R

El espacio euclideo tridimensional R3 podria ser realizado como
R? = {z € L*: (z,¢e) = 0},

con la métrica inducida por L*. El modelo de Klein-Beltrami del espacio hiperbélico
tridimensional viene dado por la bola unidad abierta B? del euclideo tridimensional,
via el difeomorfismo

r+ (z,e)e
o (me)
A modo ilustrativo, la figura 4.2 nos muestra como se construye el disco de Klein-
Beltrami, el cual representa al plano hiperbélico H? como la bola unidad bidimensional
B?, via el difeomorfismo £ definido como en (4.2.1).

A H—B  R):= (4.2.1)

Figura 4.2: El disco de Klein-Beltrami.
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Geométricamente, £ = moP,, donde 7 : L* — R3, es la proyeccién vertical usual
m(z) =z + (r,e)e y P, : H} — TI, es la proyeccién central del origen en el hiper-
plano IT, = {z € L* : (z,e) = —1}. Ademds, 8 se extiende de manera diferenciable
a la frontera ideal S?_, la cual se puede llevar de manera sobreyectiva al borde de la
esfera.

Como las geodésicas del modelo del hiperboloide son intersecciones con planos que
contienen al origen, éstas se pueden ver como lineas rectas en B3, esto es, £ es una
aplicacion geodésica y por lo tanto conserva la convexidad, ver figura 4.2.

Definicién 4.2.1. Sea ¥ una superficie diferenciable sin borde, ¢ : ¥ — H? una
aplicacién continua y P = {p1,--+ ,p,} C ¥ un conjunto finito de puntos. Se dice
que ¥ es una inmersién llana, completa y con singularidades aisladas py,-- -, pp, si ¥
es una inmersién llana en ¥\ P, ¢ no es C' en los puntos pi,- -, p,, y toda curva
divergente en ¥ tiene longitud infinita para la métrica (singular) inducida.

La figura 4.3 muestra sendos ejemplos de superficies llanas, completas y embebidas
en el modelo de Klein-Beltrami de H?, el primero con un final y una singularidad
aislada y el segundo con un final y dos singularidades aisladas. Estos ejemplos se
pueden ver ampliamente descritos en [12].

PR I ‘ 525
1

Un final y una singularidad aislada. Un final y dos singularidades aisladas.

Figura 4.3: Ejemplos de inmersiones llanas de H? con un final y con singularidades
aisladas.

4.2.1. Sobre la topologia.

El siguiente resultado nos proporciona informacion completa acerca de la topologia
de este tipo de superficies:
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Proposicién 4.2.1. Sea v : ¥ — H3 un embebimiento llano, completo y con singu-
laridades aisladas py,--- ,p, € X. Entonces, existe una superficie de Riemann com-
pacta ¥ homeomorfa a una esfera y un conjunto finito de puntos € = {e1,--- ,em}
tal que X es homeomorfo a ¥\ €. Es decir, que la superficie ¥ tiene topologia finita.
A los puntos ey, - , e, los llamamos los finales de V.

Demostracion. Sea IC C ¥ un disco cerrado que contiene al conjunto P = {py, -+ ,p,}
en su interior int(K). Por el teorema 1.2.3 de Hiiber, ¥ \ int(K) es conformemente
una superficie de Riemann compacta con borde compacto menos un conjunto finito
de puntos. Luego, salvo homeomorfismos, ¥ es una superficie de Riemann compacta
3 menos un conjunto finito de puntos £ = {e1, -+, em}.

Sélo quedaria probar que ¥ es homeomorfo a una esfera. Para ver esto, conside-

raremos el modelo de Klein-Beltrami de H?, en donde los puntos estan representados
por puntos de la bola unidad B? bajo la aplicacién & dada en (4.2.1).
Sin embargo, K es una aplicacion geodésica y preserva la convexidad. En particu-
lar, como las superficies llanas en H? tienen curvatura extrinseca constante igual a
1, pueden ser llevadas de manera sobreyectiva en superficies localmente convexas en
B? C R3. Ademds, la frontera ideal S?, de H? es llevado, via la aplicacién K, a la
esfera unidad S? de R3. En este momento cabria hacer algunas observaciones:

Observacion 4.2.1. Como 1 es un embebimiento, cada final ha de ser regular y
asintético a uno de tipo rotacional, ver [12, 24, 65]. Por lo tanto, ¢ se puede ex-
tender de manera continua a cada final como un punto en S? = 9B3.

Observacion 4.2.2. De [28, Theorem 13], alrededor de cualquier singularidad aislada
Y(R(pi)), © = 1,--- ,n, la superficie es un grafo convexo sobre un plano que pasa a
través de la singularidad.

De las observaciones anteriores, £ o ¢ puede ser extendida con continuidad a ¥
como una inmersién ¢ : % — B’ C R3. Como X es compacto y localmente existe
un plano soporte en ¢(p) para cualquier punto p € ¥, se tiene de [31] que ¥ es una
esfera y que (X)) es globalmente convexa en R3. O

4.2.2. Propiedades métricas.

Nuestro proximo paso consiste en el estudio de las propiedades de la métrica al-
rededor de cada una de las singularidades y de cada final.

M. Troyanov probé en [61, Prop. 1], que el disco punteado

D*:={ze€C: 0<|z| <1},
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dotado con la métrica ds? = |z|* |dz|? es isométrico Vj, esto es, al cono estandar de
angulo completo 6. Los nimeros k = 2 — 6, § = 0/2m — 1 denotan a la curvatura del
cono en el vértice y al residuo respectivamente, y junto con el angulo 6 son medidas
de la abertura del cono Vj.

La proposicién 2 de [61] nos muestra que, si § > —1, entonces D* es conforme-
mente un entorno del vértice del cono Vjp, de lo que podemos dar una expresion en
coordenadas locales de un entorno de una singularidad cénica aislada del siguiente

modo
ds® = |2/ |dz*, 0<|2| <1, B>-1. (4.2.2)

Nos fijamos ahora en el final de V. Parametrizamos un entorno alrededor suyo en
coordenadas locales tomando el exterior de un disco centrado en el vértice. Si pasa-
mos al modelo de la bola unidad de C, intuimos que los entornos reducidos del oo
no han de ser muy diferentes de los entornos reducidos del cero en coordenadas locales.

Figura 4.4: Paso al modelo de la bola unidad.

Por tanto, inviertiendo la bola unidad por medio del cambio de variable w = 1/z,
se tiene que dz = —w™2dw. Si sustituimos lo anterior en (4.2.2) nos queda lo siguiente

ds® = |w| % ’—w‘zdw‘2 = |w| 727 | qw|?
y como [ > —1, entonces a = —(f +2) < —1, con lo cual

ds? = |w]** |dw]*, 0<|w| <1, «a<-1. (4.2.3)
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A la vista de las dos situaciones descritas anteriormente, la pregunta que surge
llegados a este punto es la siguiente: ;qué ocurre en el caso a = —17
Consideramos el disco punteado D* dotado con la métrica ds? = |z|* |dz|*. Sea
c:[0,00] — (D*,ds®) / c(t) = =(t),

una curva en D*, la cual podemos suponer decreciente sin pérdida de generalidad, que
comienza en un punto ¢y € D* arbitrario y que tiende al origen del disco si t — oo,

ver figura 4.5. Partiendo de un valor ¢, cualquiera se tiene que:
+oo _/
Z'(t
| Z ] = togteroo) = gt = +ox,
t

+oo “+oo Z’
J weona= | ngz (0

lo que nos dice que ds? es completa en D* si v = —1.

Figura 4.5: La longitud de curvas que tienden al origen de D* es infinita.

Por otro lado, consideremos la parametrizacién ® del cilindro circular recto C' de
R? dada por
O (u,v) = (cos(u), sen(u),v).

Es inmediato ver que la métrica sobre C' es la métrica llana de R?, luego ® es isometria
local.

Si ahora tomamos coordenadas complejas en R?, w = u+1iv, entonces la aplicacién
w — z = €™ es conforme de [0,27) x R en D* y adem4s

go = du® + dv® = |alw|2 = ]z\_2 ]dz]27
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con lo que ya tendriamos respuesta para la pregunta anterior. En resumen, si dotamos
% S 2 2c 2
a D* conla métrica ds* = |z|™ |dz|” tenemos que

1. Sia > —1, entonces (D*, ds?) es isométrico a la singularidad aislada de un cono
en su vértice.

2. Si @ = —1, entonces (D*,ds?) es isométrico a cualquiera de los dos finales de
un cilindro circular recto de R3 centrado en el origen. Basta tomar el cambio
de variable z = €™ para tener un final de C, o bien z = e~ para tener el otro.

3. Si a < —1, entonces (D*, ds?) es isométrico al final de un cono con vértice en el
origen.

Proposicién 4.2.2. Sea D un disco topologico y p € D un punto interior suyo. Si
g es una métrica llana diferenciable sobre D \ {p} cuya funcion distancia asociada
puede ser extendida por continuidad a todo el disco D, entonces D\ {p} es conforme-
mente equivalente a un disco punteado y la métrica g puede ser expresada localmente
alrededor de p como

g=d=*  (0<[2] 1),

donde B > —1. FEs decir, p es una singularidad de tipo conico con dngulo total 0 =
2m(B +1).

Demostracion. Se puede suponer que D es un disco cerrado con p un punto interior.
Sea R > 0 la distancia de p al borde 0D y py € D un punto tal que la distancia
de pg a pes 0 < Ry < R/2. Usando la aplicacién exponencial en el punto pg, es un
razonamiento estandar ver que existe un arco continuo v : [0, Ry] — D de manera
que vo,ry) €s un arco geodésico diferenciable con v(0) = py y v(Ro) = p.

SeaQ={weC : 0<Im(w)<r}paraunciertor >0y Il:Q — D\ {p} una
aplicacién recubridora tal que II(it) = y(Ro — t), [I(w + 27) = II(w) para cualquier
w € Q y II puede ser extendido por continuidad a todo R como II(R) = {p}.

Consideramos 2 dotado con la métrica llana I1*(g), entonces como 2 es simple-
mente conexo, por el teorema de Cartan, existe una isometria local ¢ : (Q2,11*(g)) —
(C, go), donde gy denota la métrica euclidea usual en C. Ademas, existe una isometria
que preserva la orientacion (¢ : (C, gg) — (C, go) tal que t(w + 27) = ((¢(w)) ya que
la aplicacién w — w + 27 es una isometria para (€2, I1*(g)).

La prueba se sigue de la siguiente afirmacién: ¢ puede ser extendida por continui-
dad a todo R de manera que ¢(R) es una constante ¢, € C.
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Supongamos en primer lugar que la afirmacién es cierta. Como ( es una isometria
que preserva la orientacién y ¢ es un punto fijo, ya que ¢q = ¢(2m) = {(¢(0)) = ((co),
entonces ( ha de ser loa identidad o una rotaciéon con respecto a cg.

Asi que, achicando el dominio Q* = {w € Q : 0 < Re(w) < 27} si fuera necesario,
se tiene que su imagen por la aplicaciéon ¢ es un sector circular Sy con vértice en el
punto ¢y, para un cierto angulo 6 # 0.

Observamos que la aplicacion II es una isometria de 2* bajo la identificacion de
los puntos it con los it + 27, para t € R, en el conjunto D \ {p}. Luego, usando la
isometria local ¢, la aplicaciéon conforme z — ¢y + 27“29/ () de un entorno punteado
del origen en Sy, nos proporciona un parametro conforme sobre un entorno punteado
de p de manera que la métrica induce se escribe como

9 _
g = l2|=*|dz/".

Visto esto, probemos la afirmacién previa. Como 7 es una geodésica, I1(it) =
Y(Ro —t) = II(it + 2m), y I, ¢ son isometrias locales, se tiene que ¢(it) y ¢(it + 27)
son segmentos en C de longitud finita, con finales en ¢ y ¢;, respectivamente.

Consideremos una sucesién de puntos {w,, } contenidos en Q* tales que {Im(w,)} —
0. De la continuidad de II se tiene que {II(w,)} — p, es decir, que la distancia de
[I(w,,) al punto p, dy(I(w,), p), tiende a 0.

Como y(Ry) = p y dg es una funcién continua en el conjunto D, es claro que la
distancia de II(w,) a ¥jo,r,[ €s menor que 2dy(II(wy,),p), y por lo tanto existe una
curva diferenciable en D \ {p} que une el punto II(w,) con un punto de la geodésica
Yj0,Ro[ CUya longitud es menor que 2d,(I1(w,), p). Entonces, existe una curva diferen-
ciable en Q* que une w, y la geodésica I' = {it : t €]0, Ro]} o la geodésica I" + 2.
Por lo tanto, una subsucesién {w,,} de {w,} cumple que la distancia de w,, a T’ o a
I' + 27 es menor que 2d,(II(wy,), p), y asi se tiene que {t(w,,)} tiende a ¢y 0 a ¢;.

Finalmente, veamos que ¢y = ¢;. Observamos que Q. = {w € QUR : d,(I1(w), p) <
e}, para € > 0, es un entorno de R en Q UR. Luego, para cualquier entero positivo n
se puede elegir una curva en Qg /, 12" que una iRy/(2n) y iRy/(2n) +27. Sea w, un
punto de la curva anterior de manera que su distancia a iRy/(2n) and iRy /(2n) + 27
sean iguales. Como w, € Qg /mMQ*, antes se probé que existe una subsucesion {w,, }
tal que {¢(w,,)} tiende a ¢q o bien a ¢;. Sin embargo, w,, equidista de iRy/(2n) y de
iRo/(2n) + 27, luego ¢y = ¢i.

Es por eso que, como t(w + 27) = ((¢(w)) obtenemos que, si {w,} es una sub-
sucesién en € que converge a un numero real, entonces {c(w,)} converge a ¢y como
queriamos probar. O

Hemos obtenido que toda singularidad aislada ha de ser cénica. Sin embargo, Ale-
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xandrov probé en [5] que para un embebimiento, el dngulo total de una singularidad
conica cumple 6 €]0, 27[. Luego, como consecuencia, se obtiene el siguiente:

Corolario 4.2.1. Sea ¢ : ¥ — H3 un embebimiento llano y completo con un
numero finito de singularidades aisladas pyi,--- ,p,. Entonces, alrededor de cada p;,
1 =1,---,n, la superficie es conforme a un disco punteado y, en un entorno de la
singularidad, la métrica puede ser expresada como

2P |de* (0 <z <1),

donde 0 > [B; > —1, es decir, p; es una singularidad cdnica con dngulo total 0; €]0, 2],
t=1,---,n. Al valor B; lo llamamos orden de la correspondiente singularidad conica
Di, 1= 17 y .

Gracias a [52, Lemma 9.2] y a [36, Satz 1], se puede deducir el siguiente resultado,
que concierne al comportamiento asintético de la métrica en cada uno de los finales:

Proposicién 4.2.3. Sea ¢ : ¥ — H? un embebimiento llano y completo con un
numero finito de singularidades aisladas y finales eq, - -+ | e,,. Entonces, alrededor de
cada uno de los e;, 7 = 1,---,m, la superficie es conformemente un disco punteado
y, en un entorno de cada final, la métrica puede ser escrita como

[2[*]dz* (0 <[2] < 1),

donde a; < —1. El valor a; se llama el orden del final e;, j = 1,---,m correspon-
diente.

4.2.3. Una férmula tipo Gauss-Bonnet y algunas consecuen-
cias.

En la seccién anterior hemos obtenido el tipo conforme de un embebimiento com-
pleto y llano. Adaptando las ideas de [38, Theorem 2.8] y usando los resultados de
[21], se puede obtener la siguiente férmula de tipo Gauss-Bonnet:

Proposicién 4.2.4 (Gauss-Bonnet). Sea v : ¥ — H? un embebimiento llano y com-
pleto con un numero finito de singularidades aisladas py,--- ,pm Yy finales e, -+ , e,
con ordenes Bi,- -, Bn y a1, ,ay respectivamente. Entonces X\ {p1,- - ,pm} €S
conformemente una esfera menos n +m puntos y se satisface la siguiente relacion,

Zﬁz + Z CYj = —2.
i=1 j=1
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Demostracion. Haremos la prueba en el caso en que ¥ tenga una unica singularidad
aislada (resp. un unico final). Denotaremos a dicho punto por p y por 5 a su orden.

Dividimos la superficie > en dos piezas ¥; y Yo, donde el par (X5 \ {p}, g) (resp.
el par (X9, ¢g)) es isométrico a

D 22 s
( )

por el corolario 4.2.1 (resp. por la proposicién 4.2.3). Para cada r € ]0, 1, considera-
mos el conjunto A, = {r < |z| < 1} contenido en ¥,, ver figura 4.6.

«p

Figura 4.6: A, tiende a cubrir todo ¥y cuando r — 0.

Como A, es un anillo y ¥; no es mas que la superficie ¥ a la que se le ha extraido
un disco, por la férmula de Gauss-Bonnet para superficies compactas con borde y la
proposicion 4.2.1 se tiene que

1 1
0=X(A4,) = ~5 . kyds — o . kyds,
1=X() = i/ kqds,
27 Jos,
con lo cual
1= _L kyds, (4.2.4)
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donde k, denota la curvatura geodésica. Un célculo en |z| = r nos dice que

1 0 1
kyds = —|d —1 dz| = —-(1 dz|.
yds = |dz| + B2 log(r) d=] = ~(1+ §)|dz]
Si sustituimos lo anterior en (4.2.4), nos queda la igualdad 24§ = 0, como queriamos
probar. La féormula general para una cantidad finita de finales y singularidades aisladas
se obtiene a partir de los resultados de Robert Finn en [21]. O]

Algunas consecuencias inmediatas de esta formula son las siguientes:

Corolario 4.2.2. Bajo las hipdtesis de la proposicion 4.2.4, el orden o de cada final
verifica que —2 < a < —1.

Como una inmersion llana y completa sin singularidades ha de ser un cilindro
hiperbdlico o una horosfera, se tiene pues que:

Corolario 4.2.3. Sea 1) : ¥ — H? un embebimiento llano y completo con un nimero
finito de singularidades aisladas. Entonces, 1(X) es un cilindro hiperbélico o 1 tiene,
a lo sumo, un final.

Observamos que, si X es una superficie compacta, entonces el nimero de singu-
laridades aisladas al menos es tres. Este hecho se puede deducir de la proposicién
4.2.4, aunque ya era conocido por la clasificacion intrinseca de las métricas llanas en
la esfera con singularidades cénicas, ver [61].

4.3. Clasificacion intrinseca de esferas euclideas com-
pletas y con picos.

La clasificacion intrinseca de las métricas llanas y completas con un ntimero finito
de singularidades de tipo cénico sobre una superficie 3 se sigue de varios trabajos de
Alfred Hiiber, ver [35, 36, 37], R. Finn [21], M. Troyanov [61], y D. Hulin-M. Troyanov
(38].

De hecho, gracias al trabajo de M. Troyanov y A. Hiiber, estas superficies tienen
una compactificaciéon natural. Sea (¥, ¢) una superficie riemanniana completa en el
euclideo con un conjunto finito § = {x1,- -+, x,} de singularidades de tipo cénico. En-
tonces (X\S, g) es isométrico a la parte regular de una superficie riemanniana compac-
ta (X, g) con una cantidad finita de puntos singulares p1, - - - , Pppm € 2. Ademds, cada
punto singular admite un entorno isométrico al disco unidad D = {z € C : |2| < 1}
dotado con la métrica

ds? = |2|*Pi|dz?,
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donde B; > —1sit=i4,--- ,ny 3 < —-1lsii=n+1,--- ,n+m.

Con el fin de unificar esta nomenclatura, diremos que p; es una singularidad
euclidea de g de orden f3;, i = 1,--+,n 4+ m. Ademds, de los resultados de [21],
se ha de cumplir la siguiente féormula de tipo Gauss-Bonnet:

n+m

X(E)+ ) 8i=0, (4.3.1)

donde X (X) denota la caracteristica de Euler de X.

Recordamos que, como vimos en la seccion 4.2.2, en un entorno de una singularidad
euclidea de orden [ se tiene la misma geometria que alrededor de:

1. El vértice de un cono estandar euclideo de angulo total 2w (5 + 1), si § > —1.
2. El final de un cono estandar euclideo de angulo total —27(8 + 1), si f < —1.
3. El final de un cilindro estandar euclideo si f = —1.

La condicién (4.3.1) también es suficiente para la existencia de métricas llanas con
un numero finito de puntos singulares euclideas. De hecho, de [61, Section 5] y de [38,
Theorem 7.1], se obtiene el siguiente resultado de clasificacién:

Proposicién 4.3.1 (Troyanov, Hulin). Sea ¥ una superficie compacta, pr,- - , Prym €
X, B, Bpam ER, B > -1 sit=4,--- nyfi < —-1sii=n+1---,n+m.

Supongamos que
n+m

X(E)+ ) 8i=0,

entonces, para cada estructura conforme sobre X\ {p1, -+, Pnim} eziste una métri-
ca llana con puntos singulares euclideos pi,--- ,pnim de ordenes correspondientes
B1y++  Burm- Tal métrica es unica, salvo homotecias.

El problema es determinar si estas métricas llanas y completas con singularidades
de tipo cénico pueden ser isométricamente realizadas en algin espacio ambiente. En
esta seccién veremos cémo resolver este problema cuando ¥ es una esfera.

Empezamos con la siguiente definicién:

Definicién 4.3.1. Una esfera euclidea completa > con m finales en el espacio hi-
perbélico H? es el borde de un conjunto convexo de H? con m finales tales que, con
respecto a su geometria intrinseca, es regular en todos sus puntos salvo en un conjunto
finito de puntos {p1, -+ ,pn} C 3, es completa y tiene curvatura nula.
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De las proposiciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3, una esfera euclidea completa con m finales
también es un embebimiento llano en H?:

¢:S2\{p17"' 7pn+m} —>H3

con una cantidad finita de singularidades de tipo conico en el conjunto de puntos
{pla T apn} y con finales en {pn+17 e 7pn+m}-

Usando, ademas, la proposicion 4.2.4 y sus consecuencias, recordamos que se cum-
ple la siguiente afirmacion:

(A) Las singularidades de una esfera euclidea completa y con finales en H? son de
tipo cénico, con dngulo total en el intervalo |0, 27].

(B) Toda esfera euclidea con picos y sin finales es compacta y tiene, al menos, tres
singularidades.

(C) Toda esfera euclidea con finales, completa y no compacta tiene solo un final.

(D) Una esfera euclidea completa, con singularidades y con dos finales en H? ha de
ser un cilindro hiperbdlico.

En el caso de una tnica singularidad, existen esferas euclideas completas con sin-
gularidades y finales, ver figura 4.3(a). Ademads, usando el principio de reflexién de
Alexandrov, se puede deducir que cualquier esfera euclidea completa con finales y con
una unica singularidad ha de ser de tipo rotacional. En efecto, existe exactamente
una familia 1-paramétrica de esferas de rotacion, euclideas, completas, con finales y
singularidades.

También existen ejemplos de esferas euclideas completas con finales y con exac-
tamente dos singularidades, ver figura 4.3(b). Un resultado de clasificacién para esta
familia de superficies puede verse en [12].

En el siguiente resultado probamos la existencia de esferas euclideas completas
con singularidades y finales si el nimero de singularidades aisladas es mayor que 2.

Teorema 4.3.1 (Caso compacto). Sea C una estructura conforme de S*\{p1, -+ ,pn},
n>3,y 0, -,y numeros reales que cumplen 0 > B; > —1,i=1,--- n. Una con-
dicidn necesaria y suficiente para la existencia de una esfera euclidea en H3 con n
singularidades de tipo cdonico de dngulo total 2n(fy + 1),- -+, 2w (6, + 1) respectiva-
mente, y tal que C es la estructura conforme de S* \ {p1,--- ,pn} para su métrica
intrinseca, es que se cumpla la igualdad

24+ B;i=0. (4.3.2)
=1
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Demostracion. De la proposicién 4.3.1 y de los comentarios al principio de esta sec-
cién, (4.3.2) es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una métri-
ca llana sobre S? con singularidades cénicas de érdenes f3i,---, 3, en los puntos
Pi,: -, Pn, Tespectivamente.

Ademas, las proposiciones 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 y 4.2.4 nos dicen que la métrica
intrinseca de cualquier esfera euclidea con singularidades es isométrica a una de las
métricas llanas de Troyanov con singularidades cénicas en la esfera. Asi pues, para
acabar la demostracién del teorema basta probar que todas estas métricas pueden ser
isométricamente embebidas en H? como esfera euclideas con singularidades.

Para ver esto, usamos en primer lugar la siguiente solucion al problema generali-
zado de Weyl para embebimientos, debida a Alexandrov:

Una métrica de curvatura mayor o igual que —1, en el sentido de Ale-
xandrov, sobre una variedad bidimensional homeomorfa a una esfera es
realizable por una superficie convexa cerrada en H3. Reciprocamente, una
superficie convexa y compacta en H? es una variedad bidimensional con
curvatura mayor o igual que —1 con respecto a su geometria intrinseca.

En resumen, si tomamos una métrica llana ¢ en S? con singularidades cénicas
P1,°* ,Pn, cuyos angulos totales se encuentran todos en el intervalo |0, 27[, entonces
existe una superficie compacta y convexa ¥ en H?, con algunas singularidades, la cual
es isométrica a (S?, g). Sin embargo, la métrica g es regular en todos sus puntos salvo

en pp,---,p,. Por el teorema de regularidad de Pogorelov, ver [54, Chapter V], se
tiene que la superficie 2 es convexa y regular excepto en n puntos ¢, -+ ,q, € X. Es
claro que, en la parte regular de X, la geometria intrinseca es llana y que X es una
esfera euclidea con finales en H?3, lo que finaliza la prueba del teorema. ]
Teorema 4.3.2 (No compacto). Sea C una estructura conforme de S*\{p1," -+ , Pns+1},
n>1, vy b1, -, 0,1 numeros reales que verifican 0 > B; > =1, 1 =1,--- ., n y

—2 < Bpi1 < —1. Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de una
esfera euclidea completa en H3, con n singularidades conicas de dngulo total 2w (531 +

1), ,2w(Bn+1), respectivamente, un final de orden B,11 y tal que C es la estructura
conforme de S*\ {p1,- -+ ,Pns1} para su métrica intrinseca, es que
n+1
24> pB;i=0. (4.3.3)
i=1

La prueba para el caso no compacto es analoga a la del teorema 4.3.1, usando la
siguiente versién, aun mas general, de la solucién al problema generalizado de Weyl
para embebimientos probada también por Alexandrov, ver [5, Chapter XII| para més
detalles:
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Una métrica completa de curvatura > —1, en el sentido de Alexandrov,
sobre un dominio arbitrario de una esfera es realizable por una superficie
completa, convexa y cerrada en H?. Reciprocamente, una superficie com-
pleta y convexa en H? es una variedad bidimensional de curvatura > —1

con respecto a su métrica intrinseca.
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Capitulo 5

Abstract and conclusions.

In 1827, C. F. Gauss published his book «Disquisitiones generales circa superficies
curvas», see [16], precursor to Differential Geometry, in which important concepts
such as spherical Gauss map, Gaussian curvature, total curvature were introduced
and also the basic equations allowing its interpretation and study. This curvature
idea did not take time to be considered as the most natural invariant associated to a
surface and its study has guided the Differential Geometry development from many
points of view.

When the curvature is non-negative, previous investigations allowed very early the
knowledge of fundamental questions of its extrinsic geometry as well as its intrinsic
geometry. For instance, nowadays it is known that:

x A complete surface of non-negative curvature in R? is either the boundary of a
convex body or a generalized cylinder in R3.

* Every metric of positive curvature on a sphere is uniquely realized as a metric
on a convex surface in R, up to isometries of the ambient space.

The main problems of the theory of non-positive curved surfaces are analogue to
those from the convex case and, basically, they are determined by the investigation of
its intrinsic and extrinsic geometry. However, in this field, in contrast to convex sur-
faces, results remain, in some aspects, far away to be totally solved. The fundamental
purpose of this memory is to study the global geometric behaviour of non-positive
curved surfaces and the problem about realization of metrics of non-positive curva-
ture.

From a historic point of view, the study of surfaces of non-positive curved surfaces
has been linked to the development of non-Euclidean Geometry. In the decade from

1830 to 1840, Minding, see [47, 48], found certain helicoidal surfaces of constant
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negative curvature which were later investigated by Dini in 1865, see [13]. Minding
achieved to integrate by quadrature the differential equation for the meridian of a
surface of revolution of constant negative curvature. He essencially demonstrated
that this kind of surfaces is divided into three types, two of them often known as
Minding Bobbing and Minding Top, see Figure 5.1, and a third one such that, up to
a similarity, consists of a unique surface: the pseudosphere generated by the tractix,
see Figure 5.2, which was later studied in detail by Beltrami in his paper in 1872, see

[9].

Minding Bobbing Minding Top

Figura 5.1: Minding’s examples of surfaces of constant negative curvature.

Figura 5.2: The pseudosphere.

Minding also found in 1840 that there exists some relations between edges and an-
gles of geodesic triangles into surfaces of constant negative curvature, similar to those
in spherical trigonometry. The fact that these formulae were equivalent to the trigo-
nometrical relations in the hyperbolic plane, also called Lobachevskii’s plane, went
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unnoticed to mathematicians from that period and some historians thought, that
Minding was not really interested in connecting his area of study to non-Euclidean
Geometry, but his works were linked to Lobachevskii’s ones just by accident. In this
connection consult Norden (1956, see [49]) and Galchenkova, Lumiste, Ozhigova and
Pogrebysski (1970, see [22]).

In 1868, more than a quarter of a century after the passing of Lobachevskii, Bel-
trami, see [8], by using Minding’s results, proved that surfaces with negative constant
curvature into the Fuclidean 3-space locally have the same geometry as the hyperbo-
lic plane. Obviously, among other things, Beltrami had already perceived the global
difficulties of the problem and the matter of interpreting the whole hyperbolic plane
as a surface of constant negative curvature in R? remained still unsolved.

Hilbert was in 1901, the first one who dealt with the problem of realization of
the hyperbolic plane into R? and who proved his classic theorem one year later, see
(34, 33]:

HILBERT’S THEOREM: The hyperbolic plane cannot be isometrically im-
mersed into R3.

In other words, if we realize that every simply connected complete surface of constant
negative curvature is isometric to a hyperbolic plane, it is not possible to extend a
regular surface of constant negative curvature without the appearance of singularities.

Hilbert’s work attracted the attention of a lot of mathematicians, who researched
in this direction and achieved interesting results about it. The next step in this sense,
conjectured by Cohn Vossen, would be to extend this result to surfaces of non-constant
negative curvature, bounded from above by a negative constant. The final solution
to this problem, known as the Hilbert-Cohn Vossen problem, was found by Efimov in
1964, see [18, 41]:

ErFiMOV’S THEOREM: There are no complete C?-immersed surfaces in R3
of curvature bounded from above by a negative constant.

Over the next few years, Efimov himself extended his result in two different directions:
the first one was to weaken the conditions about curvature, that is, surfaces on which
the reciprocal value of the curvature K has variation with a linear estimate are now
considered, see [17], that is to say

1
V-K{p) V-K(q)

for every two points p and ¢ of the surface. The second direction was to allow a cer-
tain boundary on the surface, but assuming that curvature is negative and constant,

S Eld(p7 q) +€27 9
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see [19]. In this direction, Vorobéva extended Efimov’s result when the boundary is a
geodesic with certain additional conditions about its normal curvature, see [63] (for
further information consult [6] and [11]). Another Efimov-type results in higher di-
mensions can be found in [60] as well.

Despite of Efimov’s results, another important different questions suggested by
Hilbert’s Theorem remain still unsolved. The conjecture stablished by John Milnor
in 1966 highlights for its interest, see [43]:

MILNOR’S CONJECTURE. Let ¥ be a complete surface with no umbilical
points, C?-immersed in R® and such that the sum of the squares of the
principal curvatures of ¥ is bounded from below by a positive constant.
Then, either X is a flat surface or its curvature necessarily changes sign.

For instance, in the case of a non-flat complete surface with non-positive Gaussian
curvature, Milnor’s Conjecture would imply the existence of points on which both
principal curvatures simultaneously tend to zero. If Milnor’s Conjecture were true,
it would generalize Efimov’s Theorem, which assures only the existence of points on
which the product of both principal curvatures tends to zero.

It is worth mentioning, at this respect, the following partial solution to Milnor’s
Conjecture obtained by Smyth and Xavier in 1987, see [60]:

SMYTH-XAVIER'S THEOREM: If one principal curvature of a complete
surface of R?, with non-positive Gaussian curvature, is far from zero, then
the surface is a generalized cylinder.

In particular, generalized cylinders are the only complete surfaces immersed in R3
with non-positive Gauss curvature and with mean curvature uniformly bounded far
from zero.

In this line, it is worth mentioning that, in spite of knowing some partial results
as the obtained one by Schlenker, the study of a result analogous one to Efimov’s
theorem in non-Euclidean spaces of constant curvature is, until today, an unsolved
problem. All these observations have motivated to pose the following goals in this
memory:

(A) To study, from a topological and geometric point of view, complete surfaces of
R? whose Gaussian curvature is less than a negative constant out of a compact
set.

(B) To obtain Efimov and Milnor type results in non-Euclidean ambient spaces.
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(C) To study the problem of realization of flat metrics with conical singularities on
a sphere inH?3.

So, we will extend all along the chapter 1 those results obtained by Efimov in
[18, 17] to complete surfaces of R? with curvature bounded from above by a negative
constant out of a compact set. We start by doing a reminder of the principal geome-
tric objects associated to an immersion and its Gauss map. The third fundamental
form I11, that is to say, the induced metric by Gauss map whenever it is a local
diffeomorphism, turns out to be a fundamental tool in the whole study before the
proof of the main result of this chapter.

Efimov proved in [17] that if a complete immersed surface S in R? of negative
curvature satisfies that the reciprocal value of curvature has variation with linear es-
timate, then a certain property of convexity at infinite associated with the spherical
image of the above mentioned surface holds, that is at points of the metric comple-
tation of (S, I11). We observe that the above mentioned property of convexity holds
not only under completeness conditions, but it also holds if we assume completeness
out of a compact set. From this fact, we are able to prove that there exists a compact
subset C' C S such that any point out of C' can be joined to the boundary of C' by
means of a minimizing geodesic curve of length less than 7 for the distance associated
to the third fundamental form.

By using the previous study on the spherical image of S and some Hiiber’s classic
results, we can prove the next theorem:

If S is a surface with compact boundary 0S and ¥ : S — R3 is a complete
C?-immersion with Gauss curvature K < 0 such that the reciprocal value
of curvature has variation with linear estimate, then the immersion has
finite total curvature. In particular, S is parabolic and has finite topology,
that is, S is homeomorphic to a compact surface with a finite set of points
removed.

As a consequence, we will see that the previous result still holds if we consider a
complete C2-immersion in R? of a surface without boundary that satisfies the assum-
ptions of the theorem out of a compact subset. With this, under the conditions on
the curvature of the main theorem of this section, we have been able to obtain global
topologic information of the immersion. If we change the above mentioned hypotheses
on K to those of Efimov’s classic theorem, we can obtain not only global topologic
information, but also we can give information concerning the asymptotic behavior of
ends:

Let U : ¥ — R? be a complete C*-immersed surface with Gauss cur-
vature K < —e < 0 out of a compact subset C' C 3. Then ¥ has finite
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topology, V is properly immersed and has finite area for the induced me-
tric. Moreover, each end of the surface is asymptotic to a half-line of R3.

We observe that, under the previous hypotheses and using a Hiiber’s classic theorem,
it is possible to give precise information of the value of the total curvature of the
immersion: it is possible not only to estimate that it is bounded, but its value is
exactly 27X (X), where X denotes the Euler’s characteristic.

Many classic results from surface theory of R3 are a consequence of Codazzi’s
equation, which still holds in other different three-dimensional spaces of constant
curvature, like for example H? and S?. It does not turn out so surprising that different
results from the theory of immersed surfaces in R?® could be proved in the abstract
context of Codazzi’s pairs. For this reason Codazzi’s pairs appear in a natural way
in the theory of submanifolds, since the first and second fundamental forms of any
immersed surface in space form are Codazzi’s pairs.

Chapter 2 is devoted to obtain Milnor and Efimov type results on complete, im-
mersed surfaces in non-Euclidean space forms. In these terms we make use of the
theory of Codazzi’s pairs: pairs (I, 1) of quadratic real forms defined on a surface,
where [ is a Riemannian metric that satisfies Mainardi-Codazzi’s equations of the
classic theory of surfaces from an abstract point of view.

The main result of this chapter is the next theorem on Codazzi’s pairs:

Let (I,II) be a Codazzi’s pair on a surface ¥ with strictly separated
principal curvatures ki, ko, that is,

ki < < ey < ko,

for certain constants ci,ce. If (3,1) is a complete surface with Gauss
curvature K(I) <0, then

« Neither [ is a flat metric and ¥ is homeomorphic to a plane, a cylinder
or a torus;

x Or I is not a flat metric, X is homeomorphic to a plane and its total
curvature is less than or equal to 2m.

We will prove a similar theorem when the previous conditions hold out of compact
subset of the surface.

In the context of the immersions in R?, the main result of this chapter is a weak
version of Smyth-Xavier’s classic theorem of 1987. Changing to the context of im-
mersions in H? and in S3, we will prove as a consequence of our previous results that
there do not exist complete immersions in H? (resp. S*) with curvature K < —1
(resp. K < ¢y < 0) as long as one of its principal curvatures is separated from zero.
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Among other consequences we will also prove that, under the previous conditions on
curvatures, the ends of an immersed surface in a space form have finite area for the
induced metric.

Based on Bernstein’s and Efimov’s works, the German mathematician E. Heinz
gave in 1955 a partial solution to the Hilbert-Cohn Vossen problem, see [32]. Heinz
proved that there do not exist entire (complete) immersed graphs in R® with Gauss
curvature bounded from above by a negative constant.

Adapting Heinz’s ideas to the context of product spaces, we dedicate the third
chapter of this memory to the study of vertical immersed graphs in M? x R, assuming
that the base, M?, is a Riemannian surface with a pole in one of its points, that
is, it has a point such that the exponential map at the above mentioned point is a
diffeomorphism of the corresponding tangent plane into the whole M?2.

Let M? be a Riemannian surface with a pole at one point py. If the Gauss
curvature of M? is non-negative, then there does not exist any vertical
entire graph ¥ in M? x R with extrinsic curvature bounded from above
by a negative constant.

From the previous result it is possible to conclude that Efimov’s classic theorem
holds for entire vertical graphs immersed in product spaces M? x R with a pole in
the base and with Ky > 0. At this point, it is natural to wonder if Efimov’s classic
theorem also holds for entire graphs in M? x R but with strictly negative curvature in
the base. We prove that this is not possible since we are able to construct examples
of rotational immersed surfaces in the product space M? x R with negative extrinsic
constant curvature, being M2 = R? endowed with a metric of strictly negative curva-
ture.

Chapter four is devoted to the study of complete surfaces endowed with a flat
metric, embedded in the hyperbolic three-space and with a finite set of isolated sin-
gularities. First we will obtain results with information related to its topology, to its
conformal type and to the asymptotic behavior of its ends and its isolated singula-
rities. Secondly we will attack the problem of the realization of flat, complete and
embedded metrics in H?® with a set of isolated singularities, known as Weyl’s genera-
lized problem, basing our conclussions on our obtained results and on Alexandrov’s
works about realization and on Pogorelov’s works about regularity.

We will prove that any complete flat surface ¥ embedded in H?® with isolated
singularities is homeomorphic to a sphere with a finite set of points removed. We will
see that any end is conformal to a punctured disc and it is of conical type, that is to
say, that it has the geometry of the end of a cone or a flat cylinder of R? (with conical
order € (—2,—1]). Moreover, we will prove that any isolated singularity from the
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surface is conformally a punctured disc and, therefore, there exists an environment
of the mentioned singularity which is isometric to a neighbourhood of the vertex of a
flat cone of R?® (with conical total angle 273, with —1 < 3 < 0).

From results of Hulin and Troyanov [38] and Finn [21], one obtains that a Gauss-
Bonnet type formula holds on the surface >, which will give us a connection between
the conical angles of the ends and the conical angles of the isolated singularities. This
takes us to the fact that 3 have at most two ends. In addition, if > has two ends then
it has to be a hyperbolic cylinder without singularities.

To finish this chapter, we attack the problem of realization and embedding of
abstract flat metrics with the previous obtained characteristics. For this, using the
previous results and both Alexandrov’s existence and Pogorelov’s regularity results,
we will prove that:

NON-COMPACT CASE: Let C be a conformal structure on S*\{p1, -+ , pns1},
n>1,and By, -, B,y1 real numbers satisfying0 > 3; > —1,i=1,--- ,n

and —2 < f,4+1 < —1. A necessary and sufficient condition for existence of
a complete Euclidean sphere embedded in H?, with n conical singularities

of total angle 2m(py + 1),--- ,2mw(B, + 1), respectively, one end of order

Bny1 and such that C is the conformal structure of S*\ {py,- -+, pni1} for

its intrinsic metric, is that 2 + 317" 6 = 0.

With respect to uniqueness, we do not give an answer in this memory, so this point
remains open to be treated on future research works. The compact case is indentic to
the non-compact case, but for n singular points with n > 3.
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