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puntos dados con tangentes en ellos dadas:

SEJemPlo PT-3 . s

5.2.4.-Ejemplos de superficies polinomiales que pasan por una red de 5x5
puntos dados con tangentes en ellos dadas:

SEJEMPLO PTo4oeceeee e

5.3.-Superficies polinomiales mixtas definidas por puntos
5.3.1.-Ejemplos de superficies polinomiales mixtas que pasa por
una red de 6x6 puntos usando polinomios de grado tres o menor:

SEJEMPLO M- L e e

5.3.2.-Ejemplos de superficies polinomiales mixtas que pasan por
una red de 9x6 puntos usando polinomios de grado tres o menor:

SEJEMPIO M2 s

5.3.3.-Ejemplos de superficies polinomiales mixtas que pasan por
una red de 9x9 puntos usando polinomios de grado tres o menor:

SEJeMPLO M3 s
-Ejemplo para el disefio de un aliviadero M-4...........cccooovvviieiinieeniinienne.
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Capitulo 1: Antecedentes historicos

1.1.-MODELADO DE CURVAS PLANAS

Se entiende por modelado de curvas en el plano al proceso mediante el cual se
hace la construccion matematica de una curva atendiendo a una serie de criterios o
requisitos definidos "a priori". Estos pueden ser de diversa indole: matematicos
(interpolaciéon o ajuste), estéticos (atencion a la belleza de las formas), funcionales
(busqueda de utilidad), etc.

El proceso constructivo incorporard la posibilidad de actuar sobre el modelo a
realizar para corregirlo o modificarlo de manera que se vaya ajustando progresivamente al
objetivo deseado.

Los principales métodos para la construccion de curvas planas son la interpolacion
polinomial, el ajuste por minimos cuadrados, las curvas Bezier, las funciones splines y las

curvas racionales.

1.2.-CURVAS PLANAS. SU EXPRESION ANALITICA

La expresion analitica de una curva plana se concreta en una o varias ecuaciones
matematicas que verifican todos los puntos que la forman y solamente ellos.

La geometria analitica distingue tres tipos de formulacion: la forma explicita, la
implicita y la paramétrica.

En la forma explicita la curva se expresa mediante una ecuaciéon de la forma y =
f(x) donde f es una funcion uniforme. A cada valor de x correspondera un unico valor de y.

Si f es una funcion continua y se varia continuamente x en un intervalo (a, b) se
obtiene un arco continuo de curva entre (f(a),f(b)).

Tiene el inconveniente esta forma, de no permitir el describir una curva cerrada o,
mas general aun, la imposibilidad de describir curvas de funciones multiformes.

Otra desventaja importante es que la forma explicita depende del sistema de
coordenadas, en el sentido de que si f pertenece a una cierta clase de funciones (por
ejemplo: polinomios) al hacer una transformacion afin la nueva curva, en general, no
pertenecerd a la misma clase de funciones.

. . _ 2 .
Se puede comprobar con un sencillo ejemplo. Sea la curva y = x”, si se hace una
rotacion de ejes de +90° que corresponde a la transformacion:

Hx,.%_uo - 100x0 O
=0 00 0O
0yv.0 ol 0Qoyvo
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La nueva curva seria:

x<0

=

que tiene dos ramas y solo esta definida para x < 0.

En el caso de una formulacion implicita de la curva, ésta se concreta en una
ecuacion de la forma f(x, y) = 0.

Esta representacion admite curvas multiformes (es decir varias ordenadas para una
misma abscisa ) y por tanto es valida para describir curvas cerradas.

Esta forma presenta dificultades para determinar puntos de la curva a partir de una
ecuacion. Asi si se pretende comprobar si hay algiin punto de la curva que tenga de abscisa
x = a habria que resolver la ecuacion f(a, y) = 0, que en general puede ser un problema de
dificil solucién, también es un inconveniente para su uso el que la forma implicita , igual
que la explicita , sea dependiente del sistema de coordenadas.

El caso de la representacion en forma paramétrica de una curva es aquel en que
¢ésta se describe mediante un par de ecuaciones, una por cada coordenada, quedando asi la
expresion:

x= f(1)

=g 3

siendo ¢ un pardmetro que varia dentro de un cierto rango.

Este tipo de formulacién permite facilmente el describir curvas multiformes o
cerradas.

La principal ventaja, no obstante, que presenta la representacion paramétrica es su
independencia del sistema de coordenadas. Asi, la aplicacion de una formacion afin del
tipo:

0x,= axt byt m

4
Hy,:ex+dy+n )

a los puntos de una curva:

x= f(1)

y= g ©)
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dara:

13 = af )+ g+ m= £()

= of () de(t)+ o= (1) ©)

pero si f'y g pertenecen a un subespacio vectorial que contiene a las constantes, entonces f; y
g1, también perteneceran al mismo subespacio vectorial.

. . . _ 2 1 SR
Siguiendo con el ejemplo antes usado: y = x°, una representacion paramétrica de
esta curva seria :

2 (7

»=t

y como se ve todas las funciones usadas en las descripciones inicial y final de la curva son
polinomios de grado menor o igual que dos. Es decir, ambas curvas pertenecen a una
misma clase, la de las curvas cuyas funciones paramétricas son polinomios de grado menor
o igual que 2.

En contra de la representacion paramétrica se puede argiiir la dificultad que
presenta la determinacion de los valores del parametro t correspondientes a un valor de x
prefijado.

Como conclusion a las consideraciones que anteriormente se exponen es
conveniente el uso, en la practica, de la representacion en forma paramétrica de las curvas.

1.3.-MODELADO DE ELEMENTOS ESPACIALES. CURVAS Y SUPERFICIES

1.3.1.-MODELADO DE CURVAS

La expresion analitica de una curva en el espacio en su forma paramétrica (las
otras formas no se consideran por las razones antes expuestas) estd formada por tres
ecuaciones, una por coordenada:
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x= f(1)
y=g@) (1)
z= k(1)

donde f, g y h son funciones continuas del parametro ¢ el cual varia dentro de un cierto
rango.

Hay que sefalar que en la practica no es frecuente el uso de curvas alabeadas sino
que lo corriente es trabajar con curvas contenidas en algiin plano de R°.

En estos casos la curva se puede considerar contenida en R? (plano z = 0) y puesta
después en otro lugar del espacio mediante el uso de transformaciones afines del tipo
rotacion y traslacion.

Por ejemplo, si se quiere disefiar una curva en el plano vertical X = ¢ primero se
disefia en el plano XY (z = 0) obteniendo sus ecuaciones paramétricas.

x= f(0)
y=g(@) 2
z=0

se rota después el plano XY (z = 0) hasta hacerlo coincidir con el plano x = 0 mediante la
transformacion afin:

0 ODDO 0 100x0
0o [

nehene 1o o

X

y la curva transformada es :

Ox,0 00 0 100/()00 0 O
0 0.0 0

00 00
S

luego sus ecuaciones paramétricas serian

x=0
y=f@ (5)
z=g()

Ahora si se hace una traslacion, a lo largo del eje x, de la curva, hasta colocarla en
el lugar deseado (x = k) se tienen las ecuaciones paramétricas definitivas de la curva que
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serian :
x= k
y= 1) (6)
z= g(t)

1.3.2.-MODELADO DE SUPERFICIES

Anélogamente a las curvas, las superficies se pueden expresar analiticamente en
forma explicita z = f(x, y), en forma implicita f(x, y, z) = 0 y en forma paramétrica como:

x= g(u,v)
y= gu,v) (1)
z= h(u,v)

donde u y v son pardmetros independientes que recorreran determinados rangos numéricos
y f, gy h son funciones continuas de estos pardmetros.

En esta tesis se usa esta ultima forma de representacion de superficies atendiendo
a las motivaciones expresadas cuando se ha tratado el manejo de curvas.

El problema a tratar, para el modelado espacial de superficies, es el de determinar
(calcular) una superficie que responda a unos criterios prefijados de indole matematico,
estético, funcional....

También se tendria en cuenta, al elaborar un proceso para la construccion de
superficies, el que éste permita actuaciones para corregirlo y modificarlo en orden a irlo
ajustando progresivamente al objetivo buscado.
1.3.3.-TECNICAS DE CONSTRUCCION DE SUPERFICIES

Hay principalmente tres técnicas de construccion de superficies:
* El producto sensorial

= Las superficies definidas por secciones
= Larepresentacion transfinita .

1.3.3.1.-EL. PRODUCTO TENSORIAL

Las superficies creadas mediante producto tensorial son de la forma:
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S@v)= fw)If,(v)
gu,v)= g, (u)lg,(v) (1)
h(u,v) = hl (u)th(V)

Para un valor constante de una de los parametros v = k, se obtiene una curva
situada sobre la superficie, ya que si se llama:

fHk)=a %
g (k)= p 1 donde @ ,f .y son constantes. (2)
h(k)=y 4

se tiene, que la ecuacion de la superficie queda en la forma:

x=0 Uf,(u)
y= B g u) 3)
z=y U (u)

Es decir, una curva que resulta de aplicar un escalado a la curva base:

x= fi(u)
y= g u) 4
z= hy(u)

Para valores constantes y distintos de v tales como V;,V,,Vs,... se obtendrian curvas

que resultan de aplicar distintos escalados a la curva base. Todas estas curvas seran
"parecidas" entre si.

Analogamente se podria hacer el planteamiento anterior trabajando con valores del
parametro u y obtener otra serie de curvas correspondientes a distintos valores de u, todas
ellas semejantes entre si como resultado de una serie de escalados a la curva base:

x= f,(v)
=g, ®)
z= hy(v)

1.3.3.2.-EL LOFTING

Otra técnica para generar superficies es la del Lofting o de superficies definidas
por secciones. El método consiste en modelar una serie de secciones planas
independientemente y buscar, posteriormente, una superficie que las englobe a todas.
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El proceso de construccion de la superficie es el siguiente:

Sean ¢,,¢,,...,c, n curvas en el espacio, no necesariamente planas, aunque facilita

la tarea el que lo sean.

Las ecuaciones de las curvas ¢; serian:

Y= £
y'= g0 conuSusu (1)
2= )

Sea C, una curva, dependiente de un parametro v, < v< v,

Y . . . 1.2
Se hace una particion arbitraria de » puntos del intervalo [Vo»"ll que sea [ LN

Se presenta el problema de determinar la curva C de ecuaciones:

x. = fI
V.= g(v)% con V, S v< v, )
z,= h(v)

tal que:

HGE fi(u)%
g0z gl  parai=1,2,..,n (3)
W)= ()

Esta claro que f, g y h dependeran de u a través de las condiciones de

interpolacion.

Se considera ahora la superficie

x= f(u,v)0
0 Uy S us u
y=g,v)I  con 4)
VoS vy,
z= h(u,v) |

donde f; g y /& son las funciones obtenidas en (2) con las condiciones (3) pues dependen de
los dos parametros u y v.

Para los valores del parametro v = v' se tendria:
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x= f(u,v)= f(u)
y=gu,v)= g u) (5)
y= h(u,v')= h(u)

Queda patente, por tanto, que las curvas (o secciones) correspondientes a

n

_ .. . 1.2
v = constante son las curvas originales para los valores particulares v,v",...,v".

1.3.3.3.-LA REPRESENTACION TRANSFINITA

Queda, finalmente, hacer referencia al tultimo de los métodos senalados
anteriormente, es decir a la representacion transinfinita.

Esta técnica consiste en dar dos familias de curvas en el espacio dependiendo de
parametros u y v distintos. Hay que tratar de construir una superficie que contenga a todas
las curvas de ambas familias. Este problema es similar al anterior pero mucho mas
complejo y necesita de interpolantes especiales.

1.3.4-MODELADO DE SUPERFICIES POLIEDRICAS

Un caso particular de superficies es aquel en el que la superficie estd constituida
por la union de poligonos planos.

En estas superficies, llamadas poliédricas, el conjunto de los vértices, junto con
una descripcion ciclica, indicando los que componen cada cara, determina la superficie.

Aunque matematicamente €sta sea la forma mas sencilla de generar una superficie
poliédrica, no lo es asi para el disefiador que tiene que suministrar esa informacién para
casos de superficies poliédricas con miles de vértices, lo que hace insalvable en la practica
el manejo de ese cimulo de datos.

Un método de generar una superficie poliédrica es hacerlo a partir de un modelo
regular disefiado con las técnicas de modelado espacial antes enumeradas, para a
continuacion “cuadricularlo” 6 “triangularlo” y convertirlo en un objeto con “facetas”.

Asi, si se tiene la superficie:

Ox= f(u,v)U
gl con )
Hz= h(uv)h



Capitulo 1: Antecedentes historicos

bastard tomar un par de particiones de los rangos de los parametros (uo,ul,...,un)

(vo,vl,...,vm) y considerar los puntos:

x[j = f(u[’vj)
Yy = &u,v;) )
g = V)

que determinan un poliedro con vértices en estos puntos y caras las compuestas por cuatro
vértices tales como:

PP, PPy,
donde cada punto P,, tiene de coordenadas:
Ox .
0o
I)qr -0y gr [ (3)
17, 1

Estas caras, en general, no serdn planas por lo que habrd que recurrir a un
algoritmo que modifique los vértices de forma que los cuatro que acoten cada cara sean
coplanarios o bien triangularizar la superficie.

Esto ultimo se consigue conviniendo que los cuatro vértices P, » P, .1, Py 15 Py
determinan dos caras triangulares que serian:

La cara de vértices P, ;, P, ;,,, P.,; y lacarade vértices P, ;.1 Py .15 Py
(Figura 1.3.4.1.)

10
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Pi, j+1

P

i+l,j+1

i,j

Pi+l!i

Figura 1.3.4.1.

Este proceso de construccion de superficies poliédricas solo se usa para disenar
superficies regulares y para obtener superficies poliédricas a partir de otras regulares.

Otro método empleado para fabricar superficies poliédricas es de tipo constructivo.
Aqui lo que se hace es disponer de unos modelos elementales tales como paralelepipedos,
piramides, prismas, con formas diversas U, L, etc. como punto de partida. Luego mediante
una serie de rutinas que permiten aplicarles transformaciones afines para escalarlos, rotarlos
y trasladarlos, logramos, mediante un ensamblado de estas piezas, llegar a obtener el
modelo deseado.

Asi, por ejemplo, un paralelepipedo en el espacio puede determinarse dando los
datos siguientes ( Figura 1.3.4.2).

F A
T
| \\P
>\Vz N
1 o | h
\ L |
X \\ I\x
.t
¥ N

11
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X

Figura 1.3.4.2.
+ Un punto O y dos vectores V,V,.

+ Dos dimensiones que seran las del paralelepipedo p y ¢
¢ Una tercera dimension que fijara el grosor
El paralelepipedo podra especificarse mediante una llamada a una rutina tal como:

CUBO(O,V,,V,, p,q,r)

Independientemente del tipo de método constructivo que se adopte para crear una
superficie poliédrica, por la naturaleza de éstas y por las propiedades de las
transformaciones afines y la transformacion perspectiva (que aplican planos en planos y
rectas en rectas) el manejo de estas superficies se simplifica.

Asi para transformarlas bastard transformar los vértices y después unirlos con el
mismo criterio que en la superficie original para obtener los lados y las caras de la
superficie transformada.

Ante todo esto hay que afiadir que la modificacién de un vértice implica muy poca
modificacion de la estructura de la superficie y ademas si ésta ha sido ya transformada
bastara con transformar el nuevo vértice.

1.4-GENERALIDADES SOBRE EL PROCESO MATEMATICO-INFORMATICO
DEL DISENO DE CURVAS Y SUPERFICIES

12
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El proceso de disefio de una curva pasa por una serie de algoritmos cuyo esquema
responde a los siguientes pasos.

En primer lugar el usuario introduce (por coordenadas o por pantalla) las
coordenadas (X,),), ..., (X,,¥,) de un conjunto de puntos por los que quiere que pase o a
los que se aproxime la curva final.

Segun el algoritmo escogido se logra una curva de interpolacion que pasara por
todos los puntos dados o una curva de ajuste que se aproximard a los puntos dados sin tener
que pasar por todos ellos.

En una segunda etapa se introduce una nueva variable t de forma que el punto de
coordenadas (X;,);) es representado en dos graficas. En la grafica x- ¢ tendremos el punto (

X;,t;) y en la y- t tendremos el punto ( ;. ). El parametro ¢ ha de ser creciente 7, > 7., .

En los sistemas que usan parametrizacion uniforme y unitaria se adoptan los
valores de X; = i. En cambio otros sistemas calculan #, de forma que tome el valor de la

distancia recorrida a lo largo de la poligonal que une los puntos dados, desde el punto £ al

punto F,,.

Es decir, parametrizamos segun:

Para i=1 =0
Para i=12 L=tt (xz_x1)2+ ;- y1)2 (1)
En  general Lt (X - xi—l)2 t(y - yi-1)2

En tercer lugar se calculan, segtin el algoritmo particular escogido, las ecuaciones
de las curvas x(2) e y(?) en funcion del parametro ¢.

- Por ultimo, como ya podemos calcular los valores de x e y para cualquier valor
del parametro t comprendido entre ¢, y Z,, podemos dibujar la curva completa.

El disefio de cualquier objeto queda resuelto en cuanto tengamos definidas las
superficies que lo envuelven y delimitan.

El disefio de estas superficies se basa habitualmente en el disefio inicial de una o
mads curvas que serviran con posterioridad para modelar la forma de la superficie buscada.

Un esquema muy simple del proceso seguido en el disefio de una superficie seria
el que corresponde a la figura 1.4- 1.

Como se ve en el esquema, el disefo inicial de las curvas es un proceso interactivo

13
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en el que se parte de la representacion grafica de las curvas generadores y si ésta no es
satisfactoria para los objetivos se modifican los datos y se inicia un nuevo disefo.

En la figura 1.4-2. se ven dos ejemplos de obtencion de superficies a partir de una
curva. en el primer caso mediante una traslacion de la curva y en el segundo mediante una
rotacion de 360' alrededor de un ¢je.

[Entrada de datos de la l:l]I"i.f:El]

[ MModelo mterno de la curva ]

[ Representacion de la curva ]

[ JEs correcta? ]N—D[Mudjﬁcaciﬁn de los parametrus]

Si

[Prucesu de disefio de la superficie a partir de la‘o de las l:ur'i.ras]

[Representaciﬁn de la superﬁciej

Figura 1.4.-1: Esquema del proceso de disefio de una superficie

N

Curva + Traslacion Superficie Hesultante

14
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Curva + Rotacion Ssuperficie Resultante

Fig. 1.4.-2: Ejemplos de creacion de superficies a partir de unas curvas generadores
1.5.-ANTECEDENTES HISTORICOS DEL DESARROLLO DEL DISENO
ASISTIDO POR ORDENADOR DE CURVAS Y SUPERFICIES.

L.5.1.- INTRODUCCION

El proceso de creacion de elementos espaciales ha involucrado una serie de
técnicas que pasan por el manejo de modelos materiales y el uso de elementos matematicos
que permitan una definicién analitica del modelo logrado.

La posibilidad de manipulacion de ambas definiciones de la superficie material y
analitica es imprescindible para el proceso de creacion de ésta.
1.5.2.- EVOLUCION DE LOS PROCESOS DE DISENO

El disefio de curvas y superficies juega un importante papel en la fabricacion de
diferentes productos como carrocerias de coches, cascos de barcos, alas de aviones, aletas

de hélices, plantillas de zapatos, frascos, etc.

También tiene su utilidad en la descripcion de fendmenos geoldgicos, fisicos y
médicos.

Antes de la irrupcion de los ordenadores los problemas de disefio eran tratados por

medio de la geometria descriptiva. Una superficie era definida por una serie de curvas,
usualmente secciones planas de ella, y algunas lineas caracteristicas.

15
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Esta informacion era suficiente para fabricar plantillas y éstas se usaban para
construir modelos. El cufio o troquel final se obtendria, a partir de los modelos, mediante
una copia por fresado.

Al final de los afios 50 fue posible manejar las fresadoras mediante control
numérico, es decir las instrucciones a la maquina se generarian mediante programas de
ordenador. Para ello era necesario almacenar la definicién de la superficie en una forma
computerizada por lo que habia que disefiar un modelo matematico.

El paso inicial era digitalizar la superficie descomponiéndola en un gran numero
de puntos de coordenadas determinadas. Esta informacion se obtendria de un modelo fisico
o de los planos.

Se trabajo sobre diversos métodos para sacar un modelo matematico a partir de
una informacion discreta de puntos.

Es en 1950 cuando empieza a disponerse de hardware 1til para troquelar modelos
espaciales en madera y acero. Estos modelos serian luego utilizados para fabricar
carrocerias de coches.

En orden a mecanizar los modelos, usando ordenadores, habia que hacer una
adecuada descripcion de aquellos que fuera apta para ser tratada por el ordenador. Pronto
se vid que la mejor manera de trasmitir esa informacién era suministrar las diversas
superficies que componen el modelo mediante sus ecuaciones paramétricas.

Los estudios sobre el uso de curvas y superficies paramétricas para estos fines
pueden considerarse como el origen del Computer Aided Geometrie Design (CAGD).

Lo que hoy conocemos como CAGD toma entidad propia en 1974 en la
conferencia de la Universidad de Utah.

Como antes menciondbamos el CAGD fue desarrollado por ingenieros mecéanicos
procedentes de la industria del automovil.

Estos profesionales estaban familiarizados con el trabajo con superficies definidas
por lineas rectas y curvas conocidas. El rellenado de los espacios entre curvas se hacia
mediante superficies auxiliares escasamente definidas y por ultimo se dejaba a la habilidad
de los modeladores el resto, hasta lograr construir la superficie final.

Este modelo final tenia una forma que no coincidia con las curvas trazadas en el
tablero de dibujo del disefiador. Esta discordancia se traducia en discusiones, retoques,

costos y retrasos.

Obviamente ningun desarrollo importante podia esperarse hasta que no se lograra
un método que proporcionara una completa e indiscutible definicion de formas libres.

16
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La computacion y el control numérico han hecho grandes progresos durante estos
ultimos tiempos permitiendo pasar toda la informacion necesaria desde el dibujo hecho por
el disenador a la maquina herramienta encargada de crear la forma disefiada.

La idea de UNISUREF estuvo inicialmente orientada hacia la geometria mas que al
analisis pero teniendo "in mente" que cada dato seria expresado Unicamente mediante
numeros.

Por ejemplo, un arco de curva se ha representado por las coordenadas cartesianas
de sus extremos A y B junto con su abscisa curvilinea, relacionada con una red trazada
sobre los bordes (Fig. 1.5.2,-1).

Figura 1.5.2.-1
Al girar los bordes de la red el cuadrado se transforma en un rombo y el arco de

circunferencia en un arco de elipse, la cual quedaria totalmente definida tan pronto
conozcamos las coordenadas de los puntos A, B y C (Figura 1.5.2- 2)
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Figura 1.5.2.-2

Si los lados fueran reemplazados por pantografos el rombo se convertiria en
paralelogramo y la definicion del arco de elipse seguiria dependiendo de las coordenadas de
los tres puntos A, By C.( Fig. 1.5.2-3)

Figura 1.5.2.3.

Sin embargo el empleo tnicamente de arcos de elipse era demasiado restrictivo y
se requeria una definicion mas flexible.
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Otra idea fue proyectar con una lampara una marca sobre una pantalla sobre la que
se proyectaba a su vez una figura de una diapositiva. Reemplazando la marca por una curva
y recogiendo la exacta localizacion y orientacion de la ldampara definiriamos la imagen de la
curva proyectada sobre la pantalla.

El método requeria disponer de una serie de diapositivas con curvas especificas
como circunferencias, parabolas, astroides, etc.

En este tiempo los disefiadores definieron la forma de una carroceria de coche por
secciones transversales separadas entre si 10 cm. La ventaja era que a partir de un dibujo
uno podria obtener plantillas para ajustarlas a un modelo de arcilla o a una maquina de
estampado. El inconveniente era que los estilistas no definian la forma por secciones
transversales sino por lineas caracteristicas que raramente son curvas planas.

Tedricamente una curva alabeada podria definirse mediante un alambre guiado por
muelles y contrapesos.( Fig. 1.5.2-4)

Figura 1.5.2.4.

Los polinomios se consideraban como funciones adecuadas por sus propiedades
importantes en cuanto a tangencia, curvatura, etc. Mas tarde se descubrid que podian ser
considerados como suma de funciones de Bernstein.

Cuando se sugirié que estas curvas reemplazaran a las utilizadas en la industria /os
estilistas se resistieron a cambiar sus plantillas y a abandonar sus métodos. Se hizo
necesario prometerles que sus "curvas secretas" serian trasladadas a secretos listados y
almacenadas en la memoria de los ordenadores y controladas, mediante llave, su acceso.
Sin embargo las nuevas curvas eran flexibles y las curvas secretas fueron pronto olvidadas.
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Disefiadores y delineantes comprendieron las relaciones entre los poligonos y la
forma de las correspondientes curvas.

Hacia 1960 casi nada habia publicado sobre parches biparamétricos. La idea de
partida de UNISURF provenia del proceso usado en las fundiciones para modelar. Este
consistia en compactar arena dentro de una caja y obtener la forma de la parte superior
raspando el sobrante mediante un liston que actiia como plantilla.

Las formas que se pueden obtener por este método son relativamente simples ya
que la forma de la plantilla es constante y la forma de los bordes de la caja, sobre los que se
desliza, también es sencilla.

Para hacer el sistema mas flexible se podria cambiar la forma de la plantilla al
mismo tiempo que nos movemos.

En realidad esta idea coincide con la de la definicion de superficie como el lugar
geométrico de una curva que se mueve a la vez que se desplaza.

Alrededor de 1970 un laboratorio esculpia un bloque de styrofoam con un liston
flexible de acero calentado eléctricamente, cuya forma era controlada por la flexion de
torsion impuesta sobre sus extremos.

Este proceso no produciria una gran variedad de formas pero sus principios serian
trasladados a una solucion matematica.

Los bordes de la caja, que actuaban como guias, eran similares a las curvas AB y
CD de la figura (Fig. 1.5.2-5) y pueden considerarse corno directrices de la superficie,
definidas por su poligono caracteristico. Una curva tal como la EF, que es una generatriz
definida por su propio poligono, tiene sus bordes deslizdndose sobre las lineas AB y CD y
los vértices intermedios del poligono recorriendo las curvas GH y JK.
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Figura 1.5.2.5.

La superficie ABCD es conocida en cuanto los cuatro poligonos estan definidos.

Conectando los correspondientes vértices de los poligonos definimos la red
caracteristica del parche que juega el mismo papel que el poligono con respecto a la curva.
Aqui las coordenadas cartesianas de los puntos del parche son computadas de acuerdo a los
valores de los dos parametros.

Un sistema habia sido creado para la solucion de los problemas de disefio.

Observemos que la primera solucion ( paralelogramo, pantografo ) es el resultado
de una formulacion orientada hacia la cinematica es decir la concepcion de los mecanicos.

Después, aparecen las soluciones que implican a la geometria y la oOptica
disciplinas que estan intimamente ligadas a las ensefianzas del ejército, donde la geometria,
la topografia y la cosmografia juegan un papel importante.

Mas tarde la reflexion se orientd hacia el andlisis, los espacios paramétricos y
finalmente el proceso de datos. Estas teorias no debian ser una pesada tarea para el

computador y tenian que ser comprendidas en sus principios por los operadores.

Las curvas spline son la formulaciéon matematica de algo cotidiano que aparece en
los trabajos del disefiador.

Cuando un dibujante quiere pintar una curva larga y lisa usa un spline.

Un spline es una pieza larga y flexible de madera o plastico que tiene su seccion
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transversal de forma rectangular.

El spline es fijado en la posicion requerida u obligado a que pase por unos puntos
prefijados mediante chinchetas.

La posicion del spline estd fijada donde las chinchetas lo sujetan al tablero de
dibujo y es libre para adoptar su forma natural en los tramos que quedan entre cada dos
chinchetas.

El disefiador ajusta la forma del spline moviendo las chinchetas. Cuando esta
satisfecho con la forma del spline, la curva es trazada usando el spline como guia.

Cuando analizamos matematicamente la forma del spline encontramos que el
problema no es lineal y no tiene solucion unica,

Se pueden encontrar soluciones particulares tales como aceptar que la curva es un
polinomio cubico entre cada dos chinchetas. Estos diversos polinomios, uno por cada
tramo, coinciden en ordenadas y en primera y segunda derivadas en las posiciones de las
chinchetas.

También ligados a la industria del automovil, como los trabajos en Citroen y
Renault, fueron los estudios sobre los parches Coons hechos en la casa Ford de Detroit y las
superficies Gordon llevadas a cabo en la General Motors de Detroit por W. Gordon.

En el disefo de la carroceria de un nuevo modelo de coche el primer paso es la
confeccion de un modelo de arcilla 0 madera. El proceso propiamente de CAD comienza
con la labor de comunicar la forma de ese modelo a la base de datos del CD.

El modelo es digitalizado mediante un aparato que recoge los puntos en un sistema
fijado de coordenadas donde un sensor toca la superficie del modelo. Este sensor se mueve
sobre el modelo a lo largo de ciertas lineas prefiadas o lineas caracteristicas. Cada una de
estas lineas es después descompuesta en una serie de puntos digitalizados.

Una vez almacenados los puntos de las curvas son unidos usando, por ejemplo,
interpolacion por splines.

1.5.3.- ELEMENTOS MATEMATICOS USADOS EN EL DISENO

El estudio matematico del problema de la interpolaciéon hunde sus raices en el
tiempo. Sus primeros antecedentes hay que ubicarlos en la antigua Babilonia donde
encontramos calculos sobre el tiempo necesario para que un capital llegara a duplicarse

estando prestado a un interés constante

Sin embargo hay que esperar hasta 1687 en que Newton y después Lagrange en
1775 aborden las formulas clésicas de interpolacion.
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La interpolacion polindmica segmentaria es mucho mas reciente, pudiéndose situar
sus origenes hacia 1900. Existen una serie de trabajos de diversos autores en los que se
aborda este problema bajo la denominacion de interpolantes osculadores.

En este campo hicieron aportaciones importantes estudiosos del tema como Runge
(1901), Eagle (1928), Quade-Collatz (1938), Farad (1940), Sard (1949) y otros muchos.

A grandes rasgos, el desarrollo historico de la gama de interpolantes que hoy se
conocen como splines se puede desglosar en dos etapas.

Hay un primer periodo de desarrollo lento, que abarcaria hasta aproximadamente
el afio 1960 y una segunda fase que se extiende hasta nuestros dias que coincide con el
extraordinario avance que se ha operado en los computadores.

Esta tltima etapa se ha caracterizado por el vertiginoso desarrollo e
implementacion de estos estudios.

Dentro de la larga lista de autores que tratan estos temas, ya en los ultimos tiempos
, tenemos a Schoenberg, Ahlberg, Nilson, Walsh, Laurent, Bezier, Riesenfeld, Bambill, de
Boor, Schumaker y un largo etcétera.

En cuanto a la elaboracion de graficos mediante el uso del ordenador hay que
sefalar la fecha de 1950 como la de su inicio. En dicho afio se adapta el primer dispositivo
grafico, un tubo de rayos catodicos, al ordenador Whirlwind I.

También en estos trabajos cabe sefialar dos etapas en su desarrollo.

Una primera que abarcaria hasta los afios 60 durante la cual los avances son lentos
debido a la escasa interactividad de los ordenadores.

Es a partir de estas fechas cuando comienza una segunda etapa de avance rapido y
de introduccion en la industria de estas técnicas.

Es un obligado referente de esta época la tesis doctoral de I. Shuterland (1962) y
los trabajos realizados por empresas como General Motors, Bell, Lockheed Air Craf en
EEUU y Citroen y Renault en Europa.

La mayor aportacion al Computer Aided Geometric Design fueron indudablemente
las teorias sobre superficies de Bezier y los parches de superficies estudiados por Coons

combinados después con los métodos de B-splines.

Las curvas y superficies Bezier fueron desarrolladas independientemente por P.
Casteljau en 1959 en la casa Citroen y por P. Bezier en 1962 en la casa Renault.
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Los estudios de Casteljau no fueron publicados por lo que la teoria de curvas y
superficies polinomiales en forma de Bemstein lleva el nombre de Bezier.

Estos trabajos sobre curvas y superficies Bezier fueron recogidos por este autor en
la obra " Emploi des machines acommande Numerique" (1970).

La teoria matematica subyacente esta basada en el concepto de polinomios de
Bemstein. Casteljau explot6é directamente estas relaciones pero no fue antes de 1970
cuando R. Fon-est descubrié la conexion existente entre los trabajos de Bezier y los
polinomios de Bernstein.

Bezier y Casteljau desarrollaron sus teorias como parte de los sistemas de CAD
que estaban siendo costruidos por las empresas Renault y Citroen.

El sistema UNISURF de la Renault fue pronto recogido en varias publicaciones
razon por la que estas teorias se las conoce hoy con el nombre de Bezier.

Las curvas y superficies Bezier aparecen hoy como la base matematica de muchos
sistemas de CAD y se han convertido en una gran herramienta para el desarrollo de nuevos
metodos de descripcion de curvas y superficies.

El sistema de manejo exacto de las formas no pudo ser creado sin la ayuda de
matematicos ya que los disefiadores ain cuando tenian buenos conocimientos de geometria
y en especial de geometria descriptiva no tenian una profunda formacion en algebra o
analisis.

Cabe sefialar que en Francia existia muy poco conocimiento durante esta época
sobre los trabajos realizados en América por la industria de la aviacion. Los estudios de
James Ferguson no fueron publicados hasta 1964 y Citroen tenia bajo secreto los resultados
obtenidos por Paul Casteljau y el famoso informe técnico MAC-IR-41 (de S.A. Coons) no
aparecio hasta 1967. Los trabajos de W. Gordon y Riesenfleld fueron publicados en 1974.

Los fundamentos de las curvas Bezier habria que buscarlos hacia 1926 en que S.
Bernstein presentd una demostracion constructiva del teorema de aproximacion de
Weierstrass. Dicha demostracion hacia uso de funciones que posteriormente serian
conocidas como polinomios de Berstein.
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Philiph J. Davis en su libro "Interpolation and Approximation" (1963), hablando
sobre el comportamiento como aproximante de los polinomios de Berstein y después de
observar su lenta convergencia dice: "Quizéas se les encontraran aplicaciones cuando las
propiedades del aproximante sean mas importantes que la convergencia". Estas propiedades
fueron las que aprovecharon las curvas de Bezier.

Cuando Casteljau cre6 las llamadas curvas Bezier en 1959, comprendio la
necesidad de extender estas ideas sobre curvas al tratamiento de superficies. La primera
superficie tipo que €l considerd fue la que hoy conocemos como triangulo de Bezier en la
forma de “surface a poles”. Esta superficie es recogida por los matematicos como la mas
natural generalizacién de las curvas de Bezier, mas ain que los parches rectangulares
creados mediante el producto tensorial.

Sobre la importancia de estas superficies triangulares, dentro del campo del
CAGD, R. Barnhill desarrolla un apreciable articulo "Surfaces in computer aided geometric
design: a survey with new results" en Computer Aided Gemetrie Design (1985).

Mientras los trabajos de Casteljau recogidos en dos informes técnicos internos de
la empresa Citroen ("Corbes et surfaces a poles" 1963 y "Outillages methodes calcul")
permanecieron desconocidos hasta su descubrimiento por W. Boehtn alrededor de 1975,
otros investigadores intuyeron la necesidad de los parches triangulares.

M. Sabin trabajo sobre parches triangulares en términos de polinomios de Berstein
para construir B-splines sobre triangulaciones regulares por convolucion en la obra "The
use of piecewise forms for the numerical representation of shape" Ph.D. thesis 1976, al
margen de los trabajos de Casteljau.

También ha contribuido al desarrollo de los parches triangulares P. J, Davis, L.
Fmderikson, P. Sabloniere y D. Stanm.

Las superficies Bezier, resultantes del producto tensorial, fueron usadas con fines
de disefio posiblemente por primera vez por Casteljau quien estaba investigando sobre ellas
entre 1959y 1963.

En un principio los parches Bezier fueron usados unicamente para aproximar una
superficie dada.

Tendria que pasar un tiempo hasta que los estudiosos de estos temas
comprendieran que toda superficie B-spline puede también ser escrita en forma de
superficie Bezier a trozos.

Los parches Bezier, mediante producto tensorial tuvieron gran desarrollo en los

primeros afios 60 y durante estos mismos afnos se empezé a indagar sobre las superficies a
trozos.
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Los primeros en utilizar las superficies producto tensorial fueron Casteljau (1963)
y Ferguson (1964) que lo hicieron partir de una red de puntos de control.

Los B-splines fueron investigados en el siglo XIX por N. Lobachevsky y fueron
construidos como "convoluciones" de ciertas distribuciones de probabilidad aunque fueron
definidos solamente sobre una serie de nodos muy especiales.

En 1946 1. J. Schoenberg uso6 los B-splines para lograr el alisamiento de una serie
estadistica de datos y con esta funcion comenz6 la moderna teoria de aproximacion
mediante splines.

La descripcion original de las curvas splines parte de los articulos de Schoenberg
"Contributions to the problem of approximaton of equidistant data by analitie functions".

Estos articulos tratan gran cantidad de materias incluyendo la interpolacion
mediante splines, alisamiento y B-splines. Fueron estos articulos los que introdujeron la
palabra spline dentro del 1éxico matematico.

Schoenberg también us6 la calificacion de spline cardinal para los splines de nodos
equiespaciados. Desgraciadamente este nombre ha sido aplicado a otras cosas y su uso,
hoy, puede dar lugar a confusiones.

El descubrimiento de las relaciones de recurrencia de los B-spline por C. de Boor,
M. Cox y L. Mansfield fue un importante paso para el desarrollo de esta teoria.

Estas relaciones de recurrencia fueron primeramente usadas por Gordon y
Riesenfeld en el contexto de las curvas B-splines paramétricas.

Los B-splines fueron generalizados al afio de su aparicion por Curry a nodos no
equiespaciados. Este autor junto con Schoenherg aportaron conceptos tan importantes
como el vector de multiplicidad, independencia lineal de los B-splines y un buen ntimero de
propiedades basicas.

Las formulas de recurrencia que posibilitan su implementacion en ordenador son
fruto de tres investigadores independientes la de Cox (1972) sobre nodos simples y la de
Mansfield y de Boor en el mismo afio.

Las curvas spline o curvas polinomiales a trozos con ciertas restricciones de
diferenciabilidad fueron introducidas en el CAGD por J. Ferguson de la Boeing Co. en
1963. Alrededor de estas mismas fechas C. de Boor y W. Gordon estudiaron estas curvas
en la General Motors.

Una de las primeras publicaciones fue el trabajo de C. de Boor "Bicubic spline
interpolation" de 1962.
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Casi simultaneamente J. Ferguson ("Multivariable curve interpolaton" 1964)
implementd los splines bictubicos en Boeing. Este método fue muy usado aunque tenia el
serio inconveniente de usar Unicamente vectores " twist " cero en las esquinas.

Una excelente cantidad de ejemplos de uso industrial de los splines bicubicos a
trozos es el articulo de U. Peters "Interactive computer graphics application of the
parametric bicubic surface to engineering design problems" in R. Barnhill and R.
Riesenfeld editors, Computer Aided Geometric Design. Academic Press 1974.

En un principio las curvas spline fueron usadas para interpolar datos.

Los B-spline estuvieron también muy ligados a aspectos de la teoria de la
aproximacion.

Gordon y Riesenfeld conectaron la teoria de los B-spline con la de las curvas
Bezier y mostraron que las curvas B-spline son una generalizacion de las curvas de Bezier.

Las curvas B-spline pueden ser consideradas como una fusion de las ideas
incorporadas por las curvas spline y las curvas Bezier.

Para obtener propiedades similares a las de los splines, es decir, igualacion de
derivadas altas, cuando curvas similares a las de Bezier se juntan, se tendria que renunciar a
algo. La propiedad que se abandona es la de la que la curva pase por su primer y ultimo
punto de control. Por tanto una curva B-spline no estara obligada a pasar por cada uno de
sus puntos de control.

La B que aparece en la denominacion de B-spline no se debe a la inicial de Bezier
sino que aparece refiriéndose a la palabra "basis".

Se han hecho extensiones a la formulacion de los B-splines como la contenida en
el articulo de Bearsky y Beatly " Local control of bias and tension in beta splines". Estos
autores comienzan con B-splines cubicos y reemplazan la continuidad en la primera y
segunda derivadas con las restricciones menos fuertes de continuidad de la direccion del
vector tangente y de la curvatura.

Aunque la representacion de curvas mediante el uso de funciones polinomiales
paramétricas es muy util sin embargo en algunos casos puede tener serias restricciones.
Asi, la tUnica conica que puede ser representada exactamente es la pardbola. Una
representacion exacta de la circunferencia es imposible. Un arco de circunferencia puede
ser aproximado usando polinomios de alto grado o usando concatenaciones de polinomios
de bajo grado con un gran numero de puntos de control aunque ello nunca pueda dar una
representacion precisa.

Sin embargo estos inconvenientes se superan si se representa la conica
paramétricamente mediante el cociente de polinomios cuadraticos.
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Las llamadas curvas racionales son aquellas cuyas coordenadas son especificadas
como cocientes de polinomios.

Uno de los primeros articulos en discutir el uso de las curvas racionales es
"Rational B-splines for curve and surface representation" de Wayne Tiller (1983). No
obstante ya se recoge informacion sobre este tema en el libro de I. D. Faux y M. J.Pratt:
"Computational geometry for design and manufacture" (1979).

Estas curvas racionales fueron introducidas en el CAGD por Coons y se han
incorporado a algunos sistemas de CAD desarrollados por las fabricas de aeronaves.

Es importante sefialar su invarianza bajo transformaciones afines proyectivas es
decir: la imagen perspectiva de una curva racional es otra curva racional.

Hay que sefalar también que en los afios 60 la empresa Chrysler empezd a
desarrollar curvas y superficies mediante esquemas basados en los polinomios de
Chebychev.

Estos métodos tienen unas caracteristicas diferentes de las superficies de Bezier y
B-spline. En vez de ser descritas mediante redes de control, las suplantan por cadenas de
curvas para generar superficies.

La red de curvas resultante debe ser completada para generar una superficie que
describa el modelo. Este proceso de generar una superficie a partir de una red de curvas es
resuelto mediante el uso de superficies Coons y Gordon.

Tal como sucedid con las superficies Bezier triangulares uno puede pensar, como
una alternativa a las variedades rectangulares de superficies, en versiones triangulares de los
parches Coons.

Varias soluciones han sido estudiadas a lo largo de los afios, tales como las de
Barnhill, Birkhoff y Gordon ("Smooth interpolation in triangles", J. Approx. T'heory 1973)
y los de G. Nielson ("The side-vertex method for interpolation in triangles" J. of Approx.
Theory).

La solucion aportada por Bamhill, Birkhoff y Gordon parte de tres curvas dadas
que son el contorno de la superficie a interpolar y a partir de ellas crea la superficie que la

tiene por borde.

En cambio la aproximacion debida a G. Nielson considera una serie de
curvas radiales que conectan un vértice con un punto de la curva opuesta a ¢él.
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1.6.-COMPARACION ENTRE LOS DISTINTOS METODOS DE APROXIMACION

Cada uno de los métodos de aproximacion o de interpolacion existentes tiene sus
posibilidades y sus restricciones y por tanto una serie de ventajas e inconvenientes que se
veran a su vez matizados por la experiencia personal del usuario que los utiliza.

Sobre la comparacién entre el uso de curvas Bezier o curvas splines habria que
decir que las primeras son un caso especial de curvas B-spline. Asi, un sistema que
contiene B-spline en su completa generalidad, permitiendo multiples nodos es capaz de
representar una curva Bezier o una curva Bezier a trozos.

Una curva puede ser almacenada como un B-spline y para su evaluacion ser
convertida a la forma de Bezier a trozos.

La comparacion entre curvas spline y curvas B-spline no tiene mucho sentido. Los
B-spline forman una base para todos los splines por lo que toda curva puede ser escrita
como una curva de B-spline.

La cuestién que puede ser importante plantearse seria la siguiente: si queremos
disefiar una curva /pasariamos un spline interpolante por todos los puntos dados o
disefiariamos una curva mediante la manipulacion interactiva del poligono del B-spline?. Es
decir con las soluciones propuestas se ha pasado desde un método de representacion de
curvas a un método de generacion de curvas.

En lo referente al uso de curvas en forma monomial o en la forma de Bezier habria
que comentar que, segun los trabajos de Farouki y Rajan, la primera forma es
numéricamente menos estable que la segunda.

La principal ventaja de la forma monomial es la velocidad de trabajo con ella.

El método de Homer es mas rapido que el algoritmo de Casteljau.

Hay por tanto una oposicion entre rapidez y estabilidad.

El andlisis comparativo entre curvas en forma de B-spline o en la forma de
Hermite nos lleva a constatar que las curvas B-spline cubicas son numéricamente mas
estables que las cubicas en forma de Hermite.

Como elementos a favor de las curvas a trozos en forma de Hermite hay que
contabilizar el que almacena puntos de interpolacion explicitamente mientras que en la
forma de B-spline tienen que ser computados y ello puede dar lugar a redondeos. También
juega a favor de esta forma el que las condiciones de contorno para los splines de

interpolacion C* son mas facilmente formulables.

En contra de la forma de Hermite esta su pérdida de invarianza bajo
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transformaciones afines paramétricas.
Una importante ventaja de la forma B-spline es el almacenamiento.

Cuando ambas formas son usadas para el producto tensorial de interpolacion la
forma de Hermite debe resolver tres sistemas de ecuaciones lineales mientras que la forma
B-spline debe resolver solamente dos sistemas.

El tratamiento de la superficie mediante parches triangulares tiene sus razones
historicas y computacionales. El CAD nace vinculado a la industria del automoévil y al
diseno de las carrocerias de coches.

Las primeras aplicaciones del CAD fueron al disefio de techos, puertas, capo,
partes que bdasicamente tenian forma rectangular por lo que resultaba natural
descomponerlas en pequefios rectangulos. Estos rectangulos fueron luego representados
mediante parches rectangulares.

Una vez que el CAD ha sido progresivamente usado en problemas de disefio es
natural que se extienda su uso al disefio de otras estructuras cuyas formas no se asemejan a
la rectangular. Esas formas hicieron que los parches rectangulares no fueran su modelo més
adecuado aunque la experiencia acumulada con ellos hizo que hubiera una cierta rémora y
se siguieron utilizando para resolver algunos problemas para los cuales no era adecuado su
uso .

Para esas formas de geometria mas complicadas son mas adecuados los parches

triangulares. Sin embargo su uso exige una nueva investigacion tedrica y computacional
que ya existe, extensivamente, para el caso de los parches rectangulares.
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Capitulo 2: Concepcion tedrica

2.1.- INTRODUCCION.

El objetivo final que se propone esta tesis es la obtencion de tres métodos que
permitan, a partir de unos datos prefijados (puntos y tangentes en ellos) disefiar superficies
que pasen por ellos y, en su caso, con tales tangentes.

Se recoge todo el proceso completo: creacion de los algoritmos matematicos
pertinentes, tratamiento informatica mediante ordenador de dichos algoritmos y ejemplos de
aplicacion.

Tanto por el proceso de creacion de las superficies como por la estructura
algebraica de las ecuaciones paramétricas que se obtienen se pueden deducir propiedades
genéricas de las superficies que se presentan.

Los métodos aqui desarrollados son un buen instrumento de trabajo para el disefio
de superficies al recoger dos de los datos mas manejables para "dar forma" a una superficie
como son: puntos de paso de la superficie y tangentes o plano tangente en ellos.

Los ejemplos que se han implementado han pretendido sugerir las posibilidades
que ofrecen los métodos.

Se incluyen por tanto ejemplos de superficies que se han utilizado en algunas
construcciones concretas y que aqui aparecen tratados segin los métodos de disefio que se
aportan en esta tesis.

También aparecen superficies cuya forma o datos de partida las hacen interesantes
como ilustradoras de los métodos presentados o sugeridoras de formas novedosas que
pudieran incorporarse al disefo de obras arquitectonicas o de ingenieria civil .

La estructura que se le ha dado al contenido de los capitulos 3, 4 y 5 responde a
una intencion de independizar el desarrollo matematico de los algoritmos y el tratamiento
informatica de los mismos. También se han incluido separadamente los ejemplos.

Con esta organizacion del trabajo de investigacion queda patente el posible
tratamiento matricial de los problemas aqui estudiados con otro tipo de funciones distintas

de los polinomios de Lagrange y de Hermite.

Dentro de los capitulos 3 y 4 se ha estudiado separadamente cada método y en el
capitulo 5 se recogen separadamente los ejemplos que se aportan.

2.2.- SUPERFICIES POLINOMIALES DEFINIDAS POR PUNTOS
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2.2.1- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema que se aborda es el de disefiar una superficie que tiene que pasar por
un conjunto de puntos dados por sus coordenadas cartesianas.

Aunque se ha trabajado fundamentalmente con redes rectangulares de puntos
también se ha hecho el desarrollo adaptado para una red triangular de puntos.

El algoritmo elaborado para el desarrollo de superficies con estos datos de partida
posibilita, con gran facilidad, el tratar superficies que pasen por un conjunto de puntos
cualesquiera. Esto se conseguiria ampliando el conjunto de puntos dados con otros puntos
elegidos hasta hacer que el conjunto total de puntos sea de tipo rectangular o considerando
el conjunto de puntos dados como una "contraccion" de un conjunto rectangular. Por
ejemplo una red formada por 9 puntos se puede ampliar mediante otros 3 puntos hasta
formar una red de 4x3 puntos (figuras: 2.2. 1.- 1y 2.2.1.-2).

01

¥ Fos

¢ Conjunto de puntos dados

0 Conjunto de puntos elegido para ampliar el conjunto
¥ convertir la red en rectangular

Figura 2.2.1.-1. Ampliacion con puntos
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K
Py gl B
Py
P,.=P.=P
11—tz t13
Py
X
Pyg= For=Foz=Fos
¥
* Punto simple

o Punto multiple

Figura 2.2.1.-2. Conjunto rectangular contraido para adaptarse al
conjunto de puntos dados

2.2.2.- ELABORACION DEL ALGORITMO

Se pretende elaborar un algoritmo que permita obtener las ecuaciones paramétricas
de una superficie que tiene que pasar por una red de (m+ 1)x(n+ 1) puntos dados del
espacio.

B Ry B, H
Eo Pll En 0
---------------------------------- D

0 0i=0,1,...,m.
EO le in D})lj . _

0 D] - 0,1,...,11.
.................................. D
Em- 1),0 P(m— 1),1 P(m- Dn H
PmO Pml mn D

de los que conocemos sus coordenadas cartesianas:

By = (X 9y2;)



Capitulo 2: Concepcion tedrica

Si se determina la ecuacion vectorial de una curva que pasa por una serie de puntos

P.P,P,. . P,.P ,P . P

0°>71>7 2555 §> m-2°>"m-1>"m

esta curva seria:
PO [OR+ LOB* -+ f,(OP,=Y fOP

donde las funciones f;(f) tendrian que cumplir las siguientes restricciones:

Af)=1 si iz
LE)0 si it

Siendo:
LA 0L

para que la curva P(t) pase por todos los puntos P, dados.

En esta tesis las funciones f;(#) que se han usado son polinomios de Lagrange que
cumplen las restricciones antes apuntadas.

La ecuacion de la curva puesta en forma matricial seria:

0 0
0,0
0e [
Dt’"'ZD
0.0
0: [
P(t)= (P,.P,P,..,P,..P,,P, P, M% £ %
il
0.0
08 [
0¢ O
= ¢

Si se desarrolla, analogamente, la curva que pasa por (n+1) puntos dados:
P i=0,1,.,n

de los que conocemos sus coordenadas cartesianas:
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P=(x,y,z) Ui=01,.,n

La ecuacion de dicha curva seria:
P@)= fyOPt fL(OP ..+ [ (P, = 2 Si(OP,
i=0

donde las funciones f;(f) tendrian que cumplir las restricciones:

Afa)=1 si iz
ij@):o si it

siendo:

@:/g j= 012,00

para que la curva P(¢) pase por todos los puntos P, dados.

La ecuacion de esta curva se puede poner en forma matricial como:

0¢ 0
g,,0
nton
Dtn-ZD
0.0
0:
P(t)= (P,;,PpPz:----:Pk: ..... Pn-Z’Pn-I’I)n)NH £~ %
0:0
0,0
i
0¢ [
118

Al efectuar el producto cartesiano de las dos ecuaciones matriciales anteriores se
obtiene la ecuacion vectorial de la superficie:
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=

<

V
~

<
3
S

<
I o s

- "

P(tu)= (e e eI M (P N

)

N A I [ o |
~

Que es la ecuacidn de una superficie que pasa por la red de puntos P;; dados

2.2.3.- POSIBILIDADES QUE OFRECE PARA DISENAR SUPERFICIES

* Permite determinar una superficie que pase por un conjunto de puntos del espacio dados
por sus coordenadas cartesianas.

* Permite la creacion de programas concretos para un conjunto de puntos dado. Con ello
se simplifican mucho los célculos del algoritmo y por tanto la programacion y ejecucion
por ordenador ahorrando tiempo de trabajo.

* Enel caso de la superficie que interpela una red de dimension 2x2 se obtiene como
superficie interpolante el paraboloide hiperbolico que rellena el cuadrilatero alabeado de
bordes rectos que determinan los cuatro puntos de paso.

* El método permite , a partir de un conjunto de "puntos de paso de la superficie", elegir
otros "puntos de manipulacion” intermedios o de borde y obtener la superficie que pasa
por todos ellos. Al ir variando los puntos de manipulacion se tendran una serie de
superficies que pasaran todas por los puntos de paso obligatorio.

e Permite, el método, el disefio de superficies que pasen por un cogi unto de puntos que
no sea rectangular ni cuadrado por contraccion de una red rectangular adaptandola al
conjunto de puntos dados o por expansion del conjunto de puntos hasta hacerlo
rectangular.

* Se puede reproducir una superi7tcie poliédrica cualquiera mediante la reproduccion de
sus caras. Cada cara sera un poligono formado por una serie de tridngulos adosados
(figura 2.2.3.-1).
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PP 1

=0 =1

Plll

Figura 2.2.3.-1. Construccion de un poligono mediante triangulos adosados

2.2.4-COMPARACION CON LOS OTROS METODOS PLANTEADOS EN ESTA
TESIS

I.)_Con respecto a las superficies obtenidas con puntos tangentes como datos

+ El trabajar con puntos resulta mas manuable que hacerlo con tangentes a la superficie
pues el moldeo de la superficie seria mas visualizable por el operador.

¢ Imponer valores de la tangente es muy restrictivo en polinomios de alto grado y por
tanto da resultados en el disefo de las superficies "poco previsibles".

I1.)_Con respecto a las superficies mixtas

¢ En la mayoria de los casos las ecuaciones paramétricas de las superficies son funciones
polinémicas de mayor grado que las que se deducen con las superficies mixtas.

¢ El proceso informatica que desarrolla el algoritmo usado resulta mas simple que el que
se usa en las superficies mixtas.

2.2.5.- TRATAMIENTO INFORMATICO

Se han desarrollado una serie de programas haciendo uso del paquete informatica
Mathematica para una serie de redes de puntos de distintas dimensiones.

Cada programa parte de las coordenadas cartesianas de todos los puntos que
componen la red por la que ha de pasar la superficie y determina las ecuaciones
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paramétricas de ésta. Por ultimo dibuja la superficie asi disefiada.

2.2.6.- PROPIEDADES DE ESTAS SUPERFICIES

La estructura de las ecuaciones paramétricas de estas superficies son:

fn

x= 0y f(tu)x,
Jin

y=) gltu)y,
0
j:n

z= Z h(t,u)z,

=0
j=0

~

Luego son funciones lineales de las coordenadas homdlogas de los puntos de la
red. Por ello gozaran de todas las propiedades que tienen las funciones lineales.

2.2.7.- EJEMPLOS

Se han aplicado los algoritmos y programas que los desarrollan para una serie de
redes rectangulares, cuadradas y triangulares de unas dimensiones dadas.

Se recoge también la generacion de algunas superficies usadas en construcciones
concretas mediante el uso de los programas que les resultan adecuados de entre todos los
que esta tesis desarrolla.

2.3.-SUPERFICIES POLINOMIALES DEFINIDAS POR PUNTOS Y TANGENTES
EN ELLOS

2.3.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este caso se pretende disefiar una superficie que tiene que pasar por una serie de
puntos y ademads con unas tangentes a la superficie en ellos, que son también dadas.

De cada uno de los puntos por los que ha de pasar la superficie se conocen sus
coordenadas cartesianas. También son datos las componentes de los vectores tangentes a la
superficie en cada uno de estos puntos.
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Aunque el desarrollo de] planteamiento se ha hecho con redes de puntos de tipo
cuadrado el tratamiento de redes rectangulares se abordaria de igual forma.

El caso de conjuntos de puntos con una forma cualquiera se podria tratar partiendo
de las redes anteriormente citadas haciendo ampliaciones o contracciones tal como se
apunto en 2.2.1 ( figura2.2. 1.-1 y2.2.1.-2).

La superficie que pase por todos estos puntos con las tangentes Tj y Uy dadas
cumplira la necesidad de pasar por la red inicial de puntos y el tener las Tj y U en esos
puntos que se requerian.

2.3.2.- ELABORACION DEL ALGORITMO

La solucion al problema planteado pasa por construir un algoritmo que permita deducir las
ecuaciones paramétricas de una superficie que tendra que pasar por todos los puntos del
conjunto a "rellenar" es decir los (m+ 1)x(n+ 1) puntos.

Ademas las tangentes a dos curvas que pasan por cada uno de los puntos tendran
que ser unos vectores de componentes prefijadas.

Aqui se podria acabar con lo que serian los datos de partida ya que las derivadas
segundas cruzadas no son ficilmente manejables para usarlas para moldear la superficie.
Por ello podria darseles un valor cualquiera arbitrario.

Del conjunto de puntos dados:

P, U0i=01..m 0Uj=0,l..,n

)

se conocen sus coordenadas cartesianas:

By = (x5 9;2
Si se determina la ecuacion vectorial de una curva que pase por una serie de
puntos:
p.pP.P,..P,.P,P P

con tangentes en cada uno de ellos:
1,1,.1,,...1T,...T,,.T,

esta seria:

10
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PO Y OB+ g OT)

Donde las funciones f;(f) y g;(¢) tendrian que cumplir las restricciones:

e s 0=
)0 si it
f)=1 00z 01 072010

%gi(tj): 0 0i=0..,n 0j=0,1,.,n
0g't)=1 si iz
Hgl.'(tj): 0 si it

siendo:
- J o
A0 0= OLean
para que la curva P(?) pase por todos los puntos P, 0i=0,1,..,n dados y ademas

en cada punto su tangente sea 7;,, 0i=0,1,...,n

Aqui las funciones fi(t) que se han usado son polinomios de Lagrange y las gi(t)
son polinomios de Hermite del menor grado posible.

La ecuacion anterior se puede pasar a forma matricial quedando como:

P(t)=(P,P,P,.....P

n-2’

P

n-1’

P.T,T.T,....T,,T,,T,)(C,) 0

°? % n-2> "n-I’ "n
il

~
X
T
~
I o o ) A |

11
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Si se efectua el producto cartesiano de esta ecuacion matricial por ella misma se
obtiene la ecuacion de la superficie:

Du2n+1D
g ,,
oY 0
DMZn-ID

P(t,u)= (¢ 0™ 0¥ 0.0 T OC) (M) OC, O

i e e I e O e s e e |
< :
N . .

i e I e O B e e O

—_

Donde:
0p; Uyl
04 B0
P=P(t,u;)
y - WPE)]
y a u 1=t U
- DOP(t,u)0
au 1= 4,u=
R GON
i E atau D,:z. u=u;

2.3.3.- POSIBILIDADES OUE OFRECE PARA DISENAR SUPERFICIES

¢+ El método permite disefiar una superficie que pasa por un conjunto de puntos del
espacio dados por sus coordenadas cartesianas y que lo haga de manera que las
tangentes a la superficie en ellos también sean dadas.

¢ En el caso de redes de puntos de dimension 2x2 y tangentes en cada punto de direccion
la recta que los une con los contiguos, tendriamos el paraboloide hiperbdlico de bordes
rectos que "rellena" el cuadrilatero alabeado que determinan los cuatro puntos (figura
23.3.-1)

12
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Figura 2.3.3.-1

¢ Permite, dado un conjunto de puntos y las tangentes segiin dos direcciones en cada uno
de ellos, elegir otros puntos de manipulacion, intermedios o de borde, deducir la
superficie que pasa por todos ellos. Al ir variando los puntos de manipulacion y las
tangentes en ellos se modelaran distintas superficies que pasaran todas ellas por la red
de puntos inicial con las tangentes que en estos puntos tenian (figura 2.3.3.-2).

13
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14

* Conjunto de puntos dado
o Conjunto de puntos de manipulacion

Figura 2.3.3.-2

Se pueden disefar superficies que pasen por un conjunto de puntos no rectangular
mediante el uso de modelos rectangulares contraidos o por expansion del conjunto de
puntos hasta hacerlo rectangular.

En el caso de puntos coplanarios, con tangentes en ellos situadas en el mismo plano que
los puntos, la superficie interpolante es plana siendo el plano que la contiene el mismo
que el de los puntos ( figura 2.3.3.-3).
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Figura 2.3.3.-3

¢ Cuando la red de puntos es de dimensiones apreciables entonces la superficie
interpolante tiene oscilaciones importantes separandose significativamente de "la jaula"
que forman los puntos.

2.3.4.- COMPARACION CON LOS OTROS METODOS PLANTEADOS EN ESTA
TESIS

I.)_Con respecto a las superficies obtenidas con puntos como datos

» Se trata, al tener como datos de partida, que tendra que cumplir la superficie, los puntos
por los que ha de pasar y las tangentes en ellos, de un problema con mayores
restricciones iniciales.

* El moldeo de la superficie usando elementos de manipulacion como son las tangentes a
la superficie se hace algo mas engorroso.

I1.)_Con respecto a las superficies obtenidas con el método

* Esun método para resolver un problema con mayores restricciones previas al intervenir
puntos y tangentes en ellos.

* El proceso informatica que desarrolla el algoritmo de obtencion de la superficie es mas
simple.

2.3.5.- TRATAMIENTO INFORMATICO

Se han desarrollado los programas, haciendo uso del paquete informatica
Mathematica, correspondientes al disefio de superficies que engloban redes de puntos de
distintas dimensiones.

15
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Cada uno de estos programas parte de las coordenadas cartesianas de todos los
puntos que componen la red por la que ha de pasar la superficie asi como de las
componentes de los vectores tangentes a la superficie, segin dos direcciones, en dichos
puntos.

+ Los valores de los E; se toman arbitrarios .

* A partir de estos datos se determinan las ecuaciones paramétricas de la superficie y
posteriormente se dibuja ésta.

2.3.6.- PROPIEDADES DE ESTAS SUPERFICIES

Las ecuaciones paramétricas de estas superficies son combinaciones lineales de las
coordenadas cartesianas de los puntos, de las componentes de los vectores tangentes a la
superficie en ellos y de las derivadas segundas cruzadas.

X= z fU1 (4, u)x; + z Ji @u)xt, + z f; (¢, u)xu,; t z 1. (¢, u)xe
g g
j:n j: j: j:

y=y fi(tuw)y, +Z i @wyt + Y [ (G u)yu, + Z fitu)ye,

=0 i= i=0

j=0 Jz J=0
j::n ]:n j:n j::n

z= fl]1 (t,u)z, + z fl] (¢,u)zt, +z f (¢, u)zu, + f;(z‘,u)zel.j
3'::00 ZJ:ZOO 11:200 ;':=00

Por tanto estas funciones tendran todas las propiedades de las funciones lineales.

2.3.7.- EJEMPLOS

Se recoge la aplicacion de los algoritmos y programas creados a algunos casos de
redes concretas de puntos con tangentes dadas en ellos.

Se han usado una serie de ejemplos en los que se ha ido ampliando la red de
puntos a partir de la red de dimensiones 3x3.

16
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2.4.- SUPERFICIES POLINOMIALES MIXTAS
2.4.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se plantea el problema de construir una superficie que pase por un conjunto de
puntos dados de los que se conocen sus coordenadas cartesianas.

Se ha trabajado con redes de puntos de distintas dimensiones rectangulares y
cuadradas.

Analogamente a lo que sucede con los métodos anteriores el algoritmo que
resuelve el problema posibilita facilmente el tratar superficies que tengan que pasar por un
conjunto de puntos cualesquiera.

La ampliacion del conjunto de puntos para hacerlo rectangular o bien la
contraccion del modelo para adaptarlo a la superficie resuelve esta inadaptacion inicial
entre modelo matematico y caso concreto de nube de puntos a interpolar (figuras 2.4.1.-1 y
24.1.-2)

L1
PI]I]
Plll
¥ Fos

¢ Conjunto de puntos dados

0 Conjunto de puntos elegido para ampliar el conjunto
¥ convertir la red en rectangular

Figura 2.4.1.-1 . Ampliacion con puntos exteriores

17
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K
Py gl B
Py
P,.=P.=P
11—tz t13
Py
X
Pyg= For=Foz=Fos
¥
* Punto simple

o Punto multiple
Figura 2.4.1.-2. Conjunto rectangular contraido para adaptarse al conjunto de puntos dado

La superficie que pase por todos estos puntos, iniciales y afiadidos, cumple lo de
pasar por la red de puntos inciales.

La superficie que pase por todos estos puntos es una superficie que pasa por la red
de dimension 4x3.

2.4.2.) ELABORACION DEL ALGORITMO

La solucién al problema antes planteado se inicia con la construccion de un
algoritmo que aporte las ecuaciones paramétricas de la superficie que pase, en el caso
general, por una red de puntos de dimensiones (m+ )x(n+ 1),

P 0i=0,1,2,...m 0j=012,...n

ij
de los que se conocen sus coordenadas cartesianas P; = (X;,¥;,2;

Si se determina la ecuacidn vectorial de una curva que pase por una serie de puntos
P,P,P,.... ,P_,P P con tangentes T, T, T,T...., T, ,,T,, en los puntos
pP,P,P,P,. ... P P,siendo (nt1) miltiplo de tres.

18
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Dicha curva se puede descomponer en una serie de tramos:

0i=0,2,3,5,....(n- 3),(n- 2)
v H] 2,3,5,6,...,(n- 2),n

cuyas ecuaciones se determinan.
Los tramos que contienen tres puntos C,.,, tendrian ecuaciones del tipo:
P2 [(OP+ [ (OP.+ f,(OP,
con las restricciones:

Af@)=1 si iz
Ef,.(tj):o si it

Siendo:

_J .
t = 4 j=0,12,..,n

Los otros tramos de curva quedarian definidos por dos puntos y las tangentes en
ellos ( tangentes que serian las derivadas de las curvas adyacentes al tramo). Dichos tramos
tendrian ecuaciones del tipo:

PO E(OP+ F, (0P, + GO+ G., (0T,

Con las restricciones:

EFr(tj): 1 si r=j
0F@)=0 si rtj
()= 0 0r=2,5..0m-3) 0j=01..n

Siendo:

19
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A = 01,2,n

HGr(t‘i): 0 O0r=0,1L...m 0j=0,1..n
Gzl rej
0~ ~e .
DG" (fj)—() }"#_]

Analogamente se podria operar con una serie de puntos de dimension (m+1).

Efectuando el producto cartesiano de ambas curvas obtenemos un conjunto de
parches de dimensiones 3x3, 3x2, 2x3 y 2x2 que se unen lisamente entre si y forman en
conjunto una superficie que pasa por la red de puntos de dimension

2.4.3.- POSIBILIDADES QUE OFRECE PARA DISENAR SUPERFICIES

Este método se puede considerar como una elaboracion que aprovecha lo ya
obtenido con los dos métodos anteriores.

Permite determinar una superficie que pase por un conjunto de puntos del espacio
dados por sus coordenadas cartesianas.

La determinacion de la superficie total se hace trabajando con polinomios de grado
menor o igual que tres con la ventaja de simplificacion que esto supone.

Aunque el método se formula para redes de dimensiones (m+* D)x(n+1) con
(m+1) y (n+1) multiples de tres, se podria resolver el caso en que asi no fuera por
ampliacion de la red o por contraccion del modelo.

2.4.4.- COMPARACION CON LOS OTROS METODOS PLANTEADOS EN ESTA
TESIS

I.) Con respecto al método de superficies obtenidas por puntos como datos

¢ Ambos métodos permiten resolver el mismo problema, es decir determinar una
superficie que pase por una nube de puntos cuyas coordenadas cartesianas se conocen.

¢ Esta metodologia efectua el célculo de las ecuaciones paramétricas de la superficie
utilizando polinomios de grado menor o igual a tres mientras que el otro método usa
polinomios de grado mayor siempre que la red de puntos tenga dimensiones mayores a
4x4.

¢ El proceso informéatica necesario para obtener la superficie total que engloba la red de

20
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puntos dada es mas laborioso que en el otro caso.
¢ Al utilizar polinomios de menor grado, en los casos de redes de dimensiones mayores
que 4x4, las oscilaciones de los polinomios serdn menores.
I1.) Con respecto al método de superficies obtenidas por puntos y tangentes como
datos
¢ Este método resulta mas manejable al usar solo puntos para moldear las superficies.

¢ Tendran, los polinomios usados, menores oscilaciones al tener estos menor grado.

¢ Resuelve un problema de menores restricciones previas al trabajar con datos de puntos
de paso de la superficie solamente.

2.4.5.- TRATAMIENTO INFORMATICO

Se han desarrollado una serie de programas para tratar superficies que interpelen
redes de puntos cuadradas y rectangulares.

Cada programa parte de las coordenadas cartesianas de todos los puntos que
componen la red por la que ha de pasar la superficie. Luego determina las ecuaciones
paramétricas de cada uno de los parches componentes de la superficie total y por ultimo
dibuja ésta.

2.4.6.- PROPIEDADES DE ESTAS SUPERFICIES

Las ecuaciones paramétricas de estas superficies son todas polinomios de grado
menor o igual que tres.

Son todas ellas combinaciones lineales de las coordenadas cartesianas de los
puntos que componen la red a interpolar.

2.4.7.- EJEMPLOS

Se han aplicado los algoritmos y los programas que los desarrollan para casos concretos
de algunas redes rectangulares y cuadradas.
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3.1.1- SUPERFICIES OBTENIDAS MEDIANTE PRODUCTO CARTESIANO

Las curvas obtenidas mediante cualquiera de los algoritmos de interpelacion
pueden ser combinadas para formar superficies de interpelacion.

Sea la curva en paramétricas Q(f) controlada por el poligono Q,,0,,.......Q0, que
se formula (de acuerdo con el algoritmo que se use ) segun:

Q=Y f0Q, (I

o en forma matricial:

H AO) %
020 g
QH=(Q, Q,-Q)I i I (2
i 0
0/ (07
1,01
Sea, analogamente, la curva R(u) controlada por el poligonoR,,R,,.....,R,
cuya férmula sera :
j=m
Rw= T g R, [3)
T
Que puesta en forma matricial seria:
0 g (u) [
0 0
0 g,(u) 0
RW: (R, ReRJD D (g
ng-l(u)D
5 g, ) 1

Se considera la expresion:
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Jj=mi=n
Pru)= Y Y fiDg, WP, (5)
71 EL
que representa una superficie controlada por los valores de los P;. Esta superficie se la
denomina como superficie producto cartesiano o superficie producto tensorial.
Aunque en las ecuaciones (1) y (3) solamente aparecen involucrados los puntos
también pueden aparecer referencias a tangentes o a derivadas de mas alto grado como se

vera a lo largo de esta tesis.

La ecuacion (5) también puede ser puesta en forma matricial quedando como

sigue:
0P, leuﬁgfgg
P(tu)= (fi(0) fiD) - f,,(t))ai Lo agg{ > g
P .- P )
" m e, ()

La matriz de componentes £; no es una matriz normal ya que sus componentes no
son escalares sino vectores.

Sin embargo la ecuacion (6) tomada simbolicamente puede ser muy Ttil.

La superficie definida por la ecuacion (5) tiene un comportamiento isotropico. Esta
ecuacion puede ser escrita en la forma:

P(t,u)= Z h,'j(tau)Pij (7)

Esta superficie serd isotropica y por tanto independiente de su sistema de
coordenadas, si y solo si se cumple que:

Y hy(tw)=1 (8)

Si suponemos que las curvas de las que hemos partido (1) y (3) son isotropicas
tendremos que:

Y f0=1 3 Y gzt (9

Por lo tanto, como (8) se puede poner en la forma:
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J J [

Y By Yy fi0g,@)= Y g,y D=1 (10) oo g

Por lo tanto, se puede afirmar que la superficie obtenida mediante producto
cartesiano es isotropica si las curvas, a partir de las que hemos construido, son isotrdpicas.

3.1.2.- CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL MXN OUE PASA
POR UNA RED DE (M+1)X(N+1) PUNTOS DADOS

3.1.2.1- CONSTRUCCION DE LAS CURVAS GENERADORAS

Desarrollemos previamente la ecuacién de la curva polinomial que pasa por los
(m+1) puntos P,PP,..P_ PP ..P P P (véase figura3.1.2.1.-1) que tendria la forma:

¥

Figura 3.1.2.1.-1. Curva que pasa por m+1 puntos
P(D)= Y f(nP, (1)
=0

Donde las f;(#) tendran las siguientes restricciones:

2)

Siendo:
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t = ! d 3)

donde d; es la distancia entre el punto j-/ y el j.

Calculando los f;(?) llegamos:

(t-¢)
DO ! DO 0o oo 0
fi(t): j,;l—: Dtm - tm_lDZ ti1D+ tm_ZD Z tilti2D_ tm_SD Z tilti2ti3[|+
Te-o 8 3 s et Gmbee G
J=0
Jti
I 0 ) 0
s ; Litotatiy 0 e, b (-1ymutd R SR 0,
ﬁogm Ti3<idsm 0<i1<i2<..im= (j-Ds m ﬂ
i1,i2,i3,i4% i i1,i2,...im= (j- 1) i
o 0 0 . 0
D"/ J [ Uy (- 1)”"“”>tf*ID R i
ﬁosikiz«.x im- j$m ﬁ 0<il<i2<..<im- (j+1)sm E
i1,i2,....im= j#i i1,i2,...im- (j+)# i
0 0
F ottt nees t -1l (it ot 0t
0<i1<i2<..<im-2¢m
ﬁil,iZ,.“,im- 2% H
D m D H m
+ (_ l)m_ltD tiltiZ"'tim—l D+ (_ 1)ml‘Otll‘m-ll‘mD/|-| (tl - tq) (4)
ﬁosil<i2<...< im-1<m ﬁ H q=0
i1,i2,....im-1# i qti

Entrando con estos valores en la férmula (1) tendriamos:
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v

DD 0 0 0
m- D Oy 20 U
t - Z 1 2 Z Lily 0™ eeeeeeeeeee et
' de
D J m C
H(— 1y /¢ Yy N A
ool e
o 0
H+(— et Y ftyd, O
i ﬁ?ﬁi?%ipﬁf% zm ﬁ
: i i -,
0+ (- 1) "¢ 2 N Z C lalped 0, - 1)m11-~-fm.1tm[|/|_| (ty-t,)
] el om i o
{
{
{
HH 00 0 0
oo - ¢! DZ ¢, D 2L Yl e eeeeeeeeeeeeeeeeeseees s
DH ﬁil'o ﬁ ﬁosiki%m ﬁ
D il#1 il,i2¢1
0.
E 1 0
(- 1)’"'ftf'D ) tl.ltl.z...tim_jD+ .................................................................
: i
{ m 0
D+( l)m ? 2D llt12"'tim-2 D+
ﬁ0<11<12< <im-2<m ﬁ
il,i2,...,im- 2# 1
u , D 0,
D+(_ l)m : D tiltiz 1m 1 ( 1) tt m ltmD/ﬂ (tl - tq)
0 ﬁ0£i1<i2<...<im-15m ﬁ H q=0
g i1,i2,...im-1£ 1 gt1

o o s |

&+

1 | I

v

&+
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0 0
0 0
{ 0
9 e 33 a
qoe" - " DZ t Oy g2l Z t.t, e eeeeeeeeeeseeesesse s t
0 e GO 0
0 0
0. 0
N : ]
A1 D 2 Lalyy ooty e oeeeeeeeeseee e + 0P+
: ot son : -
0
0 o i 0
H"' (- l)m_ztz . Z Lilig Lo D+ %
H ﬁ?le ; ,i,?i;{—'<2i¢m S ﬁ 0
0
0 0 . 0 E n 0
H+(_ 10 y tityt 34 (- D" tolydeit, 1] (87 1,) H
1 Epelere : i :
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%H D m D D m
goe" - t’”‘lDZ ¢, 3+ 20 Z Eil ) ™ oot +
i1=0 0<il<i2sm

DH ﬁil“ 11 ﬁ ﬁilﬂii ﬁ

o, 0
_qyrii O i

-D"¢ Z Eilig oo ) OF e
0<i1<i2<..<im- jsm

i1,i2,...im= j#i

0
+ (_ 1)/;1-212 i

I

" ([
tt,.d, -

0 Yim-2
0<il<i2<..<im-2¢m

[ i1,i2,...im- 2% i

0 [ il

m

il
- m 0, A
H+(— 1y y tito ot B (1) toby it /] 07 2,)
ﬁosil<i2<...<im-1£m ﬁ H

0

+
e e e e e s e e e e e e e e e
+

iLi2,..,im-1#1
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ﬁ

0

D m
) b e
il= ﬁ

il#m-2

m

i1<i2< <im= j<m

J2,..,im= jEm-2

m

0<il<i2<..<im-2<
il,i2,...,im- 2t m-2

m

i1<i2<. . <im-1¢m
i2,...,im- 1 m-2

0

tm-1

m

0<il<i2<..<im- jsm

0

0

i

0g

ag ., -

nd¢" - ’%

0

8

0.

E 0

QT

U,

D 1

D 0

D+(_ l)m-2t2[|

; :

0

0 U

D'l'(— l)m-ltD

0 ﬁm

i il,

I

0

0

0p 0

H%tm _ tm-lD

gH ﬁi}

.

E 0
m- j jD

B(GRY

i :

D 1

0 0

D+( l)m 2 ZD

; :

i

0 U

D+ _1 m ltD

)

Jg2,.,im= jEm-1

m

0<7i1<i2<..<im-2¢
il,i2,...,im-2¢ m-1

m

0<i1<i2<..<im-1sm

il,

i2,..,im-1# m-1

i til é-l- tm_

0

m

il,i2¢ m-2

0
1t -

il i2"'tim-j ﬁ+

0
Lttt :

i17i2 " im- 2
m

D
t.t

i17i2 tmlﬁ

D m
200 1

0
tiltiZ "'tim-j §+

i
L.t ..t :

Dy 1)t

2l Z Lty 0™ cereereeneeesie e
ﬁﬂsiﬂlém ﬁ

0
0

Y il 3
0<il<i2¢m
il,i2¢ m-1

i1%i2 im-2 *
m

D

U
Lyliyees zmlﬁ+( " Lol mztmg/rl (tml_

tm-1

1 R | s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e O s O

By

S}

Sy

+

&+
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0
H"' (' l)m_zt2 . Z Lyl dis :
D ﬁ05i1<i2<“.<im-25m ﬁ

il,i2,....im- 2t m

0 0 0 d

m- 4 m D iy
H+(- 1) lté y taty e §+ D" totydt, O[] 0= 1)
q=0

0<il<i2<..<im-1sm =
i iLi2,...im=12 m qtm

+

La expresion anterior se puede poner en forma matricial como:

10

0

0

{

HH 0 0 0 0

qoe" - ! DZ 1 0y g2l Z t.t, e eeeeseeeeseeeeee s
g Bl e

0.

E i 0

A1 B Laliy ooty e oeeeeeeeee e
0 ﬁ(_)ls g< i2¢ 4..<ji¢m- jsm ﬁ

D il,i2,....im- jEm

i 0

0 )

5U
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P()= (P,PP,.P..P _,P P |[

E MOO MOl M02 MOj MO(m-Z) MO(m-l) MOm
D MIO Mll M12 Mlj 1(m-2) Ml(m-l) Mlm
H M20 M21 M22 MZj M2(m-2) M2(m-1) M2m
E MkO Mkl M2k Mkj Mk(m 2) Mk(m-l) Mkm
[

[

DM(m-Z)O M(m-Z)l M(m-2)2 M(m-Z)j M(m-2)(m-2) M(m-Z)(m-l) M(m-Z)m
|]M(m-l)O M(m-l)l M(m-1)2 M(m-l)j M(m-l)(m-Z) M(m-l)(m-l) M(m-l)m
ﬁ MmO Mml Mm2 Mmf Mm(m-Z) Mm(m-l) Mmm
g 0

0,0

LAY

Dtm-ZD

0 0

0.0

0,4 0 6

0t o ©)

0..10

0. 0

i

0¢ 0

318

Siendo las columnas de la matriz M

s |
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M= 1 |-| (& -t)

q:
qt k
0 m 0 m
Mkl__DZ tlD |-| (tk_tq)
By
itk gtk
J m D m
M,, = - tzt] |-| (tk_tq)
ﬁ0<l<]<m ﬁ q=0
i,jtk qt k
0 D

(7)

0<i1<i2<..<i(m=- j)Sm

M, = (- 1)m-j% Lty ])ﬁ |'| (t.-t)

ili2,..0i(m- j)tk q# k
[ . 1
- m-2 D D
Mk(m-Z) =D Lilineeigm-2) |-| (4 - tq)
ﬁm iKi2<. . <i(m-2)sm ﬁ
i1,i2,...i(m=2)% k qik

0
My = l)m_ID

0<7l<i2<..<i(m-1)¢m
i1,i2,..i(m-1)¢ k

tll i2° l(m l)ﬁ |-| (t - tq)

q#k

M, = (-D"tt,..t, ot ﬂ (- tq)

q:
qtk

0 I I |

Desarrollando analogamente la ecuacion de la curva polinomial que pasa por los
(nt+1) puntos PPP,..P_ PP ..P P P (figura3.1.2.1.-2) se tendria que:

12
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¥

Figura 3.1.2.1.-2. Curva que pasa por (n+1) puntos
P(t)= ) f(OP, (8)
=0

Donde las f;(¢) tendran las siguientes restricciones:

Af@)=1 si iz
Eﬁ(t_,):o si it ©)

Siendo:
t,=0
J
t = z d,, (10)
0

Calculando los f;(¢) se tendria:

13
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P(0)=

14

n

(t- 1)
DO 7 o, 0 0, o0, 0
ﬁ(t): j::l—: Dtn - tn_ID Z‘1'1D+ tn—zlj Z tiltiZD_ tn_SD Z tilti2ti3|]+
fe-op 8 ' Bfe 8 Bwmbee R
J=0
Jti
0 0 0 ) 0
n-4 [ 0_ -G 10 0
t Z tototintiy 0= e (-1 3 talyyedyy oyt
EOWIH <i3<id<n ﬁ 0<il<i2<..<in-(j-1)sn ﬁ
i1,i2,i3,i4% i i1,i2,...im= (j- 1)t i
o : 0 ) 0
n-j.j D n- 1 1 D D
(_ 1) ]tj tiltiZ m J + ( 1) vt )tj+ tiltiZ"'tin-(jH) ¥
ﬁogikiz«x in- j<n ﬁ 0<i1<i2<..<in- (j+1)sn ﬁ
iL,i2,...,in- jti i1,i2,...,in- (j+1)#i
o 0
b ettt naes F (-1 ) (it d 04
ﬁosil<i2<...<in-25n ﬁ
i1,i2,...,0n- 22 i
[ . U % .,
+ (_ l)n_ltD tiltiZ"'tin-l D+ (_ 1)" tOtl"‘tn-ltn D/|-| (tl - tq) (11)
ﬁ05i1<i2<...<in-15n ﬁ H q=0
iL,i2,...,in- 1% qti

Si se entra con estos valores en la férmula (8) se llega a:

HH 0, @ 0 n D H
n _ 4n-1 0 U n-2 1]
n0t" -t %Zotd?t ﬁm ) t ,2ﬁ .............................................................. g
%H " H
0 I 0 0
%(— 1y C y T LY + S
S e T :
L : 15
O+ (- l)n-ztz : Lilip iy D+ 0
0 ﬁ05i1<i2<...<in-23n ﬁ [
0 i1,i2,in 220 0
. i 0 D .
HC 1) Loty d, 0t (- 1)t .1, ng/|'| (t,- 1) 0
T i :
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0

0

i

HH 0. 0 0

DDtn _IDZ ti1[|+ tn_ZD Z tiltiZ
DH ﬁiho ﬁ ﬁoqusn

0 i1 i1,i2¢1

0.
P
¢ l)n_jtj . Z Lyl el ; :
0 0<i1<i2< <in- jsn ﬁ
0 i1,i2,..,in- jt1

D

n Il
+( l)nthD D

: ) D
D+(_1)nl D

D Z tll i2° m 1
0<i1<i2<. . <in-1¢n
i i1,i2,...,in= 1% 1

l 12 "tin-2 *
0<11<12< <in-2<n
il,i2,...,in-2¢ 1

D
t (- D) tyt,y.. nlnu/ﬂ (t -

q#l

o O |

o
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0 0

0 0
0 0
HH 0. 0 0 0 %
oot - ¢! DZ t Oy g2 0 Z £t e tn
04 ﬁzl;‘; ﬁ ﬁ ﬁ 0
0 0
if 0
T D :

DT Y e, e ssmeeen s + 0P,
: ﬁ?f:;ffi;:-;;"gf” : -
D n 0 0
+( 1)” ztz D z 12 "tin-Z D+ %

ﬁo<;1<12< <in-2<n ﬁ

il,i2,...,in- 2% 2 D
0
D \ D H ) 0
H+ (_ 1)" 1 D o ) tilti2 m 1 + ( 1) t t n ltn D /|-| (tZ - tq) %
> et : g :
0 0
0 0
0 0
HH 00 0 0 H
oot - ¢! DZ 1 Oy g2 0 Z Lot e t
0 ol Hefe 0
0 0
if 0
T D :

A1y D taly ooty e eeceeeeeeeeeeeee e + QP+
: ﬁ?f:;ff,;-.-;:;",—- CE: :
D n 0 0
+( 1)” ztz D z 12 "tin-Z D+ %
ﬁ?f:;“%; sty : 0
0
D \ 0 H ) 0
H"' (- l)n 1 D N Z _ g+l D+ (- l)ntotl"'tn-ltn D/ﬂ (ti B tq) H
L =V B :
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0

0

0

i 0 0 0 0

HHz” -t Dy g B rl by liy 0 oo
D ﬁil; llﬁ ﬁOSiZiZSn : lzﬁ

D iltn-2 il,i2¢# n-2

[.

E 1 0

-1y D ) tiltiz...tm_jD+ ................................................................. +
: ﬁ?f;;ff?,;:-;;",;.fé" :

D

il
+( 1)” ztzu z 12 "tin-2D+
ﬁo<;1<12< <in-2<n ﬁ

il,i2,...,in-2¢ n- 2

D D

n

”+<'1>’”§ } e mlﬁwnn mu/rl .-

0<i1<i2<. . <in-1¢n

il,i2,...,in-1¢ n-2 q¢n 2

o fs bels
0" - "' toot " t.t
D z 0<1212<n

ll ll l2 T ieeeeesesescsesesesesesssssssssssesssssssssssasssssssssssnnnas
il=0 <71<i2g
iltn-1 il,i2¢ n-1

0

0

0

E 1 0
A1y B ) tl.ltiz...tm_jD+ .................................................................
. et o ;

0 0 0

%+(—1)"‘2tZD tit, .t O

i1%i2 in-2
0<il<i2<..<in-2¢n
il,i2,...,in-2¢ n-1

{
{
0 0 D D
0

+

u*('l)"'”% ) it mlﬁwl)rr 4t 81 ]] o,

0<il<i2<..<in-1&n
i i1,i2,...,in- 1# n- 1 qa:n 1

o s s | s |

3 s S N o

O

LS}
+

-

—_

17



Capitulo 3: Formulacion matematica

0

0

{

HH 00 0 0

gt - ’“DZ t[1D+ g2l Z tiltiZD- ..............................................................
DH ﬁi=0 ﬁ ﬁosiw‘%n ﬁ

D iltn il,i2¢n

0.

E 1 0

-1y D tilzﬂ...tm_jm .................................................................
0 ﬁ0£i1<i2<...< in- j<n ﬁ

D il,i2,..,in- jtn

D

0
+( 1)” thu z 12 "tin-2D+
ﬁo<;1<12< <in-2<n ﬁ

il,i2,...,in-2% n

D 0 0

n

" D 0 : Un
H+ (_ 1) : ﬁ Z tilti2"'in-1 ﬁ+ (- 1) tOtl"'tn-Ztn-lD/ﬂ (tn - tq)

0<i1<i2<. . <in-1¢n q=0
D qtn

il,i2,...,in-1¢n
Que se puede poner en forma matricial como:
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P(:): (P,PP,.P.P P

(n=2) X (n-1)

H NOO NOI N02
0 Ny Ny Ny,
H NZO NZI N22
H NkO Nkl Nk2
O N N

0t 20 (n-2)1 (n-2)2
DN(n-l)O N(n-l)l N(n-l)Z
H NnO an NnZ
0¢ O

0.0

0t o

Dt” 2]

0 0

0.0

04 0 13
11 (13)
0..0

0.0

v g

0¢ 0O

114

NOj NO(n— 2) NO(n- 1)
Nlj Nl(n— 2) Nl(n- 1)
N2j N2(n-2) N2(n-l)
Nkj Nk(n- 2) Nk(n-l)
N(n-Z)j N(n- 2)(n-2) N(n- 2)(n-1)
N(n- 1)/ N(n- 1)(n-2) N(n-l)(n-l)
Nnj Nn(n-Z) Nn(n-l)

Siendo las columnas de la matriz N = N :

N(n- 2)n D

|

N(n- Dn D

nn
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»2
o
1
:I
~
N
1
N
~

D
ﬁlﬁo q=0
itk qtk
J n J n
-_0 il
N, = - g |-| (% - tq)
EOSK Jj<m ﬁ q=0
l’,j#k qik
o :
- n-j D
N, = (D"’ Y tatiy i ) |'| t.-t,) (14)
ﬁosil<i2<...<i(n-j)5n ﬁ
iLi2,..i(n-j)tk q;tk
i

N = (- 1)n-2D

0$i1<i2<-<i(n-2)$n
i1,i2,i(n=2)2 k

il
il
ll 12 l(n 2) |-| (t tq)
ﬁ qtk
J n
- n-1[] D
Nk(n-l) B (- 1) z tiltiZ“'ti(n-l) |-| (tk - tq)
ﬁ0£i1<i2<...<i(n-l)Sn ﬁ q=0
iL,i2,..i(n-1)¢ k

kn‘( 1)” n2n1/|-| (t't)

3.1.2.2.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE.

qt k

) s s s e s |

Efectuando el producto cartesiano de las dos ecuaciones matriciales anteriores se
obtendria (figura 3.1.2.2.-1):
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P

¥

Figura 3.1.2.2.-1. Superficie que pasa por una red de (m+1)(n+1) puntos dados
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P(t,u)= (""" At O(M) O

H POO POl POZ PO(n- 2) PO(n- 1) POn H
[ PIO Pll P12 l)l(n- 2) Pl(n— 1) Pln [
% PZO P21 P22 P2(n- 2) P2(n— 1) PZn %
0 Py P, P, P3(n- 2) P3(n- 1 P, 1
0 0
% PkO Pkl PkZ Pk(n- 2) Pk(n-l) Pkn [
0

0 i
%P(m- 2)0 P(m- 2)1 P(m- 2)2 P(m- 2)(n-2) l)(m- 2)(n-1) P(m- 2)n %
[ P(m-l)O P(m- D1 P(m-1)2 P(m- 1)(n-2) P(m-l)(n-l) (m-Dn []
E Pm() Pml Pm2 Pm(n- 2) Pm(n- 1) Pmn

0u" [

0,0

I

Dun- 2]

0 ,.,0

Ju- [

0 0
(N) Dgu”"‘ H @)

0 0

00

0u® [

0 0

04 q

010

Que seria la ecuacion de la superficie que pasa por la red de (m+ I)x(n+ 1) puntos
dados .

En efecto, ya que se cumple que:

) 1i=0,1,2.m
Pl.u)= F, 072 0,1,2,.n @)

3.1.3.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL BILINEAL QUE
PASA POR UNA RED DE 2X2 PUNTOS DADOS.

Sea la curva lineal P(z) que pasa por dos puntos dados Py y Py, (véase figura
3.1.3.-1) cuya ecuacion seria:
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z
Pl
=1
A
=0 Pt

¥

Figura 3.1.3.-1. Curva lineal que pasa por dos puntos dados

P@t)= P(1-t)+ P() (1)

Ecuacion que, parat=0,dael punto Py y,paras=1,el punto P,

La ecuacidn anterior se puede poner en forma matricial como:

g, 0

1 100¢0 (
I 0gplp

P()= (P, M@

D

Si ahora se efectia el producto cartesiano de esta ecuacioén por si misma se
llegada a (figura 3.1.3.-2):
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10
u=0

=1
on

11

=0
u=1

Fo1

Figura 3.1.3.-2. Superficie bilineal que pasa por cuatro puntos dados

T T

00’ 0-1 10 0P, P, 00-1 100ud
P(,u)=0 00, 00 00, 00,0 (3)
olgol opoke Pyool 0gplg

que es la ecuacion de la superficie polinomial bilineal que pasa por los puntos Poo, Poi, Pio,
Pi..

En efecto:

P(r.0,)= P, 0i=01 Djz01 (4)

y

siendo:
L=l uc o (8)

3.1.3.1.- CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL BILINEAL
TRIANGULAR

Si en la figura 3.1.3.-2 se contrae el borde correspondiente a # = 1 se obtiene la

superficie triangular polinomial bilineal (vease figura 3.1.3.1.-1) y la ecuacion
correspondiente seria:
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¥
B
g
=1
Py= By

u=0 u=1

=0 *
¥ Foo

Figura 3.1.3.1.-1. Superficie bilineal que pasa por tres puntos dados

T

00 0-1 10 0P, P, 00-1 100ud
P(t,u)= 0.7 [ 00 00 0. 0 (1)
olgol opgok, Pyool 0gplq

Ecuacion de la superficie polinomial bilineal que pasa por los tres puntos Poo, Pio,
P

En efecto se cumple que:

P(0,0)= P,
P(1,0)= P, ¢ (2)
P(,1)= P, ]

3.1.3.2.- FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL
BILINEAL QUE PASA POR UNA RED DE 2X2 PUNTOS DADOS

Se tenia que la ecuacion de la superficie era:

T T

P(t,u)= Qed O-1 10 HPOO PmHU'l 100ul ()
)= 0.0 [ 0 0 o
qlg gl oggP, P,ofl 0qglp

Efectuando los productos matriciales se llega a:
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P(t,u) = acP,, + bcP,, + adP,, + bdP,, (2)
Siendo:
a=-t+1[]
b=t 1§
i (3)
c-utl 0
d=u B

Si los componentes de cada vector son:

P(t,u)= (x,y,z) [
P, = (x00, y00,200)"
P, = (x01,501,z01) ] (4)
P, = (x10,y10,710) ]
P, = (x1LyllLz11) {

Se tiene, al substituir estos valores en (2):
(x,¥,2) = ac(x00, y00,200) + bc(x10, y10,210) + ad ( x01, y01,z01) + bd (x11, y11,z11) (5)

Desglosando por componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial bilineal que interpela la red de 2x2 puntos dados:

x= acx00+ bex10+ adx01+ bdxl1
y = acy00+ beyl0+ ady01+ bdyl 1 (6)
z= acz00+ bez10+ adz01+ bdz11

3.1.4.-CONSTRUCCION DE UNA SUPERFICIE BICUADRATICA QUE PASA
POR UNA RED DE 3X3 PUNTOS DADOS

Sean tres puntos Py, P, y P,, la curva cuadratica que los interpola (figura 3.1.4.-1)
tendra por ecuacion:
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P(t)

Figura 3.1.4.-1. Curva polinomial cuadratica que pasa por tres puntos dados

P(0)= f,(OP t 1P+ f,(D)P, ¢y
donde f,(?), f,(?), f,(¢) son funciones cuadraticas en .

Si se adopta una interpolacion uniforme, es decir, que t=0en Py, =1 en
P1, y ¢ =2 en Py, los requerimientos para las f;(f) en cada valor de t seran:

¢ fo(0) L) 1>(0)

0 1 0 0

1 0 1 0

2 0 0 1
Tabla (2)

Luego las fi(t) son polinomios de interpolacion de Lagrange que se pueden
escribir :

fi@)=1/2(¢- 1)(t- 2)
fit)=-t(t-2) (3)
f@)= A/2)(- 1)

Luego la curva de interpolacion queda, sustituyendo los valores de (3) en (1)
como:
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P(t)= 1/2(t- 1)(t- 2)P, - t(t- 2)P,+ (1/2)t(t - )P, (4)

Si se pone la formula (4) en forma matricial queda:

11 -3 20040
P()= (P, B P)1/20-2 4 oin  (5)
Hl -1 OHHIH

Si se busca ahora una interpolacién polinomial no uniforme y se parte de la
ecuacion (1) con las restricciones t = 0 en Py, t = d, en Py, (donde d, es la distancia entre los
puntos P, y P)) y t =d,+d,, en P, (d; es la distancia entre P, y P, los requerimientos para las
fi (t) en cada valor de t serdn:

¢ So(0) L) 1)
0 1 0 0
d, 0 1 0
d,+ d, 0 0 1
Tabla (6)
Luego son polinomios de Lagrange de valor:
_(t-d)@i-d,-d)
o) =
/ (-dy)(-d,- d,)
_Ht-d,-d)
W= =t 7)
_ - dy)
PO Gy,

La ecuacion (1) quedaria, al llevar estos valores de las fi(t), como:

- (t_do)(t_do_dJP + t(t_do_dl)l)+

P(t) o
(-dy)(-d,- d,)) dy(-d,)

1 t(t_ dO) P2 (8)
(dO ¥ dl)dl

que se puede poner en forma matricial como:
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—! L Ly

Ddo(do ¥ dl) (do t dl) do DDIZD

0 -1 1 1 0o O

P(t)= (P, P, PO —+—  00pt (9)

0 dyd, d, d, 0 1H

0 1 -1 1 0

- - @ 4 Oﬁ

s dyd, 4 @yt d)

Se tiene pues una curva que para t = 0 pasa por Py, para t = d, pasa por P, y para
t = do,+d; pasa por P,

En efecto se comprueba al operar que:

P(0)=P, c.q.d. (10)
P(d,)=P, c.q.d. (11)
P(ds+ d))=P;, c.q.d. (12)

La ecuacion (9) se reduce a la ecuacion (5) si hacemos d.=d; =1

Una forma diferente toma la ecuacion si se hace d,=d, =1/2 con lo que tendremos
una curva de exactamente igual forma pero cuyo parametro toma valores entre 0 y 1.

La ecuacion (9) en este caso quedaria:

02 -3 10020
P(): (P, P P-4 4 0”%:% (13)
Hz -1 OHH1H

Efectuando el producto cartesiano de la curva que pasa por estos tres puntos Py, Py,
P, puesta en la forma definida en la ecuacion (13) se va a obtener la superficie que interpola
una red de 3x3 puntos dados (figura 3.1.4.-2).
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z qu

10

02

Figura 3.1.4.-2. Superficie polinomial que pasa por una red de 3x3 puntos dados

La forma de la ecuacion de la superficie producto cartesiano seria:

i HTD 2 -3 100k, k, k,002 -3 100"
P(t,u)= 0fq D'4 4 OD DklO k, Kk, DD_4 4 ODD” 0 (14)
HIH H2 -1 OH szo k21 kzzHHZ -1 OHHIH

Se puede dar significado geométrico a las kj comprobando que:
P(1,u,)= k, (15)
Por lo tanto:
k,= P, 0i=0,1,2 0j=0,1,2 (16)

7] ij

Luego la ecuacion (14) se puede poner como:
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o1t _ T

0#0g2 -3 100P, P, P,002 -3 100u°C

P _D 00 00 00 od O
tu=gtgp4 4 0 P, P, P,pgm4 4 Opgug (17)

H H H 2 -1 OH szo P, P, HH 2 -1 OHH 1 H

La ecuacion (17) es la de la superficie bicuadratica controlada por nueve puntos.

Esta superficie pasa por los nueve puntos dados ya que es facil comprobar
que:

P(t,u,)= P, 0i=0,1,2 0/=0,2
04=0,,2 Ou,=0,12 (18)

3.1.4.1-NUEVA _FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMIAL BICUADRATICA OUE PASA POR UNA RED DE 3X3 PUNTOS
DADOS

Se tenia que la ecuacion de la superficie era:

oAl

2 -3 100P, P, P,002 -3 1004°0
0 0p p_ 00 o0 O

00
00
ke eEy S

Efectuando los productos matriciales se obtiene:

Of
P(tu)= - 1

P(t,u) = adP,, + bdP, + cdP,, +
aeP, + beP, + ceP, + (2)
afPy, + bfP, + cfP,,

Siendo :

az=2t-3t+1

b=-4t*+ 4t

c=2t-t
d=2u"-3u+l (3)
ez -4u’+ du
f=2u"-u

Como cada uno de los vectores tiene las siguientes componentes:
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P(t,u)= (x,y,2)
P, = (xif, yij, zif) (4)

Si se llevan estos valores a (1) se tendria:

(x,v,2) = ad(x00, y00,z00+ bd(x10, y10,210) + cd(x20, y20,220) +
ae(x01,y01,z01) + be(x11, y11,z11) + ce(x21, y21,221) + (5)
af (x02,y02z02)+ bf (x12, y12,z12) + cf (x22, y22222)

Desglosando por componentes obtendriamos las ecuaciones paramétricas de
la superficie polinomial bicuadratica que interpola la red de 3x3 puntos dados:

x = adx00+ bdx10+ cdx20+
aex01+ bex11+ cex21+
afx02+ bfx12+ cfx22
v = ady00+ bdyl0+ cdy20+
aey01+ beyll+ cey21+ ( 6)
afy02+ bfyl2+ cfy22
z= adz00+ bdz10+ cdz20+
aez01+ bezl1+ cez21+
afz02+ bfz12+ cfz22

3.1.5.-CONSTRUCCION DE UNA SUPERFICIE BICUBICA OUE PASA POR UNA
RED DE 4X4 PUNTOS DADOS

Sean cuatro puntos Py, Py, P», P; y determinemos la curva ctbica que los interpola
(figura 3.1.5.-1) que tendra por ecuacion:

32



Capitulo 3: Formulacion matematica

z

P3
P =1
2
Pl
=2/3
=13
PII]
=0 Pit)
X
¥

Figura 3.1.5.-1. Curva polinomial cubica que pasa por cuatro puntos
P()= fo(P,+ [P+ fo()P,+ [(DP, (1)
donde las fi(t) son funciones cubicas en t.

Si se adopta una interpolacion no uniforme y las funciones fi(t) tienen las
restricciones:

t f® | L@ | L0 | [0

f, 1 0 0 0

L 0 1 0 0

L, 0 0 1 0

t, 0 0 0 1
Tabla (2)

Estas funciones seran polinomios de interpolacion de Lagrange que, calculados,
serian:
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(t-t)(t-1,)(t-1;)

fO(t): (to -tl)(t() 'tz)(to 't3)
_ (t't())(t'tz)(t'ts)
fl(t) (t1 't())(t1 'tz)(t1 't3)
— (t'to)(t’tl)(t'ts)
fz(t) (tz 'to)(tz 't1)(t2 't3) (3)
f3(t)= (t't())(t't1)(t't2)

(t3 't())(t3 't1)(t3 'tz)

Llevando estos valores a (1) la curva de interpolacion queda:

(t't1)(t't2)(t't3) P+ (t't())(t'tz)(t't3) P+
(to'tz)(to'tz)(to'ts) ’ (tl-to)(t]_tz)(tl-t3) '

(-1 1-0)(-1) o, (-1)E-1)-1) 5 (4
(tz'to)(tz't1)(t2't3) : (ts'to)(t3't/)(t3't2) ’

P() =

—_—

que se puede poner en forma matricial como:

34

P(t):(Po P, P, Ps)

H 1 _ t,tt, 1, Lttt e, _ 1,1,
D(to't1)(t0't2)(to't3) (to't1)(to't2)(t0't3) (to'tz)(to'tz)(to'ts) (to'tj)(to'tz)(to'tj')
H 1 ) t,+t,+t, Lttt i, ) tt.t,
D(tl_t())(tl_tz)(tl_t3) (t1’t0)(t1'tz)(t1’t3) (tl'to)(t1't2)(t1't3) (11't0)(t1't2)(t1’t3)
H 1 ) 1, +t,+t, Lttt ) 1t -
D(tz 'to)(tz 't1)(t2 ’ts) (tz ’t())(tz 't1)(t2 ’t3) (tz ’to)(tz 't1)(t2 't3) (tz '[())(tz 't1)(t2 ‘tz)
0 1 ] t,+1,+t, ittt i Lt
E(t3't0)(t3't1)(t3't2) (t3't0)(t3't1)(t3't2) (t3't0)(t3't1)(t3't2) (t3't0)(t3't1)(t3'tz)
00

i

i (5]

ifli

Si se adopta una curva de interpolacion uniforme donde t tome valores entre cero y
uno y de manera que t, =0, t; = 1/3, t, =2/3 y t; = 3/3 = 1 la ecuacion (5) se reduce a:

0
0
0
{
{
{
0
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01-9/2 9 -11/2 100410
0

27/2 -45/2 9 0nnt?

] 0 oot o

P(n=(P, P P, P3)D_27/2 18 -9/2 o000

S92 -9z 1 ofiE

A partir de la ecuacion (6), que define la curva clbica que pasa por los cuatro
puntos Py, Py, P», P5, se va a definir la superficie producto cartesiano que pasa por una red

de 4x4 puntos dados ( figura 3.1.5.-2).

Figura 3.1.5.-2. Superficie polinomial bicubica que pasa por una red de 4x4 puntos

dados

Esta superficie tendra una ecuacion de la forma:

070 0-9/2 9 -11/2 10 0ky ky ky ku00-9/2 9
0,00 00 00
P(tu):[yzu 027/2 -45/2 9 0 gky ky k, kypp27/2 -45/2
o 000-27/2 18 -9/2 00 Ok, ky ky, kyy00-27/2 18

ﬁlﬁ H 9/2  -9/2 1 OH Ekm ky ky kyop 9720 -9/2
Se puede dar significado geométrico a las k; comprobando que:

-11/2
9
-9/2
1

100430

oo L0
Opgu’ g
o0, 0

ofi1:
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P(ti’uj) = k; (8)
Por lo tanto:

k,= P 0i=0,1/3,2/3,1  0j=0,1/3,2/3,1 (9)

ij ij

Luego la ecuacion (7) se puede poner como:

Hﬁg[—wz 9 -11/2 10C0P, P, P, P,O0-9/2 9  -11/2 1D%u35
0 0o 0
P(tu):DﬁD[zwz -45/2 9 07 R, P, P, P,3527/2 -45/2 9 Ogu’p (10)
7 0¢00-27/2 18 -9/2 o0Op, P, P, P,00-27/2 18 -9/2 000,10
ﬁ1ﬁ§9/2 -9/2 1 o0ffp, P, P, P,0f9/2 -9/2 1 OH%I@

La ecuacioén (10) es la de la superficie bicubica controlada por 16 puntos (Pj, 1 =0,
1,2,3;=0,1,2,3).

Esta superficie pasa por los dieciséis puntos dados ya que es facil comprobar que:

P(t,u,)= P, 0i=0,1,23 0j=0,123
0¢=0,1/3,2/3,1  Du,=0,1/3,2/3,1 (11)
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3.1.5.1.-NUEVA FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMICA BICUBICA QUE PASA POR UNA RED DE 4X4 PUNTOS DADOS

Se tenia que la ecuacion de la superficie era:

%135%—9/2 9 -11/2 100P, P, P, P,l
0 00 0
P(t u): DtZD D27/2 _45/2 9 OD DPlo P11 P12 P13D
7 0s00-27/2 18 -9/2 o0°0Op, P, P, PO
IE H 9/2 -9/2 1 OH HP30 P, P, P33E

0-9/2 9 -11/2 1000

i 00,0
027/2 -45/2 9 Ogm’g ()
0-27/2 18 -9/2 00040

H 9/2 -9/2 1 OHE 1 E
Efectuando los productos matriciales se llega a:

P(t,u) = aePy + beP,, + ceP,, + deP, +

afPy + bfP, t cfP, + dfP;, +
agPy, + bgP,, + cgP,, + dgPy, + (2)
ahP,, + bhP,, + chP,, + dhP,,

Siendo:

a=-9/20+9-11/2t+ 1
b=27/2t-45/2t> + 9t
c=-27/20+18-9/2t
d=9/20-9/2t2+¢
e=-9/2u’+9u’-11/2u+ 1 (3)
f=27/2u- 45/2u” + Yu
g=-27/2u’ +18u” - 9/2u
h=9/2u’-9/2u’+u

Como cada uno de los vectores tiene las siguientes componentes:

P(t,u)= (x,,2)
P, = (xij, yij, zij) (4]

Se tendria, al substituir estos valores en (1):

35



Capitulo 3: Formulacion matematica

(x,y,2) = ae(x00, y00,z00) + be(x10, y10,210) + ce(x20,y20,2z20)+ de(x30, y30,230) +
af (x01,y01,z01) + bf (x11, y11,z11)+ ¢f (x21,y21,z21) + df (x31,y31,2z31) +
ag(x02,02,z02)+ bg(x12,y12,212) + cg(x22,y22,2z22)+ dg(x32,y32,z32) +
ah(x03, y03,z03) + bh(x13, y13,z13)+ ch(x23, y23,z23) + dh(x33,y33,233)

Desglosando por componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial bictbica que interpola la red de 4x4 puntos dados:

x = aex00+ bex10+ cex20+ dex30+
afx01+ bfxl1+ cfx21+ dfx31+
agx02+ bgx12+ cgx22+ dgx32+
ahx03+ bhx13+ chx23+ dhx33

v = aey00+ beyl0+ cey20+ dey30+
afy01+ bfyl 1+ cfy21+ dfy31+
agy02+ bgyl2+ cgy22+ dgy32+ (6)
ahy03+ bhyl3+ chy23+ dhy33

z= aez00+ bez10+ cez20+ dez30+
afz01+ bfz11+ cfz21+ dfz31+
agx02+ bgx12+ cgx22+ dgx32+
ahx03+ bhx13+ chx23+ dhx33

3.1.6.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL QUE PASA POR
UNA RED DE 2X3 PUNTOS DADOS

La curva polinomial lineal P(t) que pasa por dos puntos dados P, y P, era:

1 1000

00, (1)

D_
P@H)=(1-0H)P + P, = (P, P
() ( )0 1 (0 1)%1 ODDID

Analogamente, la curva polinomial cuadratica que pasa por tres puntos dados Py ,

P, P, tenia por ecuacion:
12 -3 100’0

P(u)= (P, P, PZ)E—4 4 OEEL[E (2)
2 -1 off1

Efectuando el producto cartesiano de ambas ecuaciones (figura 3.1.6.-1) se tiene:

(5)
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¥

Figura 3.1.6.-1. Superficie polinomial que pasa por una red de 2x3 puntos dados

02 -3 100u*C

-1 100k, Ky ko OO o0 0O
Uoofdk, koK JE 4 OpivE 3

UKo K A DH -1 OHH H

Se puede dar significado geométrico a los kij comprobandose que:

P(t,u)= (¢ 1)§

P(t,u,)= k; (4)
Luego:

k,= P, 0i= 0,1 0j=0,12 (5)

g 1y

Por lo tanto la ecuacion (3) se puede poner como:

Dl 120P, P P g2 3 et
00 Lo 02D|]_4 4 OED”D (6)

P(t,u)=(f 1) 0 DPIO P, PuUH -1 OH H
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Que es la ecuacién de la superficie que interpola la red de 2x3 puntos dados.

3.1.6.1.-NUEVA _FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE

POLINOMIAL OUE PASA POR UNA RED DE 2X3 PUNTOS DADOS

La ecuacion de la superficie era:

12 -3 100u’0

0-1 100P, P, P00

P(tu)= (¢ 1) Stw Yo Yedl o, 000 ¢ (1)
Hl O%DPIO P, P,[ Tt
2 -1 014

Operando con las matrices se llega a:

P(t,u)= acP, + bcP,, +
adPy, + bdP,, + (2)
aeP, + beP,,

Siendo:
a=-t+1

b=t
c=2u’-3utl (3)
d=-4u"+ du

e=2u’-u
Los componentesde los vectores son:

P(t,u)= (x, y,z)

Pij: (xlfaleaZ’J) (4)

Llevando estos valores a (2) queda:

(x,y,2) = ac(x00, y00,z00)+ bc(x10,y10,z10) +
ad(x01,y01,z01)+ bd(x11, y11,z11)+ (5)
ae(x02,y02,z02)+ be(x12, y12,212)

Desglosando por componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial que interpola la red de 2x3 puntos dados:
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x= acx00+ bex10+
adx01+ bdx11+
aex02+ bex12
y=acy00+ bcyl0+
ady01+ bdyl1+ (6)
aey02+ beyl2
z= acz00+ bcz10+
adz01+ bdz11+
aez02+ bezl2

3.1.7.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL QUE PASA POR
UNA RED DE 2X4 PUNTOS DADOS

La curva polinomial lineal P(t) que pasa por dos puntos dados P, y P, era:

0-1 10060
P)=(10-t)P.+ P, =(P, P 1
()= (1- )P, + (P, = (P, I)H 1 ol (1)

Andlogamente, la curva polinomial ctibica que pasa por cuatro puntos dados Py, P,
P, y P; tenia por ecuacion:

1-9/2 9 -11/2 1000
oo e p D272 4529 0%
@B B P Pl s g -9z 0yl

To2 o2 1 o0fRf

2)

Efectuando el producto cartesiano de ambas ecuaciones ( figura 3.1.7.-1) se tendra:
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¥

Figura 3.1.7.-1. Superficie polinomial que pasa por una red de 2x4 puntos dados

0-9/2 9 -11/2 1004° 0

Dk Ky Ky kyOD-1 105272 -45/2 9 003+

P(u)= (11
)= )Hkm k. k, k,gf1 ofd-27/2 18  -9/2 0004C

90/2 -9/2 1 ofE1f

Se puede dar significado geométrico a los kj comprobandose que:
P(t,u,)= k; (4)
Luego:
k;= P, 0i=0,1 0j=0,1,2,3 (5)

Por lo tanto la ecuacion (3) se puede poner como:
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7-9/2 9 -11/2 10040
-1 100, P, P, P,0027/2 -45/2 9 0S:
1 offp, P, P, P,d0-27/2 18 -9/2 0004C

P(t,u)= (¢ 1)@
9/2  -9/2 1 oﬁﬁ1ﬁ

Que seria la ecuacion de la superficie que interpola la red de 2x4 puntos dados.

3.1.7.1-NUEVA FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE

POLINOMIAL QUE PASA POR UNA RED DE 2X4 PUNTOS DADOS

La ecuacion de la superficie era:

0-9/2 9  -11/2 1004°C

b= (¢ )20 P B nggzwz -45/2 9 Ofu’.
’ P, P, P, P,g0-27/2 18 -9/2 0000
9/2  -9/2 1 0%@1@

= acPy t bcP,+

adPy, + bdP, +
aeP, + beP,, + (1)
afPy, + bfP; +
Siendo:
a=-t+1
b=t
€=-9/2u’+9u* - 11/2u+ 1 (2)

d=27/2u’- 45/2u* + u
e=-27/2u+18u* - 9/2u
f=9/2u-9/2u*+ u

Los vectores tienen por componentes:

P(t,u)= (x,,2)
P, = (xij, yij, zif) (3)

Si se llevan estos valores a (1) se tiene:
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(x,y,2) = ac(x00, y00,z00) + bc(x10, y10,210) +
ad(x01,y01,z01)+ bd(x11, y11,z11)+ (4)
ae(x02,y02,z02)+ be(x12, y12,212)+
af (x03,y03,z03)+ bf (x13, y13,213) +

Desglosando por componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial que interpola la red de 2x4 puntos dados.

x= acx00+ bex10+
adx01+ bdx11+
aex02+ bex12+
afx03+ bfx13

y=acy00+ bcyl0+
ady0l+ bdyl1+ (5)
aey02+ beyl2+
afy03+ bfyl3

z= acz00+ bcz10+
adz01+ bdz11+
aez02+ bezl12 +
afz03+ bfz13

3.1.8.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL OUE PASA POR
UNA RED DE 2X5 PUNTOS DADOS
La curva polinomial P(t) que pasa por dos puntos dados Py y P, era:

1

P(1)= (1- )P, + (P, = (P, P,) g'l

100¢0
1
oy 1

Si se desarrolla la ecuacion de la curva polinomial de grado cuatro que pasa por los
cinco puntos Py P, P, P; P, tendriamos que seria, para el caso de interpolacion uniforme:
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P
1 Pg
=1/
,EE’HH =24 _P,
=0 t=3/4
Pit)

=1

¥

Figura 3.1.8.- 1a. Curva polinomial que pasa por cinco puntos dados

1256/24
--256/6
P(t)= (P, P, P, P, Ig)% 256/ 4

1-256/6

H256/24

-2560/96 8960/384
2304/24 -6656/96
-2048/16 4864/64
1792/24 -3584/96
-1536/96 2816/384

- 12800/1536
6144/384
-3072/256
2048/384
-1536/1536

100440
ool 50
0gge';
00020
o0 O
ODDt

0
o1 F

Efectuando el producto cartesiano (figura 3.1.8.- 1b) de las ecuaciones (1) y (2) se

tendria:
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10

u=0

¥

Figura 3.1.8.- 1b. Superficie polinomial que pasa por una red de 2x5 puntos dados

-1 100k, k,, k k. k,0
P(tu)= (l‘ I)H %D 00 o w2 o3 04D
01 000ky Ay Ky ks kyQ

0256/24 -2560/96 8960/384 -12800/1536 100u*0

%-256/6 2304/24 -6656/96  6144/384 OEHMH
0256/4 -2048/16 4864/64  -3072/256 000,20 (3)

g 0
%-256/6 1792/24 -3584/96  2048/384 OEDMD

H256/24 -1536/96 2816/384 -1536/1536 0fd 1 H

Se puede dar significado geométrico a los ki comprobandose que:

P(ti’u_j) - k{/ (4)

k.= P, 0i=0,1 0j=0,1,2,3,4 (5)
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Por lo tanto la ecuacion (3) se puede poner como:

P(t,u)= (¢ 1)

0-1 100P, P, Py,
il

0
gl oggk, B, P,

P03 P04 D

0
P, P,[

0256/24 -2560/96 8960/384 -12800/1536 100y*[

i

7-256/6  2304/24 -6656/96  6144/384 ODD”3D

o0 ;0

01256/4 -2048/16 4864/64 -3072/256 000,20

o0 O

5—256/6 1792/24 -3584/96  2048/384  Oppu [
H256/24 -1536/96 2816/384 -1536/1536 0Ff 1§

Que es la ecuacion de la superficie que interpola la red de 2x5 puntos dados.

3.1.8.1.-NUEVA _FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMIAL QUE PASA POR UNA RED DE 2XS PUNTOS DADOS

La ecuacidn de la superficie era:

Siendo:

0-1 100P, Py
E 1 OH%PIO Pll
0256/24 -2560/96 8960/384
%-256/6 2304/24 -6656/96
0256/4 -2048/16 4864/64
%-256/6 1792/24 -3584/96
H256/24 -1536/96 2816/384
= acPy, + bcP, +

adP,, + bdP,, +

aePy, + beP,, + (1)

afPy; + bfP;

agP,, + bgP,,

P(t,u)= (1t 1)

POZ P03 PO4E

P, P, P,[

-12800/1536 100u*0
6144/384 og§u3§
-3072/256  000,20=
2048 /384 055145

-1536/1536  OFH 1
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a=-tt1

b=t

c=256/24u* - 2560/96u° + 8960/384u> - 12800/1536u+ 1

d = -256/6u’ - 2304/24u’ - 6656/96u> + 6144/384u (2)

e=256/4u" - 2048/16u’ + 4864/ 64u’ - 3072/256u
f=-256/6u" +1792/24u’ - 3584/96u + 2048/384u
g = 256/24u" - 1536/96u’ + 2816/384u’ - u

Los componentes de los vectores son:
P(t,u)= (x,y,z) (3)
Pij (XUa yya ZU)
Si se llevan estos valores a (1) tenemos:

(x,y,2) = ac(x00, y00,z00)+ bc(x10, ¥10,z10) +
ad(x01,y01,z01)+ bd(x11, y11,z11)+ (4)
ae(x02,y02,z02)+ be(x12, y12,z12)+
af (x03,y03,z03) + bf (x13,y13,z13) +
ag(x04,y04,z04)+ bg(x14, y14,z14)

Desglosando por componentes obtenemos las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial que interpola la red de 2x5 puntos dados:
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x = acx00+ bex10+
adx01+ bdx11+
aex02+ bex12+
afx03+ bfx13+
agx04+ bgx14

y=acy00+ bcyl0+
ady0l+ bdyl 1+
aey02+ beyl2+
afy03+ bfy13+ (5)
agy04+ bgyyl4

z= acz00+ bcz10+
adz01+ bdz11+
aez02+ bez12+
afz03+ bfz13+
agz04 + bgz14

3.1.9.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL QUE PASA POR
UNA RED DE 3X4 PUNTOS DADOS

La curva polinomial que pasa por tres puntos dados Py, P, P, era:

12 -3 10020

P(): (P, P PJE-4 4 OEEtE (1)
> -1 o1

Andlogarnente la ecuacion de la curva polinomial que pasa por cuatro puntos
dados Po, P], Pz, P;

1-9/2 9 -11/2 10040
0 oo , 0
)D 27/2 -45/2 9 ODDI‘2D
0-27/2 18 -9/2 00040

Yo o2 1 ofid

P(t)= (P, P, P,

(2)

Efectuando el producto cartesiano de ambas ecuaciones (figura 3.1.9.-1)
tendriamos:
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K
By
By =0
B
{1]1] ]_:n“1
¥

Figura 3.1.9.-1. Superficie polinomial que pasa por una red de 3x4 puntos dados

02 -3 1DTDPOO P, P, P

=3
D

0
Py (¢ ¢ 1)1-4 4 07 0P, P, P, P,-
HZ -1 OH ﬁpzo P21 Pzz P23H
01-9/2 9 -11/2 100430
D97/2 -a5/2 9 oPd,el
0 0o [ (3)
0-27/2 18 -9/2 000,00

To2 -9z 1 ofin

Que es la ecuacion de la superficie polinomial ctbico-cuarta que interpola la red
de 3x4 puntos dados.

3.1.10-CONSTRUCCION DE UNA SUPERFICIE BICUARTICA OUE PASA POR
UNA RED DE PUNTOS 5XS DADOS

Sean cinco puntos Py, Py, P,, P5, P, y determinemos la curva cuartica que los
interpola que tenia por ecuacion:
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P(7) = (Po P P P P4)

0256/24 -2560/96 8960/384
%-256/6 2304/24 -6656/96
0256/4 -2048/16 4864/64
%-256/6 1792/24 -3584/96

H256/24 -1536/96 2816/384

- 12800/1536
6144/384
-3072/256
2048/384
-1536/1536

10040

Efectuando el producto cartesiano de esta ecuacion por si misma (figura 3.1.10.-1)

tendriamos:

¥

Figura 3.1.10.-1. Superficie polinomial que pasa por una red de 5x5 puntos dados
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Ptz £ 2t ]

0256/24 -2560/96 8960/384 -12800/1536 10
%-256/6 2304/24 -6656/96  6144/384  0f
0256/4 -2048/16 4864/64  -3072/256 00
%-256/6 1792/24 -3584/96  2048/384 0

H256/24 -1536/96 2816/384 -1536/1536 OH

%Poo Py Py, Py Py %
g P10 P11 l:.12 P13 P14 U
%on P, P, P, P, E
0Py Py Py, Py Pyp
HP40 b, P, P, P, H

0256/24 -2560/96 8960/384 -12800/1536 100y*[

S-256/6  2304/24 -6656/96  6144/384  O0STu ¢

%256/4 -2048/16  4864/64  -3072/256 ogguzg (2)
0-256/6 1792/24 -3584/96  2048/384  Opjup

H256/24 -1536/96 2816/384 -1536/1536 09F 1§

Que seria la ecuacion de la superficie polinomial bicuarta que interpola la red de
5x5 puntos dados.

3.1.10.1.-NUEVA _FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMIAL BICUARTICA QUE PASA POR UNA RED DE 5X5 PUNTOS

DADOS

Se tenia que la ecuacion de la superficie era:
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P(z,u):(t4 £ 2t

0256/24 -2560/96 8960/384
5-256/6 2304/24 -6656/96
0256/4 -2048/16 4864/64
5-256/6 1792/24 -3584/96
H256/24 -1536/96 2816/384
HPOO Py Py Py l)04H
|]P10 P11 P12 P13 P14D
Epzo P, P, P, P24H
0Py Py Py Py Pyg
HP40 P, P, P, P44H
0256/24 -2560/96 8960/384
5-256/6 2304/24 -6656/96
0256/4 -2048/16 4864/64
5-256/6 1792/24 -3584/96

H256/24 -1536/96 2816/384

Efectuando los productos matriciales se llega a:

Siendo:

-12800/1536
6144 /384
-3072/256
2048/384
-1536/1536

-12800/1536
6144 /384
-3072/256
2048/384
-1536/1536

P(t,u) = afPy, + bfP, + cfPy + dfPy + dfPy, +
agP,, + bgP, t cgP, + dgP; + dgP;, +
ahPy, + bhP, + chP,, + dhP,, + dhP,, +
akPy, + bkP,, + ckP,, + dkP,, + dkP,, +
alPy, + bIP, t clP,, + dIP,, + dIP,, +

11
0p
0l
0

or

100u* 0
00 .0
Oggu’ g
000,20
00 O
Oppu

047 1§
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a=256/24t" - 2560/96¢° + 8690/384¢> - 12800/1536¢+ 1

b= -256/6t"+2304/24¢ - 6656/96t" + 6144 /384t

c= 256/ 4t - 2048/161° + 4864/ 641> - 3072/ 256t
d=-256/6t"+1792/24 - 3584/96¢° + 2048 /384¢

e= 256/24t" - 1536/96¢° + 2816/384¢> - 1536/1536¢

f=256/24u’ - 2560/96u’ + 8690/384u” - 12800/1536u + 1 (3)
g=-256/6u’+2304/24u’ - 6656/96u” + 6144 /384u

h=256/4u’ - 2048/16u° + 4864/ 64u* - 3072/ 256u

k= -256/6u+1792/24u’ - 3584/96u” + 2048/384u

1= 256/24u" - 1536/96u° + 2816/384u’ - 1536/1536u

Cada uno de los vectores tiene las siguientes componentes:

P(t,u) = (-x,yaz)
P, = (xij, yij, 7i)) (4)

Si se llevan estos valores a (2) se tiene:

(x,y,2)= af (x00, y00,z00)+ bf (x10,»10,z10) + cf (x20, y20,z20) +
df (x30,y30,230)+ ef (x40, y40,2z40) +
ag(x01,y01,z01)+ bg(x11, y11,z11)+ cg(x21, y21,z21)+
dg(x31,y31,z31)+ eg(x41, y41,z41)+
ah(x02, y02,z02) + bh(x12, y12,z12)+ ch(x22, y22,2z22)+ (5)
dh(x32,y32,232)+ eh(x42, y42,2z42)
ak(x03,y03,203)+ bk(x13, y13,z13) + ck(x23,y23,223)+
dk(x33,33,233) + ek(x43, y43,z43)+
al(x04,y04,z04) + bl(x14, y14,z14) + cl(x24, y24,2z24)+
dl(x34,y34,2z34)+ el(x44, y44,z44)

Desglosando por componentes se obtendrian las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial bicuartica que interpola la red de 5x5 puntos dados:
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x = afx00+ bfx10+ cfx20+ dfx30+ efx40+
agx01+ bgxl1+ cgx21+ dgx31+ egx41+
ahx02+ bhx12+ chx22+ dhx32+ ehx42+
akx03+ bkx13+ ckx23+ dkx33+ ekx43+
alx04+ blx14+ clx24 + dix34 + elx44

v = afy00+ bfyl0+ cfy20+ dfy30+ efy40+
agy0l+ bgyl1+ cgy21+ dgy31+ egy4l+
ahy02+ bhyl2+ chy22+ dhy32+ ehy42+ (6)
aky03+ bkyl3+ cky23+ dky33+ eky43+
aly04+ blyl4+ cly24+ dly34+ ely44

z= afz00+ bfz10+ cfz20+ dfz30+ efz40+
agz01+ bgz11+ cgz21+ dgz31+ egz41+
ahz02+ bhz12+ chz22+ dhz32+ ehz42+
akz03+ bkz13+ ckz23+ dkz33+ ekz43+
alz04 + biz14+ clz24 + diz34 + elz44

3.1.11.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL BIQUINTICA OUE
PASA POR UNA RED DE 6X6 PUNTOS DADOS

Desarrollemos previamente la ecuacion de la curva polinomial que pasa por los seis
puntos PO) Pla PZ, P39 P45 PS

Que sera de la forma:

P()=Y f(OP (1

Donde fi(t) tendran las siguientes restricciones:

fi@t)=1 si iz
£i(t)=0 si it (2)

Calculando los fi(t), que son polinomios de Lagrange, se obtiene, para el caso de una
interpolacion uniforme, una ecuacion matricial de la curva:
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P(H)=(P, P, P, P, P, P

0-625/24  1875/24  -10625/120  5625/120  -171250/15000 10
E 3125/24  -43750/120 221875/600 -481250/3000  75000/3000 O
0-3125/12  40625/60 -184375/300 334375/1500  -37500/1500 0L
E 3125/12  37500/60  153125/300  243750/1500  25000/1500 0
0-3125/24  34375/120 -128125/600 190625/3000  -18750/3000 OO

625/24 -1250/24 4375/120 -1250/120 15000/15000 0

Efectuando el producto cartesiano de la ecuacion anterior por si misma (figura
3.1.11.-1) tendriamos:
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Figura 3.1.11.-1. Superficie polinomial que pasa por una red de 6x6 puntos dados

iz

-

050
P(t,u)=0,0

0t o

0,0

M
0-625/24  1875/24
53125/24 -43750/120  221875/600
5—3125/12 40625/ 60
0 3125/12 37500/60
0-3125/24 34375/120

625/24  -1250/24
EPOO POI POZ P 03 P04 P05 H
|]P10 P11 P12 P13 1)14 P15D
HPZO P21 P22 P 23 l)24 P25 %
DP30 P, P, P, P, P35D
|]1)40 1)41 P42 P 43 P44 l)45D
EPSO PSI PSZ P 53 l)54 PSS ﬁ
0-625/24  1875/24
53125/24 -43750/120  221875/600
5—3125/12 40625/ 60
0 3125/12 37500/60
0-3125/24 34375/120
625/24  -1250/24

0y’ O
0,0
ou g
0,30
0%, 0 (4]
qu [
0,0
Y

-10625/120

- 184375/300
153125/300
- 128125/600
4375/120

-10625/120

- 184375/300
153125/300
- 128125/600
4375/120

5625/120
-481250/3000
334375/1500
243750/1500
190625/3000
-1250/120

5625/120
-481250/3000
334375/1500
243750/1500
190625/3000
-1250/120

-171250/15000
75000/3000
-37500/1500
25000/1500
- 18750/3000
15000/15000

-171250/15000
75000/3000
-37500/1500
25000/1500
- 18750/3000
15000/15000

10
i
0l
0p
ol

10
i
0l
0
ol

Que seria la ecuacién de la superficie polinomial biquinta que interpola la red de

6x6 puntos dados
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3.1.12.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL BISEXTA QUE

PASA POR UNA RED DE 7X7 PUNTOS DADOS

Desarrollemos previamente la ecuacion de la curva polinomial que pasa por los siete
puntos Py P, P, P; P4 Ps Pg ( figura 3.1.12.-1)

P 2 f
1 =2/
P =3i6 .5
0~ =16 P
l t=4/6 5 K
Pit) =56

Figura 3.1.12.-1. Curva polinomial que pasa por siete puntos dados

Esta tendria la forma :

P12 ) f(OP, ()

Donde las fi(t) tendran las siguientes restricciones:

¢ [ ho | w0 | no | ro | ro | o | 1o
t 1 0 0 0 0 0 0
f 0 1 0 0 0 0 0
t 0 0 1 0 0 0 0
A 0 0 0 1 0 0 0
t 0 0 0 0 1 0 0
£ 0 0 0 0 0 1 0
ts 0 0 0 0 0 0 1
Tabla (2)
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Siendo:
t,=0
t=d,
t2 = dO * dl
t,=d,+d+d, (3)

t,=d,+d+d,+d,
t;=dytdtdytditd,
t,=dtd+d+d+d+d,

Calculando los fi(t) llegamos:

(t- 1) L)~ H)(E- 1) )t~ 1)

Jo(0) = -
(to - )(to - tz)(to - t3)(to - t4)(to - ts)(to - t6)
0 6 6 6
=g -20(Y )+t 1)1 ( ZL Lt )
0 i=0,i%0 1<i<[R6,it0 1<i< j<h<6,i20
, 6 6 0 6
£*( Z L) - 1 Z Lttt )t bttt 0[] (4 8)
I<i< j<F<1<6,i2 0 1<i< j<k<I< m< 6,i% 0 [ i=0it0

JAOE U to)(t_ tz)(t_ ts)(t_ t4)(t_ ts)(t_ ts) -
1 (8, = 1) = )8 = B - 1) - 1)@ - 1)

i 6 6 6
=0°-0(Y )+ ( 1) -1 ( Z L)t
0 i=0,i#1 1<i< j<63i, /1 1<i< j<k<63i,j,k# 1

6 6 i 6

£( Z et 1 ) Lttt )t Gttt 0[] (- 1)
<0< j< k<R 630, j,k,I% 1 <0< j< k<1< m& 630, j K I m# 1

[ i=0,i1

(t- Z‘0)(1‘_ tl)(t_ ts)(t_ t4)(t_ ts)(t_ ts)

AOE -
(t, = 1)ty ~ 88, - 15)(8, - £, - )2, - &)
D 6 6 6
:m“ﬁ(gth% Y ) ; L)t
0 i=0,i%2 I<i< j<63i,j#2 1<i< j< k<630, ), k# 2
) 6 6 D 6
*( Z tttt)- t( L)ttt 0/ |'| (t,- 1)
1< j< k<[ 650, 7,k 1% 2 1<i< j k<1< m< 631, j,k,l,m#2 D i=0,it 2

(5)

57



Capitulo 3: Formulacion matematica

(¢- to)(t_ tl)(t_ tz)(t_ t4)(t_ ts)(t_ tﬁ)

fé(t) = =
(t3 - to)(t3 - )(t3 - tz)(ts - t4)(t3 s )(t3 - té)
D6 s, & 4 f 3 f
=0°-0( Y )+ t( Z tt)-t( /Z )t
[ i=0,i% 3 1<i< j<63i, /%3 1<i< j< k<63, j,k# 3
) 6 6 6
t( Z titjtktl)_ i z titjtlctltm)+ tottt,tsts 0/ |-| (- 1)
i< j< k<R 631, ),k 1#3 1<i< j< k< 1< < 631, j Je l,m# 3 0 i=0.i#3
f(t)= (t_ to)(t' tl)(t_ lz)(t_ t3)(t' ts)(t' lé) -
4
(t4 - to)(t4 - tl)(t4 - tz)(t4 T4 )(t4 - ts)(t4 - té)
0 6 6 6
LAY O Y )Y )
0 i=0i% 4 i< j<6;i,j24 1<i< j< k<60, jktd
) 6 6 0 6
*( Z tet ) - 1 Z Lttt ittt 0/ [ (4= 8)
1<i< j< k<R 630, j e 12 4 1<i< j< k< 1< iR 630, j el mt 4 0 =04
s T )R )t
5
(ts - to)(ts - t1)(t5 - tz)(ts - ts)(ts - t4)(t5 - ts)
0 6 6 6
=0t -0y )+t Z t,)-1( /Z AL
0 i= 0.t 5 1<i< [T630, j# 5 1<i< j< k<631, ).kt 5
) 6 6 0 6
*( Z tr ) - 1 2 Ler ) Lttt/ |'| (t,- 1)
1<i< j< k<R 631,12 5 1<i< j< k< 1< R 630, j e L mt 5 0 i=0.it5
f(t): (t_ to)(t_ 11)(t_ tz)(t_ t3)(t_ t4)(t_ ts) -
6
(te = )t - tl)(té - tz)(t6 - t3)(t6 - t4)(t6 - ts)
0 6 6 6
=0°-0(Y )+ t( Z 1) -t( /Z L)t
0 i=0,i% 6 1<i< j<63i, /%6 1<i< j<k<63i,7,k% 6
) 6 6 0 6
*( Z et ) - 1 Z LEL ) Lttt 0/ |'| (t,- 1)
I<i< j< k<K 63i,j,k,I%6 1< i< j< k< I<mR 63i, j k,I,m# 6 [ i=o0,it6

Entrando con estos valores en la féormula (1) tendriamos:

(10)
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D 6 6 6
PO)=0-0(y 'y )t ( Z ttt)t
g i=0,i% 0 1<i<736,i# 0 1<i< j<k<6,i% 0
5 6 6 D 6
°( Z 1) 1 Z Lttt htttt 0P,/ |'| (t,- 1)+
1<i< j<F<1<6,it 0 1<i< j< k<l< m< 6,i% 0 U i=0,i% 0
D 6 6 6
0-rCY ey )= Z tt)t
0 =0,i%1 1<i< j<63i, ) 1 i< j< k650 j k21
6 6 D 6
£*( z te ) t( Z trt )ttt P/ |'| (¢, -t)+
1<i< j< k<R 63, k1% 1 1<i< j< k<< m< 630,k 0,m# 1 0 i=0,it 1
D 6 6 6
Dt6_ts( Z 1)t 14( titj)_t3( ; tit/'tk)+
0 i=0it 2 1<i< j<63i, 2 2 I<i< j< k<60, j k22
5 6 6 D 6
t°( Z titjtktl)_ 1( Z titjtktltm) thhbt st Pz/ |-| (tz - ti)+
1<i< j< k<R 630, k1% 2 1<i< j<k<I<mR 60, ),k I,m# 2 0 i=0,i% 2
D 6 6 6
08¢ - £°( Z reC oy )t /Z tt)t
0 i=0,it3 1<i< j<63i,j2 3 1<i< j< k< 63i,j,kt 3
6 6 D 6
£*( Z et t)- 1 Z Let e ) ittt 0P/ |'| (t,- 1)+
1<i< j<k<IR63i,j,k,1%3 1<i< j<k<l<m< 630, j,k,I,m# 3 [ i=0,it 3
D 6 6 6
0t® - £( Z t)+ t( Z tt,)-1( ; L)t
0 =0t 4 1<i< /<63, j% 4 1<i< j< k<63, j, kx4
5 6 6 D 6
*( Z L) - 1 Z Ler ) Lttt 0P,/ |'| (t,- 1)+
I<i< j< k<R 63i, j k1% 4 1<i< j<k<l<mR 630,k 1,m# 4 0 i=0,it 4
D 6 6 6
0t° - £( Z t)+ t( tt,)-1( ; L)t
0 =04 1<i< (63, j% 4 i< j<kT6ii,j kE4
5 6 6 D 6
*( Z te ) - z Lttt )t bt 0P/ |'| (4, - 1)+
I<i< j< k<R 63i, j k1% 4 1<i< j< k<1< mR 63i, j kI ,m# 4 J i=0,i% 4
D 6 6 6
nt®-£( Z t)+t( t1)-1( ; L)+
0 i=0,i# 6 1<i< j<63i,% 6 1<i< j<k<63i, ),k 6
5 6 6 D 6
£ ( Z 1t 1,,) = 1( 5 L) bttt DR ] (8- t)(11)
1<i< j<k<63i,j,k,I£6 <0< j< k< I<m< 63, f k,l,m# 6 U i=0,i# 6

Que se puede poner en forma matricial como:
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P(t)= (P, P, P, P, P, P, P

%Moo M, M, M; M, M, Mgy %Hf6 H
DMlo M, M, M13 M, MIS M16 DDtS 0
%Mzo M, M, M,; M,, M, My %%t4 :
oM, M, M, M; M, M, M,
EM40 M, M, Mj; M, M, M, H%l‘z %
My, My M;, Mg, M, Mg M,00¢(
HMso My, M, Mg; Mg Mg Mg HB 1 B

Siendo las columnas de la matriz Mj;:

6
M, =1/ |'| (t-t,)
q=0,q%t k
6 6
M, = -( Z t)/ |-| (& -t,)
i=0,it k q=0,q% k
6 6
M,=( Y ) [] G-t
0s< i< jS63i, j* k g=0,gt k
6 6
M,; = ( Z )/ ] @t (13)
0<i< j<[<6;i,j,1tk q=0,q9t k
6 6
M,, = ( ) et | @t
0< i< j<I< pR 631, )1, pt k q=0.q% k
6 6
M, = ( 2 L)/ |'| t.-t)
0 i< j<I< p<gs 65, 7,0, p.qt k q=0,qt k
6 6
M, = ( Z ettt/ |'| t-t)
0<i< j<I< p<g<rs 651, 0, p,q,rt k q=0,q% k

Efectuando el producto cartesiano de la ecuacion anterior por si misrna (figura

3.1.12.-2) tendriamos:
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P(t,u)= (P, P, P, P, P, P, P

Hl ° HT HPOO Py Py Py Py Py Py E %ué %

[|l‘5 0 DPIO P11 PIZ P13 P|4 P15 PIG 0 Dus 0

Et ! H szo Py Py, Py Py Py Py H %Lﬂ %

oo MY oPo Py Py Py Py Py PygMpu’p (14)
Et ? H HPMJ P41 P42 P43 P44 P45 P46 H %uz %

0t 0 1P, P, P, Py Py Py Pip Qul

H 1 B HP()O P, P, Py P, P P66H E 1 E

Figura 3.1.12.- 2. Superficie polinomial que pasa por una red de 7x7 puntos dados

Si se hace:
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t,= 0

t=1/6

1,=2/6

t,=3/6 (15)

t,=4/6

t,=5/6

1= 6/6=1
la ecuacion (14) se reduce a:
P(t,u)= (P, P, P, P, P, P, P
0/°0°0 324/5 -1134/5 315 -441/2  406/5 -147/10 10
Eﬁ%%-wws 1296 1674 1044  -1566/5 36 0%
Hz“%% 972 -3074 3699 4149/2 1053/2  -45 0%
080 g -1296 3888 -4356 2232 -508 40  0p
Bﬁ%g 972 -2754 2889 -2763/2 297 -45/2 o%
00 0-1944/5 5184/5 -1026 468  -486/5  36/5 0f
018§ 324/5  -162 153 -135/2 137/10 -1 OF
HPOO POI POZ P03 P04 POS PO() %
DPIO P11 P12 P13 P14 l)15 Pl()D
HPZO P21 P22 P23 P24 P25 P26 %
0Py Py Py Py Py P Py
HP40 l)41 P 9 P43 P44 l)45 P46%
0Py Py Py, Py Py P Py
HPGO P61 P62 P63 P64 P65 P66 H
0 324/5 -1134/5 315 -441/2  406/5 -147/10 1004°0
T-1944/5 1296 1674 1044 -1566/5 36  0L7u°:
0 972 -3074 3699  4149/2 1053/2  -45 000,40
5—1296 3888  -4356 2232 -508 40 oggwg(m)
H 972 -2754 2889 -2763/2 297 -45/2 Ogguzg
0-1944/5 5184/5 -1026 468  -486/5 36/5 0Qlul
S324/5 -162 153 -135/2 137/10 -1 off1

Que es la ecuacion de la superficie pofinomial bisexta que interpola la red de 7x7

puntos dados.
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3.1.12.1.-NUEVA FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMIAL OUE PASA POR UNA RED DE 7X7 PUNTOS DADOS

Tenemos que la ecuacion de la superficie 3.1.12.-1b es (16)
Efectuando los productos matriciales obtenemos:

P(t,u) = ahP,, + bhP, + chP,, + dhP,, + ehP, + fhP, + ghP +
akP, + bkP, + ckP, + dkP, + ekP, + fkP, + gkP, +
alPy, + bIP, + cIP, + dIP,, + elP,, + fIP, + gIP, +
amPy, + bmP , + cmP,, + dmP,, + emP,, + fimPy + gmP,, + (1)
apPy, + bpPy, + cpPy, + dpP, + epP, + fpPg, + gpPy, +
arPys + brP + crP,  + drP, + erP + fiP + grP +
asPy, + bsP,, + csP, + dsP,  + esP, + fsP, + gsP

Siendo:

a=324/5t°-1134/5¢ + 315¢* - 441/2¢ + 406/5¢> - 147/10¢ + 1
b=-1944/5t°+ 1296t + 1674t* + 1044+ - 1566/ 5t + 36t

c= 972¢°- 30741 + 3699¢* + 4149/ 21 + 1053/ 21> - 45¢

d = -1296¢° + 38881 - 4356¢* + 2232+’ - 508t + 40¢

e= 9721°- 27541 + 2889¢* - 2763/21° + 2971 - 45/ 2t
f=-1944/5t°+ 5184/5¢° - 1026¢* + 468> - 486/5¢t° + 36/ 5¢
g=324/5t°- 162+ 153t* - 135/2¢° + 137/10¢* - ¢
h=324/5u°-1134/5u° + 315u* - 441/ 20’ + 406/ 5u° - 147/10u + 1 (2)
k= -1944/5u° + 12961° + 1674u* + 1044u> - 1566/ 5u’ + 36u

1= 972u® - 3074u° + 3699u* + 4149 /2u° + 1053/ 2u* - 45u

m= - 1296u’ + 3888u° - 4356u* + 2232u° - 508u” + 40u
p=972u’ - 2754u° + 2889u’* - 2763/2u’ + 297u’ - 45/2u
r=-1944/5u° + 5184/5u° - 1026u* + 468u’ - 486/5u” + 36/5u
§=324/5u - 162u° + 153u - 135/2u° + 137/10u” - u

Cada uno de los vectores tiene las siguientes componentes:

P(t,u)= (x,y,2)
P, = (xif, yij, zif) (3)
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Si se llevan estos valores a (1) se tendria:

(x,3,7)=

ah(x00, y00,z00)+ bh(x10, y10,z10)+ ch(x20, y20,220)+
dh(x30, y30,z30)+ eh(x40, y40,2z40)+ fh(x50,y50,z530)+
gh(x60, y60,z60) +

ak(x01,y01,z01) + bk(x11, y11,2z11)+ ck(x21,y21,2z21)+
dk(x31,y31,z31)+ ek(x41, y41,z41)+ fk(x51,y51,z51)+
gk(x61,y61,z61)+

al(x02,y02,z02)+ bl(x12,y12,212) + cl(x22,y22,222)+
dl(x32,y32,232)+ el(x42, y42,z42)+ fl(x52,y52,252)+
gl(x62,y62,262)+

am(x03,y03,203)+ bm(x13, y13,213)+ cm(x23,y23,z23)+
dm(x33,y33,233)+ em(x43, y43,2z43) + fin(x53,y53,253)+ (4)
gm(x63,y63,z63)+

ap(x04, y04,z04)+ bp(x14,y14,z14) + cp(x24, y24,z24) +
dp(x34,y34,2z34) + ep(x44, y44,z44)+ fp(x54, y54,254)+
gp(x64, y64,2z64)+

ar(x05,y05,z05) + br(x15, y15,z15)+ cr(x25,y25,z25)+
dr(x35,y35,235)+ er(x45, y45,z45)+ fr(x55,y55,255)+
gr(x65,y65,265)+

as(x06, y06,z06)+ bs(x16, y16,z16)+ cs(x26,y26,2z26)+
ds(x36,y36,2z36)+ es(x46, y46,2z46)+ fs(x56,56,z56)+
2s(x66, y66,z66)

Desglosando por componentes se obtienen las ecuaciones paramétricas de la
superficie polinomial bisexta que interpola la red de 7x7 puntos dados:
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x = ahx00+ bhx10+ chx20+ dhx30+ ehx40+ fhx50+ ghx60+
akx01+ bkx11+ chkx21+ dkx31+ ekx41+ fkx51+ ghx61+
alx02+ blx12+ clx22+ dix32+ elx42+ fIx52+ glx62+
amx03+ bmx13+ cmx23+ dmx33+ emx43+ fmx53+ gmx63+
apx04 + bpx14+ cpx24+ dpx34+ epx44+ fpx54+ gpx64+
arx05+ brx15+ crx25+ drx35+ erx45+ frx55+ grx65+
asx06+ bsx16+ csx26+ dsx36+ esx46+ fsx56+ gsx66

v = ahy00+ bhyl0+ chy20+ dhy30+ ehy40+ fhy50+ ghy60+
akyO0l+ bkyl1+ cky21+ dky31+ eky4l+ fkyS51+ gky61+
aly02+ blyl2+ cly22+ dly32+ ely42+ fly52+ gly62+
amy03+ bmyl13+ cmy23+ dmy33+ emy43+ fmy53+ gmy63+ ( 5)
apy04+ bpyl4+ cpy24+ dpy34+ epyd4+ fpy54+ gpy64+
ary05+ bryl5+ cry25+ dry35+ ery45+ fry55+ gry65+
asy06+ bsyl6+ csy26+ dsy36+ esyd6+ fsy56+ gsy66

z= ahz00+ bhz10+ chz20+ dhz30+ ehz40+ fhz50+ ghz60+
akzO01+ bkz11+ ckz21+ dkz31+ ekz41+ fkz51+ gkz61+
alz02+ biz12+ clz22+ diz32+ elz42+ flz52+ glz62+
amz03+ bmz13+ cmz23+ dmz33+ emz43+ fmz53+ gmz63+
apz04+ bpz14+ cpz24+ dpz34+ epz44+ fpz54+ gpz64+
arz05+ brz15+ crz25+ drz35+ erz45+ frz55+ grz65+
asz06+ bsz16+ csz26+ dsz36+ esz46+ fsz56+ gsz66

3.1.13.-CONSTRUCCION DE LA SUPERFICIE POLINOMIAL BISEPTIMA OUE
PASA POR UNA RED DE 8X8 PUNTOS DADOS

Desarrollando previamente la ecuacion de la curva polinomial que pasa por los ocho
puntos Py P, P, P; P, Ps Ps P, (figura 3.1.13.-1)
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P
IFZITF3 =47 Ps

5‘/":”? =517 16 P,

=0 P(t) =67 ¢l

¥

Figura 3.1.13.-1. Curva polinomial que pasa por ocho puntos dados

Esta tendria la forma:
7
P()= Y f(OP, (1)
=0

Donde las fi(t) tendran las siguientes restricciones:

f@)=1 si Q=)
£it)=0 si it (2)

Si se adopta una interpolacion uniforme:
t=il7 (3)

Calculando los fi(t) y efectuando el producto cartesiano de la ecuacion matricial de
la curva por si misma ( figura 3.1.13.-2) llegamos:
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Figura 3.1.13.-2. Superficie polinomial que pasa por una red de 8x8 puntos dados
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P(t,u):(t7 AR A A S

0-117649/720  117649/180  -386561/360 16807/18
% 823543/720 -352947/80 991613/144 -88837/16

0-823543/240 1529437/120 -151263/8 170471/12

% 823543/144  -2941225/144 4151329/144 -2926819/144
% 823543/144 117649/6 -1899191/72 52822/3

0 823543/240 -2705927/240 1159683/80 -444185/48
0-823543/720 1294139/360  -319333/72 98441/36

ﬁ117649/720 -117649/240  84035/144 -16807/48

-331681/720 22981/7180 -363/20 10
109417/20 -10927/20 49 OH

- 1347647/240  43071/40 -147/2 0L

133427/18 -46501/36  245/3 OH

- 872935/144 2009/2 -245/4 OH

45962/15 -9849/20 147/5  0f

-634207/720  49931/360  -49/6 0F

9947/90 -343/20 1 Oﬁ
Hpoo Py P Py Py Pys Py Py %
DPw P11 P12 P13 P14 P15 P16 l)17 g
szo Py Py, Py Py Py Py Py %
0Py Py P, Py P, Py Py Pyp
%PM) P, P, Py P, Py Py P, %
0P, Py, P, Py P, Py Py Pyp
DPGO Po Po Py Py Py Py P :
ﬁPﬂ) P, P, Py Py Py Py Py ﬁ
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0-117649/720  117649/180  -386561/360 16807/18
H 823543/720  -352947/80  991613/144 - 88837/16
0-823543/240 1529437/120 - 151263/8 170471/12

H 823543/144 -2941225/144 4151329/144 -2926819/144
H 823543/144 117649/6 -1899191/72 52822/3

0 823543/240 -2705927/240 1159683/80  -444185/48

U-823543/720 1294139/360 -319333/72 98441/36

ﬁ117649/720 -117649/240  84035/144 -16807/48
-331681/720 22981/7180 -363/20 100u’L
00 4O

109417/20  -10927/20 49 0gnu’ g
-1347647/240  43071/40 -147/2 000,50

133427/18  -46501/36  245/3 OH%u4H 4
-872935/144  2009/2  -245/4 0%%u3g

45962/15  -9849/20  147/5 0Q0u>D
-634207/720  49931/360 -49/6 088, [

9947/90 -343/20 | 0@@1 H

Que es la ecuacion de la superficie polinomial biséptima que pasa por una red de
8x8 puntos dados.

3.1.13.1-NUEVA _FORMULACION PARAMETRICA DE LA SUPERFICIE
POLINOMIAL BISEPTIMA OUE PASA POR UNA RED DE 8X8 PUNTOS DADOS

Teniamos que la ecuacion de la superficie era (4) de 3.1.13
Efectuando los productos matriciales obtenemos:

P(t,u) = akP, + bkP,, + ckP,, + dkP, + ekP, + fkP, + gkP. + hkP, +
alP, + bIP, + cIP, + dIP, + elP, + fIP, + glP, + hiIP, +
amPy, + bmP, + cmP,, + dmP,, + emP,, + fmP,, + gmP, + hmP,, +
apPy; + bpPys + cpPy