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INTRODUCCION

Los ya clasicos ejemplos de Grupos , Algebras asociativas y Algebras de
Lie pusieron de manifiesto , desde la introduccidn en los afios cuarenta de los
grupos de (co)-homologia de Eilenberg-MacLane , Hochschild y Chevalley -Eilen~
berg respectivamente , la incontestable utilidad de asignar a una estructura al-
gebraica una conveniente buena nocién de grupos de (co)homologia. Esto supu-
so la formalizacibn de la teoria de extensiones de grupos de Schreier , Baery
Fitting asi como la visualizacién de como esta teoria se podia desarrollar en
términos andlogos en otros ejemplos algebraicos como el caso de Algebras aso-
ciativas y Algebras de Lie . El posterior desarrollo de estas teorias de coho-
mologia , ya con entidad propia y desvinculadas de sus origenes topoldgicos ,
ha mostrado su eficacia para la obtencién de numerosos hechos concernientes a
las propias teorias de grupos o élgebras ,» teniendo ademés incidencia en otras
areas del Algebra ( piénsese por ejemplo en las aplicaciones de la cohomolo-
eia de Eilenberg-MacLane a la teoria de clases de cuerpos ) .

En el afio 1956 , MaéLane cénstruye una teoria de cohomologia para un ani-
llo en la que se vuelven a dar los topicos generales que se daban en las cohomo-
logias antes citadas : sucesiones exactas largas, clasificacién de extensiones
singulares, tratamiento de la teoria de obstruccién a extensiones de anillos ,
constituir invarianza frente a resoluciones ajustadas a la categoria de anillos ,
etc. En 1961 Gray pone de manifiesto la aplicacién de resultados obtenidos con
esta cohomologia al estudio de haces de anillos.Shukla (1961 ) extiende esta co-
homologia para anillos ( Z-algebras ) al caso de algebras sobre un anillo conmu-
tativo y unitario arbitrario Ccuyas propiedades resultan mas refinadas que las de

la cohomologia de Hochschild , basicamente debido al hecho de que esta (ltima



solo funciona convenientemente sobre &lgebras que son proyectivas como mddulos
sobre el anillo base, esto es , las extensiones han de ser sistematicamente lineal-
mente escindidas.

A partir de estos ejemplos , la amplia labor ’de investigacidn desarrollada
durante las dos Gltimas decadas en orden a introducir apropiadas teorias de coho-
mologia para diversos tipos de sistemas algebraicos y su utilizacién para el estu-
dio de ellos hay que juzgarla hoy dia bajo un principio esencial que se nos mues-
tra decisorio sobre la idoneidad de una teoria de cohomologia y que exponemos
seguidamente . Si V es una variedad de 4lgebras universales , esto es , los ob-
jetos de V son conjuntos con operaciones algebraicas sujetos a condiciones
ecuacionales ( Grupos , Anillos ,Algebras de Jordan , Lie , ... ) el criterio

de tripleabilidad de Beck,[77], pone de manifiesto que la adjuncién

Conjuntos

FUU

v

donde U es el tuntor de olvidoy F el funtor V-algebra libre , es tripleable
y consecuentemente V estd caracterizada como la categoria de Y-4lgebras
para T el triple en conjuntos inducido por la adjuncién F —— U . En par-
ticular , esto nos asegura que el funtor F caracteriza a V (U esta determina-
do salvo equivalencia por ser adjunto a la derecha de F ) , en otras palabras ,
las V-algebras libres caracterizan a V . Esto nos lleva a sentar el principio
que ha de verificar una teoria de cohomologia en V para poder considerarla

oportuna " La teoria de cohomologia debe ser dada exclusivamente en funcidn de

las V-algebras libres ".



Hemos de resaltar sin embargo que este criterio no se ha tenido como refe-
rencia en el desarrollo del Algebra Homologica sustituyéndose en muchos casos
por la referncia a los topicos que las cohomologias clasicas de Eilenberg-MacLa
ne , Hochschild o Chevalley-Eilenberg verificaban . Es asi que autores como

Glassman en 1970 , [38] , Seibt en 1975 ,[92], o Gerstenhaber ,[ 35] , intro-
ducen grupos de cohomologia para un 4lgebra que ciertamente pudieran parecer
oportunos en funcién de las propiedades que verifican y que sin embargo , bas-
ta afinar un poco para observar que , salvo en aquellos casos en que se da una
peculiar propiedad , el equilibrio en el sentido que mas adelante comentaremos,
éstas se muestran inconsistentes.

El principio a que nos hemos referido ha estado , por otra parte , latente
entre los algebristas de la Gltima década que se han ocupado del tema. Asi auto-
res como Andre, (2], o Quillen , fundamentalmente al estudiar la variedad
de algebras asociativas conmutativas y unitarias , la necesidad de sustituir los
métodos unificadores de Cartan-Eilenberg [ 17], que se basan exclusivamente en
la teoria de funtores derivados ertre categorias de mddulos por métodos simpli-

ciales que se apoyen en resoluciones intrinsecas a la categoria de tales alge-

bras ; Stammbach [99], y Leedham-Green 68 ] , ponen de manifiesto como
es necesario introducir ''de otra forma " grupos de cohomologia para varie-
dades de grupos ; v bédsicamente Rinehart,[88] ,Y Barr-Beck,[13] |, que
movidos por el deseo de introducir teorias de cohomologia generales que sean
oportunas a la vista de todos los ejemplos anteriores ,» en el sentido de que sean
ejemplos de su teoria , coﬁsiguen desarrollar una técnica general de definir

grupos de cohomologia que se van a mostrar fieles al principio antes referido y

donde todos los tépicos usuales se tendran por afiadidura.



Situados en el contexto de una variedad de algebras V sobre un anillo con-

mutativo y unitario R el diagrama de funtores adjuntos

Conjuntos
f

\

RM

4
v
determina en V dos modelos de objetos , las V 4lgebras proyectivas respecto
a la clase de todas las sobreyecciones en V , EG ,
to a la clase EG de todos los epimorfismos en V R-escindentes. Si G y

y las proyectivas respec-

GR son los correspondientes cotriples en V estos inducen de forma natural re-
soluciones simpliciales Eq; -proyectivas sobre cualquier V-dlgebra A y per-

. . . n
miten asociarle grupos de ccgl{x)omologla H (A,M) , ny0 , tomando como

®
coeficientes el funtor derivaciones a cualquier A-médulo M en V . Estos gru-
pos constituyen lo que en esta memoria serd llamada la teoria de cohomologia del
cotriple en V, absoluta o relativa a R-mddulos segun se considere G o (BR ;
quede claro sin embargo que estos solo dependen de la clase proyectiva de epi-
morfismos 5;3 ¥ que las resoluciones standar pueden en todo momento sus-
tituirse por otras , es decir cualquier otra teoria general determinaria los mis-
mos grupos Hn(A,M) ( véase [13] y [103] ). En el primer capitulo son
expuestas las diversas peculiaridades de estos grupos de cohomologia ( sucesio-
nes exactas , interpretaciones , etc ) procediendo unicamente a ofrecer algu-

nas demostraciones que seran ilustrativas y oportunas. para el desarrollo del

resto del contenido de la memoria. Asimismo los conceptos basicos ( médulos en




la variedad y algebras envolventes, derivaciones , diferenciales , derivadas de
Fox , etc. ) son recordados y expuestos con el mismo criterio.

Los grupos de cohomologia del cotriple seran los que se manifiesten idoneos
de acuerdo con las consideraciones anteriores. Cabe definir, por otra parte ,
otras dos teorias de cohomologfa en cada variedad V. Extrayendo la definicién
dada por Barr-Rinehart, [15], para ciertos casos particulares , en 1975 Seibt

. , . ) =n
asocia a un V-algebra A junto con un A-mdduloen V, M, grupos H (A,M)

(R)
definidos mediante los funtores derivados del funtor aditivo entre categorias abe-

lianas Der (A, -): A-Mod — G. Ab. . Esta teoria que establecemos en
la memoria bajo el nombre de cohomologia equilibrada , debido a la informacién
que conlleva sobre los A-mddulos inyectivos en v, teniéndose de hecho que
ésta coincide con la cohomologia del cotriple si y solo si la variedad V es equi-
librada . Esta teoria es conceptual y operativamente muy sencilla , sin embargo,
aun teniendo caracteristicas generales usuales ( sucesiones exactas largas ,etc)
presenta graves inconvenientes ; por un lado la pérdida de informacion respecto
a la variedad de algebras en cuestidn , pues su calculo se remite exclusivamente
a la categoria de A-modulos, y por otro no clasifica todas las extensiones sin-
gulares como es puesto de manifiesto en (2.3.4) . Su estudio se nos manifiesta
de interes , aparte de las razones historicas , fundamentalmente por la cierta
informacidn que esta ofrece sobre la cohomologia del cotriple al estar conectadas
mediante morfismos naturales que son encontrados en 2.4. v que comentaremos
mas adelante . En cualquier caso dejemos claro que esta teoria , como exhausti-
vamente se pone de manifiesto en la memoria , solo tendra interés por si misma
sobre variedades en las que la cohomologia del cotriple se anula en mbdulos de coe

ficientes inyectivos. La otra teoria a la que nos referiamos fue inicialmente apun-



tada por Gerstenhaber en 1964 | [35]) ,viniéndole sugerida esencialmente por
sus trabajos en la teoria de deformacidn de anillos y algebras y el problema

de clasificacion de extensiones siendo posteriormente (1970) estudiada mas ex-
haustivamente por Glassman, [38], [39] ; ésta es recogida en la memoria ba~
jo el nombre de Cohomologia de Extensiones , sugerido por su propia definiciodn;
asi para un V-algebra A y un A-moddulo M se definen los grupos de cohomo-
logia de extensiones ﬁn(A,M)(R) como los grupos de clases de equivalencia
de extensiones que son el producto de Yoneda de extensiones singulares

L+=— E —+ A por extensiones de A-moddulos en N

M+~——+ M — - —_— M — L
1 n

De nuevo , como en el caso anterior , esta teoria presenta sucesiones exac-—

tas largas y por su propia-definicién clasifica extensiones ; sin embargo se hace
aun mas patente para esta teoria la pérdida de informacidén sobre la variedad que
ahora llega incluso a desligarse de la propia categoria de A-mddulos en v

( ﬁl no tiene porque anularse en mddulos de coeficientes inyectivos ). Las rela-
ciones de estos grupos de cohémologia con los grupos de cohomologia equilibrada ,
y bajo condiciones de equilibrio con la cohomologia del cotriple , ademas de las
razones historicas antes mencionadas sugieren la conveniencia de su estudio. Las
propiedades generales de estos son expuestos en el primer capitulo.

Definiendo una variedad equilibrada como aquella en la que los grupos de
cohomologia del cotriple Hn(A,I ) se anulan en dimensiones positivas para cual-
quier A-modulo inyectivo I ( relativamente equilibrada si se consideran los gru
pos de cohomologia relativos ) y movidos por el deseo de buscar condiciones ba-
jo las cuales las tres teorias de cohomologia coincidan , nos encontramos preci-

samente con el problema de la blisqueda de condiciones que caractericen a dichas



vriedades equilibradas , pues como se observa en (2.4.12) la condicién de equili-
brio es necesaria y suficiente para tal fin .

El concepto de equilibrio fue introducido inicialmente para variedades de
grupos por Leedham-Green y Mckay en 1976, [70] , resaltando dichos auto-
res en tal trabajo la importancia de atacar el problema de caracterizar a las va-
riedades de algebras universales equilibradas, siendo en 1980 cuando Cegarra
(18] da un primer tratamiento riguroso a la cuestién de equilibrio en el contex-
to de ciertas variedades de . -grupos si bien el tema es tratado como material
auxiliar para otros fines. Hay que hacer notar sin embargo que ya en 1964 Gers-
tenhaber, [35] , intuyendo que la condicién de anulacién en mbdulos inyectivos
era esencial para la consistencia de la teoria por él desarrollada llega a conjetu-
rar que asi ocurre en varios tipos de variedades de algebras a los que haremos
referencia al comentar el tercer capitulo.

En una variedad de algebras V la condicién de equilibrio nos aparece estre
chamente ligada a las propiedades de exactitud del correspondiente funtor de dife-
renciales , D ; esta conexidn es estudiada y puesta de manifiesto a lo largo del
apartado 2.1. . Asi, por ejemplo , se prueba que , para cada n31 , la anula-
cion del n-esimo grupo de cohomologia del cotriple de un V-algebra A al tomar
coeficientes en mddulos inyectivos es equivalente a que el correspondiente n-esi-
mo grupo de homologia del funtor DA sea cero , (2.1.3) ; recogiendo el concep-
to de funtor aditivo de Rinehart, [88 ], para un funtor con rango una categoria
abeliana y estableciendo una generalizacién local del hecho probado en [88] pag.319
donde se ofrece un criterio global para funtores preservando productos fibrados,
logramos probar que ' Son equivalentes : i) }{1( A’DA)= 0 i) DA es aciclico
en A iii) Hn(A’DA) =0 n21 " ,(2.1.14) , que combinando con el hecho

anterior nos permite concluir que a su vez esas tres condiciones son equivalentes
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a iv) Hl(A.I )=0 si 1 esun A-mddulo inyectivoen V y v) V es equi-
librada en A .

Estos hechos constituyen la base fundamental para el estudio que a continua-
cién se lleva a cabo en 2.2. en orden a la obtencidn de criterios de equilibrio.
La observacidén de ejemplos como grupos y dlgebras asociativas o de Lie sobre
un cuerpo nos muestra la caracteristica comiin de existir asociada a una sucesion
exacta corta L +— B —+ A  una sucesidn exacta corta de A-mddulos ,

e
en el correspondiente sentido , La — A ®BeIB —+ 1A (donde A

b
y Be denotan las correspondientes ilgebras envolventes ) , en tanto que en
otros ejemplos como algebras asociativas conmutativas se tiene tambien una suce-
sion analoga pero no siendo el morfismo de la izquierda inyectivo . Todo esto ,
unido al hecho probado en [19] de que en condiciones de equilibrio siempre se
da la correspondiente sucesidén exacta corta ( la sucesidn de tres términos ) ,
nos sugirid la posibilidad de que la existencia de tal sucesion fuese factor deter-
minante de la condicidn de equilibrio . Las investigaciones para esta conjetura han
sido totalmente fructiferas , asi se concluye en el teorema (2.2.4) que una va-
riedad de dlgebras V es equilibrada si y solo si se da la sucesién de tres tér-
minos . Como se pone de manifiesto a lo largo del capitulo tercero este criterio
es sumamente practico pudiéndose utilizar con relativa facilidad para decidir el
equilibrio o no de una variedad. Otros criterios , como el concerniente al com-
portamiento de los grupos de homologia sobre médulos de coeficientes proyecti-
vos , son tambien expuestos ( véase (2.2.9)) . Una muestra de la utilidad de
estos resultados la ofrecemos dentro del propio apartado 2.2. al preocuparnos

de la influencia que pueda tener , para una situaciéon W<V , el hecho de que

V sea equilibrada para que tambien lo sea W .
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Como apuntabamos anteriormente la cohomologia equilibrada se nos va a ma-
nifestar de interés en orden a extraer consecuencias sobre la cohomologia del
cotriple y a posteriori sobre el equilibrio de la variedad que se trate. Mas con-
cretamente, definiendo en una variedad V una "extensién singular equilibrada "
como aquella que induce la sucesidn de tres términos, éstas constituyen un sub-
grupo del grupo de todas las extensiones singulares y éste es precisamente el
clasificado por el primer grupo de cohomologia equilibrada ﬁl , 2.3.4) , que a
posteriori aparece asi como un subgrupo de H1 . Resulta asi que H sera una
""buena" teoria de cohomologia si y solo si -}_{1= Hl lo cual a su vez es equi-
valente a que la variedad sea ‘equilibrada en cuyo caso H = H. Se obtienen
ademas respuestas a cuestiones naturales ; por ejemplo , si V no es equilibra-
da hay extensiones singulares con nucleo inyectivo no nulas ¢ cuales son éstas ?
Utilizando los hechos antericres podemos contestar : Las que no inducen la suce-
sibn de tres términos , (2.3.5) . Tambien se deducen algunos criterios de equi-~
librio , por ejemplo : basta que toda extensién singular con nucleo inyectivo in-
duzca la sucesidn de tres términos , (2.3.8).

La existencia de morfismos de conexién entre las distintas teorias de coho-
mologia que manejamos en una variedad V es el objeto del apartado 2.4. . En
principio se relacionan los grupos del cotriple absolutos y relativos mediante
morfismos r : Hn(A,M)R — Hn(A,M) » (2.4.4) , cuya obtencién y propiedades
recuerdan en todo momento a los morfismos cambio de variedad ( véase [181)
existiendo tambien morfismos de este tipo para las otras teorias. Asimismo se
encuentran morfismos tn: }—{n(A,M)CR) — Hn(A’M)(R) por técnicas homolb-

gicas que son isomorfismos bajo condiciones de equilibrio , (2.4.12). La inter-

. n P .
pretacion llevada a cabo en 2.3. para los grupos H  en términos de extensio-

s . . . . oM an
nes equilibradas permite tambien definir morfismos naturales P“: H — H
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que a su vez seran isomorfismos en condiciones de equilibrio.

Finalizamos los aspectos puramente tedricos de esta memoria con el conteni-
do del apartado 2.5. . En este mostramos esencialmente como los grupos de co-
homologia equilibrada puedeﬁ ser formalmente obtenidos como vgrupos de cohomo-
logia con coeficientes en el funtof derivaciones respecto a un cierto cotriple G'
en una conveniente subcategoria. Esta es , como sugieren los resultados anterio-
res , constituida por los epimorfismos que inducen la sucesidn de tres términos
resultando que esta nueva situacidn serd equivalente a la de partida si y solo si
la variedad es equilibrada . Se ve a partir de esto lo inadecuada , en general ,
que resulta la cohomologia equilibrada sobre una variedad que no lo sea.

Encauzada ya la memoria en sus aspectos puramente practicos hemos de men-
cionar lo que desde un principio constituyd la referencia hacia la que concretar
nuestras investigaciones ; desde 1964 se mantiene vigente la conjetura enuncia-
da por Gerstenhaber en [35] acerca de la anulacién en mddulos de coeficien-
tes inyectivos de los grupos de cohomologia de MacLane de un anillo o mas en ge-
neral de Shukla para algebras asociativas sobre un anillo base arbitrario asi como
los de Dixmier para el caso de dlgebras de Lie. Nuestro objetivo ha sido siempre
probar estas éonjeturas.

| En todos los casos antes mencionados existen propiedades , historicamente
bien conocidas , las cuales permiten asegurar que cuando el anillo base es un
cuerpo se verifica automaticamente la condicién de equilibrio . Ello nos hizo
pensar en la posible utilidad de métodos de localizacidén para intentar reducir el
problema al menos cuando el anillo base sea un dominio de integridad por paso a
su cuerpo de cocientes.

Si S es un subconjunto multiplicativo del anillo base R se observa facil-

mente que en condiciones muy generales cada V-dlgebra tiene asociado un
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ys—élgebra S—lA donde YS es la variedad de S_]R—élgebras definida por
el mismo conjunto de identidades que V, determinandose asi un funtor

S_lz Vv — _\{S . Este funtor presenta la peculiaridad de conmutar con la ho-
mologia del funtor de diferenciales (véase (3.1.8) y (3.1.10) ) obteniéndose
a partir de este hecho sutiles consecuencias como las explicitadas en (3.1.11)
y (3.1.12) : " Si V es equilibrada en A, YS es equilibrada en S—lA "y
que nos lleva a concluir que la condicién de equilibrio en un algebra es local
como muestra el teorema (3.1.13) : " Si A es un V-algebra son equivalentes
i) V es equilibradaen A ii) V, es equilibrada en A para cualquier primo
m de R iii) V, es equilibrada en Au para cualquier maximal y de R "

y en el caso de que R sea un dominio de integridad probamos con total genera-
lidad que si una variedad de algebras sobre un cuerpo es equilibrada entonces
la correspondiente variedad sobre el anillo tambien lo es.

Tomando en particular las variedades de algebras asociativas y de Lie sobre
un dominio de integridad podemos contestar afirmativamente a laconjetura de
Gerstenhaber (véase (3.2.9)y (3.3.6)) ; mas aln , utilizando el hecho de ser
el equilibrio una condicién local la respuesta sigue siendo afirmativa para otros
muchos casos de anillos base como son los anillos regulares , anillos normales,
etc. (véase con mas detalle el desarrollo de los apartados (3.2)y (3.3) ).

El apartado 3.4. estd dedicado exclusivamente al desarrollo de las tres
teorias de cohomologia definidas en el primer capitulo al caso de una variedad
de la categoria de dlgebras con (anti)automorfismo de periodo dos lo cual esta
justificado , a la vista de todo lo dicho anteriormente, por la necesidad de in-
troducir y estudiar con detalle la teoria de cohomologia del cotriple en estas
variedades dado que clasicamente solo han sido consideradas las correspondien—

tes cohomologias de extensiones y equilibrada ([ 38 ]'[44] , [45] ) siendo éstas
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no oportunas salvo en condiciones de equilibrio . Probamos en el caso de la va-
riedad de algebras asociativas con involucidén o de Lie con automorfismo de perio-
do dos que si el anillo base es un cuerpo se dan las condiciones de equilibrio y
mas en general, si el anillo base se trata de un dominio de integridad , anillo nor-
mal , etc . A estas conclusiones se llega tras observar el desplazamiento del
problema al caso de algebras asociativas o de Lie. Lo establecido para varieda-
des de algebras asociativas con involucidén nos permite a lo largo del apartado
3.5. sacar conclusiones acerca del equilibrio en la variedad de 4lgebras de Jor-
dan. Esta es una variedad no equilibrada siendo en consecuencia la cohomologia
del cotriple la de mas interés a considerar, sin embargo , se da la condicibén de
cquilibrio localmente en ciertas algebras de Jordan como son por ejemplo las
algebras de Jordan de malrices de orden n34 , (3.5.6) , sobre las cuales si
coincidirdn consecuentemente las tres teorias de coho'mologl'a.

Queremos manifestar finalmente que algunos ejemplos como por ejemplo el
de la variedad de algebras asociativas conmutativas no ha sido incluido en la
exposicién de ejemplos al existir una amplia bibliografia sobre ella y concre-
tamente sobre el problema de su equilibrio ; en [16] , [38] ,[92] pueden
encontrarse extensiones singulares de dlgebras asociativas conmutativas con
nicleo inyectivo que no son nulas , siendo en consecuencia una variedad no equi-
librada. ’

Como referencia fundamental para la notacién y aspectos que se hayan elu-
dido en la exposicién de la memoria , [18] , constituye la referencia oportuna.

Quiero expresar por @ltimo mi agradecimiento al Prof. Dr. A. Martinez
Cegarra por su estimulo y ayuda en todo momento, sin la cual,no hubiera sido po-
sible la realizacién de esta memoria . El agradecimiento lo hago extensivo a to-

dos los miembros del Departamento de Algebra y Fundamentos de la Universidad

de Granada .



CAPITULO 1. TEORIAS DE COHOMOLOGIA EN VARIEDADES DE ALGEBRAS

1.1. MODULOS , DERIVACIONES Y DIFERENCIALES EN VARIEDADES
DE ALGEBRAS .

(1.1.1) Notacidén y definiciones previas.
Sea R un anillo conmutativo y unitario y denotemos _M a la categoria de
modulos sobre el anillo R.
Un dlgebra sobre el anillo R , 6 un R-algebra , es un R- mddulo A jun-
to con una aplicacién bilineal 1lamada la multiplicacién
wo ¢ AxA -—-——0 A

Es claro que dar esta aplicacidn bilineal es equivalente a dar un morfismo

de R- mddulos
B! ARQA — A
al cual nos seguiremos refiriendo como la multiplicacidén sobre A .
Un R-dlgebra A se dice unitaria si tiene un neutro 'e" para la multi-

plicacidn, lo cual puede ser expresado en términos de la conmutatividad del dia-

grama
A®A
y' " l e®
A —— j L A
donde: ee . a —— aee y €8 : a — e®a

A lo largo de la memoria denotaremos indistintamente por C a cualquiera

de las categorias :
R - Alg o categoria de R- Algebras

UR- Alg o categoria de R- Algebras unitarias.
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(1.1.2 ) Consideremos el funtor R-mddulo libre sobre un conjunto

F2 : Sets —* RM
y los funtores de olvido
! M—————— Sets
U2 -

U: g ————— Sets

Puesto que para cualquier variedad de 9 -algebras (9 representa el do-
minio de operadores) , el funtor de olvido a conjuntos es algebraico (véase por

ejemplo, [79]), se tendrd para C un funtor

F: Sets ——— C

cuya construccidn explicita puede verse en [83].

Disponemos pues de la situacién

Sets
Blly
F .RM U
Iy
¢
donde 172—-1112 y " F—U

Consideremos el diagrama conmutativo de funtores

c & R M
U\ /U2

. Sets
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El funtor U2 es algeBraico (RM es tripleable sobre conjuntos) y la categoria
C tiene coigualadores ( es tripleable sobre conjuntos y por tanto completa y co-
completa (véase [791)). Entonces, puesto que U tiere un adjunto a la izquierda
U1 tambien lo tiene ('Sandwich theorem" [79] ).

Se tiene pues el diagrama de funtores adjuntos

Sets

(1.1.3) DEFINICION

Dado AeC , un A-moddulo es un epimorfismo escindido en C

E — A ps=1
con nucleo en R-Alg.,M,singular,esto es,con multiplicacibén trivial.
En esta situacidén se inducen acciones (independientes de la escisién elegi-
da s) de A en M, a izquierda y derecha por
i) a.m¥s(a).m |
i) m.a = m.s(a) acA ; meM
habiéndolas denotado, y lo seguiremos haciendo cuando ello no se preste a confu-

sién , como el producto en E.

(1.1.4) Un morfismo de A-méddulos es un diagrama

M A— E —E s 3
—g—+

¢l '$j

M'+—1——> E'——-L'» A
—t

con ¢i=1i"¢ ; Po=p i ¢s=s'



y puede probarse facilmente que un morfismo de A-mddulos es un morfismo de
R-algebras entre los nucleos que conserva las acciones.

Tenemos asi la categoria de A-mddulos a la que denotaremos A-Mod.

(1.1.5) Si AeC , dados dos A-mdédulos M +— E — A y
M +— E' —» 7 tales que las acciones inducidas de A en M respectiva-

mente coincidan, se tiene que » lM :M — M es unisomorfismo de A-médu-
los y por tanto E=E' , estoes , E estd determinado por A , M y las accio~
nes de A en M,

Denotaremos E = MVA y le llamaremos " Producto Semidirecto' de A por

M , y hablaremos de un A-médulo M suponiendo dado MVA

(1.1.6) Para A€C , si consideramos la comacategoria de morfismosa A ,
(C, A) , denotaremos C‘a(g » A) a la categoria de objetos grupo abeliano en (C, A)
(véase [16]), que es la categoria cuyos objetos son los morfismos B— A ta-

les que el funtor B se factorice por la categoria de Gru~
Hom( coaA )( , )
pos Abelianos. =’ A

Un morfismo en Ga(g, A) es un tridngulo conmutativo

f

B —= B'
\A/ tal que

» B B
f:Hom(Q’A)( , X) ——fHom(g,A)( ,}\)

sea una transformacidn natural a grupos abelianos.

(1.1.7) PROPOSICION
Existe una equivalencia natural para cada AeC
C‘;a(_C_Z, A) £ A-Mod

(Explicitamos a continuacidén en C la demostracién de este hecho probado por
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Orzech en [84] , en el contexto, introducido por ella, de una "categoria de inte-
rés'").

Demostracidn:

Supongamos que M +— MVA —L-OA es un A-mddulo y veamos que el

correspondiente objeto grupo abeliano en (C,A) es M{A S

. B MVA
Para BeC seanf y ' pertenecientes a Hom(C A)(t v, Xp) esto es
- A

se tiene el diagrama

B——»MVA
\ /p con pf =t y pf=t
B MJA
Definimos la suma en Hom(C’A)( L, L) por:
- A A
(£+€)(b)=f (b)-st(b)+f'(b) beB

Se verifica que f +f' es morfismo de R-algebras. En efecto:

1) (B+8)(b+b") =f(b+b')=st(b+b' )+ f'(b+b')=
=fMB)+E(b')-st(b)-st(b)+f(b)+f'(b') =
=(E+E)(D)+(E+E)(b")

i) (£+8)(rb)=r (£+f')(b) reR , de forma evidente.

i) (F+£)(bb') =€ (bb')-st(bb')+f'(bb') =
=f(b) F(b')-st(b)st(b' )+ (b) f'(b')

Por otro lado se tiene
[CE+E)OIICE+E)(D) )= [E(b)-st(b)+E' (b)IF(b')=st(b )+E (b )k
=E(DIECD ) +E(DIE'BD' ) -F (b)) st(b )+ (b) £(b' )+ (b) £'(b') -

=P (b)st(b')-st(b)E(b')-st(b)E'(b' )+st(b)st(b')

de rriodo que se trata de probar la igualdad siguiente
f(b)f'(b')—f(b)st(b')+f'(b)f(b')—f'(b)st(b‘)—st(b)f(b')—
= st(D)E' (b )+st(b)st(b') = —st(b) st(b')

Ahora bien , f(b) seri de la forma f(b)=m1+spf(b)=m1+st(b)
y analogamente :

f(b')=m'1+st(b') ; f'(b)=m2+st(b) ; f‘(b'):m'2+st(b')



por lo que se tiene:
E(b) E'(b')-f(b)st(b)+E (bIT(b')-fb)st(b')-st(b)E(b')-
—st(b)f'(b')+st(b)st(b')=mlst(b')+st(b)m'2+ st(b)st(b')-
—mlst(b')—st(b) st(b')+ mzst(b')+s t(b)m'1+ st(b) st(b') -
—mzst(b')— st(b) st(b')—st(b)m'l—st(b) st(b')-st(b) m:,z -
-st(b) st(b')+st(b)st(b')=~-st(b)st(b")

Ademas es claro que f+f' es morfismo de dlgebras unitariassi £ y ' lo

son , de modo que €+f' es un morfismoen C .

El cero de este grupo es st ya que

(F+st)(b) =f(b)-st(b)+st(b) =f(b)

Veamos por Gltimo que el inversode f es f definido f(b)=-£f(b)+st(b)
donde &:MVA— A tal que E(m+s(a))=m es un morfismo de R-mb-
dulos como puede comprobarse ficilmente. (Obsérvese que hemos utilizado el
el hecho de que en MVA todo elemento se expresa de forma (inica m+s(a)’
con meM y aecA ).

En efecto , si f(b) =m1+st(b) y f(b")= m'1+st(b') es facil probar
que £ verifica E(f(b)f(b'))=m1st(b')+st(b)m’1
y como consecuencia { es morfismo de dlgebras. Es claro de nuevo que f es
morfismo en C al serlo f cCE(1) = -EE(1)+st(1)= -E0+1)+1 =1)

Ademas expresando f(b) =m+st(b) se tiene

(E+E)(b) = £(b)~st(b)+T(b)=(b)=st(b)~EE(b)+5t(b)= E(b)-EE(b)=

=m+st(b)-m=st(b)

Reciprocamente , supongamos ahora que p:B — A € (C, A) esun

objeto gru beli .
j grupo abeliano A B

Existira entonces un morfismo cero en el grupo }{om(C A) }" ) al

i
( A’
que denotamos s:A —— B y que verificara pPs = IA
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Si M es el nucleo en R-Alg. de p: B — A se tieeel diagrama (suce-
sion exacta corta escindida por la derecha en R-Alg. )
i
M+ B —Ls 7

3
Probemos que M es singular.

Puestoque p:B — A es un objeto grupo abeliano en (C, A) se tendra
H

un morfismo BxAB —+ B
\ /p ( véase por ejemplo [77]) , verificando:
A
= M = M 1 ’ 1 =
u (u,IB) u(IB,u) ; u(IB,Sp) IB B (sp B) u
donde sp es el morfismo cero en Hom(g’ A)( AP , }\P).

Si g:B— B X, B es el Gnico morfismo inducido por el diagrama

g=(IL_,sp)

B — A

sera g(m+s(a))=(m+s(a),s(a)) y ug=1 y entonces

B
u g(m+s‘(a))=u(m+s(a),s(a))=m+s(a)

ng(m+s(a))=u(sp, IB)(m+s(a))=u(s(a),m+s (a))=m+s(a)
de forma que:
rnlmz =u(m1ﬂ12 ] 0) =u[(m1 yo)(rnzyo)] =u(m1 ’0)u(m2 ,0)=
=ulm , 0)u(0, m)=ulkm ,0) (0, m)]=u(0,0)=0
Es claro por Gltimo , que ambas construcciones son inversas una de la otra

asi como la naturalidad de la biyeccidén establecida.

(1.1.8) Sea A¢C vy denotemos Ao al R-modulo subyacente , esto es AO= Ul(A)
(véase (1.1.1)).

. . ¥* ; .
Considerando el R-mbdulo A = AOGBAO » sea T(A) el 4lgebra tensorial
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. * : Z n »
sobre el R-médulo A , estoes, T(A)-= Rqaml@R A
Destaquemos que el dlgebra (asociativa y unitaria) T(A) es el R-dlge-

* .
bra universal para homomorfismos de R-médulos de A en R-Algebras asocia-

tivas y unitarias.

(1.1.9) PROPOSICION

Sea M un R-mddulo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes para A€C.

i) M es un A-mbdulo.

ii) Existen acciones R-bilineales am 'y ma de A en M y M® A0
conelproduct_o (m,a)(m',a') =(ma'+am',aa')
es un objeto de C al que denotamos MxOA

iii) Existen acciones R-bilineales am y ma de Aen M.

Demostracion: »
i)=ii) Si M es un A-mbdulo se tiene M TREN MVA ﬁ A
y entonces se inducen acciones de A en M segin (1.1.3)
am=s(a)m ; ma =ms(a)
Dichas acciones son R-bilineales . En efecto:
(a1 +a2)m = s(a1+a2)_m = [s(al) + s(az)]m = s(al)m + s(az)m =am+am

a(m1+mz)= s(a)(m1+m2)= s(a)m1+ s(a)m2 =aml+am2

(ra)m =s(ra)m=(rs(a))m=r(s(a)m)=r(am)=r(s(a)m) =
=s(a)(rm) =a(rm)

Andlogamente para ma .

Veamos que M@ A

o €S un R-4lgebra con el producto anteriormente defi-
nido:

[(m1 ;al)+(m2,a2)](m,a)=(m1+m2,a1+a2)(m,a)=
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= (m1a+m2a+a1m+a2m , a1a+a2a) = (m1a+a1m ,ala)+(m2a+a2m ,aza) =
=(m1 ’ al)(m , a)+(m2 , az)(m ya)
Analogamente la distributividad por la izquierda.
En cuanto a la seudoaéociatividad tenemos
r[(m1 ,al)(mz,az)]=r(m1a2+almz,alaz)=(r(m1a2)+r(a1'mz),r(alaz))=
=((rm1)a2+(ra1)m2,(ra1)32)=(r'm1 ,ral)(n12,62)=
=[r(m1 ,al)](mz,az)
Andlogamente se demuestra  r[( m o, a )(m2 , a2)]= (m, , 3 )[r(m2 , az)]
Ademas MxOA es un R-algebra unitaria caso de que A 1o sea con unidad
el par (0,1).
ii)= i) De forma trivial.

iii)=1i) Supongamos dadas acciones R-bilineales am y ma de A en M.

Definimos M +——s MxOA £ A por:
‘ s

itlm)=(m,0) ; p(m,a)=a ; s(a)=(0,a)
que son claramente morfismos de R-médulos
Ademés son morfismos de R-algebras ya que
itmm') =i(0)=(0,0)=i(m)i(m')
p[(m,é)(m',a')]=p(ma’+am',aa')=aa'=p(m,a)p(m',a')
s(aa')=(0,aa')=(O,a)(0,a')=s(a)s(a')
( nbtese que p Yy s son morfismos de R-4lgebras unitarias caso de que A lo sea)
Vemos por Gltimo que las acciones que se inducende A en M son precisa-
mente las dadas, pues denoténdolas por "o'" tenemos
aom=s(a)m=(0,a)(m,0)=(am,0)=i(am)

moa =ms(a)=(m,0)(0,a)=(ma y0)=1(ma)

Concluimos asi que M es un A-mbdulo.
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(1.1.10) PROPOSICION
Para cada A€C existe una equivalencia natural
- = M
A-Mod T(A) od

( T(A )Mod denota la categoria de médulos por la izquierda en el sentido usual
sobre T(A) (1.1.8)).

Demostracidn:

Si M es un A-médulo , por (1.1.9) esto es equivalente a tener morfismos
R-bilineales de A en M y esto por la propiedad universal del coproducto A*
es equivalente a tener un morfismo de R-modulos

' A* BEE———— EndR M

La universalidad de T(A) para R-homomorfismos de A* en R-algebras
(asociativas y unitarias) implica la existencia de un &inico morfismo de T(A)
en EndR M haciendo conmutativo el diagrama

A ——— T(A)

v
EndR M
el cual conviertea M en un T (A )-mbdulo por la izquierda.

(1.1.11) DERIVACIONES
Si A€C y M es un A-mbdulo , una derivacidén de A en M es un morfismo
de R-mddulos d:A — M tal que
d(aa')=ad(a')+d(a)a’ a,a'e A
Notese que si A es unitaria se tiene que d(1)=0
Si denotamos Der(A,M) al conjunto de las derivaciones de A en el
A-mddulo M y definimos en, &1 la suma
(d+d')(a)=d(a)+d'(a) d,d'eDer(A,M) ; acA

se comprueba fadcilmente que Der(A ,M) adquiere estructura de grupo abeliano.
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Si B1 —fb A€(C,A) y M esun A-mddulo , dada una derivacién

d: B1 — M , donde M es un Bl—médulo via f, y cualquier morfismo en la

h
comacategoria (C, A) B, —* B

2 / 1
A
se verifica que dh: 82 — M es una derivacibn.

Se tiene asi, para.un A-mdédulo M el funtor

Der( ,M):(Q,A)o——OGr. Abel.

(1.1.12 Si M es un A-mbdulo , esto es, se tiene M +—» MVA—R* A , en
MVA todo elemento se expresa de forma Gnica m+s(a) meM , aeA
Considerando la aplicacién g: MIA — A definida por £(m+s(a)=m

es facil probar que ¢ es una derivaciénde MJA en M , donde M es un MVA-
-mddulo via la proyeccién MJA —2+ A
(1.1.13) PROPOSICION

Para cada A€C yun A-mddulo M existe una biyeccién
A Mia

~ TR
Der(A, M) Hom(S,A)( A’ R )
Demostracién :
f
Dado A — MJA un morfismo en (C,A),
A
definimos d}.:A — M por drzgd donde ¢ es la derivacién de-

finida en (1.1.12) . Se tiene entonces que df es una derivacidén al serlo ¢
Reciprocamente ,si d:A ——— M es una derivacién , sea fd el morfismo
de R-mddulos de A en MVA definido por fd(a)=d(a)+s(a) aeA
fd es morfismo de R-4lgebras pues
fd(aa') =d(aa')+s(aa')=ad(a')+d(a)a'+s(a)s(a') =
=[d(a)+s(a)][d(a')+s(a")]= fd(a) fd(a')

( Si A es unitaria fd(1)=d(1)+s(1)=(0,1)).
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Ademis , ambas construcciones anteriores son inversas una de la otra. En

efecto:

df(a)-—:(E’,fd)(a)=S;[d(a)+s(a)]=d(a) aeA
d

fdt(a)=df(a)+s(a)=€[f(a)]+s(a)=!:[m+s(a)]+s(a)=m+s(a) =f(a)
( habiendo expresado f(a)=m+s(a)).

(1.1.14) PROPOSICION

Si A¢C y M es un A-mddulo , existe una equivalencia natural de funto-

res a la categoria de Grupos abelianos

~ l
Der( ,M)-Hom(C’A)( , )

Demostracidn:
Paracada h:B —— A € (C,A) se tiene el diagrama
/1
M +— MVB B
L ]
VAR
M +— MVA — A
-t

donde la propiedad universal del cuadrado cartesiano nos induce la biyeccién

B MIB 113 M}A
Hom(g,B)(g, é )=Hom(c_,A)( Ah, Ap)
y teniendo en cuenta (1.1.13) se tiene
B MIB 113 MIA
D B, = y = y
er (B, M) Hom(S’B)(ll?l, é ) Hom(E’A)(Ah 11\ )

de modo que a una derivacidn d le hace corresponder el morfismo nf

La naturalidad se comprueba facilmente.
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(1.1.15) El funtor Der( , M) como acabamos de ver es un funtor correpresen-
table. Dicho funtor es tambien representable como veremos en la siguiente propo
sicién. Para ello , si A€C y M esun A-mbddulo , llamamos

T(A)®,_ A
Pl\

1A=

siendo P el submédulode T( A)®R A generado por el conjunto de elementos
’ - ? , ' A }
‘l(al 0)0&2 loa1a2+(0 az)caa1 / 3 + 3¢
(1.1.16) PROPOSICION

Para cada A€C ycada A-médulo M, existe un isomorfismo de grupos

abelianos Der(A , M) sHomA(IA » M)

Demostracidn:

Sea f:1A —*Me HomA( IA,M) . Definimos una aplicacién
df: A——M por df(a) =f(lea) que sera un morfismo de R-mbddulos
al serlo f .

Para ver que d‘r es una derivacidn, notemos en principio que si M es un

A-mbdulo se tienen acciones segiin (1.1.3)

ap:AxM — M y pa:MxA — M
es decir morfismos :
m
——ep .
A End, M tal que a — L: I
am
m
A —End M tal — :
dR que a Ra n}
(L, R a .
y por tanto un morfismo A EndR M donde A = AOQB A0 como
en (1.1.8) vy tal que
m
(a,a")——(L ,R)(a,a'): |
a a

am+ma'
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Se tiene entonces por la universalidad de T(A) el diagrama conmutativo

A*-——*T(A)

. P9 tal que:
(La,Ra) v
End M
m dR m
®(a,0)=L: ] y ®(0,a)=R :]
% am ma

de modo que:
(a,0)m=29C(a,0)(m)=am
(0,a)m=¢(0,a)(m)=ma
(a,a')m=9%(a,a')(m)=am+ma’
[(al »a)ela, ,az')]m =0 [(a1 yade(a, ,a2')](m) = [<1’(a1 ,a) oCa, ,az‘)](m)=
=0 (a1 ,al')(a2m+ma2') = a1a2m+a1ma2'+a2mal'+ma2'a1'

Entonces:

df(a1a2)=f(1 a1a2)= f[(a1 ,O)0a2+(0,az)aa1] =

=f[(a1 ,O)oa2]+f[(0,a2)®a1] =

=l’[(a1 ,0)(1®a2)]+f[(0,a2)(1®a1)]=

i

(a1 ,O)f(loiva2)+(0,a2)f(1eba1)=(a1 ,O)clf(a2)+(0,a2)df(al)=

3 4(a))+ 4 (ada,

y por tanto df es una derivacidn.

]

Sea ahora deDer(A,M). Definimos fé: T(A)®RA —— M  por:
fé(loa)=d(a)

fé[(al,al')ea]=a1d(a)+d(a)a’1

f('i[((al ,al')e(az,az'))@a] =a_ a d(a)+a1d(a)a' +a2d(a)al' +d(a)a'a’

12 2 21
y se extiende por linealidad.
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Puesto que al ser d una derivacibn se tiene :

e [(a ,0)ea, -1ea a, + (0, az)oa
—f(i[(a1 ,O)oa2] £ (1@a1a2)+f' [(O a, )ea]*
= ald(az)— d(alaz) + d(al) a, = 0
se verifica que t'('j se anula sobre los generadores del submodulo P definido en
(1.1.15) lo que nos proporciona un morfismo de A-médulos fd: 1A — M
Por Gltimo , las construcciones anteriores ( que son claramente morfismos
de grupos abelianos) , son inversas una de la otra. En efecto:

! (a>=fd<1_o”a)=d<a)
d

fdr<175)=dr(a)=f(1?5)

(1.1.17) Considerando el funtor de inclusién-olvido  ]: A-Mod —* (C, A) ,

JCM) = MJA — A (véase (1.1.5)), éste es tripleable y en particular se tie-

ne una adjuncién (C,A)

DA ]

A-Mod
Si B —* Ae(C, A), teniendo en cuenta la adjuncién asociada al cambio

de anillo T(B) — T(A) (véase por ejemplo [49] ) y (1.1.10), (1.1.14) y
(1.1.16) se tendréa:

B MIA
m y = D ~ ~ ,
o (C,A)(l | Yz Der(B,M)= Hom, (1B, M) = Hom  (T(A)@ o 1B, M)
= A A
de modo que el funtor DA llamado ' Funtor de Diferenciales " estara dado sal-

vo equivalencia por:
~ B

DA( X)zT(A)@T(B)IB
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A
B

y en particular DA( X): IA
Denotaremos en lo que sigue , si no hay lugar a confusién, DA(B) = DA( A)

F — U, (1.1.2), se tienen funtores ad-

(1.1.18) Considerando la adjuncidn

juntos ( véase [16]) para AeC

(Sets , A)
(C,A)

y UA son los funtores inducidos por F y por U en la comacatego-

donde FA
riay A=U(A) es el conjunto olvidado de A.

Supongamos que A es el R-algebra (unitaria) libre sobre el conjunto S,
la unidad de la adjuncién

j: 8 — UF(S)=A

estoes, A=F(S) , ysea
F—4U .1.2).
A

Se ti 1 t F (jo=1u D i) =

e tiene claramente A(]) " de donde AFA(]) DA(A)

La adjuncidén DA -] nos da el isomorfismo natural

o A D (ANA
cn, M
A

HomA(DA(A), DA(A))“——'Hom(g’A) h

y denotemos e'za(1): A -——*DA(A)VA
Puesto que , por (1.1.13), se tiene

A D ANA
Hom(g,A)(lj{, 1}\ )=Der(A,DA(A))
e' por este isomorfismo serd d ,=¢¢'
€

la derivacion correspondiente a
a la que denotaremos ¢
Entonces , para un A-mddulo M , el isomorfismo de la adjuncidn

DA —i]sQ.1.17) ,
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) A MIA
~ l i
HomA( DA('A)’M)_Hom(C,A)(A’ A)

sera tal que ®(f)=](f)e' .y componiéndolo con el isomorfismo de la

adjuncion FA — UA

A MIA S Mi
~ S S - (L3, 4
HomA(DA(A),M) Hom(_c—’A)( A’ A ) Hom(Sets,A)(A %
sc tendra el isomorfismo dado por o(f) =J()e j
Como se tiene claramente que MJA = Mx A , se da la biyeccidn natural
S MIA

Hom( Sets,z)(%’ 71{ )= HomSetS(S,M)

dada por 5*(h)= th donde ¢ es la aplicacibén definida en (1.1.12)
Uniendo ambos resultédos anteriores , se tiene pues una biyeccibén natural
0'

HomA(DA(A),M) = HomSet

(s, M)
S
dada por  O(E)= £](D)e j=Ffej .

Tenemos pues que para cualquier A-mbdulo M y cualquier aplicacidn

s:S5 — M existe un fnico morfismo de A-mddulos f: DA(A) — M
tal que Te j=s .
Si suponemos que j: S —— A es la inclusién tenemos :

(1.1.19) " Si A esel R-algebra (unitaria) libre sobre el conjunto {ai / iel }
entonces DA(A) es un A-mddulo libre sobre el conjunto {e:ai / el } don-

de e A —— DA(A) es la derivacion correspondiente a la unidad de la

- adjuncion considerada anteriormente."
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(1.1.20) "Derivadas de Fox"

Si A es libre sobre el conjunto S = { a /el } y teniendo en cuen-~

ta (1.1.10) y (1.1.19) se tendra que DA(A);i?IT(A) .

Si  n: .@I T(A) — T(A) es la i-ésima proyeccion, definimos
iie
la i-ésima derivada de Fox 81: A — T(A) como la derivacidén co-
rrespondiente a dicha proyeccién mediante el isomorfismo (1.1.16) para M=T(A)

es decir , mediante el isomorfismo
HomA(DA(A), T(A))=Der(A, T(A))

Sera por tanto 3 =T ¢ y entonces para cualquier a de A ,si
i

e(a) se expresa en funcidn de la base por e(a)= It e(ai) sera 'r)i(a)= t
Obtenemos pues que para cualquier '4' perteneciente a A

e(a)=1 @ (ade(a
i‘I 1 1

(1.1.21) VARIEDADES

Sea Xm el conjunto numerable consistente de los elementos x1 1 Xy ee e X een
y denotemos F al R-algebra (unitaria) libre sobre el conjunto X , estoes,
F_=F(X) (véase (1.1.2)).

Un elemento feF_  es una identidad sobre un R-4lgebra (unitaria) A ,
o dicho de otra forma, A satisface la identidad f ( estrictamente hablando Jf=0) ,
si cualquier homomorfismo de R-4lgebras(unitarias) de F en A lleva f en
cero.

Sea S un conjunto de elementos de F_. Entonces la clase V de todas
las R-algebras (unitarias) satisfaciendo cualquier f¢S se llama la variedad

de R-algebras (unitarias) determinada por S , V(s).

Definiendo una clase cerrada de R-4lgebras (unitarias) como una clase
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de R-dlgebras(unitarias) que es una subcategoria plena de C cerrada para
subobjetos , objetos cocientes y productos es conocido el teorema de Birkhoff
que afirma que una clase de C es una variedad si y solo si es una clase ce-

rrada de R-dlgebras (unitarias) . (Véase [83] o para un estudio mas general [41]).

(1.1.22) PROPOSICION
Dada una variedad V de C existen funtores adjuntos
C
P n I (inclusidn)
v

(esto es, V es una clase reflexiva de c )

Demostracibn :

Véase por ejemplo [83 ]

(1.1.23) DEFINICION
Si V es una variedad de € y A pertenecea V , un A-mddulo M esté

en V siel producto semidirecto MJA pertenece a V.

Si denotamos VA-Mod a la categoria de A-mbddulos en V , la siguiente
proposicidn nos da la equivalencia entre ésta y la de mbdulos sobre un determi-

nado anillo cociente de T(A) ( definido en (1 .1.8))

(1.1.24) PROPOSICION

Dado A€V , la categoria VA-Mod es equivalente a la categoria de mé-
dulos a la izquierda sobre el anillo cociente T(A)
IV A

donde IV A es el ideal bilatero del anillo T(A) generado por el conjunto

{T(w)(aif) / i=1,2,...; fes \veHomC(F ,A)}
6éiendo ai las derivadas de Fox (1.1.20)) o

Demostracién:

Véase [64] y [18]
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(1.1.25) Si V es unavariedadde C y Ae¢V tenemos la situacion
P
(V,A) &—— (C,A)
s .._____,I =
D ]
VA \ D, ]
=VA- Mod 2 A-M
T(A)MOd VA-Mod T(AS o od
IV A
donde hemos denotado de nuevo P —— 1 a laadjuncién inducida en la coma~-

categoria por la dada en (1.1.22) y DVA

sera el adjunto a la izquierda del funtor inclusién-olvido ]V que es tripleable).

al funtor de Diferenciales en V (que

Si M es un VA-mbdulo,es un A-mddulo mediante el cambio de anillo

TCA . ..
T(A) — T (A) y podemos asi calcular explicitamente el valor del funtor
\Y
DVA sobre (V,A). Enefecto,si B — Ac (V,A), teniendo en cuenta
(1.1.14) y (1.1.16) vy las adjunciones asociadas a los cambios de anillo
T(B) , "If(g) y 'If(g) . "If(ﬁ)
\Y% ’ \Y \Y
se tiene:
B MJA
Hom o AyC L | )= Der(B,M)= Hom (1B,M)=
- A A
=Yy — ~
om g ¢ i, B ®repy! B M
T(A) T(B)
=H ——® —® x
Al T A ot T Oy B M)
V T_B \Y
\
A
= Hom (T( )® IB,M)

\
A IVA T(B)
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de modoque D, K (B) estara dado, salvo equivalencia por:

VA
T(A)
= 1B
A= IR Pemy
y en particular (A)_ T(A)®
1 A T(A)

(1.1.26) Sea V unavariedadde C y AeV.

Considerando las adjunciones inducidas en la comacategoria por las de (1.1.2)

se tiene el diagrama de funtores adjuntos
(Sets, A)

F, I Upu

FA (1{4, A) §]

FIALIU

(C,A)

P II

(V,A)

que proporciona , por composicion, el nuevo diagrama de funtores adjuntos

(Sets, A)

VA R

V A-Mod
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Denotaremos GA al cotriple en (V, A) inducido por la adjuncién

— UVA y G al inducido por la adjunciéon F A — U1 ( véa-

FVA RA I\Y VA

se por ejmplo [77] ).

En (V, A) tendremos la clase de epimorfismos escindentes en (Sets, A)

a la que denotaremos &G

y la clase de epimorfismos escindentes en (_M, A)
A .

R

a la que denotaremos 5(12

" RA
Se prueba facilmente que

€
—
Bl\ /BZ
A
es un epimorfismo perteneciente a éG ( 5@ ) siysolosi ¢es sobre (R-es

A RA
cindente) .

En la categoria VA-Mod tendremos la clase E ( ER) de todos los epi-

morfismos ¢ : M —— N tales que JV (¢) pertenezca a éq; ( 5«; ) yse
A RA
puede probar facilmente que ®€ E( %) siy solosi ¢ es sobre ( R-escindente)

como morfismo en V.
Denotaremos w((//'l;) a la clase de monomorfismos en VA-Mod asociada
a la clase de epimorfismos E(ZR) , es decir, V/((/‘(R) es la clase de monomor-
fismos que son nucleos de los epimorfismos de la clase g(%) . (Véase [49]).
Es inmediato que w’{es la clase de todos los monomorfismos y esta es una
clase inyectiva (véase por ejemplo [81] ).

Es claro tambien que la clase J\(R es la clase de monomorfismos de VA-md

dulos que son R-escindentes, es decir, sus olvidados son secciones en RM .

(1.1.27) PROPOSICION
/qu es una clase inyectiva , esto es , existen suficientes inyectivos respec-
to a esta clase de monomorfismos en VA-Mod

(Véase desde un punto de vista mas general [52] )

Demostracién:
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: T(A)
Considerando la composiciédn R —— T(A) — T A tenemos
\
que todo VA-mbédulo (médulo por la izquierda sobre A ) es un R-mddulo
\Y
via la composicidn.
Veamos que Ho%( II.——-[/:—) , N) eT(A )Mod es inyectivo respecto a »’/[R
V e
]VA
j ,
para cualquier NeRM . Para ello si L1 +— L2 es un monomorfismo de
T(A
VA-médulos R-escindente y dado cualquier morfismo L1 —_— HomR I(—A)’N)
A
tendra que existir L, — HomR( ]LA-), N) haciendo conmutativo el tridn-
2 IVA
gulo
“+—
L1 p L2
l ."
T(A)
HomR( IVA » N)
S : . . T(A) .
Por la adjuncion asociada al cambio de anillo R —— —— se tendréin
WA
isomorfismos
T(A)
H L ,N)= s T s
omR(1 ) HomVA(L1 HomR( LVA N))
T(A)
H L ,N)= , -
omR( 9 ) HomVA(L2 HomR( ]VA N))
Ahora bien, puesto que j: L1 — L2 es R-escindente, existe un mor-
fismo j' de R-mbdulos j': L2 . Ll tal que j'j =IL y definiendo:
1
0:H L ,N) —+ ,
omy ( 9 ) HomR ( L1 N)
por o(h)=hj , es claro que © es sobre pues para cada g: -L1 ——* N

se tiene que g(gj')=g.

Entonces , teniendo en cuenta los isomorfismos anteriores, se deduce que
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T(A) T(A)
}-{on\IA(Lz,Hon1R(i-—A,N))——’Hon\/A(Ll,HomR( , N))

I
T(A) VA

es sobre y consecuentemente Hom_ ( —=, N) es W —-inyectivo.
"R 1A R
ldentificando ahora cualquier VA-mddulo M con el VA-médulo
T(A)
HornVA( I'_fﬂ\_), M), se obtiene un monomorfismo M —— Ho ( A, , M)

vA ™ I A

que es R-escindente, esto es , que pertenece a MR . En efecto, definiendo

T(A) ¢ T(A)
Hom_( y M) * Ho (==, M)z M
RIA VAT TA
por  ¢(h)=h(1), setiene que ¢ es un homomorfismo de R-mddulos y

ademéis : .
Covd)(m) =0 [v(m)Ey(m)(1)=1m=m

1.2. COHOMOLOGIA DEL COTRIPLE. COHOMOLOGIA EQUILIBRADA.
COHOMOLOGIA DE EXTENSIONES.

(1.2.1) " Cohomologia del cotriple "

Si V es una variedad de € y AeV podemos considerar en la coma-

categori V,A) 1 tripl G (8
egoria (V, A) los cotriples A Y G

U ———‘ i - - -
FVA VA y FlVA | UlVA respectivamente , comoen (1.1.26)

» inducidos por las adjunciones

Siguiendo la técnica de Barr-Beck en [13] para cada objeto B —» A

de (V,A) tendremos su resolucién simplicial (libre) standar

(B) = n+1

G B)= .... e oy 2 .
 (ROA Gryn ® T Ggya(®) GlRyaBY == Gy BY—> B

51 M es un A-mddulo en V, considerando el funtor (véase (1.1.11))
Der ( ,M):(V,AY — G. Abel.

como funtor de coeficientes , tendremos funtores de cohomologia
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XR)

', M)py= H' C, Der( M) n30
(R)A
n, B _ n
Para B ——* A€(V,A) denotaremos H (}\ ’M)(R) por H (B,M
Destaquemos que la cohomologia H( , )(R) es funtorial en ambas varia-
bles (véase [13] ).
Si o es un epimorfismo en la clase f ( véase (1.1.26)) tendre-
G
(R)A
mos tambien su cohomologia
H' (o, My, = H' (o, Der( , M)
(R)A

( Para mas detalle véase [18] )
Especificaremos a continuacibén, sin demostracidn, los resultados genera-

les que atafien a estos grupos de cohomologia y que utilizaremos en los siguien—

tes capitulos .

(1.2.2) PROPOSICION

Si es un epimorfismo en la clase 6

g
B, —+ B
1\ / 2 ; G(R)A
A
existe una sucesidn exacta larga natural para cada A-mbdulo M

0 —— Der(B,, M) — Der(B, M) ——s 1O (o, M)

/ (R)

1 -
HY(B M) — ... H" Mo, M) —H" (B, M) —» ...
27 (R) 2"
Demostracidn:

Vease por ejemplo [18] y téngase en cuenta que el funtor Der( ,M)

es E

(B(R)A—exacto por la derecha.
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(1.2.3) PROPOSICION
Si L +——— N —€++ M €S una sucesién exacta corta de \_/A—médulos

con “%R) (véase (1.1.26)) , existe entonces una sucesidn exacta larga na-

tural para B——Ae(V,A)

Q0 — Der(B,L) — Der(B,N) — Der(B,M)

-

, 'HI(B,L)CR)——* Hl(B,N) ——+H1(B,M) -——'HZ(B,L) ..

® ® ®
Demostracién:
Véase por ejemplo [18]
(1.2.4) PROPOSICION
Si B — A €s un epimorfismo en la clase 5 y suponemos
\.A/ (R)A

que L =Ker o , setiene un isomorfismo natural para cada VA-mbdulo M

0 L
H (¢, M&D=HomVA(?Z , M)
Demostracién :

Es un caso particular de 1a realizada en [18]

Teniendo en cuenta (1.2.3) y (1.2.4) se tiene la sucesién de cinco tér-

minos :

(1.2.5) O——’Der(A,M)ﬁfDer(B,M)“’HOH\VA(I’{:Z',M)

/

1 1
H (A,M)(R) —+H (B,M>(R)

(1.2.6) Si A!Y Yy M es un A-mbdulo en V , dado un epimorfismo sobre

(R—escindente) E —Z A en V  con nucleo en R-Alg M , existe una aplica

cidén (morfismo de R-médulos) s: A — g tal que o5 = y podemos

A
definir entonces acciones de A en M (que no dependeran de la escisidn elegi-
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da s ) por:
i) am=s(a)m

ii) ma=m s(a)

(1.2.7) DEFINICION
Si A€V , una (R)-extensidén singular de A por el VA-modulo M, es un
epimorfismo sobre ( R-escindente) E — A en V con nicleoen R-Alg M

y tal que las acciones de A en M inducidas como en (1.2.6) coincidan con las

dadas segin (1.1.3).

Representaremos una (R )-extensibén singular de A por M mediante el dia

grama M +——E —Zw A

(1.2.8) Dos (R)-extensiones singulares de A por M , M+ Ei —+ A

i=1,2 son equivalentes si existe un diagrama

M+——>E — A

1
I
M*—’Ez'——ﬂA

siendo f un morfismo en V ( que serd un isomorfismo )

Denotando E(A, M)(R) al conjunto cociente de clases de (R )-exten-

siones singulares de A por M, se tiene.

(1.2.9) TEOREMA

Para cada A-mbédulo M y B — Ae (V,A) existe una equivalen-

cia natural

1 =
H (B, My =E(B, M),

Demostracion:

Véase [16] & equivalentemente [18 ]
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(1.2.10) " La cohomologia equilibrada

Si V es una variedadde C y AeV tenemos el funtor
Der (A, ): VA-Mod — G.Abel.

donde Der(A ,M), para MeVA -Mod , es el grupo abeliano de derivaciones

de A en M.

Definimos el n-ésimo grupo de cohomologia equilibrada

-n
H (A, n 20
A Xm)
como el n-ésimo funtor E(R )~ derivado por la derecha del funtor aditivo en-

tre categorias abelianas Der (A, ) ( Véase [15]y [921])
La denominacién de equilibrados para estos grupos de cohomologia es debi-
da a la anulacion de ellos cuando el mbdulo de coeficientes es W((R )—inyectivo

como se sigue de su definicién y serd justificada en el siguiente capitulo.

Puesto que para cada VA-médulo M y segin (1.1.25) se dispone del iso-

morfismo ~ p . .
Der(A ,M)= HomVA( DVA(A) , M) se tendra el isomorfismo na-
tural :
1.2.11) H'A, ), = Ext" (D (A), ) n 0
e * Ry T Pt At Ry g

A
(1.2.12) En orden a establecer la funtorialidad de los grupos de cohomologia

equilibrada en la primera variable, observemos que dado un morfismo B —f—' A
T(B) . T(A)
1 v B IV A

y el isomorfismo natural (1.2.11) se tiene una transformacidn natural

en V vy considerando el morfismo de anillos inducido

- ~ n n
HTA, Yo B (Pya(Ads J— Extl (D (A), )

TB) (R)

™
W =
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Teniendo en cuenta ahora el diagrama conmutativo

DVB(B) —_— DVA(A)

siendo dB y dA las derivaciones correspondientes a la unidad de la adjuncién

DVA——I ]V y h el Gnico morfismo inducido por el isomorfismo

Der(B, DVA(A)); Horan( DVB(B) . DVA(A)) , se tendra la transfor-

macién natural

:—n
E (DVB(B)’) H (B, )

n
(D (a0 ) * Extrop Ry (®)

n
) (R
IVB IVB
que junto con la encontrada anteriormente establece la funtorialidad de la coho-

mologia equilibrada en la primera variable .

(1.2.13) PROPOSICION

. € .,
Si AV y L +—— N —» M €S una sucesion exacta corta de

VA-mbdulos con eeg(R) existe una sucesidon exacta larga natural

0 —+Der(A,L) — Der(A,N) —> Der(A,M) —> HYA,L)

/ (R)

-1 -1 -2
H (A,N)CR)—» H (A,M)CR)—-»H (A,L)(R)——-’

Demostracidn:

Esta es la serie larga del funtor Ext en la segunda variable despues del

isomorfismo (1.2.11)

(1.2.14) La interpretacidn de los grupos de cohomologia equilibrada sera estu-

diada con todo detalle en el segundo capitulo. Por ahora , el isomorfismo (1.2.11)
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=1
nos permite la interpretacion del grupo H (A, M) como el grupo de cla-

(R)

ses de equivalencia de (R )-extensiones de VA-mbdulos

M+——2> N —+» DVA(A)

y mas en general, la interpretacidn del grupo H"CA , M?ﬂ)como el grupo de cla-

ses de equivalencia de ( R)-n-extensiones de VA -mbdulos

(para mas detalle véase por ejemplo [49] )

(1.2.15) "Ia cohomologia de extensiones "
Sea V una variedad de C, AeV y M un VA-mbdulo.

Se define una (R)-1-extensién de A por M como una (R )-extension sin-

gularde A por M (1.2.7)

Para m>1 , una (R)-n-extensién de A por M es una sucesién exacta

M-O——oMl-—> ot T M, —— E — A
r‘_

que es el producto de Yoneda o yuxtaposicién de una (R )-extensidén singular
L+—E —+ A

por una sucesidn 2 R )—exacta de VA-mddulos

(
M*——»Ml e JRRIEERIEE —-»Mn_l — L
Dos (R)-n-extensiones de A por M son equivalentes si existe un dia-
grama
MM = —— M ——— E —hr 4
S
h1 hn—l
g
Mt—s M' — -oen.... —_— M

E' —+ A

Mn—l \‘ /'
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con h1 s ey hn—l y g morfismos de VA-modulos.

El conjunto cociente, bajo la relacién de equivalencia generada por esta
relacién, de clases de (R )-n-extensiones de A por M es un grupo abeliano

con la clidsica suma de Baer [ 6 ].

Detinimos entonces , para nz1 , el n-ésimo grupo de cohomologia de exten

siones TN s M )( R) como el grupo de clases de equivalencia de (R )-n-

-extensiones de A por M.,

Estos grupos de cohomologia tienen caraéter funtorial en ambas variables
como puede verse en [ 38].
(1.2.16) PROPOSICION

Si L+—B —+ A esuna (R)-extensidn singular en V se tiene

para cada VA-moédulo M la sucesidn exacta

~1 ~1
Der(A ,M) +~—— Der(B,M) — Horx{”‘SL,M)—-—' H (A ’M)(R)——' H (B ’M)(R)
Demostracion: ( [38] )
. , ~1 1 _
Notese que, después de (1‘.2.9), H (A, M)(R)_ H (A ’M)(R) , YV esta su

cesidn coincide con la sucesidén de cinco términos (1.2.5)

(1.2.17) PROPOSICION
Si M +—s M — M'""  es una sucesidn exacta corta de VA-mbdulos

para AeV con ¢« %R) » existe una sucesibn exacta larga natural

O — Der(A,M') — Der(A,M) — Der(A,M'") —» ﬁl(A,M')

/ (®)

ﬁl(A ,M?R)—-o F{I(A ,M")(RT-—» ﬁZ(A ,M')(R_)_...

Demostracién: ( [38] )

Noétese que los seis primeros puntos de esta sucesidn exacta larga, son los



mismos , salvo isomorfismo, que los de (1.2.3) para B=A .

(1.2.18) PROPOSICION
Dado A€V y M un VA-modulo JI{R)—inyectivo se tiene que

~n
= 2
H (A,M)(R)O n»2
Demostracidn:
Basta tener en cuenta el diagrama
'Y 'Y o .
M » M1 -+ B * A
s
M M —2— A A

donde s existe por ser M w((R)—inyectivo.
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CAPITULO 2. VARIEDADES EQUILIBRADAS

2.1. LA HOMOLOGIA DEL FUNTOR DE DIFERENCIALES Y SU INCIDENCIA
EN LA COHOMOLOGIA DEL COTRIPLE

(2.1.1) Sea V una variedadde C y AeV.

Considerando la comacategoria (V, A) se tiene un par de funtores adjun—

tos (1.1.25) (V. A)

DA l ]]
A-Mod

donde por comodidad , hemos denotado A-Mod a la categoria de A-mddulos en

V (estoes VA-Mod ) y DA al funtor de diferenciales en la variedad DVA .

Puesto que el rango del funtor DA es una categoria abeliana , podemos de-
finir funtores de homologia en (V, A) con coeficientes en DA relativos al co-

ol - 1.
triple G(R)A ( definido en (1.1.26)) Hn( ’DA)G n30

RA

y que para B —— A€(V,A) vendran calculados como el n-ésimo grupo de

homologia del complejo

nl n n
A (R)A( ) A (R)'\( ) A (R)\(B)
P implif d }?
a S ifi [} t ’ D ’
ra simplificar , denotaremos Hn( A A)G por Hn(B DA)(R)

Y Sa P Gpy

(2.1.2) Si B —4 A esun epimorfismo sobre (R-escindente) y conside-

rando el funtor DA que es CE(I; —-exacto por la derecha, se tendrd la sucesién

®A

exacta larga natural ( véase por ejemplo [ 18] )
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S D (A) —+ 0
C— H (A, DA)(R)_—’ H (o, DA)(R) D (B)
0 . L
Puesto que segin (1.2.4) , H (o,M)(R)z HomA(L—z-, M)

siendo L=Keroc y M cualquier A-mbddulo, puede demostrarse ( [18] ) que

entonces

n

H(o,D)

L
A(R) 2

de modo que la sucesion exacta larga anterior proporciona la sucesidn exacta

L
7 Bm— DA(B) — DA(A) — 0

Podemos suponer en adelante, sin perder generalidad , que el funtor DA

conserva epimorfismos R-escindentes al considerar la cohomologia relativa (véa_

se por ejemplo [15] ).

(2.1.3) PROPOSICION
Para cada n21 , Hn(A y I)(R)= 0 para todo A-mbdulo f{R)-inyec-—

tivo 1 siy solo si H(A D)

A(R)
( JV((R) es la clase de monomorfismos definida en (1.1.26))
Demostracidn:
Supongamos que H" (A , I)(R)= 0 . Probemos entonces que el complejo
: n+l
1 L —— —y A
D PaSry(A) Dy Gy A P (R)( )

es exacto. Bastara para ello probar que para todo A-mbddulo ‘/‘/(R)—inyectivo 1

el complejo siguiente es exacto

(2) - — HomA( DAG(R)(A) 1) —'Hom (D GR)( A),1) — Hom (DAG(R) (A) -




49

Ahora bien, considerando la adjuncién DA — ] citadaen (1.2.1)

este complejo es equivalente al:

Gg(A) WA (r[‘o(A) 17A M](A) WA
3 - —*Hom(Y’A)( | l ) —* Hom(Y’A)( l l ) —* Hom(V A)( l l )
A A A A A

y éste, teniendo en cuenta (1.1.14), lo es al:

(&) = = Der (G, (A), 1) — Der(Gly (A), 1) —> Der (G (A), 1) =

(R) R) (R)
y este es exacto pues su homologia es Hn(A y 1 )(R)z 0
Reciprocamente, si suponemos que H (A,D )(R) 0 , setiene que el
complejo (1) es exacto y por tanto lo son tambien los complejos (2) , (3) y (4)
de modo que Hn(A y 1 )(R)= 0 n>l

(2.1.4) DEFINICION

Sea £ una categoria y & una clase de epimorfismos en £ . Si suponemos

que existen productos fibrados de éstos , entonces , un funtor F: £ —» Ab

’

donde Ab es una categoria abeliana, se dice aditivo si dados morfismos

c—nBeE ; x—B y t:X —C  i=1,2,3,4

£.

N

en HomAb(F(X),F(CxBC)) se verifica:

haciendo conmutativos los diagramas X

Esta definicidén de funtor aditivo, debida a Rinehart ([88] ) , generaliza




el concepto usual de aditividad para un funtor entre categorias abelianas que con-

serve el cero.

(2.1.5) PROPOSICION
El funtor de diferenciales DA: (V,A) — A-Mod es aditivo (en el
sentido de (2.1.4)) respecto a la clase de todos los epimorfismos sobre.

Demostracidn:

Consideremos el diagrama conmutativo

n
om(y,A)( CxBC , ]DA(CxBC)) = HomAk( DA(CxBC), DA(C)(BC))

»*

g, 1) [DA( fi,fj)]*

. jul
Hom(y’A)( X, ]DA(CXBC)) f— HomA( DA(X), DA(C x”C))

obtenido a partir del diagrama

_

donde el morfismo C—+3B es un epimorfismo en la clase E ((1.1.260)

Ca

Es facil ver que el funt H , JD iti
q untor om(Y’ A )( ] A( C xBC)) es aditivo ( pues
]DA(CXBC) es grupo abeliano en (V, A)) y se tendréd consecuentemente

CELE)+CE €3 3 3
1y2 + 3, A)Z(fl’f4)+(f3,f2)
de donde . "

n(fl,f2)+n(f3,f4)=n(f1,f4)+n'(f3,f2)
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y por la conmutatividad del diagrama anterior

[b,Ce ,t, yI'n+ [D A By fA)] n=[D,CE 1) )] ns [, (s, f2)] n
Por otro lado , existe heHom(Y,A)( CxBC v ]DA(C)QBC)) tal que
n(h) =1

DA( CxBC) » de modo que

n(h) DA( fl ,f2) +n(h) DA(f3,f4) =n(h) DA(f1 'fA) +n(Ch) DA( f3 ,fz)

es decir:

DA( t')+DA(f3 fA)—D(f fA)+DA(f3’f2)

y por tanto el funtor DA es aditivo .,

Siendo F:(V,A) — Ab , con Ab una categoria abeliana , deno-

taremos en lo que sigue Hn( , F )(R) al n-ésimo grupo de homologia con
coelicientes en el funtor F y relativo al cotriple G(R)A

(2.1.6) LEMA ( Rinehart)

Si F:(Y,A) —— Ab , siendo Ab abeliana , es un funtor 5@ -exac_
(RA

to por la derecha y aditivo y o¢: B —+ A es un epimorfismo sobre ( R-es-

cindente) se tiene
H(o, F)oy= Coker [ F(1,1): F(B) — F(BxAB)]

(R)
Demostracién:
Considerando el diagrama Bx Bx B
fi i=1,2,3,4
B
xAB E— 13
B —m+ A
dond f. = H = = H = i
onde 1= f2 f3 “1 ; f4 . y teniendo en cuenta que por

hipdtesis F es aditivo , se tiene:
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F(“O, "1)+ F(ﬂ1 ,w2)=F(w0,n2)+ F(ﬂ1 ’“1)

Puesto que HO(O,F)zCoker [F(ﬂo,nl)—F(nO, 1r2)+ F(ﬂ1 ,112)]

( véase para ello [18] ) y ya que:
- = = , 1 =F(1,1)F
F(ng,m)=F(n,m)+Flm ,m)=F(n ,m) Fl(1,1)m] m

se tendra:

Ho(o, F) =Coker[F(1,1)Fn1] = Coker F(1,1)

(R)

ya que al tomar conlicleos pueden despreciarse las partes épicas del principio .

(2.1.7) PROPOSICION
Si F:(V,A) — Ab , siendo Ab una categoria abeliana, es un fun-

tor 5@ - exacto por la derecha y aditivo, se tiene que si Hl(A » F =0

)
(R)A (R)

entonces F conserva productos fibrados de epimorfismos sobre ( R-escinden-

tes) B —+ A

Demostracion:

Sea o0:B —+* A un epimorfismo sobre (R-escindente ) y considere-

mos la sucesion exacta larga asociada en los grupos de homologia con coeficien~

tes en el funtor F

'"'——’Hl(B,F) —"’Hl(A,F) —*HO(G,F) —* FB —» FA

(R) (R) (R)

Puesto yue por hipbtesis H1 (A,F )(R)= 0 , tendremos la sucesibn

exacta corta

HO(O,F) +—— FB — FA

(R)
siendo Ho(o,F)(R)=Coker [F(l,l):FB——'F(BxAB)] por (2.1.6)

Consideremos ahora el diagrama siguiente :
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FB ——+ FA
Puesto que F(1,1) escinde por Fno se tiene que

F(BxAB)-—“-'HO( o,F)(R)Q FB

Ademas , P, escinde por (F1,F1) vy el nicleo de P, ha de ser de nuevo

Ho(o, F)(R) pues p, es opuesta a FB —+ FA  en un cuadrado cartesiano.

Por tanto:

FBxFAFB':"HO(o,F) ® FB SF(BXAB)

(R)

y asi F conserva productos fibrados de dichos epimorfismos.

(2.1.8) PROPOSICION

Si F:(V,A) — Ab , siendo Ab abeliana , es un funtor EG -exac
(R)A
to por la derecha y aditivo , entonces F conserva productos fibrados de epi-
morfismos que son retracciones.

Demostracién:

un epimorfismo en la clase E

B, — B ) -
\A/ (R)A

que ademas es una retraccidn.

Sea
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Considerando la sucesidén exacta larga asociada en los grupos de homolo—

gia con coeficientes en el funtor F

u
. — F »FB » FB_.— 0
— H (B, B 3B, ey Hole dR) 1 2

el morfismo u serd escindido ya que o loes y se tendra por tanto la sucesién

exacta corta FB FB

Ho( o, F )(R) A 2

Un razonamiento andlogo al realizado en (2.1.7) prueba ahora que

F(leBBl) x FBIXFBFBI
2 2
(2.1.9) PROPOSICION
Si F:(V,A) —— Ab , siendo Ab abeliana , es un funtor

CE —exacto por la derecha y aditivo y H_(A,F) _.= 0 entonces F con-
G(R)A 1 (R)

serva productos fibrados miltiples de epimorfismos sobre ( R-escindentes)

B——+H A
Demostracién:
Es consecuencia de (2.1.7) y (2.1.8) teniendo en cuenta que,por ejem~—
lo, Bx B = B — i6bn , -
plo BxA Xy (BxA )xB( BxAB) y como BxAB B es retraccibén , ten

(2.1.10) DEFINICION

Considerando (V,A) vy la clase de epimorfismos g
(R)A

» un fun-~

tor F :(_\{, A) — Ab , con Ab abeliana , se dice G(R)A_ aciclico en
A si para cada epimorfismo B —+H A de c% y cada n2l el
(RHA

n-ésimo grupo de homologia del complejo :
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9 3

- — F(BxBxB) —2= F(Bx,B) — e F(B) — 0
n .
con operador borde anzgo (-1) F(no,nl,...,ni_l,vrm,...nn) n21
al que denotamos Cn(B — A, F)(R) es cero .

(2.1.11) LEMA

i A — 1 epi fismo correspondiente a la counidad
Si (R)A G(R) A es el epimorfismo corresp

del cotriple G(R)A , entonces HO(A , F )( )"' C ( 6(R)A F)(R)

Demostracioén:

Consideremos el diagrama

(A)———*G (A) —+ A

(R) (R)
¢ l
GoN(A) =2 G (A) — &
(R (R)
donde ¢ , que es el Gnico morfismo inducido por la propiedad universal de
( (A)xAG(R)(A) , es un epimorfismo en la clase & (véase [18]).

(R)A

Para cualquier funtor F:(V,A) —— Ab , siendo Ab una categoria

abeliana se tiene el diagrama conmutativo de filas exactas

(R)(A) — FG( )(A) — HO(A s F)(R)

o

F[G R()A) xAC(R)(A)] — FG

Vg

(R )(A)-——+C (G(R)A F)( R

donde wF es obtenido por la exactitud de la fila superior y es un epimorfismo

al ser el segundo morfismo de una composicion que lo es .
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Ademds , si F'= Ker (FG ——+ F) , se tendrd asociado a esta suce-

(R)

sion exacta corta de funtores, un diagrama conmutativo de filas exactas

..... _.__..HI(A,F) -—-»H (A,F") ——»u (A, FGR; —+ H (A,F)

(R) (R) ® 0 ®
‘l’F. ‘PF
veees —p C ( 5(R)A )(R)——r Co( G(R)KF')(RY—' CO( 5®A,FG®)® C0(6®A,F)®
donde H (A, FG(R))(R) CO( G(R)A’FG(R))(R)z‘FG(R)A pues FG(R) es
é«; -exacto por la derecha ( [18] ).
(R)A

Del diagrama anterior se deduce ahora que \pF es un isomorfismo .

(2.1.12) PROPOSICION

Si F:(V,A) — Ab , siendo Ab abeliana, es un funtor G(R)A

clico en A entonces Hn(A,F) =0 n3l

(R)

Demostracién: {

Sea  F'= Ker( FG(R)——H F) . Después de (2.1.11) se tendra, asocia—

do a esta sucesidn exacta corta de funtores , un diagrama

S %ma Fry Colmn’ F " Colma Feo’® ™ Soma F )

I | |

. HI(A,FG(R))—’HI(A , F )(R)“—’ HO(A , F' )(R)—' HO(A , FG(R))(R) H (A F)(R)
y puesto que H (A FG(R))(R) 0 y por hipbtesis Cl(G(R)A’ F)(R)z 0

ti =
se tiene que HI(A , F)(R) 0
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Ademas F' es G(R)A—acfclico en A. En efecto, considerando la suce-

sion exacta larga

B A,F') —C (B— A ,FG_)—""*
——'Cn+l(B_—PA’ F)(R)_’Cn( — )(R) n ®®
i - ti 1 tegoria de funto-
y teniendo en cuenta que FG(R) es G(R)A proyectivo en la categ
res 5¢ —exactos por la derecha ([13]), se tiene que Cn(B——' A, FG(R))(R)= 0
(R)A

(véase [88]) y entonces la sucesibén anterior nos da Cn(B — A,F'),_=0 nj

(R)

Considerando ahora la sucesién exacta larga

T Hn(A ; FG(R))(R)_’ Hn(A , F)(R)ﬁ Hn—l(A , F! )(R)—-' Hn—l(A ; FG(R))(R)—’".

y utilizando induccidén sobre "n" se tendri

Hn(A,F)(R)z Hn-l(A'F )=0 n:2

Utilizando los resultados anteriores , el teorema siguiente nos va a permi-
tir demostrar como la anulacién del Primer grupo de homologia con coeficientes

en el funtor de diferenciales DA es condicidn necesaria y suficiente para la anu-

lacién del n-ésimo grupo de homologfa con n31 .

(2.1.13) TEOREMA

Sea F:(V,A) —— Ab » siendo Ab una categoria abeliana , un fun-

tor % —-exacto por la derecha

(R)A
i) HI(A s F)

y aditivo. Entonces son equivalentes :

)~ °

i) F PR
ii) es G(R)A aciclicoen A .
iii) Hn(A , F )(R)= 0 n?l
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Demostracidn:

1) 21ii) Es consecuencia inmediata de (2.1.9).
i1) = iii) (2.1.12)

iii)= 1) Evidente .

(2.1.14) COROLARIO
Son equivalentes

i) H (A, DA)(R)

ii) D'A es (R)A -aciclicoen A .

iii) H (A, DA)(R) n>1

Demostracibén:

D, esunfuntor & -exacto por la derecha y aditivo (2.1.5).
A Croa

(2.1.15) TEOREMA

Para cualquier A-médulo J{R)—inyectivo I, Hn(A,I)(R)=O n»l siy

1
olo si H(A,1 =
solo si (. )( R)

Demostracibén:

. ., 1 . .
La condicidn H(A,I)_ =0 es evidentemente necesaria . Probemos

(R)

que es suficiente.

. 1 . . .
Si H (A, I)(R)= 0  para cualquier 1 KR)—lnyectlvo , se tiene por

(2.1. H.(A,D
3) que ( A)(R) y por tanto que H (A DA)(R) segun
(2.1.14) . Utilizando de nuevo (2.1.3) se concluye que H A , U(R): 0 nmt

para cualquier 1 W( ~-inyectivo .

®R)
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2.2 CONDICIONES DE EQUILIBRIO

(2.2.1) DEFINICION
Una variedad V de C se dice (R)-equilibrada en AeV si para

cualquier A-mbddulo -inyectivo se tiene

(R)

H(A, 1) n>1

®°

Una variedad V de C es (R)-equilibrada si lo es en cada AeV .

Este concepto de variedad equilibrada fue introducido inicialmente por
Leedham-Green para una variedad de grupos ([70]) y posteriormente por
Cegarra en el contexto de una categoria de interés en el sentido de Orzech ({18 ]).

En (2.4) se pondré de manifiesto el enriquecimiento que supone el he-
cho de que una variedad sea equilibrada en relacién con las propiedades de su
cohomologia.

Nuestro objetivo a continuacién sera encontrar condiciones que caracteri-

cen a las variedades de € que sean (R)-equilibradas.

(2.2.2) PROPOSICION
Sea V - una variedad de € y AeV. Son equivalentes:

i) V es (R)-equilibrada en A.

ii) HI(A , I)(R)= 0 para cada A-mbdulo J‘(( -inyectivo I

R)
iii) HI(A’DA)(R)=O
iv) Hn(A,DA)(R)zo nx1
v) DA es G(R)A—acfclico en A
Demostracién:

(2.1.3), (2.1.14) , (2.1.15) .

l
o
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(2.2.3) COROLARIO

Si V es (R)-equilibrada en A€V , se tiene la sucesidn exacta corta

L
Der(A ,1) +—— Der(B, 1) —*-HHomA(Ez', |®)

para cada epimorfismo sobre (R-escindente) B —+ A  con nicleo L

y cada A-mbdulo W[(R)—inyectivo.

Demostracién:
Basta considerar la sucesién de cinco términos (1.2.5) vy la condicitn

de equilibrio ii) dada en la proposicién anterior.

L
Considerando la sucesidn exacta - — DA( B) —+ DA (A)
L

encontrada en (2.1.2) , la proposicién (2.2.2) nos permitira a continuacidn

caracterizar las variedades (R)-equilibradas de C en funcién de que dicha

sucesién sea exacta corta.

(2.2.4) TEOREMA

Una variedad V de C es (R)-equilibrada en A€V siy solo si para
cualquier epimorfismo sobre (R -escindente) c:B—+ A connlicleo L
se tiene la sucesidn exacta corta de A-mddulos

D,(©
L, LD (a)
— A— B) —+»
L2 DA( ) A
( Dicha sucesién la conoceremos con el nombre de ' Sucesién de tres

términos )

Demostracion :

Supongamos que V es (R ) —equilibrada en AeV .,

. ., g .
Considerando la sucesién exacta L +~——B — A se tiene para

cada A-mddulo M la sucesidn exacta larga natural ( (1.2.2) y (1.2.4) )



61

L 1 :
Der(A,M) +— Der(B,M) — HomA(LT’ M)— H (A ’M)(R)——’

que es , después de (1.1.25), equivalente a

L 1

+— — —-5,M)—H (A,M P
HomA(DA(A),M) HomA(DA(B),M) HomA(Lz ) ( )(R)
Cuyos tres primeros puntos , segiin el lema de Yoneda ([49]) » Son precisamen
te inducidos por la sucesién exacta

D,©
L u A
1) - -——PDA(B)——HDA(A)

L2 ‘

que constituye precisamente los tres puntos Gltimos de la sucesidén exacta lar-

ga encontrada en (2.1.2) .

Puestoque V es (R)-equilibrada en A s para cualquier A-médulo

1
\//((R)—inyectivo I , setiene, por (2.2.2) que H (A, 1)(R)=o y entonces

la sucesidn exacta larga anterior proporciona la sucesidn exacta corta

L
2 H D (A), +— B),1) —» 5,1
(2) omA( A( ), D) HomA(DA( ), 1) HomA( 2 )
Considerando ahora la sucesién exacta (1) y tomando una presentacién
(R)—inyectiva del A-mbdulo ;1:7 se tiene
L v, D, (B)
L2 A
[}
]
]
¢
I

donde el morfismo DA( B) —— 1 se obtiene teniendo en cuenta la sucesidn

exacta (2) .

La conmutatividad del diagrama anterior asegura que el morfismo u es

inyectivo y por tanto la existencia de la sucesidn de tres términos.
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Reciprocamente , supongamos que se da la sucesidn de tres términos.
Considerando la sucesidn exacta corta

L+~——> G(R)(A) —trA

tendremos seglin (2.1.2) , la sucesidn exacta larga

L
= D (A
( )(A), DA)(R)_' HI(A , DA)(R)_’ 2 — DA(G(R)(A)) — A( )

, =0 hipbtesis el mor-
Puesto que claramente Hl(G(R)(A) DA)(R) y por hipdtesis e

fismo LLZ — DA(G(R)(A)) es un monomorfismo se concluye HI(A , DA)

=0
®
y por tanto , segun (2.2.2) , V es (R)-equilibrada en A.

Teniendo en cuenta la eleccidn del epimorfismo realizada en esta Gltima de —

mostracion podemos afirmar

(2.2.5) COROLARIO

V es (R)-equilibrada en A si y solo si dada una presentacién (I;(R;)A—prg

yectiva de A , ésta induce la sucesidn de tres términos.

La existencia de la sucesién de tres términos juega asf un importante papel

respecto a la cohomologia en cualquier variedad de 4lgebras (unitarias).

(2.2.6) Para razonamientos posteriores es oportuno ahora hacer explicito

Considerando la derivacién candnica d:B—— DA(B) el morfis-
mo en cuestidn es el Gnico morfismo inducido por la derivacidn
d': L — B —3 D, (B)
que al ser DA(B) un L-modulo trivial , se anula sobre L2
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(2.2.7) PROPOSICION

Si V es (R)-equilibrada en A , existe una equivalencia natural

i

H'(A, ) HU(A,) n30

(R) (R)

donde H'(A , )(R) es el n-ésimo grupo de cohomologia equilibrada definido

en (1.2.10)

Demostracidn:

- n
Véase [18] 1y téngase en cuenta H (A, ) EExtA(DA(A), )

(R) (R)

(2.2.8) Veremos a continuacidn como la definicién de variedad (R ) - equilibra-

da , dada en (2.2.1) puede ofrecerse de forma alternativa en términos de anu-

lacién en proyectivos.

Notemos en principio que A-Mod = ,I_@Mod = MOdT(A) pues TA)E= T°

LA LA
Para A€V vyun A-mbédulo M , podemos considerar el funtor composicién
DA —®AM
(V,A) —— A-Mod — G. Ab.

y definir entonces funtores de homologfa relativos al cotriple G(R)A

H( ,D()® M)
n A A Croa

Si B—* A €(V,A) denotaremos Hn( , D ()@ M)

A A G(R)A

> & (g

por Hn(B ’M)(R) .
Demostramos ahora que es equivalente el hecho de que los grupos de coho-

mologia Hn(A , I)(R) n 21 se anulen , siendo I cualquier A-mbdulo

V‘/{R)—inyectivo » a que los grupos de homologia Hn( A,P )(R) n1 se anulen,
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siendo P cualquier A-médulo ((:"R)— proyectivo .

(

En efecto, considerando la resolucién libre standar

n 2
— G(R)(A)—r—’ -_—_tG(R)(A)—-*G(R)(A)——HA

—

y si Hn(A , I )(R)= 0 pafa cualquier 1 W{R)—inyectivo , se tendra que

el complejo

n o o o
0—— Der(G(R)(A),I)ﬁ e ____'Der(G(R)(A),I)—'—'

es exacto , y teniendo en cuenta (1.1.25) también lo seré el complejo equiva-

lente

n
0—— HomA( DA(G(R)(A)) , 1) —-e-s —vHomA( DA( G(R)(A)) , 1) —*

La exactitud de este complejo , para cualquier I M ~-inyectivo, implica

(R)
ahora la del complejo
n
- — DA(G(R)(A)) — — DA(G(R)(A)) —* 0

y consecuentemente , para P (g -proyectivo , la del complejo

(R)

n
Ba— DA(G(R)(A))®AP — — DA(G(R)(A))QAP — 0

de modo que

Hn(A,P) 0 nzl

(R)™

Reciprocamente , si Hn(A , P )( R) 0 para cualquier A-médulo
§R)- proyectivo P y n31, basta invertir el razonamiento anterior para

obtener que Hn(A , I)(R)= 0 para cualquier I vA{R)—inyectivo nx1

TW

(Témese por ejemplo P= ——= ) ,

®
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Teniendo en cuenta (2.2.2) y (2.2.8) obtenemos ahora

(2.2.9) PROPOSICION
Si V es una variedad de C vy AeV son equivalentes :

i) V es (R)—equilibrada en A

ii) H (A, 0 n 3l

I\/\ (R)
iii) Hl(A —)

LA (R)

Dada una variedad V de C yuna subvariedad suya W , estudiamos a
continuacién , bajo que condiciones el hecho de que V sea (R)-equilibrada

puede suponer el que W tambien lo sea .

(2.2.10) Si A€W , seguiremos denotando como en (2.1.1 DA al funtor de
diferenciales en (V,A) y A-Mod a la categoria de A-mbédulos en \

mientras que denotaremos DWA Yy WA-Mod a dicho funtor y dicha catego-

ria en la variedad W.

Teniendo en cuenta (1.1.24) sabemos que

A-Mod = ’R'A)MOd y WA-Mod = ”ITA)MOd

WA LA

Puestoque Wc V  setiene claramente que Ivt\ 13 [v{\ de modo que

. T(A)

Y

<I=|<E

Y por tanto puede considerarse la categoria WA-Mod como la categoria de

mddulos por la izquierda sobre un anitllo cociente del anillo T(A)

I_A
\'
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T(A) T(A)

1\/\ IV/\

Considerando la proyeccion Y:

3 djuntos
se tendran funtores adju A —Mod

ww | [

WA-Mod

donde UY es el funtor cambio de anillo , y podremos considerar el diagrama

de funtores adjuntos

. P
(W,A) , (v, A)
1
P ]wg.«);® _ D, ]

LA T™W
IyvA
WA-Mod _ . A-Mod
UY

de forma analoga a la situacién de (1.1.25)

Puesto que claramente se tiene 1 ]w = JU se deduce ( véase por
ejemplo [49] ) que:
T(A)
= —= -) D
DWA ( IWA ®T(A)) A

A
(2.2.11) Si B —H A es un epimorfismo cn W sobre (R-escindente )

con niicleo L , que suponemos singular , se tendra la sucesidn exacta de

WA -modulos

u
_’D ——pp
L WA(13) DWA(A)

que es parte de la sucesidén exacta larga (2.1.2).



Considerando la sucesién exacta L 4+~ B —+ A en la variedad

V  mediante el funtor inclusién 1 , supongamos que se tiene la sucesibén de

tres términos
L +—* D, (B) — D(A)

( lo cual podria asegurarse siempre , teniendo en cuenta (2.2.4) , si V fuera

(R)-equilibrada en A )

Utilizando la conmutatividad del diagrama anterior en (2.2.10) obtenemos

D,(B)
L (B) = I g TP = . S

I W

\/\ (——)D(B)

\/\

y en particular:

D,(A)

DWA(A) D(A)“’

\/\ (——)DA(A)

l\/\

y construyendo el lema de la cruz ([86]) para los monomortismos

<_
WA

I
(v) DA(B) +——> D (B)
se tiene el diagrama conmutativo de filas y columnas exactas
IWA I
Lﬂ[(——)D(B)]+———»(lA)D(B) + ( I‘A/\)DA(A)

WA A =

L+——0DA(B) y

ot

4

+
=}
~
o5}
~

DA(A)

D (B) ———+ D (A)
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Tenemos asi que u es un monomorfismo si y solo si se verifica

Ln[( E) DA(B)] -0

I
\/\ IWA IWA
lo cual es claramente equivalente a que (—)D,(B)Y= (——)D,(A)
IVA A lVA A

Concluimos asi, teniendo en cuenta (2.2.4) ,

(2.2.12) PROPOSICION

Si V es una variedad de C, (R)-equilibrada en A, una subvariedad
suya W es (R)-equilibrada en A siy solo si para cualquier epimorfismo en w

o:B —+ A sobre ( R-escindente) con niicleo L singular , se tiene alguna

de las condiciones equivalentes

. W |
i) Ln[( T—\/;)DA<B>]=0
1 I
i) (-W—A)DA(B)E(L{\)D (A)

Iv‘\ I\/K A

Ademas , y seglin (2.2.5), la hipdtesis de tomar cualquier epimorfismo
puede sustituirse por el hecho de que se de para una presentacion

G(R)A—pro—
yectiva de A en W.

(2.2.13) COROLARIO

Sean WC V variedades de C y AeW . Si V es (R)-equilibrada en A

y para cualquier A-modulo M, el producto semidirecto MVA€W , entonces
W es (R)-equilibrada en A.

Demostracidn :

Si  MVAe W se tiene IWA= I\/\ de donde se deduce inmediatamente

cualquiera de las condiciones equivalentes de la proposicidon anterior.
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(2.2.14) COROLARIO

Sean WcV variedadesde C y AeW . Si V es (R)-equilibrada en A

y para cualquier epimorfismo sobre (R-escindente) B —+ A en W se

tiene WA‘S Ann( DA( B)) , entonces W es (R)-equilibrada en A
Demostracién:

La condicion dada implica ( g) DA( B) =0 de donde se deduce inme-

diatamente i) de (2.2.12).

(2.2.15) Puesto que la condicién i) de (2.2.12) implica claramente que

I—F € Ann(L) se tiene que una condicibén suficiente para que una subvarie-
dad de una variedad (R)-equilibrada no lo sea , es que exista Ae¢W tal

que #Ann(L).

IVA
En orden a obtener condiciones afirmativas de equilibrio relacionadas con

Ann(L) obtenemos .

(2.2.16) PROPOSICION

Sean WcV variedades de C ysea AeW tal que DA(A) es un

A-mbdulo plano y existe una presentacion G(R)A—proyeétiva en W B —+ A
con nucleo L y con DA(B) plano. Entonces , si V es (R)-equilibrada en A

Wloes,siysoosi — W _ 1y

I\/\

Demostracién:

Si W es (R)-equilibrada en A se tiene por (2.2.12) Ln [( -TV_A)DA(B)] =0
y por tanto —— ¢ Ann(L).

WA

Reciprocamente , puesto que tanto DA(A) como DA(B) son| A-mbdulos
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planos se tiene que L es un submddulo puro de DA(B) ( véase por ejemplo[32])

1
esto es , que (_l"fi)l‘:Ln[(——@)D(B)]

IVA I\fA A I

en cuyo caso y teniendo en cuenta que por hipdtesis —— € Ann(L)

sera dicha interseccion nula y por (2.2.12) sera W (R)-equilibrada en A .

Aprovechando los resultados concernientes a los "morfismos cambio de

variedad" ([18] ) se tiene

(2.2.17) PROPOSICION

Sean WcV  variedadesde C y AeW . Si V es (R)-eqilibrada

en Ay A es plano como -mddulo entonces W es (R)-equili-

T(A)
A
brada en A.

Demostracidn:

Considerando el morfismo cambio de variedad a nivel uno , quUe €S un mono-

. 1 1
morfismo, ¢ ’H\IAJ(A’M) +——>HV(A,M)

(R) (R)

y teniendo el par de funtores adjuntos

A-Mod
TA) Y
—® U
LA T
IVA
WA-Mod

T(A) T(A)

IVA IWA

la proyeccién candnica , se deduce , por las hipdtesis impuestas que el funtor

&) ‘ T(A)
LA T(A) es exacto y que por tanto ([49] ) todo > -médulo

W
A
IV

donde UY es el funtor cambio de anillo para v :
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W(;R)—inyectivo pasa a ser un —'II-—(—I-\X)-—médulo M ~-inyectivo de modo que

v (R)
H;,(A , I)(R): O  para cualquier IA) —mddulo V‘/{R)—inyectivo y te-

niendo en cuenta  (2.2.2) W es (R)-equilibrada en A.

2.3. INTERPRETACION DE LA COHOMOLOGIA EQUILIBRADA. APLICACIONES
A LA COHOMOLOGIA DEL COTRIPLE.

Los grupos de cohomologia equilibrada H(A , M)(R)

admiten, segin su definicidén, la interpretacién de Yoneda como grupos de cla-

definidos en (1.2.10)

ses de (R)-n-extensiones de mddulos de DA(A) por M. Pretendemos en este
punto la interpretacién de dichos grupos de cohomologia en términos de ciertas
extensiones de A por M tales que en el caso de que la variedad sea (R)-equi~
librada, dicha interpretacién sea precisamente la dada para los grupos de coho-

mologia del cotriple H"A , M)(R) bajo hipbtesis de equilibrio en [18].

(2.3.1) LEMA

Sea V una variedad de C . Si Bh_*A es un morfismo en v

y d:B— DA( B) la derivacidén correspondiente a la unidad de la adjun-~
cibén DA —] , setiene:

i) Para cada (R)-extensién de A-mddulos en )4

?

E: M +l— M —By DA(B) existe un diagrama conmutativo

M +—— I ——f——»B

| g, b

E i f
donde s : M +—> ZB —+ B es una (R)-extensidn singular de B
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por el B-médulo M (via h) y d' es una derivacién de ZB en el ZB—médu—
lo M'(via ht)

i1) El cuadrado de la derecha en el diagrama anterior verifica la siguiente
propiedad universal. Dado cualquier morfismo &' —£ 38 en V  ycual-
quier derivacién e:I' — M' talesque dg=pe , existe un Gnico mor-

fismo t:z' —» ZB verificando d't=¢ y ft=g¢g

iii) La extensién s es unica salvo equivalencia .

Demostracibn :

i) Definimos ZB como el subconjunto de MVB  formado por
{(m',b)eMxB / p(m')= d(»}

y se comprueba facilmente que es un subobjeto .
Sean f y d' las restricciones de las correspondientes proyecciones e
"i" la inclusibén obvia . Se tiene asi claramente la conmutatividad del diagra-
ma y la exactitud (en R-Alg) de la fila superior. Ademés , ésta es una (R)-ex-
tensidn singular de B por M . En efecto » dados beB y meM se tiene que
(0,b)(m,0)=(bm,0)=i(bm)
(m,0)(0,b)=(mb,0)=i(mb)

Por {ltimo d' es una derivacidn pues

¢ (my,b,)(m, b)) =d (m1b2+b1m2’b1b2):m1b2+b1m2=

:(mi,O)(m'z,b2)+(m'1,bl)(m:,Z,O):

=(m'1 ,bl)d'(m.'2 ,b2)+d'(m'1 ,bl)(m

9 b2)
ii) Considerando el diagrama
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donde hemos definido t:L' ——sp ZB por t(x)=(e(@,gx)) xez'

y se tiene que t es un morfismo haciendo conmutativos los tridngulos siendo ade~

mas obviamente el Gnico en tales condiciones .

i f
iii) Si M -0; T —lH B es una (R)-extensidn singular de B

por M, tal que se tiene el diagrama conmutativo

i €
142' 1:;B

RN

con d1 una derivacién , considerando el diagrama

y teniendo en cuenta ii) existird un inico morfismo t:g' —— ZB

dfe, o

M +—— M' —— D (B)
] p A

tal que d't=d y ft=f

1 1
Ademas considerando los morfismos ti, e i , que entran en EB
. o F i —O0fi - il 2d i —iedr
se tiene ftll f111 0=fi ; dt11 d111 j=d'i

y de nuevo por ii) sera ti1= i
Entonces el diagrama cionmutativo

1 f

M+———oz'———1»}3
M—f————»zB——»B

lt
i 3
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nos da que t es un isomorfismo y se tiene iii) .

En el caso particular de tomar en el lema anterior h = IA obtendriamos
para cada (R)-extension de A-modulos

E: M +— M'——-—HDA(A)

una (R)-extensidn singular

sE:M—F—'ZA—*I"A

con las mismas propiedades establecidas alli. Ademas en este caso particular

la extension sE tiene la importante propiedad que expresamos en la siguiente pro
posicidn .

(2.3.2) PROPOSICION

La (R)-extensidn singular sE: M +— L, —H A induce la suce-

sion de tres términos M -+ DA( ZA) —_— DA( A)

y ésta es equivalente a la extensién de A-mddulos E .
Demostracion :

Consideremos el diagrama

M*.1 » 5 tF:;A

DA(zA) d

/ l D.(D
g

donde d es la derivacidon correspondiente a la unidad de la adjuncidn

DA —1] 'y g es el morfismo inducido por d', que serd tal que gd=d’
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Se trata de probar que u es un monomorfismo. Ahora bien, teniendo en
cuenta por (2.2.6) que u=di ,serd, gu=gdi=d'i=]j
de donde se deduce que u es un monomorfismo por ser el primer morfismo de una

composicidén que lo es .

Por otro lado , puesto que Pg d= DA(f) d , Se tiene por la propie-

dad universaide d que pg-= DA(f) .

Concluimos entonces que g es un isomorfismo y por tanto, la equivalencia

de la sucesion de tres términos y la extensién E .

(2.3.3) DEFINICION
Una (R)-extensidn singular de A por el A-mddulo M ,
M+——>B —H A
se dice " equilibrada' si induce la sucesidn de tres términos

M +— DA(B) — D/\(A)

Teniendo en cuenta (1.2.9) , para cada AeV vy cada A-mbdulo M

el primer grupo de cohomologia Hl( A,M) clasifica todas las (R)-exten-

(R)

siones de A por M, esto es, es isomorfo al grupo de clases E(A ,M)

(R)

Se observa inmediatamente que las clases de (R)-extensiones singulares
equilibradas constituyen un subgrupo del grupo E(A, M)(R) . ( Por ejemplo,

la demostracién de que la extensidn nula es equilibrada es la siguiente . Dado
M+—MiA —£+ A | p induce la ducesién exacta larga ( (2.1.2))

v u
. Hl(MVA ,DA)(R)——’Hl(A ,DA)(R)—*M_'DA(MJA)——'DA(A)“‘—' 0

de modo , que al ser p escindido tambien lo es v y consecuentemente u es

un monomorfismo ) .

A dicho grupo le llamaremos el grupo de (R)-extensiones singulares equi-

libradas y le denotaremos E_ (A, M)(R)
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(2.3.4) TEOREMA

Dado AeV , paracada A-mdédulo M en V , existe un isomorfismo

natural en M

0
=1 ~
H (A ’M)(R)— EQ(A’M)(R)

Demostracidén:

( Consideraremos identificado F{I(A , M)(R) » mediante el isomorfismo (1.2.11),
con el grupo de (R)-extensiones de A-mbédulos E de DA(A) por M).

Definimos una aplicacidn

e:ﬁl(A,M) —— E(A,M)

(R) Q (R)
por e ([E]) = [sE] segin (2.3.1) para h=IA
Teniendo en cuenta (2.3.2) , [SE] pertenece a EQ(A ’M)(R) y 6

esta bien definida por iii) de (2.3.1) . Ademais es inyectiva y sobreyectiva

como consecuencia de (2.3.2) .

Para la naturalidad , considerando la extensidén E: M +—» M' — DA(A)

ésta induce el diagrama conmutativo de filas exactas

' v, 5l ..
—fHomA(DA(A),M)———#HomA(DA(A),DA(A))——'H(A,M) —

®)
1 < :

—* Der(A,M') — Der(A,DA(A))*w'*Hl(A,M)

R)—'ao

(

Sabemos que [E] =y ( IDA(A)) ([49]) vy sera

] * 1 E
v d(IDA(A))=w (d)=[s " ]=e([ED
Por tanto

6 ([E]) =¢'(d) , de modo que 6 es natural respecto de
las anteriores sucesiones .

En orden a probar que 6 es morfismo de grupos , considerando una pre-
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sentacidn KR)—inyectiva del A-mbédulo M , M +— ] —H M" |

ésta induce el diagrama conmutativo de filas exactas

-1
- = Hom, (D(A), 1) —— Hom, (D, (), M) =+ 1A, M) . —* ©

(R)
»#
] || |
] 1
- — Der(A,1) — Der(A,M") —*— HI(A,M)(R)—* HY(A,T)
' =1 . 2 ' "
Dadas [E]l, [E'JeH (A’M)(R) , existirdn h, h'e HomA(DA(A),M )

tales que  ¢(h)=[E] y o(h")=[E"] verificindose ademés que
oCh+h')=[E]+[E'] . Entonces :
* * *
o C[EJ+[E'])=0' d  (hth') =¢" d (h)+¢' d (h')=
=6¢(h)+0¢(h")=0([E])+0([E'])
yasi @ es un isomorfismo de grupos .
Obsérvese que se tiene asi un monomorfismo

-1 1

que sera estudiado, con mas generalidad , en cualquier dimensidn posteriormente.

Cabe hacer notar tambien que , caso de que la variedad V sea (R)-equi-
librada en A , se obtiene en el teorema anterior, de forma alternativa y equi-
valente, una demostracidn de la existencia de la sucesidn de tres términos para

cualquier (R)-extensién singular de A por M en V.

Explicitamos a continuacidn algunas consecuencias importantes que se de-

ducen del teorema precedente .
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(2.3.5) COROLARIO
Sea A€V e 1 un A-mbddulo /v{R)—inyectivo. Entonces una (R)-ex-

tensidn singular de A por 1 es nula si y solo si induce la sucesién de tres

términos.
Demostracibn:
Si s:] +——> B —+» A induce la sucesidn de tres términos se
tiene que s€E (A,1) E‘ﬁl(A,I) =0
Q (R) (R)

(2.3.6) COROLARIO

Sea A€V tal que DA(A) es un A-mddulo %R)-proyectivo . Entonces ,
para cualquier A-mddulo M, una (R)-extensién singular de A por M es
nula siy solo si induce la sucesidn de tres términos .

Demostracibén:

Si SIM4+——> B —» A induce la sucesién de tres términos y

D _ . )
A(A) es E(R) proyectivo se tiene

SEE (A, M) = (A, M)

-~ 1
0 (R = ExtA( DA(A),M) =0

(R) (R)
(2.3.7) COROLARIO

Sea AeV tal que DA(A) es un A-mddulo CgR)—proyectivo. Enton-

ces V es (R)-equilibrada en A siy solo si Hn(A,') nxl

=0
(R)
Demostracién:

Téngase en cuenta el isomorfismo (2.2.7)

En funcion de los resultados anteriores podemos encontrar ahora una nueva

condicidén que caracterice el (R)~equilibrio en un objeto A de una variedad V

de_@
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(2.3.8) TEOREMA
Sea V unavariedad de C y AeV . V es (R)-equilibrada en A
si y solo si para cualquier (R)-extensidn singular de A por un A-mbdulo 1

W((R)-—inyectivo se tiene la sucesidn de tres términos .

Demostracion:
Si para cualquier s:l+—— B — A se tiene que seF,Q(A,I )(R)
1
entonces por (2.3.5) , s es la extensién nula , estoes , H (A, I)(R)= 0

para cualquier 1 W{R)-inyectivo » ypor (2.2.2) V es (R)-equilibrada en A.

Obsérvese después de este teorema , y teniendo en cuenta (2.2.4) , que
es suficiente que se de la sucesidn de tres términos para (R)-extensiones sin-
gulares de A por 1, siendo I un A-mbdulo V‘((R)—inyectivo, para que se de
dicha sucesidén para cualquier epimorfismo sobre ( R-escindente) a A , Yy por

lo tanto, para que se de dicha sucesién para cualquier (R)-extensidén singular

de A por un A-mbédulo M.

(2.3.9) " Interpretacion de H"(A, M)(R) nz2 "

Definimos una (R)-n-extensidn equilibrada de A€V por un A-mbdulo M,

con n22, como una sucesibén exacta

M-Q..—’Ml——_' ...... _.._.’Ml_.'E—f_’A
n-

que es la yuxtaposicién de una (R)-extensidn singular equilibrada
L+—E —+ A
y una sucesidn ({(g -exacta de A-mbdulos

(R)

M+~—M — v — M —n
1 : 1



80

Dos (R)-n-extensiones equilibradas de A por M son equivalentes si

existe un diagrama

M*——’Ml—'—* —'—’Mn_1 *E —+» A
\L/
hl hn-l
g
MA——pM' —p oo —_— M *+ E' — A
, 1
1 n-\‘l/

con h ,...,h ,g morfismos de A-mddulos .
1 1

Al conjunto cociente bajo la relacién de equivalencia generada por esta rela

- n
cion lo denotaremos por EQ (A, M )(R) .
Sea s=[M+—*M1-——0'°' Mn—l———-'B —+ Al € En(A,M)

~u " Q (R)

Se tendra entonces la sucesidén exacta corta de A-mbdulos

L +—— DA(B) —t DA(A)
la cual induciré la sucesién exacta larga ([491])

o — Ext™ D,(B), M)

n1
—_—
A ExtA (L,M)

A n
®) ———»ExtA(DA(A),M) — -

(R) (R)

. n-1
S ' — veo
iendo s'=[M M, — -—HL]CExtA (L,M)(R)

. n _n -n - n
definimos Q : EQ(A , M)(R)-—-—' H (A, M)(R)= ExtA( DA(A) , M)(R)

por Qn(s)=A(s’)

. . . s . n s
Debido a la naturalidad de la sucesidn exacta larga anterior & esta

bien definida .
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Sea L +—+B —+ A una (R)-extensidn singular perteneciente

a EQ(A , L)(R) y S+——=+F —+ 7 una presentacién (G(R)A—pro—

yectiva de A . Esta induce ((2.1.2)) la sucesidn exacta

S —— DA(F) —_h DA(A)

y sea LO = Ker ( DA(F) — DA(A) ).

Podemos entonces considerar el diagrama

|

e
Al

L =+

— DA(B) E— DA(A)

donde la cara posterior es obtenida como en

(2.3.1) para la Sucesion de A—mO
uios L D ( ) D (A)

» [ existe por ser F (B(R)A—proyectivo
Y 8 por la propiedad universal de B ( véase (2.3.1)).

Se tiene pues el diagrama conmutativo

I

—t

o

— A

(1)

™ —

+—

( obsérvese que el cuadrado de la izquierda es conmutativo utilizando la propie-

dad universal de B para los dos morfismos que entran en é] )
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y dicho diagrama nos demuestra que la (R)-extensidn singular
L+ £ —+A
0 A
es genérica ( [35]) entre las (R)-extensiones singulares para las que se

da la sucesidn de tres términos .

n
)(R) R EQ(A ’M)(R)

Para ello considerando la sucesidn exacta corta

Definimos ahora xn: H'(A , M

LO “+— DA(F) ——t DA(A)

se tendrd , asociada a ella , la sucesibén exacta larga

n1 -1 n n
- — , — , — A), M) —* Ext (D®,M

ExtA (DA(F) M)(R) ExtA (L0 M)(R) ExtA(DA( ) M)(R) Ex A A('F) )

de donde Extn_l(L M) . Extn( D (A), M) Exti( D(F),M)_=0
A 07 RYT TR P gy PUeS A AT TR
con izl ya que DA(F) es un A-mbdulo g(R)—proyectivo.
n -1
Si ¢ D (A), - os

i a ExtA( A(A) M )(R) sea v @=96=[M+— M1 — - Mn_l—» LO]

y definimos entonces xn(a) =[M+—M —--- M — I — A]

- A
N L /
0
. n n .
Se tiene que o y ¥ son inversas una de la otra. En efecto:

n n -1
2 x (A)=v(®) =9y (a)=a ,estoes, & x=1

Para ver que Xn o = i sea
b=[M+~—M ~— .- —+* M —B—+A]
1 1
n n
n elemento d E (A,M =q
un elemento de Q( )(R) y sea a =g (b)

Considerando el diagrama inducido por (1)

R
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LO e DA(;;A)——» DA(A)

lh lDA(g) '

L +—— DA(B) — DA(A)

i
se tendrd , por la naturalidad de la serie larga del funtor Ext

L, en la primera

variable , el diagrama conmutativo

™l n
ExtA (L ’_M)(R) e ExtA(DA(A) , M)

| ¢ 1

-l ¥

(R)

n
s M —— Ext, (D(A),M
ExtA (LO )(R) EXA( A() )(R)
Entonces a=A(b')=¢hx(b') siendo b'=[M*—-’M1---- Mn_l—HL]
n n_ %
y por tanto X (a)=x vh(b').
*
Y= +—> —_— e — — M —
Como h (b')=[M M1 Mn—2 Mn—l LO]
obtenida por el diagrama
M +—» — e ! —_p
M _—"an'——’Mn-l. Lo
1 IR
: » e v e —_
M M1 —PMn_Q Mn_l—f"L
se tendra: n ,
a)=[M+~—>M — -+ —a M — —
x (a)=1 1 M /ZA Al
\"‘L
0
Yy puesto que se tiene el diagrama conmutativo
M+~—M — - * M - M' — —t
1 n2 Mn—l /VZA A
u S,
] | 1 oo |8 H
M"_'Ml——"-- —M, *M Ilh *B——+ A
: N -]
\“L/\/‘
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, n_n Ny n
sera x ©« (b)=b , estoes, X %

=1
’ . . ’ 3
Se tiene establecida asi una biyeccidn que ademés puede comprobarse facil-
mente que se trata de un morfismo de grupos.

. 1
Si ponemos EQ(A , M)(R)— EQ(A , M)(R

) y tenemos en cuenta (2.3.4)

podemos concluir

(2.3.10) TEOREMA

Existe un isomorfismo

n ~ N

nz1

(R)

2.4. RELACION ENTRE LAS TEORIAS DE COHOMOLOGIA

Nuestro objetivo en este punto serd encontrar morfismos naturales que co—
necten las distintas teorias de cohomologia definidas en 1.2. para una varie-
dad de C y terminaremos exponiendo la condicién sobre la variedad que permi-
uniformizar el estudio de dichas teorias de cohomologia .

Considerando la factorizacidén , para cualquier variedad de C , del dia-
grama de funtores adjuntos en (1.1.26) , nos preocupamos inicialmente de las co
nexiones existentes entre los grupos de cohomologfa del cotriple inducido por la

adjuncibén a conjuntos v la relativa a médulos.

(2.4.1) Teniendo en cuenta las adjunciones de (1.1.2) y (1.1.22) se tiene el

diagrama de funtores adjuntos

Sets
ols
FV RNE UV
| Yy
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Sea G=(G,s8,¢) el cotriple inducido en  V  por la adjuncidn

FV — UV donde :

. : . — . 2
G=FV[{,:Y‘——’Y ; S:FV({,———'IY ; e—Fan{/.G — G

. . . suncién |
siendo n ISets__’ UV FV la unidad de la adjuncién , y sea

- . . C U
(I;R (GR » Sp eR) el inducido en V por la adjunciébn E _, ——

1v 1v

donde : G-F U v

—_—
R 1V1V-— Eyl !

PSR FvYy v y

€R= =F n_U ——'G2 siendo n la unidad de la adjuncién.

1VR1V R R R

En RM se inducira también un cotriple por la adjuncidn F2 — U

2
cuya counidad denotaremos §' .
G
N
(2.4.2) Definimos una transformacién natural \Y Ur \Y por
- \__/
GR‘
r= FlV s UlV ,» es decir , para cada AeV sera
F —— G i i
T, = 1V U VA : GA CR » qQue es claramente un epimorfismo sobre
y en general , para n>1 definimos inductivamente :
r=r y r, como la composicidn horizontal
e .6
) r ) r )4
G
R GR
de modo que - _(r r ) G G
= =Ggr. rn r
1 3
I A A GA (,RA n

Podemos definir rn A tambien , como la composicidn horizontal
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' n
G G
v v gy
T T
R %
n n
esto es r . =(er)=G.r r Gr
A
m-lA n A R A nCA nG]{\
—an Gr =r G Gnr n21 En efecto :
pues T R %, =T R > . :
n=1 rG Gr=GRrrG=rG Gr
n
n>1 rGRGr—( G G r)G Gr—(rG Grn_l)GRGr-

n-1 n
= rq2 Grn~1GR G r= rGR G( rn—lGR G )= rGR Grn

(2.4.3) Si consideramos las resoluciones simpliciales de A€V inducidas por
los cotriples @ y GR » que denotaremos respectivamente , G, (A) y ‘Ié.(A)

se tiene un epimorfismo de resoluciones simpliciales

r,=(r) ,+&6C) Gl )

lo cual quiere decir , que en el diagrama

‘ § 6
G(A)= . M@ ... & (A)——-—*G(A)—HA

[
r, r 0 r l r
l nd a l n 1 5
6. (A) n+ e . 3
R. = LAY G (A)_’G (A) o o o R(A)_*G(A)_—'* A
Y d
0 .

MHoi n- i
dond §. =G 6G =
onde i y ai GR GRGR
se ha de verificar ré. =3.r i=0,...,n
ni 1 ml

Para ello tengamos en cuenta en principio las siguientes propiedades .
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(a) 6

R €S precisamente el morfismo que hace conmutativo el diagrama

G(A) —>— 1

rll ’
3

Go(A) —R A

Fs' §
' T UyA RA

: U (A —N5% g g A—24 4
U A Fry B UVt AS\Y

[N

A
GA

$ F

RA 1A T %ra T8

(b)) Dado el morfismo GRi GRA — A , por la naturalidad de rn

se tiene el diagrama conmutativo n
n ¢ n
G GRA ——* G A

rnGR l r
n

ml Gn 8 n
—_——.’
GR A GRA

(¢ ) Por la naturalidad de Gm_lcsG1 , dado r_  se tiene el diagrama con

. ml
mutativo .

ml n G rn ml n
G GA *» G G_A
i Yelleh "G G
m n Gmr m n
G'G'A X cire
R
Entonces , haciendo induccidén sobre n , tenemos :
n=1 3. r = G . =4 . .Gr = . = . =
1727 ROr T2 TSRO R O T8 Gy Oy =1 8G =1y 8,
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Utilizando (a) y (b) para m=0 , n=1
3 r =G 6§ rG.Gr, =r .G§_.Gr.=r, .G§ =138
|
|
|

02 R R1R 1 1 R 1 1 10
: = § i=0,...,n1 , n>1 . Entonces:
Supongamos que ai rn rn—li i
Si i>0 airml GR GRGRrG Gr—
- n
= G G.G'r= r d"‘ac )Gp-G'r =
(GR GRRr) (
H 1 oM
= . = G—
rn—lGR'G 6G GRGr rn_lGRG r.G §G
=r 8.
ni
n n n n n
i i= = . = . . =r.G = [
Si i=0 aorm1 GRSR'rnGRGr rnG GRGr r. ) ré,

(2.4.4) " Morfismos cambio de cotriple Relativo-Absoluto

Por comodidad , denotaremos en lo que sigue & y &_ a los corres-

pondientes cotriples en (V,A) inducidos por G y (ER en V y

definidos en (2.4.1).

Entonces , si A€V , M es un A-mbdulo en v y B—»A es

un objeto de la comacategoria (V,A) , considerando el morfismo de resolu-

ciones simpliciales inducido por r,: &

. GR. ((2.4.3)) vy aplicando

el funtor Der ( ,M) , obtenemos morfismos naturales

n

ry H"(B,M)R————-» H' (B, M)

entre los grupos de cohomologia definidos en (1.2.1)

Sea ahora Bl\—-i; B2 un epimorfismo perteneciente a la clase
A
EG (y por tanto a 5@ ).
RA A

7CA

N4
——
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La naturalidad de r, implica la conmutatividad del diagrama de re-

soluciones simpliciales

G(B) - e oo G(B)———'G(B)——-—rB
g L

1 [ / /
G B - | ) G(B)
& (o) 6MB) -- -+ .. -~G(B) G(B)‘j—'
Re 2

n/I:B _ / / /
G (B) 2

Re 2 =n - S S (B)— G (B) —— B

Si M es un A-modulo , aplicando el funtor Der( ,M) vy tomando

coniicleos , obtenemos el diagrama conmutativo de complejos de cadenas en gru-

pos abelianos , con filas exactas cortas

¥
Der ( GR(BZ) y M) b Der(GR( Bl) , M)—/+ Der ( G:(tﬂ , M)

-r r r
. . L
B2 Bl (o]

Der(G(Bz),M) B a— Der(G(Bl),M)——H Derf( G#(O),M)

iF

donde denotamos G(R) y Der ( ,M) al cotriple y al funtor inducidos,

en la categoria cuyos objetos son los epimorfismos pertenecientes a f ,

(R)A

por G(R)A y Der( ,M) ( Para mas detalle véase [18] ) , y donde
r* es el correspondiente morfismo inducido en los conficleos , el cual induci-
L ¢]

ra a su vez morfismos
n
r :Hn.(o,M)R ——+H' (o, M)
g

entre los grupos de cohomologia definidos en (1.2.1).
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Ademas , el diagrama anterior nos lleva a la conmutatividad del diagrama

de filas exactas

0 1
0 —-——*Der(Bz,M) — Der(Bl,M)—-'}{ (o,M)R—-OH(BZ,M)R—O"'

| A

1
O—ODer(Bz,M)-—-O Der(Bl,M)——-—’H (o, M)—/H (B2,M)—".~
0 . .
donde r es un isomorfismo por (1.2.4).
)

. n n . .
A los morfismos L r les llamaremos morfismos cambio de co-
o

triple " relativo-absoluto' .

Puede apreciarse el paralelismo formal entre dichos morfismos y los mor-
fismos ' cambio de variedad" introducidos por Leedham-Green en ({68 ])

y estudiados exhaustivamente por Cegarra en ( [18]) , en el contexto de una
categoria de interés .
La siguiente proposicién , que nos demuestra que el morfismo

1 1
Iy H(B, M)R——-—' H (B, M) es un monomorfismo , nos permite tambien

la introduccidn de Hl(B » M )R a partir de los grupos de cohomologia absolutos.

(2.4.5) PROPOSICION

Si B—A€(V,A) y M esun A-mbdulo en V y si

P\-.—‘»/B es una presentacibén Q;RA-proyectiva de B —— A entonces

. *
Hl(B,M)RzKer( Hl(B,M) —°+H1(P,M))

Demostracién:
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Dado el epimorfismo o se tiene por (2.4.4) el diagrama conmutativo

de filas exactas

1
D — Ho(o,M)R——'Hl(B,M)R—"H (P, MY, —+ -

| "

1
oo — (o, M) — H (B, M) — H(P,M) —>---

y teniendo en cuenta que Hl (P, M )R =0 , se deduce la exactitud de la

SUCGSlon TB 1
rr1<B,M>R 2+ 1l (B, M) — H (P, M)

. 1
Puede observarse , de forma natural , que el monomorfismo r se com-
porta, en términos de extensiones , aplicando una clase de R-extensiones sin-
gulares en la misma clase consideradaen E(B,M) ((1.2.8)).

(2.4.6) Encontramos tambien ahora morfismos naturales que conectan los gru-—

pos de cohomologia equilibrada H(A s M )R y H'(A » M) definidos en (1.2.10)

En efecto , podemos considerar el diagrama

P — * P +» P ——+ D (A)
n 1 0
lcbn l¢1 l¢0 ||
. P —— Y * P ——+ D (A)

donde la fila superior es una resolucidn 5 proyectiva de D (A) , la fila in-

ferior una resolucién C{: —proyectlva de D (A) y los morfismos )

b

que constituyen una apllcacmn de cadenas entre ambos complejos , son obteni-

dos teniendo en cuenta que éR < C{:— y la fila inferior es aciclica .
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Para cualquier A-médulo M , aplicando el funtor HomA( , M) al

diagrama anterior tenemos

0 -——*HomA(PO,M)——-?HomA(P yJM) — e v -——'HomA(P TMY—» -«
R

* * *
¢O l ¢1 l ¢n

P ,MY—p - - ¢
0 ———+}{omA(PO,M) —-—bHomA(Pl,M) — HomA(Pn )
que induce morfismos naturales :
o : H'(A M), —+ H (A, M)

(2.4.7) PROPOSICION

1 -— —
o : Hl(A , M)R E— Hl(A , M) es un monomorfismo .

Demostracién

Sea L +— PR —t DA(A) una presentacién ER_ proyectiva de
DA(A) - Asociada a esta sucesidn exacta corta se tiene el diagrama conmutativo

para cada A-mbdulo M

‘ 1 1
Hom (D (A), M) +—b M) —» M) — M) —
om, (D,(A), M) Hom,(Pp »M) — Hom,(L,M) — Ext, (D (A),M), Ext, (P M
1
l l ?

1 1
H D -+
omA( A(A), M) HomA( PR,M) ——»HomA(L,M) ——*ExtA DA(A),M) — ExtA( PR,M)

1 .
Yy puesto que ExtA( PR s M)R =0 , sededuce la exactitud de la sucesidn
Extl(D (A),M)R +— Extl(D (A), M) —» Extl(P M)
A A ATATT A R’

—.1 -
esto es , H(A,M)R=Ker(H1(A,M) ——*Exti(PR,M))
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Es claro por otra parte , después de la interpretacion de los grupos

-Nn
H (A,M)
(AL M)

como grupos de (R)-n-extensiones de mddulos ((1.2.14)) , el

. 1 . .
comportamiento de ¢ en terminos de extensiones .

~ ~n
(2.4.8) En orden a relacionar los grupos fi"ca y M )R y H (A,M)
definidos en (1.2.15) observemos que a nivel uno , segin (2.4.5) y (1.2.9)

se tiene un monomorfismo
H (A .M)R——* H (A ,M)

En general , para cualquier n31 , si F,eﬁn( A, M )R definimos

o F{"(A,M)R——v i"ca, M)

por VW(E)=E , considerada la R-n-extensién E como n-extensidn des

pues de tener en cuenta la inclusidn entre las clases de epimorfismos ’C.R§ E .
Se obtienen asi morfismos naturales \pn conectando dichos grupos de

cohomologia y como observabamos anteriormente wl es un monomorfismo

que coincide con rlA (2.4.0)).

Una vez -estudiados los morfismos naturales entre los grupos de cohomolo-
gia relativos y absolutos para cada teorfa de cohomologia definida en 1.2. pre-

tendemos a continuacidn relacionar entre si a dichas teorfas de cohomologia.

(2.4.9) PROPOSICION

Para cada A€V y cada A-mbdulo M existen morfismos naturales

en M

n

n
t(R). — H (A, M

-n
H (A, M)(R

) R)

Demostracidn:
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Puesto que el funtor DA lleva objetos GRA—proyectivos en A-mddulos

é )—proyectivos , en el complejo

(R
ml n .
cor ——t 3 —_— 3 _ e — D G — 0
DA(‘(R)(A) DAC‘_(R)(A) IA((R)(A)

cada punto es un A-mbdulo ((E -proyectivo .

(R)

Consideremos el diagrama

n 1
© T DG gy A —* D, G (&) — T DG pyA) T+ DA
l tn ltn—l I t1
+—* P — P —_— - — P —+ D (A)
n nl 1 A

donde la fila inferior es una resolucién E(R)—proyectiva de DA(A) y los
morfismos ti constituyen una aplicacidon de cadenas entre los complejos dados ,
obtenida teniendo en cuenta que en el diagrama anterior , la fila superior es pro.

yectiva y la de abajo aciclica .

Para cualquier A-médulo M , aplicando el funtor HomA( s M) se

tendra el diagrama

0 —Hom (P, M) — - —+ Hom (P ,,M)—Hom (P ,M)—>
A1l A ndl A n
# * ”*
t t
l 1 l 1 ltn
n-1 n
0 —+Hom (DG, (A,M)—> ++- —b DG M) — M) — -
omA( A CR)(A) ) HomA( A (R)(A) ) HomA(DAGCR)(A) M)

El complejo superior nos da los grupos ﬁn(A R M)(R) y teniendo en

cuenta que la fila inferior es equivalente , despues de (1.1.25) , a la

- n
0 —— Der( G(R)(A)’ M) —> — Der (G(R)(A),M) —+ Der( G(R)(A),M)—'
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dicha fila nos da los grupos Hn( A,M obteniéndose asi morfismos natu-

) ,
(R)
rales en M n —n

t s H(A,M

n
(R) — H (A,M)

XR) (R)

(2.4.10) PROPOSICION

1

o HYA,M — > ula,m

es un monomorfismo .
®) X®) Yr)
Demostracibn:
2
D — A) —+ D (A acta ode-

Puesto que AG(R)(A) DAG(R)( ) A( ) es ex s P
mos tomar Pl = DAG(R)(A) , P2= DAG(ZR)(A) de forma que dicha sucesidn
constituya los dos primeros puntos de una resolucién %R)—proyectiva de DA(A)'

Explicitando entonces el diagrama que da el morfismo t(lR)

HomA(P y M) — « +—+Hom (P, M) + + +—Hom, (P, , M)

1 ~, W2 —_— A3

—1 !
H (A,M)(R)

. 2 3
HomA(DAG(R) yM)—+ HHomz};DAG(R)(A)’M) }’. 4—+HomA( DAG(R)(A)’M)
+ N

\1 4

H (A’M)(R)

se concluye que es un monomorfismo como primer morfismo de una composicién

que lo es .

(2.4.11) Encontraremos » por Gltimo , morfismos naturales conectando los gru-

pos de cohomologia equilibrada con los grupos de cohomologia de extensiones, de-

finidos ambos en 1.2.
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o2 -n
- Para ello , teniendo en cuenta la interpretacién de los grupos H (A,M

X®)
en (2.3.10) vy si seEg(A,M)(R) definimos

n _ -n ~n
O(R).H (A,M)(R)—"‘—*H (A’M)(R) nzl

n

por p(R)(s) =8 considerada meramente como R-n-extensién de A

por M.

o n .
Es rutinario comprobar ahora que PRy €S un morfismo de grupos natu-
. 1
ralen M, y obsérvese que a nivel uno , después de (1.2.9) , el morfismo °(R)
coincide con el monomorfismo tl establecido en (2.4.10)

(R)

La condicién de (R)-equilibrio para una variedad de C dada en (2.2.1)
y caracterizada en (2.2.2) y en (2.2.4) es la condicidn que permite uniformi-

zar el estudio de las tres teorias de cohomologia definidas sobre ella en 1.2.

como veremos a continuacidn .

(2.4.12) PROPOSICION

Sea V una variedad de C, A€V y M un A-mddulo en V. si Vv

es (R)-equilibrada en A , entonces se tienen isomorfismos

n' ~ 5N ~ N
HOCA LMYy B H(A,M)(R)—H(A,FM)(R) n:1

Demostracién :

H (A, M), 2 H"(A, M)

n - ~n
(®R) 'Ry Por (2.2.7) 'y H(A,M)_=H (A,M

(R)

pues a nivel uno coinciden segin (1.2.9) y ambos se anulan cuando el mbdulo

R)

de coeficientes es ‘/‘/((R)—-inyectivo C hipétesis y (1.2.18)) de modo que ambos

son el n-ésimo é: ~satélite del funtor Hl(A, )

(R) R) (véase [49] ).
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(2.4.13) PROPOSICION

Sea V una variedad de C, A€V y M un A-mbdulo en V. Si

Hl(A » M) 'Sﬁl(A , M) entonces V es (R)-equilibrada en A .
(R) (R) -
Demostracién:

Para cualquier A-mbdulo NQR)—inyectivo I  se tiene claramente que

_—1 ,
H (A, I)(R)= 0 y por tanto HI(A , 1 )(R)= 0 . Utilizando ahora la condicién

de equilibrio (2.2.2) se concluye que V es (R)-equilibrada en A .
( Equivalentemente , t(lR) en (2.4.10) es un isomorfismo y por (1.2.9),

(2.2.4) y (2.3.4) se deduce que V es (R)-equilibrada en A)

(2.4.14) PROPOSICION

Sea V  una variedad de c, A€V y M un A-mbdulo en V.. Si

1 ~ =1 ) . .
H (A, M)(R = H (A, M)(R) entonces se tienen isomorfismos

)

HA, M) = 1"a, M) .= i"(A, M

R) R) Xr)

Demostracidn:

(2.4.12) , (2.4.13)
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2.5. LA COHOMOLOGIA EQUILIBRADA OBTENIDA POR COTRIPLES

Si V es una variedad de C, estudiaremos en este apartado como los

grupos de cohomologia equilibrada ﬁn(A,M)(R) definidos en (1.2.10) pue-

den obtenerse como grupos de cohomologia en el sentido de Barr-Beck ( [13])

respecto a un cierto cotriple y de forma que los morfismos de conexidn obtenidos

en (2.4.9, trER) H (A M)( )———% Hn(A,M)(R) , corresponderdn precisa-

mente a los morfismos cambio de cotriple inducidos por el cotriple usual en

(V,A) , G(R)A » ¥y el construido , en este punto , en una subcategoria de

(V,A).

Para simplificar notacién, si V es una variedadde C y A€V , deno-

t = , 8, ipl i id 1 -
aremos G(R) (G(R) ®R) e(R)) al cotriple & inducido en la coma

(R)A
categoria (V,A) ((1.1.26)).

(2.5.1) Sea (R)(A) -——@—é A la presentacién c{:@ -proyectiva de A

(R)
correspondiente a la counidad y supongamos que tiene niicleo L .
La sucesion exacta L +—— G(R)(A) — A induce tal como se

vioen (2.1.2) la sucesidn exacta de A-moddulos

L u
? — DA(G(R)(A)) — DA(A)

Descomponiendo el morfismo u a través de la imagen

7 ——D (G (A))

\/
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tendremos la sucesién exacta corta de A-mddulos

L1 +— DA(G(R)(A)) —t DA(A) (1)

Si d:A —* DA(A) ~ es la derivacion correspondiente a la unidad de

la adjuncidn DA—-—l ], por (2.3.1) , existira salvo equivalencia , una
inica (R)-extensidn singular de A por L1 , L1 +— ZA——H A,
de manera que se tiene el diagrama conmutativo
§
R
L 4+——>G_(A) _.._(L)_/l.,\
(R)
d
z:1\

|

L1 +— DA(G(R)(A)) — DA(A)

Ademas segin (2.3.2), esta (R)-extensidn singular induce la sucesidn

de tres términos
“+—— —p
L1 DA(ZA) DA(A)

y ésta es equivalente a la (R)-extensién de A-mddulos (1) . En particular

se tendra DA( ZA) =4 DA( G(R)(A))

Considerando en el diagrama anterior el morfismo G(R)Ay la derivacidn
G(R)(A) — DA(G(R)(A)) correspondiente a la unidad de la adjuncién DA——-I I,

la propiedad universal expresada en (2.3.1) implica la existencia de un {nico

morfismo 8,° G(R)(A) ——*XA haciendo conmutativo el diagrama

DA(G(R)(A)) —h DA(A)
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Por otra parte , el diagrama

" G (A
|
z

A

1

L, ¥~ DG (A)

A ®

L Lo .
es conmutativo ya que el morfismo - DA(G (A)) es el Gnico inducido

[ ®

L

|
|

por la derivacién d': L — G(R)(A) + z, > DA(G(R)(A)) (véase (2.2.6)).

Entonces el cuadrado L +—— G_(A)

R

Ll-'—-———+>:

es conmutativo por la propiedad universal de ZA , (2.3.1) , y consecuentemen-

te se tiene el diagrama conmutativo

G _(A) ——+ A

LI ]

-i——b);A_—-HA

de donde se deduce ademés que eA es un epimorfismo al ser el cuadrado de

la izquierda cartesiano .
(2.5.2) Para AeV , sea £A la subcategoria plena de (V,A) cuyos objetos
son los epimorfismos sobre ( R-escindentes ) con niicleo singular , B —+ A

y tales que inducen la sucesién de tres términos (véase (2.2.40)).



101

Observando que si B —+ A€ £A , en el cuadrado

B —+ A
D(B)—+ D (A
A( ) A( )
B tiene la propiedad universal expresada en (2.3.1) para morfismos a Ay de-

rivaciones a DA(B) » v considerando el diagrama

‘®B

G(.R)(B)——-—HB — A

Iy

|

G(.R)(B))——H D (B) —+D (A)

donde Iy es obtenido como en (2.3.1) , es facil probar que el cuadrado

zB_—HA

|

D (G(R)(B))—'H D,(A)

verifica de nuevo la propiedad universal expresada en (2.3.1) para morfismos a

A y derivaciones a DA( G(R)(B)) , de manera que si L = Ker ( G(R)(B) —HA)

se tiene el diagrama

L "——+G®(B) +~ B H A

L I

L \,‘i; l v d

L1 —‘+— DA(GCR)(B))—H DA(B)—H DA(A)
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siendo L1 +— ZB—H A una (R)-extensidn singular de A por
L1 que induce , por (2.3.2), la sucesidn de tres términos
+——— D —+ D (A
L1 : A( zB) A( )
siendo ésta equivalente a la (R)-extensién de A-mddulos

L +—— DA(G (B)) —+» DA(A)

1 ®
teniéndose en particular que DA( z B) =4 DA(GCR)(B))
Considerando en el diggrama anterior el morfismo G(R)(B) —H B—+ A
y la derivacidn GCR)(B) — DA(G(R)(B)) correspondiente a la unidad de la ad-
juncién DA — ] , la propiedad universal de XB implica la existencia de
un unico morfismo eB: G(R)(B) —_— ZB haciendo conmutativo el diagrama

G, (B) ———— A

"
J,

'
D(Gg{ BY ———+ D (A)

y andlogamente a (2.5.1) se tendra el diagrama conmutativo

L +~—~—— G (B)—+ A

®
l J"B I
Ll ¥ L4 ZB T A

de donde se deduce que eB es un epimorfismo .
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(2.5.3) Definimos ahora en £A un cotriple G =(G. . ,8'  , € ) como

(R) ®W® ®

sigue :

Dado B—HAE€ £A ponemos Gd{)(B—"A):ZB——H B—+ A

como en (2.5.2), y para s;implificar denotaremos G! (B~ A)=C!(B) =2

® ® B
h

Si B ——B es un morfismo en £A tendremos el diagrama

1 2
°1\Aﬁ2

GBz %
GCR)(BZ) +» E.2 = A
)
-
G (h) ' h
® 2
T
h GBl 01
G(R)(Bl) +—» }31 A
) l /
B
1 /
S
B .
1 v D¢ G(R)b); ' Dylo,) Y
DA(G(R)(BZ)) =7 DA(BZ) P DA(A)
DAG(R)(h) DA(h)
v .
DA(G(R)(Bl)) —D—(G——)'H DA(Bl) D s ++ DA(A)
A ®B A1

1

donde el morfismo Zh es obtenido por la propiedad universal de & consi-

B
2



derando el morfismo ZB > Bl » B2 y la derivacién
1
— D B)— D(G..B).
ZBI ACw)P )P
Definimos entonces G®(h) = Zh , esto es ,
—_—
h ’p z Ip
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A
El caracter funtorial de G®( ) es claro de modo que tenemos ya deinido
el endofuntor del cotriple .
Definimos la counidad § . :GL. — 1
unida ® °® ¢
A
1 i —h ' G! =5 —+ B
tal que para cualquier B A€ EA ' Sy GCR)(B) Iy

es el morfismo obtenido como en (2.3.1) a partir de la derivacidn canbnica

— D i .
B A(B) y el morfismo DA( G(R)B)

r h
6'('R) es una transformacidon natural . En efecto , dado B — 82
. A
en EA , el diagrama ,
GCR)BI
I —+ + A
B1 1
o h
b —++ B, H A
B 2
»  *®B

es conmutativo , pues zh es obtenido precisamente de forma que asi lo sea.



2
Definimos por (ltimo la comultiplicacidn e'(R): GdD —G!
Para ello consideremos el diagrama
)
G, B ¢ B G. B B -+ B + A
® G * ®
®°8 :
°B
GCR)GBl “®'B *s
\J
G
®'B ad Iy
6
B
z
ZB t
S l
DAG(R) - v | v
D (G —
A( (R)RB) G D (G B) D (ZB) —++ DA(B) —t DA(A)
®’8 % |
Puest = =
uesto que DA(G(R)SB) DA(G(R) B eB) DA(G(R)GB ®% B)
D, (G (&'.6). )= Dy (Gpfpeg) = D, (1 D=1
A ® B % ®°B B B’ D (G, B
('R) A( ® )
en el diagrama L !

D,(G. =z )—“—-»D(C B) D(X )

A ®R'B D (G('R)GB)

105
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i ! =1
se tiene DA(G®GB).DA(G®GB eB)
y entonces la propiedad universal de b implica la existencia de un tinico
’B
morfismo R — 3 tal que se tienen las igualdades
§'. e =1 i s.el, =D (G _6_.e)-t
g B n B~ ATR'B B

La naturalidad de c('R) equivale a probar la conmutatividad del siguiente

h

diagrama para B — B en £
1\ / 2 A
A
* 5 = A
' B
B
Z): XBl 1 L
h ™
p &——— I ——+~A
B B 5)
2 2

y para ello consideramos el siguiente diagrama



107

GB1
i
— H A
Bl
v
h
| \J
D
D (GBI) DA(Bl) A(A)
/.
B2
, ' ‘ '
J .
D + D
A(G):B) - DA(GBZ) —_— DA(BZ) —_— A(A)
2 q
= ' . 1 = M = ; 1= D 3]
donde ) DA(GG B) ;i DA(GGB s:B) ;o q DA(GG'B) j A(G _ )
1 11 2 2 2
Utilizamos ahora la propiedad universal de Z): para probar que
B
2
1 . , , . .
os dos morfismos eB'Zh y Z):'eB son iguales , esto es , tenien
2 h 71
do en cuenta que q'j't'zh - t'zh s ¥ puesto que :
8 el I =z ; : tambien
: ' 'LIo= y ’
ZB B2 h h ' s.eB h j.t Zh

2 2
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§ .5 . ég =58 e’y _
BI, B hig B o=z,
2 1
] - ' = .. = .. v . = t
S.Z.(»:Bl DA(Gzh).u.eBl DG ).i.v j-D(Gh).v =j. I,

se tiene finalmente la igualdad requerida .

Para probar por altimo que G('R) es un cotriple , hemos de ver que 6'(R)
y e.(R) son transformaciones naturales verificando
i) 1 t . t = ) Gl . ] = I
®R® ® T SR (R ® G
11) ' ' ' — Gv' ' o
€® (R). E(R) ®€ (R)- €(R)
En 1) claramente se tiene por construccién de E'CR) que 6'(R)G&R)'€'(R)= IG'
®
Por otro lado la naturalidad de Gl(R) da el diagrama conmutativo
6 '
z B,
B B
Z&BZ GB GB
+ 2
ZZB 5' B

y entonces la propiedad universal de ZB en el diagrama

F L
DA(GB) E— I)A(B)
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teniendo en cuenta que

8 .G'8 el =88 . ¢ =8_.1 =¢
. . B
B B B B ZB B B ):B

's! el = .s.el. = D . 6_. A o=t
t.G 6B €n D}{G d'B) s °p A(G G'B) DA(G B eB)

nos da G's. ¢ =1
B ZB

ii) se obtiene de forma aniloga utilizando la propiedad universal de z
L

B
3 \ 1) L] U
para los morfismos & -fg Y G €'y g de I en z
B z
B
(2.5.4) Si denotamos (‘,3(‘, a la clase de epimorfismos asociada a la clase
de objetos G('R)—proyectivos se tiene que Céq;, < © . En efecto ,
®MA  ®A
sea B —Z+ B perteneciente a Ct ,
1 2 G
N ®A
A
Considerando el morfismo &' : Iy —t B2 existira un morfismo
. 5 5
f: ZB — B1 tal que o.f= dia y como claramente Gi3 € CEG
2 2 ®A

2
es inmediato deducir que tambien ge¢ %

®A

En la categoria de A-médulos tendremos de forma analoga a (1.1.26), la

clase E(R) de epimorfismos que al olvidar por el funtor ] pertenezcan a

é@, y la clase de monomorfismos , M(R) » asociada a dicha clase de epi-

®A

morfismos,
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(2.5.5) LEMA

| Las clases de epimorfismos %R) y E(R) coinciden.

Demostracidén:

La inclusidn e se tiene de forma evidente .
E(R) ®
E ey :
Para demostrar que ® Z(R) observemos que para cualquier A-mo-

dulo M existe una presentaciébn P — M con geg ‘C'(R) y P %a—pro—

yectivo, pues considerando el epimorfismo —+ MVA

S®MIA * EMia
la presentacion buscada es la dada por la composicidn
D, (g ) —————-—»D(MJ/\):DA]M — M

A " MVA D/\(GMVA) A

. _ . . . : D JA)) ).
( nétese que DA(EM\IA) es f(R) proyectivo debido al isomorfismo con A(G(M N )

Entonces dado M’ —f——" M € ECR) y considerando el diagrama

DA( ZMVA) = DA( G(MIA))
%

‘ / o]
‘ /
: 'Y
M'——L.__’.'M

puesto que g¢¢ E(R) se tiene'que fe¢ E(R) .

(2.5.6) Si A€V y M esun A-mbdulo en V', considerando la restriccibén

del funtor Der( , M) a £A , podemos definir funtores de cohomologia
relativos al cotriple G® siguiendo la técnica de Barr-Beck en [13]
H'C, M) H'C, Der( ,M)) 0
» M)er = , Der( , e n

® ®
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Tendremos por tanto, respecto de estos grupos de cohomologia, sucesiones

exactas largas asociadas a una sucesidn exacta corta de A-mbddulos

€ ! B—E’—**B
L +~— N —» M con ee?

, Yy a un epimorfismo 1 2

'

®A

en la clase é:; , a saber :

1
0 —* Der(B,L) —* Der(B,N) — Der (B,M) — HI(B,L)(,,—" H (B,N)G, —

® ®

0 1 1
—_— —_ —_— —p eae
0 Der(Bz,M) Der(Bl,M) H (o,M)m,-—-* H (BZ’M)(E' —r H (Bl'M)G'

® ® ®

Andlogamente , teniendo en cuenta que el rango del funtor DA es una ca-

tegoria abeliana y considerando la restriccion de dicho funtor a £A » podre-

mos definir en £A funtores de homologia con coeficientes en DA relativos al

cotriple G(i{) , Hn( R DA)(B' n>0
®
Tendremos entonces para B —+ A enla clase f

g
Gl
N4 ®A
A ‘
una sucesion exacta larga natural

'-—*HI(A,D )., —* H (o, D) I— DA(B)——H DA(/\)

AG, 0 AG,
® ®
(2.5.7) PROPOSICION
Sea B—Z+ A€ £A . Considerando el epimorfismo B—2+ A
AN V4
A
en £A , éste es un epimorfismo en 5@, .
®A

Demostracion:
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Considerando el diagrama

T

h
L +——— DA(B) —t DA(A)

la sucesidn exacta corta de A-mddulos induce la sucesidn exacta larga

1
Der( G'T,L) +— Der(G'T,DA(B))—-UL'Der(G'T,DA(A))‘—"H (G'T,L)G. —t
®

y como HI(G'T,L)(B, = 0 se deduce que h es un epimorfismo.

Teniendo en cuenta la derivacién df: G'T —+ DA(A) , obtenemos una
derivacidn d':G'T — DA(B) tal que h*(d') = hd' =d.f
Entonces por la propiedad universal de B en el cuadrado de la derecha

(véase (2.3.1)) se obtiene un morfismo g:G'T —*B talque 4.g=¢§

y por tanto 4 € CE
®A

(2.5.8)

Nuestro objetivo a continuacién serd conectar los grupos de cohomologia

en (V,A) y £ respecto de los cotriples @ y G,

A ® ®
Definimos una transformacidn natural
G, .1
®)

(siendo 1 el funtor de inclusidn de £A en (V,A) )

de forma , que pa B— A £,
que para € A eB-—»A al que denotaremos ¢
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es el morfismo G®(B) — G(i{)(B)=EB encontrado en (2.5.2) .
Dado un mortfismo B1 ——hﬂ B la naturalidad equivale a demostrar

Nl
A
la conmutatividad del diagrama

Gh

GB, ———* GB,

6 0
B, 1 - B,
ZB z ZB

1 h 2

Para ello consideremos el diagrama :

8

B2
GB2 + 82 + A
N s /
l B2 BZ
Gh /
% h dg
: 2 2
g
h
5 |
P Bl +H A
n )//'
' 1
/" DA6B /
D (GB ) 2 R DA(BZ) -t D.A(A)
A 2
D, G () dgl
m D
A(h)
D s
A B v Y

. 1 ’
D(GB.) + _—
A By DA(BI) DA(A)
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Considerando el morfismo § .Gh: GB, —r B

1 2
BZ

y la derivacién DAG(h).m.eBl : GB1 — DA(GBZ) , se tiene

D 8 DGh.me, = D6 .ne_.Gh =d_.8_.6_.Gh =d_. §_. Gh
. . . B
A 82 A B1 A B2 B2 B2 B2 82 2 B2

y entonces , puesto que :

8,.0,.G(h)=s_.GMh) ; ne_.Gh)=D Gh).m.e y
82 82 82 B2 A B1

' = ' = = s = D G h ,
5B.zh.eB h.aB. o h.sB & . G(h) ng.eg A ().meB

2 1 1 1 1 2 1 1
la propiedad universal de ZB implica la conmutatividad requerida , esto
2
es , que eBz. G(h) = I eB1

Definimos ahora inductivamente para n31 transformaciones naturales como

sigue:
el =9 y supuesta deflinida en definimos em—l como la composicion
‘ n
G0 o G,
mnl ®)'n n ®) n ml
Gy 1 =G G .1 ——=G _1.G'. ——G' G =G
® ® ® ®® ®® ®
es decir = G'n G
Un célculo facil por induccién sobre n prueba que 8 .1 puede definirse

tambien como la composicidn
n
] =9 G!' .G
n+l " O ® " ®°
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Para B —%® A € £A podemos considerar las resoluciones simpliciales

inducidas por los cotriples G('R) y CB('R) en (V,A) y £A respec-
tivamente a las que denotaremos GCR)’( B) vy (BC'R).( B) , y puede comprobarse

de forma andloga al proceso realizado en (2.4.3) que

o,= (o ) _.:
¢ (n)nz

% G(R).(B) - G, .(B)

®

es un morfismo de resoluciones simpliciales.
Entonces si A€V , Mesun A-mbdulo y B—H A€ £A consideran-

do dicho morfismo de resoluciones simpliciales y aplicando el funtor Der ( ,M)

obtenemos morfismos

0, : Hn(B,M)G, —— H"(B,M)

® ®
Por otro lado , si B, —+ B es un epimorfismo en é , s
1 2 G
N\, / ®A
A
la naturalidad de e, implica la conmutatividad del diagrama de resoluciones
simpliciales ' e°B1
B,) — G!
G(R).( 1) G(R)SBI)
G(R)‘(o) G®.(o)
G, (B,) — G,
(R)o( 2) 0 G(R).(BZ)
082

Si aplicamos ahora el funtor Der ( , M) y tomamos conucleos, obtene-

mos el diagrama conmutativo de complejos de cadenas en grupos abelianos con



filas exactas cortas

¥ #
Der ( G®(Bz),M) +— Der ( G(.'R)(I'Bl),M) —+» Der ( G(R)(v'),M )
9.* 9*}; 9.*
B2 | o

. ¥
Der( G(R)(BZ)’ M) +—+ Der( G(R)(Bl)’ M) —+ Der (G(g("),M)

#
donde denotamos GER) y Der( ,M) al cotriple y al funtor inducidos por

G‘(R) y Der( ,M) en la categoria cuyos objetos son los epimorfismos perte-

. * . . .
necientes a i, y donde @ es el correspondiente morfismo indu-
‘o

®A

cido en los conucleos , el cual induciré a su vez morfismos en las cohomologias

e:: H" (o MY, — H"(o, M)

® ®

(2.5.9) PROPOSICION

Para cudlquier B— A€ £A el morfismo

* ]
el + Der ( G(R)(B),M) ——— Der ( G(R)(B)'M)

es un isomorfismo para cada A-mbédulo M

Demostracidn :

Como se vio en (2.5.2) DA( ZB) = DA( G(R)(B)) y por tanto se tiene

Der ( XB M) HomA( DAzB M) = HomA( DAG(R)(B)’M) Z Der( G(R)(B)’M )

116
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(2.5.10) Sea B1 ———ip B2 un epimorfismo en £A perteneciente a la
A
clase Ctkl;' - Entonces considerando la counidad SB : ZB —t 82
®A 2 2
existira un morfismo f: 2;3 — B1 tal que o.f =6'B y se tendra
2 2

el diagrama

o
)
WA

v
D GB >
—+ A P1 DB *HDAA




y puesto que

se tienen los diagramas conmutativos

118

Gf.Goe_. ¢
"B B Go
2—2 4 ¥ GB
GB2 GB1 S
0 0 6
B B
B | 2
» » B
BZ Ef_e'B Bl 20 2
2
donde ademas :
Go.Gl.Go_.e_ =G(o.f6_). = Gé_.¢ =1
B, B, B, CB2 B, B, ~ GB,
I Z_ e =L ¢! =Zv,,e' =G's'_ e, =1
o' f B2 o.f B2 GB B2 B2 ) G'B
2
= - - LI ' (el PN
Denotaremos S Gf.GeB.cB ; 52 Gs1 ; 51 Zf e 52 G's
2 2 2
Entonces se verifica que S:’Z'BZB = GZB, S, - En efecto , el cuadrado
2 1
de la izquierda anterior nos da GeB,s2 = Gs'l,GeB y la naturalidad de ¢
2
para el morfismo s'1 da la igualdad 0_ . Gsl’ = S"ez
B,
1 2

Entonces :
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(2.5.11) PROPOSICION

Si B, —— B es un epimorfismo en £ perteneciente a la
A .

0 0 0

clase 3;;, el morfismo 8 : H (O'M)G' — H (O’M)(R)
o]

(RA ®
es un isomorfismo.
Demostracibn :
( Llamaremos o =Go ; o =Gzc ; ol =G'o ; o! =G'20 y tendremos

en cuenta la notacidén de (2.5.10) ).

Considerando el diagrama que da los grupos cero de cohomologia del epimor-

fismo y teniendo en cuenta (2.5.9) dicho diagrama es

Der(Bz,M) +—————— Der(GB_,M) l)cr(Gsz,M)

/ 1 / eZ*B I
* ¥
/ / 27 %%
Der(Bz,M) +—t Der(G'Bz,M) Der(G'sz,M) )
v
4 .
Der(Bl,M) + T > Der(GBl,M)
/ l / X
v 02
Der(B| ,M) +———— Der(G'B ,M) Der(G'ZBl,M)
A
4 3 Y 4
0 # o #
H (¢,M) , +—~——F—— Der (T ,M) * Der (7 ,M)
G 1 2
0 / (R) /
v ° v / ui- m 9*
0 # 3'c: ’# 20
H (‘T,M)GD“——* Der (V'I,M) ——* Der (O"Z,M)

#* *

»
donde u = coker o-'z ; v=coker 0'; ;- m= Ker s;z ;7 n= Ker 52



120

' 2 2
Utilizando el hecho de que Der(G B1 yM) es el producto de Der(G BZ’M)

# »*
y Der(oz.M) con proyecciones s. y Vv, y puesto que

2
*
5;'9%"] :92:3, 5'2.m =0 ; s,;,n‘eét =0
1 2 ’
* X * : 6
v,92].3m =6,.u.m =6, = vn 2
1 (¢} ] (o]
* * . *
se¢ tiene  que 6,.Mm = n.e2 lo cual implica que 62 €s un mono-
2 o :

morfismo y por tanto :

: * 0
HO(O,M) =Ker 3 = Ker(e, 3')=Kerda =H (o,M)
G' o 2° ¢ o ®
(R) o
(2.5.12) Dado A€V , es claro que A—A¢€ EA y considerando entonces
un epimorfismo  B_—>—+ A en la clase é}, se tendra segin (1.2.4)
N A ®A
A

y (2.5.11) que HO(G,M)G, > HomA(L , M), L =Ker o

®

Y Por un razonamiento analogo al realizado en ( (18] pag 94 ) se concluye que

0 A'G)
®

Considerando la sucesion exacta larga asociada al epimorfismo ¢ en los gru-—

14

pos de homologia con coeficientes en el funtor DA y relativos al cétriple G®

(véase (2.5.6)) y teniendo en cuenta el isomorfismo anterior se deduce que
la sucesidn exacta , L — DA(B) —t DA(A) (véase (2.1.2))
obtenida de las series largas respecto de los cotriples G,

es la mis-
® ¥ ®

ma en ambos casos.
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Probaremos a continuacién que dado A€V y un A-mbdulo M, y conside-
rando la subcategoria £A definida en (2.5.2) los grupos de cohomologia equili-

brr'lada H(A 'M)(R)
H (A,M)_, definidos en (2.5.6)
"®

(2.5.13) Sea ¢ L ——H A —— A el epimorfismo correspondiente

®A -~ A —

a la counidad del cotriple &' .

®

Asociada a él , se tendrd la sucesibn exacta larga

son isomorfos a los grupos de cohomologia del cotriple

u
ter — ., — , —+L — D —+H D (A
Hl( A DA)G(iz) Hl(A DA)G® L (z,) (A)

y como Hl(XA, DA)@G'O:'O y u es un monomorfismo se tiene Hl(A,DA)GdD: 0

. . . o
Entonces , para cualquier epimorfismo B — A en é \

ST

con nicleo L' , puesto que H(A,D) =0 y utilizando de nuevo la su-
1 A (Ed{)

cesidn exacta larga anterior para este epimorfismo , se obtiene la sucesidn de

tres términos
L' +—— DA(B) —_— DA(A)

Ademas , puesto que H_(A,D,) , =0, un razonamiento analogo al reali -
1 AG®

zado en (2.2.2) prueba que Hn(A,I)G, =0 para cualquier A-mbdulo

®
MCR)—inyectivo (téngase en cuenta (2.5.5) ) y por tanto se obtiene que £A

es (R)-equilibrada respecto del cotriple G’

R)°

de (2.2.7) y (2.5.5) existira una equivalencia natural

Consecuentemente , en virtud
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Teniendo en cuenta ahora (2.3.10), para cada A-mddulo M, sera

n n
H(A,M _, = E. (A,M)
G(R) Q ®

Puede observarse ademés , por razones de naturalidad , que los morfismos

n  =n n
t. . H(A,M _ A, trad 2.4.9), o) as que
® ( )CR) H ( M)(R) encontrados en (2.4.9) , no son mas qu
los morfismos cambio de cotriple o Hn(A,M) , T Hn(A,M)

A (B(R) ®

estudiados en (2.5.8) .
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CAPITULO 3. EJEMPLOS

3.1. EL EQUILIBRIO DE UNA VARIEDAD DE ALGEBRAS COMO PROPIEDAD
LOCAL .

Una de las propiedades especiales de cualquier variedad de algebras como
una clase de sistemas algebraicos es las conexiones que existen entre dlgebras
sobre diferentes dominios de operadores y haremos uso , en este apartado, de
estas relaciones para estudiar implicaciones en las condiciones de equilibrio en-
ire ellas. '

A lo largo de este punto, S denotara un subconjunto multiplicativamente
cerrado del anillo conmutativo y unitario R y por razones de notacién 9 re-
presentara el conjunto de identidades definiendo a cualquier variedad de C.

Considerando el anillo de fracciones S_IR s, si A esun R-algebra (uni
taria) , el S—lR—médulo sta - sk ® A es de forma obvia un Sth—élgebra

(unitaria) con multiplicacibén inducida por la de A.

(3.1.1) Sea V una variedad de C definida por un conjunto @ de identidades.

-1 .
Considerando el morfismo canbénico ¢:R —— S R y si Fw y FSO
denotan respectivamente el R-&lgebra (unitaria) libre y el S.lR—élgebra (unita-

ria) libre sobre el conjunto f ERNEE ces } podemos considerar la

°

X
i
variedad de S_IR—élgebras (unitarias) Ve = V@®)) siendo b:FE — F

el morfismo de R-4lgebras (unitarias) inducido por v .
Noétese que en el caso de que el anillo base R sea un dominio de integridad
o bien ¥ sea inyectivo sobre las identidades definiendo a V ~se tiene que \_/S

estara definida por el mismo conjunto de identidades que V.

En condiciones mas generales de tomar una extensién de anillos R — R

M0 BE Gl

CUIETECR

A

N

j
y

o
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dado A€V , podemos considerar por cxtensiédn de escalares ol R'-algebra (uni-

taria) /\R, y la variedad \_/R,

/\.R, € \_/R, como puede observarse con la variedad de algebras Booleanas sobre

definida por ¢ . No es cierto en general que

el cuerpo de dos elementos pues para cualquier extensidn propia de dicho cuerpo
se tiene que la variedad obtenida por el mismo conjunto de identidades y exten-
diendo los operadores es trivial ( véase [83]).

Ahora bien , volviendo a nuestro caso particular , si cualquier identidad
w€ & es una expresién homogenea en las X el S—LR-élgebra (unitaria) S—lA
pertenece a \_/S . En efecto , se trata de probar que para cualquier morfismo de
S—lR-—élgebras (unitarias) Fsm'—f'-—' S_lA se tiene que f (yf{w))= 0.

-1
Si suponemos w=m(x1,...,xn) y f:Fm—rS A es tal que

S
4
f(x)=— tendremos :
! Si a1 an a'1 a;l
EO(w)) =) (—,... |, =)=y () (—, ..., 0y -
@ ) s o S s
1 n ar a’
1 1 n
P T OIS

donde hemos denotado a%’ = Spee 's‘i oS a (el circunflejo significa el ele-

mento que hay que excluir en la multiplicacién ) y $=5...8 habien-

do tenido en cuenta para la Gltima igualdad que w es homogenea de grado m .
Considerando ahora que F_, es el R-algebra (unitaria) libre sobre el conjun-—

to { Xpoeees Xooan } existira un Gnico morfismo de R-algebras (unitarias )

g: F, ——* A tal que g(xi) = a{ y entonces si es el morfismo ca-

YA

ndénicode A en S-.lA tendremos
a' a' ,

1 m 1 n 1 m

f = ‘L’ —— .,.,_ = om— ll) =

(\l;m(m)) (s ) v (w)( T ] ) (S) Ag(‘*’)

o 1m . ' _l_mw(all"”’a;l)
—(S) wA(m(al,---,an))z(s) ) =0

yaque Ac€ V=V(g) y Qe Q



125

Tenemos asi asegurado que si 2 es un conjunto de identidades homogeneas
v V es la variedad de C determinada por Q , el S-]‘R-élgebra (unitaria)
S A pertenece a YS , siendo en particular esto cierto para los casos mas
importantes de variedades de A4lgebras (unitarias ) como lo son las variedades

de algebras Asociativas , Alternativas , de Lie , de Jordan , etc.

En cualquier caso , supondremos que el par (R, q) tiene la propiedad

de que S_IAC\_/S para cada A de V ycada subconjunto multiplicativa~

mente cerrado S de R.

(3.1.2) Teniendo en cuenta lo anterior, podemos definir un funtor
-1
S :V——> Vs
tal que para cada Ae¢ , “Aese ' R-mbddulo 3 enriquecido
1 da AeV SlA 1 SLR odul SlR@RA i id
de estructura con multiplicacién inducida por lade A vy tal que dado un mor-
fismo f: A —— A" | S—lf: SﬁlA -_— S_lA' es el morfismo inducido en

los médulos, que ahora lo es de S—]R-élgebras (unitarias) .

Si consideramos ahora B¢ \_/S= V(v (w)) y el morfismo candnico

41
¥ :R —> S"R , B es de forma obvia via v, un R-algebra (unitaria) y ade-

mias BeV=V(a) pues dado cualquier morfismo de R-algebras (unitarias)

f: FE_——+ B y teniendo en cuenta el diagrama

donde g(ww( xi) )=¢ (xi) » se verifica que para cualquier ¢ de g

f(u)=g (llfm(w) )= 0 . Tenemos asi definido un funtor Uw: -YS — V
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(3.1.3) PROPOSICION
- b
El funtor S ! es adjunto a la izquierda al funtor U

Demostracidn :

Si A€V y Be \_/S se trata de probar que existe una biyeccidn natural

n
Hom (SlA , B) © Hom (A,UWB)
Ve v

Definiendo n (h) (a) =h ( 211_) es claro que n(h) es un morfismo de

R-algebras (unitarias) . Inversamente , dado h': A — U‘pB y definiendo

hl
n' Ch') (Si) = S(a) se tiene tambien de forma clara que n'(h') es un mor-
fismo de S_]R—élgebras (unitarias ). Ademas,
a
h ——
ntn () (2o MR RETya,
s
h'(a)

non'(h') @)= n'<h')(il’—> - = h' (a)

1

de modo que n' es la inversa de n vy la naturalidad se comprueba facilmente,

(3.1.4) Después de la proposicidn anterior » podemos considerar el diagrama

de funtores adjuntos ( véase (1.1.2) y (1.1.22) )

VS
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. L v v
Yy puesto que claramente se tiene U’ UIVS = UlV U y UV U’ = UVS
A (vé jemplo [491)  s'F - st v slg -w
sera (véase por ejemplo STy = Fys S Fy=F

Nos planteamos a continuacidn el estudio del funtor de diferenciales en la

variedad VS asi como su relacién con el funtor de diferenciales en V.

- -1 ,
(3.1.5)  Dado AeV , si _\_/SS 1A—Mod es la categoriade S “A-mddulos

en \_/S » (1.1.23) , se tendra , como en (1.1.25) un par de funtores adjuntos

donde V S_lA-—Mod = -1 M segin (1.1.24)

Ahora bien , es conocido y facil de probar que existe un isomorfismo natu-—

- — ’ . ’ . —1
ral T(S 1A) £5 1( T(A)) , identificAndose mediante &l , el ideal IVSS A

-1
- T(S A -1 T(A
con S 11 A, de modo que se tiene IS A TS ( 'L*),)
\' -1 I\/\
IVQS A

isomorfismo que ademis induce en el S—lR—médulo S—l( II\%—))

ra de § R-algebra asociativa y unitaria y en particular de anillo .

una estructu-

Componiendo la inyeccidn canénica R —— T(A) ( que es precisamen-
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te el morfismo de estructura de T(A) como R-algebra ) con la proyeccién

a EI(L) y considerando la imagen de S mediante dicha composicidén

R ] » T(a) , a la que denotamos s , se tendra que el con-

Tl .

junto S ( I——) adquiere estructura de anillo ya que S est4 contenido

en el centro de A) y por tanto se cumple la condiciéon de Ore ( véase por

v

ejemplo {100] ).

Ademés puede observarse que dicha estructura no es mas que la inducida

- - A 8 =1, T(A
por el anillo S 1( Ii—]v?\-)-) mediante la biyeccién S 1( %2) EA] ('%/\-))
definida por 0 ()= ?a(?) con ae€ T](\[;\)

-1 N
Se concluye pues que _\_/S S A-Mod = 5-1( T(_A))MOd'

W

(3.1.6) El razonamiento anterior nos permite definir un funtor

—1 :
T(A)MOd — 5_1( T(A))MOd
I\/\ I\/\
asociado al morfismo candnico IA) 4 g_l( T4) )
I\/\ I\/‘\
esto es , si M€ T(A)MOd s definimos g—lM = g—l( ‘LA)) ® M:

I\/\ T(A)

IVA IVA
y este funtor nos permitira ver a continuacién como los funtores de diferenciales

en las variedades V vy \_/S estdn estrechamente relacionados.
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Para ello consideremos el diagrama :

-1
s 1
(V,8) ——— (Y, SA)
D, Dl
g—l
(A ' = T(A))MOd
LA LA

-1 . . .
donde hemos denotado de nuevo S al funtor inducido en las comacategorias

por el definido en (3.1.2).

Este diagrama es conmutativo. En efecto :
Dado B —— A € (V,A) y teniendo en cuenta (1.1.25) sera
-1, T(A) T(A) ] T(A)

S (D (B)) = s ® IB = 1B
( ( ) (IVA) T(A) Iv‘\ T(B) I\/\ T(B)
A
Por otra parte , si S1 es laimagende S mediante la inyeccién

candnica R — T(B) y teniendo en cuenta los razonamientos realizados

en (3.1.5) sera T(S_lB) z S;l( T(B)) = SIl( T(B)) 1y entonces
- -
S T(B)@S-IRS LB

gy 51 T 1 =1 T(A) .
D-1(Ss B)‘S (—® IS B=S(—)® 41
S A VA T(S B) S IVA Sl (TB) PS
|3 I, 1 SllT(B)QRB i
IVA PS
-1
1T, 1 ST B) :

IVA PS
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1 T(A) —1 T(A)

= ® = B
Iv/\ A S lTB 1 IVA TB
donde hemos utilizado que P(_) que ¢s el submddulo generado por el conjunto

a a a
{(—1,0)0-62——10—-1-11+(0 —5—2—)05—1- /al,a2 A;sl,sch}
1 % °1 % 2 1

se identifica con S_LP .

(3.1.7) Para AcV , puesto que S_lA € YS , tendremos el diagrama de funto-

res adjuntos inducidos en la comacategoria

( Sets , s'lA)

U
F2n | I 25A
4
- ]
Fuoal (M SA) Uysa

FIVSA IUNSA

\J -1
(Ve SA)
-1
Denotaremos G(R)SA al cotriple en ( YS , S "A) inducido por la ad-
uncién - Fygy =1 Uygp € Frygy = Uy -

Entonces , ya que el funtor DS--lA tiene rango una categoria abeliana

podemos definir funtores de homologfa en (V_, S—IA) relativos al cotriple

S
G con coeficientesen D -1, H , DA .
®R)SA S A n( S A)G(R)SA
Para B —— S_IA € (\_/S, S—lA) y para simplificar denotaremos
B
RO, D, ) por  H (B, Dg1,) Ao

S A RBA
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La relacion encontrada en (3.1.6) entre los funtores DA y DS—lA

nos va a permitir a continuacién , en condiciones generales , conectar los gru—
pos de homologia concoeficientes en dichos funtores respecto de los cotriples
relativos a médulos , mientras que en el caso absoluto , tomando los cotriples
relativos a conjuntos , necesitaremos condiciones adicionales sobre el R-4l-

gebra A de V para encontrar relaciones del mismo tipo.

(3.1.8) PROPOSICION

Para cada A€V v S un subconjunto multiplicativamente cerrado de R

existe un isomorfismo

=1
s ,D
Hn (A A)R

in
T

-1

S -] - 20
(SA, Dot ) oy n
Demostracidn :

El caso n=0 es consecuencia inmediata de la conmutatividad del diagra-

ma en (3.1.6) .

Sea ahora n>1 . Hn(A’DA)R viene calculado en el complejo

ml n n-1 ¢D)
D GR A —— D GRA D GR A

[ .
y L (S A D -1 )S]R en el complejo

ml -1 1
——+D51GRSS A——'D—lé; DslAd;gS A —+ - (2)
-1 -
Puest f .1. , = . 4 i -
uesto que segin (3.1.4) S .F1V FlVSS v ademas se tiene clara
-1 -1
t u._ . = 4 :
mente 1VSS S U1V sera
-1 -1 -1 -1 -1
5S.G.=SF_ .U .S . = . = L€
R v v FlVS UlV FlVS' UlVS S GRS S
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y supuesto cierto para n-1, S .G  =G__.S , setendra
R RS
-1 n —1 n -
= = = =G__.S
> G =S G %= GRC, 5 % GRS Cre ® RS

Por tanto , el complejo (2) es equivalente al
s'bc™Ma — 5 A — <;1DG A — -
AR AR AR

-1
y éste no es mas (1) tras aplicarle el funtor S , de donde se deduce

inmediatamente el resultado anunciado .

(3.1.9) Sitomamos A€V libre de torsién ( esto es , libre de torsidén co-
mo R-modulo) se tendrd que el morfismo canbnico A — SOlA es un mono-
morfismo y por tanto  card (A) g card (S_IA) donde ‘'card" denota la car-
dinalidad del conjunto olvidado . Suponiendo que R es infinito se tiene

card (A) = card( S_lA) pues card (S_lA)\< card(R) card (A) y como

Xq < card(R) g card (A) sera card R) card(A) = card(A) de modo que

card (StlA) < card(A)

132

‘ -1
Entonces , teniendo en cuenta (3.1.4) S .FV= F yg Y Por tanto
x] 4
5.G(A) = = =
G(A) =S FVUV(A) FVS( UVQ\)) VS( UV‘BS (A)) FVSUVSS (A) G S (A)

con lo cual un mismo razonamiento que en (3.1.8) nos permite concluir

(3.1.10) PROPOSICION

Si A€V es un R-algebra libre de torsién y R es de caracteristica

cero , para cada subconjunto multiplicativamente cerrado S de R se tiene
un isomorfismo

| 4
S"H (A,D) = , D =
[ ( W) R (STA, DAY 20

-



133

Las proposiciones (3.1.8) y (3.1.10) nos permiten ya , teniendo en cuen-~
ta (2.2.2) , encontrar relaciones en las condiciones de equilibrioen V y

VS respectoa A . Mas explicitamente, podemos enunciar

(3.1.11) PROPOSICION
Si V es R-equilibrada en A , entonces \_/S es S-]‘R—equilibrada
en S_lA

Demostracién:

Por hipbdtesis , Hn(A,I )R= 0 n21 para cualquier A-médulo -in-

(R)
vectivo 1 . Entonces segiin (2.2.2) se tiene que Hn(A,DA)Rzo nx1

Yy consecuentemente §4Hn(A,DA)R= 0 . Ahora (3.1.8) nos da
Hn( S—IA , Ds—lA) S-1R= 0 nx1 y volviendo a aplicar (2.2.2) se concluye

que \_/S es S_]R—equilibrada en S-lA .

Un razonamiento del mismo tipo nos llevaria en las condiciones restrictivas
de (3.1.10) a un resultado andlogo en el caso absoluto . Ahora bien , un argu-
mento indirecto basado en la existencia de la sucesion de tres términos nos per—

mite obtener dicho resultado con total generalidad. Esto es

(3.1.12) PROPOSICION

Si V e equilibrada en A entonces \_/S es equilibrada en S—IA
Demostracién:

Si. B—— A es una presentacidn GA—proyectiva de A con nficleo

1

. -1 - , .
L singular, SB —— g4 €s una presentacidn G%A - proyectiva de

1 , , - L
S A (téngase en cuenta (3.1.3)) con niicleo S ]L que tambien serd singular.

Teniendo en cuenta la hiptesis y (2.2.4) de dar4 la sucesidn de tres
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términos de A-mddulos L +—— DA(B) —t DA(A)
. » ) _—1 T(A) 2
y por tanto tambien se tendra la sucesion exactade S ( -I—v-‘-\—)—modulos por
- =1 =1
la izquierda S ]] +— S DA(B) —+ S DA(A)

Utilizando ahora la conmutatividad del diagrama en (3.1.6) la sucesibén

anterior se convierte en

- - ~]
SL D41, (S By —» D1,(S"A)

de modo que se da la sucesidn de tres términos para una presentacidn GSA—pro-
. -1 . . 1
yectiva de S A y consecuentemente segin (2.2.5) YS sera equilibrada

en S_1

Obsérvese que este mismo razonamiento serfa valido en el caso relativo de

la proposicién (3.1.11)

Los resultados anteriores nos permitiran a continuacién probar que la con—

dicidén de equilibrio en una variedad de C es una condicién local.

(3.1.13) TEOREMA

Sea V una variedadde C y A€V . Entonces son equivalentes

1) V es (R)-equilibrada en. A.

i) Vg es (R )-equilibrada en A con S=R-m v 7 cualquier ideal
primo de R.

iii) \_/S es (Ru )-equilibrada en Au con S=R-u y u cuélquier
ideal maximal de R .
Demostracibn :

D »ii) (3.1.11) y (3.1.12)

ii)=iii) Evidente .

ii)=» i) Sea B —— A una presentacién G(R)A—pr'oyectiva de A
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en V con nucleo singular L . Se tendra entonces, segin (2.1.2), la sucesion
exacta de  A-médulos L —— DA(B) — DA(A) y se trata de probar

que u ¢s un monomorfismo.
Considerando por otro lado la sucesién exacta en \_/S ,

S_]'L-*—* S-]B — S-lA , Qque es una presentacidn proyectiva de

G -
1 ®)SA
S A, ésta inducira la sucesidn de tres términos de S A-mddulos

- — -1
S +— S IDA(B) —+ S DA(A)
que puede pensarse como la sucesidn exacta de 5—lR’-mc'>dulos
-~ J - =]
gL+ s 1DA(B) —+ S D, (A)
-1 . .
donde u'=S (u) es un monomorfismo para cualquier S=R-uy con u un

ideal maximal de R. Puesto que la condicién de ser un monomorfismo es uha pro-

piedad local ,se tiene que u es un monomorfismo y asi concluimos la implica-

cidn requerida.

En orden a obtener informacién del equilibrio en la variedad V es im-
portante desde un punto de vista practico como veremos mas adelante el recipro-
co de las proposiciones (3.1.11) y (3.1.12).

(3.1.14) PROPOSICION

Dado A€V , si _\_/S es (S—lR)—equilibrada en S.IA para algin S
subconjunto multiplicativamente cerrado de un dominio de integridad R , enton-
ces V es (R)-equilibrada en A.

Demostracion :
Sea L +— B —+> A una presentacidén GCR)A— libre con nu-

cleo L singular . Entonces B es libre como R-moddulo ( nbtese que B es

esencialmente el R-mbdulo libre sobre el grupoide (monoide) libre del conjunto
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sobre el cual se ha construido B en el caso absoluto o bien es , dado un R-mé-
dulo el R-moédulo libre sobre el grupoide (monoide) libre del conjunto olvidado

del médulo dado ) y por tanto , ya que R es un dominio de integridad , seré

L libre de torsién.

Si S es un subconjunto multiplicativo de R tal que \_/S es (S~]R)—equi—
- -1 . .
librada en S 1A »considerando el funtor S °, (3.1.2) , y aplicdndolo a la pre-
- - -1
sentacién dada, tendremos la sucesidn exacta en YS s S ]L +— 5 LB —+ S A

» . _1 ’
que es claramente una presentacién A—pr‘oyectlva de S A con nicleo

(8
(R)S
singular S 1L » que inducird la sucesién de tres términos

-1 -1 1
P —p = S
S'L ‘ DS—l (S B DS 1.(S7A)

o equivalentemente , segiin (3.1.6) , la sucesién
S—lL ——— E_LDA(B) e g—lDA(A)
. . T(A) . .
Teniendo en cuenta ahora que si M es un —1‘7\- -mddulo se tiene
-1 =1 -1 , ., . -
S MES ™M como S R-modulos , la sucesibén anterior puede escribirse en

la forma - - -

S 1L +—F S lDA(B) — S lDA(A)

interpretandola como una sucesién exacta corta de S—lR—mc'Jdulos.
Ahora bien , como L es libre de torsidn , el morfismo canénico

L — 5§ ]'L sera un monomorfismo , y considerando el cuadrado conmutativo

L ———Ji———+1)(B)

.

1
s S W, st DA(B)

u sera un monomorfismo por ser el primer morfismo de una composicion mébnica.
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Concluimos pues que la sucesién L +— B —+ A induce la sucesidn

de tres términos, v por tanto , segin (2.2.5), V es (R) -equilibrada en A.

Obsérvese pues que si R. es un dominio de integridad y en relacidén con el

teorema (3.1.13) , basta con que exista un primo (maximal) de R tal que \_/S

sea (R;)-equilibrada en ATr para que V sea (R)-equilibrada en A.

Los resultados anteriores nos van a permitir tambien , como veremos a con-
tinuacién , demostrar que bajo la hipbtesis de que R sea un dominio de integri-

dad las condiciones de equilibrio y R-equilibrio son equivalentes.

(3.1.15) PROPOSICION

Sea V una variedadde C con R un dominio de integridady A¢V .
Entonces V es equilibrada en A siy solo si V es R-equilibrada en A .
Demostracién :

Considerando S= R;{O} tenemos que S—lR es el cuerpo de fracciones
de R yen \_/S se tendra poir tanto que coincidiran las clases de epimorfis-

mos E(I; y é € , 0 dicho de otra forma , en \_/S los con-
RSA SA

conceptos de équilibrio absoluto y relativo son equivalentes .

Entonces , si V es equilibrada en A, por (3.1.12) sera \_/S equi-
librada en S—IA 0 equivalentemente S-IR—equilibrada en S_IA y ahora
aplicando (3.1.14) se deduce que V es R-equilibrada en A.

Reciprocamente , si V es R-equilibradaen A, por (3.1.11) sera

= . -1 =
YS SLR—ethbrada en S A o equivalentemente equilibradaen S A y

de nuevo aplicando (3.1.14) se tiene que V es equilibrada en A .
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3.2. ALGEBRAS ASOCIATIVAS . EQUILIBRIO DE LA COHOMOLOGIA DE
SHUKLA

Considerando la categoria UR-Alg. de &lgebras unitarias sobre un ani-
llo conmutativo R , nos ocupamos ahora de la variedad suya V definida por

la identidad f=(xy)z-x(yz) o variedad de algebras asociativas.

Estudiaremos a lo largo de este apartado en que forma se traducen en N
resultados anteriores. Ofrecemos tambien una nueva demostracién de que la va-—
riedad de algebras asociativas es R-equilibrada , mientras que en el caso ab-
soluto se resuelve el problema de su equilibrio , esto es , la anulacidn de los
grupos de cohomologia de Shukla en mdédulos de coeficientes inyectivos , en con-

diciones suficientemente amplias , problema éste planteado y conjeturado afirma-

tivamente por Gerstenhaber en [35].

(3.2.1) Dado A€V , la categoria A-Mod de A-mbdulos en v, (1.1.23),"
es equivalente a la categoria de mddulos a la izquierda sobre el dlgebra envol-
vente , (1.1.24) , que en este caso 'se particulariza al algebra AS = A®RA

Para cada A-mdédulo M tendremos el isomorfismo natural
] = D ’
Der(A, M) HomAe ( A(A) M)

Es por otro lado bien conocido que el A°-médulo 1A= Ker (A*—>A)
donde AS — A es el morfismo de multiplicacién , este ideal aumentacidén
representa al funtor derivaciones y por tanto , salvo isomorfismo, seré DA(A)z 1A.
Mas en general , para cualquier B — A€ (_\f, A) , el funtor de diferen-

ciales vendfa dado salvo equivalencia por DA(B)= AS ®Be IB , (1.1.25)

Como en (1.2.1) tendremos para la variedad en cuestidn » grupos de coho-

mologia del cotriple absolutos y relativos , Hn(A,M) y Hn( A,M)R respecti-

vamente.



139

Asimismo tendremos definidos los grupos de cohomologia equilibrada

- - - . “n
H'A,M) & Hn(A,M)R y de extensiones Hn(A,M) 6 H (A,M)R .

Notemos que las clases de epimorfismos en A-Mod , é y ER » son
precisamente la clase de todos los epimorfismos y la de epimorfismos R-escin-

dentes de Ae—médulos respectivamente .
(3.2.2) LEMA

Si B — A es un epimorfismo R-escindente de algebras asociativas,

éste induce la sucesibn de tres términos , esto es , la sucesidn exacta corta de

Ae—médulos

L o A°® 1B —+ 1A
2z B

siendo L = Kero

Demostraciodn :
( [15] pag. 419 )

(3.2.3) COROLARIO

La variedad de R-algebras asociativas y unitarias es R-equilibrada.

Demostracidn:

(2.2.4)

(3.2.4) COROLARIO

Existen isomorfismos naturales
n -n ~n
H(A,M) =H s M) = ’
( )R (A )R H (A, M )R

Demostracidn:

(2.4.12)

El segundo de estos isomorfismos fue demostrado en ( [15] ,teorema 3.10)
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(3.2.5) COROLARIO
) : n
Si para cada algebra asociativa A y cada £-médulo M » Hoch (A,M)
denota el correspondiente grupo de cohomologifa de A con ceficientes en M

introducidos por Hochschild ( Ann. of Math. [46 ](1945) ) se tienen isomorfis—

mos naturales

n Der( A,M) n=0
H (A,M)R =

Hoch™(A, M)  n>0

Demostracién:
En [17] pag. 174  se prueba que Hochm(A,M) = Ext?e (A,M) m>0

.
14

-2 e . 3 -
La sucesidn exacta IA +~—» A" —+ A induce isomorfismos naturales

Extzgl (A,M) =H" (A,M) m> 0

y el hecho se sigue del corolario anterior .

Resaltemos que la existencia de los isomorfismos del corolario anterior

fue demostrada por Barr- Beck en [14].

En virtud de los hechos anteriores podremos aplicar , para los grupos de
cohomologia de Hochschild , todoslos resultados obtenidos a lo largo de toda

la memoria concernientes a variedades equilibradas .

En 1967 Barr [8] , prueba que los grupos de cohomologia de un
algebra asociativa A con coeficientes en un Ae—médulo M introducidos por
Shukla [93] , Shu" (A,M), coinciden con los definidos mediante el cotri-

ple absoluto , mas explicitamente

nmero—
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(3.2.6) PROPOSICION

Para cada algebra asociativa A y cada A-mddulo M se tienen isomorfis-

mos naturales Der(A ,M) n=0

H" (A,M) =

shu™(a M) n>0

En el afio 1964 Gerstenhaber en [35] conjetura la anulacién de los
grupos de cohomologia de Shukla en dimensiones positivas cuando el mddulo de
coeficientes es inyectivo , o lo que es equivalente con nuestra terminologia ,

que la variedad de algebras asociativas es equilibrada.

En algunos casos tal hecho se deduce del equilibrio relativo , en efecto

(3.2.7) PROPOSICION

Si A es un algebra asociativa proyectiva como R-mbdulo entonces se
da el equilibrioen A .
Demostracidn:

Todo epimorfismo B —— A serid R-escindente y por el lema (3.2.2)
inducira la sucesidn de tres términos . Consecuentemente en virtud de (2.2.4)

se concluye la tesis requerida .

(3.2.8) COROLARIO
Si el anillo R es semisimple la variedad de R-dlgebras asociativas es
equilibrada.

Demostracidn :

Si R es semisimple todo R-médulo es proyectivo .

Hemos de notar sin embargo que bajo esta hipbtesis de ser R semisimple
las teorias de cohomologia absoluta y relativa coinciden . en efecto , las clases

Z:GR y EG son la misma .
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Como aplicacion directa de los resultados de 3.1. obtenemos la primera

resolucidén parcial importante de la conjetura de Gerstenhaber.

(3.2.9) TEOREMA
Si R es un dominio de integridad , la variedad de algebras asociativas es
equilibrada .

Demostracibn:

Sea S= R—{O} , entonces S_lR es el cuerpo de cocientes de R , ob-
viamente semisimple y por (3.2.8) la variedad de S—LR—élgebras asociativas
es equilibrada . Entonces segin (3.1.14) la variedad en cuestidén sobre R es

tambien equilibrada.

Obsérvese tambien por otro lado que (3.1.15) da de forma inmediata el

resultado requerido.

Destaquemos que en el caso particular de que el anillo R sea el anillo de
los enteros Z , podemos concluir que los grupos de cohomologia de un anilloin-
troducidos por Mac-lane , [74] , se anulan cuando el médulo de coeficientes
es inyectivo . Por tanto , como consecuencia de (2.4.12) estos grupos seran
isomorfos a lqs correspondientes grupos de cohomologia equilibrada y de exten-
siones.

Siguiendo la terminologia de 3.1., si 7 es un ideal primode R y A
es un R-dlgebra asociativa , Anz R“® A es de nuevo un Rﬂ—élgebra aso-

R
ciativa. Como consecuencia del teorema (3.1.13) tendremos ahora

(3.2.10) PROPOSICION

Sea A un R-algebra asociativa. Entonces son equivalentes :

. n . . .
i) Shu (A,M)=0 para cualquier A -mbédulo inyectivo M , n>2

. n
ii) Shu (A" sM') =0 para cualquier A ~-mddulo inyectivo M' , n32 y
m

todo ideal primo = de R.
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donde Shun( A, , M') denota los correspondientes grupos de cohomologia en

la variedad de R - dlgebras asociativas.

(3.2.11) TEOREMA

Si R es un anillo normal entonces la variedad de R-é4lgebras asociativas
es equilibrada .
Demostracién:

Si R es normal entonces para todo primo yde R , el anillo local Rn
es un dominio de integridad y por tanto segiin el teorema (3.2.9) la varie-
dad de R, -dlgebras asociativas es equilibrada dandose por consiguiente la hi~

pdtesis ii) de (3.2.10) lo que concluye la demostracién .

Observemos que en la demostracién solo hemos utilizado el hecho de que
los localizados R, sean dominios de integridad y por tanto la condicién de

normalidad sobre el anillo base R puede sustituirse por tal hipdtesis menos res
trictiva .
(3.2.12) COROLARIO

Si R es regular (en el sentido de Von-Neuman) la variedad de R-édlge-
bras asociativas es equilibrada.

Demostracion:

la condicion de regularidad implica que A, es un cuerpo para todo

primo ™ de R .

(3.2.13) COROLARIO

Si R es un anillo conmutativo noetheriano de dimensién global finita enton-
ces la variedad de R-algebras asociativas es equilibrada.

Demostracién:

Observemos en principio que estos anillos son tambien llamados regulares
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(véase por ejemplo [89] & Matsumura (Commutative Algebra. Benjamin 1980) ).
Es bien conocido que la hipdtesis de dimensidn global finita es equivalente

a la condicidén de que R" sea lin anillo local regular para todo primo n de R

(Teorema de Serre . Véase por ejemplo [89] pag. 262 ) y segin el teorema

de Auslander- Nagata- Buchsbaum todo anillo local regular es un dominio de fac —

torizacion Gnica . Por tanto se tiene que R es un anillo normal y basta aplicar

el teorema anterior.

Destaquemos que los tinicos anillos que verifican simultaneamente los dos
altimos corolarios , esto es , que son regulares en el sentido de Von-Neumann
y son noetherianos de dimension giobal finita son los anillos de dimensién global
cero , esto es , los anillos semisimples.

Es oportuno hacer finalmente referencia a la amplia lista de anillos que son
cubiertos por las hipbtesis de los teoremas y corolarios precedentes , sobre los
cuales la correspondiente variedad de algebras asociativas es equilibrada , esto
es , en ella los grupos de cohomologia de Shukla se anulan en médulos de coe-
licientes inyectivos , a los cuales puede aplicarseles toda la teoria desarrollada
anteriormente , como cuestiones de interpretacion , posibilidad de ser definidos
como funtores derivados en la segunda variable ( es decir , su coincidencia con
los grupos de cohomologia equilibrada ) , etc . Asi , anillos de Prufer, Bezout,
de enteros algebraicos , etc. son ejemplos de dominios de integridad ; anillos
como Z con n libre de cuadrados 6 K [G] (4lgebra de grupo) para G un gru-
po finito y K un cuerpo de caracteristica no dividiendo al orden de G son ejem-
plos de anillos semisimples , anillos de Boole son tambien ejemplos de anillos
regulares Von-Neumann vy los numerosos ejemplos de anillos regulares que

surgen en Geometria Algebraica asi como tambien de anillos normales.
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3.3. ALGEBRAS DE LIE

La variedad de algebras de Lie sobre un anillo conmutativo y unitario R
es la variedad de la categoria R-Alg. definida por el conjunto de identidades

{f,g} donde :

t=x ; g=(xyJ)z+(yz)x+(zx)y (ldentidad de Jacobi)

A lo largo de este apartado V  representara a la variedad de algebras

de Lie .

Si A€V y a,b€A , entonces puede deducirse facilmente que

ab=-ba , yque, consecuentemente , la identidad fl =Xy+yX junto con

la identidad de Jacobi g definen de forma equivalente a la variedad V.

(3.3.1) Definiendo para A€V un A-mddulo en V como en (1.1.23) y

considerando la categorfa A-Mod , se tendra segin ( 1.1.24) una equivalencia

natural
_ = M
A-Mod TCA) od
.
T(A) . . .
donde —I\-/-Aj— »  que es isomorfo, ( [64] ) , al cociente del 4lgebra ten-

sorial sobre el R-mbdulo Ao ‘por el ideal generado por todos los tensores de
la forma ab-aeb+bea , a,be AO , es llamado usualmente el algebra
universal envolvente del dlgebra de Lie A , al que denotaremos por AS.

Comoen (1.1.25), para la variedad V en cuestidén , el funtor derivacio-

nes es representable , esto es , existe un isomorfismo natural para cada A-mb-
dulo M
Der (A,M) = HomAe ( DA(A) , M)

Por otro lado , en el caso de que el anillo base sea un cuerpo K, es cono-



146

cido ([49]) queel A°-médulo 1A = Ker ( A* — K ) ( ideal aumentacion)
representa al funtor derivaciones de modo que se tendra , salvo isomorfismo que -
DA(A) = 1A |

Mas en general , el funtor de diferenciales podra ser calculado explicita-
mente como en (1.1.25) obteniéndose para B —— A € (V,A)

e
DA(B)= A OBe DB(B) .

Teniendo en cuenta la factorizacién del diagrama de funtores adjuntos expre-
sada en (1.1.26) para el caso que nos atafie de la variedad de élgebra‘s de Lie
y considerando los cotriples inducidos por dichas adjunciones podremos definir
como en (1.2.1) grupos de cohomologia relativos a ambos cotriples , que para

B——A€(V,A) yun A-mddulo M, seguiremos denotando H"(B ) M)(R) .
si &

®) es la clase de epimorfismos en A°-Mod definida en (1.1.26)
tendremos tambien como en (1.2.10) y (1.2.15) grupos de cohomologia equili-

brada H"(A » M) y grupos de extensiones ﬁn(A s M)

(R) (R) °

(3.3.2) Si B —+ A esun epimorfismo en V R-escindente con nu-
cleo L, teniendo en cuenta (2.1.2) se dispone de la sucesién exacta

L u e

= T A 8eD(B) —+ D, (A)

L2 B

la cual como se demuestra en [15] es una sucesidn exacta corta , pues el mor-
fismo u admite una escisidén R-lineal y por tanto es un monomorfismo.
Con la terminologia de (2.2) se tiene pues que para cualquier epimorfis-

mo B —+ A en la clase C!,: se da la sucesidn de tres términos y
RA
se concluye por tanto , en funcién de las condiciones de equilibrio expresadas

en (2.2.2) y (2.2.4) que Hn(A,I)R=O para cualquier 1 A-mb~
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dulo \/‘/(R—inyectivo . Se tiene asi

(3.3.3) TEOREMA

La variedad V de algebras de Lie sobre un anillo conmutativo R es

R-~equilibrada .

Como consecuencia , se tiene una interpretacién uniforme para las tres teo-

rias de cohomologia en el caso relativo , esto es

(3.3.4) COROLARIO

. . e . . .
Para un algebra de Lie A y un A -mbdulo M, existen isomorfismos na-

turales n —n 0

Demostracion :

(2.4.12)

(El segundo de estos isomorfismos , como para el caso de algebras asociativas

fue demostrado en [15] , teorema 3.10 ).

En el caso particular de tomar como anillo un cuerpo K y considerando

los grupos de cohomologia definidos por CHevalley-Eilenberg en [21]

14

nl , , . :
CH-E"" (A,M) , éstos segiin se probden [17] son isomorfos con los gru-
n+l . . '
pos ExtAe (K,M) vy considerando la sucesion exacta corta

1A +— A° —# ¥

se tienen isomorfismos Exti% (K,M) = Extie (IA,M) , de modo que des-

pues de (3.3.4) se concluye

PROPOSICION
0 Der(A,M) n=0
Existen isomorfismos naturales H (A ,M)K =

CH-E™(A.M) >0
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Volviendo al hecho de considerar la variedad de algebras de Lie sobre un
anillo R , nos ocupamos a continuacidn de los grupos de cohomologia absolutos

H" (A,M) .

El estudio realizado en (3.1) nos permite concluir inmediatamente

(3.3.6) TEOREMA

Si R es un dominio de integridad la variedad de algebras de Lie es equi-

librada .
Demostracién :

3.3.3) y (3.1.15)

De forma andloga al proceso realizado en la variedad de 4lgebras asociati-
vas , podemos encontrar una gran cantidad de anillos que tomados como anillos base
para la variedad V de &lgebras de Lie , permitan afirmar el equilibrio de és-

ta , es decir , la anulacién de los grupos de cohomologfa absolutos enmddulos de

coeficientes inyectivos. Tenemos asi

(3.3.7) TEOREMA

Si R es un anillo normal , la variedad de algebras de Lie es equilibrada.
Demostracidn :
Puesto que R" es un dominio de integridad para cualquier ideal primo = ,

la variedad de R - algebras de Lie , segiin (3.3.6), es equilibrada y entonces

por el teorema (3.1.13) V es equilibrada.

De nuevo , como en (3.2.12) y (3.2.13) la condicién de equilibrio
absoluto para V es vilida cuando el anillo base R es un anillo regular en

el sentido de Von-Neumann y tambien cuando el anillo R es un anillo noethe-

riano de dimensidn global finita .
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Dixmier en [23] introduce una teoria de cohomologia absoluta para ani-
llos de Lie y fue conjeturado por Gerstenhaber en [35] 1la anulacién de di-
chos grupos de cohomologia en médulos de coeficientes inyectivos.

Admitiendo como se prevee en [18] pag. 223 1la equivalencia entre los
grupos de cohomologia del cotriple absoluto y los definidos por Dixmier , con-
cluimos despues de (3.3.6) y (3.3.7) la conjetura de Gerstenhaber en condi-

ciones suficientemente amplias como son las de que el anillo base sea un dominio

de integridad o un anillo normal
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3.4. VARIEDADES DE ALGEBRAS CON (ANTI)-AUTOMORFISMO DE
PERIODO DOS

Supondremos a lo largo de este apartado que R es un anillo conmutativo
y unitario de caracteristica distinta‘de 2.

Nuestro objetivo en principio es mostrar que se puede realizar un estudio
paralelo al desarrollado en el primer capitulo en el contexto actual de algebras
con (anti)-automorfismo de periodo dos.

Observando posteriormente que el equilibrio en cualquier variedad de di-
chas categorias puede estudiarse en funcién del equilibrio en la variedad de C
definida por el mismo conjunto de identidades , nos ocuparemos de la variedad
de 4lgebras asociativas con involuccién (esto es , con antiautomorfismo de pe-
riodo dos ) y de la variedad de algebras de Lie con automorfismo de periodo dos

y de los grupos de cohomologia clasicamente establecidos para ellas por Harris

en [44) y [45].

(3.4.1) Denotaremos en lo que sigue por £ a cualquiera de las categorias
(U)IR-Alg o categoria de R-algebras (unitarias) con involuccidn

(U)AR-Alg o categoria de R-algebras (unitarias) con automorfismo de

periodo dos.

Destaquemos que en cualquiera de ellas , los morfismos no son mas que

morfismos de R-algebras (unitarias) conmutando con las involucciones o con los

automorfismos de periodo dos.

Un razonamiento analogo al realizado en (1.1.2) nos permite disponer de

nuevo de un diagrama de funtores adjuntos
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en cualquiera de los casos resefiados para £ .

(3.4.2) DEFINICION

Sea (A, rA)(. £ . Un (A,rA)-mc')dulo.es un epimorfismo escindido en £

(E, 1) —:;H(A,rA) p.s =1

A

con niicleo en R-Alg. M singular , esto es , con multiplicacién trivial.

Obsérvese que entonces , se induce , segln el diagrama

M+—— E —p-» A
rm; El l A
'
M+—+ E —L» A
un morfismo de R-mbdulos o M~—— M tal que rE.i = i.rM verifican-

do ademéas que es de periodo dos pues para cualquier me M se tiene

. 2, . . . '
L.y (m) = I (m)=i(m) y al ser i un monomorfismo se deduce que

2 2
rM(m)—m de modo que . IM

. ,
Si (M,I‘M) +—"(E,I’E) (A,r‘) €s un (A,r)-modulo

(]

se inducen acciones (independientes de la escisidn elegida) de A en M a
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izquierda y derecha como en (1.1.3) .

Un morfismo de (A,rA)—médulos es un diagrama

(M,x,) +i—+<E,rE) r— I
S
¢ 0
] i' 1] '
My ) == (E',r; ) =2 (A,r

s
con ¢.i=i%¢ ; p.é=p ; ¢.5s=s" ytalque ¢ y ¢ conmutan
con las involucciones ( automorfismos de periodo dos ).

Puede probarse facilmente que un morfismo de (A ,rA)—médulos €s un mor-
fismo de R-algebras entre los nucleos que conserva las acciones (es decir es
un morfismo de A-mddulos) y que conmuta con las involucciones o con los auto-
morfismos de periodo dos.

Tenemos asi la categoria de médulos para un algebra con involuccién o con

automorfismo de periodo dos (A,rA) » @ la que denotaremos (A,rA)—Mod .

(3.4.3) si (A,rA)€£ » dados dos (A,rA)—médulos

—tp +—» (E' —t s
(M,rM) +— (E,rE) (A,rA) y (M,rM) (E ,rE.) : (A rA)
tales que las acciones inducidas de A en M respectivamente coincidan , se tie-

ne que I(M,rM): (M,rM) —_ (M,rM) es un isomorfismo de (A ,rA)-mo

dulos y por tanto (E ,rE) = (E',rE,) , de modo que (E,rF) esta determinado

salvo isomorfismo por (A,rA) ’ (M,rM) y las acciones de A en M.

Denotaremos (E,rE) por (MVA, rM?A) y le llamaremos producto semi-

directo de (A,rA) por (M,rM) y hablaremos de un (A,rA)—médulo supo -

iendo dad , .
niendo dado (MJVA quA)
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Considerando el R-algebra (unitaria) MxOA definida en (1.1.9) y en
relacion con la proposicidn establecida en dicho niimero , hacemos ahora , €n

nuestro nuevo contexto , las siguientes observaciones.

a) Si (A,rA)e £ y (M,rM) es un (A,rA)—médulo , entonces el R-4l-
gebra (unitaria) MxOA es un objeto de £ bajo la involuccién (automorfismo

de periodo dos )

r(m,a)=(rM(m),rA(a)) (m,a)eMon

b) Reciprocamente , si existen acciones R-bilineales am y ma de
A en M yel R-dlgebra (unitaria) MxOA pertenece a £ con una involuccibén
(automorfismo de periodo dos ) r talque r(0,a)=(0 , rA(a) ) , entonces

(M,rM) es un (A,rA) -mébdulo con rM(m)=r(m,O) '

(3.4.4) Si (A,rA)G £ , una derivacibén de (A,rA) en un (A,rA)—médulo (M,rM)

es una derivacion de A en el A-médulo M que conmuta con las involucciones

(automorfismos de periodo dos).

Tenemos asi el conjunto

‘Der((A,rA),(M,rNP)={deDer(A,M) / ?'Md=drA}

el cual se comprueba facilmente que es un subgrupo del grupo abeliano de deri-

vaciones de A en M , Der(A,M).

Podremos entonces considerar el funtor

Der ( , (M,rM) Y: (g, (A,rA) )0 ——— G.Ab.

demostrindose ademis de forma analoga a (1.1.14) su equivalencia natural con
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. | , (MJA,rMM) )
e untor Ol'n(g,(l\’r )) y
A (A.r)
A

(3.4.5) Si V esunavariedadde £ y (A,rA)c\_/ , entonces un (A,rA)—mé

dulo (M,rM) estaen V si (MVA, rMJA) estaen V.

Denotando \_/(A,rA)—Mod a la categoria de (A,rA)—médulos en V , se

tiene , como en (1.1.25) una adjuncidn
(v, (A.rA))

D ]
(A,rA)l T Ty

V(A ,rA)-Mod

donde D(A r) es el funtor de diferenciales para el &lgebra con involuccion
A

(automorfismo de periodo dos ) (A,rA) en V , siendo la categoria

\_/(A,rA)—Mod naturalmente equivalente a la de médulos a la izquierda , en el

sentido usual , sobre el algebra universal envolvente con involuccién (automor-

fismo de periddo dos ) para (A,rA) , esto es ,

_\_/(A,rA)—Mod = , TCA) -, Mod
IVA ’
con ( %(A) , T) = T(A)QB_r TCA) ( Véase [38] y téngase en cuenta (1.1.24)).
AT |

(3.4.6) Sea V una variedad de ¢ y (A,rA)€ V . Considerando las ad-
Junciones inducidas en la comacategoria por las de (3.4.1) y teniendo en

cuenta la adjuncidén expresada en el punto anterior , se tendrad , como en (1.1.26)
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el diagrama de funtores adjuntos

( Sets , A)
U
F?A 27
F (.M,A) U
VrA R . VrA
F 8]
er\ 1VrA
v
(v, (A.rA) )
4
D, ]
(A,rA) ' Ty
\ 4
\_/(A,rA)-Mod
Denotaremos (Br "al cotripleen (V, (A,rA)) inducido por la adjun-
A .
cidon er — UVr , \ GRr al inducido por la adjuncién
A A A
F —U
vV
1 rA 1VrA

Entonces , si (M,rM) es un (A,rA)—médulo en V  yconsiderando el
o
funtor de coeficientes Der ( (M,rM) Y: (v, (A,rA)) — G.AbD.

podremos definir funtores de cohomologia como en (1.2.1)

n n
H( , (M’rM))(R)r = H( , Der( ’(M’rM))(I; n>0
A (R)rA
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En (V ,(A,rA)) tendremos la clase de epimorfismos escindentes en

( Sets , A) a la que denotaremos fq; y la clase de epimorfismos escinden-
A
tes en ( RM »A) a la que denotaremos gGRr
A
En y(A,rA)—Mod tendremos la clase E:(R)r de todos los epimorfismos
A .
que mediante ] pertenezcan a E .
A Ror
A
Entonces , de forma andloga a (1.2.10) .y (1.2.15) y considerando las
clases de epimorfismos éR)r » podremos definir tambien en V , para
A
(A,r‘A)e\_/ y un (A,rA)—médulo (M,rM) en V , grupos de cohomologia
-n
.l. ’ 1 ? ra
equilibrada H ((A rA) (M rM))(R)r n20
A
y grupos de cohomologia de extensiones T (A,rA) »(M,r ) n>1

M (R)rA <

(3.4.7) si (L,I'L) +— (B,rB) — (A,rA) es una (R)-extensidén sin~
gular de (A,r’A) por el .(A,rA)—médulo (L,rL) (véase (1.2.7) con las

modificaciones naturales ) ésta induce , considerando la sucesién exacta larga

en los grupos de homologia con coeficientes en D(A r) y relativos al cotri-
A
l , 22
ple G(R)r la sucesidén exacta
A .
L,r) — D B, — ,
( L A ’rA)(( rB)) D(A,rA)((A rA)) (1)

Es facil de probar entonces que si se tiene la sucesion exacta corta

L +—— DA(B) —_— DA(A)
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(sucesidn de tres términos en la variedad de C definida por el mismo conjunto
de identidades ) , la sucesién exacta (1) es también exacta corta pues DA(B)

es un sumando de D (B,r) (véase [44]y [92] ) vy por tanto como
(A,rA) B

consecuencia de (2.2.4) se puede concluir que una variedad V de £ es

(R)-equilibrada en (A,rA) si la variedad de C definida por el mismo conjun-

to de identidades es (R)-equilibrada en A .

(3.4.8) " Algebras asociativas unitarias con involuccidn. Cohomologia de Harris "
Traduciendo todos los resultados anteriormente citados al caso de la varie—

dad de algebras asociativas unitarias con involuccidn y teniendo en cuenta que

por (3.2.3) la variedad de algebras asociativas unitarias es R-equilibrada

se concluye despues de (3.4.7)

(3.4.9) TEOREMA

La variedad de R-dlgebras asociativas unitarias con involuccibén es R
librada.

—qu_i

(3.4.10) COROLARIO

Existen isomorfismos naturales

~

n -n ~ ~ N
H ((A’rA)y(M,rM))RrA= H ((A’rA)’(M’rM))RI‘A- H ((A’rA),(M,rM))RrA

Demostracién : (2.4. 12)

En el caso de tomar la cohomologia absoluta obtenemos despues de (3.2.9)

y (3.2.11) vy teniendo en cuenta de nuevo (3.4.7)
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(3.4.11) TEOREMA
Si R cs un dominio de integridad o bien es un anillo normal , la variedad

de R-algebras asociativas unitarias con involuccion es equilibrada .

Para la variedad en cuestién , cuando el anillo base es un cuerpo de carac-
teristica distinta de 2, fueron definidos por Harris en [45) grupos de coho-

mologia , los cuales , como prueba Glassman en [38] coinciden con los gru-

pos de extensiones.

Teniendo en cuenta entonces (3.4.10) podemos afirmar

(3.4.12) TEOREMA

Si (A,rA) es un dlgebra asociativa y unitaria con involuccién y (M,rM)
€s un (A,rA)—médulo se tienen isomorfismos naturales

0 | Harrml((A,rA),(M,rM)) n>0
H ((A ,I’A),(M ,I‘M)) =

Der((A,rA),(M,rM)) n=0

donde Harrnﬂ( » ) denota los grupos de cohomologfa definidos por Harris
(3.4.13) Para la variedad de dlgebras de Lie con automorfismo de periodo dos
podemos obtener de nuevo , teniendo en cuenta (3.4.7) y los resultados ofreci-
dos en el apartado (3.3) consecuencias analogas a (3.4.9) » (3.4.10) y
(3.4.11) sobre el equilibrio de dicha variedad .

Cuando el anillo base es un cuerpo de caractefitica distinta de 2 , Harris
en [44] define tambien , para un algebra de Lie con automorfismo de periodo

dos (A,rA) y un (A ,rA)—médulo » grupos de cohomologia que coinciden como
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se demuestra en [38] con los grupos de extensiones , pudiéndose concluir por
tanto como en  (3.4.12) la equivalencia de los grupos definidos por Harris con

los delinidos en (3.4.6) para la variedad en cuestién .

3.5. ALGEBRAS DE JORDAN
Consideramos en este punto la variedad de UR-Alg. definida por‘el con-
junto de identidades { t,g } donde
2 2
f= xy-vx ; g=x (yx)-(x"y)x
que es la variedad de algebras de Joran unitarias a la que denotaremos Jord.

(3.5.1) Si A Jord. , setendrd comoen (1.1.26) un diagrama de funtores

adjuntos
( Sets, A)
FA ( RM,‘A) UA

v I

(Jord , A)
D
A v I
A-Mod

donde el funtor FA es el inducido en la comacategoria por el funtor

F: Sets — Jord el cual hace corresponder a cada conjunto , el R-alge-
bra de Jordan librey unitér;ia sobre dicho conjunto , esto es , el R-algebra
no asociativa y unitaria libre sobre el conjunto dado , mddulo el ideal generado

por todos los elementos de la forma ab-ba ; a2(ba)—(a2b da . ( [61] pag 40)
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La categoria de A-mbddulos en Jord. sera segin (1.1.24) equivalente

TT(\;/A\—) . Si AO representa

el R-modulo subyacente de A , puede probarse en este caso ( [64) y [61] )

a la de modulos a la izquierda sobre el anillo

que TA) es isomorfo al cociente del dlgebra tensorial sobre A_ por el
1\/\ 0
ideal generado por todos los tensores de la forma
2 2, 2
a ea-aoa ; a b+2aebea-bea -2aeab a,b€A0

Segin el diagrama anterior y tal como se hizo en el primer capitulo , en la
variedad de algebras de Jordan podremos definir grupos de cohomologia para
cada una de las tres teorias alli estudiadas , a los que seguiremos denotando

para Ac¢jJord yun A-mbdulo M

HA,M) . HT(A,M)

~n
M
(R) H (A,M)

(R) (R)

(3.5.2) En [38] Glassman define grupos de cohomologia para cualquier
variedad de algebras como grupos de extensiones ( en el sentidode (1.2.3) tras
renumeracion ) yen [39] estudia de forma particular estos grupos de co-
homologia para ciertos objetos de la variedad de algebras de Jordan sobre un
cuerpo de caracteristica distinta de 2 , a saber las algebras de Jordan de ma-
trices de grado n24

Mas concretamente , si (A,r) es un algebra asociativa y unitaria con in-

voluccion , considera el dlgebra A de matrices nxn , n34 , con entradas
n

de A (con las operaciones usuales de suma ,producto y producto escalar ) que
es de nuevo un algebra asociativa y unitaria con involuccion ( involuccidn cand—
nica J )

a

Teniendo en cuenta el par de funtores adjuntos ( [61] pag 79 )
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Jord.

E S
UIR-Asoc. (asociativas unitarias con involuccion)

donde , para (A,r)¢ UIR-Asoc, S(A,r)es el algebra de Jordan de los ele-
mentos simétricos bajo r , se tiene que S (An ) ]a) es un algebra de Jordan
(algebra de Jordan de matrices ) , siendo para este tipo de &lgebras de Jordan
con n24 , alas que se dedica el estudio realizado en [39]

Apoyandose en el hecho basico probado por Jacobson en [61] pag. 144
de la equivalencia entre las categorias de mdédulos para un algebra de Jordan
de matrices S(An , ]a) n24 , y la de médulos con involuccién para el al-
gebra de coeficientes (A,r) y denotando r( M,rM) al correspondiente
S( An , Ja)—médulo ( mediante dicha equivalencia ) para el (A,r)- mbdulo

(M ’#M) se tiene

(3.5.3) PROPOSICION

Sea ] cualquier involuccidn canbdnica . Entonces (M,rM) es un (A,r)-mod-

dulo inyectivo si y solo si I‘(M,rM) es un  S( An, ] )-mbdulo inyectivo .

Demostracién : ( [{39] )

(3.5.4) PROPOSICION

Si ] es cualquier involuccién candnica

-k ~k
H (S(An,]), r(M,rM)) = H ((A,r),(M,rM)) k>1

Demostracion : ( [39]) tras renumeracidn.

Ambas proposiciones nos permiten ahora, teniendo en cuenta (3.4.9),0btener
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(3.5.5 PROPOSICION

Para cualquier involuccidn canénica ] y cualquier S( l\n, J )-moédulo in-

yectivo | se tiene ﬁl ¢ s( An,J ), 1)=0

1 "'1 . I4
Puesto que segin (1.2.9), H (A,M) =1l (A,M) para cualquier alge-
bra de Jordan A y cualquier A-médulo M » ¥ teniendo en cuenta la condicidén

de equilibrio dada en (2.2.2) pbdemos afirmar despues de (3.5.5)

(3.5.6) TEOREMA

La variedad de 4lgebras de Jordan unitarias es equilibrada en cualquier

algebra de Jordan de matrices n34 , sobre un cuerpo de caracteristica dis~

tinta de 2 .

(3.5.7) COROLARIO

Si A es un dlgebra de Jordan de matrices nz4 , sobre un cuerpo de
caracteristica distinta de 2 , Se tienen isomorfismos
- ~ N
H'(A,M) = HP(AM) = (A, M)

Demostracién : (2.4.12 )

(3.5.8) Sin embargo , como se demuestra en [92] ,si A=KXK[e] esel
dlgebra de los nimeros duales sobre K y considerandola como algebra de
N . ~1 e e . :
Jordan unitaria se tiene que H (A,A) =0 donde A, el dlgebra
universal envolvente de A , es un Ae—médulo inyectivo.
Por tanto, segiin (1.2.9) se tendri que HI(A LAS)= 0 , es decir el

primer grupo de cohomologia del cotriple no se-anula en médulos de coeficientes



163

inyectivos y por tanto concluimos

(3.5.9) TEOREMA

La variedad de algebras de Jordan unitarias no es equilibrada ( ni absolu-
ta ni relativamente ) .

Como consecuencia de ello , para cualquier algebra de Jordan A y un
A-mbédulo M las tres teorias de cohomologia , (3.5.1) , darén lugar a grupos
no siempre isomorfos teniéndose segiin (3.3) interpretacion en terminos de

extensiones equilibradas para los grupos H"A M )(R) y segun (3.4)

morfismos de conexibn entre ellas .
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