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Introduccidn.

Existe una gran variedad de teorias matemdticas abstractas relevantes para
la Fisica Matemética. En la década de los 80, ciertas estructuras algebraicas
de complejidad considerable han resultado importantes en el contexto de la
Teoria cudntica. Estos son los llamados grupos cudnticos, cuya motivacién y
ejemplos provienen del estudio de sistemas integrables cudnticos [22, 36, 23].

Existen distintos aspectos de la teoria algebraica de grupos cudnticos; dos
de los mas relevantes son los siguientes. De una, parte, los grupos cudnticos
han sido estudiados en tanto que slgebras de Hopf, es decir, 4lgebras en gene-
ral no conmutativas enriquecidas con una estructura compatible de codlgebra.
Algunas referencias pertinentes aqui son [57, 76, 53, 55, 40, 54, 20]. Otra
aproximacion es considerar un grupo cudntico como un algebra cuadritica.
Este es el punto de vista desarrollado sistematicamente por Yu I. Manin [57],
y esta basado en la siguiente observacién. Supongamos que cuantizamos el
plano de fases, imponiendo a las coordenadas la relacién de conmutacion
YX = qXY, donde ¢ = e Es decir, estas son las relaciones de conmuta-
cion de Heisemberg en versién integrada. En tal caso, el grupo ordinario de
simetrias del plano, GL(2), queda inservible. Pero esta simetria rota queda
restaurada si se imponen ciertas relaciones de conmutacién no triviales sobre
las entradas de las matrices de orden 2. Asf se llega a la nocién de matriz
cudntica. De hecho, lo que se construye no es un grupo, sino el algebra de
coordenadas cudnticas Og(GL(2)) del grupo lineal general de orden 2 como
una localizacién del dlgebra de coordenadas cuanticas O, (M,(k)) de las ma-
trices cuadradas de orden 2. El procedimiento es considerar el algebra, libre
sobre cuatro variables y construir O (M, (k)) como el dlgebra no conmutativa
cociente de aquella mediante un ideal bildtero generado por ciertas relaciones
cuadraticas. De esta manera, se consigue que esta nueva algebra no conmu-
tativa actue sobre el plano cuédntico, de manera analoga a como el algebra
conmutativa de funciones polinédmicas sobre las matrices actua sobre el pla-
no usual. Una propiedad relevante de esta aproximacién es su generalidad.
Asi, partiendo de un espacio no conmutativo definido por ciertas relaciones,
usualmente cuadréaticas, sobre sus coordenadas no conmutativas, se obtiene
un “semigrupo lineal general” y, tras localizacién, un “grupo lineal general”
que actua sobre el espacio original. El primer objeto vuelve a ser un algebra
definida como cociente del algebra libre por ciertas relaciones, y el segundo,
el “grupo cudntico” es obtenido mediante localizacién. Ademais, esta locali-
zacion se puede obtener mediante la adjuncién de nuevas variables y nuevas
relaciones mediante el uso de “determinantes cudnticos”.

Asi, una buena forma de entender qué es un grupo cudntico es conside-
rarlo como la estructura algebraica que modela la geometria de un espacio
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no commutativo. Esta idea, lejos de ser una mera motivacién, es una linea
fundamental de investigacién en grupos cudnticos (referencias bésicas aqui
son las monograffas de Manin para la Geometria Algebraica [57] y de Con-
nes para la Geometria Diferencial [18]). La idea es la siguiente: Un 4lgebra
afin commutativa es el anillo de funciones regulares sobre una variedad al-
gebraica (la versién de este hecho en Analisis abstracto es el Teorema de
Gelfand-Naimark, que reconoce toda 4lgebra de Banach conmutativa como
el algebra de las funciones continuas sobre cierto espacio topolégico). Desde
este punto de vista, un algebra afin no conmutativa debe contener la infor-
macién geométrica de un espacio no conmutativo. Nuestro punto de vista
es el algebro-geométrico. Dado que, en contraste con el caso commutati-
vo, los ideales bildteros pueden no ser suficientes para soportar un estudio
geométrico no commutativo (piénsese en las dlgebras de Weyl), hemos de
sustituir éstos por alguna otra nocién. Aparece asi naturalmente la necesi-
dad de estudiar las representaciones del dlgebra, esto es, sus médulos. Este
punto de vista ha sido recientemente desarrollado por Alexander Rosenberg
(71]. Resefiemos no obstante que esto no implica que la informacién dada
por los ideales bildteros sea desdefiable en algunos casos [38].

Una vez descrito brevemente el marco teérico general en que encuadrar
esta memoria, pasamos a especificar algunos aspectos. Desde el punto de vis-
ta algoritmico, el primer problema que se plantea es disponer de una buena
representacion de los elementos. Una propiedad comin a muchos ejemplos
relevantes de grupos cudnticos es que verifican un “Teorema de Poincaré-
Birkoff-Witt” en el sentido de que poseen una base formada por monomios
estdndar, es decir, los elementos del 4lgebra se pueden expresar de manera
Unica como polinomios en un ntmero finito de variables (82, 50, 70, 5]. El
modelo cldsico aqui son las dlgebras envolventes de 4lgebras de Lie de dimen-
sion finita y las dlgebras de Weyl. Y, por supuesto, los anillos de polinomios
conmutativos en un nimero finito de variables.

Existen precedentes del estudio de métodos computacionales para slge-
bras no conmutativas. Un punto de vista bastante general es el desarrollado
por Teo Mora [61, 64, 62, 63, 65]. En estos trabajos se aborda el estudio de
bases de Grdbner y se construyen procedimientos para su célculo, andlogos
al algoritmo de Buchberger. Estos procedimientos no llegan a ser algoritmos
, es decir, no se puede garantizar que terminen en un nimero finito de pasos,
ya que las dlgebras consideradas no son noetherianas en general. Como
los grupos cudnticos son, usualmente, dominios noetherianos, usamos estas
riqueza estructural para el desarrollo mas nitido de los algoritmos bésicos en
el tratamiento de ideales. La idea clave es asignar a cada elemento del grupo
cudntico un exponente que permite medir su tamafio con respecto de un
orden admisible en NP. Surge asi la nocién de 4lgebra de Poincaré-Birkhoff-
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Witt (ver [29]). Este planteamiento subyace, no explicitamente, en la nocién
de algebra de polinomios solubles de Kandri-Rody y Weispfenning [39].

Para finalizar la introduccién vamos a resumir brevemente el contenido
de cada capitulo. En el capitulo primero recordamos algunos de los resulta-
dos mas relevantes sobre el semigrupo NP, su estructura aditiva y distintos
ordenes compatibles con la estructura aditiva. Ademas son definidos algunos
ejemplos de los érdenes citados anteriormente, especialmente érdenes lexi-
cograficos simples y graduados. También se incluye los primeros conceptos
sobre ideales primos no conmutativos, asi como la localizacién no conmuta-
tiva con respecto a conjuntos de Ore.

En el segundo capitulo comenzamos el desarrollo de las herramientas que
se emplearan posteriormente. Se definen las llamadas dlgebras de tipo PBW,
y las bases de Grobner para ideales de dichas algebras. Se desarrollan los
algoritmos de la divisién (fuerte y débil) y de Buchberger para el célculo de
bases de Grobner de ideales a izquierda (o derecha) y bilsteros. Se propor-
cionan las primeras aplicaciones del concepto de base de Grébner, como la
solucién al problema de la pertenencia de un elemento & un ideal (izquier-
da, derecha o bildtero) dado por un sistema de generadores, cédlculo de un
conjunto de generadores de la interseccién de dos ideales dados mediante ge-
neradores. También se estudia el problema de la eliminacién de variables en
extensiones de Ore.

El capitulo tres aborda el estudio efectivo de los modulos finitamente
generados sobre un dlgebra de tipo PBW. Se desarrollan los conceptos de
base de Grébner y los algoritmos que las acompafian para submédulos a
izquierda (o derecha) de un médulo libre sobre un algebra de tipo PBW.
Se incluye el calculo de sistemas de generadores de médulos de sicigias, los
cuales nos permiten rehacer algunas de las aplicaciones vistas en el capitulo
dos, como la interseccién de submédulos desde un nuevo punto de vista.
Ademds, las sicigias permiten calcular presentaciones de mdédulos, nicleos
de homomorfismos, anuladores y transportadores. Una aplicacién algo mas
elaborada incluida en este capitulo es el clculo de Ext% (M, R/I) con I un
ideal bildtero de un 4lgebra de tipo PBW R. Se incluyen por tltimo algunas
cuestiones sobre realizar de manera efectiva las operaciones habituales en
anillos de fracciones, suma, producto y cdlculo de inversos. Esta dltima
parte se usara en el capitulo siguiente.

El capitulo cuarto estd dedicado a los ideales primos. Consta funda-
mentalmente de dos partes. La primera contiene el test de primalidad en
extensiones iteradas de Ore. Se estudia por separado aquellos elementos que
integran el test, incidiendo en aquellos que lo separan del test conmutativo de
[26]. La segunda parte proporciona un método para calcular los primos mi-
nimales sobre un ideal bildtero dado en 4lgebras de operadores diferenciales.



Este cdlculo permite calcular el radical de un ideal dado en conjuncién con
la interseccién de ideales estudiada en los capitulos anteriores. Finalmente
proporcionamos un método basado en técnicas de algebra lineal para calcular
el radical de un ideal cero—dimensional sin calcular sus primos minimales.
El quinto y dltimo capitulo se ocupa del cdlculo de la dimensién de
Gelfand-Kirillov. Consiste en dar primero un método para calcular la di-
mensién de un monoideal para luego relacionar la dimensién de un ideal
dado con la de su exponente. Es necesario que el orden considerado tenga
condiciones de finitud, lo que se consigue con las casi-graduaciones.
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1. PRELIMINARES

1.1 Sobre NP.
1.1.1 Ordenes admisibles.

[1.1]. Vamos a comenzar estableciendo algunos resultados concernientes al
semigrupo NP y a ordenes compatibles con la estructura de semigrupo. Re-

cordamos que la estructura de semigrupo natural en NP viene dada, por la
Suma componente a componente, es decir,

(al,...,ap)—i—(ﬂl,...,ﬂp):(a1+ﬂ1,...,ap+ﬁp).

Consideraremos siempre en N el orden natural, es decir, para cualesquiera
m,n € Nn < msiysélosim-—ne N Los resultados de este capitulo

seran utilizados en numerosas ocasiones a lo largo de la memoria sin mencién
explicita.

[1.2]. Un orden total < sobre (NP, +) se dice admisible si 0 = (0,...,0) es

minimo para < y el orden tiene un buen comportamiento aditivo, es decir,
para o, 3,7 € NP,

si @ < § entonces a + v < 3+ 7,
donde o < 3 tiene el significado habitual, o < By a#p.

Veamos algunos ejemplos:

[1.3]. Ejemplo. Orden lexicogrifico. Definimos el siguiente orden en NP:

aLl f < {a:ﬂ °

o; < 3; donde : es el primer indice en el que o; # G;.

La admisibilidad de este orden es consecuencia inmediata de la admisibilidad
del orden natural en N.

Para definir este orden hemos escogido un orden en los indices {1,..., P},
el orden natural 1 < --- < p. En este caso se suele llamar orden lexicogréfico
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directo. Cualquier otro orden en los indices proporciona otro nuevo orden
lexicografico, por ejemplo

a< [ < {a:ﬂ ©

a; < 3; donde i es el ltimo indice en el que «; # 5.

En este caso el orden en los indices es p < -+ < 1.

Consideremos los elementos ¢; = (0, ..., i, ...,0) € N°. Dar un orden en
los {ndices equivale a ordenar los elementos €, ..., €,. En el primer caso que
hemos visto, €; > --- > €,, mientras que en el segundo se obtiene el orden
contrario, €; < --- < ¢,. Este ultimo serd el orden lexicogréfico més utilizado
a lo largo de esta memoria.

[1.4]. Ejemplo. Para cada o € NP, definimos el grado de o como
ol =a; + -+ ap.

Un orden admisible < se dice graduado si @ < ( implica que |a| < |8].
La importancia de los érdenes graduados se vera en el capitulo 5. Si < es
un orden admisible sobre NP, hay una forma natural de definir un orden
graduado asociado a < y que denotaremos <,,
o< p e [l <18 0
la| =18y a <8

Como caso particular obtenemos los 6rdenes lexicograficos graduados.

1.1.2 Monoideales.

[1.5]. Un subconjunto £ C NP se llama monoideal si es invariante por tra-
slaciones, es decir,

E+N={a+f|a€cE feN}=E.

En la literatura, dichos subconjuntos suelen recibir el nombre de ideales en
lugar de monoideales. Nosotros, sin embargo, vamos a limitar el uso del
término ideal a aquellos que lo sean de un anillo.

[1.6]. Vamos a incluir algunos resultados clésicos.

Teorema (Lema de Dickson). Dado cualquier A C NP, ezisten elementos
al,...,a™ € A tales que

Ac|) (e +)
i=1
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Este teorema garantiza la existencia de sistemas de generadores finitos

para todo monoideal de N?. Dicho sistema de generadores se puede refinar
alin mas:

Teorema. Todo monoideal de NP tiene un tnico sistema de generadores mi-
nimal respecto a la inclusidn.

Utilizando reiteradamente el siguiente resultado, cuya demostracién es

inmediata, podemos construir un sistema de generadores minimal a partir de
un sistema de generadores finito.

[1.7]. Lema. Si G es un sistema de generadores de un monoideal E C NP
y o € G satisface la siguiente propiedad,

o€ U (ﬁ—i—N"),
BeG\{a}

entonces G\ {a} es un sistema de generadores para E.
Algunas de las aplicaciones del lema de Dickson son las siguientes:

[1.8]. Proposicién. N° satisface la condicién de cadena ascendente para
monoideales.

Demostracion. Sea Ey, C E; C --- C E; C .- una cadena ascendente de
monoideales. Entonces E = Uzl E; es un monoideal que por el lema de
Dickson tiene un conjunto finito de generadores, llamémoslo A. Es claro que
existe n € N tal que A C E, y para dicho natural, £, CE=A+N C E,,
lo que prueba que la cadena estaciona a partir de E,,. a

[1.9]. Proposicién. Todo orden admisible < sobre NP es un buen orden.

Demostracion. Sea S C NP. Por el lema de Dickson [1.6] podemos encontrar
un subconjunto finito de elementos a?,...,a™ € S tales que

SC 0 (of + N°).
i=1

Dado que < es un orden total, podemos suponer que ! < a? < --- < o™,
Vamos a demostrar que o! es el minimo de S. Sea B € S. Entonces existen
1€ {L,...,m}yv € WP tales que 8 = o’ +~. Entonces a! < o < @i+ = 4,
como queriamos. O

[1.10]. Teorema (Induccién noetheriana.). Sea < un orden admisible

sobre NP. Sea A C NP, un subconjunto que satisface las propiedades siguien-
tes:
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(a) 0 € A.
(b) SiM(a)={BeN | B<a} C A entonces a € A.
Entonces A = NP,

Demostracion. Es claro que A es no vacio. Supongamos que B = NP \ A es
no vacio. Por [1.9] existe un minimo § € B. La minimalidad de 8 implica
que M(B)NB = @, y como 3 # 0, tenemos que M(8) # &. Por tanto
M(B) C A, lo que implica que 3 € A, pero eso es imposible porque 3 € B.
Necesariamente B = &. O

1.1.3 Subconjuntos Estables.

Con la vista puesta en no sélo estudiar de manerta efectiva ciertos anillos,
sino también sus mddulos finitamente generados, necesitamos estudiar ciertos
érdenes y subconjuntos sobre NP x {1,...,n} = N»*_ Su utilidad se verd en
el capitulo 3. Hay una accién natural de NP sobre NP:

+: NP x NP" s NP
a, (8,1) — o+ (B,9) = (a+ B,1).

[1.11]. Un subconjunto E C NP" se dice estable si E+ NP = E. En el caso
n = 1 los conjuntos estables coinciden con los monoideales. Decimos que E
estd generado por G si £ = G + NP. Hay una relacién muy estrecha entre
monoideales y subconjuntos estables. Dado que todo subconjunto (estable o
no) S C NP™ ge puede escribir como la siguiente unién disjunta,

W (Si+(0,3), Si={aeN|(ai) €S},

1=1

S

obtenemos el siguiente lema:

[1.12]. Lema.

[1.12.1]. E es estable si y sdlo si para cada 1 < i < n, E; es un monoideal
0 Ei = J.

[1.12.2]. G es un conjunto de generadores para E si y sdlo si G; es un
conjunto de generadores de E; para todo 1 <1 < n.

Demostracidn. Inmediata. O

[1.13]. Proposicién.
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[1.13.1]. Dado cualquier S C NP™ | ezisten al,...,a™ € S tales que

Sgo(ai+N”).

i=1

[1.18.2]. Todo conjunto estable E tiene un unico sistema minimal de gene-
radores.

[1.13.3]. SiG es un sistema de generadores de un conjunto estable E C NP"
y a € G satisface la siguiente propiedad,

ae U (b+Np),

bEG\{a}
entonces G \ {a} es un sistema de generadores para E.

Demostracion. Dado que S = 4., (S; + (O, i), el primer apartado es con-
secuencia inmediata del Lema de Dickson [1.6].

Sea G; = {oi,..., 0} } un conjunto minimal de generadores de E; (ver

[1.6]); se obtiene ficilmente de [1.12] que el conjunto minimal de generadores
de E es

G = J{(el,i),..., (ad,,0)}.

1.1.4 Ordenes sobre subconjuntos estables.
[1.14]. Un orden admisible sobre NP es un orden total =< sobre N»" tal que
(i) @ < a+ a para cualesquiera a € N°" o € NP \ {0}.
(ii) Sia < bentonces a+a<a+b para cualesquiera a,b € N°" o € NP,

Esta definicién coincide en el caso n = 1 con la definicién usual de orden ad-
misible. Ademds, todo orden admisible < sobre N? proporciona dos ordenes
admisibles sobre NP* de forma natural:

[1.14.1]. El orden TOP:

a<f
(a,9) X (B,5) <= (o (TOP)
a=0yi<j
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[1.14.2]. El orden POT:

1< 3
(1) X (8,§) <= (o (POT)
i=jya<sp

Es sencillo comprobar que los ordenes anteriores son admisibles.
[1.15]. Proposicién. Todo orden admisible < sobre NP es un buen orden.

Demostracidn. La demostracién es andloga a [1.9]. Sea S C NP, Por [1.13]
podemos encontrar un subconjunto finito de elementos a;,...,a, € S tales
que

SQC“%+W)

Dado que =< es un orden total, podemos suponer que a; < a3 < --- < a,,.
Vamos a demostrar que a; es el minimo de S. Sea b € S. Entonces existen
ie{l,...,m}y~vye N talesque b = a; +~. Entonces a; < a; <a;+v =5,
como queriamos. O

[1.16]. Vamos a extender el concepto de orden graduado dado en [1.4]. Dado
a=(a,1) € N»" definimos el grado de a como

la| = |af.

Un orden admisible < sobre NP se dice graduado si a < b implica |a| < |b|.
Dado un orden graduado < sobre N, el orden TOP definido en NP es
también graduado, mientras que el orden POT no lo es (salvo que n = 1).

1.1.5 Ordenes casi—graduados.

[1.17]. Sea w € (R*)?. En nuestras aplicaciones las entradas de w estaran
usualmente en N. Para cada a € N’ pondremos

(o, w) = oqwy + -+ - + apwp.

Con esta definicién es inmediato que |a| = («, (1,...,1)). Andlogamente, si
a = (o, i) € NP" entonces

(a,w) = (@, w).
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[1.18]. Diremos que un orden admisible < sobre NP™ es casi graduado si
existe un w € (R*)? tal que a < b implica (a,w) < (b,w). En la literatura
estos drdenes también suelen recibir el nombre de 6érdenes graduados con
pesos o drdenes pesados. Para el caso n = 1 obtenemos el concepto para

6rdenes admisibles sobre N°. En particular, todos los ordenes graduados son
casi graduados. Veamos algunos ejemplos.

(1.19]. Ejemplo. Sea < un orden lexicografico sobre N? y sea w € (R*)?.
El orden

(o, w) < (o, w) 0

*Swf = {(a,w):(a,w)yagﬂ

es casi graduado sobre NP, Esta construccién nos da en particular los ordenes
lexicogréficos casi—graduados, tomando como < algin orden lexicografico.

[1.20]. Ejemplo. Sea < un orden casi graduado sobre N°. El orden TOP

es de nuevo un orden casi graduado sobre N°*. El orden POT no lo es salvo
en el caso n = 1.

1.2 Sobre ideales primos.

[1.21]. Vamos a comenzar dando definiciones de distintos conceptos de ideal
primo y semiprimo para 4lgebras no conmutativas.

[1.21.1]. Un ideal bildtero P < R se dice completamente primo si para
cualesquiera a,b € R, si ab € P entoncesa € P o b € P.

[1.21.2]. Un ideal bildtero P < R se dice primo si para cualesquiera ideales
I,JSR,siIJQPentoncesIQPngP.

[1.21.3]. Un ideal bildtero P < R se dice semiprimo si para cualquier ideal
I <R,siI?C P entonces I C P.

Hay algunas equivalencias clésicas y cuya demostracién es inmediata.

Proposicién. P < R es primo si y sélo si aRb C P implicaa € Pobe P
para elementos a,b € R cualesquiera.

Proposicién. Un ideal P < R es completamente primo si y solo st R/P es
un dominio.

Un anillo en el que 0 es un ideal primo (resp. semiprimo) se llama anillo
primo (resp. semiprimo), por lo que P < R es primo (resp. semiprimo) siy
solo si R/P es un anillo primo (resp. semiprimo)
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Es inmediato comprobar que todo ideal completamente primo es primo,
y que todo ideal primo es semiprimo. En [4.8] hay un ejemplo de un ideal
primo que no es completamente primo. Sin embargo, la siguiente lista de
algebras satisface que todo ideal primo es completamente primo:

1. U(g) donde g es un &lgebra de Lie resoluble finito—dimensional. La
demostracién puede verse en {21, Theorem 3.7.2].

2. Extensiones iteradas de Ore. Demostrado por Sigurdsson en [74, 2.7].

3. O4(kP), Of(Myp(k)), Of(GLn(k)) y Of(SLn(k)), con ¢ genérico. Dado
que g es en este caso una matriz de tamano n sobre C multiplicativa-
mente antisimétrica, por g genérico entendemos que el subgrupo de C*

generado por los elementos de g es libre de torsién. Ver [31, Theorem
2.3 y Theorem 3.2].

4. U}(g), donde g es un algebra de Lie semisimple finito-dimensional y ¢

de nuevo genérico (al ser aqui ¢ € C*, genérico significs no raiz de la
unidad).

1.2.1 Anillo de fraciones.

La tultima parte de este capitulo la configuran los anillos de fracciones. Para
una buena introduccién a los anillos de fracciones ver [13, Chapter I} o [77,
Chapter II]. Sea R k-dlgebra. Dado un subconjunto multiplicativamente
cerrado C' C R, se define el anillo de cocientes a izquierda de R respecto de
C como un anillo C~'R junto con un morfismo de anillos ¢ : A — C~'R
tales que

F1. ¢(c) es invertible para todo ¢ € C.
F2. Todo elemento de C~'R tiene la forma ¢(c)~l¢(r) con c € C.
F3. p(a) =0 siy sélo si ca = 0 para algiin c € C.

Dados C C R, no existe en general el anillo C~!R. La siguiente proposicién
no solo caracteriza la existencia del anillo de fracciones, sino que nos indica
como se realizan las operaciones usuales con ellos.

[1.22]. Proposicién. Sea C un subconjunto multiplicativamente cerrado de
R. C7'R emiste si y sélo si C satisface

S§1. Sice C yr € R existend € C and s € R tales que dr = sc.

52. Sirc=0 con c € C entonces dr = 0 para algin d € C.
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Ademds, cuando C™'R eziste tiene la forma
C'R(CxR)/ ~

donde ~ es la relacidn de equivalencia definida como (e,7) ~ (d, s) si eristen
a,b € R tales que ac=bd € C y ar = bs.

Demostracion. Ver (77, Chapter II, Proposition 1.4]. d

Si C satisface S1 y S2 recibe el nombre de conjunto de denominadores a
izquierda. La suma y producto en C~!R se realizan de la siguiente forma:

(¢,7) + (d,s) = (u,ar + bs) donde u=ac=bd € C, (11)
(¢,7) - (d,s) = (uc,as) donde ur =adyu e C. '

(1.23]. Vamos a restringir nuestra atencién al conjunto multiplicativo Cr,
de los elementos regulares de R. En este caso, para que exista C; 1R es
suficiente que se verifique S1, ya que la propiedad S2 es autométicamente
satisfecha. En caso de existir, notaremos CregR = Qa(R), el anillo clésico de
fracciones de R. En el caso noetheriano, satisfacer la condicién S1 implica,
la condicién S2, [, |. Si R es noetheriano, el teorema de Goldie [77, Chapter
II, Theorem 2.2] garantiza la existencia de Qu(R) cuando R es un anillo

semiprimo. En particular, Qq(R/P) existe si P es primo o completamente
primo.

1.2.2 Extensiones de Ore.

[1.24]. Dada una k-4lgebra R y un automorfismo o sobre R, una o—deriva-
cién es una aplicacién k-lineal § : R — R tal que §(ab) = o(a)6(b) + 6(a)b.
Recordemos que una extensién de Ore de una k-slgebra R es una extensién
S de R que satisface las siguientes condiciones:

1. S es un R-mddulo libre a la izquierda con base {1, z, 22, . .. } para algin
elemento z € S.

2. Existe un automorfismo de k-dlgebras o : R — R y una o—derivacién
k-lineal 6 : R — R tales que zr = o(r)z + d(r) para cualquier r € R.

Escribiremos S = R[z; 0,6]. La pareja (o, §) se suele llamar derivacidn torci-
da. Si reiteramos el proceso obtenemos las llamadas extensiones iteradas de
Ore, que notaremos R[z;;01,d;] - - [€p; Op, 6p).
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[1.25]. Los elementos de una extensién de Ore R[r;0, ] se escriben como
polinomios en z con coeficientes en R, por lo que tiene sentido definir el
grado deg(f) de un elemento f € R[z;0,§] de la forma habitual. Este grado
es aditivo, es decir,

deg(fg) = deg(f) + deg(y)
para cualesquiera f, g € R|z;0,4] no nulos.

Las extensiones de Ore aparecieron por primera vez en [68]. Posterior-
mente han sido tratadas en multitud de trabajos. Los ideales primos han
sido estudiados entre otros en [29] y [45].



)

2. ALGEBRAS DE TIPO
POINCARE-BIRKOFF-WITT

2.1 Definicién y primeros ejemplos.

A lo largo de este capitulo k va a ser un dominio noetheriano conmutativo.
Una de las caracteristicas fundamentales del anillo de polinomios sobre k con
variables {z1,...,z,} que lo hacen tratable desde el punto de vista efectivo
en la presencia de una k-base indexada en el semigrupo NP. Es por ello que
vamos a comenzar estudiando k-dlgebras con una k-base de dichas carac-
teristicas. Ademds, el anillo de polinomios es el enillo de semigrupo sobre NP,
por lo que la estructura multiplicativa de k(zy,...,z,] se recupera a partir de
la estructura aditiva de N°. Recordemos también que los ordenes admisibles
sobre NP son lo que mantienen una buena relacién con la operacion en NP,

[2.1]. Partamos de una k—élgebra R libre sobre k con base B = {ta | e NP}
y un orden admisible sobre N°. Como B es una k-base de R, cada f € R
tiene una representacién tnica

f = Z Co,fUa,

acNP

es decir, c, s representa el coeficiente de u, en la expresion de f respecto de
B. El diagrama de Newton de f va a ser el conjunto

N()={a €N | ¢y # 0}
Como dicho conjunto es finito podemos definir
exp(f) = max N (f)si f #0, exp(0) = —oo,

lo que llamamos ezponente de f. También llamaremos coeficiente lider y
monomio lider a los elementos

IC(f) = Cexp(f),f lm(f) = lC(f)Uexp(f)
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(2.2]. Lema. Sea R una k—dlgebra con k-base B = {u, | @ € NP} y sea <
un orden admisible sobre NP,

[2.2.1]. N(f+g) SN(f)UN(g)

[2.2.2]. exp(f+g) < max{exp(f),exp(g)}, siendo la desigualdad estricta si
y solo si lm(f) = —Im(g).

Demostracion. Inmediata. d

Las condiciones equivalentes de la siguiente proposicién son satisfechas
por el anillo de polinomios k(zy, ..., z,] por ser el anillo de semigrupo en NP.

[2.3]. Proposicién. Sea R una k-dlgebra con k—base B = {u, | a € N°} y
sea < un orden admisible sobre NP. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

[a] exp(fg) = exp(f) + exp(g) para cualesquiera f,g € R.

[b] uals = Gaplors + Y <ars Cyly, donde gop € kKX
Si se da alguna de las afirmaciones anteriores, entonces

lc(fg) = Qexp(f),exp(g) lc(f) lc(g)

Demostracidn. Es claro que (b) es un caso particular de (a). Por otra parte,
supongamos que UgUg = Qo U445 + Zv<a+ﬁ CyU~ Y S€an f= ClUg, + -+
Crla,, § = ditug +---+dnug, conoy < - < a,y P <+ < Bn. Entonces

fg = Zcidjuaiuﬂj.
]

Usando la hipdtesis, exp(uq,up,;) = a;+0;, y por otra parte, a;+0; < an+0m,
déndose la igualdad sélo en el caso i = n, j = m. Por el lema [2.2], tenemos
que exp(fg) = an + Bm = exp(f) + exp(g). O

[2.4]. Es precisamente un buen comportamiento del exponente la propiedad
fundamental para desarrollar primeras técnicas efectivas. En vista de ello
vamos a llamar dlgebra de Poincaré-Birkoff-Witt o dlgebra de tipo PBW
o PBW dlgebra a una k-édlgebra R que posee una k-base B = {u, | a €
N} y un orden admisible < que satisface las afirmaciones equivalentes de
la proposicién [2.3]. En este caso, también diremos que el orden < es B~
admisible.

Estas dlgebras fueron introducidas en [39] con el nombre de anillos de

polinomios de tipo resoluble cuando k es un cuerpo. Veremos ejemplos en
[2.14], [2.15], [2.16] y [2.17]
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Toda dlgebra de tipo PBW est4 finitamente generada como &dlgebra si k
€S un cuerpo.

[2.5]. Lema. ug es una unidad de k.

Demostracién. Para cualquier 3 € NP, 8 = exp(ug) = exp(lug) = exp(1)+4,

de donde exp(1) = 0. Asi 1 = cyug con ¢y € k \ {0}, lo que demuestra el
resultado. O

Como consecuencia del lemma anterior, un sencillo cambio de base nos
permite suponer que ug = 1.

[2.6]. Proposicién. Si da,s €$ una unidad de k para toda pareja o, B € NP,
entonces R estd generada (como k—dlgebra) por los elementos Ue; para 1 <
(3)

t < p, donde¢; = (0,...,1,...,0).

Demostracidn. Es suficiente con demostrar que para cada o, u, estd en la
subdlgebra generada por los elementos de Ia forma u,,- Demostramos esto por
induccién sobre a. Si @ = 0, u, € k que pertenece a la k-algebra generada
por los elementos u,, 1 < i < p. Supongamos o > 0. Existen 1 € {1,...,p},
B € NP tales que a = ¢; + 8. Como 8 < o tenemos

- — 1
Ua = Upte; = g, Uple; t+ § :C7u7'
r<a

Por hipétesis de induccién tanto ug como los u, estan en la subalgebra gene-
rada por los ue; 1 < j < p, por lo que u, también estd en dicha algebra. 0O

[2.7]. Antes de ver algunos ejemplos vamos a dar un resultado que propor-

ciona condiciones suficientes para que un 4lgebra finitamente generada sea
un algebra de tipo PBW

Proposicién. Sea R una k-dlgebra finitamente generada por {z1,...,z,}
y denotemos X = z*---23” para cualquier a € NP. Si eziste un orden
admisible < sobre NP tal que

T;Ti = QTiT; + Z X7 (2.1)
Y<€itej
entonces

XX = gapXtP + Y X7
7<a+fB
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Demostracidn. En esta demostracién seguimos [39, Lemma 1.4]. Vamos a
proceder por induccién noetheriana sobre o + 3. Si o = 0 0 3 = 0 entonces
el resultado es claro. Si existe un indice ¢ € {1,...,p} tal que a; = 0 cuando
k> 1y B =0 cuando k < 1, entonces

XQXB = x‘lxl . xa’l‘lﬁ’ .. .xﬁp —_ l-‘lll .. .m?i+ﬂi .. .wgp — Xa+ﬁ
2

Podemos por tanto suponer que X = z3* - x;x’ y XP =2 -z donde
h, @ son minimales entre los indices tales que a4, 8; # 0, j, k maximales para
aj, B # 0, e i < j. Vamos a estudiar tres casos.

Caso 1. Si h < i entonces X* = 1, X con o/ < «. Por induccién,
XoXP =, XY X5

=z, (qa/,gXal"'ﬂ + Z C7X7)
<o+
::qa/”gl‘h)(al_’_ﬁ-f- Z C’Y.’IIhX’Y
<o+
= Qo p X + Z dp X *
o<a+p8
Caso 2. Si j < k el resultado se obtiene andlogamente al Caso 1.
Caso 3. Supongamos por dltimo que ¢ < h y k < j. Obtenemos entonces
que X% = X""xj y X? = 2,X?. Procedemos a operar:
X*XP = X% 1,2, X7

= Xa, (qj,-xixj + Z C,YX'Y)X'G/
Y<€ite;
= ;i X" 1ig; X7 + ) XX X”
Y<€i+te;
A los sumandos subrayados podemos aplicarles la hipétesis de induccién. El
sumando restante, dado que o/ + ¢ < o + ¢ + ¢ =a+eg < a+fy

B'+e€; <f'+ei+e; =P+€ < a+f podemos aplicar de nuevo el principio
de induccién,

Xrizi X7 = (qwa X+ 3 X0 (ag 0 X7+ 3 ¢, X?)
o<a’ +¢; (P<ﬁ/+€j
=QQ’,Eier,ﬁ’X€i+aIXﬁ'+ej+ Z nggX’Hl+€j
o<a! +¢;
+ D dXYEXP 4+ S e, X0X

(p<ﬂ'+€j e<a’+te;
I e.
p<pte;
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Una vez maés los sumandos subrayados se razonan por induccién. El restante,
‘ Y
Xete xbB'+e z; X% X5 T;
=z, (qa/"@:X"‘ +A + Z C¢X¢)£L‘j
Y<a'+p8
= qa/’ﬂ/IEiXa’+ﬂll‘j + Z c¢x,-X'/’rj
y<a'+5'

Para los términos subrayados aplicamos de nuevo el principio de induccién.
El primer sumando, dado que

X8 — poi—14Bi oig1+Biv1 qj—1+ﬂj—1xqj+ﬁj~1
1

i1 B ; ,
entonces
xiXa/+ﬂll‘j = xe&to/+8'+e xotB
La férmula anterior completa la demostracién. O

[2.8]. Corolario. En las hipdtesis de la proposicion anterior, el conjunto
{X* | a € NP} es un sistema de generadores del k-mddulo R.

[2.9]. Corolario. Sea R una k-dlgebra generada por {z, ..., Tp} y supon-
gamos que B = {X* | « € N’} es una k-base de R. Sea ademds < un orden
admisible sobre NP. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

[a] TiTi = Qi TiT; + Z’Y<Ei+€j C,YX’Y donde qji 75 0.

[b] XeX¥ = Qo s X2P + Zv<a+ﬂ cy X7 donde q, 5 # 0.
c| R es una PBW algebra.

(c] g

Demostracion. Consecuencia directa de [2.3] y [2.7] a

La proposicién [2.7] no nos asegura que el conjunto {X® | o € NP} es
linealmente independiente. De hecho, cualquier k-4lgebra conmutativa de
k-dimensidn finita distinta de k nos sirve como contraejemplo. En cualquier
caso, podemos dar también un ejemplo propio no conmutativo.

(2.10]. Ejemplo. Para un cuerpo k de caracteristica distinta de 2, sea R la
k-algebra generada por z,y,z con relaciones zy = yz + z, 22 = —zz — v,
yT = zy + z. Entonces

zyz = (yz + 1)z = yzz + ° = y(~z2 — y) + 2?
=—ysz —y? + 22 = —(zy + 2)z — Y + 2% = —zyz + 2% — y? — 22
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2yr = 2(xy +2) = 2wy + 22 = (—zz —yY)y + 2°

=—zzy -y’ + 2 = —a(yz +2) -y’ + 20 = —ayz — 2 — ' + 2

de donde 22 — 22 = 0. Observemos que los generadores estan en las condi-
ciones de [2.7] para cualquier orden graduado sobre N°.

Sin embargo, una vez garantizado que {X* | & € NP} es una k-base nos
basta con comprobar la férmula (2.1) para comprobar que nuestra algebra es
de tipo PBW. Con este fin vamos a introducir el concepto de extensién de

Ore.

[2.11]. Supongamos que R es un k-mddulo libre con base B. Dado que
R[z; 0, 6] es libre como R-mdédulo a izquierda, es ciertamente inmediato com-
probar que el conjunto B' = {uz™ | u € B,n € N} es una k-base. En par-
ticular, si R = k[z1;01,81] - [zp; 0p, 6] entonces el conjunto B = {X* =
-+ 1,7 | o € NP} es una k—base de R.

[2.12]. Proposicién. Sea R = k[z1;01,01] - - [Zp; 0p, Op] una extension ite-
rada de Ore, B = {X® = z$'--- 1,7 | o € N°} la k-base anterior y suponga-
mos que para cada pareja j < i tenemos 0;(Z;) = ¢;%; + ZKej ¢y X" donde
g;ji # 0. Entonces el orden lexzicogrdfico en NP con e, > €51 > -+ > € es un
orden B-admisible. Por tanto R es un dlgebra de tipo PBW.

Demostracién. Consecuencia inmediata de [2.7] y [2.11]. O

[2.13]. La proposicién [2.12] también es consecuencia de un resultado algo
mads general. Supongamos que R es una PBW &lgebra con respecto a la base
B = {u, | « € N°} y al orden <. Un automorfismo ¢ : R — R se dice
B-compatible si

0(Uq) = kallg + Z CoyUny

<o

con k, # 0. Sea S = R|[z;0,0] una extensién de Ore en la que o es B-
compatible. Recordemos que B' = {u,z" | o € N°,n € N} es una k-base
para R[z;0,§]. Definimos el orden < en N’ x N mediante

(@,n) < (8,m) < {”<m ?

n=mya<lf

Proposicién. El orden < es B'-admisible.
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Demostracidn. Para empezar, dotamos a S de la filtracién F.S =%, Ra*.
El anillo graduado asociado a S es G(S) = R[y; 0], donde y = z + FyS [58,
pagina 28]. Un sencillo argumento de induccién demuestra que

O'n(’U,g) = k;ulg -+ Z dvu,,.
v<B

Para cualesquiera (e, n), (8, m) € N°*1, tenemos

Ul " ugy™ = Uao™ (ug)y ™

= kguqugy™™ + Z dyu,y™t™.
7<p

Como la imagen de uoz"ugz™ en G(S) es uy™ugy™, tenemos que

UaT " ugZ™ = kjuqugz™t™ + Z dyty ™™ 7,
<8

donde r € F,,,,_1S. Esta dltima férmula demuestra la proposicion. O

Vamos a acabar con algunos ejemplos.

[2.14]. Ejemplo. Si R = k[X] con X = {x,...,2,}, cualquier orden ad-
misible convierte a R en un dlgebra de tipo PBW. El anillo de coordenadas
cuantico del espacio afin n—dimensional sobre k, R = O,(k?), es otro ejemplo
en el que podemos considerar cualquier orden admisible. R es el dlgebra gene-
rada por {zi,...,z,} y relaciones TiTj = q;;T;Z;, donde g;; = qj’il. Podemos
dotar a R de estructura de extensién iterada de Ore:

R =Kk[z][zy; 03] - - - [Zp; 0,
donde oy(z;) = ¢;;z; para i > j.

[2.15]. Ejemplo. Un ejemplo clésico es el dlgebra envolvente de un algebra
de Lie finito-dimensional. La base viene dada por el teorema de Poincaré—
Birkoff-Witt para algebras envolventes de 4lgebras de Lie finitodimensionales,
véase por ejemplo (21, Chapter 2]. Cualquier orden graduado convierte a

dichas élgebras en dlgebras de tipo PBW. Para definicién de orden graduado
véase [1.4].

[2.16]. Ejemplo. Las 4lgebras de coordenadas cudnticas O,(Myp(k)) de ma-
trices n X n sobre un cuerpo k son una extensién iterada de Ore, como fue
observado en [3]. Podemos aplicarles la proposicién [2.12]. De hecho es-
te algebra es un caso especial del 4lgebra H(p, \), cuya definicién también
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aparece en [3]. H{(p,\) es una extensién iterada de Ore con generadores
{uin | 1 <4, < p}, y relaciones

%uia“jﬁ + (A = Dpjiviguja ifj>1, 0> a

Ujgliq = )\%Umu]ﬂ lf] >, a< g
p—;a—umuﬂ; ifj=1 08>0
Ordenando los generadores respecto al orden lexicogrifico en {1,...,p} x
{1,...,p}, el orden lexicogrifico o el orden lexicografico graduado sobre N°*

convierte a H(p, A) en un dlgebra de tipo PBW.

(2.17]. Ejemplo. Como tltimo ejemplo vamos a estudiar las dlgebras g—
envolventes definidas y estudiadas por R. Berger en [5]. Estas dlgebras estan
generadas por p elementos {zi,...,z,} y tienen por relaciones

P

TiT; = qjiliTi + E Tk + E . xE+ ¢
i<k<i<j k=1
i+j=k+l

Que los monomios ordenados forman una k-base viene demostrado en dicho
trabajo bajo la hipétesis adicional de que los generadores satisfagan la alli
llamada condicién de Jacobi. Los érdenes lexicograficos graduados con ¢; <
o+ < € O con € > --- > €, convierten a estas algebras en PBW dlgebras.
Casos particulares aparecen en [81], [69], [57] y [34].

2.2 Bases de Grobner.

Recordemos que en el capitulo 1 se encuantran las definiciones concernientes
a NP y a sus 6rdenes admisibles.

[2.18]. En esta seccién vamos a estudiar la conexién entre un ideal de un

algebra de tipo PBW R y su ezponente. Dado un subconjunto F C R,
definimos su exponente como el conjunto

Exp(F) = {exp(f) | f € F, f # 0}.

[2.19]. Lema. SiI es un ideal (a izquierda o derecha) de R entonces Exp([)
es un monoideal.

Demostracion. Vamos a suponer que I es un ideal a izquierda. Dado que
s6lo tenemos que demostrar la inclusién Exp(I) + N° C Exp(I), escojamos
a € Exp(I) y € NP. Existe un elemento f € I tal que exp(f) = a. Como
I es un ideal ugf € I. Por otra parte exp(ugf) = exp(ug) + exp(f) = 8+,
luego o + 8 € Exp(I). O
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El lema de Dickson proporciona el siguiente corolario.

[2.20]. Corolario. Dado un ideal (a izquierda o derecha) I < R, eristen
fiooo s fm € I tales que

m

Exp(I) = | (exp(f;) + WP).

1=1
Demostracion. Consecuencia inmediata de (2.19] y el Lema de Dickson [1.6].
O

[2.21]. Un subconjunto G = {g, ... ,9m} de I < R es una base de Grébner
para [ si

Exp(l) = | (exp(g) + WP).

Como consecuencia del corolario anterior tenemos:

Proposicién. Sea R un dlgebra de tipo PBW y sea I < R un ideal (a
tzquierda o derecha). Eriste una base de Grébner para I.

[2.22]. Ejemplo. Consideremos la k-algebra R = k[z,y], con dos gene-
radores y relacién yr = gzy para ¢ € K*, conocida por el plano cudntico
(ver [2.14]). Consideramos el orden lexicogréfico graduado con €; > €; so-
bre N°. Sea I = R(y — z) el ideal a izquierda generado por y — z. To-
do elemento de I se escribe de la forma f (y — ) con f € R, y dado que
exp(f(y — z)) = exp(f) + exp(y — ) = exp(f) + €2, tenemos que exp(y — z)
genera Exp([). De hecho esta propiedad es general para todo ideal a izquier-
da principal como se verd en [2.59]. Si llamamos J = R(y — z)R, es ideal
bildltero generado por y — z, la situacién cambia sustancialmente. Si g#1

tenemos la siguiente idualdad:

1
l—q
de donde 2% € J. Pero exp(z?) = 2¢, ¢ ¢, + N, de donde podemos concluir

que ¥ — z no es una base de Grébner para J. Comprobaremos més adelante
que {y — z,2?} es una base de Grébner para J.

$2=

z(y — ) — (y — z) z,

l-gq

[2.23]. Si Exp(G) es un sistema de generadores minimal de Exp(I) entonces
G recibe el nombre de base de Grébner minimal. La existencia de bases
de Grébner minimales viene garantizada por los teoremas de [1.6]. Ademis
estdn caracterizadas porque para todo g € G,

exp(9) ¢ |J (exp(f) + W)

feG\{g}

|
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[2.24]. Ejemplo. Un ideal puede tener mds de una base de Grébner mi-
nimal como demuestra el siguiente ejemplo: Sea R = k(z,y| e I el ideal
generado por z,y. Es ficil comprobar que tanto {z,y} como {z + y,y} son
bases de Grébner minimales para I, considerando en N? el orden lexicografico
con (1,0) > (0,1).

Para conseguir la unicidad en las bases de Grobner es necesario tener un
control mas preciso de sus elementos, y no sélo de sus exponentes. Véase la
proposicién [2.53].

2.3 Algoritmo de la division.

El siguiente algoritmo de la divisién extiende el algoritmo de la divisién usual
sobre un anillo de polinimios.

[2.25]. Sea F' = {f1,..., fm} un conjunto finito de elementos de R. Si
consideramos el orden en que hemos escrito sus elementos obtenemos una
upla (ordenada) [F'] = [fi,..., fm] de elementos no nulos de R. Asociada a
esta upla definimos una particién AF! en NP:

A; =exp(fi) + N
A; = (exp(fi) + Np) \ (Al u---u Ai—l) (22)

KW\ (AU UA)

Observemos que A; U -+ U A, = Exp(F) + NP, el monoideal generado por
{exp(f1),...,exp(fm)}. Si < es un orden admisible sobre NP, diremos que
una k-élgebra R con base B = {u, | & € NP} tiene division a izquierda fuerte
por la upla [F] si para todo f € R, existen q;,...,qm,” € R tales que

L f=3"afi+r
2. O bien r =0, o bien N(r) C A y exp(r) < exp(f).
3. exp(fi) + M(q:) C A; y exp(g; fi) < exp(f).
Estas condiciones nos dicen, en particular, que
exp(f) = max{exp(r), exp(qi1f1),- - -, expP(gmfm)}-

Dado que exp(r) € A, exp(q;f;) € A; para cada i y Ay,...,Ap, A forman
una particién, tenemos que exp(f) = exp(r) o existe un tnico iy tal que
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exp(f) = exp(gi, fi,)- El primer caso es equivalente a que exp(f) € A, y el
segundo a que exp(f) € A,,, es decir, exp(f) = exp(r) siy sélo si exp(f) € A
y exp(¢:fi) = exp(f) si y sélo si exp(f) € A;.

[2.26]. Lema. Si f = qifs + . .qmfm +7 Y f = d fr + ... dpfm + 7' s0n

divisiones a izquierda fuerte de f entre [f1,... fm] entonces q; = q; para todo
tyr=r.

Demostracion. Supongamos que existen dos descomposiciones, es decir,

m m
F=afi+r=> dfi+r
=1 i=1

Entonces

0= (@=a)fi+(r =),

=1

Sir—r"#0,exp(r—r') € N(r—1') CN(r)UN (') C A. Por otra parte,
N(g:) +exp(f;) C A y N(q) + exp(f;) € A, de donde

exp ((¢: — ¢) f:) = exp(q; — ¢}) + exp(fi) € N(q: — ¢!) + exp(f;)
C (M(q:) UN(q))) +exp(f) C A,

Los conjuntos A; satisfacen A; N A; = @ cuando i # j, de donde

exp () (g — ¢})fi) = max {exp ((&: = ¢)fi) | 1 <i < m}.

=1
Se impone por tanto la necesidad de que exista un indice i, tal que

m

exp(r — ') = exp (Z(qi — @) fi) € Ay,

i=1
lo que es imposible, dado que A;; " A = @. Con esto demostramos que
r=r'.
Andlogamente, si ¢; # g}, entonces

m

(1 —a)fi= Z(Qi — ) fi.

=2

v
1
L
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Por una parte, exp ((q; - q) fl) € A,, y por otra parte podemos garantizar
la existencia de un indice 79 € {2,...,m} tal que

exp (Z(Qi - ¢))fi) € Ay,
1=2

lo que contradice el hecho de que A; N A;; = @. Tenemos pues que ¢; = qj.
Repitiendo el proceso llegamos a que ¢; = ¢} para todo i € {1,...,m}. O

La unicidad es consecuencia de haber adoptado un orden en los elementos
de la lista. Llamaremos cocientes a los elementos ¢; y resto al elemento r.
Al resto de dividir f por la upla [F] lo notaremos lres(f,[F]) o lres(f, F)
abusando del lenguaje.

Si existe divisién a izquierda fuerte por cualquier upla [F], diremos que
R tiene un algoritmo de la division a izquierda fuerte.

[2.27]. Lema. Si f es divisible a izquierda fuertemente por [F| entonces
Ires(f, [F]) es divisible a izquierda fuertemente por [F] y

tres(lres(f, [FY), [F]) = lres(f, (F)).
Demostracién. Dado que N (lres(f, [F])) € A es inmediato que

Ires(f, [F]) = 3 0 fi +lres(f, [F])

es una divisién a izquierda fuerte. O
[2.28]. Podemos dar también el algoritmo de la divisidn a izquierda débil. R
tiene un algoritmo débil si para cualesquiera f, f1,..., f,m € R, con f; # 0,
existen qi,...,qm,T € R tales que

1. f = Z:T;l q'sz +r,
2. N(r) 0 (UL (exp(£) + ) = @ y exp(r) < exp(f),

3. exp(qifi) < exp(f).

Utilizaremos la misma convencién que en el caso del algoritmo fuerte para
hablar de divisién débil por F = {f1,..., fm}. Dado que no hay unicidad ni
en cocientes ni en restos vamos a llamar LRes(f, F') al conjunto de todos los
restos que se obtienen al dividir débilmente f por F.

Consecuencia directa de las definiciones es que la existencia de un algo-
ritmo fuerte implica la existencia de un algoritmo débil, y que lres(f, F) €
LRes(f, F).

Andlogamente se define la divisién a derecha, donde usaremos la notacién
rres(f, [F]), RRes(f, F) como en el caso anterior.
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[2.29]. Lema. Seq F = {fi,- o, fm}. Siexp(f) ¢ Exp(F)+ N yr ¢
LRes(f, F') entonces exp(f) = exp(r)

Demostracidn. Sabemos que exp(r) < exp(f) v que f = Yo gifi +r. Por
tanto

exp(f) = exp (Z a fi + r)
=1

< max{exp(r),exp(¢:fi) | 1 <i < m} < exp(f).

Dado que las desigualdades deben ser igualdades tenemos que exp(f) =
exp(gio fi,) Para algin i o exp(f) = exp(r). La primera posibilidad es impo-
sible debido a que exp(f) ¢ Exp(F) + N°. a

[2.30]. Teorema. Sea R un dlgebra de tipo PBW en la que los elementos
a8 s0n unidades de k. Sile(f;) es una unidad de k para cualquier i, entonces
R tiene divisién a izquierda fuerte por [F].

Demostracion. Veamos la existencia de los cocientes y el resto. Primera-
mente, dado que los coeficientes lideres de cada f; son unidades, podemos
suponer que todos son 1. La demostracién la vamos a realizar por induc-
cién en exp(f). Si exp(f) = 0, ¢;, = f para el primer indice i, tal que
exp(fi,) =0,¢;=0sii#4,yr=0,0r=f, ¢ =0si exp(f;) # 0 para to-
do ¢. Supongamos por consiquiente que exp(f) # 0. Dado que los conjuntos
Ay, ..., Ap, A constituyen una particién de NP, tenemos que exp(f) € A,
para un unico iy o exp(f) € A. Si exp(f) € A, lamamos f' = f — Im(f).
Como exp(f') < exp(f), por hipétesis de induccién

f= Em: afi+7,
i=1
de donde
f= Em:qifi + (lm(f) + ')
i=1
satisface las propiedades requeridas. Observemos que en este caso exp(f) =
exp(r), donde r = Im(f)+7r', y exp(q; fi) < exp(f') < exp(f). Por otra parte,

si exp(f) € Ay, entonces exp(f) = B+exp(fi,) para un cierto 3 € N°. Como
lc(fio) =1,

le (M'uﬁf'zo) = qﬁ,exp(fio) le(f) lc(fio) = IC(f),

98,exp(fi) 98,exp(f;q)
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de donde f' = f — ﬁ‘—)uﬂfm satisface que exp(f’) < exp(f). Por la
exp(fig

hipétesis de induccidn,
fr= Z%‘fi + Gig fio + 7.
i#ip

Llamemos g;, = ﬁhuﬁ +¢q;,. Es evidente que esta descomposicién satis-

+€Xp ig
face las propiedades 1 y 2 del teorema y la 3 sii # i9. Si o € N(g;,) entonces
a € N(qj,) o a = 3. En el primer caso o + exp(fi,) € A;, por hipétesis de
induccién, y en el segundo caso § + exp(fi,) = exp(f) € A;,. Ademds, en
vista de que

exp(dl fi) < exp(f") < exp(f) ¥ exp (——“—’—ugf) — exp(f),

98.exp(f;;)
obtenemos la siguiente igualdad:
eXp(Qiofio) = exp(f).
Nétese que exp(qifi) < exp(f') < exp(f) si ¢ # i, y exp(r) < exp(f') <

exp(f). 0
[2.31]. Corolario. Sea R un dlgebra de tipo PBW en la que los elementos
do,p son unidades de k. St {f1,..., fm} es un conjunto tal que lc(f;) es una

unidad de k para cualquier i, entonces R tiene divisidn a izquierda débil por

{f].)"'vfm}'

[2.32]. Corolario. Si k es un cuerpo y R es una k—-dlgebra de tipo PBW,
entonces R tiene algoritmos de la division fuerte y débil.

[2.33]. Ejemplo. Vamos a dar un ejemplo ilustrativo de como podemos re-
alizar la divisién fuerte. El procedimiento estd implicito en la demostracién
del teorema [2.30]. Consideremos R = U(g), donde g es el dlgebra de Lie
de dimensién 2 y corchete [y,z] = z. Podemos ver R como el algebra con
dos generadores z,y y relacion yx = xy + x. Por el teorema de Poincaré-
Birkoff-Witt para algebras envolventes de dlgebras de Lie finitodimensional,
los monomios ordenados forman una k-base, y el orden lexicografico gra-
duado con €; > ¢; convierte a R en una PBW 4dlgebra. Consideremos los
elementos

f =222+ 32% + 6y + 5z

hi=zy+zx
f2=y2+x2+1
fai=z*+y

(F] = [f1, fa, fa)-
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Vamos a realizar la divisién fuerte de f entre [F]. Empezamos calculando la
particién AlF):

=(1,1) + N?
=((0,2) + M)\ A,
= (3,00 + M)\ (A, uA,)
Z= 1(0,0),(1,0),(2,0),(0,1)}
Tenemos que exp(f) = (2,2) € Ay, luego la primera reduccién debe ser por

fi. Dado que
2zy f1 = 202y + 42y + 222,
tenemos que
f =+3a:3y — 42y — 227 + 6y + 5z,

Pongamos f' = 3z%y — 4z?y — 222 + 6y + 5z, con lo que exp(f’) < exp(f).
Repetimos el proceso para f, exp(f') = (3,1) € A; y

3x2f1 = 3x3y + 323,
de donde

fr=1322f |+ " "= —4z%y — 32% - 22% + 6y + 5.
Andlogamente, exp(f”) = (2,1) € A, y
—4zf) = —42?y — 422,

por lo que

"=|—4zf1]~ 32° + 22 + 6y + 5z

Llamemos f" = —3z% + 22% + 6y + 5z, exp(f™) = (3,0) € A;. Como
—3f3 = =3z — 3y, tenemos que

" =[=3fs]+ 22 + 9y + 5z.

Si llamamos ahora f'V' = 222 + 9y + 5z, si observamos que N(fV) C A, y
juntamos todas las descomposiciones previas tenemos que

f = (2zy +3z% — 4x) f; — 3f3 + 222 + 9y + 57,

que es la divisién a izquierda fuerte de f entre [F]. Podemos también rees-
cribir f mediante una divisién débil,

f=2h+022*-3)fa+ 3y — 22— 9)fs + 22 + 15y + 3z + 3.

En particular ebservamos como el resto no es tinico.
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La existencia de estos algoritmos estd estrechamente relacionada con el
concepto de dlgebra de tipo PBW. De hecho, el siguiente teorema caracteriza
las dlgebras de tipo PBW en términos de la existencia de un dlgoritmo de la
divisidn, en el caso en que k es un cuerpo.

[2.34]. Teorema. Sea k un cuerpo. Sea R una k-digebra que tiene por
k-base B = {uq | @ € NP} y sea < un orden admisible sobre N°. Si R
tiene un algoritmo de la division a izquierda débil, entonces < es un orden
B-admisible.

Demostracion. Tenemos que demostrar alguna de las equivalencias de [2.3],
por lo que vamos a demostrar que
UaUg = o,flUo+g + Z Coy Uy,
v<a+g3

siendo g, 3 # 0, por induccién sobre a. Sea entonces a = 0. Llamamos
f = f1 = ug. Por la divisién débil

Up = qUg + T,

con exp(g) +0 =0, exp(r) < 0y N(r) N (0 + NP). Esto fuerza a que r = 0
Y ¢ = colUp. En consecuencia ug € k \ 0 y el resultado es claro. Supongamos
ahora que el resultado es cierto para cualquier v < o. Llamemos f = uq44
y f1 = ug. Por la divisién, existen g, € R tales que

1. Ugyp =qug+T,
2. N(r) CN\ (B+ M) y exp(r) < a+ 4,
3. exp(g)+ 3 < a+p.

Dado que exp(r) = a + ( implicaria que N'(r) N (8 + NP) # &, se tiene que
exp(r) < a + 3, por lo que exp(q) + 8 = a + B y exp(q) = a. Podemos
deducir que

Ugtg = (caua + Z c,,un,> ug + Z dsus

y<a §<a+p

= CalUalg + Z CyUyUg + Z dsus
<o i<a+p

= CallaUpg + Z kou,,
p<a+p

donde la udltima igualdad se obtiene aplicando la hipétesis de induccién a
los términos subrayados. Despejando u,ug (teniendo en cuenta que ¢, # 0)
obtenemos la férmula deseada. O
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Podemos resumir los resultados anteriores en un teorema.

[2.35]. Teorema. Sea k un cuerpo y sea R una k-dlgebra con k-base B =

{ua | @ € N°}. Sea < un orden admisible sobre N°. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

[a] exp(fg) = exp(f) + exp(g).
b] UaUs = GogUats + Y cars Crlly, donde gog # 0.

c] R tiene un algoritmo de la divisidn a 1zquierda fuerte.

[
[
[d] R tiene un algoritmo de la divisidén a 1zquierda débil.
le] R tiene un algoritmo de la divisién a derecha fuerte.
[

f] R tiene un algoritmo de la divisidn a derecha débil.

Los dos dltimos apartados son por simetria.

2.4 Primeras aplicaciones.

Vamos a profundizar en la conexién entre bases de Grébner de un ideal y
los elementos de dicho ideal. En esta seccién R sera una k-algebra de tipo
PBW, con k un dominio noetheriano conmutativo, en la que los elementos
da,s Son unidades de k.

[2.36]. Proposicién. Si G = {g1,...,9:} es una base de Grébner para el
ideal a izquierda I en la que lc(g;) es una unidad de k para todo v, entonces

I'=Rg, +---+ Rg,.

Demostracion. Sea f € I, f #0. Como G es una base de Grobner Exp(I) =

Ui, (exp(g:) +NP). Por la divisién débil a izquierda existen qi, ..., g, 7 € R
tales que

¢
f=Zq,-gi+r r=00N(r)NExp(l) =@
i=1
Dado que r = f — "™ qig; € I, si v # 0 entonces exp(r) € Exp(I), con lo

que Exp(I) NN (r) # &. Por tanto r = 0. O

Usando la divisién a derecha tenemos el resultado anilogo a derecha, es

decir, si G = {g1,...,9:} es una base de Grobner para el ideal a derecha I
entonces

I=gR+ - +gR
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[2.37]. Corolario. Sik es un cuerpo entonces R es noetheriano.
Demostracidn. Consecuencia inmediata de {2.20] y [2.36]. O

[2.38]. Corolario. Si I es un ideal bildtero de R y G = {g1,...,9:} es una
base de Grobner para I en la que lc(g;) es una unidad de k, entonces

I=Rgi+ - +Rgps=q R+ -+ gR.

El corolario [2.38] nos permite tratar un ideal bildtero como un ideal a iz-
quierda o derecha una vez conocida una base de Grobner para él. Abordemos
ahora el problema de la unicidad del resto en la divisién débil.

[2.39]. Proposicién. Sean G = {g1,...,9:} y G' = {g},...,9.} dos bases
de Grobner para el ideal a izquierda I, y sea f € R. Entonces para todo
r € LRes(f,G) y todo r' € LRes(f,G"), r =1r'.

Demostracion. Por la divisidn a izquierda débil

t s
f= Z%‘gz‘ +r= qug:l +r'.
i=1 i=1

Por tanto r — 7' € I y exp(r —r') € Exp([) si suponemos que 7 —r' # 0. Por
otra parte exp(r — ') € N(r — ') C N (r) UN(r") C N \ Exp(]), lo que es
imposible. a

[2.40]. En particular, si ponemos G = G’ en [2.39], obtenemos que el conjun-
to LRes(f, G) es un conjunto unitario, es decir, si G es una base de Grobner
para el ideal a izquierda que genera,

LRes(f, G) = {lres(f, [G])}-

Es natural emplear la notacidén Ires(f,G) cuando G es una base de Grébner
para el ideal I.

[2.41]. Corolario. Sea G = {g1,...,9:} una base de Grébner para el ideal
a 1zquierda I, y sea f € R. Entonces f € I si y sdlo silres(f,G) = 0.

Demostracién. Sea G' = GU{f}. Es evidente de la definicién que G’ también
es una base de Grébner para I, y ademés lres(f, G') = 0 como la siguiente
division a izquierda demuestra:

t
F=>0-g+1-f+0.
=1

Consecuentemente, la proposicién {2.39] demuestra el corolario. O
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[2.42]. Ejemplo. Consideremos el dlgebra del diamante D que aparece en

[7, 5.9 Beispiel]. Es el 4lgebra envolvente del dlgebra de Lie de dimensién
cuatro con corchete de Lie

[z,y] =0 [2,8]=0 [z,2]=0
wil=y =z [5t]=-

1.e., la k-algebra generada por los elementos {z,y, 2,t} y con relaciones

YT =y tr = rt 2T =12

ty=yt—y z2y=yz—xz tz=zt+z
La estructura de élgebra de tipo PBW viene dada en [2.15], por lo que
consideraremos el orden graduado lexicografico graduado sobre N* con € <
€2 < €3 < €. Llamemos I al ideal a izquierda de D generado por z3 + t2,
224y, y 343, es decir, I = D(z*+1*)+ D(22+y) + D(t3+3t). Pretendemos
decidir zyz + 2%t € I. Para aplicar [2.41] necesitamos una base de Grébner

para I. Una base de Grobner para I es {y,¢, 22, zz, z?}. Ahora bien, la
siguiente igualdad nos da una divisién débil de resto cero,

xyz+z2t=:vz-y+(t—2) 22
por lo que podemos asegurar que zyz + 2%t € 1.
Los restos nos permiten caracterizar de nuevo a las bases de Grobner:

[2.43]. Lema. Sea F = {fi,..., fm} un conjunto tal que LRes(g, F) tiene
un inico elemento para cualquier ¢ € R. Sic € kX, a e N, fe Ry
{r} = LRes(f, F) entonces para todo 1 < i < m

{T} = LReS(f ~ ClUq fi, F)

Demostracion. Vamos a estudiar dos casos. Supongamos en primer lugar que

eXp(f — cuaf;) = max{exp(f),exp(cuaf;)}. Como r € LRes(f, F) existen
q1,-..,qm tales que

f=afi+- - +qufm+r, exp(gf;) <exp(f) v

N(r) 00 (exp(fi) + W) = 2.

=1

Ahora,

f- cuafi = Zijj + (qi - cua)fi +r
J#
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con

N(r)ﬂU(exp(fi)-{—N”) =g,

=1
exp(g;f;) < exp(f) < max{exp(f),exp(cuaf)} = exp(f — cuqf:)
sij#Fiy
exp((gi — cta) fi) < max{exp(g fi), exp(cuafi)}
< max{exp(f), eXp(Cuafi)} = exp(f - C'Ufafi),
luego 7 € LRes(f — cuqfi, F) como queriamos.
Supongamos ahora que exp(f — cu,f;) < max{exp(f), exp(cuqafi)} y sea

{r} = LRes(f,F). Entonces exp(f — cu.f;) < exp(f) = exp(cuqfi). Sea
71 € LRes(f — cuqfi, F). Entonces

f=cuafi =) qifi+m

Jj=1
con las propiedades de la divisién débil. Por consiguiente
f= qufj + (g + cua) fi + 11
J#i

donde exp(g; f;) < exp(f — cuafs) < exp(f) si j # i, y exp((g; + cuqa) fi) <
max{exp(q; f;), exp(cuafi)} < max{exp(f),exp(cusfi)} = exp(f). Hemos
demostrado que r; € LRes(f, F), luegor, =7 yr € LRes(f — cuqfi, F). O

[2.44]. Teorema.

[2.44.1]. Sea I un ideal a izquierda no nulo de R. G = {91,.-.,9:} es una
base de Grébner para I siy sdlo si para cualquier f € I, 0 € LRes(f, G)

[2.44.2]. G es una base de Grébner para el ideal a izquierda que genera si y
s6lo si los conjuntos LRes(f, G) son unitarios para todo fEeER

Demostracidn. Veamos [2.44.1). Una implicacién es clara a partir del corola-
rio [2.41]. Supongamos pues que f € ] y f # 0. La divisién débil y la existen-
cia de un resto nulo nos garantiza la existencia de elementos Q,--,9m € R
tales que

f=aa+ -+aqg9  exp(qg) < exp(f).

Como

exp(f) = exp(qug1 + - - - + q19¢) < max{exp(g:g:) | 1 <4 <t} < exp(§),
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las desigualdades se convierten en igualdades y existe un indice i, tal que
exp(f) = exp(gi,gi,) = exp(gi,)+exp(g;,) € exp(g;,)+N°. Consecuentemente

t

Exp(I) = | J (exp(g:) + W)

=1
y G es una base de Grobner.

Para ver [2.44.2]., si G es una base de Grébner entonces el resultado est4,
en [2.40]. Si todos los conjuntos LRes(f,G) son unitarios entonces vamos
a utilizar [2.44.1]. para ver que G es una base de Grébner para el ideal
que genera. Supongamos que G = {91,...9:} y sea f = Y Cailag; (un
elemento genérico del ideal generado por G). Sea r € LRes(f,G). Aplicando
reiteradamente el lema [2.43] tenemos que r € LRes(f — 3 casuafi,G) =

LRes(0, ) 3 0. De la hipétesis r = 0, luego 0 € LRes(f, G) para todo f en
el ideal a izquierda generado por G. O

Vamos a acabar la seccién con dos nuevas aplicaciones, eliminacién e
interseccién efectivas. Debemos tener presentes los resultados [1.24], [2.11],
[2.12] y [2.13]. Siguiendo la notacién de [2.13] tenemos el siguiente lema:

[2.45]. Lema. Sea < el orden definido en [2.13] ysea f € S, f #0. f € R
s1y solo st exp(f) € NP x {0}.

Demostracion. La implicacién hacia la derecha es clara. En el otro sentido,
si (@, n) € N(f) entonces (a, n) < (B,0) lo que fuerza que n = 0. a

[2.46]. Proposicién. Sea I < § = R[z;0,6] y sea G = {91,...,9:} una
base de Grébner para I con respecto al orden <. Sea G° = GNR yI¢ = INR.
Entonces G° # @ si y sdlo si I # {0}, en cuyo caso G¢ es una base de
Grobner para I°. En particular G° es un sistema de generadores para I°.

Demostracion. Si G® # & es inmediato que I° # {0}. Supongamos pues que
I°# {0} y sea 0 # f € I. Como f €1y G es una base de Grobner para [,

t

exp(f) € | (exp(g:) + W),

i=1

por lo que podemos garantizar la existencia de un indice 7y y un elemento
7 € NP tales que exp(f) = exp(g;,) + . Por el lemma [2.45] sabemos que
exp(f) € NP x {0}, por lo que los elementos exp(gi,), Y € NP x {0} y g;, € G°.
El mismo argumento demuestra, que G° es una base de Grobner para I¢. [J
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Un ejemplo de aplicacién de [2.46] lo encontraremos en [2.49].

En el caso conmutativo, es posible eliminar variables en cualquier orden,
ya que cualquier orden admisible convierte a un anillo de polinomios en un
lgebra de tipo PBW, y podemos ordenar las variables como deseemos.

La proposicién [2.46] nos permite calcular de manera efectiva la intersec-

cién de un nimero finito de ideales a izquierda, reduciendo el problema a
una eliminacién:

[2.47]. Proposicién. Sea I, J < R ideales a izquierda de un dlgebra de tipo
PBW. Llamemos H = R[z)Iz+R[z]J(1-z) < R[z]. Entonces INJ = HNR.

Demostracién. Dado que f = fz + f(1 — z) la inclusién I N J CHNRes
inmediata. Reciprocamente, sea f € H N R, entonces

= hifix+ D K1 - 2),
i=1 j=1

donde h;, b € Rz}, fie Iy f; € J. Definimos el siguiente morfismo de
R-mdédulos a izquierda:

®: Rjz] — R

zt—s 1.

Como la z no aparece en f tenemos que ®(f) = f. Por otra parte, como la
T es una variable conmutativa ®(f) € I, por lo que f € I. Andlogamente,
definiendo ®(z*) = 0 obtenemos que f € J. O

[2.48]. Observacion. Un sistema de generadores de H viene dado por
{fiz, .., fmz, i1~ 2),..., ha(1 — 2)},

donde {f,... fm} y {h1,...,h,} son sistemas de generadores de I y J res-
pectivamente.

[2.49]. Ejemplo. Consideremos R = kqlz,y] el plano cudntico. Sean I =
Rz?> + Ry, J = Ry? + Rx. Para calcular I N J consideramos el ideal H —
R[2]z?2 + R[z]yz + R[z]y*(1 — 2) + R|z]z(1 — 2). Una base de Grébner para
Hes G = {2?,2y,y% 2z — z,yz}. Por [246) GNR = {22, zy,¥*} es una
base de Grobner para HN R, y en particular un sistema de generadores. Por
[2.47}, INJ = HN R = R2® + Rzy + Ry?.
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2.5 Bases de Grobner reducidas.

[2.50]. Podemos abordar ya el problema de la unicidad en las bases de
Grébner. Una base de Gréobner reducida para el ideal I es una base de
Grobner G = {g,,. .. ,9¢} para I tal que para todo 7 = 1,...,t,

le(g:) = 1y Mg n (| (explgy) + ) = o
]

[2.51). Lema. Toda base de Grébner reducida es minimal.

Demostracidn. Consecuencia inmediata de [2.23]. O

[2.52]. Lema. $i G = {91,--., 95} es una base de Grobner reducida para I
entonces para cualquier i =1,... s

N(g:) NExp(I) = {exp(g:)}.

Demostracidn. Supongamos que existe o € N(g:;) N Exp(I), a # exp(g;).
Entonces o < exp(g;) y o ¢ exp(g;) + N°. Dado que a € Exp(I) =

U= (exp(g;) + NP) existe un indice j # 1 tal que a € exp(g;) + NP, pe-
ro entonces

N(g) N[ (exp(g;) + W) 2 {a},
i#i

lo que contradice el que G sea una base reducida. |

[2.53]. Teorema. Sik es un cuerpo entonces todo ideal I tiene una inica
base de Grébner reducida para I.

Demostracién. La demostracién se basa en dar un método constructivo pa-
ra obtener una base de Grobner reducida a partir de una base de Grobner
mininmal, la cual se puede construir a partir de una base de Grébner uti-
lizando [1.7]. La existencia de una base de Grébner minimal viene garan-
tizada en [2.23], por tanto sea G = {91,...,9s} una base de Grobner mini-
mal para . Para cada i = 1,...,s elegimos 9; € LRes(g;,G \ {g:}) (esta
eleccién es efectiva ya que podemos elegir g/ = Ires(g;, [G \ {g:}])). Como

exp(g;) ¢ Uji (exp(g;) + NP) por [2.23], tenemos que exp(g;) = exp(g!)
aplicando [2.29]. Ademas

N(g) 0 (U(exp(g)) +3)) = M(g) n (| (exp(gy) + W) = @.
i#j i]
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Multiplicando cada g; por lc(g})~" obtenemos pues una base reducida para
1.

Veamos la unicidad. Sean G = {g1,...,9,} vy G' = {91,---,9;} dos ba-
ses de Grébner reducidas. Por [1.6] y el lema [2.51] tenemos que s = ¢ y
Exp(G) = Exp(G’). Sean pues g; € G y g; € G' tales que exp(g;) = exp(g}).
Por una parte g; — g; € I, luego lres(g; — 95, G) = 0 (ver [2.41]). Por
otra parte exp(g; — g;) < exp(g;), luego si o € N(g; — g9;) N Exp(I) en-
tonces o € N(g;) N Exp(I) o o € N(g}) N Exp(I) dado que N (g; — g9;) C
N(g:) UN(g}). Por el lema [2.52] tenemos que a = exp(gi;) = exp(g}), y
como o < exp(g; — g;) llegamos a una contradiccién. Hemos demostrado que

N(gi = ;) NU;-; (exp(g:) + N°) = @, por lo que

§
gi—g;=>_0-g;i+ (g~ g})
i=1

es una divisién débil. Por tanto ¢; — g; = lres(g; — gj,G) = 0. Hemos
demostrado que g; = gj, con lo que reiterando el proceso G = G'. a

[2.54]. Vamos a acabar la seccién dando dos resultados de [39] en los que
se relacionan bases de Grobner de ideales a izquierda e ideales a derecha.
Vamos a decir que G = {gy,..., gt} es una base de Grdbner a izquierda

(resp. derecha) si G es una base de Grébner para el ideal a izquierda (resp.
a derecha) que genera.

[2.55]. Teorema ([39, Theorem 4.4]). Sea G = {g1,...,g:} una base de
Grobner reducida a izquierda y H = {h1,...,hs} una base de Grébner re-

ducida a derecha tales que Rg; + - -- + Rgt = MR+ -+ hyR. Entonces
G=H.

Demostracién. Supongamos que G # H. Entre los elementos del conjunto
(G\ H) U (H \ G) escogemos un elemento f de exponente minimal. Una
cuestion de simetria nos permite suponer que f = g; € G\ H. Dado que
g; estd en el ideal a derecha generado por H y H es una base de Grobner
a derecha tenemos que rres(g;, H) = 0, por lo que hay ¢i,...,q, € R y un
indice ¢ € {1,...,s} tales que g; = hyqy + -+ + hyqs ¥ exp(g;) = exp(h;) +
exp(g;) utilizando la divisién a derecha fuerte. En vista de la minimalidad
del exponente de g;, si exp(h;) < exp(g;) entonces h; € G N H, y como
exp(g;) € exp(h;)+ NP llegamos a una contradiccién con el hecho de que G es
una base de Grébner minimal (ver [2.51]). Necesariamente exp( 9;) = exp(h;).
Vamos por tltimo a comprobar que f' = g; — hi = 0. Reordenando las
bases si fuera preciso es evidente que podemos suponer que los elementos de
G y H estdn ordenados en orden descendente de sus exponentes, es decir,
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exp(g1) > -+ > exp(g;) y exp(hy) > - > exp(hs). Si f' # 0 entonces

exp(f’) < exp(g;) = exp(h;) ya que Im(g;) = lm(h;). Por la divisién fuerte
tenemos

f'=dngn+-+aqg= hit1Gihy + -+ + hsg).
En vista de que exp(f’) € N(f') € N(g;) UN (h;) tenemos que

N (gj) ( U (explor) +Np)) #0

k=j+1
o ,
N(hi) N ( U (exp(hy) +N”)) # 2,
k=i+1
lo que es imposible ya que G y H son reducidas. a

[2.56]. Proposicién ([39, Proposition 4.6]). Si G = {g1,...,9:} es una
base de Grobner a izquierda tal que gy R+- - +g:R C Rgy+- - -+ Rg;, entonces
G es una base de Grébner a derecha.

Demostracion. Vamos a emplear [2.44.1]. Supongamos que G no es una base
de Grobner a derecha y sea f € g; R+- - -+¢, R satisfaciendo que rres(f, [G]) #
0 y minimal con respecto a esta propiedad. Como f € Ry +---+ Ry,
y G es una base de Grdbner a izquierda tenemos que Ires(f,[G]) = 0y
exp(f) ¢ U'_, (exp(g;) + NP). Necesariamente exp(rres(f, [G])) < exp(f)
debido a la divisién fuerte. Finalmente rres(f, G)) € uR+---+ Ry

rres(rres(f, [G]), [G]) = rres(f, [G]) # 0 (ver el lema [2.27]), lo que contradice
la minimalidad de f. a

2.6 Calculo de bases de Grobner.

Vamos a terminar el capitulo dando una versién del algoritmo de Buchberger
para las dlgebras de tipo PBW. En esta seccién R sera una k-algebra de tipo
PBW sobre un dominio conmutativo noetheriano k en el que supondremos
que podemos calcular de manera efectiva las operaciones usuales de un anillo,
asi como determinar si un elemento es una unidad y calcular su inverso.
Supondremos ademds que los elementos g, g son unidades.

[2.57]. Dados dos elementos o, § € NP, definimos un nuevo elemento en NP,
al que vamos a llamar m(c«, 3), mediante la ecuacién

m(aa :B)z = max{ai, ,Bz}
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Es inmediato comprobar que m(a, 8) + N = (oo + W) N (8 + NP). Dados
dos elementos f,g € R definimos el S-polinomio a izquierda de f y g como

1 It
S4F,9) = 2y _of = My, g,

donde a = exp(f), § = exp(9) y ¥ = m(a, 3). Observemos que

exp(S‘(f,9)) < m(exp(f), exp(g))-

[2.58]. Teorema. Sea G = {fi,..., f;} un sistema de generadores para el
ideal a izquierda I < R tal que lc(f;) es una unidad para cada i. G es
una base de Grobner para I si y sdlo si para cualesquiera i,j € {1,...,s},

0 € LRes(S4(f;, f5), G).

Demostracion. Seguimos [44]. Una implicacién es inmediata a partir de [2.41]
dado que S%(f;, f;) € I. Para ver la otra implicacién es suficiente con ver
que Exp(I) € U;_; (exp(f;) + W) =T. Sea por tanto

f= Zgifi €l (2.3)
i=1

y vamos a introducir alguna notacién. Llamamos v = exp(gif;) vy v =
max{y',...,7}; sea {i1,...,%:} el conjunto de indices para los cuales v = 7.
La demostracién va a consistir en reescribir el elemento f como combina-
cién lineal de los elementos f; y de manera que v y ¢ vayan decrecien-
do, es decir, vamos a realizar induccién sobre v y ¢. Si ¢ = 1 entonces
exp(f) = v = exp(g;,) +exp(fi,) € T, por lo que el teorema est4 demostrado
en el caso t = 1 (observemos que y > exp(f)). Supongamos pues que ¢ > 1.
Llamemos ademds o = exp(f;), ' = exp(g;) y T = m(a™, o*). Consecuen-
cia inmediata de las propiedades descritas en [2.57] es la existencia de un
elemento 6 € NP tal que o' + % =y =7 + 6, de donde 8% = 17 — o™t + 6.
Sea

di1 = qlc—(‘qil)—u(;. (2.4)

r—ai1,5
Utilizando las relaciones que definen R tenemos que
di1uT—ai1 = lm(gil) — hil, (25)
donde exp(h;,) < 5. De la ecuacién 2.5 obtenemos

9i iy = 1m(gi,) fiy + (95, — Im(gi))) fi,

(2.6)
= d’ilu‘r—ail fi1 + h‘il fi1 + (g’n - lm(gzl))le
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Por otra parte, dado que 0 € LRes(S%(fi,, fi,), G). podemos escribir

fll:flz ZSZfz con exp(sifi) S exp(se(fiufiz)) <T (27)

empleando divisién a izquierda. De la definicién de S—-polinomio podemos
afirmar que

Ur_oir [ = aS(fi,, fi,) + abu,_ gz fiy), (2.8)

donde a = q"‘lié('};‘;il y b= q—icz(f’—_l)z Mezclando (2.3), (2.6), (2.7) y (2.8)
tenemos: ’

f=9ufu+>_ 9if;

J#u
= diluT—ailfii + hil fi1 + (gi1 - lm(gh)fil + Zgjfj
J#u
= d,-laSg(fil, fiz) + diyabu,_ i, fis
+ h’ilfh + (gi1 - lm(gil))-fil + Zgjfj
J#u
: 2.

= adi1 Z sifi + abdil Ur_qio fi2 ( 9)

i=1
+ hilfil + (gix - lm(gil)fiz + Zgjfj
J#i
= (adilsil + hil + (gll - lm(gil)))fil
-+ (CLbdi1 Ur_ qi2 + adil Siy + gil)fil
+ Y (adi;s; + g;) ;.

J#i,g2

De esta manera (2.9) proporciona una nueva expresién para, f,

f = Zg;fu
=1
donde
gl,'l = a’dilsil + hil + (gi1 - lm(gil))
gll'z = abdilur—a‘Z + adil Si, + Giy (2.10)
g;=adi;s; +g; sij# iy



38 2. Algebras de tipo Poincaré-Birkoff-Witt

Nos queda para terminar y poder aplicar el principio de induccién comprobar
como son los exponentes exp(g. f;). Observemos primeramente que

exp(ad;, s;, fi,) = 0 + exp(s;, fi,) <0 +7 =1
exp(hi, fi,) < e =~
eXp((gil - lm(gil))fil) < B +a"t =,
luego

exp(gl'»l fil) < max{exp(adilsil fil)’ eXp(hil fi1)7 eXp((gil - lm(gll))f21)}(< 7')
2.11

Continuemos con i,

exp(abd;, U, _ gz fio)=6+7— a4+ a2 = 07
exp(ad;; si, fi,) =0 +exp(s;, fi,) <6 +717 =17
exp(gi1fi1) =7

por tanto

eXp(gz/'zfiz) < ma‘x{exp(abdilu‘r—ai2 fiz)’ ezp(adil Siy fil)v exp(gi1 fll)} =7
(2.12)

Si j # 11,12 entonces

exp(ady,s;f;) = 0 +exp(s;fj) <d+717=1
exp(g;f;) =7 sij € {ir, .. it}
exp(g;f;) <v sij¢ {ir,...,it},

lo que implica que

xp(g}f;) < max{exp(adiys; ), exp(9; )} {: M D

(2.13)

Como consecuencia de (2.11), (2.12) y (2.13), tenemos dos posibilidades: o el
numero de indices en el que se alcanza el maximo exponente de exp(g.f;) es
menor que ¢ o dicho méximo exponente es menor que . Podemos por tanto
concluir el resultado por induccién en ¢ y +. a

[2.59]. Corolario. Si I = Rf entonces G = {f} es una base de Grébner
para I.
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De aqui al final del capitulo k va a ser un Cuerpo.

[2.60]. EI teorema [2.58] nos permite dar un algoritmo para el calculo de

una base de Grobner: Sea F = {f;, ..., fs} un sistema de generadores de un
ideal I. El algoritmo tiene los siguientes pasos

Paso 1. Llamamos Fy = F,k=0.
Paso 2. Para cada par f, g € F elegimos s, € LRes(S%(f, g), F).
Paso 3. Llamamos Ry = {r;, | f,g € F}}, Fop1 = Fi, U (R \ {0}).

Paso 4. Si Fy = Fpy entonces el algoritmo termina y F} es una base de
Grobner para 1.

Paso 5. Si Fy # F, .| entonces k = k + 1 y volvemos al Paso 2.

En el paso 2 podemos tomar Trg = lres(S(f, 9), [Fx)). Nos queda justificar

que el algoritmo termina y lo hace correctamente. Para ver que termina

consideremos la siguiente cadena de subconjuntos de I:
F=RCHC---CF,C---

Esta cadena nos da una cadena ascendente de monoideales

Exp(Fy) + N C Exp(F) + NP C---CExp(F,)+NC...,

Dado que NP es noetheriano (resultado equivalente al Lema de Dickson que
aparece en [1.6]) existe un natural & € N tal que Exp(F,)+N° = Exp(Fj41)+
N,

Lema. 5i Exp(F,) + N = Exp(Fj11) + NP entonces F, = Fyi1.

Demostracion. Supongamos que existe un elemento r € Fhy1 \ Fy, entonces
existen f, g € Fj tales que r € LRes(S%(/, g), F1). Como r # 0 tenemos que
N(r) # @, y como N (r) N Exp(F,) + N’ = & obtenemos

Exp(Fr) + N C Exp(F,U{r}) + N C Exp(Fhi1) + NP = Exp(F,) + NP,
lo que es imposible. Por tanto F}, = Fpy. O

El lema y la noetherianidad de N nos garantiza que el algoritmo termina, y
que termina correctamente viene demostrado en el siguiente lema

Lema. Si Fj, = Fy,, entonces F), es un base de Grébner.
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Demostracion. Si F, = Fj,; entonces para cualesquiera f,g € F,, 0 €
LRes(S*(f, g), F1), y el resultado es consecuencia del teorema [2.58]. O

[2.61]. Ejemplo. Vamos a ilustrar el algoritmo con un ejemglo. Llamemos
U = U(sl(2)) el algebra envolvente del dlgebra de Lie s[(2). Esta tiene tres
generadores {z,y, h} y corchete de Lie

(z,y)=h, [z,h]=-2z, [y,h]=2y.

El conjunto {z'y’h* | (1,7,k) € N°} es una k-base para U. Ademis, como
se ha visto en [2.15], el orden lexicografico graduado, con € < €; < e3, dota
a U de estructura de algebra de tipo PBW. Vamos a calcular una base de

Grobner para el ideal I = Uz? + Uy? + Uh?. Siguiendo el agoritmo [2.60],
llamamos

FO = {xzv y27 h2}
y calculamos los posibles S—polinomios:

S(z?, y*) = —4zyh + 2h% + 2k
S(z?, h?) = 822 + 1622
S(y?, h?) = —8y*h + 16>

Como —4zyh + 2h € LRes(S(z%,y%), Fy), 0 € LRes(S(z%, h2),F), y 0 €
LRes(S(y?, h?), Fy), tenemos que

Fy = {x2, y2’ h27 nyh - h’}

Continuamos con el célculo de Fy. Observemos que no es necesario calcular
los elementos S(f, g) si f,g € Fy. Por tanto,

S(x?,2zyh — h) = —4zh?® — 18zh + 8z%y — 16z
S(y?, 2zyh — h) = —8zy® + 2yh® — 3yh
S(h?, 2zyh — h) = h?

y los restos que obtenemos son —2zh € LRes(S(z?, 2zyh — h), F}), —3yh €
LRes(S(y? 2zyh — h), F1) y 0 € LRes(S(h?, 2zyh — h), F}), de donde

Fy = {2?,4% h? 2zyh — h, zh, yh}.
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Pasamos a F3. Obtenemos los siguientes S—polinomios,

S(z? zh) = 4z?
S(z?, yh) = —2zh2 — 10zh + 4%y — 8z
S(y?*, zh) = —day® + 2yh? — 2yh
S(y*,yh) = —4y?
S(h? zh) = —2zh
S(h?, yh) = 2yh

S(2zyh — h,zh) = 2R% — h

S(2zyh — h,yh) = —h.

En todos los conjuntos de restos aparece el 0 salvo —h € LRes(S(2zyh —
h,xh), F3) y —h € LRes(S(2zyh — h, yh), F3), por lo que

Fy = {2%,y°, h? 2zyh — h, zh, yh, h}.

Por 1ltimo, dado que

S(z?, h) = 422
S(y*, h) = —4y*
S(h* k) =0
S(2zyh — h,h) = —h
S(zh,h) =
S(yh,h) =0,

tenemos que 0 es resto para todos los elementos anteriores, por consiguiente

Fy = Fy. Necesariamente G = {22, y2, h2, 2zyh — h,zh,yh, h} es una base de
Grobner para 1.

[2.62]. Vamos a dar explicitamente dos algoritmos, uno para calcular una
base de Grébner minimal a partir de una base de Grébner y otro para cal-
cular la base de Grobner reducida a partir de una minimal. Se basan en los
resultados [1.7] y la demostracién de [2.53).

El primer algoritmo tiene como entrada una base de Grébner @ de un
ideal 7, y como salida una base de Grobner minimal G’ para I.

Paso 1. Go =G, k =0.

Paso 2. Si existe g € Gy tal que exp(g) € Exp(Gy \ {9}) + W entonces
Gr+1 = Gr \ {9}, k =k + 1 y repetimos el paso 2.
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Paso 3. Sino, G’ = G.

El segundo algoritmo tiene como entrada una base de Grébner minimal G

para I y como salida una base de Grobner reducida G’ para I. Supondremos
que k es un cuerpo.

Paso 1. G ={g1,...,9m}

Paso 2. Para cada i =1,...,m escogemos g/ € LRes(g;, G \ {g:}).
Paso 3. Paracadai=1,...,m g/ = (lc(g!)) g
Paso 4. G' = {¢{,..., g1}

[2.63]. Ejemplo. Vamos a clacular una base de Grobner reducida para [
en el ejemplo [2.61]. Eliminando los elementos sobrantes tenemos que G =

{2%,4%,h} es una base de Grobner minimal para I que directamente sale
reducida.

[2.64]. Vamos a terminar dando un algoritmo para calcular una base de
Grébner de un ideal bildtero I. Antes de comenzar es conveniente observar
algunos hechos. Si tenemos un conjunto de generadores de I como ideal a
1zquierda entonces el algoritmo dado en [2.60] nos proporciona directamente
una base de Grobner para I, como veremos en [2.66]. Necesitamos entonces
conseguir conjuntos que generen al ideal a un solo lado. De hecho, el corolario
[2.38] nos garantiza que una base de Grobner para I lo genera a izquierda
y derecha. Dado un subconjunto F' C R, notaremos RF, resp. FR, resp.
RFR al ideal a izquierda, resp. derecha, resp. bildtero generado por F.

[2.65]. Lema ([39, Lemma 5.1]). Sea F = {f1,...,f,} C R. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

[a] FRC RF.
[b] RF = RFR.
[c] Para todo o« € NP y todo f; € F, fyua € RF.
[d] Para todo f; € F y todo j € {1,...,p}, fiue; € RF.
Demostracidn. Que [a] implica [d] es inmediato.
La implicacién [d] = [c] es andloga a [2.6]: procedemos por induccién

sobre a. Si @ = 0 entonces u, = 1 trivializa el resultado. Supongamos
a > 0, entonces a = § + ¢;. Tenemos que

— — -1
Ua = UBte; = Qg Ul + E Cy U,
T<a
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luego
fitg = qg,iifiulguej + Z Cy fily. (2.14)
T<a

Por induccién fiu, € RF y fiug € RF, luego fiug = > i1 Difi, con lo que
(2.14) se convierte en

8
fiva = QE,L. zpkfkue,» + ZC’Yfiu’Y'
k=1 r<a
Por hipdtesis fkuej € RF, luego‘tenemos el resultado.

[c] implica [b] porque si f € RFR entonces f se puede escribir como
f = Zri,afiua € RF.

Por 1iltimo, como FR C RFR tenemos que [b] implica [a]. O

Vamos a decir que G es una base de Grébner bildtera si G es una base de
Grobner para el ideal bildtero que genera.

[2.66]. Proposicién. Sea G = {91,-.., 9t} C R. G es una base de Grébner
bildtera si y slo si G es una base de Grébner a izquierda y RG = RGR.

Demostracién. Si G es una base de Grobner bildtera entonces
t

Exp(RGR) = U (exp(g:) + W) C Exp(RQ) C Exp(RGR),

=1

por lo que G es una base de Grébner a izquierda. Ademds, [2.38] garantiza
que RG = RGR.

Por otra parte, si G es una base de Grobner a, izquierda y RG = RGR
entonces para cualquier o € Exp(RGR) existe un elemento f € RGR = RG
tal que exp(f) = a. Como G es base de Grébner a izquierda tenemos que
a € Ui, (exp(g:) + NP), como querfamos. O

[2.67]. El lema [2.65] y la proposicién [2.66] nos proporcionan un algoritmo
para calcular una base de Grébner de un ideal bildtero a, partir de un conjunto

de generadores F. La entrada es F y la salida G, una base de Grébner para
RFR.

Pasol. Fp=F, k=0.
Paso 2. Calcula G una base de Grobner para RF; utilizando [2.60].

Paso 3. Paracadag € Gyycadaj e {1,...,p}eligeunr,, € LRes(gu,;, G)
(podemos tomar 7, ; = Ires(gue;, [Gk]))-
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Paso 4. Fiy = (G U {ry; | 9 € Ge, 1 <5 < p})\ {0}.

Paso 5. Si Fyy; = G el algoritmo termina y G = G4 es la base de Grébner
buscada.

Paso 6. Si Fy1y # Gy, cambiamos k = k + 1 y volvemos al paso 2.
Lema. Si Fiy1 = Gy entonces Gy es una base de Grébner bildtera

Demostracidn. Como Fyy1 = Gy, 0 € LRes(gu;, Gx) para cualesquiera g €
Gry j€{l,...,p}, y por lo tanto gue; € RGy. Ahora, por [2.65] RGy =
RGkR y como G}, es una base de Grobner a izquierda podemos aplicar [2.66].

4

Una vez visto que cuando el algoritmo termina lo hace correctamente, nos
queda ver que termina. La siguiente cadena de subconjuntos

F=FRCGC---CFCG,CFC---

Proporciona una cadena de monoideales en N

Exp(Fy) + N C Exp(Go) + N C - ..
C Exp(Fi) + N’ C Exp(Gx) + N C Exp(Fiy1) + NP C -

que debe estacionar por ser NP noetheriano, luego existe h € N tal que

Exp(Gn) + N = Exp(Fh4+1) + N, Veamos que esta propiedad implica la
terminacion del algoritmo:

Lema. Si Exp(G) + N = Exp(Fj11) + N entonces Gy, = Fj,,.

Demostracidn. Supongamos por el contrario que existe r € Fhi1\ G, en-
tonces existen g € Gy y j € {1,...,p} tales que 0 # r € LRes(gu,,, G).
Como N (r) N (Exp(Gh) + N°) = & tenemos que exp(r) ¢ Exp(G,) + N =
Exp(Fry1) + NP, pero r € Fj,q, lo que es contradictorio. Por consiguiente
Gh = Fhry. O

[2.68]. Ejemplo. Consuderemos la k—-4lgebra R generada por z,y con re-
lacion yz = qzy + 1, donde ¢ € k*, ¢ # 1. Una k-base viene dada por
{z'y" | (i,7) € N?}. El orden lexicografico graduado con €, > ¢ convierte
a R en un élgebra de tipo PBW. Vamos a calcular una base de Grébner
del ideal bildtero generado por (z — 1), al que llamamos I. Para empezar,

Fy = {z—1} y por tanto Gy = {z - 1}. Debemos por tanto multiplicar z — 1
por las dos variables. Para empezar,

2

(z-1Dz=z’-z=2z(z-1),
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luego su resto de la divisién por Gy es cero. Para la variable y,

@-Dy=zy-y=qlylz-1)+ (¢} = 1)y - ¢~

3

luego el resto obtenido es y + =55 Por tanto, | = {z — 1,y + -1} Para
calcular G, debemos calcular un S—polinomio,

Se-lyt ) =1-v-hr=—(y+ ) - L -1),
por lo que 0 € LRes(S(z — 1,y + q_il-)’ Fy). Tenemos que Gy = F). Multipli-

camos de nuevo por las variables. El elemento z — 1 no es necesari

0, ya que
fue multipicado por z e y al inicio.

W+ v =v"+ Sy =y + ),

lo que nos proporciona un resto cero. Por otra parte,
W+Fr=vr+ Hr=qy+ L) - (@-1)

que también da cero de resto. Hemos obtenido que Fy; = G4, por lo que
G={z-1,y+ q_%} es una base de Grébner para 1.
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3. MODULOS SOBRE ALGEBRAS DE
TIPO PBW.

A lo largo de este capitulo R sers un dlgabra de tipo PBW sobre un dominio
conmutativo noetheriano k con base B = {u, | & € N°}, orden ‘<’ y en la que
ademds los elementos g, 5 son unidades de k para cualesquiera a, § € NP,
El objetivo de este capitulo consiste en desarrollar métodos efectivos para
estudiar médulos finitamente generados sobre R. Si no se indica lo contrario,
entenderemos que los médulos son a izquierda.

Muchas de las ideas en las que se basa este capitulo provienen del caso
conmutativo, més concretamente de las monografias (1, 4]. Ya dentro del
caso no conmutativo, en [14] el autor introduce algoritmos de divisién para
modulos sobre dlgebras de operadores diferenciales, aplicando sus resultados
al célculo de multiplicidades. También es conveniente citar [24], donde apa-

rece la ideal de utilizar los subconjuntos estables para estudiar submddulos
de médulos libres.

3.1 Bases de Grébner para submédulos de R".

Dado que todo médulo finitamente generado sobre R es un cociente de un
R-médulo libre finitamente generado vamos a empezar estudiando una re-

presentacion adecuada para el médulo libre R™ sobre R con base €n,...,e,,
es decir,

&
e=1[0,...,1,...,0] coni=1,...,n.

Todo elemento de R™ se escribe de manera tinica como

f= ifie,-.
i=1

con fi,...,fn € R.

[3.1]. Lema. El conjunto {use; | o € N°,1 < i < n} es una k-base para
R".
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Demostracidén. Inmediata. : ad

Llamaremos 0,y = uq€;.

Para estudiar el dlgebra R hemos utilizado de manera esencial el poder
indexar una k-base de R en N y en el estudio de las propiedades aditivas
de NP con respecto a un cierto orden. En nuestro estudio de médulos libres
debemos acometer un estudio similar.

[3.2]. Ya sabemos que el R-médulo libre R™ tiene por k—base el conjunto

{uqs | a € NP} (véase [3.1]), por lo que todo elemento f € R™ tiene una
representacion unica como

f= E CafUg.

aeNp,n

Anélogamente a la propia dlgebra R, y fijado un orden admisible < sobre
NP definimos el diagrama de Newton de f como el conjunto

N({E)={ae N" | cor # 0}
Como dicho conjunto es finito podemos definir
exp(f) = max N (f),

lo que llamamos exponente de f. También llamaremos coeficiente lider y
monomzo lider a los elementos

Ic(f) = Cexp(e) £ Im(f) = le(f) Uexp(e)

[3.3]. Lema. Dados f,g € R" se verifican las siguientes propiedades:
[3.3.1]. N(f +g) CN(f) UN(g)

[3.3.2]. exp(f + g) < max{exp(f),exp(g)}, siendo la desigualdad estricta s
y solo si lm(f) = —Im(g).

Demostracién. Inmediata. 4d

[3.4]. Proposicién. Sea < el orden TOP o el orden POT sobre N°™. Dados
f € R, g € R" tenemos:

1. exp(fg) = exp(f) + exp(g).

2. IC(fg) = Gexp(f),a lc(f) IC(g), donde eXp(g) = (a7 ’L)
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Demostracidn. A partir de la férmula
uau(,@,,-) = UglUge;

= Qo,pUa+4€; + Z CyUy€;

v<a+8
= Ga,pU(a+8,) + Z CyU(y,3)
y<a+g
y dado que v < a + # implica (, i) < (a+ B,1), el resultado se obtiene
facilmente por induccién sobre exp(f) y exp(g). |

Similarmente a los subconjuntos de R, Dado un subconjunto F' C R",
definimos su exponente como el conjunto

Exp(F) = {exp(f) | f € F,f # 0}.

[3.5]. Lema. Si K es un submddulo a izquierda de R™ entonces Exp(K) es
un subconjunto estable de NP™.

Demostracion. Tenemos que demostrar la inclusién Exp(K)+N° C Exp(K),
escojamos (a,i) € Exp(K) y B € NP. Existe un elemento f € K tal
que exp(f) = (a,1). Como K es un submédulo ugf € K. Por otra parte
exp(ugf) = exp(ug) + exp(f) = § + (e, 1), luego (a + B,1) € Exp(K). O

De manera anéloga a [2.20], [1.13] nos proporciona el corolario siguiente:

[3.6]. Corolario. Dado un submédulo a izquierda K C R™, existen elemen-
tos f1,...,f, € K tales que

m

Exp(K) = U (exp(f;) + W),

i=1

[3.7]. Un subconjunto G = {g1,...,8m} de K C R" es una base de Grébner
para K si

Exp(K) = (exp(g:) + V).

Como consecuencia del corolario anterior tenemos:

Proposicién. Sea R un digebra de tipo PBW y sea K C R"™ un submddulo
a 1zquierda. FEriste una base de Grébner para K.

Utilizando sistemas de generadores minimales de conjuntos estables po-

demos definir el concepto de base de Grébner minimal para un submédulo
de R" de manera completamente paralela a [2.23]
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3.2 Divisién y algoritmo de Buchberger para médulos.

De nuevo R es un dlgebra de tipo PBW con orden <, y = representa a
cualquiera de los ordenes POT o TOP sobre N°,

[3.8]. Partimos de un conjunto finito F' = {f,...,f,} de elementos de R", o
mejor dicho, de una upla (ordenada) [F] = [f}, ..., f,] de elementos no nulos
de R™. Asociada a esta upla definimos una particién AF] en Nm.

Al = exp(fl) + N
-A,; = (exp(fi) + N’) \ (Al u---u Ai—l) (31)

Z:N"’"\(Alu---uAm).

Observemos que A; U---UA,, es un subconjunto estable que viene generado
por {exp(f1),...,exp(fn)}, v que cada cada conjunto A; est4 en un sélo nivel.

[3.9]. Teorema. Si[F] es una upla en la que lc(f;) es una unidad de k para

todoi=1,...,m, yf € R", entonces existen elementos unicos Giy--,Qm €
R, r € R" tales que:

1 £=37" qgfi+r.
2. N(r) C A yexp(r) < exp(f).
3. exp(f;) + M(q:) C A; y exp(gif;) < exp(f).

Ademds, exp(f) = exp(r) si y sélo si exp(f) € A y exp(g;f;) = exp(f) si y
sélo si exp(f) € A;.

Demostracién. Veamos la existencia de los cocientes y el resto. Primera-
mente, dado que los coeficientes lideres de cada f; son unidades, podemos
suponer que todos son 1. La demostracién la vamos a realizar por induccién
sobre exp(f). Si exp(f) = (0, 1), entonces f = ke;, con lo que podemos hacer
%, = k para el primer indice iy tal que exp(f;,) = (0,1), ¢ =0sii#4,y
r=0,or=f, g = 0siexp(f;) # (0,1) para todo 5. Supongamos por con-
siquiente que exp(f) >~ (0,1). Dado que los conjuntos Ay, ..., A, A cons-
tituyen una particién de NP", tenemos que exp(f) € A;, para un tnico iy o
exp(f) € A. Siexp(f) € A, llamamos f' = f —lm(f). Como exp(f’) < exp(f),
por hipétesis de induccién

m
f’ = Z%fz + rl’
i=1

0000000000000 0000000000000000600000C0OC0OCCCRCCOCGKOPOIOINOSNOONNNS
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de donde

f=> gfi+ (Im(f) + 1
1=1

satisface las propiedades requeridas. Observemos que en este caso exp(f) =
exp(r), donde r = Im(f) + 1/, y exp(g;f;) < exp(f') < exp(f). Por otra parte,

si exp(f) € Ay, entonces exp(f) = B +exp(fi,) para un cierto 8 € N°. Como
IC(in) = ].,

Ic(f
le (q—;fuﬂfio) = 5,p 50 Ie(£,,) = le(f),
con exp(f;,) = (p,4), de donde f' = f — %u[;fio satisface que exp(f’) <
exp(f). Por la hipétesis de induccion,

f = Zszz + qzl'ofio +r.
1#10
Llamemos Gip = %?‘Uﬂ -+ qlfo. Es evidente que esta descomposicién satisface
las propiedades 1 y 2 del teorema yla3siis#id. Siae Mg,) entonces
o € N(qj,) oo = (. En el primer caso a + exp(fi,) € A;, por hipétesis de

induccién, y en el segundo caso 3 + exp(f;,) = exp(f) € A,;,. Ademss, en
vista de que

e(tlyfu) X exp() < exp(f) y exp (Lust, ) = expl(t),

obtenemos la siguiente igualdad:

exp(g;fi,) = exp(f).

Notese que exp(g;f;) =< exp(f!) < exp(f) si i # 4o, y exp(r) < exp(f’) <
exp(f).

La unicidad se demuestra de manera idéntica al lema, (2.26]. O

Llamaremos cocientes a los elementos g; y resto al elemento r. Al resto

de dividir f por la upla [F)] lo notaremos Ires(f, [F]) o lres(f, F') abusando del
lenguaje. '

[3.10]. El anterior es el algoritmo de la divisién a izquierda fuerte en R™.
Podemos dar también un algoritmo de la divisién a izquierda débil, es de-

cir, para cualesquiera f,f;,... f, R, con lc(f;) una unidad de k, existen
q1,-..,9m € R, r € R™ tales que
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1. f= Z:ll (Zz’fi +r,
2. N(r)n (U:’;l (exp(f;) + Np)) =@ y exp(r) =< exp(f),
3. exp(gif;) < exp(f).

Dado que no hay unicidad ni en cocientes ni en restos vamos a llamar
LRes(f, F') al conjunto de todos los restos que se obtienen al dividir dé-
bilmente f por F.

Al igual que en el caso n = 1 tenemos que lres(f, F') € LRes(f, F).

Para submddulos a derecha podemos desarrollar algoritmos de la divisién

a derecha andlogos a los anteriores, donde usaremos la notacién rres(Jf, [F)),
RRes(f, F).

Antes de dar el algoritmo de Buchberger para médulos es conveniente dar
versiones de [2.39] y [2.41] para médulos:

[3.11]. Proposicién.

[3.11.1]. Sean G = {g1,...,&} y G' = {g},...,g.} dos bases de Gribner
para el submddulo a izquierda K C R", y sea f € R™. Entonces para todo
r € LRes(f,G) y todo r' € LRes(f,G"), r =r'.

[3.11.2]. Sea G = {g1,...,8:} una base de Grébner para el submddulo a
izquierda K, y sea f € R*. £ € K si y sdlo si Ires(f, G) =0.

Demostracidn. La demostracion es idéntica a [2.39] y [2.41] cambiando ele-
mentos de R por elementos de R™ donde sea necesario. O

[3.12]. Vamos a dar una versién de los S-polinomios para elementos de R™.
Sean f,g € R". Supongamos que exp(f) = (o, i) y exp(g) = (B,7). Sea
ademds v = m(a, B). Se define el S-vector a izquierda de f y g como

0 sit#j
Se(f, g) = le(g) le(f)
q'vc—f.a U.Y_af - q‘rc-B,ﬁ Uy-p8

Las constantes han sido escogidas para que exp(S¢(f,g)) < (7, 1)

[3.13]. Teorema. Seq G = {f1,...,f;} un sistema de generadores del R~
submddulo K C R" tal que lc(f;) es una unidad para cada i. G es una

base de Grébner para K si y sdlo si para cualquier pareja i,j € {1,...,s},
0e LRes(Se(fi, fj), G)

Demostracién. Ansloga a [2.58]. |
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Para cada g € R", si exp(g) = (a, i) lamamos level(g) = 1.

[3.14]. Corolario. Sea G = {g1,...,8s} un sistema de generadores del R-

submddulo K C R™. Supongamos que level(g;) # level(g;) para todo i J.
Entonces G es una base de Grébner para K.

[3.15]. Si k es un cuerpo, el teorema [3.13] nos permite dar un algoritmo
para el célculo de una base de Grébner de idéntica manera a [2.60]. Sea

F={f,...,£} un sistema de generadores de un submédulo K. El algoritmo
tiene los siguientes pasos

Paso 1. Llamamos Fy = F, k = 0.

Paso 2. Para cada par f,g € F, con level(f) = level(g), elegimos Teg €
LRes(S(f,g), Fy).

Paso 3. Llamamos Ry = {r¢, | f,g € Fi}, Fryr = Fr U (Ry \ {0}).

Paso 4. Si F, = Fy41 entonces el algoritmo termina y Fy es una base de

Grobner para K.
Paso 5. Si Fy # Fy,1 entonces k = k + 1 y volvemos al Paso 2.

En el paso 2 podemos tomar reg = Ires(S¢(f, g), [F3]). Dado que level(f) #
level(g) implica S*(f,g) = 0 nos es suficiente con seleccionar elementos del

mismo nivel en Fy. Que el algoritmo termina y lo hace correctamente se
Justifica como en [2.60].

Lema. Si F, = F,,, entonces F, es un base de Grébner.

Demostracidn. Si F), = Fy11 entonces para cualesquiera f,g € F},, 0 €
LRes(S%(f, g), Fy,), y el resultado es consecuencia del teorema [3.13]. O

La cadena ascendente de subconjuntos estables
Exp(Fo) + N C Exp(F1) + N C - CExp(F,) + N C - - |

debe estacionar, ya que en caso contrario encontrariamos un subconjunto

estable, el conjunto | 2, (Exp(F;) +NP), que no podria ser generado por un

conjunto finito. Existe un natural & € N tal que Exp(F},)+N° = Exp(Fhi1)+
NP,

Lema. Si Exp(Fp)+ N = Exp(Fhy1) + NP entonces F), = Fy,;.
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Demostracidn. Supongamos que existe un elemento r € Fj,; \ F}, entonces
existen f,g € Fj tales que r € LRes(S%(f,g), F,). Como r # 0 tenemos que
N(r) # @, y como N (r) N Exp(F,) + N° = & obtenemos

Exp(Fh) + N C Exp(F U {r}) + W C Exp(Fyy,) + NP = Exp(F,) + N,
lo que es imposible. Por tanto Fj = Fj,.;. O
En lo que sigue supondremos que k es un cuerpo siempre que necesitemos
calcular una base Grébner para un submddulo K.
3.3 Maédulo de sicigias.

Sea R un élgebra de tipo PBW sobre un cuerpo k, con orden <. Utilizaremos
el simbolo < para denotar al orden POT o al orden TOP indistintamente.
Todo morfismo de R™ en otro R-médulo a izquierda viene dado por las

imdgenes de la base canénica {ey, ..., e}, luego para dar un morfismo

¢: R — R"
nos basta con conocer m elementos de R”, es decir, o(e;)) = f;. Si cada
f: = [fi, .., fin) podemos escribir el morfismo con notacién matricial. Si
h: [hl,...,hm],

f; fu - fin

fm fml e fmn
[3.16]. Definimos el médulo de sicigias de F = {f;,...,f,} como el nicleo

del morfismo anterior, es decir,

f;
Syz(F)={he€ R™ |h | : | =0}
fm

Nuestro objetivo va a ser calcular un conjunto finito de generadores de Syz(F)
para cualquier subconjunto finito F C R™. Las dos herramientas fundamen-
tales son los S—vectores y las bases de Grébner. Los métodos son anélogos a
los empleados en [39], donde se hace paran =1,y en [4], donde n = 1y Res
conmutativo. Podemos ver también, atin dentro del caso conmutativo pero
para un n cualquiera, el libro de [1]. Antecedentes en el caso no conmutativo
pueden verse en [14].
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(3.17]. El cdlculo de los generadores de Syz(F) lo vamos a hacer en dos

etapas. Supongamos primero que F = {fi,..., £} es una base de Grébner
para el R-submédulo de R™ que genera, es decir,

Exp(Rfi + -+ Rf,,) = Exp(F) + N° = LmJ (exp(f;) + W),

=1

Dado que k es un cuerpo no perdemos generalidad en suponer que lc(f;) = 1.
Para cada i € {1,...,m} notaremos exp(f;) = (o, level(f)). Sil1<i<j <

m son indices tales que level(f;) = level(f;), notaremos 77 =m(a}, o), s;; =

—1 i ) _ B . ’, . . . .
Qyis — i qiUnii —aiy Sji = Qs —ai oiUyii—oi- Para dos indices i < j cualesquiera
tenemos entonces

0 si level(f; level(f;
pij — S[(fi,fj) — { ( ) # ( J)

3.2
sijfi — s;f;  si level(f;) = level({)), 2

por lo que en el caso level(f;) # level(f;) pondremos s;; = s;; = 0 para
escribir, en cualquier caso,

Pij = sifi — s;:f;.

Por el teorema [3.13], Ires(py;, F') = 0, por lo que

m
Pij = Z Gijrfe (3.3)
k=1
%k € R, paratodo 1 < k <m
exp(gijefi) X exp(py;), para todo 1 < k < m.

Sea ry = [%‘1, oo Qigi = Sigy ey Qg5+ Sy, - -7Qijm]-

[3.18]. Proposicién. El conjunto By = {frij |1 <0< j < m}oesun
sistema de generadores de Syz(F)

Demostracidn. Juntando (3.2) y (3.3) tenemos que

.
E rijefy = 0,
k=1

luego r;; € Syz(F). Sea entonces RBy el R—submédulo de Syz(F') generado

por Br. Supongamos que M = Syz(F) \ RBr es no vacio. Podemos elegir
un elemento [Ay, ..., hy) € M tal que
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(i) t=max{exp(hifi) |1 < k < m} es un elemento minimal en el conjunto

{ max{exp(hifi) | L <k <m} |[g1,....9m] € M} C NP

(ii) El cardinal del conjunto A = {k | exp(hify) = t} es también minimal.

Dado que (hy, ..., hy] € Syz(F), i~ hifr = 0. El cardinal de A debe ser
mayor que uno, ya que si A tiene un unico elemento entonces t = exp(0), lo
que es imposible. Existen entonces i < j € A. Tenemos entonces

t = exp(h;) + exp(f;) = exp(h;) + exp(f;).

Para que la igualdad anmterior se produzca es necesario que level(f;) =
level(f;). Es facil ver que t = p+ (v, level(f;)). Por otra parte exp(g;;ifi) =<
exp(pi;) < (7Y, level(f;)). Esto implica que

exp(u,rijify) = p + exp(riufi) = p+ (v, level(f)) = t.

Sea a; = lc(hifi)q;,}/ij. Tenemos entonces

lc(aiuuﬁjifi) = 1C(aiu,u(Qiji - Sij)fi)
= iQu s 1c((Giji — 8i5)E)
= aiqy 5 (—1)
= - lc(hifi)>

por lo que
exp ((hi + aiuurij,-)fi) < exp(hif;).

Llamemos g = hx + a;u,7;x. Hemos compobado que exp(g;f;) < exp(hf;).
Ademais,

exp(aiuurijjfj) = U -+ exp(qijjfj -+ Sjifj) = U + (’)’ij, Ievel(fj)) = f,
lo que implica que exp(g;f;) < t. Si k # ¢, j entonces
exp(au,rijefe) = p + exp(rijefe) < p+ (’Yij, level(fi)) =t.

Consecuentemente exp(gxfy) < t, siendo la desigualdad estricta siempre que
exp(hifir) < t. Hemos encontrado un elemento [g;,...,gm] en el que o
max{exp(gifr) | 1 < k < m} < to el cardinal del conjunto {k | exp(gifi) =
t} es menor que el cardinal de A. Dado que

[gla o ,gm] = [h’lv cee hm] + iUy Ly (34)

tenemos que [gi,...,gm| € Syz(F). Por la minimalidad de [hy,...,hn),
[91,--.,9m] € RBr, y de nuevo (3.4) implica que [hy,...,hn] € RBFr lo
que es imposible. O
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Una vez establecido el cdlculo del sistema de generadores para bases de
Grébner vamos a resolver el caso general. Sea F' un sistema de generadores
K C R™. Sea G una base de Grdbner para K obtenida a partir de F' usando
[3.15]. Supongamos F = {fi,....£.} y G = {g,. ..,8¢}. Existen matrices
C=esl,.,. vy D= [dji],., tales que

81 f; f; g1

8t frn fn 243
[3.19]. La matriz D es ficilmente calculable, ya que sus entradas son los
cocientes de la divisién de cada f; entre G:

t
f; = Z d;ig;.
i=1

[3.20]. También es posible calcular la matriz C. Supongamos que H =

{h;,....h,} CKyf, g € K. Supongamos ademas que conocemos elementos
€kj> aj,b; € R tales que

hk = Z ekjfj, f= Zajfj, g = Zb]fJ
Jj=1 Jj=1 J=1

Sir € LRes(S(f,g), H),

r= Se(f, g) - llhl — e — lshs
=pf —p'g - ) Uk
k=1

= pZanJ — pl Z beJ - Z lk Zekjfj,
=1 j=1 k=1 j=1

donde todos los coeficientes de los f; son conocidos. Esto nos permite ir
calculando los elementos ci; cada vez que pasamos por el Paso 2 en (3.15].

[3.21]. Las transformaciones anteriores pueden ser compuestas, y obtenemos
que

g1 g: f f
| =CD|: y 1 =DC|:
gt gt fm fm
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Consideremos la matriz identidad m x m I,,. Tenemos la siguiente identidad:

f f; f;

por lo que llamando A = [, — DC = [aij]mxm obtenemos que las filas
de A son elementos de Syz(F), es decir, para todo j = 1,...,m, a; =
[aj1,. .., a;m] € Syz(F), donde

m
aj = 5jl - E djicil.
i=1

[3.22]. Sea B = {by,...,b,} un sistema de generadores de Syz(G) C R! que
puede ser calculado mediante {3.18], esto es,

g1
b;[:]| =0
8t
Definimos B* = {b},..., b’} mediante

b; =b,C € R™.
Vamos a demostrar que B* C Syz(F). Para ello,
f; f; g1
b! =b,C | : | =b; =0,
fm fm 8t

como deseibamos

[3.23]. Teorema. El conjunto {a,,... ,am, bY, ..., b} constituye un siste-
ma de generadores de Syz(F).

Demostracidn. Sea h = [hy,...,hy] € Syz(F) un elemento cualquiera y
definamos

h, =hD.
Tenemos entonces que
81 g1 f,
hD|:|=h|:| =0,
gt S fm

h,
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luego h, € Syz(G). Como B es un sistema de generadores para Syz(G),
tenemos que ‘

h, = Zplbl'
=1

Definimos k = h,C. Entonces k = Y= pbC = Y pb! € RB*.
Ademss,

h-k=h-h.C=h-hDC=h4A=) ha,.
Jj=1
Podemos concluir que h = k + (h — k) estd en el submédulo generado por
{al,...,am,b{,...,b:}. O

[3.24]. Podemos realizar el calculo anterior pero con mdédulos a derecha.

Dados F = {fy, ... ,fm} C R?, se define el médulo de sicigias a derecha de R
como

Syz’(F) ={he R™ | [f;,...,f,]hT =0},

donde T representa el vector traspuesto, es decir, visto como vector columna.
El procedimiento para calcular un sistema de generadores Br de Syz'(F)
es totalmente simétrico al anterior para sicigias a izquierda. Comenzamos
calculando una base de Grébner de fiR + - - - + f» R mediante el anilogo a

derecha de [3.15]. Sea G = {g;,...,g;} dicha base. Calculamos matrices C
y D tales que

[gl,-..,gt] =[f1,,fm]C
[fl,...,fm] = [gl,---ygt]D-

Por lo tanto
[fl; ey fm] = [fl; ;fm}Im = [fla ey fm]CD,

Por lo que las columnas de I, — CD son elementos de Syz"(F'). Llamemos
A={ay,...,an} € R™ al conjunto cuyos elementos satisfacen

[af,...,al] = I, - CD.

Un conjunto de generadores Bg de Syz" (G) se obtiene de la siguiente manera:
para cada pareja i < 7,

Sr(gi, gj) = 8iSi; — 8555
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para ciertos s;;, s;; € R. Por otra parte,

t

S7(gi &) = Z 8k Gijks

k=1
donde ¢, € R, divisién a derecha fuerte. Los elementos bi; = [gij1, .-+, Giji—
Sijs- > Qijj + Sjir- - -, Qijm) generan a Syz®(G). Sea {b1,...,b.} un sistema

de generadores de Syz"(G). Es facil comprobar que
[f1,-..,£,]CbT =0,

por lo que los elementos b} = (Cb¥)T pertenecen a Syz'(F). Llamemos
1 )

B = {b],...,b;. El resultado andlogo a [3.23] establece que Syz'(F) est4
generado por A U B.

3.4 Aplicaciones del médulo de sicigias.

3.4.1 Presentacion de médulos.

(3.25]. Sea M un R-médulo finitamente generado y supongamos que el con-

junto {ai,...,a,} es un conjunto de generadores de M. Entonces el homo-
morfismo de R-mddulos

o: R — M
€ — a;
es sobreyectivo, lo que implica que M = R™/ ker(¢). Hemos demostrado

Lema. Todo R-mddulo finitamente generado tiene asociados un natural n €
N y un subconjunto finito {f;,...,£,} C R" tales que
R‘n
T Rf,+---+RI,

Podemos por tanto limitarnos a estudiar submédulos y cocientes de mé-
dulos libres.

[3.26]. Lema. El conjunto B = {u,+K | a € N°*\Exp(K)} es una k-base
para R/ K.

Demostracién. Sea G una base de Grobner para K. Si f + K € R*/K
entonces f + K = lres(f, G) + K con N (lres(f, G)) € N \ Exp(K), por lo
que B es un sistema de generadores.

Sir = EaeExp(K) Cala € K entonces exp(r) € Exp(K), pero N(r) N
Exp(K) = @, lo que implica que r = 0. Esto prueba la independencia
lineal. a
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Todo submédulo de R" es finitamente generado, luego tiene una presen-
tacién finita:

[3.27]. Teorema. Sean N C M C R" R-submddulos. Supongamos que
N viene generado por {81, .,&} y M por {fi,...,£}. Liamemos H al

conjunto {fy,... £, g, ... , 8t} v sea {p;,.. -sPr} € R*** un conjunto de ge-
neradores de Syz(H). Notemos para cadai=1,...,r h; € R® las s primeras
coordenadas de p;. Entonces

M/N = R°/K donde K = Rh, + ---+ Rh

r

Demostracion. Definamos el morfismo de R-mddulos

¢: R — M/N
eir——>fi+N

paral <17 <s. Esclaro que ¢ es sobreyectivo. Sea K = ker(¢). Observemos

que h = [hy,... k] € K siy sélo si hify + -+ hofs, € N, es decir, existen
ai,...,a; € R tales que

h1f1+---+hsfs=a1g1+~--+atgt,

luego [hl,...,hs,—al,...,—at] € Syz(H). Como todos los elementos de
Syz(H) son combinacién R-lineal de {P1,...,pr}, los elementos de K de-

ben ser combinacién R-lineal de las primeras s coordenadas de cada p:;. O

[3.28]. Corolario. Sea L C R" un R-submddulo. Supongamos que L wvie-
ne generado por {gi,...,g:}, y sean fi,....f; elementos de R*. Sea H =
{fi,....f,81,...,&} v sea {pP1,--., b/} C R** un conjunto de generadores
de Syz(H). Notemos para cada i = L,...,7 h; € R® las s primeras coorde-
nadas de p;. Entonces K = Rh; +--- + Rh, es el nicleo del morfismo

fiR — R/L
e,—f,+ L

Demostracidn. Basta aplicar el teorema [3.27 a M = Rfy +--- + Rf, y
N=L. O

Las versiones a derecha de [3.27] y [3.28] son simétricas, cambiando Syz
por Syz'".
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3.4.2 Interseccién de submddulos.

Sea M = R™/K un R-médulo finitamente generado y sean M, M, submé-
dulos de M. Existen K C K;, K, C R™ tales que M; = K;/K para:=1,2.
Ademds M; N M, = (K; N K,)/K. Es suficiente con estudiar el célculo de
intersecciones de R—submddulos de R™.

[3.29]. Antes de estudiar la interseccién vamos a introducir alguna notacién.

Dado un conjunto F' = {f},...,f,} C R™, un elemento h € Syz(F') satisface
hF = 0, donde F es la matriz

Si A es una matriz m X n, entenderemos que Syz(A) es el médulo de sicigias
del conjunto formado por las filas de A. Bajo esta éptica Syz(F) = Syz(F),
por lo que abusaremos de lenguaje y llamaremos F' al conjunto y a la matriz.

[3.30]. Sean M y N submédulos de R™ y supongamos que vienen generados

por los conjuntos {fi,...,f;} y {g1,...,g:} respectivamente. Sea H la matriz
(n+s+1t) x (n+n)

r In In e
fi
10
H=| f,
81
0] :
L gt |
Proposicién. Sea {py,...,p,} es un conjunto de generadores de Syz(H)
y para cada 1 < @ < r notemos por h; las n primeras coordenadas de Pi,
entonces {hy,...,h,} es un sistema de generadores para M NN
Demostracién. h € M si y sélo si existen ay,...,a, € R tales que h =

aifi + -+ + a,f;. Andlogamente, h € N si y sélo si existen by,...,b, € R
tales que h = b;g; + - - - + b;g;. Hemos demostrado pues que h € M N N si
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y sélo si existen elementos q, . . . s, b1, ..., b € R tales que
LT,
f;
10
[h'ly"-:hnyah-"aa’s’bla---7bt] fs :Oa
81
0] :
L gt |
es decir, [y, ..., hyyay,..., 05 by, ..., bt] € Syz(H). Como Syz(H) esté ge-
nerado por {p,... ,Pr}, las primeras n coordenadas de cualquier elemento
de Syz(H) estan generadas por las primeras n coordenadas de los elementos
Pi, lo que demuestra la proposicién. O

3.4.3 Calculo de Hom(M, R/I) y Ext"(M, R/I).

En [1, Section 3.9] se proporciona un método de célculo de Homy4(M, N)
cuando A es un anillo de polinomios conmutativo sobre un cuerpo k. Igual-
mente se calculan resoluciones libres y consecuentemente Ext (M, N). La-
mentablemente, para el caso no conmutativo nos encontramos con que siendo
M y N dos R-médulos a izquierda cualesquiera, Hom(M, N) es un gru-
po abeliano y no un R-médulo. Podemos plantearnos dar una presenta-
cion de Hom(M, N) en el caso en que M o N sea un R-R-bimédulo, ya
que Hom(M, N) adquiere de manera natural estructura de R-médulo a iz-
quierda o derecha (ver [72, Theorem 1.15]). Vamos a dar una presenta-
cion de Hom(M, R/I) cuando I sea un ideal bildtero, por lo que R/I es
un R-bimédulo. Recordemos que la estructura de R-médulo a derecha de
Hom(M, R/I) viene dada por (fr)(z) = f(z) - r. Las mismas ideal se pue-
den aplicar cuando el bimédulo aparezca a la izquierda del funtor. Debemos
observar que en [25, Section 3] se comete el error de afirmar que Hom(M, N)

tiene estructura natural de R-médulo cuando N es finitamente generado
cuando R es el dlgebra de Weyl.

[3.31]. Podemos suponer que M = Rs /L, donde L es el R—submédulo de
R generado por {fy,...,f,}, es decir, la sucesién

0O=-L—-sR SM->0

es exacta.

|
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Lema. La sucesidén

R LR M —0 (3.6)
fi
donde I'(h) =h | : |, es ezacta.
£
Demostracion. Inmediato, ya que im(I") = L. a

[3.32]. Es bien sabido que existe un isomorfismo de R-médulos a derecha

entre las matrices My,xn(R) y Hom(R™, R*) (morfismos a izquierda). De
hecho, dado ¢ € Hom(R™, R"), definimos la matriz

p(e1)
A¢ =
p(en)
Es facil comprobar que ¢([z1,...,zn]) = [z1,... , Tm]As. Andlogamente,
dada la matriz A podemos definir oallz1,...,2m]) = [z1,...,2m]A. Es

mecénico comprobar que estas asignaciones definen isomorfismos inversos de
R-mdédulos a derecha.

f;
Utilizaremos la misma letra I para notar la matriz I’ = : | y el mor-

fm
fismo I.

[3.33]. Vamos a aplicar el funtor Hom(—, R/I) a la sucesién (3.6). La exac-

titud a izquierda de Hom(—, R/I) aplicada a (3.6), proporciona la siguiente
sucesion exacta de R—moédulos a derecha:

0 — Hom(M, R/I) — Hom(R®, R/I) 53 Hom(R", R/I) (3.7)
donde I',(f) = poT, i.e, I,(f)(x) = f(xI).. Por tanto
Hom(M, R/I) = ker(T,) (3.8)

Para poder aplicar [3.28] necesitamos dar una presentacién de Hom(R?, R/I)
y describir el morfismo T, a partir de dicha presentacién.

[3.34]. Lema. Sea {gy,...,g,} un conjunto de generadores del ideal bildtero
I como ideal a derecha. Sea.I * C R® el R—submddulo a derecha generado por
los elementos g;; = [0, ... ,g',-, ...,0]. Entonces

Hom(R®, R/I) & R*/I*
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Demostracién. Consideremos el siguiente morfismo de R-médulos a derecha:

¢ : R° — Hom(R*, R/I)
a=a,...,a, ~— p(a): R’ = R/ [z1,... 2] — (101 + -+ za,) + 1

Vamos a ver que ¢ es sobreyectiva y a calcular su nicleo. En primer lugar, si
[ R° = R/I es un morfismo de R—médulos 3, derecha, existe b = [by, ..., by
tal que f(e;) = b; + I. Es sencillo comprobar que f = ¢(b). Nos queda por
tanto comprobar que el nidcleo es I°. Si a € I*, entonces a = > _ij 8ijCij para
ciertos ¢;; € R. La construccién de los elementos g:; N0s proporciona que para
k=1,...s a; = ngjCk]‘ € I. Como I es bildtero, e@)([z1,...,xz5]) =

0+ 7. Hemos demostrado que I* C ker (). Reciprocamente, si [ai, ..., a,] €
ker(ip), entonces a;, € I para todo k = 1,...,s. Entonces q; = Zj gjCkj, de
donde a = Zij 8i;Cij e I O

[8.85]. Observacién. Una base de Grébner para I es un conjunto de genera-
dores como el requerido en [3.34).

(3.36]. Lema. Seay: R*/I* — R*/I™ el morfismo inducido por T, en 8.7
via el isomorfismo de [3.34]. Entonces,

v(a+I°) = (Tal)T + ™.

Demostracidn. Sea a+1I° € R*/I*. Le asociamos su morfismo correspondien-
te ¢(a) : R* — R/I definido por ¢(a)(x) = xa? + I. Ahora, L. (p(a)(y) =

p(a) oT'(y) = p(a)(yl') = yT'aT + I, y tenemos que I'.(p(a)) estd asociado
con el elemento (Fa”)” + [* € R*/ [, a

[3.37]. Observacién. Si f : R°/L, — R™/L; es un morfismo de R-médulos a

izquierda, entonces ker(f) = ker(fon)/L,, donde T es la proyeccién candnica,
de R°a RS/L,.

(3.38]. Proposicién. Podemos dar una presentacion de Hom(M, R/I) co-
mo R-mddulo a derecha.

Demostracion. Por 3.7, [3.34] y [3.36], tenemos que
Hom(M, R/I) & ker(y).

Por otra parte, si 7' : R®* — R™/I" se define mediante 7'(e;) = f/ + I™ donde
fi = (Te])T, es decir, la i-ésima columna de I' escrita como fila, entonces
7' = yom, siendo 7 la proyeccién canénica de R® en R® /I°; gracias a [3.37]
podemos aplicar [3.28] a los generadores de I™ y los elementos fl,...,f.. O
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[3.39]. Para acabar las cuestiones concernientes al calculo de Hom(M, R/1)
vamos a describir el procedimiento de célculo. Los datos de entrada son una
presentacién de M, i.e., un natural s y un conjunto de elementos fi, ... f, €
R’ tales que M = R°/(Rf; + --- + Rf,), y un conjunto de generadores de I

como ideal a derecha, {gi, ..., ¢:}, que podemos suponer una base de Grébner
para I.

Paso 1. Ponemos para1 <i<s5,1<j <t gsij=[0,...,g3~,...,0]ypara
1§i_<_n, ISJSt7 gan:[O7aglJ’aO]

Paso 2. Para cada i = 1,...,s, lamamos f'; = ([f;,...,f,]el)”. Llamamos
ademds H = {f';, ..., f';,g",...,8%:}

Paso 3. Sea {p1,...,p,} un sistema de generadores de Syz"(H), sicigias a
derecha, y para cada i = 1,...,r, h; las primeras s coordenadas de
p;. Por [3.28], [3.37] y [3.38] Y.I_, h,R/ 2. 8%; = Hom(M, R/I).

Paso 4. Aplicamos [3.27]. Sea H' = {h;,...,h,,g%,,...,g°,}. Calculamos
un sistema de generadores de Syz"(H') sicigias a derecha, pongamos
{p'1,...,p',}. Sillamamos h'y,... I', a las primeras r coordenadas
de cada p';, tenemos que Hom(M, R/I) ® R"/(W R+ --- + h',R).

[3.40]. Ejemplo. Sea R el algebra envolvente del algebra de Lie de dimen-
sion 3 con generadores z,y, 2z y corchete [y,z] =0, [2,2] =0y [z,y] = z, es
decir, R tiene las relaciones

Yr=zy, x=2z y 2y=yz+z.

Una k-base para R es {z'y?z* | (i,5,k) € N®}. Consederamos el orden
lexicogréfico graduado con €; < €; < e3. Usaremos el orden TOP en cada R-
moédulo libre R*. Dado que z es central, el elemento z — 1 est4 en el centro de
R, por lo que el ideal R(z—1) es bilatero. Llamemos I = R(z—1) = (z—1)R.
Por otra parte, sean f; = Ly —1,2%,y—1] y £, =[0,2~ 1,z — 1] elementos en
R®. Sea ademéas M = E%-;- Nuestro propdsito es calcular una presentacién
de Hom(M, R/I). Aplicamos el algoritmo en [3.39]. Comenzamos con los

elementos g*;;, g";; v f}:
gsll = [.'E - 1’Oa 0] g321 = [0,.’17 - 1y0] g331 = [07 ny - ]-]
g’ = [z - 1,0] g’n =[0,z-1]
i=ly-10 H=[%2-1 f=-1z-1]
Sea H = {f],f;,f;,g°,,8%,}. Para calcular Syz"(H), el siguiente paso de

nuestro algoritmo, vamos a aplicar [3.24]. Para ello debemos comenzar cal-
culando una base de Grobner para el médulo a derecha generado por H.
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Escribimos una lista de los S—vectores subrayando los restos cuando sean no

nulos:

S(ly - 1,0}, [z% 2z - 1)) =

S

~

S

—~

[y —1,01e% + [22, 2 — 1](~y)

y-Lz=1(-y+ 1)+ [y~ 1,00y - 1) + %, 2 — 1](1)
y—1,0L,[y—1,2—1]) =

0

ly-1,0], [z~ 1,0) =

[y -1 O]z-l—[x—l Oly

[v—1,0]+ [z — 1,0)(~1)

S(ly—1,0],[0x — 1)) =

0

S(z%z2-1[y-1,2-1)) =

0

S([=* 2 - 1], [e - 1,0)) =

[2%, 2 = 1] + [z ~ 1,0](~z)

=ly-1,z-1+[y-1,0]+ +[z-1,0+[1,0]
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S(l=* 2= 1],[0,2 - 1)) =

S(ly-1,2—1},[0,z - 1)) =

w—1,z—-1z+[0,z - 1](—=2)
=y-10(z-1)+[y—1,z—1]+[0,z — 1](-1)
S([z - 1,0],[0,z — 1]) =
=0

Llegamos a un conjunto Hy = {[y—1,0], [z?, z—1], [y—1, z—1], [z—1,0], [0, z—

1],{1,0]}. Este conjunto es ya una base de Grébner como los siguientes S—
vectores demuestran:

S(ly—1,0},[1-0]) =

= [y — 1,01+ [1,0)(~y)
[1v0](_1)

[z% 2z —1],[1,0]) =

[z%, 2z — 1] + [1,0](—z?)
[y—1,2—-1]+[y - 1,0](~1)
[y—1,2-1],[1,0]) =

0

S(lz - 1,01, 1,0]) =

= [z —1,0] +[1,0](—x)

S

—~

B T

S([0,z —1],[1,0]) =
=0

Necesitamos calcular las matrices C'y D que transformat H en H' y viceversa.
Dado que

1,0 =ly—-1,00+[z%z—1+[y— 1,2 - 1](=1) + [z — 1,0](—z — 1)
tenemos

1 0 000 1 ] 10000
01000

01000 1 0010 0

C={00100 -1 D=

00010

00010 —z-1

00001 0 00001

8 ‘ . 0 0 0 0 0]
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De las matrices es claro que CD = I;, por lo que el primer conjunto de
generadores A es en este caso vacio, yaque a; = 0 para cualquier j = 1,...,5.

De hecho, esto ocurre porque 4 C H;. Podemos dar un lema de demostracién
directa:

Lema. Sea F C G C R" tales que RF = RG. Eristen C y D matrices de

cambio de F' o G y G a F respectivamente tales que CD = I, donde m es
el nimero de elementos de F.

Siguiendo con el algoritmo, un conjunto de generadores de Syz"(H;) es

br=[z? —y+1,-y+1,5y—1,0,0,0]
by = [z ~1,0,0, —y + 1,0, 0]

b; =[1,1,~1,—z ~ 1,0, 1]
b4=[:1:—_1,0,—a:+1,0,z—1,0]
[-1,0,0,0,0,y — 1]
(-1,-1,1,0,0, 7
=[0,0,0,-1,0,z — 1]

bs
be
by

Componiendo adecuadamente con C tenemos los generadores de Syz"(H)

2 —y+1,-y+1,y—1,0,0]

bi = |

b; = [z —1,0,0,—y + 1,0]

b =[0,0,0,0,0]
bZz[x—l,O,—:E-{—l,O,z—l]
b;:[y—2,y—1,—y+1,—xy—y+a:—1,0]
bg = [z? — 1,22 -1, —2% + 1, -3 ~ z2,0]

b} =[r-1,2-1,-2+1,-22 0

El conjunto H' est4 formado por las 3 primeras coordenadas de cada uno de
los b} y los elementos g3,;, es decir,

H ={lg® -y+1,-y+1,9-1], [ - 1,0,0],[z — 1,0, -z + 1],
[y—Z,y—l,—y+l],[x2—1,:1:2—1,—x2+1],[x—1,:z:—1,—:n+1],
[z —1,0,0], [0,z — 1,0],[0,0,z — 1]}

Nos resta por dltimo calcular un conjunto de generadores de Syz"(H'). Em-
pezamos demostrando que H’ es una base de Grébner para el R—-mdédulo a
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derecha que genera.

Sz —y+1,-y+1Ly—1],[z—1,0,0]) =
=[2?-y+1,—y+1,y—1]+[z—1,0,0](-z)
=y—-2,y—1,-y+1}(-1) +[z - 1,0,0]

S([z* —y+1,-y+1L,y—1],[z - 1,0, -z + 1]) =
=0

Sl —y+1,—y+Ly—1,[y-2,y—1,~y+1)) =
=0

Sz —y+1,-y+Ly—1],[s* - 1,2 -1, -z + 1)) =

=0

Sz —y+1,-y+1Ly—1,[z -1,z —1,—z+1]) =
=0

Sz —y+1,—-y+1,y~1],[z—1,0,0]) =
=[z’—y+1,-y+1,y—1]+[z — 1,0,0](~2)
=y—-2,y—-1,-y+1)(-1) + [z - 1,0,0]

S(#* ~y+1,-y+1,y—1],[0,z - 1,0]) =
S(

0

[z —y+1,-y+1,y—1],[0,0,z — 1)) =
=0
S([z - 1,0,0], [z — 1,0, -z +1]) =
=0
S([x——1,0,0],[y—2,y—1,—y+1]) =
=0
S(lz —1,0,0],[z* - 1,2* — 1, —z* + 1)) =
=0
S([z-1,0,0,[r -1,z -1,~z+1]) =
=0

S([z —1,0,0], [z — 1,0,0]) =
=[z - 1,0,0] + [z — 1,0,0](-1)
=0

S([zr —1,0,0],[0,z - 1,0]) =
—0
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S([z - 1,0,0],[0,0,z — 1)) =
=0
S([x~1,0,—x+1],[y—2,y—1,—y+1]) =
= [:r—1,0,—x+1]y+[y—2,y—1,—y+1](—x)
[z—1,0,0]+[x—1,0,—x+1]

+y—-2,y— L=y +1)(-1)+[0,2 — 1,0](—y + 1)
Sz~ 1,0,~z+1],[z" ~ 1,22 —1,—22 + 1)) =
=z —-1,0,—z+ 1z +[z2—1,22 - 1, —z% + 1](-1)
[z - 1,0,~z +1)(-1) + [0,z — 1,0)(~z — 1)
[x—1,0,—x+1],[x—1,x—1,—x+1]) =
[x—1,0,—$+1]+[:1:—l,sc—l,——ac-i-l](—l)
[0,z — 1,0](-1)
Sz - 1,0, ~z + 1], [z — 1,0,0]) =

S

~~~

Il

=0

S5([z~1,0,—z +1],[0,z — 1,0]) =
=0

S([z—1,0,—z +1],{0,0,z — 1])

[x—l,O,—:c+1]+[0,0,$—1]

= [z —1,0,0]

Sly—-2,y—1,—y+1],[«% - Lz?—1,-22 +1]) =

=[y—2,y—1,—y+ 122 + [ — 1, 22 - 1,—2% + 1](-y)

=’ ~y+1L,—y+Ly—1)(=1) + [z — 1,0, -z +1](~x — 1)
+ [0,z —1,0)(~z — 1)

S([y—Z,y——l,—y+1],[a:—1,x—1,—x+1]) =

=y-2,y~1,—y+1jz+ [z~1,z—-1,—z +1](~y)

=[z-1,0,0](-1) + [z — 1,0, -z + 1](-1)
+ly-2,y-1,-y+1]+[0,z - 1,0](-1)

S({y_ny—17_y+1]7[x_170’0]) =

=0 ,

S(ly-2,9y—1,-y+1],[0,2 — 1,0]) =

=0
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S(ly—2,y—-1,-y+1],[0,0,z - 1]) =

=[y—2,y—1,-y+ 1z +[0,0,z — 1]y

=[z—-1,0,0(y — 1)+ [z~ 1,0, —z + 1](—1)
+ly—-2,y-1,—-y+1]+[0,z - 1,0](y — 1)

S(la* - L,a?—1,-2® + 1),z - L,z - 1,z +1)) =

:[x2_1,372—1,“$2+1]+[x—1,x—1,-—x+1] —1)

[z ~1,0,~z+1]+[0,z - 1,0]

S(lz? - 1,27 = 1,22 + 1],z - 1,0,0)) =

/'\

S(z* - 1,2 = 1, -2 +1],[0,z — 1,0]) =

S([z* - 1,2 ~ 1,—2? + 1],[0,0,z — 1]) =

=@’ -Le? -1, -2 +1]+[0,0,z — 1]z

=[2®—y+1,—y+Ly—1+[z—-1,0,0)(-1)+ [z —1,0,—z + 1]
+ly—2,y~1,—-y+1]+1[0,z-1,0](z + 1)

Sz -1,2—1,-z+1],[z - 1,0,0]) =

S(z-1,2—-1,-2+1],[0,z —1,0]) =

Sz -1,2-1,-z+1,(0,0,z - 1]) =
:[x“l,w—1,—:E+1]+[0,0,x—1]
= [z —1,0,0]+ [0,z — 1,0

S([z — 1,0,0],[0,z — 1,0]) =

=0

S([z - 1,0,0],(0,0,z — 1)) =

=0

S0,z — 1,0],[0,0,2 — 1]) =

De los S-vectores anteriores podemos obtener los generadores de Syz"(H' )

=[-1 -1,0,0,0,0,0]

[-1 ~1,0,0,0,0,0]
uooooo ~1,0,0]

=[0,1,-y+1,2-1,0,0,0, -~y + 1, 0]

II

1
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p5:[0,0—-x 1,0,1,0,0, —z — 1,0]
=1[0,0,-1,0,0,1,0, -1, 0]

p7=[0,1,—100000,—-1]

ps=[-1,0,-2 -1, - ,y,0,0,—x-l,O]

P9=[07 1,—1,-55'1'170,1/,0»_17—1]

Pio = {an-l “1,—$+170,0,0,y"1,y]
pu =(0,0,1,0,-1,7,0,1,0]
P12 = [17 —1’ 1, 17 '_170) O,£L'+ 1’ —':L‘]

[0,

Piz = 0 170a0707_1,071,—1].

Tomamos las seis primeras coordenadas de cada p;,

h] = [-1 -1,0,0]
h, = -1,0,0]
h} = [1 0 0,0, o 0]

[-1
1,
hy=[0,1,-y+1,2 —1,0,0]
hy = [O 0 -z —1,0,1,0]
hg =[0,0,-1,0,0, 1)

?= [O,l,—l,0,0,0]
hy = [-1,0,—z — 1, -22, 4,0
hy =1[0,-1,-1, -z +1,0,y]
hiy=[0,y—1,-1,—-z+ 1,0,0]
hi, =[0,0,1,0, -1, 2]
h'12 = [1,—1,1,1,—1,0]
hj, = [0,1,0,0,0,—1].

El algoritmo nos dice que

R6

Hom(M, R/IT) = SRR

[3.41]. Vamos a calcular ahora Ext™(M, R/I), donde M es un R-médulo a
izquierda e I un ideal bil4tero. Recordemos la definicién. Dado M, conside-

remos una resolucién proyectiva de M,

L p 4 Bp dp dop o o (3.9)
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Si aplicamos Hom(—, N) a (3.9), obtenemos la siguiente sucesién:

0 — Hom(M, N) % Hom(Py, N) % Hom(P,, N) % ...
d

¥ Hom(P,, N) ™5 ...

3

Se define Ext™(M, N) = 5;%(?%1)*)' Como le ocurre a Hom(M, N), es un grupo
abeliano y solo si M o N es un bimédulo, se le puede dotar de estructura

de médulo de forma natural. En particular Ext®(M, R/I) es un R-médulo
a derecha.

[3.42]. Lema. Sea f : R™/K — R*/L el morfismo dado por f(x + K) =
(TxT)T+L. Entoncesim(f) = L'/L donde L' estd generado por los elementos
traspuestos de columnas de T.

Demostracién. Inmediata. O

[3.43]. Lema. Dada una presentacién del R-mddulo a izquierda M, pode-
mos calcular una resolucién libre de M hasta la longitud deseada.

Demostracién. Tenemos que M = R* /K, y conocemos un conjunto de gene-

radores de Ko, lldmese {fy, ..., £, }. Por [3.27] podemos dar una presentacién
de K, luego tenemos las sucesiones exactas

0— Ko — R® — M — 0 (3.10)
00— K, —R'" —Ky—0 (3.11)

Pegando (3.10) con (3.11) obtenemos

0K — Ry R0 M0 (3.12)

donde d; viene dada por la matriz cuyas filas son los generadores de K (ver
[3.31]). Repitiendo el proceso podemos llegar a la longitud deseada. a

[3.44]. Teorema. Dado un R-médulo M podemos calcular una presenta-
cién del R-mddulo a derecha Ext™(M, R/I) para todo n € N.

Demostracién. Como Ext’(M, N) = Hom(M, N), podemos suponer que n >
0. Dado que todo médulo libre es proyectivo, calculamos una resolucién libre
de M hasta una longitud n + 1 mediante [3.43], llimese

Rewt S pon dny ponsy RO Mo,
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Aplicamos Hom(—, R/I) a la sucesién anterior ¥ nos

quedamos con la parte
necesaria para el calculo de Ext™(M, R/I)

b

Hom(R*!, R/I) <% Hom(R*, R/I) ™% Hom(R*+, R/I).

Sea I'; la matriz asociada a cada morfismo d;. Por [3.34] y

[3.36], la sucesién
anterior se convierte en

Ren=t /o=t 22y Ron [[on T8 Ronta f[snn

donde v;(x + I*-1) = ([';xT)T + I*%. El nicleo de Yn+1 S€ calcula mediante
[3.28] de manera ansloga a ker(y) en [3.38]. Por otra parte, im(vy,) se calcula
mediante [3.42]. Obtenemos entonces generadores de L C K C R** donde

im(y,) = L/I** y ker(ypy1) = K/I**. Aplicando [3.27] obtenemos una
presentacion de Ext™(M, R/I). O

[8.45]. Observacién. En el caso | = 0, los mddulos I° y I™ son también
nulos, por lo que los 4lgoritmos se simplifican en algunos pasos.

3.4.4 Transportadores y anuladores.

[3.46]. Sea M un R-médulo a izquierda y sean A, B C M. Se define el
transportador cd A por B como el conjunto

(A:B)={reR|rBC A).

Es facil comprobar que si A es un R-submédulo de M entonces (A : B) es un
ideal a izquierda de R, y si B es R-submédulo de M, (A: B) es un ideal a

derecha. Por tanto, si tanto A como B son R-submédulos entonces (4 : B)
es un ideal bilatero.

Si R es un algebra de tipo PBW, vamos a poder dar un conjunto de

generadores de (A : B) cuando A es un R-médulo finitamente generado y B
es un conjunto finito.

[3.47]. Lema. Supongamos que M = R'/JL, A= A/L y B = B,/L. En-
tonces (A: B) = (A, : By).

Podemos reducirnos a estudiar submdédulos de R®.
[3.48]. Lema. Dados A,B C M, (A:B) =(ep(A:b).

[3.49]. Proposicién. Supongamos que A C R* es el R-submddulo generado
por {fi,....f;} yg € R®. Sea {P1,...,pr} un sistema de generadores de
Syz(g,f1,...,£) y sea h; la primera coordenada de p; para i = 1,...,r.
Entonces (A : g) estd generado por {h1,...,h.}.
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Demostracion. Un elemento f € (A : g) si y sblo si existen ay,...,a; € R
tales que fg = aif; +--- + a;f;. El resto se razona andlogamente a [3.27] y
[3.30]. ad

[3.50]. Corolario. Si A es un R-mddulo finitamente generado y B es un
conjunto finito entonces podemos calcular un conjunto de generadores de (A:

B).

Demostracidn. Consecuencia inmediata de [3.49], {3.48] y [2.47] (o [3.30]).
a

En general, si B es un R-médulo (atin finitamente generado), no podemos
dar un conjunto de generadores de (A : B). Sin embargo, si partimos de
ideales bildteros entonces si podemos decir algo més:

[3.51]. Proposicién. Sean I,J < R ideales bildteros y supongamos que
J=gR+ -+ g;R entonces

s

(I:J)= ﬂ([ :gi)-

1=1

Demostracion. La inclusién (I : J) C (;_ (] : ¢;) es inmediata. Supongamos
estonces que rg; € I para todo /. Un elemento cualquiera de J tiene la forma
Qi1+ -+ g7, luego r(giry + .. . GsTs) =Tg1m1 + - +r1gers € I, 1o que
nos proporciona la otra inclusién. a

[3.52]. Corolario. SiI,J < R son ideales bildteros entonces podemos cal-
cular un sistema de generadores de (I : J).

Demostracidn. Una vez calculada una base de Grobner de J G = {gy, ..., gs}
(para lo cual empleamos el algoritmo [2.67]), el corolario [2.38] nos garantiza
que J =g R+ -+ g,R, y el resultado se sigue de [3.49] y [3.51]. O

3.5 Anillo de fracciones. Efectividad.

[3.53]. Vamos a decir que un anillo es computable R si dados elementos
a,b € R existen procedimientos efectivos que nos permiten

(a) decidir si @ = b,
(b) calcular a + by —a,

(c) calcular ab,
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Si K es un anillo de fracciones, es decir, un anillo en el que todo elemento
regular tiene inverso, diremos que K es un anillo de fracciones efectivo si K

es un anillo efectivo y para cualquier ¢ € K existen procedimientos finitos
para

(d) decidir si a es regular,
(e) calcular a=! si a es regular.

(3.54]. Ejemplos.

[8.54.1]. Los anillos y cuerpos conmutativos computables definidos en [4]
son computables en nuestro sentido.

[3.54.2]. Si R es computable, M, (R) es computable.

[3.54.3]. Si R es computable ¥ I < R es un ideal bildtero, entonces R/I es

computable si y sélo si podemos decidir la pertenencia a / de un elemento
cualquiera de R.

[3.54.4]. Si R es un dominio conmutativo computable entonces Qp, el cuerpo
de fracciones de R es un cuerpo computable (ver [4, Example 4.82]

[3.54.5]. Si R es una k-élgebra de tipo PBW, R es computable si y sélo si
k es computable.

Vamos a dar un andlogo no conmutativo de [3.54.4]. cuando R es el co-
ciente de un &lgebra de tipo PBW computable por un ideal semiprimo. En
[1.23] se garantiza la existencia del anillo clésico de cocientes en dicho caso.
Sea entonces R una k—élgebra de tipo PBW e I < R un ideal semiprimo.

Empecemos dando un procedimiento para determinar si un elemento de R/I
es regular.

[3.55]. Lema. Sea I < R un ideal bildtero (no necesariamente semiprimo)
ysear+Ie€ R/I. Sea F = {fiso o, fm} C T tal que I = Rfi +---+ Rf,,.
Sea {p1,...,ps} un sistema de generadores del R-mddulo Syz(r, fy, . .. , fm)
y llamemos h; a la primera coordenada de picont=1,...,s. Entoncesr+1
es reqular a izquierda si y sdlo si hi,...,hs €1.

Demostracion. Recordemos que 7 + I es regular a izquierda si y sélo si (a+
I)(r+1I) =0 implicag + I = 0, o equivalentemente, ar € I implica a € I.
Supongamos pues que 7 + I es regular. Pongamos p; = [h;,a;,... s Qi)
Como h;r = —a; f; — - - - — @im fm € I, por hipétesis h; € I para i = 1,...,s.

Reciprocamente, supongamos que hy,...,hs € I y que ar € I. Entonces
existen ay, .. ., a,, tales que ar = a1 fi+: - +am frn. Como [a,—aq,..., —am] €
Syz(r, f1,... fm) tenemos que [a,—a1,..., —an] es combinacién lineal de los
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generadores {pi,...,Ps}, y en consecuencia a es combinacién lineal de las
primeras coordenadas {h1,...,hs}. Como cada h; € I concluimos que a €
1. d

Una base de Grobner para I nos sirve como conjunto F en [3.55]. Ver

al efecto [2.38]. Andlogamente se comprueba si un elemento es regular a
derecha (y por tanto regular).

[3.56]. Proposicién. Sea I < R un ideal completamente primo con I =
Rfi+ -+ Rfy. Sean s,a € R, con s + I reqular, y sea B un conjunto de
generadores de Syz(s, a, fi,..., fm). Eziste un elemento [b,t,7y,..., Tm] € B
tal que t + I es regular.

Demostracion. Como R/I es un dominio, tenemos que s + [ es regular si y
solosi s ¢ I. Supongamos entonces que para todo elemento (0,8, 71, ..., Tm] €
B, t + I no es regular, i.e., t € I. Entonces todo elemento del médulo
Syz(s,a, fi1,..., fm) tiene su segunda coordenada en I ya ésta es combinacién
lineal de las segundas coordenadas de los elementos de B. Pero en vista de
que R/I es un dominio (y en particular semiprimo), [1.23] garantiza que
existen b+ 1 y t + I, con t + I regular, tales que bs + I = ta + I, es decir,

[~b,t,p1,...,pm] € Syz(s, a, f1,--., fm) para algunos pi,...,pm € R y con
¢t + I regular, lo que contradice el hecho de que ¢ € I. O

[3.57]. A partir de un ideal ] < R completamente primo, la proposicién
[3.56] nos proporciona un método para calcular los elementos cuya existencia
garantiza S1, de manera efectiva en R/I. La entrada son elementos fLg€R
con f ¢ Iy un subconjunto finito F' C I tal que I = RFR.

Paso 1. Utilizamos [2.67] para calcular G = {g,..., g;} una base de Grobner
para I. Por [2.38] I = Rg) + - + Rg;. (Si I =0 entonces G = ).

Paso 2. El teorema [3.23], nos dice como calcular un conjunto B que genere
Syz(f, 9,91, - -, 9t)-

Paso 3. La proposicién [3.56] nos asegura que las segundas coordenadas de
cada elemento de B, alguna debe no estar en I. El corolario (2.41]
nos permite comprobar la pertenencia a 1.

[3.58]. Teorema. Si I < R es un ideal completamente primo, entonces
Qu(R/I) es un anillo de division computable.

Demostracidn. Sabemos que R/I es computable (ver [3.54.3].). Sean (s, a)
y (t,b) elementos en Qu(R/I). Por [3.57) podemos calcular elementos no
nulos p,g € R/I tales que ps = gt. Entonces (s,a) = (t,b) si y sélo si
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pa =gb € R/I. Lasuma producto se comprueban de forma similar utilizando
(1.1): si (s,a) y (t,b) son elementos de Qu(R/I), entonces podemos calcular

elementos p,q,p',¢' € R/I p,q,p' no nulos tales que ps =gt y pla = ¢'t; la
suma y producto quedan

(s,0) + (8,0) = (ps,pa+qb)  (s,0)- (t,b) = (p's, ¢'b)

Por dltimo, (s,a) es regular si y sélo si a # 0, y su inverso en este caso es
(a,s). O

[3.59]. Siidentificamos cada elemento q € R/I con (1,a) € Qu(R/I), enton-
ces para todo (s,a) € Qu(R/I) tenemos que (1,8)-(s,a) = (1,a) € R/I. Uti-
lizando el médulo de sicigias a derecha, podemos calcular de manera andloga
a [3.57] elementos p, ¢ # 0 en R/I tales que sp = ag. Por tanto,
(s,a) ' (LQ) = (.S‘, CI,) ' (CL, aQ) = (s,aq) = (S’ Sp) = (]-ap) € R/I
Hemos demostrado el siguiente resultado que sera de utilidad en [4.19],

Corolario. Si I < R es un ideal completamente primo, para todo q €

Qu(R/I) podemos calcular elementos no nulos ai,a; € R/I tales que a;q €
R/I yqas € R/I.
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4. IDEALES PRIMOS.

En este capitulo, k ser4 un cuerpo conmutativo. El objetivo de este capitulo
es abordar por una parte un test que nos sirva para determinar si un de-
terminado ideal en un 4lgebra de tipo PBW sobre un cuerpo es primo o
no. El precedente inmediato hay que buscarlo en el test de primalidad de
Gianni, Trager y Zacharias [26] para un anillo de polinomios conmutativo
k(z1,...,2,]. Una vez ordenadas las variables, para ver si un ideal I es pri-
mo dicho test se basa en estudiar la primalidad de J Nk(zy, ..., z;] basandose
en la primalidad de I Nk|z,, ... ,Ti—1). Esto se realiza mediante resultados
cldsicos que podemos encontrar en [83]. Dichos resultados estudian la ex-
tension y contraccién de ideales primos con respecto a la introduccién de
variables y a los anillos de fracciones. En el caso conmutativo, el estudio
de los ideales de un anillo se puede realizar mediante los ideales primos. La
terminologia proviene de los nimeros ideales de Dedekind. En el caso no
conmutativo, tomar como definicién ideal primo aquellos cuyo cociente es
un dominio resulta demasiado restrictivo. Es por ello que se distingue entre
los conceptos de ideal primo e ideal completamente primo. La idea para la
definicién de ideal primo en términos de ideales fue propuesta en 1928 por

Krull. La conexién entre ideales primos y elementos nilpotentes es mds débil
en el caso no conmutativo.

4.1 Extension y contraccién de ideales primos.

Partiendo de las ideas del test de Gianni, Trager y Zacharias, debemos estu-
diar el comportamiento de los ideales primos con respecto a extensiones de
Ore. Las principales propiedades se pueden encontrar en trabajos como [29],
[32], [31], [45] y [46] En esta seccién R sers un anillo noetheriano, y R[z; g, 4]
una extension de Ore. Recordemos que la definicién aparece en [1.24]

[4.1]. Un ideal (bildtero) I < R se llama o—ideal si o(I) C I,y (o,08)~ideal
si I es un o~ideal y §(I) C I.

[4.2]. Lema. Sea I < R(z;0,0] un ideal bildtero. Si IN R es un o—ideal
entonces I N R es un (o, §)—ideal.
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Demostracion. Sea r € IN R. Entonces §(r) = zr — o(r)z. Comor € INR,
o(r) € INRyé(r) € I. Dado que 6(r) € R, se sigue el resultado. O

[4.3]. Dados I < Ry una derivacién torcida (g, §), podemos definir el sub-
conjunto I[z;0,6] C R[z;0,6] mediante I[z;0,6] = {3 72" | 7, € I}. En
general I[z;0,0] C I° = R[z;0,0]IR[z;0,4], el ideal bilitero de R[z;0, ]
generado por 1.

Proposicién. I es un (o,8)-ideal si y sdlo si I[z;0,6) = I°.

Demostracién. Supongamos que I[z;0,8] = I°. Entonces si r € I tenemos
que zr € I® = I[z; 0, 0], pero zr = o(r)z + 6(r), luego o(r),s(r) € I.

Reciprocamente, si I es un (o,d)-ideal vamos a demostrar que I°¢ C
I[z;0,8]. Es suficiente con demostrar que zr € T [z;0,0] para todor € I, lo
que hacemos por induccién sobre n. Sin = 1 entonces zr = o(r)z + §(r) €
I[z;0,6] por ser I un (o,d)~ideal. Si n > 1 entonces

IZInT —_ n—1

=z 'r
=z E ;X!
i
con 7; € I por hipétesis de induccién,

= Zxrixi
= Z(a(n)x +6(r;))z* € I[z;0,0].

a

[4.4]. Sea I un ideal bildtero de R tal que I es un (g, §)~ideal. Dado que I es
invariante por o y d, la derivacién torcida (o, §) induce una nueva derivacién
torcida, que denotaremos igualmente (o, §), definida por o(r + I) = o(r) + I

y 6(r +I) = 6(r) + I. Esto nos permite definir el siguiente morfismo de
dlgebras:

7 : R[z;0,0] — &[z;0,4]
rz" — TI" donde 7 =7 + I.

Si I < R es un (0,6)-ideal, entonces I = RN I[z;0,6]. Todo (o, §)-ideal de
R proviene de un ideal en R[z; 0, d).
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Lema. Sea I < R un (0,6)—ideal. Entonces ker(m) = I[z;0,8]. Como
consecuencia,

Flaio.0) = Gzzd.
[4.5]. Lema. Sea I un ideal bildtero de R[z;0,0] tal que IN R es o-ideal,

y sea m el morfismo definido en [4.4] para IN R < R. Entonces felsiy
solo si w(f) € n(I).

Demostracidn. Observemos primero que I N R es (o, §)-ideal por [4.2]. Una
implicacién es obvia. Si Y 372" € 1(I) entonces existe > rpz™ € 1 tal que
Y. %52z" = 3 7rz". Tenemos entonces que ) (5, — 7)™ = 0, y en vista
de que %[x; 0, 4] es libre sobre las potencias de z, tenemos que para todo
N 8y —Tp = 0, es decir, s, —r, € IN R. Por tanto d(sn—m)zr eIy
283" = Y (5p ~ )T + Yz € I O

[4.6]. Proposicién. Con la notacidn, antertor, I es completamente primo si

y sélo siw(I) es completamente primo, en cuyo caso INR es completamente
primo.

Demostracion. Supongamos que I es completamente primo y que m(r)n(s) €
7(I). Como 7(rs) € n(I), el lema [4.5] garantiza que rs € . Necesariamente
re€losel, porloquen(r) € n(l) o n(s) € w([).

Reciprocamente, sirs € I entonces m(r)n(s) € #(I), de donde 7(r) € 7(I)
o 7(s) € m(I). El resultado se concluye usando nuevamente [4.5].

Es claro que en dicho caso I N R es completamente primo. O

[4.7]. Observacién. Consecuencia inmediata de [4.5] es el hecho de que I
estd generado como ideal a izquierda (resp. derecha, resp. bilatero) por un

subconjunto F si y sélo si m(I) estd generado como ideal a izquierda (resp.
derecha, resp. bildtero) por 7 (F ).

[4.8]. Ejemplo. La proposicién [4.6] no es cierta para ideales primos. Con-

sideremos C_;[X, Y] el plano cuéntico complejo en —1. Esta C-4lgebra es la
siguientre extensién de Ore:

Co[X,Y]=CX][Y;0] donde o(X) = —X.

El ideal P = C_i[X,Y](X2 — 1) + C_;[X,Y](Y? + 1) es un ideal primo
bildtero, pero P N C[X] = C[X](X? — 1) no es ni siquiera primario.

[4.9]. La proposicién [4.6] permite reducirnos al caso en que INR = {0

ya que 7(I) N ;&5 = {0}. De hecho, supongamos que m(f) € (1) N ;&
Por una parte, dado que 7(f) 7= tenemos que f = f, + Zn21 faz™ con

)
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fn € IN R para todo n > 1. Luego n(f — fo) =0, i.e., 7(fo) = 7(f) € n(I).
Por el lema [4.5], fy € I, pero fy € R, lo que implica que m(fo) = 0, i.e.,
n(f) =0.

[4.10]. Vamos a conectar las extensiones de Ore con los anillos de fracciones.
Sea R una k-dlgebra noetheriana, (o, ) una derivacién torcida sobre R y C
un conjunto de denominadores a izquierda tal que C C Creg y 0(C) C C.

Recordemos que (0,d) es una derivacién torcida si y sélo si la aplicacién
¢ : R = My(R) definida por

o(r) = [08”) 5(7‘)]

r

es un homomorfismo de anillos. La comprobacién es sencilla, pero se puede
ver al efecto [17, pp. 66-67].

Lema. La derivacidn torcida (o,8) se extiende de manera tinica a C-'R. La
extensién viene dada por la férmula

o'(c'r) = o(c)ra(r)
&' (c7'r) = o(e)716(r) — o(c)6(c)c\r

Demostracidn. Véase [29, Lemma 1.3]. O

(4.1)

Vamos a emplear la misma nomenclatura para ambas derivaciones torcidas,
(0,6). Vamos a llamar T = R[z;0,d], K = C-'Ry Q = Klz;0,6]. Es
conocido que @ = C~'T (ver [29, Lemma 1.4]). Ademds, si I < T es un
ideal bildtero tal que I N C = @ entonces la noetherianidad de @ nos dice

que QIQ = QI, como se puede ver en [58, 2.2.26.vi]. Por otra parte es
sencillo comprobar que QI = C~!'J.

[4.11]. Lema. Con la notacién anterior, I es completamente primo si y
s6lo si QI es completamente primo y QINT = 1I.

Demostracion. Si QI es completamente primoy QI NT = I , €s claro que [
es también completamente primo. Supongamos pues que I es completamente
primoy (¢7'r)(d™'s) € QI. Vamos a utilizar exhaustivamente S1, S2 y (1.1).
Existen a € C, b € T tales que ar = bd y (c™'r)(d"'s) = (ac)~'(bs) € QI.
Ya que QI = C'I tenemos que existen e € C, v € I tales que (ac)~!(bs) =
e~'v. La igualdad anterior nos garantiza la existencia de f,9 € T tales que
fac=ge € C, fbs = gv € I. Como I es comletamente primo tenemos que
fel,obelosel. Si f € I entonces fac€ Iy @ =INC 2 {fac}, lo
que es imposible, luego s € I 0 b € I. En el primer caso d~'s € QI, y en el
segundo caso ar = bd € I. Como a € C necesariamente r € I y ¢~ 1r € QI.
Hemos demostrado que QI es completamente primo. La igualdad QINT =1
se obtiene de (58, 2.1.16.vii], ya que QI es primo. a
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El siguiente teorema es una de las

piezas principales para el test de pri-
malidad [4.22].

[4.12]. Teorema. Sea I un ideal bildtero de R[z:0,6] tal que IN R es un
(0,0)~ideal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

[a] I es completamente primo.

[b] I N R es completamente primo, K|z;0,6]J es completamente primo y
J = Klz;0,8]1J N S[z;0,6], donde S = 2= (un dominio), K = Qu(S) y
J =m(I) (t es el morfismo definido en [4.4]).

Demostracién. Consecuencia inmediata de (4.6], [4.9] y [4.11]. 0O

4.2 Primalidad en K|[z; 0, 4].

En el teorema [4.12], una de las propiedades necesarias para comprobar que
I es completamente primo es estudiar si QI lo es, donde Q = K [z;0,6]. En
esta seccién vamos a investigar dicho problema cuando K = Qu(S) con S
un dominio, es decir, cuando K es un anillo de divisién. El algoritmo de la
divisién de Euclides garantiza que Q = K([z;0,6] es un dominio de ideales
principales. Todo ideal J < @ esta generado por cualquier elemento de J no
nulo de grado en z minimo. Recordemos estos resultados.

[4.13]. Proposicién (Algoritmo de Euclides). Si p, g € Q son elemen-
tos tales que deg,(p) > deg,(q), ezisten tinicos q,r € Q tales que

p=gqd+r (resp. p=dqg+r)
r=0 o deg,(r)<deg,(d)

st ademds d # 0, entonces

deg,(q) + deg,(d) = deg,(p).

[4.14]. Corolario. Sea J < Q un ideal a izquerda (resp. derecha) y sea

f € J\{0} un elemento tal que deg,(f) < deg,(g) para todo g € J \ {0}.
Entonces J = Qf (resp. J = fQ).

[4.15]. Observacidn. Observemos que si J < Q es un ideal bildtero, y f es
un elemento de grado minimal, entonces J = Qf =fQ=QfQ.

[4.16]. Lema. Sea J < Q un ideal bildtero. J es completamente primo si y
s6lo si J es un ideal a izquierda mazimal.
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Demostracion. Supongamos que J es maximal a izquierda. Sean ab € J con
a ¢ J. Como J es maximal a izquierda existen r € Q y s € J tales que
1 = ra + s. Multiplicando por b a la derecha obtenemos b = rab+ sb € J,
luego J es completamente primo. Reciprocamente, supongamos que J = Qf
es completamente primo. SiJ C Qg < @, g ¢ J. Dado que f € Qg, tenemos
que J > f = qg, de donde ¢ € J por ser J completamnte primo. Como f
tiene grado minimo,

deg,(g) = deg,(f) = deg,(q) + deg,(g).
Necesariamente deg,(g) = 0, de donde Qg = Q. O

[4.17]. Lema. El ideal a izquierda J = Qf es mazimal si y sélo si f es
irreducible.

Demostracion. Supongamos que f = gh con g, h no unidades de Q. Entonces
J € Qh < Q y J maximal implica f irreducible. Reciprocamente, si Qf C
(g entonces f = hg, pero dado que f es irreducible tenemos que o g es una
unidad. Si h es unidad entonces Qf = Qg y si g es unidad entonces Qg = Q,
por tanto Q) f es maximal. O

[4.18]. Proposicién. Sea J < Q un ideal bildtero y sea f € J tal que
J=Qf. J es completamente primo si y sdlo si f es irreducible.

Demostracidn. Basta con juntar [4.16] y [4.17]. a

4.3 Contraccion de Q,(R) a R.

En el teorema [4.12] una de las cuestiones a comprobar es que QINT = I.
Es en esta parte donde las técnicas no conmutativas difieren més profunda-
mente de las conmutativas. Vamos a resolver dicho problema calculando un
conjunto de generadores de J N T para cualquier J < Q. Partimos por tanto
de S, un dominio noetheriano, (o, §), una derivacién torcida, T = S (z; 0,0),
K =Qu(S)=C"'S donde C = S\ {0}, Q = K[z;0,6] = C~'T.

[4.19]. Sea J < Q y sea g € J de grado minimo. Podemos tomar g € T.
Por sea g de grado minimo, podemos asegurar que J = Qg = gQ (ver [4.14]).
Searec Stalquer =gaconaeS,qe Ky

le(g)g = gq.

El cdlculo de r viene garantizado por [3.59] cuando S = R/I con R un 4lgebra
de tipo PBW e I un ideal completamente primo. Sea H = T[y]gT[y] +
Tlyl(1 —ry) < T(y].
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[4.20]. Proposicién. En las condiciones anteriores HNT = JNT.

Demostracion. Veamos primero que JNT C HNT. Para ello consideramos
f € JNT y procedemos por induccién sobre deg,(f). Si deg,(f) es m{inimo
en J entonces deg,(f) = deg_(g), y por [4.13]

f=4g,9€T cong,e€K.
Tenemos entonces que g;,Ic,(g) € S. Por tanto
FT = Giogr = gis99a = gig Iez(g) ga.
Multiplicando por y, fry = %, lcz(g)gay € H. Por consiguiente
f=fry+f(l-ry)e H

Supongamos ahora que deg,(f) es mayor que el grado minimo. Tenemos de
nuevo

f=¢q,9€T con g;, € @

por [4.13]. Es claro que lc,(f) = lez(giy)o™(lez(g)) € S donde n = deg,.(gi,)-
Consecuentemente

fr =leg(gio)2™gr + (g5 — leg(giy)x™) gr

= lez(i0)2" 990 + (giy — lez(giy)z™) gr

= leg(gig )" lez(9) ga + (gi, — Icz(gio)z™) gr

= 1ea(gi0) (0" (Ie2(9))2™ + p)ga + (g1, — lea(gio)z™)gr  (with deg, (p) < n)
= lez(gio)0™ (lea(g))z"ga + f' (con deg,(f') < deg,(f).)

Dado que lcz(g;,)0™(lc,(g)) € S tenemos lez(gip )0 (Icz(g))2z € T y
leg(gip)0™ Iz (g))z"ga € TN T,
lo que implica que f' € JNT. Por hipétesis de induccién f' € HNT y

entonces
fry = f'y +lee(giy) 0™ (Iex(9))z"gay € H,

por tanto f = fry + f(1 — ry) € H como deseidbamos.

Para acabar veamos la otra inclusién J N T DHNT. Sife HNT
entonces

t
f=Y pigp,+s(l—ry)

i=1
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Podemos ver f en Q[y]. Como y conmuta, f puede ser escrito de la siguiente
forma:

f= Z Z PiigPiy’t* + Zs Yy — ZS it
i=1 j+k=0

con pij, Py, 55 € T. Q[y] es un Q-médulo libre sobre {1,y,4%,...} yr €
S\ {0}, por tanto podemos definir el siguiente morfismo de Q- modulos

®: Q] —Q

Y —r "

Dado que deg,(f) = 0 obtenemos

f=9(f (Z D pigry’ T+ Z sy’ — Z s ry]“)

i=1 j+k=0
t m
—k -k
=2 Z PiigPixr ™ +28ﬂ“ - Zw F=3 S el
i=1 j+k=0 =1 j+k=0
Por consiguiente f € J. O

[4.21]. Proposicién. Sea R una k-dlgebra noetheriana, P < R un (0,d)-
ideal completamente primo, S = R/P y

7 : R[z;0,8] — S[z;0,d]
rx" —> Fg" dondeT =1+ P.

Sea H el ideal bildtero generado por {r(r,),. .,7(rs)} y L el generado por
{r1,-..,7s} y P. Entonces

LNR

HNnS=xn(LNR)= 2

Demostracidn. [2] Sea f € LN R. Entonces f = a 4+ Y. m;r;n; con a €
R[z;0,68]PR[z;0,0], y usando [4.3], 7(f) = . 7(m)n(r;)n(n;) € H. Por
otra parte, 7(f) € S, luego 7(LNR) C HN 8.

[C] Sea f € HNS. f = Y w(mi)7(r:)w(n:), luego f = (g) donde
g=>mrm; € L. Como w(g) € S, g = 3,5, pix* + ao con p; € P, ay € R.
Pero m(g) = m(ao) y g —ap = X5, pix* € ((P)) C L, luego ag € L, i.e.,
HnS Cn(LNR). B a
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4.4 Test de primalidad.

Hemos reunido ya los elementos necesarios para escribir un test de primalidad
en extensiones iteradas de Ore. En esta seccidén,

R= k[x11[$2§ 09,02 - - [a:,,; Op; (511],

con k un cuerpo. Para que R sea una k-élgebra de tipo PBW exigiremos
que los automorfismos sean del tipo descrito en (2.12]

[4.22]. (Test de Primalidad). La entrada del test es
e R = Ik[xl][asg; 09, (52] s [$p; Op, (Sp]

¢ Un conjunto de generadores de [ < R, un ideal bilatero.

La salida es

(a) Sicada IN klz1] - [z;; 048] es un (0it1, diy1)-ideal, el test dice si I es
completamente primo o no.

(b) En otro caso, se indica que el test no se puede aplicar.
Vamos a dar una descripcién del test.
Paso 1. k = 1, R1 = ]k[.’l)l], 11 =InN Rl.

Paso 2. Si Iy no es completamente primo, I no es completamente primo
(FIN).

Paso 3. Si 0441(Ix) € I el algoritmo no se puede aplicar (FIN).

Paso 4. Rep1 = Rilit1;0k41,0641), Tk = I N Riy1, Sk = %f“, Je41 =
T(Ik41), Ke = Qu(Sk) ¥ Qryr = Ki[Tri1; Okr1, Opp1)-

Paso 5. Si Qg+1Jk+1 no es completamente primo entonces I no es completa-
mente primo (FIN).

Paso 6. Si Qry1Jk41 N Sk[Tky1; Oks1, Ok+1] # Jr+1 entonces I no es completa-
mente primo (FIN).

Paso 7. Sik+1 = p entonces I es completamente primo (FIN),sino k = k+1
y volvemos al paso 3
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Vamos a comprobar que el test proporciona la salida correcta. En primer
lugar, si llegamos al paso 7, dado que partimos de que I es completamente
primo entonces Iz, también lo es en vista de [4.12]. Dado que I = I,
la salida es correcta. Observemos que basta con que uno de los I; no sea
completamente primo para que I no lo sea. Nos queda comprobar que todos
los pasos del test son efectivos.

[4.23]. Los pasos 1 y 4, son meras definiciones. El paso 2 es un paso con-
mutativo, que tendrd solucién cuando k sea un cuerpo adecuado. Ver [26].
Por otra parte, podemos conocer un conjunto de generadores (una base de
Grobner) de I para cada k utilizando [2.46]. Si llamamos G4 a dichos con-
Juntos de generadores, comprobar que oy (I;) C I; se realiza viendo que
ox+1(9) € I para todo g € Gy. Recordemos que la pertenencia se comprue-
ba mediante [2.41], y el paso 3 también es efectivo. Dado que el paso 7 es
claramente verificable, nos quedan los pasos 5 y 6. Vamos a ver un lemma
que usaremos en ambos.

[4.24]. Sea R una k-dlgebra de tipo PBW. Sea [ < R[z;0,6] un ideal
bildtero tal que TN R es un (o, §)-ideal completamente primo. Sea S = m’%,
T=S8[z;0,0), J=n(I), K=Qu(S) y Q = K[z;0,6]. Recordemos que 7 se
define en [4.4]. Notamos mediante deg, y lc, el grado y el coeficiente lider
respecto de z.

Sea G = {h1,...,hs, f1,..., f¢} una base de Grobner para I tal que G N
R = {h,...,h,}, una base de Grébner para INR (ver [2.46]). Como se indica
en [4.7], sabemos que J estd geberado por las proyecciones de los elementos
de G, es decir, {r(h1),...,7(hs),7(f1),...,7(f;)}. Dado que m(h;) = 0, si
llamamos g; = 7(f;) tenemos que J estd generado por {g,,.. ., 9+}. Ademas,
deg,(g:) > 1. El ideal QJ < Q est4 geberado como ideal a izquierda (o

derecha) por {gi,...,g:}. Observemos que J NS = {0} como se demuestra
en [4.9], de donde QJ # Q.

Lema. Eziste un indice o € {1,...,t} tal que deg,(g;,) es minimo entre los
elementos no nulos de QJ.

Demostracidn. Supongamos que existe un elemento no nulo g € QJ tal que
deg,(g) < deg,(g;) para todo i. Es imposible que deg,(g) = 0, ya que
QJ # Q, por lo que deg,(g) =n > 1. Como g € QJ tenemos que

g=qgq +- -+ qi0:.

Podemos escribir ¢; = ¢7'¢; con ¢; € S\ {0} y t; € T, por tanto

€19 = 1191 + 19292 + . .. C1G1 9.
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Nuevamente ¢,¢, € Q, luego c1g, = ity y

C2C19 = Cot1g1 + tage + - -+ + C2C1G1Gs-

Repitiendo el proceso obtenemos un nuevo elemento

g =s191 + ... Sty

tal que s; € T'y deg,(g') = deg,(g). Ademss ¢' € J, luego existe un fel
tal que (f) = g’ (ver [4.5]). Es fécil observar que podemos suponer que
deg,(f) = deg,(¢g') = n. Podemos escribir f como

f=le(f)2z" +¢ condeg,(q) <nyle(f)e R\(IN R).

La divisién débil por {h, ..., hs} nos garantiza la existencia de elementos
he€eINRyr e R tales que le,(f) = h+r y N(r)NExp(INR) = .
Llamando f' = rz" + ¢, tenemos que 7(f — f') = m(ha™) = 0, luego 7(f') =
g'. Como ¢’ € J tenemos que f' € [ y exp(f’) = (exp(r),n). Dado que
exp(r) ¢ Exp(I N R) y que exp(h;) = (o,0) donde {a},...,a*} generan
Exp(I N R), tenemos que

s

exp(f') ¢ | (exp(h:) + N+, (4.2)

=1

Ademais,
deg, (f') = deg,(f) = deg,(g') = deg,(g) < deg,(g:) < deg_(f;)

para todo ¢, luego

t

exp(f') ¢ | (exp(f;) + WH1). (4.3)

i=1

Como G es una base de Grébner para I tenemos juntando (4.2) y (4.3) que
exp(f’) ¢ Exp(I), lo que es imposible ya que f’ € I. a

Por [4.14], QJ = Qg;,.

[4.25]. Vamos a justificar ahora la efectividad del paso 5 en [4.22]. Por el

lema [4.24] y la proposicién [4.18], Qp41Jk41 es completamente primo si y
s6lo si el elemento obtenido en [4.24] es irreducible.
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[4.26]. Por tltimo, para ver que Qrr1Jk+1 N Sk Tht1; Okt1, Ok 1] = Jey1 po-
demos utilizar las proposiciones [4.20] y [4.21]. Para ello debemos garantizar
que podemos encontrar el elemento r = ga descrito en [4.20]. Observemos
que el generador de grado minimo obtenido en [4.24] ya verifica que es un
elemento de T, el elemento g se obtiene por [4.13] y 7 aplicando [3.59]. El
paso 6 en [4.22] también es efectivo.

[4.27]. Observacién. En el caso en que o; sea la identidad para cada ¢ =
1,...,p, entonces todos los ideales I, van a ser invariantes bajo 0,41, por lo
que el test se puede aplicar a todos los ideales. En particular el test se aplica
sobre todos los ideales en casos como U(g), donde g es un dlgebra de Lie
resoluble de dimensién finita.

Terminamos con algunos ejemplos de aplicacién del test.

[4.28]. Ejemplo. Sea O,(M,(k)) el anillo de coordenadas cuantico de las
matrices 2 x 2 sobre un cuerpo k, donde q # 0. Esta k—4lgebra viene generada
por los elementos a, b, ¢, d y las relaciones

ba = qab, ca = gac, dc = ged, db = qbd, cb = be,da — ad = (¢ — ¢~ V)b

El llamado determinante cuéntico D, = ad — ¢ 'bc es un elemento cental
sobre O,y(M,(k)), por lo que I = O,(M,(k))(D, — 1) es un ideal bilitero.
Si llamamos A = k[c,b] el anillo de polinomios conmutativo con variables
b,c, R = A[d;01], donde o01(c) = qc y 0,(b) = gb. Finalmente O, (M (k)) =
Rfa; 0,6}, donde o(b) = gb, o(c) = g¢, o(d) =d y d(b) = d(c) =0, 6(d) =
(@ — ¢ ")be. Como D, — 1 es central, él mismo es una base de Grébner
para I. Esto nos dice que I N R = {0}, usando [2.46]. Pongamos D =
(R\{0})"'R y Q = Dla;0,6]. Fijémonos en que QI viene generado como
ideal a izquierda por D, — 1. Ademis, QI N Rla;0,6] =1y D;,—1esun
elemento irreducible (lineal en a). Por tanto QI es completamente primo y,
por tanto I es completamente primo. Nuestro algoritmo da por tanto una

demostracién de un hecho conocido, que O,(SLy(k)) = Oy(M3(k))/I es un
dominio.

[4.29]. Ejemplo. Consideremos el plano cuantico ko{X,Y] (g ek g#1).
Es una k-dlgebra con dos generadores {X,Y} y la relacién YX = gXY.
Este dlgebra es una extensién iterada de Ore,

k[ X, Y] =k[X][Y;0]  o(X)=q¢X

(véase por ejemplo {76]). Sea I el ideal bilstero generado por Y — X. Desea-
mos saber si I es completamente primo o no. Con la idea de calcular I Nk[X]
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necesitamos una base de Grébner para I. El conjunto G = {¥Y — X, X?} es
una base de Grébner para I, por tanto I, = I Nk([X] es el ideal generado
por X% Como o(X?) = ¢2X2 € I, I, es un o—ideal. Ademss, I; no es
completamente primo, por tanto I no es completamente primo.

[4.30]. Ejemplo. Vamos a aplicar nuestro test al “algebra del diamante” D

que aparece en (7, 5.9 Beispiel]. Esta es el dlgebra envolvente universal del
algebra de Lie de dimensién cuatro con corchete de Lie

[x,y]:O [y,z]zz
[z,21=0 [y,t] =y
[z, =0 [2,t] = —2,

Le., la k—élgebra generada por cuatro elementos {z,y, z,t} y relaciones

Yr=zy z2y=yz-—=x
=2z ty=yt—y
tx =zt tz=2t+2

Consecuentemente, D es una extensién iterada de Ore
D = k[z][y][z; ][t; 6]

donde 6 y § son derivaciones tales que 6(z) = 0, §(y) = —=z, 8(z) = 0,
8(y) = —y y 6(2) = 2. Sea I el idea) bilstero generado por =t — yz — 2.
Deseamos saber si I es completamente primo. Como los automorfismos son
la identidad podemos aplicar el test. En primer lugar calculamos una base de
Grobner para I, G = {z,z}. Portanto I = Dz+Dz. I, = INk[z] = (z), que
es primo. /I es el ideal de k{x][y] generado por z, S; = kiz]/ I, K1 = Qu(S)),
J2 = m(I2) = 0y por tanto K;[y]J, =0 es (completamente) primo y

KilylJ2 N Syl = 0 = J

Tenemos que I es completamente primo. Vayamos ahora a I3, que viene
generado por {z,2}. Sy = kiz|[y]/L y Js = 7(I3) es el ideal de Syz; 4]
generado por 2. Por tanto K,[z;6]J; también viene generado por 2, y como

z es irreducible, Ks[z;d]J5 es completamente primo. Nos queda comprobar
la igualdad

Kz[z; 5]J3 N SQ[Z, (5] = J3

Es suficiente con comprobar que H N S,z;6] = J; donde H es el ideal de
Sa[2; 6][u] generado por {z,1 — u}. Pero H N S2[2;8] = n(L N k(z][y][z; 4])
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donde L es el ideal de k{z][y][2; 6][u] generado por {z,1—u}. Dado que 1 —u
es central, {z,1 — u} es una base de Grébner, y L Nk[z][y][z; 4] es el ideal
bilatero generado por z (eliminacién). En consecuencia, J; = H N Syz; 6]
como queriamos. Tenemos que [3 es completamente primo. Finalmente,
Iy =1, 55 = k[z]ly][2;6]/I5, y Js = n(I4) = 0. Andlogamente a I, tenemos
que I = I4 es completamente primo.

4.5 Primos minimales y radical.

En esta seccién vamos a dar un procedimiento de célculo de los primos mi-
nimales sobre un ideal dado en un dlgebra de operadores diferenciales. Los
antecedentes conmutativos del tema los podemos encontrar el los algoritmos
para la descomposicién primaria que aparecen en [26]. Las herramientas
no conmutativas empleadas se encuentran en algunos de los tratados més
recurridos en la literatura, como [58] y [33]. Debemos mencionar también
la monografia de Jategaonkar [35] sobre localizacién en ideales primos no
conmutativos. Vamos a comenzar con algunos prolegémenos necesarios.

[4.31]. Sea R un anillo. Todos los médulos son R-médulos. Recordemos
que un submédulo N < M se dice esencial si para cualquier otro submédulo
nonulo A < M, ANN # 0. Se suele notar N <, M. A cada mdédulo
se asocia un moédulo inyectivo E(M) definido por dos propiedades, es el
menor inyectivo que contiene a M, es el mayor mddulo sobre el que M es
esencial. Un mddulo es uniforme si todo submédulo suyo no nulo es esencial.
Todas estds definiciones y las propiedades bésical entre ellas son ampliamente
conocidas en la literatura. Vamos a destacar alguna de ellas.

[4.31.1]. Si R es noetheriano y M es un R-médulo finitamente generado,
entonces E(M) es la suma directa de n submdédulos uniformes. Notamos
rank(M) = n. Este nimero es conocido como la dimensién uniforme, el rango
uniforme, dimensién de Goldie, rango de Goldie o simplemente dimensién.
[4.31.2]. rank(M; & --- @& M,) = rank(M;) + - - - + rank(M,,).

Dichas propiedades pueden verse en [33, Chapter 4].

[4.32]. Recordemos que el radical de un ideal ] < R se define como la
interseccién de los ideales primos que contienen a I, es decir,

rad(l) = ﬂ P.

P2I
P primo

Es inmediato ver que rad([) es la interseccién de los primos minimales sobre
I. En el caso conmutativo se suele definir el radical a través de los elementos
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nilpotentes, es decir, como el conjunto
N(I)={ze€R|3keNz* eI}

En un ambiente no conmutativo N (I) ni siquiera es un ideal en general. Se
tiene la siguiente inclusién:

[4.83]. Lema. rad(I) C N(I).

Demostracion. Supongamos que x ¢ N(I), entonces z™ ¢ I para cualquier
n € N. Sea

E={J<R|z"¢ JVneN}

Como I € £, T # &. Si consideramos X ordenado por inclusién, el Lema de
Zorn nos garantiza la existencia de un elemento maximal P € ¥ que contiene
a I. Veamos que P es un ideal primo. Supongamos que y, 2 ¢ P. Como P
es maximal en ¥ tenemos que P + RyR, P + RzR ¢ ¥. Por tanto existen

ni, M2 € N tales que 2™ € P+ RyRy 2™ € P + RzR. Como consecuencia
existen a,b € P tales que

™ = a—i—zx\ly)\z " = b+Zmzp2.

Entonces

T"z™ =ab+q Z AtYAo + Z U12ab + Z AY Ay Z g

—

Como z"zgn? = gnitn: ¢ Py la parte subrayada s pertenece a P, tenemos

que existe un sumando en A1yAz2p12ps que no pertenece a P, i.e., existen
A1, A2, w1, o tales que

/\13//\2N12#2 ¢ P.
Al ser P bildtero, necesariamente
yrapnz & P,

lo que implica que yRz ¢ Py P es primo. Como J CP,Pesprimoyz ¢ P
tenemos que x ¢ rad(I). O

Para ver més propiedades puede verse [33, Chapter 2]. Hay situaciones
sin embargo en la que ambos conjuntos coinciden:

[4.34]. Lema. Supongamos que todo ideal primo de R es completamente
primo. Entonces N(I) = rad(])
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Demostracién. Sélo hay que ver la inclusién N(I) C rad(I). Sea z € N(I).
Entonces existe n € Ntal que " € I. Si P es un ideal (completamente) primo
que contiene a [ entonces 2" € Py z € P, luego z € P y z € rad(I). a

Una consecuencia inmediata es

[4.35]). Lema. Sea I < R[z;0,8] un ideal de una extensién de Ore de R y
supongamos que tanto en R como en Rlzx;0,d] todo ideal primo es completa-
mente primo. Entonces rad(I) N R = rad(I N R).

Vamos a comenzar el calculo de los primos minimales comenzando por
K|z;0,0] donde K es un anillo de divisién. Para ello vamos a hacer algunas
definiciones en un dmbito mds general.

[4.36]. Sea A un anillo. Un elemento p € A se dice normalmente irreducible
sl p = ab con a y b normalizantes implica que a € U(A) o b € U(A), donde
U(A) denota las unidades de A.

Si A es un dominio en el que todos los ideales a izquierda y derecho
son principales, entonces todo ideal bildtero estd generado por un elemento
normalizante.

[4.37]. Lema. Sea A un dominio en el que todos sus ideales a izquierda o
derecha son principales. Sea p € A un elemento normalmente irreducible.
Entonces Ap es un ideal mazimal.

Demostracién. Supongamos que Ap C Aa C A con a normalizante. Enton-
ces p = ba y al ser tanto p como a normalizantes, b es normalizante. Como
p es normalmente irreducible a € U(A) o b € U(A), es decir, Aa = A o
Aa = Ap. O

[4.38]. Lema. Sea A un anillo como en [{.37]. Sip € A es normalmente
irreducible y p | ab con a y b normalizantes, entoncesp|a o p|b.

Demostracion. Supongamos que p { a. Entonces A = Aa+ Ap por [4.37], con
lo que 1 = rp + sa para ciertos r,s € A, asi b = rpb+ sab = rb'p + sab (p es
normalizante). Dado que p | ab tenemos que ab = cp para un cierto ¢ € Q,
con lo que b = rb'p + scp = tp, es decir, p | b. O

Diremos que dos elementos normalizantes a, b en un anillo A son asocia-
dos si existe una unidad u € U(A) tal que a = ub. Necesariamente u es
normalizante. Esta situacién se denota a ~ b.

[4.39]. Lema. Sea A un dominio como en [{.37] y sean p,q € A normal-
mente irreducibles. Entonces pq ~ ¢p.
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Demostracidn. El resultado es inmediato si P~ ¢, ya que en ese caso ¢ = up
y

pg = pup = u'pp = u"upp = v’ qp.

Supongamos pues que p # q. Dado que p es normalizante Pq = ¢'p con ¢
también normalizante. Como g | pg = ¢'p tenemos que g |pogq| ¢ por[4.38].
Si g | p entonces p = agq, lo que fuerza que p ~ ¢ ya que p es normalmente
irreducible. Por tanto ¢ | ¢’, de donde g~ q y q = uq. Entonces

Pq = q'p = ugp
Y pq ~ gp. O

[4.40]. Teorema. Sea Q = K|z; 0, d]. Entonces todo elemento normalizan-

te se escribe como producto de elementos normalmente irreducibles. Esta
descomposicidn es inica salvo asociados.

Demostracidn. Observemos que por [4.14] Q est4 en las condiciones de [4.37].
La demostracién es completamente analoga al caso conmutativo, utilizando
los resultados [4.39] y [4.38]. Para la existencia, si ¢ € @ es normalizante
y no es normalmente irreducible entonces q = ai1az con ai,ap normalizan-
tes. Repetimos el proceso con q, y a;. Este procedimiento debe terminar
argumentando con el grado. Para la unicidad, sia = p;---p, = ¢ --  Gm
con p;, ¢; normalmente ireducibles, entonces p, | q1---gm y existe g; tal que
Pn~ i Por [4.39] p1 - pp = ugi - ¢; 141 -  gmgs, de donde P11 Dnoy =
Q" ¢i-1Gi+1" - Gm. Reiterando el proceso llegamos a que n = m y a que
cada p; estd asociado a un g; y viceversa. O

[4.41]. Corolario. Sipodemos dar en Q la descomposicidn de un elemento
normalizante como producto de elementos normalmente irreducibles entonces
podemos calcular los primos minimales sobre un ideal dado.

Demostracidn. Todo ideal se escribe como Qa con a irreducible. Si g =

upy! - -p™ con p; no asociado a p;j cuando ¢ # j y u unidad, entonces los
primos minimales sobre Qa son Qpy,...,Qpn,. ad

[4-42]. Observacién. El algoritmo de descomposicién primaria se basa preci-
samente en reducirnos a descomponer en anillos de la forma Q = Klz; 0, 6]
con K un anillo de divisién. De hecho, tendremos en todos los casos que o es

la identidad. Asumiremos en cada casoque dichas descomposiciones pueden
hacerse.
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[4.43]. Proposicién. Sea S un anillo semiprimo noetheriano y llamemos
Py, ..., P, a sus primos minimales. Supongamos que para todoi =1,...,n
eziste P} O P; tal que 0 = P{N---N P.. Si cada P; es completamente primo
entonces P/ = P; para todo 1.

Demostracion. Sea @ = Q.(S). Ya que Py, ..., P, son los primos minimales
de S, los ideales M; = QP; constituyen el conjunto de ideales maximales
de @ ([35, (2.1.15) Proposition] y [58, 2.1.16]), que es un anillo semisimple
[35, (2.3.7) Goldies’s Theorem]. Como P/ D P; tenemos que QP = Q o
QF, = M, para cada i. Supongamos que QP;, = Q para un cierto ¢5. Como
la localizacién clésica es un funtor exacto, el monomorfismo candnico

R— il DD R
Py 15
proporciona el siguiente monomorfismo
Q Q
Q— oF; ® @5 B
Por otra parte, el monomorfismo esencial [33, Proposition 6.6]
R R
P, DD P,
proporciona un isomorfismo
~ @ Q
Q= M, ©9 M,

de donde rank(Q) = k; + - - - + ky, k; = rank (%) Pero como QF] = Q,

T

rank(Q) < kv + ... kn —kiy < ki +...k, = rank(Q),

lo que es imposible. Por tanto QP = M; para todo i. Consideremos la
siguiente sucesién exacta:

P!
0 — P — P — Fl — 0.
i
Como Qu(P//P;) = 0, tenemos que para todo g € P!\ P, existe un elemento
regular en S tal que rq € P;. Por ser P; completamente primo tenemos que
T € B, luego hay un elemento regular en un primo minimal, lo que contradice
(33, Proposition 6.3]. Por tanto P! = P, a
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El célculo de los primos minimales se basa en dos pasos previos.

[4.44]. Lema. Sea R un dlgebra de tipo PBW en la que todo ideal primo es
comletamente primo, § una derivacidn sobre R y supongamos que en R[z;d]

‘todo ideal primo es completamente primo. Sea I < R|z; 6] un ideal bildtero

tal que IN R = P es un ideal primo. Entonces podemos calcular los primos

minimales sobre I. Ademds, si P’ es un primo minimal sobre I entonces
P NR=P.

Demostracién. Como P es un é-ideal, podemos construir el morfismo cané-
nico

™ : R[z; 8] — £[z; 4]
re" — 7" dondeF=r+ P

ver [4.4]. Siw(I) =0, como &[z;4] = %%% tenemos que I = P[z;d] que es
primo, luego el teorema se satisface para P, = 1.

Supongamos pues que 7(/) = J # 0. Llamemos S = %. S es un dominio
y J < S[z; 4] bildtero. Ademés, por [4.9], JNS = 0. Sea K = Qu(S) vy
Q = K[z;¢]. Existe una biyeccién entre los ideales primos de @ y los ideales
primos de T' = S[z; 4] que no cortan a S\ {0}. Sea QJ < Q (recordemos
que QJ es bildtero [58, 2.1.16]). Si P; es un primo minimal sobre J entonces
QP; es un primo minimal sobre QJ. Reciprocamente, si Q; es un primo
minimal sobre QJ entonces @Q; N T es un primo sobre QINT D J, ysi
@NT 2 P C J, entonces Q; = Q(Q; N T) 2 QP' O QJ, lo que con-
tradice la minimalidad de @;. Hemos demostrado que si {Q1,...,Qn} son
los primos minimales de QJ y para cada i = 1,... yn P, = Q; NT entonces
{Py,...,P,} son los primos minimales sobre J. Debemos observar que [4.24]
junto con [4.42] nos permiten calcular efectivamente {@1,...,Q,}. Obser-
vemos ademds que @; N T es calculable en vista de [4.20] y [4.21]. Como
& (z;0) = %I[z—igll, hay un isomorfismo de reticulos entre los ideales de £(z; 6]
y los ideales de R[z;d] que contienen a P[z;6] dado por 7 y 7—1. Por tanto
el conjunto {7~'(Py),...,7"(P,)} son los primos minimales de I. Adems,
como P;N.S = {0} tenemos que 7~}(P,)N R = P. W]

[4.45]. Lema. Sea R[z;6] un lgebra en las condiciones de [4-44] y sean
I, 5,...,In < R[z; 0] ideales tales que

(a) I C NI, L Crad([).

(b) Si P; = I; N R para cada i, entonces {P;, ..., P} son los primos mini-
males de I N R.
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Entoces podemos construir los primos minimales de I.

Demostracion. Mediante [4.44] calculo para cada i = 1,...,m los primos
minimales de I;, llamémoslos P;; con j = 1,...,n;. En vista de [4.44] F;n
R =I1;N R = P, para cada 7. Sea P un primo minimal sobre I. Entonces
P D rad(I) O NZ,, por lo que existe un indice i tal que P D I;, al ser
P primo. Necesariamente existe un jo € {1,...,n;} tal que P D P,
Por la minimalidad de P y dado que P, ;, O I tenemnos que P = Pijo.
Hemos visto que los primos minimales sobre I se encuentran en el conjunto
{P; | 1<i<m,1<j<n;}. Queda ver que no hay inclusiones entre ellos.
Supongamos pues que P;; 2 Py;. Sii = k entonces j = [ por la minimalidad
de los P;; sobre I;. Sii # k entonces P, = P;NR 2O PyNR=PF,lo

que es imposible por la minimalidad de los ideales Py, ..., P,, sobre I N R.
Asi, el conjunto {F;; | 1 <4< m, 1< j < n;} es el conjunto de los primos
minimales sobre 1. O

[4.46]. Teorema. Sea R un dlgebra de tipo PBW en la que todo ideal primo
es completamente primo, asi como en todas las iteraciones de la extension
Rlz1;61] - -+ [2p; 6p]. Sean I, I,..., I, < R[z1;6,] - [@p; 6,) tales que

(a) I CNZ, L Crad(J).

(b) Sillamamos P, = I,NR para cada i entonces {P1,..., Py} sonlos primos
minimales sobre I N R.

Entonces podemos construir ideales Jy, . .., J, tales que
() T C (N, i C rad(I).

(b’) Si llamamos P} = J; N Rlz1;61] para cada i entonces {P],.. ., P!} son
los primos minimales sobre I N R[zy;6,].

Demostracidn. Llamemos I° = I N R(z1;61] y If = I; 0 R{zy1;6,]. Es inme-
diato que I¢ C (2, If. Ademés, por [4.35], rad(I°) = rad(I) N Rx;; 8], de
donde (2, If C rad(I°). Por [4.45] podemos calcular los primos minimales
{P1,..., P} sobre I°. Definamos paracadai = 1,...,n J; = I +{((P,)), don-
de ((P;)) es el ideal bildtero generado por P;. Es claro que I C iz, Ji. Por
otra parte, si P es un primo sobre I entonces P° = PN R[z,;d;] es un primo
sobre I°, asi pues existe un indice 7 tal que P° D P;, luego P D J;. Hemos de-
mostrado (a’). Dado que J; N R[z1;4;] D P, el apartado (b’) es consecuencia

inmediata de aplicar la proposicién [4.43] al anillo S = I—Eﬁ—}}‘i—‘)l. O

[4.47]. Corolario. Dado un ideal I < Kk([z1][z9;85] - - - [z,; 8,], es posible cal-
cular el conjunto de los primos minimales sobre I.
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Finalicemos con algunos ejemplos.

[4.48]. Ejemplo. Sea R el dlgebra envolvente del dlgebra de Lie compleja
de dimensién tres con base {,y, z} y corchete definido por

[,9]=0, [g,2l=-2-y, [y,2]=—y
es decir, R estd generada por los elementos Z,Y, 2 y tiene las relaciones
Yyr=2z2y, 2x=x2+z+Yy, 22y=yz+y.
Este lgebra se puede escribir como extension iterada de Ore,
R = Claylz: ),

donde 6(z) =z +y y 6(y) = y. Vamos a calcular los primos minimales de
varios ideales en este anillo. Vamos a llamar R, = Clz], y Ry = C[z][y].

Sea [ el ideal bildtero I = R(z? — yz)R. Calculamos una base de Grobner
para I, y obtenemos G = {z2,zy,y?,yz}. Asi, INR, = R1z?%, cuyo primo
minimal es P, = Ryz. Llamemos I; = I + ((P,)) = ((z® — yz,z)). Entonces
una base de Grébner para I, es G; = {z,y}. En este punto podemos observar
que /; es primo, por lo que P = I; es el tnico primo minimal sobre I.

Consideremos ahora un nuevo ideal J = ((z? — z + z%y)). Una base de
Grobner para J es {22y, 2z, 2% — z}. JN R, = R2?, y el primo minimal
sobre R;z” en R; es Rz, por lo que debemos pasar al ideal J' = J + ((z)).
Una base de Grobner de J' es {22 — z, y,z}. Observemos que J' N R, es ya
primo, por lo que podemos aplicar el lema [4.44] a R,[z;6]. Tenemos que

{; N Ry = P = Ryz + Ry, por lo que % 2 C y la derivacién inducida en
2

7 s nula. Debemos descomponer entonces en S[z] el ideal generado por
2

2" — z, pero sus primos minimales son los ideales generados porz—1y z.
Asi, tenemos que los primos minimales sobre J' son Po=J+{(z=-1) y
Py = J'+((2)), es decir, P, = ((z,y,2 - 1)) y P, = ((z,, 2)).

4.6 Ideales 0—dimensionales.

Sea R una k-dlgebra. Un ideal I < R se dice O-dimensional si R/I es un
k—espacio vectorial de dimensién finita.

[4.49]. Lema. Sea R una PBW lgebra e I < R un ideal. El conjunto
B'={X*+1I|aeN\Exp()}
es una k-base de R/I.
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Demostracion. Sea f + 1 € R/I. Entonces f +I = r+ I con N(r) N
Exp(I) = @. Esto demuestra que B’ es un sistema de generadores. Para ver
la independencia lineal supongamos que

> calX*+1)=0

agExp(I)

Entonces r = 3 op. iy ceX* € I donde N(r) NExp(I) = @. Sea G una
base de Grobner de I. Utilizando el algoritmo de la divisién Ires(r, G) = r y
Ires(r,G) = 0, por lo que r = 0 y ¢, = 0 para cualquier . |

(4.50]. Proposicién. Sea R una PBW-Ilgebra respecto a un orden graduado.
Sea I < R. I es 0-dimensional si y sélo si la dimensién de Gelfand-Kirillov
de R/I es cero.

Demostracién. [=] Por el lema previo N° \ Exp(I) es un conjunto finito,
luego el polinomio de Hilbert-Samuel de Exp(I) es constante y la dimensién
de Gelfand-Kirillov de R/I es cero.

[<=] Reciprocamente, si dicha dimensién es cero tenemos que el polinomio
anterior es constante, por lo que dimy(F;(R/I)) < oo y constante a partir de
un cierto s. Por tanto dimy(R/I) = dimy(F,(R/I)) es finita. d

[4.51]. Proposicién. Sea R una k-dlgebra de tipo PBW. Sea I < R y G
una base de Grobner de I. I es cero dimensional si y sélo si para todo
i € {1,...,p} eziste g; € G tal que exp(g;) = ne;.

Demostracion. [=] Supongamos que existe i € {1,...,p} tal que para todo
natural n y todo g € G exp(g) # ne;y; entonces ney,, ¢ Exp(I) para todo
n € Ny por tanto N’ \ Exp(I) no es finito.

[<=] Si exp(g;) = nse; y si o ¢ Exp(I) entonces o; < n;, ya que si a; > n;
entonces a = o' + n;e;, luego NP \ Exp(I) es finito. a

4.7 El radical de un ideal 0O—dimensional.

En esta seccién proporcionamos un método alternativo para calcular el ra-
dical de un ideal reduciendo el problema a una cuestién de 4lgebra lineal.
Consiste en una adaptacién al caso no conmutativo del método empleado
por Vasconcelos en [80].

Si I es un ideal 0-dimensional y primo entonces R/I es un anillo artiniano
primo y por tanto R/I es artiniano simple [43, 11.7] y I es maximal. También
es sabido que si I es un ideal 0—dimensional entonces el nimero de ideales
primos (maximales) que lo contienen es finito. Para un ideal I, si notamos
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{P1,...,P,} a los ideales primos por encima de I tenemos que rad(l) =
Py N---N P, siendo esta interseccién irredundante.

El radical de Jacobson de un anillo A se define como la interseccién de
los ideales maximales a izquierda (o derecha) de A y se nota por J (A)

[4.52]. Proposicién. Sea A una k-dlgebra finito dimensional con k—base

B ={uy,...,u,}. Para un elemento a € A, son equivalentes:
[a] a € J(A).
[b] Para cualquier n-upla (Ui, -5 ui,) € B", ujaua...upa=0.

Demostracidn. [=] Como A es artiniano, J es un ideal nipotente, con lo que

J*¥ = 0 para algin k. Por otra parte A es un subanillo de M,(A), con lo que
J™ = 0. Esta implicacién es ahora clara.

[<=] Sear € A. r = rju; + -+ + Tnln, con lo que ra = Y7 rua.
Entonces

(ra)n: Z ril...rinuila...uia=

n
11yeenyin=1

Por tanto

(L+ra+ (ra)®+---+ (ra)" ) (1-ra) =1— (ra)* =1,

i.e., (1 —ra) es invertible a izquierda y por [43, (4.1) Lemma] a € J(4). O

Estamos interesados entonces en aquellos ideales en los que rad(l) =

N(I). El lema [4.34] proporciona un ejemplo de estos anillos y el siguiente
lema nos da m4s ejemplos.

[4.53]. Lema. Sea A una k-dlgebra finito dimensional tal que A/J(A) es
conmutativo. Entonces

J(A)={a€eA|3IneNa" =0}
Demostracion. Como A es artiniano, J(A) es nilpotente y
J(A)C{a€eA|IneNd" =0} =N.

En vista de [43, (4.11) Lemma) es suficiente con demostar que N es un ideal.
Sean a,b € N. Existe n € N tal que a® = b® = 0. La conmutatividad de
A/J(A) nos pemite ver que

(a+b)2 — i (") aib?" i € J(A)

- 1
t=1



104 4. ldeales Primos.

y como la segunda parte vale cero, tenemos que (a + b)** € J(4) C N, de
donde (a +b) € N.

Anédlogamente se demuestra que ra,ar € N para cualesquiera a € J,
r € A. O

Estamos ya en condiciones de calcular el radical de un ideal 0—dimensional
cuando este coincida con el conjunto de los elementos nilpotentes.

[4.54]. Lema. Sea z € M, (k). = es nilpotente si y slo si tr(z?) = 0 para
todo1 <i<n.

Demostracion. Es sabido que z = sys™! con y una matriz triangular. Ade-
més ' = sy's™! y tr(z') = tr(y’), con lo que podemos suponer que z es
triangular:

I *
r =
Tn
Como
= ,
i
xn
z es nilpotente si y sélo si z; = --- = z, = 0, luego ser nilpotente implica

tr(z') =z} +---+ 74 =0 con 1 < i < n. Por otra parte, si tr(z!) = 0 para
1 <17 < n, entonces

2

B4zl =0
zr+-+zn =0,
dedonde z, =--- =z, = 0. a

Sea A una k-dlgebra finito dimensional y sea z € A. Podemos dar una
aplicacion lineal

Alz): A— A
a+— za

Llamamos tr(z) = tr(\(z)).
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[4.55]. Lema. Sea A = ke, @ - - -@ke,. Supongamos que e;e; = Do Cijier
Entonces

n n
tr(zex) = E _—>_ CikiCipp | T;
S i=1 \p,=1
donde x = zie1 + -+ - + z,6,.

Demostracion. zej, = Yor Tieier = D oic1 ey TiCikie;. Hagamos actuar zeg

sobre e,:
n n n n
Tepe, = E E TiCipi€1€p = E E E TiCikiCipj€j,

=1 [=1 i=1 l=1 j=1
luego

n n n n n

tr(ze;) = E E E Z;iCikiClpp = E E CiklCipp | Ti
p=1 i=1 =1 i=1 p,l=1
O

[4.56]. Proposicién. Sea A una k-lgebra finito dimensional cuya k-base
es {e1,...,en} y eie; = >_i=1 Cijier. Supongamos que el conjunto N de los

elementos nilpotentes de A es un ideal. Entonces r = x1e; + - -- + Tnen €N
sty sdlo st

i=1 \p,l=1

Observemos que los lemas [4.34] y [4.53] proporcionan ejemplos donde
aplicar esta proposicién.

Demostracidn de la Proposicién. [=] Siz € N ¥y 1 <k < n, entonces ze; €
N, por tanto ze; es nilpotente, por lo que tr(zex) = 0 en vista del lema
[4.54].

[«<] Si tr(ze;) = 0 cuando 1 < k < n, entonces tr(zy) = 0 para cualquier
y por la linealidad de la traza. Por tanto tr(z?) = 0 para cualquier 1 <i < n,
Le., 7 es nilpotente de nuevo por el lema [4.54]. a

Debemos notar que la proposicién [4.56] proporciona un conjunto de ecua-
ciones del subespacio vectorial N de A. Aplicando las técnicas usuales de
dlgebra lineal podemos encontrar una base de N como k-espacio vectorial.
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Sea R una k-lgebra e I un ideal 0-dimensional. La siguiente proposicién
nos permite calcular un conjunto de generadores de N(I) cuando N(I) es un
ideal. Si llamamos A = R/I, y N al conjunto de los elementos nilpotentes
de A, entonces es claro que N = N(I)/I. Seguimos con la hipétesis de que
N es un ideal.

[4.57]. Proposicién. Sean g,...,g; € R tales que {g1 +I,...,gs + I} es
una k-base de N. Sil = Rf, +---+ Rf; entonces

N(I) = Rg +---+ Rgs + Rfi + - + Rf,.

Demostracién. Como g; + I € N, tenemos que g; € N(I), por lo que la
inclusion Rgy +---+ Rgs + Rf, +---+ Rf; C N(I) es clara. Por otra parte,
supongamos que f € N(I). Entonces f+1 € N, luego f+1 = >"7_, ki(g:+1),
portanto f =37 kigi€ Iyas f—3 :  kigi= Z;=1 l; fi, 1o que demuestra
la otra inclusién. O



5. DIMENSIONES.

El objetivo fundamental de esta dltima parte es proporcionar un método de
calculo e la dimensién de Gelfand-Kirillov. El origen de esta dimensién se
encuentra en una conjetura propuesta por los autores que le dan nombre
sobre anillos de fracciones de ciertas algebras envolventes, en el intento de
demostrar la invarianza de ciertos enteros asociados a dichas algebras. Cabe
citar como literatura més relevante sobre el tema [58, 41, 67). Dado que en
el caso conmutativo esta dimensién coincide con la dimensién de Krull (ver
al efecto [58, Theorem 8.2.14]), los antecedentes en el cilculo hay que busca-
rlos en los métodos conmutativos para calcular dicha dimensién, que pueden
verse por ejemplo en [4, 19]. Para algebras casi conmutativas, los autores
Bueso, Castro y Jara [9] proponen un método de cilculo que debemos consi-
derar como el antecedente mas inmediato de los resultados de esta memoria.

También debemos citar [28], que aporta nuevas lineas para el estudio de la
dimensién de Gelfand-Kirillov.

5.1 Dimensién de subconjuntos estables.

[5.1]. Vamos a comenzar con elemento o = (a1,...,0p) € N°. Definimos el
soporte de o como el conjunto

supp(a) = {1 € {1,...,p} | i # 0}.

Es evidente que supp(a) = @ si y sélo si & = 0. Dado un subconjunto
X C NP definimos:
T(X)={ocC{1,...,p}| oNsupp(e) # 2@ Vae X}.
[5.2]. Lema.
[5.2.1). T(X) =@ si y s6lo i 0 € X.
[5.2.2]. Sioy € T(X) y o, C oy entonces oy € T(X).
[5.2.3]. Sio € T(X)) y Xy C X, entonces o € T(X5).
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Demostracidn. La primera propiedad es consecuencia de que si 0 ¢ X en-
tonces {1,...,p} € T(X). Las demas son inmediatas. 0

Si X es un monoideal, podemos decir més.

(5.3]. Proposicién. Sea E C NP un monoideal y sea {at,...,a®} un con-
Junto de generadores de E. Entonces

T(E)=T(a,...,a.
Demostracién. Dado que {a',...,a°} C E, por [5.2] T(E) C T(a},..., o).
Sea por tanto ¢ € T(a!,...,a*) y supongamos que o € T(F). existen
i€{l,...,s}y B € W tales que @ = o+ f. Es claro que supp(a’) C supp(a)

y como o N supp(a*) # @ tenemos que o N supp(a) # @. Como « es un
elemento cualquiera tenemos que o € T(E). ad

La proposicién [5.3] nos permite redefinir 7'(E) cuando E es un monoideal:
T(E)y={cC{L,...,p} |oNsupp(a’) # @ Vie {1,...,s}},

donde {a',...,a°} es un conjunto de generadores de E. Ademds, es inde-
pendiente del conjunto de generadores elegido.

[5.4]. Sea E un monoideal. Definimos la dimensidn de E como

P si =g,
dim(E) = { 0 siE=N,
p —min{card(c) | c € T(E)} en otro caso.

Como todos los conjuntos que estan envueltos en el cdlculo de dim(E) son

finitos (gracias a [5.3]), el nimero dim(E) puede ser sencillamente calculado
por rastreo.

[5.5]. Sea ahora F C NP™ un subconjunto estable. Recordemos que E =
U, (Bi +(0,4)), donde E; = {a € N° | (,5) € E}. Ademdis, cada E; es un
monoideal (ver {1.12]). Definimos la dimensidn de E como

dim(F) = sup{dim(E;) | 1 < i < n}.

Las mismas observaciones sobre el calculo de la dimensién de un monoideal
son aplicables aqui.
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5.2 Funcién de Hilbert.

[5.6]. Recordemos (ver [1.4] y [1.16]) que dado o = (a1,...,ap) € NP defi-
nimos el grado de o como

lof = a1+ - + ap.
Dado un elemento (a,4) € NP, el grado de (o, ) es el nimero
(e, 8)] = |ex].
Un orden admisible < sobre NP" se dice graduado si la| < |b] implica a < b.

[5.7]. Dado un subconjunto estable E C NP se define la funcién de Hilbert
de E como la aplicacién

HFg:N—N
s+ card{a € "\ F | |a|] < s}.
El caso n = 1 nos da la funcién de Hilbert de un monoideal.
[5.8]. Proposicién. Dado un subconjunto estable E C N°™,
HFg(s) = HFg, (s)+---+ HFg,(s),
donde E, ..., E, C NP son monoideales tales que E = Uiz, (Bi + (0,7)).

Demostracion. Dado que (a,7) ¢ E'y |(a,1)| < ssiysélosia ¢ E; y |a| < s,
el resultado en claro. O

Vamos a conectar funcién de Hilbert con dimensién de un subconjunto
estable. Para ello vamos a empezar con la conexién en el caso de monoideales.

[5.9]. Seam € Ny o € NP. Seguimos [11] y definimos
top, (@) ={i € {1,...,p} | s > m}
es decir, los indices donde « supera a m. Definimos también la aplicacién
sh, : N — NP
a — (3 con {ﬁi -m z € topn (@),
Bi=o; 1i¢top,(a)

La aplicacién anterior representa un “afeitado” de « al nivel m. Es claro

que shy(shm(a)) = shy(a) y que top,, (shyn(a)) = top,, (). Definimos la
siguiente relacién de equivalencia sobre N°:

a~py B > shy(a) = shy,(8).
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[5.10]. Lema. Seanm € Ny F C NP tales que para todo o € F, shy,(a) €
F. Sea ademds

Rn={B€F|shm(B)=p}={BeF|f<m1<i<p}.
Entonces,

(1) F = Wyer, ([alm N F), donde W denota la unidn disjunta y [a]m es la
clase de equivalencia de o respecto a ~p,.

(2) Sia € Ry entonces o] NF ={a+B€F | B =0,Vi¢ top,,(c)}.

Demostracidn. La primera parte es consecuencia de que una relacién de equi-
valencia proporciona una particién, y la segunda un sencillo cdlculo conse-
cuencia de la definicién de sh,, y ~,,. O

[5.11]. Lema. Sea E el monoideal generado por {c!,...,at}, llamemos
m=max{o] | 1 <j<t1<i<p}yseas>pm. Entonces

dim(E) = max { card(top,,(c) | @ € NV \ E, |o| < s}.

Demostracion. Llamemos F = NP\ E y d = dim(F). Supongamos que
existe un elemento o € F tal que |a| < s y card(top,,(a)) > d. Podemos
descomponer a =  + v donde

g =% si i € top,,(a) _ )0 siié€topy(a)
" lo sid ¢ top,,(a) = o; siiétop,(a)

Dado que o ¢ E tenemos que 8,7 ¢ E. Ademss, tal y como se ha cons-
truido § tenemos que supp(f) = top,,(c). Sea o = {1,...,p} \ top,,(a). Si
o € T(E) entonces tenemos que dim(E) > p — card(o) = card(top,,(a)) >
dim(E), luego o ¢ T(E). Existe un indice & tal que o N supp(a*) = @, es
decir, supp(a¥) C top,,(a) = supp(8). Para todo i € supp(c*), tenemos que
Bi > m > of, de donde tenemos que 8 € E, lo que es imposible. Hemos
demostrado que

max{card(top,,(a) | € N\ E, |a| < s} < dim(E).

Veamos la otra desigualdad. Existe un o € T(E) tal que card(c) = p — d.
Consideremos el elemento o € NP definido por

m siido
OliZ{ ¢’

0 sii€o.
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Es evidente que |a| < s y que supp(a) = top,, (@) = {1,...,p} \ ¢. Como
o € T(E), para todo k € {1,...,t}, o N supp(a*) # @, es decir, para todo

k existe un 4, € supp(af) tal que iy ¢ supp(c). Esto implica que o ¢ E.
Como card(top,,(a)) = d tenemos que

max{card(top,,(a) | 0 € N°\ E, |a| < s} > dim(E),
lo que termina la demostracién. O

[5.12]. Teorema. Sea E el monoideal que viene generado por {a!,..., at},
ym=max{c] |1<j<t,1<i< p}. Entonces eriste un tnico polinomio
h(z) € Q[z] tal que HFg(s) = h(s) para todo s > pm. Ademds deg(h) =
dim(E).

Demostracién. El polinomio que deseamos exista debe satisfacer que
h(s) = card{a e N\ E | |a| < s}

para todo s > pm, luego en caso de existir debe ser tnico. Para demostrar
Su existencia vamos a contar los elementos de los conjuntos Fy = {a €
N\ E | |o| < s}. Sea pues s > pm. El que a € F, implica que shy,(a) € Fj.
Usando [5.10], tenemos que

card(Fy) = Z card({a], N Fy). (5.1)
a€Rmp, :

Observemos que para todo a € Ry, |a] < pm < s. Nuevamente por [5.10]
tenemos

[alm N Fs={a+B € F,|Bi=0,¢ top,(a)}

Sl € R, Sea A={a+ 0| |8] <s—|af; B =0Vi¢ top,,(a), donde o €
Ry,.. Es sencillo comprobar que [a], N F, C A. Por otra parte, si |a+ | < s,
Bi =0sii ¢ top,,(a) y a+ 3 € E, entonces existe un generador o tal que
o;+0; > of para cualquieri =1,...,p. Sid ¢ top,,(a) entonces o; = o5+ 6;,
luego c; > of; por otra parte, si ¢ € top,,(a) entonces o; = m > oF, es decir,
si a+ (3 € E entonces a € E, lo que es imposible. Con esto se demuestra

que ANE =3y A= o], NF;. Un sencillo cilculo combinatorio establece
que

s — |a| + card(top,,(a))
i) = ("7 e )
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por lo que podemos dar una mejor descripcién de (5.1) cuando s > pm,

card(F,) =} (3 = lof+ card(topm(a)))_

o card(top,,(c))

El polinomio buscado es por tanto

h(s) = Z (s ] +card(topm(a))). (5.2)

sl card(top,,(a))

Si k € N entonces (§) = 2Z=L=le=h+l) " 4o donde cada sumando de (5.2)
tiene grado card(top,,(c)) y coeficiente lider positivo. Vemos con esto que

deg(h) = max{card(top,,(@)) | @ € R} = max{card(top,,(a)) | & € F,}.

Ellema [5.11] garantiza que deg(h) = dim(E), lo que termina la demostracién
del teorema. d

[5.13]. Corolario. Sean {(al,11),...,(ct,i;)} generadores del subconjunto
estable E C NP™ ym = max{o] | 1 < j <t,1 <1< p}. Eriste un unico
polinomio h(zx) € Q[z] tal que HFg(s) = h(s) cuando s > pm. Ademds
deg(h) = dim(E).

Demostracion. Consecuencia directa de la definicién de dim(E), de [5.8] y

de [5.12]. O

5.3 Dimension de Gelfand—Kirillov.

Las definiciones y primeras propiedades expuestas en esta seccién pueden
verse con mas detalle en (67, Chapter 10] y [58, Chapter 8]. A lo largo del
capitulo k representa un cuerpo conmutativo.

[6.14]. Sea F : N — R una funcién creciente y positiva a partir de un
cierto natural n > 0. Decimos que F' tiene crecimiento polinomial si existe
un d € R tal que F(n) < n? para todo n > 0. Si F tiene crecimiento
polinomial, definimos

v(F) =inf{d € R | F(n) < n®para n > 0}.
En caso de que F' no tenga crecimiento polinomial pondremos v(F) = oo.

[5.15]. Lema. (1) ¥(F) = limsup %ﬂ.
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(2) ¥(F + G) = max{y(f), y(G)}.
(3) V(FG) < 4(F) +4(@).

(4) Si F(n) = p(n) para n > 0 donde p(z) € Rlz] con coeficiente lider
positivo, entonces y(F') = deg(p(z))

(5) Si ezisten a,b € N tales que G(n) < F(an+b) para todo n € N, entonces
7(G) < y(F).

Demostracion. Las demostraciénes son sencillas. Pueden verse en [58, 8.1.6
y 8.1.7]. O

[5.16]. Sea R una k-4lgebra finitamente generada. Un subespacio generador

de R es un k—subespacio vectorial V finito-dimensional que contiene a 1 y
genera a R. Definimos

Vi=k, V=V, . Vv*=V.yrl
[5.17]. Lema. 1. V™ C V™! parg todo n € N,
2. Dado f € R eziste n € N tal que fevn,

Demostracion. La primera es consecuencia inmediata de que 1 € V y la
segunda de que R es finitamente generada. O

El lema [5.17] nos dice que la cadena k CVC..-CVPC .- es
una filtracién exhaustiva ( y trivialmente separada) para R. Definiciones y
primeras propiedades de lgebras filtradas pueden verse en [66]

[5.18]. Se define la funcidn de Hilbert de R asociada a V' como la aplicacién
HFy(n) = dimg(V™). La definicién depende del subespacio generador. Sin
embargo, el crecimiento de la funcién de Hilbert depende sélo de R:

(5.19]. Proposicién. Sean V, V' dos subespacios generadores de R. Enton-
ces Y(HFy) = v(HFy).

Demostracion. Dado que V"' es finito dimensional y que V' C R tenemos que
existe un a € N tal que V' C Ve, En consecuencia, para todo n € N tenemos
que (V)" C V" y es inmediato que dimg ((V')") < dimy (V). En vista de
que HFyi(n) < HFy(an) el lema [5.15] nos dice que Y(HFy) < y(HFy).
La otra desigualdad se obtiene por simetria. a

[5.20]. Se define la dimensidn de Gelfand-Kirillov de R como GKdim(R) =
v(HFy) para cualquier subespacio generador V. La definicién es correcta
porque toda k-4lgebra R finitamente generada tiene un subespacio genera-
dor, y [5.19] asegura que los crecimientos son iguales.
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Vamos a rehacer las definiciones anteriores para un R-médulo finitamen-
te generado. Sea M un R-mdédulo a izquierda finitamente generado por
el k—subespacio vectorial U, que llamaremos también subespacio generador.
Supondremos que V es un subespacio generador de R.

[5.21]. Lema. Dado u € M ezisten € N tal que u € VU,

Demostracién. Consecuencia de que M esté finitamente generado por Uy
[5.17]. d

[5.22]. Definimos la funcién de Hilbert de M respecto de V' y U como
HFV’U(’I’L) = dlmk(V"U)

[6.23]. Proposicién. Si V, V' son subespacios generadores de R y U, U’
dos subespacios generadores de M, entonces Y(HFyy) = v(HFy o).

Demostracién. Andlogamente a [5.19], existen a,b € N tales que V' C Ve
y U C VPU. Por tanto (V')*U’' C Ve, El resto se razona igual que
[5.19]. O

[5.24]. En vista de [5.23] podemos definir GKdim(M) = y(H Fyy), donde
V' y U son subespacios generadores de R y M respectivamente.

El resto de la seccién lo dedicaremos a relacionar la dimensién de Gelfand—
Kirillov de un R-médulo finitamente generado con la dimensién de subcon-
Juntos estables cuando R es un 4lgebra de tipo PBW. Esto nos dari un
método de célculo de la dimensién de Gelfand—Kirillov. En lo que sigue, R
va a ser un algebra de tipo PBW con k-base B = {u, | @ € N’} con respecto
a un orden graduado ‘ <’. Ademds, ‘ <’ denotara al orden TOP sobre N°".

[5.25]. Lema. Sea V =k1+ku,, +-- ‘+Kkue,. Entonces V es un subespacio
generador de R.

Demostracion. Consecuencia de [2.6]. a
A partir de ahora V' es el subespacio generador dado en [5.25].
[5.26]. Lema. Si f € R entonces f € V¥ si y sélo si lexp(f)| < k.

Demostracién. Por induccién sobre k. Si k = 1 el resultado es inmediato. Sea
k > 1y supongamos que f € V*. Entonces f = 57 u,g; con g; € V*-1.
Por hipétesis de induccién |exp(g;)| < k — 1, ademés exp(f) < max{e; +
exp(g;) | 1 < ¢ < p}. Existe un fndice iy tal que exp(f) < €, + exp(g;,) ¥
por ser el orden graduado |exp(f)| < |e;, +exp(g;)| < k—-1+1=k.
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Reciprocamente supongamos que |exp(f)| < k. Claramente podemos
suponer que f = u, con |a| < k. Hacemos induccién sobre .. Si o = 0

es claro que u, € V*. Si a # O entonces a = o' + €; para un cierto ¢, con
lo/| < k — 1. Dado que

Uq = q;’la,ueiua/ + g con exp(g) < a.

Por las hipétesis de induccién tenemos que g € V¥ y uy € Vk-1L luego
uq € VE, |

[5.27]. Proposicién. Sea L < R™ un R-submddulo a izquierda y suponga-

mos que NP tiene el orden TOP. Llamemos ademds U = k(e;+L)+---+
k(e, + L). Entonces

VAU = {f + L | |exp(f)] < k}.

Demostracidn. Supongamos que lexp(f)| < k. Pongamos f = fie; +--- +
fnen.  Supongamos que existe un i, tal que |exp(fi,)] > k. Entonces
|exp(fio€io)| = | exp(fi,)| > k > | exp(f)|, y siendo el orden graduado,

exp(/fi,€i,) > exp(f) = max{exp(fie;) | 1 <i < n},

lo que es imposible. Necesariamente |exp(f;)| < k y por el lemma [5.26]
fi € V¥ lo que implica la inclusién

VRU 2 {f+ L | |exp(f)| < k}.

Reciprocamente, si f+L € V*U, entonces f+I = Y, file;+L) con f; € V¥,
En este caso f + L = (Y, fie;) + L. Por otra parte, lexp(3-L, fies)| =
| max{exp(fie;) | 1 <4 < n}| <k, lo que demuestra la otra inclusién. d

[5.28]. Teorema. Sea M = R*/L, V el subespacio geberador usual sobre R
y U el subespacio generador descrito en [5.27]. Entonces

dimy (V*U) = card {a € N \ Exp(L) | |a| < k}.

Demostracién. Sea G = {g,..., g} una base de Grébner para L. Seaf+I €
VFU. Por [5.27] podemos suponer que |exp(f)] < k. Por el teorema [3.9]
f=qg +- -+ qg +r donde exp(r) < exp(f) y N(r) NExp(L) = @, es

decir,
r= E Calg.
a¢Exp(L)
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Dado que a < exp(r) para todo a € N(r) y que el orden es graduado podemos
comprobar que |a| < &, luego

r= E Calg.

agExp(L)
lal<k

Por otra parte, si a ¢ Exp(L) entonces u, ¢ L. Hemos demostrado que

{ua + L |]a| < k,a ¢ Exp(L)} es un sistema de generadores de V*U. Para
ver la independencia lineal supongamos que

0= Z ca(ug + L).

agExp(L)
la|<k

Entonces r =} o5 1) Calla € L, donde ademds N (r) N Exp(L) = @. Por
[3.9] ¥ [3.11.2]. tenemos que r = lIres(r,G) = 0, por lo que ¢; = 0. La
independencia lineal queda asi demostrada. O

[6.29]. Corolario. Sea M & R™/L. Entonces
GKdim(M) = dim(Exp(L))

Demostracidn. El teorema [5.28] nos dice que HFyy(k) = HFexpry(k), y
por lo tanto v(HFyy) = v(H Fexp(r))- a

[6.30]. Corolario. Todo R-mddulo finitamente generado sobre una k—di-
gebra de tipo PBW sobre un orden graduado tiene dimensidn de Gelfand-

Kirillov entera.
Finalicemos la seccién con algunos ejemplos.
[5.31]. Ejemplo. Seguimos con el ejemplo [2.61], en el que U = U(sl(2)) e

I =Uz*+Uy*+Uh?. Una base de Grobner para I es G = {z?, 92, h?, 2zyh—
h,zh,yh,h}. Por tanto Exp(I) esta generado por los elementos

{(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2),(1,1,1),(1,0,1), (0, 1, 1),(0,0,1)}.

Dado que supp((2, 0,0)) = {1}, supp((0,2,0)) = {2} y supp((0,0,1)) = {3},
necesariamente T'(Exp(I)) = {{1,2,3}} y por consiguiente

GKdim(U/I) = dim(Exp(I)) = 3 — 3 = 0.

como U-mdédulo a izquierda.
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[5.32]. Ejemplo. El anterior es un caso particular de uno de los ejemplos
clésicos, las dlgebras envolventes universales de dlgebras de Lie U(g). Estas,
junto con las dlgebras de Weyl A, (k), aparecen tratadas en [9]. Todas ellas

son algebras de tipo PBW con respecto a un orden graduado, por lo que
podemos aplicarles este método.

[5.33]. Ejemplo. Vamos a calcular Iz, dimensién de Gelfand-Kirillov en un
caso no clasico. Sea R la k-slgebra generada por e, f, k, [ con relaciones

ek = g %ke el = ¢%le
kf =q7fk If = ¢ fl

k? — 2
kl =k ef = fe+ prpp—

donde ¢ € k* no es una raiz cuarta de 1. Podemos ver R como una extensién
iterada de Ore, k[f][k; oy, 6][l; o1, &]e, o, 8], donde

or(f) = q7%f,
5k(f) =0
ok) =k, af)=qd,
oi(k) =0, ,&(f)=0
oe(l) = q2la aae(k) = q_zk: ,C’e(f) = f,

k:2 _ l2
de(l) =0, de(k) = 0, ,0e(f) = PR
e —q
Es facil comprobar que R es un dlgebra de tipo PBW con base los monomios
fek*1°e? (a,b, ¢, d) € N* y orden lexicogrifico graduado con €; < €; < €3 < €.
El elemento k! es central, es decir, rkl = kir para cualquier r € R, por tanto
el ideal I = R(kl — 1) es bildtero. Es conocido que R/I = U,(sl(2)), por lo
que podemos calcular de manera sencilla la dimensién de Gelfand—Kirillov
de Uy(s1(2)). Como I es principal, G = {kl~1} es una base de Grébner para
I, y en consecuencia Exp(I) = exp(kl — 1) + N! = (0,1,1,0) + N*. Entonces
supp((0,1,1,0)) = {2,3} y {2} € T(Exp(I)), por lo que dim(Exp(I)) =
4 ~1 = 3. Necesariamente, GKdim(U,(s1(2))) = 3.

De manera andloga al ejemplo anterior podemos demostrar el siguiente
resultado, ’

[5.34]. Corolario. Sea R una PBW dlgebra con respecto a un orden gra-
duado sobre N°. Si I = Rf # R entonces GKdim(R/I)=p — 1.
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[5.35]. Ejemplo. El dlgebra cudntica O,(SL(n)) se define como el cociente
de Oy(M,(C)) sobre el ideal generado por el elemento central

dete(X) = ) (=) uso1 ... Unon

geSn

(donde £(c) es el minimo nimero de trasposiciones requerido para expresar
o como producto de trasposiciones simples (4,7 + 1)). Es por tanto claro que

la dimensién de Gelfand-Kirillov de O,(SL(n)) es n® — 1 (véase [78]).

[5.36]. Ejemplo. El anillo de coordenadas cudntico Oy(GL(n)). Este &l-
gebra se define como la localizacién de O (M, (k)) con respecto al elemento
central det,(X), es decir,

Og(GL(n)) = Og(My(k))[dety(X) ™).
Como det,(X) es central, podemos dar una descrpcién alternativa,

_ Oy (M, (k))[Y]

OalGL() = 7 get, (%) = 1)’

donde Y es una nueva variable. Por consiguiente, la dimensién de Gelfand-
Kirillov es

GKdim(O,(GL(n))) = (n* +1) — 1 = n?.

(véase [78]).

5.4 Ordenes casi—graduados.

En esta seccién vamos a ampliar la clase de PBW 4algebras a las que podemos
calcular la dimensién de Gelfand—Kirillov. Dado que la definicién que hicimos
anteriormente de la funcién de Hilbert implica el uso del grado, podemos
reformularla utilizando ahora la aplicacién (a,w). Sin embargo, aunque la
funcién de Hilbert cambie, el crecimiento sigue siendo el mismo:

[5.37]. Proposicién. Sea E C NP" un subconjunto estable. Sea la funcion
HFg(n) =card{a € "\ E | (a,w) < n}

Entonces y(HFY) = vy(HFY') para cualesquiera w,w' € (R*)P.
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Demostracién. Sea h € N tal que hw; > 1 paratodoi=1,...,p. Si (a,w) <
n entonces (a,hw) < hn. Ademis, |a| < (a, hw). Por otra parte sea k =

max{w},...,w,}. Entonces (a,w') < k|a| < khn. Hemos demostrado que si
(a,w) < n entonces (a,w’) < khn, de donde Fg(n) < F¥ (khn). El resultado
es pues consecuencia de [5.15]. O

[5.38]. Corolario. Si E C N, ¢ (R*)P y HFE es la funcion definida
en [5.37] entonces y(HFE) = dim(E)

Demostracion. Tomando w’ = (1,...,1), el resultado es consecuencia inme-
diata de [5.37] y [5.12]. O

En lo que sigue, R es una k—dlgebra de tipo PBW con respecto a un
orden < casi graduado con pesos w. El orden TOP se representa por <y
L C R" es un R-submédulo a izquierda. El objetivo es conectar la dimensién
GKdim(R"/L) con dim(Exp(L)). V y U son los espacios generadores usuales.

[5.39]. Lema. En las condiciones anteriores

card{a € N*" \ Exp(L) | (a,w) < k} = dimy{f + L | {(exp(f),w) < k}

Demostracion. La demostracién es esencialmente idéntica a [5.28]. Sea G =
{g1,...,g:} una base de Grobner para L. Sea f + L tal que (exp(f),w) < .

Por el teorema [3.9] f = q;g; + --- + ¢,g; + r donde exp(r) < exp(f) y
N(r) NExp(L) = @, es decir,

r= E Cqly.

ag¢Exp(L)

Dado que a < exp(r) para todo a € A/ (r) y que el orden es casi graduado
podemos comprobar que (a,w) < k, luego

r= E Cqalg.

a¢Exp(L)
(a,w)<k

Por otra parte, si a ¢ Exp(L) entonces u, ¢ L. Hemos demostrado que
{ua + L | (a,w) < k,a ¢ Exp(L)} es un sistema de generadores de {f +
L | (exp(f),w) < k}. Para ver la independencia lineal supongamos que

0= Z ca(ug + L).

ag¢Exp(L)
{a,w)<k

Entonces r = D a¢Exp(z) Calla € L, donde ademds N (r) N Exp(L) = @. Por
[3.9] y [3.11.2]. tenemos que r = lres(r,G) = 0, por lo que ¢, = 0. La
independencia lineal queda asi demostrada. O
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Nos queda por dltimo comparar los k-espacios vectoriales V*U y {f +
L | {exp(f),w) < k} para calcular la dimensién de Gelfand-Kirillov de R"/L
a través de la dimensién de Exp(L).

[5.40]. Lema. Sea w = max{w,...,w,}. Entonces
VEU C {f + L | (exp(f), w) < wk}

Demostracion. Sea f + L € V*U. Entonces f = 37 fie; + L con f; € V*.
Razonamos por induccién sobre k. Si k = 1 entonces para cada i, fi =
Co + C1ue, + -+ + Cplie,, de donde exp(f) = (e, ) para ciertos ¢ € {1,...,n}
yj €{L,...,p}. Pero ((¢,1),w) = w; < w, de donde se obtiene el caso
k = 1. Supongamos el resultado cierto para naturales menores que k. Exis-
te jo € {1,...,n} tal que exp(f) = exp(fjejo + L) = (exp(fj,), o). Dado
que fj, € V¥, tenemos que f;, = go + S, U, i, con g; € V1. Existe
un indice 4o € {1,...,p} tal que exp(fj,) < €, + exp(gi), 0 exp(fi,) <
exp(go). En el segundo caso, por ser el orden casi graduado (exp(f),w) =
(exp(fjo), w) < (exp(go),w), y en el primer caso (exp(f),w) = (exp(f;,),w) <
(€iy + exD(gsy),w) = (€, w) + (exp(gi,),w). Por hipétesis de induccién,
(i, w) < wy (exp(g),w) < w(k—1) paratodo g € V*~1, de donde se conclu-
ye que (exp(fj,),w) < w(k — 1) < wk o (exp(fj,),w) < w+ w(k — 1) = wk,
como queriamos. O

[5.41]. Lema. Eriste a € N tal que
{f+ L | (exp(f),w) < k} CV*U
Demostracidn. Sea h € N tal que hw; > 1 para todo 7. Entonces la igualdad
{£+ L | (exp(f),w) < k} = {£+ L | (exp(£), hw) < hk}
nos permite limitarnos a comprobar que
{f + L | (exp(f), hw) < k} C VU (5.3)

para un cierto b € N. Dado que el conjnto de los & € NP tales que (a, hw)
es finito, veamos que b € N es cualquier natural que satisfaga (o, hw)
implica u, € V®. Demostramos 5.3 por induccién sobre k. Si k = 1
{exp(f), hw) < 1, dado que el orden es casi graduado tenemos que f =
Y Ca,jUae; con (o, hw) < 1. Por la eleccién de b obtenemos que f+L € VU,

Supongamos el resultado cierto para naturales menores que & y supon-
gamos que (f,hw) < k. Pongamos exp(f) = (,i). Demostramos que
f+ L € VU por induccién sobre exp(f). Si exp(f) = (0,4) entonces

<1
<1
y
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f+L =37 ¢cej+L eUC V™ para todo m € N. Pongamos a > 0,
con lo que o = o' + ¢; para un cierto j. Como (a, hw) = (o, hw) + (€;, hw)
y dado que hw; > 1 tenemos que (c/, hw) < k — 1. La induccién sobre k
demuestra que uye; + L € VOk-1[,

Por otra parte f = cu,e;+f', con exp(f') < exp(f). Ademds u, = (R
QUe;Uer + g con exp(g) < @, por lo que exp(ge;) < exp(f). Resumiendo
f = cuquxe; +g' con exp(g’) < exp(f). Por ser el orden casi graduado
tenemos que (exp(g'),w) < (exp(f),w) y multiplicando por h tenemos que
(exp(g'), hw) < (exp(f), hw). La induccién sobre exp(f) implica que g'+ L €
VYU, Esta tdltima pertenencia, junto con el hecho de que uye; + L €
VDU y que u, € V C V?, nos demuestra que f + L € V. O

[5.42]. Teorema. Si R es un dlgebra de tipo PBW con respecto a un orden
cast graduado sobre NP y L C R"™ es un R-submddulo a izquierda, entonces
GKdim(R"/L) = dim(Exp(L)).

Demostracion. Por definicién, GKdim(R"/L) = ~(dimy(V*U)), y por los
lemas [5.40], [5.41] y [5.15] tenemos que

Y(dimy (V*U)) = y(dimy ({f + L | (exp(f),w) < k})).
El resultado es consecuencia de [5.38] y [5.39]. O

[5.43]. El corolario [5.29] y el teorema [5.42] nos permiten dar un &lgoritmo
para calcular la dimensién de Gelfand—Kirillov de R"/L cuando R es un
dlgebra de tipo PBW con respecto a un orden casi graduado. Suponiendo
que tenemos un algebra de tipo PBW R en dichas condiciones con base
B = {u, | @ € N}, damos una descripcién del algoritmo:

Entrada: Un conjunto de generadores de L C R".

Salida: Dimensién de Gelfand—Kirillov de R"/L.

Paso 1. Calculamos una base de Grobner para L mediante [3.15]. La llama-
mos G = {gy,...,8}.

Paso 2. Ponemos 7 = 1.
Paso 3. Llamamos E; = {a € N’ | (a, %) = exp(g;) para algtn j =1,...,t}.

Paso 4. Si E; = & entonces d; = p. Si 0 € E; entonces d; = 0. Ir al paso 7.
Sino,j=1

Paso 5. Si existe 0 C {1,...,p} con card(c) = j tal que o Nsupp(a) # @
para todo o € E;, entonces d; = p — j y vamos al paso 7.
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Paso 6. Ponemos j = j + 1 y vamos a 5.
Paso 7. Sii=n vamos al paso 8. Si no, i =4+ 1 y vamos al paso 3.

Paso 8. Ponemos d = max{d;,...,d,}, y d es la dimensién de Gelfand-
Kirillov de R™/L.

[5.44]. Ejemplo. Sea R = k(z1][z2; 02, 8) . . . [£,; 0p, 6,] una extension ite-
rada de Ore k y supongamos que o;(z;) = gi;Z;, para cualesquiera 0 < 7 <
J < p, donde ¢;; € k. Como observamos en [2.11] B = {z{* - - 2,7 | a € NP}
es una k—base de R. Vamos a construir un elemento w = (wy, ... , Wp) que nos
proporcione un orden casi graduado sobre N? que dote a R de estructura de
PBW élgebra. Pongamos w; = 1y sea ws €l grado en z; del polinomio d,(z1 ).
Pongamos wy; = max{1,w;2}. Una vez definidos w, ... ,Wj_1 para j > 2, pa-
racada k=1,...,j — 1, ponemos wy; = max{oqw + -+ aj_1w;_; | @ €
N (6;(zx))} y lamamos w; = max{l,wy; —w; | 1 <4,k < j — 1}. Llamando
w = (w1,...,w,), consideramos en N’ el orden admisible definido en [1.19] a
partir de el orden lexicogréfico con ¢; < --- < ¢, mediante w, y lo notamos
<. Para ver R es una PBW 4dlgebra respecto de <, vamos a aplicar [2.7]. Si
0<1<7<p,(€+¢€,w) =w+wj > wi; > (o,w) para todo a € N(6;(zy)).
Ademss, para todo a € N (§;(z;)) con ¢ < j, a; = aj41 = o, = 0, por lo que
a <, € + €, es decir,

T;Ti = Qi T;Tj + Z daXa.

Entre los ejemplos que podemos cubrir on las extensiones iteradas de Ore
tenemos H(p, A) definida en [3], la cual incluye el 4lgebra de coordenadas
cuanticas de las matrices M, (k), También el dlgebra de Weyl cudntica multi-
paramétrica R = AT (k) introducida en [56] (véase también [30]). También
se cubren las dlgebras de operadores diferenciales de [75].
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