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INTRODUCCION

Los grupos Ext/i(A,B), para mbdulos A y B sobre un anillo A, son isomor-

fos de forma natural a los grupos de clases de n—extensiones de modulos
B*—>E1—-—>E2———> o ol - e ¥ ¢
con la sumade Baer como operacién de adicidén. [165] -

Esta interpretacidn es totalmente satisfactoria, y permite introducir los gru
pos Ext/I;(A,B) sin recurrir a tecnicas de funtores derivados. La sencillez de
la situacidén proviene del caracter abeliano de la categoria de modulos ( vease
[130]), lo cual se pierde al considerar otras categorias algebraicas de indis-
cutible interes desde el punto de vista homologico como Grupos , Algebras ,
ete .« .

Numerosos autores han atacado el problema de interpretar los grupos de co-
homologia de las teorias desarrolladas en distintas categorias algebraicas en
forma analoga al caso de modulos.

Por ejemplo, sean E—Mn(R ,X), nz0, los grupos de cohomologia de Eilenberg
MacLane de un grupo R con coeficientes en un R-mbdulo X. Es bien conocido
que E—MZ(R,X) es isomorfo al grupo de clases de extensiones singulares de
R por X, X #=> E —# R. Gerstenhaber [68 ]. Leedam-Green y MacKay [115 ],
Ratcliffe [140 ly Wu [163 ], ofrecen una interpretaciéon de E—MS(R , X) como
el grupo de clases de 2-extensiones especiales, X #=>E —> B—#wR, deR
por X. Tambien esta interpretacidon se sigue de Duskin[ 37 ], puesto que se
puede probar que el complejo de Moore de sus K(R,2)-Torsor es precisamente
una 2-extensidn especial. Huebschmann[97 ] prueba que E—Mn+l(R ,X) para
n »3, puede interpretarse como clases de n-extensiones especiales

X %-—)Xl———’ 4v% W ge—NE —>P— R
que son el producto de Yoneda de una (n-2)-extensién de R-moédulos por una

2-extension especial .



Analogas interpretaciones son conocidas en Algebras de Lie para los grupos
Ch—EZ(L,X)y Ch—EB(L,X) de cohomologia de Chevalley- Eilenberg ( vease [28]
y [68 1), en Algebras asociativas para los grupos Hochz(A, X)[28] Hochg(A,X)
[68],y Hochn(A, X), n>3,[119 ], de cohomologia de H‘ochschild, y para el
grupo Shuz(A, X) de cohomologia de Shukla, [21} y en algebras conmutativas
para los segundos grupos de cohomologia de Quillen y Harrison, [21 .

El fin que se persigue en el primer capitulo de esta memoria es interpretar
de una forma uniforme y general , en terminos de extensiones, los grupos de
cohomologia de las diversas teorias. Para ello se ha buscado una categoria al
gebraica suficientemente amplia de forma que englobe las categorias algebrai-
cas usuales, como Grupos , algebras asociativas, algebras de Lie , algebras
conmutativas, moédulos, variedades de grupos etc ... ; se ha desarrollado en
ella una teoria de cohomologia que tiene como ejemplos las clasicas teorias de
cohomologia , y se han probado,en esta situacién, diversos teoremas sobre
clasificacién de extensiones por los correspondientes grupos de cohomologia.

La categoria, C, que se ha considerado es una 'Categoria de Interes" ,
(1.2.1), tal como ha sido definida por Orzech [135 ]; es decir una variedad
de o-grupos distributivos donde existe un conjunto de operaciones de ordenes
uno y dos que generan el conjunto de operaciones & .

Los conceptos de mbdulo y estructura en C,(1. 2.3), se establecen como en
Gerstenhaber [70 Jo Orzech [135]; y el concepto de derivacién de un objeto R
de C en un R-mbdulo X, (1.2.19), como en Orzech[135]o Beck[21]; tenien
dose el funtor

Der( ,X) : {C ,R)O——-—’l Ab ( Grupos abelianos )
donde (C , R) es la categoria coma de morfismos a R en C .
Para un tratamiento simultaneo de las cohomologias absoluta y relativa, se

supone, (1.2.10), que ,eventualmente, se tenga una factorizacidén de funtores



adjuntos
Set

F lj U (Olvido)

FE“U£
c

donde £ es una categoria abeliana. Se tiene entonces en C un cotriple & indu-
cido por la adjuncién F— U, y ,eventualmente, un cotriple ¢, inducido por la
adjunciéon Fp — Ug .[58].

Entonces para cada R de C, estos cotriples inducen otros , que denotamos
igual, en la categoria coma (C,R), y siguiendo la tecnica de Barr-Beck[18],
para cada R-méddulo X definimos los grupos de cohomologia (R, %), para el
caso absoluto, y Hn(R,X)]g , para el caso relativo,(1.3), obtenidos al tomar
como funtor de coeficientes el funtor Der( ,X).

Notemos que estos funtores H" (R ’X)(E) pueden obtenerse utilizando otras
construcciones alternativas al metodo seguido por Barr-Beck. En efecto si
por Pg(¢) denotamos la subcategoria plena de (C ,R) de objetos &(g }-proyec—

tivos,(1.1.4); el funtor de inclusidon ] : F —3(C ,R) induce un funtor
9 &(£) =

1 ¢« Ab —=—=—34Ab que tiene un adjunto a la izquierda E] ( Su extensi-
on de Kan),[ 161]. Ej es un funtor aditivo entre categorias abelianas y defi-

nimos H"( ,X), . como el n-ésimo funtor derivado de E] calculado en el funtor

Der( ,X). Esta( z)s claramente una construccién analoga a la dada por Rinehart
[143 ], v se sigue de Ulmer [160] ,[161] ,que es tambien equivalente a la cons
truccidén de André [1]y a la aqui considerada de Barr-Beck "

Si X#—> Y —# Z es una sucesidn exacta ( escindente en la correspon-—

diente categoria de olvido ), esta induce de forma natural una sucesion exacta

larga



0 — Der(R,X) — Der(R,Y) — Der(R,Z2) — Hl(R ,X)( . -)—>

H'R e 7 H'(R L) 7 HZ(R,X)(£7—>
( Prop. (1.3.1)).

Si L #— A —R es una sucesidn exacta corta en C (escindente en la
correspondiente categoria de olvido ), para cada R-mbddulo X, existe una suce

sidén exacta larga, natural en oy X

1
0 —— Der(R,X) — Der(A,X) — Hom ( X) —H (R,X)

R[L, L] (£ )y

— Hl(A,X?E )——>H1(0,X)(£ )———> HZ(R,X) (£)———-9
{ Prop. (1.3.2) y{1.3.4)).

Esta sucesidn proviene de una mas general obtenida en (1.1.12) y donde
Hn(o,X) " )son los grupos de cohomologia del epimorfismo o con coeficientes en
el funtor Der( ,X), (1.1.10). En el caso de que C sea la categoria de mddulos
sobre un cierto anillo, esta sucesidén exacta larga es precisamente la usual en
los Ext( ,X) inducida por una sucesidén exacta corta de médulos en la primera
variable. Notese tambien que los cinco primeros puntos de esta sucesion son
claramente una generalizacidén de la conocida sucesibén exacta de 5-terminos
en cohomologia de Grupos [87] .

El primer grupo de cohomologia Hl(R,X) ( Hl(R,X)£ ) se interpreta como el
grupo de clases de extensiones singulares , X*—E —#R ( £-escindentes),
de R por el R-médulo X, ((1.3.1), Teorema (1.4.6)). Este resultado se puede
deducir de los dados por Beck [21] y Duskin[37], ya que es posible probar
( aunque es laborioso ) que los objetos principales homogeneos corresponden
precisamente a las extensiones singulares, asi como que los K(R,1)-Torsor
de Duskin son los objetos principales homogeneos de Beck. La demostracidn

directa aqui dada del Teorema (1.4.6) presenta la ventaja de ser, conceptu-

almente, mucho mas sencilla.
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El primer grupo de cohomologia de un epimorfismo Hl(o,X) ( Hl(o,X) ¢) clasi-
fica ciertas extensiones de Ker(¢) por X, (1.5.25). Y basandonos en esa inter
pretacién establecemos en el Teorema (1.6.11)que HZ(R , X0 ( HZ(R,X)£ ) es
isomorfo de forma natural al grupo de clases de 2-extensiones especiales de
R por X ( £-escidentes ); es decir extensiones de la forma

X bt H —3 B — L

que son de B-estruturas,(1.2.3), donde B lo es por conjugacién, (1.2.14), v

Ry Xviao, (1.2.13) , y tal que

i) o(e)e'=e+e'-e

|

1

ii) ole)xe' =exe ; e,e'¢E, para todo ¥ operacidn de orden dos.
Estas extensiones son una generalizacion de las''Sucesiones cruzadas " de
MacLane- Withehead [ 127 ]y de las " Sucesiones admisibles" de Gerstenhaber

[ 68 ].°

Las teorias clasicas de obstruccidn tienen, despues de la anterior interpreta
cidn, un tratamiento uniforme y alternativo por los resultados que se ofrecen
er {1,6.12) ¥ (1.6.13).

Para cada R objeto de C, la categoria de R-mbddulos, R-Mod., es abeliana

completa,cocompleta y con ungenerador proyectivo, teniendose una adjuncion

(C ,R)
DRL T ] (Olvido)
R-Mod.

(1.2.8). Esta situacién nos permite en (1.7) conectar la cohomologia H (R ,X)(E)
con la cohomologia en R-Mod, ‘Ext?{DR (R),X)(£ ).
Si los grupos 1R ,X)(£ pe anulan en R-mddulos inyectivos ( respecto a la

clase de monomorfismos correspondiente ) entonces existe una equivalencia



natural,(1.7.5), _
H'(R,) .= BExtp(Dy(R), )
") Lal A
( notemos que al particularizar a Grupos , Algebras, etc ..., el médulo DKR)
es el ideal "aumentacién'IR, ( vease CAP. 3)).

Este resultado indica que los grupos de cohomologia Hn(R,)q£ )pueden ob-
tenerse calculando el n-ésimo funtor derivado , en el sentido usual, del fun-
tor aditivo entre categorias abelianas Der(R, ) : R-Mod. — Ab , (1 .7.6).
( vease[20]).

Cuando se da esta situacién se dice que la categoria C es "Equilibrada "

( £- equilibrada ).

En el caso que la categoria C sea (£)equilibrada en (1.8.5) se da una inter-

pretacion de Hn(R,X)(£ )N >2, en terminos de extensiones; concretamente se

prueba que este grupo es isomorfo al grupo de clases de n-extensiones espe-—

ciales

X#—>X] — - —>Xp_9g ——E—>B —¥R

( £-escindentes ) que son el producto de Yoneda de una (n-2)-extensidén de R-
mbdulos ( £—escidente ) por una 2-extensién especial ( £-escindente ).

Una interpretacién mas debil de los grupos (R , X)(¢ yes dada en (1 8.8),
siendo esta una generalizacién de la dada para Grupos, Algebras de Liey
Algebras asociativas ( con la cohomologia de Hochschild ) por Barr y Rinehart
en [20].

Asi pues para categorias (£)equilibradas quedan interpretados todos los gru
pos de cohomologia y los grupos uno y dos para las no equilibfadas ( notese que
en las notaciones clasicas estos grupos corresponden a los grupos segundo y
tercero de cohomologia ). En el capitulo tercero de la presente memoria puede

verse. con detalle la particularizacidén de estas interpretaciones a distintos casos.



Entre las categorias equilibradas pueden citarse a Grupos ( Cohomologia de
Eilenberg — MacLane ), Algebras de Lie ( Chevalley — Eilenberg ) , Algebras
asociativas ( Hochschild ), etc ...

Siendo C una categoria de interes y Ve C una variedad de C, es decir una
subcategoria plena cerrada para subobjetos, objetos cocientes y productos,es
inmediato que V es tambien una’ categoria de interes ( vease (2.1.3).

Si A es un objeto de V es claro que todo A-mbdulo ( A-estructura ) en V. es
un A-mbddulo ( A—estructura ) en C, y mas en general si A es de C todo A/VA
médulo ( A/VA-estructura ) en V es un A-mbdulo ( A-estructura) en C , via
la proyecci6n canonica A —* A/VA; esta clase de A-mddulos (A-estructu=
ras ) (los que son A/VA-mbdulo (A/VA-estructura ) en V) viene caracteriza
da como la clase de los VA-mbddulos ( VA- estructuras ¥ C€2.1.15 3, (2.1.23),
(Z2.1.24)).

Si X es un A-mddulo, una condicién necesaria y suficiente para que X sea
un VA-mbdulo es que toda extensién.singular de A por X sea V-central. (2.1.26)

En estas condiciones, X un VA-mbdulo, toda extensién singular de A/VA por

X en Vinduce ', por un obvio diagrama cartesiano , una extensidén singular de A
por X en C; y entonces, despues de (1.3:5), 51 vi(A/VA,X) y H"(A,X) son
los grupos de cohomologia en V.y € respectivamente , se tiene una aplicacién
) 1: Vl(A/VA,X) _ Hl(A,X). Observando, ademas, las interpretaciones
de los siguientes grupos de cohomologia, parece logico que se tengan morfis-
mos naturales ¢ : v(A/VA,X) — H"(A,X) que pongan en conexion los
grupos de cohomologia en la variedad con los grupos de cohomologia en C Aes—
tamos empleando en notacién solo la cohomologia absoluta, para simplificar es-
ta ).

Esta cuestion ha sido abordada por varios autores entre los que podemos
citar a Lue [118], [119], para variedades de Algebras asociativas; Leedam-

Green [ 1131,0114],[ 1151, v Stammbach [ 152 ],[153 ], para variedades de
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Griupos, etc ...

El segundo capitulo de la memoria trata este problema, llegando a diversas
relaciones explicitas entre los grupos de cohomologia en V y los grupos de co-
homologia en C.

Estrechamente ligado a la cuestién de conectar los grupos V" 4 H" nos apa-
rece el primer invariante de Baer V1C(A),(2.1 .12), que es un VA-mbdulo,
2.1.27).

A lo largo de (2.1) se exponen una serie de conceptos basicos sobre varieda
des que se utilizaran en adelante.

Por metodos puramente homologicos se prueba la existencia de morfismosf na
turales

o ViA/VA, ) —— H'(A,X)

ot VIV, X) ——— H'(0,X)

: . o . .
para un epimorfismo A —# B , de tal forma que se tiene el diagrama conmu-

tativo

Der(B/VB,X) #—> Der(A/VA,X) — V(#/Vo,X) —> V' (B/VB,X) > -
l 8 l o8 J«bé’ l«b}j
Der(B, X) #+————Der(A,X) — HO( g, X) — Hl(B JX) =B s
tales morfismos son llamados " morfismos cambio de variedad ", (2.2.6).

En (2.3.1) y (2.3.3) se prueba que ¢§ y % son isomorfismos ; y , estudiado
en (2.3.4) el comportamiento de ¢,1\ en terminos de extensiones , se concluye en
(2.3.5) que ¢& es un monomorfismo.

U. Stammbach [ 154] introduce, para C= Grupos y V una variedad de grupos
un funtor de cohomologia , v ,en la variedad que generaliza al funtor sze co-

homologia de grupos; en (2.3.7) concluimos que este funtor V es precisamen
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te el funtor V1 de cohomologia aqui considerado.

Para A ¢ V , puesto que¢}\ es un monomorfismo, las extensiones singulares
de A por un VA-mbdulo X en V constituyen un subgrupo del grupo de las exten
siones de A por X en C. Cabe preguntarse si, siendo A€V y XéV un A-mo-
dulo en C ( XJA€C), existen extensiones de A por X en V ) lo que podria dar
lugar, en caso afirmativo, a definir un cierto primer grupo de cohomologia re-
lativo a la variedad ). En (2.3.10) se prueba que la respuesta es negativa, osea
si X no es un VA-mddulo no hay extensiones singulares de Apor XenV.

Una condicién suficiente para que <|>A1 sea un isomorfismo (con A € V) es dada
en (2.3.11).

El epigrafe (2.4) ( V_A_X-extensiones Jtiene como objetivo interpretar para
A objeto de Cel grupo HomA( V1C(A), XD, siendo X un A-moduloy V{C(A) el
invariante de Baer, que es un A-mbdulo tal como se dijo anteriormente, en ter
minos de ciertas extensiones intimamente ligadas a la variedad considerada.(
En el caso C= Grupos, Leedam—Green y MacKay [115)konectan estas extensio—
nes con los isologismos en el sentido de P .Hall[78].). Esta interpretacion es
utilizada en (2.5) para obtener una sucesién exacta y natural

ol 1 Y n 9 Y

VKA/VA, X0 s HXA, X) — Hom , (1C(A), X) — VIANVAR —HAA,X)
para A objeto de Cy X un VA-mbdulo,( 2.5.2)

Si Ces grupos v V una variedad de grupos , la sucesidn anterior es obteni-
da por Leedam-Green y MacKay [115] . Lue [119] obtiene una sucesidn exacta
cuyos cuatro primeros terminos coinciden con los correspondientes en la ante
rior, cuando C es Algebras asociativas y V una variedad de algebras.

Como consecuencia de esta sucesidn es posible caracterizar los grupos
Img( ¢§) y Ker(¢§) ((2.6.2), (2.6.3)); v una condicidén necesaria y suficien

2 : “
te para que 9, sea un monomorfismo es que la clase de la 2—-extension espe-
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inducida por una presentacién librede Aen C , N+— F —¥A, (vease(2.1.

2
30)), sea cero en el grupo de cohomologia V (A/VA, V; C(A)).
A partir de aqui, diversos resultados relacionan los morfismos cambio de

variedad extensiones e invariantes de Baer. Entre ellos podemos citar

" ¢} es isomorfismo y ¢§ es monomorfismo para todo VA-modulo X si y solo

si ViC(A)=0",(2.6.5) .
" V1C(A)=0 siy solo si la clase de la 2-extensidn especial

N F
VICR) —

ViN,B) VF VA

es cero ", (2.6.6) .

" ¢ es isomorfismo y ¢§ monomorfismo para todo VA-modulo X si y solo si

toda extensidén (de tres terminos) de A en C es V-marginal ",(2.6.8) .

" Si C es equilibrada y A€ V es tal que todo A-mddulo es VA-médulo en-

tonces
VALY 2 HYALX) @ Ker(4m) , 070 .
En particular
' 1 1 2 2
VA, X)) =HA;X) vy VAX) = HAX) @ HomA(_\_/lg(A),X) W

(2.6.12) .
" Si Cy V son equilibradas y todo A-médulo es VA-mbdulo , entonces
o VA, X 2 H(A,) , n3o.

es un isomorfismo para todo A-mddulo X ", (2.6.11).
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"Si Cyv V son equilibradas y todo A-mbdulo es VA-mddulo, entonces

v C(A) =0 ", (2.6.14) .

Si G es un grupo, es bien conocido que los G-mbdulos a la izquierda son los
mbdulos a la izquierda sobre el Anillo Grupo 7(G),[126] . si V= V(®) es una
variedad de grupos y GEV , entonces los G-mbdulos en V ( VG-mddulos ), son

los mddulos sobre un anillo cociente de 7(G),[107]);explicitamente tal anillo es
Z(G)
e

, donde 1yG es el ideal bilatero de Z(G) generado por los elementos

fLw) ,i=1,2, « o« 3 weé Q; féHom(Fs» ,G)
donde 3, es la i—ésima derivada de Fox y Es es el grupo libre sobre el conjunto
Ix1, % 5 «oo
Este hecho se da en otros ejemplos algebraicos , y surge la cuestion de ofre
cer una demostracién suficientemente general de esto, de forma que incluya
las categorias algebraicas mas usuales.

En (3.1) se considera una categoria de interes C tal que existe un funfor

i € — Anillos

de modo que para cada objeto R de C exista una equivalencia de categorias

R-Mod. =2 /:R/hl

natural en el sentido descrito en (3.1.1),( En el caso de Grupos este funtor
seria el funtor " Anillo Grupo", Z( ), (3.2.2); en Algebras asociativas seria
el funtor " Algebra Envolvente", I——>T°® ,(3.3.2); en Algebras conmutativas
seria el funtor identidad A—> A,(3.4.2); en Algebras de Lie el funtor " Alge
bra Universal Envolvente', L — 1€,(3.5.2); en D-mddulos el funtor constan
te M——D,(3.6.1); etc ... ). Se considera una variedad V de C definida

por un conjunto de palabras $ , y para ReV " se demuestra en (3.1.8) que los



R-modulos en V o \_fR—médu.los son los moédulos sobre el anillo cociente
donde IyR es el ideal bilatero del anillo /\R generado por los elementos

/Xf(ai(w)) ,i=1,2, ... ;wéQ;féHomC(Fm,R)
siendo E, el objeto de C.libre sobre el conjunto { Xis X9 ,—. v y
9; . F ——>/YF 1la iésima derivada de Fox , ( Introducidas en (3.1.3)-).

El resto del capitulo tercero es dedicado a obtener resultados en diversas
teorias de cohomologia ( Eilenberg— MacLane, Hochschild, Shukla , André o
Quillen , Harrison, Chevalley-Eilenberg, cohomologia en variedades de grupos,
algebras, etc ... ) como aplicacién de la teoria general desarrollada en la

memoria.

Para la notacidén que se ha utilizado citamos como referencia a [141] .

El Prof. A. R-Grandjean me introdujo en el campo del Algebra Homologica
dirigiendo y orientando , desde entonces, mi trabajo. Hago constar, por ello,

mi agradecimiento.
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1. EXTENSIONES

1.1. SUCESION EXACTA ASOCIADA A UN EPIMORFISMO . INTERPRETA
CION DE H%s,E) .

(1.1.1) Sean B y D categorias y supongamos funtores adjuntos
D

Fl ]U(Olvido) W F—U .

B

con §: FU — IB y n: ]D —— UF la unidad y counidad , respectivamen
te, de la adjuncién_. B

Por esta situacidén se induce un cotriple , & = (G,8,e) , en g , donde

G=FU:B—B
§ es la counidad de la adjuncion
e =FnU:G —G2.
( vease , por ejemplo, [125]).
Siempre supondremos que el funtor de olvido U conserva y refleja epimorfis
mos.
(1.1.2) LEMA.
Si 0: B—» B es un epimorfismo en B tal que U(o) escide en p (osea
existe s: U(B) —> U(B) con U(s) s = 1), entonces los morfismos
) : "B — G (B
son epimorfismos escindentes en B para todo n> 1.
Dem.— Paran =1 setiene que G(0) F(s) = F(U(o) s) = F(IU(B')) = IgBy-
Y entonces para n»2 G1) AHEs) = @) ReD =G (D =1 .
(1.1.3)A los epimorfismos ¢ en B tal que U(0) escinde en D les llamaremos

epimorfismos D-escindentes.
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(1.1.4) Comoenl 18, p. 264 ], un objeto de B se dice &—proyectivo si es wn
retracto de algun G(B),para B objeto de B . Denotaremos EG a la clase de

epimorfismos en B asociada a esta clase de objetos G-proyectivos.

(1.1.5) PROPOSICION .
La clase 8@ es la misma que la clase de los epimorfismos D-escinden—
tes.
Dem.- Supongamos que o: B —* B' es D-escindente, sea s:U(B) —* U(B)
con U(o) s =1, y consideremos G(X), para X objeto de B arbitrario, y sea
f : G(X) —> B' un morfismo cualquiera

G(X) ;

B — B
Si v = §5F(s) G() ey: G(X) —* B, se tiene o §5F(s) G(E) gx = 83 F(U(0) )
G(E) ex=8 G() ¢ = [ &) ex= [,y ¥ hace conmutar el triangulo; luego o
esta en g@ .
Reciprocamente, sea o: B— B' en la clase 8@ » considerando el morfismo
810 G(B') — B', existira ¥ : G(B') —> B con oy= &', y como §zes D-escin

dente ( U(&) nygy = 1) es inmediato deducir que o es D-escindente.
]

(1.1.6) Denotaremos E‘D , 0 simplemente B' si no hay confusion, a la cate-
goria cuyos objetos son los epimorfismos D-escindentes y cuyos morfismos
son los cuadrados conmutativos en B

B —+ B

h 1 lh‘

B—PH

Y denotaremos D' a la categoria de morfismos en D que son retracciones,

sus morfismos seran los correspondientes cuadrados conmutativos en D .
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Se tienen funtores adjunt os

21
i ” U
El
donde U( B —— B') = U(B) —U(-O—)) u(B")
13¢9)

f
F( D ——D) = F(D) —= F(D"
En efecto, el isomorfismo de adjuncién ' F'—4 U' viene dado por
p'(h,h) = Cuth), uh')

siendo u el isomorfismo de la adjuncién F —U, (1.1.1) .

Denotaremos &' =(G',8',¢") ( & sihubiera lugara confusién Jal corres

pondiente cotriple en B'.
Notemos que

G(B—»B) = G(B)—G(B)

8 = (8,6
(B —PB') (B B')

E'(B —"‘HB') == ( eB,EB' )

(1.1.7) Si E:B—> Ab esun funtor a una categoria abeliana, se induce

un funtor
E': - Ab

definido por

H{B—eE) =

Ker ( E(B) =2 EB))

B —B)
E' hl h'l - EM)/E(0) , es decir el wmico morfismo que exis

Bz—“‘fc B2

te haciendo conmutativo el diagrama
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E"(O)*——* EB) — E(BD
. JE(h) lE(h')
E' ) E(B) — E(BY)
Si, dualmente, E : EO —— Ab es un funtor (3 E : B—— Ab es contrava

riante ), entonces se induce un funtor , E': E‘O —> Ab definido por
E' (B —B') = Coker ( E(B)—— E(B)).

(1.1.8) Siguiendo la tecnica de Barr-Beck en [18 ], para cada objeto B de B

su resolucién simplicial ( libre ) estandard es
§

L 8
v Z " Ce e AR —= .
G = -G ®_E G(B) CB) = 3«B) — B

]
con &= G $G

Si E:B > Ab, es un funtor a una categoria abeliana, aplicando este

funtor a la anterior resoluci4n simplicial se tiene el complejo simplicial aumen

tado en Ab
E(s)
E
EG.(B) = - -+ EGT™(B) ~ EGYB) - - + EGAB) (61)’13@( O, g
" = : G(B) T B) (B)
E(So)
que induce en Ab el complejo de cadenas
ml an 2 9
EGC™(B) —DEG®B) - - -  EG(B) —EG(B) — 0

donde 9, = (o Bla
La homologia de este complejo la notamos H (B,E)g , n>0 . Son los gru
pos de homologia de B concoeficientes en E relativos al cotriple &
Dualmente , si E es contravariante, obtendriamos en Ab el complejo de coca

denas



19

0 — EG(B) —> EGAB) — EG (B) —
cuya cohomologia. , Hn(B,E)@ , n>0 , da los grupos de cohomologia de B con
coeficientes en el funtor E relativos a &
La (co)homologia H( , )¢ es funtorial en ambas variables; osea ,respecto
a morfismos en B y transformaciones naturales entre funtores de coeficientes,

( vease, por ejemplo[291]).

(1.1.9) PROPOSICION .
i) H( ,EG)(E =EG vy Hn( ,EG)@ =0 ,n»l .

i) %1 0—E;— E1 ———-YEZ —— 0 es una sucesién de funtores
G -exacta ( es decir, que para cualquier B de B la sucesidon
g2 EOG(B) — ElG(B) — EZG(B) —>0

es exacta en Ab ) existe una sucesidon exacta larga natural
H{,BE) —3HA{, ,E J —3¥H (B
n(y t
BE. Bl - *»* —H{,E) ==
n—l( o)G o( 2)(}3 .
( Dualmente, para cohomologia si el funtor de coeficientes es contravariante)
Ademas, estas propiedades caracterizan, salvo equivalencia, a los funtores
H( ’E)(E’ como funtores en la segunda variable .

Dem.- [ 18, pag. 266 ] .

(1.1.10) Si E:B—>Ab es un funtor, por (1.1 .7),y analogamente a (1.1.
8) , para o : B— B' un epimorfismo D-escindente tendremos su (co)homologia

H(o,E') . con coeficientes en E' relativa al cotriple &', (1.1.6), a la que deno

@l
taremos'simplemante H(o,E)(B .
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(1.1.11) TEOREMA .
Si 0: B—HB' es un epimorfismo en B D-escindente y E :B—> Ab

es un funtor, existe una sucesidn exacta larga natural

—H (6. E) —H (B, BE).—H (B',E)
n (( n n (8

¢

A e . B', > .
Hn_l(o,E)@“—> HO( E)G— 0

Dem.- La resoluciéon simplicial de ¢ en B' inducida por el cotriple &'

sera
1 2
- & m) dtB) - - - ¢B) = AB)—B
Gml(o)’/ Gn(o)J/ 62(01 6(0) l ol
. JMeydey L. EB) T2 aB) — B

donde G'(o) escinde , por el lema (1.1.2), para todo n>1.

Notemos que las filas son precisamente las resoluciones de B y B' , res
pectivamente , inducidas por el cotriple &

Aplicando el funtor E' : B'—— Ab , tendremos la sucesidn exacta de com—

plejos de cadenas

@) — B EN— -+ 2EGE) —0
E(an(B))———)E(Gn(B))—% © ot SE(GB) — 0
BBy — BGYBY) — - - - 2 HGEB) —0

que nos induce la sucesidn exacta anunciada, ( vease,por ejemplo[141] ) .

(1.1.12) Como teorema dual al (1.1.11) tendriamos que "Si E:B——=Ab
es un funtor contravariant e, entonces existe una sucesion natural ,exacta lar-

ga, en cohomologia
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B —H B . — Hn_l(c,E)@

n n
! N
H”(B ,E)@——rH (B,E)(G—P H (o,E)G—"

(1.1.13) LEMA .

Dado un diagrama conmutativo

B, —B,

|

B —*B)
en una categoria con cuadrados cartesianos, considerando los pares nucleos

de las flechas se tiene el diagrama

o B g—™ @ o)
I O
5 ! | |
v

i T —
leB'lBl—————P 1 B

Se verifica, entonces, que los objetos pares nucleos de los morfismos in-
ducidos @ y B son iguales .

La demostracion es simple , aunque tediosa; es omitida.

(1.,1.14) - LEMA .

Si 0: B—*B' es un epimorfismo escindente en B , entonces para
cualquier funtor E : B— Ab , la sucesion 4

B(Bx Bx,,B) E_(TEEQ—_E(TInﬂz.)‘r—EwE(BXB,B) L) -E(gl (g £labg(m)
es exacta.

Dem.- Sea T1:B'—®B con ot =1; considerando el diagrama



22

E(B)(B BxB B) —‘———? E(B ,B) ——’ E(B) —— E(B'

///

E(BXB B)(B B) ——-?E(BXB B) ——E(B) —E(B")

donde s, =E(t), s;=E(w,Ig) y sp= E(wn, n,n ) , es facil comprobar que

ssd +s1dig=1.

1.1.15) LEMA .

Sea o: B—>B' un epimorfismo D- escindente, los morfismos

f1 y f5 inducidos en el diagrama

B, GBX. . G(BY==3 G(B)x G(B)——?G(B) —iG(B'

&(BY) G(B) G(B") D
1 ’
lfz ’ fll ) Sel S
ko)
Bx BB > Bx, B> B ——F
B z ‘g —
|
son epimorfismos D —escindentes.
Dem.- Consideremos el diagrama anterior en la categoria de olvido; note

mos que el funtor de olvido conserva cuadrados cartesianos.

Denotando s=nygyy ' =nygn), €s conocido que U(g) s = Iy ¥ U(sy) ' =
lyg) - ¥ -por la naturalidad de n se tiene que U(G(¢)) s = s' U(s) . Entonces
se tiene U(G(o) s Ulg) = ¢' Ulo) Ulg,) = ' Ulo) Ulqy) = U(G(e)) s Ulqy) y por
tanto existe un Gnico morfismo enD gy: U(BxB B) —2>U(G(B)x G(B,)G(B)), el

cual es facil ver que verifica U(fl) g1 =1.

Analogo razonamiento prueba que f, es D-escindente .

(1.1.16) LEMA .

Supondremos que la adjuncién F —]U , se factoriza por Gr=Gru-

pos, (Gr,G) o (Gr ,G) x Gr para algun grupo G y que D es Set = conjuntcs
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una categoria abeliana £ , (Set,S), (£,L1), (Set,S)x Set o (£,L) x £ .
Entonces para cualquier objeto B de B el morfismo
2
¢: G (B) ————>G(B)><BG(B)
inducido por el diagrama
2 & 8
G (B\) ——$G(B)—B
¢\\ v/ /a,
3
G(B)XBG(B)
es un epimorfismo D-escindente .

Dem.- Consideramos en D el morfismo S : U(G(B)XBC(B)) -—7U(G2(B))

definido como sigue ( notemos que U(G(B)XBG(B)) = U(G(B))XU(B)U(G(B)) )

s (g,8) = el )&~ MWa(B) U(%(B? UF(”U(B)) (e + UF(nU(B? &) -

Es mera comprobacién probar que U(¢) s=1.

a.1.17) DEFINICION .
Un funtor E :B——>Ab se dice BG—exacto a la derecha si para

todo epimorfismo o: B —l—?B‘eg la sucesidn

E(my_E
E(BXB,B) ME(B) —EE)

es exacta .

(1.1.18) TEOREMA .
En las condiciones de (1.1.16), si E :B——7Ab es \g@ —exacto

a la derecha,para cualquier o: B—#7B' , epimorfismo D-escindente se tiene

que

d
HO(O’E)(E = Coker ( E(BXB,BXB,B) P L BXB'B) ¥

Dem.- Consideramos el diagrama
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G(BYX, 5 G(BIX £ G(BI— B, B, B

N

2
G(B)X 2 G(B) G(B)XG(B' G(B) —?BXB,B

A1 ]

G (B), 2G(B)
2 N J,q; /
6 (o) G(B)XBG(B) G(9 o

g1
GAB) 2G(B) 5B
q
N v / |
G(B')XB,G(B')

donde X denota el objeto par nucleo de f; y q ( que son el mismo por (1.1.13))

{ v

N

Los morfismos f1 y f2 son D-escindentes por (1.1.15).

Ademas se tiene s : U(G(B)XBG(B)) —?‘U(GZ(B)) con Up)s =1,y
correspondientemente s': U(G(B')XB,G(B')) —)U(GZ(B')) con U(p) s = 1; si
endo facil ver que U(Gz(o)) s=9 q ,induciendose, en consecuencia, un morfis

G(B)
un epimorfismo D-escindente.

mo s : U(X) —7U(G (B)x 2 GZ(B)) verificando que Wy) s = IX . Asi y es

Aplicando el funtor E tenemos :
E(G(B)x, 5yGBX. GEB))— E(Bx Bx B)

d
B2 G B) —7 EGBX G8)) —3FEBx B)

/G(B') / ]G(B) /lB

£ (o | > EG(o) 1 > Ho(oE )
N(G ®)) = G (B)) : \,‘E @)
£670) E Qo) E(o)%
EG (B")) 7 E (G (B") 7 E (B')

Puesto que E lleva epimorfismos D-escindentes en epimorfismos el mor-
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fismo de la primera fila es un epimorfismo; como E(X) —?E(G(B)XGB,G(B)) -
—QE(BXB,B) es exacta y E@) un epimorfismo concluimos que la segunda fila es
exacta; Las columnas primera y segunda son exactas por el lema (1.1.14).

Es ya inmediato observar que existe un unico morfismo inducido
Yol E(BXB,B) — Ho(°9E)¢

y que este es el conucleo de d.

(1.1.19) Dualmente, si E es contravariante, en las mismas condiciones, se
tendra que

o
H (cf,E)(P = Ker ( E(BXB,B) _—?E(BXB,BXB,B)) g

(1.1.20) PROPOSICION .
Un funtor E :B——7Ab es gc—exacto a la derecha si y solo si se
verifica que H( ’E)G: E (WX ’E)(E =E) . ( En las condiciones de (1.1.16)).
Dem.-  Supongamos que H( ’E)G = E ; seaoc : B—+#?B' un epimorfismo

D -escindente, considerando

E®)
E(G(Bx,G(B) ——*7E(Bx,B)

2 BOPLE) —eeecd E(G%B)) B 4 E(%)
E6’ (o) Es | E®s) le®
2
EG (B » EG(B) ———+» E(B)

Las filas 22 y 32 son exactas y por (1.1.14) lo es la columna central; co
f, es D —escindente de (1.1.11); se sigue que E(f)) es tambien un epimorfismo,
claramente EGz(o) es un epimorfismo.

Es facil concluir, despues de lo anterior , que la columna de la derecha es

exacta. Asi E es E(B—exacto a la derecha .

Reciprocamente , si E es gG—exacto , para cada B de B se tiene el dia
2
grama EG(B) —7EG(B) —+ HO(B ,E)

H¢) $ I I ©
E(G(B)ch;(B))—a E(G(B)) —+¥ E(B)

G
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Como es D-escindente sera E($) un epimorfismo y por tanto© es un isomor-

fismo.

1.2 CATEGORIAS DE INLERED

(1.2.1) Consideramos una ''Categoria de interes' tal como en [ 139 ; esto es,
una categoria Cverificando los siguientes axiomas :

1) Existe un triple T en Sety( Conjuntos con punto ) tal que C es equiva
lente a la categoria de T-algebras Set;f .

2) El funtor de olvido U : C —> Setyx se factoriza por la categoria de
Grupos. Asi los objetos de C son grupos con estructura adicional .

3) Todas las operaciones en C son finitarias .

4) Existe un conjunto 9 que genera las operaciones de C formado por ope
raciones de orden uno{uﬂguﬂy operaciones de orden dos {wguhf . Supondremos
que six€Q tambien su opuesta = lo esta .

5) Para todo = ; ar(b+tc) =arb +arc .

6) Paracadaw vy, , w(@+b) =w@ +w) y wl@xb)=w@=b

7) Paracada = , a+(brc)=(brc)+a.

8) Para cada par ordenado de operaciones (*,*) , existe una palabra w
tal que (arb)+*c = w(a(bc),alch),(bc)a,(cb)a,blac),blca),(ac)b,(ca)b)) donde

la yuxtaposicién representa una operacién »".

(1.2.2) PROPOSICION .

Sea A un subobjeto de B en C , entonces A es un subobjeto normal

(1deal) de B si y solo si se verifica :

a Aes un subgrupo normal de B .
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b) awbe A paratodo a€ A y beB .
[ 135, pag. 290]

(1.2.3) Sea R objetode C , una R-estructura en C es una sucesidn exacta
corta escindida por la derecha
1
X +— E-Etv R s=1.
<<+ p
Un R-mbddulo es una R—estructura con X singular, es decir X es abeliano
como grupo y X%X =0 para todo » .

1
Si X +——=E —p—l?R es una R-estructura, considerando XeE eiel morfig
<% t

mo de inclusién, se inducen acciones de R en X por :
D rex=sr)+x-s)
i) rex= s(r)wx , para cada x
Notemos que si X es un R-mbdulo, tales acciones no dependen de la escisi-

6n elegida s .

(1.2.4) Un morfismo de R-estructuras ( R-mbdulos ) es un diagrama

i
X +—2F __B_L;
= es-—i—R
1T
x+—> ELeR
. - S
con ¢ i=1¢ , P é¢=p y ¢s=¢
Tenemos asi la categoria de R-estructuras ( R-mobdulos ) .
Observemos que ¢: X —> X' verifica
i) ¢ (r-x)=r¢x
ii) o(rax) = r#e(x) para todo ¥ .
y, ademas, ¢ esta determinado por ¢ pues o(x+s(r)) = ¢ (X)+s'(r). Por otra

parte si ¢: X —7 X' es un morfismo en C que verifica i) y i i), entonces con-

siderando ¢ : E —2E' definido por o (x+s(r)) =¢ (x)+s'(r) es un morfismo en
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C yelpar (¢, % d)hace conmutar el diagrama anterior , siendo por tanto un morfis
mo de R-estructuras ( R-mddulos) .
Concluimos asi que un mortismo de R-estructuras ( R-moddulos ) es un mor -

fismoen C ¢: X —»X' verificando i) y i1), osea que conserva las acciones .

(1.2.5) Supongamos dos R-estructuras ( R-modulos) X+—=E —»R y

X HE’gR , tales que las acciones inducidas de R en X,respectivamente,
coinciden. Entonces se sigue de lo dicho en (1.2.4) que IX: X —>»X es un mor
fismo de R—estructuras y obviamente un isomrfismo; esplicitamente se tiene el
diagrama conmutativo

N

X HE';—_—'_:R
y,asi , E Y B . concluimos que E esta determinado, salvo isomorfismo, por
R, X y las acciones de R en X. Denotamos E = X4R y le llamaremos PRODUC
TO SEMIDIRECTO de R por X.

Hablaremos de X como R-estructura ( R-mbdulo) suponiendo dado X{R .

(1.2.6) Para Re C la categoria coma (C,R) es aquella que tiene como obje-
tos los morfismos A —72R en C y como morfismos los triangulos conmutativos
A —2A
N
Un objeto grupo abeliano en (C,R) es un objeto A —2R tal que el funtor
( ,A) se factoriza por la categoria de Grupos Abelianos; un morfis—

H
MR
mo de grupos abelianos en (C,R) es un triangulo conmutativo

A A :
tal que £": Hom (,§ ) —2Hom ( ) ) es una transformacion natu-
- R
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ral de funtores a grupos abelianos.( veasel 211, o equivalentemente[Al D.

Tenemos asi la categoria Ga(C,R), de grupos abelianos en (C,R).

(Y:2:7) PROPOSICION .
Existe una equivalencia natural
¢ : Ga(C,R) ¥ R-Mod.
para cada R de C. ( R-Mod. es la categoria de R-mbdulos como en (1.2.4)).
Dem.- [135, pag. 294 ] . Destaquemos que si X +—?X1R;_p—_‘>‘_R es un R-md
dulo, entoncesel correspondiente objeto grupo ableliano en (g,SR) es X§R—>R,

estando definida la suma en Hom (OA, XiR) por
CR¥
= R
(p+9) @ =¢@ -soa)+¢'(@ , ae€A.

(1.2.8) Como C es una categoria exacta, en el sentido de Barr [14] , la
categoria coma (C,R) tambien lo es y Ga(C,R) es una categoria abeliana, [14]
Asi R-Mod. es una categoria abeliana .

En C se verifica que limites directos conmutan con limites finitos [146, Teo
rema 11.5.7 ],podemos entonces asegurar que en (Q,R) productos finitos conmu
tan con limites directos ( Notemos que productos en (C,R) son productos fibra-
dos en C y limites en (C,R) se obtienen como en C ) . Resaltemos tambien
que (C,R) es completa y cocompleta , puesto que C lo es al ser tripleable so-
bre conjuntos [ 83, Teo. 32.12y 32.14 ].

Se deduce entonces [15,Teo. (7.3)y Cor.(7.5) ] que,siendo

] : R-Mod. = Ga(C,R) —=2 (C,R)
el obvio funtor inclusidn-olvido, este es tripleable . En partiéular, se tiene
una adjunciéon R
DRl T]

R-Mod.
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Deducimos como consecuencia que R-Mod. es una categoria completa.

Puesto que tanto (C,R) como R-Mod. son categorias exactas, la clase de epi
morfismos regulares y la clase de los monomorfismos constituyen un sistema de
factorizacién , respectivamente en cada una de ellas. Claramente DR conserva
epimorfismos regulares y Barr [ 14] prueba que ] tambien los conserva( es e~
exacto ), asi ] DR conseva epimorfismos regulares; se sigue de[15]que la
categoria R-Mod. es cocompleta.

Podemos asegurar tambien que R-Mod. tiene un generador proyectivo; en
efecto, es facil ver que F(r),rcR es un conjunto generador en (C,R), enton

. F(r)

ces {DR( F@)y i reR} lo es en R-Mod. y por tanto f‘L&lR DR( + ) =

FU(R
DR( J,( ) ) es un generador en R-Mod. y claramente proyectivo .
Como consecuencia la categoria R-Mod. tiene suficientes inyectivos respec

to a la clase de todos los monomorfismos, ( vease, por ejemplo [ 130, Teo. 3.2].

(1.2.9) Dada la adjuncion
Setn
F l? U( olvido)
C

denotaremos & =(G,8,e) al correspondiente cotriple inducido en C.

(1.2.10) En orden a un tratamiento simultaneo de la cohomologia absoluta y
relativa, podremos suponer que , eventualmente , se tenga una factorizacion

Set

E lT U
FEﬁU£
c
donde £ es una categoria abeliana ( por ejemploymédulos sobre un anillo).

En este caso denotaremos &g=(Gg,8 , ) al cotriple en C inducido por

la adjunciéon Fg— Ug
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(1.2.11) Para R objeto de C, se tienen funtores

(Sety, UR))
FRl T Ur
(C, R

§
con Up( A—R) = U(A) —>UR) y Fg( s8> UR)) = F(S) E—(—%)FU(R) —>R;
].Beck [21 ,pag.60] prueba que estos son adjuntos y UR es tripleable.

Mas en general, si se da la situacién (1.2.10) , se tiene la factorizacidén

(Set,, UR) )
R U
(£, Ua(R)

Fer Ugr

y Ugpg es tambien tripleable.
Denotaremos por G ( Ggpr) al cotriple en (C ,R) inducido por la adjuncion

FR—IUR ( F£R—“‘{ U£R )

(1.2.12) De acuerdo con (1.1.4) , en (C,R) tendremos la clase de epimorfis
mos g(BR ( g@£R)’ osea la clase de epimorfismos escindentes en IZ i?.;r;s—
pondiente categoria de olvido; no presenta dificultad comprobar que \R/
esta en dicha clase si y solo si A —#B es sobre ( £-escindente ).

En la categoria R-Mod. tendremos la clase € (Eg) de todos los epimortis
mos ¢: X —7Y tal que ](d))(igGR (EG£R) . Es facil probar que¢e E &
siy solo si ¢ es sobre ( £ —escindente) como morfismo en C .

Denotaremos JZ (L"{£) a la clase de monomorfismos en R-Mod. asociada a
la clase de epimorfismos & (Eg), osea. C’&) es la clase de monomortismos
que son nucleos de los epimortismos de la clase g (&¢), (vease, por ejemplo,

[130 ). Es inmediato observar que _((es la clase de todos los monomorfis -
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mos y 1/;: la clase de los monomorfismos de R-mbddulos £-escindentes ( osea
que sus correspondientes olvidados son secciones en £), notese , para estg que
en R-Mod. todo epimorfismo es regular y el funtor UgR ] conserva epimorfis-
mos regulares y al ser £ abeliana todo epimorfismo es conormal .

Tal como se vio en (1.2.8) /{ es una clase inyectiva. En algunas cuestiones
sera de interes suponer que la clase (,"Zfl es tambien inyectiva; asi como que

el funtor Dy conserva epimorfismos £-escindentes .

(1.2.13) Sea X una R-estructura (R-mddulo ) y f: A—>R un morfismo en

C , entonces X es una A-estructura ( R-médulo) " via ' mediante el diagra

ma cartesiano

& =y XQAu—»A

—

+—r X$R R

—iy
<
siendo las acciones de A en X :

1) a.x = f@a)-x

i1) awx = f(a)¥x para todo ¥ .

(1.2.14) Sea L un ideal de R en C, considerando el diagrama cartesiano
L+—>R R —R
RA,

|1

L4 —ip =

se obtiene la sucesion exacta corta escindida a la derecha LHRXR/LR LPig
S
con s =(g,Ig).
Asi L es una R-estructura ( R-méddulo si fuera singular ), a la que diremos
que es " R-estructura por conjugaciéon'’; las acciones de R en L,puede verse
sin dificultad , son

i) r*l=r+1-r

ii) r#l =r»l en R , para cada #.
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Notese que L es central en R si y solo si las acciones por conjugacién son

triviales ( es decir r-1=1, r¥l =0), locual es claramente equivalente a que
RXR,/LR =LxR .

(1.2.15) Sea L una R-estructuray f:R —+»R' un epimorfismo sobre tal que
Ker(f) actua trivialmente sobre L, entonces L es, de forma inducida, una R'-es
tructura.

En efecto, consideremos el diafg;rama
Ker(D)

]
L +—>4R 2R
S
6 j)i , i
E >R
donde E = Coker(s j)y p el morfismo inducido por p. Como Ker(f) actua trivi

almente sobre L es facil deducir que Ker(f) es un ideal del producto semidirecto

YR, y entonces el cuadrado
4R —?R

-

es bicartesiano. Tenemos asi la sucesidn exacta corta L +2E ‘EL'_:‘_"R‘ , escin
dida a la derecha con el morfismo s' inducido por s. Y L es una d R'-estruc-
tura con L4R' = E.

Es inmediato observar que las acciones de R' en L son :

r.l=r-1 ,sif(m)=r.

i) r#l=rx%l ,sif(r)=r , paracada ¥.

(1.2.16) Sean L y L' dos R-estructurasy ¢:L —>1' un morfismo de R-estruc
turas , sean M = Ker(®) y N = Coker(e) en C; entonces M y N son R-estruc-

turas, y son el nucleo y el conucleo de ¢ en la categoria de R-estructuras (R-
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mbédulos, si L y L' lo fueran ).

En efecto, M es R-estructura por la fila superior del diagrama

15
M +— LIRx o R —

R
l l (s,Ip)
m

L+—> IR ——> R

N

' —> LR ——+>R
<+

R

Para N, sea 1 la clausura normal de Img(¢) en L', asi Coker(¢) = L'/1 en
C, facilmente se ve que I es normal en L'JR y N es R-estructura por la fila in-

ferior del diagrama

Es trivial comprobar que M y N son , respectivamente, el nucleo y el co-
nucleo de ¢ en la categoria de R-estructuras .
Como consecuencia, una sucesién de R-estructuras ( R-modulos )
M —>rM—7M3
es exacta en la categor-ia de R-estructuras ( R-mddulos ) si y solo si es exacta

en _C_

(1.2.17) Sean Ly K subobjetos de Ben C,y [L,X] el subobjeto conmutadar
correspondiente. Por [84,Teo.15] este es el ideal de LYK generado por el
conjunto de elementos {k+1—k—1 , k*1;1lelL, keK y todo *'( .

Supongamos que L y K son ideales de B con LCK; en particular, L es B-es



35

tructura por conjugacidén y es facil verificar que [L,X] es un ideal de I1B, te
niendose por el diagrama

[L,XK]—=IL,X]

b, ol
I +———7LiB (_—i:gﬁ
T¥ *”[?%ﬁ ?

L ) . ; L LB
e - 1 gre=dl} = ==,
que L.X es un B-mbddulo ( Obviamente es singular ) con [L,K]iB L.x

(1.2.18) DERIVACIONES .

Sea X un R-mddulo; en XdR , siendo s: R—>XJR una escision de la préyeg
ciébn p : X§JR —?R y considerando XeX4R, todo elemento se expresa de manera
unica en la forma x + s(r) con x€X y reR.

Consideremos la aplicacién £: X4R —7R tal que £(x+s(r)) = x.

Notemos que en el caso que el funtor de olvido se factorice por la categoria
abeliana £, (1.2.10), se tiene claramente U£(X3R) =Up(X@Ue(R)y € es la
correspondiente proyeccién en £ al factor Ug(X); asi g es morfismo en £ .

Se verifica :

a) tle+e) =g(e) + (e +g(e) -o)
b) t£(exe) = g(e)¥e + e¥ele') , para todo % .
o) glwe)) =w(t(e)) , paratodo w .

para cualesquiera e, e & X4R .

En efecto :

e+e =£(e) + sple) + g(e") + sple) = g(e) + sp(e) + £(e") - sple) + sple) + sp(e')
= &(e) + spe) + £(e') - sple) + sple+e’), luego

tle+e') = £(e) + sple) + £(e) — sple) = g(e) + (gle) + (sple) +g(e) sple)-&e))

= g@+(e+g(e)-e).
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exe = (E(e) + spleN#(E(e) + sp(e)) = Ee)¥sple) + sple)¥i(e) + sple¥e)),

luego
g(exe) = £(e)¥sple) + sple)¥e(e) =
= g(e)ye +exige) .

Por Gltimo , w(e) = w(g(e) + sp(e)) = W &(e)) + splwle)) , luego E(w(e)) =
=uE(e)) .

Notemos que X es un X4R-moédulo via la proyeccidén p , osea X4§R-moddulo
por conjugacién segun (1.2.14). Las propiedades a), b) y ¢) expresan que

£ es una derivacidon de X§R en el mddulo X.

(1.2.19 DEFINICION .

Sea X un A-mbdulo en C, se define una'derivacién' de A en X co-
mo una aplicacién ( morfismoen £) d: A —7X , tal que

a) d(a +a')=d@) +a-d@")
b) d(a ¥a') = d(a)*a' + a%d(a') , para cada ¥.

w(d(a)) , para cada w

) dw(@))
Notaremos Der(A,X) al conjunto de las derivaciones de A en el A-modulo X.
Si d y d son derivaciones de A en X, su suma d +d definida por

(d+d) @) =d@ +d@)

es tambien una derivacién , y el conjunto Der(A,X) , con esta operacién de

adicidén, es un grupo abeliano.

, 0
Ademas, si suponemos X un R-mdduloy A—=2R (C,R), con lo que X es

A-mbdulo via 6 , para cualquier morfismo en (G,R)

h
B—2A

R
se verifica que d h : B—2 X es una derivacién, para cualquier derivacion

d : A—7X, siendo evidente que (d+d)h=dh+d h.
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Se tiene asi un funtor, para X un R-mbdulo,

Der( , X) : (g,R)o——rAb (Grupos Abelianos ).

(1.2.200 PROPOSICION .

Existe una equivalencia natural

)
PO
R

Der( ,X) = Hom(g’R)

de funtores a Grupos abelianos, para X un R-moédulo .

Dem.- Sea A—2>R€(C,R), probaremos primero que existe un isomor-
i A x4
fisme Der(A,X) = Hom Cis ,‘A).
(C,A)
= A A ¥
A —>X3A

Consideremos &: X§A —¥A , como en (1.2.18). Si \A/ es un
morfismo en (C,A), definimos dy =gv: A —>X, que es una derivacion de A
en X al serlog .
Reciprocamente, si d : A—¥X es una derivacién, sea V4 : A —7¥ XJA defi
nido por y4(a) = d(@) + s(@) ; vq es un morfismo en C :
vg(a+a’) = d(a+a') + s(a+a') = d(@)+ a-d@@) + s@ + s(a") =
= d@) + s@) + d@") + s@@) = ¥@a) + ¥d@a") .

Vd(axa') = d(axa') + s(ava’) = da)va' + awd(a') + s(a)rs(a) =
= (d@@) + s(@) = (d(@) + s(@)) = ygla)wypg(@) .

b(w (@) = dlw @) + s(w @) =w(d@) + s@) =w¥4a)

Facilmente se prueba que d\vd =d vy ¢d¢ = ¢ . Ademas ‘j’d+d'(a) = d(a) +
s(a) - s(@) + d(@) + s(@) = (¥g +¥g)@) ; osea ¥y o = Vg +Vg -

Ahora, la propiedad universal del diagrama cartesiano

X +—¥XJA A

|

—y
X +— X4R R
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implica el isomorfismo

t

)

XIR
4
R

~ -

A x4
Hom(g’A)( ,}\, }\A) = Hom(g’R)(

‘ - A XIR
y concluimos que Der(A,X) = Hom(g’R)( I%, & )

d ———1l

1.3. COHOMOLOGIA Hn(A,X)(£) . SUCESIONES EXACTAS .

Sea C una categoria de interes, (1.2.1). Siendo R objetode Cy X un
R-mbdulo, tenemos el funtor de coeficientes
Der( ,X) : (C,R) —7 Ab.

Definimos los funtores de cohomologia absoluta  relativa a conjuntos )

1, = HC,Der( ,X)) nzo
Gr

y ,caso que se de la situacidn (1.2.10), los funtores de cohomologia relativa a

£

H'( ,X)g = H'(, Der( ,X)) n%0 .
Eer

' A
Para A — R € (C,R) , denotaremos a Hn(‘L,X)(;;) por Hn(A,X)(£) a
R

Destaquemos que si ¢: X—>Y es un morfismo de R-mddulos, este induce
una transformacidén natural ¢,: Der( ,X) — Der( ,Y); asi Hn(A,X)(£) es

funtorial tanto en A como X.

(1.3.1) PROPOSICION .
Si X+2Y —e-:f-?Z es una sucesidn exacta corta de R-moddulos, con
ect (&:) ( es decir escindente en la correspondiente categoria de olvido, tal

como se vio en (1.2.12)), entonces existe una sucesion exacta larga natural
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0 —?Der(A,X) —ZDer(A,Y) —Der(A,Z) -—?Hl(A,X)

1
O (A’Y)(E)_

—H(A,Z) ) —7HA, X

(E)
para A —7?R&(C,R) .

Dem.- Como la sucesidn de funtores
X4R Y4R Z{R
— Sand £ § =1 g ==
0 Hom( »y » ¥ MRy Y Mm% 7
= R = R R
es G(£)R~exacta, la proposicidn se sigue de (1.1.19), teniendo en cuenta que
X4R >
el funtor Der( ,X) = Hom C, é ) es E ( E ) —exacto a la derecha
GR)Y " ¥ Cr  “Ggep

( para esto, observemos que si c:A—# B es un epimorfismo conormal en C

. : o
el diagrama AxBAj?A——Q’*?B es coigualador ) y por tanto H (A,X)(£) =

Der(A,X) , para cualquier R-modulo X .

(1.3.2) PROPOSICION .
. A -%#B . . 5 :
Si \Rz es un epimorfismo en la clase E(ER (E(B£R) , osea

con o sobre ( £-escindente), exXiste una sucesidon exacta larga natural, pata

cada R-moddulo X

0 —?Der(B,X) — Der(A,X) ——7HO( U,X)(£) ———?HI(B,X)(£) E—
1 1

= A,X —H (6,X e

H™( )(£) (o )(£)

Dem.- (1.1.12) .
1.3.3 PROPOSICION .

. A -%>B _— .
Si \R‘( es un epimorfismo sobre ( £-escindente) y L = Ker(o)

se tiene un isomorfismo natural, para cada R-modulo X
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H%o,X) = Hom NOBY

£
donde HomA(L,X) es el grupo de los morfismos de A-estructuras de L en X, si—

endo L A—estructura por conjugacion y X via A —2R .

Dem.— Por (1.1.18) tenemos que
*
o Ax A X4r . d Ax Ax_A XJR
H(O,X)(£)— Ker(Hom(g’R)( %3 ’ﬁ )—-—?Hom(C_’R)( Bl‘!B i g ) )

_ 3 0 v
con d = (n,,m) - (ny ) + (my,m)

Entonces si f&H (0,X) definimos hg : L —»X por

£y
h(1) = £(1,0)
Suponiendo que el R-mddulo X es X+7 XR;_B“_-PR como hasta ahora, se tiene
que p f(,0) =o(l) = 0 de donde f(1,0)€X. ) Claramente hg es morfismo en g
siendolo ademas de A-estructuras :
-~ hg@@-D =f@a-1,0) =f(a+l-a,0) , pero como f(a,a)-f(a,a)+f(a,a) = so(a), se
ra f(a,a) = so(a) para cualquier a de A, entonces -f(a+l,a) + f(a+l-a,0) =
= f(-a,-a) ==so(a) de donde f(a+l-a,o0) = f(a+l,a)- so(a) , y analogamente se
ve que f(a+1,a) = s o(a) + f(1,0); luego f(a+l-a,0) = s o(a) + £(1,0) -so(a). Conclu
imos asi que hg(a-1) = a-hg(D).
hg(a#D) = f(a=l,0) = f(a,a)»f(1,0) = s o(@) »hg(D) .
Reciprocamente, dado he HomA(L,X) definimos f}: AxBA —> X{R por
fi(a,a") = h(a-a') + s o(a)
Es mera rutina comprobar que fh es morfismo en C, por ejemplo para cual
quier » '
f( (a,a)w(ay,a') ) = flary ,a'»a) ) =h(@ara;-a'~ray) +solarap) =
=h(axay-a'ra;+a'sa; —ara} )+ solarq) = h((a-adxa;+ a'=(a;-a) ) + so(a» g)=

= h(a-a)# s oa;) + so(@) ¥h(a;—a ) + so(a * g ) = (h(a-a') + so(a)=(h(g -a}) +
+ solg)) = th(a,a )= fy(ag,a') .«
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Ademas th.HO(O : X)(£) pues

d (fh)(ao’al saz) = fh(ao 9a1) = fh(ao,az) + fh(al ,az) = )

Il

h(ao—al) = h(ao—az) + h(al—az) +so(a) =

I

a =s i (@ ,a_ ,a N
55(0) L(Oa 92)

1
Claramente  hg,p = he + hy . Y fhf(a,a') = f(a-a',0) + so(a) = f(a,a"), por
tanto fhf ={ y es inmediato que hfh =h . Lo que acaba de demostrar el isomor

fismo . La naturalidad es inmediata .

Notemos que tal como se vio en la demostracion de (1.1.18) se tiene el dia-

grama :
B X1 A X4R_ nl-1t) A XIR
O—rHom(gyR)(%, tR) ———7Hom(9R)( 1%’ J'R )——7Hom(9R)( AEB " %{ )
A
LR 73

y , por consiguiente, el morfismo ¢ sera ¢ (g)() = ) (g) A,0) = g() - glo)
=g(l);oseaqued (g =g/L:L—>X.

(1.3.4) COROLARIO .

B - : :
i A\ g€ esun morfismo en (C,R) conoun epimorfismo sobre ( £-es

cindente) , L = Ker(o) y K = Ker(A —%R). Existe una equivalencia natural

HY o0 gy = Homg TL_L,TG’ )
para cualquier R-modulo X .
Notemos que [EI—:—}-{-] es A-mbddulo por (1.2.17) y en consecuencia B-mddulo
por {1.2.15 ).
Dem.- Sea q:L—¥2 EI:—K] la proyeccidn canonica. Es inmediato ver

: L : »
que si ¥ : L.X] — X es un morfismo de B-mbdulos , entonces $q:L—7 X

es morfismo de A-estructuras; podemos asi definir la aplicacion
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Hom (7 + X0 — Hom (1,30
tal que V2> V¥ q . Esta es claramente un monomorfismo de grupos abelianos
y ademas es sobre, en efecto si ¢: L —7X es un morfismo de A-estructuras,
entonces
o(k+l-k-1) = o(k+l-K) — oD = k- oD - (1) = ofl)* (D) - &) = «D- &) = 0
ok = kro(D) = o)D) = o »D =0
por tanto ¢ se factoriza a traves de q por un morfismo que evidentemente se—

ra de B-modulos .

(1.3.5) COROLARIO . ( Sucesién de 5-terminos) .

(o)
A —»B
Dado \‘RI en (C,R) , con o sobre ( £-escindente ) y siendo

L = Ker(o) y K = Ker(A—?R), existe una sucesidén exacta natural

0 —¥ Der(B,X) —7 Der(A,X) — Hom (g » 0 — 7 H(B, X) (7 HAL Xy
para cada R-mbdulo X.

Dem.- Esta es parte de la sucesidén larga (1.3.2), teniendo en cuenta el
corolario (1.3.4).

La anterior sucesibén de cinco terminos nos va a parmitir mostrar como el
grupo de cohomologia Hl(A,X) ( Hl(A ,X)£) se puede interpretar como un gru-
po de extensiones. ]J. Beck en[21] prueta, en un contesto mas general, que
este grupo uno de cohomologia es isomorto al grupo de los " objetos pricipales
homogeneos ' ( K(A,1)-torsores en la terminologia de Duskin , que tambien
prueba dicho resultado en [371) y, se puede demostrar que estos corresponden
a las " Extensiones Singulares" que aqui tratamos,siendo esta demostracion
bastante laboriosa. La demostracion directa de que el primer grupo de cohomo-

gia clasifica extensiones singulares, que aqui se da, es corta y conceptualmen

te simple.
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1.4, Hl(A,X) ) y EXTENSIONES SINGULARES .

(£

Sea A objetode C y X un A-mbddulo; si X+P»E —%»A es una sucesidn
exacta corta en C , podemos considerar , en conjuntos, una aplicacién
s: A—»>E tal que os =14 , v definir acciones de A en X por
i) a-x =s@@) +x - s@)
ii) awx = s(a)®¥x , para cada ¥ .

Es facil ver que estas acciones no dependen de la escision elegida s

(1.4.1) DEFINICION .

Una " Extensidn Singular' de A por el A-mddulo X es una sucesion

exacta corta
X +—>E —A (9sobre)

tal que las acciones de A en X inducidas por esta, como anteriormente, co
incidan con las dadas segun (1.2.3); o dicho de otra forma , que la estructura
en X de A-mddulo de acuerdo con (1.2.15) y (1.2.14) sea la estructura dada.
En el caso que el funtor de olvido se factorice por £ , (1.2.10), llamare
mos £-—extensidn singular a una extensidn singular X +—>E “ZrA tal que

el epimorfismo osea £-escindente.

(1.4.2) Dos (£)extensiones singularesde A por X, X +2E—+A ,i=1,2

son equivalentes si existe un diagrama en C

X +—2E1 —+7A

N

X +7E)—7A

( h sera un isomorfismo ).

Denotaremos [E] a la clase de la extension E, y E(A,X) (E(A,X)_ )

Xe)

al conjunto cociente de clases de extensiones singulares de A por X .
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(1.4.3) PROPOSICION .

Sea [E: X PE %Al € E(A,X)<£); si f:A'—7A es un morfismo
en Cy ¢: X—>Y es un morfismo de A—mbdulos, existen (£)extensiones, uni-
cas salvo equivalencia, X +vEfl P A e Y+PE —%7A , de A' por X y de

A por Y respectivamente, tales que se tienen diagramas conmutativos

E: x+—>Ef——»A' . X+—>E-Z»A

Ll AL

E Y +>E, T A

Dem.- Para el primer caso, notemos que cualquier diagrama de ese tipo
en C es cartesiano ( el cuadrado de la derecha) y por consiguiente la unica
extensidn posible es aquella en que Efz EXAA' . Para esta, una escision eﬁ
cajuntos ded' es s =(st, Ip) si s loesde® ; entonces se tiene

D a-x= (sfa,a)+ (x,0) -(std',a) = (sta' + x - sfa', o) = f@) ¥

ii) a'wx = (sfa',a)%(x,0) = (sfa'¥x, o) = f(a)# x , para todo ¥
que son precisamente las acciones de A' sobre X ( X es A'-mbddulo via D) .

Es evidente que si E es £ —escindente Ef tambien lo es .

Para el segundo caso, veamos su existencia. Y sera un E-modulo viaod ;
sea q: Y{E —#E, el morfismo coigualador de \Y Y'lE notemos que

al ser ¢ morfismo de A-modulos el conjunto{cbx—_six , XE Xt e$ un ideal de
Y4E

Ey E¢ = —— 7

HEY B = Tsix]

. . X S B ———HA
Se tiene el diagrama

____QA
donde E —>Ep = E+¥YIE —WE4 ¥ Y —>E4 =Y ++YE —7E ;

5 es el morfismo inducido por op: YIE —FA.
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No presenta dificultad comprobar que 0 es sobre (£-escindente) y que la
sucesion Y +%E4 —#» A es exacta corta.
Ademas siendo g =q 5 , es inmediato que g s es una escision de o, y
i) gs(@ +y-gda) = q(s s(@+y- s s(@a)) = q(s(a) y) =qla-y) =a-y
ii) gs(a)xy = q( s s(@)#y) = qlaxy) =axy , para cada *.
Con lo que Y +>»E —#»A es una (£)extensi 6n singular de A por Y.
Para su unicidad, si suponemos otra Y+Z7E —E;?A con
X+—7E —2A

Lok

Y +2E—PA ‘
conmutativo, definimos h: YJE —>E por h(y + s(e)) =y + g(e); es mero cal-
culo comprobar que h es morfismo en C, por ejemplo, para cualquier =

h( (y+35e)*(y'+5€'))

I

h(yxse' + Sexy + Sexse' ) =

1

yxse' + Sexy + dexgde' =

yroe +oe xy + dewge =

= yrgde + gdexy + derxge =
= (y+ge)x(y'+ge') =
= h(y+Se)xr h(y+3e') .
Y como hs(x) = ¢(x) =¢(x) para cnalquier x X, se induce un morfismo
h' : Eg —>Econ h' q =h; entonces & h' q = o qde donde J b= . El diagra

ma
Y +> Ep —>A

|l

Y +—E —-A

conmuta y la extensidén Y +—E4—+"A es equivalentea Y +—E —>A.
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(1.4.4) ( Suma de Baer de extensiones singulares)
=
Sean [E : X +5E; —+Al , i=1,2, dos clases de (£)extensiones

singulares de A por el A-mbdulo X; considerando el producto fibrado EleEz

se tiene la sucesidn exacta corta XxX —f—?'EleEz ~Z#A cono= oj 7 . siendo
m;-las correspondientes ‘proyecciones. El conjunto y(x,—x), xeX } tacilmente
se ve que es un ideal de EleEz y denotaremos Elxji(Ez al correspondiente
objeto cociente.

Se tiene , entonces, el diagrama de filas y columnas exactas

X X
ap |

XxX +—>Eqx, E) —+7A
+ 3 c - H

X '1~—‘>E1XXE2 —U‘f'?A
A
donde + : XxX—>>X es el morfismo +(x,x) = x+x . ( es morfismo al ser X sin-
gular ).
La sucesion X ﬁElx;(EZ_BA es una extension singular de A por X, a la
que denotamos Eq+Eg; y definimos [E] +[E)] = [E1+E2]. Esta es unaopera

ci6n de adicidén en E(A,X) bien definida, es claramente asociativa y conmu

(£)
tativa y es inmediato de comprobacidn que la clase 0 =[ X +>X{A —+"A Jes un

cero para esta adicion .

Asi, E(A,X) es un monoide abeliano con elemento neutro O.

(£)

(1.4.5) Es facil probar que, para X un A-moéduloy €: A' —72A un morfismo

en C , que la aplicacion inducida segun (1.4.3) £ EA,)O(D—ﬁE(A',X)(D,

tal que £ [El) = [Ef], es morfismo de monoides abelianos con cero; y analo
gamente, que si ¢: X —>Y es un morfismo de A-mddulos la aplicacién inducida

por (1.4.3) X E(A,X), .. —>E(A;Y), ., tal que ¢£[_I§]) =[B] , es tambien

(£) (£)

morfismo de monoides abelianos con cero.
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Entonces si X es un R-mddulo, se tiene un funtor

E(,X) ((_Z,R)o——-—,> Monoides abelianos

)’
tal que a cada A —>R (C,R) le asocia el monoide E(A,X)(£),siendo X A-mo

dulo via A—>R, y a un morfismo N en (C,R) el morfismo h* , tal como

RZ‘
se dijo anteriormente.

Ademas, un morfismo de R-mddulos ¢: X —>Y induce una transformacion

natural ¢,: E(C ,X)(£) ) § ,Y)(£)

1.4.6) TEOREMA .
Para cada R-mbédulo Xy A —>R  (C,R), E(A,X)(£) es un grupo

abeliano y existe una equivalencia natural

~ 1

Dem.— Sea IE:X+—>E—Ale€ EQA,X), ., ,por(1.3.2)y(1.3.3) se

= (£
tiene la sucesidn exacta
Y 1 1
H X,X) —>H (A X —> E,X
omE( ) ( )(£) H( )(£)

definimos A[E] = «1.) . La naturalidad de la sucesion implica que & {E | no de-

E X
pende del representante tomado en la clase.

1 :
Si veH(A,X) , consideremos P > a , una presentacion G(£)-pro

(£

yectiva de A, y sea L = Ker(q); tendremos la sucesidon exacta

12 il
HomP(L,X) —> H (A,X)(£) ——>()

y por tanto existe f¢ Hom_(L,X) tal que V'(f) = v. Consideramos el diagrama

P
TR
£| "xapj(
g{/ X

+——FE —FA

cuya construccién es analoga a la realizada en la demostracion de (1.4.3),
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. AP ; .
Osea X1P —® E es el coiguaiador de Lf TSY1P , los mortismos de la fi-
la inferior son los correspdndientes inducidos y , como alli, X +—=E —A
es una extensidén singular de A por X; y puesto que el cuadrado

Hom (X, X) Vs ataLn

" £)

; |

Hom (LX) —Y>1kA,%
-P L] 9 (£)

es conmutativo, se sigue que \L(IX) = ¢t (IX) ="' =v . Conloque a[X+
—>E —>A] = v v Aes sobre .

Si [Ei : X +E; —ﬁb‘A], i=1,2, son dos clases de (£)extensiones de A
por X, se tienen diagramas

[ —> P —

fil gi;

X —>E4

IT
— A
que inducen

Vi 1
HomEi(X,X) == H (A,X)(£)

'l
1

o1
HomP(L,X) — H (A,X)(£)

con lo que A [Ei] = ¢'(fp.
Sea [Ell + [EZ] =0 X -l—‘fElx;\(EZ-—?f?‘A], como en (1.4.4), los morfis-
mos g; inducen el morfismo (gl,gz) i P —7"E1XAE2 y consideremos el morfis—

mo g=c(g,8):P ‘—>E1)(;(E2, es inmediato que el cuadrado

L. W |

conmuta y sea f : L —>X el morfismo restrccién de g; por la conmutatividad
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de
1
X X X 3 9
HomElx Ez( , X) H (A x)(£)

i); A

'l

f

o (LK) =t BlA 1)

P £

se tiene que A ([Eq] +[Epl) = v'(® .
Pero f() = c( f1(1),E,) = {1 D) + tr(1), osea f=Ff1 +1fy y
aClEd + [E2]) = v(® = Pr(Ey+E) = ' + ') = A[E] +4[Ey] . Con
lo que A es morfismo de monoides.
Es inmediato que 4(0) = 0.
Y, si suponenemos que A [X+—>E —#A] =0, considerando la sucesion
exacta
Der(E,X) = Home. i : X;:A) —> Hom (X, ) -—“’—?Hl(A,x)(D
E,—hjxm

como ¥(Ix) =0 existira un morfismo en (C,A) Ny con ¢(h) =1,

X
osea , segun se vio en(1.3.3), tal que h/X = IX; se tiene entonces el diagra-

== X +>E —A

I

X +—XIA—T A
y [X+>E—Al=0.
Concluimos entonces que A es un isomorfismo de monoides con cero, y ,

a posteriori E(A,X)(£) es un grupo .
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1.5. INTERPRETACION DE Hl(o ,X)(£) COMO EXTENSIONES

La demostracidn que ofrecemos de como el primer grupo de cohomologia de
un epimorfismo con coeficientes en un mdédulo, Teorema (1.5.26),requiere el
estudio de una convenien{e teoria de cohomologia en una categoria auxiliar que
introducimos a continuacién; a ello estan dedicados los apartados desde (1.5.1)

hasta (1.5.18).

(1.5.1) Para R objeto de C ( que como hasta ahora, denota una categoria de
2

interes ) se define la categoria ER como aquella que tiene por objetos los pa-

res (A—>R,L ) con A —>R un morfismo en C y L una A-estructura, un mor

. 2 A —L"A'
fismo en §R es un par (f,) : (A R,L) —>(A'—R,L') donde \R/ es

un morfismo en (C,R) y ¢: L —>L es un morfismo de A—estructuras (donde L'
es A-estructura via f), osea tal que
i) ¢G@-D= @ -
ii) #(axl) = @) x¢() , para cada » .

= 2
Se tiene el funtor de olvido U: (_:R —> ( Set,U(R)) x Set, definido por

U (A—>R,L) = ( U(A) —>U(R), UL .

Definimos un funtor F: (Set, U(R)) x Set, —> (_ZZR

por
F (5s—> U(R),S") = ( F(S) —~R, T8
donde T(S)D = Ker ( F(S+S") - E(S)), siendo q el unico morfismo tal que
q(s)=s y q(s) =0, paracada s Sys S ;esdecir T(S') es la F(S)-estruc
tura T(S" i—?F(S+S’)é4zF(S) donde la escisién e: F(S) —>F(S+S") es
el morfismo tal que e(s) =s .
Dado un morfismo en (Set,U(R)) x Set,, (aB) : (5—>U(R), ) — (5—> U,

S}), entonces Fa,p) = ( F(a),T@®)) estando determinado T(g) por el diagrama
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T(8) +—=2F(5+8) ——F(8)
T(B)L lF(MS) F(o)

TSP (58 —>F(S1)
(1.5.2) Elfuntor F es adjunto a la izquierda al funtor U.

En efecto; sea ( S—>U(R),S") € (Set,U(R)) x Set y(A—>R, L)
objeto de €2 , supongamos (&,8) : (S —>U(R),S") — (U(A) —>U(R),U(L)) un

-R
morfismo en (Set,U(R)) x Set,.Por ser Fp —4UR adjuntos, (1 :2.11), existe
. F(S hsp . . .
un unico morfismo £ {"R"/ inducido por a ; consideremos a L como F(S)-

estructura via h, y definimos

T(S") +—= F(S+S") —=>F(S)

&t |
4>l % l H
L +— LJF(S);}:F(S)

donde ¢ es el unico morfismo en C tal que §(s') =8(s') y ¢(s)=e(s) para ca
dasde Sys deS;como pHs)=pB(s) =0y pé(s)=pels)=s deducimos
que p ¢ = q; analogamente se ve que § €= e. Asi ¢ es morfismo de F(S)-es
tructuras, siendo tal que ¢(s') =B(s') para todo s' de S'.

Ademas ¢ es el unico con esta propiedad : Si suponemos ¢' es otro, el co-
rrespondiente §' verificara §(s) =8(s) y ¢'(s) =e(s) , por tanto sera

¢ = & ydeaqui ¢= ¢ .

Concluimos que existe un unico (h,¢) : f?(S —#U(R),S") —7(A—7R,L)
tal que h/S=a y ¢/S' =8 . Esta propiedad universal prueba la adjuncion
anunciada.

Observemos que la counidad de la adjuncion es

§ = (5,y): FU(A—»R,L) —>(A—>R,L)

siendo Y : F(U(A)+U()) —> L§A el morfismo talque Y(@)=a yy() =1,

para cadaade Ay ldelL.



52

Y, en particular, si L es un ideal de A y A—estructura por conjugacién, sera
§ = (8, h/TU()) donde h : F(U(A) + U(L)) — A es el morfismo tal que

h(@ =a y h(l) =1, en virtud de la conmutatividad del diagrama

TU)) +——>F(U(A) + U(L)) —»FUA)

7] | |

L +— | L{FUa) —sFUW)

h/TUM)| |, h| | 16
. LiA m———F &
| ¢ |
L A AL

2
(1.5.3) La categoria ER tiene coigualadores.

2 -
En efecto, sean (f,4) y (g,¥) morfismos en de (A—R,L) en
¢ s

( A" —»R, LY); consideremos

L +—>1A —E4+=a

b il

Ll r 2 LlﬂAv : :/LA’

5 <g—t+
g ci éc’
. £ P 3
L+ > E = A

donde §(1+sa) =¢) +s'f@ vy T(l+sa) = WD) + s'g(a) que son morfismos en
C al ser ¢ y ¥ morfismos de A-estructuras, c = Coig(%, ¥)y c' = Coig(f,g) ,
puestoque ¢ p ¢ =c p U se induce P talque pc =c p, analogamente se
induce § -con §c' =c ¢ siendo inmediato que p s = Iz Les el nucleo de P
y &=c/L'. A —— A
Puesto que el cuadrado { - es cocartesiano & es un epimor-—

E —%A
fismo sobre. L es A-estructura con L4A = E y €es morfismo de A'-estruc-

turas, donde L es A'-estructura via c'.
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Es ya facil comprobar que el diagrama

) ! = -
4 —r,0 == (4 —r,D) (€8 o (R—r,D
(g,¥)

es coigualador en _(;R 3
; 2 . ;
(1.5.4) La caregoria C R tiene cuadrados cartesianos.

En efecto, sean (f,$) : (A' —R,l') —> (A —>R,L) y

2
(g,¥) : (A" —R, L") —(A —>R,L) mortismos en ER . Considerando

L(XLL' v > LiA)ﬁAAL 1A AxAA

| '\ 1Y T P’ .\S

l L ' . L"JA"‘ = :w A"

} ; <" '

| | | =

Vi | g

v | v P ! i |

L’ l' ‘ L' 1A' s j > A' f :
| ~_ ) v !
L —+ > LiA == il 31

- S v

donde ¢('+s'a') = ¢(I) +sf(@) y W I"+s"a") = y(1")+sg@"), se tiene que

L'xLL" es una A'xAA"—estructura y es facil ver que el cuadrado

(A'x, A" —>R,L'x; L") > (A —>R,1M

|
v .
(A' —>R,L) >(A —>R,L)

es cartesiano en C R
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(1.5.5)  Denotaremos 05 =(G,8e) al cotriple en gé inducido por la ad-
juncidén ﬁ—-—lf] 3 (1.5.2).

Si 8@ es la clase de epimorfismos en 9122 asociada a los objetos @—proyeg
tivoé (o de epimorfismos (Set, U(R)) x Setescindentes, segun (1.1.4)), es -

claro que (p,¢)€ \%(ﬁ siy solosi py¢ son sobres.

(1.5.6)  Si se da la situacidn (1.2.10), osea que U se factorice por la catego
ria abeliana £ , se tiene la factorizacion

(Set,, U(R)) x Set,

(£,Upg(R)) x £ 5

o i

2
Cr

"

donde fJ£(A —R,L)

Il

(UgA) —>UgR),UL), y

Fp(M — Ug(R), M) = ( FgM) — R, T(M)) , donde T (M) es la Fg(M)-

estructura
T(M) +—5Fg(M + M) f§+>F£(M)

siendo q el morfismo tal que q(m) =m y q(m') = 0 para todo m de M y m' de M',
y € tal que €(m) = m para todo m de M.

SiLl es una Fg(M)-estructura y £: M —>Ug(L) es un morfismo en £, con

siderando
M+t M+M —M

= ! ¥ '
f Jl | 8 l ng
|
U£(L):"9U£(L1F§§M))<—+>U£F£(M)
donde Nges la unidad de la adjuncién Fg —Ug 'y g el determinado por f y n

por la propiedad universal del coproducto ; y utilizando el isomorfismo de adjun

cidn se tiene el diagrama conmutativo en C
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TM) +—FM+M) ———+F (M)

Ll

L 1 FgM) ——FgM)

y v: TgM) —>L es un morfismo de Fg(M)-estructuras, unico determinado por f.
Es facil deducir que los AF£ es adjunto a la izquierda al funtor 6£ . (vease
(1.5.29,
Notaremos &;g al correspondiente cotriple en g%{ . Claramente un epimor

fismo (p,¢) es (£,UR)) x £~escindente siy solo si py¢ son £ -escindentes.

(1.5.7) PROPOSICION .
Si X es un R-mddulo , denotand> (R =.R,X) = (R,X), el funtor
Homa( (R, X)) : co—F Sel
se factoriza por la categoria de grupos abelianos; este funtor es g@£)-exacto

a la derecha.

Dem.- Si (A —»R,L) es un objeto de _(:‘22, se tiene que
HomCZR( (A —R,D),(R,X)) = HomA(L,X)

que es claramente un grupo abeliano . Si (f 0): (A —2R,L) —>(A'—>R,L)
es un morfismo, el correspondiente inducido 6" HomA,(L' s X) —-?HomA(L,X)

es claramente morfismo de grupos abelianos, y el funtor HomCZ( ,(R,X)) se
—R
factoriza por grunos abelianos.

Ademas, si (p,¢) : (A —R,L) —>(@A' —R,L) € g;%:) es inmediato ver

que la sucesioOn ) o

LX) ,X) ————> ,X
HomA,(L , X) HomA(L X) Hom , ,A(LXL'L )

es exacta, siendo por tanto el funtor &7 —exacto a la derecha.

“&o)
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(1.5.8) Cohomologia en 212_() :

Para cada R-mdédulo X, tenemos el funtor de coeficientes
2
Homcz_( JR,X) : Q.R —Ab.
Definimos 1_§s funtores de cohomologia absoluta ( relativa a (Set*,U(R)x
Set,)
n n
H ( 9 (R,X)) = H ( 9 Hom(%( 9(R yx))ﬁ
C G

¥, caso que se de la situacidn (1.2.10) y por tanto (1.5.6),los funtores de co-
homologia relativa a (£,Ug(R)) x £
Hn( y(R 9X))£ = Hn( 9 HomCZ( 9(R QX))A

& &
(1.5.9) PROPOSICION .
Si(p,$) : (A —>R,L) —(A' —=R,L') es un epimorfismo en _(_ZZR con
Py ¢ sobres ( £-escindentes), se tiene un isomorfismo natural

o
H ((p”),(R’X»(E) = HomA,L(M’X)

donde M = Ker(¢$), A-estructura como en (1.2.16) y L-estructura por conjuga—
cién, y siendo X A-estrctura via A—> R y L-estructura trivial ( XJL = XxL)

H (M, X) denota el grupo abeliano de morfismos h:M—>X que son de A-es-

om , L
tructuras y de L-estructuras, verificando ademas las siguientes condiciones
Para leLly (a,a)e AxA,A
i) h(a-l-a-D=o
ii) h(a#l - a'sl) = o, para cada % .
Dem.- Por(1.1.19) y lo dicho en las demostraciones de (1.5.4) y (1.5.7)
se tiene

H° s9), (R, = H ) —>H s
(p,9),( X))(£) Ker( OmAxA'A(LXEL X) OmAxA'AxA'A(IXULXUL X))
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Dado f¢ HO((p,‘i’),(R,X)%}:) , definimos hg : M —>X por

hg(m) = f(m,o)

Obviamente hg es morfismo en C, ademas

hg(a-m) = f(a*m,o0) = f((a,a) - (m,0)) =(a,a)*f(m.o) = a'hf(m)

hg{axm) = flaxm,0) = {((a,a)*(m,0)) = (a,a)#f(m,0) = axhg(m) para cada *.

Con lo que hg es morfismo de A-estructuras
hg(l+m-1) = f(l+m-1,0) = f(1+m,]) = {(1,1) + f(m,0) = f(m,0) = he(m)

hgl¥m) = f(Ixm,o0) = {((1,D (m,0))=£(1,1) f(m,0) =0 f(m,0) = 0 para cada

Con lo que hg es morfismo de L-estructuras; y si (a,a') AxA,A

hf(a'l—a'-l) =f(a*l-a'-1,0) =t (a’i,a"l) = f((a,a)-1,D) = (a,a)-{dA,D =(a,a")- ©
=0

hg(axl-a'*D) = f(axl,a'xD) = (a,a)*f(1,) =(@,a)»o =0 .

Y hf € HomA L(M,X).
Es inmediato que hg,p = hg + hp, asi f+—>hg es morfismo de grupos abelia

nos .

Reciprocamente, sea heHomA

£,(1,1) = h(1-1)

,L(M’X)’ definimos fj, : LxL,L —> X por

Como
6,004, L)+ +1)) = h(l +1}-L,-1,) = h(] —12+12+1'1—1'2—12) =
= h(l;-1,)) + h(Q #(}}-L)-1,) =
= h(l1 —12) + h(l’l—l'z) =
= th(l, 1) + § (0, ).
(), 1) *(0, 1)) = hdl 1) -1 » 1'2) - h(llﬂ'l—lz-)a L +Lx I -1 1'2)=
= h((};-L,)#1}) + h(l,%(I';-1))) =
= 0

tenemos que f{j es morfismo en C.

Ademas
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th(@@,a) A, = ha-1-a'-I) = h(a-l-a-I'+a-I'-a""1) =
= h(a-1-a°1l') + h(a*I'-a'-1I') = h(a-(1-TI) =
=a-h(l-1) =
=(a,a) (1,1,

th((a,a")x(1,1I)) = h(axl-a *1') = h(axl-a¢I'+axI'-a' ¥1') =

h(axl-a #I') + h(axl'-a'%1") = h(ax(1-1)) =
=a ﬁh(l—l’) =
~ G, (LT .

y f}, es morfismo de AxA,A—estructuras.

Ml

SiQ 0,11,12) € LxL,LxL,L , se tiene
(L, 1) - (1,1 + th(y,1) = h(,-1) - h(}, -L) + h(ll—lz) =
—-h(l 0—12) + h(l 0—11) + h(ll—lz) =

hv(12—10+10—1]:+]_1 —].2) =0

1l

Il

(o]
y por tanto f;, € H ((p o ),(R,X))(£) .

Como fhf =ty hfh = h, tenemos el isomorfismo buscado.

Notemos que, tal como se vio en (1.1.18), se tiene

o
0 == Hon o (=R, L),(R , X)) = Hom 2 ((A—5R,L),(R ,X )) —DHom 2 ((Ax A —R,LxL), (R .X))
o c ~ RN J

v

K ((p,9), (R, X s

con lo que el morfismo "V.'Homcz(( A—R,L),(R,X)) =HomA(L , X) -—7HomA L(M , X)

sera tal que ¥(f)Xm) = f(m) - (o) = f(m) , osea que Y({) =t/M : M —~ X .

(1.5.10) PROPOSICION .

Si (p,¢): (A—>R,L) —(A' —>R,L') es un epimorfismo en QZR on

P ¥ ¢ sobres ( £-escindentes) , existe una sucesidén exacta larga natural
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0 —Hom, (L', X) #Hom , (L,X) ——7 Hom, (M,X) —

e HY(A—R I).(R Ey —F nlA—R.1).(R ),

donde M = Ker(), para cada R-modulo X.

£y 7

Dem.- Es cosecuencia de (1.1.12), teniendo en cuenta (1.5.7) y (1.5.9).

(1.5.11) Extensiones en (;122 .

Sea (A —>”R,L) objeto de 9121 y X un R-mbdulo. Definimos una
extensidon de (A —#R,X) por (R,X) (£-extension) como una sucesidn exacta
corta de A—estructuras

X +—> E —47L
con v sobre ( £-escindente), tal que X es central en E, osea que E actua por
cojugacidn trivialmente sobre X.
Dos (£)extensiones son equivalentes si existe un diagrama
X +>E —L
|4 |
X +—~E—%L
con h morfismo de A-estructuras.

Denotaremos E((A—2»R,L),(R,X)) al conjunto de clases de equivalencia

(£)

de tales extensiones.

(1.5.12) PROPOSICION .

Sea [X+—E —>L] € E((A —R,1), (R, X)) 5.

Si (f,¢) : (A'—R,L') —(A —R,L) es un morfismo en (_IZR existe una ex-
tensién , unica salvo equivalencia, X *i?E' —V'-VL‘ , de (A'——“}R ,L') por (R,X)
tal que se tiene un diagrama

X ——>F —t> [

” hi ) ,l¢

X ¥—FE —B]
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con h morfismo de A'-estructuras.

Dem.- Puesto que en cualquier diagrama de esa forma el cuadrado de la
derecha es cartesiano, la unica , salvo equivalencia, extensidon posible es aque
lla en que E' = EXLL' . Notemos que E)(LL' es A'-estructura por

ExLL' t==2E AxL A,L’ A ﬁAxAA' =A
siendo las acciones
i) a'+(e,l) ={a'-e,a' 1)
ii) a'x(e,l) = ({fa'ye,a %) para cada x.
Es inmediato que i' y v/ son morfismos de A'-estructuras, y X es central en

ETPUeS (0 1) + (x,0) = (e, 1) = (etx—e,0) = (x,0)

(e,INx(x,0) = (e xx,0) = (0,0) para cada % .

(1.5.13) LEMA .

Sea (A —>R,L) (_If2 , X un R-mbdulo, X += E 51 una (£)exten
sién de (A —>R,L) por (R,X) y ¢: X —> Y un morfismo de R-mddulos.

Existe un diagrama

X +—E —L

NN

Y HEd)—*?L

donde Y +—-E, —>L es una (£)extensidon de (A —>R,L) por (R,Y) y = morfis-

mo de A-estructuras, tal que :
E

. l'n"
Si Y -0—]—? E' es un diagrama en la categoria de A-estructuras con Y central
en E', verificando que « i= j ¢ , entonces existe un unico morfismo de A-es—
tructuras m" E —>E'talque Mi=j y mr=n".

. i \J ! :
Dem.- La extension Y +—E —L es obtenida por el diagrama
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v
X + = E +—~ L
A
N
YxE |"
\/71- \i 3 v
: By = L
_7E N
donde c : YXE —>Ep es el coigualador de X “YXE . Puesto que el
¢\"Yv'”/’
conjunto J‘(¢x,—x) . xeX} es un ideal de YxE, al ser X central en E, se ten-
YxE
d Ey =———
ra que Ey G, )

Es facil ver que YxE es una A-estructura con acciones
i) a«(y,e) =(a-y,a‘e)
ii) a¥(y,e) = (axy,axe) para cada ¥.
y al ser ¢ morfismo de R-mddulos, y por tanto de A-mbdulos, se tiene que
) a-(¢x,-x) = (¢(@a-x),-a°x)
ii) ax(¢x,-x) = @(axx),-a%x) para cada ¥.
de donde deducimos que {(Q)X,—-X), xeX g es cerrado para las acciones de A y
por tanto es un ideal de YxE{A. Considerando entonces el diagrama
g(d»x,—x), XE€ Xf: {(«b x,—x),xexi

I

YxE >  YxEJA ——-——H A

% , _ Yx:IkEA ”

(px,-x),x X é——o——
tenemos que Egy es una A-estructura.

El morfismo Y +—>E¢ = Y +——>YxE -—C—Q?E; y Ey —¥ L es el inducido
por YxE —%E —+* L. No presenta dificultad comprobar que Y 41?E¢ —YO"?L

es una sucesidn exacta corta con V' sobre (£-escindente) y que i',v y el morfis

C .
1= E +—>YxE —7E; son de A-estructuras, asi como que Y es central en E
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B
. _J;r' .

Sea Y —L1>FE enlas condiciones del enunciado. Definimos m:YxE— F'
por m(y,e) = j(y) +'(e), utilizando el hacho de que Y es central en E' es facil
ver que m es morfismo en C; y como m(o,x) = #'(x) = j&x) = m(¥(x),0), se indu
cem': Ey —> E' tal que m' c = m. No presenta dificultad ver que m' es morfismo
de A-estructuras y se tieneque m'i' =j y m' #=7'. Ademas es unico pues
si m" fuese otro en las mismas condiciones que m', seria m"c(y,e) = m"c(y,o0) +

+ m"c(o,e) = j(y) +7'(e) y por lo tanto m" = m'.

(1.5.14) COROLARIO .

Sea [ X +E —LlcE(A —>R,L),(R,X)) y Y $: X —>Y un mor

(£

fismo de R-médulos . Existe una (£)extensidén , unica salvo equivalencia,

Y +>Ey —+7L, de (A —>R,L) por (R,Y) tal que se tiene un diagrama
X4+ E —bL

AR,

Y +5Ey —L
con™ morfismo de A-estructuras.
(1.5.15) Suma de extensiones en _C_i R
Vi
Sean [Ei T X 4—'7Ei —+L] , i=1,2, dos clases de (£)extensiones de
(A —>R,L) por (R,X), para X un R-médulo.
El conjunto i(x,—x),xc)(g es un ideal de EleEz (al ser X cetral en Eq y

en E ), denotaremos por El’{(EZ al correspondiente objeto cociente. Notemos

que EleEz es una A-estructura con accionesi) a'(el,ez) =(a-e ,a-ez) y

1
" , . X

ii) a aé(el ,ez) = (axel,ax'ez) , para cada ¥, y el cociente EleEz lo es con las
acciones inducidas por estas.

Si%y 3 EleEz —>F son las correspondientes proyecciones y v =y 7,



tenemos el diagrama

R =
(1,-1) T

HxX = E1X By — L

%

X ‘?Lé*El{(Ez Ly

_T'.___.A,__

de filas y columnas exactas; como
1) Pa<x)=qld " %,0)=a-glx,0) =a1(x)

ii) i(axx) = qlaxx,0) = axq(x,0) = axi'(x)

) v(a-qle,e)) = v'q(a-e1 ,a'ez) =v(a-e,a*e) =v(arq) =a-ve)=
= a'v‘q(e1 »€,).
i)  v(axqle ,e)) = Vqlake ,axe) = viaxe ,axe,) =v (aye) =axv(q) =
= a—x—v’q(el,ez).
tenemos que i' y V' son morfismos de A-estructuras, y como
qle;,ey) +1'(0) - qle 1,e2) = q(e1+x—e1 ,0) = q(x,0) =i'(x)
q(e, ,e,)x1'(x) = qle 1-)ex,O) = qlo,0) = 0
X es central en El){(Ez y X %—?EI%EZ—W L es una (£)extension de
(A —R,L) por (R,X) , a la que denotaremos por Ej+E, .
Definimos [Eq] + [Ep)= [E1+E2]
Es una adicién bien definida en el conjunto E((A—>R,L),(R ,X))(£) y
claramente conmutativa y asociativa, ademas la clase O0=[X +—>XxL —L]

actua como cero para esta adicidn.

Asi E((A —>R,L),(R,X) es un monoide abeliano con cero.

£

(1.5.16) © Si X es un R-mdSduloy (£,9) : (A~—>R,[')—> (A —* R,L) es un
morfismo en g; , la aplicacién inducida

t,9)": E(A —R,L),(R,X), ..—E(A' —*R,L[),(R,X))

(E) (£)

63
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que se sigue de (1.5.12), (f,¢)*[E]:[_E' ], es un morfismo de monoides abelianos
con cero. |

Y, analogamente, si ¢: X —>Y es un morfismo de R-mddulos , para cada
(A —>R,L) la aplicacidén que se sigue de (1.5.14).

s BUA —* R L)AR X)), o — BUA —>R,L),{R, YD

(£) (£)

tal que ¢*[E] = [E, ] , es un morfismo de monoides.

()
Realmente se tiene un bifuntor
2
EC (R, ))(£) : QR —> Monoides abelianos con cero.

(1.5.17) PROPOSICION .
Existe un isomorfismo natural

A i EQA —R,L),(R,X)), .. = HY(A —=R,L),(R,X)

(£)
2 ”
para cada (A —*R,L) ER y X R-moédulo.

(£)

Dem.-

Sea X +>E —4>L una (£)extension de (A —=R,L) por (R,X), entonces
(TA,¥) 2 (A=>R,E) —(A —>R,L)* g&—(fl) y por (1 .5.10) se tiene la sucesi-
on exacta

. o 1
Hom , (E, X) —‘I’?HomA(X,X) 7 H (A —> R0, (R, X0

Definimos & [X+—E —>L] = ‘b(IX) i

La naturalidad de la sucesién implica que A [X +>E —~L] no depende del
representante tomado en la clase, y aesta bien definida.

La demostracion de que A es un isomorfismo es esencialmente la misma que
la realizada en la demostracidn del teorema (1.4.6), variando unicamente los
detalles; el unico apartado quiza conflictivo es probar la sobreyectividad de 4

y lo haremos entonces:

Sea (P —=R,T) .(p,q): (A R,L) una presentacidn E

—proyectiva
G¢e) -
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de (A —>R,L) ( por ejemplo %)A —>R,L)), sea M = Ker(q). Se tendra por

(1.5.10) la sucesidn exacta

\J

¥ ¢ 1 '
/. > - s
HomP(T,X) - HomP’T(M,X) —>H (A ——f’R,L),(R,X))(‘g)—* 0

; £y existira he€e HomP ,T(M ,X) tal que¢'th)=¢.
Consideremos en ER los morfismos

Si £ €HY((A —>R,L),(R, X))

(“07f0) i
- —_—
(Px, P —> R, Xx(Tx T)) > (P —>R, XxT)

donde mq, T, PxAP —> P son las proyecciones y f , f; son los morfismos de-
finidos por

fO (xs(tlytz)) = (X ’tl)

fl (X ,(tl ,tz)) = (x+h(t1 —tz)stz)

Si @z,7)€e PxAP se tiene

£Wz52000, 0,6, = E(z-x,(2-11,2 ) = (2°%,2°1) = z-(x,t) =
=z B, 1)) =
e n(_,(z,z‘)' £, (x, (t ’tz)) »

£ (z,2)2(x (t1,t)) = (zxx,(zxt1,Z'%t)) = (Zrx,zxty) =

=z¥(x,t1) = zefe(x,(ty,t)) =
= My (z, 2% E(x,(t1,19)

§(z,20-G, (1, 0)) = 642 %, (27,2 1)) = (2 *x+h(z . ;-2 1), 7' - 1) =
=1( Z' o x+2' -h(t1-tp) , 2’ - ty) =
= (Z' - (x+h(t1-t)), 2’ *tp) = '« £,(x,(11,t)) =
=M (z,2)- £(x,(1,t)) .

£,(z, 20600, (1, 1)) = B(2%x, (2,2 %)) = (@ xx+h(zxt-Z% 1), 2% tp) =
= (2 %x+Z' xh(t1-1tp) ,Z'x tp) = |
= M (z,2)%E,(x,(t1,12)).

con lo que (M,f0) y (™,f1) son morfismos en g; "
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consideramos ahora el morfismo coigualador de estos dos, segun (1.5.3)

sera (P —R,XxT) —(P—’Q‘?(A —>R,E) ( notese que en C el diagrama

PxAP—_—_:;P —pf‘?A es coigualador al ser p regular), donde E como A-estructu

ra se obtenia por el diagrama

Xx(TxLT)-F-——%Xx(TxLT)'JPXAP i PXAP
fo | t J '
!

5o ,

XxT —+—> XxTiP

R T

E —+ > EfA

4

p

s, Y sera

e

=g

g

P&— g

-+ 4,

A

XxT4P :
K {(hm,—m)+s(t—t’),m¢—,‘M, (t,t) G-PxAP'g y dadonde Racl) = kel D
- {(hm,-m),miM'i y al ser f conormal sera E = z(hm X;’;‘ meM"i; se tiene enton

T~ £
ces que el diagrama M il \-‘XXT —+ E es coigualador y por tanto el
& e . ¢

diagrama de filas exactas

M + = T = L
<5
&
h‘ Xfo l“ ”
N 5 !
X 4 . E L 1’/L

No presenta dificultad comprobar que X +~E —+¥r L es una (£)extension de

(A —”R,L) por (R,X).

Por la conmutatividad de (P—>R,T) (9 . (A —2E L)
(p,™) i ‘ l
4R, E) —Y (A —Rr,L)

se tiene el diagrama conmutativo
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Hom , (X, ) S, SOt Y —>R, 1), (R, 0) ¢

*

d

S

ey 72,

y entonces & [X +—E —+L] = o(1,) =¢'h’(IX) —¢'h) =¢ .

Con lo que A es sobre .

(1.5.18) Sea (C,R) la categoria de epimorfismos en (C,R) escindentes en
Set y (Q,R)'£ la de epimorfismos £-escindentes caso de que se de la situacion
(1.2.10), por (1.1.6) tendremos funtores adjuntos

(Set,U(R))
" ! "
FR ‘ UR

(R’

y eventualmente
(£, U£(R))'

Fer ‘* T Uer

13
v o

(_(;9 R).£

que induciran cotriples @' en (C,R)'y G'g¢ en (C,R)'¢.
0 .
Notemos que si 7\ R“;'/ es un epimorfismo en (C,R) con o sobre (£-escin

dente entonces

n n
H (6,X) = H (¢,Der( ,X)") .
(£ Ce)

siendo Der( ,X)' comoen (1.1.7)

(1.5.19) LEMA . B—2—A
En (C,R)' ({C,R)' ) el morfismo (h,h') = h R h' es un
cRy (Y, -n] ]

B —A'
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epimorfismo (Set,U(R))'-escindente ((£ ,U£(R))'—escindente) siysolosi h'y
h/Ker() : Ker(c) —>Ker(s) son epimorfismos sobres (£-escindentes).

Dem.- obsrevemos que (h,h') escinde en la correspondiente categoria de
olvido si y solo si existen morfismos en esta s y s' tal que

BV g ,>A'

L g

conmutay hs =1, h's' =1.
La necesidad de la condicidon propuesta es clara. Para ver que es suficiente
supongamos s': AA—>A y t: Ker(s) —> Ker(s) morfismos en Conjuntos o £

respectivamente, tal que h's'=1 y h/Ker(9) t =1. Consideremos

Ker(o) 4 > B .
.o)/
h h \QB,).( A"l b
Ker(o) i B
Ker(o) —+ > B g = A

y sea r:A—>B una escision de ¢ en la correspondiente categoria de olvido; si

definimos 5: B —:"B‘xA,A por

s(b',a) = t(b'-hr(a)) + r(@
que es claramente una aplicacién o morfismo en £ (5 = t(M—hrm ) + r 7 ) segun
el caso, verificando que
(h,s)s(t',a) = (ho)(t(b'-hr(a)) + r(a)) =
= (ht(b'-hr(a))+hr(a), o t(b'-hr(a)) +o1@)) =
=(b',a)
osea (h,s) s = I. Definiendo entonces s=5s (IB,,s'o'): B —B' se tiene que

hs=1y os=s¢', loque acaba la demostracion .
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(1.5.20) Notemos que entonces :
Bi===F A

(6,0) = hl lh'
o' /
, B ——A'
es tambien un epimorfismo (Set, U(R))'-escindente (€ ,U£(R))'—escindente). En
efecto, sea r': A'—>B' una escision ded' y consideremos r" = § (r'h',IA), es

inmediato que or" = IA yquehr" =rh,

. 2
(1.5.21) Definimos ahora un funtor H : (C,R)! ., — gR por

(£)
A —=B
H ( Nt ) = (A—*R,L), donde L = Ker(%) A-estructura por
conjugacion LS
H(h.}, p JH) = /) (A —R,L—>@A—R,1)-
A —>B'

puesto que
h/L(a-1) = h(a+l-a) = h(@) + h(1) - h(a) = h(a)-h/L(1)
h/L(axD) = h(ax1) = h(a)*h(l) = h(a)»h/L(D) , para cada * .

se verifica que (h,h/L) es un morfismo en _C_i :

(1.5.22) PROPOSICION . A o B
El funtor H lleva epimorfismos (h,h’) = i o l que son (Set,U(R))'-
A'—>B'

escindentes ((£,U£(R))'—escindentes) en

~, v
epimorfismos de la clase ‘Eé (Bé ); ademas este funtor conserva pares nucleos
£
de estos epimorfismos.
Dem.- La primera afirmacidn es evidente. Para la segunda, siendo Ly

L' los nucleos de oy o', consideremos
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Puesto que Ker(Uxo,O) = LXL,L , sera H(Ux o) = (Ax ,A ——7*R,LXL,L) que
H¢h, h'z

es precisamente el par nucleo de (A —>R,L) A'—7R,L") , tal como

se vio en (1.5.4).

(1.5.23) LEMA .
A -—-——-‘b
Sea \\IRJ; un epimorfismo en (C,R) con ¢ sobre (£-escindente) y

£,
(h,h) = \i\ R,\ , una presentacién G'-proyectiva ((E' -proyectiva) de o ,
E

(F y F' seran &, -proyectivos y f sobre(£-escindente), (h,h') escindente en

(£)
la correspondiente categoria de olvido; por ejemplo puede tomarse G'(o)).
Entonces & o
H ((h,h"), Hom 2( ,(R,X) H)_, = H (H(h,h),(R,X)) .
- (2 (£)
—R (£).
Dem.- Notemos, en pricipio, que considerando
G (A)':_;_h ZG(A) - - A
A A
dto) E S ) o
Gox_Go
2 v N A ;
& (B)e—-2E=n GUB) - —->B
¢ / i

B)x G(B)
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2
el morfismo (¢,§):G6 ) —>Go)x, Qo) es un epimorfismo (Set,U(R))'-escindente
((£,Ug(R))'-escindente ) tal como se vio en la demostracion de (1.1.18).

En consecuencia, el resultado de (1.1.16) para (_(;,R)'( se verifica y tam-

£)
bien se dara (1.1.19).

Como el funtor Hom 5( ,(R,X)) H es 4 , _—exacto a la derecha segun
X G(g)
(1.5.22), entonces utilizando(1.1.19) sera

HO((h,H)9HOmC2( ’(R ’X))c*l =
=R €)
R on 3 ((Eg 1, X)) ——> Hom Ml 5,0, 6, X)) =

I

Il

Ker(H omg;(FxAF —R,TXT )5(R X)) —ﬁ:Homgz(FxAFx F—R ,TxLTxLT),(R X 31 =
:Ker(Homcz(.(F —R,T )x
-R

—7 Hom o((F —R T )x(A / ,L)(F-—;~R,T )x(Aﬁ_R’L)(Fﬁ‘R,T), R ,X)) =

- 1 —r, 1) BT sk L), R LX)

€)
°

b b, ® X)) - (L=Ker@)y T = Ker®).

= H

(1.5.24) COROLARIO .

En las hipotesis de (1.5.23) se tiene que
®r

1 1 Hh,h) 1
o = —R,L),(R,X >H (F—R,T),(R,X
H( ,x)(£) Ker(H ((A—>R,L),( ))(£) >H 1 ))(£))
Dem.- Consideremos el funtor de coeficientes

: 4C,RY. . —2" Ab

o
Hom_%( JRXDH= H( ,X) (£)

(£

( la igualdad se da por (1.3.3) y la demostracidn de (1.5.7)).

Para el epimorfismo (h h') se tendra la sucesion exacta
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(o] . (o]
mm9§<(F+R,T>,<Rx>> —> H((h,h )’H"“‘gﬁ‘ J(R,X)) H )“"b_? (o, H ( ,x)ﬁ))@,e—)ao

—?Hl(o,X)(f: —0

@ .
HO (Hb.H), R ,X))(£)

La igualdad de la izquierda se da por (1.5.23) y la de la derecha por [29, p.67] .

Por otra parte el epumorfismo H(h,h") induce la sucesidn exacta

>

Eom o((F —=R,T )R X)) —>H b ,H),R X) )63 )-ﬁ’Hl( (A—>R,L,R ’X»QE )——fﬂl((F —R,L),R X ))(E )
—R

Y combinando ambas sucesiones exactas se obtiene el resultado anunciado.

1
(1.5.25) TEOREMA. (H'(9,X) son extensiones) .

(£)
a-B
A\' gy, Un epimorfismo en (C,R) con o sobre(£-escindente)

Sea
y X un R-moédulo.
Siendo L = Ker(o), el grupo Hl(o,X) (Hl(O,X)£) es isomorfo al grupo de
clases de extensiones
X £> 5 L
con v sobre (£-escindente) , que son de A-estructuras (L es A-estructura por
conjugacién y X via A—>R )y tal que la accibén de E en si mismo por conjuga-
cidn coincide con la definida via E —WL +> A, es decir , tal que
i) e+e -—e = vie)e
ii) exe = v(e)se , para cada X.
Notese que i) y ii) implican que X es central en E.
Dem.— Seguimos utilizando la notacibén de (1.5.23) y (1.5.24).
Tomamos en particular F':G(£)(A) , F = F(£)(U(£)(A) + U(£)(L)), f:F—F
el morfismo tal que fa)=ay f(1) =0, 1€L, aeA, h: F —~Aes el morfismo

tal que h(@ =ayh() =0, yh : F —B = P—=A —>B.
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Notemos que , siendo T = Ker(D), (F' ~—2*R 5T} = é(fl)(A e Ryl = §£) H{®).
(vease 1.5.2) y (1.5.60, y (5:;h/T)= §: (FF —R,T) —~(A —*R,L) la cou
nidad de la adjuncidn %(D——ii&) .

Se tiene el diagrama conmutativo

P
T e 4B

Como h y h/T son escindentes en la correspondiente categoria de olvido, se

gun (1.5.19), (h,h’) es un epimorfismo en ((_Z,R)('£5 escindente en la categoria de
olvido.
Estamos en las hipotesis de (1.5.23) y (1.5.24), con lo que sera

1

H {(a,X) = Ker(Hl(A~—7R JLd R s X))(£)M)H1((F——>-R ,T),(RL,XD), )

(£) (£)
Recordemos que H(h,h') = (h,h/T) actua sobre una clase de extension en
Vl
la forma (h,h/T) [X +—>E —VL-’U]: [X 4+ E' —+T] , obtenida esta por el dia-

ma cartesiano
X +—=EF' —+=T

/] i' h/T

Xt=E=FL
( vease (1.5.16)); entonces sera H(h,h") [ E] =0 siy solo si E'= XxT, ahora
bien, puesto que X es central en E' es necesario y suficiente para esto que
exista un morfismo de F-estructuras s': T —>E tal que V' s' =1, y claramente
esto equivale a que exista g: T —> E, morfismo de F-estructuras, con v g =
=h/T.

Puesto que existira un morfismo en EZR (8,9 haciendo conmutar el diagrama

(8, h/T)

(F* —R,T)
I
3,9 | (1,v
v .
(A —>R ,E)

—= (A —>R,L)
K 4
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Y tendremos g: T — E, morfismo de F'-estructuras, con v g = h/T.

Probaremos que g es morfismo de F-estructuras siy solo si se verifican
las condiciones i) y ii) del enunciado.

Sea €: F'—>F la correspondiente escision de f que dota a T de F'-estructu
ra, osea el morfismo tal que €(a) =a,a A,(vease (1.5.1),(1 .5.6)). Todo ele -
mento z de F se expresara como z = t+€z', para tde T y Z' de |

Supongamos que se verifican las condiciones i) y ii) del enunciado :

oz + t' —z) = g (teeht—ez-t) = g(t) + g(z'-t') - glt) =
= vg()(Z-gt)) = h®)-(Z-glt) =
= h(t)-(hz)g(t)) = h(t+ ) gt) =
= z-g(t’)
glzx t)

g((t+ez)x t') = gltxt +ezZ'xt) = g()x g(t") + he(z") x gt) =
va(Dxgt) + he(z) xg(t) = h(yg(t) + he(Z)xg(t) =
= h(t+ 2)xgt) =

= zxg(t') , paracada¥x .
y g es morfismo de F-estructuras.
Reciprocamente, supongamos que g es morfismo de F-estructuras :
Todo e de E admite una expresién e =x+gtconx Xyt T.

D) vie)-e = vie)-(x+gt) =X + v(e)-gt) =x + h(t)-gt) =

= x + g(t+t'—t) = x' + g(®) + g(t') - g(t)
= x+gt)+x+gt)-glt) -x=
—e+¢e —e.

i) vie)xe = v(e)¥(x'+gt) = v(e)xg(t) = g(t) xg(t)

il

= x¥gt) + g xx' + gxglt) =
= eke'.

y se verifican dichas condiciones.



75

(1.5.26) PROPOSICION .

A —+ B ] . .
Sea \‘R/ un epimorfismo en (C,R) con ¢ sobre (£ -escindente) ,
L = Ker(o) y X un R-mcdulo.

1 &
El morfismo Hl(A,X) —¢—>’ H (o,%X) de la sucesidn exacta (1.3.2),

(£) L)
aplica la extension X +—2E Bi~A  enla extensién X + K ~4>L , donde
K = Ker(E +—> A —#r B), como X = Ker(p) actua trivialmente por conjugacion
sobre K, segun (1.2.15), K es una A-estructura, estando la extensidn inducida

por el diagrama

X K —L
(U
b ¥
Dem.— No tiene dificultad comprobar que X +— K —+>L define un elemen
to de Hl( o,X)(£). S
Consideremos, como en (1.5.25), la presentacion h.L }h’

. - - s A— ——QB
Se tiene entonces la factorizacion

F ——-—-—'—"*F'
Tugv th'
\A —-————‘—>B

que nos induce el diagrama conmutativo

Hom 2AFR LR X)) —>H (), Hom o( LR X)) H), —>HY(g,X),_ —0

& = (£ ) €)
® T (g,h) /{ . !
y por la conmutatividad de ; '
F —r,T) T 4 —p 1)

H(g,h') l i l

(E —r, 10 BB (4 —>R,D)
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el diagrama conmutativo

Hom o((F=*R.T),(® ,X)) —> KN, H)R X)) —>H(@—R.0),® X)), —H(F >R,DER)
c? e ) 3 P k)

H(g,h') '

VoA —R DR X)), —HIE—R KR X))

0
Homcg((E >R K),R X)) —> H(H(p,I),R ,X))(£ N )(£ ] )

—R
Y puesto que

B ((h,h1),Hom 5 (R X)) H), = £ (Hh,h), R ,X))

-R ) €

(@) o
H ((p,I),Homcz( 9(R sx ))H)G' :H(H(p’I),(R ,X))(£)
B €)

(vease (1.5.23)) tenemos el diagrama conmutativo

#(p, 1), Hom 2( ,RX)H), >H(0,X )

SR ) &)

> Hl((A—R,L),(R ,X))

(6]
H(H(p, )y(R ,X ))(£) (£)

(o)
A—+ B
Sea N:(_C__,R)' —> (C,R) el funtor definido por N( \‘R;/ )=A—>R .

€)

Se tiene la transformacién natural

X4R
N Hom (s ) ) N — Hom o( ,(R,X)H
R =R
tal que para cada ¢ € (C,R)
= €L xm
ﬁ(o):Hom(g,R )( %(, ;% J —=% Homga((A—?R,Ker‘(o)),(R »X))

viene definida por N(o)(f) = f/Ker(o) : Ker(o) —>X.

Claramente Hn(c,Hom ( ,XjR) N) = Hn(A' ,X) y 1ols morfismos indu
= R €)
cidos " N -
H (A ,X)(£)_—ﬁ H (O’HomEZR( s(R ’X))H)G'(£): H (O)X )(£)

son precisamente los de la sucesién (1.3.2).
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Ademas los correspondientes morfismos inducidos hacen conmutar claramen
te el diagrama

H(E, X —= Hp, X, “ouylax, —uleE,n

(£) (£) (£) €
| Ny s ies Ady

H(«p 0, gy —Hl Ayton, 4 ,(R,xg —>Hl(:r o —H ©p, R

o)
Ah bien, 1 Hp,D,(R, = s X) = 5 .
ora bien, es claro que H( (p,D,( X))(£) HomE(X )=H{(p X)(E)
y concluimos con la conmutatividad de

v

H (p Ky (1 Xey
H(e, %
2%y
. i ¥ l
HOH(p, D, (R, X0) 55— >HX(A—R,1),(R, RO

y como [X +=~E —+=A]l= w(IX) , el morfismo HI(A,X) —-?'Hl((A”‘R,L),(R,)OZD

£)
llevara esa clase de extensidn singular en 'JT(IX).

La conmutatividad del diagrama

_H(p,1) (p.v()

(E—=R,K) — A—R,L)

(p,1) (1.v)
(A=>R,K) ———(A—>R,L)

nos lleva a la conmutatividad de

o) Y
HUL W, R, X0 ~——>1{‘((A—>R,L),<R,x>)(£)

% i) ®R.X),  — T 1((A—>R\LL) (R,L)
p’v 2 9 (£) H 9 9 9 (£)

y por tanto ‘IT(IX) :W(IX) =[X+>K—*L] , segun (1 .5.17);
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(1.5.27) PROPOSICION

Dada [X SN Yrilent (o, X)( ) Se tiene que -[ X +=E —>L]=

(X +>E L1l .
Dem.— Por (1.5.15), [X +E 1] + [X +E L]
:[Xf—l;‘*El){(Ez—"—'f’?L] segun
X ———ouX

(1,-DJ
XxX +— ExLE ==L,

4wl

X'ﬂ—vExL

XE ExLE
siendo en este caso EXL . m}

Definimos g: EXLE ——>X por gle,e) =x si i(x) = e-€'. puesto que X es

central en E, g es morfismo en C, y es inmediato ver que es morfismo de A-es
tructuras. Como g(ix,ix) = o, se induce un unico morfismo ¢': E)?L(E—%X tal
que g(e,e)=gle,e); es inmediato que gv = IX y por consiguiente se tiene

que [X ﬁE){(E —1] = [X+XxL —L] = 0.

2
1.6 H(A,X) )y 2-EXTENSIONES ESPECIALES .

(£
a
B—+A ; . : .
(1.6.1) Sea \py un epimorfismo en (C,R) con ¢ sobre (£-escindente).

sea X un R-mbddulo, y L = Ker(©).
Una "extensidén especial” ( £-extensidn especial) de o por X, es una suce—
siexacta ¢
X +E —5B—+A
VY[
con v sobre (£-escindente), que es de B-estructuras ( donde B lo es por conju

gacidbn y A y X viao )y tal que
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i} e =e+e-€
ii) f(e)xe =exe , paracada x .
Dos (£)extensiones especiales de & por X son equivalentes si existe un dia—

grama £ 5
X ++E—>B —A

ool e )

X +—E —-"B
con h morfismo de B-estructuras ( h sera isomorfismo).

1 1
Denotaremos E (0,X) ( E (o,X)£) al conjunto de clases de tales especiales

(1.6.2) PROPOSICION .

Sea [X +—E f—>B Sale El(o,X)(£).

B —Z>A'
N

1h R,\J h' es un morfismo en (C,R) ((Q,R)£) yé: X —>Y es un morfismo
B —%-A
de R-mbdulos, existen (£)extensiones especiales, unicas salvo equivalencia,
X #==F L?B' —g:‘r;*A' de dporX y Y -(—-}’Ed,—t—“-‘?"B —%5>A  deo por Y, tal
que se tienen diagramas conmutativos
+—~>E' —-“B'——W’A' X +E ~L"B A

con 1 morfismo de B'—estructuras ( E lo es via h) y = morfismo de B-estructu
ras.

Dem.— Para el primer caso,la unica extensidn posible es la obtenida con
E = ExLL' , siendo L = Ker(o) y L' = Ker(@) , es decir

X —2FE= EXLL' ———"7"13' — A

| RNk
&/

y utilizando la demostracion de (1.5.12) puede verse que la asi obtenida es una

(£)extensidén de ¢ por X.
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Para el segundo, consideramoscomo €n (1.5.13)
X —*E—>L
8] |

despues de lo probado alli, no tiene dificultad probar que

X +—E, —>B —~A
La

.’
es una (£)extensidn especial de ¢ por X, unica salvo equivalencia, que tal que
se tiene el diagrama del enunciado.

Podemos, entonces, asegurar que se tiene un bifuntor

g%,

£) : (C,R) x R-Mod. ——> Set

(£

(1.6.3) PROPOSICION .
Existe una equivalencia natural

1o, %), = ENe,X

(£) (£) °

Dem .-
g
B —+A
Para cada \'R/' y X, por el teorema (1.5.25), Hl(o,X)(£) clasifica exten

tensiones X +—E —‘Lf%L , de B-estructuras, donde L = Ker(c) B-estructura
por conjugacibn, tales que
i) v(e)-e =e + ¢ —e
ii) v(e)xe' = exe , para cada x .

La aplicacién [X +E ~4¥L] v——f[)ﬁ——ﬂg%B il
¥

’ 1 1
establece la biyeccidén, claramente natural, entre H (o,X)(£) y E (o,X)(£) ;

(1.6.4) Como consecuencia El(o,X)(£) hereda la estructura aditiva del

grupo Hl(o,X)(£); asi El(c,X)(£) es un grupo abeliano con adicion
X +—>F —>B —>A] + [X+—=E —»B —++A] = [X +>ExX B —=B—+ Al

( vease (1.5.19).
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(1.6.5) Consideremos ahora Jaclase .

1
Lo) E (O,X)(£)

con ¢ un epimorfismo sobre (£-escindente) en (C,R)a A—*R, y establecemos
en ella una relacién de equivalencia, la generada por la relacién siguiente:

Dados [Si: X 1‘—r"]11-—i—,='Bi -Li>A], i=1,2, estos son equivalentes si existe

un morfismo h=(h,I) 104 —>09y en (g’R)(g) tal que el morfismo inducido

h: El(oz,X) S El(ol,X verifique h[SI] = [S; .

) Xg)

Es obvio que esto equivale a que exista un diagrama

>E B, —>A
|
s

|

K=—=2E, =¥ =
2 BZ A

con 7 morfismo de B, —estructuras ( E2 es Bl-—estructura via h).
2

2
Denotaremos S (A,X) (S (A ,X)£) al correspondiente conjunto cociente.

Sus elementos seran clases [[s: X +—>E —B —+> Al de (£)extensiones

-,

. : . . B—¥
especiales de epimorfismos sobres (£-escindentes) NR/ por X, a tales

extensiones las llamaremos " 2-extensiones especiales " ( £-2-extensiones es-

peciales) de A por X.

(1.6.6) Dadas [[Si: X HEi —iv"Bi —if-’}*A]] €Sz(A,X) , definimos su su

(£)
ma ([ Sl]]+[[82]] como sigue

Consideramos -
—2 >3
B1"ABg 2
“11 l 93
01 .
—7FA
Bl

Si o=0; m;, tendremos los morfismos en (Q’R)&fl)
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Byx, By ——>A

TTi:(Tfi,I) i l
&

BI—-L—%’A

i=1,2, que nos inducen morfismos

R Ll
w': E (cl,X)(£)——/' E (o,X)(£)
Definimos [[S]] +1[8,1] = [ w1 5y] +75[3,]]

Exgplicitamente, tendriamos

X +—E. —>B;x, By —+~A

i N o

| l Lidg l“i

ot | ]
+E, s

y TiSil=[X +—F — Bjx, By —+~A] , donde Fj = Elel(leLz) = ExL2 y
analogamente E) = Eyxl;; entonces

[[sd]l +I[syl] =11 X+=>(ExIp) xLi;gEng) —>Byx,By #7A ]l =

[[ X f—?El))EEz —Bjx, By —A | B

Esta adicion es claramente asociativa y conmutativa, ademas la clase
¥ =% —2A = AJ]

0 es un cero para esta adicidn, en efecto

0+[[S: X +——E—B—A]] =[[X 5 EXX —>Bx, A —All=[[s]

Asi SZ(A,X)(£) es un monoide abeliano con cero.

]

1 .

(1.6.8) La adicidn en SZ(A,X) £y ©s compatible con la adicion del grupo
1 B—t
E(0,X)

(£) para cualquier \1(;/ epimorfismo sobre (£-escindente; es decir,
la aplicacion

1 2

tal que ] [S] =[[S]] es unmorfismo de monoides.

. i
En efecto, sean [Si: X +—~E —*B —A] € E (o,X)(£), i=1,2; considere-
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mos .

=0n
B &—I=n
Bx{\ E
Wi:(‘ﬂiylzl' H
g %
B ——~A

« 1 1 .
es inmediato que nf =m : E(¢,X), ., — E (5,X) , Y entonces

(£) (£)

[ +11S,) )= [IS1+7[S51] =[™1C[S1] +[S3) ] =[S + [S,] ]-

Ademas J(0) = [X +—~XxL —B —#-A] y como se tiene el diagrama

Mk
X +—>XxL —=B Z+A
i
[ ST |
Lo X =N e f

con ™ merfismo de B-estructuras, es J(0) =0 .

(1.6.90 COROLARIO .

SZ(A,X) e s un grupo abeliano.

() . £

Dem.- Sea [[S: X #>E —>B A€ SZ(A,X) ; puesto que El(U,X)

)’ (£)

€s un grupo, existe —[S]EEI(O,X) , entonces [{S]] +[Isll = jcldl-[s])
= J(O)=10.
-i £

Notemos que por (1.5.27), - [sll=[[ X = E —B —+all

(£)

(1.6.10) PROPOSICION .

SZ(A,X) es funtorial en A—>R y X.

(£)
Dem.-

A -S> ~ .
Si g es un morfismo en (C,R) y ¢:X —> Y es un morfismo de R—mo-

2
dulos, para cada [l S: X+ E —B —>alles (AX) existen (£)2-exten-

(£)
siones especiales unicas, salvo equivalencia, S8 X +>E —> B8 A" de

A'por Xy S¢: Y +—E, —>B —>A de A por Y, tal que se tienen diagramas



84

X +—>E —> B8 —=>A' X 4-7E —>B —¥7A

| T O T

X +—>E —> B —bA
con IE morfismo de B®-estructuras y = morfismo de B-estructuras.

Dem.- Para el priAmer caso,observemos que el cuadrado de la derecha
es nesariamente cartesiano, en consecuencia esta determinado; el resultado se

sigue de (1.6.2). El segundo caso es el correspondiente en (1.6.2).

(1.6.11) TEOREMA .

Para A—>R €(C,R) y X un R-mddulo, existe un isomorfismo natural

2 o 2
SALX) oy T HTAX)

Dem .-

£) — HZ(A,X)(£) como sigue.

£
Dado [[ S: X +—~E —B —A ] SZ(A,X)(£) , el epimorfismo o induce

Definimos W : SZ(A,X)

la sucesidn exacta (1.3.2)
1 ] 2
H (B,X)(£)——>’H (0 X)( )——>H (A’X)(E)

definimos W[[s]] =¥[ 5]
Si suponemos h = (h,1) :0—>0 ', por la naturalidad de la sucesidn exacta
considerada, el diagrama

1 'JJ
H (o, X)( g (A X)(£)

hl “

H (), X)e )__, H2(A, X)(g)

conmuta, y V'h[S] =v[S] luego whs]]= wll sll, y W esta bien definida.

2 »
Supongamos teH (A,X)(£); considerando la presentacion G(£)(A) ——b’A

se inducira la sucesiidn exacta
1 ] 2
H ($,X —>H(A,X —0
X Xg)
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1
y por tanto existira lsjeH (G,X)(£) tal que ¥[S] = t, osea wllsll=t. Asi Wes

sobre.

Dadas [[S;: X +—E. —B, —-A11€57(A, XD (ys 1=1,2; sea

leAsz-—’—'Z—%Bz

"1l %
B . T

1
el cuadrado cartesiano de o y o2, ¥y 0=0;7i. Entonces (6] +[[55]] =
“ % )
=[m[s4] +“2[SZ]] . Ahora, los diagramas

1 N T['f 1
H (<{1,X)(£) e (o,x)(E)

wi l\r
2 2
H (A,X = H (A,X
(As X gy = H AKXy,
conmutan y entonces W( [([s{1]+ [([s,ll) = ll”?i[Sll +¢1r§[52] = wils{l+ wll sall.
con lo que W es morfismo de grupos abelianos.
Supongamos que W [[s: X 4+—E —f-—'?B Z-All=0, sea L =Ker(o) ; por la
exactitud de
il $ 1 ] 2
H (B,X —H (d,X H (A,X
(B, Xgy™ 7M€y 77 Saas
X +>F BsBlcH (B,X) oy, tal que o[ X+— P —7 Bl = X +FE —~L], pe-

ro, por (1.5.26), ¢ X +—=F —B] =[X+=7K—+7L ], donde esta ultima ex -

, existira

tensidn esta determinada por el diagrama de filas y columnas exactas

X+ K L1

| 1,

X +—FE —+B

IR

A=A
podemos suponer K =E, y sera tal que la accion de E' en E por conjugacion

coincide con la definida via E' —* B.
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Notemos la existencia del diagrama
E +>2E —A

| e |l

X +—>E —>B —%A .
Consideremos h : XxE —>E tal que h(x,e) = x+e ; puesto que X es central
en E, h es un morfismo en C, y no presenta dificultad comprobar que es morfis-

mo de E'-estructuras. Se tiene entonces el diagrama
s X > A—— A

BN
X HXXE\S—:??T —--‘B-?/%

| 174 |

X +—FES —2 § A

con h y n morfismos de E'-estructuras. Por tanto [[5]] =0 .

Y W es un isomorfismo.

La cuestidn tratada a continuacidén es es analoga al clasico problema de inter
pretar los elementos del segundo grupo de cohomologia ( tercero' en notaciones
clasicas) como obstrucciones a la existencia de extensiones de nucleo no abeli
ano.

(1.6.12) COROLARIO .
Sea S: X +—>E i—?B —%> A una (£)2-extensidn especial de A

2
por X. Entonces [[S]]=0en H (A,X)(£) si y solo si existe un diagrama

E==E—a
I g |l
X4+—E —B —7A
tal que la accion de E' en E por conjugacién coincida con la definida via E'—B.

Dem .- Esta implicita en la demostracion del teorema anterior.
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Supuesto se verifican las condiciones del corolario anterior, la extension
So: E +—E —+A y el epimortismo p no tienen por que ser unicos, el par
(So,p) se dice que es una'solucidn' para la (£)2-extensidon especial S.
Dos soluciones (S4,p) ¥ (go,—i)) son equivalentes si existe un diagrama
E +—FE —+A

1)

E +—F —+7A

(1.6.13) PROPOSICION .
5i [[s: X +>E—B -2 All=0en HZ(A,X)(£). Entonces el con-
junto de clases de equivalencia de soluciones para S constituyen un conjunto’
principal homogeneo sobre el grupo Hl(A ,X)(£).
Dem.-
Notemos , en principio, que tal conjunto es no vacio por(1.6.12).

5 1 . . : o
La accién de H (A, X) sobre el conjunto de soluciones viene definida como

(£)

sigue: Si H =[X+—H —+A] HI(A,X) Y (So: E +>E —+7A,p) es una

€3
solucién para S, considerando el diagrama
X o ——— X

(i H)I I

ExX +—— E'XAH —=A

SN

X +—— > B—" A

donde h:ExX —=E es el morfismo h(e,x) = x+e ( que es morfismo al ser X cen

tralenE) y g: E’xAH —2B = E'XAH Lsp —PL/"B; es inmediato que el diagra
ma conmutay las filas son exactas asi como la columna de la izquierda. Sea

X
E'XAH = E'xAH/X, y tenemos el diagrama de filas exactas
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como ]
(@, +(e,0)-(e,h) = ¢ +e-¢ = ple)e= g(e',h) - €&

(e, x(e,0) = e€xe =pledxe = g(?:_h—)‘x e , para cada X .
tenemos asi una nueva solucidn para S. Definimos
H4(5,,p) =L E +—%E'X§H —+>A, 9.
Si se consideran H y H' dos elementos de Hl(A,X)(£) entonces
(H+ H) +(S_,p) =H + (H + (SosP)) -

E xAHxAH

B O X, X1, x+xX +x" =0 !

X X
para ver esto basta observar que E'xA(HxAH')
X
= (E‘xXH')x H.
A A
Como E‘xAXﬂA =ExX y E'X;\S(':IA = E', tambien tenemos que
0+ (Soyp) = (So,p)
Sean (S,,p) ¥ (Sy,pp dos soluciones para S ; tendremos

E s E}-—rA

-

X +%E —>B —A I=0,1.

y siendo L = Ker(o), se induce la sucesidn exacta

EXLE +=r E’OXBE'l == A
considerando entonces E -’—?EXLE el morfismo diagonal, er—(e,e), e identi-
ficando E con su imagen, E es ideal de EéxBE'l, sea H = E'OXBE'L/E; claramente
ExLE = ExXy ExLE/E = X y tenemos la sucesidn exacta

X+H —t7A

la cual, es facil ver, es una (£)extensidn singular de A por X, con lo que
H=|X+—E —HA]c‘Hl(A,X)(£). Probaremos que H + (So,p,) = (S1,p), es fa

cil probar que H es unico, :
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H +(S:Dy) = (E HEBX}Z(H —+>A,g) donde B es el inducido g

ExX +——?E'OXAH —*-'ﬁ

h) g
X +—> E ~B

+> A
siendo g(&),(el,,€'1)) = p(e,) = pj(e'), notemos que todo elemento de E'oxAH
se expresa de manera unica en la forma (e, ,(e .€')) para (eo,el) E'OxBE'l, de

hecho, la aplicacion (e, €) —>(e,(€};,€1)) es un isomorfismo estre E;x EY

y E'OxAH; se tiene el diagrama conmutativo
X K..
+ + \

y H+ (S5, =(S1,p1) -

1.7. RELACION ENTRE H'y Ext"

Tendremos aqui presente lo dicho en (1.2.8) y (1.2.12); y supondremos,en

su caso, que /ZE es una clase inyectiva en R-Mod. para cualquier R de C.

(1.7.1) Si R es objetode C, En la categoria R-Mod. tendremos los funtores
' ExtE’(X,Y) = Ext"/gX,Y), a los que denotaremos simplemente por Ext (X,Y),
y eventualmente caso que se de la situacion (1.2.10), los funtores relativos

Ext £(X Y) = Ext {(X Y), a los que denotaremos Ext (X Y)
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Las igualdades prcvienen del caracter equilibrado del funtor Ext en catego-

rias abelianas, ( vease, por ejemplo [87]).

(1.7.2) Para R de C, segun (1.2.8), se tiene la adjuncidn

(C,R)
T ]
R;Mod.

donde ] es el correspondiente funtor de olvido.
Puesto que el rango del funtor DR es una categoria abeliana podremos defi-

nir los funtores de homologia en (C,R) con coeficientes en DR relativos al coir_i

ple G (Gg), H ( ,D) . Denotaremos a H_( A—>R,D_) por
"R % " R
H (A DR)(£)

Estos vendran calculados como el n-ésimo grupo de homologia del complejo

n+l
- D_G A) —>D — -
RSy M) > DGy — B Gy ()
(1.7-3) LEMA .
n , Z
51 H (R, I)(£) =0, n>1, para todo R-mddulo inyectivo (/g—inyectivo),

Entonces H (R DR)(ﬁ) =0, nz1.
Dem.- Hemos de comprobar la exactitud del complejo descrito anterior—

mente, para lo cual es suficiente probar que para todo R-médulo inyectivo (uf}:—
inyectivo) el complejo
Hom (D, G, “r), 1) —>Hom (DG o {R), 1) —>Hom RdED(R) D -

(£) R (£)

es exacto. Pero este complejo, por la ad]unc1on DR-—I ], es equivalente al com

plejo
(R) (R Gl 1
Hom(C R)( (£) I } —p Hom(C R)( (£), \1}8 Sz ¥

< ]

R E R
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y, segun (1.2.20), este lo es al complejo

—
Der(G(E)(R) + I ——>Der(G(£)(R) »1) Der(G( )(R) y L) =2
cuya cohomologia es H "R ,1), .. = 0 por hipotesis, y por tanto exacto.

(EJ

1.7.4) DEFINICION .
La categoria C se dice "Equilibrada " (" £-equilibrada ") si para
cualquier Rde C e 1 R-mcdulo inyectivo ( g¢-inyectivo) Hn(R,I) =0,n>1

(Hn(R,I)£ =0, 515 .

(1.7.5) PROPOSICION .
Si C es (£)equilibrada, existe una equivalencia natural

n - n
H (R, ) = ExtR(D{R),

) Yty 0o .
Dem .-

Puesto que DR lleva objetos € R proyectivos en R-modulos %m-proyec—

(£)

tivos, se sigue del lema(1.7.3), que el complejo

NN —_—s e e e >
R (£)(R) D (£)( R) DRG(£)( R) DR(R)
es una resolucidn E(‘f:)-proyectlva del R-modulo DR(R).
Entonces para un R-modulo X los grupos Extg(DR(R),X)(O vendran dados

por la cohomologia del complejo

Hom.R( R (£)(R) , X) ——"’HomR(DRG(f:)(R) g K ) == .

pero, por el mismo razonamiento hechoen la demostracidn del lema (1.7.3), es-

te es equivalente al complejo

n+l
Der(G(£)(R) X)—?Der(G(D(R) ,X) —>Der(G (£)(R) LX) —

cuya cohomologia da los grupos H (R,X)(£) .

n n
Luego H (R,X)(£)= ExtR(DR(R),X)(£) .
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(1.7.6) COROLARIO .
. Si C es (£)equilibrada, entonces 'R, )(£) es el n-ésimo funtor
%:)—derivado del funtor aditivo entre categorias abelianas
Der(R, ): R-Mod. —>Ab .
Dem .- -
Sea X un R-modulo y X +->>1 una resolucion V/,g)—inyectiva de X; el com-
plejo Der(R,1) es equivalente, de forma natural, al complejo HomR(DR(R),_I)

i n n
cuya cohomologia dara ExtR(DR(R),X)(£) que es H (R,X)(£) por (1.7.5) .

(1.7.7) Notemos que, bajo hipotesis de (£)equilibrio , en el isomorfismo ‘de

1.7.5) Hn(R,X)(£) = Extg(DR(R),X)(g) , R no puede ser sustituido por un

objeto A —> R de ((_Z,R); el isomorfismo solo es funtorial en X.
Si embargo, en el caso de que todo R-modulo \/'g)—inyectivo sea tambien
A-mbdulo inyectivo, via A —> R, entonces el complejo
A >
V(Hom (D R (£)( ),1),n>0)
para I R-mddulo, %£) inyectivo, tendra por grupos de cohomologia H (A 1)(£)

que seran nulos , y por tanto (D R (£)(A) ,N>0) es exacto y es una resolucion

proyectiva de DR(A—-R); tendriamos asi que

n n
H (A, )(£)= ExtR(DR(A—?R), )(£)

(1.7.8) Para A —> R €¢(C,R), denotaremos

~ n
g = Ext A—=R ¢
i g xt (D(A—R), gy
osea fln(A, )(£) es el n-ésimo funtor (£)—derivado del funtor

Der(A, ): R-Mod. —>Ab.
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(1.7.9) Sea A f-g*‘?R un epimorfismo sobre (£-escindente). Considerando el
funtor DR : (C,R) —> R-Mod. (que es %G:)R—exacto a la derecha ), por (1.1.1)

se tendra la sucesiodn exacta

' Hl(R ’DR)(£) ——?Ho(o ’DR)(£) -v’DR(A) —'—«"DR(R) —0

donde denotamos DR(A-?R) por DR(A) .

Claramente los funtores HomR(Ho( ’DR)(£)’X) z 1€, R)'(£)—’7"Ab y

HomR(DR( ),X) : (C,R) —>Ab son E@, y E’G - exactos a la derecha res
(£ (£)R

pectivamente. Consideremos la resolucion simplicial truncada de ¥ en (g,R)'(£)

2
G(£SA) G(£)(A) —7A

Gé )(o \l G(£)( o) lc

2 I _
G(£SR) G(£)(R)——-—7R

Como las sucesiones

HO(G(£)(0) ’DR)(£) = DRG(£)(A) — DRG(£SR)

2 2 2

—D_G A) > D_G R)
Ho(Ge §$9 Doy R A R

son exactas cortas escindidas, el funtor HomR( ,X) llevara estas en sucesiones

exactas cortas escindidas, y tendremos asi
HomR( Ho( Os DR)(£)’X)

J

HomR(DRG(E)(R)’X) HHomR(D G, .{A),X) —_—P_?-HomR( HO«_;(Q)(")’D“)(Q)’X)

R (£)
Hom (DG {R), X) +->Homp(Dy G y(A), X) —h Homp (Ho(Gg {03, Dy, X0

donde las filas son exactas por lo dicho anteriormente y la columna de la dere-

cha por ser HomR(Ho( ’DR)( £),X) E:;,( £)—exacto a la derecha.
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Deducimos entonces que

O
Hom (HO( R(£) X) = H (U,HomR(DR( ),X))(£) =

Ho(o, Der( ,X))
HO(U,X)

il

(£)

Il

-

(1.7.100 COROLARIO .

Sio: A—® R, es un epimorfismo sobre (£-escindente), se tiene

que
( L
FolosDpdey = TLLIT
Dem.- Por (1.3.4) se tiene que H (o,X)(£) = Hom ( [L 0] , X), combipag

do esto con el resultado obtenido en (1.7.9) tenemos que

L
Hom (Ho(o R(£) ) = Hom ({L 7’

es inmediato concluir el corolario.

1 g

(1.7.11) COROLARIO .
Si Ces (£)equilibrada y ¢: A — R un epimorfismo sobre (£-escin-

dente), se tiene la sucesidon exacta corta en R-Mod.
_L
[L,L]

siendo L = Ker(o).

- DR(A) — DR(R)

Dem.- Puesto que induce la sucesion exacta

. —_— — —_— e
Hy (R, DR) gy — Hoos D) ) — DelA) —> Dy (R) —>0
tal como se dijo en (1.7.9), y al ser C (£)equilibrada se tiene que Hy(R, DR)(£)

=0 por (1.7.3), tendremos la sucesion exacta corta

H,(o, DR)(£) +>D (A) —# D (R)

y basta ya utilizar el corolario anterior.
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Podemos suponer, sin perder generalidad (vease, por ejemplo [20] ), que

el funtor DR conserva epimorfismos £-escindentes.

(1.7.12) PROPOSICION .
Si Ces equilibraday oo A — R un epimorfismo sobre (£-escindente)
con nucleo L, existe una sucesidn exacta larga natural

L 1
0 — Der(R,X) —> Der(A,X) — HomR( [L_,_L—]’X) —>H (R ,X)(£) ==

——>H1(R,X) i A

— fitA, % )

(£)

para cada R-mbddulo X.

1 L
—> ExtR( —— . X)

L,d (£)

Dem.— Por (1.7.11) se tiene la sucesién exacta de R-modulos

L
.0 DR(A) DR(R)
que induce la sucesion exacta larga

0 —> Hom_(D(R), X) —> Hom ,(D,(A), X) —> Homp( [TL—-J i L

1
—> ExtR(DR(A),X)

1
— ExtR(DR(R),X)(£ £)——>

) (
que con las correspondientes identificaciones es la enunciada.

Esta sucesidéntiene su precedente en la obtenida por Barr-Rinehart en [20]
para grupos, élgebras asociativas y algebras de Lie; generalizandola de forma

clara.

Probaremos ahora que bajo ciertas condiciones la sucesion exacta larga an
terior es la misma que la obtenida segun (1.3.2).
(1.7.13) PROPOSICION .
Sig: A —» R es un epimorfismo sobre (£-escindente), y se verifica
que todo R-modulo -V"/é)——inyectiv-o es, viaog, un A—médulobL/(;)—inyectivo,siep_

do ademas C (£)equilibrada, entonces las sucesiones inducidas por ¢ , segun

(1.7.12) y (1.3.2), son iguales.
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B

En particular 1"(s, %) [L,L]’X)(fl) "

n
()= ExtR(

Dem .-

En las condiciones delenunciado, por (1.7.7), se tiene que f{YtA,X)(D =

n ' n n L
=H (A,X)(£) Queda,pues, probar que H (u,X)(£) = ExtR( [L_—,L] ,X)(£) -
. o] L B o, L
Sinzwo, H (o,X)(£) = HomR( T.0 i) = EXtR([_L,L] ,X) por (1.3.4).

Si n>1, tenemos la sucesidn exacta

Hn(A ’DR)(£) — Hn( “ DR)(EZ) % Hm-l(R ’DR)(E)

y por ser la categoria (£)equilibrada y todo R-mbédulo -inyectivo A-mddulo
4 . “¢)

(" ~i i s t A, = = s
UZ) inyectivo, tenemos que Hn( D_) 0 Hn+1(R D)

R(£) R(E)’ luego tambien

sera Hn( O’DR)(}Z) =0.

Consideremos el funtor H( ’DR)(E) : (E’R)'(E) —> R-Mod. y la resolucidn
simplicial de
2 i
- - G _(A G A) —A
et 5 G

l G?£S°) J’G(ES") ¢

ety —
G(£SR) G(£)(R) Sl ¢

como G (o) es escindido, se tiene la sucesidn exacta corta escindida

)
n n n
Ho(Gg {20 DRd gy % Dp G i 2 DrCcef®

y por consiguiente H (G " (@,D)

—mé - oyectivo al ser
(s R8) es un R-modulo (é;(}:) proy

sumando directo de uno que lo es. Ademas ¢l complejo

(G (9,0 gy —> HolG g {09 DR) gy = Hol0 D )y~ O

(£) R(£) 0 (£) (£)
tiene por homologia Hn( o, H( ’DR)(£))(B(£) &= Hn( O’DR)(£) =0y es exacto; luego
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= L
es una resolucion ((£)—proyect1va de Hy(o,D, R (£) que es [T por (1.7.10).
Asi la homologia del complejo
0 —* Hom (HO( (g)(cs) DR)(£) ,X) —> Hom (HO( (£)(o) ,D )(£) X) =t
L

es ExtR( .o X)

Pero HomR(HO(G(£)(0) DR)(£) X)=H (G(£SU),X)(£) , y el ultimo complejo
es equivalente a
0 —>HUG (@), X) )—>HO(G (0, ¥) gy > " " °

. n 0 n
cuya cohomologia es H (o,H( ’X)(E))(E = H (U,X)(g)
(£)
Luego H"(o,X) —Et(—-&—- X)
uego B A% Mgy T PR LT

1.8. H" y n-EXTENSIONES , n»3.

(1.8.1) Sea Robjeto de C y X un R-mddulo.
Para n»3, una " n-extensidn especial " ( £-n-extensidn especial,

caso que se de la situacion (1.2.10)) de R por X es una sucesidn exacta
S X+rKy~> = v - —>X ,—>E 1,8 %R

que es el producto de Yoneda de una 2-extensidn especial (£-2-extensidn espe—

cial) de R por el R-mddulo V=Ker(f)

V+—E——f—>B—"»R

Y
por una sucesion 8 —exacta de R-modulos

(£)

X+>X,—> - - —>X _—HV .
1 n-2
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Dos (£)n-extensiones especiales si existe un diagrama

X+—>¥ —> » 5 >B —» R
“ \Lh1 \L h lh “
X#¥ — > » »+ =X E’———>B'—0>R

n-— Z\I’V

donde h1 2 sl ’hn—2 y g son morfismos de R-modulos y h' morfismo de B-estruc
turas, siendo E' B-estructura via h.

Esta relacidn engendra una relacién de equivalencia en el conjunto de (£)n-
extensiones especiales de R por X a cuyo conjunto cociente le denotamos por

n
S (R,X)(£) :

(1.8.2) PROPOSICION .

Sn(R,X)(£) es un grupo abeliano.
Dem.-
Dadas [s™]y [S’n]GSn(R,X)(£) , definimos [+ [ =[5"+s"] , don
n _,n X
M X > XXX — XXX, — e o ' _—> ExE'—>Bx.B' R.
S +5 X Xq1x Xy sz 5 Xn-2xxn—2 ExE BxRB R

No presenta dificultad comprobar que , con esta adicién , Sn(R,X)(£) es

un monoide abeliano con cero la clase O =[X =X—0— + —0— R = R]
Consideremos X +—=> 1. —> I sie —> I —+> D g —exacta con 1.
. j £ ]

v é)—myectwo en R -Mod. Y deflmmos

W:S (R,X)(£)—-> S (R,X)(£)

por W[[D+>E — B —»R]l= [X4—>11—+ sl W 2~—>E—>B——»R]
i
D

W es morfismo de monoides con cero y ademas es sobre, pues dada una (£)n-
extensibn de B por X 81 % +>X > - >X  —ZE—>B—HR , exis-
N=2y
V'

ten morfismos de R-mddulos haciendo conmutar el diagrama



99

X +— X — 3 e _>X —")V
h 1 h n-2
ll 1l n—Zl lg
X4>] —> oo —>1 — D
1 n-2 9 2
y por (1.6.10), g induce un morfismo g: S (R,V)(£)-— 5 (R,D)(£), que si
suponemos es g*[[V +— E —> B —»R]JJH[D +>E, —>B—% Rl] , se tendra
un diagrama
VA4+>E—>B—%R
ST
D +—> Eg —> B—R

con h' morfismo de B-estructuras.

Claramente W[[D Eg B Rl =[s5].

un grupo, s"(r ,X)<£)

Como consecuencia , al ser S (R,D)

(£)
Notemos que - "= WD +>E, —>B—w»R]])-=

es un grupo.

g
- Wi *_—1>Eg —>B —»R]l=  (por (1.6.9)

= | X—*——1—>X1—é"' —>Xx _,—>E —5B—ai]

Destacamos en la siguiente proposicidn el caracter funtorial de s"(R . )(£),
( aunque tambien se da la funtorialidad en la otra variable pasando a la catego-
ria coma ).
(1.8.3) PROPOSICION .
Si¢: X—>Y es un morfismo de R—mbdulos y [Sn]ésn(R,X)(£) s

existe una (£)n-extensidn especial de R por Y

Sy 1 Y AIY, —> -0 —>Y —3L,E—>B—HR
1 n—Z\&V'

tal que se tiene un diagrama
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X +X > —>X > E —> +>R
¢\ h‘l | h 2m ey [ lh N
1 n-2 .
Y Y —F2 mr ===pY —%E —>B —+~R
1 n-ZN)V,/
conh., ... ,h _,ygmorfismos de R-mbdulos y h' morfismo de B-estructuras.

1 n-2
n . . . :
Todas las S son equivalentes y se tiene un morfismo de grupos abelianos

cu B AR, Y)

n
S (R,X) (£)

O )

*

De esta forma Sn(R, ) es un funtor.

LA demostracién es estandard, ( vease por ejemplo [87, p.149] ), Notese
que entre las posibles 52 hay una , que denotaremos 52 determinada por el
diagrama

st X+ X —> X, —> "0 —>X ,—>E—>B—9R
N ol
" | |

g 3 —— —> e —> > o 3
S¢ Y Yl )(2 Xn—2 E B R
( el cuadrado de la izquierda sera siempre cocartesiano en R-Mod.) .

(1.8.4) PROPOSICION .
Si I es un R-modulo Ué)—inyectivo y n23, entonces Sn(R,I)(£) =0.

Dem .-

2
Consideremos el epimorfismo W : ST(R ,D)(£) —-—>Sn(R,I)(£) construido

en(1.8.2), ahora, como 1 es (,'(é—inyectivo, podemos tomar D=0y por tanto
=0.

s%R,D), =0y S"R,I

) Ye)

(1.8.5) TEOREMA .

Si C es (£)equilibrada, existe una equivalencia natural

HR, ), . = s,

©) de)

para todo n>2 .
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Dem .-

Lo demostraremos por induccién sobre n. Sea X un R-modulo.

. 2 _ 2
Sin=2, por (1 .6.11), H (R,X)(£)— S (R,X)(£) )

Si n>2,supuesto el resultado para n-1, consideremos X +>1-%D una

presentacion ( é—inyectiva de X en R-Mod. por (1.3.1), se tiene la sucesion

exacta
-1 -1 n n
- — sy =
0=H R, D gy —>H' (R, D)) —>H (R, X) oy —>H (R, gy =0
por tanto se tiene el isomorfismo (natural)
-1 U
H TR, D)oy = H R, g

- 4 »
y, por hipotesis de induccion, H' (R,D)(£) 44 I(R,D)(£) . Combinando es—

tos isomorfismos basta establecer un isomorfismo natural

n-1 ~ N
Z: S (R,D)(Q)— S (R,X)(£)

Definimos Z como sigue:
-1
Dada Sn : D—t——)Xz——-)- . '—>Xn 2——>E —> B —» R , notamos
zd X1 —x —> ¢ - — X 2——*E~—>B-—4>R

y definimos Z [Sn_ll = {25 1
No tiene dificultad comprobar que Z esta bien definida y es morfismo de
grupos abelianos.

Veamos que es sobre:

Sea [SH:XHXI_\Q_; 2-—-> ...——>B—)R}€SH(R,X)(£); por ser

I u{g—inyectivo existe un diagrama en R-Mod.
X +=>% —BK

(-

X+—1 —» D
. . n-1 n-1 . .
y g induce un morfismo g_: S (R,K) —> S "(R,D), es inmediato,entonces,

que Z(g[K+>X, —> - -~ —~B—>rD=[s"].



102

Probaremos que Z is inyectiva; distinguiremos los casos n=3 y n>3.
Es suficiente probar que se verifica lo enunciado en A) y B) :
A) Si se tienen diagramas

1) X+=>X —}E—>B——>R

| l

X*—)I )?,Eg—>B—'>R

2) X*—-)X' E’——>B'——+>-R
\9, o i

]
XHI*L?Eg——)B'—»R

3) X—t—)X —-»E—%B—PR

X +—=>X —> B —4%»R

H M%»l Eol

con h1 ,g,h’1 »g ¢ ¥ ¢ morfismos de R-mddulos, h y # morfismos de B-estructu

ras y h' morfismo de B'-estructuras; entonces existe f: Eg —>E', morfismo

g
de B-estructuras tal que
D+—>E —B —»R
g '
|
D +—> E'g. —> B —»R
conmuta.
B) Si se tienen diagramas
1) X 4+ X «e+ —> E—>B —%R

Z\gK/T 3

X—HI<;J7‘ ‘l}‘) =% tud =3 E—>B—bR
\a zf3
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2) X-f—-—}X'l——% '2—-——)X' o _)Ev__%Bv____B_R
R
' ¢ —E —B —R
\r%\ $/' 2\,>\H /’3
D K
2
3) Kbmf ——BR —F end =R —3E —3 B =#R
" T n- V’Z ' |
l} ¢1 1 5 KQ | i u us
( L2 b2 ! ,
X +—>X X' sww —3 X B =2 B—%R
1\9' e 2\,,\ il n-2
K K "
1 2 V'
con h1 ’h2’ ¢1,¢2, Bdw ¢n—2 y v morfismos de R-modulos, y m morfismo dei
B-estructuras; entonces existe f: Y2 -—%Y‘z morfismo de R-modulos tal que
el diagrama
D+—>Y ‘X >X _—>E—>B—%R

" 2 n-2 ; ‘
| e ol ")
D—¢——>Y'2 ‘X‘B S mu e >X'n_2——'>E' —>B' —& R

conmuta.

En efecto, supongamos las hipotesis del caso A) y consideremos las facto-

rizaciones
m n B
k3% —BET3E B —SE
ll s o ||
XHI—VPD#Eg—S-)B—*%R
X+ X = K 4> F > B —>
L
Y s ] — +—t—>E'g,—B—>B’—9R
m. n B. )
X—HXIH*KHE-—)B——‘*R
¢
“ 1l , @ , Ln . ”
m n 8 .
X +>X ++K +>E — B —»R
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Ve
donde podemos sunoner que hvl ¢1 =h; al ser 1 (/g)—inyectivlo; y como

gém=gmé; =vhiog=vh =gm

deducimos que ¢ ¢ = g. X n E
Ahora , dado el diagrama gl, tQ J}l 'm
Dd&—E

%E’g,

por (1.5.13) existe un unico morfismo de B-estructuras f: Eg —> F

g

fh=h'n y ft=t;restaria probar que B f =17 B, lo cual se verifica por

tal que

las igualdades B'ft=o=7 B8ty B fh=1 Bh.

La demostracion del caso B) es enteramente similar, con la variante ( y sim
plificacién ) que la propiedad universal del correspondiente cuadrado al cuadrh
do Q es en este caso la propiedad universal de ser el cuadrado cocartesiano

en la categoria de R-mbdulos.

La sucesion (1.7.12) y la conocida interpretacién de Yoneda [165] de los

grupos abelianos Ext;;(Y,X) para R-modulos X e Y, como los grupos de

(£3°
clases de n-extensiones de R-mddulos
X+>X —> =+« —X —HY ( —-exacta)
1 n {(£)

( vease, por ejemplo, [130]), sugiere y ofrece la posibilidad de obtener una
de Hn(R,X)(£) en terminos de clases de n-extensiones ( no especiales).
(1.8.6) Sea R objeto de C y X un R-mbdulo.

Una n-extension (£-n-extensidn, caso que paralelamente se de la situa

cién (1.2.10)) de R por X, es una sucesidn exacta

E“:x+——>xl—> S A Y e
n-1

que es el producto de Yoneda de una extensién singular (£-extensién singular)

V=Ker(c) +—=E —» R
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g
pPor una sucesion &(~£)—exacta de R-mdJdulos
X+>X —> o0 —>X =V,
n-1
Dos (£)n-extensiones de R por X son equivalentes si existe un diagrama

conmutativo
E't X +>X —> -0 —>X E —»R
|4 L
1 nil gi ,
E™: X+, > X %/,\,E'—"-»R
TV
con hl’ . ’hn—ly g morfismos de R-modulos.

Esta relacidén genera una de equivalencia en el conjunto de las (£)n-exten-

. . . n
sionesde R por X, a cuyo conjunto cociente le denotaremos E (R, X)

(£)

(1.8.7) PROPOSICION .

En(R , X) es un grupo abeliano, n»1.

(£)

Dem.-
n n _ n _n
Dadas [E ]y [E' ] (£)n-extensiones de R por X, sea E +E' la (£)n-exten

sion

n n X
E Y8 +—> |y X, s wwr ——p T — —
+E X Xlx)(1 X2x 5 Xn.—lxxn—l Ex E R

y definimos

[E"1+[E"] = [E"+E" 1.
La demostracién de que, con esta adicion, E'®R ,X)(£> es un grupo abeliano
es esencialmente analoga a la dada para s"R,X) en (1.8.2).

(£)
Notemos que una (£)n-extensidn de R por X es obviamente una (£)n-extensi-

dnespecial de R por X, existiendo un monomorfismo

.. .n n
i ENR,X) gy S R,X) L

Se demostrara que , en condiciones de equilibrio, EH(R s X) = Hn(R » X)

(£) (€Y

y, aposteriori, j es un isomorfismo; tendremos asi que  En toda clase de

"

(£)n-extensiones especiales existe un representante que es una n-extension
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(1.8.8) TEOREMA .
Si Ces (£)equilibrada, existe un isomorfismo

n ~
E (R,X)(£) S H (R,X)(£) nz1.

9

Dem.-
2 ) . . . 1 ~
Haremos induccion sobre n. Si n=1, el isomorfismo E (R ,X)(£) = Hl(R,X)(£)

es dado en (1.4.6). Admitiremos para n-1,n>2.
o n

Y eE 5 5
E R] (R X)(£) por

[ n: X +—> — o o o >
Sea LE X1 Xn—lxv/'
(1.7.12), inducida por o , se tendra la sucesidén exacta
von e W NE gy s Bl OV, KY o WRLEY . —
‘B ¥k Xty Ve Xey s

n-1
- v ’ e
—> V] ExtR (v, X)(£) definimos

y considerando [X +——>X1 — e __;}Xn

Wn[En]:q>[X+—>Xl—> Sl G

tenemos asi, una aplicacién, bien definida debido a la naturalidad de la sucesi-

on exacta considerada,

n__n . ..n
W : E (R,X)(£)—'H (R,X)(£)

Consideremos M +—> P 2, R, una presentacidn G}(£)—-proyectiva de R, uti-
lizando los axiomas de una categoria de interes es inmediato probar que P actua

por conjugacioén trivialmente sobre [M,M], o dicho de otra forma [M,M] es un

ideal de P; consideramos, entonces, el diagrama de filas y columnas exactas

(M, M] M, M]

I\.ﬂt ; > £ pe\ R

b

MM M)

M P
R T

denotaremos Vo = .M

Inducida por p, tendremos la sucesidn exacta



107

An_]_ n—-l o} n ) - =1
O=H (P,X)(£)—?‘ExtR (v ,X)(£)ﬁH (R,X)(£)‘ﬁH (P,X)(£) =0

~ m m
(H (P,X)(£) = EXtR (DR(P),X)

)= 0, al ser DR(P) f‘;g)—proyectivo )
Deducimos asi un isomorfismo

n-1 PR |
ExtR (VO,X)()(:): H (R,X)(£)

-1
Entonces, para cualqier aEHn(R,X)(£) sea ¢ (a) =[X +—> X1 =

om s i X —> V, ], y definimos

n _.n n
T :H (R,X)(£>—>E (R,X)(£)

por

Tn(a):[XHXI—?"' >

>Py—+ R ]
n—l»vfo

Claramente W' T'(a) = o K +— X, —> " —E —&Vyl= a ; poria
conmutatividad de

n-1 ® n .
ExtR (VO’,X)(£) —>H (R,X) — 0

(E)
n-— Y] n ~
Exty ](\/;),X)(D > H (R, ——?Hn(PO,X)(}:)

asi W T =1.
n_n
Veamos ahoraque T W =1:

Sea En:XHxl—é cEs —m X

n—l\&v

ZE —®R
n ' . .
ysea W [E ]=a. Existe un diagrama conmutativo

i\gﬂ i\f le\

V, %P,

V +— —+ R

( f existe por ser P (E(£)—proyectivo, y I es inducida porf ya que f[M,M]= 0)
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y por la naturalidad de la sucesién obtenida en (1.7.2), se tiene el diagrama

conmutativo e
- 2>u"®,x
ExtR (V,X)(£) H'( )
d ll
Exts Vo, %0, . S HR, X
TR O M) i
de donde a =o[X +—>X —> ——»xn_l—»v]:(pg”[xf—» — V)=
= [X +—>Xl s ———>Xn 2—) X'n_l—-F? Vo ], estando obtenida esta ultima
por la fila superior del diagrama
Al M ks Wit W
n—l 2
| “ ” be
X +— X —_— 1 — Y
asi Tn(a)= [X+—2X — - — X 1 —-—>Po-—t->R] , pero como se tiene

1
el diagrama conmutativo

X+——>X —

Wi

X +—>X —> e
sera Tn(a) =[En] .
Luego Tn w' =

Dados a,a €H (R X)(

£)

“—>P —+> R

|

— Xn— — X'
s
* b2 n—l

> E=+*R

, sea, mediante el isomorfismo considerado anteri

o @) = [X +—

ormente, & (a)_[X+——>X1——> ‘—>Xn 1—1'—>VO] y
- X'1 — C— X]"l 1——'9 Vo1 entonces sera
<p_.1(a+a') = [ X+—X ))cg(’ — X X' —=>V_ ] y
1741 n—1)R/O n-1 o

) = [X +> X, —

Tla) =] % +—3 X, —>

T'(a+a) = [ X +— X;xX

1

=—>X

—X'

—>

1——>po —+R ]

—>P —b
n-1 PO R ]

X X
VO n-1

—_— X
n-1

—>P, —E]
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n n X
8 . Xl el wEle — (] PR
y T@+T @ =[X+>Xxx X XX~ Px, P —*R ]
X xVy =X VoxX' ) =
Vo n—1xvo( XX )

, : V)= (X
Como (X1 Xy Xy (VoxVo) = X, g%y X4

=X x X , se tiene el diagrama
n-1 n—
X\I' PR 5 1 1
X "‘-7)(1)(”1\1 —> —> X r X Xn—2 —>Xn_1xXn_1—?P?(xRPO — R
.\VOXVO
X —X K —> 0 =X _xX _ —> X >
XXX n-2""n-2 Xn—lx'\/o 1] o R

y por tanto T (a+a') = @) + T'@) .

(1.8.9) COROLARIO .
Si C es (£)equilibrada En(R,X)(£)’£' Sn(R,X)(£) , n»2.
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2. RELACTON ENTRE LOS FUNTORES H  y V' .
2.1. VARIEDADES .

Consideraremos C una categoria de interes,(1.2.1).
Una variedad de C, V, es una subcategoria plena de C que es cerrada para

subobjetos, objetos cocientes y productos.

2.1.1) Una variedad V de C es una clase reflexiva, osea existen funtores

adjuntos
<
Pl TI ( inclusién )

En efecto, sea A€C, consideremos la familia de todos los cocientes de A
que estén en V ( no es vacia, pues 0€V) y el producto de ellos TV A;; existe un
unico morfismo u: A -——)TTAi inducido por los correspondientes epimorfismos
A —> Aj, y denotemos P(A) = Img(u). Claramente P(A) esta en V al ser un
subobjeto de TTA; que esta en V, ademas las factorizaciones

A+ P(f) +TTA,
\ | /

prueban que P(A) es el mayor cociente de A que esta en V.
Ahora, si f: A —>H esun morfismo en C con H en V, considerando A; =
= Img(f), que esta en V al ser subobjeto de H, se tendra el diagrama
A —+P(A)

I S

lo que prueba que P(A) es una V-replica de A.
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(2.1.2) Denotamos Sw:{xl s BB 5 mes g By o } y Fo al objeto libre de C
sobre el conjunto S .
Dado un subconjunto & de F, sea V() la subcategoria plena de C cuyos ob
jetos vienen definidos por
A€EV(®) &> Para todo geHomC(E,o ,A) y weq, glw) =0 .
Esta subcategoria es una clase reflexiva de C; en efecto, sea A€C y consi_
deremos Vp(A) el ideal de A generado por el conjunto {g(w),geHomC(Fm .5 N weQ}

se tendra la sucesidOn exacta corta
A

Q
VLA) +—>> A —b m)

= Py(A)
y es claro que Py(A)eWQ).

Para cualquier morfismoen C f: A—>H con HEWQ), se verifica que si
geHomC(Fm,A) y wef entonces (f i)Xglw)) = f(g(w)) = (f g)(w) = 0, y por tanto exis

te un unico morfismo f:P(A) —> H tal que

A 9 Py(A)
T
H
conmuta. ¢
Esto prueba que los funtores P Tl(inclusién) son adjuntos.
\(€)

Ademas V(@) es una variedad de C; para ver esto, supongamos un monomor
fismo j: H' +>H, con HEVQ), si geHomC(E,, ,H) y weq entonces gw) = jgw) = 0,
con lo que H'e€V@), y W) es cerrada par—é subobjetos. Supongamos que H' es
ideal de H y sea p: H —#¥»H/H' la proyeccidn canonica, para cualquier morfismo
g: B —> H/H' y weq, como E, es libre existirag : § —>Hconpg =g,y
entonces g(w) = p(g'(w)) = p(o) = 0, con lo que Q) es cerrada para cocientes.

Por tltimo, supongamos {Hh una familia de objetos en Q) y consideremos su

producto en C, H; con p; :TTH; —> H;j las proyecciones correspondientes ,
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si geHomC(E,, » H;) y we®, es claro que p;(g(w)) = o para cualquier i, de don
de glw) = o, y T]'Hiey(sz).
Los elementos weq seran llamados " palabras " y se dice que W) es la vari

edad definida por el conjunto de palabras @ .

(2.1.3) TEOREMA . (Birkhoff).
Toda variedad viene definida por un conjunto de palabras.
Dem.-
Sea V una variedad de C .
Consideremos el conjunto

8 = {wer tal que g(w) = o para todo geHomC(Fw,H), H€_\[}
probaremos que V = W(Q).
Claramente VCW&).
Sea A€ W(2); consideremos una presentacién libre de A f: F —+> A en &5

siendo P el funtor adjunto a la izquierda al funtor de inclusién I : V—>C, con

sideremos £
F—HA

o

P(F)
Es inmediato que los w tales que qw) = o estan en 2 y por tanto f(w) = o al ser
A€ W(2), asi existe ': P(F) —> A con f q=f; f es un epimorfismo sobre y
A€V.

Un estudio mas general puede verse en [73]

(2.1.4) Supongamos V una variedad de C definida por el c.onjunto de pala -
bras @ . Denotaremos, si no hay confusién, V = vy

 Sea E; el objeto de C libre sobre el conjunto {xl, X9y «oes xn} , a los
elementos wan les llamaremos " palabras de longitud n'", y si geHomC(F? s A)

es tal que g(x{) = a;, denotamos g(w) =w(ay, ... , ) .
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Entonces, para A€ C el subobjeto V(A) sera el ideal de A generado por
los elementos (3], ... , ap), con a,€Ay weNF, , n3l.

Es claro que A esta en V si y solo si V(A) = 0.

(2.1.5) Si9 es un conjunto de palabras, para cada we® de longitud n defini-

mos las plabras de longitud n+1 , o %, para cada» y w_ por

@ (X]sX9s ves s Xyal) = XPewlXos voe 5 Xpyy)
oy (X1sX9s voe s X41) = 0(Xps o0e s X)Xy
wy (X 5X0, «ov s Xpyl) = xq+0(0X0,s o0 s X41) — X3
y denotamos § = QU {,m",’fu’,?w*), m+$
Es inmediato, por los axiomas que rigen las operaciones de C, que V(%) =
=Wa).

Podemos, entonces, suponer siempre Q= &

(2.1.6) Sea V=Wgq) una variedad de C y AeC.

Se define V*(A) como el conjunto de elementos a de A tales que

D wa, .- 5 a+aj, o0, an):w(al, cevs @js eee 5 ap)
2) w(a@, ... ,(@%a)+aj, ... ,apd=wl@, ... ,a, ... san)
3 wlg, ... ,x@H+a;, «-. ;ap) =wl@y, «.. 1,85, «-. , ap)

ara cualesquiera a;e A, i=1, ... ,n; operacién de orden dos; A operacidon
P q i
de orden uno y ne ngn, nsl .

Es obviamente un ideal de A.

(2.1.7) PROPOSICION .

Dada una variedad V=Wgq) de C, para A objeto de C se tiene que
A€V siy solo si \}(A) = A

Dem .-

Si AEV, emtonces V(A) =0 y claramente sera ViA) = A.
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Reciprocamente, si Vi(A) = A, entonces para cada palabra w de longitud n
que define V se tiene w(ay, ... ,a,) =w(0,a9, +-+ an) = e+ =(0, ... ,0) =0

por consiguiente V(A) =0y A€ V.

(2.1.8) Dada V=VR), variedad de C; si B es unideal de E en C, se define

para cada we@flF,, n31, la funcion

n__n
: —
) w(B,E) E xB B
donde E"(B") denota el producto de n copias de E (B), por
g wew 5€ 5 g ssw gD J =
“@,0 %1 % Py n)
= w(e1+b1, s 3 en+bn) -m(el, ,en)

Y definimos VI(B ,E) como el ideal de E generado por el conjunto

(e,y +e. & ;b , ... ,b);e€E, beB, wealF_, n;l}
1 n 1 n 1 i n

(%8, 5
Este ideal es definido por Frolich [63], y en un tratamiento mas general por
Bueso [24]. En el caso de C= Grupos y V una variedad de grupos este es deno-

tado BV E por Leedam-Green [115].

(2.1.9) El subobjeto Vl(B,E) es independiente del conjunto de palabras que
definen la variedad. Esta conclusidon es consecuencia de la siguiente proposi-
cion:

Sea I el conjunto de ideales ] de E tales que

1) JeV(E) . Notaremos p. : V(E) —¥>» V(E)/] la correspondiente proyec
] proyec
A

cidn. fllg i |
2) Si se tiene un diagrama B +—>E —»E/B con pf = pg, entonces en
el diagrama V(A)
V(le, V(g
]+ V(E) —I V(E)/]
se tiene p] V() = p] V(g .
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Se verifica que :

1) Vl(B,E) €1

2) Si Jel, entonces V1(B,E)€].
Dem .-

V(E)

W la proyeccion, y

Obviamente Vl(B,E)g V(E). Sea P’ V(E) >

supongamos el diagrama
A

fllg
B+—E EBE/B ]
con pf = pg, para cada wefflE, y @@y, ... ,a)eA , nxl, se tiene

f(w(al, ,an)) =w (fal, wus fan) = w(gal+b1, $5s 3 gan+bn) para
ciertos bi de B
= (w(ga1+b1, s5w g gan+bn)—w(ga1 § © o ,gan)) +
+w(ga1, A an) =

= w(B,E)(gal’ ee s g 3bo, ... ,bn)+gw(a1, veea)

de donde Py V() = Py V(g).
Asi Vl(B,E)e L«

Supongamos ahora JEI. Sea w(B,E)(el’ ,en; bl’ o bn) un genera

dor de VI(B,E), consideremos los morfismos f,g: Fn — E tales que

f(x.) = e. + b,
1 1 1

g(xi)z e I=1, ..., n.

es claro que pf = pg y por tanto se tendra p_. V() = p. V(g); pero

] ]
V() (w(xl, o xn)):w(el+b1, Ex en+bn) y
V(g)(w(xl, SR xn)):w(el, cee s en)

yportantoV(f)»(xl, cee s xn)—V(g)h(xl, vos 3 X ) =m (GO en;b ,

id 8 bn)€]. Luego Vl(B,E)C].



116

(2.1.10) PROPOSICION .
Se verifica, para B idedl de E, :
i) V(B)CVl(B,E)
ii) B»V(E) + V(E)*BCVI(B,E) , para todo .
iii) [B,V(E)]ch(B,E)CV(E)nB 5
Dem.-

i) Si weaNF_ y (b, ..., b )eBn, entonces w(b,, ... , b ) =
n il n i n

= m(B’E)(O, see g 'OF bl’ awe bn)€\rfll(B,E); luego V(B)CVl(B,E).
ii) Si weﬂnFn, y (el, wEw en) ¢ E , entonces para todo b de B se tiene que
b"wie 9 ecoe 9e):*w(b,e 9 oo s € )—“(A)(O,e o By EIE ’e)___
1 n 1 n 1 -
&3
. ’ 9 oo 9 s ) 9 oeo g . 5 3 1 -
u)(B,E)(O “1 e;b,o0 0)€V1(B E); por lo tan

to B*V(E)CVl(B,E).
Analogamente V(E)*BCVI(B,E) y B*V(E) + V(E)*BCV, (B,E).
iii) Considerando p: E —> E/B es inmediato que p(Vl(B,E)) =0, y por
tanto Vl(B,E)CB; como es claro que Vl(B,E)CiV(E), tenemos la inclusidn
Vl(B,E)CV(E)ﬂB .

El subobjeto [B,V(E)] esta generado por el conjunto

prote s oo v, brule s on s @) —botle , ohn e ) wellEy, ek,
beB, todo*, nz1 }r

Segun ii) los elementos b*w(el, S en) estan en Vl(B,E); y dado el
elemento b +w(e1, — en) -b —w(el, e en) , este se puede expresar co-
mo w+(bsely cee en)— w+(0,e1a cee 9 el’l): w+(B’E)(O9e19 e oo en,b, O, ...O)

que es un generador de Vl(B,E).
Concluimos asi que [B ,V(E)]C_Vl(B,E) ;

(2.1.11) COROLARIO .
Para cualquier A de C se verifica que [V(A),V*(A)] =0 ,
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Dem.-
Comsiderando el ideal de A, V'(A), se tendra [V*(A),V(A)]CVI(V*(A),A), pe
ro es inmediato observar que Vl(V*(A),A) = 0 y por tanto [\/X(A),V(A)] =,

(2.1.12)  Definimos ahora los invariantes de Baer, V,C(A) y ViC(A), como
en [L67], y estudiamos sus propiedades basicas.
Supondremos , como hasta ahora, V=W&)de C.

SiA€C y N+—>F e una presentacién libre de A en C, sabemos que
NNV(F)

Vl(N,F) ; notemos que

Vl(N,F)C NNV(F) y podemos considerar el cociente

al estar [N,V(F)]CVI(N,F) este cociente es singular. ‘
Si h: A —>B es un morfismoen C y N +>F' _q',, B una presentacidn libre
de B, existe un diagrama conmutativo
N+—>TF s A
A
N' +— F ngB
y considerando la restricciéon h': NOWV(F) —> N'NV(F"), como obviamente se tie

ne que h'(Vl(N,F))Cvl(N',F'), este induce un morfismo

b, NOV(E) , _NavaE)
: Vv, (N, F) v, (NLED
que no depende de la eleccién de h'; en efecto, si g fuese otro morfismo tal que
q' ¢ =h q, entonces dado welNE y (Xl’ cee s xn)GF talque w(xl, e 5 X)) per-
tenece a NNV(F) se tiene
g'(w(xl, cnw xn) + Vl(N,F)) :w(g’xl, smw g gxn) + Vl(N',F) =

= w(h‘x1+n'1 s e ,h’xn+n'n)+ Vl(N',F') , para
ciertos n';e N, =w('xy, ..., Hx )+ Vl(N',F') =

=h"(e(x_, ... , x D+ V_(N,F).

1 n il

Es facil comprobar que en la correspondiente situacién h" ' = (h f)' ¥ I %=1,
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NOV(F)

Vl(N’F) es , salvo isomrfismo, independiente

Se concluye entonces que

de la presentacion proyectiva de A, y le notamos \_/1§(A), siendo claro su ca-

racter funtorial.
V(F)

o s 1
Vl(N,F) solo depende de A

Analogamente se comprueba que el cociente
y le notamos V,C(A).

Son los invariantes de Baer de objetos de C respecto a la variedad V.

Una generalizacion categorica de estos puede verse en [24] .

Probaremos, mas adelante, que _\[1(_Z(A) es de forma natural un A-médulo y

VoC(A) una A-estructura.

(2.1.13) Para cada A de C, se tienen sucesiones exactas naturales

V,C(A) +> Y, C(A) —> V(A)
V1€(A) +=> V C(A) —> A —» A/V(A)

Dem.-
Dada N +—> F — A, una presentacidn libre de A, existe el diagrama conmu
tativo de filas y columnas exactas

NOV(F) +> V(F) —> V(A)

i .3 4

—_—_— _— 4>
NAVCE) V(F) V(A)

(‘es claro que el funtor V conserva epimorfismos sobres), y por tanto deducimos
e V(F)
N V1(N,F)
NOV(E) T Navm) - VA
‘ Vl(N,F)

de donde se sigue el resultado .
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Como consecuencia, si A esta en V entonces V(A) =0y \_/1_C_(A) = V,CLA).

(2.1.14) LEMA .
Sea V= V(2) una variedad de C.
Si R es un objeto de C y A una R-estructura, son equivalentes:
i) V(AJR)CR
i) ACV(ATR).
Dem.-

. D,
Consideremos A +—> AR R

3

Supongamos se verifica i). Sea weQNE, y aj+sr; € AR, i=1, ... , n; se
tendra que m(al+sr1 . mad 3 an+srn) = a +suw(ry, ... , rp)paraalgun ade A,
pero segun la hipotesis i) sera a=oy w(aj+sry, ... , a +sry) =swlry, ... ,ry)

de donde aie\ﬁ(AJR) y como estos son arbitrarios ACVX(A:]R).

Supongamos se verifica ii). Sea w(a1+sr . 3 an+srn) un generador de

g *

V(AJR), en virtud de ii) sera m(a1+sr y an+srn) = Sm(r1 s e s rn)e; R;

EREE
luego V(AJR)CR.
Estas propiedades equivalentes implican obviamente que V(AdR) = V(R) y

que V(A) = 0, osea que A esta en V.

(2.1.15) ~DEFINICION .
Si A es una R-estructura (R-modulo) en C tal que se verifican
las condiciones equivalentes del lema anterior, entonces se dice que A es una

VR-estructura (VR -mbddulo ).

(2.1.16) LEMA .
Sea A un ideal de E en C . Entonces ACV*(E) si y solo si Vl(A,E)
es cero.

Dem.-
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Si AC\/‘(E)yweQnFn se tiene que (&1 «vv sy €sa, ..., a J=9 Y

(AyE) 1 n
Vl(A,E) = 0,
Si Vl(A,E) = 0, para cualquier wee(\F,, acA y (el, . en)eEn se tiene
que m(el, vor y AFCY s wnw 4 en)':w(A,E)(el’ et 5€ 350, et 58,0, oan, o) +
+w(el, S en) =w(el, S en). Por consiguiente ACV(E).

(2.1.17) Unpar (A,E), donde A es un ideal de E, se dice V-central si se dan
las condiciones del lema anterior, osea que ACV*(E).
Es usual decir que la extensién A+—>E —+»E/A es V-central.
Claramente, si (A,E) es V-central , entonces V(A) =0 y A esta en V.
Podemos decir tambien que una R-estructura (R-mbdulo) A es una VR-estruc

tura (VR-modulo) si y solo si la extensién A +> AQR —> R es V-Central.

(2.1.18) PROPOSICION .

Una extensién A+—> E —EHE/A es V—central si y solo si se verifica
B

e

Dado un diagrama A +>E — E/A con pf = pg, entonces V() = V(g).

la siguiente propiedad :

Dem.- Es consecuencia inmediata de (2.1.9).

(2.1.19) LEMA .
Dado el diagrama en C, con filas sucesiones exactas cortas

A+>E Bsp

I lh’ lh
A+—>E LoB
( el cuadrado de la derecha sera cartesiano) ; si f,g: C ——5E' son dos morfis
mos con p'f = p'g, entonces V() = V(g) si y solosi V(h' £) = V(i @) .
Dem.-

Si V(E) = V(g) es claro que V(h' f) = V(h' g) .
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Supongamos que V(h' f) = V(i' g). Consideremos el diagrama

V() b3

V(f)i lV(g) _' fl ig |

VE) +L s p-_Pp

lv(u) - lh‘ lh
W+ p L B

se tiene que h' J V() =h' 7 V(g , p V(O =p' 7 V(g) y por tanto sera i v =
=7 V(g y V() = V(g).

(2.1.20) COROLARIO .
En las condiciones del lema anterior, si A +> E —> B es V-central
A +— E' — B' tambien lo es.

Si h es sobrey A +> E' —> B' es V-central entonces A +> E — B tambien
loes .

Dem.- Si A +> E —>B es V-central y suponemos f,g : C — E' con p =
=p g, tendremos ph' f =ph' g y por tanto sera V(i' f) = V(h' g) de donde V(f) =
= V(g); por (2.1.18) deducimos que A +—=>E' —>B' es V—central.

Supongamos ahora que h es sobre y que A +—>E' — B' es V-central. Para
cada we oNF,, (al, abh aln)eAn y (el’ 255 en)G_En, como h' es sobre al

serlo h existiran e’ieE’ tales que h'(e'i) =ey tendremos

w(a1+e1, wE an+en) :w(a1+he1, P an+hen):
= wh(a,+¢'.), ..., W@ +¢' )) =
14 n n
=hua +¢_ , ..., a +e )) =
1 71 n n
=h(wle',, ... , e )=
1 n
=m(el, cee en)

asi Vl(A,E) =0y A+—>E —» B es V—central.
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(2.1.21) COROLARIO .
Sea A una R—esfrctura (R-mbédulo) en C y h: R' —> R un morfismo

en C. Consideramos A R'-estructura (R-mddulo) via H. Se verifica

i) Si A es VR-estructura ( VR-mbddulo) entonces A es VR'-estructura (
VR'-modulo).

ii) Si h es sobre y A es VR'-estructura ( VR'-mddulo) entonces A es VR-
estructura (VR-moédulo).

Dem.- Basta aplicar (2.1.20) a las extensiones A +—> AR —2 Ry

A +— AR’ — R' que estan relacionadas por el diagrama

A +2> AR —B R

T

A+—> AR —R

(2.1.22) PROPOSICION .
Sea A una R-estructura (R-modulo) en C y V= WQ) una variedad de C.

Se verifica que A es una R-estrctura (R-modulo) en V, osea AQR€V, siy
solosi ReV y A es una VR-estructura.

Dem.-

Si A es una R-estructura en V se tendra V*(A’JR) =AdRDA vy A es una
VR-estructura. Obviamente sera Re V.

Reciprocamente, supongamos RE€V y A una VR-estructura. Consideremos el
diagrama

V(AIR) —Ps v(R)

[ 1

MR —E—> R
al ser VR-estructura sera V(AQR) = V(R) y V(p) un isomorfismo, pero V(R) =0

y V(AIR) = 0, luego AQREV .
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(2.1.23) COROLARIO .
Si A es una VR-estructura (VR-modulo) en C, entonces A es de forma
natural una R/V(R)-estructura (R/V(R)-mddulo) en V .
Dem.-

Como V(AIR) = V(R), se tiene el diagrama de filas y columnas exactas
V(AIR)=—=V(R)

3 3
A+—> AR —+ R

-

I

AR . R
V(A4R) «—+V(R)
R A1R

y A es R/V(R)-estructura con A% V(R = V(A1R)

Notemos que V(R) actuara trivialmente sobre A.

(2.1.24) COROLARIO .
Si A es una R/VR)-estructura (R/V(R)-mbddulo) en V, entonces A es
via R —R/V(R)una VR-estructura (VR-mbdulo).
Dem.-
, asi A es

_R_
V(R) V(R)
VR/V(R)-estructura y por (2.1.21) A es VR-estructura.

Si A es R/V(R)-estructura en V, sera V(Af]——R— )=0C

(2.1.25) PROPOSICION .
Sea A un subobjeto ideal de R en C, R-estructura por conjungacién.
Entonces A es una VR-estructura si y solo si AC\}(R).
Dem.-
\De acuerdo con (2.1.17), A sera VR-estructura si y solo si la extensidn
A +—>AJR —+> R es V-central, pero esta se encuentra relacionada con la ex—

tension A +—> R — R/A , segun (1.2.14) por el diagrama
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A +——>AJR —» R

|4

y utilizando (2.1.20) concluimos que A sera una VR -estructura si y solo si la

extension A +—>R —» R/A es V-central, osea si y solo si ACV*(R).

(2.1.25) COROLARIO .
Sea X un R-médulo en C y X +>E —> R una extensién singular de

R por X.

Se verifica que X es un VR-mddulo si y solo si XCV(E).

Dem.-

X es E-modulo via E —>R, y al ser la extension singular lo sera por conju
gacion.

Por (2.1.24), X sera VE-mddulo si y solo si XCV*(E), pero segun (2.1.21)

X es VE-mddulo si y solo si es VR-mbdulo.

(2.1.26) COROLARIO .
Sea X un R-mbdulo en C.
X es un VR-modulo si y solo si toda extensién singular de R por X

es V-central.

(2.1.27) PROPOSICION .
Sea V= V(@) una variedad de C . Para cada R de C el invariante
_Ylg(R) es un VR-médulo, y el invariante V,C(R) es una VR —estructura.
Dem.-

Sea N+—>F N R una presentacidon proyectiva de R en C, y consideremos
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el diagrama
NNV(F) . V()

Vl(N,F) Vl}i\l,F)
N e, FE 9 ,yr.
Vl(N,F) Vl(N,F)
—N-D-V—(El ——V(—F)— son ideales de S son por tanto
v,(N,F) y v,(NB) V(B y sonp
. - — modulo — estructura , respectivament or conj
v, (N, F) y v, (N,F) ) TeSP < P nu
gaciodn.
NNV
Es inmediato que las extensiones —VI(—]\]—(:%— +—> ——V—l—(—%—’n —> —m—%:)
V(F) F
_ Sy — —> V- 1 ol %
y Vl(N,F) Vl(N,F) v sonY centrales y por (2.1.25)
tendremos que M es un V———-E-———médulo -—V—(F-Z— es
q vV, (N,F) =V, (N,P) y v, (N,F)
una V—-—I-:—-—-—estructura
- Vl(N,F) )
Ademas como [N,V(F)‘\CV (N, F) es facil deducir que —t actua tri-
21 Vl(N,F)
NNV(F) V(F)

vialmente sobre y utilizando (1.2.15) y (2.1.21)

¥
Vl(N,F) Vl(N,F)

concluimos que estos son VR-modulo y VR—estructura respectivamente.

(2.1.28) PROPOSICION .

Si Ves una variedad de C , para cada R de C la sucesion exacta

de (2.1.13)
ch—:(R) HYOE(R) _F>R —> R/V(R)

es una 2-extensién especial de R/V(R) por el R/V(R)-modulo \_/1§(R).
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Dem.-

Los morfismos \_flg(R) +—>V,C(R) y R —#>*R/V(R) son claramente morfis-

mos de R-estructuras .
Seguimos considerando, como en (2.1.27), N +>F >R una presentacion
proyectiva de R, con lo que YIQ(R) = NﬂV(F)/Vl(N,F) y \_/OQ(R) = V(F)/VI(N,F).
Dado meV(F)y reR, sea xeF con q(x) = r; se tiene
f(r-m) = {&Fm—x) = q(x+m-x) = r + q(m) - r = r-q(m) = r-{(m).
f(rem) = f(xwm) = q(x»*m) = rq(m) = r#f(m), para cada
con lo que f es morfismo de R-estructuras.
Ademas, si m, m'eV(F) se tiene
f(m)-m' = q(m)-m' = m+m'-m= m+m -Mm.
f(m)*m = q(m)*m = mw»m' = Mxm' , para cada .

y la extensidn es una 2-extension especial.

(2.1.29) Si, eventualmente, para la categoria C, se da la situacion (1.2.10)

podemos definir en C, dada una variedad suya V, los invariantes y0§£(A) y

_\[1§£(A) para A€ C, correspondientes a los invariantes de Baer hasta aqui con
siderados, pero relativos a considerar en C la clase de objetos G£—proyecti—
vos y presentaciones con epimorfismos £-escindentes. Les llamaremos £-invan
antes de Baer.

La obtencibn de estos es esencialmente analoga a la realizada en (2.1.12):

Dado AeC, sea N +—>F£ 45 A una presentacion G —proyectiva de A. Los co-

£
cientes

NAV(Fg) , V(Fg)

v, (N,E) v, (N.F)

no dependen de la presentacién G£—proyectiva considerada, y les notamos, res
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pectivamente '\_/'1_C_£(A) y yog£(A).
Analogamente a (2.1.13) se tienen sucesiones exactas naturales

\_/1§£(A) +—>\_/o<_:£(A) —+> V(A)
V,C () >V C (A) —> A —% A/V(A).

y razonamiento analogo al dado en (2.1.27) prueba que \_/1(_:£(A) es un VA-modu

loy V.C_(A) es una VA-estructura.
—o—£ &=

(2.1.300 PROPOSICION .

Sea V una variedad deC. 51 K+—>B —p'->A es una sucesidn exac

ta corta ( p sobre) en C, se tiene una sucesidn exacta inducida

KNV(B) K B A

S

v, (X,B) v, (K,B) e BT

KNV(B)

-mbdulo,
Vl(K,B) es un VA-modulo

K
Vl(K,B) es una VB-estructura, y la suce-

exacta anterior es una 2-extensidn especial de A/V(A) por el A/V(A)-mbddulo

KOV(B)
Vl(K,B)

Dem.-
Del diagrama conmutativo de filas y columnas exactas

KNV(B) +—> V(B) —> V(A)

! R

K4+——> B —+ A

3 $ $

K B A

i Y

KNV(B)  V(B) V(A)

se deduce la sucesidn exacta anunciada.
KNV(B)

Razonamiento analogo al dado en (2.1.27) muestra que
Vi(X,B)

€s un



128

VA-médulo, y por (2.1.23) un A/V(A)-mbdulo. Claramente ﬁ es una
V(B) By
_\_/_'B/Vl(K,B)—estructura por conjugacién y como v (X.B) actua trivialmente
1 9
K
sobre ————— este sera una VB/V(B)-estructura, de donde tambien sera
Vl(K,B) -

una VB-estructura.
La comprobacién de que se trata de una 2-extension especial es enteramente

analoga a la demostracion de (2.1.28).

2.2. COHOMOLOGIA V".LOS MORFISsMOS o": v —su" .

Supondremos C una categoria de interes,(1.2.1), y Vuna variedad de C de-
finida por un conjunto de palabras £ ,(vease(2.1.2),(2.1.3)).
Tendremos funtores adjuntos,(2.1.1),
c
Pl TI (inclusidn)
i
v la sucesidén exacta corta funtorial , ( vease(2.1.2),(2.1.3)),

V+—>1C-Q»1P

de endofuntores en C.
En adelante, si H A — V es un funtor notaremos tambien por H :575 .
al funtor 1 H.

La composicion de adjunciones
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nos inducira en V un cotriple al que denotaremos G = (G;,8y,ey).
Y, eventualmente, si se da la situaciéon (1.2.10), la composicidn de adjunci

ones

F?icf Ug
Pl;TI

nos dara en V el cotriple G, = (Ggys 8pys g).

(2.2.1) Definimos una transformacidén natural, en cualesquiera de las situacio

nes,
TGyt T Qe
por r:OG(£)I : G(£>-I E— I-P-G(£)- I = I'G(£), = G(£)v ; es decir, para cada
A€V, sera
qe)A)
A= Sggy(a) | G T V(G gy (A)

Es claro que r, es un epimorfismo sobre.

Mas en general, para n>1 definimos inductivamente

n n
It G(£) [ —>> G(£)v
por r{ = r, rn+1 = rG(;)Vs Grn , 0sea la conposicién
’ n
n+1 n Gg ) n rGie)y n n+l
e = e G ° > G s [eG e G = G =G
%" =%y Yoyt ! @ " %ew ey Cex = S

(2.2.2) LEMA .

n
= ® 9 t d 2 1 .
rn+1 rnG(£)v G(£)r para todo n3
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Dem.-

La igualdad propuesta expresa que el diagrama

n+1 G(E)P n

) 7 S35 T Caw
%) l . ] }1 £
oy 1™ Sy > o

es conmutativo.

Hagamos induccidn sobre n.
n-1

Sin=1, es evidente. Admitamos que r = rn—lG(£)v. G(£)

r, para n>1; enton

ces
n n-1 n
8w Co)” = TiiCeen Sy Cew” SceF
n-1 n
= OCey Ceyn1Cen” eyt =

n n
Toew® Seyna1%ey Cco)f

n n-1

Cewt Sy %Sy Seey ) =

n

rG(£)V~ G(£)rn =
~ el .
(2.2.3) Para cada A€V podemos considerar las resoluciones simpliciales
de A inducidas por los cotriples dados en Cy V , (B(£).‘(A) y (B(£)V.(A), respec
tivamente.
e _ : —— ;
Se verifica que r, (rn)nzl (G(£).(A) (B(£)V.(A) es un morfismo de resolu

ciones simpliciales,( vease, por ejemplo,[29]); en efecto, se ha de verificar que

en el diagrama



131

& 5
n+ 2 I )
e o o ___+}
oM T3 L Sy ™ STTE A T 4
J/rn+1 I.n b rl
n+1 Sn ¢
'_-9 ° oo ___.4.;-
Gyt g SN (£)vA>T_:> e A
" n-i__ i
siendo $, = G(£)<SG(£) y Sy = G(£)/5X,G(£)V , Setenga rnéi = 6Vi rn+1.

Para probarlo, nos apoyaremos en las siguientes propiedades :
a) 9, es precisamente el morfismo que hace conmutativo el diagrama

(A)—-———) A

(£)
JN
————>
(£)V(A) A
b) Por la naturalidad de r , dado el morfismo §: G(£)V(A) —> A se tiene
el diagrama conmutativo Gn s,
6. 6. (A —=2 T 61 )
(£) (£)V (£
1}1G(£)V "n
G &
n+l1 (Ex n
(£)V(A) » 1 i 7 G(£)V(A)
c) Por la naturalidad de G( ) (£) , dado r . se tiene el diagrama conmu
tativo m+1
G .1
m+1_n (£)'n . m+l_n
By e ) S
- 1 cm- 1 1
m _n (£)rn m n

ey Sy %oy S
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Probaremos ahora que r §; =6, T , i=o, ... , n, haciendo induccibén
n 1 Vi " n+l

sobre n :
Si n=1, se tiene

8 TG

R I T S S P O e C R

:GG(£)VD G(£)1"1 = rlcéG(£) =

= r161 :
utilizando a) y b) para m=o,n=1.
5 = (S 3 = ¢ 5 e = ¢ 6 =
% 5= Gexdv BCen Syt T 0 Gl Gt T R %o
= 1, %
Admitamos inductivamente que 8v; r = r _§. i=0, ..., n-1, n7l.
n =1 1
Entonces:
n
i i> 8 E . -
BPe byl (£)z§v e ey Go
n-i i-1 n
= (G _.8.G _«r)C c =
CexvSen Wo%ex® o)’
i-1 n
= ® G ¢ G
SAPLVN <£>) ex' )
‘ n-i =1 n
= G G .8G, . G e G
Tn1%ew e e e e’
-1 n-i i-1
. G G, _6G G =
A S Tl H (2 i (W
= I'n (Si
Si i=o n n
= G 6 @ =
% Te1 = Gy’ eyt o

R e T ot T
T eV ) TRy T
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(2.2.4) COROLARIO .
Para cada A C, éxiste un epimorfismo sobre , natural,
bt (B(£).(A) m—— (E(£)[SA/V(A))

de resoluciones simpliciales de A y A/V(A), respecto a los correspondientes
cotriples.

Dem.-

Dado A C, consideremos el epimorfismo sobreo: A — A/V(A) = P(A) y ten
dremos el epimorfismo inducido entre las resoluciones simpliciales de A y

A/V(A) por el cotriple ¢ £y’ ( vease, por ejemplo,[29]) :

(£

©), = (G (@) . : G (A —> G, (A/V(A)

% 17 Ao (£)4

Componiendo este con r,: G, (A/V(A)) —>
®

) Sew

To Gpy{®) G y(A) —> G oy (A/VCAD).
n

‘ n n
icit ia $.= G.®: G _(A) —/m> G
Explicitamente seria N L (£)( ) (£)( ) (£ W

(A/V(A)), obtendremos

¢

':

(A/V(A)) .

(2.2.5) Cohomologia vh.
Si R€V, como en (1.2.11), se tendran las adjunciones

(Set,U(R))
FRJ, TUR
(C,R)
Pl 1 Ik

(V,R)

( siendo IR el funtor inclusidn, y PR definido por PR(A ~3R) = P(A) ~>TR)

y caso que en C se de la situacion de factorizacion (1.2.10), ‘tambien las
adjunciones (£ ,U£(R))
F£R J{ 1\U£R
(C,R)

PR Mk
(V,R)
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No hay lugar a confusion si denotamos tambien &, o respectivamente Gg, al
correspondiente cotriple en (V,R).

Notemos que cualquier variedad V de una categoria de interes Ces obviamen
te una categoria de interes, por tanto todo lo estudiado en el capitulo 1 sera
aplicable tantoa C comoa V.

Si X es un R-mddulo en V, considerando el funtor, (1.2.9),

Der( ,X) : (Y,R)o —> Ab
tendremos los funtores de cohomologia, que en este caso denotaremos v para

w n 4
reservar la notacion H como funtores de cohomologia en C,

v(A,X) 1" (A—>R , Der( ,X))

(£) ¢

(£¥

n
H (o,Der(, X))
(£) (E(£)V

para A —> R €(V,R) y oun morfismo en (V,R) que es sobre (£-escindente).

¥ 0o, 50

Il

Notemos que para cualquier R-modulo en V, X, el diagrama
C,R),
(& R) er( ,X)
f Ab
<
(V,R)~Der( ,X)
es claramente conmutativo.

Recordemos que, tal como se vio en el epigrafe anterior,((2.1.23),(2.1.24)),
la condicion necesaria y suficiente para que un R-modulo en C sea, de forma
inducida, un R/V(R)-modulo en V es que sea un VR-modulo.

A continuacidon encontraremos morfismos naturales que, para X un VR-mddu

lo, conectan los grupos de cohomologia Vn(R/V(R),X) y ¥ Hn(R,X)

)" EM
morfismos

(e
grupos son introducidos por Leedam-Green [113] y les denomina

"

cambio de variedad ".
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(2.2.6) Los morfismos " cambio de variedad ".

Sea RECy X un VR-mbédulo en C. Si A —> R (C,R), segun (2.1.26), X es
tambien, via A —> R, un VA-mddulo.
A) —™>G
(£ )( ) (£¥e

en (2.2.4), y aplicando el funtor Der( ,X), obtenemos morfismos

Considerando el epimorfismo natural ¢4: G (A/V(A)) obtenido

n n n
op: V (A/V(A),X)(£)——> H (A,X)(£)

( vease, por ejemplo, [29].

Si rn: Vn( A/V(A),X)(£) —_— Hn(A/V(A),X)(£) son los morfismos induci-

dos por el morfismo de resoluciones rg: (£)(A/V(A)) —t (B(£)V(A/V(A)) y
o': H'(A/V(A),X), .. —> H"(4,X),.. son los inducidos por 6: A —> A/V(A)

(£) *TE)

se tiene obviamente la factorizacidn

v(A/v(A), X)(£) S B H(A, %)

Sy

H (A/V(A),X)(£)

LE)

A—»B . .
Sea ahora \R/ un morfismo en (C,R) con ¢ sobre (£-escindente). De—

notaremos ¢/V(s) = P(0), osea el inducido por el diagrama

V(A) +—>A—» A/V(A)
vco)l lc L YV (o)
V(B) +—> B —» B/V(B)

La naturalidad de ¢, implica claramente la conmutatividad del diagrama de

resoluciones simpliciales A

(£)£A) e G(£)V£A/V(A))
\£)(°) (£)v( 9/V())

o)
__‘B_)
G(£)('B) (£)V£B/V(B))
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y entonces, para X un VR-modulo, aplicando el funtor Der( ,X) y tomando conu-
cleos obtenemos el diagrama conmutativo de complejos de cadenas en Ab con

filas exactas cortas

Der( G(£)V(B/V(B) s %) > Der(G(£)v(A/V(A),X) —f-)DeI"(G(';:)V

¥ * *

d>'B d)"A ¢o c

"
Ge) o
Der(G(£)(B),X) e Der(G(£)(A),X) ——Der (G(£)(o),X)

(o/V(9),X)

»
siendo ¢ ; el correspondiente morfismo inducido en los conucleos, osea seria
Der'((4p 54,580, X).
inducira morfismos en las cohomologias

n n n
o2V ((7/V(0),X)(£)*—“—> H (O,X)(£)

Ademas el diagrama anterior nos lleva a la conmutatividad del diagrama de

filas exactas (vease (1.3.2))

0 —> Der(B/V(B),X) —> Der(A/V(A),X) —>(6/V() , X)(£)—> Vl(B/V(B) , X)(E)' o

0 o o) 1
o J ¢A b 1¢B

1
—H (B, X), .. — """

0 —>DerlB, %) ———3 Derlh K} ———+H (5,5 -

(£)

) n n . : :
Los morfismos ¢, y ¢, son llamados "morfismos cambio de variedad".

n
Notemos que en el caso de que A y o esten en V entonces 6 es la identidad

n n
y ¢ =r .
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2.3. ESTUDIO DE ¢ y ¢
Seguiremos en las condiciones de 2.2. (2.2.6).

(2:3.1) PROPOSICION .
El morfismo ¢Z: VO(A/V(A),X)(£) —_ HO(A,X)(£) es un isomorfis
mo.
Dem.-

Teniendo en cuenta lo establecido en la demostracion de (1.3.1) y la definici

se tiene el diagrama conmutativo

VO(A/V(A),X)(£) % H(A, g

I I

*
Der(A/V(A),X) ——2—% Der(A,X) .

6n de ¢©
°A

Consideremos el diagrama

X + \XJA
lh 0

X —+ —_— A
V(A) <~ V(A)

i/
>

por ser el cuadrado de la derecha cartesiano, la aplicacidon

f——>ht
establece un isomorfismo
A Xﬂ—-—
A Xi]A V(A)
h,: Ho Cli» 1) = Hom . A (| )
* ¢ . )
ey C 3@ A A
v(a) V(A)

Al ser X un VA-modulo, se tendra que X{=——= estaenV y por consiguien

A
V(A)
se anula en V(A). Entonces el morfismo

SRTTY)
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A A A
Or: Hom(C A )( V(A), XJV(A) ) Hom )(l XﬂV(A) )
vaay Ml . SIS ¥
V(A) V(A) V(A) V(A)

X
tal que 0(g) =g @ , es un isomorfismo.

Es elemental comprobar la conmutatividad del diagrama
*

Der( A , X) e > Der(A,X) =— Hom (ﬁ XiA)

V(A) (C O A’
)H h, Il
. J—— i A X1—— 2
Hom(C A )( V‘(;A) lV(A) e Hom L V(A) )
=vay N V(A) X
vV(A) V(@A) V(A) V(A)

: # . " (¢] .
Y concluimos que © es un isomorfismo , de donde <I>A tambien lo es.

g

—+ B
(2.3.2) Sea \,-Rx/ un epimorfismo en (Y,R), con o sobre (£-escindente),

y supongamos que s :B —> A es una escision de o en la correspondiente cate-

goria de olvido. Entonces, siendo sle(£)(s): G(£)(B) S G(£)(A) se tiene

que G(£)(o) g = I.

Si consideramos s.,=P(s ): G (B) —G (A), como los cuadrados

2 177 (W (£w
rg
(£)(A)-————> (£)V(A) (£)(B) i G(£)v( )

l (£)(c) lG(£)V(0) l s isz
n E

B A
G B —— Gy St = Gy

son conmutativos, se tiene G(£)V(o) $ Iy = G(£)V(o) T, S = Ty G(£)(o) 5 =
T— = I

n de donde G(£)v(0) s,

Para este apartado y para el siguiente notaremos s' = (s,), s (s )5

1 (£)1 2" (£)vZ
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2 2
71 = Grgy@r 0= Gey(D s 917 Gy (P Y 9™ Gen? -
Se verifica que s, Le = Ha S| -
En efecto, de la conmutatividad del cuadrado de la derécha, escrito anterior

= 1 li
mente, obtenemos que G(£)(rA) s G(£)(52) G(£)(rB) y la naturalidad de r nos

asegura que rG(£)(A) G(£)(52) = 5'2 TG(£)V(B) . Bhlonees
) OB T %2 rG(£)V(B) “oB -~
- rG(£)V(A) )% %) =
- rG(£)V(A) “era 17
= Ha 51

(2.3.3 PROPOSICION .
. A-%B . . .
Si \R/ es un epimorfismo en (V,R), con o sobre (£-escindente),
entonces

0.2 o
09: V(X)) oy > H (0,X) ¢y

es un isomorfismo.
Dem.-
n _n
Puesto que T esta en V., sera¢ =T .

En virtud de lo probado en (2.3.1), tendremos que

r Der(G(£N(C),X) — Der(G(£)(C),X)

es un isomorfismo, para todo C —> R € (V,R).
Estudiamos el diagrama que nos da los grupos O de cohomologia del epimor-

fismo
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Der(B, X)*——-"Der(G (B),X) ———> Der(G (B),X)
/v (£) :}/ (£)’¢ »
P Q/ 2 g g
/// ; 1 )
Der(B,X) + Der(G(£)(VB) X —— Der(G(£)(vB) 5 |
} s' g'” » \L
| y 2 2 !
| Der{d,X) — Der(G(£)(A) , X) Der(G(£>(A) , X)
f 7 ‘/
4 |/ ] V2 T
Der(A,X) +— Der(G(£)(/A) X) —_— Der( (Y)(VA) A} "
w w ty
Der'(o g ) mEE—————

(£

e/ L/

VO(O,X)( ;> Der'(s,X) S SN Der'(d,, X) ————>

i
5 H (O,X) Der' (c

donde hemos denotado h= Coker(o*), g = Coker(o'r), i = Ker(s‘{) v f= Ker(s'z).

Probaremos que r, f=t r', utilizando que Der(G (£)(A),X) es el produc-

2A

to de Der(G, . (B),X) y Der'(OZ,X) con proyecciones h y s1 :

(£)

En efecto, se tiene

slrzAf:rZBszf:O y sltr’:O
=7 = ¥ = 1
h o g f r
Como r. . es un epimorfismo sobre, r, , es un monomorfismoy r, , f=tr
2A 2A 2A

sera un monomorfismo, luego r' es un monomorfismo . Entonces

0 o
H (o ,X)(£) = Ker(o) = Ker(x'3;) = Ker(@) =V (o,X)(£)

] . .
y d)o es un isomorfismo.
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: ! 1
(2.3.4) Estudiaremos en este apartado el comportamiento de ¢, en terminos
de extensiones.
Sea A—>R€ (C,R)y X un VR-modulo. Consideramos los elementos del gru

1 . .
po H (A,X) como clases de (£)extensiones singulares [X +> E — Al de A

(£)

i 1 .
por el A-mddulo X en C, y los de V (A/V(A),X)(£) como clases de (£)extensi-
ones singulares [X +— E —# A/V(A)] de A/V(A) por el A/V(A)-mddulo X en
V,(vease (1 AR

1 1
Consideremos el morfismo ¢ :el T Vl(A/V(A),X)(£)——->H1(A,X)(£).

Dada X +—> E —» A/V(A), una (£)extensién singular de A/V(A) por X en

V, segun (2.2.6) y (2.3.3), se tiene el cuadrado conmutativo

VO(U,X)(£)————L-—> VA /VA), XD

H iy

e} P 1
H (c,X)(£)—————> H (A/V(A),X)(£)

asi r1 [X +—E —+A/V(A)]= r1 q;(IX) =\p(IX) = [X +>E — A/V(A), ( vease

(£)

(1.4.6)), osea que rlaplica la clase de la extensién X +—=>E —#A/V(A) en
la clase de esa misma extension en C.

! 1 .1 1
Por otra parte, el morfismo 6 : H (A/V(A),X)(£)———>H (A,X)(£) , por

(1.4.5) y (1.4.6), es tal que el[X +>E—A/VA)=[ X+ Ee—-+-> A, cuyo

S] ; ; .
representante X +> E — A es obtenido por el diagrama cartesiano

X +>E —A
[t

+>E —>——
XA+ B e

1
Concluimos entonces que @ [X +—> E —> A/V(A)]=[X +—> Ee — A], obte

nida esta por el diagrama anterior.
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(2.3.5) PROPOSICION .

!

Op 1 VIA/V(A), X, . — HYA.X)

(£) (£)

es un monomorfismo.
Dem .-

]
Sea [X +>E % A/V(A)] eVl(A/V(A),X) tal que mediante ¢ se aplica

(£)

1
en el cerode H (A,X)(£).

Se tendra el diagrama

X+>E 2>
o A
—— — —
X E V(A)

existiendo s:A—> E cond s = IA'

Considerando entonces el morfismo P(hs) : A/V(A) —> E/V(E)=E, se ten

dra el cuadrado conmutativo

A-Ds o g
|
€]

.

A P(hs)
vy O F

y por tanto 9P(hs)® =ochs =99d's =0 de donde sera oP(s) = 1.

Luego [X +=E — A/v(a)l = 0.

Nota: EI funtor V1 tiene importantes precedentes clasicos. Concretamente, si
C es la categoria de Grupos y V es la variedad de Grupos Abelianos el funtor
V1 es Ext; cuya importancia en el algebra homologica es clara. U. Stammbach
[154], para C la categoria de Grupos y V una variedad de Gru pos introduce el
funtor \7 asociado a la variedad cuyo objeto esencial es generalizar el funtor

H2 de cohomologia de Grupos y clasificar extensiones singulares en la variedad

Alternativas definiciones de este funtor V son dadas por Gerstenhaber[67}y

Knoptmacher [107], [109] .
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Se probara a continuacidén que ,\\//: V1 atendiendo a la definicion dada por
Stammbach; si bien, apriori, ya podemos afirmar que estos coinciden, pues
ambos son isomorfos al grupo de las correspondientes extensiones singulares
en la variedad, con la suma de Baer como operaciéon de adicién.

No pierde, sin embargo,interes la siguiente proposicién, pues permite una
introducion alternativa a V1 a partir de los grupos de cohomologia en C, H ,

asi como estrechar la relacién entre ambos.

(2.3.6) PROPOSICION .
Sea A — R€(C,R), con A€V, y X un VR-mbdulo.

51 P —qHA es una presentacion @(£)V—proyectiva de A en V, entonces
vhax, = kertita, 0 L ule, 0, 0
L) () €

Dem.-
Dado el epimorfismo q:P —» A, por (2.2.6), (2.3.1) y (2.3.3), se tiene el
diagrama conmutativo de filas exactas
Der(A,X) =+ Der(P, X0 — Voa,X) 1, — V' (A, X 5y —>V (B30, -

N

. q
Der(A,X) +—>Der(P,X) —>H (q,X)(£>HH (A,X)(£)—>H (P,X)(£)

de donde es inmediato deduc1r que la sucesidn

via, g 4L>H (A, X0 )~—>'H lew Ve

es exacta.

(2.3.7) COROLARIO .

Si C es la categoria de Grupos y Vuna variedad de Grupos, entonces
Vl(A,X) = V(A,X); siendo este Gltimo el funtor de cohomologia en la variedad

introducido por U. Stammbach en{154] .
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Dem.-  Se deduce de (2.3.6) y de [154,pag.38] .

(2.3.8) Extensiones singulares en V.

Sea A€V. Si X es un A-mddulo en V( XJAe V) sabemos que las (£)ex
tensiones singulares de A por X en V son clasificadas por el grupo Vl(A,X)(£),
(1.4.6). Si X es un A-mbdulo en C, cabe preguntarse si existen (£)extensiones
singulares de A por X que esten en V, bajo el supuesto de que X no sea un A-
modulo en V, es decir que no sea un VA-mbdulo. Obviamente si X no esta en v

la respuesta es negativa; probaremos que afin estando X en V, la respuesta es

negativa.

(2.3.9) LEMA.
Sea A€V y X un A-mddulo en C.
~——>H1(P,X)

1
Consideremos q“: H (A,X) el morfismo inducido por

CE) (£)
la presentacidn <13<£)J—proyectiva de A : P—¥A.

Una (£)extensién singular E : X +>E —% A esta en V siy solo siq*[l_i]:O
y XPe V.

Dem.-

Consideremos 5
X +>E° S P

|,k

X+—>E —»A
Si E esta en V, sera EeVy ExPe V, con lo que E% V al ser un subobjeto de
de ExP; ademas es claro que existira un morfismo s: P —> Eq tal que o's:IP,
al ser P Q;(£)v_ proyectivo, con lo que qi[E l=[x+—>EY—pPLoO y como sera
entonces Eq: X{P este estara en V.

Reciprocamente, si J[E] =0y X{Pe V, entonces¢' escinde y Eq: XJPE\_/ de

donde tambien E pertenecera a Val ser un cociente de o y la extensidn esta
en V.
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(2.3.10) PROPOSICION .
Si X no es un A-mddulo en V(VA-modulo) no hay (£)extensiones sin
gulares de A por X en V.
Dem.-
Supongamos que existe E: X +> E —+ A en V; entonces por el lema anterior

sera X/Pe¢V, donde P I A es una presentacidn )V—proyectiva de A. Como

“s
se tiene el diagrama
X+>Xp—87p

I th Ip
X+ XA —%A
sera X{A un cociente de X{P, y por tanto X{Ae V, con lo que X esun A-mbdulo

en V.,

Siendo X un A-mddulo en V , puede plantearse si toda (£)extensidén singular

1
+—>H (A,X) es un isomorfismo.

(£) (£)

Obviamente la respuesta en general es negativa; daremos a continuacidén una

1 .1
de A por X esta en V, osea si ¢: V' (A,X)

condicién suficiente para ello.

(2.3.11) Si Wy W son dos variedades de C, se define la variedad producto
WW como la subcategoria plena de C cuyos objetos son los A C que verifican
W(A) € W, osea W(W(A)=0, (vease,por ejemplo, [132]).

Si A€C, denotaremos !\IA a la menor variedad de C que contiene a A, (Clarg
mente existe, es la interseccion de las variedades que contienen a A).

Denotaremos S(C) a la subcategoria plena de C de objetos singulares ( es
decir, como ya sabemos, los que son abelianos como grupos y en los que * es
trivial,para todo ¥ ). S(C) es claramente una variedad de C .

LEMA .

Si Wy W son dos variedades de C, la variedad producto WW' consiste de los
objetos de C que puedan expresarse como extensiones de un objeto de W' por un

objeto de W.
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Dem.-
Supongamos que EEWW , entonces W(E)e W y considerando la sucesion exac

ta corta
W(E) +=> E —> E/W(E)

tenemos que E se expresa como extensidén de E/W(E)e W por W(E)eW.
Reciprocamente, sea EcC tal que se tiene la extension
A+—>FE —»C
con CeW y AcW.
Se tiene entonces la sucesidn exacta corta ANW(E) +—> W(E) — W(C), pe-
ro W(C) = 0 y por tanto ANW(E) = W(E) de donde W(E)CA; pero A esta en Wy

W'(E) tambien lo estara. Asi EEWW.

(2.3.12) PROPOSICION .
Sea Vuna variedad de C tal que VD S(g)wA , para Ae V. Entonces para to

P
—>H (A,X) es un isomorfismo.

1
do VA-médulo ¢1 : V(A,X )

)
()

Dem.- La hipotesis implica claramente que toda extensién singular de A
por X esta en V.

Mas adelante se generalizara este resultado.

1
2.3.13) Estudiaremos ahora el comportamiento del morfismo by para un epi-
[0}

morfismo \R/ escindente en la correspondiente categoria de olvido.
Si ¢ esta en V. , para X un VR-mbdulo, utilizando (1.5.24) y un razonamiento

2
analogo al dado en (1.3.4) para la categoria C_ y ( que es una variedad

VZ
9 R —-R/VR
de C_ ) se obtiene que

1 1
bs 2 V (O,X)(£)———> H (G,X)(£)

1 1
es tal que ¢ [X +>E —- Ll=[X+>~E —LleH (c,X)(£)ﬁdonde L=Ker(o).
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Mas en general, sio es de C , segun (2.2.6) tendremos la factorizacion

1
o}
X) —2—> H (,X)

(e}
V(o) 7 UL
rl\ 1 /@i

o e
B * o)

1
¥E £)

y teniendo en cuenta que Ker(o/V(s)) = L/LNV(A) se tendra

] —-el rl[X > E — i
LaV(A) ~ LN V(A)

¢§[X1——>E—e— J=

] =

1
§[X +—E —» ———
[ E Tava

|

= [X+—>F —L]
donde el representante esta obtenido por el diagrama cartesiano

X +—> B 1
[

T i
X+—E [OV(A)

siendo @ el morfismo inducido en el diagrama
L+—> A—+B
di 94 ei
L A B
M P 2 St SR -
LV v V(B
( vease (1.5.12), (1.5.17),(1.5.24) y (1.5.25)).

2.4 _\_/—A—X—EXTENSIONES »

Seguiremos suponiendo, como hasta ahora, Cuna categoria de interes y

V=W@) una variedad de C .

Nuestro proposito en este epigrafe es interpretar, de forma natural, para

A€C, X un VA-modulo y \_/lg(A) el invariante de Baer, que es un VA-modulo
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tal como se vio en (2.1.27), el grupo abeliano HomA(\_fl_(_Z(A),X) en terminos de
ciertas extensiones, cuya definicién esta intimamente ligada a la variedad V
considerada.

En el caso de C=Grupos, esta interpretacion es obtenida por Leedam-Green

y McKay en [115].

Si K+> B —% A es una sucesidn exacta corta en C, con o sobre, se verifi
ca que el centro de K
Z(K) = { ke K tal que k+k'=k'+k y k xk'=0 para todo »y kK€K g
es un ideal de B :
Si keZ(X), beB y KeK se tiene
K + (b + k - b) -k' = b+(-b+k'+b)+k—(-b+k'+b)-b = b+k-b
k' ¥(b+k-b) = k'xb+ K xk-K' #b = K«b-k'xb = 0 , para todo x
K+(b#k)-k' = bx k+k'-k' = bxk
'x(bxk) = w((kKb)k, ... , (kk')b) =o
Asi Z(X) es un B-mddulo por conjugacién,(1.2.14), y como K = Ker(s) actua

trivialmente sobre Z(X) por (1.2.15) Z(K) es un A-mddulo.

(2:4:1) DEFINICION .
Sea A —> R€(C,R) y X un R-modulo en C.

Una V-A-X-extensidn es una sucesion exacta corta en C
K+>B—>A (o sobre)
junto con un monomorfismo de A-modulos j : X += Z(X), tal que
a) La extensién K +—> B —» A es V—central.

b) KNV(B)CX ( se entiende j(X)) .

Notemos que en este caso KNV(B) = XNV(B), y ademas Ke Val ser la exten

sion V-central,(2.1.17).
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Puesto que [V(B),V*(B)] -=0,(2.1.11), tambien sera [V(B)NK,K]=0 y por
tanto KNV(B)CZ(K).
Por Gltimo, destaquemos que V(B) actua trivialmente sobre Z(X) y Z(K) sera

un VB-modulo de donde tambien un VA-médulo por(2.1.21).

(2.4.2) PROPOSICION .
Existen V-A-X-extensiones si y solo si X es un VA-mbdulo.

Dem .-

Supongamos (j:X+*>Z(XK), K +—~ B —%> A) una V-A-X-extensidn. Entonces X,
como ideal de B, es un B-mddulo por conjugacidn(coincidiendo esta estructura
con la definida via B —> A —> R, al ser j morfismo de modulos) y claramente
XCV*(B); entonces por (2.1.25) X es un VB-mddulo y VA-modulo por (2.1.21).

Reciprocamente, si X es un VA-mddulo, el par (j:X =X. X +> X{A —+ A)

es obviamente una V-A-X-extensién.

(2.4.3) Sean Wi: (ji:X +—> Z(Ki)’ Ki HBi j—i**A) i=1,2 , dos V-A-X-exten
siones.

Se dice que estas son equivalentes si XﬂV(Bl) = X(\V(Bz), y la expresibén
de un xe¢ XﬂV(Bi) como una palabra en B_o en B,_ es esencialmente la misma.

1 2

Mas precisamente, W. y W, son equivalentes si dado un diagrama conmutativo

1 2
en conjuntos
B, —La
I
B2 .
para todo we Fn,n>1, ybl, 252 & bne Bl con X =w(b1, SEE s bn)eX(\V(Bl) se

verifica que

wfb. , «o. , b)) =xe€XnV(B,).
1 n 2
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Notemos que si esta propiedad es cierta para un f se verifica para cualquier

otro; en efecto, si f':B1 — B2 es otra aplicacion con 02f' =0, , entonces para

cuaquier bie‘ B1 sera f'(bi):k'i+f(bi) para algun k',»‘fK2 y como KZC\P‘(BZ) se ten -

dra
B,y vee 40D ) =0(K 4tb.; vus 3 K +fb J=0(b._ ;5 vee . b J=x .
1 n 1 1 n n i n
Observemos tambien que , como Ozw (fb1 s e s fbn) :w(oszl 2 2RE T 02fbn) =
= G BEs 3 f £ g ®we ® = = . 1 9
u)(olbl o bn) clu(bl bn) o,X =0, siempre se da que w(fb1

) fbn)eKzn V(BZ) = XnV(Bz).

Esta relaciéon es claramente reflexiva y transitiva; en cuanto a la simetrica,
si suponemos, en la misma situacion anterior que

B—-+>‘A

J l‘
o1
Bl——-——h‘A

conmuta en conjuntos y x:w(b'l, e b'n)EX(\V(Bz), en virtud de lo dicho ante
riormente, podemos elegir f tal que f(g(b‘i)) = b‘i y tendriamos que
-  , ee. , fgb) =0®., ..., D
w(gbl, gbn) w(fgb1 g n) w(b1 bn)

y W2 es equivalente a W1 .

Denotaremos EV(A,X) al correspondiente conjunto cociente.

(2.4.4) LEMA .
EWA,X) es un monoide abeliano con cero,(X VA-mddulo).
Dem.-
Sean [W.:(j:X+>Z(K), K, +—>B, LA )] EVA,X) i=1,2.
Es inmediato comprobar que el conjunto (jlx,—jzx), xe¢ X! es un ideal de

B1 AB2 y tenemos el diagrama conmutativo de filas y columnas exactas



(]1 y_jZ)I I

K xK4+——> B x B —&A
1" 2 1A

2 |
|
i ! 'i
K. xK, +— B —+A
N Bix\ By
. o X X
y en particular, la extension leKZ—'——) BIXABZ —+>= A, que es \_/—Central
X
B).
X 2)

pues claramente K XKZC V}(leABZ) y por consiguiente K1>><(K2C \/‘X(B1 A

1

Se tiene, ademas, el diagrama conmutativo de filas exactas
(1 ,—I)l ¢ (G, =)

+—
XxX K1XK2

o

J

con j(x) = (j]x,o) = (o,jZX) 2

Es facil ver que j(X)cZ(K1>)<(K2) y que j es morfismo de A-mddulos.

X X
Ademas, si meleKzﬂ V(leABz) , Ccomo KiﬂV(Bi)CX, sera de la forma

m = (j;x,j,x) = (Jlx,O) +(0,j,x) = (Jlx,O) + (]1x +#OY = (]1(x+x),o) = j(x+x) € X
o
con lo que Kl)&va(le/i(BZ) X

i i (X A : — —
Concluimos asi que W1+W2 (G:X Z(K1)2<K2) Kl)giKz le;f“B2 A)

es una V-A-X-extensidn.

] +[W,] =[W_ +W,].

Definimos [Wl 9 1Y,

Veamos que esta suma esta bien definida, osea es indeoendiente de los re
presentantes tomados en las clases de V-A-X-extensiones:
Supongamos [W‘lt (j'ltx HZ(K'l), K'1 +> B A = [WI] y sea

BB, — B'l con o'l f =0, , claramente podemos suponer que f(x) = x para xeX.

1 L*



Se tiene entonces el diagrama conmutativo en conjuntos

leli(BZ S .|

e |

X
\
B].XABZ e A

cong tal que g(bl,bz) = (fbl,bz).

1 2 1.2 X .
i A 3 B
Y si cu((b1 ,bl), (bn bn)) C X(\V(leA 2) se tiene
2

1

w(g(bi ,b2

1
Js wuw 5 (BB ,bz)):
1 n n

1.2 1
% m=8 4 g(bn,bn)) =w ((fbl,b

:(w(fbl, SED fbl),w(bz, e bz)):'
1 n 1l n

:(w(bl, oo s bl),w(bz, so8 3 bz)):
1 n I n

2

)y ven s (B1,B2Y)
1 n n

q ( ]3 o 0w )CX (B )-

Entonces [W‘1]+[ W2] = [W1 ]+ [Wz]-

Es inmediato que esta adicidén es conmutativa y asociativa.
Sea 0= [(IX:X:X,X. > XA —> A vy [W:(: X v Z(K), K +> B —> A)]
una clase arbitraria de V-A-X-extensiones; se tendra que

X X
(Wl+0=[(:X +> Z(leX), K)zg(—*—) BxAX A —> A)], pero se tienen isomor-

fismos "
X+ kXX ——>B>§( A—A

I R

Liﬂa—w@ \
x
||

[

X+ x B A

conloque W]+ 0=[W]. Y O esunceroen EWA,X).
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Caracterizaremos, como sigue, las \_/—A—X-extensiones nulas.

(2.4.5) PROPOSICION .
Sea [Wi(j:X+—> Z(K), K +> B ~»A)I€EWA,X). Entonces [W] = 0 siy
solo si KNV(B) = 0.
Dem.-
si[W]=0, sera KnV(B) = XAV(B) = XnV(XJA), pero al ser X un VA-mddulo
V(XJA)CA y XOV(XIA)=0.

Reciprocamente, si KNV(B)= 0, consideremos el diagrama conmutativo en

conjuntos
XA —»A
o,
B —» A
siw(tl, 284 3 tn)e‘ X0 V(XJA)=0, te XJA, sera w(tl, cwE g tn) = o y claramente
y som g BC )= w wes gl Y= 0. i 5
u)(ft1 fn) w(tl n) o. Asi WEO

(2.4.6) TEOREMA .
EV(A,X) es un grupo abeliano. Existe un isomorfismo natural
EV(A,X) = HomA(\_flg(A),X)

para todo VA-modulo X.

Dem.-—
Sea N+—F ~g+>A una presentacion libre de A en C, sera, (2.1.12),
NNV(F)
Y1§(A) - Vl(N,F) )

Dada [W: (j:X +=> Z(X), K +—>B 5 A)]eEV(A,X), Existira un diagrama

conmutativo

4,

o

N #=>F
I
K+—>B—Ut->—

e
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y al ser K += B —» A V-central, se inducira el diagrama conmutativo

N F :
LB T VD -
|
K + > B = = A
El morfismo restringido de g
NQOV(F
g V?(N(,]F)) -

tiene, claramente, su imagen en KNV(B) = XAV(B). Tenemos asi un morfismo
g': \_/1§(A) — K

Para ver que este es morfismo de A-mddulos, recordemos que \_/19(A) es un
A-mddulo con acciones inducidas por las acciones de conjugacién de F/VI(N,F)
sobre el,(2.1.27); tengamos en cuenta tambien que B actua, via ¢ , por conju —
gacidon sobre X.

Si me \_ll_C_(A), y z¢€F siendo q(z) = a, se tiene

g@am=g(z+m-2)=g@+gm-¢g@ = gk gm=a-g'(m)
g'(axm) = g(z¥m) = g@)»g(m) = gz)»g(m) = axg'(m), para cada » .
con lo que g' es morfismo de A-mddulos.

Ademas, g', es independiente de la eleccion de la presentacidon proyectiva
de A y de la eleccidon de g; en efecto, supongamos N'1 +—> Fl ﬁ'-6->A otra presen-—
tacidn proyectiva de A, teniendose el diagrama

N1 - F1 —> A
L o]

K +—B —2+A

que induce, como se ha descrito anteriormente, el morfismo h":\_/lg(A) —> X,

Claramente existira un diagrama
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q N s F
b A VLD VB
“ que inducira L 1

N > E Lo a i] d i

1 1 1 1

. — A
Vl(Nl ,Fl) Vl(N1 ,Fl)
y la restriccion de f' da un isomorfismo
NAV (F) NMnv(F
e e==————= ¥ = =V, C(A
V. S 2 ) T BEW
1 11771
( vease (2.1.12)).
Claramente chf = og, y si w(zl, aiow zn)e NANV(F) se tiene
W E"(w(Z. 5 oen 5 Z DV (N,F)) = whfz , ..., hiz )=
1 n 1 1 n
:w(k1+gzl, S5E § kn+gzn), para ciertos
ki 5 :w(gzl, cuw 3 gzn) =

= g"(w(zl, N zn)+V1(N,F)) .
Asi el triangulo

VEUR) — 2 X

| 4
}_flg(A)
conmuta, y g' es unicosalvo isomorfismo natural.
Tambien ¢' es independiente del representante tomado en W] :
Supongamos que [W]=[W:(§:X +> Z(X), K +—= B N A) ], y consideremos

el diagrama conmutativo en conjuntos
B A
i
B A .

Para la presentacion libre elegida anteriormente ; supongamos el diagrama
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N +—sF —Le 3

| o

Kl ‘rL AN B' :\ A
y sea h":\_/'l_C_(A) —> X el correspondiente inducido. Para w(z1 RIS zn)eNﬂV(F)
sera g"(m(zl, ade & Zn) :w(gzla " an) y h"(w(zl’ cee s Zn) :m(hzl P ,hzn)
y como ¢ £ g=¢ h, sera fgz.lz ki + hzi para ciertos k’iEK'; entonces
g’(w(zl, con s zn)+V1(N,F)) = w(gzl, N gzn) =
= o(K. +hz_, ... , K +hz ) al ser V-X-ex
1] 1 n n - =
tensiones equivalentes
= “’(hzl’ ey hzn) al ser K'C\}(B‘)
=Wz, «.. » 2 )+V_(N,F)).
1 n 1

osea que g' =h".

( Nota: Puesto que g' no depende de la presentacién libre ni de la eleccion de g,
dada W , podemos elegir IF y g tal que g:F —> B sea sobre, en cuyocaso para
cualquier x :w(b1 o med bn)eXﬂV(B): KNV(B) siempre existira zeV(F) con
g(z) = x; claramente sera zeNNV(F) y si consideramos la clase z de z en el co-
ciente \_ll_C_(A) se tiene que ¢'(z) = x.

Concluimos, entonces, que la imagen de g":\_flg(A) —> X es XOV(B) . ).

Definimos  Z: EV(A,X) —> Hom  (V, C(A),X) por Z W]=g" , obtenida
esta por la construccién anterior.
Probaremos ahora que Z es morfismo de monoides :

-
Sean [W,: (j,:X +=>Z(X)), X +—> B, L A)]eEV(A,X) i=1,2. Sera su suma

XXBZ——** A], segun (2.4.4).

y X
W 1+Iw. ] = [GG:X +—>z(K1xK2>, K1>)<(K2+-—>~ B, X,

1 2

Consideremos N +—=F s A una presentacion libre de A, y supongamos

se tienen los diagramas
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N+—F —+A

! gil “

Kl-f—>P{——f>A 1=t ,2

de modo que siendo g"i: \ng(A) —> X los correspondientes inducidos, sera

z[wlj =g} i=1,2.

Ahora, considerando (g1 ,gz): F—> leABZ el morfismo inducido en el pro

: X
ducto fibrado por 8, Y8y Y siendo p:leAB2 —b leABZ la correspondiente

I g

proyeccion se tiene el diagrama conmutativo
N+——> F —%A
|
A4

+—> o
Kl)&z leABZ A

con g=p (gl’gZ) ssiog' e ~\[1(_2(A) —> X es el inducido por g, sera Z([W1]+[V&D=

= g' M
Pero, si ze NOV(EF) y z es su clase en el cociente \_llg(A) , se tiene
g'(z) = p(g1 ,gz)(z) = p(glz,gZZ) = ](glz+gzz):(g1+g2)(z)
osea que g' = g1+g2.

Luego z([wl] +[wzb = z[w1]+ z[w2] .

Ademas Z[W]=g"'=0 siy solosi Img(g") =0, pero segun la nota anterior
Img(g")= XNV(B)=KNV(B) . Basta utilizar el hecho probado en (2.4.5) para con
cluir que Z[W]=0 si y solo si[W]=0.

Solo resta probar que Z es sobre.

Supongamos Ve HomA(yl(_I(A),X); dada la presentacidn libre de A

q <7 N E q
N+—>F — A yl tension V—central ————— +> ————— —%-
y @ extension L vV (v, B V(B
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notemos que X es E mbodulo via d' N moddulo trivial cl
< ——— . e o i a
. V.(N,F) Y VN, B ¥R

F N 2
mente v:\_/lg(A) —> X sera tambien morfismo de Vl(N,F) Yy v N, F) -modu

oS

Construimos los diagramas de filas exactas

i' v F F
V., C(A) —+— > ¢
-1—( ) X7V _(N,F) NAV(F)
s 71
XJ F L//' p {
v Vl(N,F)
i / €
/ = F
e AN 4
- . NV(E)
donde ¢ : X{ v (N =) > B es el coigualador de los morfismos

VC(A)/.i'/>V(N F)\ __F
Rl \\\_\\\ X3 \ (N F)
Y \X ..wv‘/i/

. i _ ) F p
> I
y el morfismo B NAV(E) es el inducido por X{ Vl(N’F)

5N F N F .
Vl(N,F) > NovE) Y
C(A) " N A N
Y& ) /V (N, F) " NOV(F)
s/,zr
v V (N F)

£

/ N N

NNV(F)

X
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de construccion analoga al anterior.

Sea h=q' p: X]F/Vl(N,F) ——> A, es claramente un epimorfismo sobre; a-
demas hiv=qpiv=0y hsi=q si=q1i =0, portantoh se factoriza
por B existiendo

h': B==2>A
tal que h'c =h.

Por otra parte la inclusidén t : XxN/Vl(N,F) +—> X‘]F/V'I(N,F) induce un
monomorfismo

fr K +—>B
siendo facil ver que K es un ideal de B.
La sucesidn
K+>B T a
es exacta; en efecto, h(x+sz) = 0 si y solo si q(z)=0 y esto se da si y solo si
Z € N/Vl(N,F), para cualquier ZGF/VI(N,F), y por consiguiente Ker(h') = K.

El monomorfismo j : X +> K tiene su imagen en Z(X) al ser X un
N/Vl(N,F)~médulo trivialy en consecuencia actuar K trivialmente, por conju-
gacién, sobre X. Ademas j es morfismo de A-mddulos :

Para acA, x¢e Xy ze¢F con q(z) = a, se tiene hes(z) =q@) =a ¥
a-j(x) = a-c(x) = cs(z) + cx) - cs(@) = c(sz+x-sz) = c(@+x) = j@*x)

axjx) = axc(x) = cs(@)rex) = c(szxx) = claxx) = j(axx), para cada x .

Puesto que N/Vl(N,F) CVX(F/Vl(N,F)) y X es un yF/Vl(N,F)—médulo y por
tanto XCV*(X‘jF/Vl(N,F)), es inmediato concluir que KCV (B).

Y si me€KNV(B), como V(X\/[F/Vl(N,F)) = V(F/Vl(N,F)), sera
m= (s, «.. » 0 ) =csCun; +-v s ) con ulng, ... n e VADCNAV(E)

i
y como X = Ker(B +—>F/NAV(F)) sera meX; asi KOAV(B)CX.

. t h'
Concluimos, entonces que W:(j:X +>AK), K +>B —>A) es una V-A-X-

extensiodn.
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Ademas de la construccion de W se tiene el diagrama conmutativo

N > F s a
4 ,’
NOV(F) N !
F) | F 8§ e
i e A
VI(N’F) VI(N’F) Vl(N’F)
v J{c’s‘ cs
' j ' h'
X + > K =k > B - A
que indica que Z [W_ls V.

Asi Z es sobre y es un isomorfismo. Como consecuencia EWA,X) es un
grupo abeliano.

Nota : Dado [W: (j:X +> Z(X), K +—> B —> A) JeEV(A,X), se tiene que
~W]l=[-j:X +=>Z(X), K+>B —>A)].

En efecto, con la misma notacién que la hasta aqui empleada, supongamos

que Z[W]= g":\_flg(A) —> X; se tendra el diagrama conmutativo

N F
—— > — —
HLER T T 0D V0N, D) 2
3 ! l
X +—L—>X 4 >B > A
y por tanto tambien lo sera
Ve —N > 5
Y= v,(N,P) v, (N,F)
] l
X +——> K > B 4> A

de donde Z[(-j:X +=> Z(K), K+>B —+ A)]=-¢"

morfismo, deducimos el resultado

-Z[W]. Como Z es un iso
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2:5.: UNA SUESION EXACTA .

Dada una categoria de interes C y V=V(?) una variedad suya, estableceremos

para A€ C y X un VA-moédulo una sucesidn exacta y natural

1 2
_— L 1 Y n,. 2 A o . 2
\s (V(A) s X) ¥—>H (A,X)-ﬁHomA(\_fl(_:(A),X) v (V(A)’X) HA,X)

siendo <1> y ¢2 los morfismos cambio de variedad,(2.2.6). La condicién de que
X sea VA-modulo es inprescindible para que X sea de forma inducida un A/V(A)
-mbdulo,(2.1.23), (2.1.24).

Si Ces una variedad de Grupos Y V otra variedad contenida en C, esta su-
cesidén corresponde a la obtenida por Leedam-Green y MacKay en[115]; y Lue
en [119] obtiene una sucesidn exacta larga cuyos cuatro primeros terminos coin
cidencon los correspondientes en esta, en el caso de que C sea la categoria de
Algebras asociativas sobre un anillo y Vuna variedad de Algebras.

La construccion se basa enteramente en las interpretaciones , en terminos
de extensiones de los puntos de la misma . Comenzaremos estudiando el conpor

. i 2 ) .
tamiento del morfismo ¢ frente a las correspondientes extensiones.

(2.5.1) Sea A —>R€(C,R) y X un VR-mbdulo. Consideremos el morfismo cam—
bio de variedad
2 2 2 A

2
¢ = 1V ( VA’ )( y > H (A,X)(£)

obtenido en (2.2.6).

. 2
Despues de (1.6.11), podremos considerar los elementos de H (A, X)

(£) 2

. £
mo clases de (£)2—-extensiones especiales, X +—=>E —> B - A, de A por X,
y los elementos de V (m X)( gy SOmO clases de (£)2-extensiones especiales

X +>E > B % A/V(A), de A/V(A) por X en V.
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Sea [[X +>E -f—> B —> A/V(A)]]E \ (V_(A—) X)( £y’ tendremos el cuadrado
conmutativo

1 v 2 A

\% (o,X)(£) V( V(A)’X)(£)
1 2 i

r r
(o]
1 v .

RS H S P

2
en virtud de (2.2.6) y siendo L = Ker(o) el morfismo r sera

rz[[X +—E —B —> A/V(QA)]]

2
ry[X +>E—L1]=

Il

1
wrc[X+—>E—+>-L]=

p[X ¥+ E L] =

=[[X+—>E—B—+A/VA)]].
( vease, (1.6.11) y (2.3.13)).
Asi rz lleva la clase de una (£)2-extensién especial en V en la clase de esa

misma extension. en C.

Por ot o & 1 0, s ua, 0
or O arte T s
r ra p V(A) )

0: A—> A/V(A) y sera tal que

(£) es el morfismo inducidopor

o[[X4+—>E —=>B—+A/VA)]=[[X +—>E — B'—> A]], cuyo represen—
S] .
tante X +>E —> B —%- A viene obtenido por la fila superior del diagrama
X 4=> | =—=» Be—»- A
IR
v
X4+>E —>B—>A/V(A)
( vease (1.6.10) y (1.6.11)).
; » ,
Luego tenepos en definitiva que ¢ [[X +>E —>B — A/V(A)] =

=[[X4+—=E— B;O—-»A]] , obtenida segun el diagrama anterior.
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(2.5.2) TEOREMA .
Para A —> Re(C,R) y X un VR-mddulo existe una sucesion exacta y

natural
2

P 1 2
0 V(V(A) X) H(A X)—Y—>Hom (v c(a), x)—"—>V(V(A) XE=HYA,X)

1 .2
done ¢ y ¢ son los morfismos cambio de variedad definidos en (2.2.6).

Dem.-
En (2.3.5) se probo que ¢1 es un monomorfismo.
DefinimosY:Hl(A,X) = HomA(\_flg(A),X) como sigue:
Por (2.4.6) tenemos el isomorfismo Z : EWA,X) S HomA(\_flg(A),X); es inme. -
diato que si E:X +—>E —> A es una extensién singularde A por X entonces
ViE'](IX:X = X, X+—>E —> A) es una V-A-X-extension ( la unica cuestién no
evidente es que X +> E —» A sea V—central, pero esto lo asegura (2.1.25)).
La aplicacion [E]+—> W[E

tante tomado en [E] y es morfismo de grupos pues W_ + W_ =(j:X +—>-Z(X>)<S(),

E] [E]

] es de forma obvia independiente del represen

Xx)% +— ExXE —+- A) y como se tiene el diagrama
X?(S( s ExXE' — A

A
I |
X=—=X +—> EXXE' —-A
sera [W[E] l+ [WL,] I=1 W[E]+ W[E,]] = [(IX:X:X, X +> Ex;\(E' — A)]=
er ey
Definimos entonces v: Hl(A,X) =¥ HomA(\_/l_(;(A),X) por
E] = 2]

1
Para probar la exactitud en el punto H (A, X) veremos en principio que

Img( ¢1) :$ [X +> E' —> A], tal que XNV(E) =0} -
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En efecto, si [X +> E' —> Ale Img(¢l) sera porque existe una extensidén singu
lar de A/V(A) por X, X +> E — A/V(A), y un diagrama

X+4—E —»A
| J e iA
X +=2E —+> TA)
y como V(E) = 0 sera X(\V(E") = 0.
Reciprocamente, dada X +> E' — A con XNV(E') = 0, existe el diagrama
conmutativo de filas exactas

VEE) =V(A)

R

X+»FE —» A

-k
V(E") V(A)
siendo facil ver que la 'ultima fila es una extensién singular en V de A/V(A)
por X y claramente ¢[X +=> E'/V(E') —> A/VA)]=[X+>E —A].
Ahora, como Y[E': X +=>E — A] = Z[ W[E'}]:O , segun (2.4.5), si y solo

si XOV(E")= 0 y por tanto si y solo si [E'Jesta en la imagen de ¢l . Concluimos

que Ker(r) = Img(¢l) y la sucesidn es exacta en Hl(A,X).

2 A
ini « H V_C s X > ’ i :
Definimos ahora n OmA(—l— (A), X) V( VA X) como sigue

-1
Dado V(-‘HomA(_\[l(_Z (A),X) sea Z ~(v) = [(j:X +=> Z(K), K +> B —»> A)] la
clase de V-A-X-extensiones correspondiente mediante el isomorfismo (2.4.6).

Consideramos la sucesidn exacta corta

K/X +> B/X - A.

B V(B) '
A . , _ v . .
El epimorfismo V(d): V( % ) XPV(B) —+ V(A) tiene por nucleo el cocien
te % = 0y es por tanto un isomorfismo.

Se induce entonces el diagrama conmutativo de filas y columnas exactas
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WB/X) = V(A)
oo
K 45 B By
r | l
K B/X - A

+ -
X V(B/X)  WA)
y la exactitud de la Gltima fila nos lleva a la sucesidn exacta en V

f B/X A
RAR V(B/X) Tv(A)

Como KCV*(B), K es una VB-estructura por conjugacioén, ademas XCZ(X)

actua trivialmente sobre X y segun (1.2.15) y (2.1.21) K sera una VB/X-estruc
B/X

V(B/xy ~estructura por (2.1.23).

tura, asi concluimos que es una
Si k,k€K se tiene
f(k) kK = (k+X) K = k+k'-k

f(xk = (k+X)x k' = kxk', para cada % .

: < : . A
Luego la anterior sucesion exacta es una 2-extensidn especial de m por
X; y definimos n por ‘
B/X &
=[[X+=>Kx — ‘
(9=l V(B/X) v B

Recordemos que , siendo N +—=F —q“‘?A una presentacién libre de A en C,

K y B son obtenidos, a partir de v, por los diagramas de la pagina 157, en la

F

demostracidn del teorema (2.4.6), y facilmente se ve que )E; T NAV(E)

E

K N B/X NOV(F) F ,
- = ; claramente el nucleo

X = Nov(®) Y VB/X V(F) V(F)
NOV(F)

de F/V(F) — A/V(A) es N/NNV(F) y se tiene la 2-extensidén especial

E A
X+—>K——>—V(F)——>—V(A)
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La existencia del diagrama conmutativo

: F _A
T IE T v
| |
[
B/X A
R T T Vo
e 5 A
nos indica que n(v) = [[X += Kk — VOB i V(A)]] .

Por (2.1.30) se tiene la 2-extensién especial en V
N E A
AY ____*%. —_—
VI(N,F) V(F) V(A)

v, CA) +—-

y si consideramos el morfismo inducido por v

2, A 2 A

8 A s ,V > 5
Y, ( VA __1(_3 (A) \ (V(A) X)
puesto que se tiene el diagrama conmutativo
N F A
V C A + > ,\ >
—1-,( ) v, (N,F) V(F) V(A)
v h
F A
X — > K > =
V(F) V(A)

con h morfismo de F/V(F)-estructuras (vease el diagrama de obtencién de K
en pag. 157 ) deducimos que

N F A
Ve +=> 3 e Ve T vw
( vease (1.6.10)).

IEn(n)
1

Entonces si v,V HomA(\_ll(_? (A),X) sera
N s _F A
Vi(N,F) V(F) V(A)

n(v+v') = (v+v’2‘ [[VIC (A) +— 1=

N . F A
v,(NF) v T v

=y llv.c@)+>
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F - F A ~
Vl(N,F) V(F) = V(A) [l =nt) 296",

+y [V, C@) +—

Y n es morfismo de grupos .

Probaremos la exactitud en HomA(\_/lg A),X) :

Sea v GHomA(\_/lg(A),X) 5 Z—l(v) A (EF>ZK), KFE>B=HA)] y
N+>F -5 A una presentacion libre de A en C como hasta ahora. Tendremos

el diagrama
N E q
—1p

V. C(A) +—> > A
—1—_( ) Vl(N,F) Vl(N,F)
X + ] K > B == A
. F A ; ;
y n(v) = [[X +—=>K S 1],segun lo visto anteriormente.

V(F) V(A)

Si n(v) = 0, sera por que existe un diagrama

K E -~ 2
TR Y

) _F A
X K V(F) ETTN)

con E en Vy tal que la accidén de E sobre K por conjugacidén coincida con la de-
finida via E — F/V(F), (1.6.12).

Se tiene, entonces el diagrama

X +—> K —# i
" ' ! 7 NAV(E)
N AN F
B I T V(F)
A A
V(A V(A)

Como E —# F/V(F) escinde al sea F/V(F) libre en V y estar E en V, sera
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tambien K —+> N/NAV(F) escindente, y al ser XcZ(X) podremos poner K =
= XxK' siendo K'= N/NNV(F). Es claro que K' es un ideal de B y se tiene el dia

grama

|

_...Q.),.A

N

e = &
x_lwé—we—-.vg

. R B :
y en particular la sucesidon exacta X +—> Ed — A que,al ser j: X +—> K mor-

fismo de B-estructuras( X B-mddulo via B —> A ), es una extensibén singular
de A por X en C.

Y puesto que se tiene el diagrama conmutativo

N F
V e 45
= V(NP V(N F) &
' l |
X + > K — > B B> A
% X = 11(3, > A
B B
sera Y[X +—> 3 —Al= Z[(IX:X=X, X *—)—F —» A) ] = v (vease(2.4.6)

Asi Ker(n)cImg(y). ,
1
Ademas, si [X +> E —> Al €H (A,X) se tiene
Y [X+—=>E—Al=nZ [(1_:X=X, X+>E — A)]

. _E/X A L

L ¥=X=Fam — vl
A A

SIX=x= 7= l=°

con lo que Img(NeKer(M). Y la sucesidn es exacta en HomA(\_/1§ (A),X) .
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Probaremos, por ultimo, la exactitud en V (V?A) X)

Si veHomA(ylg (A),X)y Z_l(v) = [(:X +=> Z(X), K +—=>B —» A)] , entonces

B/X
Ve vay U

¢2n(v)=¢2[[X+—>K———> XHK—?% —-Allya

que se tiene el diagrama conmutativo

X+—> K >B——¥>A
i X

Lol

o o oy BIX o A

V(B/X) V(A)
(vease (2.5.1)).

Y como se tiene
K +—>B —A

TN

X+—¥K——>—X——9A

siendo, obviamente, las acciones de B sobre K por conjugacién igual a las acci

B
onesvia B —> B/X; por (1.6.12),[[X +—> K —> > All =0,y ¢2n = D
Asi Tmg()cKer( 62).
Supongamos, ahora, que [[X +>K —> B —> V%\—)]]EV (WA) ,X) es tal

. 2 . . .
que su imagen por ¢ es nula. Su imagen sera la clase de 2—extensiones especi
alesque contiene a la fila superior del diagrama

X +—> K ——>~ B — A

| 1.

—¥—>—-)——+>—
X= KB g0

y si es nula, sera por que existe un diagrama

1
K+——>E —=>A

e b

K——>B =
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con la accién de E sobre K por conjugacioén igual a la accién via E —> Bei(l P
16).

Por ser una 2-extensidon especial X< Z(X) y el monomorfismo j:X +> Z(X) es
de A-modilos.

Si ke KAV(E), sera hi(k) = o de donde f(k) = oy ke X, osea KOV(E)CX.

Ademas es elemental que B = BO/V(BQ) y K es una VB -estructura; tambien
sera entonces VE-estructura via E —> B o lo que es igual VE-estructura por
conjugacién; por tanto, segun (2.1.25), K +—E —» A es V-central.

Concluimos asi que W:(j:X +=> Z(X), K +> E — A) es una V-A-X-exten -
sidn

Seav=2 [W]eHomA(\_/lg (A) X). Se tiene

_ E/X A
Tl =X K vEo vl T

B© A

=X+ X =5 - V(A)

I =

A

Luego Ker( ¢2) ¢ Img(n).

Tenemos asi la exactiyud en Vz(g%x—),)(), v el teorema esta demostrado.
Nota : La sucesidn construida en el teorema (2.5.2), para cohomologia abso
luta, es posible obtenerla para cohomologia relativa, caso de que se de la si-
tuacién de factorizacion (1.2.10), bajo el supuesto de AeV. Es decir, existe
una sucesion exacta y natural

Vl(A,X)£ RN Hl(A,x)£—Y> Hom , (V, C_(A),X) = via X0, TN X0,

donde \_/l(_3£(A) es el £-invariante de Baer, definido y dotado de estructura de
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A-mddulo en (2.1.29).
Se establece, de forma obvia, el concepto de £-V-A-X-extension, el grupo
E‘\[(A,X)£ y el isomorfismo E\_/(A,X)£ = HomA(\_/1§£(A),X).
La construccién de los morfismos y y n asi como la exactitud de la sucesién
es en todo analoga a la dada anteriormente para el caso de cohomologia absoluta.
Para generalizar la sucesidn, sin necesidad de suponer A en V, seria nece
saria una hipotesis sobre la variedad que asegurara un comportamiento natural
del epimorfismo A L A/v(a) respecto a la conservacion de epimorfismos

£-escindentes por el funtor P, adjunto a la izquierda al funtor inclusién de V

en C -

2.6. BSTUDID DE & ,m2.

. Continuaramos en las condiciones de 2.2. y (2.2.6) .
(2.6.1) DEFINICION .

Una extensién en C ; L +>- B — A, se dice V-marginal si LOV(B)=0.

Notemos que, segun se vio en la demostracién del teorema (2.5.2), para X
un VA-mddulo se veritica que la imagen del morfismo

A
v(A)’
es el conjunto de clase de extensiones singulares en Cde A por X V-marginales.

X) > Hl(A,X)

1
ol v (

(2.6.2) PROPOSICION .
Sea X un VA-mddulo y el morfismo cambio de variedad

2 2 A

2
¢ 'V(V(A)’X) >H (A,X) .

2 Z
Considerando los elementos de V' y H como clases de 2-extensiones espe-

ciales, se tiene que :
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o]
Img(¢2) = s (X +—>E — B —» AH , tal que Ker(0) +=> B'—"A es V-marginal
y E es una VB'-estructura \ .

Dem.-

f o A A
Sea (X +— E =B —’*V—(A‘)]]E\fz(m,

X), supongamos que L = Ker(9).
Considerando el diagrama
X+=>E—>B = A
| 1 oe] el
| A

X +>FE —B - ——
BeseB >

con el cuadrado de la derecha cartesiano; sera
X +3 5 —> B AW = X+ 5 —» B —» All segun(2.5.1).

Es claro que B= B'/V(B') y Ker(h) = V(B') = V(A), de donde es inmediato
que LAV(B') =0y L +> B — A es V-marginal. Obviamente E es VB'-estructura
al ser B-estructura en _\[,(2.1 24).

Reciprocamente, si tenemos X +—> E —> B f"’* A una 2-extensidn especial
de A por X en C con L=Ker(0)NV(B') = 0 y E una VB'-estructura, entonces se

tiene el diagrama de filas y columnas exactas

V(B') =—=V(A)
] !
L, =t B = A
R
L= " v

siendo el cuadrado de la derecha cartesiano.
Tendremos, entonces, la sucesidn exacta

B A
X+=E—>9®m P v
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Como E es una VB'-estructura E estara en Vy sera ademas una B‘/V(B‘)—es_

tructura con las acciones inducidas.
L . ) B .
Es inmediato que X +— E—> Wé'—) — > =%

es una 2-extensidon especial

en Vde A/V(A) por X; y por la conmutatividad del diagrama

X*+>E—>B —A4A

TR

V(B') V(A)
B e A
V(B V(A)

se tiene que 92 [[X +—>E —> H=l+>B—=F P4l .

(2.6.3) PROPOSICION .

En las mismas hipotesis que (2.6.2), se tieneque

{’ v [V, €8) +—> —— TN ]],venomAm_/lg(A),xﬂ

2
X =
SR 4 VINE) O VE® V)
siendo N +> F — A una presentacién libre de A en C, v, el morfismo induci-

2 2
do por v.de V'(A/V(A),V_C(A) en V (A/V(A),X), y V C(A) +> = .
—-1= —j= Vl(N,F)
—> L — A la 2-extensidon especial en Vinducida segun (2.1.30).
V(F) V(A) =
Dem.-

Es consucuencia de la exactitud de la sucesidn (2.5.2) y que tal conjunto

es precisamente la imagen del morfismo n.

(2.6.4) COROLARIO .
2 2
¢2 1 W (—\}/(\—A),X) — H (A,X) es un monomorfismo para todo VA-md
dulo X si y solo si la 2-extension especial
N F o _ . A
v, (N,E) V(F) V(A)

\_flg(A)+
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inducida por una presentacion libre de A, N +—>F — A, segun(2.1.30), es
nula .

Dem.-

La condicién es suficiente de forma obvia.

Si¢2 es un monomorfismo para todo \_/A—médulo, lo sera para el \_/A—médulo

2 2
\_/1§(A), osea ¢2: V (A/V(A),V,C(A)) —H (A,ylg(A)) sera un monomorfismo,

1
y por tanto IVC(/\),[[V C(A) + Vl(N’F) = V(F) V(A) 1
N g B B
[[Ylg(A) +—> Vl(N,F) V(F) ) V(A) ]]_ 0

(2.6.5) PROPOSICION 5

e 1 . _
V ——= , X
(V(A) ,X) —> H (A,X) es un isomorfismo y
2 2, A
oV (V(A) s %) 7 H (A X) es un monomorfismo, para todo VA-

modulo X, si y solo si _Ylg(A) = ()

Dem.-

Si \_/].SZ(A) = 0, la sucesién exacta (2.5. 2) implica que ¢1 es un isomorfismo
y ¢2 un monomorfismo para cualquier VA-modulo X.

Reciprocamente, si # es un isomorfismo y¢>2 un monomorfismo para todo

YA—médulo X, particularizando al VA-médulo \_/1(_Z(A) , la secesidn (2.5.2) nos
asegura que HomA(\_/l(_: (A),\_/lg(A)) = 0 de donde \_/1_C_(A) =0

(2.6.6) COROLARIO .
Si ¢1 es un isomorfismo para todo VA-mddulo, entonces \_llg(A) =0

si y solo si la 2-extensidn especial

N . F A
¥, A= VB S RTINS
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inducida por una presentacién libre de A, N +=> F — A, segun (2.1.30), es
nula.

Dem.-  Se sigue de (2.6.4) y (2.6.5).

(2.6.7) Para AeC y BeV, denotaremos V-Ext(A,B) al conjunto de clases

de equivalencia ( en el sentido obvio) de extensiones , B +—E —g*PA, de A

por B V-centrales (se entiende con g sobre). Y denotamos ExtV(A/V(A),B) al

conjunto de clases de equivalencia de extensiones en V., B +—E — A/V(A),
de A/V(A) por B.
Es obvio que toda extensidn en V es V-central; dada la extensién en v
A

B % B =P ateres
V(A)

denotamos por B +>E —+ A a la obtenida por el diagrama cartesiano

C]
B+>E —®A

I

+—>E 4
B B V(A)

que segun (2.1.20) es V-central.
Queda asi definida una aplicacién

) —2—> V-Ext(A, B)

A
Extv( V(A)’B

Es facilver que r es inyectiva y su imagen es el conjunto de extensiones
de A por B V-marginales.

Se verifica que z es una biyeccidn, para todo B de V, siy solo si YlgA)
es cero. En efecto, supongamos que _\_flg(A) =0ysea B+—E 5 A una exten-
sidn en C V-central; sea K +> F —E una presentacién libre de E en c,
h=gf:F—>AyN =Ker(h); tendremos el diagrama

N +—F l‘-} A
RPN

B+—E —=+=A
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que por ser B +> E —» A V-centralinducira el diagrama

N - F T
v.(N,B) ' v,(N,F) ‘

| |

| | |

B 4+ > E > A

y la restriccién de f' nos da un morfismo

W, . AN __F
v v (N,F) mV(vl(N,]g) ) =V,C(A) —> BAV(E)

que sera claramente sobre y al ser _\[1(_?(/\) = 0 concluimos que BOV(E) =0y la
extensién es V-marginal, perteneciendo por tanto a la imagen de z .
Reciprocamente, si I es sobre, osea toda extensidon V-central es _Y-marginal,

para N +>F —# A, una presentacidn libre de A, la extensién V-central

N > —5 A
v, (N,F) v,(N,F)

sera V-marginal y

N F
V.(N, ) 1 V(Vl(N,F)

)= V,C(A) = 0

Un estudio mas general de lo dicho en el apartado (2.6.7) puede verse en

[24].

(2.6.8) COROLARIO .

1
Sea A C. Los morfismos ol: Vv (V(A) , X ) —>H (A,X) y

02 :V (m ,X) —>H (A X) son isomorfismos y monomorfismos, respectiva-

mente, para todo \_/A—médulo X, si y solo si toda extensién de A en C V-central
es V-marginal .
Dem.-

Es consecuencia de (2.6.5) y (2.6.7).
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(2.6.9) PROPOSICION .

Sea V una variedad de C, y ReV tal que \_/DS(Q)WR ; entonces la
categoria de R-mddulos en C coincide con la categoria de R-modulos en V, es
decir, todo R-modulo en C es VR-mbdulo.

Dem.-
Si X es un R-médulo en C, como V DS((_?_)WR , la extensidn
X +—>X{R — R
estara en V, (vease (2.3.11)), y X sera un R-mddulo en V .
Notemos que en este caso, todo R-mbdulo es un VR-mbédulo, se tiene el dia-

grama de funtores adjuntos

(C,R)

B | ]
R-Mod.
(vease (1.2.8)). Y para todo A —>» R<(V,R) sera DR(A) = Dyp(A) .

(2,6,10) PROPOSICION .
Sea Vuna variedad de C y R objeto de V tal que todo R-mbdulo en
C es un \_/R—médulo . Si C es equilibrada, (1.7.4), entonces los morfismos cam
bio de variedad
o : VIR, X) —>H (R,X)
son epimorfismos escindentes para todo n> 0 y todo R-mddulo X.
Dem .-

Consideremos el morfismo de resoluciones simpliciales
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G(R.) ==t R

o |

GV(R).——‘*> R
obtenido en (2.2.4).

Aplicando el funtor DR obtenemos en R-Mod el morfismo de complejos

n+1 n
e o o H, . o060 —3 —_
DRG (R) DRG (R) — DRG(R) DR(R)

DR(¢n) DR(¢1)

n+1 n
e o o D pl e D R —> cee — D —4>
RCV (R) RGV( ) RGV(R) DR(R)
y tanto DRGn(R) como DRG:(R) seran proyectivos en R-Mod.

Se sigue de (1.7.3) que el conplejo de la fila superior es exacto, y es por
tanto una resolucién proyectiva del R-modulo DR(R).

Como el complejo de la fila inferior es proyectivo, por resultados elementa
les de algebra homologica en categorias abelianas ( vease, por ejemplo, [86])
existe un morfismo de complejos

ce oD AR — D "R)=> +++ —D G (R) —>D_(R)
R v R v Rv R

L o

- DRC””(R)—ﬂ)ch(R)——) D G(R) —> D (R)

levantamiento de la identidad en I)R(R) .

Entonces la composicion

n+1

n
v22D G (B)—DBG (R~ wss» D_G(R) —+
D, (R) LS —>Dy (R) DR(R)

P D ) YD
In R(d)n' 1)l R((b])

.. °I)R(3n+1(R)——}~ Iﬁ)RGn(R)—> se+ =D G(R) = D (R)
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es un morfismo de complejos homotopicoa 1.
Para X un R-médulo, aplicando el funtor HomR( ,X) obtenemos en Ab los

morfismos de complejos

HomR(DRGn(R),X) — o+ —>Hom (D G(R),X) —> 0
l/ wn \L v 1
' n
HomR(DRGV (R),X) —> oo ——>HomR(DRGV(R),X) —> 0
lnDan) L DL (%)
ces HomR(DRG (R),X) —> eeo ——%HomR(DRG(R),X) —> 0

siendo DR(cbn) v X 1,y por tanto esta composicidén inducira isomorfismos el

los correspondientes grupos de cohomologia.

Puesto que se tienen isomorfismos naturales

112

HomR(DRGn(R),X) Der(G (R),X)

Il

Hom_(D_GYR),X) ¥ Der(G (R),X)
R R v v

al ser DR adjunto al funtor ] y (1.2.20), concluimos con la existencia del

triangulo conmutativo N

H@R, 0 —— v,

para todo n30, osea ¢ ¢ = I.

Notemos que esta proposicién es validapara cohomologia relativa, caso que
se de la situacién (1.2.10), ( la demostracién seria identica a la realizada pa-

ra cohomologia absoluta, cambiando G por G£).

Si ademas V fuera equilibrada, por los mismos razonamientos anteriores,

n
el complejo s DRGV(R) P e DRGV(R) —‘?DR(R) es exacto y tendriamos
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que el morfismo de complejos (DR( d)n))n; 1 seria homotopico a la identidad, e
induciria un isomorfismo en'los grupos de cohomologia.

Tenemos asi

(2.6.11) PROPOSICION .

Sea Vuna variedad de C y ReV tal que todo R-modulo en C es un
VR-mddulo. Si C y V son equilibradas, entonces los morfismos cambio de va-
riedad

8 s VIR,X) = H(R,X)

son isomorfismos para todo n y todo R-modulo X.

Destaquemos tambien que esta proposicion es valida para cohomologia rela

tiva, cambiando la hipotesis de equilibrio por la de £-equilibrio.

(2.6.12) COROLARIO .
Sea Vuna variedad de C y R V tal que todo R-mddulo en C sea un

VR-modulo. Si Ces equilibrada, entonces para todo R-modulo X, se tiene

VIR, X) = H'(R,X) @ Ker(¢') 130
y en particular
Vl(R o) = Hl(R , X)
VAR, %) 2 HR, X) @ Hom (v, C(R), X) .
Dem.-
El caso general es consecuencia de (2.6.10).
Para n=1, se deduce de (2.3.5).
Para n=2, es consecuencia de la sucesion exacta (2.5.2) QUe induce en este
caso la sucesidn exacta corta escindida de grupos abelianos

2
Hom (V€ (R), X0+ VAR, ) 5 H(R, X)
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(2.6.13) COROLARIO .
Sea Vuna variedad de Cy R V tal que todo R-méddulo en C es un
VR-moédulo. Supondremos C equilibrada. Entonces se verifica que
¢2 ? VZ(R,X) — HZ(R,X) es un isomorfismo para todo R-mddulo X si y solo
si \_/1(_3(R) =0 .
Dem.-

Puesto que en las condiciones del enunciado ¢ es siempre un isomorfismo,

el corolario se deduce de (2.6.5) .

(2.6.14) COROLARIO .
Sea Vuna variedad de C y R V tal que todo R-mbdulo en e esAun
VR-médulo. Si Cy V son equilibradas entonces ylg(R) = s
Dem.-

Por (2.6.11) ¥ es un isomorfismo y por (2.6.13) \_/1§(R) =i .

Notemos que la condicién \_/1(_I(R) = 0 es equivalente a que toda extensién V-
central este en V((2.6.7) y el hecho de que al estar R en V las extensiones

V-marginales de R son las extensiones en V).
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3. EJEMPLOS .

Ag

3.1+ EL ANILLO
v

Consideremos la categoria de Grupos, Gr . Si GEGr, es bien conocido
que los G-mddulos (izquierda o derecha) son los médulos sobre el Anillo Grupo
Z(G), (vease, por ejemplo, [87]). Dada una variedad de grupos V=W, si G
es un grupo en V entonces los G-moddulos en V (G-mddulos con producto semidi

recto en V)son los moédulos sobre un anillo cociente de Z(G); explicitamente

(G)
I G
v

tal anillo es , donde IVG es el ideal bilatero de Z(G) generado por los
elementos
t;@D, i=1,2, ... ; w€? ; feHom(F_,G)

siendo 3 la correspondiente i-ésima derivada de Fox, ( vease, por ejemplo,[154).

Este hecho, de que los mddulos en una variedad son los mddulos sobre un
determinado anillo cociente, hemos observado se da en otras categorias algebra
icas como Algebras de Lie, Algebras asociativas sobre un anillo, Algebras con
mutativas, etc ..

Daremos una demostracién que establecera esto de forma suficientemente

general.

(3.1.1)  Sea Cuna categoria de interes como en (1.2.1).
Supondremos existe un funtor
/\: C — Anillos (unitarios)

de modo que para cada R€C exista una equivalencia de categorias

R-Mod. ’:”ARWZ

donde R-Mod. denota la categoria de R-mbdulos en el sentido de (1.2.3) y

A;Th es la categoria de AR—médulos a la izquierda( el el sentido usual).
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Supondremos que la equivalencia es natural en el sentido siguiente :
Sif: R" —> R es un morfismo en C, segun (1.2.13) todo R-mddulo es un R'-
mddulo via f; se induce asi un funtor
Uf : R-Mod. —>R'-Mod.
por otra parte el morfismo de anillos/’)‘t :/}{, ——*/\R induce el funtor "'cambio de
Anillo"

VRt Agh — ARM

(vease, por ejemplo,[87,pag.162] ).
Se supone, entonces, que el diagrama

f
R-Mod. —U———> R'-Mod.

| x
/\R?h —U/ff—%‘ ARTZI

es conmutativo .

Por Gltimo, supondremos que se verifica la siguiente condicion :

Si X es un R-mddulo y U(X) denota el correspondiente conjunto olvidado, se
tiene el funtor de olvido U : R-Mod. —> Set. Tambien se tendra el correspon
diente funtor de olvido U :/3}3}1 —> Set.

Se supone que el diagrama

Set
U U
e z\Agh

es conmutativo.
Set

Sea u: F — U el isomorfismo de la adjuncion  F T U , y supongamos que
C
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PeC es libre sobre el conjunto S = gxi, ielg y sea j :u(IP) 2 & == UF(S) =
= TUCP).

Tal como se vio en (1.2.11) y (1.2.7) se tienen adjunciones

SRLN o) |
(C,P) P-Mod

sean i - FP — UP Y ot DP — ] los correspondientes isomorfismos de

adjuncién.
: ] = ] = —_é
Claramente FP(]) IP de donde DP(FP(])) DP(P), y para cada A R

objeto de (C,R) la biyeccidn natural

b ¢ Hom E, i) = Hom o yepys j}jg), 32?
sera dada por
up(f) =U®) j .
Consideremos ahora el isomorfismo natural
p Dp(®XP
My HomP(DP(P),DP(P)) = Hom(g’P)( ” : l )
P P

y notemos € = H(1): P —> DP(P)QP; sea e= £¢: P —> DP(P) la derivacién

correspondiente a € por el.somorfismo natural
D_(P)XP
(P2

Hom(gyp)( H, l ) = Der(P,DP(P))

2 P

(vease (1.2.20)).

Entonces para un P-modulo X el isomorfismo



185

- P xJp
B 1 HomP(DP(P),X) = Hom(g,P)( l}L’ %D )

sera tal que uo(\b) = J)e .
Y el isomorfismo composicidon
¢S, U
-

U(pP) U(P)

0= Mp Mg HomP(DP(P),X) = )

Hom s et, uCPY)
vendra dado por 6(y) = U(](xbj ) s
Ahora, es obvio U(X{P) = U(X)xU(P) y por consiguiente se tiene la biyecci-

o6n natural

3 gism S UX{P)
' UUNSet, UGB | §7 | ) = Homg(S,U(X)
U(P) U(P)

dada por Er(h) =t h, (§Ecomo en (1.2.18)).
Concluimos con la existencia de una biyeccién natural

o' : HomP(DP(P),X) = Homset(S,U(X))

tal que 0'@W) =g U(JW)e") j, pero £ U(JW) €) = UW) e y por tanto sera
') =UW)ej .
Dicho en otros terminos, tenemos que para cualquier R-moédulo X y cualqui
er aplicacidon s : S — U(X) existe un unico morfismo de R-mddulos
U DP(P) —> X tal que UQ@)ej=s.

Podemos suponer que j: S > P es una inclusidn y tenemos asi

(3.1.2) PROPOSICION .
Si P€C es libre sobre el conjunto %xi, ie I} entonces DP(P) es
un P-mddulo libre sobre el conjunto {exi,ie I}, dondee: P —> DP(P) es la deri

vacidn considerada anteriormente .
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(3.1.3) Derivadas de Fox.
Sigamos considerando P libre sobre el conjunto Jlxi’ iel} , entonces

por las hipotesis establecidas en (3.1 .1) se tienen los isomorfismos
5% = - D_(P),A
Der(P,/3,) HomP(DP(P),AP) HomAP( p(P)p)

siendo, como se dijo anteriormente, el isomorfismo

HomP(DP(P),/\P) = Der(P,AP)

tal que v—>U() € .
Ahora, DP(P) es un P-mddulo libre sobre el conjunto {Exi, ie 1 }, y por la
tercera hipotesis de (3.1.1), tambien DP(P) sera un AP——mc')dulo libre sobre

;
el conjuntogéx, , i€ Ij; en consecuencia sera D_(P) = _L—l-/_\
i P jel TP,

81 wy ¢ J’T‘/)P b Ap es la i—ésima proyeccién, definimos la i-ésima
1

"derivada de Fox " ai v P ——'7/>P como la derivacién correspondiente, mediante
el anterior isomorfismo, a dicha proyeccion .

Es decir, sera 3; = U(vri) € .

Claramente, entonces, si X€P y ex se expresa en funcidén de la base por

€X = }: t. ex.
jel 1 1

sera 9.(x) =1t, .
i i

Podemos expresar esto mediante la formula

X
(3.1 e(x) = 4—6—1 3.00) eX, REE, .
1 1

(3.1.5) Consideremos V = V(€) una variedad de C .
Para R V, probaremos que, supuesto la categoria de R-modulos en C equi
valente a la de mddulos sobre el anilloAR (hipotesis (3.1.1)), entonces la de

R-mbdulos en V ( VR-mbdulos) es equivalente a la de mbdulos sobre un determi
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nado anillo cociente de//\R

Recordemos que un R-mddulo X estara en V si y solo si X{RevV.
Consideremos F_ el objeto de C libre sobre el conjunto iLxl »X,s «.+f COMO

en (2.1.2). Sif: F_—>Resun morfismo en C, tendremos el isomorfismo

Eo XIR, .
Hom(g,R)( lf, l ) £ Der(E_,X)

R R
para cada R-mbdulo X, tal que si d : F_ —> X es una derivacion el correspondi
ente morfismo h es dado por h(x) = d(x) + sf(x), (1.2.20).
E

/
£ 4
X +~—>XJR —+*R
s

Ahora, si X es un R-mddulo en V, todo morfismo h : Fm e XQR se anula en

V(E ), osea en toda palabra de 2 ; y en consecuencia sera d() = o para todo
wen .

Reciprocamente, supongamos que para todo morfismo f : E —* R cualquier
derivacién d : F_—>Xse anula en las palabras definidoras de la variedad. En
tonces para cualquier h : E. —> XIR, como este sera de la forma h(x)=d(x)+sf(x)
para una cierta derivacién d : E —> X, se tendra que hw) = dw) + sflw) = o pa_
ra todo we® ; asi V(X{R) = Oy XIREV .

Tenemos pues

(3.1.6) PROPOSICION .

SiR V yXesun R-mddulo en C, entonces X es un R-modulo en V
si y solo si para cualquier morfismo £ : E —> R, toda derivacion d:F — X

( siendo X E —mbdulo via f) se anula en @ .
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(3.1.7) <COROLARIO .

Si R€V y X es un'R-mddulo en C, entonces X es un R-mddulo en V
si y solo si para cualquier morfismo t: E —R, considerando el correspondi
ente morfismo de anillos Af :AF —— AR , se verifica que los elementos

Af(ai(w)) i:1,2,ai.. : WER ,
actuan como cero sobre X.
Dem.-
Consideremos el isomorfismo

H =
omF (DF(FOO), X) Der(Foo , X)

o« @

que asocia a un morfismo ¥: DF (E)—>X la derivacion d=¥e: F —>X.

Tendremos para cada weg ,msegun (3«1:4) , que
d(w) = ¥ dw) =¥ ( 2= 3.@) e(x,) = Z-"%(3.()) vex.)
i=1 1 1 1=} 1 1
y sera d(w)=0 para todow y para cualquier d si y solo si Z?/lf(ai(w)) ‘Pe(xi) =0
=

para cualquier morfismo de AF -modulos ¥ ; pero DF(FOO) es /XF -modulo libre

sobre el conjunto&exi, =125 «s g , segun (3.1.2), y por tanto lo anterior se
dara si y solo SiAf(ai(w)) X = o para todo i=1,2, ..., w€Q y xeX. Despues

de (3.1.6) el corolario esta probado.

Sea IVR el ideal bilatero del anillo AR generado por el conjunto de elemen-

tos

Af(ai(w))i: 1,2, ...; uea ; feHom (F ,R)

(3:1.8) PROPOSICION .

Dado ReV, la categoria de R-mbdulos en V(VR-modulos) es equivalen
AR

I R

v

te a la categoria de mddulos a la izquierda sobre el anillo cociente

Dem.- Es consecuencia inmediata de (3.1.7) .
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3:2. GRUPOS .

La categoria de Grupos, Gr , constituye un primer claro ejenplo de ca-
tegoria de interes. En este caso no habra operaciones de orden 2, salvo la adi
cién + del grupo, y de orden 1 solamente tendremos la operacion - .

Los objetos singulares en Gr, (1.2.3), son claramente los grupos abelianos.
Para un grupo R denotamos Q—h la categoria de R-mddulos a la izquierda,
( es decir, X € }371 si y solo si X es un grupo abeliano junto con una aplicacidn
RxX —> X tal que r-(x+x) =r-x + r-x, (r+r')-x=r-(r'-x) y 0-x=x; un morfismo

en Q}z h: X — Y es un morfismo de grupos abelianos tal que h(r.x) = r-h(x)).

Y R-Mod . denota, como hasta ahora, la categoria de R-modulos en el sentido

de (1.2.3).

(3.2.1) PROPOSICION .

Existe una equivalencia natural

R-Mod = ")'h

R

Dem .-

Si X +—>XJR ; R € R-Mod. , segun (1.2.3), se tiene una accién inducida
de R en X por

rx=s(r)+x-s),reR, xeX.

Se nos define asi una aplicacién RxX —> X que verifica :

re(x4x) = s(r) + x + X —s(r) = s(r) + x - s(r) + s(r) + ¥ - s(r) = r-x+r-x

(r+7)x = s(r) + s(@) + x = s(¢') - s(xr) = r-(r'-x)

0O'X=0+X-0=X

Asi X es un R-modulo a la izquierda.

Definimos K: R-Mod. —> 1371 por K(X +—>X4R Z_? Ry=X .
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Sih: X —>Y es un morfismo en R-Mod. como en (1.2.4) es inmediato que
h es tambien morfismo de r-médulos a la izquierda; definimos K(h) =h .

Reciprocamente, si X es un R-mddulo a la izquierda, sea XxR el grupo
" producto semidirecto " de X y R, ( es decir, el conjunto XxR con adicion
(x,r) + ¢,r') = ( x+r-x',r+1')),(vease, por ejemplo [87,pag.195 1, o [126,pag105])
se tiene la sucesidn exacta corta escindida a la derecha

X > XxR Por
s

donde i(x) = (x,0), p(x,r) =r y s(r) =(o,r).

Definimos A: ~T\—>R-Mod. por A(X)= X +>XxR 2R .
S
Es inmediatoque A K=1y KA=1.

Si para el grupo R, Z(R) denota el correspondiente " Anullo grupo " es cono
cido que un grupo abeliano X es un R-mddulo a la izquierda si y solo si X es de
forma natural un Z(R)-mddulo a la izquierda.

Concluimos asi que existe una equivalencia natural :

3.2.2) R-Mod. 2 z<1372
Se verifican por tanto las hipotesis de (3.1.1), siendo en este caso el funtor

A:Q.f —=>Anillos dado por AR:Z(R) :

(3.2.3) Es claro que una derivacién d : R —> X, de un grupo R en un R-mé-
dulo X, en el sentido de (1.2.9) corresponde exactamente a una derivacion de
R en el R-mbdulo a la izqyuierda X ( tambien llamados "homomorfismés cruza-—
dos').

Sie: Z(R) —> Z es el epimorfismo aumentacion (e(r) =1, re¢R) e IR=Ker(e)

es el ideal aumentacién, es conocido que IR representa al funtor Der(R, ), es
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decir se tiene un isomorfismo natural
Der(R,X) = HomR(IR , X)
para cada R-mddulo X.

Entonces si A —> Re(Gr,R) S€ tendran los isomorfismos naturales

Der(A,X) = HomA(IA,X) = HomR(Z(R)® IA,X)

Z(A)

y por (1.2.20) ’
Der(A,X) = Hom (i\, X?R) :
R

v
(Gr,R) Y

Combinando estos, resulta que en la adjuncién (1.2.8)
(Gr,R)
D
R J
R-Mod.

el funtor DR : (Gr,R) —> R-Mod. es, salvo equivalencia, definido por

DR(A ~¥R) = Z(R)®Z(A)IA

y en particular DR(R) = 1R,
La derivacidne: R —> DR(R) = IR considerada en (3.1.1), viene en este ca-

so dada pore(r) = r-1, ( vease [87,pag.194] ), Entonces (3.1.2) es el conocido
resultado: " Si F es un grupo libre sobre el conjunto ixi, i€ IF , entonces IF
el F-mddulo libre sobre el conjunto%xi—l , i€ [{",(vease, por ejemplo, [154, Pro-

posicién 2.1] ).

(3.2.4) En[19] se prueba que, para A — R&(Gr,R) y X un R-mbdulo, se

tienen isomorfismos naturales
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Der(A,X) n=o0
n
H (A,X) =
n+l
E-M (A,X) n7o
n )
donde H (A,X) denota el n-ésimo grupo de cohomologia como ep 1.3. y

E—Mn(A,X) es el n—-ésimo grupo de cohomologia de Eilenberg-MacLane de A

con coeficientes en el A-modulo X.

3.2.5) Numerosos autores han atacado el problema de la interpretacién, co-
mo clases de extensiones, de los grupos de cohomologia de grupos de Eilenberg
—MacLane.

Cartan-Eilenberg [28,pag.299] , MacLane [ 126,pag.112 ], Hilton-Stammbach
[87,pag.206], y con mas generalidad ] .Beck[ 21] y Duskin [37], ofrecen diver
sas demostraciones de como Hl(A,X) es isomorfo al grupo de clases de extensio
nes singulares, X +>E —» A, de A por X.

El teorema (1.4.6) Particularizado a C = Gr es una demostracién de este he-
cho.

La particularizaciéon del teorema (1.6.11) nos asegura que el grupo HZ(A,X)
clasifica clases de extensiones

f o
X + E >B — A

de B—grupos ( notemos una B-estructura es en este caso un B-grupo, esto es
inmediato de ver de forma analoga a (3.2.1)),donde B lo es por conjugacién y
Ay X viao , tal que f(e)-e¢' = e+e'-e para todos e,e'cE.
Este hecho tambien tiene un amplio desarrollo historico. Gerstenhaber [68],
Leedam-Green y MacKay [115]y mas recientemente ].Wu[163]y Huebschmann
[97],[98] ofrecen distintas demostraciones de esto.
Notemos que estas extensiones son conocidas por diversos nombres en los

distintos autores, como ' sucesiones cruzadas' o " modulos cruzados ' por
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"

MacLane y Whitehead [127]y Huebschmann[97] '"extensiones admisibles " por
Gerstenhaber [68, '2-extensiones especiales'" por J.Wu [163] 164], etc ...

Los resultados contenidos en (1.6.12) y (1.6.13) ofrecen un tratamiento al-
ternativo al problema de la Obstruccidn para extensiones no abelianas de grupos
(vease[126]). Destacamos como ventaja de nuestra demostracidn, frente a la tam
bien general dada por Orzech[135], el ser categorica y evita el siempre engo-
rroso calculo de cociclos .

Puesto que los grupos de cohomologia de Eilenberg-MacLane se anulan cuan-
do el mddulo de los coeficientes es inyectivo, podemos decir que la categoria
de Grupos es equilibrada, (1.7.4). Entonces la proposicién (1.7.5) se particula

riza a la conocida relacidén

1A, X) = Eth(IA,X)

y la cohomologia de grupos puede obtenerse derivando el funtor derivaciones
Der(A, ): A-Mod. —> Ab .
Trabajando en esta linea, Bafr y Rinehart en[20] prueban una interpretaci
6n de Hn(A,X), para n»2, como clases de n-extensiones de A por X

En:XHX1—> L 1%5—%1\
n

donde X +—> X1 —k wES —>Xn_1—i-> Ker(o) es una (n-1)-extension de A-mddu-
los y Ker(c) +—> E —» A una extension singular.

Este resultado se sigue del teorema probado en (1.8.8).

La particularizacion del teorema (1.8.5) al caso de grupos, prueba que el

n .
grupo H (A,X) , n>»3, es isomorfo al grupo de clases de n-extensiones especi-

ales de A por X

Sn:Xw'——-)Xl—ﬁ SRR & 2—>EL>B—0>A
donde X +— X1 — s > Xn_2 —+ Ker(f) es una (n-2)-extension de A-moédu

los y Ker(f) +> E —> B —> A una 2-extensidn especial de grupos.
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Este resultado ha sido probado en 1978 por Huebschmann [97] y en 1979 por
Holt [94].

(0]

; . . A =B
(3.2.6) Se sigue de (1.3.5) que dado un epimorfismo \.R// en (Gr,R) se

tiene una sucesidn exacta y natural

Der(B, X) +> Der(A , X) —> Hom_( %) —> HY(B,X) —> H (A, X)

L, KI
donde L = Ker(A —>B) y K = Ker(A — R), para cada R-modulo X.

Esta es la conocida sucesidn exacta de 5 terminos de Hochschild-Serre (ve-
ase, por ejemplo,[87], [152 ], [126].

Diversos autores se han preocupado del alargamientode esta sucesién. Aqui

se ha obtenido esta formando parte de la sucesion exacta larga

Der(B, X) +> Der(A ,X) —> Hom (===, %) o ui B, —HA, X —

lLK]

1 2 2 2
—H (¢,X) —>H (B, X)—H (A,X) —H (0,X) —>

que se obtiene al particularizar a grupos (1:.3:2).
Huebschmann en[99 ], Loday en[117] , y J. Wu en[164] , prueban la existen—

cia de una sucesidn exacta y natural de 8 terminos
Der(B,X) +—Der(A,X) —> Hom ([L K] == Hl(B,X) —-——>H1(A,X) —

1
—> Sext, @, %) — S HAB,X) —>HXA,X) .

1
donde Sext A(L,X) es el grupo de clases de extensiones de A-grupos
X4+>E—&L
tales que v(e)-e' = e+e'-e para todo e,e'eE.

Ahora,segun el teorema (1.5.25) se tiene que SexlA(L,X) es precisamente

: 1 _—
el grupo de cohomologia H (¢,X). Por consiguiente la anterior sucesidn exacta



195

de 8 terminos, obtenida por los autores citados, es parte de nuestra sucesion
exacta larga inducuda por el epimorfismo

Tambien A.Gut y U. Stammbach en[77 Jprueban, usando metodos suficiente —
mente generales que permiten un analogo para otras categorias como Algebras
de Lie, la existencia de una sucesidn exacta y natural inducida por una sucesidn
exacta de grupos L TRENY . 1N R, para cada R-modulo X,

Der(R, X)-’—*Der(A X) —> Hom ( ,X) —>H (R X)

L
L,ol’

. 2
—H(A, %0 & Coker@! : HAA,X) — H(L A,X)

3

donde los morfismos € ,e1 : LA —> A vienen dados por €,(I+sa) = a y ®1(l+sa)=
=1l+a .
Es decir, e, y €1 no son sino las correspondientes proyecciones en el dia
grama cartesiano
L+> LA DA
| L
| &,
L+> A—HR
(vease (1.2.4)).

Probaremos que, si bien el termino ampliacién de la sucesidén de 5 terminos
obtenido por Gut-Stammbach no forma parte de nuestra sucesidn exacta larga,
esta sucesidn exacta de 6 terminos puede deducirse facilmente de la sucesidn
larga citada anteriormente.

En efecto, el diagrama cartesiano anterior y la naturalidad de la sucesidn

(1.3.2) nos lleva al diagrama conmutativo

g L 1 o*
D er(R.%) 5> Der(h X) —> Hom (F=3,%) —> H (&%) ——>H](A,X) — > Hle X)—
1 ] ’) i ‘

I .
5 . f %
* \E\F I: * * ‘k
cl 1 (el,O) H o l 11 (el,c)
4 L N

54 ; Y o 1 1
Der{A ,X)+—>Der(L A,X)‘--z"HomA\ [L,IxL] X ) H](A,X)——>H L AX—>H s o K =
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( para la identidad, basta observar que [L,LXL]:[ L,L] ). Como g5 es un epimor
fismo escindido los inducidos el los grupos de ¢ohomologia eg seran monomortis
mos escindidos (secciongs) de donde se tendra la sucesién exacta corta escindida

B, X0 +2RL A, %) —H (e, X |
con lo que Coker(eg: Hl(A,X) ——*Hl(LQA,X)) = Hl(eO,X).

Ahora, utilizando el teorema de interpretacién (1.5.25), (vease tambien
(1.5.12)), es inmediato que el morfismo (€ ,O)THl(G,X) ——‘7H1(eO,X) actua so-
bre extensiones en la forma

(e, [X +>E Lo L] =[ X +>F 1]
y ademas si existe un morfismo de [{A-grupos h:L —> E conv h = IL es trivi-
al que h tambien seria morfismo de A-grupos. En consecuencia (el ,c)*es un mo-
nomorfismo; de donde la sucesidn '

1 of 1 1

H(®R,X)—H (A,X) —H (eO,X)
es exacta. Lo que prueba la sucesion exacta de Gut-Stammbach, (vease tambien
[133).

Notemos que a partir de esta sucesion puede probarse, para el caso de L
central en A y X R-mddulo trivial, la exactitud de la sucesidn

Dex(R, %) +=> Der(A, X) —>Hom(L,X) —>H'(R, X) —>H'(A, %) —> Ext, (L, X)

y esta, segun apuntan Gut y Stammbach, es equivalente a la obtenida por Ganea

en[ 64, Teo.5.4].

(3:-2.73 SilL+>A T R es una sucesidén exacta de grupos, se probo en

(1.7.11) la existencia de la sucesidén exacta de R-mddulos

o
(L.0

y segun hemos visto en (3:2.2) es DR(R) =1R ¥ DR(A) = Z(R)@Z(A)IA; tenemos

S DR(A) =i DR(R)
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asi obtenida la conocida sucesibén exacta de R-mddulos

L +>Z(R)® —>1IR

TA
ab Z.(A)
inducida por la sucesidn exacta corta de grupos L +— A TR, (vease [87,pagi

na 198 ).

(3.2.8) A partir de la sucesion anterior,(1.7.11), particularizando a grupos
la sucesidn exacta obtenida en (1.7.12) se tiene la sucesidn exacta
i “
Der(R ,X) +> Der(A,X) ——>HomR(Lab,X) —>H (R,X) —*Hl(A,X) —

2
—SExti@ LX) —SHAR,X) —> -
R ab

Y esta sucesidn, con el correspondiente cambio de notaciédn ( ﬁn(A,X) =
= HS(A,X) ), es la obtenida por Barr y Rinehart en [ 20] .
Notemos que , utilizando (1.7.13), si Z(R) es plano como Z(A)-mbdulo enton-

ces esta sucesién coincide con la expresada en (3.2.6) .

(3.2.9) Consideremos V= V@) una variedad de Grupos.

Dado R€V, los R-mddulos ( que segun (3.2.1) son los R-mddulos a la izqui-
erda en el sentido usual) en V forman la categoria que es llamada por Stamm-—
bach la " categoria de nucleos abelianos " y la denotaremos VR-Mod. Puesto
que la categoria de Grupos , segun (3.2.2), esta en las hipotesis de (3.1.1),

sera valido el resultado expresado en (3.1.7), es decir existe una equivalencia

natural
VR-Mod. = Z(R)‘?h

VR

siendo IR el ideal bilatero del anillo grupo Z(R) generado por los elementos
f(Bi(w)) 1=1 52 s 5 0ESS f€Hom(Foo ,R)

Resultado dado por Knopfmacher en [107], (vease tambien [154]).
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Notemos que utilizando la terminologia de (2.1.15) los R-mddulos en V son

los VR-médulos .

(3.2.10) Podemos tambien dar explicitamente el funtor DVR de la adjuncion
1.2.8
(V,R)
Dle T]
VR-Mod.
Para X un VR-modulo y A —> R€(V,R) se tienen los isomorfismos naturales

A XIR
Hom(Y,R)(IJ{, }g ) = Der(A,X) =

= HomZ(R>(Z(R)®Z(A)IA,X) =
Z(R)
= Hom Z(R)( IVR ®Z(A)IA,X)
IR
y por consiguiente, salvo equivalencia, sera
Z(R)
= LA &
D g IR ®Z(A)

(3.2.11) Toda variedad V de grupos es una categoria de interes, y la teoria
desarrollada en el capitulo 1 sera aplicable para los grupos de cohomologia
V(R,X), donde estamos empleando la notacién que se dijo en (2.2.5).

Asi,para un VR-modulo X, Vl(R ,X) es isomorfo al grupo de clases de exten
siones singulares de grupos , X +—> E —%» R, con E€V; V2(R ,X) es isomorfo al
grupo de clases de 2-extensiones especiales de R por X

X+E—>B—%R

en V, (es decir, 2-extensiones especiales de grupos con Ey BEV y con E un
VB—grupo). Estos resultados para la cohomologia en variedades de grupos han

sido obtenidos por Leedam-Green y MacKay en[l15 1.
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No es cierto, en general , que una variedad de grupos sea equilibrada, osea
los grupos de cohomologia v" no se anulan en modulos inyectivos. Un contrae -
jemplopara esto se obtiene al considerar la variedad de todos los grupos nilpo -
tentes de clase 2y R el grupode Klein, Leedam-Green [113] prueba que Vl(R,l)
no es cero para algun R-mddulo en la variedad inyectivo. Un ejemplo de varie-
dad de grupos equilibrada es la variedad de los grupos abelianos, en cuyo caso

IR
¥ = Extnz . Asi los tuntores V'(R, ) y Extzn (

R) TVE—_—E, ) no seran, en

—

general, equivalentes . v
Logicamente los resultados (1.8.5) y (1.8.8) sobre interpretacion de los gru
pos v" tendran aplicacién para aquellas variedades de Grupos que sean equili-

bradas.

(3.2.12) Destacamos, como en el caso de grupos, la sucesién exacta larga

Der(B,X) += Der(A,X) —> HomB( [ - X) > Vl(B,X) — Vl(A S X) ==

L,KT

—vlo,0 —vi@, 0 —via,n — -
inducida por un epimorfismo en (V,R) A\;;Z’B , donde L = Ker(A —>B) y
K = Ker(A — R), obtenida como aplicacidén de (1.3.2).

Los 5 primeros terminos de esta sucesidn constituyen precisamente la suce—
si6n de 5 terminos para la cohomologia en una variedad de grupos obtenida por
U.Stammbach en[154], (vease (2.3.7)) .

Observemos tambien que, por (1.5.25), Vl(o,X) es el grupo de clases de
extensiones

X +>E —>L
de VA-grupos, tales que v(e)* € = e+e'-e para todo e, ¢ €E. Asi los primeros 8
terminos de la anterior sucesidn constituyen una generalizacibén de la sucesion
exacta de 8 terminos obtenida en [99],[117],[164] para la variedad de todos

los grupos .
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(3.2.13) Poniendonos en la situacién 2.2. para C y V dos variedades de gru-
pos, los morfismos cambio de variedad
o s VIR/VR), X — H(R,X)

son estudiados por Leedam-Green, Hurley, McKay en [113],[114], [115] y
Stammbach [154]. Es trivial que estos morfismos son precisamente los obtenidos
en (2.2.6) para esta situacion .

Todos los resultados obtenidos a lo largo de 2.3., 2.4., 2.5., ¥y 2.6. se
aplican a este caso, pasando facilmente del contexto general de una categoria

de interes al caso de variedades de grupos.

3 sidie ALGEBRAS ASOCIATIVAS .

Consideraremos K un anillo conmutativo y unitario. Denotaremos K-Alg
a la categoria de dlgebras asociativas sobre el anillo K.

K-Alg es un ejemplo de categoria de interes, donde + es conmutativa y hay
dos operaciones de dos *» y %© , que aqui denotaremos por simple yuxtaposicion,
( las acciones del anillo K seran las operaciones de orden uno e

Es claro que los objetos singulares en K-Alg son los K-modulos con multi-
plicacién trivial .

Para /Y un K-algebra asociativa y unitaria sea A(hl/\ la categoria de
A-/\-bimodulos, ( es decir, X€ /JHA si X es un K-mddulo sobre el que actua
/\ a izquierda y derecha con la condicion ()X = Mx XDy kx =xk, para to-
dos x X, A,A'e¢A, keK; un morfismo h: X —>Y en /ln,\ es un morfismo de
K-modulos tal que hGxA") = Ah(OA' .); ¥ sea /A-Mod. la categoria de /\-médulos

en el sentido de (1.2.3).
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(3.3.1) PROPOSICION .
Existe una equivalencia natural
A\ -Mod = /ihl/\ .
Dem.-
Sea X +> X‘3A%>/\ un A-mbédulo. Entonces X es un K-modulo y las accio-
nes inducidas por (1.2.3)
i) ax=s(2)x%
i) x 2 = xs(})
es inmediato que dotan a X de estructura de /\-/A-bimodulo.
Si, ahora, X es un /}/A-bimodulo, Sea Xx/\ el K-algebra que es el K-mo-
dulo X®A con producto
G K, X)) = (A ax AN
( no presenta dificultad comprobar que X@&A es un K-algebra con esa operacién
y unitaria con unidad (0,1) ). Se tiene la sucesidén exacta corta de K-dlgebras
escindida a la derecha

i P
LN P,
X XX A S N

donde i(x) = (x,0), p(x,A) =1 , y s() =(o,2).
De esta forma X +— XxN Z_?‘_/\es un /A-mbédulo, siendo las acciones indu-—
cidas precisamente
sO)x = (o,0) (x,0) =(Ax,0) =1 x
xs() = (x,0) (0,x) = (xr,0) = xA .
Es inmediato pues que los funtores
X +—XIN :_f A —> X
—> X+ —t
X X XXNA 2N

establecen la equivalencia enunciada .
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Si para el K-algebra A, N denota el "Algebra envolvente " de /\, osea
e O o 5
I\ = /\@K/\ , donde N es el K-algebra opuesta de A, es conocido (e inmediato)
que los,\-/\-bimbddulos son los ,,"S,e—médulos a la izquierda.

Tenemos asi la equivalencia natural

(3.3.2)  /\-Mod. = e/hZ .
AN
Y se dan las hipotesis de (3.1.1) con el funtor N——> AN

(3.3.3) El concepto de derivacion (1.2. 9) para este caso es precisamente
el de derivacién de un K-algebra /den un A-/\bimodulo ,(vease,por ejemplo,
[28]), es decir un morfismo de K-modulos d : /A—>X tal que »

d(a A =ad(x") + dO) X .

Si p: /\e ———>/\ es el morfismo de /)e—médulos tal que p(Ax2A") =2 X, e IN es
su nucleo, osea el " Ideal aumentacion', en [28, pag. 168] se prueba que exis—
te un isomorfismo natural

Der(A,X) = HomAe(IA , X)
para cada /\e—médulo.

Entonces si | —>/\ €(K-Alg,A) y X es un /\e—médulo, se tendra

Hom(K—Al )(T,X:}IA) = Der([F,X) =
& AN

I

Hom (1P,X) =
e
= HomAe( A@ eIF sX)

y el funtor D, , adjunto a la izquierda al funtor de olvido
] : A-Mod —> (K-Alg,A)

sera, salvo equivalencia, dado por
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(S ]
DA = Ag Il = Ao, Mo

teniendose en particular DA(/\) = 17% «

La derivacidn canonica €: A= IA de (3.1.1) es en este caso dada por
ed) = l@A -1 @1, y por (3.1.2) podemos asegurar que "Si Ales un K-algebra
libre sobre %xi, i€ I} entonces I/ es un Ae—médulo libre sobre axi@)l—l@xi} ",
( vease[28)]).

(3.3.4) Sidenotamos £ = KTIZ la categoria de K-mbdulos, el funtor de olvido
U : K-Alg —> Set se factoriza por la categoria £, teniendose el diagrama

de funtores adjuntos

K-Alg
donde F(S), para un conjunto S es el K-4lgebra de polinomios en las variables
los elementos del conjunto S ( sin conmutar respecto al producto S F£(M),
para un K-mbdulo M, es dado por
\n

- cee + M
F£(M) K+M+M®KM+ + QK ®KM+

con producto definido por (ai Q- ®a, ) (a], ®---®a )=a @ "-®3 -
1

n | Jm i
Este es pues un ejemplo de la situacién (1.2.10) y como en 1.3. tendremos
en K-Alg dos teorias de cohomologia. La cohomologia absoluta ( relativa a con-

juntos) y la relativa a ¢ = K-mbdulos , que como alli denotaremos respectivamen

teHn(,)yHn(,)£-
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(3.3.5)  En [19] se prueba que, para [T —/Ye (K-Alg,/A) y X un N -médulo

se tiene que
Der([™,X) n=0

n
H y K)o =
«r ‘)£ n+1

Hoch (I',X) n7o0
n

donde Hoch ( [7,X) denota el n-ésimo grupo de cohomologia de " con coeficien—
e . ; ;

tes en el [ -mddulo ( via "—>A) introducidos por Hochschild [88] .

. , e , / ) : .

(3.3.6) Es conocido que si I es un /A -mbdulo {;:—myectlvo ( con la notacioén

de (1.2.12))entonces Hn(/\,l)£ =0, n>1, (vease, por ejemplo, (126, pag 2871).

Asi K-Alg es £-equilibrada y por (1.7.5) tenemos la equivalencia de funtores

YA, ), = Extr/l\e(l/\, e
(3.3.7) Aplicando a este caso los teoremas sobre clasificacién de extensiones;
por (1.4.6), tendremos que Hl(/\,)()£ = Hochz(/\,X) se puede interpretar de
forma natural como el grupo de clases de extensiones singulares de /\ por el
A-/-bimodulo X
X+ —A

que son escindentes en K-mbdulos, ( vease, por ejemplo,[281,[88], [126]).

Facilmente se observa que una A-estructura T 4> Eﬂ/\:: /N en el senti-
do de (1.2.3) es equivalente a un K-algebra i que es un /A-/A-bimodulo y tal que
Aod) = (A9 d , (6d)r=0 (c'\) que es la condicién para que el K-moédulo 2@ /\
con producto  (o,1) (¢',1") = (od+0or'+Ad, AN) sea un K—élgebra asociativa y
unitaria.

Aplicando ahora el teorema (1.6.11), tenemos que el grupo HZ(A.,X)£ =

HochS(A,X) clasifica extensiones K-escindentes
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XH‘LZL[" — A

de [estructuras tales que od =f(@)d = of(c'). Notemos que , por esta ultima
condicidn, en tales extensiones la multiplicacién en Y esta determinado por su
condicién de [*—['-bimddulo ; podemos decir que son extensiones con Z_ un e
['-bimodulo tal que f()o' =of(a") .

Este resultado fuedado por Gerstenhaber en 68 ].

Por lo dicho en (3.36), se verifian las hipotesis del teorema (1 .8.5) y par-
ticularizando este tenemos que Hn(/),X)£ = Hochn+1( A,X),n>3, es isomorfo
al grupo de clases de extensiones

X=X, — ——>xn2——>Z—f+f4—»/\

donde Ker(f) - — [" —» A es una 2-extensidn especial del tipo anterior
y X+> X1 =3 = —->Xn 9 — Ker(f) es una sucesidn exacta escindente en
K-mbdulos de A-A-bimodulos .

La interpretacién de Hn(A,X)£n2.2, dad por Barr-Rinehart en[20], en termi

nos de n-extensiones X +—> X1 i 8 B r= Xn . —> [_'—0’*/\ , donde
X +—> Xl —_— .. —> Xrl 1 —+ Ker(o) es una sucesién exacta de /\-A-bimodu-

los, K-escindente, y Ker(o) +—>"—/\ es una extensién singular K-escindida,

se deduce del teorema (1.8.8) .

(3.3.8) Segun(1.2.2), si ™ #>/es un epimorfismo escindente en K-modu-

los, para cada A€-mbdulo X, se tiene la sucesion exacta, siendo L=Ker(o),

Der(A,X) +> Der([*,X) —> Hom e(—EI%,X) —> Hochz(/\,X)‘ —>Hoch2(l" , X)—

— Hochz(o ,X) —> Hoch3(A ,X) —> Hoch3(r* ,X) —>

Los 5 primeros terminos constituyen un analogo a la sucesibén exacta de 5 ter
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minos de Hochschild-Serre para la cohomologia de grupos.

Por (1.5.25) HOChZ(G',X) es el grupo de clases de extensiones de Ae—médu—
los

X +—>Z -

escindentes en K-modulos v tales que v(0) @ =ov(a"), ( este resultado es anun.
ciado por Rinehart enl1431).

De esta forma los 8 primeros terminos de la sucesidn anterior son una suce-
sidn para los grupos de cohomologia de Hochschild analoga a la obtenida para

la cohomologia de Eilenberg-MacLane de grupos por Huebschmann, Loday y Wu.

Tambien, (1.7.11) nos da la exactitud de la sucesion

L

que es obtenida originalmente en [20] y es la correspondiente en K-Alg a la su-

cesidn exacta de 3 terminos para grupos.

(3.3.9) Para los grupos de cohomologia absoluta, M.Barr en[9] prueba que,
para ['—> A €e(K-Alg,A) y X un /\e—médulo, se tiene
/Der( r,x n=0
(X =
\' sh™HX) 120
donde Shun([', X) denota el n—ésimo grupo de cohomologia introducido por Shukla
[147] de |” con coeficientes en X.
Destaquemos que si K es un cuerpo los grupos de cohomologia de Shukla
coinciden con los de Hochschild; y si K es el anillo de los enteros Z se tiene
la teoria de cohomologia de Anillos (Z-Algebras) desarrollada por Maclane

en fi221].
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(3.3.10) Los teoremas (1.4.6) y (1.6.11) prueban que Shuz(/\, X) clasifica ex
tensiones singulares
X+ —pA
de /\por el /\-/A-bimodulo X; y Shug(A,X) clasifica extensiones
X+ LrwA

donde 7 es un Fe—médulo tal que f(o)o' = o f(d') .

No es conocido que Shun(A,X) =0 n>o, si X es un /\e—médulo inyectivo.
Podemos seguir considerando vigente la conjetura de Gerstenhaber en 67 ] que
afirma este hecho.

Si tal conjetura es confirmada seran validas las interpretaciones que se si-

guen de (1.8.5) y (1.8.8); asi como que Shun+l(A, )= Extn/\e(IA, ) .

(3.3.11)  Particularizando (1.3.2) a este caso, para cada sucesidn exacta
corta de K-algebras L +—= ™ A y cada /f—médulo X , se tiene la sucesién

exacta larga natural

/\e('LLZ_’ X) — Shu’(A, X) —> Shu(F, X0 —

—> Shuz( gy X) —> Shu3( hNX)—

Der(A,X) + Der([',X) —>Hom

donde, segun (1.5.25), Shu(c,X) es el grupo de clases de extensiones de fe—
modulos

X +>7 .
tales que v(o)o' =ov(d') . Pudiendose hacer analogos comentarios que los he -

chos en (3.3.7) para la cohomologia de Hochschild .

(3.3.12 Notemos que los resultados (1.6.12) y (1.6.13) llevan implicita la
interpretacion de los grupos Hoch3(/_\,X) y Shus(A, X) como obstrucciones a

extensiones no abelianas ( K-escindentes o no respectivamente), incluyendo
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el caso de Anillos ( vease [123], [126],168D).

(3.3.13)  Supongamos , ahora, V= V(@) una variedad de K-Alg. -
Dado A€V, siguiendo la notacién establecida en el caso de grupos, denota-
remos VA-Mod a la categoria de A-mbdulos en V.

Se sigue de (3.3.2) y (3.1.7) que existe una equivalencia natural

VA-Mod = ne 1}1
LA

siendo IVA el ideal bilatero del algebra envolvente /\e generado por los elemen

tos

fe(ai(w)) 1,2, ... toEd (T F —2A

oo

donde ai:F —#F: son las correspondientes derivadas de Fox, Fg el K-algebra
e

libre sobre gxl r Xy oo } y £ Fme——>/\ el morfismo inducido por £:E —>/.

Y para un K-algebra Alos VA-mbdulos seran los mddulos a la izquierda so-—

bre el anillo A

: V({/

Iv( N
V()

e

) s

(3.3.14) Dado NeV y M —Nel,N), se tendran los isomortismos

M XIN e
Hom 1, ) = Hom (A®@ I, ,X)=
@A KX N
/
= Hom e ( VA@FGI[‘ , X)
Iv/\

y enla adjuncion de (1 .2.8) el tuntor

H - — (V,
Dv/\ VA -Mod (V,/)
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adjunto a la izquierda al funtor ] de olvido, sera

D (M= @
v/\ £

(3.3.15) Como en (2.2.5), para A€ Vy X un /A-mbdulo en V, tendremos los

grupos de cohomologia absoluta V(ALY y la relativa a K-mpdulos Vn(A,X)£

Si Ves (£)-equilibrada se dara

VA EXtr_l/\_e( Tv/\ﬂxT/f T
LA
En cualquier caso, seran validos los teoremas (1.4.6) y (1.6.11) que intef—
y VAL

1 : ;
pretan V (A,X) como clases de extensiones singulares (K-es-

(£) (£)
cindentes) y 2-extensiones especiales (K-escindentes) en V, respectivamente; y
en situacién de equilibrio seran validos las interpretaciones que se siguen de

(1.8.5) y (1.8.8).

(3.3.16) Respecto a una variedad V de K-Alg, A.Lue en [119] define una
2—extensién especial V-central (" admisible" en su terminologia ) de un K-al-
gebra Apor un VA-mbdulo X como una 2—-extension especial
X 4> % —> [T —»A

tal que T es una yr‘—estructura( osea con L C V*(fﬂr), (2.1.15).

Es facil comprobar que las clases de 2-extensiones especiales V-centrales
constituyen un subgrupo del grupo S (A X), de todas las las 2- exten51ones es—
peciales de A\ por X, que siguiendo la notac1on de Lue denotamos V-Ext (/\ X).

Tenemos un monomorfismo de inclusion V-Ext (/\ X)+—>H (A X) .

Tambien este autor denota Extv( VS\)’X) al grupo de clases de extensiones
singulares de ———V(A) por X, y al grupo de 2—extensiones especiales de TN
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/\

IL
VO , X) y V-Ext" (A, X) al grupo de las extensiones singula

por X enV Ext (

res de /A por X que son V-centrales.
Ahora bien, al ser X un \_/A—médulo, por (2. 1. 26), toda extension singular
1
de A por X es V-central; y asli \_f—Extl(/\,X) =H (N, X).

Considerando la sucesién exacta (2.5.2) para este caso, se tiene el diagra-

ma
L 2
V( A) X)+¢—>H1(A,X)——?- Hom (V, C(Y),X)—> v V(A)l, (A,X)
1
Extv( X)*—)X—Ext(/&,x)—>Hom1\éy_g(/\),x) Ext (V(A),X)—»H (A X)
Y por (2.6.2) el morfismo ¢2: Ext (V—(/}/ﬁ Xj=—2>H (A X) se factoriza por

2 ; ; y
el subgrupo V-Ext (A,X), y en consecuencia se tiene la sucesion exacta

Bt LX)+ v-Ext (A, X ) —> Hom, (I CAX) —> Ext (25, X) > ¥E (A X).

Sucesidn exacta obtenida por Lue en [119]. Queremos notar que en ese mis
mo trabajo tal sucesion es prolongada indefinidamente; si bien los terminos si-

. ; o .z o I |
guientes persiguen otro fin distinto al de conectar los grupos de cohomologia V

yHrl

(3.3.17)  Todos los resultados del capitulo 2 pueden aplicarse para estudiar
comparativamente los grupos de cohomologia ( tanto absoluta como relativa a K-

mbdulos ) respecto de dos variedades VEW de K-algebras asociativas .
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3.4. ALGEBRAS ASOCIATIVAS y CONMUTATIVAS;

ANILLOS CONMUTATIVOS .

Una importante variedad de K-Alg (seguiremos empleando la notacién
del ejemplo anterior, 3.3.) es la formada por la clase de todas las K-algebras
asociativas y conmutativas, a la que denotaremos Vc .

Esta variedad de K-Alg viene viene definida por la palabra
B Xy )(2—x2x1 .
Siendo E_ el K-algebra libre sobre el conjunto {xl, Xy X’3’ -~ } , tal como

se dijo en (3.3.3) la derivacién canonicae : E —> IE sera tal que

e(x)=1gx, -x &l
i § 1 1

e .,
y estos elementos constituyen una base del E,-modulo IE .

‘Entonces

e(w) =1 @(x1 x2— x2 Xl) = (x1 x2—x2 xl)cx\ 1=

11

1®x1x2—1®x2x1—xlx2®1+x2x1®1:

(1®X1)(1 @xz—X2®1)+(1®x2) (X1®1 -1 ®X1)+
+(x2®1)(1®X1—X1®1)+(x1®1)(xz®1 -lex,)

Y las derivadas de Fox, (3.1.3), sobre w seran

al(m)zngZ—X2®1

32((1)):1®X1—X1®1

ai(u)) =0 1i>2.

Y, como en€3.3.13), si A es un K-4lgebra conmutativa y unitaria el ideal
Iy.A estara generado por los elementos 1®a —a @1l conae€A; pero estos ele
mentos generan el ideal aumentacién 1A = Ker(A ®KA —> A), ( vease, por ejem

plo, [28, pag. 168] ), y en consecuencia sera Iy A = IA.
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Tenemos asi

(3.4.1) PROPOSICION .

Existe una equivalencia natural

VcA-Mod. = Afh\ i
donde la categoria de la derecha es la de A-mbdulos a la izquierda en el sentido
usual.

Dem .-

Por (3.3.13) La categoria VcA-Mod. es equivalente a la de modulos a la iz

' . . A€ .
quierda sobre el anillo cociente 1.5 * Bere segun vimos antes IyA = [A Y
Ve :
Ae
= A s
1A

Tambien es claro que para un K-4lgebra / los V_c/\—médulos son los modulos

sobre el anillo cociente de /3 por el ideal bilatero generado por el conjunto

&xx'_x'x, A ,x'e/\g,

(3.4.2) Particularizando (3.3.14) tendremos que en la adjuncién
(Ve, A)
N
AN T J
A

e

A
i A = == IB.
el fintor DA sera DA(B A) A ®ge B
Y en particular
AS 1A IA
- — 1A = _ , : o
DA(A) 1A ®Ae A TA 1A A2 (conocido como el A-modu

lo de Kaehler )
Y como consecuencia tenemos el conocido resultado del isomorfismo natural
1A

Der(A,X) % HomA( I_A—z— , X)
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( vease, por ejemplo, [2]).

(3.4.3) Como para cualquier variedad de K—Alg tendremos en Vc la cohomolo

gia absoluta VQ(A,X) y la relativa a K-modulos Vcn(A,X)£ 5 (3-3.155 . Desta—

quemos que en este caso estas cohomologias son calculadas respecto a los cotri

ples inducidos por las adjunciones

Set
!
¢£
F£l TU’.:
Vc
donde, segun (3.3.4), los funtores libres son
F(s) = KI[S], el K-algebra de polinomios en las variables los elemen
tos de S,( conmutando respecto al producto) .

Yy
- K
FM=XK+M+—Z0y—* ~ 53 i

siendo S(i) los correspondientes grupos simetricos .

(3.4.4) Se deduce de[161] y[18] que VE(A,X) = And(A,X) , donde And"(A,X
denota el n—ésimo grupo de cohomologia de A con coeficientes en el A—mddulo X
introducido por Andre Jl1],021.

Y es claro que Andn(A,X) = Dn(A,X) , denotando por estos Gltimos los gru_
pos de cohomologia introducidos por D.Quillen, [139].

Para la cohomologia relativa, si K es un cuerpo de carasteristica O, M.Barr

en[11] prueba que jDer(A,X) n=0

Vcn(A,X)£ :\

1
HalrrnJr (A,X) ny0
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siendo Harrn(A,X) los grupos de cohomologia introducidos por Harrison,l:SO:].

(3.4.5) Se sigue de (1.4.6) que Andl(A,X) y HarrZ(A,X) clasifican extensi-
ones singulares X +—> B > A de A por X, que en este caso seran sucesiones
exactas cortas tal que bx =o(b)x, ( por supuesto cuando hablemos de la coho -
mologia de Harrison suponemos que K es cuerpo de carasteristica O ), y que en
general V_cl(A,X&\clasifica extensiones singulares de algebras conmutativas de
A por el A-mbdulo X que son escintentes en K-mddulos .

Y de (1.6.11) que AndZ(A,X) y Harr3(A,X) clasifican extensiones de alge -
bras conmutativas

X+>E—>B %A

que son de B-mddulos y tales que ee' =f(e)e . (\E_Z(A »X) aquellas que son

K-escindentes).

(3.3.6) M.Gerstenhaber enl69Jasocia a un epimorfismo de K-algebras conmuta
g ”
tivas B —> A una sucesidén exacta natural, (podemos suponer K cuerpo de caras

teristica 0),
1 il 2
o —> Harr (A,X) —> Harr (B,X) —> HomB(L,X) — Harr (A,X) —
2 3 3
—> Harr (B,X) —>C —>Harr (A,X) —> Harr (B,X)

|
donde L es el ideal nucleo de ¢ y C un conveniente subgrupo de ExtB(L.X), para

cada A-mbddulo X.

Utilizando (1.3.2) obtenemos la sucesion exacta larga

2
0 — Der(A,X) — Der(A,X) —> HomB(L ,X) —>Harr (A,X) —

2
~—>Harr2(B ,X) —> Harr (o0,X) —>Harr3(A , X) ———>Harr3(B 3 X ——

donde segun (1.5.25) Harrz(o,X) es el grupo de clases de extensiones
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de B-mbdulos
X+ E L
tales que v(e)e' = ev(e), las cuales constituyen obviamente un subgrupo de

1
ExtB(L , X).

De esta manera la sucesién de 8 terminos obtenida por Grstenhaber y la for
mada por los 8 primeros puntos de la larga expresada anteriormente son sucesi
ones equivalentes, pues si bien se diferencian en los dos primeros terminos es
posible ( y facil) pasar de una a otra .

Notemos que analogas sucesiones exactas largas se deducen de (1.3.2) para

la cohomologia de Andre y cohomologia relativa a K-médulos sin ser K un cuer-

po .

(3.4.7) Dentrode (1.6.12) y (1.6.13) se engloban los resultados de M.Barr
13ly de MacLane [123], sobre la teoria de obstruccion a extensiones de alge -

bras conmutativas y anillos .

(3.4.8) La variedad Vc de k-4dlgebras conmutativas no es, en general, equili-
brada ni para la cohomologia absoluta ni para la relativa.

Por ejemplo, M.Beck en [21] prueba que si A = K[x]/(x2) y X=A como A-md-
dulo entonces Harrl(A,X) #Z 0 aun siendo X A-mddulo inyectivo. Para la coho -

mologia absoluta un contraejemplo es dado en (2]

(3.4.9) Podemos aplicar lo estudiado sobre los morfismos cambio de variedad
a la situacién Vc CK-Alg. Supondremos K cuerpo de carasteristica O.
Considerando la cohomologia relativa a K-mbdulos , tendremos los morfismos

o =l : Harrn(A ,X) —> Hochn(A , X)

para A un K-algebra conmutativa y X un A-mddulo ( A®_mbddulo via AS—>A ),

( vease (2.2.6), (3.3.5) y (3.4.4) ).

n . :
Como Barr en[1l]prueba que ¢ es un monomorfismo escindente para todo n,
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se sigue entonces de la sucesidon exacta que se deduce al particularizar (2.5.2)
( vease la nota ultima a tal teorema)
2 ol 2 3 o 3
Harr (A ,X)+> Hoch (A,X)—> HomA(\_fl_C_(A),X) —>Harr (A ,X)—> HOch (A ,X)
que
Hoch”(A,X) % Harr2(A,X) @ Hom , (V, C(A), X).

Y una condicidén necesaria y suficiente para que HochZ(A,X) = HarrZ(A,X)
para todo A-mddulo X es que el invariante de Baer \_flg(A) sea nulo .

Podemos dar una condiciéon suficiente para que Harrn(A,X) =0n>1, si Xes
un A-médulo inyectivo. Esta esi, " Si A es un K-algebra conmutativa tal que A
como AS-modulo (via p:A°—> A ) es plano, entonces Harr (A,X) = o para todo
A-moddulo inyectivo, nz 1 ". En efecto, la hipotesis impiica que todo A-moddulo
inyectivo sera un A®-mbdulo inyectivo en cuyo caso Hochn(A,X) = 0 y por tanto
tambien Harr (A,X) = 0.

Notemos tambien que si A es un K-algebra tal que todo A-A-bimodulo es sime
trico ( ax = xa) entonces , como K-Alg es equilibrada respecto de K-modulos,
se dan las hipotesis de (2.6.10) y los morfismos ¢n seran epimorfismos para to-
do n, de donde concluimos que

Harr (A,X) 2 Hoch (A,X) n30
para cualquier A-mddulo X.

Con respecto a la cohomologia absoluta, los morfismos cambio de variedad

conectaran los grupos de cohomologia de Andre (Quillen) con los de Shukla
o™ And"(a, %) —> Shu™ (A, %)
a los cuales se les podra aplicar las conclusiones obtenidas a lo largo del capi

tulo segundo de la presente memoria .
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3.5. ALGEBRAS DE LIE .

Sea LK la categoria de algebras de Lie sobre el cuerpo K.

Este es un ejemplo de categoria de interes con una operacion de orden 2 no
asociativa, [,] .

Los objetos singulares en LK son claramente los K-mddulos con producto
trivial,( osea [x,y]l=0).

Para L un Kfélgebra de Lie denotaremos por I}h la categoria de L-mddulos
a la izquierda, ( es decir, X€ Lh si X es un K-mddulo sobre el que L actua a
la izquierda en la forma l* x, K-bilinealmente y tal que [1,I']+x =1-(I'*x) -
I'*(1°x); un morfismo h : X — Y en Jh es un morfismo de K-mddulos tal que
h(l=x) = 1*h{x) ).

Y sea L-Mod la categoria de L-modulos como en (1.2.3).

(3.5.1) PROPOSICION .

Existe una equivalencia natural

&
L-Mod. = Lh

|¢

Dem ,—

Sea X +—=>XIL SﬁL un L-moédulo. Entonces X es un K-mddulo y como en
(1.2.3) se tiene la acciénde L en X

Io% = [s1,x] = -[x,sl]
que obviamente es K-bilineal y
sl1,1],x]=1[[s1,s'],x] =-[[sl',x],s1]-[[x,sl],sl'] =
=[s1,[sr,x]] -[s1,[s1,x1]=

=1°Qex) -=TI'*°x)

[1,1']-x

Il

con lo que X es un L-médulo a la izquierda .
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Reciprocamente, si X(;’L?b consideramos el K-mddulo X @ L y definimos en
él el producto corchete
[ Gt B = (1o <1=x, (1,23
se tiene asi un K-algebra de Lie que denotamos X x,L, y una sucesién exacta
corta escindida a la derecha

i
“+—> _&;
X Xx 3 L

donde i(x) ==(x,o), px, D=1, ys) =(,) .
Entonces X +> X x,L X L es un L-mddulo, con acciones inducidas de L en
X, segun (1.2.3), tal que
[s(D),(x,0)]= [(1,0),(x,0)] = (1+x,0) = Lex .

Los funtores

S N
X*—)~XJL{_‘_L X

bl XHXX,LﬁL

establecen claramente la equivalencia .

Si T(L) denota el K-algebra asociativa libre sobre el K-médulo L, (vease
(3.3.4)), y denotamos Le al cociente de T(L) por el ideal generado por los ele -
mentos de la forma 1€ -1' @l - [1,1'], con 1,l'e L, entonces Le es conocida co
mo el " K-algebra universal envolvente " del K-4lgebra de Lie L; y es bien cono
cido que los L-médulos a la izquierda son precisamente los L®-médulos a la iz—
quierda,( vease, por ejemplo, [87, pag. 232]) .

Concluimos asi con la equivalencia natural
(3.52) L-Mod. = Le(}/h

dandose, por tanto, las hipotesis de (3.1.1) para el funtor L A
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(3.5.3) Para un l-médulo X, una derivacién de L en X, segunse definio en
(1.2.9), es un morfismo de K-médulos d: L — X tal que
d(lL,1D) = dr 1 + 1°d(1) = 1+d@) - '+d(D

que es el concepto usual de derivacién , (vease, por ejemplo,[87,pag. 232 ]).

Si IL = Ker(L® — K) es el ideal aumentacidn, es conocido que este L-modu-—
lo representa al funtor derivaciones, es decir se tiene un isomorfismo natural

Der(L,X) = HomLe(IL,X)

([87,pag. 234] ), para cada L-médulo X.

Entonces, si L' —> LG(LK’L) y X es un L-mddulo se tendra

L' XIL
Hom@K’L)(t’% )

Der(l',X) =

HomL,e(IL' plk) =

€ '
= Hom o(L”@,IL',X)

Se tiene asi la adjuncion, (1.2.8),

@y 1)

DLlT]

L-Mod
con DL(L' —>L) :Le%,eIL', y en particular DL(L) = IL .,

La derivacidn canonica de (3.1.1), e:L —> IL es en este caso dada por
e(1) = 1, (vease [87, pag, 234] ). Y (3.1.2) prueba el conocido resultado
" Si L es un K-algebra de Lie libre sobre el conjunto {Xi’ i€ I}, entonces

IL es un L®-médulo libre sobre ese mismo conjunto " .

(3.5.4) El funtor de olvido U: l‘K —> Set se factoriza por la categoria de

K-mbdulos, que seguimos denotando £, teniendose la adjuncién
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S
ng TU£
L‘K
siendo en este caso F£(M) = :L;l F;(M) , donde F£1(M) =Me inductivamegte

Fn(M) = >__ F1 M) x Pn_(lM) , > 1, (veasel 28,pag. 285]) .
£ . £ K £
o<i<n
Sea & _ el correspondiente cotriple en LK . Y como caso particular de 1.3.

tendremos£1os funtores de cohomologia Hn(L,X)£ , para un K-algebra de Lie L y
un L-modulo X.

Probaremos que estos grupos coinciden con los definidos por Chevalley-
Eilenberg en [ 31}

Sea S +—>P s una presentaciéon & _-proyectiva de L; como en (1.7.9)

£
tendremos la sucesidn exacta
0 Hl(]?,DL)£ Hl(L,DL)£ Ho(q,DL)£ DL(P) DL(L)

y por (1.7.10) Hl(q’DL) = Sab 2

Ahora, en [87, pag. 237] y en[20] se prueba que la sucesion
e
By =P LR 1B - 1L
es exacta . En consecuencia Hl(L’DL)£ =0.

A partir de aqui se puede deducir , por ejemplo como en [143, prop. 5.7 1,
que Hn(L,DL)£ =0 paranyl.
Entonces el complejo

n
D G (L) —>D (6 (L) —> D 1) —>0

es exacto y es por tanto una resolucidon proyectiva del L-mddulo DL(L) = Ik,
Para un L-mddulo X, el complejo

2
+— X —_— o o o
HomLe(IL , X) HomLe(DLG£(L) $ %) HomLe(DL(G£(L) , X) —>
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tendra por grupos de cohomologia ExtEe(IL,X) o
Por otra parte el complejo anterior es equivalente al complejo
Der(L,X) +— Der(G£(L), X) —> Der(G E(L),X) —
cuya cohomologia es Hn(L,X)£ .

Entonces tenemos
n n
(3.5:5) H (L,X)£ = ExtLe(IL,X) :

Ademas, en [28] se prueba mediante el conocido teorema de Poincaré-
-Birkoff - Witt que
ExtEé&K,X) - ch-E™e, 0
donde Ch-E" denota la cohomologia de Chevalley—- Eilenberg.

Y la sucesidon exacta IL +—> L— ¥ implica que
1 n
Ext e (K,X) = Ex{ (1L, X)
Concluimos entonces
Der(L,X) n=0

(3.5.6) Hn(L,X)£=
chE™ A0 nvo

Notemos que este resultado se puede obtener directamente por el procedimi
ento estandard de modelos aciclicos, ( vease [19] ), utilizando las resoluciones

obtenidas en [ 28,pag. 279 ] .

(3.5.7) De (1.4.6) se sigue que Ch—EZ(L,X) clasifica extensiones singulares
X +> L' —o L de L por el L-mddulo X, (vease, por ejemplo, [28, pag. 279] ), y
de (1.6.11) que Ch—E3(L,X) es isomorfo al grupo de clases de extensiones

X #=>1" —f—* L —+ L

v " ,1" - "ye m  _ _ "yl
que son de I'-mddulos y tal que [11 2] f(ll) I f(12) i
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Este resultado ha sido obtenido por Gerstenhaber en [68] .

Por la igualdad expresada en (3.5.5) se deduce que los grupos de cohomolo
gia se anulan en modulos de coeficientes inyectivos; es decir l“K es equilibrada
( notemos que al estar suponiendo K cuerpo la clase de todos los epimorfismos
en LK y la clase de todos ios epimorfismos K-escindentes son la misma, en con-
secuencia la teoria de cohomologia absoluta y la relativa coinciden ), y se sigue

de (1.8.5) que Ch—En(L,X) , n>4, clasifica extensiones

f
X+—>X — - - . —>X L » [} — L
il n-2
donde X +——>X1 —_> ¢ e -—>Xn 9 —+> Ker(f) es una sucesidn exacta de

L-mbddulos y Ker(f) +—>L" —> L —» L es una 2-extensidn especial del tipo
anterior .
En cada clase de equivalencia de estas extensiones hay un representante con

L" singular, por (1.8.9).

(3.5.8) La interpretacién de los elementos de Ch—Es(L,X) , estudiada por
Hochschild en[89] y con mas generalidad por Orzech en[135], es consecuencia

de los resultados obtenidos en (1.6.12) y (1.6.13) .

(3.5.9)  En relacidn con sucesiones exactas en cohomologia de dlgebras de
Lie , destacamos la que se sigue de (1.3.2); es decir, si S +—=> L' —L es una

sucesion exacta corta en l‘K , para cada L-modulo X existe una sucesion exacta

y natural

Der(L,X) +> Der(L',X) — HomL(Sab, £J == Ch—EZ(L 5 ) —— Ch—EZ(L' ) =

= Ch—EZ(c,X) = Ch—Es(L,X) S Ch—E3(L' o K) ==

2
donde, por (1.5.25), Ch-E (0,X) es el grupo de clases de extensiones



223

X 4—=5 —+ 5

L'_ 2 1 ; ] o]l — ' o]t
de L'-modulos, tales que v(ll) 12 V(Iz) 11

Este es, claramente, un subgrupo de EXti'e(S XD .

Notemos tambien que la sucesidn exacta larga que se deduce de (1.7.12) coin
cide con la obtenida por Barr y Rinehart en R0O]para la cohomologia de algebras
de Lie; y que esta y la anterior coinciden en el caso de que Le sea plano como

L médulo tal como se deduce de (1.7.13).

(3.5.10)  Abandonando la hipotesis de K cuerpo, es decir, suponiendo K un
anillo conmutativo y unitario, y considerando la adjuncién
Set
F l T U
L
~K

tendremos una teoria de cohomologia absoluta , Hn(L,X), para un K-algebra de
Lie L y un L-mddulo X. |

Conclusiones analogas a las establecidas en (3.5.7) se tienen para los gru-
pos Hl(L,X),( clasifica estensiones singulares), y HZ(L,X), ( clasifica 2-exten-
siones especiales, y sus elementos se pueden interpretar como obstrucciones)-.

Se tendra tambien una sucesion exacta larga analoga a la dada en (3.5.9).

Dixmier en [35] introduce una teoria de cohomologia absoluta para anillos
de Lie, ( K = Z),. Nonos es conocido si Hn(L,X) y Dixn+1(L,X) son funtores
equivalentes. Si podemos asegurar que Hl(L,X) = Dixz(L,X) , al clasificar am-
bos las extensiones singulares de L por X . Parece logico qué esto se de en di_
mensiones superiores, y pensamos que, por el metodo de modelos aciclicos,can
parando la resolucidén construida por Dixmier en el mismo trabajo y la resolu -

cion del cotriple, se podria establecer este hecho .
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Tampoco es conocido si LK es equilibrada ( relativamente a conjuntos ) .

(3.5.11)  Para cualquier variedad Vde K-algebras de Lie, de forma analoga

a los ejemplos anteriores, se tendra que, para L€V, los L-médulos en V seran
e % .
los modulos a la izquierda sobre el K-algebra cocierte, _L%, del algebra univer
I L

sal envolvente, por el ideal correspondiente IVL, (vease (v3.1 o
Asi como que en la adjuncidn de (1.2.8) |
(VL)
Dy i T ]
VL-Mod

e
L
i '—>L) =
viene dado por DVL(L L) IVL QL,eIL ;

el funtor D
vL

Tendremos, para L Vy X un VL-modulo, los grupos de cohomologia relativa
Vn(L,X)£ y los absolutos Vn(L,X).
De (1.4.6) y (1.6.11) se deduce que Vl(L,X)

) y V2(L,X) clasifican, res

(£ (£
pectivamente, extensiones singulares (K-escindentes) y 2-extensiones especia-
les (K-escindentes) en V; y en condiciones de equilibrio seran validas las inter

pretaciones que se siguen de (1.8.5) y (1.8.8).

Para VcW dos variedades de LK se tendran los morfismos de conexion

o v, ), —wa,x

(0 Yo
( el caso mas interesante sera cuando W= LK )i trasladandose a esta situacidén
los resultados obtenidos a lo largo del capitulo 2 .

Podemos destacar, entre las variedades de algebras de Lié mas interesantes

para aplicarles esta teoria, las nilpotentes, nilpotentes de clase <k, y reso-

lubles de longitud 1 .
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3.b. MODULOS .

N
Consideremos D n?' la categoria de D-mddulos a la izquierda , para

un anillo unitario D.
Es esta una categoria de interes, abeliana, sin operaciones de orden dos

y donde todo objeto es singular.

(3.6.1) PROPOSICION .

Existe una equivalencia natural, para cada D-médulo M,

M-Mod. = Jh

Dem.-

SiM +—>MIM > M esun M-mbdulo es obvio que MYM = M®M. Y para cual
quier D-mbdulo M', M' es un M-modulo con MM = M @ M.

La correspondencia

(] U — ]
M +—>M oM M —> M

establece, claramente, la equivalencia.

Podemos decir que todos los M-médulos son triviales y son todos los D-modu

los .

Es inmediato, tambien, que para cualesquiera D-mddulos M y M', se tiene
que Der(M,M) = HomD(M,M‘); osea, en este caso, una derivacidon no es sino un

morfismo de D-mddulos.

Considerando la adjuncién

S.et

FHU

(i
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es facil comprobar que los correspondientes grupos de cohomologia, Hn(M,M'),
obtenidos como en 1.3. son los clasicos Extr;)(M,M'), ( vease,por ejemplo,
[29, pag 821).
Y si f: D' —> D es un morfismo de anillos unitarios, se tiene la factoriza-
cién
Set

I
.

Doy L T ot
D

teniendose que Hn(M,M')£ = Ext(r;) D,)(M,M') , cohomologia relativa de Hochschid

{29, pag. 85]) .

Es inmediato que una extensidn singular de M por M' es en este caso una
sucesion exacta corta de D-modulos
M+—=>M —M
sin mas condiciones. Y una 2-extensidon especial de M por M no es sino una
2-extension de D-modulos

M +—+M1'——>M2—»M

1
De esta forma, los teoremas (1.4.6) y (1.6.11)expresan que ExtD(M,M') cla
sifica extensiones de D-mddulos de M por M, y ExtD(M,M') 2-extensiones de D-

(M,M)

; . . 2
moédulos. Correspondientemente, los relativos Ext1 (M,M) y Ext(D D)

D,D)
clasifican extensiones y 2-extensiones, respectivamente, de D-médulos.
Tambien es inmediato que una n-extension especial de M por M' es precisa-
mente una n-extensién de D-modulos

MA+>M = - M —HM
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de M por M'; entonces (1.8.5) prueba, en este caso, que Extrll)(M,M‘) es el grupo
de las clases de n—extensiones de D-médulos de M por M y correspondientemen
te Ext?D’D,)(M,M') el de aquellas que son escindentes como extensiones de D'-
médulos. Es decir las conocidas interpretaciones de Yoneda, [165], [166].

Es conocido que los funtores Ext constituyen una sucesidon conectada de
funtores en ambas variables.

La sucesidn natural exacta larga inducida por una sucesion exacta corta de
D-mbdulos en la segunda variable es exactamente la que se sigue de (1.3.1).

Respecto a la primera variable, si M' +—>M" —%» M es una sucesién exacta

corta de D-mbddulos, utilizando (1.3.2), se tiene la sucesion exacta

1
R — M" e ' —_— —_—
0 HomD(M,Ml) HomD( ’Ml) HomD(M ’Ml) ExtD(M ’Ml)

1 1 2
—> Ext_(M",M,) —>Ext_(0,X) —> Ext (M,M )—
D 1 D 1
Ahora, es claro que se dan las hipotesis de (1.7.13) y por tanto
n n, .
ExtD(o,M) = ExtD(M ,M)

con lo que la sucesidn anterior es la usual sucesibn exacta inducida por una

sucesidn exacta corta en la primera variable .

(3.6.2) Sea E el D-mbddulo libre sobre el conjunto ixl, Xys = ? ; o5 decir

F = {z—dixi 5 die‘D, di:O para casi todo i }

-

Es inmediato que particularizando (3.1.3) las correspondientes derivadas
de Fox son en este caso las proyecciones

m F —D.

Sea V= V(@) una variedad de D-modulos ; y supongamos que
1. = .
Q = 1w].—/_dixi 5 ]c-.]S
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Dado M€V , deducimos de (3.1.7) que la categoria VM-Mod, de M-modulos en
V, es precisamente la categoria de mddulos sobre el anillo cociente D/I, siendo
I el ideal bilatero de D generado por el conjunto }1 dij v JE€T s 121525 o } « Por
otra parte VM-Mod es la clase de los D-mbodulos M tales que M@ M'e V, la cual
es, evidentemente, la propia variedad V.

Tenemos asi que : " Las variedades de la categoria de D-mdbdulos son las
categorias de D/I-mbdulos, (D-mddulos via la proyeccién), para D/I un anillo

cociente de D ".

Siguiendo con la variedad V considerada, el funtor P, adjunto a la izquierda
al funtor de inclu#ién [:V= D/IW/Z — 1;”2 , sera en este caso tal que a un
D-moédulo M le hace corresponder el cociente M/V(M), donde V(M) sera el sub-
modulo de M generado por el conjunto { dgmi, j€], m_le'M, 1=1,2, o } que es
precisamente el submodulo producto del ideal I por M, IM. Entonces P(M) =

M D : . . T
S —®DM ; es decir, P es el conocido adjunto a la izquierda al funtor

M 1

. ’ P .
cambio de Anillo U" : D/

il ];Tn , donde p: D —> D/I es la correspon-
diente proyeccidn.
Es ya inmediato observar que los morfismos cambio de variedad de (2.2.6)
n n D n
ol -

¢ xtD/I( @M, M) —> Ext (M, M)
para cualquier D/I-modulo M', son precisamente los morfismos correspondientes
al cambio de anillo D —> D/1, ( vease, por ejemplo,[28,pag 116] ,[87, pag 164]).

A estos puede aplicarse, entonces, los resultados obtenidos a lo largo del

capitulo 2 de la presente memoria .
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