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Esta memoria, trata del estudio de algunas cues-
tiones relativas a un proceso de ramificacién de Galton
Watson, generalizado en el sentido que indicamos mas -
adelante y que se desarrolla a lo largo del Capitulo II
y de cuestiones andlogas para procesos mas generales -
que los de Galton-Watson y que se exponen en el Capitu

lo ITII.

Previo a resefilar los contenidos de los tres Capi-
tulos que la componen, creemos de interés hacer un pe-
quefio bosquejo de la evolucidén matematica de los proce
sos de ramificacidén para situar de manera mas clara es

te estudio en su contexto.

Los procesos de ramificacidén, markovianos o no,
intentan resolver problemas de modelizacidn de fendme-
nos reales, con una estructura esencialmente igual a -
la que introdujq en 1873 Francis Galton, en la solucidn
al problema 4.001 publicado en el mes de Abril de dicho
afio en Educational Times y poco después tratada la solu
cién al mismo problema en la misma publicacidén en el -
mes de Agosto del mismo afio por el Reverendo Henry wWat
son y un afio mas tarde 1874 conjuntamente en un articu-
lo sobre 1la probabilidad de extincién de las familias,
eén un contexto probabilistico, por supuesto con la es-

tructura de entonces.

Desde entonces en intima conexién con fendémenos -
reales ha surgido una extensa bibliografia sobre este
tipo de modelos probabilisticos. Estos modelos, tratan
de resolver problemas que se suscitan en campos muy di-
versos, por ejemplo en la Fisica, los fendémenos de las

reacciones en cadena, multiplicador electrénico,etc. -
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en la Biologia, los fendémenos de crecimiento de las es

pecies, propagacidén de epidemias, etc.

Tres son'eéencialmente los tipos de extensiones -
de los procesos de Galton-Watson Y en una de ellas po-
demos considerar inmersa la extensidn intentada en es-
ta memoria. Para fijar ideas y hacer precisos estos --
tipos de extensiones emprendidas en la literatura con-
viene establecer con la nomenclatura actual y brevemen
te qué se conpée como proceso de Galton-Watson. Enten-
deremos por éste una sucesidén de variables aleatorias
{Zn;nzO} en generai no independientes y no idénticamen
te distribuidas, valuadas en NuU{O} y con distribucién
de probabilidad dependiente de una distribucidén fijada
de antemano {pk;kio} discreta, ilamada distribucidn --
del nimero de descendientes de cada individuo, y del —
subindice n. Una situacién modelizada por este proceso
€s aquella de una poblacidén de individuos en gque cada
uno se reproduce en un intervalo de tiempo fijo corres
pondiente a n=0,1,2,... y cuya ley de reproduccién vie
ne dada por {pk;kiO}, ley que se mantiene constante en
el tiempo. Pues bien, si por Zn representamos el tama-
filo de la poblacién en el instante n-ésimo dicho proce-
SO es devGalton~Watson Y su distribucidn queda fijada
por {pk} y por el instante de produccidén de descendien

tes de acuerdo con dicha (pk}.

Un primer tipo de extensiones, clasicas ya, em--
prendidas sobre este proceso ha consistido en mantener
la distribucién {pk;RZO} fija y permitir que los ins--
tantes de reproduccién sean en vez de a intervalos cons

tantes en el tiempo, a intervalos aleatorios de tiempo.
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Esto da lugar a procesos de ramificacidédn {Z(t);t>0}
que mantendran su caricter markoviano y con ello todo
el potencial aﬁalitico de estos, solo si la distribu-
cidén del tiempo entre ramificaciones tiene una ley es-
pecifica. En otro caso no seradn markovianos. Un desa--
rrollo formal de estas extensiones puede verse en Ha-
rris (1963); Karlin (1971); Athreya-Ney (1972), Koro-
lioux (y otros) (1983) 6 Asmussen-Hering (1983). Los -
no markovianos son conocidos como procesos dependien--
tes de la edad y tales modelos fueron introducidos por

Bellman y Harris (1952).

Un segundo tipo de extensiones se consiguen si se
supone gque las raﬁificaciones se producen a intervalos
constantes,pero 1la distribucién’{pk;kjo} del nimero de
descendientes se altera de acuerdo con algin mecanismo

aleatorio.

Formalmente esto se formula considerando una suce
sidn externa al fendmeno, de por ejemplo condiciones -
ambientales, representadas por la sucesidén de variables
aleatorias en que se mueven en un espacio abstracto o
de modo que pk=pk(ek)° Las técnicas recurrentes habi--
tuales en el proceso de Galton-Watson para las funcio-
nes generatrices de momentos siguen siendo las esencia
les y la funcién generatriz en un paso sera ahora
f‘e(s)z):pk(ek)sk con & la variable aleatoria 9:(61,%,.J
Si ademéas {ek;kzo} se consideran independientes e idén-
ticamente distribuidas {Zn;nio}.sigue manteniendo el ca
racter markoviano y su estudio, fundamentalmente de las

extinciones, puede verse en Smith-Wilkinson (1969).



La restriccidén de que {en;nZO} sean independien-
tes e idénticamente distribuidas ha sido suprimida por
Athreya-Karlin (1971.I; 1971.II) que suponen {en;niO}
un proceso estacionario y métricamente transitivo, o
bien {en;nZO} una cadena markoviana respectivamente.
En ambos casos obtienen resultados sobre las probabili
dades de extincién y sobre comportamiento limite del -

proceso {Zn;nzo}, convenientemente normalizado.

Un caso especial de los anferiores, abordado con
técnicas no iterativas es el establecido por Hopfner
(1985) que supone que la sucesidn {en;nio} es la defi-
nida por el tamafio {n;n>0} de la poblacidén de modo que
{pk=pk(n);k10,n10}. Partiendo de una acotacién de la -
funcidén generatriz f(s,n) estudia la probabilidad de -

C s . . . 2 P Z
extincidén y la distribucién limite de 'n
-

Estas extenSiones, son conocidas en la literatura
como procesoé de ramificacién en ambientes aleatorios
o en ambiente variable como le ilaman Jagers y Nerman
(1985) que anélizan la tasa de crecimiento de 1la pobla
cidén cuando la distribucidén de descendientes es una --

funcién periddica del tiempo.

Un tercer tipo de extensiones se consigue cuando
s€ suponen integrados en la poblaciédn varios tipos de
individuos convdiétpibucién multidimensional de repro-
duccidén. Estos procesos no markovianos en general han
sido estudiados : por Kaplan (1974). Asi mismo se han
considerado modeios para el caso en que la evolucién -
del proceso esté influenciada por inmigraciones extra-

flas a su propia evolucidn. Este tipo de modelos han si
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do estudiados por Heathcote (1965), Foster (1969,1971),
Seneta (1970), Pakes (1971).

E1l modelb que en los Capitulos II y III de esta
memoria se estudia, es uno que puede considerarse den-
tro de las extensiones que hemos llamado del primer y -
segundo tipo. Concfetamente en el Capitulo II,se supo-

ne que {pk;klo} depende de una variable determinista:

e=(0,en) en donde pk(0)=pk y pk(en)=)‘k

con una forma funcional dada. La hipbétesis planteada -
es realista en el sentido de permitir fijar en Yy que -
actuen tales'parémetros como 'controles' de las proba-
bilidades de reproduccién a partir de un instante de--
terminado, que podria ser funcidn del tamafio de la po-
blacién en dicho instante. La simplificacién en el plan
teamiento pefmite respecto de algunas extensiones ex-

puestas concluir coh expresiones explicitas de algunos
pardmetros de interés o formulaciones no limites de ca

racteristicas de la distribucidn Zn.

Asi mismo en el Capitulo III, se considera la ex-
tincidén en el sentido apuntado pero permitiendo que -~-
los intervalos de reproduccién sean aleatorios con dis
tribucidén exponencial negativa. E1 carécter markoviano
entonces se mantiene y en consecuencia las ecuaciones

de Kolmogorov pueden aplicarse.

‘Las técnicas aplicadas son fundamentalmente de -
recurrencia de funcioneé generatrices..de momentos., Por
Gltimo diremos que el Capitulo I formaliza aquellas si-
tuaciones sobre las que planteamos la extensidn aludida

Y los resultados esenciales que en los Capitulos si--




XII

guientes se analizan.

Queda abierto el problema de complicar el esquema
propuesto en esta memoria para lo gque es necesario el
paso previo del estudio exhaustivo del modelo aqui es-

tablecido tal y como se ha hecho.




CAPITULO I

PROCESOS DE GALTON-WATSON Y PROCESOS DE RAMIFICACION
MARKOVIANOS



I.1. PROCESOS bE GALTON-WATSON
1.1.- Definiciédn |
Serdefine como proceso de ramificacién de -
Galton-WatsQﬁ, a una cadena de Markov:

{Zn; l’l=0,1'?,2,...}

cuyas probabilidades de transicién de un paso, vienen

dadas por la expresidén para n>1,

» e;x si i>1; j>o0
P[Zn+1=J/Zn=l] = . ' . (1.1.1)
§ . S1i 1=0; Jj>o0
0J -

donde 60j es la delta de Kronecker y donde p}x es la

J-ésima componente de 1la i-convolucidén de ({p } consigo

» k
misma . {pk; k=0,1,2,...} es una distribuciédn de proba-
bilidades y, por tanto se cumple,
1) p 20 k=0,1,2,...
) (1.1.2)
2) ‘E P, =1
k=0 "k ~° :

Utilizando la nomenclatura que es usual en los --

procesos de Galton-Watson {p,} es la distribucidn de -

k
probabilidades del ndmero de descendientes de cada par
ticula. Una barticula dejara al morir k descendientes

con probabilidaq pk, con independencia unas de otras y
con independencia de la historia anterior del proceso.

En consecuencia eélposible definir
plz  ,=i/z_=i]= pkir+..w+%:j] (1.1.3)

donde clp.., {, son i-variables aleatorias discretas,ig
J
dependientes e idénticamente distribuidas, con distri-

bucién de probabilidad



(pk; k=0,1,2,.,...1.

Podemos por tanto afirmar que

{zn; n=0,1,2,...}

€S una cadena de Markov, estacionaria, multiplicativa
Y que alude é la independencia de las particulas, con

espacio de estados el conjunto Nu{0}.

Asi mismo podemos, sin pérdida de generalidad,--
considerar Zo=1 pues el caridcter multiplicativo del -
Proceso nos permite en el caso de Zo=i considerarlo -
como i-procesos independientes que comienzan con una -
sola particula. Para evitar trivialidades considerare

mos pk<1 para cualquier k y P[ZO=O]<1.

l.2.- FUNCION GENERATRIZ DE LA DISTRIBUCION DE -
PROBABILIDAD P, }-

El estudio de los procesos de Galton-Wat
son se simplifica notablemente si se hace a través de
la funcidén generatriz de 1a distribucién del némero de

descendientes de cada particula.
Admitamos Zo=l'

En la primera generacién habri J-individuos (j=0,1,2,..)
con probabilidad pj, por tanto la funcién generatriz -
de probabilidad de la variable aleatoria Z1 vendra da-
da por

J

o i
=.L.p.s ; Isl<1 (1.2.1)

f(s)=.5 Pjz
ifo [ J=0"3]

'=j/Z =1]s

De manera andloga en el paso n-ésimo, la funcidbén gene-

ratriz asociada a Z vendra dada por
, n .

f (s)=2% P[z =j/z =1]s’ n=1,2,... Is| <1(1.2.2)
“n j=o




La condicidn de ramificacién multiplicativa puede ser
expresada por

Ji

I Pz =j/z =i]sj=[f (s) (1.2.3)
n o n

J=0

Usando la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov, es decir,

jﬁop[zn=k/zl=3)P[lej/zo=i]:

=ﬁp{zn_l=k/zo=1]J£

:EP[Zn_lzk/Zo=1][fl(s)]szn_l[fl(s)]

en funcién de la funcidén generatriz asociada con Zn-l'
Esto significa que la familia {fn(s);nzl} cumple la re

lacidén de semigrupo, es decir

fn+l(s)=fn[fl(s)] (1.2.4)

lo que tiene interés como veremos méis adelante.

Por la propiedad multiplicativa, es inmediato es-

tablecer para Zo=i que

; Ji (1.2.5)

Wn+1(s)]

= [fn[fl(s)]

expresidén que adaptada al problema que analizamos uti-

lizaremos en bastantes ocasiones.



1.3.- ESTUDIO DE LOS MOMENTOS
Los momentos del proceso, si existen, -~-
pueden ser eXpPesados por medio de las derivadas de --
f(s), particularizada al punto s=1, como es bien cono-

cido.

1.3.1.- Estudio de la Esperanza Matemética.

Notemos por m la esperanza de Zl,su

puesto que Zo=l.
Es decir,

<

. df (s)
JP ]

= Z = =
m E[Zl/ o ] j=o J ds ‘s=

l=f'(1) (1.3.1)

supuesto que existe y es finita.

Podemos expresar la esperanza de Zn en funcidén de

m, como sencillamente se deduce. Esto es,

dfn(s)
E[ Z Z =11= % . =i /7 =1] == -
[ n/ o ‘] jﬁoJ P[Zn 3/ o J ds %=1
=[f|(1)]n=mn (1.3.2)
Inmediatamente podemos deducir, que
) n
E{[Z2 /Z =ij=m .2z (1.3.3)
n o . o
E Z = . . 3
[zn/ n-ll n Zn—l (1.3.4)

expresidén esta Gltima que nos da la esperanza de Zn en

funcidén de m, supuesto que condicionamos a 2 Como -

n-1"
observamos, la funcién E[Zn/Zn 1] medible respecto del

d-campo asociado a Z , €S una funcidén lineal de esta.




1.3.2.~ ESTUDIO DE LA VARIANZA
2
Si llamamos ¢ a la varianza de Zl,——

cuando arrancamos con Z =1, es inmediato comprobar que
o}

Su expresidén viene dada por,
2 2
o =V[Zl/ZO=1]= £f"(1)+m-m . (1.3.5)

Supuesto que existe y es finita. Asi mismo la varianza

2
de Zn’ n>1l, que notamos por on puede ser expresada co-

mo sigue,

n
2 n-1 m -1
o

02=V[Z /Z =1] = (1.3.6)
n n o

De nuevo, por el caracter multiplicativo es f4cil ver

que,

" 2
V(Z /Z =i}= " .2 . (1.3.7)
n (o] n (o]

y andlogamente a como ocurria con la media, la varia--

ble aleatoria V[zn/zn ] viene dada por

-1

v[zn/zn_l]= o .Z (1.3.8)

que como vemos es, de nuevo, funcidn lineal de Z

Los resultados (1.3.1) a (1.3.8) pueden verse desarro-

llados en Athreya-Ney (1972), Karlin (1971) 6 Asmussen
Hering (1983).,

1.4.- PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES GENERATRICES.
Revisemos algunas propiedades de 1las fun

ciones f(s) y fn(s) que juegan un importante papel en




el estudio de estos procesos asi como en la teoria asin

tética de las probabilidades de transicién del mismo.

1. La funcién f(s) es convexa y creciente en [0,1] ex-

cluido el caso trivial en que p1=1.

2. Obviamente: f(O):po con O<po<1 para evitar triviali

dades., f(1)=1.

3. Se puede probar que la ecuacidn f(s)=s tiene a lo -
sumo dos raices en [0,1] . Llamaremos en lo sucesivo q

a la menor de ellas.
4. Si m<1l se verifica que f(s)>s; ¥se [0,1]
S. Si m>1 existe una dnica raiz de f(s)=s en [0,1).

Las propiedades 4 y 5, cuyas demostraciones pue-
den verse en Feller, vol.l, pueden resumirse en el si-

guiente

Lema 1.4.1

Si m<1 se verifica que =1

5i  1<m<» . se-:verifica que g<1i.

El interés de este Lema 1.4.1 radica en el papel
que q va a representar en el estudio de la extincién
del proceso. Esto es en el estudio del suceso,
{w:Zn(m)=O}, para algin n>1. En este sentido el siguien

te y sencillo Lema 1.4.2 es importante.




Lema 1.4,2

1) Si se[0,q) se verifica que fn(s)fq cuando n +®
2) Si se(q,1) se verifica que fn(s)#q cuando n-+®
3) Si s=q se verifica que fn(s)=s; ¥n.

Consecuencia inmediata del Lema 1.4.2 es la siguiente

condicidn limite

lim fn(s)=q. con |s|<1 (1.4.1)

n+e

Esta ofrece como veremos una interesante interpretaciém

del comportamiento limite del proceso de Galton-Watson.

Lema 1.4.3

Las funciones fn(s) son diferenciables y conver-
gentes en [0,1)

Ademds, para todo selq,1) se verifica que,
£1(s)< (e (s) )"

y para todo se¢[0,q) se verifica que fé(s)i[f'(s)jn.

(Para una demostracidn véase Asmussen,S.-Hering,H.1983)
1.5.- SOBRE LA PROBABILIDAD DE EXTINCION

Llamemos al conjunto E:(w:zn(w)zo in>1}
extincidén del proceso.
La probabilidad de extincién vendri representada
por p[E/zo=1}

Supondremos en lo que sigue O<po<1

Se ha definido la probabilidad de extincién como




P[Z =0; para algdn n=0,1,2,.,. ]=

<P, (2,20

siendo N= el conjunto de los naturales

o} P Z =0/2Z = = ;
como P| nel / n 0]=1 ; podemos expresar
P[Z =0; neN]= 1lim P[(Z. =0)U ... vu(z =0)]=
n . No e 1 n

= 1lim P[Z =0}= lim f (0)
n n
n N+ w
El Lema 1.4.2. nos permite enunciar el siguiente

teorema sobre la probabilidad de E condicionado a que

Z =1.
o

TEOREMA 1.5.1.

La probabilidad de extincidén del proceso

{Zn/Zo=l} viene dada por q, es decir la menor raiz de

la ecuacidn f(s)=s en [0,1].

Demostracién:

Sabemos por el Lema 1.4.2, que lim f (t)=q. Por
n-+ n
otro lado, de la definicién de fn(s),

f (s)=,
n J

™8
el
N
1]
.
~
N
i}
[y
)]
[

Yy el hecho de que q no depende de s, nos garantiza que

lim P[ Z =0/2 =1]=q, (1.5.1)
n o}

n-+ o

obteniendo también que

lim P[Zn=j/Z =1j=0 ; j>1 (1.5.2)

n+

" El Teorema 1.5.1 nos permite afirmar que la pro-
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babilidad de que {Zn/Zo=1} no se extinga tome el valor
l-q. Como ademéds ha de cumplirse (1.5.2), esto implica
que (1-q) eé‘lé probabilidad de que el proceso crezca
indefinidamente, o con 1la termologia qual, que explo-
siona, |

En el caso Zo=i, por el cardcter multiplicativo
del proceso, obviamente se verifica que:

> qt (1.5.3)

P2 _=0/2 =i

i > 0 ¥j#0 (1.5.4)
n o n-+w

Las expresiones (1.5.1) a (1.5.4) podemos inter-
pretarlas diciendo que el estado j=o es absorvente, --
mientras que‘los restantes estados j#0 son todos tran
sitorios, siempre que pl¥1. Estp es, en un proceso de
Galton-Watson, y cualquiera que sea la poblacién ini-
cial, en el limite no puede ser moderadamente grande,
sino que toma el valor cero con probabilidad q si Zo=1,
(6 qi si Zo=i) o se hace infinito con probabilidad 1-q
(6 1~qi) respectivamente. En este G4ltimo caso diremos
que el proceso explota y en el primero que se extingue
0 que degenera.

Podemos enunciar como resumen el siguiente Lema

1.5.1,

Lema 1.5.1

Para k>1

Pz _#k,i>1/z =k]> >0
n+1 - n
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En funcidén de la media de Zl’ puede conocerse la
extincién casi segura o la explosidén casi segura. Asi,
por ejemplo; la extincidén casi segura tiene probabil i-
dad uno si m<l. Esto se recoge en el siguiente Teore-

ma 1.5,2,

TEOREMA 1.5.2.

Se verifica que 1lim P[ank]=0 ¥k/k>1.

IN>®

Ademéas

P[lim Zz =0j=1-P[lim z ==l=q

n -+ . n+ o

= 1 si m<1
{ <1 si m>1,

Una demostracidén puede verse por ejemplo en Ha-

rris (1963).

Siguiendo la notacidn habitual, llamaremos sub-
critico, critico o supercritico a un proceso de Galton-

Watson que tenga media m<1, =1, >1, respectivamente.

1.6.- EL CASO FRACCIONAL LINEAL.

En general, se conocen las recurren-
cias de {fn(s); n>1l} . Sin embargo, hay un caso espe-
cial en que puede conocerse de modo explicito la fun-
cidn generatriz del n-ésimo paso, y por su repercusién
en el estudio de'los procesos criticos de Galton-wat-
son e incluso en el problema de encajamiento en estos
de procesos de ramificacidn de Markov, la vamos a con-
siderar aqui. Este caso especial es el llamado proceso

de Galton-Watson del tipo fraccidén lineal.

Definicidén 1.6.1

Diremos que un proceso de Galton-Watson es del -
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tipo fraccional lineal cuando su funcién generatriz es

una fraccién linéal del parametro s.
Supongamos constantes, b, P, cumpliendo
b>0 ; vp<1 Yy p+b<1l,

Entonces,siconsidéramOSLurproceso de Galton-Watson, -

asociado con la distribucidn {pk}k>l’ dada por,
P =bpk'1. k>1 (P _=P[Z_.=k/Z =1]) (1.6.1)
k .- k 1 o

Y p_ dada por
p =1- % p = 1=R=P | (1.6.2)

es inmediato probar que la funcidn generatriz de un -

paso, (esto es, asociada a Zl) toma la forma

b bs
=1-
£(s) l-p * l-ps

2 . . L
Para estos procesos m y o siempre existen, son fini-

tas y toman los valores dados por

m o= —2 (1.6.3)

(1-p)2

02 m %15 - m2 (1.6.4)

Si m#l, la segunda solucidn de f(s)=s es

s = —i=b-p
o p(l-p)

’

lo que permite expresar

f‘(s)-so 1 s-so
——— -~ - 1.6.5
f(s)-1 m s-1 ( )
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Por iteraciones sucesivas se obtiene

f (s)-s sS-s
n e

f(s)-1 n s-1 (1.6.6)
m

de donde puede despejarse fn(s); obteniéndose

l-sgy 2
n

n
n l-s m -s
: o o
f (s)=1-m + (1.6.7)
n n n
m -s m -1
o) 1- S
n
m -s
o

: 2
Si m=1, entonces de (1,6,3) se deduce que b=(1-p) y

2 2p v
¢ =1 p ° En este caso la funcidén f(s) viene dada por
-(2p-1
f(s)= B—l—ﬂ—_lE’ (1.5.8)
l-ps ‘
y la £ (s) por la siguiente expresién
£ (s)= PR mRrp=l)s (1.6.9)

l-p+np-nps

Para este proceso las probabilidades de transi--
cidén de n-pasos, partiendo del estado 1 vienen dadas -

por las siguientes expresiones. Si m#Z1 se obtiene

| 1-s_ s o0, \ k-1
plz =k/z =1)=m"[ —= —_ (1.6.10)
n (o] n - n
m «~S m -S
(o] (o]
para k=1,2,... . Para k=0, tenemos
n 1-50 :
p Z =O = = - T ——
[z /Z =1l = 1- m ~ . (1.6.11)
m =-S
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En el caso m=1, toman la forma:

2
- =1 l=[1o—0P —_np k-1
p[zn k/Zo‘ll_[l 1+(n-1)pJ '[l+(n—1)p ]
i (1.6.12)
para k=1,2,... Yy para k=0 la forma,
Plz =0/7 =1]= —2B (1.6.13)
n o 1+(n-1)p

Los desarrollos de estas expresiones pueden verse en

Karlin (1971).

I.2. TEOREMAS LIMITES EN LOS PROCESOS DE GALTON~WATSON
2.1.- INTRODUCCION A LOS TEOREMAS LIMITES

Hemos visto que cualquiera que sea
m=f'(1l), todos los estados k#0 del proceso de G-W son
transitorios y en consecuencia el prodeso se extingue

O se hace tan grande como se quiera.

Por tanto nos interesa estudiar el comportamien-
to asintdético condicionado a que Zn>0. Para este nue-
VO proceso, el comportamiento es distinto segdin que -
el proceso original sea subcritico, critico o supercri
tico.

En el caso subcritico (m<1) el proceso {Zn} es - ‘
tal que P[Zn/Zn>O] converge a una distribucién de pro-

babilidad cuya funcién generatriz cumple una determina

da relaciédn.

En el caso critico (m=1) el proceso {Zn/Zn>O} es
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divergente y se encontrari una normalizacién de modo -

que el proceso normalizado sea convergente.

En el caso supercritico (m>1) en que {Zn/Zn>0}
diverge se creari una martingala que tiende casi segu-

ramente a una variable aleatoria cuando n+e.

2.2.- TEOREMA DE LA RAZON
‘Para abordar el estudio asintético en -
los tres casos resefiados, son necesarios unos resulta
dos previos sobre algunas propiedades de las razones -
entre las probabilidades de transicién de 1los procesos
de G-W. Estos resultados son conocidos en la literatu-

ra como "Teoremas de la razdn'".

Antes de enunciar los teoremas de la razén son -

precisos los siguientes lemas auxiliares.

Lema 2.2.1

Para todo proceso de G-W con funciones generatri

ces {fn(s); n>21} se cumple la siguiente igualdad,

adr (s) s (s)
n

n-1
- ! 1
dsj - an,j(5)+f [fn_l(s)J. de ’

n,j>1,

en donde a j €s una serie de funciones no negativas.
n

Lema 2,2.2 (Razdén monétona)

Para todo proceso de Galton-Watson con p1£0, se -
tiene
P (1,
rl( v )
Pn(l,l) J !

lim

n+e



Con 1la suceéién {nl,nz,...} , (n1=1) se define -

la funcidbn generatriz

P(s)= 3 ool
J=1 3

€én su campo de convergencia, que como veremos sera
se{0,1).

En lo sucesivo llamaremos y=f"'(q).

Sobre la citada sucesidn {nk} k=1,2,... podemos

enunciar el siguiente Teorema 2.2.1

TEOREMA 2.2.1
La sucesiédn “j; J=1,2,...1) satisface las ecuacio
nes

'Y‘ITJ =k;£1 ﬂkp(k).,] ) )

Yy ﬂk.) satisface para todo s y po pertenecientes a su

campo de convergencia que:

Fif(s)] = ygzs)+ﬂ%po).

(Para una demostraciédn véase Athreya-Ney, 1972),

TEOREMA 2.2.2

La funcidén generatriz de {nj; j>11, W(s):;n_sJ

converge para se[0,1),

Ademas,
’ @
Si m<1 la serie 'zlﬂi €es convergente
1l=
03 - 0 et
Si m>1 la serie I

1" es divergente.

(Para una demostracién véase Athreya-Ney, 1972).
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TEOREMA 2.2.3

En las condiciones anteriores se cumple:

(i) La solucidén de la ecuacién

=‘E P j
Y‘"J. kzlﬂk (kyJ)
es Gnica, excepto para una constante multiplicati

va.

(ii) La solucidén de la ecuacidn funcional

Fif(s)] = yﬂ‘(s)+:’l‘(po) en [0,q)

es Gnica (salvo constantes multiplicativas) deen
tre las series de potencias de coeficientes no -
negativos y que se anulan en cero.

(Demostracidén: véase Athreya-Ney, 1972)

Los Lemas y Teoremasenunciados se refieren al ca
SO en due ZO=1, pero son generalizables al caso Zo=i.
Enunciamos una dltima propiedad previa, para exponer

el Teorema de la razdn.

Propiedad 2.2,1

. i-1 s e
Llamando Ti=1q »S€ verifica que

1

o«
=, L P(i,]j
YT, .j=1 (blyJ)TJ. '
{Los T Juegan un papel dual de los vj).
Esta propiedad permite, para Zo=i, enunciar el si

guiente Teorema de la razdn.

TEOREMA 2.2.4 (DE LA RAZON)

En las condiciones de los Teoremas anteriores, se

cumple que
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N (i,3) T,
lim n+m _ Ym i j
n-+e Pn(k,l) ™

2.3.- TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUBCRITICO

Cuando m<l, sabemos que con probabili-

dad 1, el proceso se extingue.
Para describir su comportamiento asintético, Ya-
glom (1947) condiciona el proceso Zn al suceso {Zn>0}
El principal resultado, se establece como Corola

rio de otro Teorema més general.

Yaglom en 1947 con ciertas restricciones fué el
primero en probar el teorema. MAis adelante, la demos-
tracidén fué simplificada y eliminadas las restriccio-

nes, por Joffe (1967) y S5eneta, Vere-Jones (1966).

El Teorema 2.3.1 siguiente no se restringe al ca
so m 1, lo que fué probado por Papangelou (1968), Sene

ta (1969) entre otros autores.

Hagamos algunas consideraciones previas a la ex-

posicidén del Teorema.

~-Sea {nj} la sucesidn definida en el Lema 2.2.2 (de la
Razén monétona).

En el conjunto

S={311|Pn(i,j)>0 para algin n} con p1>0, defini-

mos

) .q .
21739

Se sabe por el Teorema 2.2.2 que la funcién gene
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es convergente en [0,1).
Si m#£l se sigue que BJ>O Y para jes que §BJ=1.
Si m=1 se sigue que 5j=0 y J(s) diverge en s=1.

Llamemos T al tiempo de extincién del proceso de

Galton-Watson. Este cumplirid T=k si Yy solo si 2

Z =0,
K 0

>
k-1 0,

TEOREMA 2.3.1

Sea un proceso de Galton-Watson {Zn;nzl}. Enton-

ces, asumiendo que q>0, se cumple

1) 1im P[Z =j/n<T<=] =b, con b <«
n J J

n+ o

2) Si m#1, {bj) es una distribucidédn de probabili

dad y su funcién generatriz

® J
B = b
(s) jil'js ,

es la Gnica solucidn de la ecuaciédn funcional

B[££532J= YB(s) + (1-14y)

de entre las series de potencias que se anulan

en cero.

3) Si p1>0, entonces bj=6j y

; g(g;s)
Bls)= =20 -

Este Teorema, (cuya demostracidn se desglosa segln que



m<l 6 que m>1, en virtud de que, cuando m<l: P[T<e®| =1

20

mientras que para m>1 esto no ocurre y hay que estu--

diar

mite

el proceso Z .condicionando a que n<T<«)} nos per
S¢ n L

enunciar como Corolario el Teorema de Yaglom.

Corolario 2.3.1 (TEOREMA DE YAGLOM)

Nota:

Si m<l, entonces

P[Zn=j/Zn>O].converge cuando n+« a una distribu
cién de probabilidad, cuya funcién generatriz --

B(s) satisface la ecuaciédn funcional

B{f(s)]= mB(s) + (1-m).

Este teorema, se mantiene, aidn en el caso de que
m=1 si bien, carece de interés puesto que enton-
ces la distribucidén degenera.

Seneta, (1967) observé que si el proceso Zn -
lo condicionaba a una extincidn en el paso si--
guiente, en lugar de a una extincidn aleatoria,
la distribucién asintética de probabilidades a

que hace referencia: el Teorema de Yaglon no dege

nera.

El teorema 2,3.1 y Corolario 2.3.1 pueden verse

en Athreya-Ney (1972) 6 Asmussen-Hering (1983).

2.4.- TEOREMAS LIMITES EN EL CASO CRITICO

n
Cuando m=1, sabemos que E[Zn/Zo=1]=m =1

En consecuencia,

1=E [zn] =E [zn/zn>o] P Zn>0]+E[Zn/Zn=O]P[ zn=oj

Por tanto, se tiene que
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1 1
> = = > w
E[Zn/zn 0] P[Zn>0] l-fh(O) n+e

z
n
A causa de esta divergencia estudiaremos{—;-} y

daremos un teorema que asegura que tiende a una distri

bucidén limite exponencial.

Previamente, es preciso citar el siguiente Lema

debido a Spitzer, Yy el Lema 2.4.2 conocido como Lema

basico.

Lema 2.4.1 (SPITZER)

(1) (2)

Si f (t) y £ (t) son las funciones generatri

ces de dos procesos de ramificaciédn criticos con

2_2 L s
01<02<° » €Xisten dos enteros positivos n1 y n2 tales
que:

(t) < f(g) (t) ¥t, tel0,1].
1 - »n+n2

f(1)
n+n

Lema 2.4.2 (LEMA BASICO)

Si m=1 y 02$V[Zl]<qp , entonces
o2
. 1 1 1
tin o - =)
n+e n

uniformemente para O<t<1.

Sabemos que en el caso que estamos analizando se

cumple que
P[Z >0/Z =1]+0 si n+=.
n o -
Haciendo t=0 en el Lema anterior y notando
P[Z >0/Z =1]= 1-f (0)
n o) n

podemos obtener e€l1 orden de convergencia a cero. Este
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resultado se recoge en el siguiente teorema debido a

Kolmogorov,

TEOREMA 2.4.1 (Kolmogorov)
. -2
Si m<l y 0 <= , entonces cuando n+w

2

1-f (0)=P[Z >0 |~
n n
nao

La demostracién de este teorema (Athreya-Ney, 1972)
se basa en la desigualdad de Spitzer (Lema 2.4.1), es-
cogiendo dos procesos de ramificacién criticos del ti-
po fraccidn lineal para los que, como es sabido, son

conocidas sus funciones generatrices

1 2
f; )(t) y fé )(t) de modo explicito.

Una de ellas acota inferiormente a f(t), y la --

otra lo hace superiormente.

El teorema de Kolmogorov, nos permite asegurar --

que el proceso

Z .
{(—= / 'z >0}
n v n

serd convergente como expresa el siguiente teorema --

(dado por Yaglom).

TEOREMA 2.4.2

2
Si m=1 y ¢ <& , entonces
Zn 2z
lim P >/Zn>0]= exp(- —E} ; z>0
N+ g

(Una demostracién puede verse en Athreya-Ney (1972) -
que recoge dos demostraciones del citado Lema Basico,

una dada por Késten, Ney, Spitzer (1966) y otra debida
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a Spitzer basada en su Lema de comparacidén. Mas adelan
te, la obra de Asmussen-Hering (1983) trata estos teo-
remas de modo mas general, enunciando teoremas andlo--

2 .
g€0s en el caso de no ser o finita.

2.5.- TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUPERCRITICO
En general, sabemos que para procesos -
de Galton-Watson supercriticos, Zn tiende a cero o in

finito, cuando n tiende a infinito, con probabilidad 1.

Parece natural analizar el orden de esa divergen

cia.

Por la propiedad de Markov, tenemos que

Por tanto, llamando

Con ello se prueba el cardcter de martingala de

Z

- Esto se recoge en el siguiente Teorema 2.5.1.
m

TEOREMA 2.5.1

-n

Si O<m<e« , Wn=an y Frl representa la oc-algebra
engendrada por ZO,Zl,...,Zn, entonces

{Wn’Fn’ n=0,1,2,...} es una martingala,

Ademés, cuando ano, c.s., existe una variable -

aleatoria W tal que:
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lim W =W c.S.
n
n-rw
n
Con ello Z (w) crece con m .W(w), pero por ahora,
n

nada sabemos de W. Desde luego puede ocurrir que W=O0
en cuyo caso el Teorema 2.5.1 no dice nada, salvo que
n : .
m es demasiado fuerte para normalizar. De hecho si
m<1l, entonces Zn=0 para valores grandes de n con pro-
babilidad 1, de modo que W es degenerada en cero. De

ahi que el teorema tenga interés cuando m>1.

AGn en este caso supercritico, podra ocurrir que
P(W=0]=1; sin embargo daremos un teorema que asegura

2
que W es no degenerada cuando ¢ <=,

TEOREMA 2.5.2

2 .
Si m>1 ; o <= y Zozl, entonces se cumple:
. 2
1) 1lim E[W -W |"=0
n-+w n
2

. g

2) E[Ww]=1; vVv(w]= >
m -m

3) P[W=0]=q

C 2
Este teorema asegura que la condicidén o < es su
ficiente para que P[W=0]<1, pero no es preciso una con
. i oa . 2 . 2
dicidn tan fuerte como ¢ <» para la no degeneracidén -

de W.

El teorema siguiente da una condiciédn algo més -

fuerte

TEOREMA 2.5.3
En lasbcondiciones anteriores,se cumple:

B

1) Si E Ban Zl]<m entonces E[W]=1
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2) Si E[Zan le=w entonces E W =0 (o equivalentemen-

te P[(W=0)=1).

Ademds, cuando E[Zan le=w, se tiene que
Zn
P[lim 0 Oj= 1
n+em

. . ' n . . 2
Esto indica que m no es una normalizacién correc
ta para que Z_converja a una ley limite no degenera-
n

da en cero.

Seneta,»ha probado que siempre existe una suce--
. -1 . . .
sidn {Cn} tal que Zn.Cn converge, en distribucidn, a

un limite no degenerado.

TEOREMA 2.5.4 (Seneta)

Sea {Zn; n=0,1,2,...} un proceso de Galton-Watson
con 1<m<e, Entdnces, siempre existe una sucesidén de -
-1
constantes C con C »= y C .C +m cuando n+« , tal
n n n n+1

que la variable aleatoria

converge casi seguramente a una variable aleatoria W
con P[W>0)=1-q.

2 . -sW.
Ademés, si V(s)=Ele S | para Re.s>0 entonces

v(s) verifica la igualdad:
S
I's =f‘ —
vis)=f(y(-))
Volviendo a la variable aleatoria W delteorema 2.5.2,

especifiquemos sus propiedades y distribucién. Esto -

Se recoge en los dos teoremas siguientes:



TEOREMA 2.5.5

Si m>1 vy k.pkLnk<W, entonces

Z
n

n
m

cuando n+*®, en donde W es una variable aleatoria con

un salto de mdghitud q en el origen y de densidad con

tinua en (0,«).
, . -sW . ..
Ademas si y(s)=E{e !y entonces Vv(s) es la Gni-

ca solucidén de la ecuacidn funcional
S
V(s )=1f {v(=)1}
m

con la condicién v'(0)=-1.

TEOEREMA 2.5.6

Si m>1 y k.pkLnk<°° entonces:

V4

n
— > — ] . .
mn /Zn 0 W', c.s

cuando n+«, en donde W' es una variable aleatoria de
distribucidén continua en (0,«) y tal que si:

-sW
V(s)=E[e S ] entonces:

v(s) es la Gnica solucién de la ecuacidn funcional

p(ms) (1-q)+g=F (y(s)(1-q)+q}

verificando que

V' (0)==E[W'] == (1-q) "

El calculo de ¥ (s) no suele ser sencillo pero en

el caso fraccional lineal puede verse que la distribu-

cidn de W' es:
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(l-glexp {-(1l-q)W} , W>O0.

Ademas, pueden calcularse explicitamente los mo-

mentos de W'; que vienen dados por:
: -1
E{W']=(1-q)
" 1
Viw']= £(1)

m(m-l)(l-q)

Las demostraciones de estos teoremas pueden ver-

se en Athreya-Ney (1972) y en Iosifescu-Tautu (1973)

I.3. PROCESOS DE RAMIFICACION DE MARKOV
3.1.- Introducciédn
El proceso de Galton-Watson definido en I.1.
1. estd basado en la constancia del tiempo de vida de

los individuos que intervienen en el proceso.

Una generalizacidén natural consiste en conside--

rar que el tiempo de vida sea una variable aleatoria.

De este modo las ramificaciones se producen cuan-

do la vida aleatoria de cada particula acaba.

Por tanto el proceso a considerar ahora, es
{Z(t);tzO} representando Z(t) el nimero de individuos
que tiene la poblacidén en el instante t, habiéndose -
producido tantas ramificaciones como muertes se hayan

producido en el intervalo (0,t).

En cada ramificacién, cada individuo, dara lugar

a k individuos con probabilidad pk;kio.

La probabilidad de ramificarse en k individuos -
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€s constante para cada individuo y también a lo largo
del tiempo.

El proceso ({Z(t);t>0} serd en general no marko-
viano y al establecer la independencia del tiempo equi

vale a que
P[Z>t+s/t>1]=P [t>s ] (3.1.1)

expresidén que caracteriza a las distribuciones exponen

ciales

Plt>sj=e™ %

admitiremos que la probabilidad de que cada individuo
con vida en el instante t se reproduzca en el interva-

lo de tiempo [t,t+dt] vendra dado por a.dt.

3.2.- DEFINICION
Un proceso estocdstico {Z(t,w);t>0} definido so-

bre (2,F,P) es un proceso continuo,unidimensional de

ramificacién de Markov si:

12. Su espacio de estados es el conjunto de los nime-

ros enteros no negativos.

22. Es una cadena de Markov estacionara respecto de -

los o-campos Ft=c-{Z(s,w);sit}.
32. Las probabilidades de transicién Pij(t) satisfacen

T P..(t)sJ=[.? P..(t)sJ]l; ¥i>0, |s|<1.
j=o ij j=o ij - -

(3.2.1)
Las propiedades 1 y 2, caracterizan a Z(t) como

proceso de Markov continuo y la propiedad 3, caracte-

riza el carédcter multiplicativo del proceso.
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3.3.- CONSTRUCCION DEL PROCESO MINIMAL
Sea el proceso {Z(t);t>0} cuyas proba-

bilidades de transicién vienen dadas por
P[Z(T+t)=J/Z(t)=ij=PiJ(r,t+t); 1>0 (3.3.1)
expresidén que se transforma en

P _(t,r+t)=P,,(t):P[Z(t):j/Z(O):i] (3.3.2)
1] 1

5i admitimos la homogeneidad del proceso.

En esta seccidén vamos a obtener P (t) en funcidén
de la dlstrlbu01on de probabilidades {pk} del ndmero -
de descendientes de cada particula, (supuesto que es-
tas se reproducen‘con independencia unas de otras y de
la historia del proceso) como solucién de las ecuacio-

nes adelantada~y atrasada de Kolmogorov.

Con objeto de garantizar el cardcter markoviano
del proceso supondremos que arranca con un nimero de-
terminado de parficulas Yy que la longitud del tiempo
de vida de é€stas se distribuye segin una exponencial

negativa de pardmetro a: 0<a< =

Las probabilidades de transicidén vienen dadas por

1 .
P t = ——— ) O t . > s > s 3
ij(A ) 1 Atpj_i+l+ (At); at-+0;3>1, j#41

ia

Por tanto, podemos escribir,

t)=1 s . L is o sy
ij(A ) 1aAth_i+l+O(At), 0t+0 si j>i-1, j#i
(3.3.3)
P =1-] 7 =1-iaat(l- s At +0;j=1
i,i(At) 1aAtJ=§ lpj-i+l iaat( pl), J
JZ1 (3.3.4)
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Pij(At) = 0(at) At +0; j<i-1 (3.3.5)

Por el carécter markoviano podemos expresar las

ecuaciones Adelantada y Atrasada por:

i+ 1
P, (t+at)=P, (t)P. (at)+E° P (t)P (at) (3.3.6)
1] ij Jd =1 ik kj
#J
ECUACTION
ADELANTADA
P, (t+dt)=P_ _(At)P, (t)+ . P. (at)P (t) (3.3.7)
ij ii ij k;%—l ik kj
ECUACION
ATRASADA

Haciendo uso de las expresiones (3.3.3) a (3.3.5), la

ecuacidén adelantada se transforma en

P t+At)=P -jadl iald
ij( + ) iJ,(t)(l jabdt)+ja tplpij(t)+

5 bien en

. jfl
P t+4ot)=P t)(l-jadt At t o(at
iJ.( +4t) ij( J(1-jabdt)+a ki kP« )pj_ (rocet)

K+

0 su equivalente

P, (t+at)-P, (t)
ij ij

0(4t)

. Jil
- - £ t
JaP e L kP (BP T e

At ij
Haciendo que aAt+0 obtenemos el sistema de ecuaciones
diferenciales de Kolmogorov, despues de andlogos céal-
culos para la ecuacidn atrasada, sistema que viene da

do por




ij jsl

=—jaP_ _ (t K t 3.3.8
dt Jab, jtt)wal b kP (0P, 1y ( )
ECUACION
ADELANTADA
dPi.(t)
—2d  __ap (t)+ia © P (t 3.3.9
at ab, (B)+ia 2, 1Py 5o Ky 't (3.3.9)

ECUACION ATRASADA

con la condicidn de contorno

El proceso asi construido lo llamaremos proceso

minimal siguiendo la notacidén de Chung (1967).

Las ecuaciones (3.3.8) y (3.3.9) con las condicio
nes iniciales impuestas tienen siempre solucidn que sa

tisface P,  (t)<1.
ij -

El caso en que sea menor que uno se presenta cuan
do en un tiempo finito (O,t) el proceso puede producir
infinitas particulas. En esa situacidén diremos que el

proceso explosiona.

Harris (1963) demostrdé que, si se afiade una con-
dicidn conveniente, y si el tiempo de vida es exponen-
cial, el proceso es markoviano y sus probabilidades de
transicidén satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov, -

cumpliendo ZPij(t)=l.

En consecuencia, debemos notar que la explosidn




posible del proceso ha sido expresamente excluida.

Volveremos sobre este problema al plantear el sis
tema de Kolmogorov asociado a las funciones generatri-

ces del proceso.

El siguiente Teorema garantiza la no explosidn

TEOREMA 3.3.1
Si {Z(t);t>0} es el proceso minimal, es condicidn
necesaria y suficiente para que P[Z(t)<«]=1, que se ve

rifique para cada ¢>0,

fl ds -
l-¢ f(s)-s -

siendo

© J
f(s)=.I p.s
J=0 J

3.4.- FUNCIONES GENERATRICES Y SISTEMA DE KOLMO-

GOROV .ASOCIADO

Sea, como es habitual, la funcidén gene-

ratriz asociada a (p ,f(s) dada por

ktk>o0
. ® J
f{s) .z p.s
J=0 J
y sea a el parametro de la exponencial del tiempo de -
duracidén de vida. Consideremos u(s) definida por,

u(s)=al[f(s)-s], (3.4.1)

Y que es conocida como funcidn generatriz infinitesi-

mal.

Llamaremos A=u'(l)=a(m-1) siendo m=f"'(1).
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Para el proceso {zZ(t);t>0}, definimos la funcidn

generatriz F(é,t) en el instante t como

F(s,t):k;op[Z(t):k/Z(o):lek (3.4.2)

Considerando que el espacio de estados del proceso es
el conjunto de los enteros no negativos, es inmediato
ver que se cumple,

F(s,t):E[sZ(t)].

En el caso en que 2(0)=i, se verifica

k%:_QP[Z(t):k/Z(O):iJskz[F(s’t)]i (3.4.3)

como consecuencia del caracter multiplicativo del pro-

ceso.

La funcién generatriz del proceso {z(t);t>0} da-
da por (3.4.2) cumple una relacidén de recurrencia ani-

loga a la que satisfacia f(s).

En efecto, considerando los instantes de tiempo

t,u y t+u, tenemos de la definicidn de F(s,t) que,

k

F(s,t+u)-= OP[Z(t+u)=k/Z(o)=1]s

8

Esta funcidén se puede expresar sin méds que utilizar 1la
ecuacidén de Chapman-Kolmogorov como

Fls,tvu)= f  F P2(u)=j/2(0)=1] P [Z(tru)=k/Z(u)=j]s =

P[Z(u)=§/2(0)=1][F(s,t) |=F[F(s,t);u]

1]
lirag

Por su interés, la damos como el siguiente lema.
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Lema 3.4.1

Para, u>0; t>0 y |s|<1 se verifica

F(S,t+uj=F[F(s,t),u] (3.4.4)
3.4.1, -

ECUACIONES DIFERENCIALES DE KOLMOGOROV
PARA F(s,t),

Si en la ecuacidbén adelantada (3.3.8)
multiplicamos por sJ

Yy sumamos en j desde j=0 hasta <
resulta la expresidn:

© J
r P! =-
ito 1J,(t)s af

.
N8

\ Jj-1.
1JPiJ.(t)s ]+

@ J-k+1 k-1
Iz t
%520 k21Pj-k41® kPy(t)s

expresidén que es equivalente a:

3 ‘
T F(s,t)=-as

3 )
F(s,t)+af(s) F(s,t)
9s s

que utilizando (3.4.1) queda en la forma
-2

= F(s,t)=u(s) aas F(s,t)

ECUACION ADELANTADA

(3.4.5)
De modo andlogo, si en (3.3.9) multiplicamos por
s y sumamos desde j=o hasta = resulta:

@ J o J w © J
. P! (t)sY=-a ¢ P t z I P (t
j=o0 lJ( ) aj:o 1j( ) +ak:opk j=o kJ( )s

donde considerando el caracter multiplicativo del pro-
ceso resulta:

—?;—F(s,t):—aF(s,t)+af[F(s,t)]=u[F(s,t)]

es decir

——

ot F(s,t)=u[F(s,t)] ECUACION ATRASADA (3.4.6)
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La condicidén de contorno del sistema formado por ---

(3.4.5) y (3.4.6) viene dada por
F(s,O)és.

- El1 teorema 1 de la seccidén 3.3 garantizaba la unici-

dad de la solucién Pij(t) del sistema de Kolmogorov.

Una primera aplicacién del sistema de Kolmogorov

es analizar el problema de la explosidn.

Obviamente P[Z(t)=«/2(0)=1]>0 si y solo si --=-
F(1,t)<1,

TEOREMA 3.4.1

. . 1 d o
Si ¥e> 0|/ f—Elew; se verifica que F(1,t)=1,
l-ceu(s)

¥t >0.

En otro caso F(1,t)<1 ¥t>0.

Corolario 3.4.2
®
Si m=k§Okpk=f'(l) es finita, entonces F(1,t)=1
¥t>0,

La demostracidédn puede verse en Asmussen-Hering,

(1983).

Esta demostracidn se basa en

d
—;;-F(s,t)=u[F(s,t)J lo que nos permite expresar

F(s,t) dx
t=y
s u(x)

con u(x)#£0 para xe(s,F(s,t))

ecuacidén que nos permite encontrar F(s,t) que satisfa-

ce F(1l,t)=1 si se cumple el Teorema 3.4.1.
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3.5. PROBABILfDAD DE EXTINCION,

En el caso discreto {Zn;n=0,1,2,...} vimos que

todos los estados Z =k, k#0 eran transitorios.
n .

De modo andlogo, se demuestra que {z(t);t>0} no
toma un valor finito y distinto de cero cuando t+® con
probabilidad no nula. Calculamos la probabilidad de -

que el proceso se extinga.
Consideremos los conjuntos

A={w/Z(t,w)+»> si to+=}

B={w/Z(t,w)*0 si t-=}

En virtud de ser todos los w tales que Z(t,w=k£0

son transitorios y llamando a B conjunto extincidn, se

verifica P(AUB)=1.

Evidentemente P[B‘/Z(O)=k]=P [B/z(0)=1]F
Calculemos P[{B/z(0)=1]zq.
Observemos que
Plo(t)=P[Z(t)=O/Z(O)=1]=q(t)=F(O,t) (3.5.1)

es la probabilidad de que la extincién se produzca en

el instante t o antes.

q(t) es no decreciente como funcién de t y ade-
mas es derivable pues:
. d : t
Si $=0 = T q(t)=ulq(t))c=> q(t)=fou[q(y)de+k

(3.5.2)
con k=0 pues q(O):O;

Por ser g(t) no decreciente
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u{q(t)] >0 ¥t lo que permite expresar
ulg(t) )= alflq(t)]j-q(t)]>0

Y por tanto |
flg(t)] >q(t)

Llamamos q* a la menor raiz de f(s)=s en [0,1] o
lo que es lo mismo de u(s)=0.
Se verifica u(qx)=0 lo que implica que
P , *
q(t)<q => g =1im q(t)<q
t+r

Si u(q)=0, por ser ¢* la menor raiz de u(x)=0 podemos

afirmar que

5i u(g)> 0, por ser u(x) continua, podemos expre-

sar que:

lim fzu[q(y)jdyzco con qg(t)e[0,1]

t+»

lo que es absurdo pues q(t):Pw(t)il y esto contradice

a(3.5.2)

Para que tal contradiccidén no se dé ha de ser --

u(q)=0 y por tanto:
q=q .

Enunciemos el siguiente

TEOREMA 3.5.1

La probabilidad de extincién q, del proceso ---

{2(t);t>0} es la menor raiz de u(s)=0 o su equivalente

f(s)=s en [0,1].



38

En lo sucesivo, llamaremos al proceso de ramifi-

cacidn markoviano
SUBCRITICO si u'(1)<o
CRITICO si u'(l1)=0 y u"(1)>0

SUPERCRITICO si u'(1) >0

Las demostraciones de los teoremas anteriores --
pueden verse en Athreya~-Ney (1972) y la clasificacidén en

V.Koroliouk (1983).

3.6. MOMENTOS

Llamemos como hasta ahora m=f'(1), media
de la distribucién de probabilidades (pk} Yy designemos

por ml(t)=E[Z(t)J cuando m exista y tome un valor fi

nito.

Calculemos ml(t).
En la ecuacidn atrasada (3.4.6) derivamos respecto de
s y hacemos que s+1, resultando

Fé(l,t):ml(t)=E[Z(t)].

Derivando en (3.4.6) respecto de s:

22
-—;Ejil_t’_l___ u'[F(s,t)]F'(s,t)
9S S .

Si s=+1

d d .
?E?F;(l,t)=—a? ml(t)=u'[F(1,t)Jm1(t) (3.6.1)

Como F(1l,t)=1 y habiamos llamado i=u'(l) resulta
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d At
_— t)=2x t)<==> t)= 3.6.2
g ml( ) ml( ) ml( )=e +Kk ( )
Como ml(O)=E[Z(O)j=1 : 1=1+k =>k=0
Yy por tanto
X
m (t)=e". (3.6.3)

Calculemos V[Z(t)/Z(0)=1]
Llamemos-mg(t)z E[Ze(t)]

Si en la ecuacidn atrasada (3.4.6) derivamos dos

veces respecto de s, queda

—i;F”(s,t)=u”[F(s,t)][Fé(s,t)J2+u'[F(s,t)JF;(s,t)
(3.6.4)
Como
F;(l,t)zmz(t)—ml(t), haciendo s=1 en (3.6.4) re
sulta

d i 1" | @ [} ]
dt[mz(t)-ml(t)1=u (1)[ml(t)J +u (1)[m2(t)—m1(t)J

(3.6.5)
ecuaciodon diferencial, que resuelta y teniendo en cuenta
que

. - d
u'(1)=x y at ml(t)zkml(t) nos proporciona

u" (1), 2xt At at
“—Tf—(e -e M+ e si A£O

mg(t)= , (3.6.6)
u"(1)t+1 si A=0
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A partir de (3.6.6) es inmediato obtener

[u”;l) _1J(eaxt_ext) si A£0
v{z(t)/z(0)=1}-=
u'"(1).t si A=0

(3.6.7)

Consecuencia de (3.6.3) podemos afirmar que ml(th

i/ decrece eéxponencialmente en los procesos sub-
critos.
ii/ es consfante para los procesos criticos.
iii/ crece exponencialmente en los procesos super-

criticos.

I.4. TEOREMAS LIMITES DE LOS PROCESOS DE RAMIFICACION
MARKOVIANOS,

4.1.- Un proceso de Galton-Watson encajado.
Un camino Gtil para estudiar el proceso de
ramificacién de Markov en tiempo continuo es reducirlo
al caso discreto aprovechando lo ya estudiado para es-

te caso.

La herramienta basica para encajar un proceso de

Galton-Watson la proporciona el siguiente teorema

TEOREMA 4.1.1

¥ §>0 {Zn(w)}z{z(nd,w)}

€S un proceso de Galton-Watson con funcidn generatriz

del nimero de descendientes de cada particula dada por
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f(s)sF(s,d)

Por tanto lo conocido sobre el proceso de Galton-wWat-
son es valido para el proceso {z(n, §);n=0,1,2,... )} pa
ra cada ¢ y haciendo 6§ suficientemente pPequefio ios re

sultados son validos para el proceso {Z(t)}.

Como ejemplo veamos que la probabilidad de extin-

cidén de {z(t);t>0} serd la del proceso
Z(n, §),n=0,1,2,...} para cada §

En este Gltimo g:=probabilidad de extincidbén, satisface
F(a)=F(q, 6)=q

Es decir F(gq,t) no depende de t Yy por tanto
——[F(q,t)]=0 — u(q)= =~ F(q,t)=0
at qt J" qJ= Gt q, -

Luego como ya vimos q, es tal que u(gq)=0

Para completar la cadena {Zn ={Z(né,w)} ¥é>0 y -
de Z(né,w) pasar a Z(48) es importante ver en este altd
mo paso qué condiciones son las que ligan a Z(é) con -
f(s) y con el parametro a.

El siguiente resultado, asegura una equivalencia

de condiciones de f(s) y de F(s,s).

TEOREMA 4.1.2

Sea {Z(t,m);tiO} un proceso de Markov de ramifi-
cacién.
Sea P(x) definida en (0, =) Y con imagenes en ---

(0, =) tal que Jc>0 satisfaciéndose
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1: @#(x) estd acotada en (0,c) y es convexa en (c,«)

2: B(x,y)<k@(x)@(y) para algdn k Yy ¥x,ye(c, ) siendo
k independiente de x, y

Entonces

E{@(Z(t))]< ¥t>0 sii

Heasg

. <o
; oﬂ(J)PJ

Corolario 4.1.1

Seay>1 . Entonces EZY(t)<w ¥t>0 sii

d

nesg

.Y
ol Py<

Corolario 4.1.2

¥t>0, V¥a>1, ¥8>0
a B . . ® Q ., B
E{Z (t) |log Z(t) | }<e sii JEgJ (log j) pJ.<°°

4.2. TEOREMAS LIMITES EN EL CASO CRITICO

Paralelamente al caso discreto,
{Z(t),t>0}) se extingue con probabilidad 1 cuando t +w,
Deseamos ver el orden de convergencia de {Z(t)} a ce-
ro cuando t+« y ver bajo que condiciones el proceso

converge en distribucidédn a una propia.

El estudio se puede referir al caso discreto en-
cajando un proceso de Markov discreto de ramificacién
0 directamente demostrando como en aquel un Lema béasi-
co.

No obstante pafa referir la demostracidén al caso

discreto se necesita un Lema debido Kingman (1963).
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Lema 4.2.,1

Sea h(.) una funcidén continua sobre (0, =)

Si ¥6§>0, lim h(n 8=c(§) ==>J1lim h(t)=c vy
h+ = h+e

por tanto necesariamente c(§)=c ¥§>0

La ley limite anélbga exponencial a la del Teorema de

Kolmogorov-Yaglom en el caso discreto surge como sigue:

TEOREMA 4.2.1

‘ 2
Si A=0 (u'(1)=0 <=>f'"(1)=1) y o <=
lim P[—-é-izz—)->x/z(t)>OJ:e-x x>0
t+ a

—-— t
2

Es decir, como en este caso P[Z(t)=0]=1 debemos tomar

. . trw
{z(t)/2(t)>0} de forma que sea divergente a « con una

tasa t. De aqui que consideremos

Z(t)

==

}
para ver que converge en distribucidn a una propia.

-Observemos que las condiciones exigidas para aplicar
el Teorema de Kolmogorov-Yaglom en el caso discreto -

2 .
se cumplen, pues ¢ <®» equivale a que
E[Z'(t) <o <==> Zjij<w

por los corclarios antes expuestos 4.1.1 y 4.1.2,

4.3.- TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUBCRITICO

En este caso m<l <= > aA<0
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Hay un andlogo del Teorema de Yaglom. Sabiamos que en

este caso la extincidn era segura. Por esto Yaglom in

trodujo el proceso {2z /Zn>0} y estudidé su distribucicn
n
en el limite cuando n-oo.

TEOREMA 4.3.1

Si aA>0

lim P[Z(t)=j/Z(t)>OJ=bJ . Jj20 con
t+rw»

b >0 I b =1
J— y_J=° J

4.4.- TEOREMAS LIMITES EN EL CASO SUPERCRITICO

Sabemos en este caso que con probabili-

dad g, el proceso de Galton-Watson se extingue y que

explota con probabilidad l1-q.

. 2
Vimos en el caso discreto que si m>1l y ¢ <o 1g
z

m
generaba con probabilidad 1.

martingala {wn}s {—J%}tenia un limite W c.s. que no de
Es decir.P[W=OJ=q<l lo que equivale a una conver-

gencia fuerte pues es como decir que

P[Zn=0 para algdn n |=q<1.
Levinson (1959) demostré que no era necesario imponer --

L o2 2 :
una condicién tan fuerte como 0°“<e para evitar la de
generacidn pues

E[leog Z j<w==> E[{W]=1 <=> P [W=0]<1

Y que habia degeneracidn si
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E[leog zlj w =>E[{W=0 |==> P[W=0]=1

Definimos en este caso la martingala andloga al
caso discreto.
Sabemos que diferenciando en la ecuacidén atrasa-

da que satisface F(s,t) y haciendo s-»1 teniamos

At
ml(t)=e es decir:

EIZ(t)/z(o>=1]=<—e"t

Esto nos dice que el crecimiento de la poblacidn es ex
ponencial tendiendo a infinito con esta tasa por lo -
que podemos plantear

-t
(W }={Z(t)e }
n

TEOREMA 4.4.1

At

z(tye "7, Ft; t>0} es una martingala no negativa

Yy por tanto
- At

lim Z(t)e =W c.s.

t+>
TEOREMA 4.4.2

- At
Sea W= 1lim Z(t)e c.s,

n-rw

1) Si gpjj.log j<® => E([W]=1 <=> P [W=0]<1
Ademéds P[W=0]=q

2) Existe W(x) funcidn continua de densidad en (0,=)

tal que para O<X1<X2<w =>



%2
1= 7 Tw(x)dx
x

P |[x <W
e, <W_x, 1

1

De modo andlogo a lo visto en el caso supercr'itico -
del caso discreto (Teoremas 2.5.4 y 2.5.5,) podemos -

dar una ecuacién funcional que satisface

TEOREMA 4.4.3

- At
¢(u)=E[e—uwj=f:E[e_ue Z(t)]ae—atdt
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CAPITULO II.- PROCESOS DE RAMIFICACION DISCRETOS EN

TIEMPO DISCRETO CON CONTROL EN UN PASO.

II.1. ESTABLECIMIENTO DE UNA SUCESION DE CON

TROLES.

1.1.- Justificacidn

. En el capitulo I, se han estudia-
do los procesos de Galton-Watson como una cadena de -

Markov
{Z in=0,1,1,...}
n

con espacio de estados discreto y cuyas probabilidades
de transicién eran conocidas a través de una distribu-
cidén de probabilidades {pk;k=0,l,2,...} del nUimero de
descendientes de cada individuo, que se mantenia fija

a lo largo del desarrollo del proceso.

Vimos el papei fundamental que jugaba la funcidn
generatriz en el estudio de estos procesos y se hizo -

un estudio asintdético completo del problema.

Sin embargo, bajo el punto de vista de las aplica
ciones, es poco realista la hipbétesis de que las rami-
ficaciones permanezcan constantes en el tiempo. Esto -
nos llevd a pensar que una modificacién deseable seria
la introduccidén, en un determinado paso del proceso, -

de un control que modificara la distribucién {pk}.

Intuitivamente y por las condiciones de contorno,
ambientales, envejecimiento, etc., parece razonable -
pensar que la restriccidn de que {pk} sea la misma --
cualquiera que sea el paso en que esté el proceso, Yy

sobre todo que sea independientemente del tamafio alcan
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zado por la poblacidén, es demasiado fuerte desde un --

punto de vista. realista.

Habréd problemas reales en los que la idea de es-
tablecer un control podria ser irrealizable debido a -
que de alguna forma el proceso esté sometido a unas le
yes fisicas inalterables y aunque tedricamente pudiera
plantearse qué ocurria si establecemos el control, ten
dria muy pocas posibilidades de ser contrastado experi

mentalmente.

No son, desde luego, nuestro problema este tipo -
de situaciones; muy al contrario, la lectura de los --
muchos problemas en que los procesos de ramificacién -
son aplicables en la Fisica, en la Biologia, en Socio-
logia, etc. es lo que nos ha inducido a pensar que el
problema es no solo tedricamente abordable sino que es
incluso deseable el modificar 1la distribucién{pk;kio}
por el establecimiento de un control externo, sin ol-
vidar que en problemas de tipo bioldégico es el mismo -
sistema el que se controla, con controles presumible-
mente dependientes criticamente del tamafio de la pobla
cidén.

El objetivo pués de este capitulo es el estudio -
del proceso de ramificacién cuando las probabilidades
de ramificacidn {pk} se someten a un control. El1 pri-
mer problema que se plantea es seleccionar que tipo de
control ha de considerarse. Quizds el mAs realista sea
uno aditivo, esto es ciertas ramificaciones a partir -
de un momento determinado se produciran en el futuro -
con menor probabilidad respecto a como se vienen produ

ciendo en beneficio de otras, de manera que la probabi
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lidad de ramificarse en k individuos para todo k sea -
la unidad. Se contempla como una ramificacién méas, (y
tendrd un interés especial),el caso de no ramificacién;

esto es k=0,
Quizas puedan distinguirse dos casos:

En el primer caso en que modificamos el proceso
desde el exterior a partir de una etapa dada n_ en la
que el proceso habria alcanzado un tamafio i (130), es-
tableceremos el control conociendo la distribucién de

probabilidades del tamafio del proceso en dicha etapa:

P(z =i/Z2 =ij= — , . i=0,1,2,...

(1.1.1)
Para evitar trivialidades en lo que sigue, consi

deraremos

En el segundo caso en que el sistema se autocon-
trola,seria distinto desde un punto de vista experimen
tal, si bien desde un punto de vista tedrico se maten-
dria formalmente la misma situacién ya que el objetivo
primordial seria el conocimiento de la poblacidén una -
vez que se hé sometido al control adn en el caso de --

que el control fuese interno,

Evidentemente esta es una primera situacién que
puede generalizarse hasta someter al proceso a un nié-
mero finito de controles, que a su vez vengan dictados

por condiciones de contorno. De cualquier forma, el es
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fudio de esta generalizacidén pasa por ver que le ocu-
rre al proceso si se somete a un control. Mas tarde -

esto cabe generalizarse en el sentido apuntado.

1.2.- EL MODELO

Partimos del proceso de Galton-Watson
{Z ;n=0,1,2,...1}
n

con la distribucidn {pk;k=0,l,2,...} asociada, en don-

de se tiene que

i) p, >0 vk
k—-
(1.2.1)
id b =1
i) k=zoPk

Las probabilidades de transicién de {Zn}, como ya es -

conocido vienen dadas por

Componente i
j-ésima de {pk}x...x{pk}si i>1; j>0

P, . =P[z

ij n+1=J/Zn=1J=

§ . si 1i=0; j>o0
oJ -
siendo soj la delta de Kronecker y representando con

la operacién de convolucién.

Como ya planteamos en el capitulo I supondremos
que Zo=l y llamaremos f(s) a la funcidén generatriz de

un paso ya esfudiado.

Fijada una etapa n, en la que Zn =i; con i>1,
o
aplicamos el control, de modo que cada uno de los indi-

viduos que hay en esa etapa puede tener Kk-descendien-

tes con probabilidad Ak definido de la forma siguiente:

A =p. +E k=0,1,2,... (1.2.2)

k "k "k
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De esta forma definimos la sucesidn {Ck;k=0,1,2,...}
de controles que tendré&n obviamente que cumplir cier-
tas condiciones derivadas del comportamiento de

{Ak;k=0,1,2;..,} como distribucién de probabilidades

1) xkio ¥k; k=0,1,2,...

Consecuencia inmediata de 1) Yy 2) son las restriccio-

nes a imponer a (gk} Y que se recogen en (i) y (ii),

i) V¥k;k=0,1,2,... se ha de verificar que
0< <1l <= - < <1l- 1.2.3
P ve L P l& 21-p ( )
ii) ? A= E>(p +& )= z P+ z £ -1 >

kK=o k k=0 "k "k’ k=o' k k=o

— E £ =0 (1.2.4)

Por tanto la sucesidn {Ck} de controles, no necesaria

mente de términos positivos, es tal que la serie

I ¢

k=0"k es absolutamente convergente.,

Obviamente, caben otros tipos A(EkLyémeintanCckm,
considerarlo aqui aditivo es por conveniencia matemé

tica y por algunas razones de control efectivo en la -

practica.

1.2.1.- PROBABILIDADES DE TRANSICION DEL PROCESO
CONTROLADO
La introduccidén de la sucesidn de con

troles en la etapa n, equivale a considerar un nuevo
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proceso de Galton-Watson
{YN;N=O,1,2,...}

con la distribucidn asociada {xk;k=o,1,2,...}, del nd
mero de descendientes que engendra cada particula.

El estado inicial de {YN;N=O,1,2,...} , YO coin-

cide naturalmente con Z .
n
(o]

Las probabilidades de transicién vendrin dadas -

por
Componente i
. ' J-ésima de {Ak}x...x{kk} si i>1;3>0
P[YN+1~J/YN=1]=
§ . si i=0; j>O0
oJj -

(1.2.5)

El modelo global consiste en consecuencia en un

proceso de ramificacidn
{Xn;n=0,1,2,...,no,no+1,...,no+N,...}
definido por la sucesidén de variables aleatorias

{Xk=Z jk=0,1,2,...,n ; X =Y ;i k=n

k o .k k-n

n y e oo +N, ...}
° o

0’ o+1
es decir
X =2

o o
X =27
1

siendo {Z } e {YN} los procesos de Galton-Watson ya de
n

finidos
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1.3.- ESTUDIO DE LAS FUNCIONES GENERATRICES

1.3.1.- FUNCION GENERATRIZ DEL PROCESO CONTRO-
LADO.

~E1l proceso {Zn/Zozl} ya estudiado

tiene por funciones generatrices las dadas por

w k w .
= = Z = Z =1
f(s) kZzopks i P{ k/ |s

k=0 1 o

fz(s)=f[f(5)]

fn(S)zfn—l[f(S)j

-El1 proceso {YN/YO=i} se puede es-
tudiar, como es habitual en el estudio de 1los procesos

de Galton-Watson a partir del proceso {YN/YO=1}.

Este proceso tiene la siguiente funcidn genera--

triz de un paso

© k ® ‘ ®
= = - - = z
g(s) kiox s £ P[Y. =k/Y =1]s z

=T a s+ I € s (1.3.1)

k=o k- Tkio"k i

Esto equivale a expresar que g(s) se puede descomponer
en suma de dos series convergentes en Is|<1 si s es -

compleja & en [0,1] si seR.
g(s)=f(s)+d(s) (1.3.2)

donde ¢(s) es la funcidédn generatriz, no de probabilida
des, de la sucesidn de controles {gk}k=0,1,... que sa-

tisface;

i) ¢(1)=0
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ii) Es una funcién continua en [0,1 | y derivable en

(0,1].

La funcidén generatriz g(s) tiene obviamente 1las
propiedades analiticas ya estudiadas en el capitulo I

para la funcidén f(s).

Por el caracter multiplicativo del proceso de -
Galton-Watson, la funcién generatriz de {Yl/Yo:i}vemhé

dada por:

fitg

L L1
K P[lek/Yo=11=[g(s)J (1.3.3)

(e]

También g(s) satisface la propiedad de semigrupo

1.3.2.- FUNCIONES GENERATRICES DEL PROCESO GLOBAL
Considerando el proceso

{Xk=Z ;- k<n X k>n 1}

k'’ "="0o k=Yk—n; -0

que arranca con XO=ZO=1 podemos expresar las funciones
generatrices en 1,2,...,nO pasos asociadas a él, por
las siguientes expresiones

k J

h(s):gP[X =j/X =1]s =§P[Z =j/zo=1js =f(s)

k . 1 ed _
=J/2 =1)s"=f, (s)=f[f(s)]

h (s)=ZP[X
n_ J n,

hn 1(s)='i;P[X

O+ J




L i
=§P[Z o=1/zo;1][g(s)1 =fno[g(s)] (1.3.4)

De modo an&logo obtengamos la funcidén generatriz de -

probabilidades de nO+N pasos

- y 119 -
hno+N(S)'§P[xn +N—J/xo—1JS =

=IP[Y =j/X =1Jsj =

J N o

=Z(ZP[Y =j/Y =i ]P[Y =i/X =1J)sj=

1 N 0 o (e}

=f(§P[YN—J/YO=1JP[zno=1/zo=1])sJ

_I s _ - _ Jo_

~1P[Zno—1/ZO—1JEP[YN-J/YO-I]S =

=z = = o i_

~1P[Zno—1/Zo—l][°N(S)] =f o[gN(s)] (1.3.5)

1.3.3.~- RELACION DE RECURRENCIA ENTRE LAS FUNCIO

NES GENERATRICES

De las expresiones anteriores podemos

extraer las siguientes relaciones de recurrencia
1) ¥n<n h (s)=f (s)
- o n n

Como {Zn} es de Galton-Watson fn(s)zf 1[f(S)J,

lo que permite expresar



57

¥n<n hn(s)=hn_1[h(SH

6 bien
¥n<n h (s)=h [(f(s)] (1.3.6)
- 0 n n-1
2) ¥n>n es decir n=n +l, n +2,...,n +n,...
o . o o o

h_ +N(s)=fn [gN(s)]=hn [gN(S)]
(o] o] O

Como {YN} es de Galton Watson gN(s)=gN 1[g(s)] lo que
permite expresar ¥N >0
h =h (g

n +N n N
o o

_1[g(5)]]=hno+N_l[g(sH

Y por tanto

¥n>n h s )=h S 1.3.7)
o n( ) rl_1[g( ) ] (
1.4.- MOMENTOS DEL PROCESO {Xn;n=0,l,2,...,no,
no+1,...,no+N,...}

1.4.1.- ESPERANZA MATEMATICA

Los momentos del proceso si existen
se pueden obtener a partir de las derivadas de las fun

ciones generatrices hn(s) particularizadas al punto s=1

11l . . s df(s) e o

E[zl/xo_l]_gp[zl_J/xo_ljJ_ B :l—f (1)=m=h'(1)
| (s arlr(s) ]

E[Xz/xozl]zgp[x2=J/Zo=1JJ= ds Is1 ds s=1"

= £(1) ). f (1) =[£1(1)]%=m"

df (s)

' . no no
E[X] /Xo=1]=§_P[zn =j/z =1} = . oo ="
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1 1-1 t -~
=§P[Zno=1/Z =1]{i[g(s) ] gt (s)) | o=
=12;P[zn =i/ZO=1]i.g'(1) =

O
nO
=g'(l)§P[Zn =i/ZO=111=g'(1).m =
O

n n

=m C[E (1)+ ¢ (1)]=F' (1)g'(1)=m °.M
r10
X (1.4.2)

En donde M representa la media del tamafio de la pobla-
cidén en un paso, supuesto que el proceso arranca con -

un individuo y ha sido controlado.

‘ = = = = =2z = X = =
BIX,  /Xg=l=BP[X_ =j/X =11 EPLY =j/X =1] ]
o o
= = = Y = =1 =
g(iP[YN J/Yo i]P[ o 1/ZO 1)3
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. i
digN(s)J
=§P[Zn =1/Zo=1]{ ds }s=1=
o)

i-
=§P[Zno=1/Z =lj{1[gN(s)] gn(S)}s=1=
=iPl2  =i/Z =1]i.g!(1) =

o)
no
=gl (1) gP(z =i/z _=1]i=g!(1).m =
o

no no N
=m gy (1).g' (1) ]=...=m " [g'(1)] =

n n
=m C{fr (1) +er(1)) Nem O MY

(1.4.3)

1.4.2.~- VARIANZA

Andlogamente podemos obtener las -

varianzas

f"(1)+(1-m)m=h"(1)+m(1-m) si m#£1
V[Xl/XO=lJ= {

nf"(1)=nh"(1) si m=1

no rlo
bl (1)+m (1-m )=
n +1
n
n —lm e} 1 n0 no
=f"(1)m © ——— +m (1-m ) si m#g1l
m-1
V[X /X =1J =
no o
n £ (1) si m=1
o

(1.4.4)

[Estas expresiones ya fueron dadas en Cap.I ] pueden --



verse en Karlin (1971) 6 Athreya-Ney (1972).
Calculemos la varianza en el paso n0+1.

2 2
v[xrl +l/xo=1J=E[xn +1/x0=1J-E[xn N /X =1} =

=E{ X =1]- .
[ n +1/Xo J-m M
o

Calculemos el primer sumando del segundo miembro:

2 .2
E X X =1 = X =1 = i =
[ no+1/ o J §p[ n +1 J/Xo 11
= IP |X =jJ/X =1 ]j(j-1 P X =j/X =1]lj=
] (X~ ,1=3/X =115 )+§ (X, ,,=d/X_ =14
o o
no
=z X =j/X =1 ]j(j~-1 M
J.P[ n o+1-9/% =113(j-1)+m
o
Pero observemos que
d°n (s)
no+l
=j/X = i i—-1)= =h" 1
SP[Xn +1 J/ o SRR ) 2 s=1 n +1( )
o ds o
lo que permite expresar que
no 2no >
vV [X /X =1|=h" (1)+m "M-m "M =
n +1 o] n +1
o o
n n mA1

- 1) o 1_ OM s {
_hn +l(1)+m M(1-m ) siempre que MA1

(1.4.5)

No obstante teniendo en cuenta que



hn +1(S)=fn [g(s)]
o o)

podemos expresar la V[Xn 1/XO=1] en funcidén de esa --

+
o
expresidn.
dhno+l(s)
—_—— Lo!
e fn [g(s)].g'(s)

o]

que particularizando al punto s=1 obtenemos

dh (s)
no+1 no no
—f [ = ' -
s s-l_fn (1)g'"(1)=m " .g'(1)=m M
o
d2hn (s)
n +1
Calculemos 02
ds
d hno+l(s) ,
p = f" [g(s)[g'(s) +f' [g(s)] g"(s)
n n
ds o o

2
_1=fn (1)g'(1) +fn (1)g"(1)=
ds o o

n

2 o
— £ " =h" 1
fn (1)M +m g" (1) " +l( )
o o
expresiones que nos permiten expresar
: n n n

2 o o o m#£1

ViX X =1 |=f" 1)M " - i
[ no+1/ o ] no( )M +m “g"(1)+m M(1l-m M) si M#l

(1.4.6)
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Si recordamos la expresidén dada en Capitulo I de gﬁl)

en funcidén de f'" (1)

_ 2no—2 2no—3 n -1
£ (1)=£"(1)[ m +m +e..o4m O ] =
o
n -1 n -2 n -1
o o
=f"(1)[m +m +ee.+1]m =
<1
n'o“1 mno—
=f"(1)m si m#1l
m-1

Si m=1 f" (1)=n f"(1)
no o]

Lo que nos permite expresar

Ng no 2 nO
h (1)+m "M(1-m "M)=f" (1)M +m ~g"(1)+
n +1 n
o o n
no no no—lm o—1 2
+m M(l-m M)=f"(1)m — M3
. m-1
n n n
o, o _ o . m#£1
+m  g"(1)+m M(l-m M) Sl{M#l
\"4 = =
[Xn +1/Xo 1
o)
nof”(1)+g”(l) si{ i
(1.4.7)
VX /X =1]=E(X° /X =1]-E[X /X =1]°-
n +N n +N n +N o)
o o
n
2 o N 2
= X X =11~ =
[ n +N/ o J=(m M)
2n
2 o 2N
=E| X X =1]-
[ n +N/ o} J-m

De modo andlogo a la situaciédn anterior para el célcu-

lo de V[X, . /Xg=1]




2 2
E =1]= = = -
[ n +N/xo ] 5 [Xn +N J/Xo L
o o
=IP i =1j3i(j=-1 P[X =j/X =1 =
J [Xn +NJ/X0 RRS )+§ [ n +N 3/ o) 13
o} o
. no N
=g P [X =j =1 )j(j=-1 M =
3 (X, J/X =1]j(j=1)+m
o
no
=h" (1)+m M
n +N
o
Por tanto:
no N 2no
= =h" -
V[Xn +N/Xo 1] hn +N(l)+m M -m 2N _
o o
n n
N N
=h" (1)+m M (1-m M )
n +N
o
Teniendo en cuenta que
hn +N(S)=fn [gn(s)]
o le)
dh +N(s)
no
= ' 1
. £ [gN(s)Jgn(S)
o
d hno+N(S) 5
— 1] ] 1] 1"
5 = fn [gN(s)]gN(s) +fn [gN(s)JgN(s)
ds o 0

Por tanto particularizando a s=1

2
hn +N(l)=fno(l)gN(l) +fno(1)gN(1) =

n

N (o}
1] l
+m gN( )

2
=f" (1)M
n -
o

Teniendo en cuenta la expresién de fg (1) ya expuesta
o



Y que

2N-2 2N-3 N .
M +M M- J

gfv'(“zg"“”

N-1 N-2 . N-1
=g"(1)[M +M +e..+1] M =

-1 M -1

=g”(1)MN

Si M=1, g§(1)=Ng”(l)

Estas expresiones nos permiten concluir

n n

N N 2N
h (1)+m °M (1-m °m )= (1)mM° N,
n +N n
o o
n n n
N N o N
+m Ogn(l)+m °M (1-m °M )=
n 1 no
lo} m -1 2N
=f"(1)m - M +
m-1
N n
+ n(l)MN—l.M_:}m O+
§ M-1
n n
) N N 1
L_ +m OM (1-m oM ) si {le
\" = =
[Xn +N/Xo 1
o
n f'(1)+Ng" (1) Csi (M
ns M=
— (1.4.8)

A modo de resumen de los calculo anteriores podemos ex

presar

TEOREMA 1.4.1

El proceso {Xn/Xy=11} tal que ¥n<ng coincide con




{Zn/Zo=l} Y que es controlado en un instante no, de mo

do que ¥n>n {X /X =i} coincide con {Y /Y =i} tiene
o n" n_ n o

su varianza en el instante genérico no+N sabiendo que

arranca en el instante cero con un individuo, dado por
la expresidn

ViX X =1]=M VvV [Z +m V][Y

[ n +N/ o ] [ n ] [
Demostracidn:

Es inmediata a partir de las relaciones anterio-

res

1.5.- PROBABILIDAD DE EXTINCION DEL PROCESO

{X /X =1}
n" o

Para estudiar el comportamiento asinté-
tico del proceso y su probabilidad de extincidén es pre
ciso recordar el comportamiento de g(s), funcidén gene-

ratriz de

{X /X =1} n>1
n +n° n =
o o

{YN/YO=1}

Tal funcidn tiene, por supuesto, un comportamien-
to andlogo al de la funcidén f(s), funcidn generatriz -
de probabilidades de {Zn/Zo=l} coincidente para nino

con {X /X =11},
n o

Llamando.qC a la menor raiz en [O0,1] de la ecua-
cidn

g(s)=s
podemos expresar

;1m gN(s)qu



Ahora bien, como
= P Y =7 =1 =
gN(s) § ¥y J/YO |s

=P [Y =O/YO=1J+P [YN=1/YO=1]S+. .ot

N

. - J
P =J/Y =1 « e
+ [YN J/ o=tlsT+

Podemos expresar

lim P[YN=O/Y =1] =q .

(o] C
n-+ e
Y
lim P[Ysz/Yo=l]=O Vj#0 0<j<e
n -+«

Esto equivale a expresar que con probabilidad qC el -
proceso se extingue asintdédticamente supuesto que el -

proceso se ha controlado en una etapa no tal que --

n (o}

Esta restriccién puede facilmente eliminarse y deter-
minar la probabilidad de extincidén cuando el control
se aplica en una etapa no que se fija independientemen

te del tamafio Xrl de la poblacién. En efecto, si con-
o
sideramos el proceso {YN/Yo=i}, su funcidn generatriz:

k
LP = =1
£ [YN k/YO ijs
viene dada en funcidén de la de {Yn/Yo=l} por la expre-
sidn,
k i
P{Y = Y =i = .
EPLY=k/Y =ijs =[g (s)]

En consecuencia, para cada i<«, el proceso

{YN/YO=i} cumple las dos relaciones siguientes:
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i) Py =k/Y =i] >0 si k>1 6

me
(1.5.1)

i
i i PlY =0/Y =i
ii) P{ N / o i >q

Nt o
Como era esperable, al existir i individuos en
la etapa n_ la probabilidad de extincidén de {YN/Yozi}
es no mayor (en general menor) que si hay un solo in-

. P i < .
dividuo (qc < qc)

Las cuestiones previamente observadas nos dejan
en disposicidén de estudiar la probabilidad de extin--
cidn del proceso {Xn/Xo=l; ¥n>0}l cuando se aplica un
control en la etapa no independientemente del tamafio -
alcanzado. Asi pues, podemos considerar las siguientes
igualdades,

lim P[X =0/X =1j=1im 3 P[Y =0/Y =i JP[Y =i/X =1 |]=
N+ o no+N o} N oo 1 N o (e} (o}

=lim ;P[Y =0/Y =i]P{2Z2 =i/Z =1]=
1 N
N+ ()

= XiP[Zn =i/Zo=1jq = f (q ) (1.5.2)
o o

lo que nos permite enunciar el siguiente teorema 1.5.1

TEOREMA 1.5.1.

Si qc es la probabilidad de extincidén del proceso

. (j : 2
(Y /Y =1}y y f (s) = ¢ P{Z2 =j/Z =1]s” la funcidn ge-

n
O o

neratriz de n_ pasos de (Zn/zo=1}, el proceso

{Xn/Xo=l; ¥n>0 } se extingue con probabilidad fn (qc).
o



lim P[X =0/X =1j=f (q ).
n +N o n c
Este teorema nos permite expresar, de forma ana-
loga a como se actud con los procesos {Zn;VnZO},

{YN/VNio} otro teorema referente a la funcidén genera-

triz h (s) del proceso {X /X =1; ¥n>n }
nO+N n o - o

TEOREMA 1.5.2.
Si q, es la probabilidad de extincidén del proce-

SO fYN/YO=1 }

lim hn . (s) = £ [q |
n+>e o o

Demostracidn:

(s)=f_ [g
n
o)

(s)] segin se vid en 1.3.2. de este

n +N N
o

Capitulo II.

Por la continuidad de fn en [0,1]
o

i h = i 7= i =
lim n +n(s) lim fn [gN(s)j fn [ 1im gN(s)J
n+ o o n+e le) O Nr=»
lo que demuestra el teorema.

Lema 1.5.1

Las siguientes afirmaciones son ciertas:




Demostracién:

Su demostracidn es inmediata sin mas que recor-

dar que
h (s)=IP[X_  =k/X =1]s%=
+N n +N o)
o o
=P[ X =0/X =1j+P[X =1/X =1]s+...+4
n +N o) n +N o
o o]
k
+P[X =k/X =1]s +...
nO+N o

Ahora bien, por el teorema 1.5.2. tenemos que

lim hn +N(s)=fn (qc)
n+o o o

independientemente de s.

Esto demuestra el Lema 1.5.1.

Sabemos que el comportamiento de 1la probabilidad
de extincidén de un Proceso de Galton-Watson es funda-
mental para la clasificacién del proceso Y su estudio

asintdético.

Por ello enunciemos el siguiente Lema

Lema 1.5.2.

Se cumplen las siguientes equivalencias
i
<1 <= <1 <=> f <1
9 e n (qc)
o
i =1 <==> =1 <=>f (g )=1
1dc = IR P n 1.7

Demostracién: Es directa por las propiedades de las -
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funciones generatrices de probabilidad.

1.6.- CLASIFICACION DEL PROCESO CONTROLADO. RELA

CION CON EL PROCESO INICIAL.

E1l proceso {YN/YO=1} y N>1 que tiene -

el mismo comportamiento que {Xn +N} con N>1 y con pa-
o

so no previamente fijado con independencia del tamafio
alcanzado se puede clasificar con la terminologia pro

pia de los procesos de Galton-Watson.

La clasificacidén, viene dada por las siguientes

condiciones sobre g(s):

4 .
{y.} es SUBCRITICO - si dgls) =f'(1)+¢"(1)=M<1
N ds s=1
(1.6.1)
{yN} es CRITICO si M=1 (1.6.2)
{yN} es SUPERCRITICO si M>1 (1.6.3)

Sabemos también que (ver Lema 1.4.1 de Cap.I)

Si M<1 entonces qc=1 y

Si M»>1 entonces qc<l

Si i>1 el proceso {YN} tiene un comportamiento ané&lo-
g0, pues el caracter multiplicativo de 1los procesos -
de Galton-Watson nos permite considerarlo como i(>1)

procesos que arrancan con un individuo y con idéntico

comportamiento.
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Ademés, por el Lema: 1.4.1 del Cap.Il podemos enunciar

el siguiente Lema:

Lema 1.6.1

Si el proceso es critico o subcritico, es decir
M<1 se verifica que f (qc)=1 Y si el proceso es super
= n r

o
critico, es decir M>1 se verifica que fn (qc)<l.

o
Demostracién: .
Es consecuencia directa del comportamiento de
{ YN/YO=1} y de las propiedades de fn (s).

o

De este Lema se deduce la siguiente interpreta-

P

cidn:

El proceso {Xn/Xo=1} se extingue con probabilidad
1 si (YN/YO=1} es un proceso subcritico o critico, con
independencia del carécter (subcritico, critico o su-
percritico) del proceso de partida {Zn/ZO=1} y que el
proceso {Xn/Xo=1} es asintéticamente explosivo con --

probabilidad l-f‘n (qc) cuando el proceso {YN/YO=1} sea
o
supercritico y esto también con independencia del com-

portamiento de {Zn/Zo=1}.

Se hace preciso visto lo anterior, el estudiar -
como ha de comportarse la sucesidén de controles para - |
que el proceso {Xn, ¥n>0} resultante sea de un tipo u
otro. Esto es analizado en los sigueintes teoremas -

1.6.1; 1.6.2 y 1.6.3.
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TEOREMA 1.6.1

El proceso {YN/Y =1} es un proceso subcritico si
o)

la sucesién de controles {Ek}kzo es tal que
-m<¢'(1)<l-m ¥m O<m<w

siendo
_ df(s)
~ ds s=1

y ¢'(1) la derivada particularizada al punto s=1 de -
la funcidén generatriz no de probabilidad de {Ek}k>0
Demostracidn:

En efecto (YN/Y =1} es subcritico si
o

M= dels) - Fr(1)4 0 (1)<
ds s=1

Por tanto podemos expresar

OSm+ 9" (1)1 <= -m<¢'(1)<1-m

lo que demuestra el Teorema 1.6.1

De modo andlogo podemos enunciar

TEOREMA 1.6.2

El proceso {YN/Y =1} es un proceso critico si la
o

sucesi0n de controles {gk}k>o es tal que

-m<¢'(1l)=1-m ¥m O<m<w

Demostracidn:

Es andloga a la del Teorema 1.6.1.
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TEOREMA 1.6.3

El proceso {YN/Yozl} es un proceso supercritico

si la sucesidén de controles {t;k}k es tal que

>0

$'(1)>1-m ¥m O<m<

Demostracién:
La demostracidén es anédloga a las anteriores.
Los Teoremas 1.6.1 y 1.6.2 nos aseguran que
{ Xn} se extingue con probabilidad 1 si
—mi@'(l)il-m ¥m O<m<w

y el Teorema 1.6.3 nos asegura que {Xn; ¥n>0} explota

con probabilidad 1-fn (qc) cuando
"o

$'(1)>1-m ¥m O0<m<=
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1.7.- ESTUDIO ASINTOTICO DEL PROCESO CONTROLADO

Los teoremas limites estudiados en el Ca
pitulo I, son de aplicacidén al proceso sometido al con-
trol {YN;NiOf a través de la sucesidn de controles

L

Dicho proceso mantiene el caricter de proceso de
Galton-Watson y lo que pretendemos exponer aqui son -
las condiciones sobre la sucesidn de controles o méas -
propiamente sobre la funcidn generatriz de ella que ha

cen que dichos teoremas puedan ser reenunciados.

TEOREMA 1.7.1
Sea M=f'(1)+¢'(1) = m+¢"'(1).

Si el proceso {YN/YO=1} es subcritico, para lo --
que es suficiente encontrar una sucesién de controles
{ } t
Ek k>0 al que

-m<¢'(1)<1l-m, ¥m O<m<w
(véase Teorema 1.6.1 de éste Capitulo II).
Se verifica que:

P[Ysz/YN>O] converge cuando N t = a una distribu
cidén de probabilidad cuya funcién generatriz satisface:

Blg(s)] =MB(s)+(1-M). (1.7.1)

Es el andlogo del Teorema de Yaglom dado en el -

apartado 2.3 del Capitulo I.

La relacidén (1.7.1) puede ser reescrita en la for

ma
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Blg(s)]=m[B(s)-1]+¢'(1)[B(s)-1]+1

¥m: O<m<w

TEOREMA 1.7.2

Si el proceso {YN/YO=1} es critico y la sucesién
de controles es tal que su funcién generatriz no de -

probabilidad, satisface

$"(1)=-0" (1) [1-0¢"(1) |<w (1.7.2)

Se verifica que

Y
N ZX N
— —_— - ]
P[N /YN>OJ N7 - > exp | VY J} y Y2

1
Es una aplicacién directa del Teorema 2.4.2 del
Capitulo I. Si suponemos que 02, varianza del proceso
inicial {Zn;niO} es finita, bastard que se cumple la

condicidén (1.7.2) pase que V[Ylj sea finita,
Recordemos que

V(Y

: 2
1]= g"(1l)+M-M , siendo M=m+ ¢' (1)

Es inmediato comprobar que:

vy |= 02+¢”(1)+¢'(1)-¢'(1)2—2m¢‘(1) (1.7.3)

1
En este caso en que M=1, V[Ylj tome el valor
2 .
V[Y1]= o +¢"(1)=¢"(1)[1-9¢"(1)]

TEOREMA 1.7.3

Si O<M<w, siendo M=f'(1)+¢'(1); WN=YNM' y F re-

presente la o—élgebra engendrada por YO,Yl,...,YN,

entonces



w,» F . N=0,1,2,...} es una martingala y si

W >0 c.s. existe una variable aleatoria W tal que:

TEOREMA 1.7.4

Si el proceso {YN/YO=1} obtenido al controlar un
proceso devGaltonJWatson {Zn;nio} de varianza finita
es tal que M>1, (para lo que basta que ¢'(1)>1l-m , ¥m:
O<m<w., véase Teorema 1.6.3 de este capitulo) y se cum-

ple la condicién
2
(1) +¢'(1)=-0"'(1) -2m¢' (1)<® ¥m: O<m<w
(1.7.4)

Se satisface:

1) lim E[WN-W] =0
N+oo
: V[Zﬂ
2) E[Wl=1 ; v(w]= >
M -M

3) P[W=o]=qc

En una aplicacién directa del Teorema 2.5.2 del

Capitulo I. y la condicidn (1.7.4) es consecuencia de
la expresidén (1.7.3) para la varianza de Yl.
TEOREMA 1.7.5

En las condiciones del Teorema anterior se cumple:

1) Si E[Y1 1n Ylj<w entonces E[W]=1

2) Si E[Yl 1n Y I= = entonces P[W=0]=1
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Ademés si E[Y1 1n Y1]= ® se tiene que:

Y

Pllim - =0 |=1

Nte [ £1(1)+0r (1) "

TEOREMA 1.7.6
Si {YN;NjO} cumple que 1<M<e (para lo que basta
que 1-m<¢'(1). Véase Teorema 1.6.3 de este Capitulo II)

existe una sucesidn de constantes Cn, con CN*° A
-1

CN . CN+1+ M cuando N+®, tal que la variable aleatoria
~ Y
NS cN
N

converge casi seguramente a una variable aleatoria W

con
W > =1 -
P{W>0]=1 q,
. . -sW. o
Ademés si y(s)=E{e J con Re.s>0, verifica
s
vish=evlm Ty
=f (v = 13 s o(v] = I

Fr{1)+¢' (1) Fre1)+¢'(1)

II.2. ESTUDIO DEL CASO FRACCION LINEAL

En el capitulo I, apartado 1.6 se estudid el
caso particular de los procesos de Galton-Watson en -
que la funcidén generatriz del nimero de descendientes

era del tipo fraccidn lineal.
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En este capitulo hemos visto condiciones que han
de exigirse g la sucesidén de controles {gk} para ob-
tener que el prdéeso de Galton-Watson controlado sea
subcritico, critico o supercritico y algunas cuestio-
nes sobre el comportamiento asintético de las probabi-

lidades de transicién.

Al controlar un proceso de Galton-Watson, la su-
cesidén de controles estarid sometida a restricciones -

mas fuertes que las del caso general.

En este apartado, tratamos de analizar dichas res
tricciones y la influencia que tienen en el comporta--

miento del proceso de Galton-Watson sometido al control.

2.1. OBTENCION DE LA FUNCION GENERATRIZ DE UN PA
S0.

2.1.1.- DEL PROCESO INICIAL

En el apartado 1.6. del capitulo I,
estudiamos el caso en que la funcién generatriz f(s)
de un paso del proceso de Galton-Watson {Zh;niO} se po-

dia expresar en forma fracciédn lineal Yy expresibamos -

alli que:

Siendo b,p>0 y b+p<1,

k-1
pk=bp si k=1,2,... (2.1.1)
o ™ k-1 l1-b-p
=1- = 1- ‘b = 2.1.2
Po™ TkE1Pk kE1"P 1-p ( )
se podia expresar
" b b
f(s)= 1- § —_ (2.1.3)

1-p l-ps
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Notemos f(s) en la forma de una fraccidn lineal

en s por la expresidn

asS+ 8.
YS+§

f(s)=

con aé§ ~gy #0 (2.1.4)

Con objeto de obtener, mas adelante la forma de
los Ek de la sucesidén de controles, obtengamos la re-

lacidbén entre @8, vyy 8 y los valores b y p que obvia-

mente estadn fijados de antemano.

Para ello desarrollamos (2.1.4) en serie de poten

1

cias, e identificamos (2.1.1) con los coeficientes del

desarrollo de (2.1.4)

S + 8 1
F(s)= %538 _ a By ad -
YS+4§ Y Y Y S+6
o a8~ By 1 1 _
= - © 3 =
Y Y l+—s
§ - ® k
Y Y$ k=0 8
_ & aé-By ad-BY 7 (- —Y"S)k.
Y Y$§ ) k=1 8

LLevando a cabo 1la identificacidn, tenemos

- 2 _ ad-By B
po Y y$ v- é
ad-By Y ad -By
= - = = b
Py vo 7 5 2
; )
ad~By Y 2 ad-By Y
= - (- - = - '—:b
p2 Y$ ( 6) 52 ( 6) P
. Y
lo que permite expresar p= - —

§
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De las igualdades

ad - By X
b= = -
$2 Y p s

se induce que
b>0 o su equivalente ad~By>0 Yy

p>0 o sigy #Z sigé.

Si identificamos las expresiones de f(s) (2.1.3)
y (2.1.4) es inmediato obtener las relaciones

a=b-p(1l-p)

B=1-b-p
, (2.1.86)
y=-p(l-p)
§=1-p>0

A partir de ellas y siendo f(1)=1 es inmediato -

comprobar que

2
atg=y+8=(p-1)

p+bx1l.

2.1.2.- DEL PROCESO CONTROLADO

El proceso WN/Yozl} obtenido al apli-

car el control en la etapa n o tomando como caso parti
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cular Z =Y =1, tenia como funcidn generatriz de un pa
< ng o a

so la dada por

g(s) = f(s) + o¢(s)

con ¢(s) funcidén generatriz no de probabilidades de 1la

sucesidn de controles {Ek}-

Busquemos la sucesidédn de controles {Ck}kzo tal -
que si f(s) es deltipo fraccién lineal, g(s) resulta

también del tipo fraccién lineal.

Esto nos obliga a que ¢(s) sea fracciédn lineal -
con idéntico denominador que f(s). Es decir ¢(s) ha de

ser de la forma

As+B
¢(s) = hs con A§-ByY#O (2.1.7)
YS+ 6

En consecuencia para g(s) tenemos

B
g(s)= f(s)+o(s)= L3¥B  Ask (2.1.8)
) Ys+§ Ys+ ¢
0o bien
g(s)= (éZ;ﬁ%;B+B con (A+a)dé-(B+B8)y=

=AS-BY+a6-~BY£O

El hecho de tomar Zno=Yo=l viene obligado por que
la funcidn generatriz del nimero de descendientes de -
cada particula del proceso {Yn/YO=i} dada por [g(s)]i,
no podia ser del tipo fraccidn lineal. Es decir no es
posible proponer para {Yn;nzO} una funcidén generatriz

fraccidn lineal a menos que Y =1
, o
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Desarrollando en serie de potencias ¢(s) obtendre

mos

As+B A As-By « . . y Kk
$(s)= —— = — - —— . (- —s)
Ys+ § Y Y& k=0 §
e identificando coeficientes con
® k
S = z S
¢ (s) k=o€k
obtendremosi‘
£ = A A§-By B
o Y Y & é
AS-BY  y . A8-By
$17 ° s s 0T 2
Y $
£ = AG—BY( _L)Z_AG-BY con _ e
2" Y8 s’ 52 P, con p= 8
A§-By k-1
= >
*k 52 » k22

Recordemos que ¢(1)=0 y obtendremos

A+B
o(1)= = 0
Y+ §

lo que equivale a expresar que B=-A y por tanto los Ek

se pueden escribir en la forma:

De las relaciones (2.1.6) obtenemos

2 2 2
s+y=a+tp=(p-1) y § =(1-p)

lo que nos permite escribir:
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g =Ap y k=1,2,... , A>0 , p>0

Y en consecuencia dar para ¢(s) la expresidn:

-1 k A ps As
= A = T . =
¢(s)=g + k£1 P S go+ p 1l-ps Co+ l-ps
® A
de dond = —
e onde Elgk 1-p
Y por tanto
£ == I g =-—-
o° " k=1°k " 1-p

Por tanto queda para ¢ (s)

A As

¢(s)=-l_p * Tops (2.1.10)

® k
Para g(s):f(s)+¢(s)=k§OA S , encontramos

k
Ak=(b+A)pk—l k=1,2,...
A =p +§f =1~ o - A
o o 1-p l-p
Y por tanto
e(s)= 1- b __A bs As

+ +
l1-p 1-p 1-ps 1l-ps

b+A (b+A)s
=1~ +
1-p l-ps

i b,A,p>0 (2.1.11)
2.2~ FUNCION GENERATRIZ DE N-PASOS DEL PROCESO
CONTROLADO.PROBABILIDAD DE EXTINCION

La expresidén (2.1.11) nos garantiza la ob

tencidén de forma explicita de la funcidén generatriz de



84

N-pasos del proceso controlado del tipo fraccidn 1lineal.

Efectivamente, para dos puntos cualesquieraso y

s1 es posible expresar

g(s)—g(so)— §(a+A)~-y(B+B)
S-s T (8+ys) (s+ys )
o o
gls)-gls,) _ 8(a+A)-y(B+B)
s-s, - (6+ys) (6+Ysl)

Dividiendo las dos igualdades anteriores nos queda

Y
- 5 - 142 -
g(s) g(so)— *Ys, s So_ S, s SO_

s)- T8 ' s-s_ " s-s
gls) g(sl) +YSo S1 1+ls 1
§ o
1- S~s
_ pSl ]
=T . -
PS s-s.

En particular, tomemos So \Y% s1 como los dos pun-

tos fijos de la ecuacidn g(s)=s

Sabemos que uno de ellos es la unidad. Sea sl=1

Y busquemos s
o
De la ecuaciédn

(s)=1 b+A +(b+A)s - s
£ - 1-p 1-ps

€s inmediato obtener

s = l-p-b-A
0o p(l-p)

1-
Sustituyendo el valor obtenido para s en b
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Se obtiene

2
l1-p  (1-p)
1~ T b+A

ps +

b+A

2
(1-p)
luego en el caso del proceso controlado fraccidén l1li--

Pero observemos que M=g' (1) es precisamente )

neal, puedo expresar

S)~S S-S
g(s) o 1 o
M s-1

g(s)~-1

Si iteramos el procedimiento, siguiendo los méto-

dos utilizados por Athreya-Ney (1972) o Karlin (1971)

obtenemos:

gN(s)—so S-s

- i 1
g, (s)-1 N s-1 St M#

lo que resolviendo en gN(s) nos queda

N 2
M ( N 2 ) .s
N 1-s M --sO
g (s)=1-M >, si M#£1
N N N
M ~s M -1
o 1- N . S
M -s
o

(2.2.1)
En el caso en que M sea igual a uno, se verifica que
2
b+A = (1-p)

Y por tanto es posible expresar g(s) en la forma

2
(1-p) s p-(2p-1)s .
= = M=l
g(s) b+ l1-ps l-ps st




Iterando, obtendremos

Np—[(N+l)p-i]s
1+(N-1)p-Nps

gN(s)= si M=1 (2.2.2)

Observemos que g(s) y gN(s) coinciden con las expresio

nes dadas para f(s) y fN(s) en el apartado 1.6. del Ca

pitulo I cuando era m=1. Esta coincidencia, daréa lugar

a un teorema al respecto en el apartado 2.4 de este Ca

pitulo (véase Teorema 2.4.2 de este Capitulo II)

De (2.2.1) y (2.2.2) es inmediato deducir, para

las probabilidades de transicidén las expresiones:

N tSo 2 Vo g1

PIY =j/Y =1j=M (——>)° (—)’ si MAL

N [o) N N

M -s M -s
o} o
(2.2.3)
para j=1,2,...
Para j=o tenemos
N l-s

PIY =0/Y =1]=1-M —2 si M#1 (2.2.4)

N o N

M -s ‘
o}
En el caso en que M=1,
. Np 2 Np J-1
PLY = Y =1|=|1-
LYy=3/Y =1l=l 1rn-1p? Trinenyp!
(2.2.5)
para j=1,2,... y para j=0 queda de la forma

Ply =0/Y =1)= —2 __ (2.2.6)

N o 1+(N=-1)p

Si en

(2.2.4) y en (2.2.6) hacemos que N+ » y tenemos
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en cuenta que

P[YN=0/YO=1]=gN(0)

nos quedaréd en el caso MZl que

lim gN(O) = s cuando M>1 y por tanto podemos --
N+
afirmar que so=qc<l, indicando con qc la probabilidad
de extinciéh, como ya es habitual en esta Memoria, pa-

ra el proceso controlado.
Asi mismo:

lim gN(O)zl cuando M<1l y por tanto, en este caso

N+
=1.
KPS
Para el caso en que M=1, se obtendria
lim gN(O)zl y también en este caso, como es natu
N+ @ -
1 =1
ra q.

2.3.- EL PROCESO GLOBAL COMO FRACCION LINEAL

Hasta ahora, hemos tenido que suponer
que Yo=l para poder tratar el proceso controlado como

un proceso de Galton-Watson del tipo fraccidén lineal.

En este apartado, tratamos el proceso global
{Xn,nzO} suponiendo que arranca con XO=1 Yy mantenien-
do que en el instante no en que se establece el control

Zn =i, cualquiera que sea i>1.
o

Lo haremos a través del estudio de sus funciones

generatrices:
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2.3.1.- FUNCIONES GENERATRICES DE 1,2,...,n

H

n PASOS
o+1

La funcién generatriz del proceso

{xn/xo=1} venia dada por las expresiones ya conocidas:

h (s)=f (s) para todo n<n
n n - o

h = i >
n(s) fnolgn_no(s)J para todo n no

En consecuencia, si f(s) es fraccidén lineal Yy ¢(s)
€s tal que g(s)=f(s)+¢(s) es fraccidn lineal, como fnﬁn
s la n-ésima iterada de f(s) también serd fraccidn 1i
neal y por idénticas razones seri fraccidn lineal

fn [gN(s)L[(Véase Karlin (1971) ].

o}

Para todo n<n , conocemos la forma explicita de
aliiNe)

fn(s) Y por tanto de hn(S)’ pudiendo expresar, si So

€s la raiz distinta de uno de 1la ecuacidn f(s)=s en

(0,1] gque:
b b
- = si m;él
l-p 1-ps
h(s)=
-(2p-
P (.p 1)s si m=1
l1-ps
n l1-s
o( o 2
m o ) .s
o
n l1-s m -S
l-m ) o) . o .
n o si m#£1l
o o
m -s -1
o 1_m S
n
o
m -8
h (s)= ' o
n
(o)

nop—[(no+1)p—1JS

T+ S si m=1
+ no— P-noPS
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| Busquemos, ahora la forma explicita de hn +1(S).
o

Por ser fraccidén lineal podemos expresarla en la forma

Cs+D
h = . -ED O.
rlo+l(s) - con CF #

que con procedimientos andlogos a los ya utilizados -

para la obtencidén de g(s) y f(s) podréd expresarse como:

—_— 2.3.1
no+1 ] 1—P+1—Ps ( )

siendo p y P los pardmetros anidlogos a b y p utiliza-
dos en la expresién (2.1.3) del apartado 2.1 de este

Capitulo ITI.

En este caso p y P vendréan dados por

CF-DE
p ="

2

- E
y pz_F
F

Para dos puntos cualesquiera que notaremos SO \Y Sl pa-

ra distinguirlos de s y s1 Y para poner de manifiesto
o

su similitud tenemos

hn +1(S)—hn +1(S )

o FC - ED
[¢] (o] _
s-5 " (Es+F)(ES +F)
Q O
h ~-h S
n o+1(8)-h (S FC - ED
(] O _
-S Es+F) (ES +F
s-S, (Es+F) ( Lt )

de donde es inmediato obtener
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h -h
n +1(S) n +1(So) 1-PS s-S
0 o 1

h (s)=h
n +1 n
o o

(o]

- . 2.3.2
(S ) "1-PS "se-s (2.3.2)
1 o 1

+1

Sea Sl=1 y So la otra raiz de la ecuacibn

hn +1(s)=s en [0,1], 1lo que da lugar a:

(o]

_ _1-P-p
o P(1-P)

Yy teniendo en cuenta que

o 0 o
2
(1-P)
seglin se vid en el estudio de los momentos del proceso

global y que

2
1-P_ (1-P)
1-PS p !
(o]

podemos sustituyendo en (2.3.2) y resolviendo en

h
n +1(s) expresar
o
Y (= nO
l-l_P + 1-Ps si m M#£1
h s =
n +1(S)
o

P-(2P-1)s . "o

1-Ps

(2.3.3)

2.3.2.- FUNCION GENERATRIZ DE nO+N PASOS (N>1).

PROBABILIDAD DE EXTINCION.

Si iteramos el procedimiento para la
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obtencidén de h l(s) es inmediato encontrar
n +
o

h (s)-S
n +N 0
0 1 [e)
h (s)-1 n . s-1
n +N
o) : m M

Yy resolviendo en h +N(s) obtenemos la expresidn
n

(o}
1-S
no N o) 2
m { | .s
1-S o N
n -—
N -S
1-m °M >, Z a

N N o N

m °M =S m °M -1

o 1- o .S

N

m © -5

O

n0
si m MZ£1
h =
n +N(S)
O
n
NP-[ (N+1)P-1}s ) , o

1+(N-1)P~NPs !

(2.3.4)

De modo andlogo, al caso del proceso controlado
{YN/YO=1} del tipo fraccidn lineal, también aqui pode-
mos dar algin resultado sobre la probabilidad de extin-

cidn

En efecto, de (2.2.3) y (2.3.4) es inmediato obte

ner.
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NP
P X =0/X =1 |=h Q)= ——————
[ no+N / o | nO+N( ) 1+(N-1)P

Haciendo que n=n +N-+®, se tiene
o

n
(o]
lim h (0)=s sim M>1
n +N o}

n--«

im h - o o
Como 1lim noaN (0) fn { qCJ,51endo q, la probabilidad de ex

n-+ o O [e)
thmkhlde{%/Yo=l} segin se probdé en el Teorema 1.5.2 -

del apartado 1.5 de este mismo Capitulo, se obtiene que
S =f <1
o n (qc)
o
no
En el caso en que m M<1:

é:? hno+N(O)=l y por tanto fno[chzl, (lo gue --

ademds equivale a decir que qc=1 por ser fn una fun--

cidén generatriz . ©
n

Cuando m oM=1, también se verifica que

lim h (0)=1
n_+n
n-»e O

2.4.- CLASIFICACION DEL PROCESO CONTROLADO EN EL
CASO FRACCION LINEAL.

Del mismo modo que en el caso general -
de los procesos de Galton-Watson, podemos clasificar -
el proceso {Yn/del} con la terminologia propia de es-
te tipo de procesos y obtener conclusiones sobre el --
comportamiento de la sucesidn de controles {Ck} esta-

blecida.
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Sea g(s) la funcién generatriz de un paso.

Diremos que el proceso {Yn/YO=l} es

Subcritico si M=g'(1)«1
Critico si M=g'(1)=1
Supercritico si M=g'(1)>1

En este caso en que g(s) es una fraccidn lineal

como g(s) toma la forma (2.1.11), es decir

(s)=1 b+A +(b»A)s
€ T 1-p l1-ps

Su derivada en el punto s=1, vale

b+A

g'(1)=
(1-p)°

Y Por tanto es posible eéxpresar las condiciones para -

la clasificacién en la forma:

Definicién 2.4.1

El proceso (Y /Y =1} con funcién generatriz del -
n o

tipo fraccién lineal es:

b+a <1

Sucritico si > ’

b,A,p>0
(1-p)

b+A
Critico si ———— 21 , b,A,p>0

: 2
(1-p)
b+ A

Supercritico si > 1 , b,A,p>0

(l—p)2

En relacién c¢on 1la clasificaciédn anterior, pode-

mos dar algin Lema, que analiza el comportamiento del
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proceso global {Xn/X =1} en relacidén con el del proceso
o

controlado (Y /Y =1}.
N o)

Sabemos que i M<1 se verifica que qc=l, siendo

qc la probabilidad de extincidn de {YV/Y0=1}°
1

Si M> se verifica que qc<l.

En el caso en que i>1, el proceso {YN} se puede
considera~, al igual que el caso general, como i-proce
30s que arrancan con un individuo y todos ellos con -

idéntico compcrtamiertc.

Demos un Lema que enlaza la extincidén o explosiédn

de ambos procesos

Lema 2.4.1,

Si el proceso {YN/Y =1} es critico o subcritico,
o
es decir si M<1, se cumple que fn (qc)=1 y si el proce
o
so (YN/YO=1} es supercritico, es decirM»>1l, se cumple

< .
que fno(qc) 1

(Recuérdese que fn (qc), segin se probd en el Teorema
o

1.5.1 de este Capitulo II,es la ppobabllldad de extin-
cidén del proceso global.
La demostracidén es inmediata, pues coincide con -

los planteamientos del caso general.

E1l proceso {Xn/onl}, se extingue, por tanto con
probabilidad uno, si el proceso controlado {YN/YO=1} es
un proceso subcritico o critico y asintéticamente explo

siona con probabilidad 1-fn (qc) cuando el proceso con-
o
trolado {YN/Y =1} es un proceso supercritico.
o
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Obviamente las restricciones impuestas a las fun-
ciones generatrices por ser fracciones lineales, hacen
que en algunos aspectos el comportamiento sea diferen-

te al del caso general.

Ellos nos permitirdn encontrar condiciones sobre
la sucesidén de controles y su funcién generatriz no de
probabilidad asociada.

Esto lo vemos en los siguientes teoremas:

TEOREMA 2.4.1

Si ei proceso inicial {Zn/Zozl} con funcidn gene-
ratriz del tipo fraccidn lineal es subcritico, es posi-
ble encontrar una sucesién de controles {Ek}, tal que
el proceso confrolado {YN/YO=1} con funcidén generatriz
del tipo fraccién lineal sea subcritico, critico o su-

percritico.

Demostracidén: Que el proceso on/Zo=l} sea sub-

critico equivale a decir que m<1, con

b
m=

2
(1-p)
El caréacter de {YN/Y =1} viene determinado por el va-
. ° A
lor que tome su media M en el caso fraccién lineal, es
decir:

A
b
M= +

(1-p)%  (1-p)°

El proceso {YN/Y =1} serd subcritico si M<1
O




Por tanto

b
M= + A <1

(1-p)°  (1-p)°

De aqui obtenemos -que basta para que M<l que se verifi

que

__.A._._<1_ ___..b____

(1-p)° (1-p)°

El proceso {YN/Y =1} serd critico si M=1l.
o

4 ‘ b A
Por tanto para que M= + =1 basta que:

(1-p)2  (1-p)°

A .
_ A, _ b

(l—p)'2 (1-p)2

E1l proceso {YN/Yozl} serd supercritico si M>1.

Por tanto bastaréd que

A b
- >l para que

(l-p-)2 (1-p)2

M= + sea mayor que 1.

TEOREMA 2.4.2

Si el proceso {Zn/Zozl} con funcidn generatriz -
del tipo fraccién lineal es critico, el proceso contro
lado {YN/YO=1} con funcidén generatriz del tipo fraccion
lineal es necesariamente un proceso supercritico o no

es controlable.
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Demostracidn: Que {Z /ZO=1} sea critico equivale
n

a decir que m=1 con

b

(1-p)°

m=

El carécter de {YN/YO=1} viene dado por

b A
M= +

(1~-p)'2 (1-10)2

Si
5 = 1
> =
(1-p)
resulta que
M.—.. b + A = 1+—-—i\___.
2 2 2
(1-p) (1-p) (1-p)

Pero como A>0 siempre, resultara

A

i) si A>0 M=1+-———E >1 luego {YN/YO=1} es supercri-
(1-p)
tico
ii) Si A=0
A
M=1+—___—E = 1
(1-p)

Pero que sea A=0 equivale a decir que

g(s)=1- b N A bs As

+
l1-p i1-p l1-ps +l—ps

= f(S)

Y por tanto
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¢ (s)= A + ,AS = 0 Vs
l1-p l~-ps

El que ¢(s)=0 ¥s, equivale a expresar que no hay
mas sucesidn de controles que la trivial {gk}EO Y por
tanto que no se puede controlar siendo {Zn} e {YN} del

tipo fraccién lineal para que resulte critico.

COROLARIO 2.4.1

Si {Zn/Zo;l} del tipo fraccidn lineal es critico,
no se puede encontrar una sucesidn de controles {Ek }
con funcidén generatriz del tipo fraccién lineal que -

haga que {YN/Y =1} sea subcritico.
o

Demostracidén: En efecto para que

b A .
M= + fuese mayor que uno, siendo

(1—p)2' (1-p)

5 =<1 tendria que ser

(1-p)

A
(1-p)°

es absurdo, y esto demuestra el Teorema.

<0 1lo que llevaria consigo que A<O lo que

TEOREMA 2.4.3

Si el proceso {Zn/Zozl} con funcidén generatriz -
del tipo fraccidén lineal es supercritico, el proceso
controlado {YN/YO=1} con funcidén generatriz del tipo -

fraccidén lineal es necesariamente supercritico.
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Demostracién: Decir que {Z /Zo=l} es supercritico
n

equivale a decir que m>1 con

b

m=
2
(1~-p)

El caréacter de {YN/Y = 1} viene dadg¢ por
: o

b A
M= +

(1—p(2,- (1—p)?

Ahora bien >1 implica que:

: 2
(1-p)
M=—o2P + A >1 + —A 5 ¥A>0
2 2 2 -
(1-p) (1-p) (1-p)

Por tanto {YN/YO=1} del tipo fraccidén lineal es super-

critico

COROLARIO 2.4.2

Si {Zn/zo=l} del tipo fraccidédn lineal es subcriti
co o critico, no es posible encontrar una sucesidn de
controles ﬁgk} con funcidén generatriz del tipo fraccion
lineal, distinta de 1la trivial {gk} con gk=0 ¥k, que
dé lugar a un proceso controlado {YN/YO=1} subcritico

o critico.

Demostracidén: En efecto si m<1 con

b

m= ’

(1-p)°

para que
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M= b‘2 + A >
(1-p) (1-p)

S€a no mayor que uno habria de ocurrir que

A
(1-p)°

<0 lo que implica que A<O que es absurdo.



CAPITULO III

PROCESOS DE RAMIFICACION MARKOVIANOS CON CONTROL EN UN
INSTANTE
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IITI.1 Estudio general de este tipo de procesos

1.1.- Introduccién

El objetivo de este Capitulo III es el
de estudiar procesos de ramificacidn homogéneos --
cuando la distribucidn del nimero de descendientes

es funcidén de la variable

6 = (0., 6 )
n
con
y
P lo ) =2,

considerada en el Capitulo II. Esto es, considerar -
un tipo particular de procesos de ramificacidn en am
biente aleatorio. Por la naturaleza especial de 1los
tiempos entre ramificaciones y de las ramificaciones
en si las ecuaciones de Kolmogorov pueden aplicarse.
Asi pués, dos sistemas de ecuaciones de Kolmogorov -
surgen. En el intervalo de tiempo anterior al control
del ndmero de descendientes, las ecuaciones clasicas
son validas. A partir de ese instante unas ecuaciones
adaptadas de Kolmogorov pueden ser planteadas (véase

apartado 1.5.2, 1.5.3 y 1.5.4 de este Capitulo III).

La técnica utilizada ha sido el estudio de las -
recurrencias de las funciones generatrices construi--
das a partir del sistema de Kolmogorov y las cuestio-

nes que explicitamente pueden desarrollarse son: Cla-
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sificacidén; la probabilidad de extincidén y el calculo
de los momentos de primer y segundo orden. El cariac-
ter no explosivo del proceso se ve modificado en sus

condiciones respecto del caso clésico.

Esta cuestidén ha tenido que ser resuelta previa
mente y como puede verse (véase apartado 1.4 de Capi-
tulo III) depende de los controles {Ak} que se han --

considerado,

Por Gltimo creemos interesante resaltar la rela-
cidén entre las funciones generatrices asociadas al --
proceso controlado y sin controlar (véase 1.5.3 de es

te Capitulo).
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l.2.- EL PROCESO CONTROLADO

El proceso {YT;Tio} viene definido -
de modo andlogo al proceso {Z(t);tzO}, pero ahora ca-
da ramificacién da lugar a k individuos con probabili-
d = .

ad Ak pk+§k

. fi-
La sucesidn {gk}kio de controles es la ya defi

nida en el apartado 1.2. del capitulo II.

El proceso {YT;TZO} serid en general no markovia-
no, a menos que el tiempo de vida de las particulas -
sean, de nuevo, variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas segdn una exponencial.

Definicién 1.2.1

El proceso (Y(T, w);T>0} definido sobre un cierto
espacio probabilistico (@,F,P) es un proceso continuo,

unidimensional markoviano de ramificacién si

12. Su espacio de estados es el conjunto de los

nimeros enteros no negativos,

2¢2. Es un proceso de Markov estacionario respec-

to de los o-campos FT=0(Y(s,w);siT).
32. Las probabilidades de transicidn:
P{Y(T)=j/Y(0)=i| satisfacen

i

JE;OP[Y(T)=J/Y(0)=1JSJ=[ T P[Y(T)=j/Y(0)=1 89

g

Las propiedades 1 y 2 caracterizan a (Y(T); T>0} como
proceso de Markov continuo y 3 caracteriza el caracter

multiplicativo.
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1.3. PROBABILIDADES DE TRANSICION DEL PROCESO
{(Y(T); T>0}.
Notaremos por P. (T) 1las probabilidades
1]
de transicién entre los estados 1,53 i,jZO, en el ins

tante T del proceso {Y(T); T>0} . Esto es
P (T)=P, [t +1,t +t+T =P [Y(t +1+T)=j/Y(¢t +1)=1]
ij ij' o o o o

Yy admitiremos que dicho proceso es homogéneo.

La distribucidn de probabilidades de ramificacidn

en cada instante {Ak; k=0,1,2,...} i A, 20, ¥k y Ia =1,

k K"k
nos permite oObtener Pij(T) en funcidén de ella como so-

lucidn de 1las €cuaciones adelantada Yy atrasada de Kol-

mogorov asociadas.

La interpretacidén, como en el caso del proceso
{Z(t);tzO}, consiste en considerar un proceso que ---
arranca en T=0 con un ndmero i>1 de particulas Y que
la longitud del tiempo de vida de éstas es una varia-

ble aleatoria distribuida, para que el proceso sea

markoviano segun la misma exponencial negativa de pa-

rdmetro a: 0 <a <,

Cuando una particula muere, deja k descendientes

con probabilidad Ak; k=0,1,2,...

Suponemos, también aqui, que las particulas se

reproducen con independencia unas de otras y de la --

historia del proceso, lo que nos permite expresar:

1
P . T)= AT, o(arT y J>i-1;j#i
1J(A ) (l ) T Aj—l+l+ (aT) J>i-1; 44

ia
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Como

es el tiempo de vida medio, es el -

ia
tiempo empleado para producir descendientes, de acuer-

d 1 distrib e
o a a istribucidn {Ak}k>0

Por tanto, se puede expresar

P, (AT)=iadTXx. . +0(AT); g§>i-1,j#i
1] S J=1+1 -
P, (0T)=1-iaaT I _ A_ . =1-iadT(1-2_ ); j=1 (1.3.1)
11 J=1-1 j-i+1 1
J#L
P, (8T)=0(AT); j<i-1
ij

ecuaciones que daran lugar al sistema de ecuaciones di
ferenciales de Kolmogorov, como se deduce en el aparta

do siguiente.

l1.4.- ECUACIONES ADELANTADA Y ATRASADA DE KOLMO -
GOROV,

Por ser {Y(T);T>0} markoviano, las ecua
ciones adelantada y atrasada de Kolmogorov pueden ser

escritas en la forma:

i+1
P, (T+aT)=P_ (T)P, (aT)+ 2 P, (T)P _(AT) ECUACION
ij iJ Jd k=1 ik kj

K#j ADELANTADA

P, (T+aT)=P_ (aAT)P, (T)+ t. P. (AT)P _(T) ECUACION
ij ii ij k=i-1 ik kj

k#£i ATRASADA

Haciendo uso de la distribucién {Ak} la ecuacidén ade-

lantada anterior toma la forma:
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P, . (T+AT)=P, (T)(1-jaAT)+jaATrx P  (T)+
1] 1] 1 ij

j+1
AT % T)A
taaT T kPik( )
k#j

J=k+1

0 equivalentemente

. Jx1l
P T+AT)=P 1- A A z P T)A
iJ.( +4T) iJ.(T)( jaaT)+a Tk:lk ik( ) Sok+1

expresidn que es equivalente a:

P, (T+AT)-P, (T)
ij ij

i J4l A
= Japij(T)+ak=1kpik(T)

AT j-k+1
51 hacemos tender 4T+0, nos queda
dP_. . (T) _
. =-jaP_ (T)+alflyp (T)A ECUACION
dT ij k=1 ik Jj-k+1
ADELANTADA
(1.4.1)

Anadlogamente, podemos obtener la ecuacidén diferencial

atrasada de Kolmogorov que tiene por expresidn

dPi,(T)
—Ad_ __iap ia } P T ECUACION
aT tab, (Th+ia z: 1254, kT
ATRASADA
(1.4.2)

con la condicidén de contorno

P. (tT)= s = (1.4.3)
ij o ij . .
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Siguiendo la notacidén de Chung (1967) al proceso

construido lo llamaremos proceso minimal.
Teniendo en cuenta que

A =pk+€

k k

con las condiciones habituales sobre {pk} y {Ek} (véa-
se el apartado 1.2 del capitulo II), podemos expresar

las ecuaciones adelantada y atrasada asociadas a ---

{Y(T);T>0} en funcidn de {pk} y {Ek}.

dPi.(T) ja1
+
) =-jaP z T
dT JapPyj(Thea L kP (TP ir
ajflkp (T)¢ ECUACION ADELANTADA
+
k=1"" ik j-k+1
(1.4.4)
dPi.(T) -
— __jap i z P T
dT taP, (Thvia B Py g, Py (T
ia I P (T ECUACION ATRASADA
vilay F kit (D
(1.4.5)
con idénticas condiciones de contorno:
. 1 , i=j
Pi.(to)= (1.4.6)
J 0, i#j

Como se ve en (1.4.4) y (1.4.5) la sucesidn de -
controles (gk} modifica el sistema de Kolmogorov intro

duciendo los sumandos

J+1
Z >
ak:lk}ik(T)Ej—k+l +1
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respectivamente aunque las ecuaciones, y esto es inte-

resante, no han variado su tipo analitico.

El sistema de Kolmogorov tendra una dnica solu-
cidn Pij(T) que satisface fPi_(T)=1, es decir no habra
J

explosidn si y solo si, para todo e >0

1 ds J
J = ® S)=L A
1« T s (o= con f(s)+¢(S) : JS

(1.4.7)

(véase Capitulo I, apartado 3.4, Teorema 3.4.1).

Es decir, la condicién de no explosidn se ve al-
terada respecto de 1la que habia de cumplir el proceso
{2(t);t>0} por la funcién generatriz no de probabili-
dad ¢ (s). Ademés, dada la continuidad de ¢(s) y que -

¢ (1-¢)=0 cuando e+ O podemos proponer la siguiente --

aproximacién

1 L .
£(s)+e(s)-s ~ f(s)-[s-9(s)] Ffis)-s (1.4.8)

Asi pues, si suponemos que {Z(t);t>0} no explosiona,

es decir

1 ds

Il-ef(s)-s=°

para todo e¢>0, vamos a probar que la condicidn (1.4.7)
€s equivalente a admitir que {Y(T);T>0} ha sido cons-
truido a partir de uno no explosivo y que (1.4.7) se

cumple para todo e>6o con algin 60 en 0 < §<1
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TEOREMA 1.4.1

Sea {Z(t);t>0} no explosivo. Entonces {y(T),T>01}

€s no explosivo si y solo si se cumple:

1 ds
l-ef(s)+¢(s)-5s

para todo e¢>¢ y algin § >O0.
o o

Demostracidn:

De ser {Z(t);tiO} no explosivo se cumple para to

do >0

1 ds N
l1-€¢ f(s)=-s

«®

Ahora bien, a partir de (1.4.8), existe un 60>O tal -

que:

1 ds fl ds
1-60 f(s)+ ¢(s)-s 1—60 f(s)-s

<k
lo que concluye la demostracién.

1.5.- FUNCIONES GENERATRICES
1.5.1.- EL MODELO
' Hemos definido previamente

{z(t);t>0} y {(Y(T);T>0} siendo T=t-t020 lo que equiva-
le a expresar que tito cuando usamos el segundo de los
procesos.

El instante to, fijado de antemano es el escogi-
do para aplicar la sucesidén de controles y en dicho -

instante conociamos las probabilidades

P[Z(to);i/z(0)=1] para todo 1i>0
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Admitiremos que
p[z(to)=0/2(o)=1}=o.
El proceso global 1lo representamos por
{(X(t);t>0}

de acuerdo que hasta el instante t coincide con
o]

{Z(t)} y a partir de to con Y(T). Es decir:
X(t)=zz(t) si t<t

X(t)=y(t) si t>t

1.5.2.- FUNCION GENERATRIZ DEL PROCESO CONTRO-

LADO.,SISTEMA DE KOLMOGOROV.

El proceso {Z(t);tZO} ya estudiado,
tiene por funciédn generatriz, conocida naturalmente -
la distribucién {pk} Y el pardmetro a de 1la exponen--

cial del tiempo de vida la dada por F(s,t):
k Z(t).
F(s,t)=gP (2(t)=k/z(0)=1]s"-E (s2()

De esta funcidén generatriz conocemos su comporta
miento y podemos exXxpresar las ecuaciones adelantada y

atrasada de Kolmogorov seglin se vidé en Capitulo I,apar

tado 3.4.1:

] ]
—;:F(s,t)zu(s) — F(s,t) Ecuacidén Adelantada
(1.5.1)
) .
:?TF(s,t)zu[F(s,t)J Ecuacidén Atrasada
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Con la condicidn de contorno
F(s,0)=s

y u(s)=a[f(s)-s] que es conocida como la funcién gene
ratriz infinitesimal ya definida en el apartado 3.4

del Capitulo I.

Anélogamente para el proceso {Y(T);TiO}, conoci-
da la distribuciédn {Xk}z {pk+€k} con las condiciones
ya establecidas y con el mismo parametro a de la expo
nencial del tiempo de vida, podemos definir su funcidn
generatriz en la forma

?Op[y('r)=k/y(0)=1]sk (1.5.3)

G(s,T):i

En el caso Y(0)=i ; i>0 se puede, por el cardcter mul-

tiplicativo del proceso, expresar

g

CEPIY(T)=k/Y(0)=1]s" =G(s, )} (1.5.4)

G(s,T) ha de ser solucidén de las ecuaciones atrasada
Yy adelantada de Kolmogorov por 1lo gue con id'enticos
razonamientos a los usados en el apartado 3.4.1 del -

Capitulo I obtenemos para la ecuacidén adelantada la -

expresidn siguiente:

J ® j-1
P! =-
I lJ.(T)s af ElJPlJ(T)S ]+
@ j+1 Jj-k+1 k-1
P T)s
+J£o kglpJ-k+l 1k( ) *
‘o 1 j-k+1 k-1
) J% £ J * .kP (T)s ‘
J=0 k=1 "j-k+1 1k

que es equivalente a
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3 q 9
T G(s,T)=~as ™ G(s,T)+af(s) . G(s,T)+

+a¢ (s) ;S G(s,T)

Usando u(s)=a[f(s)-s] se obtiene

] ] 9
-;;-G(S,T)zu(s) . G(s,T)+ad¢(s) sG(S,T) ECUACION

ADELANTADA

(1.5.5)

De modo andlogo, para la ecuacidn atrasada se tie

ne que

o«

J' @ oo
r p! T =- I P z
j=o 1j( )s ajzo (T)S +ak— pk+lJ =0 k (T)S ¥

Q

k o€k+l J= o k (T)S

y considerando la propiedad multiplicativa llegamos a

la expresién

—aé,r—e(s T)=-aG(s,T)+af [G(s,T)] +ao[G(s,T)]=
=u(G(s,T) +a¢[G(s,T)] ECUACION
ATRASADA

(1.5.6)

con la condiciédn de contorno

G(S,T)T:O:S

1.5.3.- FUNCION GENERATRIZ DEL PROCESO GLOBAL

Estudiemos ahora la funcién genera-

triz de probabilidad del proceso {X(t);t>0} que como
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Prtkso ©

por {Ak}k>O si la ramificacidn se produce antes del

instante to © después de dicho instante respectivamen

Se ha dicho, tiene ramificaciones dadas por {

te. Asi pués la funcidn generatriz que genéricamente

Se notard por H(s,t) vendra dada por

H(s,t):ip[X(t)=k/X(O)=l]sk=

=2P(2(t)=k/Z(0)=1]s¥ si t<t
k o)

Y para t>to, expresando t=to+T con T>0 tenemos

H(s,t +T)=fP[X(t +T)=k/X(0)=1]s"-
o) k o)

FPIX(t +T)=k/X(t )=1]P[X(t )=i/X(0)=1]s¥-
1 (o] (o] o]

z
k

IP[X(t )=i/X(O)=1]ﬁP[X(t +T)=k/X(t )=i]sk=
1 o (o] O

k

=IP[Z(t )=1/2(0)=1]ZP[Y(T)=k/Y(0)=i]s
i o k

y teniendo en cuenta la definiciédn de G(s,T) podemos

dar
H(s,t_+T)=z P[2(t )=i/2(0)=1]G(s,T)"
(o] 1 ()

donde teniendo en cuenta 1la definicién de F(s,t) pode-

mos expresar
H(s,to+T)=F[G(s,T);to] (1.5.7)

que como vemos es una funcién generatriz compuesta por
las de los dos procesos involucrados y en la forma que

da (1.5.7).

Noétese que se ha obtenido una expresidén andloga a

la que ya se obtuvo para el caso discreto en situacidn
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andloga. (véase Capitulo II, apartado 1.3.2).

Nétese, también, que las transiciones involucra-
das en la expresidén de H(s,t) vienen dadas por dos sis
temas de ecuaciones diferenciales en funcién de t<t
o) t>to. Estas corresponden a los sistemas de Kolmogo-
rov de las‘expresiones (1.5.1) y (1.5.2) y (1,5,5) y

(1.5.6).

1.5.4.- RELACION DE RECURRENCIA PARA LAS FUN-
CIONES GENERATRICES
Sabemés que para los procesos de ra-
mificacidén markovianos con funcidn generatriz dada por

F(s,t) se cumple la siguiente relacién de recurrencia

F(s,t+u)=F[F(s,t),u] para Isj<t , t>0 , u>0

(véase Capitulo I, Apartado 3.4, Lema 3.4.1).

Andlogamente para el proceso {Y(T);T>0} markovia

no se satisfaréd por tanto que:

G(s,T+u)=G[{G(s,T),u] Is|l<1 , T>0 , u>0

(1.5.8)

Pretendemos encontrar la recurrencia, si ello es posi-

ble, para la funciédn generatriz.H(s,t);tiO asociada a

{x(t);tzo}.

Podemos establecer la relacidén de recurrencia en

dos partes

1) Para todo tito sabemos que H(s,t)=F(s,t), por lo -

que es obvio expresar
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H(s,t+u)=F(s,t+u)=F[F(s,t);u]=H[H(s,t);u]

(1.5.9)

siempre que t>0, u>0 y t+uito

2) Para todo t>t , llamemos t=to+T con T>0
o
Entonces por (1.5.7) se tiene que
H(s,to,T);F[G(s,T);to].

Para todo Oiuito, vamos a probar que se cumple la si-

guiente relacidn

H(s,t +T+u)=H[H(s,t +T);u] (1.5.10)
o o

En efecto, de la definicidén de funcidn generatriz -

H(s,t) tenemos que
HIH(s, € +T)jul=gP[X(u)=k/X(0)=1]H(s,t_+T)"

Haciendo uso, nuevamente de la definicién de H(s,t),

se tiene que

H[H(s,to+T);uj:ﬁP[X(u)zk/X(O)=lL
i

LIP[X(t +T)=i/X(0)=k|s =
1 ()

=L P[X(u)=k/X(0)=1JZZP[X(t +T)=i/X(t )=jl.
k 1j e} o

-PlX(to)=J/X(O)=kJslz
=ﬁP[X(u)=k/X(O)=1]5P[X(t0)=j/x(o)=kj,

LIP[X(t +T)=i/X(t )=sti
1 (e} O
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Notemos que

FP(X(t +T)=i/X(t )=jis =G(s,T)"
1 (6] o)

por lo que podemos expresar:

H[{H(s,t +T);u|=2P{X(u)=k/X(t )=1 5P X(t )=3/X(0)=Kk|
o k o} J o

i
.G(s,T) ;
Volviendo a usar la definicién de F(s,t) queda:

H[H(s,to+T);Qj:ﬁp[x(u)=k/x(0)=l]{F[G(S,T);tOJ}kz

=F[F[G(S,T);toj;u]

Ahora bien, dado que F[F(s,t);uj=F(s,t+u] se tiene
F[F[G(S,T);toj;uj:F[G(s,T);to+u]
y como

F[G(S,T);to+uj=H[s;tO+T+uJ

concluimos que:

H[H(s,t +T);uj=H[s;t +T+u |
o o

Obsérvese que la restriccidn u<t, no supone pérdida de
generalidad puesto que T>0 sin mis restricciones.

Esto significa, que formalmente se mantienen las
recurrencias y en consecuencia los resultados Yy solo -
habrad que mantener la precaucién de considerar el do-

ble sistema de ecuaciones invlolucradas.

1.6.~- PROBABILIDAD DE EXTINCION

Llamemos q, como hemos venido hacien-

do hasta ahora a la probabilidad de extincién del pro-
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ceso (Z(t);t>0 .

Sabemos que q es la menor raiz no negativa de la
ecuacidén f(s)=s, O su equivalente u(s)=a[f(s)-s|=0 en
el intervalo [0,1). (véase Capitulo I, apartado 3.5,

Teorema 3.5.1),

En este apartado, pretendemos estudiar 1la proba-

bilidad de extincién del proceso
{(Y(T)/Y(0)=1i}

Consideremos los conjuntos A',B' definidos por

H

A'={uw/Y(T, w) > ® gi T +w}

B 1

{O)/Y(T,w) ——> 0 si T +e}

Como los estados del proceso, son tales que con
probabilidad 1, se tien que Y(T, w)=k#0, es decir son
transitorios y dado que el conjunto B' es el conjunto

de extincidn, podemos expresar que:

PIB'/Y(0)=k j= (P[B'/Y(0)=1]}F

lo que nos permite para el cdlculo de la extincién con

siderar solo

P[B'/Y(0)=1J=qc

Sea:

PlO(T)=P[Y(T)=O/Y(0)=1J=qc(T)=G(0.T),

la probabilidad de que la extincién se produzca en el

instante T o antes.

Es obvio que g (T) es una funcidén no decreciente
c

de T. Por otro lado, dado que
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—%F G(s,T):u[G(s,T)J+a¢[G(s,T)] (1.6.1)

podemos asegdrar.que qC(T) es derivable ya gue para

s=0 en (1.6.1) tenemos

—C-i%fG(O,T)=u'[G(O.T)J’ra(b[G(O,T)],

0 lo que es igual

d o .
Ty C(I)-u{qC(T)j+a¢[qc(T)J

Teniendo en cuenta la definicién de u(s) expresa

mos

d .
-ET—qc(T)=a[f[qc(T)]-qc(T)j+a¢[qC(T)J;

Llamando v(s)=a[g(s)-s] funcidn generatriz infi-

nitesimal del proceso controlado {y(T);T>0}, con g(s)=

J

=f(s)+¢(s) podemos expresar vis)=al[f(s)+¢(s)-s| ,

=§>\JS
lo que permite escribir:

—< g (T)=alf{q (1) (T)j-q _(T)]=v[q (T)]
ar dc(Tr=alfla_(T)j+elq_(T)]-q_ =Viq,

(1.6.2)
Ecuacidn que es equivalente a escribir
g (T)=1'Vvig (y)|dy (1.6.3)
c o c
Como qc(T) es no decreciente se tiene:
v[qc(T)]zo para todo T>O0

Por tanto:

V[qc(T)J=a[g[qc(T)J-qc(T)JzO
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lo que permite afirmar que

gqu(T)J?_quT) (1.6.4)

*x , .
Llamemos ahora q a la menor raiz de g(s)=s en el in-
c

tervalo [0,1] o de su equivalente v(s)=0. Es decir:
*
=0,
V(qc)
Esto junto con (1.6.4) implica que

*
qc(T)iqc 'Y por tanto que
*
= i T <
de ;1m qc( ) 2 e

%
Como q, es la menor raiz de v(s)=0 si v(qc)=0 po

) : »*
demos afirmar que q =q .
c ¢

Si v(qc)>0, por la continuidad de v(s) podemos -

afirmar que

T
lim/ vig (y)]dy = = con q (T)e[O,1] ,
Tow © c c

pero esta situacidén no es posible pues qc(T)=P O(T)gl

. 1,
lo que contradice a (1.6.3).

Por tanto ha de ser v(qc)zo Y en consecuencia --
* . . .
qczqc, resultado que podemos resumir en el siguiente -

teorema

TEOREMA 1.6.1

La probabilidad de extincidn qc del proceso
{Y(T)/Y(0)=1} ‘es la menor raiz de la ecuacidn v(s)=0

© su equivalente g(s)=f(s)+¢ (s)=s en [0,1].

Nétese que podemos considerar:




g= lim Plo(t) con Z(0)=1

tr
o bien
= l1lim P T) con Y(O =i
q, rim lO( ) o (0)

Ademés

qc=[P B'"/Y(0)=1]=P{w:Y(T,w)+*0 si T+=}
lo que equivale a considerar que

q =P{w:g (w)+0 si n+w}

c n

indicando con cn(w) el tamafio de la n-ésima generacidn
y (Cn(w);n=0,1,2,...} un proceso de Galton-Watson con
funcidén generatriz del nimero de descendientes de cada

particula g(s).

Los sucesos medidos en definitiva tienen igual -

probabilidad pues representan el mismo suceso.

De modo anélogo a como se plantedé en el caso dis-
creto, teniendo en cuenta que el control se ejercid en
un instante to; con independencia del tamafio alcanzado
por el proceso en dicho instante, podemos expresar la
probabilidad de extincidén del proceso global

{X(t);t>01}
por la expresidn

lim P[X(toiT)=O/X(O)=lJ=

tiw

=1lim FPIX(E +T)=0/X(t )=ij P[ X(t_)=1/X(0)=1] =

t+o

=§P[x(to):i/x(o)=1}1im P{Y(T)=0/Y(0)=1] =
T+
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. ) ' i
=§P[Z(to)=1/2(0)=quC = F[qc,toj (1.6.5)

Es decir la extinéién del proceso {X(t);t>0} depende
de la raiz a. v de la funcidén generatriz en elpunto
to del proceso inicial sin control, lo que podemos --
enunciar como teorema:

TEOREMA 1.6.2

Si qC es la probabilidad de extincidén del proceso

(Y(T)/Y(0)=1} y F(s,t)=§P[Z(t)=j/Z(O)=1]sJ la funcidn
generatriz del proceso {Z(t)/Z(0)=1}; el proceso

{X(t)/X(0)=1} se extingue con probabilidad F[qc;toj.

1.7.- MOMENTOS

1.7.1.- MOMENTOS DEL PROCESO {y(r);T>01}

En el Capitulo I, apartado 3.6, lla-
mamos ml(t) al valor esperado del proceso {Z(t)} en el

instante t,

Obtuvimos alli, gue dicho valor podia expresarse

como

At
m t =e

con A=u'(l) y u(s)=a[f(s)-s]

4 2 »
Andlogamente llamando m2(t)=E[Z (t)] obteniamos

-1 21t At At
Su't(1)a (e ~e’ J+e si AZO
i u(1).t+1 si A=0

expresidén que nos permite escribir:




123
[iE%;Lz—lj(egxt—ekt) si  A£0
viz(t)=
‘u”(l)t sSi A=0

Para el proceso sometido al control {(Y(T);T>O}
podemos obtener M1=E[Y(T)] N MZ(T) a partir de la --

ecuacidn atrasada de Kolmogorov

—5; G(s,T)=u[G(s,T)|+a¢[G(s,T) ]

con la condiciédn G(S,T)T_O=s.

En efecto, derivando respecto de s, se tiene que

2
3 G(s,T)

S =u'[G(S,T)}G'(s,T)+a¢'[G(s,T)]G’(S,T)
Tds ‘ s s

Particularizando esta ecuacidén en s=1, obtenemos

*E—G'(I,T)=u'(l)G'(l,T)+a¢'(l)G'(1,T) (1.7.1)
dT S ) S

~Por la definicidén de funciédén generatriz de momentos,

se tiene queer(T)=G'(1,T), podemos escribir
S

d , .
T Ml(T);[u (1)+aod (1)JM1(T)

lo que nos permite obtener

[u'$1)+a¢'(1) ]T+k

Ml(T)=e

con la condicién inicial Ml(O)=E[Y(O)]=1
Dicha condicién inicial implica que k=0, luego

Ml(T)=e[_“'(l)+a¢"(l)JT (1.7.2)
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Para la obtencién de M2(T) derivamos respecto de s en

(1.7.1). Se obtiene

d " — 1 ] 2 1 it
T GS(S,T)-u [G(S,T)]GS(S,T) +u [G(S,T)JGS(S,T)+
+a®”[G(s,T)JG;(s,T)2+a¢'[G(s,T)]G;(s,T)

Particularizando para s=1, obtenemos

—E;'G"(lyT)=u”(1)G’(l,T)2+u'(1)G”(l,T)+
dT S s S

2
+a¢”(l)Gé(1,T) +a¢’(1)G;(l,T) (1.7.3)
con la condicidn inicial
G"(1,0)=M_(0)-M (0)=0
s 2 1

Podemos reescribir la ecuacidn (1.7.3), teniendo en --

cuenta que

G;(l,T)st(T)—Ml(T)

en la forma

d 2
—CF[MZ(T)-Ml(T)]z[u (1)+aye (1)]M1(T) +

+[u'(1)+a¢'(1)][M2(T)-M1(T)]

ecuacidén que nos permite expresar, resolviendo la ecua

cidn en ME(T)le(T) y teniendo en cuenta (1.7.2)



125

u'(1)+ae" (1), 2{u'(1)+a¢'(1)]T [u'(l)+a¢'(1)]T.
: [ -€ J+
u'(1j)+a¢' (1)

(u'(1)+ae¢'(1)]T
+e

si u'(l)+ad'(1)4#0
M2(T)=

[um(1)+ao¢"(1)] T+1 si u'(l)+a¢'(1)=0
A partir de esta expresién, obtenemos la varianza de
Y(T) como:

[u"(1)-+a¢"(l)_4][ 2u'(1)+a¢'(l)jT;éu'(1)+a¢'(1)J Tj
u'(l)+a¢' (1)

si u'(l)+ad!' (1) #£0
VIY(T) ] =

[un(1)+aodm (1) )T si u'(1)+ad¢'(1)=0

(1.7.5)

1.7.2.- MOMENTOS DEL PROCESO GLOBAL

Para el proceso global {X(t);t>0}

sabemos que:
Para todo titO {X(t)/X(0)=1}={2Z2(t)/2(0)=1}

Para todo t>£O (X(€)/X(t_)=1}={Y(t)/Y(0)=1}

En elinstante to X(to) puede tomar el valor i,--

cualquiera que sea i>0
Calculemos entonces, E[X(tO+T)/X(O)=1] y

V[X(to+T)/X(O)=1] teniendo en cuenta la distribucién

conocida de X(to)_y los dos tipos de transiciones usa-
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das y definidas en el proceso global.
CALCULO DE LA ESPERANZA

E[X(tO+T)/X(O)=1J P[X(tO+T)=k/X(O)=1]k=

=z
k
ip[x(to+T)=k/X(t )=i]P[X(tO)=i/X(O)=1Jk

.0

Teniendo en cuenta la definicidén de G(s,T), el carac-
ter multiplicativo de {Y(T);T>0} y que G(1,T)=1 obte-

nemos
E[X(to+T)/X(O):l]=

=IP[X(t )=i/X(0)=1]ZP[X(t +T)=k/X(t )=1ilks=
i o k (o} o

) . _ dG(s,T)? .
—EP[X(tO)—l/X(Q)flJ { = }S=1 =

=1P[X(t )=i/X(o)=1]lic(1,m) e (1, 1)) -
1 (o] S
=G'(1,T)LP[X(t )=i/X(0)=1 Ji

S 1 (o]

y habida cuenta de la definicién de F(s,t) obtenemos

para la esperanza del proceso global
E[X(t +T)/X(0)=1]=G'(1,T).F'(1,t ) (1.7.6)
o - ) s o
que con las ﬁotaciones ya usadas quedaria en la forma

E[X(t_+T)/X(0)=1]

Ml(T).ml(to)

e[u'(1)+a¢'(1)]T.eu'(l)tO

E[X(t_+T1)/X(0)=1]
e[A+a¢'(l)JT'eAto

Ato+T)+ae’ (1)T
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con x=u'(l) y a el parametro de la exponencial nega

tiva del tiempo de vida.

CALCULO DE LA VARIANZA

VIX(t +T)/X(0)=1]=IP[X(t +T)=j/X(O)=1]j2—
o J o

2
—I}P[X(to+T)=j/X(O)=1JJ} =
=§P[X(to+T)=j/X(O)=1]j(j-1)+§P[X(to+T)=j/X(O)=lJJ~
. .-
- {EP[X(tO+T)=J/X(O)=1]J}
Teniendo en cuenta la definicién H(s,to+T) dada
en (1.5.7) de este Capitulo y el valor de
E[X(to+T)/X(O)=1J

podemos expresar

2
9 H(S,to+T)

3 52 S:l

VIX(t +T)/X(0)=1]= +m_(t )M_(T)-
o A 1 o 1

2 2
—ml(to)Ml(T)

2
H(S,tD+T)

2
9 s

' 2
Como =F"[G(s,T);t |G (s,T) +
o s
+F'[G(S,T);t lg(s,T)
s o s

Si particularizamos a s=1 queda:

2
H'"(1,t +T)=F"(1,¢t YG'(1,T) +F'(1,t )G"(1,T)
s o o s s o' s

que se puede expresar como
v .2
n" = bad i M T -M T
Hs(l,to+T) [ma(to) ml(to)JMl(T)+ml(to)[ 2( ) 1( ) |

con lo que se obtiene para la varianza:
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| 2
V[X(tO+T)/X(O)=1}:[mg(to)—ml(to)]Ml(T)+
£ )[M_(T)=M_(T)] -m>(t )M (T)=
wmy (£ ) IM, (T =M (T)] = m (t M (T)=
2 2 A
=M1(T)[m2(to)-ml(to)J+
(t )[M_(T)=M>(T)]=
BT “M T =

2
=M_(T)V([Z(t )] +m_(t )V[Y(T)]
1 o 1 o _
(1L.7.7)
expresidn que se corresponde con la obtenida en el ca
so discreto en el Teorema 1.4.1 del apartado 1.4. del

Capitulo II.

1.8.~- CLASIFICACION DEL PROCESO CONTROLADO
Siguiendo la terminologia de clasifica-
cidén de los procesos de ramificaciédn markovianos usada
en esta Memoria, podemos clasificar el proceso contro-
lado {Y(T);T>01.

A efectos de clasificacidn, como cuando estudia-
mos la probabilidad de extincidn el hecho de ser
Y(O):Z(to)zi, nos permite estudiar el proceso
{Y(T)/Y(0)=i} como i-procesos de ramificacién markovia
nos con control que arrancan cada uno de ellos con una

particula.

La introduccidén de la funcién generatriz infini-
tesimal del proceso controlado nos va a dar condicio-
nes para la funcidén generatriz, ¢ (s) no de probabili--

dad de la sucesidén de controles.

Diremos que el proceso {Y(T);T>0 1} es
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Subcritico si v‘(l):a[g'(l)-lj>0,
Critico si  v'(l)=alg'(1)-1j=0 y v'"(1)=ag'"(1)>0,
Supercritico si v'(1)=a[g’'(1)-1]>0
6 en su forma equivalente
{Y(T);TZQ}
es
Subcritico si g'(1)<1, critico si g'(1)=1 vy
g"(1)>0 y supercritico si g'(1)>1.
Teniendo en cuenta que
g(s)=f(s)+¢(s)

y siendo m=f'(1) la media de la distribucidn del nume-
ro de descendientes del proceso inicial {Z(t);t>0 1) es
posible expresar las condiciones de clasificacidén es-

tableciendo las siguientes definiciones:

Definicidén 1.8.1
El proceso de ramificaciédn markoviano controlado
{Y(T);T>0} es subcritico si la sucesiédn de controles

{Ek}k>0 es tal que su funcidn generatriz satisface
' (1)<1-m

cualquiera que sea m, O<m<w

Definicidén 1.8.2
El proceso de ramificacidn markoviano controlado
{Y(T);T>0} es critico si la sucesién de controles --

{Ek}k>0 eés tal que su funcidn generatriz satisface

i) ¢"(1l)=1-m cualquiera que sea m, O<m<w
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ii) ¢"(1)>1-F"(1)

Definicidén 1.8.3
El proceso de ramificacién markoviano controlado
tY(T);T>0} es supercritico si la sucesién de controles

{Ek}k>o es tal que la funcidn generatriz satisface

¢$"(1)>1-m cualquiera que sea m, O<m<e

Las definiciones anteriores nos permiten remitir-
nos a la clasificacién dada para el proceso de Galton-

Watson controlado y el estudio alli realizado.
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