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3.1.1. Forma temporal del pulso láser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

XI
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I.a. La derivada central, hacia delante y hacia atrás de primer orden . . . . . 188

I.a.1. La derivada central de primer orden . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

I.a.2. Derivada hacia delante y hacia atrás de primer orden . . . . . . . 189

I.a.3. Derivada central de primer orden aproximada con un error de O(∆4
i )190

I.b. Producto � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

I.c. Condiciones de contorno de Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
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III.a.Tensor de masas efectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

III.b.Movilidades efectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

III.c. Tiempos efectivos de colisión γ̄n y γ̄p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

III.c.1. El operador inversión ℘ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

III.d.Deducción de los coeficientes de la discretización temporal de las ecuacio-
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2 1. Introducción

1.1. La tecnoloǵıa de terahercios

La región submilimétrica del espectro electromagnético, también llamada de los te-

rahercios (THz), nos proporciona una ventana desde la que extraer información de la

materia con una idiosincrasia única, que la hacen tremendamente útil por sus potencia-

les aplicaciones. Una de las fundamentales es la espectroscoṕıa en el dominio del tiempo

THz-TDS, que se ocupa del estudio de la interacción entre la materia y un campo elec-

tromagnético y que en la región submilimétrica presenta ventajas sobre otras zonas del

espectro. Ventajas porque permite extraer información de la materia empleando nuestro

conocimiento sobre el campo. Una de las formas de diálogo más sintética y elocuente es-

tablecida por la espectroscoṕıa en el dominio del tiempo son las denominadas técnicas de

imaging. Realmente el uso de la tecnoloǵıa basada en la interacción entre la materia y el

espectro de THz no es tan reciente, ya a principios de 1970 comenzó a usarse la espectro-

metŕıa en el submilimétrico para estudiar la composición qúımica del medio interestelar

en trabajos pioneros. Proyectos como ALMA (Atacama Large Millimeter/sub-millimeter

Array), operativo desde 2011 y, fuera de la atmósfera, el observatorio Herschel de la

Agencia Espacial Europea, que recogiendo datos desde 2009 hasta 2013 y utilizaba la

banda de (55 − 672µm), hacen evidente que esta tecnoloǵıa está relativamente madura

en aplicaciones como la espectrometŕıa espacial y otros entornos muy concretos donde

hay un gran ausente, el aire húmedo. No obstante, más allá de estos usos de ámbito no

civil, es una tecnoloǵıa poco desarrollada. Como su potencial es enorme, desde mediados

de 1980 ha experimentado un paulatino incremento y en los últimos años el interés de la

comunidad cient́ıfica ha ido creciendo como se desprende de la gráfica de tendencias 1.1.

Una de las principales motivaciones de esta gráfica de tendencias son las propiedades

asociadas a la interacción de la radiación en THz con la materia:

I) se trata de una radiación no ionizante. Debido a la baja enerǵıa asociada, los

rayos T, “seudónimo” de los haces fotónicos con dualidad ondulatoria cuyas frecuencias

caen en la banda de los terahercios, no son capaces de inducir reacciones fotoqúımicas

sobre el tejido vivo. En cualquier caso la enerǵıa absorbida por la materia viva sólo

incrementa su temperatura, y las fuertes resonancias de absorción parecen poco

probables2. Esta propiedad abre una puerta hacia su potencial aplicabilidad en el sector

médico3.
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Figura 1.1: Número de publicaciones que contienen la palabra terahercio en el sumario o
en el t́ıtulo tomadas de las bases de datos bibliográficos IEEE Library, SPIN+Scitation
y Optic Infobase. Todos los datos presentes en esta tabla han sido recopilados en un
mismo trabajo que analiza la tendencia del interés acerca de este campo1.

II) usa procedimientos de detección coherentes que permiten conocer

simultáneamente la fase y amplitud asociadas a la radiación electromagnéti-

ca. Esto implica conocer directamente el coeficiente de absorción y el ı́ndice de refracción

de una muestra, aśı como la permitividad eléctrica compleja sin requerir ningún análisis

de Kramers-Kroning4–6.

III) los rayos T son absorbidos severamente por las sustancias polares

como el agua (como se puede ver en la figura 1.4) y reflejados fuertemente por los

metales. Estas propiedades imponen limitaciones para algunas potenciales aplicacio-

nes7, como se verá mas adelante, pero al mismo tiempo los hacen tremendamente útiles
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para otras8–10.

IV) la enerǵıa vibracional, rotacional y de translación molecular de ciertas

moléculas se extiende en el rango de los terahercios5,11. La vibración inter-

molecular de ciertas moléculas también muestra caracteŕısticas espectrales

propias en la banda de los terahercios5,9.

V) los dieléctricos son transparentes a los rayos T5,6, aśı como los semi-

conductores intŕınsecos.

Estas propiedades de la tecnoloǵıa de THz-TDS, el desarrollo de láseres y tecnoloǵıas

de carácter fotónico, son el origen de las potenciales aplicaciones que han motivado el

creciente interés mostrado en la figura 1.1 como se ha comentado anteriormente. Enu-

merar las aplicaciones que ya son una realidad, que están bajo un intenso estudio o que

simplemente se sugieren por su potencialidad es una tarea que excede los objetivos esta

introducción. Aqúı simplemente se resumen algunas que han motivado y justifican esta

tesis. La figura 1.3 ayuda a ilustrar algunas de esas aplicaciones.

Una de las aplicaciones basada en THz-TDS imaging, que deriva de la propiedad V,

ha permitido identificar a través de la firma del autor una obra realizada por Goya. El

mapa de ṕıxeles realizado por medio de THz-TDS imaging, y que es mostrado en la

figura 1.2, ha revelado la firma realizada en carboncillo bajo la pintura, algo que los

rayos X no hab́ıan revelado. La propiedad de los rayos T para atravesar los dieléctricos y

adquirir información (imágenes) de “capas profundas” es la clave de este trabajo que ha

sido ratificado por varios equipos independientes12. Los autores del mismo sugieren que

además de esta información morfológica y compositiva sobre la obra, se podŕıan conocer

los componentes pictóricos con los que se realizó la pintura. Simplemente se necesitaŕıa

desarrollar una base de datos de perfiles de absorción de rayos T por pinturas de las

cuales se conozca la composición qúımica para realizar una comparación, y establecer

que pigmentos fueron empleados para elaborar la pintura con la que esta hecha la obra.

Esta información, además de arrojar conocimiento sobre los medios de la época y la

accesibilidad cromática, es de vital interés en restauración, pues permitiŕıa restaurar las

obras con la misma pintura con la que originalmente se realizó el trabajo sin agresiones

sobre éste.

Es muy amplia la literatura que recoge las aplicaciones en seguridad que la propiedad
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Figura 1.2: a) Imagen en el visible. b) Conversión al visible de la imagen tomada con
rayos T. c) Área de la pintura donde se ha descubierto la firma. d) Ampliación de la
región que contiene la firma.
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V le confiere a la tecnoloǵıa de THz-TDS5,6,13. El observar a través de objetos que son

opacos al visible, como plásticos, tejidos, envoltorios, otorga a futuros escáneres de THz

grandes ventajas. Por citar un ejemplo de potencial aplicación, en los aeropuertos, se

podŕıan instalar escáneres de rayos T que facilitaran explorar el contenido de las maletas

y discernir entre agua, un explosivo14, un narcótico15 o un ĺıquido inflamable5 (de acuerdo

con las propiedades III, IV y V).

µm µm

meV meV

HzHz Hz Hz

Atmosferic
Opacity

Energy

Frequency

Wavelength

100 %

0 %

THz
Hz

1km 100m 10m 1m 10cm 1cm 1mm 100µm 10µm 1µm 10nm 10nm 1nm 1Å

0.1THz 10THz

Photoconductive antenna based in LT-GaAs

Photoconductive antenna based in LT-GaAs

λ = 300µm
ν = 1THz
τ = 1ps

Far-IR Mid-IRMicrowaves
Photoconductive antenna
based in LT-GaAs

Submillimeter waves

T-Rays Molecular
Rotation

Molecular
Vibration

Spectroscopy

Water concentration
in biological systems

stretching

torsion

bending

Agriculture
applications

Macromolecules
dynamics

Figura 1.3: Ubicación espectral de operación de las antenas fotoconductivas, opacidad
atmosférica en el rango que recorre desde las microondas hasta el infrarrojo medio, y
posibles aplicaciones de la tecnoloǵıa que opera en el submilimétrico.
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Por otro lado, las aplicaciones inalámbricas, desde la aparición del WIFI y su llegada

a la sociedad, han ido incrementando la velocidad de transferencia de información. Desde

el protocolo IEEE 802.11g operativo en 1999, en la región SHF(∼ 5GHz), hasta el IEEE

802.11ad16 operativo en 2012, en la región EHF(∼ 60GHz), la velocidad de transferencia

de información ha pasado de Mbit
s

a Gbit
s

. En este sentido la tecnoloǵıa de THz podŕıa

incrementar sustancialmente este umbral, si bien es verdad que el alcance del protocolo

IEEE 802.11ad es sustancialmente inferior al del IEEE 802.11g y todo apunta a que este

será el factor de mayor peso para el desarrollo y aplicación de dispositivos inalámbri-

cos que operen en el submilimétrico. La propiedad III otorga notables cualidades a la

tecnoloǵıa de transmisión de información en THz. Por un lado, imposibilita la transmi-

sión de información con protocolos de alto ancho de banda a grandes distancias, debido

a la concentración de vapor de agua contenido en la atmósfera, pero esta desventaja

podŕıa convertirse en una ventaja en tiempos de guerra, pues el intercambio inalámbrico

de información estaŕıa confinado a áreas locales, evitando escuchas y garantizando la

privacidad y alta velocidad de comunicación inalámbrica. Además es extensible a recin-

tos donde el intercambio inalámbrico de información se desea confinar, como centros de

investigación, universidades o instalaciones corporativas.

Uno de los bienes más valorados de cualquier comunidad humana es el agua. Según

la OCDE17, el 70 % del agua usada en el mundo es empleada en la agricultura, y las pre-

visiones indican que el 47 % de la población mundial vivirá bajo restricciones extremas

de agua en 2050. La propiedad III hace que los tejidos biológicos con contenido en agua

se diferencien con un alto contraste de los secos. Una aplicación inmediata es la posible

monitorización continua e instantánea de la concentración de agua en hojas de plantas

para optimizar el cuidado de cultivos. Actualmente se decide cuando regar atendiendo

principalmente a la concentración de agua en el suelo. El estudio de la concentración

acuosa óptima directamente en sistemas vegetales (hojas, tallos y ráıces) podŕıa ser una

realidad mediante el empleo de rayos-T, lo cual incrementaŕıa la eficiencia en la produc-

ción reduciendo la cantidad de agua necesaria para desarrollar la actividad. Además, la

propiedad III permite a los rayos T generar imágenes tomográficas de quemaduras por

capas, lo cual acelera la toma de decisiones en la evaluación de la gravedad de un que-

mado. Otra aplicación que se desprende de la propiedad III es la detección de cánceres

de piel, ya que los tejidos afectados presentan mayores concentraciones de agua que los

tejidos sanos9. Además, de acuerdo con la propiedad IV, que permite a la tecnoloǵıa
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de THz-TDS generar imágenes de absorción, y teniendo en cuenta que los tejidos sanos

presentan perfiles de absorción diferentes de los canceŕıgenos (independientemente de la

concentración de agua en los tejidos), se pueden generar imágenes de la piel para detectar

cánceres en su interior en un estado muy temprano. Las aplicaciones que derivan de la

propiedad III en combinación con la propiedad IV permiten generar información de las

dinámicas de biomoléculas disueltas en agua, el disolvente universal de la vida5.

Otra potencial aplicación está en la toma de imágenes del interior de una mama

mediante procesos de reflexión con fibras delgadas, que pueden considerarse como sim-

ples gúıas de ondas de señales electromagnéticas en el rango de los THz. Esto permitiŕıa

delimitar la zona de seguridad con mayor precisión a la hora de extirpar un tumor. La tec-

noloǵıa de THz-TDS imaging ha permitido detectar tumores del tamaño de 0.02mm3 en

células grasas (como las del tejido mamario), en ratones vivos a temperatura ambiente18.

Otra aplicación médica, relacionada no sólo con la detección sino también con la

terapia, proviene de la combinación de la tecnoloǵıa de terahercios con la iluminación

de láseres infrarrojos (IR). Existen evidencias experimentales que muestran como las

Gold-Nano-Rods (GNR) o baritas nanométricas de oro recubiertas de azúcar pueden ser

usadas para incrementar el contraste en la detección de tejidos canceŕıgenos empleando

THz, para después ser iluminados con un láser IR. Además de la detección, dada la

mayor concentración de GNR en células canceŕıgenas, debido al azúcar que rodean la

GNR y que las células tumorales consumen más azúcar que las sanas, la exposición al

láser de IR es mayor que la que sufren las células sanas, pudiéndose mediante incremento

de temperatura eliminar estas células tumorales20.

La propiedad IV sugiere aplicaciones de identificación qúımica en un amplio rango

de disciplinas. A modo de ejemplo permite la detección de sustancias nocivas para la

salud como el bisphenol A o BPA21. Otra aplicación tecnológica de THz-TDS basada

en la propiedad II, es la caracterización de semiconductores y superconductores de alta

temperatura cŕıtica5,22. En definitiva, hay tantas posibilidades en esta región del espectro

electromagnético por explotar que el interés actual por la tecnoloǵıa THz está justificado.

No obstante, hay vaŕıas razones por las cuales todav́ıa no hay una amplia comerciali-

zación de las esas prometedoras aplicaciones que potencialmente se ocultan en esta región

del espectro. La figura 1.3 ilustra esta región a tres niveles: frecuencia, longitud de onda y

enerǵıa del fotón asociado. En esta misma figura 1.3, y en la figura 1.4 con mayor detalle,
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Figura 1.4: Atenuación en decibelios por kilómetro debida a la atmósfera para el rango
espectral que va desde las microondas hasta el visible19.

se ha incluido la curva de opacidad electromagnética dada por la atmósfera terrestre, de

la cual se desprende que los rayos-T son completamente absorbidos por la atmósfera. Si

existe algún fenómeno natural que radia en este ancho de banda es dif́ıcil observarlo a

nivel del mar, pues es filtrado y absorbido por completo por la atmósfera y habŕıa que

situar el detector muy cerca de la fuente para medir un valor significativo. Por la misma

razón, es muy poco probable observar a nivel del mar perturbaciones electromagnéticas

en THz provenientes del espacio exterior, aunque hay unas pocas regiones del planeta

donde es posible23. Como hemos dicho el vapor de agua contenido en la atmósfera im-

pide la propagación de los rayos-T a grandes distancias, (más de un kilómetro). Salvo

excepciones buscadas, la mayoŕıa de los laboratorios y centros de experimentación se

ubican cerca del nivel del mar, donde la concentración de vapor de agua juega un rol
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importante volviendo opaca la atmósfera a la propagación de rayos T. Luego las fuentes

de radiación en THz para experimentar y generar tecnoloǵıa son en general artificiales y

ese es el verdadero cuello de botella que ha frenado el desarrollo de las aplicaciones en

esta región del espectro. Según Carter M. Armstrong en una revisión del estado del arte

independiente publicada en 2012, la eficiencia inferior al 1 % que presentan las fuentes de

terahercios es el punto débil de esta tecnoloǵıa7. Este mismo autor sostiene que las pro-

pias fuentes son además, poco potentes y aún pendientes de optimizar. Más allá de estas

consideraciones, coincidimos en la apreciación de que uno de los pilares del desarrollo de

la tecnoloǵıa que opera en la región de los THz son la fuentes de emisión. Incrementar la

eficiencia es uno de los desaf́ıos que presenta esta tecnoloǵıa. En esta memoria tratamos

de estudiar este parámetro fundamental, buscando, desde el camino de la exploración

computacional, hipótesis para conocer y mejorar la eficiencia de antenas t́ıpicamente

usadas en este rango de frecuencias como son las antenas fotoconductivas, una fuente de

emisión de bajo coste que es descrita en el apartado siguiente 1.2.

Las fuentes de THz, ilustradas en la figura 1.5, se pueden clasificar en cuatro grupos:

conversión no lineal de altas frecuencias a bajas, conversión no lineal de baja frecuen-

cias a altas, emisión por electrones en vaćıo y dispositivos fotónicos. No obstante otra

clasificación atendiendo a criterios puramente económicos también seŕıa posible. Simpli-

ficando mucho, vamos a clasificar todas las fuentes de emisión en dos grupos, fuentes de

alto coste y las de un coste aún mayor. Por economı́a de escala, aquello que se produce

masivamente alcanza un valor cŕıtico de coste de producción que lo hace asequible para

la mayoŕıa. La probabilidad de que eso suceda es proporcional al coste inicial, ya que una

tecnoloǵıa más barata desde un principio posee mayor probabilidad de imponerse. Como

ejemplo tenemos la evolución de los transistores basados en silicio. De este modo los

aceleradores de part́ıculas, los láseres de cascada cuántica, los láseres de germanio tipo

P y los emisores por haz de electrones periódicamente modulados estaŕıan en el grupo

de los emisores de coste prohibitivo. Del lado más asequible están los cristales no linea-

les, los transistores y los emisores de gas ionizado. Del segundo grupo, los dispositivos

pulsantes poseen un mayor interés para muchas aplicaciones de tecnoloǵıa THz-TDS por

poseer un mayor ancho de banda. Las mayores potencias de emisión son producidas por

los dispositivos del primer grupo pero su precio frena su uso generalizado. De modo que

uno de los desaf́ıos presentes es incrementar las potencias de emisión de los del segundo

grupo.
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Figura 1.5: Fuentes de terahercios.
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FUENTES DE TERAHERCIOS QUE TIENEN SU ORIGEN EN CORRIENTES 
PRODUCIDAS EN SEMICONDUCTORES

Fotomezclador

Onda continua de THz

INTERRUPTORES FOTOCONDUCTIVOS

Figura 1.6: Fuentes de terahercios que tienen su origen en corrientes producidas en se-
miconductores.

De las fuentes pulsantes, la conversión por cristales no lineales de efecto Pockels

basada en la respuesta del cristal cuando es expuesto a un campo eléctrico intenso, es

una opción interesante, por sensibilidad y coherencia, a pesar de su baja eficiencia en la

actualidad. La baja eficiencia de estos dispositivos se basa en la longitud de walk-off5.

Durante la propagación en el medio a medida que se atraviesa éste, el campo de emisión

en THz respecto al incidente se amplifica hasta que se recorre la llamada distancia de

walk-off5, donde el proceso es inverso. Aśı el cristal actúa como un rectificador óptico

que resta las frecuencias contenidas en el pulso IR láser para obtener una salida en THz.

Desde el punto de vista de las ecuaciones constitutivas, que identifican la naturaleza de un

material en el seno de un campo electromagnético, se trata de una dependencia cuadrática

con el campo del vector densidad de polarización. Al ser cristales no-centrosimétricos el

segundo término del desarrollo en serie del vector densidad de polarización domina el

comportamiento no lineal, pues la susceptibilidad eléctrica χ(2) es no nula. Una de la

caracteŕısticas de esta fuente se basa en la reciprocidad, pues un cristal Pockels también

puede ser usado como detector coherente24. Para el caso de emisión continua el proceso

es parecido, pues la diferencia de dos frecuencias muy próximas son las que generan la

onda continua.

Por otro lado, dentro de éste grupo de conversión de altas a bajas frecuencias, pode-
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mos incluir los transistores como dispositivos de emisión generada por fotocorrientes en

un semiconductor. En la figura 1.5 son mostrados al final de la misma. En la figura 1.6 se

sugieren dos tipos de transistores, el de emisión continua de THz o mezclador fotónico,

con un estrecho ancho de banda y los dispositivos pulsantes también conocidos como

interruptores-fotoconductivos, en los que se ha centrado esta tesis. La razones de esta

elección han sido principalmente su menor coste y mayor eficiencia comparados con los

cristales electro-ópticos. Los multiplicadores de frecuencia basados en diodos Schottky

son otro tipo de transistores capaces de convertir las microondas en THz, eso śı, con una

baj́ısima eficiencia. Se basan en la gran velocidad de interrupción de paso de corriente

en la unión metal semiconductor gobernada por los portadores mayoritarios del semi-

conductor. En estos dispositivos hay una entrada de microondas a través de una gúıa

de ondas, una disposición de diodos en array que se comportan como un elemento no

lineal, capaz de duplicar o triplicar la frecuencia de entrada, y una gúıa de ondas para la

salida de esta nueva onda electromagnética de mayor frecuencia. La baja eficiencia que

presentan se debe a que la potencia de emisión es inversamente proporcional al cubo de

la frecuencia. Es decir, a medida que se sube en la frecuencia de emisión, la potencia

obtenida es menor.

El marco en el que esta tesis se ha llevado a cabo han sido los proyectos de investi-

gación:

TERAHERTZ TECHNOLOGY FOR ELECTROMAGNETIC SENSING APPLI-

CATIONS (ver página VIII).

TERALAB: NUMERICAL LABORATORY FOR DESIGN AND SIMULATION

OF THz TECHNOLOGY (ver página IX).

En ambos proyectos, el objetivo primordial era realizar desde el punto de vista del es-

tudio numérico un avance significativo en el conocimiento y comprensión de sistemas

de sensores electromagnéticos que operen en el rango de los terahercios. Teralab com-

part́ıa con Terasense un objetivo común, definir nuevas arquitecturas de dispositivos y

sistemas capaces de superar las brechas tecnológicas existentes en las diferentes regiones

espectrales de la banda de los terahercios.

Este trabajo se centra en el estudio de los sensores fotoconductivos basados en tec-

noloǵıa altamente viable desde el punto de vista económico. La idea es apostar por

dispositivos semiconductores robustos, seguros para la salud, relativamente baratos de
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producir y sencillos de operar. Además este trabajo pretende proporcionar conocimiento

útil para eliminar la brecha entre los actuales sensores de microondas y los ópticos, apos-

tando por un futuro conjunto de sensores multiespectrales, tanto pasivos como activos,

que cubran la banda de los terahercios. En la medida de lo posible y partiendo de los

recursos disponibles, se han abordado partes fundamentales de esos ambiciosos objetivos,

simulando arquitecturas de interés. Creemos que se ha conseguido explicar y comprender

algunas partes de la emisión de ondas electromagnéticas en el rango de los terahercios

para el sensor estudiado en esta tesis, las antenas fotoconductivas.

1.2. Las antenas fotoconductivas basadas en mate-

riales semiconductores

Una antena fotoconductiva puede entenderse, desde un punto de vista simplificado,

como una resistencia variable en el tiempo. Si es una antena emisora, estará conectada a

una fuente de tensión y si es receptora a un ampeŕımetro. El principio de trabajo de una

antena emisora se basa en por una fuente de tensión que en un momento dado cambia su

conductividad, ese cambio producirá una corriente transitoria que inducirá y radiará un

campo electromagnético. Rećıprocamente, una antena receptora es una resistencia, po-

larizada por el campo que se desea detectar, cuyo valor cambia en el tiempo durante el

periodo de muestreo. La corriente transitoria generada es medida por el ampeŕımetro.

En la fabricación de estas antenas se usa un semiconductor que pasa de ser un mal

conductor a incrementar sustantivamente su conductividad, como consecuencia del efec-

to fotoeléctrico producido por la aplicación de un pulso láser. En general, una antena

fotoconductiva fabricada con un material semiconductor está estructurada como un con-

junto de elementos con diferentes funciones. En la figura 1.7a se tiene un ejemplo de

antena completa, compuesta por una lente sobre la que se sitúa un sustrato semi-aislante

y sobre este la capa fotoactiva (representada en la figura 1.7c). En esta capa fotoac-

tiva se depositan los contactos metálicos. La región semiconductora es una estructura

multicapa que, se puede considerar constituida por una capa de gran grosor, que es el

sustrato semi-aislante, y otra más fina, que puede contener impurezas, que es la capa

fotoactiva. En la capa fotoactiva llamada zona o región fundamental o fotoactiva al área

del semiconductor que se encuentra justo debajo de los contactos metálicos, como se
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(a) Esquema de la antena completa constituida por: Con-
tactos metálicos (de color amarillo), capa fotoactiva (de
color azul), región fotoactiva (de color rojo), sustrato semi-
aislante (de color rosa) y lente (de color gris).

(b) Elementos pasivos de la an-
tena, formados por lente, de co-
lor gris en la figura, y capa semi-
aislante de color rosa en la figura.

(c) Multicapas semiconductoras donde hay
dos capas, un sustrato semi-aislante de color
rosa y una capa fotoactiva (sobre la que se
realiza la implantación de impurezas) de co-
lor azul. En esta capa fotoactiva se ha delimi-
tado la región que denominamos fotoactiva,
de color rojo en la figura.

(d) Capa fotoactiva en la que tiene lugar el
efecto fotoeléctrico. Dentro de esta capa la
región de color rojo es la denominada zona
fotoactiva, región fotoactiva o región funda-
mental, porque la mayor intensidad de gene-
ración de portadores de carga se produce en
ella.

(e) Región fotoactiva o región fundamental
de la antena. Esta es la parte de la antena
en la que se resuelve el estado estacionario
(caṕıtulo 2) y el transitorio (caṕıtulos 3 y 6).
Aśı mismo, el estudio de la eficiencia de una
antena emisora se realiza sobre esta región
(caṕıtulo 4).

(f) Elemento equivalente a toda la antena co-
locado en el dominio computacional y trata-
do en los caṕıtulos 2, 3, 4 y 6. En el aparado
3.2.4 del caṕıtulo 3 se describe el dominio
computacional y se muestra este elemento
como el núcleo del mismo.

Figura 1.7: Esquemas de una antena fotoconductiva con sus diferentes partes.
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ilustra en la figura 1.7e. La lente dieléctrica se coloca bajo el sustrato semi-aislante para

colimar la enerǵıa de emisión en una antena emisora o focalizar la enerǵıa recibida en

una receptora.

Los procesos en los que se centra esta tesis, tienen lugar en la llamada capa foto-

activa y dentro de ésta en la región fotoactiva. En esta región es en la que tiene lugar

principalmente cambio de la conductividad debido al efecto fotoeléctrico, y este cam-

bio en la conductividad es el que origina la radiación electromagnética (antena emisora)

o permite la detección y muestreo de la misma (antena receptora). La aplicación del

campo electrostático que barre las cargas inducidas por el láser tiene lugar sobre esta

región. Esto se lleva a cabo mediante el empleo de contactos metálicos, que supondremos

de conducción perfecta (PEC), depositados sobre la región fotoactiva. En un trabajo

experimental previo25 y en los estudios realizados en esta tesis en el caṕıtulo 4, se ha

demostrado que la geometŕıa de estos contactos resulta determinante en la estructura e

intensidad del campo radiado, aśı como en la eficiencia de la antena. Del mismo modo,

el material semiconductor con el que se fabrica la antena resulta fundamental. También

el grosor de la capa fotoactiva y la del sustrato semi-aislante son parámetros a tener en

cuenta, ya que la directividad del campo radiado está relacionado con ellos26. Además de

los elementos mencionados, otro factor a tener en consideración es el nivel de impurezas

en la capa fotoactiva, ya que este parámetro condiciona la conductividad y la polariza-

ción de oposición al barrido de carga que en última instancia modula la intensidad del

campo radiado27. Son muchos los parámetros que gobiernan el comportamiento de este

tipo de antenas, que si bien poseen una base f́ısica sencilla en cuanto a su operatividad,

su descripción cuantitativa mediante soluciones anaĺıticas de los modelos diferenciales

propuestos es inviable y se requieren soluciones numéricas.

Aire

LLT−GaAs LSI−GaAs

Lente
LT-GaAs SI-GaAs

Figura 1.8: División del sustrato de GaAs en capas28: una base SI-GaAs y sobre está la
capa fotoactiva de LT-GaAs. En la práctica LSI−GaAs >> LLT−GaAs

De todos los materiales semiconductores útiles para la elaboración de antenas, el GaAs

crecido a baja temperatura, LT-GaAs, es el que se ha estudiado y simulado. El LT-GaAs
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se hace crecer por deposición molecular de haz29 sobre un sustrato semi-aislante (puro)

de GaAs. Como se muestra en la figura 1.8 el grosor de esta capa fotoactiva libre de

defectos, cuando la presión equivalente de haz es inferior a 10 y la temperatura superior

a 483K, puede superar la micra29. De hecho, el valor medio está alrededor de los 1,5µm

como se desprende de la literatura30–32, aunque hay ejemplos experimentales llevados a

cabo con láminas de LT-GaAs de mayor grosor33.

1.3. Estructura de la memoria

En este trabajo se mostrará, que ciertos aspectos de las antenas fotoconductivas que

operan en el submilimétrico son analizables mediante el método numérico de FDTD34–40

como ponen de manifiesto los resultados obtenidos con los algoritmos desarrollados. Al

mismo tiempo, se concluirá que simular comportamientos realistas de estos dispositivos

es de gran utilidad para explorar caminos que puedan conducir al mejor conocimiento y

desarrollo de la tecnoloǵıa de terahercios. Una prueba de ello es el conocimiento propor-

cionado por los algoritmos destinados al estudio de la eficiencia de las antenas fotoactivas

estudiadas27.

La estructura de esta tesis se ha hecho del siguiente modo:

En el caṕıtulo 2, después de plantear un procedimiento numérico capaz de conducir

a la solución del estado estacionario de un semiconductor polarizado por una fuente

de tensión externa, se han implementado y validado los resultados obtenidos con

software comercial. Este estado estacionario es de vital interés para conocer el

campo electrostático y la carga de una antena fotoconductiva emisora.

En el caṕıtulo 3 se han introducido una serie de algoritmos que permiten simu-

lar el proceso transitorio de una antena fotoconductiva en el dominio del tiempo

mediante diferencias finitas (FDTD34–40). El modelo de difusión y arrastre es un

buen descriptor de la f́ısica de una antena fotoconductiva, siempre y cuando nos

encontramos en las condiciones de aplicabilidad del modelo. De este caṕıtulo se han

producido dos publicaciones, una de las cuales centra su atención en la importancia

del modelo de movilidad41. La otra explica el propio algoritmo de simulación del

proceso transitorio, su validación e implementación42,43.
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En el caṕıtulo 4 los resultados muestran que la forma de los contactos metálicos

resulta realmente relevante en cuanto a lo que la eficiencia se refiere27, y hay evi-

dencias experimentales que ratifican estas conclusiones25. En este caṕıtulo se ha

llegado a la conclusión de que los simuladores son útiles, para aunar las caracteŕısti-

cas más deseadas que conducen a una eficiencia mayor. Aunando el conocimiento

proporcionado por los resultados de las simulaciones llevadas a cabo, ha sido di-

señado un modelo de alta eficiencia, en comparación con los diseños anteriores. Su

geometŕıa es la que ha mostrado una mayor eficiencia en todas las simulaciones,

la forma triangular (TT0), explicada en el caṕıtulo 4, la tensión aplicada ha sido

de 60V, el dopado por huecos C = −1014cm−3, y la potencia promedio del láser

incidente Pav = 5mW . Con estos datos de partida se ha alcanzado una eficiencia

de 0.14 % y un ancho de banda relativo a frecuencia de máximo ∆ν
νmax

= 0,4. No

obstante, aumentar la eficiencia reduciendo el nivel de impurezas tiene una pena-

lización, pues se pierde ancho de banda. Aunque esta última conclusión basada en

la región fundamental de la antena, concepto descrito en el apartado anterior 1.2,

es discutible y se analiza en el caṕıtulo 4.

En el caṕıtulo 5 los resultados indican que sólo una parte de la señal electromagnéti-

ca es muestreada, pues existe una ventana temporal dada por la fotoconductividad

que es la que limita la anchura temporal de muestreo, como se apunta en la bi-

bliograf́ıa44. El paso de la onda electromagnética por medios materiales de cierta

conductividad (sustrato, lente y regiones fotoactivas), será también analizado.

Finalmente, en el caṕıtulo 6, se presentan un conjunto de algoritmos destinados a

resolver el modelo magnetohidrodinámico. El motivo es que existen evidencias ex-

perimentales45–48 y estudios teóricos49–52 que evidencian un aumento en la emisión

de una antena fotoconductiva si durante el proceso transitorio esta se encuentra

inmersa en el seno de un campo magnetostático. Como el modelo de difusión y

arrastre no contempla la ley de Lorentz, se hace necesario acudir al modelo mag-

netohidrodinámico clásico.

En definitiva, el objetivo último de este trabajo es arrojar luz y crear conocimiento para

el desarrollo de los futuros sensores que operarán en la banda submilimétrica.



2

Algoritmos de simulación del estado

estacionario de una antena

fotoconductiva.

2.1. El modelo f́ısico, sistema de ecuaciones diferenciales en de-

rivadas parciales a resolver . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1. El modelo de difusión y arrastre . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2. La celda de Yee modificada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3. Aproximación por diferencias finitas del sistema de ecua-

ciones diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4. La movilidad de los portadores de carga . . . . . . . . . . . . 37

2.4.1. Modelos de movilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.5. La tasa de recombinación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.5.1. Tiempos de vida de los portadores de carga . . . . . . . . . . . 50

2.6. Condiciones de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.6.1. Condiciones de contorno de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.6.2. Condiciones de contorno de Neumann . . . . . . . . . . . . . . 54

2.7. Validación del algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

19



20 2. Algoritmos de simulación del estado estacionario de una antena fotoconductiva.

En este caṕıtulo se establecen las bases f́ısicas y el modelo que permite el estudio de las

antenas fotoconductivas ya presentadas en el apartado 1.2 del caṕıtulo 1, desde un punto

de vista de simulación numérica. Aqúı se estudiará la polarización del semiconductor de

la antena fotoconductiva mediante una fuente de tensión externa que genera un campo

electrostático en la región fotoactiva de la antena fotoconductiva. La fuente de tensión es

aplicada a unos contactos metálicos depositados en la región fotoactiva, de forma que se

aplica un campo eléctrico sobre una región en la que hay una concentración constante de

carga libre, ésta se redistribuye y se produce una corriente estacionaria. Caracterizar este

estado estacionario de equilibro se hace necesario para el posterior estudio del transitorio

(donde se cambia la conductividad del semiconductor aplicando una fuente de luz). En

definitiva, el estado estacionario es el punto de partida en el que arranca la simulación

del proceso transitorio, y su determinación mediante cálculo numérico, es el objeto de

este caṕıtulo.

2.1. El modelo f́ısico, sistema de ecuaciones diferen-

ciales en derivadas parciales a resolver

La descripción de los procesos que tienen lugar en una antena fotoconductiva median-

te la elección y justificación de un modelo f́ısico, es el primer apartado de este caṕıtulo. En

la escala espacio-temporal, macroscópicamente, las ecuaciones clásicas de Maxwell53–55

representan el modelo f́ısico apropiado:

~∇ · ~D (~r, t) = ρe (~r, t) (2.1)

~∇ · ~B (~r, t) = 0 (2.2)

~∇∧ ~E (~r, t) = −∂t ~B (~r, t) (2.3)

~∇∧ ~H (~r, t) = ~J (~r, t) + ∂t ~D (~r, t) , (2.4)

donde ~D (~r, t) es el desplazamiento eléctrico, ρe (~r, t) la densidad de carga eléctrica,
~B (~r, t) la inducción magnética, ~E (~r, t) el campo eléctrico, ~H (~r, t) el campo magnético

y ~J (~r, t) la densidad de corriente eléctrica.

A partir de la ley de Gauss 2.2 y de la identidad matemática ~∇ · (~∇ ∧ ~a) = 0, el vector

intensidad de campo magnético ~B (~r, t) debe provenir de un potencial vector ~A (~r, t) de
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modo que ~B (~r, t) = ~∇ ∧ ~A (~r, t). Sustituyendo este potencial vector ~A (~r, t) en la ley

de inducción de Faraday, se tiene la expresión ~∇ ∧ ~E (~r, t) = −∂t
(
~∇∧ ~A (~r, t)

)
donde

~∇ ∧
(
~E (~r, t) + ∂t ~A (~r, t)

)
= 0̄. Lo que nos permite escribir53–55 ~E (~r, t) + ∂t ~A (~r, t) =

−
−→
∇ψ (~r, t). Si se multiplica por la permitividad eléctrica del medio se obtiene el vector

desplazamiento eléctrico:

~D (~r, t) = −ε
(
∂t ~A (~r, t) +

−→
∇ψ (~r, t)

)
(2.5)

Aplicando el operador divergencia a ambos lados de la ecuación anterior 2.5, suponiendo

además una permitividad eléctrica isótropa y homogénea del medio material ε y compa-

rando con la ecuación de Gauss 2.1 se obtiene:

~∇ ·
(
−ε
(
∂t ~A (~r, t) +

−→
∇ψ (~r, t)

))
= ~∇ · ~D (~r, t) = ρe (~r, t) (2.6)

En el estado estacionario, es evidente que ∂t ~A = 0̄. Y de esta condición de equilibrio se

obtiene la ecuación de Poisson:

~∇ ·
(−→
∇ψ (~r)

)
= −ρe (~r)

ε
(2.7)

En la expresión anterior la densidad espacial de carga eléctrica en un semiconductor

es ρe (~r) = q (p (~r)− n (~r) + C (~r))56–58 donde q es la carga del electrón, n (~r) es la

concentración de electrones, p (~r) es la concentración de huecos y C (~r) = N+
D (~r)−N−A (~r)

es la distribución de impurezas en el semiconductor. Reescribiendo la ecuación de Poisson

teniendo en cuenta la densidad espacial de carga eléctrica se llega a la ecuación:

~∇ ·
(−→
∇ψ (~r)

)
= −q

ε
(p (~r)− n (~r) + C (~r)) (2.8)

Resolver esta ecuación conduce a conocer el campo electrostático ~E0 (~r) a través de

la relación ~E0 (~r) = −
−→
∇ψ (~r). Pero para resolverla necesitaremos dos ecuaciones más

para las dos incógnitas restantes, la carga debida a electrones e− y a huecos e+. Las

ecuaciones presentadas a continuación, de continuidad de la carga eléctrica, tienen un

carácter general y serán después particularizadas al caso estacionario.

Aplicando la divergencia a ambos lados de la ley de Ampre-Maxwell53–55 en la ecuación
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2.4 se obtiene es ~∇ ·
(
~∇∧ ~H (~r, t)

)
= ~∇ ·

(
~J (~r, t) + ∂t ~D (~r, t)

)
. Si se reemplaza en esta

expresión ~∇ · ~D (~r, t) por ρ (~r, t) de acuerdo a la ley de Gauss 2.1 y se hace uso de la

identidad matemática ~∇ ·
(
~∇∧ ~a

)
= 0, llegamos a la ecuación de la continuidad de la

carga eléctrica:
~∇ · ~J (~r, t) + ∂tρ (~r, t) = 0 (2.9)

Sustituimos ahora en la ecuación obtenida 2.9 la densidad espacial de carga eléctrica

ρ (~r, t) = q (p (~r, t)− n (~r, t)− C (~r)) y obtenemos:

~∇ · ~Jn (~r, t) + ~∇ · ~Jp (~r, t) + ∂tp (~r, t)− ∂tn (~r, t) = 0 (2.10)

−~∇ · ~Jn (~r, t) + ∂tn (~r, t) = ~∇ · ~Jp (~r, t) + ∂tp (~r, t) (2.11)

La ecuación 2.10 da cuenta de la carga que hay en una región del espacio en un instante

dado. Si existe una fuente de carga que expresa la tasa de generación de carga en cada

punto del espacio y en cada instante del tiempo, a la que llamamos tasa de generación

G (~r, t), y de igual modo hay un sumidero de carga, es decir, una función que expresa la

tasa de recombinación de carga en cada punto del espacio y en cada instante del tiempo

R (~r, t), y consideramos que se ha de conservar la neutralidad de la carga, la ecuación

2.11 puede escribirse:

−~∇ · ~Jn (~r, t) + ∂tn (~r, t) = ~∇ · ~Jp (~r, t) + ∂tp (~r, t) = G (~r, t)−R (~r, t) (2.12)

De esta igualdad se obtienen dos ecuaciones para la carga eléctrica:

∂tn (~r, t) = q−1~∇ · ~Jn (~r, t) +G (~r, t)−R (~r, t) (2.13)

∂tp (~r, t) = −q−1~∇ · ~Jp (~r, t) +G (~r, t)−R (~r, t) (2.14)

Estas ecuaciones obtenidas (2.13,2.14), independientemente del modelo para las corrien-

tes ( ~Jn, ~Jp) las tasas de generación G (~r, t) y recombinación R (~r, t), expresan de modo

general la dinámica espacio-temporal clásica de carga y son de aplicación tanto en el

estudio estacionario como en el transitorio. En lo que sigue, referiremos el estado esta-

cionario; empleamos la notación:

n0 (~r) y p0 (~r) para referirnos a las concentraciones de electrones y huecos respec-

tivamente.
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R0 (~r) para referirnos a la tasa de recombinación del estado estacionario.

~Jn0 y ~Jp0 para referirnos a las corrientes estacionarias debidas a electrones y huecos

respectivamente.

Particularizadas las ecuaciones de la continuidad de la carga para el estado estaciona-

rio donde no hay tasa de generación G (~r, t), y se cumple que ∂tn (~r, t) = 0 y ∂tp (~r, t) = 0,

las ecuaciones 2.13-2.14 se reducen a:

~∇ · ~Jn0 (~r) = qR0 (~r) (2.15)

~∇ · ~Jp0 (~r) = −qR0 (~r) (2.16)

Encontrándose el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que describen

el estado estacionario:

~∇ ·
(−→
∇ψ (~r)

)
= −q

ε
(p0 (~r)− n0 (~r) + C (~r)) (2.17)

~∇ · ~Jn0 (~r) = qR0 (~r) (2.18)

~∇ · ~Jp0 (~r) = −qR0 (~r) (2.19)

Resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales, en la región fotoactiva

de una antena fotoconductiva, es el principal objetivo de este caṕıtulo.

2.1.1. El modelo de difusión y arrastre

La relación entre la ecuación de Poisson 2.17 y las ecuaciones de continuidad de la

carga 2.18-2.19 se establece a través de las corrientes de portadores de carga ~Jn (~r) y
~Jp (~r). Es en este apartado en el que se introduce el modelo que se ha usado para estas

corrientes, el llamado de difusión y arrastre (modelo de difusión y arrastre). El modelo es

un descriptor aceptable bajo ciertas condiciones, y lo más importante, lo suficientemen-

te simple y preciso como para ser computacionalmente implementado en la simulación

de dispositivos reales. Una de las caracteŕısticas fundamentales que lo hacen adecuado

en el contexto de las antenas fotoconductivas estudiadas, son las dimensiones espacio-

temporales de éstas, que aceptan un modelo clásico.

La deducción del modelo de difusión y arrastre para las corrientes fijan su marco de
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aplicabilidad59. Si bien la deducción del modelo en śı no es fundamental para la compre-

sión de esta tesis, lo es ese marco de aplicabilidad, es decir, porque especifica cuando se

puede emplear el modelo. En particular cuando sobre las antenas fotoconductivas y en

qué condiciones. En este apartado se enumeran las limitaciones del modelo y se justifican

algunos puntos discutibles en su aplicación a los dispositivos bajo estudio. Se presentan

también los efectos y procesos f́ısicos que el modelo en śı no tiene en cuenta, y porque es

posible hacerlo sin pérdida de rigor y precisión de los resultados obtenidos a partir del

mismo.

Ĺımites del modelo, marco de aplicabilidad y justificaciones

El modelo ignora la interacción entre cargas. Cuando se obtiene el modelo

de difusión y arrastre no se contempla la interacción entre cargas, eso implicaŕıa no

linealidades dif́ıciles de tratar59,60. Cuanto menor sea la concentración de impuerzas

el modelo funcionará mejor.

El modelo ignora la ley de Lorentz59. Cuando se obtiene el modelo de difu-

sión y arrastre no se contempla la acción de Lorentz, simplemente se ignora. Por

eso el modelo será válido y lo podremos aplicar siempre que no existan campos

magnetostáticos de cierta intensidad aplicados durante el transitorio. Además, la

fuerza magnética del campo inducido en el transitorio es considerablemente más

pequeña que la eléctrica y en las simulaciones realizadas se puede despreciar.

El modelo ignora variaciones espacio-temporales de la temperatura59.

En todas nuestras simulaciones la temperatura es asumida constante a lo largo de

todo el proceso y su valor es el mismo en todo punto del dominio (no hay gradientes

térmicos). Parte de la enerǵıa del láser se invierte en calentar el punto de impacto

de la región fotoactiva durante el transitorio. En el caṕıtulo 4 se calcula la enerǵıa

suministrada por un láser y la enerǵıa suministrada por la fuente de tensión externa

durante el régimen transitorio. Si hacemos la aproximación de cuerpo negro y apli-

camos la ley de Stefan–Boltzmann61 suponiendo que toda esta enerǵıa (en el caso

más extremo de potencia láser simulada, con un dopado por electrones y una rela-

tivamente alta tensión aplicada de 150V) se invierte en calentar el semiconductor,

el incremento de temperatura es de ∆T =
(
Eγ+EDC

σ

) 1
4

= 4K. Eso es relativamente
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poco para una antena fotoconductiva trabajando a temperatura ambiente. Si la

temperatura de trabajo es de T = 300K, una variación de 4K supone un 1,3 % de

un kBT . No obstante, una aproximación más realista es posible. De fuentes experi-

mentales62 se tiene que la capacidad caloŕıfica de un material semiconductor muy

empleado en antenas fotoconductivas, GaAs, es CGaAs(T = 300k) = 5,6 calg
AtomK

y al

mismo tiempo63 en GaAs 1cm3 = 4,42 ·1022Atom. Como la densidad63 del GaAs es

ρGaAs = 5,32 g
cm3 suponiendo que toda la enerǵıa se invierte en calentar un región

fotoactiva de altura H = 1,5µm y radio R = 3µm; el incremento de temperatura

seŕıa ∆T = Eγ+EDC
CGaAs(T=300k)ρGaAsHπR2 ' 10−23K, aproximadamente un yocto (10−24)

de un kBT . Con lo que la aproximación de temperatura constante en todo instante

y en todo punto puede ser aplicada. No obstante, es posible estudiar gradientes

de temperatura añadiendo al modelo las llamadas relaciones de Einstein modifica-

das59,64–68 y que se corresponden con las expresiones 2.22 y 2.23. Esto implicaŕıa

resolver una ecuación en derivadas parciales más, la ecuación del calor 2.24.

El modelo no contempla semiconductores degenerados59, tanto el valor

máximo de la banda de valencia como el mı́nimo de la banda de conducción se

han aproximado por paraboloides. Consideramos degeneración total una posición

de 5kBT del nivel de Fermi, o potencial qúımico por encima del fondo de la banda

de conducción o por debajo del techo de la banda de valencia69. En ningún caso

las antenas fotoconductivas estudiadas en este trabajo están en degeneración total.

Ni siquiera parcialmente degeneradas.

En este modelo todos los procesos de scattering son elásticos59. Aunque

en su formulación se obvian procesos de scattering tan importantes como el de

fonones ópticos polares, el mecanismo principal de scattering del GaAs, unos de

los materiales más usado en antenas fotoconductivas, es posible medir como este

mecanismo contribuye a la movilidad70 de portadores en GaAs y tenerlo en cuenta

en modelos de movilidad.

En el modelo se desprecia la variación espacial del tiempo de colisión59.

Lo cual tiene remedio empleando un modelo de movilidad que de cuenta de una no

igualdad espacial del tiempo de colisión, o en otras palabras, una no uniformidad

espacial de la movilidad.
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En la deducción del modelo el semiconductor se asume infinitamente

grande59. Es de esperar que falle en las proximidades de las interfaces. En este

contexto proximidades significa unos pocos caminos medios libres. Suponiendo que

un camino medio libre tiene el tamaño de separación de núcleos atómicos de red o

constante de red no mayor a una docena de Å, el modelo funcionará bien a una dis-

tancia de 103Å de las interfaces (región fotoactiva-vaćıo, región fotoactiva-contactos

metálicos, región fotoactiva-aislantes, región fotoactiva-sustrato semiconductor...).

En definitiva, el modelo sólo puede ser aplicado a una distancia mayor o igual a

0,1µm de las interfaces. Problema que se soluciona aplicando condiciones de con-

torno apropiadas a cada una de las interfaces. En ningún caso el mallado ha sido

menor de 100nm y en la periferia de la región fotoactiva se han aplicado condiciones

de contorno espećıficas de cada interfaz.

El modelo no contempla el efecto Gunn59,69. Este efecto, presente en el

GaAs, provoca cambios bruscos de conductividad para campos externos intensos.

Se basa en el salto entre valles de la banda de conducción para semiconductores

que presentan varios mı́nimos muy próximos en la citada banda. Tener en cuenta

este proceso es posible mediante modelos de movilidad que sean dependientes del

campo eléctrico.

El modelo desprecia variaciones espaciales de las fuerzas externas aplica-

das59. El significado, una variación lenta del vector campo eléctrico, algo solamente

posible reduciendo el grid del mallado en las regiones de brusco cambio del vector

campo eléctrico (zona de contactos).

El modelo sólo tiene en cuenta orden cero del desarrollo en serie de

potencias del tiempo de colisión de las corrientes59 Jn y Jp. Se desprecian

efectos importantes como la velocidad de sobredisparo, mayor que la de saturación,

y que produce movilidades considerables y por ende conductividades. En esta tesis

todos los gap de zona de campo eléctrico intenso, poseen una distancia mayor o

igual a cinco micrómetros. Tomando como ejemplo la constate de red del GaAs

a temperatura ambiente a = 5,65Å, eso supone aproximadamente 104 capas de

átomos. Con lo que la probabilidad de que exista sobredisparo y transporte baĺıstico

es no nula, pero tan pequeña, que se puede despreciar el efecto. Concluimos que
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esto es algo sólo presente en dispositivos submicrométrico71 mucho menores que

los dispositivos estudiados.

El proceso de obtención de las ecuaciones de transporte del modelo de difusión y arrastre

aśı como sus peculiaridades, pude ser consultado en la bibliograf́ıa56,59,69. Usando la

relación de Einstein Dn = µnVT y Dp = µpVT donde VT = KBT
q

, las ecuaciones del

modelo de difusión y arrastre se pueden escribir:

~Jn (~r, t) = −qµ̄n (ψ,~r)�
(
n (~r, t)

−→
∇ψ (~r, t)− VT

−→
∇n (~r, t)

)
(2.20)

~Jp (~r, t) = −qµ̄p (ψ,~r)�
(
p (~r, t)

−→
∇ψ (~r, t) + VT

−→
∇p (~r, t)

)
(2.21)

Donde ~Jn es la corriente debida a electrones, q es la carga del electrón, la variedad lineal

µ̄n (ψ,~r) representa la movilidad del electrón, n (~r, t) es la concentración volúmica de

carga,
−→
∇ψ (~r, t) es el campo eléctrico cambiado de signo y

−→
∇n (~r, t) es el gradiente de

la concentración de carga debida a electrones. Del mismo modo, ~Jp es la corriente debi-

da a huecos, la variedad lineal µ̄p (ψ,~r) representa la movilidad del hueco, p (~r, t) es la

concentración volúmica de carga y
−→
∇p (~r, t) es el gradiente de la concentración de carga

debida a electrones. Como se comentó anteriormente, la definición del producto � puede

ser consultada en los apéndices I.b, y supone un producto componente a componente

respetando el carácter vectorial.

Estas ecuaciones son válidas para dispositivos en los que no hay gradientes de tempera-

tura, siempre que nos restrinjamos al marco de aplicabilidad. Sin embargo, dispositivos

con gradientes térmicos pueden ser estudiados con el modelo de difusión y arrastre dado

por:

~Jn (~r, t) = −qn (~r, t) µ̄n (ψ,~r)�

(
−→
∇ψ (~r, t)− VT (~r, t)

−→
∇n (~r, t)

n (~r, t)
− kB

2q

−→
∇T (~r, t)

)
(2.22)

~Jp (~r, t) = −qp (~r, t) µ̄p (ψ,~r)�

(
−→
∇ψ (~r, t) + VT (~r, t)

−→
∇p (~r, t)

p (~r, t)
+
kB
2q

−→
∇T (~r, t)

)
(2.23)

Donde hay que introducir una ecuación más para modelar las variaciones de temperatura:

% (~r) cV (~r) ∂tT (~r, t)−Υ (~r, t) = ~∇ ·
(
$(T (~r, t))

−→
∇T (~r, t)

)
, (2.24)
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donde % (~r) es la masa espećıfica, cV (~r) es el calor espećıfico isócoro, Υ (~r, t) la tasa de

generación de calor59, $(T ) la conductividad térmica y T la temperatura del semicon-

ductor bajo estudio.

2.2. La celda de Yee modificada

Figura 2.1: Celda de Yee modificada.

Resolver numéricamente un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas par-



2.3. Aproximación por diferencias finitas del sistema de ecuaciones diferenciales 29

ciales, implica resolver sobre un mallado, que en el caso de FDTD son hexaedros sobre

los que se definen las magnitudes estudiadas34–40. Como se puede ver en la figura 2.1,

la resolución numérica por diferencias finitas del estado estacionario queda sobre las es-

quinas de las celdas de Yee, y es compatible con las elecciones originales de Yee para el

transitorio, que explicaremos en el caṕıtulo posterior.

El criterio para asignar magnitudes sobre la celda de la figura no es nuevo y ya ha sido

usado en la literatura por diferentes autores72–75.

En el apartado siguiente se discretizará el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales (2.17, 2.18, 2.19), cuya solución se corresponde con la del estado estacionario.

En un dominio computacional mallado con celdas de Yee, la solución sobre este mallado

viene dada por las magnitudes del sistema de ecuaciones diferenciales que se localizan en

las esquinas de la celda de Yee. Además, en el apartado siguiente se explica la notación

de la celda de Yee, que aqúı se presenta. No es sólo un elemento fundamental de FDTD

tradicional, sino también de los métodos h́ıbridos que en esta tesis se han desarrollado.

2.3. Aproximación por diferencias finitas del sistema

de ecuaciones diferenciales

La solución numérica del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

(2.17, 2.18, 2.19) empleando el modelo de difusión y arrastre (2.20,2.21) para las corrien-

tes, se ha resuelto numéricamente por diferencias finitas. Se ha escogido este método por

su coherencia geométrica con el empleado en la simulación de los procesos transitorios,

FDTD34–40. Dado que todos los procesos transitorios se han simulado por diferencias

finitas en el dominio del tiempo, (FDTD34–40) la forma más natural de proporcionar un

punto de partida, una condición o estado inicial, es mediante una solución del problema

electrostático utilizando también diferencias finitas. La figura 2.2 muestra la notación

empleada en el método numérico. Este método permite aproximar la derivada de dife-

rentes formas. De todas ellas se ha empleado la derivada central de primer orden que

es definida en el apartado I.4 del apéndice I. Apoyándonos en la notación de la figura

2.2, donde es fácil identificar ∆xi = xi+1 − xi, ∆xi−1 = xi − xi−1, ∆yj = yj+1 − yj,

∆yj−1 = yj − yj−1, ∆zk = zk+1 − zk y ∆zk−1 = zk − zk−1; se puede definir δxi , δyj y δzk
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∆
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∆
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Figura 2.2: Notación adoptada para las diferencias finitas.

como sigue:

δxi =
∆xi + ∆xi−1

2
(2.25)

δyj =
∆yj + ∆yj−1

2
(2.26)

δzk =
∆zk + ∆zk−1

2

Esta notación aplicada al potencial electrostático ψ, permite expresarlo haciendo uso de

sub́ındices como:

ψi,j,k = ψ(xi, yj, zk) ψi+ 1
2
,j,k = ψ(

xi + xi+1

2
, yj, zk)

ψi,j+ 1
2
,k = ψ(xi,

yj + yj+1

2
, zk) ψi,j,k+ 1

2
= ψ(xi, yj,

zk + zk+1

2
)
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En las definiciones anteriores se introduce el concepto de vecino próximo, cuando dado un

nodo del mallado cualquiera de ı́ndices (i, j, k) es posible encontrar otro nodo contiguo al

situado en los ı́ndices (i, j, k) incrementando o disminuyendo en una sola unidad un solo

indice. De este modo, los vecinos próximos del nodo (i, j, k) son los ubicado en (i±1, j, k),

(i, j ± 1, k) y (i, j, k ± 1), seis en total.

Aplicando al sistema de ecuaciones (2.17, 2.18, 2.19) la derivada central de primer orden

definida en I.4 y la notación de sub́ındices también definida, que es extensible a la carga

y corriente, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales discretizado en

diferencias:(
∂xψi+ 1

2
,j,k − ∂xψi− 1

2
,j,k

δxi
+
∂yψi,j+ 1

2
,k − ∂yψi,j− 1

2
,k

δyj
+
∂zψi,j,k+ 1

2
− ∂zψi,j,k− 1

2

δzk

)
+
q

ε
(p0i,j,k + Ci,j,k − n0i,j,k) = 0 (2.27)

Jn0x|i+ 1
2
,j,k − Jn0x|i− 1

2
,j,k

δxi
+
Jn0y|i,j+ 1

2
,k − Jn0y|i,j− 1

2
,k

δyj
+
Jn0z|i,j,k+ 1

2
− Jn0z|i,j,k− 1

2

δzk
−R0i,j,k = 0 (2.28)

Jp0x|i+ 1
2
,j,k − Jp0x|i− 1

2
,j,k

δxi
+
Jp0y|i,j+ 1

2
,k − Jp0y|i,j− 1

2
,k

δyj
+
Jp0z|i,j,k+ 1

2
− Jp0z|i,j,k− 1

2

δzk
+R0i,j,k = 0 (2.29)

El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido todav́ıa no contiene en ningún lugar

el modelo de difusión y arrastre. Pero antes de introducir el modelo de las corrien-

tes y derivar un sistema de ecuaciones definitivo que sea tratable en un algoritmo

computacional, vamos a desarrollar más la ecuación 2.27. Para ello, mostramos a par-

tir de la derivada central de primer orden como aproximar la derivada con la nota-

ción definida: ∂xfi+ 1
2
,j,k =

fi+1,j,k−fi,j,k
∆xi

+ O (∆x2
i ), ∂yfi,j+ 1

2
,k =

fi,j+1,k−fi,j,k
∆yj

+ O
(
∆y2

j

)
,

∂zfi,j,k+ 1
2

=
fi,j,k+1−fi,j,k

∆zk
+ O (∆z2

k), y las empleamos para reescribir la ecuación 2.27 de

un modo computacionalmente tratable: ψi+1,j,k−ψi,j,k
∆xi

− ψi,j,k−ψi−1,j,k

∆xi−1

δxi
+

ψi,j+1,k−ψi,j,k
∆yj

− ψi,j,k−ψi,j−1,k

∆yj−1

δyj
+

ψi,j,k+1−ψi,j,k
∆zk

− ψi,j,k−ψi,j,k−1

∆zk−1

δzk


+
q

ε
(p0i,j,k + Ci,j,k − n0i,j,k) = 0 (2.30)
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Sólo resta introducir los modelos de las corrientes (2.20,2.21) en las ecuaciones 2.28 y

2.29. Para ello y por claridad, trabajaremos en una sola dimensión y luego extrapolaremos

los resultados de nuestros cálculos a tres dimensiones. Considerando un camino en la

dirección X entre el nodo x = xi y el nodo x = xi+1, y desarrollando la corriente en torno

al punto medio del intervalo [xi, xi+1], es decir, en el punto x = xi + ∆xi
2

= xi+ 1
2

en serie

de Taylor76, tendremos:

Jnx(x ∈ [xi, xi+1]) = Jnx|i+ 1
2

+
∞∑
n=1

∂nxJnx|x=x
i+ 1

2

n!

(
x− xi+ 1

2

)n
(2.31)

Prestando atención a la ecuación diferencial discretizada 2.28, sólo se considera el primer

término del desarrollo 2.31. Igualando pues la sumatoria con los restantes términos de

la aproximación unidimensional de la corriente e igualando con el modelo de la ecuación

de difusión y arrastre 2.20 tendremos la siguiente ecuación diferencial:

−qµnx (n∂xψ − VT∂xn) = Jnx|i+ 1
2
, (2.32)

que encuentra solución en la expresión:

n(x ∈ [xi, xi+1]) = Ce
ψ(x)
VT −∆xi

Jnx|i+ 1
2

qµn|i+ 1
2

1− e
ψ(x)
VT

∆ψi

+O(∆x3
i ). (2.33)

Para comprobarlo basta con sustituir la expresión 2.33 en 2.32 y despreciar todos los

términos que vayan con la derivada de la corriente ∂nxJnx|x=x
i+ 1

2

. Esta relación exponencial

entre la carga y el potencial sugiere claramente una solución de la densidad efectiva

de estados en la banda de conducción69, es decir, la integral de Fermi de orden 1
2
, de

tipo estad́ıstica de Boltzmann y no contempla pues la posibilidad de semiconductor

degenerado. Esta solución es compatible con la deducción del modelo de las corrientes

que como ya hemos contado no fue deducido para contemplar este supuesto, casos en los

que el semiconductor presente degeneración.

Haciendo una aproximación más, la de potencial lineal entre vecinos próximos como

ilustra la figura 2.3,

ψ(x ∈ [xi, xi+1]) =
∆ψi
∆xi

(x− xi) + ψi (2.34)
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ψ(x)

xi xi+1

ψi+1

ψi
∆xi

∆ψi

X

ψ(x
) =

∆
ψ i

∆
x i
(x
− x

i)
+
ψ i

Figura 2.3: Aproximación lineal del potencial entre vecinos próximos o nodos.

donde ∆ψi = ψi+1 − ψi y aplicando la condición de contorno sobre 2.33 de n(xi) = ni y

n(xi+1) = ni+1 se llega al par de ecuaciones:

ni = Ce
ψi
VT −∆xi

Jnx|i+ 1
2

qµn|i+ 1
2

1− e
ψi
VT

∆ψi

 (2.35)

ni+1 = Ce
ψi+1
VT −∆xi

Jnx|i+ 1
2

qµn|i+ 1
2

1− e
ψi+1
VT

∆ψi

 (2.36)

Notando Ω = ∆xi
Jnx|i+ 1

2

qµn|i+ 1
2

y despejando C, en ambas ecuaciones (2.35,2.36) e igualando

para eliminar C se tiene la ecuación:ni+1 + Ω

1− e
ψi+1
VT

∆ψi

 e
−ψi+1

VT =

ni + Ω

1− e
ψi+1
VT

∆ψi

 e
− ψi
VT
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Ecuación de la que se despeja despeja Ω. Además se emplea la llamada función de

Bernoulli,

B(x) =
x

ex − 1
, (2.37)

para agrupar términos, y esto nos permite expresar Ω = VT

(
B
(

∆ψi
VT

)
ni+1

−B
(
−∆ψi

VT

)
ni

)
. De Ω se tiene el valor de la corriente en la mitad del camino entre

los nodos vecinos próximos xi y xi+1. Extrapolando este resultado a tres dimensiones,

las corrientes para electrones son,

Jnx|i+ 1
2
,j,k =

qVTµn|i+ 1
2
,j,k

∆xi

(
B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
ni+1,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
ni,j,k

)
(2.38)

Jnx|i− 1
2
,j,k =

qVTµn|i− 1
2
,j,k

∆xi

(
B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
ni,j,k −B

(
ψi−1,j,k − ψi,j,k

VT

)
ni−1,j,k

)
(2.39)

Jny|i,j+ 1
2
,k =

qVTµn|i,j+ 1
2
,k

∆yj

(
B

(
ψi,j+1,k − ψi,j,k

VT

)
ni,j+1,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
ni,j,k

)
(2.40)

Jny|i,j− 1
2
,k =

qVTµn|i,j− 1
2
,k

∆yj

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
ni,j,k −B

(
ψi,j−1,k − ψi,j,k

VT

)
ni,j−1,k

)
(2.41)

Jnz|i,j,k+ 1
2

=
qVTµn|i,j,k+ 1

2

∆zk

(
B

(
ψi,j,k+1 − ψi,j,k

VT

)
ni,j,k+1 −B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
ni,j,k

)
(2.42)

Jnz|i,j,k− 1
2

=
qVTµn|i,j,k− 1

2

∆zk

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
ni,j,k −B

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k

VT

)
ni,j,k−1

)
(2.43)

y para huecos,

Jpx|i+ 1
2
,j,k =

qVTµp|i+ 1
2
,j,k

∆xi

(
B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
pi+1,j,k

)
(2.44)

Jpx|i− 1
2
,j,k =

qVTµp|i− 1
2
,j,k

∆xi

(
B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
pi−1,j,k −B

(
ψi−1,j,k − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k

)
(2.45)

Jpy|i,j+ 1
2
,k =

qVTµp|i,j+ 1
2
,k

∆yj

(
B

(
ψi,j+1,k − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
pi,j+1,k

)
(2.46)

Jpy|i,j− 1
2
,k =

qVTµp|i,j− 1
2
,k

∆yj

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
pi,j−1,k −B

(
ψi,j−1,k − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k

)
(2.47)

Jpz|i,j,k+ 1
2

=
qVTµp|i,j,k+ 1

2

∆zk

(
B

(
ψi,j,k+1 − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
pi,j,k+1

)
(2.48)
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Jpz|i,j,k− 1
2

=
qVTµp|i,j,k− 1

2

∆zk

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
pi,j,k−1 −B

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k

VT

)
pi,j,k

)
(2.49)

Existen algunas consideraciones a tener en cuenta en el cálculo de estas corrientes, con-

cretamente en los puntos medios de los caminos entre nodos. Al aproximar el valor de la

derivada de las corrientes por la derivada central de primer orden I.4 de las mismas en

las ecuaciones 2.28 y 2.29, lo que hemos supuesto es que los valores de las corrientes son

constantes en los intervalos, es decir, entre nodos vecinos próximos. Esta misma hipótesis

se hizo con la derivada del potencial para pasar de la ecuación 2.27 a la ecuación 2.30, lo

que es coherente con el hecho de que el potencial en el cálculo de las corrientes sea lineal

entre vecinos próximos. Si la variación del potencial es lineal, su derivada, la pendiente

de la ecuación de la recta ∆ψi
∆xi

es una constante en cada intervalo xi, xi+1. Luego entre dos

vecinos próximos el campo electrostático es constante, y sufre pequeñas discontinuidades

de salto en los nodos del mallado.

Calculadas las corrientes 2.38-2.49, las ecuaciones 2.28 y 2.29 pueden ser reescritas de un

modo más conveniente para ser resueltas computacionalmente. Aśı mismo, mediante este

proceso de cálculo que emplea la función de Bernoulli y elimina las corrientes, se obtie-

nen tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con tres incógnitas, el potencial

eléctrico, la densidad volúmica de carga debida a huecos y la debida a electrones.

µn|i+ 1
2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
n0i+1,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
n0i,j,k

)
−
µn|i− 1

2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
n0i,j,k −B

(
ψi−1,j,k − ψi,j,k

VT

)
n0i−1,j,k

)
+
µn|i,j+ 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
ψi,j+1,k − ψi,j,k

VT

)
n0i,j+1,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
n0i,j,k

)
−
µn|i,j− 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
n0i,j,k −B

(
ψi,j−1,k − ψi,j,k

VT

)
n0i,j−1,k

)
+
µn|i,j,k+ 1

2

∆zkδzk

(
B

(
ψi,j,k+1 − ψi,j,k

VT

)
n0i,j,k+1 −B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
n0i,j,k

)
−
µn|i,j,k− 1

2

∆zkδzk

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
n0i,j,k −B

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k

VT

)
n0i,j,k−1

)
−R0i,j,k

VT
= 0 (2.50)
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No obstante, tanto en la ecuación de la densidad de portadores de electrones como en

la ecuación que presentamos a continuación para describir la concentración de carga por

huecos, aparece el término de la tasa de recombinación sin desarrollar, ya que hasta ahora

no hemos aclarado ni sus dependencias ni su forma. En el apartado siguiente trataremos

este término con más detalle. Además, en ambas ecuaciones aparece el término de la

movilidad de los portadores de carga, parámetro fundamental que depende de varias

magnitudes relevantes entre las que destaca la intensidad del campo eléctrico. Y esto

subraya la dependencia lineal del potencial entre vecinos próximos, que proporciona un

valor constante del campo eléctrico, y que a su vez justifica una movilidad constante

en el intervalo entre nodos vecinos de primer orden. De esta forma si los valores de las

corrientes son constantes en el intervalo de vecinos próximos, eso condiciona también a

las movilidades µn y µp que han de ser constantes en el intervalo entre vecinos próximos.

Lo que implica que los modelos de movilidad dependientes del campo eléctrico están

obligados a proporcionar un valor constante de la movilidad en el camino entre nodos

vecinos próximos.

Estas ecuaciones 2.50 y 2.51 junto con la ecuación 2.30 forman un sistema completo de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, discretizado en los nodos de un mallado

de hexaedros que será aplicado sobre la región fotoactiva de la antena.

µp|i+ 1
2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
p0i+1,j,k

)
−
µp|i− 1

2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
p0i−1,j,k −B

(
ψi−1,j,k − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k

)
+
µp|i,j+ 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
ψi,j+1,k − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
p0i,j+1,k

)
−
µp|i,j− 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
p0i,j−1,k −B

(
ψi,j−1,k − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k

)
+
µp|i,j,k+ 1

2

∆zkδzk

(
B

(
ψi,j,k+1 − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k −B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
p0i,j,k+1

)
−
µp|i,j,k− 1

2

∆zkδzk

(
B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
p0i,j,k−1 −B

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k

VT

)
p0i,j,k

)
+
R0i,j,k
VT

= 0 (2.51)
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Para resolverlo, abordaremos el apartado de las condiciones de contorno aplicadas

sobre el obtenido sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales discretizadas

(2.30,2.50,2.51).

2.4. La movilidad de los portadores de carga

La movilidad es un parámetro esencial en el modelado de las corrientes 2.20 y 2.21.

Permite llevar el modelo de difusión y arrastre más allá del marco de aplicabilidad dado

por la deducción del mismo (sujeto en origen a omisiones y aproximaciones). Los modelos

de movilidad permiten tener en cuenta procesos de scattering no elásticos, variaciones

espaciales del tiempo de colisión, dependencias del campo eléctrico y del dopado, sobre-

disparo, dependencias térmicas...

Existen trabajos que relacionan el dopado y la movilidad para problemas de baja in-

tensidad de campo77,78. En este trabajo contemplamos modelos de movilidad de campo

intenso a temperatura constante, y aunque existe una probabilidad no nula de transporte

baĺıstico, es tan pequeña, que los modelos escogidos no tienen en cuenta este efecto.

2.4.1. Modelos de movilidad

La movilidad depende del módulo del campo eléctrico y en lo que sigue se presenta un

conjunto de modelos de movilidad que son dependientes del mismo. El módulo del campo

eléctrico más intenso que experimentará una antena fotoconductiva proviene de la fuente

de tensión externa que la polariza. Este hecho, unido a la búsqueda de eficiencia numérica

y computacional, restringe el cálculo de la movilidad al estado estacionario. Puesto que

la aplicación de un modelo de movilidad en el cálculo numérico del transitorio, para

ciertos modelos de movilidad (los de mayor interés), provoca inestabilidades del método

numérico y exige reducir el número de Courant34–40. Además, el efecto de emplear un

modelo de movilidad en el proceso transitorio resulta del todo irrelevante. Irrelevancia

que aunque no ha sido demostrada de un modo riguroso, si ha sido comprobado con

varios ejemplos en los que el tamaño de la malla era más de cien veces menor que el

tamaño de los dispositivos simulados.
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El módulo del campo eléctrico en los lados de la celda de Yee 2.1

Para determinar el valor de la movilidad en los puntos de interés sobre el mallado,

los lados de la celda de Yee de la figura 2.1 donde se definen las componentes del campo

eléctrico, es necesario conocer el módulo del campo en esas localizaciones. Para ello, lo

que se hace es seguir un proceso de aproximación sucesiva a la solución. Consiste en

resolver la ecuación 2.30 en condiciones de equilibrio, es decir, resolver el Laplaciano

porque en condiciones de equilibrio (p0i,j,k + Ci,j,k − n0i,j,k) = 0. Cuando se ha resuelto

el Laplaciano, usando la relación entre potencial y campo eléctrico ~E0 (~r) = −
−→
∇ψ (~r), se

calcula el módulo del campo eléctrico en los nodos o esquinas de las celdas de Yee como

sigue:

| ~E0|i,j,k| =

√(
ψi−1,j,k − ψi+1,j,k

∆xi−1 + ∆xi

)2

+

(
ψi,j−1,k − ψi,j+1,k

∆yj−1 + ∆yj

)2

+

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k+1

∆zk−1 + ∆zk

)2

(2.52)

Una vez que se tiene el valor del módulo del campo en los nodos del mallado o vértices de

las celdas de Yee, el siguiente paso es interpolar para extender el módulo del campo a los

lados de la celda. Son posibles dos tipos de interpolación, según el modelo de movilidad

usado sea paralelo o volúmico. El caso más simple es el paralelo, ya que en este caso sólo

estamos interesados en conocer el módulo de campo eléctrico. Para este caso se definen

los módulos del campo por componentes E0x// (~r), E0y// (~r) y E0z// (~r) como:

E0x//|i,j,k =
1

2

(
| ~E0|i,j,k|+| ~E0|i+1,j,k|

)
(2.53)

E0y//|i,j,k =
1

2

(
| ~E0|i,j,k|+| ~E0|i,j+1,k|

)
(2.54)

E0z//|i,j,k =
1

2

(
| ~E0|i,j,k|+| ~E0|i,j,k+1|

)
(2.55)

Con estos valores del módulo del campo eléctrico se determina en primera aproximación

el valor de la movilidad de tipo paralelo de acuerdo a uno de los modelos que se explican

en los siguientes puntos con las ecuaciones 2.59 y 2.63. Después, y usando esta movilidad,

se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (2.30,2.50,2.51). Y

definitivamente con la solución del sistema se recalcula la movilidad volviendo a emplear
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uno de los modelos expresados por 2.59 o 2.63 según haya sido la elección.

Ex0⊥|i,j,k =
1

2

√(ψi,j−1,k − ψi,j+1,k

∆yj−1 + ∆yj

)2

+

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k+1

∆zk−1 + ∆zk

)2

+

√(
ψi+1,j−1,k − ψi+1,j+1,k

∆yj−1 + ∆yj

)2

+

(
ψi+1,j,k−1 − ψi+1,j,k+1

∆zk−1 + ∆zk

)2
 (2.56)

Cuando el modelo de movilidad es volúmico, como es el caso de los modelos descritos

por las ecuaciones 2.68 y 2.71, además de conocer el módulo del campo en los lados de

la celda de Yee, necesitamos conocer el módulo de las componentes perpendiculares del

campo eléctrico en esos puntos. Esto se hace mediante el potencial eléctrico como se

ilustra en las ecuaciones 2.56-2.58.

Ey0⊥|i,j,k =
1

2

√(ψi−1,j,k − ψi+1,j,k

∆xi−1 + ∆xi

)2

+

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k+1

∆zk−1 + ∆zk

)2

+

√(
ψi−1,j+1,k − ψi+1,j+1,k

∆xi−1 + ∆xi

)2

+

(
ψi,j+1,k−1 − ψi,j+1,k+1

∆zk−1 + ∆zk

)2
 (2.57)

Ez0⊥|i,j,k =
1

2

√(ψi−1,j,k − ψi+1,j,k

∆xi−1 + ∆xi

)2

+

(
ψi,j−1,k − ψi,j+1,k

∆yj−1 + ∆yj

)2

+

√(
ψi−1,j,k+1 − ψi+1,j,k+1

∆xi−1 + ∆xi

)2

+

(
ψi,j−1,k+1 − ψi,j+1,k+1

∆yj−1 + ∆yj

)2
 (2.58)

Al igual que antes, en los lados del dominio computacional, simplemente se interpola

apropiadamente los valores dados por 2.56-2.58.

Modelo de de Caughey78,79

Es un modelo de movilidad de campo paralelo a la dirección de transporte de los

portadores de carga. La ecuación del modelo es:
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fCaughey (µ0, E0 (~r) , VSat, β) =
µ0(

1 +
(
µ0(E0(~r))
VSat

)β) 1
β

, (2.59)

donde µ0 en la movilidad de los portadores de carga en ausencia de campo eléctrico,

E0 (~r) es el módulo del campo electrostático localizado en el punto del espacio donde se

calcula la movilidad, VSat es la velocidad de saturación de los portadores de carga y β es

un parámetro que depende exclusivamente del material semiconductor del que está hecha

la antena.

La velocidad de saturación se calcula por defecto con un modelo dependiente de la

temperatura de la antena con la expresión:

fVSat(α, θ, TL, Tref ) =
α

1 + θe
TL
Tref

(2.60)

La movilidad para los electrones de acuerdo al modelo es:

VnSat = fVSat(αn, θn, TL, Tref,n)

µ̄n (~r) =

 fCaughey
(
µn0, E0x// (~r) , VnSat, βn

)
fCaughey

(
µn0, E0y// (~r) , VnSat, βn

)
fCaughey

(
µn0, E0z// (~r) , VnSat, βn

)

T

. (2.61)

Y para los huecos es:

VpSat = fVSat(αp, θp, TL, Tref,p)

µ̄p (~r) =

 fCaughey
(
µp0, E0x// (~r) , VpSat, βp

)
fCaughey

(
µp0, E0y// (~r) , VpSat, βp

)
fCaughey

(
µp0, E0z// (~r) , VpSat, βp

)

T

. (2.62)

Con este modelo la movilidad cae cuando el campo eléctrico es más intenso. La explica-

ción está en un aumento de las colisiones. Cuando los portadores de carga son acelerados

por un campo eléctrico externo, éstos incrementan su velocidad y la probabilidad de

interacción con los núcleos atómicos de la red cristalina, aśı como con otros potenciales

locales presentes en el semiconductor, reduciendo su movilidad.
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Modelo de Wien80

El modelo de movilidad de Wien es también un modelo de movilidad paralelo que

está basado en el de Caughey79:

fWien (µ0, E0 (~r) , VSat, β) =
2µ0

1 +

(
1 +

(
2µ0(E0(~r))

VSat

)β) 1
β

(2.63)

La movilidad para electrones es:

VnSat = fVSat(αn, θn, TL, Tref,n)

µ̄n (~r) =

 fWien

(
µn0, E0x// (~r) , VnSat, βn

)
fWien

(
µn0, E0y// (~r) , VnSat, βn

)
fWien

(
µn0, E0z// (~r) , VnSat, βn

)

T

. (2.64)

Y para huecos es:

VpSat = fVSat(αp, θp, TL, Tref,p)

µ̄p (~r) =

 fWien

(
µp0, E0x// (~r) , VpSat, βp

)
fWien

(
µp0, E0y// (~r) , VpSat, βp

)
fWien

(
µp0, E0z// (~r) , VpSat, βp

)

T

. (2.65)

Con este modelo se han reproducido resultados experimentales, cuando se ha usado como

velocidad de saturación la sugerida en la literatura81 para el LT-GaAs.

De los diferentes procesos de scattering 2.4 que tienen lugar en el transporte de portadores

de carga, los modelos paralelos tienen la dualidad de funcionar bien entre la transición

desde bajo campo a campo intenso, contemplando los ajustes de scattering significativos:

I1, I2, III2, III3 mostrados en el esquema de la figura 2.4. La mayoŕıa de las antenas

fotoconductivas estudiadas en esta tesis están polarizadas por un campo intenso.

Modelo de Yamaguchi78,82

El modelo de Yamaguchi es de tipo volúmico, pero para sustratos delgados, es decir

dispositivos cuasi-bidimensionales. En este modelo se parte de una movilidad de porta-

dores de carga en ausencia de campo dependiente de la concentración de impurezas o
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dopado, gobernada por la expresión,

µC(µY ama, C (~r) , SY ama, Nref ) = µY ama

(
1 +

C (~r)
C(~r)
SY ama

+Nref

)− 1
2

. (2.66)

A partir de esta movilidad en ausencia de campo µC(µY ama, C (~r) , SY ama, Nref ) se deter-

mina la movilidad de campo perpendicular con la expresión,

µw⊥(µC (~r) , asY ama, Ew0⊥ (~r)) = µC (~r) (1 + asY amaEw0⊥ (~r))−
1
2 (2.67)

Con w = x, y, z y donde asY ama es un parámetro del modelo que depende del tipo de

portador de carga y del material semiconductor del que está hecha la antena.

A partir de esta expresión para µw⊥ se tiene el modelo de movilidad de Yamaguchi:

fw,Y amaguchi(µw⊥, E0w (~r) , UlY ama, GY ama, VSat,Y ama) =

µw⊥

[
1 +

(
µw⊥E0w (~r)

UlY ama

)2(
GY ama +

µw⊥E0w (~r)

UlY ama

)−1

+

(
µw⊥E0w (~r)

VSat,Y ama

)2
]− 1

2

(2.68)

Donde UlY ama, GY ama y VSat,Y ama son parámetros del modelo que dependen del tipo de

portador de carga y del material semiconductor con el que está hecha la antena. VSat,Y ama

es la velocidad de saturación de los portadores de carga y es obtenida por ajuste de datos

experimentales para cada material.

Empleando este modelo de Yamaguchi, la movilidad de los electrones es:

µnC (~r) = µC(µn,Y ama, C (~r) , Sn,Y ama, Nn,ref )

µnx⊥ (~r) = µx⊥(µnC (~r) , asn,Y ama, Ex0⊥ (~r))

µny⊥ (~r) = µy⊥(µnC (~r) , asn,Y ama, Ey0⊥ (~r))

µnz⊥ (~r) = µz⊥(µnC (~r) , asn,Y ama, Ez0⊥ (~r))

µ̄n (~r) =

 fx,Y amaguchi(µnx⊥ (~r) , E0x (~r) , Uln,Y ama, Gn,Y ama, Vn,Sat,Y ama)

fy,Y amaguchi(µny⊥ (~r) , E0y (~r) , Uln,Y ama, Gn,Y ama, Vn,Sat,Y ama)

fz,Y amaguchi(µnz⊥ (~r) , E0z (~r) , Uln,Y ama, Gn,Y ama, Vn,Sat,Y ama)


T

.(2.69)
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Y de los huecos:

µpC (~r) = µC(µp,Y ama, C (~r) , Sp,Y ama, Np,ref )

µpx⊥ (~r) = µx⊥(µpC (~r) , asp,Y ama, Ex0⊥ (~r))

µpy⊥ (~r) = µy⊥(µpC (~r) , asp,Y ama, Ey0⊥ (~r))

µpz⊥ (~r) = µz⊥(µpC (~r) , asp,Y ama, Ez0⊥ (~r))

µ̄p (~r) =

 fx,Y amaguchi(µpx⊥ (~r) , E0x (~r) , Ulp,Y ama, Gp,Y ama, Vp,Sat,Y ama)

fy,Y amaguchi(µpy⊥ (~r) , E0y (~r) , Ulp,Y ama, Gp,Y ama, Vp,Sat,Y ama)

fz,Y amaguchi(µpz⊥ (~r) , E0z (~r) , Ulp,Y ama, Gp,Y ama, Vp,Sat,Y ama)


T

.(2.70)

Modelo de Lombardi78,83

De todos los modelos de movilidad empleados, el que presenta mayor complejidad

es éste. Es un modelo de movilidad volúmico. El modelo en śı, es una combinación

de acuerdo a la regla de Matthiessen84 de tres movilidades distintas que obedecen a

fenómenos f́ısicos distintos. La ecuación que expresa esta movilidad es:

fLombardi(µAC , µb, µsr) =
1

1
µAC

+ 1
µb

+ 1
µsr

(2.71)

Donde µAC es la movilidad limitada por scattering con fonones acústicos, µsr es la movi-

lidad debida a los factores de rugosidad de la superficie y µb es la movilidad por fonones

ópticos. Dado el material empleado en las antenas simuladas, el término más importante

de este modelo es µb de los portadores de carga limitada como se ha dicho por scattering

con fonones ópticos. Como se puede ver, este modelo de la movilidad extiende claramente

el modelo de las corrientes de difusión y arrastre más allá de su marco de aplicación.

Comenzaremos por la expresión de µAC que es dependiente del módulo de las compo-

nentes perpendiculares del campo eléctrico:

µw,AC(β,Ew0⊥ (~r) , ς,Ξ, C (~r) , τ, TL,Θ) =
β

(Ew0⊥ (~r))ς
+

Ξ(C (~r))τ

TL(Ew0⊥ (~r))Θ
(2.72)

Con w = x, y, z y donde Ew0⊥ (~r) es el módulo de las componentes perpendiculares del

campo eléctrico a la dirección elegida, TL es la temperatura de la antena, y C (~r) es la
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concentración de impurezas presente en la zona fotoactiva del semiconductor de la antena.

Los demás parámetros β, ς, Ξ, τ , y Θ, son dependientes del material semiconductor.

El sub-modelo de la movilidad debida al factor de rugosidad de la superficie es:

µw,sr(ϑ,Ew0⊥ (~r) , κ) =
ϑ

(Ew0⊥ (~r))κ
. (2.73)

Donde ϑ, y κ son parámetros que dependen no sólo del material, sino del procedimiento

de uniformidad (pulido) de la superficie fotoactiva.

Finalmente, el sub-modelo de movilidad µb viene dado por la ecuación:

µb(pc, µ0, µ1, cs, cr, C (~r) , α, β, γ) = µ0e
−pc
C(~r) +

µmax
(
TL
300

)−γ − µ0

1 +
(
C(~r)
cr

)α − µ1

1 +
(

cs
C(~r)

)β (2.74)

De este modo se determina la movilidad para electrones:

µbN (~r) = µb(pcn, µ0n, µ1n, csn, crn, C (~r) , αn, βn, γn)

µx,ACn (~r) = µx,AC(β,Ex0⊥ (~r) , ςn,Ξn, C (~r) , τn, TL,Θn)

µx,srN (~r) = µx,sr(ϑ,Ex0⊥ (~r) , κn)

µy,ACn (~r) = µy,AC(β,Ey0⊥ (~r) , ςn,Ξn, C (~r) , τn, TL,Θn)

µy,srN (~r) = µy,sr(ϑ,Ey0⊥ (~r) , κn)

µz,ACn (~r) = µz,AC(β,Ez0⊥ (~r) , ςn,Ξn, C (~r) , τn, TL,Θn)

µz,srN (~r) = µz,sr(ϑ,Ez0⊥ (~r) , κn)

µ̄n (~r) =

 fLombardi(µx,ACn (~r) , µbN (~r) , µx,srN (~r))

fLombardi(µy,ACn (~r) , µbN (~r) , µy,srN (~r))

fLombardi(µz,ACn (~r) , µbN (~r) , µz,srN (~r))


T

. (2.75)

Y la de huecos:

µbP (~r) = µb(pcn, µ0n, µ1n, csn, crn, C (~r) , αn, βn, γn)

µx,ACp (~r) = µx,AC(β,Ex0⊥ (~r) , ςp,Ξp, C (~r) , τp, TL,Θp)

µx,srP (~r) = µx,sr(ϑ,Ex0⊥ (~r) , κp)
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µy,ACp (~r) = µy,AC(β,Ey0⊥ (~r) , ςp,Ξp, C (~r) , τp, TL,Θp)

µy,srP (~r) = µy,sr(ϑ,Ey0⊥ (~r) , κp)

µz,ACp (~r) = µz,AC(β,Ez0⊥ (~r) , ςp,Ξp, C (~r) , τp, TL,Θp)

µz,srP (~r) = µz,sr(ϑ,Ez0⊥ (~r) , κp)

µ̄p (~r) =

 fLombardi(µx,ACp (~r) , µbP (~r) , µx,srP (~r))

fLombardi(µy,ACp (~r) , µbP (~r) , µy,srP (~r))

fLombardi(µz,ACp (~r) , µbP (~r) , µz,srP (~r))


T

. (2.76)

Tanto el modelo de movilidad de Yamaguchi 2.68 como el de Lombardi 2.71 a pesar de

ser volúmicos, de mayor complejidad y con mayores posibilidades descriptivas, desde el

punto de vista de fenómenos f́ısicos implicados en el transporte de portadores de carga,

no proporcionan resultados mejores que los modelos de movilidad paralela. Entendiendo

con esto que reproducen datos experimentales con menor acuerdo e incluso localmente

hablando difieren más de las referencias experimentales que modelos de movilidad cons-

tante, como se verá en el caṕıtulo 3.

La interpretación que de este hecho hacemos, se basa en la aplicabilidad de dichos méto-

dos volúmicos. En el estudio de MISFETs1, el transporte de portadores de carga tiene

lugar por lo general en la interfaz entre un aislante y el material semiconductor56,59.

Pero para que exista transporte, ha de aplicarse una tensión de puerta para inducir el

canal de transporte. Ésa tensión de puerta se traduce en un campo electrostático que es

perpendicular al transporte de los portadores de carga. De modo que los parámetros que

se pueden encontrar en la literatura78,82,83 para estos modelos, han sido derivados para

estos casos espećıficos de transporte en MISFETs. La obtención de parámetros apropia-

dos para las antenas fotoconductivas, que describan el verdadero movimiento volúmico

de las cargas, es algo que se ha quedado por explorar.

Velocidad de saturación frente a intensidad de campo eléctrico para el LT-

GaAs81

El LT-GaAs es un material ampliamente usado en la fabricación de antenas fotocon-

ductivas, y ha sido escogido como material para simular antenas tanto emisoras como

receptoras en este estudio. Las razones son tres: buena movilidad de los portadores de car-

1MISFET: Metal Insulator Semiconductor Field Effect Transistors
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PROCESOS PRINCIPALES DE SCATTERING

I) Scattering 
con los cores 

de la red.

II) Scattering 
entre 

portadores de 
carga

III) Scattering 
con defectos

I1) Entre 
bandas

I2) Intra 
banda

III 1) Aleaciones y 
heterouniones

III2) Defectos de 
la red

III3) Dopado

I11) 
Óptico

I13) 
Óptico

I12) 
Acústico

I14) 
Acústico

I13a) Polar I13b) No polar I14a) Piezoeléctrico I14b) Potencial 
deformado

III31)
Neutro

III31)
Ionizado

Figura 2.4: Principales procesos microscópicos de scattering58. Tenidos en cuenta en
modo estad́ıstico (anaĺıtico, semiemṕırico o puramente emṕırico) explican cualitat́ıva-
mente y modelan cuantitat́ıvamente la magnitud macroscópica movilidad de portadores
de carga.

ga56, tiempo de vida de los portadores de carga de subpicosegundos29,30,32,33,85 y una alta

resistencia oscura86, es decir, muy baja conductividad en ausencia de est́ımulo lumı́nico,

sobre todo en semiconductores con un nivel bajo de impurezas. Esa es la razón para pres-

tar especial atención a la gráfica 2.5. En ella se relaciona la velocidad de saturación del

LT-GaAs con la intensidad del campo eléctrico aplicado y la concentración de impurezas

a temperatura ambiente T = 300K. Es posible obtener pues, por interpolación, el valor

de la velocidad de saturación para un dopado por electrones con Nd ∈ [1015, 1017]cm−3
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Figura 2.5: Curva de velocidad de saturación para el LT-GaAs sacada de bibliograf́ıa81.

y una magnitud del módulo del campo eléctrico E ∈ [0, 20]kV
cm

a partir de la figura 2.5.

A excepción de este parámetro, los parámetros empleados en los modelos de movilidad

descritos, han sido tomados de las referencias de Atlas78 y MiniMos80.

2.5. La tasa de recombinación

Se entiende como proceso de recombinación la desaparición de un par electrón-hueco

que estaban disponibles para la conducción de la corriente eléctrica. Sucede como conse-

cuencia del salto directo o indirecto del electrón libre desde la banda de conducción a la
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banda de valencia. En un sistema en equilibrio termodinámico existe un proceso de gene-

ración térmica y recombinación que mantienen constante la concentración de portadores

de carga. Por tanto, el proceso de la recombinación es algo que tanto si se presenta un

estado de equilibrio termodinámico87 como si se produce una fluctuación hacia un estado

de no equilibrio, está presente. Y su efecto es tal que preserva el equilibrio y conduce al

sistema hacia éste cuando se ha producido una perturbación del mismo. Continuando con

esta descripción cualitativa y fenomenológica, los procesos de recombinación se pueden

clasificar en tres tipos:

El proceso fotónico o de salto directo es un paso directo desde la banda de

conducción de un electrón a la banda de valencia, generando aśı una eliminación en

un solo salto del par electrón hueco y emitiendo un fotón con la enerǵıa del ancho

del gap.

Existen evidencias experimentales que ponen de manifiesto que este tipo de recom-

binación es muy frecuente en materiales con un gap estrecho como el PbTe con un

ancho de gap de 0,27eV , y poco probable en materiales con un ancho de gap mayor

1eV .

En general se trata de pérdidas paulatinas de enerǵıa al interaccionar con los núcleos

atómicos de la red que culminan con este salo directo, en la gráfica 2.4 estaŕıamos

hablando del proceso I.

El proceso de recombinación Auger o de colisión es debido a la colisión de

tres portadores de carga libres. Un par electrón-hueco con un tercer portador, que

puede ser un electrón o un hueco. En este proceso, el par recombina, y el tercer

portador gana la enerǵıa de la colisión, si es un electrón, o cede la enerǵıa de la

colisión, si es un hueco. Se puede decir que es un proceso de recombinación directo.

En la figura 2.4 se corresponde con el proceso II.

Este tipo de proceso de recombinación, es poco frecuente a temperatura ambiente,

siendo más frecuente a temperaturas elevadas y en casos de ancho de gap pequeño

como el InSb con un gap de 0,18eV . No obstante, nosotros lo hemos tenido en

cuenta en el modelado de la tasa de recombinación usada en las simulaciones.

La justificación está en que la mayoŕıa de los semiconductores empleados en las

antenas simuladas, el dopado era una caracteŕıstica común. Y el tiempo de vida de

los portadores de carga se ve reducido sustancialmente por recombinación Auger
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de un modo proporcional a la concentración de mayoritarios69, que en definitiva

están ligados a la concentración de impurezas.

La tasa de recombinación por colisión viene dada por la expresión:

RAuger (~r, t) =
(
n (~r, t) p (~r, t)− n2

i (~r)
)

(CAn (~r)n (~r, t) + CAp (~r) p (~r, t)) (2.77)

En la expresión anterior, ni (~r) es la concentración intŕınseca de portadores de

carga, n (~r, t) y p (~r, t) son las concentraciones de electrones y huecos, CAn (~r) y

CAp (~r) son los coeficientes de recombinación Auger para electrones y huecos res-

pectivamente. Se comprueba que en estados de equilibrio, RAuger (~r, t) = 0 porque

n (~r, t) p (~r, t) = n2
i (~r).

Los procesos de recombinación por trampas son debidos a capturas de un

electrón de la banda de conducción por un centro profundo o el llenado de un

hueco de la banda de valencia por un electrón alojado en una trampa. Normalmen-

te estos centros profundos son bandas de enerǵıa situadas en la proximidad de la

mitad del gap. Podŕıamos decir que todo nivel por debajo de los niveles de demar-

cación electrónica y por encima de la demarcación hueca son trampas, en cualquier

otro caso, estaŕıamos hablando de centros de adherencia electrónica o centros de

adherencia para huecos. El significado es que estas trampas son simplemente im-

perfecciones de la red, y no se deben a la concentración de impurezas, que al crear

bandas superficiales configurarán siempre centros de adherencia. No obstante, un

dopado alto introduce muchos errores en la red cristalina simplemente debidos al

proceso tecnológico69 en śı. La figura 2.4 se corresponde con procesos de tipo III.

Éste es el proceso que domina la recombinación en el tipo de material empleado

para el estudio de las antenas fotoconductivas simuladas.

El modelo de la tasa de recombinación empleado en esta tesis, basado en el pro-

ceso de recombinación por trampas, es el llamado de Shockley-Read-Hall59 y su

expresión matemática es,

RSRH (~r, t) =
n (~r, t) p (~r, t)− n2

i (~r)

τn (~r) (p (~r, t) + p1 (~r)) + τp (~r) (n (~r, t) + n1 (~r))
(2.78)

Donde τn (~r) y τp (~r) son los tiempos de vida media de recombinación, n1 (~r) y

p1 (~r) las concentraciones de portadores de carga de electrones y huecos si el nivel
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de Fermi estuviese situado en el nivel de las trampas para electrones y huecos

respectivamente. Al igual que la tasa de recombinación Auger, para el caso de

equilibrio, su valor es nulo.

La tasa de recombinación empleada en el modelado de antenas fotoconductivas es la

suma de la recombinación por trampas más la recombinación por choques, R (~r, t) =

RAuger (~r, t) + RSRH (~r, t). Además de los procesos de recombinación estudiados hasta

ahora, existen otros que son llamados de superficie, y que serán descritos en el caṕıtulo

3.

Finalmente, se ha discretizado la tasa de recombinación para su implementación compu-

tacional y la expresión obtenida para R0 (~r) de acuerdo a la notación establecida es:

R0i,j,k =
n0i,j,kp0i,j,k − n2

i |i,j,k
τn(p0i,j,k + p1|i,j,k) + τp(n0i,j,k + n1|i,j,k)

+
(
n0i,j,kp0i,j,k − n2

i

)
(CAnn0i,j,k + CApp0i,j,k) (2.79)

Esta expresión será usada sólo en procesos estacionarios. En procesos transitorios se

establece como punto de partida temporal la nulidad de las concentraciones de carga

n(~r, 0) = 0 y p(~r, 0) = 0. Aśı la discretización de la tasa de recombinación para el

proceso transitorio toma la forma:

Ri,j,k =
ni,j,kpi,j,k

τn(pi,j,k + p1|i,j,k) + τp(ni,j,k + n1|i,j,k)
+ (ni,j,kpi,j,k) (CAnni,j,k + CAppi,j,k) (2.80)

De las expresiones anteriores 2.79 y 2.80 se puede deducir que, en la práctica, los tiempos

de vida medios τn (~r) y τp (~r), y los coeficientes de recombinación Auger CAn (~r) y CAp (~r)

se han asumido con igual valor en todo punto del semiconductor. Por eso las ecuaciones

discretas 2.79 y 2.80 han perdido la dependencia espacial que poséıan en las ecuaciones

2.78 y 2.77.

2.5.1. Tiempos de vida de los portadores de carga

De los parámetros estudiados hasta ahora, el tiempo de vida de los portadores de

carga en exceso, resulta de crucial importancia, ya que durante la recombinación permiten

transformar una entrada láser de infrarrojo (λγ ∼ 800nm) en una salida en el rango de los
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terahercios (λTHz ∼ 300µm). En la evolución temporal del proceso transitorio de emisión

de una antena fotoconductiva, pasado el proceso de generación, cuando la recombinación

gobierna la concentración de carga, cuanto menor es la vida de los portadores de carga,

mayor es la frecuencia de emisión en el espectro de terahercios para una misma duración

del pulso láser.

El tiempo de vida de recombinación de los portadores de carga en exceso, se define como el

promedio de tiempo que este exceso tarda en recombinar. Los procesos de recombinación

descritos en el apartado anterior determinan la duración media de estos portadores de

carga antes de recombinar. Para los procesos de recombinación más importantes en

las antenas fotoconductivas estudiadas, los SRH 2.78, cuando hay dopado, es posible

encontrar, en la literatura, expresiones semiemṕıricas que dan cuenta de las dependencias

entre la vida de los portadores de carga y el dopado:

τn =
τn0

1 + (ND+NA)

Nnref

γn (2.81)

τp =
τp0

1 + (ND+NA)

Npref

γp (2.82)

Donde N ref
n , N ref

p , γn, y γp son los parámetros de ajuste para electrones y huecos respec-

tivamente59. Aśı mismo τn0 y τp0 son los tiempo de vida de los portadores de carga en

ausencia de dopado y son independientes de los estados estacionarios del dispositivo.

La dependencia entre el tiempo de vida de los portadores de carga y el dopado pue-

de ser explicado por el proceso de scattering III3 de la figura2.4, aunque, como ya se

ha dicho, no se trate del dopado sino de los defectos que la implantación de impurezas

producida en el proceso tecnológico. De hecho, el tiempo de vida de los portadores de

carga en desequilibrio depende fuertemente de los procesos de fabricación, con lo que la

determinación de este parámetro debe ser medida en cada caso.

2.6. Condiciones de contorno

Toda antena fotoconductiva se puede delimitar en el dominio computacional, donde se

simula mediante una interfaz que separa dicha antena del resto del dominio. Aśı mismo,

la antena posee partes materiales no fotoconductivas que serán abordadas en el caṕıtulo
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5. En este caṕıtulo, sólo estamos interesados en la zona fotoconductiva. El conjunto de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales discretizadas (2.30,2.50,2.51) es aplicable

en el interior de la zona fotoconductiva de la antena. Y son necesarias condiciones de

contorno para establecer los valores f́ısicos de las magnitudes puestas en juego en la

interfaz de la zona fotoactiva de la antena. Si Ω es, topologicamente hablando, todo

punto frontera de la zona fotoactiva de la antena que la segrega del resto del dominio

computacional, Ω es el subdominio computacional de puntos, donde aplicaremos las

condiciones de contorno. Aśı mismo dividiremos esas condiciones de contorno en dos

tipos:

Condiciones de contorno de Dirichlet que son todos aquellos puntos de Ω en

los que conocemos el valor exacto de la magnitud f́ısica y podemos imponerlo. Este

subdominio de Ω lo llamaremos ΩD.

Condiciones de Neumann son todos aquellos puntos de Ω en los que a pesar

de no conocer el valor exacto de la magnitud f́ısica, podemos imponer condiciones

vectoriales que fijan de modo uńıvoco el valor de la magnitud f́ısica en cuestión. A

este subdominio de Ω lo llamaremos ΩN

No es condición necesaria para encontrar solución que Ω ≡ ΩD∪ΩN , pero śı se garantiza

que la solución es única si esta equivalencia se cumple.

2.6.1. Condiciones de contorno de Dirichlet

ΩD respecto del potencial eléctrico ψ se corresponde con valores reales f́ısicos conoci-

dos del potencial en los puntos donde se localizan los contactos metálicos, coincidiendo

con su geometŕıa sobre el semiconductor. Este valor del potencial es dado por la fuente

de tensión externa a través de los contactos tipo óhmico con el metal. Si tenemos una

fuente de tensión externa que polariza el semiconductor con una tensión VA, las ecua-

ciones 2.83 y 2.84 establecen el valor del potencial en la superficie del semiconductor en

contacto óhmico entre éste y el metal, que supondremos un conductor eléctrico perfecto

(PEC).

ψ (~r) = ψbi (~r) + VA; ~r ∈ PEC+ ≡ ΩD (2.83)

ψ (~r) = ψbi (~r)− VA; ~r ∈ PEC− ≡ ΩD (2.84)
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ΩD

ΩD

ΩN

ΩN

Figura 2.6: Tipos de condiciones de contorno aplicadas sobre el región fotoactiva de una
antena ejemplo.

Donde ψbi es la tensión de construcción de la unión metal semiconductor. Este parámetro

depende del nivel de impurezas ionizadas y su expresión es:

ψbi (~r) = VTarcsinh
(
N+
D(~r)−N−A (~r)

2ni(~r)

)
= VTarcsinh

(
C(~r)

2ni(~r)

)
A temperatura ambiente, las ecuaciones 2.83 y 2.84 conducen a la condición de

Dirichlet aplicable bajo el contacto metálico:

ψ−i,j,k = VTarcsinh

(
Ci,j,k

2ni|i,j,k

)
− VA; (i, j, k) ∈ ΩD (2.85)

ψ+
i,j,k = VTarcsinh

(
Ci,j,k

2ni|i,j,k

)
+ VA; (i, j, k) ∈ ΩD (2.86)

Las concentraciones de portadores de carga n (~r) y p (~r) localizadas en las regiones ΩD

donde está el contacto metálico quedan fijadas, y establecer valores requiere una serie de

hipótesis.

Se asume un contacto tipo óhmico y un conductor eléctrico perfecto, sin cáıdas de tensión

en el peŕımetro de la interfaz del contacto. Si además asumimos ausencia de gradientes
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térmicos, no degeneración y despreciamos posibles espacios de carga en el contacto óhmi-

co, se tiene59,88:

n0(~rΩD)p0(~rΩD)− n2
i (~rΩD) = 0 (2.87)

n0(~rΩD)− p0(~rΩD)− C(~rΩD) = 0 (2.88)

Que conducen a la condición de Dirichlet sobre la carga:

n0(~rΩD) =

√
C2(~rΩD) + 4n2

i (~rΩD) + C(~rΩD)

2
; (2.89)

p0(~rΩD) =

√
C2(~rΩD) + 4n2

i (~rΩD)− C(~rΩD)

2
(2.90)

Ecuaciones que discretizadas adquieren la forma: n0i,j,k =

√
C2
i,j,k+4n2

i |i,j,k+Ci,j,k

2
(i, j, k) ∈ ΩD

p0i,j,k =

√
C2
i,j,k+4n2

i |i,j,k−Ci,j,k
2

(i, j, k) ∈ ΩD

(2.91)

2.6.2. Condiciones de contorno de Neumann

En el sentido matemático más estricto Ω ≡ ΩD ∪ ΩN , es decir, todo punto de Ω que

no es un ΩD, lo es de ΩN . Todo punto que no queda debajo de los contactos metálicos

es un punto de ΩN y sobre él se aplican las condiciones de contorno de Neumann.

Las condiciones de contorno de Neumann, para el potencial eléctrico, se basan en la

condición de continuidad de la componente perpendicular del campo eléctrico a la interfaz

de dos medios53–55:

(ε0
~EV acio − εAntena ~EAntena)n̂ = QInterface (2.92)

Con esta expresión 2.92 asumimos que la región fundamental esta completamente rodea-

da de vaćıo, despreciando el sustrato semiaislante sobre la que se apoya. Por eso, para

todo punto que rodea la región fundamental ε0 es la permitividad eléctrica del vaćıo,
~EV acio es el campo eléctrico en el vaćıo, y εAntena es la permitividad eléctrica de la región

fotoactiva de la antena, ~EAntena, es el campo eléctrico en el interior de la antena, n̂ es el
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versor normal a la interfaz entre los medios y QInterface, es la carga eléctrica que hay en

la interfaz. Si despreciamos esta carga eléctrica de la interfaz, tenemos:

E⊥,V acio = εr,AntenaE⊥,Antena (2.93)

Donde E⊥,V acio es la componente perpendicular del campo eléctrico a la interfaz en el

vaćıo, y es usualmente despreciada59, con lo que se llega a la condición de Neumann para

el potencial:

E⊥,Antena =
∂ψ

∂~n


ΩN

= 0 (2.94)

Esta expresión es válida también en la interfaz entre la región fotoactiva y el sustrato

semiconductor, siempre que éste se pueda asumir como un buen aislante. Con respecto

Valores de los parámetros en las simulaciones hechas en 2.7

Parámetros correspondientes a la función de recombinación29,89

Electrones Huecos
τn = 0.5ps CAn = 7 · 10−30cm6s−1 τp = 0.8ps CAp = 7 · 10−30cm6s−1

n1 = 4.0 · 106cm−3 p1 = 5.0 · 106cm−3

Dopado y concentración intŕınseca90

Dopado de la antena ET N+
D = 6 · 1015cm−3 C. intŕınseca ni = 9 · 106cm−3

Dopado de la antena BT N+
D = 1015cm−3 C. intŕınseca ni = 9 · 106cm−3

Dopado de la antena TT1 N+
D = 6 · 1015cm−3 C. intŕınseca ni = 9 · 106cm−3

Valores iniciales ( ~E = 0̄) de movilidad con dopado no extremo91

El modelo empleado es el 2.4.1

µn0 = 8000 cm
2

V s
µp0 = 400 cm

2

V s

Permitividad y permeabilidad relativas
εr = 13.26 si ω < 6THz 92 µr = 1.0

Voltaje aplicado a la antena ET Va = 40V
Voltaje aplicado a la antena BT Va = 10V
Voltaje aplicado a la antena TT1 Va = 50V

Tabla 2.1: Tabla correspondiente a los parámetros numéricos usado en la simulación del
estado estacionario de validación de las antenas ET, BT y TT1

a la carga, la no variación de la concentración de portadores en la interfaz de la región
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fotoactiva y el resto del universo, garantiza que no hay flujo desde la antena hacia el

vaćıo y viceversa. Tenemos pues una condición de Neumann para la concentración de

carga:

∂n0

∂~n


ΩN

= 0 (2.95)

∂p0

∂~n


ΩN

= 0 (2.96)

Las aplicaciones de estas condiciones de contorno discretizadas se desarrollan y explican

en el apartado I.c del apéndice I.

2.7. Validación del algoritmo

El procedimiento de solución de los ejemplos de regiones fotoconductivas polarizadas

de antenas, se explica en el apartado I.d del apéndice I.

En esta sección, en concreto, se han comparado tres casos de antena fotoconductiva

cuyos parámetros están indicados en la tabla 2.1. La geometŕıa aparece en las figuras

2.7a, 2.9a y 2.11a. Se ilustran las soluciones 3D y se comparan cortes de las soluciones

de esos 3D con cortes de soluciones 3D proporcionadas por software comercial (SC)78.

En todos los casos se hacen dos cortes perpendiculares, claramente identificables sobre

los 3D, que son los que sirven para la validación de los estados estacionarios. El corte de

color negro se hace en el eje de la X y el de color amarillo en el eje de las Y. Se compara

el potencial y las concentraciones de carga.

Las diferencias entre las validaciones y los resultados obtenidos en las figuras 2.10b,

2.10c, 2.8b, 2.8c, 2.12b y 2.12c provienen de las pequeñas diferencias en los potenciales.

Como se puede ver en las figuras de validación de los potenciales 2.8a, 2.10a y 2.12a en

los bordes o peŕımetros de los contactos hay una pequeña diferencia, como la carga se

comporta exponencialmente con una variación del potencial, esas pequeñas diferencias

son el origen de las diferencias en la carga. El motivo esta en el modo de implementar

la condición Dirichlet para fijar el potencial en los contactos metálicos y en el método

numérico empleado (el software comercial emplea elementos finitos).
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(a) Esquema de la antena ET. (b) Potencial eléctrico.

(c) Concentración de electrones. (d) Concentración de huecos.

(e) Movilidad de los electrones. (f) Movilidad de los huecos.

Figura 2.7: 3D y cortes para validación de la antena ET.
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(a) Validación del potencial simulado para la antena ET comparado
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(b) Validación de la concentración de electrones simulada para la antena
ET comparada con software comercial.
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(c) Validación de la concentración de huecos simulada para la antena
ET comparada con software comercial.

Figura 2.8: Validación de los parámetros electrostáticos de la antena ET.



2.7. Validación del algoritmo 59

(a) Esquema de la antena BT. (b) Potencial eléctrico.

(c) Concentración de electrones. (d) Concentración de huecos.

(e) Movilidad de los electrones. (f) Movilidad de los huecos.

Figura 2.9: 3D y cortes para validación de la antena BT.
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Figura 2.10: Validación de los parámetros electrostáticos de la antena BT.



2.7. Validación del algoritmo 61

(a) Esquema de la antena TT1. (b) Potencial eléctrico.

(c) Concentración de electrones. (d) Concentración de huecos.

(e) Movilidad de los electrones. (f) Movilidad de los huecos.

Figura 2.11: 3D y cortes para validación de la antena TT1.
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(c) Validación de la concentración de huecos simulada para la
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Figura 2.12: Validación de los parámetros electrostáticos de la antena TT1.
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3.1. El efecto fotoeléctrico y la tasa de generación

El efecto fotoeléctrico en una antena fotoconductiva es el principio f́ısico que permite

alimentarla. Si sobre un semiconductor se aplica un haz láser de longitud de onda tal

que los fotones asociados poseen al menos enerǵıa como para hacer saltar un electrón

localizado en el techo de la banda de valencia hasta el fondo de la banda de conducción,

es decir, al menos el ancho de la zona prohibida del semiconductor, se generará un par

electrón-hueco que incrementarán la carga libre. Durante este proceso, y debido a este

efecto, la conductividad del semiconductor se incrementa.

En la simulación de antenas fotoconductivas se hace necesario un modelo de la tasa

de generación de portadores de carga. Para obtener un modelo 3D que reproduzca con

cierto grado de realismo este proceso de generación de carga, hay que tener en cuenta

la interacción entre la fuente de luz y el medio material. Y para ello, vamos a definir

un conjunto de parámetros involucrados en el proceso, que facilitarán la descripción

cualitativa y cuantitativa de la generación, y que permitirán modelarlo.

3.1.1. Forma temporal del pulso láser

Los láseres ultracortos (duración del pulso lumı́nico de femtosegundos), son amplia-

mente empleado en la estimulación de antenas fotoconductivas, tanto en la emisión como

en la recepción3,25,93–110.

Los láseres pulsantes de disparo ultracorto, llamados mode-locked, poseen una dis-

tribución temporal de potencia que es descrita con frecuencia en la bibliograf́ıa por la

secante hiperbólica111:

P (t) = Ppsech
2

(
t

τp

)
. (3.1)

Donde el ancho temporal completo de la mitad del máximo (FWHM), que llamaremos

σt, está relacionado con el parámetro τp por la expresión σt = 1,76τp. Otra descripción

muy extendida en la bibliograf́ıa111 está dada por la función gausiana, siendo posible

escribir:

P (t) = Ppe
−( t

τπ
)

2

. (3.2)

Donde el ancho temporal completo de la mitad del máximo (FWHM) está relacionado

con el parámetro τπ por la expresión σt = τπ√
4ln(2)

= 0,6τπ. No obstante se suele hacer la
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aproximación111 σt ≈ τπ.

A continuación en el apartado 3.1.2 se verá que existe un cierto confinamiento del haz

láser que permite describirlo con simetŕıa radial. Si hacemos la hipótesis de que es posible

encontrar un magnitud I(ρ, z, t) = I1(ρ, z)I2(t) que llamaremos intensidad óptica, se

reescribe la potencia en la forma:

P (t) =

∫ ∞
0

I(ρ, z, t)2πρdρ = 2πI2(t)

∫ ∞
0

I1(ρ, z)ρdρ = Pp(z)I2(t) (3.3)

Podemos decir que:

I(ρ, z, t) es la intensidad óptica espacio-temporal en el vaćıo, y es una función

simétrica espacialmente en torno al centro del haz láser situado en ρ = 0.

La distribución temporal de I(ρ, z, t) es obtenida comparando términos entre las

expresiones 3.1 y 3.3, de lo cual inferimos I2(t) = sech2
(

1,76 t
σt

)
. Por tanto la

intensidad óptica espacio-temporal en el vaćıo puede ser descrita temporalmente

hablando mediante la secante hiperbólica I(ρ, z, t) = I1(ρ, z)sech2
(

1,76 t
σt

)
.

En caso de que la duración temporal de la potencia es aproximada por una distri-

bución gausiana y se haga la aproximación σt ≈ τπ, haciendo la misma deducción

que en el punto previo resulta I(ρ, z, t) = I1(ρ, z)e
−
(
t
σt

)2

.

3.1.2. Amplitud óptica compleja e intensidad óptica espacial

Atendiendo a la naturaleza ondulatoria de la luz que proviene del láser, ésta se pro-

paga en el vaćıo como una onda plana de amplitud compleja U (~r, t) = U (~r) ejwt. Si

sustituimos esta solución en la ecuación de onda ∇2U (~r, t)− 1
c2
∂2U(~r,t)
∂t2

= 0 se llega a una

ecuación diferencial para la amplitud compleja U (~r) llamada ecuación de Helmholtz:

∇2U (~r) + kU (~r) = 0, (3.4)

donde k es el número de onda.

La distribución espacial de la intensidad óptica I1(ρ, z) es dada por el cuadrado del

módulo de la amplitud óptica compleja112 I1(ρ, z) = |U (~r)|2. Esta igualdad modela mejor

la intensidad óptica del láser en vaćıo cuanto más monocromático sea éste. La solución
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de la ecuación diferencial 3.4 conduce a diferentes modelos de distribución espacial de la

intensidad óptica del haz láser.

Intensidad óptica espacial de un haz gausiano

De la aproximación de onda paraxial, obtenemos la aproximación de intensidad de

haz gausiano112:

I1(ρ, z) = I0

(
W0

W (z)

)2

e−2( ρ
W (z))

2

, (3.5)

donde I0 es la intensidad de pico del haz en z=0, W (z) = W0

√
1 +

(
z
zo

)2

es el ancho del

haz que va, desde el centro del mismo, donde el valor de la intensidad es máxima, hasta

el punto de la periferia en el que este máximo ha cáıdo e−2 y W0 =
√

λzo
π

es el ancho

justo en z=0. La coordenada radial ρ =
√
x2 + y2, da cuenta del esparcimiento radial

del haz. El parámetro zo es el rango de Rayleigh112.

Si particularizamos la expresión 3.5 para z=0, tenemos en cuenta que se trata de un

haz gausiano de simetŕıa de revolución σr = σx = σy y que la anchura completa de

la intensidad del haz a la mitad del máximo (FWHM) esta relacionada con W0 por la

expresión W0 = σr√
2ln(2)

, podemos escribir 3.5 como:

I1(x, y) = I0e
−4ln(2)

(
x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

)
(3.6)

No obstante, si hacemos la aproximación
(√

2ln(2)
)−1

≈ 1 que implica que W0 ≈ σr,

podemos escribir:

I1(x, y) = I0e
−
(
x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

)
. (3.7)

Intensidad óptica espacial de un haz hermite-gausiano

Mientras que la intensidad óptica de un haz gausiano posee un solo centro de inten-

sidad, con la intensidad óptica de un haz hermite-gausiano, son posibles varios. De la

solución de 3.4, con otra familia de soluciones, podemos escribir la intensidad óptica de
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un haz hermite-gausiano112 como:

I1(x, y, z) = |Al,m|2
(

W0

W (z)

)2

Gl

( √
2x

W (z)

)
Gm

( √
2y

W (z)

)
, (3.8)

donde Al,m es una constante que converge a la intensidad de pico del haz cuando z=0,

W (z) y W0 tienen el mismo significado que en la expresión 3.5. Gl(u) es la función

Hermite-Gausiana que puede ser consultada del apéndice II.a.1.

De la expresión para la intensidad óptica hermite-gausiana 3.8, si nos restringimos a z=0,

podemos escribir,

I1(x, y) = I0Gl

(√
2x

W0

)
Gm

(√
2y

W0

)
(3.9)

Expresión que si queremos reescribir en términos de FWHM de la distribución espacial

del haz, tendremos que aplicar el estándar ISO 11146 explicado en el apéndice II.b.

Intensidad óptica espacial de un haz laguerre-gausiano

Otra familia de soluciones de la ecuación 3.4 conduce a la intensidad óptica de un

haz laguerre-gausiano112, cuya expresión es:

I1(ρ, z) = |Al,m|2
(

W0

W (z)

)2

Q2
lm

(
ρ

W (z)

)
, (3.10)

donde Al,m, W (z) y W0 tienen el mismo significado que en la expresión 3.8. Qlm es la

función laguerre-gausiana cuya expresión puede ser consultada en los apéndices II.a.2.

Haciendo la hipótesis de que hay una distribución simétrica del haz y haciendo la apro-

ximación W0 ≈ σr, la expresión 3.10 en z=0 se puede reescribir como:

I1(x, y) = I0Q2
lm

(√
x2 + y2

σr

)
, (3.11)

con σr = σx = σy.

Existen otras distribuciones espaciales de la intensidad óptica del haz láser, como son

la bessel-gausiana112 y que presenta colas oscilantes para casos de distribuciones no

uniformes en el plano del frente de propagación del haz.
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3.1.3. Intensidad óptica espacio-temporal en un medio material

Cuando un haz láser interacciona con un medio material, este sufre múltiples efectos.

Para empezar, parte del haz se refleja sobre el medio y otra parte se transmite. Del

balance energético entre la porción de enerǵıa que llega al medio y la que es reflejada,

es posible establecer el llamado coeficiente de transmisión T. Teóricamente y desde un

enfoque corpuscular, definimos el coeficiente de transmisión como el cociente entre el

número de fotones que penetran en el material y el número total de fotones que hay en

el haz antes de llegar a la interfaz vaćıo-material. De esos fotones, una parte es absorbida

por el material y otra parte atraviesa el medio en cuestión.

En el medio material, despreciando el scattering interno, la ley de Beer-Buoguer-

Lambert113–115 establece que de la enerǵıa contenida en un haz lumı́nico la fracción

absorbida es proporcional a la masa de medio atravesada por el haz. Aśı, para una

distancia diferencial dz dentro del material, la fracción de intensidad óptica absorbida

dI1 es dada por:

dI1 = −Iα(λγ)dz, (3.12)

donde I es la intensidad óptica del haz en (x, y, z) un punto cualquiera del medio material,

α(λγ) es el coeficiente de absorción en el intervalo [z, z + dz] para la longitud de onda

láser λγ, dz es el desplazamiento diferencial del haz desde la posición de referencia z

hasta la posición z + dz en el medio. Si suponemos un valor constante del coeficiente de

absorción en todo del medio material, la cáıda de intensidad óptica que sufre el haz a

medida que penetra es dada por la ley de potencias de Beer-Buoguer-Lambert113–115,

I1,medio(x, y, z) = TI1,vacio(x, y)e−α(λγ)(z0−z) (3.13)

con z < z0 ∀z. En este contexto, z0 − z es la distancia medida sobre la normal a la

interfaz que separa el medio del vaćıo, y que comienza a contar desde la posición z0 en

el que se produce el impacto del láser sobre el semiconductor1

Atendiendo ahora a la distribución temporal de la intensidad óptica I2, colocaremos el

origen de tiempos en t = t0. El máximo de intensidad óptica en la posición de referencia

1La coordenada z0 no tiene nada que ver con zo el rango de Rayleigh112 y no debe conducir a
confusión a pesar de la similitud en la notación.
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(x0, y0, z0) donde tiene lugar el impacto del haz láser sobre el semiconductor se alcanza

en el instante t = t0. Para conocer la intensidad óptica I2 cuando el haz ha recorrido una

distancia z0− z desde la posición del impacto z0 hacia el interior del material, habrá que

introducir un retardo z0−z
vm(λγ)

. Donde vm(λγ) es la velocidad de la luz de los fotones con

longitud de onda λγ que proviene del láser (se entiende que el láser es una fuente muy

monocromática). Aśı mismo y usando el ı́ndice de refracción del material semiconductor

para esa longitud de onda n(λγ), podemos expresar el retardo como (z0−z)n(λγ)

c
, donde c

es la velocidad de la luz en el vaćıo. Con este retardo, el origen de tiempos será tr(z) =

t0 + z0−z
vm(λγ)

, con lo que la distribución temporal de la intensidad óptica, en un medio,

vendrá dada por:

I2,medio(z, t) = I2,vacio

(
t− t0 −

(z0 − z)n(λγ)

c

)
(3.14)

De las expresiones 3.13 y 3.14, podemos concluir que la intensidad óptica espacio-

temporal del haz láser, en un medio material es dada por la expresión:

Imedio(x, y, z, t) = I1,medio(x, y, z)I2,medio(z, t) (3.15)

3.1.4. Eficiencia cuántica y tasa de recombinación superficial

A partir de esta intensidad óptica 3.15, se define el flujo de fotones absorbidos por el

medio material como:

φ(x, y, z, t) = β0Imedio(x, y, z, t), (3.16)

donde β0 = λγα(λγ)

hc
. Y a su vez λγ es la longitud de onda asociada a los fotones de la

fuente láser, α(λγ) es el coeficiente de absorción del medio para la longitud de onda λγ,

h es la constante de Plack y c la velocidad de la luz en el vaćıo.

No todos los fotones que son absorbidos por el semiconductor generan pares electrón

hueco. La eficiencia cuántica establece la proporción de fotones absorbidos que generan

pares electrón-hueco112 y su expresión es:

η(z) = ξ
(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
(3.17)
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Donde ξ es la fracción de fotones absorbidos que contribuyen a la fotocorriente. De la

expresión de η(z) se deduce que justo en la superficie z = z0 la probabilidad de que

los fotones absorbidos contribuyan a la fotocorriente es nula. Es decir, debido a la alta

concentración de defectos, en la superficie, se tiene una recombinación muy elevada en

comparación con la que se produce en el interior del semiconductor, que hace que cual-

quier par recombine de inmediato. Algo muy en coherencia el modelo de recombinación

superficial propuesto en la literatura59. Basándonos en ese modelo para la recombinación

superficial59 nosotros proponemos el siguiente:

RSU (~r, t) =
n (~r, t) p (~r, t)− n2

i (~r)

τps(n (~r, t) + n1) + τns(p (~r, t) + n1)

(
δ(z0 − z) + e

−
(
z0−z
σtds

)2
)
, (3.18)

donde τps y τns son los tiempos de recombinación de los portadores de carga en la su-

perficie del medio, en general varios órdenes de magnitud menores que en el interior del

bloque de semiconductor. El parámetro σtds t́ıpicamente del orden de 50nm, es la anchu-

ra de la distribución superficial de trampas que hay en exceso en superficie respecto del

interior. La delta de Dirac116 garantiza,

RSU (~r, t) =

{
∞ si z → z0

0 si z � z0

, (3.19)

es decir, que en la superficie (z = z0) el modelo proporciona una recombinación infinita.

Esta tasa sólo existe en la superficie, cuando z se aleja de z0 simplemente RSU (~r, t)→ 0.

Por otro lado, a medida que el haz láser penetra en el material, la eficiencia cuántica

converge exponencialmente a ξ, dejando claro que en el caso de menor densidad volúmica

de defectos, la contribución a la recombinación debida a estos desaparecerá, y todos los

pares electrón-hueco susceptibles de contribuir a la fotocorriente lo van a hacer.

3.1.5. Un modelo para la tasa de generación de portadores de

carga

A partir de la definición de eficiencia cuántica y de la definición de flujo de fotones

absorbidos por el medio material, podemos expresar la tasa de generación como:

G(x, y, z, t) = η(z)φ(x, y, z, t) (3.20)
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Si definimos G0 = I0β0Tξ = I0λγα(λγ)Tξ

hc
como la densidad volúmica de pico, generada por

unidad de tiempo, podemos modelar la tasa de generación de portadores de carga en la

zona fotoactiva de la antena fotoconductiva con las funciones:

G(x, y, z, t) = G0

(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
e
−
(

4ln(2)

(
x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

)
+α(λγ)(z0−z)

)

sech2

(
t− t0 − (z0−z)n(λγ)

c

σt(1,76)−1

)
(3.21)

G(x, y, z, t) = G0

(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
e
−

4ln(2)

 x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

+

(
t−t0−

(z0−z)n(λγ )
c

σt

)2
+α(λγ)(z0−z)


(3.22)

G(x, y, z, t) = G0

(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
e
−

 x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

+

(
t−t0−

(z0−z)n(λγ )
c

σt

)2

+α(λγ)(z0−z)


(3.23)

G(x, y, z, t) = G0

(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
e−(α(λγ)(z0−z))

Q2
lm

(√
x2 + y2

σr

)
sech2

(
t− t0 − (z0−z)n(λγ)

c

σt(1,76)−1

)
(3.24)

G(x, y, z, t) = G0

(
e−(α(λγ)(z0−z)) − e−2α(λγ)(z0−z)

)
Gl

(√
2x

σ∗x

)
Gm

(√
2y

σ∗y

)
sech2

(
t− t0 − (z0−z)n(λγ)

c

σt(1,76)−1

)
(3.25)

G(x, y, z, t) = G0

(
1− e−α(λγ)(z0−z)

)
e−(α(λγ)(z0−z))

Gl

(√
2x

σ∗x

)
Gm

(√
2y

σ∗y

)
e
−

4ln(2)

(
t−t0−

(z0−z)n(λγ )
c

σt

)2


(3.26)

Todas estas expresiones de la tasa de generación son modelos a explorar que permitiŕıan

reproducir un amplio rango de interacciones (redistribuciones de la generación de los

portadores de carga), entre el láser y el semiconductor.

No obstante, de todas ellas, la expresión que se ha usado en las simulaciones llevadas a

cabo para el estudio de antenas fotoconductivas, es la 3.23. Siendo la más simple de las

deducidas 3.21-3.26, posee mayor grado de realismo y capacidad de descripción f́ısica que

las encontradas en la bibliograf́ıa73,117–122 para la simulación de antenas fotoconductivas.

Como se puede ver en la figura 3.1, para el modelo de la tasa de generación de porta-
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(x0, y0, z0)

Z

Y

X

Figura 3.1: Para un instante de tiempo la distribución de la generación de portadores de
carga en el interior de un semiconductor de acuerdo al modelo de generación 3.23.

dores de carga 3.23, la estructura de la generación está confinada en una capa de unas

pocas micras de profundidad. Esto explica el porqué los modelos de movilidad paralela

(2.59,2.63) funcionan adecuadamente.

3.2. Esquema FDTD para la solución del sistema de

ecuaciones diferenciales h́ıbrido

En la aplicación tradicional de FDTD34–40 sobre las ecuaciones rotacionales de Max-

well,

µ∂t ~H (~r, t) = −~∇∧ ~E (~r, t) (3.27)

ε∂t ~E (~r, t) = ~∇∧ ~H (~r, t)− ~J (~r, t) , (3.28)

el avance temporal del algoritmo proporciona las magnitudes fundamentales ~E (~r, t) y
~H (~r, t) desfasadas ∆t

2
, siendo ∆t el paso temporal de la discretización en diferencias
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finitas. Se llama ĺınea de tiempos al esquema que ilustra como el algoritmo proporciona

el valor de los campos a medida que avanza en el tiempo. La figura 3.2 ilustra este

esquema para el avance temporal tradicional del método.

∆t ∆t

~Em+ 1
2~Em− 1

2 ~Hm ~Hm+1 ~Hm+2~Em+ 3
2

t = ∆t

2
t = 3∆t

2
t = 5∆t

2
t = ∆t t = 2∆t t = 3∆t

∆t ∆t

Figura 3.2: Avance temporal del algoritmo tradicional de FDTD34–40.

En este esquema, cada instante conocido del campo eléctrico viene dado por la expresión

t =
(
m− 1

2

)
∆t donde m = 1, 2, 3, ... y el magnético por la expresión t = m∆t donde

m = 1, 2, 3, .... La simulación comienza cuando m = 1, es decir, en el instante t = ∆t

2

colocamos el origen de tiempos del régimen transitorio.

3.2.1. Conexión entre el estado estacionario y el transitorio

En este apartado se conecta el resultado estacionario con el formalismo numérico que

ha permitido simular el régimen transitorio. Para ello, se presenta el estado estacionario

como un punto de partida temporal, que de acuerdo a la fig. 3.2 es t = ∆t

2
, y en el que

conocemos todas las magnitudes f́ısicas. La caracterización de ese punto de partida viene

dado por el conocimiento de las siguientes magnitudes:

El campo electrostático ~E0 (~r) es conocido en la región fotoconductiva, y su valor

será el mismo para todo instante de tiempo a lo largo de la simulación del

régimen transitorio.

La concentración espacial de portadores de carga en el instante inicial t = ∆t

2
es

conocida, n0 (~r) y p0 (~r), y será la misma en todo instante de tiempo a lo largo

de la simulación del régimen transitorio. A estas concentraciones las llamaremos

concentraciones del equilibrio.
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Los valores de las concentraciones transitorias de los portadores de carga en el

instante inicial t = ∆t

2
, son conocidos y son nulos n

(
~r, ∆t

2

)
= 0 y p

(
~r, ∆t

2

)
= 0.

Estas concentraciones modificarán su valor a lo largo de la simulación del

régimen transitorio.

En la discretización de las ecuaciones diferenciales a resolver numéricamente con

FDTD34–40 a lo largo del régimen transitorio, ∆t es el paso temporal, y los valores

de las concentraciones transitorias de los portadores de carga en el instante t = ∆t,

son conocidos. Esos valores son también nulos n (~r,∆t) = 0 y p (~r,∆t) = 0. Para

que esto sea cierto habrá que elegir el instante de tiempos t0 de la tasa de

generación 3.23 con un valor tal que en el instante t = ∆t dicha tasa sea nula

para todo punto de la región fotoactiva.

En la simulación del régimen transitorio, dado que las concentraciones transitorias

n (~r, t) y p (~r, t) parten de un valor nulo, la tasa de recombinación no contendrá la

concentración intŕınseca al cuadrado de portadores de carga n2
i (~r), empleándose la

expresión 2.80 descrita en el apartado 2.5 del caṕıtulo 2 para modelar la tasa de

recombinación.

El valor del campo eléctrico transitorio en el instante t = ∆t

2
es conocido, y su

valor es nulo ~E
(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. Este campo modificará su valor a lo largo de la

simulación del régimen transitorio.

Si como ya se ha dicho ∆t es el paso temporal en la aplicación del método de

FDTD34–40, como el campo magnético esta temporalmente desfasado ∆t

2
respecto

del eléctrico en el algoritmo de avance temporal, el valor del campo magnético

transitorio en el instante t = ∆t debe ser nulo ~H (~r,∆t) = 0̄, lo que implica que en

el instante inicial t = ∆t

2
lo era ~H

(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. La condición que garantiza esto es

una elección del instante t0 de la tasa de generación 3.23 empleada en las

simulaciones tal que en el instante t = ∆t dicha tasa sea nula para todo punto

de la región fotoactiva. Este campo también modificará su valor a lo largo de

la simulación del régimen transitorio.



76
3. Algoritmos para la simulación del régimen transitorio de una antena fotoconductiva

modelada por corrientes de difusión y arrastre

3.2.2. Los tipos de corrientes

En una antena fotoconductiva el inductor del campo electromagnético es, a través de

la ley de Ampere-Maxwell, una corriente transitoria. Por las razones argumentadas en

el apartado 2.1.1, en el estudio de antenas fotoconductivas, hemos decidido emplear el

modelo de difusión y arrastre para describir las corrientes tanto de electrones 2.20 como

de huecos 2.21.

En la simulación del régimen transitorio, tendremos un conjunto de magnitudes f́ısicas

que llamamos totales, que describirán globalmente el proceso. Estas magnitudes son:

El campo eléctrico total, que es la suma del campo electrostático más el transitorio,

~ET (~r, t) = ~E0 (~r) + ~E (~r, t) . (3.29)

Las concentraciones de carga total,

nT (~r, t) = n0 (~r) + n (~r, t) , (3.30)

pT (~r, t) = p0 (~r) + p (~r, t) . (3.31)

Las corrientes totales de electrones Jn (~r, t) y de huecos Jp (~r, t).

De acuerdo a las definiciones de las corrientes hechas en 2.20 y 2.21, la corrientes totales

de electrones Jn (~r, t) y de huecos Jp (~r, t) se pueden escribir:

~Jn (~r, t) = qµ̄n (~r)�
(
nT (~r, t) ~ET (~r, t) + VT

−→
∇nT (~r, t)

)
, (3.32)

~Jp (~r, t) = qµ̄p (~r)�
(
pT (~r, t) ~ET (~r, t)− VT

−→
∇pT (~r, t)

)
. (3.33)

Por lo que la corriente total es la suma de ambas ~J (~r, t) = ~Jn (~r, t) + ~Jp (~r, t).

Del mismo modo, las corrientes estacionarias que existen en el semiconductor debidas a

la fuente de tensión que polariza la antena, antes de la aplicación de la fuente lumı́nica,

pueden ser escritas como:

~Jn0 (~r) = qµ̄n (~r)�
(
n0 (~r) ~E0 (~r) + VT

−→
∇n0 (~r)

)
, (3.34)

~Jp0 (~r) = qµ̄p (~r)�
(
p0 (~r) ~E0 (~r)− VT

−→
∇p0 (~r)

)
. (3.35)
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Con lo que la corriente total estacionaria es la suma de ambas ~J0 (~r) = ~Jn0 (~r) + ~Jp0 (~r).

A partir de las corrientes totales y estacionarias definimos las corrientes transitorias, que

son las que radiarán campo electromagnético. Se definen las corrientes transitorias como:

~JnT (~r, t) = ~Jn (~r, t)− ~Jn0 (~r) , (3.36)

~JpT (~r, t) = ~Jp (~r, t)− ~Jp0 (~r) . (3.37)

Con lo que la corriente total transitoria es la suma de ambas ~JT (~r, t) = ~JnT (~r, t) +
~JpT (~r, t) = ~J (~r, t)− ~J0 (~r).

Puede reescribirse de la forma,

~JT (~r, t) = ~Js (~r, t) + (σ̄ (~r, t) + σ̄0 (~r))� ~E (~r, t) , (3.38)

donde las conductividades transitoria σ̄ (~r, t) y estacionaria σ̄0 (~r), aśı como la corriente

de fuentes ~Js (~r, t), son dadas por las expresiones:

σ̄ (~r, t) = q(µ̄n (~r)n (~r, t) + µ̄p (~r) p (~r, t)) (3.39)

σ̄0 (~r) = q(µ̄n (~r)n0 (~r) + µ̄p (~r) p0 (~r)) (3.40)

~Js (~r, t) = σ̄ (~r, t)� ~E0 (~r) + qVT

(
µ̄n (~r)�

−→
∇n (~r, t)− µ̄p (~r)�

−→
∇p (~r, t)

)
.(3.41)

Es pues la expresión 3.38 la que ha de ser usada en la ecuación de Ampere-Maxwell,

ε∂t ~E (~r, t) = ~∇ ∧ ~H (~r, t) − ~JT (~r, t), para obtener el campo inducido por una antena

fotoconductiva a lo largo del régimen transitorio.

3.2.3. El sistema de ecuaciones diferenciales

El sistema de ecuaciones diferenciales h́ıbrido que describe el régimen transitorio

está constituido por las siguientes cuatro ecuaciones:

µ∂t ~H (~r, t) = −~∇∧ ~E (~r, t) (3.42)

ε∂t ~E (~r, t) = ~∇∧ ~H (~r, t)− ~JT (~r, t) (3.43)

∂tn (~r, t) = q−1~∇ · ~JnT (~r, t) +G (~r, t)−R (~r, t) (3.44)

∂tp (~r, t) = −q−1~∇ · ~JpT (~r, t) +G (~r, t)−R (~r, t) (3.45)
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Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 3.42-3.45 me-

diante el algoritmo de FDTD34–40 se comienza por la división del tiempo en intervalos

temporales y la discretización espacial del dominio computacional. En este contexto, para

describir el avance temporal del algoritmo que se muestra en la figura 3.3, por legibilidad

de la notación, en la variables involucradas se ha omitido la dependencia espacial de las

magnitudes fundamentales.

~Em+ 1
2~Em− 1

2 ~Hm ~Hm+1

nm−
1
2

pm−
1
2

nm+ 1
2

pm+ 1
2

nm

pm
nm+1

pm+1

1 2

3 4

Figura 3.3: Avance temporal del algoritmo de FDTD34–40 para el sistema de ecuaciones
diferenciales h́ıbrido.

La figura 3.3 muestra que las concentraciones de carga se actualizan cada ∆t

2
mientras

que las componentes de los campos lo hacen cada ∆t. Entre dos componentes temporales

de la misma magnitud de campo que el algoritmo nos proporciona siempre se encuentra

la concentración de carga eléctrica, también proporcionada por el algoritmo.

En el proceso de discretización de las cuatro ecuaciones diferenciales se ha decidido co-

menzar por explicar las que hacen alusión a la carga 3.44 y 3.45.

Si discretizamos el paso 3 de la figura 3.3 tendremos:

nm+ 1
2 − nm− 1

2

∆t
=
[
GRm + q−1~∇ · ~JmnT

]
(3.46)

pm+ 1
2 − pm− 1

2

∆t
=
[
GRm − q−1~∇ · ~JmpT

]
(3.47)

Donde GR (~r, t) = G (~r, t)−R (~r, t) es la diferencia de tasas de recombinación y genera-

ción de portadores de carga y por tanto GRm = Gm −Rm.
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Si discretizamos el paso 4 de la figura 3.3 tendremos:

nm+1 − nm

∆t
=
[
GRm+ 1

2 + q−1~∇ · ~Jm+ 1
2

nT

]
(3.48)

pm+1 − pm

∆t
=
[
GRm+ 1

2 − q−1~∇ · ~Jm+ 1
2

pT

]
(3.49)

Para discretizar esta ecuaciones tenemos que tener en cuenta la relación entre las co-

rrientes y la función de Bernoulli 2.37. La discretización espacio-temporal del paso 3

mostrado en la figura 3.3 de las ecuaciones 3.44 y 3.45 es:

n
m+ 1

2
i,j,k = n

m− 1
2

i,j,k −∆t

[
GRm

i,j,k + V −1
T

3∑
w=1

(
β̄mnw (n̄mw )T

)]
(3.50)

p
m+ 1

2
i,j,k = p

m− 1
2

i,j,k −∆t

[
GRm

i,j,k + V −1
T

3∑
w=1

(
β̄mpw (p̄mw )T

)]
(3.51)

Las magnitudes empleadas en la expresión anterior provienen de reagrupación de paráme-

tros y magnitudes que pueden ser consultados en el apartado II.c del apéndice II. La

magnitudes β̄mnw, β̄mpw, n̄mw y p̄mw con w = 1, 2, 3 se definen en el apéndice II con las expre-

siones II.22, II.23, II.5 y II.6 respectivamente.

En este paso 3 las magnitudes β̄mnw, β̄mpw se definen sobre el conocimiento del instante

temporal del campo eléctrico ~Em
i,j,k =

~E
m− 1

2
i,j,k + ~E

m+ 1
2

i,j,k

2
. No obstante β̄mnw, β̄mpw albergan en

su interior las magnitudes estacionarias aunque no se hayan escrito expĺıcitamente. Em-

pleando las expresiones de los apéndices II.27 y II.28 no sabemos calcular ni ~∇ · ~JnT , ni
~∇· ~JpT y lo que hacemos es calcular ~∇· ~JnT = ~∇· ~Jn− ~∇· ~Jn0 y ~∇· ~JpT = ~∇· ~Jp− ~∇· ~Jp0.

Si discretizamos espacio-temporalmente, el paso 4, llegamos a las expresiones:

nm+1
i,j,k = nmi,j,k −∆t

[
GR

m+ 1
2

i,j,k + V −1
T

3∑
w=1

(
β̄
m+ 1

2
nw

(
n̄
m+ 1

2
w

)T)]
(3.52)

pm+1
i,j,k = pmi,j,k −∆t

[
GR

m+ 1
2

i,j,k + V −1
T

3∑
w=1

(
β̄
m+ 1

2
pw

(
p̄
m+ 1

2
w

)T)]
(3.53)

nuevamente las magnitudes β̄
m+ 1

2
nw , β̄

m+ 1
2

pw , n̄
m+ 1

2
w y n̄

m+ 1
2

w con w = 1, 2, 3 están definidas

en el apéndice II por las expresiones II.24, II.25, II.7 y II.8 respectivamente.
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Hasta aqúı hemos presentado el procedimiento de discretización de las ecuaciones de

la continuidad de la carga. Nos queda, por tanto, aplicar FDTD34–40 a las tradicionales

ecuaciones rotacionales de Maxwell. Aplicar el método sobre la ecuación de Faraday 3.43,

correspondiente al paso 2 del esquema de avance temporal mostrado en la figura 3.3, no

aporta nada nuevo que no esté ampliamente descrito en la literatura34–40. Para el paso

1 del esquema temporal mostrado en la figura 3.3 donde se realiza el avance del campo

eléctrico y aplicamos el método de FDTD34–40 para discretizar la ecuación de Ampere-

Maxwell 3.42 en la región en la que hay fuentes de corriente, la región fotoactiva, la

discretización espacio-temporal de 3.42 en su componente X es:

Ex|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

= Cax|mi+ 1
2
,j,k
Ex|

m− 1
2

i+ 1
2
,j,k

+Cbx|mi+ 1
2
,j,k

[
Hz|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−Hz|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk
− Jsx|mi+ 1

2
,j,k

]
(3.54)

con una corriente,

Jsx|mi+ 1
2
,j,k

= σm
i+ 1

2
,j,k
E0x|i+ 1

2
,j,k

+qVT

(
µn|i+ 1

2
,j,k

(
nmi+1,j,k − nmi,j,k

)
− µp|i+ 1

2
,j,k

(
pmi+1,j,k − pmi,j,k

)
∆xi

)

y una conductividad,

σm
i+ 1

2
,j,k

= q(µn|i+ 1
2
,j,kn

m
i+ 1

2
,j,k

+ µp|i+ 1
2
,j,kp

m
i+ 1

2
,j,k

)

Donde los coeficientes Cax|mi+ 1
2
,j,k

y Cbx|mi+ 1
2
,j,k

han sido deducidos en el apartado II.d del

apéndice II. Y sus valores son:

Cax|mi+ 1
2
,j,k

=



2ε−∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

)
2ε+∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

) si 2ε = ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)

e

−

∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

)
ε


si 2ε < ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
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Cbx|mi+ 1
2
,j,k

=



2∆t

2ε+∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

) si 2ε = ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)

1−e

−


∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

)
ε

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

) si 2ε < ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
La componente Y es:

Ey|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

= Cay|mi,j+ 1
2
,k
Ey|

m− 1
2

i,j+ 1
2
,k

+Cby|mi,j+ 1
2
,k

[
Hx|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

−Hx|mi,j+ 1
2
,k− 1

2

δzk
−
Hz|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−Hz|mi− 1

2
,j+ 1

2
,k

δxi
− Jsy|mi,j+ 1

2
,k

]
(3.55)

con una corriente,

Jsy|mi,j+ 1
2
,k

= σm
i,j+ 1

2
,k
E0y|i,j+ 1

2
,k

+qVT

(
µn|i,j+ 1

2
,k

(
nmi,j+1,k − nmi,j,k

)
− µp|i,j+ 1

2
,k

(
pmi,j+1,k − pmi,j,k

)
∆yj

)

y una conductividad,

σm
i,j+ 1

2
,k

= q(µn|i,j+ 1
2
,kn

m
i,j+ 1

2
,k

+ µp|i,j+ 1
2
,kp

m
i,j+ 1

2
,k

)

Donde los coeficientes Cay|mi,j+ 1
2
,k

y Cbx|mi,j+ 1
2
,k

han sido deducidos en el apartado II.d del

apéndice II. Y sus valores son:

Cay|mi,j+ 1
2
,k

=



2ε−∆t

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

)
2ε+∆t

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

) si 2ε = ∆t

(
σm
i,j+ 1

2
,k

+ σ0|i,j+ 1
2
,k

)

e

−

∆t

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

)
ε


si 2ε < ∆t

(
σm
i,j+ 1

2
,k

+ σ0|i,j+ 1
2
,k

)
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Cby|mi,j+ 1
2
,k

=



2∆t

2ε+∆t

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

) si 2ε = ∆t

(
σm
i,j+ 1

2
,k

+ σ0|i,j+ 1
2
,k

)

1−e

−


∆t

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

)
ε

(
σm
i,j+ 1

2 ,k
+σ0|i,j+ 1

2 ,k

) si 2ε < ∆t

(
σm
i,j+ 1

2
,k

+ σ0|i,j+ 1
2
,k

)
La componente Z es:

Ez|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

= Cay|mi,j,k+ 1
2
Ez|

m− 1
2

i,j,k+ 1
2

+Cbz|mi,j,k+ 1
2

[
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi− 1
2
,j,k+ 1

2

δxi
−
Hx|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

−Hx|mi,j− 1
2
,k+ 1

2

δyj
− Jsz|mi,j,k+ 1

2

]
(3.56)

con una corriente,

Jsz|mi,j,k+ 1
2

= σm
i,j,k+ 1

2
E0z|i,j,k+ 1

2

+qVT

(
µn|i,j,k+ 1

2

(
nmi,j,k+1 − nmi,j,k

)
− µp|i,j,k+ 1

2

(
pmi,j,k+1 − pmi,j,k

)
∆zk

)

y una conductividad,

σm
i,j,k+ 1

2
= q(µn|i,j,k+ 1

2
nm
i,j,k+ 1

2
+ µp|i,j,k+ 1

2
pm
i,j,k+ 1

2
)

Donde los coeficientes Caz|mi,j,k+ 1
2

y Cbz|mi,j,k+ 1
2

han sido deducidos en apartado II.d del

apéndice II. Y sus valores son:

Caz|mi,j,k+ 1
2

=


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2
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2
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2

)

e

−
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(
σm
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2

+σ0|i,j,k+ 1
2

)
ε


si 2ε < ∆t

(
σm
i,j,k+ 1

2

+ σ0|i,j,k+ 1
2

)
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Cbz|mi,j,k+ 1
2

=



2∆t

2ε+∆t

(
σm
i,j,k+ 1

2

+σ0|i,j,k+ 1
2
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(
σm
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2
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2
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)
ε
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2
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2

) si 2ε < ∆t
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σm
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2
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2

)
Con las expresiones 3.54-3.56 que son la discretización espacio-temporal de 3.42 y las

ecuaciones de discretización de la carga 3.50-3.53 se implementa con FDTD34–40 el al-

goritmo mostrado en la figura 3.4, que permite simular el régimen transitorio de una

antena fotoconductiva. Algunos puntos de este algoritmo, como el avance del campo

magnético correspondiente al punto 2 del diagrama de flujo de la fig.3.4 y al avance de

tiempos 2 de la fig. 3.3, aśı como los medios absorbentes CPMLs que permiten simu-

lar un espacio infinito en un dominio computacional finito, pueden ser consultadas en

bibliograf́ıa35,37–40.

3.2.4. El dominio computacional

Se entiende por dominio computacional al conjunto de elementos f́ısicos reales que

mediante algoritmos numéricos, son simulados en un computador. Llamaremos región

fundamental de una antena fotoconductiva a la región fotoactiva de la antena y los con-

tactos metálicos sobre la misma. En este caṕıtulo, por razones de limitación de memoria

y tiempo, el dominio computacional se restringe a la región fundamental inmersa en vaćıo

y a unas multicapas llamadas CPMLs o absorbentes34,35,37–40. Las CPMLs son las capas

de materia artificial diseñadas para simular problemas abiertos en un espacio compu-

tacional finito, es decir producen la extensión simulada del medio material inmerso en

ellas hasta el infinito.

Es usual que la frecuencia de corte imponga condiciones sobre el tamaño del grid con

el que se malla en FDTD, a modo de ejemplo si la frecuencia de corte estuviese en 6THz

necesitaŕıamos mallar con un grid igual o menor a 25µm. Pero en este caso el grid ha de

ser menor a este valor por dos motivos, el primero es dado por la limitación con la que se

deduce el modelo de difusión y arrastre que desprecia variaciones espaciales de las fuerzas

externas aplicadas. Eso significa que el potencial o campo electrostático ha de cambiar

numéricamente poco entre vecinos próximos, y cuando decimos poco nos referimos a un

máximo de un 5 % o menos del potencial total aplicado, lo que impone una proximidad
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Figura 3.4: Avance temporal del algoritmo h́ıbrido de FDTD34–40.
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6mm

1cm

5µm

1,5µm

1µm

1cm

Problema de 1012celdas

1cm3 = 1012µm3

Figura 3.5: Dominio computacional correspondiente a un problema de un cubo con 1cm
de lado que es mallado con hexaedros regulares de 1µm. El problema consta de 1012celdas
para cada paso del avance temporal.

de los contactos o gap que han de estar separados más de 2µm para no reducir el grid

por debajo de 100nm (ver apartado 2.1.1 del caṕıtulo 2). Esta es una razón por el que

no es posible colocar la antena entera. La otra se desprende de las propias dimensiones y

peculiaridades geométricas de la antena. En la fig. 3.6a se ilustra la región fundamental de

una antena dipolo tipo FF (face-face)25. En esta antena, ampliamente estudiada desde

el punto de vista experimental25,93–96,98,100,102,123 y teórico124,125 la anchura t́ıpica del

gap es de 5µm (ver fig. 3.5). Para describir pues la región del gap con cierta precisión,

debemos reducir el tamaño del mallado a menos de un micrómetro. Al mismo tiempo,

en este tipo de antenas es normal colocar una lente de 1cm de diámetro94 o mayor. Si

en el dominio computacional introdujésemos la antena completa, con sustrato y lente,

rodeada de vaćıo, tendŕıamos un dominio computacional enorme. Desde el punto de

vista de los recursos computacionales, mallar un cent́ımetro cúbico con celdas de un

micrómetro implicaŕıa resolver un problema de una teracelda en cada iteración temporal

como ilustra la figura 3.5. Suponiendo una velocidad de 100Mcells
s

se tardaŕıa tres años en

hacer una sola simulación de 104 pasos de tiempo. La justificación que permite tomar una
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(a) Dominio computacional: Región funda-
mental de la antena FF inmersa en vaćıo. (b) Región fundamental de la antena FF.

(c) Mallado del dominio computacional.

Figura 3.6: Dominio computacional correspondiente a la antena FF25 constituido por la
región fundamental de la antena situada en vaćıo.

parte de la antena, la que llamamos fundamental, se apoya en la dirección en la que se

estudiará su campo radiado. Ésta será la dirección correspondiente a θ = π, cuando θ se

mide desde el eje Z como muestra la figura 3.7. En esta dirección el efecto de la geometŕıa

de la lente puede ser despreciado al ser la dirección axial y coincidir con el eje óptico

de la misma. Por supuesto, que esto no permite tener en cuenta reflexiones internas ni

entregas de enerǵıa radiadas en la frecuencia de THz a posteriori. Hablamos de la enerǵıa

que se almacena en el sustrato y la lente de modo reactivo y que se radiaŕıa después de

pasar el pulso principal. Tampoco permitiŕıa tener en cuenta los efectos dispersivos que

las conductividades de estos medios materiales, lente más sustrato, introduciŕıan en el

campo radiado. A pesar de todo, las validaciones de los resultados simulados con datos

experimentales, como se verá en el apartado 3.4, muestran que es posible obviar estas

partes de la antena en el dominio computacional en determinadas ocasiones y simular sólo
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la región fundamental en vaćıo para obtener un acuerdo razonable entre datos simulados

y datos experimentales.

3.2.5. Las condiciones de contorno

En el régimen transitorio, en la región fotoactiva de la antena fotoconductiva, al igual

que ocurŕıa para la resolución estacionaria de las ecuaciones de continuidad de la carga,

es necesario introducir condiciones de contorno. Aplicaremos los dos mismos tipos de

condiciones de contorno que se describieron en el apartado 2.6 sobre las concentraciones

de carga. Salvo que en este caso, la condición de Dirichlet cambia, ya que el equilibrio

referido a concentraciones transitorias de carga implica que estas han de permanecer

nulas en los contactos ya que en el instante inicial lo eran. Es decir que n(~rΩD , t) = 0

y p(~rΩD , t) = 0. Por otro lado, las condiciones de Neumann son también aplicadas cada

vez que se actualiza un estado temporal de la carga para mantener la autoconsistencia

de la solución respecto a la carga y evitar flujos virtuales de carga que f́ısicamente son

imposibles.

Respecto a las condiciones de contorno aplicadas sobre los campos electromagnéticos ~E

y ~H recordar que los algoritmos de avance temporal del campo ~E no actualizan este en la

última capa de la PML, es decir, ponemos condiciones de contorno PEC, pero al existir

las PMLs, simplemente, su amplitud en el recorrido de entrada y rebote cae tanto que se

pueden considerar absorbidos numéricamente en estas regiones, que, en definitiva, para

eso están implementadas.

3.2.6. El campo radiado

Para determinar el campo radiado hemos empleado el teorema de equivalen-

cia34,35,37,126–128 mediante el algoritmo (near field to far field NF-FF) de transformación

de campo cercano en campo lejano descrito en la bibliograf́ıa34,35,129–131. La figura 3.7

muestra una onda plana que se propaga en la dirección del eje Z en sentido decreciente,

linealmente polarizada en la dirección Y. Para este caso se ha obtenido la transfor-

mación de campo cercano a campo lejano en coordenadas esféricas para la dirección

(θ = π, ϕ = 0), donde ϕ es medida desde el eje de las X. Se tiene que Eθ � Eϕ, no

obstante la corriente equivalente generada en la antena no es un dipolo con orientación

perfecta en el eje Y. Se observa que tiene una gran componente en el eje Z como se
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→
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→

→

→
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

Figura 3.7: Caja de transformación de campo cercano a lejano y onda linealmente pola-
rizada en la dirección del dipolo fotoconductivo.

apunta también en bibliograf́ıa46,50,51. En cualquier caso, la componente más intensa del

campo radiado, ETHz(t) ≡ Ey(t) ≡ Eϕ(t) es la que consideramos como emisión de la

antena.

La necesidad de emplear este algoritmo de transformación, es fácilmente justificable si se

tiene en cuenta que la longitud de onda asociada a 1THz es λ = 300µm y la distancia de

Fraunhofer132 es df = 2D2

λ
w 0,67m para una antena de 1cm de diámetro. Distancia que

va mucho más allá del domino computacional. Seŕıa inviable colocar una sonda numérica

a esta distancia cuando el grid del mallado es menor de 1µm. Además, según el teorema

de muestreo de Nyquist-Shannon133,134, para poder replicar con exactitud la forma de la

onda electromagnética es necesario que la frecuencia de muestreo sea superior al doble

de la máxima frecuencia a muestrear. Si suponemos que la frecuencia más alta de emi-



3.2. Esquema FDTD para la solución del sistema de ecuaciones diferenciales h́ıbrido89

sión para una antena fotoconductiva está localizada entorno a 6THz habŕıa que mallar

con 25µm para cumplir Nyquist-Shannon133,134, y eso son mas de 104 celdas desde la

antena hasta la sonda numérica. Por esta razón es imprescindible el uso del teorema de

la transformación NF-FF para obtener el campo radiado por la antena.

3.2.7. El efecto de la recepción

Para llevar a cabo una comparación de nuestros resultados simulados con datos expe-

rimentales que validen el procedimiento de simulación, tenemos que comparar las mismas

magnitudes. Experimentalmente existen diferentes formas de medir el campo emitido por

→

→

→

→

→

→

Figura 3.8: Caja de transformación de campo cercano a lejano y onda linealmente pola-
rizada en la dirección del dipolo fotoconductivo.

una antena fotoconductiva. Una de ellas es usar una antena fotoconductiva receptora. El
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proceso de recepción es simple, se coloca la antena receptora a una distancia conocida

de la emisora y se sincroniza el pulso láser con un retardador, de forma tal que éste

induzca una fotoconductividad en la antena receptora en el instante en que la onda elec-

tromagnética que proviene de la emisora llegue a ésta. Aśı, el campo eléctrico de la onda

incidente barre la carga inducida, generando una corriente que es amplificada y después

medida con un ampeŕımetro. En la literatura se narran procesos experimentales de me-

dición en los que no se emplea lente en la detección94. Con lo que podemos representar la

región fundamental de una antena receptora tipo FF como la ilustrada en la figura 3.8,

recibiendo la onda emitida por una antena fotoconductiva emisora. De todos los efectos

que la antena receptora introduce sobre la señal, el más notable es la convolución del

campo electromagnético por la fotoconductividad transitoria σc(t) que se induce en la

antena receptora no polarizada con una fuente de tensión externa4,11,95,102,125.

iTHz(t) ∝
∫
σc(t− τ)ETHz(τ)dτ (3.57)

Esta expresión 3.57 es la que se empleará en este caṕıtulo para generar una magnitud que

es aproximadamente la corriente en el detector, comparable con lo que un experimental

mediŕıa en la detección de la onda electromagnética usando una antena fotoactiva como

receptor.

Cuanto más se aproxima la fotoconductividad transitoria σc(t) en la antena receptora

a una delta de Dirac116 más se parecerá la fotocorriente medida iTHz al campo que se

pretende muestrear ETHz(t) ya que ETHz(t) =
∫
δ(t− τ)ETHz(τ)dτ . Si aproximamos el

sistema receptor por una linealización del mismo, de la expresión 3.57 deducimos que la

fotoconductividad seŕıa la respuesta impulsiva de este sistema.

Cálculo de la fotoconductividad σc(t) de la antena receptora

La fotoconductividad de la antena receptora, se determina simulando una antena sin

polarizar e integrando la densidad volúmica de fotoconductividad en el corte transversal

que se localiza en la mitad del gap de la antena. En la figura 3.9 se ilustra un esquema

de antena receptora en el cual se ha pintado el versor diferencial d~Sxz para indicar la

dirección ortogonal al plano de integración. Al mismo tiempo, la coordenada ycut ilustra

la posición del corte en el eje y, de modo que si σ (~r, t) = σ(x, y, z, t) es la densidad
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volúmica de fotoconductividad transitoria en el instante t será:

σc(t) =

∫
σ(x, ycut, z, t)dxdz (3.58)

Hemos comprobado que para la antena FF, escogida una celda abajo del punto central

del impacto láser, (x0, y0, z0 −∆zk≡z0) o de la tasa de generación 3.23, punto de la cara

superior de la región fotoactiva, la fotoconductividad integrada sobre el corte coincide

con la densidad volúmica de fotoconductividad en dicho punto en forma, pero no en

módulo. Si se normalizan y comparan ambas funciones coinciden.

Figura 3.9: Corte en el plano XZ con un valor ycut, tal que el corte se localiza en la mitad
del gap de la antena fotoconductiva.

3.3. La importancia del modelo de movilidad en el

análisis del régimen transitorio

En este apartado tratamos de ilustrar la importancia del modelo de movilidad en el

régimen transitorio, para ello, se ha simulado la antena 3.12a con los contactos paralelos

al eje X más cortos (el stripline) en los casos de movilidad constante, 2.59, 2.63 y 2.71

comentados en el apartado 2.4.1 del caṕıtulo 2. En la figura 3.11, además de las curvas

en frecuencia, se muestran las soluciones estacionarias correspondientes al modelo de

movilidad de Wien 2.63. De este modo se da una idea de los tamaños de los contactos
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metálicos usados en este caso concreto. La fotoconductividad empleada en la obtención

de la fotocorriente ha sido la ya obtenida en el punto anterior. En esencia, se trata del

mismo dipolo FF ya simulado en el apartado 3.4 y por ende los datos experimentales de

referencia son los tomados de la bibliograf́ıa96.

AM
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)
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TIEMPO (ps)
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 Experimental
Constant σ*ETHz

Parallel 1 σ*ETHz

Constant σ*(∂tJ)
Parallel 1 σ*(∂tJ)
Parallel 2 σ*(∂tJ)
Volumetric σ*(∂tJ)

Parallel 2 σ*ETHz

Volumetric σ*ETHz

Figura 3.10: Validación en frecuencia entre el dispositivo simulado 3.14a y los datos
experimentales obtenidos en bibliograf́ıa96.

Aunque no sea estrictamente cierto, como se pone de manifiesto en la literatura135,

en elementos de corrientes pequeños, y hablamos del caso del dipolo FF, el campo se

aproxima por la derivada temporal de la corriente4,96,124,125,136,137 de modo que:

ETHz(t) ∝ ∂tJ(t) (3.59)

Ése es el motivo de haber comparado también la convolución de la derivada de la

densidad volúmica de la fotocorriente medida en el punto (x0, y0, z0 − ∆zk≡z0), que

como ya se ha comentado, es una celda debajo de donde tiende lugar el impac-
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to del láser. Las correspondencias de las leyendas de las figuras 3.10 y 3.11 son:

Figura 3.11: Validación en tiempo, que compara el dispositivo simulado 3.14a y los datos
experimentales96 obtenidos en bibliograf́ıa.

Leyenda Modelo de movilidad

Constant Las movilidades son constantes µn (~r) = cte y µp (~r) = cte

Parallel 1 Se ha empleado el modelo de movilidad de Wien 2.63

Parallel 2 Se ha empleado el modelo de movilidad de Caughey 2.59

Volumetric Se ha empleado el modelo de movilidad de Lombardi 2.71

3.4. Validación del algoritmo

La validación del algoritmo transitorio se ha realizado comparando pulsos de corrien-

te con datos experimentales96. Se han comparado dos dispositivos fotoconductivos con

diferente geometŕıa. En primer lugar, un dipolo FF mostrado en la figura 3.12a. Los

parámetros empleados en la simulación de este dispositivo pueden ser consultados en

3.1.
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Parámetros definidos para el régimen transitorio de las simulaciones
llevadas a cabo en el apartado 3.4

Parámetros correspondientes a la función de recombinación29,89

Electrones Huecos
τn = 0.3ps CAn = 7 · 10−30cm6s−1 τp = 0.4ps CAp = 7 · 10−30cm6s−1

n1 = 4.5 · 106cm−3 p1 = 4.5 · 106cm−3

Dopado y concentración de impurezas90

Dipolo FF N+
D = 1016cm−3 ni = 9 · 106cm−3

Stipline N+
D = 1.3 · 1016cm−3 ni = 9 · 106cm−3

Modelo de movilidad de 2.4.1 cuando ~E = 0̄ teniendo en cuenta el dopado91

µn0 = 8000 cm
2

V s
µp0 = 400 cm

2

V s

Permeabilidad y permitividad relativas.
εr = 13.26 si ω < 6THz 92 µr = 1.0

Parámetros de la función de generación láser
α = 1,0µm−1 112 (1-R)=0.9999
ξ = 0,9999 λγ = 780nm
I0 = 5 W

µm2 σx = 1,8µm

nGaAs(λγ) = 3,3 tomado de bibliograf́ıa138 σy = 1,8µm
vm = c0

nGaAs
σt = 80fs

Voltaje aplicado al dipolo FF Va = 30V
Voltaje aplicado al stripline Va = 200V

Tabla 3.1: Tabla correspondiente a los parámetros numéricos usado en la simulación de
validación del proceso transitorio del dipolo FF y del stripline tomados de la misma
fuente bibliográfica95.

El segundo dispositivo que se ha empleado para validar al algoritmo numérico transi-

torio, es la antena stripline mostrada en la figura 3.14a y sacada de la misma fuente

bibliográfica96.

Los parámetros empleados en la simulación de este dispositivo también pueden ser

consultados en 3.1.

El campo radiado por ambas antenas ha sido convertido en fotocorriente mediante el

empleo de la expresión 3.57 y la fotoconductividad ha sido obtenida mediante la ecuación

3.58, simulando la antena mostrada en la figura 3.12a sin polarizar.

En las comparativas temporales de validación 3.13b y 3.15b se ha comparado no sólo los

pulsos de corriente, sino que se han representado las fotoconductividades y los campos
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(a) Esquema de la antena dipolo FF. (b) Potencial eléctrico.

(c) Concentración de electrones. (d) Concentración de huecos.

(e) Movilidad de los electrones. (f) Movilidad de los huecos.

Figura 3.12: 3D de la antena emisora dipolo FF.
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(a) Validación en frecuencia, que compara el dispositivo simulado 3.12a y los datos experimen-
tales obtenidos en bibliograf́ıa96.
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(b) Validación en tiempo, que compara el dispositivo simulado 3.12a y los datos experimenta-
les96 obtenidos en bibliograf́ıa.

Figura 3.13: Comparativas de validación con datos experimentales96 y simulación de una
antena dipolo FF .
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(a) Esquema de la antena Stripline. (b) Potencial eléctrico.

(c) Concentración de electrones. (d) Concentración de huecos.

(e) Movilidad de los electrones. (f) Movilidad de los huecos.

Figura 3.14: 3D de la antena emisora Stripline.
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(a) Validación en frecuencia, que compara el dispositivo simulado 3.14a y los datos experimen-
tales obtenidos en bibliograf́ıa96.
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(b) Validación en tiempo, que compara el dispositivo simulado 3.14a y los datos experimenta-
les96 obtenidos en bibliograf́ıa.

Figura 3.15: Comparativas de validación con datos experimentales96 y simulación de una
antena Stripline .
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Figura 3.16: Comparativa temporal correspondiente a la antena TT0.
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Figura 3.17: Comparativa en frecuencia con la antena TT0.
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modelada por corrientes de difusión y arrastre

radiados sin convolucionar.

A pesar de los resultados obtenidos, la aproximación 3.57 no deja de ser nada más que

eso, una forma de incluir la recepción de la onda electromagnética para poder comparar

con datos experimentales. No obstante, hay demasiadas aproximaciones en la obtención

de los resultados y que en ciertos casos, como muestra las comparativas con datos expe-

rimentales98, para un dipolo TT0 mostrado en la figura 3.17, el acuerdo de la simulación

no es del todo satisfactorio.
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En los caṕıtulos anteriores hemos deducido los algoritmos necesarios para simular el

régimen transitorio de una antena fotoconductiva. En este caṕıtulo emplearemos esos

algoritmos para hacer un estudio de la eficiencia de emisión de varias antenas fotocon-

ductivas, considerando cuatro parámetros de interés:

La forma de los contactos metálicos sobre la región semiconductora25.

El valor de la tensión aplicada a estos contactos.

La potencia del láser empleado.

La concentración de impurezas presentes en la región fotoconductiva.

Los dos primeros puntos se centran en el mismo concepto, la polarización del sustrato a

través del campo electrostático ~E0 (~r). El tercer punto está directamente relacionado con

la cantidad de carga inducida durante el régimen transitorio n (~r, t) y p (~r, t). El cuarto

punto da cuenta de la concentración de carga electrostática n0 (~r) y p0 (~r).

En definitiva, todos estos puntos están relacionados con elementos que juegan un

rol decisivo en la corriente transitoria, que es la inductora del campo electromagnético

radiado por la antena.

4.1. Eficiencia de una antenas fotoconductiva

Se llama eficiencia de una máquina al cociente entre la enerǵıa “deseada” y la enerǵıa

“necesaria”87. En analoǵıa, se define la eficiencia de una antena como el cociente entre

la enerǵıa radiada por la antena y la suministrada a la misma.

ηT =
Wrad

Wsum

(4.1)

Donde la enerǵıa suministrada a la antena es la suma de la suministrada por el láser más

la suministrada por la fuente externa de tensión.

En el diseño de antenas es muy útil hablar de la eficiencia de una antena para una

frecuencia determinada. No obstante, en antenas que emiten con un determinado ancho
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de banda, como es el caso de las antenas fotoconductivas, se habla de eficiencia en un

rango de frecuencias como:

ην =
W νc
rad

Wsum

(4.2)

Donde W νc
rad es la enerǵıa radiada por la antena en un rango de frecuencias, entorno a una

frecuencia νc, siendo ésta la frecuencia asociada a la máxima potencia de emisión. Los

limites que delimitan el rango de frecuencias citado a la izquierda y derecha están fijados

por las frecuencias en las que hay una cáıda de 3dB de la potencia radiada respecto a la

máxima frecuencia de paso situada en νc. En los siguientes apartados se llevan a cabo las

definiciones de las enerǵıas involucradas en los cálculos de la eficiencias definidas aqúı.

4.1.1. Potencia y enerǵıa radiada por una antena fotoconduc-

tiva emisora

El comportamiento espacial de radiación de una antena fotoconductiva tipo dipo-

lo es muy similar al de un simple dipolo, omnidireccional26 y por tanto, tiene sentido

calcular la potencia total radiada, como la suma de las contribuciones de cada una de

las potencias radiadas en las direcciones normales a una superficie virtual que encierre

a la antena. Existen trabajos que demuestran que es posible incrementar notablemente

la directividad de estas antenas reconduciendo la radiación generada; pues parte de la

misma se radia en la dirección opuesta al sustrato, hacia el vaćıo, en dirección opuesta a

la de colocación de la lente139. Algo que ya se hab́ıa comprobado en un estudio previo,

que demostraba que aunque la mayoŕıa de la radiación producida en un elemento de

corriente situado en una interfaz dieléctrico-aire penetra en el dieléctrico, una parte del

la misma escapa hacia el aire140, concepto que se empleó para producir gúıas de ondas

coplanares para transporte de señales en el rango de los terahercios4.

En el apartado 3.2.6 se introdujo el algoritmo NF-FF basado en el teorema de equiva-

lencia34,35,37, que permite calcular las componentes del campo lejano Eθ(t) y Eϕ(t) en

cualquier dirección (θ, ϕ) que rodean la antena.

Volviendo al concepto de región fundamental de una antena fotoconductiva inmersa

en vaćıo definida en 3.2.4, desde el punto de vista del principio de conservación de la

enerǵıa87 dado por el teorema Poynting53–55,141, la enerǵıa emitida por la antena comple-
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Figura 4.1: Esquema de antena emisora con corte para cálculo de la corriente y caja
virtual sobre la que se ha calculado el campo radiado.

ta (contactos metálicos, capa fotoactiva, sustrato semiconductor y lente) es equivalente a

la emitida por ésta región sola. En otras palabras, la enerǵıa emitida por toda la antena

puede ser aproximada como la emitida por la región fotoconductiva. Y aunque en una

antena real las conductividades del sustrato y lente puedan variar las frecuencias de emi-

sión de la enerǵıa radiada correspondiente a los remanentes reactivos que se almacenan

en ellos, la contribución al balance total de enerǵıa radiada ha de permanecer invariante.

La figura 4.1 muestra la superficie virtual esférica ∂Ω que encierra la región funda-

mental de la antena y sobre la que se han generado parejas de campos lejanos radiados

divididos por la distancia (Eθ(t)
R
, Eϕ(t)

R
) mediante el empleo del algoritmo NF-FF129. La

superficie virtual ∂Ω se ha cubierto con parejas separadas entre śı cinco grados sobre un

sistema de coordenadas esféricas. Es decir, se ha obtenido un conjunto discreto de pares

de campos lejanos radiados divididos por la distancia (Eθ(t)
R
, Eϕ(t)

R
) con un salto angular

entre parejas contiguas de ∆θk = π
36

y ∆ϕi = π
36

. Con lo que Nθ = 36 y Nϕ = 72. Del

vector de Poynting53–55,141 ~P (~r, t) = ~E (~r, t) ∧ ~H (~r, t) y la relación de estructura53–55,141
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η0
~H (~r, t) = n̂∧ ~E (~r, t), donde n̂ es la dirección de propagación de la onda y η0 la impe-

dancia del vaćıo, se obtiene la siguiente expresión para calcular la potencia radiada en el

dominio del tiempo:

Prad(t) =

∫ 2π

0

∫ π

0

1

η0

((
Eθ(t)

R

)2

+

(
Eϕ(t)

R

)2
)
R2 sin(θ)dθdϕ =

=
1

η0

∫ 2π

0

∫ π

0

(
E2
θ (t) + E2

ϕ(t)
)

sin(θ)dθdϕ (4.3)

Donde η0 w 120π corresponde a la impedancia del vaćıo. A partir de esta expresión 4.3,

la potencia radiada por la antena emisora se calcula numéricamente como:

Prad(t) =
1

η0

Nϕ∑
i=0

(
Nθ∑
k=0

[
(E2

θk
(t) + E2

ϕi
(t)) sin(k∆θk)∆θk

]
∆ϕi

)
(4.4)

Para determinar la enerǵıa radiada por la antena Wrad, basta con integrar la potencia

en el tiempo,

Wrad =

∫ τ50dB

0

Prad(t)dt (4.5)

donde τ50dB es el instante de tiempo en el que la potencia radiada simulada ha cáıdo

50dB respecto del máximo de potencia emitida1. Para hacer la estimación de τ50dB se

estudian tres direcciones, la dirección (θ = π
2
, ϕ = 0), la dirección (θ = 3π

4
, ϕ = π

2
) y la

dirección (θ = π, ϕ = 0). Si la condición se cumple en estas tres direcciones, se detiene

la simulación. Numéricamente hablando, se realiza este cálculo considerando Nt = τ50dB

∆t
,

y entonces Wrad =
Nt∑
m=0

Prad(m∆t). Volviendo ahora al apartado anterior, consideramos

W νc
rad a la enerǵıa radiada por la antena en un rango de frecuencias entorno a la frecuencia

de máxima potencia de emisión νc. Se define esta enerǵıa como la correspondiente a

la integral de la potencia radiada por la antena en el citado intervalo de frecuencias

[νmin, νmax] tal que νc ∈ [νmin, νmax]. Es decir,

W ν
rad =

∫ νmax

νmin

Prad(ν)dν (4.6)

Donde νmin, es la frecuencia a la izquierda de νc, en la que la potencia P (ν) ha cáıdo

1Se ha considerado 50dB como un valor suficiente para que la señal emitida haya cáıdo a valor nulo
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3dB mientras que νmax es la frecuencia a la derecha de νc, en la que la potencia P (ν) ha

cáıdo 3dB.

El camino para obtener la potencia radiada en función de la frecuencia, se realiza la

transformada de Fourier142 a los campos Eθ(t)
R

F−→ Eθ(ν)
R

y Eϕ(t)

R

F−→ Eϕ(ν)

R
, para definir

Prad(ν) como:

Prad(ν) =
1

η0

∫ 2π

0

∫ π

0

((
Eθ(ν)

R

)2

+

(
Eϕ(ν)

R

)2
)
R2 sin(θ)dθdϕ

4.1.2. Potencia y enerǵıa suministrada por la fuente de tensión

externa

La potencia suministrada por la fuente de tensión, la dividiremos en dos contribu-

ciones. Por un lado está la potencia suministrada por la fuente cuando todav́ıa no se

ha aplicado el láser. Ésa es la potencia que llamaremos PDC y su valor no cambia en el

tiempo. Es debida a la conductividad en equilibrio de la antena polarizada. Al mirar la

figura 4.2, un esquema circuital simplificado de la antena fotoconductiva en relación con

la fuente de tensión, podemos ver que existe una intensidad de corriente llamada IDC que

es constante en el tiempo. Como la tensión suministrada por la fuente VA es constante

en el tiempo, la potencia será PDC = IDCVA. Por otro lado en el esquema 4.2 aparece

una corriente I(t) fruto de una impedancia variable en el tiempo Zphoto y que comienza a

ser suministrada en el instante t = 0, que se corresponde con el instante en que se aplica

el láser. Tenemos aśı la potencia transitoria PT (t) = I(t)VA. Es decir, en un instante de

tiempo la conductividad de la antena se incrementa como consecuencia de la aplicación

del pulso láser, y la intensidad total de corriente que circula por la antena se incrementa

también disipando una enerǵıa transitoria en el proceso, a la que hay que sumar la que

se disipa debido a la corriente estacionaria.

Esta suma es la potencia suministrada por una fuente externa a la antena:

Psc(t) = (I(t) + IDC)VA (4.7)

Para obtener esta potencia debemos obtener las correspondientes intensidades de co-

rriente. En la figura 4.1, se ilustra un corte en el plano XZ de la región fotoactiva de la

antena. Si tomamos la densidad de corriente debida unicamente al arrastre, en el estado
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Zst

Zphoto(t)

VA

t=0

IDC

I(t)

Figura 4.2: Equivalencia circuital simplificada de una antena fotoconductiva.

estacionario ~J0,Drift (~r) = σ̄0 (~r)� ~E0 (~r) y nos quedamos con la componente Y de la mis-

ma, J0y,Drift(x, y, z) = σ0,y(x, y, z)E0y(x, y, z), la integral de esta densidad de corriente

sobre todo el corte de la región fotoactiva de la antena nos proporcionará la corriente:

IDC =

∫∫
J0y,Drift(x, ycut, z)dxdz =

∫∫
σ0,y(x, ycut, z)E0y(x, ycut, z)dxdz (4.8)

Es posible calcular la intensidad de corriente I(t) correspondiente al transitorio, reali-

zando la integral de la densidad de corriente de arrastre transitoria sobre el corte mos-

trado en la figura 4.1 . De la expresión 3.38, tenemos la corriente de arrastre transitoria
~JT,Drift (~r, t) = (σ̄0 (~r) + σ̄ (~r, t)) � ~E (~r, t) + σ̄ (~r, t) � ~E0 (~r). Tomando la componente

Y de esta densidad de corriente e integrando sobre el corte obtenemos la intensidad de

corriente transitoria:

I(t) =

∫∫
Jy,Drift(x, ycut, z, t)dxdz =

=

∫∫
[(σ0,y(x, ycut, z) + σ(x, ycut, z, t)Ey(x, ycut, z, t)

+σy(x, ycut, z, t)E0y(x, ycut, z)] dxdz (4.9)

Obtenemos aśı la potencia suministrada por la fuente. El siguiente paso es calcular la

enerǵıa que suministra la misma. Al igual que hemos hecho con la potencia, calcularemos

la enerǵıa suministrada por la fuente como la contribución de dos enerǵıas: la enerǵıa que

suministra la fuente durante el régimen transitorio, más la que suministra la polarización

de la antena. Para calcular la enerǵıa correspondiente al transitorio, basta con realizar
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la integral en el tiempo:

WT,sc =

∫ τ50dB

0

PT (t)dt (4.10)

En los láseres pulsantes, se define la tasa de repetición del láser νγ como el número

medio de disparos o pulsos que el láser emite por segundo111. Nosotros consideramos

que la duración del evento se mide como el tiempo que transcurre entre dos disparos

consecutivos del láser ν−1
γ . A partir de este concepto, definimos la enerǵıa correspondiente

a la corriente estacionaria IDC durante el evento como:

WDC = ν−1
γ PDC (4.11)

De esta forma se define la enerǵıa suministrada por la fuente de tensión como:

WVA = WDC +WT,sc (4.12)

4.1.3. Potencia y enerǵıa suministrada por el láser

La potencia óptica de pico del láser111 viene dada por la ecuación,

Popt−peak =
Popt,av
σtνγ

, (4.13)

donde Popt,av es la potencia promedio del láser, σt el ancho temporal completo de la mitad

del máximo (FWHM) del pulso láser y la ya definida νγ, la tasa de repetición del pulso.

Se define la intensidad óptica de pico como I0 =
Popt−peak
πr2
sp

, donde rsp es el radio

del haz láser sobre la zona fotoactiva del semiconductor, y retomando la expresión 3.3,

con intensidad óptica en vaćıo I(x, y, t) = I0e
−
(
x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

+
(
t
σt

)2
)

, coherente con la tasa de

generación de portadores de carga 3.23 usada en las simulaciones es posible determinar

la potencia suministrada por el láser. Si Lx y Ly son las dimensiones de la cara superior

de la región fotoactiva mostradas en la figura 4.1, podemos calcular la citada potencia

suministrada por el láser como:

P (t) =

∫ Ly
2

−Ly
2

∫ Lx
2

−Lx
2

I(x, y, t)dxdy '
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
I(x, y, t)dxdy = I0πσxσye

−
(
t
σt

)2

(4.14)
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La aproximación es posible porque Lx � σx y Ly � σy.

Para obtener la enerǵıa integramos la potencia óptica durante el tiempo que transcurre

entre la emisión de dos pulsos consecutivos ν−1
γ :

Wγ =

∫ ν−1
γ

0

P (t)dt (4.15)

En la mayoŕıa de los láseres pulsantes, empleados para disparar antenas fotoconductivas,

la tasa de repetición es de unos 80MHz, y FWHM temporal ronda el centenar de femto-

segundos95,96,98,100. Eso significa que ν−1
γ > 105σt, lo que permite hacer la aproximación:

Wγ =

∫ ν−1
γ

0

P (t)dt '
∫ ∞

0

P (t)dt = I0(
√
π)3σxσyσt (4.16)

Hasta aqúı, se han introducido todos los parámetros necesarios para estudiar la eficiencia

de las antenas semiconductoras con los algoritmos desarrollados en este trabajo.

4.2. Resultados y análisis

Uno de los puntos que se ha estudiado en este caṕıtulo, es como influye la forma

del contacto metálico en la eficiencia de una antena fotoconductiva. Para ello, se han

Figura 4.3: Diferentes geometŕıas de los contactos metálicos implementados como tipo
PEC en los estudios llevados a cabo en este caṕıtulo.
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estudiado tres geometŕıas distintas, mostradas en la figura 4.3. Todas ellas con:

El espesor de los contactos igual a 750nm.

La longitud del stripline igual a 120µm.

La separación entre striplines igual a 30µm.

El grosor del sustrato fotoactivo igual a 1.5µm.

Utilizando el modelo de movilidad de Wien introducido en el apartado 2.63 del

caṕıtulo 2.

Empleando como material semiconductor LT-GaAs. Tanto los parámetros del semi-

conductor como los del láser empleado en las simulaciones pueden ser consultados

en la tabla 3.1 del apartado 3.4 del caṕıtulo anterior.

Simulaciones

Las gráficas 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 muestran los resultados correspondientes a las 63

simulaciones llevadas a cabo para realizar este estudio. Cada punto de estas gráficas se

corresponde con una simulación distinta. Tienen en común que:

Todas las simulaciones se han llevado a cabo con un mallado espacial de 250nm.

Todas las simulaciones se han realizado cabo con un factor de Courant Hc =
√

3
2

.

Todas las simulaciones se han hecho a cabo con una separación de cinco celdas

entre la región fundamental y la caja de transformación NF-FF129.

El código del motor numérico ha sido implementado en Fortran y OpenMP2, y

compilado con Intel Fortran3.

Todas las simulaciones han corrido en un procesador Intel Core(TM) i7-3960X CPU

@ 3.30 GHz x 12 sobre Debian4 64-bit.

2Para más información visite: www.ugrfdtd.es
3non-comercial Intel Fortran Composer XE 2013 for Linuxr
4Debian 7.0 Wheezy released
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Todas las geometŕıas estudiadas han sido creadas, malladas con hexaedros regulares

y preprocesadas con GID5.

Resultados

La figura 4.4 muestra la relación entre la potencia promedio del láser y la eficiencia

de las tres antenas. La figura también muestra cual es la dependencia de la potencia

promedio radiada, definida en 4.17 con respecto a la potencia promedio del láser.

La potencia media radiada se ha calculado multiplicando la tasa de repetición del

láser νγ por la enerǵıa radiada en un pulso:

Prad,av = νγWrad (4.17)

En este conjunto de simulaciones en las que el parámetro variable era la potencia pro-

medio del láser, el dopado fue C = 5 · 1016cm−3 y la tensión VA = 30V parámetros que

permanecieron constantes.

La figura 4.5 ilustra la dependencia de la eficiencia con la tensión aplicada a los con-

tactos metálicos para los tres modelos simulados. En esta figura también se ilustra la

dependencia de la potencia promedio radiada por la antena 4.17 con respecto al voltaje

aplicado a la misma.

En este conjunto de simulaciones donde el parámetro variable era el voltaje VA aplicado

a los contactos metálicos, permanecieron constantes el dopado C = 5 · 1016cm−3 y la

potencia promedio del láser Popt,av = 20mW

La figura 4.6 muestra como el dopado es un parámetro fundamental en cuanto a la eficien-

cia de las antenas fotoconductivas. Por supuesto la figura, al igual que sus predecesoras,

muestra la dependencia de la potencia promedio radiada en función del dopado.

Finalmente, la figura 4.7 pone de manifiesto que existe una relación clara ente el ancho

de banda de emisión y el dopado.

En este conjunto de simulaciones el parámetro variable fue el dopado C (~r) de la re-

gión fotoactiva, permanecieron constantes la tensión aplicada a los contactos metálicos

VA = 30V y a la potencia promedio del láser Popt,av = 20mW

5GID 11.0.5 for Linux; www.gidhome.com
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Figura 4.4: Eficiencia y potencia radiada como funciones de la potencia láser suministra-
da.

Análisis

En la figura 4.8a se presenta un modelo circuital simplificado de la impedancia transi-

toria de una antena fotoconductiva. El condensador que aparece en la figura es un efecto

de apantallamiento del campo ~E0 (~r) debido a la redistribución de las concentraciones

de carga alrededor de los contactos metálicos a lo largo del transitorio. A medida que

el láser es más potente, éste genera más carga y el apantallamiento es mayor, llegando

a un punto cŕıtico en el que la eficiencia del dispositivo cae porque la velocidad de cre-
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Figura 4.5: Eficiencia y potencia radiada como funciones de la tensión externa VA apli-
cada.

cimiento del apantallamiento electromagnético es mayor que el aumento de la corriente

debida a la fotogeneración en la antena y por tanto la potencia promedio de radiación

va saturando. Esta idea, ya sugerida en la literatura122, se consolida con los resultados

de las simulaciones realizadas.

Analizar la figura 4.5 es hacer un análisis de la movilidad, pues a medida que se incre-

menta el voltaje ~E0 (~r) se hace más intenso ~E0 (~r) ∝ VA. Como resultado se incrementa la

potencia radiada promedio. No obstante, a medida que se incrementa ~E0 (~r) las movilida-

des de los portadores de carga son menores de un modo no lineal como se aprecia en los
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Figura 4.8: a) Esquema circuital simplificado de la impedancia transitoria de una ante-
na fotoconductiva. b) Equivalencia circuital simplificada de una antena fotoconductiva,
donde las impedancias genéricas mostradas en 4.2 han sido sustituidas por los elementos
circuitales apropiados.

modelos deducidos de datos experimentales y que fueron descritos en el apartado 3.3 del

caṕıtulo 3. Éso explica que para un incremento lineal del voltaje no haya una respuesta

lineal por parte del sistema, la antena. Es decir, las corrientes transitorias que inducen la

radiación crecen más despacio que ~E0 (~r) ∝ VA porque la conductividad (σ̄0 (~r)+ σ̄ (~r, t))

crece más despacio debido a que las movilidades caen rápidamente. Además, este incre-

mento está limitado por la disrupción eléctrica del material semiconductor.

Para analizar la figura 4.6 haremos uso de un simple esquema ilustrativo mostrado en la

figura 4.9. En este esquema se han definido las longitudes del dipolo equivalente δn y δp.

La idea es suponer que la radiación de la antena está inducida por un dipolo de corriente

transitoria equivalente. La intensidad del campo radiado por un dipolo es directamen-

te proporcional a su longitud132. Ese es el motivo por el que una antena tipo N emite
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Figura 4.9: Efecto conjunto de la movilidad y del campo de oposición interno a la pola-
rización electrostática, sobre la longitud del elemento dipolar equivalente en una antena
fotoconductiva.

menos que una antena tipo P. Cuando la región fotoactiva de la antena está afectada

por impurezas aceptadoras, tras aplicar la tensión de polarización hay una “región de

vaciamiento” de mayoritarios que neutralizan el campo de polarización ~E0 (~r) con un

campo interno que en la figura hemos llamado ~Erev (~r). En el momento que se inicia la

generación de pares (pulso láser), los huecos generados e+
g , sufren la acción de este cam-

po. Eso les impide avanzar y la longitud del dipolo equivalente es debida principalmente

a los electrones generados e−g .

En el caso contrario, una antena dopada con impurezas donadoras, sucede que la lon-

gitud del dipolo equivalente es debida a los huecos, pues los electrones se ven afectados

por el campo interno ~Erev (~r). Como los electrones poseen mayor movilidad que los hue-

cos, la longitud del dipolo aceptador es mayor que la del donador. De ah́ı la diferencia

observada en los resultados mostrados en la figura 4.6. En el caso intŕınseco, es evidente
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que el campo interno es más intenso en las proximidades de los contactos por no existir

impurezas ionizadas localizadas en la región de generación. Eso hace que éste sea el caso

de mayor emisión.

Analizando la fig. 4.7 cuya interpretación se apoya en la idea del dipolo equivalente,

cuanto más largo es éste más tiempo se requiere para recombinarlo. De ah́ı que el an-

cho temporal asociado a la corriente sea mayor y la transformada de Fourier del campo

inducido sea más estrecha que para un semiconductor tipo N. Para el caso intŕınseco,

la ausencia de trampas justificaŕıa un tiempo de recombinación mayor. Pero lo cierto es

que el valor de estos parámetros no se modificaron en las simulaciones llevadas a cabo

en ausencia de dopado.

Sumario de los estudios llevados a cabo

Parámetro que varia Parámetros fijos
Pav ∈ [0,5, 50]mW C = 5 · 1016cm−3, Va = 30V
Va ∈ [30, 150]V C = 5 · 1016cm−3, Pav = 20mW

C ∈ [−5 · 1016, 5 · 1016]cm−3 Va = 30V , Pav = 20mW
Pav ∈ [0,5, 50]mW C = 1015cm−3, Va = 10V

νγ = 82MHz, Modelo: FF

Resultados Obtenidos

Estudios Relaciones estudiadas
1 Pav V.S. Prad,av, η
2 Va V.S. Prad,av, η
3 C V.S. Prad,av, η, ∆ν

νmax

Validación Pav V.S. Prad,av

Tabla 4.1: Tabla resumen de los estudios realizado. En la tabla se presentan los paráme-
tros que han variado mientras otros han permanecido igual en cada estudio realizado, y
los estudios realizados mostrando las magnitudes relacionadas en ellos. El estudio 1 se
corresponde con la figura 4.4, el estudio 2 se corresponde con la figura 4.5, el estudio 3
se corresponde con las figuras 4.6 y 4.7 y el estudio llamado validación se corresponde
con la figura 4.10.
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4.3. Validación

Como muestra la tabla 4.1 la validación con resultados experimentales se ha realizado

para la geometŕıa FF mostrada en la figura 3.12a95 y la geometŕıa de una antena bowtie

mostrada en la propia figura de validación 4.10 obtenida de la misma fuente95. En este

caso la tensión aplicada a los contactos metálicos ha sido de 10V para el dipolo FF y

30V para la antena bowtie. La frecuencia de disparo del láser de 82MHz. Para estas diez

simulaciones, una para cada potencia óptica del láser, se ha tomado un dopado donador

constante. Dado que los datos experimentales se dan arbitrariamente normalizados, se ha

hecho lo mismo, dividiendo los resultados obtenidos por el factor 1.2 de normalización.

En la figura 4.10 se muestra la validación de los resultados comparados además con un

modelo semiemṕırico para la antena bowtie122.

Figura 4.10: Validación de los algoritmos empleados en este caṕıtulo. En el interior de
esta gráfica de validación se muestran las dimensiones de la bowtie simulada.
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mediante subdominios escalantes

En este caṕıtulo nos proponemos hacer un estudio del proceso completo de emisión-

recepción, en el esquema simplificado de un sistema de espectroscoṕıa de THz. Para

ello se han desarrollado algoritmos y se ha realizado un estudio del proceso completo en

región de campo cercano. En este caṕıtulo se presenta:

Algoritmos de recepción en vaćıo, en aproximación de región fundamental.

Extensión de algoritmos de recepción y estudio de la recepción mediante subdomi-

nios escalantes en campo cercano.

Procedimiento de alimentación del sistema total, a partir de fuentes duras genera-

das en el sudominio emisor.

Estudio de la propagación en el sistema total, mediante subdominios escalantes, y

acoplamiento entre antena emisora y receptora en región de campo cercano.

Comenzaremos estudiando la recepción como parte fundamental del proceso de detec-

ción de una onda electromagnética mediante una corriente. El análisis de este proceso

ayudará a justificar la expresión 3.57 del caṕıtulo 3.

5.1. Algoritmos de recepción: la antena receptora

En el apartado 3.2.7 se explica la detección de un pulso emitido por una antena foto-

conductiva. En ese apartado se esboza el modo de operación de la receptora. Partiremos

de la hipótesis de que conocemos el campo electromagnético radiado por una antena

emisora y queremos obtener la fotocorriente que seŕıa detectada por una antena fotocon-

ductiva receptora. Haremos también la hipótesis de que ese campo electromagnético es

un pulso de onda plana linealmente polarizada en el eje Y que se propaga en la dirección

Z creciente.

Con estas hipótesis partimos del conocimiento de la estructura espacial del campo

electromagnético. Si, por ejemplo, se establece una coordenada Z en un punto del espacio,

conocemos la componente Y del campo eléctrico Ey en todo instante de tiempo (ver

figura 5.1), podemos decir que conocemos el campo electromagnético en un entorno del

punto. Este entorno donde el campo electromagnético incidente es plenamente conocido,

lo denominamos la región de detección.
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5.1.1. Caja de iluminación

Consideramos que la separación de la fuente emisora respecto del punto de recepción

es tal que el campo recibido por la antena receptora es un campo lejano. En estas

circunstancias la hipótesis de onda plana es válida y podemos suponer de polarización

lineal en el eje Y (conforme a los sistemas de referencia usados en la tesis). Si en efecto

→

→

→

→

→

→

Figura 5.1: Pulso de onda plana polarizada en el eje Y propagándose en la dirección Z
dentro de una caja de iluminación creada con el teorema de equivalencia.

tomamos una antena Stripline como la de la figura 3.14a, un dipolo FF, RR o TT0

como el mostrado en la ilustración 4.3 o una antena BT como la mostrada en 2.11 y

deducimos la polarización fijada por la fuente de tensión externa, apreciamos que el

campo electrostático tiene principalmente componente Y en todas las figuras de acuerdo

al sistema de referencia adjunto a cada una da ellas. De esta forma, los elementos de

corriente que inducen el campo tienen principalmente componente Y, generando campo
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lejano mayoritariamente polarizado en la dirección Y, y que puede ser sustituido en

procesos de recepción por una onda plana como la ilustrada en la figura 5.1.

Al conocer la componente Ey del campo en todo instante de tiempo en un punto,

conocemos lo necesario para implementar la propagación unidimensional del campo elec-

tromagnético en la dirección Z, haciendo uso de la componente del campo magnético

Hx. El conocimiento funcional del campo permite implementar condiciones absorbentes

en 1D anaĺıticamente35. Consideramos como punto de partida una propagación en vaćıo

en la que todas las componentes de la señal viajan a velocidad c. Para un segmento

computacional cualquiera, si en un lado introducimos el campo eléctrico y lo propaga-

mos con las ecuaciones de Maxwell, bastará restar el campo que introducimos con el

retardo apropiado por la distancia que recorre entre el punto donde lo introducimos y el

punto de la frontera absorbente para tener valor cero de campo más allá del extremo del

segmento computacional. Este principio de conocimiento de campo unido al teorema de

equivalencia34,35,37,39,126–128 es el que nos permitirá usar lo que se denomina usualmente

como caja de iluminación de onda plana34,35,39. Esta caja de iluminación divide el domi-

nio computacional en dos zonas. Dentro de la caja de iluminación tenemos la llamada

zona de campo total (ZCT) y fuera de ésta tenemos la llamada zona de campo dispersado

(ZCD). En ausencia de antena, el campo en ZCD es nulo porque el campo incidente no

sufre scattering o dispersión con ningún objeto dentro de la caja, de modo que en ZCT

sólo tendremos el campo incidente correspondiente a la onda plana.

5.1.2. Aproximación de región fundamental en vaćıo

Al igual que en una antena emisora, en una receptora definimos la región fundamental

como aquella región fotoconductiva del sustrato semiconductor que se emplaza debajo de

los contactos metálicos más los propios contactos metálicos, todo ello inmerso en vaćıo.

La figura 5.3 muestra la región fundamental de una antena receptora rodeada de vaćıo y

situada en el interior de la caja de iluminación de onda plana. Sincronizando la llegada

del frente de onda sobre la región fotoactiva de la antena con el pulso láser y basándonos

en la expresión 5.1 tomada de 4.9, o en la ley de Ampere aplicada tal y como se indica

en la figura 5.2, determinaremos la fotocorriente en la receptora.

I(t) =

∫∫
SΩ

(σ0 + σ(x, ycut, z, t))Ey(x, ycut, z, t)dxdz (5.1)
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Cuando decimos que la caja de iluminación se encuentra inmersa en vaćıo, entende-

X

Z

Y

SΩ

d~SΩ

Hx

Hy

LΩ

Jy

PEC

PEC I(t) =
∮
LΩ

~H (~r, t) · ~dl

Figura 5.2: Procedimiento de cálculo de la intensidad de corriente haciendo uso de la ley
de Ampere.

mos que son necesarios medios absorbentes (CPMLs) para evitar reflexiones del campo

dispersado más el autoinducido (por el láser) en la antena receptora, que provenientes

de los limites del dominio computacional, contaminaŕıan la medida de la fotocorriente

calculada en la receptora. En la figura 5.4 se ilustra la caja de iluminación bordeada de

medio absorbente CPML.

El tratamiento interno desde el punto de vista del algoritmo computacional del régi-

men transitorio de una antena receptora, es diferente de una antena emisora. Como una

antena receptora no está polarizada electrostáticamente, la corriente transitoria 3.38 se

transforma en:

~J ′T (~r, t) = ~J ′s (~r, t) + (σ (~r, t) + σ0) ~E (~r, t) (5.2)

donde las conductividades transitoria σ̄ (~r, t) y estacionaria σ̄0 (~r) aśı como la corriente
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fuente ~J ′s (~r, t) son dadas por las expresiones:

σ (~r, t) = q(µn0n (~r, t) + µp0p (~r, t)) (5.3)

σ0 = q(µn0n0 + µp0p0) (5.4)

~J ′s (~r, t) = qVT

(
µn0

−→
∇n (~r, t)− µp0

−→
∇p (~r, t)

)
. (5.5)

donde µn0 y µp0 son las movilidades de electrones y huecos respectivamente, en ausencia

de campo; n0 y p0 son las concentraciones de carga en equilibrio, con lo cual tienen los

mismos valores en todo punto de la zona fotoactiva.

A partir de la ecuación 5.2 para la corriente, los algoritmos de avance temporal para el

campo eléctrico en la receptora se pueden obtener basándonos en el caso más general de

la emisora 3.54-3.56 como sigue. Para la componente X del campo eléctrico:

Ex|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

= Cax|mi+ 1
2
,j,k
Ex|

m− 1
2

i+ 1
2
,j,k

+Cbx|mi+ 1
2
,j,k

[
Hz|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−Hz|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk
− J ′sx|mi+ 1

2
,j,k

]
(5.6)

donde la componente X de la corriente es:

J ′sx|mi+ 1
2
,j,k

= qVT

(
µn0

(
nmi+1,j,k − nmi,j,k

)
− µp0

(
pmi+1,j,k − pmi,j,k

)
∆xi

)

y con una conductividad: σm
i+ 1

2
,j,k

= q(µn0n
m
i+ 1

2
,j,k

+µp0p
m
i+ 1

2
,j,k

). Los coeficientes Cax|mi+ 1
2
,j,k

y Cbx|mi+ 1
2
,j,k

de 5.6 son:

Cax|mi+ 1
2
,j,k

=


2ε−∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0

)
2ε+∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0

) si 2ε = ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0

)
e−

∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0

)
ε si 2ε < ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0

)
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→

→

→

→

→

→

Figura 5.3: Caja de iluminación para incidir con onda plana sobre la antena receptora
aproximada por región fundamental colocada en vaćıo.

→

→

→

→

→

→

Figura 5.4: Dominio computacional de recepción formado por una caja de iluminación
en vaćıo para incidir con onda plana sobre la antena receptora aproximada por región
fundamental colocada en vaćıo.
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Cbx|mi+ 1
2
,j,k

=
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2∆t
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De forma similar la componente Y del campo eléctrico es:
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(5.7)

con una componente Y de la corriente:

J ′sy|mi,j+ 1
2
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= qVT
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Por último, la componente Z del campo eléctrico es:

Ez|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

= Cay|mi,j,k+ 1
2
Ez|

m− 1
2

i,j,k+ 1
2

+Cbz|mi,j,k+ 1
2

[
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi− 1
2
,j,k+ 1

2

δxi
−
Hx|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

−Hx|mi,j− 1
2
,k+ 1

2

δyj
− J ′sz|mi,j,k+ 1

2

]
(5.8)
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donde la misma componente de la corriente corresponde a:

J ′sz|mi,j,k+ 1
2

= qVT

(
µn0

(
nmi,j,k+1 − nmi,j,k

)
− µp0

(
pmi,j,k+1 − pmi,j,k

)
∆zk

)
,

(5.9)

y conductividad σm
i,j,k+ 1

2

= q(µn0n
m
i,j,k+ 1

2

+ µp0p
m
i,j,k+ 1

2

). Los coeficientes Caz|mi,j,k+ 1
2

y

Cbz|mi,j,k+ 1
2

son:
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)
En este algoritmo de recepción la única fuente de radiación interna es ~J ′s, aunque al ser

una corriente difusiva “simétrica” contribuye muy poco a la fotocorriente y por eso se

aproxima como nula en la expresión de detección 5.1.

Por otro lado, resulta interesante resaltar que si el haz láser no es focalizado o proviene

de un cable de fibra óptica no muy próximo a la región fotoactiva, en la capa superior del

semiconductor se origina una capa de pares electrón hueco de cierta sección. Al difundir

en el medio, como los electrones tienen una mayor movilidad que los huecos, tiene lugar

una separación de carga, quedando en la superficie la positiva y penetrando hacia el

interior la negativa. Como consecuencia aparece un campo interno restitutorio que es

denominado fuerza electromotriz Dember, y al proceso en śı efecto foto-Dember69. Esta

fuerza electromotriz Dember es perpendicular a la dirección de campo radiado que golpea

la antena en forma de onda plana y es causante de una reorientación de la corriente. En

pocas palabras, reduce el barrido tangencial del campo incidente sobre la antena, creando

uno oblicuo hacia el interior del semiconductor. Esto reduce la corriente efectiva porque

parte de la carga recombina en el interior del bloque semiconductor antes de alcanzar
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los contactos. Evitar este efecto es imposible, pero es aconsejable reducir, en la medida

de lo posible, el tamaño de la zona iluminada por el láser sobre el semiconductor, para

focalizar la fuerza electromotriz Dember y evitar que esté presente en toda la trayectoria

de la corriente efectiva.

5.2. El subdominio receptor

Hasta ahora hemos abordado el problema simplificando toda la antena por la que

hemos definido como la región fundamental de la misma, por eso no ha sido posible

tener en cuenta el efecto de la lente ni del sustrato, no sólo en la emisión sino también en

la recepción. El concepto de subdominio proviene de una división del problema completo,

del dominio computacional donde se pretende resolver el problema completo, en trozos o

subdominios computacionales con una escala espacio-temporal propia. Las razones por

las que la escala espacial ha de ser relativamente pequeña ∆ < 1µm respecto de la

longitud de onda λ ∼ 300µm asociada a la radiación electromagnética fueron expuestas

en el apartado 3.2.4 del caṕıtulo 3.

La solución del problema completo culmina en la recepción de la onda electromagnéti-

ca en el llamado subdominio receptor. Si suponemos que de algún modo conocemos el

campo que llega a la región fotoactiva de la antena receptora, entendiendo por ésta la

que se sitúa debajo de los contactos metálicos, podemos recrear este campo dentro de

una caja de iluminación aplicando el mismo algoritmo descrito en 5.1.2, siempre que éste

posea estructura de onda plana. Si a la hipótesis previa le añadimos que el campo elec-

tromagnético realmente posee de un modo muy apropiado estructura de onda plana en la

región fotoactiva, es evidente que el hecho de contemplar una medida de la fotocorriente

teniendo en cuenta una propagación de la onda electromagnética en el material es más

coherente con la realidad que la aproximación de región fundamental en vaćıo.

En la caja de iluminación del subdominio receptor mostrada en la figura 5.5, en

ausencia de pulso láser sincronizado, sólo hay campo incidente y fuera de la caja de

iluminación no hay campo. El campo que aparece cuando aplicamos el pulso láser es el

único que se propaga más allá de la caja de iluminación. La ilustración 5.6 muestra que

el subdominio receptor contiene no sólo al sustrato intŕınseco sino también a la región

superior de la lente. La función de las PML es extender el medio material lente y sustrato

más allá de subdominio receptor hasta el infinito. En la la figura 5.6 se ilustra el efecto de



5.2. El subdominio receptor 129

→

→

→

→

→

→

1.5μm

SI-GaAs

1.5μm

LT-GaAs

Figura 5.5: Caja de iluminación del subdominio receptor de una antena fotoconductiva
receptora.
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Figura 5.6: Dominio computacional del subdominio receptor de una antena fotoconduc-
tiva receptora.
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la colocación de una zona PML para truncar el espacio problema y de este modo extiende

hasta el infinito la capa sustrato intŕınseco y la interfaz lente-sustrato. La simulación de

la recepción para obtener la fotocorriente con la expresión 5.1 en el subdominio receptor

dura un tiempo tal que el frente de sucesos de la onda electromagnética emitida más

allá de la caja de iluminación aún no ha regresado al subdominio receptor, tras reflejarse

en alguna interfaz externa al subdominio, y por tanto esta información queda fuera del

subdominio y no ha de ser tenida en cuenta. Esta separación temporal de la información

es la que permite realizar la medida de la fotocorriente sin aproximaciones y de un modo

realista. Pero al mismo tiempo limita la aplicación de este método, ya que cuando hay

retroalimentación porque el frente de sucesos tiene suficiente tiempo, durante el proceso

de la recepción, de volver al subdominio receptor, el desconocimiento total de este campo

reflejado desde más allá del subdominio receptor es imposible de tener en cuenta y ha

de ser despreciado, produciendo una medida incompleta y aproximada.

La descripción geométrica de la caja de iluminación del subdominio receptor mostrada

en la figura 5.5 posee una estratificación por capas que divide la caja de iluminación en dos

zonas de interés. De un lado está el sustrato intŕınseco y del otro la capa fotoactiva sobre

éste. La división es conceptual, porque ambas regiones poseen la misma permitividad

eléctrica y lo único que cambia es la conductividad de la región fotoactiva durante el

transitorio en el que se recibe la onda electromagnética incidente.

Queda aclarar la razón de que sólo podremos llevar a cabo la detección de la foto-

corriente en el caso de que la estructura del campo cercano, en el interior de la caja de

iluminación, sea de onda plana. Es una razón de escala. Al igual que existe un subdominio

receptor, existe uno emisor, ambos con el mismo mallado ∆ < 1µm. La conexión entre

ambos, es dada por una simulación completa que contiene a ambas antenas y simula el

campo que trasmite durante todo el proceso de emisión-recepción. El proceso de emisión

en el subdominio emisor y el proceso de simulación de conexión entre subdominios serán

explicados en apartados posteriores. Pero la escala espacio-temporal de la simulación

que conecta los subdominios es mayor que en cada uno de éstos, para poder simular el

problema completo con las dos antenas emisora y receptora. Como en la simulación rea-

lizada en el subdominio receptor se requiere más información espacio temporal de la que

el dominio de conexión contiene hay que interpolar los datos obtenidos del dominio de

conexión. El teorema de equivalencia permite reproducir la estructura espacio-temporal

de cualquier campo. Pero el desconocimiento del mismo en ciertos puntos del espacio y en
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ciertos instantes de tiempo obliga a interpolar espacio-temporalmente para determinar

los valores que no se consideran en el dominio de conexión y que son necesarios en el

subdominio receptor. Por evidentes razones de simplicidad y en acuerdo con la realidad

del proceso f́ısico, interpolar sólo temporalmente es totalmente correcto cuando la es-

tructura del campo es aproximadamente la de una onda plana. Esta razón fundamental

condiciona también la aplicabilidad del método, ya que en la posición donde se sitúa la

caja de iluminación dentro del dominio de conexión, dentro de la caja la estructura del

campo de iluminación ha de ser de onda plana. Los apartados siguientes proporcionan

una descripción más detallada de este proceso.

5.3. El subdominio emisor

En la figura 5.7a se ilustra la emisión en campo lejano de lo que hemos definido como

la región fundamental de la antena. Se trata de una aproximación que permite obtener,

mediante una expresión semiemṕırica, la fotocorriente medida. Pero no deja de ser más

que una aproximación susceptible de ser mejorada. El subdominio emisor es una región

de la antena emisora que comprende:

La capa de vaćıo localizada sobre los contactos metálicos.

Los contactos metálicos sobre la región fundamental.

La región fundamental.

El sustrato semiaislante emplazado bajo la región fundamental.

Una región de lente dieléctrica situada bajo el sustrato semiaislante.

Almacenando los campos eléctrico y magnético en esta región se encapsula toda la f́ısica

de la antena emisora en una región de la misma.

La figura 5.7c ilustra esta región de la antena emisora más una zona de vaćıo. Esta región

es denominada caja de fuentes duras o de almacenamiento de campo. Los nombramos

aśı debido a que, durante el proceso de emisión, el valor de los campos es almacenado

no sobre el grid de la simulación, sino sobre uno cien veces mayor y cada cien pasos

temporales, es decir, se realiza un submuestreo del campo para adaptarlo a la región de

conexión entre los subdominios emisor y receptor. Este proceso se realiza sobre la caja de
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almacenamiento de campos. Como se puede ver en la figura 5.7c, podemos considerar la

antena emisora como estratificada en capas. Cuando el pulso láser es aplicado a la región

fotoactiva polarizada, aparece el equivalente a un dipolo de corriente, y este es el que

induce la radiación electromagnética. Durante el tiempo que ocurre la aplicación del láser

y hasta que la recombinación de la carga en exceso inducida por efecto fotoeléctrico cae

numéricamente a cero (50dB), la perturbación de la radiación electromagnética alcanza

una distancia respecto de su origen. A la máxima distancia alcanzada se la denomina

frente de sucesos. Si este frente de sucesos tras reflejarse en las interfaces que hay más

allá de la caja de almacenamiento de campo no tiene tiempo de regresar a la misma,

podemos decir que desde el punto de vista de un observador situado en la caja de almace-

namiento de campos los medios materiales durante el tiempo de simulación, son infinitos

y todo campo generado viaja sobre ellos y el vaćıo sin regresar. Con estas consideracio-

nes y haciendo uso de las CPMLs que permiten truncar problemas abiertos, es posible

almacenar durante el intervalo de tiempo de interés los campos electromagnéticos. La

caja de almacenamiento de campo puede ser trasladada a otro dominio con otra escala

espacio-temporal mayor, sin perder la información f́ısica del proceso de emisión, siempre

que esa escala contemple la frecuencia máxima de corte. Esta caja se comportará como

un conjunto de fuentes duras durante el intervalo de tiempo que contenga almacenado.

5.4. Conexión entre subdominios

Para poder simular la propagación del campo desde la antena emisora, por motivos

computacionales, necesitamos un mallado considerablemente mayor al empleado para

describir el gap de la emisora. Esto significa, por ejemplo, que si hemos mallado la región

fundamental de la antena con un grid de 250nm, tendremos que mallar la antena total

con un mallado cien veces mayor de 25µm. No obstante, con este procedimiento no hemos

perdido información sustancial cuantitativa para describir el fenómeno electrodinámico,

pues la longitud de onda máxima significativa asociada es de unos 100µm (cuando la

frecuencia de corte son 6THz), y con una resolución espacial de ∆ = 25µm está longitud

de onda es muestreada aceptablemente133,134.

En la figura 5.7b se traslada la caja de fuentes duras a la antena emisora, que en este

caso es un elemento pasivo y se rodea dicha antena por una caja de transformación de

campo cercano a campo lejano34,35. Durante todos los instantes temporales almacenados
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(a) Obtención del campo lejano de la re-
gión fundamental de una antena emisora
empleando el algoritmo de transformación
NF-FF129.

→

→

→
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→

(b) Obtención del campo lejano de la antena
emisora completa empleando el algoritmo de
transformación NF-FF129, pero alimentada por
la caja de fuentes duras obtenida en el subdo-
minio emisor.

←

(c) Subdominio emisor de una antena fotoconductiva emisora.

Figura 5.7: Esquemas de modelos de procesos de emisión de una antena fotoconductiva,
en campo cercano y lejano.
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en la caja de fuentes duras, el valor del campo en la región de la antena emisora, donde

la caja esta emplazada, están fijados. Pasado ese instante el valor del campo en la región

donde se coloca la caja de fuentes duras deja de ser impuesto, y se deja al campo en esa

región evolucionar sin imposiciones de acuerdo a las ecuaciones de Maxwell. El campo

lejano producido por la antena en la dirección axial puede ser usado para alimentar el

subdominio receptor.

No bastante el caso de mayor interés está en la recepción en zona de campo cercano.

Para ello se ha creado un dominio computacional total donde antena emisora y receptora

están separadas una distancia pequeña, por ejemplo, tan sólo un cent́ımetro. Esta dis-

posición ilustrada por la figura 5.8 es llamada dominio computacional de conexión entre

subdominios y en ella están presentes todos los elementos del proceso de emisión recep-

ción. Como ya se ha dicho se emplea la caja de fuentes duras para alimentar la antena

emisora y después se deja al sistema avanzar en el tiempo. El resultado será analizado

en un apartado 5.5.

Figura 5.8: Conexión entre subdominios y dominio correspondiente al sistema total de
emisión-recepción.



5.4. Conexión entre subdominios 135

5.4.1. Estructura de onda plana

Como hemos dicho, por razones de simplicidad en la interpolación que permite co-

nectar el subdominio receptor con el dominio de conexión, la premisa de que en la región

fotoactiva de la antena receptora el campo posea estructura de onda plana es clave. La

forma más simple de comprobar que en la región fotoactiva de la antena receptora el

campo posee estructura de onda plana es colocar sondas formando un plano en la región

el la que se desea comprobar esta propiedad, en este caso la interfaz semiconductor-metal,

y comparar que la forma temporal del campo coincide. La figura 5.9 muestra el conjunto

de cinco sondas que se han colocado en dicha interfaz. Se ha intentado disponer éstas

de modo que proporcionen información sobre puntos con disparidad de valor de campo

electrostático si estuviésemos en una antena emisora. Aunque sabemos que este campo

electrostático es nulo en la receptora, hemos créıdo útil por principio de reciprocidad

de operación que estos puntos proporcionan información suficiente. En la figura 5.10 se

P1 P2

P5

P4

P3
10µm

5µm

15µm
300µm

20µm

2,5µm

5µm

5µm

15µm
X

Y

Z

Figura 5.9: Sondas colocadas en el plano de la interfaz semiconductor-metal. Contactos
metálicos tomados de la bibliograf́ıa para reproducir datos experimentales95.
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Figura 5.10: Perfiles de campo eléctrico comparado en el plano de la interfaz semiconduc-
tor metal de la antena receptora. Las sondas se corresponden con los puntos mostrados
en la figura 5.9

muestran las comparativas de los campos correspondientes a las sondas localizadas en las

posiciones mostradas en la figura 5.9. Este resultado confirma la validez de la hipótesis y

permite realizar una interpolación sólo temporal del campo para el subdominio receptor.

5.5. Resultados

Para obtener la fotocorriente en la antena receptora, se ha tomado el campo corres-

pondiente a la sonda 1 de la figura 5.9 y se ha interpolado temporalmente. Con este perfil

unidimensional, se ha generado la onda plana en el subdominio receptor. Esta representa

al campo que llega a la zona fotoactiva de la antena receptora.

En ausencia de pulso láser (σ(t) = σ0), se ha obtenido la fotocorriente que es mostrada

en la figura 5.11. Como se puede ver a medida que la frecuencia del campo es mayor, en

instantes temporales avanzados que se corresponden con la zona II de la figura 5.10, los

portadores de carga no tiene tiempo para reaccionar al cambio de campo y la amplitud

se atenúa hasta casi cero. En instantes posteriores correspondientes a la zona II, donde

la amplitud del campo es mayor, el máximo de la fotocorriente no alcanza la decena de
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Figura 5.11: Perfil de campo eléctrico y corriente detectada en el subdominio receptor
en ausencia de pulso láser. El orden de magnitud de la corriente medida es de 5fA.
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nano-amperios.

El segundo estudio se ha centrado en los instantes iniciales (zona I) donde se han

disparado pulsos láser con diferentes retardos. En la figura 5.12 se muestran los cam-

bios en las fotoconductividades y las correspondientes fotocorrientes detectadas en el

subdominio receptor durante la ventana de muestreo impuesta por la duración de la fo-

toconductividad44. En todos los casos las fotocorrientes has superado los 50nA. En estos

casos, la estructura de la fotocorriente es aproximadamente la convolución del campo

por la fotoconductividad, comprobando que la expresión semiemṕırica 3.57 puede ser

atribuida en gran medida al proceso de la recepción.

Por último hemos considerado instantes temporales avanzados, identificados como co-

rrespondientes a la zona II de la figura 5.10. Los resultados mostrados en la figura 5.13

indican que a pesar de que el campo es más intenso, la rápida oscilación temporal del

mismo hace que el máximo de la amplitud de la fotocorriente calculada en el subdominio

receptor, sea diez veces menor.
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6.6. Conjetura teórica Dember-Lorentz-Hall . . . . . . . . . . . . 182

139



140
6. Algoritmos para la simulación del régimen transitorio de dispositivos modelados

por las ecuaciones magnetohidrodinámicas

6.1. Introducción

Hasta ahora hemos abordado el estudio de las antenas fotoconductivas mediante el

modelo de difusión y arrastre. En los caṕıtulos precedentes se ha empleado este modelo

bajo un conjunto de restricciones listadas en el apartado 2.1.1 del caṕıtulo 2. Pero existen

dispositivos de interés, que por sus peculiaridades, no pueden ser descritos correctamente

por dicho modelo. La razón fundamental es porque no contempla la ley de interacción

de Lorentz59.

(a) (b)

Figura 6.1: a) Antena fotoconductiva polarizada por una fuente de tensión externa e
inmersa en un campo magnetostático. b) Corriente debida a un plasma inducido en un
gas al ser este ionizado por un láser. El filamento de corriente se encuentra en presencia
de un campo magnetostático. Esta figura es una modificación de la referencia143.

Existen evidencias experimentales45–48 y estudios teóricos49–52 que demuestran y justi-

fican respectivamente que una antena fotoconductiva emite más, si durante el proceso

transitorio se encuentra inmersa en el seno de un campo magnetostático con una deter-

minada orientación. En la figura 6.1a, por ejemplo, se ilustra una antena fotoconductiva

polarizada en la dirección Y que está situada en el seno de un campo magnetostático

orientado en la dirección X. Esta configuración no puede ser descrita satisfactoriamente

por el modelo de difusión y arrastre. Otro ejemplo de fuente de emisión lo encontramos

en un gas ionizado143–145, en el cual un filamento de corriente inducida es el que radia.

Un gas ionizado es un plasma, que tampoco puede ser descrito por el modelo de difusión

y arrastre, más aún posiblemente cuando ese elemento de corriente se produce en el seno

de un campo magnetostático.
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La figura 6.1b ilustra un sistema t́ıpico en el que un elemento de corriente radia en la

banda de los THz y después la radiación es detectada por una antena fotoconductiva.

En este caṕıtulo se han desarrollado algoritmos basados en las ecuaciones magnetohidro-

dinámica con el objetivo de presentar procedimientos numéricos que permitan abordar

estos problemas.

6.2. El modelo magnetohidrodinámico

El concepto de part́ıcula fluida hace referencia a la masa que un fluido (conjunto de

part́ıculas con más grados de libertad que ligaduras) posee en un instante de tiempo en

un punto del espacio. En el enfoque que el modelo magnetohidrodinámico hace de la

dinámica de carga este concepto adquiere un doble significado. De un lado sigue siendo

coherente con la definición de part́ıcula fluida dada. Del otro se añade a la definición

una especificación sobre la carga, ya que entenderemos como part́ıcula fluida no sólo la

masa sino también la carga eléctrica de una colectividad de part́ıculas en un instante

dado en un punto del espacio. La aproximación macroscópica seŕıa válida, puesto que si

el mallado es de 1µm un nodo representaŕıa una esfera de 0.5µm que contendŕıa ∼ 8 ·109

átomos.

En el caso de part́ıculas fluidas cargadas y “ligadas” por el potencial de los núcleos

atómicos en el interior de una red cristalina, la interacción de los portadores de carga

(entendidos como colectividades dentro del concepto de part́ıcula fluida) con los núcleos

atómicos de la red cristalina condiciona la masa efectiva de los portadores. De esta forma,

la masa efectiva es un concepto que permite tratar a una part́ıcula ligada por un potencial

como si de una part́ıcula libre se tratase. Con la particularidad de poseer diferente masa

dependiendo de la dirección de su desplazamiento con respecto a la orientación de la red

cristalina58,69. Una definición de masa efectiva, la que se ha usado en este trabajo, es

explicada con más detalle en el apartado III.a del apéndice III.

Definiremos hueco fluido (HF) como la concentración de huecos y la masa que estos

poseen en un instante en un punto dado expresados como pT (~r, t) y m̄p. Del mismo modo

definiremos electrón fluido (EF) como la concentración de electrones y la masa de estos

(nT (~r, t) y m̄n) que en un instante de tiempo hay en un punto del espacio. La figura 6.2

muestra un HF y un EF sobre los que actúan un conjunto de densidades volúmicas de

fuerza o fuerzas por unidad de volumen, que también llamaremos densidades de acción,
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~FLorentz,p (~r, t) =

qpT (~r, t)
(
~E (~r, t) + µ0~vp (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
~FPressure,p (~r, t) = −qVT

−→
∇p (~r, t)

~FRubbing,p (~r, t) = −qpT (~r, t) µ̄ep (~r)� ~vp (~r, t)
~FGravity,p (~r)� ~FLorentz (~r, t)
~FChI,p (~r, t)� ~FLorentz (~r, t)

~FLorentz,p (~r, t)

~FPressure,n (~r, t)

~FLorentz,n (~r, t) =

−qnT (~r, t)
(
~E (~r, t) + µ0~vn (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
~FPressure,n (~r, t) = −qVT

−→
∇n (~r, t)

~FRubbing,n (~r, t) = −qnT (~r, t) µ̄en (~r)�~vn (~r, t)
~FGravity,n (~r)� ~FLorentz (~r, t)
~FChI,n (~r, t)� ~FLorentz (~r, t)

~FRubbing,p (~r, t)

~FChI,p (~r, t)

~FPressure,p (~r, t)

~FLorentz,n (~r, t)

~FChI,n (~r, t)

~FRubbing,n (~r, t)

~FGravity,n (~r)~FGravity,p (~r)

Electrons
Holes

a) b)

Figura 6.2: Densidades de acción sobre un a) hueco fluido y b) sobre una electrón fluido.

y que corresponden a:

Densidad de acción de Lorentz53,55,146 sobre un HF:
~FLorentz,p = qpT (~r, t)

(
~E (~r, t) + µ0~vp (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
.

Densidad de acción de Lorentz53,55,146 sobre un EF:
~FLorentz,p = −qnT (~r, t)

(
~E (~r, t) + µ0~vn (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
.

Densidad de acción de la presión147 ejercida sobre un HF:
~FPressure,p (~r, t) = −qVT

−→
∇p (~r, t).

Densidad de acción de la presión147 ejercida sobre un EF:
~FPressure,n (~r, t) = −qVT

−→
∇n (~r, t).

Densidad de acción de los potenciales de la red cristalina58,59,69,147 (en situación de

campo aplicado no nulo) más la interacción entre part́ıculas fluidas ejercida sobre

un HF:
~FRubbing,p (~r, t) = −qpT (~r, t) µ̄ep (~r)� ~vn (~r, t).
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Densidad de acción de los potenciales de la red cristalina58,59,69,147 (en situación de

campo aplicado no nulo) más la interacción entre part́ıculas fluidas ejercida sobre

un EF:
~FRubbing,n (~r, t) = −qnT (~r, t) µ̄en (~r)� ~vn (~r, t).

Densidad de acción de la gravedad ejercida sobre un HF ~FGravity,p (~r) y un EF
~FGravity,n (~r) respectivamente.

Densidad de acción de la interacción entre cargas en la propia colectividad y ejercida

sobre un HF ~FGhI,p (~r, t) y un EF ~FGhI,n (~r, t) respectivamente.

En los dos términos de la densidad de acción de los potenciales de la red cristalina, µ̄en (~r)

y µ̄ep (~r) se corresponden con las movilidades efectivas de electrones y huecos definidos

en el apartado III.b del apéndice III, µ0 es la permeabilidad magnética del vaćıo y

eso significa que este modelo sólo se contemplan medios materiales “no magnéticos”, y

~vp (~r, t) y ~vn (~r, t) son la velocidad de un HF y de un EF respectivamente. Por otro lado,

tanto la fuerza de interacción entre cargas ~FGhI (~r, t) en el interior de una colectividad

(part́ıcula fluida) como la gravitatoria ~FGravity (~r) pueden ser despreciadas frente a las

otras fuerzas. ~FGhI (~r, t) es muy pequeña y su variación es despreciable en el intervalo de

tiempo ∆t de avance del algoritmo numérico pues no se modifica la forma y estructura de

la part́ıcula fluida. La segunda es alrededor de mil veces más pequeña que la interacción

de Lorentz141 en la dimensiones que nos ocupan (micrómetros).

De la segunda ley de Newton148, m~a =
N∑
i=1

~Fi, se obtiene considerando los términos

anteriores:

pT (~r, t) m̄p �
d~vp (~r, t)

dt
= qpT (~r, t)

(
~ET (~r, t) + µ0~vp (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
−qVT

−→
∇p (~r, t)− qpT (~r, t) µ̄ep (~r)� ~vp (~r, t) + ~sp0 (~r) (6.1)

nT (~r, t) m̄n �
d~vn (~r, t)

dt
= −qnT (~r, t)

(
~ET (~r, t) + µ0~vn (~r, t) ∧ ~H (~r, t)

)
−qVT

−→
∇n (~r, t)− qnT (~r, t) µ̄en (~r)� ~vn (~r, t) + ~sn0 (~r) (6.2)

Donde pT (~r, t) m̄p y nT (~r, t) m̄n expresan la densidad volúmica de masa de un HF y

un EF respectivamente. Las aceleraciones sufridas por los HF y los EF viene dados por
d~vp(~r,t)

dt
y d~vn(~r,t)

dt
, donde la velocidad del HF es ~vp (~r, t) y la del EF ~vn (~r, t). Los términos
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~sp0 (~r) = −qp0 (~r) ~E0 (~r) y ~sn0 (~r) = qn0 (~r) ~E0 (~r) son puramente numéricos y evitan

que en el instante inicial t = 0 exista una fuerza aplicada no electrostática que inicie el

proceso transitorio antes de aplicar el láser.

El sistema de ecuaciones 6.1-6.2 son referidas como el modelo magnetohidrodinámico.

Operando este sistema las ecuaciones 6.1-6.2 se pueden reescribir como:

d~vp (~r, t)

dt
= qm̄∗p �

(
~ET (~r, t) + ~Lp (~r, t)

)
− qVT

m̄∗p �
−→
∇p (~r, t)

pT (~r, t)

−γ̄p (~r)� ~vp (~r, t) + ~ep (~r, t) (6.3)

d~vn (~r, t)

dt
= −qm̄∗n �

(
~ET (~r, t) + ~Ln (~r, t)

)
− qVT

m̄∗n �
−→
∇n (~r, t)

nT (~r, t)

−γ̄n (~r)� ~vn (~r, t) + ~en (~r, t) (6.4)

Donde se ha compactado el término ~Lp (~r, t) = µ0~vp (~r, t) ∧ ~H (~r, t) y ~Ln (~r, t) =

µ0~vn (~r, t) ∧ ~H (~r, t). Los valores de m̄∗n y m̄∗p corresponden a la masa efectiva inversa

de los electrones y los huecos respectivamente, además ambos parámetros son defini-

dos en el apartado III.a del apéndice III. Los parámetros γ̄p (~r) y γ̄n (~r) son los llama-

dos tiempos efectivos de colisión para un HF y un EF respectivamente. Sus definicio-

nes se pueden consultar también en el apartado III.c del apéndice III. Por último para

los huecos se tiene ~ep0 (~r) =
m̄∗p�~sp0(~r)

pT (~r,t)
= −q p0(~r)

pT (~r,t)

(
m̄∗p � ~E0 (~r)

)
, y para los electrones

~en0 (~r) = m̄∗n�~sn0(~r)
nT (~r,t)

= q n0(~r)
nT (~r,t)

(
m̄∗n � ~E0 (~r)

)
. Las corrientes transitorias, las que a través

B0

Va 0V

VRef

VHALL

PEC PEC

EHALL

d
J

ve
B0

Va 0V

VRef

VHALL

PEC PEC

EHALL

dJ

ve

Type P Type N

Figura 6.3: Tensión Hall inducida en el estado estacionario de una antena fotoconductiva
al aplicar el campo magnetostático.

de la ley de Ampere-Maxwell inducirán el campo radiado por una antena emisora son en

este caṕıtulo nombradas por ~Jn (~r, t) y ~Jp (~r, t). El conocimiento de las velocidades de un
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HF y un EF permiten calcular esas corrientes transitorias debidas a electrones ~Jn (~r, t)

y a huecos ~Jp (~r, t):

~Jn (~r, t) = −qnT (~r, t)~vn (~r, t) (6.5)

~Jp (~r, t) = qpT (~r, t)~vp (~r, t) (6.6)

~J (~r, t) = ~Jn (~r, t) + ~Jp (~r, t) = q(pT (~r, t)~vp (~r, t)− nT (~r, t)~vn (~r, t)) (6.7)

En el modelo magnetohidrodinámico aparecen dos términos que son puramente estacio-

narios, ~E0 (~r) y las cargas n0 (~r) y p0 (~r), que serán obtenidos tal y como se describió en

el caṕıtulo 2 de este trabajo con el modelo de difusión y arrastre. Esto se debe a que una

vez alcanzado el equilibrio en el estado estacionario la velocidad de transporte de la carga

no es nula, pues existe una corriente estacionaria que circula por la antena. Al aplicar

el campo magnetostático en estas circunstancias, se inducirá una tensión Hall56,69 (ver

figura 6.3) que provocará una redistribución la carga y la corriente estacionaria. Como

conocemos el valor del campo magnetostático aplicado y su dirección, y los valores de

las cargas n0 (~r) y p0 (~r) y de ~E0 (~r), deducir el valor del potencial Hall es factible, en

determinadas condiciones de simetŕıa, y de ah́ı una corrección a la distribución espacial

de carga n0 (~r), p0 (~r) y al potencial ~E0 (~r). El procedimiento de como hacer esto se

presenta en el apartado siguiente 6.3.

El sistema de ecuaciones diferenciales que describirá el transitorio de emisión de una

antena fotoconductiva inmersa en un campo magnetostático es:

µ∂t ~H (~r, t) = −~∇∧ ~E (~r, t) (6.8)

ε∂t ~E (~r, t) = ~∇∧ ~H (~r, t) + q (nT (~r, t)~vn (~r, t)− pT (~r, t)~vp (~r, t)) (6.9)

∂tn (~r, t) = GR (~r, t)− n (~r, t) ~∇ · ~vn (~r, t)− ~vn (~r, t) ·
−→
∇n (~r, t) (6.10)

∂tp (~r, t) = GR (~r, t)− p (~r, t) ~∇ · ~vp (~r, t)− ~vp (~r, t) ·
−→
∇p (~r, t) (6.11)

∂t~vp (~r, t) = qm̄∗p �
(
~ET (~r, t) + ~Lp (~r, t)

)
− qVT

m̄∗p �
−→
∇p (~r, t)

pT (~r, t)

− γ̄p (~r)� ~vp (~r, t)− q p0 (~r)

pT (~r, t)

(
m̄∗p � ~E0 (~r)

)
(6.12)
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∂t~vn (~r, t) = −qm̄∗n �
(
~ET (~r, t) + ~Ln (~r, t)

)
− qVT

m̄∗n �
−→
∇n (~r, t)

nT (~r, t)

− γ̄n (~r)� ~vn (~r, t) + q
n0 (~r)

nT (~r, t)

(
m̄∗n � ~E0 (~r)

)
(6.13)

donde las dos primeras ecuaciones (6.8-6.9) se corresponden con las leyes de Faraday y

Ampere-Maxwell, las dos segundas ecuaciones (6.10-6.11) son las de continuidad de la

carga las densidades de corriente son las definidas en 6.5 y 6.6. La expresión GR (~r, t)

fue definida en el apartado 3.2.3 y 3 del caṕıtulo 3. El resto de términos del sistema

de ecuaciones diferenciales 6.8-6.13 han sido introducidos en la deducción del modelo

magnetohidrodinámico. En el siguiente apartado se propone un conjunto de algoritmos

para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales empleando el método numérico de

diferencias finitas presentado en el apéndice I.

6.3. Conexión entre el estado estacionario y el régi-

men transitorio

El primer paso antes de establecer las conexiones entre el régimen transitorio y el

estado estacionario es corregir la carga n0 (~r), p0 (~r) y el campo electrostático ~E0 (~r)

obtenidos de las ecuaciones (2.17, 2.18, 2.19) del caṕıtulo 2. Cuando aplicamos el campo

magnetostático el sistema vuelve otra vez a desplazase desde su estado de equilibrio a

otro estado de equilibrio en el que la ley de Lorentz produce un potencial Hall (ver

figura 6.3) entre la base de la región fotoactiva (justo en la interfaz entre el sustrato

semi-aislante y la capa fotoactiva (ver figura 1.7 del caṕıtulo 1)) y la cara superior de

la capa fotoactiva donde se depositan los contactos metálicos (ver figura 1.7 del caṕıtulo

1).

Para determinar este potencial Hall vamos a suponer que tenemos una región fotoactiva

como la mostrada en la figura 6.1a. En esta región la corriente estacionaria que circula

entre los contactos metálicos es expresada por las ecuaciones 3.34-3.35 del caṕıtulo 3, y

su valor es (tomando sólo los términos de arrastre):

~J0 (~r) = q (µ̄n (~r)� n0 (~r) + µ̄p (~r)� p0 (~r)) ~E0 (~r)
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Figura 6.4: Dominio donde se calcula el estado estacionario. División del dominio en dos,
uno interior (Dominio II de color rojo) y otro exterior (Dominio I de color azul) donde el
mallado de cada domino esta espacialmente desplazado ∆

2
como se puede ver en la celda

de Yee de lineas discontinuas.

Si suponemos que el campo magnetostático tiene sólo componente X, ~B = (B0, 0, 0), el

campo electrostático Hall ~EHall (~r) (ver figura 6.3) entre las dos cara de la capa fotoactiva

(ver figura 1.7 del caṕıtulo 1):

~EHall (~r) = ∆y

∫∫
SΩ

~J0 (~r) ∧ ~B

q
dS = B0∆y

∫∫
SΩ

ᾱ (~r)� (0, 0, E0z (~r)− E0y (~r)) dS

(6.14)
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donde ᾱ (~r) = µ̄n (~r)�n0 (~r)+ µ̄p (~r)�p0 (~r), SΩ es la superficie virtual transversal de la

antena, en la que tiene lugar el flujo de la corriente eléctrica, ∆y un elemento cualquiera

de mallado en la dirección Y (la dirección fundamental de la corriente) y dS un elemento

diferencial de superficie sobre SΩ. Como
~J0(~r)∧ ~B

q
es una densidad volúmica de campo

eléctrico, en un cálculo numérico de ~EHall (~r) multiplicamos por ∆y para determinar el

valor de este parámetro en una lamina de espesor elemental ∆y y de sección SΩ. Como es

evidente este método de cálculo del campo Hall, ~EHall (~r), exige que el producto vectorial
~J0(~r)∧ ~B

q
sea simétrico en la dirección X. En otras palabras, que ~E0 (~r) sea simétrico en la

dirección X. Por esta razón dećıamos en el apartado 6.2 que la determinación del nuevo

estado de equilibrio compatible con el campo magnetostático aplicado que se calcula a

partir de n0 (~r), p0 (~r) y ~E0 (~r) en ausencia de campo magnetostático sólo es factible en

determinadas condiciones de simetŕıa. A partir de ~EHall (~r), si la capa fotoactiva tiene

un grosor d, el valor del potencial Hall es:

VHall (~r) = d| ~EHall (~r) | (6.15)

Este potencial Hall VHall (~r) es una condición de contorno Dirichlet, que será aplicada a

toda la cara superior de la región fotoactiva. El apartado 2.6.1 del caṕıtulo 2 especificaba

expĺıcitamente la introducción numérica de las condiciones de contorno Dirichlet. En

la región de la capa superior de la zona fotoactiva, donde se posicionan los contactos

metálicos antes de aplicar el campo magnetostático, el potencial es ψantesB (~r), para todo

punto situado en la interfaz vaćıo capa fotoconductiva superior. A partir de este valor

creamos una condición de contorno tipo Dirichlet en toda la capa superior de la región

fotoactiva:

ψ (~r) = ψantesB (~r) + VHall (~r) (6.16)

Pero hay una condición de contorno Dirichlet más. Antes de aplicar el campo magne-

tostático ha de tenerse en cuenta que en la interfaz semi-aislante capa fotoconductiva,

el potencial de referencia se conserva. Eso significa, que el potencial de referencia VRef

mostrado en la figura 6.3 se corresponde con el potencial de esa misma región de puntos

sin campo magnetostático (VRef (~r) = ψantesB (~r) ,∀~r ∈[interfaz semi-aislante capa foto-

conductiva], antes de aplicar el campo magnetostático). Por tanto para todos los puntos
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de la cara inferior (opuesta a los contactos metálicos) de la región fotoactiva habŕıa una

condición de Dirichlet mas:

ψ (~r) = VRef (~r) (6.17)

Una vez alcanzado el equilibrio, con estas condiciones de Dirichlet nuevas se volveŕıa a re-

solver el sistema de ecuaciones 2.17-2.19 obteniendo aśı un estado estacionario coherente

con el campo magnetostático aplicado ~B. En definitiva volveŕıamos a tener la distribu-

ción espacial de carga corregida n0 (~r), p0 (~r) y un campo electrostático corregido ~E0 (~r).

Para conectar el estado estacionario y el transitorio, vamos a suponer que la figura 6.4 se

corresponde con la región fotoactiva de una antena. El cuboide mayor de color verde que

delimita toda la figura segrega la región fotoactiva del resto del universo. El mallado de

hexaedros que aparece en la figura es el mallado de celdas de Yee (como las introducidas

en al apartado 2.2 del caṕıtulo 2) sobre el que se resuelve el sistema de ecuaciones 2.17-

2.19. Como se puede ver en la figura, el mallado es regular, y esta particularización se ha

hecho simplemente por simplicidad en la explicación que sigue. Si el mallado es regular,

todos los hexaedros son cubos de lado ∆. El la figura 6.4, en una esquina, aparecen dos

cubos de lado 2∆ de color rojo y azul. Si mallamos la región fotoactiva sólo con cubos

azules (o rojos, pero en este caso dada la disposición se extendeŕıan mas allá de la re-

gión fotoactiva), obtendremos un mallado de lado 2∆. Supongamos que hemos resulto el

estado estacionario sobre el mallado original de menor lado ∆ en el recinto verde y que-

remos trasladar la solución al mallado mayor de cubos azules de lado 2∆. Esto es posible

porque sabemos todos los valores de los campos y cargas en el mallado de hexaedros

regulares de menor tamaño y pasarlos al mallado de cubos azules y rojos es inmediato.

Si mallamos toda la región fotoconductiva con cubos azules y a ese mallado lo llamamos

subdominio I, notaremos los valores de carga y campo sobre ese mallado como n0I (~r),

p0I (~r) y ~EI,0 (~r). De igual modo podemos proceder con el recinto interior de color rosa.

Sobre él podemos mallar con hexaedros regulares de color rojo con lado 2∆ como el

ilustrado en la figura 6.4. Si llamamos subdominio II a la región de color rosa interior a

la región fotoactiva, los valores del campo electrostático y la carga sobre los hexaedros

de color rojo vienen dados por n0II (~r), p0II (~r) y ~EII,0 (~r). Sólo en la región fotoactiva

los subdominios I y II son mallados con celdas de Yee como la introducida en apartado

2.2 del caṕıtulo 2. Por necesidades prácticas (extender en el tiempo las simulaciones con
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un dominio computacional finito) ambos subdominios computacionales se extienden más

allá de la región fotoactiva e incorporan, cada uno de ellos, un multicapa absorbente de

tipo CPML. En esta zona externa a la región fotoactiva sólo habŕıa variables de campo

eléctrico y magnético, como en la tradicional celda de Yee34–40. El conocimiento transi-

torio es, en este caso, el conocimiento de las variables fundamentales (campo y carga) a

lo largo del tiempo de dos subdominios que intercambian información. Con la figura

6.4 hemos introducido cada uno de ellos en el estado estacionario. La caracterización del

transitorio y su conexión con el estacionario es establecida en los siguientes puntos:

Los campos electrostáticos del sistema I ~EI,0 (~r) y II ~EII,0 son conocidos en la

región fotoconductiva, y su valores serán los mismos para todo instante de

tiempo a lo largo de la simulación del régimen transitorio.

En el esquema de avance temporal que se muestra en la figura 6.6 (que será expli-

cado más adelante) se puede ver que la actualización de los campos y corrientes

(velocidades magnetohidrodinámicas) del subdominio II, están desplazados ∆t

2
res-

pecto de la actualización de esas mismas variables en el subdominio I, siendo ∆t el

paso temporal de avance.

Las concentraciones espaciales de portadores de carga en el instante inicial t = ∆t

2

son conocidas en ambos subdominios I y II, con valores n0I (~r), p0I (~r), n0II (~r) y

p0II (~r). Sus valores serán constantes en todo instante de tiempo a lo largo

de la simulación del régimen transitorio. A estas concentraciones las llamaremos

concentraciones del equilibrio.

Los valores de las concentraciones transitorias de los portadores de carga en el

instante inicial t = ∆t

2
, son conocidas en ambos subdominios y su valores son nulos

nI
(
~r, ∆t

2

)
= 0, nII

(
~r, ∆t

2

)
= 0, pI

(
~r, ∆t

2

)
= 0 y pII

(
~r, ∆t

2

)
= 0. Estas concentracio-

nes modificarán su valor a lo largo de la simulación del régimen transitorio.

En ambos subdominios, las concentraciones de carga iniciales t = ∆t son conocidas

en ambos subdominios, conociendo aśı dos instantes de tiempo de las concentra-

ciones de carga. Sus valores son también nulos nI (~r,∆t) = 0, nII (~r,∆t) = 0,

pI (~r,∆t) = 0 y pII (~r,∆t) = 0. Para que esto sea cierto habrá que elegir el ins-

tante de tiempos t0 de alguna de las tasas de generación definidas en el apartado
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3.1 del caṕıtulo 3 tal que en el instante t = ∆t dicha tasa sea nula para todo punto

de la región fotoactiva.

En la simulación del régimen transitorio, dado que las concentraciones transitorias

n (~r, t) y p (~r, t) parten de un valor nulo, la tasa de recombinación no contendrá la

concentración intŕınseca al cuadrado de portadores de carga n2
i (~r), empleándose la

expresión 2.80 descrita en el apartado 2.5 del caṕıtulo 2 para modelar la tasa de

recombinación.

El valor del campo eléctrico transitorio del subdominio I en el instante t = ∆t

2
es

conocido, y su valor es nulo ~EI
(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. Este campo modificará su valor a

lo largo de la simulación del régimen transitorio.

El valor del campo magnético transitorio del subdominio II en el instante t = ∆t

2

es conocido, y su valor es nulo ~HII

(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. Este campo modificará su valor

a lo largo de la simulación del régimen transitorio.

Los valores de las velocidades de electrones y de huecos del subdominio II en

el instante t = ∆t

2
son conocidas, y sus valores son nulos ~vII,n

(
~r, ∆t

2

)
= 0̄ y

~vII,p
(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. Estas velocidades modificarán sus valores a lo largo de

la simulación del régimen transitorio.

Los valores de las velocidades de electrones y de huecos del subdominio I en el

instante t = ∆t son conocidas, y sus valores son nulos ~vI,n (~r,∆t) = 0̄ y ~vI,p (~r,∆t) =

0̄. Estas velocidades modificarán sus valores a lo largo de la simulación del

régimen transitorio.

Si, como ya se ha dicho, ∆t es el paso temporal en la aplicación del método de

FDTD34–40, como el campo magnético esta temporalmente desfasado ∆t

2
respecto

del eléctrico en el algoritmo de avance temporal, el valor del campo magnético

transitorio del subdominio I en el instante t = ∆t debe ser nulo ~HI (~r,∆t) = 0̄, lo

que significa que en el instante inicial t = ∆t

2
lo era ~HI

(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. La condición que

garantiza esto es una elección del instante t0 de la tasa de generación tal que

en el instante t = ∆t dicha tasa sea nula para todo punto de la región fotoactiva.

Este campo también modificará su valor a lo largo de la simulación del

régimen transitorio.
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El campo eléctrico también esta temporalmente desfasado ∆t

2
respecto del magnéti-

co en el algoritmo de avance temporal, el valor del campo eléctrico transitorio del

subdominio II en el instante t = ∆t debe ser nulo ~EII (~r,∆t) = 0̄, lo que implica que

en el instante inicial t = ∆t

2
lo era ~EII

(
~r, ∆t

2

)
= 0̄. Como se ha dicho la condición

que garantiza esto es una elección del instante t0 de la tasa de generación

tal que en el instante t = ∆t dicha tasa sea nula para todo punto de la región

fotoactiva. Este campo del subdominio II modificará su valor a lo largo de la

simulación del régimen transitorio.

En el siguiente apartado se desarrolla el método numérico con detalle.

6.4. El algoritmo DH-FDTD

El método DH-FDTD es un procedimiento numérico explicito basado en el método

de diferencias finitas descrito en el apéndice I que permite resolver el sistema de ecuacio-

nes 6.8-6.13 porque permite el producto vectorial con un coste computacional mı́nimo.

Supongamos que mallamos un mismo espacio f́ısico con dos mallas uniformes e iguales de

lado ∆, pero cada una desplazada respecto de la otra, en las tres direcciones del espacio,

un valor ∆
2

. En cada uno de esos mallados resolvemos las tradicionales ecuaciones rota-

cionales de Maxwell mediante el método numérico de FDTD clásico. Ambos mallados

están emplazados sobre el mismo sistema f́ısico, por eso, con diferencias muy pequeñas

describirán lo mismo. Dado un punto del espacio en que se localice una variable sobre

uno de los mallados, el otro mallado poseerá su variable dual, con un valor muy pare-

cido y a una distancia ∆
2

con respecto al punto dado. Eso significa que la densidad de

información que los dos mallados proporcionan es mayor que la que aportaŕıa cada uno

por separado. Esto es equivalente a tener un sólo mallado de FDTD con un tamaño de

celda ∆
2

.

En la introducción de la conexión entre el régimen transitorio y estado estacionario,

se hizo la hipótesis de mallado uniforme por simplicidad narrativa. En lo que sigue se

sobreentiende que esos mallados no tiene porque ser uniformes. La figura 6.5 muestra

una celda dual de Yee. Este tipo de celda malla el dominio computacional dividiendo

este en dos subdominios. Los subdominios I y II que están espacialmente relacionados

por el mallado. Si en el subdominio I el tamaño del lado que une los nodos vecinos
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Figura 6.5: Celda dual de Yee empleada para realizar mallados en los cuales los productos
vectoriales sean posibles. Las flechas de color negro pertenecen al subdominio compu-
tacional I mientras que las de color azul son del subdominio II. Las flechas de color verde
indican las componentes de los campos que son comunes a ambos subdominios en esta
figura.
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próximos (i, j, k) y (i + 1, j, k) es ∆xi, en el subdominio II la distancia entre los nodos

vecinos próximos (i− 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
) y (i+ 1

2
, j + 1

2
, k + 1

2
) es δxi . La relación que existe

es δxi = ∆xi−1+∆xi
2

, la separación entre variable de campo eléctrico en el subdominio I

coincide con las separación de campo magnético en el subdominio II y viceversa. Las

distancias entre nodos próximos en el subdominio II coinciden con las distancias entre

variables de campo eléctrico próximas en el subdominio I y viceversa.
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2
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I
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p
m− 1

2
II

~v
m− 1

2
II,n

~v
m− 1

2
II,p

~Em
II

~E
m+ 1
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Figura 6.6: Avance temporal de la discretización realizada con celdas duales de Yee (ver
figura 6.5). La secuencia del avance minimiza el número de interpolaciones necesarias.
Como se puede ver los campos se actualizan una vez cada ∆t mientras que la carga lo
hace cada ∆t

2
. En este esquema, los tres primeros instantes de tiempo han de ser conocidos

para comenzar el avance.

Especificadas las relaciones espaciales entre mallados, también las hay temporales. To-

das las variables de campos eléctricos y magnéticos aśı como las velocidades de ambos

subdominios están desfasadas ∆t

2
desde un subdominio al otro. Eso significa que las va-
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riables de campo que el mallado dual almacena guardan información sobre campos cada
∆t

2
. Como la carga se actualiza en ambos subdominios cada ∆t

2
, todas la variables son

accesibles cada ∆t

2
. La gran ventaja numérica que posee el mallado dual es que se pue-

de intercambiar la información de un modo útil para realizar operaciones de producto

vectorial.

6.4.1. Discretización temporal

La figura 6.6 muestra el esquema de avance temporal del algoritmo DH-FDTD. Ex-

plicamos a continuación los pasos señalados para clarificar la posterior discretización

espacio-temporal. Al mismo tiempo, y por facilitar la implementación en cuanto al cálculo

de las variables requeridas del algoritmo, se indicará la información que cada paso re-

quiere. La figura 6.7 complementa el algoritmo gráficamente mediante un diagrama de

flujo, haciéndolo más visual. Para la tarea de discretizar temporalmente partimos de un

conjunto de datos conocidos, enumerados en la conexión entre el régimen transitorio y

el estado estacionario, que facilitarán la tarea. De modo que usando esta información, la

discretización temporal viene dada por:

PASO 1 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~E
m+ 1

2
I conocidos ~E

m− 1
2

I , ~Hm
I , ~vmI,n, ~vmI,p, n

m
T,I y pmT,I ; mediante la expre-

sión:
~E
m+ 1

2
I = ~E

m− 1
2

I + ∆t

ε

(
~∇∧ ~Hm

I + q(nmT,I~v
m
I,n − pmT,I~vmI,p)

)
Se aplican CPMLs sobre el recién calculado campo ~E

m+ 1
2

I .

PASO 2 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~Hm+1
I conocidos ~Hm

I y ~E
m+ 1

2
I ; mediante la expresión:

~Hm+1
I = ~Hm

I − ∆t

µ0

(
~∇∧ ~Em+ 1

2
I

)
Se aplican CPMLs sobre el recién calculado campo ~Hm+1

I .

PASO 3 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~H
m+ 1

2
II conocidos ~H

m− 1
2

II y ~Em
II ; mediante la expresión:

~H
m+ 1

2
II = ~H

m− 1
2

II − ∆t

µ0

(
~∇∧ ~Em

II

)
Se aplican CPMLs sobre el recién calculado campo ~H

m+ 1
2

II .
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PASO 4 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~v
m+ 1

2
II,p y ~v

m+ 1
2

II,n conocidos ~v
m− 1

2
II,p , ~Em

II ,
~LmII,p, n

m
II , ~v

m− 1
2

II,n , ~LmII,n y nmII ;

mediante las expresiones:

~v
m+ 1

2
II,p = Λ̄A,p � ~v

m− 1
2

II,p + Λ̄B,p �
(
~Em
II,T + ~LmII,p − ~EII,0

p0II
pmT,II

)
+ Λ̄C,p �

−→
∇pmII
pmT,II

~v
m+ 1

2
II,n = Λ̄A,n � ~v

m− 1
2

II,n + Λ̄B,n �
(
~Em
II,T + ~LmII,n − ~EI,0

n0II
nmT,II

)
+ Λ̄C,n �

−→
∇pmII
pmT,II

Los términos ~LmII,p = µ0~v
m
I,p ∧ ~Hm

II y ~LmII,n = µ0~v
m
I,n ∧ ~Hm

II , establecen a través de

las velocidades (en este caso ~vmI,p y ~vmI,n) el intercambio de información

entre los subdominios I y II. Adicionalmente ~Hm
II no esta definido en el avance

temporal, pero como se conocen los valores de sus dos instantes temporales lo

que se hace es interpolar ~Hm
II =

~H
m+ 1

2
II + ~H

m− 1
2

II

2
. Además y por compactar notación

~Em
II,T = ~Em

II + ~EII,0. Los valores de los coeficientes Λ̄A,p, Λ̄B,p, Λ̄C,p, Λ̄D,p, Λ̄A,n,

Λ̄B,n, Λ̄C,n y Λ̄D,n se definen en el apartado III.d del apéndice III.

PASO 5 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza n
m+ 1

2
I , p

m+ 1
2

I , n
m+ 1

2
II y p

m+ 1
2

II conocidos n
m− 1

2
I , p

m− 1
2

I , nmI , pmI , ~vmI,n, ~vmI,p,

n
m− 1

2
II , p

m− 1
2

II , nmII , p
m
II , ~v

m
II,n y ~vmII,p; mediante las expresiones:

n
m+ 1

2
I = n

m− 1
2

I + ∆t

(
GRm − nmI ~∇ · ~vmI,n − ~vmI,n ·

−→
∇nmI

)
p
m+ 1

2
I = p

m− 1
2

I + ∆t

(
GRm − pmI ~∇ · ~vmI,p − ~vmI,p ·

−→
∇pmI

)
n
m+ 1

2
II = n

m− 1
2

II + ∆t

(
GRm − nmII ~∇ · ~vmII,n − ~vmII,n ·

−→
∇nmII

)
p
m+ 1

2
II = p

m− 1
2

II + ∆t

(
GRm − pmII ~∇ · ~vmII,p − ~vmII,p ·

−→
∇pmII

)
Los valores de ~vmII,n y ~vmII,p calculados en el paso 4 permiten calcular interpolando

~vmII,p =
~v
m+ 1

2
II,p +~v

m− 1
2

II,p

2
y ~vmII,n =

~v
m+ 1

2
II,n +~v

m− 1
2

II,n

2
.

PASO 6 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~Em+1
II conocidos ~Em

II ,
~H
m+ 1

2
II , n

m+ 1
2

T,II , ~v
m+ 1

2
II,n , p

m+ 1
2

T,II y ~v
m+ 1

2
II,p ; mediante la

expresión:
~Em+1
II = ~Em

II + ∆t

ε

(
~∇∧ ~H

m+ 1
2

II + q(n
m+ 1

2
T,II ~v

m+ 1
2

II,n − p
m+ 1

2
T,II ~v

m+ 1
2

II,p )
)

PASO 7 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza ~vm+1
I,p y ~vm+1

I,n conocidos ~vmI,p,
~E
m+ 1

2
I , ~L

m+ 1
2

I,p , n
m+ 1

2
I , ~vmI,n, ~L

m+ 1
2

I,n y n
m+ 1

2
I ;

mediante las expresiones:
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~vm+1
I,p = Λ̄A,p � ~v

m+ 1
2

I,p + Λ̄B,p �

(
~E
m+ 1

2
I,T + ~L

m+ 1
2

I,p − ~EI,0
p0I

p
m+ 1

2
T,I

)
+ Λ̄C,p �

−→
∇p

m+ 1
2

I

p
m+ 1

2
T,I

~vm+1
I,n = Λ̄A,n � ~vm+1

I,n + Λ̄B,n �

(
~E
m+ 1

2
I,T + ~L

m+ 1
2

I,n − ~EI,0
n0I

n
m+ 1

2
T,I

)
+ Λ̄C,n �

−→
∇n

m+ 1
2

I

n
m+ 1

2
T,I

Los términos ~L
m+ 1

2
I,p = µ0~v

m+ 1
2

II,p ∧ ~H
m+ 1

2
I y ~L

m+ 1
2

I,n = µ0~v
m+ 1

2
II,n ∧ ~H

m+ 1
2

I , establecen

a través de las velocidades (en este caso ~v
m+ 1

2
II,p y ~v

m+ 1
2

II,n ) el intercambio

de información entre los subdominios I y II. ~H
m+ 1

2
I no esta definido en el

avance temporal, pero como se conocen los valores de sus dos instantes temporales

es interpolado ~H
m+ 1

2
I =

~Hm+1
I + ~Hm

I

2
. Además y por compactar notación ~E

m+ 1
2

I,T =

~E
m+ 1

2
I + ~EI,0. Los valores de los coeficientes Λ̄A,p, Λ̄B,p, Λ̄C,p, Λ̄D,p, Λ̄A,n, Λ̄B,n, Λ̄C,n

y Λ̄D,n coinciden con los del paso 4.

PASO 8 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7.

Se actualiza nm+1
I , pm+1

I , nm+1
II y pm+1

II conocidos nmI , pmI , n
m+ 1

2
I , p

m+ 1
2

I , ~v
m+ 1

2
I,n , ~v

m+ 1
2

I,p ,

nmII , p
m
II , n

m+ 1
2

II , p
m+ 1

2
II , ~v

m+ 1
2

II,n y ~v
m+ 1

2
II,p ; mediante las expresiones:

nm+1
I = nmI + ∆t

(
GRm+ 1

2 − nm+ 1
2

I
~∇ · ~vm+ 1

2
I,n − ~vm+ 1

2
I,n ·

−→
∇nm+ 1

2
I

)
pm+1
I = pmI + ∆t

(
GRm+ 1

2 − pm+ 1
2

I
~∇ · ~vm+ 1

2
I,p − ~vm+ 1

2
I,p ·

−→
∇pm+ 1

2
I

)
nm+1
II = nmII + ∆t

(
GRm+ 1

2 − nm+ 1
2

II
~∇ · ~vm+ 1

2
II,n − ~v

m+ 1
2

II,n ·
−→
∇nm+ 1

2
II

)
pm+1
II = pmII + ∆t

(
GRm+ 1

2 − pm+ 1
2

II
~∇ · ~vm+ 1

2
II,p − ~v

m+ 1
2

II,p ·
−→
∇pm+ 1

2
II

)
Los valores de ~v

m+ 1
2

I,n y ~v
m+ 1

2
I,p calculados en el paso 4 permiten calcular interpolando

~v
m+ 1

2
I,p =

~vm+1
I,p +~vmI,p

2
y ~v

m+ 1
2

I,n =
~vm+1
I,n +~vmI,n

2
.

6.4.2. La discretización espacio-temporal

La discretización espacio-temporal se presenta conforme a los sucesivos pasos que he-

mos seguido para narrar la discretización temporal. Discretización espacio-temporal

del paso 1 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7, cuya expresión de avance temporal

viene dada por:
~E
m+ 1

2
I = ~E

m− 1
2

I + ∆t

ε

(
~∇∧ ~Hm

I + q(nmT,I~v
m
I,n − pmT,I~vmI,p)

)
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I
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2

I
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m+ 1

2

II
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m− 1

2
II y ~Em

II

Actualiza: ~v
m+ 1

2

II,n y ~v
m+ 1

2

II,p
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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m− 1
2
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2
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2
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2
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m
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m
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m
II , , ~vmI,n, ~vmII,n, ~vmI,p y ~vmII,p

Actualiza: ~vm+1
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I,p

Conocido: ~vmI,n, ~vmI,p, ~v
m+ 1

2
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2
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2

I y p
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II , n
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2
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2
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2
II , p

m+ 1
2

I , p
m+ 1

2
I , p

m+ 1
2

II , p
m+ 1

2
II , ~v

m+ 1
2

I,n , ~v
m+ 1

2
II,n , ~v

m+ 1
2

I,p y ~v
m+ 1

2
II,p

FIN m < mfinal
No Si

CPMLs sobre ~E
m+ 1

2
I

CPMLs sobre ~Hm+1
I
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2
II

CPMLs sobre ~Em+1
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Figura 6.7: Diagrama de flujo del algoritmo DH-FDTD que permite resolver el sistema
de ecuaciones 6.8-6.13.



6.4. El algoritmo DH-FDTD 159

Componente X de la discretización espacio-temporal de ~E
m+ 1

2
I :

EI,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

= EI,x|
m− 1

2

i+ 1
2
,j,k

+
∆t

ε

(
HI,z|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−HI,z|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−HI,y|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk

+q
(
nT,I |mi+ 1

2
,j,k
vI,x,n|mi+ 1

2
,j,k
− pT,I |mi+ 1

2
,j,k
vI,x,p|mi+ 1

2
,j,k

))
(6.18)

donde

nT,I |mi+ 1
2
,j,k

=
n0I |i+1,j,k + n0I |i,j,k + nI |mi+1,j,k + nI |mi,j,k

2
(6.19)

pT,I |mi+ 1
2
,j,k

=
p0I |i+1,j,k + p0I |i,j,k + pI |mi+1,j,k + pI |mi,j,k

2
(6.20)

Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~E
m+ 1

2
I :

EI,y|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

= EI,y|
m− 1

2

i,j+ 1
2
,k

+
∆t

ε

(
HI,x|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

−HI,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2

δzk
−
HI,z|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−HI,z|mi− 1

2
,j+ 1

2
,k

δxi

+q
(
nT,I |mi,j+ 1

2
,k
vI,y,n|mi,j+ 1

2
,k
− pT,I |mi,j+ 1

2
,k
vI,y,p|mi,j+ 1

2
,k

))
(6.21)

Donde

nT,I |mi,j+ 1
2
,k

=
n0I |i,j+1,k + n0I |i,j,k + nI |mi,j+1,k + nI |mi,j,k

2
(6.22)

pT,I |mi,j+ 1
2
,k

=
p0I |i,j+1,k + p0I |i,j,k + pI |mi,j+1,k + pI |mi,j,k

2
(6.23)

Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~E
m+ 1

2
I :

EI,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

= EI,z|
m− 1

2

i,j,k+ 1
2

+
∆t

ε

(
HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−HI,y|mi− 1
2
,j,k+ 1

2

δxi
−
HI,x|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

−HI,x|mi,j− 1
2
,k+ 1

2

δyj

+q
(
nT,I |mi,j,k+ 1

2
vI,z,n|mi,j,k+ 1

2
− pT,I |mi,j,k+ 1

2
vI,z,p|mi,j,k+ 1

2

))
(6.24)
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donde

nT,I |mi,j,k+ 1
2

=
n0I |i,j,k+1 + n0I |i,j,k + nI |mi,j,k+1 + nI |mi,j,k

2
(6.25)

pT,I |mi,j,k+ 1
2

=
p0I |i,j,k+1 + p0I |i,j,k + pI |mi,j,k+1 + pI |mi,j,k

2
(6.26)

Discretización espacio-temporal del paso 2 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuya expresión de avance temporal vine dada por:
~Hm+1
I = ~Hm

I − ∆t

µ0

(
~∇∧ ~Em+ 1

2
I

)
Componente X de la discretización espacio-temporal de ~Hm+1

I :

HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

= HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

−∆t

µ0

EI,z|m+ 1
2

i,j+1,k+ 1
2

− EI,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

∆yj
−
EI,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+1
− EI,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

∆zk

 (6.27)

Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~Hm+1
I :

HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

= HI,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2

−∆t

µ0

EI,x|m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+1

− EI,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

∆zk
−
EI,z|

m+ 1
2

i+1,j,k+ 1
2

− EI,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

∆xi

 (6.28)

Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~Hm+1
I :

HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

= HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k

−∆t

µ0

EI,y|m+ 1
2

i+1,j+ 1
2
,k
− EI,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

∆xi
−
EI,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+1,k

− EI,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

∆yj

 (6.29)

Discretización espacio-temporal del paso 3 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuya expresión de avance temporal vine dada por:
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~H
m+ 1

2
II = ~H

m− 1
2

II − ∆t

µ0

(
~∇∧ ~Em

II

)
Componente X de la discretización espacio-temporal de ~H

m+ 1
2

II :

HII,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

= HII,x|
m− 1

2

i+ 1
2
,j,k

−∆t
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(
EII,z|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
− EII,z|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
EII,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

− EII,y|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk

)
(6.30)

Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~H
m+ 1

2
II :

HII,y|m+1
i,j+ 1

2
,k

= HII,y|
m− 1

2

i,j+ 1
2
,k

−∆t

µ0

(
EII,x|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

− EII,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2

δzk
−
EII,z|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
− EII,z|mi− 1

2
,j+ 1

2
,k
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)
(6.31)

Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~H
m+ 1

2
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HII,z|
m+ 1

2
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2
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2
,k+ 1

2

δyj

)
(6.32)

Discretización espacio-temporal del paso 4 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuyas expresiones de avance temporal vienen dadas por:

~v
m+ 1

2
II,p = Λ̄A,p � ~v

m− 1
2

II,p + Λ̄B,p �
(
~Em
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~Em
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−→
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Componente X de la discretización espacio-temporal de ~v
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2
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2
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2
,k+ 1

2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
+ p0II |i− 1

2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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(6.33)

Donde LII,p,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2

totalmente desarrollado conduce a la expresión:
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(6.34)

Donde LII,n,x|mi,j+ 1
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,k+ 1

2
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La figura 6.8 ayuda a visualizar el cálculo del elemento LII,n,x|i+1,j+ 1

2
,k+ 1

2
del subdominio

II a partir de la velocidades del subdominio I.

Discretización espacio-temporal del paso 5 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuyas expresiones de avance temporal vienen dadas por:
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Figura 6.8: Producto vectorial de las velocidades del subdominio I con los campos
magnéticos del subdominio II, para obtener el término magnético de la acción de Lorentz
sobre el subdominio II.
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)

2(δyj + δyj−1
)

+
(vII,z,p|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+1

+ vII,z,p|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k

)(pII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k− 3

2

− pII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 3

2

)

2(δzk + δzk−1
)

)
(6.41)

Discretización espacio-temporal de n
m+ 1

2
II :

nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= nII |
m− 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ ∆t

(
GR|m

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+nII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

(
vII,x,n|mi,j+ 1

2
,k+ 1

2

− vII,x,n|mi+1,j+ 1
2
,k+ 1

2

∆xi

+
vII,y,n|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

− vII,y,n|mi+ 1
2
,j+1,k+ 1

2

∆yj
+
vII,z,n|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
− vII,z,n|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+1

∆zk

)

+
(vII,x,n|mi+1,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ vII,x,n|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2

)(nII |mi− 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− nII |mi+ 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)

2(δxi + δxi−1
)

+
(vII,y,n|mi+ 1

2
,j+1,k+ 1

2

+ vII,y,n|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2

)(nII |mi+ 1
2
,j− 3

2
,k+ 1

2

− nII |mi+ 1
2
,j+ 3

2
,k+ 1

2

)

2(δyj + δyj−1
)

+
(vII,z,n|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k+1

+ vII,z,n|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k

)(nII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k− 3

2

− nII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 3

2

)

2(δzk + δzk−1
)

)
(6.42)

Discretización espacio-temporal del paso 6 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuya expresión de avance temporal vine dada por:
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~Em+1
II = ~Em

II + ∆t

ε

(
~∇∧ ~H

m+ 1
2

II + q(n
m+ 1

2
T,II ~v

m+ 1
2

II,n − p
m+ 1

2
T,II ~v

m+ 1
2

II,p )
)

Componente X de la discretización espacio-temporal de ~Em+1
II :

EII,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

= EII,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2

+
∆t

ε

HII,z|
m+ 1

2

i,j+1,k+ 1
2

−HII,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

∆yj
−
HII,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+1
−HII,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

∆zk

+q
(
nT,II |

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,x,n|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

− pT,II |
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,x,p|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

))
(6.43)

Donde

nT,II |
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

=
1

2

(
n0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ n0II |i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ nII |
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
(6.44)

pT,II |
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

=
1

2

(
p0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ p0II |i− 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ pII |
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
(6.45)

Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~E
m+ 1

2
II :

EII,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

= EII,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2

+
∆t

ε

HII,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+1

−HII,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

∆zk
−
HII,z|

m+ 1
2

i+1,j,k+ 1
2

−HII,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

∆xi

+q
(
nT,II |

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,y,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

− pT,II |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,y,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

))
(6.46)

Donde

nT,II |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

=
1

2

(
n0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ n0II |i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k+ 1

2

)
(6.47)
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pT,II |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

=
1

2

(
p0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ p0II |i+ 1

2
,j− 1

2
,k+ 1

2

+pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k+ 1

2

)
(6.48)

Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~E
m+ 1

2
II :

EII,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

= EII,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+
∆t

ε

HII,y|
m+ 1

2

i+1,j+ 1
2
,k
−HII,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

∆xi
−
HII,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+1,k

−HII,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

∆yj

+q
(
nT,II |

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− pT,II |

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

))
(6.49)

Donde

nT,II |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

=
1

2

(
n0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ n0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ nII |
m− 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)
(6.50)

pT,II |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

=
1

2

(
p0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ p0II |i+ 1

2
,j+ 1

2
,k− 1

2

+pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+ pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k− 1

2

)
(6.51)

Discretización espacio-temporal del paso 7 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuyas expresiones de avance temporal vienen dadas por:

~vm+1
I,p = Λ̄A,p � ~v

m+ 1
2

I,p + Λ̄B,p �

(
~E
m+ 1

2
I,T + ~L

m+ 1
2

I,p − ~EI,0
p0I

p
m+ 1

2
T,I

)
+ Λ̄C,p �

−→
∇p

m+ 1
2

I

p
m+ 1

2
T,I

~vm+1
I,n = Λ̄A,n � ~vm+1

I,n + Λ̄B,n �

(
~E
m+ 1

2
I,T + ~L

m+ 1
2

I,n − ~EI,0
n0I

n
m+ 1

2
T,I

)
+ Λ̄C,n �

−→
∇n

m+ 1
2

I

n
m+ 1

2
T,I

Componente X de la discretización espacio-temporal de ~vm+1
I,p :

vI,x,p|m+1
i+ 1

2
,j,k

= ΛA,p|i+ 1
2
,j,kvI,x,p|mi+ 1

2
,j,k

+ΛB,p|i+ 1
2
,j,k

(
EI,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

+ EI,0,x|i+ 1
2
,j,k + LI,p,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

−
EI,0,x|i+ 1

2
,j,k (p0I |i+1,j,k + p0I |i,j,k)

p0I |i+1,j,k + p0I |i,j,k + pI |
m+ 1

2
i+1,j,k + pI |

m+ 1
2

i,j,k


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+
2ΛC,p|i+ 1

2
,j,k

(
pI |

m+ 1
2

i+1,j,k − pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
p0I |i+1,j,k + p0I |i,j,k + pI |

m+ 1
2

i+1,j,k + pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆xi

(6.52)

Donde LI,p,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,p,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

=
µ0

4

(
HI,z|m+1

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j− 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j− 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j− 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j− 1

2
,k
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

−HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k− 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

−HI,y|mi+ 1
2
,j,k− 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k

−HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k− 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k− 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k

)
Componente X de la discretización espacio-temporal de ~vm+1

I,n :

vI,x,n|m+1
i+ 1

2
,j,k

= ΛA,p|i+ 1
2
,j,kvI,x,n|mi+ 1

2
,j,k

+ΛB,n|i+ 1
2
,j,k

(
EI,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

+ EI,0,x|i+ 1
2
,j,k + LI,n,x|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

−
EI,0,x|i+ 1

2
,j,k (n0I |i+1,j,k + n0I |i,j,k)

n0I |i+1,j,k + n0I |i,j,k + nI |
m+ 1

2
i+1,j,k + nI |

m+ 1
2

i,j,k


+

2ΛC,n|i+ 1
2
,j,k

(
nI |

m+ 1
2

i+1,j,k − nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
n0I |i+1,j,k + n0I |i,j,k + nI |

m+ 1
2

i+1,j,k + nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆xi

(6.53)

Donde LI,n,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,n,x|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

=
µ0

4

(
HI,z|m+1

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j− 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j− 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|m+1
i+ 1

2
,j− 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2

+HI,z|mi+ 1
2
,j− 1

2
,k
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k− 1

2
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−HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k− 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

−HI,y|mi+ 1
2
,j,k− 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
−HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k

−HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k− 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k
−HI,y|mi+ 1

2
,j,k− 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j− 1

2
,k

)
Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~vm+1

I,p :

vI,y,p|m+1
i,j+ 1

2
,k

= ΛA,p|i,j+ 1
2
,kvI,y,p|mi,j+ 1

2
,k

+ΛB,p|i,j+ 1
2
,k

(
EI,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

+ EI,0,y|i,j+ 1
2
,k + LI,p,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

−
EI,0,y|i,j+ 1

2
,k (p0I |i,j+1,k + p0I |i,j,k)

p0I |i,j+1,k + p0I |i,j,k + pI |
m+ 1

2
i,j+1,k + pI |

m+ 1
2

i,j,k


2ΛC,p|i,j+ 1

2
,k

(
pI |

m+ 1
2

i,j+1,k − pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
p0I |i,j+1,k + p0I |i,j,k + pI |

m+ 1
2

i,j+1,k + pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆yj

(6.54)

Donde LI,p,y|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,p,y|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

=
µ0

4

(
HI,x|m+1

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k− 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k− 1

2

vII,z,p|
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2
vII,z,p|

m+ 1
2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

−HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|m+1
i− 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|mi− 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|m+1
i− 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|mi− 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

)
Componente Y de la discretización espacio-temporal de ~vm+1

I,n :

vI,y,n|m+1
i,j+ 1

2
,k

= ΛA,p|i,j+ 1
2
,kvI,y,n|mi,j+ 1

2
,k

+ΛB,n|i,j+ 1
2
,k

(
EI,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

+ EI,0,y|i,j+ 1
2
,k + LI,n,y|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k
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−
EI,0,y|i,j+ 1

2
,k (n0I |i,j+1,k + n0I |i,j,k)

n0I |i,j+1,k + n0I |i,j,k + nI |
m+ 1

2
i,j+1,k + nI |

m+ 1
2

i,j,k


2ΛC,n|i,j+ 1

2
,k

(
nI |

m+ 1
2

i,j+1,k − nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
n0I |i,j+1,k + n0I |i,j,k + nI |

m+ 1
2

i,j+1,k + nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆yj

(6.55)

Donde LI,n,y|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,n,y|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

=
µ0

4

(
HI,x|m+1

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k− 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k− 1

2

vII,z,n|
m+ 1

2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

+HI,x|mi,j+ 1
2
,k− 1

2
vII,z,n|

m+ 1
2

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

−HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|m+1
i− 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|mi− 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

−HI,z|m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|m+1
i− 1

2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

−HI,z|mi− 1
2
,j+ 1

2
,k
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k− 1

2

)
Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~vm+1

I,p :

vI,z,p|m+1
i,j,k+ 1

2

= ΛA,p|i,j,k+ 1
2
vI,z,p|mi,j,k+ 1

2

+ΛB,p|i,j,k+ 1
2

(
EI,y|

m+ 1
2

i,j,k+ 1
2

+ EI,0,y|i,j,k+ 1
2

+ LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

−
EI,0,z|i,j,k+ 1

2
(p0I |i,j,k+1 + p0I |i,j,k)

p0I |i,j,k+1 + p0I |i,j,k + pI |
m+ 1

2
i,j,k+1 + pI |

m+ 1
2

i,j,k


+

2ΛC,p|i,j,k+ 1
2

(
pI |

m+ 1
2

i,j,k+1 − pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
p0I |i,j,k+1 + p0I |i,j,k + pI |

m+ 1
2

i,j,k+1 + pI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆zk

(6.56)

Donde LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

=
µ0

4

(
HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,x,p|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2
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+HI,y|m+1
i− 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,p|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi− 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,p|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|m+1
i− 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,p|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi− 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,p|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,y,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j− 1

2
,k+ 1

2

vII,y,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j− 1
2
,k+ 1

2
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,y,p|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,y,p|

m+ 1
2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j− 1

2
,k+ 1

2

vII,y,p|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j− 1
2
,k+ 1

2
vII,y,p|

m+ 1
2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

)
Componente Z de la discretización espacio-temporal de ~vm+1

I,n :

vI,z,n|m+1
i,j,k+ 1

2

= ΛA,n|i,j,k+ 1
2
vI,z,n|mi,j,k+ 1

2

+ΛB,n|i,j,k+ 1
2

(
EI,y|

m+ 1
2

i,j,k+ 1
2

+ EI,0,y|i,j,k+ 1
2

+ LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

−
EI,0,z|i,j,k+ 1

2
(n0I |i,j,k+1 + n0I |i,j,k)

n0I |i,j,k+1 + n0I |i,j,k + nI |
m+ 1

2
i,j,k+1 + nI |

m+ 1
2

i,j,k


+

2ΛC,n|i,j,k+ 1
2

(
nI |

m+ 1
2

i,j,k+1 − nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
(
n0I |i,j,k+1 + n0I |i,j,k + nI |

m+ 1
2

i,j,k+1 + nI |
m+ 1

2
i,j,k

)
∆zk

(6.57)

Donde LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

totalmente desarrollado viene dado por la expresión:

LI,p,z|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

=
µ0

4

(
HI,y|m+1

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,x,n|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|m+1
i− 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,n|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi− 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|m+1
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,n|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi+ 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|m+1
i− 1

2
,j,k+ 1

2

vII,x,n|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

+HI,y|mi− 1
2
,j,k+ 1

2
vII,x,n|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,y,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j− 1

2
,k+ 1

2

vII,y,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j− 1
2
,k+ 1

2
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,y,n|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j+ 1
2
,k+ 1

2
vII,y,n|

m+ 1
2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|m+1
i,j− 1

2
,k+ 1

2

vII,y,n|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

−HI,x|mi,j− 1
2
,k+ 1

2
vII,y,n|

m+ 1
2

i− 1
2
,j,k+ 1

2

)
La figura 6.9 ayuda a visualizar el cálculo del elemento LI,n,x|i+ 1

2
,j,k+1 del subdominio



6.4. El algoritmo DH-FDTD 175

HI,z|i+ 1
2
,j− 1

2
,k+1

vII,n,z|i+ 1
2
,j− 1

2
,k+1

vII,p,z|i+ 1
2
,j− 1

2
,k+1

II

(i,j,k)

X

Z

Y

HI,y|i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,n,y|i+ 1
2
,j,k+ 1

2

vII,p,y|i+ 1
2
,j,k+ 1

2

LI,n,x|i+ 1
2
,j,k+1

LI,p,x|i+ 1
2
,j,k+1

I

Figura 6.9: Producto vectorial de las velocidades del subdominio II con los campos
magnéticos del del subdominio I, para obtener el término magnético de la acción de
Lorentz sobre el subdominio I.
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I a partir de la velocidades del subdominio II. Esta figura es la complementaria de la

figura 6.8 usada para aclarar en mismo tipo de elemento dual del subdominio II.

Discretización espacio-temporal del paso 8 mostrado en las figuras 6.6 y 6.7,

cuyas expresiones de avance temporal vienen dadas por:

nm+1
I = nmI + ∆t

(
GRm+ 1

2 − nm+ 1
2

I
~∇ · ~vm+ 1

2
I,n − ~vm+ 1

2
I,n ·

−→
∇nm+ 1

2
I

)
pm+1
I = pmI + ∆t

(
GRm+ 1

2 − pm+ 1
2

I
~∇ · ~vm+ 1

2
I,p − ~vm+ 1

2
I,p ·

−→
∇pm+ 1

2
I

)
nm+1
II = nmII + ∆t

(
GRm+ 1

2 − nm+ 1
2

II
~∇ · ~vm+ 1

2
II,n − ~v

m+ 1
2

II,n ·
−→
∇nm+ 1

2
II

)
pm+1
II = pmII + ∆t

(
GRm+ 1

2 − pm+ 1
2

II
~∇ · ~vm+ 1

2
II,p − ~v

m+ 1
2

II,p ·
−→
∇pm+ 1

2
II

)
Discretización espacio-temporal de pm+1

I :

pI |m+1
i,j,k = pI |mi,j,k + ∆t

GR|m+ 1
2

i,j,k + pI |
m+ 1

2
i,j,k

vI,x,p|m+ 1
2

i− 1
2
,j,k
− vI,x,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

δxi

+
vI,y,p|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k
− vI,y,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

δyj
+
vI,z,p|

m+ 1
2

i,j,k− 1
2

− vI,z,p|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

δzk


+

(vI,x,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

+ vI,x,p|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k

)(pI |
m+ 1

2
i−1,j,k − pI |

m+ 1
2

i+1,j,k)

2(∆xi + ∆xi−1)

+
(vI,y,p|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

+ vI,y,p|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k

)(pI |
m+ 1

2
i,j−1,k − pI |

m+ 1
2

i,j+1,k)

2(∆yj + ∆yj−1)

+
(vI,z,p|

m+ 1
2

i,j,k+ 1
2

+ vI,z,p|
m+ 1

2

i,j,k− 1
2

)(pI |
m+ 1

2
i,j,k−1 − pI |

m+ 1
2

i,j,k+1)

2(∆zk + ∆zk−1)

 (6.58)

Discretización espacio-temporal de nm+1
I :

nI |m+1
i,j,k = nI |mi,j,k + ∆t

GR|m+ 1
2

i,j,k + nI |
m+ 1

2
i,j,k

vI,x,n|m+ 1
2

i− 1
2
,j,k
− vI,x,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

δxi

+
vI,y,n|

m+ 1
2

i,j− 1
2
,k
− vI,y,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

δyj
+
vI,z,n|

m+ 1
2

i,j,k− 1
2

− vI,z,n|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

δzk


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+
(vI,x,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

+ vI,x,n|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k

)(nI |
m+ 1

2
i−1,j,k − nI |

m+ 1
2

i+1,j,k)

2(∆xi + ∆xi−1)

+
(vI,y,n|

m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k

+ vI,y,n|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k

)(nI |
m+ 1

2
i,j−1,k − nI |

m+ 1
2

i,j+1,k)

2(∆yj + ∆yj−1)

+
(vI,z,n|

m+ 1
2

i,j,k+ 1
2

+ vI,z,n|
m+ 1

2

i,j,k− 1
2

)(nI |
m+ 1

2
i,j,k−1 − nI |

m+ 1
2

i,j,k+1)

2(∆zk + ∆zk−1)

 (6.59)

Discretización espacio-temporal de pm+1
II :

pII |m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= pII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ ∆t

(
GR|m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,x,p|m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

− vII,x,p|
m+ 1

2

i+1,j+ 1
2
,k+ 1

2

∆xi

+
vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

− vII,y,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+1,k+ 1

2

∆yj
+
vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+1

∆zk


+

(vII,x,p|
m+ 1

2

i+1,j+ 1
2
,k+ 1

2

+ vII,x,p|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

)(pII |
m+ 1

2

i− 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− pII |
m+ 1

2

i+ 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)

2(δxi + δxi−1
)

+
(vII,y,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+1,k+ 1

2

+ vII,y,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

)(pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 3

2
,k+ 1

2

− pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 3

2
,k+ 1

2

)

2(δyj + δyj−1
)

+
(vII,z,p|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+1

+ vII,z,p|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

)(pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k− 3

2

− pII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 3

2

)

2(δzk + δzk−1
)

 (6.60)

Discretización espacio-temporal de nm+1
II :

nII |m+1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

= nII |mi+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
+ ∆t

(
GR|m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

+nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

vII,x,n|m+ 1
2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

− vII,x,n|
m+ 1

2

i+1,j+ 1
2
,k+ 1

2

∆xi
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+
vII,y,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

− vII,y,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+1,k+ 1

2

∆yj
+
vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+1

∆zk


+

(vII,x,n|
m+ 1

2

i+1,j+ 1
2
,k+ 1

2

+ vII,x,n|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

)(nII |
m+ 1

2

i− 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

− nII |
m+ 1

2

i+ 3
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2

)

2(δxi + δxi−1
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+
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2

i+ 1
2
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+ vII,y,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
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2

)(nII |
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− nII |
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)

2(δyj + δyj−1
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+
(vII,z,n|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+1

+ vII,z,n|
m+ 1

2

i+ 1
2
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2
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)(nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k− 3

2

− nII |
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 3

2

)

2(δzk + δzk−1
)

 (6.61)

6.4.3. Condiciones de contorno

Todas las condiciones de contorno se imponen cada paso de tiempo del esquema de

avance temporal mostrado en 6.6. En la región fotoactiva de la antena, en su interfaz con

el vaćıo, aplicaremos condiciones de contorno. Las aplicaremos sobre la carga y sobre las

velocidades expresadas por las ecuaciones 6.12-6.13 que describen la dinámica de los EF

y HF.

Condiciones de contorno sobre la carga

Al igual que el transitorio de una antena semiconductora sin campo magnetostático

aplicado, tal y como se describe en el apartado 3.2.5 del caṕıtulo 3, durante el régimen

transitorio la carga en contacto con los contactos metálicos permanece constante. Esa es

la razón de que la carga transitoria del subdominio I (por geometŕıa el subdominio II no

posee nodos en los punto de la interfaz región fotoconductiva vaćıo) que esta localizada

en nodos de los contactos metálicos permanezca igual a cero todo el transitorio.

En nodos del subdominio I y II que están fuera de la región fotoconductiva no hay

variables de carga definidas. Dado que no hay nodos del mallado del subdominio II sobre

la interfaz que separa la zona fotoactiva del resto del universo (topologicamente hablando

todos los nodos del subdominio II son interiores a la región fotoactiva), las condiciones

de contorno sobre los nodos del subdominio II dependen de los valores de los nodos del

subdominio I. Los valores de la carga de los nodos del subdominio I cumplen la condición
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de contorno de Neumann:

∂nI
∂~n


ΩN

= 0 (6.62)

∂pI
∂~n


ΩN

= 0 (6.63)

Por otro lado y como se deduce de la figura 6.10 cualquier nodo del subdominio II

Z

X
Y

nI |i,j,k
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Figura 6.10: Las esferas rojas representan nodos del subdominio II donde se posicionan
las variables que dan cuenta de la carga sobre el mallado. Las esferas de color azul son
nodos del mallado correspondientes al subdominio I. La figura representa una esquina de
la región fotoactiva, donde los planos de color azul separan la región fotoactiva de otro
medio. Como se puede ver el nodo del subdominio II que esta en la esquina (de color
rojo), siempre está rodeado de nodos del subdominio I. Este esquema es extensible a
cualquier nodo periférico del subdominio II que estará rodeado siempre por ocho nodos
del subdominio I.

esta siempre rodeado por cuatro nodos del subdominio I. Lo que se hace con los nodos
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periféricos del subdominio II es imponer su carga por interpolación de los ocho valores de

la carga correspondientes a los nodos del subdominio I que rodean esos nodos periféricos

del subdominio II. Como ejemplo práctico en la figura 6.10 la carga correspondiente al

nodo (i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
) del subdominio II se calcula como:

nII |i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
=

1

8
(nI |i,j,k + nI |i+1,j,k + nI |i,j+1,k + nI |i,j,k+1

+ nI |i+1,j+1,k + nI |i+1,j,k+1 + nI |i,j+1,k+1 + nI |i+1,j+1,k+1)

pII |i+ 1
2
,j+ 1

2
,k+ 1

2
=

1

8
(pI |i,j,k + pI |i+1,j,k + pI |i,j+1,k + pI |i,j,k+1

+ pI |i+1,j+1,k + pI |i+1,j,k+1 + pI |i,j+1,k+1 + pI |i+1,j+1,k+1)

Condiciones de contorno sobre la velocidades

Las condiciones de contorno de Neumann que aplicaremos sobre las velocidades en el

subdominio I y II son las que preservan la carga en la región fotoactiva. Las compo-

nentes normales de las velocidades a la interfaz que rodea la zona fotoactiva ΩN , han

de ser nulas para no tener sumideros o fuentes no f́ısicas de carga. En otras palabras

~vI,n (~r, t) · n̂ = 0, ~vI,p (~r, t) · n̂ = 0, ~vII,n (~r, t) · n̂ = 0 y ~vII,p (~r, t) · n̂ = 0 ∀~r ∈ ΩN . Donde n̂

es el versor normal a la interfaz ΩN que separa la región fotoactiva del resto del universo.

Para garantizar que la velocidad promedio no excede la velocidad de saturación de un

electrón en un medio semiconductor, si la velocidad de un EF supera en módulo esa velo-

cidad de saturación, automáticamente se impone como valor de esa variable, la velocidad

de saturación. Para no perder el carácter vectorial, esto se hace escalando las componen-

tes con el mismo factor hasta que los módulos coinciden. De igual modo se procede con

los huecos. A modo de ejemplo ilustrativo vamos a suponer que ~vold = (vx,old, vy,old, vz,old)

es la velocidad de una part́ıcula fluida de modo que |~vold| > vsat entonces ~vold es sustituido

por ~vnew = f~vold = f(vx,old, vy,old, vz,old) donde f = vsat
|~vold|

.

6.5. Estabilidad

Al respecto de la estabilidad del algoritmo desde un ángulo puramente numérico (es

lo que se ha observado al hacer algunas simulaciones), la única restricción extra que las

ecuaciones 6.12 y 6.13 imponen a ∆t es dada por Λ̄A,n y Λ̄A,p que han de ser positivas,

lo que implica que ∆t < τ , es decir, el paso de avance temporal ha de ser menor que el
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Figura 6.11: Las flechas horizontales representan la intensidad del campo electrostático
~E0 (~r) debido a la fuente externa que polariza la región fotoactiva. a) Distribución de
cargas generadas durante el transitorio en ausencia del campo magnetostático. b) Dis-
tribución de cargas generadas durante el transitorio en un semiconductor inmerso en un
campo magnetostático.
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tiempo de colisión o vuelo libre medio de un HF y un EF.

6.6. Conjetura teórica Dember-Lorentz-Hall

La figura 6.11 muestra la distribución de cargas generadas durante el transitorio.

Como los electrones tienen mayor movilidad que los huecos estos penetran más rápida-

mente en el semiconductor generándose el llamado efecto foto Dember69. Estos electrones

dS=dxdz

X

Z

Y

I
II

Va
0V

X

Z

Y

Z

Y X

Figura 6.12: Cortes transversales de la antena sobre los que estudiar la densidad de
corriente y carga a lo largo del proceso transitorio.

profundos sufren el campo de polarización de la fuente externa ~E0 (~r, t) con menor inten-

sidad. De ah́ı que su contribución a la fotocorriente de generación de campo radiado sea

menor. La distribución de cargas generadas en un semiconductor inmerso en un campo

magnetostático, por la acción de la fuerza de Lorentz, que fija un potencial Hall en el

estado estacionario, reduce el efecto foto Dember de un modo mı́nimo ya que la corriente
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estacionaria es pequeña en comparación con la transitoria (varios ordenes de magnitud

mayor). Durante el proceso transitorio la fuerza de Lorentz (debida al campo magne-

tostático) sobre el pulso temporal de fotocorriente empuja a los portadores de carga

hacia la superficie del semiconductor (donde el campo electrostático es más intenso).

Aśı los electrones fotogenerados no penetran tan profundamente en el material. Por ello

esos electrones están dispuesto a conducir e incrementar la corriente inductora de radia-

ción justo en la zona donde el campo electrostático ~E0 (~r) es más intenso. Esta acción

contrarresta la fuerza electromotriz foto Dember. Cuanto mayor sea el balance de varia-

ción de carga inducido por el efecto fotoeléctrico respecto del estado estacionario, mayor

será el peso de la acción de Lorentz sobre el efecto Dember. En conjunto, el incremento

de la corriente que radia el campo puede ser descrito por tres efectos que se relacionan,

el efecto foto Dember, la ley de Lorentz y efecto Hall que no es más que una modificación

del potencial electrostático. Esta es la conjetura llamada de Dember-Lorentz-Hall.

En la figura 6.12 se ilustran los planos XZ que coinciden con el mallado I sobre la región

fotoactiva definida en el apartado 1.2 del caṕıtulo 1. Haciendo el mapa de densidades

de corrientes por electrones y huecos separadamente sobre los planos de la figura 6.12

durante el transitorio se puede estudiar numéricamente las hipótesis lanzadas por la con-

jetura. Además, se podŕıa integrar esa corriente sobre el plano XZ para ver si en computo

de intensidad de la misma también aumenta cuando el sistema evoluciona en el seno del

campo magnetostático, de ese modo se puede saber si el incremento en el campo radiado

es un efecto de un incremento de la corriente o simplemente una reestructuración de la

misma que hace que la antena sea más directiva.

Finalmente señalar que el método DH-FDTD no es exclusivo de antenas semiconduc-

toras. Puede ser aplicado a plasmas formados en un gas ionizado. En ese caso el modelo

matemático que describe el comportamiento de las corrientes plasmáticas generadas es

m∂t~v + m(~v · ~∇)~v = e ~E + e
c
~v ∧ ~B − γm~v. En este modelo tomado de bibliograf́ıa149, γ

posee un carácter similar al definido aqúı.
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Las conclusiones a las que conduce esta tesis se pueden enumerar como sigue:

Para simular de un modo realista la fase transitoria de una antena fotoconductiva

polarizada es necesario conocer su estado estacionario. La importancia de este

hecho se recoge en una publicación que centra su atención sobre la movilidad de

un modo particular y en el estado estacionario de un modo general41.

El modelo de difusión y arrastre es un buen descriptor de la f́ısica que tiene lugar

en una antena fotoconductiva (en las condiciones de aplicabilidad del modelo). Dos

publicaciones ilustran los algoritmos que permiten al citado modelo sacar partido

de su relativa simplicidad para expresar de un modo realista el comportamiento de

una antena fotoconductiva durante el proceso transitorio de emisión42,43.

Es posible predecir mediante simulación la eficiencia de emisión de una antena

fotoconductiva, hito de gran utilidad en el diseño y posterior desarrollo de la misma.

Una publicación validada con datos experimentales fundamenta esta conclusión27.

Simulaciones llevadas a cabo con algoritmos especialmente desarrollados para tal

fin, apuntan hacia la posibilidad de simular todo el proceso de emisión recepción.

Incluyendo a las antenas completas. Este tipo de estudios se apoyan en dominios

con diferente escala tanto espacial como temporal.

Ir mas allá del modelo de difusión y arrastre es necesario porque hay evidencias

experimentales que requieren de la inclusión de la acción de Lorentz en los algorit-

mos. El modelo magnetohidrodinámico puede ser abordado en diferencias finitas

con el método DH-FDTD.

Todas ellas redundan en una única conclusión, el uso de algoritmos capaces de simular la

realidad f́ısica que tiene lugar en dispositivos que operan en el rango de los terahercios,

ayuda a comprender mejor su funcionamiento y posibilita construir herramientas para el

diseño y desarrollo de esta tecnoloǵıa.
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I.a. La derivada central, hacia delante y hacia atrás

de primer orden

Existen diferentes formas de aproximar una ecuación diferencial por combinaciones

lineales de diferencias finitas. Aqúı se explican algunas de ellas.

I.a.1. La derivada central de primer orden

Haciendo uso de la definición de derivada76,

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h
2
)− f(x− h

2
)

h
(I.1)

y del teorema de Taylor76 entorno a x = xi,

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!

dnf(x)

dxn

∣∣∣∣∣
x=xi

(x− xi)n (I.2)

Si se tiene ∆i = xi+1 − xi = xi − xi−1 con xi−1, xi y xi+1 elementos del dominio de f(x)

y f ∈ C∞([0, X]), se puede decir que:

f(x+ ∆i

2
)− f(x− ∆i

2
)

∆i

− f ′(x) =
∞∑
n=2

fn(x)

n!

∆n−1
i

2n
(1− (−1)n) (I.3)

Ya que haciendo un desarrollo en serie de Taylor alrededor de x = xi,

f(xi +
∆i

2
) = f(xi) + f ′(xi)

∆i

2
+
∞∑
n=2

fn(xi)

n!

(
∆i

2

)n
f(xi −

∆i

2
) = f(xi)− f ′(xi)

∆i

2
+
∞∑
n=2

fn(xi)

n!

(
−∆i

2

)n
Con lo que la derivada de f(x) en x = xi se puede aproximar como:

f ′(xi) =
f(xi + ∆i

2
)− f(xi − ∆i

2
)

∆i

+O(∆2
i ) (I.4)
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ya que el término de mayor peso de la serie

O(∆2
i ) ≡

∞∑
n=2

fn(xi)

n!

∆n
i

2n
(1− (−1)n)

va con ∆2
i .

Se define la derivada central de primer orden como la derivada de primer orden

aproximada por diferencias centrales. Entendiéndose por diferencias centrales de f(x)

entorno a x = xi la diferencia f(xi + ∆i

2
)− f(xi − ∆i

2
).

I.a.2. Derivada hacia delante y hacia atrás de primer orden

Del mismo modo que se aproxima la derivada a partir de diferencias centrales se

puede aproximar a partir de diferencias hacia delante y hacia atrás.

La derivada de f(x) se aproxima en x = xi por diferencias hacia delante con un error

del orden de ∆i,

f(xi + ∆i)− f(xi)

∆i

− f ′(xi) =
∞∑
n=2

fn(xi)∆
n−1
i

n!
≡ O(∆i)

donde se entiende por diferencia hacia delante de f(x) entorno a x = xi a la diferencia

f(xi + ∆i)− f(xi).

La derivada de f(x) se aproxima en x = xi con diferencias hacia atrás con el mismo

orden de error ∆i,

f(xi)− f(xi −∆i)

∆i

− f ′(xi) =
∞∑
n=2

fn(xi)(−∆i)
n−1

n!
≡ O(∆i)

donde se entiende por diferencia hacia atrás de f(x) entorno a x = xi a la diferencia

f(xi)− f(xi −∆i).

Se define la derivada hacia delante de primer orden como la derivada aproximada

por diferencias hacia delante y la derivada hacia atrás de primer orden como la

derivada de primer orden aproximada por diferencias hacia atrás.
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∆i
2

)−f(xi−
∆i
2

)

∆i

f(
x i

)−
f(
x i
−∆ i

)
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f(x
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∆
i )−
f(x
i )

∆
i

f ′(xi)

∆i∆i−1

Figura I.1: Derivada de primer orden de f(x) entorno a x = xi aproximada por diferencias
centrales, hacia delante y hacia atrás.

I.a.3. Derivada central de primer orden aproximada con un

error de O(∆4
i )

La derivada central se puede aproximar por diferencias centrales con una mayor

precisión cuando se recurre a segundos vecinos además de los vecinos próximos.

f ′(xi) =
9

8

(
f(xi + ∆i

2
)− f(xi − ∆i

2
)

∆i

)
− 1

24

(
f(xi + 3∆i

2
)− f(xi − 3∆i

2
)

∆i

)
+O(∆4

i )

(I.5)
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donde,

O(∆4
i ) ≡

∞∑
n=3

fn(x)

2n+3n!
(1− (−1)n)

(
9∆n−1

i − (3∆i)
n−1
)

El inconveniente de esta aproximación de mayor precisión es la reducción del paso tempo-

ral ∆t empleado en FDTD que pasa de ser ∆t ≤ ∆
c
√

3
a ∆t ≤ 6∆

7c
√

3
, donde se ha supuesto

un grid uniforme ∆ = ∆x = ∆y = ∆z. Dato tomado de la bibliograf́ıa35.

I.b. Producto �

La operación producto interno elemento a elemento �, se define:

� : <n → <n
ā,b̄ → c̄ = ā� b̄

Con lo que definimos una aplicación que, dados dos elementos ā = (a1, ..., an) y b̄ =

(b1, ..., b2) de <n, les asigna un elemento c̄ = (c1, ..., cn) de <n.

∀ā, b̄ ∈ <n : ∃!c̄ ∈ <n / c̄ = ā� b̄. De tal modo que (c1, ..., cn) = (a1b1, ..., anbn).

El producto � cumple la propiedad distributiva de la multiplicación sobre la suma. Un

ejemplo de aplicación se encentra en el producto de las corrientes de difusión y arrastre

2.20.

−qµ̄n (ψ,~r)�
(
n (~r, t)

−→
∇ψ (~r, t)− VT

−→
∇n (~r, t)

)
=

−qn (~r, t) µ̄n (ψ,~r)�
−→
∇ψ (~r, t) + qVT µ̄n (ψ,~r)�

−→
∇n (~r, t)

Ejemplo de aplicación del producto �,

µ̄n (ψ,~r)�
−→
∇ψ (~r, t) =

(µnx (ψ,~r) ∂xψ (~r, t) , µny (ψ,~r) ∂yψ (~r, t) , µnz (ψ,~r) ∂zψ (~r, t))

I.c. Condiciones de contorno de Neumann

Todas las antenas simuladas tienen en común que su zona fotoactiva ha sido conside-

rada un paraleleṕıpedo ortogonal. Aplicar las condiciones de Neumann en este particular
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ψNi,Nj−1,k

ψNi,1,Nk−1

ψNi−1,1,Nk

ψNi,2,Nk

ψNi,1,Nk

ψi,1,1
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Figura I.2: Condiciones de contorno de Neumann posibles en esquinas y lados para el
potencial. Para la carga tendŕıamos exactamente las mismas.
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caso topológico es relativamente simple. En las caras del paraleleṕıpedo ortogonal la

condiciones de contorno se resumen en:

Ξ = ψ,n,p

∂Ξ

∂~n

⌋
ΩN

= 0⇒ ∂Ξ

∂~n

⌋
ΩN

=


∂Ξ
∂x

⌋
x=0,Lx

= 0 cuando ~n = x̂

∂Ξ
∂y

⌋
y=0,Ly

= 0 cuando ~n = ŷ

∂Ξ
∂z

⌋
z=0,Lz

= 0 cuando ~n = ẑ

(I.6)

En las aristas y esquinas del paraleleṕıpedo ortogonal la aplicación de las condiciones

de Neumann no es inmediata. Lo que se hace es estos casos es interpolar, de ah́ı que la

solución global no sea única. Para interpolar definimos tres funciones:

ζ (ϑ) = cos (arctan(ϑ))

CC (ϑ, ξ) = cos (arctan(ϑ)) cos (arctan(ξ))

CS (ϑ, ξ) = cos (arctan(ϑ)) sin (arctan(ξ))

Si ahora escogemos el punto z =
k∑
l=1

∆zl de la arista Z con x = Lx =
Ni∑
i=1

∆xi e y = Ly =

Nj∑
j=1

∆yj, la condición de contorno de Neumann será:

Ξ = ψ,n,p

ΞNi,Nj ,k =
∆y−1

Nj−1ζ
(

∆yNj−1

∆xNi−1

)
ΞNi,Nj−1,k + ∆x−1

Ni−1ζ
(

∆xNi−1

∆yNj−1

)
ΞNi−1,Nj ,k

∆y−1
Nj−1ζ

(
∆yNj−1

∆xNi−1

)
+ ∆x−1

Ni−1ζ
(

∆xNi−1

∆yNj−1

) . (I.7)

Si queremos calcular la condición de Neumann en la esquina (Lx, Ly, Lz) tendremos:

Ξ = ψ,n,p

ΞNi,Nj ,Nk =

∆x−1
Ni−1CC


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

,
∆xNi−1

∆yNj−1

Ξ2,1,1

+∆y−1
Nj−1CS


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

,
∆xNi−1

∆yNj−1

Ξ1,2,1
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+∆z−1
Nk−1ζ


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

Ξ1,1,2

 /
∆x−1

Ni−1CC


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

,
∆xNi−1

∆yNj−1


+∆y−1

1 CS


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

,
∆yNj−1

∆xNi−1

+ ∆z−1
Nk−1ζ


√

∆x2
Ni−1 + ∆y2

Nj−1

∆zNk−1

 (I.8)

O en la esquina (0,0,0):

Ξ = ψ,n,p

Ξ1,1,1 =

[
∆x−1

1 CC

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

,
∆x1

∆y1

)
Ξ2,1,1 + ∆y−1

1 CS

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

,
∆y1

∆x1

)
Ξ1,2,1

+∆z−1
1 ζ

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

)
Ξ1,1,2

]
/

[
∆x−1

1 CC

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

,
∆x1

∆y1

)

+∆y−1
1 CS

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

,
∆y1

∆x1

)
+ ∆z−1

1 ζ

(√
∆x2

1 + ∆y2
1

∆z1

)]
(I.9)

No obstante cuando el mallado es uniforme y regular ∆xi = ∆yj = ∆zk ∀i, j, k, las

ecuaciones anteriores en lados y esquinas se reducen a:

ψNi,Nj ,k =
ψNi,Nj−1,k + ψNi−1,Nj ,k

2
∀k ∈ [2, Nk − 1]

ψNi,Nj ,Nk =
ψNi−1,Nj ,Nk + ψNi,Nj−1,Nk + ψNi,Nj ,Nk−1

3

Todas las condiciones de contorno sobre esquinas y lados del paraleleṕıpedo ortogonal

de la región fotoactiva son mostradas en la figura I.2.
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I.d. Solución aplicando el método numérico de

Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel (GS) converge globalmente y monotonamente con respecto

a ‖·‖∞ si el criterio de la suma estricta de la fila

M∑
j=1j 6=i

|aij| < |aii| para todo i=1,M (I.10)

se satisface150. Aplicando el método de Gauss-Seidel como se indica en el diagrama de

flujo I.3 sobre el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales discretiza-

das (2.30,2.50,2.51), se obtiene la solución del estado estacionario. En la práctica, este

diagrama puede ser simplificado cuando se implementa el algoritmo. Además cumplir la

condición de convergencia I.10 en la práctica, significa reducir el mallado. La ecuación

2.30 apropiadamente reescrita para aplicar el método de GS conduce a la ecuación I.11.

En condiciones de equilibrio pi,j,k−ni,j,k+Ci,j,k = 0 para todo i,j,k. Con lo que en primera

instancia se resuelve la ecuación de Laplace por el método de Gauss-Seidel. A partir del

potencial de Laplace se determina con el modelo de movilidad escogida la movilidad de

electrones y huecos.

ψi,j,k =

[
4δyjδzk

∆xi
ψi+1,j,k +

4δyjδzk
∆xi−1

ψi−1,j,k +
4δxiδzk

∆yj
ψi,j+1,k +

4δxiδzk
∆yj−1

ψi,j−1,k+

4δxiδyj
∆zk

ψi,j,k+1 +
4δxiδyj
∆zk−1

ψi,j,k−1 + 8δxiδyjδzk(pi,j,k − ni,j,k + Ci,j,k)] ·[(
4δyjδzk

∆xi
+

4δyjδzk
∆xi−1

)
+

(
4δxiδzk

∆yj
+

4δxiδzk
∆yj−1

)
+

(
4δxiδyj
∆zk

+
4δxiδyj
∆zk−1

)]−1

(I.11)

El siguiente paso es aplicar el método de Gauss-Seidel a la carga. Para ello convertimos

la ecuación 2.50 en la ecuación I.12 y la ecuación 2.51 en la ecuación I.13.

ni,j,k =

[
µn|i+ 1

2
,j,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
4δyjδzk

∆xi
ni+1,j,k
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+µn|i− 1
2
,j,k(ψi−1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi−1,j,k − ψi,j,k

VT

)
4δyjδzk
∆xi−1

ni−1,j,k

+µn|i,j+ 1
2
,k(ψi,j+1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j+1,k − ψi,j,k

VT

)
4δxiδzk

∆yj
ni,j+1,k

+µn|i,j− 1
2
,k(ψi,j−1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j−1,k − ψi,j,k

VT

)
4δxiδzk
∆yj−1

ni,j−1,k

+µn|i,j,k+ 1
2
(ψi,j,k+1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k+1 − ψi,j,k

VT

)
4δxiδyj
∆zk

ni,j,k+1

+µn|i,j,k− 1
2
(ψi,j,k−1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k−1 − ψi,j,k

VT

)
4δxiδyj
∆zk−1

ni,j,k−1

−
8δxiδyjδzk

VT
Ri,j,k

]
·
[
µn|i+ 1

2
,j,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
4δyjδzk

∆xi
+

µn|i− 1
2
,j,k(ψi−1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
4δyjδzk
∆xi−1

+

µn|i,j+ 1
2
,k(ψi,j+1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
4δxiδzk

∆yj
+

µn|i,j− 1
2
,k(ψi,j−1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
4δxiδzk
∆yj−1

+

µn|i,j,k+ 1
2
(ψi,j,k+1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
4δxiδyj
∆zk

+

µn|i,j,k− 1
2
(ψi,j,k−1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
4δxiδyj
∆zk−1

]−1

(I.12)

pi,j,k =

[
µp|i+ 1

2
,j,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi+1,j,k

VT

)
4δyjδzk

∆xi
pi+1,j,k

+µp|i− 1
2
,j,k(ψi−1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
4δyjδzk
∆xi−1

pi−1,j,k

+µp|i,j+ 1
2
,k(ψi,j+1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
4δxiδzk

∆yj
pi,j+1,k

+µp|i,j− 1
2
,k(ψi,j−1,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
4δxiδzk
∆yj−1

pi,j−1,k

+µp|i,j,k+ 1
2
(ψi,j,k+1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
4δxiδyj
∆zk

pi,j,k+1

+µp|i,j,k− 1
2
(ψi,j,k−1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
4δxiδyj
∆zk−1

pi,j,k−1

−
8δxiδyjδzk

VT
Ri,j,k

]
·
[
µn|i+ 1

2
,j,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi+1,j,k − ψi,j,k

VT

)
4δyjδzk

∆xi

+µn|i− 1
2
,j,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi−1,j,k

VT

)
4δyjδzk
∆xi−1
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+µn|i,j+ 1
2
,k(ψi+1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j+1,k

VT

)
4δyjδzk

∆yj

+µn|i,j− 1
2
,k(ψi−1,j,k, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j−1,k

VT

)
4δyjδzk
∆yj−1

+µn|i,j,k+ 1
2
(ψi,j,k+1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k+1

VT

)
4δyjδxi
∆zk

+µn|i,j,k− 1
2
(ψi,j,k−1, ψi,j,k)B

(
ψi,j,k − ψi,j,k−1

VT

)
4δyjδxi
∆zk−1

]−1

(I.13)

Tras determinar la carga, el siguiente paso es obtener el potencial nuevamente, pero en

este caso si resolvemos la ecuación de Poisson. Lo hacemos empleando el método de

Gauss-Seidel sobre la ecuación I.11 con la carga obtenida. Después comparamos esta

solución con la obtenida de Laplace. Si la divergencia entre soluciones en mayor que

una tolerancia entre ambas, elegida por nosotros, con el nuevo potencial calculado deter-

minamos la movilidad y volvemos a calcular la carga. Repetiremos este proceso tantas

veces sea necesario hasta obtener un grado de convergencia aceptable sobre el potencial.

Hay que tener en cuenta, que en cada cálculo de la carga usamos la última solución del

potencial dado por Poisson. Además, cada potencial obtenido de Poisson es comparado

con el que se hab́ıa obtenido antes de la solución de esta ecuación, de modo que como

se ha dicho, la convergencia que detiene el proceso de simulación es impuesta solamente

sobre el potencial.
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Si

ψ3 = ψ2 µn(ψ3) µp(ψ3)

∇2ψ = 0

ψ2 − ψ1 ≤ tolψ ψ1 = ψ2

No

GS

GS
n (n, p, µn, ψ3) p (n, p, µn, ψ3)

n2 − n1 ≤ toln
p2 − p1 ≤ tolp

n1 = n2

p1 = p2

No

Si

∇2ψ = ρ

ψ2 − ψ1 ≤ tolψ ψ1 = ψ2

No

GS

ψ3 − ψ2 ≤ tol

No

Fin

Si
Si

Figura I.3: Diagrama de flujo del algoritmo de resolución del estado estacionario em-
pleando el método de Gauss-Seidel.
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II.a. Funciones especiales

Estas funciones fueron definidas aqúı para complementar el apartado 3.1.

II.a.1. La función hermite-gausiana

Sean los polinomios de Hermite151 Hl(u) l = 0, 1, 2, ... que se definen recursivamente

a partir de la expresión Hl+1(u) = 2uHl(u) − 2lHl−1(u) con H0(u) = 1 y H1(u) = 2u,

permiten definir la función de hermite-gausiana112 como:

Gl(u) = Hl(u)e
−
(
u√
2

)2

(II.1)

II.a.2. La función laguerre-gausiana

Sean los polinomios de Laguerre151 dados por la formula de Rodriguez Ll,m(x) =
x−lex

m!
dm

dxm
(xm+le−x), permiten definir la función de laguerre-gausiana112 como:

Ql,m(u) = ule−u
2Ll,m(2u2) (II.2)

II.b. Estimación de FWHM espacial

Como buena estimación de FWHM espacial de acuerdo al estándar ISO 11146 se

sugiere111 emplear el segundo momento de la distribución de la intensidad óptica cuando

z=0, de modo que:

(σ∗x, σ
∗
y) =

(√∫∞
−∞

∫∞
−∞ x

2I1(x, y)dxdy∫∞
−∞ I1(x, y)dxdy

,

√∫∞
−∞

∫∞
−∞ y

2I1(x, y)dxdy∫∞
−∞ I1(x, y)dxdy

)
(II.3)

II.c. Magnitudes empleadas en la discretización de

las ecuaciones diferenciales

En un mallado compuesto por hexaedros uniformes regulares o no, tomado un nodo

cualquiera del mismo, se define una magnitud de conexión a primer orden (MCPO)

como una matriz cuadrada de orden tres que contiene a la magnitud localizada en el
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nodo escogido y al conjunto de magnitudes que rodean a esta, de forma tal, que los

caminos de conexión entre nodos coinciden con el mallado. Geométricamente hablando,

si escogemos en nodo (i,j,k) del mallado estos caminos de conexión seŕıan los ilustrados

por la figura II.1 y toda magnitud M̃ definida como:

M̃ =

 M̄1

M̄2

M̄3

 =

 Mi+1,j,k Mi,j,k Mi−1,j,k

Mi,j+1,k Mi,j,k Mi,j−1,k

Mi,j,k+1 Mi,j,k Mi,j,k−1

 (II.4)

es una magnitud de conexión a primer orden y a su vez las magnitudes

M̄1 = (Mi+1,j,k,Mi,j,k,Mi−1,j,k),

M̄2 = (Mi,j+1,k,Mi,j,k,Mi,j−1,k) y

M̄3 = (Mi,j,k+1,Mi,j,k,Mi,j,k−1)

son magnitudes de conexión direccional de primer orden en el eje X, Y y Z respectiva-

mente. Estas son matrices fila de tres elementos contienen al nodo en si y a sus vecinos en

la dirección de los ejes citados. Se pueden transponer para formar una matriz columna.

4

Figura II.1: Estructura de una magnitud de conexión de primer orden.
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A partir de la definición anterior se definen las magnitudes de conexión a primer orden

ñm, ñm+ 1
2 , p̃m,p̃m+ 1

2 como:

ñm =

 n̄m1

n̄m2

n̄m3

 =

 nmi+1,j,k nmi,j,k nmi−1,j,k

nmi,j+1,k nmi,j,k nmi,j−1,k

nmi,j,k+1 nmi,j,k nmi,j,k−1

 (II.5)

p̃m =

 p̄m1

p̄m2

p̄m3

 =

 pmi+1,j,k pmi,j,k pmi−1,j,k

pmi,j+1,k pmi,j,k pmi,j−1,k

pmi,j,k+1 pmi,j,k pmi,j,k−1

 (II.6)

ñm+ 1
2 =


n̄
m+ 1

2
1

n̄
m+ 1

2
2

n̄
m+ 1

2
3

 =


n
m+ 1

2
i+1,j,k n

m+ 1
2

i,j,k n
m+ 1

2
i−1,j,k

n
m+ 1

2
i,j+1,k n

m+ 1
2

i,j,k n
m+ 1

2
i,j−1,k

n
m+ 1

2
i,j,k+1 n

m+ 1
2

i,j,k n
m+ 1

2
i,j,k−1

 (II.7)

p̃m+ 1
2 =


p̄
m+ 1

2
1

p̄
m+ 1

2
2

p̄
m+ 1

2
3

 =


p
m+ 1

2
i+1,j,k p

m+ 1
2

i,j,k p
m+ 1

2
i−1,j,k

p
m+ 1

2
i,j+1,k p

m+ 1
2

i,j,k p
m+ 1

2
i,j−1,k

p
m+ 1

2
i,j,k+1 p

m+ 1
2

i,j,k p
m+ 1

2
i,j,k−1

 (II.8)

Nuevamente en un mallado compuesto por hexaedros uniformes regulares o no, tomado

un nodo cualquiera del mismo, se define una magnitud ausente rodeada de conexiones

a primer orden (MARCPO) como una matriz 2x3 que no conteniendo a la magnitud

localizada en el nodo escogido, contiene al conjunto de seis magnitudes localizadas en

los nodos vecinos de primer orden. Geométricamente hablando, si escogemos en nodo

(i,j,k) del mallado estos caminos de conexión seŕıan los ilustrados por la figura II.1 y

toda magnitud M̃ definida como:

M̃ =

(
M̄1

M̄2

)
=

(
Mi+1,j,k Mi,j+1,k Mi,j,k+1

Mi−1,j,k Mi,j−1,k Mi,j,k−1

)
(II.9)

es una magnitud ausente rodeada de conexiones a primer orden.

A partir de la definición anterior, se definen las magnitudes ausentes rodeadas de cone-

xiones a primer orden d̃, µ̃n, µ̃p, µ̃
∗
n y µ̃∗n como:

d̃ =

(
d̄1

d̄2

)
=

(
di+1,j,k di,j+1,k di,j,k+1

di−1,j,k di,j−1,k di,j,k−1

)
=

 δ−1
xi

∆xi

δ−1
yj

∆yj

δ−1
zk

∆zk
δ−1
xi

∆xi−1

δ−1
yj

∆yj−1

δ−1
zk

∆zk−1

 (II.10)
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µ̃n =

(
µ̄n1

µ̄n2

)
=

(
µn|i+ 1

2
,j,k µn|i,j+ 1

2
,k µn|i,j,k+ 1

2

µn|i− 1
2
,j,k µn|i,j− 1

2
,k µn|i,j,k− 1

2

)
(II.11)

µ̃p =

(
µ̄p1

µ̄p2

)
=

(
µp|i+ 1

2
,j,k µp|i,j+ 1

2
,k µp|i,j,k+ 1

2

µp|i− 1
2
,j,k µp|i,j− 1

2
,k µp|i,j,k− 1

2

)
(II.12)

µ̃∗n =

(
µ̄∗n1

µ̄∗n2

)
= d̃� µ̃n =

(
di+1,j,kµni+1,j,k

di,j+1,kµni,j+1,k
di,j,k+1µni,j,k+1

di−1,j,kµni−1,j,k
di,j−1,kµni,j−1,k

di,j,k−1µni,j,k−1

)
(II.13)

µ̃∗p =

(
µ̄∗p1

µ̄∗p2

)
= d̃� µ̃p =

(
di+1,j,kµpi+1,j,k

di,j+1,kµpi,j+1,k
di,j,k+1µpi,j,k+1

di−1,j,kµpi−1,j,k
di,j−1,kµpi,j−1,k

di,j,k−1µpi,j,k−1

)
(II.14)

Notar que en la definición de µ̃∗n y µ̃∗n se ha usado el producto � definido en I.b.

Se definen las MARCPO Ẽm y Ẽm+ 1
2 como:

Ẽm =

(
Ēm

1

Ēm
2

)
=

 Ex|mi+ 1
2
,j,k

Ey|mi,j+ 1
2
,k

Ez|mi,j,k+ 1
2

Ex|mi− 1
2
,j,k

Ey|mi,j− 1
2
,k

Ez|mi,j,k− 1
2

 (II.15)

Ẽm+ 1
2 =

(
Ē
m+ 1

2
1

Ē
m+ 1

2
2

)
=

 Ex|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k

Ey|
m+ 1

2

i,j+ 1
2
,k

Ez|
m+ 1

2

i,j,k+ 1
2

Ex|
m+ 1

2

i− 1
2
,j,k

Ey|
m+ 1

2

i,j− 1
2
,k

Ez|
m+ 1

2

i,j,k− 1
2

 (II.16)

II.c.1. El operador de Bernoulli B

Este operador se define a partir de la función de Bernoulli introducida en 2.37 con el

fin de compactar la notación.

Dada la función real de variable real llamada de Bernoulli

B : < → <
x → B(x) = x

ex−1

Se define el operador B llamado de Bernoulli: como aquel que asocia a x̄ ∈ <n un

B : <n → <n
x̄ → B(x̄) = (B(x1), ..., B(xn))

ȳ ∈ <n; ȳ = B(x̄) de modo que cada elemento de ȳ resulta de la aplicación de la función

de Bernoulli sobre cada elemento de x̄, aśı ȳ = (y1 = B(x1), ..., yn = B(xn)).
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II.c.2. Las matrices de Bernoulli y otras magnitudes auxiliares

Además de las magnitudes definidas, existen otras de carácter matricial, necesarias

para llegar a las que llamaremos matrices de Bernoulli. Se define ∧̃ como:

∧̃ =


∧̄1

∧̄2

∧̄3

∧̄4

 = V −1
T


−∆xi −∆yj −∆zk

∆xi ∆yj ∆zk

−∆xi−1 −∆yj−1 −∆zk−1

∆xi−1 ∆yj−1 ∆zk−1

 (II.17)

Esta magnitud que posee unidades de inversa de campo eléctrico, permite definir dos

magnitudes auxiliares de extrema importancia para definir las matrices de Bernoulli,

estas magnitudes son ς̃n y ς̃p que se definen como:

ς̃mn =


ς̄mn1

ς̄mn2

ς̄mn3

ς̄mn4

 =


µ̄∗n1
� B

(
∧̄1 � Ēm

1

)
µ̄∗n1
� B

(
∧̄2 � Ēm

1

)
µ̄∗n2
� B

(
∧̄3 � Ēm

2

)
µ̄∗n2
� B

(
∧̄4 � Ēm

2

)

 (II.18)

ς̃mp =


ς̄mp1

ς̄mp1

ς̄mp1

ς̄mp1

 =


µ̄∗p1
� B

(
∧̄1 � Ēm

1

)
µ̄∗p1
� B

(
∧̄2 � Ēm

1

)
µ̄∗p2
� B

(
∧̄3 � Ēm

2

)
µ̄∗p2
� B

(
∧̄4 � Ēm

2

)

 (II.19)

ς̃
m+ 1

2
n =


ς̄
m+ 1

2
n1

ς̄
m+ 1

2
n2

ς̄
m+ 1

2
n3

ς̄
m+ 1

2
n4

 =


µ̄∗n1
� B

(
∧̄1 � Ē

m+ 1
2

1

)
µ̄∗n1
� B

(
∧̄2 � Ē

m+ 1
2

1

)
µ̄∗n2
� B

(
∧̄3 � Ē

m+ 1
2

2

)
µ̄∗n2
� B

(
∧̄4 � Ē

m+ 1
2

2

)

 (II.20)

ς̃
m+ 1

2
p =


ς̄
m+ 1

2
p1

ς̄
m+ 1

2
p1

ς̄
m+ 1

2
p1

ς̄
m+ 1

2
p1

 =


µ̄∗p1
� B

(
∧̄1 � Ē

m+ 1
2

1

)
µ̄∗p1
� B

(
∧̄2 � Ē

m+ 1
2

1

)
µ̄∗p2
� B

(
∧̄3 � Ē

m+ 1
2

2

)
µ̄∗p2
� B

(
∧̄4 � Ē

m+ 1
2

2

)

 (II.21)
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Es de destacar que en la definición de estas variables se ha empleado el operador de

Bernoulli B definido en II.c.1 y el producto � definido en I.b, y finalmente, a partir de

las magnitudes auxiliares (II.18-II.20) se definen las matrices de Bernoulli como:

β̃mn =

 β̄mn1

β̄mn2

β̄mn3

 =

 ς̄mn1

−ς̄mn2
− ς̄mn3

ς̄mn4

 (II.22)

β̃mp =

 β̄mp1

β̄mp2

β̄mp3

 =

 ς̄mp3

−ς̄mp1
− ς̄mp4

ς̄mp2

 (II.23)

β̃
m+ 1

2
n =


β̄
m+ 1

2
n1

β̄
m+ 1

2
n2

β̄
m+ 1

2
n3

 =


ς̄
m+ 1

2
n1

−ς̄m+ 1
2

n2 − ς̄m+ 1
2

n3

ς̄
m+ 1

2
n4

 (II.24)

β̃
m+ 1

2
p =


β̄
m+ 1

2
p1

β̄
m+ 1

2
p2

β̄
m+ 1

2
p3

 =


ς̄
m+ 1

2
p3

−ς̄m+ 1
2

p1 − ς̄m+ 1
2

p4

ς̄
m+ 1

2
p2

 (II.25)

II.d. Los coeficientes C̄a (~r, t) y C̄b (~r, t) en la región

fotoactiva

La ecuación 3.42 temporalmente discretizada se puede escribir como:

~Em+ 1
2 − ~Em− 1

2

∆t

= ε−1

(
~∇∧ ~Hm − ~Jms − (σ̄m + σ̄0)�

~Em+ 1
2 + ~Em− 1

2

2

)
(II.26)

Donde ~Jms = σ̄m � ~E0 + qVT

(
µ̄n �

−→
∇nm − µ̄p �

−→
∇pm

)
. Si ahora se discretiza espacial-

mente la componente X de esta expresión:

Ex|
m+ 1

2

i+ 1
2
,j,k
− Ex|

m− 1
2

i+ 1
2
,j,k

∆t

=
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ε−1

[
Hz|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−Hz|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk
− Jsx|mi+ 1

2
,j,k

−
(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

) Ex|m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

+ Ex|
m− 1

2

i+ 1
2
,j,k

2


con una corriente,

Jsx|mi+ 1
2
,j,k

= σm
i+ 1

2
,j,k
E0x|i+ 1

2
,j,k

+qVT

(
µn|i+ 1

2
,j,k

(
nmi+1,j,k − nmi,j,k

)
− µp|i+ 1

2
,j,k

(
pmi+1,j,k − pmi,j,k

)
∆xi

)
,

la conductividad,

σm
i+ 1

2
,j,k

= q(µn|i+ 1
2
,j,kn

m
i+ 1

2
,j,k

+ µp|i+ 1
2
,j,kp

m
i+ 1

2
,j,k

)

y la estacionaria,

σ0|i+ 1
2
,j,k = q(µn|i+ 1

2
,j,kn0i+ 1

2
,j,k + µp|i+ 1

2
,j,kp0i+ 1

2
,j,k).

Reagrupando se llaga a la expresión:(
1

∆t

+
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

2ε

)
Ex|

m+ 1
2

i+ 1
2
,j,k

=

(
1

∆t

−
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

2ε

)
Ex|

m− 1
2

i+ 1
2
,j,k

+ε−1

[
Hz|mi+ 1

2
,j+ 1

2
,k
−Hz|mi+ 1

2
,j− 1

2
,k

δyj
−
Hy|mi+ 1

2
,j,k+ 1

2

−Hy|mi+ 1
2
,j,k− 1

2

δzk
− Jsx|mi+ 1

2
,j,k

]

De la que es fácil obtener:

Cax|mi+ 1
2
,j,k

=
2ε−∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
2ε+ ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
Cbx|mi+ 1

2
,j,k

=
2∆t

2ε+ ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
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Para obtener los coeficientes en las componentes Y y Z, se procede de igual modo. No

obstante, estos coeficientes pueden ser origen de inestabilidades numéricas cuando Ca es

menor que cero. Para evitarlo se hace la transformación de coeficientes de acuerdo a la

bibliograf́ıa152, si 2ε < ∆t

(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)
entonces:

Cax|mi+ 1
2
,j,k

= e

−

∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

)
ε



Cbx|mi+ 1
2
,j,k

=
1− e

−

∆t

(
σm
i+ 1

2 ,j,k
+σ0|i+ 1

2 ,j,k

)
ε


(
σm
i+ 1

2
,j,k

+ σ0|i+ 1
2
,j,k

)

II.e. Divergencia de la densidad de corriente

La divergencia de la densidad de corriente se calcula mediante las componentes co-

nocidas, los campos y concentraciones de cargas, con la ayuda de la función de Bernoulli

B(x) = x
ex−1

. Para la divergencia de la concentración por electrones podemos escribir:

~∇ · ~Jn|i,j,k =

µn|i+ 1
2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
−∆xi
VT

Ex|i+ 1
2
,j,k

)
ni+1,j,k −B

(
∆xi
VT

Ex|i+ 1
2
,j,k

)
ni,j,k

)
−
µn|i− 1

2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
−∆xi−1

VT
Ex|i− 1

2
,j,k

)
ni,j,k −B

(
∆xi−1

VT
Ex|i− 1

2
,j,k

)
ni−1,j,k

)
+
µn|i,j+ 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
−∆yj
VT

Ey|i,j+ 1
2
,k

)
ni,j+1,k −B

(
∆yj
VT

Ey|i,j+ 1
2
,k

)
ni,j,k

)
−
µn|i,j− 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
−∆yj−1

VT
Ey|i,j− 1

2
,k

)
ni,j,k −B

(
∆yj−1

VT
Ey|i,j− 1

2
,k

)
ni,j−1,k

)
+
µn|i,j,k+ 1

2

∆zkδzk

(
B

(
−∆zk
VT

Ez|i,j,k+ 1
2

)
ni,j,k+1 −B

(
∆zk
VT

Ez|i,j,k+ 1
2

)
ni,j,k

)
−
µn|i,j,k− 1

2

∆zkδzk

(
B

(
−∆zk−1

VT
Ez|i,j,k− 1

2

)
ni,j,k −B

(
∆zk−1

VT
Ez|i,j,k− 1

2

)
ni,j,k−1

)
(II.27)
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Mientras que para los huecos:

~∇ · ~Jp|i,j,k =

µp|i+ 1
2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
−∆xi
VT

Ex|i+ 1
2
,j,k

)
pi,j,k −B

(
∆xi
VT

Ex|i+ 1
2
,j,k

)
pi+1,j,k

)
−
µp|i− 1

2
,j,k

∆xiδxi

(
B

(
−∆xi−1

VT
Ex|i− 1

2
,j,k

)
pi−1,j,k −B

(
∆xi−1

VT
Ex|i− 1

2
,j,k

)
pi,j,k

)
+
µp|i,j+ 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
−∆yj
VT

Ey|i,j+ 1
2
,k

)
pi,j,k −B

(
∆yj
VT

Ey|i,j+ 1
2
,k

)
pi,j+1,k

)
−
µp|i,j− 1

2
,k

∆yjδyj

(
B

(
−∆yj−1

VT
Ey|i,j− 1

2
,k

)
pi,j−1,k −B

(
∆yj−1

VT
Ey|i,j− 1

2
,k

)
pi,j,k

)
+
µp|i,j,k+ 1

2

∆zkδzk

(
B

(
−∆zk
VT

Ez|i,j,k+ 1
2

)
pi,j,k −B

(
∆zk
VT

Ez|i,j,k+ 1
2

)
pi,j,k+1

)
−
µp|i,j,k− 1

2

∆zkδzk

(
B

(
−∆zk−1

VT
Ez|i,j,k− 1

2

)
pi,j,k−1 −B

(
∆zk−1

VT
Ez|i,j,k− 1

2

)
pi,j,k

)
(II.28)

En ambas expresiones, no nos referimos a campos transitorios o estacionarios propia-

mente, pueden ser cualquiera de los dos o una composición de ambos. Igualmente

podemos decir de las concentraciones de los portadores de carga. Como calculamos
~∇ · ~JnT |i,j,k = ~∇ · ~Jn|i,j,k − ~∇ · ~Jn0|i,j,k y ~∇ · ~JpT |i,j,k = ~∇ · ~Jp|i,j,k − ~∇ · ~Jp0|i,j,k, las

expresiones II.5-II.8 son agrupaciones de las concentraciones de carga y II.15-II.16 lo son

de los campos eléctricos.
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III.a. Tensor de masas efectivas

El tensor de masas efectivas es una forma de incluir la ligadura de acción periódica

de los núcleos atómicos del cristal en la masa de los portadores de carga de forma que

estos se puedan considerar como part́ıculas libres. A efectos prácticos se interpretan los

portadores de carga como part́ıculas libres con diferentes masas dependiendo de la di-

rección del movimiento en referencia a la orientación de los ejes de la red cristalina.

Para interpretar el significado de una masa inerte expresada como una magnitud tenso-

rial se partirá del concepto de masa derivado de la segunda ley de Newton. La masa es un

invariante (si las velocidades son moderadas comparadas con la velocidad de la luz) que

aparece como la resistencia que oponen los cuerpos a cambiar su estado de movimiento

cuando sobre ellos actúa una fuerza. Siendo una magnitud escalar se concluye que el

cuerpo sufre aceleración en la misma dirección y sentido en que se aplica la fuerza cau-

sante. Esto es aśı si existe isotroṕıa. Puede ocurrir, sin embargo, que un objeto material

responda de distinta manera al actuar sobre él fuerzas de distinta dirección, acelerándose

más en unas direcciones que en otras para fuerzas aplicadas de igual módulo. En esas

situaciones no es suficiente un escalar para representar la inercia del cuerpo, se necesita

una magnitud capaz de dar cuenta de las distintas direcciones del espacio y sus combi-

naciones. En el espacio rećıproco58 las derivadas mij = ~2
(

∂2E
∂ki∂kj

)−1

nos proporcionan

el tensor de masas efectiva:

m̃n = ~2


(
∂2En
∂k2
x

)−1 (
∂2En
∂kx∂ky

)−1 (
∂2En
∂kx∂kz

)−1(
∂2En
∂ky∂kx

)−1 (
∂2En
∂k2
y

)−1 (
∂2En
∂ky∂kz

)−1(
∂2En
∂kz∂kx

)−1 (
∂2En
∂kz∂ky

)−1 (
∂2En
∂k2
z

)−1

 =

 mn,xx mn,xy mn,xz

mn,yx mn,yy mn,yz

mn,zx mn,zy mn,zz

(III.1)

m̃p = ~2


(
∂2Ep
∂k2
x

)−1 (
∂2Ep
∂kx∂ky

)−1 (
∂2Ep
∂kx∂kz

)−1(
∂2Ep
∂ky∂kx

)−1 (
∂2Ep
∂k2
y

)−1 (
∂2Ep
∂ky∂kz

)−1(
∂2Ep
∂kz∂kx

)−1 (
∂2Ep
∂kz∂ky

)−1 (
∂2Ep
∂k2
z

)−1

 =

 mp,xx mp,xy mp,xz

mp,yx mp,yy mp,yz

mp,zx mp,zy mp,zz

(III.2)

A partir del tensor de masas efectivas se define la masa efectiva de los electrones m̄n =

(mn,xx,mn,yy,mn,zz) y huecos m̄p = (mp,xx,mp,yy,mp,zz) respectivamente. De la masa
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efectiva se define asimismo la masa efectiva inversa de los electrones m̄∗n y huecos m̄∗p

como:

m̄∗n =

(
1

mn,xx

,
1

mn,yy

,
1

mn,zz

)
(III.3)

m̄∗p =

(
1

mp,xx

,
1

mp,yy

,
1

mp,zz

)
(III.4)

De modo que m̄p � m̄∗p = (1, 1, 1) y m̄n � m̄∗n = (1, 1, 1)

III.b. Movilidades efectivas

Se define la movilidad efectiva como la inversa de la movilidad definida en el apartado

3.3 del caṕıtulo 3. Aśı la movilidad efectiva para electrones se define como:

µ̄en (~r) =

(
1

µn,x (~r)
,

1

µn,y (~r)
,

1

µn,z (~r)

)
, (III.5)

y para huecos

µ̄ep (~r) =

(
1

µp,x (~r)
,

1

µp,y (~r)
,

1

µp,z (~r)

)
. (III.6)

III.c. Tiempos efectivos de colisión γ̄n y γ̄p

El tiempo de colisión de una part́ıcula cargada, ya sea un hueco o un electrón no

ligado en el interior de un cristal, es el tiempo que pueden desplazarse sin sentir la

acción de los potenciales periódicos debidos a los núcleos atómicos y otras acciones a

distancia ponderables desde un punto de vista microscópico (como la interacción de los

portadores de carga entre śı). Es lo que se conoce como tiempo de vuelo libre. Si en

ausencia de campo la movilidad esta contenida en el tensor de masas efectivas, cuando

aqúı hablamos de tiempo de colisión efectivo hacemos referencia a un valor menor que

en ausencia de campo. En relación al apartado anterior III.b, se entiende que estamos

corrigiendo el incremento de probabilidad de colisión cuando se aplica un campo que

reduce la movilidad y el tiempo de colisión.

El tiempo efectivo de colisión se define como la inversa del tiempo de colisión. Es una
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magnitud vectorial en el sentido de que posee diferentes valores en función de la dirección

del desplazamiento dentro del cristal. Se define el tiempo efectivo de colisión para huecos

como:

γ̄p (~r) = qm̄∗p (~r)� µ̄ep (~r) =

(
1

τpx (~r)
,

1

τpy (~r)
,

1

τpz (~r)

)
= (III.7)(

q

mpx (~r)µpx (~r)
,

q

mpy (~r)µpy (~r)
,

q

mpz (~r)µpz (~r)

)
, (III.8)

y para electrones

γ̄n (~r) = qm̄∗n (~r)� µ̄en (~r) =

(
1

τnx (~r)
,

1

τny (~r)
,

1

τnz (~r)

)
= (III.9)(

q

mnx (~r)µnx (~r)
,

q

mny (~r)µny (~r)
,

q

mnz (~r)µnz (~r)

)
. (III.10)

III.c.1. El operador inversión ℘

Se define el operador ℘ llamado de inversión:

℘ : <n → <n

x̄ → ℘(x̄) =
(

1
x1
, ..., 1

xn

)
Como aquel que asocia a x̄ ∈ <n un ȳ ∈ <n; ȳ = ℘(x̄) de modo que cada elemento de

ȳ resulta de la aplicación de la inversión de cada elemento de x̄ = (x1, ..., xn), aśı ȳ =

( 1
x1
, ..., 1

xn
).

III.d. Deducción de los coeficientes de la discreti-

zación temporal de las ecuaciones magnetohi-

drodinámicas

En el subdominio II las velocidades no existen en el tiempo en que son requeridas

por el esquema de avance temporal, y han de ser interpoladas. Tomemos las velocidades

~vmII,p =
~v
m+ 1

2
II,p +~v

m− 1
2

II,p

2
y ~vmII,n =

~v
m+ 1

2
II,n +~v

m− 1
2

II,n

2
, y reescribamos la ecuación 6.12 y 6.13 como
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sigue:

~v
m+ 1

2
II,p − ~v

m− 1
2

II,p

∆t

+ γ̄p �
~v
m+ 1

2
II,p + ~v

m− 1
2

II,p

2
= qm̄∗p �

(
~Em
II + ~EII,0 + ~LmII,p

)
−qVT m̄∗p �

−→
∇pmII
pmT,II

− qm̄∗p � ~EII,0
p0II
pmT,II

~v
m+ 1

2
II,n − ~v

m− 1
2

II,n

∆t

+ γ̄n �
~v
m+ 1

2
II,n + ~v

m− 1
2

II,n

2
= −qm̄∗n �

(
~Em
II + ~EII,0 + ~LmII,n

)
−qVT m̄∗n �

−→
∇nmII
nmT,II

− qm̄∗n � ~EI,0
n0II
nmT,II

A su vez estas ecuaciones las podemos escribir como:

¯[+]p~v
m+ 1

2
II,p + ¯[−]p~v

m− 1
2

II,p = qm̄∗p �
(
~Em
II + ~EII,0 + ~LmII,p

)
−qVT m̄∗p �

−→
∇pmII
pmT,II

− qm̄∗p � ~EII,0
p0II
pmT,II

¯[+]n~v
m+ 1

2
II,n + ¯[−]n~v

m− 1
2

II,n = −qm̄∗n �
(
~Em
II + ~EII,0 + ~LmII,n

)
−qVT m̄∗n �

−→
∇nmII
nmT,II

− qm̄∗n � ~EI,0
n0II
nmT,II

Donde los coeficientes ¯[+]p,
¯[−]p,

¯[−]n y ¯[−]n son:

¯[+]p =

(
1

∆t

+
1

τpx
,

1

∆t

+
1

τpy
,

1

∆t

+
1

τpz

)
=

(
τpx + ∆t

τpx∆t

,
τpy + ∆t

τpy∆t

,
τpz + ∆t

τpz∆t

)
¯[−]p =

(
1

τpx
− 1

∆t

,
1

τpy
− 1

∆t

,
1

τpz
− 1

∆t

)
=

(
∆t − τpx
τpx∆t

,
∆t − τpy
τpy∆t

,
∆t − τpz
τpz∆t

)
¯[+]n =

(
1

∆t

+
1

τnx
,

1

∆t

+
1

τny
,

1

∆t

+
1

τnz

)
=

(
τnx + ∆t

τnx∆t

,
τny + ∆t

τny∆t

,
τnz + ∆t

τnz∆t

)
¯[−]n =

(
1

τnx
− 1

∆t

,
1

τny
− 1

∆t

,
1

τnz
− 1

∆t

)
=

(
∆t − τnx
τnx∆t

,
∆t − τny
τny∆t

,
∆t − τnz
τnz∆t

)
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A partir de estos coeficientes es posible escribir los coeficientes de la ecuación diferencial

6.12 de un modo más elegante como:

Λ̄A,p = −℘
(

¯[+]p

)
� ¯[−]p =

(
τpx −∆t

τpx + ∆t

,
τpy −∆t

τpy + ∆t

,
τpz −∆t

τpz + ∆t

)
Λ̄B,p = qΛ̄A,p � m̄∗p =

(
q(τpx −∆t)

mp,xx(τpx + ∆t)
,

q(τpy −∆t)

mp,yy(τpy + ∆t)
,

q(τpz −∆t)

mp,zz(τpz + ∆t)

)
Λ̄C,p = −qVT Λ̄A,p � m̄∗p =

(
qVT (∆t − τpx)
mp,xx(τpx + ∆t)

,
qVT (∆t − τpy)
mp,yy(τpy + ∆t)

,
qVT (∆t − τpz)
mp,zz(τpz + ∆t)

)
Λ̄D,p = −qΛ̄A,p � m̄∗p = −Λ̄B,p =

=

(
q(∆t − τpx)

mp,xx(τpx + ∆t)
,

q(∆t − τpy)
mp,yy(τpy + ∆t)

,
q(∆t − τpz)

mp,zz(τpz + ∆t)

)
(III.11)

De igual modo es posible escribir los coeficientes de la ecuación diferencial 6.13 como:

Λ̄A,n = −℘
( ¯[+]n

)
� ¯[−]n =

(
τnx −∆t

τnx + ∆t

,
τny −∆t

τny + ∆t

,
τnz −∆t

τnz + ∆t

)
Λ̄B,n = −qΛ̄A,n � m̄∗n =

(
q(∆t − τnx)

mn,xx(τnx + ∆t)
,

q(∆t − τny)
mn,yy(τny + ∆t)

,
q(∆t − τnz)

mn,zz(τnz + ∆t)

)
Λ̄C,n = −qVT Λ̄A,n � m̄∗n =

(
qVT (∆t − τnx)
mn,xx(τnx + ∆t)

,
qVT (∆t − τny)
mn,yy(τny + ∆t)

,
qVT (∆t − τnz)
mn,zz(τnz + ∆t)

)
Λ̄D,n = −qΛ̄A,n � m̄∗n = −Λ̄B,n =

=

(
q(τnx −∆t)

mn,xx(τnx + ∆t)
,

q(τny −∆t)

mn,yy(τny + ∆t)
,

q(τnz −∆t)

mn,zz(τnz + ∆t)

)
(III.12)

Para el subdominio I estamos ante la misma ecuación diferencial:

~vm+1
I,p − ~vmI,p

∆t

+ γ̄p �
~vm+1
I,p + ~vmI,p

2
= qm̄∗p �

(
~E
m+ 1

2
I + ~EI,0 + ~L

m+ 1
2

I,p

)
−qVT m̄∗p �

−→
∇pm+ 1

2
I

p
m+ 1

2
T,I

− qm̄∗p � ~EI,0
p0I

p
m+ 1

2
T,I

~vm+1
I,n − ~vmI,n

∆t

+ γ̄n �
~vm+1
I,n + ~vmI,n

2
= −qm̄∗n �

(
~E
m+ 1

2
I + ~EI,0 + ~L

m+ 1
2

I,n

)
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−qVT m̄∗n �
−→
∇nm+ 1

2
I

n
m+ 1

2
T,I

− qm̄∗n � ~EI,0
n0I

n
m+ 1

2
T,I

Donde también podemos escribir:

¯[+]p~v
m+1
I,p + ¯[−]p~v

m
I,p = qm̄∗p �

(
~E
m+ 1

2
I + ~EI,0 + ~L

m+ 1
2

I,p

)
−qVT m̄∗p �

−→
∇pm+ 1

2
I

p
m+ 1

2
T,I

− qm̄∗p � ~EI,0
p0I

p
m+ 1

2
T,I

¯[+]n~v
m+1
I,n + ¯[−]n~v

m
I,n = −qm̄∗n �

(
~E
m+ 1

2
I + ~EI,0 + ~L

m+ 1
2

I,n

)
−qVT m̄∗n �

−→
∇nm+ 1

2
I

n
m+ 1

2
T,I

− qm̄∗n � ~EI,0
n0I

n
m+ 1

2
T,I
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