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1.- Introduccion

En ninguna estructura ingenieril, por la propia naturaleza de los
materiales y la construccion, puede evitarse completamente la existencia de
defectos tales como las grietas. Al mismo tiempo, el constante incremento en
la demanda de energia y las aplicaciones cada vez mas exigentes de la
ingenieria, han conducido a que el disefio estructural se haga con cada vez mas
precision, esto es con menores factores de mayoracion. El disefio adecuado de
los elementos estructurales, eliminando grandes concentradores de tensiones,
asi como un mantenimiento cuidadoso para reparar y/o sustituir los
componentes defectuosos, han sido razonablemente efectivos en el pasado

para evitar fallos catastroficos. Sin embargo, dos hechos recomiendan cambiar
esta estrategia.

Primeramente, el desarrollo de las técnicas experimentales no-
destructivas ha permitido encontrar defectos cuyo existencia era indetectable
en el pasado. Por otra parte, la existencia de defectos en forma de grieta no
siempre significa que el elemento esté al final (ni siquiera cerca) de su vida
util de servicio. El costo de la reparacion y/o sustitucién debe ser comparado
con la posibilidad de que la continuidad en servicio conduzca a un fallo.

La Mecanica de la Fractura nacio para dar respuesta a problemas como la
correlacion entre la capacidad de carga de un elemento estructural con la
longitud, posicion y forma, de una grieta que contenga en su interior dicho
elemento; también se ocupa del problema de predecir la velocidad con que
una grieta alcanza su longitud critica creciendo por fatiga o por condiciones
ambientales adversas. Puede ser usada la Mecanica de Fractura para predecir
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los cambios de direccion en el crecimiento de una grieta, la posibilidad de
bifurcacion, y el estudio de la propagacion rapida de grietas y su posible
detencion en el crecimiento.

Mecinica de la Fractura Eléstico-Linéal

Cuando se calculan mediante la Teoria de la Elasticidad Lineal los campos
de tensiones y desplazamientos en las inmediaciones del vértice de una grieta,
la solucion obtenida predice unas tensiones infinitas justo en el vértice de la
misma, cuya variacion con la distancia a éste es de la forma 1//r. En la
practica esto no es posible, pues la mayoria de los materiales se deforman
plasticamente una vez que se supera cierta combinacion de tensiones critica.
Por tanto cerca del vértice existirda una region en la que el material se
encontrara plastificado, y a continuacion de esta el material trabajara en
régimen elastico.

El modelo de Irwin (1958) para un material elasto-plastico ideal, permite
aprovechar la solucion elastica suponiendo una grieta de longitud mayor que
la verdadera. Las tensiones cerca del vértice de esta grieta varian con 1//r y
se pueden calcular mediante la Teoria de la Elasticidad Lineal. Esta es la
llamada Mecanica de la Fractura Elastico-Lineal (MFEL), dentro de cuyo
ambito se encuentra el trabajo desarrollado en esta tesis.

Cuando la deformacion plastica que experimenta el material abarca una
zona pequefia, es decir cuando el llamado radio plastico que caracteriza el
tamafo de esta region es pequefio, la soluciéon predicha con el modelo de Irwin
es suficientemente aproximada. Esto es cierto en muchas situaciones bien por
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la naturaleza fragil del material en estudio, o bien por las condiciones de carga
que impiden que se desarrolle una extensa zona plastica.

En los casos en que la zona plastica sea suficientemente grande como
para afectar significativamente al campo eldstico adyacenie, es necesario
recurrir a la Mecanica de la Fractura Elasto-Plastica (MFEP). Si l1a zona plastica

fuera ain mayor seria necesario un andlisis mediante la Teoria de la
Plasticidad.

El campo elastico de tensiones cerca de una grieta viene caracterizado
por un parametro llamado Factor de Intensidad de Tensiones (FIT). En general
para las tensiones y desplazamientos se puede escribir,

o=Kf(8)/vr
u=Kgl@) - vr

donde r y 6 son unas coordenadas polares centradas en el vértice de la grieta,
f 'y g son dos funciones universales del angulo 6, y K es el parametro que se ha
denominado FIT, y que recoge todos los aspectos relativos a la longitud, forma
y posicion de la grieta, geometria y propiedades fisicas del material, asi como
condiciones de carga del problema en estudio.

Cada material, a su vez queda caracterizado por una magnitud llamada
Factor de Intensidad Critico o Tenacidad, K¢ que es el FIT maximo que puede

haber en una grieta incluida en dicho material antes de que se produzca la
rotura.
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La MFEL se basa en la hipotesis de que dos grietas distintas, en dos
dominios de geometrias diferentes, de materiales con la misma Tenacidad,
sometidos a cargas diversas, pero cuyos FIT resulten ser iguales, se
encontraran igualmente cerca o lejos del fallo por fractura.

La Mecanica de la Fractura Elastodinamica Lineal (MFEDL) es una rama
relativamente nueva de la MFEL, la cual trata del analisis de sélidos y
estructuras fisurados teniendo en cuenta el efecto de las fuerzas de inercia.
Los problemas que caen dentro del marco de esta disciplina pueden agruparse
fenomenolégicamente en, problemas de iniciacion repentina, de propagacion,

de bifurcacién y de detencion de grietas. Bajo otro punto de vista, la Fractura
Elastodinamica estudia:

a) dominios con grietas estacionarias sometidas a cargas dinamicas, y el
momento de su posible propagacion,

b) dominios con grietas propagandose rdpidamente, sujetos a cargas
cuasi-estaticas o dindmicas y el proceso de crecimiento y detencion.

La importancia de los efectos de inercia en ciertos tipos de problemas ha
sido demostrada por diversos autores (p.e. Hahn et al, 1973; Achenbach,

1974; Francois, 1979; Kalthoff,1985: Kaninen y Popelar, 1985).

Existen diversas soluciones analiticas o semi-analiticas de problemas de
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Fractura Dinamica, que ayudan a comprender los fenémenos involucrados en
este tipo de problemas. Estas, sin embargo, estan limitadas, a condiciones de

carga simples, materiales simples y dominios planos de geometrias infinitas al
menos, en una direccion.

El primer analisis dinamico relacionado con problemas de concentracion
de tensiones se remonta al trabajo de Clebsch (1863), que analizé la difraccion
de ondas elasticas por una inclusién esférica. Ya en este siglo De Hoop (1958)
estudio la difraccion de un pulso plano por una grieta semiinfinita en un
medio infinito bidimensional. Sih y Loeber (1969) calcularon los factores de
intensidad de tension en una grieta de longitud finita en un dominio
bidimensional infinito sometida a la incidencia de ondas armoénicas
dilatacionales y/o transversales procedentes del infinito. Thau y Lu (1971)
estudiaron el mismo problema en el dominio del tiempo, hallando la solucion
para el intervalo de tiempo comprendido entre la incidencia de la onda
original en un vértice, hasta el momento en que las ondas difractadas en dicho
vértice inciden en segundo vértice y, nuevamente difractadas, retornan al
primero. Otros investigadores obtuvieron el afio siguiente la solucion de este
problema para un intervalo de tiempo mayor, aunque con menor precision
(Sih, Embley y Ravera, 1972). Freund (1973) presento un método de
resolucion alternativo al problema de De Hoop, utilizando el concepto de
dislocacion. Itou resolvio el caso de dos grietas coplanarias tanto bajo
condiciones de carga armonicas, el dominio de la frecuencia, como en el
dominio del tiempo (Itou, 1978 y 1980). Angel y Achenbach (1983) analizaron
en el dominio de la frecuencia el problema de una grieta de ancho finito, en un
semi-espacio bidimensional, paralela a la superficie del mismo. Lin, Keer y
Achenbach (1984) resolvieron el problema anterior para el caso mas general
en que la grieta esta inclinada respecto a la superficie del semi-plano.
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El analisis de dominios finitos fisurados, con materiales complicados y
sujetos a tipos de cargas generales, s6lo pueden acometerse con la ayuda de
métodos numeéricos, los cuales han visto ampliarse grandemente el rango de
su aplicaciones en los GItimos quince afios. Antes de revisar las contribuciones
mas importanies en este campo, vamos a presentar unas breves notas sobre
algunos aspectos basicos del problema que se pretende resolver.

Aspectos Basicos de la Mecanica de la Fractura Dinamica

La revision que se presenta a continuacion se refiere a dominios eldsticos
bidimensionales (Beskos, 1987).

Los campos de tensiones y desplazamientos junto al vértice de una grieta
estacionaria bajo condiciones de cargas cualesquiera, tienen la forma, similar a
la estatica,

Kn(t) v}
g;. = —_— fi.(g)
& § None

(1)

Kn(t) r M
- —————— e 9
Uy Zn: 2 /‘/ o g; (0)

(2)
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donde M-I, II, III denotan los modos de fractura, r y 6 son coordenadas
polares con origen en el vértice de la grieta y KM(t) es el Factor de Intensidad
de Tension Dinamico (FITD), el cual depende del tiempo, la longitud de la
grieta, la velocidad de variacion de la carga o y las condiciones de contorno.

Las tensiones y desplazamientos correspondientes a una grieta propagandose
son,

Kn(t a) byl .
0‘. = _____._’__._.f..(e, a)
& % A 21r 4

Kn(t, a) r M -
i= /‘/ — g 16,
’ % 21 2n 8 (6.2)

donde a indica la velocidad del vértice de la grieta, r v 8 son unas coordenadas
polares moviles con el vértice y Ky(t, a) son los FITD's de una grieta mévil.

Estos factores pueden expresarse como (Freund, 1973; Kostrov, 1975: Rose,
1976),

(4)

Ky(t, a) = ky(a) K;(t)
(5)



Capitulo [ 10

donde ky(a) son los factores de velocidad y  Ky(t) son los FITD's
correspondientes a la longitud de grieta instantinea.

Para una grieta propagandose conservando su forma, bajo condiciones
bidimensionales, la variacion de la energia liberada viene dada por,

G=3.’5Gk, Grlimfr[(W+K)nk‘DiUi»k]dS
a e-0 ¢

(6)

siendo ék la componente segun el eje global X (k= 1, 2) de la velocidad, Gy es
la energia liberada debida a un crecimiento unidad a lo largo del eje X, I es
un contorno arbitrario cerrado alrededor del vértice de la grieta,
W=1/2-0;;-¢; es la densidad de energia de deformacion, K = 172-uy-u la
densidad de energia cinética, ny son las componentes de la normal al contorno
de integracion, y Pi Y u son las componentes de las tracciones y
desplazamientos a lo largo del contorno e, respectivamente. Sustituyendo las
tensiones singulares (3) y sus desplazamientos asociados (4) en la ecuacion (6)
resulta,

Gy - -21_[ Kplt, 2) Ag(a) + Knlt, 4) Ap(a) + Ko, 2) Am(é)]

B



Capitulo 1 11

Ga= - L Kylt, 2) Kylt, ) Apela)
B

(7)

donde Aj(a) - Ay(a) son funciones universales de la velocidad de crecimiento,
cuya expresion explicita puede encontrarse en Nishioka y Atluri (1983a). Las
relaciones anteriores son validas para grietas estacionarias cuando a — 0.

Las integrales independientes del camino de integracion, juegan un papel
muy importante en la resolucion de problemas de Mecanica de la Fractura
Dinamica por métodos numeéricos, principalmente en el conocido Método de los
Elementos Finitos. Nishioka y Atluri (1983a) desarrollaron una integral de este
tipo, Jy para grietas propagandose elastodindimicamente, la cual es
equivalente a la variacion de la energia liberada Gy. Esta integral viene
definida por el limite,

Jx= lim Faly [(W +K) Ny - P; Yj ,k] ds + Lrﬂh [pﬁi Uj g - l:li I:li ’k] ds

e—=0

(8)

Para un material cuyo comportamiento sea elastico, los criterios que
gobiernan la iniciacién, propagacién y detencién de una grieta, suelen basarse
en el concepto del FITD's, cuando por las condiciones de carga el problema esta
regido por uno solo de los factores Ky, es decir en los problemas de modos

puros o simples. Asi, el criterio de iniciacién del crecimiento de una grieta
estacionaria sometida a cargas dinamicas es,
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K = K4(0)
(9)

donde K4 es la tenacidad dinamica a la iniciacion, mientras que para una grieta
que se esta propagando dinamicamente bajo cargas cuasi-estaticas o
dindmicas,

K - Kpfa)
(10)

siendo Kp la tenacidad dinamica a la propagacién. La detencién de la grieta
ocurrira cuando

K <Kgla-0)-Kg0)
(11)

donde Kp(0) denota la tenacidad dinimica de detencién de fractura del
material. Los valores Ky, Kp(a) y Kp(0) se obtiene experimentalmente. Los
criterios de fractura pueden escribirse en funcion de la magnitud G utilizando
las ecuaciones (7). En algunos casos muy simples se han usado criterios
basados en tensiones criticas (p.e. Das y Aki, 1977) los cuales son una

extensién inmediata al caso dindamico de la teoria de fractura de Irwin (Irwin
1958).

Para problemas bidimensionales de modo mixto, es decir, en los que
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interviene mas de un FITD , puede usarse el criterio basado en la densidad de
energia de deformacion, para predecir tanto la velocidad de crecimiento de la
grieta como su direccion (Sih, 1977; Ramulu y Kobayashi, 1983; Valliappan y
Murti, 1985). Se basa en el factor de densidad de deformacién S, definido
como el producto de la densidad de energia de defomacion W y el radio r,, de

una region interna centrada alrededor del vértice de la grieta y que tiene la
forma

S - Ay0) K; K Lj=111 (12)

La iniciacion de la propagacién tiene lugar en una direccion 0y
determinada por las condiciones de minimo de S, es decir,

aS ZS
8__ > 0
2

0=8, 6 le=g,

(13)

mientras que la extension ocurre cuando § en § - 8, alcanza un valor critico S,
que depende del material.

En general, los estudios de propagacion de grietas en Dinamica de la
Fractura pueden ser o bien, 'directos’ o de 'generacion’, o bien 'inversos' , de
‘propagacion’ o ‘aplicacion’ (Kanninen, 1978; Kobayashi, .1979; Nishioka y
Atluri, 1980). El primer tipo de estudios se ocupa de la determinacién de los
FITD's para una grieta propagandose con velocidad prescrita (no
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necesariamente constante), sometida a cargas, en general dinimicas, mientras
que el segundo tipo trata de la determinacion de la historia de propagacion del
vertice de la grieta, bajo cargas dinamicas, para una resistencia a la fractura
dindmica Kp(a) conocida.

é éricos de Resolucién de Problemas de inamica de la ctur

Existen aproximaciones numéricas especificas para ciertos tipos de
problemas de la Fractura Dinimica, sin embargo aqui se van a considerar los
tres métodos de mas amplia aplicacion en la Mecanica de los Medios Continuos
como son, el Método de las Diferencias Finitas (MDF), el Método de los
Elementos Finitos (MEF) y el Método de los Elementos de Contorno (MEC)
- dentro del cual se encuadra el trabajo realizado en esta tesis.

El Método de las Diferencias Finitas es el mas antiguo de los
mencionados. Su principal ventaja reside en la simplicidad conceptual de su
planteamiento, pues se basa en aproximar, sustituyendo las derivadas por
diferencias finitas, las ecuaciones diferenciales que rigen el problema
considerado, en una malla de puntos escogidos en el dominio en estudio. Su
principal desventaja se encuentra en la dificultad de modelar problemas de
geometria complicada. Chen y Wilkins emplearon el MDF para la resolucion de
diversos problemas de Fractura Dinamica, tanto bi- como tridimensional
utilizando un programa de ordenador originalmente desarrollado por Wilkins
(1964). Chen (1975) resolvié problemas de grietas estacionarias
bidimensionales bajo carga dinamica. Chen y Wilkins (1976, 1977+) calcularon
los FITD's de diversos problemas de grietas estacionarias en dominjos
tridimensionales y cilindricos. También resolvieron problemas dindmicos
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bidimensionales con grietas estacionarias, pero considerando un
comportamiento elasto-plastico del material. Para la resolucion de problemas
de propagacion de grietas mediante el MDF se han propuesto diversas
alternativas. Shmuley y Alterman (1973) emplearon una malla estacionaria y
se simulaba el crecimiento de la grieta eliminando las ligaduras entre los
nodos adyacentes situados junto al vértice de la grieta. Aboudi (1976) y
Aboudi y Achenbach (1981) estudiaron problemas bidimensionales elasticos y
elasto-viscoplasticos, respectivamente, mediante una malla de puntos que se
movia como un todo a la vez que lo hacia el vértice de la grieta. El principal
inconveniente de esta técnica es la imposibilidad de estudiar fisuras en
dominios finitos. Shmuely, Perl y Betser en diversas publicaciones (Shmuely y
Perl, 1978; Perl, 1980; Perl, Shmuely y Betser, 1980) presentaron una técnica
con todas las ventajas de las dos anteriores y sin sus inconvenientes,
dividiendo el dominio en dos zonas, una centrada alrededor del vértice de la

grieta y que se mueve con éste, y otra, que abarca el resto del dominio que
permanece estacionaria.

El Método de los Elementos Finitos es el mas popular de los métodos
mencionados (MDF, MEF, MEC) por la relativa facilidad con que pueden tenerse
en cuenta geometrias y comportamientos del material complicados.

El estudio del campo de tensiones elastodinamicas alrededor de una
grieta estacionaria y la determinacién del correspondiente FITD ha sido

acometido de muy diversas maneras dentro del MEF. Podemos mencionar las
siguientes:

a) Elementos singulares alrededor del vértice de la grieta:
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Los elementos singulares estin desarrollados a partir de la solucién
asintotica de los campos de tensiones y desplazamientos alrededor del vértice
de una grieta, bien estatica, o bien dinamica, y pretenden contener es su
formulacién un nimero suficiente de términos de este desarrollo para
simular el campo singular de tensiones. Los factores Ky aparecen como
coordenadas generalizadas del problema y se obtienen directamente como
parte de la solucion. Pueden mencionarse los trabajos pioneros de Morgan,
Anderson y King (1974) y Anderson, Aberson y King (1975). Mall (1980)
empled un elemento isoparamétrico degenerado (elemento a un cuarto), que
aunque recoge solamente el primer término del desarrollo asintético de los
desplazamientos, proporciona a partir de estos una aceptable aproximacion de
los FITD's, teniendo en cuenta el bajo costo computacional que supone. Murtiy
Valliappan (1986) aplican esta técnica en un exhaustivo estudio, que incluye
problemas tanto de modos simples como mixtos.

b) Elementos convencionales alrededor del vértice de la grieta.

Los factores de intensidad de tension se calculan mediante algun tipo de
calibracion estatica o con integrales dinamicas independientes del contorno de
integracion. El primer método ha sido usado con cierto éxito por Bazant y
Celep (Bazant, 1978; Bazant y Celep, 1980), mientras que el segundo ha sido
usado, entre otros, por Mall (1980), Kishimoto, Aoki y Sakata (1980) y Ostlund
y Gudmundson (1987).

Los métodos de resolucion mediante el MEF de los problemas de

propagacion de grietas bidimensionales pueden encuadrarse en tres
categorias:
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a) Malla mévil con elementos finitos regulares:

Bazant, Glaziz y Achenbach (1978) y Ostlund y Gudmundson (1987)
emplean este método calculando el FITD calibrandolo a partir del valor
estatico conocido. Igual que ocurria en el caso del MDF esta técnica no permite
estudiar geometrias finitas en la direccion de propagacion de !a grieta.

b) Malla estacionaria con elementos regulares y mecanismos de liberacion de
nodos.

Es similar en su concepcion al método presentado para el MDF. Keegstra
(1976) propuso una liberacion gradual de los nodos situados en el vértice de
la grieta, relacionando linealmente la fuerza que los liga con su separacién
normal al eje de la fisura, lo cual reduce las oscilaciones producidas por la
liberacion brusca y consecutiva de nodos conforme la grieta avanza. El FITD
puede calcularse a partir de la velocidad de liberacion de energia G, que puede
computarse con el trabajo realizado por las fuerzas de relajacion entre nodos
en el vértice de la grieta (Rydholm et al., 1978), o bien a partir de ciertas
integrales dinamicas independientes del contorno que pueden relacionarse con
los FITD's (Nakamura, Shih y Freund, 1985; Aoki, Kisimoto y Sakata, 1987).

¢) Malla estacionaria y elementos méviles en el vértice,

Estos elementos moéviles pueden ser regulares o singulares. En el primer
caso el calculo del FITD puede realizase con alguna de las técnicas expuestas
anteriormente (Kishimoto, Aoki y Sakata, 1987), mientras que en el segundo
el FITD se obtiene directamente del calculo, o bien, en el caso de elementos a
un cuarto, a partir de los desplazamientos (p. e, Aoki, Kisimoto, Kondo y
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Sakata, 1978; Nishioka y Atluri, 1980).

Murti y Valliappan (1986) han considerado el caso general de
propagacion en modo mixto, en el cual tanto la velocidad como la direccion de
propagacion han de ser determinadas como parte de la solucion.

Por estar enmarcada la presente tesis dentro del ambito del Método de
los Elementos de Contorno, antes de describir las contribuciones a la Fractura
Dinamica, obtenidas hasta la fecha utilizando este método, va a revisarse
brevemente su desarrollo histdrico y aspectos basicos del mismo.

| Método de los Elementos de Contorno: Origenes esarrollo

Las primeras referencias en las que aparece el Método de los Elementos

de Contorno, en una forma muy similar a la que hoy conocemos se remontan a

menos de 30 aios (Jawson, 1963; Kupradze, 1963). En ellas se trataba el
problema de resolver la ecuacion de Laplace,

Ve - 0 (14)

en un dominio D, bajo ciertas condiciones de contorno en @ o en el f lujo dw/an.

El problema anterior puede ser expresado en forma integral mediante,
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on on

7 w(p) -];{co(q) olnr _dalq) In r} dL(q)
(15)

donde p es un punto del contorno (se supone que existe una (nica normal en

cada punto del mismo), y r es la distancia entre dicho punto p y los puntos q
de integracion.

En cada punto q, es conocido a priori, 0 bien el potencial @ o bien su
derivada respecto a la normal dw/3n. Se puede 'resolver' la ecuacion (15),
considerada como una ecuacion integral para la parte desconocida ® 0 dw/dn
en cada punto. Hecho esto la ecuacion (15) puede particularizarse para un
punto p del interior del dominio (el factor que multiplica a w(p) en el primer

miembro, es en este caso 2n), con lo cual puede calcularse w(p) mediante una
mera cuadratura.

La principal caracteristica de este planteamiento es que reduce
efectivamente en uno la dimensién del problema a tratar. Un problema
bidimensional conduce a una ecuaciéon integral monodimensional y uno
tridimensional a una bidimensional.

En la practica, es normalmente imposible llevar a cabo el método de
resolucion descrito por medios puramente analiticos.

Es interesante resaltar que aunque la misma ecuacion puede obtenerse a
partir de conceptos como residuos ponderados, minimos cuadrados o
principios variacionales (p.e. Brebbia y Dominguez, 1989), los cuales pueden
ser ilustrativos para ciertos aspectos del método y su relacion con otros
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métodos, no deben enmascarar el hecho de que no es necesaria ninguna
aproximacién para reducir el problema del dominio al contorno.

Rizzo (1967) extendio este planteamiento integral al caso de la Teoria de
la Elastasticidad bidimensional, en ausencia de fuerzas de dominio partiendo
del teorema de Betti (1872). Los primeros resultados numéricos de un
problema de elasticidad obtenidos a partir de esta representacion integral
aparecieron también en esa temprana publicaciéon del afio 1967. Cruse publicé
los primeros resultados aplicados a problema elasticos tridimensionales
(Cruse, 1969), asi como una formulacion para el problema elasto-dinamico
(Cruse y Rizzo, 1968).

Con rapidez se extendieron las aplicaciones del método basado en la
formulacion integral (denominado por entonces Método de las Ecuaciones
Integrales de Contorno, BIEM en sus siglas inglesas). Cruse y sus colaboradores
lo aplicaron con exito a problemas tridimensionales de concentracion de
tensiones y de grietas en particular (Cruse y Vanburen, 1971) Yy a problemas
tridimensionales de comportamiento elasto-plastico (Cruse y Swedlow, 1971).
Rizzo y Shippy hicieron rapidos progresos en aplicaciones bidimensionales en
conduccion de calor, elasticidad anisétropa, problemas de inclusiones y
viscoelasticidad (Rizzo y Shippy, 1968, 1970ay b, 1971).

Lachat y Watson dieron un impulso definitivo a la dif usion, flexibilidad y
eficiencia del Método de los Elementos de Contorno, incorporando en él
procedimientos sistematicos de representacién de funciones, empleando las
llamadas funciones de forma, de uso ya extendido en el Método de los
Elementos Finitos (Lachat y Watson, 1976).
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El nombre de Método de los Elementos de Contorno con que hoy se
conoce a esta técnica, se originé en Southampton alrededor de 1976, y el éxito
de su eleccion se demuestra por su rapida difusion y aceptacion.

Desarrollo del Método de los Elementos de Contorno en la Elasto-Dinamica

Aunque la formulacion integral elastodinimica era bien conocida desde
bastante tiempo atras, el desarrollo del MEC en elastodinamica es
relativamente reciente. El primer trabajo en este campo se debe a Banaugh y
Goldsmith (1963) para problemas planos en el dominio de la frecuencia. En el
trabajo citado de Cruse y Rizzo (1968), los autores resolvieron un problema de
propagacion de ondas en el semi-espacio infinito utilizando la transformada de
Laplace. Niwa, Kobayashi y Azuma (1975) resolvieron diversos problemas
elastodindmicos planos en el dominio de la frecuencia y calcularon la
respuesta en el tiempo mediante la transformada de Fourier. Dominguez
(1978a y b) fue el primero en emplear esta técnica para el estudio de la
respuesta dinamica en el dominio de la frecuencia de cimentaciones rigidas
superficiales y enterradas. En el mismo campo son de destacar los trabajos
posteriores de Apsel (1979), Abascal y Dominguez (1984) y Karabalis y Beskos
(1984). Cole, Kosloff y Minster (1978) presentaron por primera vez una
formulacion general del MEC en el dominio del tiempo, aunque la aplicaron
Unicamente a problemas elastodinimicos anti-planos. Niwa, Fukio, Kato y
Fujiki (1980) fueron los primeros en presentar y aplicar el MEC en el dominio
del tiempo para problemas bidimensionales, mientras que Karabalis y Beskos
(1984) hacian lo propio para el caso tridimensional.

Nardini y Brebbia (1983, 1985) han desarrollado una formulacion del
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MEC en elastodinamica (método de la reciprocidad dual o método de la matriz
de masa equivalente), basandose en la solucion fundamental estitica. El
atractivo de esta formulacion es que se llega a una ecuacioén similar a la del
MEF para el problema diniamico, Mi + Kx = F(t), de menor orden que en este
Gltimo método, pues las incognitas solo estan en el contorno, aunque las
matrices M y K no son en general simétricas.

Aplicacion del MEC a la Mecanica de la Fractura

El planteamiento de integrales sobre el contorno en que se basa el MEC
conduce a un sistema de ecuaciones mal condicionado si se intenta aplicar
directamente al problema de una grieta infinitamente delgada, debido a la
superposicion fisica de ambas superficies de la fisura. Este problema se
resuelve facilmente para situaciones con simetria alrededor de un eje o plano
que contenga a la grieta, mientras que en el caso general se soluciona
seccionando el dominio con un contorno ficticio que pasa a través de la grieta,
como se vera en las aplicaciones en la Fractura Dinamica de esta tesis.

Es conveniente resaltar que en la formulacion integral de la que procede
el MEC, las tracciones en el contorno forman parte de la solucion que hay que
obtener, y no se derivan por diferenciacion de los desplazamientos, como
ocurre en los otros dos métodos de dominio (MDF y MEF), lo cual aumenta la
precision en el calculo de estas variables.

Para el calculo de1 FIT mediante el MEC se pueden emplear algunas
técnicas similares a las utilizadas en el MDF y el MEF, y otras particulares de
este método. Sin embargo, muchas de ellas se hayan aun por desarrollar en el
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campo de la Fractura Dinamica.

Existen diversas formulaciones integrales especialmente disefiadas para
problemas de Fractura Dindmica desarrolladas entre otros por Kobayashi
(1986) y Niwa y Hiroshe (1986).

Dentro del estudio de concentraciones de tension Benitez (1984a y b) fue
el primero en considerar el problema dinamico en el dominio de la
transformada de Laplace de un especimen con dos entallas centrales, aunque
no calculo la respuesta en el tiempo, anti-transformando la solucién obtenida.

En el campo de la difraccion de ondas pueden citarse los trabajos de
Achenbach y Brind (1981) y Chirino y Dominguez (1989). Estos ultimos
utilizaron el MEC estandar en el dominio de la frecuencia, en conjuncién con
un elemento singular a un cuarto para representar la evolucién de las
tensiones en las inmediaciones del vértice, a partir del cual se obtiene
directamente el FITD con excelentes resultados. Mediante la anti-
transformada de Fourier de su solucion estos autores resolvieron una serie de
problemas en el dominio del tiempo. El elemento de contorno singular a un
cuarto fue desarrollado para la Fractura Estatica por Blandfrod, Ingraffea y
Ligget (1981), mientras que Martinez y Dominguez (1984) ofrecieron un
procedimiento alternativo mas eficiente de calculo del FIT a partir de la
solucidn obtenida para las variables del elemento singular. El método
propuesto por estos autores es el seguido en esta tesis empleando la
formulacion del MEC en el domino del tiempo.

Sladek y Sladek (1986) han desarrollado un procedimiento basado en el
MEC convencional en el dominio de la transformada Laplace para la
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determinacién del FITD para grietas estacionarias en dominios planos eldsticos
0 visco-elasticos.

Recientemente, Geis (1989), ha publicado un trabajo en el que presenta
la aplicacion de un método de la matriz de masa equivalente, similar al de
Nardini y Brebbia (1983,1985), junto a un elemento de contorno a un cuarto
no singular para representar los desplazamientos de los labios de la grieta.
Para resolver problemas de modo mixto Geis no divide el dominio en dos,
como se propone en esta tesis, sino que para evitar la singularidad que supone
para el MEC una grieta infinitamente delgada, considera una pequena
distancia € entre ambas caras de la fisura.

Se han desarrollado diversas formulaciones integrales en el dominio del
tiempo, para problemas de propagacion de grietas en dominios elasticos bi- y
tridimensionales, pero exclusivamente de dimensiones infinitas. Burridge
(1969) fue el primero en resolver de esta forma, problemas de propagacion de
grietas en dominios planos. Sin embargo, su analisis se limité al caso de
velocidad de propagacion constante. Das y Aki (1977) resolvieron problemas
antiplanos de propagacion de grietas utilizando técnicas de liberacion de
nodos. Das y Aki (1980, 1981) extendieron este método a problemas
tridimensionales. Posteriores desarrollos de esta metodologia, limitados
siempre a dominios infinitos, pueden encontrarse en Andrews ( 1985), Das
(1985) y Das y Kostrov (1987).

Objeto vy Objetivo de la Tesis.

Como se ha puesto de manifiesto en los apartados anteriores, el Método
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de los Elementos de Contorno es una técnica relativamente reciente con
aplicaciones algunas perfectamente establecidas y otras muy prometedoras.
La formulacion del MEC en el campo de la Elastodinamica en el dominio del
tiempo, es conocida de antiguo, y sin embargo, en sus aplicaciones practicas
existe cierta confusion acerca de los nicleos de la expresion integral en que se
basa el método. De hecho, existen publicaciones que comparan formulaciones
aparentemente distintas, que resultan ser las mismas como se demostrara en
el segundo capitulo de esta tesis (Manolis, 1983; Spyrakos y Antes, 1988).

En ese mismo capitulo se analizarin los resultados del MEC para
diferentes problemas elastodinamicos bidimensionales, a fin de establecer
relaciones y recomendaciones sobre las discretizaciones espacial y temporal.

En el campo de la Mecanica de la Fractura el MEC posee ciertas ventajas
respecto a otros métodos numéricos aparte de las generales inherentes a su
planteamiento de contorno, a partir de soluciones fundamentales conocidas. Al
formar parte del sistema de ecuaciones las tensiones del contorno, la
aproximacion en éstas puede ser del orden deseado, sin tener que depender
de la interpolacion escogida para los desplazamientos. Estas tensiones pueden
servir de base para algin procedimiento extrapolatorio de calculo del FIT mas
directo que a partir de los desplazamientos.

Los ya citados trabajos de Martinez y Dominguez (1984) y Chirino y
Dominguez (1989) demostraron que el uso del elemento singular a un cuarto
para calcular el FIT en problemas de concentracion de tensiones, en
combinacion con el MEC convencional, producia resultados excelentes, tanto en
estatica como en dinamica del dominio de la frecuencia. Teniendo en cuenta
que la singularidad en tensiones es la misma en el caso de la Fractura
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Dindmica en el dominio del tiempo, en esta tesis se propone el uso de este
elemento singular para este tipo de problemas.

En el tercer capitulo se estudia el problema general de la Fractura
Dindmica, de una grieta propagandose con velocidad variable C. A continuacién
se estudiaran diversos problemas, tanto finitos como infinitos, de fisuras
estacionarias ( C = 0 ) bajo cargas dinamicas, en modos simples y mixtos de
fractura, con la formulacion del MEC en elastodinamica plana junto al
elemento singular propuesto.

En el cuarto capitulo se dedica al mas complicado problema de
propagacion de grietas. En él se describiran las técnicas de remallado
adoptadas y los cambios que aparecen en las ecuaciones integrales para tener
en cuenta el movimiento de los grados de libertad del sistema. Se resolveran
algunos problemas de propagacion de grietas en modo I para ilustrar la
calidad de la formulacién desarrollada.



CAPITULO 11.-

EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNQ EN El
DOMINIO DEL TIEMPO
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2.1.- Ecuaciones Generales de la Elastodinimica

En este apartado van a revisarse brevemente las ecuaciones generales
que gobiernan los campos dinimicos de desplazamientos y tensiones en un
medio bidimensional eldstico, lineal, isétropo y homogéneo. Un desarrollo
completo de la formulacion que aqui se resume puede encontrarse en el libro
de Eringen y Suhubi (1975).

Ecuaciones de Navier. Ecuaciones de Compatibilidad v de Comportamiento.
Potenciales de Lame

La ecuacion de equilibrio de la elasticidad bajo fuerzas dinamicas,

expresada en funcion de los desplazamientos, es la llamada ecuaciéon de
Navier:

(A+pt) VV-u - p vxvxu + pf = pii
(1)

donde A es la constante de Lame, p el modulo de rigidez tranversal, u el
vector de desplazamientos dependiente de la posicion y del tiempo, f el
vector de fuerzas de dominio, también variable en general con la posicion y
el tiempo, y p la densidad del medio. Cada punto sobre una variable, en este
caso u, representa una derivacion parcial de la variable respecto al tiempo. El
simbolo V, representa el operador vectorial diferencial llamado nabla, que en
coordenadas cartesianas bidimensionales, aplicado sobre una funcién
vectorial cualquiera f, de componentes f, y f,,, viene dado por la igualdad,
Vi) = ia(fy)/ox + jalfy)/dy, siendo i y j los vectores unitarios en direccion
de los ejes cartesianos X e y, respectivamente.
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Esta ecuacion de equilibrio rige el campo de desplazamientos en la region
Q de contorno T, ocupada por el cuerpo. Para completar el planteamiento
matematico del problema, es necesario considerar restricciones adicionales.
Estas son, las condiciones iniciales, y las condiciones de contorno. Las
primeras son ecuaciones de la forma:

u(x,0)=u,(x) (2.1)

u(x,0)-vy(x) (2.2)
siendo u, ¥ v, funciones vectoriales conocidas, dependientes (nicamente de
la posicion.

Las condiciones en el contorno, en un caso de condiciones mixtas, vienen
dadas por las ecuaciones,

u(xt) = uy(xt) i-1,2 paratodox €Ty (3.1)

pi(x.t) = pi(x;t) i=1,2 para todo x €Ty (3.2)
siendo I'y y I'; porciones disjuntas del contorno total T, tales que I UTp=T;
la letra p;, se utiliza para las componentes de la tension en el contorno, en
vez de la habitual t, que se reserva para denominar a la variable tiempo, a

fin de evitar confusiones: W representa cada una de las componentes del
vector u; Las funciones vectoriales uw y p conocidas, estan definidas,
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solamente, en los subcontornos correspondientes, y varian, en general, con
las coordenadas espaciales sobre dichos subcontornos y el tiempo.

El tensor de deformaciones se expresa mediante la ecuacion:
Cﬁ= I/Z(Ui,j”uj,i) (4)

donde una variable seguida de una coma y de un indice, significa la derivada
parcial de dicha variable respecto de la coordenada espacial correspondiente
a ese indice. El tensor de deformaciones es de segundo orden y simétrico,
como se desprende de la ecuaciéon anterior.

A partir de este tensor de deformaciones, es posible calcular el tensor de
tensiones, mediante las ecuaciones de comportamiento o ley de Hooke, que
relacionan linealmente los términos de estos dos tensores,

Oij =2 'Li.’ij +7«.€mm 511 (5)

con jL y A, las constantes elasticas introducidas al principio del apartado; se ha
empleado el criterio de adicion de Einstein, que establece que dos indices
repetidos significa el sumatorio extendido a todo el rango de variacion de
dichos indices; en el caso bidimensional los indices varian entre 1 y 2; 8j;
simboliza la delta de Kronecker, que se define como 6ﬁ=0. sii=j, y 5ii=1- si i=j.
Tanto las componentes del tensor de deformaciones como las del tensor de

tensiones, dependen de la posicion y el tiempo en un problema general
elastodinamico.
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Si se sustituyen las deformaciones definidas por la ecuacion (4) en esta
Oltima, se obtiene una relacion directa entre el campo de tensiones, y el
campo de desplazamientos,

O =k (Ui uyy) + dug g (6)

Conocido el tensor de tensiones, por equilibrio puede calcularse el vector

de tensiones en un punto del contorno, en el que la normal sea n, mediante
la férmula:

Py = Qij' Il’ (7)

ecuacion en la que se emplea de nuevo el criterio de adicion de Einstein, y
donde p; representa las componentes del vector tension, y m, las
componentes de la normal n. Finalmente, sustituyendo la expresion del
tensor de tensiones en funcion de los desplazamientos, en la ecuacion

anterior, se obtiene la relacion directa entre éstos y las tensiones en el
contorno,

Py =k (Ut u )y +Aug gy (8)

La integracion de estas ecuaciones en desplazamientos, después de
imponer las condiciones iniciales y de contorno, para obtener el vector u, a
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partir del cual pueden calcularse el resto de variables del problema, es un
problema usualmente muy dificil. EI proceso de integracion puede
simplificarse sometiendo a la variable dependiente u, a una tranformacion
adecuada, la cual convierta las ecuaciones en otras menos complejas vy
familiares. La mas Gtil y simple de estas transformaciones es la llamada de
los potenciales de Lame, que se resume a continuacién para poner de
manifiesto la forma en que las ondas se trasmiten en el dominio elastico y
que sera de utilidad a la hora de obtener la llamada 'solucién fundamental’,
como se vera mas adelante.

Esta transformacion se basa en que todo vector f suficientemente suave
puede representarse como suma de una componente irrotacional y otra
solenoidal. Asi el vectore de fuerzas de dominio f se puede escribir como:

f=Vf+ VvxF (9)

El primer término representa la componente irrotacional pues, por las
propiedades del operador nabla, Vv xV f - 0, mientras que el segundo es
soleinodal, ya quev-vx F = 0.

Aplicando esta descomposicion al campo de desplazamientos u,

u=Vo+ Vx ¥ (10)

donde las funciones¢(x,t) y ¥ (x,t) son, respectivamente, escalar y vectorial,
y dependen de la posicion y el tiempo.
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Introduciendo estas descomposiciones en la ecuacién de Navier (1), el

cumplimiento de la misma se asegura si los potenciales ¢y ¥ , satisfacen las
ecuaciones:

62 V24 + f - § (11.1)

;2 V3¥ +F - ¥ (11.2)

donde ¢; y ¢,, tienen dimensiones de velocidad y tienen un sentido fisico
concreto, representando respectivamente, la velocidad a que viajan las ondas
dilatacionales o irrotacionales, y la velocidad con que se propagan en el
medio las ondas transversales. Estas cantidades son caracteristicas del
material y se relacionan con sus constantes elasticas y su densidad por las
ecuaciones ¢y =((A+2)/p)12 | c,=(u/p)V/2. Puede observarse que se cumple
siempre que ¢y > C,, por lo cual las ondas dilatacionales reciben también el
nombre de ondas P, del latin primaevy las tranversales, ondas S, de secundae
El operador diferencial escalar V2, que se lee, nabla cuadrado, viene dado, en
coordenadas cartesianas por la expresion V2(.) - 32(.)/3x2 + 32(.)/3y2. Hay que
sefialar que, con la representacion mediante las funciones oy ¥, se ha
aumentado en uno el nimero de incognitas; esto permite introducir una
relacion adicional entre ¢ v ¥ . Esta ecuacion suele ser que el vector ¥ sea
solenoidal, es decir, que tenga divergencia nula. La demostracién de que la
representacion mediante las ecuaciones (11), y esta condicion adicional, es
completamente equivalente a la ecuacion de Navier, puede encontrarse en la
referencia citada (Eringen y Suhubi, 1975)



Capitulo 11 35

Teorema de Reciprocidad en Elastodinamica.

El teorema que se va a enunciar a continuacion, constituye una extension
del teorema de reciprocidad clasico de Betty-Rayleigh de la elastostatica. El
teorema establece una relacion que han de cumplir cualquier par de estados
elastodinamicos definidos sobre el mismo dominio.

Llamamos un estado elastodiniamico, definido en un dominio 0, de
contorno I, y en un intervalo de tiempo T, a un par ordenado [u,6 ], siendo u
un campo de desplazamientos y 6 , un tensor de tensiones, definidos en QxT,
correspondientes a unas fuerzas de volumen f, densidad p, una velocidad de
ondas P, ¢;, y una velocidad de ondas S, ¢,, y 1o simbolizamos con:

S(L, p, ¢y, € OXT) = luo | (12)

si se cumplen:

a) u € C&2(QxT) nCLUTxT), o e COOxT), [ e Co%(qxT),
p> 0,
0 < 2/W3¢y < g

blu, o ,f p, C;, Cy, satisfacen las ecuaciones de equilibrio en el dominio
(1), y comportamiento-compatibilidad (6).

Dados dos estados elastodinamicos, tal como se ha definido, sobre un
mismo dominio, con iguales caracteristicas fisicas,
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S(f, p, cq,cp 0xT) - [u 6] (13.1)

S p. ¢y, e xT) = [u'o | (13.2)
y con condiciones iniciales,

u(x,0) -u (x) u(x,0) -v,(x) (14.1)

u'(x,0)=u’,(x) u'(x,0)=v',(x) (14.2)

entonces, para todo t > 0, se cumple la igualdad,
I(p ¥ u‘)dl‘+J p{d* u)+v,u +u°-|.x‘ }da =
r T

I(p'*u)dr+f p{E* u)+ vy u+uyuldo
T T
(15)

donde p y p’, son los vectores de tensiones sobre el contorno T, de los
estados § y §', respectivamente, que se relacionan con los tensores de
tensiones correspondientes, mediante las ecuaciones de equilibrio (7); el
operador * entre dos vectores representa la suma del producto de
convolucién de sus componentes, es decir, a * b = a; * b;, definiendo la
convolucion de funciones escalares como,
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t t
f*g=] flglt-)dr= | glf(t-t)dr=g*f
J J
(16)

El teorema de reciprocidad, establecido entre un estado elastodiniamico
cualquiera, y otro convenientemente elegido, va a proporcionarnos la
representacion integral en la que se basa la presente formulacion.

Solucién Fundamental de la Elastodinimica

A fin de establecer mas adelante una representacion integral de la
solucién de las ecuaciones de la elastodiniamica, va a considerarse una
solucién particular de las mismas, correspondiente al caso de un dominio
plano infinito sometido a una carga concentrada en un punto & , que
llamamos, punto de colocacion, aplicada en direccion e, y que varia con el
tiempo segin una funcién f(t), partiendo dicho dominio de condiciones
iniciales de velocidad y desplazamiento, nulas. En definitiva, buscamos la
solucién de las ecuaciones de Navier para unas fuerzas masicas de dominio
dadas por la expresion:

pl(xt)-f(1)8(x-§ e (17)

donde la funcién §, es la funcion impulso, o delta de Dirac, f(t) es una funcién
arbitraria del tiempo, tal que f(1) = 0 para 1< 0, y e un vector unitario. La
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solucion de este problema es conocida como solucién de Stokes, al cual se
debe la misma (Stokes, 1849). Un desarrollo detallado de su obtencion, que
aqui se resume, puede encontrarse en la referencia citada al principio de este
capitulo (Eringen y Suhubi, 1975).

Se va a obtener, en primer lugar la solucion tridimensional, y mediante la
integracion de ésta a lo largo del eje normal al plano en consideracion, se
obtendra la solucién fundamental bidimensional.

Las fuerzas de dominio pueden descomponerse segin fa formula (9)
como,

pf=VF+ Vvx F (18)

que se diferencia de la citada (9), en que se incorpora a la descomposicién, la
densidad, que es un factor constante, para simplificar el desarrollo.

Ademas pf dado por (17), proviene de un potencial, en el sentido de que
puede expresarse mediante la laplaciana de una funcién escalar como,

of--f(t)/4n VA(1/ 1) e (19)

donder - | x - § |, es la distancia entre el punto de colocacion & , y el punto
de estudio x.

Utilizando la siguiente identidad diferencial del operador nabla,
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Vi)e - vv-(e) - Vx Vx{e)
el vector de fuerzas masicas puede expresarse,
pf~ f(t) (- vv- (e/4nr) + Vx Vx {e/4nr)) (20)
Comparando las expresiones (18) y (20) podemos identificar,
= - f(t) v- (e/4nr) F = f(t) Vx (e/4nr) | (21)

A su vez, el desplazamiento u, se puede expresar en funcion de sus
componentes equivolumial e irrotacional, a través de dos potenciales
vectoriales Ay A respectivamente, de la forma,

u- v AL - vy vy ADD (22)

Sustituyendo esta descomposicion y la del vector de fuerzas dada por las

ecuaciones (18) y (21), en las ecuaciones de Navier (1), se llega a dos
ecuaciones iguales,
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C,2 VEAW - 32 Aled /312 - f(t)/(4mpr) a-1,2 (23)
y escribiendo A{® - A% e, se concluye,
G2 VR AW - 32 Al / 542 - f(t)/(4mp r) a-1,2 (24)

En definitiva, el problema original se ha reducido a la resolucién de un
par de ecuaciones de onda escalares no-homogéneas, en una region infinita,
sin ninguna condicién inicial impuesta, exactamente iguales (salvo el valor de
c,). La solucién de este problema puede expresarse en forma integral,
mediante la ecuacion,

dQ(y)

AO gy 1 I flt-(ly-x[))

16n%p c2 Es ly-% lly-xl

(25)

donde E; representa el espacio tridimensional completo. Expresando esta
integral en unas coordenadas esféricas escogidas con centro en el punto €.y
eje polar en la direccion x - § , tras algunas transformaciones, se llega a,

A(a) r Il/cu _ o

B xf(t-xr)dm] f(1-Ar)dh
4dnp | o 1/C,

(26)
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Con estas expresiones de A se puede calcular el vector u, mediante 1a
ecuacion (22), teniendo en cuenta que A{® - A g Podemos expresar cada

componente y; de esta solucion mediante el sumatorio y; = uy; e;. El tensor Uy

representa el desplazamiento en direccion j debido a una carga concentrada

de la forma (17) aplicada en la direccién i. La expresion que se obtiene para

uii €3,

-]

1 a2 [1 J
U = - f(t-r/cy-v)-f(t-r/ca-v)]dv
Y 4np{axiaxi rLu[( r/ey -v)-I(t-r/cy-v)] ¥

—- f(t-r/cy)
rcg

(27)

La solucion fundamental para el caso bidimensional seri la
correspondiente a una linea de fuerzas a lo largo del eje X4, perpendicular al
plano en estudio (ver figura 1). Por tanto, la solucién bidimensional u;; se
expresa por,
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ulx, ;€ |£(1) =[ ugn)(x& t; & 11(t)) dx,

-00

(28)

El superindice (3D) iﬁdica que se trata de la solucion fundamental del
dominio tridimensional dada por (27).

%

ot A

Figura 1
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Teniendo en cuenta que se f(1) - 0 para 1< 0 se obtiene,

2 clt f—n."c;
Uyj = _L{ d H(t - r/cy) I —d-'l———L v f(t - r/cy-v) dv -
. ot r (nz 3 ra)l.»"z

H( Go t d'l’] t-l]ch f( l )
t—r/ca)L —————L VIt -r/c-v)du | +
2_ e

2

8 ozt d
— H(t-r/cy) I f(t - v/ ‘32)—2_“'{@ }
2 t M -r9

(29)

donde H() es la funcion escalon o de Heavyside, definida como H(x) = 0 para
x< 0y H(x) = 0 six20; la derivada segunda a-"(.)/axiaxi de la expresion de
Uy (27) se ha sustituido por 63(.)/6§ia ?,, que es equivalente; r = |1 - & | es,
ahora, la distancia en el plano, en el que estan tanto el puntox comoel § .

La expresion (29) nos da los desplazamientos buscados. Por derivacion de
éstos, mediante la formula (8), se obtienen las tensiones en cualquier punto
de un contorno T, segiin su normal n.
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Obtendremos, finalmente los tensores:

uij(x,t;i_'. [f): componente j del desplazamiento que hay en el punto x,
en el instante de tiempo t, debido a una carga
concentrada en ¢l punto § aplicada en direccion i, que
tiene una variacion en el tiempo dada por la funcion f(t).

pii(x,t ; & [f) : componente j de 1a tensiéon que hay en el punto x, del
contorno T donde la normal es o, en el instante de
tiempo t, debido a una carga concentrada en el punto
t aplicada en direccion i, que tiene una variacion en el
tiempo dada por la funcién £(t).

El estado elastodinamico S1 = | wix,t;E1It), o LR 1o
denominamos, estado de Stokes.

La soluciéon fundamental posee las siguientes propiedades:

(i) causalidad:
u(xt;§ (0 =0 sicitelx-g| (30.1)

(ii) reciprocidad
uj(xt; g [£(t) - u(§ t:xlf) (30.2)

(iii) translacién temporal
vt § 1t 1) = u(xt; § [1) (30.3)

(iv) simetria
k(L E 10) = uggxt; § 16) (30.4)
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Tambien se cumple, por la linealidad de las ecuaciones el principio de
superposicion, propiedad de la que se hard uso mas adelante:

SHx, t;&(fg)=SHx,t;810)+SHx,t:8|g) (30.5)

Representacion Integral de un Estado Elastodinamico.

Sea un estado elastodinamico cualquiera definido en un dominio Q de
contorno T, [ u, & ] = S(f, p, ¢1, ¢; OxT), con condiciones iniciales prescritas,
u(x,0) = u,(x), u(x,0) = v (x), y se elige como estado segundo, [u'6 '] - S'(f',
P, €1, ¢2 ; OxT), el formado por los campos de desplazamientos y tensiones
que hay sobre el dominio Q, supuesto embebido en un dominio infinito,
correspondientes a la solucion singular fundamental debida a una fuerza
concentrada f, aplicada en direccion i, esto es:

pf'j(l,t) =8(t) 8( x - § )51] (31)

Es decir, con la notacion introducida en el apartado anterior,

uy- uy(n 6 g 18(t) & ; Pj= py(x .18 18(1) & (32)

En las expresiones anteriores no se aplica, para el indice j, el criterio de
Einstein.
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Para este estado singular emplearemos la notacion simplificada, Uii‘ para

los desplazamientos y Tii. para las tensiones, y suponemos que parte del
reposo, esto es, Uy = 0y Ty = 0, vt < 0.

Uglr 8 ) = uy( b8 18(1) ; Tylx tE ) = py(x. 1 § 18(1) (33)

La expresion de Uii, puede obtenerse sustituyendo en la expresion
general de Uy dado por la ecuacion (29), las ocurrencias de la funcion £(t), por
la distribuciéon 8(t), y realizando las integrales definidas que en aquélla
quedaban indicadas, obieniendose,

Uy=Uyx, £ )=U§ + 4P =

H(cyt - 1) gg) + Hlcat - 1) gg) =

1 |1 Hot-n) r2
— = = " 2Ry + — | r; rs— RySii| -
Zﬂplcx 3 [(21+R, [4 O = R0y

1 H(Cat -r) rz [‘2
252 e o )

(34)



Capitulo 11 47

que se ha expresado como suma de dos términos, uno para cada tipo de onda,
ondas P (a=1), y otro para las S {(@=2); r = | x - & | es la distancia entre el

punto de colocacion de la carga § y el punto de estudio, x, donde se calcula el
tensor; la funcién R, viene dada por R = (¢ 2 t2- r2)t/2

A partir de Uij, puede calcularse el tensor de tensiones, empleando la ley

de Hooke, y con éste, el valor de T;; (Mansur, 1983). Definimos los siguientes
tensores,

Aij = (20 nr,+ aij or/om + 1y Ly )
Bii = -2u/r3 ( Sii or/em -4 dr/emr, Ly + 00+ 40y )

Dy = -2p/r? (8 nyry + dr/amry ry)

siendo 8 = A/2p = (¢;2 - ¢,2)/ ¢, = 1/(1-2v).

Con estas definiciones, la expresion del tensor Ty es,



Capitulo 11 48

-

L)

Ty=Tym 6 §)=T0 + TP -

1
2np

(35)

Si establecemos el teorema de reciprocidad (15), entre los dos estados
elastodindmicos asi definidos, y teniendo en cuenta las propiedades de la
funcion delta de Dirac, al integrar en el tiempo y en el espacio (Jones, 1966),
se llega a la expresion (Wheeler y Stenberg, 1968):
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ct](t ) u,(t b = JI‘( Uij * p; - Tii * Yy )dr

[ Uy gdos | p(vio Uy -, Ty d
(36)

donde cij(i_’, ), vale 511- sit € 0, esnulosit ¢ QUT. El caso en que ¢ e T,
requiere atencién especial, pues la primera integral del segundo miembro, se
convierte en singular, al encontrarse el punto de aplicaciéon de la carga
dentro del contorno de integracion.

Esta singularidad puede extraerse realizando un proceso de limite de la
siguiente forma: se sustituye el contorno I' por uno aproximado, que evita la
singularidad. Este contorno se integra en dos tramos, I'-Te y Te, como se
muestra en la figura 2.

-

Figura 2
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Si se hace € —» 0, se obtiene:

£eo 0

lim [ Uy * pjar,=0
€

lim L T,',j * Ui dl‘;= dii Uj
€

e->0

(37)

El valor de las constantes dﬁ dependen, como se comprueba después de
realizar la integracion, exclusivamente de fa geometria del contorno en el
entorno del punto § , en concreto, del angulo B, que formen las tangentes a
cada lado del punto § entre si, (ver figura 3), y de los 4ngulos que forman las
normales con los ejes cartesianos elegidos. dﬁ se pueden expresar por:

dyg =-1/2(1-B/n )+ Ay ('sen 205 - sen 26, )
d22=-]/2(1-B/JI)‘AI(SEHZGB-SEHZBA) (38)

d12 = dzi = d11 = Al ( (>} 29.& - COS 293 )

donde A, es una constante que depende del modulo de Poisson del medio,

Ay = 1/1 8n(1-v) ]
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X

Figura 3

Estas expresiones son las mismas que se obtienen en el desarrolio del
teorema similar para el caso de la elasticidad estitica (Dominguez, 1989).
Esta igualdad se justificard mas adelante al estudiar el tipo de singularidad
de las soluciones fundamentales.

Por tanto, la ecuacion (36) es valida para un punto & € T, siendo en este
€aso ci,-(t )=14+ dij(t ), cuyo valor, para el caso de que el contorno sea suave
enese punto § (B - n), es =05 Sij , teniendo en cuenta que la integral del
segundo miembro, hay que entenderla en el sentido del valor principal de
Cauchy.

Si se observa la expresion del campo de desplazamientos del estado de
Stokes, para una carga con variacién temporal cualquiera f(t), y por otra
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parte, se opera el producto Uij * f, se comprueba que ambas expresiones son
iguales. Esto puede asimilarse a lo que representa la integral de Duhamel
utilizada para obtener la respuesta de un sistema dinamico a una excitacion
cualquiera f(t), conociendo su respuesta al impulso 5(t) (Clough y Penzein,
1975). Se llega de esta forma a las siguientes igualdades:

Uii * fi = uij(x' 158 S fi(l,t)) (39.2)
Tii * Uj = uij(x’ t § [ pj(xlt')) (39.3)

Haciendo uso de las mismas, puede reescribirse la anterior expresion
integral (36) como,

& I yE ) = L[ Uy 68 | oy ) - py(x, 6§ | uyx, )] dT

L u(n, 6§ | B0, 1) da + L p (Vjo Uy - uo Uy d2
(40)

Si consideramos el caso de un estado elastodinimico con condiciones
iniciales nulas, y fuerzas de dominio también nuias, las dos representaciones
anteriores se simplifican notablemente. Esta simplificacion, no supone
ninguna restriccién significativa de la formulacién, ya que los términos que
contienen las fuerzas de dominio y las condiciones iniciales, son integrales
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completamente conocidas. Se obtienen las expresiones siguientes:

&)Uk D = [T 18 | o - oy g | e vl ar
(41)

-

et
/
& )y Y = L[ U 6.8 ) " pi(x, - Tyy(x, £, § ) * uyy(x, 1) 1 dT

13
f
&

(42)

Estas representaciones del desplazamiento en un punto cualquiera €.y
en un instante t, relacionan éste con los valores del mismo y de las tensiones
en los puntos del contorno T, exclusivamente. Si se consideran los puntos € c
T, cualquiera de las dos expresiones anteriores, afadiendole las condiciones
de contorno, proporciona una formulacién cerrada del problema para calcular
las variables w y p, sobre dicho contorno T.

La resolucién analitica de estas ecuaciones integrales es imposible, salvo
en contados casos muy simples. La importancia que tienen en el presente
trabajo, es la de ser punto de partida para el Método de los Elementos de
Contorno para Elasticidad Dinamica Plana en el Dominio del Tiempo, un
método numérico de resolucion de las mismas, y por tanto del problema

elastodinimico general. Este tratamiento numérico se presenta en el
siguiente apartado.
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acio ifica ara tamiento Numérico de las
Ecuaciones Integrales

En este capitulo van a mostrarse dos alternativas apareniemente
diferentes (Spyrakos y Antes, 1986), para la resolucion numérica de las
ecuaciones integrales que se presentaron en el capitulo anterior. La primera
de ellas se basa en la representacion integral (41), y puede encontrarse en
(Spyrakos, 1984; Spysrakos y Beskos, 1986), mientras que la segunda, parte
de la expresion equivalente (42), y se encuentra desarrollada, para el caso la
ecuacion de ondas y de la elastodinamica bidimensional en (Mansur, 1983), y

para este Gltimo caso, de forma mas condensada y completa, en (Antes,
1985).

En ambas formulaciones se pretende calcular, las variables en el contorno
I' del dominio Q. A partir de ellas, cuando y donde sea necesario, se podrin
calcular los desplazamientos en cualquier punto del interior del dominio, sin
mas que realizar las integrales sobre el contorno, del segundo miembro de
las ecuaciones (41) 6 (42), donde todo seri conocido.

Para la resolucion numérica de estas ecuaciones integrales en el contorno,
el primer paso consiste en sustituir los funciones incognitas u(x,t) y p(x.t),
para X € I, por un conjunto finito de valores a partir de los cuales
aproximarlas. Esto implica un proceso de discretizacion de las variables, tanto
en el tiempo como en el espacio.

A continuacién se presentan las dos alternativas antedichas, en el
desarrollo de las cuales, se han uniformizado las notaciones de ambas, para
poner de manifiesto su semejanza.
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Como primer paso para la resolucion numérica de la ecuacion integral
(41), se discretizan las variables en el tiempo. Se va a considerar el intervalo
de tiempo (0-t), dividido, en una serie de N pequefios lapsos, a lo largo de
los cuales el valor de las tensiones y los desplazamientos se consideran
constantes, esto es,

uy(x, t) = u(x) vte[(n-1)At, nAt |

pi(x, t) = pMx) vtel(n-1)At, nAt )
(43)

donde n es un indice entero que varia entre 1 y N, y At es la magnitud de
cada uno de estos lapsos. Para un instante cualquiera t < NaAt, pueden
aproximarse las variables del problema por el sumatorio,

N
ui(x, t) = Zuin(x) s (1)
=1

N
pyx, t) - Z p;ﬂ(x) s (t)

=1

(44)

siendo s™(1) = H(t - (n-1)At) - H(t - n‘At). La funcion H representa la funcion
escalon o de Heavyside. Puede observarse que la funcion s®(t), se anula

cuando, t [ (n-1)At, n-At], mientras su valor es 1 parate[(n-1)At, nAt]. En
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la figura 4 se representa la funcién pulso s™(t).

A
11 s (£)
e ;
a | { >
(0Bt At | ©
Figura 4

Si se sustituyen estas aproximaciones (44) en el integrando de la
expresion (41), y se tiene en cuenta el principio de superposicion, expresado
en (30.5), se obtiene,

N
Uy 6 Ipfx 1) - D uylx i 15 (1)p; ()

=1

N .
py{x. G E lufx 1) = D pyx. i g lsn(t))uin(x)
nai

(45)

Las diversas funciones s®(t), son superponibles, es decir, se pueden
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obtener una de otra sin mas que realizar una traslacién temporal. En
concreto se cumple, s%(t) - si(t - (n-1)At). Teniendo en cuenta esta igualdad,
y la propiedad de translacion temporal del estado de Stokes enunciada en el
apartado anterior con la ecuacion (30.3), se obtiene,

uy(x ls"(t)) -uy(x, t- (n-1At § !sl(t))

by £ & 150 -pylx t - (n-1)AL & |s'(1))
(46)

Estas ecuaciones permiten conocer la respuesta a cualquier pulso sB en
un instante t, conociendo la respuesta al pulso s!, en el instante t-(n-1)At.

Interesa imponer la ecuacion (41) en los instantes sucesivos en que se ha
dividido el dominio temporal. Asi, para el paso de tiempo N, es decir, el
instante de tiempo NAt, suponemos que el valor de las variables en el
contorno es precisamente, u¥(x) y p¥(x), y estableciendo la notacion,

U = U (18 ) = uglx, t-(n-1)at; & |s1)

Tijn - T“-n (x,;t )= pij(x’ t-(n-1)At; & | sl)

se llega a la siguiente relacion:
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N
Cj U?(E )+ Z fr T:; (x. mat; & )u;‘ (x) dr =
=l

N
z f U;; (x, mAt; § )p;l(x) dr
w1
(47)
siendom=N-n+1.

La obtencion de los de los nicleos Ui y Tq , S&¢ muestra en el apéndice
A. El nlcleo Ui;n se calcula a partir de la expresion del estado de Stokes
general, que viene dado la ecuacion (29), sustituyendo las ocurrencias de la
funcion f(t), por la funcion s'(t). Las integrales definidas que aparecen en
esta expresion se realizan analiticamente, consiguiendose la siguiente
representacion:

2
U:; = ZUf;m(x 138 4 )=
o=1

2
Z [5 Lo+ (-) (8“ 2r,r, )D:‘
o=l 4npc }
(48.1)
siendo,
— L‘WVC\Q,(L* C%'Q & WJ + L‘WCCG Loy ﬁ \th ?) }
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A,

24107
L,=Lnf - : ‘Jc:'quL :& (/ fz}
[ 1+ 1- eu] N
. - TN \_ 1
T2 2 w2
Mg B¢ )
donde,
N, =r/c.t si r<cyt y Ne=1 sirzacgt

0 =t/ c(t-At)  sir<cft-at) y  6,-1 sirac,(t-at)

o

A partic del desplazamiento U““, empleando la ecuacion de

compatibilidad-comportamiento-equilibrio (8), tras laborioso proceso, se

obtiene el tensor de tensiones en el contorno, T® (ver apéndice A). La

expresion de éste es, W}f@ - “‘)77 g U)( ( ) L) = 4%_273 i
GV e G
2 w
{ A (
D TS MR

o=]

[Ai, D, BE;X}E} =

4upc
§ A T El . (48.2)
Yo o o+ Mlv C [q- ~ -
> A g — LA
Poe T e ‘wc’szw%*ﬁﬁgJ
. A I
2z —+ > nJr)L _Ji_l | 71__\)
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donde, D, es el mismo que en la expresion de U™

E, - ! = para cd(t—At) Sr<Cyt
L-19,
S S para r<ct-At) ;¢
,\/ 2 \/ 2 ) x> A4
1 _ na 1 - ea (>0
=0 en otros casos

Ay = 4 () [ar/om ( 8- 4rirg)eryng+rinl

b j

Bjj(l) =4 ar/an [‘,i ["i ¢ 2 l/'}, f,i n,j 4\ W/\/\,

By® - 2 Lar/on (8 +2rr4)+ 1

]

o

i n’i]

Hay que sefalar que en estas expresiones y en las definiciones de Mo Y O
la variable t debe entenderse como t- (n-1)At, pues se ha aplicado la
traslacion en el tiempo (46).

Es interesante observar, que estos nicleos son nulos a partir de una
cierta distancia, medida desde el punto de aplicacion de la carga § .
Efectivamente, por el principio de causalidad, paratodor = |x - § |, tal que r >
c;maAt, UMx, mAt § ) - 0, e igualmente Ti™x, mAt; € ) - 0, condiciéon que
sera tenida en cuenta, a la hora de evaluar las integrales a lo largo de los
puntos x del contorno.

La expresion de U, coincide, salvo diferencias de notacién, en todas las
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referencias consultadas (Spyrakos, 1984; Eason, Fulton y Sneddon, 1956), con
la que se deduce aqui. Sin embargo no ocurre asi con el T % que se muestra
en (48), que es diferente al que se obtendria a partir de los resultados de la
referencia (Spyrakos, 1984), aunque es dificil decirlo con seguridad, pues en
ella no se dan las expresiones finales de T", sino las de oU;*/0x,. Estas estin
muy poco simplificadas y contienen, ademis, errores dimensionales, que
podrian ser meramente tipograficos, que hacen imposible llegar a las
expresiones finales de Ti que se seguirian de estos aU,j“/axk empleando la
ecuacion de compatibilidad-comportamiento-equilibrio (8). Las expresiones
obtenidas aqui, coinciden con las que se obtendrian de la solucién que se
encuentra (Eason, Fulton y Sneddon, 1956) para una carga variable como
f(t)=H(t), sumando ésta y la correspondiente a f(t)=-H(t-At). Ademas, también
se obtiene el mismo resultado, mediante la segunda alternativa que se
presenta mas adelante, (Mansur, 1983; Antes,1985; Spyrakos y Antes, 1986).
Todo hace pensar que el nucleo de tensiones de (Spyrakos, 1984), esta
equivocado. Al final de este apartado, se presentan unos resultados
numeéricos que reafirman lo dicho en este parrafo.

Con la ecuacién (47) culmina el primer paso de la discretizacion, con la
que se ha eliminado la dependencia en el tiempo de las variables originales,
reduciendolas a una sucesion de funciones, variables sélo en el contorno, una
funcién incégnita diferente, para cada variable, en cada paso de tiempo.

En este punto, el proceso de discretizacion espacial, que sigue, es
semejante, al que se efectlia en otras formulaciones del Método de los
Elementos de Contorno. Para una exposicion detallada del mismo ver
(Brebbia y Dominguez, 1989).

Las integrales sobre el contorno van a realizarse interpolando las
variables del problema a partir del valor de las mismas en Q puntos
escogidos, llamados nodos, a través de unas funciones, ¢t, de pequefio
soporte, es decir, de valor no nulo, solamente en unas reducidas porciones
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del contorno, I‘q, que queda dividido de esta forma en los elementos que dan
nombre al método. Dentro de cada uno de estos elementos,

u (0 = 3 0
g

p (@) =3 ¢ mp;
' {
(49)

La geometria, en algunos casos podra aproximarse, por medio de las
mismas funciones de interpolacion,

X= 2 ¢q(1)xiq
g

Para que y™My p;™ sean, efectivamente, los valores en el nodo q de las
variables u(x) y p;® (x), las funciones de interpolacion han de cumplir,

$R(xP) - 8o

es decir, ¢ se anula en todos los nodos del contorno, excepto, en el nodo q, en
el cual vale 1.

Sustituyendo estas aproximaciones en la expresion (47), se llega a,
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w6233 [l 23 [ ot

5=1 g=1 n=1 q=1

(50)

En esta tesis se han considerado dos tipos de elementos (ver figura 5).

/ co mtha.rCt es

N3
Fara&xg L cos
@ < o= e
N Z gf —1 §7_= o ;,5: 4-
NI
Figura 5

En los elementos constantes, de geometria recta, las magnitudes
permanecen invariables, iguales al valor en su punto medio, en el cual se
sitia un nodo; en los elementos parabélicos, la geometria y la variacion de
las magnitudes se definen a partir de tres nodos, uno en cada extremo y el
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tercero intermedio, mediante unas funciones de interpolacion, que son
cuadraticas en una variables auxiliar &, llamada coordenada natural del
elemento, cuyo rango de variacion es el intervalo [-1,1]. Estas tres funciones
de interpolacion, que se representan en la figura 6, son:

o =-1/2%(1-%)

0 = (1-%3) (51)

03 = 1/28(1+8)

Figura 6

Empleando la notacion siguiente:



Capitulo 11 65

my 3. n
Hii =]. o Tii (x, mAt; § )dI‘q
Tq

Gi;nq = f ¢qU§ (x, mAt; § )dl‘tI
I'(I _
(52)

donde el punto de colocacién para la solucion fundamental es el nodo P del
contorno; m =N -n +1; I"q es la porcion del contorno en que ¢? es distinta de
cero. Para elementos constantes, coincide con el elemento I, en que se
encuentra el nodo q, siendo entonces, 2= 1. En los elementos parabohcos l‘
es el elemento Ty si el q es el nodo central del mismo, o bien, los dos
elementos adyacentes a los que pertenece el nodo, si éste esta en un
extremo. La ecuacion (50), para el nodo p, queda reducida a:

Czs“; Z é H: “1 Z Z Gu pJ

=1 q=1 n=1 g={
(53)

ecuacion aproximada discreta de (41), a partir de la cual podemos establecer
un algoritmo paso a paso de resolucién, que sera analizado mas adelante,
cuando se presente la siguiente formulacion alternativa.
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Formulacién Basada en el Producto de Convolucidn

Se parte de la ecuacion (42), en la cual sustituimos los productos
convolucion por su expresion explicita, como integrales a lo largo del tiempo,

t+
cijuft )- { fr (Tﬁ(x, 18 ) ufx, I)) dI‘J dr -

Q

+

t |
!i fr (Uij(l. .8 ) pyx, I)) dr} dt

)

(54)

donde t*, representa t+¢, siendo ¢, un valor arbitrariamente pequefio. De esta
forma se evita terminar la integracion, justo en el punto de aplicacién de una
delta de Dirac, y como resultado del principio de causalidad (30.1), la
solucion fundamental se anula para 1= t*. De esto se hace uso para llegar a
esta expresion integral mediante residuos ponderados (Mansur, 1983), y
también méas adelante al integrar por partes algunos términos del
integrando; t' =t - 1, es el intervalo de tiempo transcurrido desde el instante
de aplicacion de la carga, 1, hasta el instante de tiempo en consideracion, t.

Puede observarse que la expresion de Ty dada en la ecuacion (35),
contiene términos de la forma,
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- Slc,t' - r)
ct' -r

(55)

Por tanto, se tiene el producto de una funcién que es singular enr - ¢ t',
por una funcién delta de Dirac cuyo argumento se anula en ese mismo punto.
Estos términos son intratables directamente, si nuestro ob jetivo es realizar el
proceso de resolucion numéricamente. Estas funciones delta, provienen de la
derivacion espacial de las funciones de Heavyside Hlc,t' - r) que existen en el
nucleo de desplazamientos Uij. Por la definicién de la funcion de Heavyside,
su derivada espacial es (Jones, 1966),

LH(cat' -r)=-r,8(ct - r)
axk
(56)

Comparando la expresion de las derivadas de Uij respecto a las variables
espaciales, con la derivada de estos mismos desplazamientos respecto a la
variables temporal 1, se observa que ambas contienen términos singulares

semejantes. Efectivamente, la derivada de Uj;. respecto a x,, viene dada por:

2
3 {o) , (o)
a—Uﬁ- Z[H(cat' -r) —a-gi,- - I 8(c t' - 1')gi;->t
Xy o=t axk

(57)

mientras que la derivada respecto a 1, es:
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2

{0 , (o
qu = [H(C“t‘ -r) —a—gq - Cqy S(Co‘t - r)g;]
o1 ot

o=i

(58)

ya que la derivada de H(cat' - r) respecto a 1 viene dada por la ecuacion,

2 Hict - 1) =- ey 8lct' - 1)
o1

Si despejamos los términos singulares de (58) y sustituimos su valor en
funcién de la derivada temporal de Uil- en la expresion (57), se llega a,

0Xy =l 0Xy Cq 0T Cq 01

2
9 . 3 (@ rgo ) rga, (o
—Uy= 2Bt - ¢ )( 8ij - —2gy; )*‘k_uij

(59)

La expresion de Ty; contendrd unos términos en funcion de derivadas de
Uy respecto a 1, estos términos pueden ser integrados por partes,
trasvasando las derivadas de la solucion fundamental, a derivadas de los
desplazamientos del estado elastodinamico incognita [u & ]. Mediante esta
operacion, teniendo en cuenta que se han considerado condiciones iniciales
nulas para el estado {u, o ], obtenemos,
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+ +
t t i
f T,_j Uj dr = f (Z“ Uj - -]13 Vi) dt
[+] 0

(60)
siendo,
2
L= >, 4 118 ) =
o=}
2 .
pZH(cat‘—w[(c%- 2c§)5jk(gi‘ﬁ’— =& gi‘f‘)) +
o=l Co
r,k a r:' a
o ( Ry P g + g - T g H Ny
Cct C(X
2
Jy= Dl g )=
o=1
2 |
p . —l(cf-2c}) 8 04 Ut + ¢ (g Ui + £y U )]
a=1 Cu ‘
(61.2)

Ambos nucleos Z; y J;;, como consecuencia de la expresion de Uy, se han
expresado como suma de dos términos, uno para cada tipo de onda. La
variable v; es la derivada parcial de los desplazamientos respecto al tiempo.
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Desarrollando estas expresiones de Zii y Jij, se llega a:

2 oy
Zii"ZZij 1,158 )

o=l

donde,

Zig'“ - Zigl)(x' i g )=

R t- 8R
_* o &5(—2—+4 1)—2F,§r,1'(c1 r+ 4 + 1] +
2npcy | an rRy 3 R} rry 3
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AR AR SR

1 or 7 4 R2 Czt'— r
— —6” + + +
2npc; | on rR, 3 K3

(62.2)

E igualmente,
2
(), |
Ji= 2 (i)
o=1

siendo,

{1
Jij & 1§ )= k a{éiu,ir,p&r,in,i}ﬁl—
2npcy ? !

(62.3)
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Jy (i )- t z[;(ﬁii-Zr,ir,i)w.in.i}ﬁ—
2mpcy LM g

(62.4)

Hay que sedalar que estas expresiones no coinciden con las se dan en la
referencia (Mansur, 1983) para Zﬁy Jij- a pesar de que el planteamiento y el
tratamiento de la ecuacion integral parece ser el mismo. La explicacién de
ello es la siguiente: no todos los términos que multiplican a las funciones
delta 8(c,(t-1)-r), que surgen de derivar las funciones de Heavyside, son
singulares en c,(t-1)= r. Es mds, los que no son singulares, se anulan en
¢, (t-1) = r, como puede comprobarse observando la formula (35). La
contribucion de uno cualquiera de estos Gltimos términos, llamemosle X, en
la integral (60), es nula ya que:

+

t
f Slegt - t) X uydi=X yy = -0
0

(63)

Abundando mas en esta idea, seria posible sumar cualquier expresion Xii,
que se anule en ¢ (t-1) - r, multiplicada por 8(c,-(t-1)-r), al tensor Ty de
forma que, el valor de la integral (60), permanecera invariable. Si tomamos
un X, formalmente igual a los desplazamientos de la solucién fundamental
Xj = K{X8;+Yryr,) donde K es una constante y X e Y son funciones de r y
V. que se anulan en ¢, {i-1) - r, su contribucion a los nucleos 2/ y J,
viene dada, respectivamente, por,
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(o or aX Y )4 Al 90X 8y
A.Zi,- = - [.lK E(Sﬁ——+2r,i [',j———)-l- N, r'i_—"' n,, f'i;( + )

3CT 9Cet oC,1 3,1 A,
(64.1)
o) K Jor y}
Aly = p— —-—(5in +2r, r,,-Y)+ Ny 0iX+n, r,i—(X + Y)
Cy | 31 . L
(64.2)

donde puede observarse que,

{o)

(e} 9AJy;
ALy =-—3
a1

Las expresiones de X e Y, pueden escogerse de forma que se simplifiquen
al maximo, en algln sentido, las nicleos finales Zij y -]ij' Esto es lo que se ha
hecho, eliminando el maximo de términos del nicleo Jij 0 1o que es lo mismo
integrando por partes solamente los términos singularesen r = c,t' de los que
multiplican las funciones delta y no los que se anulan en ese punto. Estas
ideas pueden ayudar a aclarar las discrepancias existentes entre las
expresiones que se puedan encontrar en diferentes referencias.

Sin embargo, si se suponen unas aproximaciones de los desplazamientos
y velocidades congruentes, es decir, que la aproximaciéon de las velocidades
en el tiempo sea la derivada temporal de la aproximacion, en el tiempo, de
los desplazamientos, el resultado final es el mismo. Esto es ficil de justificar
calculando el valor de la contribucion total del tensor arbitrario Xii, que es,
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+

+ t
t A, 3u;
f (824 v; - Ay vy) dr-=- ( ar!’ uj * Al a—;) dt

Q

0

(65)

El integrando del segundo miembro es la derivada del producto (A]ij-u,-) Yy
por tanto el valor de la integral es,

‘+a t=t"
f E(Alii 4 ) dr=[4);6jleag - 0
0

(66)

que se anula, pues, Ajii es cero en t*, por causalidad, y u; se anulaen 0.

De esta manera se llega a la ecuacién integral,

+

t
Ciin" [J;Uﬁpj dr]d’t— [f juj J“ Uj dl‘Jd

0
(67)

en la que se han eliminado las fuertes singularidades de la ecuacién inicial
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(54).

La implementacion numérica de esta ecuacion, al igual que la
formulacion anterior requiere la consideracion de un conjunto discreto de
puntos q = 1...Q, en el contorno T, y un conjunto de instantes de tiempo t,, n
= 1,..N. Las magnitudes variables u;(x,t), v;(x,t), p;(x.t), se pueden aproximar
a partir de los valores de las mismas en esta malla de puntos en que se ha
discretizado el tiempo y el contorno espacial, a través de unas funciones de
interpolacion escogidas adecuadamente. Asi, se puede escribir:

yr =3 3 ¥imn

e n

uxt) =D D wq(x);]n(t) u;‘q

g n

q
pix, 1= > ¢ (X, p?q
g =n
(68)
siendo ui’“l y pj“q, los valores del desplazamiento y la tension

respectivamente, en el instante n-esimo, 1, = n‘At, y el nodo q. Para asegurar
esto, las funciones de interpolacion, han de cumplir,
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2
¥ ) M,(T) = 85 By

0 ) a1 = g

Las funciones ¢?(r) y w2(r) son similares a las utilizadas en la
aproximacion espacial de la formulacion anterior (49). Igual que en aquélla,
en esta formulacién se - considerarin dos tipos de funciones de forma,
constantes y parabolicas.

Las funciones (1) y n,(1), interpolan las variables en el tiempo. A la
vista de la interpolacion para las velocidades, para que 1,(1) sea distinto de
cero, es necesario que la funcion nn(t), sea al menos, lineal. En cualquier caso,
estas funciones se escogen también de pequefio soporte en el tiempo, de
forma que sean nulas fuera del intervalo 1, ", 1,*], que contiene al instante T
como se muestra en la figura 7.

&

Figura 7
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Sustituyendo estas aproximaciones (68) en la ecuacién integral (67),
particularizada en el instante N, en un nodo p del contorno, se llega a,

+
N @ *n

cquy 2 20t | (] (yna-dyna)or )wqer -
=l g=i r'q :‘
h
+
N Q T
2 Z p;\q (f Uij g dt )‘pqdr
n=l q=1 r'q 1;1

(69)

Se escogen funciones de forma superponibles en el tiempo, es decir que
se puedan obtener una de otra mediante una traslaciéon temporal,

(D) =y, (1-1,) con T, = s At (70.1)
Y €n concreto,

k() = gty (1- (n-1) AL) (70.2)
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Haciendo uso de la propiedad de traslacion del estado de Stokes, (30.3), v
de la igualdad anterior, se define,

+
1
2 2 1
(o}
U?i - ZUE;‘Z} Trug)- 2 Ui; (x, t-(n-1)At- 1 & Y py(1) di=
o=1 o=1 -
3
+
1
2 n
(o}
> Uigl (x,t-7§ p,1)de
a=1 -
Tn
(71.1)
y de forma similar,
+
1
2 2 1
n {c}n {o) (o) *
Tif=ZTii (1, 1;§ )=Z (ZU ﬂl*Jii ni)d't
o=1 o=l § .
Ty
(71.2)

En el presente trabajo se han considerado, para las funciones de
interpolacién en el tiempo, diferentes posibilidades. Para k(1) se han
desarrollado las expresiones (71), para el caso constante y para el lineal a
trozos, mientras que para 1,(1), s6lo se considera, en principio, el caso lineal,
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debido a la necesidad de que su derivada sea no-nula. Las funciones de
tiempo consideradas se muestran en la figura 8.

/‘*ntf-) o Yb(“

L M('L) B

>
Tnbt Tn T Ta A/st T Tat &L I
Figura 8

La integrales (71) se hacen analiticamente y el proceso se muestra en el
apendice B. Los niicleos que se obtienen para las diversas funcién de forma
se listan a continuacion.

5 .. ; 3 l : s . g ‘ 3 [) f :

Se obtiene el mismo Uy de la ecuacion (48.1) de
la formulacion anterior.

W (ty
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o=l 47pC,
(72)
siendo,
/ 2 2
1+ l- - 1+ 1-06
Lig= 'LLn n“—zt Ath ¢
At Ny At 8,
1o 1-p
- + -
t-2at, o
At B,
) t - At 1 - 2At 2
Dg=—V 1-9,-2—-YV 1-8 1-B
o A o AL o AL o
(14 V()
F,=—t =) t-at L-8) t-aat I-By
“ At 2 AL 2 AL ”
n“ eoz Bu

donde, 1, y 8, estan definidos como en las formulas (48),

— 3 By by
| \(!*@3% (-3t e O X0t
ey 2
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< Mg =r/c,t si r<c,t y n,=1 siracgt
o Be=rt/c(t-At)  sir<c(t-at) v 6,=1 sirzc,(t-At)
y de manera similar,

Be=r/c lt-At) sl r<c(t-2at) vy Be=1 sirac,(t-2At)

Funcion de interpolacion de desplazamientos wlt) lineal

2
T:; = ZTE;-XM(I, 1. E )=
a=l

[A“ P, Bf,}D }

xt
o=l 4npc
(73)

donde, D',y F, son los mismos que en la expresion (72) de U““, y los factores
A (“} y B (‘*} coinciden con los dados para el tensor T 2 de la formulacién

antermr en la ecuacion (48.2).

El nicleo U " de la féormula (72), obtenido con funciones de forma
lineales en tensmnes, se presenta por primera vez en esta tésis.

En estas expresiones y en las definiciones de N, 8, ¥ B, la variable t
debe entenderse de nuevo como t- {n-1)At.
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Si se emplea una nomenclatura similar a la usada en la formulacién
anterior,

H:;ﬂ - f \If(t Ti?(l, (N-n+ 1)At; Ip) Cll‘q

Ty
Gi!im - [ (DQU;;(I. (N-n+1)At; xp) dr,
T
(74)
donde m =N -n + I, se obtiene la ecuacién,
Cu"i ZZH chlpi
=1 g=1 n=1 g=1
(75)

formalmente igual a la ecuacion (53), diferenciandose exclusivamente en el
camino empleado para obtener los nicleos Uty Ty

Inificacia < . c

Tal como se han presentado aqui, aunque la forma de alcanzar la
ecuacion discreta final, es muy distinta, las similitudes entre ambas
alternativas, destacan mas que las diferencias. Efectivamente, ambas parten
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de ecuaciones integrales diferentes, (41) y (42), pero que en realidad son dos
formas de decir exactamente lo mismo, como ponen de manifiesto las
igualdades (39). En la primera formulacion se discretiza el intervalo de
tiempo considerado y se suponen constantes las variables en los pequefos
lapsos en que éste se divide, y mas adelante se discretiza el contorno en
elementos; mientras que, en la segunda formulacién, la discretizacién en
tiempo y espacio se realiza simultineamente, pudiendose escoger la
interpolacion de las magnitudes, tanto en el tiempo como en el espacio. Sin
embargo al final, el resultado es el mismo, se han escogido una serie de
puntos del contorno, nodos, y una serie de instantes en el tiempo, pasos, y a
partir de los valores discretos, en esa malla en el tiempo y el espacio se
interpolan las magnitudes variables del problema. Todo apunta a que la
formulacién primera, mas restringida en cuanto a la interpolacion temporal,
pueda obtenerse a partir de la segunda.

Efectivamente, en la primera formulacion las magnitudes se consideran
constantes a lo largo del intervalo [t-(n-1)-At, t-n'Atl, es decir que se adoptan
para las tensiones y los desplazamientos funciones de forma pn(t) y nn(t)
constantes. De hecho la expresion de Uijn es la misma en los dos casos, pues
es 1o mismo el estado de Stokes correspondiente a la funcion pulso de ancho
At, s1(t), que el producto de convolucion del estado de Stokes para la funcion
impulso 8(t), por la funcién pulso, f4 (1), como indicaban las ecuaciones (39).
Sin embargo, al establecer la ecuacion integral (67) se apuntaba la necesidad
de que la funcion de interpolacion temporal de las variables u;, tuviera
derivada no-nula, para poder representar las velocidades con funciones
constantes, al menos. Si, a pesar de esta recomendaciéon, adoptamos una
funcion n,(t) = H(t-(n-1)-At) - H(t-nAt), su derivada no sera realmente nula,
sino que vendra dada por, 1,(1) = 8(t-(n-1)At) - 8(t-nAt), (ver figura 9), con
lo que el nicleo Tij“ se obtendra con la ecuacion,



Capitulo [] 84

2 2 [N 2
b {w (CY (o} + (o) -
Tii - ZTij “(x‘ LE )~ Z Zii dt - Z (Jii (11) - _]ij (131))
=1 a1 f - «=1
3
(76)
A A
YT ™) 1,0
_ +00
A
Th-at Tw 1’>-t Th-At Tn _CD
V.o
Figura 9

Si se opera en esta expresion, sustituyendo los tensores Zij y Ji,-. dados por
(62), se obtiene una expresion de Ti,-“. exactamente igual a la de la ecuacion
(48.2), que se habia obtenido del nicleo U," de la primera formulacién,
(48.1), aplicando las ecuaciones de compatibilidad, comportamiento y
equilibrio en el contorno, resumidas en la relacion (8).
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El uso de una funcién de interpolacion nn(t) constante, que da lugar a una
interpolacion singular de las velocidades, va a tener consecuencias muy
negativas en las singularidades que van a darse en el nucleo Tij*‘ asi
obtenido, cuestidn que se analiza en el apartado siguiente.

Independientemente del proceso seguido, y de las funciones de
interpolacion adoptadas, ambas formulaciones, unificadas ahora en la
segunda, llegan a la ecuacién discreta (75). Si esta ecuacion se escribe para
las dos direcciones de todos los nodos, se llega a la ecuacién matricial,

N m n N m n
cu + > H u=ZG p ,m=N-n+l
(77)
donde los vectores u® y p*#, contienen los desplazamientos y tensiones en las
dos direcciones, de los Q puntos del contorno, en el paso n; las matrices H®y

G* contienen los elementos H;™ y G definidos en las ecuaciones (74).

Si cambiamos ligeramente la notacién y llamamos H!, a la suma C + H!, se
puede escribir,

1 ¥ 1 N N
Hu=-=Gp +a
(78)
N
N
donde a =Z(Hmun-6mpn) ,m=N-n+]

n=2
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vector que representa la contribucion de los pasos anteriores sobre el actual
Y que es conocido, supuestos conocidos los valores de las tensiones y
desplazamientos en instantes anteriores al N-ésimo,

Las variables en el contorno del instante N, seran una parte incognitas,
x¥, y otra parte datos y¥. Reordenando el sistema (78) se llega a,

AIN=BYN+ a¥ (79)

La matriz A, del sistema no cambia si no cambian de naturaleza las
condiciones de contorno, es decir, si en un nodo la incognita es en todos los
pasos, o bien la tension, o bien el desplazamiento; en consecuencia, sélo es
necesario invertir o triangularizar el sistema una vez.

A partic de la ecuacion (79) puede establecerse un algoritmo que,
partiendo del instante inicial, vaya calculando paso a paso las incégnitas de
cada instante de tiempo. En cada paso N no se calculan todas las matrices H®
y G™ sino HY y GY, exclusivamente: después de este cilculo, se realiza el
sumatorio de convolucion a¥ y se calculan las incognitas x¥ de ese instante,
premultiplicando el vector ( By¥ + a¥ ) por la matriz A"l que estari
calculada del primer paso de tiempo.

Ejiemplo Numérico

El mismo ejemplo numérico presentado en la referencia (Spyrakos y
Antes, 1986) va a ser analizado en este apartado, para ilustrar la
equivalencia de ambas formulaciones, asi como, corroborar que los nicleos
de tensiones de la referencia (Spyrakos, 1984), no son correctos.
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Sea una cimentacién rigida superficial de 1.525 m de anchura,
considerada sin masa, sujeta a un pulso de fuerza en direccién vertical de
intensidad 2626.92 kN/m, (ver figura 10). La cimentacién descansa sobre un
semi-espacio elastico lineal, caracterizado por un modulo de elasticidad E =
1.24 x 1011 N/m2, una densidad p=536245 kg/m3 y un modulo de Poisson
v = 1/3. Se suponen las llamadas condiciones de contorno relajadas tal como
se hacen Spyrakos y Antes (1986), (ver Dominguez, 1978a), segin las cuales
los movimientos de cabeceo y vertical de la cimentacion, estin desacoplados
con el horizontal. Bajo estas condiciones, solo es necesario discretizar la
porcion del semiespacio, que hay justo bajo la cimentacién. Esta interfase se
ha discretizado con ocho elementos constantes, igual que en las referencias
(Spyrakos, 1984; Spyrakos y Antes, 1986).

Figura 10

Los resuitados para la respuesta al pulso de la cimentacidén obtenida con
las dos formulaciones ha de ser idéntica, si se usa la misma funcidon de
interpolacién en el tiempo para las tensiones, independientemente de la
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interpolacion usada para los desplazamientos. Esto, que esta en desacuerdo
con la referencia (Spyrakos y Antes, 1986), puede probarse ficilmente.
Cuando se escribe la ecuacion (43) para los nodos de la discretizacion, y se
suponen condiciones de contorno relajadas, la segunda integral del miembro
de la derecha es nulo, para cualquier instante n, y cualquier elemento q, pues
por ser el contorno recto Tijﬂ =0 si i =j, mientras que, por las condiciones de
contono relajadas se hace Tij" = 0 para i = j. Como la aproximacion en el
tiempo para las tensiones, se esta suponiendo que es la misma, constante en
ambos casos, la ecuacion obtenida en cada paso de tiempo, para uj, es la
misma para ambas formulaciones y, por lo tanto, lo sera también, el
movimiento de la cimentacion.

La figura 11 muestra el desplazamiento vertical obtenido con el
programa desarrollado para esta tesis, utilizando funciones de interpolacién
constantes en el tiempo, para tensiones y desplazamientos, tomando para la
aproximacion en el tiempo un intervalo At = 16 s, v los resultados que se
presentan en Spyrakos (1984) y Spyrakos y Antes (1986), obtenidos con el
mismo paso de tiempo, con la primera formulacién. Como puede observarse,
las diferencias son sustanciales.

En las figuras 12 y 13 se muestran, la respuesta a un pulso horizontal de
intensidad 2626.92 kN/m, y a un pulso de momento de intensidad 801.21
kN. Igual que en Spyrakos (1984) y Spyrakos y Beskos (1986) se toma para
estos casos, un moédulo de Poisson v= 1/4 y un paso de tiempo At = 18 ps. En
las figuras, se representan con linea discontinua, los movimientos obtenidos
en Spyrakos (1984). Como puede observarse, las diferencias son atn mas
notables. En concreto, la respuesta horizontal, copiada de la referencia
Spyrakos (1984) que aparece en la figura 12, resulta muy poco creible,
teniendo en cuenta el fenémeno fisico que pretende representar.
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MOVIMIENTO VERTICAL (ft * 105 )

g.33

8.38

g.28

e.18

2.83

B8.80

Trabajo presente
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~-8.85
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L
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48 58

TIEMPO( = 16 ps)

Figura 11
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MOVIMIENTO HORIZONTAL ( ft * 107)

=s—— -— Spyrakos 1984
Trabajo presente

28 48 1]
TIEMPO ( * 18s )

Figura 12
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CABECEO ( rad * 1076 )

1.‘

1.2

-8.8

——-—-- Spvrakos 1984
Trabajo presente

TIEMPO ( * 18 ps )

Figura 13

68
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: iones Sof Formulaci

De los argumentos presentados en este capitulo, pueden extraerse las
siguientes conclusiones, respecto a las dos formulaciones del método de los
elementos de contorno, aparentemente distintas, que habian aparecido
recientemente;

a) Ambas formulaciones son iguales. La Gnica diferencia es que la funcion
de interpolacion temporal de los desplazamientos es constante en la primera,
y en la segunda se tomé lineal, para poder interpolar las velocidades con
funciones, al menos, constantes a trozos.

b) Los nucleos de la primera formulacion, que corresponden a un estado
de Stokes, provocado por un pulso de intensidad unidad y anchura At, son
iguales a los de la segunda formulacién, obtenidos de la convolucion de la
solucion fundamental, debida a una delta de Dirac, con unas funciones de
interpolacion constantes.

c) Et nicleo Tii“, correspondiente a una funcién de interpolacién de los
desplazamientos constante, puede obtenerse por derivacién espacial del
nucleo U™ obtenido con la misma funcion constante, tal como se hace en la
referencia (Spyrakos, 1984), o bien, realizando las operaciones dadas en la
ecuacion (76), que se obtiene teniendo en cuenta que las velocidades son
singulares. Esto se ha hecho por los dos caminos, obteniendo igual resultado,
no coincidiendo éste con el de Spyrakos (198 4). El hecho de que por ambos
caminos se llegue a iguales resultados, y las diferencias enormes que se
observan en la respuesta del problema de la cimentacion mostrado
anteriormente, indica que los nicleos de Spyrakos (1984) son incorrectos.

d) La respuesta de una cimentacion superficial rigida bajo un pulso de
fuerza, cuando se consideran condiciones de contorno relajadas, deberia ser
la misma con ambas formulaciones. Los resultados obtenidos con el programa
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desarrollado, usando ambas interpolaciones de los desplazamientos,

coinciden entre si, y estdn de acuerdo con los debidos a Antes en (Spyrakos y
Antes, 1986).



Capitulo 11 94

- as si arid e los nucleos T‘_pm

r- 0vro c, t

Si se observan las expresiones de U; {“}“y T; (“}“ dadas por las ecuaciones

(48.1), (48.2), (72) y (73), parecen fuertemente singulares, tanto parar - 0,
como £ —¢, t',

Analicemos el comportamiento de estos nucleos para r — 0. En el tensor
de desplazamientos U (“)“ de la ecuacion (48.1), aparecen términos de orden

, Y otros del tipo ln(r) Para el caso de interpolacion temporal de las
tensiones lineal, la ecuacion de Ui-{“}", (72), contiene igualmente términos de
orden r2 y In(r). El nucleo Tii( , dado en la ecuacion (48.2), obtenido a
partir de una interpolacion constante de los desplazamientos, contiene
términos aln mds singulares; del orden de r%, y otros de orden r!. La
expresion de Tii{“)*‘, obtenida con 1, lineal, ecuacion (73), también contiene
fuertes singularidades aparentes, de orden 3y 1.

Si se considera un instante de tiempo, tal que n,<1,8, <1y B, <1, para

todo r, es decir,_para todo t' > 2 At. las componentes singulares en r — 0 se

cancelan, combinando los términos de ambas ondas elasticas.

Sin embargo, para el primer instante de tiempo, t' = At, solamente son
distintos de cero, los términos correspondientes al "frente” de las ondas P y S,
es decir, los que dependen de la variable n,. En este caso los nicleos son
efectivamente singulares, pudiendose aislar dicha singularidad. Esta resulta
ser exactamente la solucién fundamental de la elastostatica.

Operando para i’ = At, se llega a, las siguientes expresiones
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- S e (1o 1) |
471E(1—v)[8“{(3 4v)| LnAt+Ln| cf| 1+4/ L-mf] |+

Ln[ C%"‘( 1 +m)l_x]] _ %} _

(5§j— 2f.if.i){

! 1
VRES SRVEEL 2”
(80)

donde x = (1 - 2v)/(3 - 4v)

Funcion de forma W, Jlneal

{est)
Ui?(x, At & )= Uii” (x; & )+
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1+v

D —— . Y -— X —EK
4nE(1-v){8“[(3 4v)(LnAt+Ln{c1(l+ 1 ﬂx)]*‘

Ln[ c}-;"( 1+ m)”]) -

1
2
(1-2v)A/ 1-98-2(1-V) 1—n§]—

Nol-nf+a 1-0f -2
.
3

(&i—Zr.ir,i){

/6 l—ni’(l—«/ 1-nf) 1/6 1—1}%(1—\/ 1—n§]
+
Voi-nde 1ond v t-nf e/ 1-nd

(81)
Funcion de forma n, constanle

T, At ) =Ty i )+

1 or
w1y {;;(Siimf‘if-ﬂ=)+ nary¥ee rm}

(82)
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siendo,
Yy -X*-2(1-v) X2
Yp=-2X*-(1-2v) X0+ 201 -v) X2
Yy-X*-2vX!

donde, a su vez,

X*SXLV 1—ni+X2V l—n:
'\/ 1-ni+'\/ l-nz

Funeicn de forma v, lineal
{est)
Té‘(x. ALE ) = Ti; ;& )+

3
m{gx{;(&j‘h 2esny Vo) manyYyery r'ng}

(83)

siendo, igual que en la anterior,
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Y, =X*-2(1-v)X2
Yy=-2X*-(1-2v) X+ 2(1 -v) X2
Y3=X"-2\1X1
pero, en esta ocasion,
1,/ : 2,/ 2
X l1-n9,+X 1-1,
2 2
'\/ -9 +‘/1—n2
Y

2
2 Cy At
x“=l(1- 1-n,)=- 2

O

x - 173 (%" x%)+ 173

En las formulas anteriores Ugles® y T (es®

representan

los

desplazamientos y tensiones de la solucxon fundamental estatica, que viene

dados por las expresiones, (p.e. Dominguez, 1989),

b V)f SR &"{’\/x
i “\r\‘* o S -

T

—Q(Pf’

[(3 4\1))8 Ln——+r r,} -

(H/K)Cri)’ﬁuj;,‘ ( -x) 7 }

{eat) -1 ‘
» mr(an[(l 2)8; 4 2kar,]» (1- 20 (o n,r,,)

—— M/(kﬁ) +2(-R)V, 0 ) +w (e, "n‘j'{'«‘/. (84)

= Z7r
- \
;}/\_;__ — va‘c "",V
- =
Ty
ATV
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Puede comprobarse que, para el caso de las tensiones Ty (82) y (83),
conforme se hace tender At a ©0, la componente dindmica de estas
expresiones tiende cero. Sin embargo, la componente dinamica de los nicleos
U™ contiene términos que no se anulan al hacer tender At a infinito. Este
término representa, para cada At, una constante afadida a la solucién
fundamental, que no afecta a la representaciéon integral obtenida, si las
tensiones que solicitan al dominio en estudio estan en equilibrio. De hecho, va

en la solucion estatica hay una constante indeterminada, por la existencia del
In(r).

La conclusion de estas igualdades es que, cualquiera que sea la
interpolacion escogida, para un problema cuasi-estatico, en el que la variacion
de la magnitudes fuera muy lenta, y por ello se pudiera escoger un intervalo
de tiempo At muy grande, la solucion obtenida seria muy aproximadamente

la que se alcanzaria utilizando la solucién estatica, y mas similar, cuanto
mayor fuera el At adoptado.

Un andlisis detallado del problema similar que se presenta, en la
elastodinamica en el dominio de la frecuencia, al hacer tender ésta a cero,
puede encontrarse en Abascal (1984). No se va a insistir mas en este tema
pues la descomposicién anterior va emplearse para realizar las integrales
singulares con mas facilidad, pero, en general, no va a ser necesario
aproximar un problema estitico mediante 1a solucion dinamica para At — oo,

Analizando lo que ocurre para r = c_m;; se comprueba que para cualquier
instante t' = 0, todos los nicleos son no singulares, es mas, nulos, excepto el
de  tensiones, 'I'ﬁ!i 48.2), obtenido en la_primera formulaciéon que
correspondia a una interpolacion de los desplazamientos constante, y singular
en las velocidades, desde el punto de vista de la segunda formulacién. Este
nucleo contiene los términos E,, que varian como (g2 t'Z - £2)1/2 Esta
singularidad se presenta para todo intante t', en el “frente”, es decir en los
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puntos x, tales que su distancia r al punto de colocacion & , sea r = Cl. Y
también en la "cola”, puntos x del contorno donde r=c¢, (t' - At), de las ondas
S y P. Para un t' determinado, al calcular las integrales espaciales (52),
encontraremos unas singularidades de orden r' "12 siendo r'- ¢ t' - r. Estas
integrales consideradas como impropias, tienen un valor finito, pero la
dificultad mayor que presenta su cilculo, es que la singularidad se encontrara
en puntos diferentes en cada paso de tiempo, y en general, podra existir, mas
de una, en un elemento determinado, con lo que la localizacion, e
identificacion de los puntos singulares, a fin de integrar precisamente la
singularidad, acumulando abcisas de integracion en sus cercanias, por
ejemplo, se convierte en una tarea engorrosa y costosa.

Desde el punto de vista de la segunda for mulacion, se puede justificar que
el término singular (c,2t'2 -r 2 ) "2 aparezca en la expresion final de Ty™
pues después de haber manipulado la expresion de Ti,vui, para obtener Z;,“ -
Jii'Vj libre de funciones delta de Dirac, que producian singularidades
no-integrables, se introduce una funcién de interpolaciéon en el tiempo, cuya

expresion es una suma de funciones delta.

En las figuras 14 se representan algunos términos de los nicleos
obtenidos. La forma de los mismos sugiere la integracion por trozos de la

onda, para poder obtener integrales mas precisas. Este tema se tratara en el
siguiente apartado.
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2.4.- Aspectos Numéricos Generales del Métedo

Se expone a continuacion, de forma breve, las técnicas empleadas para
realizar las integrales en el contorno de los nucleos de tensiones y
desplazamientos, segiin sean singulares o no. A continuacioén, se someten a un
analisis detallado, las diversas posibles interpolaciones, en tiempo y espacio, a

fin de comparar la idogeidad de las mismas para diferentes tipcs de
problemas.

Integrales en el Contorno

Las integrales indicadas en las ecuaciones (52) y (74), se calculan, en
general, numéricamente mediante una cuadratura de Gauss con 10 puntos.
Para mejorar la precision de estas integrales, el elemento se integra hasta
donde haya llegado la onda, o por trozos, en el caso de que varios “frentes” de
onda se encuentren en el mismo (ver figura 15). En este caso cada trozo se
integra con 16 puntos de Gauss, pues la funcién a integrar tiene peor
comportamiento, como se cbserva en la figura 14.

Ly Lo

—‘ﬂh
DA

Figura 15
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Para el caso de t' = At, y p = q, esto es, es el instante inicial y el punto de
colocacion esta en el elemento en que integramos, las integrales anteriores
son singulares para r —» 0. Para los elementos constantes, estas integrales se
han hecho totalmente analiticas, por la simplicidad de la funcién de forma.
Las integrales para tiempos posteriores también se han realizado
analiticamente, a pesar de no ser singulares.

Para los elementos parabolicos estas integrales se han hecho
semi-analiticamente. Se ha integrado analiticamente la parte singular de los
nicleos, la estatica, a lo largo de la parte del elemento afectada por las ondas,
y numeéricamente, la parte dinimica no singular.

Comparacion de Interpolaciones y Relacion Lapso/Elemento

En orden a evaluar las ventajas relativas de las diferentes funciones de
interpolacion en tiempo y espacio, ademas de analizar el efecto del tamafio
del paso de tiempo At, se han estudiado dos problemas elastodinamicos,
usando la formulacién expuesta anterior mente.

El primer problema, corresponde a una banda bidimensional infinita de
altura H = 4 m, sometida a una traccion uniforme aplicada en un extremo,
cuya variacion temporal es una funcion escalon, estando el otro extremo fijo
en direccién de la carga y libre en el otro sentido. En la figura 16 se muestra

la geometria y condiciones de contorno, del dominio en estudio, asi como el
modelo equivalente que se analiza.
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Las propiedades fisicas de! material son:

Modulo de Poisson v=025

Maédulo de Elasticidad Transversal b=4104Pa
Velocidad de las ondas P Cp=.346.41 m/s
Velocidad de las ondas S Cg= 200.00 m/s

= 2 _
Sed
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En el segundo problema se estudia el comportamiento de una placa
rectangular de altura H - 4 m, y ancho B ~ 2 m, sometida a una carga cortante
en su extremo superior, con variacion triangular en el tiempo, y empotrada
en el otro extremo, (ver figura 17). Las propiedades del material son las
mismas que en el problema anterior.

() B
> -5
-
4
2 —> %
002s¢4  tigMpo |
!
/e
Figura 17

Ambos problemas se han analizado con la misma geometria rectangular
de 4m x 2m, y las cuatro discretizaciones que se muestran en la figura 18:
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NS

Malla a Malla b Malla ¢ Malla d

Figura 18

-(a) elementos constantes de igual tamano
-(b) elementos parabélicos de igual tamafo
-(c) elementos constantes de tamarfo variable
-(d) elementos parabélicos de tamaiio variable

Para comparar la malla espacial con la temporal se define un parametro,
que denominamos B, mediante la ecuacién,

Ci At

S

El valor de L adoptado para cada discretizacion se muestra en la figura 18. En
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las mallas uniformes L es la distancia entre nodos de elementos contiguos, y
un valor medio de ésta, en las mallas variables. El parametro B proporciona
una medida de lo grande que es el paso de tiempo frente a la discretizacion

espacial escogida.

Los distintos casos que se estudian se resumen en la tabla siguiente:

Caso Funcién Interpolacion  Interpolacion Malla  B-CpAt/L
de forma parau para p espacial

1 constante constante constante a 0.25

2 constante constante constante a 0.5

3 constante constante constante a 1.

4 constante constante constante a 1.5

5 constante constante constante a 2.

6 constante lineal constante a 0.25

7 constante lineal constante a 0.5

8 constante lineal constante a I.

9 constanie lineal constante a 1.5

10 constante lineal constante a 2.

11 parabdlica lineal constante b 0.25

12 paraboélica lineal constante b 0.5

13 parabolica lineal constante b 1.

14 paraboélica lineal constante b 1.5

15 parabolica lineal constante b 2.

16 constante lineal constante c 0.5

17 constante lineal constante c 1. . (
O At My e 9T TG )

L - 0,25 | %,60%h ‘zg/g' ~ ' | B

L=05 Aﬂf% 5? n,5 [HH69Ly Iy | =115
A W43 o |

G- 2Y¢ ¢ L\/ UK AIC VI T
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18 constante lineal constante c 1.5
19 parabolica lineal constante d 0.5
20 parabdlica lineal constante d 1
21 parabélica lineal constante d L5
22 constante lineal constante a 1.
23 parabélica lineal constante b 1.

Los 21 casos primeros corresponden al problema primero, en el cual se
han ensayado, las diferentes funciones de interpolaciéon y forma. Los casos de
1 a5 corresponden a unas funciones de interpolacion constantes en el tiempo
y también en el contorno. Como se indica en la tabla, el valor del parametro
va desde f = 0.25, para el caso 1, hasta P = 2, para el caso 5. Los casos 6 a 10
son similares a los anteriores, salvo que la funcion de interpolacién temporal
de los desplazamientos, es lineal. Los casos 11 a 15, son como estos Gltimos,
pero con elementos parabolicos. En los casos 16 a 21 la geometria se
discretiza con elementos de longitud variable para estudiar el efecto de estas
mallas, habituales en los problemas reales, sobre la solucién obtenida. No se
considera la posibilidad de interpolar las tensiones linealmente, pues por la
forma de la solucion tedrica de este problema, que es una onda cuadrada, los
resultados no pueden esperarse muy buenos, y por las consideraciones que
hacen Cole, Koslof y Minster (1978) acerca de la relacion que han de cumplir
las funciones de interpolaciones de tensiones y desplazamientos, donde se
pone de manifiesto el caracter inestable del algoritmo numeérico, cuando se
utilizan funciones de forma lineales para ambas magnitudes, como

efectivamente ocurre. Los dos Gltimos casos, 22 y 23, corresponden al
problema segundo.

En la figura 19 se representa el valor de la tension normal, para el
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problema primero, en el extremo fijo, (nodo 2 de la discretizacion a), para los
casos 1 a5 {figuras 19_a hasta 19_e, respectivamente), frente a la soluciéon
teérica {‘exacta\}que aparece en linea discontinua (Eringe y Suhubi, 1975).
Tambien ’s‘é'ré"presenta el desplazamiento normal en el extremo libre (nodo
14) frenteé a la solucidn teérica. Puede observarse que la aproximacion
utilizada en estos casos 1 a 5, no produce resultados aproximados en ningin
caso. Para B < 1 la solucion se vuelve rapidamente inestable, pocos pasos de
tiempo desb_ués de que haya llegado la onda dilatacional al extremo fijo. Sélo
para B » 1, la solucién es estable durante un cierto tiempo, pero en estos casos
(3 a 5), 1a solucién numeérica no es capaz de seguir los saltos de la solucién
tedrica. El desplazamiento calculado para el extremo libre que se representa
en la figura 19_f, que corresponde al caso 3,0 = 1, es algo mas aproximado,
como podria esperarse del hecho de que la solucién exacta en esa variable,
tiene una variacidon mucho mas suave con el tiempo; pero también se
deteriora y se hace inestable al avanzar el tiempo.

Cuando se adopta una funcién lineal, para la interpolacién temporal de los
despiazamien}tos, casos 6 a 10, la solucion obtenida mejora muy
notablemente, (ver figura 20). Para B = 0.25, caso 6, la respuesta es,
igualmente, inestable y se deteriora a los pocos pasos de tiempo de llegar las
ondas al extremo fijo. Sin embargo para B=0.50, caso 7, la solucion numérica
€s muy precisa, aunque, cuando la tensién ha de ir a cero por segunda vez, el
resultado se vuelva inestable. Para los valores de B > 1.00, casos 8, 9 y 10, la
solucion numérica obtenida permanece estable, para todo el periodo de
tiempo representado. La respuesta calculada se vuelve mis redondeada
conforme el pardmetro B crece, representando con precisidn decreciente los
saltos de la solucion tebrica en tensiones. Conforme P crece, aumenta el
amortiguamiento ficticio de la solucion obtenida. Los desplazamientos
normales del extremo libre se representan bien con valores del parimetro B>
1.00, y también para B < 1.00, casos 6 y 7, mientras la solucion se mantiene
estable. En la figura 20_f se representan los desplazamientos correpondientes

. T4 w L
4 L‘ R L S | B

{
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e
%
K;




Capitulo 11 111

a P =1.00, caso 8, cuya precisién, como se observa en la grafica, es excelente.

Cuando se consideran elementos parabélicos en el contorno en vez de
constantes, la solucién obtenida mejora. En las figuras 21 se muestran los
resultados para los casos 11 al 15. Las tensiones normales en el centro del
extremo fijo, (nodo 3 de la discretizacion b), tienen claramente un
comportamiento mejor en los casos 11y 12 ( p=0.25 y B ~ 0.50), que en los
equivalentes 6 y 7 de elementos constantes. Sin embargo la mejora es
pequefia para los casos 13, 14 y 15, ( B = 1.00), al compararlos con sus casos
correspondientes 8, 9 y 10. La solucion en los casos 14 y 15, de elementos
parahélicos, (B > 1.00), muestra un menor amortiguamiento conforme pasa el
tiempo, que la correspondiente a los casos 9 v 10 en que se utilizaban
funciones de forma constantes en el contorno. En contraposicién, usando
elementos parabélicos aparecen mas oscilaciones en la parte constante de las
tensiones que utilizando los elementos constantes. El desplazamiento normal
en el extremo libre, (nodol5 de la discretizacion b), se representa frente al
tiempo, en la figura 21_f, para el caso 13 ( B = 1). La solucidén numérica es
inmejorable, confundiendose practicamente con la teérica.

Las discretizaciones no-uniformes, ¢ de elementos constantes y d de
elementos parabdlicos, se usan, respectivamente, para los casos 16 al 18y 19
al 21. Estas discretizaciones se analizan, no porque sean necesarias para
resolver el problema aqui considerado, sino porque mallas como estas seran

necesarias para problemas con geometria o condiciones de contorno mais
complicadas.

En la figura 22 se representa la tension normal en el centro del extremo
fijo, (nodo 5 de la discretizacion c), frente al tiempo, para los casos 16 al 21.
Los valores de B menor y mayor usados anteriormente, han sido eliminados,
pues no pueden esperarse buenos resultados para esos valores del parametro.
El efecto de aumentar el valor del parametro es similar al que se daba en las

< / = -
T:‘f L=¢ /\:L/QL/ o3 > A+ 2= ’%/u.— lljzél
L { ~ —
“r = 2o (6e5

A2 . T2 ’
%
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discretizaciones uniformes, redondeandose la solucion, mas, conforme mayor
es B. Hay que sefialar que para un B dado, calculado con el valor de L medio
que se muestra en la figura 18, el valor equivalente calculado con la longitud
del menor elemento es 4-B, y /2 calculdndolo con la longitud del mayor.

Comparando los casos 16 a 18 y 19 a 21, se observa que los resultados
son similares, y que, por tanto, no parece necesario el uso de los elementos
cuadraticos mas complicados, para resolver un problema de este tipo. Esto
también se ponia de manifiesto al comparar las figuras 20 y 21 donde, para p

> 1.00, los elementos constantes en el contorno, ofrecian unos resultados muy
aceptables.

La cuestion es en que tipo de problemas, si existen, es necesario utilizar
elementos mas complejos que los constantes. Para responder a esta cuestion

se estudia el segundo problema en que el comportamiento a flexion es
determinante.

Se analizan dos casos (22 y 23). Se utiliza la discretizacion uniforme de
clementos constantes (malla a de 1a figura 18), para el 22, y la discretizacion
uniforme de elementos parabolicos (malla b de la misma figura), para el caso
23. Para ambos caso se utiliza el valor de B = 1.00, con interpolacién
constante de las tensiones en el tiempo, y lineal de los desplazamientos.

El desplazamiento tangencial del punto medio del extremo libre se
compara en la figura 23 con el obtenido mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF.), utilizando una malla de 440 grados de libertad (Nardini y
Brebbia, 1983). Puede observarse en la figura 23, que los resultados
obtenidos con la discretizacion espacial parabolica, con sélo 12 elementos,
acuerdan excelentemente con los resultados del M.EF. Por el contrario, la

solucién obtenida con elementos constantes muestra grandes diferencias con
las otras dos.
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Conclusiones.

Del analisis anterior, considerando todos los casos estudiados, puede
concluirse 1o siguiente:

a) El uso de una funcién de interpolacién lineal en el tiempo para los
desplazamientos produce una mejora muy importante de los resultados en
comparacion con los obtenidos con funciones constantes. El esfuerzo
computacional es en ambos casos , practicamente el mismo.

b) Para discretizaciones uniformes se recomienda el uso de valores del
paso de tiempo que den lugar a un valor del parametro B cercano a uno.
- Valores menores conducen a soluciones inestables, mientras que valores
demasiado altos dan resultados que no pueden representar bien los saltos
rapidos de la solucion exacta. Cuando la discretizacion no es uniforme, el valor
de B = 1.00, debe referirse a un elemento de tamafio inter medio.

¢) Los problemas que no presenten deformaciones de flexion importantes,
se pueden resolver utilizando elementos constantes en el contorno.

d) Los problemas que presenten deformaciones de flexién, requieren el
uso de funciones de interpolacion espacial de orden mayor. Se ha mostrado
que el uso de elementos parabélicos, produce buenos resultados. Esto
concuerda con la conclusion similar que se alcanza analizando problemas
elastostaticos (Brebbia v Dominguez, 1989).
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3L ] ucci

En este capitulo se va a exponer, primeramente, la solucion general de los
campos de desplazamientos y- tensién elastodinamicos, en un dominio
bidimensional, en el cual se propaga una grieta con velocidad C, para
observar la forma a que tienden dichos campos, en funciéon de los llamados
Factores de Intensidad de Tension, cuando la distancia al vértice de las
misma, se acerca a cero (Radok, 1956; Nishioka y Atluri, 1983a). Los
problemas analizados en este capitulo, corresponden al caso particular de
grietas estacionarias, C - 0, pero se presenta aqui el caso general, pues es
similar en su desarrollo al particular, y engloba los casos estudiados en éste y
en el siguiente capitulo. A continuacién, se describe un elemento de contorno
parabdlico recto, con su nodo medio situado a un cuarto de la longitud total, y
con funciones de forma singulares en el espacio, y la forma de obtener a
partic de los valores nodales del mismo, los Factores de Intensidad de
Tension. Se analizan con la formulacion presentada, casos de fractura
dindmica en modo I y modo 11 simples, para un medio infinito, y para
medios finitos. También se analizan, en el ultimo apartado, diversos
problemas de fractura en modo mixto.

.~ Soluciéon General Elastodinimica Alrededor de una ie
Propagandose.

Va a considerarse el problema de una grieta propagandose con una
velocidad constante C en un medio bidimensional, elastico, isétropo, lineal y
homogéneo (Nishioka y Atluri, 1983a). Sean X e Y las coordenadas
cartesianas fijas en el plano del dominio en estudio, y Z la coordenada
perpendicular al mismo, de manera que Y=0 define el plano de la grieta (ver
figura 1). Suponemos que los campos de tensiones y desplazamientos son
independientes de la coordenada Z. Introducimos el sistema de coordenadas
moviles X, y, z, el cual permanece fijo respecto al vértice de la grieta movil,
definiendo x = X - Ct como se observa en la figura 1. En este sistema es
posible reducir el problema real elastodinamico, a un problema de calculo de
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potenciales complejos. Las tensiones y desplazamientos se relacionan con

estos potenciales a través de las expresiones,

Re[ 1+ 2[3l By ¢(Z])+\V(Zg):l

= Re [(1 B;)d)(li) +y (Za)J

(153
= Im| 2B, ¢(z,)+ y'(zs)
B2

= Re g
Oyp= - Im [ﬂ 2 Q'(Zg)}
G,=0 : en tension plana
Og=V (0,t + o},) : en deformacion plana

ftu = - Re [(p(z,) + w(zp_)]

pv = Im | B, ¢lzy) + Ltv(zg):l
Ba

pw = Re :n(zg)]

(1)

donde ¢(z), y(z}) y 0(z5) son potenciales complejos, los cuales son funcién
de las variables complejas Z =X+ JB y =1 e‘ej , siendo i = /~T, la unidad
imaginariay p;% =~ 1 - (C/c1)2 Bo2 =1 - (C/cy), vy ¢ v ¢, son las velocidades

de las ondas dilatacionales y transversales, respectivamente.
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Figura 1

Las expresiones ¢, y' y Q' indican la derivada de los potenciales respecto
a la variable compleja (2 correspondiente. Los potenciales complejos ¢(z;) y
y(z)), estan relacionados con las componentes del campo de movimientos
alrededor de la grieta, en el plano x-y, que se puede descomponer en Modo |
(modo de abertura plano; ver figura 2), y Modo 11 (modo de deslizamiento
plano). El potencial complejo Q(zp), esta relacionado Unicamente con el
movimiento antiplano de la grieta, llamado Modo 111 (modo de deslizamiento
antiplano; ver figura 2).

!
X

MODO [ MODO I1 MODO I11
Figura 2
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Para encontrar la solucion general de los tres modos de fractura, que
satisfagan las condiciones de tension nula ( Opy = Ogy = Opp = 0 ), en las

superficies internas de la grieta ( 6 = + n ), expresamos éstas en funcién de
los potenciales complejos,

Oyp+i0, =Dy ¢+ D20 +Dgy +Dgy' =0  en6=-0,=0,-+n

, P2 =
o,+1cx=-5i-(n-n)=0 ené=0,=+n

(2)

donde el guion ( 7), sobre una funcion, indica su complejo conjugado. Las
expresiones Di son constantes y vienen dadas por,

2 2
Dl = | +B2+ 231, D2= l "'Bz"'Zﬁl
[+, L+,
+ +
D3=2+ 2. D4=2- 2
32 Bz

(3)

Supongamos una solucion para los potenciales complejos en forma de
desarrollo en serie de potencias de z;, COMO,

i ' ile0
0zg) = D Apz,"- Z(AL i A‘\)rl et
3

i

8 ¢ i
W(zg) = DBz, - Z(BL i B“)rz e 2

n n
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i ' il .0
0(zg) = D Cyzy = Z(c:,+ i c,,)rze’ =
n

h

(4)

siendo A,y autovalores reales que seran determinados més adelante; Ay, B, y
C, constantes complejas indeterminadas, y An° y An*, etc, denotan,
respectivamente, la parte real e imaginaria de dichas constantes.
Sustituyendo las soluciones (4) en las condiciones de contorno (2), se llega a
las siguientes ecuaciones para el movimiento plano,

e M (DA, DgB,)+e i"*‘“(DZX,“ DgB,) - 0

-i § —_— —_—
e ¥ (DyAp+ DBy)+e 2" (Dyhy+ DgBy) = 0

y para €l antiplano,

(6)

Para que exista una solucion no trivial de estas ecuaciones, el
determinante de las mismas, ha de ser nulo. Para ambos casos se tiene,

+iA W AT
n +e n

-iA. T +iA. T -0
fn +e n

€

€

(7)
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la cual se puede reducir a,
sin (2m,) = 0 (8)

Las soluciones de esta ecuacion son los autovalores del problema. Estos
sond, =n/2 (n = 0,1, +2,..). Como los autovalores negativos conducirian a
desplazamientos infinitos en el vértice de la grieta, los Gnicos autovalores
validos son,

A,=n/2 (n=0,1, 2.) (9)

El autovalor 2, = 1/2 da el campo de tensiones singular de orden 1//r,
bien conocido en mecinica de la fractura elastica lineal. El autovalor A, =0,
representa un movimiento de sélido rigido. Si se llevan estos autovalores a
las ecuaciones (5) y (6), se encuentran las siguientes relaciones entre la
constantes complejas del desarrollo en serie,

By - - hin) Ay
* — *
B, - - hin) A,

+
Ca=--iC, :sinespar
+

Ca=C, :sinesimpar

(10)

siendo
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2
h(n) - b1 Bzz : si n es par
1 +ﬁz
1 2 . .
h(n)=—2— 1+8 :sin esimpar
(11)

con fi = n +1, y C;* unas constantes reales indeterminadas.

Los factores de intensidad de tensién pueden ser definidos, como es
habitual, con las siguientes ecuaciones,

Ki = limvV 2nr o, |a.
1 i ylon

Kp= limv 2nr o -
11 £ 0 x}rle-ﬂ

KIII = lim v 2nr Oye lg._.n
-0
(12)

Usando las ecuaciones anteriores, se obtienen las siguientes relaciones
entre las constantes y los factores dindmicos de intensidad de tension,

. _@43192-(“ b2) K

2(1+B§) 1

4BB—(1+B2) *
Ky - V2n ”4(3 2/ A,
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Km-m%&d
(13)

Se definen unas funciones de la velocidad By (M = I, II, 1II) mediante las
ecuaciones,

1+ﬂ2
ByC) - —2
2
By(C) = —E
1
Bi(C) = —

2
(14)

donde D(C) = 48,8, - (1 + B,2)% La ecuacion D(C)=0 es conocida como la
ecuacion de Rayleigh y sus raices son C=0 y Cg (velocidad de las ondas
superficiales de Rayleigh). A partir de estas funciones By. se pueden
normalizar las constantes Ano. An* y Cn+ con las expresiones,

o n+li <]
An--21 g0k
f m <

x *
A -2 1B 0k
fn ﬁ; n

+ +
Co=2t Ly (0K

Von

(15)
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de forma que los coeficientes del desarrollo para n=1 sean los factores
dindmicos de intensidad de tension (K,® - K;, K,* = Ky, K;* = Kppp).

Sustituyendo las constantes asi normalizadas en los desarrollos de los
potenciales complejos (4), y éstos en las ecuaciones (1) que relacionan los
potenciales con las tensiones y desplazamientos, se obtienen los términos de
los desarrollos en serie de estos Gitimos,

KaBiO ntn+ 1)
= v"fli ‘”’; {(1+25§-B§)r§’"'3“cos(§—1)91-

2 hin) r(a“"zH cos(lzl-—l) 93} +

Bu©n@+1
RO (1 2 g 2 seaf D1 o, -

2 h(t-l) r‘g"““H sen(g-—l) 02}

(16a)
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KaBO n(@m+ 1) n
Oyp = Vo 2 { -(1+ Bg) r({'m'l cos(z—l) By +

2 h(n) r¥ - cos(%-l) ez} +

K;Bn(C)n(n+l){ 2 /2 (2 )
e > ~(L+ B ™ sen| 2118y +

2 him) rg2H (51) ez}

(16b)

KaBIO ntn+ 1) n
Ry = o 5 { -2By r(f‘m'l sen(E-l) By +

1+ 87 hn) £/ 2+ sen(ﬂ—l) 0, b 4
B2 2 2 2

Ka By ©n (o + 1) /21 (n )
o 2 [ 231 ry Cos E—l 0y -

1+p5 -
gzﬂz h(n) r(z‘""ZH cos(g—l) 62}

(16¢)
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'sen(-lzl- 1)92 . npar

+
_KaBidC) n(n+1) r(m'a}-x <

0. =
= w2
sCOS(%- 1)63 . nimpar
(16d)
cos(—rz-l-— 1)92 ' n par
+
_ K4 Br(C) n(nel) o /)t
yIn m 2 272
-sen(%- 1)82 : 0 impar
(16e)
0 : tension plana
o
: (o,m+ o,m) : deformacién plana
(16f)
K:BI(C) 2 n/2 a/2
Up=————nf = (n+1){ r; cos=8, - h(n)r, COS—0, >+
Zp n 2 2
K By(C) /2 a2
. ’\/ (n+l) ry 3911-—01 h(n)rz sen—e
21 n 2
(16g)

Vo K, BI(C) / (n+1) {—ﬁl ry senggl-ll_(n_)rz sen_e}
B 2
K BII(C) f ( +1){ﬁ1r1 COSEB1 Ila(_n_)_rz COSEQ}

(16h)
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sen%ﬁa: n par

+
W =M ‘/ 2 (n+l)fg/z
“ Zp n

cos%ﬁaz n impar

(161)

Las componentes singulares del campo de tensiones y el campo
correspondiente de desplazamientos, vienen dados por los términos de n-1,

en los cuales el exponente de ry es (n/2)-1 = -1/2, para las tensiones y n/2 -
1/2, para los desplazamientos,

1 1
Ky By(C) 2 2 %% 45, 0530
Oy = (1+2p-8,) -
J2n 142 2 12
ry 1+B2 )
Ky By(C) . 3 2 sen—el ( 2)sen—ea
———m N *231‘32) +P 1..“2
(17a)
1
cos—0, cos—8,
0y=KlfiC) -(1+ﬁ:) 52 4B1B§ 7
2n ry +B, ry
K+ Br(C) 2 sen—l—eI 5 sen—l-ez
J2n 1/2 1/2
Iy 2

(17b)
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1 1
o KIBIO) ) o et ] RFNAW
o 1 Y
ry f2
2
Ky Bg(C) 2 Cos=9, (l*ﬂz) cos—b,
m 1 r:/2 2‘32 r;/Z
(17¢)
Ky Byr(©) —sen——ez
R 1/2
fz
(17d)
cosle
_ K Bi(C) 5,2 2
LY v 2 RE
2
(17¢)
0 : tensién plana

1
. Ky By(C) zv(ﬂ _ﬁz) 603591 )
£ m i V2 1/2
ry
Ky By(C) ( 2 2) senée‘
_w/_Z_n—— -2viBy-B, " : deformacion plana

(17f)
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172 2 172
u=KIBI(C) K3 ry coslei- Biﬂzrz cos—;-e2 +
B N n 2 l+ﬁ:

;
172 1+ 172
Eﬂn(—(:) g Iy sen—l-el- Ba[‘g senlez
3 v n 2 2 2

(17g)
172 2 172
V=K—I§I(—C)— 2 Byry senlel+ Py Iy senlez +
B 1 2 2 2
1+B2
Ky B(C) / 1 Bz /2
/ 1/2 +By 1
~non 2 Byry cos—l-el- 2ty coslez
i n 2 2B, 2
(17h)
K 1/2
w=——————LmBm(C) 1/—2— ry senie2
b n 2
(17i)

Para problemas en Modo I, Nilsson (1974) ha mostrado que tanto las
ecuaciones diferenciales como las condiciones de contorno del problema de
una grieta moviendose con velocidad variable cualquiera, coinciden con las
del problema de crecimiento uniforme considerado aqui. La conclusion de
esta observacion es que la solucién obtenida es valida tambien para el caso
de crecimiento no uniforme, sin mas que sustituir la velocidad que se habia
supuesto constante, por el valor instantineo de la misma. Esta misma
conclusion puede extenderse a los otros modos de fractura,

Para el caso de C=0, pueden obtenerse las expresiones del campo singular
de tensiones y sus correspondientes desplazamientos a partir de las formulas
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(17), sustituyendo C por 0, ry =, por rye, =@, por 6, obteniendose,
después de simplificar las expresiones,

O, =~ & cos-e— 1- seng sen3—e - —Ky—seng- 2+ cosg—cos-sf-
2 2 2 2 2 2

X A 2nr A 2nr
(18a)
K; 0 0 39) Kn 6 6 38
g, = cos—| 1 + sen—sen=—|+ COS— Sen— Cos—
T Ve ( 2 N 2nr
(18b)
Cay = —L_ sen> cos- cosée— + Kn cosg(l - seng— sené—)
2nr Jonr 2
(18c)
K
,, = - sen—
2 Ve 2
(18d)
Km 0
G,, = COS—
Y
(18e)
[ 0 : tension plana

K; 0 Ky 6 .
2V COs— - 2v sen— :deformacion plana
Y 2 2nur

(18f)
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2
u =§_I x COSE- 1 -2v+ sen23)+ EE L seng(z - 2V + oS E)
e Yo 2 2) v XN 2 2

(18g)
2
=EI_ I seng(z -2v+coszg_)+511 I cosg- -1 +2v+sen 2)
kB ¥ 2n 2 2] VZn 2 2
(18h)
m [T 09
j 2n 2
(18i)

La solucién general de la grieta estacionaria, que es la que se va a
estudiar en este capitulo, cuya parte singular viene dada por las ecuaciones
(18) contiene fos términos correspondientes a, tensiones nulas con un
movimiento de sélido rigido (n-=0), tensiones singulares de orden r-1/2 Y sus
correspondientes movimientos que van con r1/2 (n=1), tensiones constantes
y desplazamientos lineales en r (n-2), y términos de orden superior (n=3).
Los términos mas significativos de estos desarrollos pueden incorporarse al
Método de los Elementos de Contorno en el dominio del tiempo, mediante un
elemento de contorno singular, lo cual va a permitirnos resolver una amplia
gama de problemas de fractura elastodinamica, con una muy buena
precision. Este elemento ha sido usado con anterioridad, con excelentes
resultados, en el campo de la fractura elastostitica (Blandford, Ingraffea y
Ligget, 1981; Martinez y Dominguez, 1984), y en el campo de la fractura
elastodinamica en el dominio de la frecuencia (Chirino y Dominguez, 1989).
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3.3 Céalculo de F.1.T. dinimicos con el M.EC.

Elementos Parabdlicos 2 Un Cuarto.

Se expone a continuacion, la formulaciéon de los elementos a un cuarto v a
un cuarto singular, con los que se pretende representar el mayor nimero de
términos del desarrollo en serie de las tensiones y desplazamientos en el
entorno del vértice de una grieta, dentro de la formulacion del método de los
elementos de contorno.

La geometria, desplazamientos y tracciones en el caso de elementos
parabolicos (ver figura 11.6), se interpolan a lo largo del elemento con:

1 2 3
fi=fi 0+ 00+ £y s
(19)

donde o, 9, v ¢; son los polinomios cuadraticos dependientes de la
coordenada natural &, dados por las formulas (I1.51) en el capitulo anterior: f ;
representa una coordenada cartesiana, un desplazamiento o una traccion, y
f} sus valores nodales.

Sea un elemento cuadratico rectilineo, con su nodo central colocado a un
cuarto de la longitud a partir de uno de los extremos, y sea r la distancia de
un punto cualquiera de ccordenada &, al extremo llamado 1 en la figura 3. La
relacion entre estas dos variables viene dada por,

ﬂ%—{(;ﬁd 1)§'+—12—} o la relacion inversa §=2 '\/ % -1

(20)
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Figura 3

Sustituyendo esta relacién en la expresion de f, la ecuacién (19) se
transforma en:

fi=ail* af\/;/L + af;/L

(21)
siendo:
1 1
a; = fi

2 1 2 3
a; = -3f; + 4f; - Xfi

3 1 2 3
a; = Zfi - 4f, + Zfi

La geometria del elemento da lugar, pues, a una variacion de la magnitud
f; en funcion de T, que es capaz de representar el comportamiento de tipo vi
de los desplazamientos. Para ello Unicamente hay que hacer coincidir T a lo
largo del elemento con r a lo largo de los labios de la grieta. Este elemento,
similar al desarrollado en el método de los elementos finitos, es el llamado,
elemento a un cuarto, al que se hara referencia en lo sucesivo con la



Capitulo 111 147

expresion, E1/4N.

En el método de los elementos de contorno las tensiones se calculan
directamente, como variables independientes, y no por derivacién, a partir
de los desplazamientos. Estas variables, no estin correctamente
representadas mediante la ecuacién (21), pues no contiene el término
singular 1/t , el mas importante del desarrollo de las mismas en las
inmediaciones del vértice de una grieta. Se puede obtener una
representacion adecuada de las tensiones utilizando para las mismas unas

funciones de forma singulares, iguales a la habituales, multiplicadas por el
factor v(L/ T),

Pz%’\/_‘* Pi 0y '\/vr + D:¢3

A 2. 3
=pif®1 *+ Pid2 + Pids

(22)

Puesto que las funciones de forma singulares no cumplen fa condicién
(&) - & ij = 1,2,3, siendo §=-1, £,=0, t5=1, los BJ no son los valores
nodales de p;, sino éstos divididos por los valores nodales de @,
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r—-0

2
.22 _Iii_
1=
pf = pf

(23)

El hecho de que sea ;3 = p,3, implica que se cumple la compatibilidad
interelemental, tanto en tensiones como en desplazamientos, y por fo tanto a
continuacion de un elemento singular es posible colocar uno normal: no es
necesario desarrollar elementos especiales de transicion, como ocurre en

muchas formulaciones de elementos singulares del método de los elementos
finitos

La ecuacion (21) en términos de T es:

X! 2.8
pi-ai /U vay va [

siendo:

RN
aj = py
2 .1 .2 .3
ay =-3p; + 4p; - 3py
3001 2 s
ay = 2pg - 4py + 2py
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que tiene tres términos correctos del desarrollo de las tensiones (n=0,1,2)
dado en (18).

El elemento asi generado, en el que la geometria y los desplazamientos se
interpolan con las funciones de forma habituales , y las tensiones mediante
las funciones singulares ¢;, es el llamado elemento a un cuarto singular, al
cual nos referiremos a partir de ahora con la notacién E1/4S. Este elemento
permite una representacion con tres términos correctos del desarrollo, tanto
de los desplazamientos como de las tracciones.

Determinacién del F.1.T. a Partir de las Variables Nodales.
Establecida estas representaciones, los factores de intensidad de tension
pueden determinarse de diversas formas a partir de las variables nodales.

Sea el elemento a un cuarto de la figura 3, y supongamos que el nodo 1
Se encuentra en el vértice de una grieta, mientras que los nodos 2 Vv 3 estan
situados en una de las caras de la misma. La ecuacién (21) para la

componente normal a la fisura de los desplazamientos en este elemento
podemos escribiria como,

V-V = [-(V3—V1) s 4(v2-v1)] \/—;_/; + [2(v3-v1) - 4(v2—v1)] ;/L

(24)
donde al restar vy, referimos los desplazamientos al vértice de la grieta.
Por otra parte, el primer término del desarrollo asintdtico de esta

componente, después del término de solido rigido, en una grieta en modo I
de fractura, y para un angulo 8 = 1, es, [ecuacion (18)],
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KL [/

(25)

Igualando los términos de orden r}/2 de ambas ecuaciones, teniendo en
cuenta que, por la disposicion del elemento, T = r, se obtiene la relacion,

.k 2 v
ks 2(l-v) ¥ L (4V2 v3)

(26)
siendo v,'=v,-v; y V4'=v,-v, los desplazamientos refativos al vértice.
Esta es la llamada férmula bipuntual de cilculo del F.IT., pues éste se

calcula a partir de los desplazamientos de los dos nodos adyacentes al
vértice.

Se puede obtener una férmula unipuntual igualando el movimiento que

da la ecuacion (25), en r=L/4, con el valor V,, calculado en ese punto. Esto
lieva a la ecuacion,

l“’ 2’[ ¢ K -
Ky= — Vv NI
! (I-V)N L ¢

Unas ecuaciones similares pueden escribirse para el F.IT. del Modo I,
sustituyendo los desplazamientos v por los u,

(25)

ELF.LT. puede calcularse de una forma directa mediante el valor nodal de
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la ‘traccién’ en el vértice de un elemento E1/4S. Sea un E1/4S que partiendo
del veértice de la grieta y formando un angulo 6 con el plano de la misma, se

adentra en el medio formando parte de un contorno interno que divide al
dominio en dos subregiones (ver figura 4).

Figura 4

Teniendo en cuenta, la relacion existente entre los valores nodales p,, y
las tensiones reales p,, dada por la primera de las ecuaciones (23), y
poniendo éstas en funcion del tensor de tensiones singular, dado por las
ecuaciones (18), siendo las componentes de la normal unitaria en el elemento
ng=send y ny = -cos0, se llega a las siguientes relaciones,



Capitulo 111 152

.
p
X KI
J2nL - [an 312]
az a
R 21 22 Kn
| Py
(28)
donde la matriz A=(aﬁ) viene dada por las expresiones,
ayy = -send cosg— 1- seng sené-e— + cos@ senP— c:osE «:os—‘cj—(i
2 2 2 2
aqp = send seng- 2+ casg cos-3-e— + C0s8 cosE 1- seng— senie—
2 2 2 2 2 2
az = -send seng— cosg— cos3—e + Cos@ cosg- 1+ sen—e- senég
2 2 2 2 2 2
a2 = -send cos-f-)— ! - seng- sen-3i + c0s0 cosg- sen9— cosﬁ
2 2 2 2
(29)

La resolucidn de este sistema permite expresar los F.I.T. de modo I y II
en funcién de las variables nodales Py, cualquiera que sea la posicion relativa
del E1/4S respecto al plano de la grieta. Para el caso mas simple y comin de
que el elemento forme un ingulo 8-0° con el plano de la grieta, estas
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expresiones se simplifican enormemente, reduciendose 3,

A1

A
Kip =421l py
(30)

Estas 0ltimas expresiones relacionan los factores de intensidad de tension
con los valores nodales de 'tension' en el vértice del nodo 1 del E1/4S. Una
correspondencia directa como esta, podia esperarse observando las
relaciones tan similares de Kyt Y py con las tensiones en las inmediaciones del
vértice, lecuaciones (12) y (23) respectivamentel.
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3.4.- Problemas de grietas en modos puros. Modo [ v Modo 11

Se presentan a continuacion una serie de problemas de cailculo de
factores dindmicos de intensidad de tension, en los que por las condiciones
de carga y de contorno, sélo se provoca un modo de fractura en la grieta
considerada. Asi, el campo de tensiones y desplazamientos en las
inmediaciones del vértice vendria determinado por un unico factor de
intensidad de tensiones, bien el K;. como ocurre en el primero y el tercer
problema, o bien el Ky;, en el segundo. En todos ellos y en los del capitulo
siguiente, se emplearan elementos cuadraticos para la discretizacion espacial,
y funciones de interpolacion lineal para los desplazamientos y constante para
las tensiones, pues es la combinacion de funciones de aproximacion que
mejores resultados ha dado para el tipo de problemas que se pretende
analizar.

F.1T. dindmico transitorio en una grieta finita en un medio eldstico infinito,
causada por la incidencia de una onda P.

Se trata de calcular el factor dinamico de intensidad de tensién en una
grieta de longitud 2a, dentro de un medio bidimensional infinito, cuando una
onda dilatacional, onda P, incide en la grieta, formando un angulo @=909%, con
el plano de la misma (ver figura 5) (Thau y Lu, 1971).

El problema puede plantearse en funcion de los potenciales de onda
dilatacional ¢(x,y.t) y {iransversal w(xyt), tomando las coordenadas
adimensionales x - X/(2a), y - Y/(2a); la variable temporal también se
adimensionaliza, dividiendo el tiempo real, entre el tiempo que tardan las
ondas dilatacionales en recorrer a grieta, t, = 2a/¢;. Los desplazamientos se
pueden expresar en funcidn de estos potenciales como,
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(31)

Figura S

Con el sistema de coordenadas elegido, las ecuaciones del movimiento,
teniendo en cuenta que no hay fuerzas de volumen, se convierten en,
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2 azq,
V - —" =
¢ 2
ot
2 2
v \g—ra—=0
2
ot

(32)

donde k% = 2(1-v)/(1-2v) = (¢ /c,)2. En las coordenadas adimensionales,
velocidad ¢; de las ondas dilatacionales es 1, y ¢, la de las ondas
tranversales, 1/x.

La onda dilatacional incidente, con superindice 'i’, viene dada por los
potenciales,

{
¢ =f(t- xcosa-ysenn)

@
(33)

siendo[ idénticamente cero cuando su argumento es negativo, y una funcién
cualquiera en otro caso. El instante t - 0, es el instante en que la onda alcanza
el extremo x-0. En este caso, en que o = 90°, Ia onda llega simultaneamente a
todos los puntos de la grieta. Por delante del frente de la onda el medio
permanece sin perturbar.



Capitulo 111 157

Los desplazamientos provocados por la onda, vienen dados por las
ecuaciones (31),

u = -f cosx

- -f sena
(34)

donde el punto sobre f indica su derivada respecto a t

A partir de los desplazamientos, empleando la ley de comportamiento-
compatibilidad (I1.6), se obtiene el tensor de tensiones del campo incidente,

@ (z 2 \.
0, =\kK -2sen aff

) (z 2)—
0, =\K -2 cos aff

i) -
Oy = Sen 2af

(35)

En el presente apartado se va a resolver el caso en que £(1) - H(1), siendo
H la funcién escalon de Heavyside.

Para resolver este problema, es conveniente hacer uso del principio de
superposicion, el cual se esquematiza en la figura 6.
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Ty IS

;

= *H L < |
() (b) (<)
Figura 6

La composicion del problema (b) y el (c), nos da el (a). Sin embargo, el
problema incidente (b), no contiene ninguna singularidad, y , por lo tanto, el
F.1.T. del problema difractado (c) es el mismo que el del problema original
(a). Con el subindice 'i' nos referiremos al campo incidente, y con el 's’ al
difractado.

El problema del campo difractado esta determinado por las ecuaciones
(32) vy las siguientes condiciones de contorno,

(& (@
0, -0, para y=0, 0<x<1
) L

Ogy = ~Oxy Dara y=0, 0<x<1
(36)

La ventaja de esta descomposicion, desde el punto de vista de los
elementos de contorno, es que el campo difractado cumple las condiciones de
radiacion, lo cual permite la discretizaciéon Unicamente de los contornos
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interiores. El problema que se va a modelar numéricamente, y las
condiciones de contorno a emplear son las representadas en la figura 7,
donde se ha aplicado la condicion de simetria respecto al eje x. Las cargas a
aplicar en los labios de la grieta vienen dadas por las ecuaciones (35).

La discretizacion a lo largo del eje x, habria que prolongarla,
teoricamente, hasta el infinito; sin embargo, si se busca la solucion hasta un
cierto instante t ~ 1 la discretizacion en el eje x, puede cortarse a una
distancia tal, que el tiempo que empleen las ondas P en recorrerla desde el
extremo de la discretizacion hasta un vértice, sea mayor que el periodo de
interés, de manera que las ondas reflejadas no afecten a la soluciéon. La
discretizacion empleada se muestra en la figura 8, quedando discretizada
cada semi-grieta con dos elementos iguales. Los elementos adyacentes a los
vertices de la grieta, situados en el interior de la misma, son E1/4N, mientras
que los situados hacia fuera de la grieta son E1/4S para representar
correctamente, el campo singular de tensiones.

J 2

[ o T ¢ N o BN < B o I o

4 4 4 4 ) o o 0 0 0 C

Figura 7

Las propiedades eldsticas del medio se han tomado de forma que se
obtengan las velocidades de onda adimensionales, con un valor x2 = 3,

Mddulo de Poisson v=0.25
Modulo de Elasticidad Transversal p=1.0 Pa
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Densidad p=3.0 kg/m3

con las cuales las velocidades de las ondas son ¢;=1.0 m/s y ¢,~1/v3 m/s.

Figura 8

El valor del incremento de tiempo adoptado es At = 0.125, de manera que
el parametro B = ¢;- At / (h), referido a los elementos de la grieta, es
exactamente B - 1, que como se vi6 en el apartado anterior, resulto ser el
optimo.

Thau y Lu (1971) resolvieron el problema del campo difractade, dado
por las ecuaciones (32) junto a las condiciones de contorno (36), para el caso
particular de f igual a la funcion escalén, descomponiendolo en dos
problemas, simétrico y antimétrico, y aplicando a cada uno la transformada
de Laplace en el tiempo, y la transformada de Fourier en el espacio, para
llegar a una ecuacién generalizada de Wiener-Hopf (Noble, 1958). Esta
conduce a un par de ecuaciones integrales acopladas las cuales se resuelven
de forma iterativa, obteniendose la solucion con el grado de precision
deseado. La solucion obtenida en cualquier iteracion es aproximada en el
dominio de la transformada de Laplace, pero exacta en el dominio del
tiempo, aumentando el intervalo en que la solucién es valida conforme crece
el numero de iteraciones empleadas. La solucién de orden 0, es exacta
mientras no haya interaccién entre las ondas difractadas en cada vertice, es
decir hasta t - 1. Esta es la solucién calculada por Baker (1962) para una
grieta semi-infinita. En la referencia citada se calcula la solucién de primer
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orden, que es exacta hasta que las ondas difractadas en un vértice sean
difractadas en el otro y regresen al primero, es decir hasta t=2, que es el
tiempo que tardan las ondas P, las mas rapidas, en ese proceso. Para esta
aproximacion de primer orden, después de un complejo desarrollo se obtiene
la solucién en el dominio transformado. La anti-transformada de Fourier de
la parte singular de las tensiones, de la cual se obtiene el EIT. puede
realizarse analiticamente, mientras que la subsiguiente anti-transformada de
Laplace contiene la integral de convolucion de dos funciones del tiempo, que
hay que realizar numéricamente, y que es singular para valores del tiempo
mayores de y, siendo cg~1/y, la velocidad de las ondas de Rayleigh.

Como puede verse, 1a obtencién del F.1.T. dinamico no es un problema
facil, siendo necesario un gran bagaje matematico, y una refinada técnica de
programacion para resolver numéricamente las integrales singulares, en
funcion de las cuales queda la solucion tedrica. Ademas, desarrollos similares,

solo son posibles, en casos de geometria y condiciones de contorno muy
simples.

En las graficas que se presentan a continuacion, se representa el valor del
F1T. dindmico adimensionalizado con el valor estatico del mismo. El F.IT.
estatico vale, para una grieta de longitud 2a,

Kj=oVi(na)

donde o es el valor de la tensién aplicada en los labios de la grieta, que, en
este caso, es constante en el tiempo y vale 1.

La figura 9, representa el valor adimensionalizado del F.1.T. de modo ] de
este problema, calculado con la formula directa a partir de 1a 'tensién’ en el
vértice de un E1/4S lecuacion (30)], K, . junto con la curva obtenida por Thau
y Lu (1971). Puede comprobarse el excelente acuerdo de los resultados
obtenidos con el MEC. junto al E1/4S, con la solucion de analitica, sin
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necesidad de utilizar una discretizacién demasiado fina. En la figura 10 se
representa de nuevo el F.1.T. de modo I adimensionalizado calculado con la
formula unipuntual de desplazamientos (27) llamado K,,,, con la formula
bipuntual de desplazamientos (26), llamado K,,,, . Los resultados son también
bastante buenos.

El maximo de K, se da en t=y, que para el valor de v considerado vale y=
1.8839 y es el instante en que las ondas de Rayleigh generadas en un vértice
de la grieta alcanzan el otro. Este maximo es del orden de 1.30 veces el valor
estatico, lo cual esta de acuerdo con los resultados de Sih y Loeber (1969)
para una onda dilatacional armonica incidente con un angulo @ = 90°, e indica
la importancia de los efectos dinamicos de inercia en el campo de tensiones.
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Figura9.( o Xy : ——ThauyLu, 1971)
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Figura 10.( + Ky, . 0O Ky3 : ——ThauyLuy, 1971)



Capitulo 111 164

F.LT. dindmico transitorio en una grieta finita en un medio eldstico infinito.
causada por la incidencia de una onda S.

Se trata de calcular el factor de intensidad de tension en una grieta de
longitud 2a, dentro de un medio bidimensional infinito, cuando una onda
transversal, onda S, incide en la grieta, formando la direccién de propagacion
de dicha onda, un angulo @=90°, con el plano de {a misma (ver figura 5). Este
problema es similar al anterior, excepto que ahora la solucion en las
inmediaciones del vértice de la grieta corresponde al Modo II de fractura y
depende por tanto, del factor Ky

En este caso, los potenciales de onda incidentes vienen dados por las
ecuaciones,

(i)

¢ =0

{ 2
¥ =%(’4'KY)

(37)

A partir de ellos pueden calcularse los desplazamientos, y de éstos las
tensiones incidentes.

El problema difractado viene dado por las ecuaciones diferenciales (32) y
las condiciones de contorno (36), con las tensiones del campo incidente

correspondientes a este problema. Thau y Lu (1971) lo resolvieron de una
forma similar al anterior.

Para la resolucion numérica mediante el M.EC., se han empleado las
mismas propiedades del material, la misma discretizacion y el mismo paso de
tiempo. Las condiciones de contorno del problema se representan en la figura
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11, en la que se ha tenido en cuenta la antimetria del mismo respecto al eje
.

%
\4
%
%
A7
\4

t.»_’.—’—’

Figura 11

La figura 12, representa el valor del F.LT. de modo I1 adimensionalizado
con el valor estatico 1 v(na), calculado, con la 'tension' tangencial del E1/4S,
K,. junto con la curva obtenida para este problema por Thauy Lu (1971).L a
solucion numérica obtenida con el MEC. es practicamente indistinguible de
la analitica. En la figura 13 se representan los FIT's calculados que se han

denominado K, vy Ky, frente a la solucién analitica. Los resultados son algo
peores que los obtenidos con K,

El maximo de Ky, vuelve a darse en t- y, alcanzandose un valor del orden
del 20% por encima del valor estatico. Esto coincide practicamente, con los

resultados de Sih y Loeber (1969) para una onda transversal armonica
incidente con un angulo o ~ 90°.
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Placa rectangular con grieta centrada.

El problema que se trata a continuacion ha sido ya utilizado como
ejemplo de validacion de diversos métodos de calculo de F.1.T. dindmicos en
dominios finitos y su resolucion mediante el Método de las Diferencias Finitas
es debida a Chen (1975). Aunque la solucion conocida fue obtenida mediante
un meétodo numérico, se utiliza con frecuencia como referencia por no
disponerse de otra mas fiable, analitica o semi-analitica. Esta solucion fue
obtenida con una malla de 5000 puntos.

Se trata de una placa rectangular de ancho W = 20 mm vy altura H = 40
mm, que contiene una grieta de longitud 2a - 4.8 mm, centrada y paralela a
los lados menores. En éstos se aplica en t=0 una tensién constante de traccion
de valor P(t) - 0.4 GPa. La geometria y condiciones de contorno del problema
se muestran en la figura 14. Puede observarse, por la simetria del problema,
que se trata de un caso de fractura en modo I simple.

Las propiedades elasticas del medio son:

Modulo de Poisson v =03
Modulo de Elasticidad Transversal B =76923 GPa
Densidad p = 5000 kg/mS3,

obteniendose las velocidades de ondas, ¢, = 7338 m/s y ¢, = 3922 m/s

Por la simetria de la geometria y las cargas, el problema es equivalente
al de la figural5. La discretizacion de elementos de contorno empleada, para
este problema, se muestra en figura 16. El incremento de tiempo escogido,
At = 0.32 ps es tal, que las ondas P recorren, aproximadamente, la longitud de
la semi-grieta, en un paso de tiempo. E! valor del parametro B referido a los
elementos mayores, de longitud L=5 mm, esp - ciAt/ (h) = 0.93, y referido a
los elementos de la semi-grieta de longitud L=1.2 mm, p = 3.88.
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Como se observa en la figura 16, se emplean dos elementos para la
semi-grieta. Se han considerado dos posibles modelizaciones de la grieta; en
ambas, el elemento adyacente al vértice de la grieta, en el labio de la misma,
es un E1/4N. Sin embargo, el elemento adyacente al vértice, hacia fuera de la
grieta se ha tomado o bien singular E1/4S, o bien normal E1/4N, a fin de
comparar los resultados obtenidos con ambos. Cuando se utiliza un E1/4N en
la parte que contiene la singularidad de tensiones, éstas no quedan
correctamente representadas, sin embargo, la distorsion que esta
incorreccion introduce en el sistema, puede no ser demasiado grande, con lo
cual, el factor calculado con los desplazamientos del elemento del borde de la

grieta, que si estan correctamente representados con el E1/4N, puede ser
bastante aproximado.
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Figura 16

En la figura 17 se representa frente al tiempo, el F.LT. normalizado con
P(t)vma. El valor de K; ha sido obtenido directamente del valor nodal de la
'‘tension’ del elemento singular del vértice de la grieta segin la ecuacion (30)
(Kt) Como se puede apreciar la aproximacion a los resultados de Chen es
muy grande. El mismo factor K; pero calculado en funcion de los
desplazamientos a lo largo de los bordes de la fisura, se representa en la
figura 18 calculado segin la ecuacion (26) (K,p,) Y €n la figura 19 calculado
segin la ecuacion (27) (K,y,). Anilogamente, se representan los valores
obtenidos con las ecuaciones (26) y (27) en las figuras 20 y 21 pero
empleando elementos cuadraticos con nodo a un cuarto sin funcion de forma
singular, E1/4N, en la parte del interior del dominio (Kgp, ¥ Kyyn
respectivamente). Puede apreciarse que los resultados de K, y Ky, (figuras
17 y 18, respectivamente), son los que menos difieren de los de Chen (1975).
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Todos los resultados de las figuras 17 a 21 se obtuvieron con la
discretizacion de la figura 16, en la que la longitud L, de los elementos a un
cuarto, adyancentes al vértice de la grieta, dividida entre la semi-longitud de
la grieta, a, vale 0.5. La longitud relativa de los elementos adyacentes al
vértice, respecto a la longitud de la misma influira en el resultado obtenido.
En la figura 22 se representa el F.1.T. normalizado cuando los elementos
adyacentes al vértice son de longitud L = 0.3-a y los siguientes de longitud L=
0.7-a, permaneciendo el resto de la discretizacion igual que la del caso
anterior, obtenido a partir de las ‘tension’ nodal (K;). Los resultados de la

figura 22 muestran la buena fiabilidad del método respecto al tamafo de los
elementos empleados.
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Para tener idea méis completa de esta fiabilidad, se han obtenido
resultados con los cinco procedimientos de las figuras 17 a 21 y diversas
longitudes L de los elementos adyacentes al vértice, desde L = 0.2-3, hastaL =
0.9-a. La discrepancia entre cada curva obtenida, K;_(t) y la solucion de Chen,
Ki cren(t), se ha medido mediante la diferencia media cuadratica integral
calculada con la expresion,

1/2

T
Dif.=% f (K,__(t)-KImn(t))z dt
0
(38)
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En la figura 23 se muestra este error medio para diferentes valores de
L/a, para cada uno de los cinco procedimientos indicados.
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Aunque se obtienen buenos resultados con los cinco métodos, el
procedimiento menos sensible a la discretizacion es el que hace uso del valor
nodal de f)\il en el vértice (K‘); los procedimientos menos fiables son, como
cabria esperar, los que hacen uso de elementos con nodo a un cuarto no
singulares en el interior del dominio (K, ¥ Ky3,). Debe indicarse aqui que
los resultados de Chen fueron obtenidos numeéricamente, mediante un
método extrapolatorio, a partir de la solucion obtenida en el dominio en la
vecindad del vértice de la grieta, encontrando discrepancias del orden del
5%, segin la direccion radial de extrapolacion que se adoptara. Con esto se
quiere sefalar que las pequenas diferencias existentes entre las curvas
obtenidas aqui y la de Chen, no necesariamente son debidas a imprecisiones
del método propuesto en esta tésis.
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Con objeto de comparar con resultados obtenidos con otros métodos
numéricos, se muestra en la figura 24 el factor de intensidad de tension
normalizado que obtuvieron recientemente Murti y Valliappan (1986)
mediante el Método de los Elementos Finitos, con elementos a un cuarto y
una malla de elementos cuadraticos rectangulares con el doble de nodos
sobre el contorno que la empleada aqui, y con un paso de tiempo similar.
Como puede verse los resultados, tanto para masa consistente como
concentrada, estan menos de acuerdo con los de Chen (1975) que los del
presente tesis, ademas de presentar oscilaciones sensibles. Las curvas
reproducidas aqui son probablemente las mas suaves Yy precisas de cuantas
presentan Murti y Valliappan (1986) que hacen en su articulo un estudio del
importante efecto oscilatorio no deseado que presenta la solucion del MEF,
dependiendo de la discretizacion y paso de tiempo escogido (Bazant, 1978).
En el caso del MEC, como se ve en las figuras 17 a 22, estos efectos no se
producen, pudiendo existir elementos de diferentes longitudes sin que esto
produzca reflexiones y/o refracciones ficticias.
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3.5.- Problemas de Grietas en Modo Mirxto

Introduccion

En este apartado se van a considerar una serie de problemas de fractura
elastodinamica, en los que la grieta estudiada se encuentra sometida a
tensiones de abertura y de deslizamiento en su plano, y por ello, los campos
de tensiones y desplazamientos, vendran determinados por la combinacién
del Modo I y el Modo 11 de fractura en la vecindad del vértice (figura 2).

En los problemas resueltos en el apartado anterior, por las posibilidades
de aplicar simetrias o antimetrias, la grieta quedaba colocada en el contorno
del problema que discretizabamos, y en el elemento contiguo a la grieta,
cuando se colocaba un E1/4S, se obtenia, a través de la 'tension' nodal en el
veértice, el factor dinamico de intensidad de tension, de Modo 1, o Modo 11, 0
bien, calculabamos estos FIT's a partir de los desplazamientos del E1/4N
situado en el labio de la grieta, junto al vértice.

En un problema general de modo mixto no es posible aplicar estas
simetrias (ver figura 25; se ha representado la grieta como una entalla para
resaltarla, pero el problema que se estudia es el de una grieta de espesor
nulo). Tampoco es posible, discretizar directamente, el contorno real del
problema, pues, si se quiere representar una grieta ideal de espesor nulo, los
elementos y nodos de ambas caras de la grieta coincidirian, y por tanto, las
ecuaciones para nodos distintos, a cada lado de la grieta, pero con iguales
coordenadas, serian exactamente las mismas, con lo que la solucién para esos
nodos seria también, la misma, y no representarian la diferencia de
desplazamientos que debe haber, entre esos dos puntos, por la existencia de
la fisura en el dominio. Si se modelara la grieta con un pequefio espesor para
que los nodos de ambas caras no coincidieran, aparte de que el problema no
seria exactamente el mismo, y la complicacion de realizar integrales
cuasi-singulares de la solucion fundamental, cuando la carga estd en un nodo
muy cercano a un elemento, sin pertenecer a él, el sistema obtenido no
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estaria bien condicionado pues en la matriz resultante existirian términos de
orden similar a los términos de la diagonal, bastante alejados de ésta (Geis,
1989).

! !

T |
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~d 1 ]
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Y/ i/ } IL
Figura 25 Figura 26

La alternativa que se emplea en esta tésis, consiste en dividir el dominio
en dos subregiones, mediante un contorno interno que parte del vértice de la
grieta (figura 26). Para un instante cualquiera de tiempo, se establecen las
ecuaciones del método, en ambas subregiones,
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{1 1) {13 (1 {1y (1) {1} (1) {1)
Hy vy +H; u, = G, Py +G; p; +a

(2} (2 {2} (2) (2 (@ (& @ (@
Hz u; +Hy uy = G, p; +Gy5 py +a

(39)

donde los superindices se refieren a la subregion y los subindices a cada
subcontorno. Se han eliminado los indices relativos al paso de tiempo, para
simplificar la notacion.

Las variables del subcontorno comin a las dos subregiones, estin
relacionadas, por las siguientes ecuaciones de compatibilidad y equilibrio,

{1) {2)
Uz = U = u,
{1} {2)
Pz = =-p2 = p;

(40)

supuestas las variables en coordenadas globales.

El sistema completo, escrito matricialmente quedaria,
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W W T1N T o o T8 1 o
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Resolviendo este sistema, despues de aplicar las condiciones de contorno,
obtendriamos las tensiones (y desplazamientos) en el interior del dominio, en
las inmediaciones del vértice, segun un contorno de normal n que forma un
angulo 6 con el eje de la grieta, a partir de las cuales, es inmediato calcular
los factores dindmicos de intensidad de tension Ki(t) y Ky(t) empleando las
ecuaciones (28). El angulo puede tomarse igual a 0° con lo que los F.IT. se
expresan directamente a partir de las 'tensiones’ nodales (ecuaciones 30).
También podemos emplear los desplazamientos de los labios de la grieta
obtenidos de cada subregion, referirlos a los ejes locales de la grieta,
restandolos calcular los desplazamientos de abertura y deslizamiento plano
en las inmediaciones del vértice, y mediante las formulas (26) 6 (27), del
primero se obtiene el factor del modo I, Ky(t), y con formulas similares, en
funcion del deslizamiento plano, el factor del modo 11, Ky(t).

A continuacién se presenta la solucion de una serie de problemas de
fractura elastodindamica en modo mixto.

Placa co jetac ada oblic

Se considera el caso de una placa rectangular de ancho W - 30 mm y
altura H = 60 mm, que contiene una grieta de longitud 2a - 14.14 mm,
centrada e inclinada 45°, respecto a los lados del dominio. En ambos lados
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menores, se aplica en t=0 una tensiéon constante de traccion, P(t) = 0.4 GPa. La
geometria y condiciones de contorno del problema se muestran en la figura
27. Debido a la inclinacion de la fisura, se trata de un problema donde se
producira comportamiento de fractura en modo mixto.

25

20 mm.

Figura 27 _ Figura 28

Las propiedades elasticas del medio son las mismas que en el problema
de la grieta no-inclinada considerada en el apartado anterior:

Moédulo de Poisson v =03
Modulo de Elasticidad Transversal p = 76923 x 10% Pa
Densidad p =5000kg/m3
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obteniendose las velociades de ondas, ¢y =7338 m/sycp=3922 m/s

Este problema, a pesar de la simetria de las cargas, no es posible
simplificarlo, debido a la oblicuidad de la grieta. E! dominio se divide en dos
subregiones mediante un contorno inclinado 45° respecto a los lados de la
placa, que pasa por la grieta. La discretizacién empleada para ambas
subregiones se muestra en figura 28. El incremento de tiempo escogido es,
At = 0.35 ps. Con este paso de tiempo el valor del parametro B referido a los
elementos mayores, de longitud L-5 mm, (h = L/2 = 2.5mm), es f - cjAt/ (h)
~ 1.03, y referido a los elementos menores de la grieta, cuya longitud es
L=3.54 mm, p - 1.45.

Se han empleado dos elementos para cada semi-grieta como en el
problema simétrico del apartado anterior. Para modelar las tensiones ¥
desplazamientos se utiliza la opcion que mejor resultado dio en el segundo
problema del apartado anterior. Es decir, los cuatro elementos que parten de
ambos vértices de la grieta y modelan los labios de la misma son E1/4N,
mientras que los que se adentran en el medio, a lo largo de los subcontornos
que dividen el dominio son E1/48S.

En la figura 29 se representa frente al tiempo, el F.1.T. de modo I
normalizado con P(tWna, obtenido en cualquiera de los dos vértices (los dos
vértices estan sometidos a la misma solicitacion). El valor de K; ha sido
obtenido directamente del valor nodal de la ‘tensién’ de! elemento singular
del vértice de la grieta segun la primera de las ecuaciones de (30) (Kp). Se
representa también el mismo factor calculado por Chen y Wilkins (1977)
mediante diferencias finitas, asi como el calculado por Murti y Valliappan
(1986) utilizando elementos finitos; el resultado de estos Gltimos oscila
alrededor de la solucién obtenida con el M.EC. A la vista de estas curvas, la
conclusion es que los resultados de Chen y Wilkins (1977) son erréneos,

corroborando la afirmacion que hacen Murti y Valliappan (1986) en su
articulo.
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Igual ocurre con el factor de intensidad de tension de modo 11, como
puede comprobarse en la figura 30, donde se representa frente al tiempo,
normalizado con P(tWVna, el factor Ky, calculado con el MEC. con la segunda
formula (30), junto a los resultados de Chen y Wilkins (1977) y Murti y
Valliappan (1986), respectivamente. La curva obtenida por Chen vuelve a
estar en desacuerdo con las obtenidas en la referencia (Murti y Valliappan,

1986) y en esta tésis, que en este caso son mis parecidas entre si que parael
modo 1.

En las dos figuras siguientes (31 y 32) se representan los FIT's calculados
con el MEC. con los tres procedimientos expuestos en el apartado 3.3, Ky,
Kytuzer Ko M=1, I1. Los F.LT. calculados de estas tres formulas no difieren
excesivamente, a pesar de haber empleado una discretizacion del dominio
poco refinada. El factor Ky, tiene en todo el intervalo de tiempo considerado
un valor intermedio a los calculados con uno o dos desplazamientos, Ky, ¥
Kiuze: respectivamente. La relacion Ky,(t) < Ky(t) < Kpypl(t), suele
cumplirse en los problemas resueltos. Para el factor de modo II,
representado en la figura 32, esta relacion es cierta para el primer tramo de
las curvas, mientras que en la bajada final Kpy,,,(t) v Ki,,,(t) coinciden en

una curva de valores menores a los de Ky, sin embargo, las diferencias son
pequenas.
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Lamina con grieta asimetrica inclinada a 45°.

El siguiente problema resuelto consiste en una lamina rectangular de
ancho W = 32 mm y altura H = 44 mm, que contiene una grieta de longitud a,
=16 /2 mm = 22.63 mm, inclinada 45° respecto a los lados del dominio. La
grieta parte de un punto situado en uno de los lados mayores, a 6 mm de una
esquina, y acaba con su vértice en el centro de la lamina. La geometria y
condiciones de contorno se representan en la figura 53. La tension uniforme
aplicada en el lado menor tiene una variacion en el tiempo segin una funcién
escalon de Heavyside. A la vista de las condiciones de carga y geometria, al
no existir simetrias de ningin tipo, puede deducirse que se producirin
tensiones y desplazamientos de modo 1 y modo 11.

by

Q. 0O 6 0O 0 0O T O U

(o]

o

Figura 33 Figura 34

Las propiedades eldsticas del medio son:
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Médulo de Poisson v =0.286
Médulo de Elasticidad Transversal g - 2942 10%Pa
Densidad p = 2450 kg/m?3

Las velocidades de ondas que se obtienen son, cp =6328 m/sycy =
3464 m/s.

Aplicando la técnica descrita en la introduccion y empleada en el
apartado anterior, el dominio se divide en dos subregiones mediante un
contorno inclinado 45° respecto a los lados de la placa, que pasa por la grieta.
La discretizacion de elementos de contorno empleada se muestra en figura
34. El incremento de tiempo escogido es At = 0.4 its, con el cual el valor del
parametro B varia desde B = 0.79 para los elementos mayores (L=6.4 mm),

hasta B - 1.09 para los menores (L-4.63 mm), que parten del vértice de la
fisura.

La grieta se ha discretizado de nuevo con cuatro elementos, colocando
dos E1/4N en los labios de la grieta y un E1/4S adyacente al vértice, en el
subcontorno del interior del dominio.

El problema descrito en los parrafos precedentes se ha tomado de la
referencia (Kishimoto, Aoki y Sakata, 1980). Los autores de este articulo
resolvieron el problema mediante el método de los elementos finitos con
elementos convencionales, en combinacién con una cierta integral de linea,
independiente del contorno de integracion. Tomando un camino de
integracion con forma de rectangulo de lados €1 8, centrado en el vértice de
la grieta, se pueden relacionar estas integrales Jy v los factores de intensidad
de tension Ky, M=1, 11, 111, mediante un proceso de limite haciendo tender £y

8 a cero. Kishimoto et al, emplearon en su articulo una malla uniforme de
704 elementos triangulares.
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En la figura 35 se representa el factor de intensidad de modo I,
adimensionalizado con ov'ma,, calculado en la referencia citada, junto con el
mismo factor obtenido con la ‘tensién’ nodal obtenida con el MEC. (Ky). La
solucion de Kishimoto et al. y el factor Ky calculado aqui concuerdan
bastante aproximadamente, mis en los primeros microsegundos donde la
grieta se comporta como si estuviera en un medio infinito, y menos en el
ultimo tramo, cuando la grieta interactua con las ondas reflejadas por las
paredes del dominio, en el que la solucion de Kishimoto et al. queda algo por
debajo de la obtenida con el M.EC. Igual que ocurria con la solucién obtenida
por Murti y Valliappan (1986) para el problema de la placa finita con la
grieta centrada, del apartado 3.4, el F.1.T. calculado por Kishimoto et al.
(1980) contiene, sobretodo en los primeros 10 ps, oscilaciones esplreas
debidas a reflexiones y refracciones de las ondas en la malla del dominio.

Algo similar ocurre con el factor de intensidad de tension de modo 11
representado en la figura 36 frente al tiempo. Excepto por las oscilaciones de
la solucién de elementos finitos, ambas curvas concuerdan en el primer
tramo, mientras que a partir de t = 10 ps aproximadamente, el F.L.T. Ky, toma
valores mayores. El maximo relativo que alcanza el factor Ky

aproximadamente en t = 11.5 s no aparece en la soluciéon de Kishimoto et al.
(1980).

Sin embargo, Murti y Valliappan (1986) obtuvieron un maximo similar
al resolver este mismo problema utilizando elementos finitos a un cuarto
rodeando el vértice de la grieta, y elementos cuadrados de ocho nodos en el
resto del dominio. Las figuras 37 estan tomadas de la referencia citada; en
ellas se representan los factores calculados por los autores con cuadrados
negros, y los obtenidos por Aoki, Kishimoto, Izumihara y Sakata (1980) en
linea discontinua. La solucion de estos Gltimos es muy similar a la de
Kishimoto et al. (1980) pues usa exactamante la misma malla de elementos
finitos, exceptuando los elementos alrededor del vértice que estan
sustituidos por un elemento especial singular. En estas figuras se observa en
la solucion de Murti y Valliappan (1986) el mismo maximo relativo en t =
11.5 ps, asi como unos valores mayores para los F.1.T. en el Gltimo tramo del
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periodo de tiempo considerado, que los calculados por Kishimoto et al. (1980)

o Aoki et al. (1980), en consonancia con los resultados presentados en esta
tesis.
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En las dos figuras siguientes (38 y 39) se representan, también para este
problema, los F.IT. calculados con el MEC. con los tres procedimientos
expuestos en el apartado 3.3, Kyuye Kigg2er Kyrw M=1. 11. Estos tres F.1T.
difieren alin menos que en problemas anteriores. En este caso, tanto el factor
de modo 1 Ky como el Ky, calculados con las ‘tensiones' nodales, tienen en
todo el intervalo de tiempo considerado (excepto muy cortos periodos), un
valor intermedio a los calculados con uno o dos desplazamientos, Ky, ¥
- Kyyzs respectivamente. En estatica también el factor Ky, suele dar un valor
intermedio entre Ky, ¥ Ky,0, (Martinez y Dominguez, 1984); en muchos
casos estos dos Ultimos acotan la solucion exacta, por lo que el F.I.T. calculado
con la ‘tension’ nodal es una aproximacién mejor que los calculados con los
desplazamientos.
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Grieta finita en un medio infinito sometida a una onda dilatacional incidente
a 60o.

El problema que trata de resolver a continuacion, es el primero descrito
en el apartado anterior. Consiste en una grieta de longitud unidad en un
medio infinito sobre la que incide una onda dilatacional, cuya direccion de
propagacion forma 60° con el eje de dicha grieta.

El célculo de los F.1.T. de este problema se podia hacer resolviendo el
llamado problema del campo difractado, como se vio en el apartado anterior.
Para este problema las condiciones de contorno serian,

{a)

Oy Z.SH(t-—;?x—gy) paray=0, O0<x<1

{a)
0;;=-1/2§H(t—%x—§y) paray =0, O0<x<1

(42)

Estas condiciones se obtienen de las ecuaciones (36), donde se han
sustituido las tensiones dadas por (35). Se ha considerado f(1) = H(t), asi como
x% - 3, igual que en los problemas similares del apartado 3.4. El resto de

propiedades fisicas del medio se toman también iguales: v = 0.25, p=10Pa,
p = 3.0 kg/m3,

A diferencia de los problemas del apartado anterior, en los que la onda
incidia normalmente al eje de la grieta, en este caso el problema no es
simétrico ni antimétrico respecto al eje x. Es necesario estudiar el dominio
completo en vez del semiespacio. Esto puede hacerse considerando dos
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subregiones, separadas por la grieta y dos subcontornos a ambos lados de
ella, (ver figura 40).

777777
[TTT777

Figura 40

La discretizacion y paso de tiempo empleado son los mismos de los
problemas infinitos anteriores.

En las figuras 41 y 42 se representan los factores de intensidad de
tension de modo 1 y 11, respectivamente, del vértice izquierdo de la grieta,
que es el primero en ser alcanzado. La solucion obtenida mediante el MEC. y
1a 'tensién’ nodal ( Ky y Ky, ) se compara con la solucion analitica de Thau y
Lu (1971). En las siguientes figuras, 43 y 44, se representan estos mismos
factores obtenidos en el vértice derecho. En todos los casos el acuerdo de las
soluciones numeéricas con las analiticas es excelente.

En las figuras 45, 46, 47 y 48, se representan los F.I.T. de modo Iy II de
ambos vértices calculados con el M.E.C. mediante los desplazamientos de las
caras de la grieta, junto a la solucion analitica de Thau y Lu (1971).
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CAPITULO IV.-

ANALISIS DE | A PROPAGACION DE GRIETAS EN
MATERIALES FRAGILES SOMETIDOS A SOLICI-
TACIONES DINAMICAS.
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4.1.- Introduccion

En este capitulo se van a tratar problemas de propagacion de grietas por
fractura fragil. En estos casos de fractura, la velocidad de propagacion del
vértice de la grieta es muy rapida, la zona plastica desarrollada alrededor del
vértice pequefia y su influencia sobre el comportamiento de la fisura
despreciable, por lo cual la solucién obtenida con las ecuaciones de la
elastodinamica lineal, mediante el MEC, es una aproximacion
suficientemente buena.

Se van a considerar problemas de propagacion en modo 1, en los que la
direccion de propagacion es conocida. La solucién general de este problema
es la desarrollada en el apartado 3.2 del capitulo anterior; los términos
generales de su desarrollo en serie vienen dados por las formulas (111.16),
mientras que los términos singulares de este desarrollo, correspondientes a n
= 1 se muestran en las ecuaciones (111.17). Considerese la parte singular de Ia
componente 'y’ del tensor de tensiones dado por (I11.17b); en un punto
cercano al vértice en que y = 0 y x>0 se tiene, que ry =1, =X =1,y 8y = 0, -
0°, que sustituido en (111.17b) conduce a,

A2
5 - KiB(O 45132‘(1 * Bz)
R (1+p2)ve

(1)

donde los parametros f; se definieron como, By=1- (C/c,-)z.
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Teniendo en cuenta la deficion de la constante B,(C) dada por la primera
de las ecuaciones (111.14), 1a relacién anterior se reduce a,

6, =11
T Vome
(2)

Esta relacion se cumple necesariamente por la definicion del factor de
intensidad de tension K; dada en la primera de las ecuaciones (12),

El desplazamiento normal al eje de la grieta de un punto situado en los
labios de la misma, se obtiene de la ecuacion (I11.17h) sustituyendo ry = r, =
X =1,Y 8y =8, =7 el resultado es,

K; F(C)
V=
p

siendo,

F(C) = 1 B‘(l 'Bi)
- 2
1 V4B133'(1+3i)

(4)
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El factor de intensidad de tensiones de modo I puede calcularse
directamente de la ‘tension’' nodal del vértice de un E1/4S con la misma
formula (111.30) que en los problemas de grietas estacionarias, ya que la
relacién (2) es independiente de la velocidad. Sin embargo, la relacion del
F.LT. con los desplazamientos calculados sera diferente, pues la ecuacion (3)
depende, a través del factor F(C) de la velocidad de propagacion de la grieta,
y habra que considerarlo.

A continuacioén, en el primer apartado de este capitulo se describe el
proceso de adecuacion de la malla de elementos de contorno a las diferentes
posiciones ocupadas por el vértice de la grieta. En el siguiente, se presenta la
aproximacion adoptada para tener en cuenta que las funciones de forma en
el contorno, al moverse los nodos sobre el mismo, dependen no solamente de
la variable espacial, sino también del tiempo; 1a funcién de forma variable se
linealiza en el tiempo. Se obtienen unos nicleos adicionales, provenientes de
las integrales de la solucion fundamental multiplicada por un factor
proveniente de la funcién de forma linealizada. En el apartado siguiente se
muestra el proceso de obtencion de estos nicleos y se comprueba que no son
singulares, nien r —» 0 ni en (c,t' - r) - 0, ni en ningln otro punto. En el
ultimo apartado se resuelven algunos problemas con las técnicas
desarrolladas en los apartados precedentes.

e omatico d onto

Considerese el problema simétrico de modo I de 1a figura 1. Para resolver
este problema puede simplificarse el dominio en estudio aplicando
condiciones de simetria, (ver figura 2). El vértice de la grieta aparece
sefialado con la letra V en esta figura.



Capitulo IV ; 202

ﬁ 54
\4
\V4
o MeXoXo]
O
Figura 1 Figura 2

Los dos subcontornos rectos de ambos lados del vértice estarin
discretizados cada uno mediante un elemento un cuarto, singular o no, junto
al vértice, y una serie de elementos normales a continuacion, (figura 3a).

Supongamos que en un instante de tiempo determinado la grieta esta
creciendo con velocidad instantanea C. Para el siguiente paso de tiempo el
vértice ocupara una posicion adelantada una cantidad igual a C-At, siendo At
el paso de tiempo escogido, (figura 3b). Al moverse el vértice de la grieta, se
desplazan los nodos y elementos de los subcontornos adyacentes a dicho
vertice. Esto se hace asi por diversas razones: primeramente, para
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aprovechar la precision en el cilculo de los F.1.T. del método desarrollado en
el capitulo anterior, los dos elementos a un cuarto colocados a ambos lados
del horde de grieta han de seguir en su movimiento al vértice, para que el
nodo comin a estos elementos esté situado en todo instante de tiempo en el
horde de la fisura. Por otra parte, el avance del vértice puede ser una
cantidad cualquiera, y no esti fijado por la discretizacion escogida, ni hay
que introducir fuerzas de liberacion ficticias para simular este avance.

T
J

Figura 3

Los e ementos a la izquierda del vértice van creciendo de tamaifio
conform< la grieta avanza, mientras que los de la derecha se van reduciendo.
De este proceso se excluyen los dos elementos a un cuarto que contienen al
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borde de grieta, pues por precision y uniformidad a lo largo del tiempo, es
conveniente que ambos permanezcan iguales entre si, e invariables en el
tiempo. Por tanto estos elementos se mueven rigidamente unidos al vértice
de la grieta y su longitudes no cambian durante el cilculo.

Después de un cierto tiempo el vértice puede haberse movido hacia la
derecha, dejando los elementos de su izquierda excesivamente grandes y
demasiado pequefios los de su derecha, (figura 3c). Para evitar esto, cuando
la razon entre la longitud de los elementos de la izquierda y la de los
elementos de la derecha supera un cierto valor, (que se ha tomado igual a
5/3), se redefinen los elementos a un lado y otro del vértice de la grieta,
afiadiendo un elemento al lado izquierdo y eliminandolo del lado derecho,
(figura 3d); esta redefinicién tampoco afectara a los elementos a un cuarto.
De esta manera se hace avanzar el vértice manteniendo la malla {0 mas
uniforme posible, acomodandola a cada posicion del vértice en su avance.

Estudiemos a continuacion como afecta este remallado a las matrices del
sistema. Para ello agrupemos los nodos del contorno en dos conjuntos, F para
los nodos que permanecen fijos y S, para los moéviles. Consideremos a
continuacion la ecuacion integral discretizada [ecuacion (11.75)], en el paso N,
tanto para un nodo movil ', como para uno fijo 'g".

Para un nodor e§,
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N 1%
Cij Uy Z zﬂn(n\}u: ZHu(rn)uj =
o=l ffecF g8el
N Qg ns
Z Z Gxi(rtﬁ pi Z Gizirn) Pj
n=1 JfeF 2el
(5)
Y paraun nodog € F,
N Qf Qs
Ng N{ nt Na na
Cyy + Z Eﬂmwi ¥ Zﬂiﬁmuj =
n=] JteF 2eld
¥l g
z ZGq(g,n} by + ZGq(g,n) Pj
=] jfeF 8el
(6)

Los sumatorios extendidos a los nodos del contorno, se han dividido en
dos, uno para los nodos méviles y otro para los fijos. Hay que destacar los
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cambios de indices de los elementos de las matrices G y H, respecto a los
utilizados en la ecuacion (11.75). En ésta, el superindice temporal, llamado m,
es iguala N - n + 1. Esto proviene del hecho de que debido a la propiedad de
traslacion de estado de Stokes (11.30.3), 1a solucién fundamental calculada en
el instante N, debida a una carga en el instante n, es igual a la solucion
fundamental en el instante N - n + 1, cuando la carga se aplica en el primer
paso. Esta igualdad se hace extensiva a las integrales en el contorno que es lo
que representan los elementos de G y H de las ecuaciones anteriores. Es por
ello que en la formulacion general se prescinde de uno de los indices, pues
éstos no son independientes; la carga siempre se supone colocada en el paso
inicial y se calcula en el paso m = N - n + 1. Sin embargo, en la formulacién
que se presenta, es necesario reflejar en qué instante se calcula a integral y
en cual se coloca la carga. El superindice N de los elementos de las matrices G
y H indica el instante en que se calcula la solucion, mientras que el segundo
de los subindices entre paréntesis, sirve para indicar cual es el paso de
tiempo sobre el que se integra la solucién fundamental [ver ecuaciones
(IL71.1), (IL71.2) y (11.74)]. Por otra parte, el primero de los subindices
entre paréntesis sefiala cual es el nodo de colocacion de la ecuacion, que
como se verda a continuacién, también es importante destacarlo. Estos
subindices se omitieron en la formulacién general pues no eran muy
necesarios para comprender el significado de estas variables, sin embargo
son necesarios para explicar la formulacion que sigue a continuacion.

. A , N N
Consideremos cada uno de los términos de las matrices Geyy v Hyyy que
aparecen en estas ecuaciones,
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Ni Ni
- Gyjermy ¥ Hiyj ey SOD las integrales siguientes,

Nt f &,
Hij(m)-[r‘ ¥ T:;(:,NAt;xrm) dry
t

Nt 1 n( (r.I'U')
Gij{x,n)" - Q Ui; X,NAl;X
1

dr,

(8)

Los superindices (r N) de x, remarcan cual es el nodo y cual el instante en
que se consideran las coordenadas del mismo, pues estas varian con el
tiempo.

El punto de colocacion 'r', pertenece al conjunto de nodos moviles,
mientras que la integracién se realiza sobre un elemento fijo al que
pertenece el nodo f'. Como las coordenadas del nodo 't’ varian con el tiempo,
las integrales realizadas desde este nodo en pasos de tiempo anteriores,
sobre el mismo elemento 'y, aunque esté fijo, no seran iguales. A diferencia
del método general descrito en el apartado segundo del capitulo 11, cuando se
integra con el punto de colocacion en un nodo mévil en el instante N, sobre
uno fijo en el n, el valor de la integral no sé6lo depende de la diferencia N - n
+1, a causa de la propiedad de traslacion en el tiempo del estado de Stokes,
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lecuacion 11.30.3)], sino del valor concreto de N, pues en cada instante xtr.¥
sera diferente.

Neg Ns .
- Gyj¢rm ¥ Hij¢re) SON las integrales,

N ® ()
Hii:mrfr ¥ T:;(x,NAt;x;x )drs

8

(9)

N 8
Gij :!'.fl) = jr‘ ¢ Ui: (I, N At; X(rm) dI‘s

(10)

Todo lo dicho para las anteriores integrales es cierto para estas, atn con
mas razon, pues no solo cambia el punto de colocacién 'r' para cada instante
N, sino que el elemento de integracién 's', también es movil.

Ns Ns iy
- Algo similar ocurre con G @Y Hijgn) enlas que el punto de colocacion

es fijo, mientras que el elemento de integracion es diferente segin sea el
instante n.

Ni N§ | |
- Gijten) ¥ Hij (e Son como las del caso general descrito en el capitulo 11

pues tanto el nodo ‘g’ como el intervalo I'¢ permanecen fijos en el tiempo.
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Si escribimos el sistema matricial completo del problema dado por la

ecuaccion (11.77), diferenciando los grados de libertad fijos y méviles,
tenemos,

n

N N N N N N
S Hipwd  Hesm U | S Gity  Gtatm) || Pt

N N fn N N fn
Hegs {0 Hge {n) Ug Gt {n) Gge {(n) | \Pt
1 _ | i

(11)

En ¢l instante de tiempo N, hay que calcular las matrices Gg,} y Hﬁo de ese
paso, como se hace en el algoritmo paso a paso general v ademas los
elementos de las matrices de pasos anteriores correspondientes a integrales
de la solucion fundamental cuando el punto de colocacién esté en un nodo
moévil o/y extendidas sobre un elemento mévil, es decir cualquiera de las
submairices con algun subindice igual a 's’ en la ecuacion (11).

Las matrices que antes se llamaban G! y H! , v son ahora oy ¥ By
cambiaran en parte de un instante N a otro, y por tanto, aunque no cambien
las condiciones de contorno, variara también la matriz A del sistema. En
consecuencia, cada vez que cambien de posicion los nodos moéviles, sera
necesario recalcular fa matriz A"l teniendo en cuenta las porciones de la
matriz A que han sido actualizadas.
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4.3.- Formulacién del M.EC. para Elementos de Contorno Méviles.

Si se implementa el algoritmo presentado en el apartado anterior en un
programa de ordenador, los resultados obtenidos no son buenos. 56lo usando
pasos de tiempo muy pequefios se obtienen soluciones numéricas algo
aceptables, pero que se deterioran rapidamente por el efecto del parametro
B que se estudi6 en el capitulo 1I. La razon de esto es que en el
planteamiento general del método, existe un aspecto contradictorio con el
procedimiento de remallado desarrollado en el apartado anterior.
Efectivamente, las variables del problema ui(x, t), Lii(x, 1)y pi(x, t), se
aproximan a partir de los valores de las mismas en un conjunto discreto de
puntos, mediante unas funciones de interpolacion adecuadas. La primera de
estas ecuaciones (11.68), es,

uE)-3 3 vy
g =

Esta ecuacion implica, que a lo largo de cada paso de tiempo la variacion
de U puede descomponerse en dos funciones de variables separadas, es
decir, una que depende de x exclusivamente, y otra que solo depende de 1.
En la figura 4 se representa una variacion de este tipo.

Sin embargo, la aproximacion antes descrita no puede representar
correctamente la variacion de las magnitudes asociadas a un grado de
libertad q = V colocado en el vértice de la fisura, y que se mueve con éste.

Para un nodo como éste, la aproximacion deberia tener la forma que se
muestra en la figura S.
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blxit) = GNP (E)

Figura 4

ICHIEROYCORUYCY

Figura 5
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La funcion de forma ¢% que pondera en las ecuaciones (11.68), el valor de
una magnitud en el contorno, debera moverse con el movimiento del nodo al
que esta asociada. Por tanto la aproximacion de las variables a de escogerse
de forma mas general que la dada por las formulas (11.68). Se adoptara una
interpolacion de la forma siguiente,

uy(x, 1) - Z Z wq(x, Y1) u;lq
T n

@ -3 ¥ o )ne;

(12.1)

Para obtener la aprozimacién de las velocidades vj(x. 1) hay que tener en
cuenta que hay que derivar no solo la funcién n,(t) sino también y3(x, 7). Asi,
para vj(x, 1) se toma,

vim -3 3 v ) a—wig-:’—t) LXO] e

(12.2)

Sustituyendo estas aproximaciones en la ecuacién integral (I11.67), se
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llega a,
i uj ? +
N q T;‘
2 Z ”?QI J I Lix, 6 & D0 - Jx e 0@l iz D) -
n=1g=1 g ‘=
q
B 6 & 00 % g ‘ t)} didr=
¥ ¢ t;
2 2 P?“I I Uy, 1% 1) pg(®) 07x.7) dudr
n=1g-=1 g
(13)

Las funciones de forma ¢1(x, 1) y y3(x, 1) al depender del tiempo, no
pueden sacarse de las integrales sobre esta variable, extendidas entre T, Y
1", La posibilidad de eliminar las funciones de aproximacién en el espacio de
las integrales en el tiempo era una caracteristica muy importante de la
formulacion desarrollada en el capitulo II, pues ello permitia realizar la
integracién temporal analiticamente [integrales (I1.71.1) y (11.71.2)],
mientras que la integral restante, extendida al contorno, se realizaba con las
técnicas habituales en otras formulaciones del método de los elementos de
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contorno.

Para obtener una formulacién de caracteristicas similares, teniendo en
cuenta que el intervalo de integracion [t‘n, T"'n] es pequeno, pues las
funciones de interpolacion consideradas son de pequefio soporte, se van a
aproximar linealmente en el tiempo las funciones de forma ¢%(x, 1) y y&(x, 1).

Asi, en cada intervalo se sustituyen ¢2(x, 1) y y3(x, 1) por,

Q)q(x, 1) = q)q(x, T,) + P INGY 1,)
At

-1,

wq(x, 1= wq(x, )+ o', 1,)

(14)

¢%(x, 7,) y w3(x, 7,) representan el valor de estas funciones de forma en la
posicion que ocupan en el instante n-ésimo. Las funciones A%(x, 1,) y 04(x, 1,)
estan relacionadas con las pendientes en direccién de la variable 1 de ¢2(x, 1)
y ¥¥(x, 1), respectivamente.

Consideremos en primer lugar la integral en el tiempo que multiplica al
valor pj-f"l del sumatorio del lado derecho de la ecuacién (13), y sustituyamos
en eila la aproximacion lineal de ¢2(x, 1) dada en (14). Se obtiene,
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+
Tt\

Uy (1. tg .T) (1) ¢q(x. 1) dt =

+

-1
' "Aq(x, ) | dt

Uy (x, t & ,‘[) fo(T) d)q(x, 1)+ Uij(x, 34 ,T) (1) -

Las funciones ¢%(x, 1) y A%(x, 1,) no dependen de la variable 1y pueden
ser sacadas de la integral,

[
o (x, Tn)f Uij (I, 3% N '[) p'n(t) dt+
1:1\
+
In
Allx, 1) Uy (x, 1t 1) (1) M
At
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o'(x, 1,) U:; (x,t§ ) + A(x, 1,) V:;(x. LE)

(15)
siendo,
+
n Ta
Usj (!.. Lg )= f Uy (x, g ,'[) (1) dt
T
+
Th
Vit )- | uylete . Qe I;:“ dr
T
(16)

La integral Uijn es la misma que aparecia en la formulacion general, y
venia dada por las ecuaciones (I1.71.1). La integral Vii" aparece en esta
formulacién a consecuencia de la linealizacion de la funcién de forma.

Algo similar hay que hacer con las integrales en el tiempo que
multiplican a los desplazamientos uj"q en la férmula (13), aunque al aparecer
las derivadas de la funcion de forma y¥(x, 1) las expresiones son mas
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complejas.

Si suponemos yi(x, 1) aproximada con la formula lineal (14) su derivada
temporal en el intervalo considerado, viene dada por,

q
dy (X, 1) _ Qq(x'c)—L
31 " At
(17)

Asi,

2
. q 3
[Zijnn‘,]ijﬂn]\l‘ - Jijnn?wt— dr

-/ ¢ et-1 1 @
[Zijﬂn‘lijﬂn](w +Q At“)"]ijﬂngﬂ dt
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* 2 *NT-T i g
[Zij Ny~ Jij nn] ¥ (Zij o~ Jij nn)f - Jij g —} n pdt

(18)

(por simplificar la notacién, se han eliminado las variables de que dependen
cada una de las funciones de las ecuaciones anteriores).

Como en el caso anterior, las funciones y2(x, 7,) y 0%(x, 1,) no dependen
de la variable 1 y pueden ser sacadas de la integral, quedando,

n

wq(x,tn) T;; (.t ) « o'x, 1) Si{x, t g )
(19)

siendo,



Capitulo 1V ‘ 219

+

Tn
a .
Ty(x g )~ (Zij Ny~ Jij ﬂn) dt
Ty
+
Tn
n Y 1-1 1
Sii (x, 524 ) = (Zi,- My - Jij Tla) At =- Jijnngjl dt
A

(20)

De nuevo aparece una integral Tﬁ*‘-, igual que la de la formulaciéon general
lecuacion (I1.71.2)] mds una nueva componente proveniente de la
linealizacion de la funcion de forma, que se ha denominado Sy,

Si sustituimos las expresiones obtenidas para las integrales en el tiempo,
dadas por las expresiones (15) y (19), en la ecuacién integral discreta (13), se
obtiene,
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N9
Ny nq g8 ¢ n
C“Uj + E E Ui fr [W Tij'+a Sii]dl‘=
1 g

nelg=

N ¢
>3 ort] [etueatvifar
n=1g=i I"q
(21)

Podemos identificar las integrales extendidas sobre los elementos del
contorno como los elementos de las matrices G* y H™,

- | [ ot
r.q

Gy - ] [¢QU§;+ AqV:;] dr
rq
(22)

Observese que se ha vuelto a prescindir de los indices adicionales que se
introdujeron en el apartado anterior. Esto es posible, pues el principio de
traslacién del estado Stokes permite referir cualquier paso de tiempo al
primero. Lo que ocurrird es que si los nodos y elementos se han movido, el
calculo habra que hacerlo independientemente para cada paso de tiempo, y
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no se podran aprovechar las matrices de pasos anteriores, como ocurria en la
formulacion sin remallado.

Si se sustituyen las anteriores definiciones (22) en la ecuacion (21), se
llega a,

Np ¥ 3 mg ng L mg ng
cyui + 2 2 Hygy = X 2 Gy b
n=ig=1 n=1g¢q=1
(23)

conm=N-n-+l.

De nuevo, 1a ecuaciéon obtenida es formalmente igual a la ecuacion (11.75)
ligual, a su vez, a la ecuaccion (11.53)]. La diferencia reside en la definicion de
los elementos de las matrices G® y H® que en el caso presente contienen un
término afadido al de la formulacion con nodos no-méviles.

Los tensores Viiny Sij‘l estan definidos mediante la segunda integral de
las ecuaciones (16) y (20), respectivamente. Estas integrales pueden hacerse
analiticamente igual que ocurre con las integrales correspondientes a Uii"y
Tﬁ", aunque las primeras son algo mas complejas. El desarrollo de las
expresiones que definen Vij“y Sii*‘ se detalla en el apartado siguiente.

En las definiciones de los elementos G® y H® aparecen bajo el signo
integral, unas funciones de la posicion, que se han denominado AY(x, )Y
0%(x, In) Yy que tenian relacion con la derivada parcial respecto al tiempo, de
la funciones de forma ¢&(x, 1) y y¥(x, 1) respectivamente. En la figura 6 se
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o
A
AY

representan dos posiciones consecutivas ocupadas por un elemento
parabolico junto con la funcién de forma ¢(x, 1) correspondiente a un nodo
extremo. Se representa en primer plano la posicion ocupada por el elemento
en el instante de tiempo 1, - At. Durante el intervalo At los nodos se
adelantan en la direccion del movimiento una distancia igual a CAt, siendo C
la velocidad media a lo largo del lapso considerado. La posicion ocupada por
el elemento y la funciéon asociada al mismo se representan en el instante 1 =
1, Para un punto de coordenada 1, en el instante 1, aparece representada la
linea tangente a la superficie ¢(x, 1) cuya pendiente es la derivada parcial de
o(x, T) respecto a la variable 1.

Tv\ - A’t

Figura 6
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Por una parte se ha definido, [ecc. (14)],

T-1
At

n

o(x, 1) = ¢l(x, 1,) + Alx, 1)

mientras que, si se escribe el desarrollo de Taylor alrededor del instante 1,
de l1a funcién ¢(x, 1,) truncado a partir del segundo término, se tiene,

ox, 1) = ¢lx, 1,) + aq;(;, i (t-1,)

Identificando términos de ambas igualdades se llega a,

3(x, 1)
o1

Alx, 1n) = At

(24)

Por otra parte, durante el intervalo considerado, se supone una velocidad
constante C. Asi, la funcion ¢(x, 1) es equivalente a una funcién de una
variable g(y) cuyo argumento sea y = x - C( 1 - 1,). La derivada parcial
respecto al tiempo de §(x, 1) puede relacionarse facilmente con la derivada
de la funcién ¢(y). Partiendo de la definicion de la derivada parcial,
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an(x, 1) i o(xq, 1) - 0(xq, T, - At)
= lim =
0T | T Ta 40 At
x=xy

plxy - CAt) - o(xy) )

p(xy - CAt) - g(xy) 3

lim - Clim
A0 At Mo -Cat
_ ¢ Jo(y)

Con esta 0Oltima igualdad y la ecuacién (24), obtenemos,

Alx, 1) =- cardoy)

dy
Y=VYi

(25)

La funcién ¢(y) es cualquiera de las funciones de forma habituales. Para
el caso de elementos parabdélicos, que son los que se van a emplear en estos
problemas, estas funciones de forma venian dadas por las ecuaciones (I11.51),
en el caso general. Al menos uno de los elementos méviles a un cuarto
colocados en el vértice de la grieta es un elemento singular E1/4S. Las
funciones de forma singulares para estos elementos se obtienen de las
funciones normales multiplicandolas por el factor v(L/ ) leccs. (I111.20) y
(I11.22)]. Puestas en funcion de la coordenada natural del elemento & sus
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expresiones son,

(26)

Para calcular la derivada de una funcion ¢ respecto a la variable espacial
'y', se puede aplicar la regla de la cadena de la siguiente forma,

do

do _dedk g
dy dt dx %d_x
dg
(27)

Teniendo en cuenta la expresion de x en funcion de & [ecuacion (19)), la
derivada es,

dx 3" Xy
— = (X3 - 2K+ X3)E+
PRI CEE TN

(28)
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Para un elemento cuyo nodo central esté colocado en el medio, estd derivada
es constante y de valor (x5 - X;)/2, mientras que para un elemento con el
nodo a un cuarto la derivada vale (§ « 1)(x5 - 1;) /2 si el nodo central esta
colocado a un cuarto de longitud de distancia del nodo 3, en vez del 1, la
derivada es (1 - £)(x5 - x;) /2.

La funcion de forma singular correspondiente al vértice de la grieta
(nodo 1), tiene una evolucion del tipo y"1/2 para puntos cercanos a y=0, (y'
es la distancia al vértice a lo largo del elemento; es la variable que en el
capitulo 3 se llamo T). Esta singularidad es integrable en el sentido de
integral impropia. La derivada respecto a 'y’ de esta funcion es de orden
y‘m en vy - 0, singularidad demasiado fuerte para una integral
monodimensional (3/2 > 1, que es el exponente maximo que puede tener la
variable 'y' en el denominador para que exista la integral impropia). Sin
embargo si analizamos mas detenidamente el problema podemos ohservar
que la funcion de forma es en realidad del tipo H(y) y'1/2, donde H(y) es la
funcién escalon de Heavyside. Teniendo en cuenta esto puede justificarse
informalmente que la integral si existirdA en este caso, (para una
demostracion y definicion rigurosa a partir de la definicion de las llamadas
funciones generalizadas vease Jones, 1966). En efecto,
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(29)

También puede justificarse intuitivamente, que desaparezca el infinito de
la integral de la derivada de la funcién de forma singular, pues, si bien en el
entorno de 0* (puntos cercanos a 0 por la derecha), la pendiente es infinita
(y negativa), en el entorno de 0 la funcion da un salto, pasando de 0 a
infinito, lo que equivale a un salto también infinito de la derivada.

El efecto de considerar el factor H{y) en la funcién de forma singular, es
que al hacer la integral definida de la derivada singular s6lo se sustituye el

limite superior. Esto es lo que se conoce con el nombre de parte finita de una
integral singular.

La parte finita de una integral puede definirse de manera simple, a
partir de las siguientes reglas (Kutt, 1975):

R1.- La parte finita de una integral (PF1) es una extension congruente del

concepto de integral definida regular, (es decir la PF1 es igual a su
valor habitual si este existe).

R2.- La PFI es aditiva respecto a la union de intervalos de integracion, e



Capitulo 1V 228

invariante con respecto a la traslacion:

e T+e
p.f.fF(x) dx = p.f.f F(x - ¢) dx

g gt+e

El prefijo p.f. delante del signo integral indica su parte finita.
R3.- La PFI es un operador lineal y continuo en la funcién integrando,

(se preservan asi la linealidad de Ia integral regular ademas de la
convergencia de la parte finita de funciones integrables).

o 1
R4.-p.f.f xldx=0 parai>1y p.f.f xidx-O
0 0

A partir de estas reglas puede desarrollarse una expresiéon general de la
parte finita de una integral. Si lamamos,

I,-pf. f(x)

dx, Arealy Az 1
2
(x -s)
-4

(30)

donde f(x) es una funcion real de variable real continua en el intervalo [srly

continua y de derivada continua hasta la de orden [A] en un entorno de s, ([A]
es la parte entera de A).
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Para calcular la integral (30) se desarrolla la funcion f(x) en serie de
Taylor,

-1
(- 3 -9 (s)/ + R
i=0 o
(31)
siendo Ry . 4 el resto de la serie de Taylor.
Sustituyendo esta serie en la expresion de I; se llega a,
I, = [ (x - s) f RG] (x- 5) " dx
(32)

La uoltima de las integrales es regular, como puede comprobarse
sustituyendo en ella la expresion Ry, _ ; en funcion de la derivada [A]-ésima,

()
ME(y)

[A]:

Rpj-1-(x-s)

dondevel[sr]
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Las integrales del sumatorio primero de la ecuacion (32) pueden
calcularse empleando las reglas R1 a R4, mientras que la Oltima integral se
puede escribir explicitamente con la representacion integral del resto Ryg -1
Finalmente se llega a,

(J. -1) i+1-2
I - ) -5 + Z (r s) fm(s)*r
(l 1)1 Goit(ir1-a)
-1 ' x
() dx ] fm(y) -0y
xA-1)! (x - s)l
8
(33)
para el caso de que A sea entero; en otro caso,
k-1 i+1-2 k-1 f P
he 39 Gy, O dx f Py y-nt
Sitiv1-a) (k- 1)1 (x-s)
. -,
(34)

conA=-k+p k=[] y O<p<l.
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A partir de las formulas (33) y (34) pueden establecerse formulas para
calcular numéricamente el valor de la parte finita de una integral; esto es
necesario para realizar las integrales de las derivadas de las funciones
singulares espaciales por los nucleos Vii“ y Sij". cuyas expresiones son
demasiados complejas para pretender hacerlas analiticamente. Las
expresiones buscadas seran del tipo,

N
Iz Z w; f(x;)

i=1

Al igual que en las integrales regulares pueden derivarse formulas de
dos clases hasicamente (Kutt, 1975),

(a) Formulas con las abcisas X; espaciadas regularmente y fijadas de
antemano.

(b) Las abcisas X; ¥ los parametros de ponderacion w; se escogen para
que la férmula sea 6ptima en el sentido de las cuadraturas gaussianas.

Las de tipo (a) son exactas para polinomios de grado menor o igual a N-1,
mientras que las de clase (b) lo son hasta los de grado 2N - 1. Sin embargo,
las abcisas y parametros de ponderacion para estas Gltimas formulas de tipo
Gauss no son tan adecuados como los obtenidos para las integrales regulares.
De hecho las x; pueden salir fuera del intervalo [s, r]; es mas, tanto x; como
w; pueden ser nimeros complejos y lo son en concreto para el caso de A =
3/2 del que nos ocupamos.

En esta tesis se han usado una férmula de tipo (a) semi-cerrada, (una de
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las abcisas de integracion se coloca en el punto s, pero no se coloca ninguna
en el punto r). Utilizando sélo 10 puntos de integracion, a pesar de que los
parametros de ponderacion oscilan de positivo a negativo de un punto a otro
y sus valores absolutos varian de 0.8180 para el ultimo punto, a 0.4341- 103
en un punto intermedio, el cilculo de la parte finita de integrales con
singularidades de orden y"%2, alcanza una muy buena precision.
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4.4 - Nicleo Afadido a la Solucion Fundamental en los Elementos
Moviles

En este apartado se detalla la obtencion de los tensores Vi"y 5" que

denominaremos nicleos afiadidos a la solucion fundamental. Las expresiones
de estos nicleos eran,

+

1
a n -1,
Vi(x, tg ) - f Uy 68 1 p () " dt

1

(35)
S;;(x,t;t ) =
+
tn ( RSN Na®)
Zyx, tE 1) N0 - Jy{x, tE 1) Y]n(‘t)) ~ -Jy(x, g 1) " dt
In

(36)

Para los problemas de propagacion de grietas se van a considerar
solamente la combinacién de funciones de interpolacion que mejor resultado
ha dado de las ensayadas, esto es, interpolacién ju(1) constante para las
tensiones y n,(1) lineal a trozos para los desplazamientos.

Para simplificar el calculo se va a denominar,
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c1=-X
ct-a
ct'=clt-19-vy

R-*/ca(t,—t)a—r2 - ’\/xz-Zax*:(az-ra)

LN = Ln(2y - 2R) = Lnl(2y + 2R)/r?]

Para calcular los nicleos anadidos, con las funciones de interpolacion
escogidas es mnecesario realizar una serie de integrales indefinidas.
Observando las expresiones de los nucleos Uy L ¥ J;; dados en las ecuaciones
(IL.34), (11.62.1) y (11.62.2) respectivamente, se encuentran las diez
integrales simples que a continuacién se listan, seguidas de su resultado
(Gradshteyn y Ryzhik, 1965).

(37a)

(37p)
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(37¢)
X a !'2
_2_=fRdx=(E—-2—)R-?LN
(37d)
Y 1,3 I a ar2
2=fXRdX=—R +a(?'§')R‘—2—LN
(37e)
2 2y 2
2. 6 TR BN I 16 SO T I
2 f‘dex( 1a)R (a 4)(2 2) ( 4) LN
(37f)
Ll ol
3= 3dx 2& QR
R r
(37g)

(37h)
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Rs r
(371)
- 3 2 2
3-f Lar-r-|[3+2 ax-(a® 1.2 |1 sa iy
3 2
R r r
(37j)

Para calcular el tensor Vuﬂ vamos a expresar el nuicleo U agrupando
los términos del mismo que dependan de la variable 1. Asi escnblmos

{oin

Vix tg) - Zv,, (x,tt) -
a=1
1. @ 1 @ R,
2 vy =V~
2
=1 °‘ r

(38)

Los tensores V1,4 y V2,4 no dependen de la variable 1 mas que a través
de unas funciones de Heavyside con argumento c,(t - 1) - r. Estas funciones
solo se tendran en cuenta al establecer los limites de integracion de la
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ecuacién (35). Obviando las funciones de Heavyside los tensores antedichos
se escriben como,

Vlg}= L r;f,
2npcy
(39.1)
{2} 1
Vi = 8- 1,41,
4 ancg( 3 ’)
(39.2)
@ 1)
V2 - 8;:-2r;r,;
i 2npca(” i J)
(39.3)

Teniendo en cuenta que la funcion de interpolacién g, vale uno en todo
el intervalo de integracion, las integrales que hay que calcular pueden
expresarse en funcién de las dadas en las ecuaciones (37) como,

L S I )
I-f o CgM[nnﬂ

(40)
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T, R ) 1 -
H_f A‘n?dt czmrz[zmﬁ

(41)

La letra 'n’ representa la distancia ct,,.

Los limjtes de integracién en la definicion (35) son, en principio, el
inferior 1,” = 1, - Aty el superior 1,* = 1, pues este es el intervalo en que la
funcion de interpolacion B, €s no nula. Sin embargo, como se comentd
anteriormente, existen en la definicién de U;; unas funciones de Heavyside de
laformaHlc(t-1) - r] = H(ct -r - c1) = H(a - r - 3), que pueden hacer que el
limite superior sea 1,* = ct - r en vez de 1,* = 1,, si ocurriera que el primero
sea menor que el Gltimo. Las integrales I v II se anulan parat=- ct - r, como
puede comprobarse por simple sustitucion, y por tanto, definiendo
convenientemente las expresiones finales se pueden tener en cuenta estas
funciones de Heavyside sin ninguna dificultad.

Sustituyendo los limites 1, y T, - At en las integrales [ y 11, se llega a:

2

h
1 -a_n[Du-Lu]-————a':+d[D,-————?_ndLl}
T,-AL € At c At

(42)
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n 3 2
- 1.3 1
11 - (aa n)a 3 Do~ 5 Do- r =Lo|-
1,-At € Atr 2(a-n)
(a- n+d) 1pi Ll _a-n p. e a-n
- 2a-
cAtr 3 2a-n+d 2(a-n+d) a-n+d
(43)

e YV {+D
donde se hallamadod =cat, Dy=Af 1-[———) v Lp=Ln——F
a-n+pd r/
a-n+pd

Se obtienen dos expresiones de este tipo para cada valor «, es decir

para cada onda, P o S. Denominandolas I,y II, se puede escribir el tensor
Vi como,

2
Viltg) - > (wg‘} I, + vz(“}u)
w=]

(44)

La expresion anterior puede reordenarse para escribir V % de forma
similar a como se expreso el nicleo U, en las ecvaciones (I1.48. 1) y (I1.72),
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llegandose a,

Vit ) - Zv &t )-

«=1 4npc,
(45)
donde,
1 1 : 1 1-9
+ - _ + -
L' - +Ln LI
At T, At 8,
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23
t-At §2 (I—Bu) 2 1-8,
- + 1 - ea -
At }3 2 2
eu BC(
(46)
donde, igual que en el capitulo 11,
n,=r/cyt si r<cyt y n,=1 siro2act
=1/ c,(t-At) sir<c, (t-At) Yy  8,=1 sir2c, (t-At)

El mismo proceso seguimos para calcular el tensor S % Expresamos el

subintegrando, agrupando los términos que dependen de la variable 1. Asi
escribimos,

2
(a) {o) * @ 1
Z " j nn Jz] nt\ At n - Jij nn —_} =

w=1 At

3
@ (@@
Z[Shfxx s2:R2 “}

a=1

donde,
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{2 2R -
Rl = _1_+ o nnx n
Ry 2 d

(47.1)

(47.2)

Las expresiones $1,{® y $2,/% contienen también funciones de Heavyside y
se tienen en cuenta de igual forma que en el caso de Vij". Estos tensores,
excluyendo estas funciones de Heavyside, viene dados por las férmulas,

(o} ~( )ap. a
. I"
Sl = —= — b —dr st deran+rn,
s’ npC, T Ln( 4 : j) 2 j i}

(48.1)

i -
525,)= . Zir,ir,p}—r.in,j
2npcy | om j

(48.2)
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@  -p for
S24 = — {8 - 2r,y1,4)+ £, 0y
ij ZRPCaLn( ij 1) j 1}

(48.3)

Hay que integrar las dos funciones R 1{® y 82{ que son bastante mas
complejas que en la ocasion anterior. La funcién de interpolacion 1, tiene una
expresion diferente segin el intervalo de integracién de que se trate. En
concreto, esta funcion de interpolacion es,

" L para 1€ [Tn— At, In}
Ny =
—I-I“Jrl para IE[I“,In+At:l
At

Y por tanto, su derivada con respecto al tiempo, que también aparece en las
expresiones que hay que integrar, es,

1 para TE[Tn—At,T :l

-1 para 1€ [Tn. T+ At]
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Asi, para cada onda, las integrales resultantes podemos expresarlas en
funcion de las integrales dadas por las ecuaciones (37),

(49)
2
IV=f ("tﬂ) 1,2R {4 .
At R 2
r
= = — —_ 2
__1__ 1+2_2 -2n 1+.2_2 + 1N 1+_2_2
3 2 2 - 2 -
c At r r r
(50)

V-] t_tna-:+ L - 2] [l-an_3_+(m+a)_3—-§]

At R CALR ¢ At

(51)
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v1=] Tmax 2 1T g

1

2[-2nl+ 21+ an2_3_—n(n+ 2a)§+(n+ 20:)?-?}

3
c At
(52)

Con los limites de integracién en la definicion (36) ocurre igual que para
el nucleo V", el inferior es1,” - 1, - At, mientras que el superior es 1,* - T,
+ At o bien 1% = ct - r, segln cual de ellos sea menor. Esto puede tenerse en
cuenta facilmente igual que en el caso anterior con la definicion de las
funciones finales. Las integrales definidas de xl(“}y K 2{e hay que dividirlas
en dos intervalos, al ser diferente la expresion de N, Y también de su
derivada, segun sea 1 mayor 0 menor que T, -

Asi,

Tt At T, * At Ty T+ At
ViI, = f Rl drt = 1II + 1V - 1V
1

o At T, - At T, - At 1
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Ty * At ted Tyt At Ty Tyt At
Vill, - f X2 dt =V + VI - VI
T

o At T, - At T, - At Ty

(54)

La simplificacion de fas expresiones (53) y (54) es un proceso laborioso
que conduce a una formula mas o menos compacia para VII, y a la
conclusion de que VIII, = 0 para cualesquiera t, At y r. Al sustituir estos
resultados en {a definicion de Si,“ se obtiene para el mismo la expresion,
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2
SFa )= > sERany)-

u=1

2 74
-(=) or
s [ e m]
a=1 o

H L L 1*\/1_-%2 t- At 1+m
n

(55)
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Los parametros 1,y 8, son como los definidos para la ecuacion (45) de

Vii", mientras que B es el que se definidé para el tensor Uijn dado por la
ecuacion (11.72),

Be =17 (t-2At) si r<c (t-2at) 'y  B,=1 sir 2c (t-2At)

Tanto en las expresiones finales del nicleo V;* como en las de §; se

ha adoptado 1, = 1, = At, pues por el principio de traslacion temporal del
estado de Stokes (11.30.3) se cumple,

1
V;{I, LE) - Vilx t- nAt+ AL E )

S:;-(x, LE) - Silj(l,t—nAUAt;t )
(56)

En consecuencia, en las expresiones (45) y (55) de Vi vy S v en las
definiciones de n,, 6, v B, la variable t, debe entenderse como t - (n-1) At,
pues ya se ha aplicado la propiedad de traslacion antedicha. Lo mismo
ocurria en los nucleos Uy y Ty [ecuaciones (48.1), (48.2), (72) y (73)].

Los nicleos V;* y 5, son aparentemente singulares en r — 0. Vit
tiene términos de orden Lnr y r°2 mientras que Sijn tiene singularidades
aparentes de orden r’! y r*3 Sin embargo, combinando los términos con
expresiones del mismo orden que aparecen en ambos nicleos, estas

singularidades aparentes desaparecen, para todo instante de tiempo, incluso
para el intervalo [0, At].
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otas sobre la Solucio alitica

Se considera a continuacion el problema de una grieta que se propaga
con velocidad uniforme C en un dominio infinito, sobre la que incide una
onda dilatacional cuyo frente es paralelo a las caras de la fisura. El perfil de
tensiones incidente se varia como una funcién escalon. Baker (1969) resolvio
el problema de una grieta semi-infinita que aparecia repentinamente en el
dominio infinito, y comenzaba a propagarse desde eseinstante con velocidad
uniforme C, bajo la accion de una presion interna invariable e uniforme.
Achenbach y Nuismer (1971) senalaron que ambos problemas tienen la

misma solucion. Freund (1972a) generalizé la solucién para el caso de una
presion no-uniforme.

El procedimiento empleado por Freund (1972a) se basaba en resolver
primeramente un problema mas simple, denominado por el Solucién
Fundamental. Esta corresponde al caso que se esquematiza en la figura 7.

| C
—
|
4+<0 | X
2
| C
150 11 I
i — %
11 l
Z

Figura 7
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En el instante t = 0 el vértice de la fisura pasa por x = 0, y aparecen en el
mismo, dos cargas concentradas, una en cada cara de la grieta en direccion de
la normal saliente. El vértice contin(a moviendose con velocidad uniforme C,
pero las cargas permanecen aplicadas en la coordenada x = 0. Otra forma de
considerar el problema es suponiendo que existen dos cargas opuestas
aplicadas en un mismo punto, previamente al paso de la grieta por 1 = 0. Este
sistema de cargas esta auto-equilibrado y no produce ningin efecto hasta

que el paso de la grieta en t = 0 separa en dos el punto de aplicacion de las
cargas.

Freund (1972a) plantea el problema en funcién de los potenciales de
onda ¢y y con un sistema de coordenadas movil (¢, z) con origen en el vértice
de la fisura, tal como se muestra en la figura 7.

De esta forma se llega a dos ecuaciones de onda iguales, de la forma,

2\ 2 2 2 2
1-9_ a_d_).+a¢+.2£a¢-_l.a¢=0
2/ 2 2 2 2
Cufot 92 ¢, 9 ot Cy ot

(35)

donde c,, son las velocidades de las ondas caracteristicas del medio (o = 1, 2).

La solucion del problema se obtiene de la forma habitual, haciendo uso
de la transformada de Laplace en el tiempo para eliminar la dependencia de
la variable t y la de Fourier en el espacio para eliminar &. El resultado es una
ecuacion diferencial ordinaria en la variable z, que tras resolverla, aplicando
las condiciones de contorno en el dominio transformado, conduce a una
ecuacion del tipo de Wiener-Hopf estandar.

De la resolucion de esta ecuacién (Noble, 1958) se obtienen los

potenciales de desplazamientos ¢ y y, v a partir de ellos las tensiones en el
dominio. B
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El comportamiento de las mismas en las inmediaciones del vértice viene
caracterizado para este problema por,

172
Lim {(znz) 0% 0, t)} -

. 172 (c )1
£ 0 s+(c)(1 +£)(1 - 3) t
hg Cy

donde h; - ¢ - C, siendo cg la velocidad de las ondas de Rayleigh. -

(36)

La expresion de S,(C), que es muy compleja, depende exclusivamente del
modulo de Poisson y de la relacion entre la velocidad de propagacion Yy una
de las velocidades caracteristicas (Freund, 1972a; Baker, 1969). S,(x) viene
dado por la ecuacion,

b

2
S:(x) =exp -lf " arctan 4n IO‘HM x dn

Zlynzl

2 2 22 2 2
(-2n +b +Cb n £2Cb q)

donde,

a, = 1/(C-¢;); a -1/(C+¢)

by =1/(C-c3);  b_=1/(C+cy)

b=1/¢c,

o =(1/ )2 (1 -(c)/x)2+(C/y)2-2C/y 1172
B=(1/¢)2 11 -(cy/ g B+ (C/y)2-2C/y /2
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El miembro de la derecha de la ecuacion (36) es el Factor de Intensidad
de Tension Dinamico para este problema, pues el limite de la izquierda es
justo la definicién del mismo [ecuacion (111.12)].

Utilizando esta soluciéon fundamental y aplicando superposicion, Freund
(1973), calcula el FIT dinamico del problema de la onda plana incidente
sobre la grieta en t = 0. El factor obtenido es,

K(t,C) - 22/m) " o k(C) /L
(38)

donde o es el valor de la tension de la onda incidente: W, €5 una magnitud
que depende solo del médulo de Poisson y que se obtiene a partir de la
funcién S,(C), mediante,

0
@, = @,(0)
con
o 1 +y/c
m+(x) - 1 + X/ i 1
+ C 0
/R S, ()

(39)
siendo §,°(x) la funcion S,(x) definida anteriormente para C = 0.

El factor k(C) viene dado por la expresion,
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K(C) - 1

1/2
S,(d) (1 . i)(l ; E)
hg 01

El problema de difraccion de una onda debido a una grieta estacionaria,
puede resolverse tambien haciendo uso de la solucion fundamental de
Freund (1972a), obteniendose un FIT igual a,

(40)

172
Kt 0)=2(2/m) o w 1

(39)

Es decir, el factor de intensidad de tensién en la grieta movil K(t, C), igual al
de la grieta estacionaria K(t,0) por una funcion universal de l1a velocidad k(C).

K(t.C) = k(C) K(t,0)
(40)

La funcion k(C) depende ademis del modulo de Poisson y decrece
monotonamente de k = 1, para C = 0, hasta k = 0 para C - Cg. En la figura 8 se
representa k(C) para dos valores del médulo v en funcion de la relacion entre
la velocidad de propagacion v la velocidad de las ondas de Rayleigh.
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Figura 8

esolucién mediante etodo de los Elementos d torno

El problema en consideracion se ha modelado mediante dos contornos
finitos, con las condiciones de contorno que se muestran en la figura 9.

Figura 9

Se han utilizado Unicamente 13 elementos para modelar cada sub-
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contorno a ambos lados del vértice de la grieta. Junto a este existen dos

elementos a un cuarto de longitud L - 3.2 mm. Los elementos de longitud
mayor miden 5 mm.

Las propiedades elasticas del dominio son,

Modulo de Poisson v=0.3
Moédulo de elasticidad transversal p - 2.42 x 1010 P
Densidad p = 2450 kg/m?3

con las cuales se obtiene, ¢; = 5880 m/s y ¢, =3143 m/s.

Se han resuelto el problema con dos velocidades de propagacion
diferentes, el primero con C - 0.2 ¢, =~ 629 m/s, y el segundo con C - 0.4 Cy =
1257 m/s.

Para ambos problemas se ha tomado un lapso At = 0.27 ps. El factor B con
este intervalo de tiempo varia desde B = 0.99 para los elementos del vértice,
hasta B = 0.64 para los elementos mayores. Segun las conclusiones del
apartado 4 del capitulo 11, el intervalo de tiempo optimo seria algo mayor.
Sin embargo, la relacion entre el tamafo de los elementos a un cuarto que
flanquean al vértice, y el desplazamiento experimentado por el mismo en un
paso de tiempo no debe ser demasiado grande, para que la aproximacion
lineal de las funciones de forma, que da lugar a los nucleos anadidos, sea
suficientemente buena. Con el paso de tiempo escogido la grieta avanza cada
paso Av = CAt - 0.17 mm para la velocidad 0.2 C, Y Av - CAt ~ 0.34 mm para
la velocidad 0.4 ¢;. El mayor de ellos representa un 10% del tamano del
E1/4S, que puede establecerse como un limite superior relativo del avance
por paso del vértice de la fisura para este problema.

En las figuras 10 y 11 se representa los FIT's adimensionalizados con
ov(n 60x10°3), calculados con el MEC frente al analitico K(t, C), para C = 629
m/s. En las figuras 12 y 13 se hace lo propio para el caso de C = 1257 m/s.
También se representa el FIT analitico de la grieta estacionaria.



Capitulo IV

256

FIT modo | (C = 02 ¢ )

FIT modo | (C = 02 ¢ )
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Las curvas anteriores demuestran la precision del método para tener en
cuenta el movimiento a altas velocidades del vértice de la fisura.

Para la velocidad menor se obtienen, como era de esperar, resultados
mejores, pues la aproximacion lineal de las funciones de forma es mas
precisa cuanto menor es el avance del elemento singular.

El factor calculado mediante la ‘tension' (K;) da excelentes resultados
tanto para C - 0.2 ¢, como para C= 0.4 ¢;, aunque los factores calculados
con los desplazamientos (Km- K,2) son tan buenos como dquel.
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4.5.- Limina Rectangular Finita con Grieta Centrada

Se trata de resolver el problema de una placa rectangular de ancho 2W =
104 mm y alto 2H - 40 mm, que contiene una fisura centrada de longitud
2a,= 24 mm. En t - 0 se aplica sibitamente una traccion constante en los
lados mayores de la placa, lo cual genera una onda dilatacional que avanza
hacia la fisura. La grieta permanece estacionaria bajo la accion de las ondas
de tesnién hasta el instante 1> tiy = H/cy, que es el que emplean las ondas
dilatacionales provenientes del contorno en alcanzar la fisura. A partir de ese

intante 1 la fisura se propaga simétricamente con velocidad constante C -
1000 m/s.

Las velocidades de propagacion de las ondas de dominio son c; = 6328

m/s,y ¢, - 3464 m/s, que se obtienen de las siguientes propiedades elasticas
del material,

Mdédulo de Poisson v=0.286
Modulo de elasticidad transversal ~ p - 2.94x1010 Pa
Densidad p = 2450 kg/m3

Con esto, t;; = H/c; = 3.16 s, habiendose tomado 1 = 4.4 ps.

La geometria y condiciones de contorno del problema se muestran en la
figura 14. Por la simetria del problema solo es necesario resolver un cuarto
del mismo. La discretizacion de éste se representa en la figura 15, que consta
de 38 elementos cuadraticos.

La fisura se ha modelado con cuatro elementos, siendo el del vértice de
longitud L = 1.5 mm. Al otro lado del vértice se dispone un E1/4S de igual
longitud. A continuacién de los elementos a un cuarto van dos elementos de
2.5 mm, siendo el resto de la malla de elementos iguales de longitud 4 mm.
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r7T717T 1111171

?2 Ao

LO ram

104 mm

R

Figura 14

Figura 15

El intervalo de tiempo adoptado es At - 0.34 ps, de forma que el
parametro § vale 2.87 para los elementos mas pequenos (L/2 - 0.75 mm),
mientras que B - 1.08, para los mayores con que se modela casi todo el
contorno (L/2 ~ 2.0 mm).

El vértice avanza cada paso de tiempo, a partir de t - 1, la cantidad CAt =
0.34 mm. Esta representa un 11% de ia longitud de los elementos a un cuarto
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que flanquean el vértice.

La relacion entre la velocidad de propagacion de la fisura y la velocidad
de las ondas transversales es C/c, = 1000/3464 - 0.29. Con esta relacion y el
modulo de Poisson v= 0.286 se puede obtener el factor de intensidad de
tensiones para el caso de una grieta semi-infinita en un medio infinito
lecuacion (38)). Freund (1973) mostré que si una fisura estacionaria en un
dominio infinito sobre la que incidia una onda de dilatacional (con su frente
paralelo a la fisura) a partir de t = 0, comenzaba a propagarse con velocidad
uniforme C, a partir de t -1 >0, el FIT a partir de ese instante vendria dado
por la ecuacion (38), independientemente del instante T en que la grieta
hubiera comenzado a propagarse. Por tanto, la solucion pasara de ser la dada
por la formula (41) a la (38) subitamente.

En las figuras 16 y 17 se representan los factores de intensidad de
tension de modo I del problema planteado adimensionalizados con ov(na,),
calculados por los métodos propuestos en el apartado 3 del capitulo 111, junto
a la solucion analitica del dominio infinito, valida durante un cierto intervalo
de tiempo. También se representa la soluciéon obtenida para este problema
por Nishioka y Atluri (1980) utilizando el MEF junto a un elemento singular.

EL FIT calculado con la 'tension’ nodal del E1/4S (K,), reproduce casi con
exactitud la evolucion teérica del FIT durante el periodo en que esta es
valida. A partir de entonces el FIT Ky v el de Nishioka y Atluri (1980)

acuerdan bastante bien, salvo algunas oscilaciones presentes en el FIT
obtenido mediante el MEC,

Los factores calculados mediante los desplazamientos ( Kets ¥ Kizg)

también dan valores muy proximos, aunque algo por encima, al de los citados
autores.
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5.1 Conclusiones

Para alcanzar los objetivos marcados al principio de esta tesis, referidos
al estudio de problemas de Fractura Dinimica en el dominio del tiempo, se
eligié para los analisis numéricos el Método de los Elementos de Contorno por
Su precision y versatilidad demostrada en muchas aplicaciones y
concretamente, en aquellas en que aparecen grandes concentraciones de
tensiones, como es el caso de las grietas. En el desarrollo de la tesis se han
cumplido estos objetivos marcados respecto a los problemas de fractura, y
ademas, para ello, fue necesario esclarecer, primeramente, la propia
formulacion del MEC en elastodinamica en el dominio del tiempo.

Las aportaciones principales de esta tesis pueden resumirse en tres
puntos, el primero referido al desarrollo del MEC en elastodinimica en el

dominio del tiempo, vy los dos Gitimos, a su aplicabilidad al problema concreto
de la Fractura Dinamica:

a) Se ha contribuido a esclarecer la formulacion del Método de los
Elementos de Contorno en elastodinamica en el dominio de! tiempo,
demostrando que dos formulaciones presentes en la bibliografia,

aparentemente distintas, pueden unificarse siendo la mas antigua un caso
particular de la otra.

b) Se ha demostrado la precision y efectividad del uso del MEC junto al
elemento de contorno a un cuarto singular para problemas de Fractura

Dinamica en el dominio del tiempo, para el caso de grietas estacionarias
sometidas a cargas variables.
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¢) Se ha presentado por primera vez un método eficaz de resolucion de
problemas de propagacion dinamica de grietas con el Método de los Elementos
de Contorno, aplicable a dominios finitos y también a dominios infinitos.

En cuanto a la formulacién del MEC en elastodinamica en el dominio del
tiempo la presente tesis contribuye, ademas del punto a), con otras
aportaciones.

Se ha puesto de manifiesto por qué siguiendo la misma formulacién
(Mansur, 1983; Antes, 1985) se obtienen resultados intermedios diferentes
(Zij(o‘) y Jii(“)), y como el resultado final (T*), ha de ser el mismo, si la
interpolacion en el tiempo de las velocidades se obtiene por derivacién la
interpolacién temporal de los desplazamiento, como, en principio, parece ser
la eleccion correcta.

Se publica por primera vez en esta tesis el nucleo de desplazamientos
Uij*‘, proveniente de una interpolacién temporal de las tensiones lineal a
trozos. No se hace uso del mismo en las aplicaciones numéricas, pues como ha
sido demostrado (Cole, Kosloff y Minster, 1978) la interpolacién en
desplazamientos es conveniente que sea de un orden superior a la de las
tensiones para asegurar la estabilidad del algoritmo. Desarrollos ulteriores
permitiran, utilizar el nicleo aqui publicado, junto al de tensiones (Tii“),
obtenido mediante interpolaciones de segundo orden para los
desplazamientos.

En el tercer apartado del capitulo Il se estudian todos los nicleos de
tensiones y desplazamientos obtenidos con las diferentes funciones de
interpolacion, analizando el orden de sus singularidades en el tiempo y el
espacio. Se encuentra que todos los nicleos son singulares para el intervalo de
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tiempo [Q At] cuando r - 0. Se demuestra que la singularidad es la misma que
en el caso de la solucion fundamental de la elastostatica, de forma que ésta
puede extraerse de los nicleos singulares a la hora de integrar sobre el
contorno, integrando la parte no singular mediante simples cuadraturas de
Gauss, y la parte singular analiticamente, aunque podria hacerse por alguna
técnica numeérica desarrollada para el caso de la estatica.

Excepto el nucleo Ty" obtenido mediante una interpolacion constante de
los desplazamientos, el resto no contienen singularidades para ningun otro
instante de tiempo. Aunque aparentemente esto no es asi, una reordenacion y
simplificacion adecuada de los términos que componen los nucleos conduce a
este resultado, como se muestra en el mismo apartado del capitulo I1.

El nicleo T“*‘, para desplazamientos constantes, es singular en todo
instante de tiempo en varios puntos. Estos son las posiciones ocupadas por los
frentes de las ondas P y S en el instante t, asi como sus 'colas’ es decir las
posiciones ocupadas por estos frentes en el intante t - At. Esto se pone de
manifiesto graficamente en la figura 11.14, en la que se representan frente a la
distancia r, algunas componentes de estos nicleos.

Se ha analizado la dependencia de las discretizaciones espacial y
temporal adoptadas. Esta se ha caracterizado mediante el parametro p =
¢jAt/L que mide la proporcion de longitud de un elemento recorrida por las
ondas P durante un paso de tiempo. Tanto para una discretizacion espacial de
elementos constantes, como de elementos parabélicos, se ha encontrado que
los resultados mas estables y precisos se obtienen para valores de B cercanos a
la unidad. Se han estudiado mallas no uniformes de elementos encontrandose
el mismo 6ptimo, referido a la longitud de un elemento medio.
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También se ha comprobado que, igual que ocurre en otros problemas de
la elasticidad, en el caso de la elastodindmica en el dominio del tiempo, los
elementos parabolicos son ventajosos frente a los constantes para problemas
en que aparezcan deformaciones de flexion, pues representan éstas con mayor
precisién y menor coste computacional.

Respecto al analisis de problemas de Fractura Dinamica con el MEC, se ha
demostrado la adecuacion y versatilidad del método para este tipo
aplicaciones resolviendo una serie de problemas muy diversos, de dominios
finitos e infinitos, en modos puros o mixtos, y bajo diversas condiciones de
contorno. Para el calculo de los FITD's se ha comprobado que el procedimiento
basado en la 'tensién' nodal del elemento a un cuarto singular (K,) ofrece, en
general, mas precision y estabilidad frente a cambios en la discretizacién, que
aquellos basados en los desplazamientos de los labios de la grieta (K5 Kypg
Kuin ¥ Kipn) aunque con éstos también se obtienen muy buenos resultados.

Se han resuelto tres problemas con dominos infinitos, dos de modos
simples y uno de modo mixto. La comparacién de la solucion obtenida
mediante el MEC y la analitica de Thau y Lu {(1971), demuestra claramente la
precision de la técnica numérica desarrollada.

Para el problema de la lamina finita simétrica en modo I, resuelto por
Chen (1975) mediante el MDF, se ha estudiado la solucion obtenida con el MEC
y diferentes procedimientos de calculo del FIT (Ky, Kyys. Kyzs: Kuytn ¥ Kizn)- L2
precisién con todos ellos es muy buena, encontrandose que el factor calculado
con la 'tension’ nodal de un E1/4S es el menos sensible a las variaciones de la
discretizacion local de la grieta.

Se han resuelto dos problemas de modo mixto en dominios finitos. Con la
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solucién obtenida para el primero se corrobora la afirmacién hecha por Murti
y Valliappan (1986), sobre los resultados erroneos de Chen y Wilkins (1976)
para este mismo problema, pues los obtenidos mediante el MEC estin
claramente de acuerdo con los de los primeros. Igual ocurre con los FIT
calculados para el segundo problema de modo mixto. Los calculados mediante
el MEC concuerdan con los obtenidos por Murti y Valliappan (1986) mediante
el MEF y elementos a un cuarto, pero discrepan, aunque mucho menos que en
el caso de los FIT's calculados por Chen y Wilkins (1976) para el problema
anterior, con los hallados por Kishimoto, Aoki y Sakata (1980).

En el capitulo 1V se presenta una técnica de remallado desarrollada por
el autor de esta tesis. En union de ésta, se estudia la influencia que tiene sobre
la ecuacién de un grado de libertad el hecho de que el nodo al que pertenece
se mueva con velocidad C. Se aproxima linealmente la funcion de forma mévil,
lo que conduce a la existencia de dos nuevos nucleos que se anaden a los
existentes en la formulacion sin remallado del MEC. La obtencion de estos
nucleos, definidos por primera vez en esta tesis, se muestra con detalle.
Finalmente, se ilustra la bondad de! método con algunas aplicaciones de

propagacion de grietas en modo I, uno sobre un dominio infinito y otro en uno
finito.
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5.2.- Desarrollos futuros

A partir de la técnica desarrollada en esta tesis pueden abordarse sin
dificultad una serie de problemas de gran interés que ain no estin totalmente
resueltos. Se pueden realizar estudios parametricos de diferentes
configuraciones de dominos fisurados finitos o infinitos. También es de
destacar su inmediata aplicacion, gracias al procedimiento de las subregiones,
a casos de fisuras en dominios que contengan materiales de diferentes
propiedades mecanicas. Dentro de los problemas de propagacion, puede
aplicarse a estudios sismicos de simulaciéon de generacion de terremotos. asi
como a problemas de ‘propagacion’ o 'aplicacion’, es decir aquellos en los que
la velocidad instantinea de la grieta se determina a partir de un criterio de
fractura en funcion de la tenacidad del material. También es inmediato
implementar en el codigo desarrollado la posibilidad de ciertas no linealidades
geometricas a lo largo del tiempo.

Las posibilidades de desarrollo del trabajo presentado en esta tesis son
muy variadas y prometedoras. Dentro de la formulacion del MEC
elastodinamico en el dominio del tiempo para problemas planos puede
acometerse la deduccion de nucleos fundamentales utilizando funciones de
interpolacion de orden superior. También es necesario encontrar
procedimientos de truncamiento de la influencia de los pasos anteriores sobre
al actual, en el algoritmo paso a paso desarrollado, para disminuir el coste
computacional. Existe una publicacion muy reciente (Silva, 1989) que estudia
esta posibilidad en la formulacién del MEC para la ecuacién de ondas. El autor
de esta tesis ha comenzado ya algunos estudios sobre este tema.

La formulacion para problemas de propagacion de grietas puede
mejorarse desarrollando en el tiempo la funcion de forma movil en serie hasta
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su término de segundo orden. Con esta aproximacion, la formulacién seria, en
cierto sentido, exacta pues, si la funcion de forma es parabélica en la variable

espacial, también lo sera en la temporal si la velocidad 1o es durante cada paso
de tiempo.

La ampliacion de esta formulacion al caso tridimensional es necesaria
para estudiar una serie de aspectos de radical interés en la Mecanica de la
Fractura, como son los efectos de la forma del borde de grieta y las
condiciones mixtas de deformacién y tension plana que aparecen en los puntos
del frente de la grieta en los especimenes reales. Con la formulacion
tridimensional se podrian abordar problemas mas realistas de la Fractura
Dinamica que aparecen en la Ingenieria.

Es de interés el estudio y desarrollo de formulaciones alternativas del
MEC para problemas de propagacion de grietas, considerando como solucion
fundamental la correspondiente a una carga movil en el espacio bi- y/o
tridimensional. También es prometedor, para este objetivo, el concepto de

densidad de dislocaciones (Crouch, 1981) desarrollado para el caso de Fractura
Estatica.
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APENDICE A

OBTENCION DEL NUCLEQ DE_TENSIONES POR
DERIVACION DEL NUCLEO DE DESPLAZAMIENTOS




Apéndice A A3

Se trata de obtener el nicleo de tensiones Tij*‘ a partir del de desplaza-
mientos U obtenido con funciones de interpolacion Iy, constantes, mediante
la aplicacion de la relacion de compatibilidad-comportamiento-equilibrio
(11.8), que podemos reescribirla como,

n n b4 3
Tij= 2 Upmm 0+ p Ugjge e + m Uy gy

(1)

Vamos a aplicar esta formula a un desplazamiento genérico de la forma,

D= K [A B+ B(Zryr;- 8y )]
(2)

donde K es una constante, y A y B son dos funciones cualesquierade x y de t.

Asi, podemos derivar para obtener,

or dA B 3B 2B\|. 2B
Dijgng =K< — |8l —-—+2ryrl—-22)|+ 22 (n;ry+ niry
ik % anliij(ar ar) i ’(Br r):l T (s R Rt

(3)

Dm’,-nkd( a_l' 8ij2+2r'ir‘i a—Bl'z—B +anr,i + —a—é——a—B- nir,i
an o T r or or

(4)
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3A oB 2B
Dimmnj=K(-g;+s;+-—r—)nir,i

(5)

Para derivar estas expresiones se ha utilizado la regla de la cadena
teniendo en cuenta que,

d J Xy
%
ax,, or

Sumando (3), (4) y (5) obtenemos la expresion final de Fyj.

on
(6)

donde,
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dA 9B 2B

Yl —_———t—

or or T
.9 _28
ar T

4B A[oA aB 213
Yg= —+—|—+—=+22
r |.l or ar r

(7)

Hecho esto, si observamos la expresion (I1.48.1) del nicleo de
desplazamientos, se comprueba que cada uno de los términos
correspondientes a las dos ondas de dominio del medio, se puede
descomponer en dos, formalmente iguales, relativos al frente y la cola de
cada onda. De forma general todos estos términos se escriben como,

n1+R

Dﬁ(X) = X 9 I',i - 8“ )
4npc X

(8)

donde c, es cualquiera de las ondas caracteristicas del medio, x=r /(ct)yR
es(1-3x2)/2

Es facil calcular las derivadas respecto a r de las funciones A y B de este
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caso particular, Asi,

_ 4R
Yi-=
X

1 4R

. Y J Aol

2 rR 2

rx

4R A 2

Y- 2 -2 L
2

rx p,l‘R

De esta forma se llega a una expresion del tensor F(x), que puede

reordenarse, agrupando los términos que multipliquen a R, por un lado, ya
1/R por el otro.

Haciendo esto se llega a,
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R 1
{A% D ’ﬁ}
4npc X

(9)

siendo

Aij =4 [ar/on ( aij -4 Lyry )+ Dyry+ Ly 0y

Bi) = 4 ai‘/an r,j [‘,i + 2 A/u' n’j r’i

Si se repite este proceso partiendo de un D‘ij cuya A sea la misma que la
de Dij y cuya B sea la misma cambiada de signo se obtiene, un F'ii igual al
anterior salvo que en este caso los tensores que multiplican a R/x2y 1/R son,

Ay=-4lor/on (&;-4ryry)en ey L 0

Byj=2lor/on (8;-2ryry)+ nyry]
El desplazamiento Uﬁ“ puede ponerse como,
U - Dyjlny) - Dy(8,) + Diylny) - D'y(6,)

Yy por tanto, ia tensiéon vendra dada por,

Ty - Bylny) - Fyl0,) + Fiylny) - Fiyle,)



Apéndice A A8

Si se agrupan en esta expresion los términos que multiplican a los
tensores Ay, By, Ay v B el tensor de tensiones en el contorno T, se puede
escribir como,

2
(an
Ti= > Ty (L&) -
a=1

2
1] { {o)
> -t —[Aii Dy - By Eu:‘

donde A, B, D, y E,, son exactamente los dados en el capitulo 11, en la
formula (11.48.2).



APENDICE B

OBTENCION DEL NUCLEO DE TENSIONES POR
INTEGRACION TENIENDO EN CUENTA LA FORMA
SINGULAR DE LA INTERPOLACION DE VELOCIDADES




Apéndice B B3

Se trata de obtener el nicleo de tensiones Ty a partir de la expresion

(11.76), como integral del tensor L mas el Jij particularizado en los extremos
del intervalo de integracion.

La expresion que hay que operar es,

2 2 T 2
) n ) (o)
Tg- D Ty tg)- S 2 drs Z[ﬁ;" (1) - Jy (Tn-At)]
o=1

a=1%7,-At a=1

(1)

la cual procede de la ecuacion general (11.71.2) particularizada para el caso
de funcion de forma constante.

El tensor Zij(“} puede escribirse de la siguiente forma,

R

*

2R t -
b
r

(2)

donde,
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npc,r| on

@ -()p [or
L1y = —(515 -4r4 r,,-) *Ofit Ny

i -
Zzgi)= b EZr,ir,p&r,in,j
2npcy | on j

(2 po|ar
12 = — -8+ 2, r4)-ny4r.
ij 2mpes Ln( i i 1) i i:i

Las integrales que hay que hacer se pueden poner en funcion de las ya
resultas en el capitulo IV (ecuaciones 37a-37j), como

T .
u-f” c—(t—-%l—_idt-%[(ct-r)é—g] -[—l——t—]
T

Por otra parte el tensor Jii(“} particularizado en los extremos de
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integracion da, precisamente,

@ . e (e n
i o) - Jig (- a0) = - 22
CQR(X

T, AL

Sumando estos términos a los que provienen de la integral del tensor
Z;{, se obtiene,

; zzﬁd -t

r Ry
r T, At T,—Al

(3)

Teniendo en cuenta las definiciones de las variables N, Y 6, podemos
escribir,

2
“UR, | "o v t-,
3

V16!
i 2

r T, At Co Ny Cy 0y
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-t 1 1

@ F;
TwAt ¢V 1-n, 'V 1-0

Sustituyendo estas igualdades en la ecuacion (3) y con la definicién
dada de los tensores Zlﬁ':“}y ZZij{“) se obtiene de nuevo el tensor Tij{“) de la
ecuacion (11.48.2).



	0001
	0002
	0003
	0004
	0005
	0006
	0007
	0008
	0009
	0010
	0011
	0012
	0013
	0014
	0015
	0016
	0017
	0018
	0019
	0020
	0021
	0022
	0023
	0024
	0025
	0026
	0027
	0028
	0029
	0030
	0031
	0032
	0033
	0034
	0035
	0036
	0037
	0038
	0039
	0040
	0041
	0042
	0043
	0044
	0045
	0046
	0047
	0048
	0049
	0050
	0051
	0052
	0053
	0054
	0055
	0056
	0057
	0058
	0059
	0060
	0061
	0062
	0063
	0064
	0065
	0066
	0067
	0068
	0069
	0070
	0071
	0072
	0073
	0074
	0075
	0076
	0077
	0078
	0079
	0080
	0081
	0082
	0083
	0084
	0085
	0086
	0087
	0088
	0089
	0090
	0091
	0092
	0093
	0094
	0095
	0096
	0097
	0098
	0099
	0100
	0101
	0102
	0103
	0104
	0105
	0106
	0107
	0108
	0109
	0110
	0111
	0112
	0113
	0114
	0115
	0116
	0117
	0118
	0119
	0120
	0121
	0122
	0123
	0124
	0125
	0126
	0127
	0128
	0129
	0130
	0131
	0132
	0133
	0134
	0135
	0136
	0137
	0138
	0139
	0140
	0141
	0142
	0143
	0144
	0145
	0146
	0147
	0148
	0149
	0150
	0151
	0152
	0153
	0154
	0155
	0156
	0157
	0158
	0159
	0160
	0161
	0162
	0163
	0164
	0165
	0166
	0167
	0168
	0169
	0170
	0171
	0172
	0173
	0174
	0175
	0176
	0177
	0178
	0179
	0180
	0181
	0182
	0183
	0184
	0185
	0186
	0187
	0188
	0189
	0190
	0191
	0192
	0193
	0194
	0195
	0196
	0197
	0198
	0199
	0200
	0201
	0202
	0203
	0204
	0205
	0206
	0207
	0208
	0209
	0210
	0211
	0212
	0213
	0214
	0215
	0216
	0217
	0218
	0219
	0220
	0221
	0222
	0223
	0224
	0225
	0226
	0227
	0228
	0229
	0230
	0231
	0232
	0233
	0234
	0235
	0236
	0237
	0238
	0239
	0240
	0241
	0242
	0243
	0244
	0245
	0246
	0247
	0248
	0249
	0250
	0251
	0252
	0253
	0254
	0255
	0256
	0257
	0258
	0259
	0260
	0261
	0262
	0263
	0264
	0265
	0266
	0267
	0268
	0269
	0270
	0271
	0272
	0273
	0274
	0275
	0276
	0277
	0278
	0279
	0280
	0281
	0282
	0283
	0284
	0285
	0286
	0287
	0288
	0289
	0290
	0291
	0292
	0293
	0294
	0295
	0296
	0297
	0298
	0299
	0300
	0301
	0302
	0303
	0304
	0305
	0306
	0307
	0308
	0309
	0310

