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Capitulo 1

INTRODUCCION AL PROBLEMA
INVERSO

Pretendemos en el primer capitulo de esta tesis, hacer una répida exposicién sobre el doble
planteamiento, directo e inverso, de algunos problemas de la ciencia; exponer algunos ejemplos
de aplicacién practica de los planteamientos inversos, especialmente en el campo de los ensayos
no destructivos para el anglisis de materiales, y, analizar el cardcter de problemas mal plantea-
dos de los problemas inversos. Por ultimo, comentaremos distintas alternativas para hacer el
planteamiento inverso de los problemas de potencial, siendo una de estas alternativas el tema

desarrollado en esta tesis doctoral.

1.1 Nociones generales.

La mayoria de los problemas matemadticos en ciencia y tecnologfa, son problemas invertibles,
es decir, suceptibles de un planteamiento inverso. Generalmente, el estudio del planteamiento
inverso de un problema dado es la unica via para el andlisis de los resultados experimentales
disponibles. A menudo, estos problemas tratan de la determinacién de propiedades en regiones
inaccesibles a la observacién, como ocurre en geofisica y medicina. Actualmente, uno de los
principales problemas de la fisica matemadtica consiste en estudiar la informacién contenida en
un problema invertible, es decir, encontrar qué pardmetros internos de un sistema inaccesible

de medir pueden ser determinados unicamente por mediciones.



En la ciencia aplicada, la interpretacion de las observaciones experimentales es una tarea
de fundamental importancia. La mayor parte de los pardmetros fisicos f no se prestan por
sf mismos a la medicién directa, y el efecto g es a menudo el inico valor medible. Entre f
y g existen relaciones basadas en leyes fisicas que podrén ser expresadas como ecuaciones de
primera o segunda especie: Af =g, 0 Af + f =g, con f a determinar por célculo.

El célculo de Af, dando datos de f es el problema directo. Tipicamente no ofrece mayores
dificultades, y es posible aplicar los métodos matematicos. La determinacién de f en la relacién
Af = g, dando g, se denomina problema inverso.

Utilizando el simil empleado por el francés Paul Germain en el prefacio de la obra de H.D.
Buy titulada INTRODUCTION AUX PROBLEMES INVERSES EN MECANIQUE DES MA-
TERIAUX, referencia bibliogréfica [8], obra en la que se exponen de forma clara los problemas
inversos més frecuentemente planteados en la mecénica de sélidos, el planteamiento inverso
de un problema trata de determinar las propiedades fisicas de un sistema considerado como
una boite noire que no se puede abrir, a partir de las respuestas de este sistema sometido a
solicitaciones conocidas. ;Es ello posible?.;Cémo hacerlo de la forma més econémica?. ;Cémo
elegir las solicitaciones a ejercer?. La respuesta a estas preguntas constituye en la actualidad el

objetivo de numerosas lineas de investigacion.

1.2 La ecuacion integral de Abel.

El primer problema inverso plasmado en una ecuacién integral de primera especie fue resuelto
por N.H. Abel en 1823. Supongamos que deslizamos una particula por una pendiente sin
rozamiento, desde una altura h y medimos el tiempo ¢ (h). ;Podremos determinar el perfil I
de la pendiente?.

El planteamiento directo del problema consiste en la determinacién del tiempo ¢ (h) conocido
el perfil T'. El planteamiento inverso consiste en determinar la curva I', a partir de un nimero
m de medidas del tiempo para diferentes alturas, t1 (h1),%2 (h2),- .., tm (hm).

Si la funcién V = V (s), siendo V la energia potencial de la particula en una posicion
genérica s, es una funcién estrictamente creciente, el problema planteado puede ser resuelto

aplicando las leyes de la mecdnica del punto material.
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Figura™1-1:

Aplicando el principio de conservacién de la energia

E+V = cte.

obtenemos la expresién de la velocidad instantdnea,

2

y por lo tanto la expresién de dt,

d
U——{;—-—->dt:§§= ds

T v V2h-y)

suponiendo la curva I' parametrizada

z=1(y) =ds=—\/1+¢ (v)’dy

el tiempo total empleado serd

1
—mv? 4+ mgy = mgh = v =1+/29(h —y)

(1.1)

(1.3)



(L5)

si llamamos

oy) =1+ ) (1.6)

y llamamos f (k) a la funcién conocida

f(h)=1t(h)/2g (L.7)

la resolucién del problema inverso consistird en determinar la funcién desconocida ¢, a partir

de la Ecuacién Integral de Abel:

h.
/ v ) dy = f(h), h>0 (1.8)
0

Si la pendiente tiene un méximo y un minimo, el problema no puede resolverse con unicidad.
Una exposicién detallada de la Ecuacién Integral de Abel la podemos encontrar en las referencias

bibliogréficas [12] y [2].

Otros problemas inversos se formulan mediante la Ecuacién Integral de Abel; por ejemplo,
la determinacién de la forma de una montafia a través de mediciones de luz (ondas electromag-

néticas). La zona oculta de la montaia no puede ser identificada desde un punto de observacién.

En el campo de la éptica son frecuentes igualmente los problemas inversibles. Frente al
problema directo consistente en el cdlculo de emisiones, dispersiones y propagacién de una
radiacién basdndonos en pardmetros conocidos, se plantea el problema inverso, consistente en
la determinacién de los pardmetros requeridos, difusores o propagacién media, mediante la

medida de la radiacién recibida por un detector.



1.8 Problemas inversos en la mecanica del sdélido.

En el campo de conocimiento de la mecdnica del sélido, el planteamiento de problemas
inversos es de gran utilidad para la determinacién mediante procedimientos no destructivos de
las propiedades del material. La deteccién de heterogeneidades en el espesor de una cuba de
reactor nuclear, la determinacién de la carga critica de deformacién lateral de una estructura
mediante el andlisis de los cambios de la frecuencia de vibracién bajo carga creciente,... son
ejemplos de aplicacién practica del planteamiento inverso en la mecdnica de sélidos.

En la obra de Buy, referencia [8], se exponen los problemas inversos mds frecuentemente
planteados en la mecdnica de sélidos. A continuacién comentaremos, de forma somera, los prin-
cipios teéricos de la tomografia, por tratarse del problema inverso més significativo en el campo
de la experimentacién no destructiva de materiales, y ofrecernos una primera aproximacién al

cardcter de problema mal planteado, de los problemas inversos.

1.3.1 Tomografia.

La radiografia por rayosX es uno de los procedimientos utilizados para el control de mate-
riales y estructuras, a fin de detectar la presencia de defectos de soldadura, fisuras, inclusiones,
etc. Es un procedimiento eficaz para materiales no metélicos como los materiales compuestos,
y posiblemente para algunos aceros ferriticos, pero hay que recurrir a rayos mds potentes, como
los rayosy o los neutrones, para examinar la seccién de una cuba de reactor nuclear de 30cm
de espesor.

El examen radioldgico de la imagen proyectada por los rayos sobre una placa fotogréfica
puede ser suficiente a los ojos de un experto que sabe reconocer ciertos resultados. Sin embargo,
la informacién obtenida por una sola proyeccién no permite siempre reconstruir el objeto con
todos los detalles. Hay que disponer de un gran nimero de proyecciones en varias direcciones.

Cuando un rayo L atraviesa el cuerpo, la atenuacién az, del rayo puede ser medida experi-
mentalmente y depende de la naturaleza fisica del medio atravesado, mds precisamente de la

absorcién local p(x) y de la longitud de trayecto del rayo. Podemos expresar por tanto,

aL=/L,Ll,(.’L')dSEA}L (1.9)

9



La posicién de L en un plano de recorrido del haz, depende de dos pardmetros p y 6 (ecuacién
z1c080 4+ xz2sinf — p = 0).

La transformacién u(z1,22) — ar (p,8) cuyo valor en (p,0) viene dado por la integrall.9,
se llama transformacion de Radon. La identificacién de p (z) con la ayuda de las magnitudes

observables ar, (p, ), para diferentes rayos L, es el objeto de la tomograffa.

Problemas discretos.

Con el fin de examinar los problemas mateméticos y numéricos que se plantean en el pro-
blema inverso tomogréfico, estudiemos un modelo simple. Se trata de reconstituir la funcién
caracteristica u () de la letra T formada por cinco pequenos cuadrados, colocados en el interior
de un gran cuadrado 3 x 3. Para ello, disponemos de las informaciones deducidas de los rayos
verticales, horizontales e inclinados +45°, pasando por los centros de los pequefios cuadrados,
proporcionando al maximo 16 atenuaciones a;. Utilicemos la. aproximacién de las funciones

constantes a trozos en cada pequerio cuadrado.

a0
1 K

Figura™1-2:

I~
an

Se trata de determinar las nueve incégnitas iy, io, - - - b9 conociendo las a;. En principio, se
necesitan al menos 9 rayos distintos. Tomando los tres primeros rayos horizontales, luego los

tres siguientes verticales, y por ultimo tres rayos inclinados —45°, se tiene el sistema lineal,

p1+pg+py = 3 (1.10)
py+pst+pg = 1 (1.11)
pr+pgtpg = 1 (1.12)
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prtpgtp, =1 (1.13)
po+ps+pg = 3 (1.14)
P+ g+ pg = 1 (1.15)
py = 0 (1.16)
prtps+pg = 2 (1.17)
py = 1 (1.18)

Nos damos cuenta de que el determinante es nulo, porque la suma de los tres primeros
miembros (g + pg + ...+ fig) es la misma que la de los tres primeros miembros siguientes.
Nuestra eleccién de los rayos que se van a utilizar para la inversién no es del todo juiciosa,
puesto que la reconstruccién en este ejemplo es imposible, aunque los datos sean exactos y
compatibles.

La compatibilidad de la que se trata es la ortogonalidad del vector segundo miembro con los
vectores soluciones de la ecuacién homogénea adjunta, relacién que se satisface en el ejemplo.
En los casos encontrados en prictica, hay que contar siempre con las incertidumbres de las
medidas experimentales, que no siempre son compatibles. Por otro lado, en el mejor de los
casos (determinante no nulo), el sistema lineal invertible estd muy mal condicionado. Todas

estas distintas razones indican que el problema inverso tomogréfico estd mal planteado.

Cuasi soluciones

En presencia de las incertidumbres de los datos experimentales, se construyen cuasi soluciones
por diferentes métodos. En la préctica, las soluciones aproximadas en el sentido de los minimos
cuadrados estdn entre las més utilizadas (M es el conjunto de las o admisibles). El método de

los minimos cuadrados ponderados es igualmente muy utilizado en los problemas inversos.

Tomografia sismica: escaner de la tierra.

Una aplicacién importante del problema inverso tomogréfico es la utilizacién de las ondas
sfsmicas P, S y ondas de superficie (Rayleigh, Love) para examinar el manto y el nicleo de la

Tierra. Las fuentes sismicas son naturales, provienen de los seismos aparecidos un poco por
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todas partes en el mundo, bajo el manto superficial de la corteza terrestre. Las estaciones
de registro de las seflales sfsmicas estdn repartidas en el globo y mismo bajo los océanos.
El conjunto de las estaciones, completamente sincronizadas, constituye la red GEOSCOPICA
colocada por los geofisicos.

El objetivo de esta operacién planetaria es estudiar la estructura del manto profundo, hasta
1000 km, sobre todo las anomalfas térmicas, las zonas calientes convectivas que suben de la
interfase niicleo-manto, y las inestabilidades termomecénicas.

Los fenémenos fisicos utilizados son diversos: variacién de la velocidad de las ondas P y
S en funcién de la temperatura y de la densidad, dispersién (variacién de velocidad con la
frecuencia). La velocidad de propagacion de las ondas aumenta en las regiones més frias y
disminuye en las regiones més calientes, siguiendo leyes conocidas.

El principio tomografico consiste entonces en medir el tiempo de recorrido TAB de la onda

desde la fuente A hasta la fuente B, dada por la integral de la lentitud

Tap = / C—(%ds (1.19)

AB

La diferencia con la tomograffa habitual, por rayos = o 7, es que el trayecto del rayo no es
rectilineo, sino curvo a causa de la inhomogeneidad del medio, trayecto de aumento desconocido.
El problema inverso es ain més dificil porque es tridimensional. El problema inverso de la
ecuacion de las ondas eldsticas en un medio no homogéneo sélo puede considerarse por meétodos

de inversién robustos (poco sensibles a los errores de modelizacién).

1.4 Problemas mal planteados.

Segtn Keller, se dice que dos problemas son inversos si la formulacién de cada uno de ellos
requiere el conocimiento entero o parcial del otro. Segun esta definicién es obvio que es arbitrario
ctial de los dos problemas es el directo y cual de ellos es el inverso. Normalmente uno de los
problemas se ha estudiado antes y quizd en mds detalle. A este se le suele llamar problema

directo, mientras que al otro se le llama inverso.

Hadamard afirma que la modelizacién matematica de un problema fisico est4 bien planteada
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MANTO

Figura™1-3:

cuando se cumplan estas tres propiedades:

1.- Exista una solucién del problema (existencia).

2.- Exista como méximo una solucién del problema (unicidad).

3.- La solucién depende continuamente de los datos (estabilidad).

Matemadticamente, la existencia de una solucién puede ser forzada ampliando el espacio de
la solucién.

Si un problema tiene més de una solucién, entonces es que falta informacién sobre el modelo.
En este caso se aniaden propiedades, tales como condiciones en los signos.

El requisito de estabilidad es el mds importante. Si un problema carece de la propiedad
de estabilidad, entonces es précticamente imposible calcular la solucién porque las medidas
o célculos estdn afectados por errores inevitables. Si la solucién del problema no depende
continuamente de los datos, entonces en general la solucién calculada no tiene mucho que ver

con la verdadera solucién.

1.5 Planteamiento inverso de los problemas de potencial.

En el capitulo siguiente se hace una exposicién teérica detallada de los problemas de potencial.
De forma resumida, podemos exponer el planteamiento directo de un problema de potencial,
como la determinacién de la funcién potencial u (x), que verifica la ecuacién de Laplace en el

dominio ©, de frontera I', sometido a condiciones de contorno esenciales y/o naturales:
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Viu(x) +(x) =0; x€ Q (1.20)

v = u vVxely
g = q Vxely

I = I+ (1.21)

siendo

x : vector de posicién de un punto perteneciente a Q
u (x) : funcién potencial

q(x) = u% : funcién flujo de potencial

n (y) : vector normal exterior a I',en el punto y € T'.

1 (x) : fuente de potencial, que consideraremos nula, lo que no resta generalidad al problema.

@, q : valores conocidos de las funciones.

El problema de potencial, tal como se ha expuesto, admite diferentes planteamientos inver-

sos. Siguiendo la publicacién de Saigal, podemos considerar dos formas principales de plantear
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el problema inverso, el problema inverso de identificacién y el problema inverso de reconstruc-
cion.

En el problema inverso de identificacién, una porcién del contorno I' que llamaremos I'y
es desconocida. Usualmente I'yy representa el contorno de un hueco en el interior del dominio
), cuya posicién y geometria no conocemos. Para determinar la posicién y geometrfa de 'y,
es necesario disponer junto a las condiciones de contorno, de datos adicionales, en forma de
medidas experimentales en la parte conocida de I', que llamaremos I'c.

La resolucién del problema inverso de identificacién consiste en determinar la posicién y
geometria de T'yy a partir de mediciones experimentales en el contorno conocido I'c.

Disponemos por tanto de M = M, + M, mediciones experimentales de potencial y flujo de
potencial en I'c :

M, : mediciones de potencial.

M, : mediciones de flujo.

De esta forma el potencial resulta conocido en algunos puntos de I'c, y el flujo de potencial

resulta conocido en algunos puntos de I'c,, :

u(xe) = U(Xa), %o €lg, a=1,2,....M,

g(xg) = q(xg), xge€lcg, B=12,...M,; (1.22)

En el problema inverso de reconstruccién, la geometria del problema es determinada, es
decir conocemos I' en su totalidad, pero no conocemos algunas de las condiciones de contorno.
El problema surge en casos en los que una porcién del contorno es expuesta a condiciones am-
bientales que no pueden ser valoradas por dificultades fisicas o simplemente por inaccesibilidad
geométrica. El objetivo del problema inverso de reconstruccion, es la determinacién de las con-
diciones de contorno no conocidas, contando con medidas experimentales suplementarias en el

contorno I" o incluso en el dominio 2.

En la figura 1-4 se representan ambos planteamientos inversos de los problemas de potencial.
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Figura™1-4:

16



Capitulo 2

FORMULACION INTEGRAL DE
LOS PROBLEMAS DE
POTENCIAL

2.1 Primera identidad de Green.

Sean u y w funciones escalares uniformes diferenciables de 2° orden en un dominio 2 cuyo

contorno es I', superficie cerrada, orientable y lisa.

Aplicamos el teorema de la divergencia a la funcién vectorial diferenciable uVw :

/K;V- (uVw) dQ) = /Fqu -dS (2.1)

desarrollando los dos términos de 2.1,

/ V- (uVw)dQ = / (Vu-Vw + uVw) dQ = (2.2)
Q Q

ow ow
= /Fqu -dS —/Fu (5}; . n> -ndS—/Fua—ndS (2.3)

siendo n el vector normal unitario en los puntos de I'.

Obtenemos de esta forma la primera identidad de Green:
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/ (Vo Vo + V) dQ = / w2 ds (2.4)
Q

2.2 Segunda identidad de Green.

Aplicando la primera identidad de Green a las funciones w y u obtenemos,

/ (Vw Vu + wV2u) dQ = / w—dS (2.5)
Q

restando las expresiones 2.4 y 2.5, obtenemos la segunda identidad de Green:

/Q (uVQw - wV2u) a9 = /F (ug—z — w%) ds (2.6)

2.3 Funciones armdnicas.

Decimos que una funcién escalar u diferenciable de segundo orden, es armoénica si verifica la

ecuacién de Laplace:
Viu=0 (2.7)

2.4 Solucién fundamental.

Se llama solucidn fundamental en dominios tridimensionales y bidimensionales respectiva-

mente a las siguientes funciones:

o Solucién fundamental en dominios tridimensionales

u = — (2.8)

w'=—1n {%} (2.9)



siendo r la distancia a un punto fijo O llamado polo.

Estudiamos a continuacién las funciones radiales % y In (%) . Ambas son consideradas como

funciones auxiliares que facilitan el estudio de las funciones armonicas.

2.4.1 Estudio de la funcién 1/r en dominios tridimensionales.

Si establecemos el origen del sistema de referencia OX;X2X3 en O podemos expresar

_ /.2 2 2
r=/x]{+ 25+ 23

de donde

0 l_—xi
or; \r) r

o (1)t
oz? \r T b

teniendo en cuenta la expresién 2.13 podemos expresar

- (1> _ 3?32 ~0

r S

salvo cuando r = 0, que su valor es indefinido.

2.4.2 Estudio de la funcién In(1/r) en dominios bidimensionales.

Si establecemos el origen del sistema de referencia OX; X5 en O podemos expresar

r:\/:c%-i-m%

de donde

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



0 1 —X;
i 1 202 —r?
g (111{;}) — _‘274_7“ (2.18)

teniendo en cuenta la expresién 2.18 podemos expresar

1 or2 — 9r?

salvo cuando 7 = 0, que su valor es indefinido.

2.4.3 La solucién fundamental es una funcidon armonica.

Segun hemos visto en las expresiones 2.14 y 2.19, la solucién fundamental es una funcién

armonica en su dominio de definicién, salvo el el polo (r = 0), que es un punto de singularidad:
VZiu* =0; salvoenel punto 7=0 (2.20)

2.5 Tercera identidad de Green.

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones u 'y u* obtenemos la tercera identidad

de Green.

2.5.1 Dominios tridimensionales.
Distinguimos dos casos:
e El polo es exterior a ) :

En este caso la funcién % no presenta singularidades y por lo tanto podemos aplicar la

expresion 2.6:

R 0 1 1 Ou
_ | o VRud = g )- ==
/Q arr /1“ (uan (47rr> 47 8n> ar (221)
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e El polo es interior a €1 :

La funcién % presenta una singularidad en el polo, y no podemos aplicar la segunda identidad
de Green.

Consideramos un subdominio esférico infinitesimal {2, en el entorno del polo, tal como se
indica en la figura 1. La funcién % no presenta puntos de singularidad en el dominio reducido
Q) — Q,, por lo que podemos plantear la segunda identidad de Green. El contorno del dominio

reducido serd el contorno ampliado T" + I'..

Figura™2-1:

Mediante una operacién de paso al limite obtendremos la solucién de nuestro problema

1 0 1 1 Ou
1i ——— V2 ) dQ} = 1i =) -——=
e {/Q—Qs ( 47rrv u> } il—rf(l) {/FH“E <u8n (47TT> drr 3n> dI‘} (2.22)

Calculamos las integrales aparecidas en la expresion 2.22:

e lim. o {fg_ns (—ﬁv%) dQ} = Jo (—ﬁv%) df

o limeo { fr (ugy (z77) — 2 B) AT} = Jr (s (375) — 7 ) AT
o time—o { Jr, (uh () — 38 dT'}

En los puntos de I'. podemos expresar

21



(2.23)

o (1y_o (yor_ 0 (1y_1 (2.24)
on\r,) Or\r/dn  Or\r o2 )

0 1 1 Ou 1 1 Ou
[ (o () -~ [ (o) o) e

Para desarrollar el segundo miembro de 2.25 vamos a trabajar en coordenadas esféricas

Figura™2-2:

dT’ = 7% sin adad (2.26)

sustituyendo en el segundo miembro de la igualdad 2.25

0 1 1 Ou ' 1 1 Ou\ 4,
/1“5 <u5; <Z7?> - ﬁé};) dal’ = // <u <—47r52) - Efe%) g“sin adad\ =
Te

1 ou , 1 t . 1 " Ou '
=1 // (u - 5-8?1> sin adad\ = e l//usmadadk ~ 4 // 7 5o adad) (2.27)
T. I -
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. 0 1 1 Ou
;1—2% {/E <u% <47rr> B 47r7"5r;) dF} N
= -— lim {// usmadad)\} — —lim { // — sin adozd)\} (2.28)
47T £—0 4T =0 .

dado el caracter infinitésimal de I'., podemos considerar la funcién u constante en I'; e igual

al primer término de su desarrollo en serie

u=u’+T0S = u~u’ (2.29)

hII(l) {// usin adozd)\} // sin adad) (2.30)
£
Ou

.. ., du N
por ser la funcién F= regular en el dominio I'c,la expresién S fFE 35 Sin adad) tendra un valor

finito, por lo que

lim {e/ ou sin adad/\} =0 (2.31)
e—0 I, On

queda por tanto

0 1 1 Ou 1 '
1 — _— —_—————— = — o 1 2'
ll_r,% {/FE <u8n <47rr) 4mr 8n> dI‘} ar // sin adad) (2.32)
Te

calculando

A=n/2 roa=m/2
// sin adad\ = 8/ / sin adad = 4 (2.33)

=0

obtenemos

. 0 1 1 Ou o
limy { /r (“a (F) - ma—r) dr} =u (2.34)

la tercera identidad de Green en dominios tridimensionales queda por tanto,
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1 o 0 1 1 Ou
- = — =) == 0 2.3
/Q ( 47rrv u> i /1“ <u8n <47rfr) 4mr 8n> dr +u (2:35)

2.5.2 Dominios bidimensionales.

Distinguimos dos casos:
e El polo es exterior a 2 :

En este caso la funcién In {%} no presenta singularidades y por lo tanto podemos aplicar la

expresion 2.6:

1 1 9 o (1 1 1 1] ou

- = - Q= — | =— “h ) - = —r—)dr 2.
/Q%ln{r}v ud /p<u8n (27rhl{r}> 27‘(111{7"}61’1> (2.36)
e El polo es interior a §2:

La funcién In {%} presenta una singularidad en el polo, y no podemos aplicar la segunda,
identidad de Green.

Consideramos un subdominio circular infinitesimal {2¢ en el entorno del polo. La funcién
In {%} no presenta puntos de singularidad en el dominio reducido Q — ¢, por lo que podemos
plantear la segunda identidad de Green. El contorno del dominio reducido serd el contorno

ampliado I' + T'.

Mediante una operacién de paso al limite obtendremos la solucién de nuestro problema

a{ L. ({2}
(L (AR e e

Calculamos las integrales aparecidas en la expresién 2.37:

o lime { foq, (—3 In {1} V2u) a2} = Jo (=310 {3} V7u) dO

o limeo {fp (u (10 {2}) ~ Hn {1} ) a0} = [p (uds (0 {3}) - {2} Go) oF
o limeo { fp, (s (i {3}) — & m{}) gy ar}
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En los puntos de 'y podemos expresar

or
on

EE)-CEDE-SCLD- e

= Vr-n=%r‘n= -1 (2.38)

[ (2 (En D) - En{}2)a- L [ ((2)-n{}2)a co

trabajamos en coordenadas polares

Figura™2-3:

dl’ = rdf

L8 G- 2el) a2, Q)= ) o




1 1 1 ou
=—1 — — i - —d 2.42
27 ll_r}é{/rsud@} 2m ;%{dn{s}/rs On 9} (242)

dado el cardcter infinitésimal de I'z, podemos considerar la funcién u constante en T’ e igual

al primer término de su desarrollo en serie

u=u"+T0S = u=u’ (2.43)

por lo tanto

lirr(l) { / ud@} = 2mu’ (2.44)
Ou

. - . S -
por ser la funcién g5y regular en el dominio T';,la expresién [ ]FE F5d0 serd igual a un valor

finito, por lo que
lim {/ In {l} a—uadﬁ} = lim {eln {l} @dQ} =0 (2.45)
e—0 | Jr. g} On e—0 e} Jr.On
la tercera identidad de Green en dominios bidimensionales queda por tanto,
1 1 ' a9 (1 1 1 1] Ou
— | [ ==V )dQ= Il 2md ) - —In<d{=p—)dl+u® (24
A<27r H{T}VU) /p<u8n (27r n{r}) 27rln{r}8n) T (2.46)

2.6 Formula de Green.

Segtin las expresiones 2.21,2.36 y 2.35,2.46 la tercera identidad de Green es:

e El polo es exterior a § :

ou* ou
/ w*Voudf) = /I‘ (u U > dl (2.47)

e El polo es interior a ) :

" Ou* ou
_ *TT72 — P el o
/Qu VA ud /1‘ (u 5y U 8n> dl’ +u (2.48)
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Se denomina férmula de Green a la aplicacién de la tercera identidad de Green a las funciones
armoénicas.

Sea u una funcién armdnica

Viu=0 (2.49)
Aplicando a u las expresiones 2.47 y 2.48 obtenemos la férmula de Green:

e El polo es exterior a Q2 :

ou* LOou B
/1“ (u oy Y %> dl' =0 (2.50)

e El polo es interior a 2 :

o *%_ ou*
u —/P<u n uan>df‘ (2.51)

2.7 Propiedad fundamental de las funciones armdnicas.

Considerando una funcién arménica u y aplicando la segunda identidad de Green a las fun-

ciones u y w = 1, obtenemos

" Ou
AT = )
| 5T =0 (2.52)

2.8 Teoremas de unicidad.

Siendo v una funcién arménica y haciendo w = w en la primera identidad de Green, obtenemos

240 — [ ,O%
/Q(Vu) dQ_/Fuandl“ (2.53)
2.8.1 Teorema 1.
Segtin 2.53,
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Siu=0enT = [, (Vu)*d =0 = u = cte. en Q. = u =0 en Q.

Considerando la diferencia de dos funciones arménicas uy, us :

Siug —ug =0en I = uy —ug =0 en Q. Podemos por tanto afirmar

Una funcién arménica en el dominio ) queda univocamente determinada en § por sus

valores en el contorno I.

2.8.2 Teorema 2.

Segiin 2.53,
Sigt=0enT = [, (Vu)?dQ=0= u=cte. en Q.
Considerando la diferencia de dos funciones armoénicas 41, us :
Si %%;—”2) =0en I = ui_up = cte. en 2. Podemos afirmar por tanto
Una funcion armdnica en el dominio Q queda determinada a menos de una constante aditiva

en §2, por los valores de su derivada segin la normal en el contorno T.

2.9 Problemas interiores de contorno.

La férmula de Green, expresién 2.51, parece indicar que una funcién arménica u queda
determinada en 2 prefijando los valores de v y gﬁ en I'. Pero esto no es as{, pues se tiene que

cumplir

e Los valores de % han de cumplir la expresién 2.52

; ggdl“ =0 (2.54)

e Segun los teoremas de unicidad, la funcién u estd determinada en €2, conociendo en I' los
valores de u o de g—ﬁ (determinada a menos de una constante aditiva en este caso), pero

no los de ambos.

Los problemas interiores de contorno consisten pues, en, dadas unas condiciones de contorno

en un dominio  limitado por I :
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1. Demostrar la existencia de una funcién u armoénica en 2. Si existe dicha funcién, seguin

el teorema 1, esta serd unica.

2. Calcularla a partir de la férmula de Green, expresion 2.51.

Segtn esten dadas las condiciones de contorno, distinguiremos los siguientes tipos de pro-

blemas:

2.9.1 Problema de Dirichlet.

Se conocen los valores de u en el contorno I' o condiciones de contorno esenciales.

2.9.2 Problema de Neumann.

Se conocen los valores de g—ﬁ en el contorno T', o condiciones de contorno naturales.
Los problemas interiores de contorno también se conocen como problemas de potencial, y
regulan numerosos fenémenos fisicos, entre otros, los problemas de distribucién de temperatura,
la determinacién de la funcién de alabeo en una barra cilindrica de seccién recta llena, de

forma cualquiera, seguin las hipétesis de Saint-Venant, la presién hidrostatica en el terreno, y

el problema elastodindmico antiplano.l
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Capitulo 3

ELASTODINAMICA LINEAL

En el presente capiftulo haremos una exposicién de los conceptos generales de la elastodi-
ndmica lineal y del planteamiento del problema eldstodindmico; para ello partiremos de la
teorfa del producto de convolucion de funciones de la que deducimos el teorema de reciprocidad
para estados elastodindmicos, y mediante su aplicacién a la componente antiplana del proble-
ma elastodindmico armdnico en el tiempo, deduciremos la ecuacién integral del Método de los
Elementos de Contorno. Se hace referencia al cardcter ondulatorio de la solucién del problema
elastodindmico. Un tratamiento mas detallado del tema lo podemos encontrar en las obras de

Dominguez y Achenbach, referencias bibliograficas [10], y [9].

3.1 Ecuaciones basicas de la elastodinamica lineal.

3.1.1 Ecuacién del movimiento.

A partir del principio de conservacién del momento lineal se deduce la ecuacién del movi-

miento para los puntos del medio continuo,

Tij,j + pbi = pil; (3.1)

siendo
055 : tensor de tensiones.

p : densidad.
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b; : campo de fuerzas mésicas.
u; : campo de desplazamientos.

El principio de conservacién del momento angular nos permite deducir la simetrfa del tensor

de tensiones,

O’ij = O’ji (32)

3.1.2 Relaciones cinemdticas.

Consideremos la descomposicién en sus partes simétrica y antimétrica del gradiente de des-

plazamiento en un punto de un medio continuo en movimiento,

1 1
Ui = 5 (i +uje) + 5 (uig —ujq) (3.3)

Suponiendo valores del desplazamiento y del gradiente del desplazamiento suficientemente

pequenos, se define el tensor de deformacién lineal como la parte simétrica de la expresion 3.3,

1
€y =3 (wij +uji) (3.4)

€ij = Eji (3'5)

y el tensor de giro como la parte antimétrica,

1
wij = 5 (Uij — Uji) (3.6)

Wij = —Wjs (3.7)

3.1.3 Dilatacién cibica.

Se define la dilatacién cibica, 6, en un punto de un medio continuo sometido a un estado
de deformaciones, €;;, como el aumento unitario de volumen de un paralelepipedo rectangular

diferencial considerado en el punto.
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En un sistema de referencia cuyos ejes coincidan con los lados del paralelepipedo, podemos

expresar,
0 — AV, _ (1 + EXl) (1 + EXQ) (1 + EX3) dX1dXodXg — dX1dXod X3 _
Ve dX1dX,dXs
= EX1 +EX2 —I—EX3 +EX1EX2 +EX2EX3—I—EX1EX3 +EX1EX2EX3 (3.8)

siendo Ex, , Ex,, Ex, las elongaciones segiin los ejes coordenados.

Considerando valores pequefios de la deformacién, la aproximacién de primer orden de la

expresién 3.8 es,

0 =FEx, +Ex,+Ex, =€11 +¢€2 +¢e33 = (3.9)

La dilatacién cidbica es un invariante del estado de deformaciones.

3.1.4 Vector rotacidn.

En un campo de desplazamientos para el ctial el tensor de deformacién lineal €;5, es nulo en
las proximidades del punto P, el desplazamiento relativo a P, de los puntos del entorno ser4
una rotacién infinitésimal de cuerpo rigido. Esta rotacién infinitésimal se expresa por el vector
rotacidn, cuya expresién utilizando notacién indicial es,

1

siendo €;;1 el stmbolo de permutacién o tensor alternante.

Utilizando notacién vectorial la expresién del vector rotacién es,

W =

(V x u) (3.11)

N =

3.1.5 Ecuaciones constitutivas.

La elasticidad lineal supone para el medio continuo un modelo de comportamiento basado

en el cumplimiento de la Ley de Hooke, la cual establece proporcionalidad entre tensiones y
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deformaciones.

La aplicacién de la Ley de Hooke a estados tensionales generalizados, Ley de Hooke genera-

lizada, nos permite expresar las componentes del tensor de tensiones como combinacién lineal

de las componentes del tensor de deformaciones,

0ij = Cijri€r (3.12)

siendo Cyji; el tensor de las constantes eldsticas, de 4° orden.

Dada la simetria de los tensores 0y y €;;, podemos expresar Cyji como el producto de
dos tensores simétricos de 2° orden, siendo por tanto igual a 36 el nimero de constantes que

determinan el comportamiento eldstico del medio continuo.

A partir de la expresién 3.12, imponiendo condiciones de isotropia eldstica, podemos razonar
que el ndmero de constantes que determinan el comportamiento eldstico de un medio continuo
se reduce de 36 a 2. Podemos ver un tratamiento detallado en las referencias bibliograficas [14]
y [16].

Las constantes eldsticas, que dependen de la constitucién del medio continuo, se pueden

tomar de distintas formas, dando lugar a las distintas expresiones de las ecuaciones constitutivas

del medio eléstico lineal

Constantes de Lamé.

La Ley de Hooke para medios continuos isétropos, en funcién de las constantes de Lamé, se

expresa,

O’z‘j = )\05” + 2/,&’;‘1']' (313)
siendo
A, @ constantes eldsticas de Lamé.
Constantes de ingenieria.

Se llaman constantes de ingenierfa a las siguientes,

E : médulo de Young.
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v : constante de Poisson.

Dependen de la constitucién del medio. Podemos encontrar una explicacién detallada del
sentido fisico de ambas constantes en las referencias bibliograficas [15] y [11]. Est4n relacionadas

con las constantes de Lamé segiin las siguientes expresiones,

E vE
i) T TEna-w) (314)

ILI,:

La ley de Hooke o ecuacién constitutiva de la elasticidad lineal, se expresa en funcién de las

constantes de ingenieria, de la siguiente forma,
E v
=15y (8@' + m;%if> (3.15)

3.2 El problema elastodindamico.

El objetivo de la Elastodindmica es la determinacién del campo de desplazamientos u; en un
dominio €, de frontera I, incluido en un medio continuo homogéneo e isétropo en movimiento,
sometido a la accién de un campo de fuerzas mésicas b, que suponemos conocido, supuestas

unas condiciones de contorno y unas condiciones iniciales.

Figura™3-1:
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3.2.1 Ecuaciones béasicas.

Para la resolucién del problema elastodindmico tomaremos como ecuaciones bésicas, la ecua-

cién del movimiento, expresién 3.1,

Tij,g + pbi = pils (3.16)

las relaciones cinemaéticas, expresién 3.4,

1
%=§Wm+%0 (3.17)

y las ecuaciones constitutivas, expresién 3.13,

O3 = /\05” + 2/1,61'3' (318)

El problema elastodindmico queda constituido de esta forma, por un sistema de 15 ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales acopladas con 15 incégnitas

La solucién (integracion) de este sistema de ecuaciones conlleva la generacién de constantes
de integracién que se deben determinar aplicando las condiciones de contorno y condiciones

iniciales del problema.

3.2.2 Condiciones de contorno.

Fl caso mds general de condiciones de contorno corresponderia a la situacién en la que en
una parte del contorno I'; se conociera el vector tensién, en otra parte I', se conociera el

desplazamiento y en una tercera I'y; se produjera una solucién mixta,

vx € Iy, (X, t) =1t (3.19)
¥x € Ty, ui(x,t) =7 (3.20)
ti (X, t) = fz
Vx € Ty, (321)
uj (x,t) = T,
' = T'y+T:+Ty (3.22)
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siendo t el vector tensién asociado al vector unitario normal exterior a I', n, segtin la siguiente

expresion,
tz' = ojmj (323)
El problema elastodindmico puede plantearse, por tanto, de las tres formas siguientes,

e Problema de contorno de primer grado (I'; = I'): se conoce el vector tensién en todos los

puntos del contorno; las incégnitas son los desplazamientos.

t; (X,t) = ﬂ-,Vx el (324)

e Problema de contorno de segundo grado (I', = T'): se conoce el desplazamiento en todos

los puntos del contorno; las incégnitas son las tensiones.

U; (X,t) =u;, Vx €T (325)

e Problema mixto: para el resto de los casos; coexistencia de I'y,I'; o existencia de Ty;.

3.2.3 Condiciones iniciales.

Conocemos el valor del desplazamiento o de su derivada en el instante inicial t,,

U; (X, to) = U; o Qli (X,io) = ’LL_I (326)

3.2.4 Ecuacion de Navier.

La ecuacién de Navier resuelve el problema eldstodindmico en términos de desplazamientos,
es decir, el problema de contorno de primer grado.

Para deducirla sustituimos la expresién 3.17 en 3.18 obtenemos

0ij = MN6s; + pu (us 5 + uj) (3.27)
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aplicamos la expresién 3.16 a 3.27, calculando previamente la derivada de la dilatacién

cubica 6,

= Ekk = Uk k = Q,J' = Uk, kj

T4 = Mugksbiy + p(Wig5 +uze) =
= A i+ (W g5+ U ) =

= (A p) uy g0 + pug 5

Pt g5 4 (A 4 ) Ug i + pb; = p;

cuya expresién vectorial es,

V2t (A + 1) V(V - u) + pb =pa

reordenando la expresién 3.32 podemos expresar,

(A4 2p) wj i — p (g 50 — ws55) + pby = pily

teniendo en cuenta la expresién del triple producto vectorial,

Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C

deducimos facilmente la expresién vectorial de 3.34,

A+20) V(Vu) — u(V x (V xu)) + pb = pa

(3.28)

(3.29)
(3.30)
(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

las ecuaciones 3.34 6 3.36 representan un conjunto de 3 ecuaciones en derivadas parciales

acopladas con tres incégnitas: las componentes del campo de desplazamientos. Representan la

condicién necesaria y suficiente que ha de cumplir un campo de desplazamientos para que pueda
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ser solucién de un problema eldstodindmico, ademas de cumplir las condiciones de contorno e

niciales.

3.2.5 Constantes de Stokes.

El comportamiento eldstico de un medio isétropo de densidad p queda determinado cono-

ciendo las constantes de Stokes, definidas por las siguientes expresiones,

_ 2 J;Q“ (3.37)

2 = F (3.38
5 5 )

=

Las constantes de Stokes son caracteristicas del material y tienen dimensiones de velocidad,

MLYT—2 _ _

lc%| —JWL_—B = LZT 2 = |Cl| = LT 1 (339)
ML7IT-2 _ _

‘Cg| = W = LQT 2 = |C2| =I7T! (340)

estando relacionadas por la constante de Poissén por la expresién,

2
¢ _2(1-v)
2 1w (3.41)

3.2.6 Expresién de la ecuacién de Navier en funcién de las constantes de

Stokes.

La expresién de la ecuacién de Navier en funcién de las constantes de Stokes, permite obtener
ecuaciones diferenciales simplificadas en funcién de términos con un claro significado fisico: la

dilatacién y el vector de rotacién.

e Aplicamos el operador divergencia en ambos términos de la expresién 3.36, y teniendo en

cuenta que la divergencia de un rotacional es igual a cero, podemos expresar,

(A +2p) V2(Vu) + pVb = pa (3.42)

38



dividiendo por p, sustituyendo la expresién de c%, y teniendo en cuenta la expresién de la
dilatacién cibica, obtenemos,
2V%0 4 Vb =0 (3.43)

o Aplicamos el operador rotacional en ambos términos de la expresién 3.36,

(A+2p) VX (V(Vu)) — pV x (V x (V xu)) +p(V xb) =p(V x a) (3.44)

considerando que el rotacional de un gradiente es igual a cero, Vx (V (Vu)) = 0, y la

definicién del vector rotacién w = V x u,

—%VX(VXW)-l—VXb:Vxﬁ:\Xf (3.45)

% (V2(W) =V (VW) + V xb=1w (3.46)

teniendo en cuenta Vw = 0 y la expresién de ¢2, podemos expresar
y 25 3

AViw +V xb=w (3.47)

3.2.7 Ondas elasticas.

Recordando la ecuacién de ondas, o ecuacién diferencial que rige la propagacién a velocidad

¢ de una perturbacién de la magnitud fisica, 1, en un medio continuo,

Vi =5 —r (3.48)

y contrastando con las expresiones 3.43 y 3.47, podemos concluir el cardcter de fenémeno
ondulatorio de la dilatacién y la rotacién en un medio continuo sometido a un estado elastodi-
namico

En efecto, de la expresién 3.43 deducimos que, en ausencia de fuerzas mésicas, la dilatacién

en un medio continuo se propaga ordenadamente, en forma de onda, siendo la velocidad de
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propagacion, que llamaremos velocidad irrotacional, igual a c;. Este tipo de ondas es conocido
como ondas P, o bien ondas eldsticas longitudinales.

Igualmente, de la expresién 3.47 se deduce que, en ausencia de fuerzas mésicas, la rotacién
en un medio continuo se propaga ordenadamente en forma de onda, siendo la velocidad de
propagacién, que llamaremos velocidad de onda equivolumétrica, igual a co. Este tipo de ondas
es conocido como ondas S, o bien ondas eldsticas transversales.

Un tratamiento extenso del tema de ondas elastodindmicas lo encontramos en las referencias

bibliogréficas [10], y [9].

3.3 Teorema de reciprocidad.

El teorema de reciprocidad en elastodindmica, conocido como teorema de Graffi, es una
extensién del teorema de Betti, o teorema de reciprocidad en elastostética. Incluimos aqui su
demostracién para lo cual es necesario recordar previamente los conceptos bésicos de la teoria

del producto de convolucion de funciones.

3.3.1 Producto de Convolucion.
Convolucién de funciones escalares.

Consideremos dos funciones escalares g (x,t) v h (x,t), continuas en el espacio (Q,T7) siendo
Q2 : dominio de definicién.
T+ . intervalo de tiempo [0, 0]

llamamos producto de convolucién de ambas funciones, a la funcién definida por la expresién

integral siguiente,

gxh = /(;g(x,t—T)h(X,T)dT; V(x,t)e(Q,T+)
gxh = 0, Y(x,t)€ (1) (3.49)

La expresién 3.49 es funcién del limite de integracién superior ¢ y puede considerarse como

un producto generalizado de funciones.
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El producto de convolucién se utiliza para el cdlculo de transformadas inversas de Laplace

y Fourier. Se puede disponer de informacién detallada en las referencias bibliograficas [18] y
[20].
Propiedades del producto de convolucién.

Incluimos las siguientes propiedades del producto de convolucién de funciones escalares; po-

demos consultar su demostracién en las referencias bibliogréficas del parrafo anterior.

1. gxh=hxg
2. 2 (gen) =99 i bt g(x,0)h (1)
T 8t g
8 dg o
G O = g rht g o

Convolucién de funciones vectoriales.

Se define el producto de convolucién de dos funciones vectoriales g (x,t) y h (x,t) continuas
en el espacio (2, 77), como la funcién escalar resultante de realizar el producto de convolucion

contraido de las funciones componentes de g y de h,

grh=gi*xhi+goxhy+gs*xhy=gixh (3.50)

Convolucidén de funciones tensoriales.

Se define el producto de convolucién de dos funciones tensoriales o (x,t) y € (x,t) continuas
en el espacio (Q2,T), como la funcién escalar resultante de realizar el producto de convolucién

doblemente contraido de las funciones componentes de o y de €,

O *€=011*%€11 T 012 %€12+ ...+ 033 xE33=0y; * & (3.51)

Convolucién de una funcién tensorial y otra vectorial.

Se define el producto de convolucién de una funcién tensorial o (x,t) y una funcién vectorial

g (x,t) continuas en el espacio (Q, T+) , como la funcién escalar resultante de realizar el producto
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de convolucion contraido de las funciones componentes de o y de g. La contraccién se puede
realizar en ambos indices de &, por lo que se pueden definir dos productos de convolucién entre

o v g, que coincidirdn cuando el tensor o sea simétrico,

Oxg = 04 *g1+00% g+ 053%g3=0yj *g; (3.52)

OXxg = O1;%3g1+ 02 *ga+ 03 % g3=0j; * g; (3.53)

3.3.2 Teorema de reciprocidad.

Supongamos un dominio 2, de frontera I', en un medio eldstico lineal sobre el que conside-

ramos dos estados elastodindmicos que llamaremos (1), y (2), consecuencia de la actuacién de

)

. ¢ 1 2
dos sistemas de fuerzas mésicas, bg ), bz(- .

ESTADO (1): 6708wl uU=u
/L
ESTADO (2): beoful S
0
r
(=1
Figura™3-2:

La solucién del problema elastodindmico, expresiones 3.16, 3.17 y 3.18, para cada uno de

los estados (1) y (2) es,

B = agy,up) (3.54)
b = 05-?),%(»2) (3.55)

42



Consideremos la ecuacién del movimiento aplicada al estado (1),

(1) )

1 _
Oy T PO = pil;

(3.56)

calculamos el producto de convolucién de ambos términos de 3.56 y la funcién vectorial ne

7 9

e

Sowu® 4 opM s u® = pi® 4 )P (3.57)

7 (2

la expresion 3.57 se verifica para cada punto x € 3, por lo que podemos plantear la integral

de ambos términos en {2,

/Q <a<]”] " u§2)> 0 + /Q (pb§1> x u§2)> dQ = /Q (pugl) x u§2)> o (3.58)

que podemos expresar reordenando,

/Q (ag;;*ug”) 0 + /Q p(bgl>*u52>) dQ — /Q p(ugl)*u§2)>d9=o (3.59)

Consideremos el siguiente desarrollo vectorial,

ij J 1J,% Jj ij Iyt

la expresion 3.60 se verifica en cada punto de  por lo que, de la expresién integral,

.V oM 5 u® dQ:/V U(-D*u(?) dQ:/ o(.l.)‘*u(?)%-o*(l.)*u@.) a2 3.61
Lo Jaa= [ v(of <uP)ao= [ (o0 eu? +of s ufl)an oy

aplicando el teorema de la divergencia en el primer término de 3.61, y llamando n; a las

componentes del vector normal exterior, n, obtenemos,

/QV (0(1) * u(2)> dQd = /1“ (o'(l) * u(2)> -ndl’ = /1“ (01(-]1.) * u§-2)> ndl’ (3.62)

teniendo en cuenta la relacién entre el tensor de tensiones y el vector tensién en un punto
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de I" cuya normal exterior es n;,

ti = 04Ny (363)

podemos expresar,

/QV (0'(1) * u(2)> d$) = /1“ (01(.1) (2)> n;dl’ = /1“ ( g ) u§2)> dl’ (3.64)

sustituyendo en 3.61,

/P(tgn*u;z))dp_./Q( oD 1 oD (f‘?) i (3.65)

reordenando la expresién 3.65 concluimos la siguiente expresién para la integracién por

partes del producto de convolucién,

/Q( S)z ()) d0 = — /Q( 531) (2)) dQ+/P(§1) *u§~2)>df‘ (3.66)

Consideremos el siguiente desarrollo,

JC) NN ¢ <58.)+w8)> — D, ()_I_ (2) w® (3.67)

’LJ 7] 'LJ 2] ’LJ

teniendo en cuenta que el producto doblemente contraido de un tensor simétrico por un

tensor antimétrico es igual a cero, llegamos a,

o wul) = ol ) (3.68)

y teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas,

’LJ Ui J )

— @ (% *5(1)> 20 xel) =
= 2@ +2u( (2) *5(1)> _

Y

- <5” *5(2)> o) +2N< (2) (;)) =

o@D sl = o *5(-1) ()\9(2)5 +2,ua(2)> (]1) =
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- (M 9(1>+2#€(1>> L@ _

€ij
— By £ _ M @)

= 0y *&yy =05 Kug (3.69)

podemos concluir,

o wul) =0 xu? (3.70)

Considerando las expresiones 3.66 y 3.70 obtenemos,

L( o) x ) o = /ﬂ(oﬁ?* W) do=— /Q( v u?) dQ+'/F (9 <l ar - (371)

¥, teniendo en cuenta nuevamente las expresiones 3.66 3.70, llamando estado (1) al que antes

llamabamos estado (2) y viceversa, obtenemos,

/Q (Uz(jl-) * ug?)> dQ} = /Q (0'1(.]2-) * ugll)) dQ) = —/Q (053)1 * u§.1)> dQ2 -}—/Pl (t§.2) * u§.1)> dl’ (3.72)

reordenando la expresién 3.72 obtenemos,

/Qv( ol +ul?) do = / o dQ+[2( oD xul)) do = /F<§-2)*u§-1)>d1‘ (3.73)

sustituyendo 3.72 en 3.66 obtenemos una segunda expresién de integracién por partes para

el producto de convolucién,

/Q (oG ) e = /Q (0%} a - /F (87 uf) ar + /F ("« ulP)ar (3.7

Para los términos que contienen la aceleracién consideramos el siguiente desarrollo, teniendo

en cuenta las propiedades del producto de convolucién,
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gt (ug) * u,(cz)) = u,(C )k ugf) + ug}c)u(z) (3.75)
0% (@, @) _ 0 (L), @Y, W@ _ a0, NOENONCIRORC
W(uk * Uy ) =b—t(uk * U )—}—uoku iy, + vy, Uy, Uy, (3.76)
donde hemos llamado,
Uok Uok (X, 0)
Vok ’iLok (X, O) (377)
de igual forma,
8 (@ @ )R GO N ¢) (1) ), 1) 3.78
5{2(% * Uy )—uk kg v up Uy Uy (3.78)

teniendo en cuenta la propiedad conmutativa del producto de convolucién y las expresiones
3.76 y 3.78, podemos concluir la siguiente expresién,

(1,2 2, (1) (@), (1) 2,0 _ @), (2 _

(1) (2)
uk Uy = Uy kU +vokuk +u, uk

— Vo Uk Uppy Uy,

(3.79)

Sustituyendo en la expresién 3.59 las expresiones 3.74 y 3.79 obtenemos,

/Q( o2 V) 2 - A(t@ (1)>d1“+/1; (87 +u®) dr+/§;p(b§1)*ugz)>d9:

_ / p (i 50 40P +uli — oful — 1ol o (3.80)
Q
teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento en el estado (2),
ey () _ (2) (2 (2) _ (2)
04+ Pb; = 05— ply = —pb; (3.81)

sustituyendo en la expresién 3.80 obtenemos la expresién integral del teorema de reciproci-
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dad entre los estados elastodindamicos (1) y (2),

/ (tgl) * ul(-2)> dr’ + / P (bz(.l) * u§2) + ug)ﬂz@ + vgzl-)ul(.‘g)) dQd =
r Q

_ / (87« ) ar + / p (087w + 0PV + vPul) do (3.82)
T Q

3.4 Estados bidimensionales.

La resolucién del problema elastodindmico en el campo tridimensional resulta compleja da-
do que se tienen que satisfacer condiciones de simplicidad tanto en la geometria como en las
condiciones de contorno para poder encontrar una expresién analftica de desplazamientos, de-
formaciones y tensiones que satisfazga las ecuaciones 3.16, 3.17 y 3.18, asf como las condiciones
de contorno y condiciones iniciales del problema en estudio.

Existen muchos problemas en la ingenierfa en los que la configuracién inicial de la geometria
y de las cargas permite establecer a priori el valor nulo de algunas variables o al menos la inde-
pendencia de alguna de ellas con respecto a alguna coordenada, lo que simplifica la resolucién
del problema. Este proceso de simplificacién puede ser sisteméticamente aplicado en situaciones
que se agrupan bajo la denominacién comiin de estados bidimensionales.

Decimos que el dominio 2 de frontera I, en un medio continuo en movimiento, estd sometido
a un estado bidimensional, si las fuerzas exteriores, la geometria y las condiciones de contorno,
son independientes de una de las coordenadas.

Evidentemente, si fuerzas exteriores, geometria y condiciones de contorno son independientes
de x3, todas las variables de campo del problema elastodindmico tambien serdn independientes
de xrs3.

La consideracién de estados bidimensionales, nos permite la descomposicién del movimiento
del medio continuo en dos estados independientes, el estado plano y el estado antiplano.

Teniendo en cuenta la variacién de los indices,

,7,... € I3 (3.83)
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a,B,... € I

(3.84)

podemos considerar las ecuaciones del movimiento descompuestas en dos sistemas de ecua-

ciones desacoplados que regulan el movimiento plano y el movimiento antiplano del medio

continuo.

o111 + 0122 + 0133 + pb1 = pily

Oijj T pbi = pli = 0911+ 0222+ 0933+ pbe = plip =

0311 + 0329 + 0333 + pbz = piia

Top p + Pba = piia; MOVIMIENTO PLANO
o35, + pbs = piiz; MOVIMIENTO ANTIPLANO

3.4.1 Movimiento plano.

El campo de desplazamientos en el movimiento plano es de la forma,
uy = uy (z1,%2,t)

up = ug (z1,2,1)

’LL3=O

siendo la relacién cinemsética,

1
Eaf = —2- (uaﬁ + Uﬁ’a)

la ecuacién constitutiva,

Oap = Mageyy + 2UEap

v la ecuacién del movimiento,

Oap,p t Pba = plia

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

Sustituyendo la expresién 3.88 en 3.89, y aplicando la 3.90 obtenemos la ecuacién de Navier
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para estados bidimensionales:

Hua,pp + (A + 1) U po + pba = pii, (3.91)

o bien en forma vectorial,

pViu+ (A + p) V (Vu) + pb = pa (3.92)

3.4.2 Movimiento antiplano.

El campo de desplazamientos en el estado antiplano es,

uz = ug (21, xg,t) (3.93)

teniendo en cuenta las relaciones cinemdticas obtenemos el tensor de deformaciones,

0o o B¢
2
1
e =5 wituw)=| 0 0o =2 (3.94)
s Uz
ERRA

teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas determinamos el tensor de tensiones,

0 0 puzn
Oi5 = My + 2pei; = 0 0 pugs (3.95)
pug1  puge 0

que podemos expresar,

038 = Hu3 g (3.96)

las ecuaciones del movimiento, como hemos visto, quedan reducidas a,

033,38 + pbg = p’iig (397)
aplicando 3.97 a 3.96, y teniendo en cuenta la expresién de cy, obtenemos la ecuacién
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diferencial que rige el movimiento antiplano del medio continuo,

C%’u,g’gﬂ + by = g (398)

la analogfa de las expresiones 3.48 y 3.98, nos permite deducir que el movimiento antiplano
se transmite en forma de onda.

Por ser

Vu=0 (3.99)

se trata de ondas equivolumétricas cuya direccién de propagacién es perpendicular al des-

plazamiento.

3.5 Estados elastodinamicos armdnicos en el tiempo.

Un caso particular de estados elastodindmicos es el de aquellos en los que las fuerzas mési-
cas y las condiciones de contorno tienen variacién temporal periédica. Cuando esta variacién
temporal periédica es combinacién lineal de funciones trigonométricas se denominan estados
elastodindmicos armdnicos en el tiempo.

En este apartado vamos a introducir las ecuaciones bésicas de los estados elastodindmi-
cos antiplanos, armdnicos en el tiempo. Para ello es necesario recordar previamente algunos

conceptos de la teorfa de funciones de variable compleja.

3.5.1 Variable compleja.

La representacién matematica de cargas o excitaciones periddicas, se simplifica notablemente
mediante la utilizacién de la teorfa de funciones de variable compleja.

Utilizaremos nimeros complejos, cuya forma polar es del tipo, e®*?, funcién que para cada

valor de ¢ representa una posicién del vector unidad girando alrededor del origen, siendo w la

velocidad angular expresada en radianes/segundo,

La férmula de Euler nos permite obtener las partes real e imaginaria de un ndmero complejo

a partir de su forma polar,
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PARTE [IMACINARIA

Y

PARTE REAL

Figura™3-3:

e = cosa + isin (3.100)

El nimero complejo €** puede ser considerado como un operador, pues la multiplicacién de

un nimero complejo genérico z cuya forma polar es 7e? | por e, equivale a un giro antihorario

de 2, de valor a. En efecto,
z- e =rel . g1 = peilet?) (3.101)

PARTE IMACINARIA

\‘\‘Z =re i

29 PARTE REAL

-

Figura™3-4:

La representacion en variable compleja de magnitudes fisicas periédicas facilita la visualiza-

cién del desfase temporal entre excitaciones y respuestas; asi por ejemplo, para una excitacién
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periédica de la forma A coswt = Re [Ae™!] la expresién genérica de la respuesta es de la forma

a coswt + bsin wt, podemos expresar,

acoswt + bsinwt = v/a? + b2 ( cos wt + —=———=sin wt) (3.102)
R T

PARTE [MACINARIA

EXCITACION

RESPUESTA
5 PARTE REAL
w 4 -
Figura™3-5:
siendo
S0 =
b coSa = s
a = arctan — = a b+ b (3.103)
a .
sine = ———
v/ a2 + b2
acoswt + bsinwt = v/a? + b2 (cos acos wt + sin asinwt) = (3.104)

=+/a? + b2 (cos (wt — @)) = Re [\/ a? + eriwte“m} (3.105)

3.5.2 Estados armonicos en el tiempo.

Se denomina estado elastodindmico armdnico en el tiempo, aquel en el que las cargas mésicas

responden a una expresién del tipo,

b’ (x,t) = b (x,w) ™! (3.106)
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El caracter periédico de la fuerza forzante, nos indica que el campo de desplazamientos,

solucién general del problema, serd de la forma,

u' (x,1) = u (x,w) e™ + uy (x, 1)

(3.107)

distinguiendo una componente estacionaria y una componente transitoria; esta ultima, de-

bido a la existencia de amortiguamiento, se anula para valores crecientes del tiempo.

3.5.3 Teorema de reciprocidad en elastodindmica arménica en el tiempo.

Para la aplicacién del teorema de reciprocidad a la elastodindmica arménica en el tiempo,

consideramos dos estados elastodindmicos con variacién arménica en el tiempo, (1) y (2) , ambos

con el mismo valor de la frecuencia w.

Considerando el término estacionario del campo de desplazamientos, tenemos,

ESTADO (1) :

b® (x,t) = bp® (x, w) ™t

W (1) = ol (xw) e

ESTADO (2) :

b® (x,t) = b® (x,w)e™

u® (x,¢) = u® (x,w) et

aplicando la expresién 3.82 a los estados (1) y (2) ,obtenemos,

/ (69 @) ar / p (BD s« l® 4Dl 1
r Q

_ / (t;(Q) N u;(l)) dr' + / 0 (62(2) N u;(l) i u/o(iz)u;(l) T
r Q
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desarrollando el producto de convolucién, el resultado es la ecuacién integral del teorema

de reciprocidad para estados elastodindmicos arménicos en el tiempo de la misma frecuencia,

/F () dr + /Q p (v8u?) a0 = /F (8 ar + /Q p(0PuP) a0 (3.113)

siendo tl(.l),uz(-l),bl(.l),t?),ul(.z), bl@) funciones de x y w.

3.5.4 Estados antiplanos arménicos en el tiempo.

Se denomina estado antiplano armdnico en el tiempo, aquel estado elastodingmico en el que

las cargas mésicas responden a una expresién del tipo,

by (21, %2,t) = b3 (x1, 29, w) €™ (3.114)

El carédcter periédico de la fuerza forzante, nos indica que el campo de desplazamientos,

solucién general del problema, serd de la forma,

uy (21,22, t) = ug (T1, To, w) €™ + uy (21, 20, 1) (3.115)

distinguiendo una componente estacionaria y una componente transitoria, que debido a la

existencia de amortiguamiento se anula para valores crecientes del tiempo.

Aplicando la ecuacién del movimiento antiplano, expresién 3.98, a la componente estacio-

naria del desplazamiento,

us (@1, %2, t) = ug (21, T2, w) e (3.116)

obtenemos,

Chup g + by = iif (3.117)

t

eliminando los términos e*”* en ambos miembros de la igualdad, obtenemos la ecuacién

diferencial del movimiento antiplano con variacién arménica en el tiempo,
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w?

1
V?us + —5ug + b3 =0 (3.118)
) G

expresién en la que u3, b3 son funciones del tipo,

uz = ’U,3(£L'1,£E2,U)) (3119)

bg = bg(wl,xg,w) (3120)

3.5.5 Teorema de reciprocidad en elastodindmica antiplana arménica en el

tiempo.

La aplicacion de la expresién 3.113 a dos estados elastodindmicos antiplanos arménicos en el

tiempo resulta,

/F (tgnug%)dm‘/g p (v§) dnr = /F (#7u§") ar + /Q p(tPuf) a0 a121)

siendo tgl),ugl), bgl) , th),ug), ng) funciones de z1,z5 y w.

3.6 Estado elastodinamico fundamental.

Para la aplicacién del teorema de reciprocidad vamos aconsiderar como estado (2), el esta-
do elastodindmico antiplano arménico en el tiempo de cardcter auxiliar que llamamos estado
elastodindmico fundamental, definido como el resultante de la actuacion sobre el dominio  de

frontera I' de un sistema de cargas mésicas que responden a una expresién del tipo,

pby = 6 (x; €) 6 (t) e (3.122)

siendo

6 (x;€) : distribucién delta de Dirac; el origen de la distribucién delta de Dirac, &, lo

llamaremos en lo sucesivo polo.
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6 (t) : distribucién delta de Dirac aplicada a la variable tiempo, siendo el origen de la

distribucién el instante t = 0.

La expresién 3.122 es la modelizacién matemadtica de la aplicacién periédica con frecuencia

w, de una fuerza instantdnea puntual en &, en la direccién de OXj3.

Las componentes del estado elastodindmico fundamental se caracterizan con el superindice

3.6.1 Solucién fundamental.

Aplicando la ecuacién del movimiento, expresién 3.118, y eliminando los términos et ob-

tenemos

2

1
V20§ + o+ —6 (x;£) 6 (1) = 0 (3.123)
teniendo en cuenta
5(x;6) =0, Vx#E (3.124)
podemos expresar,
w?
Vi + —ub =0, Vx#£¢E (3.125)

2
=)

calculando el operador V2 en coordenadas polares, siendo r = \/acil + 3:22 obtenemos,

Oou;  10uj w?
or?  r Or c2

ui=0, Vx#¢ (3.126)

consideramos el cambio de variable,

YN Ou 8u§/\
SAT o a 2005 N0 L
NN il A 2 T, tAug =0, Vx#¢ (3.127)

eliminando A, obtenemos,
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1 0%u} 1 Ou} 1
2 3 et 27 %
2 552 TP3 5p Trgus=0, Vx#¢ (3.128)

p

o 1
que podemos expresar, eliminando =
r

uy | Oul
2 3 3 2,5 —
o2 TP, TPUs=0, Vx#E (3.129)

la expresién 3.129 puede considerarse como una ecuacién diferencial de Bessel de orden
(p=0).

La solucién de la ecuacién 3.129 serd por tanto,

wl (x;€) = %Ko Qﬂ) (3.130)

&)
siendo
K, (2) : funcién de Bessel modificada de 2 clase de orden cero.

La expresién 3.130 nos indica que el movimiento en el estado elastodindmico fundamental

consiste en una onda de desplazamiento propagéndose radialmente desde el polo £.

/ TN \'\
/ 4 h ‘
/TN N )
! P AN i
| \ \D/\/\ 't ;
* J
\ T /
\ ~ -
- /
A /
N ,
N N ///
Figura™3-6:

Para determinar la solucién fundamental en tensiones, consideramos un plano paralelo a

OX3, cuyo vector normal unitario sers de la forma,

n: (ng,ng,0) (3.131)
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el vector tensién asociado al plano sélo tiene componente en la direccién del eje OX3,

t* = T*.n =(0,0,p) (3.132)

siendo, segin la expresién 3.96

D3 = 03aMa = HU3 oMo = [ (ug,lnl + u§,2n2) (3.133)

teniendo en cuenta la expresién de la solucién fundamental,

0 1 wr 1 9 wr
3,0 0% {27ruKo <Z co )} 271 Ox {Ko (Z ¢ )} (3.134)

Considerando la derivada de las funciones de Bessel,

0 T d iwr\ Or d W W jwr
TR, () = Sk, (M) T Y ) M, = P K (BT 3.1
8:caK ( co ) drK < 2 > Oxo dz () c2 " Cco Tt < 2 ) (3:135)

sustituyendo en la expresién 3.133 obtenemos,

1 W Lwr 1 W wr
e () e K (2T - (- wr .
D3 #(2wu< 02)7“,1 1<02>n1+27w< 62>7’,2K1<62>n2> (3.136)

considerando la expresién de la derivada direccional,

or
e Vr-n=(ryn +rsng) (3.137)

podemos concluir la expresién de la solucién fundamental en tensiones,

p3(x;6) = — o aTKl (Zw—r> (3.138)

2mes on co
3.6.2 Teorema de reciprocidad. Ecuacion integral.

Aplicamos el teorema de reciprocidad a los estados elastodindmicos (1) y (2) considerados

en el dominio 2 de frontera I' de un medio continuo de densidad p y caracterfsticas eldsticas
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(e1,¢2) .

Consideramos como estado (1) un estado elastodindmico genérico en el que las cargas mési-

cas son nulas.

ESTADO(1) : b =0 (3.139)

Consideramos como estado (2) el estado elastodingmico fundamental,

pby = §(x;€)6(t) et (3.140)
fx6) = ——x, (%7
uz (x;€) = 27r#Ko <’I, - > (3.141)
TgE) = W O (i
p3(x;€) = omcy 8nK1 ( % ) (3.142)

Aplicando el teorema de reciprocidad para estados elastodindmicos antiplanos arménicos en

el tiempo, expresién 3.121, obtenemos

/pgungW-/ pb3u§dQ:/p§U3dI‘+/ pb3uzdS} (3.143)
r ) r Q

siendo u3,p3 las componentes antiplanas del estado (1),

ug = us (x,w) (3.144)

p3 = p3(x,w) (3.145)

teniendo en cuenta que b3 = 0, y las las propiedades de la distribucién Delta de Dirac,

/gzpb§U3dQ = /95 (x; &) usdQ = ug (3.146)

obtenemos la expresién,

/p3u§dl_‘=/p§ugcﬂ—‘+u§ (3147)
N T
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8 tenda

CeledT (3.148)

i €& (3.150;
wy = (3151
CA (3.152)

I

(3.153)

I

(3154

v &5 la ecnacion integral dell método de los dementos de comtormo, que ya obtuvimos em

el capitulo 2, a partir de la teorfs del potencisl, v que hemos obtenido ahora, pers. estados

elastodindmices antiplamos srmbuices en el thampo.
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Capitulo 4

EL METODO DE LOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 Ecuacién integral del Método de los Elementos de Contor-

no.

En el capftulo 2 se ha expuesto el planteamiento de los denominados problemas de potencial,
consistentes en la determinacién de una funcién u, que verifica la ecuacion de Laplace en el
dominio 2, cuya frontera es I'; estando sometido el dominic ) 2 condiciones de contomo gue
pueden ser tipo Dirichlet o tipo Newman; utilizando para el calculs de u, la deducida funcion
de Green.

Ecuacién de Laplace:

Viu=0 ¥xe(l (4.1)
Condiciones de contorno:

w = u Yxely

g = q ¥YxeTly

T = T,+T (4.2)



Funcién de Green:

ul = / (u*q —ug*)dl’ (4.3)
r

siendo
u® : valor de la funcién u en el punto x; € ; x; ¢ I'que llamamos polo.

u*: funcién de cardcter auxiliar conocida como solucién fundamental; la expresién de u* en

dominios bidimensionales es,

ot = %ln {%} (4.4)

siendo 7 la funcidn radial referida al polo.

q= g—u : la derivada de u seguin la normal exterior a I'.
n
g = au : la derivada de u*segiin la normal exterior a I',
n
ou* 1 or
Y= = 4.
7 On 2mr On (45)

En el capitulo 3 hemos expuesto el planteamiento del problema elastodindmico antiplano con
variacion armdonice en el tiempo, consistente en la determinacién de la componente antiplana
del campo de desplazamientos, funcién ug, que verifica la ecuacién del movimiento, en el dominio
) de frontera I'; estando sometido ? a condiciones de contorno, que pueden ser de tipo Dirichlet
o tipo Newman; y utilizando para el cdlculo de us, la ecuacién integral deducida suponiendo
las cargas mésicas nulas (b = 0) y aplicando el teorema de reciprocidad.

Ecuacién del movimiento antiplano con variacién arménica en el tiempo, supuestas nulas

las cargas mésicas:

2

w
Vzu;), + ?u;; =0 (4.6)
2

Condiciones de contorno,

Vx € rl: pg(X,t):])—3
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Vx € T, U3(X,t) =g
' = T1+Ty (4.7)
Ecuacién integral,
ué—{—/pgu;;df‘:/pgugdf‘ (4.8)
r r

siendo,
ug valor del desplazamiento en el punto x; € ; x; ¢ T, que llamamos polo.

p3: componente antiplana del vector tensién, relacionada con u3,segun la siguiente expresién,

Ou
D3 = 03aMa = QU3 aMg = 6—113 (49)
u3, p3: solucién del estado elastodindmico Jundamental, cuya expresién es,
1 wr
3=-—Ko|i— 4.
" o 0<102> (410)
w Or wr
3= ——2—K1 [i— 4.11
Ps 2mey On ! (Z co > ( )

siendo 7 la funcién radial referida al polo.

Las ecuaciones integrales obtenidas en ambos problemas, expresiones 4.3 y 4.8, son similares
salvo en el valor de las variables (u*,g*), (uf,p%), y en la inclusién de la constante L oen la
expresién de ps; igualmente son similares las condiciones de contorno establecidas en T, lo que
nos induce a plantear un método de resolucién comin para ambos problemas.

El Método de los Elementos de Contorno, (MEC), que vamos a exponer en el presente
capitulo, es un procedimiento numérico aplicable a la resolucién de las ecuaciones integrales 4.3
y/6 4.8, es decir, a la resolucién de los problemas de potencial, y/o a la resolucién del problema
elastodindmico antiplano con variacion arménica en el tiempo. Disponemos de un tratamiento
exhaustivo sobre el tema en las referencias bibliograficas [4], [10], [3], (5] v [6].

Utilizaremos la notacién habitual en el MEC, que exponemos a continuacioén,

e Funcién incégnita: u,q
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e Funciones solucion fundamtental: uw*,q*

La relacién entre u y g, o entre u* y ¢* es,

ou ou*
_Ou 4.12
¢=55 4 =5 (4.12)
o bien
ou . ou*
1=HFg 1 =T H5, (4.13)

seguin se trate de problemas de potencial o del problema elastodindmico antiplano. Igual-
mente el valor de las funciones solucién fundamental corresponde a las expresiones 4.4 y 4.5, 6

4.10 y 4.11, segun se trate de problemas de potencial o del problema elastodindmico antiplano.

e Dominio de integracién: {2 cuya frontera es I'.
e Condiciones de contorno:
u=1u Vxely

g=¢q VxeTl

=T+ (4.14)

e Ecuacién integral del Método de los Elementos de Contorno:

ut = / (u'q—ug)dl; 1e€Qi¢l (4.15)
r

4.2 Ecuacion integral en el contorno.

Para obtener a partir de la expresién 4.15 una ecuacién integral en el contorno, procederemos
a su desarrollo en el supuesto de que el polo pertenezca al contorno I'(z — £ € T0).
Si consideramos como origen de las funciones radiales, el punto ¢ € I, para poder aplicar la

ecuacién 4.15, consideramos ampliado el dominio de integracién Q en un subdominio circular
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infinitesimal de radio e en el entorno del polo €, como indica la figura 4-1. Mediante una
operacién de paso al limite, haciendo tender € a cero, obtenemos la ecuacién integral resultante.

Ecuacién integral del Método de los Elementos de Contorno,

ui-{—/ uq*dI‘:/u*qu‘
r r

1€}
i (4.16)
1¢7T
Consideramos que el punto 4 se aproxima al contorno, i — £ € I,

Consideramos el dominio 2 ampliado en el entorno de & en un 4rea circular infinitesimal de

radio ¢,

Figura™4-1:

llamando I'¢ a la ampliacién de T, y S. al fragmento de T eliminado. Queda por tanto el

dominio ampliado

Q=0+, (4.17)

siendo el nuevo contorno

F=T-8.+T. (4.18)
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Al considerar el dominio ampliado el punto & es un punto interior y por lo tanto es vélida

la aplicacién de la ecuacién integral. Consideramos una operacién de paso al lfmite, siendo la

ecuacién integral en el contorno,

u(§) + lim {/ uq*dI‘} = lim {/ u*qdf‘}
=0 | Jr—8.+4T. €20 L J/r=5. 4T,

Calculo de las integrales suponiendo I' un contorno suave:

lim {/ uq*dl"} = lim {/ uq*dP+/ uq*df}
e=0 L Jr-5.4T. =0 {Jr-s. T.

-1 Or ) -1 or
1 * s —lor _ —lor
e {/F_SE ua dI‘} .ll—r»r(l) {/F_SE “ (27rr 8n> dI‘} VPC./FU (27r7° 8n) ar

en los puntos de I'; tomamos,

- g b i J [ (ZL O _
ey =im{ [ (7o) ) -
—w(@)limd (=X 5/ ot —u(@timd (1) enl = —Li(g)
- e—0 27e T. o e—0 2re T = 2u 5
lim {/ u*qu‘} = lim {/ u*qu‘} + lim {/ u*qu‘}
e—0 =8+, e—0 r—S. e—0 | .
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1 1 1 1
li *qdl 3 =i — - = 5= - :
e {/1“—55 v } b {/r—sg <27T> N <7"> qdl"} /1* <27T) 8 <7‘> r - (420)
integral impropia convergente

ff o)l @)oo} e

en I'; tomamos,

Vu >~ Vu (£) (4.28)

g=7—=Vu-n>Vu({) n (4.29)

g { [ (&) (2)ar)
= (o) 70t {n(F) [ mer} -
_ (%) Vu(§) /Ow ndf lim {m <%> 5} =0 (4.30)

La ecuacién integral del Método de los Elementos de Contorno aplicada a puntos pertene-

cientes al contorno I', considerado este contorno suave, resulta por tanto:
1 * *
-u(€)+ | ug*dl = | u*qdl’ (4.31)
2 r r

4.3 Aproximacién del contorno mediante elementos cuadrati-

COs.

Para proceder a la discretizacion de la ecuacién integral 4.31, necesitamos en primer lu-

gar, discretizar el contorno I'. Introducimos a continuacién algunas definiciones elementales
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del Método de los Elementos de Contorno, que podemos encontrar mds desarrolladas en la
referncias bibliogréficas [4] y [3].
NODOS Y ELEMENTOS.-

Se establecen sobre I" una serie de puntos que llamaremos nodos, tal como se indica en la

figura 4-2.

Figura™4-2:

Cada tres nodos constituyen un elemento de contorno, de tal forma que I" queda totalmente
recubierto de elementos. El Método de los Elementos de Contorno se basa en la aproximacién
de T" mediante la poligonal circunscrita formada por los elementos de contorno. Por tanto,
cuanto mayor sea el nimero de nodos y por lo tanto mayor el nimero de elementos, mayor sers
la precisién del procedimiento numeérico.

En adelante llamaremos

N : nimero de nodos utilizados en la aproximacién de T".

NE = N/2 : ndmero de elementos de contorno.

En cada elemento de contorno distinguimos los nodos extremos (1) y (3) y el nodo intermedio

(2), tal como se indica en la figura 4-3.

COORDENADA NATURAL.- Establecemos una correspondencia biunivoca entre los puntos de I"
incluidos en un elemento de contorno y los valores de la que vamos a llamar coordenada natural
§, de tal forma que a los nodos extremos de elemento le hacemos corresponder el valor £ = —1,

y £ = 1 respectivamente, y al nodo intermedio le hacemos corresponder el valor £ = 0. De esta
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(3)
(2)

(1)

[

X

Figura™4-3:

forma, la variacién de la variable natural ¢, en el intervalo [—1,1] supone un recorrido completo

del elemento de contorno.

£=+1

Figura™4-4:

-

FUNCIONES DE FORMA.- Las conocidas como funciones de forma son funciones cuadraticas

de la variable &, definidas de forma que toman valores 0 y 1, en los nodos del elemento de

contorno. Sus expresiones son las siguientes,

6 = 3EE-1)
6 = 1-91+0
b = SEE+D)

Su representacion gréfica se indica en la figura 4-5.
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Figura™4-5:

INTERPOLACION GEOMETRICA.- Utilizando las funciones de forma, el vector de posicién co-
rrespondiente a un punto incluido en el elemento de contorno, lo obtenemos por interpolacién

de los valores nodales, como se indica,

x (&) = ¢1 (&) xM) + ¢, (€) x@ + ¢ (&) x® (4.33)

las componentes de x (£) las podemos expresar,

21(6) = (O 4+, ()2 + ¢y (6)
22(8) = ¢, (©)a + 6, (&) 28 + ¢y (6) 2l (4.34)

Los elementos de contorno se llaman por ello elementos isoparamétricos.
JACOBIANO.- Las ecuaciones 4.34 constituyen, para cada elemento de contorno, las ecuacio-
nes paramétricas de la curva que aproxima I'. Por tanto, podemos utilizar el concepto geométrico

de jacobiano, como la variacién de la longitud de curva respecto del pardmetro £, que puede ser
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positiva o negativa. Asi tenemos,

el e g2 D (Y ()

puesto que en un elemento de contorno dT', y d¢ van a aumentar en el mismo sentido,

podemos expresar,

dr = |J| de (4.36)

INTERPOLACION FUNCIONAL.- Igualmente el valor en un punto incluido en el elemento de

contorno, de las funciones u, g, lo determinaremos por interpolacién de los valores nodales,

w(®) = S (Ou +6y(©u® + g5(6)u®
9(&) = 61 (©aW +¢2() ¢ + 63 (6) ¢® (4.37)

ELEMENTOS CONFORMES Y NO CONFORMES.- Segtin lo expuesto, en los elementos de contorno

cuadréticos distinguimos tres tipos de nodos:

1. Nodos geométricos: utilizados para la interpolacién geométrica.
2. Nodos de interpolacién: utilizados para la interpolacién funcional: U, q.

3. Nodos de colocacién: utilizados para definir el polo u origen de las funciones radiales.

En la formulacién habitual del Método de los Elementos de Contorno los tres tipos de nodos
indicados coinciden en un mismo punto, tal como se indica en la figura 4-6

Los llamados elementos conformes, son aquellos en los que los nodos de colocacién cuando
coinciden con nodos extremos del elemento, se consideran desplazados hacia el interior del
elemento, tal como se indica en la figura 4-7.

Por 1ltimo los elementos no conformes, son aquellos en los que nodos de colocacidn v nodos

de interpolacion son desplazados cuando coinciden con nodos extremos del elemento tal como

se indica en la figura 4-8.
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N

//\\,\
x NODOS GEOMETRICOS

© NODOS DE INTERPQOLACION

@ NODOS DE COLOCACION
Figura™4-6:

\

N
/i;ocs GEOMETRICOS

© NODOS DE INTERPOLACION

o NODOS DE COLOCACION

Figura™4-7:
4.4 Discretizacién de la ecuacién integral del MEC.-

Discretizamos en el contorno I', aproximado por NE elementos, las integrales inclufdas en la

expresién 4.31,
1 * *
—u(§)+/uq sz/qu dal' =
2 r r

e=NE e=NE

1 . * *
:>§u(§)+ ; /euq dl’ = ; /equdI‘ (4.38)

Desarrollamos las integrales de la expresién 4.38, cuyos dominios de integracién son elemen-

tos de contorno,

e

/1“ ug*dl’ = /p <¢1U(1) + gpu? + ¢3“(3)) g dl’ = /1“ (b1, 00,03) | w@ |g*dl' =

u(®)
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x NODOS GEOMETRICOS

Ly

© NODOS DE INTERPOLACION

O NODOS DE COLOCACION

Figura™4-8:

dejando fuera del integrando los valores nodales,

ey u@
=/1“ (91,02, ¢3) ¢"dT" [ - ( h h§ h¥ ) u®
) u® u®)
(e) (e)
siendo
Rl = / ¢,q*dl; i :nodo de colocacion.
Te
[ ]

gD
/ qu*dl' = / (610 + 629 + ¢3q® ) wal = / (61 62 5 )| q@ |war=
o T T. e
dejando fuera del integrando los valores nodales,
¢® q®
= / ( 61 92 o3 )udT @ | =(ge g gi )| @
L. (3) 3)
A A
siendo
gle = /¢ku*dI‘; i : nodo de colocacién (4.39)
Te
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A partir de los coeficientes hi€ y g}f, formamos las matrices H de orden NxN, y G, de orden

Nx3NE, de la siguiente forma,

‘ (%)
. g j par:h
H . H J = 2 7’(,?;1) l,(&) (4.40)

jimpar:hg* 2/ +h{ 2

{
m=3/3
7 multiplo 3 : i/
Qi = g =3 4.41

G : =g; (4.41)

m = 1 + parte entera (5 /3)
k =resto(j/3)

J nomultiplod :

Definimos el vector u de dimensién N, como aquel cuyas componentes son los valores nodales

de la funcién u,

u®

w: | (4.42)

u)

y el vector q, de dimensién 3N E, como aquel cuyas componentes son los valores nodales de

la funcién ¢ ordenados por elementos,

q(l)

q(2) elemento 1
q(3)
q= : : (4.43)
q(l)
q(z) elemento NE
q(3)

La ecuacién integral 4.31 podemos expresarla matricialmente de la siguiente forma,

%u (€) + Au=Gq (4.44)
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Definiendo la matriz H,

HY  cuando i # j

H: H/={ (4.45)
HY + —%— cuando i = j
la expresién matricial del Método de los Elementos de Contorno resulta,
Hu=G-q (4.46)

SISTEMA DE ECUACIONES.- Las condiciones de contorno expresadas en 4.14 indican
que en cada nodo, o conocemos el valor de u, o conocemos el valor de g, pero no ambos. El
Método de los Elementos de Contorno, una vez obtenidas las matrices H y G, reordena sus
componentes intercambiando columnas de una y otra matriz, de tal forma, que en la expresion

matricial 4.46, a la derecha de la igualdad, queden los valores nodales conocidos, w 0 ¢, y a la

izquierda los valores nodales incégnita.

Si llamamos,

- A : matriz de orden Nz N, resultante de la reordenacién de las componentes de la matriz
H.

- x : vector de dimensién N formado por los valores nodales incégnita.

- F : vector de dimensién N, que resulta del producto matricial de la matriz G después de
la reordenacién de sus componentes, por el vector de dimensién 3z.N E, cuyas componentes son
los valores nodales conocidos de las funciones u, ¢, ordenados por elementos.

la expresién matricial 4.46 se transforma en

Ax=F (4.47)

Obtenemos finalmente un sistema lineal de N ecuaciones y N incégnitas, compatible y
determinado, de facil resolucién numeérica por los métodos habituales, que nos permitird el

cdlculo de los valores nodales no conocidos de las funciones u y g.
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Capitulo 5

Formulacién integral para la

resolucion del problema inverso.

En el presente capitulo desarrollaremos una formulacién integral para la resolucién de pro-
blemas de potencial planteados como problemas inversos de identificacion.

Como se ha expuesto en el capitulo 1, en el problema inverso de identificacién una porcién
del contorno I' que llamaremos I'y, y que suele representar el contorno de un hueco o defecto
en el interior del dominio 2, es desconocida. La resolucién del problema inverso consiste en
la determinacién de la geometria I'y conociendo, ademés de las condiciones de contorno, un

nimero M de mediciones experimentales adicionales.
La formulacién integral se desarrolla a partir de la ecuacién integral del Método de los Ele-

mentos de Contorno, por lo que resulta aplicable a la resolucién de problemas de elastodindmica

antiplana arménica en el tiempo.

5.1 Planteamiento del problema inverso de identificacion.

Consideremos un dominio bidimensional €2, cuyo contorno es I'. Consideremos la existencia
de un hueco o defecto en (2, cuya geometria y posicién es desconocida. El contorno I' queda

por tanto dividido, en el contorno conocido I'¢, y el contorno no conocido o contorno del hueco,

Iy,
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[#?

N

[

U=u
Figura™5-1:
I'=T¢+Ty (5.1)

El planteamiento de problemas de potencial, tratado en el capitulo 2, nos lleva a la resolucién

de la ecuacién de Laplace en el dominio (2 :

Viu(x) +p(x) =0; x € (5.2)

sometido a condiciones de contorno esenciales y naturales,

T'e = T¢, +Tg,

x € Tg=q(x) =0 (5.3)

siendo

x : vector de posicién de un punto perteneciente a 2
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u : funcién potencial
q= /Lgﬁ : funcién flujo de potencial
n : normal exterior a I’

1 : fuente de potencial

La ecuacién integral para la resolucién de problemas de potencial en dominios con hue-
cos de geometria conocida, mediante aplicacién del Método de los Elementos de Contorno la

encontramos en la obra de Dominguez Abascal, referencia [10],

u(x) = / W (v;x)a(y) — " (y;x)uly)] dlc(y)+
T'c

+ / w*(y3%)q (v) — ¢*(ys x)u(y)] d0a (y) + / (2 ) (2) () (5.4)

Ty Q

Si consideramos ausencia de fuentes de potencial: ¥(z) =0 Vz € Q, la expresién 5.4 queda,

u(x) = / [ (y:x)a(y) — ¢* (v x)u(y)] dTo (y)+
Te

+ / * (v %)a(y) — ¢ (v; x)u(y)] d0a () (5.5)
Ty

La resolucién del problema inverso consiste en determinar la posicién y geometria de Ty

conociendo el valor de un ntimero M de mediciones experimentales en el contorno conocido I'¢.

Disponemos por tanto de M = M, + M, mediciones experimentales de potencial y flujo de

potencial en T :
M, : mediciones de potencial.

M, : mediciones de flujo.

De esta forma el potencial resulta conocido en algunos puntos de T, v el flujo de potencial

resulta conocido en algunos puntos de I'¢, :

78



U(Xa) = U(Xa), Xa€Tg, a=1,2,...M,

g(xg) = qxp), xg€Tle, B=12,...M, (5.6)

Consideramos una geometrfa supuesta para el defecto o hueco, de contorno I'y, que lla-
maremos contorno variable, y que suponemos préximo a I'y. De esta forma, el dominio de
integracién queda definido doblemente, 2 y ), segtin consideremos la geometria I'y 6 'y del
hueco.

La doble consideracién del domfnio de integracién, Q y 2, nos permite definir en Q la
magnitud vectorial que vamos a llamar variacidn geométrica, como el vector desplazamiento
necesario para que cada punto de 2 alcance su posicién real en (.

Como se puede apreciar en la figura 5-2 la variacién geométrica es nula en los puntos de T

y toma valores crecientes a medida que nos acercamos a I'y.

Figura™5-2:

En lo sucesivo, utilizaremos la notacién ’

™ para indicar magnitudes consideradas en el
dominio €2, en contraposicién de las magnitudes consideradas en €.

La ecuacién integral del Método de los Elementos de Contorno para cada planteamiento es
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la siguiente,

e Planteamiento considerando la geometria I'y :

ux Tv) = [ 030003 Ty) = ¢ (v 9uly, Ty )] Ao (y)
Te

+ / [w*(y;x)a(y,T'v) — ¢ (v; x)uly, Tv)] dlv (¥) (5.7)
Ty

condiciones de contorno:

x € Tg,=ux)=1a

x € Tg,=q(x)=7
'e = Tg, +T¢,
x € Ty=q(x)=0 (5.8)

e Planteamiento considerando la geometria I'g :

u(x, Tr) = / [ (y; D)q(y, Tr) — ¢ (: R)u(y, Tl dTa ()
Fe

+ / (3 %)¢(3,Tr) — (5 Du(F, )] dTx () (5.9)
Ty

condiciones de contorno:

x € Tg,=ux)=1a
x € I'g,=¢q (x)=¢g
I'e = Te, +Tg¢,

X € Tg=q® =0 (5.10)
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El doble planteamiento del problema de potencial nos permite definir, para una configuracion

supuesta del hueco I'y dada, las siguientes dos variables:

e variacidn de potencial: aumento necesario de potencial en el punto x para pasar de la

configuracién supuesta del hueco a la configuracién real.

6u(x, Pv) = ’LL(X,I‘H) - u(X,Fv) (5.11)

e variacion de flujo de potencial: aumento necesario de flujo de potencial en el punto x

para pasar de la configuracién supuesta del hueco a la configuracién real.

6q9(x,I'v) = q(x,Ty) — q(x,Ty) (5.12)

El potencial u(x,T'g) y el flujo de potencial ¢(x,Tg) correspondientes a la geometria real
del hueco lo conocemos en algunos puntos de I'¢, a partir de las condiciones de contorno y las
mediciones experimentales.

El potencial u(x,T'v),y el flujo de potencial g(x,I'y) correspondientes a la geometria su-
puesta del hueco, puesto que I'y es conocido, se determinard mediante aplicacién directa del

Método de los Elementos de Contorno.

5.2 Consideraciones geomeétricas.

Consideramos préximos el contorno variable I'y y el contorno real T g del hueco.
LLamamos
y : vector de posicién de un punto perteneciente a I'y.
y : vector de posicién de un punto perteneciente a I'y .
Tal como ha sido definida, la variacién geométrica Sy, es la diferencia vectorial entre ¥, e y

es decir, el incremento necesario de y para pasar de la configuracién supuesta a la configuracién

real.
Analizando la figura 5-4 hacemos las siguientes consideraciones geométricas,
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GEOMETRIA REAL

Figura™5-3:

GEOMETRIA REAL

GEOMETRIA SUPUESTA

Figura™5-4:

dl'y = |dy|; dl'g = |dy|

el esquema vectorial nos permite deducir,

dy + 6(y + dy) = by + dy

suponiendo la linealidad del operador § podemos concluir,

6(dy) = dy—dy =d (¥ —y) = d(by)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Definimos en cada punto del contorno variable T'y la funcién wvariacion del jacobiano §J(y)
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segin la siguiente expresién,

570y) — 1951 1ay]

& (5.16)

que nos permite expresar,

dTy () = (1 +6J(y)) dlv (y) (5.17)

Definimos para cada punto de Ty la magnitud vectorial 6n (y), como la variacién necesaria

del vector normal en y para pasar de la geometrfa supuesta a la geometria real del hueco, es

decir,

6n(y) =n(5)—n(y) (5.18)

Las componentes del vector n (¥) se pueden expresar,

. dis ‘
m(y) = T G) (5.19)

~ dj |
n2(y) = - drjl(y) (5.20)

considerando las expresiones 6.94 y 5.17 en el numerador v el denominador de las expresicnes

5.19 y 6.96,

( n 5(@2))

m(F) = Wprild) __dy due (5.21)
A+6J(y)dly (y) dlv(y) (1+6J(y))
(1 2002)
m(§) = —mltOldn) iz (5.22)
A+6J(y)dl'v(y)  dlv(y) (1+6J(y)) Y
teniendo en cuenta el siguiente desarrollo en serie,

1 = 9y
ELl=> ——~1—e+TOS (5.23)

14+¢
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podemos expresar,

~ _ dy2 6(dy2) 1 _ dyg . 5(d'y2)
) = i () mremy S (0 ) 6o
o dy §(dy1) 1 L dy B §(dy1)
) = g, ) (“ ) ey~ ~dey (1870 2 >5'25)

teniendo en cuenta la expresién de las componentes del vector normal,

6(dy2)
dya

) — () + 1 (3) (—w(y) n %)) (5.26)

@) = naly) <1—5J(Y)+6(C;1i1)>=n2(Y)+”2(Y) (—w(y)ﬁfj‘jf)) (5.27)

M@ = m) (1 STy +

asi como la expresién 5.18 podemos expresar,

b (y) = m () —m(y)=m () (—5J<y>+ 6?522)) (5.28)
bna(y) = ma(§)—naly) = (y) (—6J<y>+%yf)) (5.29)

Definimos para cada punto de I'y la magnitud ém por la expresién vectorial,

d(by2)  d(6y1)
) = — .
m (y) [ ir, ar, (5.30)
que podemos expresar como derivadas direccionales,
bm(y) = | V(6y2)-t —V (6p1)t | (5.31)
siendo t el vector tangente en I'y. Las componentes de ém son,
d(6
émy(y) = V(0y2) -t = (6p2) (5.32)
dl'y



dma(y) =~V (o) -t = ~200)

aplicando la regla de la cadena,

d(8y2)  d(by2) dyo d (8y2)
6”1 = = =
L (y) dl'y dys dI'y dys ™

d(by) _ d(8y1) dyr _ d(5y1)n2

5m2(y) = - =

dl'y dy1 dly  dy

intercambiando los operadores d y §,

6 (dya)
o = —
m1 (y) ™
_ . 8(dy)
6m2 (Y) - dyl
sustituyendo en 5.28 y 5.29,
bni(y) = —m(y)8J(y)+dmi(y)
dna(y) = —ma(y)dJ(y)+éme(y)

podemos concluir la siguiente expresién,

én(y) =ém(y) —n(y)6J(y)

5.3 Desarrollos en serie.

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
(5.39)

(5.40)

Consideremos el contorno variable I'y préximo al contorno real I'y y por lo tanto y préximo a

y. Planteamos a continuacién el desarrollo en serie de las funciones aparecidas en las expresiones

5.7y 5.9:
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e Desarrollo en serie de 6J(y) : teniendo en cuenta las expresiones 6.39 y 6.94 podemos

expresar,
|dy| — |dy| _ |dy + 6 (dy)| — |dy]|
5J - = =
) |dy] |dy]
dy)).(d d, b(d
_ Vldy+6(dy) (dy +8(dy)) | _ [, 2dyédy) (5.41)
dy.dy dy.dy
teniendo en cuenta el desarrollo en serie elemental,
1+a)/?~1+ %a—FTOS (5.42)
concluimos,
dy.
57(y) ~ D-04y) (5.43)

dy.dy

e Desarrollo en serie de la funcién solucién fundamental u* considerada como funcién de x

u(y; %) = u(y;x) + Vi [u*(y;x)] - 6x + TOS (5.44)

siendo V la derivada de la funcién u* respecto de la variacién del polo x.

Por ser «* funcién radial se cumple,

Vo [u'(y;x)] = =V [u*(y;x)] (5.45)

La expresion 5.44 se puede expresar como sigue, suprimiendo el subindice y; considerando
(v=v,)),

w(y;X) = u(y;x) = V[u'(y;x)] - 6x + TOS (5.46)

e Desarrollo en serie de la funcién flujo de la solucidn fundamental ¢* considerada como

funcién de x :
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El flujo de la solucién fundamental lo podemos expresar,

%) = 5o [0 (5 0) = V' (55)] -0 ()

considerando ¢*(y; %) como una funcién de x, hacemos su desarrollo en serie,

¢ (y;%) = ¢*(y;x) + Vi [¢*(y;%)] - 6x+TOS

tomando

Vi [¢"(y;%)] = V. [V (u*(y;%))] - n (y)

podemos expresar,

(y;%) = ¢"(v;%) + Vo [V (u*(y;x))] n(y) - 6

por ser V (u*(y;x)) una funcién radial, podemos concluir,

7"(y;%) = ¢"(y;x) = V[V (u*(y;x))] - n(y) - 6x

" (y;%) ~ ¢ (y;x) — V[¢* (y;x)] - 6x

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

e Desarrollo en serie de la funcién solucidn fundamental u* considerada como funcién de x

ey:

u (¥, %) = u*(y;x) + Vo [u*(y;x)] - 6x + V,, [u*(y;x)] - 6y + TOS

que podemos expresar,

u* (¥, %) = u*(y;x) + V [u*(y;x)] - (6y—8%) + TOS

(5.53)

(5.54)

e Desarrollo en serie de la funcién flujo de la solucién fundamental q* considerada como

funcién de x e y:
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La expresién del flujo de la solucién fundamental es,

7" (¥;%) = V[u'(F;%)] n(¥)

consideramos el desarrollo en serie de V [u*(¥;X)] considerado como funcién de x,y,

V [u*(F;%)] = V [u* (y;%)] + Vy {V [u*(y; %))} - 6y +Vo {V [u*(y; x)]} - 6x+TOS

teniendo en cuenta el cardcter de funcién radial,

V' (y:x)] =V [u'(y; )] + V{V [ (y; x)]} - (fy—6x) +TOS

Considerando la expresién 5.18 podemos expresar,

n(y)=n(y)+én(y)

y sustituyendo la expresién 5.40, podemos expresar,

n(y)=n(y)(1-4J(y)) +ém(y)

sustituyendo 5.57 y 6.71 en 6.30,

¢ (§:%) = {V " (y;x)] + VAV [ (y; x)]} - (y—6x)} - {n(y) (1 — 8§J(y)) + ém (y)}

desarrollando,

¢(¥:ix) = V['(y;x)] nly) -
—V [ (y;x)] n(y)sJ(y) +
+V [u*(y;x)] - 6m (y) +
+VA{V [u"(y;x)]} - (fy—6x) n(y) -
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~VAV [ (y;x)]} - by—6x) - n(y) - 6J(y) +
VAV [u*(y; )]} - (6y—6x) - 6m (y) (5.61)

despreciando los términos de orden superior en la expresién 6.33 podemos concluir,

7(¥%) ~ Vu'(y;x)-n(y) -
—V [ (y;x)] n(y)6J(y) +
+V [u*(y;x)] - 6m (y) +
+VAV [w*(y; )]} - (6y—6%) -n(y) (5.62)

e Desarrollo en serie de las funciones potencial y flujo de potencial en los puntos de I'¢

consideradas como funciones del contorno:

u(y,Tu) = u(y,Tv) + 6u(y) (5.63)

9(y,Tr) = q(y,Tv) + 84 () (5.64)

e Desarrollo en serie de las funciones potencial y flujo de potencial en los puntos de 'y

consideradas como funciénes del punto y y del contorno:

uw(y,Tr) = uly,Tx) + Vy [u(y,Tg)] - 6y+T0OS (5.65)

sustituyendo en 5.65 las expresién 6.36,

uw(y, ) =u(y,Tv) + 6u(y) + Vy [uly,Tv) + bu(y)] - Sy+TOS (5.66)

despreciando términos de orden superior en 6.38 concluimos,

w(y, Ta) = u(y,I'v) +6u(y) + Vy [uly,Tv)] - 6y (5.67)
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La expresién de la funcién flujo de potencial es,

q(¥,Tn) = Vu(y,Tr) -n(y) (5.68)

aplicamos la expresién 6.110 a la funcién Vu(y,T'g),

Vu(y,Tr) = Vu(y,T'v) + 6Vu(y) + Vy [Vu(y,I'v)] - 6y (5.69)

permutando los operadores § y V y sustituyendo en 6.107,

¢y, L) = Vu(y,I'v) - n(y) + Véu(y) -n(¥) + Vy [Vuly,Tv)] - 0y - n(¥) (5.70)

teniendo en cuenta la expresién 5.18 y despreciando términos de orden superior,

n(y)=én(y)+n(y) (5.71)

¥, Tr)=q(y,Tr) + Véuly) n(y) + V[Vu(y,T'v)] - 8y -n(y) + Vu(y,Tv) - én(y) (5.72)

teniendo en cuenta la expresién 5.40, podemos expresar,

Vuly,I'v) - ém = Vu(y,I'v) - én+ Vu(y,Ty) - néJ (5.73)

Vu(y,I'v) én = Vuly,T'y) - ém—q(y,Tv)6J (5.74)

sustituyendo en 5.72,

a(y,Tr) = qly,Iv)+Véu(y) n(y)+V{Vuly,I'v)} -6y n(y)+ Vu(y,Tv) -ém—q(y,I'v)6J
(5.75)

aplicando la expresién 5.49 a la funcién ¢(y,I'v),
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Vig(y,I'v)l = V[V (u(y,T'v))] - n(y)

sustituyendo en 5.75,

(5.76)

9(¥,Tr) = 9(y,Tv) + Véu(y) n(y) + V[g(y,Iv)] - 8y + Vuly,Ty) - m—q(y,Ty)8J (5.77)

teniendo en cuenta

6q(y) = Véu(y) n(y)

concluimos,

a(y,Tu) =q(y,Tv) + 8¢ (y) + V [q(y,Tv)] - 6y + Vu(y,Tv) - sm—q(y, Ty )6J

5.4 Ecuacién integral de las variaciones en el contorno .

En la expresion 6.75 sustituimos las expresiones 5.9 y 5.7,

su(x,Ty) = / [w* (3 R)a(y, Tr) — a*(ys Duly, Tar)] o (y) +

Te

+ / (5 5)9(5,Trr) — ¢ (5 R)u(F, 'sr)] dTx (5) —
Iy

- / [ (ys X)a(y, Tv) — ¢*(y3 x)uly, Ty dTo(y) —
T'ec

- / [ (v %)a(y, Tv) — ¢ (y; X)uly, Ty)] dTy (3)
Ty

(5.78)

(5.79)

(5.80)

sustituyendo en 5.80 las expresiones 5.46, 6.37, 5.52, 6.36, 5.54, 5.79, 5.62 y 6.110, obtenemos

la que llamamos Ecuacidn Integral de las variaciones en el contorno,
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Su(x,T'y) + Vu (z,Ty) - 6x = (5.81)

= / [u* (v;%) 6q (v, Tv) — ¢* (y; %) 6u (y,Ty)] dl'(y)
I

- / (Ve (y;x)q (v.Tv) ~ Vi (y; x)u (y,Tv)} - 6xdT(y)+

Te
+ / {{Vu*(y;x)q (y,T'v) = V' (v; x)u (y,T'v)] - (by — 6x)
Ty
+[u* (y;%) Vg (y,I'v) — ¢" (v;x) Vu(y,I'v)] - by
+ [ (y;x) Vu (y,I'v) = Vu*(y; x)u (y,I'v)] - ém (y)} dT(y) (5.82)

La ecuacién integral obtenida relaciona la variacién del potencial y la variacién geométrica
de un punto x € 2 con la variacién del potencial, flujo y geometria a lo largo del contorno T'.
Los valores en I'c y I'v de las funciones potencial y flujo de potencial pueden ser calculados

mediante aplicacién directa del Método de los Elementos de Contorno.

5.5 Ecuacién integral en el contorno.

Desarrollamos en el presente apartado la expresién de la ecuacién integral 5.82 en el supuesto
de que el origen de las funciones radiales x, que hemos llamado polo pertenezca al contorno,
x — & € I'; lo llamaremos en este caso nodo de colocacion.

Emplearemos un procedimiento similar al seguido en el Método de los Elementos de Contor-
no, consistente en ampliar el dominio de integracién {2 en un subdominio circular infinitesimal
de radio € en el entorno del nodo de colocacién €. La ecuacién integral resultante 1a obtendremos
haciendo tender & a cero.

Ampliamos el dominio €2 en un subdominio circular infinitesimal de radio € en el entorno

de &, al que llamamos €2.. El dominio ampliado ser4:

Q=0+Q,
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El contorno del dominio ampliado, si llamamos S. al fragmento de T' eliminado y T’y al

contorno del subdominio circular anadido, como vemos en la figura 6, sers:

I'=T-5 +T.

Figura™5-5:

El punto £ es un punto interior en el dominio ampliado por lo que podemos plantear la
ecuacién integral 5.82. El limite cuando ¢ — 0 de la ecuacién planteada serd la ecuacién que
buscamos.

Vamos a considerar separadamente los siguientes casos:

1. §eTié¢ Ty,

2. £eTy

3.5.1 Ecuacién integral cuando el nodo de colocacién pertenece al contorno

conocido.
el edly (5.83)

Por pertenecer el nodo de colocacién al contorno conocido, la variacién geométrica es

nula.

£cTo=66=0 (5.84)
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En la ecuacién integral 5.82, el tercer término integral del segundo miembro de la igualdad,

integral en Iy, no resultard afectado por la ampliacién del dominio, resultando por tanto,

6U(£,Fv) =
- lim{ / [u*(y;i)éq(y,l‘v)—q*(y;£)5U(y,Fv)]dT(Y)}

e—0
I'—Sc+T

+ / (Ve (y: €)a (yTv) — Ve (v;E)u(y.T)] - 6y
+u* (v;€) Va(y.Iv) —¢" (v;€) Vu (y,I'v)] - by

+ [ (y;§) Vu(y I'v) - Vu'(y; §u(y,Tv)] - ém(y)} dl(y) (5.85)

Calculamos los limites aparecidos en la expresién 5.85,

;g%{ / u*(y;swq(y,rv)dr(y)};g%{ / u*équ‘}:
T—8:+T:

T—Sc+T.

- lir%{ / u*éqdf} + lim { / u*équ} (5.86)

-8 Te

El primer término de 5.86 es una integral impropia convergente

. SR R S s
;g%{ / U 6qu‘} = &1_1}_%{ / o In (7> 6qu‘} / o Mln (’r’) 8qdT (5.87)

-4

Calculamos el segundo término de 5.86 dejando fuera del integrando los elementos constantes

hm { *équ‘} = hm { L In <1> 6qu‘} =
—0 2mu T
T. T.
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= lim { F/ 571_# In G) é% (6u) dF} _ ﬁ lim {m <§> / v (5) ndT} (5.88)

Utilizando notacién indicial

V (bu) = bdu,; (5.89)

regularizamos la integral considerando el desarrollo en serie de éu,;

du,; (x) = bu,; (§) + TOS (5.90)

/V(éu) ‘ndl’ = / du,ndl =
I T

- / (Buyi s (£)) nedT + / 11,5 (£) madl" (5.91)
Te

.

lim {m @) F/ V (5u) ndr} _

= ;1_1)% {ln (é) (/ (6uy —6uy; (€)) nedl +F/E6u’i (&) nidr> } —

T

~ lim {m G) / (Suys —Buss (€)) mdr} + lim { In (-i-) / 1y (€) nidl‘} (5.92)
r

e Pe

La integral de una funcién regular en un dominio infinitésimal tiende a cero
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lim { / (Buys —Buyi (£)) nidI‘} —0 (5.93)

E—>
Te
por lo tanto, puede ser multiplicada por una funcién no acotada

lim {m (é) / (65— (5))nz~d1“} =0 (5.94)

£

podemos concluir

iy { () [v } i { (2) [outo } _
 lim {m G) V (6u) (&) / ndI‘} (5.95)

Ie

lim {/u*éqdf} _ ”271?“?5% {m (%) /V((Su) . ndr} _
e
- 571r71, lim {m G) v (6u) (&) / ndI‘} (5.96)

€
cambiando la variable de integracién y estableciendo los limites segin observamos en la

figura 77,

L Oa+m/2

. « _ : 1 '

;1_11% {/u 6qdf} = orn ;1_1% In (5) V (bu) (&) e / ndf (5.97)
I'e Oi—m/2

el producto de un infinitésimo por una funcién no acotada es igual a cero, por lo que podemos

concluir

lir% {/ u*équ‘} =0 (5.98)

Ie
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Figura™5-6:

2.-
lim / g (v;€) bu(y,Ty)dl(y) p = lim / ¢*6udl’ » =
E— e—
R F—S5:.4+T.
= lir%{ / q*5udI‘} + lin% {/q*&udl“} (5.99)
A T.
El primer término de 5.99 es el Valor principal de Cauchy de la integral
-1 0r —1 or
. * T - — -
;l_l”l’(l) / q 6udI‘} = ;1_1)%{ / (27rr 8n> 6udF} VPC/ (27rr 8n> dudl’  (5.100)
I'-S. -5, T
Calculamos el segundo término de 5.99 dejando fuera del integrando las funciones constantes
en I,

] . L -1 Or L ;1_ .
gl_r% /q 5udT} —;1_1)% {/ (2_7T—r(9_n> 5udI‘} —;1_{1% { (27r€> /(5udI‘} = (5.101)
r T.

€ 13

considerando el desarrollo en serie de la funcién éu, y regularizando la integral
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— lim (2‘—;) §u (€) / Sudl' $ — (5.102)

e—0
Te
cambiando de variable de integracién,
) Bo+7/2
—1
- lin'é ( ! ) Su(€)e / gy = (%) Su (€) [0 — 01 + 7] (5.103)
&— ,_.H . .
8 —m/2

Sustituyendo las expresiones 5.87, 5.98, 5.100, y 5.103, en la expresién 5.85, obtenemos la

siguiente ecuacién integral para &€ € I € ¢ Ty

{1 - i (62— 61+ )| Sul€) =

- / W (vi€) 8q(y.Ty) — ¢ (y: §) Suly, Ty)|dl(y)
T

- / Ve (y: e v.Tv) = Ve (yi Eu(y Iv)] - oy

f‘ry
+Hut () Velyv) — ¢ (v:§) Vuly v} - 6y

+ [ (v &) Vu(y Tv) - Vit (y; Eu(y.Tyv)] - dm(y) } dU(y) {5.104)

Ecuacidén integral cuando el nodo de colocacién pertenece al contorno conocido,
considerado éste como contorno suave.

Supongamos que podemos considerar el contorno conocide ' como un contorno suave. En

este caso podemos aproximar &, ~ & en la expresion 3.104, que resulta:

I'g : contorno suave = 85 = &

e
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(%) fu(§) = / [w* (y;€) 6a(y,Ty) — ¢" (y; €) bu (v, Ty)) dI'(y)

T

+ [0 5304 5) - Ve (v €T - oy
Ty

+ [ (v;€) Va(y.Tyv) — ¢* (y;€) Vu(y,I'v)] - 6y

+[u" (v:€) Vu(y,Iv) = Vu'(y; €)u (y,I'v)] - 6m (y)} dT(y) (5.105)

5.5.2 Ecuacién integral cuando el nodo de colocacién pertenece al contorno

variable.

¢ely (5.106)

Planteamos la ecuacién integral siendo € un punto interior en el dominio ampliado:

2
H

Q4+ Q.

s |
I

-5, +T.

Figura™5-T:
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= lim{ / [U*(y;€)5Q(y,Fv)—q*(y;$)5U(y,I‘v)]dT(Y)}
P84T,

e—0

- / (Vo' (7:€)a (y.Tv) —Va*(y; €)u(y.Tv)} - 66T (y)+
Te

e—0

+lim / (Ve (y:8)a (v,Tv) — Va*(y; E0u (y,Tv)] - (6y — 6€)
Ty —8+Fe

+ [ (y;€) Va (y.Tv) — ¢ (v;€) Vu(y,I'v)] - 6y
+ [u* (v;€) Vu(y,Tv) — Vu'(y; €)u (y,Tv)] - 6m(y)} dl(y)} (5.108)

El desarrollo del primer término de la suma de la expresién 5.108, es similar al caso anterior;

queda por tanto

L - '2% (62— 61 +7) | bu(€,Tv) + Vu(€,Ty) - 6¢ =

= / W (y;:€) 69 (y,Ty) — ¢ (y;€) bu(y,Ty)]dl'(y) —
N

- / (Vu(y;€)a (y.Tv) — Ve (y; Eu(y.Ty)} - 8€dT(y)+
NG}

e—0

+lim / (Ve (y:8)a (y.Tv) — Va*(y; E)u (y,Tv)] - (65 — 6€)
Tv—8:+4T.
+ [ (y;6) Va(y,I'v) — ¢* (y; &) Vu(y,I'v)] - 6y

+ [w* (y; &) Vu(y,Tv) — Vu*(y;&)u(y,Iy)] - 6m (y)} dT(y)} (5.109)

Calculamos los Ifmites aparecidos en el segundo término de la expresién 5.109,
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L / Vu*(y;€)q (y.I'v) (6y — 6€) dT(y) » =
Ty—Se+T.

= lim / Vu*q(by — 6€)dl’ =

e—0 .
FV—SE+FE
= 1i1’I(1) / Vu*q (by — 6€) dI’ +11m {/Vu q(6y — 6€)d } (5.110)
£

I'yv—S.

liII(lJ / Vu*q(dy — 6¢&)dl /Vu q(by — 6&)dT (5.111)
I'v—-S.
Por ser Vu* = —E y teniendo en cuenta,

27r

e—=0=(6y —6£) — 0 (5.112)

hm {/Vu q(by —6&)d } (5.113)

imd [ Ve wigu Ty by - sdrey) | =
FV_SE+FE

e—0

= lim / Vg u(by —6€)dl » =
My—8:+T¢ ]
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= hm / Vq*u (6y — 6€)dT 3 + gl_r)% {/Vq*u (by — 6€) dI‘}
T.

Tv—5:

hm / Vq*u(8y — 6&)dl’ —VPC/un y — 6&)dl’
Ty—Se

La funcién Vg* presenta una singularidad de segundo orden en el punto r = 0

V¢ = (n—2VrVrn)

27r2

consideramos el desarrollo en serie de la funcién u (y) (6y — 6€),

u(y) (by — 6€) =u(§) VéE - (y — £) +TOS

tomando Vé€ =Véy (£),

hm{/un5y 6¢)dl’ }
_hm{/Vq (by — 6€) —u (&) VEE - (y — &)]dT }

+u hm{/Vq VéE - (y — &) dl }

hm{/Vq (by — 66) —u(€) V6E - (y — £)]d }—0

02

u(€) hm{/Vq VéE - (y — S)df}—u(ﬁ) —VéE: /<nn>d9

01

si llamamos
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(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)



02
1
b/(E) = %/<nn>d9=
01

6 1
— + o (sin 263 — sin 26;) 8i (cos 26, — cos 265)

= | 4 1 (5.121)
o (cos 201 — cos 260,) . (sin 265 — sin 26)
podemos concluir,
gi_I% {/Vq*u (6y — 6¢€) dI‘} =u(§) V€ : b’ (¢) (5.122)
Te

lim / u* (yi%) Vg (y,Ty) bydly (v) b =
Iy =S4T,

F\« —SE+FE
= lix% / u*Vgbydl'y » + lin% {/u*VqéydI‘V} (5.123)
T'yv—8e I'.
lin% / uw*Vqdydl'y » = / u*Vqbydly (5.124)
Tv_s, Ty
V @by =q,i 6y; = (e k) 15 6Yi = s na Sy (5.125)
(Vaby) (v) = tuki (v) 1 () 693 () = piki (€) me () Sys (€) + TOS (5.126)
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i {/ u*VqéydI‘E} = limy { / w* pitki (€) ks (3) 6yi (€) dT‘e} =
Te

4

62+3
—tim{ L (1) wis @y (e [ myady =0 (5.127)
0,—%

2

lim / ¢ (y;€) Vu(yI'v)bydly (y) p =

e—0
Ty —Se+T.

= lim / ¢ Vubydl'y » =

e—0
FV—SE+F5
= 1irr(1) / ¢ Vubydl'y » + lirr%) {/ q*VuéydI‘V} (5.128)
£— s
Ty —S: T
lirr(lJ / ¢*Vubydl'y » = / q*Vubydl'y (5.129)
T'v_s, I'v

27r On 27T On
T Te T.

/ ¢*Vubydl', = / igtVuéydI‘E = / —tor (Vuby) (&) dle =

O2+3
= —;—7% (Vudy) (§) / dé = % (Vuby) (€) [02 — 61 + 7 (5.130)

his
01—%
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u (y;€) Vu(y,Iy) - 6m(y) dl'(y) p =

= lim / w*Vu- - dmdl 'y =

Iy —~8e+T.

uw*'Vu - dmdl § + lir% {/U*Vu . 6de‘}
T

uw*Vu - dmdl y = /u*Vu-6de‘

Fv—Sg 1—‘V

liII(l) {/u*Vu-éde‘} =0

Te

Vu'(y; €)u(y,Ly) - dm(y)dl(y) p =

= lim / Vu*u - dmdl 3 =

I“V _Ss +TE

lim
e—0
FV_SE+F€
e—0
= lim
e—0
I'y—Se
lim
e—0
lim
e—0
'y —8:+4+T.
e—0
= lim
e—0

Iy —Se

Vu*u - dmdl » + lir% {/Vu*u'émdf‘}
e
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e—0

lim / Vu*u - émdl =/Vu*u-6de‘ (5.135)
Ty —Se v

lim._0 { Vu*u - 5de‘}
Te

u(y) =u(€) +TOS (5.136)

bm :( Véy, —Véyr ) -t :( Ve, —Vég, ) t+T0S (5.137)

siendo t el vector tangente en el contorno.

En el contorno T, se cumple,

Vu* = —n/2me (5.138)

ny =tg,ne = —11 (5.139)

lir% {/Vu*u . 5de‘} =
T

= i 52 [ {(voe e )-ejar-

Te
siendo,
g 1 1
YL 08, — s _ —
b"(€) = zi f <tt>dl=| 4m 87 s 2s = sin20) i (Cfs e
T J ‘ > (cos 26y — cos 202) i + 2 (sin 26 — sin 261)

(5.141)
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Sustituimos las expresiones 5.111, 5.113, 5.115, 5.122, 5.124, 9.127, 5.129, 6.92. 5.132, 5.133,
5.135 y 5.140 en la ecuacién 5.109 y obtenemos,

- 517; (62— 01+ )| 6u(ET) + Vu (&, Ty) - 66+

+u(€) V€ : b (€) — %VU (€.Tv) - 8€-[05 — 01 + 7] — u(£) VA€ : b (£) =

= L/iu*<y;s>6q<y,rv»-—q*(y:&)éu(y,rv»]dr<y>——
Iy

, —/{VU*(Y;OQ(y,Fv) V@ (y;&uly.I'v)} - 6€dT (y)+
Tec

+/HVMmewrw—vawgmwxwrwy—&>
Ty

+[u* (v:€) Ve (y Tv) — ¢* (v;€) Vu(y,Tv)] - 6y

+ [ (y;€) Vu(y,Tv) — Vu*(y; €)u(y,Iv)] - 5m (y)} d0(y) (5.142)

Ecuacién integral cuando el nodo de colocacién pertenece al contorno variable,

considerado éste como contorno suave.

Supongamos que podemos considerar en contorno variable I'y como un contorno suave. En

este caso podemos aproximar 03 ~ 0; en la expresion 5.142, que resulta:

I'v : contorno suave = 6 = 6,

u@:M@—E(lo) (5143



1 1
S0u(§) + 5 Vu(€) - 8¢ =

- / [w* (y:€) 8¢ (v, Ty) — ¢° (v; €) 6u (3, Ty)] dT(y) —
T

- / {(Vu*(y;€)q(y.Tv) -V (y; &)u(y,Iv)} - 66dl(y)+
Te

+ / {[Vu*(y;€)q (y.Tv) = V' (y; &)u(y.Tv)] - (6y — 6€)

Ty
+ [ (v;€) Ve (y,Tv) — ¢ (v;€) Vu(y,I'v)] - 0y
+ [ (y; &) Vu(y,Iv) — Vu'(y; &u(y,Lv)] - dm (y)} dl(y) (5.144)

Haciendo 8¢ = 0 en la expresién 5.144 obtenemos la expresién 5.105, por lo que la expresién

5.144 tiene caréacter general, independientemente de la posicién que ocupe el nodo de colocacién

en el contorno I'.

5.6 Condiciones de contorno del problema inverso.

Las condiciones de contorno para las variables definidas, teniendo en cuenta las condiciones

de contorno de ambos planteamientos del problema de potencial, se pueden expresar,

x € Tg,=6u(x)=0
x € I'g,=6q(x)=0

I'e = T'g, +1¢, (5.145)

La expresién nos permite deducir el valor de la variable 6g en el contorno variable I'y

y €Ty = dq(y) =—-Vg-by — Vu-én

108



teniendo en cuenta la expresién 5.40,

yeETly =6q(y) =—-Vq-6y — Vu-bdm + Vu-ndJ

considerando,

vely=¢q(y)=Vu-n=0

concluimos,
yely=6q(y)=—-Vq-by — Vu-ém

5.7 Ecuacién integral de las variaciones de las variaciones en el

contorno.

Teniendo en cuenta los valores de las variables 6u,8q en el contorno I' = I'c + Ty y susti-

tuyendo en las expresiones 5.144, obtenemos la expresién general de la que hemos denominado

ecuacién integral de las variaciones en el contorno (6BIE),

1 1
§5U(€) + QVU (§) -6 =

= —/q* (v;€) 6u(y,I'y) dl(y) —

Ty

- [ (V0 5380 (0v) -V (vs€u v Lv)} - s6ar(y)+
T

+/{[VU*(y; §)a(y.Lv) — Vg (y;€&u(y,lv)] - 6y
Ty

—¢" (v;6) Vu(y.I'v) - 8y — V' (y; €)u(y,I'v) - 6m (y)} dI(y) (5.146)

que en adelante expresaremos de forma simplificada,
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1 1
S8u(E) + 5 Vu () - 86 =

= —/q*5UdF—/{Vu*q—Vq*u}-5£dI‘+
'y T

+ / {[Vu*q — Vg*u] - §y — ¢*Vu -8y — Vu*u - ém}dl’ (5.147)
Ty
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Capitulo 6

DISCRETIZACION DE LA
ECUACION INTEGRAL

6.1 Introduccidén

En el capftulo anterior hemos deducido la ecuacién integral de las variaciones en el contorno;
se trata de una combinacién lineal de integrales en el contorno, que relaciona los valores de las
variables u, q, 6u,8q y 8y,6€, y cuyos coeficientes son integrales de los nucleos u*, g*, y de sus
gradientes Vu* y Vg*.

En el presente capitulo procederemos en primer lugar, a la parametrizacién de las variables
by, 6 =0y (€), quedando expresadas ambas en funcién de variables geométricas o pardmetros
incluidos en la variable §v. Posteriormente, procederemos a la discretizacién de los términos de
la ecuacién integral deducida, para obtener un sistema lineal de ecuaciones, en el que, conocidos
los valores de las variables u,q en el contorno, podamos calcular los valores de las variables du
y 6¢, que no sean ya conocidos como consecuencia de las condiciones de contorno del problema
inverso, asf como el valor de la variables incluidas en §v, que nos indican la evolucién geométrica,
necesaria para que la configuracién supuesta del hueco se aproxime a la configuracién real.

La ecuacién integral obtenida, es la siguiente,

e £cT
S0u(E) + 3V (8) - 56 =
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= —/q*6udI‘—/{un*—qu*}-6£dI‘+
T

Ty

+ / {gVu* - 6y —uVg* - 8y — ¢*Vu -y —uVu* - ém}dl (6.1)
Ty

En el presente capitulo vamos a proceder a la discretizacién de los términos de la ecuacién

integral, y para ello en primer lugar vamos a analizar a la parametrizacién del vector dy.

6.2 Parametrizacién de la evoluciéon geométrica impuesta al

contorno variable.

El vector §y ha sido introducido en el capitulo 5.

Considerabamos préximo el contorno variable I'y o geometrfa supuesta, y el contorno I'y,

o geometria real del hueco.LLamabamos
¥ : vector de posicién de un punto perteneciente a I'gy.
y : vector de posicién de un punto perteneciente a I'y.

Definiamos la magnitud §y como la diferencia vectorial entre y e ¥, es decir, el aumento

necesario de y para pasar de la configuracién supuesta a la configuracién real.

CEOMETRIA REAL

g 8

CEOMETRIA SUPUESTA

Figura™6-1:
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Realmente el vector 8y es la incégnita del problema inverso tal como se ha planteado en la
presente tesis. Para una geometria supuesta del hueco, el vector §y nos determina la evolucién
geométrica de I'y, para que las variables bu, 6q se hagan cero, o lo que es lo mismo, para que
el potencial y el flujo de potencial calculado en aquellos nodos en los que se han realizado
mediciones experimentales, coincida con estas. El cilculo de by en sucesivas iteracciones, nos

permitird aproximar la geometria de I'y a a la geometria real del hueco I'y.

El célculo del vector §y en cada punto de I'v supondrfa un nimero elevado de incégni-
tas. Para reducir el nimero de incégnitas procederemos a la parametrizacién de la evolucién

geométrica del contorno I'y.

6.2.1 Anaslisis de deformaciones

La expresién vectorial de la deformacién es

ds' =ds + % (V xu) x ds + Dds (6.2)

siendo,

ds : elemento lineal considerado en la configuracién inicial.

ds' : elemento lineal transformado de ds, considerado en la configuracién final.
u : vector deplazamiento en un punto.

D : tensor de deformacién.

En dominios bidimensionales tendremos,

U Uy = up (21,2
u: ! ; stendo ' (=1,22) (6.3)
() ug = ug (%1,x2)

1 1 1 ~
§ (V X u) = 5 9 0 2 | = 5 (U’Q,l - u1,2) €3 (64)

En un estado de deformacién lineal, el tensor de deformaciones lo podemos expresar,
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1
€11 €12 u1,1 5 (u12 +u21)

o
il
Il

(65)
€91 €22 I (urg +u21) Ug,2

el tensor de giro,

0 w12 1
W = ) wi2 = E (’LL172 - ’LL2’1) (66)
—w12 0

Segin las expresiones anteriores, la deformacién lineal en dominios bidimensionales queda

determinada por los siguientes seis pardmetros:

Uy, Uz, U1 U22, U12 U1

Aplicamos el teorema de Schwarz a las componentes del vector du :

duy = ulyldCLj + U112d322 =endr + (621 - w21) dzo (6.7)
dus = ’u,2,1d$1 + u2,2d:v2 = (612 — w12) dzry + £90dxo (68)
8811 . 0 6w21 . 6621 6611
dry Oz (e21 —wm) = or;  Oz1 Oz (6.9)
0 . 8622 6w12 . 8612 8622
Ox2 (12 —wi2) = 0x1 = dry  Ozy  Omy (6:10)

Aplicamos el teorema de Schwarz a la componente wig y obtenemos la ecuacién de compa-

tibilidad de la deformacién,
dwiz = wi21dT1 + Wiz 2dry (6.11

w1212 = W12,21 = 62611 - 82621 = 82612 — 82622
’ ' Oxi  Ox10zy 02011 0x?

(6.12
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62611 82522 _ 82612

= 6.13
Oz} ox? 8z10x5 (6.13)
por integracién de 6.11 obtenemos el valor de la componente wo,
] T2
w12 — Weg = / wig1dxy + / wig,2dTy (6.14)
Zi1c6 206G
por integracién de 6.7 y 6.8 obtenemos el valor de las componentes u;,us,
i z2
U —uicq = / e11dz; + / (€21 — wo1) dzo (6.15)
[aRelel T2cE
z1 T2
U — Usoq = / (612 — wi2) dzy + / €99dTo (6.16)
Tice i Tele

Para el cdlculo de las integrales debemos conocer los valores,

® giro en un punto: wgg

e desplazamiento en un punto: U1CG, U200

Por lo tanto, los seis pardmetros que determinan la deformacién lineal en un punto de un

dominio bidimensional son los siguientes,

uica, Uzca, wea, €11, €12, €22

6.2.2 Campo de deformaciones homogéneo.

Suponiendo homogéneo el campo de deformaciones,

€11 = €12 = €99 = cte. (6.17)

= €11,2 = €121 = €122 = €221 = 0= (6.18)
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segun las expresiones 6.9, 6.10, y 6.11,

= wig;; = wiz2 = 0= dwiz = 0= wiz = weg (6.19)

sustituyendo en 6.15 y 6.16,

ur = e11 (21 — Ticq) + 21 (T2 — T20c) + wee (T2 — T206) + UicE (6.20)

us = €12 (21 — T100) — Woe (T1 — Tica) + 22 (T2 — T2ce) + Uace (6.21)

por lo tanto podemos expresar matricialmente el desplazamiento de un punto en un campo

de deformaciones lineal y homogéneo,

tele;
(DYele)
Uy 1 0 (z2—2206) (z1—2%1006) 0 (z2 — z2cG) wee
up 0 1 —(v1—%106) 0 (zo — z206) (21— Z100) €11

€22

| e |
(6.22)

6.2.3 Formacién de la matriz parameétrica.

En nuestro problema inverso, vamos a modelizar la evolucién geométrica del contorno variable
T'yv, asimildndola a un campo de deformaciones lineal y homogéneo. Después de discretizar I'y
en elementos cuadréticos, determinaremos la evolucién geométrica de cada elemento, como si
estuviera sometido a un campo de deformacién lineal y homogéneo, admitiendo por tanto un
méximo de seis grados de libertad.

Supongamos el contorno I'y aproximado mediante elementos isoparamétricos de tres nodos,

tal como se explica en el capitulo 4. Sean ym,y(g)iym los vectores de posicién de los nodos

geométricos del elemento isoparamétrico L,
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1) (2) (3)

Yy Y Yy o
YO o YO e YO (6:23)
Yo Y Ys

Para cada punto de T, el vector de posicién y lo determinamos por interpolacién de los

valores de nodales,

Y =011+ $9¥2 + d3y3 (6.24)

siendo ¢q, ¢, ¢3 las funciones de forma, expuestas en el capftulo 4.

Sesn dy(D), (5y(2), §y® los valores nodales en T'e de la variacién geométrica dy,

¢ ) syl

(1) 1 (2) 1 - (3) 1 N
oy (1) 0y (2) Oy (3) (625}
El valor de 8y en los puntos de I, lo determinamos por interpolacién geométrica,
[ 6}](1]“ T
Y
Y2
. Q 0 & 0 b 0 ,‘ 5'y( 2y
6y =¢16y ™M) + 66y + g6y = | T ” S e (6.26)
0 ¢ 0 8, 0 o by~
59'1‘
égzj‘

Aplicando la expresién matricial 6.22 a cada nodo de IT'., v tomando como punto de referenciz

para el desplazamiento y el giro, el centro de gravedad de I'y,, podemos expresar,
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[ 6y 1T [10 (ygl) —wacc) (ygl) —mca) 0 (ygl) _‘”%’G) 7 uiog
5y§1) 01 — (ygl) - fvlcc:) 0 (yél) - wzCG) <y§1) - mlCG) Ugcq
syt IR <y§2) - 332OG) (y?) - wlcc) 0 (yém - $2GG> Weg
o |01 (om0 (P mes) (5 -meo) ||
5y§3) 10 (yés) - wzcc;) (yf” - wa) 0 (y§3) - 9020@) €22

Lows? | Lo 1 = (4 o) 0 (1" - 2206) (4 —m06) | L en

(6.27)
siendo

TicG . .
Xoa ( ) el vector de posicién del centro de gravedad de I'y
T2CG

uica .
ucq : ( > el vector desplazamiento del centro de gravedad de I'y.
U20G

wcg : valor del giro en I'y.
€11,€22,€12 : componentes del tensor de deformacién homogenea en I'y.

Definimos la matriz paramétrica P, de orden 6z6, correspondiente al elemento de contorno

10 (yél) - mzcc) (ygl) - wlCG) 0 (yél) - 93200) l
01 - <y§1) - 931CG> 0 (yél) - HSQCG) (yi” - 93100)
I R I PR e ¢ e |
01 — (y@ - fB1CG> 0 (yé” - 562CG> (y§2) - xlCG)
10 (yés) - mch) <y§3) - mlcc) 0 (y§3) - 9020@)
L 01 - (y?) - $1CG> 0 (yéa) - 16200) (yf’) - wwG) |

Definimos el vector de las variables geométricas §v, de dimensién 6, correspondiente al

contorno variable I'y,
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uica ]
(Yele:
w
fv=| ¢ (6.29)
€11
€22
| 12 ]
La relacién 6.27 se puede expresar,
oyl |
6y5"
5 (2)
ytz) = Pybv (6.30)
Y3
9"
su’d)
L2 g
sustituyendo en 6.26 obtenemos,
y1"
595"
b1 0 ¢ 0 ¢35 0 || &y &1 0 ¢ 0 ¢35 0
Oy = @ = Pyov
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ ) 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢y
sy;”
3
Lo ],
(6.31)

La expresién 6.31 supone la parametrizacién del vector §y, pues nos permite obtener el valor
de 8y en cada punto de I'y, en funcién de las seis componentes de 6v, que llamaremos variables

geomeétricas impuestas en la evolucién de T'y.
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6.2.4 Parametrizacién de la variacién geométrica en el nodo de colocacién.

El valor de la variacién geométrica en el nodo de colocacién, 6€, lo obtenemos igualmente por

interpolacién de los valores nodales,

56 = 8y (€)= d50y (o + S5OV () + B5BY (o) =
[ oyl |

65"

CcO O co O CO 0 6 (2)
= ! 2 3 y;) (6.32)
0 67 0 ¢ 0 oF | | &

6yt

|y |

(eco)

siendo,
$°, 85, 95° : valor de las funciones de forma en el nodo de colocacién.

5y§20),5y§20),5y520) : valores nodales en el elemento que contiene al nodo de colocacién,
de la variacién geométrica.

La expresién 6.30 establecida para el elemento que contiene al nodo de colocacién, nos
permite concluir,

0 = o 0 ¥ 0 e Peco)bv (6.33)
0 4P 0 4P 0 g
siendo P(eco) la matriz paramétrica correspondiente al elemento que contiene al nodo de

colocacién.

6.2.5 Parametrizacién de la variacién de m.

Definfamos en el capitulo 5 la magnitud auxiliar ém segin la expresién,

_( d(by2)  d(8y1) '
5m(y)—< dFV? - dFV1 > (6.34)

derivando la expresién del jacobiano en los puntos del contorno,
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J(y) = % (6.35)

podemos expresar,

sm (y) = %( a(ggg _8(;;/1) ) = % (83, —o6i ) (6.36)

indicando la notacién empleada la derivada respecto de la coordenada natural €.

Derivando la expresién 6.26, respecto de la coordenada natural,

3"

5y§1)

<.ﬁ1 0 @2 0 <i53 0 52!9

0 ¢ 0 ¢y 0 ¢35 || 6P
@

695

0 : : _
BE (6y) =18y ") + ¢aby® + 36y = (6.37)

by

expresando las componentes de 6.37,

syl |
(1)

0Ys
5y

657
(3)
1

3)
2

(2)

S 0m) = b+ 0P +d550” = [ 5 0 6, 0 by 0] (6.38)

by
by
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0

B¢ (by2) = $16y5”

oty +ds0u” = [0 b 0§y 0 by |

sustituyendo las expresiones 6.38 y 6.39 en 6.36,

6m1 =

5777,2 =

podemos concluir,

dm =

=

ol

<l

oy
oy

. . . oy
[0 6 0 ¢ 0 & N
by

| Sy

[ =4 0 =, 0 45 0]

0 ¢ 0 ¢y 0 ¢3> 5@!52)

~¢1 0 —¢; 0 —¢3 O
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(1) 7]
1

(1)
2
(2)
1
2

2

(3)
1

@)

2
oy ]

W

2

sy
(2)
2

by
5"
i 5y

by

oy,
65"

5y§2)

6y

oy |

5yt

695"
(2)
1

(2)
2
(3)
1

(3)
2

oy
by
by
by

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)



6.2.6 Grados de libertad.

En algunos casos puede ser conveniente la resolucién del problema inverso, trabajando con
un nimero de variables geométricas inferior a seis. Puede ser necesario incluso establecer
secuencias en la evolucién geométrica impuesta al contorno variable para su aproximacion al
contorno real, comenzando con movimientos m4s simples como el desplazamiento unidireccional,
para ir incorporando grados de libertad a medida que nos acercamos a la. posicién y geometria
real del hueco. Utilizaremos por tanto como matriz paramétrica sélo una parte de la matriz
indicada en la expresién 6.28, segtin el tipo de evolucién geométrica impuesta a I'y/.

En el presente apartado vamos a exponer las matrices parameétricas utilizadas en las apli-
caciones préacticas de resolucién del problema inverso incluidas en la presente tesis, en las que
hemos impuesto a la evolucién geométrica de I'y un niimero de grados de libertad creciente
desde 1 hasta 6.

A partir de las evoluciones geométricas elementales, los grados de libertad del movimiento

del contorno variable se han incorporado siguiendo la descomposicién natural del tensor de

deformaciones,
€11 €12 €m 0O el O 0 e
€12 €99 0 em 0 &5 g1 0
DILATACION ISOTROPICA  DILATACION DESVIADORA (5’11“‘5/22:0) DISTORSION

(6.43)
Para garantizar la no dimensionalidad de las variables, los desplazamientos del centro de
gravedad uicq, U2cG, cuando se combinan con las demas componentes de ov, se dividen por el

digmetro equivalente, Deq, 0 didmetro del circulo de 4rea igual a Ty,

Deg = ,/M% (6.44)

siendo Ar,, el drea del contorno variable.
Igualmente, para garantizar que la solucién del problema sea fisicamente posible, se han

impuesto los siguientes limites a las componentes fisicas de la deformacion,

e Elongacién:

123



La elongacién de elementos lineales ha de ser mayor que —1. En las aplicaciones précticas

hemos trabajado con un valor limite de la elongacién préximo a —1,

€ > €lim > —1 (6.45)

e Distorsién:

El valor de la distorsién en un punto, para que sea fisicamente posible, ha de estar com-

w3
dido entre — y —
prendido entre 5y —-,
3m s
= - 6.46
5 <7<3 (6.46)
en términos de tangente del dngulo,
—l<ep<+l=lepn <l (6.47)

En las aplicaciones practicas hemos trabajado con un valor limite del valor absoluto de la
distorsidn,
|€12| <czm <1 (6.48)

Se indican a continuacién las matrices paramétricas utilizadas en la presente tesis, segtin la

evolucién geométrica impuesta al contorno variable.-

Desplazamiento horizontal.

Numero de grados de libertad: L =1

Matriz paramétrica;
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v ] [1]
Syt 0
5-y§2) 1
6y§2) = 0 [ uicGe ]
6y§3) 1
L o” ] Lo
Desplazamiento vertical.
Numero de grados de libertad: L =1
Matriz paramétrica:
] To]
6y§1) 1
6y§2) 0
6 | |1 e
6y§3) 0
K7l
Rotacién.
Numero de grados de libertad: L =1
Matriz paramétrica:

[ 6y§1) 1| <y§1) - 90200) ]
6y§1) - (y{” - $10G>
6y§2) _ (ygz) - iﬁzcc) [ }
5952) - - (y§2) - $1CG> vee
6y <y§3) - w:zcc)

o || - aice)
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Dilatacién isotrépica.

Imponemos:

Em > €lim > —1

Nimero de grados de libertad: L =1

Matriz paramétrica:

Dilatacién desviadora:

Imponemos:

) ]
1

(1)
2
(2)
1
695

5y§3)

by
by
oy

L 5953)

IE’. < |51im‘ <1

Numero de grados de libertad: L = 1.

Distorsion.

Imponemos:

5y§1) i

5y§1)

6"

57
6"

| 5y§3)

| (ygl) - fv1cc>

- (yél) - iEch>

(y?) - 96100)

- <y§2) - CCQCG)

(y?) - 27100)
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e

| — (ygg) - 5620@) |

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)



Desplazamiento plano.

Imponemos:

le12] < czym < 1

Nimero de grados de libertad: L =1

6yt |

65"

5y§2)

55"

5"

595

Numero de grados de libertad: L = 2.

e

5y§1)

591"

65"

y1”

5y§3)

Numero de grados de libertad: L = 3
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)
i
(4
(14"
(4
(10
01
10
01
10
01

Desplazamiento plano mas dilatacién isotrépica.

(6.56)

)
)
g [ - ] (6.57)
)
)

U
1ee (6.58)
Ugca

(6.59)



u® ] [P 0 (40 -wice) |

6y(1) 0 Deg (ygl) - fﬂzoa) y

9 1CG
6y(2) | Deg O (y§ ) - mlCG) (6.:60)
6 | | 0 Dep (8 - wacc) e |
eq Ys 2CG
E€m
6y(3) Deg O (yf”) - wwG)
3
53!( a | 0 Deg (yég) —56200) ]

Desplazamiento plano mds rotacién mds dilatacion isotrépica.

Imponemos:

Em > E€lim > —1 (6.61)

Ntdmero de grados de libertad: L =4

i 5y(1) [ Deg 0O ( (1) _ IQCG) (yﬁ” - xlCG) 1
5y(1) 0 Deg ( - fL’1CG> (ygl - 5‘3200) [ (alele ]
5y(2) _ Dey 0 (yg - HCQCG) (y? - 9010@) Clele (6.62)
6y(2) 0 De — ( - 93100) (yé - EQCG> wee .
6y(3) D, O (yé —.’EQCG> ( —$1CG) L Em |

8 | | 0 Du (o -oice) (48— a0

Desplazamiento plano mds rotacién més dilatacién isotrépica mds dilatacién des-

viadora.

Imponemos:

— '] > elm > —1 (6.63)
Ntumero de grados de libertad: L =3
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[ oy ] [ Dy 0 <?J:g.1) - -’3200) (y%” - 96100) (ygl) - wch) ] -
sysH 0 Deg — (?AI) - fvloG) (yél) -z CG) - (yél) - wch) Hoe
6y§2) _ Dey 0 <y§2) - 932CG) (y§2) - 96100) (y?) - xlCG) e
67 oo Deg — (y?) - :L'1GG> (ygz) - mzcc) - <y§2) - 3320(;) oo
a2 |1 Da 0 () —wace) (8 -mi06) (o -mace) || T

| 6ys” | | 0 Deyy — (913) - ﬂ?lCG) <y§3) - 932CG> - (yés) - 2720@) | ]

(6.64)

Desplazamiento plano més rotacién mds dilatacién isotrépica mas distorsién.

Imponemos:

Em > Elim > —1 (6.65)

|€12| < CZim < 1 (666)

Numero de grados de libertad: L =5

i 5y§1) 1 [ D, O (yél) - 5620@) (ygl) - 931CG> (ygl) - $2CG> ] - -
5y§1) 0 De - < W _ mlCG) (yé” - J?QOG) (y§” - xlCG) fee
sy | Deg 0 (yg) - SEQCG> (y?) - mlCG) (yé” - IQCG) e
5y§2) - 0 D - ( 52) - $10G> (ng) - iCQCG) <y§2) - mlCG) ree
W || Dy 0 (i —mee) (o7 -ice) (o -maco) | | 7

L ] | 0 D (s —mice) (0 —zac) (19 -wice) | T

(6.67)

MOVIMIENTO TOTAL: desplazamiento plano mds rotacién mds dilatacién iso-

trépica mas dilatacién desviadora mads distorsién.

Imponemos:
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Em — |5’| > €lim > —1

|€12| < Cim < 1

Nidmero de grados de libertad: L =6

)
1
(1)
2

6y
)

5?;’2
3)
1

695

by
by

by

(yél’ ele (y§”
- (y%” - mlCG) (yé”
(y§2) - 3720G) (y%m
(- mce) (o
(5 —2ac5) (4
- (yl - CE1CG) (yé‘”

(yﬁl’ - xlCG)

- (yél) - fUzCG)

(3/52) - fClCG)

(6.68)

(6.69)

6.3 Discretizacién de los términos de la ecuacién integral.

6.3.1 Formacidén de la matriz H.

/ g éudl’

IRV

(6.71)

La discretizacién de la integral 6.71, se ha expuesto con detalle en el capitulo 4. La expo-

nemos a continuacién de forma resumida.

Consideramos el contorno I' aproximado mediante elementos de contorno isoparamétricos,

siendo,

NEYV :nimero de elementos de contorno utilizados en la aproximacién del contorno variable.

Ty

e=NEV

/q*éudI‘ = z /q*éudI‘ =

e=1
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e=NEV

- / ¢* (4150 + 6,60 + 96 dr =

e=1 T,
) 1
e=NEV 5’U,( ) e=NEV 671'( )
= Z/q*M P9 ¢3] sul? dl' = Z/q*{d)l 2 ¢3]d1“ 6u®
e=1 T. 5’1.L(3) e=1 Te 6?.1,(3)
(e) ©
1
e=NEV g : 6U( )
e=1 Te Te Fe
Su(3)
(e)
e=NEV 6U(1)
— Z { hg:Le hzie hzie 5u(2) — (6.72)
e=1 Su®
(e)
siendo
}'f = /q*gbkdf‘; i : nodo de colocacién (6.73)
T.

A partir de los coeficientes h?f formamos la matriz H, coincidente con la empleada en el

método de los elementos de contorno,
(L
i jpar:hi(Q)z 2 6.74
T\ jimpar B0 i C) (674
Jimpar : hg +hy

Definiendo el vector du, de dimensién N, como aquel cuyas componentes son los valores

nodales de la variable éu,
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SuD)
bu: | (6.75)
SulV)

y teniendo en cuenta que la variable §u es nula en los nodos del contorno I'c, podemos

expresar

- / ¢*6udl’ = —H-6u (6.76)
Ty

6.3.2 Formacién de la matriz delta.

Procedemos a la discretizacién de los restantes términos de la ecuacién integral 77, con el

objetivo de deducir la expresién matricial de esta; los términos a discretizar son los siguientes,

—

/ gVu* - 0€dT
r

o

: / uVg* - §¢dT
I

3. / gVu* - dydly
Ty

s

. / uVg* - dydly
Ty

5. / ¢*Vu - oydl'y
Ty

6. / uVu* - dmdly
FV

1.-
e=NE
/ qVu*s€dl = / qVudléE = > f qVurdl » 6€ = (6.77)
T r e=l \T,
e=NE
ou*  ou*
; {/(qé‘yl quz) } ¢ (6.78)
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* J 8 *
z_: { /Fe 0;1d1—‘ /reqazzdr }66: (6.79)

=(mar{f, ogmr} were{] Sal V- e

teniendo en cuenta la expresién 6.33,

B * _ . * Ko () o w0
[t ) me ()| [ 0 T 0 Lo
Te Y1 I, Y2 0 (bffo 0 ¢30 0 co

e=NE Ou* } e=NE {/ ou* } ] .
= | = arbge ... ye= drb ¢ | P06 6.82
[2_1 {/chayl 1 PRy reqayz D3 (eco)OV (6.82)

si llamamos ¢ al nodo de colocacién, y L al mimero de grados de libertad establecidos en
la evolucién geométrica de Ty, igual a la dimensién del vector §v hemos obtenido el primer
sumando de la fila i de la matriz que llamaremos A, de orden NzI.

Definimos,

e ou* o o ou* o o
ai=| [, dgnarfer - S T [P 08

e=NE X
/ uVg*6¢dl = / uVg'dlég = » { / qu*dT} 58 = (6.84)

T T e=1 \T.
e=NFE N

o O ) .h
ez___:l {/ ( oy oy } ¢ 0-69)

e=NE X
oq* . / 8q } ‘
= ‘ é (6.86
2 U o [0 056
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= ( SeevE {/ gzl } e {/ 232 } >5£= (6.87)

teniendo en cuenta la expresién 6.33,

o— a £ o 8 * CcO 0 CO 0 co O
N ( Ze:iVE {/ u8q } Ze:]lVE {/ an } > 1 co i co ’ co P(ECO)(SV
r. 9uy1 r. 0y2 0 0 ¢ 0

1 3
(6.88)

€= 8 * co e= 8
- { ZejE{/F uﬁ:zldr} o ... Zesz{/r uaz }cﬁ ]P(ewé (6.89)

definimos,

s fer - w ([, ) o o

Y ou*  ou*
Vu*bydly = bydl, » =
/ 1 yev Z / q( Oyr Oyo > Y

Ty e=1 T.

siendo, NEV el nimero de elementos de contorno utilizados en la aproximacién de I'y.

Teniendo en cuenta la expresién 6.31,

ou*  Ou* ) ¢ 0 ¢ 0 93 0
) . PeSvdl, » = 6.91)
; {F/e < oy1  Oyo ( 0 ¢; 0 ¢y O P3 > ' } (

siendo
P¢ : matriz paramétrica correspondiente al elemento I,.

En la expresién 6.91, el vector év por estar determinado para I'y lo dejamos fuera del
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sumatorio, y la matriz P¢, por estar determinada para T, la dejamos fuera de la integral,

NEV N *
_ Z /q ( ou* Ou > p1 0 ¢ 0 o3 O AT, P Sv —
J Oyr Oy 0 ¢ 0 ¢y 0 ¢

e=1
e

NEV
- { Z {/( qg—;‘:% qg—”;;sbl qg—;ﬁqﬁz qg—;;% qg—;fsba q%ﬁ% )dFePe}}5V:

NEV . ) , *
- { Z {< /Fe Q%¢1dre /I‘e Q%ngdre )Pe}}év = (6.92)

definimos,

AP = (s {( [ agpore - [ aggoarJeel)  wo

NEV 9*  9a*
/ uVgoydly = Z / u< 8?31 832 >5ycl1“e -
Te

Ty e=]

teniendo en cuenta la expresién 6.31,

I
lingE

* g 0 0 0
/ u( 0g"  0q ) %1 %2 & PeSvdl, § = (6.94)
Ot O ) |0 ¢, 0 ¢, 0 g

[

el vector 6v por estar determinado en I'y lo dejamos fuera del sumatorio, y la matriz P¢,

por estar determinada en I', la dejamos fuera de la integral,

NEV
: dq*  Og* ¢1 0 dy 0 ¢
_ Z /u< a_ 6__ > 1 2
4 yi o2 0 ¢ 0 ¢, 0

e=1
e
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NEV
= og* ag* oq* e _
{Z {/( ughdy ughon ugho, ughes ughés uglds )drep }}&’*

NEV . -
={Z{(/Feugg?¢ldfe /Fe 89" . dT, )P}}&v

definimos,

Ag@:(g{( /Pe 8.6.dr, - /Fe 89" . dr ) }) (6.95)

e Ju Ou
*Vubydl'y = o — oydI’.
/q ey Zr/q<8y1 8yz>y

FV e=1

teniendo en cuenta la expresién 6.31,

pliid Bu  Ou ¢ 0 ¢y 0 g 0
_ q*<_ _> PeSvdl, p = (6.96)
Z‘T{F/ Oy Oy {0 61 0 ¢y 0 g

el vector v por estar determinado en I'y lo dejamos fuera del sumatorio, y la matriz P¢,

por estar determinada en I', la dejamos fuera de la integral,

- NiV /q*<% @> P00 00 00 gLy
e=1 |1 Oyr Oy 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ )

e

NEV
= { Z { 7 ( 6y1¢1 6y2¢1 8y1¢2 8y2¢2 ayl¢3 8y2¢3 )dFePe}}év:
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NEV

* Ou

q a_yl¢1dre

{

definimos,

NEV
st (£{( [, rive
e=1 Te

e=NEV

/ uVu*émdly = Z
Ty e=1
Es

N 0
e=1 T. Y

sustituyendo la expresion 6.42,
(
e=1 T. 8y1 8y2 J —le 0

|

ou*
Oy

Le

0 ¢,
—¢y 0

* Ou

7 3y,

* Ou

7 oy

/ uVu*dmdl.

e}

0
o3

¢3dl’, ) Pe} ov

%ﬂ;>Pﬂ>

}:

6y§1) ]

5y§1)

5yt

695

6y,

3)

¢3
0

|

8Ys

= (e)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

por estar los valores nodales determinados para cada elemento quedan fuera de la integral,
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55" ]

695"
e=NEV (2)
1 . Ou* ., Out . Ou*t . Ou* . Ou* . Ou* ) oyp

= - —¢;— —_— = — —(g— dr.
; /u ( ¢1 8y2 ¢1 6y]_ ¢2 ¢2 3’!/1 ¢3 8y2 ¢3 ayl 6y§2)

51"

6y5”

\ - (e) J

(6.102)

teniendo en cuenta la expresién 6.31,

e=NEV
1 . ou* . oOu* . ou* ., Ou* . ou* . Ou*
= S A Sl g 3,9 5.7 ) dr P v b =

) (6.103)

por estar el vector év determinado para I'y, queda fuera del sumatorio,

e=NEV
1 . ou* . Ou* . Ou* . Ou* . ou* - ou*
= = —p1=— — —(y— —  —(q— — [ dL Py p 6v =
Z {Juj < ¢ B ?1 B o)) 9 o s b3 7 ®3 N ) ()} v

e=1
(6.104)
e=NEV ; y
ug; Ou* / upg ou* ) }
— _ bk} ar, --- 3 dle | Py p 6V = 6.105
EZ:; {< /raJaw r. J on © (6.103)
definimos,

e=NEV . .
' ou* " ugg Ou*
A= % <_/ ugy 0w / ugs Ou* _ ,
7 ( { r, J 8y2dfe r. J 8y1 e P(e) (6 106)

e=1
Desarrollo del término libre.

En el presente apartado vamos a desarrollar la expresion,

%V’u (€) - 6¢ (6.107)
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aparecida en el término libre de la ecuacién 6.1.
En un punto y € I'y consideramos la base natural (n,t), siendo n el vector normal a I'y en

¥y, ¥ t el vector tangente, ambos unitarios. La base natural est4 relacionada con la base (e, eq)

mediante el tensor de transformacién,

ez

ei

Figura™6-2:

Tensor de transformacion:

cosa  sinao

—sinx cosa

Las coordenadas del vector gradiente Vu en ambos sistemas de referencia son las derivadas

direccionales, relacionadas ambas por el tensor de transformacién,

Vu( Ou g_;z )en(el,eg)

dy1
Vu(g—;‘i %)en(n,t)
Ou ' Ou Ou —si Ou
on | _ [ cosa sina | o | o | _ [ cosa —sina e
du i Su Ou i du
S —sina cosa o Bus sina cosa o

Igualmente para el vector €, consideramos sus coordenadas en ambos sistemas de referencia,
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relacionados por el tensor de transformacién,

5£ ( o1 (S) 5y2 (6) ) en (el, eg) (6108)
6 ( 6ya (&) e (8) )en(n,t) (6.109)
Syn (€) ) _ [ cosa sin o 8y1 (€) N 8y1 (&) _ [ cosa — sin « 8yn (€)
8y (&) —sina  cosa dya (€) Sya (&) sina  coso Sy (€)
| (6.110)

Desarrollamos la expresién 6.107,

1 1/ v bu ) ) 1/0 5}
EV"LL-(S& =5 ( e ;;% ) . ( Syn (&) y: (£) ) =3 (8—Z6yn (&) + (—9%(5% (ﬁ)) = (6.111)

teniendo en cuenta la expresién 6.110,

= % (% {cos adyy (&) + sin adya (&) + % (—sin ady; (€) + cos adys (5))) = (6.112)

teniendo en cuenta las expresiones,

Ju
=5 (6.113)
du  Bu  Gudf oul ‘
8t ar 9ol OEJ (6.114)
cosa = my
sinae = ng {6.115)




si indicamos con el superindice "°” el valor de las funciones en el nodo de colocacion,

podemos expresar,

ou 1

Y| =

1
§Vu - 0y (E) = €

_1 copco % “1 col s (5 co, co (au 1
=54 BE Jeo 2 ) OU1 )+ [ ¢ns” + 8_5

O
Jeo 1

COnCO _ % CO inco CO nCO _l__ 8_“ “ 1 nCD
q 1 8£ Jco 2 q 2 a& J(_\O 1

[NoR

teniendo en cuenta la expresién, 6.33

1 o ounN® 1 o oo Jur® 1 o )
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(o 0 &) i €0+ (52) s (s (©) ) =

(6.116)

) én @] — (6117)

N[ (€
) S - (6.118)
oya ()
(57/?
(ﬁyél
¢ 0 ¢ 0 ¢F 0 byt
0 ¢ 0 eF 0 ¢ || by’
_ ij;
(6.119)
o 0 ¢ 0 ¢80
oo ‘ ) e ‘P\f@w;\é
0 ¢ 0 ¢ 0 47
(6.120)



1 CO - CO 6u “ 1 co CcO CO -, CO 6u CO 1 co co
=3 q°ns°® — 3_£ Jcon2 € ... q°ng’ + (9_§ Jconl 3 P(eco)év

(6.121)
definimos,
1 ou “ 1 co €O, CO u “ ! co co
o3[ @ 2 (e () )
(6.122)

Teniendo en cuenta el signo de cada término de la expresién 77 definimos la fila i de la

matriz A de orden NzL,

A = —Agl) + Az(‘Q) X AZ(_B) . A§4) . A§5) . Az('S) _ Az('7) (6.123)

6.4 Formacion de un sistema lineal de ecuaciones.
La ecuacién integral 6.1, teniendo en cuenta las expresiones 6.76 y 6.123, la podemos expresar,

%m(g) — _fLéu+ A-dv (6.124)

El término %6?.1, (&), de igual forma que en el Método de los Elementos de Contorno, se

incorpora a la matriz H, sumando % a los elementos de la diagonal.

Definimos la matriz H,

| HY i #y
H: Hi= F (6.125)
HHY i=j
La expresién 6.124 se convierte en,
H.bu= Abv (6.126)
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6.5 Introduccioén.

En el presente capftulo vamos a exponer los procedimientos de integracién empleados en el

calculo de las integrales elementales obtenidas en la formacién de la matriz A, que relacionamos

a continuacion,
ou*

1. / q dr
r. Oy
og*

2. / u——dI'
r. Ovi

ou*
. dr’
/ Te 1 Oy; ¢

og*
. U dar
/ Te 8yi¢
-~ Ou
) *——ddl
/ req 3yi¢

' ugb du*
. — dar
6 / v T dy;

w

B

o

Para ello procederemos, en primer lugar, a la descomposicién de las funciones solucidn fun-

damental y flujo de la solucion fundamental, y sus derivadas, en sus partes estética y dindmica.

6.6 Descomposicién en partes estdtica y dindmica de las fun-

ciones solucién fundamental.

e Recordemos la expresién de la funcién solucién fundamental,

1 -
u = K, (M) (6.127)
2mp )

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de orden 0,

Ko(2)~ —In g —y+0(2) (6.128)
si llamamos,
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e i omion®

1) 2 T 2co
podemos expresar,
1 1 z
u AL (2) A R (2)

- e (l) a1 ()]

(6.129)

(6.130)

en la expresién A.36 tenemos la descomposicién de u* en sus partes estética y dindmica,

e Partiendo de la expresién de la derivada de la funcién de Bessel,

L Ko(2) = —Ki1(2)

derivamos la solucién fundamental u*,

ou* —3w wr
- L (BT,
dy;  2mpcy < o )T”

y teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de orden 1,

1 1
Kl(z):;+g(1n—;—+7—§> +O(z2)

iwr

si llamamos, z = &L,
c2

podemos expresar,
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(6.131)

(6.132)

(6.133)

(6.134)

(6.135)

(6.136)




ou*
Oy;

por lo tanto,

i l_}_z lnz+
2rpcy |z 2

=Ty n —twry |z 1nz
N 2rpr - 2wpey | 2

ou* _—twry, [z z 1 9
(ic)p=mme  (n5v-5) +0 )

e Recordemos la expresién del flujo de la solucién fundamental,

« —twor

o ¢z On

2 2

o (=)
C2

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de orden 1

b

1
2

K1<z>z§+f(1nf+7__> +0()

wr

si lamamos, z = ® podemos expresar
3 cg ) 3

por lo tanto,
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(6.137)

(6.138)

(6.139)

(6.140)

(6.141)

(6.142)

(6.143)



(q%) _:l_aﬁ
q 57 97r On

(@*)p = _wNorizfz, L
9)0=\"955 ) 6n [2\ "2 77

) +0 (zz)}

(6.144)

(6.145)

(6.146)

e Teniendo en cuenta la expresién de la derivada de la funcién de Bessel de orden 1,

9 (K (2)) = K0 (2)

wr

llamando, z = - podemos expresar,

por lo tanto,

8¢ —1[0 [1lor 19r 0
a@fﬂé@(?%)’“’f‘“z”r n oy

teniendo en cuenta,

podemos expresar,

por ser n; ; = 0, tenemos,

teniendo en cuenta el desarrollo,

146

O (1ory\ _(1or) _ (1) or
oy \ron) \romn)”" \r)”

(6.147)

(6.148)

(6.149)

(6.150)

(6.151)

(6.152)




Tyij = % (61_7 — Ty LRy ) (6153)

sustituyendo A.35 en A.37,

or 1 1 or
(a) i = ; (5J — T Ty ) n; = ; <nz — Ty 5;) (6154)

derivando,

0 [1dr —r,; Or 1 or
o, <;%> = 78_1’1 + -z (m — Ty %> (6.155)

sustituyendo en A.42,

O¢* =1 [[/-ry0r 1 or 1 or i )
G = (7 o (o)) R 0+ 15 et 2 o -
_1 ZU) ]. a/r w2 ar
= 5 [g; (nl —2ry; 8—n> Ki(2) - gm Ky (2) %} (6.156)

considerando el desarrollo en serie de Ko (2) y K7 (2),

¢ _ -1 fawl/ Or\ [l z/[ =2 1 b w? 2
Oyi B %{gr (nz 274”(9n> L+2<1n2+’y 2>+O(6 )J C%Tﬂ {—IHE f)+0(z)}
-1 or 1 =z 1 2 1 w? or
= m(nz 27",16 )z{—-{——z—(ln—é%—v §>+O(z)}+2 C%T,ZKO(z)a
por lo tanto,
o~ (5),~ (55
- + 6.158
Oy; Oyi ) g Oy ) p ( )
oq* -1 or .
=——=(n; —2r,; — 1
(8y¢>5 2772 (nz " 8n> (6.159)



o*\  w? or 2 1 1 iw or o 1 w?  Or
<8yi>D 4wl <n1 2 %) <ln 2 Y- 5) 21T ¢ (nz 2 8n> O (x )+27r c2 " 5;11{0(4

(6.160)

6.7 Integracién de las funciones elementales.

En la presente tesis, la integrales obtenidas en la formacién de la matriz A, cuando la fun-
cién integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, se han cal-
culado por procedimientos numéricos, utilizando las férmulas de Gauss-Legendre y de Gauss-
logaritmica, expuestas en al Anexo n° 1.

Por el contrario, cuando la funcién integrando presenta singularidades en el dominio de
integracién, lo que ocurre generalmente cuando el nodo de colocacién, origen de las funciones
radiales, esta incluido en el elemento de integracién, los métodos numeéricos no son convenientes
para el cdlculo de la integral, por lo que hemos recurrido, en estos casos, a procedimientos

especiales de integracién, objeto del presente capitulo.

6.7.1 Andlisis de singularidades.

En este apartado vamos a analizar las posibles singularidades que pueda presentar el cédlculo
de las integrales cuando el nodo de colocacién esté incluido en el elemento de integracién,
estudiando por separado la integracién de las partes estédtica y dindmica, y exponiendo los
procedimientos empleados para el cdlculo de cada una de las integrales singulares.

Para mayor claridad en la exposicién, hemos alterado el orden de estudio de cada una de

las integrales, pero no asf su numeracion.

Integral n° 3

our [ f[dur ou” B
[oaem= [ (50). (5) o=

Te e
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_ —Ty —WTy; z z _l 9 _
_/q{QW#T+ 2110y [2 (1n2+’y 2) +0 (z )}}qﬁdI‘_

Te

q

—Ty —wr,; |z z 1 2

d 7|z d —-=
27T/W¢ F+/q27m02 [2 <1n2+fy 2>+O(z )] @dl’
Le

e

Integral n° 3 (parte estdtica)

/ gL 3dr
2mur

€

(6.161)

(6.162)

Analizamos el comportamiento de la funcién 7y, cuando el nodo de colocacién estd incluido

en el elemento de integracién.

(6.163)

Algebréicamente el valor de la funcién r,;, cuando nos aproximamos al nodo de colocacién

es indefinido:

0
r—>0:>7‘,i—>6

Sin embargo, graficamente podemos deducir el valor definido de la funcién,

segun se observa en la figura 6-3, cuando r — 0,

51 = COSQx — COSQy

ro = sina-—sinog

siendo oy la pendiente de la tangente a I' en el nodo de colocacién £

El valor limite de 7,; cuando r — 0 es distinto por la derecha y por la izquierda.

En efecto, de la figura 6-4 podemos deducir,
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X2

X1

Figura™6-3:

7,1 — COSQy =a
r — 07 = t i (6.166)

o — sinq; = b
r,1 — cos (180 + a4) = —a
r —- 0T = ( ) (6.167)
7,0 — sin (180 4+ ay) = —b
En la figura 6-5 representamos el comportamiento de la funcién r,; cuando r — 0,
Como consecuencia del comportamiento de la funcién r,;, conclufmos que la funcién in-
tegrando de la expresién A.31, presenta una singularidad cuando r = 0, haciéndose su valor

infinito, pero con distinto signo si se apréxima por la derecha o por la izquierda,

ro— 0f = =2 o (6.168)
P 0= % — 400 (6.169)

. . —Tyi
En la figura 6-6 representamos el comportamiento de la funcién —2 cuando r — 0.
T
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Figura™6-4:

r>0*

>0~

Figura™6-5:

—Ty

. i . . o1
La funcién q27r,ur¢ presenta un comportamiento andlogo a la funcién —» Y por lo tanto,

seglin se expone en el anexo n° 1, el valor principal de Cauchy de la integral A.31 es convergente.

Tomamos por tanto:

Ty T
— = ——¢dl’ .
/q27r,u,?" ¢dl’ VPC/q%r#Tgb (6.170)
Te

e

El célculo del valor principal de Cauchy, lo hacemos regularizando la integral segin se

expone en el anexo n°l,
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ri/r
0"
- r
70"
Figura™6-6:
VPC / Tt gar = / i)+ ar Y g ype / qr dI‘ (6.171)
2mur
En la expresién 6.171 encontramos las siguientes integrales,
L ]
g P 0, O 4O
/ a(zri) @+ arid” (6.172)
2mpr

e

en el entorno del nodo de colocacién, podemos aproximar el valor de la funcién gr,; ¢ con el

primer término de su desarrollo en serie,

qri ¢ = q°r,] ¢° + TOS = qryi ¢ = ¢°r,] (6.173)

la integral A.27 es, por tanto, una integral regular y podemos emplear para su célculo

prodedimientos numéricos.

VPC / i ’"’z (6.174)

Analizamos la funcién j—lﬁ
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En cada punto de I', el vector dI" toma la direccién de la, tangente. Sillamamos t al vector

tangente unitario,
dy1 dys
dI' : (d =, =
(yladyQ)ét (dradr>

el gradiente de la funcién r es,

Vr: (7‘,1,7‘,2) :%(yl —§l>y2 “52) = ﬁ

el vector normal unitario es,

(dya  dyr
n'<dr’_ﬁ>

aplicando la regla de la cadena,

dr or dy;  Or dyy r
dC = Gy db T agdr -~ VT

de la figura 6-7 deducimos,

- — d
r o ot (v2 = &3) — dya érﬁdréiﬁt:%—u
(1 — £1) — din I
— —d
r — 0 (y2 52) - v2 =r — —-dr :>i — —t iﬁ —

(y1 — &) — —dna x| dr

Teniendo en cuenta las componentes del vector normal en el nodo de colocacidn,

o .
n: ( SINQy — COS Oy >

y las expresiones 6.166 y 6.167, y 6.179 y 6.180, podemos expresar,

7,1 —* COS (¢ = COS atg—; = —ngg—l’l

r — 0=

o — sinag = sinat(‘f—lﬁ = n‘fg—;
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(6.175)

(6.176)

(6.177)

(6.178)

(6.179)

(6.180)

(6.181)

(6.182)



Figura™6-7:

dr odr
B 7,0 — — COS Q¢ = COS Qg = —MNo T

r 0 ar — dr
Tg— —sinog = smatgr. = n‘{jf,

concluimos,

y sustituyendo en A.28,

2mrur

01
VPC / etan e
VPC / e g
Le

2mpr

VPC’/ J_Mdp
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(6.183)

(6.184)

(6.185)




Para el célculo de las integrales 6.185, distinguimos los siguientes casos:

e El nodo de colocacién es un punto interior del elemento:

Figura™6-8:

Sy
o o\ dr 1o
Vpc/wdpzvpc/

mUr

2mpr

¢ (F1) GF¢°

° o Sr o
Ctim ] [ LERES / RSl Ly
e—0 2w ur 2mur
i So+e
€ o] Rf o ( o) d)o
net
= lim /q Si +/‘q )¢ 4
£—0 2wur 2mur
R; £
Ry
¢ (F19) ¢° / dr [dr_a(Fn) ¢,
27ru 2
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Ry

R;

(6.186)

(6.187)

(6.188)

(6.189)



e El nodo de colocacién coincide con un nodo extremo del elemento; en este caso calculare-

mos la integral correspondiente a dos elementos de contorno consecutivos.

Figura™6-9:
d 5 d
o} nq ar o 0 o) gr o
VPC / T T ar? (q;wirdf‘p dr = VPC / LSaC L i (q;?;rdl‘é dr = (6.190)
Te4Tet1 S;
{SO_E 0 o\ dr .0 51 o o\ dr o0
= lim / Mdlﬂ + lim / wcﬂ" = (6.191)
e—0 2mpr e—0 2mur
Si So+e
€ (2] (] Rf
] O o] O o
— lim / GO YL / G (6.192)
e—0 2mur e—0 2mpr
R; €




€ R
_ 1im{q°($n?>¢°/ﬁ}+hm q°(¢n3)¢°/f@ _

e—0 2m
R;

9° (Fng) ¢° ..

N (mr\#)!%{(lns—ln&)ﬂlnzzf—ms)}=
¢ (Fn7) ¢° |
B T )

Integral n° 3 (parte dindmica)

—twry, [z z 1 9
/qh27ru02 [2 <1n§+7— 5) +O(z )} ¢dl’
T

(=3

(6.193)

(6.194)

(6.195)

(6.196)

El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, por lo que,

hemos calculado la integral por procedimientos numéricos.

Integral n° 1

ou* ou* ou*
dar = + | — dl’ =
qayi /q{<3yz‘)s <8yi>D}

€ e

—ry  —twry |z z 1
= 2 212 (2 - = A Vdr =
/q{27rw+ 2 pica {2 <n2+7 2)+O(z )J}

€

R —wr,; |z z 1
= *dr — 212 (|mZ —=140(2H)|dr
/qQTer +/q27wcz [2 <n2+7 2> tols )}

(= €

Integral n° 1 (parte estdtica)

—r
—*dr
/q27r,ur
Te

Igual que en el caso anterior, tomamos,

—7r.; —T. .
“dl' = VPC = dr
/ q27mr 4 / q27r,u7"
T. Te
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(6.198)
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Para calcular el valor principal de Cauchy, regularizamos la intregral,

VPC / s Ll = / a(= 7”’2172:‘1 " 4T — VPO / a°r mdl (6.200)
T

E

/q(—?‘,i) +q°r,] ar = / q(—rs) +q°rg dFdI‘ procedimientos numéricos.

27 pr 2mpr
Te Te
(6.201)
e En el caso de que el nodo de colocacién sea un punto interior del elemento,
vPC / 75 — vpo / S G g VPC &7 g
2m pr 27rm" 27 pr
= lim / @Il & dl’ + / In? ] o ——dlgr b =
e—0 2mwpr _ 2mpr
S; Sote
¢ ] o Rf o] o
— lim /——q I dr—i—/——q L -
e—0 2mur 2mur
R; €
_ g i dr q |7" Ry
= Tomu E_}g / / In R (6.202)
podemos concluir,
i q(~ryi)+q°|rs @ir?|, R
VPC i gondl = d dfdr i)y =L ,
/ / o r o n R (6.203)
Integral n° 1 (parte dindmica)
—tWry; | 2 z 1 9
/q ot [2 <1n 5 + v - 5) +0 (z )} dl’ (6.204)

e
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El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, por lo que

hemos calculado la integral por procedimientos numéricos.

Integral n° 6

ug du* ug ([ Ou* ou*
/dei /J{<8yi)s+<ayi>p} : (6:205)
e e
) T | 2mur 2mpey |2 oY Ty - '
Te
’LL¢ —Ty
= - d T .
JEIEaS o0m
Te
uqb —twry; [ 2 z 1 9 _
Integral n° 6 (parte est4tica) '
U¢ Y
/727T#T‘dr (6.209)
Te

Igual que en los casos anteriores, el valor principal de Cauchy de la integral A.44 es conver-

gente. Tomamos,

up —rs
/ o kT = VPO / g (6.210)

(=3

Regularizamos la integral como se indica en el anexo n° 1,

ud) —T,
P ——>—dI’
4 C/ J 27rm~d
ud u°¢’ o dr u°¢’ oy dr
_ 7(_T71)+ Jo I(_T"Z) dFdI‘_/ Jo l( T"L) |drd1":
2mpr 2mur
Fe [

159



LN dr
_ / J ( )Z)+ Jo ‘( ) IdFdI‘ |( T,Z |/_(6 211
Te

2rpr 2m J°

Calculamos las integrales obtenidas en 6.211,

ug u’d’ dr
7( T’az)+?|( i) lﬁ
/ dl’ = procedimientos numéricos (6.212)
2mur
Te

e En el caso de que el nodo de colocacién sea un punto interior del elemento,

u’g’
' - =) | (In Ry —1 21
Qm,ol ", IVPC/ — 5 ()] G Ry = In R (6.213)
podemos concluir,

ug u°g’ dr

s (=) —— (1) = 040 R
7’L J JO dl‘\ U ¢ o f

a o 70 I\ — (6.

Te
Integral n° 6 (parte dindmica)

ugf) —{wWT,; z _1 )
/ J 2mucsy [2 (hl 2 T 2> +0 (z )} dr (6.215)

e

El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, por lo que

hemos calculado la integral por procedimientos numeéricos.

Integral n° 4

f 8q oq* oq*
dl’ = = .
F ay{q;r F/u{(ay);(ayi)l)}mr (6.216)
= / u { 2;2 <n —2r,; %) } $dl+ (6.217)




w? or z 1 1w or 1 w? or
i = 27y o 5 —5) s | =2 o= AVt e
+/u {4#0% <n " 8n> (ln 57 2) 2mr ¢y <n o 8n> 0 (=) + 2 3 " 3nK0 (z)}

(6.218)

Integral n° 4 (parte est4tica)

-1 8
/ u { s <n — o, é) } ¢dl’ (6.219)

Te

Analizando la expresiones,

(6.220)

or _ _ (=& 1§ y1 =& Y2 — &
on =Vr-n= < - 5 - . (7‘1,1,')12) = Tnl + TTZQ (6221)
deducimos que la funcién integrando de 6.219 consiste en una combinacién lineal de tér-

minos de la forma ;15 y T%, por lo que nos encontramos ante una funcién de comportamiento

hipersingular cuando el valor de r — 0.

Para facilitar el cdlculo de la integral hipersingular 6.219, mediante la consideracién de
su parte finita, tal como se expone en el anexo n° 1, nos aseguramos de que las funciones

hipersingulares est4n multiplicadas por una funcién continua y con derivada continua.

Para garantizar la continuidad en el elemento de integracién de las funciones de forma y de
sus derivadas, asi como de la funcién potencial u, obtenida por interpolacién de los valores noda-~
les, utilizaremos elementos de contorno no conformes, definidos en el capftulo 4, como aquellos
en los que nodos de colocacién y nodos de interpolacion son desplazados cuando coinciden con

nodos extremos del elemento, tal como se indica en la figura 6-10.

Procedemos a la regularizacién de cada una de las partes de la integral 6.219,
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\

\
\
N\

x NODOS GECMETRICOS

© NODOS DE INTERPOLACION

[ NODOS DE COLQCACION

Figura™6-10:

-1 or -1 T4 Tsi 8T

Te Te

/ w2 pdl (6.223)

Consideramos el desarrollo en serie de la funcién n,,

n: (7’1,1) ; n; = (ni)szso + <%> AS+TOS (6224)
ds /) 5—go

teniendo en cuenta,

dny _ (4 (9 _ (L (6.225)
ds /) g_go ds \ ds /) g_go ds? ) g_go '
dna _ (4 __ (% (6.226)
ds ) g_go ds ds ) ) g_go ds? ) g_go '

y teniendo en cuenta las expresiones de y; y J en funcién de la coordenada natural ¢,

ui(©) = 6. Qv+ (Ou® + 65(Q) Y (6.227)
I = j—z (6.228)
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deducimos,

d*y;

d?y; d?y;

ds? ac’

por lo tanto podemos expresar,

am

ds S=So
dns

ds 5=5,

De la figura6-11 podemos deducir,

Figura™6-11:

_ @ dy;
ds?2 ~ ds \ ds

d

d
d (dy\ _ d [dy1
d_c($> N d_C<dCJ
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(6.232)
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d
As=35—38,= |As| ~r = As ’I‘E% (6.234)

Considerando el desarrollo en serie de la funcién un;¢ (s),

unib = u° (15)° ¢° + ((un,-qs)’)o AS +TOS (6.235)

procedemos a la regularizacién de la integral 6.223,

un; g
/ dl = (6.236)
Te
wnig —w® (n)° 9° | 4| — ((wnig) )" r
_ / 5 dr + (6.237)
Te
o N\O 1o d_’r
+ / %df (6.238)
Te
((Uﬂi@,)or%
+ / . dr (6.239)
T
Te
Calculamos las integrales obtenidas,
¢ o
unig —u® (n:)° 6° | 45| — ((unig)')
/ g ( ) L ar (6.240)

Te

en el entorno del nodo de colocacién, podemos aproximar el valor de la funcién un;¢ con

los dos primeros términos de su desarrollo en serie,

dr

ungg =~ u’ (n;)° ¢° + ((umd))l)o AS =u’(n;)° ¢° %‘ + ((umqb)l)ora-f (6.241)

la integral 6.241 es, por tanto, una integral regular y podemos emplear para su célculo

procedimientos numeéricos.
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e Considerando que el nodo de colocacién es un punto interior del elemento de integracién,

/ - (LO il dr

Te

pf (hm { / Mﬂ})
FPe—S.+T.

So—E sf
. d d

S Sot+€
e Ry
o 0 Lo . —dr “dr
u® (n;)° ¢°pf lim /T—QJF/E =
R; 3
0 (0 N0 40 1 1 1 1
() (S L (6.242)
() R/L Rf .

e Considerando que el nodo de colocacién es un punto interior del elemento de integracién,

((umig))" &

/ dFdI‘
r

Te

podemos expresar,

VPC/ Mdr

) ar
- (@) & )
e—0 r

r‘e*s’s“r‘Fs

“ar Fa

AN T T

(twme)) 1m0 [+ 51 =
R, e

((unm)’)ogi_% {lne —InR; +In Ry —lne} =

((unigb)/)O (InR; - InR) (6.243)
/ 2uﬁ@¢dr (6.244)
r2 dn ’

—
o
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r,; Or _ ry (Or/On

Te Te

Consideremos el desarrollo en serie de la funcién ur,; (‘%/ an) o,

ur; <8T/6n> ¢ — u° (T,i )o <a7'/(9n>o ¢o +TOS (6246)

T T

teniendo en cuenta la expresién 6.184, podemos expresar,

dr/on dr (0r/omn\°
ur,; ( {‘ ) ¢ ~u’ (Fn?) T ( 7/n > ¢ (6.247)
siendo,
) =1=i=2
7 ’ (6.248)
j=2=i=1

Regularizamos la integral 6.244 utilizando el primer término de su desarrollo en serie, segtin

se expone en el anexo n° 1,

Ty or _

(orjon , o) dr (9r/on
e O (o) ()

e

Célculo de las expresiones obtenidas en 6.250,
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(6.251)

en el entorno del nodo de colocacién, podemos aproximar el valor de la funcién ur,; (‘%{, 6“) 0]

con el primer término de su desarrollo en serie, tal como se indica en la expresién 6.247; la inte-

gral 6.251 es por tanto una integral regular y podemos emplear para su cédlculo procedimientos

numeéricos.

e Célculo de la expresién,

(M>o (6.252)

r

estableciendo el origen del sistema de referencia en el nodo de colocacién, podemos expresar,

or T Ty zidry g da;
El'——V’f“l’l—’)‘,znl——TI—TL]_-{-T’N,Q—?E—?E (6253)

Figura™6-12:
como se aprecia en la figura 6-12,
r — 0f=As=r (6.254)
r —= 0T =>As=—r (6.255)

consideramos el desarrollo en serie de las funciones z; (s),
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dz1\° . 1 (da?\°

z1(s) = o (so)—}—(—d;l—) As+§<£—%> As® + TOS (6.256)
dzs \° 1 /dz2\°

22 (s) = o (so)—i—(d—;) As+—2—<%> As? +TOS (6.257)

teniendo en cuenta que x; (s,) = 0, y considerando As = r (se obtienen iguales conclusiones

considerando As = —r),
Ty diL‘l ° 1 d$2 ¢
x9 dza\° 1 [(dx3\°
= (T) 5 (ﬁ) " (6.259)

. . , dz;
consideramos el desarrollo en serie de las funciones d_ﬁ (s).

dlfl . d(l’ll d.’l)l
day _dza dzo
ds = —(—1,-“ (s ) +T0OS8 ~ ( s ) (6.261)

multiplicando las expresiones, 6.258 por 6.261 y 6.259 por 6.260,

x1 dxg "dxi\° /dza\° 1 d’rr‘{ ¢ dzy\°

o1 ~ B s azz \ - 5
r ds ( ds ) < ds) -+ 2 (d.32 T r (6.262)
zpdry [(dw)\® (dei\® 1 (dad\® [de\°
(B S e

restando las expresiones 6.262 y 6.263,

zidry  zodry 1 [/dx?\° [dzo\° 1 /dz3\° (dz1\°
_ _— — = — R R "o e = 2
rds T ds 2 (ds‘z s ) " To\ge ) V)T (6.264)




) =a ) (2) - &) (2)] o

teniendo en cuenta las expresiones de n;,

dm% © d:l:% ° o
[n?<d52> +7’Lg (m J (626@)

Integral n° 4 (parte dindmica)

w? or z 1 1 dw Or 1w r"’

——(n;—2r; 21 = —— ] = i C — A (z) ¢
/u{é]ﬂrc% (n T, 3n> (1112 + 7y 2) o o ( — 27, rn) )(/ Z?T " 0 /)f e
r

“2

e

(6.267)
El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracion, por lo que

hemos calculado la integral por procedimientos numéricos.

Integral n° 2

oq (dq ( 1
I AT —
uayidF / { \ dyJ dyJDJ{”

2 G\ \ | . 1 w2 &
[ w ar ( z 1 1 dw / A 1\ w? o
TR ng—2r; — | [ln= +~— =] — ‘ O (2% + - g
+/ {4?111-0% ( 1 )l dn) h‘t“ 2 “r 2 } ‘ T ‘ : “ ‘ k J‘ ‘ ";‘ - i4¢ ‘
T. '
Integral n° 2 (parte estdtica)
1 Ory
U J — w\(‘m\‘; —2r; — | ﬂ dar (6.269)
| 2772 % “in)

r,

planteamos igual que en el caso anterior,




—1 or -1 7, 7.5 Or

J 18- (o) rh

2
Te
o Ao | dr
/“ (”1)2 Fi dTr
r
Ce
((unz)) 7"512
+ / ——dr (6.271)
Te
Calculamos las integrales obtenidas:
* [}
un; — u° (ni)"‘g—; - ((uni)) rg—lf
/ . dl’ : procedimientos numéricos (6.272)
Te
[
u? (n:)° | g - u? (ni)° | gF |
/ ) ar = pf il—{% / T2 ar B
1-\e FE—SE+FE
So_.E d Sf d
_ 0 (1 \OT; e ar _
= of (u () 135{/ v5+ [ })
84 So+€
“_ar fd
0 i —ar S W
= wmyps [t [+ [S 1] =
Ri g
. 1 1 1 1
- vl (im{z- g -5 1)
= —u®(n;)° <i+i> (6.273)




€ Ry
no . dr dr
- () i 2 2 -
R; &
= ((uni)'y;% {lne—InR;+InRf —Ine} =

- ((um)')o (InRs —InRy) (6.274)

f ) ma ey, [rE ),

r T
T. r.
(9rLOn) _ o (pg) dr (Orfon)° Ry
ur, - u’ (Fng) - o
. s () - f ( >dr+u°(¢n;?) (8ri@n) /.dl" -
T
Te i
dr/én o o\ dr {8r/on\°
ury (=5 ) —ul (Fnf) § (L 0
- of RN R R g () (52
Te

Calculamos las integrales obtenidas en 6.275 como indicabamos en el apartado anterior,

dI' : procedimientos numéricos (6.276)
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e Tomaremos,

() 4

Integral n° 2 (parte dindmica)

w2 or z 1 1 dw or 1 w? 9
' 3 | M — 2r o st Y—5) 5=\ ni—2ri 5 Nt oo
/u{‘mcé (n " ('3n> (ln 2 i 2) 27T Co (n " 6“) © (z ) + 27 2 i anKO (z)}df
T

) (6.278)

El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, por lo que

de?\°  , [(dz3\°

hemos calculado la integral por procedimientos numéricos.

Integral n° 5

"L 0u
1 Oy

¢dl’ (6.279)

Te

El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracién, por lo que
hemos calculado la integral por procedimientos numéricos, sin necesidad de descomponer la

funcién en parte estdtica y parte dindmica.

172




Capitulo 7
Aplicaciones numéricas

7.1 Introduccién

La resolucién del sistema lineal de ecuaciones obtenido en el capitulo seis, nos permite calcular
valores de las variables geométricas establecidas para la resolucion del problema inverso, que
aproximan la geometria vy posicién del contorno variable T v, a la geometria y posicién del
contorno real del hueco, I' . Mediante un proceso iterativo, en sucesivas resoluciones del sisterma
de ecuaciones para geometrias del contorno variable cads vez mas préximas al contorno real,
podemos conseguir la coincidencia de ambas, quedando resuelto de esta a forma, el problema
inverso de identificacién.

Hemos elaborado un programa informético en lenguaje Fortran, que, para las sucesivas

geometrfas del contorno variable, resuelve el sisterna de ecuaciones obtenido, calculando el

’3

valor de las variables geométricas, y obteniendo una nueva geometrd v posicién del contorno
variable més préximas a la rezl.

El programa informético inchiye las subrutinas necesarias para realizar el calculo de las
integrales en el contorno, previamente aproximado mediante elementos cuadréticos; en los casos
de regularidad mediante procedimientos numéricos, y en los casos de singularidad, segin los
procedimientos de regularizacién expuestos en el capitulo siete,

Incluimos en €l presente capitulo los resultados de un total de quince aplicaciones numméric
de nuestro programa informético. En todas ellas se resuelve el problema inverso de identificacion

en dominios bidimensionales, bien sometidos a estados elastostaticos antiplanos, bien sobre los

p—
=1
L



que se ha planteado un problema de potencial.
En todas ellas el problema inverso de identificacién ha sido resuelto, determinando la geo-
metria y posicién inicialmente desconocidas de un hueco existente en el dominio, lo que nos

permite concluir la bondad del algoritmo tedrico propuesto en la presente tesis.

7.2 Aplicaciones numéricas

En cada aplicacién numérica hemos resuelto previamente el problema directo, es decir, hemos
calculado, considerando la geometria real del dominio, el potencial o el flujo de potencial en los
nodos del contorno cuando no son conocidos como condiciones de contorno, mediante aplicacién
del método de los elementos de contorno.

Posteriormente, considerando una geometria y posicién supuestas para el contorno del hueco,
y tomando el nimero necesario de valores resultantes del problema directo en concepto de
mediciones experimentales, hemos aplicado nuestro programa informético para la resolucién
del problema inverso de identificacién.

En el presente apartado comentamos los resultados obtenidos.

7.2.1 Funcidn residuo.

Para conocer la evolucién del proceso iterativo, hemos definido la funcidn residuo, como la suma
de los cuadrados de las diferencias entre los valores nodales de tensién o desplazamiento tomados
como medicién experimental, y los valores nodales de tensién o desplazamiento calculados en

la resolucién del problema directo en cada una de las iteracciones,

i=M
Z 2
res = (xexp - witer)
i=1
siendo,
t = 1...M nodos con medicion experimental
Zexp : wvalor experimental de tensién o desplazamiento
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Titer : valor calculado de tension o desplazamiento en cada iteraccidn

La funcién residuo cuantifica en cada iteraccién la mayor o menor proximidad de las geo-
metrias supuesta y real del hueco, siendo igual a cero cuando ambas coinciden.
El desarrollo tedrico incluido en la presente tesis, no incluye la aplicacién de procedimientos

de minimizacién a la funcién residuo, aunque sus valores se hagan minimos.

7.2.2 Aplicaciones numéricas 01-05.

Las aplicaciones referenciadas como 01, 02, 03, 04 y 05, resuelven el problema inverso de identi-
ficacién planteado en un estado elastoestético antiplano. El dominio de definicién es una placa
cuadrada de dimensiones 6 x 6, con un hueco centrado de dimensiones 2 x 2, de un material

cuyo médulo de elasticidad transversal es,

G — 0158 ( ud. fuerza )

ud. superficie

sometida a condiciones de contorno consistentes en desplazamientos uniformes y opuestos
en dos de sus laterales, tal como se indica en la figura 7-1,

Para la resolucién del problema inverso, hemos considerado una posicién y geometria supues-
tas para el hueco; en estos primeros ejemplos, la posicién y geometria supuestas son préximas
a la real; y hemos impuesto variables geométricas elementales, desplazamiento, rotacién, di-
latacién... de tal forma que el mimero de grados de libertad en la evolucién geométrica del
hueco es igual a uno. Hemos considerado en cada caso el ntmero minimo de mediciones ex-
perimentales necesario para la convergencia de la solucién, tomando los valores de tensiones v
desplazamientos obtenidos en el problema directo.

La aplicacién de nuestro programa, ha determinado en cada caso, después de un numero
reducido de iteracciones, la posicién y geometria real del hueco.

En la aplicacién referenciada como 04, aunque la solucién es convergente, el nimero de
iteracciones necesarias es elevado; ello se debe al reducido valor de la funcién residuo para la
configuracion inicial, y para todas las posibles configuraciones iterativas, debido a su proximidad

con la configuracién real y al tipo de evolucién geométrica impuesta.
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u=-—1

Figura™7-1:

Se pone de manifiesto una menor eficacia de nuestro método cuando los valores de la funcién
residuo son muy pequefios; es decir cuando las configuraciones supuesta y real estdn son ya

practicamente coincidentes.

7.2.3 Aplicaciones M1,M2,M3.

Las aplicaciones referenciadas como M1, M2 y M3, reproducen los ejemplos de resolucién del
problema inverso publicados en la referencia bibliografica [1]; consisten en un dominio bidi-
mensional 2 X 2, sobre el que se plantea un problema de potencial, siendo las condiciones de
contorno las indicadas en la figura 7-2. El dominio tiene un hueco cuya posicién y geometria se
desconoce.

El autor de la publicacién resuelve el problema inverso de identificacién mediante la mini-
mizacién de un funcional por el algoritmo de Levengerg-Marquadst.

En la aplicacién referenciada como M1, la geometria real del hueco es eliptica, de semiejes
a=0,05y b=0,025, estando el semieje mayor alineado con el eje X; su posicién es centrada,
tal como se indica en la figura 7-3. Se adopta como geometria supuesta la de un circulo centrado

de radio igual a 0,1.
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u=400 u=30

Figura™7-2:

Aligual que en la publicacién de Mitra, se ha resuelto el problema inverso tomando un nime-
ro de mediciones experimentales, M = 8,10 y 12, utilizando en la aproximacién del contorno
un nimero de elementos igual a 24.

Indicamos a continuacién los resultados obtenidos por Mitra, junto con los resultados obte-

nidos en la presente tesis.

e Resultados obtenidos por Mitra:

N° MED. EXPERIMENTALES N°? ITERACCIONES % ERROR SEMIEJE a % ERROR SEMIEJE b

8 81 0.1 0.04
10 83 0.1 0.04
12 83 0.1 0.04

e Resultados obtenidos en la presete tesis:

N° MED. EXPERIMENTALES N¢ ITERACCIONES SEMIEJE a SEMIEJE b

8 4 0.0275  0.0318
10 ) 0.0433  0.0267
12 5 0.0471  0.0258

Podemos concluir que el algoritmo teérico propuesto en la presente tesis consigue la con-
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vergencia de la solucién del problema inverso en un nimero de iteracciones muy inferior al
necesitado por Mitra para minimizar su funcional. Igualmente podemos observar, que en casos
de gran proximidad entre las configuraciones supuesta y real, es decir, de valores reducidos de
la funcién residuo, la precisién de los resultados obtenidos por Mitra es mayor que la precisién

de los resultados obtenidos en la presente tesis.

GEOMETRIA SUPUESTA

CEOMETRIA REAL

u=400 u=50

Figura™7-3:

Las aplicaciones referenciadas como M2 y M3, suponen como geometria real del hueco el
poligono irregular de ocho lados indicado en la figura 7-4, siendo las coordenadas de sus vertices

las siguientes,

Figura™7-4:

178



0.533 0.533 0.433 0.433

0.533 0.233 0.233 0.433
0.483 0.183 0.183 0.483
0.433 0.233 0.233 0.533

La aplicacién referenciada como M2, adopta como geometrfa supuesta del hueco, una geo-
metria idéntica a la real, pero partiendo de dos posiciones distintas en el dominio, tal como se
indica en la figura 7-5. En ambos casos, referencias M2a y M2b, la convergencia del método es

total, consiguiendo después de un nimero de iteracciones alcanzar la posicién real del hueco,

haciendo igual a cero el valor de la funcién residuo.

CEOMETRIAS SUPUESTAS CEOMETRIA REAL

™
\\
u=400 || U=50
-

Figura™7-5:

En la aplicacién referenciada como M3, hemos tomado como geometria supuesta del hueco
un circulo centrado en el origen de radio igual a 0,1. Hemos resuelto el problema inverso
imponiendo evoluciones geométricas con un nimero creciente de grados de libertad, desde el
desplazamiento plano (n® grados de libertad igual a 2), hasta la deformacién total (nimero de
grados de libertad igual a seis). En todos los casos, el método de resolucién converge hacia una
geometria y posicién del contorno variable, lo més préxima posible, compatible con las variables
geométricas impuestas, a la solucién real, haciendo practicamente nulo el valor de la funcién

residuo.
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CEOMETRIA SUPUESTA q — O CEOMETRIA REAL

N

u=400 u=50

q=0

Figura™7-6:

180



APLICACIONES NUMERICAS

p7=0.324E7 p6=0.234E7 p5=0.324E7
ub=0.9982382
| e e -Jv
[ ] . 2 [ 3
| 1
| |
7
u=~1

APLICACION N*: 01

NUMERO DE ELEMENTOS: 8

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 1

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
VARIABLES GEOMETRICAS: u2

CRITERIO DE PARADA: valor limite funcién residuo




APLICACIONES NUMERICAS

APLICACION N*: 01
EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNQO VARIABLE

0.006 —

0.005 —

0.004 -

0.003 -

VALOR DEL RESIDUO

0.002 -

0.001 -

0.000 —

0 1
NUMERO DE ITERACCIONES




p7=0.324E7 pE=0,234E7 pE=0, 32457

uB=0.8982382  yfe0 0883061

| |
o ——— |
| ‘
S |
A

u=—1

APLICACION N*: 02

GEOMETRICAS: ui,us
CRITERIO DE PARADA: velor Ifmite funcifm resfdun

Ud=—, DOLBEET 24




APLICACIONES NUMERICAS

02

EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNO VARIABLE

APLICACION N*:

i

2
NUMERO DE ITERACCIONES

1

Jjjj%ﬂ:_::__:::::_j::::
~ONONONTONT-OD

NN ™ ™ v

COO00O0O0OOO0O000

W321.
000
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APLICACITINES NUMERICAS

p7=0.324E7 p6=0.234E7 p5=0.324E7

u?=0.9993068 uB=0.9992362 uS5=0.99938051

A

=1

APLICACION N*: 03

NUMERO DE ELEMENTOS: B

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 3

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
VARIABLES GEOMETRICAS: ul

CRITERIO DE PARADA: valor lfmite funcifn residuo




APLICACIONES NUMERICAS

APLICACION N*:

03

EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNO VARIABLE

0.037
0.036
0.035
0.034
0.033
0.032
0.031
0.030
0.029
0.028
0.027
0.026
0.025
0.024
0.023
0.022
0.021
0.020
0.019
0.018
0.017

VALOR DEL RESIDUO

et bt e e e e L L L)

it

!
I
i

0 2

T ‘ 1

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 28
NUMERO DE ITERACCIONES




APLICACIONES NUMERICAS

p7=0.324E7 p6=0.234E7 p5=0.324E7

uB=0.9992362 u5~0.9993051

A

APLICACION N*: 04

NUMERO DE ELEMENTOS: 8

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 2

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
VARIABLES GEOMETRICAS: W

CRITERIO DE PARADA: nfimerc de iteracciones




APLICACIONES NUMERICAS

APLICACION N*: 04
EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNO VARIABLE

0.00008 -

0.00007 -

0.00006 -

0.00005 -

0.00004 -

0.00003 -

VALOR DEL RESIDUO

0.00002 —

0.00001 -

0.00000 ' i | I i 1 7 I 1 1 T 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
NUMERO DE ITERACCIONES




APLICACIONES NUMERICAS

p12=0.265E7 p10=0.265E7
p13=0.307E7 p11=0.207E7 p9=0.307E7
ul38=1. utt1=1. ug=0.9999983
[ ] [ 3
|
| pooes |
1 BERE '
| .o |
| R |
t 3 ®

e,

u=~1

APLICACION N*: 05

NUMERO DE ELEMENTOS: 16

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 3

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
VARIABLES GEOMETRICAS: Em

ELONGACION LIMITE: —-0.8

DOMINIO SEGURIDAD: 2.5x2.5

CRITERIO DE PARADA: valor lfmite variacifén residuo




APLICACIONES NUMERICAS

APLICACION N*": 05
EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNO VARIABLE

FOMETRIA FINAL
ITERACCION N* 2)

/

GEOMETRIA REAL /

/

7
FOMFETRIA INIC.
ITERACCION N* 05

70.00000 -
60.00000
50.00000
40.00000

30.00000

VALOR DEL RESIDUO

20.00000

10.00000

0.00000

T
1

0 1 2
NUMERO DE ITERACCIONES




APLICACIONES NUMERICAS

GEOMETRIA SUPUESTA

GEOMETRIA REAL
/

u=400 u=>50

APLICACION N*: Mia

NUMERO DE ELEMENTOS: 24

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 8

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
VARIABLES GEOMETRICAS: &i1,&x

CRITERIO DE PARADA: valor 1fmite funcién residuo




APLICACIONES NUMERICAS

APLICACION N®": Mla
EVOLUCION GEOMETRICA CONTORNO VARIABLE

GEOMETRIA REAL

FOMETRIA INIC.
ITERACCION N* 0O

VALOR DEL RESIDUO
—
(o))

ON 2O

FOMETRIA FINAL
ITERACCION N* §5)

N
B
—
.
.
1
.
-
4
-
-
-
.
N
-
3
N
-
]
_
i
]

|

;

o
EN

2 3
NUMERO DE ITERACCIONES




APLICACIONES NUMERICAS

GEOMETRIA SUPUESTA

GEOMETRIA REAL
L

u=400 u=50

APLICACION N*: Mib

NUMERO DE ELEMENTOS: 24

NUMERO DE MEDIDAS EXPERIMENTALES: 10

FACTOR PONDERACION ECUACIONES NODOS EXPERIMENTALES: 1
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1 Introduccién

En la presente tesis se propone una nuevo método para la resolucién del problema inverso de
identificacion, mediante la aplicacién del Método de los Elementos de Contorno, en dominios
bidimensionales sometidos a un estado elastodindmico antiplano, o bien sobre los que se ha
planteado un problema de potencial.

Mediante la consideracién de la variacién de los términos aparecidos en la ecuacién integral
del método de los elementos de contorno, aplicada a las configuraciones supuesta y real, de un
hueco existente en el dominio, hemos deducido la que hemos llamado ecuacién integral de las
variaciones. Se ha deducido en primer lugar, para puntos situados en el interior del dominio,
y posteriormente, mediante la consideracién del dominio ampliado en un subdominio circular
infinitésimal, y una operacién de paso al limite, para puntos del contorno, resultando la que
hemos llamado ecuacion integral de las variaciones en el contorno (§BIE).

La discretizacién en el contorno de la ecuacién integral deducida, junto con las mediciones
experimentales disponibles, nos ha permitido obtener un sistema lineal de ecuaciones, entre
cuyas incégnitas se encuentran las variables impuestas en la evolucién geométrica de la confi-
guracién supuesta del hueco. En el sistema de ecuaciones obtenido, el nimero de ecuaciones
es superior al nimero de incégnitas. Su resolucién mediante el método de los minimos cuadra-
dos, nos permite calcular el valor de las variables geométricas que aproxima la configuracién

supuesta del hueco a la configuracién real. Repitiendo el proceso de forma iterativa, podemos
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hacer coincidir ambas configuraciones.

El cdlculo de las integrales obtenidas en la discretizacién de la ecuacién integral se ha
hecho por procedimientos numéricos en los casos de regularidad, y empleando procedimientos
de regularizacién utilizados en otras formulaciones integrales en el contorno, como se expone

en las referencias bibliogréaficas [17] y [7], en los casos de singularidad.

8.2 Principales contribuciones de esta tesis

Los resultados de las aplicaciones numeéricas realizadas, confirman la bondad del planteamien-
to tedrico de partida, las variaciones en el contorno, as{ como de la formulacién desarrollada y
de la metodologfa empleada, objetivo de la presente tesis doctoral. Ello supone una mejora de
las formulaciones desarrolladas por Mitra y Tanaka, expuestas en las referencias bibliogréficas
(1] y [19], en las que algunos términos son olvidados.

Tgualmente queda confirmada la eficacia del método, al ser el niimero de iteracciones ne-
cesarias para la resolucién del problema inverso muy inferior al de las pruebas realizadas por

Tanaka, referencia [19].

8.3 Futuras lineas de investigacion.

Una vez comprobada la bondad del planteamiento tedrico de las variaciones en el contorno,
asi como la eficacia del método propuesto, procede su aplicacién a otros campos, para lo cual

se proponen las siguientes lineas de investigacién,

e Adecuacién de la formulacién integral y de la metodologia empleada a casos de existencia

de un nimero de huecos superior a uno.

e Adecuacién de la formulacién integral y de la metodologia empleada a casos de existencia

de grietas en el dominio.

o Adecuacién de la formulacién integral y de la metodologia empleada a estados elastodi-

nédmicos planos.

e Adecuacién de la formulacién integral y de la metodologia empleada a dominios tridimen-

sionales.
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Apéndice A

CALCULO INTEGRAL

A.1 Calculo de integrales regulares.

A.1.1 Integracién numérica mediante el empleo de férmulas de cuadratura

por puntos de Gauss.

Existe un gran nimero de procedimientos de célculo aproximado de integrales definidas. En
la. presente tesis doctoral, como es habitual en la aplicacién del Método de los Elementos de
Contorno, se han utilizado férmulas de cuadratura por puntos de Gauss. Comentaremos a
continuacién los conceptos bésicos del procedimiento numérico, remitiéndonos a las referencias

bibliogréficas [10], [3], y [13], para un tratamiento detallado del tema.

A.1.2 Férmula de Gauss-Legendre.

El valor aproximado de una integral sobre el segmento [—1, 1] viene dado por la férmula,

+1 i=n
I= [ 1O =3 wf )+ En (A1)
) i=1

siendo
n : nimero de puntos de integracién.
¢; : coordenadas de los puntos de integracién (puntos de Gauss).

w; : factor peso asociado a cada punto.
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El error de la cuadratura se expresa,

_ 2kt dnf)
" n+ )@ de (-l<¢<) (4.2)

Los valores (;, corresponden a las coordenadas de los puntos en los que se anulan los poli-

nomios de Legendre P, (¢) . Los pesos w; vienen dados por la expresién,

dP, (C)} i (A3)

w; =2/ (1-¢3) [d—C -

Ambos valores (;, w; estdn determinados para un valor dado n, y frecuentemente tabulados

en la literatura.

Los puntos de Gauss se caracterizan por el hecho de que la integracién de monomios de

grado < 2n — 1 es exacta:

+1 i=n
vk, 0<k<2n-—1, / e = " wiaf (A.4)
-1 i=1

Los puntos de Gauss son interiores al segmento: V (i,n),z; € |—1,1[ y los pesos son estric-
tamente positivos: V (4,n) ,w; > 0. Su distribucién es simétrica respecto al centro del segmento:
v (z,n) y i = —Tn—i, Wi = Wn—4-

El célculo de una integral definida sobre el segmento [a,b] exige un cambio de variable:
+1

7f(w)dx=b;a/f(b;aer;aC)dc (A.5)

-1

A.1.3 Foérmula logaritmica de Gauss.

Existe igualmente una familia de puntos modificados para la evaluacién de integrales del tipo:

b i=n
[r@o@de =Y s @) (A.6)
o i=1

siendo g (z) una funcién peso {g(x) > 0} integrable sobre [~1,1]. Ello nos permite, por
ejemplo, el célculo numérico de integrales débilmente singulares, incorporando la singularidad

la funcién peso, g (z); considerando,
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[0,0] =[0,1} g(z)= Log— (A7)

I= ]m @ £(¢)d¢ = ilwf ) (A8)
A =

Los valores (;,w; estan determinados para un valor dado n, y frecuentemente tabulados en

la literatura.

A.2 Integrales impropias de segunda especie.

A.2.1 Integrales impropias.

La integral definida, f; f (z) dz se dice impropia si

a) a = —00 0 b= co o ambos, es decir, si uno de los limites de integracién o los dos se hacen

infinitos.

b) f () no es acotada en uno o més puntos de a < x < b, puntos que se llaman singularidades
de f(z).
Las integrales de los casos a) y b) se denominan integrales impropias de primera y de

segunda especie, respectivamente, denomindndose de tercera especie las que presentan ambas

condiciones.

A.2.2 Integrales impropias de segunda especie.

Si f(x) no es acotada solamente en el extremo z = a del intervalo a < z < b, se define

entonces

/ f(z)dz = hm f( z)dzx (A.9)

Si el limite existe, se dice que la integral es convergente. Si no existe, se dice que la integral

es divergente.

Si f(z) no estd acotada solamente en el extremo x = b del intervalo a < z < b, se define

entonces
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b—e
/b f(z)dz = lil'(]j’1+ f(z)dx (A.10)

a

Si el limite existe, se dice que la integral es convergente. Si no existe, se dice que la integral

es divergente.

Si f (x) no estd acotada solamente en un punto interior x = x, del intervalo a <z < b, se

define entonces
b To—E] b
/ f(x)dr = lim f(z)dz + lim f(z)dz (A.11)
a e1—0t /g, =0t Jo 16

La integral fa f (z) dx converge o diverge segin existan o no los lfmites anteriores.

A.2.3 Valor principal de Cauchy.

Puede suceder que los lfmites de la expresién anterior no existan cuando €1,&2 tienden a cero

independientemente, pero que si existan tomando €1 = €3.

Tomaremos entonces
b To—E b
/ f(z)dz = lim {/ f(z)dx + f(z) dm} (A.12)
a e—0F a Tote
Al valor limite indicado le llamaremos Valor Principal de Cauchy de fab f(z)dz,

vPC / ’ F@)de = lim { / i wast [ f(w)dm} (A.13)

e—0+ Zote

A.2.4 Integrales p de segunda especie.

Se denominan integrales impropias p de segunda especie, aquellas que tienen una expresién

de la forma siguiente, pudiendo demostrar la convergencia o divergencia indicada.

b dx p <1l converge
| -
a

R (A.14)

p>1 diverge
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/b dx N p <1 converge (A15)
o (b—x)? p>1 diverge .

Si p <0 las integrales ya no son impropias.

A.2.5 Andlisis de integrales impropias de segunda especie.

e Integrales de la forma,

1

/ Inzdz (A.16)

0

Se trata de una integral impropia de segunda especie. Veamos que es convergente.

| //.

Figura™A-1:
1 1
/lna:dw = lim /lna:dx = lim {x(lnx— 1)\;} =
e—0 e—0
0 €
= lim{-1-e(lne-1)} =
e—0
. Ine
= ;%{—1+5—51n5}——1—i%m
. 1/e .
= -1 —;I_I)I(l) Y -1 +3_1_I}%6 =-1 (A.17)

¢ Integrales de la forma,
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/ g (A.18)

e T

Se trata de una integral impropia de segunda especie.

20

10f

\

Figura™A-2:
Podemos descomponer en suma de integrales p:

+bd Od +bd 0 +b
/ ﬁ:/ _:EJF/ _mz_/ d_x+/ de (A.19)
e T e T 0 T o= Jo =

por ser p = 1 ambas integrales son divergentes.

El Valor Principal de Cauchy es convergente,

+b —€ +b
VPC d_:v = lim { / d_a: + / d_x} =
—a X e—0 —a X +e xr

= Iir% {(ne ~Ina)+ (Inb—1Ine)} =

= Inb—Ina (A.20)
+b i
VPC Ci—m =Inb—Ina (A.21)

—a

e Integrales de la forma,
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/ REACIFR (A.22)

o
siendo a, b valores positivos.

El integrando presenta una singularidad en el punto z = 0 por lo que se trata de una integral

impropia de segunda especie que calcularemos mediante los limites siguientes,
+b £} +b
&)-da: = lim {/ &dx} + lim { wdm} (A.23)
—a T e1—0 —a x e9—0 +eg I

Dependiendo de la forma de f (z), los limites anteriores seran convergentes o divergentes.

Calculamos el Valor Principal de Cauchy,
+b —e +b
VPC &da: = lim {/ @dm + Mala:} (A.24)
—a X e—0 —a X +e X

Integrando por partes obtenemos

/@ = f (@)lale| —/ln 2| ' (z) da (A.25)

por lo tanto

veo [T{@ g, _ Iim{ N de+/+b @dx} _

—a e—0 —a +e T

=g§g{f(—dhﬂ—f%—f(—@hﬂ—ak—/_Emkﬂf%wﬁm+

—Q

+b

fﬁ@mw—f@ﬂﬂd—/

+e

In|z| f (z) da:} =

= (f®)nfp] - f (=) In{-a|) + lim {f (=€) In|—¢| ~ f () Inle|} -

221



—e +b
——li_r)%{/—a 1n|a:|f’(m)dx+/+s 1n|:c|f’(:c)dm} =

+b
= (7))~ £ (~a)In|=a]) + limy {(/ (&) = £ ) nlel} = VPO [ Inlal /' (z) do =
(A.26)
A.2.6 Regularizacién de integrales.

Podemos aproximar el valor de fjab ﬁf—)daz regularizando la integral mediante la utilizacién
de los términos lineales del desarrollo en serie de f(x).

En el entorno del punto de singularidad z = 0,

F@)=f(0)+=2f (0)+TOS = f(z) - f (0) = zf'(0) (A.27)

Podemos expresar,

+b “+b _ +b
[ - [P SO, [M10,
— T J_a x PR
+b _ +b
S A£G s KO P R (A.28)
—a T e T
En la expresién A.28 aparecen las siguientes integrales,
~+b _
f@) =50, (A.29)

—a x

en el entorno del punto de singularidad, z = 0, seguin la expresién A.27 se verifica,

f(z) - £(0)

x

~ f'(0) (A.30)

por lo tanto la integral A.29 es regular y podemos emplear procedimientos numéricos para

calcularla.
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+b 1
/ Lo (A.31)

como hemos visto en los apartados anteriores el valor principal de Cauchy es convergente.

Tomaremos por tanto,

+b 1 +b 1 b

—a —a

Podemos concluir,

i@, [P@-f0)

X

—a —-a

dz + £ (0)ln (g) (A.33)

A.3 Integrales hipersingulares.

A.3.1 Integrales hipersingulares.

Decimos que la integral definida en [a, b] de una funcién f (z) es hipersingular, si f (x) presenta
en el intervalo [a, b] una singularidad de orden igual o superior a dos.

Por ejemplo,

—dz (A.34)

—a
siendo a,b valores positivos, es una integral hipersingular pues para = = 0, el integrando

presenta una singularidad de segundo orden.

A.3.2 Parte finita de una integral hipersingular.

Una integral hipersingular es una integral impropia de segundo orden, y como hemos visto en
los apartados anteriores, determinaremos su valor considerando la siguiente operacién de paso

al limite,

I= / rwde= tm [T f@do+ tm [ f)de (A.35)

e—0t J, €2—0% Jo 1eo

siendo z, el punto de hipersingularidad de la funcién f (x).
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Si los limites de la expresién A.35 no son convergentes, determinaremos el valor principal

de Cauchy,

/f )dx = VPC’/f dz = hm {/:O—Ef(x) dz + b f(z) da:} (A.36)

Zot€

Si el limite de la expresién A.36 no es convergente recurriremos a la parte finita de la integral

hipersingular.

De forma general la expresién entre corchetes en la ecuacién A.36 la podemos expresar como

combinacién lineal de las potencias de € y de Ine, es decir,

1 1
/f(a:)da:z](e)=Io+115+1262+...+1_1g+I_26—2+...+Ilne (A.37)

Cuando € — 0, todos los términos de A.37 se hacen cero o toman valores infinitos, excepto

I,, que llamaremos parte finita de la integral hipersingular,

b b
=pf | [f@dz) =ps |m? [r@asy | =1, (4.39)

<o ful))

= pf (53% {In [b] — 1nye|}) = In b (A.39)

Por ejemplo,

8=

b
pf/
0

Por ejemplo, si a,b son dos valores positivos,

3
Ly
—
&wl ot
g
Il
3
&h
M=
L5
—
%l
jol
+
\
o e
QL
8
Il

= ({341} --(3+1)  aw



A.3.3 Integrales hipersingulares en el Método de los Elementos de Contorno.

En el Método de los Elementos de Contorno aparecen frecuentemente integrales de la forma,

/ / 7«(296) dr (A.41)
e

las cuales, cuando el nodo de colocacién pertenece al elemento de integracién, dan lugar

a integrales hipersingulares. Dichas integrales se calculan mediante la siguiente operacién de
paso al limite, siendo I'; un subdominio circular infinitesimal en el entorno del punto de hiper-

singularidad y S el fragmento T interceptado por I, tal como muestra la figura,

Le
Sa &E -
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- ;z%{/ Tar + }
_ hﬂ%{/ f @) }+h {/f— } (A.42)

Podemos ver desarrollado en la referencia bibliogréfica [7], como siendo cada uno de los
limites resultantes en la expresién A.42 igual a infinito, si la funcién f (x) es continua y derivable

cuando 7 — 0, la suma de ambos es igual a la parte finita.

Podemos afirmar por tanto,

La integral en I'. de una funcidén de la forma ﬂryy), si f(y) es continua y derivable cuando

7 — 0, es igual a la parte finita.

e

A.3.4 Regularizacién de integrales hipersingulares.

Podemos aproximar el valor de fj: %‘&”)dx regularizando la integral mediante utilizacién
de los términos cuadraticos del desarrollo en serie de f(z). Asi, en el entorno del punto de

hipersingularidad, z = 0,

F@ =fO) +F0)z+ % £ (0) 22 + TOS (A.43)

despejando,

f@) = f(0) = F (0)z = % £1(0) 22 + TOS (A.44)

Podemos expresar,

+b

7f(m>—f< d+/f )+ 1 0)z,
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+b 0 /(0 +b1 +bl
_ /f(‘”)*f(xz)“f()“’dx+f(0)/ﬁdm+f'(0)/gdm (A.45)

En la expresién A.45 obtenemos las siguientes integrales,

+b
- _ !
x
en el entorno del punto z = 0, segiin la expresién A.44 podemos aproximar,
z)—-fO)—f 0z 1

por lo que se trata de una integral regular que calcularemos por procedimientos numéricos.

—dz (A.48)

integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy igual-

mente divergente, por lo que consideraremos su caracter hipersingular, sustituyéndola por su

parte finita,

+b ) +b . L1
/Pda: =pf /de =— (a + 5) (A.49)
—a —a
+b
1
/ Lig (A.50)
x
integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy con-
vergente.
+b 1 +b 1
/Ed:v = VPC’/ —dzr =Inb—Ina (A.51)
x
—a —a
Concluimos,
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+b
_ /f(m)—f(O)—f’(O)w

2

+b
/f(-’r)—f(02)—f'(0)w

+b

—a

+b
da + £ (0) pf (/ %da:) + 7 (0) vpc/ id:c _

-1 0) (5 +
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b

) + f'(0) (Inb —Ina) (A.52)
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