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ALGEBRA.

PRELIMINARES.

1. Ademas de los caracteres cualitativo y cuantitativo
de la cantidad, considerados en la Aritmética, ofrece aqué-
1 otro, por el modo de ser ¢ modalidad, dependiente del
soncepto de su oposicion respecto 4 otra, homogénea con
ella. Ejemplos de cantidades de modalidad opuesta son. las
distancias que, & partir de un punto, se cuenten sobre una
linea hacia la szguierda, con relacién & las que se cuenten
hacia la derecha, y las consideradas hacia abajo, respecto
de las consideradas hacia a77ibae y, por analogia, lo que
Jebe una persona, respecto de lo que Ziene, el tiempo pa-
sado, respecto del futuro, cte.

Las cantidades de modalidad opuesta, se designan con
los calificativos de positivas y megativas, entendiéndose
que, fijado el cardcter de las primeras, el opuesto sera el
de las segundas. Asi, en los ejemplos citados anteriormen-
te, si se consideran como positivas las distancias contadas
hacia la derecha de un punto, las tomadas hacia arriba, lo
que tiene una persona, el tiempo futuro, etc. , seran negi-
tivas , respectivamente, las distancias contadas hacia la
izquierda, las tomadas hacia abajo, 1o que debe una perso-
na, el tiempo pasado, etc.; lo sontrario sucederia si a éstas
se las asignase el caracter positivo, pues entonces aquéllas
tendrian el negativo.

Las cantidades negativas se marcan anteponiéndolas &
poniendo sobre ellas el signo sustractivo—, y las positivas,
anteponiéndolas el aditivo 4, que comunmente se omite:
asi, — 36 3, que se 1ée, menos ¢res, es un nimero negati-
vo, ¥ -+ 3, 6 simplemente 3, es un numero positivo.
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2. La influencia de la modalidad de las cantidades en
el resultado de su agregacién da lugar 4 los siguientes
principios:

1.°  La suma de dos 6 mas nimeros del mismo $Ign0 es
wqual a la suma de sus valores absolutos, precedida del
Signo comin @ los sumandos ; pues si Suponemos, por ejems-
plo, que una persona tiene varios haberes Yy otra varias
deudas, la primera se encontrard con un Aaler igual & la
suma de todos los haberes parciales, y la segunda, con un
debe igual 4 la suma de todas las deudas; asi se tendrd :

(4-8) +-+3) + (+-8)4- (+9) = (84+-514-34-9) =83 51-9—95
Y (=8)4(—3) +(=5)+(—9) =— (8+3+549) =—25
Y, eu general,

Ele) 4= 4b) + (+-€) + (+-d) =+ (a+ b-F-c-+ d) = a-+-b-t-cd
Y (=) +(=b) 4 (—¢) -+ (—d) = — (a+4-b+-c+-d).

R.°  La suma de dos niimeros de distinto signo_es iqual
4 la diferencia de sus valores absolutos, precedida del sig-
n0 del mayor , pues si suponemos, por ejemplo, que una
persona tiene un /aber y una deuda, el menor de estos va-
lores destruira, en su opuesto,.una parte igual & €l y el re-
sultado 6 exceso del mayor sobre el menor sers de'la mis-
ma modalidad que aquél ; asi se tendrs :
(+8)+(—8)=8—3=5; (—8)+(+3)=—(8—3|——5
(H-9)+(—15)=—(15—9)=—6; (- 9)+(+15)=15—9—6
Y, en general, : :

SLa>0, (+a) + (—b) = a—é; (—@)+(+b)=—(a — 4)
Y sie<b, (+a) + (—8) =—(b—a); (—a)+(+b)=b—a.

3. Del caracter opositivo de las cantidades positivas y
negativas y de aplicar & éstas el concepto aritmético de
que una cantidad es menor que otra cuando, para ser igual
a ella, hay que agregarla una positiva, se derivan los si-
guientes principios, de frecuente aplicacion:

L0 Al cero se le puede asignar, indiferentemente, el
$79n0 + 6 e/ —; pues es carencia de toda unidad, 6 Hmite
entre las positivas y las negativas.

R.° Kl resultado de.una sustraccidn, cuyo minuendo es
menor que el sustraendo, es negativo ; pues se tiene que
a—(a+d)=n1—a—d—=—d.

3.°  Toda cantidad negativa es menor que cero; pues hay
que agregarla una positiva, igual 4 ella, para tener cero.

4.° De dos cantidades negativas, es menor la de MmaYor
valor absoluto; pues habrd que agregarla mayor positva
para tener cero; asi se tendra, en general,— (@ +0)<—a.
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4. Algebra ¢s lu parte de la ciencia matemdtica que
tiene por objeto la cantidad en general u por fin el estudio
de las leyes generales de la cantidad. :

La cantidad en Algebra, atendiendo al fin esencial-
mente generalizador de esta parte de la ciencia matema-
tica, se expresa por medio de letras, de las que cada una
representa, ya un numero cualquiera, ya el resultado de
inna operacion simple 6 compuesta, sin que por ello se ex-
cluya el uso de los nl’unems,.en cornbmacxép con }as_letras.

5. Expresion 6 cantidad algebraica 6 literal
es el conjunto de letras ¢ de letras y wimeros, ligados en-
tre st por Ins signos ;z/fqrmgm_’ de indicacidn de operacio-
nes, empleados en la Aritmética:

¥ o A e
i S = R
tales son, @, a%, b5a’c, \/ N

6. Valor numeérico de una expresion alge-
braica es el nimero que resulta de verificar las opera-
ciones indicadas en e!g/z, dando vulores particulares a sus
elementos literales. Asi, por ejemplo, el valor numérico de
la expresidn algebrdica 3¢°/*, cuando sea ¢ =2 y b =35,
serd 3 >< x® > 5* = 3 > 8 >< 25 = 600. :

Dos expresiones algebraicas que, por los mismos valo-
res de las mismas letras, tienen igual valor numeérico, se
llaman equivalentes: tales son la propuesta, 3¢°4%, y la

5 @’6*, cuyo valor numérico, para ¢ =2 y =25, es
3 i
—— > 8>< 125 = 600:
2

~
.

7. Sellama funcién de una ¢ varias cantidades
4 toda cantidad cuyo valor depende del que tengan aquélla
4 aquéllas, & las que se da el nombre de varialles. A;sl, el
valor-numérico de una expresiéon algebraica es funcién de
las letras que la constituyen, que son las variables.

8. Las expresioues alzebraicas se dividen, por su for-
ma, en 7acionales y rondicales, subdividiéndose aquéllas
en enteras y froccionarins. :

Expresiones algebraicas racionales sou las que
7o contienen ningin radical de radicando literal, y radi-
cales, las que tienen alguno. S

Expresiones algebraicas enteras son las racio-
aales que no tienen wingun denominador literal, y frac-
cionarias, las que tienen alguno.
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9. Monowmio ¢s loda expresion algebrdica, separada
de otra por el signo—+d el —.

En todo monomio, ademas del signo, hay que conside-
rar un factor 6 conjunto de factores efectiva ¢ hipotética-
mente constante, llamado coeficiente, y otro variable, lla-
mado parfe literal, que consta de letras y exponentes (*).

El coeficiente nnplicito de un monomio, que no le tiene
11)3_1]16(35‘00, es la unidad. Asi, 50P4%¢, es un monomio po-
sitivo, de coeficiente numérico, 5: —ma*bsd, es un mono-
mio negativo, de coeficiente literal, m; y @’0* es un
monomio positivo cuyo coeficiente implicito es 1.

El exponente implicito de una letra ¢ de una expresion
algebraica, que no le tenga manifiesto, es la unidad.

Grado absoluto ¢ simpiemente grado de un mo-
nomio entero ¢s el numero de sus factoresliterales o ses
la suma de los cxponentes de sus letras : asi, el mono-
mio 7a4°6°c* es de décimo grado.

Grado de un monomio entero, respecto a una
de sus letras, es el exponente de dicha letra. Asi, el mo-
nomio 6a°4’c*d, es de tercer grado, respecto & la ¢, de se-
gundo, respecto & la 4; de cuario, respecto 4 la ¢, y de
primero, respecto 4 la d.

10. Polinomio ¢s la erpresivn algebrdica que cons-
ta de varios monomios , llamados términos del polinomio:
s1 éstos son dos, recibe aquél el nombre particular de dino-
mio, y sl tres, el de &irinomio. :

La expresion algebraica, e’ -+ ab® — 3a‘c 4 4a°b’c,
es un polinomio de cuatro términos.

Grado absoluto § simplemente grado de un poli-
nomio entero es el de su término de mayor grado: asi el
polinomio anterior es de sexto grado, como su término
da*b’c.

Grado de un polinomio entero, respecto a una.
de-sus letras, es ¢/ mayor exponente que dicha letra
tenga en ¢/. Asi, dicho polinomio es de cuarfo grado res-
pecto & la a, de segundo, respecto & la 4, y de primero res-
pecto & la c.

Polinomio homogeéneo es aguel cuyos términos son
todos del mismo grado: asi, el polinomio 44°6—2bc*+4° es
homogéneo, de tercer grado.

(‘) Enlaescritura de un monomio se bace preceder el coeficiente 4 la parte
Iiteral 5 9n,s|1 lectura se omite, para ahreviar, la frase elevado i d; asi, el mo-
nomio Hatb?e, se lée cineco, @ cuatro, b dos, ¢.
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11. Sedice que un polinomio es completo, respecto 4
una de sus letras, cuando existen en €l todos los sucesivos
exponentes de ella, desde el mayor & cero, entendiéndose
que es de grado cero el término independiente de dicha le-
tra, porque segin ya sabemos (Arit. 62-Esc. 2.%), toda
cantidad con exponente cero equivale & la unidad.

Asi, el polinomio 3a*0* —714'+-60*6—4a’6*—2a"6>+-8
es completo, respecto & las letras a y 4,

y el polinomio 8a%*—3a'0°+20°0 —5a°6°+-7
es incompleto, respecto & la letra @, porque faltan en él los
términes en que ésta tenga los exponentes 5 v 2 (que, abre-
viadamente, se llaman términos en ¢° y en ¢?), y respecto
4 la letra 4, porque falta el término en 4%,

12. Sedice que un polinomio esta ordenado, respecto
4 una de sus letras, cuando el exponente de ella es constan-
temente mayor 6 menor en eada término que en el que le
precede, si no lo tiene igual. La letra con relacion a la
cual estd ordenado un polinomio se llama lefra ordena-
triz. La ordenacion de un polinomio es descendente 6 as-
cendente, segun que los exponentes de la letra ordenatriz
van disminuyendo 6 aumentando desde el primero hasta el
nltimo término.

13. Teorema. X/ valor numérico de wn polinomio
es independiente del drden de sus términos.

En efecto, todo término, cualquiera que sea el lagar
que ocupe, contribuye. segin que vaya precedido del
signo aditivo 6 sustractivo, & aumentar 6 disminuir en su
valor numérico el del polinomio; luego éste depende de los
valores particulares de cada uno de los términos y de los
signos de éstos y, como al invertir el 6rden de ellos, no va-
rian sus valores ni sus signos, es evidente que no se altera
el valor numérico del polinomio. )

Escolio. Un polinomio piaede ordenarse ¢omo se quie-
ra, colocando cada uno de sus términos en el lugar conve-
niente. Asi, el polinomio 3¢°4*—7a%*+6a°6—4a*0>—2a*0*+-8,
ordenado descendentemente, respecto a la a, se escribira,

640 — 2a*0° + 3a*0* — 4a*® — Tab* +- 8,
y, ordenado ascendentemente, respecto d la 4, se escribird,
8 -1 64’6 —+ 3a°0* — 4a*® — Tab* — ',

Todo polinomio homogéneo de dos variables, ordenado
descendentemente respecto 4 una de ellas, lo esta ascen-
dentemente, respecto 4 la otra: tal es el polinomio

6a* + 50°0 — Su*b* — 4ab’® + 90,
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14. Llidmanse monomios semejantes ¢ términos
semejantes de un polinomio a los que tienen la mis-
ma_parte literal; tales son los monomivs 64% y 4a%.

Dos monomios semejantes se pueden siempre reducir
4 uno solo; pues ¢6mo un monomio representa el producto
de sus factores, dos monomios semejantes son dos produc-
tos que tienen por factor comun la parte literal : luego,
separando este factor comun (AriTviiTica, 51-Ese, 3.9, se
obtendra un producto de dos factores, de los que uno sera la
suma 6 diferencia de los coeficientes y el otro dicha parte
literal.

Asi se tendra: 6a°0+4a*)= (64-4)a’b=10a2)

—3b'c—114c=—(3+11)b*c=—144"
503 —2ar°=5—2)ar*=3az®
8740* —13a*0*=--(13 —8)a't*=—5a"4*

De aqui se deduce la siguiente regla:

Para reducir dos monomios semejantes se suman Sus
coeficientes, si son del mismo siguo, y se restan, si son de
signo contrario, y el resultado, con el signo comin, en el
primer caso, y con el del myor, en el segundo, se pone por
coe ficiente de Lo parte literal. (*)

Si en un polinomio hay més de dos términos semejan-
tes se podrdn reducir & uno, reduciendo dos de ellos, des-
pués el resultado de esta reduccion y otro-de sus semejan-
tes y asi sucesivamente: pero, si se tiene en cuenta que se
pueden disponer consecutivamente los términos semejan-
tes positivos y 4 continuacién los negativos (13), se podra
aplicar la siguiente regla:

Para reducir términns semejantes, en wn polinomio, se.
swman separadamente los coeficientes de los de signo posi-
timo y de los de siqgno negativo; se restin las sumas, y la di-
Jerencia. precedida del signo de la mayor, se pone por coe-
ficiente de la parte literal.

Asi, la reduceion de los términos semejantes del polino-
mio 44*6—70*0—5a*0-+-30*b—a*b—+ 1700
se obtendra de este modo:
4—7=—3:—3—5=—8:—8+4-3=—5:—5-1=—6; -6+17=11,
lo que da la reduccién 11a%)

0 bien; 4+3-4-17—=24;—7—5—1——.13: 24—13=11,
lo que da la reduceién 1144, ignal 4 la anterior.

(*) 8i dos monomios semejantes, pero de signo contrario, tienen el mismo
coeficiente, tales como ma2b y —ma2h, se dice que se destruyen,

PRIMERA PARTE.

CALCULO ALGEBRAICO.
———0%0-—-——-

LIBRO PRIMERO.

GENERALIDADES.

CAPITULO UNICO.
GENERALIDADES SOBRE EL CALCULO ALGEBRAICO.

15. Kl calculo algebraico consiste, esencialmente, en
meras transformaciones de unas expresiones en otras equi-
valentes, mediante el mecanismo de las operaciones arit-
méticas, adicion , sustraccion , multiplicacion , (Zz@zqzozg,
elevacidn & potencias y ewtraccion de raices, que se indi-
can en Algebra con los mismos signos y formas expuestas
en la Aritmética, al tratar particularmente de cada una
de ellas. : : :

Entre el cdlculo aritmético y el algebrdico existen, sin-
embargo, notables diferencias, en razon al distinto con-
cepto de los datus de las operaciones y forma de expresién
del resultado. ;

En el célculo aritmético, los datos de las operaciones
son numeros particulares de valor positivo determinado, y
en el algebriico son, en general, flormas de 111Q19a01én de
operaciones compuestas. En todo célculo aritmético, el re-
sultado es un ndimero positivo de valor determinado, y en
el algebriico es una expresion general, l.lam,aglafoy'mul(/.

Las ventajas que sobre el calculo aritmético tiene el
algebrdico se revelan principalmente en el resultado, pues
en el del aritmético no queda huella alguna del procedi-
miento seguido para obtenerle, al paso que en el del alge-
brdico queda indicada la serie de operaciones ¢ue Compo-
nen la formula obtenida, la cual es aplicable 4 fodos los
casos particulares de la misma indole.
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16. Los caracteres distintivos del calculo algebraico y
el aritmético se hacen patentes en la resolucion de una
cuestion concreta, tal como la siguiente :

Averiguar cudles seran dos nimeros cuya suma sea 36
7 cuya diferencia sea 8.

Resolviéndola ariéméticamente diremos: puesto que el
mayor excede al inenor en 8 auidades, la suma de ambos,
que es 36, sera ignal al duplo del menor mas 8 y. por tanto,
36 — 8 O sea 28 sera el duplo del menor: luego éste sera
28 :2==14y, por consiguiente, 14-+8 =22 serd el mayor.

Resolviéndola algebraicamente en toda su generalidad,
designaremos por & la swma de los dos ntimeros, por ¢ su
diferencia, por x el mayor, y por y el menor, con lo que se
tendra:
y=x—d y,portanto, z+z-—d =5 6sea 2 —d=s, de
donde, agregando & 4 los dos miembros de esta igualdad, se
obtiene 2# = s~+d y, dividiendo los dos miembros de ésta

s+d
por 2, resulta » = O (=)

y S04 . 25—(s+d) 2s—s—d  s=d
¥ de aqui, e e B) = 55l
férmulas dplicables & todas las cuestiones de esta indole.

El valor numérico de las férmulas (=) y (3) dard, para el
caso particular propuesto,

36+8 36 —8
Z 5 26y o 14,
que son los mismos valores obtenidos por la resolucién
aritmética.

17. Traducir una formula al lenguaje vulgar
es expresar el curso de lus operaciones que en ella se indi-
can, tewiendo en cuenta lo que representa cada wno de sus
elementos.

Asi, de las formulas obtenidas en el ejemplo anterior,
se deduce, traduciéndolas allenguaje vulgar, que eongcida
la suma y la diferencia de dos nimeros, ¢l mayor es iquel
a la semiswina, mas la semidiferencia, y el menor es iqual
& la semiswma, menos la semidiferencia.

En la practica del calculo es muy conveniente acos-
tumbrarse 4 traducir las formulas, aunque para recordar-
las mas facilmente se emplea, como medio mnemotécnico,
el retenerlas en su forma algebraica 6 natwrae’.
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LIBRO II.

DI LA CANTIDAD ALGEBRAIGA ENTERA.

CAPITULO PRIMERO.

DE LA ADICION.

18. La adicion ziene por objeto hallur wna expresidn
algebraica cuyo valor nwinérico sea sieimpre igual 4 la
suma de los valores numéricos de otras dadas.

De esta definicion se infiere que la suma ha de ser la
ceunion de todos los sumandos y que cada uno de éstos ha
de tener en ella la influencia propia de su valor numerico
v de su modalidad. L gE

De aqui se deduce la siguiente regla: 3

Para sumar dos ¢ mis expresiones algebraicas se eS-
eriben unas @ continuwacidn de otras, con los signos que ten-
qan, y, en el polinomio que resulle, se reducen los terminos
semejantes. 25 - )

Escolio. La adicién algebriaica de dos sumandos se
convierte en una sustraccion, cnando éstos son de distinto
signo; pues se tendrd, en general,

e+{—b)=a—10
y—a+(+b)=—a+b=0- a :

Observacion. En la prictica de la adicion de poli-
nomios es muy conveniente colocar 1os sumandos unos de-
bajo de otros, de modo que los términos semejantes se co-
rrespondan en columna y, para abreviar, omitir la escri-
tura de la parte literal de todo término semejante a otro
va escrito.

j . Sumanr los polinomios
TC‘ngi!tI}’(g})o—Qbilf-)i)’:lb‘l, 8(111)“'~c‘-’rl—’;a‘-’11 y —bab? L9e2d4-9a%h-1-3bc.

La operacion se puede disponer en esta forma:

7ecd - 6ath — 2be — Hah”
—1 — 4 -8
9 19 3 —6

Suma = 8¢3d - Ma®b 4 be — 3ab?
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CAPITULO II.
DE LA SUSTRACCION.

19. La sustraccion tiene por obeto hallar wno de

dos sumandos, cnando se conoce el otro y la suma de agmbos.

De esta definicion se infiere que la diferencia ha de ser

la cantidad que, sumada con el sustraendo, dé por suma, el

minuendo ; asi, si éste es M y aquél a-+4—=¢, la diferencia
serd M—(a+b—c¢) =M —a—0b + ¢,

pues (M—a—d-+c)+(a+b—c)=M—a—b-+c-a+b—c=M.

De aqui se deduce la siguiente regla:

Para restar dos expresiones algebrdicas se escribe el
minuendn y, a continuacion, el sustraendo, con los signos
cambiados, vy, en el polinomio que resulte, se reducen los
terminos semejantes.

Escolio 1. La sustraccién algebraica se convierte en
una adicién, cuando ambos términos son de signo con-
trario: pues se tendra, en general ,

t—(—=0)=a+b y —a—(+b)=—a—b=—(a+5).
Escolio 2. La igualdad
0—'+b—c—d--¢) = 0—a —b~+c+d—e

6 sea —(a-+b—c—d-+e) =—a—0b—+c+d—e
indica que ¢rdo polinomio. preced -do del signo negativo,
equivale al mismo polinomio con los signos combiados, y
reciprocamente, que @ lodo polinomio se le pueden cambiar
los signos, encerirandolo en un paréntesis, precedido del
Stgno negativo. :
Observacion. In la prictica de la sustraccién de po-
linomios es muy conveniente eseribir el sustraendo, cam-
biado de signos, debajo del minuendo, de manera que se
correspondan los términos semejantes y, para abreviar,
omitir la parte literal de los términos del sustraendo, seme-

Jantes 4 otros del minuendo.
Ejemplo. Restar del polinomio 60*-8a*b>-4ab>*—Tbe, el poli-
nomio —35h*+12a*h>--4ab*+ 2e.

La operacion se puede disroner en esta forma :
6h*—- 8a*h*~-4alr—Tie

iip g o
Diferéncia = 140°— 4a%°  —Qbe
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CAPITULOIIL
DE LA MULTIPLICACION,

20. La multiplicacion tiene por objeto hallar wia
expresiin algedrdaice que sea , en valor numerico Y Signo,
respecto d otra dada, lo que una tercera, tambien dada, seq
respecto a la unidad entera y positiva.

21. Teorema. [/ productode dos nibmeros del meis-
mo SN0 ¢s positivo y el de dos nmimeros de signo contrario
es neqativo. ;

_En efecto, si los dos factores son positivos, ¢ sea, del
mismo signo que la unidad, el producto tendrd el mismo
s1gno que cualquiera de ellos; silos dos son negativos, ¢ sea
de signo contrario al de la unidad, el producto tendra signo
contrario al de cualquiera de ellos; y finalmente, si uno es
positivo y el otro negativo, teniendo el primero igual signo
que la unidad, el producto tendrd igual signo que el se-
gundo.

Corolario 1.° 57 uno de los factores de un producto
cambia de signo. el producto cambiara de Signo; pues si
ambos tenian dgual 6 distinto signo, después de! cambio lo
tendrdn distinto 6 igual, respectivamente.

_Corolario 2.° 87 los dos factores de un producto can-
bian d la vez de signo, el producto no SUy 170 alteracion:
puesto que el simultaneo y contrario cambio de signo del
producto, le deja con el que tuviera.

Escolio. La determinacién del signo del producto, lla-
mada regla de los signos ea la multiplicacion, se suele ex-
presar, abreviadamente, diciendo : signos iuales dan —
Y Signos desiguales — , y también, mds detalladamente,

== por +-dd + ; — por — dd—;
—+ por —dd — ; — por + dd—.

22. Teorema. X/ valor y signo de un producto de
faclores algebraicos es independicnte del drden de éstos.
En efecto, demostrada ya en la AriTvETICA (53, 126
Yy 160) la primera parte de este teorema, basta observar
que como el signo del producto depende de que sean igua-
les 6 desiguales los de los factores y esta igualdad 6 des-
1gualdad subsiste independientemente del 6rden de ellos, ¢l
signo del producto no variard, sea cualquiera dicho érden.
Are. 2



18

23. Ln el estudio de la multiplicacién algebraica con-
viene distinguir la de dos monomios, la de un polinomio
por un monomio ¢ de un monomio por un polincmio, y la
de dos polinomios. :

24. Multiplicacion de dos monomios.

Ll signo del producto dependera de los que tengan los
factores y se obtendrd por la regla de los signos (21.-Esc).
Por otra parte, como todo monomio es un producto de
varios factores, si se trata de multiplicar los monomios
Camprde vy C'addres, se tendra
Camindr >< C'aldres=CC a™a1ldrdres (Anir. 55-Esc.)

=CC gmtabndr+res (AriT. 62 Esc. 1.°)

De aqui se deduce la siguiente regla :

Para multiplicar dos moaomios se multiplican los co-
eficientes vy, @ la derecha del producto, se escriben las lelras
comunes ¢ ambos factores, con un exponente gual & la sume
de los que tienen en ellos,y las nd comunes con el que ten-
gan en el factor en gue se hallen.

Ejemplo. Mulliplicar 4@’b%c, por — 2a*bd.
Se tendra 4a°b2c < — 2a*hd= — 8a’v’ed.

25. Multiplicacion de un polinomio por un
monomaio.

Multiplicar un polinomio por un monomio es hallar el
producto de la suma aigebriica de los términos del poli-
nomio por el monomio: asi se tendra la igualdad

(@ +0b—+c) d= ad + bd—+cd (Arr. 51-Esec. 1.7
en cuyo segundo miembro, los términos ad, &d y cd tendran
el signo determinado por el del monomio ¢ y el de cada
uno de Ios monomios 2, 4 y ¢, de donde se deduce la si-
cuiente regla:

Para multiplicar un polincmio por wun Mmonomio ¢
multiplica cada término del polinomio por el monomio y
<e suman los productos parciales.

Ejemplos.
1.2 BMulliplicar 6a”b* — 2a*b — 4a, por Sa’b.
Se tendra (6a7)® - 3ath = 4a)sa’h = 30a°® — 15a*h* —20a'h.
2.° Multiplicar #7c -+ 2b%¢* — Gd, por — 3b*d.
Se tendrd (4P| 20%¢" — 6d) (—8b2d)=—120°cd —6D'c*d +- 18h7d*.
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26. Multiplicacion de dos polinomios.

Sise tiene un polinomio, ¢ + 4 —¢, y se desea hallar
su producto por otro, d—e¢ - f, llamando S 4 la suma
algebrdica de todos los términos que forman el primer po-
linomio, se tendras:

(@+b—c)(d —e+Sf)=Sd—e +[)=5d —Se + S,

1

v restableciendo el valor de S, resultard

(a-+=b—c)(d—e-+-1)=(a+b—c)d+-(a+b—c)(—e)+ a-I-b—c)f
=nd+bd—cd—(ae+be—ce)+af+-bf—cF
=ad-+bd—cd—ae—be-+ce+at+bf—cf,

de donde se deduce la siguiente regla:

Para muitiplictr dos polinomios se multiplica uno de
ellos por cada uno de los términos del olro y se suman los
productos parciales.

Escolio. Es notable, por sus frecuentes aplicaciones,
¢l resultado de multiplicar el binomio @ -+ 4, por el bino-
mio @ — b, pues se tiene

@+0)(a—b)=a+ab—ab—0 =a*—0:

1o que da & entender. que ¢/ producto de la suma de dos
cantidades, por sw diferencia, es igual a la diferencia de
sus cuadrodns.

Observacién 1.* En la practica de esta operacion
conviene ordenar los factores con relacion & una misma
letra, colocarlos uno debajo del otro y multiplicar el mul-
tiplicando por cada término del multipticador, cuidando
de escribir los polinomios resualtantes de modo que se co-
rrespondan en columna sus términos semejantes, con lo
cual se facilita su reducceioén.

Ejemplo. Multiplicar el polinomio Sab®c> - hathe* — Tabve,

por el-polinomio Sa*bic - @’be? —2((1;“‘<:~".
Ordenando ambos respecto & la letra a, se dispone la operacion
on esla forma:

Aaibe: — Tatlie - Sabre?
WChet + Sutc — Lalbie?
4abhict— 0t Suthies
200803 —35u e |- 40uhe! :
— a1 bl —16a bt

fne

Produclo=4a"b2e¢' A3ah e’ — S50 et — 16t
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Observacion 2." Cuando varios términos de uno &
de los dos polinomios propuestos tengan la misma potencic
de la letra ordenatriz, se separa esta potencia como fac-
tor comun, se considera como coeficiente suyo la suma al-
gebraica de las cant:dades 4 que afecta como tal factor
comun y se verifica, por la regla general, la multiplica-
¢ién de los coeficientes de los términos del multiplicando
por el de cada uno de los términos del multiplicador.

Ejemplo.
Mulliplicar el polinomio 42 - 2ax - br -~ 3a® — Sab — b=,
por el polinomio 202 — 3ar -1~ b - 8a* — b - A2,
Tomando la & como letra ordenatriz, se dispone y ejecula la
operacion en esta forma :
( 42°4-2a |z
Multiplicando ... [ —+b |

Multiplicador..... | -

Satha ad-6a2 lp2

Producto por 212.. 42 | —A0ab
—20% | |
—1a  —6u? —9a® v
\ t-4b —3ab | -15a? |
Producto por — 3 F2ab | —-3ab? |

-0 b2 | —43a?) |
—Bab® |

!
| — 3
\

—8a?h?
—ab?

—3a?h

i
5 a9
-+32a2 | -16a3 ] -F24at
Producto por Sa?.. '
|

—4ab | -+8a?h —40a’b
+1606% | —2a%

--ab --8ab? -5a2)?

- 42 -1-4b3 —+ab?
—+12a20*
—20ab®
—4bt

Szt—8a a3-1-32a2|a2-Ta? | +-24at

60 | —15ab| -F24a%h| —43a’h
1502 | rxfembﬂ| 9022
-}-303 —19ab*

— 4
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27. Propiedades del resultado de una multi-
plicacion algebraica.

Del mecanismo de la multiplicacion se deducen las si-
guientes propiedades: :

1.2 Bl producto de dos monomios es otro monomio cuyo
grado es la suma de los grados de los factores.

Pues todas las letras que entran en ellos forman parte
del producto. .

22 [l producto de wn polinomio por wi MonomMLo €S
otro polinomio de tanlos términos como tenga el multipli-
cando.

Pues el producto de cada término del polinomio por el -
monomio es un término del producto.

3.8 Kl producto de un polinomio homogéneo por wn mo=
nomio es un. polinomio komogeneo ., de un grado igual @ la
suma de los grados de los factores.

Pues cada término del producto es del mismo grado que
los demds.

4.0 Bl producto de dos polinomios, ordenados del mismo
modo respecto & la misma letra, es otro polinomio, iguael-
mente ordenado, que tiene por primer término el producto
de los dos primeros términos de los factores, y por %itimo,
el producto de los dos wltimos.

Pues, no padiendo resultar en los productos parciales
otros términos en que la letra ordenatriz tenga el mismo
exponente que en aquéllos, por tener en los demas de cada
uno de los factores, ordenados descendentemente, menores
exponentes que en el primero y mayores que en el ultimo,
no podréa haber en el producto. total términos semejantes
con los que resulten de su respectiva multiplicacion.

De aqui se infiere que, si el numero de términos de un
factor es m y el del otro es #, el numero de términos del
producto serd, 4 lo mas ma (en el caso de no haber re-
duccién de términos semejantes), esto es, el producto del
numero de términos de ambos factores, y 4 lo menos, dos,
cuando haya el maximum de reducciones posibles.

5.2 Kl producto de dos polinomios homogéneos es 0tro
polinomio homogenen, de un grado igual 4 la suma de los
qrados de los factores. '

Pues, al multiplicar dos términos cualesquiera de los
factores, resultan siempre monomios de un grado igual &
la suma de los grados de éstos y, por consiguiente, el pro-
ducto total se compone de sumandos homogéneos de este
grado,
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28. Producto de varios factores algebraicos
es el resultado de multiplicar los dos primeros, su prodice-
to, por el tercero, el producto, por el cuarto, y ast sucesiva-
mente, hasta el wltimo.

29. Teorema. X/ producto de varios factores, todos
positivos, es siempre positivo y el de varios factores, todos
neqativos d wnos positivos y 0tros neqativos, es positivo o
neégativo, seqin que el numero de factores negativos sew
pAT O LIMPaAr.

En efecto, de la manera de obtenerse el producto de
varios factores se deduce, evidentemente, que si todos ellcs
‘son positivos, lo serd el resultado; que si todos son negati-
vos, como el primer par de factores da vn resultado posi-
tivo, este producto por el tercero, negativo, éste por el
cuarto, positivo, y asi sucesivamente, se obtendra al fin un

producto total, que serd positivo 6 neqalivo, segn que el

ntmero de factores negativos sea par 6 wmpar; y final-
mente, que si unos son positivos y otros negativos, colo-
cando aquéllos consecutivamente y 4 continuacion €stos.
como el producto de los primeros serd positivo, el que el
signo del producto total sea positivo 6 negatino depender
de que los segundos sean en nUmMero par O Lmpar.

Corolario 1.0 57 se cambia de signo & uno de los fac-
tores de un producto, ¢ste cambiard de signo; pues el su-
puesto cambio de signo hace aumentar ¢ disminuir en uno.
el numero de factores negativos, con lo que éste, siera
impar, se convertird en par, y si era par, en impar; luego.
el producto pasara de negativo & positivo 6 de positivo 4
negativo.

Corolario 2.° A% se cambin de signo & dos factores de
wn producto, éste no cambia de signo; pues, considerands
separadamente los efectos de los supuestos cambios, el
producto cambiard dos veces de signo y conservara, por
tanto, el que primitivamente tenia.

30. Teorema. Kl valory signo de un producto de
varios factores es independiente del drden de éstos.

En ‘efecto, demostrada ya en la Aritmerics (83, 126
y 160) la primera parte de este teorema, basta observar
que como el signo del producto depende solamente del ni-
mero de los factores negativos y éste no varia al cawmi-
biar el 6rden de los factores, tampoco variard el signo
del producto.
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CAPITULO LV.
DE LA DIVISION.

381. La division tieue por objelo hallar wno de dos
factores algebraicos, cuando se conoce el otro y el producto
de ambos.

32. Teorema. X/ cociente de dis nimeros del mis-
mo Sigio es positivo y el de das niimeros de signo contra-
110 oS neqativo.

En efecto, debiendo ser el dividende igual al producto
del divisor por el cociente, si el dividendo y el divisor son
ambos positivos 6 ambos negativos, el cociente ha de ser
positivo, pero si el dividendo es positivo 6 negativo y el di-
visor negativo ¢ positivo, el cociente ha de ser negativo,
pues dos factores del mismo signo dan un producto positivo
v dos de signo contrario lo dan negativo (21-Esc.).

Corolario 1.° i el dividendo ¢ el divisor cambia de
signo, el cociente tambicn cambia de signo; pues, si ambos
tenfan signos iguales, vendran 4 tenerlos desiguales y re-
ciprocamente, con lo que el cociente pasard de positivo &
necativo 6 de negativo 4 positivo.

Corolario 2.° §i dividendo y divisor cambian de sig-
un, el cociente no cambia de signo; pues subsistird la igual-
dad 6 desicualdad de signos de ambos términos de la divis ;
sién v, por tanto, el signo del cociente.

Escolio. La determinacion del signo del cociente,
ilamada regla de los signos en la division, se suele expre-
sar abrevindamente, como en la-multiplicacién, diciendo:
signos iguales dan -y siguos desiguales —, y también,
mas detalladamente,

-+ por + da + ; — por — da -
+- por — da — ; — por + da —.

33. En el estudio de la divisién algebrdica conviene
distinguir la de dos menomios, la de un polinomio por un
monomio, la de dos polinomios y la de un monoinio por un
polinomio.
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34. Division de dos monomios.

El signo del cociente dependerd de los que tengan el
dividendo y el divisor y se determinars por la regla de los
signos (32-Esc.).

Por otra parte, el cociente serd un monomio, pues sélo
asi, su producto por el divisor podria ser ignal al monomio
dividendo (27-1.%), y como el producto del coeficiente y
parte literal del divisor por el coeficiente Yy parte literal del
cociente serdn, respectivamente, iguales al coeficiente ¥
parte literal del dividenlo, el coeficiente del cociente serd
ignal al cociente de el d.| dividendo por el del divisor; toda
letra comun al dividend ) v al divisor tendrs en el cociente
un exponente igual 4 la diferencia del que tenga en aquéi
menos el que tenga en éste, v la letra que se encuentre en
el dividendo y né en el divisor aparecera en el cociente
con el mismo exponente, pues hallandose en el producto y
no en uno de los factores, necesariamente procede del otro.

De aqui se deduce la sizuiente regla ;

Para dividir un monomio por. otro se divide el coefi-
ciente del dividendo por el del divisor Y, G la derecha del
caciente. se escriben las letras que tengan mayor exponente
en el primero que en el sequando, con un exponente rqual al
exrceso de aguél sobre éste, y ademdis lodas las que'estén en
el dividendo y nd en el divisor, con el exponente que
lengan.

Ejemplo. Dividir 35aShc*d, por —Tah3c®.
Se tendrd 33a%°ctd : (—Ta%e¢® = — Saded.

Escolio. La divisién de dos monomios es inexacta.
siempre que haya en el divisor alguna letra con mayor ex-
ponente que en el dividendo 6 que no haya en éste. Asi, la
division de—8a’4*c por—4a®sd es inexacta.

35. Divisiéon de un polinomio por un mo-
nomio.

Dividir un polinomio por un monomio es hallar el co-
ciente de la suma algebraica de los términos del polinomio,
por el monomio : asi se tendra la igualdad

{@+0+c) : d=a:d+b: d+c:d (An. 58-Esc.)

én cuyo segnndo miembro los términos @ : &, 4 : d VoGl
tendrdn el signo determinado por el del monomio & y el de

cada uno de los monomios @ , 4 y ¢, de donde se deduce la
siguiente regla:

25

Para dividir wi_polinomio por wi monomio se divide
cada término del polinomio por el monomio y se suman (oS
cocientes parciales.

Ejemplo. Dividir 15a'0>c*4-24a°b*d—6abe, por 3a2h.
Se tendrd (15a%7c*+-24a°0°d—6abe):3€*b=5ab*c*+-8ab*d—2c.

Escolio. La divisién de un polinomio por un ronomio
es inexacta si lo es la de algin término del polinomio por
el monomio. ' :

36. Division de dos polinomios. ; 5

Supongamos que se trata de d1v1d11r el polinomio
A+ B+C+-.... por el polinomio A’+B'4-C'+-..., y que am-
bos estan ordenados respecto & una misma letra.

Puesto que el dividendo bha de ser igual al pl'oducto‘
del divisor por el cociente, si éste se representa pot
M-+-N-P—+..., se tendrad, evidentemente, la ignaldad

== (A "+ C M+ N+ P -....)
A+B+C+.... = - (A"+B +,(/—1/—....) (M +
=(A/B'+C'4..e M(A B +C'+....) (N+P4....) (%)
i i F s indicados en
v, como el primer término de los productos Ind , ;
el ultimo IIr‘liembro de esta serie de igualdades es Al\/l
(27-4.%), se tendrd, A=A" M, de donde se deduce, M=A:A".

Si de los dos miembros de la igualdad (=) se 1'es.t:,’a el
producto. ya conocido, (A'+B'+C'4-...) M, se tendrd
A+B+CH..—(A'+B'+C+. JM=(A"+B'+C"..) N~l.--P~}—. 2)
de cuya igualdad, llamando A”’+B"4-C"'+-... 4 la diferen-
cia indicada en su primer miembro, resulta

2 ’ / T o)
A"B 0 4. = (A B0 +...) (NPt .. )
=(A+B4-C'+4... )N+ (A +B+C'+...) (P+...) d(o) 1
i $rmi s indicados ene
v. como el primer término de los productos 1ndieados
{ltimo miembro de esta serie de lgtlalq;ldes’,es A’L\, se ten-
drd, A" = A’ N, de donde se deduce, N=A" : A", : -
Si de los dos miembros de la 1Ig'ualda£1 (6) se P%‘?m e
producto, ya conocido, (A'+B'+C'-+...} N, se tendr
AYHB 0 . — (A B4 +..)N=(A'+B" »}--C’-—F..](P{—..)
«de cuya igualdad. llamando A""+B"'+4-C"""+... 4 la dife-
rencia indicada en el primer miembro, resulta
AV B Gl . = (A B 4 G ..0) (PH-0)
it irmi roducto indicado en el se-
v, como el primer término del pxoduct/o indica
‘gundo mieIInbro de esta igualdad es A”PI, se /telldld.
A" =A’P, de donde s¢ deduce, P=A""": A"
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Del anterior razonamiento que, evidentemente, se po-
dra continuar mientras haya términos que obtener en el
cociente, se deduce la siguiente regla :
Para dividir dos polinomios se ordenan de igual modo
- respecto d una de las letras del dividendo: se divide el
prvmer término de éste por el primero del divisor y se
tendrd el primer término del cociente ; se multiplica éste
por el divisor y el producto se resta del dividendo; se di-
vide el primer término del resto por el primero del divisor
9 se tendrd el sequndo término del cociente ; se multiplica
este por el divisor y el producto se resta del dividendo;
Y asi se continia hasta obtener un resto cero d tal que su
primer término no sea divisible por el primero del divisor.
en cuyo caso, dicho resto sera el de lu division.

Escolio. La divisién de dos polinomios es inexacta
cuando el primero y tltimo término del dividendo no son
divisibles por el primero. del divisor y cuando el primer
término de alguno de los dividendos parciales no sea divi-
sible por el primero del divisor, en cuyo caso, este dividen-
do sera el resto de la divisidn.

Observacion 1.* Lnla practica, se abrevia la ope-
racion de restar de cada dividendo parcial, el producto del
divisor por el respectivo término del cociente, omitiendo Lo
escritura del primer término de dic'o producto vy cam-
biando los signos @ todos los demds. antes de escribirlos en
sw lugar correspondiente, que es debajo de los semejantes
del dividendn.

Ejemplo. Dividir el polinomio
320°0° - 9007 — 320D - 92a*0° + 14a® — Y4ab®, por el polinomio
SAE+-90°--Ta>—4ab>.

Ordenando ambos polinomios respecto & la lefra a, se dispoae la
operacion en esla forma :

140 —320*D-1-32070* 92020 — 9V dal 900" | Tad--3u2h— 4ab*-9b°

—10a’b+ 80> —18a%h”

2a2—6ab--100*

—A2ath-}-40a30 =T hab?
+ 30@0*—24a*h3-|-5hab’

0650225 — 10ab*
— 304267+ 40ab*— 900

0 0

o
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Observacion 2." - Cuando varios términos de uno 6 de
los dos polinomios propuestos tengan e misma potencia (Zr;
la letra ordenatriz, se separa dicha potencia como factor
comin, se considera cemo coeficiente suyo la suma ‘alge-
braica de las cantidades a que afecta como tal factor co-
mun y se verifican, por Ja regla general, las divisiones del
coeficiente del primer término de cada dividendo parcial
por el del primero del divisor.

j . Dividir el polinomio 3

8 zfi?é!:?.f"’lf 61;7]"”+ldl°,(7[r:’t(’[—pl Sabz> 50 eP+Tad 2402 b+ Sab* e+ 51 e
4-24at — A3aD - 940 —-19alP—4b', por el polinomio
9°—3ax—+br--8a*—ab--40°.

La operacion se dispone y verifica en ¢sla forma :

Dividendo. Divisor.
Svi—8a |°+-32a l2°-}-"a? i.r--[-‘liu‘ 20 —3a |2-4-8a>
460 | —15ub | 24 | —43a*h iy ——(th
R ]/ Bab® | -H9a%h? B
aps i —49ah3 -
! 30 ; 1,')('”’ Cociente.
| | —4b 7_N4 —
30,2 br*-2a x-}-3a*
gl | g
—4b | | i | Ll
| | {o—b2
ity | |
~+4a | t
20 |
—16a” o 1o =
2ath | > 2 =
—8ab? | & ) o
—8a% | =) er o
+ab* | | vo o — =
—A4b% | - Sl o 2
“ =93 i = G 5
+18a0 | ,IQ 1ol =
—2ab> Sar =
—b> | S =
+-9a® ’ —24at -:;Il e 5
—3a*b | 3@’ I -
—15a% | —12¢0* [,
-Sab? | +-40a°b 2
—3ab* | —5a*h? ]
b7 +20ab® =
l -|-8ab*
—ab®
—}-4b*
P T AR E (R S0
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Observacion 3.* Siel divisor carece de alguna de
o 5

las letras del dividendo, conviene ordenar éste respecto &
ella y dividir separadamente por el divisor cada uno de
los coeficientes de dicha letra en Jos sucesivos términos del
dividendo, con lo que se obtendran los coeficientes de los
respectivos términos del cociente.
Pues si el dividendo es el polinomio
Agn-Byn—14-Cym—2+.. +Ko+L,
¥ el divisor es otro polinomio independiente de la letra ,
al que se puede representar por M, resultard :
(Azn+-Brn—14-Com—24-. . +Kz+-L) : M
=(A:M)z"+(B : M)an—14-(C : M)z —2+..4~(K:M)z-+-L: M.
Bjemplo. Dividir el polinomio 30a’bx? — 20a'b°r* —250°h3%"
~H18atb*x—A12a30> e —13al* v—A2a307-1-28a%h*-35ab®, por el poliro-
nio, independiente de @, 6a>—4ub—=502.
La operacion se dispone en esta forma :
r—42a°h°

s 30a%h |2 -4-18u'h?
—200?* | —12a°b3| 98(1%"% : 6a®—4ab—>50b2
| 95033 —15a%b1| 4-35ab®

v se verifica, ¢jecutando las siguientes divisiones parciales :
(30a*h — 20a*V® — 230°D°) : (6a°*—4ab—5D*) = Sab
(18a*b*— 12a°b> — 15a°b%) : (6a>—4ab—35b*) = 3a2)®
(— 42a7h>- |-28>ht--35ab®) : (6a’*—4ab—5b2) =—Tab?
por las que se ohtiene el cociente pedido, Sa*ba*--3a2b2w—Tal? .
37. Divisién de un monomio por un polinomio.
Considerando al dividendo como un polinomio cuyos
términos, menos vno, se han reducido & cero y aplicando
< este caso el razonamienty empleado en la divisién de dos
polinomios, se deduce que la de un monomio por un polino-
mio que, por lo ya dicho, es un caso particular de la de dos
polmomios, se verificara por la regla general de la divisién
de éstos.
Ejemplo. Dividir el monomio 6a*b2, por el binomio 2ab—4b?.
La operacion sc¢ dispondri en esta forma:
Hath® | 2ab—4b*

apl 3006+ 12a071-24b*

—+48ab?®
-960°
Escolio. La divisién de un monomio por un polinomio
es siempre inexacta, pues no es posible hallar una expre-
sion algebriica que, multiplicada por el polinomio divisor,
d¢ un producto igual al monomio dividendo (27-2.%).
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38. Teorema. Si se divide un polinomio entero,
completo y ordenado respecto G una letra X, por el bino-
mio X —a, Se verificard: ' ' o
1.°  Que el cociente es un polinomio, tambicn ordenado
y completo respecto @ X, de nn grado wferior en wnd. .un)z-‘
dad al del propuesto, y en el que el cocficiente del primer
(érmino es el mismo que el del primero del dividendo y ¢l
de cada uno de los términos siquientes es iqual al del que
ocupa el mismo lugar en el dividendo, mas el producto,
por a, del inmediato anterior del cociente. Yt
2.°  Que el resto es iqual al resultado de sustituir & en
vez de X en el polinomio propuesto. : :
En efecte: 1.° sea el dividendo el polinomio
COT"‘—AI—C,.E"‘—’»I—C__,:z-'“—ﬁ—}—(lﬁ.r"'—"-}-...—{»—C.,'1,'"—."—}—6... : =
en el que €, C, C, C....Co...C representan los coclicientes de los
términos 1.9, 2.°, 3.%, £.°... enésimo mds uno y ultimo (7).
La marcha de la operacién sera la siguiente :

Gy =G, Jzm—1-pCy o am—2 G = | r—a -
¥ v Epm—2 ¥ A gL
ﬁkc()(l . (/,,JJ‘“— L{I:é‘l l..Lm ‘1!,((32 : s !
Ty e T ) g = i i O
Oyl i S S i e : ! 4Gty

-G, -+C,a |

-+C,a*
(b0 : ; ;
Si suponemos que el 2™ término del cociente obtenido
conforme & dicha ley sea : : -
(Cn_]—*‘()n_i(l,—l—-....—l'—(\/()(ln— ).Zm— ;
se obtendra para primer término del 2™° resto -
(Cn+Cpe18+Cn—2~+.....+Coa™)™~ e
y, al dividirlo por , se hallara el término (m+1) el co-
clente, que sera : i
(Cn'*—cn——l(h‘}—_Cn—:Z(b'—i—- At .—i-C,O(Ln)IUm N :
el cual aparece también formado seg(t)m laley 1_11d1(§a( ay,
como ésta se verifica en el término 3.% se verlficara en el
4.°5.°, ete. y, por tanto, sera general.

%) Notacién muy usada en Algebra cuando, mis bien que 108 ';'“1‘0““3 (}191(13??\
coeficientes {(que expuestos en esta forma se llaman indeterminados), € q 3
indicar el lugar que cada uno ocupa en el polinomio.
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2.” Bl designamos por ) el cociente obtenido que, por
la marcha de la operacitn, constara de un nimero limita-
do de términos, y por R el resto. se tiene
Ol);»,;ln_'..__Cl.zm_l_!_cﬂwm_‘.{{__ S Ona’b"l_n+- e -+an=(él'—~(L)Q+R
cuya igualdad es cierta para cualquier valor de z: de
modo que haciendo z=¢, se tendra la nueva ignaldad
Coam--Cam— L O gm~" | 4 Cpam=bf:, 4+ Q=R
cuyo primer miembro es, evidentemente, el resultado de
sustitnir @ en vez de , en el poiinomio propuesto. )

Corolario. i wn polinomio entero o completo res-
pecto d una letra X se reduce @ cero, cuando en ves de esta
letra se sustituye un valor a, dicho polinomio es divisible
por X—a: pues el resto. en este caso, es cero. )

Hscolio 1.° Como el resto
Co™ -0, @m0+ ... 4-C @4, ., -Cpy
se puede poner en la forma
[(C-.(1C,e-+Ca+C la-.. G —2)0+-Cra1 ]2-Cn,
deducese de aqui la sieniente regla :

Para hallar el valor wumérico de un polinomio de una
sola variable, ordenado descendentemente, cuando en ves de
ella se sustituye un nimero, se le hace ém;m/e’n, i no lo
¢S, pura lo cual se suponen iguales @ cero los coe ficientes de
/n,c_[(f;'-mz,){n.,c que le falten; se multiplica el coeficiente de su
pramer (ermino por dicho niimero y al producto se agreqga
el eoeficiente del sequndo; esta suma se multiplica por el
wimern; al producto se agrega el coe ficiente del tercer téy-
mno y ase suceswamente haste agreqgar el iltimo.

Ejemplo. lallar, para x =3. el valor numérico del polinomio

Lot 4 62 —32° — 200--8. 3
Completindolo se tiene 526 + |
{f%ﬂr!-(ile 3 21><3-1-0:=63 ; 63:x3—3=-186: 186:<3 1-0=558 ;

O8> 5—20=165% ; 1654><3 -8:=4970, que es ¢l valor nv(lidb. )
Escolio 2.° Como la diferencia zm—gm so reduce &
cero, reemplazando z por ¢, y el cociente de su divisién por
+—a, segun lo demostrado en la primera parte del teore-
ma. es
.L’m_'—}-(/.7;’“_2—{—@?,("”"-’—1‘—...-1'~./(1”‘:'J.‘E+(/“-“E.Z‘-f—(Lm—',

-se tiene quela diferenciade las potencias del mismo grado
de dos cantidades es divisible porla diferencia de éstas y
que el cociente es un. polinoiio homngenes. de grado infe-
7101 en wna unidad al del dividends, de términos P0si Livas
2 de coeficiente nuwméricrigual d la unidad. L

Ash, 2°—a* : p—a=r' ozt fate gty +at.

»

6 {004 —3274-022—200+4-8 y se dira:

i
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CAPITULO V.
DE LA ELEVACION A POTENCIAS.

39. La elevacién a potencias 6 potenciacion

e expresiones algebraicas ticne por objeto, en gene-

ral, hallar wna expresidn., llamada, POTENCIA, que seq fac-
torinlmente respecto @ otra. llamade, BASE, lo que una ter-
cera, llamada eXPONENTE, sea adicionalmente respecto @ la
unidad entera y positiva.

De esta definicion se desprende que si e/ exponente es
enteroy positivn, la potencia es el producio de tantos facto-
res iguales ¢ la base como unidades tiene el exponente ().

40. Teorema. Z7oda polencia es positiva, excepto en
el caso de ser la base negativa € impar el exponente.

Iin efecto, siendo 7 un ntmero entero y positivo, se-
tendra

am=aad...a, cuyo producto es siempre positivo,

¥ [—a)m=(—a) (—a) (—a) ... (—a), eunyo producto es posi-
tivo, si o es par, y negativo, si 7 es impar (29).

Corolario. A7 en una potencia indicada se cambia el
signo @ la base, (@ potencia no cambia de signo, si. ¢l expo-
nente es par, pero si, St es vmpar: pues, en el primer caso,
la potencia es el producto de un nimero par de factores
v, por tanto, positivo, sea cualquiera su signo, y, en el
sezundo, el de un ntimero impar de ellos, que sera positivo
dnegativo, seglin que su signo sea positivo ¢ negativo.

Asi, designando por P el valor absoluto de una poten-
cia de @, se tendra

(a2 =P
(4 a)2n+l — (6211-}—1 =P
(= (l)'z“'H — — P,

41. En el estudio de la elevacion & potencias de una
expresion algebrdica conviene considerar la de un mono-
mio y la de un polinomio.

(") Mientras otra cosa no se exprese. se enfendera que el exponente es un
nimero entero y positivo, dejando para mas adelante el exponer la significa-
«i6n de los exponentes negativos y la de los fraceionarios.
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42. Elevacion de un monomio a una potencia.
Siendo nn monomio el producto indicado de varios fac-
tores, la elevacion del monomio Ca™énd, por ejemplo, 4 la:
potencia del grado p, dara

(Cﬂmé‘VZ)p—’CP((l‘“)l’{&H}l’(ZPZClV’(L“‘T‘&“P(Zl’ (:\[‘\IT. 63 y 65‘)_

De aqui se deduce la siguiente regla :

Para elevar wn monomio ¢ una polencia se eleva el coefi-
ciente a la potencia indicadua y se multiplican por el expo-
nente de ésta, los exponentes de las letras del monomio.

Ejemplos.

1.2 (9abePd? P=81u‘bctd®
208 (—2abrert—16a )%=
3.2 (3a%h)=27a’h?
4° (—=da'bePP=—3125ap" ¢,
43. Elevacion deun polinomio & una potencia.

La elevacion de un polinomio cualquiera & una poten-
ola se obtiene, naturalmente, hallando el producto de tan-
tos factores iguales 4 é1 como unidades tenga el exponente.

Sin embargo, como esta obtencion es muy enojosa, es
preferible hacerla depender de la de un binomio, en cnan-
to se conozea la ley del desarrollo de una potencia de cual-
quier grado de éste, lo que se consigue mediante una teo-
ria cuyos principios elementales, suficientes 4 este objeto,
se exponen en las siguientes:

44. NOCIONES DE COMBINATORIA. :

Sivarias letras @, 4, ¢, d, e, ete. 1 objetos representa-
dos por ellas se agrupan una & una, dos & dos, tres &
tres, etc. de todos los modos posibles, pero_no entrando
cada letra mds que una vez en cada agrupacion, éstas se
clasifican por drdenes, llamandose de primero, segundo,
tercero, ... enésimo dérden, § primarias, binarias, terna-
rias, ... de n 4 n, segin que, en cada una de ellas, haya
una, dos, tres, ... n, letras.

Dichas agrupaciones, segtin las condiciones de su for-
macion, reciben los nombres particulares de coordinacio-
ues, permutaciones y combinaciones.

ab, ac, ad...
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45. Coordinaciones son los grupos de igual wimero de
letras que se diferencian, ya en el drden de éstas, ya en al-
guna de ellas : asi, abe, ach y deb son tres coordinaciones.
Para hallar el ntmero de coordinaciones de cualquier
orden que se pueden formar con m letras, a, 4, ¢, d, ete
basta considerar:
1.° que es desde luego evidente que, tomandolas una 4
una, se formardn 7 coordinaciones primarias.
2.° que, colocando al lado de cada letra, cada una de las
demas, como se indica al margen, se for-
maran todas las coordinaciones binarias

baibe s bdn p0§ible§, y como de cada coordinacion
¢a, c¢b, cd.. | primaria se obtendran z — 1 binarias,
da, db, dc... | lasm letras daran m(m—1) coordina-

clones binarias.

3. que, colocando alladode cada coordinacién binaria,
cada una de las letras que no entran en ella, se formaran
todas las ternarias posibles, y como de cada coordinacion
binaria se obtendran m — 2 ternarias, las m letras daran,
m(m—1) (m—2) coordinaciones fernarias.

4. que, colocando al lado de cada coordinaciénde cual-
quier 6rden, cada una de las letras que no entran en ella,
se formardn todas las posibles del érden siguiente, cuyo
numero estard expresado por nn producto de factores suce-
sivamente decrecientes, desde 7 hasta # ménos el érden
de la coordinacién, disminuido en una unidad ; luego el
numero, On, de coordinaciones del érden % que se pueden
formar con m letras sera

On = m(m - 1) (m—2)... [1—(n—1)] ().

46. Permutaciones son las comdinaciones que sélo se
diferencian en el drden de sus letras: asi, las coordina-
ciones a’¢, ach y cab forman una sola permutacion, por lo
que, considerdndolas como productos indicados, se lasllama
también productos iguales.

Para hallar el numero de permutaciones que se pueden
formar con un numero dado de letras basta considerar que
las permutaciones de 7 letras no sonotra cosa que sus coor-
dinaciones del érden 7, de modo que, haciendo m=n en la
férmula (), el mimero, Py, de permutaciones de # letras
serd Pn =n(n—1)(n—2)...[n—(n—1)]=nin—1) (1—2)...2.1

6 sea Pp=1.2...(c0—1)% (8) ().

(*). Los'Autores modernosilaman factorial enésima al producto 1,2,3... n de

# factores consecutivos, que se indica abreviadamento »! 6 |n

Are. 3
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- 47. Combinaciones son las coordinaciones que sdlo se
diferencian en alguna 6 alqunts de sus letras : asi, las
coordinaciones abe, dbe y cde forman tres combinaciones,.
por lo que, considerandolas como productos indicados, se
las llama también producios diferentes. :

Para hallar el namero de combinaciones de cualquier

orden que se pueden formar con  letras basta considerar
que si se forman las coordinaciones del 6rden n con las 7
letras, cada uno de los productos, diferentes de los demas,
estars repetido tantas veces como productos iguales se

yueden formar con 7z letras, de-modo que, designando por
I S .

Cn el numero de combinaciones del drden % que se puedeii
formar con # letras, se tendrd, On = Cn >< Pn, y de aqui,
por las igualdades (2) y (6) {45 y 486),
p m{m—1(m—2)...[m—(n—1)] _

s e 1.2.3... 1 L

4A8. K/l numero de combinaciones del drden n de m le-
tras es el mismo queel de las combinaciones del drden m—n
de las mismas lebras.

En efecto, al tomar # de las m letras para formar una
combinacién, quedaran m —n letras, que formarin otra;
luego & cada una de las combinaciones del érden 7 corres-
poude otra de las del orden m — » y, por tanto, el numero
de unas y otras es el mismo, es decir, que Cy = Cp—n.

49. La suma delas eombinaciones del drden n de ma-+-1
letras es iqual @ la suma de las del mismn drden de las
primeras letras, mas el producto de sus combinaciones del
orden n—1, por la nucva letra. :

En efecto, si designamos por ™S, la suma de las com-
binaciones del érden n—1 que se pueden formar con # le-
tras y suponemos que, al lado de cada una de ellas, se ¢-
loca una nueva letra, Z, la expresiéon 8, _;></serd la suma
de las combinaciones del 6rden z que producird esta letra,
v agregando esta suma 4 ™3y , expresion de las del rden »
producidas por las m letras, se tendrdn las del mismo 6r-
den que producirdn las m -1 letras y, por tanto, serd
m-+l Q) —mS, S, <. !

“(*)) Obsérvese que el niimero de combinaciones de cualquier 6rden que wo
pueden formar con m lotras se eypresa por una fraceién, cuyo denominador
es la serie natural de los ntimeros | 23 . etc. hasta el igual al 6rden de la
eombinacién, ¥ cuyo numerador es el producto de tantos factores descenden-
tes, de unidad en unidad, 4 partir de m, como factores tiene el denominador.

r
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50. ASisewmultiplican varins factores Ginomins de la
forima X-+-a, X+, X+4-C . ..., etc., cuyo primer termino, X,
“es comiin @ todos, el producto tendra estas condiciones:

1.2 Hlexponente de X, en sw primer término , es igutl
al wumero de factores binomios, iy, en (oS terminos Siguien-
tes, va disminwyendo, de unidad en wnidad, lasta que en
el wltimo es cero. ,

2.2 Fl ecoeficiente del primer término es la unidad; ¢l
del sequnda es (n sum de lns sequados términos de los Jac-
tores binomions; el del tercero es la suma de las combinacio-
nes binarias de diclios sequndos teérminos; el del cuarto es
la sumn de las combinaciones ternarias de los mismis v
ast sucevivamente hasta el wltimo término, que es el pro-
ducto de todos los sequndos términos de los binamios.

En efecto, el producto de dos factores binomios de la
forma indicada cumple con las condiciones dichas, pues

(#4-a) (@40 =* +ar+br+ab = a;*—{—(&z'w-{— ab,
+

asi como también el de tres, pues

B+a)(2-4-0) 2 +c)= (2°+-nz--bx+ab)(z+-c)
=g -6 D A ab et + acs e +-abe
—=x*ta a®+ab| z4-abe
+6 el
Hc - 4-lc
Para ver si esta ley es general, sea cualquiera el ni-
mero de factores, demostremos que habiéndose verificado
en el producto de un numero dado de factores, se verifica-
r4 en el de un factor més.
Para ello, supvngamos que el producto de m factores
sea, conforme 4 dicha ley,
(@+-a) (4-0) (z+-c) ... (5-1-F)

=gU LMY gm—limS gm—2 | 08, jgn-a-lnSgn-nt .  Ladc...k

donde mS representa la suma de los 7 segundos términos
de los factores, m3, la suma de sus combinaciones bina-
rias y, en general, ™3, la de sus combinaciones del O6r-
den 7. g
Multipliquemos el producto dado por un nuevo factor
binomio, #+/, y tendremns . &

(@+a) (e+-0)B+-c) ... (2+F)2+)

: ___-.:(;zm ﬁ-_m‘_‘u;m——l 5-‘“,'\,',_,.’5‘-'“"‘2 *__.,1',mgn~_1$m—(n——-l)A{_mgn_z;m —nifog *_(7,/,0“/;)(:‘,;%_[)



m
6 (z4-a)"=a™ 4 o anP=
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O sea, (z+-a)z+0)w~+c)...(p-44) (1)
= gm+lymy gmymy  gpm-lyp 4mS, |gm—op
-+{ | A4mS,/ -+m8,_/ ~+abe... .kl
en cuyo producto vemos que el exponente de z, en su pri-
mer término, esigual al numero de factores binomios y
que en los términos siguientes va disminuyendo de uni-
dad en unidad, hasta que en el ultimo es cero: que el
coeficiente del primer término es la unidad, el del segun-
do es la suma de los segundos términos de los m—+1 facto-
res binomios , el del tercero es, per 1o ya demostrado (49),
la suma de las combinaciones bmarias de dichos términos,
y el del que ocupa el lugar n-4-1 es, por la misma razon, la
suma de las combinaciones del 6rden » de los mismos.
Ahora bien, hemos visto que la ley se verifica en el pro-
ducto de tres factores binomios, luego se verificara en el de
cuatro, cineo, seis, . ., ete. y, por tanto, es cierta y general.
Escolio. Sien el producto de m factores binomios
@+a) (8+0) (®+c). ... (@+h)(z+i)(z+rt)
= g0+4-q |lgm—14-qb a2 . 4-abc... £~ abe..kik

46 -fac | -+ |
+c SR : )
—+ -+oc : !
. -.I_ |

1 B !

fE ey :

+7 + ik | +.. ik

se suponen iguales & @ todos los segundos términos, se
tendra
, . m(m—1)
(@ + a)® = 2™ | maz™—" | - 1.9
m(m—1)(m—2)...[m—(n—1)]
1GR3 aisn :
que es la notable expresion, conocida con el nombre de
formula del binomio 6 formula de Newton ().

Qirnslo o

@PEMN | g,

*) Empléando la notacion de factorial (Pdg. 83. Nota *), se escribe esta for-
mula en la forma:
m(m—1)

{3

(3

(&+a) =2} % amm_|+ 5 a’wm_2+ e m(m—1).. [,m—(n—l)] WPy &
n!
m(m—1) aemm—e-}- s ?711”,1*1) Bk [m—(n—l_)] o =D, o

2 : el
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51. Ll segundo miembro de la férmula de NEWTON tie
ue, entre otras, las siguientes propiedades: :
1.2 Hswnpolinomio de m--1 términos, homogéneo y del

grado m respecto & X y ¢ a; pues contiene 7 - 1 poten-

cias sucesivas de cada una de estas letras y, en todos sus
términos, la suma de los exponentes de ambas es ignal & m,
indicando el de # el numero de términos que le preceden
v el de ¢ el de los que le siguen. :

2.5 Kl coeficiente numérico de cada término es el nume-
ro de combinaciones de  letras, tomadas tantas @ tantas,
como términos le preceden, y se forma del anterior, multi-
plicandole por el exponente de X y dividiéndole por el de a,
awmentads en una unidad; pues, designando por T’n+1'el
término que ocupa el lngar 21, al que se llama fermeno
neneral, se tiene

m(m—1) . .. [m—(n—1)]
-'l‘ 1= — @Rpm—1u

e YorER)

v el siguiente, 0 sea el que ocupa el lugar n—+2, sera
m(m—1) . . [m—(n—1){(m—n)
1.2..%(r+1)

i m(m—1) . .|m—(n—1)]  m—n el diay

1S n+1

3.5 Los coeficientes de los términos equidistantes de los
extremos son iquales; pues el que tenga delante de siz
términos tendra por coeficiente Cpn y el que’ tenga detrds
de si 7z términos tendrd delante m—-1—(n~+1)=m—n y su
coeficiente serd Cm—n, que es igual 4 Cn (48).

4.* Six ya son positivos, lo seran también todos los
términos del desarrollo de cualquier potencia del bino-
min X+ a; &1 $on neqativos, serdn dichos LErminos posi-
tivos 6 negativos, seqin que el exponente sea par 6 1mpar's
Y St uno de los términos, X d a, es pasitivo y el otro ne-
qativo, los del desarrollo seran alternativamente positi-
0§ 9 negativos; pues, en el primer caso, se tendra siem-
pre un producto de factores positivos; en el segundo, po-
niendo de manifiesto los signos, se tendra

(—r—a)n = (—(z+a))* = (z+a)*™ (40]
Y (—g—aprtl = (—(@+-a) 2t i=—(g+4-a)2t];
¥, en el tercero, las potencias impares del término nega-
tlvo seran negativas y, por tanto, negativos también
los términos del desarrollo que contengan alguna de ellas.

Toyo = an+1pm—(n+1)
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52. De la formula de NEwTton y de las propiedades de
su segundo miembro se deduce la siguiente regla:

Para elevar un binomio & una potencia se eleva @ ella
sw primer términn y se tendrd el primero de la potencia:
se multiplica el coeficiente de éste por el exponente que en.
él tiene el primer término del binomio y se divide por el
del sequndo, mas wna vnidad; se aumen'a en 1 el exponen-
te del sequudo lérmino del binomio y se disminwye tambien
en 1 el del primero, y asi se continia hasta obtener la mi-
tad de los términos del desarrollo, si el cxponente de la
notencia pedida es rar, ¢ la witad mds vno, S es 1MPar, ¥
-se reproducen despucs en drden inverso los coeficicutes yu
obtenidos, siquiendo la misma ley de crecimicnto v decre-
cimiento sucesivo de los exponentes.

Ejemplos,
1.° (3ax?+-2a%x)>=(3a.r?)-|-52a%x)(3aa2)*-10{2a%x)* Gax?)*
+-10 2622 3ax?)2-1-5(202z)4(3ax?)-(2a%x)®
=243a52104-8310a%29-{-1080a 287200827
-1-240a%26-4-32a 05
2.° (3aa?—2a%r)>=243a5210—810aS.? ~108007xS—T720aSz7
—+240a°26—32a 1025
3.2 (3a2?-20%¢)8=(3a22)04-6(2a2x)(3aa?)5-1-15(2a%x)2(3ax?)*
-20(2a%z )3 (3ax2)?-15 2a%x )4 Sua?)?
+6(2a%2)5(3a.22)-(2a%r)°
=T729a52124-2916a 211 --4860a8.£10-}- 43200 2
+2160a0x8-1-5T6a e +64a 228 .
4.°  (Bax®—2a22)°="T294%212 - 29160 2! -|-486Da8v 10— 4320a%2?
~+2160a V28— 576 lx’-|-64a 225,
Observacion. Sirepresentamos por ¢y 4 las decenas
y las unmidades de la raiz del grado 2 de un namero entere
y aplicamos la férmula de Newton al binomio (¢.10-+2)®,
se tiene la igualdad
m(m—1)

a.10+&)‘“:(a-10)m+iiz/fm.10}“1—1-;——1— 5 0(a 102

m(m—1). [m—(n—1
- =Dl gy

de la que, haciendo & % igual & 4, 5, ete., y, por considera-
clones andlogas 4 las hechas al tratar del cuadrado y cubo
de la suma de dos numeros (ARIT. 67 y 68y de las raices
cuadrada y cibica de los enteros (AriT. 72 y 76), se obten-
drian las reglas para extraer de éstos la raiz cuarta, quin-
ta, etc. e
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53. Potenciacion de un polinomio. .

Conoeida la potenciacion de un binomio, como todo poli-
nomio se puede considerar como un binomio cuyo segundo
término sea la suma de todos los siguientes al primero, de
tan sencilla consideracion se desprende la siguiente regla:

Para elevar wn polinomio d una potencia se le consi-
dera como wn binomo, cuyo sequndo LPrmino sew la Swma
de todos los siquientes al primero; se desarrolln ln poten-
cia de este binomio; las potencias del mismo grado de los
polimonios resullantes en el desarrollo se considerin como
0 de un binomio de condiciones analogns & la indicada y
asi sucesivamente Lasta obtener la potenciacion, del gra-
do propuesto. de un binomio cuyos términos sean lns dos -
timos del polinomio dado. :

Aplicando esta-regla al cuadrado y cubo de un polino-
mio, a-+0—+c—+d, se tendra:

1.° (a+btc+d =2+ 21(b+c+d)+Hb-c+d)* i
=220 b4-c+d)+6>+2b(c+ d)+(c+d)

—a24-2a(b+c+d)+52+20(c+d)
4 -2cd-+d?

bsen(a+b-+c-+d) =404 +d*+2a(b+c+d)
+2b(c+d)4-Red

lo que indica que ¢/ cuadrado de wn polinomio s iquil @
la suma de los cuadrados de sus términos, mas el duplo del
producto de cada uno por la swma de los que le siguen.

2.0 (a+d+c+dP=+3a*(b+c+d)+3a(b+c+df
—+(b+c+dV

=@’ +3a* (b+c+d)+3a(b+c+d)
L8302 c+d)+3b(c-+d ) +(c+a)

— @3 b-+c+d)+3a(b+-c+d)
030 (e +-di 20 c+d )
P3¢ d+-3ed*+d?

dsea (a+b+c+d)P=a’+5~+c+d*+3a*(b+c+-d)
30 e+d)+3¢cd :
4 3u(b+c-F d) +3b(c+-d)*+3cd®

lo que indica que el eudo de nn polinomio es iqual @ it
suma de lns cubos de sus términos, inds el triplo del cua-
drado de cada uno por lo suma de los que le siguen, mas el
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triplo de cada uno por el cuadrado de 1o suma de los que

le siguen (°).
Ejemplos.
1.0
(SaP—da®y Ty —3y°)2=28254-1624y°+-49 2y -9yb
— 4022y 47024y — 3027y
—5625 -4y — A2y

=252° —402° y~-8624y2 —86a55y°
~+T32%y* — 42y51-9y/5,

2.0

(2" —8xy+-9y*—5 5= 820 —512:55--799y6— 195

“+3l4xt{ —8.ry--9y* —3)-+-642°y*(9y*—5)--81y4(—8))
+3[“21:5(—81‘y+9y“-’—Ei)*—&ry(ﬁ)]/‘-‘—5)9»+91/‘S<25] )
=825—5124%)5 7995195

—Y62°y 10824y *—602 -1 72827y — 9602%y>—1215y*

622 642y 81y 4251 MyP--802y—90y?)
— 242y (81 y"—,l—i'?j—i)()ye} 675y

—962%y 10824y — 60251 12827y 96022y —121 5

— 1944245 —6002y--21602y5 675y*
=82°—96.x%y [-492.7,‘4]/")—60.]7‘——’]370.’1“"‘[/:‘—{»«"}80.’1)5_1/

221 1y*— 150002y 41500 — 1944y
216023 —600xy-1-729)5— 1213y | 675°—125.

la(;)gui)&s:;rollando los cuadrados de polinomios en el segundo miembro de

(@t-bt-0-d)3=05+ 034054454302 bt-c4-d)4- 353+ 2)+-8e%d,
+3a(b+-c+a)2+4-3b(c+d)2+3cd2

se tiene

(a+b+c+d)3_—_a5+b3+05+d5+3a9(b+c+d)+3b‘3(c+rI J+3e2d
+3a(b2+-c2+d24-2be+2bd-+2cd) +3b(c24-d2+2ed)+-3eds

¥. efectuando los productos por los términos que tienen el factor 2.

(-0t A)5 =74 b3 4034 I54-802( b4-0+d 1352 0-d) 3624
+3a(h24-c2412)4-3h(c2-d2 )+ Bod2
+6abe+6abd+-6acd+-6bed,

10 que indica que también el cubo de un polinomio es igual & la suma de Los cu
bos de sus términos, mas el triplo del cuadrado de cada uno por la suma de
los que le siguen, mas cl triplo de cada wuno por la suma de los cuadyados de los
que le siguen, mas el séxtuplo de sus combinuciones lernayias, ;

Y*-486%y*--1302 —86 454805y — 54012
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CAPITULO VI.
DE LA EXTRACCION DE RAICEN.

54. La extraccion de raices de expresiones
algebraicas tiene por objeto hallar una expresion, la-
made RAIZ, cuya ;uu‘encz’tz de un grado dado sea Lgual @ otra
expresion dada, [lamada rapicANDo.

55. Teorema. Las raices de grado impar son del
mismo signo.que el radicando y las de grado par tienen
el signo de ambigiedad (=), si el radicando es positivo,
pero no tienen modo de ser alguno, si es neqativo.

En efecto, si 7 es la raiz del grado m de A, se tendra

m

/A =r, en cuya igualdad, si  es impar,  serd positivo 6
negativo, segn que A sea lo uno 6 lo otro, pues las poten-
cias impares tienen el mismo signo que la hase (40); si 7 es
par y A es positivo, 7 podra ser positivo 6 negativo, pues
toda potencia par es positiva, pero si A es negativo, no se
puede hallar un modo de ser para 7, pues ninguna cantidad
positiva ni negativa, elevada 4 una potencia par, d4 un re-
sultado negativo.

56. En el estudio de la extraccion de raices de expre-
siones algebrdicas conviene distinguir la de un monomio y
la de un polinomio.

57. Extraccion de la raiz de un monomio.

La raiz de un monomio ha de ser necesariamente otro

monomio; de modo, que si la raiz del grado 7 del monomio
m

Carda es C'axby, se tendra |/ Canda = C'axby
¥, por tanto, (C'@%4y)m = Canda § sea C'mgmxpmy—C0qrsa,
de donde resulta C'm = C, gnx = g0 y fmy =44, y de aqui,

m
¢’ = /0, mz =n, Mmy=gq 0seas=mn:m;y=q:m;
01 e S i m SR EAL SV TN
luego, l/Cau&q — l/Cau:m 49:m
De aqui se deduce la siguiente regla:

Para extraer la raiz de cualquier grado de wn mono-
mio se extrae la raiz del cocficiente y se dividen por el in-
dice los exponentes de las letras del monomio.

Ejemplos .

et Bl o s SRl o
V 6latbrci===8a2ben)/ 3430000 =Ta%%e:)/ 2160350 2——6ables.

Escolio. La raiz de un monomio serd inexacta cuan-
do algin exponente no sea divisible por el indice.
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58. Extraccion de la raiz de un polinomio.
Esta operacidu se funda en estos dos principios:

I. 8% un polinomio ordenado se elepa @ la polencia del .

gradom, el prinero y ltimo término de la potencia son
iquales, resypectivamente, a la potencia del mismo grado
del primero y wltimo términos del polinomio propuesto,
pues, por el procedimiento natural para elevar un poli-
nomio 4 una potencia, el primero y ultimo términos del
cuadrado del propuesto serdn ignales, respectivamente, al
cuadrado de su primero y ultimo términos (27-4.%), y por
la misma razon, el primero y tltimo términos de su 3.%, 4.*
emésima potencia seran izuales, respectivamente, & la

3.%, 4.* emésima potencia de su primero y Gltimo términos.
II. &% de wn polinomio ordenado se resta la emésima

potencia de la suma de los 1 primeros términos de su ratz
del grado m, el primer término de la diferencia es iqual
4 m veces la potencia del grado m—1 del primer términe
de la raiz, multiplicada por el término que en ella ocupn el
(ugar n—+ 1; pues, si el polinomio ordenado descenden-
temente,
a+b+c+d+...+thtbhp1+ ...+

es la raiz del grado m del polinomio A-B+C-+D+-...--U,
se tendra la igualdad

A4BACHD.. fU=(a-t-b+tetd+t.. .o+t tnpr-..u)m
que, designando por « la suma @-+6-+c+d-+...-+én de los
n primerostérminos dela raiz y, por 6, la suma ény1-+...+%
de los restantes, se transforma en

A-+BAC Do U= (o )m = am-f- mam—1-f-, .- Cpbngm—n—j-,. -6,

y, restando «™ de- los dos miembros de ésta, gl
AB+CH-DH-... - U—am=piBam—1-},, —-Cpbnam—n—|-, |-G

que, designando por A'+4-B'+4C'+D’4-...-- U’ la diferencia
indicada en el primer miembro, se transforma en
A'4B'-C D . ..~}U =mbam—14, . |-Cnbngm—o—|,, | Gm,

Ahora bien, el término del segundo miembro de esta
igualdad, en que la letra ordenatriz tendra mayor expo-
nente, serd el m6am—1, pues como se puede expresar en
la forma m@am—nan—1'y cualquiera otro estard representa-
do por el término general Cyétan—n, que se puede expresar
en la forma Cy82m—n 6u—1, es evidente que la letra ordena-
triz tendrd mayor exponente en 76xm—! que en Cp6nam—2,
¥, el mayor de todos, en el primer término del producto
mba™—1, que serd mam—1¢nyy, por ser 4 el primer término
del polinomnio @ y #n41 el primero del polinomio 6; luego
se tendra A’ =ma™—¢n41.
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59. Sentados estos principios, se tendra que, si
A -+ B0+ D ...+ U es un polinomio ordenado cuye
raiz del grado z sea el polinomio ¢ -+ b+c+d+...+u,

m

segtin el principio I, sera A=¢a™, de donde, 7 = l/A. :

Si del polinomio propuesto se resta ¢@, en el resto
B4+ C -4 D—+...+ U, se tendrd, segun el principio II, que
B — mam—14, de donde, & = B : mam-1. :

Determinados ¢ y & y, por tanto, su suma & -- 4, si
del polinomio propuesto se resta (& -i- &')"'. y llamamos
AL Bl -G D! 4 - B4 T diferenciag se ifendra;
también por el principio 1I, que A’ = ma™—l¢, de donde
e—="A"sman—ly

Si del polinomio propuesto se resta ahora (@ 4+ 4+ ¢)™
y llamamos A"+ B" "+ C'+ D"+ ... + U’ & la diferencia,
se tendrd, por la misma razon, que _ 3

A’ = mam—d, de donde. 4=A"": ma™~!

y como este razonamiento podra continuarse hasta obtener
el término % de la raiz. indGcese de aqui la siguiente regla:

Para extraer la ralz del grado m de wn polinomio se
le ordena respecto a una de sus letras; se extrae la raiz
del grado m de s primer término y se tendra el primero
de la raiz; se divide el sequndo término del palinomio dado
por m veces [ potencia del grado m — 1 del primer ter-
mino de la raiz y se lendrd el sequudo término dz ésta.
Para hallar cade wuo de los demas, se resta del polinomio
dado la m™2 polencia de la suma de los terminos hallados
en la raiz y se divide el primer término de la diferencia,
por el misme divisor.

Escolio 1. Suponiendo & 7 igual & 2, 3, 4, etc., se
obtendrian las reglas particulares para la extraceién de la
raiz cuadrada, cubica, etc., de un polinomio, de las que,
por via de ejemplo, nos limitaremos & consignar la prime-
ra y mas frecuente, que es ésta: 3

Para extraer la raiz cuadrada de wi polinonio se le
ordena respecto ¢ una de sus letras; se extrae la raiz cua-
drada de su primer término y se tendrd el primero de (@
ratz; se divide el sequuda término del polinomin dado por
el duplo del primer término de la raiz y se lendra el se-
gundo término de ésta. Para haller cada wno de los demds,
se resta del polinomio dado el cuadrado de lo suma de los
ya hallados y se divide el primer término de la diferencia, |
por el mismo divisor,
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Ejemplo. FExiraer la raiz cuadrada del polinomio
800°5°—20a?b™{-64abh*-4ah8—Tas.
Ordenando el polinomio se dispone la operaci6n en esta forma:

\/6~4a6b4—}—80a5b5——7u4b0 —20a3h7-4a2h8 |8ash2--B5ahP—2abt

—25a20° 164%62+-5a%?
—32a4p0 16a°b2-1-1002b>—2abt
+20a%)"—4a®®
035,710

La raiz cuadrada de 64a5h* es 8a3h2, primer término de la raiz,
que, elevado al cuadrado y restado de 64a%Y, da de diferencia cero.

Dividiendo 80ab5 por 16a%? (duplo de 8a%?), el cociente 5a2b?
es el segundo término de la raiz.

Elevando al cuadrado el binomio 842254203 y restando el re-
resultado del polinomio propuesto, se tendra una nueva diferencias:
pero, si se tiene en cuenta que ya se ha restado el cuadrado del
primer término, 8a”b?, bastara restar, de la diferencia obtenida, el
producto del segundo término por el duplo del ptimero, mas el
cuadrado del segundo, los que se oblienen colocando & continua-
cion de 16a®? el término 54%6® de la raiz y multiplicando éste por
el binomio 16¢*h>--5a2b3.

Dividiendo el primér término,—32a%8, del resto por 16a%2, el
cocienle,—2ab, es cl tercer término de la raiz, que multiplicando-
Le por el trinomio 16a?h>+-10a23—2ab* (duplo de los dos primeros,
seguido del tercero) y restando el producto, de la diferencia
—-320*°—20a)"--4a?b%, da cero de resto, por lo que el polinomio
8a3h>+-5%ub3—2ab* es la raiz pedida exacta.

Escolio. 2.° Para que la raiz del grado » de un poli-
nomio ordenado sea exacta, es necesario que sus términos
primero y ultimo sean potencias perfectas de dicho grado
¥ que el segundo de sus términos, asi como también el pri-
mero de cada una de las diferencias citadas en la regla
general, sean divisibles por m veces la potencia del grado
m—1 del primer términoc de la raiz,

De aqui se deduce que ningiin binomio es cnadrado
perfecto y que un trinomio lo serd, cuando lo sean dos de
sus términos y el otro sea igual al duplo del producto de
sus raices cnadradas.

Asi, 494'0° == 56a°)°¢® + 164%¢* es el cuadrado del bino-
mio 7a*/*=+=4ac*
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LIBRO III.

DE LA CANTIDAD ALGEBRAIGA FRACCIONARIA.

CAPITULO PRIMERO.

TRANSFORMACIONES.

60. Fraccion algebraica es ¢/ cocicate indicado de
una expresion numerica 6 literal, por otra literal.

Las fracciones algebraicas constan, como las aritmé-

ticas, de dos términos, numerador y denominador, y se ex-

3 : ol
presan en la misma forma que aquéllas : asi, s es una

fraccién algebrdica, en la que el denominador, 4, repre-
senta una expresion literal cualquiera y el numerador, @,
un namero 6 una expresion literal.

L : a0
61. Interpretacion de lasexpresiones e
(o a]

i . ; a ;

Si en la fraceidn T el denominador, 4, toma valores,
sucesivamente decrecientes, la fraccion pasara por valores
sucesivamente crecientes; luego cuando, en el limite, el
denominador tome el valor cero, el de la fraccion llegara
4 ser mayor que cualquier cantidad, por grande que sea, &
la que se llama ¢nfinito y se representa por el signo wo;

: ; a
de modo que se tiene la expresién S 0h

Si el denominador, 4, toma valores sucesivamente cre-
cientes, la fraccion pasara por valores sucesivamente de-
crecientes; luego cuando, en el limite, el denominador
tome el mayor valor imaginable, que es # finito, el de la
fraccién llegard 4 ser menor que cualquier cantidad, por
pequena que sea, que es ¢ero; de modo que se tiene la ex-

)
presién o 0.



46
Si el numerador y el denominador se reducen & cero, la

0 3 LS
fraceién »% toma la forma o llamada simbolo de inde-

terminacidn. porque el coclente de la divisién indicada por
ella puede ser una cantidad cualquiera, pues cualquier
santidad, multiplicada por cero, dd por producto cero.

Sin embargo, no se puede asegural que siempre que

; : 055
una fraccion algebraica tome la forma o tiene un valor

indeterminado, pues, & veces, sus dos términos tienen un
factor comun que se anula por ciertos valores dados 4 al-
guna de sus letras, que, suprimido en ambos términos y
haciendo en la fraceidn resultante la hip6tesis que redu-
jera & cero los dos términos de la primera, dan para esta
a*+3a —40
a*—3a+10

vierte en —g cuando « es igual 4 5 (38-Esc. 1.°); pero

un valor determinado. Asi, la fraccién se con-

si se tiene en cuenta gue sus dos términos son divisibles
por el binomio z—5 (38 Cor.), dividiéndolos por el,
resulta ; :

@+ 30—40  (@*+3a—40): (a ol a8

2* —3a—10

“cuya fracci6n, haciendo ¢ =5, se transforma en -

(*—3a—10): (@ —5) a-+2

-

682. Teorema. &% los dos términos de waa fraccidn
algebraica se multiplican 6 dividen por wia mism?t canti-
dad, distinta de cero, la fraccion gue resulla es ejuivalen-
te a ln propuesta.

En efecto, si suponemos que el cociente de @ por 4 es 75
a
=g ya=1g(2).

Multiplicando 6 dividiendo los dos miembros de Ia
igualdad (2) por la cantidad 7, distinta de cero, resultan,
respectivamente, las igualdades
am=hym =bm.q y a:m=>by:m=(b:n)y (Arir. 54 -Esec. y
56-Esc.) de las que, dividiéndolas por ém 6 por bim, se

am a:m : .
i e 7 ——p, v de aqui y de la igualdad (1),
obtiene = T ) quiyd : (
@ am Q@ a:m

G Y T him

se tendra

EST
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63. Simplificar una fraccion algebraica es
iyransformarla en otra equz’wlmte cuyos terminos no ten -
gan ningun factor comun.

La simplificacién de fracciones algebraicas, andloga 4
ja de las aritméticas, se obtiene, comn en éstas, dividiendo
sus dos términos por su maximo comln divisor; pero como
la obtencion de éste, en Aleebra, no es propia de la ense-
flanza elemental, limitase ésta & la simplificacién de frac-

'eiones de términns monomios, por la sicuiente regla:

Para simpli ficar una fraccion alaehraica. de términns
monomios, se descomponen sus coeficientes en sus factores
primas i se suprimen en los dos términns de la fraccidn
los factores comunes, tanto numéricos como literales.

90atb’c?d
; 1500a3b5c2e
; . 90a’bc?d 2.32.5a3b3¢2d 3ad 3ad
Setendrd — —— = — = = -,
1800a"b5c’e  24.38.5 abc-e 2.5%%  50b%
Qbservacién. En algunos casos particulares se pue-
den simplificar fracciones de términos polinomios, en los
que facilmente se reconozca la existencia de un factor
comun; tales serian las de los siguientes ejemplos:
S ., Tac+The
1.2 Simplificar la fraccion 'ﬂJ—,.
a2—p2
: Separando en el numerador el factor. 7¢, coman & sus dos fer=
minos, se tiene ;
Tac}-1bc  Tcla-}-b) : ; :
T 'a:~’7—mb‘_3i’ y como a*—b?=(a-}-b) (a—b) ;26-Esc.),
Tac+-Tbe Te(a+-b Tc
resallasain o= A,,\,,;")_-_ e
a?—h? (a+-0) (a—b)  a—b

e . 3as—3ab*
2.9 Simplificar la fraccion —————

Bjemplo. Simplificar la fraccion

a’—b?
; Separando en el numerador el factor, 3a, comin 4 sus dos ter-
minos, se tiene

30°—3ab  3a(a'—b*)
‘f&fg at ~b'—lig(sz‘(a3»‘~u9b+ab‘~' 1-53)
i y a3~b¢’;(a—b)}(aiq[»([b+l;2 ; -\3§-Esc. 2.9),
Ba5—3abt  3a(a*—bY)  Sala—b)lat+ab-f-ab> -b?)
ad—bs T @—b . (a=b)atab+bh?)
5 3a(a3+ai’b+ab2+bj)

resulta

a?ah+?
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64. Reducir fracciones algebraicas 4 un co-
mun denominador es ¢ransformarlas en otras equiva-
lentes, del mismo denominador.

La reduccién de fracciones algebraicas 4 un comun

denominador, analoga 4 la de las aritméticas, se obtiene,
¢omo en éstas, multiplicando los dos términos de cada una
por el factor 6 factores que faltan & su denominador para
componer el minimo comiin wmltiplo de los denominado-
res; pero como la obtencién de éste, en Algebra, no es
propia de la ensenianza elemental, limitase ésta 4 la reduc-
cién de fracciones 4 un comtn denominador, por la si-
guiente regla:

Para reducir fracciones algebraicas @ wn comin deno-
minador, si son de denominadores monomios, se halla el
producto de las mayores potencias de los distintos facto-
res numericos y literales de los denominadores vy se mul-
tiplica el numerador de cada wna por el factor ¢ factores
que falten a su denominador para componer dicho prodise-
to; pero, si son de denominadores polinomios, se multipli-
can los dos términos de cada fraccion por el products de
los denominadores de las demds.

Ejemplos.

1.°  Reducir d un comin denominador las fracciones
e RS Sk 9 i1c
203" 6a’ T 16a2b’ 42"
Como el producto de las mayores potencias de los factores de los

denominadores es 2% x 3% Ta’h>=336a%?, que dividido por cada
uno de ellos da, respectivamente, los cocientes

1680, 56a%02, 48a’h, 21ab y 84a?
las fracciones pedidas serian
3¢ 1680  5.56a2? 4ec48ah  9.21ab  11c.84a®
33603’ 33672’ 33607 336a%%° 3364
2.° Reducir d un comitn denominador las fracciones
2a3—b 30 Tc
da ' Be' 3atb
Las fracciones pedidas serdn
(2a°—b)5¢(3a-1-b) 3b.4a(3a-1-b)  Tc.da.5e
 %0ac(3a-+-b) ’ 20ac(3utb)’ Naci3a-1-b)’

¢

e els Belet ddinedy G INIEE I G T
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CAPITULO 1I.
CALCULO DE CANTIDADES FRACCIONARIAS.

65. El céleulo de fracciones algebraicas tiene por oli-

Jjeto transformar en una fraccién tnica, una expresién

compuesta de dos 6 mds, ligadas por los signos de las ope-
raclones. = . . 0% '
66. Adicion y sustraccion.
Para sumar 6 restar fracciones algebriicas se reducen
& un comibn denominador, si no lo tienen, y se divide por-
¢l la suma 6 diferencia de los nuwmeradores; pues, si se si-
a Vel
pone —— =g, — =g y ——
! m 7 n 7 m
; a b ¢

g+q —q = — f— —

e L mm m’
de la que, multiplicando ambos miembros por #, se obtiene

=¢'/, se tendr4 la igualdad

: a 4 ¢
— M= — M — — — = b —¢.
egi 1 ) m o ¢ m +

)
¥, dividiendo por m el primero y altimo miembro de esta
serie de igualdades, resulta

a+b—c a o %

’ 17 z
AR e S TS TR s e e e s i e T T
Il Mmoo *om mom m

302 Sae? 807 . 24a*hccd--T0act - 224b%ed

5 i S ,,
e 4d 263 S56¢*d

Ejemplo. 3

Escolio. La adicién y sustraceiéon de una expresion
algebrdica entera y una fraccionaria tienen la forma

Ssirao b ao==0 b b st ace

)

nEc ¢ ¢ ¢ ciikie ‘
de donde se deduce la signiente regla :

Para sumar d restar una expresion entera y una frac-
cionaria, d viceversa, se multiplica la entera por el deno-
manador, el producto se swma d resta al numerador, 6 al
contrario, y el resultado se divide por el denominador.

Ejemplos.

56° 2102bc°==5b> Sah o
1.2° 302 b= = = 90— - ASe—
C

7¢° : Ll

Sa*h==200%3

5e*

ALG. 4



687. Multiplicacion.

Para multiplicer dos fracciones algebraicas se divide

el producto de los numeradores por el de los denominado-

. 3 a ¢ : 5 :

7¢$ ; pues, sl se supone T qy i = ¢', se tendran las

igualdades, bg = a y dy’ =c, que, multiplicadas miembro

4 miembro, dan la igualdad bydg’ = ac. de la que, divi-
diendo por 4d sus dos miembros, resulta

ac a (4 ac
‘=, bsea, — X = 5.
9= 42’ 0565, b d bd
4ab* 3uae 4ab® . 3ac 12a%b%¢ 40°b

Ejemplo. o > bl 0cd Thd | Gabed 216

: : a 7
Escolio. Si uno de los factores — 6 — fuese un

b a
entero, %, como de la igualdad 67=¢ se deduce, byn=an,
v de la igualdad d7° = ¢ se deduce, ndy = ne, dividien-
do los dos miembros de la primera por 4, resulta
i a e an
g = —, 0 868, — XN —=—
T 5 J
v dividiendo los dos miembros de la segunda por &, re-
sulta
Y ¢ ne
ng = —-, 0 sea, # X — =

1A A Ao

lo que indica que parae multiplictr wna expresion alge-

brdica [raccionaria por ung eitera, 6 viceversa, se mulli-

plica in entera por el nuinerador y el producto se divide
por el denominador. |

Ejemplos.

S¢  (30°4-Tb)Bc  4Ba%c--33bc
19 ey < e = | et

6a2d 6a2d Fewri6asd
Bt 3ed® | (ha § Bed®)2  Salbet Gode
e ) i 9pet
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68. Division.

 Para dwidir dos. [racciones algebrdicns se multiplica
la fraccidn dividendo por la fraccion divisor invertida;
d @ 4 J ; ¢ 0%

pues, sl se supone =y ke L tendran las 1gual-
dades, by =a y ¢ =dj’, que, multiplicadas miembro &
miembro, dan la igualdad Jgc = ady’, de la que, dividien-

: : : ad; Sl
do ambos miembros por de, se obtiene ¢ == 7 Y, dividien-

e
do los de ésta por ¢/, resulta
e ad i aSeeaead
g =——,0 8ea, — : —==—,
Tel g b g e
X ; 3ah Bab*d  3a2hx4c? 12a2b¢? 12u
Ejemplo. =1 SRl S et el = i
Te3  4¢2 1c3x5ab*d  35ab?e’d  35bed

Escolio' 1. 'Si el divisor fuese un entero, 7, como el
segundo miembro de la igualdad, #=d¢, no variard multi-
plicando uno de sus factores y dividiendo el otro por 7,
se tendria @ = (4n)(g:2), de donde, dividiendo ambos
iniembros por 4n, resulta
4 qg:in o0 q:n d 0 sea & 7 a
g $H= —5—, 0Ssea, — ST = e
- L 7 b b on’

1o que indica que para dividir wie expresion algebrdaica
fraccionaria, por una entera, se multiplica el denominador
nor la expresidn entera.
e
Ejemplo. —— :4ab’c = — - —
ict 1c3x 4ab’c  28ab’ct  28het

Escolio 2.° Si el dividendo fuese nn entero, %, como
de la igualdad, ¢ = d7’, se deduce nc = ndy’, dividienda
ambos miembros de ésta por ¢g’, resulta

A mlc')eaa ¢ nd ><d
NG = ——, 0568, N i —————p>c——:
4 s £ a ¢ G
lo que indica que para dividir une expresiin alqebriica
entera, por una fraccionaria, se multiplica la entera por el
Aenominador y el produc’o se divide por el numerador.

Sa?h 3a?h 3u

% _ oo Bab?  Tadhx9c¢®  63athed  63a2¢?
Ejemplo. Ta%h:-——= — o e 5
9¢s bab? Sub? 5h
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69. Elevacion a potencias.

Para elevar una fraccion algebrdaica 6 una polencia s¢
elevan a dicha potencia el numerador y el denominador
vy se divide la del primero por la del segundo; pues

g (&X a & 4 _aa..a _a™

(T) TN e b bbb o™
: 2'\® (200} 8a®%d 8l
fuemplo. (::;c‘-’) T (=BeMr T —128¢8  125¢8

70. Extraccion de raices.

Paraestraer una 14tz de una (raceidn algebrdica se eo-

trae la raiz del mismo grado del numerador y del denomi-

nador y se divide la del primero por la del seqund); pues

=\ e
II; « ﬁ(l/ a-) Lo

a : : ISR
luego ——, cantidad que elevada & la potencia # da el
STVt

1

; 174 : el el
radicando =%, es la raiz del grado m de la fraccion o

gl el
) ; s/W : _l/__(;ﬂ'_ e a2l
Ejemplo. \/ iz e e .

»'-—34063(112— (3 J SO
i |/ 343
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CAPITULO III.

DE LAS CANTIDADES CON EXPONENTES NEGATIVOS.

! . S G ]
71. 81 en la divisidn, s am—n. de dos potencias de

una misma cantidad (Arit. 62-Cor.), se supone n=m-+d,
m

a
oy = — gm—m—d — g—d
se tendré o @ a=c.

El ultimo miembro de esta serie de igualdades carece
de sentido, dada la idea que tenemos de la elevacion a po-
tencias ; mas sl se observa que el primero es equiva-

m Ij; {
— (AriT. 62), se tiene que
(lfl i

lente 4 la fraceidn — — =
(Llnad

1 T ; '
i e lo que indica que ‘oda cantidad con exponente

neqativo equivale & una fraccion cuyo wwmerador es la
unidad y cwyn denominador es la misma cantidad con el
exponente positivo.

Escolio. . A toda fraccion algebraica se le puede, pues,
dar forma entera, cambiando los signos de los esponentes
en el denominador y, por tanto, un polinomio fracciona-
rio se podra ordenar respecto & cualquiera de sus letras,
dandole, previamente, forina entera.

Ejemplos.
1.° Dar forma enlera @ la fraccion 6a3l)j—‘£_ ;
o Ty
Se tendra e ot —?-a“b'—’cd—“f—m—‘.

Td3flg T
2. Ordenar, respeclo @ la letra a, el polinomio

Sa Sl o
-1 6a?h—4bi-{ —.
ac? 02

b
Dandole forma entera, se tendri

Sa  8bt E T . Sl R

3;—!—;;—{—6[&1)—41;3—{»- ?—:Sub—'-—1—8114u,~1c—4--}—6a~b—4b5+tca—-,

¥, teniendo en cuenta lo dicho acerca de los valores relativos de
1as cantidades negativas (3-3.° y 4°), la ordenacion descendente
de este polinomio serd 6a2b-+Sab—2—4b?--8b'a—'c—-Tca—2. N
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72. GCalculo de cantidades con exponentes ne-
gativos. :
El célculo de cantidades con exponentes negativos se
reduce al de.lyas fracciones equivalentes, resultantes de su.
~transformacion en fracciones.
Asl se tiene :
1 1 1

1
1.0 AT M= — X ——— —— = ——— — @ 1
am ar = a@gr  gmtn !

lo que indica que para multiplicar dos potencias neqativas "-' 1

de wna misma base, se suman los cxponentes. i

, 1 e A n
Q0 gMmeg—D_— o E el :ﬁ_,. —qb—M—g—M-+n
am’ gn a4 1 am %
lo que indica que pare dividir dos potencias negativas de
una misma base, se restan los exponentes. :

N =0
3.0 (a—m\—n:(__ — _1_.. — _1_:amn
‘ L NG 1 : :
(ﬁ) amn
lo que indica que pare elevar a una potencia nequtiva
otra, también negativa. se multiplican los ezponentes.

m G 1 | AN
L VI VNl
=i s L A o m
’ gl M n (Bl =
Via, a™

‘lo que.indica que para extraer una raiz de una potencis

negativa, se divide el exponente del radicando por el indi-
ce de la rais.

Escolio. De todo lo expuesto se deduce que, para ope-
var con cantidades de exponentes negativos, se siguen
las mismas reglas que para operar con las de exponentes
pOsitivos. :

3
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LIBRO 1V.

BE 1.A CANTIDAD ALGEBRAICA RADICAL.

SAPITULO PRIMERO.

GENERALIDADES.

73. Las cantidades algebraicas radicales ¢ radicales
algebraicos se clasifican en rea/es é TG inarios.

Radical real es el que tiene un mado de ser positivo
¢ negativo, y radical imaginario el que no tiene nin-
gin modo de ser.

Las cantidades racionales y los radicales reales reci-
ben la denominacién comin de cantidades reales, y & 10s
radicales imaginarios se les da el nombre de eLpresio-
nes imaginarias.

Llamase valor aritmélico 6 determinacidn aritmética
de un radical real ala raiz, ya comensurable, ya incon-
mensurable, del valor absoluto del radicando (*).

Los radicales reales se dividen en simplificables 6 irre-
ducibles, segin que sean ¢ no transformables en otros
equivalentes de menor indice y de radicando de menor
exponente.

Dos 6 mas radicales se llaman Zomogéneos si son del

e e 1 el .

mismo indice : tales como ‘/./z oty ¢,y heteroge-
) VLR, NS

neos si son de distinto indice: tales como Vay Va

TGS n s
sVa y V.
Dos radicales homogéneos, del mismo radicando, se lla-
i1 A ERNTEn N1 F T Jignsas,
man semejantes: tales son Va,Va y o | a.

_{*) En Algebra superior se demuesira_qus todo radical tiene tantos va-
lores como unidades tiene su indice. siendo unos reales y otros imaginarios,
pero en esta teoria nos referimos tinica y exclusivamente al valor aritmético.
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CAPITULO II.

DE LOS RADICALES REALES.

ARTICULO PRIMERO.

TRANSFORMACIONES.

74. Las transformaciones convenientes, y en muchos
Cas0s necesarias, para el calculo de radicales son /& sim-
plificacion deun radical y la reduccion de radicales aun
indice comn.

Simplificar un radical es transformarle en otro
equivalente cuyo indice y el exponente del radicando no
tengan ningin factor comin.

Reducir radicales & un indice comun es rans-
Jormarios en otros homogéneos, equivalentes a ellos.

75. Teorema. A/ valor de wn radical no varia
mmltiplicando el indice y el exponente del radicando por
wi mASMO NUmero entero.
= En efecto, si se supone que z es el valor aritmético de
l/a.l‘, se tendra

2 m,—-

Vaor =2 ().
. Blevando los dos miembros de esta igualdad 4 la poten-
cla del grado m, se tendré qv = zm :
¥, elevando los de ésta & la potencia del grado #, serd
apn: pmn

Extrayendo la raiz del grado mz de los dos miembros
mn

de ésta, se obtiene J/ art = 2.

3 I S O el
De esta ignaldad y la () resulta l/(w = I/(zpn.

Corolario. Z[ valor de un radical novaria dividien- -

do el indice y el exponente del radicando por wn mismo
268G RSN
numero entero; pues, de la expresion l/(clm se retrocede
m iR
4 la expresion)/ ap, dividiendo por # el indice del radical

y el exponente del radicando y, segiin lo demostrado, am-
has expresiones son iguales.

97

Escolio. De aqui se deducen las siguientes reglas:

1.2 Para simplificar un radical se dividen sw indice y
¢/ exponente del radicando por el factor ¢ factores comi-
nes que tengan. !

S5 el indice y el exponente son nimeros enteros se ja-
cilita Lo simpli ficacion, dividiéndolos por si mazimo co-
min divisor, lo que reduce el rardical a sw mas simple 0z-
Presion. : ' : B : s

2.2 Para reducir radicales ¢ un indice comuin e Svm-
plifican, si es posible, y se multiplica el indice de cada
wno de los que resulten y el exponente de su radicando por
el producto de lns indices de los demas. e

i los indices fuesen nikmeros enteros se facilita la
trans formecion, hallando,el minimo como mitltiplo de los
indices y multiplicando el de cada uno de. los radicales y
el exponente de su radicandn, por el cociente de dividir
dicho minimo comain maltiplo por el respectino indice.

Ejemplos.

. . ?l e
1.2 Simplificar el radical \/ a
Como el indice y el exponente del radicando tienen el factor

5 S 2

21 :
comun, 7, dividiéndolos por ¢l, se tendra Vat = \a2
: 56

2.2 Simplificar el radical \ a®.
1193 Como el maximo comun divisor
et | del indice, 56. y del exponenie 88,
88 (56 24| 8 (Arir. 87) | e 8, seglin al margen se obtiene, se
321 81 0] {endra

56— T/
V. ass =V all.

3.9 Reducir d un indice comun los radicales g
s S R Ll T R st
Viaz, VbV er Voan, Vet vy vV re
Como el minimo comin mulfi-

plo de los indices cs 1260, segin
al méargen se obtiene, y los cocien-

2= 22><§ tes de éste por los indices

18 = 237 3,4, 6,12, 18 y 35

88i—ox<li e o e s, respectivamente

m. ¢. m.=22<30<B<T=1260 | 00" 315 910, 105, 70 y 36

(AxiT. 100) 3 se tendra que los radicales pro-

puestos son, respeclivamente, equi-
valentes & ;

26/ 260 1260 1260754 ] 260 e R Gl 200 s
Izi’}éi's’fo; 1 ‘l’/ "g,g i’/cmso’ 1/67»755, V ¢, !/fms’
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76. Racionalizacion de denominadores.

. Lnla practica del cdleulo se presentan con frecuen-
cla expresiones radicales fraccionarias cuyo denominador
contiene algun radical de segundo grado que conviene
hacer desaparecer, 4 lo que se llama recionalizacion del
denominador, y para conseguirlo en las expresiones mas
sencillas y frecuentes, que son las de las formas

N N
=== o == hasta ‘considerar:

VGV A=/ B
1. que, si los dos términos de Ja fraceion .f se multi-
g
\
plican por \/A., se tendra
N NVA NVA NyA

VeE: VA VA (VAL T &
N
2.° que, si los dos términos de la fraceidon — == —
AR VAx=VBE
se maltiplican por \/ A ==\ B, se tendra
o N(VA=VE)
VA+VB (VA==VB) WVA=VB)
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ARTICULO II.
CALCULO DE RADICALES REALES.

77. Como todo radical numérico tiene necesariamente
un valor aritmético, conmensurable 6 inconmensurable,
para operar con radicales numeéricos bastaria Lallar sus
valores aritméticos, ya exactos ya aproximados, y operar
con los resultados: mas, como este procedimiento seria
muy enojoso y ademas irrealizable tratdndose de radicales
de grados superiores al tercero 6 de radicando algebréico,
el célculo de radicales reales tiene por objeto transformar
en un radicai unico, una expresion compuesta de dos 6 mas
radicales, ligados. por los signos de las operaciones.

78. Adici6n y sustraccion.

Para sumar o restar radicales, si Son semejantes, S¢
separa el radical cemo factor comun todos los términos
de la operacion ; pero, si son desemejantes, se deja €siu
indicada; pues, en el primer caso, se tiene

R § U 360 1 it ) (W R s
yal/p —oV p =@—bV p.
y, en el segundo, sin reduceién posible,

T

el bordie

S, m
alm/T—l—cly& +dV e =a
Y 2evaess e 31 4 SRS
yai/& ~—c|n/d=(cl/é—c

Ejemplos.

Ve
v

19 9V 8 L5V e + SR —(I4541) V@ =13 \ i
2° 8V a —3Va=68-3Va=5Va

3° 2V 4 49V b +3 VazeVa ol v
4 6V a—4Vb =6V @ iV b
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79. Multiplicacion.

Para multiplic r radicales se reducen & un indice ¢o-
miin, si.no lo tienen, y se extrae la raiz del producto de
los radicandos; pues, si suponemos

i 5 m s m e

L o-—cle—y c=s

se tendrd oM = q; ym=0; s =¢ y, por tanto, zmymzm—af¢
6 sea (zyz™ = abe, de donde, extrayendo de ambos miem-

m [R———
bros la raiz del grado m, se tiene zyz= |/ abe, y reem-

] m/_m M T
plazando @, 7, z por sus iguales |/ «, !/ b, I/ ¢ , resulta
m. -nEmy st Il .
Va Vo Ve =V ase.
1 gui (i [y ey
Ejemplo. 3\/(1 20 \/ bES<il \/ ¢ =38><2>ciN ;a3 \/ 2 Ve.
Gy
—42 \/(1311‘3(:.
80. Division.
Para dividir dos radicales se reducen ¢ un indice ¢o-

mun, sino lo tienen, y se extrae la raiz del cociente de Los
radicandos ; pues, sl suponemos

S T R :
Va=z, b = 7/,se tendra zm=q, ym=,

Zm- g ZND g
¥, por tanto, ﬁ=—é~~, 6 sea (—7> e de donde, ex-
trayendo de ambos miembros la raiz del grado m, se
z m /'?
tiene 7 = = y reemplazando # é 7 por sus igua-
m e
les l/ a oy I/‘é , resulta
ln}¥“
a m a
o T
Vo
—— (s AN
< 10\/a 10 \/(I” a?
Ejemplo. —— e —— 2‘ ;
s 8~ b2
sV sV
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81. Elevacion a potencias.

Para elevar un radical ¢ wna potencia se eleva el ra-
dicando y del resultado se extrae la raiz; pues se tiene que

SN B O I A 1 s e T e 3V R SR (AN IS mois
(I/a) —VaV aV a.V a=V aa...a =/ av.

YA SN DRmiENCg D e B aante

Edomplo’. (2 v/ at2) o Vam2) =8 v/ (ab2p=8 Vaws.

82. Extraccion de raices.

Para extraer la raiz de un radical se exirae la 1aiz
del grado expresado por el producto de los indices;
m /7‘;4__
pues, sl suponemos que ‘/ [//.c =z (), elevando ambos
miembros de esta igualdad & la potencia del grado m, se

n
tendra |/ @ = 2™, y elevando los de ésta 4 la del grado u, se
tendrd a=zmn, de donde, extrayendo la raiz del grado mn,
N
se obtiene |/ @ = =.

m SR,
nEE e
De esta igualdad y de la (2), resulta ‘/I/a =V a.

QIS GG
Ejemplo. \ \faﬁbz\/a%.

Escolio. Elresultado de extraer una raiz cuyo indice
sea un numero compuesto es igual al resultado final de
extraer sucesivamente las raices cuyos indices sean los
factores simples del primero, pues, por el anterior teore-
ma, se tiene :

o m m /s n ::_ m ‘n———_—;‘
m;liq/a_: nrl’};: \/\/P\Q/(L L ‘/\/I} q\/z

de donde se deduce la siguiente regla:

Pare extraer una ralz cuys indice sea wn nmero com-
puesto, se extraen sucesivamente las raices cuyos indices
sean los factores simples del propuesto.

8 = e i
Ejemplo. V6361 :\/\/l/ 6561 = \/\/81 =\/9=3.



ARTICULO IIL. ‘

DE TLAS CANTIOADES CON EXPONENTES FRACCIONARION.

v W y— A v A,
83. 8i, enlaexpresion \a, sedejaindicada ladivision
necesaria para la extracceién de la raiz (57), se tendrs,
n

11 Vel =
m . . -
Var =a" y, si se conviene en que las expresiones
n

iVt ey i Sty
Var y @ son equivalentes, aun cuando z no sea divisible

por 7z, se podra establecer que énda potencin de exponente

fraccionario se puede considerar como un radical cuyo tu-
dice es el denominador del exponente y cuyo radicando es
la base, potenciuda por el numerador.

84. Calculo de cantidades con exponentes
fraccionarios.

El calculo de cantidades con exponentes fraccionarios
se reduce al de los radicales equivalentes 4 ellas, resultan-
tes de su transformacion en radicales.

Asl se tiene:

m P
: I e n._ . 'g,— 1q ng,— g, — .
1.0 a"><a? = Vams< v ar= \/amas< \/ qpu = \/ gmas<gpn
: mq+pn m p
el e |
— \/amQH)H ==/ e .

.

lo que indica que para multiplicar dos potencias fraceio-
narias de une misma base, se suman sus exponentes.

I P
: S e iy 49— Dnd,-— _ nq,—_ .« nq - ©- o S
20 a" 14" =Vam: Var=Vama: \grm=\/gna: g
mq—pn m P
(o pinl e e S
=\ q®R4—Pd—¢g a4 :[Ln 4.

£l

lo que indica que para dividir dos potencias fraccionarias
de una wisma base, se vestan sus exponentes. .

, : 63
MNP i pe s i e e
30 (a“)q :\/( (&Tn) =\/(\/am> ‘:l/ Vamy
mp - m P

Selo PRIEids; et
= Vamr=q"'=0" ;

lo que indica que para pofenciar wna potencia fracciond-
via por wn ezponente tambicn fraccionario, se multiplican
ins exponentes.

‘VE Ay ;_up Y
4.0 m ) Vev=ver=a=a’"";

lo que indica que para extraer waa raiz, de wng potencid
fraccionaria. se divide ol exponente del radicando por el
indice de ln raiz.
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CAPITULO IIL

DE LAS EXPRESIONES IMAGINARIAS (7).

ARTICULO PRIMERO.
GENERALIDADES,

85. Expresiones imaginarias son las raices de
grado par de cantidades neqativas. .
Las expresiones imaginarias se clasifican por grados.
-segundo, cuarto, sexto, ete., segtin que el indice del radi-
cal es 2, 4, 6, ete. 3 )

Una expresién imaginaria de secundo grado se repre-
senta, en general, pory/—A, que se transforma en V A<—1
y, convencionalmente, por analogia con las cantidades rea-
Jes, en /A VV — 1 (79). de donde, si se supone que el valor
aritmético de \/A es a, se tiene VA V—1= a\/—1y, por
tanto, \/—A=V/A\/—1 =a\/—L;
lo que indica que toda expresidn imaginaria de sequndo
grado es igual @ la raiz enadrada del valor absoluto del

radicando, multiplicada por \/[—1. _
86. Monomio imaginario ¢s toda expresion de ln

Sorma a\/ "1y binomio imaginario es toda expre-

cion de la forma a+H/ — 1.

Expresiones imaginarias conjugadas son &os;

binomivs imaginarios que se diferencian en el signo del
término imaginario: tales como @ + 0V — 1y a—o\ —1%

87 Teorema. La sumade unda contidad realy wnd.

expresion imaginaria es wn bin omio iIMaginario.

En efecto, si @ -+ 4y — 1 fuese igual & una cantidad
real, 7, se tendria la igualdad @ +- o\ —1=1
de la que resultaria 0y —1=/4—a,
ignaldad absurda, pues la expresién imaginaria, o — 1,
nunca puede ser igual 4 la cantidad real,  —a.
() Lateoria de las expresiones imaginarias pertenece al Algehra superior,
donde se demuestra que toda expresién imaginaria se puede reducir 4 una

de segundo grado, por 1o que limitamos 4 éstas el estudio elemental de dicha
teoria, :

i !
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ARTICULO II.

CALCULO DE EXPRES!ONES IMAGINARIAS DE SEGUNDO GRADO

88. Operaciones f
B8: L undamentales co -
mios imaginarios. e

do;&dlcmx_l y sustraccion.  La suma y la diferencia de
TONOMEOS LI INArios es 0L10 monomio imaginario; pues

N —1x0/—1=(@=x=5\v—1.

Multiplicacion y division. Z/ »
s ya ; roduct ol co-
ciente de im MONOMINS LMAGINaArios es ZZ)Z-(Z c;zztgzlgdbﬁe(cag;
pues a\/——_—}xé\/ —1=ab (V:T)E: ah>< —1=—ab

ya/ —1:00/ —1=a:b.

Escolio. Como (\/=1)'=v/=1
(V=1 )=t
—_— 3 —\ ap—  —— —
VeV = gy = e
—4q LU b b
(Varp ey e (et
sien la expresion (\/—1)" se designa por i
/ . signa por 7 el coclente del
exponente 2, por 4, como el res > esta divisi
de.‘_‘,_\ser mas que 0, 1, 5 0 3, Lsclteeblig(f)ir(l': e
oy A S B =t i
(\/,:1)4“ ):(\/—1)4“(\/-_1)=1.\/—1=\/~1
VA n-+2 T sl
(/1) i el (/g o (/R R T P |
—\4n+3 T T\ Ty
(V=D (V=) ™ (V=1 =1 (V2 T)=—y=1
(\/—l)4n=:(_(\/:_l)4),1]:1n=1,
19 que indica que cualquier potencia de \/—1 tiene necesa-
riamente una de las cuatro formas \/—1,—1,—\/—1 y 1.

Segun esto, la expresion (\/—1)™ tendré el valor real
-1 6 el —1 cuando 7 sea igual & 47 6 & 4n-+2, respec-
tivamente, y serd la imaginaria+\/ — 1 6 — \/—1 ¢u

: , g — 1 0—\V—1 cuan-
do m sea igual & 4u+1 6 4 472+3, respectivamente.
AT 5
)



66
89. Operaciones fundamentales con binomios
imaginarios. ] :

Lo suma, diferencia, producto y cociente de dos bino-
Mios IMAGINArios es, en general, un binomio vmMaginario,
pero también puede ser wn MoONOMO LN TIINATL0 d unw can-
tidad real ; pues s= tiene:

Adicion.

(b —1)+(c+ay —1) =a+b V_l+ec+dV—1

=(a+o)+(b+d)V—1
cuya suma, que es %n Jinomio_ imaginario, se reduce al
monomio imaginario, (b+d)\/ —1, sl a +¢ = 0, y &la
cantidad real, @ +c¢, sib+d = 0.

Sustraccion.

@b\ —1) —(e+dV—1) =a+bV —1 —c—dy/ —1
=@—c)+b—dV—1
cuya diferencia, que es un binomio imaginario, se reduce
al monomio imaginario,b—d\ —1, st ¢ —c¢ = 0,y4ala
cantidad real, a — ¢ , s b —d = 0.
Multiplicacion. .

(@b =1) (c+dV —1) =ac+bey/ —1+adV —1—0d
— (ae—0bd) + (be +ad) V — 1,
cuyo producto, que es un bimomio imaginario, se reduce

al monomio imaginario, (bc +ady —1, siac—bd=0,y a
\a cantidad real, ac — bd, si bc~+ ad = 0.

Division.

Multiplicando los dos términos de la divisi6n indicada
(@0 Vﬁ) (c+d \/';-Q por el binomio imaginario
¢— d \/ — 1 se tendra la equivalente
(a+bV —1) (c—dV —1):(c + Ay A e ()
=[(ac+06d) + (be —ad) V —1]: () =(ac+bd):(c*+a?)
+ [lbe — ad) V) — 1) : (¢* + a@°) = lac + bd) : (¢t + &%)
+-[(bc — ad) : (¢* + a@°)] \/ — 1, cuyo cociente , que es un

hinomio imaginario, se reduce al monomio TmMaginario,

[(Be — ad): (+d)] V — 1, si(ac+bd): (¢ + ) =0, ¥
4 la cantidad renl, (ac-+56d):(c*+@%), si (0 —ad):(¢*+a*)=0.
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LIBRO V.

GOMPLEMENTO DEL CALCULO ALGEBRAICO.

CAPITULO PRIMERO.

DE LAS PROGRESIONES.

ARTICULO PRIMERO.

PROGRESIONES POR DIFERENCIA O ARITMETICAS

90. Progresion por diferencia 6 progresién
.-a..rltrr;etlc;z es ’lHI;((lZ seal'éie de v/a[ores tales que la diferen-
cia entre cada wno de ellos i el gue , emny
i ol 1 el que le precede es siempre la

_ Esta diferencia constante se llama razdn de ln progre-
sidn y puede ser positiva 6 negativa: en el primer casbq la
;prgg?‘ey,s‘zoln se llama creciente y, en el segundo, (Zecrecieﬁte

Asi, la serie de numeros 3, 7, 11,... es una pl'offl'ésién.
creciente, cuya razon es 4, y la serie 26, 22, 18 Oes.una,
progresion decreciente, cuya razon es —4. L
: Los valores que forman una progresién por diferencia
se llaman medios diferenciales, porque con tres consecu-
tivos se forma una equidiferencia continua, en la que el
segundo es medl() diferencial entre los otros,dos. £
. _Toda progresion por diferencia es, por su naturaleza
indefinida en ambos sentidos y, por lo tanto, creciente e :
uno de ellos y decreciente en el otro: asi, la’ progresion g

. —24,-17,—10,—3, 4, 11,18, 25, 32, 39...
considerada 4 partir de cualquiera de sus términos, es cre-
g{ente, hacia la derecha, y decreciente, hacia la izquierda
Sin embargo, comunmente se consideran sélo varios térmi:
nos y, en tal concepto, al primero y ultimo de ellos se les
llama exzfremos de la progresion limitada.
~ Una progresion por diferencia se indica, poniendo este
siguo + delante de ella y un punto entre cada dos términos
consecutivos. Asi, una progresion por diferencia cuyo pri-
mer término sea ¢, y el ultimo #, tendrd la forma crenepral

A e e e S %
que se lee, por diferenciu, ¢, es & t, es & ¢, ete...



68

91. Teorema. lodo termino de una progresion por
diferencia es igual al primero, mds tantas veces o razon
como términos le preceden, ¢ al ltimo, ménos tantas veces
la razon como terminos le siguen.

En efecto: 1.° si en la progresion
- [‘ . t._, . ts vee tn—‘l . tn._[ . [n
se supone que la razén sea d, se tendrd
bo==t,+d
b=t +d=t+d+d=t,+2d
t,=t.+d=t+2d+d=t+3d

efc.

Por otra parte, si llamando ¢y—1 8l término que ocupe
el lugar (n—1)mo, se tuviese in_1=¢,~+(n—2)d, conforme
al enunciado del teorema, se tendria para el siguiente,
tn=tn_1-+d=t,+(n—2)d+ d=t,+(n—2-+1)d=t,+(n—1)d,
lo que indica que, si un término cualquiera de la progre-
sién se forma segun el enunciado, también se formara el
signiente, y como acabamos de ver que asi se_verifica en
el 3.9 se verificara en el 4.° y, por consiguiente, en el
5.2 6.°,7.° etc. y se tendra la férmula tnz.t,—l--(n-l)d (@),
Namada ¢ermino general, que es la expresion de cualquier
término de una progresion por diferencia cuyo primer ter-
mino sea ¢, y la razon d. . 3

2.9 Si se resta (n—1)d de los dos miembros de la igual-
dad («) y se invierten éstos, se tiene £, =tn—(n—1)d (6).

Ejemplos.

1.°  Hallar el undécimo (érmino de la progresion = 8 5.
Como la razon es 15—8=7. se tendra (=8--10.7=8-1-70=78.

92.° [Hallar el término que esld cinco lugares antes del iltimo
de la progresion =+ . . 4T .23. : ol :
Como la razon es—24, se tendra £=23 —4.(—24)=23 -}-96 =119.

Corolario. &/ valor absoluto de wn término de unag
progresion por diferencia puede ser mayor que cualgwier
cantidad; pues designando por H una cantidad todo lo
grande que se quiera. para que sea fn> H basta tener

\ v ) H—¢, 1
;,+(7&~1,(Z>Hé(n——l/,> H—t,on>~——(z~~+ ;

lo que siempre es posible. L :
Escolio. El limite de los términos de una progresion
aritmética es o0, sl es creciente, y —x, sles decreciente.
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92. Interpolar medios diferenciales entre
dos numeros dados es Jallar olros numeros que, con
ellos, formen wna progresion por diferencia de la que és-
Zos sean el primero y wltimo términos.

_ Es evidente que si se conociese la razén de la progre-
si6n. sumandola con el primer término se tendria el se-
gundo; sumando éste con la razén se tendria el tercero,
y asi sucesivamente todos los demés: de modo que, si lla-
mamos 7 al nmero de términos que se quiere interpolar
entre dos niameros dados @ y 4, el total de los de la progre-
sidén que se forme, después de la interpolacion, serd m—+2,
por lo que se tendrd n=m-+2 y de aqui 2—1==m-+1: luego
la razon que se busca serd d = é~ A (7).

m—+1
De aqui se deduce la siguiente regla:

Para interpolar eitre dos nimeros dados wn cieréo
aumero de medios diferenciales se resta del sequndo el
primero; se divide la diferencia por el nikmero de térmi-
08 que se han de interpolar, mis wno, y el cociente, que
serd la razdn, se agrega sucesivamente al primero de los
nimeros dados y @ las swmas que se vayan obleniendo.

Ejemplos.,

1.2 Interpolar nueve medios diferenciales entre los 8 y 8.
Puesto que el nimero 78 ha de ser el undécimo término, la ra-
5 ., 18 —8 70 = J 5
20n sera, R 7, y se tendrd la progresion

1
80015022599 .36, 43, 50,57 5264 71 178"

2.° Inlerpolar seis medios diferenciales entre 5 y —16.
Puesto que el nimero —16 ha de ser el octavo término, la ra-
G-y 0 . .
ZONESEra); = _— = —23,y sc tendra la progresion
: 7

i
+5.2.—1.—4.—T7.—10. —13. —16.

Escolio. Sientre cada dos términos de una progresion
por diferencia se interpola el mismo numero, p, de medios
diferenciales, la nueva serie de valores que resulta es tam-
bién una progresion por diferencia, pues la razén de todas

X 4 ; Al £ R 7

das progresiones parciales serd d'= e | y el altimo tér-
mino de cada una serd el primero de la siguiente.
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93. Teorema. ZXu toda progresion por diferencia,
la suma de dos términos equidistantes de los extremos es
iqual ¢ la suma de éstos.

En efecto, en la progresion de z términos

= [| . tr_x . lfs e l‘m “ee [’m “ee tn-—'z- tn—l . tn

enla que /m y ¢'m representan dos términos distantes # lu-

gares de los extremos ¢, y fn, respectivamente, se tendram

las igualdades fm="¢,+m—1)d y t' m=tn—(m—1)d (91), de

las que, sumandolas miembro & miembro, se obtiene
tm+t'm=1¢,+ ln.

94. Teorema. La suma de los términos de una pro-
gresidn por diferencia es igual & la semisuma de los ex=
tremos, multiplicada por el nimero de términos.

En efecto, designando por ¢ la suma de los # términos
de la progresién
= t’ . t.z . tﬁ o tn1 50503 t'm vas tn_2 . tn_] . ln,

se tendl'é. S:tl+t2+ t3+..+ tm+.-+t/m+.-tn_—Q—{—tn_l—f—tn
Y también S:tn"!"tn_l-{—tn——Q—i—.-+t,m+..+tm+..t5+t2+t‘,
cuyasigualdades, sumadasordenadamente, danlaigualdad

QS=(t‘-i—?:u)‘}"(tg—‘}—tn—l)—*-(t;—l—tn—2)+‘ ..—{-(tm—f—tlm)
(' mAEm) e A (A En—2) A tn—1)+(tat-1,)
que, segun el teorema anterior, se transforma en
28— (8, tn)+(bi-HEn) (£, 4-En)e v (6 AH-En)H(E ) (8 4-In)
cuyo segundo miembro consta de, », sumandos iguales

4 ¢, y, por consiguiente, podra tomar la forma

2s=/(t,~+tn)n, de donde resulta, s= (t‘—; &) 7 (9)

Escolio. $Sien esta férmula se sustituye Zn por su va-
lor ¢,-+-(n—1)d (91) se obtiene la nueva formula

n(n—1)d s
2 2 fEon

que d4 la suma en funcién del numero de términos, ek
primero y la razon.

Ejemplo. Hallar la suma de los diez primeros términos de lw
progresion + 3. 7... {

‘ 10.9.4
Por la formula (¢) se tendra s=3.10-\ —;‘ — 9405

s=§._t¢_¢;(z{—,1)d O e U

|
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ARTICULO II.

PROGRESIONES POR COCIENTE & GEOMETRICAS.

95. Progresion por cociente 6 progresion
geométrica es una serie de valores tales que el cociente
de cada uno de ellos por el que le precede es siempre el
MESMO.

Este cociente constante se llama razdn de la progre-
sign y puede ser mayor 6 menor que Lo unidad: en el pri-
mer caso, la progresion se llama creciente y, en el segun-
do, decreciente.

Asi, la serie de nimeros 2, 6, 18, ... es una progresion
creciente, cuya razon es 3, y la serie 1215, 405, 135, ... es

una progresion decreciente, cuya razon es 5

Los valores que forman una progresion por cociente se
llaman medios proporcionales, porque con tres consecuti-
vos se forma una proporcién continua, en la que el segun-
do es medio proporcional entre los otros dos.

Toda progresion por cociente es, per su naturaleza, in-
definida en ambos sentidos y, por lo tanto, creciente en
uno de ellos y decreciente en el otro: asi, la progresion

B 1915

68 4.2
considerada a partir de cualquiera de sus términos, es cre-
ciente, hacia la derecha, y decreciente, hacia la izquierda.
Sin embargo, comunmente se consideran sélo varios térmi-
nos y, en tal concepto, al primero y ultimo de ellos se les
llama eztremos de la progresion limitada.

Una progresién por cociente se indica poniendo este
signo :: delante de ella y dos puntos entre cada dos tér-
minos consecutivos. Asi, una progresion por coeiente cuyo
primer término sea T, y el nltimo Th tendra la forma ge-
neral

5, 10, 20, 40, 80....,

sl U P g T S

w3l Ele 3

que se lee, por cociente, T, es & T, es a T, ete.
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96. Teorema. 7Zodo término de una progresidn por

cociente es igual al primero, multiplicado por una potencia
de la razdn cuyo cxponente es el miimero de términos que
le preceden, d al wltimo, dividido por wna potencia de la ra-
2dn cuyo exponente es el mikmero de términos que le Siguen.
En efecto: 1.° si en la progresion '
el (R R e G
Se snpone que la razon sea ¢, se tendra -
T,=T,c
T, =T,c=Tc =Tgc*
T,=T,c="T,cc=Tc

etc.

Por otra parte, si llamando Ty_; al término que ocupe
el lugar (n—1)mo, se tuviese Tn_1 = T,c2—2, conforme al
enunciado del teorema, se tendria para el siguiente,

6 I == Tnope:==T eim2:pte—iT o1,
lo que indica que, si un término cualquiera de la progre-
sion se forma segun el enunciado, también se formaré el
Sigulente, y como acabamos de ver que asi se verifica
en el 3.° se verificard en el 4.° y, por consiguiente, en
el 5.% 6.° 7., ete. y se tendra la formula, Toh =T, er-1(a'},
lamada ¢érmino general, que es la expresion de cualquier
término de una progresion por cociente cuyo primer tér-
mino sea T, y la razon c. :
2.° Sisedividen por ¢n—1 los dos miembros de la igual-
711
. . . - n
dad («') y se invierten éstos, se tiene P — il (8").
Ejemplo. [lallar el undécimo término de la progresion ++4:12...
9

12
Como la razon es —— =3, se tendra T=4.310=4><59019=236196.
4

Corolario. Un término de una progresion PO cocien-
te puede ser mayor ¢ menor que cualquwier cantidad, seqin
que la progresion sea creciente 6 decreciente, pues, para lo
primero, basta que, designando por H una cantidad todo
lo grande que se quiera, se tenga Ta>H 6 T enmlis=uh
6¢i=1> H:T, lo que, por ser ¢> 1, es siempre posible;
para lo sezundo basta considerar que, por ser ¢< 1, dando
4z un valor conveniente serd ¢n=1 menor que cualquier
cantidad dada.

Escolio. Ll limite de los términos de una progresion
por cociente es «, si es creciente, y 0, si es decreciente.
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97. Interpolar medios Proporcionales entre
dos numeros dados es Lallar otros wimeros que, con
ellos, formen wia progresion por cocieute de la que éstos
sean el primero y wltimo términos.

Es evidente que sise conociese la razén de la progre-
sién, multiplicindola por el primer término sc tendria el
segundo; multiplicando éste por la razén se tendria el ter-
cero, v asi sncesivamente todos los demas: de modo que, si
llamainos 7 al nimero de términos que se quiere interpo-
lar entre dos ntimeros dados A y B, el total de los de la
progresion que se forme, después de la interpolacion, sera
m~-2, por lo que se tendra 2 — m--2 ydeaquin—l=m-1¢

m+l/'§'
luego la razén que se busca serd ¢ — [/ X .

De aqui se deduce ia siguiente regla:

Para interpolar entre dos wiimeros dados un cierto nii-
mero de medios proporcionales se divide el %ltimn por el
primero; del cociente se extrae la raiz del grado indicado
por el naimero de términos que se han de wnterpolar, mas
wno, Y la raiz, que sera la razon, se multiplica sucesiva-
mente por el primero de los numeros dados y por los pro-
ductos que se vayan obteniendn.

Ejemplo. Inlerpolar dos medios proporcionales entre los ni-
meros 6 y 2,53125. :

Puesto que el ntimero 2,53125 ha de ser el cuarto término,
3,
la razon sera, \/2,53125:6 = 0,75 (), y se tendra la progresién
= 6:4,5:3375: 2,53125.

Escolio. Si entre cada dos términos de una progre-
sién por cociente se interpola el mismo numero, 2, de me-
dios proporcionales, la nueva seri» que resulta es también
una progresidon por cociente , pues la razén de todas las

p+l SRR - 5
progresiones parciales serd ¢’= |/ ¢, y el iltimo término
de cada una serd el primero de la siguiente.

() Sielejemplo fuese tal que la raiz que hubiera que extraer fuese de un
grado superior al tercero, se haria uso de la regla expuesta en el niimero 82
Escolio, sisu indice no tuviese mas factores primos que 2 y 3, pero en
otro caso, se aplicarian los logaritmos, como se vera mas adelante.
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98. Teorvema. La sumade los términos de una pro-
gresion por cociente es iqual ¢ la diferencia del wltimo tér-
mino multiplicado por la razén, ménos el primero, dividi-
da por la razon ménos uno.

En efecto, designando por S la suma de los » términos
de la progresion

S bR SN SNECE SN G SR

setendra S=T, + T, + T, 4 ..... + Tn—g+ Tn—1 + Tn.

Multiplicando por ¢ los dos miembros de esta igualdad.
resulta la nueva igualdad

S¢ =T c+Tye+ Tye + wuee. + Ton9¢ + Ta—16 4 Tac
la que, si se tiene en cuenta que el producto de cada tér-
mino por la razdén es igual al siguiente, tomars la forma
Se=T,+T,+T,+..... ~+ Th—1 + Tha+ Tae
6 Sc=S—T, + Tye.
Restand_o, S,»de los dos miembros de esta ultima igual-
dad, se obtiene S¢—S=Tnc—T, 6 sea S(c—1)=Tnc—T,,

de donde resulta, S= I‘I;c ——l'l, (3.

Escolio. Si en esta férmula se sustituye Ty por su
valor T,cn—1 (96) se obtiene la nueva férmula
Llhesle =T T en—T, _ Tyen—1) cn—1

B g D Ny (TG | G TN | :T‘_cji )

que da la suma en funcién del nimero de términos, el
primero y la razon.

Ejemplo. Hallar la suma de los diez primeros términos de la
progresion = 3: 12 .....
410
Por la formula (') se tendra S = 3. "‘}*{- —=1048575.
(]

o
CAPITULO II

DE LOS LOGARITMOS (7}.

ARTICULO PRIMERO.

GENERALIDADES.

99. Llamanse logaritmos ¢ los términos de una pro-
gresion por diferencia. que empieza por Cero, correspon-
dientes @ los de una progresion por cociente, de razon 1eal,
positiva y distinta de la unidad, que empieza por UNO:
numeros d antilogaritmos ¢ /os términos de ésta res-
pecto & sus correspondientes de aguélla : sistema de lo-
garitmos al conjunto de ambas progresiones, y base
del sistema a/ naimero cuyo logaritmo es la wnidad.

Asi, las dos progresiones
..1..1.1.1...2.5...“..‘

0 SR it sl esicsicE e .....oo[(a)
3% 0424030 i )
siendo ¢ una cantidad real positiva y distinta de la uni-
dad, constituyen un sistema de logaritmos en el que el lo-

; : : 1
garitmo de ¢ es nd y el antilogaritmo de —=ud es .

100. A la simple inspeccidn de las progresiones que
constituyen el sistema general («) se observa:

1.° Que el logaritmo de la unidad es cero.

2.° Que todos los términos de la progresion por cocien-
te serdn positivos, pues todas las potencias de ¢ lo seran,
de donde se desprende que los numeros negativos no tie-
nen logaritmo.

3.° Que, dando distintos valores 4 la razén de la pro-
gresion por cociente 6 & la de la progresién por diferencia,
se formardn diferentes sistemas de logaritmos, de donde se
desprende que el numero de sistemas de logaritmos. es
infinito.

() Aunque el completo desarrollo de esta importante teoria corresponde &
estudios superiores, damos aquf de ella una sucinta idea, de caracter esen-
cialmente préactico, con el fin de obtener en el cilculo las ventajas que pro-
porciona su aplicacién.
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4." Que cualquier nimero positivo 6 negativo puede
figurar en la progresién por diferencia y cualquier ni-
mero positivo puede fizurar en la progresion por cociente,
aproximadamente, si no forma parte de ella; pues, si no es
uno de sus términos, se pueden interpolar entre dos que le
comprendan los términos suficientes para que aparezca
¢on la aproximacion que se desee Y, por consiguiente, ha-
ciendo simultdneamente la conveniente interpolacién del
mismo ntimero de términos entre dos correspondientes de
ambas progresiones, 4 todo namero corresponderd un loga-
ritmo y 4 todo logaritmo correspondera un nimero, anti-
logaritmo suyo.

5.2 Que si las dos progresiones son, en el mismo senti-
do, crecientes 6 decrecientes, los nimeros mayores que la
unidad tendran logaritmos positivos y los menores que la
unidad los tendran negativos: & Mmayor nimero correspon-
derd mayor logaritmo y reciprocamente: el logaritmo del
infinito serd el infinito positivo y el de cero el infinito
negativo: pero si una de las progresiones es creciente, en
el sentido en que la otra es decreciente, sucederd todo lo
contrario.

6. Que designando por 4 la base de un sistema de loga-
ritmos y por /4 -+ 1 el lugar que, 4 contar del 1, ocupa en
la progresién por cociente, se tendra d—1.ch — eh (96), y
como su logaritmo, 1, ocupard, a partir de 0, el mismo
lugar en la progresién por diferencia. se tendrd

1==04-/d (91), de donde se obtiene j— —}, que sustituido en
1

= d
el valor de 4, da 6 — ¢%= I/ ¢ (83), lo que indica que
para hallar la base de un sistema de logaritmos se extrae,
de la razon de la progresion geométrica, la raiz del grado
cuyo indice sea la de la aritméticn.

: . et
101. Sien la icualdad § — (\ ¢ se elevan los dos

iniembros 4 la potencia del grado d, resulta 44 — ¢, y sus-
tituyendo este valor de ¢ en la progresidén por cociente
del sistema de logaritmos (2}, toma éste la formna

0:...00—nd: :f-3d ;520 :p—:]:4d:420:430: . ipnd: |« op
—%....—nd . .—3d.—2d.—d.0.d .2d.34.....nd...... af (8)
en la que se observa que el logaritmo de cada potencia

de 4 es su propio exponente, lo que justifica esta nueva de-
finicin :
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Logaritmo de un nimero ¢s ¢/ crponente @ que
debe elevarse otro, positivo y distinto de la wnidad, -
mado base, para gue la potencia sea igual al numero dado.

La relacion que liga & la base, 4, de un sistema de lo-
garitmos con un numero, N, y su logaritmo, /, se puede
pues, expresar por la igualdad /! = N. llamada fdrmula
de un sistema de logaritmos, de la que, sea cualquiera la
base, se derivan las expresiones log N=1ly antilog l’—_:’;\
que se leen, respectivamente, logaritmo de N ignal é¢ 1, y
antilogaritmo de !, iqual ¢ N. : :

102. De esta manera de considerar los logaritmos se
deducen facilmente las siguientes propiedades de todo sis-
tema de logaritmos: : '

1% K logaritmn de un producto es igual & la suma (Z(:*
los logaritmos de los factores; pues, si designamos por
é 7' los logaritmos de z y de 7 en el sistema de base b5 50
tendrin las igualdades 53'=z y oY’ =y, de las que, malti-
plicandolas ordem}damgnt?, se ()}J)tllt’,ll‘(-‘.?/&X Y iy

ego, log 2y = x" 4 y'=log = - log ¥. ;

ll']2’."" "Bl logaritmo (Zc/zm cociente es iqual al logaritmo del
dividendo, ménos el del divisor; pues, dlwdlendo'px-c}gnada-‘
mente las igualdades 0¥’ =ay &i":z/, selobtxene G2 =Y

g0, log (2 : y) =2’ —y' = logz —log y.
iug? o Z(o‘0(073/77)57710 de una potencia es igual al producto
del ezponente, por el logaritmo de la base de la 7)(;/enc%cz,"
pues, elevando & la potencia, del grac{g m los dos miembros
de la igualdad 0% = @, se lr)btlene fmox’ — gm,

o0 log (20)=mz" = m log &. 4 .
lllZ?‘) A {Zoﬂlu'z'hno de una raiz es igual al logaritmo del
radicindo, dividido por el indice del radical; pues, extra-
yendo la raiz del grado m de los dos miemhros de la igual-

A m,—— my==2 G m =
dad /X' =, se obtiene \/4X = Vo 6sea b3 m— \/p:
m,— 5 X
lnego, log \/a; =am=1logz:m. :

103. Teorema. La diferencia de los logaritmos de
dos enteros consecutivos disminuye ¢ medida que aumen-
tan los nimeros.

En efect(), <le51gnaqdo por 2z y n—i—} dos enteros conse-
cutivos, se tiene la serie de 1,lgrualdadea ;
s Ay Yoo ( e
log (n+1)—log n= log (;T) (102-2.7) = log \1—!— -
cuyo Gltimo miembro se aproxima tanto mas al logaritmo
de 1, que es 0, cuanto mayor sea 2.
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ARTICULO II.
LOGARITMOS VULGARES,

104. Kl sistema de logaritmos que se ha preferido para
los calculos ordinarios, por las ventajas que presenta
sobre otro cualquiera, es el llamado vulgar, décuplo 6 de
Briges, en el que la razon de la progresién por cociente es
la base del sistema de numeracion y la razén de la pro-
gresion por diferencia es la unidad.

Este sistema se expresa, pues, por las progresiones

=4 =3 :—2'.—=1.0.1.2.8% 43

¥ como, evidentemente, la base es 10, su férmula es 10!=N.

105. Teorema. Losinicos nimeros que, en el siste-
ma vuloar, tienen logaritmos conmensurables son las 20-
tencias enteras de 10, positivas d negativas.

En efecto, si en la férmula 101 = N, el exponente, /, es
un numero entero positivo, 7, 6 negativo, —m, se tendrd,
en el primer caso, la expresion 10m = N, en la que el nu-
mero N, cuyo logaritmo es m, es una potencia entera posi-
tiva de 10 6 sea una unidad décupla y, en el segundo, se

tendrd la expresion 10—m =N § sea i N, en la que el
numero N, cuyo logaritmo es— 7, es una potencia entera
negativa de 10 6 sea una unidad decimal.

Por otra parte, si supusiésemos que el logaritmo de un

P

namero, N, fuese la fracceion —?-f-, se tendria 10 ¢ =N, de don-
de, elevando ambos miembros & la potencia del grado ¢,
seobtendrialaigualdad 10p=Ngq, § sea, 20.5P=—=Nd: mas como
esta igualdad exige que 2 y 5 sean los tinicos factores pri-
mos de N, haciendo N = 2r.5s, se tendria
RP.5P = (2r,58)0 = 211,584, igualdad que sélo puede verifi-
carse siendo p=17¢ y p= s¢, es decir, siendo 7 =s, y, por
tanto, N==2r.5* = 10* § sea una potencia entera de 10, po-
sitiva 6 unidad décupla, si 7 es positivo, y negativa 6 uni-
dad decimal, si 7 es negativo.

Escolio. El logaritmo de un nitmero que no sea po-
tencia de 10 es inconmensurable y su expresién aproxi-
mada se compone de una parte entera, llamada caracte-
ristica, y otra decimal, llamada mantisa.

50

106. Teorema. La caracteristica del logaritmo de
wn numero mayor que lo unidad es positiva, de tantas wni-
dades como cifras tenga la parte entera del mimero, me-
noS UNQ.

En efecto, si un entero, A, tiene # cifras y es una poten-
cia de 10 serd de la forma 100—1, cuyo logéaritmo es 7 —1;
pero, si no es potencia de 10, se tendra la limitacion

102—1 << A < 100 y, por tanto,
n—1<log A <n;
luego, la caracteristica de su logaritmo serd z—1.

107. Teorema. Lu caracteristica del logaritmo de
wn numero menor que la wnidad, expresado en fraccion
decimal, es mneqativa, de tantas wnidades como ceros pre-
cedan @ la primera cifra significativa. :

En efecto, si una fraccién decimal, A, tiene 7 ceros
delante de su primera cifra significativa y es potencia

de 11—0 serd de la forma 10% = 10-2, cuyo logaritmo es—n;

: : 1 ! R
pero, si no es potencia de 10° se tendra la limitacion

1 s
<A< —— 6sea, 10— <A<10—(-1) y, por tanto,
10n 10a—1 7 5% P
—n <log A < — (n—1);
luego la caracteristica de su logaritmo serd — 7.
Escolio. Todo logaritmo de caracteristica negativa
equivale 4 una sustraccion cuyo minuendo es la mantisa,
precedida de cero enteros, y cuyo sustraendo es la carac-
teristica; pues, si el logaritmo de A es n,adcdef, se tiene
log A =n.abedef = — n+ 0,abedef= 0,abedef — .

108. Teorema. £/ logaritmo de una fraccidn ordi-
naria es igual al logaritmo del nuwmerador, menos el del
denominador. : 5

En efecto, puesto que una fraccidn es el cociente in-
dicado del numerador por el denominador, se tendra

a -
log i log ¢ —1log 6 (102. 2.%).
Escolio. El logaritmo de una fraceion es positivo, si

el numerador es mayor que el denominador, y negativo,
si el numerador es menor que el denominador.
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109. Teorema. i un mimero se multiplica o divi-
de por la wnidad sequida den ceros, la caracteristica de
sw-logaritmo auwmenta d disminuye, respectivamente, en n.
unidades, pero ln mantisa no varia.

En efecto. si log A = m,alcdef, se tendra

log (A.10%) =logA~+n (102-1.%) =m.abede/-+n=(m~+n),abedef
¥y log oL =log A—n (102-2.“):—771,;(&&0(&17"—71:(_m—'n.),aécdef.

100

Corolario. ZLa mantisa del logaritmo de un nimero
n0 varia aunque en éste se-corra la coma g la derecha 6 g
la izquierdr, perola caracteristica anmenta d disminwye
en dantas unidades como lugares recorra la coma; pues-es-
tas traslaciones de la coma equivalen & multiplicar & di-
vidir el numero dado por las respectivas potencias de 10.

Asi, la mantisa de los logaritmos de 5768000, 57,68
y 0,05768, cuyas caracteristicas son. respectivamente,
6, 1 y 2. esla misma que la del logaritmo de 5768, cuya
caracteristica es 3.

110. Cologaritmo 6 complemento logaritmi-
co de un numero cs /u diferencia de su logaritmo
@ cero.

El cologaritmo de un niimero se indica con la abrevia-
tura colog, antepuesta & él.

Asi, el cologaritmo de 100, cayo logaritmo es n,
es 0 —n = —n; el de 10-n, cuyo logaritmo es — 7, es
0—(=:n)=mn; y el cologaritmo de 352,3, cuyo logaritmo es
2,546913. es 0 — 2,546913, sustraceion cuyo resultado se
puede obtener anmentando el minuendo en3 unidades, por
lo ménos, y disminuyendo la diferencia en las mismas, con
lo que se tendra

colog 352,3=0-—2,546913 =3—2,546913— 3==0,453087—3
=3,453087.
De estas consideraciones se origina la siguiente regla:
Para hallar el cologaritmo de un nibmero, si es po-

lencia de 10 se cambin el signo ¢ su logaritmo y si no
loes se cambia el signo d la caracteristica de su loganit-
mo, se la anade 1 y se restai de 9 todas las cifras de ln

MaAntise, ercepto la primera significativa de la derecha,
qaee se resta de 10,
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111. Por mediodel complemento logaritmico se trans-
forma un logaritmo negativo en otro de caracteristica ne-
gativa y mantisa positiva y se convierte en suma la dife-
rencia de dos logaritmos; pues

log A=—n.abedef=0—n,abcdef
y log A—log B=log A-+0-~log B=log A—-colog B,
de donde se deducen las siguientes reglas:

1.2 Para transformar wn logariting negativo, en olro de
caracteristica negativa y mantisa positiva, se halla su
complemento, como si. fuese positivo.

Ejemplo. log A =— 2549632 — 3 430368.

2. Para convertir en suma la diferencia de los loga-
rukmos de dos nimeros se agreqa al logaritmo del minien-
do ¢l cologaritmo del sustraendo.

Ejemplo. Silog A = 3,549271 y log B = 4,732314, se tendra
log A —log B = 3.549271 4-3,267486 — 2.816757.

ARTICULO III.

TABLAS DE LOGARITMOS.

112, Tablas de logaritmos son uuos cuadios, orde-
nados por columnas, en wna de las cuales se contienen los
enteros consecutivos desde 1 hasta cierto limite y en otras
sus respectivos logaritmos.

Varias son las Tablas de logaritmos vulgares que se
han construido, por procedimientos fundados en teorias
propias de estudios superiores; pero no se diferencian
unas de otras mas que en el limite de los nimeros que com-
prendew, en su disposicién particular y en el mayor ¢ me-
nor grado de aproximacién de los logaritmos.

Todas van precedidas de su correspondiente explica-
¢ion, por lo que, ante la dificultad de dar idea de ellas sin
tenerlas 4 la vista, creemos conveniente aconsejar 4 los
alumnos que examinen detenidamente las que elijan Y se
ejerciten en su manejo, resolviendo las dos cuestiones 4
que éste se reduce, que son las signientes:

1.2 Dado un nimero, hallar su logaritmo.

2.2 Dado un logaritmo, hallar su antilogaritno d sea
el nimero @ que corresponde ().

(*)_ Los cilculos de esta ohra estin ‘heclios con las Tablas de Vazquez
Queipo,

16 ; 6
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ARTICULO IV.

APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS.

§ 1°.—Calenlo avitmético.—Intereés compuesto.

118. Calculo aritmeético, por logaritmos.

Las propiedades de los logaritmos permiten efectuar
toda operacién de multiplicar, dividir, elevar a potencias
y extraer raices, por medio de otra del grado inmediato
inferior, aplicando para ello las reglas sigulentes:

1.2 Para multiplicar dos 6 mas nimeros se SUmn sis
logaritmos y se halla el antilogaritmo de la swmn (102-1.%.

‘9.2 Para dividir dos nikmeros se swma el logaritmo del
dividendo con el cologaritio del divisor y se halla el anti-
logaritmo de la swma (102-2.% y 111. Regla 2.%). :

‘3.5 Paraelevar wn nimero & wna potencia se mulli-
plica el exponente por el logaritmo del nimeroy se halla
el antilogaritmo del producto (102-3.%). ”

4.2 Dara extraer wna 7atz de wn wimero se divide el
logaritmo de éste por el indice de la raiz y se halla el an-
tilogaritmo del cociente (102-4.7%).

Ejercicios.

Hallar, por logaritmos, el valor de x en las expresiones Si-

guientes:
Calculo.

1.2 1=576><2,784>0,00643.. log 576  =2,760422
log 2,784 =0,444669
log 0,00643=3,808211
r=antilog 1,013302 =10,311

17896
m=% ........... log 17896 —4,252736
o colog 359 —3,444906
z=anlilog 1,697662 —=49,849
33 (254809, . .. ... .. log 2,548  =0,406199
: : 9
; x=antilog 3,655791 —4526,8
SL3 ; 3989138
42 z—\/9783......... .. log 9753 — = 06t

x—=antilog 0,369877 —3,71%.
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114. Interés compuesto.

El cdleulo logaritmico suministra un procedimiento ge-
neral para hallar solusidn, por medio de una férmula, &
cuantas cuestiones se presenten sobre el interés compues-
to, de las que, por procedimientos aritinéticos, sélo se obtie-
ne la determinacion del interés (Arir. 232), ’

Para obtener la formula general del interés compuesto,
supongamos que sea ¢, el capital; 7, el tanto por uno en
una unidad de tiempo, es decir, (@ centésima parte del
Zanto por ciento, en la misma; £ el tiempo, en unidades del
drdende aquélla y S el valor del capital, ¢, al fin del tiem-~
po, ¢, es decir, la suma del capital primitivo y sus intereses.

Si una unidad del capital produse # en una unidad de
tiempo, las ¢ unidades produciran ¢z ; luego el imponente
tendra, al fin de ella un capital de ¢ +cr=c (1+7). lo
que indica que parae hallar el valor que en wnn unidad de
tiempo adywiere un capital impuests al T por wno se mul-
tiplice dicho capital por 1 + .

Por lo tanto, el nuevo capital ¢ (1+7) serd al fin del se-
gundo periodo,

c(l+7)A47)=c -+
¥ éste, al fin del tercero, sera
c(l+7F01+7) =c(l+7?
vy, en general, al fin de ¢ periodos, se tendrd la igualdad
8 = (1+7)" (4),
que se llama fdrmula del interes compuesto.
Aplicando los logaritmos & esta formula, se tendra

logS=log ¢ +¢ log (1L +7) (6)

de la que se deducen, log ¢ =log S — ¢ log (L 4 7) « 6}
: logS—loge /.
log (terf—coet s (B0

i log S —~logc

S e A TR SN ( III)
log (1 4+ 7)

Las formulas (6), (8'), (6’') y (8'”’) sirven, respectiva-
mente, para hallar cada uno de los valoresde S, ¢, 7 6 £,
conocidos los otros tres. :

Escolio. Si el tiempo, ¢, no estuviese expresado en
unidades del mismo 6rden que aquélla & que se refiere el
tanto por uno se transformard en incomplejo de aquel Gr-
den, antes de aplicar la formula correspondiente.
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Ejemplos.

1° En cudnto se convierte un capilal de 20000 pesetas, impues-
to por 3 anos, 5 meses y 43 diasal 6 por °/y de inlerés compuesto:

anual? 1243
Haciendo en la formula (), ¢ = 20000, £ =34, BY, 43¢ = —=d

y r=0,C6 sc tendra o
243 !
log S = log 20000 -}~ 50 log 1.06

D
log 20000 = 4,301030
12
13?(—)3 log 1,06 = 0,087376
" § — antilog 4,388406 = 24457,18 pesctas.

2° ;Qué capilal hay que colocar d inlerés compuesto, al 6 por 0/
anual, ](.)gra. qulu en 20 anos se corvieria en £000 peselas?

Haciendo en la formula (87),"S=2000, =20 y r=0,06, se tendra
log ¢ = log 2000 — 20 log 1,06

log 2000 = 3,301930
20 log 1,06 = 0,506120

c¢=antilog 2,794910 = 623,60 pesefas.

3.2 ;A qué tanlo por ciento anual se han deimponer 2000 pese-
tas para que, d interes compueslo, den en 8 anos, un interes de 500
peselas? ' :

Haciendo en la formula (6"7), S=2300, ¢=2000 y =8, se {endré&

log 2500 — log 2000
log (1 --7) = TR

Jog 2500 = 3,397940

log 2000 = 3,301030

- = antilog 0,096910 : 8 = antilog 0,012114 = 1,0282
1 - r = antilog 0,096910 : 8 = antilog 0 ; =
luego, el tanto por ciento pedido es 2,82.

4.2 ;Qué tiempo debe estar impuesto un capital d@ inlerés com-

puesto, al 6 por °f, anual, para que se duplique? :
Haciendo en la formula (6°77). S = 2¢ y » = 0,06, se tendra

log 2¢—log c.  log 2-logc—loge  log 2
= log1.06  log1,06 log 1,06

log 2 = 0,301030 | 0,025306 = log 1.06
047970 112,89 = 114, 10 y 201
226640
241920
14166

§ 2.0—Amortizaciones y Rentas vitalicias.

115, Lldmase Amortizacion af reinteqiode un capi-
qal y sw interés compuesto por devoluciones parciales. Si
€stas se hacen anualmente y en cantidad igual, cada una
de ellas recibe el nombre de enualidad de amortizacion.

Para resolver cualquier problema de amortizacién por
-anualidades basta considerar que la annalidad ha de ser
tal, que la suma de todas ellas sea igual, al fin de los afos
«convenidos, al capital primitivo mds el interés que de él
obtendria el acreedor si, desde el principio, lo hubiese co-
locado & interés compuesto al tanto por ciento fijado. Asi,
51 dicho capital es ¢, el tanto por uno, 7, 'y el numero de
anos, ¢, dicha suma serd igual 4 ¢ (1-+7)t (114. Zirmula ).

En tal concepto, llamando ¢ & la anualidad, resulta-
Td que

la del primer afio importara al final delos £ afios, @(1-r)t~1

Hardel-Secndos s o e A e A R afl-+7)t=2
faidelstereero o i e et tisps SO a(1-4-7)t—3
Ia del (£—1)mo & sea el penaltimo ... ... ... .. (slr)
Velagdeliultimomaie s tan Sustie o bty a@.

La suma de estos valores dara la ignaldad

AA-0(1H1) 4o A0 1) =3 (1 4-r) b =2l L )t —L=¢ (14}t

la que, separando el factor ¢, comin 4 todos los términos
del primer miembro, se transtorma en

Al (1 42) 4 . = (L r)t—2 4 (1 + 7)1 = ¢l +2)t.

Como el primer miembro de esta igualdad es el pro-
ducto de @ por la suma de los términos de una progresion
geométrica cuya razon es 1 + 7, el primer término 1 y el
altimo (1-+47)t=1, se tendra (98)

' '.t '
al(l 4+t —1
S a il ’-:c(l—f—r)‘t,
r
(1 +7jt—1
,.

«e donde, dividiendo ambos miembros por , se
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obtiene la expresion general
(1)t
llamada fdrmula de las anualidades de amortizacion (*).
Aplicando 4 ella los logaritmos, se tiene
log a=log c+log 7+ ¢ 10g (14-7)—log [(1+7)t—1] (A).

Ejemplo. ;Qué anualidad se debe pagar para exlinguiren &
anos, al 8 por Y, . una deuda de 10000 pesetas?

Haciendo en la formula (A’), ¢=10000,7=0,08 y =5;56 lendra:
log @ = log 10000 + log 0.08 +- 5 log 1,08 —log ((1,08)5 —11

cuyo cleulo se dispondri en la forma siguiente:

B0 0000055 ot e saingnien =H

IR 008 =i e e =9,903090

log 1,08=0,033424 -

5 log 1,08=5><0,033424.. . ... .. =0,167120
3,070210

(1,08)5=antilog 0,167120=1,46933

Yoz 0469334 cc o vvasinnn,einen . =1,671479

n=antilog 3,398731=2504,56 pesetas.

(*) De esta formula se obtienen facilmente los valores decy de ¢ pues
maultiplicando sus dos miembros por (1 + r)' — 1, resulta
al(i4r)t —1)=cr(14+)", y dividiendo por #(1+7) los dos de ésta é invirtién-

al(l4r)t—1)
dolos, resulta ¢ = .g(_j;_.,-,, ,

r(l 4 7)
Transformando sucesivamente la igualdad al(14r)t—1) = cr(1+r)‘ ten
a(l 4t —a=cr(14+n); all + ) =a+cr(l + mial )t —erl 1) =a
1+ nt@a—cr)=a
y aplicando 4 ésta tllima los logaritmos, se obtiene
tlog (14 7)+1log (@ —er)=loga, 6 sea, tlog (1-+7)=log a—log(a— erd.
log a—log (a—cr)

de donde resulta t = ——————.
log (141)

E1 valor de » no puede obtenerse por un caleulo elemental, 8ind por otro:

cuya exposicion rebasa los limites de esta ohra,
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116. Un caso particular del clculo de amortizaciones
es el llamado de Rentas vitalicias, en el que el tiempo
de extincién del capital es el de la vida probable del indi-
viduo que lo impone en una caja 6 Sociedad, para que, per-
cibiendo una cantidad fija cada afo, se extinga & su falle-
cimiento dicho capital y los intereses correspondientes, al
tanto por ciento que se estipule.

Se llama vida probable de una persona al tiempe
que se calcula necesario para que fallezca la mitad de las
que tengan la misma edad. '

Con los datos suministrados por las estadisticas se han
formado 7'ablas de probabilidad de la vida humana, en las
que se encuentra el dato aplicable 4 cada caso particular
que se trate de resolver (*).

Ejemplo. ;Qué anualidad debe recibir una persona de 37 anos
de edad que impone, G rentu vitalicia, un capital de 250.000 pese-
tas al 5 por 9,7

Como Ja vida probable en este caso, segin las Tablas mas acep-

{ables. es de 28,9 anos, haciendo en la formula (A"), ¢ =250.000,

r=0,05 y 1=28.9, se lendra:
log a=1log 250.000--log 0,05-1-28,9 log 1,05—log |(1,05)%2—1

cuyo calculo se dispone en la forma siguiente:

10p1250.000% o5 LRt —35,397940
logiD0s s Rt ve. . =2.698970

log 1,03=0,021189

98,9 log 1,05=28,9><0,021189... .. .. =0,612362
T 4709972

(1,08)89—=antilog 0,612362=4,096

fog 3,096 .....7. e =0, 490801

a = antilog 5218471 -=216337,54 pesclas.

(%) Alresolver cualquier cuestién de rentas vitalicias se puede aplicar, &
falta de unas Tablas de probabilidad, la siguiente regla, debida 4 las investi-
guciones del ilustrado catedratico D. Luis G. Gased, regla cuyos resultados,
para edades comprendidas entre 5 y 65 afios, no difieren mucho de los conte-
nidos en las Tablas espafolas.

«Se restan del nivmero 58 los 0CHO DECIMOS de la edad de wn individvo, y el
vesto puede lomarse como_sw vida probables; de modo que, llamando ¢ i su
edad y v @ sn vida probable, se tiene la férmula general »=58—0,8¢.
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§ 8."—COapitalizaciones.

117. Llamase Capitalizacion 4 /la acumulacion de
imposiciones parciales hechas con objetn de retirar, & cier-
to plazo, su swma vy la de sus respectivos intereses com-
puestos. Si las imposiciones se hacen anualmente y en
cantidad igual, cada una de ellas recibe el nombre de
anualidad de capitalizacion.

La expresién general relativa al calculo de capitaliza-
¢ién, por anualidades, en Z afios, se obtiene facilmente por
las siguientes consideraciones.

Si ¢ es la anunalidad, se tendra que, al final de los £ anos

laineimenasvalduan:. o or i @ (14 7)t

R R R e R (o i e R s e a (1 + 7)1
L OB e 5 ot o G R s i B S s a (1 -+ 7r)t—2
L S R R a(147).

La suma de estos valores serd la capitalizacion y, de-
signandola por S, se tendrd la igualdad
S=a(l + 7)+a(l + )+ ... +a(l + )= 1+a(1-+2)
que se transforma en ‘ :
S=al(l + 7)1+ 7))+ ... (1 + 7)1+ (1 + 7)Y
all +m)1+7—1
6 sea (98) S = ——— W?Ar Tl R (©),
lamada fdrmula de las anualidades de capitalizacion.
Aplicando 4 ella los logaritmos, se tiene
log S=log a-+log (147)+log |(1+7)t — 1{~+colog 7 (C).
Ejemplo. /Qué cantidad relirard, al cabo de 20 anos, una per-
sona que ha impuesto anualmente 250 peselas en un Banco 6 en unda
Caja de Ahorres, que da el 3 por °/, de inlerés compueslo?
Haciendo en la formula (€’), a=250, r=0,03 y =20, se tendra:
log S = log 250 --log 1,03 -~ log [(1,08)%" — 1)] - colog 0,03,
cuyo calculo se dispondra en la forma siguiente:

loplZ030E0 S0 S et S ne R .. =0,012837
20 log 1,03=20><0,012837=0,256740
(4,03)20=antilog 0,236740=1,80609
10202806095 nm s St L i e =1,906384
BoloRIDY0B AR Sor e L it s . =1,322879

S=antilog 3.840040=6918,95 pesetas
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SEGUNDA PARTE.
APLICACIONES ELEMENTALES

DEL CALCULGC ALGEBRAICO.

O

LIBRO PRIMERO.

DE LAS ECUACIONES.

CAPITULO PRIMERO.

GENERALIDADLS.

ARTICULO PRIMERO.

DEFINICIONES.

118. Se llama identidad ¢ igualdad idéntica 4
toda igualdad cuyos miembros tienen siempre igual valor
numerico, sea cualquiera el de sus letras: talesla igualdad

30 — ab - 6¢c = (3a — &) + 2.3c¢.
_ Ecuacion es toda igualdad que contiene alguna can-
tidad desconocida y cuwyos miembros no tienen igual va-
lor numérico, mas que por cierto valor de aguélla.

Asi. la igualdad 4z + 8 = g —+ T2 —8 3
es una ecuacién cuyos Iniembros no tienen el mismo va-
lor, 28, mas que cuando # =5, pues para otro valor de &,
tal como 2, el valor numérico del primer miembro seria 16
y el del segundo, 6.

119. Coeficientes de una ecuacion son las canti-
dades, real 6 hipotéticamente conocidas, que son factores de
olras. Por sus coeficientes se clasifican las ecuaciones en
numéricas 'y literales.

Ecuacion numérica es la que tiene todos sus coefi-
cientes numéricos y ecuacion literal /a que tiene algu-
no literal
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120. Incognitas de una ecuacion son las canti-
dades desconocidas en ella.

Las incognitas, que dan el caracter de ecuacién & una
igualdad, pueden ser en cualquier niimero y se representan,
en general, por las ultimas letras del alfabeto, empledndose
de preferencia la @ cuando s6lo hay una incégnita.

121. Grado de una ecuacion es /la mayor swma dc
los exponentes de las incognitas en wuo de sus términos,
no estando ¢éstas en ningun denominedor ni bajo ningun
signo radical. En este concepto se clasifican las ecuacio-
nes por grados, primero, segundo, tercero, ete., y en com-
pletas é incompletas.

Se llama ecuacion completa de un grado cual-
quiera, m, @ /a que contiene términos de todos los grados
desde m fasta 0 respecto @ todas y cada uwna de sus in-
cdgnitas. La ecuacion & la que le falta alguno de estos tér-
minos es incompleta.

Asi la ecuacion 4°—52°+62—8=0 es numérica, con
una incognita, de tercer grado y completa, y la ecuacion
ax® + bzy -+ ¢yt + dz + ey + =0 es literal, con dos in-
cdgnitas, de segundo grado, y también completa.

122. Raices de una ecuacion son los valores que,
sustituidos en ella en ves de la incdgnita o incignilas, la
convierten en una identidad: asi, por ejemplo, el ntimero

; o z 2
5 es raiz de la ecuacion 4z+-8= 3 + 75 —8 5 PIrque
sustituido en vez de z la convierte en la identidad

45+ 8= 3-}— 75 —8 25 , cuyos dos miembros valen 28;
3 y 7 lo son de la ecuacién 3z*+20 2 —32= 602 — z*—106,
porque cada uno de ellos la convierte en una identidad
cuyos miembros valen, respectivamente, 55 y 255.
Soluciéon de una ecuacion es e/ conjunto de sus
raices. Solucion y raiz son una misma cosa cuando se re-
fieren a4 una ecuacidn de una sola raiz.
Resolver una ecuacicn es kallar sw solucion 6 so-
luciones. A ésto se llama también despejar las incignitas.
Bajo el punto de vista de su solucién se clasifican las
ecuaciones en determiradas, indeterminadas y ab-
surdas, sequn que tienen wn nimero limitado de solucio-
nes, un numero tlimitado de ellas d ninguna solucidn.
Ecuaciones equivalentes son /las que tienen las
MisSmas soluciones.
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123. Sistema de ecuaciones es ¢/ conjunto de dos
¢ mas ecuaciones distintas, equivalentes. .

Un sistema de ecuaciones puede constar de (.:ualq,uler
nimero de ellas, de cualquier grado y con cualquier nume-
ro de incégnitas, y puede ser numeérico ¢ literal, segun que
sean numeéricas todas las ecuaciones que lo constituyen 6
literal alguna de ellas.

Solucién de un sistema es e/ conjunto de valores
de las incdgnitas que satis facen & todas (s ecuaciones del
sistema. : ;

Resolver un sistema de ecuaciones ¢s hallar
sus soluciones .

Los sistemas de ecuaciones, lo mismo que éstas, pueden
ser, por su solucion, determinados, z’n(_Zezga'mz.ithos 6} qé-
surdos, segun que tengan un numero limitado de solucio-
nes, un:ntimero infinito de ellas 6 ninguna solucion.

Sistemas equivalentes son los que tienen las mis-
ni.as soluciones. : :

124. La resclucion de ecuaciones y sistemas de cual-
quier gradc constituye el fin principal del Algebra y lade
los de primero y segundo grado, el particular del Algebra
elemental. 5 :

Una vez resueltos una ecuacion ¢ un sistema de ecua-
ciones, debe procederse & su comprobacidn y, si es literal,
A su discusion. LR :

Comprobar una ecuacion 0 un sistema de
ecuaciones ¢s sustituir en la ecuacion d ecuaciones los
valores hallados para las incdgnitas, con e{ Jin de ver st
dstas satisfacen 6 nd @ aquéllas y, en este ultimo caso, co-
rreqir el error que se hubiere comelido.

Discutir una ecuacion 6 un sistema de ecua-
ciones es hacer todas las kipdlesis posibles sobre las can-

tidades conocidas, con el fin de obtener las solnciones co-
rrespondientes 4 cada una de las hipitesis.
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ARTICULO 1II. °
TRANSFORMACIONES DE UNA ECUACION.

125. Transformar una ecuacidn cs deducir de
ella otra eguivalente. La ecuacion resultante se llama
transiformada de la primera.

126. Teorema. & ¢ los dos miembros de una ecua-
cion se suman d restan cantidrdes iguales, resulta wna
ecuacion equivalente d la propuesta.

En efecto, todo valor de la incoznita que satisfaga a la
ecuacion A = B, satisfard 4 la ecuacién A =m — B = m,
pues como siempre 7 = m y se tiene por hipdtesis A = B,
es evidente que A Z=m = B ==m. Reciprocamente, todo
valor que satisfaga & la ecuacién A ==m — B ==m hard
necesariamente A =B y, por lo tanto, satisfard a esta
ecuacion.

Corolario 1.° Zu toda ecuacion se puede pusar wn
término de un miembro é otro, cambiindole el Signo ; pues
€sto equivale 4 sumar § restar dicho término en ambos
miembros.

Escolio. A esta transformacion se la da el nombre de
transposicidn, y de lo expuesto se deduce la siguiente
regla:

Para transponer un término en una ecuacion se le cam.-
dia de signo.

Ejemplo. Transponer los términos by ex de la ecuacion

ar — b = cx |- d. :

Se tendra ax — cx=d -b.

Corolario 2.° #u toda ecnacidn, se pueden colocar to-
dos los términos en el primer miembro; pues ésto equivale
a restar de 4mbos la suma algebriica de los del segundo.

Escolio. A esta transformasion se la da el nombre de
reduccion de la ecuacion @ cero, y de lo expuesto se de-
duce la siguiente regla:

Para reducir ung ecuacion d cero se pasan al primer
miembro todos los términos del sequndo, cambidndolos de
S$1gN0.

Ejemplo. Reducir d cero la ecuacion ax —b — ex — d.

Se tendra av — b — cx - d =0.
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127. Teorema. &% los dos miembros de una ecun-
cion se multiplican por wna misma cantidad, distinta de
cero ¢ independiente de toda incdgnita, resuita una ecua-
cion equivalente a la propuesta.

En efecto: 1.° Si m es una cantidad conocida, diferente
de cero, todo valor de la incognita que satisfaga 4 la ecua-
cion A = B sati-fard 4 la ecuacion Am = Bm, pues la pri-
mera se puede poner en la forma A— B =0 yla segunda
en la forma (A — B)m =0, de la que resulta que, siendo
A —B =0 y 7 una cantidad finita, el producto (A — B)ns
serd igual a cero. Reciprocamente, todo valor de la incég-
nita que satisfaga 4 la ecuacion Am = Bm 6 (A — B)m=0
haré necesariamente A — B — 06A =By, por lo tanto,
satisfard 4 esta ecuacion.

2.° 5im fuese cero, la igualdad A ><0 = B <0 queda-
ria satisfecha por cualquier valor de la inedgnita, es decir,
que tendria un numero ilimitado de soluciones, lo que
puede no suceder & la ecuacion A = B.

3. 8im fuese dependiente de la incégnita, la ecuacion
Am=Bm 6 (A—B)m=0 quedaria satisfecha siendo A—B=0
y siendo 7 =0 y, por lo tanto, dicha ecuacién tendria las
soluciones que dé la ecuacién A—B=0 6 sea A=B, que
es la propuesta, y ademas, las que dé la ecuaciéon m=0, que
seran, en general, extranas 4 las de aquélla. Sin embargo,
sizm, aunque dependiente de la incégnita fuese divisor de
algln término de la ecuacién A = B, sin serlo de todos, al
multiplicar por 7 sus dos miembros, no apareceria la in-
coznita como factor comun en los de la ecuacion resultan-
te, y no existiendo ya en ésta las soluciones que dé la
ecuacion m = 0, solo tendria las de la ecuacién propues-
ta: lueo loda ecuacion se puede multiplicar por una can-
tided dependiente de la incdqnita, que no sea denominador
de todos los términos de la ecuacion.

Corolario 1.° Zu toda ecuacion se puede cambiar los
$Lgmos & todos sus términos; pues ésto equivale & multipli-
carla por — 1.

Asi, por ejemplo, de la ecnacién ez — b= cz 44 se
obtiene, multiplicindola por — 1, su equivalente

(az—0p<—1=lcx+dp<—1, 6 sea, —aw+-b—=—cr—d.

Corolario 2.° £u toda ecuncidn que tenga términos
enteros i fraccionarios, del mismo denominador numeri-
¢, se puede suprimir éste y multiplicar por ély los termi-
708 enteros; pues ésto eqnivale & multiplicar sus dos miem-
bros por una misma cantidad conocida y distinta de cero.
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Escolio. A esta transformacién se le da el nombre de

supresidn de los denominadores, y de lo expuesto se deduce
la siguiente regla: RN
. Sﬁam ..vupm'?nir los denominadores de una ecuacion se
halla el denominador comin y se multiplica cada numera-
dor por el factor que falte & su denominador para compo-
ner dicho denominador comin y, pir este, los términos
enteros.

Ejemplos.

1.9 Suprimir los denominadores de la ecuacion

El procedimiento de la operacion es el siguiente:

El minimo denominador comun, segan la des-

2ab :gqb | composicion expuesta al margen, es
6a=2.30 | 913 Tab=336ab, que. dividido por los de-
16?7-__“)* 6 nominadores 2ab, 6a, 7y 165, da, respectivamente,

los cocientes 168, 560, 48ab y 21a;
luego se tendra la ecuacion de términos enteros

3m,168—-5;v.336ab7}—11><58b—4x.48ab:6a?m.33ﬁab——9.~21a, 6 sea
3042 —1680abz1-6160—192ab v=20160hx—189a,
equivalente 4 la propuesta.
j 2.2 Suprimir los denominadores de la ecuacion

Ja 717 )

e
‘ 2 hab 6b.c

El procedimiento de la operacion es el siguieate:

El minimo denominador comin, segiin la des-
D=2 | composicion expuesta al méargen, es
dab=22ab 22 < 3abx= 12abz, que, dividido por los deno-
6br=2.5bx minadores 2z, 4ab y 6bx, da, respectivamente, los
; | cocientes 6ab, 3z y 2a;
luego se tendré la ecuacién de términos enteros

Sa.6ab--4x.120be=Tr.3x—5.2a 0 sea

< 18a2b +48abx2=21x>—10a,
equivalente & la propuesta.

95

128. Teorema. A% los dos miembros de una ecrua-
cion se dividen por una mismae cantidad, distinta de cero
¢ independiente de toda incdgnita, reswlta una ecuacion
equivalente & la propuesta.

En efecto: 1.” Si m es una cantidad conocida, puesto
yue en el teorema anterior se ha demostrado la equivalen-
cia de las ecuaciones A = B y Am = Bm. y de ésta se ob-
tiene aquélla, dividiendo sus dos miembros por , queda.
demostrado el teorema.

: 3 A B i
2.° Sim fuese cero, como la igualdad — =0 no tiene

sentido alguno, por ser infinitos sus dos miembros, no se po-
dra afirmar ni negar que sea equivalente 4 la propuesta.
3.° Si m fuese dependiente de la incdgnita, dividiendo
A y B por m y llamando A’ y B’ & los respectivos cocien-
tes, se tendra la ecuacion A’=B’ que, multiplicada por m,
dard A'm = B'm, 6 sea la propuesta A= B: pero, como la
ecuacion A’‘m=B'm tiene las soluciones de la ecuacion
A’ =DB’, mas las que dé la ecuacién m = 0, la ecuacién

A'=B’, § sea, — = —, tendr4, en general, las soluciones
- m m e

de la A'm —=B'm 6 sea A = B, menos-las de la ecuacion
sn= 0. Sin embargo, si m, aunque dependiente de la in-
cognita, fuese factor de algun término de la ecuacion A=B,
sin serlo de todos, al dividir por 7 sus dos miembros no
apareceria la incégnita como divisor comun en los de la
ecuacién resultante y ésta tendria las mismas soluciones
que la propuesta; luego toda ecuacion se puede dividir por
una cantidad dependiente de la incdgnita, que no sea. fac-
tor de todos los términos de la ecuacion. :

Corolario 1.° Zu toda ecuacidn se puede cambiar [os
signos @ todos sus términos, pues ésto equivale & dividirla
por — 1.

Asi, por ejemplo, de la ecuacion ¢z — b = cx +d
se obtiene, dividiéndola por — 1, su equivalente

(@z—b) :(—1)=(cz+d):(—1), 6 sea, —az-+b=—ca—d.

Corolario 2.° Au toda ecuacion se puede suprimir
wi factor conocido, comun ¢ todos sus teérminos; pues €sto
equivale & dividir sus dos miembros por una misma canti-
dad conocida y distinta de cero.
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Escolio. A esta transformacion se la da el nombre de
simplificacion de una ecnacion, y de lo expuesto se deduce
ja siguiente regla:
Para simplificar wia ecuacion se dividen sus coe. fi-
cientes por el factor comin que tengan.

Bjemplos.

1.9 Simplificar la ecuacion Maz--15bc — 42¢2=92%-}-33.
Dividiendo sus coeficicntes por el factor 3, coman & todos ellos,
se tiene la ecuacion Taz—3be —14c2=3x3-1-11, equivalente als
propuesia.

2.9 Simplificar la ecuacion 8abr—1 dae--40a=6a3b2x*—2am.

Dividiendo sus cocficientes por el factor 2e, comun & tados

ellos, se tiene la ecnacion Abr—Tac--20=3a2h*r>—x, equivalente &
la propuesta.

129. Se dice que una ecuacion eséd preparadae para si
resolucidn cuando se presenta reducida a cero, sin deno-
minadores, sin términos semejantes, simplificada, ordena-
da y con el primer término positivo.

Ejemplo. Preparer, para su resolucion, la ecuacion

S 4x (8—) 2z (—3) 9
L — = )
5 2 Sz T
Se tendra: 1.2 Reduciéndola & cero.
3x 4w (8—) 2x (x—3) 9
e e e = =0,
) 2 8 43}

2.0 Suprimiendo los denominadores, cuyo minimo comun
multiplo es 40z,
QAicv‘-"f[—SOa;?(S—:v)—‘_’ziO‘v—'l0x(w—3)+360::0.

3.0 Reduciendo los términos semejantes, previa la obfencién
de los productos indicados ,
63422 —803—2102--360=0.

4.° Simplificandola,
297 22— 403 —1052-1-180=0.
5.2 Ordenandola,
k023 -32Ta2—1032+-180=0.

6.2 Cambiando sus signos, para que el primero sea positivo,
4023—32722-1-1052—180=0.
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CAPITULO II.

DE LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

ARTICULO PRIMERO.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA.

130. Toda ecuacién de primer grado con una incog-
nita tiene, después de preparada, la forma general

ax+—6=0.

Para resolverla, pasemos el término conocido al segun-
do miembro, con lo que resulta la transformada

aa::——&,

de la que, dividiendo ambos miembros por el coeficiente &,
se tiene la féormula general

i

2 C=——"
a
que expresa que en toda ecuacidi de primer grado con wna
incdgnata, ésta es igual al sequndo térming, cambiado de
signo, dividido por el coeficiente del primero.
Comprobacion. Sustituyendo el valor de z en la
ecuacién propuesta, se obtiene la identidad

(l(— Z—) +4=0,

g
puesto que @ (—— 7[): — by, por lo tanto,

0
a(_;)ﬁ'-/;:—mw:o.

Arg. 7
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% — 0 R
Discusion. Como el valor, 2= T de la incognita de

la ecuacion de primer grado, az+b=0, depende de la mo-
dalidad y del valor numérico de los uoeﬁuentes para dis-
cutir esta ecuacion se debe ateuder al signo de 4, puesto
ue el de ¢ se.puede hacer positivo si'no 1o fuera (127
6128-Cor. 1.9, y 4 los valores particulares de ¢ y de 4.
En el primer concepto, procede considerar las dos hi-
potesls siguientes:
Primera: 4 positivo.

; el g
En esta hipotesis, la solucion e weqgativa.
[/

Segunda: 4 negativo.
En esta hipotesis, la solucion G positivd.

Bajo el punto de vista del valor numérico de ¢ y de &
conviene examinar la solucidn de la ecuacion en las tres
hipétesis siguientes:

Pmmera b == 0, sin serlo «.

: : ., —0
En esta hipotesis, resulta la solucion e ;.que es cero.
Segunda: ¢ = 0, sin serlo 4.
o —b ey ‘
En esta resulta la solucién T que es 2 finita (61).

Para interpretar esta solucion basta sustituir 0 en vez
de @ en la ecuacion propuesta que, por ello, se transforma
en la igualdad imposible 0.2 +4 =0 6 0.z = —5, lo que
nos autoriza 4 establecer que la solucion mfnzm revela
que ln ecuacion que la produce es absurda.

Tercera: ¢ =0y 6=0.

0
En esta hipétesis, resulta la solucién —— que por no te-

ner ¢ y 6 ningun factor comun, es 771.(Zete7 minadae (61).

Para interpretar esta solucién basta sustituir 0 en vez:

de @ y de 4 en la ecuaci6én propuesta que, por ello, se trans-
forma en la identidad 0z=0, que queda satisfecha por cual-
quier valor de #, lo que nos autoriza & establecer que /a

solucion indeterminada revela que la ecuacion que la pro-

duce es una identidad.

Como resumen de esta discusion se tiene quela solucion
de una ecuacién de primer grado con una incégnita pue-
de ser positiva., negativa, cero, infinila € indeterminada.
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131. Ejercicios

DE RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA.

1.° Resolver la ecuacion 3 l =k il 39 Vi L
. 8 19 40 15
Sl 53 4039 Tx

L Preparacion iy i e 9% S ANGeiElD
8 12 40 18"
12923 Nz 53 7
1=z Y2 am w
15=3.5 o2 Todle sy

m. ¢. m.=2335=190 15 312—10 53—3.10391-8.70=0

4652—530—3117-1-562—0
5212-—3647=0.

Solucion: r— —GE =0
521
2.° Resolver la ecuacion So+-9-4-8r—=4x—18;
52
Solucidn: =—— :QL sty

3.9 Resolver la ecuacion 14x-+-12—93—9; 12,
Solucidén: r— oy =)
4.°  Resolver la ecuaciion 6 —9-1-5r=38x-|- 40--8x.
Solucidn: 7'_{;1 =60

5.2 Resolver la ecuacion 7 2--5—3r=4r--5.

Solucién: x— »g.,

8.9 Resolver la ecucion *5. 0 4, % +_b' \
atb  a—b a—b = a--b
Sy [ az b
Preparacions: —— = - . g iR e
at+b a—b +a_b a-{—b o

(a—b)ax—{a—-b)b—(a>—b?) —(a2—p2) 1 (a-b)ar—(a—bh—0
a?r—abr—ab—b2—a?- I—b’—a~ b2 -2 e ( po
e e b21-a? T}—aln ab-+-02=0
51,[ s b—a“+b2_
Solucisn: 2= . ) et
a2
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ARTICULO IL

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO
CON MAS DE UNA INCOGNITA.

132. Toda ecuacién de primer grado con mas de una
incdgnita tiene, después de preparada, la forma general
ax—+ by +cz+dv -+ ...+ £ =0.

Para resolverla se considerardan como conocidas & todas-
las incognitas menos una, por ejemplo la z, y se tendrd la.
expresion
—by —cz—dv—... — £k

@
de la que, dando valores arbitrarios & las incdgnitas.
Y, %, v, etc. y deduciendo los correspondientes de @z, se ob-
tendrd un numero ilimitado de soluciones, lo que revela
que la ecuacion propuesta es indelerminada.
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para resolver una ecuacidn de primer grado con mas
de wna incdgnita se despeja wna de ellas, en funcion de las
demas, y se dan a éstas sucesivamente valores arbilrarios,
con lo que se tendrd un nimero iliniitado de soluciones de
la ecuacion propuesia (°).

(=

Ejemplo. Resolver la ecuacion 3x 4y — 2 =0,
—dy+2  Ay—2

Se tiene z = )

3 3
de donde, dando & y los valores 0, 1, 2, 3..... etc. resultan las so-
luciones
=505y — S =12 g B Qe . ete.
2 2
Rl e D S = ie L e LGy
3 3o 3

(*) El ntamern de soluciones se limitaria si se tratase de obtener solamen-
te las enteras y, mas aun, si las enteras y positivas, pero tales investigacio—-
nes rebasan los limites de un estudio elemental.
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CAPITULO IIL.

DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

ARTICULO PRIMERO.

DE LA ELIMINACION.

133. Sistema de ecunaciones de primer grado

s el formado por ecuaciones de primer grado.

Todo sistema de m ecuaciones de primer grado tiene,
después de preparado, la forma general

a, Z‘_!_&l ‘7/—{—(){ Z_'f—"'—*_k'( =0 /
Ay T+-by Y+C,y 2+...4hy = 0
s B+4-b5 y+-c; o+4...4h, =0

O by +Cmo+. . A-km= 0

La resolucion de cualquier sistema de ecuaciones exigs
una transformacion previa del sistema, por 1a que se llega
4 obtener una ecuacién que contenga solamente una de
las incognitas del sistema, lo que se consigue por medio de
la eliminacion.

134. Eliminar una incégnita en un sistema
de ecuaciones es transformarie en otro equivalente cu-
yas ecuaciones, excepto una, no contengan agquella incdg-
nita. : : :

Para la eliminacién de una incégnita en un sistema de
ecuaciones pueden seguirse varios métodos, de los que los
mas sencillos son los llamados por sustitucion y por 7e-
duceidn. 3
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135. Eliminacion por sustitucidn.

Teorema. &% en un sistema de ecuaciones se aespeja
una de las incdgnitas en una de ellas y se sustituye suw va-
lor en las demas, el sistema formado por aguella y las re-
sultantes de la sustitucidn es equivalente al propuesto.

En efecto, sea el sistema de ecuaciones
@, 340, y+-c, 2+d, -t ... +k, =0
By T~+0y Y+-Cy 5-+dy U+ ... 44, =
Ay B+05 Y+C; 2+-d ut ... 4k, =

A +bmY+Cms~+ At ... -Fpn= 0,
el que, representando los primeros miembros por A, Al
Aj, .. Anm, respectivamente, tomara la forma

A, =0)
A=y
A== 0 (] )

e

Am= 07

Si.designamos por a el valor de la incognita @, obtenido
de la primera de [as ecuaciones dadas, Y por'B, ,:B.....Bw;
la forma que toman los primeros miembros de las demaés,
después de sustituir en ellas dicho valor en vez de @, se
tendra el sistema

1]
QIO

o 1o

eS8

: (2).
Bn=0/

Los sistemas (1) y (2) son equivalentes, pues cualquier
solucién del sistema (1) verificard 4 todas las ecuaciones
que lo componen, asi como también 4 la ecuacion, z == 08
del sistema (2), que es una transformada de la ecuacion,
A, ::_0, del sistema (1). Ademds, las restantes ecuaciones
del sistema (2) son equivalentes 4 las restantes del (1),
porque no son otra cosa que el resultado de reemplazar en
éstas la incégnita z por su valor a,

Reciprocamente, cualquier solucién del sistema @) lo
serd también del (1), pues la que 1o sea de la ecuacion, r=—«,
lo serd de su transformada, A, =0, y adema4s, las restan-
tes ecuaciones del sistema (1) son equivalentes & las res-
tantes del (2), porque no son otra cosa que el resultado de
reemplazar en éstas, « por su igual z.

s w03
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para eliminar, por sustitucién, wna incdgnita en wn
sistema de ecuaciones se despeja en una de ellas, se susti-

tuye sw valor en las demds vy se forma wun sistema con
aquelln ecuacion y las resultantes de la sustitucion.

Ejemplos.

1.° Eliminar la x, por suslitucion , en el sistema de ecuaciones
2% — Ty 4z +21=-0
S - 6y -+ 3z — 41 = 0.

Ty — 4z — 21

De la primera se obtiene, a :

9

cuyo valor, sustituido en la segunda, da la ecuacion

35y — 205 — 103
—dyho—"—p 6y 82— 4 =0

0 sea 35y — 20z — 103 4- 12y 6z — 82 =10
6sea 4Ty — 14z —187=0,

que, con la primera del sistema dado, forma el sistema equivalen-
teaél, 2t — Ty + 4z} 21 =0"
4Ty — 14z — 187 = 0.

2.°  Eliminar la x, por susliltucion, en el sistema de ecuaciones

42+ z--3u—24=0
20— 3y + z—2u-++ 1=0
3x—2 —3z-+ u— 6=0
5 — 5y - 25 — 2u — 13 = 0.

De la primera se obtiene, == — 2y — z — 3u } 24,
cuyo valor, sustitnido en las restantes, da las ecuaciones
7Y+ 2+ 8u— 49=0
4y +3z3+ 4du— 33=0
15y - 3z +1Tu -— 107 =0,
que, con la primera del sistema dado, forman el sistema equiva-
lente a él,
x4 2+ 54 3u— 24=0
Ty+ z-+ 8u— 49=0
dy+3z+ 4u— 33=0
15y - 3z + 1Tu— 107 = 0.
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136. Eliminacion por reducciodn.

Teorema. &% en un sistema de ecuaciones se SUma o
resta miembro & mieméro wna de ellas con cada wna de las
demds, después de haber multiplicado aguélla y éstas por
un factor conocido y distinto de cero, el sistema formado
P07 la primera ecuacion y las resultantes es equivalente al
propuesto.

in efecto: 1.° Sea el sistema de dos ecuaciones

1 e R —
B0 Y+c' 24 oo ceeo =0,

el que, representando los primeros miembros por A y A’
respectivamente, tomars la forma

04

B> b

Si después de multiplicar la primera de estas ecuacio-
nes por ¢’ y la segunda por ¢, las sumamos 6 restamos
miembro 4 miembro, la ecuacién resultante tendra la
forma

Ap = Al =0,

que, con la primera ecuacion del sistema (1), formara el
sistema de las dos ecuaciones

A(Z'iA/{Z:‘O) ¢
A ==10 (2).

Los sistemas (1) y (2] son equivalentes, pues cualquier
solucién, # =a, y =6, 2 =y... etc. del sistema (1) hara
4 A y 4 A’ iguales 4 cero y, por consiguiente, 4 Aa’==A'q:
laego satisfard también al sistema (2).

Reciprocamente, cualquier solucion, z=a«, y—86, G—ushs
etc. del sistema (2) hard 4 A y 4 Aa'==A’q iguales 4 cero;
mas para que esto ultimo se verifique es necesario que sea
también A’ igual & cero, puesto que  no lo es, por hip6
tesis; luego dicha solueibu satisfara también al sistema (1.
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2.° Sea el sistema de 7 ecuaciones
4% -0y +co +du + .. ... +4,=0

s 40y +C,7 +du + ... .. +4£,=0
W% +b.y -2 +du + . ... k. =0

(Zm%"F&my—f—CmZ—*—(ZmU’f— o hollaba el ém‘——‘—-‘o,
el que, representando los primeros miembros por A AT
A, ... An, respectivamente, tomars la forma

A, =0
A, =
AE— (a3
f‘\]nz()

Si designamos porz y n', py 9. ¢y ¢’ los factores
por que se multiplican las ecuaciones 1.* y 2.% 1.% y 3.2,
1.% y emésima para eliminar una de las inc6gnitas, se ten-
drd, después de la eliminacidn, el sistema

A=l
A=—IA =10
Ar—Akp—i( (4).

A4Q'— Am?lz 0
formado por la primera ecuacidn del propuesto y las resul-
tantes de eliminar dicha incégnita entre ella y las demas
del sistema, una 4 una.

Los sistemas (3) y (4] son equivalentes, pues cualquier
solucién, #=oa, ¥ =6, 2 —=1... etc. del sistema (3) hard 4
A A, A, . An iguales & cero y, por consiguiente, &
An—An', A p—Ap', . .Ag—Ang’; luego satisfard tam-
bién al sistema (4). : :

Reciprocamente , cualquier solucién, #z=a, 7 =6,
2 =1y ... etc. del sistema (4) satisfard al sistema (3), pues
siendo A, = 0. las demds ecuaciones se convertiran en

— A =10
o Asp/ =0
e

de las que, por no ser cero ios factores #’, p’, ... ¢', se ten-
dré necesariamente

e

—
—i{)

b

Y

o

An=10
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Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para eliminar, por reduccion, wna incdgnita en un sis-
tema de dos ecuaciones se hace que dicha incdgnita tenga
el mismo coe ficiente en ambas, para lo cual, si no lo tiene.
se multiplica cada una de ellas por el coeficiente que en /n
olra tiene la inciguita que se va a eliminar : se Suman
restan las ecuaciones resultantes, sequn que en ellus tew
gan signos contrarios o iquales los terminos que contienen
@ dicha incignita, y se forma wn sistema con la ecuacion
resultante y una de las del sistema propuesto.

S el sistema es de mas de dos ecuaciones, se eliming
la incdgnita entre una de ellas y cada wna de las demds y
se forma un sistema con las ecuaciones resultantes y wna
de las del sistema propuesto.

Observacion. Si los coeficientes de la incégnita que
se elimina son numéricos, serd preferible hallar su minimo
comun multiplo y multiplicar cada ecuacién por el factor
que falte al coeficiente de dicha incdégnita en ella para
componer aqucl, :

Ejemplos.
1.2 Eliminar la x, por reduccion, en el sislema de ecuaciones
2x — Ty -} 4z 421 =0
Sx 6y -3z — 41 = 0.
Como el minimo comun multiplo de 2 y 5 es 2><5=10, se ten-
dra el sistema de ecuaciones 102—33y--20z-4-105=0
102412y} 62— 82=0
de las que, restadas, se obtiene la ccuacion  47y—14z—187=0
que, con la primera de las ecuaciones del sistema propuesto, forma
el sistema equivalente a ¢l, 2x— Ty 4z 21=0
4Ty—14z—187=0.
2.° Eliminarla x, por reduccion , en el sistema de ecuaciones
242y z+-3u—24=0
20—3Y+ z—2u-} 1=0
Su—2y—3z+ u— 6=0
Dr—8y--2z—2u—13=0.

De la eliminacion de la @ entre las ecuaciones

1.2 y 2.2 se obtiene la ecuacion  Ty-- z-} Su— 49=0
Aeoaya s Sk min i e i 4y~4-3z-+ 4u— 33:==0
s A e e Eres Srschl s 15y + 3z-+41Tu—107=0

las que, con la primera del sistema propuesto, forman el sistema
equivalente & él, a4~ 2y-z -} Bu— 24=0
Ty-z -+ 8u— 49=0
4y--35-F 4u— 33=0 9
15y-+-32-4+17u—107=0.
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ARTICULO II.

: RESOLUCION DE UN SISTEMA DE PRIMER GRADO CON TANTAS
TCUACIONES COMO INCOGN.TAS.

137. Para facilitar el estudio de esta resolucion con-
viene distinguir dos casos, segin que las ecuaciones del
sistema sean dos 6 mas de dos. )

138. Primer caso. Resolucidn de un sistema de
rlos ecuaciones de primer grado, con dos incdgnitas.

Sea, en general. el sistema
ar +by +~% =0 1)
ar—+0y+hr=0) i
Eliminemos en €l una de las incégnitas, la 2 por ejem-
plo, y se tendra el sistema, equivalente al propuesto, ‘
ar—+by+h£=0] @
(@b’ —ba’ ) w+(ak'—4ha')=0)
del que, resolviendo la segunda ecuacidn, se obtiene
: ka' — ak’' (*)
e i ()
e |
El valor de # se obtendra de la ecuaciéon que resulte de
sustituir en la primera de las del sistema (2) el valor obte-
nido para 7, de la segunda, lo que dara la ecuacion

m_,_b(]f“ sl )—M::O,

ab’ — ba’
: o' — ko'
de la que se obtiene z= O (6.

Si en vez de eliminar la # en el sistema (1), se hubiera
eliminado la 7, se Lhabria obtenido el sistema de ecuaciones

ar~+ oy + k=0
(@b’ — ba' )z + (kD' — bk') = 0,
del que. por andlogo procedimiento, se obtienen los valores

que son los mismos (6) y (=) hallados anteriormente.
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Escolio. De lo expuesto se deduce la siguiente regla:
Para resolver un sistema de dos ecuaciones de primer
grado con dos incognitas se elimina una de éstas entre lns
dos ecuaciones y se resuelve la ecuacion reswitante; el va-
lor que se obtiene para la olra incignita se sustituye en
una de las ecuaciones del sistema y se resuelve la trans-
Jormada gue reswlta.

Ejempios,

1.° Resolver el sistema de dos ecuaciones, con dos incognitas,

20— Sy—+7=0
6z — 11y +9=0.
Eliminando la 2 por el método de reduccion, que es el mas
usado, se tiene el sistema
20 — By 4 T=10
— 4y +12=0,
de cuya segunda ecuacion se obtiene, y =3,
cuyo valor, sustituido en la primera, la transforma en 2z —8=0,
de la que se ohtiene, @ = 4.

Observacion. Si en las formulas generales (a) y (6) se susti-
tuyen a, b. k, a’, b’ y k' por 2,—5, 7, 6,—11 y 9, respectivamente,
se obtienen los valores

76 —2x9 2% 3
DR S B a6 T R
(= 8y5e gt s (U 30
B O I T R e :
que son los mismos hallados por la resolucion directa del sistema
propuesto.

2.2 Resolver el sistema de dos ecuaciones, con dos incognitas,

6r — Ty — 44 =0

&0

Y=

— /’L,

9y - 18 = 0.
Como la segunda ecuncion de este sistema carece de la incog-
nita «, despejando en ella la y, se obtiene, y = — 2,

cuyo valor, sustituido en la primera, se transforma en 62—30=0,
de la que se obtiene, © =35.

Observacion. i en las formulas generafes (a) y (8) se susti-
tuyen a, b, k, a’, b" y k', por 6, —T, —44, 0, 9 y 18, respectiva-
mente, se obtienen los valores

il > - 6> 81 108
R R R e S T

(T8 —(—44)<9 210

A Al S s o v
que son los mismos hallados por la resolucion directa del sistema
propuesto.

E0)
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139. Segundo caso. Resolucion de un sistema de
ecuaciones de primer grado, con M incognitas. ‘
Sea, en general, el sistema de 7 ecuaciones con 7 in-
cognitas

A, =0
An—10
As=—10
Am— 0.
Eliminando en €l una incdégnita entre las 7 ecuacio-
nes y designando por B, =0, B,=0..... Bm_1 =0 las

.ecuaciones resultantes de la eliminacién, se tendrd el sis-

tema de 7 ecuaciones

A=0
B, =0
By
B, =0
'Bll'l—l——_oo

equivalente al propuesto, en el que la ecuacidn A, =0
tiene m incégnitas y las demds, m—1.

~ Eliminando una nueva incdgnita entre las m—1 ecua-
clones ohtenidas de la eliminacién anterior y designando
por C, =0, C,=0,.....Cn—2 = 0 las ecuaciones resul-
tantes de estanueva eliminacion, se tendré el sistema de 7
ecuaciones

equivalente al propuesto, en el que la ecuacién A, = 0
tiene m incdgnitas, la B,=0 tiene m—1y las demés, m—2.

Es evidente que si, en éste y en los sucesivos sistemas
resultantes, se sigue el mismo procedimiento eliminatorio,
se llegard 4 obtener un sistema de 7 ecuaciones, en el que
habra una ecuacién con . incognitas, otra con m — 1,
otra con 7 —2, y asi sucesivamente hasta una ecuaciow
con una incognita.



110

Escolio. De lo expuesto se deduce la siguiente regla:
Para resolver un sistemr de m ecuaciones de primer
qgrado, con M incognitas, se elimina una de €stas en el sis-
tema propuesto; después olra enlre las m—1 ecuaciones
que resultan, y ast sucesiwamente hasta formar un siste-
ma de m ecuaciones, en el que la wltvmy sea de wna sola
incdgnita. Se reswelve esta ecuacion vy el valor de la in-
cognita se sustituye en la ecuacion con dos incdgnitas, de
la que se obtiene el valor de olra; estos dos valores se sus-
titwyen en la ecuacidn con tres incignitas, de la que se 0b-
tiene el valor de una tercera, y asi se continia liasta que,
de la primera ecuacion, se obtenga el valor de la wltim?
medgnita.
Ejemplo. Resolver el sislema de ecuaciones
242y~ z+31—24=0
2x—3y- 5—2u-+ 1=0
3r —2y—3z-} u— 6=0
S -—SyY-25—2u—13=0.
Eliminando la zentre las 1.%y 2.", 1.% y 3.%, 1.% y 4.% de las ecua-
ciones propuestas, resulta el sistema
e-4-20-+51 Ju— 24—
r—5y — Su-t 25=0
32y - Bu— 39=0
3r—9y — 8uf 35=0,
el que, eliminando la 2 entre las 22 y 3.%, 2.2 y 4., da el sistema
o-2y-+z-+ 3u— 24=0
r—5Yy — Su-- 25=0
17y +20u—114=0
6y -+ Tu— 40=0,
el que, eliminando la y entre la 3. y 4.7 da el sistema
42y +-5- 3u— 24=0

r—5y  — Buf 25=0
17y -20u—114=0
u—4=0.

De la cuarla ecuacion de este altimo sistema se obtiene, u=4%4;
de la tercera, y=2; de la segunda, =5, y de la primera, z=3;
cuyos valores, sustituidos en las ecuaciones del sistema propuesto,
las transforman en identidades.

- 140. Como para resolver un sistema de m ecuaciones

de primer grado con 7 incognitas se obtiene el valor
de cada una de éstas resolviendo una ecuacion de primer
grado con una incognita, la forma que podra tener el valor

de cada una de aquéllas serd alguna de las ¢ineo ya enu-

meradas (130-Discusion) positina, negatiou, cern, in-
finita & indeterminada.
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- 141. Laincégnita que tenga un valor infinito. reve-
lando el absurdo de la ecuacion que la contiene (130-Dis-
cusion), indica que no hay valor alguno que la satisfaga
¥, por consiguiente, que no es posible que forme parte de
un sistema. En este caso se dice que éste es imposible por-
que sus ecuaciones son incompatibles.

Ejemplo de sistemas imposibles es el siguiente:

T—1Y~+2-4-1u—2=0
L+1~+2—u+1=0
z+yY—z  +3=0
3z+y—z  +5=0,

el que, eliminando la » enla 1.* y 2. de las ecuaciones
propuestas, da el sistema

z—y+ 2+u—2=0
20 +2 —1=0
T4+y— 2z  +3=0
3w+y+ 7 +5=0,

el que, eliminando la 7 en la 3.* y 4., da el sistema

& —y-+ 2+u—2=0
20 4Rz ——1—0
z+y— 2z  +3=0
2 Rz 9—();

el que, eliminando la z en la 2." y 4.°, da el sistema

B—y—+ o+u—2=0
2 42z —1=0
2+y— 2 +3=0
0.z —3=0,

que, manifiestamente, es imposible 4 causa del valor

G= 5 =0 que.ise obtiene de la ultima ecuaeién
0.2—3=0, evidentemente absurda.

Esta imposibilidad se podria haber reconocido, @ prio-
7%, observando que la cuarta ecuacién del sistema pro-
puesto es incompatible con las demas, pues su segundo
miembro y los términos literales del primero son las sumas
de sus correspondientes en las tres primeras ecuaciones,
lo que no sucede en los términos numéricos. J
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142. La incognita que tenga un valor indeterminado,
revelando una indeterminacion en la ecuacién que la con-
tiene, indica que el sistema de que forma parte es también
indeterminado.

Ejemplo de sistemas indeterminados es el siguiente:

T— Y+ot+u—2=

v— y—z  —+1=0
% —+2——+3=0
3;3—2}/—}—’5 —H9—()

el que, eliminando la # enla 1." y 3.* de las ecuaciones pro~
puestas, da el sistema

r— Y+ s+u—2=0
z— y— s +1=0
e— y+2 +1=0
32—2y+ & +2=0,

el que, eliminando la 7 en las 2.* y 3.4, 2.* y 4.7, da el sis-
tema :

b z— Y+ 2+u—2=0
r— y— 2z -+1=0
T +-32 =0
@z +3z =—();

el que, eliminando la z en la 3.* y 4.%, da el sistema

z— Y+ 2+u—2=0
&— y— 2z +1=0
& 32 =0
0.2 =0

que, manifiestamente, es indeterminado 4 causa del valor
0 : o i =
w=~6~- que se obtiene de ia ultima ecuacion 0.2=0, que
evidentemente es una identidad.
Iista indeterminacién se podria haber reconocido, @
priori, observando que la cuarta ecuacion del sistema

propuesto es la suma de las dos primeras, es decir, que es
una ecuacion no distinta, sino consecuencia de aquéllas.
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ARTICULO TII.

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE PRIMER GRADO CON MAS ECUACIONES
QUE INCOGNITAS.

143. Sien un sistema de m ecuaciones con 7 — 7 in-
cognitas se resuelve el formado por m — n de estas ecna-
clones, se hallardn valores de las incognitas que satisfaran
4 las ecuaciones elegidas ; mas para que sean soluciones
del sistema propuesto es preciso que satisfagan 4 las 2
ecuaciones restantes, llamadas ecuaciones de condicion,
pues si asi no se verifica, el sistema es émposidle, por ser
incompatibles sus ecuaciones.

De aqui se deduce la siguiente regla:

Para resolver un sistema dem ecuaciones de primer
grado con m—n incdgnitas se resuelve el formado por
m-—n de las ecuaciones con las m—n incdgnitas, y las so-
luciones de este sistema lo serdan del propuesto, si satisfa-
cen @ las 0 ecuaciones restantes.

Ejemplo 1.°  Resolver el sistema 13x-Ty—47—=0
Sx--Ty—31=0
590—Ty—97=0.

Resolviendo el sistema de las dos primeras ecuaciones se obtie-
ne, r=2 & y=3, cuyos valores son la solucion del sistema propues-
to, porque salisfacen & la ecuacion de condicion 59z — Ty—97=0.

Ejemplo 2.° Resolver el sistema 13x—Ty—47=0
So-+7y—31=0
202--2y-+-17=0.

Resolviendo el sistema de las dos primeras ecuaciones, que son
las mismas del ejemplo anterior, los valores, v =2 é y = 3, no
son la solucion del sistema propuesto, porque no satisfacen 4 la
ccuacion de condicion, 20242y +-17=0. 2

Los sistemas de primer grado con més ecuaciones que
incognitas son, en general, zzposibles, pero si en sus ecua-
ciones hubiese algunos coeficientes literales, al sustituir
en las ecuaciones de condicion los valores de las incognitas
se tendrd un nuevo sistema cuyas incdgnitas seran di-
chos coeficientes; de modo que, si éstos son en ntumere igual
6 mayor que el de ecuaciones de condicion, el sistema pro-
puesto sera posible, siempre que se den 4 los coeficientes
literales los valores obtenidos del segundo sistema.

Are. 8
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ARTICULO IV.

RESOLUGC!GN DE UN SISTEMA DE PRIMER GRADO CON MENOS ECUACIONES
QUE INCOGNITAS.

144. Sien un sistema de 7 ecuaciones con 7 - % in-
cégnitas se eliminan sucesivamente 72— 1 de éstas, se lle-
gara 4 obtener una ecuacién con las 7+1 incognitas res-
tantes y, al resolverla, se obtendra un nimero ilimitado de
soluciones (132). Bs, pues, evidente que sustituyendo cada
una de éstas en cada una de las ecuaciones del sistema re-
sultante de la eliminacion, se obtendrd para cada una de
las 7 — 1 incognitas eliminadas un nimero ilimitado de
soluciones.

De aqui se deduce la siguiente regla:

Para resolver wn sistema de . ecuaciones de primer
grado con M- incdgnilas se consideran 1 de éstas como
conocidas; se resuelve, en funcidn de ellas, el sistema de m
ecuaciones con las restantes m incdgnitas y en los valores
de éstas se dan @ agquéllas n, otros arbitrarios.

Ejemplo. Resilver el sistema 3r-+)—23-+ 1=0

2r—y-+43—21=0.

Considerando 4 z como conocida y resolviendo este sistema, se

20 —2z 16z — 65
S TR

obliene 2= —

de donde, dando & z los valores 0, 1, 2, 3 etc., resultan las solu-
ciones

z =0 deze—ivl =it iR S Qe e S B L0
18 16 14
=4 ¢ o P R et P S T etc.
5) 5 oS
49 39 A7
= e e e e e e ~etey
5 5

Los sistemas de primer grado con ménos ecuaciones
que incognitas son, en general, indeterminados, pues su
resolucion conduce & la de una ecuacion de primer grado
con mas de una incégnita que, como sabemos (132}, es in-
determinada (). :

(*) . La obtencion de las soluciones enteras y, mas aun, la de las enteras y
positivas limitaria el niimero de soluciones del sistema, segun queda expues-
to en la nota de la pagina 100.
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CAPITULO IV.

DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

ARTICULO UNICO.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA.

145. Toda ecuacién com

: ) > pleta de segundo grado con

una incégnita tiene, después de prepar. a forms

uinlicos ; ) preparada, la forma ge-
az® 4+ bx 4+ ¢ = 0.

Para resolverla, multipliquén i :
: nosla por sultare
transformada . BOR Ay besuitnd
40°2® + dabr + 4ac — 0.

Pasando en ésta el término 4 i
’ S ac al segundo m "0, S
tendra la nueva transformada 7 il
44°%* + 4abr = — dac («),
¢uyo primer miembro es igual & los dos pri irmi
‘ S 1 rimeros tér
del cuadrado del binomio §ax -+ b, b i
Agregando, pues, 4* 4 los do i
‘ s miembros de -
¢ién (), se transforma en : S
40’2 + dabe + 0* = b* — dgc
i ? sea, (2aw + 0)* = 4> — 4ac,
e donde, extrayendo la raiz cuadrada d i
; e at C -
S nhos miem
s+ b ===/ 8 —dac Y, de aqui, 202=—0== |/ *—4dqc
Y, finalmente ,

S — b=/ 5 —dge
20
lo que indica que en toda ecuaci
_ lowa ecuacidn completa de sequ

3 ile\gn woug L vdo
grado, con una ncdguita, ésta es iqual al coeficiente éz(’]cl se-
gundo término, cambiado de signo, mas ménos la raizs cua-
drada del cuadrado de dicho coe ficiente, disminuido en el
cu?c a'uplodd.e[ fy(‘zod'z;ctzo de los coeficientes de los términos
extremos, dwidido lodo por el duplo del ]

coeficien

e P ficiente del

z
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Escolio. El doble signo que precede al radical en la
expresion del valor de # manifiesta que, en toda ecuacion
de segundo grado, la incégnita tiene dos valores, que de-
signandolos por " y ', seran, respectivamente,

e Y R e MR VA KT,
y¥ =
20 20
Sumando y multiplicando estos valores, se obtienen las
igualdades
98 —h ., 0P—(0*—4ec) dac ¢
Rl D et e e SRR T 4q* @
que indican que las raices de una ecuacion de segundo
grado tienen estas dos propiedades, que facilitan mucho su
comprobacién:
1.2 su suma es igual al coeficiente del sequndo término,
cambiado de signo, dividido por el del primero.
2.2 su producto es igual al lercer término, dividido por
el coeficiente del primero.

Discusién. Como los valores " y #'" de las raices de
la ecuacién az® + bz + ¢ =0 dependen de la naturaleza
del radical y del modo de ser y valor numérico de los coefi-
cientes, para discutir esta ecuacion se debe atender al va-
lor de 4* — 4ac, en todas las hip6tesis posibles, consideran-
do en cada una de ellas los signos de 6 y ¢, puesto que 0el
de @ se puede hacer positivo sino lo fuese (127-Cor. 1.%),
y 4 los valores particulares de a, by e. : :

En el primer concepto, procede hacer las tres hipdtesis
sigunientes:

’

Primera: 6°—4ac>0.

"En esta hip6tesis, el radical, [/é”—élac, sera real; las
las dos raices de la ecuacién seran, pues, reales y des-
iguales y, como sus signos dependeran de los de & y ¢, se
tendra: i

1.° que si 2y ¢ son positivos, serd 4*—4ac>5* y, por lo
tanto, |/ o*—4ac>06; luego las dos raices @’ y @'/ seran ne-
gativas, siendo &’ mayor que z’’, por tener aquélla menor
‘valor absoluto que ésta. ’ -

2.9 que sib es negativo y ¢ es positivo, serd también
6 —dac> 0y V/ 0*—4ac>b y. como —b serd positivo, las
dos raices &' y @'’ serdn positivas, siendo ¢’ mayor que &° -
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3.° quesidy csonnegutivos, 6>—4ac tomars la forma
O*+4dac>0% y. comol/ 0*+-dac>b y — b sera positivo, la
raiz @' serd positiva y la 2’ serd negativa, siendo z’ de
mayor valor absoluto que @', puesto que su suma sers
positiva (Escolio anterior-1.%).
4.° que si & es positivo y ¢ es negativo, b*—4ac serd
también de la forma &°+4ac>4* y como l/&*q’— dac>0, la
raiz @ serd positiva yla &'’ serd negativa, siendo 2’ de me-
nor valor absoluto que #”, puesto que su suma sera ne-
gativa. (Escolio anterior-1.%).

Segunda: §*—4ac=0.

En esta hipdtesis, el radical |/ 4*—4ac serd igual 4 cero
Y, por consigulente, las dos raices z’ y @ serdn reales é
iquales @ — —h 88 decir, negativas, si & es positivo, y posi-

tivas, si b es negativo.

Tercera: 6> —4ac<0.

. En esta hipétesis, el radical l/é*—-}ac serd una expre-
sién imaginaria y la solucién de la ecuacién se podra po-
ner en la forma

~0  VEae=Px=l _ b V5

Ty 2 2 24 I =

que es un binomio imaginario que indica que las dos rai-
ces, 2"y &'', serdn imaginarias conjugadas.

Para interpretar esta solucion basta multiplicar por 44
la ecuacion propuesta, que tomara la forma

da*z* +-4abz+4ac=0,

que, sumando y restando, 4% en su primer miembro, se
transforma en

4z -dalz+-0*+4ac —0*=0 6 sea, (2az+0)*+(6>—4ac)=0,
ecuacién absurda, pues siendo positivos los dos sumandos
(2ax+0)* y b*—4dac, su suma no puede ser igual & cero, lo
que nos autoriza 4 establecer que la solucion imuginaria
de wua ecuacidn de sequndo grado revela un absurdo en la
ecuwacion que la produce.
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~ Bajo el punto de vista del valor numérico de los coefi-
cientes, @, 4 y ¢, procede considerar los casos en que alguno
de ellqs sea cero y, por tanto, examinar la solucién de la
ecuacion en las cuatro hipdtesis siguientes : :

Primera: /=0, sin serlo @ ni c.

En esta hipdtesis, la solucién de la ecuacién tendrd la

: |/ —4ac " Adqc i
forma, 2= S == o =i‘ = y las

e
dos raices, seran z’'—= Tl e /__c
y s

A a

tguales y de signos contrarios, reales, sic es negativo, é
1MAYINATIAS, 81 ¢ s Positivo.
Observacion. Il mismo resultado se obtiene resol-
viendo la ecuacion incompleta az*+¢ =0, que da
c = —
#’=— — y, de agui, z==—= =
a a

Segunda: ¢ =0, sin serlo ¢ ni 4.

En esta hipdtesis, la solucidn de la ecuacién tendrd la
— =) b

forma, = s

' 2 e las dos raices serdan
el e
M_‘4*='——=O)7$ e A S R s

3 Z,(LI 2“ g 2a 2a a’ :

siendo @'’ negativa, si b es positivo, y positiva, si & es ne-

qativo.

Observacion. Ll mismo resultado se obtiene resol-
viendo le ecuacion incompleta az® + 6z=0, de la que re-
sulta la ecuacién z(az-1-6)=0, que queda satisfecha siendo

=0y, también, siendo az+6=0, que d4 z = ___é__
@

Tercera: =0y ¢=0, sin serlo «.
En esta Bipétesis, la solucién de la ecuacién tendrs la
forma @ = S 0, y las dos raices serdn #'=0 y z''=0.
Observacion. El mismo resultado se obtiene resol-
viendo la ecuacion incompleta az*=0, que sélo se satisface
siendo #=0.

mﬁl““. S

119
Cuarta: ¢—=_0.

En esta hip6tesis, la solucién de la ecuacién tendra la

5 S ; (0

forma & = ST y las dos raices serédn, la el o nde-
i , =20 . ;

terminada, y la '’ = T infiniia.

Para interpretar la primera basta sustituir 0 en vez de @
en la ecuacién propuesta que, por ello, se transforma en

ia de primer grado, bz-+c=0, de la que se obtiene 2= 5

Por otra parte, si se multiplican por 4 +I/&*—4ac el nu-
merador y el denominador del valor &', se tiene

a;,__—-é -+ ‘/&"—’— dac —dac S —2c
2a 2a(b-+ |/52-—4KZ(,‘) ab+V éﬁ—-4¢w)

: S : —c
valor que, & medida que ¢ disminuye, se aproxima zi-—z—,

que es el obtenido directamente de la ecuacién dz+c=0.

Para interpretar la segunda, basta considerar que,
4 medida que disminuye @, el numerador de la expresion

—o—/ b*—4dac an) :

pl— ____I%____ seaproxima 4—=24,y como el denomi-
a 3

6 T : e .. —20

nador se aproximad cero, se tendrd, en el limite, Excirn

lo que indica que esta raiz es el limite de la solucién de la
ecuacion ar—-bz—+c=0, cuando ¢ tiende a cero.

Si al mismo tiempo que #=0, fuese /=0, las raices de
la ecuacidén serian las mismas que acabamos de hallar y,
si ademas fuese c=0, ambas raices serian indeterminadas.

Como resimen de esta discusiéon queda establecido que
las raices de una ecuacion de segundo grado con una in-
c6gnita puedsn ser reales 6 imaginarias ; que, en el caso
de ser reales, pueden ser positivas, 1neqativas, cero, inde-
terminadas é infinitas : y que, en el caso de ser imagina-
rias, son necesariamente conjugadas.
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146. Ecuaciones bicuadradas.

Dependiente de la resolucién de una ecuacién de se-
gundo grado con una incdgnita es la de las particulares
de cuarto grado, conocidas con el nombre de ecuaciones bi-
cuadradas .

Lidmase bicuadrada i toda ecuacion incompleta, de
cuarto grado, que carece de términos en que la incdgnita

147. Ejercicios

DE RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA
Y DE ECUACIONES B CUADRADAS.

tenga exponentes z'm;mres. X LERL3w 42 14
y 5 : .2 Resolver la ecuacion, — 42—+ — = -—— —.
Una ecuacién bicuadrada tiene, pues, en general, la z "9 ol 63 [

forma 3 2 A

Preparacion.. .. — 2 —--— =
art + b2+ ¢ = 0. 9 63 7

m.c m. 3x.T--631>}42-+142.9=0
— de los N x-+-63x>-42--1262=0
Para resolverla, hagamos zt=y?, 6 22=y, 6 a==|/y (), denominadores. | 632°+-14Tx—-42=0

9.7=63. | 21a*+i9z--14=0
32| Ta—4-2=0.

B e

con lo que se transforma en

(Z,7/2 —+ &7/ “+-¢ =0, Solucién: r= - 2 ; ]
g)
3 1
— o=EV b—dac de donde , '= — —y z''=—2.
que, resuelta, da y = l2/ ! € 3 )
2 2.° BResolver la ecuacion, 4a*—51x--155=0.

S1==p/ BIE_4. 4155 31==11
Solucidén: x = = > 8
8 8
de donde, £’=17,75 y x''=?5.
3.2 Resolver la ecuacion, 3x*—13x—46=0.
13==)/131-45.46  13==33
10 w0
de donde, z'=4,6 y /= —2.
4.° Resolver la ecuacion, 8x*+353x—21=0.

de donde, sustituyendo este valor en la («), resulta

/

L \/ — b P—dae
2a

La combinacién de los dos signos de ambigiiedad que
aparecen en esta férmula producen para @ cuatro valores,

Solucién: =

’

ue llaméndolos, para abreviar, z’, ' """ y @'V, son
q P
—53=)/ 53114891  ——53=59
S Solucidn: = ———— = ——— = ———,
i i'—i/—-—/lg—4dc a;”—._ // _5*‘[/ b*—4ac de donde, ¥'=0,375 y "' = —T.
& Ra SR 2 it 5.2 Resolver la ecuacion, 812*—90x--25=0.
: 90—}/ 00°—48125 90 B
R ST e e S, 3 B s e SR S et RS 1
/ / i : Solucidén: x 162 162 9
2= \/ _.—_&_l/ &2:%_6 b e \/, _é_‘/ b*—4ac ! o ; R 5
= 20 T 2 : de donde , &'=x =
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6.°  Resolver la ecuacion, z*—18x-106=0.

18-}/ 182 — 4.1.106 i
i 2 — gl

Solucién: 2=
de donde, av’=9+:‘)'l/;——'ly a:”:S)—S[/———'L
7.2 Resolver la ecuacion, Tx*—175=0.

0=}/ %7173 ==70

Solucién: r= — — =5,
14 1%
de donde, 2'=8y z''= — 5.
8.° Resolver la ecuacion, 2x*+ Te=0.
— ==V 12420 . 7T
Solucidns o= =
4 4
de donde, '=0y a''= — 3,5.

9.° Resolver la ecuacion, (b*—c?*)x*-a(b-+3c)x—2a*=0.

—a(b4-3e)== Va2 (b-1-3e)* +-A(b*—e?) 2u®
Solucién: 1— —— tE0ZE VL (0Geatrdll il

2(b*—c?)
o —(1_!}7—!—31:)7:!:117\/6‘-’—}— 6bc-9¢2-1-84°— 8¢
£ 9(b2—c?) G
—a(b+-3c)==a \ 9b3--6bc-tc2
i 2(b*—c?)
Lo —a(b+3c¢) = a(3b+-c) _ —ub-3ac==(3ab-{-ac)
Q([l"’—-l)g) s Q(be_ce) ?
2ab—2 2a(b—c
de donde, 2'= - = L > a0 dig e
20*—c?)  2b-4-c)b—c)  b-}ec
S :4ab:4a§ Lnkalbe) s 2
ST T oobt—¢?) T 2bfe)b—c) bc

10. Resolver la ecuaciin bicuadrada, x* —17002°--160000=0.
Haeciendo a*—y% 0,2 =y 62— ==& \/E se tiene la ecuacion
2 — 1700 y -1-160000 = 0,
: 1700 == \/1700°—4.160000 170041500
que dd, y=————— e — > :

de donde, y'=1600 ¢é y’’'=100
¥, por tanto, '= \/4506 =40, 2= — \/1600 =—40
= \/10_0‘: 10, 21V = —- \/M = — 10.
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CAPITULO V.

DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

ARTICULO UNICO.

RRSOLUCION DE SISTEMAS DE SEGUNDO GRADO.

148. Sistema de ecuaciones de segundo grado
es el formado por ecuaciones de sequndo grado d de éstas
y de primero, no conteniendo ninguna de grado Superior.

En el estudio elemental de la resolucion de sistemas de
segundo grado nos limitaremos 4 considerar el caso en que
el sistema sea de dos ecuaclones con dos incognitas cuya
forma general, después de preparado, es

ay? +oxy +ex? +dy +ex +f =0) 1)
@ 2+-0"zwyt-c v +d' y+e'z+1"=0 §: ;

Si en este sistema se elimina el cuadrado de una de las
incognitas, 72, por ejemplo, resultard la ecuacion de pri-
mer grado respecto 4 dicha incognita
(a’b—ab")xy +(a’c—ac’)*+(ad—a'd’ )y4-(a’e—ae’)x+-a’f—af =0,
la que, haciendo @’'6—ab'=m ; a’c—ac'=n; a'd—ad'=p;
a'e—ae’=q y &' f—af'=r, toma la forma

MTY~+nz*+py-+qz+1r=0

y, uniendo esta ecuacion a cualquiera de las del siste-
ma (1), & la primera, por ejemplo, se tendrd el sistema,
equivalente & aquel,

ay® + bvy + 2’ +dy + ez + =0/ 2)

mzy +ne’ + py + gz +1r=0{ 2
de cuya segunda ecuacion se obtiene
— N —qE—"
ME+D




124

Sustituyendo este valor en la primera, resulta el
sistema equivalente al (2) y, por consiguiente, al pro-
puesto,

—NB2—qr—7

’ ME P
— NG — 3 —1\ 2 —NEP—q5—1 : ;
2 R s (b Y RO 2 =)=
ME+P > + $+(Z’( ME—+P )+C$ =0

pero al verificar las operaciones indicadas en la segunda
ecuacion de este tercer sistema resulta, en general, una
ecuacion de cuarto grado, lo que hace que un sistema de
dos ecuaciones de segundo grado con dos incognitas no se
pueda resolver elementalmente mas que en el caso de que
el cileulo no exija la resolucién de ecuaciones de grado
superior al segundo, 4 no ser bicuadradas. (146).

Ejemplos.

1.°  Resolver el sistema, 2z - 3y — 12 — 0
51 — dry + y* — Tx 42y —8 = 0.

: 3 o / 12—2z
Despejando y en la primera ecuacion, se obtiene y = ———
3
Y, sustituyendo este valor en la segunda, resulta la ecuacién
1322 —2672--144=0,

Ly ’ . e /‘.8 !’ o’ 4"
de la que se obtiene o'=3; z"'= =Yy POLtantoyy/—3 1y ti—3r==1

13 73

2.° Resolver el sistema xy =15
T Hyi= 34,
1.4

; = 5 : 15
Despejando y en la primera ecuacion, se obtiene y= o
Y, sustituyendo este valor en la segunda, resulta la ecuacién bicua-
drada
Tt — 342 - 225 = 0,

de la que se obtiene, o'=3; 2"/ =—5; 2'/'=3: piv——3
Yo por tanto, y'=3;y"'=—3; y'/'=5; yiv=—35.

LIBRO II.

DE LOS PROBLEMAS.

CAPITULO PRIMERO.

GENERALIDADES.

149. Problema algebraico es toda cuestion, de ca-
rdcter prdctico, en que las relaciones entre los datos y las
ncdgnaitas se pueden expresar, en general, por medio de
una d mas ecuaciones.

Plantear un problema algebraico 6 ponerle
en ecuacion es establecer la_ecuacidn o ecuaciones que
expresen la relacion.entre los datos y las incdgnitas.

Aunque para plantear un problema no existe una regla
general que comprenda todos los casos que puedan ocurrir,
se puede establecer como precepto el siguiente procedi-
miento practico: i

Para plantear un problema elgebraico se representan
las incdgnitas por letras (que generalmente son lasultimas
de nuestro alfabeto)y seindican todas las operaciones que,
por las condiciones del enunciado, se harian con ellas st
fuesen conocidas. con (o que se obtendrd una ecuacion o un
‘sistema de ecuaciones.

Resolver un problema algebraico es obtener de
lo ecuacion ¢ del sistema resultante de sw planteo, el va-
lor de las incdgnitas.

Solucién de un problema es /a de la ecuacidn ori-
ginada por sw planteo. ,

Comprobacién de un problema es /a de las ecua—
ciones que han servido para S resolucidn.
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Discutir un problema algebraico es interpretar
las soluciones oblenidas de sw resolucion, sequn las dis-
tintas hipdtesis que puedan hacerse sobre los datos y sus
relaciones con las incognitas.

En la discusion de todo problema algebrdico se debe
tener presente que las condiciones del enunciado pueden
ser cuantitativas y fisicas, y que solo las primeras pueden
representarse por cantidades algebraicas. Por lo tanto,
aunque la solucién satisfaga & la ecuacién 6 ecuaciones
que la han producido, se hace preciso examinar si también
satisface 4 las condiciones fisicas del enunciado y, en caso
negativo, interpretar su significacion en el problema. Asi
sestienes

1. Que las soluciones positivas satisfaran al problema,
si en él no hay condiciones fisicas que lo impidan.

2.° Que toda solucién negativa no satisfard al problema,
si la incdgnita no admite, por su naturaleza, dos sentidos
opuestos; pero, si asi fuese, seran soluciones de otro en
que se cambie el sentido de la incognita que la produce,
por lo que se puede evitar el planteo del nuevo problema
con s6lo cambiar en el del primero elssigno de dicha in-
cognita.

3.° Que la solucion cero satisfard al problema, si las
condiciones fisicas de éste no la hacen inadmisible.

4.° Que las soluciones infinitas indican, en general, que
el problewna es smposible.

5.° Que las soluciones indeterminadas indican que el
problema es indelerminado.

150. Los problemas algebraicos, por el nimero de in-
cbgnitas que contienen, por el grado de la ecuacién 6
ecuaciones que produce su planteo y por las solucion de
estas ecuaciones se clasifican en prodlemas con una. dos,
tres ete. incdgnitas, problemas de primer grado, de se-
gqundo grado, etc., y problemas determinados, indetermi-
nados € imposibles.

También se dividen los problemas algebriicos eu par-
ticulares y generales, segiin que los datos sean nimeros 6
cantidades hipotéticamente conocidas que se expresen por
letras. Todo problema particular se puede hacer general,
4 lo que se llama generalizario, reemplazando las condi-
ciones y datos particulares del enunciado, por otras con-
diciones y datos generales.
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CAPITULO II

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA (*).

ProBLEMA I.

Preguntdndole d wn sujeto qué dinero tenia, respondio: si del
cuddruplo de mis peselas se resta la mitad, quedardn 100, jeudntas
peselas tenia?

Planteo y resolucién. Sea x el numero de pesetas, con lo
que la ecuacion del problema sera:

T
que, preparada, se transforma en 7z — 200 =0,

: 200 &
de la que se obtiene, £ = — = 28p 57.

200
Discusién. La solacién 2= =5 =28p ,57 de la ecuacion, lo es

también del problema, que no tiene en su enunciado ninguna con-
dicién restrictiva (™).
Observacion. Siel enunciado del problema hubiera sido éste:
Preguntdndole @ un pastor que cudntos corderos llevaba en su
rebano, respondio: si del cuddruplo de mis corderos se resta la mi-
tad, quedardn 100, jeudntos corderos levaba? El planteo, resolucion
y comprobacion serian las mismas del anterior, pero la solu-
cién 28,57 que lo es de la ccuacion, nolo seria del problema,
porque sus condiciones fisicas excluyen la idea de que el namero
de corderos sea fraccionario.

(*) Siendo tan numerosos los problemas que pueden proponerse, noslimi-
taremos 4 exponer algunos sencillos, como ejemplo de variadas soluciones,
recomendando 4 los alumnos que se ejerciten en la resolucién de otros cuyos
enunciados se encuentran en colecciones publicadas con este fin.

(**) Como modelo de generalizacién de problemas particulares, en la que es
muy conveniente que se ejerciten los alumnos, proponemos la de éste cuyo
enunciado serd:

Pregunténdole & un swjelo qué dinero tenia, respondid: si de m veces el que
1engo se resta su enésima parte, quedaran a peselas, ;cuantas tenia?
. Planteo y resolucién. Sea x el numero de pesetas, con lo que la ecua-

g 2 @€ o an
cién del problema serd ma — — =a, de la que se obtiene, = il que es
n mi—.

1
la férmula aplicable 4 todos los problemas de esta indole.
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ProprevA 11.

Un sujeto tiene 33 aiios y su hijo 21, jeudntos anos han de trans-
currir para que la edad del padre sea triple que la del hijo?

Planteo y resolucién. Sea x el nimero de anos pedido, al
cabo de los cuales el padre tendrd 53z y el hijo 2142 ; luego la
ecuacion del problema sera:

33+ o = 3(21 4 ),
que, preparada, se transforma en 2z +-10 =0,
10
535

o

=—3.

de la qhe se obtiene, £ = —

Discusién. La solucién z=-—35 de la ecuacion, no satisface al
problema, puesto que en él se pregunta los atios que han de trans-
currir; pero si, teniendo en cuenta que el tiempo es susceptible de
tomarse en dos acepciones opuestas, & partir de la fecha de la pre-
gunta, consideramos como positivo el que ha de transcurrir desde
ella y como negalivo el que ha transcurrido, esta solucion indi-
card que han transcurrido 5 anos desde que la edad del padre fué
triple de la del hijo, lo que en efecto es cierto, pues entonces ten-
dria el padre 48 anios y el hijo 16.

Prosrema I11.

Un naranjero saca d vender una cesta de nararjas de las que le
roban la tercera parte, vende la milad y vuelve con la cesla vacia,
jeuantas naranjas saco?

Planteo y resolucion. Sea x el nmero de naranjas que saco,
con lo que la ecuacién del problema sera:

T &z
250

que, preparada, se transforma en 5z =0,

0
de la que se obticne, z = it 0.

Discusién. La solucion z =0 de la ccuacion no salisface al
roblema, pues no es racional presumir que saliese & vender con
a cesta vacia, ni es posible que, en lales condiciones, le robasen la

tercera parte ni que vendiese la mitad de las naranjas.
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Proprena 1V.

Hallar un namero cuyos dos lercios, mds sus cualro quintos,
sea igual @ 6L, mds sus siele quinceavos, mas 10.

Planteo y resolucién. Sea z este numero, con lo que la
ecuacion del problema sera

2 e T
Sk

3 5
que, preparada, se transforma en 0z — 150 =0,

: 150
de la que sc obticne, @ = e

Discusion. La solucion z = oo de la ecuacion indica que ésta
es absurda y el problema, por lo tanto, imposible, es decir, que no
hay namero alguno que satisfaga 4 sus condiciones.

ProsLEMA V.

Una persona sale de su casa cor una canlidad de dinero y se
encuentra @ un deudor suyo que la da doble y a olro que la da la
milad de lo que saco; mas, por olra parte, gasta en una compra el
triplo y en olra la milad de dicha canlidad, y vuelve d sw casa sin
dinero, jqué cantidad saco?

Planteo y resolucién. Sea x la cantidad que sacd, con lo
que la ecuacion del problema sera:
xX

T
X -+ Q:I?—{———c—)——&‘ll—*g)‘: 0,

que, preparada, se transforma en 0z = 0,

0
de la que se obticne, x = o

O . . .
Discusién. La solucion @ = o0 de la ecuacion indica que ésta

es indelerminada, como también el problema; pues sea cualquiera
la canlidad que aquella persona sacase, después de los ingresos 'y
aastos expresados por las condiciones del problema, necesaria-
mente se quedaria sin dinero.

Arg. 9



Prosrens VI (°).

M g 5 > . N
A B

Dos maviles parten @ un mismo tiempo de los puntos A y B que
distan entre si d kilometros y recorren, con movimiento uniforme,
it linea MN, en la direccion de M a N, siendo sus respectivas veloci-
dades v y v', ;i qué dislancia del punlo A se encontrardan?

Planteo y resolucién. En la Mecanica se demuestra que el
tiempo empleado por un cuerpo en recorrer un €spacio, con Mo-
vimienlo uniforme, es igual al cociente de dividir el espacio por la
velocidad.

En virtud de este principio, si se supone que sea E el punto de
encuentro de los dos méviles y « la distancia AE, como AB = d,
la BE se representara evidentemente por —d. El tiempo emplea-
do por el movil que parte de A en recorrer la distancia AE sera,

T ;
pues, -, ¥ el empleado por el mavil que parte de B en recorrer

la distancia BE serd ——, y como, por el enunciado, estos tiempos
/v

seran iguales, se tendrd la ecuacion del problema

5 r—d

e

que, preparada, se transforma en (v—v’)r—vd=0,
. v
de la que se obliene, 2 = ——d
v—
Discusion. las hipdtesis que sobre los valores relativos de
vy v’ pueden hacerse son las siguientes:

Rt 9 diiy —n! Syt

1.% Siw>v’, ¢l valor de x es positivo, mayor que d y satisface al
problema, pues es racional que, llevando el movil que parte de A
mayor velocidad que el que, al mismo tiempo, parte de B, se han
de encontrar cn un punto, tal como el E, & la derecha de B.

(*) Dste problema, llamado de los mdviles, 6 de los correos, es el clisico de

los de primer grado con una incégnita. porqus en su discusién se sintetizan
todas las soluciones de que estos problemas son susceptibles.

e AR AN

131

9.4 Sip=2y’, el valor de « es infinito. lo que revela una impo-
sibilidad en el problema, como la hay en efecto, pueslo que salien-
do los moviles al mismo tiempo de dos puntos distintos, de una
recta, v caminando con la misma velocidad y en igual sentido, es
imposible que se encuentren. ;

30 Sigp<w’, el valor de z es negalivo y vevela una imposibili-
dad cn el problema, pues las condiciones de su enunciado no ad-
miten que los moviles se encuentren 4 la izquierda del punto B,
toda vez que rccorren la linea MN en cl sentido de izquierda &
derecha.

Sin embargo, esta solucion lo seria de un problema en que,
cambidndose el sentido de la incognita, produjese su planteo

e G o srEd s : ;
la ecuacibn — = ———— 6 sca, — = —— El enunciado de
; ;

b} ’

) v’ v
esle nuevo problema seria el mismo que el del propuesto, con la
modificacion de que los moviles recorriesen la linea MN en el sen-
tido de N a M, pues llamando « & la distancia ABE’, la BE se re-
presentaria por @ -+ d y, porlo tanto, ¢l planteo del problema da-

a-d

ria la ecuacion — = :
’v

’

no
La solucion negativa del problema propuesto seria {ambién
perfectamente admisible y no revelaria imposibilidad en él, si en
el enunciado se supusiese que los dos moviles, partiendo de otros
puntos & la izquierda de A, pasasen por éste y por B al mismo tiem -
po, pues en este caso, admitiendo la incognita valores positivos y
negalivos, los primeros expresarian distancias lomadas 4 la de-
recha de B y los segundos distancias tomadas & la izquierda.

Si, modificando algiin tanto las condiciones del enunciado, se
supone d = 0, el valor de & sera cero si v >’ 6 p<v', y el inde-

terminado, o si u=1v’, cuyas soluciones satisficen 4 las condicia-

nes fisicas del problema.
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CAPITULO IIL

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON VARIAS INCIGNITAS.

ProprLEya 1.
Hallar tres nwmeros que, sumudos dos @ dos , den las sumas a,
byec.

Planteo y resolucién. Si llamamos @, y y z 4 cstos nlimeros
las ecuaciones del problema formardn el sistema

THY=a
r+z=10
yt+z=¢
que, preparado, se¢ transforma en
ct+y—a=0
r4+z—b=0

YtG--c—=0,

a+i-bh—e¢ a--¢—b b4-c—a
= ' :

del que se obticne x =

Propreya 11

Un platero tiene lres lingoles 6 barras de plala cuyo peso lotal
es de 43 kilogramos, de distinta ley ; una de 0,900, otra de 0,800
y olra de 0,720 haciendo una aleacion de los dos primeros, la ley
del que resulla es de 0,840, y haciéndola del primero y del tercero
es de 0,780, jeudnlo pesa cada uno?

Planteo y resolucién. Si llamamos z, y y 5 al peso de
c.u(Zu unc de los lingotes, las ecuaciones del problema formaran el
sistema

Ty 5=45
900 « - 800 y = (2 -|- y)-840
900 z - 720 5 = (z -} 5).780,

que, preparado, se transforma en

x4 y4+5—45=0
Qx —1z =),

del que se obtiene & = 10kg; y = 13ke; z = 90ka.
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CAPITULO IV.

PROBLEMAS D SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA.-

ProsrLenma T,

Varias personas ajustan un carruaje en 342 peselas para pa-
garlo d escole; mds, al pagar, se encuentran tres de ellas sin dinero
y las ofras suplen sw parte dando cada una 19 peselas mas, jeudn-
tas son las personas?

Planteo y resolucion. Sea x el nimero de personas: si todas

hubieran confribuido, la cuofa parcial seria o bero habiendo de-
342 ]
jado de contribuir tres, serd g de modo que la ecuacién del
x_

problema serd

342 342
— — =19,
x—3 T

que, preparada, sc transforma en, 192°—57x—1026=0,
57|/ 571 419.1026  57=-985

38 s
de la que se oblienc 2'=9 y '’ = —6.

Discusién. La solucion z”’= — 6 no satisface al problema que,
por sus condiciones fisicas, no la admite negativa, pero si & otro
cuyo enunciado fuese éste : varias personas ajustan un carruaje
en 342 pesetas para pagarlo d escole; en el camino entran lres per-
sonus que conlribuyen también al gasto en igual forma, por lv que
cada una de aquellas di 19 peselis ménos, jeudntas son las per-
sonas?; pues, por un razonamienlo analogo al anterior, se tendria
la ecuacion v -

342 342

cuya solucion es © = :

S e
que, preparada, se transforma en 192*--570 —1026=0,
o —57==l/51° 14191026 — 57 == 285
cuya solucién es r = = = - .

’r

de la que se obtiecne ' =6y =

= —9, de cuyos valores es des-
echable el .. : '
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Prosreva II.

Dividir el nitmero 80 en dos parles cuyo producto sea 2000.
Planteo y resolucidn. Sca 2 una de las partes ; como la otra
sera 80 — @, la ccuacion del problema serd

(80—a)=2000,
que, preparada, se transforma en 2 —80.-1-2000=0,
cuya solucion es z = 40—_*—,?.0‘/-:.
de la que se obtiene 2/ =40 —HZOI/——'} y a''=40 ——‘.70!/:.

Discusion. La solucion imaginaria de la ecuacion indica que
ésta es absurda y que el problema, por lo tanto, cs imposible.

Proprema 111

Hallar una formula para calcwlar la profundidaed de un pozo,
conocido el wimero n de segundos transcurrido desde que se suelta
una piedra en su boca hastu que se oye chocar en el fondo, desig-
nando por g la aceleracion de la gravedad y por v la velocidad
del sonido {°).

Planteo y resolucién. En la risica se demuestra que el espacio
en melros, recorrido por un cuerpo que cae, es igual a (o mitad del
producly de la aceleracion dela gravedad por el cuadrado del niv-
mero de segundos de duracion del descenso y, que el espacio, en me-
tros, recorrido por el sonido, es igual al producto de la velocidad
de ésle, referida al sequndo de tiempo, por el nitmero de sequndos
transcurridos entre sw produceion y su percepeion.

En virtud de esfos principios, si se designa por x la profundi-
dad del pozo, en metros, por ¢ los segundos empleados en la caida
de la piedra y por ¢’ los transcurridos entre ésta y la percepeitn

‘ 1 4 9%
del sonido, se tendra 7= — g, dz donde se obticne (= —g—,

vz =t/ y, deaquoi;li= ey otra parte, la suma {--(' es
igual 4 n, segan el enunciado, luego la ccuacion del proble-
Q% €t

ma $era — 4 — =n.
i 0]

(*) El valor de g, variable con la latitud geografica del lugar, es, en Ma-
drid, igual a 9,5024 metros /Salinas y Eenites. ALGEBRA) y el valor de v, va-
riable con la temperatura, es, & cero grados, igual a 330 metros, por segundo.
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Para resolverla empezaremos por darla forma racional, para 10
cual basta pasar al segundo miembro el segundo término del pri-
mero v clevar al cuadrado la ccuacion resultante, con lo que se
tendra la ccuacion

20 AT M
Sy s s T i
q Ve v

que, preparada, se transforma en

gz — 2v(ng - v)r—n2ig = 0.

La <olucion de esta ecuacion es

Qv(ng—l—v)ii//nﬁ(ﬁg:]: v)? —_77’11'1‘-‘}“-{‘(/»%'

o
=
2¢
Qv(ng~!~v)i"rl/(lu}~—}—v)‘-’—n“"y"

'Qg

T AuTi R , SR
1}(::,{/--}—»:r.l/n"’gi}—?ngr-l 2—i12g?) _ving =k l‘-—l—ﬁ‘lu'g)

I q g
,“ - (Rt AR S Ly
v, finalmenle, v = = /,,,/_l_,_,:L,:‘/,“-'_',Q,,,-(,).
d g f {

)

v e
de donde se obliene, "= -~ (11(/—}—1,'—}—1/1'-—!—911:'g,
(] ;

) e

t g
&= — (ng-to—= v*+2nvg)
)

Discusién. Las dos raices 2’ y @’/ son reales, porque el radi-
cando es posilivo, y son posilivas, porque su producto es positivo,

2,0 Qu(ng-t+v
L gy (145. Esc.);

»—~q= n22, y su suma es también positiva, —-

pero como I/u=+2nug > v, resultaz’ > nvy z' <nv, luego la
primera raiz no salisface a las condiciones fisicas del problema,

7 X
pues de ella se deduce que n < 57 lo que es absurdo, porque es

imposible que el tiempo empleado en caer la picdra v percibir el
sonido sea menor que el empleado sdlo por ¢ste.
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ProsLEna IV (7).

M . U ey o . . N
A B

Dos luces que, d la unidad de distancia, abwombran con una -
lensidad a y b, respectivamente. estin situadas en los puntos A y B
que distan entre si d unidudes lineales, y se desea saber cudl serd
el punto de ln linea MN, que los une, que estard igualmente ilumi-
nado por ambas.

Planteo y resolucién. En la rixica se demuestra que las inten-
sidades de una lus estan en rason inversa de los cuadrados de sus
distancias d los puntos iluminados.

En virtud de este principio, si se supone que sea C el punto pe-
dido y @ la distancia AC, como AB =d, la BC se representar:
evidentemente por @ —d, y designando por y 6 y’ las intensida-

; Yoo
des dc las luces A y B en el punto C, se tendrd que = = o
1
Y’ ‘ a b
rque == ———-— de donde se oblicne y= —6y'=—- -
Vs (z—d)*’ a0y (e—d)*
y como, por el enunciado, se supone el punto € igualmente ilumi-
nado por ambas luces, la ecuacion del problema sera
a
2 (r—d)?’
que, preparada, se transforma en (¢ — #)2® — Sada 4 ad® = 0,
5 dia =/ ab)
cuya solucion es z== ————=.
u—b
Para dar una forma mas sencilla & esta solucién, multiplique-

mos sus dos términog por a _—,_I/ab. con lo que se tendra

dla==)/ ab) wl/ av) dla® —ab) dn{a—b)
b P— — S = 2
(=) (@Y ab)  (a—b) (e} ab) (a—b) (a5} ub)
y, finalmente, = ‘(_t__‘_d.

a‘;‘/(lb

() Este problema, llamalo ds lus Tucss, es el ciisico de los de segundo gra-
do con una incdgnita, porque en su discusién se sintetizan tolas [us solucio-
nes ds que estos problemas son susceptibles.

i it i)

i
i
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Racionalizando el denominador de esta fraccion, para lo cual
basta multiplicar sus dos términos por [/ a, resulta

al/ a a/ o
U=t e i =d
Wax=V b aV a :,:al/ b

-——-—l/_ (:/_dy d.‘”-—Ld
a—y b

de donde se obtiene 2’ = i =
Vatl b
Discusion. Las hipotesis que sobre los valores relativos de a
¥ b pueden hacerse son las siguicnles:
Tia==ih %0 — b3t <iD.

- ; a \Va 1
Al St bsetilm = ey 5 ey
\/ a— \/ b \/ a - \/ b s
las soluciones del problema seran las positivas 2’, mayor que d, que
indica gue el punto pedido sera uno, tal como el C, situado 4 la de-

i .
recha de B, y 2/, menor que d y mayor que 5 & que da un pun-

to, tal como el U7, sitnado entre A y B, mis cerca de éste que

de aquél. e o
Va Va 1
Va—V Vat Vb

v las soluciones serdn la infinila. 2, que indica la imposiblidad
1 ‘
o d, que indica que el punto pe-
dido es el punto medio, G/, de la distancia AB.
: a _ Va 1
3.2 Sia <D, sera —_—\/———T_ Negalivo Vi 5 y
; Via— ’v Va4V
las soluciones serdn la negativa. ', que indica que el punto pe-
dido serd uno, tal como el €', & la izquierda de A, y la positiva,

9381 Si.a—0, seri

del problema, y la positiva, 2''—

S _
i< o d. que da otro punio, tal como el Cv, situado entre Ay B.

mas cerca de aquél que de éste.
Si, modificando algin tanto las condiciones del enunciado, se
0

supone d =0, los dos valores de x seran '=0 y 2’ = o cuyas

soluciones satisfacen 4 las condiciones fisicas del problema.
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CAPITULO V.

Observacién. Haciendo, para abreviar, gy s =l

los valores de = y de 7 se pueden poner en la forma de

a===V m==Vn dy= -+'\/m+ Vo ,
de donde se obtiene

e — \/;;:\7—1_7 Y= va
s \/m_\ﬁ:; Tdizs \/1;;—T/n
S N Ny
N

PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO CON DOS INCOGNITAS.

Proprema L.

m
Hallar dos niameros que estén en la relacion — y tales que la
n 8

suma de sus cuadrados sea un niwmero dado, a.
Planteo y resolucion. Si llamamos x ¢ y & estos nameros,
las ecuaciones del problema formaran el sistema :

€T m

el U s S :

b} =Y ? %
U " S ' A primera vista parece que, por la combinacion de cada uno
que, preparado, se transforma en ne—my=0; x*+y*—a=0, de los cuatro valores de 7 con cada uno de los cuatro valores de a,
e " \/; resultardn dies g seis soluciones del problema; pero, teniendo en
cuya solucion es x = —y ¢ y = == ————, de donde, 3 cuenta que el producto xy ha de ser igual & 5%, los signos que
n m preceden 4 los valores de « y de y 1f~ndnan que ser lﬁuales y
— — il = : los de m y \/n contrarios, pucs s6lo asi se verifica esta condi-

S Va i nV a ) Va . mV a ¢ién, porque
Il b el L = -— S nu— . — —

Vmefn? Ve Ve : Vo e \/m+ Vau ><\/ m-— \/ n = Vm*—n M L —/'b*: V=02

4
PropreEva H. /]

. : j lo que limita el namero de soluciones & las cualro Qi"uientes
Hallar dos nivmeros cuyo produclo sea el cuadrado de un ni- v SRLY e O
mero dado, », y la suma de sus cuadrados sea el cuadrado de otro ‘ y \/ o ik \/ ey \/ Ayt \/
niimero dado, a : : e m—i«\/n = m—\/n 2= m+\/n v =— m—\/n
Sincisey remiuetn, 8 lumuno e by & oo mimis, QL vV oVl VeVl =V Ve e
; 2 e & dn,e ]. s 4l mas como el 2 ° y 4.° de estos sislemas de valores son respect}va-
zy=>b% *yt=a, o | mente iguales al 1 s v 3.2, permutando « € 77, no hay en realidad
que, preparado, se transforma en, e s i | mas soluciones del problemu que las dos siguientes:

del que, eliminando la y, resulta r‘—a 2-b*=0.
RLsol\'lendo esta ecuacion bicuadrada se obtiene

e _}_\/ = \/al—q-(/ \/ w? \/(l*—— b

y, por la qmletrm del sistema respecto a4 2 ¢ y

J——*—\// “““\/” il &/ _‘/ Bl |




141

INDICE.

ALGEBRA.
Bl

PRELIMINARES.. . .« « e e e S L e U 7

PRIMERA PARTE.

CALCULO ALGEBRAICO.

LIBRO PRIMERO.
GENERALIDADES.
CapiTuLo tsico.— Generalidades sobre el cédleulo algebréico... 13
LIBRO II.

DE LA CANT:DAD ALGEBRAICA ENTERA.

Caril==De laladicion S s i St aie i e DS 15

Cip 1l =De la sustraceion s s s ia it S SRS 16

Garilll-=De la multiplicacion. . i oo i, AT S 17

Car. IV.—De la division . ...cccovovunn e i PSR 23

Cap. V.—De la elevacion & potencias................ AP 31

Cap. V1.—De la extraccion de raiceS..oeaeicivesesss AR s &
LIBRO III.

DE LA CANTIDAD ALGEBRAICA FRACCIONARIA.

Cap. I.—Transformaciones.c.....q.. S (s e G A
Car. Il —Calculo de cantidades fraccionarias....... ST 49
Cip. 111.—De las cantidades con exponentes negativos....... 53



142
Pigs
LIBRO IV.
DE LA CANTiDAD ALGEBRAICA RADICAL.

Cap. I.—Generalidades. o cocanvietiiaoiarenes BENSEaR e D
Cap. I1.—De los radicales reales. coooeiieineovee cenees 56
Art. I.—Transformaciones........ »
Art. I1.—Calculo de radicales reales......cove coveeeenn 59
Art. I1I.—De las cantidades con C\poxlcntcs fraccionarios. 62

r

<&

Cap. 1ll.——De las expresiones imaginarias... .c......ec.c...
Art. I.—Generalidades. ©«.oooiie ot
Arl. Il.—Calculo de expresiones imaginarias de segundo

Bradon i a S R s S e LR S S e T S e s b s

LIBRO V.
COMPLEMENTO DEL CALCULO ALGEBRAICO.

Car. 1.—De las prorrleqlones.........‘...‘..
Art. L—Progresioncs por diferencia 0 aritméticas. .......
Art, IL—Progresiones por cociente 0 geomélricas..... ..

Cap. I1.—De los 10garitmos ... oo ciee eoveennaaenocs-enee
Art. I—Generalidades.. .
Art. II.—Logarilmos VOIgares .. .o o eeeececnrenon i ns
Art. III—Tablas de 10garitmos. «veoeseeneiecaecenes ..
Art. IV.—Aplicaciones de los logaritmos........coee.v..

SEGUNDA PARTE.

APLICACIONES ELEMENTALES DEL CALCULO ALGEBRAICO.

e e Tk eie fer i et erastelas aba OVez SO ol 0 Wi aTeT e {050

LIBRO PRIMERO.
DE LAS ECUACIONES

Cap. I.—Generalidades . coeeeeveerireaneeeioieneeeee.
Art. I.—Definiciones.. oo oocivee i ne
Arl. [I.—Transformaciones de una ecuacion.............

Cap. [1l.—De las ecuaciones de primer grado......ooveeen s
Art. I.—Resolucién de una ecuacion de primer grado con

una INCOZNILA. . cvteeioaaion oreinre aiooasuaoecenet
Art. II.—Resolucién de una ccuacion. de primer grado con
MAS 46 UNA INCOZNTAL 4 aueees veeiasmeneseriasranes

89

99

97

100

[}

143

Cap. 111.—De los sistemas de ecuaciones de primer grado. . .
Azt I-—De laeliminacione. . /et s s e GU Bl
Art. II.—Resolucion de un sistema de primer grado con

tantas ecuaciones como iNCOZNIlasS.ccvea e ieveaann.n
Art. IIL—Resolucién de un sistema de primer grado con
mas ecuaciones que incoOgNItas. «.v v ov e i
Art. IV.—Resoluelon de un sistema de primer grado con
ménos ecuaciones que incognitas....... « oiieiiaien

Car. IV.—De las ecuaciones de segundo grado............

Art. nico.—Resolucion de una ecuacion de ﬁerrundo "rado
con una incognita..coeeve .. IO B0 B D B S I

Cap. V.—De los sistemas de ecuaciones de segundo grado....

Art. inico.—Resolucion de sistemas de segundo grado.. . .

LIBRO II.
DE LOS PROBLEMAS.

CAP. . —Generalidades: v v fe s o vesiveioatevanosisialolaissiinionisse
Capr, IL.—Problemas de primer grado con una incégnita... ..
Car. IIL.—Problemas de primer grado con varias incégnitas.
Cap. IV.—Problemas de segundo grado con una incognita. ..
Cap. V.—Problemas de segundo grado con dos incognitas. ..

P igs.

101

107
113

114
115

195
197
132
133
138






