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PREFACE.

1l y a déja plusieurs années qu'ayant été chargé
de remplir la chaire d’Analyse a la Faculté des
sciences de Lyon , je me suis trouvé conduit a je-
ter sur le papier Pesquisse de mon cours. Quelques
personnes favorablement prévenues m’ont engagé a
compléter ce travail, queje me décide a faire paraitre,
malgré la publication récente d’ouvrages fort estima-
bles sur le méme sujet. I’ai pu croire queje tirerais,
dans I'accomplissement de ma thche modeste, quel-
ques avantages de ma position personnelle, qui ne
m’assujettit point & un programme officiel,, ni ne me
suggerede prédilection trop exclusive pour lamaniére
d’aucun maitre. J’ai pu croire aussi que, porté de-
puis longtemps par goiit vers 'étude de la philoso-
phie des sciences (a laquelle tous sacrifient un peu,
méme en en médisant), j'étais assez bien préparé a
traiter un sujet ot des considérations de ce genre
sont inévitables, et ot chacun fait, bon gré mal
gré, sa métaphysique. Voici, en tésumé, la marche

a.



VIIL PREFACE, 5
ue j'ai suivie dans I’ iti e
q J ans l'exposition des principes de la
matiere.
Tai i
ai cherché a faire comprendre comment, par les
A » 5 )
Progres de Pabstraction mathématique, on estamené
. t) - :
1a concevoir l'existence d’une théorie quiapour objet
es propriétés généra e 1 i
ol pf ; g : ales des fpncnons continues :
l% ces fonctions s’expriment ou non par les signes
de Falgeébre ou par d V
r dautr §
o p ; = symboles, d’une valeur
ématiquement définie. 1l y a plus d'un avan
N S Caai ;
tage a distinguer ainsi la théorie des fonctions, de
Papplicati Y i i bre
pplication qui s’en fait aux fonctions de 'algébre
et de Ia trigonométrie; et c’est en ce sens que jai
donné au pré i 1 ;
) present ouvrage le titre de 7raité élémen-
“taire de la Théorie des Fonctions.
Dans Pétat £ dori
) - actuel de lanalyse, Ia Théorie des Fonc-
fions consiste presque entiérement dans la théorie
: S
des rapports qui s’établissent entre les fonctions que
Lagrange a nommées primitives et dériodes ; et Pex
5 4 ; st g
pressionanalytique decesrapports engendre ce qu'on
- W : Y 3 :
appelé depuis Leibnitz le Calcul différentiel et in-
B - v R . 5 :
tégral, ou bien le Calcul infinitésimal , & cause dela
5 e 7 7 :
notion d'infiniment petit que Leibnitz y a jointe
n ) 3 3 '
Pour peu que I'on ait une teinture de Phistoire des
. 25 \
:c.lences, on nignore pas que Newton a inventé et
ait connai S
4 nnaitre, sous le nom de Méthode des fluxions,
un c: i g i i
n f:dlClll qui a le méme objet que celui de Leibnitz;
L : o ] :
t Fon sait que le résultat d’un débat animé entre

les partisan :
s s de ces grands hommes, a été d’assurer

PREFACE. X

2 chacun d’eux un droit égal a cette mémorable dé-

couverte.
Le développement parallele des idées de Newton

et de celles de Leibnitz west pas seulement un fait
historique; il tient au fond du sujet, et ne peut étre
négligé dans une exposition didactique sans que
Pexposition peche en quelque point: les deux théo-
ries se completent Pune Fautre, sans quon en
puisse assigner une troisieme qui ne rentre au fond
dans Pune on dans Vautre. Pai cherché & faire sentir
les raisons de cette double solution, autant que
cela m’était permis dans un ouvrage destiné & des
studes lémentaires, et jusqud un certain point
pratiques. i
T.a méthode de Lagrange, avec les modifications
quelle a recues depuis qu'on a reconpu I'impossi-
bilité de fonder, comme Uentendait ce grand géomeé-
tre, tout le caleul différentiel sur de simplesidentités
algébriques, n’est au fond quun retour i la méthode
de Newton. Sa notation;, qu'il est utile dans une foule
de cas d’employer concurremment avec celle de
Teibnitz, ne différe par rien d’essentiel de la notation
newtonienne; et les épithetes yvagues de primitives et
de dérivées ne valent pas les dénominations de
fluentes et de fluxions auxquelles Newton avait donné
un sens si précis, Mais je n'ai pas oublié que, dans
un livre & Pusage des jeunes étudiants, il faut parler

le langage actuellement regu dans les écoles. En
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conséquence jai exposé d’abord, dans un chapitre
spécial, la théorie des fonctions dérivées, sous la
forme qu'on lui donne maintenant; puis, je me suis
attaché a faire comprendre la théorie des infiniment
petits, et l'identité des résultats obtenus par la mé-
thode infinitésimale avec ceux que donne la consi-
dé.ration des limites et des fonctions dérivées. Une
fois cette identité bien saisie par le lecteur, il peut
safns scrupule accepter les démonstrations par Finfi-
niment petit, et profiter des simplifications que ce
tour de démonstration a la propriété d’opérer.

De cette maniére, le lecteur n’arrive quavec len-
;eur, .quoique sans circuits, & la différentiation des
,];);ZZ:Z?‘ déilzzfelzae::s} par laq.uelle les auteurs dé-

! - Je souhaite que cette lenteur
n’e SO-lt pas trop blamée; et je m’imagine que, si j'ai
réussi & merendre clair, au moins 4 une secon(’ie lec-
ture, les commencants trouveront quelque avan-
tage, pour la suite de leurs études, & avoir insisté un
peu longuement sur ces généralités.

Pour représenter des fonctions qui peuvent étre
qu’elcouques, et méme n’avoir pas d’expression ma-
then‘latique, Jaifaitun continuel usage des courbes
Ce: signe, si naturel et si commode, rend preSque.
évidents une foule de résultats dont la preuve
exige, pour étre suivie, un certain effort d’esprit
quand on. ne gaide pas des considérations graphii
" ques; et il ne faut pas confondre Pemploi de ces

PREFACE. XI
considérations , pour la facile intelligence de la théo-
rie des fonctions, avec Papplication du calcul diffé-
rentiel & la géométrie, qui fait, dans ce premier
volume, lobjet d'un livre particulier. Les applica-
tions géométriques du calcul intégral ont beaucoup
moins d’étendue, et on les trouvera dans le second
volume; exposées apres les théories de pure analyse
auxquelles ellesserapportent le plusimmédiatement.

1l était permis & une autre époque. de regarder
les applications géométriques commele but principal
de Panalyse : il n'en est plus de méme depuis les
rapides progres de la physique mathématique. La
discussion des questions particuliéres de physique,
auxquelles les géometres ont appliqué lanalyse,
n’appartient pas sans doute & un traité de mathé-
matiques pures; mais les propriétés générales des
fonctions, en tant qu’elles représentent des grandeurs
physiques, variables dans Vespace etdans le temps,
sont un sujet de spéculations générales et abstraites
qui n’emprunte rien  lexpérience, et qui appartient
aux mathématiques pures, aussi bien que 'exposi-
tion des propriétés de I'étendue. Nous avons appelé
P'attention du lecteur sur ces propriétés générales
des fonctions physiques et des fonctions du temps,
chaque fois que loccasion s’en est présentée; et
sous ce rapport le présent ouvrage pourrait étre

considéré comme une introduction générale a la
physique mathématique.
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En adoptant la forme deTraité, j'ai ditm’attacheri
rendre Lordre et la distribution des matiéres aussi
naturels que possible; sansignorer qu'on ne peutat-
teindre ce but de maniére A éviter toute association
arbitraire et touteséparation regrettable. Le premier
volume renferme ce qu'on a coutume de comprendre
sous la rubrique de Caleul différentiel; le second
est consacré au Calcul intégral et A celui des diffi-
rences finies : mais je donne dés le commencement
du premier volume, au livre intitulé des Principes,
les premiéres notions du ealcul intégral et du cal-
cul des différences finies, qui m’ont semblé néces-
saires pour rendre plus claires ou plus complétes,ou
pour fixer & leur juste place des théories qui se ratta-
chent au calcul différentiel.

Je me suis écarté de Pusage en placant le Caleul
des variations dans le cinquiéme livre, qui a pour
objet les quadratures, avant la théorie de intégra-
tion des équations différentielles. Cette innovation
me parait motivée sur Pordre des difficultés, non
moins que sur P'enchainement des matiéres. En
écartant le calcul des variations de la théorie des
quadratures, & laquelle il se rattache naturellement,
pour le rejeter aprés Fintégration des équations aux
différences partielles, on induit les commencants
en erreur sur la vraie nature de cette belle méthode
de Lagrange, comme si elle constituait (selon I'ex pres-

sion proposée parun auteurde mérile) unnouveau cal-
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cul /g)fpert/'an.mendmzt; tand_is que ce n’esil: qluf’ ;l’l’le :t]ii-l
gante application des principes du‘ calcul di elerer
aux fonctions renfermées sousun gigne de qxlxac ra.xtur& ;
Le progres actuel des sciences mathematxqut]es
n'exige pas, comme celui de quelques br:fn’ches tc(f
la physique, une refonte conu.nuelle c']eslelemen. s
cependant, a mesure que certames.theorles s-e sim-
plifient, ou recoivent des applications plus 1mE)uI‘-
tantes, elles acquiérent des droits a passer dans l'en-
seignement ¢lémentaire, et ay preﬂndre la place
d’autres spéculations auxquelles on n’a pas re?cox-mu
la méme fécondité. 11 m’a semblé que les prmc?pes
de la théorie des fonetions elliptiques et eulérien-
nes devaient se trouver dans les éléments du calcv.'ll
intégral ; que les exemples de détermination:. d’int,e?-
grales définies devaient y étre multipliés ; qu'il fallait
insister sur les nouveaux procédés d'intégration des
équations linéaires aux différences partie]lwesr, asse.z
pour préparer convenablement le lec.:teur a lln'telh-
gence des travaux spéciaux de physique mathéma-
tique. D’'un autre coté, comme jlai eu surtout en vue
Pintérét des jeunes gens quise préparent a nos grades
et 2 nos concours universitaires, jai indiqué par un
astérisque, dans le texte et dans la table des cha.pl-
tres, les matiéres qui, d’apres I'usage, ne sont point
réputées exigéespour la licence ¢és scienc:t.es mathéma-
tiques, ni pour le concours d’agrégatlo,n' dfmt. le
grade de licencié¢ est une condition préliminaire.
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Il ne faut pas confondre, dans une exposition
didactique, 'enchainement logique des propositions,
avec les liaisons naturelles qu'ont entre clles les
vérités physiques ou abstraites qu'il sagit d’exposer.
On peut satisfaire 4 toutes les conditions d’un en-
chainement logique, sans éclairer I'esprit sur les rap-
ports essentiels des idées et des théories auxquelles
on l'applique. Les intelligences pénétrantes finissent
par saisir ces rapports; et n’en eussent-elles qu'une
perception confuse, cela suffit pour les guider dans
la recherche de vérités nouvelles; mais il est bon
de faciliter ce travail aux esprits ordinaires. On ne

sera pas surpris que, d’apres cette maniére de voir,

il 2 :
je n’aie pas fait consister seulement ma tiche dans

lareproduction d’'une suite de démonstrations pour le
tableau. Favoue méme que jattacherais moins de
prix & mettre dans la démonstration d’un théoréme
cette rigueur exiréme, si recherchée maintenant de
quelques personnes, qu’a faire clairement apercevoir
la raison de ce théoréme et ses connexions avec les
autres vérités mathématiques. Je prie donc que I'on
m’accorde quelquefois, pour la commodité de l'ex-
position, et pour ne point décourager dés le début
mes jeunes lecteurs, des démonstrations qui ont
satisfait si longtemps les plus grands géométres. Je
“demande surtout de I'indulgence pour les erreurs
qui auraient pu se glisser dans les calculs ou dans
la rédaction d’un ouvrage de longue haleine, ou

—
PREFACE. XV
il serait peut-étre chimérique de prétendre a une
correction parfaite. Je profiterais avec reconnaissance
des observations que MM. les professeurs voudraient
bien me communiquer, pour rendre, le cas échéant,
cet ouvrage plus digne de leur étre offert. :

Quoiqu’on ne puisse se faire une loi, dans un livre

élémentaire, de citer lesinventeurs, jai passablement
multiplié¢ les citations, lorsqu’ellesse rattachaient aux
premiéres notions de I'histoire des sciences , que les
&éves eux-mémes doivent posséder, ou lorsqu’elles
pouvaient leur inspirer un juste respect pour
ceux de nos contemporains dont les travaux contri-
buent aux progrés de la science. Les personnes déja
versées dans l'analyse supérieure, au jugement des-
quelles je soumets les idées qui me sont propres,
reconnaitront bien, sans que je les indique ici,
les - sources nombreuses auxquelles jai da puiser
sans scrupule. Si je cite en particulier le grand ou-
vrage de notre respectable maitre, M. Lacroix, c’est
pour acquitter une dette de reconnaissance person-
nelle; car tout a éié dit depuis longtemps sur le
mérite du livre, et sur les services de tout genre que
son auteur a rendus a I'enseignement.

Tai évité soigneusement d’employer des mots qui
ieussent pas déja cours, et 'on ne trouvera dans
ce Traité, quant a la terminologie, qu’une innovation
de quelque importance : celle qui consiste a distin-
guer par des numéros d’ordre les diverses solutions



XVI PREFACE.
de continuité d'une fonction. Ainsi, je dis quune
fonction éprouve une solution de continuité du pre-
mier ordre, lorsqu’elle prend une valeur infinie ou
qu’elle passe brusquement d’une valeur finie 4 une
autre; si une pareille solution de continuité est su-
bie par la fonction dérivée du premier ordre, je dis
que la fonction primitive éprouve une solution de
continuité du second ordre, et ainsi de suite. Cette
définition a pour but, non-seulement d’abréger le dis-
cours, mais aussi de donner plus de précision a cer-
taines notions fondamentales, et je m'étonne qu'on
ne lait pas déja introduite dansles livres didactiques.
Je n’ai pas craint d’employer, dans quelques pas-
sages fort courts du premier volume, des termes
dont Pacception philosophique est bien connue,
mais qui ne semblent pas appartenir 4 la langue ma-
thématique. Ceux des lecteurs que ces termes cho-

queraient, peuvent passer outre sans inconvénient.

Fai conservé ces passages, enles resserrant, pour des
personnes d'une autre tournure desprit; et peut-
étre trouverai-je une occasion de développer utile-
ment les idées qui n'y sont qu'indiquées. Ce que je
dis dans le chapitre IV du quatriéme livre, sur les
connexions de la géométrie et de lalgebre, compor-
terait aussi des développements dans lesquels je ne
suis pas entré, pour ne pas trop m’écarter du but
principal que javais en vue.
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PRINCIPES.

CHAPITRE PREMIER.

DES FONCTIONS EN GENERAL ET DE LA THEORIE
DES FONCTIONS.

I. Dans le langage emblématique des anciens algé-
bristes, les produits de facteurs égaux s’appelaient indif-
féremment puissances, dignités ou fonctions : nous
attachons encore aujourd’hui au mot de puissance la
méme acception, et celui de dignité (dignitas) est resté
en usage dans le latin technique ; mais le terme de_fone-
tion a dépouillé depuis longtemps cette acception par-
ticuliere pour en prendre une autre beaucoup plus gé-
nérale, et dont la généralité dénote Pun des progrés les
plus remarquables de 'abstraction mathématique,

Jean Bernoulli parait étre le premier qui ait entendu

T X I
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par fonction d’une quantité x, non-seulement les puis-
sances de cette quantité , telles que 2", mais toutes les
quantités » dont on peut exprimer par des signes d’al-
gebre la relation avec la quantité x : relation en vertu
de laquelle la valeur de # détermine celle de , et réci-
proquement. Ainsi :
P—max4-n

Viy 2t

y=a+(b—x)"r— ny:ilog.(l +a),ete.

sont en ce sens des fonctions de x aussi bien que z".
On fait tomber vers 'année 16qo la date de cette inno-
vation (¥), qui n’aurait en d’ailleurs qu'une faible im-
portance, si elle ne s’était rattachée aux idées émises par
Descartes, un demi-si¢cle auparavant.

Il résulte en effet des conceptions de Descartes, qu’une
équation algébrique n’est pas seulement propre a indi-
quer les opérations de calcul par lesquelles on peut ob-
tenir la valeur numérique d'une quantité déterminée,
mais quelle exprime encore la loi suivant laquelle
varient simultanément deux grandeurs dont 'une dé-
pend del'autre, et qui toutes deux passent d’'une valeur i
une autre sans discontinuité, ou en prenant successive-
ment toutes les valeurs intermédiaives. Il fallait expri-
mer d’'une maniére générale cette dépendance entre deux
grandeurs variables; ce qu'on fait commodément en
disant , d’aprés Bernoulli, que I'une des variables est
fonction de lautre.

(") Voyez deux notes de Leibnitz, insérées dans les deta erudito-
rum et dans le Journal des S:wzm'ts pour 'année 1694 (OFuvres de
Leibnitz, t. 111, p. 300 et 302). Le mot de fonction y est pris dans
une aceeption qui w’est pas encore précisément celle qu'il a conser-
vée, mais qui s'en rapproche beaucoup ponr le sens et pour la géné-
ralité,

P

DES FONCTIONS. 3
La pensée de Descartes était, comme chacun le sait,
Qappliquer Yalgébre a la géométrie, et pour cela de dé-
fmir algébriquement les courbes au moyen d’une équa-
tion entre les coordonnées de chaque point, Récipro-
quement, cette idée mettait sur la voie d’appliquer la
géométrie a Ialgtbre, en considérant les deux variables
de toute équation indéterminée comme les coordonnées
d’une ligne dont on peut, au moyen de I'équation méme,
déterminer avec exactitude autant de points qu'on le
juge convenable. La courbe n’est plus alors que le signe
graphique et conventionnel de la loi algébrique qui lie
les variables entre elles; mais ce signe conventionnel
est merveilleusement adapté a la nature de la chose
signifie; et il ramene & des faits de pure intuition des
rapports que Vesprit ne saisirait pas sans effort dans leur
nature abstraite, en s'astreignant i n’employer que des
signes d’une autre espece. La continuité de la ligne est
limage sensible de la continuité de la fonction : et les
inflexions d’une courbe, son allure, font souvent voir
d'un coup d’eeil ce qu'on ne mettrait que péniblement
en évidence par la discussion algébrique de I'équation
que la courbe représente.

2. Le caractére propre d’une fonction continue con-
siste en ce que l'on peut toujours assigner a I'une des
variables des valeurs assez voisines pour que la différence
entre les valeurs correspondantes de la fonetion qui en
dépend, tombe au-dessous de toute grandeur donnée.
Autrement, cette fonction ne pourrait pas étre exprimée
par l'ordonnée d’une ligne dont lautre variable est
Pabscisse; et, réciproquement, il est manifeste que cette
propriété subsiste pour toute fonction exprimée par
Vordonnde courante d'une certaine ligne. Quand une

I
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fonction définie par une formule algébrique devient
infinie pour une certaine valeur de F'autre variable, on
dit que la fonction éprouve, pour cette valeur, une solu-
tion de continuité. Clest ce qui arrive, par exemple, &
la fonction trés-simple

I
’

L e

pour la valeur z=a. Si Yon donne & x deux valeurs
trés-voisines, mais I'une un peu plus petite, autre un
peu plus grande que a, les valeurs correspondantes dey
different excessivement, I'une étant un trés-grand nom-
bre négatif et 'autre un trés-grand nombre positif ; et
méme, dans ce cas, plus la différence des valeurs de
deviendra petite, plus la différence (algébrique) des va-
leurs correspondantes de la fonction y ira en croissant.
Aussi, Ihyperbole dont la fonction y est I'ordonnée, a
deux branches séparées par l'ordonnée asymptotique
qui correspond a l'abscisse a.

En général, les fonctions qui s'expriment avec les
signes usités en algébre et en trigonométrie, ont, comme
la précédente, la propriété de rester continues dans
I'ensemble de leur cours, sauf des solutions de conti-
nuité qui peuvent correspondre a certaines valeurs
singuliéres de la variable dont elles dépendent. 1l y a
cependant quelques exceptions i ce principe, auxquelles
on est conduit par une suite nécessaire des régles d'apres
lesquelles se combinent les signes algébriques. St, par
exemple, on posait y= (—a), a désignant un nom-
bre positif, toutes les fois que & serait égal a une frac-
tion de numérateur impair et de dénominateur pair,
y deviendrait imaginaire; et comme on peut toujours
intercaler entre deux valeurs de x, si voisines quon les
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concoive, une infinité de fractions a numérateurs im-
pairs et & dénominateurs pairs, il s'ensuit qu'on ne peut
joindre par un trait continu deux points correspondant
a deux systémes de valeurs réelles pour les coordonnées
x et y, quelque voisins qu'on les suppose. Mais des
fonctions anomales, comme celle que l'on vient d’in-
diquer, ne sont pas susceptibles de s'appliquer a la me-
sure des phénoménes naturels, et ne jouent méme jus-
quici qu'un réle trés-borné en analyse pure. 1l n'en
sera reparlé que beaucoup plus tard, dans la suite de
ce Traité.

3. D’'un autre coté (et cette considération est, sans
comparaison, plus importante), nous concevons qu'une
grandeur peut dépendre d’une autre, sans que cette
dépendance soit de nature a pouvoir étre exprimée par
une combinaison des signes de I'algébre. En étudiant la
trigonométrie, le lecteur a vu qu’on introduit des abré-
viations ou des signes spéciaux pour indiquer le sinus,
le cosinus, la tangente d’'un arc, grandeurs géométrique-
ment déterminées, par cela seul qu’on assigne la valeur
de l'arc, mais qui ne peuvent cependant pas s’exprimer
en fonction de arc au moyen des signes de l'algébre
pure. Imaginons un pendule S ( fig. 1) qu'on écarte de
la verticale d’un angle .SV, et qu'on abandonne ensuite
dans le vide 4 I'action de la pesanteur : on concoit une
relation nécessaire entre le temps écoulé depuis origine
du mouvement, et I'angle que la tige du pendule fait en
chaque instant avec la verticale; mais cette relation ne
peut point s’exprimer exactement avec les seuls signes
algébriques et trigonométriques, qui sont censés connus
du lecteur. Nous énoncerons toutefois la dépendance de
ces deux grandeurs, en disant que Pangle d’écart est une
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fonction du temps ; mais alors nous généraliserons l'ac-
ception: du mot de fonction beaucoup plus qu'on ne
Pavait fait d’abord.

Ceux qui ont étudié la dynamique savent qu'on peut
effectivement calculer, avec tel degré voulu d’approxi-
mation, la valeur numérique de Pangle d’écart pour cha-
que instant, et pour chaque valeur de la longueur du
pendule et de Pangle initial d’écart, en n'empruntant i
l'expérience qu’une seule donnée, la mesure de Lespace
que décritun corps qui tombe librement dans le vide pen-
dantla premiére seconde de sa chute. Mais I'étude des au-
tres phénoménes naturels, et surtout celle des phénoménes
de la vie sociale, nous montrent une foule de cas oit deux
grandeurs variables dépendent manifestement Pune de
Pautre, sans qu'on puisse calculer Pune & priori au moyen
de Pautre : soit parce qu’en effet la liaison quiles unitn’est
pas susceptible d’une définition mathématique; soit parce
que cette définition, quoique possible, nous est inconnue.

Aingi, la force élastique maximum de la vapeur d’eau
est une fonction de la température de cette vapeur; la
température moyenne des diverses tranches d’une co-
lonne atmosphérique est une fonction de la hauteur de
cette tranche au-dessus du niveau des mers; la quantité
demandée d’une denrée est une fonction du prix cou-
rant; au sein d’une grande population, le rapport du
nombre des individus de chaque édge a la population
totale est une fonction de cet age. En donnant au mot
de fonction, comme on doit le faire maintenant, cette
acception tout & fait extensive, nous le tirons en quel-
que sorte de la langue mathématique, pour lui donner
place dans un vocabulaire moins spécial
tous ceux qui cultivént les sciences ot '
grandeurs mesurables.

, a lusage de
on compare des

e
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Les fonctions dont il s'agit ici ne peuvent étre données
que par I'observation, et elles sont réputées (,:onnues lors-
qu'on a construit une table oll se trouvent, d’une part, des
valeurs trés-voisines et trés-multipliées de l'une des quan-
tités variables, d’autre part, les valeurs correspondantes
de la fonction qui en dépend, telles que les donnent des
observations trés-précises, ou assez nombx.'euses pourque
les erreurs qu'elles comportent, disparaissent sensible-
ment des résultats moyens. On doit nommer les fonc-
tions ainsi déterminées, fonctions empiriques, par oppo-
sition aux fonctions qui se définissent maﬂlématiquemen.t,
et quon peut calculer exactement, ou avec une At
mation illimitée, en ne s'appuyant que sur leur définition
mathématique. . b

Le systéme de représentation graphlfp.-le Imaging par
Descartes sapplique aux fonctions empiriques comme 2
celles qui peuvent s’exprimer par une formrulle algéhrlque?;
puisque, méme pour celles-ci, il faut en ger.leral conve-rtu-
d’abord la formule en table , afin de déterminer des points
isolés que l'on joint ensuite par un trait continu, de ma-
niére 4 tracer la courbe avec une exactitude d’autant plus
grande que les points déterminés exactement sont plus
voisins et en plus grand nombre. :

Parmi les personnes qui s'occupent de.s sciences p_hy-.
siques et sociales, il n’en est aucune bRl nuis
les avantages attachés a I'emploi du t!‘ace. graplllque e
représenter les formes des fonctions emp_m}ques; pour ré-
soudre pratiquement les problemes qui sy rapportent;
enfin pour apercevoir des résultats que la simple 1/m";-
pection des tables ne mettrait pas suf{isamrnent en évi-
dence, et qui dépassent méme les limites des t.abl(fs.: le
sentiment de la continuité des formes tenant lieu ici de
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ce procédé d’induction auquel Lesprit humain est rede-
vable de la plupart de ses découvertes,

4. Une grandeur physique et mesurable doit toujours
rester finie, ‘el ne peut par conséquent, comme certaines
fonctions algébriques, éprouver des solutions de continuité
provenant du passage de la fonction par une valeur in-
finie. Chaque fois que l'on trouve une grandeur physique
exprimée par une fonction mathématique sujette i de
telles solutions de continuité, il faut en conclure que la
fonction mathématique cesse de donner la véritable me-
sure de la grandeur physique, dans le voisinage des va-
leurs pour lesquelles la solution de continuité a lieu,

Par exemple, on sait que la force de gravitation entre
deux molécules pondérables, est exprimée par la fonction

a (o
i (1)

@ désignant une constante, etz la distance des deux mo-
lécules considérées comme des points mathématiques.
Cette fonction devient infinie quand z s’évanouit; mais
on ne peut physiquement admettre, ni que les molé-
cules se réduisent & des points mathématiques, ni que
ces points coincident. Lorsque les molécules seront trés-
voisines 'une de l'autre, 'équation (1) qui était sensi-
blement exacte, tant que les dimensions des molécules
restaient trés-petites comparativement & leur distance ,
devra étre remplacée par une autre qui dépendra de la
figure des molécules.

Lorsqu’une grandeur physique varie avec le temps ,
ou en raison seulement de la variation des djstances
entre des molécules ou des systémes matériels, ou par V'ef-
fet de l'écoulement du temps combiné avec la variation
des distances, il répugne qu'elle passe d’une valear finie

<
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A une autre, sans prendre dans intervalle toutes les
valeurs intermédiaires. Cest ce qu’exprime l'adage cé-
lebre des anciennes écoles : Natura non facit saltus.
Mais dans Pétat d'imperfection de nos connaissances sur
la constitution des milieux matériels, on est autorisé a
admettre pour certaines grandeurs physiques, tel}es que
nous les pouvons définir et mesurer, des solutions de
continuité résultant du passage brusque dune valeur
finie & une autre. Ainsi, quand deux liquides hetéroge-
nes, tels que I'eau et le mercure, sont superposé.f;, nous
regardons la densité comme une grandeur qui varie
brusquement A la surface de contact des deux ‘lxqu@es 2
bien que toutes les probabilités nous portent a croire ,
et qu'il soit philosophique d’admettre que ].a solution d’e
continuité disparaitrait, si nous nous rendions complé-
tement compte de la structure des liquide§ 3 et de tous
les phénomenes qui se passent dans le voisinage de la
surface du contact.

5. Or, par cela seul que des fonctions qxe}thémat'iqu.es
ou empiriques satisfont a la loi de continuxt«_z, elles ]?uxs-
sent de certaines propriétés générales qui sont'd une
grande importance , non-seulement pour la tlu%one ah:s-
traite du calcul, mais bien plus encore pour linterpré-
tation des phénomenes naturels. Nous nous h?rneroxls
i en citer deux, que la représentation graphllque des
fonctions par les courbes rend manifestes, et qutne tar-
deront pas & devenir I'objet de trés-amples développe-
ments, mais quil suffira d’énoncer pour le but que
nous avons actuellement en vue. _

La premitre propriété consiste en ce que le-s b
tions de valeur que subit une fonction, & part.u' d’une
valeur déterminée, sont sensiblement proportlonnelles
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aux variations correspondantes de [autre grandeur

. . . . i

quand ces vf'a.natlons sont tres-petites. Déja le lecteur a

lvu une application trés-importante de ce principe, dans
o 3 |

a] lma\mere d,e faire usage des différences proportion-

lne e;: annexees aux tables de logarithmes. Afin de fixer
es idées pa i

s idées pariun autre exemple, prenons la fonction al-

gébrique :
Z22—7x + 6 :

Y=
X — 10

(2)
repre ¢
. lp esentee (fig. 2) par les deux branches de courbe
; . X
mn, § uwv, que separe une ordonnée asymptotique,
5% b e
correspondant & Vabscisse 2 = 10. Nous trouverons :

o
I pour z —1,00 y )": 0,00000

e iy 0,00555D|ﬂer. -+ 0,00555

T=1,02, y=+ 0,01109 R3990

Z=1,03, y=-+ 0,01662 99903
2°pourz=6,00, y= 0,00000

r=6,01, y=—-—0,01256 rpoiaast

2=6,02, y=-—0,02523 R0 30g

£=6,03, y=-—0,03801 aKags

La l?i de. proportionnalité se vérifie avec une grande
approxm]_anon dans les deux cas, quoique les valeurs
de y varient plus rapidement dans le second cas que
dans le premier, pour des accroissements égaux delx
CePendant nous avons fait varier la valeur de z par de—‘
fres ég\aux a un centiéme, ce qui n’est pas un!o)s frac-

ion trés-petite. Si i i éri
i el e
2y proportionnalité
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des variations correspondantes de ) se serait soutenue
d’une maniére beaucoup plus approchée.

Au surplus, tout ceci revient & dire qu'un arc de courbe
approche d’autant plus de se confondre avec la tangente
menée par une des extrémités de I'arc, que cet arc est
plus petit : car, pour une droite, les différences des or-
données sont rigoureusement proportionnelles aux diffé-
rences des abscisses, et le rapport constant de ces dif-
férences est égal a la tangente trigonométrique de
l'angle que la droite fait avec l'axe des abscisses.

La fécondité de ce principe si simple, la portée de
ses applications sont faciles a pressentir. Ainsi, chaque
fois que certaines variables oscillent autour de valeurs
moyennes dont elles gécartent trés-peu; lorsqu’on a,
par exemple,, & == &, + %, «' étant au nombre varia-
ble, toujours tréspetit par rapport au nombre cons-
tant w,, toutes les fonctions de z, connues ou incon-
nues, mathématiques ou empiriques, deviennent des
fonctions de x' qulon peut sans erreur sensible ramener
A la forme @ - ba', a et b désignant des mombres
constants, c'est-i-dire & une fonction algébrique, la plus
simple de toutes. Tel est en effet le grand moyen dap-
proximation a Pusage des analystes: celui par lequel ils
soumettent au calcul des questions qui, dans leur gé-
néralité, se déroberaient 4 toute investigation mathé-
matique.

Plusicurs principes de physique, découverts par l'ex-
périence, et donnés comme des faits d'observation, ne
sont que des conséquences du principe mathématique
que l'on vient de rappeler.

6. L'autre propriété générale des fonctions continues,
que mnous voulons faire remarquer ici, consiste en ce
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que la valeur de la fonction reste sensiblemeut station-
naire dans le voisinage des valeurs mazima ou mi-
nima. Cecl ressort encore de Pinspection des courbes :
car, quand ordonnée d’une courbe, aprés avoir été dé-
croissante, devient croissante (ce qui est le cas du
maximum), ou bien au contraire, quand, aprés avoir
été décroissante, elle vient & crottre (auquel cas elle
passe par un minimum), la tangente & la courbe de-
vient paralléle aux abscisses, comme en le voit sur la
Jig. 2, aux points 7 et u. L’'ordonnée de cette tangente
devient constante, et l'ordonnée du petit arc de courbe
qui se confond sensiblement avec la tangente, selon la
remarque du n° précédent, a par cela méme une va-
leur sensiblement constante. 11 peut, a la vérité, se pré-
senter des cas ou cette régle tomberait en défaut,
comme cela arriverait pour la courbe ghtk (fig. 3)
qui subit au point /2 ce que les géometres nomment un
rebroussement. L'ordonnée du point % est un maxi-
muin, quoique la tangente commune aux deux arcs gh,
fik, qui viennent se toucher en %, soit perpendiculaire
et non paralléle & Paxe des abscisses. Mais cette excep-
tion tient & un accident singulier dans le tracé de la
courbe g /2 £, et & une position déterminée de 'axe des
abscisses par rapport i cette courbe; au lieu que la
régle générale dont la Jig. o offre une application, ne
suppose aucune particularité dans le tracé de la courbe,

et subsisterait pour toute autre direction de laxe des

abscisses , ou, ce qui revient au méme, aprés un dé-

placement quelconque de la courbe par rapport a 'axe.

Seulement, si un semblable déplacement avait lieu, les

ordonnées mazximum et minimum ne correspondraient

plus aux points 7 et «, mais 2 dautres points de la
courbe.
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On trouve directement, par des méthodes qui - se-
ront exposées’plus loin, que les valeurs maxinum. et
minimum de la fonction (2) correspondent aux valeurs
& = 4, @= 16, et le calcul numérique nous donnera :

1°pourz = 3,99, ¥ = 0,999983 Diff. + 0,000017

xr = 4,00, y = [,000000

— 0,000017

Ze—ilion, g = 0090980 LS i
2°pourx = 15,99, ) =25,000017 — 0,000017
x = 16,00, y =25,000000 -+ 0,000017

x =—16,01, y =25,000017

Conséquemment une variation d’un centiéme .dans la
valeur de x, quand x = 4 ou= 16, ne fait varier que
de 17 millioniemes la valeur de _7',: tandis que la vana.—
tion de y correspondant a une égale vanatxon' de 2,
est 326 fois plus grande quand 2z = 1, et 7?39 fois plus
grande quand z= 6,selon les calculs rapportés ?lus haut.

La propriété que nous venons de reconnaitre dans
les valeurs maxima et minima, trouve sans cesse =
application dans la pratique, et. notammcnt’ dans’liit mT-
canique industrielle, ou il s'agit sm."lout dapprecter a
valeur d’une certaine grandeur, qui corresponc} a un
maximum deffet utile pour la méme dépense d’argent
ou de force, ou a un minimum de dépense. 'pf)ur. la
production du méme effet utile. Cette proprlete‘ vient
merveilleusement i notre secours, va imperfection de
nos connaissances et de nos instruments de mesu:u‘.e,.en
élargissant les limites entre lesquelles notre appre.cxa'tlorf
peut tomber, sans qu’il en résulte de 1.1otables variations
dans la dépense ou dans l'effet produit.
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Cependant, quelque important et quelque facile &
apercevoir que soit ce principe, Montucla nous dit @
quil n'a été énoncé en premier lieu que par Kepler,
dans son livre intitulé : Stereometria doliorum, publié
en 1615,

7. Maintenant il est aisé de comprendre qu'outre ces
propriétés presque évidentes, communes i toutes les
fonctions continues, il peut y en avoir d’autres, moins
aisées a découvrir, et qui appartiennent de méme i
toutes les fonctions, ou A certaines classes de fonctions,
définies par des caractéres généraux, tels que serait ce-
lui de croitre sans cesse avec la variable dont elles dé-
pendent, ou de reprendre périodiquement les mémes va-
leurs pour des valeurs ¢quidistantes de cette variable.
Des lors on peut imaginer une théorie qui aurait pour
objet la discussion des propriétés générales des fone-
tions; et cette théorie constituera une branche spéciale
des mathématiques , subsistant par elle-méme; laquelle
a la rigueur aurait pu former un corps de doctrine,,
quand méme l'algebre n'eiit pas été préalablement in-
ventée; quand méme on n’aurait pas pu se proposer
d'appliquer cette théorie a des fonctions algébriques :
quoique sans doute la principale utilité de la théorie
des fonctions consiste dans Iapplication dont il s'agit,
surtout si l'on a en vue la détermination numérique
des grandeurs.

Nous insistons sur cette maniére de définir la théorie
des fonctions, parce qWelle repose sur une idée qui re-
viendra dans tout le cours de ce Traité. Elle uous pa-
rait étre la base philosophique de la partie de I'ensei-

{*) Hist, des Math,, part. IV, liv. 1

S04t

v
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gnement dont nous nous occupons, et la seule' qui
réponde bien a I'état actuel de I'analyse mathématique.
On y est surtout conduit par les applications: de plus en
plus étendues de I'analyse aux sciences physiques; mais,
indépendamment de toute application, on trouve dans
la théorie ainsi comprise la solution immédiate de la
plupart des controverses agitées a diverses époques
entre les géomeétres, au sujet des principes mémes de
lanalyse (*). ;

8. En général on exprime que la grandeur y est une
fonction de x, connue ou inconnue, mathématique ou
empirique, par le moyen de notations, telles que :

y=Ff(x),y =TF(z),y =9 (x), ete.

les lettres f, F, o,.... désignant, non pas des quantités,

_mais des caractéristiques de founctions, analogues aux

abréviations /og ou sin. Souvent, lorsque les paren-
théses ne doivent contenir qu'une lettre, on les sup-
prime, et quelquefois, dans ce cas, on me.t un poin.t
aprés la caractéristique. Le lecteur a pu déja se fami-
liariser avec ces notations dans les traités de pure al-
gtbre ot on les a introduites; mais en algebre les. ca-
ractéristiques désignent essenticllement des fonctions
algébriques, et désormais elles pourront s'appliquer a
des fonctions quelconques.

Dans la détermination d'une fonction 3 = f (x),
peuvent entrer et entrent ordinairement les valeurs de

(*) Ainsi Lagrange n’aurait pas fait un livre exprés « pour réduire
le caleul différentiel a Panalyse algébrique,» s'il avait distingué dans
le caleul différentiel un corps de doctrine qui fait partie de la théo-
rvie des fonctions continues, qu’elles s’expriment ou non par les
signes de l'algebre, et qui subsiste indépendamment des applications
qu’on en peut faire aux fonctions et au caleul algébriques,
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certaines grandeurs que l'on doit considérer comme
constantes, tandis que x et par suite y varient. Si y et
z désignent les coordonnées courantes d’un cercle, le
rayon du cercle est une de ces constantes. L'angle ini-
tial d’écart d'un pendule [3] (*) et Iespace décrit par
un corps qui tombe durant la premiére seconde de sa
chute, sont aussi des constantes de la valeur desquelles
dépend la fonction qui exprime la valeur de Iangle
d’écart, pour chaque valeur du temps écoulé depuis Io-
rigine du mouvement. On donne quelquefois & ces cons-
tantes le nom de paraméires, emprunté i la théorie
des sections coniques: dans les applications aux sciences
physiques, on appelle aussi coefficients des constantes
dont les valeurs numériques doivent étre détermindes
par l'expérience.

11 est souvent utile d’exprimer qu'une fonction dé-
pend, non-seulement de la variable z, mais en outre
des valeurs constantes attribuées & certains paramétres
a, b,c..... ; ce qu'on fait en écrivant

Y=, @biic oo g

Si T'on était amené A concevoir que ces parameétres
a, b, c....., au lieu d’avoir des valeurs constantes et dé-
terminées pour chaque cas particulier, varient sans dis-
continuité a la manitre de , ils perdraient le nom de
paramétres : la grandeur y se rangerait parmi les fonc-
tions de plusieurs variables, dont nous ne nous occupe-
rons quaprés avoir exposé les fondements de la théorie
des fonctions d’une seule variable.

9. Les lettres a, &, c,.... , ¥5-.- peuvent désigner

(*) Les chiffres entre crochets indiquent les n® du texte auxquels
on renvoie.
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des grandeurs concretes, telles que des longueurs, des
aires,, des volumes, des poids, ete. (dont Vexpression
numérique présuppose le choix d’une unité arbitraire),
ou des nombres abstraits. Dans tous les cas, la forme
de la fonction f doit étre telle, que Péquation (3) sub-
siste indépendamment du choix des unités de mesure ;
oul, ce qui revient au méme, il faut qu’on ne puisse pas
tirer de I'équation (3) une condition d'égaiité entre des
grandeurs hétérogeénes. Cette régle, connue sous le nom
de principe de Ihomogénéité des fonctions, et qui ne
saurait offrir de difficultés sérieuses dans les applica-
tions, mene souvent de prime abord 4 des conséquences
importantes concernant la forme des fonctions. On ya
eu recours pour démontrer trés-simplement, et A notre
avis de la maniére la plus dirvecte, certaines proposi-
tions fondamentales de géométrie et de mécanique (%)

Afin de montrer une application ‘du principe de I'ho-
mogénéité des fonctions, revenons sur la question indi-
quée au n° 3 : appelons § langle d’écart d’un pendule
avec la verticale aprés un temps ¢ compté depuis Iori-
gine du mouvement; désignons par 6, langle initial ’é-
cart, par / la longueur du pendule, et par & g, selon
Iusage regu, la longueur que déerit dans la premitre
unité de temps un corps qui tombe librement en vertu
de la force de gravité -qui fait mouvoir le pendule: on
aura

O —eflt, San e )
b est la fonction , 7 la variable dout elle dépend; 6,, g5l
sont des constantes ou des parametres, et il n’y en a
pas d’autres, puisque toutes les conditions du phéno-

(") Voir lanote 2. de la Géométrie de Legendre, et le n® 26 de la
Mécanigue de M. Poisson, 2° édition.

T I, 2
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méne sont déterminées, une fois qu'on a fixé les valeurs
de ces constantes. Or, g et /sont les seules grandeurs
dont la valeur numérique dépende du choix de unité
linéaire, et la valeur de 6 en fonction de ¢ ne peut pas
changer avec cette unité arbitraire. Donc la fonction /
ne dépend que du rapport des lignes g, /, et 'on peut

e:f‘<t, BO,‘{;—r"

Supposons que I'on sache en cutre, par les premiéres
expériences surla chute des graves, que la racine carrée

éerire

du paramétre g varie proportionnellement a Iunité de
temps, ou en raison inverse de la valeur numeérique
de ¢, pour un méme temps écoulé: comme la valeur
de 8 en un instant donné ne saurait dépendre du choix
arbitraire de I'unité de temps, on en conclura que ¢ ne
peut entrer (_l_adns la fonction f qu'autant qu’il y est mul-
tiplié par |, et quainsi Fon a
6:]’(1 \/5,90 )
{
Arrivés 4 ce point, nous ne pourrions particulariser
davantage la forme de la fonction sans entrer dans le
détail des principes de dynamique, spécialement appli-
cables a la question, détail qui n’est point de notre
sujet.
10. Si 'on a en méme temps
ry=f(z)pz=e(s), (4)
de sorte que la valeur de y dépende immédiatement de
celle de z, et que la valeur de x dépende immédiate-
ment de celle de ¢, la valeur de y se trouvera dépendre
médiatement de la valeur de 7 : ce sera, comme on
dit, une fonction de fonction,ou, pour parler un lan-

i
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gage plus simple, une fonction médiate de la variable ¢,
Les exemples de cette dépendance médiate et indirecte
sont trop fréquents en mathématiques pures comme en
physique pour que nous ayons besoin 'y insister.
Elle s’exprimerait par la notation
ry=rle(@) ] ouy=Ff(g¢).
Il se pourrait aussi que Fon efit
y = z)!'r:'?(t)’z’:"!/(t)v (5)

d'ol

y=Jlot, 41)=F (o)

Alors, quoique y se trouvit dépendre en apparence de
deux variables z, z, elle ne dépendrait réellement que
d’une seule variable ¢ dont il sufficait d’assigner la va-
leur pour déterminer z, z, et par suite y.

Réciproquement, étant donnée une équation

i y=F(@)=f(9t,41),
il peut étre avantageux de la remplacer par le systéme
équivalent des trois équations (5), en introduisant deux
variables intermédiaires z, z, qui prennent alors com-
munément le nom de variables auxiliaires.

11. Le terme de fonction implique I'idée d’une va-
riable dépendante d’une autre. Dans les exemples ¢i-
dessus, y, x, zsont donc des variables dépendantes, et
par opposition 7 peut étre qualifié de variable indépen-
dante. Au point de vue abstrait, il serait tout aussi
permis de regarder 3 comme la variable indépendante,
et x, z, ¢ comme des fonctions qui en dépendent mé-
diatement ou immédiatement, puisque, si I'on assigne
d’abord arbitrairement une valeur 'y, celles de x, z, ¢
seront déterminées en vertu des équations (4) ou (5).
Clest ainsi qu’étant donnée une équation en , v, il est
aussi permis de la concevoir résolue par rapport & x

715
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que par rapport a y. On peut done dire en ce sens que
le choix de la variable indépendante est arbitraire ;
mais ceci cesse le plus souvent d’étre vrai lorsque l'on
envisage un probleme daprées ses données concrétes.
La nature des grandeurs qui varient simultanément éta-
blit entre elles des relations telles que les variations des
unes doivent étre considérdes comme subordonnées aux
variations des autres; et celles-la seulement dont les va-
riations ne sont subordonnées & celles d’ancune autre,
doivent étre essentiellement qualifides de variables in-
dépendantes.

Ainsi, dans la question de méeanique déja plusieurs
fois indiquée, il convient de considérer 'angle d'écart
d'un pendule comme une fonction du temps ¢ écoulé
depuis l'origine du mouvement, et ¢ comme la variable
indépendante; et il répugnerait au contraire d’envisager
¢ comme une fonction de langle 0 pris pour variable
indépendante; parce qu'il est évident que le temps s'é-
coule ou que ¢ varie indépendamment du mouvement
du pendule, et au contraire que les variations de ¢ dé-
pendent du temps écoulé, ou sont subordonnées aux va-
riations de ¢,

En général, pour toutes les grandeurs qui varient
avec le temps, ct & cause du temps écoulé depuis un
instant pris pour origine, le temps remplit, par la na-
ture méme des choses, le réle d’'une variable essentiel-
lement indépendante, en ce sens que ses variations ne
sont subordonnées a celles d’aucune autre grandeur.
Nous aurons lieu, par la suite, de revenir sur les consé-
quences de ce principe, et d'insister sur les propriétés
générales des grandeurs, en tant que fonctions du temps :
propriétés dont la discussion nous semble appartenir
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aux mathématiques pures, au méme titre que les spé-
culations qui ont pour objet les propriétés de I'étendue
ct les formes géométriques.

La remarque que P'on vient de faire a lien pour la va-
viable 7, comptée d'une origine arbitraire, et servant &
déterminer Iépoque d’un phénomene, ou, plus préci-
sément, linstant olt une certaine grandeur atteint une
valeur déterminée. Si, au contraire, la variable ¢ mesu-
rait la durée absolue d’'un phénoméne, elle pourrait
jouer le réle de variable dépendante. Ainsi, la durée de
Poscillation d’un pendule est une fonction de Pangle
initial d’écart, désigné ci-dessus par 6,. Clest la gran-
deur de cet angle qui détermine la durée de Poscillation
ou, en d’autres termes, nous concevons la variation de
la durée comme une conséquence de la variation de
Pangle initial, et non la variation de Pangle comme
subordonnée & la variation de la durée.

Des considérations analogues s’appliquent aux coor-
données variables par le moyen desquelles on détermine
la position d’un point sur une ligne donnée, sur une
surface donnce, ou dans P'espace. La grandeur que 'on
envisage comme variable, non plus d’un instant a 'au-
tre, mais d'un Zew & Pautre, est une fonclion des coor-
données variables du point ol elle est censée mesurée ;
et les coordonnées indépendantes sont évidemment an
nombre de trois, si le point peut se déplacer d’une ma-
niére quelconque dans Iespace; au nombre de deux, si
le point est assujetti & rester sur une surface donnée;
enfin, il 0’y en a plus qu'unc seule, si le point est assu-
jetti a rester sur une ligne donnée. Toutefois, il faut re-
marquer que le choix d’un systéme de coordonnées est
arbitraire : de sorte que rien n’empécherait de considé-
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rer les coordonnées &, y, z qui déterminent la position
d’un point dans espace,comme fonctions d’autres coor-
données u, v, w, prises dans unautre systeme. L’indépen-
dance des variables z, y, z ne tient donc pas i leur na-
ture, mais au choix arbitraire qu'on en a fait pour
servir de coordonnées, tandis que Iindépendance de la
variable ¢, qui représente le temps écoulé depuis un ins-
tant pris pour origine, tient a l'essence de cette gran-
deur. Ces analogies et ces différences sont des consé-
quences immédiates des analogies et des différences que
présentent les concepts fondamentaux du temps et de
Pespace.

Nous ne voulons pas dire, par ce qui précede, que,
dans certaines questions de physique, telles coordon-
nées ne soient pas indiquées de préférence i toutes au-
tres, par la nature spéciale de la question : I'attention
des analystes doit s'appliquer & saisic de semblables in-
dications; car, en général, la solution d’un probléme a
atteint sa perfection quand on a lié par Panalyse les
variables entre elles, conformément 4 Pordre de leur
dépendance naturelle. De méme, en géométrie pure, le
mode de génération d'une ligne ou d’une surface indique
lescoordonnées quiil est convenable et naturel de prendre
pour variables indépendantes, et dont le choix facilite
la discussion des propriétés de la ligne ou de la sur-
face:

e ) i

CHAPITRE II.

DE LA CLASSIFICATION DES FONCTIONS ET DE LEUR
DEVELOPPEMENT EN SERIES.

12. Les fonctions mathématiques se distinguent en
fonctions eaplicites et en fonctions implicites. On ap-
pelle fonctions implicites celles qui sont déterminées par
une équation non résolue entre la fonction et la variable
indépendante. Ainsi la fonction 3 donnée par I'une des
équations
y—bxy—a,by + ¢ =log z,tang y —ysinz,etc.,
est une fonetion implicite de z. Si ces équations étaient
résolues par rapporti y et mises sous la forme y = /',
.y deviendrait une fonction explicite de la méme va-
riable.

On peut comprendre les fonctions explicites et im-
plicites sous la méme notation, en exprimant par une
équation de la forme

Ffgi=—=to, W (r)
la liaison qui subsiste entre la variable x et la fonc-
tion y.

Les fonctions mathématiques, qu’elles soient expli-
cites ou implicites, se distinguent encore en fonctions
algébriques et en fonctions transcendantes. Si Uéqua-
tion (1) est algébrique, en sorte qulapres I'évanouisse-
ment toujours possible des dénominateurs et des radi-
caux, le premier membre soit un polynome entier de
degré déterminé par rapport & x et par rapport i y, la
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fouction y est réputée algébrique. Si les variables «, 7%
ou seulement 'une d’entre elles, entraient dansla forma-
tion d'un exposant, ou si elles se trouvaient affectées ,
soit d’un exposant irrationnel , soit du signe log, soit de
I'un des signes usités en trigonométrie, la fonction se-
rait qualifide de transcendante. Plus généralement, toute
fonction mathématique qui ne se trouve pas comprise
dans la définition des fonctions algébriques est réputée
transcendante. Les seules fonctions transcendantes que
le lecteur soit censé connaitre, savoir, les fonctions ex-
ponentielles, logarithmiques et trigonométriques, ont
été successivement définies dans le cours de mathéma-
tiques élémentaires. Ces fonctions sont-elles en effet
les plus simples de toutes aprés les fonctions algébriques
¢lémentaires ? Sont-elles réductibles ou irréductibles en-
tre elles? Y a-t-il entre elles quelque lien, malgré leur
diversité apparente dorigine? Toutes ces questions sont
du ressort de la théorie qui doit nous occuper; et en
méme temps que nous étudierons sous un point de vue
nouveau les fonctions transcendantes déja définies dans
les éléments , nous serons amenés & en considérer d’au-
tres en nombre illimité, & les définir, & les classer, et
a désigner celles de ces fonctions qui ont acquis le plus
dimportance, par des notations ou par des caractéris-
tiques particuliéres.

13. Puisque les équations algébriques, de degré supé-
vieur au quatriéme, sont en général irrésolubles algé-
briquement, et qu'ainsi la valeur de Jen x, quand
I'équation (1) est, par rapport a y, d'un degré supérieur
au quatriéme, ne peut pas, en général, s'exprimer avec
les radicaux et les autres signes élémentaires de I'alge-
bre, il semble quon pourrait regarder la racine d’une
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telle équation comme une fonction transcendante, aussi
bien que les exponentielles et les logarithmes. Mais Leib-
nitz, & qui l'on doit la distinction des fonctions algé-
briques et des fonctions transcendantes, n’a point com-
mis cetteméprise. En effet, la circonstance qu’une équation
algébrique entre y et a soit ou ne soit pas résoluble al-
gébriquement par rapport a y, n'influe nullement sur
le nombre, sur les conditions de réalité on d’imagina-
rité des racines, ni, pav suite, sur la forme qu'affecte la
courbe dont x ety sont les coordonnées, sur le nombre
de ses branches et sur les autres particularités de son
cours. Tout ceci se rattache & la théorie de la compo-
sition des équations algébriques, laquelle n’est point
subordonnée A leur résolution algébrique, et en vertu de
laquelle les fonctions algébriques, tant explicites qu'im-
plicites, jouissent de propriétés communes ’qu’el/les ne
partagent pas avec celles auxquelles on a réservé avec
juste raison la qualification de transcendantes.

14. Les fonctions algébriques explicites se distinguent
en fonctions entiéres et fractionnaires, rationnelles et
irrationnelles :le sens de ces expressions est donné dans
tous les traités dalgebre. A Pégard des fon(.:tions’ algé-
briques implicites, comme on peut toujours pre.pare‘l'
les équations dont elles sont les racines de maniére &
faire disparaitre les dénominateurs et les radicaux, cette

division serait sans objet. .
Les plus simples des fonctions rationnelles e.ntléres
sont celles qui ne contiennent que la premiére puissance
de la variable, et quon peut représenter généralement
par
=t b,

et b désignant des nombres constants. Lusage leur a
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conservé la dénomination de fonctions /lindaires, tivée
de ce que I'équation précédente est celle d'une ligne
droite, pour un systéme de coordonnées paralléles a deux
axes fixes.

Les fonctions rationnelles entiéres ne peuvent deve-
nir infinies pour aucune valeur finie de la variable
dont elles dépendent. De plus, il est évident qu'a toutes
les valeurs de la variable correspond pour ces fonctions
une valeur réelle et unique, positive ou négative. I
suit de la que si on représente une fonction ration-
uelle et entiére par 'ordonnée d'une courbe dont I'autre
variable est 'abscisse, cette courbe & une seule branche
s'étend indéfiniment, tant dans le sens des abscisses né-
gatives que dans le sens des abscisses positives, sans
éprouver nulle part de solution de continuité.

15. Les fonctions fractionnaires, ou la variable entre
dans la composition d’un ou de plusieurs dénominateurs,
peuvent devenir infinies, et par conséquent éprouver
une solution de continuité pour les valeurs finies de la
variable qui font évanouir un dénominateur.

Les fonctions irrationnelles , méme entiéres , subissent
des solutions de continuité, et la courbe qui les repré-
sente s'interrompt brusquement quand la valeur de la
variable, affectée d’un signe radical, rend le radical ima-
ginaire. Ainsi la fonction

y=zx+ L r—uz

cessera d'avoir des valeurs réelles pour les valeurs de

2 > 1, et sera représentée graphiquement dans un sys-
teme decoordonnées orthogonales par Pordonnée de lare
parabolique ML ( fig. 4), qui s'étend indéfiniment dans
le sens des abscisses négatives , et qui s'interrompt brus-
quement au point I, dont Pabscisse OP = ;.
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De méme la fonction
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sera représentée par I'ordonnée de la branche d’hyper-
bole LMN (fig. 5), si l'on a OA=a < 1,et, dans ce
cas, elle n’éprouvera aucune solution de continuité. La
méme fonction correspondra a Fordonnée des arcs hy-
perboliques PQ, RS, silona o > 1; auquel cas il y aura
solution de continuité aux poiut‘s Q, R. Enfin, il faudra
prendre, pour représenter la méme fonction , lordonnée
dela ligne brisée BAC, silon aa=1: car y devant res-
ter positif, la fonction proposée deviendra dans ce cas

y—1—ux
pour les valeurs de z <1, et

y=x —1
pour les valeurs de > 1. Ce changement dans Pex-
pression algébrique de la fonction correspond & une so-
lution de continuité dont nous définirons plus loin, Cune
maniére générale, les caractéres analytique et géométri-
que, et qui est d’'un autre ordre que les solutions de
continuité éprouvées par ordonnée des arcs hyperboli-
ques PQ, RS, aux points Q et R.

16. A la vérité, si on considére & la fois les denx
valeurs réelles dont un radical pair est susceptible, on
aura deux branches ou deux arcs de courbe qui vien-
dront se raccorder aux points dont I'abscisse correspond
au passage du réel a Iimaginaire; et ainsi il n’y aura
plus géométriquement de solution de continuité: car on
ne doit entendre par solutions de continuité , dans le sens
géométrique, que celles qui sont indépendantes de la
direction arbitraire des axes auxquels on rapporte la
courbe,

On conclut de la que, pour avoir l'expression com-
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pléte d'unc courbe par une équation algébrique entre ses
coordonnées , 1l faut débarrasser cette équation-des ra-
dicaux , ou conserver tous les doubles signes inhérents
a chaque radical pair. Clest la le fondement de la corres-
poudance entre Palgébre et la géométrie, dont nous re-
parlerons lorsqu’il sera question plus spécialement des
applications de I'analyse & la théorie des courbes.

Au contraire, les courbes transcendantes, ou celles
dont Pordonnée est une fonction transcendante de Iabs-
cisse , peuvent étre interrompues brasquement dans leur
cours sans que leurs branches se rejoignent; en sorte
que le point qui décrirait par son mouvement nne des
braunches de la courbe, sarréterait tout a coup. Ainsi
la courbe qui a pour équation

:
5 i ol —a =

a désignant un nombre positif plus grand que 1, est
formée de deux branches BL , MN (fig. 6), dont la pre-
miére a pour asymptote, dans le sens des abscisses posi-
tives, 'axe méme des x, et sarréte brusquement au point
B, dont les coordonnées sont x — o, )y =—r; tandis
que la seconde branche a pour asymptotes 'axe des P
dans le sens des ) positifs, et 'axe des 2 dans le sens des
x négatifs. En effet, tant que x est positif, la fonction
1

3

a

gin

az
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va en décroissant indéfiniment pour des valeurs de 2 de
plus en plus petites, et finalement s’évanouit avec i
tandis qu’elle tend a devenir égale a l'unité pour des va-
leurs de & de plus en plus grandes. Au contraire, lors-
que @ passe par des valeurs négatives, la méme fonction
croit au deld de toutes limites pour des valears numéri-
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ques de x de plus en plus petites, au lien qu'elle tend
encore A devenir égale a 'unité pour des valeurs numé-
riques de 2 de plus en plus grandes.

On appelle points d'arrét ceux ou une branche de
courbe, transcendante ou empirique, s'arréte ainsi brus-
quement. Si deux branches disjointes , NM, M/N” ( fig.
7), avaient une commune ordonnée PMN, en sorte que
la fonction représentée par I'ordonnée de la courbe pas-
sit brusquement de la valear PM & la valear PM’, les
points M, M’ seraient des points de rupture. Les fonc-
tions. algébriques, ne pouvant avoir de points d’arrét,
ne peuvent avoir de points de rapture, ni par conséquent
éprouver d’autres solutions de continuité que celles qui
proviennent du passage par I'infini; au lien que les fone-
tions transcendantes peuvent étre sujettes aux solutions
de continuité qui proviennent du passage brusque d’une
valeur finie a une autre.

17. Si la théorie des fonctions a plus de généralité
que l'algeébre, en ce sens quion y traite de propriétés
communes aux fonctions algébrigues et transcendantes ,
et méme & celles qui ne comportent aucune définition
mathématique , d'un autre coté cette théorie recoit une
extension qui, primitivement, n’a de sens qu'en algéhre
pure, et pour les fouclions} susceptibles d'une expression
algébrique. Cette extension consiste a tenir compte des
valeurs imaginaires que prend une fonction exprimée
algébriquement, quand la variable dont elle dépend
passe par des valeurs réelles situées en dech ou au deld
de certaines limites, comme, par exemple, quand la va-
riable & devient > 1 dans la fonetion

r=x+Vi—z.
Elle consiste en outre &4 admettre que la variable indé-
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pendante peut elle-méme passer par une succession de
valeurs imaginaires. A la vérité, pour se faire I'idée d’un
semblable passage, il faut considérer cette seconde va-
riable, dont la premidre est fonction, comme dépendant
a son tour d’une troisitme variable qui passe par une
suite de valeurs réelles. Soient # cette dernidre variable,
x celle qui en dépend immédiatement, » une fonction
de x : désignons aussi Par Lo, 2oy 345 Loy 24y 1y, deux
systemes de valeurs correspondantes pour ces trois va-
riables; 7,, ¢, étant des quantités réelles, tandis que z,,
Yo» Tiy Jx peuvent étre des quantités réelles ou imagi-
naires. Il est clair que, pendant que ¢ passe de la va-
leur ¢, & la valeur ¢, en prenant toutes les valeurs réel-
les intermédiaires, 2 peut passer de la valeur 2, & la
valeur z, par une suite de valeurs imaginairves, suite
déterminée en vertu de la liaison algébrique entre ¢ et
z, et & laquelle correspondra une suite ézalement dé-
terminée de valeurs réelles ou imaginaires pour 7. Au
contraire, comme il n'y a pas d’ordre naturel et déter-
miné de grandeur entre les quantités imaginaires, rien
ne fixerait la série de valeurs imaginaires par lesquel-
les & peut passer, en allant de la valeur z, ala valeur @, ,
si 'on n'établissait une dépendance déterminée, directe
ou indirecte, entre z et une autre variable qui passe
d’'une valeur réelle & une autre, par la série des valeurs
réelles intermédiaires.

Nous verrons plus tard que, non-seulement les fone-
tions algébriques, mais encore les fonctions exponen~
tielles , loguritlnniques et trigonométriques acquicrent
une signification et une valeur réelle ou imaginaire dé-
terminées, lorsqu’on fait passer par des valeurs imagi-
naires les variables qui entrent dans la composition de
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ces fonctions : par conséquent, les remarques qui .font
l'objet de ce numéro sappliquent a toutes les fon_cnons
algébriques ou transcendantes que nous connaissons
déja. :
18. On vient de dire comment les analyst'cs clasaen}t
les fonctions, d'aprés le mode de leur expression m;fthe-
matique : mais les fonctions sont également ?usccpubles
d’étre classées d'apres les formes mé‘mes qu cll/es affec-
tent ou quaffectent les courbes qui les repf"ese.ntent;
et cette classification peut comprendre au;isu’bxen les
fonctions empiriques que les fonctions ‘ﬂl‘ge})'mqu.es ou
transcendantes. Au reste, il ne s'agit pas ict d’établir une
classification méthodique et compléte, comme cel]e‘s qui
g'appliquent (en histoire natu.rel‘le/7 par ‘exemplc) a des
objets dont le nombre est llmlte-, mals.S(.:ulcm,enl de
signaler certaines classes de fonctions, distinguées par
des caractéres généraux. ) :
En premicr liew, nous considérerons les fonf:tlons par-
res et les fonctions impaires. On appelle fonctions paires
celles qui prennent les mémes valeurs quand on att.nbue
a la variable indépendante des valeurs égales et de signes
contraires, ou celles qui sont représentées, dans un sys-
ttme de coordonnées orthogonales, par des courbes
symétriques relativement a l’ax-e des ol‘donné?s. Telles
sont, parmi les fonctions algebriques, ce[le? qui ne ren-
ferment que des puissances paires de la variable, comme
2, V1 — 2" ; et de ] lear vient le nom de ffmctlons‘.
paires, quion peut appliquer & toutes lcs. fonctl‘ons qui
présentent la méme analogie de foymfe, bien qu ulles.m-
comportent pas d’expression algebf'lqu?. La fonctlo-u*
trigonométrique cos & est paire, Pulsqu,ou est co:xdm.?;
en trigonométrie i regarder le cosinus d'un arc négati
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comme ayant la méme valeur numérique et le méme

signe que le cosinus du méme arc pris positivement,
Par opposition, on appelle fonctions impaires celles

qui-ont des valeurs numériquement égales et opposées

de signes, pour des valeurs de la variable indépendante

¢gales et de signes contraires. Telles sont, parmi les

z 3 1 e
fonctions algébriques, el V1 + 2 Diapres cette

définition, sin x et tang  sont aussi des fonctions im-
paires. Une fonction impaire doit étre nulle quand x=o,
a moins qu'elle n’éprouve une solution de continuité
correspondante a cette valear de 2. Tel est le cas des
fonctions impaires
E/_Itlz, cot x.
@
Une fonction quelconque peut étre considérée comme
la somme de deux fonctions, 'une paire, autre impaire.
Soit effectivement f la caractéristique d’une fonction
quelconque : on pourra poser

fl2)+ f(—2)=209(a),
Fla)—f(—e) =2 (o),
et alors ¢ (x) sera évidemment une fonction paire,
4 () une fonction impaire de x, quelle que soit d’ail-
leurs la forme de f(x). Or, on tire de ces deux
equations
Sla) =0 () + 1§ (x),
ce qui démontre la proposition énoncée.

19. On appelle fonctions périodiques  celles qui
reprennent périodiquement les mémes valeurs, pour
des valeurs de la variable indépendante séparées par
des intervalles égaux. La grandeur de ces intervalles
mesure 'étendue de la période. Ainsi, I'on est conduit,

-
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en trigonométrie, a considérer les arcs comme des gran-
deurs qui peuvent surpasser la circonférence et croitre
indéfiniment, tant dans le sens positif que dans le sens
négatif ; tandis que les sinus, les cosinus, et en général
les fonctions trigonométriques de ces arcs reprennent
périodiquement les mémes valeurs, chaque fois qu'on
ajoute & I'arc primitif, ou qu'on en retranche une cir-
conférence compleéte. En conséquence, sin ax, cos az,
tang ax sont des fonctions périodiques dont la période a

by : :
pour valeur —. La fonction » — sin ax , par exem-
a

ple, est lordonnée d’une courbe sinuecuse P'N'M'O
MNP.... ( fig. 8), qui s’étend indéfiniment tant dans le
sens des abscisses négatives que dans celui des abs-
cisses positives : courbe facile d'ailleurs a construire
par points, a l'aide des tables de sinus naturels, ou de
leurs logarithmes que I'on trouve dans les tables trigo-
nométriques ordinaires. Les intervalles égaux P'O, OP

mesurent I'étendue de la période.

gooe

La nature nous offre une multitude de phénoménes
soumis & la loi de périodicité; et, conséquemment, la
classe des fonetions périodiques, dont le type le plus
simple nous est fourni par la géométrie du cercle, mérite
une attention particuliére.

20. Parmi les fonctions non périodiques, il n’y a lieu
de signaler ici que celles qui jouissent de la propriété
de croitre ou de décroitre continuellement, lorsque la
variable indépendante vient & croitre. Les fonctions
qui, sans étre périodiques, passent par diverses alter-
natives d’accroissement et de décroissement, n’offrent
pas d'autres caractéres importants qui méritent qu’on
en forme des groupes particuliers.

s 7 3
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1l convient de remarquer surtout les fonctions qui
s’approchent indéfiniment de zéro ou de toute autre va-
leur fixe, pour des valeurs croissantes ou décroissantes de
lavariableindépendante. Telles sont les fonctions

I TR
o= m, ry= b+ a 5
@, m, n désignant des nombres positifs, et a étant
supposé en outre plus grand que l'unité.

Les fonctions de cette catégorie doivent se reproduire
fréquemment dans Pexpression des phénomenes physi-
ques : car il arrive souvent qu'une grandeur part d'un
certain état pour décroitre ensuite continuellement, de
sorte que sa valeur finit par devenir sensiblement nulle,
ou par ne plus différer sensiblement d’une certaine va-
leur fixe vers laquelle elle tend sans cesse. On doit re-
marquer en particulier la fonction y = a—<* (fig. 9),
qui est le type le plus simple que lalgébre puisse
fournir des fonctions qui décroissent symétriquement,
avec une grande rapidité, de part et d’autre de I'origine
de la variable indépendante : tellement que, pour peu
que le ‘nombre constant @ surpasse l'unité, la valeur
numérique de la fonction est déja excessivement pe-
tite, pour des valeurs numériques de la variable in-
dépendante tant soit peu considérables. Dans Iétat
actuel de la physique moléculaire, on admet I'existence
de forces dont la loi de décroissement est exprimée par
des fonctions de cette espece, et dans les applications de
la théorie mathématique des chances aux grands nom-
bres que la statistique recueille, la nature du sujet repro-
duit constamment des fonctions de la méme forme.

21. Supposons maintenant que nous ayons une fone-
tion empirique fz qu'il sagisse de soumettre a des calculs

- T
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avithmétiques ou algébriques, comme si I'on avait, par
exemple, & trouver la valeur de z qui satisfait & I'é-

quation

. 1 -
e TR

l'idée qui se présentera naturellement, sera de trouver,
s'il est possible, une fonction algébrique ¢z qui s'écarte
peude f, au moins dans les limites entre lesquelles on
sait que doit tomber la racine cherchée, et de substituer
dans I'équation proposée ox & f2. En général, le but
d’une semblable substitution est de rendre praticables,
ou des transformations algébriques qui doivent con-
duire & des formules générales, ou des opérations de
calcul arithmétique, si I'on se propose de déterminer des
valeurs particuliéres.

Si l'on tient a ce que la fonction substituée se rap-
proche de Tautre, dans toute la portion de son cours
que l'on considére, il faut évidemment qu’il n'y ait pas
incompatibilité entre les formes essentielles de la fonc-
tion substituée et celles de la fonction qu’on remplace.
Par exemple, si la fonction & remplacer est périodique,
on admettra, au moins jusqu’a plus ample examen, la
possibilité de la remplacer par une fonction telle que

y=Asin (mz+n),
qui, de sa nature, est périodique; mais il serait manifes-
tement impossible que la fonction proposée se rappro-
chét, dans toute I'étendue de son cours, d’une autre qui
aurait I'une des deux formes

ESA R ==t a e
et qui serait constamment croissante ou décroissante,
selon le signe de m.

On appelle interpolation Vopération par laquelle on
3.
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détermine une courbe y—oqx, assujettie & avoir un
certain nombre de points communs avec la courbe
y=f, et qui doit sen écarter d’autant moins entre
les points extrémes, que le nombre des points communs
intermédiaires est plus considérable. Nous entrerons, par
la suite, dans quelques détails sur les procédés d'inter-
polation : pour le moment, il suffit de concevoir qu'on
assujettira la courbe dont oz est I'ordonnée a passer
par un point donné (x,, 7,), en posant I'équation
Fo==9 %o,

c'est-a-dire, en liant par une équation de condition les
paramétres ou coefficients indéterminés que doit com-
prendre l'expression mathématique de la fonction ¢ ; et
plus on aura introduit dans cette expression de para-
métres arbitraires, pourva qu’on ait un nombre égal de
points donnés sur la courbe y= [z, plus les courbes
dont les ordonnées sont g2 et fx approcheront de la
coincidence, dans la portion de leur cours que 'on con-
sidére.

De la, pour le direren passant, la difficulté que I'on
éprouve souvent & fixer, par le contréle de I'observation,
la valeur de certaines formules de physique mathémati-
que : car si I'on donne, pour représenter la loi d’un
phénomeéne, Iéquation y — ¢ x, dans laquelle la
fonction ¢ renferme beaucoup de parametres arbi-
traires, et quon détermine ces paramétres par la con-
dition  de satisfaire & des observations qui donnent
autant de systémes de valeurs correspondantes pour 2
et y quil y a de paramétres, il devient probable par
cela seul que des systtmes de valeurs intermédiaires
satisferont a trés-peu prés 4 la méme équation, bien que
la veritable loi des phénoménes soit exprimée par une
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fonction fu, différente de gz. Si donc, & I'expression
analytique dont on a. fait choix pour la fonction ¢, se
rattachait D'établissement d’une théorie physique, cette
théorie ne serait pas suffisamment justifiée par Paccord
que T'on trouverait entre 'observation et le caleul, pour
les valeurs intermédiaires des variables &, y.

Sil y avait incompatibilité entre les formes des fonc-
tions f et ¢, 'une, par exemple, étant périodique et
Pautre constamment croissante ou décroissante, le calcul
en avertirait en assignant aux parametres des valeurs
infinies, on imaginaires, ou en laissant ces valeurs indé-
terminées.

92. On concoit qu'il peut étre utile de remplacer de
]a sorte, non-seulement des fonctions empiriques qu’il
serait impossible de soumettre autrement au caleul ,
mais des fouctions transcendantes ou méme algébriques,
d’une expression compliquée, par dautres fonctions
d’une forme plus simple, ou dont la forme sadapte
mieux 4 la nature des combinaisons analytiques dans
est ainsi, pour prendre

)
4

lesquelles elles doivent entrer. (
la comparaison la plus élémentaire, qu'on remplace une
fraction ordinaire telle que 3, par une fraction déci-
male 0,6666.... dont 'équivalence n’est quapprochée, a
quelque décimale que 'on s'arréte, mais dont I'expres-
sion, quoique plus compliquée au fond, se trouve mieux
appropride A la nature des opérations de notre arithmé-
tique décimale. ‘

Dans ce cas encore il est aisé de comprendre que,
lorsque la fonction substituée n’aura pas une forme in-
compatible avec celle de la fonction proposée, plus il
entrera de paramétres arbitraives dans son expression
analytique, plus on pourra rapprocher les deux fonc-
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- ) )
tions I'une de lautre, en fixant convenablement les
valeurs de ces paramétres arbitraires.
AR e

M‘a[s, d’un autre c6té, on ne peut multiplier les pa-

ramétres sans compliquer la fonction substituée, et

L]
perdre de plus en plus les avantages attachés i la subs-
titution. Voici l'artifice imaginé par les analystes pour
éluder autant que possible cette difficulté.

1l consiste & substituer & la fonction proposée une
somme de fonctions analytiques de méme forme, et qui
dlff'éref]t les unes des autres par les valeurs de certains
paramétres. Aimsi, au lieu de poser, par exemple

?
Jy=Aa™, on y = A sinmz ,
pour repreésenter la fonction K Fz on posera
J=A 4+ A x+ A 2>+ A, 23 4 etc.,
ou bien
y=A, sinx + A, sin 2x + A; sin 3z 4 ete.:
. i
et ces suites de termes, que l'on appelle séres pour
T T 75 i E:
ront étre considérées comme équivalentes & la fonction
propose((]: jla,, si, en prenant un nombre suffisant de
termes de la série, A : remi i
Y : . 1.f}‘a compter du premier, on obtient
es valeurs i "aussi

; ars qui di exen‘t d’aussi peu qulon veut de la

valeur fx. Pour cela il faut concevoir nécessairement
: L ’ A 9. - . &
}a série prolongée & I'infini; car si l'on obtenait la va-
eu i 1

r exacte: de f'r au moyen d’un nombre fini de ter-
mes, on n'aurait fait que développer expression ana-
Iytique de fu; ‘aurait p
iv q 1 S OB g V'aurait pas transformée en série,
('ans le sens qui sattache a cette locution. Ainsi, les
équations identiques :

" 3t i :
(x+ R -_/l + 3422 + 3hat 4 al,
i i
{(sina ) =

2 s B 1
Sin  — — SIn 3! 4+ — sin A
16 6 s o,

=
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n'indiquent pas des transformations en séries, mais de
simples développements.

93, Les séries les plus simples sont celles qui proce-
dent suivant les puissances entitres et ascendantes de
la variable. Mercator et Newton ont été conduits a des
séries de cette forme; le premier en appliquant la régle
de la division A la fonction fractionnaire

1
atrbz’
et en ordonnant les termes successifs du quotient sui-
vant les puissances de 25 le second en appliquant la-
régle del’extraction des racines a la fonetion irrationnelle

\Va—}-[);v,

et en ordonnant de méme les termes obtenus successi-
vement A la racine. Bientot Newton et Leibnitz trou-
verent des développements de méme nature pour les
fonctions transcendantes alors connues; et depuis cette
époque la transformation des fonctions en séries a €té
Pun des points capitaux de I’analyse.

Cette transformation s'opere dans deux buts qui cor-
respondent aux deux faces sous lesquelles on peut en-
visager tout le systeme des sciences mathématiques.
Tantot on n'a en vue que de démontrer certaines lois,
certaines relations indépendantes des valeurs numériques
des quantités, et pour cela on met les fonctions sous
forme de séries appropriées a la démonstration qu'il
s'agit de donner : alors peu importe le nombre de termes
qu'il faut prendre dans la série pour obtenir une valeur
suffisamment approchée de la fonction que la série rem-
place; il suffit qu'on puisse concevoir, dans tous les
cas, la série assez prolongée pour que la somwe des ter-
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mes négligés tombe au-dessous de toute grandeur donnée.

Dans d’autres cas, au contraire, on veut effective-
ment calculer des valeurs numériques an moyen des sé-
ries, et alors il est nécessaire que 'on puisse obtenir une
approximation suffisante sans avoir besoin de calculer
un trop grand nombre de termes de la série, ce quicon-
duirait & un travail pénible et quelquefois impraticable.

24. On appelle séries convergentes celles qui satis-
font a la condition que la somme de leurs termes con-
verge de plus en plus vers une valeur limite, &4 mesure
que l'on prend un plus grand nombre de termes : cette
limite se nomme aussi la somme de la série. Pour que
la transformation d’une fonction en série soit légitime,
il faut que’ ].a série soit convergente, et qu’elle ait pour
somme preécisément la fonction transformée. Récipro-
quement, pour qu'une série d’'un nombre infini de ter-
mes dont la loi est donnée, et dans lesquels entre la va-
riable x, soit censée déterminer une fonction de x, il
faut évidemment que cette série converge vers une va-
leur limite, ou qu'elle ait une somme : soit que cette
somme puisse s'exprimer en fonction de ., 4 laide des
signes algébriques ou transcendants usités (auquel cas
on dit que la série a été exprimée sous forme finie),
soit que, dans le cas contraire, on ne puisse en calcu-
ler numériquement la valeur, pour chaque valeur nu-
mérique de 2, que d’une maniére approchée, i l'aide
de la série méme; et, dans ce cas, la fonction exprimée
en série coustitue une transcendante nouvelle, non ré-
ductible aux transcendantes connues.

.Une série peut n’étre pas convergente deés ses pre-
miers termes : il suffit qu'elle finisse par converger
(quelque éloigné que soit dans la série le terme ol la
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convergence commence) pour quon doive la considérer
comme représentant une fouction déterminde qui en
est la somnie, et pour qu'on puisse substituer la série
4 la founction dont elle dérive, ou, réciproquement, la
fonction sommatoire a la série, dans toutes les combi-
naisons dua calcul qui n'ont point pour objet la déter-
mination numérique des valeurs. Mais sil sagit de
calculs numériques, on n’emploie guére que des sérics
qui convergent avec rapidité dés leurs premiers termes,
du moins pour les valeurs numériques que Uon veut as-
signer aux quantités variables qui entrent dans les sé-
ries. Une convergence qui ne commencerait qu'aprés
un grand nombre de termes, ou qui ne procéderait
qu'avec une grande lenteur, serait, pour un tel but,
évidemment illusoire.

A proprement parler, on ne devrait appeler diver-
gentes que les séries pour lesquelles les sommes que
lon obtient, en prenant successivement un nombre de
termes de plus en plus grand, vont en divergeant, en
ce sens que la différence d’une somme & la suivante, au
lieu de tendre de plus en plus vers zéro, prend une va-
leur numérique de plus en plus grande. Telle est la série

I 4 2+ 2 + 23 + ete.,

pour les valeurs de numériquement plus grandes que
unité. Mais on est dans l'usage d'appeler divergente,
pour plus de simplicité, toute série qui n’est pas con-
vergente et qui n'a pas de somme. Ainsi, P'on dira en-
core que la séric ci-dessus est divergente quand on
assigne &  la valeur —1, auquel cas les sommes con-
sécutives prennent alternativement les valeurs 1 et 0.

95. Une fonction f & étant développée en série, ap-
pelons ¢, v la valeur numérique de la différence ou du
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reste qu'on obtient, quand on retranche de f'x la somme
des n premiers termes de la série. Si la série est con-
vergente et qu'elle ait pour somme f'x, o, x convergera
indéfiniment vers zéro pour des valeurs croissantes de
lindice 7, et cette quantité pourra étre rendue aussi
petite que I'on voudra, moyennant qu'on prendra pour
n un nombre suffisamment grand. Au contraire, si la
série est divergente, ¢, ira en croissantavec n, ou du
moins ne décroitra pas indéfiniment pour des valeurs
croissantes de 7. Mais il peut arriver encore, et il arrive
fréquemment que g,z aille d'abord en décroissant, au
point de ne conserver qu'une valeur trés-petite et né-
gligeable pour une valeur convenable de Pindice 7;
puis, que pour des valeurs plus grandes de lindice, o,
commence A croitre, et continue ensuite a prendre des
valeurs de plus en plus grandes. Clest le cas olt la sé-
vie, aprés avoir offert d’abord les caractéres d’une série
convergente, finit par devenir divergente; et quelques
auteurs qualifient de semi-convergentes les séries qui
tombent dans cette catégorie. Il est clair que la substi-
tution d’une telle série & la fonction dont elle dérive
sera permise, comme moyen d’approximation, toutes les
fois que I'on pourra prouver que le reste o,z devient
négligeable pour des valeurs convenablement choisies
de n, et que lerreur commise, en négligeant ce reste,
wentraine, dans les résultats des caleuls subséquents,
que des erreurs pareillement négligeables & cause de
leur petitesse.

Dans les diverses branches des mathématiques appli-
quées, il sen faut bien que 'on procede toujours avec
cette rigueur qui restreindrait singuliérement les res-
sources tirées de V'emploi des séries. Lors méme que
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Pon w'opére que sur des séries dont la convergence
est démontrée, il nest pas tonjours possible dassi-
gner des limites & lerreur que I'on commet en arrétant
la série & un terme de rang quelconque. Ce sont la des
imperfections dans la solution des problemes, que les
efforts réitérés des géométres ont pour but, et quelque-
fois pour résultat de faire disparaitre, autant que la
complication de ces problémes le comporte.

96. Une série dont tous les termes ont le méme si-
gne, reste convergente ou divergente dans quelque ordre
que ses termes se succedent; et si elle est convergente,
la somme ou la valeur limite vers laquelle la somme
de ses termes converge, reste aussi toujours la méme.
Au contraire, une séric dont les termes successifs se
détruisent en partie par opposition de leurs signes,
peutvétre convergente ou divergente, selon 'ordre de
succession des termes; et quand elle reste convergente,
la somme peut varier avec ordre des termes.

Lorsqu’une série

y=0 0+ Ju-t et
est entremélée de termes positifs et négatifs, et qu'en
les prenant tous de méme signe on forme une nouvelle
série convergente , il faut que la série y soit elle-méme
convergente. En effet, désignons par ¢,’ la somme des
termes positifs contenus dans la série y, & partir de y,,
et par ¢',, la somme arithmétique des termes négatifs
de sorte qu'on ait :
Q= Yn + Jut. T+ ete. = O — 9 -

Dans la série formée des mémes termes, mais tous pris avec
le méme signe, par exempleavec le signe positif, on aurait
Op = (?n/ == ‘Pn” H
et puisque cette derniére série cst convergente, il faut
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que la somme o,” 4 ¢," tombe au-dessous de toute gran-
deur donnée, pour une valeur convenable de I'indice 7 :
donc, & fortiorz, la différence 9,' —¢,” tombe au-dessous
de toute grandeur donnée, ce qui établit la convergence
de la série y.

Une série est convergente lorsque ses termes, a par-
tir d’un certain rang, ont des signes alternatifs, et que
lenr valeur numérique va en convergeant indéfiniment
vers zéro. Soit en effet

On —=Fnio Ittt Youta =Ygz ok Vapg—€tc:
on pourra écrire

Pn— i — (Wi = Fnps) = (Vnis _Jﬂn-H)_‘etc' »
de maniére & ce que tous les binémes compris entre
parentheses soient positifs. On aura donc ¢, < 7,3 et
puisque j;, peut étre pris aussi petit qu'on veut, il en
sera de méme de ¢,.

Si tous les termes de la série y, & partir d’un certain
rang, sont de méme signe, cette séric sera conver-

y.
"+t conver-
3 = ‘/."-

gera vers une limite < ou > que 1, pour des valeurs
croissantes de 7.

gente ou divergente, selon que le rapport

En effet, désignous par « un nombre compris entre
LRt S W
'unité et la limite du rapport dont il s'agit : on aura
poura < 1, et pour une valeur convenable de l'indice 7,
Jngs <EVps Vota <O Vnugrs Ytz < L Vngay vvenn
et, a fortiort,

Yuta < o? Iy Jugs < i Ky oo
Donce
O <)n(I4o 4+ a4+ & + il

ou
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donc g, converge indéfiniment vers zéro , en méme
temps que 5.

Dans le cas dea > 1, on aurait

@i i Rt 2 Lasamis
et puisque le second membre de I'inégalité peut évi-
demment surpasser toute grandeur donnée, il en est de
méme de ¢, .

On démontrerait de la méme maniére que la série y-,
dont tous les termes, & partir d’un certain rang, sont
supposés de méme signe, est convergente. ou diver-

gente, selon que la racine

s

converge vers une limite < ou > que 1, pour des va-
leurs croissantes de 72, désignant la valeur arithmé-
tique du terme du rang » @9

97. La théorie des sérics forme une branche de
Tarithmélique universelle ou de algébre, non moins
importante que la théorie des équations, et qu'il faut
étudier dans les mémoires ou traités spéciaux. Nous ne
Penvisageons ici que dans ses points de contact avec la
théorie des fonctions, et nous terminerons par les ob-
servations suivantes.

De méme que, dans le cours d’un calcul algébrique,
on opére souvent sur des quantités imaginaires pour
arriver plus brievement & des relations entre des quan-
tités réelles, apres que les signes d'imaginarité se sont
détruits les uns les autres, de méme les analystes n’ont
fait pendant longtemps aucune difficulté d'opérer sur
des séries divergentes , de maniére a arriver finalement

(*) Voyez, pour plus de développement, le Cours d’analyse al-
gébrique de M. Cauchy, 1" partie, chap. v1.
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a des séries convergeutes ou a des relations entre des
quantités exprimées sous forme finie. Mais on a été
amené ensuite & reconnaitre que ce mode de procéder,
fondé seulement sur 'analogie et sur un sentiment vague
de la généralité de l'algébre, peut induire en errveur,
cton ne le regarde plus comme rigoureux.

Soit néanmoins T (', «) une fonction de la variable
Z et d’'un paramétre arbitraire «, qui se trouve expri-
mée au moyen d’une série dont le terme général est
W, (£, @), et que nous désignerons par X. (x,e), le
signe X indiquant une somme de termes en nombre
infini. Supposons que cette série ne cesse d’étre con-
vergente que pour certaines valeurs particuliéres du
paramétre &, par exemple poura—o : en posant a=o
dans l'équation

E(rie) =13 s Wl )iy
on lui donnera la forme
S =34, (o),

équation inexacte, ou plutét qui n’offre aucun sens pré-
cis, puisque, par hypothése, = , 4, () est une série
divergente. Il peut se faire toutefois que si 'on rem-
place, dans le cours de certaines opérations de caleul,
la fonction F (x, «) par son développement en série
%.W,(z, o), on arrive & des résultats indépendants de la
valeur du paramétre «, et & des séries convergentes d’'ott
za disparu. Il est clair que Pemploi immédiat et transi-
toire de la série divergente = . {, (#) & la place de
f(x), dans le cours des mémes opérations, conduira &
des résultats exacts.

CHAPITRE III.

THEORIE DES FONCTIONS DERIVEES ET DES SOLUTIONS
DE CONTINUITE DES DIVERS ORDRES. — NOTIONS SUR
LA THEORIE DES FLUXIONS.

98. Etant données deux fonctions
I Y — T
on peut considérer une troisiéme fonction z qui dé-
pende d’une maniére quelconque des fonctions y, Y [10],
de maniére qu'on ait
u=o(y,Y)=0(fz, Fx).
Examinons en particulier le cas ot I'on poserait

97, X )= '}Y’
ou bien

Sz

Wil

Bz
Pour faire tout de suite I'hypothese la plus générale,
on peut admettre que les fonctions /; F, mathématiques
ou empiriques, représentent les ordonnées de deux
courbes actuellement tracées, et par le moyen desquelles
il faut tracer la courbe qui a pour ordonnée w«. Sur la

Jig. 10, MN, PQ, RS sont censées étre les courbes qui

ont respectivement pour ordonnées y, Y et u.
L’opération ne saurait offrir de difficultés tant que
les ordonnées 5, Y, correspondantes & la méme abscisse
x, ont des valeurs finies, positives ou négatives, diffé-
rentes de zéro. Si 'ordonnée » devenait nulle, tandis
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que Y conserverait une valeur finie, 'ordonnée u serait
nulle aussi. Ainsi, sur la figure, les courbes MN, RS
coupent I'axe des abscisses en un méme point A,

Si Pordonnée Y s'évanouissait, sans que j devint
nulle, la fonction « éprouverait une solution de con-
tinuité en passant par Pinfini. Menons par le point B
ol la courbe PQ coupe l'axe des abscisses, une droite
GK parallele aux ordonnées : cette droite sera une
asymptote commune aux deux branches RS, R'S' de la
courbe qui a pour ordonnée .

Supposons maintenant qu’il arrive que les deux fonc-
tions f, Fa s’évanouissent a la fois, ou que les deux
courbes MN, PQ (/ig. 11), coupent en un méme point
A Paxe des abscisses : Iexpression de u« se présentera
sous la forme %, qui est en algebre le symbole de lin-
détermination, et l'on ne pourra pas calculer directe-
ment ordonnée AK de la courbe RS, correspondante
a 'abscisse OA. Cependant la courbe RS rencontre né-
cessairement ladroite AKL, menée par le point A pa-
rallelement aux ordounées, i moins que, par un cas
singulier que nous pouvons d’abord écarter, elle n'ait
celte. méme droite pour asymptote. L'ordonnée AK
a donc une valeur déterminée; et si I'on prend sur P'axe
~des abscisses des points @/, &', de plus en plus voisins
de A, on pourra déterminer sur la courbe RS des points
&, k" de plus enplus rapprochés de K, et des ordonnées
a'k', a" k', de moins en moins différentes de AK. Ainsi
l'on congoit , non-seulement qu'il existe une valeur dé-
terminée de AK, mais quon peut Iévaluer avec une
approximation indéfinie.

En pratique, cette approximation serait limitée par
l'imperfection inhérente aux procédés graphiques, si les

———————
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fonetions £, F n’étaient données que par le tracé des
courbes MN, PQ, et & plus forte raison si elles n’é-
taient données que par des tables ou il nentre qu'un
nombre limité de valeurs de la variable indépendante
et de ses fonctions; mais lorsqu’il g'agit de fonctions
mathématiques on comprend la possibilité de détermi-
ner ¢ priori la limite vers laquelle converge le rapport

fx

, lorsque les deux termes du rapport convergent in-

Fa’
définiment vers zéro. Nous donnerons, par la suite, des

méthodes générales pour déterminer cette limite, dont

il suffit, quant & présent, de concevoir I'existence, non-
seulement pour des fonctions mathématiques, mais pour
des fonctions continues quelconques.

Cette limite pourrait avoir pour valeur zéro, aussi
bien que toute autre valeur numérique, positive ou né-
gative; en d'autres termes, il n’est pas impossible que
la courbe RS coupe précisément l'axe des abscisses au
point A qui est le point commun d'intersection de cet
axe et des deux courbes MN, PQ. Nous avons déja re-
marqué que, par un cas également exceptionnel, la
droite AKL pourrait étre une asymptote de la courhe
RS, ce qui revient a dire que la limite en question au-
rait pour valeur I'infini positif ou négatif. 1l n’en doit
résulter aucune restriction dans nos énoncés, car on
est habitué, en mathématiques, a regarder zéro et I'in-
fini comme des valeurs particuliéres qui peuvent, aussi
bien que toute autre, étre attribuées a des quantités
variables, et par conséquent aux llmltcs vers lesquelles
ces quautltes convergent,

29. Maintenant, envisageons plus spécialement le cas
ol I'on ferait

D G M A T —

T, L ame s 4
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et supposons que la courbe y= fz passe par Porigine
des coordonnées, de manitre qu'on ait 4 la fois x =o,
Jfx = 0. Soit MN cette courbe ( fig. 12), et menons par
le point O la tangente OT : la tangente trigonométrique
de l'angle que la droite OT forme avec le demi-axe OX
sera précisément la limite dont nous venons de recon-
naitre Pexistence, et vers laquelle converge le rapport

'L,quand 2 ek f.L‘ prennent des valeurs numériques de
]

plus en plus petites. En effet, la tangente a une courbe
quelconque est la droite dont la courbe s'écarte, dans
le voisinage immédiat du point de contact, moins que
de toute autre droite menée par le méme point : ce qui
équivaut a dire que la tangente est la droite dont sap-
proche indéfiniment, dans son mouvement de rotation,
une sécante menée par le point de contact, quand le
second point d'intersection de la sécante et de la courbe
se rapproche indéfiniment du premier; puisque, si rap-
proché que le point 7z soit de O, on pourra assigner un
point p. compris entre 7.2 et O, et dont la distance & la
sécante Om sera plus grande que sa distance aux sé-
cantes qui passent par le point O et par des points de
la courbe compris entre 72 et p.. Donc, la propriété
énoncée dans la premiére définition ne peut appartenir
a aucune des sécantes, et appartient a la droite dont les
sécantes se rapprochent indéfiniment, par le rapproche-
ment indéfini des points 72 et O.

Or, dans un systéeme de coordonnées rectangulaires ,

e et amp
e

est la tangente trigonométrique de I'angle que fait avec
Paxe des abscisses la sécante O, menée parle point
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dont l'abscisse Op= «: donc la limite du rapportf—;

estla tangente trigonométrique de I'angle TOX,, formé
par la tangente et par I'axe.
Tmaginons a présent que la courbe MN ( fig. 13),

“dont Péquation est toujours y = fx, se lrouve située

d’une maniére quelconque dans le plan des coordon-
nées : soient 72, m;, deux points de cette courbe qui
ont respectivement pour abscisses Op = x, Op, =z, :
la limite vers laquelle convergera le rapport
f‘-T, i /1“
quand les deux termes du rapport convergeront simulta-
nément vers zéro, sera, daprés ce qui précede, la va-
leur de la tangente trigonométrique de l'angle 2 T X,
que la droite m T, tangente a la courbe en m, forme
avec l'axe des abscisses, du coté des & positifs, Cette
limite variera, en général, d'un point i lautre de la
courbe MN : ce sera une fonction de & qui dérive de
la fonction fx, en ce sens que celle-ci détermine im-
plicitement l'autre, de méme que le tracé d’une courbe
détermine la direction de la tangente en chaque point.
Comme ce mode de dérivation a sans comparaison plus
d'importance que tout autre, Lagrange a proposé d’ap-
peler simplement la fonction dont il sagit, la dérivée
de fi, et de la désigner par I'une des notations
' fz,

qui rappellent la liaison de j* avec y ou de f* avec /.

Concevons que l'on ait tracé la courbe M'N” ( fig. 14)
dont U'équation en ' = f"x : la tangente trigonomé-
trique de langle que la tangente menée par un point
de cette courhe forme avec l'axe des @, sera une antre
fonction de w, qui dérive de /7, de la méme maniére

4.

2
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que /" dérive de . On I'appelle, en conséquence, la dé-
rivée du second ordre ou la seconde dérivée de fi ; et,
suivant I'analogie, on la désigne par 'un des symboles

]// ; f"x.

On formerait de méme des dérivées du troisieme, du
quatriéme,. . .. do 2°ordre, dont les relations avec la
fonction primitive y = fx, et avec toutes les dérivées
intermédiaires,, seraient trés-simplement exprimées au
moyen des notations

1

g A ey
e S S

30. Quand la fonction dérivée f'x est positive, ou
quand la tangente a la courbe )= f forme un angle
aigu avec I'axe des abscisses , du c6té des x positifs,
la fonction primitive ) est évidemment croissante avec
& : au contraire, la fonction ) est décroissante pour
des valeurs croissantes de 2, quand les valeurs de z
rendent f*x négative. Nous pouvons donner une forme
plus simple au méme énoncé , en disant que les varia-
tions de » sont de méme signe que les variations de
ou de signe contraire, selon que la dérivée est positive
ou négative; et alors nous considérerons l'accroissement
comme une variation positive, le décroissement comme
une variation négative. Plus ordinairement, les analystes
emploient les mots daccroissement ou dincrément
comme synonymes exacts de celui de wvariation; et
alors il est sous-entendu que les accroissements ou incré-
ments peuvent avoir des valeurs positives ou négatives.

Lorsque f'z s’évanouit, en passant du positif au né-
gatif, fz passe par une valeur maximum [6]; et au con-
traire, la fonction primitive passe par un minimum,
quand la fonction dérivée devient nulle en passant du
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négatif au positif. On voit déja, d’aprés cet énoncé,
comment la détermination des valeurs de la variable in-
dépendante qui font passer une fonction par un maxi-
I OW par un /minimun, se raméne a la détermination
des valeurs qui font évanouir sa fonction dérivée : ques-
tion importante, & laquelle on donnera plus tard les
développements convenables. La fonction dérivée pour-
rait changer de signe en passant, non plus par zéro ,
mais par l'infini; et alors on aurait ces maxima ou
minima singuliers, dont il a aussi été question dans le

numeéro cité.
Non-seulement le signe de la dérivée f'2 fait con-

naitre si la fonction f éprouve un accroissement ou un
décroissement pour des valeurs croissantes de 2, mais
encore la valeur absolue de /" mesure la rapidité de
Paccroissement ou du décroissement de fx. Bien que le
terme de rapidit¢ ne sapplique, dans le sens propre,
quau phénomeéne du mouvement, chacun comprend
l'acception extensive que nous lui donnons icij; et si 'on
disait, par exemple, que la température de I'atmosphére
varie plus rapidement prés de la surface de la terre que
dans les hautes régions, le sens de cette phrase serait clair
pour tout le monde, quoique ni l'idée de mouvement, ni
celle de temps n'entrent dans la notion qu’il s'agit d’ex-
primer. Au reste, il est facile de définir mathématiquement
l'idée que l'on se fait de la rapidité avec laquelle une fone-
tion varie. D’abord, si /" étaitune quantité constante, ce
qui suppose manifestement que fx est une fonction li-
néaire de la forme ax + 6, fr varvierait uniformément
avec x, en ce sens qua des variations égales de - cor-
respondraient des variations égales de /i, de méme signe
que celles de x ou de signe contraire, selon que @ aurait
le signe positif ou négatif. Dans ce cas, la dérivée f'x n'é-
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tant autre chose que la constante a, ou que la tangente
trigonométrique de Pangle que la droite y — ax + b
forme avec les & positifs, et les variations de fr qui
correspondent & des variations égales de x se trouvant
proportionnelles au nombre @, ce nombre mesure évi-
demment la rapidité avec laquelle fx varie, toujours
par comparaison avec la variable # qui est censée va-
rier d’'une maniére uniforme. Lorsque y = /& cesse de
désigner une fonction linéaire ou Pordonnée d’une ligne
droite, & des variations égales de x cessent de correspon-
dre des variations égales de y. Cela posé, concevons que
Von prenne sur la courbe MN ( fig. 15) dont I'équation
est y=— fx, des points m, m,, m, m,,..... trés-voisins
les uns des autres, et que Pon substitue pour un mo-
ment & la courbe MN le polygone mm, m, m,.....: lor-
donnée variera avec des rapidités inégales d’'un coté a
l'autre de ce polygone; et en un point tel que 72, on
devra, d’aprés ce qui précéde, prendre pour mesure de
la rapidité de la variation, la tangente trigonométrique
de langle /n, mz que la sécante mm, fait avec I'axe des
abscisses ou avec une pavalléle i cet axe, du coté des
abscisses positives. Or, la courhe MN est la limite dont
s'approche indéfiniment la ligne polygonale , quand les
points ..., m,, m,, ms,.... sont pris de plus en plus
voisins : donc la dérivée /2 ou tang Tm.r, qui est la
limite dont Sapproche indéfiniment tang /m,ma, mesure
la rapidité de la variation de l'ordonnée J& correspon-
dant a I'abscisse , toujours, bien entendu, par compa-
raison avec z, qui est censé varier partout uniformément.

Prenons, pour plus de simplicité, origine arbitraire
de la grandeur y, de manitre que y reste positif dans
toute la portion de la courhe =

fr que 'on veut
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considérer. Cette courbe MN tournera sa convexité ( fig.
16) ou sa concavité ( fig. 17) vers laxe des absFisses,
selon quela fonction /"2 ira en croissant ou en décroxssz.mt,
ouselon que /"2 prendra une valeur positive on négatn./e.
1l y aura inversion dans le sens de la courl')ure ou in-
flexion dans la courbe (fig. 18), lorsque /"x changera
de signe; et dans ce cas la premiére dérivéef’;z' passera
en général par un maximum ou par un minimum.
Ainsi, sur la figure, langle que la tangente /T forme
avec l'axe des abscisses; du coté des x positifs, apres
avoir été en croissant de M en m, point ou la courbe
MN subit une inflexion, va en décroissant de 7, en N.

31. Lorsque 'on donne la fonction dérivée f* x, on
ne détermine pas complétement par cela seul la fonction
primitive /', de la méme maniére qu'on détermine la
premiére dérivée, et par suite les dérivées de tous les
ordres, en donnant la fonction primitive, Effectivement,
si on concoit que la courbe MN (/ig. 1g), dont I'é-
quation est y =/ x, soit successivement transportée en
M, N,, M, N,, etc., de facon que toutes les ordonnées
de la premiére courbe se trouvent augmentées d'une
longueur constante, les tangentes m T, m, T,, m, T,,
etc., seront paralleles; et, par conséquent, la déri-
vée y'—f"x sera commune 2 toutes les courbes qui ont
pour équation y =/ + G, C désignant une constante
quelconque, que l'on appelle pour cette raison cons-
tante arbitraire. Soit donc y une fonction inconnue
de x, qui doit avoir pour premiére dérivée une fonc-
tion connue )’ = f'x, et, soit f x une fonction qui a
pour dérivée f’x : on posera

yr=fx+C,
et il faudra déterminer la constante arbitraire G par
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une autre condition; au moyen, par exemple, de la
condition que la courbe MN passe par un point donné
(@45 7.), ou que la fonction prenne une valeur y, pour
une valeur dounée de désignée par ,. Il résulte
en effet de cette condition
Jo :‘/:ro + C 3

et par suite

) =Yo=JT — fx,,
équation d’ot la constante arbitraire C se trouve élimi-
née, et ot il n'entre que des quantités connues.

32. Une fonction périodique a pour ses dérivées de
tous les ordres des fonctions périodiques. Une fonction
paire a pour sa premiére dérivée et pour toutes ses déri-
vées d’ordre impair des fonctions impaires, tandis que
sa seconde dérivée et toutes ses dérivées d’ordre pair
sont des fonctions paires. L'inverse a lieu pour les fonc-
tions primitives impaires. La vérité de ces diverses pro-
positions ressort de la simple intuition des courbes , et
elles s’appliquent 4 des fonctions quelconques , mathé-
matiques ou empiriques.

33. De méme que nous avons défini geométrique-
ment le passage de la fonction primitive A sa dérivée,,
nous pouvons donner une signification géomélrique i
Popération par laquelle on remonte d’une équation dé-
rivée asa fonction primitive. Soit en effet M’ N’ (fig. 20)
la courbe qui a pour équation

.)" :f’r , -
et proposons-nous d’évaluer Iaire trapézoidale comprise
entre I'axe des abscisses, la courbe M’ N’ et deux or-
données m, p,, m p, dont I'une correspond a l'abscisse
déterminée Op,= a,, et. l'autre & I'abscisse variable Op
— . Cette aire est une fonction de la variable 2 que

; G K
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nous désignerons provisoirement par ¢ x. Si x augmente
; 5

et prend la valeur O p,=x,, I'aire augmente du trapeze

curviligne 2 pp, m,, et 'on a
0x, — Q& __aire mp p, m,
— 9

& —x PP :
en sorte que la dérivée de la fonction ¢ est la limite
vers laquelle converge le rapport du trapéze curviligne
m pp,m, ason coté pp,, quand pp, converge indéﬁnivment
vers zéro. Mais l'aire de ce trapéze est comprise entre
celle du rectangle 72 pp, n, et celle du rectangle pnm, p.;
et le rapport des aires de ces deux rectangles, qui est

R
m, p.’
converge indéfiniment vers 'unité, quand pp, converge
indéfiniment vers zéro. Donc aussi le rapport de l'aire
d’'un de ces rectangles & celle du trapéze intermédiaire
converge indéfiniment vers I'unité, et 'on peut écrire
I aire mpp, m, __ mp X pp.
im. T =

Donc la fonction désignée provisoirement par ¢  sa-
tisfait a la condition d’avoir /" 2 pour dérivée : donc
Cest une des fonctions primitives de f'z comprises dans
la formule fz--C , C désignant une constante arbitraire;
et comme elle doit s’évanouir quand on y fait x=x,,

== T

puisque I'on mesure les aires & partir de 'ordonnée fixe
m,po, il s'ensuit que cette fonction est complétement
déterminée, et égale a fr—fx,.

Pour cette raison on donne communément le nom
de quadrature & toute opération par laquelle on déter-
mine une fonction, en Passujettissant a la double con-
dition d’avoir pour dérivée une fonction donnée, et de
prendre une valeur numérique déterminée, pour une
valeur particuliére de la variable dont elle dépend.
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el : .
Silondivise enz parties égales l'intervallep, p (fig.=2),
et qu'on méne les ordonnées équidis
q 9 ées équidistantes m, p , m P
etc., on a, en désignant par @, ©,, les aires des rec-
tangles p.p m,ry, pp mir, ..... et par ¢ l'intervalle

constant p, p. :&E o
7

(A
m - e
‘/Pz— ; b 'n//[)u :? ) ete.

mp t+mp,+etc. o+, +etc.

n ST ne ?
c'est-4-dire que la moyenne arithmétique des ordonnées
mp,s mp,, etc., égale la somme des aires ©,, o, ete.,
divisée par la lignie p, p—z—a,. Mais , quand le nombre
7 devient de plus en plus grand, l'intervalle ¢ décrois-
sant en raison inverse, afin que le produit 7 ¢ reste cons-
tant, la somme des aires o, o, etc., converge indéfini-
ment vers une limite qui est l'aire trapézoidalem, p, pm.

Donc le rapport de cetteaire a Iintervalle Pop, 0u bien
le rapport

Jx—Fux,
T —x,

exprime la moyenne de toutes les valeurs, en nombre
infini, que prend la fonction dérivée f"x, pour les valeurs,
aussi en nombre infini, de la variable indépendante, com-
prises entre x, et x.

Pour la généralité de cette régle, et de toutes celles
qui se rattachent 4 la théorie des quadratures, il faut
considérer comme négatives les aires telles que gss5'q’,
limitées par des ordonnées négatives.

34. On conclut facilement de ce qui précéde, que si
une fonction y était donnée par la condition d’avoir
pour dérivée du n¢ ordre une fonction connue

=, (a)
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il faudrait en outre, pour déterminer complétement y,
assigner explicitement ou implicitement les valeurs -

Tor Vs Floy vnnn Fl
que prennent les fonctions
J {fn—1j
Bt e L e

pour une valeur déterminée de x, telle que x,. Soit en
effet M®N® (fig. 22) la courbe donnée par I'équa-
tion (a,): le tracé de cette courbe détermine en fone-
tion de labscisse variable Op=z laire trapézoidale
mop, pm, et détermine par conséquent la courbe dont
I'équation est
P = ez, (an)
pourvu quon assigne f~z,, ou la valeur de y®=
correspondant & & = &,. La courbe (a,_,) étant tracee
détermine par la méme raison celle qui a pour ordonunée
yo) — fo g :

pourvu qu’on assigne Vordonnée =% z,, et ainsi de
suite. A

35. On a supposé tacitement dans ce qui précédé}(tue

Iordonnée 'z ne devient point infinie entre les limi
de la quadrature. Il pourrait se faire néanmoins que les
raisonnements et les constructions fussent encore appli-
cables, méme lorsque la fonction f'x prendrait entre les
limites de la quadrature une valeur infinie. Soit en effet
r=/z
équation d’une courbe MRN ( fig. 23) qui a un re-
broussement en R [6], 'ordonnée PR étant tangente aux
deux arcs MR, RN : la courbe M'N', dont I'ordonnée
est la dérivée f’x, aura pour asymptote la droite PR’
menée parallélement & OY' par le point P’ dont I'abscisse
OP'—OP. Dans ce cas, il résulte de la définition méme
dela courbe M'N’, que I'aire comprise entre une ordon-
née fixe ', p/, , Pasymptote P'R', axe des x et la courbe
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M, a une valeur finic , numériquement égale a la diffé-
vence des ordonnées PR, p.m,. En d’autres termes, il
arrive en pareil cas que laire trapézoidale mlop's p'm!
converge vers la valeur finie PR—n,p, , quand le point
2’ se rapproche de plus en plus du point P’. Alors rien
ne s'oppose & ce que 'ordonnée de la courbe MRN soit
censée déterminée par une quadrature, au deli comme
en deca de I'ordonnée PR. La méme observation s'ap-
plique & la courbe MRN (fig. 24), qui est touchée au
point R par Pordonnée PR, et qui subit une inflexion
en ce point.

Au contraire, si Iaire limitde d’une part par 'ordon-
née 2, p', (fig. 23), de l'autre par asymptote P'R/, était
infinie, ou si l'aire trapézoidale m', p', p'm/ convergeait
vers I'infini, quand le point p' se rapproche de plus en
plus du point P, I'ordonnée PR serait aussi une asymp-
tote de la courbe M qui éprouverait une solution de con-
tinuité; et Pon ne pourrait plus passer, par la continua-
tion de la méme quadrature, de la branche M a la
branche N.

Nous conclurons de ces remarques que, quand une
fonction éprouve une solution de continuité en passant
par infini, sa premiére dérivée, et par suite ses déri-
vées ultérieures de tous les ordres , éprouvent la méme
solution de continuité ; mais que Iinverse n’a pas géné-
ralement lieu, une fonction pouvant devenir infinie sans
que la fonction primitive dont elle dérive devienne infi-
nie, pour la méme valeur de la variable indépendante,

36. Une fonction quelconque y—f étant représen-
tée par lordonnée de Ja courbe MRN"( Sig. 25), cette
courbe peut étre continue (‘en ce sens que I'ordonnde
reste finie, sans passer brusquement d’une valeur finje
a une autre ), et offrir au point R ce que dans les arts
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graphiques on appelle un jarret ; cest-A-dire que la tan-
gente, aprés avoir varié d'inclinaison d’une maniére
continue de M en R, passe brusquement de la direction
T'RT & la direction SRS’, pour varier ensuite d’incli-
naison, sans discontinuité, de R en N. Noug dirons
qu'en pareil cas la ligne MRN a un pornt y{lz’[{g‘él en R-
La courbe dont P'ordonnée est la fonction dérivée y'—

f'@ éprouve une rupture, et cette fonction dérivée elle-

méme subit une solution de continuité résultant du pas-
sage brusque d’une valeur finie & une autre, pour la
valeur de 2 qui est l'abscisse du point saillant de la
courbe y—=/x. Les dérivées de fx, des ordres supérieurs ,
éprouvent toutes en général, pour la méme valeur de .,
la solution de continuité qui consiste dans le passage
brusque d’'une valeur finie & une autre, .
Dans ce cas, aussi bien que dans celui oli £’z devient
infinie,, f restant finie, nous dirons que la fonction

'z , et toutes les dérivées subséquentes, éprouvent une

solution de continuité du premier ordre , et que la fone-
tion primitive f éprouve une solution de continuité di
second ordre.

La fonction /" pourrait elle-méme n’éprouver qu’une
solution de continuité du second ordre; celle de la se-
conde dérivée /" et des dérivées subséquentes étant du
premier ordre ; et alors nous dirions que la fonction
primitive /2 subit une solution de continuité du troi-
stéme ordre. En général, on dira qu’une fonction éprouve
une solution de continuité du ¢ ovdre, lorsque sa dé-
rivée du (n—1)° ordre, et, par suite, les dérivées
d’ordres plus élevés, éprouvent une solution de conti-
nuité du premier ordre, résultant, soit du passage de
ces fonctions par I'infini, soit de leur passage brusque
d’une valeur finie & une autre.
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37. La distinction des solutions de continuité des di-
vers ordres, telle qu'on vient de I'établir, est d'une grande
importance dans la théorie des fonctions, soit quon
applique a lalgebre, & la géométrie ou aux questions de
physique mathématique. Jusqu'a ces derniers temps,
les anﬂlystes entendaient , et on entend communément
encore par fonctions discontinues celles qui s'expriment,
dans diverses portions de leur cours, par des formules
algébriques différentes. Effectivement, il sera prouvé
plus loin que toute fonction - égale a la fonction algé-
bnque J@, pour les valeurs de x plus petites que x,,
et a la fonction également algébrique f,, pour les
valeurs de 2 plus grandes que Z,, €prouve, pour
Pabscisse x =, une solution de continuité d’an ordre
déterminé; ou que ces fonctions, & moins d’étre identi-
ques, ne peuvent satisfaire a la série d’équations

S s s ket
prolongée & I'infini ; en sorte que si la derniére des
équations de cette série & laquelle on peut satlsfmre est

/Tn)l _/\jz(l,
la fonction y- éprouvera, pour Pabscisse ., une solution
de continuité de I'ordre n + 2.

Cette proposition cesserait d’étre exacte si les fonc-
tions f, /', w’étaient pas des fonctions algébriques, expli-
cites ou lmpllmtes Nous verrons, en effet, sur des exem-
ples, qu'une fonction peut recevoir dans diverses portions
de son cours, des expressions transcendantes de formes
essentiellement différentes, sans qu'il y ait de solution
de continuité d’un ordre quelconque, correspondant au
passage d’'une forme a l'autre.
~ Nous verrons aussi qu'une méme expression transcen-
dante peut équivaloir & une certaine fonction algébrique
J pour les valeurs de @ < ,, et & une autre fonction
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algébrique f, z, distincte de la premitre, pour les va-
leurs de x > x,. Ainsiune série convergente, qui est une
expression transcendante, peutavoir successivement pour
somme les fonctions algébriques distinctes fa et S

Dans tous les cas, les caractéres essentiels des solu-
tions de continuité sont ceux que nous avons donnés
dans le numéro précédent, sans égard i la circonstance
accessoire que la fonction puisse ou non s'exprimer ma-
thématiquement, sous forme algébrique ou transcen-
dante, dans la totalité ou dans une portion de son
cours.

38. Nous avons dit [4] que les fonctions qui repré-
sentent des grandeurs physiques et mesurables ne peu-
vent devenir infinies, mais qu’il y en a parmi elles qui
sont susceptibles d’éprouver les solutions de continuité
consistant dans le passage brusque d’une valeur finie a
une autre, au moins sous le point de vue ot nous nous
trouvons placés pour observer les phénomeénes matériels
et pour les soumettre au calcul. Ceci se rattache aux no-
tions sur les limites et sur les fonctions dérivées qui
font I'objet du présent chapitre. Admettons, pour fixer
les idées, que y- désigne la densité d’un cylindre ABCD
(fig. 26), supposée la méme dans toute I'étendue d’une
section perpendiculaire a I'axe OX, et variable d’'une
section a l'autre. La distance Op de la base du cylindre
a la section mn, pour laquelle la densité a la valenr ks
étant représentée par z, ) deviendra une fonction de z ;
mais comme la notion de densité n’est pas applicable
en soi & une surface mathématique, il faudra, pour dé-
finir rigoureusement la grandeur y, imaginer un plan
my ny parallele a mn, et qui peut s'en rapprocher indé-
finiment, tandis que 7 reste fixe. La massede la tranche
mm, n.n, divisée par son volume, donnera un quotient
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variable avec la distance pp, = x, — z. Ce quotient
convergera - vers une certaine limite quand 2z, — 2
convergera indéfiniment vers zéro; et la limite du
quotient sera précisément la fonction de que nous
prenons pour mesure de la densité du cylindre dans
I'étendue de la section mn. On appliquerait ce que nous
venons de dire au sujet de la mesure de la densité, a la
mesure de la température et généralement de toutes les
grandeurs qui ne peuvent étre congues qu’ la faveur de
cette explication comme des fonctions des coordonndes
d’un point, d'une ligne ou d’une surface mathématiques.
En général, la limite qui mesure la fonction 7 ne
changera  pas, soit quon méne le plan .2 en avant
ouen arriére du plan mn ; mais, pour certaines valeurs
particuliéres de «, la limite pourra étre différente dans
les deux cas; et alors, la fonction ) éprouvera la solu-
tion de continuité de premier ordre qui consiste dans le
passage brusque d’une valeur finie 4 une autre. Elle
pourrait aussi éprouver une solution de continuité du
second, du troisiéme ordre, et ainsi & Iinfini.
Si Pon détermine la fonction j en menant deux plans
“paralléles s,n,, m'n', un en avant, Pautre en arvicre
du plan mn, et en cherchant la limite vers laquelle
converge le rapport de la masse 7z.0.m'5' 4 son volume
quand les deux plans m,m., m'r se rapprochent indéfi-
niment de 77, en général la fonction ) sera encore la
méme ; mais, pour la valeur de & qui fait éprouver A la
fonction une solution de continuité du premier ordre,
la valeur de la limite, calculée dans la seconde hypo-
these, sera la demi-somme des deux valeurs distinctes
correspondant & cette valeur de z, dans la premiére

hypothése.
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39. Supposons qulon ait identiquement
Jr =0z + 2.+ B + etc.
on aura aussi, quelles que soient les abscisses z, et ',

2, —fr  ox,—ox b, —bxr  Br,— vz
S 'fl:?? i T g + etc. ;

T, —x & =t B Al
et par conséquent, en faisant converger la différence
&, — & vers zéro , et prenant les limites de tous les
rapports ,

Sfm=obx LV ivbe ilete:
Donc la dérivée d’'une somme (algébrique) de fonctions
est la somme (algébrique) de leurs fonctions dérivées.
La dérivée du produit de deux fonctions est la somme
des produits qu'on obtient en multipliant chacane des
fonctions par la dérivée de autre. Soit, en effet,
Vr—lod: xs

on aura identiquement

9T, Y, — o, §r = (ox, — o) Yo + (Ya,—a) gz
+ (g2, —9a) (b2, — ),

d’ol1
L gy ittt
TSy T Ty — &
KA e
=0 5 (Yo, — ).

Si l'on fait maintenant converger x, — & vers zéro et
qu'on passe aux limites, il viendra

Six=ox . dx 4+ Yz.ozx; (b)
car, dans P'hypothése ot px et Yo n'éprouvent pas de
solution de continuité du premier ou du second ordre,
le facteur Y@, — Ja converge vers zéro en méme temps
que x, — &, et le facteur
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convergéant vers lalimite finie ¢’z , le terme
ox,
T (\l‘l —4x)
a pour limite zéro.
On peut mettre I'équation (6) sous la forme plus
symétrique
Sz 9’ i
j?: oz 4;,::
et il est aisé d’en conclure que si I'on avait
s UL o TR D
la dérivée f' serait donnée par la formule
&zl— B= UJ‘+ 12y’;+etc.
T bz

Inversement, si nous posons

jx-—.q} y ouor = fx . Y,
on tirera de la régle précédente
PE s fw golle
e
et par suite, en remettant pour fx sa valeur,
.y oz . dxr— oz . Yz
e e el
La constante @ peut étre regardée comme une fonc-
tion dont la dérivée est nulle: si donc on pose succes-
sivement

a
y=a+ 9z, y=a.9x,y=—,

o
on aura, en vertu des régles précédemment démontrées,
i a
Y =IO =R 0L Y, =T
: (¢'z)

Toutes les fonctions qui ne différent que par laddi-
tion d’une constante arbitraire @ ont donc la méme
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dérivée, principe fondamental et déja établi [3r].
40. Supposons que l'on ait i la fois
y=fx r= ot,

r=
soit I'expression de » en fonction immédiate de ¢, telle
quon la tirerait de Iélimination de x entre les deux
premiéres équations, si 'élimination était possible. Dési-
guons par s, oy, x5 7, x, ¢ deux systémes de valeurs
correspondantes pour ces trois variables : on aura évi-
demment, en vertu de la correspondance admise,

et que

Yt — gt fo,—fx of, — of
b e e fieipl’

et, en passant aux limites,
Ye=frx . olt.
Cette équation exprime le principe fondamental de la
dérivation des fonctions médiates , ou des fonetions de
fonctions. On le généralisera sans difficulté; et, par
exemple , si I'on pose
T =fry = o= G
de maniére que
=g
soit I'expression de »- en fonction immédiate dez, telle
quon la déduirait de I'élimination des fonctions inter-
médiaires 2 et u, on trouvera, en operant comme ci-
dessus ,
Ve=flz . ou.dt.

41. Réciproquement, on peut considérer les variables
et y comme déterminées immédiatement en fonctions
d’une troisi¢me variable # par les équations

g (P[ » V= v,

de maniére que
y=fz
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soit Iéquation qui se déduit des précédentes par I'éli-
mination de Z. On a d'abord , d’aprés ce qui vient d’étre
démontré ,

Désignons, comme & l'ordinaire, par »’ la dérivée
Sz, et soit, pour plus de commodité,
Vi_,
}J—t: Yl
on aura entre les variables «, ), ¢, les trois équations
wi= oty pt=t, =z,
d’ott T'on tire, en appliquant toujours la régle de la
dérivation des fonctions médiates ,
; i
_/” T—= L{
Mais, d’apres la formule (¢), on a
v ’ ! U4
' _4‘ t'?t_«“pt'? L
q/x 1= 7 ?
(¢e)?
V. ot—U't . ot y
Copp T )
(¢

donc

; ‘”.’I»' —

et en continuant ainsi, on exprimerait les dérivées de
tous les ordres de la fonction /, au moyen des dérivées
des fonctions ¢ et ¢ .

Considérons plus particuli¢rement le cas o I'on au-
rait z=t¢, et par suite

Ve=r1,{"t=0,etc.:
I'élimination de ¢ Sopérera immédiatement , et I'on aura
a la fois
T=9y, y=fz;

c'est-a-dire que ¢ désignera la fonction inverse de f,
ou celle que l'on obtiendrait en résolvant par rapport
a 2 I'équation 3 = fa. Pour exprimer les dérivées de
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Ja fonction £, au moyen des dérivées de la fonction in-
verse ¢, il suffira donc de remplacer dans les formules
précédentes ¢ par y, puis de faire {/y =1, {y—o0, etc. :
au moyen de quoi il viendra :
1

fla=—

i
La premiére des formules () aurait pu se tirer directe-
ment d’une considération bien simple. En effet, puisque,
d’apres Phypotheése, les deux équations y — fir, e
sont identiques et représentent la méme courbe, Sz et
@y expriment respectivement, dans un systéme de coor-
données rectangulaires, les tangentes trigonométriques
des angles que la tangente & cette courbe au point (z,y)
forme avec les axes des = et des y; et ces deux angles
étant complémentaires, on afx.oy—r.

4 ,:}f
S I=—(T?_}’—)3 5 ete.  (e)

Notions sur la théorie des fluxions.

42. On a vu [30] que la fonction dérivée I
mesure la rapidité avec laquelle varie, relativement & o
la fonction primitive y = fz ; et nous avons expliqué ce
qu'il faut entendre par cette rapidité relative. Mais si la
variable ¢ désigne le temps compté d’'une origine quel-
conque, et si les grandeurs x, y sont considérées comme
variant avec le temps, en vertu des équations

r=ot, y=1¢,
les dérivées ¢'t, /¢ mesureront la rapidité des variations
de z et de ), non plus dans un sens relatif, mais dans
un sens absolu : car le temps ainsi compté est la varia-
ble essenticllement indépendante qui, par sa nature,
varie ou s’écoule toujours uniformément, En rapportant
ainsi la variation des grandeurs a I'écoulement du temps,
Newton donne le nom de_fluentes aux grandeurs , y,....
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qui sont censées varier avec le temps, et le nom de
Sfluxions aux dévivees o't, U't,..... qui varient elles-mémes
en général avec le temps, et qui mesurent en chaque
instant les vitesses de variation des quantités fluentes.
Sa notation consiste 2 marquer d’un point la quantité
ﬂueute pour indiquer la fluxion correspondante. Ainsi
) désignent les ﬂlleOIlb (le &, o ou les dérivées ¢'t,

QJZ De méme z Sy 7 correspor,dent a 9 Z ,; t,
¢""t, U"t; et designent des fluxions de fluxions, ou des
ﬂuxxons du second, du troisitme ordre, et ainside suite.

On peut, avec Newton, prendre pour type des quan-
tités fluentes la distance x d’un point fixe O (fig. 27)
a'un point sz en mouvement sur la droite indéfinie OX.
La fluxion 2 sera la vitesse méme du point mobile,
-pour Pinstant que lon considére : le mot de witesse
étant pris ici dans son acception primitive, qui est aussi
la plus usitée. Mais on pourrait choisir tout autre exem-
ple sans nuire & la clarté des idées. Ainsi, quand un
corps échauffé se refroidit, on concoit que la température
de sa surface est une grandeur qui varie avee le temps,
et qui, en général, ne doit pas varier uniformément, de
maniére que des pertes égales de température aient lieu
dans des temps égaux. On se fait de la vitesse variable
du refroidissement une idée aussi directe et aussi claire
que de la vitesse variable d’an point mobile.

T.a conception de Newton s’étend d’ailleursa des gran-
deurs quelconques, en ce sens que Pon peut toujours
définir et exprimer, au moyen des fluxions, les fonctions
que nous avons qualifides jusqu’ici de dérivées, et dont
les relations avec les fonctions primitives sont I'objet
essentiel ‘de la théorie qui nous occupe. En effet, soit
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= fa une fonction quelconque de x, on aura, d’aprés

les formules du numéro précédent, pourvu que z, y dé-
signent des grandeurs variables avec le temps,

Maintenant, si x, ) ne sont pas des fonctions du
temps, il y aura une de ces grandeurs dont les variations
ne seront subordonnées i celles d'aucune autre , et que
l'on pourra traiter comme une variable indépendante;;
ou bien on les considérera toutes deux comme étant,
médiatement ou immédiatement, des fonctions ou, du
d’une autre variable « que I'on prendra pour variable
indépendante. Or, la variation de u étant réputée uni-
forme, comme lest celle de ¢ par Pessence de cette
grandeur, rien n’empéchera d'imaginer que w« varie
avec ¢, et, en poursuivant cette fiction, de prendre «

pour mesure de ¢; Cest-a-dire, d'identifier les fonctions

o, Yu avec ¢'t, ¥t ou avec les fluxions z, 7.
Si z est pris pour variable indépendante, on aura

L= 1, =0, 2=—0, etc, etalors les ﬂuxlons_y,) _).,, ;
deviendront identiques avec les dérivées 'z, "z, f"x,...
ou bier avec »’, 3, )"...... La notation de Lagrange
ne différera plus de celle de Newton que par la substi-
tution insignifiante des accents aux points.

On a reproché & Newton de faire intervenir, sans né-
cessité, dans ce mode d'exposition, la notion du temps
et celle dn mouvement. Le reproche peut étre fondé ,
quant 3 la notion du mouvement, a laquellerien n’oblige,
en effet, de recourir; mais on devait remarquer que la
notion du temps intervient ici par la nature des choses,
en raison de ce que le temps est la seule variable essen-
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tiellement indépendante, et la seule dont la variation
soit essentiellement uniforme, ou la fluxion constante.
Dans tous les cas, la conception de Newton, appli-
quée aux grandeurs qui varient effectivement avec le
temps, a Pavantage de fixer la signiﬁcatién réelle des
fonctions dérivées, et par la méme de donner a I'avance
la raison du réle qu'elles jouent dans les applications de
Panalyse a la discussion des phénomeénes physiques.
Newton se proposait aussi de fonder la théorie des fone-
_tions sur une idée que lesprit pht saisir directement,
sans passer par la considération des limites et sans s'as-
sujettir a une marche jusqu’a un certain point détour-
née et indirecte. Il entendait exprimer directement la
continuité dans la variation des grandeurs, au moyen
du phénoméne le plus familier ou cette continuité tombe
souslessens. Onaobjecté, d'apres d’Alembert, que, pour dé-
Jfinir une vitesse continuellement variable, il faut toujours
recourir a la considération des limites; mais, en faisant
cette objection, onamal & propos subordonné la précision
desidées a leur définition logique. Un concept existe dans
entendement , indépendamment de la définition qu’on en
donne; et souvent I'idée la plus simple dans Pentende-
ment ne comporte qu'une définition compliquée, quand
elle n’échappe pas a toute définition. Tout l¢ monde a
une idée directe et exacte de la similitude de deux corps,
quoique peu de gens puissent entendre les définitions
compliquées que les géométres ont données de la simili-
tude. De plus amples développements a ce sujet rentre-
raient dans la théorie de la génération des idées et nous
écarteralent trop de notre but principal.

e 0 OO w——

A A s

CHAPITRE 1V.

NOTLONS SUR LES DIFFERENCES ET SUR LES APPROXIMATIONS
DES DIVERS ORDRES.—THEORIE DES INFINIMENT PETITS
ET PRINCIPES DU CALCUL INFINITESIMAL.

43. Imaginons deux grandeurs variables ', y, dont
Pune soit fonction de lautre, et qui passent par deux
séries de valeurs correspondantes

Ve AL e
) ACTE 3,10 22 Y A Y 5 MR

Prenons la différence de chaque terme & celui qui le
suit dans la série ou il se trouve, et désignons par Az
la différence 2, — @, la lettre A étant employée comme
caractéristique, et non comme signe de quantité : nous
formerons deux autres séries de valeurs

N AL AT N R s
A5 Ny Ay I N AR
quisecorrespondront encore. Opérons sur celles-ci comme
sur les séries primitives, cest-i-dire, prenons la différence
de chaque terme au terme conséeutif; et d’apres Iana-
logie désignons par A.Az, ou par A’x la différence
Az, — Az : nous obtiendrons deux nouvelles séries
A2 AR SRS s TIOR8
Ay D AT G
dans lesquelles les termes Az, A%y, ...... exprime-
ront des différences de différences, ou des différences
du second ordre , par rapport aux termes :, y qui leur
correspondent dans les séries primitives. On formerait
de méme les séries des différences du troisieme, du qua-
irieme ovdre, et ainsi de suite.
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In conséquence de ces notations on aura identique-
ment
L= 02,

o, =2, A, =2 + Av + Az + Ax)—=x + 2 Av+ Az,
X3y = &, + AT, = X+ 2 Az + A2 A2 + 2 Aw -+ A%
=x43Ar4 3004+ a3
et par une induction évidente ( que I'on confirmerait
dailleurs sans difficulté, en employant, comme pour
la formule du binéme, le tour de démonstration de

proche en proche )
n(n—r)

A’»l i n(n—1)(n—2) o
1.2 o
+ e+ A,

X

n
x4 T Ar +

On aura de méme
n(n—u) i n(r—1)(n—2) 4
.2 TS
s L ey

Ces dernitres formules peuvent s'écrire symboliquement
o= (VAR by =LA

pourvu qu'on se rappelle que de telles équations n’ont

de sens quaprés le développement des seconds mem-

bres, la lettre A étant un indice d’opération, et non un

n
=) o= O ady

signe de quantité. Lanalogie entre les puissances et les
différences qui ressort de ces équations symboliques, et
dont on verra beaucoup d'autres exemples , provient
évidemment de ce que la formule du bindme s'obtient
daprés des régles d’analyse combinatoire tout & fait in-
dépendantes de la nature des opérations de caleul que
chaque combinaison représente, ou de I'idée accessoire
de multiplication qui vient s'associer, dans les éléments
d’algéhre, & I'idée ahstraite de combinaison.
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44. Si la quantité z rvemplit naturcllement ou par
convention le réle de variable indépendante, on est porté
a s'occuper plus spécialement du cas olt I'on ferait croi-
tre cette variable par différences constantes, de maniére

4 avoir
Te—='2 +AZ5
Ty, =2 2°A%
&3=— 2+ 3 Azx, etc.,
les différences des ordres supérieurs A%z, A3z, .. ... se

réduisant toutes & zéro. Nous allons envisager dans cette
hypothése les séries qui comprennent les valeurs con-
sécutives de y, et leurs différences des divers ordres.

Il v’y aurait, pour notre but actuel, aucune re-
marque essentielle a faire , tant que la fonction y—f
reste indéterminée, si d’ailleurs on ne s'assujettissait &
aucune condition dans le choix de la différence arbi-
traire Ax. Mais supposons que 'on prenne pour Az une
trds-petite fraction : les différences Ay, A%y, Ay, ... ..
deviendront, en général, trés-petites aussi; de manicre
toutefois (et ceci est trés-remarquable) que les rapports
de A%y & Ay, de A%y & A%y etc., soient eux-mémes expri-
més par des fractions trés-petites. Plus la différence Az
sera petite, et plus cette subordination de grandeur
entre les différences des divers ordres de la fonction y
deviendra sensible. i

En effet, si nous partons de I'équation identique
Ay
Ay = AT,
Ay
nous pourrons remarquer que. le rapport sp converge

indéfiniment vers la limite /”v, quand Az décroit indé-
finiment. On a donc avec une approximation indéfinic ,
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et d'autant plus grande que Az est une fraction plus
petite,
AY =l A
On a aussi identiquement
wy= (LAY
Ar Ar
et 'on tire de cette équation avec une approximation
indéfinie, et d’autant plus grande que Az recoit une
plus petite valeur,
o s 7 o
Ay =[f(2+ M) — ] Aze ’—((z++)_/f,s
:/"/.1: S ATAT

Ceci nous montre d’abord que la fonction dérivée du
second ordre /"x est la limite vers laquelle converge le

AJ’

rapport - o quand Az décroit indéfiniment, de méme

que /" exprime, dans la méme circonstance, la limite
Ay

du rapport o En second lieu, nous voyons que, pour

des trés-petites valeurs de Az, on aura sensiblement
Wy _f'e
i
Maintenant , si les fonctions dérivées /", /" «x restent
finies, cesta-dire, si la fonction J& wéprouve point,
dans Pintervalle de 2 2 &+ + Az, de solution de conti-
nuité du second ou'dustroisiéme ordre, et si, dans cet in-
tervalle elle ne passe point par un rmawimum ou par un
minimum, ce qui ferait évanouir f/x, on pourra écrire
A%y
ALY
« désignant un nombre fini. Alors on pourra toujours
prendre Av assez petit pour que le produit« Az ou le
2

=a Az,

A ,
rapport Tf—j tombe au-dessous de toute grandeur donnée.
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De léquation identique
A3 f.:(A]’_A,’)\ Az?
AE> A2
on tirerait de méme, pour de trés-petites valeurs de Az
Péquation de plus en plus approchée

Ny=[ f"(#+ Ax)—f "-r].Axﬁzf ———H('T+:?~f 2

=N
et comme le méme calcul peut étre indéfiniment pour-
suivi, on voit que la dérivée /™ est la limite vers la-
quelle converge, dans I'hypothése admise , le rapport

n

Axd

T qui fournit un moyen de calculer approximati-

vement les valeurs de la fonction /@, quand la fonction
primitive fx est donnée par une table, pour des valeurs
dex équidifférentes et trés-rapprochées. En effet,avec cette
table on formera les valeurs de Az, A’_}', caiee s ATYS

et par suite on aura celle du rapport e n, laquelle se

confond sensiblement avec la valeur de f™x.

On voit encore que, si toutes les dérivées de fir res-
tent finies, jusqu’a /®.z inclusivement, on pourra tou-
jours prendre Az assez petit, non-seulement pour que
les différences des divers ordres

Ay P ARy EA L ALY,
forment une suite de fractions trés-petites, mais pour
que cette série soit ordonnée, de maniére que le rap-
port de chaque terme a celui qui le précéde dans la série
se réduise lui-méme 2 une fraction trés-petite.

45. La série des puissances d’une fraction trés-petite
est le type arithmétique de la subordination des gran-
deurs. Si I'on éléve, par exemple, 4 ses puissances suc-
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cessives la fraction <55, on aura une suite rapidement
décroissante
1 1 I

1000’ 1000000’ 1000000000
telle que, dans un caleul d’approximation, on pourrait
regarder comme négligeable vis-i-vis d’un terme de la
série, non-seulement le terme qui le suit, mais un mul-
tiple de celui-ci, tant que le multiplicateur ne serait pas
de l'ordre des dizaines ou des centaines. Généralement,
désignons par ¢ une fraction trés-petite , et par 4, , 4, ,

5 et ,

ksy oounn. ky, des nombres qui ne soient pas trés-
grands, ou des nombres tels que les fractions

G i 1

Z':’ T_zs ’/r;, /‘—ﬁ
ne soient pas comparables pour leur petitesse 4 ¢ : la
suite

kigo haery hagd vz i aikpe®

sera formée de termes dont chacun pourra étre considéré
comme trés-petit par rapport a celui qui le précéde, ou
dont chacun serait exprimé par une fraction trés-petite,
comparable dans sa petitesse 4 ¢, si I'on prenait pour
unité la valeur du terme qui le précéde immédiatement.

Appelons quantités trés-petites du premier ordre les
fractions ¢ et £,e : on exprimera la subordination qui
vient d’étre expliquée en disant que

R e e el B
sont des quantités tres-petites du second , du troi-
siéme,. . ... du »° ordre.

Conséquemment 2 cet énoncé, nous dirons que, si Ax
est une quantité trés-petite du premier ordre, et s'il n’y
a aucune des fractions

1 1 I i
s

7,;:? f’TL ) l/r r bl .."'-'/—_'(").’l,‘
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comparable pour sa petitesse & Az , les différences
AyaiNy § A, SR
seront des quantités Lrés-petites du premier , du second ,
du troisidme, ...... du n° ordre, ou des quantités
respectivement du méme ordre que
RLEARE? SN SO8 S AL,

46. 11 ne sera pas hors de propos d'ajouter ici quel-
ques éclaircissements au sujet de la distinction que font
les géometres, de grandeurs de divers ordres, lorsqu’ils
se proposent, non plus de déterminer rigoureusement des
rapports mathématiques, mais d’évaluer approximative-
ment des grandeurs qui ont une existence réelle.

A envisager les choses dans leur généralité abs-
traite, cette distinction est sans doute artificielle : il
'y a pas dans la nature de grandeur ni de petitesse ab-
solues ; la méme grandeur sexprime par des nombres
trés-grands ou par des fractions trés-petites, selon I'unité
employée; et des grandeurs continues de méme espece
ne peuvent non plus étre distribuées naturellement en
des ordres distincts, sous le rapport de leur grandeur,
par la raison méme qu'elles sont continues, et qu'on
peut aller de Pune a I'autre par des transitions insensibles.

Mais au point de vue ou 'homme se trouve placé pour
ohserver les phénomenes et mesurer les grandeurs qui
en dépendent, il y a des unités de mesure indiquées par
la nature des choses, et d’'une disproportion telle quand
on passe d'un ordre dephénomenes a unautre , que 'on
est effectivement conduit & établir entre des quantités de
méme espéce une subordination de grandeur.

Ainsi, dans certaines recherches délicates de physi-
que, telles que celles qui se rapportent i la capillarité
et a Poptique, on a pu prendre le millimétre pour unité
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de longueur : on compliquerait, sans raison, Pexpression
numérique des grandeurs qu'il sagit de comparer dans
ces recherches, si 'on s’avisait de choisir pour unité le
metre ou le kilométre; et il serait absurde de prendre
pour unité le millimétre, quand il sagit de comparer
des hauteurs de montagnes dont la mesure comporte
toujours une erreur de quelques décimétres ou méme
de quelques métres. Que s'il Sagit de mesurer les dia-
metres du soleil et des planétes, la nature de I'observa-
tion, l'analogie conduisent & prendre pour terme de
comparaison ou pour unité de longueur le rayon terres-
tre; car, non-seulement des différences de quelques cen-
taines de meétres sont insignifiantes, eu égard aux di-
mensions de ces corps énormes et aux phénoménes sur
lesquels ces dimensions ont de I'influence, mais encore
de telles différences sont insaisissables, par les moyens
d’observation et de mesure dont nous disposons. Enfin ,
dans la mesure des dimensions des orbites planétaires,
le rayon méme du globe terrestre serait une unité dis-
proportionnée : le grand axe de ellipse que la terre décrit
est I'unité convenable, en comparaison de laquelle on
peat regarder comme trés-petites, ou méme dans beau-
coup de cas comme échappant & nos mesures, des varia-
tions de distance comparables aux dimensions de la terre.
1l serait facile de pousser cette progression plus loin,
en continuant de prendre nos exemples dans des phéno-
menes astronomiques bien généralement connus; mais
les explications déja données font suffisamment compren-
dre comment nous sommes conduits & concevoir des
grandeurs homogénes de divers ordres : de maniére que,
dans chaque classe de phénoménes, et pour la mesure
des grandeurs qui s’y rapportent, il convienne de pren-
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. ;
dre l'unité dans un certain ordre, et en conséquence
dexprimer les unités de lordre inférieur par de trés-
petites fractions. Clest & cette subordination des gran-
deurs , lorsqu'elle existe,, que tient la simplicité des lois
des phénomeénes, et que nous devons la puissance de les
: 5 e

soumettre au calcul, par les méthodes d’approximation
que l'analyse a fait découvrir.

Théorie des infiniment petits et principes du calcul
infinitésimal.

47. Etant donnée la série des différences des divers or-
dres

N T R R e
qui deviennent, pour de trés-petites valeurs de Az, res-
pectivement comparables a

AT NS R s e e
Ierreur que l'on commettra en négligeant A%, Az* Yisf
a-visde Ay, Az; Ay, Az® vis-a-vis de A%, Ax?, et ainsi
de suite , sera d’autant moindre que 'on prendra pour
Ax une quantité plus petite; et 'on pourra toujours pren-
dre Az assez petit pour que lerreur commise tombe au-
dessous de toute grandeur donnée. C'est ce qu’on ex-
prime , d’apres Teibnitz , d’'une maniére plus bréve, en
disant que A%, Az? sont rigoureusement négligeables
vis-d-vis de Ay, Az ; queA’y, Az? le sont pareillement
vis-a-vis de A%y, Az?, etainsi de suite , lorsque la diffe-
rence. Az est infiniment petite.

Az et par suite Ay étant des quantités infiniment pe-
tites, Az?, A’y sont des quantités infiniment petites du
second ordre; ce qui signifie que les rapports

A ANy
Az’ Ay




82 LIVRE I. — CHAPITRE IV.
deviennent aussi des quantités infiniment petites. Axz?,
A3y sont des infiniment petits du troisiéme ordre; ce qui
revient a dire que les rapports
Azl A3y

_ ROV oAy
deviennent des quantités infiniment petites , ou que les
rapports

A3 A3)f
gy

sont des infiniment petits du second ordre. Générale-
ment, pour des valeurs infiniment petites de Az, les
quantités Ax®, A% deviennent, dans le sens qui vient
d’étre expliqué, des quantités infiniment petites du
n° ordre.

Ce langage adopté, au lieu de dire que les dérivées

sl S dna.,
sont les limites vers lesquelles convergent indéfiniment
les rapports :
Ay Ay Ny
-ATL"—AE, —A_J,'—a’ ceseeca

quand la différence Az converge indéfiniment vers zéro,
nous énoncerons le méme fait en disant que ces fonc-
tions dérivées sont les valeurs mémes des rapports cor-
respondants , quand la différence Az devient infiniment
petite, et quand par suite les différences Ay, A%y, A%y,
«+.... deviennent des quantités infiniment petites du
premier, du second, du troisiéme .. ... .+ ordre, cha-
cune rigoureusement négligeable vis-a-vis des infini-
ment petits d’un ordre inférieur.

Afin d’exprimer la méme chose avec la concision qui
est propre a l'écriture algébrique, Leibnitz emploie la
caractéristique « pour désigner des différences infini-
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ment petites ; et d’aprés cette notation , nous poserons
S aws (117. Pt s Cln_)/ o g ﬁ)f te
Y =dpr) T &) T a4

ou bien
dy=Ff'gude, dy—f z.dr:, Ly—flx . dr®, etc.

48. Pour faire comprendre tout de suite, par un
exemple trés-simple, la raison et le but de cet algo-
rithme , proposons-nous de trouver la dérivée de la fonc-
tion algébrique

=3 Arari -+ bx +-c:

nous aurons, en formant d’abord la différence Ay pour

A ST A
passer de la au rapport A._Z’ et ensuite & la limite,

Ay={(z + Az’ + a(x + Az)*+ b (x + Ax) + ¢
— (2% + ar®+bx +- ¢) = (32°+ 2ax + b)Ax
+ (32 + a) Az + A2 ;
d’ot nous tirons

A . !
Al_—: 322 +ax+ b+ B x-ta) Ax4-Az>.
z {
Or, si nous faisons converger indéfiniment Az vers
zéro, les termes

Bz -+ a) Az, Az?
convergeront aussi indéfiniment vers zéro, et s’évanoui-
ront a lalimite : donc on a

A i‘—};c = 32’42 ax+tb.

Au lieu d’employer ce tour de raiscnnement, traitons
les différences Az, Ay comme des quantités infiniment
petites, et désignons-les par dx, dy : nous aurons
Ar=(32+42 ax+b)dx+ 3z +a)da*Fdx3; (1)

mais les termes

(Bx4a)dsr*, dxd
sont des infimiment petits du second et du troisitme

6.
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ordre, qui doivent étre négligés vis-a-vis des quantités
infiniment petites du premier ordre,
dr, 3242 ax-b)dx:
donc on a simplement
dy = 32"+ 2 ax -+ b) dx; (2)

d'ou P'on tire, comme ci-dessus ,

f'::g_: 3a*+ 2 ar+b.

Maintenant (et c’est en ceci que consiste essentielle-
ment lavantage du procédé de Leibnitz) il est clair
quon aurait pu se dispenser d’écrire dans Iéquation (1)
et de calculer préalablement les termes en d® et da3,
sachant que ces termes ne peuvent étre que des infini-
ment petits d'ordres supérieurs, destinés & disparaitre
vis-i-vis des infiniment petits du premier ordre, de
méme et par la méme raison que ceux-ci disparaissent
vis-a-vis des quantités finies. Il y a plus : pour former
Ay on a eu besoin de connaitre la formule qui donne
les développements des puissances (v + A z)3, (v +A2)?%;
tandis que, pour former I'équation (2), il aurait suffi
de connaitre les termes affectés de la premiére puissance
de Az dans les mémes développements.

Supposons encore que nous voulions trouver la dé-
rivée de la fonction qui.mesure aire trapézoidale com-
prise entre la courbe M' N’ (fig. 20), 'axe des abscisses
et deux ordonnées 772, po, mp, dontla premiére est fixe,
tandis que 'autre se déplace. Cette question a été traitée
au n® 33 par la considération des limites. Pour y ap-
pliquer les principes de Leibnitz, nous concevrons que
Pabscisse Op = x augmente de la quantité infiniment
petite pp, = dx. L'aire m,p,pm étant désignée par y,
la valeur de dy sera le trapeze curviligne infiniment pe-
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tit mpp, m,. Mais, si nous menons les droites mn,, m.m,
paralléles & pp,, la différence de dy au rectangle infini-
ment petit mpp, n, sera moindre que Paire du rectangle
mngnay qui est elle-méme un infiniment petit du se-
cond ordre, puisque les deux dimensions mn,, m,n, sont
chacune des infiniment petits du premier ordre. Donc,
en négligeant, comme on doit le faive , les infiniment
petits du second ordre vis-a-vis de ceux du premier
ordre, ct en désignant par f'x lordonnée couraute de
la courbe M'N’, on aura

dy = fx'idr,
d’out l'on tire

pacn@lf g

=T =

ce qui apprend que la dérivée de la fonction cherchée
est précisément la fonction donnée /.

En général, on ne soumet & des raisonnements, a des
constructions et a des caleuls, des infiniment petits de
divers ordres, que pour assigner les rapports finis qui
existent entre des infiniment petits du méme ordre; et
4 cet effet on néglige constamment les infiniment pe-
tits d’ordre supérieur vis-a-vis des infiniment petits
d’ordre inférieur : ce qui opére, dans le cours méme
des raisonnements, des constructions et des calculs, des
simplifications qui constituent essentiellement 'avantage
de la méthode.

49. Effectivement, si nous pouvions comparer des le
début, non plus seulement dans leurs germes, mais dans
leurs applications aussi variées qu'étendues, la méthode
des limites et la méthode infinitésimale, nous verrions
que toutes deux tendent au méme but, qui est d’expri-
mer la loi de continuité dans la variation des gran-
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deurs, mais qu'elles y tendent par des procédés inverses.
Dans la premiére méthode, étant donnée i traiter une
question sur des grandeurs qui varient d’une maniére
continue, on suppose d’abord qu'elles passent subite-
ment d’'un état de grandeur & un autre; et I'on cherche
ensuite vers quelles limites convergent les valeurs obte-
nues dans cette hypothése, quand on resserre de plus
en plus lintervalle qui sépare deux élats conséeutifs. 11
est clair qu'on n’obtient ainsi quaprés coup, a la fin de
la solution, les simplifications qui résultent de la con-
tinuité, et que la méthode infinitésimale, par 'évanouis-
sement successif des infiniment petits d’ordres supé-
rieurs, donne directement et successivement, % mesure
quon avance dans le traitement de la question.

Aussi peut-on poser en fait que, quelque adresse que
Yon mette a employer la méthode des limites, et quel-
ques simplifications que les progrés des sciences appor-
tent dans les théories mathématiques et physiques, on
arrive toujours a des questions pour lesquelles il faut
renoncer a cette méthode, et y substituer, dans le Jan-
gage et dans les calculs, 'emploi des infiniment petits
des divers ordres. ;

D'ailleurs la méthode infinitésimale ne constitue pas
seulement un artifice ingénieux : elle est Pexpression
naturelle du mode de génération des grandeurs physi-
ques qui croissent par éléments plus petits que toute
grandeur finie. Ainsi, pour revenir sur un exemple cité
[42], quand un corps, en se refroidissant, émet sans
cesse de la: chaleur thermométrique, la perte de tempéra-
ture qu’il éprouve dans un intervalle de temps quelcon-
que, si petit qu’on le suppose, est un effet composd,
résultant, comme de sa cause, de la loi suivant laquelle
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le corps émet sans cesse, en chaque instant infiniment
petit, une quantité infiniment petite‘ d(.e chal}el:r therr'no—
métrique. Le rapport entre les variations elementalres.:
de la chaleur et du temps est la raison du rapport qui
gétablit entre les variations de ces mémes grandeurs
quand elles ont acquis des valeurs ﬁ}iies, 'le terme de
raison étant pris ici dans son acception phll,(-)‘sopl]l(-ll:le.

De méme, pour employer un exemple ’dej'a familier
a la plupart de nos lecteurs, les e,spaces\ de’,crll.;s par uln
corps qui tombe librement , en cédant & l'action fle a
pesanteur, varient proportionnellement aux carres des
temps écoulés depuis le commencement de la ’chute,
parce que 'accroissement inﬁnim.ent petit 'de lefapace
parcoura est proportionnel & la vitesse acquise, qui elle-
méme, par un résultat évident de l’ac?lon continuelle et
constante de la pesanteur, est properhonnelle au temps
écoulé depuis que le corps est en mouvement. De, cette]
relation si simple entre les éléments du temps écoulé
et de lespace décrit, dérive, comme de sa cause,.la
loi moins simple qui lie entre elles les variations finies
de ces deux grandeurs. i
Sous ce point de vue, on a pu dire avec fondement.,
que les infiniment petits ewistent dans la nature ’,: ef il
conviendrait certainement, dans le méme ort.ire dxdees.,
dappeler f'x la fonction génératrice‘ ou prumtul'e 5 ef: L
la fonction dérivée, au lieu d’appliquer ces dcnomu_la:
tions en sens inverse, comme I'a fait Lagrange, guidé
en cela par des considérations de pure algebre. s
Du reste, ces remarques ne concernent pas cx«flum—
vement les grandeurs douées d'une exist'cnce phyaquei
en géométrie pure, les grandeurs contmue:s olnt aussl
ou peuvent avoir leur mode naturel de géncration, par
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le mouvement de certains points, lignes ou surfaces ; et,
en pareil cas, on trouve le méme avantage a saisir di-
rectement la loi des variations infinitésimales, de la-
quelle résulte la loi des variations a I'état de grandeurs
finies.

En résumé, la méthode infinitésimale est mieux ap-
propriée a la nature des choses : elle est la méthode di-
recte, au point de vue objectif; et cest pour cela que
Talgorithme de Leibnitz, qui préte & cette méthode le
secours d’une notation régulitre, est devenu un si puis-
sant instrument, a changé la face des mathématiques
pures et appliquées, et constitue & lui seul une invention
capitale dont I'honneur revient sans partage a ce grand
philosophe. D’un autre coté, le concept de I'infiniment
petit ne peut se définir logiquement que d’'une maniére
indirecte, par Pintermédiaire des limites ; de sorte qu’au
point de vue logique et subjectif, la rigueur démons-
trative appartient directement & la méthode des limites,
et indirectement & la méthode infinitésimale, en tant
que celle-ci devient, i l'aide de certaines définitions de
mots, une pure traduction de la premiére. La consé-
quence de ce double fait, c’est qu'on ne peut se dispen-
ser de mettre en évidence, dans les cas les plus simples,
l'identité des résultats des deux méthodes ; mais qu'une
fois cette traduction bien comprise, il convient de s'a-
bandonner & la méthode infinitésimale, qui seule peut
conduire & la solution des questions compliquées, par la
suppression de tout échafaudage inutile.

Quoique la méthode des limites ait certainement toute
la rigueur logique désirable, le concept sur lequel elle
repose ne semblait pas encore assez rigoureusement dé-
fini aux géometres de Vantiquité, habitués aux subtili-
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tés de la dialectique grecque, et qui ch_erchz}i(?nt th]-
jours & réduire le nombre des concepts'lm'med:fats, e
tirant le plus grand parti possible du prmm,pe dldeante
ou de contradiction sur lequel rep-ose'la d?mons’t,ratu;nl
logique. En conséquence, ils substxtuaxeu{t a la metl;o l.c
des limites le procédé si connu dans les.elements,, i
réduction & I'absurde ou de lexhaustion : procfede le
plus indirect et le plus compliqué de tous; celui, ;:ar
conséquent,, quion est forcé d’abandonner. le pllus tcl)t,
quand on s'éleve graduellement des questions les plus
simples aux questions plus complexes. e

1l y aurait a tirer, du 1-approchefnent de: ces weru;
théories mathématiques, des inductions Prcc;cljses pour
Pétude générale des opérations ct des lois de lent‘ende~
ment; mais ce serait faire, dans le cl.lamp de la plulosg-
phie pure, une excursion incompatible avec le but es-
sentiel de cet ouvrage.

50. Les différences infiniment petites de, dy , fli.),",’
se nomment plus brievement des diffé-

e
rentielles. Les rapports
dydytdy
dz’ dr’ dz3’ :
dont nous avons fait voir I'identité avec les fonctions
; quand la différentielle dr est

dérivées ', 0" 7 e
constante, et avec les fluxions y, p5 )y quand la
fluente - varie ou sécoule uniformément avec le temps,
ont été nommés, par M. Lacroix, les coefficients dif-
férentiels de la fonction y, et lon fait maiusenant un
usage fréquent de cette expression. Lordre d’un coeffi-
cient différentiel est celui de la différentielle et de la
fonction dérivée correspondantes.

Différentier une fonction, cest passer de cette fonc-
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tion a sa différentielle : la branche de Panalyse qui a
pour objet la différentiation des fonctions se nomme
le Calcul différentiel.

On appelle dguations différenticlles celles qui ont
lieu entre la variable indépendante, la fonction qui en
dépend, et les dérivées ou les coefficients différentiels de
cette fonction. L'ordre d’une équation différentielle est
celui du coefficient différentiel de ordre le plus élevé
qui entre dans cette équation. Ainsi

S @00 )=0, 0u f('za.}ﬂ %)201
est une équation différentielle du premier ordre;
g RS e i i
/(x:.):.}’:.)’ ] =0, 0“./('”7.]7([_1.’ TR
est une équation différenticlle du second ordre; et
ainsi de suite.

51. La différence finie 2 — x, est la somme des in-
créments infiniment petits que la variable indépendante
aregus successivement , en passant de la valeur z, ala
valeur x : de méme la différence finie y— ¥, est la
somme des incréments infiniment petits ou des éléments
différentiels

dy:—= ATz dr',
par P'accession successive desquels la fonction a passé
dela valeur y, 4 la valeur ;5 ces éléments peuvent d'ail-
leurs étre de méme signe que dv ou de signe contraire
[30], selon que J'x prend une valeur positive ou né-
gative.

On écrit en conséquence

e j; Fa.ds, (3)

ou

fx—fz, :/: T i ([L.' :

¢
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le signe / étant regardé comme Iabréviation du mot

i
somme ou summa; et 'on dit que

f = Jady

est Vintégrale de la différentielle f'z. dx, entre les U-
mites oy x (7). A
En d’autres termes, si 'on prend

xr—x,
A =——,

la somme
[y Az +f (2 + Az).Az-f (z,,—|—-zA.z)Aa:—|— Ha
3 .........—-|—f'[.x,,—|—-(n+1)Aa:].AL
convergera vers la limite
fo—fa,

quand on prendra le nombre n,’de plus en plus grand,
ou quand Az convergera vers ze,r.o. e

52. L’équation (3) montre qu 11_ ne suffit }?as dSSll
gner la fonction /& pour déterminer complstement ]a
fonction » dont f'x est la dérivée, ou dont:f.:rclx est la
différentielle: il faut en outre assigner explicitement ou
implicitement la valeur de la fonction r cc/)rrespondant
A une valeur déterminée de la variable l.ndepe'[_xflante, ce
qui rentre tout a fait dans le principe déja connu

[31 et 39].

) i i jour: ; dont le signe
(") Leibnitz employait toujours le terme de somme, g".
Syt U, (e alli.
/[ est Pabréviation; celui dintégrale a éié proposé par les Berno
Voy. OEugres de Leibnitz, t. 1L, p. 326. ke e
Clest un usage peu ancien que celui d’écrive en indices, au hau
i 2 v ¥ 5 limi érieuves et inférieures
ct au bas du signe /] les valeurs des limites slupl. S
inté a-dire, les v. g aria -
de Pintégrale, Cest-a-dire, les valeurs de la varic lu i
i ’intégration s’effectue : celte nota-
entre lesquelles la sommation ou Pintégration s Lffe(,lu, it
olé O 1 F g1 t gé-
tion trés-commode a é1é proposée par Fourier, et on I'a aussitot g

uéralement adoptée,
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1l suit de la: 1° que, si Pon peut découvrir, par un
moyen quelconque, une fonction Jr qui jouisse de la
propriété d’avoir pour dérivée S, on aura, pour des
valeurs quelconques des limites 2, x, la valeur de I'in-
tégrale

ﬁlf’xdx:jx—jxo,
S +C

G désignant une constante arbitraire, est I'expression
geénérale des fouctions qui ont pour dérivée f”r. En
8 q P ’
consequence, on qualifie d'zntégration indéfinie Popéra-
tion par laquelle on remonte de la dérivée Sz a lex-
pression générale des fonctions dont elle est la dérivée :
ou de la différentielle /"xdx & Pexpression générale des
fonctions dont elle est la différentielle, et on indique
celte operation par le signe /, sans désignation de li-
mites. Ainsi 'on écrira

//"x(l.r =fx+C,

2° que

ou bien

[ fadx= fx 4 const. ;
ct I'on dira que I'expression
Jx - const.
est Vintégrale indéfinie de la différentielle /"2 dx.

Par opposition , on appelle intégrales définies celles
qui sont prises entre des limites indiquées, et que n’ac-
compagne plus la constante arhitraire inhérente A linté-
grale indéfinie,

53. Le Calcul intégral, que lon peut considérer
comme linverse du caleul différentiel, a pour objet la
détermination des intégrales, indéfinies et définies. On
comprend  la fois, sous la dénomination de Calewl in-
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finitésimal, le caleul différentiel et le caleul int‘égral.
Le calcul infinitésimal , en tant qu’il a pour ohJ.et de
démontrer, a laide d’un langage et d’un 'algomthme
pacticuliers, les relations générales qui subsistent entre
les fonctions et leurs dérivées des divers ordr,es » Ten-
ferme ce qu'il y a de plus important dans la théorie des
fonctions, et se confond en quelque s.orte avec cette
théorie , dans I'état de Ia science 5 mais il faut pourtant
distinguer , au point de vue ratlonnlel,. ]f: caleul qui
west qu'un instrument, d’avec la théorie & laquelle on
“applique. o
h{)lpnc(a] faut pas identifier non plus}z‘l méthf)de‘inﬁmte-
simale (méthode que I'on avait déja appliquée ava.nt
Leibnitz et que 'on applique encore dans_les parties
élémentaires de la géométrie et de la stat.lque) avec
Palgorithme différentiel imagirfé pe?rrl'felbmt‘z, en: vue
des applications de la méthode infinitésimale & la théorie
des fonctions. . :
L'usage apprendra que cet algorithme , malgré ses
avantages généraux, nest pas exempt.de quelques im-
perfections , inhérentes au mode d’e":cntlllr,c? et qui ne
tiennent pas au fond de la méthode infinitésimale. Dans
certains cas, I'algorithme de Lagrangeest plus comm,ode,
et alors les analystes ne font aucune difficulté de I'em-
ployer, tout en se servant plus habituellement de la
notation leibnitzienne. 10!

54. Nous avons supposé, dans tout ce qui precede‘,
que la fonction n’éprouve point de solution de ,c?n,tl—
nuité, résultant de ce que cette fonction ou ses dérivées
des divers ordres passent par l'infini, ou passent bm.}s—
quement d’une valeur finie & une autre. En ef.fetz fhre
que la fonction » éprouve une solution de continuité du
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premier ordre , cest dire que, pour unc variation infi-
niment petite dz, la variation correspondante o) a une
valeur finie ou infinie : infinic si y passe par Uinfini ,
finie, si y passe brusquement d’'une valeur finie A une
autre ; et dans l'un et lautre cas il n’est plus permis de
traiter dy comme un infiniment petit du méme ordre
que dz. Pareillement , si la fonction y- éprouve une solu-

8

a

tion de continuité du second ordre, dy’ — di;

est une

quantité finie ou infinie «, et la différentielle seconde
@'y =uadx n'est plus un infiniment petit du second
ordre, négligeable vis-a-vis des infiniment petits du
premier ordre, et ainsi de suite. Done toutes les for-
mules auxquelles on est parvenu en employant la diffé-
reatielle dy et en la traitant comme un infiniment petit
du premier ordre, cesseront en général d'étre exactes,
si la fonction y éprouve ume solution de continuité du
premier ordre ; toutes celles qui ont exigé Pemploi de
la différentielle seconde 2y, traitée comme un infini-
ment petit du sccond ordre, cesseront aussi en général
d’étre exactes, non -seulement lorsque y éprouvera ,
dans les limites de 'application des formules , une solu-
tion de continuité du premier ordre, mais lors méme
quelle ne subirait, entre les mémes limites, qu'une
solution de continuité dusecond ordre; et ainsi 4 l'infini,

Toutes les fois que des valeurs infinies de dy corres-
pondent a des valeurs infiniment petites de dz , le coef-

; xohoiiskond, 10U S ; oL,
{icient dlfferentlelﬁf devient infini ; mais la réciproque

n'est pas vraie généralement; ce qui revient A cette re-
marque déja faite, et rendue évidente par la considéra-
tion des courbes [35], que la dérivée y' peut passer pour

[
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P'infini sans que la fonction y cesse d’étre finie. En re-
gardant dailleurs @y comme la limite de la valeur de
Ay tirée de I'équation :
Ay
Ay — R o5 A

on concoit que la limite du produit de deux facteurs,

A 5 5
dont I'un é converge vers 'infini, et I'autre Az con-

verge vers zéro, peut étre l'infini, ou une quantité finie,

ouméme zéro. Dans les deux premiers cas
dy—frids

est une quantité infinie ou finie, et la fonction y éprouve

une solution de continuité du premier ordre ; mais dans

le troisiéme cas dy reste une quantité infiniment petite,

et y w'éprouve qu’une solution de continuité du second

d FE
ordre. De méme , si dy’ = —dn% passe par Dinfini, le

dz), : :

coefficient différentiel du second ordre (T;C;devxent aplus
; BT ol 5 g aldusot

forte raison infini; mais I'inverse n’est pas geutrale
ment vrai, et ce coefficient différentiel ou la dérivée
correspondante /"« peut passer par linfini, sans que

i . . -
dybe= d[“i cesse d’étre une quantité infiniment petite
a

du premier ordre, et par conséquent sans que d?y cesse
d’étre une quantité infiniment petite du second ordre ;
auquel cas » ne subit quune solution de continuité du
troisiéme ordre. ‘

L’équation

dy=f'udz,
et celle qui s'en déduit [51

]
y—y.=|_ fxdx,
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cessent d’offrir un sens quand la différentielle ) passe
par linfini, pour des valeurs de 2 comprises entre les
limites de l'intégrale: ce qui suppose, d'aprés ce qu'on
vient d’expliquer, non-seulement que /’x devient infinie,
mais encore que le produit /'z dx couserve une valeur
infinie. Cependant, si fx désigne une fonction dont la
dérivéesoit f'x, de maniére qu'on ait 'intégrale indéfinie
ff’x dr =fx + C,
on en conclura
J—Jo =/ —[%,

pour ’équation d’'une courbe dont la courbe dérivée
aurait pour ordonnée )’ = f"w, et qui serait en outre
assujettic a passer par le point (,, y,), mais dont l'or-
donnée y passerait par linfini, pour des valeurs de
I'abscisse comprises entre x, et . L'expression fx —fa,
représenterait encore la différence des ordonnées ¥, 7.,
mais ne représenterait plus la somme des valeurs de la
différentielle dy — f" dx , entre les valeurs z,, x de la
variable indépendante. Nous reviendrons par la suite
sur des exemples de ce cas exceptionnel , déja présente
sous une autre forme [35], et qu'il suffit de rappeler ici.

55. Par la méme raison, nous nous contenterons
d’indiquer rapidement la forme que prennent les théo-
rémes généraux sur les fonctions dérivées, démontrés
dans le chapitre précédent, lorsqu’on y adapte laméthode
et les notations du calcul infinitésimal.

° Si 'on pose
y=u+v + w + etc.,

u, v, w, etc., désignant des fonctions d’'une méme va-
riable indépendante x, on a évidemment, ea passant
aux différentielles ,

dy = du+ dv - dw 4 ete.
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Ainsi la différentielle d'une somme de fonctions est la
somme de leurs différentielles, le mot de somme devant
¢tre pris dans son acception algébrique. On en conclut

dy du dv  dw
dx ‘d:,+07:;+l Ay e ¥
équation qui est I'expression du théoreme sur Tod fgnc-
tions dérivées , démontré directement au n’ 39
On a inversement

T 7 §
)'(lvv: f wdx - / vdx - / waie = ete 5w
J " z, x,

ce quon énonce en disant que lmlegrale deﬁme d

dcﬁmea, entre lLb mémes limites. "‘«“\,
1l est permis d’établir la méme identité entre es in-
tégrales indéfinies, et d'écrire
'/]'(L'n ;/‘II({;IT —{—'/."Uc[r +/ wdr - ete.  (4)
Pour l'intelligence de cette derniére formule, admet-
tons qu on ait trouvé separement
/741L_F1+(,,/urlz__f1 —|—c ﬁz(lz_ﬁ r—4-c;,
CosieiCay
G, ¢ cescyetal; desxgndnt dcs constantes arbitraires :
d'apres la formule (4) il faudra qu'on puisse , par un
choix convenable de la constante C, établir I'identité

Fo-C—fo+-ctfix | c+tfiot-c, et
quelles que soiert les valeurs attribuées aux constantes
CiHnCriaiChyiete.

2° La différentielle du produit de deux fonctions est
la somme des produits qu’on obtient en multipliant cha-
cune des fonctions par la différentielle de l'autre. Fn
effet 'on a
duy— (e du) (v dv) — wv
d'oly, en développant, et en négligeant I'infiniment petit

T. I, 7
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du second ordre du dv vis-a~vis des infiniment petits du
premier ordre,
d.ww=vdu+udv. (5)

Si T'on passe aux coefficients différentiels , 1l viendra

d.uv du

e d.L_I_ udx
ce qui est Pexpression d’un autre théoréme sur les fone-
tions dérivées , contenu dans I'équation (4) du n® cité.

On met 'équation (5) sous la forme

d.uv du dv
g R el v
et I'on en conclut facilement
d.uww . . du  dv dw y
CEW T T T pete, (6)
UVW . o oo e u v w

Si u est un nombre constant a, du devient nul, et 'on

a simplement
d.av = adv.

Inversement on aurait

f v f P vz,
/;wrlr == a(/:udx i

et

cette derniére équation étant interprétée comme la for-

mule (4).
Soit
=gz, v=—"4x, U= . Jw="fx
Iéquation (5) prendra la forme
fadr = Yz wde +ox. Yxdr,
d’ott
ox Yode =f'vde—{v.gudr,  (7)

et en mte"rant

f oz.Vzde=fr— [z, ——f bz . o wdx,
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ou bien

/‘A ox.Yrde—ox.x—oZ, ‘.la;L(,~—~/1

De cette maniére, I'intégration de la fonction cpm Yadx
a été ramenée a I'intégration de la fonction U’z da (ce
qui fait connaitre la fonction ), et a eelle de la fonc-
tion yx . o'z dx : I'une et lautre intégration pouvant
dans beaucoup de cas s'opérer plus simplement que celle
de la fonction proposée. Ce procédé , dont nous verrons
que Pon fait le plus fréquent usage dans le calcul inté-
gral, est connu sous le nom d’intégration par parties.

Si I'on prend les intégrales des deux membres de I'é-
quation {7), sans égard aux limites , il viendra

) / gr Arde— fa — ﬂ;z Sozdr,

ou

ﬂ;? 'rdr— 0% . Iz ——-fw o' xdx ... . (9)
Il serait Nt d’a]uutel une constante arbitraire i
Vintégrale du terme /" dx, parce: qu'elle se confond
avec la constante arbitraire qui accompagne nécessaire-

ment l'intégrale indéfinie /u],u: . 9'zdx. Par ce moyen,
; )

chaque membre de Fidentité (g) est censé accompagné
d’une constante arbitraire, de facon que I'on puisse
toujours disposer de la valeur de I'une des constantes
pour établir lidentité, quelle que soit la valeur numé-
rique assignée arbitrairement i autre constante , comme
nous l'avons expliqué au sujet de la formule (4).

3° Soit

>
UD-—= T, OU V' ==

: u

il viendra , par I'équation (5),
d.uv —vdu r wdr — rdu

dvi—

o . == o)
u 2 u w2 o)

3
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Dans le cas de r =1, on a
I du
d. ; = _| It—i . (I l)

56. Nous avons, dans tout ce qui précede, traité
 comme une fonction immédiate de la variable indé-
pendante  : si x était elle-méme une fonction de la
variable £, et quon eit a la fois

)’:f.l‘, T—"ol,
la différentielle dx cesserait d’étre constante et serait
donnée par I'équation
dr — (p’t 2 ({l,
d’ot1 I'on tirerait
=1 g Lrdt,
ou bien, en passant aux coefficients différentiels ,
di)' ’ ’ d} dx
w—t:fx.ql:ﬁ-z,
équation qui est expression de la régle pour la dériva-
tion des fonctions médiates, déja établie [ 40 ] Il n’y
a aucune difficulté a la généraliser , en supposant un
nombre quelconque de variables intermédiaires entre
yett i
57. Si I'on différentie les deux membres de I'équation
ezt
S = dx?
en cessant de considérer la variable 2 comme indépen-
dante, et par suite sa variation comme uniforme, ou dx
comme une quantité constante , on aura, en vertu de
la formule (10) ot I'on fera r—=dy, u=—dx,
e Ay dx —dy d*x
dx? 2
et par suite
oAy yda—dy dw
Vo= g (12)
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Quand & et ) seront donnés en fonction de la variable
indépendante £ par des équations de la forme

r=qt, y = V{r,
:n tirera
. de=Vtdt, dy= 4yt dt,
Pr—= q)"t dr (l’f}':ul}"t s

Apres quon aura substitué ces valeurs dans la for-
mule (12), d¢s’en ira comme facteur commun aux deux
termes du rapport, et 'on retombera sur Iéquation (d)
du n° 41.

Ou trouverait, au moyen de calculs semblables , les
formules par lesquelles les dérivées supérieures y', 7™,
etc. , s'expriment en fonction des différentielles
dy, &y, By, diy.....; dz, &z, B2z dimie S,
quand on cesse de regarder la différentielle dz comme
constante : mais, pour effectuer commodément ces cal-
culs, il convient de s'étre familiarisé avec Papplication
des régles du calcul différentiel aux fonctions algébri-
ques , application qui doit faire 'objet du chapitre sui-
vant.

Pour revenir au cas o1 la variable « est traitée comme
indépendante , on fera dans I'équation (12) d>x —=o, et
Pon retombera sur la formule

ooy
S = e
comme cela doit &tre. Si 'on veut au contraire prendre
 pour variable indépendante, on posera d’y = o, et
il viendra
: o d'x rdr\3
o e gl
formule identique avec 'équation () dun’ cité plus haut.
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DIFFERENTIATION
DES FONCTIONS EXPLICITES D'UNE SEULE VARIABLE.

CHAPITRE PREMIER.

e O

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS ALGEBR!QUES ET
TRANSCENDANTES,

58. Nous avous passé en revue, dans les deux cha-
pitres précédents, les principes généraux de la dériva-
tion ou de la différentiation : principes applicables & des
fonctions quelconques, et indépendants des procédés
particuliers par lesquels on parviendra, suivant les cas,
adécouvrir les valeurs des dérivées ou des différentielles
d’une fonction proposée. Ces principes subsistent, soit
qu'on ne puisse assigner numériquement les valeurs des
dérivées ou des coefficients différentiels que par ap-
_proximation [44], et séparément pour chaque valeur de la
variable indépendante, comme c’est le cas a I'égard des
fonctions empiriques, qui ne sont données que par une
table; soit qu’on puisse comprendre dans une formule
mathématique les valeurs exactes des coefficients diffé-
rentiels pour des valeurs quelconques de la variable in-
dépendante, comme nous allons voir que cela a lieu a
égard des fonctions algébriques et des transcendantes
qui nous sont connues.

En vertu des principes généraux que l'on vient de

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS AI;G]?‘.BRI,QUES.. 1'03
rappeler [55 et suiv.], le problémelde lfx dlfferentlatlori
des fonctions algébriques, loganthn:m‘;ues, -ex’pone.n
tielles et trigonometriques, est ramené 2 la différentia-
tion des trois fonctions élémentaires suivantes :

2", en supposant a Pexposant 7 une valeur

12—
quzl‘?;l-lge.lou z, ce qui donnera la différentielle de la
= log =,

fonction inverse @ — & (a désignant la base des llt?ga}-
rithmes), ou, par une permutation de lettres, la diffe-
rentielle de la fonction exponentielle P .—,-,a‘. . :
3° y- = sin x, d'olt l'on déduit les dlfferentlellcs. es
autres fonctions trigonométriques, et des arcs qui en
sont les fonctions inverses. : : o .
Quand on saura différentier ces fonctions el.ementa,l-
res, la régle pour la différentiation des .foncuons me-
diates donnera les différentielles des fonctions c.ot.nplexes
quelconques, susceptibles de s’expnmer: exphctte.ment
par les signes usités en algtbre et en tmgorllomet:le.
59. Occupons-nous d’abord de la fonction . En
premier lieu, si Iexposant 7 est un nombre \entle:' po-
sitif, Iéquation (6) du n° 55 donnera, apres quon y

aurafait w=— ¢ — w. . .« . - =z,
dixt da
=l Wi )
a* z
ou d.a™ = mz"~" dz. (@)

PHERC TRRERE T
Sim est égal a une fraction positive 7_’ petyq desi

P
gnant des nombres entiers positifs,, on posera X1 — 3,
d’ol1 27 = 21, et en différentiant daprés la formule (@),
pa?—t dz=yq5""" dz.
On tire de la

1
2 D G
z:zLxu:%nL dx,
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en sorte que la formule (@) est démontrée pour toutes
les valeurs positives et commensurables de 7z, Suppo-
sons que 7z ait une valeur négative et égale A —n, n
désignant un nombre positif commensurable : on aura ,
en faisant u = 2" dans D'équation (171) du n° 55,

‘ 03
dex=—d: i:_d.x

= ——nz " dr—ma® “dx’
!

Tz
au moyen de quoi la formule (@) se trouvera démontrée
pour toutes les valeurs commensurables de 'exposant 7z,
tant positives que négatives.

On est fondé a en conclure qulelle subsiste aussi
pour les valeurs incommensurables de 72. En effet, ad-

mettons qu'on ait, dans le cas de l'incommensurabilité
de m,

dox®
x = m— 1
e ma' =+ oz,

et soit 72" un nombre commensurable qui pourra diffe-
rer de 7z d’aussi peu qu’on voudra. Désignons en outre
par x,, z, deux valeurs de x séparées par un intervalle
fini, et choisies de maniére que la fonction ¢ & ne
change pas de signe dans Pintervalle, ce qui est tou-
jours possible : on aura

Ty cas
2 m —-«.z:‘,"‘:/ mx™ = .dx +f ox.dx
J To To
Ty

) ; e
Ty — B — 7 A S

To

d’ou

z, N
_,L,lm_x‘m'__(xnm_xom')__T/ ma™ dx_[ m’zm‘— x dx
20

+f : oxdzx.

Mais la différence m — m’ convergeant indéfiniment
vers zéro, les quantités

e o m mn a0 W2
w = —
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z : k% m—1 12— d
gy _‘_[‘ miam =t de— [  (ma"——n 2™ )
Zo Zo

Lo i
i indéfini zéro : donc 1l faut
convergeront aussi indéfiniment vers

que I'intégrale définie

'Ly
[ oz dx,
o T,

: ’ arisl or
qui ne dépend pas de 72, gévanouisse d’elle-méme; et

: S ) ]
comme les limites de 'intégrale ont et¢ choisies vfle ma
niére que ¢ & ne change pas de signes entre ces limites,
il faut que la fonction ¢ & soit nulle, pour chaque va-
leur de . 65 o g

On doit remarquer deux valeurs partlcullerhes de m

qui se présentent fréquemment dans les applications,
les valeurs -~ et —; :ona

ds dx 2 I :____fl.m—ii
d.\/x:z‘/;’ W 2272

60. La formule (@) donnant pour y — x*,

—j—y-zmwm_‘ 3
X
on en tirera par une seconde différentiation
<y =m (m—r1) 2™,
da?
et en général
& cmadl am—t
:1??.-: (m—1) (m—2)......(m—i-41)

Si I'exposant 7 est un nombre entier positif, le coef-
ficient différentiel de Uordre  se réduira au nombre
constant

m(m—ux)(m—2)...... Blard et s
par conséquent le coefficient différentiel de Vordre
m =+ 1t et ceux des ordres supérieurs seront nuls. Cette
propriété qui appartient au mondme ", quand 7 est
un nombre entier positif, appartient aussi a toute fone-
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tion algébrique entidre et rationnelle de 2, puisqu’on
peut toujours développer une fouction de cette natuve
en une suite finie de monémes

Ax™ + Bx® 4+ Ca? - etc. 5
m, 7, p, . ... étant des nombres entiers positifs. Si 72

désigne le plus haut exposant, il est clair, d’aprés ce 3

qui précéde, que le coefficient différentiel de I'ordre
de la fonction dont il s’agit se réduira au nombre cons-
tant
Am(m—1) (m—2) ......3.2.1,

et que les coefficients différentiels des ordres supé-
rieurs s’évanouiront.

61. Pour trouver la différentielle de la fonction trans-
cendante

Yyi—log z;

nous emploierons directement la considération des li-

mites. On a s
1+é§> log(x—{—éﬁ
Z -—_I_ T

Az = Az

AYSE ]og(x—l—-Ax)—log.z_ log(
Az Az T g

x

Ax i v
Le rapport —= converge indéfiniment vers zéro en
méme temps que Az, tant que z n’est pas nul : de

. dy . : g
sorte que, pour avoir —Z, il ne s'agit que d’assigner la
dx

L

limite vers laquelle converge

1"*”(++‘_):10g.(1+5)€,

€t par conséquent la limite vers laquelle converge le
nombre

Gl s Lo
quand le nombre ¢ converge indéfiniment vers zéro.
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Or, on pourra toujours satisfaire & la condition de

1
faire converger indéfiniment vers zéro le nombre ¢, en

osant
p I
e—=—,
n
et en prenant pour 2 un nombre entier positif de plus
en plus grand. La formule du binéme donnera

i 2 ) e

\* n I £y
(I+I—l>:l+7‘;l+ T2 T 1.2.3 n®
n(n-1)(n=2)....(n-v+1) 1 +n(n-1)(n-2).....[n-(n-_xl] A
5 e T Y bk T.2. 350 .50
ou hien

L e e _(I_)(,3>+
o= o i s

+ S (53 g el Jus (w2 i

Tous les termes de cette suite, a partir du second ,
vont évidemment en décroissant de valeur : nous disons
de plus quon peut toujours prendre 7 et v assez grands
pour que, si lon arréte la suite au terme

L e T

FTRESy L T
la somme des termes négligés tombe au-dessous
toute grandeur donnée.

En effet, cette somme est plus petite que
I ) ¢ I

e = &
12300 41) a3y )(v+2)
et a fortiors plus petite que
I

I s SRR
o +W [ SRR 4= e H
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donc, 3 i
i ¢, a plus forte raison encore , elle est moindre que
a somme de la série
Lo puin Guodeunpimi. o 1
2 o V+x oft—rt 27 o it + ete.,
: SRR
prolongée & Iinfini, laquelle est égale a

I

oV—:’

et t au-
ombe au-dessous de toute grandeur donnée, pour
une valeur convenable de v,
i : 55 g
Apres avoir arrété la suite () au terme (), si nous
renons
‘[,) lnon; pour 7 un nombre de plus en plus grand, la
aleur de cette suite mdéfini
o \ convergera indéfiniment vers celle
€ la suite
5%
2 o230y
Donc la limite vers laquelle converge le nombre (E),

pou S Ir's € dC pl S € =
v n lua
our de aleu de u P petltes » Sera dﬂﬂ

I
T — T
I+x.2 +1,2,3+"""'+

: cette derniére suite avec une approximation
d’autant plus grande que l'on aura pris pour v un
nombre plus grand et qu’elle comprendra plus de ter-
mes. Done, si I'on désigne par ¢, selon l'usage généra-
lement recu, la limite dont il s'agit, il viendra :

I 1
e:I+;+&+—,

1.2 +ete. , (e)

7

le seco i i
5 1,fldﬁm_embre de I’équation étant une série prolon-
g C:f  nlini, et convergente en vertu dela régle dun®26
Dlailleurs la série :
I I
S + —l —— __I o
T 1.2.3+r.2.3.4+em'
a tous ses termes pl 1
plus petits que ceux de méme r:
dans la série i
I

I I
2 bt ke,

———

lJ-
';‘:2+— S
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qui est convergente et a pour somme I'unité. Donc la va-
leur de e est comprise entre 2 et 3. .

62. En prenant la somme des 1/ premiers termes de
la série (&), on trouve

o= 2,71828 18284 .......

Si Pon n’avait calculé que les neuf premiers chiffres de
la partie décimale de ¢, le retour accidentel de quatre
chiffres dans le méme ordre aurait pu porter a croire
que le nombre ¢ sexprime par une fraction décimale
périodique, et conséquemment quil a une valeur com-
mensurable. Mais cette induction serait trompeuse; et,
en effet, supposous que ¢ puisse étre égal ala fraction

- 5
commensurable ;> en sorte qu'on ait

I I 1

-} ete.
T2:B5y *

I
2P -
1.2.3..v(v+1)
{5 v désignant des nombres entiers , on en conclura,
en multipliant tous les termes par le produit continu

o2

it Tt
1930 (v—1) p—[223. 4y + 3.4 v+ 450t t 1]

i
-+ ete.

I I
BT S T B GRS e (O )
La somme de la série qui forme le second membre
de I'équation précédente devrait done étre un membre
entier , positif ou négatif, tandis qu'elle est positive et

E ) ;s o
moindre que — qui est la somme de la série
v

I I X
S ) AR T
On démontre aussi, mais moins simplement , que
toutes les puissances du nombre ¢, & exposants ration-
uels, sont irrationnels, en sorte que e ne peut étre la

-+~ etc
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racine d’'une équation algébrique binéme, i coefficients
rationnels.

On entend par nombres transcendants ceux qui ne
peuvent étre les racines d’'une équation algébrique quel-
conque, a coefficients rationnels. Ily a tout lieu de croire
que le nombre ¢, comme le nombre = avec lequel nous
verrons qu'il a une étroite affinité, sont des nombres
transcendants, bien que ce caractére négatif n’ait en-
core été rigoureusement établi ni pour Pun ni pour
lautre nombre.

63. L’équation

:
e =lm. (1 4—5)?
n'a été démontrée que sous la condition d’assujettiv le
nombre ¢ & converger vers zéro, en passant par une
série de valeurs positives; car la formule du binéme,
sur laquelle nous nous sommes appuyé quoique subsis-
tant pour des valeurs quelconques de I'exposant 72, comme
la suite le fera voir, n’est ordinairement démontrée dans
les éléments que pour des valeurs entiéres et positives
de . Afin de s'affranchir de cette restriction, on peut
poser

I
e
de maniére que ¢ s'évanouisse en méme temps que e,
et qu'a des valeurs négatives de ¢ correspondent des
valeurs positives de ¢'. Il en résultera

Toelei==

(14e)® =(1+) (14,
et par conséquent
lim. (x-|-a)E =lim:i( 1 +s’)?= e,
en sorte que la limite sera la méme, quel que soit le
signe de e.
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: . dx
64. Donc, quel que soit le signe de —hona

d dx
Z—Z,:éloge, oudy = =
7 désignant le logarithme de x dans une base quel-

-loge,

conque, et le logarithme de e se rapportant a la méme
base que celui de x.

Par conséquent, si 'on prenait précisément le nombre
transcendant ¢ pour base des logarithmes, on aurait

simplement
dx

da)i— £

Les logarithmes dont la base est e sont ceux qu'on
a appelés pendant longtemps logarithmes naturels ou
hyperboliques , et que M. Lacroix a proposé de nom-
mer logarithmes népériens , du nom de Neper, inven-
teur des logarithmes , qui avait été effectivement conduit
A considérer le nombre ¢ comme la base naturelle
des logarithmes, ainsi que nous lexpliquerons tout 2
I'heure.

Mais immédiatement aprés la publication de la de-
couverte de Neper, en 1614, Henri Briggs, professeur de
mathématiques a Oxford, comprit I'avantage que l'on
trouverait dans les calculs numériques, a prendre pour la
base des logarithmes la base méme de notre numération
décimale: 1l en conféra avec Neper, a qui la méme idée
était aussi venue, et en 162/ parurent les premiéres ta-
bles de logarithmes calculées par Briggs dans ce systeme,
et que 'on nomme pour cette raison, tantétlogarithmes de
Briggs , tantét logarithmes vulgaires ou tabulaires; mais
dans les branches supérieures des mathématiques le
signe log. désigne toujours les logarithmes naturels ou
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népériens, a moins qulon n'avertisse du contraire, et
nous nous conformerons a l'usage recu.

1l est d’ailleurs évident que I'on peut passer, des lo-
garithmes calculés pour une certaine base, aux loga-
rithmes calculés pour une hase différente, en multi-
pliant les premiers par un facteur constant. Désignons
généralement par log, les logarithmes calculés dans le
systéme dont la base est a, et soient

y=ilog, & o ¥—=log, iz
on aura inversement

z—ia¥ g xle— b La¥ — pU
d’ol1 Pon tire, en prenant maintenant les logarithmes
dans un systéme quelconque,
rloga=7Yloght,

ou

logy, z =log, = . l-z’—';—z -

Si y désigne le logarithme népérien et Y le loga-

rithme vulgaire du nombre 2, on aura

Y—=ylog. e,
le logarithme de e étant pris dans le systéme vul-
gaire dont la base est 10.Ce nombre, par lequel il faut
multiplier les logarithmes népériens pour avoir les lo-
garithmes vulgaires correspondants, se nomnte le 720~
dule. Nous verrons plus tard comment on peut en cal-
culer commodément la valeur.

65. Puisque I'équation
y = log, =,

quiéquivaut i
==l
donne
dx
difemveeesl
ay % 08, €

réciproquement on aura
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dx — zdy. =

2
log, e

ou
I
]oga g £l N 3
ou bien enfin, en remplacant j par x, d’aprés I'usage
ot l'on est de désigner par x la variable indépendante ,

dati— & dy

drat—= asdr;
log, e
On a dailleurs
. log e
Qe =
B2 ¢ =Topa’

les logarithmes qui entrent dans le second membre de
cette équation étant pris dans un systeme quelconque,,
par exemple, dans le systéme vulgaire, ce qui donne

d.ali= :Oga- adx

Og e
et par suite
d . et =ccdz;

ou bien encore
di et i

—— == .
dx
Ainsi, le coefficient différentiel du premier ordre de
la fonction y==e", et par suite ses coefficients différen-
tiels ou ses fonctions dérivées de tous les ordres, sont
identiques avec la fonetion primitive. Cette propriété ca-
ractéristique et extrémement remarquable nous donne &
'avance la raison du réle important de la fonction expo-
nentielle ¢* et du nombre e lui-méme dans la théorie
des fonctions.
Posons, pour abréger,

loga -
._-IBE; s Ety=a",
il viendra
doRi e
gz
08 8
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ou, suivant la notation de Newton [42],
L=vy;
i
et I'on sait de plus que, pour x=0, la fluente ) est
égale & 1.

Si done on imagine deux points &, v (fig. 28), dont
le premier se meuve sur la droite OX avec une vitesse
ou une fluxion constante, et dont I'autre se meuve sur
la droite O’Y avec uue vitesse proportionnelle a sa dis-
tance au point fixe O’, de maniére a se trouver en A,
4 P'unité de distance du point O, quand le poir{t £ est
en O; si enfin 'on admet que la vitesse constante du
point £ est prise pour unité, et que la vitesse variable
du point 7 est égale & V quand il passe par le point A ,
les distances variables O £, Oy représenteront en chaque
instant les valeurs des variables x, 7; ou, en d’autres
termes , la fluente O sera, dans le systtme de loga-
rithmes dont la base est @, le logarithme du nombre
représenté par la fluente O".

Quand on prend la vitesse V égale & I'unité ou a
la vitesse constante du point £, ¢e qui est la supposition
la plus naturelle ou la moins arbitraire que Pon puisse
faire, OF est le logarithme naturel ou népérien de O'.

Clest précisément de cette maniére que Neper a concu
les logarithmes; et il doit passer pour le précurseur de
Newton dans I'invention de la théorie des fluxions, de
méme que Kepler et Cavalleri peuvent étre considérés
comme les précurseurs de Leibnitz dans la théorie des
quantités infinitésimales.

Il est trés-digne de remarque que, contrairement i
la marche ordinaire des inventeurs, Neper ait défini im-
médiatement la fonction logarithmique par son carac-
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ttre essentiel et éminent, au lieu de partic de ces pro-
priétés secondaires par lesquelles on définit encore les
logarithmes dans les éléments, et qui sont la base de
leurs applications vulgaires.

66. T.a différentielle de la fonction logarithmique nous
a donné celle de la fonction exponentielle : il est bon de
remarquer quelle donnerait aussi, de la maniére la plus
simple, celle de la fonction 2™, l’exposlant_m ayant une
valeur réelle quelconque , positive ou négative,, commen-
surable ou incommensurable. Fn effet, de

on tire
log y =mlog z,
et en différentiant

donc
e J = Mm—1 d i
df_m—-rdx_mx % (a)

Mais alors la démonstration de cette derniere formule
suppose celle de la formule du binéme, au moins dans
le cas d’'un exposant positif entier : celle que nous avons
donnée en premier lieu n’est pas soumise & la méme
condition, et peut servir au contraire a établir la for-
mule du binéme, comme la suite le montrera.

Réciproquement, la formule (@) étant démontrée, on
en déduit la dérivée de la fonction logarithmique. Dési-
gnons en effet par o la fonction log « et par ¢'x sa
dérivée inconnue : on aura i ;

¢ (a™) =mez,

et en différentiant conformément & la régle de diffe-
rentiation des fonctions médiates,
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ou bien, en vertu de I'équation (a),
2ol —laigle

Cette derniére équation ne peut subsister , pour des
valeurs quelconques de z et de m, quautant que xq'a
se réduit & une constante dont on obtient la valeur en
faisant =0 dans le premier membre. Si donc on dé-
signe par £ cette constante égale & o' (1), il viendra

“uxr

% oz o
gz =, ou d.logr="—=,

ce qui peut servir & retrouver tous les résultats précé-
~ demment obtenus.
67. Passons maintenant aux fonctions trigonométri-
ques, et posons d’abord
Yi—Sinir ¢ :
110us aurons, en employant encore directement pour cette
fonction transcendante la considération des limites 5
Ay  sin (x4 Az)—sin & _ sin LAz
azr Az Lz
Le facteur cos (24+Az) a pour limite cos «, lors-
que Ax converge vers zéro; quant au facteur
Sin = Az
: Lz
il a pour limite I'unité. En effet, de lidentité
s1m e

*cos(a +—£—A.2:')

>

== CO0S¢e,
mng €

il suit que le rapport du sinus & la tangente a Punité

pour limite, quand larc converge vers zéro : dail-
leurs, en vertu d’un principe de géométrie bien connu,
la longueur d’un are est toujours comprise entre celle du
! : P
sinus et cellede la tangente ; donc, & fortiori, le rapport
sin e
€

A e
a unité pour limite,

Donc
d

i
==—1C0S' T

dr

ou 3
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ou
d.ginjiwi— cos Baidivy - (0) :
On trouverait directement, par un calcul tout a fait
semblable ,
d.cosax=——sinz.dz; (¢)

dailleurs , si I'on pose _

COS X =—S81mnsz,
d’olt

F=sm— X,

il viendra ;
d.cosx=d.sinz—coszdz ;

et comme -
dz—=—dzx, cos z —=sin z,

2 s ; :
on retombe par cette voie sur 'équation (c).

1,es différentielles du sinus et du cosinus nous don-
nent celles des autres fonctions trigonométrigues. Ainsi
I'on aura

d.[;mg..r:zl.(

sin cosxd.sinz—sina. d.cosx
e e S ol e e
cos x) cos* &

(cos® z +-sin’ z)dxz __ dx

cos’z cos®x’
et par des calculs analogues,
dx
d.cotx— S
: sin x dx 3
d.sécx— ==
A cos @ dx
d. cosécr—— e
La fonction y=—sin x ayant pour différentielle

d]‘:coswdx:l/x —
on aura inversement
dy

=D
L=

=

; dy
diaresimpy="= =5

Vr—
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ou bien, en changeant y en x, afin de désigner toujours
par « la variable indépendante ,

A dx
d.arcsin x— —_

1 —x
On trouverait de la méme maniére
dx
deiarcicostaie == = 5
=
dzx
darctangr— —=——
I+
dx
d, arc cot & — -
I+

Pour linterprétation de toutes ces formules, il faut
concevoir que, le rayon du cercle étant pris pour unité,
les sinus et cosinus sont des fractions positives ou néga-
tives dont la valeur numeérique est comprise entre zéro
et 1. Quant aux arcs, ce sont des nombres nécessaire-
ment rapportés & la méme unité métrique que les sinus,
cosinus, tangentes, etc., sans quoi il n’y aurait point
d’homogénéité dans les formules, et la relation d’ol nous
sommes parti,

. sine
lim . —
€

2

naurait aucun sens. Il faudra done que les arcs soient
mesurés, non point par le nombre de degrés qu'ils con-
tiennent, mais par les rapports de leurs longueurs a
celle du rayon prise pour unité. Si un are était exprimé
en degrés sexagésimaux par le nombre X°, on aurait le
nombre z qui doit étre substitué dans les formules, par
la proportion
£80% X

ol = désigne, comme A lordinaire, la longueur de la
demi-circonférence dont le rayon est I'unité.

Si on prend pour unité angulaire la seconde sexage-
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simale, comme cela se pratique dans les calculs de pré-
cision, el si Varc est exprimé en secondes par le.nombre
X", le nombre x se déterminera par l2 proportion

648000 : X" 1w : &,
dolt
X .
B 206264,81. ..

On a souvent besoin de connaitre la valeur en degres
de arc pour lequel z==1, ou dont la longueur est ’éga/l’e a
celle du rayon du cercle. Cette valeur est 57°17'4481
—206264",81.

On tire des équations (&) et (¢):

& Sin—:{: — sin x, fl—’—'cg,if ——cos Z;

dx? dx
ainsi, les deux fonctions y=sin x, y—cos jouisseu-t
d’une propriété commune et fort remarquable, expri-

mée par I'équation

(e y
P
De 1 on conclut immédiatement
i . sina . & . cosz :
d—ﬂ—: +sinx, ————==cosa,
drt i @
+i.sina G T e S e B 1
v—d s —Eeosw;-———— = SIN T,
dz>ttre da?t ++

les signes supérieurs ou inférieurs devant é.tt'e choisis
selon que le nombre entier ¢ est pair ou impzfxr.‘

68. Les exemples suivants suffiront pour indiquer la
marche & suivre dans la différentiation des fonctions

complexes.
Soit proposé de différentier :
i y= (azx™+ b)'.
On fera ax"+ b—=u,
d’out

M=

whsdy =i dude =\max dx

]
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et enfin
dy = mna (aa™  byi=1 w1 gy
" :
2 y=log. sin,
On posera Sy
E e 2
d’olt

2 di
r=logu, dy — ;u’ du = cos z dz

et finalement

dy— ———dx 5
tang <€
3 : 7:log{.z'+|/1+x’;-
On emploiera deux variables intermédiaires
) U=+ 142 =14 22,
ce qui donnera

du
e 4y
\j = u_d.'z:-l-:;T’;,dv:zxdx,
et apres toutes réductions,

dy—

7t 1
= s -
—arrcos x—-r'*

On posera

uw=r— opp v
2rr cosx ~r*

d’ou
1 du
Y=, dy=— i s
= — = arr ;
7 el rrisin @ dx
et par suite
rr'sin z dz

e 2
” =y Ja\3
(r*—arr cos w4 7

CHAPITRE IL

COMPARAISON DES TRANSCENDANTES LOGARITHMIQUES,
EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES. — FORMULE DE
MOIVRE ET NOTIONS SUR LA THEORIE DES SECTIONS
ANGULAIRES.

§ 1. Comparaison des transcendantes logarithmiques, expo-
nentielles et circulaires.

69. Dans le chapitre qui précéde, on a donné les
régles pour la différentiation des fonctions exponen-
tielles , logarithmiques et circulaires, qui sont les seules
fonctions transcendantes que I'on considére dans les par-
ties élémentaires des mathématiques; mais ce sujet de-
mande a étre étudié plus & fond et sous des rapports
divers, parce qu'il sert de fondement aux calculs de I'a-
nalyse supérieure.

Nous avons vu que Neper était parti d’'une relation
équivalente a I'équation différentielle
j—i:f’ (a)
pour définir la fonction exponentielle

y=e,
ou la fonction logarithmique qui en est I'inverse,
wi—"logiys

En effet, cette équation différentielle , jointe & la con-
dition que x s'évanouisse pour y=1, caractérise essen-
ticllement I'une et Pautre fonction transcendante, en
fixant la loi trés-simple d’apres laquelle ces fonctions
varient sans discontinuité. Les définitions élémentaires
quon donne des logarithmes en arithmétique et en
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algebre, w'en sont que des conséquences , et n’expriment ,
par comparaison, que des propriétés secondaires de la
fonction logarithmique.

Il est facile de se rendre compte, d’aprés la forme de
Péquation (@), du réle que doit jouer la fonction expo-
nentielle dans expression d’une foule de phénoménes
naturels, et notamment de ceux qui pourraient se clas-
ser sous la dénomination générique de phénoménes d’ab-
sorption ou d’extinction graduelle. Que l'on se repré-
sente un corps mi dans un milieu résistant qui lui
enléve sans cesse une partie de sa vitesse. La résistance
du milieu, ou Pabsorption de vitesse dans un instant
infiniment petit, dépend évidemment de la vitesse du
corps : elle croit avec cette vitesse, s'évanouit quand la
vitesse est nulle, reste trés-petite quand la vitesse est
trés-petite, et, par conséquent [5], pour de trés-petites
valeurs de la vitesse , est sensiblement proportionnelle &
la vitesse du corps en chaque instant. On a donc une
équation de la forme

dy

dt—
- désignant la vitesse supposée trés-petite, 7 le temps,
et /4 un certain coefficient constant. Or, cette équation
se change en

==y

dy
T =5
quand on pose x=—*Ft; et si I'on pread pour unité la

valeur de y au moment ot lon a t=o0, ou 2=0, il ré-
sultera de cette derniére équation

e :e"“’,out:-—;c]og]‘.

Un raisonnement semblable s'appliquerait a Uextinction
progressive de la lumiére et de la chaleur dans des mi-

o
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lieux absorbants, aux déperditions de chaleur et d’élec~
tricité par le rayonnement des surfaces ou par le con-
tact d’un milien ambiant, et & tous les phénomenes
analogues. -

70. Suivant la notation des intégrales définies que
nous avons fait conn.ntre 51 on peut écrire

v
logJ_f 4,

logx—=[ —-
3 .z

La fonction logarithmique n'est donc qu'ine inté-
grale définie, et nous I'avons quahﬁee de transcendante,
non—seulement parce quon m’a pas pu jusqu'ici expri-
mer algébriquement , mais parce qu'en effet, comme on
le démontrera plus tard, elle ne comporte pas d’explv'es—
sion algébrique, explicite ou implicite. Cette considéra-
tion doit nous mener dans la suite & regarder les inté-
grales définies comme constituant de nouvelles fonctions
transcendantes , toutes les fois qu’elles ne peuvent pas
sexprimer algébriquement, ou par d’autres transcen-

ou

dantes déja definies.
iy 7
Le nombre transcendant e est la valeur qu’il faut as-
signer & la limite supérieure de I'intégrale, pour que la
i . SR s
valeur de cette intégrale soit égale a I'unité; ou, si I'on
veut, cest une constante déterminée implicitement par
Péquation transcendante
“ dx
—_— 1.
1 L
71. Supposons que l'on cherche une fonction ¢z,
telle quon ait, pour toutes les valeurs de x et de z,
92+ 95 = ¢ (3). (&) :
tin faisant dans cette équation z=0, on en tirera
92 +9 (0) =¢(0) ;



124 LIVRE Il. — CHAPITRE IL.

en sorte que, si o (0) avait une valeur finie quelconque,
¢ 2 serait nulle pour toutes les valeurs de . Donc la
fonction cherchée dprouve une solution de continuité
pour a=o.
Faisons dans la méme équation z=1, nous aurons
7t (1)=9(x),0ug(1)=o0. (&)
On peut différentier 'équation (b) par rapport & x et
par rapport a z, en y considérant successivement x et z
comme variables, ce qui donnera, daprés les régles
déja exposees
¢ x=uz¢ (x3), g'z=umo (x2),

et par conséquent

zo'x—2z0 s
Douc la fonction ¢ est telle que le produit 2 ¢'2 ne dé-
pend pas de x, et quon a

Tl o —ks

/ désignant une constante quelconque, ou

et puisque la fonction o2 doit se réduire a zéro pour
#==1, on conclut de cette dernitre équation

tpx:/ffd—'rzlrlogx.
s

Effectivement , I'équation (&) exprime la propriété qui
sert de base & I'usage vulgaire des logarithmes; et nous
aurions pu, comme on vieat de le voir, partir de cette
€quation , ou de la propriété qu'elle exprime , pour
trouver la différenticlle de la fonction logarithmique.

72. Soit une autre fonction Y caractérisée par 1’é-
quation

Vo dz=d(x+2), (c)
d’ot1 'on tire, en faisant z==0,
bl —="r.. """ (c)
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Si l'on différentie Péquation (¢) par rapport a x et par
rapport & z, il viendra
Vo Y=V (z+z2), dz. Vs =V(x+2),
et par suite
pr Yz
Yz bz
Ainsi, 'on doit avoir

!
M__‘a cuu—dujlc =ayz,

bz dz
a désignant une constante quelconque que nous Sippy-
serons d’abord réelle. Or, nous savons par ce qui pre-
céde que la fonction de x qui satisfait a cette équation
différentielle et a la condition § (0)=1 , est
Vzi="et%;
et, en effet, I'équation (¢) nest que la traduction de la
régle fondamentale du calcul des exposants; en sorte
que nous aurions pu partir de cette équation pour trouver
directement la différentielle de la fonction exponentielle.
Supposons maintenant que la constante @ soit imagi-
naire, ou de la forme a4}~ : la fonction {z sera
elleméme [17] une quantité imaginaire de la forme
Jr +fx v 5.
En effet, I'équation
d. Vo = (a4 BV —1) bz dx (d)
peut étre remplacée par
Az =(a4pV"0) bzaz,
avec une approximation d’autant plus grande que I'on
prend pour Az une fraction plus petite. Ainsi, & cause
de § (0)=1, si l'on prend, par exemple, Az—o,001,
cette valeur de A x étant regardée comme une quantité
trés-petite du premier ordre [44 ez 45], on aura, en né-
gligeant les quantités trés-petites du second ordre,
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¥ (0,001) = 1 -+ 0,001 (a+[3 | el

¥ (0,002) = [1 + 0,001 (2 + 8 V——-[)]n 5

¥ (0,003) = [t + 0,00t (a4 8L "—1)] ,

etc.,
et toutes ces valeurs de la fonction { sont réductibles &
la forme

py b .
Comme Perreur commise par la substitution d’une dif-
férence finie Az 4 la différentielle dx peut étre indéfini-
ment atténuée, il s'ensuit, non-seulement qu’il existe
cffectivement une fonction
b z—frt fzl —i ,

jouissant de la propriété de satisfaire aux équations (¢)
et (c,), et par suite & I'équation (d), mais encore que
les fonctions réelles f, fz, qui entrent dans la compo-
sition de ¢ 2, peuvent étre calculées numériquement,
pour une valeur quelconque assignée & x, avec une ap-
proximation indéfinie.

A cause de I'équation (c,), on a

Jei=1:fo)—of i (e)

et il vient, en vertu de I'équation (c),
(fa+f2V'—1)( fo+ fav —1) =f(a-+2)+Flat2V" 1,
d’ots 'on conclut

Jr . fo—tz. fa=f(2t2),| )

Jx . fat-fz . fretf(2+2),|
formules dont les conséquences seront développées tout
a I'heure.

Puisque I'équation (¢) n’est que la traduction de la
regle algébrique pour le caleul des exposants, il s'en-
suit que nous pouvons désigner par ¢*® , méme lorsque
la constante @ est imaginaire, la fonction ¢ qui jouit
de la propriété de satisfaire aux équations (¢) et o)
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car, bien que I'on ne puisse pas élever un nombre & une
puissance imaginaire, et qu'ainsi Pexpression €%, quand
ax est imaginaire, n'indique pas une opération arith-
métique possible, exactement ou par approximation,
cependant , lorsqu'on appliquera les régles du calcul
algébrique 4 une telle expression, on se conformera &
la nature de la fonction ¢ qu'elle représente, et I'on
arrivera nécessairement & un résultat exact.
73. La fonction transcendante
B == sin >
ayant la propriété de satisfaire & 'équation différentielle
dy=—=coszdz, (g)

dy=V"1—y* . dz, (g
on peut faire abstraction de la signification géométri-
que attachée a la fonction y, et la caractériser par la
double condition d’étre nulle en méme temps que x et
de croitre avec continuité suivant une loi exprimée par
Péquation (g). On peut aussi envisager la fonction in-
verse comme une intégrale définie, et écrive

ou

Y dy
—_—
| % Vi

o

arcsiny =

ou en changeant de lettre
b * dz
arc sin r == S )
e
¢ o
en sorte que le nombre transcendant = sera déterminé
par I'équation

s dr
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Les équations (g) et (g') coincident pour les valeurs
de » comprises entre —1 et 1, ou pour les valeurs
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de 2 comprises entre — X 7 et - 2 =3 mais quand 2 vient
a dépasser :w, il faut, d’aprés ce que la trigonométric
nous enseigne sur le changement de signe du cosinus,
remplacer I'équation (g') par
dYy=—Vi—y.dz. (g

En effet, il est impossible que I'équation (&) subsiste
pour des valeurs réelles de y, aprés que la variable a,
réputée indépendante et dont par conséquent rien ne

géne T'accroissement continu, vient & dépasser la valeur
pour laquelle y=r1 : car alors l'accroissement dz étant
positif, et le radical | 7= étant pris positivement
dy serait positif, d’olt il résulterait que > dépasse la va-
leur 1, et qu'ainsi le radical 11— devient imagi-
naire; ce qui ne peut arriver sans que dy et par suite y
prennent des valeurs imaginaires.

74. Mais, pour démontrer directement que Ion doit
passer de Péquation (g’) & I'équation (g”), sans rien em-
prunter a la trigonométrie, ni dans cette démonstra-
tion, ni dans la définition de la fonction y, considérons
deux fonctions fz, fu, déterminées simultanément par
le systéme des deux équations différentielles

dtr=—frdr; i)
d.fr=—~fzdz, ()
jointes aux conditions
flof=ey o) —"1x7 = ()
On tirera de ces équations
fod fz+fzd.fr—=o0,

1d.[(fz) + (fz)] =o;
et de la on conclut
(fz) +(fz) =G,

ou

N
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C désignant un nombre quelconque, indépendant de 4.
Mais les équations (7,) donnent

(foy+(fo)y=1;

(foy +(fey=r1. (&)
Cela posé, tant que fa passe, pour des valeurs crois-
santes de #, de la valeur o a la valeur 1, d.fz est po-
sitif ainsi que d x : done fx est positif en vertu de I'é-

donc

quation (z), et on a
Jr=V1—(tz)* .

Désignons par & = la valeur de & pour laquelle on a
fa =1, et par suite f@=o0. En vertu de I"équation
(/) d- fx estnégatif, et /v va en décroissant, pour des
valeurs croissantes de , tant que f est positif; donc,
pour des valeurs de x plus grandes que £ =, fz, apres
avoir passé par zéro deviendra négatif, et sera égal &

— V1—(fz): .

Donc f croitra et décroitra Symétriquem’ent en deca
et au dela de sa valeur maximum f (%)= 1, de sorte
gu’on aura

f(}x +z) :f(fw—A
Par conséquent
(=) =Fflo)=l0, fr]|="1:

La variable indépendante x venant & dépasser la va-
leur =, et fix étant négatif, d. fx sera négatif et fu
continuera a décroitre en prenant des valeurs négatives.
Or, comme f'x ne change pas de valeur pour des va-
leurs de £ numériquement égales et de signes contrai-
res, il en résulte encore que l'on a

flrtz)=—f(r—z),

et par suite
f(in)=—f(in)=—1,f(ix)=0.
Lorsque 2 aura dépassé la valeur 2%, [« redevien-
X 9
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dra positif, fx recommencera a croitre algébriquement
en passant par des valeurs numériques de plus en plus
petites; et par la raison déja indiquée il déeroitra et
croitra symétriquement, en deci et au dela de sa va-
leur minimum f(:=)=-— 1, de facon qu’il viendra
et enfin Atk a) S hatedh

P =tm)—0% jan)—1=

En ce moment, les valeurs de fx et de fz redeve-
nant ce quelles étaient pour w=o, f () repassera par
la méme série de valeurs également espacées, et l'in-
tervalle de la periode sera égal 4 az.

On discuterait de méme la marche périodique de la
fonction f; et L'on étendrait cette discussion aux va-
leurs négatives de 2.

Ainsi, la régle pour le changement révolutif des si-
gnes des sinus et cosinus, qui n’était établie en trigono-
métrie que par induction, et par la vérification des for-
mules lorsqu’on les étend, d’apres cette regle, aux arcs
plus grands que le quadrant, ou méme plus grands
qu'une circonférence enticre, dérive en effet de la loi
de géndration de ces fonctions, abstraction faite de
toute signification géométrique attribuée a la variable
x et aux fonctions qui en dépendent.

75. Considérons la fonction
q:.z-::cosx—l—sina;. By

la différentiation donnera

Vo ——sin = 4-cos 2V Er=r [V I5
ou
Y
— =5 .
.%,_z;

Dailleurs, la fonetion ¢ 2 se réduit & l'unité pour
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#=o0:donc [72] la fonction ¢ & peut se représenter
par e V=, et I'on a cette formule fondamentale

e®=T—cosx +sinz.V—1. (A)

1l est bien évident en effet que les fonctions cos x, sin
jouissent des propriétés qui doivent appartenir aux
fonctions f'z, fx, en vertu des équations (e) et (/).
En changeant le signe du radical dans I'équation (A),
on aura
e~V —cosx —sinz .| —1,
d’ou I'on conclut

V=t + e~V \
COS & ——————

2
3 AV gV T (B)
Hi e i 2
2V —1 )
Ces formules, sans cesse employées daps l'analyse, ont
été publiées pour la premiere fois par Euler, qui les
attribue 4 son maitre Jean Bernoulli.
On exprimerait de méme en exponentielles imaginai-
res toutes les autres fonctions trigonométriques; par

exemple : 2 s
1 SV ITi—e WV 1

e V=1
—_— - ({)
V—1 €V=i+41 (

Bl e
tang Pl T

76. L’équation (A) donne encore
z V' “r=log (cosx +sinz. V1) ;
et si Pon fait x—=2ix, 7 désignant un nombre entier
quelconque, positif ou négatif, on en tirera
log.1=airy—.

Ainsi, la signification des exposants imaginaires, et
par suite celle des logarithmes imaginaires élant fixée,
il en résulte que I'unité a une infinité de logarithmes
imaginaires, en outre du logarithme réel zéro corres-
pondant 4 i=—o. Tl faut aussi en conclure qu’'un nombre

9.
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positif quelconque a une infinité de logarithmes imagi-
naires ; car, en vertu de 'équation identique

a—a X I,
on aura

loga=(loga)'+ log 1= (loga) +2ir /=,
(log ) désignant le logarithme réel de a.

On trouverait de la méme manicre
log(—r1)=(2i+ 1)V,
log(—a)=(loga)+ log(—r1)=(loga) (24 1)= V=,
et cette formule montre que tous les logarithmes des

nombres négatifs sont affectés d'imaginarité.

Enfin I'on aurait

log (V___r):é%l.ﬂ/_—,,

log (— Vv =0) = 4—['—24_—37: V1,
valeurs qui restent imaginaires, quel que soit 2.

Il n’y a pas, dans lanalyse mathématique, de fait
plus remarquable que cette liaison inattendue qui s'éta-
blit, comme une conséquence de I'emploi du signe al-
gébrique /=3, d'une part, entre les fonctions expo-
nentielles et les fonctions trigonométriques, d’autre
part, entre les logarithmes et les arcs de cercle : c’est-it-
dire entre des fonctions si diverses de nature et dori-
gine, tant qu’on ne remonte pas a la loi qui régit leurs
accroissements différentiels.

§ 2. Formule de Moivre et notions sur la théorie des sections
angulaires.

77. De l'équation (A) on déduit, en désignant par
7 un nombre entier positif ,

e"V=T — cos nx + sin nx . V' ; ,
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et par conséquent
(cos z -+ sin x . V/—5)* = cos nx—+-sinnz. V' —r. ©)
© Gette équation se décompose en deux autres, comme
toutes celles qui renferment & la fois des termes réels et
des termes imaginaires. Ainsi, pourn=—2, on Lrouve
(cos’ x—sin® 22 sin ¥ cos. |/ —r ==cos2x+sinaz.V —y,
ce qui équivaut aux deux équations bien connues :
sin 2= 2 sin z cos z ,
€os 2 2= c0s*x — sin’z .
Le méme calcul donnerait, pour n=3,
sin 32— 3 cos’x — sin’ z,
cos 3x=cos’ x—3 cosx sin*x .

Afin de généraliser ces résultats , nous remarquerons
que I'équation (C) donne, par le changement de signe
du radical ,

(cosx—sinz . V' )'=cos n&—sinnz. V' —1 ,
ce qui conduit aux expressions
(cosz—+sinz. V' "1 )" 4 (cosx —sinz. L/ 1 )
9 b
: (cosx—sinz. V' = )"—(cos x —sin &, |/ 5)»
S5 nry =— = l/: e

En développant les puissances par la formule du bi-
néme, on fait disparaitre les imaginaires, et il vient:

n(n—i)

£ n(n—1)(n—2)n—3)
i

COSnxX —

COS:nx —Cos" X cos"* 2 sin® &

cos" 4 zsin‘x—etc. , (D)

n(n—1)(n—2)
i3
Ces deux formules ne comprennent qu'un nombre fini
de termes, toutes les fois que 7 est un nombre entier
positif, comme nous le supposons ici.
78. Soit, pour la simplicité du calcul,
€OS & +sin 2V _—s==u,cosx —sinzV _=uv,

sinna=ncos" " rsinay— cos"Sxsin’z4-ete. (E)
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d’olt
UV=— 1, U+ v==2c0s T, u—w=—2sinx V1
la formule du binéme donne, teujours dans le cas d'un

exposant 7 entier et positif, :
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(2cosz)" (u+v)"——u"+ Z=1 4 +”(%E—I)u"‘2 R SRNG T
ou bien, acausede upv=n1,
(2cosx/‘—-u”+ W +ﬂ—‘—1)u"‘i+...<.....
132
e 71\/1»——!) 1)"”4—1— L e Rl L
) 7

Mais on a d’ailleurs
W' = cos nx +sinnz V', v ==cos nx—sinnx V' —x :
donc

n(n 1)

(2 cos x)”:cos na-t-ncos(n—2)z+

L

cos (n—4)z—+

cos (n—4) 2+ n cos (n—2) & + cosnx

e [sinnx-}—nsin(n—z)x—}— e )sin(n-[;)x—l-...
1.2
nn—i) . . .

————(_1?) sin(n—4)x—nsin(n—2)z—sin na;] . (m)

La partie réelle du second membre est formée de

termes tous égaux deux a deux, & I'exception du terme

moyen , dans le cas olt 7 est pair : par la méme raison,

la partie imaginaire est formée de termes qui se dé-

truisent deux i deux, le terme moyen s'évanouissant

de luiméme si 7 est pair. Ainsi I'on a, pour les valeurs
paires de 7,

u(n L)l ):

(2c0s2z)—2 [cos na—-n cos(n—2)x -4

n

n{—1).....~ n(n—rm

2
e €08 2 o

1.2.15....(11—-1>

2

i
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et pour les valeurs impaires de cet exposant,
n(n—1
(2 cosx)'=2 [cos nx+ncos(lz—z)x+<——)cos(lz—4)x....
1.2

n(n—l).....(n+3>
2
ST S

1.2.3.....<n:l)

On trouve de méme, selon que 7 est pair ou impair,

—H——JZL"“ R e
1.2

cos & S

(2 =¢- smx)"—(u—v P—u—nu

mn—i =
:u"—nla'l*q..-—(———)u”’4——. i
1,2

n(n—r)
1.2

O e

=cosna—ncos(n—2)x -+ cos(n—4).......

.. cos (n—2)x==cos nx

+vV' = I:smnx—nsm(n—z)x+—(—> sin(n—~4)r—

(m”)

Dans le cas ol 7 est pair, la série qui multiplie |"—1,
dans le dernier membre de Péquation , s’évanouit comme
précédemment ; les termes de la partie réelle s'accou-
plent, & l'exception du terme moyen, et I'on a

<—~1> <2smx> —2[cosnz'—ncos(u—2)x+ ity )cos(n ) S
n(n—1) n(n—l)...( +1>

- _cosaz |

o B (’—;——x>

formule dans laquelle il faut prendre les signes supé-

seennEnsin(n— :a)zxsinnx]

[SHE]

2\ :

e
2

. TRk n ; il
rieurs ou inférieurs selon que— est pair ou impair.
3

Dans le cas ot 72 est impair, clest la partie réelle du
dernier membre de Iéquation ('), dont les termes se
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detrulsetit deux a deux,et la partie imaginaire dont les
t?rmes saccouplent. Aprés qulon a divisé de part et
d’autre par L3, il vient

B - n
(m > 7 (251nx> — [Sil]ﬂ.z‘*llsin(lL—Q')x.{_,’l(L_l) Sin(n—4g)@—n
1.2

lz(/z—l)......("+3\’
TEan 2 2
ey ey ey 5 (G)
.23 < )
2

79. La formule (C), due a Moivre, et qui porte le
nom de ce géométre, fournit immédiatement Pexpres-
sion des racines des équations de la forme

2 Er =0,
z}uqu{e”es on sait que peuvent se ramener toutes les
équations binémes.
Prenons d’abord I’équation
" —1=o0, (n)
et posons
Z =c0s94sino. ' :
ce.t angle ¢ devra étre déterminé de manitre a satis-
faive 4 I'équation
) cos n:?+sinnq/.l/:?=x,
qui se décompose en deux autres
COsSnp =1, sin ng —=o,
auxquelles on satisfait simultanément si l'on prend
e ;
(g_—” , et par consequent

2in o 2T ]
=008 = SN e ‘
7 = M i)

¢ désignant un nombre entier quelconque.
I'l est clair que lorsqu'on attribue 2 7 les 7 valeurs.
enliéres
GEDT 2o R g
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on a autant de valeurs différentes pour z; tandis que ,
si Pon attribue 4 ¢ des valeurs entiéres, soit négatives,
soit positives, mais numériquement plus grandes que
72— 1,0n retombe sur des valeurs de déja obtenues.

Ceci résulte de la formule

cos | 2(kn4-r)x  cos arm cos | 2rr
. _(_—‘___L: : (2/{1:—{———):: : =2y
sin n sin n sin| n

ott 7 désigne un nombre entier, positif et plus petit
que 7, et & un nombre entier quelconque, positif ou
négatif.

Te nombre des racines distinctes données par la for-
mule (p) est donc le méme que celui qui exprime le
degré de Péquation (1), conformément A la théorie des
équations algébriques.

La valeur i—o donne la racine réelle x=1, et si
est pair, auquel cas — 1 est une autre racine réelle de

; - 5 s il
I'équation, cette racine correspond a la va]eurr.::;.

Toutes les autres valeurs de 7 donnent des racines hma-
ginaires. 5

On sait qu'une équation algebrique a coefficients
réels a toutes ses racines imaginaires conjuguées, de
maniére que le produit de deux racines conjuguées

a BV —c, a—B V¢

est une quantité réelle positive o>+ La formule ()
satisfait a cette condition ; car on a

2(n—r)m arm o(n—r)r arm

cos —cos—, si = — sin—>
n n n

n
de fagon que la racine imaginaire donnée par la valeur
i=r se conjugue avec celle qui correspond a i==n—r.
On peut donc exprimer toutes les racines de 'équation
(n), ou toutes les racines de Lunité, par la formule
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2im . 2igp
—ENin= o
n ?

dans laquelle on n’attribuera & 7 que les valeurs entidres

& — CcOs

s

SARLL ; : : e
deoa ;mcluswement si 72 est pair, et de o a Lsin
2

est Impair.
Les facteurs réels du second degré, qui sont le pro-

duit de deux facteurs imaginaires conjugués , se trouvent
compris dans la formule

2 2iT
X — 22 €05 —— 41,
n

Cetu’s prop'osition , & laquelle on peut donner facilement
un énoncé géométrique, est connue sous le nom de
Théoréme de Cotes.

L'équation

"t 1r1=—o0
c’]or?ne lieu & des formules analogues que l'on obtient en
écrivant dans celles qui précédent ai+1 au lieu de 27,
Réciproquement, toutes les fois que l'on saura ré-
soudre algébriquement une équation binéme
e =lg;
c’est-3-dire exprimer ses racines imaginaires par un sys-
teme de radicaux algébriques, on aura une expression
algébrique des lignes trigonométriques
sin | 2im  sin | (2i4-1)%
cos:| r. o |i9T T 2
et en particulier des lignes
o 2Ty 27
sin —-, cos — .

Donc, si ces racines imaginaires s'expriment par un
systéme de radicaux du second degré, que I'on puisse
construire avec la régle et le compas, comme on l'en-
seigne dans les éléments de la géométrie analytique , on
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pourra construire avec la régle et le compas le sinus ou
le cosinus- de Parc qui est la n® partie de la circon-
févence , et, par conséquent, diviser géométriquement
( dans le sens des anciens) la circonférence en 7 parties
égales. On voit par 1a comment ce probléme, si célebre
chez les géometres grecs, se rattache 2 la théorie de la
résolution algébrique des équations, qui elle-méme se
lie étroitement A la théorie des combinaisons et & celle
des nombres. Mais ce n'est pas ici le lieu d’insister
sur ces rapprochements trés - curieux , qui intéressent
plutét la philesophie des mathématiques que leur appli-
cation aux aulres sciences positives. »

80. On résout, i 'aide des tables trigonométriques,
non-seulement , comme on vient de le voir, les équa-
tions binomes , mais encore les équations trinomes de
la forme

#—oaz +b=o0; (g
car, si on en tire pour z* une valeur réelle, elles se
raméneront immédiatement a des équations binomes du
degré n; et dans le cas contraire, olt Pon a a*<b, on
pourra poser

alis a

;:\/lz.x, —V—Z:icos A5
X désignant un arc plus petit que le quadrant : au moyen
de quoi P'équation (¢) prendra I'une des deux formes

2 — o x"cos A+ 1=0, (g,

Zh4-2a cosh + 1=o0. (7.)

Admettons que ce soit la premiére, et posons
x==cos 94 sin 9.V —x;
la valeur de Pangle ¢ devra satisfaire aux conditions
€OS 2 no — 2.€05 19 .COSA + I =0,
sin 2 ny — 2sinng . cos h =03

et elle y satisfera effectivement si 'on prend




(cosx+sinx V= ),» (ros,—x l—smpz‘ |
. b § 7 [«
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s .._J\
COs np = cos A, dolg — ——=
; ! n

7 désignant un nombre entier quelconque. Ainsi les 27
racines de la proposée sont données par la formule

afimE) . 2imER
X==¢08 = fsin ———— . V=7,
n n

t]

dans laquelle on attribuera successivement i 7 toutes les
valeurs entitres, de o & n—1 inclusivement. Les facteurs
réels de I'équation (7,) sont représentés par la formule

5 2w
X' — 2208 ——— 1,
n

1l faudrait remplacer dans les formules précédentes
27 par 2+ 1, afin"de les adapter & la résolution de Ié-
quation (q,).

81. Lorsque dans la formule de Moivre

(cosz+sinz. V' S =cosnz+sinnz. vy  (C)
on attribue a n des valeurs entiéres, chaque membre
de I'équation ne comporte qu’une seule valeur, et Pappli-
cation de la formule n’exige aucune remarque nouvelle;

bty : ! )
mais si l'exposant 7 est une fraction rationnelle é], que

Von doit toujours supposer. réduite & sa plus simple
expression, le premier membre de I'équation comporte,
d’apres la théorie des racines de I'unité, q valeurs dis-
tinctes que 'on obtiendra en multipliant successivement
le second membre par les racines de I'unité, du degré q.
Or, d’apres ce qui précéde, ces racines sont données
par la formule :
cos 2T sin 2 e
il g

Donc, pour que dans ce cas la formule de Moivre ac-
quiere la généralité qu'elle doit avoir, il faut éerive

)l f el e L \/--7)
\ q q

THEORIE DES SECTIONS ANGULAIRES. 141
2 - 2I% 2 - 2T foek
:cosl - sin p N,
% q

En outre, puisque p est un nombre entier, premier
avec ¢ , on peut remplacer 7 par pi, ce qui donnera cette
formule plus élegante

(cosx-l—smx Vasss 1—CO5*<£+°’T>+SHIP (1‘4—21 \ V=i,

dans laquelle on attribuera A ¢ toutes les valeurs en-
tidres , de o & ¢—1 inclusivement.

*82. Les formules (D), (E), (F.), (E.), (G,), (G.), qui
servent & transformer les sinus et cosinus des multiples
d’un arc en puissances des sinus et cosinus de l’arc'sim-
ple, ou réciproquement, doivent recevoir des modifica-
tionsanalogues lorsqueles indices des puissances sont des
nombres fractionnaires; et ce point délicat de la théorie
des sections angulaires a été mis dans un grand jour par
Pintéressant mémoire que M. Poinsot a publié en 1825,
sous le titre de Recherches sur Canalyse des sections
angulaires. Voici quelques e_xplicatio_ns a ce sujet, que
on pourra laisser de ¢6té & une premiére lecture, comme
étant moins essentielles que ce qui précede.

Soit

\’z 1)

(1 t\

Da—cosnx - ncos(n—2)x +- cos(n—4)z -} ete.
(1)

Yz ==sinna -+ nsin(n—2)z -+ sm(n—/;)x - ete. \

la formule (77) deviendra

(2cos z)* =@z + WV 5;
et cette formule pourra étre censée établie, d’aprés les
caleuls du n® 78, pour des valeurs quelconques de Pex-

posant 72, si l'on admet que la formule du binéme sub-
siste pour des valeurs quelconques de 'exposant : ainsi
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que cela se prouve dans la plupart des traités d'algebre,
indépendamment de la démonstration par le calcul dif-
férentiel , qui doit étre donnée plus loin.

Quand 7 est un nombre positif entier, la fonction Wa
est nulle; la fonction @ est composée d’'unmombre fini
de termes qui s'ajoutent deux 4 deux, selon qu’on I'a
expliqué : mais en général les seconds membres des
équations (H) sont des séries formées d'un nombre in-
fini de termes.

Donnons a n la valeur fractionnaireL (p, q dési-

gnant des nombres entiers, positifs et premiers entre
eux ): la quantité radicale
2
(2 cos x) ()
admettra ¢ valeurs distinctes, comprises dans l'expression

<(I).r+ W \/__x> (cos L 9T - sin g 2i7:|/__1> ;

qui équivaut, d’apres ce quion a vu plus haut, a

B(x + 207) +W(x + 2im). V/T5),
7 devant recevoir toutes les valeurs entitres , de 0 & g—1
inclusivement.

Supposons que cos .z soit positif, et désignons par X
la valeur réelle et positive du radical (7) : on obtiendra
les autres valears du radical en multipliant X par les ra-
cines de I'unité, autres que 1; C'est-a-dire que les ¢ va-
leurs du radical seront comprises dans I'expression

X(cosg. 21/T |-sin ’; 207V =),

sous la condition d’attribuer a i’ toutes les valeurs en-
tieres de 0 & g—1 inclusivement.

Donc, il sera toujours possible d’assigner entre ces limi-
tes aux nombres entiers 7, 7 des valeurs telles quel'on ait

X(cosg.zi"n:%— sin

;
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ou, ce qui est la méme chose,

X(cosg. afim- sin’g—’ AU T e

(®x +Wx .\ 57)(cos ]{—;.2i,—,+sin§.2m.l/:); (®)

et la question est ramenée a déterminer les valeurs cor-
respondantes des nombres 7, 7.
Faisons dans I'équation précédente 2—o : on a

s 14
Y(o)=o0, ®(o)=(r+41), X,=—2%;
donc /=7, et par conséquent la formule (s) devient

Comme on peut prendre maintenant i=o, il en faut
conclure que l'on a, pour toutes les valeurs de @ com-
prises entre — X = et - =, qui font de cos x une fraction
positive,

=X Yr—o: ()
et plus généralement on a entre ces limites, a cause
de 'indépendance des deux parties réelles et imaginaires,

®(z - 2im) =X cos —. 2iT, '
(@)

(x + 2im) =X sin 7 24, ‘

/

*83. Supposons maintenant que cos & soit négatif

(@ tombant entre £ = et 2 =), et désignons par X la
: v

valeur réelle et positive du radical (—2 cos ) @ :
on aura

L £
(2005.1‘)7:X(—I)VZX[COS§(2['—}- 1)w+sin§(2i’+1)ﬁ. V=

Z 20V —1)=0(4-2im)+- W (2205 (V' =1 ), (5)

X(cosg. 20T - sin]é. 2T V1) = ®(z + 20%) 4 Y(r+-2im). V=1,
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et, en conséquence , les équations (s) et (£) seront rem-
placées par

X[cosg (2¢' 4+ 1)7 + sin g (28 +1)7. V5 =
Dz +2im) + W(x + 20m). V' =1, ()
X[cosg {28+ 1)7 + sin g(gé’ +OE V] =

(@2 + W .\ =) (cosL . arm -sinLain vy ). ()
q g

Les nombres ¢, ¢ continuent de comporter toutes les
valeurs entiéres, de o a g—1 inclusivement; et parmi
ces valeurs il s'agit de savoir quelles sont celles qui se
correspondent.

Or, si I'on prend ==, tous les cosinus et les sinus
qui entrent dans les seconds membres des équations (1),

] 3 ) .
devenant egaux a cos'i T Slllé)ﬁ, on trouve
P
@ (m)=(14-1)1 cos” =,
q
B
W (7)—(1+1) sin li T,
v

¢ 2
et X, a pour valeur 2 ¢; de sorte qu'on tire de Iéqua-
- \ . [d
tion ('), aprés la suppression du facteur commun 24,

P

e s et
Coby(zt+I)u+5ln§(21’+l>ﬁ.l/—-|

iy P Sp R K iyt : : e
(cos 0 -+ sin - w. L —1) (cos; 211:+sm§ 2.V =5

:cosg(ai—i— nm +sin§(2i+ T4

L e ;
d'ou il faut conclure /=i, et par suite

X[coslq’— (264 1)7r+sin§(2z'+ 17V S =0 (220w W(2+-207).V .
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Cette dernitre équation se décompose dans les deux

suivantes :
D(z+ 2i7=)=Xcos§(2i +1)=w,
()
lIf'(:c+2i7c):Xsin§(2i+ T
et quand on pose /=0, il vient
Ppz=X cosL = g ‘
q ! ()
‘Fz:——Xsin%w . ’

* 84. Nous avons supposé, dans tout ce qui précéde,
que les fonctions @, W ont une valeur déterminée , pour
toutes les valeurs de &, en vertu des équations (H), ou
qu'on pourré\it construire avec une approximation indé-
finie, au moyen de ces équations seulement, les courbes
ayant pour abscisse & et pour ordonnées ®x, Wx. Si
cette condition essentielle n'était pas satisfaite,, clest-a-
dire, si les seconds membres des équations (H) ne cons-
tituaient pas des séries convergentes, les formules ob-
tenues deviendraient illusoires et n’offriraient réellement
aucun sens déterminé. Or, la condition exigée se véri-
fie, comme M. Cauchy I'a fait voir, tant qu’on n’attribue
4 l'exposant 7 que des valeurs positives.

En effet Ion a, par la formule du bindme,

(1—e)y'=1 —-? S s—-—————n(::n) 5 E’—?(—I—‘T’%(—.ﬂ;——n) -e—etc., (&)

le développement ne Sarrétant que pour les valeurs en-
titres et positives de 7, et conduisant, pour les autres
valeurs de I'exposant , & une série infinie. Soit : le terme
de cette série qui en a 7 avant lui : il viendra

Pigix i—n
Yi B o ¢ C
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donc , a mesure que I'on fait croitre ¢, la valeur du rap-

port (p) converge vers une limite numériquement plus

petite ou plus grande que unité, selon que la valeur
numérique de e est elle-méme inférieure ou supérieure
a 1. Donc [26] la série (<) est convergente pour toutes
les valeurs de ¢ numériquement plus petites que 'unité.
En outre, tous les termes de cette série, pour lesquels
Pindice 7 est supérieur a la valeur numérique de n--r,
se trouvent évidemment affectés du méme signe, qui est
celui du terme

n(1—n)(2—n). .. ...(v—=a) e

T I e

v désignant le nombre entier immédiatement inférieur 4

7

n. Donc, & la limite e==1, la série (c) est convergente
ou divergente, selon que la quantité (1 —:)" converge
vers une limite finie ou nulle, ou vers une limite infi-
nie, tandis que e converge vers I'unité. Or, quand lex-
posant 7 est positif, on a
lim. (1—e)'=(1—1)"=—0,
et conséquemment il vient, pour les valeurs positives
de n,
Sl o n(1—n)  n{r—n) (:f'.’—/z_) o
1 via T
Mais, puisque la série (/4), dont tous les termes, a
partic d’'un certain rang, ont le méme signe, se trouve
convergente, les séries (H ) que I'on obtient en multi-
pliant chaque_ terme de la série (%) par un facteur,

tantot positif, tantot négatif , mais toujours numérique-
ment plus petit que 'unité, sont a plas forte raison con-
vergentes, tant que le parametre 7 conserve une valeur
positive, et quelle que soit la valeur de .

Les formules des deux numéros précédents ont pour
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résultat utile de faire connaitre les valeurs des fonc-
tion ®, W, sans qu'on ait besoin de recourir aux cal-
culs d’approximation fondés sur Pemploi des séries.
Ainsi, les fonctions @2, W étant données par les équa-
tions («) pour les valeurs de x comprises entre —i =
et 27, et par les équations («) pour les valeurs de & com-
prises entre 1 et 2w, se trouveront déterminées, en vertu
des formules (¢) et (¢), pourtoutes les valeurs positives
de & <(2¢—2)%; et comme on a d'ailleurs, d’aprés la
forme des équations (H),

Bz = O(x =+ 2kgm),

Yz =W(x = 24¢r),

k désignant un nombre entier quelconque, il sensuit
que les valeurs des fonctions @z, W seront connues
pour toutes les valeurs de z; ou qu'on aura, pour
toutes les valeurs de 2, les limites vers lesquelles con-
vergent les sommes des séries

den)
oslg].‘c+ :cos(p )z—l—y L~ g2 cos(’i—4)x+etc.,
Pp !>
n Bx+ee.sin<g—2).z+q Z .sxn('e——4).z'+etc,
q q VA

quand le nombre ¢, en restant plus petit que 1, con-
verge indéfiniment vers l'unité.

Soit, par exemple, =L =5, on aura pour les va-
g

leurs de 2 comprises

I I s
entre— ;'n: et —m, (I)x:\/:zcosx,
. 2

I Gt
5 B——— 2C08.C
2 ?

e,
=, ([u::\/—zcosx.cos 3

I
entre -—wet
2

3
entre -Twet
2

por B

L7 e 2 I B
T, ([):r;:\/zcos-r . €Os gﬂz—; \/zcosx,
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5 ~ S 3
entre -Tet Zm, Qx:\/——zcosx.cos = \/20()5.27
) 2
7 9 3 o= 4 1 \3/
entre Zmwet In, Pax=\ 2c0sz . COS 3 ——--V 2C081,
2 2 3 2
9 11 3 5 1/
entre’ “met—m (I)x:\/—zcosx.cos-wz—— 2C0ST;
2 S 3 2

: LAt
apres quoi les valeurs de ®ux repasseront per iodique-
ment par les mémes valeurs. En conséquence, la courbe
périodique dont @ est lordonuée a la forme indiquée

par la fig. 29.

CHAPITRE I1I.

e

RESOLUTION DES CAS D INDETERMINATION POUR LES
FONCTIONS EXPLICITES DUNE SEULE VARIABLE. —
RECHERCHE DE LEURS VALEURS MAXIMA ET MINIMA.

§ 1%, Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions
explicites d’une seule variable.

85. Nous traiterons dans ce chapitre de deux appli-
cations importantes du caleul différentiel, et d’abord de
celle qui consiste a trouver la valeur d'une fonction
de , quand elle se présente, pour une valeur particu-

Y 5 % o
liere de , sous la forme indéterminée =

Le probléme revient [28] & déterminer la limite vers
laquelle converge la fonction
I X
P = R
lorsque & converge vers la valeur x,, et quen méme
temps les fonctions fa, Fx convergent toutes deux
vers zéro.

Or, on a

oA f
et

e T

et pour la valeur z, qui fait évanouir /x et F z,
A fz
R taaes L
5 YT T e A

Az

d’ott, en passant a la limite,
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it
U s

Un raisonnement absolument semblable fait voir que,
si les fonctions /7, F'x étaient dans le cas des fonc-
tions fx, Fa, Cest-a-dire, si elles s’évanouissaient si-
multanément pour =—u,, on aurait

1 o

o

PE —
? Fa, )

ec ainsi de suite.
La valeur de o, ainsi déterminée, peut étre nulle
ou infinie.
Si la valeur = rendait infinies les deux fonctions fx,
Fua, elle ferait évanouir les fonctions
T 1
ﬁ ) F_.‘Z 2
qui ont respectivement pour dérivées du premier ordre
i Fz
A EED G (BB
1l viendrait done
e n e SR
o W T ey
équation d’ou1 'on tire
‘/':L‘U _.__./"x.o
Fz, Faz,
Nous en conclurons avec M. Cauchy que la régle pour
trouver la valeur de ga, reste la méme, quelle que

= . Sl ) »
soit celle des deux formes indéterminées = + = » sous

S %,

o

laquelle se présente le rapport

86. On trouvera, en appliquant cette régle, et en la
combinant avec les régles de différentiation données.
dans Pavant-dernier chapitre :
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1’ pour £=—0,
ac— b

—=loga—logb= log(%) 5

cotx x
xr—sinz  1—COST _ Sinx _ coszx 1
R T P L DA U B R R
\

sin’z 3sin’zcosz_ Isinz(2cos’x—sin'a)

log (= sin*z 3
b(’”)— — 281 Z COS =0,

&—28in2s  1—C0S2% asinax

3cosz(2cos’x—7sin’z) 3
—
2

Acos2z
2° pour x=1,
Top'a ey
e
ey )
x—1 1 I

'—1 nz"t  n’

: soon s By —— 7
et a1y VeVt 3

T G )

($=_1)%~x+1 Jz WV 2—1__g 2
3 3 3 - 3 3
x%_1+(x—-1)T_§l/x+§\/ BN
I/;v’——x = _'il::__ @w
‘/(L'z'-—[

87. Supposons que la fonction F se réduise a w, et
que Dautre fonction fz jouisse de la propriété de deve-
nir nulle ou infinie en méme temps que x, on pourra
étre curieux de connaitre le rapport qui subsiste entre
cette fonction et la variable 2, quand I'une et Iautre
deviennent nulles ou infinies. Ce probléme rentre dans
celui qui vient d’étre traité : ainsi U'on trouvera, pour
=0,

I —COS X 2320
=
et pour &r=——oc,
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log z T
D PR e 9178
X o

On énonce ces résultats en disant que le sinus verse
d’'un avc infiniment petit est infiniment petit par rapport
a cet arc; et que le logarithme d’un nombre infiniment
grand est infiniment petit par rapport A ce nombre,
Soit proposé de discuter la courhe qui a pour équation
a2 logiy
les valeurs négatives de & rendent y imaginaire, et Ior-
donnge ) est positive ou négative selon que les valeurs
positives de x sont > ou < 1. Pour savoir quelle est
la valeur de ) correspondant & x=—o, on fera

x ==

W[ =

et 1l viendra

Yy = — —10g:_'- &

Or, d’apres ce qui précéde, y=—o pour z=—= s o pour
a=o0; daillenrs on a
EZ = log x -1,

quantité qui devient infinie pour zx==o0, en sorte que I
courbe. touche I'axe des y & Forigine des coordonnées
(fig.130). On peut ajouter cet exemple & celui qui a
déja été donné [16]; de courbes transcendantes qui sont
mterrompues brusquement dans leur cours, sans qu'il y
ait rvaccordement entre ~deux hranches de la méme
courbe, comme cela arvive toujours pour les courbes
A équations algébriques.

88. il arrivait que toutes les dérivées de f et de
Fa devinssent nulles ou infinies en méme temps que
les fonctions dont elles dérivent, la méthode serait en

défaut, et il faudrait déterminer la valeur de o, a,
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Paide de procédés particuliers. Si, par exemple, on
avait
=g =k o
Fo=Vz'—,
quand on ferait x=1, ces deux fouctions §évanoui-
raient, et leurs dérivées de tous les ordres deviendraient
simultanément infinies. Mais si nous posons v— 1 =—z,

il viendra

En multipliant les deux termes de la fraction par
Vitz+1— vz
et supprimant le facteur "z qui devient commun aux
deux termes, on obtient
2
Vg . | Viigs+1— V5|
expression (ui donne

o — )

s I
FEESE Vo
quand on y fait 3=—0, ou x=1.

89. Nous savons qu'une fonction ne peut devenir in-
finie, pour une valeur particuliére de la variable, sans
que toutes ses dérivées deviennent simultanément infi-
nies [35], et ainsi, le cas ot la méthode générale se
trouve en défaut, doit se présenter toutes les fois que la
valeur de v qui fait évanouir [l et Fa rend infinies
J'x et F'a. Au contraire, on ' ne peut regarder que
comme une exception singuliére de Ja méthode (dumoins
pour les fonctions susceptibles dune expression mathé-
matique), celle qui résulterait de I'évanouissement simul-
tand des dérivées de tous les ordres des fonctions £ et I,
On a pourtant signalé des fonctions pour lesquelles cette
exception se rencontre. Prenons
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I
. TS
xe=a i
a et n désignant des nombres positifs dont le premier
cst plus grand que Punité: on aura
I
I

nloga.a_ﬁ 4 o
f w=nloga.a

7 nloga n4-1
f e antr

W) gnta [ Sle:
Quand on fait =0, la quantité

I
I

i@ =
=

est infiniment petite ou nulle, ce qui met toutes les dé-

s . ) o
rivées ["x, f"x,. ... sous la forme ~ Posons
‘ o
1
s et
z ?

il viendra

s loga . gt nloga.(nloga.z("+1)—(n-t-1)z"+?)
Sfla=—2_ S = 5 8 = {
a? a®

et la valeur 2 =0 correspondra & z=—=o0 . Or, il est fa-
cile de voir que toute expression de la forme

N

z

i
a

(dans laquelle @, 72 et n désignent des nombres positifs
et a un nombre plus grand que 1), est nulle pour
z=2 ; car si Pon applique a cet exemple la régle gé-
nérale concernant la détermination des fonctions qui se

présentent sous la forme indéterminde

.

o ?
on différentiera 7 fois de suite les deux termes de la
fraction, ¢ étant le nombre entier immeédiatement su-

périeur 4 m, et I'on aura pour z=—=o0,

L

e e
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S
o @7
/ étant un nombre constant, et ¢z une fonction qui
reste infinie quand z est infini. Par conséquent toutes
les dérivées de la fonction fx s'évanouiront, quand on

B

y fera x—o.

Si donc 'on donnait
j ¢

Fa—=6" o,

b étant ainsi que @ un nombre positif plus grand que
'unité, et »’ un nombre positif aussi bien que 2, les dé-
rivées de tous les ordres des deux termes de la fraction

I
fr=—a

I
a” o
Qr— — =
T
s’évanouiraient simultanément pour x=—o, et l'on ne
pourrait plus appliquer la régle générale. Dans le cas de
n'=n, il viendra

Al 1
pw=( 22,

et la valeur x—o rendra oz nulle ou infinie, selon
quon aura ¢ > ou < b.

90. On trouve de la méme maniére que la valeur de
la fonction

converge vers zéro, et que celle de la fonction

converge vers l'infini quand on prend pourx une quan-
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tité positive de plus en plus petite. Conséquemment la
valeur de la fonction

5 , . o =
qui se présente sous la forme = quand on y fait #—o,

est zéro ou l'infini, selon qu'on y considére zéro comme

la limite des .« positifs on comme celle des 2 négatifs.
Ceci tient & une solution de continuité de la fonction y,
du genre de celles qui ont été signalées dans des fonc-
tions analogues [16 et 87].
§ 2. Maxima et minima des fonctions explicites d’une seule
variable.
91. Représentons-nous la succession des valeurs que
— fx, lorsqu'on donne & x toutes

les valeurs possibles, sans que y cesse de couserver une
valeur réelle et finie. Si les valeurs de y, aprés avoir été
croissantes, deviennent décroissantes, y aura passé dans
I'intervalle par une valeur plus grande que celles qui la
précédent et que celles qui la suivent immédiatement :
cette valear se nmomme un maximwn. Au contraire,
si les valeurs de y, aprés avoir diminué progressive-
ment, viennent ensuite i augmenter progressivement,
la valeur intermédiaire, plus petite que celles qui la
précédent et que celles qui la suivent immeédiatement, se
nomme un minimun. On voit qu'il est possible qu’une
fonction nait ni maximum, ni minimum, ou qu'elle ait
plusieurs maxima et minima, de maniére qu'un mini-
muumntombe toujours entre deux maxima, etun maximum
entre deux minima conséeutifs. La question consiste a
déterminer les valeurs de la véritable indépendante, il

o e e
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en existe, auxquelles correspondent des maxima ou
des minima de la fonclion.

Admettons d’abord, pour plus de clarté, que ni la fonc-
tion f ni ses dérivées n’éprouvent de solution de conti-
nuité en méme temps que Pune de ces fonctions atteint
une valeur mazimum ou minimum : il est evxdemg dans
cette hypothese, que la différentielle -

dy'— flz i pos
change de signe, en devenant nulle, au mo 16
mazimum on duminimum de /x, qu “elle paase (1[

positif dans le cas du minimum. Donq
commune au maximum et au minimum e
mée par I'équation
FrE—ron )
et il faut en outre pour le maximum que [« passe du
positif au négatif, c’est-d-dire, soit une fonction déerois-
sante quand & croit, et par conséquent que I'on ait
L <0
Par une raison semblable, il faut, dans le cas du mini-
mum, que la valeur de 2 tirée de I'équation (1) vérifie
Iinégalité :
k=i
Mais si /"« sévanouit, pour la méme valeur de
qui fait évanouir /7, la valeur de S qui est zéro,
correspond & un mmawimum o i un minimum de cette
derniére fonction. Dans le premier cas, /' est négative
en dech et au dela de la valeur =z, et/ est constam-
ment décroissante pour des valeurs croissantes de @ ;
dans le second cas, /"« est positive en dech et au dela
de la valeur &, et fx est constamment croissante avec
2 : donc équation f”x =0 n'entraine ni maximum i
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minimum de [, si elle est accompagnée de I'équation
=

Or, par la méme raison, équation /”2=—o0 n’en-
tralnera ni maximum ni minimum de flwisi-lonta
[ @x=o0, el si /" x passe elleméme par un /maximun
ou un rminimum. Quand £ x passe par un maximun,
J" @ est décroissante pour des valeurs croissantes de @,
passe conséquemment du positif au négatif en sannu-
lant, et /i passe par un mazimum. On verrait de méme
que le, rmznimum de /” = entraine dans ce cas le mini-
mum de fx.

Donc, pour le cas olt 'on a simultanément

il F o
Jx ne passe par un maximum ou un minimum qu'au-
tant que /" passe elleméme par un maximum ou un
minimum, < est-i-dire,, qu'autant que l'on a

VilT o e <ol
ou bien

Vi (e o S
Dans ce cas, 'analogie conduit 4 dire que fx passe par
un mazimum ou un minimum du second ordre.

En généralisant ce raisonnement , on en conclut quiil
ne peut y avoir maximum ou minimum de la fonction
/2, pour une valeur donnée de x, quautant que le pre-
mier coefficient différentiel de la fonction, que cette
valeur n'annule pas, est d’ordre pair. Il y a maximum
ou inimum suivant que ce coefficient prend une va-
leur négative ou positive,

Tous ces résultats prennent une forme sensible lors-
quon représente graphiquement la fonction par lor-
donnée d’une courbe. L’équation /=0 exprime que
la tangente est paralléle 2 I'axe des abscisses: les inéga-
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lités /v <0, /" >0 expriment que la courbe tourne
sa concavité ou sa convexité vers I'axe des x, dans le
cas d'une ordonnée positive; sa convexité ou sa conca-
vité vers le méme axe, dans le cas d’'une ordonnée né-
gative, Enfin, si 'on a f" x—o, sans que /"
nouisse, la courbe subit une inflexion [30], en sorte que
le parallélisme de la tangente & P'axe des & n’empéche
pas T'ordonnée de croitre ou de décroitre, de part et
d’autre du point de contact.

92. Daprés ce qui précéde, toutes les fois que la
fonction fx aura un coefficient différentiel /", ex-
primé algébriquement, on obtiendra les valeurs de & qui
correspondent a des valeurs maxzima ou minima de
la fonction , en résolvant par rapport & x Iéquation
J"@¢=o0. On distinguera ensuite le maximum du mini-
mum, en substituant pour x les racines de cetie équa-
tion dans la fonction /", puis dans /"', si f"zx s'%é-
vanouit aussi ,. et ainsi de suite.

3
Z seva-

Mais il faut observer que souvent, par la nature de
la question, on sait ¢ priori quune fonction ne com-
porte pas de maximum, ou qu'elle ne comporte pas de
minimum : alors on est dispensé d’une discussion de si-
gnes, et il suffit de résoudre I'équation f'w=o0; en
supposant toutefois que I'on sache aussi que les racines
de cette équation nannulent pas les dérivées subsé-
quentes,

Appliguons la régle générale 4 la fonction prise pour

2 RpLYg SEaCaRIA e AT b O I
exemple dans le n® 5,

on aura
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L’équation a résoudre est
z*— 2024 64=0,

dont les racines sont 2x=—16 et x=/4. On trouve cn-

suite
2

7.
A f zz(rj— 10)’
valeur qui devient positive pour x—16, négative pour
x=1 : ainsi la racine 16 correspond a un minimun,
et la racine 4 & un MAXTNU.

§i L’on se donne
fx::e’+2cos.z‘—|—e" z

on trouvera :
fle=e—2 sinz —e ",
0y —g®—2c08THE7
fhr—e osin £ —€ 7,
. f“’x :em+zcosw+e—”_—:fw.
eur x=o0, qui fait évanouir i o e,
v la valeur positive /4 : la valeur correspon-
constitue donc une valeur

Ta val
donne a f”
dante de [, qui est aussi 4,
minimum de cette fonction.

93. Maintenant il peut se faire que f'x change de
infini, et que néanmoins [ n’é-

signe en passant par I
continuité du second ordre,

prouve qu'une solution de
en sorte quela différentielle
dy=flzdz

reste infiniment petite [35 et 54]. Dans ces circons-

tances y passe par un maximum ou par un TRINIMUN,

selon que dy passe du positif au négatif ou da néga-
tif au positif; mais il faut s'en assurer directement par
la discussion de la fonction Jfa, attendu que toutes les
dérivées [, f "z, etc., prennent, en méme temps
que /", des valeurs infinies.

Si, par exemple, on avait
S =1 Y
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i x:i(z— 1 o

j b
la‘ Yaleur =1 rendrait "z infinie et fz nulle. I est
d'ailleurs évident que /"2 sera négative‘ou positi‘;e ous‘
des valeurs de x < ou > 1, tandis que /z restera cf)n l
tarnm(?nF positive : ainsi la valeur x:_-:r correspond S:
un ninimum de fz. Clest le cas ol la courbe dont f‘
«‘Aslt, I’c;rdonlnéc a un poiut de rebroussement répondlm;t
a Pordonnée minimum ( fio.
Au contraire si 'on ]Eoﬁ;;it?”)'
dolt il
flri— S 2 — ar
3 ( HeES)
la valeur. 2==1 rendrait encore f’r infinie et [
nulle’.; ma'ls_f';l; ne changerait plus ('((-'. sione en' ass'/&
p.ar Iinfini, tandis que fz passerait da zé"afif a}z “?t
llf‘, et conséquemment n'atteindrait ni Ilz(t.zt;'mu/)z : "POM'-
{ezmum. En pareilles circonstances , la com‘b(; s b')1 -
uTﬂexion, et la tangente au point d’inﬂexioné tu e
diculaire aux abscisses ( fig. 32). -
Da.ns le cas ol la racine‘de_/" 2=—=o rend infinie /"’
ce qui correspond a ane solution de continuitguzl 4
cond‘ordre pour la fonction fz, il faut encore . S*."‘
ner d}recfement si /" passe du positif au nérraf'z'am]_
du négatif au positif, ou bien, enfin, si elle s’b' 'l Lo
'saus changer de signe; car dans la premiére su e"‘*ff?““
il y :f\nm.u'/num, dans la seconde, minimum efng élt]~olu
tro(n]swme on n'a ni maximun ni mz'nimum, S
es tl ia ’ . ¢

o fonci;’)‘;lslssuppomtlons se réalisent respcctivement pour

4
3

o — —(2—1) :
/T. 1. ' Y »/
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Enfin, le cas oli toutes les dérivées d’une fonction
s'évanouissent simultanément [8g] est évidemment un de
ceux qui échappent a la régle générale des mazima et
minima.

Les maxima et minima singuliers, dont il est ques-
tion dans ce n°, ue vérifient plus le principe de Kepler
[6], et leur théorie est de peu d’importance dans les ap-
plications aux questions physiques : aussi ne nous y ar-
véterons-nous pas davantage. Au contraire, I'importance
de la théorie des maxima et minima ordinaires nous
engage a 'éclaircir encore par la discussion des trois
probléemes suivants, qui se rattachent a des questions
de physique ou de géoméirie appliquée.

94. 1% probléme. Un disque m, posé sur une table
‘horizontale AB (fig. 33), est éclairé par une lampe F,
dont le pied Best fixé & une distance invariable du disque
m;, mais que lon peut hausser ou baisser suivant la verti-
cale BF. On demande a quelle hauteur on doit la fixer
pour que le disque 72 regoive la plus grande clarté pos-
sible. On regarde comme des quantités trés-petites et
négligeables les dimensions du disque et du foyer lumi-
neux par rapport a la distance qui les sépare, et I'on
sait dailleurs, par la théorie et par Pexpérience, que
I'intensité de la lumiére projetée par un point lumineux
sur un élément de surface, est en raison directe du si-
nus de 'angle que les rayons lumineux font avec la sur-
face, et en raison inverse du carré de la distance de
I'élément cclairé au point lumineux.

Soient « la distance invariable B du centre du dis-
queau pied de la verticale menée par le point lumineux
F, x 'angle variable B2 F,

a

=

cos &
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la distance m F, fx I'intensité de la lumiére projetée sur
le disque, A lintensité de la lumitre qu'il recevrait,
sous l'incidence perpendiculaire des rayons, et 4 une
distance du foyer égale & I'unité linéaire : on aura

ASinerl ol ANSIG; ¢
fx‘__a—z_—(-z; . sinz cos’x .

L’équation /" =0 devient, dans ce cas,
cos’ £ — 2 cos x sin* =0,

et se décompose en

1
cosz—o, tang x—+ —.
V2
On a ensuite
A ; :
T D SN
e — .(9sin’z—g)sin z .

I.a solution cos x=—0 donne
[ 5—0i; SNV —-a ,jw:iza—?
Les valeurs négatives de x ou de sin 2 donneraient
pour fx des valeurs négatives, el sont étrangéres a la
question telle qu'on I'a posée, bien qu'on puisse admet-
tre par convention que les valeurs /2 seront considérées
comme positives ou comme négatives , selon que le dis-
que sera éclairé par sa surface supérieure ou par sa sur-
face inférieure. Tn écartant donc les solutions négatives
on voit que la solution cos =0 correspond a 'un
minimum. Effectivement, il est manifeste que, si Pon
éleve indéfiniment le foyer lumineux, lintensité de la
lumitre projetée sur le disque saffaiblit indéfiniment :
conséquemment il ne s'agit ici que d’'un mindimuwmn ma-
thématique, impossible & réaliser physiquement.
La solution

£l

tang & ———
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la seule qui nous intéresse, donne
A 4 A

oy —— z Sl Mo — T
L7 =50 IR

24

@l

a
et correspond au razimum cherché.

95. 2° probléme. Trouver le point le moins échauffé
sur la droite qui joint deux foyers de chaleur, sachant
que l'intensité de la chaleur rayonnante varie en raison
inverse du carré de la distance au foyer calorifique.

Supposons que les pouvoirs échauffants des foyers
A, B, a l'unité de distance, soient entre eux comme les
nombres o et p3; désignons par @ la distance des foyers
A, B, et par 2 celle de la particule échauffée au foyer
A : Pintensité de la chaleur rayonnante recue par cette
particule aura pour mesure

= a? g2
e e S
/ x (ll 2 p )z I
expression qu’il faudra rendre un minimum, en posant
20® 28

=0

2
=t —
f 22 (tl —_—a )3
D’abord les valeurs z— —= oo satisfont & cette équa-
tion en faisant évanouir fu; la solution que I'on cher-
che s'obtient quand on fait
aw
3
a—+f
et comme la dérivée /" a pour valeur

e,
% (a—a)

expression qui reste constamment positive, il en ré-
sulte que la solution correspond bien & un minimum.

Enfin, les valeurs #==0 et x=—aq, qui rendent f"z in-
finie, faisant subir a /2 la méme solution de conti-
nuité, ne correspondent pas A des mawima, dans le
sens ordinaire du terme. D’ailleurs, ces valeurs in-

Farv=o(a—z), cuz=—
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finies de fz sont inadmissibles physiquement, par des
raisons analogues a celles qui ont déji été indiquées[4].

96. 3¢ probléme. Quand on veut mesurer la hauteur
£ dune ligne verticale AB (fig. 34), on mesure, A
pactir du pied de la verticale, une distance horizontale
BC=24; on observe I'angle BCA=—=ux, et 'on a

h="b tang x . (2)

Cela posé, il sagit de choisir la base arbitraire &, de
maniére 4 former le triangle le plus avantageuz, cest-
a-dire, celui qui est tel qu’a une méme erreur sur I'an-
gle x correspond lerreur munimum sur la hauteur cher-
chée /.

Si, au lieu d’observer exactement langle ., on ob-
serve un angle x-+-Ax qui en difféere peu, la valeur
quon en conclura pour la hauteur cherchée pourra sex-
primer par 2—--A/k, et I'on aura sensiblement

AR

A/L:d : (Z'tungx)Ax:

dx cos* &

Donc, pour que le rapport de I'erreur A/ sur la valeur
calculée, a erreur d’observation A z, soit ua minimum,
il faut que la vraie valeur de l'angle x et celle de la
base & qui en dépend rendent un minimum le facteur

b
cos*z’

cest-d~dire (substitution faite pour & de sa valeur don-
née par I'équation (2)en fonction de z et de la cons-

tante /4, le facteur
h

tg x cos* z :
Le probléeme revient par conséquent a rendre un maxi-
mum la fonction
& = tang & cos* x ==sinx cos x .
Or, on a *
S'e=cos>x — sin>z, f'a=— 4sinzcosx .
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Donc le maximum cherché correspond &
5 I
sin 2 =cos z — SVt b==h"

Clest la régle pratique que l'on découvre, pour ainsi
dire,, instinctivement , mais dont le calcul seul peut don-
ner une demonstratlon rlgoureuse.

La solution

I

V'a

résoudrait aussi le probléme analytiquement, mais ne

présenterait aucun sens, d’aprés les conditions géomé-

triques de la question.

97. Solent y—=fz, x=g¢: il viendra

iy» —f z. 9L,

Par conséquent, l’équahon
dy
dit

se décomposera d’elle-méme en deux autres

er—lotidlt ——o!

dont chacune pourra déterminer des maxima ou mi-

nima de y, considéré comme fonction médiate de ¢,

Mais si les valeurs numériques de w, tirées de I'équa-

tion f”x==o, sont plus grandes que la valeur maximum

de ¢z, ou plus petites que sa valeur minimum, ces so-
lutions devront étre rejetées comme étrangéres  la ques-

tion qui est de déterminer les maxima et minima de y

quand ¢ est la variable indépendante. En conséquence,

si 'on range par ordre de grandeur les valeurs de x

correspondant aux valeurs de ¢ tirées de lequatlon

¢'t==o0, il faudra que les racines de I'équation f"x—0

tombent entre les deux termes extrémes de la série.

T et

===310

b ————

S(x4naz)=fr4-

CHAPITRE 1V.

FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN.

§ 1. Formule de Taylor.

98. La génération des dérivées des divers ordres gon-
duit au développement des fonctions en séries ordonnées
par rapport aux puissances entiéres et ascendantes de l.ﬂ
variable. Cette théorie importante, qu’il convient d’e.nw-
sager sous plusieurs aspects, sera l'objet de ce cbapltlre.

Représentons, comme au chapitre TV du premier
livre , par

Yy Yis Yas Xzse::Jnm
les valeurs d'une fonction fxr qui correspondent aux

valeurs
z, z4+Az, z+20x, x4 3Az,...x+nlx

de la variable indépendante : on aura [43]

n n(n—1) n(n—r)(n—>2) .,
y,,:f(.r+nA.z')=]+;Ay+ = Ayt === Ayt oAy

On peut mettre cette équation sous la forme

Afx nzAg:i.<1 [) Afm

HATZ 1.2 T n) Az

uv3A.z3 1 2) A
o7 1.2.3 <I—I;> (l n/ AL’ s

2AZ 3 _u——I) A
1 2. 3....n<l~—> > (I—TL) i (l n A

ce qui donne , quand on fait nA.z':/z.,
q q

nAx

Ax?

) At 195

O CCREE

1.2

f(w+h)—fx+ A Afw —i (I =) Ayx ( ) ( n) ’107




SR St
f‘;,_;_l/g,-{-:;f x+mf e B R
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Concevons maintenant que 'on diminue indéfiniment
Intervalle Az, en augmentant indéfiniment le nombre 7,
de manicre que le produit nAx reste ¢gal a la quantité
constante / : le nombre de termes dount se compose le
second membre de I'équation précédente ira en croissant
indéfiniment, et les rapports

Afr sfe Sfs

’rz—‘ y E ) ’F 9 cteresan
convergeront vers les limites

dfz d'fz dfx

e it

e e el A
De plus, les fractions

I
)

(-0,
(D (.

ou

<1__><1__X,_>......<,_‘:

(7 étant un nombre positif quelconque <n, qui reste
constant tandis quern auamente) convergeront toutes vers
lunité. Donc, quelque grand que soit le nombre i, et
quelle que soit la valeur assignée a laccroissement /4,

on pourra prendre 7 assez grand pour que la somme
des &1 premiers termes du second membre de I'é-

quation («), differe d’aussi peu qu’on voudra de la
somme

A
e )
+1.2.3....if i

&

f(r+/t) ot i oy
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Nous admettons que toutes les fouctions fu, f'x, ["x,
«.../@a conservent des valeurs finies, sans quoi le
raisonnement qui précéde tomberait en défaut.

Ceci ne nous autoris¢ point encore a regarder la fonc-
tion f (w-}-4) comme étant la somme de 1alsé\rie (b) pro-
longée a linfini [24]. Car, si l’ox’x con_s:dere dans la
suite (@) d’olt nous sommes partis, et qui est la} valeur
exacte de f(w=), le terme de rang v—-1, v étant un
nombre compris entre 7 et 7, mais beaucoup plu.s grand
que ¢ et comparable & ., ce terme ne se réduira plus
sensiblement a

Jf( )z,

Fsnis 3. et
a cause que le facteur

(== (=)

ne se réduira plus sensiblement a I'unité, et au contraire
se réduira sensiblement & zéro, pour des valeurs de v

tres-voisines de 7.
Mais du moins il sera toujours permis de poser
At

f”’.z’+......+

I1.2.0.

R; étant une fonction inconnue de x et de / ; et si nous
fixons les conditions pour que la valeur de cette fonc-
tion tombe entre des limites susceptibles de se resserrer
indéfiniment, pour des valeurs indéfiniment croissantes
de Tindice ¢, nous aurons par cela méme déterminé les
conditions sous lesquelles la fonction f'(a—-/) peut étre
considérée comme la somme de la série (4), prolongée
a Iinfini.

99. A cet effet, nous remarquerons d’abord que, si une
fonction g/ est nulle pour A=o, et si la dérivée ¢'A con-

FOx4R;;
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serve le méme sigue entre les limites o, 4 , sans passer
par Dinfini, la fonction g/ sera de méme signe que ¢'4;
car on peut la considérer comme la somme d’éléments
infiniment petits , tous de méme signe que ¢'/i. On sup-
pose que la variable / est indépendante et que la limite %
est positive : les résultats seraient inverses il sagissait
d’une limite négative.

Cela posé, donnons, ce qui est permis, a la fonction
inconnue R; la forme

it
1.2.3....(i+1)

{ étant une autre fonction inconnue : on déterminera
évidemment des limites inférieure et supérieure de R,,
si 'on assigne des nombres P, Q tels que l'on ait, pour
toutes les valeurs de 4,

i ‘4’(.‘2‘" ﬁ):

\

1 S _( il v i v e o7
}‘(.Z‘—i—/l) 'fx+1j .Z'+Ef x+——l.2.3f T4,
b : Bitr
1 ) 5
' iy r.2.3..(i+41

2.3
: hl Y/ oo
f(l'+ﬁ)—{f~v+;f 1‘+Tzf”1‘+—-—l-2'3‘f i S

pl >0,
- ()

kAl o o it o lzs
'1.2.3.../ et 1.2.3...(i41) ¥ o

i

Soient 0,4, 9./ les premiers membres de ces inéga-
lités : les fonctions ¢, , o, sévanouissent quand on y fait
/=0 donc les inégalités seront satisfaites, d’aprés la
remarque précédente, si I'on a pour toutes les valeurs
de %,

d.g:h ; d.oh
?;’ﬁ: (ZL >0 ?z]t: 7 i

ou
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/ /L /4 /1'“ 1,
Fathy— % Fat ot = e
/L(i—l) . ]2" l
— —fzp ———Pi >0
I.2_.3...(l—l)f S e 2 ©)

/l v ]Lz nr
Filat-h)y— { frat 2ot f

hi— ; A |
—_— AN Ax) : <0
=hy _lf‘ z + QI

1.2.30% 1223350
: ST
Mais ¢'/2, o', sont aussi des fonctions de h qui s'¢

A S !

vanouissent pour /=0 : donc les inégalités (¢'), et pa
Uk
suite Jes inégalités (c), seront satisfaites si 'on a

" dz‘q;zh
oStk PI < o,

o h—_—dz'?lh

LA an

ou

™, 1 h ]Li—’ (i—2) 2
S @h)— ‘J‘ A s e

__]Li—_x._.._ P ‘ >0,
1.2.3...(F—1 )

hi—2

o0 7 h 111 (i—2)
= if ih ;‘f Tkl 1.2.3..,(5——2)f i

hi—

& 1.2.3..(i—1) Q= 2

En continuant ce raisonnement, on parviendra, apres
i1 différentiations successives, aux inégalités
S e h)—P >o0. | (c+n )

i) (2 +h) —Q <o, | st

Or, ces inégalités finales, et par suite les inégalités

primitives (¢), seront satisfaites, si I'on choisit pour P et

pour Q respectivement la plus petite et la plus grande

valeur que prenne la fonction dérivée

fiitiz,

pour les valeurs de z comprises entre x et .
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Si cette fonction était constamment croissante ou dé-
croissante, de x 4 2~/ , on pourrait poser
P— £+ (2), Q= fH) (o4-4),
ou mversement
D= f640 (4 ), Q=6+ ().
Donc le reste Ri-a pour expression
hitr 3
SR ey e O
6 désignant un nombre inconnu, compris entre o et 1,
de mani¢re que 2—-6/ tombe entre x et a—-4.
Nous écrirons d’aprés cela
P aREE et
f(a:+/z):f,1,+;f 24 ;—;f 4 =
”t ; Lt ey
i 1.2.3.../(l)x+ I.z.3...(z'+1)f(l+0 (@t )
Maintenant, s'il arrive que les valeurs numériques
des fonctions

FEt

flitng
ne dépassent jamais une certaine limite %, pour toutes
les valeurs de z comprises entre & et a-+-h , et pour
toutes les valeurs possibles de lindice de différentia-
tion 7, on aura numériquement
At
et alors, quel que soit /, on pourra toujours prendre £
assez grand pour que R; tombe au-dessous de toute
grandeur donnée. Par conséquent , daxss ce cas, la fonc-
tion f'(2--/4) sera la somme de la suite (0), prolongée
a linfini; ce que neus indiquerons en écrivant :

R; <

7 ko, i e
Sl@thy=fot-3 flot flat —f"a+ ete. (B)
Cette formule porte le nom du géométre anglais
Taylor qui a découverte, et on en fait un perpétuel
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usage en analyse. On en a donné une foule de démons-
trations : celle qui précede, telle que nous I'avons pré-
sentée, nous semble parfaitement rigoureuse; et nous
Pavons préférée, non-seulement pour nous rapprocher
de la marche de linventeur, mais parce qu’elle nous
parait trés-propre @ bien fixer le sens et I'étendue de
cette formule fondamentale.

100. 1l sera bon, néanmoins, d’indiquer un autre tour
de démonstration. On peut toujours poser

fladh)=fvtho(x, ),

la fonction inconnue o devant étre telle que le terme
o (2, /) se réduit & zéro pour /i=0. On tire de la

k) — fz
o, k) :f—( +/1,) i 3

s . o R
expression qui se presente sous la forme 37et se reduit,

comme on sait, & f"x, quand on y fait s=—o. D’apreés
cela nous pouvons poser,
o(x, b)) =flz + ho. (x, ),
d’ou ?
A
fla+b)=fatl prose e (e, n),

(z+h)—frx—hf x
o (x, k) :f 7 5

s .0
Cette expression de ¢, se réduit encore a =5 pour h=o.

Appliquons la régle générale [85] en prenant les déri-
vées des deux termes de la fraction par rapport a /4 : il
viendra

_fleth)—fs,
i 1.2. A
et en différentiant de nouveau, pour faire disparaitre
Pindétermination qui subsiste encore,
1
ik
P (A0 = b=t
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d’ol
h h?
Sat+hy=fa-t 5 frat © [f”x-{— ha(z, k) ] :
Sans pousser ce calcul plus loin, on voit comment
on retrouverait la loi du développement, aprés quoi on
assignerait , comme ci-dessus, les limites du reste R;.
101. Enfin, si Pon veut appliquer les régles élémen-
taires de Pintégration déja exposées [55], on trouvera
de la maniére la plus directe, non-seulement la loi du
développement de Taylor, et les limites de R;, mais la
valeur méme de R; exprimée par une intégrale définie.
En effet , quelle que soit la fenction f, pourvu que cette
fonction reste continue entre les valeurs de la variable
désignées par x et par 2/, on a
z+h
j(z-}—h)—j(x):/ il 2. idep
z
Pour mieux distinguer la variable courante z, sous le

signe d’intégration, de la valeur & qui entre dans lex-
pression des limites, on peut écrire

2+h
f(.z‘—l—/l)——f:r:f ladws,
z
ou bien encore, en changeant de variable, et en posant
=t h—z,dr’'—=—dz,
fo4h)—fx—— [ S (z+h—2z)dz
Jh
3
:f S x+h—2z)da

o
La formule (8) du n° 55 devient, quand on y remplace
2 par z, et quand on prend pour limite inférieure des
intégrales z,=o , pour limite supérieure z=—#,,

L he
gz.q/:dszq/z.-m—?(o).d,(o)_f Yo.4'5ds. (d)
*Faisons dans cette formule 5
vz—=f"(x+h—z),Vs=12,
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d'ott
o(0) = (a4 1), k=L, ()= 0, Yh="1,
ya=—f" (x+h—2z), Yz=1:
il viendra .

ke i B
flaz+h—z)ds :/Lf’x+f a2f(@+h—z)dz,
et par suite :
V/ i o
f(x+/z.):fx+ff'.z+f a2f (x+h—z)dz.

Introduisons maintenant dans la formule () la sup-
position
g (ah—z), o =12,
d’ou
o(0)=f"(z+ k), oh=f"z, b(0)=0, Yh=1k",
gz=—f"(2+h—32), Vo—=2z:
nous aurons

h h
[ zf" (x4 h—z)dz =thifilx +%/ % f”"(.z‘+/t—z)dz :

et en conséquence

o i
fl@+h=fr+-f 'x+li2— Sl — / 2w t-h—z)dz.

On trouverait de méme

h i
fa+h)=fat fw+"f"z+

/l3 ey
Sl

EJa
1 ko 5 p d
4+ — 2 (x4 h—z)dz
D045 i 2 s
et en continuant ce calcul de proche en proche,

i l ALY ]3 724 7 /
Reth)smfatf izt = f" 24

(5 i
.2.3f e

hi ; I S
o (O Gt FOER) {pt- 2\l
2 1.2.3...[/ e 1.2.3...;;/0 Lo S
Maintenant il est clair que si 'on désigne, comme ci-
dessus, par P et Q la plus petite et la plus grande va-

leur de ;
FE) (2 4h__z),
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pour la série des valeurs de z comprises entre o et 7,
on aura

h h
f Ff) (2t h—2z)dz > Pf 2 dz,

L P jitr
2t (4 — e e s
ﬁ f) (v +h—z)ds > el

Viia ;
car la dérivée de la fonction Test 2t dz [5g]. 1l vient
=R 3

ou

par la méme raison

B S Q}LH" 3
fft) (24 h—z)dz
/; ZfeD) (g4 h )dz < S

donc la valeur de R; tombe entre
P Zits 7 Qhit:
TR e ey
et de plus on a
1

R=—t (s b )i, @
valeur que I'on pourra calculer exactement, ou par ap-
proximation , a laide des procédés qui seront exposés
plus tard, en supposant donnée la fouction /, et par
suite la dérivée f(+1),

102. Eerivons z au lieu de 2 dans la formule (A), et
ensuite lemplacons /i par x—z : cette for muk deviendra

So=fotie f’ e z"’f”z+ ..... +1( ———/*”z+wz (%)

en posant par abrcvmtlon
I_.(%i)l:fw V[a40(z—1)].
Pour /=0, la formule donne

fre=fo+(z—2z)f [240, (z—2z),
8, désignant un nombre compris comme § entre o et 1,
mais en général différent de 6; et de la on tire, en rem-
placant f' par o,

vz —

x
|
,
,
‘.
|
‘
\
1

i
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pr=gz +(2—2)0' [2+0,(2—2)]. (@)

Mais d’aprés 'équation (¢) on' a évidemment gz—oj; et

si Ton différentie cette méme équation (¢) par rapport

A 5, en supprimant a mesure les termes qui se détrui-
sent, il restera

d’onr

(i o)

1.2.3..

a0, (z—2)| = — LT f b [z 0, (2 —2)].

En conséquence, on tire de I'é quatxon (9)
_ (=) (x—z)
= Y0 du
et I'on peut, dans la formule (A), remplacer 'expression
du reste R;

S 340, (2 —2) ],

At
1.2.3...(0+1)
par cette expression équivalente, due a M. Cauchy,

T frah.

S5 (24 04),

Ri=—

103. De quelque maniére que l'on arrive au déve-
loppement de Taylor, ce développement n’a de sens
quautant que Pon congoit la suite des termes obtenus
complétée par un reste, qui peut, dans certains cas,
décroitre au-dessous de toutes limites, ce qui permet
de considérer la série prolongée a linfini comme équi-
valente & la fonction proposée. Dans cette hypothése, il
faut bien que la série soit convergente ; mais la réci-
proque n'est point vraie, et la série pro]ongée a l'infini
pourrait étre convergente sans que’ le reste R;, qu’il
faut toujours calculer directement, allit en décroissant
indéfiniment. Dans ce cas la série de Taylor serait en dé-

L 12
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faut, la somme de la série convergente ne coincidant
pas avec la fonction donnée.

Pour se convaincre de la vérité de cette proposition,
il suffit de considérer que, dans tous les raisonnements
qui préceédent, la fonction /2 est supposée quelconque :
elle peut étre mathématique ou empirique; il suffit, pour
Papplication des formules, que cette fonction et ses dé-
rivées de tous les ordres n’éprouvent aucune solution de
continuité correspondante aux diverses valeurs de la va-
riable, de x 4 x4/ inclusivement. Cela posé, le tracé
de la courbe y—/% étant arbitraire entre les valeurs z—x
el z—x-+/, et ne dépendant point de la forme de la
courbe dans le voisinage du point initial, il serait absurde
que les quantités,

Ry ANy i R

qui toutes serapportent au point initial, déterminassent
implicitement le tracé de la courbe dans tout I'intervalle
que I'on considere. Par conséquent, /' (x—}-4) ne peut pas
en général étre déterminée par la série des quantités /.,
e , méme prolongée & I'infini. Mais du moment
que V'on a égard au reste R;, pour I'évaluation duquel il
faut tenir compte de toutes les valeurs de la fonction,
dans l'intervalle de z & x-}-4, la difficulté disparait, et
rien ne saurait infirmer la légitimité du développement.

A la vérité, on pourrait supposer que, si deux fonc-
tions fz, f,z, non identiques dans l'intervalle de z—x &
2=z-}-h , étaient telles néanmoins que l'on efit

e o e s U el S B f)

jusqu’a I'infini, I’'une au moins de ces fonctions devrait
subir, pour z=x, une solution de continuité d’un
ordre quelconque, ce qui suffirait pour qu'on ne piit
pas prolonger a l'infini la série de Taylor, et ce qui ren-
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trerait dans une exception déja signalée. Effectivement
nous avons admis déja [37] et nous démontrerons plus
loin que, si les fonctions /3, /,z sont déterminées, expli-
citement ou implicitement, par des équations algébri-
ques, la série des équations (/') entrainera l'identité des
deux fonctions; en sorte que, si les deux fonctions
avaient dans une partie de leur cours la méme expres-
sion algébrique, et dans une autre portion de leur cours
des expressions algébriques non identiques, elles éprou-
veraient nécessairement, au passage d'une expression a
P’autre, une solution de continuité d’'un ordre quelcon-
que. Mais rien n’autorise & généraliser cette remarque
en I'étendant aux fonctions empiriques, ni méme aux
fonctions transcendantes, comme M. Cauchy I'a montré
sur un exemple bien simple.
Prenons en effet

x

f;z:fz—i—e_:i

/= restant quelconque. Nous avons vu [89] que, pour

z=—0, les dérivées de tous les ordres de la transcen-

e :
dante ¢ °~ s’évanonissent avec la transcendante dont elles
dérivent : par conséquent, pour £ =o, on aura

Ffa—fe,file=Ffay o= fla capa
jusqu'a linfini, bien que les fonctions fet f; restent
distinctes pour toute autre valeur de z.

D’aprés cela, le développement de £,/ par la série de
Taylor, prolongée a I'infini, ne différera point du déve-
loppement de f7%; et si la série de Taylor ainsi pro-
longée est convergente et a pour somme f/, le méme
développement , quoique convergent, sera fautif quand

on I'appliquera & la fonction f.
: 2.
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Désignons en général par ¢z une fonction de z telle
que, pour une valeur particuliere z=x, on ait

0=t pr—pty— M
Jusqu’a l'infini; et soient RO, R,() les restes de la série
de Taylor pour les fonctions
Fle 1) e+ D=f D) g (1),
il faudra évidemment qu’on ait, quel que soit I'indice 7,
R0 —RO —o¢ (z+ 4),

ce qu'il serait d’ailleurs facile de retrouver & posterior:,
au moyen de U'expression du reste en intégrale définie.

104. Le nombre de termes dont se compose la série
de Taylor n’est limité que dans un cas, savoir : quand
Jfz est une fonction algébrique entiére; car alors, m dé-
signant le plus haut exposant de x dans cette fonction,
la dérivée du m° ordre est une quantité constante,
et les dérivées des ordres supérieurs s’évanouissent [6o].

Si lon pose fr==a™, la série de Taylor donne,
pour un exposant quelconque 72, le développement de
(x+/h)™, et coincide avec la formule de Newton, qui
se trouve ainsi démontrée pour un exposant quel-
conque , comme nous I'avions annoncé [66 ez 82]. On
a en méme temps
s

105. La série de Taylor, par sa généralité, avait déja
fixé depuis longtemps l'attention des analystes, lorsque
Lagrange imagina de la prendre pour base de la théorie
des fonctions, et par ce moyen d’éluder, a ce qu'il croyait,
dans le passage de la discontinuité a la continuité, I'em-
ploi de toute notion auxiliaire de limite, de fluxion ou
d’infiniment petit. A cet effet, Lagrange admet qu’une

Ri=
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fonction quelconque, ou du moins qu'une fonction ma-
thématique quelconque f{x—-%) peut se développer en
unesérie telle que

fr4qw kg2 B4z . Y+ ete.

1l montre, en sappuyant sur la nature algébrique
de la fonction, que ces puissances ne peuvent étre ni né-
gatives , ni fractionnaires, tant que x et / restent indé-
terminés. Car d’abord, si la série contenait des puis-
sances négatives de %, en y faisant 2=o, les termes
affectés des puissances négatives deviendraient infinis ,
et, par conséquent , fx aurait une valeur infinie, ce qui
ne peut arriver que pour des valeurs particulicres de .
En second lieu, si la série contenait un terme affecté
de la puissance fractionnaire %, dapres les propriétés
des radicaux, ce terme aurait autant de valeurs distinctes
qu'il ya d’unités dans le dénominateur ¢ ; en sorte que,
pour un méme systéme de valeurs de et de fa, /(e—-/)
aurait plusieurs valeurs distinctes; ce qui ne peut arri-
ver que pour certaines valeurs particulicres de x et de

) A : % ; ;
/S, par la méme raison qu’il est impossible que tous les

points d’une courbe soient des points de rencontre de
plusieurs branches de la courbe.
On peut donc admettre que le développement de

J/(x—+-F) est donné d'une manicre générale par la for-

mule

flr+b)= fotho,2+ hrg, 24 gz +etc.; (h)
et, ceci posé, Lagrange appelle la fonction ¢, 2 la dé-
rivée de fu, en la désignant par la notation /", pour
mieux rappeler la liaison qui existe entre fx et .. Le
mode de dérivation ainsi défini, il ne lui est pas diffi-
cile de trouver la loi suivant laquelle les fonctions ¢,
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93%,. .. - dérivent de "z, et d’écrire dans sa nota-
tion la formule de Taylor
Sla+h)=fx+ L [ 4 i [z 4 . " w4-ete
T 1.2 £.2.3 i
1l suffit maintenant de substituer successivement a f
_ les fonctions élémentaires 2™, log x, sin &, et de trou-

ver, par les méthodes algébriques connues, les premiers
termes des développements des fonctions (z--%)",
log (2-}-1%), sin (2-}-7), suivant les puissances de /4,
pour en conclure les premiéres dérivées de ces fonctions
élémentaires, et par suite leurs dérivées des ordres su-
périeurs , comme aussi les dérivées des fonctions quel-
conques, composées de ces fonctions élémentaires.

C’est ainsi, selon Lagrange, que la théorie des fonc-
tions se trouve ramenée & une simple application des
regles du calcul algébrique ordinaire. On peut consulter,
pour le développement de cette idée fondamentale, les
deux traités spéciaux que ce grand géométre y a consa-
crés, la Théorie des fonctions analytiques et les Lecons
sur le calcul des fonctions.

Mais si ces deux ouvrages, a cause du nom imposant
de leur auteur, ont été d'abord accueillis, par toute une
génération de jeunes géométres, comme fixant les bases
de Penseignement, un examen attentif a di montrer
quil s’y trouve un de ces paralogismes métaphysiques
dans lesquels les plus grands maitres peuvent tomber,
lorsque la nature de leur sujet les force & sortir de l'a-
nalyse et de la synthése scientifiques, pour entrer dans
la critique des idées qui sont les matériaux mémes de
la science.

En effet, le développement en série n’a de sens que
lorsqu’il méne & une série convergente, ou mieux en-
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core lorsqu’il est démontré que le reste de la série tend
sans cesse vers Ja limite zéro quand le nombre des termes
croit indéfiniment. Toute induction tirée d’un dévelop-
pement en série non convergente manque de soli.dité‘,
et peut conduire, comme des exemples le font voir, &
des résultats fautifs. La méthode de Lagrange n’a donc
point l'avantage d’éliminer la notion des limites ou
toute autre équivalente. La nature des choses et les
lois de I'entendemerit exigent ici I'emploi de I'une de
ces notions auxiliaires, dont le simple développement
par lalgebre du principe d’identité me peut tenir la
place. :

D'ailleurs, les raisonnements indiqués ci-dessus, et
qui servent a justifier la forme attribuée & la série (%),
outre qu'ils reposent sur un principe subtil et sujet a con-
troverse, suivant que lon regarderait 'ambiguité des si-
gnes des radicaux comme le résultat d’une convention
ou comme un fait nécessaire, ne peuvent en tous cas
sappliquer quaux fonctions algébriques : tandis que la
théorie des fonctions, comme nous nous sommes atta-
ché A le faire voir, doit essentiellement comprendre les
fonctions continues quelconques, et former un corps de
doctrine qui subsiste indépendamment des applications
a lalgebre. Le développement en série n'est qu’un ar-
tifice de calcul, et ne peut convenablement servir a éta-
blir des lois et des rapports dont I'existence est indépen-
dante de nos procédés artificiels.

106. On dit que la formule de Taylor tombe en dé-
Jfaut, lorsque la valeur particuli¢re de 2 que L'on con-
sidére, rend infinie la fonction /i ou ses dérivées a par-
tir d'un ordre quelconque. Alors, en effet, si la fonction
fest algébrique, la fonction f(x—-/) est susceptible de
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se développer en une série qui contient des puissances
négatives ou fractionnaires de A , mais qui n’a de sens
quautant que lon peat faire converger indéfiniment
vers zéro le reste de la série. Soit, par exemple,

Z
= e ix)”‘ 3

m désignant un nombre positif, et gz une fonction qui
prend, ainsi que toutes ses dérivées, une valeur finie
quand on y fait 2=r. La fonction J(14-+£) pourra se

développer en série contenant des puissances négatives
de /%, car on aura

h—(m—) A—(m—2)
9 (1)

r ey

St =R oy

Si la fonction algébrique £ ne devient pas infinie,
mais que ses dérivées le deviennent & partir d’'un ordre
quelconque, il est clair que son développement ne peut
contenir uniquement des puissances entiéres, et positives
de /% : car alors ses dérivées pourraient se développer
aussi suivant Jes puissances entiéres et positives de /2,
et, par conséquent, ne deviendraient pas infinies pour
fi=o; tandis que, si le développement de la fonction
proposée contient des puissances fractionnaires et posi-

tives de /, telles que /z;i, et si m désigne le plus grand
nombre entier contenu dans 2, la différentiation ameé-
nera, dans le développement des fonctions dérivées de
Pordre m—~-1 et des ordres supérieurs , des puissances
négatives de /.

Ce cas se présente toutes les fois que fr contient en

»
numérateur un radical de la forme (x—a)d , et qulon
y donne & x la valeur particulitre a. Soit, par exemple ,

9"(1)++ ete.
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_f'x::q;x-i—\pa: Voa—r1,

o et § désignant des fonctions algébriques entieres, qui
e
ne s'évanouissent pas pour x=1 : toutes les dérivées de

fx, & partic de la premiére, deviendront infinies pour

la méme valeur de z, et la formule de Taylor tombera
en défaut. Mais si I’on substitue directement 14 a x,
il viendra Rk
f(r+/z):cp(1+/z)+q,(1+/z). Vh VN ogh;
et ainsi, en développant par la série de Taylor, suivant
les puissances enticres de %, les fonctions
o (14h), y(x+4), Vioth ,
on obtiendra f(1--/%) , exprimée par une série qui ren-
ferme des puissances fractionnaires de /. i
Quand la premitre dérivée de fx qui devne,nf infinie
pour la valeur particuliére z=a, est la dérivée de
Pordre i~2, on peut employer la séric de Taylor en
I’arrétant au terme affecté de /4 , et en évaluant le reste
R; par la formule (&) qui subsiste toujours, puisque

"(i+1) n’é ve point encore de solution de continuité
n’éprouve p

du premier ordre; ou en sassurant, par la considéra-
tion des limites de ce reste, qu'il est d'un ordre de
grandeur tel qu'on puisse le négliger. ;

107. Lagrange emploie un raisonnement semblable ‘\x
celui qui a été indiqué ci-dessus [105] pour montrer @
priori que la fonction f(a—}-2) doit renfermer dans son
développement des puissances fractionnaires de /2, quan.d
des valeurs particuli¢res de z font évanouir les radi-

2

. ) Syl

caux qui entrent dans f. En effet , le radical (x—a)
donne i la fonction autant de valeurs distinctes, réelles
ou imaginaires, quil y a-d’unités dans le nombre en-
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tier ¢. Comme ce méme radical se reproduit dans les
coefficients différentiels de fu, tant que x reste indé-
terminé, ces coefficients prennent eux-mémes, comme
cela doit étre, un nombre g de valeurs différentes.
Ainsi il y a, & proprement parler, autant de fonctions
J(24-%) et de développements distinets, que le radical
dont il s’agit comporte de valeurs. Mais si 'on donne
a z la valeur particulitre @, le radical disparait de tous
les coefficients de la série de Taylor

Ja; fla, fla, ete.;
tandis qu'il subsiste dans la fonction f(a--A), ot il est

bl
devenu 4%, Donc la série, dans sa forme ordinaire, ne
peut plus alors représenter la fonction , puisque celle-ci
a plusieurs valeurs, tandis que la série nen aurait qu’une:
donc il faut que le développement de f'(a—-1) contienne
il

des termes affectés du radical A%

Remarquons d’ailleurs qu'nn radical contenu dans fi
peut disparaitre de deux maniéres distinctes pour ;les
valeurs particuliéres de z: 1° parce que la quantité sous
le signe radical devient nulle; o° parce qu'un facteur
affectant le radical s'évanouit. Ce dernier cas ne doit
point, d’aprés les mémes principes, faire exception i la
formule de Taylor. Soit en effet

(z—a,)™ (z—a )'—1

un terme qui introduit dans fz le radical (x——u)g:
ce terme disparaissant pour la valeur 2—a, , laquelle
fait évanouir le facteur (v—a:)™. Comme lexposant
du binéme z—a,, supposé entier et positif, diminue
d’une unité & chaque différentiation, il y aura, dans
les dérivées de fir de Tordre m et des ordres supd-
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vieurs, des termes ol ce binéme cessera daffecter

P
comme facteur le radical (;L'—u)i : dott il suit que le
développement par la série de Taylor de la fonc-
tion f (a.—}-+4), prolongé au moins jusqu’au terme de
rang m-—1 inclusivement , conserve autant de va-

2
leurs distinctes que le radical (z—a)? en attribue a

Sa+k).

1l ne faut pas conclure de ce qui précéde, avec quel-
ques auteurs, qu'en pareil cas la série de Taylor doit
au moins étre prolongée jusquau terme inclusivement

A
ol reparait le radical (2—a) 4. car ce radical subsiste
toujours, avec la multiplicité de ses valeurs, dans I'in-
tégrale définie qui exprime la valeur du reste R, quelle
que soit la valeur de I'indice Z; et il faut toujours tenir
compte du reste de la série pour donner de la rigueur
aux raisonnements.

On voit, par exemple, que, si le facteur qui affecte le.
radical était une fonction transcendante de la nature
de celles indiquées ci-dessus [ 102], qui deviennent nulles,
ainsi que toutes leurs dérivées, pour certaines valeurs
de x, le raisonnement de Lagrange ne serait plus applica-
ble; et I'identité entre le développement et la fonction
développde ne pourrait subsister qu'autant qu’on arréte-
rait la série & un terme quelconque, en tenant compte
du reste.

108. Lorsque la fonction fz ou ses dérivées, a partir
d’un ordre quelconque, éprouvent une solution de con-
tinuité du premier ordre, non plus pour la valeur ini-
tiale z==7, mais pour une valeur z=a comprise entre
7= et z=a--/, la formule de Taylor, deés linstant
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qu'on y fait ~A=—ou > a—u, doit étre inapplicable , aussi
bien que si la solution de continuité se rapportait i la
valeur initiale : cependant la métaphysique de La-
grange ne s'applique pas a ce cas, et on n’est pas dans
l'usage de le considérer comme un cas de défaut de la
formule de Taylor. Mais du moment que Pon tient
compte du reste R; , comme cela doit toujours se faire,
le défaut se manifeste par limpossibilité d’assigner des
limites au reste, ou de I'évaluer en intégrale définie,
quand la fonction sous le signe / passe par linfini, que
ce soit a la limite ou dans le cours de I'intégration.

§ 2. Formule de Maclaurin et ses applications.

109. Si Ton fait dans la formule (B) z=o, ce qui
donne

FALOY D B3 o A .
Sr=F(O)+ - f (0 o o) 7 (0) et
et qu'on écrive ensuite 2 au lieu de %, il viendra

=) z 2, G :
SO LSO T flo 2 frlo)tete s (€)

en sorte qu'on aura résolu de la maniére la plus générale
le probléme qui consiste & transformer une fonction
quelconque en série ordonnée suivant les puissances en-
tidres et ascendantes de la variable. On pourrait trou-
ver trés-simplement la loi de cette série par la méthode
connue des coefficients indéterminés, sans passer par
la formule de Taylor. Admettons, en effet, que la fonc-
tion fi soit susceptible de se développer en série con-
vergente procédant suivant les puissances entiéres et
ascendantes de z, et posons

fr=A 4 Bx + Cz’+ Da’ + etc. :

———

SRS
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on aura, en différentiant,
f’x =B+ 20z + 3Dz* + etc. ,
f'z = 26+ 2.3Dz+ ete.,
o= 2.3 +D t=retes,
etc.
Faisons dans toutes ces équations x==0: il viendra

A= f(o), B=F(0), C:if"(o), D= 2—‘3f (0), etc.

Clest par ce procédé ( dont on ferait pareillement
usage pour établir la loi de la série de Taylor) que Mac-
laurin a obtenu la formule (C), qui porte encore son
nom, quoiqu’on ait revendiqué dans ces derniéres an-
nées la priorité de la découverte en faveur du géometre
Stirling. D’ailleurs, on ne doit pas regarder cette for-
mule comme essentiellement distincte de celle de Taylor:
seulement la formule de Taylor a plus de généralité, en
ce qelle subsiste tant que x et / conservent leur indé-
termination , et ne tombe en défaut, d’une maniére ou
d’une autre, que pour des valeurs particuliéres attri-
buées a ces lettres; tandis que la formule de Maclaurin
n'est applicable qu’autant que la fonction /& n’éprouve
pas de solutions de continuité, pour z=—o.

La série de Maclaurin doit, comme celle de Taylor,
et par la méme raison, étre complétée par un reste. Soit
r; le reste de la série de Maclaurin, arrétée au terme de
rang -1, en sorte qu'en ait

xt

SO (o)1,

f:’:.f(o)+§f’(°)+ ettt ¥ 30

Pexpression de r; en intégrale définie sera évidemment,
d’aprés ce qui précede, donnée par I'équation

n=r ), A

1.0 coniile
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la valeur de r; tombera entre
p.Z‘H" II.Z‘H"

1.2.3...(41) r.2.3...(41)
P> q désignant la plus petite et la plus grande valeur de
J &) (z—2z), entre les limites z—0, z=—2 , ou celles de
f¢t)z entre les mémes limites.
Si 'on désigne par 8, 6. des nombres compris entre
0 et 1, on aura encore pour 7; ces deux expressions

zitr ! (1—0) 2itr .
— e LD — U . Aity) .
e adL(iET) selloby 181500 )

Ces explications pouvant suffire, nous allons passer
a lapplication remarquable que I'on fait de la formule
de Maclaurin au développement des fonctions logarith-
mique, exponentielle et circulaires.

110. Si nous voulions développer la fonction log 2
suivant les puissances positives et ascendantes de ., nous
trouverions que cette fonction et ses dérivées des divers
ordres deviennent infinies pour z—o, en sorte que la
série de Maclaurin tombe en défaut. Mais en prenant

SJx=log (14 x),
et en supposant toujours, pour plus de simplicité, qu'il
s'agit d’'un logarithme népérien , nous trouverons

] ) 1 T I a2
/ (x)—1+:v7'f = (:[+;r)”'/ x—_(1+x)”
; Yo2:9 5o a(i=1)
Ot G BRI et
f T == (_I—i—l‘)‘ 2
suivant que Z est pair ou impair; d'on
log (1+a)== = SRR g t ®
4 ZT)=— 2—{—3——4—5—-5——13&, )

série convergente , tant que z est compris entre—I
et 1. A la limite supérieure x=r1, la série est encore
convergente ; car on a

1 I
72—+

o — etc., ()

lo, I-{-
P X —i
g L

O]~
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et I'on sait que toute série dont les termes , alternative-
ment positifs et négatifs, vont en diminuant, est néces-
sairement convergente [26].

Si lon fait 2=——1, il vient

I 1 I I
logo=— { I+;+75+Z +g+etc. .
On sait que zéro a pour logarithme I'infini négatif : donc
la série
I I I I
1 +5+3+Z+ g + ete.

est divergente, ce qui se démontre d’ailleurs directement.
On a

log(I +':>_'—:log(x +x)—log(1—z)

Y
3 5 7
=0 {z+%+%+%+etc. 3 (/c)
Si l'on fait ensuite .
1tz

R

il viendra :

log (1 +l—:>: log (g—_:—v> =log (n-+v) —log n

v 1 v Sh v A v 7
mﬁ( 2n+v) +J(—nr) +§<zn+v) +m-l :
Cette derniére série est toujours trés-rapidement conver-
gente pour des valeurs entitres des nombres 2 et v, et elle
fait connaitre le logarithme du nombre n-4-v quand ce-
lui de 7 est connu. On ne calculera, bien entendu, par
le moyen‘de cette série que les logarithmes des nom-
bres premiers : les autres s'obtiendront par de simples
additions ; et pour cela on aura soin de calculer les loga-
rithmes des nombres premiers avec un plus grand
nombre de décimales qu'on n’en veut conserver dans
la table.

w

e
an-tv

=I+;; , dot z=

2

—~

f)
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4 :
Supposons 7==1 , y=1 : comme le logarithme de I'u-
nité est zéro, on aura

1 1 I I
log 2 = n(§+——-3_3]+——5'35+;.—3—7+ etc.) 3

série bien plus rapidement convergente que la série (1),
et-dont il suffit de calculer un petit nombre de termes
pour trouver

log 2 = 0,69314718......
Par conséquent
log 4 = 1,38629436. . . ...

En faisant dans la série (/) n—=4, v—=1, il vient

lug5210g4+2(§+3f—93+§]§5+ -71—9 - etc.> )
d’olt

. log 5 = 1,60943791. . . . . .

Le troisitme terme de la série n'influe déja plus que
sur le chiffre de ordre des millioni¢mes , et le cinquiéme
serait touta fait insensible dans le calcul des tables or-
dinaires. ;

La sommeé des logarithmes de 2 et de 5 donne le lo-
garithme népérien de ro, égal a 2,302568509. .. ..

En divisant par ce nombre I'unité qui est le loga-
vithme vulgaire de 10, on a [64] le logarithme vulgaire
de e, ou le module des logarithmes de Briggs, égal a
0,4342944819. . . . .

Avec ce module on forme les logarithmes vulgaires
de tous les nombres premiers dont on a préalablement
calculé les logarithmes népériens.

Tanalyse fournit des méthodes encore plus expédi-
tives pour caleuler les logarithmes; mais toutes ces mé-
thodes, y compris celle dont nous venons de donner
une idée, n'ont été imaginées que lorsquion possédait
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depuis longtemps des tables calculées par des procédés
bien plus laborieux.

111. Toutes les dérivées de la fonction e* étant iden-
tiques avec la fonction primitive, se réduaisent comme
elle a l'unité pour 2==o0. En conséquence la formule de
Maclaurin donne
(”’:I—i—.]__'_f_z_‘_ <5 A Zi + o

1 1.2 1330 103 12345
série qui finit toujours par converger, quelle que soit
la valeur donnée a x. En effet [26], si lon désigne par

+etc., (m)

v:leterme de cette série qui en a 7 avant lui, il viendra

its &

S g
rapport qui converge indéfiniment vers la limite zéro,
quel que soit ', quand / prend des valeurs de plus en
plus grandes.

2

En faisant £=1, nous retrouverons Pexpression du
nombre ¢ en série, telle qu'on I'a déduite de la formule
du binéme [61].

D’apres les formules () du n® 67 on trouve aussi

e e i o =

A TS TIANS S e 1NaI0 SNk et TRal b Tty + ete., (m,)
2] B z°

Cos‘x:ln—l—.2’.+x.2.3.4_ 1.2.3.4.5.6 il (ms)

Ces séries trés-remarquables, données par Newton ,
jouissent, comme la série (m2),de la propriété d’étre tou-
jours finalement convergentes, quel que soit 2z, en sorte
qu’elles s’étendent aux arcs qui surpassent la  circonfé-
rence ou un nombre quelconque de circonférences. On
pourrait s’en servir pour calculer des tables de sinus et
de cosinus naturels, dont on calculerait ensuite les lo-
garithmes au moyen de la série (7); mais cest par des
méthodes plus élémentaires quiont été effectivement
T, I 13
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construites les tables trigonométriques pour les besoins
de l'astronomie, bien avant le siécle de Newton.

Les séries (m ), (m,), (m,) étant convergentes pour
toutes les valeurs de &, rien n'empécherait de partiv
de ces, séries et de poser « priori

.3

TS e,
el SRl T T TR Ol
1 s Jeh . DD i (n)

@ 74 ‘

fx—l——l—.—2+m+ ete;

puis, de déterminer les propriétés des fonctions ,f, /,
d’aprés les propriétés des séries convergentes dont elles
sont les sommes. On trouverait ainsi
Ji(0)i=1; fo)=0; flof="5} | -
Viz=iw s Fo—fr, fla——=%z; | @

et de ce systtme d’équation on pourrait, comme on I'a
indiqué au chapitre II du présent livre, déduire toutes
les propriétés des fonctions §,f, /. Ties équations (r)
donneraient méme directement ces propriétés, sansqu’on
eit besoin de passer par Iintermédiaire des équations
(0). Ainsi I'on trouverait, par la forme méme des séries;

b (v =) =fzrtfr. v,

Y(—zV ) =fa—ftx. Vi1,

(foy + (fry=1,

f(z-Ly)=fe .fy+ty. fz, etc:
Mais, quoique cette marche soit logiquement rigoureuse;
elle ne nous semble pas convenable dans une exposition
didactique ot I'on doit surtout rechercher I'enchaine-
ment rationnel des théories. En général, les fonctions
sont caractérisées, dans I'ensemble de leur cours, parla
loi de leurs accroissements différentiels ; et ce n’est que
sous de certaines conditions qu'elles peuvent étre expri-

—

e e
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mées (aussi dans toute 'étendue de leur cours), par des
séries convergentes pour toutes les valeurs de la varia-
ble (*).

112. Dans les applications qui font Pobjet des detix
numéros précédents, nous navons fait que constater la
convergence de la série de Maclaurin. A la rigueur, on
est tenu de prouver directement que ces développements
convergents ont pour sommes les fonctions développées,
ou que le reste r, tombe au-dessous de toute grandeur
donnée, pour des valeurs convenables de 7. Or, le reste
77, dans les développements (7), (m), (mx), (m.), est ex-
primé par

.1‘.1'-{» T .L~!+l
: - : = z,"l.r
(1) (1+02)+7 1o 3. (1) =

sin

el L
e cos(ul)'

Les deux derniéres expressions donnent pour la valeur

s T; 3 3
numérique du rapport %, une fraction qui peut tom-

i
ber au-dessous de toute grandeur donnée, quel que soit
., pourvu qu'on prenne pourZun nombre suffisamment
grand. La méme condition est satisfaite, & I'égard de la
premicre expression de r;, dés qu'on prend pour 2 un
nombre positif.

113. On tire de la formule (/) du n° 75

ot
.Iog <_1+[/ S mngm) ;

I—V/ _(.tang

[ e

bV

(*) M. Caunchy a donné dans ces derniers temps une régle trés-re-
marquable, pour fixer les conditions de la convergence du dévelop-
pement d'une fonction suivant les puissances entiéres et positives de
la variable indépendante. Désignons par

(c0s 0y -~ L/ .sin0,), pu (cos B 4~ V"¢ .sin0:), pa(cos B~V —r . sin,), elc,

13
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et en développant le logarithme par la formule (4),

2 =tang x —gtang’s +{ tang'v—I tang’z -1-etc..  (p)
Cette derniére scrie a été donnée par Leibnitz. La con-
vergence ne subsiste et par conséquent la série n'est
applicable que par les valeurs de tang & comprises entre
— L et 41, ou pour les valeurs de z comprises entre
—+m et 1=, quoique la fonction tang 2 reste conti-
uue entre les limites x=— 1z et 2=

A la limite x =1, la série (p) est encore conver-
gente, et il vient

™ = 1 4 I I t

=Yg -z =~ etc.

; ghg =5+ et

mais la convergence est trop lente pour que cette série
puisse servir a calculer commodément la valeur du

nombre transcendant %. Sil'on prend pour 2 I'arc de 30°

des valeurs réelles ou imaginaives, qui, mises a la place de 2, ren-
dent infinie la fonction fx ou sa premiére dérivée f* 2, ou bien
qui satisfont 2 lune des équations
s 1
f—.z'_ 0’5 ﬁ =0

ces valeurs seront réelles et positives ou négatives, si les nombres po-
sitifs ou négatifs 0,, 0., 0,, etc., deviennent des multiples pairs ou
impairs de 7; quant aux nombres p,, pry P2, ete., auxquels M. Cau-
chy est dans usage de donner le nom de modules, on peut les re-
garder comme essentiellement positifs. Cela posé, le développement
de fx en série procédant suivant les puissances entiéres et positives
de x, sera convergent pour toute valeur de z, réelle ou imaginaire ,

p(cos4 V" “x.sin@),

dont le module p tombera au-dessous du plus petit des modules g,
pr, Pa, €le. On conclut immédiatement de cette proposition, que toute
fonction périodique, telle que sin z, cos 22, qui ne devient infinie,
non plus que sa premiére dérivée, pour aucune valeur réelle ou ima-
ginaire de , se développe suivant les puissances entiéres et positives
de x en série convergente , quel que soit 2.

S 1
loge=z Vv —x,a%——=—e
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lont la t te est —, la formule donnera
dont la tangente est —, l
8 ‘/3’
™ I 3 § 3 2 I
) [ R e TR R o TS
6 \/3( 335 T P
Clest par cette derniére série que Lagny a calculé le
nombre = avec 127 décimales. On connait d’ailleurs
d’autres développements propres a donner beaucoup
plus rapidement encore la valeur de =
On tire de la formule (¢):
I+x i
log z=lo <—~>=lo 1+ x)—Ilo <1+-—>
g B\ as g ( )—log =
L{ah /i ain e T & s x) ‘
—p—e— 2 —— |5 B—— | —=| 2——; )+ etc.
z 2(.1: z’>+ 3( 7 4 G
A la vérité, cette nouvelle série , est divergente pour
toutes les valeurs réelles de x ; mais, si nous donnons a

-+ etc.) »

2 la valeur imaginaire &V~ on aura

e mzV/ —1 —mz\/—1

"

- ‘, . 3 bIps 3
et par suitela formule précédente deviendra, apres qu'on
aura divisé par 2},

I % 1ok SR Tl
- z==sin%——sin 224 =sin 3z — - sin 4z +- etc. ,
2 2

3 4
Cette nouvelle série est évidemment convergente, quel
que soit z; mais elle n’a pour somme 1z que quand la
valeur de z est comprise entre les limites — J=, +
Le lieu géométrique de I'équation

L e Tigy S
5 sin 3z —- sinfatete. . (¢)

3 4
serait un systéme de portions de droites paralléles

oo MLN,, MN, MN', M/N”, ...... (fig. 35)

: Tis
y=smx— - sin 2x 4
2

5
ayantrespeclivement pour équations en termes finis [37]:

&oa NUARTE Ty i
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SOty \ I 1 1
o Y == (7)), Y= — (i N &
I =l e s e 5 ET R (r—anh. ..

Le§ p’o’iuts N, M’, ont pour abscisse commune OB=u;
mais équation (¢), quand on y fait =r, ne donne pour
l'a valeur de 9, ni I'ordonnée PN, ni Tordonnée PM,
égale et de signe contraire. On tire de cette équation
=0, cest-a-dire une valeur de y égale a la demi-
somme des ordonnées PN, PM’. La méme chose arrive

quand on prend pour i un multiple positif ou négatif’

de 7 [38]. Nous reviendrons dans la suite sur celte par-
ticularité essentielle du développement des fonctions dis-
continues; et nous retrouverons I'équation (¢) comme
un cas particulier de formules beaucoup plus générales,
: 114. Le développement d’une fonction en série pro-
cédant suivant les puissances de la variable, conduit au
développement des fonctions en séries d’exponentielles :
car, soit £z la fonction proposée : si l'on fait
z=log z, ou Z—et
elle deviendra f(log z)=Fz, et pourra, en général
se développer suivant les puissances de z. Soit A z” un,
terme du développement; quand on y mettra pour z sa
v.aleur, ce terme prendra la forme A ¢”*; et ainsi la fone-
tion f'se trouvera développée en série d’exponentieiles.

e G i

LIVRE TROISIEME.

DIFFERENTIATION
DES FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES
ET DES FONCTIONS IMPLICITES.

S S

CHAPITRE PREMIER.

s D —

DES FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES, ET DE LEUR DIFFERENTIATION. —
NOTIONS SUR LES SOLUTIONS DE CONTINUITE DES
FONCTIONS DE DEUX ET DE TROIS VARIABLES.

115. Nous n’avons considéré jusqu'ici-que des fonc-
tions d’une seule variable, c’est-a-dire , des grandeurs
dont la valeur est déterminée par cela seul qu'on assi-
gne la valeur d’une autre grandeur variable dont elles
dépendent; mais plus généralement la valeur d’'une quan-
iité dépend des valeurs que prennent plusieurs autres
quantités susceptibles de varier, chacune séparément et
indépendamment des autres : ce qu'on exprime en di-
sant que la premiére quantité est une fonction de plu-
sieurs variables indépendantes. :

Ainsi I'intensité de la pesanteur terrestre varie avec
la hauteur du corps pesant au-dessus du niveau des
mers, et elle varie aussi avec la latitude. Ces variables
sont indépendantes ; car on peut concevoir que la hau-
teur change sans que la latitude varie, et réciproque-
ment. Si la figure de la terre s'écartait sensiblement de
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“celle d’un sphéroide de révolution , lintensité de la pe-
santeur varierait encore avec la longitude, et devien-
drait une fonction de trois variables indépendantes.

Quand un corps solide, primitivement échauffé d’une
maniére uniforme, se refroidit, la température en cha-
que poiut de la masse varie avec le temps: elle varie
aussi, au méme instant, d’un point & un autre; car les
molécules voisines de la surface par olt la chaleur se
dissipe, doivent arriver & une température rapprochée
de celle du milieu ambiant, plus tét que les molécules
placées dans la partie centrale du corps. La température
en chaque point de la masse est donc une fonction de
quatre variables indépendantes, savoir, du temps écoulé
depuis lorigine du refroidissement, et des trois coordon-
nées qui fixent la position du point dans Iintérieur du
corps.

On pourrait multiplier indéfiniment ces exemples, et

il est facile de reconnaitre que, dans la plupart des phé-
noménes naturels, chaque quantité mesurable dépend de
beaucoup d'autres quantités susceptibles de varier sé-
parément. Mais, afin de simplifier les questions et de les
rendre accessibles au calcul, on considére les cas ol
ces quantités recoivent des valeurs fixes, ou sensible-
ment fixes, a lexception d’une, de deux, de trois d’entre
elles; et alors les quantités dépendantes deviennent
fonctions d’une, de deux, de trois variables.

Pour exprimer qu’une quantité « est fonction de plu-
sieurs variables 2, 5, z,..... on emploie la notation

U (D s e 5
et si lon voulait indiquer qu'il entre en outre des cons-
tantes ou des paramétres @, b, c,.......
termination de la fonction, on écrirait

dans la dé-
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W= (S e A e S

Par rapport a chacune des variables dont elle dépend,
une fonction peut étre mathématique ou empirique, al-
gébrique ou transcendante , rationnelle ou irrationnelle,
entiére ou fractionnaire, linéaire ou non linéaire, ete.:
il n’y a rien & ajouter aux explications que nous avons
données sur ces diverses classes de fonctions, en trai-
tant des fonctions d'une seule variable.

Quand la fonction w est définie mathématiquement
par une équation

Ko Sasr sl s s)=—10
non résolue par rapport 4 «, la fonction est implicite :
elle devient explicite aprés qu'on a résolu I'équation par
rapport a .

116. Une fonction de plusieurs variabies, qui n’a pas,
ou a laquelle on ne connait pas d’expression mathéma-
tique, est censée connue, pour les valeurs des variables
indépendantes comprises entre des limites assignées, au
moyen de tables qui donnent les valeurs de la fonction,
correspondant & autant de systémes de valeurs trésrap-
prochées, assignées aux variables indépendantes. Mais
la construction de ces tables n’est réellement praticable
que pour les fonctions de deux variables seulement.
Soient

S R T S s

Fis Das X3y veveviec¥nny s
deux séries de valeurs de & et de 7, suffisamment rap-
prochées, el désignons par w;,; la valeur de la fonction
w qui correspond au systéme (,, ;) : les valeurs de «,
correspondant & toutes les combinaisons qu’on peut for-
mer entre les valeurs de .« et celles de 7, comprises
dans les deux séries ci-dessus, pourront, pour la com-
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modité¢ des recherches, étre disposées en tableau comme,
il suit :

L L 2 £ Ly T
2 Uy U Uy ¢ Uy x U,
Ya u,, u iy, Uy 12 Uy,
TR R LA i,3 Uy Up_rz U3
T ;n——x’ Uy Uy Up—sn—x| Uypn—x
Yu Wyn Uyn L Uy xn Hop

de maniere que la valeur 1, se trouve dans la bande
verticale, en téte ou & lentrée de laquelle figure x,, et
dans la bande horizontale, a gauche ou & lentrée de
laquelle figure y;. Une table ainsi construite se nomwe
une table @ double entrée. La table de Pythagore est
Pexemple le plus connu d’une table a double entrée. Une
table de logarithmes est de sa nature a simple entrée,
comme toutes celles qui comprennent la série des va-
leurs des fonctions d’une senle variable; mais par la ma-
niére dont on a disposé les tables ordinaires, pour en
diminuer le volume, on les a artificiellement converties
en tables & double entrée.

Une fonction de trois variables indépendantes , y, 5
pourrait étre_donnde au moyen d’une table & triple en-
trée, dont on se fera une idée en imaginant I'espace
partagé en cases cubiques par trois systemes de plans
paralleles dont chacun coupe a angles droits ceux des
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deux autres systémes; et en supposant qu’o}l 1nscrive
dans chaque case une valeur de la fonction u, de ma-
niére que la valeur u, ,, , se trouve au-dessus de la case
t;,; du précédent tableau, supposé horizontal, et dans
Passise horizontale pour laquelle la variable z a la va-
lear z,. §'il y avait plus de trois variables indépendantes,
on ne pourrait plus imaginer de disposition gcométrique
analogue, propre a coordonner dans I'espace toutes les
valeurs particuliéres de la fonction qui en dépend.

117. La fonction f (,7,3,. .. ..), mathématique ou
empirique, doit en général étre continue, pour les rai-
sons que nous avons indiquées en parlant des fonctions
d'une seule variable; et de cet attribut de continuité
dérivent des conséquences importantes, indépendantes
de la propriété que les fonctions peuvent avoir, de s’ex-
primer par des formules mathématiques.

La continuité dont jouit la fonction n’empéche pas
quelle ne puisse éprouver des solutions de continuité,
ou pour des systémes de valeurs particulicres

2=y s T ete,s
ou pour des systemes de valeurs qui, sans étre indivi-
duellement déterminées, satisfont a certaines conditions
particuliéres

R e O (o N O e 5
mais, avant de s'occuper de ces solutions de continuité ,
il convient d’étendre aux fonctions de plusieurs varia-
bles la théorie des dérivées ou des variations infiniment
petites.

118. Considérons, en premier lieu, une fonction de
deux variables

s=f(x, ),
ct supposons que v et ) prennent les aceroissements
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Az, Ay : la variation correspondante de z sera
=fla+Az, y+ Ay) —f(z, 7))

et nous pourrons la mettre sous la forme

Az=[f{z4-Azy)—f (@) 4-f (a4-Azy-+Ay)—f(2-+A2.)),

de maniére que la quantité isolée par des crochets soit

la valeur qu'aurait prise la variation Az, si & seul avait

varié.
Nous pourrons mettre encore I'expression de A z sous
la forme
w fEran ) —fwn)
Ax
S0 v e ) o Al T
Ay

Admettons maintenant que les différences Ax, Ay s'ap-
prochent indéfiniment de zéro : le rapport
S(ztaz y) —f(2 )

Az
aura pour limite /” (z,y); cette notation désignant la
dérivée de f(x,y) par rapport a la variable x. Et si
nous désignons par £, (x,y) la dérivée de [ (z,)) que
Uon obtient en traitant y comme la variable, le rapport

j_"(.z‘»-}—A;p, y+Ar) —flz+ Az, 7)

Ay
convergera vers la limite /; (v—Az, y) quand Ay de-
viendra de plus en plus petit.

Enfin cette derniére limite , dont la valeur varie avec
Az, convergera & son tour vers la limite £ (x, ) quand
Ax convergera vers zéro.

Donc, en désignant par dz, dy, dz des valeurs in-
finiment petites de Az, Ay, Az, on aura

do==f" (2, 7) dz+ f(a, 7) dy -
Mais, d'un autre cté, si nous désignons par d,s la dif-
ferentielle de z dans Phypothése ou x varierait seul, et
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par d,z la difféventielle de = dans I'hypothése opposée
oti y serait seul variable, on aura, selon les principes
de la notation différentiel]e,

d,z
Flen=22 fizn= -
et, par mmequent
d.o_.dxﬂd-l‘+—y'd}’ (l)

dz désigne alors une différentielle totale; d,z, d,z sont
des différentielles partielies ;

d,z  dyz

dz 7137
sont des coefficients différentiels partiels, ou des déri-
vées partielles.

L'usage a fait prévaloir la dénomination de diff¢-
rences partielles sur celle de différentielles partielles ,
qui est plus régulitre, mais moins euphonique. Cet
usage provient de ce que les géométres du siécle der-
nier substituaient communément A Pexpression de diffé-
rentielle celle de différence , en sous-entendant la qua-
lification d’znfiniment petite.

La formule (1), telle que nous venons de Iécrire,
n'offrirait aucune ambiguité : mais en pratique I'emploi
des indices au bas des caractéristiques de différentia-
tion occasionnerait des embarras et souvent des fautes
d’écriture on d’impression. On préfére écrire simplement

(lz:g(lx—i—j—;dy; (2)
et 'on ne craint point de confondre le dz (différentielle
totale) qui est au premier membre de I'équation , avec
les dz (différentielles partielles ) qui figurent aux nu-
mérateurs des coefficients différentiels dans le second
membre.
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Rappelons-nous en effet que les différenticiles ne sont
que des symboles auxiliaires, employés dans le cours
des combinaisons analytiques pour parvenir & des coef-
ficients différentiels qui sont des fonctions numérique-
ment déterminées, dés linstant que I'on assigne des
valeurs numériques aux variables dont elles dépendent.
Or, tant que les variables x, y sont indépendantes, et
que les variations dx, dy ne se trouvent lides par au-
cun rapport, les rapports de la différentielle totale dz &
dx ou a dy, savoir :

be dedr  dode s
(L TR T R St Ml Kol L g g
sont indeterminés. Les expressions
dz dz
Z77
n'auraient donc aucune valeur déterminée si, par le dz
qui figure aux numeérateurs, on devait entendre une
différentielle totale; et le calcul, appliqué a des ques-
tions susceptibles d’une solution déterminée, ne doit
pas les amener.

Néanmoins, pour plus de clarté, quelques analystes
écrivent , a [exemple d’Euler et de Laplace, les coeffi-
cients différentiels partiels entre parenthéses, de la ma-
niére suivante

@z 54
(/": —_— d.]: o Ll
=(g5) e+ () s
mais d'ordinaire on regarde ces parenthéses comme

superflues.
119. La formule (2) s’étend , sans aucune difficulté,
aux fonctions d’un nombre quelconque de variables in-

dépendantes. Ainsi P'on a, pour u=f{(x, 7, 2, {,....),
1 di o
d,,_i'f,{ +d—u(h+1(19 d—”d!—}—et( 3)
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1l en résulte que, si Au, Az, Ay, Az, A7, ete. , dési-
gnent des variations tres-petites du premier ordre, on
a, aux quantités prés du second ordre et des ordres

supérieurs,
du du du du ; 2442
Au__j_Aq,-q_E_A y l_AU -+ EM + ete. | (4)

du moins tant que les dérivees partielles

de  du  de  du
i’ dy’ di
ne prennent pas de trés-grandes valeurs qui rendraient

les fractions

, ete.

I 1 1 1 :
R i T e R
d? Sivdies ) slda 2ocdin
dx dy dz dt

comparables pour leur petitesse a Az, Ay, Az, Af, etc:
[45).

Donc, si une fonction dépend de quantités qui éprou-
vent des variations trés-petites, positives ou négatives ,
la variation totale de Ia fonction est sensiblement égale
a la somme algébrique des variations que cette fonction
aurait subies dans sa valeur, si chacune des quantités
dont elle dépend efit varié seule.

Le principe de la superposition des mouvements trés-
petits, qui joue un role si important dans I'explication
des phénomeénes physiques, ct surlequel reposent les théo-
ries modernes du son et de la lumiére, n'est lui-méme
qu'une conséquence du principe que 'on vient d’énon-
cer, et que I'on pourrait appeler le principe de la su-
perposition des petites variations. Si I'on rapproche ce
principe de celui de la proportionnalité des petites va-
riations [5], on comprendra comment un nombre borné
d’expériences fournit les moyens de calculer les variations
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d’une quantité qui dépend de plusiears autres suivant
une loi empirique et inconnue, pourvu que les varia-
tions de ces derniéres quantités soient renfermées dans
des limites étroites. Car il suffira, & la rigueur, d’ob-
server les valeurs de Aw pour autant de systémes de va-
leurs de Az, Ay, Az, At, etc., quil y a de dérivées par-
tielles & déterminer numériquement dans I'équation (4);
et ensuite cette équation donnera Ax en fonction linéaire
de Az, Ay, etc., pour des valeurs trés-petites , mais d’ail-
leurs quelconques, de ces variations. L'art des obser-
vations consiste a observer dans des circonstances qui
permettent de déterminer ces coefficients inconnus avec
la plus grande précision; et la théorie des chances four-
nit & ce sujet des indications que nous n’avons pas i
rappeler ici.

120. La démonstration de la formule (2) ou de la
formule (3), qui est une généralisation de la premiére,
n'exige point que les variables z, y, z, cte., soient in-
dépendantes. Nous I'avons supposé pour plus de généra-
lité; mais rien n'empéche de considérer toutes les varia-
bles z, y, etc., ou quelques-unes d’entre eclles, comme
des fonctions d’une nouvelle variable indépendante v; ou
bien encore de supposer que plusieurs de ces variables
(g et z par exemple) sont fonctions de x. Alors u sera
fonction de  sous un double rapport : immédiatement,
en tant que x entre dans I'expression de «; médiate-
ment , en ce que u« est une fonction des grandeurs y
et z,quisont elles-inémes des fonctions immédiates de z.
Il faudra remplacer dans la formule (3) les termes

du du

dy +

E' Edz

par
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du dy du dz
i z) g
et ainsi pour tous les cas semblables.

On profite de cette observation pour faciliter la dif-
férentiation des fonctions mathématiques d’une seule
variable, quand l'expression en est compliquée. Si, par
exemple, on avait a différentier la fonction

on pourrait poser
Vita =% | —
d’ol1
dz dx

= dao—=— -

ce qui donne

du_ y'—ayz. de e
dy Ty Nde % (]_—z—)“ X
Si Pon substitue ces valears dans la formule
du du du dy.  du dz
dn'—==d e e (S S AR e S
u a.’y’y g dz dy dz T @z dx) Azh
on trouvera

e ; : ks
ctaprés qu'on aura remplacé les variables auxiliaires »-, =
par leurs valeurs en 2,
it P “pa
du :‘Il{_x_aﬂ .dx .
A(1—Vi—a)

121. Dans les applications du caleul aux phénomeénes
naturels, lorsqu'une fonetion u dépend d’une certaine
grandeur ¢, a la fois immédiatement et médiatement il
est quelquefois , non-seulement commode , mais indis-

¥ G 14
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pensable, de considérer séparément dans la variation
de « la part qui provient inmédiatement de la variation
de #, et celle qui provient de la variation d’une quantité
v qui elle-méme est fonction de ¢ Pour fixer les idées
par un exemple sur cette double dépendance , imaginons
une particule matérielle mue dans Pespace par action
qu'elle éprouve de la part d’un corps électrisé. Linten-
sité de la force motrice est une fonction immédiate du
temps £, a cause que la charge du corps électrisé éprouve
une déperdition continuelle, et une fonction médiate de
la méme variable, en ce qu'elle dépend des coordonnées
du point en mouvement, qui changent d’un instant &
autre. Les questions les plus délicates de la théorie des
mouvements des corps célestes tiennent & des distine-
tions de ce genre entre les diverses parties de la varia-
tion d’'une fonction, que l'on doit considérer comme
‘autant. d’effets séparés de la variation d’'une méme va-
riable. En pareil cas, le coefficient différentiel :l—ljf peut
avoir des valeurs différentes et toutes définies, soit que
P’on considére du comme une différentielle totale ou

comme une différentielle partielle. Tl faut convenir alors .

de certaines notations propres a lever toute ambiguité;
mais il n’y a pas de régles générales a cet égard.

122. La formule (3) sert a démontrer une relation
connue sous le nom de théoréme des fonctions homo-
génes. En un sens purement algébrique, on dit qu’une
fonction f(x, 7, 5,....), est homogene si 'on a, quel

G \! ’,7 2 b /9 £)
que soit 0,
S0z Y 0m s ) B e R
Ln prenant les différentielles des deux membres par rap-
port a 0, on aura cette antre identité
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(6, 25, s s Lanist
d'f( z, Oy, 0%, )xd6+df(ar,9y,6 ) )erg
dz dy

+m%;’)zde+ ete:—="r 0" d0. f(2,) s Bores)-

Divisons par i et faisons ensuite f—1: il viendra

Fetc.—=nf{z,,3y 0+ o)+

ol af(2,y,3,...) . dfizystes)  dfimgyies)
i e 1 o

dx dy
Cette derniére formule est I'expression analytique du
théoréme des fonctions homogénes.

123. Reprenons la fonction & deux variables inde-

pendantes ;
BE=y0E Y z
Si nous désignons par A,z, A,z les variations partielles ,
que subit cette fonction quand on augmente x de Ax
sans toucher a y, ou ) de Ay sans toucher & x, nous
aurons
A z=f(z -+ ’-\xvf)_f('ra r) -
Les variations que les deux membres de cette équation
subissent, quand on y remplace )= par y—--Ay, doivent
étre exprimées par
Az = flz + Az, y+ Ay)—f(z + Az, ¥)
—j(l‘, Tits A)‘) +.f(\'$: .7) s
* La symétrie du second membre de cette équation, par
rapport aux variables z, 5, exige que l'on ait
A A z—A Az,
quels que soient les accroissements Az, Ay : donc, & la

limite

didy s =4, 155 (5)
et 3

[lll ‘11' z ___d[l‘ dj’ z

dydy ~ dady
Dans une formule telle que celle-ci, on admet que la
nature et l'ordre des différentiations partielles sont indi-

14.
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qués suffisamment par la présence et par lordre de
succession des facteurs dx, dy qui figurent aux dénomi-
nateurs. En conséquence, on écrit
ddz ddz
dyds~ dady’
ou plus simplement encore
dz dz
e~ dady
Le principe qui vient d’étre établi s'applique a toute
espece de fouctions continues, et doit toujours se véri-
fier, numeuquement ou algébriquement. Prenons , par
exemp[e, [

£ — arc tang > :
2 85" “
on a z
de =ity dz 2 ‘
=77 BT Fp |
d’z diz 27—y
dydx dxdy (22 + y) |
Soit encore
'y

z I+)’l

il vient
dz__ 2zy dz_ z*(x—y*)

des rkyl dy (ahy
d’z d’z a2z { 1-—)4)

dydz— dady (x+y2r

L’identité des deux membres de I'équation (5) une
fois établie, il en résulte que, dans une expression de la
forme ‘
I e T l‘

on peut intervertir 'ordre de deux indices consécutifs

quelconques, et, a l'aide d’'une ou de plusieurs inter-

versions semblables , faire dans l'ordre des indices ou des
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différentiations successives toutes les permutations pos-
sibles sans rien changer au résultat final. Le raisonne-
ment est le méme que celui qu'on emploie dans les élé-
ments d’avithmétique pour prouver que l'on peut, sans
changer la valeur d’un produit de plusieurs facteurs,
intervertir de toutes les maniéres possibles 'ordre’ des
multiplieations successives ; aprés qu'on a prouvé préa-
lablement que le produit de deux facteurs ne change
pas, quel que soit celui des deux facteurs que 'on con-
sidére comme multiplicande ou comme multiplicateur.

124. Au moyen du théoréme qui fait 'objet du nu-
méro précédent, on trouve sans difficulté T'expression
des différentielles totales des divers ordres, pour les
fonctions de plusieurs variables indépendantes. En diffé-
rentiant par rapport aux deux variables @, y les deux

membres de I'équation

dz

de— —dx -+ 4z dy,

dy
. dz dz

ou T [
peuvent ctre traités comme des facteurs constants pms-
que @, y représentent des variables ludependantes on a

dcsngnent des fonctions de , y, et ol dz, dy

: ‘53 d. ? d. j; d. j;
.| d= bl o _dy
d'z— s dz +—— T dr4 ey ——dzt T dy |dy
d’z £3
= d’dx—‘_d]d dy)(l+<ld Ed}’)df
SEd s &z dizn
== dz* + 2 —— Tt ——— dxdy + T dy

Le d?z du premier membre indique une différentielle
totale du second ordre : les expressions
d'z d’z d’z
dz’? dady? dz°
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désignent les trois coefficients différentiels partiels , ou
les trois dérivées partielles du second ordre, qui sont en
général des fonctions déterminées des deux variables in-
dépendantes x, y'; mais qui peuvent accidentellement
ne contenir qu'une de ces variables, ou se réduire & des
constantes , ou méme, pour certaines valeurs des varia-
bles , y, rester indéterminées , comme nous le verrons
en son lieu.

En poursuivant ce calcul , on trouverait pour la diffé-
rentielle totale de l'ordre 7, dune fonction de deux va-
riables indépendantes x, 7,

1 'z
d n;:Lx—i da™ + 7[" md&cu—: dy
n{n—r1) d'z drs

- LP——M,L_zdy,dx'*—’dy’+etc. +dy" dy* ;

expression évidemment analogue 2 la formule du bi-
néme, qui se démontrerait par induction de la méme
maniére, et quon peut écrire sous la forme symbolique
i d— ((—;5 cda+ d—l] : d}-> dz;
On indiquerait de méme la loi du développement de la
différentielle totale de Tordre 2, d’une fonction w des
variables indépendantes &, y, 7, ,..... par I'équa-
tion symbolique

d'u— <~I— dz +—I—. dy + -l—. dz -}~ etc. >n e

dx dy dz
Nous avons déji indiqué [43] la raison de ces analogies
entre le développement des puissances, et celui des dif-
férences finies ou infiniment petites.

On appelle dguations aux différentielles partielles,
ou plus ordinairement [118] dquations aux différences
partielles , celles qui ont liew entre des variables indé-
pendantes, les fonctions qui en dépendent, et les déri-
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vées partielles, oules coefficients différentiels partiels de
ces mémes fonctions. Par opposition, on nomme dqua-
tions différentielles ordinaires, ou simplement dqua-
tions différentielles celles dans lesquelles n’entrent que
des coefficients différentiels, comme ceux dont il a été
question dans la théorie des fonctions d’une seule va-
riable. L’ordre d’une équation aux différences partielles
est celui du coefficient différentiel de lordre le plus
élevé ; parmi ceux qui entrent dans la composition de
Péquation. Ta forme la plus générale d'une équation
aux différences partielles du premier ordre, entre les
deux variables indépendantes &, y et la fonction z, est

dz dz
f(‘rn)')z') L )

;:'@ =04
celle d’une équation aux différences partielles du seecond
ordre entre les mémes variables :
AL dz dz" d*z 'd’z d'z
I (“’3]’7% EE’,I}" ) Z;ﬁm}a ;6,7) =05
et ainsi de suite.

On entend par Caleul des différences partielles la
branche de la théorie des fonctions, out I'on traite des rap-
ports entre les fonctions de plusieurs variables indépen-
dantes et leurs coefficients différentiels ou dérivées par-
tielles, et généralement des équations aux différences
partielles des divers ordres.

Quand on se borne & considérer (comme cela a pres-
que toujours lieu dans les applications & la géométrie )
deux variables indépendantes x, ) et une fonction z de
ces deux variables, on trouve commode de désigner
par une seule lettre chaque dérivée partielle des trois pre-
miers ordres, dont 'emploi revient souvent; et dans ce but
nous adopterons, d’aprés Monge, la notation suivante:
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dz dz.
D S g = ;17 5
sudos
UZ=—— W :"ij‘:—‘ W:—-{[ji‘ ’I):“li;‘;
s dz*dy’ dzxdy*’ dy’

ou
dz = pdx +qgdy,
d’z = rdz* + 2s dxdy + tdy,
dz=udz® 4 dw dz’dy + 3w dzdy* + v dy*.
Suivant cette notation, les équations aux différences
partielles du premier et du second ordre , entre les trois
variables' z, y, z, seraient désignées d’'une manicre géné-
rale par
f("% ¥3 %5 Py ) —O7j Yy s % Pa 9y "7 Gy —iwi
125. D'apres la conception de Descartes [1], dont
Iextension 4 la géoméirie dans I'espace est censée con-
nue de nos lecteurs, la fonction s=/{a, y), réputée
continue,, peut toujours représenter l'ordonnée d’une
surface courbe, rapportée & trois axes que, pour plus
de simplicité, il convient de prendre rectangulaires. Les
valeurs des dérivées p, ¢, r, s, ¢ ont, avec la direc-
tion du plan tangent, et avec certains caracteres géo-
mélriques de la surface, des rapports dont la discussion
viendra lorsque nous traiterons spécialement de appli-
cation de I'analyse différentielle & la géométrie aux trois
dimensions. Quant & présent, nous cherchons au con-
traire de quelle utilité peuvent étre les conceptions géo-
métriques pour intelligence de la théorie des fonctions.
Or, sous ce point de vue, il faut reconnaitre que la
représentation des fonctions de deux variables par des
ordonnées de surfaces, est de peu d'utilité pratique :
car, il est facile de tracer sur un plan une courhe dont

DES FONGITIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 217

" on connait un nombre fini de points, suffisamment rap-

prochés, on manque de procédés commodes pour figu-
rer dans I'espace une surface dont on ne connait qu’un
nombre fini de points, ou méme une surface dont on
counait la loi de génération; et cette difficulté a fait
naitre la branche de la géométrie a laquelle on donne le
nom de géométrie descriptive, dont I'objet est de ra-
mener les constructions qui devraient se faire dans Ies-
pace, 4 des opérations graphiques sur un plan.

126. De tous les procédés de la géométrie descrip-
tive pour la détermination des surfaces a laide de
constructions planes, le plus général, et le seul dont
nous ayons a4 nous occuper ici, a cause de sa liaison
trés-directe avec la théorie analytique des fonctions,
consiste & couper la surface par une série de plans ho-
rizontaux, et 4 projeter sur le plan horizontal xy les
courbes d’intersection que I'on appelle des lignes de
niveau , les courbes projetées et leurs projections de-
vant étre parfaitement superposables, & cause du pa-
rallélisme des plans.

Pour chaque ligne de niveau on aura z=¢, ¢ dé-
signant une constante quelconque : par conséquent
dz=—o0, ou

pda +qgdy=o0,
dquation différentielle commune a toutes les prolectlons
des lignes de niveau, et d’ou l'on tire
: 7":_5" ’ (6)
ce qui fait connaitre, pour chaque point (¥, ), la di-
rection de la tangente a la projection d’unc ligne de
niveau, passant par ce point.
Lorsqu’on va, du point de la surface dont les coor-
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données sont &, y, z, au point infiniment voisin qui a
pour coordonnées x-dx, y-+dy, z+dz, on séléve
verticalement de la hauteur oz, et Pon déerit, paralle-
lement au plan horizontal, la ligne infiniment petite
V dz>-dy®. La pente de la ligne décrite sur la sur-
face, ou la tangente de angle qu’elle fait avec le plan
horizontal,, a donc pour mesure
iRl e
Vazxdy Vit @)
La grandear de cette pente varie, en un méme point
de la surface, ou pour les mémes valeurs de 2, y, p, g,
avee le rapport arbitraire j”. Si I'on veut déterminer la
direction de la ligne de plus grande pente, on égalera
a zéro la dérivée de I'expression précédente, considérée
comme fonction de »'; ce qui donnera

.7":%7 (8)

ou
gdz —pdy — o ,

pour DI'équation différentielle commune a toutes les
projections en xy des lignes de plus grande pente.
]?’aprés un théoréme connu, la comparaison des équa-
tions (6) et (8) fait voir que le systéme des projections
des lignes de niveau est coupé i angles droits par le
systeme des projections des lignes de plus grande
pente. Par conséquent, si 'on donne un certain nom-
bre de courbes de I'un des systémes, suffisamment rap-
prochées les unes des autres, on pourra tracer avec
une approximation suffisante les courbes de Pautre
systéme.

La substitution dans le second membre de I'équa-
tion (7), de la valeur de »’ tirée de I'équation (8),

-
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donne pour la valeur de la pente maximum,
VP g

La méthode adoptée maintenant en France, dans les
grands travaux topographiques, pour exprimer sur un
plan supposé horizontal le relief d’un terrain, consiste
en effet & tracer sur le plan la série des projections des
lignes de niveau que 'on obtient en coupant la surface
du terrain par des plans horizontaux équidistants, et
surabondamment la série des projections des lignes de
plus grande pente, qui viennent couper les courbes du
premier systeme a angles droits.

127. Lorsque chaque ordonnée verticale ne rencontre
la surface qu’en un point, et conserve toujours une va-
leur finie, les projections des lignes de niveau forment
une série de lignes dont aucune ne coupe les autres, et
qui ne reviennent pas non plus sur elles-mémes, apres
que z a dépassé certaines valeurs. Ce cas mérite une
attention particuliére, parce que c'est celui qui se pré-
sente dans toutes les questions olt la variable z désigne
une grandeur physique, fonction de deux coordonnées
&’un point matériel. Soit, pour fixer les idées, une plaque
civeulaire dont le centre est Iorigine des coordonnées
7, yyetquia été primitivement échauffée d’'une maniére
quelconque : on suppose I'épaisseur assez petite pour
que la température de toutes les molécules situées sur
une normale aux deux faces de la plaque soit sensible-
ment la méme; alors, z désignant en un instant quel-
conque la température des molécules ou des points
matériels situés sur une méme normale, deviendra une
fonction des cordonnées x, y, du pied de la normale.
Cette fonction pourra étre positive ou négative, selon
la place assignée au zéro des températures, mais elle
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conservera toujours une valeur finie, et n’aura en gé-
néral qu’une seule valeur pour chaque systéme de va-
leurs des coordonnées 2, 7. La loi de cette fonction
sera rendue seusible si 'on trace sur le plan ) une
suite de lignes «, B, y,..... (fig. 36) qui satisfont a I'é-
quation différentielle
pdx + gdy —=o,

ou le long desquelles la température conserve la méme
valeur, et si I'on affecte chaque ligne d’une cote qui in-
dique la valeur de la température pour les points situés
sur cette ligne. On appelle lignes ésothermes ces lignes
d’égales températures dont le systeme est propre a dé-
finir et & représenter graphiquement la loi de la fone-
tion;; 2.

La variable z pourrait désigner, non plus la tempéra-
ture d’une particule matérielle, mais sa densité, sa dila-
tation ou sa contraction, la pression qu’elle éprouve,
Iintensité de la lumiére qui Péclaire, celle des forces élec-
triques . ou magnétiques qui en émanent, etc. Les carac-
teres géndéraux de la fonction, les seuls dont nous ayons
a nous occuper dans cet ordre de recherches, reste-
raient les mémes.

Par extension, et afin de ne pas innover dans les
termes sans une nécessité absolue(*), nous continuerons
d'appeler lignes de niveau celles le long desquelles la
fonction z=F(x, ) conserve une valeur constante,

(") Autrement, il paraitrait assez convenable de nommer lignes iso-
mérigues celles qui lient ensemble des particules matérielles qui se
trouvent dans le méme état physique, ou pour lesquelles la grandeur
physique que Fon considere, z = f(x, y), a la méme valeur. Cette
dénomination est analogue a celle de lignes isothermes , qui a déja
passé dans I'usage.
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bien que la fonction z soit censée représenter une
grandeur physique, et non plus ordonnée verticale
d’une surface dont le point (w, y, z) aurait pour pro-
jection horizontale le point (, ). La variation de la
fonction z est nulle quand on passe d’'un point au point
contigu sur la ligne de niveau : elle est la plus grande
possible (pour un méme déplacement infiniment petit),
quand le déplacement s’opére perpendiculairement a la
ligne de niveau [126]. On peut donc qualifier de lignes
de variation maximum, celles qui coupent & angles
droits les lignes de niveau, et qui correspondent aux
projections des lignes de plus grande pente dans la
théorie des surfaces.

" 128. Les fonctions z dont il s’agit dans le numéro
précédent, et qui peuvent comporter oune pas comporter
d’expression mathématique, ne sauraient devenir infi-
nies; mais elles sont susceptibles d’éprouver des solu-
tions de continuité du premier ordre, consistant dans le
passage brusque d’une valeur finie & une autre. Ceci
résulte, comme nous l'avons expliqué dans un cas ana-
logue [38], de la régle méme en vertu de laquelle nous
pouvons concevoir qu'use grandeur physique z devient
fonction des coordonnées d’un point mathématique
(1,]} Admettons, pour fixer les idées; que z désigne
la densité de la plaque M (#ig. 36) le long de la nor-
male qui a pour pied le point (x, y). Afin d'attacher
un sens physique a cette définition, il faut imaginer
une courbe fermée, tracée arbitrairement a la surface
de la plaque, et qui comprend le point (2, 5) dans laire
o limitée par son périmeétre o. I'aire o pourra étre prise
pour la base d’'un cylindre droit dont la hauteur serait
Uépaisseur de la plaque; et le rapport de la masse de
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ce cylindre a son volume sera un certain nombre D
mesurant la densité moyenne du cylindre. Si mainte-
nant on concoit que laire o décroisse indéfiniment,
sans cesser de contenir le point (z, y), la limite z vers
laquelle convergera le rapport variable D, limite sus-
ceptible de varier avee les coordonnées 2, y, sera la
fonction de 2, , que I'on prend pour mesure de la
densité de la plaque sur la normale élevée au point
(@, 7). On appliquerait & la mesure de la température
ou de toute autre grandeur physique ce que nous ve-
nons de dire au sujet de la mesure de la densité.

En général, la limite z ne changera pas, quelles que
soient la forme des courbes ¢ et la position du point
(x, y) dans I'étendue de Paire » limitée par ces courbes.
Elle ne changerait pas non plus, en général, si I'on
placait le point (z, y) sur le périmétre méme de laire
i car on pourrait substituer & ce point un point infi-
niment voisin (x-+dx, y-+dy), compris dans l'intérieur,
et pour lequel la valeur de la fonction z ne différerait
de celle de la méme fonction au point (, y) que d’une
quantité infiniment petite et partant négligeable. Mais
néanmoins on concoit que, pour certaines valeurs parti-
culiéres de z, 7, la limite z peut changer, selon que l'aire
infiniment petite © comprend tous les points qui avoi-
sinent (&, ), dans toutes les directions, ou ne com-
prend que les points renfermés entre certaines lignes
menées par le point (z, y). Dans ce cas, la différence
des valeurs de z, pour deux points infiniment voisins,
w'est plus infiniment petite; ou, en d’autres termes, la
fonction z éprouve une solution de continuité du pre-
mier ordre, consistant dans le passage brusque dune
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valeur finie 4 une autre.

-
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On aura un exemple des solutions de continuité de
cette nature, si I'on imagine la plaque M (fig. 37),
formée de deux métaux différents, soudés suivant la
ligne rp. La densité de la plaque sera une fonction qui
variera brusquement en passant par la ligne de soudure,
et si 'on prend pour (z, ) un point p situé sur cette
ligne, la fonction z aura deux valeurs distinctes, selon
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que T'on considérera ce point comme appartenant a la
portion A ou a la portion B de la plaque. Soient z,, z,
ces deux valeurs de la fonction = : la limite dont il était
question tout a I'heure sera égale &
e R
a2

quand le point p. tombera dans l'intérieur de laire w;
elle aura pour valeur z,, lorsque le périmétre ¢ passera
par le point p. et sera situé a gauche de la tangente s¢;
enfin elle aura pour valeur z, lorsque le périmetre pas-

2

sera encore par le point y, mais sera situé & droite de
la méme tangente.

Nous appellerons lignes de rupture les lignes telles
que 7np, le long desquelles la fonction passe brusque-
ment d’'une valeur finie & une autre.

. - Ll o”_rn

Plusieurs lignes de rupture np, n'p’, n"p”,
(fig. 38) peuvent avoir une intersection commune en
¢ Par le point p. menons a ces lignes les tangentes s¢,

T e

s, 5"1", etc., et désignons par «,, o, , ;, etc., les arcs
qui mesurent les angles

Spastly st psinistud sete-

sur la circonférence du cercle dont le rayon est I'unité:
la fonction z aura au point p. des valeurs distinctes z,,
%,, 34, ctc., selon que I'on considérera le point . comme
appartenant & 'an ou a autre des espaces angulaires

" ’ ! " " . Y i
nen’, mun’, noup, elc. ()

ete.
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La limite z, avec laquelle cette fonction coincide en gé-
néral, aura pour valeur

@2+« 5, + a3, - etc.

27

lorsque le point y. tombera dans I'intérieur de Paire w;
et elle prendra les valeurs 3,5 2,y 33 €tc., lorsque le pé-
rimétre o, étant assujetti i passer par le point ., sera
de plus entiérement compris dans I'un des espaces an-
gulaires (o).

Les lignes de rupture, quand elles existent, empé-
chent les lignes de niveau d'étre des courbes fermées.
Ainsi, np'(fig. 39) étant une ligne de ruptare, une
ligne de niveau partie du point 1., & gauche de la ligne
de rupture, viendra en général aboutir a droite de la

2

méme ligne, & un point v, distinct de .

Réciproquement, on peut considérer la ligne de rup-
ture comme une ligne qui joint les points de rupture des
lignes de niveau consécutives‘, lorsque ces lignes, et par
suite la fonction z, éprouvent des solutions de continuite
du premier ordre.

Tes solutions de continuité du second ordre, éprou-
vées par la fonction z, sont caractérisées par lexis-
tence de points saillants dans les lignes de niveau : s
on joint les points saillants qui se correspondent dans
les lignes de nivean consécutives, on tracera une autre
ligne que 'on peut nommer ligne de rupture du second
ordre; et ainsi de suite.

129. Passons 4 ce qui coneerne les fonctions de trois
variables indépendantes

u :j(xa Y5 ;> )
quand on suppose que « désigne la valeur, au point
(@, ¥, z) d’une certaine grandeur physique, telle qu’une
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force attractive ou répulsive, une densité, une pression,
une température, etc.

Si l'on pose

1 .z . z)
d.f(z953) S df(zgpz)
SE =x, APy,

“

d.f(xy,z
fd.: = =%

on aura
du —=Xdx + Ydy+Zds ,
expression dans laquelle chacune des lettres X, Y, Z,
désigne en général une fonction des trois variables in-
dépendantes x, y, z. Comme on a d’ailleurs [123]
diu, . diu) s diu d'u  du d*u
les fonctions X, Y, Z, devront vérifier les trois équations
de condition
AX_dY dX_ 4z dY_dZ
Ay dz’ dz dz’ }Z:;/:@

En assignant & « une suite de valeurs constantes, on
aura une suite de surfaces qui toutes satisferont i 1'¢-
quation différentielle

Xde+Ydy 4 Zdz = o,

et qui ne devront point se couper; sans quoi la fonction
serait susceptible de prendre, pour le méme point maté-
riel, plusieurs valeurs distinctes. Quand la fonction «
désigne une température, elles prennent le nom de
surfaces isothermes; en hydrostatique, ott la fonction
« désigne une pression, on les appelle surfaces de ni-
veai; et par la raison déja indiquée [127], nous retien-
drons cette derniére expression, quelle que soit la signi-
fication physique de la fonction u &k

Les coordonnées x, y, z, étant rectangulaires, la

o (B)

(') On pourrait nommer aussi les surfaces dont il s'agit, surfaces
isomérigues. Voir la note de la page 220.
L 5]
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distance du point (z, y, z) au point infiniment voisin
(x-+dx, y-+dy; z+-dz)apour mesure V Az edy? - dz
et dans le passage d’un point a lautre, la fonetion « prend
laccroissement du ; de sorte que le rapport de 'accrois-
sement 2 la distance des points a pour valeur

{ dx +Y dy + 7 dz

bl

Vdx® 4 dy? + dz

ou
-l
X Yy + Zs )

en posant, pour abréger,

La grandeur de ce rapport varie, en un méme point de
Pespace, ou pour les mémes valeurs des quantités X,
Y, Z, avec les rapports arbitraires y', 2, qui détermi-
nent la direction suivant laquelle le déplacement a
lieu. Quand on applique 4 la quantité (m), considéree
comme fonction de », 2, l]a méthode qui sera indiquée
plus loin, pour la détermination des maxima et mi-
nima des fonctions de plusieurs variables, on trouve
que la valeur maaimum du rapport (m) est

9% a2
et que les lignes de variation maximum rencontrent a
angles droits les surfaces de niveau.

*130. La théorie des solutions de continuité, pour les
fonctions dune ou de deux variables qui représentent
des grandeurs physiques [38 et 128], s'étend sans diffi-
culté aux fonctions de trois variables. Admettons, afin
de fixer les idées, que  désigne la densité du corps M
au point (z, y, z). Pour préciser le sens de cette dé-
finition, il faut imaginer une surface fermée o, menée
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arbitrairement dans Pintérieur du corps, de maniére
seulement & entourer le point (&, y, z). Le rapport de
la masse du volume », enveloppé par la surface, a ce
volume méme, est un certain nombre D qui mesure
la densité moyenne de 2. Si maintenant on concoit
que, par la variation continuelle de la surface o, les
dimensions du volume » décroissent indéfiniment, sans
que le point (x, y, z) cesse de s’y trouver compris, la
limite vers laquelle converge le rapport variable D est
cette fonction « de x, y, z, que l'on prend pour me-
sure de la densité du corps au point (2, y, z). On ap-
pliquerait cette définition, mutatis mutandis, @ la me-
sure de la température ou de toute autre grandeur
physique.

D’apres cela, il est aisé de concevoir comment la
fonction u, continue en général, peut passer brusque-
ment d’une valeur finie @ une autre, pour les points
situés sur de certaines surfaces, que nous appellerons
pour cette raison surfaces de rupture. Soient p. un point
situé sur une telle surface; A et B les deux portions de
M séparées par la surface; u,, w,, les valears de la li-
mite « pour deux points infiniment voisins de 1, P'un
en A, Pautre en B : la valeur de la limite au point u
sera

u, + u
U 2

Si le point . est intersection commune de plusieurs
surfaces de rupture, on menera les tangentes aux lignes
d’intersection de ces surfaces au point (1; on imaginera
une sphere déerite du point . comme centre avec le
rayon 1 ; on joindra deux a deux par des arcs de grands
cercles les points ol les tangentes pénétrent la surface

19,
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sphérique, et l'on divisera ainsi cette surface en com-

partiments dont les aires =, 7,, 7, etc., correspondront

aux régions du corps M, pour lesquelles la limite u

prend, dans le voisinage immédiat du point p, les va-

leurs u,, ,, u,, etc. Cela posé, la valeur de cette fonc-

tion au point . sera la moyenne

Uw, 4 Uys,u,,bete.  w, Tt U tu, 5, +ete.

4+, +ete ST 4w ;

On peut considérer la surface de rupture comme le
lien des lignes de rupture des surfaces de niveau, lors-
que ces surfaces, et par suite la fonction u, éprouvent
des solutions de continuité du premier ordre.

Les solutions de continuité du second ordre, éprou-
vées par la fonction , correspondent a des aréles ou a
des lignes saillantes sur les surfaces de niveau : le lien
des. arétes qui se correspondent sur les surfaces de nivean
consécutives, est une autre surface que 'on peut qualifier
de surface de rupture du second ordre; et ainsi desuite.

B e o

CHAPITRE 1II.

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES D'UNE OU
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — CHAN-
GEMENT DE VARIABLES.

§ 1°*. Différentiation des fonctions implicites.

131. Lorsque la variable  est déterminée implicite-
ment en fonction de & par 'équation non résolue
flzr)=o, (a
le premier membre de I'équation peut étre regardé
comme une fonction z des variables ix, y, assujettie a res-
ter constamment nulle , en sorte que les incréments d,
dy sont liés par I'équation
du_._j—dx+ -dy=o0, ou;y —-—-j—f: 5 %‘
Au lieu d’employer ]e signe auxiliaire «, on peut écrire

af(zy) afzy) 4.
s dx + o dy—o,

ou plus simplement encore
fdx+ fc{y:o :
Qtlmnd on emplme ' pour désigner le coefficient dif-

e 5 :
férentiel < , cette équation prend la forme
dr

dj j

(LJ; fy =0, (@)
d’olt

s Redf paf

D= dx'?lf'

En général, le second membre de cette équation est
une fonction explicite des deux variables 2, y; lorsqu’on
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y substitue la valeur de ) en z, tirée de I'équation (a),
" se trouve exprimé en fonction de la seule variable x.
Si I'équation () est algébrique, on peut encore éliminer
o entre (a), (') par les méthodes ordinaires; et I'équa-
tion résultante, qui, en général, n’est pas résoluble al-
gébriquement par rapport 4 j’, détermine implicitement
" en fonction de .

A cause des liaisons qui subsistent entre la variable
indépendante z et chacune des fonctions y, 5, le pre-
mier membre de (') est une fonction de x qui doit rester
nulle, quelque valeur que prenne x. Donc la dérivée de
ce premier membre, prise en traitant y, »’ comme des
fonctions de x, est nulle, et l'on a entre z, y, 77, 3",
Péquation

B e N IR N (ar
dz? (h:a’y] dy> +dfy =0 e
de sorte quion peut éliminer deux quelconques de ces
quatre variables entre («), (¢'), («"). Silon chasse par
exemple 7', on aura entre 2, y, y"’ 'équation
c[/ r]j af (lj 1]}‘ (l’f d f* dfin® DAE
dx(l] dz d] tl)f’ (d.z) ( )'T T

De méme, pour déterminer )", on prendrait la dé-
rivée par rapport 4 & du premier membre de (¢”), en
appliquant toujours la régle de la différentiation des

fonctions médiates, ce qui donnerait

B df ‘zlf Bif o

dx? i dz*dy e rlzdy ((;'3}
3. 2f flf i g
dxdj -+ 3 ry 4 dy —on

Il v’y a aucune dlfﬁculte a continuer ce caleul de
proche en proche, ni & construire immédiatement la
formule qui donnerait la valeur de y.
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132. Quand on a un nombre n d’équations entre -1
variables, ce systéme ne laisse qu'une seule variable in-
dépendante dont toutes les autres sont des fonctions qui
s'exprimeraient explicitement si Pélimination entre les
proposées et la résolution des équations résultantes pou-
vaient s'opérer.

Désignons, pour abréger, par

j'_o,f_o,ﬁ_o ...... i —o0 (&)
les équations qui lient entre elles les variables ¢, x, ¥,
z , en nombre 71 : on aura aussi les équa-

tions dérivccs
d dj \
((f,__ 4. zlt+ ((f tl.l‘+ i dy+ L dz-}-ete.—o,

d
’gfﬂdﬂdt_‘_d/;d _‘_ﬁ d sEC =
N

(f,,_ ﬁ‘ lt—l-df"dx—l— f”dj—{— f"cl —+ etc.—o.

Mamteuant, si la varmble mdependante est ¢, on divi-
sera toutes les équations (') par di, et 'on aura n
équations linéaires entre les 7 coefficients différentiels
dz  dy dz
dit’ di’ dt
au moyen desquelles ces coeflicients seront individuelle-
ment déterminés en fonction de ¢, 2, ), z, etc.
De méme les équations P
iP’Z—o d;/;—-o s %:o @)
Ry 7 e e A 1 2
que l'on obtiendra par la différentiation des équations
('), en considérant x, y, z, etc., comme des fonctious
de ¢, détermineront les dérivées du second ordre
&2z ividiydis
A A di

, etc.,

-, elc.
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et ainsi de suite. Nous avons surmonté dun trait les
quantités ¢ /;, d*f,, etc., pour montrer qu'elles indi-
quent des différentielles totales, et non des différen-
tielles partielles [118].

Afin de mieux fixer les idées, supposons qu'on ait
entre les trois variables z, y, z, les deux équations

Ji (zye)=0, £ (z5) =0,

et que l'on prenne z pour variable indépendante : une
premiére différentiation donne

df, d/ ;

dx+d] dzz =0
djn = dfs=;
I T ek

De la on tirve

S LAy (LA A

Y'=\de dz  ds 'E_?zz'fz,
S @_.iﬂ_if_._) (tlf df, df. df;
Ay da i dr ‘Q.——}?-d;)

Une seconde différentiation conduit aux équations
du second ordre

&f, B, 25 df &f,
Gt Ol akie gt
dife L nvdyfn id i

+dy 7”+(l{:2"+ f) +(——z":o,
o, T f//,. Line)
a2t Td 1] +2dxd* i dydz dz’

dﬂf 2 l{/g-il (!/‘5 M1 df "
+(Iy] —F({’2 +c{) +d2~

ct celles-ci donneront les valeurs de 3, 2" en 2, y, 3,
aprés qu'on y aura substitué celles de 3, z', tirdes des
¢quations préeédentes. On pourra ensuite opérer I'éli-
mination de y;, z, au moyen des deux proposées , de ma-

=gy
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nitre a obtenir deux équations finales, I'une en T
I'autre en x, 3.

On déterminerait de la méme maniére les coefficients
»"", 2", et ainsi a l'infini.

133. Passons au cas out le nombre d’équations entre
les variables laisse plusieurs de celles-ci indépendantes;
et pour prendre I’hypothése la plus simple, admettons
que lon ait entre trois variables z, ), 2, I'équation
uniqué

Sz )05 ()
on en déduit toujours

df 't d o
df:d—"zd.z'—l—c%lb‘%—édz:o, ()

équation qui lie entre elles les différentielles totales des
variables x, y, z. Mais en général ce qu'on se propose
de calculer , ce sont les dérivées partielles de la variable
que P'on considére comme fonction , prises par rapport
a chacune des variables indépendantes [118]. On les ti-
rera de Iéquation précédente, aprés qu'on aura fixé celles
des variables qui doivent étre traitées comme indépen-
dantes. Admettons que ces variables soient x et », et

posons [124]

dz = pdx + qdy :
P'équation {¢') deviendra
df ., df  df Ao
Ir+37:p>dx+<%+—q> dy—— 03

et comme elle doit subsister , quel que soit le rapport ar-
bitraire des variations dx, dy, elle se décompose dans
les deux suivantes

A i o

S = i

de o de e dy g i @)

d'ott lon tirera les valeurs de p, ¢, exprimées généra-
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lement en fonction de #, y, z. On pourra ensuite chas-
ser z au moyen, de 'équation (c).

Si l'on différentie I’équation (¢'), en traitant 2 et y
comme des variables indépendantes, et par conséquent
dx, dy comme dgs facteurs constants, il viendra

df—a,f,dx + Lar + 2L o

f af "
+2< Loy -dwdy4-—— T d.zdz+ d——dy e lydz ) + a{ dz=o. (c")

On a, pour la différentielle totale 2z, I expression con-
venue [124]

&z = rdz* + asdzdy + tdy* :
substituons cette expression et celle de la différentielle
totale dz dans I'équation (¢”'), nous aurons

f Ef i idf
e i +d.x ) &
! d S fi
+ 2 (E”H_WP_F dxd~q+{{qu+——) deedy
af i
(d’,t—i—d#g +2¢{ydz7+dy‘ =
Comme cette équation doit étre satisfaite indépendam-
ment des facteurs arbitraires d, dy, elle se décompose
en trois autres qui deviennent , aprés la substitution des
valeurs de p, ¢, tirées des équations (r[) :

((1’ d(i‘}r;z ;Z g{ jz{ <Z§> ([x (‘]f e
of U &f 4

<(lf df (a il df
dydz"dx " dzdz dy

<GV S

dxdy d—) dz Z; T T

(&) s 2L LI O (I 0T (I

d)dz. dy dz ' dz {h

On arrivera ])lus directement au méme resultat, sil'on
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considére que les dquations (d) ayant lieu , quels que
soient & et y, on peut égaler a zéro les dérivées des pre-
miers membres, prises successivement par rapport a
et par rapport & y; en ne perdant pas de vue, d'une
part, que les dérivées partielles

i ddf
dz’ dy’ dz ;
contiennent en général les trois variables z, j, z ; d'autre
part, que z, p, ¢ sont des fonctions implicites de z, -,
telles que P'on a
dz dz d, dj d d
T —p, d)’ =q, dﬁ——r, % :IZ-_:.?, J—}qut.
On obtiendra ainsi quatre équations dont deux seront
identiques : en effet, les équations (d) peuvent s’écrire
¥F_ b
T dy
les traits supérieurs indiquant que l'on a différentié la
fonction f par rapport a x ou a y, en ayant égard , non-
seulement aux variables x, y qui entrent explicitement
dans la composition de /, mais a la variable z qui dé-
pend implicitement de x et de ) en vertu de I'équation

(¢). Cela posé, la dérivée de la premiére équation (d)

=0,

par rapport a y, et celle de la seconde équation () par
rapport a @, doivent étre identiques, une et Vautre pou-
vant s'indiquer, suivant la méme notation, par
e
dzdy
On déterminerait de méme les dérivées partielles des
ordres supérieurs pour des fonctions d’'un nombre quel-
conque de variables indépendantes, liées par un nom-
bre quelconque d’équations, sans d’autre embarras que
celui qui naitrait de la prolixité des calculs.

=08
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* 134. Nous avons plusieurs fois invoqué le principe,
qu'une fonction algébrique, explicite ou implicite,, qui
s'évanouit ainsi que toutes ses dérivées successives pour
une valeur particuliére de Ja variable indépendante , est
identiquement nulle. Ce principe, quon a coutume d’ad-
mettre tacitement, pour toute espéce de fonctions, exige
d’étre démontré, d’autant plus qu'il cesse d’étre vrai gé-
néralement , pour des fonctions non algébriques. Or,
on le démontre trés-aisément, dés quion a établi la regle
de différentiation des fonctions implicites.

Soit en effet ) une fonction de -, déterminée par 1é-
quation algébrique

Sy =Y 2+ Y, _, 2" +. .. .+ V.o+ Y x+Y,—o,(g)

les coefficients Y,,, etc., désignant des polynémes entiers
en y. On peut, sans restreindre la généralité de la dé-
monstration, supposer que zéro est la valeur de z qui
fait évanouir y, y', ", etc. Or, pour que y s'‘évanouisse
en méme temps que 2, il faut que Y, soit de la forme
Y., Y, désignant un autre polynéme en y. Substituons
cette valeur de Y, dans I'équation (g) et différentions :
il viendra
nY 2" ' (n—1)Y, 2" 4. ... +2Y.a+Y,
Y (Vo Y 2t = s Y Y e+ X Y y)=o.
Pour x=0, on a par hypothése y—o, et cette équa-
tion se réduit a
D L e

Mais, par hypothése aussi, on doit tirer de I'équation
précédente y'—o : donc Y, est divisible par y et de la
forme y, .

En passant i la seconde dérivée de 'équation (g), ona
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n(n—-I)Y"‘x”‘ﬂ—i—(n—l)(n—z)Yn_,x"—3+. o420y,
42y Y (1) Y @ T AoY Y Y]
UE P URT. 0D EE l B Y 224 Y a2 X Xy ]
LY Y Y Y e LYYy =0

Quand on fait 4 la fois =0, y=o0, y*=o, ceite
équation se réduit a

2Y, +)y" Y, =o;
donc, si y” doit s'évanouir en méme temps, il faut que
Y, soit de la forme y,). En procédant toujours de la
méme maniére, on prouverait que y est facteur commun
de tous les termes de I'équation (g), de laquelle on tire
par conséquent y—o, quel gue soit ', cequi démontre
la proposition énoncée.

1l suit de la, comme on I'a annoncé [37 et 103],
quune fonction exprimée dans une portion de son cours
par la fonction algébrique fz, et dans une autre por-
tion par la fonction algébrique .z, non identique avec
la premiére , éprouve nécessairement une solution de
continuité , d'un ordre plus ou moins élevé, pour la va-
leur de z qui correspond au raccordement des fonctions
/> fi: car autrement la fonction algébrique

r=fe—f=
S’évanouirait, ainsi que toutes ses dérivées, jusqua l'in-
fini, sans étre identiquement nulle, contrairement & ce
que l'on vient de démontrer.

* 135. Nous avons admis aussi [70], et 'on admet
communément , mais sans démonstration formelle, que

la fonction

* dx
logx=[ —
LR

constitue une transcendante irréductible, qui ne pour-
rait s'exprimer par une fonction algébrique , explicite ou
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implicite. Voici le calcul teés-simple par lequel M. Liou-
ville établit cette proposition importante ().

En premier lieu, si log x pouvait étre exprime par

une fonction algébrique explicite }—({, dans laquelle X, X,

désignent des polynomes entiers en -, qu'il est permis
de supposer premiers entre eux, la différentiation don-
nerait
I 7 a
;—:Z{—X‘—);ﬂ' , ou %:X’X, — XX, ;
d’otvil suit que X, est divisible par x, et que X ne l'est
pas; sans quoi il ne serait pas premier avec X,. On peut
donc poser
Xi=2" 8, dou X!, = n a8 4 z"8",
E désignant un polynéme non divisible par x, et 7 un
exposant positif entier : en conséquence , il vient
gt = gt B X pav— B X E X,
ou
nEX —a(EX/— & X)an B,
équation absurde, puisque le second membre est divi-
sible par «, tandis que le premier ne l'est pas.
Supposons maintenant que la fonction y—log 2 puisse
étre déterminée implicitement par I'équation algébrique
Slay =Xy X, s oy X K=oy . {(A)
les coefficients X,,, etc., désignant des polynémes en-
tiers en & : on aurait
af _df
=t dy
el en remettant pour )” sa valeur donnée par la défini-
tion de la fonction logarithmique,

(") Journal de Mathématiques, t. 11, p. 66.
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w :Z +% E107 (z)
Or, si l'une des racines de 'équation (7), supposée irre-
ductible, cest-d-dire non décomposable dans des fac-
teurs rationnels en 2, a la propriété de satisfaire identi-
quement A Péquation (%), celle-ci, dont le premier
membre est une fonction rationnelle de , sera aussi
vérifide identiquement par toutes les autres racines de
I'équation (Z). Donc, en désignant par 7., ¥u,e .- +Jus
ces racines qui sont en général autant de fonctions dif-

férentes de 2, on aura

d:
(1—1—({')., @—-({771 """ —‘r‘—‘d}nv
et par suite
dz, o1 e e R
(e e ),

ce qui vient d’étre démontré impossible.

La transcendante ¢® ne peut pas davautage s’exprimer
algébriquement : car I'équation /'(z, ¢¥)=o0, fétant une
fonction algébrique, équivaut a f(log ), y)—o, dont
on vient de prouver l'impossibilité.

Au contraire, les sinus et cosinus et les arcs de cercle
ne constituent pas des transcendantes irréductibles al-
gébriquement , puisque ces transcendantes se conver-
tissent en exponentielles et en logarithmes, et que la
complication des radicaux imaginaires ne change rien a
la nature de la fonction , au point de vue de l'algebre.

Les puissances & exposants irrationnels ne constituent
pas non plus des transcendantes irréductibles , puisque
Iexpression y—a2 équivaut & y—=e*1%6*; et qu'ainsi l'o-
2, indiquée par a%, « désignant un nombre

pération sur
i ; ARy ;
irrationnel, peat se résoudre dans I'opération sur x in-
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diquée par la caractéristique log «, et dans l'opération
sur « indiquée par la caractéristique e*.

1l resterait a montrer que les fonctions e%, log 2 sont
aussi irréductibles entre elles ; mais, pour cette démons -
tration plus compliquée que les précédentes, nous ren-
verrons au mémoire cité de M. Liouville.

En général, la preuve de lirréductibilité des diverses
fonctions transcendantes est un sujet de recherches qui
font suite a celles dont I'objet est la divisibilité des nom-
bres et la décomposition algébrique des équations. Elles
ont pour caractére commun de tendre au perfectionne-
ment de la théorie plutét qu'au progrés des méthodes
sur lesquelles reposent les applications du calcul. Comme
on procéde presque toujours davs ces recherches par la
réduction & I'absurde, on doit s’attendre & y rencontrer
les difficultés et les complications d'un mode de dé-
monstration qui atteint la rigueur logique, mais qui
n’éclaire point Pesprit sur enchainement rationnel et
sur la génération des vérités démontrées.

§ 2. Changement de variables.

136. Clest ici le lieu de traiter généralement du chan-
gement des variables indépendantes , sujet que nous n’a-
* vons fait quindiquer en exposant les principes de la
théorie des dérivées et des différentielles [39 et 56].

Supposons que, dans 'hypothése ou ) est considéré
comme fonction de la variable indépendante 2, cette
fonction et ses dérivées des divers ordres entrent dans
la composition d’une formule

dyideyes diy T
Af<x)],z;7 il TR ki >__.—0.

S

rl’ [(a";) d’f J.z' Lxdy dy (dx\' dz a’rd‘:z-] dx)j
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il s'agit de savoir comment les dérivées
dy &y a")
et e
doivent s’exprimer en fonction d’une troisiéme variable
¢, prise pour variable indépendante, et liée & z, y au
moyen de I'équation donnée
ol Ty t)=—"0%; (s)
En différentiant (g) par rapport & la variable indé-
pendante £, on obtient une suite d’équations dérivées
d3 d.z' do dy dop =
P i T
do (Ix dy dy do dx*  do dy
d:-ﬁ B La e g
dz d]‘ r1=9 dx d@p d)’ d’o

r
o
T

+2 d.z-([v T Td @ G ) T )
dy dx | dy dy s
A A AR T (")
etc.
Mais on a d’autre part
dr_dy do

Y=&=d dt’
d’ol1 I'on tire
dyl v pdz — 7dz d’)’ dy &=
=) & \& di dz’) (dt it
et par conséquent
T J"r dx o _7 dy &x
—d dt dt dt’) ( ) 5
Le méme calcul doune

SE T w X E:T Tt de de
et ainsi de suite.
Au moyen des équations {g), \q, ) (o) ", etc., on pourra
chasser des formules précédentes la vanable Z et ses
T. T 16

dt
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dérivées
dr &z dx :
P bl T T e e ?

de maniére quaprés quon aura reporté dans (/) les
valeurs de
Y iyl
P i AR 2
cette formule ne renfermera plus que
ot doe oy
2T TgE dE Y
on la raménerait de méme & ne contenir que
Th b R ok G
T ode BE
137. Le changement de variable indépendante nest
(uun cas particulier du changement de variables. Sil'on
veut substituer aux variables 2, » qui entrent dans la
composition de 'équation ( /"), deux nouvelles variables
v et ¢, liées aux premitres par deux équations
o(x, 7, 2,t)=0, U(z,7,2, t)=o,
o1 # désigne la variable indépendante, on prendra les
dérivées successives de ces dernitres équations, en y
considérant x, y, » comme des fonctions implicites de
£; et l'on aura une suite d’équations que nous désigne-

rons, pour simplifier, par

o) (¥ (&) (¥ (™), (V) ete.

n

Elles seront en nombre 2n, si ([‘7 est le plus haut coef-

ficient différentiel qui entre dans (/). Au moyen de ces
an équations , jointes aux deux équations dont elles dé-
rivent , on exprimera
SHEE ‘i"‘_”,‘/l‘[_‘ ‘{’3 (1)
T R T e T
en fonction de
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l, v 11'11 —(—[Z] [['Ly.
VN R @)
on substituera les expressions obtenues dans les valeurs de
dy &y oy
dailedndliciaid dx™

en fonction des quantités (1), et 'on aura enfin la for-
mule (/) exprimée au moyen des quantités (2).

138. 1l suffit d'indiquer Pextension que comporte
cetle analyse, dans le cas de deux variables indépen-
dantes. Soit
Fla dz: deadiz wdsoids

( }J’”}dx7[[) dJZ)dxl{y @”17----)":0 (F)
une formule ot I'on veut remplacer les variables W3
par trois autres u, v, ¢ : les deux derniéres étant traitées
comme indépendantes, et toutes trois étant lides & x, 3, 5
par les équations e
o(,7, 3ty 'u,t)——o, Yayzu,2,t)—0, ’G)(x,y,u,u v,z):o (@)
On aura :

{{_S‘E.d.t dz dy dz__dz (lx dz dy

dv de dot oD’ Tl dr di T dy

&Iz d'z i{) d'z. dx d}’ d'z rdy\?

dr 7 \dw) T Gdy T dv T A ( 7

dz &'z dz &y
+z;"a'7) d) dv*’
dz  dz dx dv  d’z (dx dy dx dy)

dv

dodt™ do do” dt Vdedy \do & VA Ty
d'z ds dy da dz dz dy
+¢w'2§'7z+71§‘dvdt+@'217}12’

fﬁz__d’z da\? d'z dz dy
di T dz* (217) e ydede (lf (d:)

dz d'z rl" a’)
=7 dv " di? rl]' dr’

etc.
De ces formules on tirera les dérivées partielles
16.
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dzidz dz d'z d'z ‘
& B A kB ete. , 3
exprimées en fonction de
dv dy dz dx dy dz
Z,;a Z;’ 57 "ﬂ: Tﬂ?'ﬁ?
de by @z g by dxlo
d’ dv2 dv*? dr ) df? dr
Lz cdiy !t diz
Tode’ dode® dvde’

Mais, d’un autre cbté, si on différentie les équa-
tions (), successivement par rapport a4 et par rap-
port A ¢, en allant jusquaux différentielles de méme
ordre que les plus hautes dérivées qui entrent dans la
formule (F), on aura autant d’équations quil en faut
pour exprimer les quantités (4), et par suite les quan-
tités (3), en fonction de

du du d'u d’u du

o, o, = €C

CHAPITRE III.

i @

RESOLUTION DES CAS D'INDETERMINATION POUR LES
FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES IN-
DEPENDANTES ET POUR LES FONCTIQONS IMPLICITES. —
THFORIE DES MAXIMA ET MINIMA DE CES FONCTIONS.

§ 1°%. Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions
explicites de plusieurs variables indépendantes.

139. Lorsque des fonctions d’une seule variable indé-
pendante se présentent, pour des valeurs particuliéres
de la variable, sous les formes indéterminées

i o o)

o Vet iy P
on léve Pindétermination en suivant les procédés indi-
qués au chapitre 1II du livre précédent; mais si cest
une fonction z de deux variables indépendantes x,y,
qui se présente sous I'une de ces formes indétermindes
pour une couple de valeurs des variables x et y; on ne
peut trouver, par Ja méthode citée, la valeur numérique
de la fonction, qu’aprés avoir établi arbitrairement une
liaison entre les deux variables indépendantes; et la va-
leur numérique quon obtient pour z varie en géné-
ral avec la liaison établie entre y et 2. On ne peut done
pas lever absolument I'indétermination de la fonction z,
tant que & et y restent indépendantes, mais seulement,
en général, assigner des limites entre lesquelles la va-
leur de z doit rester comprise.

Soit

i ( ) :)‘)

PTRE Y
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et z,, 7, les valeurs de 2, qui annulent simultanément
les fonctions f'et T. Désignons par p,, Gas=ToyicltC., leg
valeurs que prennent les dérivées partielles D5y Ty etc.,
de la fonction /'[124], quand on y fait 2=z, 5=y, ;
appelons P,, Q,, R, etc, les quantités analogues pour
la fonction F; désignons enfin par y',la valeur que prend
(pour le méme systéme de valeurs de 2 et de y) le rap-

dir=s 2 -
port _7':?[‘%;, résultant de Ia liaison que 'on concoit

établie arbitrairement entre y et x : la valeur de z sera
e Pot9

Foemn At Ty a

=B, Q7 @)

et sous cette forme générale elle restera indéterminée ,

a cause de l'indétermination qui affecte le coefficient 5.
Mais sil'on avait simultanément

. Po=0, P.=0o, (F}
ou hien
¢,=0, Q,=o, ({I)
-le coefficient y',, et par suite I'indétermination de z, dis-
paraitraient.

Enfin, si les deux systémes d’équations (p), (¢) sub-
sistaient simultanément, il faudrait prendre les dérivées
du second ordre des fonctions £, F, qui sont, en général,

r+29’+ "+ g,
Rt 2 8y Ty + Qy”,
et qui se réduiraient pour x=—u,, y==7,, ¢n vertu des
équations (g ), &
7o+ 2"‘07’0 12 to.ylzo t] Bo =42 Suf’o_" To.?ﬂun 3
d’or
oo et et o £y J,’" o » (b)
R,-I-2 S A Ve
valeur qui est généralement indéterminée, par suite de
I'indétermination du coefficient y”',.
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Si lon avait encore
r=o0js,=0, =05 R=0, Si=0 #T =0}
il faudrait passer aux dérivées du troisieme ordre , et
; R
ainsi de suite. Rien n'est plus simple que de géneraliser
cette analyse pour un nombre quelconque de variables
indépendantes.
1 exemple.
log -+ logy :
z:,—-g——————gl; e R e U
r+4-2y—3
il vient
Pie=lis a1 Pocm 0ie=00
d’ou
=l
By — g 2
127
z, est susceptible de prendre toutes les valeurs entre
—oo et oo
2° exemple.
3 3
x—1) 4y —1 L sl
z:——~—————( )3 e Xy =1, Jo—1:
(= 1) —y+1
on a
Di—10% qa_—:%, Pr=ol0,=—1,
¢ 7 i 5
ce qui donne 2 z, la valeur déterminée —3.
3¢ exemple.
(z+7) .
__.\.2:2 +y‘2‘2 9 20207y°=O 3
les équations (p) et (¢ ) sont satisfaites; on est obligé
de passer aux dérivées du second ordre, et il vient
>
re=—=a,s=2, ,—2; R,=2, S;=o, T,=2,

~

d’olt

= 7

1+
La valeur de z,, quoique indéterminée, est renfermée
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entre les limites o et 2, comme on le trouverait en
appliquant & cette fonction de ' la régle ordinaire des
mazxima et minimna. ¢

140. La méthode que T'on vient d’exposer peut tom-
ber en défaut, quand les fonctions DisiGos Bisi K etea,
sont infinies, ou se présentent elles-mémes sous des for-
mes indétermindes; et alors il faut recourir i des arti-
fices particuliers de calcul. Considérons, par exemple, la
fonction

=y VEar,

dont les dérivées partielles du premier et du second or-
dre sont

zJ 2* 4 2y*
p= e Tg— T
£ Va2 +y* g Vx’—l—_)"‘ ?
! _ 2P 43y

&
= » S 7 b e
R s e @ r)F

Lesystéme de valeurs 2,—o0, 7,—o0 annulle la fonc-
tion z et donne A ses dérivées partielles la forme L:de
wplus, il est facile de Sassurer que la méthode précé-
dente ne serait pas propre i déterminer les véritables
valeurs des quantités p, ¢, T, §, t; mais, sil'on considére
un systeme de valeurs trés-voisines, pour lequel
r=x,4 Az,— Az, ,
I=Yo+ A8y, =Ay,,
et si l'on pose Ay,=—a«Ax,, il viendra

20
A —— _u_ ) > —I
P VT e Sl Viige
2 3
LR s T N +?o:
(4o (T )% (1 +F

On peut faire maintenant converger A, vers la li-
mite zéro, et A cette limite « se changeant en F'ay On
aura
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D=0 =0 :
2 I Y 3y,

R G0 S = A G

TLes valeurs de r,, s,, ¢, restent indéterminées; mais
elles demeurent pourtant comprises entre de certaines
limites qui sont, pour :

4 P o e, s -
ro —iet4-1, répondant & y'=—c0,¥ —+=*;
[ATREs .
8507 Oel-IaT st hhhsreay sedio—ctoool, ) =105
i el
[ 2et+2,.............yo.ﬁ—co,yD_—l-oo.

§ 2. Résolution des cas d’indétermination pour les fonctions
implicites.
141. Soit
e =10 (@
une équation qui détermine implicitement y en fonc-
tion de z, et posons

did ) S S
LRl =f(e,7), LpT=/f(2:7)

3 . . 7 -
s le premier membre de I'équation (c¢) s’évanouit pour

x=u,, quel que soit ), on ne pourra pas tirer immé-
diatement de cette équation la valeur correspondante
¥, qui sera en apparence indéterminée. Dans ce cas, la
fonction 3
f(zo, 7+ 87 ) —f(2, 7)

s'évanouira, quelles que soient les valeurs de y et de Ay,
et par conséquent la fonction /, (z,, ) s'évanouira aussi
indépendamment de y. Donc I'équation dérivée de (c),
qui est en général

L@ 7) 40 (s y) =0,
se réduira, pour x—uz,, a

' (@0r 72) =0

et de cette derniére équation on tirera la valeur de »,.
Si elle était encore satisfaite identiquement, on recour=
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rait a Péquation
44
P L i/ ('7—’01.7%):0,_
et ainsi de suite.

Soit, par exemple,
S(@s yy=mat —zx 4 log (x4-zy)=0,. x,==0:
I'équation dérivée sera
Vet
I+ zy
et se réduira, pour r==0,a

omz — 1 4

g by s I O OV B i) £85
Prenons encore

R p)=(r— )2 —y[log(x+2) =0, z,=o:
il viendra pour premiére équation dérivée

3 A log(1+4-=
| 2y2*— [log(142)] | y'+ 22 (y2—1) —ay —%(47):0

Supprimons le terme en )’ qui doit s’évanouir pour

x=0, et il restera '’équation
z(1+x)(y—1)—ylog (1 +x) =o ,

laquelle est encore satisfaite, indépendamment de , par

la valeur =0 ; mais si I'on en prend la dérivée

YA

1+z

[2ra(x42)—log(1+a)]y'+ (> —1)(1—22)—

— (o)

et que l'on fasse dans cette seconde dérivée x—=o, les
valeurs correspondantes de y seront les deux racines de
I'équation
y—y—1i1—o.
142. Considérons une équation différentielle
f(x,7,5) =o, (¢)
et supposons-la d’abord mise sous la forme

g5 T

: = F(=z, )
désignons par x,, 7, les valeurs de x, y qui annulenta
la fois les fonctions /; F, et par »’, la valeur correspon-
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dante de y’: en vertu de la formule (a), la valeur-de
", sera donnée par I'équation du second degré

; Ptge
TagiE=s Pn+Qq7"a
Si les équations (p) et (¢)se trouvaient en oulre satis-
faites, la valeur de p',, d'aprés la formule (4), serait

» 0u Qo7 4 (Po—qo)y's—po=0 -

racine de 'équation du troisieme degré
PR S e s )
ou
Tqy"?o — (28, — 1) ¥ +(Ro— 25,) ¥o —7.=10
et ainsi de suite.

1l peut se faire néanmoins que la valeur de »”, soit
effectivement indéterminée : comme cela arriverait, par
exemple, si I'équation

Q"+ (P—g)y'—p=o
était satisfaite pour toutes les valeurs de »’, indépen-
damment des valeurs attribuées a x et & y. Alors I'é-
quation
Ty? (28 —t)y*+ (R—2s)y —r—o,

et toutes celles qu'on pourrait obtenir par des différen-
tiations subséquentes, jusqu’a l'infini, seraient aussi sa-
tisfaites identiquement. On reconnait ainsi que la valeur
de y’ donnée par I'équation

)

] =

=
est réellement indéterminée pour le systéme de valeurs
T — 00
En général, lorsque les valeurs particuliéres x,, 7,
satisferont & I'équation (¢'), indépendamment de j, la
dérivée de cette équation

dic at i

Qe S
d.z,‘+(l)“] *_dp”“’r ===l
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se réduira pour les mémes valeurs a

df df , 28

&) (Glre=es @

expression (ﬂ) qui représente la valeur de it
dy "Jo? ‘If ; ,:

pour y=—o, devant s’évanouir d’aprés le raisonnement
qu'on a fait plus haut [141]. Les fonctions

ﬂ df
dx')“ § (7> 5

doivent généralement renfermer les trois quantités x, ,
Jar's3 ce qui empéchera que Iéquation (¢”;) ne soit
linéaire par rapport a I'inconnue y",.
Admettons que I'équation (¢”)soit algébrique par rap-
port & »', ou qu’elle ait la forme
(= N +E(=, ). ' +h (2, 7).y +ete. =0
Iéquation (¢”,) deviendra
A&, (df., AEN JrdE RN S dEN
(a;);'r Zl;_'_ﬂjoh_" d—f—l-;; oja +(W 07., -+ ete. ;
et conséquemment elle sera, en général, par rapport &
7'y, d'un degré supérieur d’une unité au degré de Ié-
quation (¢') par rapport a y”.

§ 3. Mazima et minima des fonctions explicites de plusieurs
variables.

143. Etant donnée la fonction de deux variables
z=f(z,r7),
si Uon établit une liaision arbitraire entre les variables
et x, z deviendra fonction de la seule variable indé-
pendante 2, et I'on aura
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:ll—;,—;p “+qr,
vz AT i
F::r+25;) +* 9,
Z
%: 3wy 3wy vy + 3(sH4-ty' )" +q5",
v
etc. 2 :
Nous' surmontons d’une barre les différentielles dz,

d>z, ete., pour indiquer des différentielles totales; les
lettres p, g, I etc., ont la signification convenue [124];
Tk ;
ety’y "y "5 etc., désignent, selon l'usage, les coeffi-
cients différentiels de y, considéré comme fonction de
oo S i
x, en vertu de la liaison arbitraire que I'on concoit éta-
blie entre ces variables. Cela posé, on aura pour condi-
tion commune au maximum et au minimuimn [91]

pAqy =03 (d)
et en outre I'inégalité
rtasy' ot gr’ <o ()

devra étre vérifiée dans le cas du maximum, de méme
que l'inégalité contraire

r4osy 4o +gr’ > o0, (ds)
dans le cas du minimum. Si maintenant on établit que
ces conditions sont satisfaites, indépendamment de la
liaison arbitraire congue entre j et x,on aura déter-
miné par 1 méme les conditions du maximum ou du
minimum de la fonction z, dans hypothése de l'indé-
pendance des variables x, y-

Pour que I'équation () soit satisfaite, indépendam-
ment de toute liaison entre y et x, il faut qu'on ait sé-
parément

pP=09, ¢=0; ()
ce qui réduit les inégalités (i) et (d,) a
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r42sy 4" <o,
roosy gy S 0.,

Pour que le premier membre commun i ces deux
derniéres inégalités conserve le méme signe, quelle que
soit la valeur assignée & 5, il faut que I'équation

r+ 25y’ 4-1y* —o, (f)
résolue par rapport 4 )/, ait ses racines imaginaires, ce
qui entraine la condition

s—rt< o, (g)
et ce qui exige par conséquent que les fonctions 7
solent de méme signe, aprés quon y a substitué les
valeurs de =z, y tirées des équations (). Quand Iinéga-
lité (g) sera satisfaite par ces valeurs, il y aura maxi-
mum ou minimum, selon que les fonctions r, ¢ devien-
dront toutes deux négatives ou toutes deux positives,

*144. La théorie des maxima et minima des fonctions
de deux variables se lie trés-simplement A la considéra-
tion des lignes de niveau [127], dont Péquation (d) est
précisément I'équation différentielle. Il est évident qu'au
point (=, y) pour lequel la fonction z est un maximum
ou un rninimum, la ligne de niveau doit s’évanouir, ou
plutét se réduire 4 un point isolé. Il faut done (ainsi que
nous I'expliquerons plus en détail & propos des points
singuliers des courbes planes) qu'on ne puisse pas tirer
de I'équation

r==r ()

q
une valeur réelle de 5 bien que les valeurs de p,g ne
soient ni imaginaires; ni infinies, sans quoi la fonc-
tion z cesserait d’étreréelle, ou éprouverait une solation
de continuité du second ordre au moins. Par consequent
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il faut que la valeur précédente de y” se présente sous
la forme indéterminée g, et qu'ainsi Lon ait, pour le
maximum comme pour le minimum, p=o0, g = c:.
Dés lors, d’aprés ce qu'on a vu plus haut [142], la vé-
ritable valeur de ' sera donnée par I'équation
=
7, =i o ‘9/ ?
sty
qui ne différe pas de I'équation (f); et afin qu’o’n ne
puisse pas tirer de cette équation c!es \'.ellel?rs réelles
pour 5, il faut que I'inégalité (g) soit satisfaite.
Si I'on a au contraire U'inégalité
s—rt >0,
on tirera de I'équation (/') deux valeurs ré.elles de y’ :
le point (z, y) sera le point d’intersectlotll de deux
branches d’une ligne de niveau nmn, n’ mn’ (fig. fo),
qui divisera le plan z ) autour du point n en qua-
tre régions , dans deux desquelles la valeur dfz %iva en
croissant & partir du point 72, tandis qu’elle ira en .de-
croissant daus les deux autres, & partir da méme point.
145. Les conditions (¢), (g) sont celles du maximum
ou du minimum absolu : si I'on établit entre y et x la
liaison exprimée par y==ox, et qu'on de'termine'dans
cette hypothése la valeur de & qui rend la fonction 5
un maximum ou un minimum relatif, cette valeur sera
Pabscisse du point o1 la ligne y=—=o¢x est touchée par
une ligne de niveau. ‘ =
En général, on entend par maxima ct[mzm'ma rela-
tifs ceux qui n’ont lieu qu'aprés qu'on a fztal?h eutr(? les
variables indépendantes des liaisons arbitraires qui en
réduisent le nombre.
146. Régulierement les coefficients 7, s, ¢ de 'équa-
tion (/) ne dépendront que des variables «, » et non
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de »'; mais s'il arrive que ces coefficients se présentent
accidentellement sous la forme 2, il pourra se faire que
leurs vraies valeurs, trouvées par les procédés qu'on a
indiqués au commencement de ce chapitre , varient
avec y'; et alors 'équation (/) ne se trouvant plus du
second degré par rapport a »’, les raisonnements qui
préctdent tomberont en défaut. Soit, par exemple,
z:)’[/m;

dapres le n° 140, les équations (e) seront satisfaites
pour le systéme de valeurs z=—o, y—o, et I'équation
(/) deviendra

Yoyt -y =o.

Comme cette équation a la racine réelle y'=—o, le sys-
téme des valeurs citées ne correspond pas & un mawi-
mum ou a un mininum de la fonction z, Dans tous les
cas semblables, on na plus a considérer I'inégalité (g).

147. Lorsque les valeurs de z,y qui satisfont aux
équations (), vérifient aussi les équations

r—0 S0 Mtic="01; (e.)
I'équation (/) n’est plus propre a donner la valeur de y’,

qui se tire alors de la formule

f L ubawmy 4wyt
SR d-2wy’ + vy :

ou

u~+ 3wy + 3wy +vy?=o. (7.)
Comme cette équation est d’un degré impair par rap-
port a y', tant que les dérivées partielles du troisicme
ordre w, vy, w ne dépendent point de y, elle a né-
cessairement une racine réelle, et par conséquent les va-
leurs z, y qui sont racines des équations (e) et (e:), ne
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peuvent rendre la fonction z un maximum ou un mini-
mum, & moins qu'on n’ait séparément
U2 051U =0 =0 W =10 (e)

Cest-i-dire 4 moins que tous les termes de la différen-
tielle totale du troisiéme ordre

&z

dz’
ne s'évanouissent séparément, comme ceux des diffé-
rentielles totales du premier et du second ordre. Tl faut
en outre que le polynéme du quatriéme degré en )’

Az

dzt
ne donne pour y', quand on I'égale & zéro, que des ra-
cines imaginaires; et cette nouvelle condition étant sa-
tisfaite, il y a maximum ou minimum, selon que le po-
lynéme reste constamment négatif ou constamment posi-
tif pour toutes les valeurs de »'.

En poursuivant cette analyse, on arriverait a la régle
générale qu’il faat, pour lexistence du mazimum ou
du minimum : 1° que la premiére dérivée totale dont
tous les termes ne s'évanouissent pas séparément soit
d'ordre pair; 2° que cette dérivée tolale conserve le
méme signe (négatif dans le cas du mazimum, positif
dans le cas du minimum), quel que soit le rapport ar-
bitraire établi entre les accroissements infiniment pe-
tits des variables indépendantes.

Telle est, en effet, la régle que les auteurs ont cou-
tume de donner sans restriction, mais qui en comporte
une trés-importante. En effet, si, par exemple, quelques-
unes des dérivées partielles u, wz, w, v, se présentaient
sous les formes indéterminées 2, 2, et que leurs vraics
valeurs fussent susceptibles de varier avec 5, Péquation

M, 17
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(f;) pourrait, ou cesser d’étre alcebnque ou n’étre
plus d’un degré impair par rapport a ), et navoir que
des racines imaginaires; en sorte qu’il pourrait y avoir
maximum o minimumn sans que les équations (e, ) fus-
sent vérifiées.

148. Quand la fonction z éprouve une solution de
continuité du second ordre, et que les dérivées p, ¢,
deviennent toutes deux infinies, la valeur de y” est en-
core donnée par I'équation (d') sous une forme indéter-
minée; et il convient de recourir & une discussion spé-
ciale pour chaque cas, afin de reconnaitre si cette
circonstance correspond ou non a un sraximum ou a
un minimum de z.

Soit, par exemple,

ge= STy,
S o 2y
P3G xyy IT 3@+
le systéme de valeurs wx=o, y=o annule z et rend p
et ¢ infinis; car, si on pose y—

d’ol

0 o%

T — e AR o
V. (14a)v V. (140)
valeurs infinies pour x=—o. Mais & cette limite le rap-
port « se change en 3, et 'équation (d') donne

.7":*[) =—c, douy =k vx.
q J)

Timaginarité de ces valeurs de )’ montre qu il 'y a
pas de ligne de niveau passant par lorigine des coor-
données, et qu'ainsi ce point correspond & un maximumn
ou & un minimum de z. Dailleurs, la forme de la fonc-
tion fait voir qu’elle ne peut admettre qu'un minimun.
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149. Considérons maintenant la fonction de trois

variables u=F/ (x, 5, ), et, pour plus de commodite,
faisons usage de la notation

du du du

T :P; 3 Zl—)‘:]% b) Ji,‘ =Ps';

d’u 4 i iUl o

T g T s
d*u d’u dru

=23

dzdy 0 dzdz W dydz

Si I'on concoit des liaisons arbitraires établies entre

et chacune des deux autres variables j et z, u devien-

dra fonction de la seule variable 2, et 'on aura, pour
équation commune an maximun et aa minimun,
“du

dz U

En conséquence, pour qu’il y ait maximum on minimun

absolu [145], ou pour que I'équation précédente soit sa-

tisfaite indépendamment des rapports arbitraires ', 7,

il faudra qu'on ait séparément
P =05 Py=—20, Pi=0) (E)

+py +p.s=o0.

5

ce qui réduit 'expression générale de di—l-i au polynome
dx

ey 2 (5, Y s 5,507 7))

11 faudra en outre que ce polynéme conserve le méme

signe, sans s'évanouir, quelques valeurs réelles qu'on

attribue a »”, z'; et pour cela que I'équation en s

qu’on formerait en égalant ce polynome & zéro, ne donne

Jamais & Pune de ces variables une valeur réelle, quelle
que soit la valeur réelle de l'autre variable.

En résolvant certe équation par rapport a ', nous
trouverons quc) reste constamment lmaglmure si l'on
a, quel que soit 2/,

(Se 5132 )'—r, (ryz” 28,2 +r) <o,
7.
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ou
(sha—=rir) 2t 2 (88— %) 2 s, —nrn <o
Cette derniere condition se vérific & son tour, si 'on a

d’abord

S —1 1, <0, 57— <0, (G)
et ensuite
(5x,z5z,3‘_"131,3)1‘—‘(5x,; r "z)(sz,sz —r.r)i<0n 3 (G,)
Les indgalités (G) exigent que les trois dérivées par-
tielles 7, r,, 7, soient de méme signe; et 'une de ces
inégalités étant posée, l'autre est une conséquence de
l'inégalité (G,) : de sorte que cette dernitre inégalité,
jointe & I'une des inégalités (G) et aux équations (E),
compose le systéme des conditions requises pour lexis-
tence du maximum ou du minimum. La symétrie indi-
que que dans ce systeme on doit avoir aussi
Syq — 173 <O .
1l y aura maximum si les trois dérivées r,, r,, r; sont
négatives, et /minimuwm si elles sont toutes trois posi-
tives.
Si les valeurs de 2, 7, z qui satisfont aux équations
(E), vérifiaient les suivantes
5= 0% Ty — Oy Ty ——100s $r c—0LesEy——0 s, at— 05 * (B
il faudrait, pour l'existence du maximum ou du mini-
mum, que les mémes valeurs annulassent toutes les
dérivées partielles du troisieme ordre, et que la dérivée
totale du quatrieme ordre conservit constamment le
wméme signe (négatif dans le cas da maximum, positif
dans le cas du minimum), indépendamment des rap-
ports arbitraires y' z'; et ainsi de suite.
Néanmoins, la régle tomberait en défaut, si les déri-
vées partielles qui ne s’évanouissent pas se présentaient
sous une forme indéterminée, et devenaient fonctions
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des rapports y”, z', comme on en a vu des exemples, a
propos des fonctions des deux variables.

Elle tomberait encore en défaut, et il faudrait recou-
rir & une discussion spéciale pour chaque cas, si les
dérivées partielles du premier ordre ou des ordres su-
périeurs devenaient infinies.

150. Comme application de cette théorie, proposons-
nous de déterminer, parmi les triangles isopérimétres,
celui dont laire est un maximum.

En appelant 2¢ le périmétre, x et ) deux des cotés,
z T'aire du triangle, on a la formule connue

s=\" ¢(c—a)(e—r)(@+y—c) .
Les équations du maximum sont :

de—plee—2r—y)
sV e—afo—pYatr—)
_ de—a)(ac—ny—2)
e a e e—o)
ou plus simplement, en écartant les solutions v — == <o,

P:

b

y=t o,

(e—y) (2¢—22—y) =0, (¢—a) (26—2)—2) =0 .
Ces derniéres équations se décomposent dans les quatre
systemes.

xr—=c, y—=¢c;

\

y=c,26—2y—x=—0; e—=le nt,—10 *
X==C,20—22—) =—0; U By =0
20—2y —&=0 , 26—2Z—)==0; l[e=yr=3c.
Le dernier systéme est le seul qui satisfasse 4 I'énoncé
géométrique de la question : les autres répondent a des
cas ol le triangle est impossible.
On a
r’ve=y

[(e—a)(z+y—0)]

r=—>IVve. ’
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22 zy—o (e+y—c)
5=——L \/ - T3 2
8 Vie—ae - (atr—or
pan gy Fuliira

[e=n(z+r—a)F
En conséquence la condition exprimée par inégalite
(g} devient apres réduction
(“/p +y_c)= >0,
et se trouve satisfaite pour toutes les valeurs réelles de
x, y. Dailleurs, il est visible que 7 et ¢ sont négatifs :
ainsi le systtme & = ) = 2 ¢ correspond bien a un
maximum de la fonction z. On en conclut que le trian-
gle qui satisfait a la question est équilatéral, ce qui se
démontre au surplus en géométrie ¢lémentaive.
151. Cherchons encore le systéme des valeurs de x, y
qui rend un /maximum la fonction
3 a—+bxr~+cy ;
nous aurons les équations
b—azx 4y (by —ca )
(v+2" )
¢ —ay+a (cx—by)
(127" )

i

=101

755

ou plus simplement
b—az+y(by —ex)=0, c—ay +z(ce—by)=o0. (k)
On y satisfait en posant

b—ax=—=o0, c—ay=o0, dou by —cx=—o0 ; )
ce qui donn‘e pour la valeur /maximum cherchée

z=Va+b+c

Te systéme () comprend d’ailleurs toutes les solutions
réelles du systéme (/4); car si Uon opére entre les équa-
tions (/) élimination de ) & la maniére ordinaire,.on
aura pour 'équation résultante en x
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(b—ax)[(b*+ )"+ 2abzx 4@’ + ¢’ ]=0 ;
et aprés quon a tenu compte du facteur b — ax, I'autre
facteur ne donne pour  que les valeurs imaginaires
Sl L BT
b+ c*
On a
_ (atey) 12y 432 [b—ax+-y(b) ‘~c.7c)J
(2 +y")
(26) —cx)(1+42"+)")—3y[b—ax—ty(by —c.r]
(142" 4"
_ (atba)u+at 19 )+y[e—ay+a(ca—by)]
(a4
Pour les valeurs de &, » qui satisfont aux équations (7),
ces expressious se réduisent a
’(a’—! c*) a’*be S, a,'(az—|-5z)
(@404’ R

Earrep & @rhren
et I'inégalité (g) deveuant
ab
est nécessairement vérifiée. De plus, il ne peut y avoir
licu & un minimum , puisque les valeurs de r, ¢ sont es-

<o,

sentiellement négatives.
Nous conclurons de ce calcul que les valeurs des
quantités variables »/, z/, qui rendent un maximum la

fonction
X+Yy + Zz

donnent a « la valeur VX’—I—Y’ + 72 ,ainsi qu'on l'a an-
noncé [129], et sont déterminées par les équations
Y—Xy'—o, Z—Xz/—o0.
1l resterait a faire voir, pour justifier ce qui a été dit
dans le n° cité, que les équations

o
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appartiennent a des lignes qui rencontrent normalement

les surfaces caractérisées par I'équation différentielle
Xde +Ydy +Zdz—=o;

mais ceci résultera de la théorie des surfaces courbes,

qui doit étre exposée dans le livre suivant.

§ 4o Mazima et minima des fonctious implicites.

152. Pour déterminer les maxima et minima de la
variable y, donnée implicitement en fonction de x par
I'équation 5

fla,r)=o, ®)

on posel‘a
i cwdFog i ;
y=—3 L =o; *)

et I'on tirera des équations (/) et (') les systemes de
valeurs de x et de y qui peavent rendre la fonction y
un zeaximum ou un minimum. On substituera ces va-
leurs dans P'équation

difiie
P
qui se reduit , & canse de ' =—o0, &
d’f. (lf. RAVE S5 7
'E +‘(‘I;,f =00 (‘4 )

afin de s'assurer que les mémes valeurs ne font pas éva-
nouir ", et en méme temps pour distinguer , s'il en est
besoin , le maximum du minimum , au moyen du signe
que prend y”.
Soit, par exemple, I'équation

2 —3daxy +y*=o0, («)
qui_représente une courbe (fig. 44 ), connue sous le
nom de Folium de Descartes : on en tirera

)
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et, en conséquence, I'équation commune au mazimum
et aw minimum sera

ay —x'=o. (8
Par I'élimination de y entre les équations («) et (B),
il vient
28 —o2a’ x’—o0,
équations dont les racines, les seules que nous voulions
considérer , sont s
r—0 3 X = a\72 ?
auxquelles correspondent pour y les valeurs réelles
y=o, y—aV4-
L’équation (/r")' devient
(y* —ax)y” +22=0;

3 3
et quand on y substitue les valeurs v=al/5_ y=al"},
2
elle donney”’—— o par conséquent ce systéme corres-
[

pond bien & un maximum si a est positif, ou a un mi-
nimum si le méme coefficient est négatif.

Pour le systéme & —o0, y— o, la valeur de j” se pré-
sente, en vertu de I'équation («), sous la forme indé-
terminée § ; mais la dérivée de cette équation , ou la se-
conde dérivée de la proposée, est

(¥’ —az)y" + 2py" —2ay' +22=0,
tandis que l'on a pour la troisiéme dérivée
(0" —az)y" + (6yy' —3a) y" + 29" +2=0.
Quand on fait dans ces deux équations x=—o0, y=—o,
% Rl " 2 ’
elles se réduisent Ay =o0,7"=35_ : par conséquent
ce systéme de valeurs correspond & un minimum de y.

Si maintenant nous remarquons que la proposée est

symétrique par rapport aux variables ', )’, nous con-
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clurons de ce que le systéme x=o0, y=o0 rend nulle une

dy
des valeurs de T tirées de cette équation, qu’il doit
aussi rendre nulle une des valeurs de o et, par con-

s dy
rendre infinie une valeur de ar ou de y'.

dx
Ainsi, les deux axes des 2 et des ) touchent & lorigine
la courbe représentée par Iéquation proposée.

153. S'il s'agit de déterminer les valeurs de x, y
qui rendent un maximuwn ou un minimum une fone-
tion z de ces deux variables donnée implicitement par
I'équation

.
sequent ,

Sz, yy3)=0, @
on posera p==0, g=o0, ou
d
f dd{ =0 z{l_l)/: t([Z{ o' (m)
au moyen de quoi les équations desquelles doivent se
tirer les valeurs des dévivées partielles 7, s, t[133], se
réduiront i

CARN S . A e

e dzdy ~ Al F e

Il faudra s’assurer que les valeurs de x, y, z, tirdes
des équations (/) et (m), et substituées dans les expres-
sions de r, s, ¢, satisfont & I'inégalité (). Nous n’entre-
rons pas dans d'autres détails sur les cas exceptionnels
qui peuvent se présenter, et que I'on résoudra sans dif-
ficulté d'aprés les principes déja établis.

154. Soit

e A o R
une fonction de 7 variables lides entre elles par 77 équa-

tions de condition

f‘-(""a.% % '---):”1,/";(-177.7’,177 ---')=01 ----fm(”"vf: %y )=0 ; (n)
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de sorte qu’il reste 72— m variables indépendantes. Si
I'on veut rendre la fonction u un maximum ou un mi-
nimum , il faudra poser I'équation du—o, ou

dz

Les équations (n) entrainent les suivantes :

% d.z—l—/(:ll‘)z’ dy + 4y A3~y <o K ()

df d¢+d/ dy +%dz+

BE—=i0

Aples qa’on aura ellmme m (hfferentlelle:. ;dr dy,
L o i entre les équations (/z ot (1), on égalera
sépar¢ment & zéro les nlulllph(,alcms des n—«mz diffé-
rentielles vestées arbitraires, et ces. n—ﬂL‘- ¢
combinées avee les équations (1), de&unm
témes de valeursde x, 9, z,..... 5 plop‘z s & rendre la
fonction « un maximum ou un minimum. 1l faudra en-
suite s'assurer que la fonction @?w devient, par la subs-
titution de ces valeurs, négative dans un cas, positive

dans l'autre, quels que soient les rapports des différen-
tielles restées arbitraires : ce qui pourra exiger des calculs
compliqués.

Quant a Iélimination entre les équations (') et (n'%),
elle sopére élégamment par la méthode des facteurs in-
déterminée, dont on fait un fréquent usage en analyse.
Concevons qu'on ait multiplié respectivement les pre-
miers membres des équations (n”) par des facteurs
My Xase oo hmy C6 quion les ajoute au premier membre
de I'équation (2); qu'ensuite on égale & zéro les multi-
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plicatenrs de chaque différenticlle dans I'équation résul-
tant de I'addition indiquée; on aura 7 équations
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df f djvz dfm
dx—l-)\ ZE+ ....+1m—d—x~_o,
L/ dﬁ dfn

d; +)\'d7 ..... —|—)\,,,?J‘_o ete.y

entre lesquelles on poura éliminer les m facteurs
A, %us- « +hp, de maniére & obtenir les équations finales,
en nombre n—m. -
155. Admettons, pour prendre un exemple, que I'on

cherche le munimum de la fonction

v=z+y + 3+
les variables , y, z,...... étant liées par I'équation
de condition

ax+by+czs.un... =k,
dans laquelle @, b, ¢,...... k désignent des nombres
constants. On aura , en opérant d’aprés la maniére qui
vient d’étre_indiquée,

z4al\=o0, y+bl=o0, z4ck =o,etc. ,

ce qui équivaut a

-i—i:‘%:%:etc. (o)
On en conclut, d’aprés les propriétés connues des pro-
portions,

SEE e Amitl s s x’{y’+z’+ ete. u ;
TR e el e ete, A bt ete
F b 7 2 -y 42"+ etc. 17
— == el ——————————T 5 )
az 5 byiiicz ax—+by—+cz+ ete.  k

et par suite
Y+ Vi =

kT Ve b tcetete. a-+b4c’+etc
Pour s'assurer que cetle valeur de « est bien un mini-
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mum , il suffit de poser I'équation identique
(@4 " tete.) (2* 4y 2" ete.)—=(ax+-by+catete.)

+(hz—ay)" + (cz—az)' + etc. ,
qui devient dans ce cas
7c —|—(bx—a)) + (cx—az)’ +ete. .
a’ 4 b 4’ + etc. ?
par ot Pon voit qu'en effet 'inégalité
e
&+ b+ +ete
est vérifiée pour toutes les valeurs des variables qui ne
satisfont pas aux équations (o).
Si les variables z, ¥, z,.. ...
désignent des coordonnées rectangulaires , la valeur
minimum. de /7 mesure la distance de lorigine au

plan

u>

se reduisent a trois et

azx + by +cz=k.
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EXTENSION DES FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN
AUX FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES. — FORMULE DE LAGRANGE POUR LE
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES.

§ 1°, Extension des formules de Taylor et de Maclaurin aux
fonctions explicites de plusieurs variables indépendantes.

156. 1l suffira de considérer la fonction de deux va-
riables
= f(x,7);
attendu qu’il n’y a aucune difficulté & généraliser les
formules, pour un nombre quelconque de variables.
Afin d’opérer le développement de la fonction
flet b, y+ k)
suivant les puissances ascendantes des accroissements /2
et &, P'on pose
h—=iaflssuh=—ak!
d’ott
S(z+h, y+ k) j(x+al¢,7+ak’)_fu
On développe la fonction fx par la série de Maclaurin,
comme une fonction d’une seule variable , et il vient

o
+1-f(o)
Mais on a, par la régle de différentiation des fone-
tions médiates ,
fy? -f(«r+n:l/z‘,f+u7f') g el vl kel o
2]

dy
ou, pour employer une notation plus concise,,

2 3
: a ” 1,
fe=f(0) - f (o)+r:—3.f (0)+ete. (f)
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df d
fz gty

dx
et de méme
i sl st
O W) da 70 2
faﬁdlez e lwl NE =207
&f ., D i sl .
tam Bl josg 2L /'k+3“{21/r+dfp,
ete. ;

on a d’autre part
flo)= f(z,r)=2;
et I'on conclut des équations précédentes :
f(o)=ph'+qk,
f'(0)=rh"* + ash'K 4-tk'* ,
1"(0) =uh”+ 3whk 4 3wk’ k*+ vk» |
etc.
Substituons ces valeurs dans la formule (f), et remet-
tons-y pour /', &' leurs valeurs en /%, £ :
disparaitra, et il viendra

lauxiliaire o«

. bk
Sotby y+k)y=z+p—tq-

Bl ohik Vs
r— 48— *— 4t —
2 1 3wl X2
& v G n k kB ; %
+123 IJ.I+;-I—;+1123
- ete. (F)

On peut remplacer dans cette expression les lettres
Ps ¢ s etc., par les coefficients différentiels qu’elles re-
présentent; et si 'on emploie en outre, pour plus de
briévelé , la notation symbolique dont nous nous sommes
déja servi [43 et 124], on obtiendra la formule

; h kN dz h kN2 diz
S (athyy +h)=z+ (— i ) ;6 ) I‘—i" T S (2;’) e

i3 &k Nhdis e @)
(1[1, SR

1.2
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qui met bien en évidence la loi du développement, pour
un nombre quelconque de variables.

La série de Taylor, ainsi étendue, tombe en défaut
lorsque, pour des valeurs particuliéres des variables x,
7, la fonction z et ses dérivées partielles p, ¢, 7, etc.,
ou quelques-unes d’entre elles, prennent des valeurs in-
finies, ainsi qu'on I'a expliqué & propos du développe-
ment des fonctions d’une seule variable [106]. De plus,
elle tombe en défaut lorsque la fonction z ou ses deri-
vées partielles prenant des valeurs indéterminées, on
ne peut lever I'indétermination que par I'établissement
d’une liaison arbitraire entre les variables 2, 5, et par
suite entre les accroissements /2 et 4, conformément a
ce qui a été expliqué dans le précédent chapitre.

157. Soit 7; la valeur du reste qui doit compléter la
série (), quand on l'arréte au terme affecté de la puis-
sance o' : on a [109]

it rie i

= ey 0 =

6, 6, désignant des nombres inconnus, compris entre
o et 1. Donc, lorsqu’on arréte la série (P) au terme

& BNt - diz
(zzﬁz;) 13.30d

le reste R; qui doit compléter cette série , a pour expres-
sion symbolique

- _(11 Jo Nitr it f(1+0]z,_)’+/)
T \dz d)) SR8 (L)

ou bien encore

B 0 ( >+‘ (/'+’j(x+0,/z,y+0,k)‘
dy D T

Les nombres 0, 6, qui entrent dans ces formules,

sont inconnus; et elles ne peuvent point servir a calculer

£+ (0,0)
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les valeurs de R;, mais seulement 4 assigner des limites
entre lesquelles ces valeurs doivent tomber.

La valeur de 7; en intégrale définie étant

n= i [T ). gt s,

on en tirera ces autres expressions symboliques de la va-
leur de R;:

it
Hi= T Bt z/'z‘+’f( dy

Bi=—= zll+‘f(dx d)) di+xf(x+1¢ p,y+/c__p) Bdp.

Pour donner une application de ces derniéres for-
mules et en indiquer en méme temps la démonstration,
prenons =1, de sorte qu'on ait

Cditf (a+h—s, y+/~— '6).8id,

fa=1f(0)+" .£(0) +7, r=[ f(a—8). 5dp.
Soit
ff(’":)’) ” & flxy)_ ., flz,y
=f'e 0 = r @) L f (e, g,
d’ofl
£ (e—B) =" f 72 (s —B) ', -+ (a— B) K]
+ RS} [a4-(e—B)y y + (a—BW ]+ A2 [z 4-(a—B)R', y + («—P) #]
=W f @t g+ kKB -2WE f | (x4 h—NB, y 4 k—Kf)
RS (o h— B B,y E—k B) :

on aura
R,—4" :f”(z—h—/t’ﬂ,)’+/c~/c’g}).pd{i
+2m-ff,'(x+/n—//ﬁ,f+k—/c'ﬁ) .Bdp
A O“Js,<z+h—/z’rs,y+1c—/c’p>-Mﬁ.

On peut remplacer dans le premier terme de la va-
T L 18
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leur de R, la variable g par ﬁ,, en prenant pour limite

supérieure delintégrale a/'="/%, au lieu de «; et alors
ce premier terme devient

» [‘ hf”<x+h—ﬁy+k—}§ﬁ)'?dp= ’;’ x+’l—w‘+/f——j-§@)~ﬁdfﬂ;

en sorte que dans son expression n’entrent plus les auxi-
T N - X 2
liaires o, %', 4. On donnerait au méme terme, en rem

placant la variable § par %, la forme
7S h
F./ S@+h—7By+k—p).pdp;
et si Pon soumet aux mémes transformations les deux

autres termes de la valeur de R, , on trouvera pour R,
ces deux expressions

: ‘
R—r f §/L=f"(x+h—8,y+k—,—l.ﬂ +2hk [} kx+ﬁ——ﬁ,3+1f—-ﬁ ,

h:
7 e
+kfu(\z+/‘— 7.7'+]‘_7lp) ; o de >

; / : ' h
R=1 f : ; i f 1@t b= 78,y R—B) k| (-th— 78, y R

RS e, k) } . Bds.

On établirait par un calcul semblable les valeurs gé-
nérales de R; dont on a donné plus haut Vexpression
symbolique.

158. Désignons par Z,, p,; o, ., elc., les valeurs
que prennent les fonctions z, p, g, r, etc., quand on
fait x=—0, y==0 : I'équation (F) donnera

&z X
Fly J=rat P s 0%

I
z z y 7

— 5, — -t =
=l +°I 1 e

o
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i Vo 20 Dol Vs
G pe 4 1'2.34— i 1+ b 2+?J.,I‘2.3+etc.,

et, de cette maniére, la formule de Maclaurin se trou-
vera ¢tendue au développement des fonctions de deux
variables. On peut encore écrire

dz T oy Ndizs
JiER )=, +((Ix dr) 1 +(:1;.,+z—1;0)1.2
< ~_ d’z, ,
& d;c 1.2.3 et

Au lieu de developper par la formule de Maclaurin
les fonctions de plusieurs variables, suivant les puis-
sances de chaque variable indépendante, ce qui conduit
4 des formes de développement trés-prolixes, on ne dé-
veloppe plus ordinairement ces fonctions que suivant les
puissances de 'une des variables; mais alors les coeffi-
cients des termes de la série, an lieu d’étre des cons-
tantes, sont des fonctions de toutes les variables indé-
pendantes, autres que celle suivant les puissances de
laquelle le développement est ordonné. Ainsi Fon posera

I, By et ) =L (0,75 5y wvee) F (0,05 2 rnn) 'f

. ; Lo &
+ F(0, ¥,y By v )—+f"'(0,]’,5, ) S3tete,

e et desngnaut les dérivées de/ par rap-

port a la variable x. L'emploi de cette formule exigera

que les valeurs de ', z,....... » ne rendent point in-
finies les fonctions
f(0,025000) 5 £10, 75 5 ), S 0,755, “es)y €lC.,

et, de plus, quion puisse 1ssigner des limites conve-
nables & l'erreur que l'on commet en arvétant la série &
un certain terme. Il suit de ces restrictions qu'une for-
mule telle que

. o AT 17 x? o a?
=flo.)+f (“:.’)*I“'l'f \”77)--1_—2—{-/ (}),)’,\,-—J.g—}-<3tc.

18,
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pourra ne représenter une surface que dans une portion
limitée de son étendue, savoir dans la portion ol les va-
Teurs de y ne rendent point infinies les fonctions £ (o, y),

[ (0,9),1"(0;), etc.

§ 2. Formule de Lagrange pour le développement des fonctions
implicites.

.

159. Etant donnée une équation de la forme
s=at s, (a)
on se propose de développer z en série ordonnée sui-
vant les puissances ascendantes de y. Si y désigne une
quantité tres-petite , @ sera la valeur approchée de z
pour »=—o: une seconde approximation donnera
s=xtyfz; (a.)
valenr que 'on pourrait substituer pour z sous le signe
/> de maniére 4 avoir une troisieme valeur de z, plus ap-
prochée , que I'on substituerait a son tour sous le signe f;
et ainsi indéfiniment, Le développement cherché a pour
utilité pratique de dispenser de ces substitutions suc-
cessives.
Quel que soit 'ordre de grandeur du coefficient y,
il est évident que le second membre de I'équation (,)
se compose des deux premiers termes du développement
que l'on cherche. On trouverait, d’aprés le théoreme
de Maclaurin, les coefficients des puissances supérieures
de y en prenant les différentielles successives de I'équa-
tion (a) par rapport aux variables z, y, et en faisant
ensuite y==0, z=a dans les valeurs des dérivées
&z s d
dp’ Ay dp?
tirées des équations différentielles. Il est entendu que la
série ainsi obtenue doit étre convergente, sans quoi le

te.
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vésultat du calcul serait illusoire. Les conditions de la
convergence ont été données par M. Cauchy dans des
mémoires auxquels nous renvoyons le lecteur curieux
de ces discussions délicates.

Le procédé général que l'on vient d'indiquer, pour

. déterminer les coefficients des termes successifs du deéve-

loppement cherché , ne donnerait pas, ou donnerait dif-
ficilement la loi de formation de ces coefficients; tandis
quon la met aisément en évidence en considérant, sui-
vant le procédé dit & Laplace,, 5 comme une fonction des
deux variables 2, y, en vertu de 'équation ().
On a, en différentiant sous ce point de vue,
dz g dz

—-_—— BT — pumny A
Sl G L df
et par suite

ds dz d’z )

Zo— 25
A iy e da: Ttr )

Cela pos¢, soit Yz une fonction de z : on aura

dz
4 (‘P‘—"Z]; &z dz dz
e e LT vdy s dz ;I;"

Q)

/ d?z
et en chassant — S En 0 au moyen des equatxons (6),
d (qa. = i
liins Uz : dz
\.‘m.fz +(\{~.j "z fz.Yz) =S
ou .
d =
d (q;: ;1—2> d (upz.jz, H-;)
G e ©

Prenons $z=/%, ct la premiére équation (b), combi-
née avec la précédente , donnera
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o A durg]
dy* 5 dy e dz 3

Si Pon fait ensuite Yz=(/z)?, on trouvera, par la
comparaison de I'équation (¢) avec celle que I'on vient
d’écrire,

= de dz
s [( . aJ & [( f;;:)x%} :
ay dady dx? 2
€L comme on peut continuer ainsi de proche en proche ,
il est évident qu'on a, pour un indice 7 quelconque,

-
e

dz

Quand on fait y—o, dott z=ux, T 1, cette ex-

pression se réduit a

( ) dn—r ., (f-l \n ;
ay” Tdx

et le théoréme de Maclaurin donne en conséquence
rdlfa) o L (fa)
1.2 dz . 123 da&

160. Soit maintenant ¢z une nouvelle fonction de z
quil s'agit de développer suivant les puissances de y :
on aura, en vertu de la premiére équation (4),

d.9z 'y dz 3 dz
d)‘ —9'z E:qz‘f,:.;[;,

et si I'on pose o'z f5=1{z, la formule (¢) donnera

dz
(l ?z d (o;z z—) [tl ¢'z.(fzp. ’1.2]

dz

—+ete. (d)

Comme on peut tout aussi bien prendre successivement
pour {4z les fonctions

,’z:a:—|~—c Wl
I 1.2
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¢'5.(fz), 92-(f=), etc.,
il est clair qu’on aura généra]ement
ln—x
d%.92. 55 [l et rl.p-}
A Ut A
et pour les valeurs particuliéres y=—o, 2=,

((l" ) _dr [z (fa)].

d),n dxn—x
donc
4.z (f)]
vz—9x -I— Sy jar+'7 —£T—
g2 Lole s (fe)
,!:775 . id;(’f—)] 4 etc. (e)-

Les formules (d) et (e) sont évidemment susceptibles
de s’étendre & des fonctions implicites de deux ou d’'un
plus grand nombre de variables indépendantes.

161. La formule (d) s’applique a la résolution des
équations, tant algébriques que transcendantes, sous la
condition qu’elle conduise & une série convergente. Soit,
par exemple,

2— 2=t k2™
une équation d’ott 'on veut tirer la valeur de z en x,
ordonnée suivant les puissances de 4 : la formule ()
donnera

k £ &
Lom AT g A . dm(3m—rx)xm— 4 etc. ;

et si 'on posait pz=2z", on tirerait de la formule (¢)
k k*

=2t~ pamt— . —— g (ampn—1) 2Pt
T X-2

.3
G 1—1;—3 . i(3m-4-n—1) (3m4-n—a)z*m+1 =3+ etc,

Pour de plus amples détails sur les applications de
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ces formules a la résolution des équations algébriques,
on doit consulter le traité de Lagrange.

Considérons I'équation transcendante

z—x-+esinz

qui est celle d'un probléme célébre en astronomie sous
le nom de Probléme de Kepler : la variable z dé-
signe le temps ou une quantité qui croit proportionnel-
lement au temps; le coefficient e mesure Iexcentricité
de Torbite elliptique d’une planéte, et la variable z est
Pangle que T'on nomme l'anomalie excentrique de la
planéte. 11 vient E

Gl e e d.sin?.z+ e d’.sin’x_'_ :
F—zt—.sinrf—r—— g T T a0
1 1.2 dz 1.2.3 dz 2

g Bt e & .
—=x-esina+ -e; sinaz+-o (3 sin 3z—sin )+ ete.

et comme 'excentricité ¢ est une fraction trés-petite , au
moins pour les plandtes principales, la série est trés-ra-
pidement convergente.

Dans les applications 4 l'astronomie et i la physique
mathématique, on a souvent occasion de considérer le
développement de la fonction

I
Vii—ezy+y
suivant les puissances ascendantes de y. On donne 4 ce
développement une forme trés-élégante en se servant
du théoréme de Lagrange. Posons en effet
Vi—smyty—=1—yz,

d'ott

dz 1

& Vimmty

s=a+3y(z"—1).

Pour faire rentrer cette dernicre équation dans la for-
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mule (), il suffit de prendre
fr=3(2—1);
d’un autre ¢bté, la série (d) donne par la différentiation

a 2 2 3 3. ‘x‘B
d;_ +-Z.d£z_+ I_.M +._‘7_‘.-f._%l+etc,

dz= 1 dz ' 1.2 da* 1.2.3
Done il vient -
1 y  d.(z"—1) I Yy &z
V1—2Jy+y’= 1.2 dx 55" dax*
7 _tl’.(z‘— 1) N dr . (z—1)* et

1232 dn e e e dp
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NOTIONS SUR LA FORMATION DES ﬁQUATIONS DIFFEREN -

TIELLES A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES INDEPEN-
DANTES.

T P . sopr .
§ 1°". Des équations différentielles entre deux variables
seulement.

162. Lorsqu'on différentie I'équation
flz,r)=a, (a)
@ désignant une constante , I'équation différentielle du
premier ordre
@ | df,

o s @ ) ==0, (“l>
d'olt la constante a a disparu , exprime une relation
entre &, y, ', qui subsiste, quelle que soit la valeur
particulicre attribuée A cette constante dans l'équation
(@). Sil'on considére celle-ci comme appartenant 4 une
série de courbes qui ne différent les unes des autres que
par la variation du paramétre a, Péquation (a') expri-
mera une propriété commune i toutes ces courbes : pro-
priété en vertu de laquelle la direction de la tangente
est déterminée, lorsqu’on assigne les coordonnées x, y
du point de contact.

Cest ainsi qu'en différentiant Péquation
A=y —aj
on a
Z4yy'=o, ouy'=— =4
>
Tant que le paramétre a reste indéterminé, la premiére
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équation appartient & un cercle de rayon quelconque,
ayant pour centre l'origine des coordonnées; et la se-
conde équation exprime une propriété commune a tous
ces cercles concentriques, celle d’aveir leur tangente
perpendiculaire & la droite menée de l'origine au point
de contact.

Quand le paramétre @ est combiné d’une maniere
quelconque avee les variables x, y dans I'équation
Flz,y,a)=0, (@)
en général, ce paramétre entre encore dans la compo-
sition de I'équation différentielle

dF d s s o'
2F 2B g @)

(b) et (8'), on pourra appliquer & I'équation résultante

Sz, 7,0 ) =0 ()
ce que nous disions tout a heure de I'équation (a'): elle
exprimera une propriété dont jouissent en tous leurs
points toutes les courbes que I'équation (&) représente
successivement, quand on attribue & « une suite de va-
leurs différentes.

Si l'on se donne arbitrairement la valeur de y- qui ré-
pond .valeur_ quelconque de x, la va-letln' de la
constante @ se trouve implicitement déterminée : car,
solent x,,y, ces deux valeurs correspondantes de x et
de ', on a entre &, , 7., @ I'équation

B Gy o caa==lo,
La valeur de @ qui s'en déduit étant substituée dans I'é-
quation (4), celle-ci représente une courbe déterminée et
assujettie & passer par le point (%, 7o )- :

Aprés quon a déterminé la valeur de @, on peut tirer
de I'équation (4) les valeurs de la fonction y* qui corres-
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pondent 4 deux valeurs distinctes de la variable indé-
pendante z. La différence de ces valeurs est la somme
des accroissements infiniment petits que la fonction a
recus dans intervalle; & moins qulelle n’ait subi, dans
ce méme intervalle, des solutions de continuité [51]. On
dit en conséquence que 'équation (b) est Vintégrale de
Péquation (c): celle-ci déterminant la valeur de accrois-
sement dy qui correspond 4 un accroissement dx , pour
chaque systéme de valeurs de a et de ¥ ; et Iautre dé-
terminant la valear de l'intégrale ou de la somme de ces
accroissements élémentaires dans un intervalle donné.
Puisque les équations (4) et (c) sont équivalentes, en
ce sens qu’elles appartiennent & la méme série de courbes,
on peut déja conclure de ce qui précéde : 1° que si I'on
se donne arbitrairement Pordonnée o correspondant &
une abscisse ,, la fonction » et la courbe dont cette
fonction est 'ordonnée se trouveront complétement dé-
terminées en vertu de léquation (¢); 2° que si cette
équation différentielle est donnée directement , et qu'il
sagisse de Iintégrer, ou de trouver une équation en x,
J qui y satisfasse , I'équation intégrale, pour avoir la
méme généralité que I'équation différenticlle proposée,,
doit nécessairement renfermer une consta raire-
Nous reviendrons sur ces propositions importantes lors-
que nous traiterons de la théorie de I'intégration : notre
but en ce moment étant seulement de donner des no-
tions générales sur la nature des équations différen-
tielles.
163. Soit
F(z,y,a,b)=0 (d)
une équation entre les variables ¥, renfermant deux
paramétres «, 4. Si Ion différentie deux fois de suite
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cette équation, on a les deux équations différentielles
du premier et du second ordre,

dF. . dE 5 -
privgle e : ()
FTNR S e RO
Tl‘?+2d;uly‘y = d]”y d)’y E] ( )

qui renferment aussi, en général,, lles, para‘métres-al, [1
On peut éliminer @, b entre les u’"ms équations (d), (d'),
(d"), et I'équation différentielle résultante
flz, 0,0 ,7") =0, (e)
qui est du second ordre, exprime une pro_priété com-
mune A toutes les courbes auxquelles I'équation (d) peut
appartenir, moyennant une détermination convenable
des paramétres @, b. .
Pour particulariser les constantes «, b, on pou‘rrzut
se donner : 1° un point de la courbe , ou }’ordfmnee P
correspondant & une abscisse 1,3 2° ’la dlrectmu.de Ia’
tangente en ce point, ou la valeur »/, de 1':1 fOIlCthIl 7
pour la méme abscisse. En effet, ces données entraine-

ront les deux équations

dF dF i
F(xaa]'oya'yb)zo, 'H;)u'l" 2}_, DJ’D-—- )

oy ; dF dF
Cg a?(g)() désignant ce que deviennent —r-, Ty

2 o P VY o o 2 9 ¥ ns
lorsqu'on y fait £="as, ) —Yo5 €t de ces deux équatio

on pourra tirer les valeurs de @, & pour les substituer
dans I'équation (d).
Au lieu d’éliminer immédiatement les constantes a, b
. 7 i I " ’ ‘—
entre les trois équations (), (d ), (d"), on pel%t\ éli
miner successivement b et @ entre les deux premieres,
ce qui donnera deux équations différentielles du premier

ordre
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fi(z, 050 a)=o0, (£)

Sil®, pys8)=o0, (f5)
dont I'une appartient seulement aux courbes pour les-
quelles @ posséde une valeur déterminée, & restant ar-
bitraire; tandis que Pautre, par la méme raison, ap-
partient aux courbes pour lesquelles & posséde une va-
leur déterminée, @ restant arbitraire 4 son tour.

Tant que a et  conservent leur indétermination » cha:
cune des équations (f;) et (/1) a la méme généralité que
Péquation () ou que I'équation (e). Ainsi l'on tirera de
équation (f;) en la différentiant , une valeur de »"" en
z, »5 ', a, qui satisfera i I'équation (e), quelle que
soit la valeur de a. Donc, si l'on élimine @ entre I'-
quation (f;) et sa différenticlle immédiate

4B dfsandp

Sy Tyf"'_Zz?f =0,
on retrouvera I'équation (e); et on la retrouverait éga-
lement par Iélimination de & entre Péquation ( £.) et sa
différentielle immédiate,

dfies dfs ] S
Hfzj—l—%y +J){:'}‘,:O y
Enfin, si I'on élimine 5’ entre les équations (‘}&et (fs)
on retombera sur I'équation (). »e 5
Soit, par exemple, Péquation
z'—azr—by—o, (1)
on aura par deux différentiations immédiates
22 —a—by'—o, (2)
2 byl =03 (3)

et ensuite, par Iélimination des constantes @, b, I'é-
quation du second ordre

2y’ —ozy' 4 oy—o . (4)

Si Pon élimine alternativement les constantes 0, a
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entre les ¢quations (1) et (2), on obtiendra les deux
équations différentielles du premier ordre
2’y —oxy—a(xy' —y)=o, (5)
2+ by—bxy' —o, (6)

qui auront pour différentielles immédiates
2@y + 2y — 2y —azy'—aly' +ay'—y)=o, (7)
z(2—by")=o0; (8)
et Pon retombera sur équation (4), soit qu'on élimine
a entre les équations (5) et (7), soit qu'on élimine &
entre les équations (6) et (8). Enfin, I'élimination de 5’
entre les équations (5) et (6) reproduira I'équation (1).
1l faut conclure de cette analyse : 1° qu'a une équa-
tion différentielle du second ordre en =z, ¥, ¥, ¥’ cor-
respondent deux équations de formes différentes en 2,
7, ) quiy satisfont, ou deux intégrales premiéres de
I'équation du second ordre ; 2° que ces intégrales, pour
avoir la méme généralité que 'équation du second ordre
a laquelle elles satisfont, doivent renfermer chacune
une constante arbitraire; 3° que I'équation en x, y qui
satisfait & l'une quelconque de ces équations différen-
tielles avec toute la généralité requise, et qui satisfait
par conséquent avec la méme généralité & 'équation du
second ordre, dont elle est Vintégrale seconde, ren-
ferme deux constantes arbitraires , savoir : les deux cons-
tantes qui entrent dans la composition de chacune des
intégrales premiéres; 4° que ces deux constantes arbi-
traires sont implicitement déterminées quand on assigne
les valeurs initiales y,, 7', correspondant & labscisse
initiale 2, , ou quand on donne un point par lequel doit
passer la courbe dont x, ) sont les coordonnées rec-
tangulaires , et la direction de la tangente en ce point.
164. Tl est aisé de poursuivre cette discussion en I'ap-
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pliquant a des équations différentielles d’un ordre quel-
conque; et, généralement, de ce qu'on peut toujours
faire disparaitre 72 constantes dans le passage d’une équa-
tion & deux variables a sa différentielle du 7¢ ordre, on
conclut que l'intégrale 2° d'une équation de cet ordre,
ou I'équation en 2, » qui y satisfait avee toute la géné-
ralité requise, doit renfermer 7 constantes arbitraires.
Léquation différentielle du ° ordre a pour intégrales
premicres 72 équations de 'ordre n— 1, renfermant cha-
cune une constante arbitraire; pour intégrales secondes
n(n—ru)

I.-2

cune une combinaison binaire de ces 7 constantes ; pour

n(n—1) (n—2)
1S ERg

équations de l'ordre 7— 2, renfermant cha-

intégrales troisiémes équations  de

lordre 2 —3, renfermant chacune une combinaison
ternaire des mémes constantes; et ainsi de suite. Si on
élimine y', 3", »",....7"=" entre les n intégrales
premicres, on aura lintégrale »° de la proposée , ou Ié-
quation en x, y quiy satisfait, avec les n constantes ar-
bitraires qu’elle comporte.

Ces n constantes seront déterminées implicitement ,
si 'on assigne les valeurs

Fesi s oo I ayainioeieyal=r)
pour Pabscisse 2, [34].

On dit qu'une intégrale est générale ou compléte,
lorsqu’elle renferme des constantes arbitraires en nombre
suffisant pour qu’elle conserve le méme degré de géné-
ralité que P'équation différentielle alaquelle elle satisfait.
Cette intégrale générale donne les intégrales particu-
lidres, quand on attribue des valeurs déterminées aux
constantes arbitraires.

é
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Ainsi I'équation

(r+b)z+a{y —ma*)=o,
dans laquelle @, & désignent des constantes arbitraires ,
est intégrale générale de I'équation du second ordre
(y+mx*)zy” 4+ 27" (y—wzy')=o. (1)

Si I'on pose successivement a=—=0, == ,on a deux

équations

ryr+b=o,y—ma*=—o,
qui toutes deux satisfont a I'équation (g), mais qui n’en
sont que des intégrales particulitres : la premiére ne
renfermant que la constante arbitraire 4, et la seconde
ne comprenant plus de constante arbitraire.

Tes n constantes arbitraires comprises dans une in-
tégrale n° doivent étre distinctes pour que Iintégrale
soit compléte. Il est clair qu'au lien d’une constante ar-
bitraire C on pourrait écrire C: + Ca; mais ce bindme,
quoique offrant en apparence deux constantes arbitraires
C: et Cs, se comporterait dans toutes les opérations aux-
quelles on pourrait le soumettre, comme la quantité
monéme C dont il tient la place : les deux constantes
ne seraient pas réellement distinctes et se confondraient
en une seule. De méme I'expression

Cx em,+ﬁa; -+ C2 ematnx
ne renferme qu'en apparence deux constantes arbitraires
distinctes , C:, Cs; car on peut lui donner la forme
(Ceem 4 Cae™) e™; et tant que les constantes C,, C.
restent arbitraires, le factenr C.e”: - Cie™ peut étre
remplacé par une seule constante arbitraire C, sans que
I'expression perde de sa généralité.

Quand nous disons que Pintégrale compléte a la méme
généralité que I'équation différentielle qui en dérive ou
a laquelle elle correspond, la proposition doit étre enten-

™ L 19
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due en ce sens qu'elles représentent P'une et Pautre la
méme série ou les mémes séries de courbes : mais il peut
y avoir en outre des équations qui satisfassent a I'équa-
tion différentielle sans étre comprises dans Iintégrale
compléte ou sans faire partie de la série des intégrales
particuliéres, et qui portent pour cette raison le nom
d'intégrales ou de solutions singuli¢res. Nous verrons
bient6t ce que signifient géométriquement les intégrales
singulieres des équations différentielles du premier or-
dre, et nous reviendrons sur ce point essentiel dans la
théorie de l'intégration des équations différentielles.

§ 2. Fiquations différentielles simultanées.

165. 11 est toujours possible de déduire d’un systéme
d’équations différenticlles en méme nombre que les fone-
tions &, ¥, 5,...... de la variable indépendante ¢,
une équation différentielle finale entre deux variables
seulement, telles que £et 2. Du moins la formation de
cette équation finale n’est sujette a d’autres difficultés
que celles que peut présenter I'élimination entre des
équations ordinaires, dans lesquelles n’entreraient pas
de coefficients différentiels.

En effet, supposons d’abord que lon ait deux fonc-
tions «, » dépendant de 7, et deux équations différen-
tielles que nous pourrons représenter par

e, w iR S sy sk —on

1t 2wl 2Py s B)==0,
al, y1 désignant , suivant la notation de Lagrange, les
coefficients différentiels 11’,, [/;, On différentiera 7. fois

la premiére équation et n fois la seconde; ce qui don-
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nera, outre les deux proposées, 7+ n. équations ou le
plus haut coefficient différentiel de ) sera » *+m). On
éliminera entre ces 7 + 72: +2 équations les quantités

Pl sy sty
dont le nombre ne peul pas surpasser 7 —+ 72: + 1 : I'é-
quation résultante une contiendra que 7, @, 2/, 27, ete.;
et ordre de cette équation résultante ne saurait évi-
demment surpasser le plus grand des nombres 7 7.,
1.

Admettons maintenant qu’on ait v équations entre la
variable indépendante ¢, les v fonctions #, 3, z,... ...
et leurs dérivées des divers ordres par rapporta #: un
pareil systéme est ce qu'on nomme un systéme d’équa-
tions différentielles simultandes. 1! pourrait se faive que
toutes les dérivées qui entrent dans le systéme d’équa-
tions simultanées, ne fussent pas prises par rapport la
méme variable indépendante £; mais au moyen des for-
mules pour le changement de la variable indépendante,
on raménerait toujours le systéme proposé a ne conte-
nir que des dérivées prises par rapport & la méme va-
riable indépendante.

Solent

atm, | )
les plus hautes dérivées des fonctlons LR TO
qu1 entrent dans le systéme proposé; et en admettant
quon veuille éliminer les variables 7, z,..... et leurs
dérivées , pour arriver A une équation finale en
t, x, x', x", etc., posons

s=n+ p +ete.

Si T'on différentie s fois chacune des équations du sys-
teme, on aura,y compris les proposées, un nombre to-
tal d’équations exprimé par v(s + 1); d'un autre coté,

19.
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les quantités a climiner,

VYA REER

R R i B RS e T e
sont en nombre
(n+.s'+1)+(p+s+1)+etc.:5+(s—|—1)(v-——1)=v(s—|—l)—x;
et par conséquent 'élimination donnera I'équation finale
cherchée, dont l'ordre ne peut pas dépasser le nombre

m—+s=m—+ n—+p -+ etc.
Mais rien ne soppose a ce que I'ordre de 'équation fi-
nale soit moins élevé : ce qui arriverait, par exemple,
d’apres ce quon vient de voir, si l'on n’avait que deux
équations entre les variables ¢, x, ) et leurs dérivées, et
si les plus hautes dérivées de x et de y se trouvaient
dans la méme équation.

Considérons particuliérement le cas ol les équations
proposées étant toutes du premier ordre, pourraient
d’ailleurs étre mises sous la forme
T G780 o S s 2o s — ol Zvn e LCate
au lieu de différentier a la fois toutes ces équations, il
sera plus simple de différentier toujours la méme, la
premiére par exemple, en substituant aprés chaque dif-
férentiation, aux dérivées 2, y', 7', ete. , que cette opé-
ration introduit dans le second membre, leurs valeurs
données immédiatement par les équations proposées.
Aprés v-——1 différentiations successives, on aura (en 'y
comprenant la premiére des équations proposées)y équa-
tions entre les dérivées &', 2”,. ..., 2%, et les variables
t, x, y, 3, eic. Il ne sagira plus que d’éliminer entre
cesv équations les v — 1 variables y, z, etc. , pour avoir
I'équation finale cherchée.
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§ 3. Des équations aux différences partielles.

166. Soient données deux équations de la forme
w=—f{@,p; -5,
F(.z‘,]‘,z,:gu):(), (g)

dont la seconde deviendrait une fonction des seules va-
viables 2, 7, z, si I'on y substituait pour o sa valeur tirée
de la premiére : on pourra regarder z comme une fonc-
tion des deux variables iudependantes x, y; et si on
différentie successivement I'équation (g) par rapport a
ces deux variables, on aura, en conservant aux lettres
P> q leur signiﬁcation ordinaire , -

dF  dF df' dj \

Pl d? dz T d? |

dF  dF . dF cd f df e ~

dy T dz1T" ds 7)*’“ G
On peut éliminer entre lcs équations {g) et (g )les fonc-
tions ¢u, ¢'a; et comme I'équation aux différences par-
tielles du premier ordre [124]

f(x, 7, %, P g)=o,
qui résulte de cette élimination, est indépendante de la
forme de la fonction g, elle exprime une propriété com-
mune A toutes les valeurs de z en fonction de x, y, que
Pon peut tirer de la formule (g), en changeant la forme
de la fonction g, sans changer les fonctions F et /- Con-
séquemment elle exprime aussi une propriété commune
A toutes les surfaces dont I'équation en x, y, z rentre
dans 'équation (g), moyennant une détermination con-
venable de la fonction ¢.
Soit, par exemple,

a—az+ by, 2 —ga== 0,
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ou
=9 (az+by): (A)
les équations dérivées prendront cette forme tres-simple
p—aye =o, g—byla —o,
dou
bp—ag=o . @)

167. Si I'on a deux équations , 'ime aux différences
partielles, Pautre ne renfermant que les variables pri-
mitives, sans leurs dérivées, mais toutes deux convenant
aux mémes fonctions et ayant le méme degré de géné-
ralité, la seconde équation est dite Vintégrale générale
de la premiére. Ainsi I'équation (%) est Iintégrale géné-
rale de I'équation (7}, parce qu’elle renferme, moyen-
nant lindétermination du signe o, toutes les équations
d’ott I'on peut tirer une valeur de z en fonction de T3
propre a vérifier I'équation (?).

La raison de cette dénomination Qintégrale est la
méme que pour les équations qui satisfont & une équa-
tion différentielle ordinaire entre deux variables [162].
Concevons en effet quaprés avoir particularisé la fonc-
tion ¢, on donne aux variables z, ) deux systémes de
valeurs (z,, 7o),(x,, 7.), et soient z,, 2, les valeurs cor-
respondantes de z : on tirera de équation (/%) la valeur
de la différence finie z,— z,; mais cette différence finie
est la somme ou l'intégrale des accroissements infiniment
petits -que regoit la fonction z quand passe d’'une ma-
niére quelconque de la valear 2, & la valeur 2. ,et qulen
méme temps y passe, aussi d’une maniére quelconque,
de la valeur y, & la valeur y ; sauf toujours le cas excep-
tionnel ou la fonction z éprouverait des solutions de
continuité du premier ordre pendant qu’on fait ainsi va-
rier les quantités @, y.
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Les équations que l'on lire de Iéquation (A) en par-
ticularisant la fonction arbitraire g, sont des intégrales
particulicres de Iéquation (Z); dans tous les cas, il. faut
entendre par intégrales particuliéres ce_lles qui se tirent
de Vintégrale générale, quand on parti(:ularisg une ou
plusieurs des fonctions arbitraires que celle-ci doit ren-
fermer, afin d’avoir la méme généralité que ’équation
aux différences partielles & laquelle elle correspond , ou
quand on établit entre ces fonctions arbitraires des re-
lations qui en restreignent la généralite.
Par exemple, si I'on a I'équation
s=9(z+ay)+¥(2—ar), (%)
olt ¢, § désignent des fouctions arbitraires, et si l'on
caleule au moyen de cette équation les dérivées par-
tielles du premier et du second ordre p, g, r, s, ¢, il
vient :
p=¢'(z+ay)+¥(z —ay),
g=ay (z-+ay)—ay(z—ay),
r=¢’(z+ayn)+V'(z—ay),
s=—ay”’ (x+ ay) —a{'(x—ay,
t=a¢"(z+ay) +a V' (z—ay).
On en conclut cette équation aux différences par-
tielles du second ordre
Gir==ity: )
qui ne contient plus les fonctions ¢, y, et qui possede,
comme la suite le fera voir, autant de généralité quel’é-
quation (4) d’ott elle est dérivée. Réciproquement Péqua-
tion (/), qui satisfait a ['équation (/) avec toute la
généralité possible, en cst Iintégrale générale.
Mais si Ion établissait entre les fonctions ¢, § une
certainedépendance :si I'on posait notamment & t—=—01,

ou Y7==9't, les équations
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z::p(x+a]‘)—:g(z-—-a]') s =9(zFay)+y'(z—ay) ,
dans lesquelles il reste encore une fonction arbitraire 9,
ne seraient plus que des intégrales particulidres de Pé-

quation (/).

Lf:s équations aux différences partielles peuvent avoir
aussi, comme les équations différentielles ordinaires, des
1'7/zte’gmle.f ou (%es solutions singuliéres ; c'esta-dire que
l.un peut y satisfaire, dans certains cas, par des équa-
tions entre les variables primitives, qu’il serait impos-
sible de tirer de Pintégrale générale, en particularisant
les fonctions arbitraires que celle-ci renferme. Nous ne
tarderons pas & voir des exemples de ces intégrales sin-
gulieres dans les applications du calcul différentiel 3 la
théorie des surfaces; et ce sujet sera rvepris dans la par-
tie du présent Traité ol il s'agira de l'intégration des
¢quations aux différences partielles.

168. Une équation aux différences partielles de I'or-
dre 7 est susceptible d’avoir des intégrales premiéres de
Vordre n— 1, des intégrales secondes de lordre n—a,
et ainsi de suite. Par exemple, de I'équation du premier
ordre

p=1g, (m)
dans laquelle IT désigne une fonction arbitraire, on ti-
rera, en différentiant successivement par rapport a @ et
par rapport a y,

/‘:A‘H’g, s=—¢Il q,
¢t ensuite, en éliminant Iy,
: rt—s*=—o. (u)
La caractéristique I a disparu de cette équation du se-
cond ordre, & laquelle I'équation (72) est parfaitement
équivalente, tant que la fonction IT conserve son indé-
terminalion. Par conséquent I'équation (m) est une in-
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tégrale premiére de l'équation (2); et si I'on pouvait as-
signer une équation en x, y, %, satisfaisant de la maniére
la plus générale & I'équation (/z), on aurait lintégrale
seconde de I'équation (7).

Or, on satisfera a I'équation (), non pas a la vérité
par une seule équation en =z, y, z, mais par le systéme
de deux équations entre z, y, z et une autre variable
auxiliaire 2, savoir :

z—a42oe+ yia, (0)
L ayaty¥a—o, (@)
la seconde étant la dérivée de la premiere par rapport
a lauxiliaire «. En effet, si I'on différentie équation (o)
successivement par rapport & x et par rapport a y, il
viendra
do

p=9x—+ t[x(I +;r:?'m+]’\!(’u),

q:n{,a+%(:+xcp’a +yda),
ou simplement, en vertu de I'équation (0"),
D —paheg =i
et tant que les fonctions ¢, ¢ sont arbitraires aussi bien
que T, le systéme de ces derniéres équations équivaut
a Iéquation ().

Le systéme des équations (0), (0'), renfermant les fone-
tions arbitraires ¢, U et une variable auxiliaire a dont
on ne peut faire 'élimination tant que les fonctions ¢, ¥
restent indéterminées, représente donc lintegrale se-
conde et compléte de I'équation du second ordre (1).
Cette forme des intégrales des équations aux différences
partielles, lorsqu’il s'agit, comme dans notre exemple,
d’équations a deux variables indépendantes, se rattache
A des spéculations géométriques trés-curieuses , que nous
ferons bhientot conmaitre. '
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169. On a vu [166] que I'élimination d’une fonction
arbitraire, dans une équation a trois variables, conduit
a une équation aux différences partielles du premier
ordre : nous en conclurons quinversement Vintégrale
générale d'une équation aux différences partielles du
premier ordre, 4 trois variables, doit renfermer une
fonction arbitraire d’'une certaine quantité o, détermi-
née elle-méme en fonction des trois variables. Quand le
nombre des fonctions arbitraires & éliminer est plus con-
sidérable, I'élimination conduit en général 4 une équa-
tion aux différences partielles d'un ordre plus élevé;
mais il n’existe plus alors de rapport déterminé entre le
nombre des fonctions arbitraires éliminées, et I'ordre de
Iéquation aux différences partielles résultant de I'élimi-
nation. Réciproquement, on ne peut pas conclure im-
médiatement, de 'ordre d’une équation aux différences
partielles, le nombre de fonctions arbitraires que son
intégrale doit renfermer pour étre générale ou compléte:
de la méme maniére que 'on conclut, de I'ordre d’une
équation différentielle & deux variables, le nombre de
constantes arbitraires que doit contenir son intégrale
générale.

Soient
a=f(2,7,5), =/ (2,7, 5)
deux fonctions, dont la composition en 2, > @ est don-
née, et qui entrent sous les signes de fonctions arbi-
traires ¢, 4 dans P'équation

]3'(.1‘,)‘,2,&?0!,',]/(:"):02 (P)
si on forme les équations
dF dF -
o Tiody @)
d'F a4'F d’F

(/_.?(.';:U’:/.LY__T}':O’Z)“’:“’ @)
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on introduit les fonctions indéterminées g'a, ¥'f, o"u,
J*'B; et en les joignant & gu, 4 f on a six quantitfés a
éliminer entre les six équations (p), (¢), (7); ce qui ne
peut conduire en général a une équation aux d?fférences
partielles, indépendante de la forme des fonctions g, .
En passant aux dérivées du 3° ordre, on aura quatre
nouvelles équations

&F AT &F e

EZO’J;T@/‘ZO’W:D,W—O’
et on n'introduira que deux nouvelles indéterminées
¢"a, §"'p:on pourra donc former, et en général de
plusieurs maniéres, une équation aux différences par-
tielles du 3 ordre, indépendante de la forme des fonc-
tions ¢, ¥, et dont I'équation {p) sera Iintégrale géné-
rale. Mais il pourra arriver aussi que I’élimination des
fonctions ¢ , § se fasse sans qu'on ait besoin de passer
aux dérivées du 3¢ ordre, et quainsi I'équation (p)soit
I'intégrale compléte d'une équation aux différences par-
tielles, du second ordre seulement. On en a vu plus haut
un exemple sur I'équation (/).

En général, soit v le nombre des fonctions arbitraires
contenues dans une équation a trois variables x, y, z;la
composition de chaque quantité qui entre sous le signe
de fonction arbitraire étant donnée en 2, 3, z : si I'on
joint & cette équation ses dérivées partielles jusqu’a celles
de Pordre 7 inclusivement, on a un nombre total d’é-
quations exprimé par

Lt 24+34 oo nt [:{m)?(’-lj;z),
tandis que le nombre des fonctions arbitraires et de leurs
dérivées,entrant dans ce systeme d’équations, est v(v--1).
L'élimination ne sera possible dans tous les cas quau-
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tant qu’on aura
i n4-1)(n42 i
v(v+1) < (i——)(-"}_—), oun >2vy—a;
2

c’est-a-dire quil faudra en géuéral pousser les différen-
tiations jusqu’a Pordre 2v—1, et que Péquation aux
diffévences partielles, résultant de I'élimination , sera en
général de l'ordre 2y —1; mais elle pourra étre aussi
d’un ordre moins élevé,

170. Considérons maintenant une équation 4 quatre
variables,

F[ll,-r,,}’,Z,?(u,ﬁ)]:O, (“‘)
dans laquelle ¢ désigne une fonction arbitraire des deux
quantités o, & dont la composition en u, , ), 7 est connue
et donnée par les équations auxiliaires

e=f(u,z,5, 3), B=fi(u,z,r,2).

En différentiant Iéquation () par rapport & chacune
des trois variables indépendantes ¥, %, on a trois
équations

dF dF dF

E:o,;lj—‘:o,zzo, (&)
dans lesquelles figurent, outre la fonction indéterminée
¢ (a, B), ses deux dérivées particlles %, ‘(—i% : or, rien ne
soppose 4 ce qu'on élimine ces trois indétermindes
entre les quatre équations (s) et (¢); et T'on obtiendra
ainsi une équation aux différences partielles du pre-
mier ordre , indépendante de la forme assignée a la
fonction arbitraire ¢. Nous en conclurons que récipro-
quement lintégrale compléte d’une équation aux dif-
férences partielles du premier ordre, & trois variables
indépendantes , doit renfermer une fonction arbitraire
de deux quantités, ayant chacune une composition
déterminée.
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Et par une généralisation qui s'offre d’elle-méme,
nous dirons que 'intégrale compléte d’une équation aux
différences partielles du premier ordre, a n variables
indépendantes , doit renfermer une fonction ar]):itralre 4e
n— 1 quantités, composées chacune d’une maniere c.le-
terminée avec les n— 1 variables dontil y en a n d'in-
dépendantes.

Si ’on avait Iéquation

Flu,z,y,%, 9 (a, ﬁ)a $(y,8)]=o0,

il faudrait s’élever au 4° ordre pour opérer dans tous
les cas P'élimination des fonctions arbitraires o, § et de
leurs dérivées: «, {, vy, & désignant toujours des quan-
tités dont la composition est donnée en u, x, y, z.

171. Le cas le plus simple est celui ou les quantités
«, 8,. ... necontiennent qu’une variable indépen'dante,
par exemple la variable x. Dans ce cas, au lieu de
e, UB, .+ . - . . ON peutécrire simplement' oz, qw, e
@, ¥,.. ... désignant toujours des fonctions arbitraires.

Soit donc

Flz,y, =, exdw S 0iadi=—0

une équation a deux variables indépendantes, dans la-
quelle les fonctions arbitraires ¢, Ya,..... sont en
nombre 7. Si I'on différentie 2 fois par rapport a la va-
riable y, ces différentiations successives n’introduiront
pas les dérivées des fonctions g, ,.. ... et l'on obtien-
dra ainsi n—-}-1 équations, entre lesquelles on pourra
toujours éliminer les 7 indéterminées g, Ya,. .. ...

De méme si Pon avait I'équation

Flu,z,7:2,0(2,7), $(2,7) 5 vev0er =0,

ol les fonctions arbitraires o (2, »), b(x, y),......
: : T
sont encore en nombre 7, il suffirait de différentier n
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fois par rapport a la variable z, et I'on aurait des équa-
tions en nombre suffisant pour opérer I'élimination de
toutes les fonctions arbitraires. Cette élimination se fait
alars comme celle des constantes arbitraires dans les
équations a denx variables.

LIVRE QUATRIEME.

APPLICATIONS

DU CALCUL DIFFERENTIEL A LA THEORIE DES COURBES
ET DES SURFACES.

—o——

CHAPITRE PREMIER.

o

DES TANGENTES, DES NORMALES ET DES ASYMPTOTES DES
COURBES PLANES. — EMPLOI DES COORDONNEES PO-
LAIRES.

§ 1%, Des tangentes et des normales aux courbes planes. —
Différentielle de Pare.

172. Dans tout ce quiprécéde, nous avons en recours
aux constructions graphiques pour faciliter I'intelli-
gence des principes généraux de la théorie des fonc-
tions, et en ce sens nous avons appliqué la géométrie a
Panalyse : 'objet du présent livre est, au contraire,
d’appliquer les notions d’analyse différentielle dont nous
sommes en possession, a la théorie géométrique des
courbes et des surfaces. Nous devons nous borner i in-
diquer ce quil y a de fondamental dans cette applica-
tion importante : car la géométrie supérieure forme &
elle seule un corps de doctrine dont les détails ne peu-
vent se trouver que dans des ouvrages spéciaux.

Le calcul différenticl résout immédiatement le pro-
bléme de mener des tangentes aux courbes dont on a
[équation : cela résulte de la maniére dont nous avons
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exposé dans le chapitre IIT da premier livre la généra-
tion des fonctions dérivées ou des coefficients différen-
tiels. C’est méme par suite des efforts qui étaient tentés
pour résoudre d’une maniére générale le probléme des
tangentes, que le calcul différentiel a été trouvé; et on
le désignait dans 'origine sous le nom de Méthode des
tangentes.

Le procéde le plus élégant pour résoudre le probléme
de mener une tangente & une courbe au point (z, y)
consiste a donner 'équation de cette tangente. Désignons
donc par £, les coordonndes courantes de la droite tan-
gente, rapportées respectivement aux mémes axes ct & la
méme origine que les coordonnées , ) de la courbe. L’é-
quation cherchée sera

n—r=L(—s),
pour satisfaire & la double condition que la droite passe
par le point (2,7) et qu'elle fasse avec l'axe des 2 un
angle qui ait pour tangente trigonométrique g}{

L’équation de la normale i la courbe, ou de la droite
perpendiculaire a la tangente au point (z, ), est, en
vertu d’'un principe connu de géométrie,

n—r=—I (i),
et on peut lui donner la forme plus symétrique
(n—y)dy~+ (E—=z)dz—=o0.
En faisant n=—o0 dans I'équation de la tangente, on a
z— E:yd—x =t

dy Tyt
la “distance == (#—E&) du pied de I'ordonnée au point ot
la tangente rencontre I'axe des abscisses, se nomme la

sous-tangente. Le double signe a pour objet d’indiquer
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que on ne considére dans cette distance que sa gran-
deur absolue, sans égard au signe que I'équation précé-
dente donnerait au binéme x—&.

En faisant de méme #=o, dans I'équation de la nor-
male, on trouve

4 /
'“""':]'jg:.?fY :
la distance i(i —-z) du point ou la normale rencontre
l'axe des abscisses, au pied de I'ordonnée correspon-
dante, se nomme la sous-normale.

L’ordonnée y est moyenne proportionnelle entre la
sous-tangente et la sous-normale.

Quelquefois on entend par tangente et par normale
les portions de la tangente et de la normale comprises
entre la courbe et I'axe des abscisses. Dans ce sens (qui
commence a vieillir), la tangente et la normale ont res-
pectivement pour valeurs

=t _)‘d]’___ —zEy \/1 + X
V dzrgdyn Tzl
LIV &+ dT
dx

=+ v .
Pour chaque courbe donnée, il faudra substituer dans les
e d
formules précédentes les valeurs en 2 de y et de y'— (—é;,

tirées de I'équation de la courbe.
Si cette équation est donnée sous la forme
flz0)=o0, (a)

on a
df dfg
T dx +7d0 =0

¢

et par suite I'équation de la tangente devient

(=) g{ﬂﬁ—x)%:M (6)
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cest-a-dire qu'on la déduit de I'équation différentielle de
la courbe, en y remplacant les différentielles dx, dy
par les différences £— .z, v —y; ce qui doit étre, puis-
qu'il est permis de considérer la tangente comme le pro-
longement d’une corde menée par deux points infini-
ment voisins.

L’équation de la normale est

(=) — (=) 2 = (@

Si I'on regarde dans les equatlons (6), (c), les coor-
données &,n comme des quantités constantes, et x, y
comme des coordonnées courantes, ces équations appar-
tiennent a deux lignes qui passent par le point (£, %), et
dont les points d’intersection avec la courbe (a) déter-
minent les tangentes ou les normales & cette courbe, me-
nées par le point (£, ).

Les équations (0) et(c) ne changeraient pas si I’équa-
tion (a) était remplacée par f{x,y)=c¢, ¢ désignant un
parametre constant que la différentiation fait dispa-
raitre. Donc on peut encore considérer les lignes (0) et
(¢) comme les lienx géométriques des points ot des
droites qui concourent au point (¥, n) viennent toucher
ou couper a angles droits les courbes qu'on obtient en
attribuant au paramétre ¢ une suite de valeurs particu-
liéres.

173. Appelons «,f les angles que la tangente forme
avec des paralléles aux axes des et des y, menées par
le point (2,7}, dans le sens des coordonnées positives :

nous aurons
7

I _)’
cos a—=t——— | cos fmt—t— (d
l/1+) ] 1y &

En appelant 2, les angles homologues pour la nor-
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male, on obtiendra

!
I N
cos 7\:—}-%, 08 p=rbe— . ©)
Iy 14"

Les signes adoptés pour ces quatre cosinus doivent étre
combinés de maniére a satisfaire a
cos a cos A +cos feosp—=o ,
laquelle exprime, comme on sait, que la tangente et la

normale sont perpendiculaires 'une & I'autre.

Lorsque I'équation de la courbe est donnée sous la
forme (), on a

COS o cosﬁ
ﬁ‘ — dj. —_—
dy dz ) ((l)

174. On entend par la longueur_ d’un arc de courbe
entre deux points donnés, la limite dont s’approzhe in-
définiment le périmétre d’une ligne polygonale inscrite
ou circonscrite & I'arc, et terminée aux mémes points,
quand le nombre des cotés du polygone augmente indé-
finiment. Si donc on appelle s la longueur de I'are d'une
courbe, depuis le point (x,,y,) pris pour origine jus-
qu’au point (x,), s sera une fonction de , qui, par la
définition méme , satisfera & I'équation différenticlle

ds—=-+ \/a'x“ +dy? —+I/rf”‘-.dx 3 (s)
le signe + ou le signe — devant étre choisi, suivant que
Pare croit ou décroit pour des valeurs croissantes de .
Au moyen de P'équation (s), les formules (d), (3) de-
viennent

a 'équation

dz dy dy
COSa— +T ,cosB--'—z—, cosi—= (—{—s,cosp—-i—z S

On dit encore que la longueur d’un arc de courbe est

celle de la portion de ligne droite sur laquelle larc
pourrait s'appliquer exactement, s’il était formé par
20.
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un fil flexible et inextensible. Mais cette définition (outre
qu’elle implique an fond un cercle vicieux) est plutdt phy-
sique que mathématique ;etil en faudrait dire autant de
toute définition de la grandeur s, on on prétendrait
éluder I'emploi des limites ou de linfiniment petit.

Il n’en est pas de méme pour Iaire d’une courbe : car,
ayant défini l'aire A d’un polygone, on congoit direc-
tement que, si 'on trace dans l'intérieur da polygone
une ligne fermée, courbe ou polygonale, on retranche
de A une portion B de cette grandeur; en sorte que la
notion de limite ou d’infiniment petit n’est requise que
pour la mesure de la grandeur B, sile contour est courbe 5
et non pour la définition méme de cette grandeur.

Au surplus, voici comment on a coutume de démontrer
Iéquation (i), lorsqu’on ne la prend pas pour la défini-
tion méme de la grandeur s, dont I'idée est alors censée
donnée a priori.

Soit mma(fig. 41) un arc assez petit pour que, dans
Pétendue de cet arc, la courbe tourne sa convexité du
méme c6té, ou pour quelle ne coupe pas sa tangente
eatre 7z et £. On prend pour axiome, d’aprés Archi-
mede, que la longueur de arc m2/m. est comprise entre
celle de la corde 72 m. et celle de la ligne brisée enve-

loppante 72 £m.. Désignons par Axlintervalle pp—mr:
on a
ML= \V"14y5. Az, mt—rt — rm,—y' Az — Ay,

corde mm, — \/1+£. Az
Az?
Donc le rapport de la ligne enveloppante  la corde est

Ay
eEt -t — A—i

VA i

Az*
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et il a évidemment I'unité pour limite : donc aussi le

r'apport

As
A
Az \/x+r);,
a Punité pour limite, ce qui établit I'équation (s).
175. Donnons quelques applications des formules
qui précédent. L'équation de Lellipse, rapportée a son
centre et a ses axes, étant de la forme

2

el
2 +‘;—2:x, (e)

Iéquation () deviendra
E—z)z  (n—rlr

Eoh e
ou bien
Eps vy, Sas ey
Ty [;75: T +j—§ ’ (bx/
a [
ou enfin
e (5,)
al bi

L’équation (&) est celle d’'une autre ellipse qui passe
par le point (£,n), et dont les points d’'intersection avec
Iellipse (e) sont les points de contact de cette ellipse et
des droites venant du point (&,7)"

Si l'on remplace les demi-axes @, b par ca, cb, et qu'on
fasse varier la constante ¢, on obtient une suite d’ellip-
ses concentriques et semblables; et les points ou cha-
cune de ces ellipses est coupée par lellipse (4:), sont
ceux ot elle serait touchée par des droites parties du
point (£,x).

L’équation () est celle de la droite tangente a T'el-
lipse (¢) au point (, y), quand on y regarde &, 1 comme
les coordonnées courantes; et lorsqu'on y considére au
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contraire x, ) comme les coordonnées courantes et &,m
comme des constantes, cette équation devient celle d’'une
droite qui coupe Lellipse en deux points ot elle est tou-
chée par des droites venant du point (&, =).

Si P'on fait dans Péquation (4.) n=o0, on a E.__zil,
ainsi la sous-tangente est mdepend'mte de l'axe 27
et la méme pour Pellipse proposée que pour le cercle
décrit sur l'axe 2¢ comme diamétre. De 13 on déduit
une construction trés-simple de la tangente a lellipse,
indiquée dans tous les traités des sections coniques.
Iéquation de la normale & Vellipse proposée est

(n—=y)z = (E—=)y

2 2 =0,
3 & .
et 'on en tire, en faisant T=—l0};
bz
) w:—-—-;l—z.z' "

ce qui exprime que la sous-normale est numériquement
proportionnelle A I'abscisse.
L’équation de la parabole ordinaire, rapportée & son
axe et a son sommet, étant
ry=o2px,
celles de la tangente et de la normale sont respective-
ment
v ny—plE+a)=o, Plr—y)+y(t—z)=o .
La sous-tangente est égale au double de l'abscisse, et la -
sous-uormale est égale au paramétre 2, ou au douhle
de la distance du sommet au foyer de la parabole.
La tangente et la normale & la courbe lagarithmigue
y=—logix
ont respectivement pour équations

'4—-]’:‘%(5—-::), N—y=a(x—E).

TANGENTES ET NORMALES DES COURBES PLANES. 311

Par la permutation des axes la premiére équation de-
viendra

f—r= —(n ==
et en faisant maintenant n::o, on trouvera L——E-— i
Cest-a-dire une valeur constante pour la sous-tangente.
Ce caractére fournit la véritable définition géometrique
de la courbe, dont on ne donne qunne définition arith-
métique tant qu'on se borne a dire que les abscisses sont
les logarithmes des ordonnées correspondantes.

{76. Parmi les courbes qu'on a appelées transcen-
dantes, A cause que leurs équations en coordonnées rec-
tilignes renferment des fonctions exponentielles, loga-
rithmiques ou circulaires , la plus célebre dans I'histoire
des mathématiques, et la plus remarquable a cause de
la foule de propriétés curieuses dont elle jouit, est la
cycloide. On appelle ainsi la courbe décrite par un point
quelconque M ( fig. 42) de la circonférence d’un cercle
NMN’ qui roule sans glisser sur la droite indéfinie
X'X, base de la cycloide, c’est-i-dire, de maniére que la
longueur d’un arc quelconque MN soit égale a celle de
la portion de droite ON sur laquelle tous les points de
Parc MN viennent successivement s'appliquer. Menons
le rayon CM=R, et soit g 'angle variable MCN,2=0P
Pabscisse du point M, =—PM son ordonnée rectangu-
laire, Porigine O étant le point ot le point M touche la
base X'X : on a par la définition
ON=R¢,PN—=MI[—=Rsing, PM—IN=R(1—cos ),
d’out

e=R(p—sing), el
y=R(x—cos¢) . )
Chacune des équations (/') et (g) peut étre prise pour
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Péquation de la cycloide, I'une étant entre les coordon-
nées x et ¢, lautre entre les coordonnées y et o. Dla-
prés le mode de description de la courbe, rien ne limite
le nombre des révolutions du cercle sur la droite X' X,
en arriére et en avant du point O : la continuité geéo-
métrique exige donc que P'on congoive lacycloide comme
formée d'une infinité d'arceaux, tels que OMQR, par-
faitement superposables. La distance O R des pieds d’un
arceau est éga]é a la longueur de la circonférence du
cercle générateur; ordonnée S(Q menée par le milieu de
OR est égale au diamétre du cercle et divise I'arceau
OQR en deux parties symétriques.

Pour représenter ce mouvement indéfini du cercle
générateur, il faut admettre que la variable ¢ peut étre
prise tant positivement que négativement, et que sa
grandeur absolue peut atteindre et dépasser un nombre
quelconque de circonférences. Or, ceci admis , chacune
des équations ( /) et (&) représente en effet la cycloide
dans toute 'étendue de son cours, & cause de la pério-
dicité des fonctions sin 9, cos o, Ctablie en trigonomé-
trie, et résultant d’ailleurs, ainsi quon I'a vu[74], dela
forme des équations différentielles qui peuvent servir a
définir analytiquement ces fonctions. Il y a corrélation
exacte entre la génération géométrique de la courbe et
la discussion analytique de son équation; ce qui tient au
choix de la variable indépendante ¢ donnée par le mode
méme de description de la courbe, conformément i la
remarque du n°® 17,

Supposons maintenant qu’on veuille avoir I'équation
de la_cycloide entre les coordonnées rectangulaires Ty
on tirera de I'équation (g)

Vol
R

, dou sing—-
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le radical devant étre pris positivement ou négativement,
suivant que la valenr de larc ¢ donne a sin ?5 (-l’aprés
les régles de la trigonométrie, une valeur positive ou

’

négative. L'équation entre x et y sera
R—y N YRR
z — R arc cos (T?) 4+ VaRy—y*; (%)

mais & chaque valeur de x ne correspondra que I'une
des valeurs, en nombre infini, dont I'expression
By
R are cos SR

est susceptible, et en outre les deux signes du radical
ne devront pas étre employés simultanément. Il faudra
prendre le signe supérieur quand le point (, y) appar-
tiendra a Parc OQ, et le signe inférieur quand le point
appartiendra a 'arc QR, en opérant la méme permuta-
tion de signes, chaque fois que 'on passera par le som-
met ou par le pied d’'un arceau. Si I'on employait si-
multanément les deux signes, I'équation (/%) représente-
rait le systéme de deux cycloides inversement d.ispost.@es
(/fig- 43), que leur génération géométrique pe lie point
I'une a l'autre; et la corrélation habituelle entre la_géo-
métrie et I'analyse (telle qu’on l'observe, par exemple,
pour les sections coniques) se trouverait en défaut. No.us
reviendrons plus loin sur le principe et sur les restric-
tions de cette correspondance entre les formules analy-
tiques et les lois géométriques de la description des
lignes.

177. Pour déterminer la tangente a la cycloide, on
pourrait différentier I'équation (%); mais il semlplus
simple de retenir la variable ¢ et dopérer sur lesv équa-
tions ( /) et (g), ce qui donnera

dx =R (1—cos¢) do, dy—=Rsingdo,
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et par suite

Ay cf Sy UYL e YR T
dz ™" 1—cose = 7 i ¥

Cette valeur devient nulle quand y==2 R, ce qui arrive
aux sommets des arceaux, et infinie quand y s'évanouit.
Les pieds des arceaux sont done des points de rebrous-
sement, ol la tangente devient perpendiculaire A la
base de la cycloide. On a pour la valear de la sous-
normale
L 2Ry —y* =Rsing .

Ainsi la normale MN & la cycloide coupe la base X'X
au point N olt cette droite est touchée par le cercle gé-
nérateur, et la langente TM va passer a Pautre extré-
mité N’ du diamétre perpendiculaire a la droite X'X.
On a en conséquence, pour la longueur de la normale
MT, cette valeur trés-simple dont nous nous servirons
plus loin,

; MN=V"aRy . (%)
On peut remarquer que la longueur MN décroit de plus
en plus dans le voisinage du point O, quoique la nor-
male s’incline de plus en plus sur laxe des .

§ 2. Des asymptotes des courbes planes.

178. On appelle asymprote d'une courbe plane une
droite dont un point mobile sur la courbe s'approcherait
indéfiniment, sans jamais I'atteindre : de maniére que la
perpendiculaire § abaissée de ce point surla droite tom-
bit au-dessous de toute grandeur finie, sans jamais s'é-
vanouir; et pour cela il faut que la branche de courbe
sur laquelle on congoit le point en mouvement, s’éloigne
a Pinfini.
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La différence des ordonnées de la courbe et de son
asymptote , pour la méme abscisse, étant égale au quo-
tient de & par le cosinus de Pangle de I'asymptote avec
laxe des x, converge vers zéro quand x converge vers
une valeur infinie. En méme temps, I'angle de la tan-
gente  la courbe avec 'axe des x converge vers une li-
mite, qui est la valeur de I'angle formé par 'asymptote
avec le méme axe.

L’équation (6) deviendra celle d’une asymptote, si
la supposition de 2 ou de y infini y fait évanouir tous
les termes qui renferment ces variables, de maniére que
I'équation ne contienne plus que les coordonnées cou-
rantes E, 7 et des paramétres constants. En conséquence
on substituera dans cette équation la valeur dey en &
tirée de I'équation de la courbe; puis on fera z=—=,
ce qui donnera toutes les asymptotes non paralléles a
Paxe des y. On trouvera ces dernitres en substituant la
valeur de z en y, et en faisant ensuite y—==o0 .

Si nous prenons I'équation de I'hyperbole rapportée a
son centre et a ses axes, savoir

2 Ty
@ e

nous aurons pour Péquation de la tangente,
§rov apriad
b

Par la substitution de la valeur de ) en x cette équa-
tion devient

-

7 :
b @ =  z
et quand on y fait x=—===o0, elle se réduit a
b
n=ob-&:
a

équation double, qui donne celles des deux asymptotes
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- | r . .
de hyperbole, comme on I'a vu en étudiant les sections
coniques.

5 : s e P

. L'équation de la tangentela logarithmique y—log x

étant
I
et S5ty o)

7 Y :I,‘(‘ )5

la supposition #=—== ne donne point d’asymptotes ,
SRR PN e

apres quion y a substitué pour y sa valeur en x; mais si
Fon y substi i 2 s
, _y. ub’tlt.ue au contraire la valeur de x en ¥, cette
equation devient

(n—yr+1)e=¢,
et quand on y fait y—— oo, elle se réduit & £—o:
par consequent l'axe des )= est une asymptote de la
courbe.

La méthode précédente demande i étre modifide
dans le cas ou I'équation de la courbe n’est pas réso-
luble par rapport a y et a 2. Soit

Yy =mx + 7
I'équation d’une asymptote non parallele & 'axe des y:
on en tirera

9 n.
= m 4=
de sorte que, quand z convergera vers l'infini, la va-
)
leur du rapport % couvergera vers la constante . Donc,

si Pon fait dans P'équation de la courbe y=—uax, et qu'on
cherche la limite de la nouvelle variable « pour e—Ew,
cette limite, quand elle existera, sera une valeur de la
constante 77z. Si 'on fait ensuite, dans Péquation de la
courbe,
y—mz =48,

et qu'on cherche pareillement la limite vers laquelle con-
verge la variable 5, quand z converge vers les valeurs
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o0 ; cette limite sera une valeur de la constante 7.

On trouverait de la méme manitre les asymptotes
non paralléles a laxe des , et par conséquent les asymp-
totes paralleles & l'axe des y.

Prenons pour exemple le foliwm de Descartes ( fig. 44),
dont Iéquation, déja discutée sous un autre point de
vue [152], est

x—3azy -y =—o:
Iéquation en «,z devient

3aa
o =
dolt 'on conclut, pour la limite de a, m——1. Fai-

sant ensuite y—-2r==§ , on a, pour l'équation en @, ,
3 ( 8 +£l) oy M {i: =00
x X
ce qui donne, pour la limite de §,n—=— a. En consé-
quence, la droite y--2--a=o0 est une asymptote de
la courbe proposée.

§ 3. Emploi des coordonnées polaires.

179. On passe de I'équation d’'une courbe en coor-
données rectangulaires, & son équation en coordonnées
polaires, en posant

x=—rcosg, y—rsing:
7 désigne alors le rayon vecteur mené de lorigine des
coordonnées (qui prend le nom de pdle) au point (x,y),
et ¢ I'angle formé par ce rayon vecteur avec le demi-
axe des x positifs. On tire de ces équations
dz=drcosg —rsing dy , dy—drsing+rcosgdy , (i)
et par suite

r
d]‘ _%tdng o+

=7,
dx

dr
ek
%

dy
I +Tl§ tang ¢
dy
W

dr
5 range =

—tang ¢
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Mais, si I'on appelle § Pangle de la tangente au point
(#, 7) avec 'axe des 2, dans le sens des & positifs, on a
dy dr _ 1-tang0. tango

— =1 0,—F——= — ;
e U8 rde ™ tangf§ —tang o ool g

I'angle 6 —g est celui que la tangente & la courbe
forme avec le rayon vecteur du point de contact : on
peut donc calculer cet angle par la formule (/) et cons-
truive la tangente, quand Déquation de la courbe est
donnée en coordonnées polaires. Si I'on méne par le
péle une perpendiculaire au rayon vecteur, elle coupera
la tangente en un point dont la distance au pole est

d.
p=ruang(o—g)=r L. ®
Par analogie on donne quelquefois 2 la ligne p le nom
de sous-tangente.

La formule (;) se démontre dircctement par une
construction trés-simple. Soient 72, m. (frg. 45) deux
points d’'une courbe infiniment voisins, de maniére que
la droite /22 ¢, tangente & la courbe en m, puisse étre prise
pour le prolongement de larc infiniment petit 77272,
O est le pole, et OX la droite & partir de laquelle les
angles ¢ sont mesurds. Si Pon déerit du rayon Om
Parc de cercle infiniment petit My, on aura my.=—rds,
pm==dr: on pourra regarder /M %M comme un triangfe
rectiligne et rectangle en p, ce qui donnera

dr
tang pmm, ——- -
resp
Mais on peut aussi regarder le secteur infiniment petit
Omp. comme un triangle rectangle en 72, d’ot
tang pmm,=cot(—sg).

180. La longueur s d’'un arc de courbe, mesurée a

partic d'un point fixe pris sur la courbe, étant une
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grandeur dont la définition ne dépend pas du systeme de
coordonnées qu’on emploie, il suffit, pour chtenir I'ex-
pression de ds en coordonnées polaires, de substituer
a dxet & dy, dans la formule

ds* = dz* +dy*,
leurs valeurs tirées des équations (z), ce qui donne
ds* =dr*+r* dy* . )
La construction précédente donne aussi ce résultat treés-
directement, puisquelle conduit 4 considérer m
comme I'hypoténuse du triangle 72 p. 7. ,rectangle en p.
On entend par laire d’une courbe, rapportée a des
coordonnées polaires, espace compris entre cette courbe,
un rayon vecteur fixe, et le rayon vecteur mobile O .
Ainsi, quand le rayon vecteur mobile passe de la posi-
tion O & la position infiniment voisine O 7., 'aire que
nous appellerons «, augmente de la surface du triangle
infinitésimal O m:, dont on peut considérer Omn,
comme la base et 72 p. comme la hauteur. On a donc
du=1% (r-dr)rdy,
et en négligeant 'infiniment petit du second ordre,
du=1Lrds. (m)
La différentielle de I'aire, mesurée de la méme maniére,
mais exprimée en coordonnées rectangulaires, est
du—}(ady—ydz) ;
ce qui résulte de ce qu’on a
e e
A cause de I'importance des formules (72), (1) en méca-
nique et en astronomie, on peut désirer d'en avoir
une démonstration par les limites. En conséquence re-
marquons que lorsque le rayon vecteur se transporte de
Om en Om_, les variables r et ¢ augmentant de Ar, A,
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Iaire recoit I'accroissement A ¢ égal 2 la surface du sec-
teur Om . Or, l'aire de ce secteur est comprise entre
celles de deux secteurs circulaires de méme angle, ayant
pour rayons, 'un 7, lautre /=-Ar; cest-d-dire que 'ona;
Ar étant supposé positif,

Au >57 Ap, Au< L(r+AryAe.
Mais le rapport

o=

(r+Ar)aq
37" Ag
al'unité pour limite, quand A ¢, A7 convergent vers zéro:
done le rapport
Au
i Ay
a aussi I'unité pour limite; ce qui établit équation (7).
181. Lorsque I'équation d’une courbe en coordonnées
polaires est de la forme r—/fo, fo étant une fonction
qui reste réelle pour toutes les valeurs réelles de gy et
qui croit ou décroit indéfiniment avec g, la courbe prend
le nom de spirale : elle coupe en une infinité de points
chaque droite menée par le pole; et Parc compris entre
deux intersections consécutives de la courhe par le
méme rayon vecteur prend le nom de spire. D'ailleurs
les propriétés géométriques de ces courbesne sont guere
qu’un objet de pure curiosité.
La spirale d’ Archiméde est celle dont 'équation

r=ay

a la forme la plus simple. On peut concevoir qu'elle
est décrite par un point (fig. 46) qui se meut avec
une vitesse constante sur une droite mobile MN pas-
sant par le péle O, tandis que la droite MN tourne elle-
méme autour de O avec une vitesse angulaire cons-
tante , ¢’est-d-dire, en décrivant des arcs égaux en temps
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égaux. Il faut admettre aussi que, quand le point m
passe par le pole, la droite mobile MN coincide avec
la droite fixe OX, & partir de laquelle les angles ¢ sont
mesurés.

On peut toujours supposer positif le paramétre @ qui
mesure la longueur que le point 7 parcourt sur la
droite M N, tandis que celte droite décrit un angle qui
est & la demi-circonférence dans le rapport de raz. La
constante @ élant positive, 7 deviendra négatif avee o
et il est évident, d’aprés la loi du mouvement, que les
valeurs négatives du rayon vecteur devront étre mesu-
rées en sens inverse des valeurs positives. Ainsi, lors-
que OM fait avec OX Tl'angle’ positif MOX, le rayon
vecteur sera mesur¢ de O en 2 ; mais auparavant OM
avait fait avec OX langle négatif M'OX, et alors le
point mobile 722 se trouvait en 7', de sorte que le rayon
O’ doit étre mesuré en sens contraire de OM'.

La spirale d’Archimeéde comprend donc deux systémes
de spires inversement disposés, et qui se raccordent a
Torigine : si I'on supprimait un de ces systémes en ar-
rétant brusquement la courbe & lorigine, on n’aurait
point égard & la loi de coutinuité dans le mouvement
composé d’out résulte la description de la courbe.

L’équation de cette spirale donne

tang (0—g) =~ =,
en sorte que la courbe touche & l'origine la droite OX.
On a aussi, d’apres la formule (4),

= —=a9’.
It
Soit R=12am, de maniére qua chaque révolution du

point décrivant, le rayon vecteur augmente de¢ R : il
2 21
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viendra
Re?
P —*7?;; )

ce qui donne la valeur trés-simple, trouvée par Archi-
méde, p—2 =R, lorsque g—=2 .

On nomme spirdale hyperbolique ( fig. 47) celle qui a
pour equatxon

a
=t )
d’olt
tang (0 —g)=—¢ .

Cette courbe décrit une infinité de révolutions autour
du péle dont elle sapproche indéfiniment sans jamais
Iatteindre, puisqu'il faudrait donner & ¢ une valeur in-
finie pour que r s'évanouit. Elle a pour asymptote la
droite dont I'équation en coordonnées rectangulaires se-
rait y=—a, le demi-axe des x positifs étant la droite a
partir de laquelle on mesure les angles ¢. En effet, I'é-
quation (p) devient dans ce systeme de coordonnées
Sin C? -

y:ﬂ
ce qui donne y=a, pour g=o.

Si I'on a égard aux valeurs négatives de ¢ et que 'on
construise les valeurs négatives de r qui leur correspon-
dent, ainsi que nous lavons indiqué pour la spirale
d’Archiméde, la spirale logarithmique aura deux bran-
ches symétriques. Mais comme il existe toujours une so-
lution de continuité entre les deux bhranches ainsi cons-
truites, cette extension donnée a la construction de
Péquation (p ) reste purement conventionnelle et ne dé-
rive pas (de méme que pour la spirale d’Archimede) de
la nécessité de maintenir la continuité du mouvement
en vertu duquel la courbe est décrite.
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La .rpz'rale 103‘(11'[{/11/11'911,0 est celle qui a pour équation
= iion = em
= r, ou r=—ems
? m D

elle fait, comme la spirale hyperbolique, une infinité de
révolutions autour du pole, sans jamais latteindre, mais
elle n’a pas d’asymptote. La formule (/) donne pour
cette ‘courbe
cot(0—o¢)=m;

ce quiexprime que le rayon vecteur forme avec la tan-
gente un angle constant, propriété remarquable et qu’il
convient de prendre pour la définition géométrique de
la courbe [175].

21.
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CHAPITRE II.

———

THEORIE DES ENVELOPPELS DIS LIGNES PLANES.

182. Soit

F(z, 7, a)=o, (@)
I'équation d’une série de courbes, en nombre infini, qui
ne different que par la valeur du paramétre « [162], et

f.(xv.}'af,):oj (b)
Péquation différentielle qui convient & ]a méme série de
courbes, laquelle Sobtient par I'élimination de la cons-
tante a entre I'équation (a) et sa dérivée immédiate : il
peut se faire que les courbes de la série ne se ren-
contrent point, quelque voisines que soient les valeurs
données consécutivement au paramétre a. Ce cas se
présente toutes les fois quion ne peut tirer de Ié-
quation (4) qu’une seule valeur véelle pour y”, quelles
que soient les valeurs réelles attribuées & 2 et A 2 puis-
que, si plusieurs des courbes de la série () se coupaient
en un point (z,,7,), les valeurs Zy, ) devraient don-
ner 4 y autant de valeurs différentes qu'il y a de courbes
qui se coupent en ce point, ayant chacune leurs tan-
gentes au point d’intersection diversement inclinées sur
I'axe des abscisses.

Si, par exemple, on pose 22 -2 —a=—0, les courbes
de la série sont des cercles concentriques qui ne peuvent
avoir de points communs, quelque valeur qu’on assigne
a la différence des rayons. IL’équation (4) devient
-y y'=o0, et clle ne donne i 5, comme cela doit
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étre, qu'une seule valeur réelle, pour toutes les valeurs
véelles de 2 et de y.

A la vérité, pour x=—o,y=0, la valeur de »’ se
présente sous la forme indéterminée 2; mais en ap-
pliquant la méthode du n® 142 4 la recherche de la
vraie valeur de y’, on tombe sur I'équation y>——1,
dont les racines sont imaginaires.

Il peut arriver aussi que les lignes comprises dans
la série (@) se coupent toutes en un méme point; et ceci
doit avoir lieu lorsque les valeurs des coordonnées de ce
point donnent a 3/, en vertu de V’équation (), une va-
leur réellement indéterminée. Ainsi I'équation y—ax—o
appartient a une série de droites qui se coupent toutes
a Porigine des coordonnées ; et I'équation (4) devenant
dans ce cas )'x—jyp=—o, on trouve que I'indétermina-
tion de y', pour les valeurs & —o, y=o0, ne peut étre
levée.

183. Au contraire, si I'équation () est telle, qu'elle
donne 4 »' plusieurs valeurs réelles, pour une infinité
de systémes de valeurs réelles de & et de y, les courbes
de la série (@) se coupent en un ou plusieurs points.
Pour plus de simplicité nous admettrons que deux
eourbes prises dans la série n'ont qu’un seul point d’in-
tersection : celte supposition ne changera rien a l'ana-
lyse et facilitera les raisonnements.

Désignons par @ et par a--Aa deux valeurs dis-
tinctes du parametre : les courbes qui correspondent &
ces valeurs particuliéres ont pour équations

Flz,y,a) =0, (a)

sk natsls Na =105 (a,)

les coordonnées du point dintersection sont les va-
leurs de x,

o tirées du'systéme de ces deux équations.
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Ces coordonnées varieront, et le point se déplacera sur
la premiére courbe quand on prendra Aa de plus en
plus petit. Passons a la limite en supposant A « infini-
ment petit : I'équation (a:) deviendra

By a)+‘f[—ida=o;

en sorte que le systeme des équations (@), () sera rem-
placé par

F(.r,y,a)=(;7 (a)
dF G
Gl (@)

et les valeurs de x,y, tirées de ce nouveau systéme, se-
ront les limites dont s’approchent indéfiniment les va-
lears des mémes coordonnées, tirées du systeme (@), (@),
quand on fait décroitre indéfiniment Aq.

En dautres termes, le point (z,y) ainsi déterminé
est le point d’intersection des deux courbes infiniment
voisines qui ont respectivement pour équations

F(z,7,a)=o,

F(z,7,a+da)=o0.

Ce point se déplace quand on change la valeur du pa-
rameétre; il décrit sur le plan une ligne continue quand
on fait varier ce paramétre sans discontinuité; et d’a-
preés les premiéres notions de la géométrie analytique ,
Péquation de cette ligne

?(2:7) =0, ®
s'obtient par'élimination de z entre les équations (@),(a).

La ligne («) jouit d'une propriété remarquable, celle
de toucher toutes les lignes de la série («). Effective-
ment I'équation () n'est autre chose que l'équation (a)
ou I'on a mis pour @ sa valeur en fonction de 2,9, ti-
rée de Péquation (<), On peut donc, au lieu de diffé-
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ventier immédiatement I'équation («) pour déterminer
la tangente & la courbe que cette équation représente,
différentier Iéquation («) en y regardant la quantité a,
non plus comme un parametre constant, mais comme
une fonction des variables @, 7, ce qui donne (a cause
que la variable y est elle-méme une fonction de x)
" dF dF /da da
%J”JJ;"'% T

=0y

ou plus simplement

dF dF

Z‘x'—*—f 7.-7 =0, :
puisque V'expression en x, 7, qu'il faut substituer pour
a, est précisément celle qui satisfait & Iéquation (a').

Don, pour le point commun aux deux courbes (), (=),
la dérivée )’ a la méme valeur, quelle que soit celle des
deux courbes que l'on considére, ce qui revient a dire
que les deux courbes ont en ce point une tangente
commune, ou se touchent mutuellement.

On donne aux courbes de la série (@) le nom denve-
loppées, et A la courbe («) le nom d’enveloppe, parce
qu’elle touche ou enveloppe toutes les courbes («).

On donne aussi a la courbe enveloppe le nom de ligne
de contact, parce quelle est le licu des points de con-
tact de deux enveloppées infiniment voisines; ou (ce
qui signifie la méme chose) parce que le point d'inter-
section de deux enveloppées de plus en plus voisines,
se rapproche indéfiniment de la ligne enveloppe, en
méme temps que les tangentes des deux enveloppées au
point d'intersection tendent indéfiniment vers la coinci-
dence.

184. Pour fixer les idées par un exemple, prenons
I'équation :
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2p
qui est celle de la parabole que décrirait dans le vide
un point matériel pesant, lancé de lorigine des coor-
données sous I'angle de projection dont la langente est
a, les ordonnées y étant mesurdes verticalement du bas
en haut (*). Si l'on fait varier sans discontinuité langle
de projection et par suite le parameétre @, on obtient
une infinité de paraholes dont I'enveloppe a pour équa-
tion, d’aprés les formules ci-dessus,

y=ax—

Z
2¥=—ap (/;__],) youp'—oapy—z*—o; (¥
de sorte que cette enveloppe est une autre parabole,
ayant son foyer a I'origine ( fig. 48).

1l peut arriver que I'enveloppe (a) touche les courbes
comprises dans une portion de la série («) et ne touche
pas celles des courbes (@) qui appartiennent 4 une autre
portion de la série. Imaginons que le centre d'un cercle
de rayon variable se meuve sur laxe des ahscisses
(fig- 49), de maniére que I'abscisse OP du centre de ce
cercle et son rayon P M soient I'abscisse et 'ordonnée
de l'ellipse ABA'B’ quia pour équation

x’ fl

— ==

m* R
'équation commune a la série des cercles dont il s'agit,
est

o
(.z‘—a)’+]”———;2~z(m’—a‘)=o 5

a désignant I'abscisse du centre; et de la on déduit

2 2

m—4-n? n?

=1I,

(") Traité de Mécanique, par M. Poisson, t. I, p. 397.
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pour l'équation de la courbe enveloppe, qui est une
autre ellipse aBo'B', concentrique avec la premiére,
ayant le méme axe BB' et 'axe ao’>A A’ Or, pour

2

g m
toutes les valeurs de @ comprises entre e et m,

les cercles infiniment voisins ne se touchent plus et ne
touchent plus Uellipse enveloppe; puisque le systeme des

équations (a), (a') donne

A 2 (m*-n?)a® .
x_—:{_lw,y—:tn \/1»—-‘ = 3
n
d’olr vésulte pour y une valeur imaginaire des que a
2
m

surpasse -‘7;17;—_‘__"?- :

185. Quand une ligne est donnée par une équation
F(z,y,a,6)=o0,

dans laquelle entrent deux paramétres «, b, on peut se

proposer d’établir entre @, & une liaison telle , que les

enveloppées engendrées par la variation continue du

paramétre a, aient pour enveloppe une ligne donnée

¢(z,7)=o.
Dans ce cas, les dérivées de F et de ¢ devant donner
pour )’ la méme valeut:, on a, en éliminant y’ entre

ces dérivees,

aprés quoi, élimination de 2,y entre les trois équa-
tions que I'on vient d’écrire, conduit & I'équation cher:
chée entre les paramétres @, b.
Soit, par exemple,
yY'+2ax+b=o0
Péquation d’une parabole dont le grand axe coincide

avec celui des x, et
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Péquation d’un cercle qui doit devenir la ligne de con-
tact de toutes les paraboles représentées par la premiére
équation,, quand on y fera varier @, aprés avoir établi
une liaison convenable entre @ et & : on a, en diffé-
rentiant ces deux équations,
FyietEe —oii@b 5y ==0;
d’olt z=a. Cette valeur de x, substituée dans Péqua-
tion de la parabole et dans celle du cercle, donne
Y42 +b—o, y+a—ri—=o;
et par suite
b=—(a*+r);
en sorte que 'équation des enveloppées, ol1 le paramétre
@ reste arbitraire, prend la forme
Y toar—(a*+r)=o.

186. 11 peut se faire que I'enveloppe soit une des en-
veloppées, ou que Péquation de enveloppe se tire de
Péquation générale des enveloppées, par lattribution
d’une valeur déterminée au paramétre variable. Clest. ce
qui arrive lorsque la valeur de @ en fonction de x,y,
tirée de I'équation («), se réduit, en vertu de Iéquation
(=) propre & Tenveloppe, & une valeur constante, qui
pourrait étre zéro ou l'infini. Prenons, par exemple,
pour I'équation des enveloppées

(4y—r) (2*—2a2) + (y*—r*)a*=o:
nous tirerons de I'équation (&)
il
(h— %L) 5

et cette valeur de @, substituée dans la proposée, donne
pour Péquation de Ienveloppe

zt (@ —1?)

yr—r
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Or celle-ci rend nulle la valeur de « fournie par 'équa-
tion précédente; et en effet, il est clair que I'équation
de I'enveloppe se tire, dans ce cas particulier, de I'équa-
tion générale des enveloppées, par I'attribution au pa-
ramétre @ de la valeur particuliére zéro. Mais, en gé-
néral, les variables x,) ne disparaissent point de la
valeur de « tirée de I'équation (a'), et par suite I'enve-
loppe n’appartient pas a la série des enveloppées.

Cect rend raison, au moins en ce qui concerne les
équations différentielles du premier ordre, de Pexis-
tence de ces intégrales ou ‘solutions singuliéres, dont il
a été question au n® 164. Il est clair que I'équation (a)
est lintégrale générale de I'équation (0); que la série
des enveloppées correspond & la série des intégrales
particulicres; et que Iintégrale singuliére de I'équation
() est I'équation («) de l'enveloppe, qui, en général, ne
coincide pas avec I'une des enveloppées, bien que son
équation satisfasse aussi & I'équation (b), puisqu’on en
tire pour )’ une valeur en z, y, identique & celle qui se
tire de I'équation (@), aprés qu'on a chassé de célle-ci le
paramétre a.

187. Les deux enveloppées qu'on obtient en attri-
buant au paramétre a les valeurs distinctes @, a--Aa,
ont en général un point d'intersection [183]; et pour
les valeurs de ,y qui appartiennent & un point d’in-
tersection, la valeur de @ en fonction de ,y, tirée de
léquation (), est au moins double, puisqu'il doit y
avoir une valeur de @ correspondant i chacune des en-
veloppées qui se coupent en ce point. Mais sur la ligne
méme de contact il n’y a plus dintersection; d’olr il
faut conclure que plusieurs des valeurs de @ en fonc-
tion de @, , tirées de I'équation («), deviennent égales
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pour les valeurs de 2, y qui satisfont & I'équation de la
ligne de contact. Ainsi I'équation (¢) donne
s
@
ct les deux valeurs de deviennent égales pour les points
situés sur la ligne enveloppe (y). Or, on sait, par la
théorie des équations algébriques, que I'équation (')
exprime précisément la condition pour que I'équation
(@), censée algébrique et rationnelle par rapport a l'in-
connue a, acquiére des racines égales.
Si I'équation (@) a été résolue par rapport & @, et
mise sous la forme
a—f(z, y)=o0, (@)
il faut concevoir que 'équation (a).est multiple, & cause
des radicaux qui entrent dans sa composition et des
doubles signes qu’ils entrainent avec eux, de facon qu’elle
équivaut a plusieurs équations distinctes
a—f,(z, y)=o0, a—f,(z,y) =0, etc. (a,)
Ainsi I'équation (¢) donne par la résolution ces deux
équations distinctes
PRl o LT (c)
z
b
S O TR (@)
Liéquation () subsiste pour tous les points de la para-
bole enveloppée situés sur la portion 720 de la courbe
(fig. 48); et Péquation (¢:) subsiste a son tour pour
tous les points situés sur la portion mn. En effet, le
binéme @z —p, dont le premier terme représente l'or-
donnde variable de la tangente O/, et dont le second
terme est une constante égale au paramétre de la para-
bole enveloppe, est évidemment négatif quand 2 s'éva-

2

a=
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nouit; il diminue numériquement de valeur pour des
valeurs croissantes de , jusqu’a ce qu'il s'annule quand
x devient 'abscisse du point de contact de I'enveloppe
et de I'euveloppée; aprés quoi, la valeur de z continuant
a eroitre, il prend nécessairement une valeur négative.

188. Lorsque I'équation (@) a été mise sous la forme
(a), Péquation (') se réduit & 1=o; résultat absurde,
qui ne peut donner I'équation de la ligne enveloppe.
Ceci provient de ce quen effet, comme on vient de le
voir, les portions de courbes représentées par I'une des
équations (a ) n’ont plus de points d’iutersection. Mais il
faut remarquer que, si I'on substitue pour « sa valeur
f(r,)7) dans Péquation («),celle-ci deviendra identique,
ainsi que ses dérivées par rapport & & et & 7, en sorte
qu'on aura identiquement

di. dBE df dif  dF "df

=V da = ay Vi =0}
d’ou
df 5 dP dF dE " dF . dF

dz— dr'da’dy— dy da
Or, la relalion entre a, », qui est 'équation de la ligne
enveloppe, fait évanouir %;, quand I'équation (@) a été
délivrée de radicaux : donc elle doit rendre infinis
df df
dx’ dx
tion de I'enveloppe, méme lorsque I'équation des enve-
loppées se trouve résolue par rapport & a. Ainsi, quand
on prend pour f la valeur tirée de I'équation (c),il vient

3

;5 ce qui fournit un moyen de trouver I'équa-

df _popy—p\p—opy—a*
Ao 2V p—apy—a®

df P

& ol p—apy—a’
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et on retrouve I’équation de Penveloppe (y) par la
condition que ces valeurs deviennent infinies.

Le raisonnement qui conduit & cette conséquence
peut encore étre présenté sous la forme suivante.

Lorsque l'on différentie successivement Véquation ()
en y considérant la quantité @, d’abord comme une
constante, puis comme une fonction des variables =, y,
on a [183]

dF  dF
Zz_“*‘y d_‘yh—‘o bl

dF  dF  dF (da_do

dz 7dy da %_’_]’E Fap?
d’out

: L dE. dF

s dz " dy’
dF dF dF(da da\ dF .

y:_(l—z';i;_% e

& ) i
et ces deuxvaleurs de ' coincideront, si 'on détermine
a en fonction de z,y, de mani¢re & vérifier I'une ou
lautre des deux équations

dF dF

—:0,2;200

da
Quand la fonction F est une fonction algébrique, dé-
hvre/e de radicaux et de dénominations, la seconde de
ces équations ne peut pas avoir de solutions; mais en
général, les diverses transformations auxquelles on sou-
SRR -
- met I'équation (@), en faisant apparaitre ou disparaitre
des dénominateurs ou des radicaux, ont pour effet d’in-
: ; -
troduire dans I'une de ces deux derniéres équations les
solutions qui disparaissent de l'autre. D'ailleurs, lorsque

la dérivé 25 devi infinie, i :
a dérivée o evient infinie, il faut qu'en général la
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o

dérivée — devienne aussi infinie, sans quoi la dérivée )’
dz 2

serait constamment nulle.

189. Rien ne s'oppose & ce que les enveloppées soient
des lignes droites, ou a ce que I'équation () ait une
forme linéaire par rapport aux variables x,) : dans ce
cas, le systtme des enveloppées se confond manifeste-
ment avec le systéme des tangentes de la courbe enve-
loppe.

1’équation (@) étant linéaire en z,y, aura la forme

y=x9a—9.a:
mais on peut changer de constante arbitraire et poser
pa=c¢, ce qui donne a I'équation précédente la forme
plus simple
y=cz4yc;
Iéquation () devient dans ce cas
r=ay' + ¥ .

On peut prendre pour systeme d’enveloppées le sys-
téme des droites normales & une courbe donnée : mais
alors les relations de la courbe enveloppe avec la courbe
primitive donnent naissance a une théorie fort impor-
tante, qui mérite une étude spéciale, et dont I'exposi-
tion est L'objet du chapitre suivant.



CHAPITRE III.

————

THEORIE DES DEVELOPPEES ET DES RAYONS DE COUR-
BURE DES COURBES PLANES. — “NOTIONS SUR LES
CAUSTIQUES. — THEORIE DES CONTACTS DES DIVERS
ORDRES ENTRE LES LIGNES PLANES.

§ 1°". Théorie des développées et des rayons de courbure des |
courbes planes.

190. Désignons, comme dans l'avant-dernier chapi-
tre, par £,7 les coordonnées courantes de la normale a

la courbe
Sflz,r)=o ()
au point (x,y), les coordonnées £,n étant toujours pa-
ralleles aux coordonnées x, 5 et comptées de la méme
origine : I'équation de la normale est
E—z+(n—y)y =o. (1)
Si P'on y substituait les valeurs de ),y en fonction de
, tirées de I'équation ( /), elle prendrait la forme
F(&a2)=0, (2)
en restant linéaire par rapport aux variables £,7; et
Ton pourrait y considérer x comme le paramétre va-
riable dont la valeur détermine chacune des droites
normales, dont nous voulons trouver I'enveloppe : I'¢é-
quation de celte enveloppe
: #(E,n)=o0 (@)
résulterait de I'élimination de 2 entre Péquation (2) et
sa dérivée par rapport a x,
dF
dz

— 0%
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Mais, pour opérer cette substitution, il faudrait parti-
culariser Ja fonction f; et comme pour le moment il
sagit au contraire d’exprimer des résultats indépen-
dants de la forme de cette fonction, nous opérerons
immédiatement sur 'équation (1), et nous la différen-
tierons par rapport au paramétre x, en y considérant
)" comme des fonctions implicites de 2, en vertu de
Péquation ( f).
Ce caleul donne

— (-t ) ()=, @3)

d’ol1 'on tire

71—]"=I+"‘/:}" ) E—'z:—‘——-'—'—“y(l_,',—y-)7
0 3
et St
(—2) -+ (n—y =" = i

Dans ces formules, £, désignent les coordonnées
du point d'intersection de la normale au point (z,7)
avec une normale infiniment voisine [183], ou celles du
point ot la normale au point (2, ») touche la. courbe
enveloppe (¢)- Si donc on appelle ¢ la distance du point
(@,) au point (2, ) ainsi défini, ¢ sera une fonction de
la variable indépendante «, donnée par la formule

PERLE )
p _ ——

s
X
ou

e I T
Fare sy e @) D Q)
Le double signe = affecte la valeur de ¢ comme celles
de toutes les longueurs quine sont pas mesurées paral-
lélement aux axes des coordonnées. Si 'on convient de
prendre positivement le radical

l/x +_7":§£ )
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ou de faire croitre I'arc s avec labscisse x,p sera de
méme signe que 7, et en tous cas changera de signe
avec .

191. Puisque la normale a la courbe (/) au point
{,") touche son enveloppe (¢) au point (£,), on a, en
désignant par X I'angle que fait cette normale avec l'axe
des x, du coté des abscisses positives,
tang)\z(d[—z, on gsinl——%cos)\zo g (4)
D’autre part I'équation

E—z) +(1—7)
donne, quand on la différentie par rapport a la variable
indépendante i

o () (Z— 1)+ (=) (G )

ou plus simplement, a cause de 'équation (1),
dp £ dE d‘q
o =E=2) - (n—y)—
Si Pon remplace {—x,1—) par leurs valem‘s p COS A,
psin}, il viendra
dp &
Zz——;fcos)\+d—sm)\ (5)
Elevons au carré les deux membres des équations (4) et
(5), et faisons la somme : nous aurons enfin
(lp’ N d% - dn?
det 7 dr’ .
Si 'en désigne par ¢ la longueur de larc de la courbe
(),compris entre un point fixe pris sur la courbe et le
point mobile (£, 7), on a [174]

/{G_ l/d +dq
dx S dz !

et par suite
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(lp dc
dx = az

Done, si 'on considére deux systémes de valeurs cor-

respondantes

Lo Por Co 5 Ty fry Or 3
et si 'on suppose que dans lintervalle 2, —z, les deé-
Lieve dpENids 7 . i
rivées 7, T conservent le méme signe, sans devenir
infinies , les valeurs mnumériques des différences
0,020, — 0o SNt égales entre elles : dailleurs ces
différences sont de mémes signes ou de signes con-
traires, selon que les grandeurs p, ¢ sont simultané-
ment croissantes ou décroissantes, ou l'une croissante
et autre décroissante.

192. Soit m2mx mams. . . . - (fig
née a laquelle la droite mobile sur le plan x ) doit res-
ter contamment normale, et .y paps. . ... le lieu des
points d’intersection de deux normales infiniment voi-
sines, ou la courbe qui est constamment touchée par la
droite mobile : il résulte de ce qui vient
tré que la premiére courbe pourrait étre décrite d'un
mouvement continu par extrémité d'un fil tendu qui
aurait été enroulé sur la seconde courbe et que l'on
déroulerait ensuite; car de cette maniére la différence
des longueurs 7., m. ., serait constamment égale &
Parc 15 et la portion rectiligne du fil dont une extré-
mité décrirait la courbe mmu.m.. . . ., toucherait cons-
tamment par autre extrémité la courbe pprpa. .. .

Clest pour cela que Huygens , Pauteur de cette
théorie, a nommé la courbe (¢) la développée de la
courbe (1), et celle-ci la développante de la courbe
(7). Une courbe plane a toujours une développée

. 50) la courbe don-

’¢tre démon-

22.

v
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comprise dans son plan, et n’en peut avoir quune;
mais elle a une infinité de développantes , puisque,
dans le déroulement du fil enroulé sur la dévelop-
pée, chaque point de la portion rectiligne du fil, que
Pon peut concevoir prolongée indéfiniment, décrit une
courbe particulicre.

La description des courbes planes par leurs dévelop-
pées a une grande analogie avec la description du cer-
cle. Dans le cercle dont I’équation est

(w—a)+-(r—pF =1,
on trouve
pr=r, t=a, 1=4;

de sorte que la développée se réduit a un point qui est
le centre du cercle. Réciproquement, dans la descrip-
tion d'une courbe quelconque, & laide de sa developpée,
chaque point de la développée fait successivement l'of-
fice de centre; et le rayon, au lien d’étre constant,
change d’un point a l'autre de la courbe décrite. Cette
considération va nous conduire d envisager sous un
autre point de vue les liaisons des courbes avec leurs
développées.

193. Pour nous former une notion précise de la cour-
bure d’une ligne plane en chacun de ses points, imagi-
nons qu’a partir du point m ( fig. 51) on ait mesuré un
arc mms=As, puis mené les tangentes 7, nf et les
normales mn, msn aux points m,m.. Soit At langle
compris entre ces normales, ou Pangle extérienr formé
par les deux tangentes correspondantes : suivant que fa
ligne sera plus ou moins courbe ou s'écartera plus ou
moins de la tangente 72 ¢ dans le voisinage du point 72,

le rapport
P Az
As

®)
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prendra des valeurs plus ou moins grandes; en suppo-
sant toutefois que l'arc n’éprouve pas de serpentements,
mais tourne sa convexité dans le méme sens dans toute
sa longueur, ce quon peut obtenir, pour toute courbe
continue, en prenant Iarc As suffisamment petit. Si la
ligne était une circonférence de cercle, dont la cour-
bure est évidemment la méme en tous les points, le
rapport (g) serait indépendant, tant de la longueur de
Parc A s que de la position du point 72 sur la courbe, et

L : I s
il aurait ponr valeur -, r désignant le rayon du cercle.
=

3 ’ I
En conséquence, on peut prendre le rappport - pour

la mesure de la courbure du cercle du rayon 7.

Pour la courbe quelconque mm:, le rapport (g) varie,
non-seulement avec la position du point 72, mais encore
avee la longueur de l'arc As. Si cependant les quantités
As,Ax deviennent l'une et autre de plus en plus peti-
tes, le rapport (g) convergera, sauf les cas de solution
de continuité, vers une limite déterminée et unique

dr .

E 2
et par analogie [30,38] on devra considérer cette limite
comme mesurant la courbure de la ligne au point m,
courbure qui deviendra ainsi une grandeur mathémati-
quement définie, pour chaque courbe et pour chaque
point de cette courbe.

Or, quand Varc mm, devient infiniment petit, le
point 7 est le point (£,n) déterminé plus haut, et &
cause que les normales 7en, man ne different plus que
d’une quantité infiniment petite, on a, aux infiniment
petits prés du second ordre, ds=pd=, ou, daprés la



342 LIVRE IV. — CHAPITRE IIL
formule (o),
dr 1 4l
o e % :
s T p (Ceeis

; B ;
L'angle infiniment petit d+ se nomme langle de con-
! 5
lingence.
T i g :

D’ailleurs, sans qu’il soit besoin de recourir 4 la for-
mule (p), ni aux calculs qui ont servi a D'établir, on a
directement

1/

dv=z=d . arc tangy’ =L
L1 7

ds—=x=V 149" dx,

=i,

d'ott
7

Ealiihisin
(x-fp")i "

T
Le rapport E est donc la mesure de la courbure d’une

ligne au point (z,y); o est le rayon de courbure ; le
point (£, 1) est le centre de courbure ou le centre du
cercle décrit du rayon p, qui aurait au point (z, y)la
méme courbure que la ligne donunée : la développée est
le lieu géométrique de tous les centres de courbure de
la développante.

194. La valeur de la courbure, toujours réciproque |

a celle durayon de courbure, varie en chaque point de |
la courbe, de part et d’autre du point (2, 7). Générale- :
ment elle va en augmentant dans un sens et en dimi-
nuant dans lautre. Donc le cercle décrit du point (&,m) |
comme centre, avec le rayon p, doit étre intérieur i la
courbe du coté ol la courbure va en diminuant, et ex-
térieur a la courbe du ¢6té ou la courbure va en aug-
wentant. Donc ce cercle coupe la courbe au point (i, y)
en méme temps qu'il la touche, en ce sens que la tan-
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gente a la courbe est aussi tangente au cercle dont le
centre (£, 7) se trouve sur la normale.

Au contraire, et par la méme raison, tout cercle tan-
gent & la courbe au méme point, mais décrit d’un rayon
plus grand ou plus petit que g, est extérieur a la courbe
des deux cotés, ou intérieur des deux cotés. Il est évi-
dent d’ailleurs, par la construction qui nous a conduit a
la définition géométrique de la courbure, que le cercle
dont la courbure est la méme que celle de la courbe au
point (:z, y), s'écarte moins de la courbe, dans le voisi-
nage immédiat de ce point, que tout autre cercle tan-
gent déerit d’'un rayon plus grand ou plus petit. En
conséquence, Huygens a donné au cercle tangent qui a
pour centre le centre de courbure correspondant au
point de contact, le nom de cercle osculateur : il se
trouve A la limite commune des cercles qui touchent la
courbe intérieurement des deux cétés, et de ceux qui
la touchent extéricurement des deux cotés.

Il y a pourtant des cas ou le cercle osculateur cesse
de couper la courbe : c’est lorsque le rayon de cour-
bure passe au point (w, ") par une valeur maaimum ou
minimum. Alors, toujours en vertu du méme raisonne-
ment, le cercle osculateur doit toucher la courbe exté-
rieurement des deux cotés, si c'est le cas du maximum,
et intérieurement des deux cotés, pour le cas du mini-
mum. Dans une ellipse, par exemple, la symétrie de la
figure suffit pour montrer que le rayon de courbure est
un minimum aux extrémités du grand axe et un maxi-
mum aux extrémités du petit axe. En géneéral, dans
une courbe fermée, sans points de rebroussement ou
d’inflexion, le rayon de courbure a aumoins un maxi-
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Mmum et un minimun, et il a nécessairement autant de
valeurs mazima que de valeurs minima.

195. Tous les résultats énoncés dans ce dernier nu-
méro ont été déduits de considérations purement
géométriques : on les confirmerait au hesoin par l'ana-
lyse. Pour la plus grande simplicité des caleuls, dési-
gnons par « la fonction ?

(E—2)y+(n—r),
ou le carré de la distance du point (£,7 )au point (z, y)
pris sur la courbe : le premier point restant fixe, u sera
une fonction de la seule variable indépendante . Si
donc nous voulons que la distance du point (£, 1) au
point (, y°) soit un maximum ou un minimum entre
toutes les droites que I'on peut mener du premier point
aux points voisins du second sur la courbe, il faut poser

du
e ke 1 § \
e e A A T (x)
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c’esti-dire que le point (£,7) doit se trouver sur la
normale & la courbe au point (=, 7)-
Il y a mazimum ou minimum, suivant que

d’u (iimi i

Tt I ol >
La premiere inégalité ne saurait étre satisfaite lorsque
les facteurs n—j, 5" sont de signes contraires, ou
(comme il est facile de s'en assurer) lorsque la courbe et
le cercle tangent tournent leur convexité en sens con-
traires. Admettons que ces facteurs soient de méme
signe, ou que la courbe et le cercle tangent tournent
leur convexité du méme coté de la tangente : suivant
que la premiére ou la seconde inégalité est satisfaite, le
cercle tangent est, au voisinage du point (z,y), exté-
rieur ou intérieur a la courbe des deux cdtés. Mais il
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n'existe plus ni mazimum ni minimum si l'on a, outre
Iéquation (1),
du : : :
it e € e o G D= 6]
Cest-d-dire (d'aprés lidentité des équations (1) et (3)
avec celles que nous avons désignées plus haut par les
mémes réclames), si le point (£,7) est le centre du cercle
osculateur. Ce cercle coupe donc la courbe en méme
temps il la touche. Il est extérieur ou intérieur i la
courbe du coté o1 les .z vont en croissant, suivant qu’ona
du o
— =3y —(q—y)y" <ou> o .
e e
Enfin, le cercle osculateur redevient extérieur ou inté-
rieur des deux ¢otés , si I'on a
dju r! r
Ayt

ou, en substituant la valeur de n—y, tirée de I'équa-

tion (3),

Sy —(1+y")y" =0 . (6)
Mais, en différentiant 'équation (p), on trouve
4 S e
Zl.%:t Z—?:ﬁ)_ (3}”'}"’—-—(1—{—}*’ )ym> 2
et par conséquent I’équation (6) exprime la condition
pour que le rayon de. courbure passe par une valeur
INATUNUM OW TRINIINUIN.

196. Lorsqu’on veut s’affranchir de la condition de
regarder & comme la variable indépendante, 'expres-
sion du rayon de courbure prend la forme symétrique

(dz* +-dy*): ds’
At — 4 5 ;
== T dxdy—dyd'z dadry—dydrx (e
Or, léquation ds’= da*--d)”" donne par la différentia-
tion




d2s—
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i dxdx I dyd>y A ()

dout
(dedatdydyy  (dwt-dy)(de'+dy*)—(ded'y—dyd)

ds’ ds*
by  (dzd;, r—dydnz)

ds> 50

et par suite
dzdy-

B L B
P:il/—x—v%%—d—- (e
o=
I.’équation (8) peut encore étre mise sous la forme
(dod?y—d; lyd'z P —(dx*+doy*)ds*—(da’~+-dy=)dss*
qui devient, en vertu de I'équation (@)

(dady—dyd*z)y—(dsd’z—dzds s Pd-(dsd*y—dyd’s)?

d
:(ls‘%(d ———) (d zl{s‘ E,
et d’ou l'on tire

+ . ds ;

dx\* dy\?

V() +(3)
Diailleurs on a [193], ds=pdx, d= désignant I'angle
de deux tangentes infiniment voisines, ou l'angle de

contingence : donc
dyN?
((l 5 E) . (-r)

di—t \/(d.‘jli:)’ﬁL

Les formules (¢.), (p,), (v) trouvent leur application dans
la mécanique.

p= (p3)

On a aussi, dans le systéme des coordonnées polaires
[t79], en prenant Pangle ¢ pour variable indépendante:
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dax = drcos ¢ —rsingdy,
dy=drsin ¢ —rcos¢ d¢ ,
dPx=d’r cos 9 — 2sin ¢ drdy —rcos ody* ,
dy=d’r sin ¢ + 2 cos g drdy — rsin ¢dy* .
Si 'on substitue ces valeurs dans I'expression du rayon
de courbure, il vient ‘

b dr®
r =
d 4
in———LdT (¢
2
7 +2d 5 z[q;‘
197. Exemples. 1° Soit donnée I'équation de Pellipse
e i
;?, =5 b"—‘ LS
on trouve
. a0t b*—a* b t-aly
= 11 =0 — ,p=i< P )
et pour I'équation de la développée en &, =,

(o) + GZ) =+

Déliveée de radicaux, cette équation devient

[I_ B ey ],_2 B
G e o s =

Cette développée (fig. 52)a quatre points de rebrous-
sement qui correspondent aux extrémités des axes de
Pellipse développante [194].

Le méme calcul donne la développée de 'hyperbole,
par le changement ordinaire de 6 en 6],/ 7.

2° Pour la parabole y*—apx, on a

£=P+3$,.,’=(_2_"”_£7 o= _|..(P+2u€)' 3
\/P I)
et 'équation de la déve]oppee devient
sl Sl e i
27 F
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. Cette développée (fig. 53) est une courbe parabo-
lique,, c'est-a-dire, une courbe du genre de celles dont
Iéquation peut étre ramenée au type

NE— e
m et n étant des nombres entiers positifs. On Pappelle
]a' ’parabole de Neil, du nom du géométre qui I'a étu-
diée le premier, ou I'un des premiers, en signalant la
propriété, alors trés-remarquable, dont jouit cette courbe,
d’é'tre rectifiable, en ce sens que arc s peut étre ex-
primé par une fonction algébrique de Pabscisse a. Clest
un point sur lequel nous reviendrons en traitant de la
rectification des courbes, ou de la détermination de s en
fonction de ..

198. 3° Reprenons équation de la cycloide [176]

z=DRarc cosR;yi—l/ 2Ry—yp*,

nous avons trouvé [177] :

iy 2R—
{ :'Tl‘=i,\_{ y o

d’ou
v 4y dy R o
R

11 résulte du rapprochement de cette formule avec I'é-
quation (%’) du n® cité, que le rayon de courbure de
la cycloide est double de la normale.

Ceci nous conduit & démontrer une propriété bien
remarquable de la cycloide : celle davoir pour déve-
loppée une autre cycloide de mémes dimensions, placée
au-dessous de la cycloide développante, ainsi que Pin-
dique la fig. 54.

Menons en_effet une droite indéfinie £¢' parallele a
XX, et & une distance de celle-ci égale au diametre du
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cercle générateur de la cycloide développante Ormg.
Ce cercle étant représenté dans la position nmr/, cons-
truisons le cercle symétrique nuy : le point d’inter-
section p. de ce cercle avec la droite 7 prolongée est,
d’aprés ce qu'on vient de démontrer, le centre de cour-
bure de la cycloide développante. La distance Or est
égale & Tare mn, et la distance Os est égale & la demi-
circonférence du cercle générateur. Dong l'arc mn/, ou
Varc pv qui lui est égal, a la méme longueur que la droite
sn, ou que la paralléle ov. Dong, si le cercle npy roule
sur la droite £/, le point de la circonférence qui viendra
toucher cette droite fixe au point o-décrira la déve-
loppée de la cycloide engendrée par le roulement du
cercle nmn' sur la droite X'X.

Cette construction montre que le rayon de courbure
de la cycloide développante est nul au point de rebrous-
sement O, et quau sommet il est égal & 0g, ou an double
du diamétre du cercle générateur. Mais og est aussi égal
au demi-arceau de la cycloide développée, laquelle est
superposable 2 sa développante : donc la longuenr d’'un
arceau de cycloide vaut quatre fois le diamétre du
cercle générateur.

Les propriétés de la cycloide, qui font Lobjet de ce
n°, ont été découvertes par Huygens, & propos de ses
recherches sur Vapplication du pendule aux horloges :
elles ont conduit cet esprit éminent, d’une part, a la
théorie géométrique des développées et des rayons de
courbure ; de lautre, a des théorémes d’'une haute
importance en mécanique rationnelle; et I'histoire des
sciences n’offre pas d’exemple de connexions plus cu-
rieuses.

199. 4° Prenons, pour faire une derniére application,



350 LIVRE IV. — CHAPITRE III.

Iéquation de la spirale logarithmique [181],r=-em:la
formule (p,) donnera, pour la valeur numérique du rayon
de courbure,, ¢ =1 1 14m=. Mais noussavons que dans
cette courbe la normale forme avec le rayon vecteur
un angle constant «, qui a pour tangente — 2 : donc
r —p cos z; en sorte que le centre de courbure est
Pintersection de la normale avec la perpendiculaire
¢levée de l'origine sur le rayon vecteur.

Donc la tangente de la développée, qui n'est autre
que la normale 4 la développante, fait un angle cons-
tant avec le rayon vecteur de cette méme développée, et
un angle égal a celui qui est formé par la tangente et
par le rayon vecteur de la spirale développante. Donc
la développée est la méme courbe qile la développante,
rapportée au méme pole; de telle sorte que la seconde,
en décrivant autour du péle commun un arc de rotation
d’une amplitude convenable, viendrait se superposer a la
premiére.

* § 2. Notions sur les caustiques,

200. La théorie des courbes enveloppes, restreinte au
cas olt les enveloppées sont des lignes droites, offre
encore une application curieuse, et qui se lie trop natu-
rellement & la théorie des développées peur que nous
la passions tout a fait sous silence. On peut supposer
effectivement que les droites enveloppées, au lien de
rester normales & une courbe donnde MN (fig. 55),
sont assujetties a la condition de faire avec les normales
mn un angle rmn tel que I'on ait

sin rmn = k sin Fmn' |
k étant une coustante donnée, et F un point donné
de position dans le plan de la courbe. Tes principes
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de Toptique nous apprennent que, si MN est la trace
d’une surface cylindrique qui sépare deux milieux iné-
galement réfringents, et dont les génératrices Sl?lt‘l'll_
perpendiculaires au plan de la courbe, les rayons éma-
nés du foyer lumineux F et dirigés suivant Frm, se re-
fracteront suivant 7, k désignant Pindice de réfraction
qui se rapporte au passage d’un milieu dans Pautre.
L’enveloppe de toutes les droites 7, lorsqu'elle se
trouvera sur le trajet de la lumiére, pourra se dessiner
sur le plan de la courbe comme une trace lumineuse, &
cause que les points situés prés de I'enveloppe, ot con-
vergent des rayons sensiblement paralléles, recevront
plus de lumiére que les autres points du plan. On donne
i cette enveloppe le nom de caustique par réfraction.
Si la constante 4 devenait nulle, la caustique coincide-
rait avec la développée; si 'on prenait f=—1, la ré-
fraction se changerait en réflexion, et la courbe enve-
loppe prendrait le nom de caustique par réflexion. Les
caustiques changent, pour la méme courbe MN et pour
la méme valeur de la constante £, avec la position du
point F; quand ce point s’éloigne a l'infini, ou que les
rayons incidents deviennent paralléles, on obtient des
courbes auxquelles on peut donner le nom de caustiques
principales.

Soient «, § les coordonnées du point F parallelement
aux axes des x et des y; £, celles d'un point quelcon-
que du rayon réfracté en m2; x,y celles du point d’in-
cidence / pris sur la courbe réfringente

S(z,0)=0; )
%%, les angles que le rayon incident et le rayon réfracté
font avec les x positifs : les cosinus des angles que ces
mémes rayons font avec la tangente & la courbe auront
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pour valeurs
dz i d: dx d
\ ly ) i d.
cos = - sin )\ N cos A o ~+-sin X i

et ils seront aussi respectivement égaux a == sin Fnn',
= sin rmn, en sorte qu’on aura

cos Xdx + sin Ndy = k ( cos)dz + sin My).  (9)
Posons, pour abréger,

p=L e +(r—B)" , ¢'=V —a)+(—y)

il viendra

o — piia gy
cos A== a, sin h—"~ Pﬁ; cos)\’=”—~,i, sin)\’=7'—,9 H
d’olt
—x 4 (n— s =S ey o4
3 Pgn )y Ao x+§/@ x)y S iy

Telle est en £, 'équation du rayon réfracté, ou de la
droite enveloppée qui correspond au point (z, ») sur la
courbe réfringente ( f). Silon différentie celte équation
par rapport a , en y considérant y, 5’ comme des fonc-
tions implicites de z, et sil'on élimine x, 3,7, " entre
Péquation (10) et sa dérivée, 'équation ( S) et ses déri-
vées des deux premiers ordres, on aura en £,7 I'équa-
tion de I'enveloppe ou de la caustique.

201. Quand on considére dans léquation (10) les
coordonnées ¢, comme des constantes données, elle
prend la forme

A th)
dz i
et elle exprime que la fonction ¢~ %p acquiert une va-
leur maximum ou minimum ; de sorte que, si 'on méne
a un point quelconque de la courbe, autre que 7, les
droites F m,, rm., on aura constamment

ro k. Fm, > ou < rm—+k . Fm ;
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mais évidemment le premier membre de cette inégalité
ne comporte pas de maximum, et par conséquent 1'é-
quation (10) établit lexistence d'un mndmum [g2].

Lorsque I'on considére au contraire £, 7 comme Jes
coordonnées courantes de 'enveloppe a laquelle chaque
droite enveloppée est tangente, on a, par la définition
de I'angle %',

2

. dnq dE TS Ny =) G
ang X' =—, ou ——sin X' ———cos X’ —=oa. (11)
Lt ey dx e

De plus, si on différentie les équations
P—lpa B s o=t s

par rapport & la variable indépendante ', et qu'on subs-

titue dans le résultat pour x—u, y —B, E—a, n—- leurs

valeurs gcos}, psin, p'cosd’, ¢'sind’, il vient

ilﬂ:.cosl +y/§in Ails
dx

119/ dE 2 & d’/‘ e el
e e Iy g e —y A
et I> cos )\ + <((x ) )sm 5
d’ot1, en vertu de I'équation (g),

iiil 7 do dt

%cos N ;%_sin N (r2)

dx dz a
Elevons au carré les deux membres des équations (11),
(12), pour en prendre ensuite la somme, et désignons
par ds la différentielle de Parc de la caustique, nous au-
rons la formule
? dp’ doN\* ds o’ d
-lli.-: —E-—I—/('—P ou — =z _\—‘+/L—P i
dx* dx dzx dx dz dz
analogue a celle qui a été trouvée [1g1] pour les déve-
loppées, et de laquelle nous tirerons
: , ;
s —a,==[p\ —F. k(o —p)] :
Guy Poy o3 Oy Px» o désignant deux systémes. de valeurs
des grandeurs s, o, o, pour des points qui se corres-
ST NI
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pondent sur la courbe réfringente et sur sa caustique.
202. Afin de donner une application de ces formules,

admettons que la ligne réfringente soit une droite que

nous prendrons pour axe des x : le point rayonnant

sera placé sur I'axe des y; et par ce moyen, I'équation

(10) deviendra

(). VT —— ke L

E:,:f‘ V(e ==y . (13)

d’ol1

L’équation en £, doit résulter de I'élimination de x
entre cette derniére équation et sa dérivée par rapport
a x, qui est :
Ep -+ (1 —#)a’ =o, (x4)
et d’ol1 on tire :

(—2)p=—=z[p+(1—F)2]. (15)

La comparaison des équations (13) et (15) donne

[F+ (1 —F)2 = kg,

ot (1 — ) = (k)3 ; (16)
et si maintenant on élimine x entre les équations (14),
(16), il vient

Bt (VImF L = (k)
équation de la développée d’une section conique qui a
son centre a l'origine et son foyer au point rayonnant.

ou

§ 3. Théorie des contacts des divers ordres entre les lignes
planes.
203. Soient
r=fz, (f) r=e (2)
les équations de deux courbes ayant un point commun
(z,y) par suite de I’équation de condition
i —ox; (m)
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qui subsiste pour la valeur particuliére . On a [99]
[ (e+Ar)—o(z+Az)=] f’(_x+z‘Ax)—-q;’(x+0Az)].Ax , (8)
7,8 désignant des nombres compris entre zéro et I'unité;
et si les fonctions f, o n’éprouvent pas de solutions de
continuité dans l'intervalle de 2 A x-Ax, si de plus Az
désigne une quantité trés-petite du premier ordre [45],
le premier membre de I'équation précédente, ou la dife
férence m.p., (fig. 56) des ordonnées Pl Print,, est
aussi en général une quantité trés- petite du premier
ordre.

Mais dans le cas ou les deux courbes (f), (o) se tou-
cheraient en m, c¢’est-a-dire, auraient en 7 une tan-
gente commune par suite de 'équation de condition
Fhure flr—=gz, ()
il viendrait
S0z —o(z4-Ax)=[ f"(z4t¢, Az)—o"(z+-0,A2)]. Z:ﬁ'z: 2 (8)
les nombres ¢,,4, {qui différent en général de # et de 6)
devant toujours tomber entre o et 1. Alors, la distance
m, ., se trouverait étre une quantité trés-petite de Por-
dre de Az* ou du second ordre.

Il est facile de voir que la distance du point m, A la
ligne (), ou la normale 72,7, abaissée du point |
tres-voisin de 722, sur la ligne () passant par m, est en
général du méme ordre de grandeur que la distance
m,n, : donc cette distance mz, 72, est une quantité tres-
petite du premier ordre quand la courbe () ne satisfait
qu’a la condition de passer par le point 72 et elle de-
vient une quantité trés-petite du second ordre, lorsque
la courbe (¢) est prise parmi celles qui touchent Ja cour-
be (/) au point 7.

Done « fortiori on peut toujours prendre le point 2,

23.
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assez voisin de 72, pour que sa distance a la ligne (g)
soit moindre que sa distance a toute autre courbe pas-
sant aussi par le point 72, mais qui ne toucherait pas
en ce point la courbe (/). On dit alors qu’il y a entre
les courbes ( /), (9) un contact du premier ordre.

On peut t.(\)\ljom‘s prendre Az assez petit pour que les
signes des différences

S lattAz)—o (z4-0lz), (a4t Ax)—¢"(2-4+0,A2)

soient respectivement les mémes que ceux des diffe-

rences
fla—oz, fla—q'z:
donc, en vertu de 'équation (3), la différence
f(@-+Av)—g (2 +Az) ®

changera de signe avec Az, pour des valeurs suffisam-
ment petites de Az, et la courbe () coupera la courbe
(f), lorsqu'elle aura simplement avec (/) le point com-
mun 72 au contraire, la valeur de la méme différence
donnée par l'équation (") conservera le méme signe
pour des valeurs de Az suffisamment petites et de signes
contraires, en sorte que la courbe (¢), ayant avec (/)
au point 72 un contact du premier ordre, cessera de
couper en 7 la courbe (f)

Au lien du systéme des équations (nz), (in") on peut

. écrire
fa=9z, f(ztdz)=9(z+dz);

ce qui revient A dire, dans le‘ langage propre a la mé-
thode infinitésimale, que deux courbes ( /), (¢) entre
lesquelles existe au point (,) un contact du premier
ordre, ont deux points communs infiniment voisins
(2,9), (@dey—dy).

904. Admettons maintenant que l'on ait, outre les
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équations (mj, (m),
S'e=qla: (m")
la différence (A) sera donnée par l'équation
S+ A0) s M) = [ f a4 A) g (a0 <o
et elle deviendra une quantité trés-petite du troisieme
ordre, Az désignant toujours une quantité trés-petite
du premier ordre.. Dans ce cas, les deux courbes ( /),
(%) ont non-seulement la méme tangente, mais le méme
cercle osculateur; et par analogie, on dit que ces deux
courbes sont osculatrices T'une de 'autre.

La distance 72,2, devient, comme la différence (A),
une quantité trés-petite du troisieme ordre lorsque les
deux courbes s'osculent en 7, tandis quielle n'était
quune quantité trés-petite du second ordre, lorsqu'on
wassujettissait les deux courbes qu’a la condition de se
toucher au méme point.

Done @ fortiori on peut prendre le point mz, assez
voisin_de 7z pour que sa distance & la ligne (2) oscula-
trice en 2 soit moindre que sa distance a toute autre
courbe qui toucherait mais n’osculerait pas la courbe
(/) au point 2. On dit, en conséquence, que les cour-
bes osculatrices ( /'), (%) ont en m un contact du second
ordre. :

La différence (A), donnée par 'équation (3""), change
de signe avec Az, pour des valeurs absolues de Az suf-
fisamment petites : donc la courbe osculatrice (¢) coupe
en général la courbe (/) au point 7z, en méme temps
qu’elle la touche. |

Au lieu du systéme des équations (), (m'), (m'"), on
peut écrire

fr—oz=o0, Ad( frz—oz)=o0,d( fa—sx)=o0,

3 ()
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ou

Ja=sz, f(atdz)=y(zt-dz), f(r42de)—g(x4-2dz);
ce qui revient & dire, que deux courbes (), (3), entre
lesquelles existe au point (z,)) un contact du second
ordre, ont trois points communs infiniment voisins
(.0), (x4-du, y4-dy), (x42dz, y+ ady—-d?y).

205. En généralisant cette analyse on établira, com-
me conditions d’un contact du »° ordre au point (x,
entre les courbes ( /), (¢), les n-- 1 équations

Jo—=pz, fle=z, f"—9"z, ...... fOr—giz .

Pour des valeurs trés-petites du premier ordre attri-
buées & Az, la différence (A) devient une quantité trés-
petite de l'ordre n—- 1, lorsque le contact au point (2, »)
entre les courbes (f'), (9) est de l'ordre z : doli 'on
conclut & fortior: que le point (z—--Ax, y--Ay) peut
étre pris assez voisin de (, ) sur la courbe (f), pour
que sa distance & la courbe (¢) soit moindre que sa dis-
tance a toute autre courbe passant aussi par (x, ), et
qui n’zarait en ce point avec la courbe (/) quun con-
tact d’un ordre inférieur.

Les lignes ( /), (#) se coupent ou ne se coupent pas
au point (,y), selon qu’elles ont en ce point un contact
d’ordre pair ou d’ordre impair.

Dans le langage propre a la méthode infinitésimale,
on peut dire que deux courbes dont le contact an point
(, ) est de Pordre 72, ont 7 points communs, infiniment
voisins.

Etant données une courbe ( f) entiérement détermi-
née, et une courbe (¢) dans I'équation de laquelle en-
trent 7 parametres arbitraires, on pourra disposer de
ces parametres de maniére a établiv entre les deux
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courbes , en un point donné (,y), un contact de lor-
dre n—1.

Clest ainsi qu'on dispose des deux parameétres a, b
qui entrent dans I'équation générale d'une droite

i y=ax+15b,

de maniére que la droite devienne la tangente d’une
courbe donnée, en un point donné : le contact de la
courbe et de la droite étant alors du premier ordre.

Cest encore ainsi quon dispose des trois constantes
a, b, ¢ qui entrent dans ’équation générale d’un cercle

(s—ay+(r—by =0,

de maniére i le rendre osculateur d’une courbe donnée
en un point donné, ou de maniére a établir entre la
courbe et le cercle un contact du second ordre.




CHAPITRE 1V.

S copa

DES POINTS SINGULIERS DES LIGNES PLANES, ET DE LA
CORRESPONDANCE ENTRE LA GEOMETRIE ET T AL-
GEBRE.

206. On doit entendre par points singuliers d’une
courbe, dans le sens géométrique, tous ceux ol le tracé
de la courbe, abstraction faite du systéme arbitraire de
coordonnées auquel on la rapporte, offre quelque acci-
dent qui les particularise; par opposition aux autres
points, en nombre infini, que nul caractére géométrique
ne distingue de ceux qui les précédent ou qui les sui-
vent immédiatement. Ainsi, le point ol la courbe subit
une inflexion est un point singulier dont existence ne
dépend ni de la direction arbitraire des axes des coor-
données, ni méme de la nature des coordonnées qu’on
emploie pour définir la courbe analytiquement. Au con-
traire, le point ou lordonnée passe par une valeur
maximum ou minimum n'est pas pour cela seul un
point singulier; car, si 'on changeait la direction des
axes, ce qui ne changerait rien a la courbe, la propriété
de répondre a une valeur maximum ou minimum de
Pordonnée, passerait @ un autre point; et celui qui en
jouissait en premier lieu, pourrait ne plus offrir aucun
caractére qui le singularisit.

207. Parmi les courbes susceptibles d’étre définies au
moyen d'une équation entre leurs coordonnées, il faut
distinguer les courbes qu’on appelle algébriques, pour
Jesquelles , dans un systéme de coordonnées paralléles a
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des axes fixes, Tordonnée est une fonction algébrique
de I'abscisse, et les courbes (ranscendantes dont Tor-
donnée, dans un pareil systéme, ne s’exprime en fonc-
tion de Dabscisse qu’a I'aide des signes transcendants de
lanalyse. Tes sections coniques sont des courbes algé-
briques : la cycloide et les spirales sont des courbes
transcendantes.

L’équation d'une courbe algébrique peut toujours,
par Dévanouissement des dénominateurs et des radicaux,
se ramener A la forme

F(z‘,")f):O, (a)
F désignant une fonction entiére et rationnelle, tant par
rapport 4 » que par rapport & x. Le degré de cette
équation est donné par la somme des exposants de x et
de y dans le terme pour lequel cette somme a la plus
grande valeur. Si I'on passe d'un systeme de coordon-
nées paralleles & un autre, le degré de I'équation ne
change pas, & cause que les coordonnées prises dans un
systéme sont des fonctions linéaires des coordonnées
prises dans I'autre systéme. Le degré des équations des
courbes algébriques est donc un caractére essentiel de
ces courbes, d’apres lequel on peut les classer sans que
la classification soit arbitraire, bien que la forme des
équations change avec lorigine des coordonnées et la
direction arbitraire de chacun des axes, qui peuvent
faire entre eux un angle quelconque.

Une droite ne peut avoir avec une courbe algébrique
un nombre de points d’intersection plus grand que l'ex-
posant du degré de son équation. Le nombre des points
Qintersection de deux courbes, 'une du degré m, 'au-
tre du degré 2/, ne peut pas surpasser mm’. Ce sont
encore li des caractéres géométriques trés-remarquables,
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qui dérivent immédiatement des prin¢ipes fondamen-
taux de la théorie des équations algébriques.

208. Une courbe algébrique ne s'interrompt pas
brusquement dans son cours, ou ne peut pas avoir de
points singuliers de lespéce de ceux quon a appeléds
points d'arrét ou de rupture, et que présentent cer-
taines courbes transcendantes, par exemple [16] celle
qui aurait pour équation

=

rr=e. (1)
Cela résulte de ce quune équation algébrique a une
seule inconnue et & coefficients réels, ayant loujours un
nombre pair de racines imaginaires, ne peut perdre &
la fois quun nombre pair de racines réelles, lorsqu’on
fait - passer par une suite de valeurs réelles l'une des
quantités qui entrent dans la composition de ses coeffi-
cients. Il suit de la, et de la forme connue des racines
imaginaires, que quand l'ordonnée y d’'une courbe al-
gébrique passe du réel 4 Pimaginaire, pour une certaine
valeur de 2, des valeurs réelles de . en nombre pair
deviennent égales. Si ces valeurs sont au nombre de
deux, comme il arrive ordinairement, deux portions de
la courbe viennent se rejoindre en un point qui peut
ne présenter dailleurs aucune particularité, lorsqu’on
change la direction des axes, et qui par conséquent n’est
pas, en général, un point singulier.

On conclut de la que, pour avoir l'expression com-
plete d’'une courbe algébrique, par une équation entre
ses coordonnées rectilignes, il faut débarrasser I'équa-
tion des radicaux, ou conserver tous les doubles signes
inhérents & chaque radical pair. Autrement on intro-
duirait arbitrairement des solutions de continuité, te-
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nant & la direction des lignes auxiliaires que Pon aurait
prises pour axes des coordonnées, et que ne peut point
comporter la description de la courbe, considérée en
soi. Tel est le fondement de la correspondance entre
lalgébre et la géométrie : 'algébre n’associant par le
double signe inhérent aux radicaux pairs qu'elle em-
ploie, que des branches ou portions de ligne qui ap-.
partiennent effectivement au méme lien géométrique.

D’ailleurs cette correspondance que 'on admet sou-
vent dans un sens trop absolu, parce qu’elle apparait
surtout dans la discussion des courbes algébriques les
plus simples, objet d’un enseignement classique , n’a
plus lieu généralement quand il s'agit de courbes a équa-
tions transcendantes. Ainsi le radical du second degré
qui entre dans Iéquation de la cycloide [176] doit
étre pris alternativement avec le signe - et avec le
signe —; et si 'on employait & la fois les deux signes,
on construirait deux cycloides distinctes qui ne peuvent
point étre réputées former le méme lieu géométrique ou
deux branches de la méme courbe.

De méme on peut [181] rejeter ou admettre indiffé-
remment les valeurs négatives de r et de ¢ dans la cons-

a
truction de la spirale hyperbolique r:;: car en les

admettant on ne fait qu'appliquer une convention per-
mise; et en les rejetant on ne rompt aucune analogie
géométrique, ni on n’introduit aucune solution de con-
tinuité incompatible avec les conditions géométriques
de la description de la courbe.

Inversement, lorsque l'ordonnée d'une ligne algé-
brique regoit une expression de forme transcendante;
lorsqu’elle est exprimée, par exemple, au moyen d’une
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série, l'expression transcendante comporte ordinaire-
ment des solutions de continuité étrangéres au tracé
géométrique. Clest ce qui arrive pour 'équation (¢) du
n® 113, dont le second membre représente lordonnée
d’une ligne droite, mais entre certaines limites seule-
ment; et nous verrons que les exemples du méme fait
analytique peuvent étre multipliés a Iinfini.

209. Lors donc qu'il est question de la correspon-
dance de la géométrie et de I'algebre, il faut prendre le
mot d'algebre dans le sens étroit, et entendre qu'il s'a-
git seulement des lignes exprimées par une équation
algébrique entre des coordonnées rectilignes, menées
parallélement a des axes fixes. Cette correspondance
résulte des propriétés des équations algébriques, rappe-
lées ci-dessus, et de ce fait primitif que, dans un, pareil
systéme de coordonnées, toute équation du premier de-
gré a deux variables représente une droite indéfini-
ment prolongée.

Le sentiment de ce rapport avait induit Descartes 4
donner la dénomination de courbes geométriques
toutes celles gue représentent des équations algébriques
a deux variables, dans un systeme de coordonnées pa-
ralleles & des axes fixes. Il appelait par opposition
courbes mécaniques les courbes exprimées dans un pa-
reil systme de coordonnées par des équations trans-
cendantes, telles que les spirales ou la cycloide : mais
ces dénominations vicieuses ont cessé d’étre en usage.
1l 0’y a aucune difficulté a appeler courbes algébriques
celles que Descartes qualifiait exclusivement de géomé-
triques; tandis qu’il'est impossible de fixer par une dé-
finition précise le caractére des courbes géométriques ,
hien que I'on concoive que cette derniére dénomination
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est philosophiquement applicable & certaines courbes et
non 4 d’autres. Ainsi la cycloide comme Uellipse sont
évidemment des courbes dont la génération peut étre
concue et dont les propriétés nombreuses peuvent étre
étudides d’aprés des considérations de pure géométrie,
indépendamment de emploi de I'algébre et de toute
convention sur un systéme de coordonnées arbitraires :
ce sont donc a ce.titre des courbes géométriques. Au
contraire, si I'on écrivait au hasard une équation algé-
brique & deux variables, de degré quelconque, ou une
équation transcendante de forme bizarre, il warriverait
que trés-accidentellement que lelien d’une pareille équa-
tion jouit de propriétés géométriques d’aprés lesquelles
on pourrait concevoir et définir la génération de la
courbe, indépendamment des axes arbitraires auxquels
on les rapporte, et de la relation entre les valeurs nu-
mériques de ses coordonnées, qui résulte de I'équation
éerite. Une telle courbe serait encore algébrique ou
transcendante, comme l'ellipse ou la cycloide, mais ne
devrait pas étre réputée géomeétrique.

210. Les courbes algébriques ne peuvent pas plus
avoir de points saillants que de points de rupture : car,
st on élimine ) entre I'équation d’une courbe algé-
brique _

e == o3 (@)
délivréetde radicaux et de dénominateurs, et sa dérivée
immédiate

dF dF
phisrl et (@
dx+(ly’? e @)

on obtiendra pour résultante une équation algébrique
en @, 5, délivrée aussi de radicaux et de dénominateurs ;
en sorte que la courbe dérivée, dont x est labscisse et
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»' Fordonnée , ne pourra avoir de points de rupture; ce
qui arriverait nécessairement s'il y avait des points sail-
lants sur la courbe primitive.

Il ne peutnon plus yavoir sur une courbe algébrique
de points singuliers ol le rayon de courbure passe
brusquement d’une valeur finie a une autre : car le rayon
de courbure est une fonction algébrique des dérivées
750" etla dérivée 3 est, aussi bien que y, une fonc-
tion algébrique de 2. Il en faut dire autant dela dérivée
7™, n étant quelconque.

Donc les solutions de continuité d’'un ordre quelcon-
que, que peut éprouver une fonction algébrique, résul-
tent toujours du passage par l'infini de I'une de ses
fonctions dérivées et des dérivées subséquentes, et ja-
mais de ce que les fonctions dérivées, & partic d’un
certain ordre, passent brusquement d’une valeur finie &
une autre.

211. Tes points de rupture et les points saillants des
courbes a équations transcendantes ne peuvent étre dé-
terminés que par une discussion spéciale, appropride
a la nature des fonctions transcendantes qui entrent dans
Iéquation de la courbe. Clest ainsi que l'on reconnait,

:
par la nature de la fonction ¢ *, qui devient nulle ou
infinie pour x=o, selon que & converge vers zéro en
passant par des valeurs positives ou négatives, que la
branche de la courbe (1) dont les abscisses sont positi-

1 ; 2
ves, sarréte brusquement au point =0, y— 1. Considé-
rons la courbe qui aurait pour équation

Z
y: ~ N
I er
la fonction y s'évanouit pour z=o, soit qu'on fasse
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passer.x par une série de valeurs positives ou par une

série de valeurs négatives; car I'expression de » devient

o o
dans les deux cas - =% ;=0 Donc la courbe passe

par Porigine et s’étend du coté des abscisses négatives
comme du coté des abscisses posilives. En passant aux

fonctions dérivées on a
I I

sy TR
I-{-ex xe x(1+ex)

Si maintenant on pose =0, on trouve y’—o ou y'=—1,
selon qu'on fait passer z par des valeurs positives ou
négatives pour arriver & la limite zéro. L'origine des
coordonnées est donc un point saillant de la courbe :
la branche dont les abscisses sont positives venant tou-
cher l'axe des x en ce point, tandis que la tangente &
Pautre branche au méme point est inclinée de 45° sur
cet axe. On trouverait de méme que lorigine est un
point saillant de la courbe donnée par I'équation

I
y=warc tang = b (2>

qui a pour dérivee

ahlris
PR
I
car, selon que & converge vers zéro en passant par des
valeurs positives ou négatives, il vient a la limite y'—% =,
¥/=——1m. Au reste, par les raisons que nous avons in-
diquées, la discussion de ces sortes de courbes intéresse
peula géométrie, et ne doit pas nous arréter longtemps.

212. La courbe dont y est 'ordonnée subit une -
fexion, lorsque sa dérivée )’ passe par une valeur
maximuwmn on minimum, soit quil s'agisse d'un maxi-
mum ou minimum ordinaire, auquel le principe de
Kepler est applicable, soit qu'il s'agisse d’un maximum

yl—arc tang::«. —
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ou rminimum singulier, correspondant a une solution
de continuité de la fonction y’. Les régles pour la dé-
termination des maxima et minima des fonctions ex-
plicites ou implicites d’une seule variable sappliquent
donc directement & la détermination des points d’in-
flexion des courbes, sans qu'il soit besoin de chercher
pour cela des procédés particuliers. Le point d’inflexion
est caractérisé ordinairement par 'équation y"—o, et
accidentellement par T'équation y'— = o; mais il
peut se faire que 'une on l'autre de ces équations soit
satisfaite, sans que la courbe subisse d'inflexion au point
correspondant.

Lorsque la courbe sera donnée par une équation al-
gébrique (@), délivrée de radicaux et de dénominateurs,
‘'on éliminera y entre cette équation et sa dérivée im-
médiate (a’) : Péquation résultante, déterminant impli-
citement )’ en fonction de x, servira & déterminer les
valeurs de & qui répondent a des maxima ou a des mi-
nima de la fonction y”, et par suite a des points d’in-
flexion de la courbe proposée.

Considérons la courbe représentée par I'équation

y'=az’+ba®, (3)

qui, suivant que le coefficient @ est supposé positif, nul ou

négatif (b étant toujours positif), prend l'une des trois

formes indiquées par les fig. 57, 58 et 5g. On tire de
'équation (3) !

n_ (2a+3bx) - .  b(a+3bx) 'T,,,z 9
= 4atbz)’ ) T (awbzy ' T 64.(atbay
Les valeurs de 2 qui rendent »* un maximwmn ou un

minimum. sont données par I'équation @42 bx =o.
Si @ est positif , la valeur de x quon en tire rend

DES POINTS SINGULIERS. 369
' et y imaginaires. Cetle valeur ne peut donc corres-
pondre & un point d’inflexion de la courbe.

Si a=o0, " passe par Linfini au lieu de s’évanouir,
pour & =0, et la courbe proposée, qui devient la pa-
rabole de Neil [197], ne peut encore avoir de points
d'inflexion , puisque les valeurs négatives de x rendent
7' et y imaginaires.

Mais, si le coefficient @ est négatif, la courbe subit
deux inflexions aux points dont la commune abscisse

A
est & —-— —3_/;

I’équation (1) donne

et la courbe transcendante que cette déquation repré-
sente a par conséquent un point d'inflexion correspon-
dant & I'abscisse x— %.

La recherche des points de courbure mazimum ou
minimum se raméne, ainsi qu'on I'a vu [194], & la dé-
terminatien des valeurs de a, y, qui rendent un mazi-
mum ow un minzmum le rayon de courbure p, en méme
temps quelles satisfont & I'équation de la courbe pro-
posée. Si cette équation est algébrique, on pourra tou-
jours arriver par 'élimination i une autre équation algé-
brique en , p; et T'on n’aura plus qua appliquer les
régles ordinaires a la détermination des valeurs de 2 qui
rendent la fonction implicite p un maximum ou un
minunum.

213. On appelle points multiples ceux ou plusieurs
branches de laméme courbe viennent se rencontrer, soit
quelles ne fassent que se couper, soit qu’elles se tou-
chent : auquel cas il y a intersection en méme temps

T. T. 2/‘
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que contact, selon que le contact se trouve d'ordre pair
ou d’ordre impair [205]. Une seule branche, en se re-
pliant sur elle-méme, peut offrir également des points
multipies. Le point multiple est double, triple, quadru-
ple,. ... ... selon quela rencontre a lieu entre deux, trois,
quatre, . .. . ... brauches on portions de laméme courbe;
et alors, dans le voisinage immédiat du point multiple,
Iordonnée a deux, trois, quatre..... valeurs réelles
correspondant a la méme abscisse.

Il est essentiel de séparer, dans la discussion des
points singuliers, les points multiples par simple inter-
section des points multiples par contact : vu quon
détermine sans ambiguité par une méthode générale,
au moins pour toutes les courbes algébriques, les points
multiples de la premitre catégorie; tandis qu'on ne dis-
tingue que par titonnements les points multiples par
contact, des points conjugués et des points de rebrous-
sement, ainsi que nous I'expliquerons.

Soit toujours

F(z,7)=0 (a)
P’équation de la courbe que nous supposerons algébrique,
cette équation étant délivrée de radicaux et de dénomi-
nateurs : sa dérivée du premier ordre

dr ,
Ly —0 a
a5 + tly‘y (@)
donnera a )" une valeur réelle et unique, toutes les fois
o 7 5 7
qu ecj d—I: ne s'évanouiront pas simultanément. Donc,
ax ‘ X

pour que la courbe puisse offrir un point multiple par
simple intersection, il faut d’abord q'u’on ait
ar dF

—_—0 —
dx >dy

=03 )
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et par suite la dérivée du serond ordre
T d&°F d[‘

) -2 g = (a")

dz* & dxdy dody?. yl 2 @

se réduira a
&F T U
Wﬂ—zm)”—i—z};y =015 (e)
pour les valeurs de z, y, qui satisfont simultanément
aux équations (a) et (). Lorsqu'on en tirera pour )
deux valeurs réelles et inégales, la courbe aura un
point double par simple intersection.
Soit proposée, par exemple, I’équation

2

S X
r="(a—=), )
qui représente une combe( s, 60 ) connue sous le nom
de lemniscate : les équations (&) et (¢) deviendront

a*—3z’

z(a—z)—a’=o0, y=o0, y* = =

On en conclut que P'origine des coordonnées est un point
; p
double ou deux arcs de la courbe se coupent 2 angles
droits, les deux tangentes étant inclindes de 45° sur I'axe
des abscisses. D'ailleurs les deux arcs qui se coupent s'in-
fléchissent au point d’intersection, et par conséquent I'o-
rigine est un point de la courbe, doublement singulier ;
car les équations en y”, x et "/, 2 sont
11(2x3~3a2)u 1l 9a
az(av __-za)'} 2 J e (aa___xm)s ’
) :

et elles donnent y"—o pour z=—o, tandis que »""' con-
serve une valeur finie,

6

J,.yla p—

On trouverait de méme que l'origine est un point dou-
ble de la courbe (3) : les deux tangentes faisant avec
'axe des abscisses des angles qui ont pour tangentes tri-
gonométriques L7z et —| 7. Le paramétre a est sup-
posé positif ( fiz. 57).

24.
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214. Cette régle peut quelquefois sappliquer aux
courbes transcendantes, et servir 4 déterminer des points
saillants multiples. Par exemple, soit proposée la courbe

(y—xarctangi) —2*cosx—0: (5)

on trouve que les valeurs z—o0, y=—o satisfont aux
équations (a) et (), et 'on a
B i dF s 14 cao
a7 =2, m_—z (arc tang Z_F}‘D )
j;: Sep (arc tang;— - :jxny' 2 4(}’—xarc t:mg i)
(1-+27)
+(2*—2)cosz+ 4asina.
L’équation (¢) devient, pour les valeurs z—o0, y=—o,

=
B B R
et elle donne & ' les quatre valeurs distinctes
w ™ ™ ™
s e et
e Y e namn s
N
gn reconnait At qug, ‘poun la courbe (5), l'origine
fes coordonnées est un point saillant ot quatre arcs
viennent se rencontrer sous des angles finis. Le point
saillant de la courbe (2) ne pourrait pas étre trouvé de
x 4 :
la méme maniére; car, bien que »’ prenne & Iorigine
o a
deu tes, —— éduit &
x valeurs distinctes, o se réduit 4 la constante 1, et
ne peut s'évanouir pour les valeurs x=o, y—o.
3 ? ; g ¥ 4
'215. L’équation (¢) deviendra illusoire, si 'on a & la
fois
d*F d°’F d*’F
S E=0y 5—— =0 , ——=—
d = Gudy ™ Ay O @)
On‘ p‘rendra alors la dérivée de cette équation qui se ré-
duit a
d'F 4’F B, d'F

T TG i el Ty Y
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Quand celle-ci acquerra, pour les valeurs de &, y qui
satisfont aux équations (@), (£), (), trois racines réelles
et inégales, la courbe proposée aura un point d’inter-
section triple; tandis que le point nappartiendra qu’a
une seule branche de la courbe, comme ceux qui le pré-
cident et qui le suivent immédiatement, si I'équation (¢)
n'a qu'une seule racine réelle.

Ce dernier cas se présente pour la courbe dont le-

quation est

y—z(z—1p=o0: (6)
on y satisfait en prenant =1,y =0: valeurs qui vé-
rifient aussi les équations (&) et (&); mais I’équation ()
se réduit pour les mémes valeurs a

yi—1=—0, (7)

et elle n’admet qu'une racine réelle. Il est d’ailleurs ma-
nifeste, par la forme de I'équation (6), que » ne peut
avoir quune seule valeur réelle pour toutes les valeurs
de z, et quainsi la courbe ne saurait offrir de points
multiples.

Dans le cas ot tous les coefficients de Péquation (¢)
Sévanouiraient encore , on passerait de la méme maniére
4 une équation du quatrieme degré en 7'+ Si celle-ci
avait quatre racines réelles et inégales, le point corres-
pondant aux valeurs de x, y qui vérifient les équations
(@) et (b), seraitun point d’intersection quadruple; st
elle n’avait que deux racines réelles etinégales, le point
serait double; si elle avait deux racines réelles inégales
et deux racines réelles égales, Pexistence de deux racines
inégales accuserait encore 'existence de deux branches
qui se coupent au point correspondant (x,y): nous
verrons tout a Iheure les conséquences que l'on peut
tirer de la présence des deux racines réelles égales.
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Il est clair que rien n'empéche de poursuivre cette
discussion indéfiniment , et qu'il en résulte une méthode
directe pour déterminer sans ambiguité, sur toutes les
courbes algébriques,, les points multiples par simple in-
tersection (ou par iutersection mnon accompagnée de
contact ), et leur degré de multiplicité ou le nombre des
branches qui se coupent en ces points singuliers.

216. Lorsque Iéquation en y*, A laquelle on arrive en
appliquant la méthode précédente, est de degré pair, et
quelle a toutes ses racines imaginaires , le point dont
les coordonnées satisfont par hypothése aux équations
(@) et (b), est un point conjugué, c'est-d-dire un point
1s0l¢é et néanmoins associé A la courbe que 'équation (@)
représente, en ce sens que le liew de 'équation est donné
par le systéme d'une ligne continue et d’un point isolé.
Une ligne peut avoir plusieurs points conjugués, ou
wéme en avoir une infinité, si son équation est trans-
cendante. Une équation & deux variables peut aussi ne
représenter qu’un point ou un systéme de points isolés ;
mais ceci n'arrive que parce qu'elle équivaut & plusieurs
équations distinctes. Telles sont les équations de la forme

[q(:&', .7’)]2+H‘(‘t7.)')]2: LA
qui équivalent au systéme des deux équations
e =R e e

Torigine des coordonnées est un point conjugué dela
courbe représentée par I'équation (3 ), quand on attri-
bue an parametre @ une valeur négative. Les équations
(0) et (¢) deviennent dans ce cas :

2y=—o0, 22z +43bx’=o0, y* —3bx—a=o0;
les deux premiéres sont vérifiées par les valeurs z=o),
J'==0; et quand on fait dans la troisitme x=0,a< o,
on nen peut tirer pour ' que des valeurs imaginaires.
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Diailleurs, lorsqu’on met I'équation (3) sous la forme
y:—__l—xl/bm‘—l—a 3
on voit clairement : 1° quelleest vérifice parr—:). By =0;
20 que si 'on suppose @ négatif et b positif, l({r.donnee
 reste imaginaire pour des valeurs (}e  positives ou
négatives, tant soit peu différentes de zéro , et ne devient

réelle que quand & surpasse——-%.

On peut remarquer que le point conjugué O (/ig- 59)
conserve en quelquesorte la trace du na?_u(/ Omn( fig. 5?)
qui a disparu par Je changement de signe du parame-
tre a; et Von se rend ainsi compte, aL:taflt que le sl‘l‘}et
le comporte, de la signification géométrique des points
conjugués. ; ‘

1| est aisé de voir pourquoi l'on obtient les points
conjugués en méme temps que les points multi.ples.. En
effet, an point conjugué est celui ol deux racines ima-
ginaires conjuguées de l'équation &)

y=qx 4z Vi1, ()

.7':“?"”_‘!.’1 Vs, p (“z}
deviennent égales entre elles, et en méme temps réelles,
par I'évanounissement de la fonction . Qu p?}1t donc
considérer le point conjugué comme le point d’intersec-
tion de deux branches imaginaires de la courbe (). Pour
chacune de ces branches , Iéquation (a') donnerait ay
une valeur imaginaire unique : il doit y avoir deux va-
leurs imaginaires de )’ pour le systeme de valeurs dex,
commun aux deux branches imaginaires, ou pour les
coordonnées réelles du point conjugué; donc il .faut que
Péquation (') ne puisse plus servir a dé,terml‘ncr une
valeur unique de »’, et partant que les equat.lous (6)
soient satisfaites pour les valeurs de &,  qui corres-
pondent au point conjugue.
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Dans le sens algébrique, la courbe (6) a un point con-
jugué , correspondant aux coordonnées x— 1 =0,
et aux racines imaginaires de Péquation (7); mais ce
point conjugué se trouve accidentellement coincider avec
un des points de la branche réelle de la courbe. Quel-
ques auteurs expriment cette circonstance en disant que
le point conjugué n’est plus visible, ce qui signifie qu'il
n’a plus d’existence géométrique.

217. On congoit que la valeur de qui correspond
a un point conjugué de la courbe (@), peut aussi corres-
pondre accidentellement & un point conjugué de la courbe
dérivée qui a pour abscisse x et pour ordonnée courante

J/, ou méme & un point conjugué de la courbe dérivée

du second ordre, dont 'ordonnée courante est ', et ainsi

de suite. Par exemple, Porigine est manifestement un
- point conjugué de la courbe

Y=az'+-bz", ony =2\ bz ta,

quand on suppose, comme ci-dessus, b >0, a<o : ce

sera aussi un point conjugué de la courbe dérivée
z(5bx +ba)

2V b Fa ’
et en effet, Péquation (¢) se réduisant dans ce cas 4924 —o!
n’a pas ses racines imaginaires, mais réelles et égales.

Généralement, lorsque les coordonnédes z , 3 d'un point

conjugué ne correspondent pas a des racines imaginaires
de I'équation finale en »’, a laquelle conduit la méthode
exposée plus haut, elles correspondent A des racines
réelles de la méme équation, doubles ou d’un degré pair
de multiplicité. Pour le démontrer remarquons que
quand deux branches de la courbe, au lieu de se couper,
se touchent au point (, y), les valeurs correspondantes
de ), qui étaient inégales dans le cas dintersection des

Y=
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branches, doivent devenir égales , sans cesser d’étre
réelles et les denx branches acquérant une tange.nte
commune, on peut dire aussi quelles ont deux points
communs infiniment voisins. Par la méme raison, lors-
qu’il correspond une valeur réelle de la tar?gente aux
coordonnées du point conjugué, on peut dire que les
branches imaginaires (e), («,) ont deux points réels com-
muns, infiniment voisins, ou que ces hrancl.xes se t(’)l%-
chent; et par conséquent I'équation en ' doit acquérir
des racines égales. Cela se voit d’ailleur; par la forme
méme des équations (,),(@,); puisque, si la v‘::ﬂeur de
' tivée de («,) est réelle pour labscisse x du point con-
jugué, clest que la valeur z annule, non-seulement la
fonction Yy, mais aussi sa dérivée {'x; et alor‘s la valeur
de y' tirée de(a,) estlaméme que celle qujon tx/re de ().
La fonction 7’ acquiert donc au point conjugueé deux va-
leurs égales : elle pourrait en acquérir 4, ou 6, ou un
nombre pair quelconque, sclon le uomb‘re des_brauches
imaginaires conjuguées deux a d'eux, qui au}‘alent pour
point commun de contact le point conjuguc.

918. Nous dirons quil y a entre deux branches de
courbe un contact de premicre espéce,, lorsque les deux
branches sont situées de part et d’autre de la tangente
commune (/ig. 61), et un conFact{ de ’yeconfle esl'féf:e 5
Jorsque les deux branches sontsituees d’un méme coté de
la tangente ( fig. 62). Si les deux branches se ‘raccorde':ut
au point de contact, sans se prolonger au dela, le point
multiple par contact se change en un P0111t de lzebrouy-
sement , depremiére ou de seconde esptce (fig. 63 et64),
selon que la tangente commune tombe entre les deux
branches qui se raccordent, ou les laisse toutes deux
d’un méme coté. La cycloide et les développées des sec-
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tions coniques nous ont déja offert des exemples de re-
broussements de premitre espéce. La courbe

(y —az*y =z, ouyp=—aa’ Lt bz’ /5 5
éprouve 4 l'origine un rebroussement de seconde espéce :
car I'équation de cette courbe donne

Yle—aar-t g bx V=, )‘”:zail—;- bV'z
et quand on fait x=o0, dolt y—o0, y'=o0, les deux
valeurs de 5"’ deviennent égales 4 la constante 24 : par
conséquent les valeurs de »” sont de méme signe pour
les deux branches qui se raccordent, et ces deux bran-
ches tournent leur concavité dans le méme sens ( fig. 65).

Imaginons qu’une droite se meuve dans le plan d'une
courbe plane, en s’appuyant sur cette courbe ou en la
touchant constamment : le point de contact peut étre
considéré comme un point en mouvement sur la droite
mobile. T.e sens de la vitesse de ce point change, ou
le point rebrousse sur la droite mobile, quand cette
droite touche la courbe en un point de rebroussement
de premiére ou de seconde espéce : en outre, le sens
de la rotation de la droite mobile sur le plan change,
comme aux points d’inflexion, sile rebroussement est
de seconde espéce.

219. En résumé, lorsque I'équation en »’ dont il a
été question jusqu'ici, a des racines réelles égales, ces
racines peuvent correspondre ou a des points multiples
par contact, ou a des points de rebroussement , ou bien
enfin & des points conjugués. Le méme caractére analy-
tique doit appartenir & ces trois sortes de points singu-
liers : en effet 'on pent toujours représenter par(«,) , ()
deux branches de la courbe () , branches qui sont réelles
ou imaginaires, selon que la fonction J est imaginaire
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ou réelle. On désigne par g une fonction réelle, et dans
la cas actuel on admet que la valeur qui annule {x
annule aussi ¢/2. Soit £ cette yaleur : si, pour des va-
leurs de @ tant soit peu plus grandes ou plus petites
que £, dx reste imaginaire il y a un contact ordi-
naire , de premiére ou de seconde espéce,, entre les deux
branches. Si a est imaginaire pour des valeurs de
tant soit peu plus petites que £ et réelle pour des valeurs
de 2 tant soit peu plus grandes , ou vice versd, le point
singulier est un point de rebroussement de premicre ou
de seconde espice ; et enfin si la valeur de yx reste réelle
pour les valeurs de immédiatement supérieures et in-
férieures £, les deux branches sont imaginaires et le
point singulier devient un point conjugué. Rien n’est
plus facile que de distinguer ces trois cas, lorsque la fonc-
tion U est donnée explicitement par la résolution algé-
brique de I'équation proposée: autrement il faut recou-
rir A des essais, ou construire la courbe par points dans
le voisinage du point singulier dont on veut recon-
naitre la nature. I'analyse dont nous avons fait usage
réduit, autant que le sujet le comporte, les cas d’ambi-
guité, et met en évidence la raison de cette ambiguité,
dans les circonstances ou elle est inhérente a la question.

920. Les points de contact ou de rebroussement de
premiére esptce se distinguent encore de ceux de seconde
espéce par un caractére remarquable; car, soient &, 0’
les valeurs de x et de y’ qui correspondent au point de
contact ou de vebroussement de premiére espece: pour
les valeurs de x voisines de &, 3’ a deux valeurs, I'une
un peu plus grande , lautre un peu plus petite que a';
et delail estaisé de conelure quela courbe dérivée dont
les coordonnées courantes sont 2, »', a au point (&, 1)
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sa tangente perpendiculaire aux , 4 moins que le point
(&,7") ne soit lui-méme accidentellement un point de
contact ou de rebroussement de premicre espéce, et que
la tangente en ce point (£,4') ne se trouve paralléle aux
@. Donc la dérivée )’ est infinie ou nulle, et ordinaire-
ment infinie pour les valeurs de 2 qui correspondent
des points de contact ou de rebroussement de premiére
espéce. Il y a sous ce rapport réciprocité entre les points
dont il s'agit et les points d’inflexion, pour lesquels la
dérivée »” est ordinairement nulle et peut étre excep-
tionnellement infinie.

Le point qui correspond sur la courbe dérivée i un
point de rebroussement de seconde espece, peut étre lui-
méme un point de rebroussement de premiére ou de se-
conde espéce ; et il n’y a plus moyen d’assigner d’une
manicre générale un ordre » de dérivation tel que la
dérivée y) doive &tre nécessairement infinie ou nulle.

221. Nous terminerons ce chapitre en indiquant les
connexions qui existent entre les points singuliers d’une
courbe plane et ceux de sa développée. La formule

(x1+r")

P T
montre que p devient infini, ou que la courbure est
nulle quand »” s'évanouit, ce qui arrive en général aux
points d’inflexion de la développante.. Ainsi les normales
a la développante aux points d’inflexion sont en géné-
ral des asymptotes de la développée (fig- 66). Au con-
traire, les points d’inflexion de la développée corres-
pondent & des points de rebroussement de seconde espéce

sur la développante ( fig. 67).

Les points singuliers de la développante ol le rayon
de courbure passe par une valeur maximum ou mini-
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mum , correspondent en général & des rebroussements
de premiére espéce sur la développée (fig. 52 ez 53). 1l
pourra arriver exceptionnellement que ces points de la
développante soient des points pour lesquels y* s'éva-
nouit sans qu’il y ait inflexion; et alors les normales en
ces points seront des asymptotes de la développée.

Aux points ou la développante éprouve des rebrous-
sements de premicre espéce, y” devient ordinairement
infini, o est nul, et la développée rencontre i angles
droits la développante (fig. 54 et 6g). Mais il peut
aussi arriver accidentellement que )’ s’évanouisse, que
¢ devienne infini, ou que la perpendiculaire & la tan -
gente commune au point de rebroussement de la déve-
loppante soit une asymptote de la développée.

Si la développante n’est pas une courbe algébrique,
a ses points d’arrét ou de rupture correspondront des
points d’arrét ou de rupture de la développée; les points
saillants de la premiére courbe entraineront Iexistence
de points de rupture pour la seconde. La développée
offrira encore une rupture, ou ses coordonnées cou-
rantes, considérées comme fonctions de I’abscisse x de
la développante, éprouveront une solution de continuité
du premier ordre [36], lorsque la fonction y", qui entre
dans I'expression des valeurs de ces coordonnées, éprou-
vera une solution de continuité du méme ordre, ou lors-
que l'ordonnée y de la développante subira une solution
de continuité du troisiéme ordre; de sorte qu'en défi-
nitive, il y aura autant de ruptures dans la développée
que de solutions de continuité du premier, du second
et du troisieme ordre dans la fonction » qui représente
Pordonnée de la développante. En conséquence, la solu-
tion de continuité du troisiétme ordre de la fonction quel-



382 LIVRE [V. — CHAPITRE IV.

conque ) est représentée géométriquement par une so-
lution de continuité du premier ordre dans la fonction
qui mesure la courbure de la ligne dont j est I'ordon-
née, ou par une rupture de la développée de cette ligne.
Comme on peut tracer la développée de la développée,
et ainsi & infini, il sensuit que la solution de conti-
nuité d’un ordre quelconque peut étre définie géomé-
triquement, ou quelle est susceptible de se manifester
par un caractere sensible et géométrique.

La développante de toute courhe fermée et non si-
nueuse, telle que le cercle ou Pellipse, est une courbe
du genre des spirales, formée d’un double systéme de
spires ( fig. 68 ). Eneffet, rien n’arréte, dans un sens ni
dans Pautre, e mouvement révolutif de la tangente a la
développée, en vertu duquel chaque point de la tan-
gente mobile vient a son tour s'appliquer sur la déve-
loppée. Soit 72 le point de la développée ot vient s'ap-
pliquer, dans ce mouvement de rotation continu, le
point de la tangente mobile qui déerit la développante
que l'on considére : il est évident que les deux systémes
de spires, inversement disposés, dont se compose la dé-
veloppante, viendront se raccorder en m en formant un
rebroussement de premiére espéce.

La développante d’une courbe a ésymptote et sans
inflexion, telle que la logarithmique ou une branche
d’hyperbole, offrira un point de rebroussement de pre-
miére espéce et un point de rupture, Soit MN (fig. 69)
la développée, AS son asymptote, 7z le point de la dé-
veloppée ol vient sappliquer le point de la tangente
mobile qui déerit la développante wmy : évidemment,

cette derniére courbe subira en 72 un rebroussement de ;

premiére espéce. Ln outre, pendant que la tangente
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mobile se déplace en roulant sur la développée dans le
sens mM, elle tend indéfiniment vers la position SA,
sans jamais atteindre : donc il y a un point p. situé sur
AS, dont le point décrivant sapproche d'un mouve-
ment de plus en plus ralenti, sans jamais l’atteindx'el, et
qui par suite est un véritable point d’arrét de la déve-
loppante. 1e

Ainsi, les points d’arrét peuvent appartenir a de.es
courbes dont le tracé est déterminé d’aprés des condi-
tions géometriques : en sorte que 'existence de ces poiyts
singuliers n’est pas seulement la_ conséquence .des sin-
gularités que peut offrir la marche d’une fonction dont

Torigine serait purement analytique [209].



CHAPITRE V.

0 c——

PRINCIPES DE LA THEORIE DES LIGNES A DOUBLE
COURBURE.

222. Une ligne est déterminée dans I'espace au moyen
de deux équations entre les coordonnées X, 05 Z qui ex-
priment les distances d’'un point pris sur la ligne & trois
plans fixes, perpendiculaires entre eux; et réciproque-
ment, le systeme de deux semblables équations peut étre
représenté par une ligne tracée dans espace, dont X505
désigneraient les coordonnées rectangulaires. La ligne
est encore représentée graphiquement par les deux cour-
bes planes qui sont ses projections sur deux des plans
coordonnés, tels que ceux des 2y et des x z. Les équa-
tions des lignes de projection sont celles qu'on obtien-
drait en éliminant alternativement z et j entre les
équations

f(2,7,58)=0, f(z,7,2)=0. (1)
au moyen desquelles la ligne est déterminée dans les-
pace.

On peut considérer cette ligne comme I'intersection
de deux surfaces cylindriques qui auraient respective-
ment pour bases les lignes de projection sur les plans
des zy et des 2z, et dont les droites génératrices se-
raient respectivement paralléles aux axes des z et des y.

En général, les lignes ainsi déterminées dans Pespace
ne sont pas planes, cesta-dire que, non-seulement elles
n'ont pas tous leurs points compris dans le méme plan,
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mais qu'un arc de la courbe, si petit quon le suppose,
ne peut pas étre appliqué sur un plan. On les nomme
alors lignes a double courbure : cette dénomination
sera expliquée et justifiée par ce qui doit suivre.

En vertu des deux équations de la courbe, une seule
des trois variables x, 7, z peut étre considérée comme
indépendante : les deux autres, ainsi que leurs dérivées
de tous les ordres, en sont des fonctions explicites ou
implicites. Mais, pour l'avantage de la symétrie des for-
mules, avantage d’autant plus précieux que les formules
sont plus compliquées, il sera bon de traiter &, ¥, % com-
me trois fonctions d’une méme variable indépendante 7.
Afip de fixer les idées, on peut imaginer que ¢ désigne
le temps, et que la courbe est tracée par un point mo-
bile dont le mouvement est défini par -twois équations
entre , 7, z, L. Si I'on forme deux combinaisons de . ces
équations prises deux 4 deux, et que l'on élimine ¢
entre les deux équations de chaque groupe, on aura les
deux équations de la courbe.

223. Concevons que Pon ait mené la corde qui joint
deux points (z,y,z), (@+-Ax, Ay, z-FAz), lun et
Tautre pris sur la courbe : en vertu de principes connus,
cette corde a pour longueur
et les équations de ses projections sur les plans des )
et des 2z sont

-q-—j:-g‘—;- (E—a), C—z:% (f—a),
g, { désignant les coordonnées courantes. Enfin elle
forme avec des paralléles aux axes des wx, des et
des z, menées par le point (%4, 2) dans le sens des
coordonnées positives, des angles qui ont respective-

T. I, 20
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ment pour cosinus
*+Az +=Ay Az

VA Ay 4-AZ 5 LAx Ay + Az 2 l/A.z’+Ay’—|—A:‘ B

Quand le second point se’ rapproche indéfiniment
du premier, la corde approche indéfiniment d’une po-
sition déterminde, qui est celle de la tangente a la courbe
dans l'espace : en méme temps les projections du second

point sur chaque plan coordonné se rapprochent in-
définiment des projections du premier point, et la pro-
jection de la corde tend a prendre une position dé-
terminée, qui est celle de la tangente a la ligne de
projection. Donc les tangentes aux lignes de projection
sont les projections de la droite qui touche dans I'espace
la ligne projetée; et cette droite tangente est déterminée

par le systéme des deux équa'tions
dy e s
n—y_;ﬂ.(E——-.z,), ﬁ—-z_m

lesquelles entrainent la suivante

(E_J) 2

n—y:j—}; S(E—3z).
11 est plus symétrique et par conséquent plus élégant
de comprendre ces trois équations dans la formule
dz - dy . dz
T iy ey

(2)

laquelle se résoudra a volonté en deux équations dis-
tinctes, d’autant de maniéres que I'on peut former de
combinaisons deux a deux entre trois lettres. Les for-
mules de cette espéce se présentent souvent dans les
applications de I'analyse a la géométrie aux trois di-
mensions.

Si I'on désigne par o, B, 7 les angles que la tangente &
la courbe forme avec les paralléles aux axes des ), 2,
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dans le sens des coordonnées positives, on a aussi
+dz - Edy =dx

50— —_— Wl e L e Cco.
Vi dyrds P V dady+dz

Sy— —

SV arvdy+dz

ou bien, a cause de cos’s—cos’ -4-cos'y=1,
dr &y dz

A e e
o = Ve dy* H-dz" .

cosx  cos B
On entend par la longueur de Parc d’une ligne a
double courbure, la limite dont s’approche indéfiniment
la longueur d’une portion de polygone gauche, inscrite
a l'arc et terminée a ses deux extrémités, quand le nom-
bre des cotés augmente sans cesse et que chaque coté
décroit indéfiniment. D’aprés cette définition, si s de-
signe la longueur de l'arc d’'une ligne a double cour-
bure, mesurée & partir d’'un point pris arbitrairement sur
la ligne, on a
ds ==V da* -dy* 4-dz* (a) .
selon que l'arc croit ou décroit, et que la différentielle
ds est positive ou négative. Ainsi 'on peut écrire
cosa—..::\:%f, cos{i:—_*—-j—)s, COSY:i%'
Nous regardons I'équation (@) comme la définition
analytique de la grandeur s, conformément & la remar-
que déja faite [174]. On y parviendrait aussi, en ima-
ginant que la portion de surface cylindrique qui contient
larc s et sa projection « sur le plan xy, s'étale sur le
plan mené par la tangente a fune des extrémités de
Parc s et par la tangente & l'extrémité correspondante
de Parc . Dans cette opération l'arc s devient, sans
changer de longueur, un arc de courbe plane; larc u
devient, aussi sans changer de longueur, une portion
de ligne droite; et Pon a, d’aprés ce qui a été établi pour

a5,
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les courbes planes,
du* =dx* + dy* | ds*=du’ + dz’,
d'olt
ds’ =dz* +dy’ + dz’

224. On entend par plan tangent i une ligne dans
I’espace, tout plan qui contient la tangente a cette ligne :
aiusi, la ligne a en chaque point une infinité de plans
tangents.

Il y a aussi, en chaque point, une infinité de nor-
males i la courbe ou de droites perpendiculaires a la
tangente; le plan qui les comprend toutes est le plan
normal i la courbe en ce méme point. Si P'on désigne
par &,7,C les coordonnées courantes du plan normal au
point (z, 7, z), son équation est, selon les principes de
la géométrie analytique, et en vertu des équations (2),

(t—a)dz+(n—p)dy+(E—z)ds=o0. (}
~ La différentiation des équations (1) donne

df
dy

d’olt l'on tire, au moyen des équations (2) et (3),

A oo g
rlxd P —— d)+d dz—o, = a’.z+ d)f+ da_o,

e e

df (4)
B ek T (50
af df A
Ecosu+;1;cosl3+$cos~(._o, &
dfcos a+dfcosﬁ+£1—fco%7—o :
dx dy T AT

Soit, pour abréger,
df df df df

P e e
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af df _df df o,
dz dx  dz dz

e
les équations (5) donneront
cos o cosfp - cosy I

S =t .
L M N VM N
Les équations de la tangente seront aussi, cn vertu des

équations (4),

e e R

L M g aN
et celle du plan normal deviendra
L(t—ax)+M(n—y)+N{{—z)=0.

?

225. Concevons qu'a partir du point (z, y, 2), indi-
qué par la lettre 7 (fig. 70), on prenne sur la courbe
une suite de points m,, m,, Myy. ... , trés-rapprochés
les uns des. autres, et qu'on les joigne par des cordes,
de maniére a former un polygone gauche, dont le péri-
metre approche d’autant plus de se confondre avec la
courbe, que les sommets sont plus rapprochés. Deux
cotés conséeutifs mm,,m,m, déterminent un plan qui
se déplace un peu dans I'espace, en continuant de pas-
ser par le point 2, quand les points m,, mn, se rappro-
chent de plus en plus de m, et qui se déplace d’au-
tant moins (sauf les eas de solution de continuité) que
les points m, m,, m, sont déja plus rapprochés. Ce
plan tend en général vers unc position déterminée
que le caleul assignera, quand on établira Péquation du
plan en traitant les distances mm,, m, m, comme des
quantités infiniment petites. On dit alors que le plan a
été assujelti & passer par trois points infiniment voisins;
et @ moins que la courbe n’éprouve au point 2 une so-
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lution de continnité du second ou du troisieme ordre,
il est indifférent de prendre les points ., m, tous deux
en dech ou tous deux au dela, ou I'un en dega et autre
au dela du point m.

Nous entendons par solutions de continuité de la
courbe les solutions de continuité des coordonnées
x, 7, z, considérées comme fonctions d'une variable
indépendante ¢, quand d’ailleurs ces solutions de con-
tinuité ne dépendent point de la direction arbitraire
des axes coordonnés.

Le plan qui passe par deux points infiniment voisins
m, m,, passe par la tangente, ou se trouve compris parmi
les plans tangents & la courbe au point 2. Le plan qui
passe par trois points infiniment voisins me, m,, m,, sap-
pelle le plan osculateur de la courbe au point /m, par
analogie avec le cercle osculateur d’une courbe plane,
que Pon peut considérer comme déterminé par la con-
dition d’avoir avec la courbe trois points communs, in-
finiment voisins [204].

Soit "A un plan quelconque mené par le point 7z, et
m, un point de la courbe , distant de m d’une quantité
trés-petite du premier ordre [45]: la distance de 72, au
plan A est en général une quantité de méme ordre que
la corde mm,, ou une quantité treés-petite du premier
ordre. Soit B un plan tangent & la courbe mm; : la dis-
tance de /2, au plan B est une quantité trés-petite du
second ordre. Enfin désignons par C le plan osculateur
en /n : la distance de m, au plan C devient une quan-
tité tres-petite du troisiéme ovdre. Donc & fortiori on
peut toujours prendre le point iz, assez voisin de 7z pour
qu’il se trouve plus rapproché d’un plan tangent quel-
conque que d’'un autre plan quelconque, et plus rap-
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proché du plan osculateur que de tout autre plan tan-
gent. Pour abréger, nous omettons la démonstration
rigoureuse de ces diverses propositions, qui résulterait
de calculs analogues & ceux des n” 203 et suivants,
et qui ne nous sera pas nécessaire dans ce quidoit suivre.

296. Si lon désigne par &, =, { les coordonnées
conrantes du plan osculateur au point (z, 5, 5), son
équation sera de la forme

X(t—a2)+Y(1—y) +L(\—5)=0, (©
X, Y, Z désignant des coefficients inconnus qu’il s'agit
de déterminer. Cette équation doit subsister quand on
y remplace x, y, z par 2--dz, y4-dy, 2-4-dz, et
ainsi 'on a

Xdzr +Ydy +Zdz=—o0 ; (¢
enfin ces deux équations doivent encore subsister quand
ony remplace a la fois
T, ¥y 5y dr, dy, ds

par

z4-dz, y4-dy, 34dz ; de+dz, dy+dy, dz+d’z ,

ce qui donne
Xd’z2+Yd'y + Ld'z =o0 . (")
Lorsque I'on combine ces trois équations de maniére a
éliminer deux des trois inconnues X, Y, Z, la troisitme
sen va en méme temps, et il reste pour I'équation du
plan osculateur
(dyd’z —dzd’y) ((—a) 4+ (dzd’x — dwd’z) (n—y)

+ (dzxd’y — dyd’z) ((—z)=0;
mais, afin d’abréger I'écriture, on peut conserver l’equa-
tion du plan osculateur sous la forme (¢), en posant les
équations auxiliaires
X=dyd’z—dzd’y, Y—=dzd’2—dzd’z, I==dad’y—dyd’z.(y)

227. Nous avons trouvé pour I'équation du plan nor-
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mal au point (z, y, z). ;

(=) dx 4 (n—y) dy + (t—z)dz =0 . (&)
Sil’on veut avoir équation du plan normal mené par
un point infiniment voisin, il faut ajouter au premier
membre de U'équation précédente sa différentielle par
rapport i toutes les variables. Pour les points situés sur
la droite d’intersection des deux plans normaux infini-
ment voisins, on a done, outre 'équation précédente ,
celle qui s'en déduit par Ia différentiation, savoir

(E-—x)d“.z'—}—(v;———y)d’)‘—}-(K—z)d’z~(dx“+dy’+dz’) =10,
ou :

(t—2)d a4~ (1—y )y + (L —2)d*s—ds* = o . (8]
Cette ligne d'intersection des deux plans normaux pé-
nétre le plan osculateur en un point (£,7, ), dont les
coordonnées doivent satisfaire aux trois équations (4),
(6", (¢). Ce point est le centre d’un cercle qui passe par

“ trois points de la courbe infiniment voisins, ou le centre
du cercle osculateur. En effet, puisque, dans la déter-
mination géométrique du cercle osculateur d’une courbe
plane n'entrent que deux éléments consécutifs et in-
finiment petits de la courbe, et que deux éléments
consécutifs d'une courbe quelconque sont compris dans
un méme plan, ou plutét déterminent ce plan, qui est
le plan osculateur, la construction du cercle osculateur
sadapte aux courbes quelconques, comme aux courbes
planes. SiI'on pose

p=0—=)+(1—r)+(—z),
le rayon ¢ du cercle osculateur fera avec les paralléles
aux axes des x, y, z, des angles), y, v, donnés par les
équations

Epcosh=t—az, Epcosp=71—y, 4 pcosv=_{—z .
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La courbure de la ligne, dans son plan osculateur, a
1 ]

pour mesure. - ; et I'angle de contingence dr [193] est
&

li¢ a p par 'équation
1 d~
Tt %)
P
228. Les équations (), (4), (¢) donnent immédiate-
ment par I'élimination des bil;c‘)mes E—ux, n—y,
ds*(Xtly—Ydz)
S X(dyd’ s—dzd’y)+- Y (dzd’ v—dvd*2)+ L(dzed’y—dy d’x)
__ds'(Xdy —Yda) .
e X’+Y‘+ VA
et I'on en déduit par le simple échange des lettres,
ds* (Zdw — Xdz)

st el o sy s
Pt ds*(Ydz—Zdy) .
S 2

puis il vient
= ds [/(X’ + Y+ 72%)ds" — (Xdx + Ydy +7Zdz)"

p= XY L7
ou bien, en vertu de I'équation (¢'),
ds?

- ey i

Par un calcul analogue a celui du n°® 196, on trouve
XY 2 ds (B - Y+ PP ),
et
e T da\* dyN\* dy)’} !
bt e {(\d.ZJ +(a) +(a) ]
ce qui permet de donner a I'expression du rayon de cour-

bure les deux formes
ds’

== =
V@& v dy +dz—ds

P {e.)
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:i\/(d ds) (4 dr) = (d @

(ps) cost=—c0sa(cosa—tAcosa)+cosp(cosg—+Acos)+-cosy(cosy-+Acosy)
1 =—co0s’a—+4-cos’B-4-cos’y ,
1 —(cosu-tAcosz)’+(cosp—+-Acosp *+(cosy+Acosy)*

On trouverait encore directement
Xdy—Ydz=d’z(dz* + dy*) — dz(dad’z + dydy)
—=d'z(ds* — dz*)— dz(dsd’s — dzd’z)

d;
—=d’zds* — dzdsd*s = ds* d. d—i )
et par suite :
dz dy dz
; d. E 3 a’.(—{; : d. d_J
G T e e
Done
d. IE d. (ly d. d—j
COSh=-p - o = e =aa s it
Sh=cbg R Uosp—hg——7, Cosve—hp—p ¢

Enfin la formule () donne pour la valeur de I'angle
de contingence dr,

St \/((z iy (d d’) S0

On obtient dlrectemcnt cette dermere formule, et
par suite la formule (p,) & aide d’un calcul fort simple.
Soient

cosax, cosf, €cosY;
cosa+Acosa, cosfB- AcosB, cosy—+ Acosy,
les cosinus des angles que forment respectivement avee
les axes des x, y, z, des droites menées par l'origine
parallélement aux tangentes de la courbe aux points
(®y0,5), (x+Ax,y+Ay, z2-+Az) ,

et désignons par 7 l'angle fini compris entre ces deux
droites : on aura, par les formules connues de la géomé-
trie analytique,

d’ol1 Pon tire

2(1—cos7)=c0s’z—2C0s2(Ccosx-Acose) +(cosa-+Acosx)’
—+cos’B—zcosf(cosp-+Acosf)+(cosp-+AcosB)*
—+cos’y— 2cosy(cosy-+Acosy)-+(cosy+Acosy)” ,

ou bien
(2 sin 2) =(Acosa)*+(Acosp) 4+ (Acosy)*
da\* N dz
=(a3) + (oq) + (o7

Maintenant, si angle = devient infiniment petit, ce
que nous exprimons en remplagant = par dr, il faudra
remplacer dans I'équation précédente A par d; et comme
le sinus d'un are infiniment petit se confond avec lare,
on retombera sur la formule ().

229. ‘Admettons, ce qui est toujours permis, que le
plan osculateur devienne paralléle a celui des zy: on
0, 'dou X =—'0,"¥—o,
oy (d2Fdr) .

V= dy —dyds

mais ceci est Uexpression du rayon de courbure de la
projection de la courbe sur le plan 2y [196]; et 'on trou-
verait aussi pour {— &, n—y des valeurs qui sac-
cordent avec celles des coordonnées du centre de cour-
bure d’une courbe plane; d’oii il faut conclure que le
rayon de courbure d’une ligne quelconque tracée dans
Pespace, se confond en grandeur et en direction avec le
rayon de courbure de la projection de cette courbe sur
le plan osculateur.

230. Désignons par N, p', v' les angles que fait la

aura dz=—o , d>z—
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normale au plan osculateur avec des paralléles aux axes
des &, des » et des z : nous aurons

cos )J:-!—__%L_—, cos y.’:-_l:——__Y__—____, C()Sv':i—*,L‘
l/X’+Y‘+Z‘ ‘/X2+Y1+Zz l/xx'i'Yz-f-Z" ’

Désignons aussi par b Iangle infiniment petit que for-
ment entre elles les normales aux deux plans osculateurs
infiniment voisins, dont 'un se rapporte aupoint (z, y, z)
et lautre au point (x + da,y +dy, z + dz): on aura,
d’aprés ce qui vient d’étre démontré,

d9*=(d. cosX' )+ (d. cos u')* + (d.cosv')*

:(d. X )’+ (a L)}(d.—————_z_)'
XYz VX Yz VXY
(XY +-27)(dX*+-dY*+-d7*)—(Xd X+ YdY +ZdL)
XY +77)p
_ (XY—YdX )4 (ZdX—XdLZy+-(YdZ—7dY)
0 (Xe4-Y+-727)
On trouve d’ailleurs
dX=dyd’z—dzdly , dAN—dzdiz—dzd’z , dl—dzdy—dyd'x ,
XdY —YdX = 7ZdX—XdZ  YdL—T7dY
Aot T A T dE
=dz(d*xd’y — dydiz) + dy(d*zdiz — d‘zz[’z) + da(d?yd*zs — d'zd%),
et par suite
&b da(draddy — diydz) - dy(d*zdb e — dwd’z) - da(dydPs — d’zdPy)

ds  (dydz— dad’y) + (dadz— dazd'z) + (dad’y —dydz)
Or, de méme que P'expression
dv 1
ditie o

“olt dr désigne l'angle de contingence formé par deux
tangentes infiniment voisines, mesure la courbure de la
ligne dans son plan osculateur, ou sa premiére courbure,
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de méme Texpression ;
d
Sl |
ds

dans laquelle 46 désigne langle de flexion formé par
deux plans oseulateurs consécutifs, mesurera la seconde

- courbure de la ligne ; ce qui justifie la dénomination de

lignes a double courbure, donnée aux lignes qui ne
sont pas planes.

Pour concevoir la rectification d’une ligne 2 double
courbure, on peut imaginer que le premier plan oscula-
teur se rabat sur le second, que ces deux-ci se rabattent
sur le troisitme, et ainsi de suite, de maniére a trans--
former la ligne en courbe plane; puis, que la premiére
tangente se rabat sur la seconde, ces deux-ci sur la troi-
sitme, et ainsi de suite, de maniére a transformer la
courbe plane en ligne droite; sans que la longueur des
éléments delacourbe primitive ait été altérée dans cette
double opération.

Done, par une opération en sens inverse ou par deux

‘flexions consécutives, on passerait de la ligne droite & une

courbe tracée dans I'espace d’une maniére quelconque.
On voit que I'expression de la seconde courbure dé-
pend des différentielles du troisitme ordre des coordon-
nées v, )", z; tandis que celle de la premiére courbure
dépend seulement des difféventielles du premier et du
second ordre.
231. La seconde flexion s’évanouit et change de signe
en géndral, quand on a
da(dxdy — d*yd’z) +dy(dzdve — dwdz)
- da(dPydiz — d*zd’y) = o : (e)
on dit alors que la ligne éprouve une inflexion simple.
Si cette équation de condition se trouve satisfaite pour



398 LIVRE V. — GHAPITRE V.

toutes ‘les valeurs de w, y, z, la courbe est plane.
Quand on prend la coordonnée 2 pour variable in-

dépendante, I'équation (e) se raméne a la forme trés-

simple Wit D

D'aprés les équations (d) et (g.), la premiére flexion

s'évanouit lorsqu’on a a la fois

d*z (p7 d’s

dz ~ dy Eooh

X—o0, Y=0,Z=0, ou——

()

Ces équations de condition se réduisent a y'—o0,z"—o,
si on prend 2 pour variable indépendante. Il est évident
d’aprés cela que, quand les équations ( /) sont satisfaites,
Péquation () l'est pareillement; mais il n’enfaut pas
conclure avec quelques auteurs que linflexion dans la
premiére courbure, caractérisée par les équations ( /'),
entraine nécessairement l'existence d'une 1‘/;/!6«1:1'011 dou-

ble. 11 en résulte seulement que I'expression de { , don-

née ci-dessus, se présentera sous la forme 2 55 et afin d’en
déterminer plus commodément la vraie valeur, prenons
x pour variable indépendante : nous aurons

dv y gy

N e i S
Les deux termes de cette fraction s’évanouissent pour

y'=o0,z"=o0, et il en serait de méme de leurs déri-
vées du prelmer ordre par rapport 4 la variable indépen-
dante x; mais si I'on passe aux dérivées du second or-
dre, il viendra
de yl Y — gty
ST A

valeur qui ne pourrait devenir indéterminée que si l'on
avait & la fois "= o0, z"=o0, et qui est en général dif-
férente de zéro.
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La méme chose se voit par une figure; car soient
s m, e, my ( fig. 70 ) quatre sommets conséeutifs du
polygone gauche, & ctés infiniment petits, que I'on subs-
titue a la ligne & double courbure: on peut regarder le
plan qui passe par les pomte m, m, m, , comme le plan
osculateur en 7, et celui qui passe par les points 7z, 72,
m,, comme le plan osculateur en /2, [225]. Ces deux
plans se coupent suivantune droite 720. Maintenant rien
n’empéche que , sans changer I'inclinaison des deux plans,
et en déplacant seulement leur ligne d’intersection, on
amene le coté mm, dans le prolongement du coté ,mm ;
ce qui fait évanouir I'angle de contingence en 72, tout
en conservant a angle de seconde flexion sa valeur.

Mais quand les équations ( /) sont ‘satisfaites pour
toutes les valeurs de x, y, z, la ligne est droite, et par
conséquent l'angle de seconde flexion s'évanouit aussi
bien que I'angle de contingence.

232. Une courbe tracée dans I'espace peut étre con-
sidérée comme I’enveloppe de toutes ses tangentes [ 18g],
ou de toutes les droites avec lesquelles sa tangente vient
successivement coincider, en se déplacant dans I'espace
d’aprés une loi donnée par la forme de la courbe. Mais
la réciproque n’est pas vraie; et une droite qui se meut
arbitrairement dans I'espace peut ne pas avoir, et n’a
pas en général de ligne enveloppe quelle vienne succes-
sivement toucher en divers points, dans ses différentes
positions. Soient, pour plus de généralité,

st yie) ==osef (it Snnitral—lo (=)
les équations d’une ligne quelconque, équations dans
lesquelles £, 1, { désignent les coordonuées courantes, et
o un parametre arbitraive dont la variation continue dé-
termine les changements continus que la ligne peut

.
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éprouver dans sa forme et dans sa position : les équa-
tious de la ligne enveloppe, si elle existe, sont données
en £, n, ¢ par I'élimination de « entre les deux équations
précédentes et leurs dérivées par rapport a a,
d—f =0 —[Q =0 («)
da laddu
Mais on aurait ainsi plus d’équations qu'il w'en faut pour
déterminer les deux équations de Penveloppe cherchee ;
& moins que la valeur de « en &, 0, {, tirée des premie-
res équations («), ('), ne fiit égale, pour toutes les va-
leurs des coordonnées, i celle qu’on obtiendrait en éli-
minant « entre les deux derniéres équations des mémes

i

groupes.
Appliquons ¢eci aux droites d'intersection de deux
plans infiniment voisins, normaux 4 une courbe don-
née : ces droites sont évidemment perpendiculaires aux
plans osculateurs correspondants ; ct 'angle qu’elles for-
ment entre elles , quand elles deviennent infiniment voi-
sines , est précisément celui que nous avons désigné ci-
dessus par di. Nous avons trouvé [227], pour les équa-
tions en £, 1, ¢, de celle de ces droites qui correspond
au point (2,9, 2),
v (E—=)dz +(n—y)dy+(L—z)dz=o0, (&
(E——x)d’z—i—(n—y)d’y+(c——z)tl’z,—cls’:o sl (Gl)
La variable indépendante £, dont on concoit que 2, 7,
z sont fonctions [222], tient lieu du parametre variable
que nous désignions tout a I'heure par «; ou, ce qui re-
vient au méme, on peut supposer que « varie avec ¢ Or,
nous remarquerons que I'équation (&) a déja été déduite
de I'équation (b) par une différentiation relative a x, y, z,
considérés comme fonctions de #. Donc, si l'on diffé-
rentie de nouveau par rapport a ¢ les équations (&) et
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(), on wintroduira qu'une équation nouvelle, savoir :

(t—z)dz+(n—y)dy +(L—z)doz
—3 (ded’z+ dydy+ded’z) — o ; (")
et par conséquent nous tombons dans le cas exceptionnel
dc‘l’cxistcnce d’uné enveloppe. Doncil existe une courbe
qui a pour tangentes les normales aux plans osculateurs
({e la prex‘niél'e courbe , chacune de ces normales étant
Tintersection de deux plans normaux conséentifs, Selon
la remarque de Fourier, l'angle de contingence ou de
premicre flexion, sur la seconde courbe , est égal & P'an-
gle de seconde flexion, au point correspondant sur la
premicre courbe; et réciproquement Pangle de contin-
gence de la premiére courbe est égal & Pangle de se-
conde flexion au point correspondant de la seconde
courbe. Pour établir la réciproque, qui seule a besoin
de pl:euve, nous remarquerons que les tangentes de la
premiere courbe comprennent des angles égaux i ceux
que forment les plans normaux, et que le plan normal
de la premiére courbe est le plan osculateur de la se-
conde. En effet, I'équation (&) est celle du plan normal ;
et en vertu des équations (4'), (&"), cette équation subZ
siste quand on y remplace 2, 7, z par -T-l—dm,y—}—d]l-
s+4dz, puis par x+-2dedx, 5 ~+ 2dy ([,7,’
2+~ 2dz—-dz; de sorte qu'il comprend trois points ;n:
finiment voisins pris sur la courbe dont les coordonnées
courantes sont £, 7, .

233. Quand on désigne par £, 2, { les coordonnées du
centre de courbure, on a, pour déterminer ces trois
coordonnées [227], les équations (5), (), et en outre 1é-
quation du plan osculateur

X(E—2)+Y(1—y)+Z(t—z)=0. ()
Si done l'on congoit que les coordonnées 2, ¥, z et ]curs;

L. I. )G
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différentielles des deux premiers ordres aient été expri-
mées en fonction d’une variable indépendante 7, iln’y aura
plus qu'a éliminer / entre ces trois équations pour avoir
deux équations en, 7, { seulement, qui seront celles de la
ligne sur laquelle se trouvent tous les centres de cour-
bure de la courbe proposée. j
Puisque £, n, { sont des fonctions de ¢, nous pou-
vons différentier l'équation (4) en faisant tout varier, et
ainsi il viendra , 4 cause de I'équation (4'),
ditdx 4 dndy +4-dids =o : (&)
d’olt il suit que la tangente 4 la nouvelle courbe, menée
par le point (£, 1, ), est perpendiculaire & la tangente
menée i la courbe proposée, au point (z,y,z), et com-
prise dans son plan normal.
De méme I'équation
=P =yt =2 =0,
quand on y fait tout varier, et qu'on a égard a Iéqua-
tion (6), donne
(E—=) dE+(n—y)dn+(§—z>t{C:@Jp 3
d’ott I'on tire, en posant d¢’4dn'dU=dd’,
dp t—x df  a—y dn  t—3z d{
e o g gy {8
Le second membre de cette derniére équation exprime
le cosinus de Pangle que le rayon de courbure p forme
avec la tangente a la courbe qui est le lieu des centres
de courbure de la proposée. Quand la proposée est plane,
cet angle s'évanouit, et l'on a do—==ds. De ce résul-
tat, comparé  équation (g), on conclut que le lieu des
centres de courbure est en méme temps la développée de
la courbe proposée.
Pour montrer quil n'en est plus de méme quand la
proposée cesse d’étre plane, ou que la direction durayon
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de courbure ne se confond plus avec celle de Ja tan-
gente & la ligne des centres de courbure, il suffit de
prouver que le systéme des rayons de courbure n’a pas
d’enveloppe, ou qu'on ne peut pas tracer dans Tespace
une ligne que tous ces rayons viennent toucher.

A cet effet, remarquons que la direction de la droitep
est donnée par l'intersection du plan normal et du plan
osculateur; qu’ainsi les deux équations de cette droite
en £, n,{ sont

((.—z)dz +(n—y)dr+(t —z)ds=0, (3)

X (=o)X () FT(s) o, ©
Pour avoir 'équation de l'enveloppe des droites o, si
elle existe, il faut joindre & ces équations leurs dérivées
par rapport a la variable indépendante ¢. On obtient
ainsi, en ayant égard a I'équation (¢'),

(t—z)dz4-(n—y)dy+({—3)ds —ds =0, (&)

(f—z)dX+(n—y)dY +({—z)dZ=0. ()
Or, des quatre équations (&), (¢), () et (¢,) on déduit,
par I'élimination des binémes {—az, n—y, {—2z, une
équation de condition & laquelle doivent satisfaire les
coordonnées z, y, z et leurs différentielles, pour que
les droites p puissent avoir une enveloppe. Par exemple,
les équations (&), (¢), (¢') donnent les valeurs de
E—ua, n—7, {— 2, déja écrites au n° 228, et ces va-
leurs, substituées dans I'équation (¢'), la rendent iden-
tique avec I'équation (e), laquelle exprime, comme on
I'a vu, que la proposée est une courbe plane, quand
elle est vérifiée pour toutes les valeurs de 2, y, z.

On arriverait au méme résultat , mais moins simple-
ment, en exprimant que le second membre de (g,) doit
se réduire a lunité pour toutes les valeurs de x, y, z.

De ce que la ligne des centres de courbure n’est plus

26.
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une développée quand la courbe proposée cesse d’étre
plane, il ne faudrait pas conclure que les lignes a double
courbure ne peuvent avoir de développées : mais comme
la construction des développées, pour leslignes & double
courbure, se rattache A la théorie des surfaces courbes,
nous n'en traiterons que plus loin.

934. Appliquons les formules données dans ce cha-
pitre  la ligne désignée sous le nom d’hélice, qui est
tracée sur la surface d’'un cylindre droit a base circu-
laire , de maniére que la tangente a la courbe forme
un angle constant avec les génératrices du cylindre, ou
(ce qui revient au méme ) de maniére que la courbe
se change en ligne droite par le développement de la
surface cylindrique sur un plan. Soient R le rayon du cy-
lindre dont nous supposerons que l'axe se confond avec
celui des z; ¢ I'angle compris entre le plan des xz et
celui des plans menés par I'axe dans lequel se trouve le
point (z, y, z) de la courbe; « la tangente trigonome-
trique de l'angle constant formé par la tangente a la
courbe avec la génératrice du cylindre : la définition de
I'hélice donnera immédiatement

z—Rcos 9, y=Rsing, 2= aRg ; (%)
du moins en admettant qu'on a fait passer I'axe des x
par le point ol I'hélice pénétre le plan 2.

On en conclut, pour les équations en coordonnées rec-
tangulaires des projections de la courbe sur les plans
des xz et des yz,

x:Rcosﬁ,]’:Rsina—}{‘; )
quant & I'équation de la projection de la courbe sur le
plan zy, elle se confond évidemment avec celle de la
trace du cylindre
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z*—lly’ = R (h,)
On aurait encore 'équation
et Z
o= tang TR? (fs)

qui est celle de la surface engendrée par une droite qui
se mouvrail en restant paralléle au plan zjy, de ma-
niére 4 sappuyer constamment sur I'hélice et sur Paxe
du cylindre.

il est bon de remarquer que le systéme des équations
(k) ne représente qu'une seule hélice, savoir celle qui
est définie au moyen de Pangle ¢ par les équations (/4);
tandis que le systtme des équations (4,), (4;), ou celui
qui serait formé de la combinaison de I'équation (%,)
avec 'une des équations (/,), sont propres i représenter
en outre 'hélice qu'on obtiendrait en renplacant, dans
les équations (%), p par m—}-o. Cette superfétation qui a
lien pour certains systémes de projections et non pour
d’autres, est analogue a celle que nous avons signalée a
propos de la cycloide [176].

On trouve pour les équations de la tangente
Ll el

sing  Ccos® a

7

et pour celle du plan normal
(E—a)sing—(n—y)cose —a(l—z)=o0 .

On en conclut que le plan normal forme un angle cons-
tant avec celui des @)y, ce qui ressort daillears de la
définition de la courbe.

Les coordonnées £, du point ol la tangente & I'hé-
lice au point (w, y, z) pénétre le plan 2y, sont données
par les équations

E—x:zsin ¢=DResing, N—y=——-C0sg="— Ry cosg ,
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d’ou I'on tire
(F—2)+ (P =Digr.
Soient AmB A (fig. 71) l'intersection du cylindre et du
plan zy; A le point ol I'hélice pénétre ce plan; my. la
projection de la tangente a I'hélice au point qui se pro-
jette en m sur le plan xy; p le point ou cette tangente
pénétre le plan : la droite my, touchera le cercle en m ;
et il résulte de I'équation précédente que la portion de
droite 7z . a la méme longueur que I'arc A . Donc, si
la tangente & 'hélice se meut en touchant constamment
cette courbe, le point p ol elle pénétre le plan - dé-
crit sur ce plan une développante du cercle donné par
Pintersection du cylindre et du plan : et la développante
a son rebroussement [221] au point o le plan est pé-
nétré par ’hélice.

235. On a, en prenant I'angle ¢ pour variable indé-
pendante, ce qui est conforme 2 la nature de la courbe,
de——Rsingdp , dy=R cosgdy, do= aRdop ;
dz—=—Rcos9dy® , Py =—R sinede® , dz—o 3
&z =R singdy? , Py — —R cos 9do®, dPz—=o0 .
Désignons de plus par ¢ 'angle constant dont la tan-

gente est ¢ : il viendra

R
d-"———‘m do, d’s=—o;

au moyen de quoi la formule (p.) donnera pour la me-
sure de la premiére courbure

1. Jcostt
i
et 'on aura aussi pour la mesure de la seconde courbure,
dapres les formules du n° 230,
dy _ sinicosi !

Pl
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L’équation du plan osculateur devient
tang { [(E—2) sing— (g —y)cose] 4 {—2=0,
ou plus simplement, en vertu des équations (%),
{—z=—a(ncosp—Esing);
et lon reconnait quil a une inclinaison constante sur

celui des xy.
On a pour les coordonnées £,n,{ du centre de cour-

e t—_—a'Rcos¢, n=—a*Rsing, {—=ale, ()
valeurs tout 4 fait analogues a celles de z, 7, z en fone-
tion de g, et qui montrent que la llg}ue des centres de
courbure est une seconde hélice, tracée sur un cylm(ilre
qui a aussi pour axe l’axe des z et dont le rayon .e‘st a 1}.
Drailleurs cette ligne se trouve, comme la premiére hé-
lice, sur la surface définie par l’équation (k)5 et comme
les équations (%), (n) donnent les mibes valeurs pour
z et pour {, il Sensuit que les deu'x hélices oﬂnt le méme
pas,ou que les variables z, { recoivent l.e uSne ageris-
sement quand l'arc ¢ augmente d’un-e cu'confer:ence:

1l résulte encore de la comparaison fl(l:s’eqfxatlons
(%), (m) que le rayon de cour-bure p est d_mge sul.vant le.:
rayon du cylindre (%) ou suivant l,a droite 1’1-10b11e sl
décrit la surface (h,); et par conséquent qu’il coupe a
angle droit Paxe de I'hélice. Comme on a de plus

do—++Rsini . dp, p=const.,

on conclut en outre de la formule (g,) que le rayon p
coupe d angle droit la tangente 4 la ligne des centres de
courbure. Au surplus, ceci résulte sans calcul de ce que
p est dirigé suivant le rayon du cylindre sur lequel est
placée la seconde hélice, lieu des centres de courbure.
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Enfin, ds ' '

n, dans le cas actuel, la ligne des centres de
courbure se confond avec l’enveloppe des droites d'in-
]t'crsectlon des plans normaux consécutifs, ou avec la
1gne d g 1 d 1
ﬂf . c;ntlla seconde flexion est égale 4 la premiére

3X10 i é i
n de la courbe proposée, et réciproquement.

L

CHAPITRE VL

DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES COURBES.

236. Nous passons aux applications du calcul différen-
tiel & la théorie des surfaces : applications importantes,
méme au point de vue de la pratique, dont le dévelop-
pement appartient surtout & Monge et aux éléves de son
école, et dans lesquelles consistent les perfectionnements
les plus essentiels apportés A la science de I'étendue,, de-
puis les anciens.

Etant donnée I'équation d’une surface rapportée aux
coordonnées rectilignes x, y, z, que ( pour plus de sim-
plicité ) nous supposons rectangulaires , deux des varia-
bles, telles que x, y, peuvent étre réputées indépen-
dantes; et la troisitme variable z, fonction des deux
premiéres, admet deux dérivées partielles du premier
ordre p, ¢, en sorte qu'on a pour I'expression de sa dif-
férentielle totale

/s = pdax + qdy ,
les accroissements infiniment petits dz , dy-restant indé-
pendants 'un de l'autre.

Mais si 'on concoit qu’on ait tracé sur la surface une
ligne quelconque passant par le point (z, y,z), il y
aura pour les points situés sur cette ligne une dépen-
dance entre et x, et par suite entre dy et dx, telle
qu’on pourra poser :

dy=y'dz, de=(p+qy')dz ,
7’ désignant une fonction de v, déterminée en vertu
du tracé de la courbe:
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Appelons £, u, { les coordonnées courantes de la
tangente 2 la courbe dont il s'agit, menée par le point
(@, y, z):les équations de cette tangente seront [2.23]

n—y=y'(i—2), L s=(p+g) (i—2) . (1)
Si donc on élimines entre elles j’, 'équation résultante
appartiendra a la surface sur laquelle se trouvent toutes
les tangentes que 'on peut mener, par le point (z, y, z),
aux courbes quelconques tracées sur la surface donnée.
L’élimination donne

{—s=p(t—2) +¢(n—r), (2)
équation d’un plan qui aurait £, =, { pour coordonnées
courantes, et auquel on donne le nom de plan tan-
gent, parce qu'il est le lieu de toutes les tangentes des
courhes tracées sur la surface, et passant par le point
de contact.

La proposition cesserait en général d’étre exacte, siles
deux fonctions p, ¢, ou seulement I'une d’entre elles, apres
avoir été ramenées & ne contenir que x et y, au moyen
de la valeur de z en x, y, donnée par I'équation de la
surface, se présentaient sous 'une des formes indéter-
minées 2, 2 : car alors [139] les valeurs de p, ¢ dépendent
en général de la liaison entre » et x, ou sont fonctions
de 5. On ne peut donc plus éliminer y” entre les équa-
tions ( 1) tant que la composition des fonctions p, ¢ en
¥’ nest pas donnée; et lorsqu’elle U'est, I'élimination ne
conduit plus en général & une équation lindaire en £,,{.
Le point (, y, z) est alors un point saillant de la sur-
face donnée, et le lieu des tangentes devient une sur-
face conique, clest-a-dire, une surface du genre de celles
que décrit une droite en tournant d’une manitre quel-
conque autour d'un point fixe. Si, par exemple, on fait
tourner un arc de cercle, moindre qu'une demi - cir-
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conférence, autour de sa corde, les deux points extrémes
de Iarc sont des points saillants de la surface engendrée
par ce mouvement de rotation,, et le lieu des tangentes
aux courbes tracées sur la surface, & partir de chacun
de ces points, est la surface d’'un cone droit.

Le plan tangent peut navoir quun point de com-
mun avec la surface, ce qui est une propriété des sur-
faces convexes en tous leurs points , comme celles de la
sphere et de Vellipsoide. Mais plus généralement ce plan
peut couper la surface, et méme la couper suivant une
ligne passant par le point de contact, ce qui n’empéche
pas quil ne soit le lieu des tangentes & toutes les courbes
tracées en ce point sur la surface. Cette ligne d'inter-
section sépare sur la surface les lignes qui s’élévent au-
dessus du plan tangent de celles qui s'abaissent au-des-
sous du méme plan.

Par exemple, si le cercle MNM'N’ (fig. 73 ) tourne
autour de la droite PP’ comprise dans son plan, il en-
gendre une surface connue sous le nom d’anneau ou
de surface annulaire : dans la portion de la surface en-
gendrée par la rotation du demi-cercle MNM' le plan
tangent n’a qu'un point de commun avec la surface,
tandis que dans I'autre portion , engendrée par la rota-
tion du demi-cercle MN'M’, la surface est coupée par
son plan tangent.

237. Soit F (x,y, z)=—o0 I'équation de la surface, et
exprimons les dérivées p, ¢ au moyen des dérivées par-
tielles de la fonction F : Iéquation du plan tangent de-
viendra

dF d¥ dF
) U s G

est-4-dire qu’on la déduit de dF ==o, en remplagant les
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différentielles dx, dy, dz parles différences §— 2,9 — ,
27 [r72].

La droite menée par le point de contact, perpendi-
culairement au plan tangent , est la normale i la siir-
face, et les plans qui comprennent la normale se nom-
ment plans normauz. L'intersection de la surface et de
I'un quelconque de ses plans normaux est qualifiée de
section normale , et, par opposition, les autres sections
planes de la surface sont appelées sections obliques.

Les deux équations da la normale se tirent de la for-
mule

E—z, et $75E

DL TR S Al

dz  dy dz
ou
E—=x  n—y
P g

Soient %, 1, v les angles de la normale avec des paral-
leles aux axes des z, 7, z, ces angles étant mesurés du

coté des coordonnées positives, et posons

sy L

nous aurons

1 dF 1 dF 1 dF
TN T S A = mA ATy
cos R COSE=g 5 COSY= 5 f =
ou bien
=+ o S
<OS)= = it S

= COSp—=——t oSy — —— .
Vg M T ey S Py O

Les lettres 2, 1, v désignent encore les angles du plan
tangent avec ceux des yz, des zz et des 47 Toutes ces
formules sont d'un usage trés-fréquent.
238. Soit
dF =Xdz + Ydy 4 Zds = o 4)
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I'équation différentielle commune a une série de surfaces
F(‘Ta]"z):a1 (5)
qui ne différent que par la valeur du paramétre @ : les
équations de Ja normale pourront s'écrire sous la forme
Y (s) — X (1—7) =0, L(E—2)—X (t—2) = o
et ce seront les équations des droites qui touchent au
point (&, 7, z) des lignes tracées dans Iespace, ayant la
propriété de satisfaire aux équations différentielles
T, LRI
Donc ces lignes ont aussi la propriété de rencontrer sous
Jincidence normale toutes les surfaces représentées par
Péquation (5) ou par I'équation (4), conformément a ce
qui a été annoncé [129 el 151].
239. Appliquons les formules précédentes a I'équa-
tion e :
2
S ©®)
qui appartient ( comme il est facile de le voir d’aprés sa
forme ) & la surface engendrée par la révolution d’une
hyperbole autour de son axe non transverse : surface que
Ton désigne sous le nom d'Ayperboloide de révolution
& une nappe, pour la distinguer de Uhyperboloide de
révolution & deux nappes, décrit par la rotation d’'une
hyperbole autour de son axe transverse. '

3

On trouve pour I'équation du plan tangent

28y eall L
— e L (7)

Lorsqu’on y considere £, n,{ comme des constantes , et
x, y, = comme les coordonnées courantes , cette équation
apparlient a un plan qui coupe I'hyperboloide suivant
une courbe, lieu des points de contact de Uhyperboloide
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avec tous les plans tangents assujettis & passer par le
point (£, =, {). Un calcul semblable, appliqué & I'équa-
tion générale des surfaces du second degré, montre éga-
lement que si, par un point donné, on méne des plans
tangents & I'une quelconque de ces surfaces, le lieu de
tous les points de contact est une courbe plane du second
degré. 1l en résulte que la surface conique, circonscrite
4 une surface du second degré, est un céne du second
degré.
Si le plan tangent () coupe I'hyperboloide en méme
temps qu'il le touche, les équations de la ligne d'inter-
-section sont données en &, 7, { par la combinaison de I'é-
quation (7) avec la suivante,
2y 2
ek Y (8)

Or, la combinaison des équations (6), (7), (8) donne

() D)~ (522) = (45) ()43

ou bien

(-1'1]—]'5 2___. o z-
a e —b—c> ;

et cette derniére équation se décompose en
e e U el U L i

a* b a’

L’une ou l'autre de ces équations, associée & 'équa-
tion (7)), représente une droite. Done le plan tangent
coupe la surface suivant deux droites menées par le point
de contact : chacune de ces droites se déplace avec le
point (x, y, z), et conséquemment I'hyperboloide peut
étre décrit par chacune de ces droites mobiles.

Rien n’empéche de faire, dans les équations (6) et (7),
%==0, ce qui revient a prendre pour le point de contact

DES PLANS TANGENTS. 415

un des points du cercle 2 4 y*==a?*, suivant lequel I'hy-
perboloide est coupé par le plan zy. L'équation (7)
se réduit alors & xf - jyn=a’, et elle exprime évidem-
ment que les droites mobiles dont il était question tout
a I’heure ont pour projection sur le plan zy des droites
tangentes au cercle engendré par la rotation de I'un ou
de l'autre des sommets de I'hyperbole. On donne a ce
cercle le nom de cercle de gorge ou de ligne de stric-
fion.

240. Mettons I'équation d’une surface sous la forme
z=f(z,)) :on aura [157]

Sla+dz, y+8y)= f(z, y)+pAz+ghy ;

d*f{z+-0Az, J—|—9Ay) d’flo+-6Az, y-+0Ay)

i gD PR
Aflat-922,y4-08y)

L Bflethar s,

6 désignant un nombre compris entre zéro et lumte
Soit
{—z=m({—z)+n(n—y) ()
I'équation d’un plan quelconque, assujetti & passer par
le point (z, y, z) : son ordonnée {, correspondant aux
abscisses £ =— -} Az, n=)—-4y, a pour valeur
{=2z4mAz+nby= f(z,y)+ mAz+ nAy,
d'our
J(z+Az, y+ Af)—c—(Pd—ﬂm)MHq—eAn))Ar
d'fla+4-0Az , y-+0A 24-0Az, Y4
+i[ Ao st M s Tady Ay
4’ fla+-08z, y-+0Ay)
e pit d]:y jAf:l _
Az, Ay étant des quantités trés-petites du premier ordre
et d’ailleurs quelconques, la différence des ordonnées de
la surface et du plan
S(a+08z, y+8y)—L (8)
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est une quantité trés-petite du premier ordre, tant que
les termes
(p—m)Az+(g—n)br,

vis-a-vis desquels on peut négliger la seconde partie de
la valeur de (A), ne s'évanouissent pas; mais si 'on a
m=p, n=gq, ou sile plan (2') se confond avec le plan
tangent ( 2), la différence (A) se réduit & une quantité
trés-petite du second ordre. D’ailleurs on reconnait aisé-
ment que la perpendiculaire abaissée du point (x—-Az,
=4y, 2= Az) surle plan (2") est en général une quan-
tité de 'ordre de (A). Donc on peut considérer le plan
.tangent comme un plan qui se rapproche de la surface,
dans le voisinage du point de contact, plus que ne le
ferait tout autre plan passant par le méme point [203].

CHAPITRE VII.

CARACTERES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES
DE SURFACES.

241. On sait que toute liaison mathématique ou em-
pirique entre les variables x, 5, z, désignée d'une ma-
niére générale par

B e o (1)
donne lieu a la construction d’une surface, quand on
considére.x, y, z comme les trois coordonnées qui fixent
la position d’un point dans I'espace. Mais en général la
surface ainsi construite ne serait pas définie géométri-
quement; et maintenant quil s'agit, non plus de figurer
dans I'étendue les conceptions de I'analyse, mais d’ap-
pliquer Ianalyse & la théorie de 'étendue, nous n’avons
récllement 4 considérer que les surfaces caractérisées par
des propriétés géométriques.

Il peut se faire que la définition géométrique d’une
surface se traduise immédiatement par une équation
entre ses coordonndes courantes; ainsi I'équation

b il = —1 A :
exprime immédiatement ce caractére géométrique par
lequel on peut définir la surface d’une sphére : savoir,
que tous ses points sont & une distance constante d'un
autre point pris ici pour origine des coordonnées. Mais,
plus ordinairement, la définition géométrique: d'une
surface consiste & assigner la loi de la description de la
surface par une ligne : soit que la ligne se meuve sim-

0 27
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plement dans l'espace sans.changer de forme, soit quelle
change de forme en méme temps qu'elle se déplace. Dans
ce cas,l"éqnation (1) est censée donnée par I'élimination
du paramétre « entre les équations
Sz .5, 0)=0, flz,7,35e)=0, (2)
qui sont celles d’une ligne tracée dans I'espace : cette
ligne, & laquelle on donne le nom de génératrice, va-
riant continuellement, ou de position et de forme, ou
au moins de position, avec le paramétre o.

On dit encore que la surface (1) est le lieu géométri-
que de toutes les lignes que donne le systeme des équa-
tions (2), quand on y fait varier sans discontinuité le
paramétre .

Ainsi, le cone droit que I'on considére dans les élé-
ments de géométrie est lasurface décrite par une droite
«|ui s¢ meut en passant constamment par un point fixe,
et en failsant avec une autre droite menée par le méme
point un nngle constant. On pourrait encore regarder
la surface du céne comme déerite par un cercle de
rayon variable, dont le centre se meut sur 'axe du cone
tandis que son plan reste perpendiculaire i cet axe, et
dout le rayon est proportionnel a la distance du sommet
du cone au centre du cercle mobile.

249. Ceci conduit i la distribution des surfaces en
familles, d’apres les analogies géométriques de leurs
modes de description; ct cette distribution, aussi cu-
rieuse en elle-méme qu'utile pour l'intelligence des opé-
rations des arts, a de plus pour nous cet intérét, quelle
se lie étroitement a la théorie des fonctions, telle que
nous I'avons concue. Il ne faut point:la confondre avec
la’ classification des lignes ou des surfaces algcbriques
d’aprés le degré de lears équations , quoique les con-
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nexions de la géométrie et de I'algebre établissent souvent
des analogies entre les lignes ou entre les surfaces asso-
cices par le degré dé lears équations algébriques [207].

Par exemple, le cone droit dontil était question tout
a 'heure appartient a la famille des surfaces conigues,
qui ont pour caractére géhériquc d’étre décrites par
une droite assujettie & passer constamment par un
point fixe. De méme le cylindre droit dout on s'oc-
cupe dans les éléments appartient 4 la famille des sur-
faces cylindriques, engendrées par une droite qui se
meut en restant constamment parallélea elle-méme. Pour
diviger , dans I'un et dans lautre cas, le mouvenrent
de la droite génératrice, rien n'empéche de substituer
au cercle qui donne le cylindre et le cone ordinaires,
une courbe quelconque, algébrique ou transcendante,
ou tracée dans 'espace d'une maniére absolument arbi-
traire. En général, on appelle lignes directrices celles
sur lesquelles s'appuie la ligne génératrice pour décrire
une surface déterminée.

La distribution des surfaces en familles différe d'une
classification proprement dite[ 18]en ce sensque la méme
surface peut se ranger daus diverses familles, selon les
analogies diverses que son mode de description manifeste.
Aiusi, Pon peut encore considérer le cone et le eylindre
ordinaires comme appartenant & la famille des surfaces de
révolution, qui ont pour caractére générique d’étre dé-
crites par une ligne plane, que l'on nomme ligne méri-
dienne, tournant autour d’'un axe fixe compris dans le
plan de la méridienne, ou dans le plan méridien. Ta
ligne méridienne se réduit & une droite, paraliéle ou
oblique a l'axe* de rotation, dans le cas du cylindre ou

)’7
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du cone droits, mais elle peut étre une courbe tracée
arbitrairement dans le plan méridien.

Ainsi, l'on concoit que des surfaces dont les équations
ne sont pas algébriques et ne peuvent méme s'écrire avec
des signes mathématiques, sont pourtant susceptibles de
jouir de propriétés communes et d’étre géométriquement
étudiées, sous le rapport des caractéres génériques qui
ont servi a les grouper.

Classe des surfaces réglées.

243. On appelle surfaces réglées toutes celles que
peut décrire une droite en se mouvant dans DPespace
d’une maniére quelconque. On renversera cette défini-
tion en disant que, par un point quelconque pris sur
une surface réglée, on peut mener une droite qui sap-
plique en tous ses points sur la surface. Le plan tangent
a une surface réglée, comprenant tcutes les tangentes
aux lignes menées sur la surface par le point de con-
tact, comprend la génératrice mende par ce point, puis-
qu'une ligne se confond avec sa tangente, quand elle
devient droite.

Les équations de la droite génératrice, étant mises
sous la forme

y—ezr+y, z2=—pz-+3,
ne doivent contenir qu'un paramectre arbitraire, sans
quoi il n’existerait pas de surface; lieu de toutes les gé-
nératrices : ainsi 'on a
—ou, y=tla, 5=—=Tu«;
de sorte que le systtme des deux équations
y=or~4 du, =200+ Wa, (3)

olt 9, §, @ entrent comme caractéristiques de fonctions
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arbitraires , est propre a représenter une surface réglée
quelconque.

En général, les deux génératrices infiniment voisines,
pour lesquelles le paramétre variable prend les valeurs
o et a--da, ne se rencontrent pas : ce qui revient a dire
[232] qu’il n’existe pas dans Pespace de ligne qui soit
Penveloppe de toutes les droites génératrices; car les
équations de D'enveloppe, si elle existait, résulteraient
de I'élimination de « entre les équations(3)etleurs déri-
vées prises par rapport & o,

z+Yoe=0, z¢e+Ba—o.
Mais, pour que ces deux derniéres équations puissent
exister ensemble, il faut qu'on ait
Wa— . ¥, @
équation de condition qui ne laisse arbitraires et indé-
pendantes que deux des fonctions ¢, {, ©.

Quand elle n’est pas satisfaite, et que les droftes gé-
nératrices n'ont pas d’enveloppe, la surface réglée est
qualifiée de surface gauche : au cas contraire, elle est

_qualifiée (par une raison que nous expliquerons bientét)

de surface développable.

244. Si les fonctions ¢, {, @ étaient données, 'équa-
tion de la surface réglée correspondante résulterait de
I’élimination de « entre les deux équations (3). On peut
donc considérer dans ces deux équations les variables
a etz comme fonctions des deux variables indépendantes
2, y. En prenant les dérivées de la premitre équation
par rapport a chacune des variables indépendantes, on a

%(x—}—u}/a):—a, g;(x-l—q/a)zx; (8)
et en opérant de méme sur la seconde
do

: d : 7
Zz(ng’u + Oa)=p —o«, (l—:<a:'{a'u+1:$’x)=!]. (6)
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On en conclut

l/!z 3 dﬂ oty p—({aﬁ(

Tl 71‘3‘, == T —=a; (7)
de sorte qu'on peut aussi représenter une surface réglée
quelconque par le systéme des deux équations

¥ =0z + Yo, Pt eg=—=on,
oli entrent les dérivées du premier ordre P et g, mais
olt nentrent plus que deux signes de fonctions arbitraires
o ¢t 4. La seconde de ces équations donne, par deux
différentiations relatives a x et a y,

de X d:
d—x(cp’u-wg)_zrﬂ— as d—;(cp'a——g)::s+ af ,
d'olr, en vertu de I'équation (7),
r—-as
SRa= et iou ot 4+ 2as +r—o . (8)

Donc une surface réglée quelconque peut encore étre
représentde par le systéme

)':fz.'z'—{—q;a, @'l + 208 r—o,
ol entrent les dérivées particlles du second ordre 7, s, 7,
mais ot n’entre plus que le signe de fonction arbitraire
. Enfin, si nous différentions Péquation (8) par rap-
port a x et a y, il viendra

o A

a a(s+ at ) ==~ (@ 20w +-u ),
do L

2 7](:4—:[):—(\11 v+ 2aw - w),

el par conséquent

_ o'W sau+u
T @+ saw - w
Si maintenant on élimine « entre les équations (8) et
(9), on aura une équation aux différences partielles du

Sl

5 0U v+ 3w 3o+ u—o. (9)

troisiéme ordre, délivrée de tout signe de fonction ar-
hitraire, ayant la méme généralité que le systeme des
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équations (3), et-convenant comme celles-ci aux sur-
faces réglées quelconques.

On arrive trés-directement an méme résultat en con-
sidérant que, sur une surface reglée quelconque, trois
plans tangents infiniment voisins se coupent suivant une
méme droite, qui est 'une des génératrices, lorsque les
trois points de contact infiniment voisins sont pris sur
cette généralrice méme.

En effet, 'équation du plan tangent

t—z=p(t—2)+q(n—r)

a pour dérivées des deux premiers ordres

dp (o) +dg (5 —3) =0,

d*p(E—z) +d*q (n—y)—(dzdp+dydg) = o ;
et elles devront chacune, par leur combinaison avec
Péquation du plan tangent, déterminer la méme ligne

(ro)

droite; ce qui entraine

dzi e dyet ez

S e S A

et ce qui réduit les équations (10) a
dpdz ~+ dgdy—=o , d’pde—+d’gdy=o0,

ou bien &

rsy - (s+8)y=o0,
w20y’ 4wy + (- 2wy +0y*) ¥ =o .

1l faudra en outre que l'on tire de ces deux équations
la méme valeur de la tangente ' de Pangle que la pro-
jection de la génératrice sur le plan zy fait avec Paxe
des; et en effet les deux équations précédentes ne dif-
ferent respectivement des équations (8) et (9) que par
le changement de « en 7.

Ordre des surfaces développables.

245. Quand les droites génératrices ont une enve-
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loppe, et que Péquation (4) est satisfaite, les équations
(6) deviennent, par la substitution de la valeur de @',
dn 7
R AT el
9 - (@Y e) =p—on, 72 g @ He) =g,

e . : " ;

ot I'on tire, en vertu des équations (5),
pP=9x—ao'a, g=—o'a.

Si la fonction o était donnée, on éliminerait ¢ entre ces
derniéres €quations, et I'on en tirerait

p=Ig . (In)
Tant que la fonction ¢ reste arbitraire, la fonction II
qui s’en déduit conserve la méme indétermination ; et
reciproquement l'indétermination de I maintient Iin-

7 e
détermination de @ : les surfaces développables sont done
caractérisées indifféremment, ou par le systéme des
cquations (3) et (4) qui renferment les coordonnées
%, 7, = et trois fonctions arbitraives, dont deux indé-
pendantes; ou par Péquation (1r) qui ne renferme que

=y : - :
les dérivées p et ¢ sous un signe unique de: fonction ar-
bitraire.

On fait disparaitre le signe I en passant aux dérivées
du second ordre, et il vient, comme on I'a déja trouvé
[168],

Ft——s* —0| .

Le plan tangent i une surface développable touche
la surface sur tout le prolongement de la droite généra-
trice comprise dans ce plan tangent. En effet, la condi-
tion pour le plan tangent de.passer par une génératrice

Sy el :
donnée établit, pour tous les points de contact situés
sur cette génératrice, la méme équation de condition
entre les dérivées P> 45 et si Pon y joint I'équation (11),
les quantités /> q se trouvent individuellement détermi-
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nées, et ont mémes valeurs pour tous ces points de
contact.

De cette proposition établie pour les surfaces dévelop-
pables il faut conclure inversement que, pour les sur-
faces gauches, le plan tangent qui comprend toujours
la génératrice menée par le point de contact , ne touche
pas la surface, et par conséquent la coupe en tout autre

“point de la droite génératrice.

246. Les surfaces développables sont ainsi appelées
parce qu'elles peuvent s'étaler ou se développer sur un
plan sans déchirure ni duplicature , ou sans qu’une ligne
quelconque, tracée sur la surface, ait été raccourcie ou
allongée dansaucun de ses éléments. Considérons en effet
une suite de génératrices infiniment voisines, 7. , m s,
s e+ + (290 72.), qui se coupent deux a deux, de ma-
niére a avoir pour ligne enveloppe le polygone gauche
infinitésimal pp,p,. . ... T élément plan mpm, pourra
tourner autour de la droite 722,y , pour venir se rabattre
sur le plan de I'élément contigu m,p.m, ; ces deux élé-
ments , ainsi ramenés dans un méme plan, se rabattront
aleur tour sur le plan de Uélément rm,p,m;, et ainsi de
snite. Nous reviendrons dans le chapitre suivant, pav
d'autres considérations, sur cette propriété des surfaces
développables et sur les conséquences qu'on en peut
tiver.

La ligne ppse,,. .. ou lenveloppe des génératrices
Iy L, T, ete., se nomme Varéte de rebrousse-
ment de la surface développable qui est*le lieu de toutes
ces géncratrices. Chaque ligne & double courbure peut
donc &tre considérée comme laréte de rebroussement
d'une surface développable , décrite par une droite qui
s¢ meut en restant tangente a cette ligne. En consé-
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quence, pour compléter la théorie des lignes & donble
courbure, il convient de la rattacher i celle des surfaces
developpablgs, ainsi que nous le ferons plus loin.

L'aréte de rebroussement peut se véduire a un poml
comme cela arrive pour les surfaces coniques qui sont
évidemment developpables Quand le point d’intersection
de toutes les génératrices s’éloigne a l'infini, la surface ,
sans cesser d’étre développable, devient une surface cy-
lindrique. Nous allons traiter plus particulierement de
ces deux familles de surfaces développables.

Famille des surfaces cylindriques.

247. Mettons les équations de la droite génératrice
sous la forme
z—=az+ta, y—bz+B; (xx)
on aura entre les paramétres variables «, #, une liai-
son
B=ye, (¢)
d’ou
) —bz=0(z-—az). (12)
Tant que les coefficients «, & et la fonction © conservent
leur indétermination , I'équation (r2) convient & une sur-
face cylindrique quelconque. Si on assigne aux coeffi-
cients @, 4 des valeurs numériques, on assujettit les
génératrices a faire, avec les paralléles aux axes des coor-
données, des angles déterminés.

Apres avoir pris les dérivées de Péquation ( 12 ) par
rapport a chacune des variables indépendantes x, 7, on
¢liminera & la maniére ordinaire la fonction o, et il
viendra

apjst bg==ity, (x3)
dquation aux différences particlles, qui a précisement la
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méme étendue que I'équation (12) dont elle dérive. D’a-
preés la signification géométrique des dérivées p, 9 Pe-
quation (13) exprime que le plan tangent est toujours
parallele & la droite x==az, y==>0z; et 'on aurait pu
s'appuyer sur cette propriélé du plan tangent aux sur-
faces cylindriques, pour écrire directement 'équation
(13).

248. On donne le nom de section droite a la courbe
d’intersection d’une surface cylindrique et d’'un plan per-
pendiculaire & ses génératrices. Pour déterminer cette
section droite, on, plus généralement , pour déterminer
la fonction arbitraire ¢ qui entre dans I'équation (12 ),
on peut assujettir la surface a passer par une courbe di-
rectrice donnée [242]. Soient

flz, ryz)=0, 1 )

fiuhe =04 (£ i gt

les équations de la directrice : on éliminera x, y, z en-

tre les équations (11), { /,f), et il viendra pour résul-
tante une équation de la forme

Ffa, p)=o0, (e

qui doit étre identique avec (o), et qui détermine par

conséquent la fouction ¢. D'ailleurs, si I'on remet dans

équation (F), pour « et § leurs valeurs enx, y, z, il

viendra

F(x— az, y—bz)=0, (14)

et ce sera I'équation de la surface cylindrique demandée.

Dans le cas ou la courbe directrice serait tracée dans
le plan 2 et aurait pour équation.

j(l‘ o) .y) =05
lequatwn (F) se changerait en f(=, p)==0, et Pon au-
rait pour I'équation (14)
flo—larycba)=—10". ).



428 LIVRE IV. — CHAPITRE VI

Cette derniére équation exprime que la section de la
surface par un plan paralléle a. celui des zy, dont or-
donnée est z,se projette eny suivant une ligne identique
avec la directrice, et qu’on obtiendrait en faisant glisser
la directrice surle plan 4y, parallélement 2 la droite dont

langle avec Paxe des x a pour tangente — , de manicre
a

que tous les points de la directrice décrivissent des por-
tions de droites paralléles, égales en longueura 21~ 745,
Par conséquent, I'équation (15) a un sens géométrique
déterminé; et elle raméne 2 des constructions faciles tous
les prob]emes que l'on peut se proposer concernant les
surfaces cylindriques, sans qu'il soit besoin de faire per-
dre & la fonction f'de sa généralité, en lui attribuant une
expression mathématique; au lien que 'équation (14)n’a
par elleméme ancun sens, quand Pélimination entre les
équations (11), (/°), (F) est pas praticable , ou lors-
que les fonctions /" et f cessent d’avoir une expression
mathématique. Toutefois, du moment que la courbe di-
rectrice est donnée par le tracé de ses projections sur
deux plans rectangulaires, la géométrie descriptive en-
seigne a construire par points la courbe d’intersection de
la surface cylindrique et d’un plan donné, tel que celui
de 2y : de sorte que le systtme d’opérations graphiques
usitées dans cette branche de la géométrie se rattache
a la théorie des fonctions continues quelconques , comme
tenant lieu d’éliminations analytiquement impossibles.
Si la surface cylindrique doit étre tangente & une sur-
face définic par une équation telle que (f), comme dans
le probléme des ombres lorsque le point lumineux s'é-
loigne & infini, on tirera de ( /°) les valeurs de Prq en
%y )5 2, et on les substituera dans Péquation (13), ce qui
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donnera une seconde équation ( f) appartenant a la ligne
de contact du eylindre et de la surface (/). Rien n’em-
péchera de prendre cette ligne de contact (f, f) pour
dirvectrice, et d’achever la solution du probleme comme

précédemment.
Famille des surfaces coniques.

249. Les équations de la droite mobile qui décrit une
surface conique en passant constamment par le point
(%5945 3,), peuvent étre mises sous la forme

x— o= (y—90o) , 3—5, =B (z—ax,) - (16)
On doit supposer les paramétres a, { liés par une équa-
tion telle que (), et alors il vient

Zofe i (“””’) (x7)
X—Zo =i Vi !

Tant que les constantes ,, 7., %, et le signe o couser-
vent leur indétermination, cette équation est propre a
représenter une surface conique quelconque. On élimine
la caraciéristique o par le procédé ordinaire, et L'on
tombe sur équation aux différences partielles
ity ple—m) gy G8)
On y parvient encore directement en considérant que le
plan tangent & la surface conique doit toujours passer
par le point (., 7%, 3,) , centre de la surface.
Lorsqu’on prend ce centre pour origine des coordon-

nées, I'équation (17) se réduit b

et, d'aprés sa formc, elle (,St homogene par rapport aux

3 ; 1 .
variables , ¥, z. Dans la méme circonstance, I'équation

(18) devient
=pztqr,
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ce qui s'accorde avee le théoréme des fonctions homo-
génes [122].

Sila surface conique a pour courbe directrice la ligne
(/5 £), on éliminera &, y, z entre les équations (16),
(/)5 (), cequi conduira & une équation finale (F), la-
quelle delermme implicitement la fonction 9. Remettant
pour o, & leurs valeurs en «, », z, on aura pour I'équa-
tion de la surface conique

Fi% =

i o =0 (rg)
Daus le cas ot la fonction f ne serait pas donnée divec-
tement, mais devrait étre déterminée par la condition
que la surface conique touchit la surface ( /), cas qui
se présente dans le probléme des ombres lorsque le point
lumineux est & une distance finie du corps opaque placé
sur le trajet des rayons, on tirerait de I'équation ( /)
les valeurs de p, ¢ en 2, y, z ; on les substitucrait dans
Péquation (18), et I'on obtiendrait ainsi 'équation ().

Ordre des surfaces gauches, ayant une directrice rectiligne.

250. Si l'on prend pour directrice 'axe des z, les
équations de la génératrice, mises sous la forme
=a9e+a, s—plota, (20)
¢ : Al o 1
satisferont i la définition des surfaces comprises dans cet
ordre. On en conclut

2 Vet !
f:‘J , ou a:'{:ﬂ(‘z) 3
4 P Z

dapres quoi on peut remplacer le systtme des équa-
tions (20) par l'une quelconque des deux suivantes

o y
=D +a(2) o
o 4 A

/
(22
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les fonctions o,, 4, étant lides par I'équation de condi-

n(G)=340)

Différentions l’équanon (21) par rapport 4y et a x: il

tion

viendra

=)~ 2[r Q)+ 1)
1= (e (),

d’oli
]J:L + (]7’ <J> (23)
et en différentiant de nouveau, pour éliminer o,,
B BEY S L ==} . 3 (24)

Pour tirer I'équation (24 ) de considérations géométri-
ques direcles, nous remarquerons que, si 'on méne par
le point (., », z) deux plans, I'un passant par 'axe des
Pautre tangent & la surface en ce point, ces deus
plans qui auront respectivement pour équations
rE—a)—zh—y)=o, - (25)
t—s=p sl hg 1), o (a6
se couperont suivant une génératrice. Si le point de con-
tact change, sans cependant sortir du plan (25), le nou-
veau plan tangent coupera encore le plan (25) suivant
laméme génératrice. Donc les équations (25), (26) sub-

sistent en méme temps que leurs dérivées, prises par

rapport aux variables x, y, z, savoir :
¢dy — ndx —o ,
(rdz—sdy) (E—a) + (sda + tdy) (n—y) =0 . (26
En vertu de Péquation (25), ces deux équations devien-
nent
dy L

T (rdz+-sdy) @+-(sde 4 tdy) y =0 5
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: s ; dy
et si 'on élimine entre celles-ci le mpport%, on re-
dx

tombe sur I'équation (24).

Ordre des surfaces gauches, ayant leurs génératrices paralléles
aun plan directeur.

251. Le plan xy- étant pris pour plan directeur, on a
pour les équations de la génératrice
=2, y=aga+da,
d’olt :
y=a9z 445 ; (27)
et les fonctions ¢, § restent arbitraires. Une premiére
différentiation doune, par élimination de la fonction ¢,

E::—(pz; et on trouve, par suite d'une seconde dif-

q

férentiation, ,
g'r— opgs +pit—o . (28)
On peut arriver plus directement & P'équation qui
caractérise les surfaces de cet ordre, sans parliculariser
la position du plan directeur par rapport aux plans coor-
donnés. Soient
A+ Bn+ CU=D
I'équation du plan directeur, et
ACE—2)+B(n—y)4+Ct—z)=—o (29)
celle du plan paralléle mené par le point (z,, z):la
génératrice passant par ce point sera lintersection du
plan (29) et du plau tangent (26). De plus, si lon fait
varier le point de contact sur la méme génératrice, le
nouveau plan tangent passera encore par celte généra-
trice , qui sera en conséquence la ligne d’intersection de
deux plans tangents infiniment voisins. Donc on aura,
outre I'équation (26"), la dérivée de (29)
Adz + Bdy + C (pdx + gdy) = o . (29)
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Si l'on chasse des quatre équations (26), (26'), (29), (29)
les rapports

b2y =y dy

Gz ok —m i ded
il reste I'équation de condition

(B+Cq)'r—2(B+Cq)(A+Cp)s +(A+Cpyr=o,

que I'on identifie avec I'équation (28) en posant A—o,
B=o, mais qui acquiert une forme encore plus simple
dans I’hypothése G=o0, ou lorsqu’on prend le plan di-
recteur perpendiculaire a celui des zy : car elle devient

Br— 2 ABs + At—o; (30)

et enfin elle se réduit a r=—=o, ou a t=—o, quand on
prend le plan directeur paralléle a celui des zz ou i ce-
lui des yz, ce qui ne restreint pas 'étendue de la solu-
tion.

Famille des surfaces conoides.

252. Quand la génératrice d'une surface gauche est
assujettic & la double condition d’avoir une directrice
rectiligne et de rester paralléle & un plan directeur, la
surface décrite est un conoide. En d'autres termes, Ia
famille des surfaces conoides appartient 4 la fois aux
deux ordres de surfaces gauches dont nous venons de
traiter. Les surfaces conoides (& I'exception du plan qui
s’y trouve compris ) sont nécessairement gauches ; car,
soient AB (fig. 74) la drojte directrice, mn, mn_,
M1, ,. . .. des génératrices infiniment voisines : pour
que deux géndratrices consécutives se trouvassent dans
le méme plan, il faudrait que les droites infiniment pe-
tites 7272, 7.1, - . . fussent paralléles & AB; ce qui ne
peut arriver qu'accidentellement, & moins que la ligne

T, L 28
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polygonale nnn,. ... ne se change en une droite pa-
ralléle & AB, et alors la surface décrite est un plan.

La surface , quoique gauche, est qualifiée assez im-
proprement de conoide droit , lorsquela droite directrice
se trouve perpendiculaire au plan directeur. On peut
citer comme exemple la surface décrite par une droite
qui se meut en coupant toujours perpendiculairement
laxe d'un cylindre droit, et en sappuyant par un de
ses points sur une hélice tracée A la surface du cy-
lindre [234]. On donne & ce conoide le nom de surfiuce
hélicoide gauche. ;

253. Prenons pour plan directeur celui des 2y, et pour
originé le point ot la droite 'directrice pénétre ce plan :
les équations de la directrice seront

. Z=azs, y—bz, (31)
et celles de la génératrice
=P, y—op=a(z—ap).
On doit toujours concevoir existence de la liaison (o)
entre les parametres «, f; ce qui donne pour Péquation
générale des surfaces conoides
paty 7_5") } (33)

X—az

On en tire, en éliminant a la maniére ordinaire la carac-
téristique ¢,

p(x—az)+g(yr—bz)—o. (33)
Le sens de cette derniére équation est que, si 'on méne
dans le plan tangent au point (z, », z) une droite pa-
ralléle au plan 2y, elle cotpera la directrice (31); eten
effet la droite menée ainsi dans le plan tangent se
confond avec une génératrice.

Supposons que la droite mobile ait pour directrice,
" outre la droite (31), une autre droite
x=mz4+n, y=m'z4n':

DES FAMILLES DE SURFACES. 435
la fonction @ se trouvera particularisée i 'aide d’une éli-
mination semblable  celles que nous avons déja opérées,
et il viendra

(mb—am')z* + (m —b) 5 — (m—a) yz
+ (bn—an)z+n'z —ny—=o,
équation de la surface du second degré a laquelle on
donne le nom de paraboloide hyperbolique.

Quand le conoide est droit, ona a=o0, b=—0 : les

équations (32) et (33) deviennent respectivement
Z=g¢ (Ey), Pr-tgr=—o.

La surface connue en stéréotomie sous la dénomina-
tion de wotite daréte en tour ronde, est un conoide droit
pour lequel la seconde directrice, qui prend le nom de
cinire, est ordinairement une ellipse dont le plan est ver-
tical et I'un des axes aussi vertical. Mettons les équations
de cette ellipse sous la forme

)/‘1 zl
DEG o -+ =1
on trouvera pour I'équation du conoide
T
Fa T &

==L

Famille des surfaces de révolution.

254. Parmi les surfaces auxquelles on nassigne pas
pour caractére distinctif d’étre décrites par le mouve-
ment d’'une droite, nous ne considérerons ici que la fa-
mille des surfaces de révolution[242]. Soient

sz =a(i—2), y—t,=b(5—2)
les équations de I'axe de révolution, mené par le point
(%524 5,) : un plan perpendiculaire a cet axe a pour
équation
a4 by4+z=—u,
28.
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et ce plan coupe la surface de révolution suivant un
cercle qu'il est permis de considérer comme lintersec-
tion du plan et d’'une sphére qui aurait son centre au
point {x,, 7., 5,). L'équation de cette sphére est
(.z‘—.z'o)' + (.7‘".}'0)’ = (‘z'—" zn): = p bl
et la liaison (¢), qui dépend dans sa forme du tracé de
la courbe méridienne , donne ;
(w—xo)’ <= (}"—'7’0)2‘*“ ('z_zo)’:qJ (a.z' +b.7 == z) : (34)
équation propre a représenter une surface quelconque
-de révolution, tant que les constantes z,, ., z,,4, b, et
la caractéristique 9 conservent leur indétermination.
En prenant les dérivées partielles par rapport a x et

ay,ona

2 [2—az, +p (z—5,)| =(a+p) . ¢’ (az+by +3) ,

21— +9 (2] =(0+9) - ¢ (az+by+2) 5
d’ott 'on conclut par I'élimination de ¢,

Pl —7e—ba—s)|—glo—a—a(s—a)] = bz—a,)—aly—y,) -

Cette derniére équation exprime que la normale a la sur-
face rencontre 'axe de révolution. Désignons en effet
par £, n, { les coordonnées courantes de la normale au
point (z, y, z) : les équations de cette normale seront
t—z4p(t—2)=0, n—r+q{t—2z)=0;
celles de I'axe de révolution, rapportées aux mémes coor-
données courantes, deviendront
t—z,=a(t—3,), 1—r=0bE—=5) ;

et si I'on chasse &, =, { de ces quatre équations, on
tombera sur I'équation (35).

Torsqu'on prend I'axe de révolution pour celui des z,
ce qui revient a faire x,=o0, y,=0,a=0, /=0, I'é-
quation (35) se réduit a

€
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pY—g4x =0, (36)
et I'équation (34) devient
24y (a5, =93,
ou, ce qui est la méme chose, i cause de 'indétermina-
tion de la fonction o,
Z 4 y*=yz, oubien z=y(z"+y").

z est alors Pordonnée de la courbe méridienne , dont
|7+ désigne I'abscisse.

On assujettira la surface de révolution a passer par
une courbe ( f, f), au moyen du procédé d’élimination
deja indiqué pour les surfaces cylindriques et coniques. .

255. Appliquons ceci a la détermination de la surface
engendrée par la rotation autour de laxe des z de la
droite

x=mz+n, y=mzs+n . (37)
On aura & combiner ces équations avec
z=la5, -y =,
d’ol
(ma—-n)* 4 (m'e + 0/ =8,
et en remettant poura, @ leurs valeurs,
(mz 4 n) 4 (m'z+n) =z*+y" .
Si I'on suppose que Ion ait pris pour axe des = la plus
courte distance de l'axe de révolution & la droite (37),
celle-ci se trouvera paralléle au plan yz, et il faudra
poser m==0, n'==0; au moyen de quoi I'équation de la
surface devenant
22y —mi=nt,
se confondra avee I'équation (6) du n® 239. La surface
engendrée est donc la surface réglée , connue sous le nom
d’hyperboloide de révolution & une nappe.
256. Proposons-nous encore de déterminer la surface
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de révolution autour de Paxe des z, dont la section par
le plan y=¢ serait Pellipse
g
= + FL (38)
le calcul donnera, pour 'équation de la surface cherchée,
F i A o S
il B o
Liintersection de cette surface et du plan 2z est Pellipse
I s ol

G e

représentée ( fig. 75 ) par ABA'B’, tandis que lellipse
(38) se projette en 2z suivant Pellipse concentrique et
semblable @ba't’. Or, si Pon mene les droites ¢ s
b'c’, tangentes & Tellipse (38) en b et en &, il est visi-
ble que la portion c¢’ de la section méridienne est la
seule qui se trouve géométriquement déterminée par
la condition que la surface de révolution pénétre le
plan y=c suivant Iellipse (38). De ¢ en B et de'¢’ en
B'le tracé de la section méridienne pourrait étre quel-
conque; et conséquemment la fonction ¢, lorsqu’on
donne i la signification de la caractéristique ¢ toute la
généralité quelle comporte, n'est que partiellement dé-
terminée par la condition que l'on puisse placer sur la
surface une courbe donnée. Mais quand on admet ex-
plicitement ou implicitement que ¢:désigne une fonction
algebrique qui ne change pas d’expression dans toute
I'étendue de son cours, elle se trouve effectivement déter-
minée dans toute son étendue par la condition que 'on
puisse placer sur la surface une courbe algébrique donnée.

CHAPITRE VIIL

DES SURFACES ENVELOPPES.

957. La théorie des courbes enveloppes [18a ez suiv.]
se généralise et s'étend aux surfaces , mais avec df:s mo-
difications essentielles qui tiennent au fond du sujet.

o F(‘rhyazi"‘):o (F)
l'équation d'une surface courbe, dans laquelle ‘entre le
paramétre «. En assignant une suite de valeurs a ce pa-
ramétre, on a une suite de surfaces de méme espéce, qui
en général se pénétrent suivant certaines lignes. Consi-
“dérons en particulier deux de ces surfaces

B(wsrs 25 0)=—05 F(z, ¥, 2, a4Ac) =0 :
par le décroissement continuel et indéfini de la variaFi\on
Aa, la ligne d’intersection se déplace sur la premicre
surface; elle se rapproche de plus en plus d'une autre
ligne donnée par le systéme de 'équation*(F) et de sa
dérivée
dl
dx

Monge a donné a la ligne ainsi déterminée le nom de

a4 i
=={0rs \F)

caractéristique.

Les équations de la caractéristique contiennent le pa-
ramétre o, et varient pour chacune des surfaces, en
nombre infini, que I'équation (F) représente, tant que o
reste indéterminé. Si I'on élimine « entre les ¢quations
(F), (I), on'aura une troisieme équation :

O (@5 &) =0 ()



440 LIVRE IV. — CHAPITRE VIII.

et celle-ci appartiendra & une surface qui peut étre con-
sidérée comme le licu de toutes les caractéristiques.

Pour tous les points situés sur une méme caractéris-
tique, la surface (@) a le méme plan tangent que celle
des surfaces (F ) a laquelle cette caractéristique corres-
pond. En effet,, I'équation du plan qui touche cette der-
niére surface au point (®, 95 3), est

DT+ T g—o; (@
d’ailleurs, comme I'équation (®) n'est autre chose que
Iéquation (F) ot I'on a mis pour « sa valeuren z, y, z,
tirée de I'équation (F'), 'équation du plan tangent 4 la
surface (@) peut étre mise sous la forme

dF  dF d« dF  dF d«
et ) )+ (G55 ()
dF  dF du
f= E+$E (t—z):o >
et elle se réduit & I'équation (@) en vertu de (F").

La surface (®) jouit donc de la propriété de toucher
ou d’envelopper les surfaces en nombre infini , dont la
série est donnée par la variation continue du paramétre
« dans I'équation (F). On donne en conséquence A celles-
ci le nom d’enveloppées et a la surface qui les touche
le nom d’enpeloppe. Chaque caractéristique est la ligne
de contact de Ienveloppe avec une enveloppée. -

1l peut arriver que les caractéristiques deviennent
imaginaires, quand le parameétre « a dépassé certaines
limites, quoique, pour les mémes valeurs de a, équa-
tion (F) continue de représenter des surfaces réelles, qui
alors nesont plus touchées par lenveloppe, ctauxquelles
la dénomination d’enveloppées ne sapplique plus que
par extension. Ce cas est analogue i celui que nous
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avons signalé en traitant de I'enveloppement des courbes
planes [184].

Le systéme des équations (F), ('), et

d’; =0, (F ’)
quand elles ne sont pas inconciliables, détermine le
point ou une caractéristique est rencontrée par la
caractéristique infiniment voisine ; et I'élimination de
« entre ces trois équations donne les deux équations
de Paréte de rebroussement de la surface enveloppe
décrite par le mouvement de la caractéristique [246]-

Enfin, si P'on joint & (F), (F), (F")

S ")
on peut chasser « et déterminer individuellement les
coordonnées x, y, z d’'un point situé sur laréte de re-
broussement’, et qui est en général un point singulier de
cette aréte.

958. Considérons maintenant I'équation d'une sur-
fape Bz iaicB)==i0h {F]
dans laquelle entreraient deux paramétres arbitraires a,
g :il 0’y a pas lien de supposer que ces deux parametres

i g .
- varient 4 la fois et indépendamment l'un de Vautre, car

cela ne conduirait A aucune conséquence géométrique ;
mais on peut naturellement admettre qu’il y a entre a,
£ une relation = gz, au moyen de quoi I'équation
précédente devient
F(z,y; 3, ¢, ¢8) =0t

On peut présentement faire varier le paramétre o, ce
qui engendrera une série d’enveloppées et une surface
enveloppe correspondante. Comme la fonction ¢ est arbi-
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traire , chaque forme qu'on lui assignera déterminera un

.
systéme de surfaces enveloppées, ayant son enveloppe
particuliére.

) x

Diailleurs, comme I'équation [F | renferme deux va-

viables indépendante @, y, il est permis de la différen-
tier par rapport a chacune de ces variables, ce qui
donne

dr dF dF dF
: CE-FPIZT.——O, d7+gzz—:0: [F1]

Pélimination de o, ‘B entrs les équations [F]et [F]
conduit a I'équation aux différences partielles du pre-
mier ordre

f(%)’azs!’,q):oi (f)
et toutes les surfaces enveloppées données par 'équation
[F], comme aussi toutes les -surfaces enveloppes don-
nées par I'élimination de « entre les deux équations

Flz,7,3,«, ox) =0 ,d.&il’—z’a’qm)zo ) ((F))

dx
Jouissent évidemment de la propriété de satisfaive & I'é-
quation ( f).

Clest ici. que se rompt le fil de Ianalogie entre la
théorie de 'enveloppement des courbes planes et celle
de Penveloppement des surfaces. Effectivement, nous
avons vu que les courbes enveloppées et la courbe enve-
loppe satisfont 4 l]a méme équation différentielle & deux
variables, dans laquelle le paramétre variable n’entre pas;
mais il y a une infinité d’enveloppées pour uneenveloppe,
et par conséquent I'équation commune aux envelop-
p.ées satisfait d’'une maniére plus générale & I'équation
différentielle que ne le fait I'équation de Ienveloppe. Au
CQU%rairc, I'équation [ F | satisfait & 'équation (f) aux
différences partielles, dans laquelle les paramétres «,
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n’entrent pas, avec moins de généralité que ne le fait
le systéme des équations ((F)) ; puisque toutes les surfaces
données par I'équation [F] sont des surfaces de méme
espéce , qui ne different que par les valeurs numeriques
des paramétres «, (; tandis que les surfaces qui sont
données par le systéme des équations ((F)) varient d’es-
pece selon la forme assignée arbitrairement & la fone-
tion @, et ne sont unies entre elles que par un caractére
de famille, celui de satisfaive & une méme équation
aux différences partielles.

Si l'on élimine e, { entre U'équation | F] et ses deux
dérivées par rapporta aeta f3,
dF dF
Fa—r2 ds

on a une équation en x, y, 3 seulement
W(x,")‘,z):o E (¥)
qui satisfait encore a P'équation (/)s et la surface (W)
jouit de la propriété de toucher ou d’envelopper, non-
seulement les enveloppées [F], mais encore les envelop-
pes ((E)). Cette enveloppe générale et individuellement
déterminée correspond & la courbe enveloppe, détermi-
née individuellement, d’apres la théorie de I'enveloppe-
ment des courbes : et I'équation (W) qui satisfait a 'équa-
tion ( /), sans pouvoir rentrer dans le systéme ((T')) par
une détermination convenable de la fonction arbitraire ¢,
est une de ces intdgrales singuliéres dont on a annoncé
Vexistence [167], et sur lesquelles nous devons revenir
en traitant de I'intégration des équations aux différences

:0,

partielles.

259. Les remarques du n° précédent , au sujet de l'in-
détermination de la fonction ¢ qui entre dans les équa-
tions ((F)), indiquent la liaison de la théorie de I'enve-
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loppement des surfaces avec celle du groupement des
surfaces par familles qui a fait Pobjet spécial du précé-
dent chapitre; mais cette liaison sera rendue plus sen-
sible au moyen des considérations suivantes.

Aulieu de concevoir qu'on élimine « entre les équa-
tions ((F)), pour obtenir I’équation de la surface en-
veloppe qui correspond & une forme particuliere de la
fonction ¢, prenons ces équations simultanément, de ma-
niére qu'elles représentent la caractéristique qui corres-
pond & cette forme particuliére de ¢ et & une valeur
particuliére de «. Mettons de plus la seconde de ces

équations sous la forme

dE = dB T T s

7 - —E - ge==0:
comme les variables x, 7, z ne sont pas comprises sous
les signes ¢, ¢', on voit que les équations de la caracté-
ristique se trouvent composées de la méme maniére en
Z, ¥, 2, quelle que soit la forme assignée & la fonction
. Par conséquent, cette caractéristique peut étre consi-
dérée comme la génératrice qui décrit a volonté l'une
quelconque des surfaces enveloppes ((F)), en changeant
de position dans I'espace ou méme de forme suivant une

loi déterminée pour chaque enveloppe par la forme de-

la fonction ¢; mais de maniére toutefois que la compo-
sition en z, ¥, z des équations de la génératrice ne
change pas. De la le nom de caractéristique donné par
Monge a la ligne dont il s'agit, parce qu'elle imprime
un caractére de famille & toutes les surfaces comprises
dans le systtme ((F)), et qui jouissent de la propriété
de satisfaire & I'équation ( f).

Au point de vue analytique, la description d’'une
surface par la génératrice dont les équations sont

'
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F(z, 7,55 0y92)=0, F (2,7,2,9,¢2)=0, ()
nest quun cas particulier de la description par une
génératrice dont les équations prendraient la forme
Flz, 0,5, 2, 9%, ¢a)=o0, Fiz,7,3,2,¢2, ?/1) =o0.:()
Le second systéme n'a pas, dans sa signification , plus
d’étendue que lautre, & cause que la fonction o' est dé-
terminée par cela seul quon assigne la fonction ¢ : seu-
lement, si les fonctions F, F; sont algébriques, on peut
tirer des équations (&)

K==z, ra)h e = E(zy75 2,

et par suite i
£, 7, 2)=¢ [ f(z,2,2)],

f £ désignant des fonctions connues; tandis que I'élimi-

nation ne sera praticable entre les équations (4,) qu'a-
prés quion aura particularisé la fonction ¢ : ce qui em-
péche d’exprimer par une seule équation toutes les
surfaces de méme famille que le systtme (b,) repré-
sente, A la faveur de I'indétermination du signe ¢.

Si maintenant on suppose que la fonction F ne con-
tient pas ¢'a, et que ona

F,:g—l—i—i. .qa'u,
on retombe encore sur un cas particulier de description
qui est celui dont nous nous occupons dans ce chapitre:
la génératrice prenant le nom de caractéristique, et
étant donnée par lintersection de deux enveloppées
infiniment voisines.

260. La méme enveloppe peut avoir des caractéristi-
ques différentes, ce qui revient a dire que la méme
surface peut avoir diverses génératrices, et par suite ap-
partenir & la fois & diverses familles [242].

Mais sans sortir de la méme famille de surfaces, ca-
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ractérisée par la méme équation aux différences par-
tielles, on trouve que la méme enveloppe peut corres-
pondrea uneinfinité de systémes différents d’enveloppées;
ou que la caractéristique, dont le mouvement engendre
la surface enveloppe, et qui est donnée par l'intersection
de deux enveloppées consécutives, peut rester laméme,
quoique les surfaces qui se coupent soient différentes.

Pour en donner un exemple bien simple, imaginons
un plan qui se meuve en touchant constamment 'enve-
loppe suivant une caractéristique : ce plan engendre
une surface développable, dans I'équation de laquelle
entrent o et ga; de sorte que, si I'on y fait varier «, on
obtient une suite de surfaces développables tangentes
i Tenveloppe, et dont deux quelconques consécutives se
coupent suivant une des caractéristiques. Donc, si
on:suppose que la surface développable change sans
cesse de forme et de situation dans I'espace en vertu de
la variation continue du paramétre «, elle aura la méme
enveloppe que le systéme des enveloppées primitives.
Monge lappelle enveloppée développable. On pourrait
imaginer une infinité d’enveloppées différentes, ayant les
mémes caractéristiques et la méme enveloppe.

Ceci se voit aussi facilement par I'analyse. En effet,
puisque la fonction ¢, dans le systéme des équations ((F)),
peut étre particularisée d’'une maniére quelconque, il
est permis de poser, par exemple,

pa=a -+ b 5
a et b étant d'autres constantes quelconques, ou bien
encore
gu—a -+ aba ,
y désignant une autre fonction quelconque. On pourra
alors éliminer « entre les équations ((F)), et I'on aura I'é-

DES SURFACES ENVELOPPES. 447

quation d’une enveloppe de la forme
D (z,r7,3,a,%8) =0 .

Or, rien n'empéche d’attribuer a ¢ une forme arbitraire
quelconque, puis de faire varier le parametre @ d’une
maniére continue; on reproduit ainsi une série d’enve-
loppées, distincte dela série des enveloppées primitives,
et dont néanmoins les enveloppes jouissent de la pro-
priété de satisfaire a I'équation (f'); ce qui suppose
qu'elles ont avec les nouvelles enveloppées les mémes
lignes de contact qu’avee les enveloppées primitives.

261. Un exemple éclaircira tout ce qui précede. L'é-
quation

(e—aP+(y—pP+2=01, ()
quand on y considére «, B comme des paramétres sus-
ceptibles de varier sans discontinuité, appartient a une
infinité de sphéres, qui toutes ont leur centre dans [e
plan zy et le méme rayon R. Cette équation, différen-
tiée par rapport aux deux variables indépendantes z,
donne

Z—a~-pz=—0, y—B-F¢gz=0 ;
etlon en déduit 'équation aux différences partielles
Ri
E et (2)
a laquelle satisfont toutes les surfaces sphériques repré-
sentées par I'équation (r).

Les paramétres «, g désignent ici les coordonnées du
centre de la sphere. Sil'on établit la liaison arbitraire
B—0ua, ce sera faire laméme chose que sil'on tragait arbi-
trairement dans le plan 2y la courbe que doit décrire
le centre de la sphére mobile. L’enveloppe de toutes les
spheres de méme rayon, qui ont leur centre sur la
courbe ainsi tracée, est un canal, i section circulaire
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constante, qui a pour axe ou pour ligne médiane la
courbe tracée arbitrairement. Toutes les surfaces de la
famille des surfaces-canaux, parmi lesquelles le cylin-
dre droit se trouve compris, sont donc représentées par
le systéme des deux équations
(z—a) + (y—ga) + 2 =R?, ®
e Ur-—?u) z?’a =05
et elles jouissent de la propriété de satisfaire a I'équa-
tion (2), aussi bien que les sphéres qu'elles enveloppent.
En effet, la propriété géométrique exprimée par I'c-
quation (2) consiste en ce que le cosinus de I'angle de
la normale avec 'ordonnée z a pour valeur numérique

z ¢ I le vi
= a normale vient couper
[237] iR’ ou hien en ce que p

la ligne médiane du canal, ce qui est un caractére évi-
dent des surfaces de cette famille.

Le systéme des équations (3), quand on n'y 'considére
plus & comme un paramétre éliminer, détermine la ca-
ractéristique correspondante i la valeur o« du parameé-
tre : cette caractéristique, donnée par lintersection
d’une sphére et d’'un plan qui passe par le centre de
la sphére, est un grand cercle de la sphére,. a3

Quand on joint aux équations (3) la dérivée du se-
cond ordre (y—ga)¢'a— 1 — (¢'zf =o, . (4)
et qu'on élimine « entre les trois équations, aprés que
la fonction ¢ a été particularisée, on a en x, 7, z les
équations de aréte de rebroussement de la surface en-
veloppe. ;

Si l'on élimine «, B entre I'équation (1) et ses dérivées
par rapport a « et a B,

z—a=X y—f=o,
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Péquation résultante 2'=R", ou z===E R satisfait cn-
core a 'équation (2). La surface qui touche a la fois
toutes les enveloppées, et toutes les enveloppes com-
prises dans le systéeme des équations (3), ou enveloppe
génerale de toutes les surfaces qui satisfont & I'équation
(2), se réduit donc au systéme de deux plans, paralltles
a celui des 2y, comme cela était évident avant tout
caleul.

Si T'on pose, dans les équations (3), ga=—=aax--4, ct
qu'aprés la substitution on élimine le paramétre «, il
viendra pour équation résultante

(y—azx—0b)*
ETEE
¢quation d'un cylindre circulaire dont le rayon est R,
et dont I'axe, compris dans le planz y, a pour équation
y=—=ax—-b. Effectivement, nous avons déja remarqué
qu’un tel cylindre est compris dans la famille des sur-
® faces-canaux qui peuvent envelopper P'espace parcouru
par une sphere de méme rayon, dont le centre mobile
décrit une ligne sur le plan 2y. Bt de méme on peut
faire mouvoir I'axe du cylindre dans ce plan, de ma-
niere que Penveloppe soit 'une quelconque des surfaces-
canaux représentées par le systéme des équations (3),
ou I'une quelconque des sphéres données par I'équation
(1). Pour faire mouvoir le cylindre de maniére quel'en-
veloppe soit une sphére, il suffit de donner & Paxe un
mouvement de rotation autour de I'un de ses points pris
pour centre fixe.

Le cylindre () est lenveloppée développable dont il

a ¢té question plus haut.

el )

262. Pour exprimer que nous établissions ure lizison
entre les pavamétres «, B, nous avons éerit P—0u,

T. I. 29



450 LIVRE 1V. — CHAPITRE VIII.
mais il aurait été plus général d’exprimer cette liaison
par I'équation
G, p)=0; (&)
et alors le systéme des deux équations ((F)) se serait
trouvé remplacé par un systéme de quatre équations
F(z,7,%,%,8)=0, %F;(Za+t% df—o,
i}
ds
Cette notation plus compliquée est méme la seule qui
coit aussi complite que la généralité de Ianalyse le re-
quiert. Rien n’empéche, par exemple, de supposer que
I’équation (@) prenne accidentellement la forme
(o hf - (B —RF =0, (@)
},k désignant des constantes : auquel cas on en déduit
a=—h, B=Fk, sans qu'il soit possible de tirer de I'équa-

P
B, p):o,—({l:da—i— dp=o0..

tion (@,) une relation de laforme f=—=gc, a moins d’em-

ployer des symboles imaginaires. Cest ainsi que, dans le
systeme des équations (3), on ne peut pas particulariser
la fonction ¢ de maniére que ce systeme représente I'une
des enveloppées sphériques, qui cependant sont com-
prises parmi les surfaces jouissant de la propriété de
satisfaive & Péquation (2). Sous ce rapport, on pourrait
dire que le systéme (3) n’a pas la méme généralité que
Péquation (2); et qu'il fauty joindre, pour le compléter,
Iéquation générale des spheres enveloppées : mais ceci
ne tient quaux limitations introduites par un mode de
notation destiné seulement & rendre Décriture plus
concise; et les limitations disparaissent lorsqu'on donne
aux notations la généralité qu’elles comportent.

Cette remarque est si simple, que nous l'aurions né-
gligée si elle e faisait évanouir une difficulté a la-

W
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quelle Lagrange a semblé¢ attacher de l’importance &)
*263. Puisque Péquation ( /) subsiste pour des enve-
loppées quelconques, elle subsiste aussi pour la ligne
d’intersection de deux enveloppées, et peut étre consi-
dérée comme une équation différentieile & laquelle doi-
vent satisfaive les coordonnées de cette ligne. Aprés
qu'on a posé B=ga, les équations des deux enveloppées
qui se coupent ne different plus que par la valeur du
paramétre «; et sur la ligne d'intersection les valeurs
de %, y, zsont les mémes, mais celles de p, ¢ varient
en raison du parametre «; ou, en d'autres termes, les
deux surfaces ont, en chaque point de la ligne d’inter-
section, des plans tangents inclinés 'un a Pautre. Mais
si la ligne d'intersection se change dans la caractéris-
tique, les deux enveloppées devenant infiniment voisi-
nes, l'inclinaison des deux plans- tangents s’efface, et
Pon a
: : df d df dq
=% ot bien é~£+%~ﬁ:o; a8)
car les coordonnées x, y, z, étant prises sur une ligne
commune aux deux surfaces, ne varient pas en raison
de «. D'un autre coté, si Pon différentie par rapport a
a Péquation

dz = pdx +qdy (e)

ona, par la méme raison,
Ly dg . o
o _Z;dx+ T dy . ()

S dp de
L’élimination de ﬁ’d—z entre les équations ( f') et

(¢") donne

(*) Legons sur le calcul des fonctions , 2° édit., p. 372 et 374.

29.
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Al A
d[;dy;[Tq—d‘z = ihg

équation différentielle & laquelle doivent satisfaire les
coordonnées de la caractéristique, en méme temps
quelles satisfont a 'équation (/).

Dans I'exemple qui nous occupe, on trouve

df __ af__
@—QP P E,;—'zq ’

et par suite

pdy —qdx =0 ;
ce qui exprime que les caractéristiques des surfaces-ca-
naux sont en méme temps les lignes de plus grande
pente de ces surfaces [126].

Les équations (¢) et (/") appartiennent & une carac-
téristique quelconque, placée sur une enveloppe quel-
conque; et les quantités p, ¢, qui entrent dans ces équa-
tions, spécifient pour chaque point Casiimaila
caractéristique menée par ce point. Denc, si 'on ¢limine
p,¢ entre les trois équations (.f), (c) et (f"), Péquation
résultante appartient & la courbe qui est touchée par
toutes les caractéristiques, ou a laréte de rebroussement
de la surface enveloppe.

On trouve ainsi que les coordonnées de l'aréte de re-
broussement des surfaces-canaux doivent satisfaire a I'é-

quation différentielle
R
da®+ dy* +dz* = = (da® 4 dy*) .
Cette aréte de rebroussement peut d'ailleurs se ré-
duire & un point, ou méme devenir imaginaire. Posons,

par exemple,
oo = \/B,2 Tt
P'équation (4) se réduit a y==o; ctde la seconde équa-

DES SURFACES ENVELOPBES. 453
tion (3) qui devient alors
zVRF— & —ay=—o0,
on tire aussi x—o0; enfin ces valeurs de x et de y,subs-
tituées dans la premiere équation (3), donnent pour la
valeur correspondante de I'ordonnée z,
s=k VR

L
de sorte que l'aréte de rebroussement se réduit a deux

points situés sur I'axe des z, dans le cas de R >R, , 4
un seul point (qui est Porigine des coordonnées ) pour
R=—R_, et finalement devient imaginaire sil'ona R < R,,
auquel cas la surface décrite est un anncau proprement
dit [236].

264. Montrons maintenant comment on peut déter-
miner la fonction arbitraire ¢, de maniére que la surface
assignée par le systéme des équations ((F)) passe par
une courbe donnée

flz,p,2) =0, (Ey
fi(z 9 B)==0"% )
Pour cela il faut que la tangente a cette courbe se trouve
constamment dans le plan tangent & Penveloppée et &
enveloppe au peint (2, y, 5). Soient
{—z=p(E—=2)+g(n—)
Péquation du plan tangent, et

ok
(£, £)

E—x=— Z—'z (t—a2), n—y:i;g(c— z)
les équations de la tangente a la courbe (£, f) : p, ¢ sont
des quantités données en fonction de x, 7, 3, 2, g, au
moyen de la premi¢re équation ((F)); tandis que
dx dy : .
T2 s Sont des fonctions de &, y, z fournies par la
différentiation des équations (f), (f,). Cela pos¢, la con-
dition que I'on vient d’énoncer ¢tablit entre 2, 7, 7, «, ou

$

2k N
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une liaison exprimée par I'équation
dz dy
P +gq et (d)

Aprés qu'on en aura chassé z, y, z au moyen de I'é-
quation de enveloppée et de celles de la courbe, elle
deviendra de la forme =
B2, 1) =0, (@)
et déterminera par conséquent la fonction o.
Si cette fouction devait étre assignée d’aprés la con-

dition quel'enveloppe correspondante touchit la surface

S dz dz
(f), on tirerait de (f) les valeurs de I:’ & en z, ¥, z,
et I'équation (d) se trouverait remplacée par
_dz . dz
P— Til 9 = 2; ) (e)

les valeurs de p,g étant censées données, comme tout
4 I'heure, en fonction de z, 7, z, z, 9a, par la différen-
tiation de l'équation de I'enveloppée. On joindrait en-
suite 'équation de 'enveloppée aux équations (f)et (¢),
et 'on éliminerait x, 7, z entre ces quatre équations, ce
qui donnerait la relation cherchée (@) entre « et ga.
La fonction ¢ déterminée, on aura par la différen-
tiation la fonction ¢/, et I'on pourra substituer dans les
équations ((I)) les valeurs en « de ¢x, ¢'a, puis élimi-
ner a, afin d’avoir en z, y, z I'équation de I'enveloppe
cherchée; ou (ce qui revient au méme) on peut joindre
A 'équation (W) sa dérivée
Sy i i v
et procéder d’'une manidre quelconque a I'élimination de
«, ga, ¢z entre les quatre équations ((T)), (@), (@).
265. Proposons-nous comme application de détermi-
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ner la fonction ¢ qui entre dans le systéme des équa-
tions (3), de maniére que la section de la surface du ca-
nal par le plan xz soit Pellipse

L z* 3
=t (6)

I'équation () deviendra
z—a b*

Z at’

et I'on aura pour I'équation (@)
(?0': )a o? R®

— 1

b a—b
On peut remettre § a la place de ga: «,p désignant
alors les coordonnées courantes, paralltlement aux axes
des et des 7, de laxe curviligne ou de la ligne médiane
du canal dans le plan zy. Selon qu'on aura a < ou >,
équation de cette ligne

u‘l ﬁﬁ Ri o

= 4= = = FraT I W7
appartiendra & une ellipse ou & une hyperbole. Nous
supposons & < R, afin d’éviter la difficulté qui naitrait
de ce que la courbe (6) ne resterait pas comprise dans
toute son étendue entre les deux plans z==xR qui li-
mitent les surfaces données par le systtme des équa-
tions (3).

1l est dailleurs évident que la courbe (6) ne doit dé-
terminer la courbe (77) que dans la portion de son cours
comprise entre les droites 3—==R;ou, en d’autres ter-
mes, que lintersection de la surface enveloppe par le
plan zz ne change pas, quel que soit le tracé de la ligne
décrite par le centre de la sphére enveloppée sur le plan
ay, dés que le centre de la sphére est & une distance

de I'axe des 2 plus grande que son rayon. Ainsi 'équa-
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tion (6 ) ne peut donner la fonction arbitraire o dans
toute I'étendue de son cours quautant qu’on admet que
cette fonction ¢ est algébrique et conserve dans tout son
cours la méme expression algébrique, remarque ana-
logue  celle que nous avons déja faite a Poccasion des
surfaces de révolution [256].

266. On peut admettre qué Iéquation d’une enve-
lopPée contient trois paramétres arbitraires «, By, et
devient de la forme :

F(‘Z',]',.Z,a, ‘?":"'ﬁ“)=01

aprés qu'on a posé g=—gqx, y="{a. Le systéme de cette
équation et de sa dérivée

dF dF .,  dF

E—I—T?"P “+E“P'°‘:° y
appartient & un ordre de surfaces enveloppes, dont cha-
cune est déterminée individuellement aprés qu'on a as-
signé les fonctions ¢, . Il n’y a pas plus de difficulté i
supposer quel’équation de enveloppée renferme un nom-
bre quelconque de paramétres variables , liés entre eux
d’une maniére arbitraire : mais nous nous bornerons i
considérer le cas ou enveloppée est. un plan en mouve-
ment dans Pespace suivant une loi quelconque.

Soient donc

- 2 —a-+ z9u—4 yox (g)
Iéquation du plan mobile, et
1+zga tyda=o (&)

sa dérivée par rapport A « : le systeme des équations
(8), (g") est propre a représenter une surface dévelop-
pable quelconque. On en déduit P=9x,g=1Va, et par
suite

g=y@—pr—gy), B g=V(=—pa—gy); (k)

P, 9,8 —pr—gr)=o,
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ce qui méne aux équations déja trouvées [168 ¢z 245
p=lg, (@ rt—s*=o . (£)
* 967. La caractéristique donnée par le systéme (g),
'), pour chaque valeur de «, est une ligne droite. On
aura [263 | une équation différentielle de cette caracté-
ristique, si Ion différentie I'équation (7) eny regardant
P> ¢ comme variables, ce qui donne dp =STWgiig, et

si I'on chasse dp, dg au moyen de I'équation

dpdz +- dqdy =0 ; Lot pdy —Wgdz=o . (0

’

L’équation () exprime que le rapport :{é est fonction
des seules quantités p, ¢ ; ce qui résulte en effet de ce
que le méme plan touche la surface développable en
tous les points de la caractéristique. Cette équation ren-
ferme un signe de fonction arbitraire; mais, en s'élevant
au second ordre , on aurait une autre équation différen-
tielle de la caractéristique,ou le signe II n’entrerait pas.
En effet, puisque I'équation (/) appartient a toute sur-
face développable (quoique les fonctions 7, s, ¢ varient
d’une surface a l'autre), lorsque deux surfaces dévelop-
pables se touchent suivant une caractéristique conumune
aux deux surfaces, on doit avoir , pour les points situés
sur cette ligne,

tdr — asds +-rdt=o0 . (&)
En vertu des équations (g), (g7), le plan tangent ne
change pas avec les coordonnées x, y, z, pour les points
situés sur la caractéristique,, d’ou

dp =rdz + sdy = o, dg= sdx+tdy=o,
et, par suite d’'une nouvelle différentiation,
drdx 4 dsdy = o, dsdz - didy = o .

Au moyen de ces deux derniéres équations ou chassera
de (#) les différentielles dr, ds, di, ctil restera, pour
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Iéquation différentielle de la caractéristique,
rda* + 2sdady + tdy* = o, {(m)
ou plus simplement, en vertu de Iéquation (%),
Vr.de+ Ve . dr=o.

Pour obtenir les équations de I'aréte de rebroussement
de la surface développable, il faut joindre aux équations
(), (g") la dérivée du second ordre

x¢'a+ y¥(a) =0, (&")
et éliminer ensuite @. On a une équation différentielle
a laquelle doivent satisfaire les coordonnées de la méme
ligne, en éliminant p, g entre les équations (), (),
auxquelles on joint dz = pdx - gdy. Ceci conduit
a une équation 1, (dx, dy, ds)=o: la fonction II, ne
pouvant étre déterminée qu'aprés quon a assigné la
fonction 11 dont elle dérive.

268. Proposons-nous maintenant de déterminer les
fonctions ¢ et ¢, de maniére que la surface développable
passe par deux courbes données

Sil@pyz)=0, (f) . f)f,(.r?y,z):o, () (e
filzyyym) =0 (E) 52 2 (w1 8) = 0...(£) i
Un calcul identique a celui du n® 264 , répété pour cha-
cune des deux courbes directrices, donnera deux équa-
tions de la forme

@i(ey gy ) =0, (B, Bylery 9oy Yu) =05 (@)
et en les résolvant on aura les fonctions ¢ et ¢ qui pour-
raient étre substituées dans les équations (g), (¢'); de
maniére qu’il ne restit plus qua éliminer « pour avoir
en , ¥, z Péquation de la surface développable deman-
dée. Mais, pour éluder la résolution des équations (@,),
(@.), on peut y joindre leurs dérivées
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da, do, ae. ;
d—a+'d7"?'“+7«y-'d’“_°’ (&)
do, do, da,
e IR EE e ey N a=—0 ; Ko}
. Ya=o0 (&)

et procéder A I'élimination des cing variables =, gu, ¢z,
Yo, Ve entre les équations (g), (g),(@.), (®.),(9,)
et (&',).

Si les fonctions ¢, § devaient étre détermindes d'a-
preés la condition que la surface développable touchit
les deux surfaces ( £.), (f;), on vépéterait pour chacune
de ces surfaces le calcul indiqué dans le o’ cité; et 'on
arriverait & deux équations en z, y, 5 qui pourraient
gtre prises pour les équations (f,), (£); aprés quoi
le calcul Sachéverait comme dans le premier cas.

269. On sait que, lorsqu’un corps opaque est éclairé
par un corps lumineux de dimensions finies, les deux
nappes d’une surface développable, tangente aux surfa-
ces des deux corps opaques et lumineux, limitent dans
Iespace 'ombre ct la pénombre. Comme cette applica-
tion donne plus d’intérét au dernier probléme dont nous
venons d’indiquer la solution, nous ne négligerons pas
quelques simplifications que I'on peut apporter 4 la mé-
thode dans ce cas particulier.

Léquation du plan qui touche la surface (f.) au
point(x,,¥,, 3,) et la surface ( /;) au point (2, 7., 2
est indifféremment.

s—z=p,(@—2)+q(r—7) (r.)
ou
s—m=py(@—2)+q(r—7r) (ns)
Pus ¢ €tant donnés en fonction de 2., y., 5 par la
différentiation de I'équation
f:(-l',, Yo z,,> — 07 ()



o
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¢t p,, ¢, en fonction de x,, »,, 5, par la différentia-
tion de I'équation

; ./‘9 (‘z'w Joy zn) =0l (/‘3)
On en conclut
3, Puly — QoY =8y Py — oy ()
ct 'on a d’ailleurs
=Py =G 02

Au moyen des équations ( /.), (/,), (0), (), au nombre
de cing, on chassera 2., y,, ., et 'on déterminera y, z,
en fonction de &, ; parsuite de quoi I'équation (n,) pren-
dra la forme

z="2.02: +y. bz, + Oz, .
1l suffira donc d’éliminer le paramétre w, entre celte
équation et sa dérivée par rapport a .,

o=x.9z, +y. Yz, + @z, ,
pour avoir en z, y, z I'équation de la surface dévelop-
pable demandée.

S’il s'agit seulement de déterminer sur le corps opa-
que, dont nous supposerons que I'équation soit ( /),
les lignes de contact avec la surface développable qui
enveloppe , ou les lignes qui séparent la pénombre de
ombre pure et de la partic complétement éclairée , on
se contentera de chasser x,, ., z, des équations (/. ),
(0), (p) : Péquation résultante

f, (In]'n Z,) )
combinée avec I'équation ( /,), déterminera le systéme
des lignes de contact.

i D OO S -

CHAPITRE IX.

DES DEVELOPPEES EN GENERAL.

970. On a vu [232] que les droites d'intersection de
deux plans infiniment voisins, normaux & une ligne a
double courbure , ou les droites menées par les centres
de courbure -de cette ligne, perpendiculairement aux
plans osculateurs correspondants , ont une ligne enve-
loppe, conjugude  la courbe proposée en ce sens qu’elles
échangent mutuellement leurs {lexions aux points corres-
pondants : la premiére flexion de I’une étant la seconde
flexion de lautre, et réciproquement. Nous devons
ajouter maintenant que cette ligne enveloppe est laréte
de rebroussement d’une surface développable qui aurait
pour génératrice la droite mobile, constamment déter-
minde par lintersection de deux plans infiniment voisins,
normaux 2 la courbe proposée.

Nous disons, de plus, que cette surface développable
est le lieu de toutes les développées, en nombre infini,
que la courbe proposée est susceptible d’avoir.

Reportons-nous en effet aux premicres notions géo-
métriques qui servent de point de départ i la théorie
des développées. D’abord on congoit qu'un cercle peut
ttre déerit par Uextrémité mobile d'une droite de lon-
gueur constante, dont I'autre extrémité est fixe, non-
seulement quand I'extrémité fixe coincide avec le centre
du cercle, mais encore lorsqu'on prend pour cette ex-
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trémité fixe 'un quelconque des points de la droite éle-
vée par le centre du cercle, perpendiculairement & son
plan. On énonce ce fait en disant que chaque point de
la droite estun pdle du cercle et de tous les cercles con-
centriques situés dans le méme plan. La droite a laquelle
les points appartiennent prend le nom de ligne des pdles.
Passons de la considération du cercle a celle d’une
courbe plane quelconque. Tragous la développée de la
courbe dans son plan, et construisons la surface cylin-
drique dont cette développée serait la section droite
[248] : un point quelconque v de la génératrice pv, qui
passe par le point . de la développée, correspondant au
point 72 de la développante, peut étre considéré comme
le pole du cercle osculateur en 7z, dont un arc infini-
ment petit se confond avec 'arc infiniment petit e, de
la courbe développante. La droite /v touche le cylindre
en v, car sa projection . sur le plan-de la développée
touche la développée en p.. Silon fait mouvoir le plan
tangent dans lequel elle est comprise, de manitre qu'il
ne cesse pas de toucher la surface, le prolongement de
la droite v vient rencontrer les génératrices consécu-
tives en des points v,,v,, v, . ... correspondant aux
points i, , (L, fta,. - - - de la développée, et aux points
My, M, , My,. ... de la développante. On trace ainsi

sur la surface du cylindre une courbe w,v,v3. . .. dont .

les tangentes font un angle constant avec les géné-
ratrices, et qui se transformerait en ligne droite si
la surface cylindrique était étalée sur un plan. Or, les
points v, ,v,, vs, . - . sont des poles des cercles osculateurs
de la développante aux points m,, m,, ms .. .; et les
arcs infiniment petits, pris sur ces cercles, se confondent
avecles arcs infiniment petits de la courbe développante.
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Done les arcs mm, , m,02,, m,m;,. - . peuvent étre suc-
cessivement déerits , d’abord du pointy comme pole avec
le rayon v, puis du point v, comme péle avec le rayon
v,m,, puis du point v, comme pole avec le rayon v,m, ,
et ainsi de suite. Donc, si I'on développe un fil préalable-
ment enroulé sur la courbe w,v,v;. . . (le prolongement
rectiligne de ce fil aboutissant 2 la développante en sz, et
se trouvant perpendiculaire alélément mm,), 'extrémité
du fil décrira d’'un mouvement continu la courbe plane
mm,m,my . ... sans cesser d’étre perpendiculaire a
*élément actuellement décrit. Par conséquent la ligne a
double courbure vv,v,vs. ... peut, aussi bien que la
courbe plane pu,p.ps .- .-y étre regardée comme une
développée de la courbe plane mm,m,ms. . .

On a pu mener la droite 72y de maniere a rencontrer
en un point quelconque et sous un angle quelconque la
génératrice qui passe par le point » : une courbe plane
a donc une infinité de développées & double courbure,
toutes situées sur la surface cylindrique qui est le lien
des poles de la développante, etqui a pour section droite
la développée plane. Toutes ces développées ont la pro-
priété caractéristique de couper les génératrices sous
un angle constant, et de se transformer en lignes droites
quand on étale la surface cylindrique sur un plan.

971. Considérons enfin une ligne quelconque a double
courbure mm,m,ms. . . ainsi que la surface développa-
ble quia pour génératrice la droite d’intersection de
deux plans normaux infiniment voisins. Le plan normal
en m touche cette surface suivant une génératrice pv, le
point p. étant le centre de courbure de la ligne donnde,
qui correspond au point 72, Par le point 7z menons ar-
bitrairement dans le plan normal @ la courbe et tangent
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4 la surface une droite qui touche la surface en un point
quelconque v dela génératrice py. Si lon fait mouvoir
l¢ plan dans lequel cette droite est comprise,, sans qu'il
cesse de toucher la surface développable et d’étre nor-
mal & la courbe proposée, le prolongement de la droite
my viendra rencontrer les génératrices consécutives aux
points v,, v, vs,. . . et sappliquersur la surface suivant
une courbe wv,v,v3. . . . qui jouira inversement de la pro-
priété de se transformer en ligne droite lorsqu’on étalera
la surface développable sur un plan. Les points v,,v,,
vs. ... sont les poles des cercles osculateurs de la courbe
proposée aux points correspondants 7z,, 77, , Mz, . . . .
qui ontpour centres de courbure p., (2., ps,. . - ,etaux-
quels se rapportent les génératrices v,p. , v,p, ,v3y.-3... D’ou
il faut conclure,, comme dans le cas particulier envisagé
d’abord, que la courbe w,v,v;. . .. est une développée
de la proposée. On a pu choisir arbitrairement le point
initial v sur la génératrice pv; et ainsi la courbe propo-
sée a une infinité de développées, toutes situées sur la
surface développable, définieen commencant, et que, pour
cette raison, nous appellerons la surface des pdles. Le
caractére distinctif de toutes ces développées est de se
transformer en lignes droites lorsque la surface déve-
loppable s'étale sur un plan.

On a vu [233] quela ligne des centres de courbure,
quoique située sur la surface des poles, nest pas une
développée, & moins que la proposée ne soit plane.

273. Pour avoir en £, n, {, I'équation de la surface
des poles , il faut chasser z, y, z et leurs différentielles
des deux premiers ordres, des équations

(t—a)dae - (v—y)dy + (c—z) dz= 0, z

\
W e e L, B e
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au moyen des équations de la courbe proposée et de
leurs dérivées des deux premiers ordres [232]. I’équa-
tion (¢) du n® suivant exprime que la tangente i la
développante au point (z, y, z) coupé i angles droits
la tangente a la développée au point correspondant
(&, ) ce qui résulte dailleurs, sans calcul, de ce que
le plan normal a la développante en (., % 2) touche Ja
surface des poles suivant la génératrice passant par le
point (€, 1, {).

Si les variables £, n, { désignent plas spécialement
les coordonnées courantes de I'une des développées, il
faudra qu’elles satisfassent aux équations (@), et de plus,
quelles soient liées par la condition que le rayon mené
du point (&, n, ) de la développée au point correspon-
dant («, y, z) dela développante, touche la développée.
Cette condition s’exprime par la formule

de 0 dn /4
=2 7y {—z ®

Lorsqu’on a chassé z, y, z et leurs différentielles des
équations (@) et (0), au moyen des équations de la dé-
veloppante, il reste deux équations en &, n, %, dz, dn, dZ,
communes & toutes les développées. I’intégration de ces
équations aménerait deux constantes arbitraires dont les
valeurs particularisent chaque développée [163 ez 165].

27{1. Prenons pour développante I'hélice définie par les
équations (%) du n° 234: les équations (@) deviendront
Esing—1 cosg=a({—aRy), & cos g+ sin p=—a’R, (c)
ct elles donneront

P4+ n"—=a'R a2 (4 —aRy)?

§=— — o+ \/~--— —I -
Y =CF a'R? :

d’olr
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Cette valeur de ¢, substituée dans I'équation (¢), donne
pour I'équation de la surface des poles,

- ¢ AL 47
aR+< cos;—R+nsma—E> COS\/_a‘R_‘_I

>
=i< cqs[%‘-n Sin;—P\> sin \/%'—R—:f—— 1. (d)
On a vu [ 235] que l'aréte de rebroussement de cette
surface développable, identique dans le cas actuel avec
la ligne des centres de courbure de la développante, est
une autre hélice de méme pas, ayant le méme axe, si-
tude sur la méme surface hélicoide gauche [253], et dont
les équations en £, =, { sont
=—a'Rcosg, n=—a’Rsing, {=aRyp . ()
On donne & la surface développable qui a pour aréte de
rebroussement, une hélice, le nom de surfuace hélicoide
développable.
Le radical qui entre dans Péquation (d) sous les signes
sin et cos, devient imaginaire quand on suppose
P4 < a'l’, (e)
ou, d’apres les équations (1), quand on preund le point
(£, n,{) dans 'intérieur du cylindre sur lequel s'enroule
I'aréte de rebroussement de I'hélicoide développable. Or,
le sinus d’un arc 1maginaire est imaginaire , tandis que
le cosinus du méme arc se change en exponentielles
réelles [75]. Donc la surface hélicoide développable ne
pénétre pas dans l'intérieur du cylindre sur lequel s'en-
roule son aréte de rebroussement, et toutes les sections
planes de cette surface éprouvent un rebroussement,
aux points ol elles rencontrent Iaréte.

e @ A

CHAPITRE X.

90—

DE LA COURBURE DES SURFACES.

§ 1%, Théorémes de Meusnier et d’Euler. — Détermination des
rayons de courbure principaux et des ombilics.

275. Concevons une infinité de lignes, planes ou &
double courbure, tracées sur une surface et concourant
en un méme point : elles auront au point commun des
rayons de courbure différents, en nombre infini ; mais
néanmoins les valeurs de ces rayons de courbure seront
liées les unes aux autres, et pourront &tre ramendes i
ne dépendre que d’'un petit nombre d’éléments. Nous
allons procéder a cette réduction qui est un point capi-
tal dans la théorie des surfaces.

Solent

2= f(2,7) (=
I'équation de la surface; (2, 7, z) le point ol concou-
rent les lignes que I'on concoit tracées sur cette surface :
désignons par s l'arc de I'une de ces lignes, plane ou &
double courbure; par ¢'le rayon de premiére courbure
de cette ligne au point (2, 3, 5); par ¢ le rayon de cour-
bure dela section normale [237] ayant la méme tangente
et passant au méme point ; par § angle des rayons psp’s
enfin par &, »', 5, a”, »", 5" les premitres et les se-
condes dérivées des coordonnées @, y, z par rapport a
I"arc s pris pour variableindépendante : on aura, en diffé-

rentiant deux fois de suite Péquation (z),
2 =px +q, (")
= pa" 4 gy' + ra’* - 257y + ty'*; (=)

3o.
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et les dérivées 2/, y', 2" seront liées en outre par I'équa-
tion de condition
a2y =1 . (1)
Le rayon p qui coincide avec la normale a la surface,
fait avec les &, 7, 5 des angles ), ., v qui ont respec-
tivement pour cosinus [237]
=l 220 +=

Vidp+e Viap+e’ Vivp+g
dautre part, le rayon o"fait avec les mémes coordon-
nées des angles dont les cosinus ont pour valeurs [228]

Elpirlich st pia il

d’ot1 T'on conclut, abstraction faite du signe de cos 6,
et en vertu de 'équation (z"),
rx'” 4 asa'y’ 4ty

Vi4p' +q
TLes dérivées &', »”, z’ expriment encore , aux signes prés,
les cosinus des angles que forme avec les x, y, z la
tangente 4 la lige dont le rayon de courbure est gtz
donc le facteur de ¢’ dans 'équation (2) ne change pas,
quelle que soit cette courbe, pourvu qu'elle passe par le
point de la surface que Pon considére, et que la direc-
tion de la tangente en ce point ne change pas. En d'au-
tres termes, on peut poser o'=—=K cos 0, K étant une
constante pour toutes les courbes tracées sur la sur-
face, qui ont la méme tangente au point de concours.
Mais,quand P'angle s’évanouit, on ap’'~=¢ : doncK =,

Vitp g g
ra’* +- asaly’ + ty”
Ainsi le rayon de premitre courbure d’une ligne quel-
conque tracée sur la surface, est ramené a dépendre du
rayon de courbure de la section normale qui aurait la
méme tangente que cette ligne, et de l'inclinaison 0.

cos =o'

(2)

o=pcosh, (a) p=
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Lorsque la premiére courbe est plane, on l’appelle.yeé-
tion oblique [237], et ¢’ devient la projection de p sur
le plan de la section oblique. Le théoréme exprimé par
la formule (@) porte alors le nom de thdoreéme de Meus-
nier. On rend la signification de la formule plus géné-
rale en P’étendant aux lignes a double courbure, ainsi
que cela vient d’étre expliqué.

11 résulte du théoréme de Meusnier que, si lon dé-
crit une sphére ayant pour centre et pour rayon le centre
et le rayon de courbure d’une section normale , toutes
les sections obliques ayant la méme tangente que cette
section normale ont pour cercles ocuulatems au point
commun les petits cercles qui sont les mtersectlom de la
sphere et de leurs plans respectifs. *

276. Pour simplifier la discussion des rayons de cour-
bure des sections normales, admettons d’abord que le
plan des 2y soit mené parallélement au plan tangent a
la surface , au point de concours des sections;, ce qul
revient a poserjj—o g=o0:la formule: (b) devmm.i@l

I

&t aszly -ty ';p,,\,g&/

et si I'on pose, comme cela est permis en vertu de I'é-
quation (1),

p=

z'=cos¢, y'=sing , tangp=qa,
on pourra écrire :
X

P= rcose+ 255ingCcosg 4 L sin*g ’ (3
ou :
I 4o z
: b= r - aset e @

¢ désignant alors I'angle de la section normale avec un
plan mené par la normale parallélement & celui des 2z,
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On obtiendra les valeurs maxima et minima du rayon
de courbure g, en cherchant les valeurs de « qui ren-
dent nulle ou infinie la dérivée ;

dp _ a[s@d-(r—t)a—s]
de  (r=4o2se-ta*)

En égalant le dénominateur & zéro, nous aurions
53 s EEy
e

valeurs qui ne seraient réelles que sous la condition

$*—rt >0, et qui correspondraient a un rayon de cour-

bure infini, ou & une courbure nulle. Les maxima et
minima proprement dits seront donc exclusivement
donnés par I'équation

(5)

r—1t

O 2—1=0, (o)

s
d’ott 'on tire

Lt —rds V(E—r)+45 :
i 25 ’

Cette expression, toujours réelle, nous moutre : 1° que
sur, toute surface, et pour tous les points non singu-
liers ol1 les dérivées partielles p, ¢, 7, s, ¢ peuvent se
déterminer en fonction des deux variables indépendantes,

sans solution de continuité, il existe parmi les sections
normales deux sections principales pour lesquelles le
rayon de courbure a une valeur maximum ou mini-
mum ; 2° que les plans de ces sections principales se cou-
pent & angles droits, puisque le produit des racines de
Péquation (« ) est égal & — 1.

277. Nous pouvons donc mener parallélement aux
plans des sections principales les plans des 2z et des
= dont nous avions laissé Ja direction indéterminde
en sorte que, des deux racines de I'équation («), I'une
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soit nulle et autre infinie; ce qui revient a choisir la
direction des plans coordonnés de maniére qu'on ait
s=o0. La valeur de p devient alors

1 ;
ISt
et 'on a,en désignant par R:, Rs les deux rayons de
courbure principau , qui correspondent respectivement
asin =0, C0S =0,

1 1
R—= = R,:—t 3
IE: —I%- cos’o 4 B-I—sin’q) . )

Cette formule trés-remarquable est due a Euler. Elle
donne les rayons de courbure de toutes les sections
normales, et par suite ceux de toutes les sections obli-
ques, en fonction des rayons de courbure principaux,
et des angles ¢,6 qui fixent la position des plans de
section par rapport aux plans des sections principales.
En désignant par pr,p. les valeurs de p pour deux
sections normales rectangulaires, et d’ailleurs quelcon-
ques, on tire de I'équation (4:) la relation élégante
e T S
_P:+;:K+K:r+t. % 4ec)
Lorsque les deux rayons principaux Rx, R. sont égaux
et de méme signe, C'est-a-~dire, dirigés du méme cété du
plan tangent, la valeur de p devient indépendante de
Pangle ¢ et la méme pour toutes les sections normales.
La surface de la sphére est la seule qui jouisse en tous
ses points de cette propriété : mais on retrouve sur
d’autres surfaces des points singuliers auxquels la méme
propriété appartient, et que Monge a nommés ombilics.
278. Si les dérivées r,¢ sont de méme signe, les
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rayons principaux R., R. sont aussi de méme signe, et
le s'lgPe de p ne change pas : la surface tourne sa con-
vexité dans le méme sens par rapport au plan tangent,
tout autour du point de contact,

Admetlons maintenant que les rayons principaux
soient de signes contraires, par exemple R, positif et R,
négatif : il Yy aura des sections normales situées au-des-
sus du Plan tangent et d'autres au-dessous. La formule
(b,) de!lrlenfira, aprés qu'on y aura changé R. en —R.,,
pour navoir plus & considérer que des nombres positifs,

I_ I 4 I sEis
ST ey

On voit que, si I'on fait croftre l’éngle ¢ a partir de
zél'?, le rayon variable p commencera par étre positif,
et ira toujours en croissant, depuis R, jusqu’a Vinfini.
Cette dernicre valeur correspond a ;

I I
— €058’ =— —— gin? —_— 1 2 — 4
R, : stm:p, o g— 1

ce qui est précisément la valeur de « donnée par I’équa-
tion (5), aprés quion y a fait s=—o, conformément i
hypothése sur la direction des axes.

Si donc on désigne par g, cette valeur particuliére
de o, et que, dans le plan tangent, on méne deux droi-
tes qui forment, avec une parallele & 'axe des x, des
angles égaux 2 =0, toutes les sections normales dont
les tangentes tombent dans les espaces angulaires ot ¢
prend une valeur numériquement plus petite que o,,
ont leurs rayons de courbure positifs, et celles dont
les tangentes tombent dans les espaces complémen-
taives ont leurs rayons de courbure négatifs. R; est le
plus petit des rayons de courbure positifs; et, par la
méme raison, R. est la valeur numérique minimum
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R

des rayons de courbure négatifs, c’est-a-dire que t
est un maximum algébrique de p.

Lorsque ¢ ou 7 prend une valeur nulle, s s'évanouis-
sant par suite de la disposition des axes, I'un des rayons
principaux est infini, lautre a par conséquent une va-
leur numérique minimumget son signe est celui de tous
les autres rayons de courbure.

279. Nous ferons remarquer qu'en vertu de I'équa-
tion (3), on peut représenter géométriquement la gran-
deur 175 par le rayon vecteur d’une section conique
rapportée a son centre, ¢ étant I'angle du rayon vecteur
avec*laxe des 2. De cette construction on déduirait
sans autre caleul, en se reportant a la discussion bien
connue des sections coniques, tout ce qui vient d’étre
établi sur les rayons de courbure des sections norma-
Jes. On sait que la section conique est une ellipse, si
lon a re—s*>0; et, dans ce cas, tous les rayons vec-
teurs de la courbe auxiliaire étant finis et réels, tous
les rayons de courbure sont finis et doivent étre pris
avec le méme signe. Si I'on a au contraire 72 —s' <o,
Pellipse doit étre remplacée par deux hyperboles conju-
guées, I'une de ces hyperboles correspondant aux va-
leurs imaginaires du rayon vecteur ou aux valeurs né-
gatives du rayon de courbure. Les demi-axes de V'ellipse
ou des deux hyperboles conjuguées correspondent en
direction aux sections principales, et en grandeur aux
rayons de courbure principaux. Enfin, quand on a
ri—s’==0, la section conique se trouve remplacée pav
le systéme de deux droites paralléles menées a dgales
distances de l'origine : la perpendiculaire abaissée sur
ces droites correspondant en direction i I'une des sec-
tions principales, et en grandeur au rayon de courbure
minimum.
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280. Le théoreme d’Euler sur les courbures des sec-
tions normales admet des exceptions qai n’ont été signa-
lées'qu’assez récemment par M. Poisson (*), quoiqu’elles
soient tout & fait analogues aux exceptions que souffre
la théorie des plans tangents [236]. Ces cas d'exception
se présentent lorsque les dérivées r, s, ¢ prennent au
point de contact des formes indéterminées §, 2, dont
on ne peut lever 'indétermination qu’en établissant ar-
bitrairement une liaison entre les variables indépen-
dantes x, y. Alors r, 5, ¢ deviennent des fonctions du
rapport désigné plus haut par «; de sorte que les cal-
culs précédents, fondés sur le principe que r, s,°¢ ne
dépendent point de «, cessent d’étre exacts. Pour avoir
un exemple des cas d’exception dont il s'agit, il suffit
de considérer la surface engendrée par une parabole
qui tournerait autour de son axe, tandis que son pa-
ramétre varierait suivant une loi exprimée par une fone-
tion continue quelconque de 'angle de rotation. Un
semblable paraboloide a une équation de la forme

24y —azf (;) )

quand on prend pour axe de rotation celui des z, et
qu’on place Porigine au sommet. Les sections normales
comprises dans des plans menés par I'axe se confondent
avec les paraboles génératrices. Le rayon de courbure
varie d’une section a 'autre suivant une loi qui dépend
de la fonction arbitraire /. Le rayon de courbure peut
donc passer alternativement par des maxima et par
des minima en nombre illimité : seulement il doit y
avoir autant de maxima que de minima, afin que le

(*) Journal de I’Ecole polytechnique, 21° cahier, p. 205.
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rayon de courbure revienne i sa valeur initiale aprés
une révolution de la parabole génératrice.

M. Poisson a dailleurs remarqué que le théoréme de
Meusnier subsiste, méme dans le cas ot celui d’Euler
tombe en défaut; et Cest aussi ce qui se voit trés-sim-
plement par la démonstration que nous avons donnée
du théoréme de Meusnier [275], laquelle n’exige pas que
les fonctions r, s, # dépendent seulement de , 5, z, et
permet de supposer que ces fonctions varient avec la
direction de la tangente & la courbe dont I'arc est dési-
gné par s.

281. Reprenons la formule (4) qui subsiste, quelle
que soit la direction de la normale par rapport aux
axes des x, y, z. Les dérivées 2, »' qui entrent dans
cette formule doivent satisfaire & I'équation (1), laquelle
devient, en vertu de (z'),

(14+p%) 2"+ 2pg 2y’ + (1+g7)y" =1, (6)
et d'out P'on tire, par la différentiation,

[(1+p7) 2 +pgrde’ +[(14-7) ) 4 pga’ldy’ = o..
En-différentiant I'équation (6) par rapport a o, on a

(r2’ + sy Ydao' (52" +1?) idy' — o ;
ct en combinant ces deux dernicres équations,

rz’ - sy’ i sz’ -ty
e +pgr - Grgr g 9
5i donc on désigne par R I'un des rayons de courbure
principaux, I'équation en R s'obtiendra par I'élimina-
tion de &', y' entre les équations (6), (7), et I'équation
& TR ey .(3)
ra’-asalyl =gy
Posons , pour abréger,

V=ra"+aszly +9y"= 1—1{ Lo tebp g s (Y
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multiplions respectivement par 2" et par y' les deux
termes des fractions & gauche et a droite du signe d’é-
galité dans I'équation (7), aprés quoi nous ferons les
sommes des numérateurs et des dénominateurs : la frac-
tion résultante, en vertu de I’équation (6), se réduira au
polynéme V. 1l viendra donc

s T sy sz -ty
T E gy T () pga’

ou bien
[V(14p)—r]a'=(—pgV)r' > | ©
[V () — ]y =(s—pg¥)2’, | &
et par la multiplication membre & membre ,

[Va+p) —r] [V (@) —t] =(s—pgV)" -
Remettant au lieu de V sa valeur en R, tirée de I'équa-
tion (V), et ordonnant, on aura enfin

R (rt—s")—R[ (1+¢") r—2pgs + (142" e L 1P+
+ (g =0 . (®)
Soient R:, R. les racines de cette équation, ou les va-
leurs des deux rayons de courbure principaux, il viendra
I rt— s*
KR~ (ptg)
1 i (14-¢*) r— 2[793«]—(14—;;’) t
B ol P ooty g
Ainsi, la condition pour que les rayons R:, Ra soient de
méme signe, est exprimée par ri—s'>o0, quelles que
soient les directions des axes coordonnés; et la condi-
tion pour que l'un des rayons principaux devienne in-
fini, est aussi exprimée généralement par I'équation
rt—s*=—o, qui caractérise les surfaces développables.
Les rayons de courbure principaux sont, pour tous
les points d’une surface, égaux en grandeur absolue et

dirigés en sens contraires, si I'équation
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- (1@ r—2pgs+(x+pt =o (@)
est vérifiée pour tous les points de la surface. Nous ver-
rons dans la suite que les surfaces caractérisées par
cette équation aux différences partielles du premier et
du second ordre jouissent d'une autre propridté géomé-
trique également remarquable.

282. Les rayons principaux R:, Rs, et par suite tous
les rayons de courbure des sections normales, sont égaux
et de méme signe, si l'on a
[(14+g)r —2pgs + (1) e —A(x +p*+¢") (rt—s) =o0.
Cette équation, pouvant se mettre sous la forme

2 4 Pqr :
[(x+p Yt —(14-g*)r+2pq ([+Pz——-s ) ]
: 3
A lprg) (=) =o,

équivaut au systeme

xfiz-;)’"—'g: o, (1+p)t— (x+g)r=0, (e)

ou
HUTGOC e SRSl )
LEhph Py oF ;
On aurait obtenu directement ces derniéres équations.,
en exprimant que les équations (9) donnent pour V, et
par suite pour o, des valeurs indépendantes de 2, .
TLes coordonnées des points auxquels on a donné le
nom dombilics [277] sont done déterminées par le sys-
téme des deux équations (¢), combinées avec équation
de la surface. Ces points sont isolés, & moins que les
deux ¢quations (¢) ne deviennent accidentellement iden-
tiques : ce qui accuserait l'existence sur la surface d'une
ligne que Fanalogic porte & nommer ligne ombilicale , et
que Monge a appelée ligne des courbures sphériques.
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283. Appliquons ceci i Pellipsoide

2% Shppuicigs
= e
e

on a
(5072 C’y
Rt e
ci(br—y*) clzy ca*—a?)
G e ) sz*a’b’z” e abs

Posons, pour simplifier,

a(b—c* a(a®—b*

), s

b'(a*—c?) a*—c*

il nous est permis de faire en outre Ihypothése
@ >0 >,

ce qui rendra positives les constantes A, B. On aura ,
pour déterminer les coordonnées ) des ombilics de
Pellipsoide, les deux équations
gr=o, w—Ay—B=o, @
dont les seules solutions réelles sont
H—=0 S me—t Ry \/a:—b; 4
a—C
Lellipsoide a donc quatre ombilics symétriquement
situés & la surface, dans le plan de la section principale
qui comprend le plus grand et le plus petit axe. On dé-
montre dailleurs, dans la discussion analytique des
surfaces du second degré, que les plans tangents a el-
lipsoide, aux quatre points dont on vient de détermi-
ner la position, sont paralléles & ceux qui jouissent de
la propriéié de couper Pellipsoide suivant des cercles :
ce qui se rattache 4 une autre définition des ombilics
dont il sera question plus loin.

Si I'ellipsoide a deux axes égaux, les ombilics, comme
il est aisé de le conclure des formules précédentes, se
confondent avec les sommets de axe de révolution.
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§ 2. Lignes de courbure.

284. Imaginons que, sur une surface donnée (S), I'on
ait tracé une ligne quelconque (s), et construit la sur-
face réglée (X) dont la génératrice est assujettie  passer
par cette ligne, en restant constamment normale A la
surface (S) : en géncral la surface (=) est gauche, clest-
a-dire que ses génératrices n'ont pas de ligne enveloppe
[243], ou que deux normales a lasurface (S), menées par
des points infiniment voisins, pris sur la ligne (s), ne
se rencontrent pas. Au contraire, si 'on détermine con-
venablement la ligne (), la surface (X) devenant déve-
loppable, a une aréte de rebroussement (c) touchée par
toutes les droites normales a la surface (S) et passant
par la ligne (s) : ce quw'on exprime, dans le langage pro-
pre & la méthode infinitésimale, en disant que deux
normales infiniment voisines se rencontrent en un point
situé sur la ligne (s).

Les équations de la normale & la surface (S) au point
(z,, &) étant [237]

f—z+p(t—2)=0, n—y+g(E—2)=o0, ()
les coordonnées du point correspondant (&, n, O) sur
V'aréte (c) seront données par le systéme des deux équa-
tions (4) et de leurs dérivées
— [14p (pgr) ] + (E—2) (r+-sy) = 0, | )
— [ (prar )] + e ) —o |
prises en considérant z comme une fonction des va-
riables , y, en vertu de I'équation de la surface (S),
et y comme une fonction implicite de x, donnée par le
tracé de la ligne (s), ou par le tracé de la projection de
cette ligne sur le plan zy. Or, les équations (/") qui
ne renferment plus que la coordonnée , ne peuvent
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subsister ensemble qu’a la faveur de I'équation de con-
dition
7 [(4g) s—pgt] + o' [(1+g)r — (14p*) £ ]

: — (1 4+p?) s +pgr=o. (@
Aprés quon y a substitué pour p, ¢, r, s, ¢, leurs valeurs
en 2, y, fournies par I'équation de la surface (S), 'équa-
tion (7), ou n'entrent plus que les quantités variables z,
750", est 'équation différentielle commune & toutes les
projections sur le plan ) des lignes (s) qui ont la pro-
priété de rendre développables les surfaces (), ou sui-
vant lesquelles deux normales infiniment voisines, éle-
vées sur lasurface (S), ont la propriété de se rencontrer.

Quand on suppose le plan xy- paralléle an plan tan-
gent & la surface (S) au point (£, 7, 2), et par consé-
quent p=—=o, g=—o0, l'équation (z) devient

s e oo

en sorte quelle ne différe de I'équation () que par le
changement de @ en »’; d’ou Pon doit conclure : 1° que
par chaque point de la surface (S) on peut faire passer
deux lignes (s,), (s,) qui se coupent & angles droits, et
qui jouissent de la propriété énoncée plus haut; 2° que
les plans normaux a (S), menés suivant les tangentes &
ces lignes, coincident avec ceux des sections normales
principales. Pour cette raison, Monge a donné aux li-
gnes (s,), (s;) le nom de lignes de courbure. Sur toute
surface ou portion de surface, dont 'ordonnée n’éprouve
pas de solutions de continuité du troisiéme ordre ou
d’un ordre infévieur, on peut, d’apres ce qui précede,
tracer & volonté deux séries (s,), (,) de lignes de cour-
bure qui partagent la surface en quaduldteus curvili-
gnes dont tous les angles sont droits.
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L’élimination de ' entre les équations (%) donne
(t—2) (rt—s) — (—2) [ (1+¢") r — 2pgs + (14p*) 2]
+14ptg=o; B
et 'on a, en désignant par R le rayon du cercle oscu-
lateur de I'une des sections principales, dont le centre
est & l'intersection de déux normales infiniment voisines,
R=tL (t—a)+(n—y)+{—2) =(—2z) 14p'+7".
I élimination de {— z entre ces deux derniéres équa-
tions reproduira I'équation (R), trouvée plus haut par
un calcul moins simple a quelques égards.
285. Les lignes de courbure, aux points ol elles se
coupent sont tangentes aux deux sections prmmpales
mais ces sections, qui sont des courbes planes, et dont les

plans passent par la normale, ne coincident pas en gé-
néral avec les lignes de courbure, qui, ordinairement ,
ne sont pas comprises dans.un plan.

Par exemple, sur une surface de révolution, I'une
des lignes de courbure est le cercle d’intersection de la
surface et d’un plan mené perpendiculairement i 'axe
dé révolution, par le point de la surface ot doit passer
la ligne de courbure : car toutes les normales a la sur-
face , menées par les points pris sur la circonférence de
ce cercle, vont couper l'axe de révolution au méme point;
d’ou il résulte aussi que la portion de la normale, com-
prise entre I'axe de révolution et la surface, est 'un des
deux rayons de courbure principaux, Mais cette ligne de
courbure, quoique plane dans le cas que nous considé-
rons , ne coincide pas avec une section principale, puis-
que son plan ne comprend pas la normale, & moins que
lanormale ne se trouve accidentellement perpendiculaire
a laxe de révolution.

TioL 31
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L’autre ligne de courbure, sur une surface de révo-
lution , est la courbe méridienne; puisque les normales
a la surface, menées par divers points de cette ligne ,
sont toutes comprises dans le plan méridien. En outre,
la courbe méridienne est une section principale de la
surface, puisque le plan de cette section comprend a la
fois la normale et la tangente a I'une des lignes de cour-
bure. Donc, pour une surface de révolution, I'une des
sections principales coincide avec une des lignes de
courbure; et il en est de méme toutes les fois qu’une
ligne de courbure se trouve plane, et que son plan com-
prend la normale a la surface. Ainsi, pour les surfaces
cylindriques, les sections principales, dont I'une est la
section droite, et 'autre la droite génératrice, se con-
fondent respectivement avec les lignes de courbure.

286. L’équation () devient identique, et 'on n’en
peut plus tirer immédiatement une valeur de )’ déter-
minée, quand on a les trois équations
(1m+p—par=o, ()= )r=o, (s-t's—pgt=o,
dont la troisiéme est une conséquence des deux autres,
et qui équivalent au systeme ( /°); en sorte que les points
de la surface pour lesquels cette circonstance a lieu,
ne sont autres que les ombilics. .

Léquation () étant identiquement satisfaite,, la nor-
miale au point (z, y, z) est rencontrée par la normale
au point infiniment voisin, dans quelque direction que
Lon prenne ce second point ; mais de 12 il ne faut pas
tiver la conclusion [182] que Pombilic est un point ou se
croisent des lignes de courbure en nombre infini, ou que
les droites menées par l'ombilic dans le plan tangent
sont toutes tangentes A des lignes de courbure. Mettons,
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pour abréger, I'équation (¢) sous la forme
S S e
¢, ¥, @ désignant des fonctions de «, y qui s’évanouis-
sent quand le point (2, y, z) est un ombilic : la diffé-
rentiation de équation (7) donne, pour déterminer ¥,
léquation du troisitme degré 3
ds [ ) {
d_i+ %_;")y"—k %+Z—;J”)y’+g§ + T%jy’ =0
Selon que cette équation a ou n’a pas toutes ses racines
véelles, il passe trois lignes de courbure par I'ombilic
ou il n’en passe qu'une seule. Si cette équation est en-
core rendue identique par les valeurs de «, ¥ qui con-
viennent & I'ombilic, on la différentie 4 son tour, ce qui
donne une équation du quatriéme degré en 5'; et selon
que cette nouvelle équation a quatre ou deux racines
réelles, ou n'a que des racines imaginaires, l'ombilic est
le point d’intersection de quatre ou de deux lignes de
courbure, ou bien il ne passe pas de ligne de courbure
par I'ombilic, et ainsi de suite. Enfin, quand les valeurs
de , y* qui conviennent & lombilic, rendent identiques
I'équation () et toutes ses dérivées successives, I'om-
bilic est un point ol se croisent des lignes de courbure
dans toutes les directions. Ce cas se présente pour les
sommets des surfaces de révolution, qui jouissent mani-
festement de la propriété caractéristique des ombilics
(quand ils ne sont pas toutefois des points saillants), et
ou viennent se couper toutes les méridiennes qui sont
des lignes de courbure de ces surfaces.
287. Faisons 'application dece quiprécedea lellipsoide
dont il a ét¢ question au n° 283 : I'équation (7)) devient
Azyy” + (@ —Ay’—B)y' —zy=o0;  (10)
et elle a pour dérivée
31.
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(2Azy'+2"—Ay*—B)y/+Axys+Ayy +{z—3Ay)y'—y=o,
équation qui se réduit & Ay~ )'—o, pour les valeurs
y=—o0, == B, relatives aux ombilics. Cette der-
niére équation n’admet que la racine réelle y'—o, a
cause que A désigne un coefficient positif. Il ne passe
donc qu'une ligne de courbure par les ombilics de Pel-
lipsoide & trois axes inégaux, et cette ligne est la sec-
tion qui comprend le plus grand et le plus petit axe.

Si I'on pose a=—=10, auquel cas Pellipsoide devient de
vévolution autour de son petit axe, pris pour celui des
z,0ona A=r1, B==o; et les coordonnées des ombilics
sont x=0, y=—o0, parce quen effet ces ombilics se
confondent avec les poles de Pellipsoide aplati. 1'équa-
tion (10) peut alors étre mise sous la forme

(') (2y' —y)=0,
et elle se décompose en
vy bax=—o0, ayl—y=—o0 .

Pour # =0, y—o, la valeur de )" donnée par la pre-
miére équation est imaginaire [182], et celle que donne
la seconde équation reste affectée d’une indétermination
réelle : comme cela doit étre , puisque tous les méridiens
qui se projettent en 2 suivant des droites passant par
T'origine des coordonnées, sont autant de lignes de cour-
bure de lellipsoide.

Quand on fait b=c, auquel cas Vellipsoide devient
de révolution autour de son grand axe pris pour celui
des 2, on a A=—o0, B=a?, et Péquation (10) se résout
dans le systeme

y=w, (@—a)y —ay=o.
Si I'on introduit dans la dérivée de équation précedente
les valeurs des coordonnées des poles ou des ombilics,
savoir & —==a, y=—o0, on en tirera ) = o : ainsi e
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n'est susceptible en ces points que des deux valeurso, oo .
En effet, les méridiens se projettent en xy suivant des
ellipses qui viennent toutes couper perpendiculairement
I'axe des ', a l'exception du méridien dont la projection
est Paxe méme des 2.

288. Lorsque la surface a des points singuliers pour
lesquels r, s, ¢ deviennent des fonctions de 7/, comme on
V'a plusicurs fois expliqué , I'équation (7 ) cesse d’étre
une équation algébrique du' second degré par rapport
4 linconnue »', pour les points singuliers dont il s’a-
git, et elle peut avoir un nombre quelconque de racines
réelles.

*289. Aux deux systémes de lignes de courbure rec-
tangulaires (s,), (s.) correspondent [284] deux systémes
de surfaces développables (%), (%), et darétes de re-
broussement (,), (s,). Le lieu des arétes de rebrousse-
ment du premier systdme est une certaine surface, et
celui des arétes de rebroussement du second systeme est
une autre surface; ou plutot les deux systémes de sur-
faces développables , pris ensemble, ont pour lieu de
leurs arétes de rebroussement une surface 4 deux nappes
(5., 6,), chaque nappe se rapportant a chacun des sys-
temes rectangulaires.

Pour obtenir en £, =, { Péquation de cette surface a
deux nappes, quiest aussi le lieu des centres de courbure
desssections principales de la surface (S), il faudrait éli-
miner x, ¥, z entre les équations (%), (") et celle de
la surface (S).

Chaque rayon de courbure principale, touchant I'une
des arétes de rebroussement , touche la surface qui est
le lieu de toutes ces arétes : la surface des centres des
courbures principales est donc, par rapport a la surface
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primitive, lanalogue dela développée d'une courbe plane
par rapport a la courbe développante.

Les deux centres des courbures principales , pour un .

méme point de la surface (S), se trouvant sur la méme
normale, il en résulte que chaque normale 4 la surface
(8) touche chacune des deux nappes de la surface (a,, 5,).
Si Pon meéne par cette normale deux plans tangents
respectivement aux deux nappes, ces deux plans sont
rectangulaires, en vertu de la propriété essenticlle des
lignes de courbure. Donc les deux nappes de la sur-
face des centres de courbure ont entre elles de tels
rapports de forme, que, regardées d’'un point quelcon-
que O, lears contours apparents se coupent a angles
droits. En effet, les contours apparents des deux nap-
pes de la surface (s,, o,) sont les lignes de contact de
ces nappes et des surfaces coniques circonscrites, ayant
leurs sommets en O. Or ces deux surfaces coniques ont
une génératrice commune, qui est la normale mende
par le point O ala surface (S), et de plus leurs plans
tangents suivant cette génératrice sont rectangulaires.

§ 3. Osculation des surfaces. — * Définition et mesure de la
courbure des surfaces.

290. Deux surfaces
z==f(z,7), (3 s=fuz,7), - (2)
qui ont un point commun (z, y, z) ont de plus en ce
point un contact du premier ordre [203], quand les
coordonnées z, y, z satisfont aux égalités
P=Pis §=G:» (r1)
ou quand le plan tangent est le méme pour les deux

surfaces, at point qui leur est commun. Si les égalités

r=rp sl et (r2)
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sont en outre satisfaites, il y a entre les deux surfaces un
contact du second ordre ou une osculation. En général
le contact est dit du ¢ ordre, quand toutes les dérivées
partielles p, ¢, r, etc., fournies parles équations des deux
surfaces, jusqu’a celles de l'ordre ninclusivement , pren-
nent les mémes valeurs pour un méme systeme de va-
leurs des coordonnées ¢, ¥, z, quelle que soit celle des
denx surfaces que 'on considere.

-Si les surfaces n’éprouvent pas de solutions de con-
tinuité de lordre 7+ 1 ou d’'un ordre inférieur, et si
Az, Ay, Az désignent des quantités trés-petites du pre-
mier ordre, la distance du point (A, y-+Ay,s-+ Az)
situé sur 'une des surfaces, a Vautre surface, est en
génézal une quantité trés-petite de l'ordre 241, quand
le contact entre les deux surfaces est du »° ordre. Nous
omettons la démonstration de cethéoréme , que 'on sup-
pléera sans peine, en comparant le n° 240 aux n” 203
et sulvants. 3

Dans lintérét des applications géométriques, il nous
suffira de considérer les contacts des deux premiers or-
dres, on le contact simple et oscalation 7).

291. Ayant mené le plan tangent & la surface (z) au
point (&, )7, z), coupons la surface par un plan pa-
rallele an premier. Pour plus de simplicité, on peut
placer Porigine au point de contact, et faire coincider
le plan 2y avec le plan tangent. Soient Az Pordonnée du
plan séeant, et Ax,Ay les coordonnées en xy des points
otil rencontre la surface : ona, en traitant A, Ay comme
des quantités trés-petites du premier ordre, et en né-

(*) Sur les contacts des ordres supérieurs entre les surfaces, on
pourra consulter un mémoire de M. Olivier, inséré dans le 25¢ ca-

hier du Journal de Eeole polytechnique , p. 123.
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gligeant les quantités trés-petites du troisiéme ordre ,

Az=4rAz* + sAw Ay +LzAy> . (13)
Faisons Av==:¢£, Ay=en, ¢ désignant une quantité trés-
petite du premier ordre : puisque Az est du second or-
dre, daprés I'équation (13), il faut poser Az = ¢2£, et
alors cette équation donne

2k =r8 4 astn -4 tn* . (&)

Done, quand Az décroit indéfiniment, la courbe d'in-
tersection approche indéfiniment d’étre semblable & la
courbe dont &, n désigneraient les coordonnées cou-
rantes snivant les axes des x et des y, et qui aurait

(k) pour équation. Ou bien encore la courbe d’intersec-
tion ‘approche indéfiniment d’étre semblable & la section
conique auxiliaire dont il a été question au n® 279, et
dont les rayons vecteurs sont proportionnels aux raci-
nes carrées ‘des rayons de courbure, pour les sections
normales dont les' plans coupent le plan tangent sui-
vant ces rayons vecteurs.

A cause de cette circonstance, M. Charles Dupin a
donné le nom d’zndicatrice a la courbe que I'on congoit
résulter de Iintersection de la surface par un plan mené
parallélement au plan tangent, a une distance infini-
ment petite du point de contact. Cette indicatrice est une
ellipse' quand la surface tourne sa courbure du méme
c6té tout autour du plan tangent; dans le cas contraire,
les deux hyperboles conjuguées qui remplacent l'ellipse,
résultent de lintersection de la surface par deux plans
infiniment voisins, tous deux paralléles au plan tangent,
et entre lesquels celui-ci se trouverait.compris.

Lellipse indicatrice devient un cercle aux points om-
bilics : c’est pour cela que les plans tangents aux ombi-
lics de Pellipsoide sont paralléles & ceux qui ont la pro-
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priété de couper Dellipsoide suivant des cercles [283].
292. Quand la surface (z,) a trois paramétres arbi-
traires, on en peut disposer pour satisfaire & la condi-
tion f( &, ))=/i(x,)), et de plus aux équations (1 1),
ou pour établir entre les deux surfaces (z), (), au
point (, y, z),un simple contact. S'il entre dans P'équa-
tion (z,) six paramétres arbitraires, on en peut disposer
pour satisfaire en outre aux équations (12, ou pour
rendre les deux surfaces osculatrices I'une de Pautre.

Donec on ue peut pas, en général , déterminer une
sphére qui soit osculatrice d’une surface donnée en un
point donné : car équation la plus générale de la sphere
ne renferme que quatre paramétres arbitraires, savoir :
le rayon et les trois coordonnées du centre.

Les conditions de osculation des deux surfaces (z),
(z,,) sont exprimées analytiquement par le systeme des
équations (11) et (r2); mais il est préférable de les
énoncer géométriquement en disant que les deux sur-
faces sont osculatrices I'une de T'autre lorsqu’elles ont
en un point commun, non-seulement le méme plan tan-
gent, mais encore des sections principales comprises
dans les mémes plans normaux, et les mémes rayons de
courbure principaux , respectivement dirigés dans le
méme sens par rapport au plan tangent. Il est visible,
d'apreés tout ce qui a été établi dans ce chapitre, que
{existence de ces relations géométriques résulte des
équations (11) et (12). Lorsqu’elles subsistent, un plan
quelconque, passant par le point- commun, coupe les
deux surfaces suivant deux lignes qui ont en ce point
le méme rayon de courbure.

Si donc la surface (z) a ses deux rayons de courbure
principaux dirigés dans le méme sens, on peut toujours
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construire un ellipsoide de révolution qui oscule cette
surface au point (x, y, z): car on peut faire en sorte
que I'une des sections méridiennes de ellipsoide oscu-
lateur tombe dans le plan de 'une des sections princi-
pales de la surface osculée, I'un des axes de Pellipse
méridienne coincidant avec la normale : aprés quoi il
n’y a plus qu' assigner aux axes de l'ellipse méridienne
des longueurs telles, que les rayons de courbure prin-
cipaux soient les mémes pour la surface osculée et pour
Pellipsoide. Cette construction est propre a donner deux
ellipsoides osculateurs, I'un allongé, I'autre aplati.

Quand la surface a ses deux rayons de courbure
principaux dirigés en sens inverses, on peut substituer
a ellipsoide osculateur un hyperboloide de révolution
a une nappe, dont le cercle de gorge [239] tombe dans
le plan de I'une des sections principales de la surface.

On peut décrire plus simplement encore une surface
de révolution, osculatrice d’'une surface donnée, en fai-
sant tourner le cercle osculateur de I'une des sections
principales de la surface autour d'un axe tracé dans son
plan perpendiculairement & la normale , et passant par
le centre de courbure de P'autre section principale, La
surface osculatrice devient un cylindre droit, a base
circulaire, quand le rayon du cercle osculateur de la
premiére section principale devient infini, comme il ar-
rive pour les surfaces développables [281].

*993. Ceci va nous conduire a définir et & mesurer,
daprés M. Gauss , la courbure dune surface, quantité
qui n’est point définie ni a plus forte raison mesurée,
tant qu'on se borne a établir, d'aprés les théorémes de
Meusnier et d’Euler, les relations qui subsistent entre
les courbures des lignes tracées sur la surface.
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Revenons pour un instant sur la mesure de la cour-
bure des lignes planes. Prenons sur la ligne dont on
veut mesurer la courbure en m, un arc As qui passe
par le point 22 ; menons les normales aux deux extré-
mités de cet arc; et aprés avoir tracé dans le plan de la
courbe un cercle dont le rayon soit égal & l'unité, me-
nons les rayons respectivement paralléles anx denx nor-
males extrémes et qni co.mprennent un arc de cercle

1ot tidr
Az la limite %; [193] vers laquelle converge le rap-

As 4} : :
port —, quand l'arc As décroit indéfiniment sans ces-

ser de comprendre le point 72, est la mesure de la cour-
bure de la ligne au point .

Une construction parfaitement analogue est appli-
cable aux surfaces. Imaginons [128] une courbe fermée,
tracée arbitrairement sur la surface dont on veut me-
surer la courbure en m, de manitre que l'aire w cir-
conscrite par cette courbe sur la surface comprenne le
point 72 (*). D'un point quelconque de I'espace, comme
centre , décrivons une surface sphérique qui ait I'unité
pour rayon, et menons les rayons paralleles a toutes
les droites élevées normalement a la surface sur le con-
tour de l'aire o : le lieu de ces rayons est une surface
conique qui intercepte a la surface de la sphére une

(") Il faut entendre par Paire d'une portion de surface courbe
(comme nous I'expliquerons plus amplement dans le chapitre VI du
cinquieme livee) la limite dont s’approche indéfiniment Paire d’une
surface polyédrique, inscrite ou circonscrite # la portion de surface
courhe que P'on considére, quand le nombre des faces du polyedre
augmente sans cesse et que les dimensions des faces décroissent in-
définiment. Cette définition de la grandeur o est analogue a celle de
la grandeur s [174].
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: A T [
aire . La limite vers laquelle converge le rapport -
(0]

quand l'aire  décroit indéfiniment sans cesser de com-
prendre le point 72, doit, suivant l'analogie, étre prise
pour la mesure de la courbure de la surface au point
m. Nous admettons d’abord, afin d’éviter toute diffi-
culté, qu'il s'agit d’'une surface dont les deux rayons de
courbure principaux sont dirigés dans le méme sens, et
en outre que la surface n’éprouve pas au point m de
solutions de continuité.

De méme que, pour la mesure de la courbure d’une
ligne plane, il est permis de substituer a la ligne don-
née son cercle osculateur ou toute autre courbe oscula-
trice; de méme, pour la mesure de la courbure dune
surface, il est permis de substituer a la surface propo-
sée une autre surface qui l'oscule, au point et il sagit
de mesurer la courbure.

Prenons, pour la surface osculatrice , celle que dé-
crit le cercle du rayon R,, en tournant autour d’une
droite menée dans son plan perpendiculairement & la
normale, par le centre du cercle du rayon R,. Soit s,
I'angle infiniment petit que le plan du cercle mobile,
dans chacune de ses positions extrémes , forme avec le
plan de la section normale sur lequel il était primitive-
ment couché, 'excursion du plan mobile ayant la méme
amplitude de part et d’autre du plan de la section nor-
male; soit ds.l'angle infiniment petit que forment avec
la normale et de part et d’autre de cette droite, dansle
plan‘du cercle osculateur de rayon R, , deux rayons de
ce cercle : I'aire w, devenue infiniment petite, se con-
fond avec celle d’'un rectangle infiniment petit dont les
cotés seraient 2R,ds,, 2R,ds,, et qui aurait pour sur-
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face 4 R.R,ds,ds,. D'autre part, laire correspondante 0
prend pour valeur (en négligeant toujours les infiniment
petits des ordres supérieurs) 4 d.s,ds, : d'ou
0 it

lim . —= BB (9
La courbure d’une surface a donc pour mesure le pro-
duit des courbures de ses deux sections principales.

1 aire 6 est remplacée par un pointquand V'aire w, finie
ou infiniment petite, est prise sur une surface plane; elle
est remplacée par une portion de circonférence de grand
cercle quand l'aire o, finie ou infiniment petite, appar-
tient & une surface cylindrique. Cette remarque léve
la difficulté qui naitrait de ce que, d’aprés la formule
(4), unesurface développable pour laquelle [281 ez 29a]
un des rayons R., R. est constamment infini, aurait
en tous ses points une courbure nulle, propriété qui
semble ne pouvoir appartenir quau plan. Le plan , les
surfaces développables et les autres surfaces ne sont pas
plus comparables, quant & la courbure, qu'un point,
une ligne et une aire, quant a la grandeur. On peut
dire que la courbure d’une surface développable est un
infiniment petit du premier ordre, et celle d’un plan
un infiniment petit du second ordre : ce qui signifie que
la courbure d’une surface est une quantité trés-petite
du premier cu dusecond ordre, quand la surface se con-
fond sensiblement avec un cylindre ou avec un plan.

L’expression de la courbure d’une surface prend le
signe positif ou le signe négatif, selon que les deux
rayons de courbure principaux sont dirigés dans le
méme sens ou en sens contraires. Ce changement de

signe est arbitraire, et ne comporte pas une interpréta-
tion naturelle comme celui qui affecte la courbure d’'une
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ligne quand le sens de la courbure change effective-
ment, Mais cette circonstance, loin de donner lieu a
une objection fondée, ne fait que confirmer I'analogie
quil sagit d’établir. On sait, en effet, que les regles
pour I'interprétation des signes, applicables aux coor-
données mesurées a partic d'une origine fixe, et a leurs
différentielles, cessent de sappliquer, ou ne sappliquent
quen vertu de conventions arbitraires , aux aires mesu-
rées pav les produits qui admettent pour facteurs ces
coordounées ou leurs éléments différentiels.
Mademoiselle Sophie Germain , dans ses recherches
sur les surfaces élastiques, et surtout dans un mé-
moire (*) qui est la derniére production de cette femme
remarquable, s’est efforcée d’établir que la courbure

X i LT :
d’une surface a pour mesure la fonction =—-— : mais
R: ' R,

ses raisonnements n’ont rien de convaincant, et la
mesure qu’elle propose n’est en effet qu'une définition
arbitraire; tandis que la proposition de M. Gauss, ame-
née et justifiée par toutes les analogies géométriques ,
est un véritable théoréme d’olt peuvent sortir des consé-
quences importantes, et qui mérite d’étre admis dans
les éléments, a cause de son élégante simplicité.

() Journal de Mathématiques, de M. Crelle, t. VII, p. 1.
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ERRATA DU TOME PREMIER.

&

PAGES. LIGNES. FAUTES. CORRECTIONS.
6 23 celte tranche la tranche
1r 15 étant au étant un
12 4 déeroissante croissante

ibid. 5 croissante décroissante
29 7 PMN' PMM'
51 4 en rem. en y’/ .esty!
71 12 en rem. r=o0,r=o0 r—o0,r=o0
114 26 Cavalleri Cavalieri
133 1 3 cos’z 3 cos” z sin z
138 11 Cdres Cotes
151 4 3z
ibid. 5 & — L sin 2z
ibid. 10 32V 77—
g\ 'L g
156 1 en rem. véritable variable
161 22 et 23 second troisiéme
188 15 == Jh=
v
191 14 =l 7 1 +;z
196 5 par pour
209 5 en rem. A(I—I/I—x‘) I—-.I-‘.(I—‘/ I»-«x‘)
dz ;. 4z
213 6 1d. dx s
_(1)' [{V(zfr
ibid. 5 id. o ay
dy dz dydzx
2 2
bid, rid, diz 25z
dz’
259 16 P=—:0. Pi=0
272 5 en rem. flz 46k, y k). f(x—l—O/L,y+0k)
. d’z d3z
276 3 id. 3
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Suite de U Errata du Tome premier.
l

telpl
. PAGES. | LIGNES. l FAUTES. CORREGTIONS.

338 10 + (=) +(—r)

344 16 “+o0 —i0

355 8 en vem. distance m,n, différence m,u,

3 o dF dF dF dF

370 4 id. T ki B;—

431 4 id. (26) (26")

448 1 id. T — = r—a=o,

Page 141, ligne 1 en remontant, aprés pour des valeurs quelcon-
ques de l'exposant, ajoutez sous la condition de conduire a une série

convergente. |

Page 152, ligne 2 en remontant, aprés dérivent, ajoutez et si, par Iap-
plication de la régle du n® 85, on ne mettait pas en évidence le facteur
qui les rend simultanément nulles ou infinies.
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