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ELF]VENTOS

DE GEOMETRIA

ik " Todo lo que se presenta 4 nuestroq
sentidos ocupa algun espacio, y €s 4 un mis-
o tiempo largo , ancho y grueso. Estos tres
géneros de estension , longitud , latitud y
profwididad son el obgeto de la Geometrra,
que. los considera cada uno de por si- para
averiguar rhejor sus pmpiedades Mide pos
eg. lo largo de un camino sin atender 4 su
ancho , y la anchura de un rie sin calcular
su profundidad. Llamarémos pues ', sdlido 6
cuerpo lo que abraza anchura, longitud ¥
grueso: como una pared. Pero si considera-
mos en la pared su ancho y largo > €s deciry
su cara O exterior sin atender-d su grueso,
nos habremos formado idea de la suberﬁfze (¢
latitud ; y. si miramos solamente 4 su largo
sin hacer caso de lo ancho, tendremos la idea

. de la linea. Esta la consideran los Gedmetras

compuesta de partes. infinitamente ' pequefias

que llaman puntos , y que son sus. elemen-

tos : la supelﬁme se lafiguran como un tegi-

do de irffinidad de lineas, y el solido como un
Tomo II, A
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paquete de mﬁm:l.ld dc, superficies : de suer-
te que los estremos dé una linea serdn pur-
tos , los de la superficie hneas , v los del s6li-
do aupexﬁues. ¢ i

De Lds' Linéa y del Czrculo

2° Sise concibe que el punto Al (figi 1?)
s@'mueve dcid'Bsin mudarde-diréccion 6 por
elcamino mas dérecho’ ,"dejando’ rastro'tras
sty formara $a-lifea’ FECtASAB S ‘quel'serd ‘1
mas breve dlamnu,a entré'los! dos puntos’ A y
B: la tinica ‘que se'puede tirar entre elfos 'y

de’ consiguiente la ‘verdadera’ med1dd de 13‘

distancia’' que hay entre los dos.

3 Por ser la lined recra ' la” mas corta &
la Wnica que se puede-tirarentre dos putitos A
v B ; quedara determinada fa- situacion 61pb*
sxcnon de uha vecta én seRalundo dos punfos,
por donde debe pasar :'y'asi'dos lifieas rec=

‘tas- qualesquiera AS 5 AB’ no' pueden  tenet

dos puintos comuites’, 6 no* sepuedcn cortar
sinp en ‘un‘solo punto A 3 porque’ mncun
otlo ‘estd énla direccion’ de s 1flof £ BUILIAL

vy ¢ Spiekpuito Al que trazd da‘recta ‘AB,
hubrera ‘caiminado dcia B por otro caming’ dl-
ferente del2recto , ‘ésto’ es’, 'mudando” 4 cada
paso de direccion, hubiéra descrito una line&
curva’y’ quales AOB 6 ADB :y como ‘se
puede ir desde A 4 B por infinitos caminos,’

DE GEOMETRfA. 3
habra una infinidad de lineas curvas , siendo
asique es unica la especie de las rectas.

Parar tirar lineas rectas en el papel
sirve la regla , pluma y. lapicero , instrumen-
tos Vulgares y conocidos de todos : que saben
que la regla ha de estar petfectamente dere-
cha,y h4 de tener en uno de sus lados an
chaﬁan 6 rebajo para que quando se tiren las
lineas con pluma y tinta, no se nanche el
papel.

6 Para trazar hntas en ol terreno hay
que prevenir piquetes de todos tamahos, O
palos labrados con su punta que clave en el
suelo , y hendidos en el otro estremo. pma'
aplicarles en ¢l un papel o carton que los
haga distinguir de lejos : los quales se llanian

‘jalones. : i

En un terreno llano se puede trazar una
linea recta , si no ha de ser muy larga; atan-
do los dos estremos de un bramante dado de
greda algo estirado ,' & dos piquetes A, B
(fig. 2%) puestos en los dos estremos de ]c. li-
nea : se tira del bramante dcia arriba ; y de-
Jdndole caer con impetu. contra el suelo, de- -
jard impresa en ¢l la recta que sepide. :

Si ha de ser muy larga, se fija enuno de £

sus estremos B (fig. 3%) un jalon A que que- ',;

dard derecho sobre el suelo, sisigue la direc- |
cion de un hilo con un plomo, y otro M en
D : despues se ponen otros dos T , N &e. in-

A2 :
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termedio$ 5 pero de suerte que mirando desde
A el jalon M, se conlunda con €I,y seguras
mente estaran A'y M en una inisma linea
BD , v o mismo qualesquiera otros T, N;
&e. ifitermedios ‘que se colequen del mis-
mo modo. Quando lalinea es demasiado lar=
ga , se divide la operacion en dos, tres 6 mas
estacioney: v si median cuestas ¢ barrancos
se alitiean los piquetes segun ex?jah las cir-
cunstancias del terreno y aconseje la practi=
ca, y el exercicio. :

7 En'‘la ‘prctica-de medh‘ una’ linea
qualquiera , que consiste en averiguar fas ve:
ces que en ella cabe otra linea conocida que
se toma por la unidad , como una linea de
un pie 5 de ‘una‘vara 3 no puede haber difi-

" DE: GEOMETRIA. 5
y la media Cana de Catalufia, 95 palmos
de los quatro en que se divide la vara 'de Cas—
tilla, equivalen 4 xo2 Aragoneses , 4 88 pal-
mos Valencianos v 4,100 Catalangs.

9 Lamedida mas general , y 4 que sue~
len reducirse las'demas’, es el Pie; de Key,
esta parte de la Toesa, medida francesa. Di.
cho pie tambien: se divide en 12 pulgadas,
cada pulgada en 12 lincas &c. Para_ reducic

‘4 esta medida [a de los diferentes pies de las

demas Provincias de Europa han  considera-
do los Geodmetras dividida en diez  parres
iguales Ia linea que es 1. de pie:'y de las
1440 partes que por esta cuenta tiene el
pie de Rey , han encontrado que tiene el -

“piedes,.

cultad : y asi solo advertirémos que los Prides
ticos en “lugar de sogas de caflamo, espar-
to &c.'que padecen variaciones eon el teai+
poral usan de una cadena de alambre grudso

6 de hierro , “cuyos eslabones suelen: ser-de
un pie'd de una vara cada’uno.

8 ol prmupal medida que tige en C'zs-
tilla, es la ¥ara que llaman ‘de Burgos ', se-
fialada por Felipe il en su Pragmitica del afo
de 1568, y compuesta de'tres pies; cada pie
de doce pulgadas , cada una de doce lineas
&ec. Tambien se usadel Estadal , gue se com-
pone de diez pies castellarios. Por lo qie hace
al tamafio de la vara de Aragon , Valencia,

- Castilla. 123423 [Venecia..t 540 Sueciaiiiil.AE320
| Roma....1326 Rhin 139 . Dmamarca see 14032
Londres.1350 \Bo onia.. T 682 2| Con>tdntmopld 3120

Por medio de esta tabla se reducman- con una
simple regla de tres los- pies de una Nacion
d los' de otra qualquiera ; pero quando: haya
que reducir a pies castellanos los franceses,
serd mejor usar de la razon sencilla de 6: 7
que tiene el Ldstella.no al frances con poca
diferencia.,

: 10 De las lineas curvas solo hablarémos
porahora de la circunferentia del circulo. Asi s&

Hama la linea-curva cerrada ADCE (fig. 42)
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que traza el estremo A de una linea. AO fija
en O, dando una vuelta entera al re ededor de
dicho punto O que se llama centro. Al espa-
cio encerrado por dicha curva llamamos cfr—
culo =d 1as rectas ' AQ , OD, OFE tipddas del
centro 4 la cxrcuniexenma mdws 5y digdme—
tro a qualqulera AC que pasando por el cen—

tro se term 1[18. pOY aIDDdb pdrtes el la CILLUI’I—- '

ferencia,

11 Como cada radio es igual 4 la li'nea
AO que traza la curva , serin todos los ‘ra—
dios iguales, y todos los puntos de la circun=
ferencia distaran igualmente del centro. Los
didmetros tambien son todos iguales ; puas
se ‘componen de dos radios.

12 Qualquiera porcion TCP de circun—
ferencia se llama arco, y cuerda 0subtensa de
dicho arco la recta TP tirada por sus dos es—
tremos T , P. Lien se ve que los arcos igua—
les tienen cuerdas Axgual AE, AD en un
misimo O en iguales circulos 5 y si'las cuerdas

son 1gu4 es lo serdn tambien los arcos : pues

si doblando el circulo por AC se sobrepone el
arco y cuerda ARE 4 AQD ; caeri el punto
I sobre D, y todos los puntos del arco ARE
sobre los de AQD , como que todos distan
igualmente del centro : luego se ajustaran
perfectamente los dos , y de consiguiente se-
ran iguales. Por lo mismo , las mayores cuer-
das subtenden mayores arcos, y al contrario.

DE .. GEOMETRTA. : 7

- Las; cxrcunfereuuas que tienen un mismo

centro , 0 se confundiran si 105 radios son

1gume> , 0 no se tocardn si son desiguales:

de consiguiente si dos circunferencias se cortan,
sefial que no tienen un mismo centro.

13 La mayor. cue rda_de un circulo,es
el didmetro:; ED por eg. és mayor que qual-
quicra otra [P 5 pues. los dos radios TO, PO
tirados & sus dos estrenios equiva dlen al did—
metro , ¥ dichos radios juntos son mayorves
que /TP (2% ks
14 Un circulo qualqmer? ADCE se tra—
za en el papel con ¢l compds , instrumento
bien conocido , abri¢iole de suerte que sus
dos puntas caigan en o) y A, y haciendo dar
una vuelta entera a la punta A al rededor de
la punta O que ha de estap fija. ., P

De los angulos y 'su medida.

T3 a8 consideramos ahora que 4 la rec-
ta BE puesta sobre BA ( fig. 5%) ,se la hace
andar cl espacio@A con uno de sus puntos O,
tenienda el otro filoen B, sehabrd formade
el angolo OBA que es el espacio’ AO com—
premdzwo enire dos lineas BE , Bd que con—
curren en ui punto, B. Dichas lineas; se lla—
man lados del angulo, y el punto: B suvérti- "
ce, En adelante nombrarémos un dngulo , 0
con sola la letra'B del vértice, 0 con las tres
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‘EBA', 6 ABE , poniendo en medio dicha lte=
tra B. El angulo EBA se llama rectilineo,
MNO  (fig. 6%) curvilineo, y. RSH mistilineo
por la clase de lineas que los forman.

16 © De la formacion del dngulo se colige

que el espacio que encierra , se debe medir
por un arco de circulo descrito desde el vér-
tice como centro con qualquier intervalo; pues
aunque sea menor el arco descrito 4 la dis=
tancia D" que a D (fig. 5%); siempre serd und
misma la medida del angulo CBD ; pues el
arco D'C’ es 'la 4% parte' de su circulo como
Yo es DC : de consiguiente el dngulo es siemi—
precel mismo que se acorten 6 que se alar=
guen sus lados.
17 Para medir los arcos del circulo le
han considerado los Gedmetras dividido en
360 partes iguales con el nombre de grados:
cada uno de estos en 6o minutos, cada minu=
to en 6o segundos, cada segundo en 6o rerce—~
ros &e. Estas partes que son grandes 6 peque-~
fias , segun que el circulo },9 es, se indican
con las sefales ©, 7, %, 7*&c. de suerte que
7.2 8,36 ,°9"", quiere deCir siete grados,
ocho minutos , tremta y seis segundos y nue=
Ve 1erceros.

. Llamaremos recto el dngulo que tiene por.
medida 9o° ¢ la 4% parte de la circunferencia
como DBC , ABD , medidos por los arcos
DC, DA : agudo el dngulo ABE cuya medi-

DE GEOMETRYA. )

: i
da que es el arco OA, es menor que 90”5 y

obruso aquel como CBE, al que mide un
arco CDO mayor que 90°. : e
18" Siuna linea 'qualquiam ER cae. sobre
otra AC, forma siempre con ella dolx an(gu/los‘
ABE , EBGC que juitos valen 180° , g dos dn=-
gulos rectos ; pues su medida serd siempre la
mitad de la  circunferencia’ (16). Alargando
EB, la RB que cae sobre AC, for‘mg tamvblen
en Bdos angulos ABR ,' RBC que valen jun-
tos otros 180°, : .
19 Luego 12 todos los :’mg'u'los que se .
forman en unpunto B qualqu@ta, 'Ivalen
360°: 29 el diagmetro AC divide 'al.CI.rculo_
én dos partes iguales. 3¢ Para dividir un
angulo en qualquierntmero de partes xguales;
basta dividir el arco que le mide, en otras
tantas partes igualés, y tirar lineasdesde el vér-
tice 4 todos'los puntos de division. 4:‘? Para
medir et 4ngulo APD'( fig. 7*) que forman
dos paredes’ AO,ODj; se alargam con una
régla la base AP,y midiendo el ;ixaguiqDPC,
era lo'que le falta’ para 180° la medida del
APD que se desed. : :
20 Lo que falta 6 sobra 4 un' dngulo 6
arco para componer 9o, se llama su compll_e~
mento: el del dngulo ABE (fig: 5.2 )es el dn-
gulo EBD : yel «de EBC es-EBD :y asi d
complemento de ' un dngulo agudo es positi-
vo , el del “dngulo recto es nalo , y ‘el det
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obtuso, es  negativo.

21 Suplemento de un éngulq es lo que

le falta 6 sobra para componer 1809 : el an-—
gulo ABE por eg. es suplemento de EBC y
al contrario, De consiguiente el dngulo agu-
do tiene un obtuso por suplemento i, el recto
otro recto , y el -obtuso un agudo.

22 Supuesto que los dangulos iguales de~
ben tener supleinentos y complemenros igua—

; les ; y que deben servigual'es los dngulos que

“Hamarcmos. por eso verticales ;

tengan unos mismos compiementos y suple—
mentos ; colegiremos. que i se cortan como

quiera , das lineas ER, AG , serdn iguales los

dangulos ABE , RBC opuestos al veértice que
pues tienen
ambos un mismo suplemento , que es el dn—
gulo EBC: lo mismo se debe entender de los
angulos EBC , ABR , cuyo suplemento co-
mun es el angulo ABE. =

23 . Sidado el dngulo OCD (fig. 8.2 ) se
pidiese formar, otro igual en un punto B'de la
recta AB ; se trazard desde C con qualquier
abertura de compas el arco OD, con la mis-
ma abertura se trazara desde el punto dado
B el arco indefinido AR ; se tomard despues
con el compis la dispancig OD , que se tras-
dadard de A 4T ;y tirando por B y T la li-
nea BT ,. se habri’ formado el“;ingulo TB.:\_
igual 4 OCD : pues que los arcos AT , DO
que los miden , se han hecho iguales.

-\

DE GEOMETRIA. I

24 'Con el instrumento MHDT (ﬁg.q?-)
que es'un 53micircul9 de alaton 6 cuerno di-
vidido en sus 180° con sus suplementos de—
bajo para poderlos contar porla derecha y pot
la izquierda ; se puede formar en el papelun
dngulo qualquiera de 30° por eg. en el pun-
to B de una recta BC, aplicando el radio
BT del instrumento sobre’ BC 'y de manera
que coincida su eentro con el punto B, yti-

7 JApRTy LB
rando despues por este punto y el nam? 30
que se pide, la recta AB; pues el angulo ABC -

que resulta), es de 302 :

' Asimismo, para medir condicho instru-
mento un dngulo qualquiera ABC ; puesto
su centro en el vértice B del z'mgu‘»o, el
radio BT sobre uno de sus lados: el arco ‘DT»
que intercepten sus lados , alargados si es
menester , mostrard el namero de grados de
que consta el dngulo ABC. - . =0 ¢

25 Un semicireylo (fig. 10?) de alaton

\

de 7 4 15 pulgadasde diametro divididoen

180° yen medios , quartos &e. de grado a
proporcion de su magnitud , sirve pard. me-—
dir'y formar 4angulos en el terreno. VA este
fin se coloca sobre un pie', y por medio ' de
dos tornillos sc le pone derecho, inclinado
6 en qualquier otra’ situacion que requiera
la direccion de las miras a los obgetos  que
forman los angulos. Ug et

26 Para dirigic 4 estos las lineas yisuales,

i
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hay unaregla 6 aiidada CD movible al rededor
del centro que tiene en medio una linea cen-
tral con una flor de lis en su estremo), que
sefiala los grados. Al lado de ella hay doce
divisiones , cada una de las quales’ eiiuivale
por lo comun 4 £X<de grado 6 4 g5, para
sacar el valor del dngulo con mas exdctitud,
quando lalinea central no sefiala en el ins—
trumento nimero fijo de grados. En los es-
tremos de la alidada hay tambien dos pini-
las . my n clavadas y hendidas, muy perpen-

dicularmente , lo mismo que las que tiene el .

didmetro inmovil AB en los puntos 0°, 180°.
Quando los abgetos estan 4 mas distancia que
de ocho 4 nueve mil varas » se usa de'un an-
teojo que con otro colocado en el didmetra
ininovil ; descubre con mas claridad los obge-
tos. Mas adelante hablarémos del modo de
hacer uso de este instrumento,

. Lineas perpendiculares y oblicuas.

227 Si una recta AS (fig: 11%) cae cor=
tando la BD sin inclinarse 4 ua lado ni a0tro,
6 formando los 4ngulas ACB , ACD igua-
les , que serdn rectos (17-y°18 ), se llama
perpendicular & ella. Qualquiera otra D3 que
corte la BD inclinandose mas ua lado que 4
otro , se llama oblicua. ’

28  Lucgo 121aBD que no se incling 4

DE GEOMETRIA. 13
A nt a'S sera itainbien’ perpendicular 4AS:
22 8i qualesquiera’ dos' puintos A ;8 de ‘una
linea AS estdn 4 igual distancia de otros dos
B, D dela BD: rodos los puntos:de la AS;
distardn igualmente de By D.; pues-lospurs=
tos. de una lihea tienen: todos ' la posicion

que dos’ de ellos (3) :de consiguientela AS

po se inclinara 4 B ni'a-D, vy e serd perpen—
dicular. ¥ como C ha de distar igualmente
de By D, dividird tambien AS4 la BD por
medio. : s

29+ 3.2 Con un solo'punto A ‘que tenga
la perpendicular \AS 4 igual distancia’ de los
dos By D derla BD 'sobre que cae, los de=
bera tener ttodos y dividirla por medio ¢n C:
pués si algun punto R por eg. no" distdra lo
mismo de D y B, se inclinaria por ‘esta par=
te 4 un-lado mas que 4 otro, contra el ‘su-
puesto de set perpendicular. i

30" 4.0 De todas| las'‘rectas - AB ;' ‘AE;
AC, AO &c. (fig. 1242 ):que se pueden tirat
de’un punto A sobre otra BD, Ja perpendi-
cular AC: es .mas corta que ‘qualquiera “otrd,
AB por eg. - Pues haciendo CS=AC ;/y ti+

rando' BS; se ‘tiene la AS menor que las dos-

AB—+BS, y de consiguiente lamitad AC de
-AS mas: corta'que AB, mitad de AB=+-B§.
Lo mismo se probara de otra qualquiera. De~

cimos que ‘AB es’la’ mitad de AB—=BS ¢
que- AB=—BS ; porque estando el punto’C de
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la pe‘rpendicular CBia:ignal distancia de A

¥ de S}, lo_estara tambien su punfo B (29),
y AB_BS ; / '

31 Las lineas mas oblzcuas o que distan

mas de G ; son las/mas largas 5 y asio AB es

mavor que AE ; pues siendo Au—ﬁ—Ba ‘ma~ |

yor que AE—=ES), serd la mitad-AB«de las
primeras mayor que lamitad AE de las otras.
De consiguiente seran iguales las. AE, AQO,
tiradas 4 E ; O puntos igualmente dlsmnres
de C.

.32 52 La perpendicular mide la distancia
que hay de un punto.d una recta "6 de una
recta.d ofra , pues -escel camino mas corto.

33 « 62 Desde unipunto A nose puede’ ti- .

rar.mas perpendicular sobre BD que la AC;

pues sesta sola es lalinas corta qtie se puede

titar desde A sobre BD (30). Ni tampoco des-
de C se puede levantar' '@ bD mas perpendzcu—
lar qug CA : pues-otra qualquiera se inclina—-
rd 4 un’lado mas que “a-otro.

34 Para levantar una perpendicular en el
punto C de la linea:BD (fig. 11.2 ) ; se toma=
ran dos puntos B, Q4 igual distancia de C,
v haciendo de ellos centro ; se trazaran con
el cotnpas con una abertura mayor que EC,
dos arcos que se corten en un punto qualquie-

ra‘A 5 se tirard por Ay Cla AC , y esta serd,
la perpendicular (28) : pues tiene dos puntos

A 5 Ca igual distancia de los dos E, O,

DE GEOMETRIA. T
3; “Desde un punto’ A se bajard una per—
pendzculnr sobre BD; trazando desde A con
el compds'un arco qualqu;era EO que cortela
BD e dost’ puntos B 705y desde estos los
dos arcol qu‘e se cor rcu en S' tirese desPues
AS [yserila p‘rpendlcuhr (28): pues tiene
tambien A"y S"d"igual c{manua de E vy O
70" De i que se! xrt tre/ que’ i e Pldlf;.fe
dividir por"mbdio una “rbeta BD 5 se tmzamn
haciendd céntrosen By 1583 dos arcos que se
rer et Al -y S 5 A tuada por A e
dividirl por“medio 1" BD" ples, dlstando
ignalmente”A” ySdeB y D ; todos los demas
pun tos de AS"como C'}° dlsfamn |gua1mente
de By'D (z’&} y ser: a‘BC‘_CD 1uego &e.
37 El igstrumento ABC (ﬁnr 13 a ) de
alaton«:on una charnela én B para que’ cerra—
do quepii €n el Estuche hatemdtico ) se lTama)
Esctindia ™ y sirve para tﬂ‘ar per enfdlculares‘
ed'el’ pqpel porque  sus“dos lades AB'; BC
forman an dnguld tecto ‘APC El misimo” uso
uene la escuadraH'de uid madera dura vy 1isa.
O 38 Pira’ tirar en” 2l Tefreno und perpeh~
diculay'd'1d linca AB (fig. 14.2 ) desde un
punto € se"fijata enleste pvnto el medio de
urm cuerda‘, cuyos estremb:. se han de arar

‘‘‘‘‘

dlvidiia 14 “AB’ 'por- medxb’ en D’ v 12t €T
serdla ‘perpendicular (‘@), B tenel Cy D

iy 1guzﬂ distancia de A ol B
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_Se levantard desde D una perpendiculas
4 AB ; tomando AD=BD, atando en A y B
los esn‘emos de una cuerda , por cuya mitad

C y el punto D se tirard la CD , que ser4 la

perpendicular por lo que acabdmos de decir.
39 Para esta operacion es muy comodo
y comun el valerse del Cartabon 6 Escuadra
de Agrimensor (fig. A) que es un circulo bas=
tante grueso de alaton o madera_de cinco 4
siete pulgadas de diametro cortado. 4 angu=
los rectos por dos. diametros - de igual grueso,
en cuya mitad hay dos lineas que dividen el
circulo en quatro partes iguales ,. con pinuias
hendidas en sus E$tremos, semejantes a las del
Grafometro , lo nusio que el pie sobre que
se coloca. ~
~sabard: levaﬂtar en el punto é; (fig. B) una
pm pemitcular a la linea AB ; colocado el
eartabon en C , se alinears con la: recta
MNOP ren que . rematan los, jalones clavados
en la AB , la visual dirigida . por las pinulas
;85 5€ ham despues colocar un jalon R de
manera que se alinee con las otras pmula,s 0y
: hagase lo mismo. con otro Q puesto 4 dos
o trcs estadales de R, y si parece algun otro
mas ; y serd la lmea CH la perpendicular
que se busca. Casi del mismo modo se baja
una petpend;culdr al terreno desde un punto,
T , yendo acercando el instrumento hasta
encontrar la linea TD con la visual que se
dirige por las pinulas o, 1.
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40 Llamarémos paralelas aquellas lineas
AB, CD, EP (fig. 15.), cuyos puntos cor—
respondientes  distan todos igualmente los
unos de los otros: de consiguiente serdn igua -
les todas las perpendiculares HO, MN , que
se tiren entre ellas , que'miden dicha distan-
cia (32):y como ninguna de las’ paralelas
puede ‘inclinarse dcia las otras , aunque se
alarguen mﬁmtamente nunca podrdn: jun<
tarse.

41 De aqui se mﬁere 19 que si dos li=
neas AB, EP son paralelas 4 otra CDj serdn
paralelas erme si ; pues siendo por la suposi=
cion HO=—=MN , y OR=NS, seri HO—
OR—=—MN-—+-NS y &e.

42 Lo 292 que si se toman dos puntos Hj
M 4 jgual distancia de la recta CD ,y se tira

por ellos 12 AB ; serd paralela 4 CD.

43 Lo 32 que si de dos paralelas EC, PD
(fig, 16:) la una EC es perpendicular 4 AD;
tambien lo deberd ser la PD , que por no es~
tar inclinada 4 su paralela EC , ha de tener
la misma inclinacion con la AD. Y al contrax
rio , si una recta AD es perpendiculara EC,
lo serd tambien 4 su paralela PD (27 'y 40).
Ultimamente ; si las EC ; PD son perpendi=~
eulares ‘4 AD , serdn paralelas ; pues cayen~
do ambas sobre AD, sin'inclinarse 4'un lado
‘ni 4 otro, no estardn inclinadas la ‘una" a la
otra; luego seran paralelas. :

Tomo II, B
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44 - Como las lineas paralelas AB ; CD
(fig. 17) tienen igualmente distantes sus pun—
tos correspondientes, 1o estaran inclinadas la
una 3 la otra; y de consiguiente tendrin am-
bas una misma inclinacion con otra linea
qualquiera SR que las corte, que se llama
secante : y como ¢sta inclinacion forma a la
derecha de la secante los dngulos o y & por
cima , x y.2 por bajo de las paralelas; yia la
quuxerda de dicha secante los angulos p .y zs
¢y m; tendrémos que quando una recta SR
corta dos 0 mas paralelas 19 forma: iguales
los gngulos 0yt , x y 0 ; Py 2z, ey m,los
quales se llaman correspondientes.

45 Lo 22 Tambien son iguales los digulos
qlternostye, X Y Z; Pyt smyio ;5 por=
que siendo oy £, iguales , y o==e (22), serd
tambien t=—e’, y lo mismo . se prueba de . los
demas , que se llaman alteriios. por formarse
alternativamente , uno. por cita y otro por
bajo,de la secante : ¢, 1 5 ¥,z son alternos
anternos porque estin entre lds paralelas, 1y P
@3 m , esternos por estar fuera.

46 1.0 32 Los dngulos internos t, % de
un mismo lado de la secante son suplemento
¢l uno del otro ; porque siendo e—¢ (45)i5.¥
¢ suplemento de % (18) 5 lo serd tambwmf
tambxen e es suplememo de z. St e g

. 47. Al contrario , siempre que una. recta
RS corta G otras dos AB , CD f@rmundo los

1
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angulos correspondientes iguales , serdn dichas
lineas paralelas - porque siendo igual su in-
clinacion con la SR , no estar4n inclinada la
una‘a la otra. Tambien serdn paralelas AB,
CD si vesultan iguales los angulos alternos:
porque sie==t ,siendo e==0 (22), serd tam-
bien t==0 , es decir, iguales los dngulos cor—
1‘espond1enres 5y las lineas parale las. Tams
bien lo son quando ¢ es suplemento de x; pues
siéndolo igualmente e (18), se tendrd t=—e;,
y t=—o : luego &c.

48  De¢ aqui inferirémos 19 que si dos
angulog MNA, CDE (fig.18) tienen sus lados
AN GED ; MN y CD paralelos, seran igua~
les porque alamdndo uno de los lados AN
hasta B, se tiene .~ ANM==ABC—EDC (44)-

29 Que si se pide tirar una paralela
@ la recta CD (fig. 17 ) por un punto qual=
quiera p ; tirada por p qualquiera recta RS,
se traza desde m con qualquier’ intervalo np
el arcopq 5y desde p con el mismo intervalo
el arco indefinido v/ : se toma despues la dis=
tancia pq, y trasladada de r 4 B, sé tirard
por p'y hla AB'que serdla p:ualela que se
busca ; por haberse hecho iguales los dngulos

correspondientes pnq 5 rph (23)-

39  Si se pidiese levantar una perpendi=

@ular en el estrémo D (fig. 16) de una recta

‘AD ‘que no'se puede alargar; se levantaria
en qualqulela de sus puntos la perpendmular
Ba
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CE ; y tirando como acabamos de decir ; pot
el punto D una paralela aCE, seria perpen=
dicular (43). :

50  Con el instrumento (fig. C) compues=
to de dos reglas unidas’ con/dos hojas todas
de laton, y paralelas, que se estrechan yapar-
zan 4 arbitrio 3 se tiran quantas paralelas se
quieran en el papel : y para que no se man-
che con tinta , tieme un chaflan una de las
zeglas. ; ;

En el terreno se tira una paralela 4. la
vecta AB por el punto C (fig. D) ; levantan-
do en A y B dos perpendiculares iguales AB,
BD; y tirando por C y B la GD que serd
paralela 4 'AB (42). 2 ;

Por esta operacion se continua una linea
AC (fig. E) mas alid de un obstaculo : pues
sise levantan en A y C las dos perpendicula=
es iguales. AE, CF , ytirando.por Ey Fla
EFH paralela 4 A , se bajan por dos de: sus
puntos G , H, las GD , HB. iguales y .per=
pendiculares 4 EH ; serd DB continuacion de
AC. ; :

De las Lineas y de los Angulosen el circulo.

51 Una recta CT (fig. 19) tirada perpelg;
dicularmente desde el centro de un cireulo 4
una cuerda DS , la divide por medio lo mismo
que G su arco DTS : porque estando el puuﬂ)
C de dicha perpendicular 4 igual distancia de

DE' GEOMETRZA. : &op

los dos D y S, loestardn todos los demas
de CT (23); luego P y T distardn igualmen—
te'de D yS, y serd de consiguiente DP=PS,
y DT :/TS. '
.52 Al contrario, si la CT divide por
medio en P la cuerda DS , tendrd dos pun—
tos C v P d igual distancia de Dy S , y de
consiguiente serd perpendicular 4 DS:lo mis—
mo sucede quando CT divide por medio al
arco DTS,

53 Luego 1%los arcos ZD y QS de un
mismo circulo comprendidos entre paralelas
son iguales : pues dividiendo CT por me-
dio 4. los arcos. ZDTSQ , y DIS , si de
ZDT=TSQ quitamos -DT=TS, 'quedarg
7ID=0S8,

54 22 Se podrd dividir un arco qualquie~
ra ZTQ en dos partes iguales con la per-
endicular bajada desde el centro sobre su
cuerda ZQ ; y la perpendicular CH bajada
sobre TQ dividira su mitad TSQ en otras
dos. De suerte que toda la circunferencia de
un circulo podra dividirse en quatro partes
iguales , tirando en ella dos didmetros per—
pendiculares ED, AC ( fig. 4.), ysi cada
uno de los arcos iguales AQD. , DPC &c. se
divide por medio, resultarin ocho arcos igua-
les ; yse habrd partido la citcunferencia en
16, 32, 64 &c. partes iguales dividiendo su=
sugesivamente por medio dichos arcgs,
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39 Si dados tres puntos M , N, O
(fig- 19) se pidiese trazar un circulo- por ellos,

6 encontrar un punto C igualmente distante -

de los tres ; se tirardn las cuerdas MO , NO,
y divididas por medio .con las perpendicula-

res RC, LC; el punto C donde estas con—,

curren , s el centro del circulo que pasard
por M, N,O : pues debiendo dichas perpen—
dlculares pasar ambas por ¢l (52), no pue-
de ser otro que’ C , tinico punto que tienen
comuu,

56 La operacion es la misma quando se
dael arco MNO y se pide su circulo 6" su
centro : pero es esencial que los tres puntos
no esten en linea recta ; pues si se diesen los
puntos A , C, D (fig. 16), las perpendicula—

res EC , PD debiendo ser paralelas (43) , no

podrian encontrarse.
¢7 De donde se inferird que una recta
no puede cortar a un circulo en tres puntos:

como tambien , que dados tres puntos que no

estdn en linea recta , queda determinado un
circulo , que no podra equivocarse con otro:
pues si dos circunferencias se pudiesen cortar
en tres puntos , tendrian un mismo centro, y
no serian dos sino una la circunferencia.

58  Si desde un punto A (fig. 20) que no
. sea el centro de un circulo, se tirana la par—
te de la circunferencia ‘mas distante varias

rectas”” AE , AD AB JJAF &c.'19 4B “que
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pasa por el centro sies mayor que qualquiera

otra AD : pues- tirando el radio CD==CB; "
AD es menor que AC—i—CD 0 que AC—H+
CB ¢ que AB, §

59 22 AD es mayor que AL ;. que dista
mas. del centro ; pues tirado el radio. CE , se=

rin CQi—OD juntas mayores que,CD 0

que CE su igual ; quitando CO comun ; que=
da OD mayor que OE , y afadiendo a am-
bas lineas OA , sera DO——0A ¢ DA mayor
que EO—+-0A : y como EO—+0OA son ma~
yores que EA, serd AD mucho ma.yox que
AE,

()o Si se tiran 4 la parte de circunferencia
mas inmediata las rectas AM , AN &e. la
AM que alargada pasa por el centro, es la
mas corta : pues tirado el radio GN, se tiene
CA—+=AN mayores que CN ¢ que CM su
igual: quitese CA comun, y queda AN ma-
yor que AM. v

61 Quando ¢, punto A (ﬁg %3 ) esta
fuera del circulo, sucede lo mismo : pues
siendo AN——NC mayores que AC', resulta
quitando de una parte el radio CN y de otra

el CM, AN mayor que AM. ‘Serdan pues,

iguales las lineas tiradas desde qualquier pun=
to (fig. 20 y 21) 4 igual distancia del - centra

: y como solo hay dos con esta condicion,
una 4 la derecha de la AB y otrabassu iz=
quierda; no se podrén tirar desde dicho punts,
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tres lineas iguales 4 la circunferencia, y'si
desde algun punto se pueden tirar mas de
~dos lineas iguales , serd sin duda el centro
del circulo. e
62 Tangente de un circulo es una linea
AT (fig. 22) que aunque se alargue no corta
sino toca su circunferencia;, y. es solo. en un
punto que se llama del contacto ; pues si le
tocase en dos m , n, tiradas al centro las Cm,
Cn que serian iguales ( L1), serian méyo_res:
- que la perpendicular CT, que se tirase entre
ellas (30): luego estando el punto T en la cir-
cunferencia, deberdn caer fuera de ella m v
#. Una linea AB que desde'qualquier punto
A fuera del circulo le corta en dos puntos E
y B, sellama Secante. % I
63 Tendrémos pues 12 que el radio CT
debe ser perpendicular d la tangente (3); pues

es la linea mas corta que se puede tirar des—

de el centroa dicha tangente ; y al contrario,
la perpendicular AT al estremo T del radio
CT, serd tangente al circulo. Y asi para ti-
var una tangente al circulo en un punto T ; se
tira el radio CT , y se levanta en T la per~
pendicular AT : la qual debe ser tnica , por
no poderse levantar mas perpendicular que
una desde qualquier punto T (33).

64 2° Si tres cireunferencias de.circulo,
se tocan dentro 6 fuera ; los centros C,D,R
de los circulos , y el punto o del contacto es—

EARSERUTY

RS

TP TR
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tin en una linea recta : porque debiendo los
radios Do, Ro, Co'ser perpendiculares 4 la
tangente ; formarinuna sola linea recta (63),

65 3.2 Qualquier otra recta DO (fig.
23 ) tirada por el punto T que no sea latan-
gente , corta al circulo; de ‘suerte que qual-
quier dngulo rectilineo BTD es mayor que
el mistilineo BTPD , el qual serd infinita-
mento pequefio : pero sin embargo puede set

~ dividido por infinidad de arcos T% , Tb &e.

que se van acercando 4 la tangente AB, 4
proporcion que son mayores los radios con
que se describen. ;
© 66 Conviene 4 veces medir los angulos
no con arcos descritos desde su vértice, sino
con los dealgun circulo junto al qual, 0 den-
tro del qual estin formados; y por eso vamos
4 sefialar 4 cada uno la medida que le cor-
responde, segun su diferente posicion. Empe-
cemos por el dngulo ATD (fig. 24) que for-
ma la tangente AT con la cuerda TD , que
se llama dngulo del segmento , y tiene poriue-
dida lo mitad del arco TRD: que subtende la
cuerda. R £

Para demostrarlo , tirese por el centroel
didmetro PQ paralelo 4la cuerda TD , el RS
perpendicular 4 PQ y el radio TC. El angu-
lo recto RCP es igual al angulo ATC tambi-
en recto : quitese de ambos el angulo TCP

igual 4 swalterno DTC, y quedard DA
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RCT : y como al dngulo RCT le mide el are
co' RS (16), mitad de DRT (51); este mis-
mo medird tambien al dngulo AT'l,). Valien-
 do los dos dngulos ATD, DTB 180° (18) 6
L?mitad de toda la circunferencia TRDQSE’T'
st de ella se quita la mitad del arco RTD’
medida del angulo ATD , quedari la mit"ci
de DQSPT por medida del éylguio DTB. >

67 'De esta proposicion se infiere que
la‘v m'edxda_ de un dngulo BTD ( fig. 25 ) cuyo
vertice estd en la circunferencia‘( se llama
inscripto, ) es la mitad del arco BD que -COMm—
pren.d.en sus lados, que son dos cuerdas. Por-
que .Inrada la tangente AT, side la medida
del aggulo ATB, que esla mitad de TDB,
se guita la del dngulo ATD, qué es la mitadt
de ‘1D;‘ quedara la mitad de BD que ’ser;i-
medida del dngulo BTD. : -

. 68 : Luego 12 el dngulo ‘del centro
BCD es duplo del inscripto BTD queﬁir’lsis—:
te sobre el mismo arco ; pues la medida de
BCP es elarco BD , yla de BTD, £ BD. Lo
29 Todos los dngules inscriptos A, B, C
(fig. 26 )de un mismo circulo qle insi,sfer:
sobre'un mismo arco FD, son iguales; pues
que tienen una'misma medida. i
.69 Lo 39 Todo dngulo inscripto- BTR
( ﬁg, 27 ) que ‘estriba sobre el didmetro,. es
recto: pues vale la mitad de 180° 6 90°.’ El
que insiste en un arco menor que la semi-
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circunferencia como TRB es agudo , y el
que estriba como NMR , en mayor arco que
la semicircunferencia, es obtuso. fi

o De consiguiente se podra levantar en
el estremo T de la recta TB una perpehdimlaf;'
trazando un circulo desde qualquier punto (5

con el intervalo CT, tirando por el centro y -

el punto B en que el circulo corta 1aBT, el
diametro BR; pues la TR serd perpendicu~
lar 4 BT ; por ser el dngulo RTB recto.

I Sise diese en’ el terreno la recta BD
(fig: 28) para levantar en su estremo Dila
perpendicular ; se atardn en By D los estre-
mos , y en A la mitad de una cuerda BAD: y
pasando la parte AB 4 ser AC, serd la CD
perpendicular. Y al contrario , para bajar des-
de C una perpendicular acia el estremo de

la DB; atadalacuerdaenCy B, y dividida

en su mitad A, se pasa la AC 4 AD; y ti—
rando CD , sera la perpendicular. Porque
siendo iguales las AC, AB, AD; serd A el
¢entro del circulo que pasa por C, D, B(57):
y de consiguiente serd CB didmetro , el an—
gulo CDB recto (69), y 1a CD perpendicular,
~ 72 Para tirar dos tangentes 4 un circulo
desde un punto O (fig-29) dado fuera ‘deéls
despues de haber tirado la OC 'a su’ centro,
se trazara desde su mitad H con ¢l intérvalo
OH un circulo que cortard al dado en los
dos- puntos B , T, por los quales y O tirando

\
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las OB, OT serdn las tangentes : pues tiran-
do los radios BC , CT; serin rectos os z’m'.—;
gulos CBO, CTO (69): Iuego las OB,

OT serdn perpendiculares consigui ’
' erdn perp ares yde consiguien—

te tangentes.

73  Sigse pidiese trazar sobre s recta

BD (fig. 30) un segmento  de. circula, tal

que todos los dngules inscriptos en ¢l como

BAD, sean iguales dun 4 X a4e
), sean 1gud - angulo dado X ; se

hard en uno de los estremos B de 12 BD Gl

dngulo DBF igual 4 X, se levantars sobre XF
la perpendicular indefinida BH , y en medio
de BD otra perpendicular PT QUe ortath
1aBH ea un punto Cque sera centfo deloin:
culo que se pide :pues siendo la medida del
dngulo DBF 6 X la’ mitad de BTD ( 66),
la misma que tiene el angulo inscripto BAD
Y qualquier otro-que insista sobre Ja cuerda
BD ;' seri el segmento: BNAHD capaz del
angulo X como se pidio. i

74  Por esta proposicion serd: ficil de-
terminar el sitio de un punto T qualquiera
(fig. 29), conociendo el valor de los dngulos
RTB, BTO. que con dicho punto forman
las rectas TR, TB, TO tiradas 3 los tres ob-
getos R, B, O , cuya situacion es conocida:
pues tirando las lineas BR, BO , vy trazando
sobre BR una porcion de circulo capaz‘del.
angulo dado BTR , y sobre BO otra ‘capa_z
del angulo BTO ; debiendo el punto T caer
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en -ambos circulys ; sera aquel en que los das
sé cortan. S :

75 La medida del angulo BAR (fig:31)
que se llama escéntrico por tener su vértice
fuera del centro del cireulo enque esta,esla
snitad de los dos arcos BR+HC que abrazau
sus. lddos alargados. Porque tirando po}r_f,C
la CD paralelad HR ; serd el dngulo BAR=—
BCD (44 ): y siendo (67 ) la medida de
BCD , 2 BD=—1BR + iRD—1BR + 3 HC
por ser RD—=HC (53); serd la medida de.
BAR, $BR = iHC. ~

76, La medida del dngulo ZCB dorma-
do en la eircunferencia con la cuerda BC vy
la DG alargada , es tambien’ la mitad de-los
arcos BC—+-CD que subtenden, las cuerdas:”

- porque siendo. DCB+BCZ=—180° (.18 )4

la mitad de tada la circunferencia CHBRDC,
si de ella se quita la medida del’ angulo BCD
que es #BD ; quedard £BHC + 1CD. por la
del angulo BCZ. . - EELE Aahe ke

77 Un dogulo BAP ( fig. 32) circuns-
¢ripto 50 cuye vértice estd fuera del circulo,
tiene por medida la mitad del arco .concavo
BP en que insisten sus: lados. alargades i es
menester-,  menos la mitad del arco convexd

- HR que compre—henden djchos lados. jPorque

tirando la. RC paralela ¢ HB el zlngtﬂo CRP
que es igual 4 BAP (44 ), tiene por medi-
da 2CP o %BP —\——‘} BC, o ultimamente BP -~
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Z HR: pues BCz=HR ( 53 ): luego'la medi-
da del d4ngulo BAP ¢s £ BP—ZHR.

78 Sise. tira. HM paralela d la tangente
AX ; se probari del mismo modo ‘que al an+

gulo XAB le mide I XB—{XH: y ultima-

mente tirando por Z una paralela a AX ', se
hallard que la medida del dngulo XAZ que
forman las dos tangentes ; es 1XBPZ —
rKHRZ

De las Fzgums.
- De los Trzangulos y Quadwlateros.

79: - Dos solasvhneas' no abrazan espacio
determinado : 'se necesitan tres ; quatro , cin-
co ;' /0 mas” pata: encerratle. A este espacio
certado llamarémos figura; rectilined; cur-
wilinea'y' s 6 mistilinea®y 'ségun sean ‘rectas 6
séurvas-las lineas que la forman :'aestas li-
neas lados de la figura: dla suma ‘de to-
das ambzto, contorno, o perzmetro ezsope-
rimetras a las ﬁguras que tienen peumenos
iguales:

8o La ﬁgura ABC (fig: 33) se ‘llama
tridngulo rectilineo s se compone de''tres la-
dos AB, BC, AC, y de tres'dngulos A, B,
Qiise 1lam,1 eqmlatero quando -sus tres Iados
son iguales : isosceles (fig. 34 ) quando son
xguales dos : escaleno (ﬁg 35) quando lov
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tres son desiguales: reczdngulo (fig. 36)quan—
do uno de sus angulos D es reeto : obtusdn—
gulo quando uno de ellos D (fig: 35 ) es
obtuso; .y acurdngulo (fig: 34 quando todos
tres son agudos.

81 Qualquiera de los lados AC(ﬁg 33)
opuesto al dngulo b que se toma por vértice,
se llama base dcl teiangulo & y altura; la per-
peudmul‘u BT tirada desde el angulo B del
vértice 4 Ja base: Se. ve que quando 1os dn—
gulos:A', C adjacentes & la base AC son agu-
dos , cae la perpendicular dentro del - trian—
gulo : -quando . es reeto uno de dichos dngu—
los (fig. 36), es el mismo lado AD del trian=
gulo : y quando es obtuso (fig. 35) ;5 da OR.
cae fuera y sobre la base CD, alargada. El
lado AB (fig. 36) opuesto al idngulo. fecto D
del tridngulo ADB. , se Hama hipotenusa:

81, Enel triangulo isosceles EDF - (fig.
34) la perpendigular ER divide - por, medio

la base DF: porque siendo ED y EF-iguales,
estard el punto Ede la perpendicular ER , y
de consiguiente todosilos demas (29); digual
distanciaide Dy Fn hl-CST() DR=2RE.
SRS Lositzes: lingwlos “de qualquier  fridii-

~gulo>v,awn'ucmpre aos. uuqulos rectos 6 180°.

Stsedael tridngulo ABC (ﬁg 37) y se hane
pasar un circulo por.sus tres angulos ()¢
verd (67) , que la medida de todos. tres es la

mitad de toda la cuc.unferenua 5 luego va=

leh 180.° ! \
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84 De aqui se inflere 19 que alargado
qualquiera’ de los lados BC de un tridngulo,
el dngulo’ esterno ACD es igual 4 los dos
internos y opuestos Ay B :pues su medida
es (76) (ATC-—*——BRC), medidas de A y B
(67)-

85 29 Qué en ningun tridngulo puede
haber mas que un dngulo recto ¢ unobtusot

y quando alguno es recto, serdn los otros dos

complementos el uno del otro (20) : y asi o~
nociendo el uno , serd el ‘otro lo que falta
para 90° -

86 739 Que qualquiera delos angulos de un
tridngulo es suplementode los otros dos(21), y
se sabra su valor restando la suma de ambos
de180°: y al contrario, restando de 180° un

“dngulo de un trmngulo , resultara la suma
de los otros dos. Por eso si dos angulos de un
tridngulo son iguales 4 dos de otfo, el ter-
cero que es el suplemento , serd tambicn igual
al tercero. ‘ ;

87 42 Tambien se infiere que en qual-

‘quier: tuangulo los ‘lados opuestos a iguales
dngulos soi 1guales 3y que si son-igualeslos
lados , lo'seran rambleri lo§idngulos opuestos.
Pues siendo iguales los dngulos , 16 tieben ser
los arcos , sus medidas , y de consiguiente: sus
cuerdas (12) : y silo son las cuerdas’, lo se=
rdn los arcos , ylos 4ngulos que miden. ¥
asi eg el tridngulo isosceles (fig. 34) siempre
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son iguales los dos dngulos D , F opuestos a
los dos lados EF ; ED iguales ; y en el equi-

4tero son’iguales los tres dngulos 5 y por lo

mismo vale cada uno 60° 0 la tercera parte
de 180:° ‘
83 . 52 Que al mayor lado de un tridn~
gulo estard opuesto el mayor dngulo, y al
menot el menor : y al centrario, el mayor
angulo tendrd mayor lado enfreme : porque
mientras mayor sea la cuerda, mayor sera el
arco, y de consiguiente el angulo que mide:
y al contrario. :
89 « Dos tridngulos ABC , abe , (fig. g8)
son iguales 12 si los tres lados del ano_ son
iguales & los del otro, 6 si AB==ab ;. AC==ac,
CB==cb ; pues sobreponiendo el triansulo
abc a ABC de modo que bec caiga sobre BC,
el punto b deberd caer en el arco de eirculo
descrito desde C con el intervalo be== BC ,y
en el descrito desde A con el intervalo ab=—
AB : caerd pues, en B, en donde se cortan
dichos arcos ; y el triangulo abc se;ajustara o
confund:rd con ABC : luego serdn iguales.
9o ~ 2.0 Son iguales dos triangulos ABC,
abe que tienen un lado AC——ac adjacente &
dos angulos A, C ; a, ciguales; pues ponien-
do abc , sobre ABC,. de suerte que ac caiga
sobre su igual AC; eaerdn los puntos a , ¢,
sobre A, C; y como losangulos A, a ; Cie
son iguales , el lado ab caerd sobre ABy ¢b
" Tomo IL C
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sobre CB; luego el punto b caetd sobre B,y
los triangulos por ajustarse o confundirse, se—
rdn iguales. : e

g1 39 Tambien lo son , quando tienen un
angulo B=Db formado por dos lados AB, BC;
ab, be rambien iguales 3 pues sobreponiendo
el triangulo abe @ ABC, caerdn los lados, ab,
be sobre AB y BC por ser iguales los dngulos
B, b; y los puntos a4 ¢ sobre A, C porla
igualdad de los lados ;" luego ac caerd sobre
AC, y los triangulos se ajustaran , ¢ seran
iguales. : , ;
92 Para formar un tridngulo de tres li-
neas dadas; 0 cuyos trés lados sean iguales
4 los del triangulo abe 5 se toma uvna linea
AC==ac , v trazando desde A con el interval'o
ab'y deésde C con el intervalo cb dos arcos ; se
tirardan 2'A -y C desde.¢l punto B donde se
cortan, las lineas BC, BA; 'y se tendra el trisin:
gulo' ABG=abe. Quando se da una reéta AC,
y se pide formar sobre ella na tridngule equi-
Litero; se trazan los arcos desde C y A con el
intervalo AG, y luego se tiran las AB'y BC.
Si sediese un lado ac y los dugulos adjacentes
a, ¢ para hacer el triangulo; se formarian‘en
los estremos A , C de unarecta AG=uac dos
dngulos A, Ciguales'd @', ¢ 3 y de loslados
AB, BC juntos en B resultaria el tridangulo,
que se pide. Enel caso que se den dos ladosab
be y el angulo comprendido b; se forma' un

~recta EB (ﬁg. 42 ) titada de un dngulo al
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angulo B=b, y cortando BC=bc , AB=ab,
se tiene el triangulo pedido ABC.

93 Bl quadrilitero, que es una figura
formada por quatro lineas y quatro dngulos:
se llama trapezoide ( fig. 39) quando no tiene
lado alguno paralelo ' otro: trapecio (fig. 40)
quando dos de sus lados AE; BC son para-
lelos 5 y paralelogramo quando cada lado es
paralelo 4 su opuesto, El paralelogramo se
llama rombo(fig. 41 ) quando sus quatro la=
dos son iguales y desiguales sus dngulos con—

tigiios : romboide (fig. 42) quando sus angu-

los y lados contigiios son desiguales : rectdn—
gulo (fig: 43 ) quando sus dngulos son Tectos,
y desiguales dos lados : y cuadrado (fig.-44)
quando sus dngulos y lados son iguales. La
opuesto de qualquier figura, se llama dig-
gonal : y la perpendicular AT 6 BDila base
EC alargada si es menester , altura del qua=
drildtero.

94  Los quatro dngulos de un quadrilg-
tero walen siempre 360° 6 quatro. dngulos rec-
tos : pues tirada la diagonal AC (fig. 40), di-
chos dngulos son los de los triangulos ACE,
ABC que valen 360° (83). 2i10%

95 Si doslados AD, CB( fig. 43) de
s quadrildrero ADBC son. iguales y para—
lelos ; o serdn tambicn los otros dos AC, DB.

‘Porque tirada la diagonal AB, los triangulos

C2
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ACB, ABD que tichen ¢l lado AB comus,
AD=CB , ¢ iguales los angulost y 0 Ci's)s
seran iguales' (g1 ): luego el lado AC=DB5:
y como son tambien iguales los aagulos alter=
nos X, J 5 seran paralelos’/AC y BD v

96 Delo que'inferirémos 1.0 que la diag~
- gonal ‘AC divide el paralelogramo ADBC en
dos tridngulos ACB, ABD iguales ; pues ade-=
mas del lado AB comun 4 los dos, los angu—
los ¥, 3 ; t'5 oson iguales por las paralelas
(a5) : luego (9o) ; serdn iguales los tridngu—
los. De consiguiente, un trizngulo qualquiera
ABC serd siempre la mitad de un paralelo-
gramo de igual base y altura que él.

97 2.0 Los paralelogramos ABCE , BCDF
(fig.45) de una misma & igual base BC,'que
estdn entre unds mismas paralelas 6 que tie=
‘nen una misma alturd , soniguales:  pues los
_triénguléé'(ABF , ECD que tienen AB=EC,
BF—CD (95), ¢ iguales los dngulos m, n
comprendidos (48) , serdn iguales (91), qui=
tese de ambos el tridngulo EKF comun , y
quedard AEKB=CKFD, y si se afiaded am-
bas partes el triangulo BiC, resultara el
paralelogramo ABCE  igual al otro” BCDF.
De consiguiente , los trigngulos de igual base
\y altura , 6 que tenicndo una misma 0 igual
base , estan entre unds misias paralelas , son
iguales ; pues son mitades de los paralelogra-
mos iguales. ‘

-
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08 3.0 Las partes HR, TX (fig. 46) de dos
paralelas NO'; MP interceptadas entre otras
dos paralelas AB , CD, son iguales; pues
resulta’ de ellas ‘un paralelogramo HTXR
cuya diagonal' HX le divide en dos triangu-
los iguales t luego HR=TX: yy en todo pa-
ralelogramo seran iguales los lados opuestos
HT3RX. s HR JTX, : ~ :
09 4.9 Los dngulos opiestos Ay B, C
y D (fig. 43) dé ‘un paralelogramo son 1gua—
‘tes. Porque siendo paralelos AC, BD , deben
valer 180° los dngulos A’y D (46); y por
ser paralelos AD ;/CB, tambien D y B val-
“dran 180°: luego A y' B que tienen un mis-
mo " suplemento D'y sevdn  iguales (22): lo
-mismo se probard-de £ y D. De consiguien-
te , si uno de estos dngulos es recto, loserin
igualmente los ‘otros tres : pues si A es recto,
lo serd tambien su ‘igual B; y habiendo de
componer 180° los dos iguales Cy D (94),
seran tarhbien recros ambos. 5 s
roo - Sitdados dos lados be , ce (fig. 22),
y el dngulo'c, se pidiese trazar un pardlelo=
gramoy'se tomard EC=0c, se formard en E
un angulo: E=c; se cortarda EA=—ce; y ti-
randos por: A ‘una paralela @ EC y por C otra
4 EA,resultara el *paralelogramo AECB que

'se pide, el qual sera rectangulo: si el d4ngula

¢ fuese de 9o,y cuadrado'si ‘ademas fuess
bo==ce. SRNUD LY
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De los Poligonos.

101 Se llama generalmente pohgono ala
figura terminada por mas de quatro lineas:y
en partxculdr pentagono ala que consta de
cinco , exdgono i la que ticne seis > epragono
a la de sjete , octdgono a lade ocho , eneagono
ala de nueve, decagono 4 la de duz, déde-
cagono i la de doce.... pentedecdgono a la de
quince &e. Quando todos los. lados y dngu-
los ‘de los poligonos son iguales , se llaman re-
gulares , & irregulares quando no lo son. Al
angulo B (fig. 47) cuyo vértice se mete den-—
tro de la ﬁgura , le llamarémos entrante : y
solientes a los demas que caen fuera de la fi-
gura.

1025 Pin pohgo'lo ABCDEF ( ﬁg 48 )
cuyos dngulos tienen todos sus vértices en la
cucunferenua de un circulo, se dice -estar
mscrzpto en él, o0 el circulo circunscripto al
poligono: su pprlmetro que es tanto mayor
quanto mas lados tiene , es siempre menor que
la circunferencia del circulo Quando los lados
de un poligono PRTHMN tocan todos al cir-
culo, se dice, circynscripto a el 2 el cxrcule
inscripto en el poligono : su perimetro que es
tanto menor quanto mas lados tiene , es siem-
ple mayor que la cngcunferenua del c1rculo

> consiguiente, quanto mas lados ten—
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ga un poligono inscripto 6 circunseripto d un

. circulo; mas se acercara a su u;xunkrencm

ysiel numero de lados se concibe infinito o
mayor que qual imeta amgnablc , se contun—
dira su perimetro con dicha'circunferencia del
circuloy el qual se podra considerar como Ui
poligono: infinitdngulo ¢ de una infinidad de
lados. ;

103 . Las perpendiculares OT, OR &e.
(fig. 49) tiradas desde el punto medio O 6
centro de un poligono ABCDE sobre sus la-
dos AB, BC &c. se llaman radios rectos O
apotecinas del poligono : 'y radios oblicuos A
las O4, 0B, OC &e. tiradas desde O a los
angulos , de suerte que los dividan por: me~
dio. Unas y otras son iguales entre si quando
el poligono es regular. {.

Los eblicnos OA7, OB &c. lo. son por—
que dividiendo la pe rpcniu,ular OT por me-
dio 4 AB (82), tendrau los triingnlos QAT,
OoTB, AT-=TB , OT comun , ¢ iguales los
;’mgulos ATO, OTB ' comprendidos 5 luegor
serdn iguales (01) v AO=0B : lo‘qual se;
probara iguatmente de OC , OD &e. Tam-
bien son 1guu.lc> los radios rectos , OT 5 OR
&c. porque siendo - en los - triangulos OTB,
OBR:; TB=—BR ‘por ser mitades-de los la-
dos 1guales A8, BC, ¢l lado OB comuny, ¥
los angulos comptendldos OBT', OBR i Ig g
les por ser mitades del dngulo B pseran igua~
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les dichos tridngulos (91) , y OT=—=OR: lo
que se demostrard igualmente de los demas.

' 104 De aqui se infiere que si se ‘dividen
por medio dos de los dngulos A , B de un po-
ligono regular con los radios oblicuos AO,
OB, y se traza desde el punto O de su con-
curso un circulo con el radio OA 6 BO,que-~
dard inscripto en ¢l el poligono. Igualmente,
si con el intervalo de uno de los radios rectos
- OT de unpoligono se traza un circulo, que~
dard inscripto en el poligono 6 este circuns—
eripto al circulo. :

105 La suma de los dngulos interiores de.
todo poligono es tantas veces 180° como lados

tiene ménos dos: Lo demostrarémos del pen-

tigono ABCDE (fig. 50)y lo mismo se de-
mostrard de qualquier otro. Si desde uno de
sus dngulos D se tiran diagonales DA, DB 4
los drrgulos opuest os. A, B , quedard ‘el po-
ligono dividido en tres tres tridngulos cuyos
angulos valen 3x180° (83) : ycomo estos. son
los mismos que los' del poligono , serdn es-

tos 3x180° 0 (5-2)x180°, que son tantas ve- |

ees 180° como lados tiene ménos dos. Lo
mismo sucede en el poligono ABCDEF (fig.
47) no contando el dngulo entrante B por el
lado esterior ABC, sino por el interior’ que
comprehende los quatro angulos ABF , FBE,
EBD, y DBC. :

106 Sidicha suma se divide en qualquier:
poligono regular por el nimero de sus dn-

\
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atos & lados , se tendra el valor:de cada
angulo. El del pentigono por exemplo , serd
(5-2)x180° 0 540% divididos por .5, que da
108° : el del exigono vale 4%180° 0.720°
partidos por 6 ; que da 120°. yia
107 De consiguiente, para construir qual-
ujer poligono v. gr. un exdgono , sobre una
recta dada AB (fig. 48); formadoen B el an.,
gulo ABC igual al del poligono que es de
120°, se trazara un circulo desde el punto O
en que concurren los-dos radios oblicuos AG,
OB con el intervalo de qualquiera -de. ellos;
y pasando con un: compis la distancia AB .‘.‘1
los puntos C, D, E; F de su 9ir¢tu1fcrenc13
a los que se tiraran BC:, ChuDE: . EFsi BEAs
se habra descripto el exigono regular. &h
108 Si desde el/centro O (fig. 51) de un
poligono se tirdn rectas OA , OB &e. a tgdos-
sus dngulos, quedarddividido en . tantos tridn—
gulos como lados tiene , los qualesa causa de
sus radios oblicuos iguales ; serdn isosceles &
iguales si el poligono es regular. Com., efecto,
los dngulos de estos tridngulos valen §x1802
(83) ;:de donde si se:quitan 360° 0 2X180°

- que valen los formados en O queno pertene=

cen al poligono ,quedardn (5-2)x180% valor
de sus dngulos interiores como lo digimos ya
(103). ; L8 moiiorss ol
‘109 Cada dngulo de los formados en O,
se llama dngulo del centro del poligono’s.y s
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valor-en el poligano regular es 360°, que
valen. siempre todos, partidos por el niimero
de lados. del poligono : en el eXagoio regu—
lar vale 360° partidos por 6 ¢ 60°: ¥y cono

solamente 6x6o , 4x90'y 3X120  componen

36025 'solo con tridngulos equildteros en los
que vale cada: dngulo 60°, con cuadrados
cuyo dangulo esde 9o° ,.y con exXigonos po-
dra enlosarse un pavimento _c,on_ﬁguras, re—
gulares. ¢ A
. ‘110 En qualquicra, de los tridngulos,
ABO,se ve (36) que el dngulo del centro
AOB. es suplemento de los otros dos ABO,
OAB 6 ‘del:angulo ABC del ‘poligono a que

equivalen : y como tambien es suplemento de

ABC el 4ngulo esterior TBC » serd este igual
alangulo del centro BOA. Lo mismo sg pro—
bara' de “los demas esteriores RCD s XDE
&e. que se forman alargando 4cia una mis—
ma parte todos los lados del poligono : y de
consiguiente la suma de estos angulos esterio=
res de qualquier poligono es siempre 360° como
la de los del centro.

111 Tanto estos como los esteriores dis-
minuyen & proporcion que ' es mayor el nu-
mero de lados : y asi en el circulo , que se
compone de una infinidad de ellos , el dngu-~
lo esterior BTPD (fig. 23 ) es infinitamente
pequefio como lo-dejamos dicho : y por  lo
mismo el angulo CTPD que forma el radio
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con la circunferencia , se - puede considerar
o recto. :
5 112 Valiendo el angulo del centro AOB
(fig. 48) del exdgono r'egul.ar 360° partidos
por 6 6 60° , valdran tambien 60° cada uno
de los dngulos iguales OAB , OBA (83 y
87 ), yel triangulo AOB se,r;iﬁ gqu!h{_tero
( 80 ) :luego el lado AB del exagono regu-
lar inscripto en un circulo , es igual al mqlzo
AO de dicho circulo : de consiguiente , el dia-
metro serd igual a ¢ del perimétro del exigo-
no , y la circunferencia mayor que el triplo
del diametro. o ;
113 Luego para inscribir un ¢xagono
regular en un circulo ; se llevar;i' su Ijafilo con
un compds seis veces sobre la circunferencia,
sefialando los puntos A, B, C &c. por los
que se tiraran las cuerdas AB, BC &e. que
formarin el exigomo. Si se tiran desp.ues las
cuerdas BF , FD , DB, resultaré el triangu—
lo equildtero inscripto FDB ; pues cada - uno
de dichos lados serd cuerda de 120°. En ¢l se
tiene el radio oblicuo OB=0C duplo del ra-
dio recto OX ;-porser OX=—XC. 0" *° 04
114 Como cada ladode un poligono ins—
cripto en un  circulo' es ‘cuerda~de un arco
igual a 360° partidos por el mimero de la—
dos ; si se pidiese inscribir un poligono regu~
lar enun circulo dado ; se buscard , dividien-
do360° por el namero de lados , el arco que
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corresponde A cada una , se tirard la cucrda &

dicho arco, valiéndose del Semicireulo §2.4)
¥y repitiéndolo con el compids por  toda la cir-
eunferencia , quedard inscripto el poligono.
Para trazar en este mismo caso el poligono
gircunscripto , se alargan los radios oblicuos
OC , OD (fig. 49) hasta que encuentran ‘la
PH tangente al circulo en el punto Q, y PH
serd el lado del poligono circunscripio : los
demas se determinan del mismo modo.

115 Sise tiran los dos didmetros AB,
CD (fig. 52) perpendiculares el uno al otro,
queda el circulo dividido en quatro partes

 iguales , por las que se podra dividir (54) |

en 8, 16,32, 64 & partes. Con el triin-
gulo equilitero 6 con el exigono regular se,
le podrd dividix en 3,6, 12, 24; 48 &c: par—
tes iguales. _

Si se tirala cuerda AC de 90°, la AH
lado del pentdgono ¢ de 72°, y la AT de
60°, y se divide el atco TC por medio en O;
serda HO de 3°, que no se puede dividir ya
geométricamente. -~ Con  efecto,  AC=AT
0 90°-60°=—30° ; luego TO—=1 §° 1 ycomo
TH=—AH—AT=—72°—60°=—12° 5 serd
HO=—=3°, con cuyo intervalo se ‘dividirg el
circylo en 120 partes iguales. s36 dnugts
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1 De las Lipeas proporcionsles.

116 Si en una lfnea ab (fig. 53), que
forma con otra ob un dngulo qualquiera abo,
se toman las partes iguales bn, ne, el hk &e.
y por los puntos n, e k, K, se tiran las para-
lelasng, es, hr , kp &¢. cortarin en la bo las
partes iguales bq , qs, 5, rp &c. pues titadas
las gz, s, rl &e. paralelasa ab ; los tridngu=
los bng ', zqs , que tienen' bn—ne=qz ( 98 ),
el dngulo nbg=—zqs (44), y el bng—qzs (48);
serari iguales (9o ), y el lado bq serd igual
aqs: De los’ tridngulos gzs , scr rlp &e. se
sacard del mismo modo que son iguales gs,
e RGO L o o

117 Luego 1a parte b es respecto de la
bg; lo que ne respects de g5 , lo qué eh res—
pecto de sr &c. es decit', ‘que bin:bg:ine:qsizeh:
srihkirp:: &e. de consiguiente serd (r8o 1. t:)
ba suma de los antecedentes dé:‘«iﬁch'as razo-
nes, a bo'suma de los consecuentes, como.
un antecedente bn d su consecuenite bq ; como

-dos antecedentes'be & dos consecuentes by ; y

como qualiluier numero de autecedentes nk 4
igual niimero de consecuentes qp: 6 ba:boiibri

~bg::be:bsink:qp - &c. de manera quési ba-es los

dos'tercios de bo, tambien bn sera los dos ter-

cios de bg; be de bs ;5 nk de gp &c.

118 De aqui se infisre lo 12 \que qual-
quiera recta ik (fig.” s4) paralela ‘& 1a buse.
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ad de un tridngulo , divide proporcionalmente

los otros dos lados ab , bd : esto es ; serd bh:
hazbkikd 5 v bh:bas:bk:bd. Tambien serd bd:
bk::da:kh; pues tirando por k la kp paralela
a ab , serd por lo que acabamos de decir, bd:
bk::ad:ap—hk (98):

119 292 Al contrario ;, siempre que una

recta hk divida proporcionalmente los lados
ba, ad de un tridngulo abd , serd paralela 2
1a base ad: porque como la paralela ala base;
tirada por £ , hade cortar en ba una parte bk
que tenga con %4 la misma razon que bk con

kd (118) ; lahk de quien esto se verifica ; de~

berd ser paralela 2 ad. T
120 39 Sidesde un punto qualquiera b

( fig. 55) , se tiran G una recta ae muchas:

orrasba, be, bd , be; las cortard proporcio-

‘nalmente una linea hk parglela G la base,

porque (118) en los triangulos bac ; bed 5 bdey
1a Ak paralela a sus bases , corta los lados de

suerte que bh:ha::bg:qe::bp:pd::bfike y bh:ba::

ba:be::bp:bd::bk:be. _

121 Siendo en el tridngulo bac ( 118 )
bg:be:hgiac , y en el tridngulo bed bg:bezqp,
cd; serd hqac::qpied , 6 hgiqp:acied ¢ del
misme modo se probard que gp: pk:: ‘cd : de;
luego hg:qp:pk::acied:de. Lo mismo. se veri-
fica quando la paralela of cortalas ab, bc , bd,
be alargadas ; pues tomando en ba, bn=lbt,y
tirando por » la nm paralela a ge ; los trigu-
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gulos b, bxs , bsmison iguales & btz bar,

bro (9o) , por tener cada uno un lado y los

angulos adjacentes iguales : luego siendo nx:
xs:$mizac:cd:de;serd tambien tz:zrivosacied: de.

122749 Si la lineabd . (fig. 56.) divide el
angulo bidel tridngulo abe en dos angulos‘igua-
les x 5 05 corturd el lodo opuesto ac endos par=
tes ad 5 de proporcionales 4 los otros:dos:-lados
ab, bc ; esto es, serd’ ad:dc:abibe porque
tirando por @ laaz paralela 4 db que encuen-
tre en z la cb alargada; serd el angulo o=y
(44) » y %=t (45) 3 ypor, ser x*==0 'y serd
1=y, y (87 ) ab=zb..Como la'paralela
bd 4 az corta los lados ac; ¢z de suerte que
ad:dc::zbibe (118) 5 se tendrd ‘poniendo por zb
su igual ab jad:de::abibe: Al 'contrario ;- siendo
los segurentos ‘ad, dc proporcionales & los la=
dos ab, be , dividird la bd-al dngulo b por ime-
dio: porque siendo ad:de:ab:be 5 serd ad:de:s

~ zbibe , y(119) la bd serd paralela d sz, el dn-

gulo y==0(44), y t==x'; luego siendo b=y,
Serd x—o. L3 Q1 : i
123" 59 Para encontrar una ‘quarta. prox
porcional & las tres lineas. dadas m, n 5Ky
(fig. 57); tiradas' dos lineas bf ; ba que for—
men un‘angulo qualquiera-abf, se tomard con
el compds sobre bf , br'igual 4 la linea:dada
m 5y laibg del ramafio de 'la n; cortese des-—
pues ‘en baylabp igual a la linea o, tirese
por py rlapr, ytrazando por el punto ¢
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la gt paralelaa pr ; serd bt la quarta \propm:-
cional dim 5 m,0: pues en el triangulo brg se
tiene (1 18) bribg::bp:bt 5 0 m:fz.::o:bt.\, Ll

<oy Unaa tercera proporcional ¢ dos i~

neas ‘dadas m 5. 1, se encuentra tomanao cn

“bf ., br, y bg iguales 4 m; 05y sobreba, bp=—=n;

tirando rp, y por g su pa‘ralela\gt; pu,ez sien=
dobr:bg::bp:bt 5 serd mnznabt Sl td :

125 69 Para tirar..por un punto. dado
£ (fig. 58) una linea fg , que se encanf;me ‘ebn
derechuva al ' punto del concurso de las dos ab,
de 5 quando este punto est
para podeise determinar; G
qualesquiera de la ‘ab se tiraran
ad ; be que rematen en la de,

desde dos puntos
des paralelas
desde el pun=

10 @ se- tirard 4 f la af ; y 4 esta la paralela |

indefinida bl ; tomese en ella la parte bg qu.ar.
ta proporcional A las tres lin?as ad7 be, af 5 y
tirando por f y g la fg, sera la hn.ea que se
pide : porque siendo ad:be::qf‘.bg 3 8. se tiran
otras dos paralelas qualesquiera i, 10, Serd
tambien ad:af::mnino: luego quando mn sea
cero, lo serd tambienno ; esto es , quando la
ab se junte con de , se juntard tambien la fg

126 7.° Ultimamente, 5z s¢ pidiese. di=
widir una recta ab (fig: 59) en qualesquiera
partes, v. g. en ocho iguales : se tomaran

en la linea bf que forma con ab un angulo

qualquiera abf, comenzando 'de.sde by con
qualquier intervalo-de compds bd , las o§he

4 demasiado distante |

DE GEOMETRTA. 49
partes iguales bd , dx &c. desde ¢ donde con-
cluyen , se tirard la recta ca, y trazando des-
pues-por los puntos d, %, r &ec. paralelas a
ca; cortatdn en ab las ocho ' partes iguales.
pues siendo be:ba::bd:be 5 dx:ehixr:hp &e. se-
ran be , efs, hp octavas partes de ab, como
bd, dx, xr &c. lo son de be. :

127 Si-se hubiera de haber dividido la
ab en dos partes que tuviesen wna razon qual-
quiera , como 3:5; tomada la suma 3+5=—38
de partes iguales sobre be, y tiradalaca, se
tiraria por la tercera division la pr paralela &
ac; pues siendo brirc:ibp:pa y brirc:i3:g , seri
bp:pa::3:s.

128 - En esta doctrina escriba el mérodo
de construir las Escalas, instruimento que re~
.pl‘escn.fa, en partes pequenas las medidas de.
leguas , toesas , varas &c. tomadas en el ter=
reno. Si setoman por egemplo, @ arbitrio en
una linea qualquiera as (fig. 6o) diez partes
iguales ad , dc, ce &e. sefialadas con sus nume-
ros correspondientes 10, 20, 30 &c. y la pri-
mera se divide en sus diez unidades que re—
presenten varas, pies &c. se tendra una escala
as de 100 partes iguales, -

Para tomar en clla un ndmero qualquiera
65, de partes; se pondrd enel numero 60 una
de las puntas del compds yla otra en el s,
y este intervalo sera de 65 partes. Igualmen—
te para averiguar el numere de partes dgla

Toms 1L D
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escala que tiene una linca nm 3 tomando su
* longitud con el compas , poniendo la punta en
una de las decenas como 40 , y viendo adon-
de llega la otra , siesd 5 tendra 45 ;
129 Para construir una escala mas exic-
ta y universal ; tirada en e,l' punto A de~ una
linea AG indefinida , la perpendicular AB de
longitud arbitraria (fig. 61), ypor B la BP pa-
ralela 4 AG , se dividira una porcion AH y su’
igual BD en diez partes iguales , que se seﬁa—
lardn con los nameros 10, 20, 30 &c. se tira-
rén despues trasversales desde 10 2 D, de20
a4 10, de 30 d20. Repitiendo tambien en ’la
WAG diez veces la porcion AH, se levantardn
en los puntos F, G &c. las perpendiculares
FI, GP &ec. a las que se pondran los nume-
Y0s 100, 200 , 300 &e. Sedividird por alti-
mo la ABen diez partes ignales 1, 2, 3 ,&c.
y tirando por estos puntos paralelas; queda-
ra construida la escala de mil ‘partes, en la
'que los intervalos HE, FG &ec. son de cie‘n
partes : D1o, 1o 20 sonde diez 4 cuyas uni-
dades sen tp, on &c. ;5 pues siendo los tridn
gulos DioH , Drp , Don, Drs &e. semejan-~
tes , sera DH de diez'partes', 4 Hio de otras
diez ; como Ds de cinco , a sv-de otras cinco;
como Dn de dos , a On de otras dos. ]
130 Sise pidiesen 265 partes de esta es-
cala ; supuesto que HG 65Q vale 200, D60 0

Tr , 60, yrscinco ; serd la distancia TQ de
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265 partes. Asimismo sabremos quantas par—
tes conriene de la escala qualquiera recta; to-
mando su intervalo con el compis, acomo-
dando una de sus puntas sobre alguna de las
lineas DH , FI, GP &e. y viendy despues 4
qué trasversal de la BD corresponde.

De las Lineas proporcionales en el circulo
¥ de la semejanza de los tridngulos.
T , Lo

131 Dos tridngulos arr , bed (fig. 62 )
son semejantes, si los tres dngulos del uno
son iguales a los del otro, esto es , a=bh, t==d,
r=—c. Quando son iguales los dos angulos
del uno a los del otro , lo son los tres (86):
yen los triangulos rectangulos basta la igual-
dad de uno de los agudos ; asi como en los
isosceles la de qualquiera de los tres. De con—
siguiente , si dada una linea de se pidiese
trazac sobre ella un tridngulo semejante & atrs
se formardn end v ¢ dos dngulos iguales 4 ¢
yr, yserd el tridngulo bde ' semejante a atr.
Si en un tridngulo atr se tiran paralelas

mn , pq &c. a la base ; resultardn los triin-
gulos amn , apq , atr semejantes : pues tie-
nen comun el dngulo a , y los otros dos igua-
les por las paralelas, Lo mismo sucede quan-
do los lados del un tridngulo ont (fig:63) son
paralelos 4 los del otro abe ; pues deben ser
equidngulos : ¢ quando son perpendiculares

: D2
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los 1ados unos dotros, como los de emd ; pues
dando & este la quarta parte de una vuelta,
quedaran sus tres lados paralelos a los de abe.
132 Dos trigngulos semejantes qualesquie-
ya atr, bde (fig. 62), tienen proporcionales
sus lados homdlogos 6 los opuestos d ‘iguales
angulos ; ar:bd::ar:bestride. Porque si se toma
enel lado ar, am=—bd, y por m se tira lamn
paralela a la base tr: tendrdn los_tridngulos
ami , bdc el lado am=bd , y por ser seme-
jantes atr, bdc , los dngules a==b, y m=t—d:
luego seran iguales (90) , ¥ an==bc, mn=—=d¢:
y como por razon de las paralelas' mn , tr; se
tiene (118) ab:am:arians:tr:mns; serd tambien
at:bd::ar:bestride , poniendo por am, an, 1,
sus iguales bd , be, de.

133 Al contrario , si los lados homdlogos:

~de dos tridgngulos atr ,bde son- porporcionales
- at:bd::arsbentride 5 dichos tridngulos serdn se-
mejantes: porque tomando am==bd , y tiran-
domn paralelad tr; serd (113) atiamuarsiai:
trimns y como  por suposicien af:bd::ar:be::
tride ; serd am:bdzansbe:mmnide: los' términos
de la primer razon am , bd son iguales; con
que lo serdn tambien an'y be, mny des y
los tridngulos amn , bdc seran iguales (89),

luego siendo el tridngulo amn semejante 4 atr

lo deberd ser tambien bdc.
134 Dos trigngules atr, bdc cop un dn-

gulra=—b , y proporcion(ile: los- lados “que le.
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» forman at:bd::ar:be, son semejantes. Toman—
do am=—Dbd , y tirando mn paralela a #r ,re-
sulta af:am::gr:an: y cOmo se supone at:bd::
ar:be ; serd am:bd:zan:be 5 'y siendo ‘am—bd,
sera an—bc, y los tridngulos amn , bdc igua-
tes (91) : luego siendo amn semejante 4 arr,
lo sera tambien hde. ] s

135 Sidesde el dgngulo recto b (fig. 64)
deun tridngulo rectdngulo abc , se baja la per-
pendicular bd; resultan dos tridngulos abd, -
bde semejantes @ abe, y de consiguiente entre si:
pues cada uno de ellos tiene conabc un an—
gulocomun, y un dngulo recto en d ; luego
son semcjantes con abc (131),y de consi~
guiente lo serdn entre sf. ~ :

136 De la semejanza de los triangulos
abd , bde se saca (132) ad:bd::bd:de 6 + ads
Edrz,dc,‘es decir , que la perpendicular bd  ba«
jada del dngilo vecto de un tridngulo rectan-
gulo sobre la hipotenusa , es media propor—
cional entre sus segmentos ad , de. Y como to-
do dngulo inscripto abe (fig. 65) formado so-
bre el didmetro ac de un circuloes recto (69}
serd tambien media proporcional entre los seg—
mentos ad , dc del digmetro la perpendicular
bd bajada sobre €l desde qualquier punto de .
?a circunferencia del circulo ,esto es , serz
% adibd:de , y de ‘consiguiente (175.# L)
(bd)*—adxdc. ‘ el £

137 Y asi para encontrar una médig
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proporcional entre dos lineas dadas m, n 3 to-

mando ad==m y de=n, se juntardn ambas

de suerte que formen una sola recta ac, que ;
se dividirda por medio en o: desde o con el in-

tervalo ao se trazard el semicirculo abhc , yla

perpendicular bd levantada en el punto d del

concurso de las dos lineas , sera media pro—-

porcional entre ad y dec , 0 entre my n (136).

138 De los tridngulos abd, abc semejan-
tes (135), se saca ac:ab::ab:ad (132), y de
los abe,bdc tambien semejantes ac:be::beide ; es
decir, cada lado ab, be de los que forman el
angulo recto , es medio proporcional entre la hi-
porenusa y el segmento correspondiente de. la
base: y por lo mismo qualquiera cuerda ab
(fig. 65)tirada desde el estremo del diametro ac,
es media proporcional entre el diametro y el
segmento ad que forma la perpendicular baja—
da desdeb sobre ac; pues tirada labc, el tridn-
gulo abc es rectingulo en b.

139 Luego si dadas t, r, se pidiese una
media proporcional entre ellas; se trazaria so-
bre ac—t un semicirculo, se¢ tomaria ad—r,
y levantando en d la bd perpendicular a ac;
seria media proporcional la cuerda ab tirada
deaa b: pues en el trxangulo rectdngulo,
abc, se tiene ac:ab::ab:ad O t:ab::ab:r.

140 Sidespues de haber trazado sobre
Ia hipotenusa ac (fig. 66) del tridngulo rec-
tangulo abc un semicirculo , se alargan ab,

|

DE GEOMETRIA. 48
ac, y se levanta en ¢ la ce perpendicular i ac,
en e laef perpendicular a4 am, y en' g, by k,
m , las perpendiculares a dichas lineas , se ten-
dra una série de lineas proporcionales = ad:
ab:aciae:af:ag &e. en los triangulos rectingu—
los semejantes ‘abd , abc ,ace , aef ; afg &e.

141t De las dos proporciones == ac:ab:ad,
wacthede 5 se saca (17500 1) (ab)*=—=ac~ad,
(bc )*==acxdc : serda pues. ; sumando ambas
quaciones, (ab)? —+—(bc)*=acxad——acxde , &
(ab*~—+—(bc) >=ae(ad——dc) ; 6 ‘ultimamente
(ab)?=+—(be)2= achc:(av)’ que-es decir; el
cuadrado (ac)? ; de la hipotehusa de un. tridn-
gulo rectangulo es igual d la sumade los cua—
drados (ab)2——(bc)? de los orros dos lados.

142 . Las partes de dos cuerdas ad , b,
(fig. 67) que se cortan en un circulo , son reci—
procamente proporczonales ; ‘esto es, ae parte
de la 12 es a.¢b parte de la 2? como ec parte
de esta 27 4 ed parte de la 1%: porque tirdn—
do las ab y cd , resultan semejantes los tridn-
gulos aeb , ced ; por tener los dngulos en e

iguales (22), ye==a (68 ) : luego (132)

aezeb::ecied. Si entre dos paralelas ab , cd se
tiran como quiera las ad , be que se corten,
son tambien reciprocamente proporcionales
sus partes por la misma razon.

143 Dos secantes ab , be (fig. 68 ) tira-
das a un circulo desde un puntob , son reci=
procamente  proporcionales con las_ partes ¢s=

’
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teriores br, bd; de suerte que be:ba: br:bd:
porque si se tiran ad y rc, los triangulos bre,
bad que tienen ademas del dngulo b comun,
a y ciguales (68) , serdn semejantes : luego
{132) br:bd::bc:ba.

144  Sise tiran dun circulo desde un pun—
tobuna tangente bp y una secante ba la tan
gente es media proporcional entre la secante y
el segmento esterno , 0. ba:bp:bp:br. Tiradas
las pa , pr, los tridngulos apb , pbr son seme-
jantes ; pues tienen el dngulo b comun y a=p.
(66.y 67) -+ luego ab:bp::bp:br, y (bp)*—=
abxbr (175 r. L) Del mismo modo se verifica
que ab:bo::bo:br , 6 que (bo)*==abxbr ; sera
pues , (bp)*==(bo)* , y bp=bho , es decir, se-
ran iguales las dos tangentes tiradasa un cir-
culo desde qualquier punto fuera de él.

145 Por esta proposicion 12 se encuen—

tra una media proporcional entre m y n ( fig..

69): tomando una linea bt=—m y br—=n, tra-
zando sobré el didmetro #+ un circulo > Y ti=
rando 4 ¢l desde b la tangente ba , que serd

media proporcional entre br y br , 6 entre

m y n.

146 22 Se puede dividir una linea ab

en media. y estrema razon: asise llamala di-
vision de ab endos partes ad, db tales , que
la mayor db sea media proporcional entre la
menor ad y toda la ab. Para esto se levanta
en el estremo 4 la perpendicular ac igual 4
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la mitad de ab , con el radio ca se traza un
circulo, por by ¢ se tira ber, y tomando bd—
br , quedard la ab dividida en d , de suerte
~quead:bd::bd:ab. Porque siendo (144) bt:ba::
babr o (177 v. I.) bi-ba:ba::ba-br:br; como.
bt-ba==br==>bd, (por ser bt-ba=—bt-2ac=bt-
tr ), ba-br—=ba-bd—ad ; se tendra bd:ba::
ad:bd , 6 ba:bd::bd:ad (177 t. 1) Quando la
parte vt de la secante es igual a la tangente
ab , queda la secante dividida en media y es-
trema razon enr ; pues siendo ( 144 ) bt:bai:
ba:br ; serd en tal caso br:rf:iriirh.

147 - Sien el tridngulo isosceles abe (fig.
70) cuyos angulos b, ¢ sea cada uno duplo.’
dea 6.de72°, se divide el dngulo bpor me-~
dio conlabr, quedara la ac dividida en me-
dia y estrema razon en t. Porque siendo se~
mejantes los triangulos abe, tbe , por tener el
angulo c comun, y a=tbe=36° ; serd ac:ch::ch:
¢t, O aciat::arict, pues cb=bt=at porla igual-
dad de los dngulos (87). Luego si bc es lado:
del decdgono inscripto en un circulo , serd el
angulo ==36° (109), b y ¢ de 72°; y de’
consiguiente , tirando bt , serd be=—at ;' y. el
lado del decdgono. inscripto en un circulo® serd
igual al segmento mayor del radio dividido en '

© media ) estrema Tazon. ‘
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De la semejanza de las demas figuras.

148 Tratemos ya de las- demas figuras,!

que para ser sernejantes deben tener todas sus
angulos iguales , y proporcionales ‘todos sus
lados ¢ lineas homdlogas, es decir, las opues=
tas 4 iguales dngulos , ¢ situadas semejante~
mente en ellas. Serdn pues , semejantes los
pentagonos ABCDE , abede (fig. 71), si los
angulos'’A—za, B==b, C=—c, D=d, E==¢;"y
los lados AB:ab::BC:be::CD:cd::DE:de.

149 »Side dos dngulos homélogos C, ¢
»de dos figuras semejantes ABCDE , abede,
»se tiran a los demas las diagonales CA, CE;
»ca, ce 5 los tridngulos en que queda dividi-
»da la una figura , serdn semejantes a los cor—
»respondientes de la otra.« Pues los tridngu-
los. ABC, abc y lo mismo se prueba de DEC,
dec , ademas delos dngulos B, b iguales, tie-
nen proporcionales los lados AB, BC; ab, be
que los forman (148); luego seran semejan-
tes (134). Seripues , el dngulo n=0 y (132)
AB:ab::AC:ac 5 y como AB:ab::AE.qe , serd
AC:ac::AE:ae , es decir, proporcionales los
lados AC, AE;ac; ae de los tridngulos AEC,
aec, ademas de ser iguales los dngulos my z
que forman; pues si del dngulo A—a, se qui-

tan—o , quedard m=z ; luego tambien son

semejantes los tridngulos ACE , acer, y de
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consiguiente todos los de las figuras, _
150  Por un razonamiento contrario se |
prueba igualmente que si los tr'x;.’mgulo:? en
que una figura se divide, son semejantes a los

_correspondientes en que se divide otra; son

semejantes las figuras, Y asi para construir
una figura semejante 4 otra ABCDE dada,’y
que tenga a be por lado homologo de BC ; se
llevara be. desde C 4 b/, se tirard por b/ la b'a’
paralela 4 AB que encontrarad ACen 4’ ; por
@ se trazard la a’¢/ paralela a AE , y por ‘e

la e/d’ paralela & ED ; y resultara la figura

Cd’e’a’b’ semejante 2 ABCDE. Tambien pudo
haberse trazado sobre el lado bc dado, el
tridngulo abc semejante a ABC (131) , sobre
ac , el triangulo ace semejante a ACE, y so-
bre ec , ecd semejante 4 ECD , y se hubiera
tenido la figura abcde semejante & ABCDE.
151 Para copiar una figura qualquiera’
ABCDEEF (fig.72) ; 19 se podrd tirar ladia—
gonal BE, y bajando a ella desde todos los
angulos las perpendiculares AO, ES, DR,
CP, se vera quantas partes tienen de una es—
cala la BE, dichas perpendiculares, y sus res—
pectivas distancias BO, OS, SP &c. Tomese
despues una linea be ‘del mismo nimero de
partes que BE, y determinadas por umo y
otro lado las distancias bo, os &c. de las per—
pendiculares , dando 4 cada una el ndmero
de partes que les corresponde ; quedardn sefia-
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lados los puntos o, 5, p ,r ; en los que levan-
tando las perpendiculares oa, sf &c. del mis—

mo tamafio que OA , SF &c. se tendrin los
puntos b,'a, f,d &c. mas principales de’ la

figura’: los'demas se puedendibujara 0jo; ad-

virtiendo que si no basta la BE para determi-
- mar dichos puntos por ser muchos , 6 por ser
‘grande su distancia respectiva , se tirard otra
base perpendiculara BE por cuyo medio se
determinarin.

152 29 Tambien se pudiera haber co-
piado aplicando el papel 6 lienzo en que estd
la figura 4 otro , y picando despues con un
alfiler sutil' los puntos mas principales por
los quales se podrdn determinar los demas,

153 39 Si despues de haber picado con
un alfiler los puntos de la figura , se aplica
sobre otro el papel picado’, y se repasan to-
dos ellos con un Cisquero que es/ un lienzo
atado por sus puntas con carbon molido den-
tro ; quedardn sefialados dichos puntos en el
papel que se ‘renovarin con tinta 4 otro color
permanente. B e :

154 42 Apliquese sobre un papel, otro

dado de qualquier color que se ‘quite ficil~ "

mente como el de qualquier género de lapiz:
pongase sobre ambos la figura que se ha de

copiar, y repasando con una punta roma to-

dos los contornos y puntos principales que;-.'
dard calcada la figura en el papel.
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155 59 Sise aplica a .un cristal la figu-
ra dada, en sitio donde le dé bastante luz
por atrds , y se poue sobre ella un papel ; se
traslucird por €l toda la figura , y sera facil
copiar todes 'sus puntos y contorros.

156 62 Ultimamente , quando se trata,
en especial ‘de la copia de un cuadro 6 mapa,
se encierra la figura en un cuadrado’ 6 rec~
tingulo- ABCD- (fig. B}, se dividen los «dos
lados AB,AD en partes iguales, y se tiran
por ellas lineas paralelas qae dividirdn el rec—
tangulo que se llama Cuadricula 5 en cuadra=
dos pequeflos : copiese cad# cuadrado corres~
pondicnte en otro rectangulo que se forma
igual en un papel ¢ lienzo , dividido' en
igual namero de partes , y con las mismas
paralelas , y se tendrd la copia de la figura.

157 Sien lugar de figuras iguales se
quisiese una copia semejante que fuese la mi=
tad , el tercio , quarto... del original , se for-
mard una Cuadricula que tenga con la dada
la razon que se desea; y por-el primer mé-
todo se tomardn sus lineas con el niimero de
partes de una escala que tenga la misma ra~
zon que han de tener las figuras.

158 Para levantar-el plano de un terre-
10, O trazar otro semejante en el papel con
las distancias respectivas que tienen los pun-
tos 4 obgetos principales que en él haya ; sir—
ven diferentes instrumentos como el Grafi=
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metro , la Plancheta , la Brijula &c. Habla-

1émos aliora de estos dos tltimos con reldcion -

a los terrenos accesibles por todas sus partes,
reservando para despues el uso del Grafoe-
tro en los sitios en parte 0 del todo inacce~
sibles. ! '
La Plancheta es una tabla HMNO
'(fig. 73) de'tres pies de largo, ycomo dos y
medio de ancho, colocada sobre un pje como
el Grafometro (25): sobre ella se estiende un
papel que se afianza con un' bastidor que coge
el perimetro de la tabla: y para dirigir por
ella visuales 4 los objetos, se usa de una
alidada 1'T con dos pinulas en sus estremos,
6 de un anteojo silos objetos estin 4 mu~
cha distancia.

159 Para levantar un plano con este instru-
mento, se mide una base SR desde cuyos es—
tremos S, R se pueden ver los mas de los ob-

getos que se han de figurar : se pone la plan--

cheta en S y un piquete en R, ydirigiendo la
alidada de manera que por sus pinulas se vea
R; se tirard enel papel una base EF, dédndole
tantas partes de una escala , como varas 6 pies
tenga SR. Dirijase despues la alidada fijo und
de sus estremos en E , a todos los objeios
A, B, C &c. del terreno, y por cada direc-
cion se tirard enel papel una linea indefinida.
Pasese despues el instrumento a R, dejando
un piquete en S,y alineando con él laef, diri~
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janse visuales.a los objetos A, B, C &c: obser-
vados , las quales sefialadas en el papel, cor-
taran las primeras en los puntosa , b, ¢ &e.
que determinardu la posicion de los del terre—
no,« causa delos tuangulos semejantes SAR,
SBR,SCR &c. efa, efb, efe&e. que resultan.

16o - El poco aparato que requiere el usode
este instrumento, le hace apreciable para de-
terminar los puntos ménos principales de un
plan foriado ya por un metodo mas exicto.
Si se quisiere por. exemplo, afadir al anterior
efcha un punto R omitido; ‘se plantard sobre
él-la plancheta , se dirigivd la alidada por los
puntos A, a; y despues por B, b; v el con-
curso f de las lineas Aa, Bb tiradas en cada
direccion , sedalara la' situacion de ‘R : en
prueba delo qual la linea tirada po Cc pasa—
rd tambien por f. Por ‘to demas, suelen ser
considerables los errores que pueden resultar
en el uso de la plancheta, ya por ser muy agu-
dos los angulos que sobre ella se forman, ya
por estar el papel espuesto 4 moverse. Ade—
mas de esto , quando el mal temporal inter-
rumpe la operacion , hay que volverla 4 co-
wenzar si se ha de hacer con exictitud.

161 La Brijula es un instrumentode mar—
fil, madera u otra materia solida (fig. 74) de
dos hasta seis pulgadas de diametro,cuya parte
interiores un circulocon dos diametros que se
cortan a angulos, rectos. El estremo de  uno
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decllos tiefic una flor de lys con que se sefias

la el Norte , uno de los quatro puntos cardi-

nales del mundo: desde ¢l empieza la division
del circulo en sus 360° dcia la derecha del que
mira‘al cielo con la cara al Norte, el qual
tiene el Sur a las espaldas, el Oriente a la

derecha y el Poniente 4 la izquierda: asise .

llaman los otros tres puntos del mundo. En
el centro del circulo sobre un exe de cobre
puntiagudo se coloca una aguja de acero to=
cada al iman, muy en equilibrio para que
pueda dar vueltas con’ facilidad; y todo se
tapa con un cristal redondo gne encaja en un
rebajo hecho al rededor del circulo para im-=
pedir que el ayre mueva la aguja.

162 Como esta tiene la virtud comu-
nicada del iman , de dirigir uno de sus estre~
mos 4cia el Norte v otro dcia el Sur; se cui-
da de colocar tanto en el grafometro como en
la plancheta una brajula para dar por medio
de ella a los objetos la misma situacion en el
papel que tienen en' el terreno con relacion a
los puntos cardinales del mundo. Con este fin
se coloca de manera que la linea Norte Sur
quede paralela con el didmetro del grafome-
tro; pues siendo la base comun de todos los
triangulos que se observan, paralela @ dicho
didmetro; con solo dirijir paralela a la aguja
lalinea de fe/, que es laque pasa por medio
dela alidada ; se sabrd con poca diferencia la
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situacion de los obgetos respecto de dichos
puntos cardinales. '
‘163 Dige con poca diferencia , porque
la aguja segun el tiempo y los diferentes lu~
gares, se aparta mas 0 ménos de la direccion
del Norte. Para saber en qudntos grados se
separa , 0 el dngulo de la declinacion de la
aguja con la linea norte sur, hay que tirar
esta linea en el terreno. Lo que se puede ha~
cer trazando desde un punto dos lineas de
treinta & quarenta estadales , una 4cia el sol
naciente y otra quando se pone , y dividién~
do por medio el dngulo que formen las dos,
con una linea , que serd 1a meridiana 6 norte-
sur. Si & esta meridiana se aplica una de las
bases AB' de la brajula , quedara con ella pa-
ralela su linea norte-sur ; y el dngulo que con
ella forme la aguja, restado de 360° , dardel
de la declinacion. PG

164 Con ningun instrumento se levan~
tan mas facilmente los planos que con la bri-
jula; pero ninguno ocasiona mayores equivo~
caciones , ya sea por tomarse muy agudos
los dngulos por la pequefiez de las agujas, ya
sea por no haberse acaso apartado lo bastans
te de alguna mina de hierroen el terreno ; y
en casa , de utensilios de hierro, puntas de
compis , 0 de otra brajula. Por eso suele ser-
vir solamente para determinar e/ por menar
de un plano ; cormo el curso de -ug rio , la

Tomo II, B
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direccion de un camino , el circuito de una
laguna, bosque &c.

165 Para qualquiera de estos casos se -

plantardn piquetes A, B, C, D, E (fig-75)
en todos los recodos mas reparables , se cO~
locard la brujulaen A,y suponiendo que Sea
AH la direccion de la aguja; se medirala AB,
y se verd qué namero de grados tiene el an—

ulo HAB. Puesto el instrumento en B, se
medird igualmente fa BC, y el angulo HBC,
repitiendo esto mismo en cada recodo. Se to-
mara despues en el papel un punto 4, y ti-
randoa arbitrio la ah que represente la direc—
cion de la aguja ; se formard con el Semicirculo
un angulo ab—=HAB, dando4 ab tantas par-
tes de una escala como varas 0 pies: tuvo 4B:
se tirard despues por b la hb paralela a ab,y
s hard el angulo Abe==HBC , dando 4 bc tan-
tas partes como medidas tuvo EC: practique-
se lo mismo en los demas puntos,y se habrad
levantado el plan propuesto.

166  Los perimetros de dos figuras seme- -

jantes ABCDE, abede (fig. 71) sean regula—
res & no , tienen entre st la misma razon que sus
dados, porciones , diagonales y demas lineas ho-
mdlogas. Porque siendo ( 148 ) ABab:BC:
be::CD:cd::DE:de, serd (180:.1) AB+BC+
CD+DE 6 ABCDE perimetro de la una fi-
gura y suma de los antecedentes , 4 abcde pe-
simetro de laotra y suma de los consequentes;
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como un antecedente AB 4 su consecuente ab;
como qualquier numero de antecedentes AB +
BC+CD 6 AECD, 4 igual numero de con-
secuentes abed: Y como AB:ab::AC:ac::CEice
&c. (149), seran tambien los lados y perime-
tros proporcionales a las diagonales , y en los
poligonos regulares 4 los radios rectos. , obli-
cuos &c. de manera que la figura de un peri-
metro duplo del de otra tendra lados, dia—
gonales , radios duplos; triplos si fuese triplo
el perimetro &e.

167 Todas estas proposiciones tienen lu=
gar en el circulo , poligono infinitdngulo
(102), que podemos imaginar dividido en
infinitos triangulos con radios tirados 4 todos
sus puntos , que serdn las bases y lados infi-
nitamente pequefios del poligono.. De consi-

guiente , las circunferencias de los circulos

son entre st como sus radios , didmetros , cuer—
das y arcos semejantes. De manera que dado
el didmetroy circunferencia de un circulo, y

el didmetro de otro , sise nos pidiese su cir--

cunferencia ; diriamos , el primer didmetro es
& su circunferencia , como el segundo digmetro &
la circunferencia que se busca, que seria el
4° término de la proporcion. =
Pero hasta ahora estd por averiguar la cir-
cunferencia 6 porcion de linea recta que exic .
tamente corresponde 4 cierto didmetro, 0 la
razon del didmetro 4 la circunferencia : teni=

X E 2
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éndose ya casi por imposible la que se llama
(180) Cuadratura del - circulo. Sinembarge,
son suficientisimas para la practica las razo-
nes 7:22 que tiene el didmetro 4 la circun~
ferencia segun Arquimédes , en la que sale un
solo pie de ménos en un circulo de 8oo pies:
113:355 que hallo Mecio, y que da un pie
de falta en una circunferencia de 1000000,
¥ 1:3,1415926535897932 &ec. hasta cien-
o veinte y siete notas decimales.

168 Si se diese un didmetro de 16 vatas
fhallariamos su circunferencia de o2 v. di-
ciendo ,” 7:22::16:502v. y al contrario , el
diametro 16 v. de una circunferencia que tie-
ne 502 v. se encuentra por la proporcion 22t
7i:s02v:16: Ultimamente ,si dado el did~
metro de 20 v. se pidiese la longitud de un
arco de 32° 40, se buscard primero la cir=
cunferencia que esde 625 v y despues se di-
14, si toda la circunferencia 6 360° tiene 62
$u. jqudntas tendré 32°40'2 Saquese el ulti-
o término , y-saldran §2 varas.

De las Superficies y Planos.

169  El segundo género de estension en
longitud 'y latitud que se llama area & super-
ficie 5 es el espacio que encierran las lineas:
y segun sean estas rectas O eurvas, serd recti-
linga o curvilinea O mistilinea la superficie.
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~Tambien se llama plang la superficie perfec—
tamente lisa sin hoyos ni eminencias, comola
ﬁel cristal : y curva aquella cuyos puntos no
estan igualmente altos y bajos : esta serd con—
veja 6 concaba como el esterior ¢ interior de
un caldero.

_ 170, Dicha superficie plana que se con-
sidera formada de infinidad de lineas que lle-
nan todo su espacio (1), se llama plano
quando se imagina separada de los cuerpos; y
como no ticne grueso, cavidades ni promingn-
clas , qual_quiera recta que le toque en, dos
Dpuntos; le tocard en todos ; pues si no, tendria
una parte en el plano y otra mas elevada ; y
no seriarecta. Por lo mismo, un plano puesto
s0bre otro. le toca en todos sus puntos, for-
ma con ¢l un solo plano ; pues s¢ tocan pre=
cisamente todas las rectas que los forman.
o+ 171 - Tres puntos que 10 estan en linea
recta, determinan la situacion de un plcmo;
porque si dos planos pudieran tener tres pun—
tos comunes , 0 los tendrian todos y forma-
rian un solo plang, O tendria uno de ellos
alguna parte elevada sobre el otro plano, lo

‘que no_puede ser (169). De consiguiente,

tres puntos que no esten en linea recta, 1o
pueden ser comunes 4 dos planos.
172 De aqui se infiere que por tres pun—

tos qualesquiera v. gr. los de un triingulo,

se podrd hacer pasar un plano: y de ‘comsi=
: T <
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guiente dos rectas BD , BC (fig. 76) que se
corten , estardn en un mismo plano, determi-
nado por los tres puntos D, B, C:y lo mis-
mo dos paralelas TH, AB.

173 Una recta AB perpendicular ¢ 'un
plano MNOP, es tambien perpendzcular a to—
das las lineas puestas en el mismo plano que
pasan_ por el punto B de la perpendwular'
pues si no lo fuera, se inclinaria acia algun
lado del plano , contra el supuesto de ser per-
“pendicular. D: consiguiente , dos lineas TH,
AB perpendiculares & un plano son paralelas
entre si : pues uniéndolas con HB son per—
pendiculares a la HB (43).

174 Desde un punto tomado en un plano
6 fuera'de ¢l , no se puede tirar mas que tuna
perpendicular @ dicho plano; porque si se pu—
dieran tirar dos desde un mismo punto, se
podricm tirar dos perpendiculares desde un
punto 1 una linea ecta , lo qual es imposi-
ble (33).

17s  Sidos plano: ENMA , BOPS (fig.
77) se cortan, la comun seccion es una linea
recta : porque si tomamos dos puntos en.di-
cha seccion, larecta que pase por ellos, ha de
estar -toda en cada uno de los planos (3):
luego serd la comun seccion, y serd linea
recta.

176 Si dos planos EMNA , BCPS son

perpendiculares al plano RQ , su comun sec—
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cion DC serd tambien perpendicular al plano:
pues si del puntoC se levanta una perpendi-
cular al plano RQ, deberd hallarse toda ¢n
cada uno de los planos EMINA , BOPS; lue-

- go serd la comun seccion.

177 La inclinacion ~de dos planos AN
BP se mide por el angulo ACB que forman
dos lineas ACy BC perpendiculares 4 'la co-
TIURL Seccion DC tiradas una en el plano AN,
y otra enel plano BP: pues si imaginamos que
sobrepuesto el punto A 4 B, se aparta des—
pues el plano AN moviéndose al rededor del
ege DC ; trazard B hasta volver 4 su lugar,
el arco AB: lnego medird’ la inclinacion de
los planos el dngulo ACB , cuya medida es
AB.

178 Lucgo en la interseccion y encuen-
tro de dos 6 mas planos se verifica quanto
dejamos dgmoanado en la interseccion y en—
cuentro de dos 6 mas lineas (18, 22 y sig. 27
y sig. 43 hasta 48 ) que escusamos repetir
aqui.

179 Los planos son paralelos quando
distan igualmente por todas partes: y asi s
un plano  corta dos 0 muchos planos paralelos,
las comunes  secciones son ‘tambien paralelas;
pues si no, alargandolas se vendrian a juntar,
y de consiguiente los planos , contra lo 'su=
puesto de ser paralelos.

/
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Medida de las Superficies..
180 Las superficies se miden con cuadra=

dos , por ser la figura mas sencilla : y asi cua~
drar 6 medir una superficie ABCD, (fig. 78)

es averiguar las veces que enella cabeotra st~

perficie cuadrada y conocida abdc que se toma
por la unidad. Y como ABDC se puede con-—
cebir formada (1) por la recta DC que se
mueve paralelamente @ si misma lo largo de
6D, dejando, rastro tras si de su movimiento;
4 cada paso Db que ande, igual al lado db
del cuadrado abdc que se toma por la unidad,
formard tantos cuadrados iguales 4 abdc, quan-
tas veces dicho lado Dbo6 Dc quepa en la li-

nea De, que son quatro. Luego dicha super=.

ficie contendrd tantas veces quatro cuadrados
1guales 4 abdc, como veces su lado ab 6 Db
.quepa en la base BD , esto es, el producto
del nimero de veces que el Iado_ del cuadra-
docabeen la base y en la altura. Esto espre-

saremos mas sencillamente en lo sucesivo di=

ciendo que la superficie de un paralelogramo
rectangulo es el producto de la base por la al-
tura, bien que con impropiedad; pues niuna
,lmea puede multiplicarse por otra no, siendo
namero. abstracto (15 t.1.), y si se pudiera
multiplicar, resultaria una linea y no una
superficie.
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181 - Luego 12 la superficie de un cua—

“ drado es el producto de la base o dela aliu-

ra por si: y la de un paralelogramo qual-
quiera BCDF (fig. 45) es el producto de su
base BC por su altura DT 6 AB ; esto es,
BCxAB : porque BCDF es igual 4 ABCE
(97) 5 y este tiene por superficie 4 BCxAB
(180). iy .

182 29 La superficie. de qualquier tridn~
gulo , como mitad que es del paralelogramo
de igual base y altura que él (96), es la mitad
del producto de su base por su altura, o el
producto de una de las dos, por la mitad de
1ajotraii) :

183 La superficie de un trapecio abce
(fig. 79) es el producto de su altura ed por
la mitad de la suma de sus bases paralelas
be, ae: porque con la diagonal ac queda di-
vidido en los dos trangulos abc , ace , cuyas
superficies son (182), % bexed—+—% aexed:
luego 'la suma de estas dos superficies 0 la
del trapecio serd X (be——ae) Xed. Si. se toma
ao0==0b, y se tira ot paralela 4 bc , sera la su—
perficie del trapecio edxio : porque tirando
por olani paralela 4 ec, se tiene 2to=en——mc,
y to==1% (en——mc) =% (ae—+bc) , poniendo
bm en lugar de an su igual en los triangulos
aon, bom iguales , por tener ao==0b , los an—
gulos en o iguales (22), y lo mismoay &

(45)-




74 ELEMENTOS |

184 La superficie. de un poligono regular,

ABCDE (fig. 51) es el producto del radio
recto. por la mitad de su perimetro ; porque
siendo la superficie de cada uno de los tridn-
gulos iguales en que se divide (108), el pro-
ducto de su altura OM por la mitad de su base
AB (182); serd la de todos los tridngulos o la
del poligono, el producto de la altura 6 radio
recto OM porla mitad de todas las bases 6 la-
dos del poligono que forman su perimetro.
Luégo un tridngulo que tuviese por base el
perimetro del poligono, y su radio recto por
alnfra; tendria la misma superficie que el
poligono : pues seria tambien el producto del
radio por la mitad del perimetro.

.135 Como el circulo es un poligono in-
finitdngulo (102), serd su superficie el pro-
ducto'del radio por la mitad de la circunfe-
rencia , 6'de esta por la mitad del radio : y
equivaldra ala superficie de un tridngulo cu-
ya base fuese la circunferencia, y la altura el
radio. La superficie de un circulo de 20 pies
de didmetro, cuya circunferencia es 625(167);
serd 314 2pies cuadrados, producto de 5 mi-
tad del radio, por la circuaferencia 628.

3 T

186 ' La superficie de un sector de circulo
ACBD (fig. 80 ) que es el espacio contenido
entre dos radios CB,CA yelarco AB,es el pro-
ducto de la mitad del radio por el valor del
arco ADB. Si este arco por egemplo, es de
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32° 40/, y su didmetrode 20 pies; tendra
el arco 512 pies(167): multipliquese por §
mitad del radio, y resultaran 28 1 pies cuadr.
por la superficie del sector.

187 Un segmento de circulo ABD 0 el
espacio encerrado entre un_arco ADB y su
cuerda AB, tiene por supetficie 4 la del sector
ADBC ménos la del triangulo ACB. Y la de
una corona X se hallara buscando separada—
mente la de los dos circulos que la componen,
y restando la superficie del menor de la del
mayor. ek

188 Para sacar la superficie de un po-
ligono irregular, se le divide en triangulos,
en los ménos que pueda ser: se saca la de
cada uno, 6 de. cadados, si se les puede dar
una base comun; y la suma de todos , serd
la del poligono. Si en el ABCDEF (fig. 72)
se toma la diagonal BE por base de los dos
tridngulos BEC , BFE ; se sacard de una vez
la superficie de ambos, multiplicando BE por
la mitad de las alturas FC , ¥S : y afadiendo
4 la superficie que resulte, la de los triangu-
los FAB , EDC que se sacara cada una  por
si; se tendrd la del poligono.

189 Quando estd terminado de alguna
linea curva irregular , se le reduce segun lo
muestra la figura 81, a  poligono rectilineo,
y despues de medir las superficies mistilineas
restantes, 0 como tridngulos 6 como segmen-



76 ELEMENTOS
tos de circulo , se unirdn & la del poligono
para tener la total sin error sustancial.

De consiguiente qualquier terreno- acesi-
ble 6 inacesible se podra medir , levantando
su plano (158 y sig. ), y midiendo despues la
superficie del plano que resulte en el papel
en partes de la escala que sirvio para el pla-
no : esa misma deberd ser la del terreno en
pies 6 varas. Quando el terreno esti termi-

nado de lineas curvas como suele suceder 3

un pantano , bosque 0 montafa ; cierresele
entre lineas rectas. , y cercenense de la su=
perficie que resulte, las porciones que no le
pertenezcan, : :
Conviene advertir que el terreno que
esta en cuesta , no se -debe apreciar por su
superficie aparente , sino por la utilidad que
puede tener en labranza , drboles , ca-
sas &c. Todo esto se planta y se edifica per—
endicularmente : es decir » que en la cuesta
AB (fig. 128) por eg. nunca se podrin plan-
tat mas drboles . que los que caben en
la linea orizontal AD. De consiguiente si se
gradaa que cabrin en la cuesta la mitad que
en DA; se debe valuar la superficie de la
cuesta en la mitad de AD , y aun.en menos,
por la incomodidad que trae labrar 6 edifi-
car en terreno que estd pendiente.

/ :
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Reduccion y division de las Superficies.

190 Un paralelogramo BCDF (fig. 45)
se trasforma enun. cuadrado ; igual en su-
petficie; buscando (139) una media propor=
cional M entre la base BC y la altura DT,
y esta serda el lado del cuadrade : porque
siendo BC:M::M:DT ; serd (175 't. I.) BCx
DT==M?: ¢ la superficie del paralelogramo -
igual 4 la del cuadrado. : -

191 Una media proporcional entre la mij~
tad dela base y la altura , 6 entre la base v/
la mitad de la altura de un tridngulo , seria
el lado del cuadrado igual 4 él en superficie
(182): y la media proporcional entréel ra=
dio'y la semicircunferencia de un circulo dars

el lado del cuadrado de una misma superficie

que €l (183).

192 Una figura rectilinea qualquiers
ABCDE (fig. 82) se reduce 4 otra igual en
superficie, y que tenga un lgdo ménos ; tiran-
do ladiagonal BD , y por el punto C la CG
paralela 2 BD , que cortard en G el lado AB
alargado : tirande despues la DG , resultard
el quadrilitero. AGDE igual al pentigono
ABCDE. Porque siendo iguales los tridngu-
los GBD ;- CBD (97) por ser de una misma
base y estar entre las paralelas BD , CG ; si
del pentigono se quita el tridngulo CBD , y
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se le pone su igual GBD, quedard AGDE=
ABCDE. Si al quadrilatero AGDE se le quita
por el mismo método otro lado AE , quedara
reducido al trangulo FDG igual 4 él en su-
perficie : de consiguiente , qualquiera figura
rectilinca podrd trasformarse en un triangu-
lo de igual superficie, igualmente que en cua-
drado (190)- ;

193 Para redycir un tridngulo ABC (fig.
83) d otro igual en superficic , que tenga su
punte  dado D ; tiren-
s¢ a los puntos A, C las DA, DC: por el
vértice B la BH paralela 4 la base AC, vy por
el punto H donde la DA corta aBH, laHE
paralela a DC ; y tirando finalmente la DE,
serd ADE el triangulo que se pide. Porque
tirando la HC , los tridngulos DHE ; HEC
de una misma base HE , y que estin entre
las paralelas DC, HE, son iguales (97): jun-
tense con el triangulo AHE en la 12 figura,
y réstense de AHE enla 28y 3%,y resultara
el triangulo ADE igual 4 AHC: y como.este
es igual 4 ABC triangulo dado, por tener una
misma base y estar entre las paralelas BH,

. AC ; sera el triangulo ADE=ABC.

De esta practica se deduce el modo de
trasformar un tridngulo isosceles ¢ equildtero
AEC en otro obstusdngulo 0 escaleno ADE
que le sea igual. Y si se quiere reducir el
ALC (fig. F) isosceles ¢ equilaterod otro igual
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que sea rectangulo ; despues de bajar la per-
pendicular €D y alargar la base AB hasta
que DE sea igual 4 AB, se tendra ABC=EDC(
rectingulo.

195 Para dividir un tridngulo ABC (fig.
$4) en las partes iguales que se quiera por eg.
en dos, con lineas tiradas desde un punto dado
D; se dividird la base ACen dos partes igua—
lesen E, 4 donde se tiraran las  EB y ED
y d'esde B la BF paralela a DE : tirense pox,'
uitimo DF , DB, y estas dividirdn al tridn—
gulo en dos partes BDFA , DFCB iguales
Porque los tridngulos ABE , EDC de base.; :
CE,' AE iguales , y de una misma altura BE
son iguales (97): tambien lo son BER, BDF’
por tener una misma base BF y estar entr;
las paralelas BF , DE: afadanse 4 ABF
rcs.ultarzi el triangulo ABE mitad del l‘(?)l"-ll
4BC > igual al trapezoide AFDB ; y de c01;—
siguiente la porcion DFCB sera la otra
mitad.

Si se pidiese encontrar en un lado
truingul_o"ABC (fig: G) um punto desdeA (Elojctlgi
se le divida en qualquier nilmero de pa;ffes
1gu:ftlex como en qualre; se tomara AH—ZIAC
y tirando la HB , serd AHB la quarta p_a:rc dc,
AB.C: dividase despues BHC en las tres par-
tes iguales BHF , FHE , EHC como herI;os.

(dicho ya (195 ), y quedard ABC dividide

cowmo se pide.
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194 Para dividir en qualesqiiiern partes;
por egemplo en dos , un quadrilatero ABCD
(fig. 85) desde un punto E dado en uno de
sus lados ; se reducird primero al tridngulo
ADF (192)), se tirara despues la DE yla DG
& la mitad G de la base AF ; y serd el tridn-
gulo ADG mitad de ADF 0 del quadrilate-
ro ABCD: finalmente tracese por G laGH
paralela a DE, y tirando EH, dividird al
quadrilatero como se pide. Porque siendo
iguales los' tridngulos DEH, DEG de una
misma base que estdn entre las paralelas GH,
DE, sise afiadena ADE; se tendri ADG
mitad del quadrildtero, igual a ADHE.

195 Para dividir en quantas partes se
quiera; sea en tres , el poligono ABCDE (fig.
86) ton lineas tiradas desde uno de sus  dngu—
los D ; trasformesele en el triangulo TDF
(192), dividase su base TF en tres partes
igualesen H y G, y tirando DH, DG; quedara
dividido el poligono en tres partes iguales:
pues son iguales  los tres' tridngulos TDH,
HDG, GDF que tienen una misma alturay
bases iguales. Quando alguno de los puntos
G, H, &c. cae fuera del poligono como su-
cede en ABCDE (fig. 86%), el qual si se di-
vide en quatro partes iguales como acaba-
mos de decir , queda fuera el punto H ; se re~
duce el tridngulo HDI al quadrilatero AODI,
tirando por H la HO paralela a AD.
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195 Un quadrilatero ABCD (fig. H) se divi-
dird en qualesquicra partes iguales por eg. en
tres con lineas tiradas desde un punto- 1 dado
en uno de sus lados; dividiendo AB en tres
partes igualesen M y N, tirdndo las LM,
NK paralelas 4 AD, gne dividird en tres
partes iguales el paralelogramo ABCD: di-
vidanse por medio ML, NKen Oy R, y ti-

- rando por ellos TH, TS, partiran al paralel6-

gramo como se pide.
Comparacion de las Superficies.

196 Siendo la superficie de un paralelo-
gramo el producto de la base por su altura
(180) 5 sillamamos B la base , A la altura,
S la superficie de uno; b, a; s la base, altura
y superficie de otro; serd S—=BxA, s=—=bxq;
luego SisuBxA:bxa ; es decir ; las superficies

de los paralelogramos son eomo los productos

de sus bases por sus alturas, 6 estan en razon
compuesta_ de bases y alturas (172 L t.)

197 Quando. B=b , la proporcion S:s:
‘AB:ab , se reduce 4 S:si:Aia, y quando A=a,
es S:s::B:b: esto es , los paralelogramos de una
misma base son como sus alturas , y los de una
misina altura son como sus bases.

198 . Si lasbases de los paralelogramos es—
tan en razon inversa de sus alturas 5 Seran sus
superficies , iguales : y si son iguales , tendrgn

Tomo II."
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bases 'y alturas reciprocas: porque si Bib:ia: A,
Serat(ii7adnnl ) BxA—=bxd 0, 8=t 813 Sezs
0 BxA==bxa , serd (1761.1.) B:biiazA.
199  Como los triangulos son mitades de
los paralelogramosde igual basey altura (96),
tendran tambien (183 ¢.1.) la razon compues—
ta de bases y alturas ; los de igual base serdn

como las alturas , y los - de igual altura como

sug bases : los iguales en superficie tendran sus
bases en razon inversg de sus alturas; y los
que tengan bases y alturas reciprocas s serdn
iguales en superficie.

200 En los paralelogramos y tridngulos
semejantes , en los que la razon' de 1las bases
es ignal 4 la de las alturas (143), serd la ra-
zon compuesta de bases y alturas que tienen
dichas figuras (196), duplicada de qualquie~
ra de ellas (172 r. L) 5 luego los paralelogra-
mos y triangulos semejantes tienen larazon du-
plicada de sus bases 6 alturas , 6 son comao sus
cuadrados : 'y como las < bases y alturas son
proporcionales a todos los lados homologos,
seran dichas figuras como los cuadrados de sus

201 Luego las superficies de qualesquiera
figuras que’ tienen la razon' compuesta de los
dos factores que las producen, quando son seme-
jantes ; tendran la razon duplicada de sus la-
dos homologos , @ serdn como sus cuadrados:

# . 7 2 AT i N
lados ‘homologos; y asi serd Sisi:A%a’:B%b%
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pues siendo los tridngulos en ‘que dichas fiz
guras pueden dividirse, partes semejantes su~
yas (149) , deberan tener-1a misma razon que
ellos (183 t.1.) ,"que es la de los cuadrados |
de sus lados homologos (200). Y asi , las su—
perficies de los poligonos regulares semejantes
sonentre st como los cuadrados de sus perime—
tros,, diagonales , radios rectos y oblicuos : y
las superficies de los circulos 6. semicirculos son
como los cuadrados de las circunferencias y Ta—.
dios , diametros , arcos y cuerdas semejantes.

202 - Por ser'(141) (ab)*=acxad=—aepd
(fig: 87), y (be)*—acxde=dpfc; sera (ab)*——
(be)*=aepd——dpfc : 6 el cuadrado V de la
hipotenusa ac igual @ la suma X——Z de los

‘cuadrados de los otros dos ladosab , be i pro—

posicion que demostramos (141): y que taimn-
bien consta de que siendo semejantes los tridn-
gulos abe , ‘abd , bdc (135) , serd (200) abe:
abd:bde::( ac )*:( ab ):(be)?::V:X:Z , y siendo
abcz—abd——bdc , sers V—X—7. A
203 Luego 19X—=V—7Z7,y e T
0 el cuadrado de cada lado del angulo recto,
es igual d la diferencia entre los cuadrados de
la hipotenusa y del otro lado. 29 Quando el
tridngulo rectangulo es issceles , el cuadrado
de la hipotenusa es duplo del cuadrado de
cada lado , esto es ; (ac)*==2(ab)?; y de con—
siguiente ac=V 2(ab)r—abV2 , que es una
cantidad inconmensurable 5 y conio ac es en-

R
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touces diagonal del  cuadrado abeV, serd la

diagonal ¢ de un cuadrado mcomncmura[)le con
sus lados ¢ es decir , no: podra con los lado:,
espresarse el valor de la diagonal.

204 39 Toda figura formada sobre la

' ]zzpotcnum de un trrangulo rectangulo es igual
G la suma de  las  semejantes trazadas sobre
dos otros dos lados : por egemplo, el semici rcu-/
lo abca es igual @ los semicirculos aXb, bZcs
pues stendo.  abca:aXb:bZc:i(ac)s(ab )*s(be)?
( 201) 5y (a6)2=(ab)?—= (be)? 5 serd tams
bien' abca=—aXb+bZc. Si se quita de ambas
partes aoba , bhch comun , queda aXbo+bZch
igual al tridngulo abc, y quando sb=—=bc, se
tiene aobX-—abd. Las porciones de circulo
aXbo, bZch se llaman las Linulas de Hzpo‘-
crates, que encontrd su cuadratura.

205 49 El cuadrado de la hipotenusa es &
los cuadrados de los otros dos lados 4 como la
hipotenusa & los segmentos correspondientes 4
dichos lados 5 6 (ac)®: (ab)?: (be)*:ac:ad:de:
porque (ac)% (ab)?: (be)* uabciabd:bdc::aciad:
dc; pues teniendo los tres tridngulos una mis-
ma altura bd, seran como sus bases ac , ad
de (199), |

206 59 Luego los cuadrados de dos cuer=
das ab, ah (fig. 65) tiradas desde un estre—

mo a del didmetro, son entre si como las par- -

tes ad, ar que cortan en €l las perpendicula~
-res bd, hr bajadas de los estremos de dichas
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cugrdas : porque en el tridngulo- rectdngulo
abe, (uc)Q (ab)*s:ac:ad, yenahc es(ac)’:(ah)’s:
ac:ary luego (ab)*:(ah)?::ad:ar. ;

207 «De  las figuras regulares isoperi-
metras la que tiene mas lados incluye mayor sti-
perficie. Sgan por egemplo, un cuadrado y un
pentagano (fig. 88) : si se inseribe en ellos
un cirgulo , estardn sus superficies” en' razon

los radios ac, mn ; pueson el. producto
de la mitad de su  perimetro por dichos ra-—
dips 5 luego nim es. mayor que ca : porque si
fueran iguales y de consiguiente sus cirenlos,
seria menor el perimetro del pentigono que
el del cuadrado (102), contra lo supuesto de
ser iguales ; luego es mayor la superficie del
pentagono. que /la,dei cuadrado. De  consi~.,
guiente el circulo quees un poligono de infini-
t0s5 lados., tigne mayor. superficie que oira qual-
quier figura de igual perimetros

208 Para hacer dos figuras. que tengan
entre si una razon dada comola de 1: 3; se
tomardn en una linea indefinida ac (fig. 65)

.dOS partes que sean entre sl como; I 3y de

suerte que sea 3ad:ric : desde su mitad o se
trazara un semicirculo , y levantando en d la
perpendicular db , seranab., be tiradas a los
estremos del diametrg los. lados homologos de
las figuras: qne se piden , las quales se traza-
ran semejantemente sobre ¢llos. La-razon dp
la operacion-es evidente , pues las figuras se~
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mejantes trazadas sobre ab y bc, son entre si
(201)  como (ab)*:(bc)*iad:de:i1: 30 (2006 );
luego &e. '

209 Si dada Ia figura abede (fig. 71) se
desease otra de una superficie tripla,’ 6 que
tuviese con ella la razon de 3:1 ;
4 uno de suslados ab de ro varas, hatlarfa-
mos el hofn(’)logo AB de la otra figura', ha-
ciendo 1:3::(10)%:300, ‘cuadrado de AB/; de
suerte que AB=V 300==17,32 varas con po-

ca diferencia : hagase ahora” ab: AB:bc:BCr:
¢d:CD::de:DE , ¥ se tendrd la longwud de los
demas, que unidos con dngulos iguales'da a, b,
¢, d, ¢, formarin la figura ABCDE. que se
desea.
; De los Sclidos.
g ;

210 ' La tltima especie de estension que.
reunc longitud, latitud 'y, profundidad ¢ al-
‘tura, se llama solido cuerpo 0 voliimen geo—
“metrico: serd regular 4 si-las superficies que
le todean, son iguales v setnejantes, 'y sus
dngulos solidos iguales 5 los demias son irregu-
lares. Bl'cuerpo’de quatro superficies se llama
terraedro, el de cinco peéntaedro , y'exaedro,
eptaedro, octaedro....polyedro el de  seis 5 sie-
te, ocho.... 'y muchas superficies.

211 Llamamos dngulo sélido dl formado

de’ mas de dos dngulos planos que coucurren,
en un’ punto : tal es H (fig. g9) compussto,

suponiendo
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de los dangulos DHA', AHB, BHC,-CHD.
La medida de estos anguloa compone. la del
angulo solido que es siempre menor que 360%:

ues si se tira la-perpendicular: O sy Jds
DO,CO,BO, AQ ; sera cada dnguloAOD
mayor que su conespondlente AHD, por te—-
ner su vértice mas cerca de la base comun
AD ; luego todos los dngulos formados en H
vgxlen meno$ que los formados en O que com~
ponen 360° (19). e
Tambien cada dngulo, de los que- formon
el dngulo solido , es wmenor que la sumade los
demas : pues st llegase DHC por exemplo, &

ser ]gddl 2 DHA—+—AHB——BHC, puestos

estos sobre aquel ‘1o componduan un solxdo,
sino un plano,

212 Elsolido ABCFDE (fig. 90) cuydq
dos caras opuestas - ABC , DEF que son sus
bases’, son dos planos iguales v paralelos , y
las demas superficies. ABED,EBCE,EDAC
paralelogramos ; se llama prisma : y puede
considerarse formado por el plano ABC mo-
viéndose paralelamente 4 si mismo lo largo
de la recta AD, dejando rastro desw caming.
ABC se llama plano generador , y cada plano,
infinitamente delgddo dz= los que forina -, ele-
mento del prisma. La perpendicular HO tira~
da de qualquier punto de una de las bases i la
otra, es la altura:y las lineas  AD, BE, RC
lados del prisma. Quando. estos son perpen-
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diculares & la base , 0 iguales 4 la altura, se
llama el prisma recto: y gblicuo, (fig. 91) quan~
do no. Ultimamente , sera trzangular 5 Cla—
dra_ngular , pentagonal &e.-el “prisina , segun
el plano ABC sea tridngulo , cuadrilitero,
pentagono &e. ;
213 Quando el plano generador es un
paralelogramo ABCD (fig. 92 ), el prisma
que resulta, toma el nombre de paralelepi-

pedo , que tiene por superficies seis paralelo-

gramos: quando es un cuadrado ABCD ( fig.

93) consta de seis cuadrados iguales , y se

lama cubo. Un circulo AEBF ( fig. 94.) pro-
duce un solido ABDC que se llama cilindro,

«que serd recto. quando:. cae perpendicular la

linea OH que pasa por los eentros de las dos

bases, y es su ege: y oblicuo (fig. 95) quan--

do cae inclinada. Tambien puede considerar-

se producido el cilindro por el rectangulo

AOHC que dé una vuelta’ al rededor de HO
(fig- 94)-

214 . Sinos figuramos que una recta AH
(fig. 89)fija en el punto H , corre con el es—
tremo A los lados de la ﬁgma ABCD; habra
producido la superficie lateral de un §6lido
que se llama pira‘mide cuya base es ABCD,
y cuyas: caras son triangulos que tienen su
vérticeen un mismo punto H, que es el vérti-
ce O.ciispide de. la piramide: su altura es la HO
tirada ~ perpendicularmente desde el véi-
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tice 'H 4 1a base ; y su ege la tirada desde H
al centro del pohgono de la dicha base. Qu-
andoel ege es diferente’'de’la altura 'y el po-
llgono de la base irregular, serd-la puamtde
irregular = pero. si coincidiese el ege yla altu~
ra,y el poligono de la base es regular; lo
serd tambien la pirdmide, y todos los tridn-

gulos CHB; BHA &c: serdn iguales € isésce~ -

les. Una perpendicular HT; tirada desde :H -
sobre una de los lados de'la base, la dividira
por medio (82) , y serd la altura de todos: los
tridngulos : se llama. apotecma. La piramide
triangular tiene por base uh triangule, la
cuadrangular un cuadrilitero &ec.
215 Sila base dela  piramide fuese un
circulo (fig. 96) 6 un ~poligono: de. infinitos
lados , resultara un solidoque se lama‘cono:
que se puede considerar formador por: el trian-
gulo rectangulo AOH que diese una- vuelta
al rededor. de OH : G H 'essu ege , =y altura
quando. es perpendicular : las lineas -AH,CH
&e. 'sus ‘lados ; que se equivocan con tosapor
tecmas 3 y segun que la: OH sea 6:no perpens=
dicular a la base, serdrecto 0 joblicuo el cono.
216 Si el semicirculo AEB (fig. 97) da:
una vuelta entera al rededor de su diametro
ABj producird la esfera:AEBDA , que s un
sohdo de revolucion:terminado de una supet-
ficie curva, cuyos puntos distan xgualmente.
del punco € que es: su'cenrro. Bl arco FA for~
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ma en la révolucion el casco 6 casquete esféri=
co FI1HA. El sector circular FCA engendra
el sector esferico CFART: FAO mitad del seg~
mento -FAH produce, el segmento. esférico
IfTHAO, cuya base es el casquete FLHA.
A qualquiera AB de los didmetros Hamare-
mos ege.de la ‘esfera, polos d sus dos estremos
"4, B; y zona 4 la parte EHFD comprendi=
da entre dos planos paralelos. ;

217 Un semipoligono que hubiera dado
~una vuelta al rededor del diimetro , hubiera
~producido ‘un esferoide, regular 6 Adrregular

segun fuese el poligono: y como el circulo es
un poligono infinitingulo (102); serd tam-
bien la esfera un esferoide infinitangulo,

218 Si imaginamos perpendicular ‘es tira-

das-desde la circunferencia a todos los puntos |

del didmetro 4B ; cada una describird como
radio en la revolucion un circulo, y de con-
siguiente juntos todos formarin la solidez de
Ia efera : -luego si d«la esfera la  corta un
plano qualquiera, la seccion séra un circulo,
tanto mayor quanto mas cerca esté de centro:
los que pasan por €, se llaman circulos maxi-
mos 5 y los demas menores.

De la medfdzz y comparacion de las sﬁperﬁcies
de los Guerpos. . '

219 La s,upe_rﬁ’c.ie del prisma_.recto(ﬁg.go)
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sin contar la de sus bases  4BC, DEF,’ que
se llama lateral , se compone de los paralelo-
gramos rectangulos AE; EC, AR, cuya me-
dida es (180) el producto de sus bases AB,
BC , AC por la altura comun' AD. L_g.{s caras
del prisma oblicuo (fig. 91) son los paralelo~
gramos AG, GD, DI, TE, ‘E;F de lados
AE; BG , DH &c. ‘iguales,, cuya supetficie’
considerando 4 estos lados como, bases de' los
paralelogramos, y tirando sobre ellos sus al-
turas , 6 las perpendiculares ab, bc, cd, de, es
(180) el pruducto de ‘estas ualtimas por: una
de las bases'olados iguales AF. Lo mismo se
debe aplicar .al paralelepipedo; cubo y eilin-.
drozting ' bt ‘ $

220 L_L‘iegb;la superficie lateral 6, sin con=
tar las bases , de un prisma (fig. 90) es el pro=
ducto del perimetro ABC de su base por-la
altura 4D si es recto 5 y si €5 oblicuoy el pro-
ducto de uuo de sus lados AE porel perime-
tro abede perpendicular 4 dicho lado:: La su=
perficié del cilindro 4D fig: 94) es el produc-
to.del perimetro AEBF por:la altura AC. Para
medir la del cilindro oblicuo- AD (fig. 95),
basta: para la  practica ‘multiplicar: uno . de
sus lados. BD por la longitud de un hilo en-
rollado’ por el vestigio de la seccion abed
perpendicular aBD, La superficie lateral se
afadedla de las dos bases para tener la total.

221 - Los triangulos ADH ', 4BH, BCH,
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- DCH (fig: 80) que son las caras’ de la pird=
mide ABCDH ; tienen por superficie (1 82)
al producto de sus bases AB, BC, CD, DA
por la mitad de HT altura de todos los tridn-
gulos (214) : laego la superficie lateral. de uny
pirdmide es el producto del perimetro AB+BC
CD+DA de la base por la mitad. de su apo-
tecma ;6 3 (HTXABCDA), En 1la piramide

in¢linada se mide cada cara de por iskay yisdaliy

suma de la superficie de todas es la de la pi=
rdmide. La superficie lateral del como ACH

(fig. 96) es la mitad del producto de la- cir

cunferencia ABCD de la base por uno de sus
lados AH , 6 2. (AHXABCDA). :

222 En un trozo 6 tronco de pirdmide
de bases abe, ABC paralelas (fig. 98) los tra—
pecios Ab, B, Ca; componen su superficie
que es (183), el producto de la mitad de sus
bases - paralelas. AB'; ab ;- BC , be 5ICA . ji<ca
por la altura comun /s ; 6 tirando mp, i, nim
por la'mitad de Aa ; Bb, Cc ; hixmpn : luego
la superficie lateral de ‘un tronco de plrdmide
es: la mitad del producto de los perimetros
abe, AEC de sus bases por la altura he 5 esto
es 5 F(abe—~+—ABC)xht ;¢ mpnxht; producte
del périmetro mpn medio entre los de las bases
por la altura ht. Tambienla superficie del tron-
co Ac(fig. 99) de pirdmide conica. esE(abe—i—
ABC)xAa., mitad del producto de los pertme-
#r0s de las bases por su lado ;-6 mpnxAa pro-
ducto del perimetro medio por dicho lado.
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223 Si consideramos i ab (figag7) como
uno de los infinitos ladeos del semicireulo BEA
que produce la esfera , formara en su revolu-
cion un cono truncado: cuya superficie , ti-
rando las paralelas ad , bq , y por's mitad de
ab 4 la nm; serd (222) abXcircunferencia mn.
Bajando ahora la ar perpendicular 4 bq , y ti=
rando el radio Cn en los tridngulos abr, Con se=
mejantes (131) se tiene ab:ar=—ip::Cn:no 5 y
por ser las circunferencias proporcionales a
sns radies (167) ; serd ab:tp::circunf. Cn: cir~
cunf. no : luego () 174 t. L) abxcircunf.
po—=tpxcircunf.€n ; 6 la superficie del- cono
truncado deserito por ab , igual & su ege #p
multiplicado por la circunferencia del circulo
miximo dela estera. Pruebese lo. mismo de
todos los solidos que componen la esfera ; y
tendremos que su superficie es el producto de
su ege AB por la circunferencia de su cz’rculq
mdximo :-de suerte que si suponemos que el
didmetro AB tenga 20 ples, y de consiguiens-
te 625 la circunferencia de su circulo; seran
2062 § 6 1257 Zlos pies cgadrados que’ con=
tiene la superficie de la esfera.

224 De aqui se infiere 12 que la super=
ficie del cascoesferico AFTH es el proeducto
de su altura OA por la circunferencia del cir-
culo maximo : y la de la aona DEHF el pro- .
ducto de OC por la circunferencia de dicho
circulo. 29 Que la superficie de un circnla
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cuyo radio fuese el ege de la esfera , serfa
igual 4 la de laesfera : pues la circunferencia
de este circulo seria dupla de ladel circulo
maximo de la esfera. |

" 235 39 Como la superficie del circulo
maximo es el producto de la circunferencia
por la mitad del radio, que es’la quarta par-
te del didmetro, yla de la esfera el produc-
to. de dicha circunferencia por tode el didme-
tro ; equivaldrd esta d la de quatro circulos
mdximos. De consiguiente, siendo la super=
ficie lateral del cilindro circunseripto ( fig:
100) el producto de HM 6 AB ege de la es.
fera por la circunferencia. de uno de sus cir—
culos maximos HOGR 6 EQFT, es decir,
igual 4 la de la esfera: si a la del cilindro se
afidde la de sus dos bases que son circulos mi-
ximos , compondrd seis circulos miximos ; y
la superficie total del cilindro circunscripto a
la eslera , sera a la de la esfera como 6:4, 0
como 3:2. :

226« Sélidos semejantes son los que cons-
tan de dangulos solidos iguales y de igual nu-
mero de superficies semejantes ; y asilos de
diferente especie como un prisma y una pird-
mide no pueden ser semejantes. Como las su-
perficies de los solidos se componen de dos
 factores del mismo modo que las superficies
planas; demostrarémos-como en ellas (196'y
sig.) 5 las proposiciones que siguen.
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227  »Lassuperficies laterales de Tos pris-
»mas son entre si como los productos de sus
»alturas por el perimetro de ‘sus bases; si son
nrectos; O por el de la seccion perpendicular
»d las’alturas j si son oblicuos. Los prismas
»de igual'altura son como los perimetros de
»sus bases ; los de igual perimetro son como
»sus alturas; y los de alturas y perimetros
nreciprocamente proporcionalés son‘de super-
nficies iguales , y al contrario. Lo mismo se,
ndebe entender de las pirdmides 6 conos con
»la diferencia de poner lado en lugar de al-
»tura. !

228 »Las superficies de los solidos se-
»mejantes son entre si como lgs cuadrados de
»sus lineas homologas : y de consiguiente,
»las superficies de dos esferas son como los
»cuadrados de sus radios ¢ didmetros.

De la medida y comparacion de'las solidezes
de ‘los Guerpos.

229 La solidez de un cuerpo que es el
espacio que ocupan sus superficies, sea 6 1o
mazizo , ‘se mide averiguando las veces que
en ¢l cabe otro cuerpo que se toma por la
unidad. El escogido para esto es el cubo, que

‘por tener todas sus dimensiones iguales, es el

mas sencillo. Sea ab (fig. 92) el solido que se

‘toma por la unidad , y averigiiemos las veces
‘que-cabe en el prisma AT. hdo

A
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_ 230 A este solido le forma. el -plano
ABCD que corte paralelamente la limea CT
(212) : luego a cada paso Cb que ande dicho
plano; igual 4 la altura db del solido ab, for=
mard tantos solidos iguales 4 ab, quarrtas ve-
ees la base cabe en el -plano AC : si son qua=
tro, sera la solidez del prisma tantas veces
quatro solidos iguales a ab; quantas la altu-
ra db quepa en CT ; luego sera el producto
del numero de veces que la base ad cabe en
AC, multiplicado por el nimero de veces
que la altura db cabe enla altura CT ; 6 mas
brevemerte el producto de la superficie de la
base por la altura , y sies recto., por su lado:

231 Para sacar la solidez del paralelepi-
pedo AT en la suposicion de ser AB de 15
pulgadas , CB de 8 y AE de 20 ; sacaré la
superficie de la base BD, multiplicando AB
por CB 6 15 por 8, y multiplicando el pro-
ducto 120 por la altura AE que es 20 ; ten=
dré 2400 pulgadas ciibicas 6 cubos de una
pulgada : que equivalen 4 1 pie cdbico y & de
pie , dividiendo 2400 por 12X12X12="1728,
numero de pulgadas cubicas” que contiene un
pie . cubico. : ;

232 Luego la solidez de un cilindro rec~
to AD (fig. 94) es el producto de la superficie
de su base AEBE por su ege : y la del oblicuo
(fig. 95) el productode.la base AEBE. por la
alturg HO : de consiguiente serdn iguales en
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solidez los cilindros y prismas que tengan una
misma base y altura.. :

233« Un plano RQ (fig. 101) que corte
4 una pirimide TABCDE paralelamente 4
la base , cortard proporcionalmente los lados
ALSBTET & y qualquiera otra recta
TO tirada del vértice 4 la base, y en la mis-
ma razon que dos qualesquiera lados homo—
logos AB, ab de la seccion. Pues si por la rec~
ta TO y los lados de la piramide imaginamos
los planos TOA,," TOB , TOC &ec. cortarin
la seccion abede en oa , ob 5.0C.5-0€ ' 0d - }as
quales seran paralelas 4 OA , OB &c. por set
secciones comunes delos planos paralelos R(Q,
ABCDE (178) ; luego los triangulos ATO,
BTO, CTO &ec. seran semejantes 4 sus cor—
respondientes aTo, bTo ,cTo &c. y sus lados
proporcionales , TO:To::TA:Ta:: TB:Th:7C:
Te &c. ::AB:ab::BC:be &e. ;

234 Luego 19 las secciones ' ABCDE,
abede serdn semejantes ; pues se dividen en
1gual namero de tridngulos semejantes , por
tener paralelos sus lados : y de consiguiente,
sus areds serdn como los cuadrados de las li—
neas TO, To; pues se tendrd (200) AECDE
abede::(AB)?:(ab)*::(TO)*:(To)? ; por ser AB;
ab::TO:To (233).

235 29 Si suponemos iguales las altu—
ras TO , MN de las pirimides TABCDE,
MFGH cortadas por el'plano RQ, estaran

Tomo 11, G
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las secciones abede,fgh en la misma razon que
las bases ABCDE , FGH : y seran iguales
si lo son las bases. Pues siendo ABCDE:
abcde::(TO)? : (To)? ; FGH : fgh:: (MN)%:
(Mn)? , y MN=TO ; serd (TO)* : (To)::
(MN)?:(Mn)? , y de consiguiente ABCDE:
abede::FGH:fgh ; luego si ABCDE—FGH,
 ser4 tambien abcde—fgh. i
236 39 Las piramides de igual base y

altura son iguales en solidez , aunque sea di-
ferente la figura de sus bases; pues serdin
(180 t. L) todos los planos 6 elementos ' que
componen la solidez de la una ; a todos los de
- 1a otra , como la base de la 12 4 la de la 22
luego siendo iguales las bases, seran tambien
iguales todos los planos ; y debiendo haber
en ambas igual nimero de ellos por haberse
supuesto de igual altura , seran las solideces
iguales. : :

237  Esto supuesto , vamos d probar que
qualquier pirdmide es la tercera parte de un
prisma de igual base y altura queella: y pues—
to que todo prisma poligono puede dividirse
en prismas triangulares deigual base y altura;
bastara demostrar la proposicion del prisma
triangular EDFBAP (fig. 102). Para esto ti-
rense desde uno de sus dngulos P las diago-
nales PE, 'PF en las caras laterales AEDP,
BEDP. 2

Imaginemos despues un plano que pasat-
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do por EP y PF , separe del prisma la pird—
mide PEFD, y otro que pasando por las dia—
gonales EB 5 EP separe del solido APBEE
que queda (fig. 103) y la pirdmide. APBE ;' y
tendremos dividido el prisma en las tres pird—
mides PEFD y APBE , EFPB. De ellas las
dos primeras de bases EDF ; ABP y alturas
PD ' 4E iguales ; son iguales en solidez
(236) : y las APBE , EFPB consideradas so-
bre las bases ABE, BEF que son triangulos
iguales; 'y con el vértice comun P, serdn tam-
bien iguales : luego siendo la una PEFD de
una misma base EFD y altura DP que el
prismia ; serd asi como las otras, su tercera
parte. :

238  Siendo pues , la solidez del prisma
el producto de la superficie de la base por su
altura (230) ; serd la de qualquier pirdmide
la tercera parte de este producto, 0 la super-
ficie de la base multiplicada por el tercio de l
altura.

239 Y como el cono debe ser tambien Ja
tercera parte del cilindro de igual base y al-
tura , por ser prisma infinitingulo ; serd su
solidez el producto de la superficie de la base
por el tercio de su altura. ' ~

240  Para sacar la solidez de un trozo de
pirdimide 6 cono de bases paralelas (fig: 98 y
99); imaginandole completo , se saca su so~
lidez multiplicando la base 4BC por 240,

2l Gz
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multiplicando despues abc por + To,resulta—

ra la solidez del troze Tabe que falta: restese
esta de la total, y se tendrd la del tronco. La
To que se supone conocida en esta operacion,
se saca por lo demostrado (233), pues sien—
do AB: ab:: TO:To, tendremos (177 t. L)
AB-ab:ab::TO -—To:To 6 AB—ab:ab::05: To.

241  La solidez de la esfera es el produc-
to de su superficie por el tercio de su radio:
porque si la concebimos compuesta de una
infinidad de piramides que tienen los vérti-
ces en su centro , y cuyas bases componen su
superficie 5, tendran todas por altura el radio
de la esfera : y serd la suma de sus solidezes
¢ la de la esferael producto de todas sus ba=
ses , superficie dela esfera, por ua tercio de
su altura , qué es el radjo : y asi la solidez
de una esfera de 20 pies de diametro , cuya
superﬁcie es 1257 2-(223 ), serd 3% x
1257 27419032 pies Cubncos Si suponemos
con Newton que ‘el didmetro de nuestro g]o-
bo tiene 19()88725 pies de Paris, 'y la cir-
cunferencia de uno de sus circulos miximos
61878850 ; tendrd su superficie (223).....

12183156609662 50 pies cuadrados: y el pro—

ducto de este niumero por la sesta parte del
didmetro dard 3997846798940344927500
pies cubicos de que constara la tierra.

242 Luego la solidez de un sector esféri-
co CFART (fig. 97) es el producto de la su-
perficie del casco FTHA por el tercio del ra-
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dio. Como esta se compone del segmento
FOHTA y del conoCFH ; si de la solidez
ael sector se resta la del cono, resultard Iz
del segmento.

243  La solidez de la esfera es los dos
tercios de la del ‘cilindro circunscripro.  Lla
memos al radio R, D al didmetro, Cla su=
perficie del circulo maximo HOGR 6 EQPE
(fig. 100); serd 4C la superficie de la esfera
(225) , y su solidez I Rx4C==2RxC, esto es,
7 DxC, por ser del radio 7 del diametro : y

como la solidez del cilindro es DxC ; selé la
12 la 22 como 2 PxC:DxC 6 como2: 146
ltimamente como, 2:3: i

“ 244 Como toda solidez es: producto de
una supcmue que ‘tiene dos factores , por
una linea ; si llamandos B,C los factores de
la superficie 6 base , A su altura, S la soli~
dez de un cuerpo , s la solidez de otro, y a,
b, csus tres factores, tendremos S==AxBC
x__axlbc Luego sera Sts: AxBC:axbe /5 es de--'
cit 5 las solidezes de dos prismas ¢ c;lmdro.r,

6 de un ]J) zsmay un cilindro son entre st coma

los productos de su base por la altura. De
consiguiente , los de igual base serdn conre.
sus alturas s los de igual altura cowo sus ba-
ses 5 pues si A==a , resulta Sis::BCibe : .y si
BC:=br; S:s:Aa. %

245 Quaudo A:a :be:BC , se tiene (174
1, L) AxXBCz=axbe 6 S==s; esto es, si las bis
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ses de los solidos estdn en razon reciproca con
las alturas , serdn sus solidezes iguales , ) al
contrario. Todas estas proposiciones se deben
entender tambien de las pir&imides 0 conos.

246 - Quando los solides son semejantes,
son 1guales las razones A:a, Bib., C:ic (226)
de los factores de que se componen las soli-
dezes en la proporcion S:s::ABCiabe (244);
luego las solidezes de los cuerpos seme]unte:
estaran en razon triplicada , 6 serdn  €0u0
los cubos de sus factores homdlogos 5 6 Sis:
A®:a%::B3:6%::C%:c%: de consiguiente , lag 50.-
lidezes de dos‘exferas serdmn como los cubos de
Sus radzos 6 didmetros.

247 Tenemos pues, que las figuras de
los solidos scmejantes soncomo sus lineas ho-
mologas (166) , sus' superficies como los cua-
drados de dichos lados homologos (228), y
sus solidezes como sus cubos (246) : demane-

ra que si los diametros de dos esferas por

egemplo, tuvieran la razon de 3:4; lascircun-
PlO, C 43

ferencias de sus circulos maximos serian tam-

bien como 3:4, sus superﬁcies 6 las de las es-
feras serian como (3)*: (4\’ 6 como g: 16, y
sus solidezes como (3)%:(4)® 6 como 27:64.
248  Luego para hacel una esfera dupla
deiotra que tuviese 6 pulgadas de diametro,
se haria la proporcion 1:2::216 cubo del did-
metro dado : 432 cubo del didmetro dé la es—
fera pedida : cuyo didmetro sera 7,56 raiz,
cubica proxima de 432.
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Metodo para medir la capacidad de los VA0S |
que encierran algun . liquido.

249 = Para medir la capacidad de unvaso,

6 las veces que contiene una medida que se
toma por la unidad ; como por lo.comun los

vas0s $on conicos 0 cdmdrlcos , se dispondra
un cilindro AH (fig.1o4) de estafiou hojade
lata, enel que se echard una 6 dos azumbres
de liquido , y tomando una vara (fig. 1o5).
se seflalaran en uno de sus lados las partes
Er, 1 2.2 3 &c iguales 4 la altura 'AD que
ocupa el liquido'en el cilindro.

250 Para dividir el otro lado MN de la
vara; se levantarden N la perpendicular NT
igual al didmetro AB del cilindro , se tomara
N1=—=TN, vy tirando la hipotenusa Tr1, sera
didmetro de un circulo 6 base dupla de
ARB; porque (201) los circulos son como,
los cuadrados de sus didmetros , y (T1)?=—
(TN)2—=(N1)?*=2(TN)> (203) : sefialado,
pues, T1desde N2 , se tirara la hipotenu-
sa T2,y serd porla misma razon diametro
de una ‘base - tripla de ARB: se trasladara
desde N'a 3, y se continuard del mismo mo-
do para sacar los didmetros quddruplo , quin—
tuplo &c. Sise dividen TN y N1 por medio
enK g7,y setiralaKr; serd didmetro deuna
base mitad de ARB , que se debe pasar de
N4 1. : - i
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251 Para medir ahora el vaso XO (fig.
106) ; se aplicara el lado NM de la vara al
didmetro X7Z; y si coge N3 , sera triplo de la
base ARB (fig. 104) : y de consiguiente , el
hueco, XT hard tres veces mas liquido que
AC. Midase despues la altura LX con e} la=
do FE de la vara, ysi equivale a ¢inco divi-
siones ; deberé muitiplicar 3 por 5 para en-
contrar las azumbres de liquido que caben en
el vaso XO., que serdn 15. :

252  Siel vaso fuere cono truncado, se
sacard una base media, sumando. las dos:
pero si la de arriba fuere muy pequefia, serd
mejor reducir el vaso 4 sélido regular : pues
si se sacase la mitad de la suma de las dos ba-
ses AM y R del vaso ARM (fig.107); resul=

taria una base poco mayor que la mitad de

- AM,-y cuyo producto por la altura MC, da~

ria una cabidad igual casi 4 la mitad del ci-'

lindro AC; siendo asi que el cono ARM,
cuya cabidad se busca, es casiel tercio de
dicho cilindro (237).

253  Ultimamente, para averiguar el
hueco del tonel BQ (fig. 108) ; tomese un

didmetro medio entre los dos DE, AB, que

serd 22si DE equivale en la vara 4 N3 y
AB 4 N2 : sea la longitud CT—ES3’, multi-
pliquese 8 por 2L; y el producto 20 sera el

namero de azumbres que caben en el tonel

propuesto , que podemos considerar como un
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cilindro de una base ‘media proporcional arit-
metica entre el fondo y su vientre.

|

Sélidos  regulares.

254 Llamamos asi los cuerpos cuyas su-
perficies son todas poligonos regulares ¢-igua-
les, y cuyos angulos solidos se’ componen de
igual namero de angulos planos. Como estos
no han de llegar 4 360° (211), y sels angu-
los de tridngulo equilitero componen 6x60°=
360°; solo podremos formar con angulos de
triangulo. equilatero un angulo solido de tres,
igual 4 3x60°=—180° ; de quatro que vale
4%60°=240° y de cinco, su valor’ §x60°=
300°: de donde resultan el tetraedro’ fig.
109) , cuyas superficies son quatro tridngu—
los: equilateros ; el ocsaedro (fig. 110) que
consta de ocho, y el icosaedro (fig.111) que
tiene veinte. Con dngulos de cuadrado “solo
puede formirse un dngulo solidode tres igual
d 3X90%9=270%; pues 4x9o°==360% * y con
tres dngulos de pentigono 6 3x108°==324°,
otro; y con ellos se forma el exdedro 6 ¢ubo
(fig. 112) rodeado de seis cuadrados ‘iguales,
y el dodecaedro (fig.113) que consta de doce
pentigonos regulares. Y como tres dngulos
del exagono regular valen 3x120°=360°%es
claro que no puede haber mas sélidos regu~
lares que los cinco referidos.
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255 . Si se saca(la superficie de: una delas
caras de estos , y se multiplica por el nime-~

ro de ellas; se tendrd la superficie ' de cada

uno. Con este obgeto se han pintado al lado

de cada solido las superficies que le rodean. .

256  La solidez ‘del tetraedro se saca
como digimos (238) 5 pues es una pirdmide
equildtera triangular. La del exiedro se en-
cuentra por lo dicho (230). Al octaedro se le
conside.ra dividido en dos piramides igua,leé
y semejantes, y despues se saca la solidez de
las dos. Tambien el icosaedro puede imagi-
narse dividido en veinte piramides iguales : y
asi multiplicando por 20 la solidez de una
de ellas , se tendra la del sélido. Ultimamen-
te , tirando rectas desde el centro del dode—
caedro 4 todos sus angulos , resultardn doce
pirémides pentagonas iguales : con que si se
multiplica por 12 la solidez de la una , ten—
dremos la del dodecaedro.

TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

257 Seenseia en este ramo dela geome-
tria elvm,odo de averiguar en un triangulo
rectilineo el valor de tres de las seis cosas
que le componen, , a saber tres éngulbs'y tres
lados , dado el de las otras tres, no siendo
los tres _;i;lgu‘los 5 pues por ellos solo se puede
saber la razon de los lados , pero no su lon-

b
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gitud','que sera diferente en cada uno de los

infinitos triangulos que pueden . teper unos

mismos| dngulos (83). A este fin, como los
lados de los tridngulos no son. propo rciona—
les 4 sus angulos ; se han inventado laslineas
trigonometricas, senos, cosenos 5 tangentes, se~
cantes que Vamos a.dar a cenocer.; las qua-
Jes ademas de ser proporcionales con los la-
dos de los triangulos , son un equivalente de
sus angulos. HTSELT

258  Llamaimos pues , §eno recto 0 seno
de un angulo ACH (fig. 114) 0 de su -arco,
AB i la perpendicular AT bajada del estre=
mo A de’dicho arco sobre el radio. CB 5 que
pasa por el otro estremo. B : seno verso a la
parte BT del radio comprendida entie el se-
no y el estremo del arco i tangente de dicho
angulo 6 arco 4B 4 la BH perpendicular al
estremo B del radio CB term'[nada por el
radio AC alargado @y secante a-la CH 6, ra—-
dio AC alargado. :

350 . Tambien AD=—CT es seno. del dn-
gulo ACE 0 de su arco AE, DE susenover=

50 , (EQ su tangente y:COsu secante: y comoO ;

el arco AB es complemento de AB; serdn
AD, DE, EQ, (Q-, serio]$eno verso, tangen-
te ysecante del complemento del arco AB5 o
mas brevemente c0seno  coseno:verso , cotan—
gente , 'y cosecante del arco ARB: Eu lo sucesi—
vo escribiremos sen, o5y tang cortang ., Secy
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en lugar de seno jcoseno , tangente , cotane
geuate , secante. d

260 Segun lo que acabamos de decir 10
el seno AT de un arco qualquiera AB es Ia
mitad de la cuerda AR del arco ABR. duplo

de AB; pues el radio CB perpendicular 4 AR,

la divide por medio (51). Y asi el seno del
arco de 30° es la mitad de la cuerda de 60°,
que es el radio (112), '
261 22 El coseno AD de un 'arco A
qualquiera es siempre igual 4 CT parte del
radio comprendida entre el centro y el senos
Y su seno verso BT es/la diferencia entre el
radio y el coseno. 39 La tangente BH esigual
al radio BC quando el dngulo BCH ¢5 de
45° + porque siendo el dngulo CBH recto, y
ECH de 45°; sera tambien BHC de 45°
(86), y la BH=BC. '
262 49 Que si en un tridngulo rectan-
gulo CAT se toma por radio la hipotenusa,
Y se traza un arco AB ; seran los otros dos la-
dos AT, TC seno y coseno del angulo ACT:
y si se toma por radio uno de los lados coma
CB en el tridngulo recténgulo HCB sera ¢l
otro BH' tangente, y la hipotenusa CH  se-
cante del dngulo HCB. :
263 Ea el punto B en que suponemos
que no hay arco , tampoco hay seno ni tan-
gente, y el coseno es el radio CB. Al ‘paso
que ¢s mayor el arco, crece el seno yla tan-
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gente , y disminuye el coseno y cotangefire
hasta que el arco llega 4 ser. BAE 6.de 90°:

_entdnces es el seno el radio EC, que por ser

el mayor de todos se llama seno total 6 de
90, el coseno es cero y lo mismo la cotan-
geute ; y la tangente y secante que resultan
paralelas , son infinitas. ’

264 - En pasando el arco de 9o° comien-
zan 4 mengiiar los senos y tangentes, y 4 cre-
cer los cosenos y cotangentes hasta que llega
4 180°0 al punto F, enel que es cero el
seno y la tatigente’, el coseno es el radio CF,
yla cotangente 'y cosecante paralelas é infini-

- tas. Pero notese que en qualquier dngulo ob-

tuso es uno mismo el seno , coseno, tangen=
&e. que en el dngulo agudo su suplemento:
por egemplo , el seno del angulo ACF es AT,
seno del angulo ACB suplemento de ACF;
su coseno es 4D, su tangente es FG igual 4
BH, a causa de los tridangulos CBH , CEG
iguales ( go ): pero todas estas lineas son ne—
gativas quando pertenecen a los dngulos obtu-
$0s; O estan en una situacion contraria & la
que tienen quando pertenecen 4 los dngulos
agudos. : ;
265 Asi como un arco se valiia por gra-
dos, ‘mayores 0 menores segun el circulo ; ast
tambien el valor' de un seno que en dilerentes
circulos tiene distinta longitud, se espresa en
partes en que se considera dividido el radie
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del circulo, seagrande 6 pequefio. Para que
.este valor sea mas exdcto, se supone que el
ntimero de partes en que el radio 6 seno total
se divide, sea grande como €n 1000000, y
averiguando quantas de ellas corresponden a
cada unc de los senos , cosenos, tangentes &e.
desde 1/ hasta go®, se ha formado una lista
de ‘ellos ; ‘que se Hlama tabla de los senos 5 para
cuya formacion se necesita la doctrina  si-
guiente. : "
266 Si llamamos r el radio AC de uu
circulo qualquiera , v a el arco 4B ; serd AT,
sen a3 CT, cosa; BH , tang a 5 CH, sec a

&e. Lueg‘o si dado el valor del semo AT ; se -

nos pidiese el de las demas lineas; 12 én el
tridngulo rectangulo CAT donde (CT)*=
(CAY — (AT)* (203) 5,6 CT=V ((AC)*—
(AT)?), serd cos a=="V (r*—sen’a) ; asi co-
o AT—V ((AC)2—(CT)*) 6 sen i (r=
c0s”a). 20 Por ser TB==CB—CT (261), serd
sen vers a—r — oS 4. ;

267 39 Delos tridngtlos rectingulos se-
mejantes CAT,CBH se saca CE:BA=CL:BH
6 cos ot sen axr: tang a :luego tang a=—.....
r sen a  ,Sen . a

€cos:a cos a
do un punto en lugar del signo>. 42 En los

mismos triangulos se tiene CT:CA::CB:CH
-2 T

suponiendo r—1, y ponien-

, siendo.....

Cos @ cos g

03008 dirair:. $eC.0—
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r—1. 52 Por ser DE=—CE —CD , tendre-
o5 €o0s Vers a=r - Sen a.

268 6.0 De los triangulos semejantes

CDA,; CEQ se saca CD:DA::CE:EQ , 6 sen

A 3 7. COS > ) s
a: cos aiir: cor a2 %= % % faciendo
SeEn a sen a
r—1. Tambien es BH:CB::CE:EQ ¢ tang a:
3 ; e re i i 5 2
riiricot a== = y tanga—
iang o tang o cot a

I

e decir , que las tangentes estan en
coz a .

razon inversa de las cotangentes. 7.0 Ultima-
mente , CD:CAzCE:CQ 6 sen airiiricosec a—=

r.2 1

sen a sen a ~

269 Dado el seno BD—a (fig.115) de
un arco qualquiera ABy de consiguiente su
coseno CD o6 cos @ (2606), se tendra el seno
BT de su mitad en el -tridngulo rectﬁngulo
ABD,donde por ser AB=V ((BD)*( + (AD)*),
resulta 2 AB=BT= 1 V/((BD)*+—(AD)»), 6
sen £a == 1V (sen® a——sen vers®a): pongase en
lugar de sen vers®a su valor (266) (r—cos a)*

7

0 r2—2ar cos a-cos*a, ysera sen -}a:%\/(sen"a
——r%—27 05 a—+—co5%a ) : y como sen’a——
cos2ae=r2 0 (BD)?—t=(CP)*=—(CR}2 ‘cn’ ¢l
tridngulo rectangulo EDC; se tendrd por l-
timo , sen fa— 3V (2r*—2arcos a). :
270 - Si-dado BT 6sen Za, se'nos pidiese el
seno BD—a del arco duplo; se sacard de la



112 ELEMENTOS
equacion sep %azé\/( 2r® —2r cosa) el valot
s Pos a___"g.'?(.“"” 34) ‘a,.y sustituido en.....

, T

sen a::\/(r"—cos’a) que encontramos (266),
tendreinos dicho BD o sen a.
271  Supongamos ahora conocidos los se-
nos BF—a, DI'=0 (fig. 116) de los arcos
AE , DE, y tratemos de encontrar el seno y
coseno de su suma'y de su diferencia. Si se
toma EB=—ED ; serd AB la diferencia de los
arcos AE , D E : bajese el radio CE perpendi-
“cular 4la cuerda ¥D; DM, TL , BG perpen~
diculares & CA, y tirando las paralelas TH,
BK , serd (118) DH:HK:KO:0B:BT:1D;
esto es, DH=HI(, KO=0B, asi como D=
TB (51): luego el seno de DBA suma de los
arcos propuestos serd DM—=MH——HD—
TL——FHD,el seno de la diferencia de dichos
arcos BG—MK—HM-- HK—TL - HD,
el coseno dé 1a suma CM—CL ~-LM—=CL -
11, y el coseno de la diferencia CG—CL+
1LG=CL—+TH. :

Bl valor de estas lineas TL,HD; CL,TH;
se saca de los tridngulos CEF,CTL,DTH se-~
mejantes,donde CE;CT::EF:TL:CE:CT::CF:
CL ; CE:CF:DT:DH, CE:EEF:DI'TH ; ¢

poni¢ndoles sus nombres, r: cosb:: sena: TL="

cosacosh

7

3

sen a. cosb’ r:cos b:: cos a: CL—
s

: 20TL -—HD:BG:::en(a-—b):
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sen b..cos a
ryicos g senbieDH="-"=

STi5en aiisen b:

TH mni. Luego....

r

19 TLy HD:DM:JSH({H b):sen a.cos b 4- cos a. sen b,

¥

sen a. cos b-cos a. sen b

=
cos a. cos h-sen a. sen b

3?2 CL ~-TH=CM=cos(a+b)= ;
PO g G e

r .
. sen 6 Y
272 Supuesto que tang= cos—.,(2 7)

ysen (a+b__

p—— TR TR >

cos (a+ b)

serd tang (a——b)—

] sen g sen'h
r(sen a. cos b+ cos a. sen b) S + G )

Cos a. cos b-sen u. sen b T
¢ Sen a sen b |
— X

o e cos a CO:S‘ b :
dividiendo - numerador y denominador por

cos a. cos b. Pénganse ahora en lugar. de...

SEn @ sen b .

3 .3 Zang a tay
— SUS guales 2 & Fenmbe
€05 @ cos b S = z 2

¥ se tendrd por Gltimo , tang (a——b) — .,
73(tang a + tang k) Y : -
TR e e por lo mismo ser4 tang.

(a—b)— r2(rang a-tang b)

r2 + tang a. 'taﬂg‘b)

273 Dela expresion cotang:r—;—‘i?(:éii)

Tome Il. H



114 ELEMENTOS
v cos(q 1 b)

sen !\'Alyl + )

sen a. sew b
LA e
SRy Jlcos.a. cus. b,
#(coc a. cos b=sop a.sen b)

sacaremos cotang (a—+—b)==

S6n . 05 bt cos w. sen'h Sen u N sen b

cos a  COsb
7 2-tang a. ton® b %
— > A, partiendo por cosa. cos b, ¥
Zang a-tang b \

S tang a tang b
sustituyendo — S ES ‘;—- en lugar de......-
y

sena sen b

——

2
605 a " cos b

. Como tambien cotang (a-b)—=

72 4 tung a. tang b

tang a-sung b O L
274 Ultimamente, siendo (367) secante=

- 2 {
r2 o p g
—— ; tendremos secaht (6 + b)= —a— =
oS cos (a + &)
73 s raxr?
cos &. cu;v b seﬁ 4. sen—b- 7(cos a.cos b-sen e. sen b)

multiplicando por r ¢ multipliquese y parta~
se el denominador por cos&. cos b, y resulta-
TRET2

ket
ra secant (a ) e
I o X
(r. cos a. cos B)x ( cos o cos b

v. se¢ a. scc h

poniendo secant y tang en lu-

ri-tungu. tung b 72 $en (267) Ty P()'l-
gar de sus iguales — y cos

r. sec a . sec.b

lgual razon fec (a ) 72+t tang w.dang b’ i
3 :
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mismo ¢ilculo con corta diferencia nos dara
2

cosee (a=+=b) =00 L. (368) == . LRg

( ) sen (a +b) )

73 e

T )

sen u. €os'0 Tcos a. sen b <s(’n a senb )

(r. b)x N e
(7. cos a. cosb)x e e

se¢ a sec b ' sec a seb
SERUL L v NS NCOSer (doh iR
tang a t tung b tang a-tang b.

275 Si en las espresiones sen (a—b),
¢os (a—+-b) &c. suponemos a—>b , a=—2b,
a—3b &c. resultardn los valores de los se—
Hos , cosenos, tangentes &c. de los arcos du-
plos, triplos &c. Sisuponemosb—a y r=—1;
serd sen (a—+=b) — sen 24 = 2 sen a . cos a:
cos (a——b) = cos 2a=—c0s* a— sen? a ; tany.

(e——b)—tang 20—

2 tong o

: haciendo....
I"f(lﬂg a

b=—2a, se tendra sen 30 — sen a. cos “oa +
COS A. Sen 24 : €05 30=C0S G. COS 2a—Sen a.
sen 2a 4, y asi de las demas. :

276  Sisuponiendor=1, se suman las es-
presiones-numero 1.0 y 2 0 , y las nimero 3.°
¥ 4.° (271) ; resulta sen (a+b)+sen(a— b)—
2 sen 8. cos by cos(a+b)~+cos (a— b)=—2cos a.
cos bz yhaciendo a+ b—p, a - b==g, en cuyo
casoa—%(p+q) , b—%(p - q) 5 senp +5en/q::
25enk(p——q) X cos¥( p—q) : Senp, - seng=——
2senf(p—q ) X cos3(p-q) o cospcosq—
2005 H(p——q)X c05 4 (p— ):605G = COSP=rrrens
asen§ (p——q)xsen L (p— g)-

H2 7
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a7~ St se dividen ahora estas {ormulas
las unas por las otras , s€ tendrdi.viieccsasinss

senp 4 senq sen iy —t,q) Kl (pfr]-)-: tang

sénp-seng T cos % (p % 9). sen (p=9)

: rang ¥ (p+9)
%(p——i——q)xcot% (p—q):@;—(—;:q—)— (269).

senp + sen senp-senqg’ . o
F__*:Ei:mng{r (P +q):ﬁ—i Cos—q—_—tngg(p—-q)
colp 059 i Vi ear
+ senp-sen
serb T —or § (p-q): S l=cot R (p——q);
€0SG-C0Sp ' c0sq=cosg

cosp ¥ €05q o 1(p+q).cot§(p-q) : con otras
€0sg~Cosp :
muchas que se pueden sacar. Las primeras
sirven para trasformar los productos de los
senos en senos simples : las segundas para
sustituir 2 las sumas o diferencias de los seuos
los productos de otros senos, y las terceras,
las taugentes y cotagentesd los senos y co-
$€105.

278  Las proposiciones establecidas ya,

bastan para la construccion de las Tablas de.

los senos ( 265 ): pues considerando de
1000000 partes al radio, cuerda de 60°
(112); tendrd el semo de 30° que es su mi=
tad (260), 500000 * ybuscando sucesivamen-

te los senos de' la mitad ( 269 ), sacarémos.

por el de 30° el valor de los senos de 15°,
7°30/,3°45',1°52/30 hasta el de 527447

DE GEOMETRfA ‘rye

3”73 que por su pequefiez se confunde ya
con su arco. Por lo mismo tanto él como el
de 17 seran sin error sensible proporcionales
can sus arcos : y podremos deciry el arco de
52744 33 ¢s4 su seno encontrado , como
el arcode 1/ es @ su seno. Conocido por esta
proporcion el valor del seno de 1/, sacarémos
el dea/q/8/ & i(ams) i el desal s 2/=3¢
(271)3 37+ 2'=5, el de 10/, 20 30/, 6o,
Oel de 1° ycon élse sacarin del mismo
modo los de los senos restantes hasta 45°.
Los demas hasta 9o son sus cosenos, y su
valor se encuentra segun digimos (266):
y con los senos y- cosenos se sacan (267 y
268)los valores de lastangentes y cotangentes.
279  Las tablas que acabamos de ensefiar
a construir, en lugar de los valores de los se—~
nos , casen. tang. suelen contener solo sus lo-
garitmos para mayor comodidad en los calcu—
los 5 pero logaritmos sacados por los antigups
Geometras que consideraban al radio dividido
en 10000000000 partes. Los Modernos: supo-
niendo el radio de 1000000,han omitido en los
valores de los senos , tangentes &c. las gﬁa—.
tro Gltimas cifras y algunos cinco, por no
necesitarse tanta ‘exdctitud ; pero han dejado
los logaritmos conforme los sacaron los An-
tiguos. El que 'solo tenga tabla de los logarit—
mos ‘de los senos , y quisiese sacar por “ellay/
el'valor ‘de un seio v.'gr. elide’¥8° 6% debs

/
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rebajar  seis unidades de la: caracteristica
de su logaritmo 9, 4923083, y buscando
:3,4923083 en los logaritmos de los nutneros
naturales , le hallard entre 3106 y 3107,y
qualquiera de ellos gera con poca diferencia
el valor del seno de 18°6¢/.

280 Hubiendo manifestado ya como los
senos equivalen 4 los aagulos, vamos ahora
a demostrar que en qualquier tridngulo los
senos de los dangulos son  proporcionales 4 sus
tados opuestos. Inscripto en un circulo un
tritngulo qualquiera ABC (fig. 37) 5 siendo
cada uno de sus lados cuerda de un arco du-
plo del que. mide el dngulo .opuesto (67);
serd la mitad de cada lado el seno del dngulo
opuesto: esto es, AP serd seno del dngula
b5 AN seno de'C, y BH seno de A:tluego
sicndo los lados proporcionales a sus mitades,

-lo secan de consiguiente alos senos de losdn-
- gualos opuestos 5 de suerte: que serd AB:sen
Ci: AC:sei Bi: BCrsenrAdien

281 Bael tridngulo rectingulo ABD
(fig. 117) es tambien el seno. del dngulo recto
D (que es ¢l radio 6 £), d la hipotenusa AB;
comoel seno A al lado BD , 'y como el seno Bal

¢ledo AD: yepues tomando a BD por radio, es
- AD tangsnterdel dngulo B (262), y siendo -

<AD radig, es DB tangente del angulo Ajserd

ED:AD:ritang B , y AD:DBur:itang A.
282  Ba.oustridngulo qualquiera] AGB

(Gg. 118) la suma de los dos lados BC+ AC
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que comprende el dngulo C,esdsu difar_en—-
civ BC—AC 5 como la tangente de- la mitad
de la suma de los otros dos dngulos Ay B, es
G la tangente de la mitad de la diferencia de
estos dneulos : 6 BC——AC:BC — AC:: tang
3(A==B;): tangZ(A—B). i

Para demostrarlo describase un circulo
desde C con'el intervald del lado menor AC, -
y tiradas las dos cuerdas AE, AD, ¥ T D )
paralela a AE ; serael angulot mitad de.lm
angulos A y B, por ser z—A—+B(83); v
¢ mitad de z (68): el dngulo DAByes la se—
midiferencia de. A —B de dichos dngulos
238 t.1.); porque DAB con el angulo o=t
que es su semisuma , compone el ér‘xgu.lo' A
el mayor de A y B, luego siendo ®BAD dn-
gulo récto (69), y lo mismo su igual _ADF
(45); seri tomando 4 DA y AF por radios,
EA tangente del dngulo t=3(A—B), y DR
tangente de DAF=3%(A B): y como por
las paralelas EA, DF se tiene BE:BD::EA:
DF, v BE =BC—+—AC, FD=BC:1CD=
BC AC; saldrd por dltimo, BCo AGBC -
AC;: mng-g(A—ﬁ—-E):t(mg}(A -B). Conocida
la semisuma v semidiferencia de los aagulos
A y B, se averigua facilmente ¢l valoc de
cada-une’ (238 .10 , ey

i . » J’ -'/ >
283 - Finalmentey en qualquicr, tridngilo

ABC (fig. 119 ¥ 120) el lady BC sobrevlel

qual ¢ sobre cuya profoingacion. cag:la perpen-
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dicular AD es ¢ Ia suma AC——AB de los:
otros dojr; como. su diferencia AC - AB es 4 Ia
diferencia DC—BD de los segmientos r’.lec/zos‘

Pporla perpendicular AD, 6 ¢ su suma DC

BD i la perpendicular cac fuera, Porque
trazando un circulodesde A conel radio AB
y alargando AChasta T; serd ( 143\CB:CT::
CR:CEq: y como CT:AC—-HAB/ S C'R::
ACE%AB, ¥.CE=DC—DB por ser BD=—
DE ;. se tendrd sustituyendo estos valores,
BC:AC—~4B::AC~ ABDC—DB: yen Ia
fig. r20'donde CE es igual 4. CD——DE-—
CD~+—DB, sale BG:AC+ AB:: AC - AB:CD +
DB Conocida la suma y' diferencia de los
segxner;Fos, se averigua su valor (238 .1)

: ST : 5
Usos df’l cdleulo trigonometrico en la resoly—
cion de los  tridngulos rectdngulos
 oblicuangulos.

‘ 284 "Con las proposiciones anteriores se

Lzede?'resolvel' los' quatro casos diferentes
€l que con arreglo a lo. dicho (257), dadas
tres: codas e Ias seis que componen un trian-
gulo ; se pida‘el valor delas otras tres.

2’8-5. Yoicomenzando por el triangulo
rectingulo, si ademas del ingulo ‘recto D
(ﬁg.‘ 117) que se conoce, se diese 12 uno de
losdngulos agudos By el lado BD; harémos
(2.81)’ r:.tang B::BD:AD para averiguar el
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fado 4D. 22 Si sediese la hipotenusa 4B
uno de los dngulos agudos A; haciendo r:
AB:sen A:BD, se conocerdcel tado ' BD. 3°
Con el lado BD'y la hipotenusa AB, tendre-
mos AB:ir::DB:sen A4 ; yse habra averiguado
el ‘4ngulo 4. 49 Dados los lados' DB, 4D;
se hard AD:DBuritang 4 ; y se téndrd el
ingulo 4. ‘ OF

286 En los tridngulos oblicudngulos 6
que no tierien angulo recto, 19 conogido uno
de los lados A8 (fig. 121) y los dos: dngulos
Cy B, sert A loque les falta para 180°
(86)3 y se averiguard el valor de los lados
AC y Ch por las dos proporciones signien—
tes (280) sen C:ABusen B:ACiwsen A:BC.
2.0 Dados los dos lados AC, CB (fig. 118)
y el 4ngulo C comprendido; se hard (282)
CB+AC:CB—AC:: tang L(A——DB) = tang
£(A—B) : conocida la diferencia de Ay B,
como se conoce su suma que con C compone
180° (86); ‘se averiguara lo que 'vale cada
uno(238¢.L). )

287 310 Quando se dan-losdados AR,
RC(fig: 121) y el dangulo A § se: hace EC:
sen Az A R: sen C: conocidos Ciy Ay de ‘con-
siguiente su suplemento'B, se averiguard AC
diciendo' sen C: A B:: senBeAC. Sil con los la~
dos AB;BC se hubiese dadoret dngulo C; hu-
bieramos hecho la proporcion AB:senC::BC
sen A. SH o Tl
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288 ‘Pero como tirando la BT =AB, re-
- sulta otrotriangulo BTC con los mismos tres
datos' BT 6 AB, BC y C, donde BT:senCy:
b Cisen®TC; se infiere que a dichos datos
AB,BEC yC corresponde por 4.0 térming pro-
porcional: ¢ el seno del angulo obtuso BTC 6

el del dngulo agudo A==BTA complemento

de ETC: que aunque el mismo en ' ambos
(264) yno lo es el tercer lado AC, TC de
los dos: tridngulos : por lo que quando se den
en un tridngulo oblicudngulo dos lados AB
BC y el dngulo C opuesto al menor AB; se
necesita saber ademas , si el angulo opuesto
al otro lado es el agudo A , y entonces se
tratara del tridngulo ABC, 6 es el obtuso
BT, y sera BTC ‘el triangula de quese
habla.

289 4.9 Si se diesen los tres lados ' AB,
AC, BC (fig: r19),y se pidiesen los dngu-
los 5 sacarémos de la proporcion (283) LG
AC +AB2 Y C —AB:DPBC ~1t D, ladiferencia
de los segmentos que forma una perpendlcu-
lar bajada-desde A sobre bLC, suma conocida
~ de dichés “segmentos : luego conocerémos el
‘valor de qualquierade ellos por exemplo, el
de ' DC: 'y en el tridngulo rectangulo ADC
conocida la: hlpotenusa .y el fado DC, se ave
riguara el mgu 0 C (285), yde consiguien-
te (287):A y. 8

.. Sed AC~_1 8oP. AB_-IZS BC=—200;

1
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tendrémos200 : 180+128:180-128:DC —
ED =EC, esto es , 2060:308::52: EC=80
oco mas. Con esta diferencia de los segmen-
tos BD , DC y su suma;ique es el lada KC,
tendrémos el valor de qualquiera de ellos ED=
I(200 80)==60 : y enel trigngulo rectin-
gulo ABD donde conocemos AL , BD; ave-
riguarémos el dngulo B (285) y pm él 5 los

tros- Ay

299 Vamos 4 aplicar esta doctrina a al-
gunos egemplos , en 105 que: usarémos  para
abreviar el cilculo en lugarde los numeros,
senos , cosenos , tangentes &c. de sus loga-
ritmos , y aun del compleimento aritmético
como no sea en el caso de  haberse de hacer
la resta del logaurmo dclramo, que sienda
10,000000 , rescusa dicha abreviacion.

29  Hayase de medir 1.0 la altura AB
(fig.122) acesible por uno de sus estremos
A. Puestorel Grafometroen un  sitio: ingies
diato M, ¥ colocado verticalmente G de: suers
te que su didmetrg quedepparalelo -al suelo
llano por medio de un hila"¢f con un p‘muo,
que co.gando de siigentrozidebe | pasar  por
los go® : dirijase par el - ‘didmetro inmobil el

rayo visual . pD, y por el -mobil el qx} duilg
cumbre. de la altura : vease quantos grades
coge en el instrumento el diguio pea , y estos
mismos tendrd su vertical JieD. Medida des-
pues la. distancia MN-x=eD; como BN es
perpeudicular al suelo y de cansiguieate A
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eD, serd BDe un tridngulo recténgulo , en
I que si el lado ‘€D que se  conoce , es de
456G,y el angule observado Bel>.de 56° 12/,
se sacard el otrolado BD (281) por.la pro-
porcipn ritang ReD==is6°12/::¢D=—456:D3,
que se' encueptra de ‘681 v. por ele.lgmentc
calculo de logaurmos

Log. tang 56°'1 ot 10,174287
Log. 456...:.;..../ ...... s 3,05 8006
LA e A s T 13,832063
Log. del i 0411 S o 10,000000
Resta o Log BD.... ........ 2,833252

afiddasele DN ‘0'la altura del Grafémetro, y
se tendra la AB que se pide.

g92 + Si ED fuerala: altura conocida* de
una muralla ,yse pidiese la longitud de €8
pala escalarla ;" despues’ de haber buscado el
dngulo Bed hacxendo eD:DB::r:rang BeDj ha-
riawios BD:sen LeD:r:Be. Mas facil -es cua-
drar el valor de eI y'BD, ysacar de.su suma
da raiz cuadrada que serd la longitud de eB;
porque eB=="V ((eD)?*—=<(BD)?) (141).

2093 En estasty semejantes practicas con-
viene colocar el Grafémerrora una distancia
casi igual a la que se va a medir’, para‘ que
sea'menor el error.que porlo comun se co-

mete al tomar el ‘dngulo de la-altura ,  que

serd entonces de 45°. Por exemplo’, si"mi=
diendo la altura GD (fig. 123), se tomaencel
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punto Fel dngulo ZET en lugar del verda-
doro GFT, yen E el KET por el verdade<
ro GET; aunque la equivocacion 6 los dngu—
los GEt( y GEZ se supongan iguales , es
mayor la parte GZ en que la observacion dis<
111.nu3«. la altura en F , que: GK que sale de
ménos en I '

204 bupongamos ahora que se nos pida
medir unalinea AB (fig. 124) acesible sola-
mente por sus estremos , como el ancho de
una laguna , bosque &c.’En este caso se ha
de escoger un punto C desde donde se pue-
dan tirar las lineas CA , CB ; y suponiendo
que se puedan medir , sea #C=—142P,BC=—
120,y C=132°:y sera B+ A=—=48°; haré-

Log-anng a4, 00 e 0,043587
B e R R 1,342423
Comp Tiog. 262 P 7,581699

Suma 6 Log/ tang £ (B-A).. 18,571705

mos pues (286) , T42—+120:142-120:tang
24°: tang 2(B-A), 6262:22::tang 24° 1 tang
'2(B~A), que calcalada por los logaritmos es
de 2°8’. Luego (238¢.1.) el angulo B valdra
24°+2°8%2=26°8/, y A 24%--3%8/—219¢2%)

Con los angulos B, A se” encontrard des—
pues la AB por la proporcion siguiente sen B:
AC:senCrAB,; 6 5en26%8/isen132°%: 142 AR:
que buscada por los logaritmos resulta de

1
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. 293 Sino hubiese sitio desde’ donde se
puedan ver Jos dos puntos A, B (g1 5)3 se
elegiran dos C, D tales que sea facil medir
las 5C,CD, DA y los angulos C, D que
convendra sean rectos : imaginando despues
ia BD, resultara un tridangulo 1 CD donde
conocidos BC, CD yel dngulo comprendido,
se averiguara D como acabamos de decir.
Conociendo ya en-el otro triangulo ADH
AD, D3y elangulo ADD diferencia entre
EDC y 2 DC;. se averiguard por ultimo la
AR. e
296 Vamos yaa medir una linea inace
sible AB (fig. 126): para lo qual despues de
haber escogido y ‘medido una-base CD que
se procura hacer casi igual y paralela a AR,
se tirardn las visuales CA, CB, DA, DB, y
despues de' baber medido los dngulos que for-
man en C, D, sé averiguard (286) el valor
de CB en el tridngulo CBD , donde el lado
CD v los angulos BCD, CDB son conocidos:
del mismo modo se averiguara AC en el tri-
angulo ACD. Con AC y BC conocidos, ade-
mas del angulo ACB que forman, que es Ia
diferencia de los -angulos ACD, BCD obser-
vados ; se sacard por ultimo en el tridngulo
ACB el valor de 4B por lo dicho (286).

En el caso de no encontrarse un punto C
desde donde se vcan los dos A, Bj se tirard
una recta CE (fig. 127) tal que desde B s¢
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aleancen 4 ver dichos gunros: se fmaginanin
despues las visuales Ed,EPR ,CH ((ED, DA
y DB, v medides los dngulos el E;Dyla
base CE, se hallara faciisimamente‘la 48,
cutdando siempre de no formar jainas angu—
los muy agudos en los puntos inacesibles.

297 Si la linea inacesible fuese la altura
vertical AB (ﬁg il observaréiios en el
sitio H el angulo AeC , medirémos "despues
vn trecho HP , ¥ tomando en Pgl énguio
Ate 5 tendremos conocidos enel tridngulo Ate
los dngulos etd,y Aet suplemento del obser-
vado AeC , con el lado tez=PH : luego po-
dremos ei\'*eriguar Ae (28_()). Pasando zhora
al triangulo rectingulo AeC donde sabemos
el valor de la hipotenusa Ae yel del dngulo
A¢C 3 tendremos el de AC por la proporcion

L.og. 5e135°40 warneicens 3 9,7(.)‘5720
Log. §70. covveurisencissnnnncenss 2,760423
SUMIG b Vrenens el LN o

L0g. Tovveunosarsrasissariisinnssn [Ojemsmssnees:
Restad Log. AC..cun.e. 2,526142

riAesisen AeC:AC. ‘Sea Ae des76 v yel
angulo’ AeC de 35°40 5 serdr: 576:: sen 35°
40’ : AC, que se encuentra de 335,8 v. alas
que si se ahade CB 6 14" altura del instramen-
to, resultard la AB que se busca.

208 Pura medir la distancia AB (fig.128)
de una nube O cuesta inacesible; se mide una

\
\
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base AC, y observando en el tridngulo ABC 2
Jos 4ngulos A y C, se averiguan 4B y BC.

(286). Si se dirige despues con el Grafome~
tro colocado verticalmente , una lineaAD pa-
ralela al suelo. llano que se llama orizontal,
en el tridngulo rectangulo ABD, donde la
hipotenusa AB es conocida, y el angulo BAD
se puede medir ; se hallara facilmente la. al
tura BD de la montana y la distancia orizon-
tal 4D (285),

299 Hayase de levantar el plano de un
terreno ACDBE &c. (fig. 129) 0 determinat
1a situacion de todos sus puntos principales.
Despues de haberlos recorrido, y formado 4
ojo un borrador de todos para hacer juicio de
su situacion ; midase una base AB de una dis-
tancia proporcionada 4 la de los objetos mas
remotos , y tal que desde sus estremos se re=
gistren los mas principales , como casas huer-
tas , molinos, torres &c. Pongase el Grafome-
~tro enB, y colocando el didmetro inmobil en
la direccion AB ; obsérvense los angulos ABE,

ABF, ABG, ABD , ABC/ que con €l for- |

man los rayos dirigidos 4 los objetos E, E,G
&ec. Mudese ahora el instrumentoa4 ; 'y ha-
ciendo que el didmetro inmobil se dirijad B,
se tomaran tambien los dngulos BAE,, BAF
BAG, BAD &c. que se anotardn con losan-
teriores en un libro de memorias. A
Escojase despues otra base GE para deter-
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minar los objetos R, H, K que 6 no se ven
desde 4y B, 6 forman en ellos dngulos muy
agudos 0 muy obtusos : y desde sus estremos
G, E observense comolos anteriores los ngu-
los EGK , EGR , EGH ; GEK, GER , GEH;
y si es menester los LCD , LDC para, deter-
minar algun otro punto L muy estraviado,
escribi¢ndolos todos con los ya observados.

Tendremos pues , en los tridangulos AEB;
AFB,AGB &c. el lado AB y los angulos ad-
yacentes conocidos ; y de consiguiente serad
fgcil calcular los otros dos lados (286). Tam-
bien se-averiguara el valor de GE por medio
del triangulo GEB), cuyos lados GB, BE se
conocen ya, y el dngulo GBE comprendido,
que es la diferencia  entre los observados
ABG; ABE. Con GE y los dngulos adyacen—
tes observados se buscan en los triangulos
GKE ; GRE, GHE sus lados, haciendo lo
mismo con los del tridngulo CDL.

Hecho esto, se tirard en el papel una li-
nea ab que tenga tantas partes de la escala
que ha de determinar el tamafio del plano,
como varas O pies tiene AB en el terreno; y
tomando en dicha escala un intervalo de tan=-
tas partes como varas 0 pies tiene BE ; se tra-
zara desde b como centro: un arco:: Con otro
espacio detantas partes como varas G pies tie-
ne AE , se traza otro arcodesde a , que corta-
rd al primero en el punto e, cuya posicidn

Tomo 1.
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respecto de ab quedard determinada’ en el
papel , semejante a E respecto de AB. Deter=
minense de este mismo modo los puntos g , f;
¢,d; y se habrin representado los G, F, C, D.
Los K, R, H, L secdeben determinar en el
papel desde las bases ge , cd , trazando desde
sus estremos arcos con el intervalo de tantas
partes como varas 6 pies corresponden a GK,
EK; GR, RE &c. y quedard trazada en el

papel una figura semejante 4 la del terreno-

(150)5 pues se compondra de igual namero
de triangulos semejantes y colocados del mis~
mo modo que ella : con que solo faltard di-
bujar en cada punto los: obgetos que en ellos
se representan.

300 ~ Tambien se pudieron determinar los
puntos de la figura despues de haber obser=

vado les dngulos en A, B, G, E,C, D o+,

mando la b como digimos , y formando en @
y b por medio del semicirculo (24), los dngu-
los abe, abf , abg, abd , abc ; bae, baf |, bag,
‘bad, bac iguales 4 los observados en A y Bien

g ye tirando la ge , los gef , ger , geh; egk,

egr,egh; y en ¢, d, los cdl; led iguales A los
medidos en G,E, C, D ; pues los tridngulos
que resultan , son semejantes & los del terre-
no. Este método aunque ménos exicto, ahor-
ra el calcular los lados por la trigonometria,

y por eso conviene usar de ¢l quando no. son’

muy grandes las distancias & que estan los
puntos principales del plano.
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361 Ademas de los medios que nos ofre—
ce la trigonemetria para medir toda clase de
lineas ; nos podremos tambien servir de los
siguientes. 1.° La altura AB (fig. 122) pudo
haberse medido fijando en el mismo plano de
la torre un palo ab paralelo 4 dicho edificio,
y diciendo despues , la longitud ac de la som-

bra del palo es dsualtura ab ; como o longi-

tud de la sombra AC es a AB : pero cuidese,
si el edificio termina en punta, afiadir a la
longitud de la sombra la mitad del didmetro
del edificio, que es en lo que aparece mayor la
sombra del edificio igual , que el que no loes.

302 2.° Para medir la recta AB (fig.130)
acesible por uno de sus estremos 4 ; se plan-
tard un piquete en €, y sobre él orizontal=
mente un estadal con dos reglas pequefias en
sus estremos D, A : dirijanse con ellas al pun-
to B los rayos visuales AB, DB : muevase
el piquete al rededor, llevando inmobles las
reglas , hasta que quede en la direccion ad,
y midiendo ab, ¢ lo que hay de a 4 b punto
donde concurren-los rayos db, ab ; se tendra
el valor de AB. Este método que es bastante
exicto en cortas distancias , se aplica 4 medir
qualesquiera otras lineas, verticales 1 orizon~
tales (306), colocando el estadal y las reglas
segun el caso lo requiera.

303 3.° Habiendose de medir la linea
AB (ig. 131); tirada la base ACen sitio co-

L
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modo para medirse , y dirigiendo la CB; se

tendrd un triangulo ACB con un lado AC,
y los dngulos adyacentes conocidos : cuyo
l1ado AB se calculard, o formando en CA los
dngulos b CA, CAb iguales'a BCA, CAB;
y entonces sera Ab=AB, 6 tirando sobre un
papel una/recta ac del mismo namero de par-

tes de una escala que AC tiene de varas o

pies , y formando sobre ella un triangulo abe
semejante 4 ABC : en cuyo caso el numero
de partes de la escala de que conste ab, serd
el de las varas' 0 pies que tiene AB.

304 4.° Quando la linea’ AB propuesta
~tiene una parte AD acesible , tirada AC que
supondremosde 30%. se formard , tomando 4
arbitrio la Ac de 10 v. el dngulo AcD=4CB,
y midiendo 4D, si tiene 12 v. formarémos
1a proporcion ' Ae=10 v + AC= 30 v: : AD=—=
12 v: AB, que resulta de'36. Si AB no
tiene parte acesible, se alargard AC hasta
que AT seade 10 v. y formando el angulo
ATd=ACB , se hard dicha regla de tres.
Siempre conviene hacer a4 Ac el tercio o el
quarto de AC, y coneso sera AD el tercio
6 quarto de AB : como’ tambien tomard AC
igual con pocadiferencia 4 AB; lo queselo-
grard apartando tanto el punto C que el dn-
gulo BCA sea la mitad del suplemento  del

angulo A ; puessiendo entonces ACB.=ABC,

sera AC—=AB (87). |
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DE LA NIVELACION.

305 Concluiamos este tratado dando al-

"guna idea de los métodos de mivelar un

terreno. Para esto supondrémos E.24qued
razon de 56979 toesas 6 132951 v. castella-
nas en que se puede regular cada grado de
circulo maximo de la tierra; corresponderan
4 toda la circunferencia §6979x360°=—
20512440 toesas O 47862360 v: al didme-
tre 6526685 toesas 0 152289322v: al radio
32633425t0esas 6,76144663v: 4 un minu-
to 950 toesas 0 2210 vy d un segundo 16
toesas que son 37 Ui todoen la suposicion de
que la tierra sea perfeqra_mente esférica; pues
aunque en realidad es ovalada, esinsensibleel
error de dicho supuesto para la nivelacion.
306 2.° Que una linea Ad (fig.132) cu-
yos puntos A, ¢, d, distan todos igualmente
“del centro. O de la tierra, comola paralela &
la superficie de un gran lago; se llama linea,
orizantal y de nivel verdadero, 4 diferencia
de la que se encuentra nivelando, que en la
distancia Ad es la tangente Ac, que se llama,
linea de nivel aparente. La diferencia Cd en-~
tre las dos, ¢ lo que dista mas de Q.el pun~
to C que d, es casi nula 4 la corta distancia
de 100 4 130 toesas , por la mucha esten-
sion de la superficie de la tierra; peroen mas
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yores distancias se debe apreciary restar de la
que haya resultado en la operacion.

307 Podremos sacar el valor de esta dife-
rencia considerando la distancia Ac iguala la
tangente AB, y como FR:AB:: AB:Be (144)%
suponiendo que el arco Ac se confunda por su_
pequefiez con la tangente AB; ~serd BR lo
mismo que cR , ycR:Ac::Ac:Be; pongdse el
valor de cR didmetro de la tierra(305), ¥y
el de la distancia Ac, y se tendra la diferen~
¢ia Bc; y por ella qualquiera otra Cd: pues
siendo Bc , Cd casi paralelas ¢ iguales 4 Aa,
Ab, que son entre. si como. los cuadrados de

. las cuerdas 6 arcos Ac, Ad(2006), tendrémos
(dc)*:(Ad)’:Be:Cd, y aside las demas. La
siguiente tabla formada por M Mrs Picard y
de la Hire contiene las diferencias de nivel
aparente y verdadero hasta 4000 toesas. o

DISTANCIAS. DISTANCIAS. DISTANCIAS. 7l
Thes. P;‘ps,Pu}gﬂ Toes.Pies.Pulg. Lin. Top.v‘F‘z’m.Pulg.Lz'n.j
SOLL015 00 02 |560,.:.50:%2 5.0 | Toootii0. I riol
L00%..:: 055505 TR 560,003 W6 LT3 S0k Tik. 5k 2l
I40,005510:73° 100060, 44:50 - | T 50045 A 255050
2005210421010 52105040000 4008 [1790..:.2...50.0.84
2500001 .0.er. 82 1700.000.000. § e eved 1200040030081
2004100 LT LN 75,0-0:50:5.:0vi: 3 ‘z;oo....;....S....()
3 §0:uis0nsies Love 45[800.:0:.0.0.07.1.. 1 13000...28:...31.5.0
400.;..0u000Tuese 95 [850,40.:0.0007.. 11 313 500.. T L..02...9
i.f{.go....o 2..:3 |900....0....8.. 11 [4000..14...:8...0
050.:.4:0v.10....0
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508  Esto supuesto, para la operacion
de nivelar usan los Practicos de diferentes
instrumentos. Los mas comunes son 1?elnivel
de ayre (fig. 133), que esun tubo lleno de
espiritu de vino ménos una ampolla de ayre
A, que debe estar perfectamente en medio,
para que el sitio que ocupa el instrumento,
esté 4 nivel 29 El nivel de Albafiil (fig.134)
es un tridngulo isosceles sin base con un cua-
drante de circulo entre sus lados, y una li-
nea perpendicular tirada desde su vértice a
la base y sefialada en el cuadrante. Del es-
tremo superior de esta linea cuelga un hilo

“con un plomo, que pasando por el cuadrante,

determina en grados la cantidad de inclina=
cion del plano que se nivela, o pasa por di=
cha linea si el plano estd 4 nivel. ‘

309 32 El nivel de mas uso es el de ague
(fig-135) compuesto ‘de un tubo “hueco de
hoja de lata G otro metal'doblado en ‘A y B
en cuyos estremos e ¥ se introducen otros
dos tabos de vidrio D, C pegados con betun
en e yt: tiene debajo y en medio del tubo
AB una virola para colocarle en su pie. Lle~
no el tubo'de agua hasta que llegue en los

' dos pequefios 4 la altura de 2 4 3 pulgadas,

la linea et que pasa por lasuperficiedel agua,
es perfectamente orizontal. Acompafa al 'ni~-
vel el estadal HG dividido en pies , pulgadas
y lincas, con un rebajé en el medio, en-el que
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_ se'intruduce una regla, ala que se-fija. un
carton u hoja de lata TR de, un pie en cua=
dro poco mas 6 ménos , cuya’ mitad inferior
se tifle de negro ,. dejando blanca la superior.
310 Si se quisiese saber [0 que dista mas
~del nivel verdadero. el punto G, que Z; se
colocara el instrumento en E , perpendicular
al terreno por medio del hilo de plomo  H,
se enviard un Peon a G que clavando. el es-
tadal perpendicular , y teniéndole fijo con, la
mano izquierda , suba 6 bage con la derecha
segun le avise el que mire desde e, hasta ase-
gurarle en T donde remata. el rayo. visual 1T
Midase -aorala altura GT que supo_ngode 2 P
Y 7psy restiandola de 'la del instrumento. que
por-lo comun es de 4P y 6p; resultarin 1P
y 11p, en que el punto (i estd mas. eleva-
do. que Z sobre el Orizonte. Si la distancia ZG
no pasa de 750P se. desprecia la diferencia
entre-el nivel aparente y verdadero: pero sies
mayor , se cuenta.con ella, y-se repite la
operacion nivelando. de cada vez 14000,

d15,00LPs ; : L s

311 Hayanse’ por egemplo , de nivelar-los

‘puntes Ay H (fig.136) distantes uno de otro,
3000 P: pudiendose nivelar de cada VeZ:1400
4 1500 P, dividiré 1a-operacion en dos es—
taciones : elegivé para ellas dos sitios-a,7.50P
uno, y a 2250 ¢l otro del puanto 4 :: pon~
80 en el medio E.de toda la distancia un es—

DE GEOMETRTA. 137

tadal ; v planto el instrumento en 1 mirare

desde @ hdcia &5, y haré notar y medir la al-
tura AB . que el rayo abi sefiala; y que su-
pongo. de 8P sp:' miro despues por ba C, y
mando, sefalar este punto. con - un lapiz. Paso
el nivel al punto 2, y'mirando desde da D,
mediré la altura DC de 4P , haciendo: notar

16 escribir 4 parte lasaltura: HE der 5P 3p,

que se determina mirando de ¢4 F. Sumo
ahora las alturas AB; DC encontradas’, y res-
tande «de su suma 12P 5p,: elvalor sP 3p
de HE; tendré de residuo:7P 2p,:qile 5 en
loque el punto A'estd mas bajo que’ Hu:
312 Si-hubieseictiestas en .la. operacion,
convendrd poner separadas en una'columna
que- Hamarémos primera , las distancias que
se encuentran subiendo,y en otra segunda las
que se encuentren bajandos para restar: des—
pues la suma de las unas de la de las otras.

'Y asi continuando la nivelacion del egemplo

anterior hasta el punto; Z; apuntaré en la
1% columa las alturas halladas AB, DC, vy
pasando el nivel al punto.3:, miraré por. f,
e y G, y haciendosimedir GF de 3P 6p, lo
apuntaré en la 1 columna, determinando
tambien: desde e el punto I 'Plantados el ni~

“velien 4, determjnara el rayo, gK la Ki de

3P 3p, que escribiré en la 22 ‘columna por
ser bajada , como. tambien la altura 4P 6p
del instrumento colocado en 5, & cuyo pie
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va a dar el rayo y%, haciendo al mismo tiem-
po seflalar el punto M 4 donde se dirige /y.
Paso 46, y escribo en la 22 columna 2 P
a que equivale MN determinada por el rayo
ik , sefialando tambien el punto P. Ultima~
mente, pongo en la 1? columna las alturas
QP de 4P 1p, y TS de 6P 5p, que se en~
cuentran. como las otras, colocando sucesi-
vamente ‘el instrumento en7 y 8, yla XZ
de 3P 2p.en la 22 Sumando ahora las altu=
ras de la 1% columna, tendré 26P 5p : res-
to de ellas. 12P 11p suma de las de la 1%

y resultan 13P 6p que dista mas del centro

de la tierra'Z que A. Las cuestas demasiado
empinadas se nivelan mas facilmente comen-
zando desde la cumbre, y de este modo pue-
den nivelar dos 4 un tiempo para acabar mas
pronto la operacion. :

APLICACION DEL 4ALGEBRA4

4 la Geometria.

Construccion de las Equaciones de 19 y 20
grado ’

313 Para la resolucion completa de los
problemas geométricos por medio del Alge—
bra, es preciso saber dntes representar en li-
neas las espresiones 0 valores algébricos de
las incognitas que contengan. Esplicarémos
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esta operacion que se llama construcion , en
los egemplos siguientes. Seax=a=b -n ,don-
de a represente la linea A (fig.137), bla B
y.nla C : tomo sobre una linea indefinida DH,
la DO=A,1a OT=B, y desde T hiciael la-
do.opuesto la TS==n, y tendré DS—=DO~+

OT —-TS—a +b—n—x.
ab
314 La espresion x—— representa una

quarta proporcional & ¢, a, b; pues cai:b:
b ; , =
£ —x: y x—— una tercera proporcional &
¢ CRO ¢

; bb :
¢yb; por serc:b:b: —=x luego sia, b,
¢ representan las lineas o,n, m(fig. 57), ¥ se
practica lo que digimos (123 y 114? 5. sera
br—x la quarta o la tercera proporcional. A

abed
15 raci n ==
esta misma operacion se reduce ok
ab ab abc i
i by —. P —i 0 —— - qlti-
haciendo e:a::b = it Cith vy
abe abed

—x. Aqui y en lo

mamente, n:—;:: di—
em emn

sucesivo damos por supuestas las operaciones

geométricas que citamos. i

" 315 Quando hay dos ¢ mas terminos,
cd abc r2s?

como en X——— &c. se busca la

m et au2b 35S
linea & que equivale cada uno, y q\ueda—-
r4 reducida & una espresion semejante d esta
x=p+q-h, facil de construir. Lo mismo se
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a?b . cd2? 4 cde

egecuta con X=r— ; estoes, se bus-

7 a?hb cd2 d
€a una l.m.ea le=——,otra Mm=——Yy 71:—ce.
/g J 78

y resulta x—f—t—m~t—n.
: he + deb + &ec.
316 En x:f'—w
ed-fg + &c.
be d-a3qp + &c.
a2 g +4-d2m + &ec.
denominadores polinomios haciendo ¢—
ed=fe, a2 g 4 d2m ]
5 = s ——— €50 es, buscando una
4 [ 2 . .. .
linea igual al denominador dividido por una
de sus letras, ¢ por dos, segun el namero
de factores que contenga; pues siendo en tal
caso et—ed-fy, agn=a’g+d*m, se reduci-
ran las espresiones propuestas i estas x—
abe + deb - br2d-ad gp
e que ya hemos ense-
S ez agn P i d
fado 4 construir.
317 Hay construcciones mas expeditas
bd + ad (b + a)d
Cg e heidiet
: bd 4 ad
se construye haciendoc+e:b+aid: ————x

Cie T
_a-b3 _ (a+b)(a'b)

Co X wevsee

se reducen 4 monomios sug

asonseen

para ciertas espresiones: x=

\

- -—=————", haciendo. g-fig+b:
£-f Bl &f
& sra?=p? . R e
a-b: i —x. Para construir facilisima-
L bderehodris s
mente x==— » introducirémos en el

bde + €3

& v & s A 3 P 4 > bl :
término b°d* la linea e hacienda —— —¢, ¢,
- )

A LA GEOMETRfA, * 141
e:bi:dit 5 pues serd bd=—:¢t , y poniendo este
valor en lugar de bd 4 se convertird la espre-

eBzzea Al lier-12

sion en esta s peens g seinejante
a la primera, :

318 Todas las espresipnes anteriores tie—
nen en su numerador un factor mas que en

su denominador :“pero si tuviesen dos como

a8 taz2h a2 +qb a2 ﬂb__rn

— ——=aX —, se encontrard— —=m,
dte ditc? v iadie

y la espresion reducida 4 axm , se construira

formando un paralelogramo clya base sea

a8 + he2 + d3

a,y mla altura. En hay que intro-

ducit @ en el 2.°y 3.; término, haciendo

be ; 02 ;
—=mé be—amy Yyl = 6dY ==ran 'y
o
¥ 3 , 03+ ame T odn
quedara reducida d ==t acte
a =17 %
u? e dn t 5 A
-} semejante a la anterior.
a1
319 Quando son tres los factores que
adh t a2 b2
hay demas , como en — , que es
Vs e gy M :
: { L a2+ gh hall , a2 tap
igual a abx ———se hallara —— —m
g a—+c a+c 2 y

siendo ab un. paralelogramo, si se le conside—

ra como base de un paralelepipedo cuya al—

tura sea m , serd su solidez abxm; y esta sera
a3b t+a2h2

G 4c

la construccion de la espresion
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320 Las cantidades que tienen como [as

construidas un mismo nimero de factores en
todos los términos, se llaman omogeneas : si
alguna abc?— a’+ abm no lo fuese , suponien-
do que # sea la linea que representa la unj=
dad; se multiplican los términos faltos—u?+
abm , el 19 por n?,y el 29 porn, 'y resul
tard la espresion abe®-— a’n< abmn igual 4
la primera, y que ya se podrd construir pot
ser homogenea.

321 La espresion mas sencilla de 1las
equaciones de 22 grado es x—=Vac, que es
una media proporcional entre a y ¢ : de suer-
te que suponiendo m=——a (fig. 65),n=c, serd
procediendo segun digimos (145), 13 bd=x=
Vac. Tambien x:\/(zbc+dc) =V (2b+d)
representa una media proporcional entre........
2b+d ye: Via®*— b”):V(a-* b) (a—b) otra
entre a+b ya—b En x—=V/(b*+dy), intro-
duciendo en dg la linea b, 6 haciendo dg=bt;
se tendrd x:\/(b?+bt)::\/(b +1)b, que es
una media proporcional entre b+# y b Quan-
do la espresion consta de muchos téiminos
como x—="V (cd+ac— eb &c.) se procede del

mismo modo : 6 se busca como diginios( 316),
¢d + ac-eb S

una linea r= , ¥ serd bt=cd+ac—e¢b,

y x=Vbt. En x—v (bc*-a*g, 6’6-) se hace

d-c

b i = ag
e o \/(ct—am)aiqueque—

A LA GEOMETRIfA. - 143
da reducida , se construye facilisimamente.
3225 Sea ¥==Vi{a2+b?):: tomese .CD—a
(fig.138) y perpendicular 4 CD, la BD==b;
serd (141) la hipotenusa CB=—=V ((CD)*+
(BD)’):\/(a%&-bQ —x. Si se hubiera da-
do x=V (a®*+b"+c2+d>+ &c: ); despues
de hallada la CB.—_\/(a‘+b’) , se levantard
en B la perpendicular BA—C, y serdi CA=
V (a*+b*+c?) : tirese despues la perpendi=
cular AO=d, y se tendra finalmente CO—=
(a?+b*-+c*+d* ). Quando hay algunos
cuadrados negativos , se busca uu cuadrado .
t* suma de los positivos ; y otro m? suma de
los negativos, y se reducird la espresion 2
(t*—m?*) , que se puede construii descri=
biendo sobre la linea ac—r (fig. 65) un semi-
cireulo , en el que se inscribira la linea ab=m;
pyes serd (203):bc = V/((ac)* — (ab)’)="
(t*—m?). A ¢stay @ la auterior construc=

‘cign pueden reducirse las espresiones x—

(ab+cd +mn+&c.) , x=V (ab -cd+mn—
&c.), haciendo antes ab—t?, cd—=r* ,mn=—
p? &e. :

: a 2d2 4 d2c?
2 Stien %= pasl-"r T — cdlsupones

323 ( bd + ac P

mos bd + ac—=m?, a’4+ ¢*=—t" ; nos resultara

g d2ta\’ dt
x=—V/ (b?—&- ); hagase despues p=—,

2 1
¥ quedard que construir \/(b’—r—n’). Viar —ex
\/(bd~e’)) se reduce, buscando =V (bd —
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44 : 2
a\/([: Lyt c)

e?), g'(\/(aa_ct): y ﬁltimamente‘,——v?di;) -

bac)(d—+e s ;
g—\ﬁ—'z)ﬁ——), se construye buscando una

d+e : ,
media proporcional # entre b+cy d-+e, ydes-
pues una quarta d+e, a y . :

239 . Scad— ot (a2 el Yalor
sacado de la equacion general incompleta de
2.° grado x?—ax——==b? ; y pues que abraza

| va E I 2

las dos “formulas x———=1s=——V (1a245b%),

—=——I5—v/(Za*-b?), tomemos para cons-
truir la 17 ac—1Za (fig.69), v ab perpen-
dicular & ac igual @ b, describase con ac un
circulo, y tirando bt ; tendremos bt=—tc——
ch—la—+=V(Za*—b?) 'y br—be —(r—==
I0+V. (£a® + b*); luego—=—bt yibr seran los
quatro valores de la 1% espresion.

325 Para la construccionr de la 2% x=ck=

Ia—V/(Za* - b®); sobre ac=%a (fig.65) tra-

cese el semicirculo abhc, é inscribiendo en ¢l
ab—Db, tirese bc que se alargard hasta que
¢, cp sean iguales 4 ac, y serdn ==bn,—=bp
los quatro valores que se buscan: pues bn—
en~be=Ea—V (fa?—=b%) -y bp:cp+cb:
za—— \/(—,}a" —b?). } '

326 Esto supuesto, para la solucion de
los problemas geométricos , ademas delo que
dejamos dicho en la de los algébricos (227 y
sig.t. ), se supone encontrado lo que se va 4

A 1A GEOMETR{A. S8R Ly
Buscar; valiendose para formar la equacion
que determine su valor, dé la posicion y re-
laciones de las lineas que se den. Pero quan=
do las condiciones del problema no suminis=~
tran todas las lineas necesarias para resolver
le; es preciso buscarlas , alargando las dadas
hasta que encuentren otras, tirando parale~
las, ‘perpendiculares, tangentes, formando
tridngulos rectdngulos 6 semejantes, y valien—
dose despues de las propiedades que de es=
tas lineas y figuras dejamos demostradas en
la geometria elemental : en especial la de
los tridngulos rectingulos y semejantes. Y
Supuesto que para €sto 1o sé pueden dar re~
glas generales , es preciso esperar los progre-
sos yel acierto en esta materia del talento y
del egercicio reflexionado que cada uno haga
sobre ella. Al misnio tiempo que resolvamos
algunos problemas, haremos las tinicas ad—
vertencias que puedern guiarnos en tanta obs-
euridad ¢ incertidumbre.

327 Prob. 1.° Dados dos puntos A , C,
(fg. 139) trazar an circulo que pase por
ellos , y toque ademas la recta BE. Supongase
encontrado el tercer punto T por donde ha
de pasar el circulo, tirese por A'y Cla AR
alargada hasta que corte & BE; y tendremos
que averiguar el valor de ET. Dividase AC
por medio en R,y llamando ER , 2 AR=
RC,b; y BT, x; serd CE=—=a—b 5§ porlo

Tomo II. K !
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demostrado (144) (BT)2=—AExEC ;- 0 - x*=—=
a*—b?, y x=V (a®—Db?)=ET : espresiom
que se puede construir describiendo sobre

ER=—a el semicirculo RHE , ¢é inscribiendo.

en ¢l la RH —=RC—b: pues serdi EH—=ET
=—x—V (4> —b?) en el triangulo rectangu-

lo RHE (203)

328 2. Dividir la linea dada AB (fig.

. 140) en media y estrema razon en 1, 6 de
modo que sea AB:AD::AD:DB. Sea AB—uq,

AD=———=»; serd BD=—4B —AD=q-xy da "

propoicion AB: AD::AD: DB se mudara en
esta aixix:a—x 5 donde (174 t.L)x*==4*- ax,
y (249 t.L) x=—=-ZIa+V(a’-+1a*). St se le-
vanta en B la perpendicular BC=1a, y se
tira la AC; valdra V/(a%+ a%) 6 V54 + cor-

T

tese de AC, CE=BC=Ia,y sera AE—

AD—AC— CE=V24a?— 14. El otro valor
- 2a~'V 3a® se construye tomandod [la par-
te opuesta AH—AC—+CB=la+V 242, y
la AH serd tanbien media proporcional en-
tre HB y AB. ‘

329 2.9 Dado el radio de un circulo, en-

contrar el lado del tridngulo equildtero , el
del decdgono y pentdgono regular. 1.0 Sea el
radio AC—a (fig.141), x cl lado AT del
triangulo; serd el arco ABT de 120°, AB
de 60°, y el tridngulo ABC isosceles : luego
(82) CP==%a, y en el tridngulo rectan-

gulo. APC serd (AP)’= (AC)*— (CP)?,
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bix*—a’—32a%, x— ga7—g7 y x—
V(44* — a*). Formese pues, sobre el didme-
tro MN un tridngulo equilitero MRN, vy
la perpendicular RC.serd en el triangulo rec-
tangulo MRC , V(4aa—aa): X, por ser
MC=—a y MR—MN —24.

330 2.0 Suponiendo (fig.142) AD—»

el lado del decdgono, serd su arco medida del
3z

dngulo ACD, % de la circunferencia 6 de’

36° , CDA—CAD de 72° (86 y 87), y
EDC de 108° (84). Hagase BD=—DC,
y serd DBC—DCB—36°, y ACB=—73°
luego los’ tridngulos ABC, ADC seran se~
mejantes , y se tendra AB ;4C::AC:AD, 6
a+xtaiaix: serd pues, x?——agx—a? , ¥ e
— $a==V 2a°=—AD: espresion que encontra-
mos (328) ser el segmento mayor de una li—
nea AC—a dividida en media y estrema
razonm.

331 3.0 Para encontrar el l[ado SD—z
del pentigono regular, dado el del decagono
AD=—b vy el radio AC—a ; tenemos DL—

iz (82) , LC:‘\/(a"‘——} ?) en el fridngu—

lo rectangulo DLC, y AL—AC—LC=4-—

(a*—3%z*). Del tridngulo rectangulo ADL
se saca (AD)>—(AL)?*+(DL)2, ¢ ponien—
do sus valores , b? —a’— 204V (a®-1z?)
+a?—22°+12% esto es, 20V (42—iz%)=—
2a?-b*. Cuadrense ambos miembros, reduz-
case y partase por a?, yresultard z*=4b%—~

K2
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Y pue:, que b= \/5 £ty (aa0)5 i en

lugaL de b y b* ponemos sus valores a2 —

20 2, ""a“ 3a"‘\/--a ; tendremos reiuuen—-
do, “: 2450 — aVia® , 0 z2*=a*+b",po-
niendo b? en lugar de 8 2a*—avEa®. Tomese
aliora CT—=10, y tirando RT, serd en el
trmngulo rectingulo RTC, RT—=V (a* ——

b)—=z.

332 4.0 Dada la HD ( fig. 143 ) y los
aﬁgulos H, D que con ellaforman HC, DC;
averiguar el valor de la altura CP 4 que es-
tas lineas se encuentran. Llamemos m la tan:
gente del angulo D conecido , n la del dngu
loH, rel r.i;ho HD, a;yla CP, v tendre=
mos en_ el tudngulo xectdngulo CDP (281)
DP 4 PC, como el radio 4 la tangente del an-~
gulo D; 6 DP:yzrim; HP:y:ring luego DP =
A HP—”” y DP+HP=HD=—3s="12;
m m n

amn

de consiguiente , y=— e Si llamamos p;

q las cotangertes de diclios dngulos D H ¥

et lugar dé sus t'mgentes m, 0 ponemOs sus
re

equivalentes (268)—-,—; en la espresiont

ar

hallada; quedara reducida 4 y=—-— ;mu=

cho mas sencilld que la primera: pxra que s¢
vea quede la eleccion de las lineas conocidas
pende que ®l resultado sea 6 no sencillo..
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333 5.9 Dados los tres lados 'AC— 1,
BC=—c¢, AB=b de un triangulo ABC(fig.119
120), hallar la perpendicular AD y los
dos segmentos BD, DT que forma sobre BC.
Suponiendg ADz==z 'y BC=x, serd BD —
BC—DC—c—xenlafig.)T119 yenla 120
BD—=DC-—BC=x —¢; ¥ siendo (DC)? —+—
(AD?*)—= \A(,) y (BD)*+ (AD)2— (AB)*;
tendremos x*-+z%==n?, c*—20% + x*+z2=h’;

restando  esta equamon de la ‘1.2 quedara

5 a2-h2 Len .a2-h2 .
2CX-¢c*=a?—Db?, Y X +e

X 2 dpaial 2o

%—: <M—)—(i_-b—-—> #=DC:quee¢ esla mi-
(4 7 2

tad de una quarta proporcional 4 ¢ , a~——b y

a —b , sumada con %¢: tutenguada DCise

conocerd facilmente 4D 6 z.

334  Dela equacion 20%—ci==ar—b* &
e(ax=c)= (a+b) (a~b), sesaca c:a——b::a b
2x-c 6 BC:AC—+=AB::AC - AB: AD==BD,
proporcion demostrada (2 83). A simismo, si en
laequacion z?——x2=qa?, z%=a2?— x>=(a+x)X
a—bb + e

ol

;

(a—x) > Ponemos por x su valor=Z

ag- bb+cc </
(333); tendremos zz—=|a+ Erpr )Xl 4t

bb + ga-cc _(2ac 4 pa 4 cc-hb >.< 20¢ + gé-é‘c 4 bb
00 CaEeac 2 )
_:__< (a+ ¢+ b)la + c-B) )X(b % c_,;:)‘.(‘l"v + rz})
= i :
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luego 4cczz=((a+c+b)(azc—b)) ((b-+c-a)
(b-c——0a));,0 4022°=(a——c~—+—b)(a-+b- c-2b)
(a—tb~—c-24)(a+b+c-2c) y llamanao as

lasuma de los tres lados a——b——c, qecz i

25 (25—2b) (25~2a) (25 —2¢) = 165 (s— a)
(s—b) s—c), donde partiendo por 16, re—
: iyciendo y sacando la raiz , resulta £(cz)=—
[ (s(s—a)(s—b)(s<c): .y como %(cz) =
& BCxAD, es la superficie del tridngulo
ABC(182), se encontrard esta quando se co-
nocen sus lados , restando sucesivamente cada,
lado de su semisuma , multiplicando las restas
entre st y por la semisuma, y sacando des—
pues la raiz cuadrada del producto. Vease
pues, qudntas cosas puede contener una equa-
cion ademas de la que se busca, '
335 02 Desdeun punto B (fig. 144) cuya
situacion. es - conocido respecto; del angulo FCO,
zirar -una. recta que corte en €l un tridngulo
LCHD de yna superficie iguak-d la de un cua-
dradado. conocido mm. Tirese como quiera la
BHD, despues las HT y BX perpendiculares
4 OC, y BM paralela 4 FC: y tendremos en
los tridngulos semtejantes MDB,CDH,BDX,
HDT; MD:CD:: BD:HD, BD:HD:; BX:HT;
~luego MD:CD:BX:HT, 6 llamando MC,a;
BX,b;CD, x; q»kx:x::b:HT:—.bx 5y pues’

atx
que 2CDXHT es (182) la superficie del
tridngulo HCD , que ha de ser igual a mm;

A LA GEOMETRIA. I5E
x bx e e
' —X— ———1113. O — min,
se tendra X i
mm 'mA. L 2w mm
SV SR
onde x=—= —— == ot )__ _
d o bb b b

b
336  Para construir esta espresion, se le~
vantard en qualquier punto D de una linea
indefinida AX ( fig. 145 ) la perpendicular
DT==b, sobre AD y DT se tomaran, DC,
‘DN iguales cada una 4 m, y habiendo tira-
do TN,y por C'la CH paralela 4 TN;

serd DH:le'
DIN, DCH, donde TD:CD: DN:DH, 6

mim mm
Vil 2
b

en los tridngulos semejantes

b:m::m: DH_‘;K;—; luego Se'r‘é x;:DH,:*:
V(DH——24)xDH.

Tomese despues , BD=24, tracese sobre
HB un semicirculo que encuentre en Pla
DT, y serd la cuerda PH—= (DII—‘*~2f1)
DH(138) : pasese esta 4 HO y HA, y seran
los dos valores de x AD—= DH-—+— HA=
DH—+V (DH——24)DH, y DO—=HO—
DH=V (DH——2a) DH —DH. Si se pasa
el primer valor AD desde Cd D (fig.144) ¥
se'tira la BHD , setd el triangulo CDH el
. pue se pide. Bl 2.0 valor DO, que s¢ ha de
tomar en sentido negativo para que sea DH

—~\/(DH—*—-2a) DH ,sepasa deC d dy
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con el triangulo Chd se resuelve el problema
respecto del dngulo ACd igual y opuesto’ 4
¥CD, como se puede ver comparando los
triangulos MBd , ¢hC; BdX , thd. ‘
En el caso que el punto B se hubiese da-
do por bajo de la CD y en el mismo angulo,
MCH (fig. 146); la posicion de las BX,BM
~ contraria 4 la que tenian en el caso anterior,

hace negativas las a, b, y produce el valor

mm mm mn
x:-—--————"*:...V — 2a )X ———:que
b 3 ’ que

siendo, el mismo que ¢l anterior aunque con
81gnos contrarios, se construye del mismo
modo que ¢€l. 2

En la fig.147 en que el punto B por bajo,

de 12.CD coge la BX 0 b en situacion opues—.

ta al primer caso , el —p reduce la espre~

A ’ mmn mm y
slon a esta x——— ———L’“\/ D L
3 ¢ b j b 52

2 s R i “mm
que siendo imagindria quando—b—- es menor

que 24, muestra que entonces es imposible
el problema: quando 2a se supone menor

nrn .
que 5o resultan negativos ambos valores

¥ pertenecen al dngulo MC# igual y opues-
to a FCO dado, respecto del qual serd im—
posible el problema, Con efecto, si despues
de haber hallado como digimos (336) DH=

1

“‘-’5“@5-148); se toma HB=24, y al semi-

'pos contrarios , es'decir , ‘llevados de C 4
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eirculo trazado sobre ella se tira 12 fangente

DP que serd (I;H) \/DHyDB:\/(f_ZI_za)

mm Y s '’
— X se lleva esta de D 4 A y 4 O; serin

AH—=DH-AD— m;” -V (j;z—; a)_ ;7;11 ) ¥

HO =HD—~DO="" +v( . -za)

miT 3 5 .
L los valores de x, que tomados con sig—

z

Dy d (fig-147) y tirando las HBD, hBd,
cortaran los tridngulos HDC , #4aC pedi-
dos. : #
Dado el punto B dentro del dngulo HCD
(fig:149),1a CM 6 a4 que entonces resulta
negativa, reduce los valores 4 la espresion
A ...yz)xz”ila misfma que
b ‘ b b
la anterior sinoes en los signos: y asi construi~
da como ella, se llevarin AH, HO valores de
—x, a Dyd a la derecha de C, y daran los
dos triangulos HCD; ACd que ‘desatan. la
_cuestion. La hemos tratado en toda su esten=
sion para que se acostumbren los principian-
tes 4 sacar de una equaeion los diferentes ca~
s0s que puede encerrar. i :
337 FPor este problema podremos facil-
mente 19 dividir' un trigngulo AHQ ( fig.

K—
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143) desde un punto B dado dentro 6 fuem
de ¢l 5 en dos partes qtie tengan entre 51 una
razon qualqmera a:b. Pues si se hace a—b a

a, como la superficie conocida del tridngulo

AHQ al 4.0 término ; sera este la superﬁcre
que debe tener el txungu!o HCD que se pi-
de : con que si buscando un cuadrado mm
igual & esta superficie ; tiramos desde el Plitis
to B una recta, que corte en el dngulo AHQ
una superficie igual 4 mm (335), se habm re~
suelto el problema.

338 292 Dividir desde un punto dado K
(fig. 150) ‘qualquier figura rectilinea ABCDE
en dos purtes ARLB,REDCL que tengan en-
tre st una razon dada. Conocida la ABCDE
con todes sus dngulos y lados , averiguarémos
la_superficie del 4ngulo AFB, cuyo lado
AB , yingulos BAF, ARF , sup‘ementos de
EAB , ALC, son conocxdos y siendo facil
averiguar como, en el problema anterior, la
superficie ARLB ; porcion determinada de
toda la figura ; se reducird el problema 4 ti-
rar desde el punto K una recta KRL que cor-

te en el dngulo ERCuyn triangulo de una su-
perficie conocida. Lo que tambien podri ser-

virnos para dividir una figuraen qualesquiera
partes.

3307 79 En una esfera AHBD (fig. 151)
formada - por el semicivculo ABD al rededor
del diameiro AB , se pregunta en qué punto
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serd la solidez del segmento esférico DAHED
zgual ¢ la del cono DCH . Sea AC=a, AE=x,
serd CE=a / x : y suponiendo r:c la razon
del radio 4 la circunferencia, sera la del cir—
culo maximo ADBHA el 4.0 término de la

v ac .
proporcion rici:a: — la superficie del cas-
3 - v 1/-‘ T

co exférico DAH (224) —?—x %, y la solidez

3 ac
del sector esférico DCHA (242)—;~X,¥X§G.=
2% La del cono DCH es el producto de
3?
su base cuyo rayo es ED, multiplicada por
el tercio de la altura EC (239):y como
en’ el trldﬂg‘llo rectdngulo BDC s ED—
(DC)*~(EC)2), 6 (a?— a*+2ax=
)=V (2ax - x?); si se hacer i V(zax x )
cV(2ax ~x?)
1:'.
cunferencia del circulo base del cono: Psu su=
superficie (185) el producto de esta circun~—
ferencia por £ ED, mitad de su radio ,)0,
c(2ax —x2
l\/(zax X’)x<_.__.__cv<uw % .)> _M< :

nn

=5 serd esta la espreslon de lacir-

yla solldez del cono el producto de esta ba-

se por I EC, tercio de la altura , esto es,
c(20x-x 2) a-x

—

2ar 3
Si esta ,quc en el caso preaentc debe.
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ser la mitad de la del settor DCHA,se mul-
tiplica por 2, quedara igual 4 la de dicho

20(20x-%
sector: de suerte que tendremios——— —_.2 x
27
a-x wrex s
—_— » que se reduce 4 x2— 3=

~—a?, donde X:%at\/%a“:‘?ai\/(%a’«

a® ) : espresion que se construye tomando
AR==3a, trazando sobre ella el semicirculp,
¢ inscribiendo en él la AT—y . pues sien—
do la TR en el tridngulo rectangulo ATR,
V(AR ~ATH=V @s'~a%); si e 1o
ma RE-=—TR. " seti AL —/AR — ERiE
=3u- V(0% -a?)=—x.

340 El otro valor Jg:;zz—+—\/§a= que
por ser mayor que el didmetro 24, no puede
pertenecer 4 la cuestion, resuelve esta otra;
dada la AQ dividida en tres partes iguales
en B-y Gy encontrar en la misma direccion un
punta E, tal que AC sea media proporcion,dl
entre las distancias de E 4 los estremos A

Q : pues suponiendo AC,a; AE, x; seten-

dra x:a:a:3a-x ; 30%—x%=q?  y X=—3a—

2a%: y supuesta la comstruccion anterior,
se pasard TR 4 Ey B/ | puntes que satisfardn
Ia pregunta.  Estos problemas cuya equacion
incluye la solucion de cuestiones distintas, se
llaman concretos 3y abstractos aquellos que tie-
gen taptas soluciones como valores la incog-
nita.
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341 Concluyamos esta materia previe
niendo 4 los que se egerciten en ella, que no
esperen acertar desde luego con el camino
mas corto de resolver y construir un proble-
ma. Entre los diferentes datos deque se pue-
dé echar mano para este efecto, los hay que
conducen 4 equaciories mas 6 nienos compli-
cadas , de inferior 6 de superior grado: y por
eso se deben tentar otros medios siempre que
el escogido aparezea embarazoso: en la inte-
ligencia de que la mayor paite de las espe=
ditas y elegantes construcciones y soluciones
que leemos en las obras de los mayores geo—
mietras ; no se han conseguido dntes de haber
probado otfas mas complicadas 'y trabajosas;
y de consiguiente que ademas de ralento , se
necesita haber adquirido con el egercicio cier=
to tino, para créerse adelantade en esta mate-=
fa tad util conto dificit y delicada: especial=
mente quando se trata de constrdir equacio=
ties de grados superiores.

Consiruccion de las equationes indeterminadas
dé 1.0y 2.9 grado ¢ d¢ los Lugares
Feomeétricos:

342  Todos los puntos de unalinca quals
quiera que ne $e haya tirado casudaimente,
han de estar situados segun cierta ley 6 pro-
pledad particular que caracterize la linea Sy
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que reducida 4 equacion,espresara su natura-
leza. Para encontrar esta equacion por la que
se puedan despues determinar todos los pun-
tos de la linéa’; basta referir qualquiera de
ellos a dos rectas fijas colocadas en el mismo
plano queella , y examinar despues la razon
que tienen entre si las distancias dela linea &
las otras dos. :
343 Para detetminar por egemplo, la
situacion de los puntos de la linea HR ( fig.
152) ; tomaré dos rectas EL , BD que for-
men un angulo qualquiera FCL , y tirando
desde uno de sus puntos M la MP paralela a
BD; espresardn las MP , CP las distancias
de HR 2 BD y EL : como tambien las IS,

CS ; mq, Cq &c. espresardn las de los puntos -

H, m. Losaos puntd3s A y Fen que BD y
EL cortan la HR , determinan esta linea s y
lo mismo las CA y CF , en cuya razon de-
beran estar todas las demas distancias CP,
PM; CE , EH ; Cq, gm &c. 4 causa dela
seinejanza de los triangulos CAF , AMP,
Agm &c.

344 Pero dntes de pasar adelante se ha
de advertir que las partes CA, CP, Cq se
llaman abscisas ,y BEL ege de las abscisas ; las
PM , qm, EH ordenadas 6 aplicadas, yla BD
ege de las ordenadas , cada abscisa con su or-
denada coordenadas. Unas y otras son negati—
vas quando caen a la izquierda de BD, si
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suponemos positivas las de la derecha, y al
contrario. Todalinea como las abscisasy or=
denadas , que varia de tamafo en cada dife~
rente punto ; se lama variable ; y constante
la que tiene valorfijo como las CA , CF, el
radio deun circulo &ec. En lo sucesivo repre~
sentarémos las ordenadas con las letras y , u,
y las abscisas con«;z. :

345  Esto supuesto , para determinar |
situacion_de los puntos de la HR ; colocando
el principio 4 origen de las abscisds‘en A , y
haciendo CA—4, CF=b, AP=—=x, PM=y;
tendrémos en los tridngulos semejantes CAF,
}J}PM 5 CA:CF:AP:PM 6 a:bux:y; PM=
-, que nos dard el punto M luego que se
conozca CP 6 x: lo mismo se hubiera saca-
do de los tridngulos Agm , AHS para deter-
minar las mq , HS.

Pudieramos haber puesto el origen de
las abscisas en qualquier otro punto C: en
este vcaso=CP=x AP —n_ 7 y la propor=
cion CA:CF: AP:PM se muda en a:b:x— a:
BNy bl“ ”b. En el punto m se tiene
Cp=x,Ap=CA —Cp=a-x; y enlos trin-
gulos semejantes Apm’y ACF , es AC:.CF:;

ah-bx 5
==+ JUespresion

Ap:pm , 6 a:bia—xiy=

n
idéntica con la anterior » sino es-en los sig—

Los; por ser megativa la  pm/ que cae bajo

»
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d¢ 1a EL: luego dicha equacion serd la pros
pia de la linea HR , pues que representa to=
dos sus puntos;

346 En el punto en que comienzan las
abscisas , es decir en su origen, es x=—0, 6 no
hay abscisa: como tambien y=—o0 en el punto
A en que no hay ordenada, por pasar por él
Ia HR. Luego si suponiendo y=—0 en una
equacion , resultase x=—=0 6 al contrario ; pa-
sara la linea 4 que pertenece ; por él origen:
pero si suponiendo x=—o resultase algun va-
lor de y , determinari este enel ege de las or-
denadas el punto por donde pasa la linea : y
si haciendo y—o tuviese x algun valor , se
conocera por €l el punto en que lalinea corta
el ege de las abscisas. Enla équaciony:fg »

a
resulta y=0, ¥==o en la suposicion de ser

cero qualquiera de ellos: prueba de que HR
bx-ab

—

pasa por el origen A : pero si en y=
3 a
se hace y=o; se téndrd x—a—CA | 4 cuya‘
distancia del origen C, pasa HR ; y hacien=
do x—=d, resutta y=-b—CF, distancia %
que pasa de C la HR.
347 Las equaciones de esta formia y—

cx §
—5— *p pertenecen 4 lineas rectas que se lla<

man de 1.r grado por resolver con su inter~
seccion los problemas de 1.v grado : lineas de

w
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29 grado.6 curvas de 12 son el circulo y las
secciones iconicas ', Para_fbola , Blipse ¢é Hiper—
bola cuyas equaciones soii de 22 grado ,y re-
suelven los problemas de este généro , por
medio de una recta que corte qualquiera de
dichas curvas.. Las equaciones de 3.0 4.9 y
demas grados  altos resuelven  problemas
supeiiores por medio de curvas de orden su-
verior al 2.9 : de las que se llaman algébricas
0 geométricas aquellas cuyas abscisas y orde—
nadas son lineas cuyo valor -puede sacarse
geometricamente , y trascendentes 0. migcdni
cas aquellas cuyas abscisasy ordenadas sonai=
cos de circulo, logaritmos, senos, tangentes
&e. Las que en su descripcion gnardan ciet-
ta ley, se llaman. lugares geométricos , por
quanto todos sus. pufitos suministran-solu—
ciones a los problemas geométricos indeter~
minados. La semiperiféria del circulo por
egemplo, es el lugar geométrico de los vérti-

" ees de todos los tridngulos rectangulos que

pueden . tener su, diametro por  hipotenusa
(69). Nosotros Hos tenemos que ceflir- en esta
vasta € intrincada materia 4 lo dicho,sobre
las equaciones indeterminadas de 1.r grado,
y enquanto 4 las de.29 3?2 &ec. tratarémos
analiticamente de las ‘principales propigdades
del circulo , de las /tres secciones conicas , ;y
de algunas curvas particulares.

348 - Supongames pues, que todos los

Torne 1I. L :
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puntos '(/ie la circunferencia AMNBam. ( fig.
153) s¢ refieran 4 las dos lineas DR ege de
las ordenadas ; y AD ege de las abscisas sy

que poniendo su origen en A, setrate de es-
presar en una equacion la relacton de las co=

ordenadas AP, PM ; Aps pN &ec.tomando
de A4 Blas abscisas positivas de A @ E las ne-
gativas, de A & D las ordenadas positivas ; y
de A 4 R las negativas. Hagamos PM=y; el
radio AC=—a, AP=x; sera PB=AB-AP—
20—ty pues que dejamios demostrado(136)

de qualquier punto M del circulo que AP:.

PM::PM:PB; ' tendremos poniendo sus valo=
res,xiyiyiaa —x', ;y de consiguiente y*=2ax —
X2, 0 y:__\/ (2ax—x*); equacion quese
busca; y ‘que manifiesta que a cada abscisa
AP—x corresponden dos valores de 3, PM
y Pm i de suerte que la curva tendra dos ra=
mos AMNB, AmnB.""
249 Si dadala equacion se nos pidiese
‘describit por ella el circulo ; supondriamos
desde luego x—o, y por el resultado y=0 co-
‘noceremos que la circunferércia pasa’ pot el
origen’ A rhaciendo despues y=o, resulta x*=
24X 0 X*— 20axX==0, ‘equacion enla que:x==0,
‘x==24=—AB; y que da los puntos 4y B por
doude pasa la curva. Para deterniinar los de-
"mas , sé daratidiferentes valores 4 x, y de cada
uno resultardn dos de'y, uno positivo y otro

negativo. Sifuese por egemplo, AP=x=—=2 en
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la suposicion de valer a,53 y===V 16— 4
determinaria la fongitud de PM yPm , y de
consiguiente los puntos M, m de la circunfe—
rencia, que no puede pasar de B ; pues si se
supone X mayor que 26, saldra la cantidad
20%—x*—= (24 — %)X negativa , y la y ima—
gindria o imposible (155 7. L)

350  Las principales propiedades del cir~
culo se sacan ficilmente de su equacion y?=
2a%—x*. Comencemos por los tridngulos
rectangulos MPC , AQC : en el primero se
tiene (MC)*=— (MP)?~—~—(CP)? ¢ (CM)>—
2ax - x*+a2—2ax+ x°, poniendo por (MP)?,
2ax—x% y por (CP)*, (a—x)? : reduzcase,

"y se tendrd CM= a, 0 que todos los radios

son iguales. En el otro tridngulo AQC , don-
de (AQ)?= (QC)2+(AC)*=y>——x?, se tiene
poniendo 2ax—x* en lugar de y? ; (AQ)*=
2ax : luego x:AQ::AQ:24, propiedad demos—
trada (138).

351 Cada una de las cuerdas ZB , QB
valeV/2a%en los triangulos rectingulos QCB,
ZCB: de consiguiente 12 (QB)?~—~—(ZB)*=—=
40°=—=(QZ)* : es decir ; que serd recto el dn-
gulo QBZ (69). 2° En el quadrilitero
AQBZ el producto de las dos diagonales
QZxAB=g4a® , es igual 4 AQ<BZ——-AZx
BQ=4a. L

353 Siel origen de las abcisas se hubie-
ra colocado en el centro C, haciendo CP, x;

L2
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se hubiera tacado del triéngulo rcct;ir}gum
CPM, (PM)“-(CM)’—(YC) 0y’=a?— x2;
otra equdcion al circulo’ que incluye la pro—
porcion a—x:y::y:a——x,6 AP:PM::PM:PB
~de donde se saco la primera (348).

353 « Tamblen pudiera haberse puesto el
origen de las (leClsda en qualquier otro pun=
to T : en cuyo caso tirados los eges TX de
las abscisas'y GS de las ordenadas , bajadas
perpendicalarmente desde el centro 4 una y
otra las CE—z¢, y CK=5; seran MU=GT =y,
y MG =UT=—xlas coordenadas de un puato
qualquiera M de la circunferencia; las coor=
denadas del punto N son NO=YT-=x, y
NY=TO —y &c. La equacion que represen=
te la relacion ‘de estas lineas , se saca facil<
mente del tfiangulo rectdngulo MPC , don=
de (CM)2>—(PM)*——(PC)2 5 pues siendo
TV'C-:;,MP_MU+UP~_y +b, yPC=EC~
CPz=t—x ; setiene a’=y?~2by+b? -+ c?—
208+%x% 5 y e consiguiente y=—=-b==V (a? -
x’--‘i—zcxﬂ ¢?) " nueva “equacion al circulo
del mismo grado que las anteriores. -

354 Hayase de construir por altimo la
curva cuya equacion es y*==x>—a® : supo-
niendo y=—o, resulta x=—="==a:de consiguien=
te, tomando eir el punto A de una recta inde-
terminada BD (fig. 154) el principio de las
abscisas, y las partes AS, As iguales d a; de-
berd pasar la curva por S, 5. La equacion y==
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Y (,;a_n’*’ =V ((x~—a) (w~a)) m’lmﬁes—

ta que tomanda las abscisas positivas hicia D,
corresponden @ cada. AP—=x , dos valores
iguales PM , Pm , uno positivo y otro nega-
tivo ; es decir , que la curva tendrd dos ra-
mos SM , Sm iguales ¢ infinitos. Otros dos
iguales y opuestos a los primeros se sacan de
la equacion y=— == (—x+a) (-x -a\) que
resulta de tomar. las abscisas hacia B & nega-
tivamente: pero €N uno y en otro caso ha de

$8T X Mayor que 4 para que el radical no sea

imagindrip , ¢ imposible su valor ; pues que

entre S y § no hay curva,

De las  Secciones Cnicas » Pardbola , Elipse

¢ Hzperbola.‘

355 Siuna recta indeterminada Ag (ﬁg
155) fija en el punto G, recorre las dos cir—
cunferencias  Dm Am/ RNQn ; habrsd for-

-mado dos superﬁcnes cbnicas opucstas AGD,

GRQ , que pueden ser menores O mayores
indefinidamente : 'y de cuyas: diferentes sec—
ciones por un plano resultan las que se lla—

“man secciones: conicas. La seccion de un pla-

no que por el punto G cortase pmpend:cuhn—
mente qualquiera de dichos conos , serfa un

-trmngulo GDA : serd un . circulo EMEM/,

siempre que ¢l piano corte el cono GDA pa-
ralelamente a la base , 0 formando el misinia
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dngulo con los lados GD, GA. Si el plano,
Pasa por Bb (fig. 156) cortando los lados GA,
: GR con diferentes dngulos ; resulta una sec-
cion BMmb , que se llama Elipse. SeréL u‘n‘a
Parabola BMmm/ (fig. 157) quando el plano
secante es paralelo 4 uno de los lados GC del
- cono:y ultimamente , si dejando de ser pa—i
rale}lo, cortase uno y otrocono (fig. 155); tra—
zard las curvas BMmm’ , 6Nz que se llama‘n1
Hipérbolas. e TR
356  En la pardbola Bmm’ (fig. 157) en
la q_Ele_Ia Bp se llama ege , el punto B vértice.
y origen de las abscisas, las PM, pm, ordena-
das, ylas BP, Bp abscisas 5 los cuadrados de
las ordenadas estan en la misma raz‘*m‘zv qile-
SUS a_.bscim; > 0 (PM)?: (pm)?::BP: Ep. Por—
que si corta al cono el plano circular FME
paralelamente 4 la base , y 4 estos dos piano§
paralelgs los corta el tridngular GDCV; serdn
paralelas las comunes secciones F\EiDC’(179),.
¥ por lomismo serdn tambjen pa_ra_lelas las
MP, mp secciones comunes de dichos p.lanos'
pa,ra[lelos » cortados por BMm/ : luego siendo,
por la naturaleza del circulo (136) (MP dhe
EPxPE | (771p)°::.DPxCp:D;Xi?E§ ; )por:

ser PE=—Cp (98 ); tendremos (MPHz: .

( mp.)’::;I,*‘P’APE:DPXPE:_:FP:DP:_ y pues que
gggp{;ll’)Bp en }os tridngulos semejantes

SPE , BpD ; serd finalmente , (MP)2:(mp)2::
- BR:Bp. ; R i
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357 ~En la elipse (fig. 156) supuesto que
los planos AGR, BMb cortan los paralelos
EMF, CmD; se tiene en los tridngulos seme-
jantes VPF, BpD ; BEP.; bCp BP: B PF:
pD 5 bP:bp:EP:Cp : luego sera’ multiplican—
dg estas proporciones , BPxbP:Bbxbp:: PEXEP
pDxCp : y pues que en los circulos EMF,
CmD , (PM)?2—PFxEP. , (pm)?==DpxCp;
se tendra BPXbP:Bpxbp;;(PM)’:;(Pm)'-"g_; es
decir , los cuadrados de las ordenadas PM,
puy , son en la elipse como el producto de las

- partes BP, bP ; Bp , bp que cortan en el ege

Bb, que lamaremos abscisas.

358 Lo mismo se saca en la - hipérbola
(fig. 155.) delos tridngulos BEP , BDp;
bPF , bpA, donde BP:BPIZEP:DP , DP:bp::
PE:pA : y de consiguiente, BPxbP:Bpxbp::
EPxPE:DpxpA 5, ¢ BPxbP;Bpxbp::(PM)?:
(pm)? , poniendo por EPxPF,DpxpA sus -
iguales (BM)?., (pm)? : solo hay la diferen—
cia de que en la hipérbola las abscisas. BP,
bP; Bp, bp se toman para cada ordenada
de distinto lado que en la elipse. '

Para que cotazcamos: mejor las utilisimas
-propiedades de estas tres curvas de que se
hace un uso continug y general en todos las
ramos de fisica y matematicas , hablaremosy
de cada una en particular ; considgrandolas
descritas en un plano. :

|
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Pardbola.

359 Es la paribola una curva ‘cuyos,
puntos M, Ny n, m (figir58) distan todos
igualmente de una linea fija BD que se llama
directriz, y de un punto F que se llama fo-

cus, distante siempre del vértice S de la quar—

ta parte de una linea p conocida con el nom-
bre ‘de pardmetro : de manera que si. en el

punto O deé una escuadra OG 8,y ten qual-

quier otro B se fijan los estremos de un “hilo

OMFE igual en longitud 2 0G, y se ‘mueve

la escuadra hacia E llevando tirante el hilo,

con un lapiz M ; la linea MNS que describa
¢l lapiz , 'y la otra mitad Snim que trace del
mismo modo del otro lado de la EH, sers
una pardbola : pues en qualquiera de sus pun-
tos M se verifica que siendo OG—OMF 5 et
MF-—=MG, quitando MO comun : y por lo
arsmotSFa=SP—Lp. gt Fo
360  La recta MF tirada desde qualquier.
punto. M de la pardbola al focus, se llama ra-
dio- vector ; y si se tira: desde M la ordenada
MPz=y, siendo SP=x scr4 siempre MF=—
MG :EPV::PS"*F—SE:X*I——%;'). Luego si ha-
biendo escogido en/la linea SH que haya de
serege de la patibolay el punto S para vér—
tice, y tomado SF==SE=1) para sefialar el
locus 5 si despues de haber tirado perpendi-

CONICAS. 169
culares indefinidas 4 todos los puntos P -del
ege, se trazan desde B con el intervalo de
cada PE dos arcos 2 un lado vy otro de la SH;
se determinarin de cada vez dos puntos M, -
mde la curva, que se describird facilmente,
determinando ast los demas : pues ‘en tal caso
cada FM serd igual 4 la distancia EP 6 GM.
< ig6r Eniel triangulo rectingulo FMP,
en el que (PM)*— (FM)?— (FP)?, serd po~
niendo en lugar de PM;, FM, FP, sus valo-
VS Yo X43p, X—agpsiyy=XX 4 2px ¢ Tpp - xx
+IPXo-56pp , que se reduce & yy—px, ¢ y—
i\/px , equacion a la parabola: que compa=
rada con YT=pX de otra qualquier ordena—
da T, cuya abscisa sea X, da yy:I'l': px: pXi:
x:X , segun lo demostramos ya (356). s
362 Sihacemos en ella x=0 6 y=o, ve-
remos que pasa la curva por el origen S, sin
que se estienda mas alla; pues resulra ima-
gindria la y—==V —px, tomando 4 x negati-
va. Y como 4 cada x corresponden dos valo~
res iguales .de y, que crecen 4 proporcion
que es mayor x ; tendra la parabola dos ra-
mos iguales ¢ infinitos; cuyos puntos podran
determinarse dando 4 x diferentes valores, y
sacando en cada uno los que corresponden 4 y.
363 Deyy=px se saca x:y::y:p , esto es,
que cada ordenada es media proporcional en—
tre su. abscisa y el pardmetro, y este tercera
proporcional d qualquier abscisa y su ordenada:
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de suerte que la dobleordenada Nn (fig.158)
que pasa por el focus, es igual al parametro;
pues siendo la abscisa SF=—ZIp, sera (NF)?
| =)Y=pER=3pPs yNF:\/zi-PP:% p; luego Nn=p

Si4 una cuerda qualquiera SL (fig. 159) se

levanta la' perpendicular L, serd tambien
RQ el pardmetro de la pardbola : pues eu el

triangulo rectingulo SLQ,SR:RL::RL:RQ, :

0 x:y:y:RQ=p.
364 Rara tirar una tangente G unpunto M de

la parabola(fig. 158); tiradas las MG, MF y-

GF; la MT perpendicular 4 GF serd la tan-
gente ; pues de qualquier otro punto suyo Z
que no sea M, se probari que estd fuera de
la curva. Para esto tirense ZF-al focus, ZB
perpendicular 4 la directriz yZG; se vera
que siendo ZB menor que ZG (30) 6 que su
igual ZF , Z mno estd en la parabola (359, Si
a la tangente MT se levanta enel punto M
la perpendicular 0 normal MR/, la parte TP
de ege comprendida entre la tangente y la
ordenada MP , se llama subtangente , 'y la
[ PR comprendida entre la ordenada MP y la
normal , se llama subnormal.

365  Siendo iguales los dngulos GMT,
TMEF (82), yGCMT=ZMO; serqi ZMO=—
TME : ZMO se llama dngulo de la inciden—
cia, y TMF de la reflexion, Tambien por
razon de las paralelas GM , TF, y por ser
GC—=CF, serdn iguales y semejantes los
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triangulos: GCM, TCF (9o y 131): y de
consiguiente MG—=TF.—=FM, y eri el tridn-
gulo isosceles MFT la FC perpendicular 4
la tangente la dividir4 por medio.

300 = Puesque FM=FT=x+ ZP 5 serda TP=
TF+ FP==x-+ip+x—Ip—2x, 6 la subtan-
gente PI dupla de su abscisa SP; y de con-
siguiente s SP == ST Luego 19 el para-
lelogramo MXSP (fig.159) es igual al tri-
angulo MPTI que tiene doble altura que ¢l
(97)s:22 Para tirar una tangente al punto
M de la pardbola (fig.158) se bajard la per~
pendiculac MP, ¢ haciendo ST—-SP, se tira«
rd por T y M la TM.

367 3% Las perpendiculares FC bajadas
desde el focus d la tangente , son como las rai-
ces cuadradas de los radios wvectores : pues
dividiendo FC por medio la MF, lo mismo
ue la tangente SC, por ser TC:CM: TS:SP;
y TS=5P; coincidird la CS con FC en C: y
en el tridangulo rectingulo CTF, sera TF:
BG o BC RS e (G TFXFS=FMxi p :
en otro punto M’ se tendria tambien (FOg—
EM/xzp-+ luego (FC )?:(F€’ )?::FMixzp:
FM/xip, y FCEC: VEM:VEM,

368 49 En el tridngulo rectingulo RMT

: (PM)
setiene (136) PT:PM:PM:PR— -"—I—;T =

pz

aw P 5 es decir , que la subnormal es la
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. mitad del parametro. La normal MR =
V(MP)—~(PR)")=V (px + 5pp)=V MFxp
en el triangulo rectd ngulo MPR: y del TMP
tambien rectingulo,se saca la tangente TM=
V((PM)*(PT)%)=V (px-+4x%)=V 4 MFxx.
360 Quilquiera recta MO paralela) al
ege SH se llama didmeiro , cuyas ordenadas
son m/p’ paralelas 4 TM, tangente en el punto
M del didmetro: su pardmetro (q) es tambien
cuadruplo- de la distancia FM de ‘su véruice
al focus ; de manera que q=4MF=p+4x,y
de consiguiente tercera proporcional 4 I abs-
cisa y tangente que  corresponden al punto
M ; pues es + x : fang=— (px—t+=4x*)p—
4X=q , 0 = x:MT:q. \

370 Sea la abscisa My, # (fig. 159 )

y u la ordenada /u; tendrémos en los tridi-
gulos pn , MPT , MT:lp::MP:ln::TP:pn,

uxvpx
0 \/qxzu+\/qx::'\/px:ln: 79; —‘—v\/pxii

2UX ; :

2X:pnT— qu—- —Hax:y cq?lo‘Sp:Tp-’l_’S

=Mu —TS=z-%; serd Sp=Sp-+pn=—z—i—x—i—
2UX (RN

Wx—’Por la propie dad dela pardbola(361),

) uvVpx 4 :
7@")2;}”"8"6 (\/pm- *é; X :Pz—-i——z;;g—i—-

CONTCAS. av3
2XpH bR
‘/q:{ : y R0 E
duciendo resulta u?=qx , equacion a - la pa-
rabola respecto de sus didmetros , en todo
semejante 4 la del ege, y de la qug, 5& saca—
ré como en ella , que log cuadrados dg las or-
denadas _son como  las abscisas 5 que.d. cada
abscisa corresponden dos’ ordenaclas f,:)z;ggggiz,l&é‘s‘»
& i : S ;;“; feto
371 Si se pidiese trazar una parabola,
cuyas ordenadas formen un dngulo conocido
con uz didmetro dado MO (fig. 158) , cuyo
pardmetro se dé tambien ; se tirard por el
vértice M del didmetro la recta ZMT que
forme con ¢l un angulo OMZ igual al dado:
se hard despues el dngulo, TMF—ZMO , y
tomaddo MF= 1q ; se tendrs el focus F por

: en donde sacando el cuadrado y res

«donde se tirard la HT paralela a MO que

serd el ege : bajesele la perpendicular MP, y
dividiendo PT por medi6 , se tendra el vérti~
ce S con el que yel focus se trazard la para=
bola (360). S

372, Sise tiran (fig. 159 ) la orderada
mp infinitamente proxima 3 PM, y las MK, r¢
paralelas 2 TP; se tendrd cn los tridngulos
TMP, roM, TP:PM:uro=—=Pp:rM , ¢ poniens
do por TP su igual 25p, 6 2KM; 2 KM:P M
Pp: rM: y de consiguiente PMxPp==2KNix

M, 6 el paralelogramo PpMn duplo del

e
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rMKr : y como se puede probar otro tants
de qualquiera de los paralelogramios de que
se compone la superﬁme de-la parabola} sera
qualqmer espacio paxabollco SPM duplo del
espacio esterior SoMK 0 los dos tercios del
rectingulo SPMK : Tos tndngulds oM, roM
se desptecian en el cdleulo por mﬁmtamenta
pequenOs (442) Solo en el caso que las absci-
sas tefigan como en la parabola , una relacion
constante con la subtangente, podrdn cua=
drarse exictamente las ‘curvas.

Ek’psé.

373 La propiedad que caracteriza estd
curva es que la suma de las distancias FM+

M (ﬁg 160 ) de qualquiera de sus puntos

M a los dos F, f, que se llaman sus focus,es
igual 4 la lmea Ss su ege mayor : de manera
que siclavados en F flos estremos de un hilo
FMYf, mas largo que Ff, se le lleva estirado
con un lapiz al rededor de dichos puntos; re-
sultard descrita una elipse. En ella llamaié-
mos ege menor la Bb perpendicular al punto
C mitad de Ss vy centro de la elipse: 4 las
CF, Cf escentricidad : las MP ; mP ordenadas
v SP, sP abscisas del ege mayor St; Mp,Bp,
bp ordenadas y abscisas del ege meror By,
y las FM, fM radios vectores. Ultimamente,
la TX es rangente (fig.161), la MR normal,
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PR subnormal y y PT wbmngente, corres-
pond.cntes al punto M de la elrpse

© 374 Laestension del ‘hilo en &l punto S
(fig. 160) es 25F +Ff 5. y en 5, 25f+fF : lue-
go oSk ko sfar ey de consiguiente
SF— sf;, CF==Cf. De lo que se infiere 1.° -
que el punto b de la perpendicular Ch debé
estar 4 igual distancia de Fy f ( 29 ) como
loesta C, 0 Fb=fb=SC mitad de Ss; y ‘el
ege menor se dividirg por ‘medio en C 'a cau=
sa de los tridngulos rectangulos iguales fCB;
fCb. 2.° Un arco descrito desde b con ‘el ra—
dio CS, cortard la Ss en los puntos F; f que
seran los focus : de suerte que sera iaul tra=

zar la elipse dados los dos eges; pues deter=
minados sus focus , se practicard despues lo
que digimos (373).., /.. -

375  Llamenios ya b_r, 2a; Bb 2b; .CF=—
Cf, ¢; PM, y; CP,x : sera PS—-bC (,P,a i
Ps=sC+CP, a+x; PF=CF-CP, c—x; e P
fC+CP, ¢+x; bF——SC CPsac: y Fie
a+c o oyen el trungulo rectmgulo FbC ten=
dremios (Fb)”:(PC) +(Ch)* o da==cc-+bb;
de’ donde se 'saci cc=ad—bb; v bb—aa—té
luego a-cibibia—cy 6 = F:Chb: ES 5 esto &3,
el senmege. menor C}b medio proporvcioﬂal entre

las distancias Fs, BES de los vértices ¢ uno de

los focus. .
376 Esto supuesto, en el tridngulo FMf

s (283) fM+Mf (20) sFf (20)::f P—PF(2x):
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FMFM=E % Con esta diferencia, v

2 < @ g e
la suma 2a4.de EMy fM , sacaremos (238¢.L)

CX = AT . , e
b Y e S A en tridngulo trectangulo

 PMF serd (PM)*=(FM)*— (PF)*, 6 yy—

CCXX :

A0 —2 0¥ +———CC+20X— XX, que  se redu~

an ; G {

ce poniendo sa— bb en lugar de cc (375) , 4

j % bhis =R

::bb-éhw —— (aa—xx) : equacion
BA4 ‘aa aa : j

la elipse;; en la que por ser y_-:i-f‘-;V (aa-xx)

corresponderdn 4 ‘cada abscisa CP dos orde:
nadas iguales una po’sitiv_a.-‘ y otra negativa,
que se determinarai coﬁr‘rc.ténc%o ax,y podrd
‘trazarse por este medio la ellpse; a la que
siempre divide por medio el ege mayor. -
377 Siel origen dé las abscxsas se coloca
en S haciendo SP—=x, SF—sf=¢; SPxPsque
dntes era (@ - x)(a+x) ; serd A_f(za—x) : pon~
gase este producto en la equacion anteriot en
lugar de aa—xx;y quedara reducida 4

y :—%— X (2a% —xx) , équacion en la que

suponiendo y==0, resulta xx—2ax=—=0 don~

de x——0 y x==2a, es decir; que la curva
‘pasa por S ‘en que x==0, y por § en que
x=—8s—=2, :

| 378 Tambien se verificard de otra qual;
quicr ordenada M'P’ (T"), cuya abscisa SP”

B
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sea X, YY:-;;—‘X(aa—XX): de consiguiens
bb :
te, serd yy:YY:: T (an—oxx): —}ii X(ag—....
XX )::aa—xx: aa—XX, 6 (PM)?:(M/P/) 221
SPxPs:SP’xP’s cowmo lo digimos (3 57). Tam=
: bl ' %
bien de yy=r1X (aa—xx) se saca yy.aaf
ax::bbiaas y st en lugar de bb ponemds su
igual ae —cc, resultard yy:as— xx::an— cc:
4a 6 (PM)*:SPxPs::SFxFy:(SC)2.
379 Siendo Mp—PC—u, Cp—PM—y,
y de ‘consigi}ierite bp=y—b, y Bp=—=b—y:
serd la equacion al ege menor de 1a elipse
bbxx

aa

despejando xx en y2=bb—

(376) 5 xx==
ae —m;—y: = %X(bb —%Y), la misma respec-
tivamente que la del ege mayor, y de la que
se deducen las mismas consecuencigs que de
aquella. : 3

380 Trazado un circulo sobre el cge ma-=
yor Ss (fig. 161) si en la proporcion (PM)2:
SPxPs:: (BC)*: (SC)2 (378), ponemos en lu—
gar de SPxPs su igual (PH)? (136); tendre-
mos (PM)?: (PH)?:: (BC)*(SC)? ; y PM:PH::
BC:SC, 6 las ordenadas del ege mayor 4 las
ordenadas de su circulo; como el ege menor
al mayor : luego todas las ordenadas, de la
elipse, esto es, su superficie es ¢ la de dicho
ajrculo, comoel ege menor es al mayor. Del mis-

Tomo I1. M
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mo modo. se prueba que la superficie de la
elipse es d la del circulo trazado sobre el ege
miesnor 5 comio el ege mayor es al menor. Supos
n[endo 1:¢c larazon del didmetro 4ld circun-
fe e'zua., serd aac la superficie del cireulo
SAsa, yabc lade la ehpse haciéndo a:bi:aac:
abe 5 la qual es igual d la ~de un circulo cuyo
didmetro es \/4ab esto es'y medio propomo-
nal entre sus eges. Esto pmeba que el circu-
lo‘es una elipsé de eges iguales con los focus
en el centro; y el didmetro por parametro.
Con efecto 'qualquiexa de las suposiciones
2b —2a, SF —ia op == 2a convierte las
equaciones halladas. en las del cireulo V=
20%=%% 5y *=ad—x% (348)

381 Llamaremos parametro p del 1.e
ege una' tercera proporcional 4 ¢l y al 29
462

2(1:
este siempre es igual 4 la nn’ doble ordenada

alfocus (fig.160) ; puescomo la abscisa CF=,
b

sien ¥y eblpas ::‘ , ponemos ¢ en

lugar de x , ¥ despues da—bb en lugar de c,

b4 hb
ter1d1em05(nF)’-—-—- sinE ——7 P
a

»__[;bf == B Atendlendo ala analogla de las

equaciones del ege mayor y wenor , serd el

ege; de suerte que-‘séa 2ai2biabip—:

T o 4aa
parametro de este Iy de suerte que sea

2bi2a:2a:4.
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382" De p==——se saca bb’“T : pon—

- ‘gase este valor en lugar de bb en las equacio,
ner al 1.t ege; y las reducird 4 estas YYo=

_.n_;-(zax-——xx) ,yy_—;—(aa——xx) que son las
del parametro del 1.r ege. Del mismo modo

s¢ reduce la del 2.0 ege x&:ﬂ; (bb—yy) 4

;m_—_——-(bb yy) De las de ambos eges se

saca yy:aa —xx7:p:2d , kxbh — yyi: :g:2b; 6 el
cuadrado de la ordmada al producto de sus
abscisds, como el pardmetro d su ege. :
383  Para tirar una tangente ¢ la el}'o-
se en-un punto M se alarga la fM hasta que
sea MH —MF, ofH_Ss, se tira la. HE ; y
la perpendxculat TX que la divide por me-
dio, es la tangente al puuto M, el tunicoen
que toca la curva : pues si qualquler otro O
peLtenﬂmeae d ella, las OF y Of serian igua-
les (373) 4 FM+fM'6 4afH, lo que es fal=
s0; por set OF-+Of 6 OH+Of mayores que
fH El dngulo XMf es. Jgua.l 4 “TMF ; por
ser TME=HMK, y este 4 su vertical XMf.
384 Tirada la normal MR (fig.161), si
de los angulos rectos XMR'; RMT se quitan
los iguales XMf, TMF (383), resultan
iguales los dngulos RMf, RMF, y serd(122)
fM:ME:fR:RF, 6 (1776.1) fM-+MFE (2a):

M2z
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MF (a-— S)—> (376):fR——RF(2¢): RF= ¢—
@ .

P C_x+bbx , poniendo 4 —0bb en lugar

gry e aa

de cc: luego la subnormal PR ~FR——FP—
bbhx bbx

el b
aa aa

tando las abscisas desde el vértice se ‘supone

SP——u, serd x=a—u,y poniendo este valor

; bb  bbu
enlugardex ; serd PR—— —- =Zb-

=%+

@ ~ aa
o
385 En el tridngulo rectingulo RMT se
(PM)
tiene (136) la subtangente PT=— PR =
bb (aa=-xx) '
an : an—-x% 2ausuw L
R — i e , poniendo
s ;

0a

por x, a—u. De cméigﬁiente =GR el

a0—-xx aa
Pii=—x—t= Lk U T=CT—Cs=
¥ aa ax aa
f.’.l. e 2. De CT—— se saca x:a:

X
a: CT 0 —CP Cs:CT, por donde se pOuhé.
determinar el putto T de la rangente TM.
Ultimameite , la espresioni de la normal se

saca del tuangulo rectangulo MRP en ‘el que

b4x~c> '\/(bﬁ——- bﬁxf..(dg-
ah

lV,L\__. (3’)’ 5

—-;—n'- (382)-. Si copss

CONTICAS SRR

bb)>:bV(I i ccxx
a#

TM del tridngulo MPT tambien rectangulo

386  Didmeiro de la elipse es una reeta
MN (fig. 160) que pasa por el centro, y se
termina por ambos cabos enla curva : y did-
snetro conjugado al MN la RZ' paralelaa TM
tangente al punto M de MN : las LQ para-
lefas 4 la tangente TM , son sus ordenadas y
NQ, QM abscisasr y pardmetro de qualguier
diametro una tercera proporcional a diche
didmetro y 4 su conjugado.

387 El tridgngulo tmP (fig. $162) forma-
do por: la tangente, subt(mgentey ordenada de
una clipse, es igual al trapecio Pmks que for-
man la ordenada, la tangente al vértice y una
recta que pasa por el centroy el punto K. Por—
que en los tridngulos semejantes CPm , Cif,
es* Pmisf::CP:Cs:iCs:Cr o (385) 1 ‘luego  Cs:
CrePm:sk , y Csxsk=PmxCr , % (Csoxsk)—

) iy la de la tangente

- 2(PmxCr) superficies iguales de los tridngu-—

los Cmt, Csk: quitese de ambos la parte co-
mun PmC , y resultard rmP—PmkRs.

388 De aqui se infiere, que el triangulo
qlr que forman 1q ordenada al ege , ol orde-
nada al didmetro Mm terminadu en el ete, 3
su parte qr comprendida, es siempre igual al
trapecio hgsk correspondiente 5 pues sacando=
se de los triangulos semejantes Pmr, glr,Pinst

gir::(Pm)*:(ql)? (2 00):: (Cs)*— (CP)% (Cs)* —
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(Cq)? (378):: Pmks: ghks diferencia de los -

trianguios semejdnte:. Chis CPW’ ; Cks, Cqh
que estin en la misma razon que 1‘19 diferen-
cias de los cuadmdos de sus lados homoloegos
Cs, CP, Cq ; serd Pmt:qlr:: :Pmks:ghks: y co-
mo Pmt::Pmé:. (387) tendremos tamblen
glr= sﬁhq_qhmt quxrando Pmks y anadlendo
su lgual Pmr. De consiguiente el tridangulo
loh sera 1gu¢l al trapecio gorlespondlenre
mort 5 pues si-de- -qlr=ghmt se quita ghor co-
mun , queda lofA=mort. Tambienserd LND-
Eme )
lelamcme a;ser CN, la lh que se ha deter-
minar en el dmmetro mNL alaléado si es me=
nester , vendra 4 ser ND y siendo CND=
Cnd por la simetria de la elipse cuyos pun-
tos l\/I m y N, n deben estar semejantemente
sxtuadoy serd-Cnd— Cint.

389 Esto supuesto, enlos triangulos se-
mejantes Cmr, Cor se tiene (200) (Cm)*:
(Co)"’ :Cmt: Cor , ¥ (177.t.1.) (Cm)2— (Co)*:
(Cm)?::Cmt-Cor—mort:Crmi: :10h:Cdn(388):
(lo)?: (Cn)? en los tuangulos Cdn , loh se-
mejantes por la igualdad de los dngulos al-
ternos i1,d que forman las paralelas lg , nd;
y del JgL‘dl a4 sualterno IQC—=dnC : luego
(Cm)2—(Co)?: (Cm):: (lo)?: (Cn)?: es de-
citi, llamando & Mwz, 20 ; Nn ,; 2b ; los9;°

Co, x5 aa—=xx:q0::yy: Jb yde consxgulente,
hbxx

yy__bb.— —, equacion 4 las oxdenadas de

pues 'quando Ir:se concibe bajar para- .
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los diimetros del todo semejantes a la de lgs’
eges; yde la que comode estas, se saca tam-
bien que 4 cada abscisa corresponden dos or-
denadas iguales: que los didmetros dividen
sus ordenadas y la elipse por medio : que
CM—Cm, CN=—=Cn &c. '

390 Sise bajan al ege Ss las ordenadas
mP, nz , de losestremos M, n de los didimetros
con}umdos Mm, Na, elcuadmdo de Cz com-
prendido entre el centro yuna de clla: nz, es
igual al producto de las abscisas PSxPs de la
otra mP, 0 (Cz)?==PSxPs. Haciendo mP=y,
yrsP=x Sz_z, Si==2a; Lb_zb en los tridin-
gulos seme]qnfcs tPm, Cnz se tiene (Cz)?:
(Pr)%:(mP)%:(nz)?:: PSxPs:2Sxzs (3783), esto
es, PSxPs (aa -xx): szzs(aa-—zz) (PT)2

aa-x% (aa-2z) (aa-xx) 2 ) 2%

= (384):(n2)*(z2z)= x(au-%%)

—doadg se saca zz—=aa—x% , 0 (Cz)’=—

PSxPs, . '

391 Del mismo modo se hubiera sacado

(CP)?=zSxzs, y de consiguiente s en lu-

gar de aa:bb::z8Xzs 1 (nz)? (378) , ponetuos
hxax :

aa:bby:;(CP)”(xx):(nz),?: b_a- :

endrémos

(Cn)2=(Cz)2——(nz)* =004 ~—xx— el

(r(l :

y como tambien: (Cm)*=—(CP)* —+-(Pm)“‘—;
bl

xx+bb — —;f—x- , sacarémos ~sumandooy radu—'

an :

ciendo, (Cm)3+(Cn)2z—=aa- bb , ¢ la suma de "~
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los cuadrados de los didmetros igual ¢ la de
los eges. ;

392 Siendo nz——u; Sz—z ; serd uu=—
2 (as—zz) (376 A —aa g
= (oa— 376) .,y o 2z
fomo. aq—zz—(CP)*=—%x(390) ; serd
aaun

o X%, ¥ aauu=bbxx 6 au—=bx. Tire~

seahora la CH perpendicular a T/, y en los |

tridngulos semejantes Czn , C:H donde Cz:
zn(u,)::_Ct<%>_ (385):CH , seri CaxCH=

%azi:, 0 poniendabx en lugar de au,CzxCH=
abj es decir , que es igual el paralelogramo,
formado de. los semicges d el delos semididme—
tros, y de consiguiente el de los eges a el de los
didmetros.

393 Quando zcacen P,es y=u, iy
Y ZzZZ=aa—XX viene 4 ser XX=au~ XX , 0 XX=
Feo=ax3a: que da ax:x: 1o ¢ luego si se
toma CP media proporcional entre g y La,
y se tiva por P una doble ordenada, deter-
minard esta dos puntos por los quales y el
centro se pueden tirar dos diimetros iguales:

pues sus mitades serdn hipotenusas de los tri-

angulos iguales CPm, CPn: y como 4 cada
lado solo en un punto se verifica la anterior
proporcion , y uno y otro dan umos mismos
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didmetros ; no habré en la elipse mas que dos
didmetros iguales. 8 :

394 Si dado uno de los eges y su pard—
metro, se pidiese trazar la elipse; se buscard
una media proporcional entre los dos datos
gue serd el otra ege (381) , y se hardlo que
dejamos dicho (373). Pero si se diesen dos
didmetros conjugados Ss, Bb (fig. 163) que
formen qualquier dngulo ; se tomaran sobre
lamitad CB de uno deellos las partes igua-
les CE, EE/ &e. y tiradas las perpendiculares
D, ED’ &s. que encuensren la circunferen—
cia de un circulo descrito desde C con el ra—
dio CB; se tirars SB, y por E su paralela EP:
tomense hdcias y S partes iguaies a CP, y
tirando despues por los puntos P, las PM
iguales cada una 4 su correspondiente ED/,
quedarén determinados los puntos M por don—
de se ha de trazar la elipse ,determinando los
demas m, haciendo Pim—PM. Efectivamente,
en los tridngulos semeiantes C5B , CPE se

tiene CS(a):CB(b):{(CP)(x):CE=—"

tridngulo - rectangulo CED' es ( ED/ Vo= f
(PM)*—(CD')* — (CE)?, esto, es , yy——bb—|
bbxx » equacion 4 fa elipse , 4 la que pertene-

soyen el

aa
ceran los puntos M, m,

' Hipérbola. :

305 Es propiedad constante de esta ci®-

va que la diferencia entre las rectas FM,fM’
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(fig. 1 64) tiradas desde qualquiera de sus pun-
tos M’ a los dos f, F que son los focus , ‘s
siempre igual 4 su primer ege Ss: de consi~
guiente si habiendo fijado en f una regla
fM'O mobil al rededor de dicho punto , y en
su estremo O el de un hilo atado por el otro
cabo en F, se voltea la regla al rededor de f,,
llevando la parte MO del hilo unida a ella
y tirante todo el hiloconun lapiz M’; sefia-
lard este la porcion SH de una hipérbola;
pues la diferencia entre todas las M, FEM
serd siempre igual 4 la que hay entre el hilo
y la regla, y se ve que en el punto S esta
diferencia es Ss. La otra mitad SG de la cur:
va se describe volviendo la regla hicia aquel
lado: y para trazar la hipérbola gsh opuesta,
se truecan las posiciones fijando laregla en®.
El hilo ha de ser siempre desigual con la re-
gla ; pues si no, saldrian todos los puntos M’
igualmente distantes de F yf; por ser oM'f
«=OM'F, yMf=ME quitando CM' comuu,
y trazaria el lapiz una linea recta.

306 Segundo ege de la hipérbola es una
linea Bb perpendicular al primero Ss, cuya

mitad CB es*lado de un triangulo rectingu— .

lo , cuya hipotenusa SB es igual a CF , y el
otro lado CS es la mitad de Ss : las perpen-
diculares PM , MQ al 19 y 29 eges son sus
ordenadas ,CQ , y SP, sP son las abscisas.
las fM,E M’ son los radios vectores. TM (fig

0

|
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165 ) es una tangente, PT la subrangente,
MR y PR la normal y subnormal correspon—
dientes al punto M. Ultimamente, la recta
MCM (fig. 170) que pasando por el centro
C corta las hipérbolas opuestas, se llama dig-

metro., y su conjugado serd la DCd paralela 4

la tangente Tt al punto M del 1.r didmetro,
cuyas coordenadas son mQ y CQ. ‘

397 Esto supuesto, si se hace Ss=2 a,(fig.
167) Bb=2b4, CR—Ci=—c; CP=x3;v:P M—y:
serd SP—CP-CS—x -4, sB=sC+CP=x+ a,
y SPxsP—=(x — a)(x + a)——xx—aa. Tambien
serd PR—_CP — CR—x—¢, Pf——PC+Cf—
x——c, y PEXPf—xx—cc: y en el tridngulo
rectangulo  CSB tendremos™ (BS)? 6 (396)
(CF)?—=(BC)*—=—(CS)? 6 cc—aa—+-bb. , y
bb==cc—aaz==(c——a) (c~a): de donde se saca
c—g:b::ﬁ:c—a‘-«a 6 =SF:CB:F ; estoes 5 el se—
miege menor medio prop_orcz'onal entre las dis=
tancias de ung de los focus d los vértices.

398 Tomese ahora PR—FP y' tirada la
MR, se tendra en el triingulo fMR (283).
fM — MR(2a):fP — PR(2¢):: fR(2x):f M——

i .
FM— ;x De esta suma y de la diferencia

fM—FAI;::jza , se sacard 1(238L1.) fM=—
%*F—a,yFJVI:f;—-— s y en el 'triéugu—'.
lo rectingulo, PMF , en lel qué,(PM)°:
(EM)*~(PF)*; serd yy= %9:{ op e
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xx——2cx~cc , poniendo aa——bb en lugar de
bbxx e

aa

¢ (397) : y reduciende , yy=—

-llz(xx-aa) , equacion & la hipérbola , dife~

rente dela de la elipse en solos los signos(376).
Si poniendo en S el origen de las abscisas, ha-
gemos SPe=x, SE—if—c; 'serd SBxPi—=x
(20——x)——24%——XX ; pongase este pmuuc-
to en lugar de xx-aa en la equacion anterior,

Sy bb
y se convertird en yy— — (20%—xx).
aq

399 De yy= —f—s (xx-aa) se saca y= i—b X

'\/(xx-aa) ; de consiguiente , a cada abscisa
CP corresponderan dos ordenadas iguales P
positiva y Pm negativa , que van siendo ma-
yores & proporcion que es mayor x ; de suer—

te que tendrd la curva dos ramos iguales ¢

infinitos. Si sesupone en dicha equacmn y=o,
resulta x—= —#=0=C3—Cs, es decir , que la
curva pasa por S y s : de suerte que toman-
do & x menor que a, saldrd imagindria lacany

: b \

tidad = — \/(xz—aa) , 0 no habra curva en-
a ¢

tre Sy §: pero si_tomamos’d X negativa y

mayor qae 4, reseltardn dos valores positi=
vos de’y & cada valor de x , y'comenzard en s

otra curva opuesta ¢ igual a la primera ; pues
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tomando CPMCP’ , serd PSxP/s—P/SxP’ 5,y
de consiguiente PM—F’m. Ultxmamente,
dando diferentes valores 4 x podremos deter—
minar per medio de los que resulten de y, di=
ferentes puntos M dela hipérbola que serd
facil trazar por ellos.

460 Comparando las equaciones de dos
diferentes ordenadas T' 5 § del 1.7 ege , cuivas
abscisas span X s tendrémos IT gy
bb
ﬂﬂ
y los cuadrados de las ordenadas serdn como
el producto de sus absczsas segun lo demos-

(xx—aa) pecs (XX——uu) 1% x— au:XX— aa,

tramos (358). De yy— —-(XX aa) sesaca y):

%x—aa:bb:aa, y poniendo cc—aa en lugar
de bb(397); yy:xx— aa::icc— aa:aa , 6 que el
tuadrado de una ordenada es al producto de
sus abscisas ,"como el producto de las distan—
cias de uno de los focus @ los estremos del ege,
es al cuadrado de la mitad de dicho ege.

401 Pues que la abscisa CP—x es igual
d la ordenada MQ del 22 ege y su abscisa
€Q igual a la.ordenada PM=—y , con despe=

i : : . - X

jar xx en la equacion yy=— —bb ; ten-
aa X

aayy

drémos la del 22 ege P — - ——qa: dela

qual se saca wx:yy—t—bliiaa:bbiq0a:4bb 5 e
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decir que el cuadrado (MQ)* de una ‘orde=
nada del 29 ege es d la suma de los cuadra-
dos (QC)“‘—!—(Cb) 5 como el cuadrado del 1.7
ege al del 29 Tambien se ve queé 4 cada abs—
cisa corresponden dos ordenadas iguales una

positiva y otra negativa &e.

o e e SO T LR 2hb .
402 Si hacemos ‘24:2bi 2bip—— >
a

tendrémos el pardmetro del 1.1 ege que es
una tercera proporcion.ﬂ a dicho ege y al 29,
y es igual 4 ladoble ordenada Ni que pasa
bbxx

aa (
nemos ¢ en lugar de %, y en el resultado sus-=
tituimos aa -+ bb 4¢c(397); tcndumos VY=

bb
(NE =", NF=-,y No="0De p=

por el focus ; pues si'en yy———-—Dbb po-

2bb rerg ST A
2P e saca bb—=L , y este valor puesto en
L 2 : E :

lugar de bb en las equaciones del 1.t ege las
convierte en estas yy:f-('zax—k—xx):px+

pxx P(

pxX

’yy‘—"(xx aa)—~

20 2a
las del pardmetro del 1.t ege, y de las que
se infiere que yy:xx-—aaip:2a 6 el cuadrado
de una ordenada al 1.7 €ge, es al producto de
sus abscisas 5 como su_pardmetro d dicho ege:

403 Tambien q:’—m%u— es el pardmetra
~del 29 ege, tercera proporcional & ¢l y al 1°

€CONICAS - I9r1
: BLE b : A
y su equacion, pomendcj-'por aa en xx——

.f_‘.[-?—_y—-;- aa, es xt__%— —-—l——fﬁ —(_yy
bb): de la que se saca xx:yy -+ bb :q:2b, es de-
cir, que el cuadrado de una ordenada al 29
ege es d la suma de los cuadrados (CQ')*——
(Cb) 2, como su parameiro a dicho ege:

404 Sitiradas las FM, fM (fig. 165)a
los focus, se torna MH=MF, y sobre FH
se levanta la perpendicular Td , serd tangen=
te a la hipérbola en M: pues side qualquier
otro puntom de la MT ;se tiran las mH, mf
mE , mf=mF=mf-MH es mayor que I\’Yf—f
MF——]‘H ; siendo mH + Hf mayor que mf:
luego el puitto m no pertenece a la hipérbola
(395)5 'y lo mismo se probara de qualquier
0tro que no sea M. Comp los angulos FMT;
TMf son iguales ; y TMf=NMm , seranFMT
y NMm tambien iguales. ‘

405 En el triangulo fMF se tiene (122)
fM . MF; fr TF, y fM+NF( i ):Mf(a——i——

_-———-—H:: luego

f‘r Cf_cr_

Cs(a) $ET (-;—) ; proporcion que det’érmi-

¢y sera \CP (x): CS (a)

nard el punto T de la tangente: y como al
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D (1T, Ay :
Paso que crece x; dxsmmuye-;— 6 CT pa=
sardn todas las tangentes 4 la hipérbola por
los puntos T situadosentre C y S, hasta que
: 3 s ‘s aa , ¢ \
sfiponiendo x infinita, B0 CT sereduzca a

cero, y €l punto T se confunda con C.
406  Serd pues 19 la subtangente PT—

CP CT ﬂa .’X‘X—llﬂ

LAl e
angulo rectangulo TPM Ia tangente TM=—
V((PM)* + (PT)?) = V. (——(xx—-—-aa) el

(xx—na) )__\/ (bbxx L pte aa) x—mz.

22 En el tri=

(PM) i ———( xX%-aa) |
39 La subnormal PR:_PT— s xx‘ﬂ =
X
W 0 s do SP=u=x-d:
il ;p* ,haciendo
aaq 24 2a

4.0 Ultimametite, en el tridngulo rectangulo
MRP la normal MR-—- ((PM)’—I—— (PR)?)

r—-:\/ <—b-4—xﬁ.+——-—(xx aa))

" q07 Si del centro de la elipse 6 de la his
perbola se tira la CK (fig. 166 y 167) , serd
1gual 4 a; pues siendo CF=Cf, y FK= KH,
serd Ff: FC:: fH: CK: y ast como CF— fF;
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serd CK: H:—‘ (fm—*—ml*)—a De consi-
guiente,, 1.9 deoc.utq un circulo desde C con
el radio CS==a, terminaran en su circunfe—
rencia las perpendiculares FK , fd tiradas de
Tos focus sobre la tangente alargada si es me~
nester : porque siendo fecto’ el angulo KdD,
y estando K en dicha. circunferencia; estara
tambien el punto D de la DK que de.be ser
didmetro (69).

408 2.0 El producto fAXEX de dichds
‘perpendiculares bajadas de los focus d la tan—
gente , es siempre zgual & bb cuadrado del sex
miege menor; pues siendo FK—=KH—{D
por razon de las paralelas DK, fH ; tendré~
mos (1r42) fdxfD— fdxHK— fsfo o 1
te==bb (375) en la elipse : yen la Hipérbola
por razon de las secantes (143),fdxFD=—fdx,

K“‘fsfo_—_cc— aa=bb (397).

409 3.0 Las perpendiculares FK baja-
das del focus F & la tangente en diferentes
puntos m de la'elipse y de la Hipérbola , crecen
mas que lds raices de los radios vectores en ld
elipse, y ménos en la theroola pues en los
tuangulos fmd , FmK s semejantes por las pa=

ralelas y los dngulos en d y K rectos, se tiene
Ve

- fmifd:Fm:FRK — _——7”7——, y multiplicando por

EK, (FK)* —FKx/ dx——— =bhx— SLERSRT

I]l

maios P, p dos pupcnc‘xcalaxes FK FK/,
- Tomo I N
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y R, r; R/, #/ sus radios vectores FM, fim;
FM/, fin’; tendrémos PP:sz:be—V:bbx7 ias
R Ri R 7R :
Ry P':p::\/——:\/—,—. Y como a elipse
(IS v v

en la que R——r=—24, disminuye r aumen-
tando R, crecerd la razon delas fracciones

/

it Rt ;
— :— mas, que si siendo constante r, au—
) R ¢
mentase B : y al contrario, en la hipérbo-
la en donde r—R—2a,r aumenta creciendo
: k R“R/

R ; sera menor dicha relacion de —:— lue-
U/ St

7/

go 4&c.'

410 Tirada Sd | fig. 165 ) paralela a :

MP, los tridngulos semejantes TSd, TMP

dan TP:PM::TS=—CS-CT:54, 6 ’“; e
3 e bV e
f_\/(xx ~aa)::a——:Sd— M ot

a &x o st 5

(x + a) (x-a) (x-a ) :
» el b e espresion
(x + a)(x + a) (% + a)
se reduce a Sd==b quando x es infinita , en
cuyo caso se desprecian como demostraréimos
despues (4}42), ay- a:yde consiguiente si
tomando Sa==SA=—b, se tiran por A, ¢y C

las LiC, If ; seran tangentes de la hipérbolaa

una distancia infinita (405) , y se llaman sus
asintotas : las quales se van acercando a la
curva sin llegar a tocarla. Sus erdenadas a

MN
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la asintota Ik son las Mm ( fig. 168 ) para-
lelas 4 la otra asintota LK, y sus abscisas
Cm. ~

gt Sisealarga una ordenada PM has-
ta las asintotas , serd siempre Mnx MN=—
bb—(5d)? 6 = Mm:Sd:MN ; pues sacandose
de'los tridngulos semejantes CSd, CPn , CS:
Sdi:CEPn 6 a:b:’:x:Pn:l—g’; serd Mn—Pn-

bx

PM="" 5, MN=PN—~ PM= " ——y;

y MnxMN :bb'xx yy: pongase?—é Lo
\ ac

an
(xx—aa) en lugar deyy, y saldrd reducien-
do, Mux MN =—bb. Siendo Pn:fi—?:,(Pn)’::
{4

bbxXx : ) : B
5 y la correspondiente (PM)?—. #h

aa aa _bb';

s claro que ningun punto de la hipérbola

podrd encontrar el correspondiente n de la
asintota : y como MnxMN=bb 6 Mnr—=
bb : :
, miéntras mayor sea MIN , serd menor
bb
NN : |
infinito: es decir, la asintota se acercard mas
y mas a la curva sin jamas encontrarla.
412 Del mismo modo que acabamos de
decir se demuestra que Quxx xqz=bb=—Mnx
MN : de consiguiente i se tiran dos & mas
paralelas Hh 5 Ep terminadas en las  asinte-

N2

0 Mp, que ird disminuyendo hasta el
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tas , y que conten la Ripérbolaen x ;¢ 5e5 ¢, 5¢
tendrd Haxhs =Erxrp: pues suponiendo ti—
radas las Nun, Qg perpendiculares 4 SP’, en
los triangulos HxQ, NrE; hxq, rnp semejan—
tes & causa de las paralelas N, Qq; se ten-
drd Hx:Er:Qx:Nr; y xhrpixqn, donde
multiplicando ambas proporciones, resulta
Haxxxh:Brxrp:Qxxxq:Nrxrn : luego Haxxh=
BErxrp, ast como Qxxxqg—Nrxr# : por la mis-
ma razon epxBe—chxcH.

413  Sise mueve la. Ep paralelamente
hasta confundirse con la Tt tangente d la cur=
va en el punto R, en el que concurren los
dos r , e ; se verificard como dntes Hxxxh=—
RTxRt , como tambien chxcH—=RtxRT? lue~
g0 Huxxh——chxcH , estoes, Hx (xc+ ch)=ch
(xc+xH), que se reduce quitando HxXch co-
mun, a Hx=ch, y de consiguiente Rt=R'L,
es decir , que son iguales las partes de quales—
quiera rectas comprendidas entre la. curva y
las asintotas.

414 Luego 12 sidada la ordenada RO,

se toma OT=0C, la Tt tirada por T y R;
serd la tangente correspondiente 4 RO: pues
siendo en los tridngulos semejantes TOR
TCt, Tt:TR:TC:TO;  serd TR=Rz como
TO=0C. 22 El producto MM'xM/ de’ las
ordenadas paralelas al 1.cr ege es aa: pues en
los triangulos semejantes MAan,MM/N,CSD,
M7A:CS::Mu:SD, y MM/ :CS::MN:SD ; lusgo

les mm —

¥
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MAaxMM”:(CS)?(aa): MnxMN(0b): (SD)?(bb):
y MAXMM =(CS)*=aa. 39 Ultimamente,
para trazar una hipérbola entre las asintotas
Cl, CL que pase por uyn punto dado x; se tira-
ran por éllas Hh, Qq &e. y tomando ch=Hyx,
vq—xQ &c. pertenecerdn i la hipérbola los
puntos ¢, v &c. : : 3 :
" 415 Tiradas Sg y Mm paralelas a LK,
y ZM paralela ¢igual a Cm, y llamando
la Sg=—AC; Cm, x,y Mm, y; se tendra en
los triangulos semejantes Mnwi, Sdg, ZMN,
8d:Sg::Mm:Mm , y Sdigd:: MN:MZ: y multi-

pplicando estas proporciones (Sd)?:Sgxgd:: M

MN:MmxMZ; 6 por ser gd==Sg enel tri~
angulo isosceles Sgd , (Sd)? (bb):(Sg)* (mm)::
MnxMN(bb): MmxMZ(xy) : luego bbxxy—
mmxbb , y xy==mm , equacion 4 la hipérbola
entre las.asintatas, en la que por ser y==
mm

, ird y menguando hasta ¢l infinito, & pro-

porcion que crezca x , y la asintota nunca to-
cara 4 la hipérbola. Si suponemos otra orde~
@ m
X
y Liyux:X, 6 las ordenadas & las asinroras
estardn en razon inversa de las abscisas. Bl
cuadrado mm se llama potencia de la hipér—
bola , 'y su valor sacado del triangulo rectin-

QN s P QNS [ h)2
gulo CSb, donc{lg (Sg)? =3((CS)2—+=(Ch)* )
aa + 00

nada L= tendremos 1TX=— mm=— yx,

4
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416  Estén en proporcion geométrica las
abscisas CX, CU, CG, Cc, (fig. 169) y serd
CU+CX:CX::CG — CU;CU::Ce~CG:CG &e.

y como los consecuentes son geométricamen.- «

te proporcionales , lo serdn tambien los ante-
cedentes XU,UG,Ge &c. diferencias de las abs-
cisas. Si los cuadrilateros XKYU, YUGZ &ec.
se conciben forinados de los pequefios rectan-
gulos UuYy, gGZr que tienen las ordenadas
UY, GZ por-altura, y por bases uU,gG, partes
semejantes de XU,UG; sera ulU:gG::XU:UG:
y como XU:UG::CX:CU::CU:CG::GZ: YU por
cestar ‘las ordenadas en razon inversa de las
abscisas (415 )5 serda uU:gGuGZ:YU, y ulUx
YU=9GxGZ, 6 ¢gGZr—UYyu. Lo mismo se
‘podra demostrar de los demas rectangulos
que componen los cuadrilateros : luego estos
son iguales : y si suponemos que XUYK sea 1,
serd AGZYK=—2 , XcNZK=3 &c. 'y crecien~
do'las abscisas en progresion geomeirica’, es—
tardn los - espacios Gsintoticos en progresion
“aritmética.

417 - “Sise.tiran las CK ' €Y ; CZ &c. los
“sectores hipérbolicos CYX,CYZ son iguales a
,.lox cuadrilateros XUYK,UGZY: pues siendo
iguales los tridngulos CXK, CUY (199 ) por
tener sus bases en razon inversa de sus ‘altu-
ras ; sise quita CoX comun'y se afiade 4. los
dos residuos oXY , resultara CKY=KXUY, y
aside los demas i luego si las abscisas son tér=
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minos de uira progresion geometrica , seran di-
chos espacios los correspondientes et la aritme=
tica, 0 serdn sus logaritmos.

418 Lo primero que hay que saber de los
didmetros es que ambos se dividen por medio
en el centro. C (fig. 170)3 3 que el segundo es
igual alu tangente Tt : pues tiradas las MD,
Md, en el paralelogramo DM:C, es DC=M:
luego pues que TM=—Mt(413 ); serd DC=
Cd,Dd=Tt. Tomando ahora CP'=CP, y ti~
rando las MP,M/F’, en los tridngulos rectdns
gulos iguales CPM, CP’M’ se tendrd CM=
CM’; luego &c. De consiguiente  dados los
dos didmetros conjugados MM ,Dd , se ten-—
drdn las asintotas , trazando por el centro C
las €L, Cl paralelas 4 las DM/, dM tiradas
al 20 diametro Dd desde un estremo M del
19:y al contrario, - dadas las asintotas CL,
Cl y un punto M de la carva, se tendran los
diametros , tirando. MH paralela & €1, to-
mando HD=HM; y las DC, MC tiradas
al centro seran los semididmetros < pues sise
traza MT paralela @ DCj seran iguales ' los
tridngulos CDH, THM, 4 causa de las pa—

ralelas y de DH=HM ; luego TM=DGC; y

comio TM es tangente por ser. TH — HGC;
era DC el 2.° semiege; NS AC U aB
419 - Llamemos MM, 245 Dd 6iTe;2b;
la ordenada mQ,y; CQ,x: y serd MQ =x - a;
M Q=x-+a:yenlos triangulos semejqntes
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CEMT v CQN 3, CM(a):CQx):: MT(b):

QN :h—j- 2 lueg‘ov mN:NQ 2 QM:‘bﬂi* P,
bx bbhxx

mn—NQ+ Qmn—=——"1y , mNxmn——
4l ‘ % i i aa

—Jy: y siendo mNxmn=—=bb"(411) ; serd fi-
. bbxx ' s
nalmente——— —yy—>b , yde consiguiente
aaq f ¥ : Rl ' >
bbxx ¢ b .
Jy=————bb, equacion 4 las or denadas del
! aa . : ELTRRR R T e ) #
1.0 didmetro de la hipérbola. La de lasorde-
nadas del 2.0 por ser Cp =) =y COE
Mp==x; 'sérd despejando xx en la anterior,
adyy ke i T 75 3
;—+aa. Ambas son en todo seme-

N
Jantes 4 las de los eges, y de consiguiente po-
dreuios de ellas inferir tambien que 4 cada
abscisa corresponden dos ordenadas iguales en
cada didmetro: que 4 uno 'y otro corta la cur~
vaen dos puntos: que el cuadrado de la or=
denada 4 un didmetro es al‘producto de sus
abscisas , como el cuadrado de su cenjugado
al de dicho Ai'é_metro : que el parametro de
ui didimetro es una tercera proporcional 4 ¢l
y 4 su conjugado &c. y asi de todas las de—
as propiedades , escepto las de los focus.
420 5i de los estremos d, M de los dig-
metros, Ddy MM/ se bajan.dos ordenadas do,
MP -al 1.x ege, serd el cuadrado de Co com~

Prendida entre lo una do y el centro C iguol
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al producto PSxPs de las abscisas de la otra
ordenada MP: y el cuadrads de CP igual &
la suma de los cuadrados (Co)*+(Cs)>.

Supongamos que sobre Bb alargado se
toman ~ CB/ =CE —CF, y se trazan pot B,
b dos hipérbolas, cuyos focus sean E, E’ que
se llanan conjugadas 4 las primeras : sea
GCSr=aasCReh, CP=—=x"Co=z ; setai:05%
os=—aa ~'zz ;- SPxsP.—xx —=an. Por lak pro-
piedad de la hipérbola (400) (PM)?: P5xPy::
bbzaaz: (do)?:(Cs)*——(Ca)® (g01), 0 PSxPs:
(Cs)?+ (Co)?:: (PM)%: (do)?:: (PR)?:(CO)"’ en
los tréingulos semejantes Cod,R PM:luegoPSx
Ps (xx—aa): (Cs)2+ (Co)? (aa+zz): (PR)?..c
o/ xx-na \ ? - C 2 aa - 22) (xx-an)
(_\(;_. <4‘.OO)'< o) (zz)__ : ‘xx(xx—aaj ;
de donde se saca zz—zxx—aa 6 (Co)® —
P5xPs 4 Y eRE=2~00 [ (CP)’:(C_:)“—*—.
(Co) oAk '

421 St en la proporcion (do): (Crs)? —+—
(Co)%:bb :aa (401), ponemos por (C,v)’—.*—-
( Co)? su igual xx ( 420 ) ; se mudard invir=

tiéndola, en aa:bbiex:(do) = ———,ic : de con-
siguiente serd (Cd) 2==(Co)?——(do)*—xx—
bxx; tambien (CM)*== (CP)?——...i..

bhax, . ‘
(PM)? ___Yx—i—-——ix. —bb: réstese una equd-
a A 5

(lﬂ-—*—

aa

cion de otra, reduzcase y se tendra(CM)*—
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(Cd)? ==aa— bb; vy sera la diferencia de los

cuadrados de los eges de la hipérbola. igual a

la de los cuadrados de sus diametras, A
422 Bajada sobre Tt la perpendicular

Ca se saca de los triangulos semejantes CaR,

PM
RPM RV M:CR:Cimie 8 e rnbien
RM
RM x Co

PR:RM::Co:Cd =g e los tridngulos

semejantes ' Cod, RPM : luego CdxCa—

PMx CR xRM x' Co "PM x CR x Co

' ; Sl i d)?
RM % PR PR ;y(Cd)
 (PM)? X (CR)? x Co

2
(C ) (PR)2
% b ; a4
(PM)*, f(xx“aﬂ)a por (CR)*, —(405);

(xx-aa)?

pon gase por

en lu-

XX — aa_por (Co)*(420), ¥

gar de (PR)%; 'y resultara despue9 de redu-
cir, (Cd?)x(Ca)?=aabb , y Cd 6 CDxCa=ab,
0 el pamlelogramoDTMC de los semididme-
tros igual al de los semieges: luego el paralelo-
gramo formado de los didmetros de lg hipér-
bola es igual al que forman los eges.

423 Dados'los dos didmetros S5 19, .y
Bb 29 (ﬁg 171)que formen qualquier angu-
lo, se podra trazar la‘hipérbola ; tomando so-
bre el semididmetro CS alargado qualquier

namero de partes 1gualea CE,EE &c. tiran—

do por E [a EP paralela 4'8B, tomandoen CB
y-Cbipattes liguales & €P, y levantando en C
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la CD perpendicular ¢ igual 4 Cs ; pues si por
los puntos P se corta cada paralela PM 4gual
asu correspondiente ED ; todos los puntos M
pertenecerdn 4 la hxpcrbola porque siendo
Ss—2a, Bb=2b, CP=y, PM=x; se tendri
en los trmngulos semejantes CSB, CEP, CB:

CS:: CP:CE, 6 biasy: CE:-“—Z- syenel tri-
dngulo rectangulo ECD donde (DE)? ¢

(PM)?—=(CE)? ~+(CD)" ; ser xx—"""
~+aa, equacion al 29 dnmerro de la hipérbo-
la (401): y verificandose esto en los demas
puntos, perteneceran 4 la hlperbold.

424 Quando los eges 6 didmetros son
igualés, se llama la hipérbola equilatera; y
basta entonces para trazarla, levantar la CR
perpendicular. ¢é igual-a CB; pues tirando
por qualquier punto Pl \’IP M paralela a
S5, y tomando P'M 'y P M’ ignales a PR, se-
ran M, M puntos de la hipérbola ; porque
en. el trlangu rectangulo CP R se tiene
(PR)* o6 (P M)’“ (CP) +to-(ER )2 estoies,,
xx=yy +aa. Esta misma es la equacion a los
eges, quando son iguales, 6 quando la hi-
perbola es equildtera ; en cuyo caso forman
las asintotas con los eges un dngulo de 45°.

425 La equacion yy:pxt% incluye

las de la elipse ¢ hipérbola con relacion 4 su



204 SECGCIONES

pardmetro, segun se ha visto (382 y 402) 3y
como quando el ege 2a es infinito, como suce-

de en la parabola, dicha equacion se reduce

i X ) ; -
ommendoi:ﬁ— que entonces es cero,d yy=
§ 20 ]

px que loes de 1a pardbola ; podremos con-

siderdr ‘&' yy=px== R como equacion gene-

20
ral de las tres secciones conicas , contandosus

abscisas desde el vértice; en la qual sacande
los valores de las diferentes lineas que enellas
hemos ‘calculado, se podrén facilmente com-
parar, para obsewar mejor sus relaciones re-

Clpl‘OLdb.
426 La subnormal por egemplo, segun

hemos visto (374 y 406),es—i—p:‘::—fai en la
elipse ¢ hipérbola, y fp enla pardbola (368)

X

en la que*-*—-—p——_o. Si en yy=px-t— i se po-
24

ne en lugar de ¥, fpordenada al focus 3 re-

PEX 2x?

sultdipp—px **———M— ) ¥ p—4x==—

cir, que el pdrdmﬂtro es cuadruplo d\_ la dis-
tancia del vértice al focus en la pambola,
mas que cuadtuploen la htpelbola y menos
en la elipse &c.

427 Finalmente, si dada una porcion de
seccion conica, se pidiese qual es de las tres,

- la posicion de sus eges: habiendo tirado den-

9 €s de"
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teo de ella dos lineas paralelas terminadas por
ambos cabos en la curva ; y por su mitad una
recta; serd esta uno de sus didmetros (369,
386 y396) busquese del mismo modo otro,
y si saliese paralelo al primero ; serd la cur-
va una parabola, cuyo ege se hallara, tiran-
do por el vértice una paralela 4 qualquiera de
losdos didmetros encontrados. Siel 29 didmetro
corta al 10 dentro de la curva, serd esta una

“elipse: y si le corta fuera,una hipérbola. En

estos casos st se traza un arco desde el cen-
tro de la seccion que corte 1z curva en dos
puntos, y tirando por ellos una recta, se le
baja una perpendicular desde dicho centro;
serd esta uno de los eges, y el otro debe ser
una perpendicular al ege encontrado.

428 Por medio de los esponentes “inde~

termmados se representan con una sola tqua—;-

cion infinidad de curvas de diferente 6rden.
Sien el circulo suponemos a el didmetro , y
en lugar de x:y::y:a —x (348), bacemos x:
ym iy : (a—x)» 5 representara la equacion
gym T n—=xmx(a—x)n la naturaleza delos cir—
culos de todos géneros; y de ella resultard
la del circulo ordinario suponiendo m==p;
n==1. Con otros valores salen diferentes
equaciones de curvas que se llaman circulos,
por la analogia de su equacion con la del or=
dinatio.

429~ Si hacemos en la parabela pm iy» &

-
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“yn:xn(357); se tendrd la equacion a las para=
bolas de diferentes Ordenes. Suponiendo a el
primer ege de la hipérbola , se tiene y2

x(a + x)::p:a(402): de consiguiente serd y# + n: |

: P
xm(a=x)":ipia, yla equacion ym + 7 :."hl—‘—xxﬂf><

(a+x) , (')—;—ym + n =xm(a+x)* la equacion 3

las hipérbolas de todos géneros : ast como
xmym=—cn + m lo es alas mismas entre las asin-
totas ; pues sacandose de xy=—c®(415), yicz
c:x; sera tambien ymiemuier:xn. (¢ es la po=
tencia de la hipérbola). ;

Noticia de algunas Curvas en particular.

430 - Concoide de Nicomédes. Si por un
punto qualquiera B(fig. 193 )se tiran a una

recta GH lineas BQM , BAD &c. y tomando’

QM=—AD,Qt=Ad ; se hace pasar una cur-
va por M, D &c. y otra por m, t, &ec. serd
MDM’ la concoide superior y mdm’ la infe-
rior: El punto B se llama polo, yla GH
directriz. Quando AB es mayor que dA, re-
sultala figura 193: quando es menor(fig.194),
la curva tiene un nudo en d, y quando es
igual (fig, 195) se desvanece el nudo , y queda
un punto de retroceso en: B.

Por la referida construccion se ve 10 que
la curva podra trazarse por la interseccion
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continua de una regla BDM (fig. 196) movi-
ble al rededor de B, y de un circulo de un
radio CA, cuyo.centro corra la GH con la
regla aplicada & dicho centro. Y si al ciréulo
se sustituye una curva qualquiera CM (fig.
197) que se haga 'mover lo largo de GH jun~
to con la regla fija en un punto B, y aplica-
dod otro qualquiera del “ege que recorra la
GH; resultard otra concoide _que variard se-
gun las diferentes curvas que se empleen. 29
Que la GH (fig. 193) es asintota de la concoi-
de: pues debiendo sercada vez mas oblicuas
las MQ , se iran acercando los puntos M 4 la
GH sin que puedan juntarse : - porque siem-
pre ha de mediar alguna parte de las tM.

Si se baja la PM perpendicular & AH, y
hacemos AD=QM=—a , AB—b, PM=4,
y AP=x; se tendrd en'los tridngulos FQM,
BAQ semejantes  PQ:PM:AQ:AB )
\/(a’—-—-y2 ):y::x—-\/( G 7 ) O B, g e
(b+y)V(a*—y*), equaciona la coucoide que
serd una curva algébrica. El mismo’ calculo
da xy—(b— y)V/(a%- y2) por la equacicn a la
concoide inferior, y una y otra desembaraza-
da del radical es y*==2py*——(D2- R )
y'==24%by=a?b*, equacion algébrica de una
linea de 49 orden 6 curva de 3° i3

Finalmente , si tiradas las MP, AB (fg.
197) perpendiculares & la directriz), se supo-
ne AR = PM ——i o CP- 2 | CQ=—q,
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AB=b; sera PQ(z—a):PM (y): AQ(x +a-~2):
AB), yz= 7%~+ a, Va191' qge sdsti;uido‘
en la equacion dla curva CM dard la de la
concoide DM. Sise sustituye por egeuiplo, en
g2—=2ax—x", la equacion al circulo cuyo
centroes Q; resulta xy—(b——y)V (4~ )
que es la de la concoide ordinaria: y susti=
tuyéndole en y°=px equacion a la pardbola;
se tiene y°—0y°— apy —abp=spx , qué perte-
nece a la concoide parabolica, que sirvio d
Descartes para resolver dna equacion de 69
grado. S ; S

431 Cisoide de Diocles. Si en un circulo
cuyo didmetro es Aa (fig. 198), Tt tahgente
en a, se tiran desde A rectas AF, Af &e. a
diferentes puntos dé la tangente , y tomando
AN=MEF, An—mf &c. se traza por M, m
la curva MAnr; se tendrd la cisoide. Tirese
MI paralela , y MP perpendicular a Ad: ha-
gase AP—x, MP—y, Aa=—a:.y por set
AN—=MF; seri AK—=Pa—a—x; y NK—
V(ax—x%?) (136 ): y comoen los tridn-
gulos semejantes | AKN, APM, AIGKN::
AP:PM 6 a—x : V(ax—x*)::x1p 5 serd y=

x V{ax-%

Vi it
L a-x a-x :
soide ; linea de 3.¢t 6rden, y curva algebrica
tie 22 <l
Luego 12 a cada abscisa’ corresponden

la equacion a' la ci=
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dos ordenadas ; una positiva y otra negativa:
y de consiguiente tendrd ‘la’ curva dos ramos
iguales ¢ infinitos. 29 Pasara por el origen A
de las abseisas: pues yz==o quatido x—o:
3.9 Si x==ia, y=—z=t=Ia; es decir que cada’
ramo corta la circunferencia del circulo en log
puntos -C,C” igualmente distantes de A y a
49Quando x=g, yéz L“:
y la tangente Tt sera asintota de la curva.

Valiendose en lugar del circulo dela pa=
ribola, hipérbola &c. se hubiera sacado la
cisoide parabolica; hiperbolica &e. Los an-
tiguos encontraron por medio de esta curva
dos medias proporcionales eatre dos lineas
dadas. '

432 Quadratriz de Dinostrates. Si una
tangente AT (fig. 199) al quadrante AB se
mueve uniforme y paralelamente 4 si- misma -
hacia C, al mismo tiempo que el'radio AC
recotre’ al ‘rededor. de C el arco AB; la in=s
terseccion de la tangente y el arco formara
la curva AMD que se llama Quadratriz:
et la que en virtud de la construccion qual=
quier’ espacio AP corrido por la tangente
AT, es al arco AN corrido por el radio AC;
como el radio es al quadrante ANB.

Luego sise supone AP—x, PM—y,
AN=—w’, [AC=g "ANB2=¢ " sera xiatutes;

, 6y es infinita,

oM Tredilueat T SR

dngulo ACN : dngulo AC3B, 6 u=—=——: ycomo
@

Tomo II. §)
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CP:PM::CA: AT, 6. a-x:y::a: tang. u; se ten—

4 a-¥ =5 s s A ~
ai5 y:Tm'lg’TPO? la equacion 4 la cur-

va, que es de las trascendentes, y dela que
se sirvio su inventor ‘para cuadrar el cir-
culo.

Espiral de Arquimédes. " Se llama
ast la curva CKMA (fig. 200) descrita. por
un punto C que se mueve uniformemente
por el radio CA , mientras que este hace una
revolucion al rededor del centra C; de ma-
nera que el punto C llegue & A, quando el
radio haya recorrido toda la circanferencia.
Si CA alargado repite su revolucion , mién—

tras C continua  sw movimiento, describira »

una: segunda espiral , y podrad trazar otras
muchas' que serdn partes de una'curva que se
estiende al infinito. De consiguiente , la or-
denada CM ' (y); serd al radio CA (a) v como
el arco AON (x), que es la abscisa corres—
pondieate , & toda la circunferencia AONBA:

ax
estaes Yo

g equacion a la curva, que

tambien es trascendente, y que pasa porfel
centro del circulo generador y el punto A.
Haciendo x=c+x’, se mudara la equacion en

ax’ i :
y—a+—— cnla que dando 4 x” los valores
Eii s

comprendidos entre 0 y.¢, resultardn losde la
segunda espiral ; que terminara en el estremo
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de unradiodoble de CA: haciendo x=2c-+x",
s¢ tendrd la de latercera, y asi de las demas.
434 Espiral parabélica. Si en un radio
qualquiera CN (fig. 201 ) se toma una parte
MN media proporcicnal entre el arco AN y
una recta dada p; la carva que pase por los
puntos Masi determinados , se llama espiral
parabdlica. Haciendo en ella AN=x, CM—y,
AC=ua; se ticne y—a—'V px, equacion' a la
curva, que espresara sus infinitas revolucio~
nes sustituyéndo en ella en lugar de x;c—~—x,’
Lol
435 Espiral hiperbdlica. Si en una rec—
ta indefinida CP (fig. 202 ) s¢ trazan desde
un punto qualquiera C como centro los ar-
cos AG, QM , PO &c. iguales en longitud,
y se hace pasar una curva por sus estremos
G,M,0 &e.'serd la espiral hiperbdlica , en la
que la recta BH paralela al ege CP, y dis—
tante de él en CB=AG=0QM=PO &c. serd
su asintota ; pues no puede encontrarla hasta
que CM sea infinito. GO LD
Sea CA==a,AN=x,CM=y,AG=QM=&¢!
—b; tendremos x:b::a:y , "6 xy=—ab equacion 4
la curva, semejante a la de la hiperbola en—
tre las asintotas; y en la que ponieudo por
X504 x,20+ % &e. resulta y:“—, y:——ab
St ¢+ 2¢ +x
Luego al paso que crece, la abscisa y mengua

e

Oa
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12 ordenada hasta el infinite, y la curva hace.
infinidad de revoluciones al rededor de su cen-,
tro dutes de llegar a él.

30 Logaritmica. Si de ‘uno y otro lado
de la linea indefinida AY (fig. 172) se toman
las partes iguales & E,EBF &c. AC,CX,XQO,
v en los puntos O,X C,A se levantan per—

pendiculares OL,XM/,CN,AB &c. que re-

presenten los nimeros de una progresion geo-
métrica; las partes AE, AF, AG &c. esta-
r4n en progresion aritmética , y qualquiera de
ellas AP sera el término aritmético que cor—
responde al geométrico PM, 6 AP sera el lo-
garitmo. de PM (209 #.I. ) Hagase abora pa-
sar una curva por todos los puntos L,M,N,
&e. v se tendra la logarithica , en la que los
valores de las ordenadas estan en progresion
geométrica, y los de las abscisas en progre-
sion aritmética. ;
Sisuponiendo AB==1, hacemps AP =,

PM=—y, m el modulo, y e=2,718 28183, nd-_

mero cuyo lagaritmo hiperbolico es 1 ; ten-
’ ® 7 S =4
drémos x=mly—=xle, (454y458)0 y7 =e¥ de
X %

donde se saca y=em ,equacion 4 lalogaritmica,
curva trascendente, en la que quando %==0,
y 6 AB=1. Si suponemos AT 1, sera. BB
1 : '

6 y==en : luego si llamamos ED', a;tendrés
mos siempre y=a< : y las abscisas formaran la
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progresion gritmetica + 1.2.3.4 &c. micntras
que las ordenadas forman la geométrica =
at:a%a:a*; &c. Las abscisas fegativas AC,
AX &ec. que son—1, — 2 &e. dan las ordena-

I

I . .
das—, S &e. ‘es decir, que lacurva tiene una
o (42

rawa infinita BL que se va acercando a la di-
rectriz ¢ ege OY hasta al infinito, 6 que OY
serd asintoty de la curva. La ptrincipal pro~
piedad de la logaritmica es que su subtangen-
te es una cantidad constante como probarc-
mos adelante,

437  Espiral logaritmica. Si- despues de
haber determinado un namero qualquicra de
arcos AD,AG,AH, &e. (fig. 203) que, esten
en progresion aritmética , se determinan en
los radios correspondientes lineas CA , CM,
CN &c. en progresion g/eométrica il curva
que pasa por los puntos A,M,N, &ec. se llama
logarimica espiral , 1a qual forma un mismo
angulo con todos los radios CM tirados des-
de el centro; igualmente queé estos con la tan—
gente y en la quelos arcos circulares son lo-
garimos de las ordenadas correspondientes de
las curvas. Dichas ordenadas CO,CN &e. dis—
minuyen en progresion geométrica decrescen--
te al infinito, y de consiguiente la curva hace
infinitas revoluciones al rededor del centro
C, sin jamas llegar 4 €l.

438  Cicloide. 8i un circulo AG (fig. 204)
rueda sobre una recta Aa lasta que ¢l puntg
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A llegue & a; trazara este punto la nueva

curva ABa que se llama cicloide o trocoide,
qual la describe el clavo de una rueda a cada
revolucion, Siademas del de rotacion, hubie-
se movimiento de traslacion hacia una misma
parte, resulta una cicloide menguada(fig.205),
y si la traslacion fuese en sentido contrario a
la rotacion, ser4la cicloide alongada (fig.200).

Por la descripcion de lacurva se ve que
en la ordinaria la base Aa es iguala la cir-
cuaferencia del circulo generadoi‘ , Imenor en
la menguada, y mayor en la alongada. El
diametro BC es el ege de la curya quando res
perpendicular a la base, y el punto B su vér-
tice.

Tirada MP perpendicular a BC, y las
cuerdas ignales MF, OC ; serda FC=MO: y

pues que FC—=AC-—AF—=BOC—FKM=—

BOC—OLC=BIO ; es claro que la parte
MO de la ordenada MP es siempre igual al
arco correspondiente BIO del circulo gene-
rador: y como la parte restante OP es seno
~ de dicho arco ; si llamamos MP, y; BIO, u;
sera la equauon aa c:clmde ordmarla y=u

~+senu: y supomendo MO_mBIO que com-
preide las tres cicloides, segun que b es 1gual

mayor 0 menor que a4; se tendrd y———u—k—
a

sen u por laequacion general a las tres, que

como se ve, son curvas trascendentes: Quan-
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do el punto A se toma dentro o fuera del
circulo, describe otra especie de cicloide: y
sien.vez de linea recta, se hace rodar el cir-
culo sobre otra curva; resultan otras del geé-
nero de las epicicloides.

439 Finalmente, sellaman curvas espo-
nenciales aquellas en cuya equacion entra al-
guu esponente variable, como ay=—=x% , el pro-
ducto de la ordenada y por la constante -a,
que se puede suponer igual 4 1, seria pro-
porcional 4 la abscisa x elevada a la potencia
x. Suponiendoa=—1 , yx=—2, seriay==x"=4:
slsmehg goyresa s p &b negideciv s dquenisi d
i la ordena y corresponde la abscisa 2, yala
ordenada y” la abscisa x==3 ; se tendrd y:y’s:
4:27: ylasy aumentaran 6 disminuirdn en la

-misma relacion que las x¥ correspondientes.

Es. ‘muy frecuente y universal el uso que
en'las ciencias v las artes se hace de las cur—
vas, enespecial de las secciones c6nicas. Sus
propiedades sirven en la proyeccion de las
bombas , escabacion de minas, en la construc-
cion de las bovadas, de las bocinas aciisticas,
espejos ustorios , telescopios &c. Los'plane
tas se mueven ea elipses cuvo foeus ocupa el
sol: y las orbiras de los cometas “se confun-
den sensiblemente con pardholas en los pun-
tos de sus trayectorias en que se. ghsetvai,
La cicloide ha servido para arreglar los telO-
xes de péndola &e.
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. CALCULO INEINITESIMAL.

440 El objeto de “este cileulo es consi-
derar la relacion entre los incrementos ¢ de-
crementos que sobrevienen 4  qualesquiera

cantidades variables, para llegar a cierto es—

tado: dichos aumentos o decrementos que
son partes infinitamente pequefas o elementas
de las caatidades , pueden mirarse bajo de dos
-aspectos diferentes, que dividen en dos ramos
el calculo infinitesimal : en el uno que se llama
caleulo diferencial & de las fluxiones', se ave-
rigua la razon que hay entre dichos elemen=
tos dadas las cantidades ; y en el otro que es
el integral o de las fluentes, 'se busca la ra-
zon de las cantidades dados sus elementos: de
suerte que el 12 resuelve las cantidades en
sus elementos, y el 22 de los elementos com-
pone las cantidades. ‘

Si g es el cociente de la cantidad b par-

tida por a, de suerte quei =—q , y perma-
it W) RS ! : 5

neciendo b constante, concebimos que a va-

ya menguando ; ird creciendo a proporcion

el cociente ¢ hasta que llegando 4 ser o una

cantidad infinitamente chica qual podemos

considerar al cero, vengag a ser infinitamen-
Hitders

. 7
te grande: esto es, si a= 0y —=——g=r (es-
W7o A% a

te es el signo del infinito). Al contrario, si se
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concibe que a vaya creciendo hasta el infini-
to, disminuira ¢ hasta llegar aser cero, y se~

rd ——=—=—qg==0. Por esto llamaremos canti-
a o0

dad infinita la que en su genero se concibe
haber recibido todos los aumentos posibles;
¢ infinitamente pequefia la que se goncibe me-
nor en su género que otra qualquicra posibie.

‘Pero propiamente hablando, el infinito equi

vale las mas veces a indefinidd , y viene a ser
el limite 4cia el que se acerca el infinito quan-
to se ‘quiere, sin poder jamas llegar a ¢l
Quando decimos que 1 es la suma de-lasérie
infinita Z:3:% &ec. ‘es decir que r'es el limite
de dicha suma; porque quantos mas térmi-
nos se sumen de dicha série, mas se acercara
la suma a 1. Asimismo, llamar al circulo po-
ligono de infinitos lados es decic que el eir-
culo es el limite de quantos poligonos se le

‘quieran inscribir, O circunscribir , al qual se

acercardn tanto quanto mas lados tengan.
‘441 Hay infinitos ¢ infinitamente peque-
fios de diferentes Otrdenes : si x es infinito,
stendo 1:x:x:xx ; serd xx infinito respecto de
x, como x lo es respecto de 1, o serd infini-

tamente infinito o infinito de 2?2 orden: por

igual razon es 3 infinito de 3.¢ orden, x*

b ’
de 4° &c. Si—es infinitamente pequeno , se~
X

At o :
ri— infinitamente pequefio de 2.0 Grden;

~
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A S o oy o, ¢ 3 2 3
pues es X:—i— —5— serd inflnitamente
AR RN

o g 1 .
pequeno de 3.t orden, — de 4.0 &c. En un
X

producto de factores infinitos ¢ infinitamente
pequefios , se atiende al ndmero y grado de
dichos factores: y asi bxz y xz, siendo x, z
infinitos yb finito, son infinitos de 2.0 orden;
pues bxz:ixz:b:1: ysiendo b, 1 deun mismo
orden, lo serin tambien bxz y xz. Aqui se
ve tambien que 4 los infinitos multiplicados
y partidos por cantidades finitas puede me-
dirlos alguna razon Afinita. :

442
ni disminuyen una cantidad infinita: porque

. a
siendo 1 — 1==—1r1 4 1—0, y— = (440)

—T4-1
a a

—a+a+a+aie..tt :
T I-1

sera =00 :hagase la division( 103

L=T

t.I.) y resultara

a

a
— =0 — 0. — :
il BN 58 4 =141
a a
que a+a-+a+td.....——

y luego

lo mismo es

i)

I=F 2l ¢

lo mismo es

a a
—que —4—8-G-a...+—
o S § s |
De consiguiente en los cilculos en que in-
tervengan una ¢ mas cantidades infinitas, se
deben despreciar todos los términos finitos: y

por igual razon se deben omitir los infinitos

Las cantidades finitas no aumentan
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o infinitamente pequefios de érden inferior
quando los haya de orden superior. Por egem-

: X1 e
lo, la espresion——— en la suposicion de
P ) P sx-b p

: x e s
serx infinito, se reduce a— — . Los mis—
s

mos ¢ hubieran salido dividiendo numerador
y denominadot por x, y despreciando los ter-

. a . .
MINOS r—y— que por ser infinitamente pe-
X X

quefios , se reducen i cero: tambien la espre-
sion xx+ax+0bb se reduce’d xx en la suposi-
cion de x infinito, omitiendo bb finito y ax in-
finito de 1.r Orden.

443 Asimismo xx +ax se reduce 4 ax,

siendo x infinitamente pequefio, desprecian-
: ax.h ,

— bajo
cx

!
do xx quelo es de 22 orden: y

. ol b-
de la misma suposicion, se queda en—. Pero
¢

no se ha de egecutar la reduccion hasta ha-
ber concluido el cilculo de que se trate : y asi
la verdadera diferencia de xx+ bx+a yxx +bx'b,
suponiendo x infinito, es %x + bx + a-xx-bx-b=
a-b, y sisehubieran quitado dntes los tér—
minos ax,'a, bx, b, hubiera resultado xx—
X¥——0: tampoco Xx-—V/(xx—aa) se reduce
4 cero en la misma suposicion, sino 4 x - x+
aa u4

P &¢. desembarazando el radical ( 154

, aa 5 s
t.L): ydespues 4 — , despreciando los demas
25

Fa Meahiinen, _BR .
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términos (442). Pero dutes de internarnos en
los métodos diferenciales é integrales, vamos
a dar alguna idea de Io que son séries con
algunas de sus propiedades que nos seryiran
despues.

De las Séries.

444 Llamamos asi a un polinomio de in-
finitos términos potel que se espresa el valor
de yna cantidad que 0o se puede sacar cabal.
Quando sus términos van disminuyendo se
Hama decrescente , y tambien convergente por-
que entonces se acerca mas al verdadero va-
lor; serd dwergente quando se va apartandg
de el y porque entoénces van creciendo los
tummos, se llama crescente.. Aquellas en las
que cada término se forma de alguno ¢ algu-
nos de los anteriores, se llaman recurrentes.
De nameros hay tres géneras de séries: 19 el
de las potencias que yaconocemos : 20¢l de los
nameros ﬁquranlos o de dlferentes ordenes
que comienzan asl......

Constantes 6 de 1.r orden... 1. 1. 1. 1. 1. 1. &
Naturales 0 de 22 Orden... 1. 2. 3. 4. 5. 6. &
Tridngulares 6 de 3 v oorden.1.3.6.10.15.21.&¢
Piramidales 6 de 49 érden. 1.4.10.20.35.56. &

v en los quales cada término es la suma de los
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que le anteceden en la serie precedente: en
los tri;‘mgui:—wes por exemplonil ==L, 3= +2,
6:—t+2+3 &c. El 3.0 género esel de los nu~
meros poligonos foumlo:» por la suma de los
términos consecutivos de una progresien arit-
"ILdi.d, y toman el nombre segun es I,2,3&¢.

la dilereneia de la progresion.

Progyesiones ‘aritméticas. Nimeros ' poligonos.

1.2.3.4. 5o &ei dif. 15,.1.4:6.7 30.15. &c. {Triang.
1.3.5.7. 0. &¢. dif. 2...1.4.9. 16.25. &c. Cuadr.
1.4.7.10:13.&e. dif.3....1.5.12.22.3%. &e. -Pentdg.
1.5.6.13.17. &¢. dif.4....1.6.15.28.45. &e.” Exagon.
Se llaman polwonos porque las unidades' que
tienen sus nameros, se pueden colocar en fi-
gura de triangulo, cuadrado, pentigono &e.
445 ' Ya hemos visto como por medio de
la  division y de la formula de Newton
(104 ¥ 1545.1.) se reduce a serie qualquier
cantidad : ahora.vamos 4 esplicar otro método
mas espedito v‘ulendonos dc los: -coeficigntes
indeterminados A, B; €, D &e. SWOngaxllos

» Que
el valor de dichos coeficientes sea Ul qie....

—-l-L‘——a———;:Aﬁ»Bz—-s Czz+Dz>+Ez* & &c.
drermos multiplicando ambos mxembx‘os por
Ny b“‘i b Bz bboZ1bDZS &e. s
+4 7 Bzz:Cz3 &c. :

bA*szwsz*sz a&c.

utzaspomeudoda it u»Az+Bzz+Cz L

(&}

G

pues para reducir d série la antxdad—

ten-

hz,a=
: ¥ 'Z
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Para que el 22 miembro se reduzca 4 ce-
ro , igualemos 4 cero todos los coeficientes y

222

tendremos bA—a—o, bB+A—0,bC+ B=o,

bD+C—o: de donde sacarcmm desyejando

B
ABC&CA_. B_—b_ b M B --_b.
a C
ol Do &c. : luego —
b3’ b 47 bz A
A+Bz+sz+Dz3-+&c. e 2
bbb b
. .
i B
b4
Para reducir 4 serie — , supon-

3 a0 4-20X-X%

go— " —A+Bx+ Cxx——Dx’— &
Q04-20X-XX

y multiplicando por el denominador , sal-

aaA+aaBxi0aCxx+aaDx?+  &e.

—+—2aAx:2aBxx+2aCx%+ &e.

—Axx— Bx®  &c.

Y por ser enténces aa—aaA ; aaB+2aA=o0,

4aC+2aB—A—o, aaD+2aC —B=—o0; sera

drd aa—= g

A1, B::—-?—, C=—n‘;—, D:———“—a &e. y de

X 5 aa
consiguiente ————r- —A+Bx——Cxx—
QOp20X-XX
xx 1243 ’
Dx? +&C......I-——‘+s —_ ——&c.
a aa a3 v

Quando en el numerador hay dos térmi-
nos , se igualan a los dos homogeneos de la
serie multiplicada ya por el denominador: si
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hay tres dlos tres primeros, y asi de los/de-
mas: y asi para hallar la série que correspon-
h) - 1+L7

ac. 4 ‘“""'__)

S€ sUpO ndra igual a A——Bz—~
1-2-27%

Czz+ Dz® 4 &c.y  despues: de haber multi-

plicado  por A+Bz+Czz:Dz%+ &c.

I=~Z0 22Z358€ © qao % Az Bzz-Cz3-&ec.

b oy

hrll; I—[:——.A.l, .__.‘Jzz _BZ &c
=B . Any

de cousiguiente serai—B=3,C—4,D=7,&c. y
22
—I-—Z—Z’Z
3z+422-+72° &ei série recurrente por ‘ser e
coeficiente de cada término suma de los dos
precetentes:
Para sacar, por este mcdlo la raiz proxima
de (at--xx) 5 6 redocir 4 série V (a[H XS

—=—A+Bz+Czz4Dz3—+—&c. —1——

(aa+x;\’)L , supondrémos ‘\cm+¥¥)"—A—+—.....
Bxxa Cx*+Dxb~+ &c.'((no se supone igual
4 A+ Bx+ Cxx+ &c. porque el término con
x del 29 miembro sin homologo en el 12, hu-~
biera embarazado la operduou). Cuddxcse
pues , la anterior equacion, y resultard........
A A+ ABxx+Blix*+2ADx6+&e.
A+ XX— ——2ACx* 12 BCx®+&c!

X

de donde se saca (z:r'“AA '\=a By

2
I
C::F’ Des .6 &e. Luego V(aa-—+—
U ws.

1x)—= A~ Bxx—Cx*——Dxb——&c.=q +....
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4 x6 g
:Ef yidh i — &C.‘
2a 8a3 1645

446 El sumar las séries es la operac on
mas dificil que se hace con ellas, y viene &
reducirse 4 sumar algunas generales que sir-
ven de formulas por las que se suman las
demas que pueden reducirse a ellas. Noso-~
tros nos cefirémos a los casos mas precisos

a a a a a a A
19 Sea +—: : s . R
b by ' bgg bg3 " bgt
. progresion general geométrica decrescente al
a a a a
“bgee gt T by bgg

bg = un\al

infinito. Sise coloca ast =

a a (iR, ) 1
Pt la habrémos hecho crescente, y su
q
suma serd (202t.1) despreciando el término
<“
bgo
aq
Se=—r
b-b :
mar qualquier progresion geometrica decres-
cente al infinito.
Sumemos por ella la fraccion decimal
10,3333 &¢. que sabemos equivale a 3, y vie
3 &

;2. 2 3.4 lahacemos
10 100 1000 10X
i1dsy 3 3303,
crescente escribiéndola asi,~——: ——i
1000 100 IO
Serdid=—3, b—10, 0710, V S__.-—;%::§

De consiguiente la suma de 0,99999 &e. se=
ra i como lo da tambu.n la formula.

que es infinitamente pequefio (442),

: formula por la que se podra su=

ne a ser +
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Para averiguar en quebrado comun el va—
for de la decimal 0,181818 &c. 6 la suma de
la progresion 4 que equivale; harénios a=18;
==100, =100, y sora S=g328=2. Tanu
bien encontrarémos que la fraccion periddi=
ca0,14285714285714 &c. vale %, sustity—
yendo en la founula 142857 en lugar dea

1000000 en lugar de by g.

; PRSIl S T A5 e
447 29 Para sumar tina Selie—=——8 1z —
b bg
G402 od a+ 3d
S &e. cuyos numeradores estdn
'k 7

en progresion aritmética y los derio{niriadox‘es
en progresion geométrica ; se reducird 4 estd

founa——»—a-.;...i ST ok
b’ baq ’bq3

e bg - bg ' bgg bgq
o
bg 1.793 bq3 —&e¢. de donde se sacaran las
sxgulentes séries que son otras tantas progre=
siones geometucds

s R R ' dq
L s
ST bqq qu C. cuya suma e T
G : <@
S - &St SUMA s =
bf.i baq bq bg-b
7z
Sl i L @rClisl ST A b
T bg3 bgg-bq
3 £ s ‘l
= &c. SU suma.... su—
bq3 0q3-bqq

Y pues que estas sumas escepto la primera,
d

bg- b bﬂ bg

-------------

forman la progresion =
Tomo II.
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dg

by2-2bq + b

d
—— — &c. cuya suma €s- — i d esta

4%-b49

, _ ool ;

se afade la pmm’era-:b—zb— sised tendrd i
g

agg-aq + dg
bgg-2bq +b
puesta. : : el
448 3.0 Encontremos gerieralmente [a
suma de qualquer numero de términos de
una progresion qualquiera de las potencias
de los nimeros naturales 1 , 25 35 4 &c: Re-
presente la progresion aritmética+a. b. c. d.
una série qualquiera de estos numeros : y
pues que t=—d+1,; d—c+1, c=b——1, b=
a—+—1; sera elevando estas equaciones a una
potencia qualquiera m.....
m(m-l) “m(m=1)(m-2) ;
Ay B
2 X 3

(=1 ) (-
=24

por la suma de la série pro=

19f!77:d’77+mdm-;
' (1)

20 dm‘:cm+mcm—1¢

2 X3

390m=bm+mbm-1+ ( I>7m 2+m(w 1)(;71 Q)bm 3-}&C

2% 3
m(m-[\(m 2)

m{m —1)

4_9 brn:a;7z+manz-1+
ey ; 2 X3

Sumo todas estas potencxas y tendré redu-

ciendo, tm—gm—— m(am-14cm-1+ bz71—1+dn1—1)

—— I (mxm— 1)(d M- 2 om—2-— b2 gm-2) ...

m(m=1)(m-2)

———(dm-3——om-3——br3ten-3)t &c
3

Si suponemos 'ahora s7-1igual 2 la suma de
las potencias m —1, dea, b, c, d,t; serd.

=348

cm-3+ &c.

am-3+&e.

neral que se busca.
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5172—1—-t‘ﬂ"1——n n=T .4 hii=Tapmi-1_4 Jh-2 A
=102 4 bn-24 Vi 2eped m-2&tc, ylasumaan-
terior se redugitd finalmente & t7 = a/——..
m(smt—gm=i) . L (zﬁx;ﬁ — 1) (§M= 2 72—

mn=1){m=2)

: sm-3—m-3)+ &c espresion ge—
2 X3 & ) - =

7

: blendo m=1 , resulta f——a——s° R
s°=t a+1,suma de una série de potencias
ceros en=39495962 por egemplo, s°=t~a ——
1=6 ~=3+1=4. Sim=2 se reduce la formula
At°=as+25— 20+ 5°~1°=ad+25 —1 ——d, po-=
niendo en lugar de s°—1°,1 - asacado de la
suposicion anterior: luego s= 3 (it — aa ——
t—-i——a) =3t (t——1)——3a (1— a): de suerte
que l4 sumia de+8.9. 10. 11. 12. 13 es §=—=
13X744X ~7=63. :

Suponiendo m=—3 , resulta ta——a ——
3 (55— it J=bai(5t) +s0 tlima - sii stk
3§~ 2t—a : sustituyase el valor de s, e
tendrd trasponiendp ; ss=1t%~+Itt+ ir- Lg%+
300 - za=%t (20t + 3t——}——1) ~a(2aa 3a—+-1)
Enla série de los cuadrados+22.3%.32 §%.6%
se tiene ss=go. Haciendo m=—=4, y po=
niendo en el resultado los valores hallddos de
§ U,salesszlﬁ——%ﬂt ——1it - Zate—Ia% —
aa:xtt tt—+—21: 1 )—~—aa\azz »2a~—-l—1)
asi de las demas. :

449  Si suponemm infinito el ndmero de
térininos, serd el ultimo t— «, y entonces..:
{ P2 5
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oo m=1, 0 m 2&c. se desvanecerdn en la-forumu-
la como infinitamente pequefios respeeto de-
wm iy lo mismo sm-24 573 &L, respecto de
sm=1 ¢ luego dicha ft’)rmul% quedard redncida

Vs , 3
4 eom=myn-1, ysi="— , 0 suponiendo
"

: -1 .
M1 =11, 5 == ——: es decir , [a suma de
n-t+1

las potencias # de una infinidad de términos
de los ntimeros naturales es el producto de
la potencia =7 del dltimo término multipli-
cado por el nimero de términos, y partido
por n——1. Con la misma facilidad se sacaria
la suma de las potencias de qualquier nume~
ro de términos finito ¢ infinito de una pro-
gresion aritmética qualquiera, suponiendo r
la diferencia.y haciendo t=d=r,d=c——r&e.
y como el esponente 5 puede representar aun
las potencias fraccionarias , quedara el pro-
blema completamente resuelto.

450 Se llama término general de una sé-
ric la espresion de nnimero de términos, por
la que se forman todes los de la série subs-
tituyendo por n'los mimeros I, 2, 3 dc.
n? por egemplo, es el términogeneral de la sé-
rie 1, 4,9, 16, 25 &c. cuyos términos resul-
tan suponiendo n—1,n=—2 &c. y suma gene-
ral de una série la espresion que da general-

mente la suma de un numero qualquiera 7

de términos. Tal es In®~+ Znn + In suma de
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13 série de los cuadrados 1,4,9,16 &ec. cuvo
término general es nn: en la qual si en lug‘ar
de 1 se pone 6 , salen g1 que suman los seis
primeros términos, :
451 Sienla suma general (S) se pone
n—1 en lugar de n, resultara la sumad (5) de
los términos hasta n—1 inclusive, o de to-
dos ménps el nitimo que es el general: de
conwgui/enre si esta suma se resta de la pri-
mera, se tendrd el término general (T), que
es siempre S—y. Si S== ] (mn+n) , serd po-
niendo n—r1 en lugar de n, =} (mn—n), y

S s—=T—n. Si =244
-1

agr-1. Pero dado el térgﬁno general T no es
tan facil encontrar la suma. Contentemonos
con la resolucion siguiente que se estiende 4
inumerables casos. R
452 Sea T=ann—i—bnn-1——cn7-2——&e.
—+r,y hayase de encontrar lasuma S de su
~série, Si hacemas S=An7+1——Bnm+Cn7-1 4
Dnr-2——&c. —-R, y sustituimos n—1 enlu-
gar den, tendremos s=—=A(n—1)"+1+B (n—
1)+ C(n —1)m-14D(n — 1)m-24&c ...tk

A(m =
Anrr i Almt Dt 2 Ami(mt o Jan-1- Sl 1)————}”("}(1)7;

——Bnn

,serd S—s—T=—

m-24+&0,
X:

-—I-—-,}Bm(m— I)n-»n-:_ &ec.
—_— C(l?’l e 1)]),”!-’.‘.+ &c.
i

; lue'go S “‘JZT:[”ZW-{-ZJ];W‘I+C’;'{Z~2 1’_61“;;;;3“{'“8;(}. —

—Bmxnm-1
-—-{——-Cn"l"l
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A 1" (977
A(WH- 1 )n’"— 1 Alm+1 )ma*n—1 + _’_T_Z(_s(."_l)

-r»meXnm 1

‘Comparense los términos homol 0g0s , y. s€

a a b ¢
tendm A———,B= - C= ———
e 7i/+l 25 2] EAAS M m=1
b am
——t -&c de c0n51gu1ente S::Anf‘ +I——
e .
Bnnt &c. —

Mg L 5 2

e b _am ,
et g,
(LD S e :

Si se p1d1ese la suma de la série 1.2. 3.4.
§.enly CUYO  TEFMINO geneml es n; 'se hard
m=1; a=—1, b=0,'¢=0 &C. y ser4 S—in——
l;zn—l(nn—-f——n) La de la'série 1.4.9.16......
nn, donde T—yin , da m—2, a___t s D0y

n -!-' 1—‘*—- —--——l-—_) n }l—l—

c=—0/&c;\y S:in + Inn—2 n. Ultimamen-

te, si T—=n7 como sucud en la formula 1.

o 4'?7..... Bt .n’; sem m=m , a—r1, b.::o,
. S

¢—0 &eyy S—

nir +I—'+—' In n.._.{._
P 125

nm1 —+—&c. y suponiendo n=w y pos\mvo, '

sela despreuando nyn 1&e. (442) >
AmikT

ek
453 .- Quando se da una equacion x¥=—

___..

azen.—}_—bzm-}-n——i—-czn ton——dgntin 4+ &c. y :

se pxde espresar en términog de x el valor de z;

1’71“2'&&

-'—I) (77 s I) 17’1};?«7‘2—‘-&&
—+—C(m—1)nn2 &C' :
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acudimos al que se llama método inverso, re-

torno 6 regreso de las  séries.  Conside-

remos 19 que mM==I, ¥ n=I, 0.que sea X=4Z

——bzz——cz’——dz*+&c.y que se pida enx

el valor de z. Si suponemos z=—=Ax——Bxx
——Cx®——Dx*—+—&e¢. serd......

z2z—AAxx+2ABx*+BBx*+&c.
42 ACx*+ &c.

2°—  Ax*+3AABx*+&c.
) A*x*+ &ec.

% az— Aax+aBxx+aCx*+aDx*+&ec.
bzz= AAbxx+2 ABbx*+B’bx*&e.

i g ; 12 AChx*+&e.
czl== Alcx®+3AABex*+&e.
% dz— Atdx*+&c.
luego )_(:.Aax_ Y A::%- : aB——AAb=—0, 0
B::——-—IZS— : ﬁC—*—me—%—%A’e::o oy e
a
abb-ac

Sy ast delos demas. Ponganse estos va-
a

lores en: z=Ax+Bxx+Cx*+Dx* &ec. y resultarz
b 2hh—ac 5{1/7(,‘-a{l(f+5i.‘3 > X4‘

1
F=— '——;XX‘I'
taab4=atabbey-Saahd 2aaec-a3c 5 :
mps : = wit VP e
a

a a a® a?

——&c formula por la que podremos espresar
una série de potencias de z en- otra Ccompigsm
ta de las mismas potencias de x.
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Sea por egemplo, x=z—2z——2%_z4, | : b 3bb-ac
2 P % : ; Sh—qy B=— 2 G —— D=
+ 2°~&e. tendremosa=1 , b=-1, c—1 s a2 aBt+A*t=—qy a4 Qi
e—=1 &c. y sustituyendo estos valores , serg Salc i e citols que la formula
z=x+x+x’ +xt+x°+ &e. Si fuese x=z+1z54 a8 1
72 32441254 &e. por ser a=1 , b=1, c—=1, por la que podremos espresar en x quales—
AN Sy gl , s ; £ ; gap RG]
= 65 &c. serd zm=x—FxxAIxt— I ychy ‘ quiera potencias impares de 2, setd z——=—x-~
TSy Tlies s AR | i \ / S8 iy >
3o ¥ _&C- Ultimamente , siendo z=— - ix3+ 3hb-ac i 8abc-ad-12h >x7+ &e.
iy - x4 x5 a4 a? a0

} —

-
-+ —&e. Sera— =z+lyx o
343 aaf  gab a o j‘ : Para espresar en x los valores de z en I
X 33 I o4 I s 5
=2 +7: Z +- VA +&C- 23 z
6 S 120 .
équacion=—ze——== —ust

Supongamos 22 que M—I, yn=—2, de - 2.3.1¢ 0.3 40t
que resulta la série x=02+bz°+cz°+dz7+ &e. 27 — st
de potencias impares : buscarémos una -for— : + &c. haremos a=—1, b=—
mula para este caso, haciendo z=Ax1Bx®+ 2.3.4.8.6. 7.2 S Es
Cx*+Dx?+ &e. pues serd...... AT bl —p d—— I
: 2.30285% Vlnae A ey 2. 3. 4. 5.6.7¢
z*—A*x*+3AABx*+3AACx"+ &o, " &c. 'y se tendrd z—X o (_LT
" : +3ABBx+ &c. : 2. 3tF 3. 47
i Ax°+5 ABxT4 &, BRI TS O SO €
e — A7+ &e. T 2. 3t
o ¢ : 3 3oty 3.8 X7 ——&.
%az:Aax+zsz’+aCx’+an7+ &e. 2 4o gpty 2. 4.6. 7t
bz*=A*bx*+3 AABbx5+3 AAChx "+ &o. RS
luego x— g « +3ABBbx?+&e. . ' \
: 28 = Ascx®+5A+Bex?+&e.
% £y e Aldx"+&e.

3 ’ ’ 1
De donde se sacard x=—agAx, 6 A——;
3 £ o
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Consideraciones generalas  sobre los Logarit=
™Mos , algunos de sus usos , y modo de sa—-
carlos por las séries.

454 Para generalizar mas las ideas que

dimos (208 t.I. ) de los logaritmos , suponga-
mos que sea ¢ un'numero’ mayor que I, xla
potencia a quese hade elevar para que igua-
le a b, de modo que a¥ ==b; sera (2091.1)
el esponente x el logaritmo de b0 x=—ll

(1 significa logarzrma Ea Ldl’ltidad a se llama
base , y segun varie su mlm , varia el/siste~.

ma dc logaritmos. Juan ngero su inventor
uso del mas. sencillo en que a=—=1 , del que
resultan los logaritmos hiperbolicos (417): este
y el ‘de las tablas, en el que se hizo a—r1o0,
son los usados ; pero en todos es 1 1=o: pues
sl en a¥ =h, suponemos b=r1 ; serd a¥ —r,
y de consiguiente x=¢ (92 #.1.): y pues que
la?==2, la®*==3 &c. conocerémos el
numero que se ha tomado por base, viendo
qual es el que tiene por logarltmo I

455 En qualquier sistema de logarlt—

ab
mos, se tiene lab= l—__la +1b—-11, por ser

| 1

b o
1:a:hl y por lo que eAsefiamos (3l a
I

ab abs
labe=la +1b +lc—2l1 ; porque I: el
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labed=la+lb+ctld —3l1, lo’=latla —l1—=

2la —Ir : la? *Mla~—211 > Y lgn—mla —
T
(m —1) 1\/a—‘1a n=— lg — (—— = I) li=
moo- "
ln [m-1) Ir

\/a: la+2l1). En el que-

m

a 5
brado—b—j:—'b—x 1, donde b:a;:x:—}—]-_ , se tendrd

b 1l 0 —lac=31b Ta -

uc
lc , poniendo 316 —2l1 en lugar de 15° sla+
le—Ir por lac, y reduciendo despues.

456 EBn el sistema comun de los logarit-
mos de las tablas , en el que l1—=o0 , son mas
sericillas estas espresiones por reducirse a cero
los tu‘mmos en que entra iy d)l lab=la+lb:

1 f—:l 1+la

la® -—gla, lam=mla: l—[-)-:la——lb 1,_7 s

- V{aa ——x%)
21b—Ic IVC‘:Ic’t———_lcl e
n <G+X/ 1
Il(ﬂ*‘l)——— (atx):y ultimamente lgaa+

la* + 513=6l 3u==l3a%; Y para manifestar

quinto facilitan estas esp)ulones los cilcu-

los. mas comphmdos » vamos d aplicarlas d al-

gunas equaciones y plooluua.s.

" 457 ¢ 12 Si se diese para resolver la equa-

cion av=—p; hariamos xla=Ib, yx-—h— en
amx ; : :

— =c serd mxla——{1 —nx)lb=lc,mxla —
h/lx T

/
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I ¢
b
R (2l _
nxlb= lc—.lb s mla :115: a # Sea
1
bﬂ”f"“ﬂ ¢ bﬂl {
ar— , tendremos xlg—mxlb +nlb —
cHe nlb
gxle, y.ox = P Ulfimamente , SL s
]]11.‘ b !
dlese—z—;‘f— ~p 5 seria nlb——-lb——mxlc—“
x]f‘_plf, y (mle +1f) xx — (nlb +~p1f) x—-alb,
0 xxlemf—xlpnfp—=-—xlb2: de donde se saca
npp n 2
oty G VRN
alcf 4(’!(:‘”_70)2 1e™f

2?2 'Si 100000 personas aumentan en una
provincia de 55 cada afio -3 qudntas habra al
cabo de un siglo ? Si 100000=n , habra al fin
del 1.1 afio n+Zn 0 n(1+5)=n(3%): al fin del
29 afio habrd n(2%)?, al fin del 32 p(35)%........
y al fin del siglo n(3%) *°°. Luego deberi ser
(33)°°x100000—x, el nimero de habitan-
tes: tendré pues , ro0liz+l100000=lx : y
~.como 121—l3 lego_o 014240439 ; serd
1001%%:1,+240439: sumese con l100000==
5,0000000 , y compoudrd 6, 4240439—=lx-
que corresponde al nimero 2654874, valor
de x, y nimero de habitantes que se busca.

Para averiguar en qué razon debid au-

5

L veces
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mentarse el género humano cada afio por los
tres hijos de ’\ow Y Sus-mugeres, para que 4
los 200 anos hubiese wn mJZon de personas:,

supongo que cada aflo se aumentasen de......
(+x\ 200

0.9

‘£ 7 / %
—; seiia %6 el numero de perso~
X

nas que deberia haber a los 200 afios , y de

AR RN 2O ek
consiguiente _";_> X6=1000000,— ==
X x

1000000 \ I / I X
i 0% .y porlos logaritmos....|-F—=
3 x
T4 10000007 4% UL i ; ¥
[ — :Ex5,2218487:o,026x092.

i

900 6

El numero que corresponde & este logaritmo

106196 1+x 1061963 ; y

R o :lueg = 5y X= 16 poco
1000000 X

1000000
: I
ménos : de suerte que el aumento— cada afio

deberia haber sido det

Quanto deberza aumentar:e un puebla
¢ada afio pard. ser al fin de cada ﬂglo dos
mas nmreroso? Siendo 7 el nimero de

sus habitantes y — " la razon en que se aumen-
% X%

Y - 1~ \ To0
ta; habriaal fin de un sxglo( ) XB, ¥y

X
pues que este nimero ha de ser 21 ; serd.,...

i~ \ Ico I4.% =X
Ry AN =D X001
X

luege
X

1+\( : A PG e

—=isl2=0,0030103: con que—= ==
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10069425
;C-):;OOOO
mentarse en _-~ cada afio.

Para saber quantos anos  se nec‘emgn
para que 1 de personas sea diez veces ma-

yor , aumentdndose cada afio de —I_: hacien-

il 0 tendman pues que au-

X
do x el nimero de :mos, seria n(33%)" =ron,

85 i lio :
0 (13%) =10, yse sacard x=—-- it
‘ ‘ g v l161-l100
10000000 g
— =231I. o estos ploblcmas sacados
43214 .

de la Introduccion' al Analisi de losinfinitos, -

una de las mejores producciones del célebre
Leonardo Eulero, se han tomado los logarit-
mos de tablas que tienen diez decimales , co=
mo las escelentes de Ulaq

458  Tratemos ya de sacar el logar:tma'

de un ntimero qualquzera » por un método mas
espedito que el que esplicamos (211 7 I)
Supongamosle 14x, Yy que (14x)7 sea igual
Otro numero I+z ; serd 1+z—-(1+x)m Sy

m(m=1)(m—2
MX—+ Im(in—1)vx—+ —(——(— )
o

3.,
1(1-+ x)=Ax+Bxx+ Cx®-+ Dx*=+ &c. yl(i+2z)=

3 &é. Sea..

Az%Bzz—+ Cz*+ Dz4; tendremos I(i-+—2)=-

I(1+ x)*h—ml(x—}-~x) (mAx+mex——!—mCx
~+&e)==(Az+Bzz+ Cz’~+ Dz*——&c.) ¢ pon-
gase en este ultimo miembro el valor de z
qQue sacaimos antes , y se reducird la equacion
a esta....

\
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mAx+mBxximCx S mDx* &e.
I\ih 1 ()77 2)

= 3 mAx: Zm(m- I)A X+ Ax?&e.
+mmBxx smm (m— 1) Bx3:1&e.

+1m° Cx® +&e.

en donde reduciendo y coniparando los tér—
minos honi6logos, resulta A—A—o0, B=—
1A; C=iA; D—— IA &c. luego | (1—x)
__./\ (x—-xx+_x — Ix*t——Ix® &c.) Aqui
Seveiqued Iy-—x LOI‘,leSpODdel'dn diferentes
logaritmos segun los diferentes valores que
se den & la indeterminada A que se llama
médulo : pero haciendo x=o , siempre se tiene
1 1==0, como lo digimos (454). De lasuposi-
cion A==1, resultan los logaritmos hiperboli-
cos 5 que por mas sencillos ; se llaman natura-
les : y como por ellos se pueden sacar los de
los demas sistemas ; multiplicindolos por’ el

modulo correéspondiente A ; hablarémos de

los hiperbolicos:
Y por quanto la série sacada para el
I(1==—x) es poco convetgente , aun quando x

es un nimero pequefio; sacarémos para dar—

la una forma mas ventajosa , el 1 (1-~%x)=—

Io I3 I 4 B ST R e
X—fax—Ixd—Ixt &y gerd L (1+x)

[(1—x)= o, (x+Ixd+ Ixftix x T+ &)
=X

série .por la que se sacarad el logaritmo hi-
-perbolico de un' numero qualquiera mayor



240 CALCULO

que I, y que serd muy corvergente : pues

I-tX v
igualando el nmimero =y siempre X serd .
=

menot que 1. Para sacar por egemplo , el lo-
5 . 1-4+% :
garitmo de 2, haremos 2=—=—- , y serd......

X=—1%; luego la=2(3+ : — 'I.s
3453 53

S 71. 37-+ &c.):"o,()gg 1458. D"el mismo mo-=

do hubieramos sacado 1 10==32 ; 30258409:
El duplo del logaritmo de 2 es el de 4, el
triplo el de* 8 : la suma de los de 2 y 3 serd
logaritmo de 6: la mitad del de 10 sera el de
5, y asi de los demas que se sacaran facilisi-
mauente caleulados los de los numeros Ppri=
meros.

459  Siendo 2,36258500 el logaritmo
hiperbolico de 10, y el de las tablas 1 ; ten=

dremos 1=—=AX2,30258509: de consiguiente
A=
2,30258309
dulo de los logaritmos de las tablas, por el
que se deben multiplicar para reducirlos a
~ hiperbolicos : y estos al contrario, se redu-
cirdn a los de las tablas, partiéndolos por....s
9,43429448. .
460 Si dado un logaritmo, se nos pidiese
el mimero que le corresponde suponiendo 2

ellogaritmo dado, y 1-+x ¢l ninmero que se

=0,43429448 , valor del m6=
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busca; serd (458)z~—x§xx+—x —Ixt—=
-xs-—~ &c. Para averiguar ahora el valor de x
enz(453), sea x—=Az+Bzz + Cz*+ Dzt—i—

C. .y Serdisis
% Az+B22+Cz® + Dz ——&e.
—%AA2z —ABz*—3BBz*—&e¢:

A § ; — AC*—&¢. i
——IA%2*+AABz*—&ec.
{ IA“z* &e.

De dondese saca A—1 B_%,C_é,_—_D
&e. luego x—z+ R Bl
5 2 23 Rl

2—3—4—5—1— &e. y finalmente 1—t+—x—1-+2-——

2z 22 =% ; » e
—h——— ~+ &c. Engeneral; unnd-
2 2:3 2.°3. 4
R S e : (n)2 ()3
mero qualquiera n=r1+1n+ L
2 2.
(1n)* ?

i &c. série que siempre es convergente;
y de consrguxente que resuelve la cuestion.
Aphque mosla 4 encontrar la base de los lo—
garitmos hiperbolicos , de quese usa mucho en
el cilculo integral : y pues sulogaritmo es 1,

I 1 1
tendremos #=1+1+I—— S

2.3 034 2343
=2,71828183. Adviertase que el logariumo

dado se reduce a hiperbélico antes de la ope=
racion , quando ne lo es.

Tomo I1. Q
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461  Supuesto que debe haber igual ra-
zon entre las cantidades variables y los au~
mentos 0 decrementos semejantes que les so-
brevengan ; es evidente que si por medio de
estos conseguimos determinar dicha relacion
entre las cantidades, quedars ésta determi-
nada aunque reduzcamos 4 cero 6 hagamos

desvanecer los tales elementos , como que son

partes infinitamente - pequenas de las cantida-
des. Este arbitrio para descubrir las cantida-
des por medio de sus elementos, es el obje-
to del edlculo diferencial, como veremos mas
claramente por los egemplos, despues que
hayamos ensefiado 4 espresar algébricamente
los elementos de toda clase de cantidades, que
por el modo con que se sacan, se llaman di-
ferenciales; y que se representan con la letra
d puesta al lado de ld cantidad cuyas partes
significa. Pero no se debe confundir este cal-
culo con el de las diferencias finitas de las
cantidades variables que hace con ellas las
mismas operaciones que el diferencial ¢ inte-
gral con las diferencias infinitamente peque-
‘fas. :

Si las cantidades variables x, y cre-
‘cen en un instante de una parte infinitamente
pequefia dx, dy; vendran a ser x—+dx, y+dy,
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y la diferencia entre lo que son ahora y lo
que dntes eran , serd x+y+dx+dy —x —y=dxd y:
estas son las diferenciales de x , y que se sa-
cardn de qualesquiera cantidades sumadas &
restadas juntando & cada variable la letia
caracteristica d , que se pone despues del
coeficiente si le hubiese: pues si 3x crece de
3dx, serd su diferencial 3x——3dx—3x=3dx:

la de ay-z es ‘ady—dz, y la de 20x——ab—
7y

: mdy .
S &8 20dx+—=, Enaby en qualquier otra

cantidad constante es cerola diferencial ; pues
1o crece ni mengua su valor. Hemos supues-
to y supondrémos en lo sucesivo, que las va—
riables crezcan y vengan 4 ser x +dx, y + dy;
pero llévese entendido que si menguan j serdn
X—dx, y~dy , y sus diferenciales —dx—dy: y
st creciendo x decrece y, serdn dichas diferen-
ciales dx-dy. :
462 Para diferenciar xz, , multiplicaré-
mos estas cantidades aumentadas (x——dx) X
(2+dz) y restando xz del producto xz+xdz—i—
zdx +dxdz; quedara zdx+xdz+dzdx por dife~
rencial de xz: que se reduce 4 zdx-+xdz 5 des—
preciando el infinitamente pequeno de 29 Or~
den dxdz respecto de zdx y xdz que lo son
de 19 (442): luego en las cantidades mul-
tiplicadas - se diferencia cade variable' consi-
de;:zmdo @ las otras como constantes. Y asi la
diferencial dexyz serd xydz+xzdy+yzdx, dife-

Qno

=
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renciando primero omo si xy fuesen constan-
tes,, despues como si lo fuesen xz ; y por ul=
timo como si lo fuesen yz:y la de saxz—

—Z—yz, 6 d(saxz—w{zyz) — saxdz—— sazdx—

-z—ydz—f— zdy. Para no equivocarse , con=
viene escribir la tltima la variable que se di-
ferencia. |

463 Por esta misma regla serd la diferen-
cial de xx, xdx+xdx—2xdx: la de x*,xxdx+
xxdx——xxdx=—3xxdx : 1a de x*, 4x*dx, y

en general la de xm, mx ™1 dx : luego una

cantidad variable elevada d qualquier poten~

¢ia se diferencia multzplzcana'o por el espo-

nente de la potencia la cantidad disminuido

su esponente de 1, y por la diferencia de la

'varzable, de manera que la diferencial de

ax® 0 d(ax®) serd sax*dx : d(z-*)—-22z-*dz:
3

2 Lk
d(x 5)=3x 3dx : d (y¥)=-3 *dyLadi-
ferencial de ax®z%, considerando 4 x*z* como
dos variables simples, es ax® (d (zz) <+ az®
(d(ax® )=24ax°zdz——3azx"dx: en general;
d (axm zn ) =—axm (d (zn )rezi(d (X" ).
ngxm z "-1dzymaz? XM1dx.

464 Siel quebrado—? se escribe asi xz-1

(93 t. L), serd sudiferencial z-1dx - xz-2 dz=
dx xdz  zdX-xdz 5 S
< — luege si se multiplica la
2 z3 Zz

DIFERENCIAL. 245
diferencial del numerador de un quebrado vi—
riable por el denominador , y la de este por
el numerador 5 y restando este producto del
primero, se divide el residuo por el cuadrado
del denommador se tendra la diferencial del

'72_
quebrado. Y asiaf s e T SIS U E S
bx

6bxzdz-3bz2 dx-abds
bxx }
Con estas reglas podremos diferenciar
qualesquiera cantldades algébricas. Por egem-

plo, d( ) 2 d (2%°2—cz *yx-—ab) —
2z

2x*dz—+-62x2dx=—CX 2ydx--c2*xdy—— 2cxyzdz'
d(c——az+bx®)*  contando toda la cantidad por
una variable, es 4 (c-—az+bx®)4-1 Xd (c-—-az+
bx® y==4( c——az—— bx*)*x ( =-adz+ 3bx* dx):
y por igual-razon , tratande & los dos factores

como dos variables, d (ax*x (mz®+ a—-2) T—
(mz3+a--—z)% x(d(ax?®))raxxd (mz*+4-~2 )%“‘**

2axdx(mz? m—-—z)%—;— ax2 ( mzd——a—-z )2
(3mz’dz—dz).
Quando hay radicales’se convierten en sus
iguales con esponentes fmccmnduos (115 eL)
dz

y asi d(Vz)=d (z % ) J2 Rdr e i

’ : 2\/ g
d(\/xs):d()ﬁ ):::—XI“L dx.d \/ (ab X )
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d(ab—xx ) —H(ab—xx)” ¥ xd( sh—xx) =

— xdx_(ab—xx)? ?:.;—

e e o s g

yom n
d(fa’\/(cx,—az’)n =d(alex—a2®) m=— L
U ¢ m

BEE T
fex—~az?)™ X(cdx—2azdz):y . .0 .,
-\/(Xi___ a’z)”’) v / 1n-

NG )= o) T
m f m
:';“(X,Jr b) 3 X(%*—a22) 5 TTX( 2xdx—aadz)

—3dx(Xx—aaz) %x (st bl b=—8cc.

465 La diferencial segunda de una can-
tidad se ‘saca diferenciando de nuevo el resul-
t:-;d_o dela 12, y se representa con dos dd: Ia
diferencia 3% sc espresa con tres ddd s Y Vie-
ne 4 ser una nueva diferenciacion de la 22 &e.
ddx 6 d%x indica la diferencial 2% de x:dddx
0 d’x la diferencial 38 &e. pero no se ha de
equivocar d’x, dix....dmx diferencia 23 32
-.m? de x, con A%’ =dxdx ;. dx’=dxdxdnse
dxm, cuadrado , cubo y potencia m de dx; ast
como dx?, dx®....dx” son distintos de d(x2),
(dx?)....d(xm) que indican la 12 diferencial
de x?, de x*, de xm. : :

Serd pues la 22 diferencial de x, ddx:
la de xz, se saca diferenciando de nuevo su
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primera diferencial xdz+dzx ; tomando 4 x,
dz, z, dx, como otras tantas variables: y
es xddz + dzdx + zddx+dxdz—xddz——2dzdx
~zddx: la de xx en cuya primera diferencial
2xdx se consideran dos variables 2x y dx, es
2xddx——2dx?; y generalmente , la 2% dife-
reacial de x7 6 d(mxm-1dx), es mxm-1ddx—i—

: x’
m(m-1) XM-24x”; como tambien dd(—;) =

z2dx-xdz
s L GO (LS R S

2z
23ddx 22dxdz-2? xdd2z-222dxdz-22dxdz 4 2x2dx 2

=
24

2?ddx-zxd Iz-azdxdz 4 25d22

: . Lo mismo se prac-
oz

tica para.di[’crenciar las cantidades en que ha-
va ya diferenciales primeras : y asi diferenci~
ciando de nuevo zdx, resulta d(zdx)=—dzdx
] b —dxdd
~zddx : d dx = duddnrazday Gt ey
\ ‘dy dy?
AV (d22+ dx?) Y—d(d? +dx* =
o1 .

¥(dz?+dx?) ° Xd(dz’+dx’):dM;

V(2 +dx?)

ydx
ydxddy :
Tdyr ;
466 Sien un cdlculo en que haya dife~
renciales primeras de distintas variables , refe-

rimos 4 una como a término de comparaciomn
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todas las demas ; es decir, si suponemos cons-
tante una de dichas primeras diferenciales ) S€
desvaneceran los términos en que 'entren, las
diferenciales segundas de dicha variable que
son. cero (461), y el cilculo quedara mas
sencillo. Por egemplo, la segunda diferencial

dx < p
deTsupomendo 4 dx constante , es..

: —dxdd -
fdxdy—zddy:#l: Y suponiendo cons-

’ i ddx g ;
tante d dy, es ———;porserenel i.r caso

ddx—o, y en el 2.0 ddy—o.

Las diferenciales terceras se sacan del
mismo modo que las segundas, tomando 4 las
cantidades variables, 4 sus diferenciales prime-
ras y segundas, como otras tantas variables:
y lomismo se debe practicar para las diferen-
ciales quartas , quintas &c. advirtiendo que en
todas las diferenciaciones se ha de contar por
constante la diferencial que en las anteriores se
haya supuesto tal. Finalmente, las cantida-
des omitidas en Ia 1.2 diferenciacion (462)no
alteran el calculo de'la 2.2 ; pues vueltas 4 di-
ferenqiax‘ aquellas que erande 2.0 ¢rden, hu-
bieran resultado de 3.0 , cuya omision nada
qQuita 4 las de 2.0 (442). s

] A i

N
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Modo de diferenciar las cantidades que inclu~
yen senos , cosenos &°c. las logaritmicas y
i esponenciales.

467 St el seno x de un dngulo 6 arcq
llega 4 ser x'dx, tendremos (271) suponicn
do r=—1, sen (x+dx)=sen x cosen dm{en d{c
cosen x: y como el seno de un arco dx infini-

- tamente pequeflo se confunde con el arco 6

sen dx==dx , y su coseno es el radio (2063) 0
cosen dx —=r1; sera sen (x-+dx) == sei X+ dx
coser X ¢ tomemos pues la diferencial, y resul-
tard d(sen x) —d(sen x+dx)——sen x+dx cosenx
~—ses. X==dx cosen X, 0 la diferencial de ui
sen X, cuyo radio es 1, es el producto dela difes -
rencial de su dngulo multiplicada por. su  co=
seno. JBiin
Tambien coseno. (x+dx) = cosen X, €0=
sen dx—-sen x sen dx ( 271 ) : luego. siendo
sen dx=—dx, cosen dx==r; serd cosen (x+dx)=

, €0sen X-—dx sen X, y d(cos x)=d{cosen. x+dx)=

cosen X-—dx sen X—-cosen X——-—dx sen X: es
decir, la diferencial del seno de un dgngulo 0
arco cuyo radio es 1, igual al Productq nega-
tivo de la diferencial del dngulo multiplicada
por su seno En virtud de estas dos reglas y
de las anteriores , tendremos que d(sen 4%)==

' 4 dx cos 4x : d(sen ax)=——adx cosen nx :d (cosen

Mz )=—==-—-mdz sen mz: d ( sen X cosen z )=
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cosen zxd(sen X)——sen xxd( cosen z) == cosen
zdx cosen X — sen xdz sen z:y d(sen x) 7 ==

m(sen x)m-1d(sen x)——mdx cos x(sen x)m—
en x

' 468 Por ser tang x__ :

(267), serd

dx COSeN X 4. A% sen’x

: Sen x
Hitaug ooy (cosen x>_
(464)——

por ser cosenx—t—sen*x=rr=1 (268): y serd
la diferencial de la tangente de un arco 0 dn-
gulo cuyo radio es 1, el cociente de la diferen-

cial del cingulo partida por el cuadrado de su
dx

cosen?yx

dx
(cosen x—H=s5en’x)—m— —
cosen®x

cosen

es

coseno: y- como en d(tang x)=— T T

dx=—cosen’xxd( tang x) ; serd la diferencial
del dngulo el producto de la diferencial de su
tangente multiplicada por el cuadrado de su
coseno. ‘Tambien es la diferencial de la cotan-
gente dei tal dngulo el cociente negativo de la
diferencial de dicho dngulo partida por el cua~
drado de su seno; pues siendo d(cotang x)=—

cosen X
() ot =
dx
(464) =— iy (sen? X—t—cosen®x) ; serd....
d
d(cotang x) == — — -

: sen?x
cosen’’x—1. Con las quales reglas y las hasta

dx sen?x-dx cosen’x

sen2x

.

i POt Ser-sen Xl
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aquidadas , serd facil diferenciar qualesquiera
cantidades que Lomengdnsenos , COSenos, tan-
gentes &c.

469 Parala diferenciacion de las canti-
dades logaritmicas , sea x un numero , cuyo
logaritmo natural designo por Ix, y hacien-
do Ix=z, serd z—dz=I| ( x——dx): de donde

se saca dz 6 d (Ix)=I(x +dx) - Ix=I (x+ X> (o

ax dx dX dx
1+ — )=
X

—c. (458)=

T “2x2 3x3

d : ; ey
1(442): es decir que la diferencial del lo-

garttmo de un nimero qualquiera x es sy di-
ferencial dx dividida por el mismo nimero x.

470 En virtud de lo qual d () =—— e
Y

Jl(a—-l-—x)‘—‘ Jl(‘ —J(Ia ~1(a+x))
anisl Jl———-d(ll—lx)—— b
T anx .

J(zlt)_.gd s dlzn e d(nl.x,) = Hd_:—— 2

d(lxz)__ J(lx—l—-lz)_ix,-i-_—.ﬁ:,.,...................

z :

zdx+xdz Ix L i dx

Xz "l‘d (?) J(lx"'lz)*"f‘ TE S

CopZ \E LS _df-’_ dx s
J(l x> SRt = e SRk
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—wd—y— 21 ds (l\/(tm—-*—zz) Y w fe
bb'yy '\/(aa—’._.zz)p

2dz . 2 ‘n
aa+zz d(lzm\/(awxq) —d(z"7+d(la+qu)

' qxcq 1 dx
d(miz+d(L1 (a+ex)= e

& (a+cx?)

‘Eu la’ espleslon d(l.ly) supongo ly=x,serd

d(l. Zy)—dlx__

si‘se sustituyen en lugar de xy dx sus valo=-

res ' resultard por ultimo, d(l. ly)_. it

471 Las cantidades esponencmles son

aquellas que tienen por esponente una canti-
dad variable como x%,y*. Para diferenciar-
las SUpeNgamos xi=—y , serd Ixs=ly , y dlx<=

245 Jy::yo’lxz- pongamos por y su valor

X% , y tendrémos dy 6 dx*=x2dlx%; esto es,
la Jzﬂ’renczal de ‘una cantidad esponencial x*
es el producto de dicha  esponencial multipli-
cada por - dlxz diferencial de su logaritmo;

de suerte que Jx” x?fdlx"‘—xz (leX-—i-— ......
@dx

axdxla+y2(dzly —-+—L> . J(aa 2t
/ 8 . —t—%

iy como d(ly)~ = dx
Y

) J(aX-l-—yZ) "'axdla‘f--i—yzdlyz'—‘* ..... e
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*(aa+x?)x xdl(aa+x?)x —(au+x*)% (dxl (aa—+
o 2£4xd%
t—l; +X;V.

472 Sise hubiera de diferenciar ¢ en el
supuesto de ser ¢ un namero cuyo logaritmo
es 1; se tendria d( X )—=c¥ dicx =cx dxle,y
como lc =1 , serd dc* —cX dx: espresion de
la diferencial de la base de los logaritmos hi-
perbolicos. Las diferenciales segundas, terce—
ras &c. de las cantidades esponenciales , de las
logaritmicas, y de las que contienen senos,
cosenos, &c.se sacan conforme dlgxmos (465):

Aplicacion del Cdlculo diferencial ¢ las
lineas curvas. .

473 Supuesto que umna curva viene 4 ser
un poligono de infinitos lados , de los quales
uno de ellos Mm alargado hasta T formaria la
tangente TM (fig. 173);sea pm una ordena—
da infinitaments proxirna ala PM, y Mr una
paralela al ege SH : si llamamos 4 PM, y; SP,

x5 seras Pp—My idx somn, dys .y Mnr—
V(dx*~+dy*) en el trlangulo rectangulo Mmar:
y en los tridngulos semejantes Mmr, MPT se
tendrd 19 rm:Mr:MP:ET, 6 dy:dx::y:PT =
%—: espresion general de la subtangente de
qualquiera curva, en la que sustituyendo

dx
por y, y — SUs corrcspondlentes valores sa~



i CALCULoO

cados de la equacion de la curva de que se

trate, saldrd el de su subtangente : y de con~

siguiente se tendrd el punto T’ por el que se

podra tirar la tangente & un punto M dado.
2.0 Tambien se tiene en dichos tridngu-

los rm:Mm:PM:TM 6 dy: V' ( dx*~—dy? )::

o yV(dx*+dy?) dxx
J"TMZT:y\/ 7 —+I): es-

presion general de la tangente. 3.0 La de Ig

subnormal se saca de los tridngulos semejan-

tes Mmir, PMR en que Mrimr:: PM:PR Rl &

5 d
d}s{:dy::_y:PR:%Ji - 4.© La proporcion Mr:

Mm::PM:MR, 6 dx:\/(dx’—i—dy”)::y:PR =

XV 2 5 g e ; 3 !
Jav @xiidy )——y\/<ii-.y_+1 )da el valor de
dx N
la normal 5.0 Rinalmente, tirada por S la
.SD paralela 4 PM, enlos triangulos seme-
jantes TSD, TPM tendremos PT:PM::ST—
PL-SPADy 6L i Cngtys i 0
d R X
Con los valores c}l’e ST y SD sacados dedla
equacion a la curva, se tendrdn supouniendo
en ellos x infinita, dos puatos T, D por don-
de deben pasar las asintotas de la curva que
lgs tenga. Con efecto , en la tangente 4 una
dxsta'nc‘ia infiffita los puntos T y D, se con-
fundirin con C y B por donde ‘sabemos que
pasan las asintotas de la hipérbola (Are)L:"
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474 Para aplicar estas formulasal circu-
lo, tomemos su equacion yy—aa— XX, que
diferenciada es 2ydy=—=— 2xdx : despejese en
ella la espresion de la subtangente , y serd....

l‘_{ia_ﬂ:__«“'“_’c_): Pt g

Ay x "

niendo por yy, aa-xx. El signo-indica que la-
PT se ha de tomar hdcia el centro desde don-
de se cuentan las abscisas , al cortratio de co-
mo se tomo en la formula para la qual se con-
taron desde el vértice (473). En la equacion
yy==20X—xx en que igualmente se cuentan
WA
S

: TR ) 0 ydx
desde el vértice (348), se vtxene—;;:
20a-%% 3 : :
——: que da la proporcion a—x : 20—x:
a—-x

2 PT, 6 AP: PB:: CP: PT. Tambien se en—

cuentra en la equacion yy—aa— xx diferen-

5 yd. ‘
ciada, la subnormal —'72-:_—-3:: y la normal
% :

cule.

473 En la paribola, cuya equacioti es

yy==px , se tiene diferenciando , 2ydy=—pdx:
s 2

luego la subtangente PT:%:ﬂ- o

poniendo px en lugar de yy: la subnormal

34y s py.

i #h 4 Ja X
R ==Ip:y asi de las demas. En la
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elipse cuya °quac1on diferenciada es 2ydy = .,__..

bb

ydx (5t an A '_bbxx N 1
dy T bx (bb aa )_— 31y y &
ydy bbxy bbx

subnormalPR— = —
dx aay aa

b
ambas negativas por contarse las abcisas al

reves que en la formula.

76 Del mismio modo encontrarémos ei
ydx

Ia hipérbola la subtangerite Plee = —
Y

x ;m i , yla subnormal PR__ chf

bbx

. En su equacion a las asintotas xy=mm;
aa

s¢ tiene xdy—— ydx——o, y la subtangente

ydx =
dy
p't del lado opuesto al punto C origen de las
abscisas , y asise tifard por # y m’ la tangente
tm/. Para determinar sus asintotas tomemos la

. bb ’ ;
equacion yy=—— (2ax+xx), y diferenciada,
7 ;
&es"'x"ydx—" resultado 2a2ydy=
Pejettios T etl st resultado 34 0

ax

H)

: A dax
2adx-+2%d%, y hallarémos? > g
dy a-£x

que sé reduce 4 a=SC, suponiendo x infinita.

—=~—x: de suerte que se debe tirar la
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Desp”_]:lndo despues y~~—, sale b‘*SB lue~

go las asintotas deberdn pasar por C y B.
O'mnda resulta infinito el valor de SB,sier-
do SC fin 1to, es sefal de quela asintota es
paulc]a d la ordenada PM : y lo serd al ege

las abscisas; quando SB es finito y SC

111fn1t0

a7y S tu.mgulo rectdngulo rMm(473)

se saca, haciendoal radio r, rm:rM::1: tang
M s dac

mM=——=—— 4y rM:rm::1.tang e
. dy

rm [iy 5 dx

N era pues, 7 la espresion de I

t"mgente del angulo rmM que forma la eur—

va 0 su tangente er cada punto con la orde-

nada, y— la de la taugente rM que forma

con el ege de las abscisas: de conslguxente si

despejalllos en la equacion de una curva, des-
dx " 0 dy

paes de dxferencxada, 05 . tendremos
X

respecto de ella el valor de dichos 4ngulos: y
al contrario, para saber en que punto forma -
la curva un ‘mgu!o conocido con su ordenada,
se igualard el valor de 1a tangente de dicho

dx
angulo con el de iy sacado de la eq!ﬁcmn

diferenciada de la- curya ; pues poniendo en
&l resu taie en lugaside: y su valor , elde %
Tome I
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serd el punto que se busca , sino €s {maging
rio 0 absurdo; punes entonces en ningun pun=
to formard la curva dicho dngulo.

478 La equacion yff"*":‘-::p'-'x". (429)
de las parabolas de todos'géneros diferencia-
da es (m-n)yrntn -1 Jy=—nprxn-idx: de con=
(m -+ n)yf;Aﬁz—] Jy

siguiente dx— 5 que susti=

npmxn-1

; ydax 3 ydx  mkn

tuido en=r—, da reduciendo , e X
ay

. L oydx o om 13

Del mismo modo se SR x de la

7
equacion gereral yman—cn-~+» de las hipérbo-
las entre las asintetas, que diferenciada ‘es
mymxn-1dx+mxvyn-1dy=—o, y enla que dx=
‘mxﬂym—IJY g ¢
& 7;5}777xx—1 ; :
479 Si se diferencia 14 equacion ym-+i=

£ om (a—x)r 4 las elipses de todos géneros;
-

y ; ; B

y del resultado(in +n)yn-+n-1 Jy::—a—(mx’"-ldx)

-(ﬂ-—"x)ﬂ——nx»z(a-x)ﬂ-1dx) ;5 se saca c[x:,"j
5 (m +11)y’"+"'1 (Iy

=

; _ —;se ter-"
o (mxm—l(a...—x)n__'nxm(a_x)n—jJy) ‘
a 2 ¥
. : yax o v : 5
dra la subtangente o

(m+n)ym#ndy

sessrssencae

iy (mx'ﬂ'l(a—-x)fb-— nxm(a —x)h-1dy 7
143
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P
(m+n) g xm(a — x)"
2 (mxm=1(6 - x)» — ngm(a— xje1)
a y

quitando

dy, y Poriieﬂdb%km(é~—i)n en lugar de
g+n quitesé—f—5 y dividdnse los dos términos
por X"-1(g—x)n-1' " y ge tendrd ﬁnaiuienté,’
xdy __(m-+n)x%(d 220) i (1 +1)%(a— x) Pis

d  ma—-%)—nx " am-mx—nx
v

LTt b ? 3 sy s S
an cdlculo semejante se saca ramblen—d?::
Ex e, i
DR D equicion yr+n=L ymx
am-+mx~-nx 5 &
(4——x)» 4 las hipérbolas de todos géneros,
480  En lalogaritmica en la que(436) %=
Ay, vy dx—="21 > S€ tene X L de-
y : dy : /
¢ir, que su subtangente es constante ¢ igual
siempre al médulo. i s
481 Supongamos ahora una curva BOC
(fig. 209) con otra BMA tal que alargada la
perpendicular PO hasta M, la relacion de
MP al arco BOP sea espresada por una equa-
cion qualquiera : Y que se trate de tivar una
tangente al punto M de ia cidrva BMA. Sea
mp una ordenada’ infinitamente proxima 3
MP, tirese Mr paralela 4 OR tangente de la
curva. BOC; y suporgo BOC=x, MP=y;
Ra
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sera Pp 6 Mr=—dx, mr==dy: y de los triin=
gulos semejantes Mmr , TMP se m.dxa mrs

Mr:: MP:PT 6 ‘dy:dx iy }‘T—* et 1 que

sera la fmmula de Ja subtangente que se bus-
¢a, ciyo valor debe tomirse sobfe la tangen-
te RP de la curva BOC. Si esta fuese un eir-

i B s
culo, yla BMA es tal que y==—x;serd una

cicloide (438): y pues que dtferenmandoz re=

dx “ bdx . _abx?
s serd PTem——ar =
dny abx

482  Si dado un circulo AHBO (fig-200)
se pidiese tirar una tangente al punto M de
"una curva CKM caya relacion con el radio

sulta Jy=—
a

CM se esprese con una equacion qualquie-
ra; tirado el radio Cmin tnfinitaniente proximo |

4 CN, descrito ¢l arco Mr infinitamerite pe-
quefio con el radio CM , y levantando en CM
1a perpendicular CT : supongo AC=CN=g,
€CM—y, y el arco AHBN=x; setd Nn=dx,
rm—=—dy. Los sectores semejantes CNn, CMr
dan CN (a) : CM (y): Nni'(dx): Mr—=""%sy
o
de los trxangulos semejantes CTM Mm, ,en

Tos que rm: Mr::CM:CT 6 d_y :9:CT, se

saca CT_

tangente que se plde

<iue es Ia espxesxon de la sub-

Sea la curva CKM la espiral de Arqux— :

DIFERENCIAL, 2671
s ; I Eiax X i
medes en la que y_T(433),y diferencian-

adx .

do dy=—
en cr=""%
ad

. cay ;
ydx Sy sustituyo este valor

2
; y tendre CTNW %

iy que se

’% —al arco DSM; pues CN (a): C_M ()

-AHBN (x) : DSM:}%: luegossi trazando un

circulo.con el radio CMz==y, se.toma CT igual
al acco DSM, se tendrd el punto T desde el
qual se ha de tirar. la tangente TM.

483 En la espival hiperbdlica -, cuya
equacion xy==ab (43 5), diferenciada es xdy-+

ydx=z0,. ydx =—xdy ; se tiene CT=—=—
xyuly Law : : ¢ :

—=—— —=—0b—=— AG : pues AC
ﬂ[ty — vﬂ \

(@) : AN (x): :CM(y): b—'" ~ . Serd' pues , la

subtangente de la esplral hiperbolica canti-.
dad constante como en la logaritmica..

i

Delmétodo de los: Maxtimos y- Minimos..

484 Para perelbxr la economia de este

y H]U.'Odo Aque SC uluge a0 eﬂLOHflaL las! X'LPJ\Ol
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¢ menores cantidades que crecen ¢ menguan
segun cierta ley, 6 que tienen en mayor gra-
do que todas sus semejantes alguna propie-
dad determinada ; concibamos que la ordena:
da PM (fig. 17+) de una curva SMBys crece
hasta llegar 4 ser la mayor BC : crecerd la
subtangente en la fig. 1.2 hasta que en el
punto B resulte infinita, por ser paralela la
tangente ER al ege de Ias abscisas Ss, y.men-
guara en la fig. 2% hasta desvanecerse , por
confundirse la tangente con la ordenada CB.
Si dicha ordenada continda hasta s, sera la
subtangente negativa , que va aumentando en
la fig. 22y menguando en la 17 Las mis-

mas observaciones tienen lugar respecto del,

ege Aa, y la ordenada p’M’ que va menguan-

ClO hasta llegar d ser la menor Bc; luego 19

ung cantidad que pasa de posztwa a negati~

Vé

va , 0 pasa por el infinito .rz crece, 0 por cero

i mengua.

485 29 En el punto B (fig. 1?) se des-
vanece el angulo que la tangente forma con
el egede las abscisas Ss, y enlafig. 2.2 elque
forma con el de las ordenadas : es decir , que

dx  dy
en estos puntos es cero——y €477 2y

como dichos puntos son los de las ‘mayores

y menores ordenadas , tendremos que en ellos
es cero la dzferenczal dx 6'dy de la wariable.
Como la espresion de qualqmera cantidad
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variable se puede codsiderar como el valor
de la ordenada de una curvy ; podremos in—
ferir generalmente, que para averiguar los
puntos del mdximo y minimo de qualqufcr
cantidad , se ha de difercnciar su espresion,
y suponiendo su diferencial igual 4 cero; re
sultard el valor 6 valores que sustituidos en
la primera espresion, dardn los puntos del
miximo 6 minimos advirtiendo que un Yalor
negativo supone una condicion contraria 4 la
de la cuestion propuesta , y los imaginarios
prueban que no hay el mdximo ni el mini-
mo que se busca. Por este mismo método de-
ben determinarse los puntos en que la tan=-
gente es paralela 4 los eges, y los limites de
las abscisas y ordenadas de una curva: pues
unos y otras no son otra cosa que los del md-
xino y minimo en este género.

486  Delo dicho podemos colegir que si
de resultas de una operacion saliese a por va-
lor de x, y se quisiese saber si a es un maxi-
mo 6 minimo; sustituiremos sucesivamente en
la espresion propuesta en lugar de x, a+q,
@, a—q (q es una cantidad qualquiera) : y si
la sustitucion de las cantidades estremas diese '
resultados menores que la de 13 media, serd
a un maximo ; si los diese mayores , serd un,
minimo : y si siendo el un resultado real, fue-. -
se el otro un 1rnagmdno sera al mismo, tl"ll?.'*.
po un maximo y unr minimo.
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" 487 Egemplo 12 Hallar la mayor oyde~
nada’y abscisa de la elipse. Sien su equacion
aayy—zabbx-bb xx,quediferenciadaes2aaydy=
2abbdx — 25bxdx, suponemos dx=—o, queda-

rd 2aaydy___o 6 y=—0: pongase este valor en

bb
]d equacxon yy_—(zax %) > Y tendlemos
o AR

o__zabbxmbbxx s yx==2a:luegoda mayor
abscisa en la cllpse , contdndolas desde el vér-

vice 5 es clege mayor. Sien la equacion dife-

rencmda hacemos ' dy—o ’ tendremos o=
‘2nbbd>c~—-2bbcdx donde x_a cuyo valor.
sustituido en la equauou a la curva, laredu-
cea aayy_zafzbb —aabb , que da y=—t=b:
serd pues , el semiege menor la mayor ordena~
da dela elzp:e

488 22 Desde un punto R (fig. 173) da-
do en el ege de una curva. qualquiera , tirar,
4 ella la vecta mgs corta que sea posible. Sea
o PM—y, SR==t, y MR=u que consi-
deraré como. ozdenada de una curva: serd en
el triangulo rectangulo MPR , ( MR )2 —
(MP)’—I: (PR)2 6 uu—=tt—stx+xx-+yy: dife-

rencio, y supomendo du—0 en el resultado

2udu‘—2tdx—+—2xdy+ 2ydy 5 tendré 0=
—2tdx+2xdx+2ydy, donde pomendc el va-
lor de ydy sacado de la equacion 4 la curva,
me resultara el de x que se pide. Si fuese
por.. egemplo, la parabola en la que yy=—p%,

zydy__pdx, ydy pdx, sustituido este valor
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en la equacion sacada, resulta o——atdx+
axdx+pdx, y Ip=t —x: luego siendo Ip el.

valor de la subnormal cu la pardbola (368);
serd t~x==PR la subnormal y la menor que
se puede tirar desde M a la curva, serd la
normal MR.

489 3¢ Para dividir. un nimero  qual-
quiera aen dos partes tales que su producto
sea mayor quv el de otras dos qualesquiera
del misma.niimero ; supomendo x por una de
las partes, serd a~x la otra , y ax -xx el pro-
ducto: si su diferencial adt—2xdx se supo-
ne igual 4 cero ; serda gdx —2xdx =0, adx=
2¥dXy yix=—%a: luego el producto de las dos
mztade: de a serd el mdxin.

490 42 Averiguar qué triangulo de un
perimetro 2p , tendrd mayor superficie de los
que se pueden trazar sobre la
(fig. 175). Si llamamos y la supelﬁcie, x uno
de los lados AC que buscamos; seri el ogro
2p-a—x% 1y tendremos (334) I=V:(p(p—a)
(p.—x)(a+x ~p)), 6 cuadrando 'y valiendo-
nos de los logaritmos , 21y:1p+l([; — ) ~—+—

I(p —x)+ (a4 x — p- La diferencial de esta
'zdy dx ux :

cartidad e§ ——=———4
p=x Sathix p
duce supomendo dy=—0, 4 p —x==a+Xx—p,
) 2p—a——2‘< luego el duplo 2x del lado. AC
iguala i todo el perimetro ménos la base AB:

esto es, serdn 1guales los dos lados AC T2b;

» que se re—
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y el triangulo que se busca , es el isésceles. ¥
como por igual razon debe ser isdsceles el
construido sobre AC que tenga mayor supert
ficie ; podremos asegurar que ¢l tridngulo equi-
latero es el que mcluye mayor mperﬁcze entre
los de un’ mismo perimetro.

501 59 Para encontrar el paralelepzpe—
do de mayor cabida entre los de una misma
superficie cc, y altura aj supondremos x, y,
los dos lados del rect«mnrulo de su base: y
pues que de los seis ctdngulos que forman
su superficie, los dos tienen ¢ por altura y
x por base, otros dosla misma altura a con la
base'y, 'y los dos Gltimos y por base yx por

altura; serd toda la superficie del paralelepi-
pedo 2ax4-2ay - -2xy=cc. La solidez 4xy que
ha de ser un maximo , tendra igual a cerosu

diferencial , 6 axdy——aydx=0, y dx=——=—
J"L'y

T . Este valor sustituido en la equacion
anterior diferenciada o==2adx+2ady+2xdy+
2ydx , la reduce 2 x=y, lo que muestra que
la base debe ser un cuadrado:y si en ce=
2ax +24ax +2%y ponemos x en laugar de y, sa-
caremos x=—=-— a==V (aa+Zcc), cuyo valor
positivo es el lado del paralelepipedo : el ne-
gativo no pertenece 4 esta cuestion.
Reducido ya el sélido a axx, averigua-
remos su altura en el caso de haber de téener
la ‘mayor solidez , igualando 4 cero su dife-
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rencial ,ast ; 2axdx +xxda=o , y sustxtuyendo

20d%

do——

cion 4xa-+2xx—cc despues de diferenciada,

en gadx+4xda+4xdx—o; pues resulta x—a:
de consiguiente el paralelepipedo que busca~
mos , debe ser un cubo cuyo lado es la raiz
cyadrada de la sesta parte de la superficie. Con
efecto, si se pone x en lugar de ¢ en la equa-

— que de ella se saca , en la equa-

: ,\/ 1
cion 4ax+2xx=cc, resulta x= —(;—cc.

492 69 Hallar las dimensiones dz una
medida cilindrica , tal que con la menor su—
perficis  interior posible quepa en ella cierta
cantidad de agus, trigo c. Si llamamos  x
el diametro AB (fig. 176) de subase, ysu al-
tura AD, s su cabida, y 1:c larazon del dia-
metro 4 la circunferencia; sera cx la periferia
de la base, cxxy la superficie interior latacal,
y cxxix——kcxx la de la'base : de conaigmen-
te la solidez 0 cabida s—frxxx—Zcyxx. De

.

45

aqui se saca la superficie interior cxy—— .
£ : X

luego si se le junta la de la base Zcxx, serd la

alada
45dw cxdx
a CEFD — ————at= 0488 sAca X =—
XX 2 y
8s 3

—-“z —. En ella se encuentra tambien
€

Y
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cx*==8s, ¥ si se parte esta equacion pPof..,..
FCYXX ==5 ,'0 CyXX T—4S que sacamos antes,

resultam—— , § x=—2y: luego la medidy

serd como se pide , si fuese el didmetro de su
base duplo de su altura.

493  z.° Determingr el cono de mayor
solidez , entre los que tienen una misma Su—
perficie conocida-s. Sea x el radio AC (fig.
T 70 y el lado AB, 'y 1:c la razon del dia-
metro a-la c1rcuntuencxa : sera la de la base
2¢X , s area cxx , Yy la superficie convexd del

cono cxy (221). Serd pues, la superficie total

CXXFCXY=S y:;.———;—.,—.—x > ¥ la altura CB—=

V(ABP——(AC))=V. (mx

tipliquese este valor cpor. fexx - tercio de

la area de la base, y el prod}ucto'———x

s

CCXX c

dez del
lo sem tambien su  cnadrado —9~5J‘(¥-—-~§CSX4"

luewo su dxkrcnclal —s:xdx~—— X csdx::o, y

sera la espresion de la soli-

40XX =5 , x=

: ;
ek PONEIN0s 4CXX va‘or de s; resultard

y==3x :y el-cono ecuyodado sea triplo del. se~
mididmetro dz la base , serd el que se pide,

): mul-

cono, (239.) Sieado esta un miximo,
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Dc las evolum: 3 y radios osculadores de
las curvas: “

494  Si un hilo aplicado 41acurva BECG
(fig. 78) y a su tangente SB en B si la hu-
biese , se desenvuelve teniendo su estremo
fijo en G, y llevindole siempre tirante; traza-
ra elotroestremo S una eurva SHM de la qual

¢ llama evolditu la. curva BECG 4 y las rec-
tas SB, HE ;. MC radios de la euolutn. De
comlgulente 10 cadit rddio CM . es igual a la
porcion CEB del arco evoluto, y a h parte
constante SB de tangente si la hay ;y se di-
ferenciara del inmediato EH en ld por=
cion ‘de curva EC infinitamente pequefa:
29 Cada radio se puede considerar como la
prolongacion de uno de los infinitos lados
que componen la:curva (473) 5 ¥ por lo mis- -
mo serd tangente suya.

495 .32 La curva SHM puede conside~
tarse formada de pequeiios arcos circulares
SH, HM, &c. descritos con diferentes ra-
dios EN, CM &c: perpendiculares a dichos
arcos 'que se lMaman radios del circulo oscu-
lador ¢ de lu evolita : y lae BECG serd el
lugar geométrico de todos los centros de los
circulos que besan la SHM.

496 42 Pues que los radios son tangen—
tes de Ia evolata ¢ iguales & ella; se podrin
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siempre determinar los puntos de una- curvd
tirando a los de su evoluta tangentes iguales
4 ella; y haciendo pasar una linea por los
estremos de dichas tangentes : y asi qualquier
curva puede concebirse engendladd por el
desenvolvimiento de otra que serd su evo-
luta:

497 %9 Los radios dela evoluta se llaman
tambien radios de curvatura : porque por
ellos se averigua la que tiene una curva en
qualquier punto ; pues es la misma que la
del circulo correspondiente cuyo radio se co-
noce. Y como los circules son tanto menos
curvos quanto mayores son sus radios; sera
tanto mayor la curvatura de 12 evoluta , quan-

~ to menor sca el radio : de consxgmenre la

curvatura maxima se encontrard buscando el
radio inimo.

498 6° Finalmente, siempre que los
radios oculadores puedan ser espresados por
equaciones finitas : las evolutas que pasan por
el estremo de estos radios , podrdn ser repre-
sentadas por lineas rectas.

499 Conocida la naturaleza de una cut-
va, veamos 12 como se determina el valor
del radio de la evoluta para cada uno de sus
puntos : y 22 como se encuentra la equacion
de su evoluta. Para averiguar 1° el valor del
radio CM=—R en la curva SHM , suponien-
do sus ordenadas perpendxculares al ege SD;

Fe
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tirerisele las dos PM , pm infinitamente pro-
ximas , por C y M Lx CA y Mr pdhlldas
al mismo ege , y los dos radios CM , Crs in-
finitamente proximos y perpendiculares al
arco infinitamente pequefio Mm , que por lo
mismo concurriran en un punto C. Sea
MA=—u, PM=—y ; serd AQ— Ppe=iMy—
dx, mr::d_y::du, y Mm_\/(d.x’—f—dy’)
que llamarémos ds : y en los tridngulos se=
mejantes Mmr, MAC , tendremos Mr (dx):

Mm(ds)::MA(u) : MC:R: iy

Ypucs que quando AM aumenta de rm
pasando a ser Qmz; la CM que es entonces

Cm, no varia; sera su diferericial cero: luego
uds \ dxdds i dxduds-udsddx

T : " dxe ==(0. 5%
multiplicando por dx® y poniendo dy en lu-=
gar de du; udxdds+dxdyds— udsddx==o: de

1sdydx
donde se sacq y——e AVIEL - igug )
: TV TN e el o
uds a’-yds’
Rl oniahy) —, donde poniendo
ax dsddx-dx: wz’s P BOS

dxddx:dyddy

; re—
(@x*dys
sulta despues de mulnphcar por (dx’de’)z
numerador } denominador y reducir, R—

(dx?+dy? )2 ds?
dyddx - dxddy (fyddx — dxddy

s ch’—iLdy y por dds,

espresxon det
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radio de curvatura, que suponiendo ds cons:

dsdy
tante,  se reduce a R:T:-supo,nlendo dy

m” = S ax .
constante es R_—d——h—— y finalmente , supo-
iy

niendo como se acostumbxa dx constante es

: ds® (dx2 &dy )
—dm’dy — dxddy : b7
(dx*+ dy*)V/ (dx dy?).

— dxddy

500  Si las ordenadas no son perpendicus

lares sino que salen de un punto P (fig. 207), ’

tiradas las PM, pm irfinitamente proximas,
las petpendicwlares CA ; Ca, y desuxto des-
de P el arco Mr : lldmdndo PM ;35 MA,z;
Mr , dx; sera mr—dy , Mm= =dx*-+dy?, y
en los tridagulos semeyautes M:C; mMr

tendré Mr (dx): mr (dy) :: AM (z): AC=

zdy
—Z—x——__Ca 5 por ser infinitamenite pequefa 14
(¢

difefencia Ao dé CA y Ca. Tambien ao=
d zdy

en log trmngulos semejantcs PMr Cao,

en los, que PM : Ca:: “Mr:a0:'y como la dife-
rencial de MC 6 dz—ma — MA=—nir—ao
s Sesvi i zdy . ydy-zdy
—dy—ao ;serd dz—dy— yy i r
Esto supuesto ; los tridngulos semejantes

MAC 5 mMr dan Mr(dx): Mm(\/(dx +dy?))::

DIFERENCIAL, 23
T s GOk T gyai T s ntieng 2
MAZY MG = g : cuya. dife~
rencial ; tomando Vz“lfdx,-p\ox‘ constante 5 igualé-.-
dad cerglcomo ‘en; el caso anterior, da z .9
,MA D dzldxts dy?) D (ydy—zdﬁ(dx +uy 2)

T —dyddy - —ydyddy’

yi'v z'llv

2 Despejese z y re-

&1 mldox2-d
sultard z 6 MA— " it y")
LJ‘(Q“h,qr'i VLl’l'y

y(dx2+dy?)s

poniendo ROS dz,=
5y de Consi—

gniente ;CI\I-"‘ formuld del

L dx¥hdxdy? —ynmdy
radio ‘de la evoluta quandolas ordenadas sa=
len,de un mismo, punto P : la qual se reduce
& la anterior (499) supomendo YZ=x , en
iuyo c¢aso no queda en el denoxr'l’iindor 1ias
tummo que —dxddy, '

6172 30 La equacxon dela evoluta se en—
cuentra, tirando (fig. 208) pelpeudlcuidr al
ege la CD que llamdlemos Zi y a 1c1 B us

serd CD &z=— AP__ AM 4 MP— “”;‘z:“yl?_
———y y BD 6 u—" C+SP SB:X+CA-
SB.” De los tumguldos semejdntes ' MPN,
MAC se saca MP:PN:MATACS 5" W;‘ i
d)(2 =t d.y? _[l!(_d\'? = (uy/’) & l l g
ﬁ:—’?@r g S ~dxddy yCO Oe va OI:

a SB* e ‘encuentra suponiendo x==¢ en' la'

1 Oiho IT, S

L1
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'e‘spresion del radio de la evoluta, si le tepre=
dy(dx3-tdy2
—c‘:’;‘::ir
~—a: con cuyos valores 'y la equdciorl' avla
¢urva, sera facil encontrar la de la evoluta.
502 Encontremos ahora elradio de cur—

vatura del circulo. Diferenciada su-equacion

sentamos por a,serdt 6 BA—x+

adx—- xdx
y:\/ (2ax—xx); ¢ dy“\/(—z—a—x_x;() i luego
si tomamos 4 dx por constante, serd ddy—
— aadx? _ ¢ aadx®= 2axd‘( -+ XXdx?
(:;c_xx)3’ L e 1] PRREVESIREY
dadx?® s (dx+ dy?)ig

dx’-n—dy St B

24X- xx’.y 59 —dxddy

sustituyendo estos valores ; y partierido ambos-
LS

términos. por (20X—=XX)% jie i ot eni. s
3

(aadx?)?_ : aa:laréf'/'andacé
aadx3 | aadx3

que el radio de la evoluta en el circulo es su
mismo radxo, de suerte que la evoluta se re-
ducira a un punto que es el centro.

503 Para calcular el radio de curvaru-
ra.de la pardbola, elipse ¢ therbola ; igua-~

=T4: es d;.cir,

lemos la formula de la normal—\/ (dx*-+dy?)

(473 54°) an:y serd V (dx*+ dy’)*‘

o3 m3dx?® | i
y(dx.&dyv)ﬂ—_-————y—a—-. si este valor s susti
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tuye en la espresion del radio, la reducird
i Sanddx2
a R=—

—y3ddy
cion general de las secciones cénicas =

. Si diferen ciamos ahora la equa—

px—*-— (32 5), tendremos zydy::pdx-—'—'

pxde . ; < y % :
Y volviendo 4  diferenciar tomando &

pax®.
=30
24

dx pof éons-ténfé" 2ydd_y+2dy2::—_"—.
; vdax

yddy——*"%— -dy iy multxphcando por
359 3ddy:‘_:_‘—;yydx’—_yydyﬂ; pongase en’
esta équacion el valor de ' yysz:ﬂ : y
» dax '-jrbvxdx‘nﬂu > '..m‘ ;
P = - ) sacadode 2ydy_—_

el de yyaiy' -

pdx F Z yresultdra y3ddy——+—p 2 x

< Qﬂ
S L pdx xdx ;

(PXt—m >—(T i—‘p—a—* que s¢ reduce

d yéddy = ' lue 0 R wdxa

4n® n? E 3y

*]‘)P“"‘ Ip iy el radio de curvaturd “en las
7

secciones conicas serd zgual al cubo de la nor—
mal partzdo por el cuadrado de la mitad det
I)aramez‘ ro.

sise saca por la formula de la mrmal
S2
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%ﬂ/(dx%dy‘* —u, la que corresponde 2 Ia

XX

p ( Z
equaC10n yy —px**-' T y se busca despues

su valor en el vértice en donde F0g¥seen-
contrard n::}',p de cox1>1gmenfe sera en—
_{ 3

i 1 3t 3 o i
fopees i — - —c— —1p, y el radio de clirva-
i S : . 5
turd de las secciones conicas en el Vertice sera
Ig mitad del pardmetro.

so4  Busquemos ya la equacion de Ta-

evoluta.de una de estas curvas ,” por egem-
plo de la pardbola, cuya equauon dltelen—
dx
eiada dy :-}-L-—-, da d_y’*—*P 5 y ddy-"
2Vpx 4% -

. 3 3
A é{_é——dd y::ﬂif_ . Sustituido este
4xVpx 4RVipXitaRt ‘
d 3
valol en MA i L , (501) suponiendo

—tld_y
dx constante , y el de MP

:\/px; sera CD
BD 6 u=SP +

: P 440
AC—SB=—3x, poniendo por AC su valor
3p+2%(366 y368), ypor SB, Ip(503): luego

i 4XVpx ,
::%,u, y la equacion z=———— se mudard

el zi:-—u\/—- , de donde se'sacas®=— pz’

equacion a la segunda paribola cubnca, que
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resulta de suponer en s h=pnxt ‘=1,
n=—2 (429), la qual sera evoluta dela or—

dinaria, y su paxametro es—del de la para-

bola dada. -
Puntos de Inflexion.

505 Todo punto M (ﬁg 179) en el que
una curva de concava se muda em convexd,
se llama punto de wnflexton. En ellos la TM
alargada sera tangente a un tiempo 2 los dos
ramos SM, sm; y por lo mismo tendra la cur-
va dos elementos Mo, om en linea recta. Los
radios que a ellos se tiren perpendicula.rec se-
rin palalelos ; ¥ no.se encontrardn-sino d una
distancia infinita. Sin embargo, habré curvas
en donde sea tan repentina la inflexion, que
dichos elementos se ve engan a confundir en
uno lo mismo que los radios, en términos que
]untdndose en su mismo origen, se reduzean
a cero. ‘

506 L'!ego en los puntos de inflexion
debe ser cero ¢ infinito el radio_de culvatum, ’

1 233
o d —0 6 = : ¥ dividien— -

€sto es, ————
/ 2 — dxddy dy2 \ 2
<I+d ” 2
7 &
ddy T
o []3'2.

14

0=0c0 . Para esto debe ser cero ¢ infinito el,
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ddy
denommador Sy (440) de consiguiente
3 .

para determmar los puntos de inflexion de

una curva se ha de diferenciar dos veces su
equacmn, tomando a dx por. constaute, y

ddy
saccmdo en canndades ﬁmtas el ‘valor de i
X

se 1gua1ara acero 0 al infinito , y de la equa~-

cion que resulta, junto con la de la curva se
mfeuran los valores de x, ¥ Correspondlentes

al punto 6 puntos de la mﬂexmn

507 Quando las ordenadas salen de un

y(dx*——dy*)3
dx 3+dxdy -ydxddy

mismo punto, la formula

(,;y (dx’ .flyf)_ﬂ_ ,-»
A es cero 6 oo ; luego.. .....

2
dx? ydy2-yddy :
LTI dx’+'iy’—y(ld»y

_0 oo
e 6 o Sise

supone y =oo , son paral las las ordenadas

—dd:
y la foxmula se reduce a ——l —0 0=—00.

508 Si se hubiese de hdHar el punto de

inflexion de Ja curva SFK (ﬁg 180) ‘cuyo

dnarnetro es S5, y cuya equacion es axx—
axx
Xxy +aay, 6 Y= siendo” SE, x; y
Sl T 77 s

BBy yi: dlferencm la’ equac:on )Y tendrc dy—

203%Xd%

(¥x--20)2

3

¥ dx2

el Vuelta esta a dxfelenmar , toman
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do a dx por constante, serd ddy=.i......

243dx? (X¥-00)2-8a3 XXdx?(xx4-aa)

CSseLre~
(wxt-aa)% 20 1e

duce partiendo numetador y denominador
pot xx +aa, haciendo las op\.mcmues indica-

das y dividiendo despues por dx?, Ao
didy za'*\m.,.'z '5— Ra3xx 6«3xx+zn5
dx2 (xx4paa)d (XX.;.ua)"‘ ;

Tyualo 4 ‘cero esta cantidad, y me saldrd
3%x=00, Y X=aV=: 1uegoy_—a

500  Sirva de 50 exemplo ‘averiguar el
punto de inflexion de la curva cuya equacion

D =2 g
es y=a+ (X -a)8 0 d_y::i (x —n) "% dx dife~
renciando :_vuelta a dlferenuar tomando por
constante a dx, da ddy=~ 5 (x—a)” Sdx?. 5

s
dW» -, valor que igualado 4

25\/(X—-a)7 ;
cero’ produce 6=—o , que nada SIgmﬁca.
Se igualard pues , al infinito, y serd su deno-
minador cero, 1o mismo -que qualquicra de

sus potencias : luego, 25\/(x——-a)7=o , . de
donde se saca x=da. j

Por. 'este' mismo método se averiguan los,
puntos de retroceso de las curvas, exdminan-,
do en la vencidad de dichos puntos el cami--.
no que  sigue la curva en ellos. .
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1 ¢ALCULO‘1N,TEGRAL;
i éxo‘ Este cakulo » inverso del Diferen-

cial porque busca las cantidades por ‘medio

de sus clementm,‘ manifiesta con 1a letra S
Ia integracion de dichas cantidades, que vie-

ne a-ser la suma de sus elementoa : de suerte

que Sdx, Smzdz , muestran las mreqmle.f de

dx, y de mzdz. Las cantidades que no plO-—
vienen de una diferenciacion exicta, no pue-

den ser integradas : las diferenciales de senos, -

arcos de circulo , y “demas trascendentes se

mtegran por aproximacion. Llamarémos fun-

cion de una cantidad variable qualquiera es-

presion en donde dlChd cantxdad se encuentre‘

Co111o qulera que sea.

De las dzferenczale: con una sola 'Uarzable
capaces de integracion exdcta.
511
aX/’-r-I ;
—————(463) » serd esta la mteglal de axfdx,
12 +-
. ax’nm +I

6 Saxmdx= luego qualquzer monmwo
5 M-+ 1 £
se integra aumentando de 1 el esponente rh_de‘v
la variable ," y dividiendo el resultado por el
esponente aumentado y por la diferencial, De-

suerte que la integral de azdz, 6 Sazdz es

Pues que axmdx es la d1fe1enc1a1 de
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’ - < g >
arI-Idz . gz } ¢ )
s = s lade 12x2dx 6 St2ax?dxes
(1_!_, Az 2 X AETH
12%2+I7x ax" " Tdx

_4x y en general S

——

(2..1_ L )L/h.

ax’- I-FlldxA ox
b(m-17+1)dx - b

2

T]Z

. Efectivamente, si se di-
: m

4%° A e s hdsula s azds
2 MRk e whi el

Mi=1
AX3s el
12x dX v -——b—-———.

Slendo dX__XodXi , sera de_'

512
o1,/ o + I4x
i_’ AX___“‘:x: dex__— 4 —-————‘—(lx Sadxx
(0 + 1)dx (0 + 1)dx s
‘ax3 .\-dx

'\/x: Sadtxxs—-S ax3d:f_._ i
a,‘: ey : }

‘ 3'4 o Vx*. Del mlsmo-modo se aphca
la regla general a otros qualesqulela mono-
mios , tengan 6 no radicales. Pero falla quan-

do el esponente de la varmble es,—=1I : pues:
%= !+ldx 20055

'lptegrando' x—Idx_, resu_lta( 1+1)dx e

Z,
canudad infinita: pero como. dx =— sabemos

Y.
(470) que-es la diferencial del logdrltm.o his

pgrboh(.o de x » Serd su mtegral 1200 Sx—Idx
=lx: yS~_S—x-Idx_.—lX::l— pues dl —x— es

(ix ’ . 4
— —: yse deberdn integrar por los logarit~.

\
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mos todos los casos que ocurran de estanatu-
raleza. ‘

Modo de integrar por la regla general las
eantidades complexds de una sola
variable.

513 Quando estas cantidades no estin en
e_;l denbminaldor ni incluyen potencias- de can.
tidades complexds, se integran exictamente
integrando  cada término por sf : Scx2dx——

bdx b iz X35y

—— cx’dx+—— 6 bdx-*dx, es +—_—
a XSyl a

cx4  px-2 b b s / 2
————0———, Tambien admiten inte-
4 2 e > ;

gracion exdcta aun quando incluyen poten-
cias complexds , como no estén en el denomi-
nador , ysu esponente sea un nimero entero
y positivo; pues subidas 4 las potencias, se
integra despues cada término por si: por egem-
plo, Sdx (a——rx*)* que equivale 4 S(aadx +
24cX*dX+CCR3UR)y €5 GUX—Fvrverivererrersons sseeis

2ucxS  ccad
.4"——

5
se hacen las operaciones indicadas , y seinte-
gran despues los términos que resulten. ,
514 Podri no obstante ser integrada por
la regla general qualquiera cantidad  comple-
xi elevada 4 una potencia negativa 6 fraccio-
naria , si esta multiplicada por. la diferencial

. En Sadx (b——xn)? (c—t—xn)*
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de la cantidad que se ha de elevar, prescin-
diendo de las constantes que la multiplican o
la parten. Asi sucede 4 kdx (a—— bx) m , en
donde kdx es la diferencial de a+bx multi-
S o
plicada por—-: y por eso considerando 4 a+
bx como una sola variable, serd Skdx ( a——
k +bx)nti  pla——bx) 1
bx)m= angion 'L:Hn" 5 ;
@b )
‘ aadx +2axdx '
bien es integrable ———(aadx——....
et SR - V/(ax+xx) R ;

2axdx)(ax-+xx)-%, por ser aadx —— saxda -
la diferencial de ax——xx multiplicada por a:

Tam-

y asi S (aadx——2axdx) (ax_+xx)'%-—

(aadx+2axdx) (axtxx)—%:za_(axlxx)%.‘

Z(adx+2xdx)
515  Luego generalmente, qualquiera
diferencial binomia de esta forma kx7dx (a+
bx»)p podra ser integrada exdctamente 1.0
quande el nimero p es entero y positivo,
sean m y n los que quieran. 29 Quando eles-
ponente de la variable x que estd fuera del
paréntesis, es menor en 1 queel esponente de
la otra x: es decir, que se podra integrar la

. Pantidad fxr-1dx(a——bxn)p, seann y p los

nameros que se quieran ; pues en tal caso sera
kxr-1dx  diferencial de a——bxn multiplicada

por %: luego &e. (5 14)',



284 CALCULO

516 39 Quande dividiendo el esporien~
te im de la primera x aumentado de 1, por el
esponente n de la segunda, resulta un nime.
Yo enteroy positivo de cociente : como sucede

a la cantidad kx3dx(a Fbxi)-" , donde el co-
clente de 3 +1 partido por 2, es2. Para inte-

2~-a

grarla supongo a+bx’ ==z > ¥ Serd xAEe— IT':

Y pues que x*dx que precede al binemio, de-
Jjando 4 parte las constam@:, resulta de dxie—~«

reaciar x* cuadrado de x*; cuadraré la equa-

o zZ-a . .
cion x*——-—, y diferenciando el resultado
2eq X 2 ¥ ‘z-q dz
b i e ; saldra 4x%dx=2 X——24
< P ) > Sa 4 Z 7 0
21 3 2-a dz S, :
ag s — X n :

- 5 i pongo aora en
la cantidad dada en lugar de x*dx, y a+bx?sus
valores en z ; tendre E<h)dzxz50 ............
Fast dz Faz dz : :

=i o—iotuya mtegrabiesiit

Sl Do BRI e
4
fz3T2 Eazﬁ+1 Jod 1
o e 30 PoLeer - Lim
C(§+2)20b (§+I)2bb : 2bb
4
g lashitpig 2030
maltiplicador ‘cothyn |, 20 f7 %o
. 2bb \iyy
4 :
a > ﬁz\?+l(5~ o ) : 1
)= (%2 54 ) sustituyo en lu=
iy 555 g S ol
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gat de z su valor ; y saldrd por. tltimo,

—((aben)THT

Elabxx) ~5a)), que es 14 mtegral que se

busca.
8 & e el bmom10 no tuviese la dxcha

Skx*dx(a+ bx? *—“‘——

~ condicion , podra las mas veces reducirse a

0rro lgual que la tenga , ~dividiéndo sus dos
términos por la potencia de x que encierra, y
multiplicandola cantidad de dfuera para com-
pensar esta divisiony pot dicha potedtla de x
elevada al grado que indica el esponente to~
tat-del binom1o. Por-egemplo ; parh integrar

aadx 2

(naﬂ\x)q
no es dwmble por 2, pamre por xtiiel bmo-

2, .
=—ag x°,dx(aa+xx) , donde o+1

mio; y multlphcare por (x?)7 Q—x-3 la can—-
tidad de'afuera, y tendre aax—3 dx(aax—2+ Ly z
’

espresion . mregxable por. dividir - exActariente
—2 4—3+1=—2. Supongo pués, adx=2 -+

: 'y como x-*dxes la

5 i “=-1
I:Z, yiosera x-2== 3%,

dnferencaal de x-2 sin las Loustantes di texen
dz

Z-1I
claré x-2— —— | \,ﬁ saldra —2x-3dx==
. ua 3 mt Y

y 2-fdx—— 1uego sustituyendo ,, sera

2aa
s -aaxdz %
aax“dx(aa 2+1) o et 4
204
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o8 : Fidis uELiE
—Za8dz3 : S e e 2
——— cuyaintegral ‘es— . —y

2 g 2(1-3) .
Pongo por z su valor, y tendré Saax®dx

e :

wjw

(aax-2+1) L

= (aax-2+1) > == :
: . V(aax-1+1)

g = L
.\7(;@?) Quando hay en los dos térmic
10s del binomio potencias de x ; se practica Io
mismo dividiendo por una de ellas. Las can-
tidades trinomias ; quadrinomias &ec. 4 escep-
cion de algun otro caso estraordinario; solo
en los esplicados (513 y sig. ) admiten inte-
gracion exdcra,

518 Fuera de los casos mencionados en
que las diferenciales binomias admiten jnte
gracion exicta ; se acude 4 las series para
conseguirla 4 o ménos proxima. Si se redu-
ce por egemplo , el binomio de la cantidad
2adx( a*—x* )1 3 la serie convergente
i b S &

1 i

T e

SR
+ a—s-q: &e. (44.5); serd 2ad\x

a2 a4 ab
2o\ 1_ o fdx . wdx . x4dy %63y -
—x — :
(ot (fe e s st
- a ad as a?

¢ integrando cada término por si 5 Sidix

; 5 5
(6 —x2)* —p (- % L m i _’f_’_+
\ a 3“3 5[;5 701 i

)
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Integracion de las diferenciales con dos ¢ mas
variables.

519 . Pues que d(xy) es ydx+xdy (462 );
serd S(ydx -+ xdy)—xy. Bn S(ydx-+xdy+bdz),
sacada la integral xy'de ydx-+xdy,y restada
su diferencial de ydx +xdy +bdz , saldra de re-
siduo bdz ;. cuya integral bz afadida 4 xy,
dara xy+bz—S8(ydx——xdy~+bdz).Del mismo
modo se integra la cantidad ydx——xdy~ bdy,
tomando la intégral de los dos términosxdy+
bdy que es xy—+=by; pues d(xy——by)=— ydx
—+xdy—t—bdy. Luego para integrar una di-
ferenicial con muchas variables; quando es
posible , s¢ deben integrar los términos afecta-
dos de una misma variable , mirando las otras
como comstantes : se diferencia despues el re—
sultado contando con todas las wvariables que
encierra, y se resta lo que salga , de la can—
tidad propuesta. Si nada queda, se tendrd
la integral que se busca: y si queda, se to-
mard sw integral , que se afadird d la ante~
rior 5 continuando asi hasta tenerla com-
pleta. :
En virtud de esta regla se hallard que

vd xpxdy o

S(ﬂ,)!”"X’7“1dx+ mxh m-Idy):x"y"’:S —=

anxn-1ydx-amx"dy )

Y1

S(r-*dx— xy-2 dy):—:f. s(
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’—t.n:” 1y S(x3dy+3x7ydx—— x*dz+ 2xzd%
b

2 S R RSO b L) 1.8
—twdx—ty fdy)=x o X* 2oy el
520 Para conocer si una diferencial de
muchas variables es 6 no integrable ; sea X

la integral de la dxfereucxal de—J—Qdy de .

dos variablés , en la que Py Q son functo-—

nes de x, y representemos por d( X),

( ) las duerenmales de X haciendo va-

l‘lal en  la prlmela CSPFCSIOH a X,y en la

X o, o i ;

segunda 4 y: y por d(X) la diferencial
Vs

de X hac1endo primero variar 4 x, y despues

ay. Ed Cliko que de—d(X), y Qdy= d(X)
y que haciendo wvariar. [a cantidad'y que

éontiene Piiyla cantldad X que conuene Q, :

sera d(P) di=— d(X) 3 y d(Q dy:d(X) La

v i
diferencial de X que se. encuentra vanando

primero x y despues y , debe ser 1gual dla

dlferenual de X que resulta Varxando pume- :

03, y despues =+ Tuego dD)=d(x) : de
Yy X
consiguiente d(P)dx_..d(Q) dy,y d(P) (0)

De donde se infiefe que si una dzferencml
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de—;——Qiy de dos variables es integrable , la
diferencial de P wvariando ¢ Y, dividida por
dy; debe ser igual a la diferencial de Q
variando 4 x , dividida por dx. Asi se ve en la
diferencial ydx—k-—xdy , enla que P=y,Q=x;

3 .
() Ty d(Q) dex i
pues 7 = = Y=t prieha de

que dicha diferencial es tntegrable.

521 Sea ahora X la integral de ung
diferencial Pd r—~l—Qdy~f——Rdz de tres varia-
bles : suponiendo constante 4 z , se tiene
dzz=0, y de consiguiente dX— Pdx—i— Qdy,
‘ 8 ¥ it
equacion en la qu 'édfg) '“"d(g)' Si se toma

iy por constan*e dy=o, d(X)._..de«»Rdz,

R %
d(P) Ak 4 ) . Haciéndo constante dx, dx=o;
dx dz
z y
i © 4 AR)
dX=Qdy+Rdz ; y—= dg) Eiy Luego quan-

do una diferencial de-i—Qdy—-i—Rdz de tres
variables admite integracion exacta , ha de

a(® )

tener idénticais las tres equacxoues-—— =z
dy:

7Y o :

d(Q) ,_d(P) d(R) d(Q) d(R)

b i dx ’ dz dy

mo*odo se encuentran Ias quc Son necesarias

Tomo IL

: Por &l mismo

it
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para diferenciales de mayor numero de varias
bles. i ,
Integracion de las diferenciales segundasy
terceras &

522 Por lo que dejamos dicho (465 J,
una diferencia primera es la integral de su se=
gunda: y estalo es de sutercera, y asi de las
demas: por [o mismo las diferencias segundas,
terceras &c. se deben integrar por las mismas
reglas que las primeras : de suerte que Sddx
c=dx ;. Sdxdds—z=dx’. s

Si se hubiese de integrar la diferencial se-
gunda x#ddx-+nxn-1dx?, que tiene dos varia-
bles; suponiendo dx constante , se reducird d
snddx 4 cuya integral es xndx: diferencio esta
integral haciendo variar 4 x y dx;y serd d(x”
dx)=xnddx+nxn-1dx*, que es justamente ladi:
ferencial propuesta: luego S(x7ddx:nxn-1dx)—
x1dx. & S ;
~ 523 A muchas delas mencionadas integrales
faltan las: constantes que se despreciaron ensu
diferenciacion (461): y para determinarlas hay

~ queigualar g cero la variable x de la integ'mZ Sa-"

cada; y lo que reswlie mudandole los signos, serd
la constante:quando sale cero es sefal que nohay
constantes que afiadir 4 la'integral hallada.
Dejando  para despues la aplicacion de
esta regla; la demostraremos suponiendo que
sea Q una integral completa quando x valea,

INTEGRAL. 29t

.

Y que siendo P Ia integral incompleta que da

el c;ilclulo » haya de completarse con la cons-
tante 0 constantes C que no conocemos. Si
sustituyendo en P a en lugar de x', resulra A
sera A4+C la integral completa en el caso ‘dé
=05y tendremos Q=—A—+ C. Pero como
Q nos es por lo comun incognito; le supone=
mos cerd para descubrir el valor de C: pues
siendo entonces 0—=A+C, 6 C—= — Aj sera
la constante I que resulte de suponer £==o,
tomado con signos contrarios.

© 524 De consiguiente; si la intégral es
cero, no quando x——o ; siro quando tieré un
valor determinado a ; serd entonces la cons—
tante la misma integral que da el calculoy
poniendo eén ella a en lugar de x. Pues que

5 x3 a3
Seddr=> el S Ut LY
X dx——— es——quando x—d ; sera Q—
. R " >
—3*—-—i—C, ¥ comio suponemos Q =o, tendre-
his L0 e L a3 ey
08 0=—=~——4~C,C—- —, y la integral
3 3
< 3 2 X3-g% 3 - W xn Iv
completa Q=——"", §i S gndxr—asb—
i . o /B
SR i § FaallBL e o8
es cero quando x=—a ; sera— ———— C—o
: Nt B ipean! 4
c Nt
S Y la integral completa Q—..

ant+ 1ynt 1 ' , L
—. Finalmern te, si Sxdx{c®+.........

T2

N4 R
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% bt
TN e (i :
bx?) :-.(L > s fuese cero quando x—u;
B
3 4
3 2\g b ; 3 2 o
seria (iji‘_l ) o Gl P BT (iizzz ) 5y
30 : 36
3 3
Q_(c?+bx’)5—f(c3+ba’)5 j
e 7 :

Integracion de las diferencigles que levan
Senos y cosenos , y- de las espo-
 nenciales. :

5§25  Pues que demostramos (467 y sig.)
que d(sen z)=dz cos Zyd( cos z)=—-dz sen z;
“serd la integral de dzcosz, sen z, 0 sen z+C:
S==dz sen:z=—cos 2+ C. Pata integrar dz cos

sy Ak , 3dzZ cos 2z
32z, se escribird asi ,3 2
; 3

sen 3z

ral= é,—— +C: dz sen 3z se transforma en

: y serd su inte~

-3dz sen 32

=0)
' -mdz sen mz K
general, Sdz sen ma=g FTNTE oo
“m

2

GOS Mm% %
—— —C.
m _ _

Si fuese la diferencial (sen 2)"dz cos 7 que
viene a ser (sen 2)nd(sen z); se in egrara por
. ; sen z)N-+1 5
la regla general asi;v-.(._.;.._ ~—C. S(sen-
: e T 2h

K e €05 3 :
» Y eSsu integral —— <+ C: en

INTEGRAL, 203

; . “sen mzPmdz cos m%
wz) dz cos mz:_—S( =

i

ser mz"d ( sen mz) (sen man41
S e 5 €5 e Gy
m ' w(#4-1)

(cos mz)¥xmdz senmz

———

Sm{cos mz)rdz sen mz=Sm
~m
(cos mz)P-+1

= A—C, : \

—m(#a- 1) S :
526 La integral de las diferenciales es—

——

 pomenciales debe ser la misma diferencial di-

vidida por la difevencial de su logaritmo : re—
gla opuesta a la que dimos (471 ) para dife~
renciarlas : porque sila diferencial de cv es
c*dx (471) , serd Se*dx——c¥ : asimismo. . . .
Sxxdzlx——x7-12dx es x; porque siendo. . . .

2dx . : ; .
dzlx+-—Ia diferencial del logaritmo x2, si
X

divido por ella x=dzlx—t—x*-1zdx—tedgly +

x*zdx 3 ;
———; tendre de cociente xZ,
X

Integracion' de las cantidades logaritmicas.

s dx
527 Para integrar——, haremos lx=y, y

32 Iy . d
0 5 ¥ como, S=X..
Wil y y

es ly (s12); si ponemos pot y su valor, ten~

X do :
serd (470)% = dy,

7
dremos S_ﬁ— =iz, En 7’7}(1}()"7-13E 5 Supor
x/x x !

: 7 ax 3 !
niendo Ix=y, sacarémos — =dy (Ix)r =
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ym-1: luego Sm(lx)m-19% —=Smym-1dy | sera
# : X : A :

dx

ﬁ_!..x'
a?ix? —Ha?+x%)+C.

En general, quando el numerador'de un que-
brado es la diferencial del denominador 5
integral es el logaritmo del denominador.
528 A veces es menester multiplicar ¢
partic los dos términos del quebrado por can-
tidades constantes para que el numerador que-
de diferencial cabal del denominador : en cu-
YO caso serd su integral el logaritmo del deno-
minador partido ¢ multiplicado por las cons-

TEXR IR LT
e la que por
ser 3_x':]x d;ffl;en_cia} de a®+x®, la daré esta
3x2x : ;

o 0 I(x)m, po‘nie»ndo_ por ¥y, Ix. S

2X0AX

l(a=+x) 6 l(a+x)+C : S

tantes. Sirva de egemplo

forma — x T AR S/ 8
MR o LY. e mAtcgrall —?’—l(a -+
dx

x*)+C. Tambien S

~1dx

T
—S—x
. el L § a-X

=T

l{a —~X)-!:C:l(a-—x)—1+C:l<—f— ——C.

a-x
xXdx ;SIX 2xdx e - B
‘un.,K_Axx_ = ;+Xx —-—-il(da—i—xx)-_;_.c ==
N,
(Y (amy+cs T g
k+bxn 01 RS N

brx%=Ldx

k b

a ' ]
= (bR C=If by ——C,
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¢29 Hay cantidades que no admiten esta
preparacion , en las que es preciso multipli-
gar por una funcion de x, tal que el produc~
to. sea la diferencial de dicha funcion ; pues
dividiendo despues por el resultado, queda—
r4 reducida la diferencial 4 logaritmica. Sise

dx
multiplica————por x+'\/(xx—1) , el pro-

V(xx-1)
xdx: | ; o g
ducto-——— —dx es justamente la di-
V(xx-1)
ferencial del multiplicador x+V/(xx—1): lue-
d‘ xdx
£2.5

gos__._cix,_—-—-_:_s V(XX—I) :l(x b=t diigs
S IV (E e TV (XX =)

\/(xx———;) }+C. Tambien sacarémos la inte—

ax . B I )
gral de S multipl icando ambos ter—
/(1—xx) @
dxV —1

minos por \/——— 1:pues tesulta—————"-, cu-

Bdee
ya integral es '\_/——1><l(x+\/f(xx~— 1))+C_ en
virtud de lo dicho. De consiguiente, la inte-

dx ;
Qe eie ddacil ==/ (xyx=t—gp oMo,
gral, ev( sxetd) es I(x: /(xx; )

se puede verificar diferenciando esta cantidad,
(470)- ‘
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 Integrales que se refieren al circulo.
530 Sea SM=s (fig. 181) el arco de un
circulo cuyo diametro es a; SP , x; PM, y:
 tirense la pm infinitamente préxima a PM, y
1a Mr paralela a SC: y sera Pp—=Mr—udx,

Mm=—ds , PM=V/(2ax —xx) (348):y en

los triangulos semejantes CPM,Mrm , se ten-
dra PM:CM::Mr:Mm, 6 V(2ax- xx):2a::dx:
7 Zadx

{22 jomsus

C wemmm et e Al e S
; A

S = i X\:ser:i el valor de dicho arco. Para

" V(2ax-xx)

. averiguar el valor de esta integral quandq

X tieue un valor determinado ; se restard este

~ de SC=1g4, para conocer CP, y con él y la

hipotenusa CM—1a, se calculard en el triin-
gulo rectanguio CPM el dngulo SCM (2 85):
¢on el qual y el radio CM ser4 facil hallar la
longitud del'arco SM (167), que es el valor
c\3¢ la integral propuesta. LS ;
Para reducir a ella -—}ML——

: *V/(gkx - pxx)
hyg,k, p. cantidades conocidas ; se dividi-
rdn numerador y denominador por Vp: y co-

, siendo

X

vp i dx

0——x :
ok 1 oR \
V(iom ) 2V ix-xx)

mo en
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que resulta, ha de multiplicar 4 dx la mitad

gk L
de? multiplicador de x, para que sea se-
mejante a la anterior diferencial ; multiplica-
5 Ao 7 5 4 k
réy dividire 4 un mismo tiempo por %(i_),
. 0 mis 5

4
'/

gk
2 h 2
:VTX p A : dife’renciavl
& PVI(%—X“XX )
P ;

que representa un arco de circulo cuyo did-

y tendré

o sk . Gy, .
nietro es‘%— y la abscisa x, multiplicado por

2ph - el
————, que se determinard como la otra.

531 Contando las abscisas desde C, y
—bdx

siendo CS, b; CP, x; §a,lem por

elemento del arco SM , comparando los tri-

dngulos semejantes CPM, Mmnr, y teniendo

presente que PM _-:_i\/(bb —Xx) : y/que pues

5M mengua al paso que CP 6 x crece , de-
berd.ser la diferencial negativa (461).

Reducivemos 3 ella ———— , transformando-
V(ghpxx
: dr L
la como dntes en— x— *y como

Y2y (égwxX)
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u’-’.’h T e A . j pt
aqur—P— sustituye por bb , la' cantidad —b

h
que ha de acompanar adk, es -——-\/ gp :de

l ' gh
po e e
suerte que tcndremos S e ol
_\/gﬂ (%h >
——xx
P

: 7
y. suponiendo CS—=v gl, y CP x; serd la

k
"V k
integral _‘/_[_) xSM 6———x SM ——C,
e Vgh

b ' ' :
532 Si se tira latangente SN, la ‘secante
CN ,‘la Cn infinitamente proxima a CN ; y
se traza desde C conel radio CN el arco mﬁ-

nitamente pequefio Nt que serd perpendicular

aCN ¢ Cn; los trmngulos semejantes CM/m/,
CtN darian CN:CM::tN:M’n/: de los CSN,

tN7a tambien semejantes , se saca CN:CS::Nu:

tN: y de consiguiente (CN) CM/xCS:: tNx
Nt N M/m/2:Nn:Min/s 6 Hlamando CS a;

la tangente SN, x; y s el arco SM/, ad+xx:
aadx

aa:dxds— — » espresion del elenrento de

aa-1-%

un arco cuyo radio es a , y x subtangente: lue-
go si'ademas del radio que se conoce), se ave-

rigua el dngulo SCN jen el triangulo- rectin-
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gulo SCM ; se podra determinar 1a longitud

del arco para cada valor. de x.

Pdla reducir a dicha espresion la diferen-

kdx ) k dx
asly — X —————= se
gbb+hu ) RRes G ‘gbb ;
e —I_Vx
n
srbb
mulnphcalan sus dos términos por y
bb B
Ldt
i h : !
pugs que ;'esulta. Eb_l;x b ;serd la inte-
2 T +XX

-~ gralel producto del arco cuya t'mgente €s' 1,

y el Laélxo\/w— multiplicado por —— qbb

533 Esphquemos ahora un modo facil
de encontrar la longitud del arco de un dan-

‘gulo dado, ‘conocido " el radio, que cormo he-

mos visto , sirve de midulo en todas estas in-
tegraciones. Llamemes R el radio, N el ni-
mero de grados del dngule dado y Z su lon-
gltud Siendo el didmetro 4 la circunferencia
0 el radio a la sexmcxrcvnfnxcuc,a como I:
3,1415926535 &e. serd 3,14159:&c. i 1 ::
180° : R—57°,20577951 e il
4,4’-——m' luegoel arcode 57°, 17 44" esa
la longitud del radio, como el nfimero de gra-

dos del angulo N es ala onglmd de su arco;

Rx N
esto es 5 m:RuNiZ————, 0, haciendo r—
m
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yET I 3 ?
s Z—NxRxr,

pdiigi S

M £7,298979 B

Aplicacion de la iutegracion por series
' a los logaritmos.

534 Paraencontrar el logaritmo hiper-
Al : N-X : ;
bolico del ndmero——; sacaré su diferencial

R

dx

NG
7iTrX

(469):y pues que reducido 2 série este que-
! dxi d% T Sxd% x2dx.
brado es : i e v

ad (445')’ nx cin nmn n3 :
x3dx 3 niix
~+ &c. tendremos integrando, l(—:— =
Mg 5 :

TR s 2%
———t—— o —— &c. que se reduce ha-
n an2  n ¥ gn4 1

: o Sl R
Clendorn —158 Lf1+x)=X-—dxiu Iys
X *——&c. scrie que ya encontramos (4\”8}’
quando x es negativa, corresponden a los
términos parcs $ignos contrarios.

Y & L RNy
numero hubiera sido

2ndx (dx Xadx

35 25.510el

2
n-%

e
n n3

cuya diferencial e — ey
x4dx XX - A :

—+—4‘:(~ —+ &c.)’ sehubiera sacadointe-
ng # : :

Lol X ' 563 Xs
grando il Ger et e g 8
: 4 n 318 575

X RE :
—Z;*' &C-)-’ que se reduce haciendo n—1,
an? ' / v % % v

TN o AR b
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4 2(x—=5x I’ Iz &) la thisma
que sacainos va (4.58):
536 Finalmente ; Si dado un logaritmo y,
se pidiese el namero 1+x que le corresponde;
; /e
tendremos y—r1-+x, dy:f:——‘{, [0} dy+xdy —
dx=o. Si hacemos x:.AyoBy’+Cy3+Dy4+
&ec. serd dX:Ady—i—zB}vdy——i-—jc_y?dy—-i—:
4Dy*dy—— &e. y haciendo las correspondi-
entes sustituciones saldra.......
dy+Aydy- By2dy+Cy®dy 5
—Ady - 2B_ydy—3Cy’dy—4D_y3d_y % _Of :
ds donde sacaremos (445)A=—1, Bzl AL
bimugie #ihens by of
__3B___2 s ’-D'_“C'—"z.3.4. &e. yserdel

I, "

namero que se busca 1-+x = 14y+Iytt
: 2.3

3 L 4.0

+——y 1 &

Tt 3 4.y
Aplicacfone; del Cileulo integml.-

Cuadratura de las Curvas.

537  Side los estremos M ; m (fig.182)
de uno de los infinitos lados de que pedemos
concebir formada una curva MSQ(102)ima-
ginamos tiradas perpendicularmente al ege Ss
las dos ordenadas MP , nip infinitamente pro-
ximas , llamando MP 75 SP,x; serd Pp, dx;
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rim, dy; pmy y+dy , y la superficie del trapes
cio PMinp(182) ,Z(PM+pm)xPp—3(2y+dy) x
dx==ydx +Zdxdy = ydx; despreciando 3dxdy
(442). Luego si poniendo en' ydx el valor
de .y sacado de la equacion a la curva de que
se trata, seintegra despues loque resulta; se
habi4 sacado la suma de todos los trapecios

que compotten la superficie que abraza la cur-

va, 6 su Cuadratura. Pero como el trape=

cio PMimp que hemios considerado como la

diferencial del espacio SMP', puede serlo tam-
bien del espacio LHPM tomado desde un pun-
to fijo H ; pues PMmp—HpmL — HPML=
d(HPML ) 5 es preciso afadir 4 la integral
que da el cilculo, una constante que mues=
tra esta diferencia; como veremos. mas clara:
mente en los egemplos.

538 Si las ordenadas saliesen todas de un
centro comun como las SQ, Sg; se considera
el ambito de la curva dividido en una infini=
dad de tridngulos como SQq ; cuya superficie
IxSqxQt es, llamando SQ, y; Qr, dx ;3 (y—
dy)x dx=—Lydx, despréciando Ldxdy ( 442 )-
Quando las ordenadas no son perpendiculares
al ege’, aunque sean paralelas entre si; resul-
ta tna espresion algo diferente de las dnte-
riores. : ;

539 Vengamos a los egemplos ; ¥ sea el
19 cuadrar el tridngulo ABC (ﬁg.175’):para
esto , supongamos tiradas las dos ordenadas

R

i

é
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M, Nn infinitamente proximas , y llamemos
a la alturaCD, b la base AB, yla Mm , y
CP, x; serd Pp, dx:y el elemento del area
NMum=ydx : pongamos aliora en lugar de y,
bx , A

——que se saca de los tridngulos semejantes
ABC, CMm ; donde CD : AB::CP: Mm , 6

'u:b::x':y:—i:c—; y tendremios MNn_m:'ydxz

bxdx s T S : bxx b
—_, cuya integral Sydx__'————zz—'msera el es-
a

pacio CMm : luego el de todo el tridngulo

" i i ., baa ba
ABC en el que x—a, sera '

lo dig'imds (182): i ‘ i
540 20 Para cuadrar la pardbola (fig.182)
ciya equacion es y*=—px 0 y:\/ px:ﬁé;
: 7 2 s
poiigo este valor en ydg, y tendré p;x;dx,

cuya integral %p%x%+C es el valor de la su~
perficie de la parabola. Como en el punto S
en que x=o, es.tambien cero el espacio SMP;
y la integral se reduce & o—=0+C cn donde
C==0; no habr4 constante quarido los espa=
cios sc cuentan desde el punto S ; y serd
T X 3 %
2p7x7 el espacio indefinido- SPM. Pero si se
pidiesela superficie del espacio LHMP; siem-

do SH=1b; seria LHD/IP—'_:%PEIX%+ C;y pues
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que este espacio es cero quando SP=c=—t
en cuyo supuesto es o‘:-_'sip%b?':T +C (524) , y

: T T 2 s
€=—12p?b7'; serd. LHMP=2p %5 1,%53

3 I 3 L

La espresion 2p?x2=2p2x>x x=—=SPM, se
reduce poniendo y en lugar de p%x%g a
3%y , que son los dos tércios del rectangulo
SPMR. Tambien el espacio LHPM—
3P%x%——1p%b%_3 Eakonic, 3 hExh—2SP
3 el e iy el e
PM -2LHXSH, esla diferencia entre los dos
tercios de los rectangulos SPMA y SHLZ.

......

541 39 Habiendo de cyadrar el quarto
de circulo SCD (fig. 18 1) ; supondremios el

radio 4, y PM—y— (aa—xx) (352): y
sera el espacio CDMP:Sydx:SdX\/(ag-—
xx )—(154t.L) de(a_‘ xx Sl X8

3

20 8a3 164
5

12847
1o por si, resulta CDMP—px — — S
2. 3.0 8 -

1.5 3 1. 30x7 pseel ol ok
2.4.5083 S AC TS ta 4. 6.8.9a7

&e.' Si suponemos x—a , saldrd la superfi-

¢ie del cuadrante CSD—na — —‘,’—_“—_—“f"—_

_ Oyrds 40
_aa  sas e o 5 =
112 1132 Seamios &c. —’—‘aﬂ( I— 6-—';;?.-'—??;

x3 s 5 £ y )
————-~—&c.): donde integrando cada térmiz
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L O superficie del sector CMD se

1152 g
saca. restando ‘de CDMP la del triangulo
CPM :PMX;CP::gka(aa ~ XX).

542 49 En la Elipse cuya equacion es y=
~—— V. (a2 —xx) , se tiene haciendo las mis=

a
b3 bxs .

mas operaciones, Sydx—bx —

—

_ Gaa  40u4
BTk 2hx9 SR S Lk R
—_—— s —XC.—=—{ ax- e
11206 .115‘74:"?i : & ° (a‘{ 253% a
I x5 1.%7 - i R
-B—S—a—s-’—m?; ~_SCC. ): la. qual serie tiene
2.3. .4:6.7a

con la anterior del circulo la razon de b4 a
segun lo dejamos demostrado.

543 59 Para cuadrar la area hiperbd-
lica SMP ( fig. 163 ) y el sector hiperbilico

: TN ; SBalian N
CSM ; sustituiremos en yax,—\/ (x%-aa) va-
“

loi de y en la equacion de la hipérbola : y se-
il bdx ,\/ % ) fis ; >
raydx— - (xx—an) el elemento de su

superficie. El sector Cb]\i:CFM—SPM:
CPxf PM—SPM=— 1yx—Syix , cuya dife-
rencial 3( xdy—t—ydx) —ydx=—2%(xdy — ydx);

h 2. ; el
se reduce 4y substituyendo — %
. V/(xx-an) “
; bxdx .
- et bl d dy. Su
\/(xx aa) ya\/(xpna}@ ugar de y , dy. Su

" Temoe 1L e Vs
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integral es (529)3abxi (x+\/ (xx—aa) —+C:
y como esta debe ser cero quandIo =g d?
cuya suposicion resulta C=—=-— Zabx la ; serd
dx

; ab i ;
la integral completa de =k Vo 0 .la
superficie del sector CSM_—_%abxl(x+\/(xxf—

: ! ab ] ( x+ 7,/(x¢V7““)
aa) ) -§ab><la:—2—x g e

resta del triangulo CPM— I ( CPx PM )=

bxV (xx-aa) bxV (xx-aa) ab

Si esta se

, serd el residuo :
24 2
24

/x+ V(xx- i Qi
xl (x__\/_xia_a)) el valor ‘del espacio hiperbé-
a
lico SPM.. .= s ! o UL
544 69 Cuadremos finalmenteé , la hipér~
bola equildtera entre sus asintotas : cuya equa-
cion (415) haciendo aa=1, es xy=1:y sien-

do (fig. 169) CG,x;GZ,y; xy=1, da

13 S ‘
y=—=. Luego Sydx:S-——;x— =X (512): el

X
area MCGZYX ser4 Ix——C.
545 Como esta es cero quando x—o, Y
entonces se reduce a {(0)——C—o donde C=...
—1(0) ; sera dicha superficie completa /x—.....

l(c;)_..-*lJ—I—. De consiguiente si hacemos x—...
; = :
b i

CX=b , serd el espacio MCXX'=Il —'-;,mﬁmtq.

Suponiendo CU=1, as—1, y contando _1i1f
abscisas desde U; serda CG—=1——x, GLZ=

INTEGRAL,

I dx Ix 3.'0;7

A a
am s oS S e
(it O G 7 C: Este espacio es

cero quando x=—o , en cuyo supuesto J (1-+0)
00,y G—=—l1=p 1 de suerre que di-
cho espacio serd solamente Wt4x), y serdn
finitos los espacios UGZY donde CU—=1.

546 - Aqui se ve que los logaritmos hiper- .
bolicos resuitan de una hipérbola equildtera cu-
ya potenicia es 1: de consiguiente siendo la po-
tencia aa , CU=—=b, UG—x » GZ=y; hubie-
ramos sacado UGZY==aal (b+ x) =1 CUxaa,
Supongamos aora que sea mm 1a potencia de
Snm ; otra de las infiniras hipérbolas que se
pueden trazar entre las asintoras MC 5 Ce; se-
ria por lo dicho el espacio UGmn=mmi bix), «
y tendriamos UGZY:UG:71;2::azzl(b—+~x):mmx
l(b——=x)::aa:mm ; luego los logaritmos de un
mismo numero tomados en distintas hipérbolas,
son como las potencias de las mismas hipérbo-
las.

Rectificacion de las Curvas

547 Para encontrar la linea recta % que
equivale una linea curva SM (fig.1:82) ima=
ginemos el punto m infinitamente proximo -4
M,y serda Mm la diferencial de SM ; ycomo
Mrm— ¥ (Mr)*~—(rm))—V/(d> = dy?),
serd S\/(dx“+ dy*) la formula ‘para rectificar
1as curvas quando sus ordenadas son perpen-

Va2
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diculares al ege, 6 no salen de un punto fijo:
El modo de aplicarla es despejar en la equa-
cion 4 la curva despues de diferenciada, el dy
en x ydr, 0eldxen yy dy, sustituir estos
valores en V (dx*~+dy?) , y tomar la integral
de lo que resulte.

548 192 Para  rectificar In circui-

: A - y dadxz
ferencia del circulo ; tomemos — ele=
AUpXX
mento de un arco cuyo radio es a,y ¥
: _ adx
su tangente (532) : y pues que: —=
(4[{+xx
gadx (.ag——xx )-1 4 (a6 —t—xx)sIi=—a2 X
X2 x4 x6 : x8 : 3
I— S e S o) &C. ;sera
a2 at ad ad
! w2dx e o xdda
S“ﬂdX(aﬂ'-F—xx)-I::S dx— ey
* aae a4
x6dx X8dx x3 xS
Sl —&ec. \—=x— o
a a 342 ga?
xT. 9 S X2 x4
e R T — e —
74 9u# 342/  ga4
x6 x8 e
= —&ec. )Si en esta série suponemos
74 Ond

que x sea la tangente de 450, que cabe ocho

veces en 360° O en toda la circunferencia, y
es igual al radioa ; quedatd reducida 4 'ﬁ(I—:
I——I— ;—'-:-—9—*-—4——&c) =
Para hacer esta ' série rhas convergente,
descompongamos el arco de 45° en otros dos

b, ¢ euyas tangentes sean conocidas,y tendre-
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mos haciendo ¢l radio 1, tang (b+c)=45°=
fang b tang c

T== de don sa-
<47 > v-tungbx tang ¢ 3 2 dC_ e

ca tang o— 18 4 | i b=—%
; = — : luego si tang b—1

g 1%-tang b & g 2z

serd tang c=X, Pongase ahora en la série an-
terior 1y 3 en lugar dea, y resultardn las dos
1 1 I 1 1 I
2 3.28 & g.25 7.-2'4 +§;—-&c. y?.—
I i I I
3_33"“5‘35 s o T e &e. cuya su-
mao0,7853981633974483 &c. serd la longi-
tud de un arcode 45°: y de Lonsiguiente su
cuadruplo 3,141 592653807932 &c. serd la
semicircuiferencia, que comparada con el ra-
dio 1 dar la razon del didmetro & la circun-
fcr_enud de que ya hemos hablado.
549 - 2% En la pardbola cuyo. arco sea u,
$U pardmetro 24 , y su equaciou yy.=2ax;

tendremos ydy=adx, y dx?* = ~_: sustitui-
ﬂ(l
do este valar en la formula \/(dx’—i—d_}”), la

reduce: a.s-a’—'\/‘(yy+aa)-:du': luego dyV (yy +

~ an,) = adu. Supongamos que sea MSN ( fig:

184) la parabola que se hade rectificar , que
sea ST upa tangente 4 su vértice ,y SP=y;
serd au:de \/(yy-.-,-i-—aa). Si se tira la Ss=—=a
perpendicular a ST , y se traza una hipérbola
equildtera nsp , cuyo centro esté en S y ¢l
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vertice en s, titando desde P4 la pardbola la
orde'nad_a, PM alargada hasta que encuen_trev
1a hipérbola en p; serd S;pP—_-de\/ (yy~+aa)
(424 7 537) : luego Sadu=—au—SspP; y el
arco SM_:u\ de la parabola, sera igual al es—
pacio hiperbolico SspP partido por la mitad
del pardmetro g &

550 32 Para rectificar un arco u de

elipse , 'y de hipérbolu ; sacaremos de la

equacion 4 Ia elipse y:—,b—\/(aa —xx), dy—
a .

~==bxdx
aVi(da —xx) ;
eliptico u:Sdzg:SX/(dx? +dy? )==SdxV/(1+
ji)"%w at—a’x+bx?\

e ( aV(a®-x*) >’Cuyo 5
10}1' solo se puede sacar por series. En la hi-
Perbola s¢ encuentra por el mismo, camino
Sdu = Sdx - (a°x? -a*+ bx?) ’/

aV/(x?--q?)

55T Sea la equacion 9 ==px* de’la se-

g:mda‘.Paréb'ola_ cibica , enla que x=—

3 T

yﬂ 3 ?dy 12

s luego dx_:"’—y =i :ﬁ)}ﬁ"_ Sera
»? s 4P

pues, S(dx2+dy?) {T:S(dyﬂ.;.&fyi)é e

OY N & it 9y. L
Sdy (1+ & ,)2 _._isip.(x-;-?): —+C. Su~

: yde consiguiente serd el arco

INTEGRAL. 31T
poniendo y=—o, resulta C—= — Lp;luégo
la integral completa 6 la longitud de un arco
qualquiera de la segunda parabola cubica,
contando sus abscisas desde el origen, es 33

oN: -
(”‘ Zﬁ) T ®
552 En la cicloide ordinaria los tridn—
' gulos sveja_ntes Mmr, BOP (fig. 209) dan

dy:dx:: 'V (2ax-x?) :x ; de suerte que dy=
d ‘ dx vV —X

ZE (2ax—x?) — Ao ( ZGX) , dy'=
x VX :

dx* - xdx? i
e Serd pues, \/ (dx*——dy’ )=

.\/ (dx=+2adx’~xdx’>_ dxV2a

X e

vVx

Vv mx_%dx:yS(dx’—x- dy?) 3_BM—Sv 20x¥ dx
—2V 2ax, que es el duplo de la cuerda cor—
respondiente BO—V 2ax. Si se hace x—=124a,
serd la semicicloide BMA=—2V 44 —=2x24,
que es el duplo del didmetro del circulo ge—
nerador: de consiguiente toda la cicloide serd
cuadrupla de dicho didmetro.

Solidez de los. Cuerpos.

; Si concebimos un cuerpo ABCS
(fig. 185) formado de planos 6 rebanadas in-
finitamente delgadas achefh que serdn la dife-
rencial de su solidez , y suponemos bb 1a su=
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perficie de la base ABC, a Ia altura ST, y x
Ia St distancia del vértice al plano acbefh se~
rd dx la altura de dicho | p ano y su superﬁcne
abc 6 ehf, se hallard por la proporuon (ST)z:

@ (-St:)"".;:AIBC:abbc y 0 aa:xx:: bb_Zl— Iu,ego la

. , bbx
solidez del plano sera-ﬁxdx , y la de to-
;i aa - “

k= < bbxx ?
do el solido su integral S Xdex~—
LA : ‘aa - ; ,
bbx? , bbxa
——+C, 6, >

jzm

. solamente, contando la soli-

bhx3 _ bbxx
= xIx— abcx—St concuerda con Ia

- 3aa an

que sacamos ya (2309).

‘ 554 Si el plano MimiL (fig. 186) perte-
nece & un solido de revolucion 4 KS , formado
por una curva AS dando Ia vaelta al rededor
de ST : suponiendo PM::_y WL =—%,y 1o
la razon del radio ala cucunfexenc:la > serd

T la de un circulo cuyo radio es y 5 la su~

V) 7 ‘ c 4
perficie de este circulo serd =2 x Syoe—y 1000
; T r 27
% cy : cyydx -
yla sohd,ez_ del planov;y-_ X Pp—nr 2R

= :
presion diferencial en la que ponnendo el va-
lor de y scu.ado de'la equacion a la curva de

3a
dez desde el vértice S. La CSPIESION ..cveeennes
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cuya revolucion se haya formado ‘el solldo,
se tendrd su solidez integrando el resultado.

555  Egemplo-12 : Encontrar la solidez
del cono ‘engendrado por el ‘tridngulo rectiin-
gulo CPM (fg, 183) al: redl% 1. de, CP. Ses
CP, x; lﬁl, y; y u el angulo MCP : si to-
mamos a CM pox radio , serd cosen ui sen 1/

X' X secn u
ey . Si sustituimos este valor en
i cosen u ;
) cyvdx :
la formula 2= ; se reducua a -—>< .........
. T
senly

———x"dx : 'y la solidez del’ cono Setds R
cosen?uy 2

sen2u cicosenu. X3 ey K
Sl I et s, S L
X O0X_——=— ) b
cosen2y” ¥ 2r cosen®u 3 ar '3

que es couro dxgunos(zgg) la tercera, parte
del cilindro de una misma base y altura que
él. D"’l mlsmo modo se hublera sacado a 'so—

11d

mo tuangulo al rededor, del lado MP,.

556 22 La solidez del paraboloide ¢
conoide parabolico (fig. 186), que es cl soli-
do que engendra una semipardbola al rede-
dor de su ege; se saca poniendoen la formu=
la el valor de yy que da la equacion yy=—ax
de la pardbola: pues integrando el resultado

Cﬂx?r
“Z., setiene contando la sohdez desde S

> del cono produc1do por el mis~

et eaxe >caAX x cyy %
S e X X ue
en que C=o, S A ek T q.
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equivale a 1a solidez del cilindro de igual ba.
se y altura que el paraboloide. Si la solidez
se cuenta desde un punto H, tal que SH=p;
debiendo ser cero el solido en dicho punto ¢
cahb

quando x—b ;"s‘eré G2 » ¥ la solidez
de una porcion qualquiera_de paraboloide
caxx-cabbh ; 3

— i

i

hiperboloide. Si sustituimos en la féormula en
bb
lugar de yy,— (2ax-xx) sacado de la equa-
b o aa ;

S i B gl cbb
cion 4 la elipse, ¢ integramos — ( 2axdxam—
B 53 A § i 2ran

: ¢bb
xxdx ) que resulta ; tendremos

(axx—
aran - -

X2 ;
~'> por la solidez del elipsoide prolongado,
3 ‘

solido que engendra una semielipse al rede-
dor de su‘ege mayor. Ss (fig. 187), contin-
dola desde S en que C=—=0. Quando x=Ss—
i a2achb

—> quees

la solidez ' de todo' el elipsoide. Y como la de

24, se reduce dicha espresion i

s : e , achb ;
un cilindro circunscripto a él , seria ——; serd
Y
la del ‘elipsoide los'2 de la de este cilindro,
como lo digimos de la esfera (243).
Sise pide la solidez desde un punto H en

557 3% Hallar la solidez del elipsoide 6

bola al rededor de su primer ege, es
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que SH—=m: siendo en este punto ceroc la
i k chl m3
integral , se tendra C—=— -———/—(amm—i-),
e : 2raa 3

y la solidez de una porcion de elipsoide com-
prendida entre dos planos paralelos y perpen-
diculares al ege, cuya distancia es X~ 1k, Serd

chb x3 chh 13
<axx~——- —) —— <amm oo —) .Ladel
2taa 3/ 2rap \ - g o Bl g TS

elipsoide aplanado , 6 producido por la re-
volucion de la semielipse al rededor del ege

2aach
— 3 se saca como la otra,
¢ il ;

menor, que es.

y es tambien los Z de su cilindro circunscrip-
10 : y tiene con ella la razon de los eges
2b:2a. Sba | i
+, Porel mismo camino, encontrarémos que
la solidez del solido que engendra uuall;ipé_r—

cad

2raa

e

x3 . 2 Ve .
(axx-**—— , 81 se cuenta desde el vértice; y

bb 3 bl 3
b ( Gty e '(umm*m—) fa de

2raa 3 2744 3/
una porcion de hiperboloide comprendida en=
tre dos planos paralelos y perpendiculares al
ege, cuya distancia es x—m. : ,
558  4° Hayase de medir el solido pro-
ducido por el arco sp (fig. 184 ) de hipérbola
que voltea al rededor de su segundo_ege ST.
suponiendo este 24, el 19 2S5—=12b, SP=x,
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Pp._,y, y. S el vértice. Si hacemos 1.2 cii1 s

iy sera-xl-——- que llamaremos m, el
area del cu'culo cuyo radioes 1; yla formu-

c'yfvd
~—quedara reducida a myydx, en donde

la =

2
myy es el area del circulo cuyo radio es y:
pues. 1 %:y° mamyy (201 ¥ hl en ella pone-

mos ¢l valor de yy sacado dela equacion =

bhxx

bb——- (401) tendremos myydx=mbbdx+

”1bede o mbhx3
-— , ‘cuya integral es mbhx—t——
" lla Saﬂ

Fmbbx ¢ Imypx.s. poniendo en lugar de bd:_x,
Yy — bb sacado de la equacion: serd  pues,

Fmbbx——Imyyx la’ solidez  dels cuerpo que
torma el ‘ared SspP al rededor de ST.

559 59 Para hallar la solidez del cuer-
Po que se forma de la revolucion de una hiper--
bola: eqmlatem QKYN (fig. 169) al. rededar
de su asintora Cc; llamaremos CU-—UY a;

i

0

y serd (41 s) da==xy , O yy‘—'— Puesto este
! Gyrydx atdx
it g __x “-_

,valqr en e resulta el

a4
s xa‘fx"dx y su integral —~><~ LT C
2y ) X

serd la solidez que buscamos.} Como esta és

r C >
cerg quando x=—a, serd C= ;ai sy €lva-

1
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lor completo del sol ido prodacitio por el area

£y
UYNc, sera f—(aé- -
21

X 7

X-a
( )) de consiguiente suponiendo las abs-

cisas a, 24, 3a, &Ct. en progresion arit—
Vh 23 - SR 4% AL SNMGLE
niética, resultardn solidos iguales a —a®, mul=
tiplicados sucesivamente por 0, . j,;&c

Si fiese x infinita, equivaldrs el solido

——a al cilindro engendrado er la misma re-

volucion porel rectingulo CUYH : quando
x es metiof que 4 es el sélido neséﬂtwo, ¢ in—
finito si x=0 : de suerte que ¢l solido pro-
ducido por ¢l espacio UYNC es finito ; pero
el que eugendra la'area MCXK al rededor
de la asintota , es infinito.

560 69 Midaiios ahora un cuerpo para—
bolico ACBDA ( flg. 188 ) producido por la
rotacton de la pambola ACB al rededor de la
ordenada AB. Sea a la abscisa CM, b la se-
miordenada AM 6 BM, ula dlstancm MN=
EP que hay entre la lmea DC y una seccion -
ENF del solido, paralela a DC: 'y tendremos

(361) (AM)? : (EP)*:: CM: CP 6 bb:u:al
Huu U a

CPW =33 EN=CM-CP=g-—— Sy S

maa v

(bb—uu) luego (s 5 4)mX( EN)?-—— T %

(b*~—2Dbbuu+u*) sera la espresion del area
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de la seccion ENF : y sise multiplica por la

diferencial du de MN, dari el elemento del !

(b*du—2bbuudu——u*du). Tne

maa

slido
s0 ‘1 5

: 2 2 maa i \
grese, y tendremos —— (0*u—2bbu’+ 18y | -

4

: s : i) , 8maab .
que se reduce haciendo u=—b, 4 ~ -

— mitad
15

del s6lido que se busca.
- 561 99 Si se quiere la solidez del cuer-
po ACBDA (fig. 189) que forma el segmento

de circulo ACB rotando al rededor de lu cuer—

da u ordenada AB; suponiendo el centro en
O, y llamando al radio OE, r; GM, n; y EP,
u; serd OP—V/((OE)* — (EP)*)—V/(rr —
utt), EN=OP-OM=—=V(rr —un)-n; y la
formula myydx se transformari en mdu(Vrr=
un) n)*=mdu(rr-tu——nn-2nV (rr - un))=—=
mdu(rr - un - nn) - mdu(2nV (rr—uu) — 20n).
Y como la integral de mdy (2nV/(rr—uu )=
20m )=2nmxdu X (V (rr— Uy ) —n)=——2nin X
duxEN es amnxarea MNEC; serd toda la
integral mu (rr — nn — Luw) —anmxareq.........
MNEC—mxMNx ( (AM) 2= I (MN)?) —
2mxOM <area MNEC : que en el supuesto
de ser MN=MA, es mx 2(AM)*—2mx OMx
ACM, valor de la mitad del solido pro-~
puesto.

562 82 Para encontrar la solidez de un
prismoide AEGB (fig. 190) rodeado ds superfi-

, INTEGRAL. 319
cies planas, y cuyas bases son dos rectdngulos
paralelos; hagamos AB,a; AD,b; EH,c; EF,
e; h la altura del sdlido, y «x la distancia va—
riable dél plano EG a una seccion IL del s6=
lido paralela 4 la base. Tirdndo despues en la
superficie AH ,laHP paralela a EA, yen la
cara BG la HN paralelaa GC; tendremos en
los tridngulos HPB, HRM semejantes ix::

PB—AB-EH:RM=IM -EH= "4(”-0) :

—5 y en
los triangulos HBN , HMQ_, tatmbien seme-=
jantes,h:x::BN—BC -HGMQ=ML - HG=
—{g:{f—)— luego IM:E%Q— ——¢, y ML=

b-e) . ; g
%-2--—4——&":31 sera el area de la seccion IL....

(a-c)(h-€)  betae-ace
hh - % h
camos esta espresion por dx, y sacamos des=
, (a=)(b-e)" 4

pues su integral , resultara 5 v ——-l-—...“

(bc—‘_::;we xx-+cex, valor del solido IFGL..

Suponiendo en él x==%, saldra el de todo
el prismoide, que es 3h(a—c)(b - e)——3h(bc+
ae—2ce)—+—ceh=—q¢/t (2abs-ae——bc -+ 2ce)=—.
IhABRxAD+EHXEF + (AB+EH)(AD+EF)),
Si EF fuese nula, EH y FG coincidirian for-
mando un dngulo en la parte superion del so-
lido , que tendria entonces la formade la ar-

x=+—c¢. Si multipli=
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madura de un tejado, y su solidez setia Ik

gzab——x‘—,bc)___ (s AB——EH)AD. Enel caso
deser EF—EH y AD=AB, seria el sélido un
trozo de piramide cuadrada, cuya solidez es
- $h(aa——ac-cc)=2h ( (AB)’—J-ABXEH—-ﬁ—
(EH)*): ¥ finalmente haciendo EH=—=0, re-
sultaria una pirdmide con la base (AB)? y Ia
altura % , que tendrd por solidez (AB)?xZh.
563 92 La solidez del cuerpo que los
Ingleses laman Groin (fig. 191), cuyas sec=
ciones paralelas a.la base son cuadrados y las
dos secciones hechas perpendicularmente 4 la
base por el medio de los dos lados opucstos,
son semicirculos ; la encontrarémos supomen—
do x la distancia ‘Ab del vértice A a una sec-
cion cpeg paralela a la base , a el radio AB ¢
BN de la seecion circular ANBI\IA perpen-=
dicular a la base , y serd bn—V (2ax— XX)
(348); el lado del cuadrado cpeg, 2v/(2ax—
xx) ;' y 'su-area 4(20%x—xx) : luego el ele-
mento del groin es 4dxfzax—xx) Si en su
integral 4axx- £x* suponemos x=a; resulta

(za)

solidez de: todoel grom, que sacariamos

del mismo modo aun quando las secciones
paralelas 4 la base tuesen rectdngulos , y las
perpendiculares otras curvas distintas del cir=
cenlg . :
564~ 109 Si se hubiese de¢ cdlealay la so+
lidez de la pirgmide 6 cono ABCD (fig. 192),

r INTEGRAL. 2.4
formado de rectas tiradas de todos los puntos
de un plano DBC dado a un punto A : lla~
maremos x la distancia perpendicular AQ de
A @ una seccion EFG paralela 4 BDC, 4 la
altura AP del solido, b la area conocida de
la base BDC: y pues que-los planos EDC,
EFG deben ser'semejantes (234), tendremos
(AP)%: (AQ)2: BDC:EEG, 6 aa:xx:b: EFG—

. Esta espresion multiplicada por la di=~
an

> j bxxix :
ferencial dx dard el elemento—;—l—— del soli-

bxxdx _ bx3

d ue sela S S e
224 as 3aa

5 que se rcd.zce

a Zab quando x—a.

565 112 . Si d' un cilindro ABCD. (fig.
176) lo corta un plano oblicuo & la base , . sé
pregunta lo solidez del cuerpo SARH que re~
sulta , que se lama Ungula cilindrica ; supo—
niendo para hacer mas sencillo el calculo, que
la seccion pase por el centro de la base, se
considerara la amgula cortada por planos pa-
ralelos infinitamente proximoes y perpendicu—
lares 4 la base RAH : ydebiendo ser las sec~
ciones tridngulares semejantes , s¢ tendrd la-
mando r el radio AO de la base, -a la altura
AS, 7y la base del tridngulo PMN 5 OAS:
PMN zrriyy (200), -y siendo . OAS=—=lar,

ayy

ar: o
serd PMN=—2Z ’i’ ==-==. Luego si sellama
25 ar Las

Tomo 11. X



339 "CALCULO .
x laPH, serd dx el grueso de la rebanada
comprendida entre dos planos paraleles, cuyo

ayyax -, A \
valor serei—-"—z--—, 9 poniendo 2rx—xx en Tu-

2rE ¢
gac de yy (348), R (2rxdx —

xxdx). Su integral , contando la solidez des-

ad¥(2rx-x%) @

a ; 23\ ‘
de el punto H , es——( rxx ——— ):dedonde
27 3

se saca suponiendo x—2r, el valor de todo el

1y ar fei 4 g

s0lido que es Zarr—=— x2r— AOSx4HO ==
2

AOSx2RH : 6 los 2 de un prisma cuya ;basc
seria el tridngulo AOS y la altura el didme-~
tro RH. :
§66 129 Encontremos por ditimo, la so-
“lidez de una dngula cdnica BFGD (fig. 1‘77‘)
que corta en el cono ABD un plano EFG
que pasa por su base. Siendo BC la altur.a
perpendicular del cono , y BO una pcrpendlj
cular tirada 4 HE ege de la seccion EFG; si
suponemos que sea FBG otra seccion del cono
hecha por un plauno que pasa por el vértice
By la linea FG;'los dos solidos DBEG,
EBFG cuyas bases son FDG » FEG tendrin
por solidez ( 64 ) 4 FDGx X BC y FEGx
3BO: restese la segunda de la primera , y su
diferencia sera el valor de'la ungula coniea,
Si las bases FDG , FEG fuesen secciones cé-
nicas , se buscardn sus areas (540 y sig.),y

: i |
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se resolverd la cuestion. Sea por exemplo,-
EH paralela 2 BA ; siendo entdnees (25w
seccion una pardbola cuya area es 3 FGxEH,
serd la solidez del segmento EFGB=2xFGx
EHxBO, y rebajando esta cantidad del solido
DEGB, serd el residuo el valor de 1 angula,
Medida de las superficies  curvas :

de los sdlidos.

67 Si imaginamos que el lado infinits-
mente pequefio M de una curva S$B=u(fig,
186) traze una zona , faja 6 porcion de cono
truncado quando toda la curva voltéa al re—
dedor de ST, la superficie de dicha zona que
es elemento de la total , serd el producto de
Mm=du multiplicado por una circunferen—
cia cuyo radio es PM: lucgo si llamamos m
la razon entre la circunferencia y el didme-
tro, serd 2my la’ circunferencia del circulo
cuyo didmetro es ML,y 2my~du——2myx
V/(dx*-+dy?) serd elelemento de Ia superficie
de los solidos de revolucion.

568 Egemplo 19 Comencemos por €l cono
recto ABD (fig. 177), y suponiendole cor=
tado por un plano MN paralelo 4 la base, y
tirado el ege BC; Hamemos AB, 4 3 AC hs
PM, y; BM, u; y tendremos en los tridngn-
los semejantes BAC,EMP,BA: AC:BM:MP
e bu 2mbutdu
o a:b::u:y::.—(; : luego 2111y_du:——;~— sy su

X2
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nhuu

. 1 ’ . . 1
integral — serd la espresion de la su-
" , ,

perficie de una porcion; qualquiera de cono. °
Sicen ella-hacemos u=a, se reduce a abm =

mxAC*AB que es la'de todo el solido.

569 - 22 Para encontrar la superficie de
lo esfera; sea el radio. CM==a (fig. 181),
SP—x, PM—y, SM=u; seri Mm=du,Pp-=
lIr_dX. y en los tridngulos semejantes CPM,
Mmr tendremos PM:MC::Mr:Mm, 6y:a::dx:

adx
di=——. Susntuyendo este valor en 2mydu,
¥,

resulta 2mads ; 5y su integral 2max == SPx
circunf. SDBM'S, sera la superficie - del seg~
mento esférico SPMM’ Si se hace x—24;
21nax se convierte en 4mad, que es la syperfi-
‘cie de toda la esfera, cuadrupla de maa su-
perficie del circulo miximo SDBM'S (225):
Y COMO 2Max:4man:x:2a; \serA la - superficie

de un segmento a la de toda la csfera, como

la altura del segmento a todo el ege.
570 32 Saquemos ahora la superficie del
paraboloide ASB ( fig, 186 ). La equacion

yy=px de la parabola da dx=— .,p'ﬁ’ :

4‘.}ydy 1ucg0 V(dx +uy!>._(l_yV(P'p '}J)’ v
PP Vpp

1d
2mydu se reducird izi-;%—z—x\’pp--m;yy)’} . Su-

pongamos para integrar esta diferencial,(pp+

7 dy e

S ydetaE

i INTEGRAL 32;

-r)’)’)’ =z, serd Pp+4yy_zb , 'y diferencia

2z

do, 8ydy—=22dz o .ydy__~ —. Sustituyase
este valor en—————(pp+43_y)2 5.Y quedara redu-
K mzx‘h/z T R
_cida a , cuya u}tegral esf_eér,o
1 { : : |
—-i-—%i)jﬁ,—)-—, pomendo (pp + 4yy, en lugar
de Quando Y=, se uene C—"-—-~mbp,
de-v 99pstnglerxre—,-£”-—';;"—)- L2 mpp sera la

integral completa , que pxndo tambien haber-
se &d.C&dO por lo dicho (514).

“ et 49 Para hallar la superficie del es~
fervide o »zpsozde (o, 187 ) o) supomendo
SE——q, i Gl ety BM—u, sacaré—

mas de la equacion 3'la curva y_—V(aa -XX),;

ey serd du:’\/(dxi;dya)!__:
AV (=55
o My e it
i aalau-xx) )

avi{aa-xx) '
dxVi(a%-c ' L
a (a iji>\su pomendo ‘\/(aavfbb):c), —

aV{aa-xx) j &
: . : 3 A - ; + ‘\
cdv\/<-+u4 —xx) ‘- X &y

-+ de consiguiente 2mydu se-

aV(al=xx)
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< s 2mbedx a4
¥ sttt Led : i
V ( 7 xx) : cuya integral es-

aaq

CCX% *

presada en série infinita, es 2mbx(1_ 7
g 2.34

ctx4 3c6x6
2.4.008 s 2:4.6.74%2 i &C') :
Esta integral se encuentra mas facilmente
por medio de la cuadratura del circulo; pues

si desde C con un radio—— ., setrazaun cir—
(%
culo IER , y se alarga hasta E la ordenada
PM; s claro (352) que PE—v/(_** -xx)
Sl

ce

aa ce

2 nbedx a4
\ —v.( uxx)de la superficie BMM/B

2mbe

x BIPCEssmx —(é—[;—xEICP.

la razon de 1:

aid

Si para aplicar esta solucion al elipsoide

aplanado, supusieramos Ss el ege menor; sien-

do CS menor que Cb, seriavim'posible el va~

lor de c:_\/(aa—bb): con que hagamos c—
: 2mbedx

\/(bb —=d0) .Y p:—[i;i—; quedard ——

a4

V

an
= 2mbdx
XX < A
- onvertida en i \/(pp+,

~omb
xx) :Txdﬂ/(l’?‘%x)' Siendo dx\/ (pp—j—-
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. axX(pp+xx) ppdx +xxdx

L et 3o e
) : V{pp+x.7z') (Vpp +xx) it

prxdx s x¥dx - Ippxdxi+x3dx Fppxdx

& - = —t :

Vippxy+x*)  V(ppxxa+x%) - V(pprx-+x*)

cuyo primer terming tiene por integral (514.)

; Ippxds
aiV(ppxx+x*),y elvSegun(‘10\7(-;1{;;5::*4_;;)~
. phis _ Fodlrlaey 05
o,v_f.P ik integrado por los logar.itmos
V/{(pp-+xx) : :

(528), da L ppxi(x+ \/ (pp+xx)) 5 serdla in-
tegral de dx \/(pp4 xx), £x'V. (pp—t xx)=+—
2pp Xl(x—— V (pp——xx) : multipliquese por
2mb

;v completdndola despues (523 ) , serd

la _superficie del elipsoide aplafnlﬂdo*ﬂi‘ %
saVi(pt+ Xx))

V(pp+x‘x)+pbm><l<
: "

s72 59 B el conoide hiperbolico’, siende
a y b los semieges’, y'xila distancia entre la
ordenada'y el centro de la curva; ‘sacarémos

\

b
de su equacion ):——”‘f/(xx———aa) SRl ey AR .
a
bxdax § _\/ T
—— —— ¢y serd Itk ay ="yt S
aV/(xx-aa) : ¢ G ) :
dxV/((aa+bb)xx-a*) 2mbdx
LEuego 2mydu————x..
. aV (xx~aa) 2 i
(\/aa +bb) (xx —a*), que con suponer.........
at - « 2mbdx g

——L-—n? ge reducea

/
Bl —~V (xx—pp).
aupbb o 2 b LP)

)
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bxV/(xx- -
A suintegralw —pbml(x—ﬂ—\/(xx—

PP ) ) que sc encuentra por el mismo camino
que la anterior, se ha de afadir la cons-
-tante que resulta de suponer x=—a : ysera fi-

nalmente, m;x '\/ (xx—pp) — mbb — pbmx
z(’iﬂ/(”_‘f’f’-) , el verdadero valor de Ia
: nq-ﬁ_ ' p :

a
_superficie del hiperboloide.

573 6% Para hallar ‘la superficic del
groin (fig. 191); supondremos x la distancia
4 que estd del vértice A una seccion cpeg pa-
xalela a la base, u el arco An correspondiente
a la seccign semicircular NnA, y su radio AB

: dx
0 BN——¢. Siendo 4 A0
iendo M—V(zax~xx)<530>’ mul-

tiplicando esta cantidad por 2V (2ax — XX)
valor de ge == 2¢n, resultard 2adx (567),
_elemento de una de las quatro superficies
iguales que terminan al solido : luego la
superficie de ‘todo ¢I', no contando la de Ia
base, sera 8aa , estoes, dupla de la dicha
base. o
Metodo inverso de las Tangentes,

574 Por este método se viene en conoci-
miento de la equacion de una curva por la
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espresion de su tangente 6 subtangente 6 nots
mal &e. de su rectificacion , cuadratura &ec.
que se nos de. Para esto se forma una equa-
cion de la espresion dada y de la correspon—-
diente formula de las halladas (473 y sig.
537 5 547 &c.) y si se puede integrar, se ten-
dra la de la curva que se busca.

575  Para encontrar la equacion a la cur-

Q’Vy o A ‘l 1 ‘\ 11
va cuya subtangente es—= i igualarc d ella
ydx

’ 3 'lix ’ 2_@"’)’
la formula%(qyg 19), sacaré de—a—-:

dy
adx=2ydy, ¢ integrando tendré ax=yy,equa-~
cion a la parabola (361). Si la subtangente
es tercera proporcional d a—x , y 5 haremos

Pl

Yy B g 5
—xiyyi—— :ode consigulente sera — ==
B-Xiyiiyi—— d guiente =

&,ydy:nclx ‘—xdx, que integrada da yy=
dy ; i

20x--xx, equacion del circulo (348).

576  Paraencontrar la cutva cuya subnor-
oy Y%y

mal es a-x; haretmos (473 2 ')7;:“_ X,ydy=
~adx~xdx ; y su integral  yy=ax - 3xx oyy:
2a0x-—xx nos muestra que es el circulo. Si la
subnormal ha de ser constante 6 igual'a 1;

P Rk o e
tendremos %:x,ydy:dx ) ¥ yy=2%,equa~

cion 4 'una parabola cuyo didmetro es 2.
577 Hayase de hallar ahora la curva
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g s s : ; g
cuyaarea es——. Diferencio. ‘esta espresion,
XS4 VT ;

et XXX | -
¢ igualando el resultado— & la formula ge-

Vi

neral ydx del elemento del area (s3 715 ten— 4

" xxdx
dré. = -ydx < ide donde se saca ‘xx =gy,

equacion a Ia'parabola Finalmente ;' si dado
¢ %3

el valor —( axx——— )de una solidez, se

7 r 3

pld iese la aquaoxon dela curva que produjo el
cyydx . c

T X

27 21

solido; formaremos la equacion

(2axdx— xxdx), de 1a formula de la s6lidez
y de' la diferencial de. a espresion dada ; y

acgremos de ella yy=24%—xx, equauon al
cu‘culo : de consiguiente la ‘espresion dada
serd lade la solidez de la esfera.

TRIGONOMETfA ESFERICA.

578 El obgeto de esta parte de la geo-
metria‘es Ja resolucion de los tridngulos esfé-
ricos , quese formanen la esfera con arcos de
circulo miximo. No se ¢uenta con los arcos
de circulos menores ; porque entre dos pun-
tos. de la esfera pueden tirarse infinitos de di-

erentes grados , ‘al mismo  tiempo que por
ellos solo puede ' trazarse un circulo maxi-
mo, que es-aquel cuyo plano es determina-

ESEERICA 33t
do por el centro, y dichos dos puntos (170)-

579 . Supuesta la doctrina  que dejamos
dada aeerca .de los planogs y solidos ; Ilama-
remos ege: de un circulo miximo FLTDM
(fig. 210) 2 un didmetro AB. perpendicular
a su plano, que pasa por. el centro C de
la esfera; y cuyos dos estremos A , B se la~'
man polo: y asi desde qualquler punto d¢
la circunferencia de un circulo mdximo 4 su
polo hay slempre 9o De cons;gmemu i
si un circulo maximo AHBD 6 qualquiera
parte suya es perpendicular 4 otro HTDN,
cada uno_ pasa por los polos del otro : y al
contrario , si pasa por los polos, le serd per-
pendicular : porque siendo perpendiculares
los circulos, lo serdn: tambien sus planos; y
por lo mismo el ege perpendicular .al pri-
mero debera estar en el segundo , y de con~
siguiente sus polos. :

580 22 Dos circylos mdximos trazados
en la esfera, se cortan mdtuamente en dos
partes iguales de 180° cada una : porque
debiendo pasar ambos por el centro de la es-
fera, serd la comun seccion uno de sus did-
metros , que dividira cada circulo por medio

J (171)

581  La inclinacion de dos planos AEB,
ADB que se mide (176) con el dngulo rec-
tilineo ECD 6 con el arca ED descrito des—
de el centro €, es la medida del dngulo es-
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ferico EAD; que ‘e ‘debe tomar’ trazands

desde su vértice A como polo Jelarco - EDS

de circulo miximo entre sus lados AE, AD.
Luego 4 los dngulos " esféricos debe tdlnlnen

convenir lo que dejamos demostrado ( 177°)

de los rectilineos: y ‘siempre se verificard
que los lados contiguos de'un dngulo esfé=
rico no pueden coucurrir sino a una distancia
de '180°:
o maximo que se cortan en la supuﬁme de
la esfera.

582  Sidesde'los tres-éngulos B,D,E:

de un tridngulo ésférico BDE se consideran
tirados al centro de la esfera los radios BC,
EC, DC se vera que dicho tridngulo es la
base de una pirdmide'CBED que tiene el vér-
tice ‘en el centro de la‘esfera, y cuyas super
ficies laterales son tres’ Sectores ‘de” ¢irculo.
Tambien se puede considerar como un angu-
lo solido-formado de los tres d@ngulos plunos
ECD,DCB,BCE: de suerte que cada dngu 0

del tuaugu o esférico es'ignal al ‘dngulo de

la inclinacion de las superﬁucs, y cada lado
“es el drco que mide al dngulo plano del séc-
tor correspondiente. De'lo qual, y de lo de-
mostrado (211) podmnos inferir que dos la-
dos de un tridagulo’ esférico ‘seran siémpre
mayores que el tercero; como tambien que sus
tres lados valdrdn siempre menos que 360°.
583 8 desde los tres dngulos Ay B, C

pues ambos’ son ‘arcos de circu. |

ESFERICA: , 3 3 3
k(‘g 211) de uin trzazzgulo e:fezzco COMMO Centro

_se trazan tres arcos de circulo que formen

otro tridngulo DEF ; cada lado de este es
suplemento del dngulo que es su polo’s y cada
éngulo suplemento del lado que se le opone. en
el trigngulo ABC. Pues siendo A polo del ar-
co EF, distard el punto E de A 90° (579):
Vi >iendo C polode DE, estari tambien &
90° de C : del mismo modo se probau que
D es polo de BC, vy F de AB.

En cuyo supuesto , alargando AB y AC
hasta H y G en que encuentran 4 EF; por
ser F polo de ABH , sera tambien FH=g0°:
luego EG+FH o6 EG+FG+ GH=180°% y
siendo GH medida del angulo A (581); ten—
dremos EF +A=180° , 6 EF suplemento det
angulo A. ITgualmente se prueba que DE es
suplemento de C > Y DF de B,

Finalmente, si se :ﬂarga AB hasta K,
serdn los dos arcos AH , BK dego® cadauno,
por ser A ¥ B polos de EF y DE : luego
A+~ BK 6 AH+AB+AK 6 HK—+AB=—
180°; y como HK es medida del angulo F
(581 ) por ser F polo de K ; serda F——

~ AB=180°, 6 F suplemento de AB: del mis-

mo modo se demuestra que E es suplemento
de AC, y D de BC. Del triangulo DEF, que
se llama mplementurto ,.se_‘hace mu.cho uso
en’la trigonometria esferica.

584 Puesto que los tres angulos A,B,C
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han de snmar con los tres lzdos EF,DF,ED

tres veces 180° 6 §40° ; serd siempre la sus
ma de los tres dngulos de qualquier tridngu~"

lo esférico ABC menor que 540°: serd tam-
bien mayor que 180°; pues la suma de los

tres lados EF,DF,DE sus suplementos ha de’ ]

ser menor que 360° (582).

“De aqui es que un tridngulo esférico pue-
de tener sus tres angulos rectos, y aun ob-
tusos; y no siendo determinada la suma de
los tres , no se podra inferir el valor de uno,
aunque se conozcan los otros dos como suce-
de en los rectilineos. En lo sucesivo llamaré-

mos hipotenusa al lado opuesto al angulo rec-

to que por entonnces se considere, y 2 los
otros dos angulos , oblicuos.

585  Del mismo modo que en los tridn-

gulos rectilineos , se demnestra que los esfé-
ricos son iguales en los tres casos menciona—
dos (89 y sig.): pero estos son tambien igua-

les quando los tres 4ngulos del uno son igua-

\

Ies a los tres del otro. Lo que se demuestra
por medio de los tridngulos suplementarios;
pues siendo iguales los angulos, lo serdn sus
suplementos y de consiguiente los lados.
586  En un tridngulo esférico isosceles
ABD (fig. 212) son iguales los dngulos B,D
opuestos a los lados iguales AB , AD : y si

- son 1guales los dngulos, lo serdn tambicn los

lados. Pues tomando AE=AT, y tirando los

|
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arcos) ED, BE de circulo maximo ; serin
iguales los triangulos AED , ABF que tie-
nen el dngulo A comun comprendido entre
los lados iguales AB, AF ; AD, AE: luego
ED=BF, ylos tridngulos BED, BDF que
tienen BD comun, BF—ED-y EB=FD, se-
ran iguales : y de' consiguiente el 4ngulo
ABD—ADB. Al contrario, si son iguales
los angulos B y C (fig. 211) lo serdn: tam—
bien sus suplementos DF, DE (583) esto es,
sera isosceles el tridngulo DEF : luego sus
angulos E y F serdn iguales. y de consigui~
ente sus suplementes los lades AB, AC.

587 En todo triangulo esférico ABC (fig.
212) el mayor lado estd opuesto al mayor
dngulo, y al contrario. Porque cortando en el
angulo B el angulo ABD=A , serd BD=AD
(586): y pues que BD+DC es mayor que
BC; serd tambien AD——DC 6 AC opuesto
a B mayor que BC. La segunda parte se de-
muestra facilmente con el tridngulo comple-
mentario DEF (fig. 210).

588  Los dngulos oblicuos de un tridgngulo
esferico son de la misma especie qne sus lados
opuestos, es decir, agudos, obtusos ¢ rectos.
Seael tridngulo BFG (fig. 210) rectangulo en
G, cuyos lados alargados hasta A seran de 180®
cada uno; es claro que si BG fuere agudo,
GA serd obtuso, y por consiguiente el dngu-
lo BFG agudo tendrd agudo su lade opuesio
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%G al obtuso AFG se opondra el lado AG ma=

yor que 950 en el tridngulo AFG, yal recto
BDE se opone BE de 9o° en el tridngulo
BED que suponemos rectingulo en E.

589 Silos lados de un tridngulo esférico
rectangulo fuesen de una misma especie, esto
es, ambos agudos o ambos obtusos, la hipo-
tenusa serg siempre aguda: y si fueren de dis—
tinta especie 5 la hipotenusa pasard de ¢o°.
Pues si en el triangulo BEG rectangulo en G,
y cuyos lados BG,FG son agudos , se toma
BDde 9o°; serd tambien BE de 90° por ser
B el polo del arco ED; luego BF no llega
4 go°.

Si en el trmngulo AFG cuyos lados AF
AG pasan de 9o°, llega a ser recto el dngu=
lo Aj;debe ser tamblcn aguda la hipotenusa
FG: porque si AF, AG pasan de go°, no
llegaran a 9o°, sus suplementos BF,BG:y
en, el tria’mgulo BGF tambien rectingulo en
B, serd la hipotenusa FG: menor que 9o°.
'Ultlmamente, silos lados fueren de diferen-
te especie como en el tridngulo AFG rectan-
gulo en G, cuyo lado AG pasa de go° y GF
no llega, la hipotenusa AF pasa de 9o®; pues
entonces su suplemento BE debe ser menor
que 9o como se ha probado ya.

590 Siendo los dngulos oblicues de la
misma especie que los lados opuestos: (588),
tendremos 19 que silos dngulos obhmos fue-
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sen de una misma especie, serd la- hipotenu~,
sa menor que 9o°, y serd mayor 'si dichos an-"
gulos fuesen de diferente especiél 22 Si'la hi-
potenusa fuere aguda, los angulos y los la~
dos serdn de una misma especie , y der dife=
rente si la hipotenusa pasa de 90?32 Si'la
hipotenusa 'y uno de los lados fueren de'la
misma’ especie,’ el otro ‘lado y''su dngulo
opuesto seran agudos : y obtusos,isitla hwpo- :
fenusa.y el lado fueren de diferente especie. *
Todo lo qual se verifica en los dos tridngu-
los BEG , AFG. : | (LS

501 Fmalmente como dichos tridngu=
los tienen el lado FG comun’, un ‘angulo rec- -
to-en G, el dngulo A igual & B,y las demas "
partes son diferentes; no se p'odlé resolver
un tridngulo esférico 1ectangulo dédos un dn-
gulo y su lado opuesto , si'o se sabe ade-
mas 5 si las otras partes pasan 6:no:dé-go®, -

Resolucion de los trigngulos’ esferzcos.

592 Formen al tlmngulo ABD(ﬁg 213)
rectangulo en A, dos arcos DAF; DBF AHE
de circulo m;ﬁ.ximd 'y tirados -los";édjic)s‘ BCP
DC,AC al centro C de la ‘esfera’; bugese des-i
de B al plano BAC Ja'perpendicularBI, que’
lo sera tambien a AC (‘173 ) ; trazando des=
pues por BI un plano BIG a'quien sea. per—
pendicular el radio DC; se tendrs una pird-

Y ;
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mide BICG formada de los triangulos rectdn-
gulos BIG, BCL BCG,GIC cuyos tres angu-
los ICG, ICB, BCG tienen' respectivamente.
por ! medida los tres arcos AD, AB, BD del
trigngula esfulco ABD ; y sus tres angulos
D,AB son 1gua,lesdlos rectlhneos IGB, G1B,
1EG,

593 Esto supuesta , en qualquier tridn-
gulo esférico ABD rectangulo en A, se ve=
rifica 19 Que el seno del dngulo recto 0. el ra-
dio, es al senoi de la hipotenusa 5 como el seno

de uno de los otros dngulos es al seno. de su'

lado opuesto : esto es, r : sen BD:.sen D:sen
AB. Pues en el triéngulo_ rectangulo BIG se
tiene (281) r:BG:: sen G:BIL: y como toman=
do BC por radlo en los triangulos CGB,
CiB,BG, BI son senos de los angulos BTG.
BCI 6 de la hipotenusa BD ydel lado AB;
serd :BG
AB.

504, Dedonde se infiere que.en qualquier
trigngulo esférico ABD ( fig. 214 ) 2T 5 ) los
senos de los @ngulos son entre si como los se-
nos de. los lados opuestos : pues bajando des~

de qualquiera de sus dngulos A el arco ACv
alargada si es -

perpendicular 4 la base BD ,
mgnester ; se tendrd en los trmngulos rectn-
gulos BAC, ADC. (593) risen AB::sen B:sen
AC, y r: sen AD:: senD: sen AC ; de donde
se saca.sen ABxsenB —sen ADx sen D: luego

6 .sen BD:sen BGL o senD: sen

~ ESFERICA. i 439
sen B : sern DC:x sen AD: jen AB. ’

595 29 Que el radio es al coseno de it
angulo como la tangente de la thotenum es @
la tangente del lado adyacente a dicho dngulo:
o r: cos D:: tang BD:tang AD (fig.213). Poi=
que en el triangulo GBI, r: cos BGI :GB.GI
(282) : y siendo en los trnngulos rectangu=
los CGB; GCI, tomando & CG por rddio , tas

=GB, GI tangetites: de los angulos GCB, GCI

) de la hlpotenusd BD y del lado AD ; serd
#icos BGI 6 cos Di: tang GCB 6 tang BD:
tang GCT ¢ tang AD.

596 De consiguiente , en los dos tridn~
gulos esféricos ABC, ACD rectingulos en C
«(fig 214y215), que tienen un ladoAC comun;
las tangentes de las hipotenusas AB , AD es~
tan en razon inversa de los cosenos de los an—
gulos BAC; CAD adyacentes al lado comuti
AC. Pues de r: cos BAC:: tang AB: tang A€,
¥ r: cosDAC:: tang AD: tang AC se saca cos
BACxtang AB =rxtang AC==cos DACx tang
AD :luego tang AB: tang AD:: cos DAC: cos
BAC. ‘

597 3° Qtie el radio es al seno de i
lado como la tangente de un angulo adyacente
es d la tangente del otro lado : es decir ( fig.
213) r: sen AD:: tang D: tang AB. Pues sa-
candose del triangulo BGE ( 182 ) r : tang
BGL:IG:IB, v siendo en los tridn Uulos TEce
tangulos CBI €Gl, en la suposicion de ‘ser



340 TRIGONOMETRIA

CI el radios la IG , seno del dngulo ICG 6

_ del lado AD, y BI tangente del dugulo ICB
6 del lado AB su opuesto ; se tendra r: IG 6
sen AD s tang BGL 6 tang D i tang 1ICB o
tang AB. »

598 Luego en los tridngulos ACD ( fig.
214 y 215 ) los senos de los lados BC,CD no
comunes. serdn reciprocamente como las tan-
gentes de los dngulos B,D: pues de risen BC::

tang Bitang AC, y r: sen CDutan D :tang |

AC se saca sen BCxtang Bz=rxtang AC=sen
CDxtang D, y de counsiguiente sen BC : sen
CD : tang D : tang B. _ ,
599  Dividanse ahora por medio en H,
“L (fig. 213) los semicirculos DAF, DBF, ye
trazando por ellos el arco LHP de circulo
maximo que corte & ABE en un punto qual-
quiera P; serdn rectos los dngulos en L y H:
y de consigniente PA, PL serin quadrantes
(588), P serdel polo de AL, Dde DL(579)
y LH medird al angulo D y AL al dngulo
P. Luego las. seis partes que componen el
stridogulo BHP recténgulo en H, 6 sonigua-
~ les 6 son complemento de las del triangulo
ABD : pues ademas del dngulo recto A=H,
y ABD—=HBP (581) ; elarco HP es com-~
plemento , y LH medida del angulo D: el
lado ABlo es de la hipotenusa BP, el lado AD
del arco AL medida del angulo P, y el lade
HB lo es de la hipotenusa BD.

]

1
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600 ' Tendrase pues 49 que en qualquier
trigngulo ABD , rectangulo en A, el radio es
al coseno’ de uno de los lados 5 como el coseno
del otro es al coseno de la hipotenusa: O T : cos
AB::cosAD:cosBD. Porque siendo en el trian-
gulo BHP reetingulo en H , risen BP::sen P:
sen LH (593); serd tambien, poniendo cos
AB en lugar de sen PB, y cos AD en lugar
de sen P 0 de su medida AL , ricos AB:: cos
AD:cosiBD. :

6ot Serdn pues, proporcionales en los tri-

dngulos BAC,ACD(fig 214 y 215) los cosenos

de las hipotenusas AB, AD., como los cosenos
de los lados BC, CD segmentos dela base.Lo
qual se infiere de ricos AC:: cos BC: cos AB,
y ricos AC::éos CD:cos AD: de donde se saca
cos BC :-cosAB:icos CD : cos AD, 6 cos AB:cos
AD::cos BC:cos CD.

602 Esta ultima proporcion se convierte
en cos AB+cos AD:cos AB— cos AD::cosBC+
cos CD: cos BC —cos CD : y sustituyendo en
ella los valores de sus términos sacados (277),
se tendra cotangi(AB——AD) : rangi( AB —
AD) :: cotang L(BC- CD) : rangi(BC— CD):
y estando las tangentes en razon inversa de
las cotangentes , serd finalmente, zang X(BC
—~+—CD) : tang 32(AB——AD) :: tangk(AB
—AD): tang 1(BC — €D) 1 es decir , que
en qualquier tridngulo esférico ABD, sise baja
un arco AC perpendicular sobre la base, alarga-
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da si'esmenester , serd la tangente de la mitad
de la base, a la tangente de la mitad de la suma
de los otros dos lados AB, 2D 5 como la tangen-
te de la mitad de su dzferencm a la tangente
de la mitad de la diferencia de los segmentos
BC,CD; 6 ¢ lu tangente de la mitad de su su-
mua , si el arco perpendicalar cae fuera:

603  En dicho tridngulo ABD (fig. 213)
el radib es al seno de un dngulo , como cl coseno
del lado adyacente es al coseno del otro angu~
fo: 0 r:sen B cos AB : cos'D. Porque en
el tridngulo BHP (592) ri sen PBH::sen PB:
sen PH : pongase por seno PBH su igual
ABD, por seno PB, coseno AB, y por serio
FH, coseno LH:‘ros D; y resultarala pros
porcnon referida.

604" De ella se inflere que en los tridn~
gulos BAC CAD (fig. 214 y 215) los coserios
de los dngulos B; D opuestos al lado comun
AC, son como los senos de los dngulos adya-
centes BAC,DAC : pues de r: sen BAC :: cos
AC: cos By r: sen CAD:: cos AC: cos D, se
saca sen BAC : cos Biir: cos AC:: sen CAC cos
D: y de consiguiente cos B: cos D::jen BAC:
sen CAD.

605 69 Tambien se verificd en el tridngulo

BAD (fig. 213) que el radio es al coseno de la
‘hipotenusa como la tangente de un dnguloala
cotangente del otro: por sacarse del triangulo

BPH (597) r: sen BH 6 cos BDutang B: rang

ESFERICA. 343
PH —cotang LH=cotang D ; luego r:cos BD::
tang B: cotang D, que viene & ser lo mismo
que r: cot B:: cot D: cos BD.

' 6a6  Por lo demostrado ( 595 ) se tiene
(fig. 213 y 214) r: cos BAD:: tang AB:rang
AC::cotang AC: cotang AB (269) , y de con-
siguiente 7: corang AC::cos BAD: cotang AB:
por la misma razon r :cotang AD::cos DAG:
cotang AD: serd pues, en el tridngulo BAD’
cos BAC : cos DAC:: cotang AB: corang AD:
6 los cosenos de los segmentos del vértice pro-
porcionales i las cotangentes de los lados AB,
AD.

607 De lo dicho (597) se saca risenBC::
tang B: rang AC::cotang AC:cotang B (268),
y r: sen DC:: corang AC: cotang B: luego en el
tridngulo ABD sen BC:sen DC :: corang B:
cotang D: esto es, los senos de los segmentos
BC,CD de la base proporcionales @ las cotan-
gentes de los angulos By D adyacentes

603 Por medio de las proposiciones es-
tablecidas se pueden resolver todos los casos
en que dadas tres cosas de las que compo-
nen un tridngulo esférico, se pida emcontrar
las otras tres: como se puede ver en las dos
tablas siguientes , la una para los triangulos
rectangulos, y la otra para los oblicudangulos:
en las que para mayor sencfllez en los calcu:
los se ha supuesto el r ioual 4 1.

FIN.
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TABLA PARA LA RESOLUCION DE TODOS LOS CASOS POSIBLES DE LOS TRIANGULOS ESFERICOS RECTANGULOS.

Datos. Busco. Valores. Casos en que lo que se busca no llegaa 9o
: Angulo opuesto | Sy Son-—m laangade (593). Si los datos son de una misma especie.
5 o en hipoze
Hipotenusa 1 lado dado. S msz;,,g7z?don§§30 ). , ik
15 Angulo '1dyacen~ Fard e o5 { Lo mismo.
cos hiporenusa
y un Jado. te al lado dado. | Su C0S =i (690). c ‘ o
El otro lado. s Si el lado dado no llega a go.
Hipotenusa. son g dado e Dudoso.
U 1 l SM L . senan:rula dado ( 93) d
n lado y el dn- ) El otro lado. S tong Judo dudo. ¢ Dudoso.
gulo Opuesto El otro dngulo. il et 97). Dudoso.

St sen —

__cos arm'ulo dzdo

(603).

cos lado dudo

3

Un lado y
noulo adyacen—
te.

Hlpotenusa
El otro angulo.
El otro ado

HlpOtGHUS& y un
angulo

. tung lado dado .
O‘ P
Stt t(ln ~cos angulo dado ( J) E

Su cos=cos lado dado x seno dngulo dado ( \oo 3).
Sutang =sen lado dadoxtang dngulo dado(597 ).

gbi ¢l lado dado es menor que go.
)5t el dngulo dado es menor - que 90.’

Lado adyacente.
Lado opuesto al
angulo dado

El otro angulo.

Siel angulo fuere agudo.-

Su tang = tang hipot. x cos dngulo dado (595). = :
Silosdatos fueren de una nisma es

Su sen=":sen hipot. xsen dngulo dado (593).
cot angulo dado ( 5)

i

Su tang =

cos thorenum

Los dos lados..

‘Un éngulo.

Hlpotenusa

Su tang =

Silos datos fueren deuna tnisina epe(':ie-

Su cos =rectdngulo cos dngulos dados (600).
Si el lado opuesto fuere agudo.

tang I.zr’o opuesto ( 7).

6.

|
:
I
2
|

Los dos angulos.

|
|
|
-
"

Hlpotenusa

Un lado.

%
%
|
f
?

Silos datos fueren de una misma espec1e
Siel anoulo opuesto | fuere agudo.

sen lado adyacente
Su cos =rectangulo cot dngulos dados (605).
Sk cos= 03).

cos anzulo opuesio

sen angulo adyacente \

N B, e A At S — i

Si los datos son de una nitsma e%pbcie.

pecie.

St la hipotenusa fuere menor que 9o.”

o S
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1 Segm. 0 22 segm. quiere decir :

TABLA PARA LA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS ESFERICOS OBLICUANGULOS.

primero 6 segundo segmento del dngulo 6 lado dividido por Ia perpendicular.

Datos.”

 Se busca.

v V alorc:

: chos éngulos. \

El lado opuesto

Dos mgulos y
al otro angu

un lado qu_es—

to 4 uno de di-|
[Tercer 4ngulo.

) mun.

| Tercer lado. . <., ¢

(Por la analogia co- ) '
5 { Los senos de los 4ngulos son como los senos de los lados opuestos (594).

{ Tang. 1 segm. del lado = cos dngulo adyacente x tang lado dado (595).

Bagese una pnrp°ndi- :
__Sent segm. X tang dngulo ady.cente ul lado dado( 8)

cular al lado que jun-
ta los 411gulos dados.
Sirve la misma per-
pendicular.

T Tang dngulo opueste al-mismo lado dado

{ Cot 1 segm del angulo — cos lado dado x tang dngulo adyacente (605).
Sen 1 5egm. X cos angulo opuesto al lado dado (6

4)

\ Sen 29 segm. del mismo dngulo =
& '8 cos dngulo adyacente al lado dado

30

Dos lados y unlEl dngulo opu-

esto al otro lado
éqgulo opues-|
: 1 Angulo com-

2% ; ; .
( to & uno de es-! prendido entre

.
|
]
|

tos lados.

los lados dados.

| Tercer lado.

Por la “mlogm €o-
mun.
Bagese una perpendi-
cular desde el dngulo
que formnanlos dos la-

Los senos de los lados son como los de los angulos opuestos (594).

Cor 1 segm. dngulo incognito = tang dngulo dado X cos lado adyacente (6oy).
Cos 1 segm. x tang lado dado adyacente al angulo dado.

Cos 20 segnt del mismo dngulo — 6).
8 i s tang lado opuesto al angulo dudo. (596)

dos dados. -
i 05 tsegm X cos lado opuesto al angulo dado.

Sirve la misma per={ (o5 20 segm. del mismo = 2 cf (6o1).

endicular. Cos lado adyacente al anwu/o ~dado.

DO: 1dd0> y el

esto a4 uno de

dngulo que for- los lados dados.

man. A Tercer lado.

[}

Un ‘mgulo opu- Bagese una pgrpenm—

Tang 1 seg . ‘del lado dividido = cos angulo dado x tang [ado adyacente a dicho Aﬂgulo (595).
cular desde el angulo Bt Tung dngulp dado x seno 1 segm.
| que no se busca. Taﬂg Angulo pedldo “seno 2.0 seg. el lado dividido, ( 95);

B"tgese una perpendl- Tang 1 segm. del lado dividido = cos dngulo dado X tang lado no dividido (595)-

Co.c lado no dividido X 0S5 2.0 sem.

Cos & segm. del Jado dividido.

|
:
|

(6o1).

cular 4 uno de los la-

( dos dados.

%Taug 1 segm. de este lado = cos dngulo dado x tang lado adyacente 4 dicho 4ngulo (595)-
;COJ lado pedido =

,:
58
{
g5

Ua lado opues-
to al uno de los

Un lado .y los
dnguloa dados.

dos dngulos ad-
yacentes al mis-
ino lado. {Tercer ungulo

Bagese una P“P‘“‘““ Cot segm. dol mgulo leldldO =2le08 Iado dado X tmg augulo opuesto al lado pedldo (605)
cular al 11:10 que . no T lad S Tung ludo dado "X cos 1 segm. angulo di rzmlu/o (6o /)
se b-lsud. 5 ik S A SR A "Cos 2.0 cegn. del anismn dngulo. 2

Bagese una perpendi- ) Cor 1 segm. mgulio dividido = cos lado dado x tang dngulo dado no dividido (605).
Cuiax desde el uno de Cos mgu/a 70 d fmdﬁo X' 2.0 segm. (6 )
04

105 dﬂgUlOb dado» Sen 1 ;co'm del urlgulo—;"—wcluio

) Cos dngulo pedido —

50 [BC, AB, AC

Los tres lados

El angulo B.

fig.(129.y 130)

z‘ang I(AB——%—/‘I(’)Xtanfrl(AB AC)

agese el arco AD
IBC

penp;ndxculdr soble

(602).

Tung o (BD*‘-—-DC) —

tcu g.

Tnng B D

Cos
IangA/B 5

95)-

(0]

g, 13,

‘ Los tres :'mgu-]
los, A, B, C,/Uno de los la-:

dos AB.

DEF suplemento de { Sepase el valor de los .tres lados DE , EF, FD suplementos de los dngulos C, A, B (583).
ABC segun se dijo Averiguese por el caso anterior en dxchos trxangulos DEF el valor del angulo F, y se tendra el lado AB=—

(583). suplemento de F (583)

|
|
L
1
s

Tracese un tu‘mgum}
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