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Introduccién. i1l

Introduccion.

Introduccién historica.

La preocupacién por las magnitudes es consustancial al conocimiento cien-
tifico y técnico en la medida en que dicho conocimiento supone una investi-
gacién de la naturaleza de lo percibido, ya sea por simple deseo de conocerlo
o por el interés de manipularlo.

Entre las magnitudes mds inmediatas se tuvo al espacio, que es ocupado
por los objetos y en el cual estos pueden ser medidos. Si el espacio alberga a
los objetos en su dimensién material, y ello le confiere importancia, también
deberia tenerse en cuenta el tiempo, porque este puede ser considerado como
la dimensién que permite relatar la historia de las evoluciones de todo aquello
que cambia. Aristételes llega a opinar que en los estados en que el alma no
cambia, como es el estado de suefio, el tiempo cesa de sernos conocido.

Mientras que el espacio fue estudiado muy tempranamente' y dio lugar
a ciencias como la geometria, la concepcién que se tenia del tiempo era mas
oscura. Se debatia la existencia de un movimiento natural privilegiado, amplia-
mente perceptible, que fuese digno de ser llamado tiempo. La filosofia griega
habia ligado la objetividad del tiempo al movimiento de los astros, llegando
algunos, como los Pitagdricos, a confiar en su regularidad basandose en la divi-
nidad atribuida a los cuerpos celestes. En cualquier caso, la problematica de la
biisqueda de un patrén para el tiempo generaba grandes dificultades formales.

La dimensién temporal se manifestaba con un caracter mucho menos apre-
hensible que la espacial, prueba de ello es que ninguna ciencia con la solidez de
la geometria euclidea tenia como objeto el estudio del tiempo. Sin embargo,
el tiempo parecia estar en la base de numerosos problemas que iban surgiendo
en la consolidacién de la logica. Como ejemplo podemos destacar dos.

El primero surgié de parte de Aristételes en el capitulo nueve de Sobre la
Interpretacion. En dicho capitulo se planteaba la validez de la extension del

1Ya a mediados del siglo IV, Eudoxio de Cnido establece el volumen de la pirdmide
y del cono, reconociendo algunos en ello algo andlogo a los modernos procedimientos de
integracion.
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tercio excluso a futuros contingentes. El principio del tercio excluso establece
que dada una proposicién y su negacion una al menos es necesariamente verda-
dera. Por tanto, si no se admitiera una dependencia del tiempo por parte del
valor de verdad de las proposiciones y pretendieramos que el principio del ter-
cio excluso valiera para todos los acontecimientos futuros, entonces habriamos
admitido de hecho el determinismo en la historia. La extension al futuro del
principio del tercio excluso, en palabras de Aristételes, conduce a que “Nada
es, ni nada llega a ser, ya sea por efecto del azar, ya sea de una manera inde-
terminada, nada hay que en el futuro pueda ser o no ser, sino que todo deriva
de la necesidad, sin indeterminacion alguna ... en virtud de este razonamiento
no habria ya nada que deliberar, ni de qué inquietarse, en la creencia de que
st llevamos a cabo tal accion se sequird tal resultado, y de que si no la lleva-
mos a cabo no se sequird tal resultado”. La preocupacion por conservar en su
lugar la capacidad de decisiéon humana obligaria asi al Estagirita a limitar la
validez del tercio excluso a los acontecimientos pasados o presentes, asi como
a los acontecimientos futuros inicamente en el caso de que fuesen efecto de un
determinismo conocido.

Esta reflexion de Aristételes tendria una gran importacia en el futuro del
pensamiento y de hecho llegaria a estar siglos mas tarde en el origen de la
controversia escolastica acerca de los futuros contingentes, y después, en la
época contemporanea, en la base de la construccion por Lucasiewicz de una
légica que rebasa los limites de lo verdadero y lo falso.

El segundo problema tiene que ver con Diodoro Cronos (Cronos es un sobre-
nombre que significa Caduco), pensador encuadrado en la Escuela de Megara y
discipulo inmediato del fundador de dicha escuela, Euclides de Megara, quien
a su vez habia sido discipulo de Socrates. Filéon de Megara habia definido de
forma muy precisa la implicacién logica a finales des siglo IV a. de J.C.. Filén
sostenia que una implicacién era cierta con la unica condicién de que no sea
su antecedente cierto y su consecuente falso. En realidad esta implicacion, que
podemos denominar filoniana o material es la misma que reinventaran después
Gotolb Frege y Bertrand Russell a finales del siglo X 7X. Parece ser que Filén
llegé incluso a dar una tabla de verdad para su concepto de implicacién, tal
como se utiliza en la actualidad sin mas que cambiar la notacién y el orden de
las lineas.

Filén encontré en su definiciéon de la implicacién, y Russell reencontraria
en la época moderna casi en los mismos términos, una incomoda paradoja.
La implicacion St es de noche, entonces es de dia, pronunciada de dia, tenia
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que ser admitida como verdadera porque comporta un antecedente falso y un
consecuente verdadero. Intuitivamente, Diodoro Cronos se resistia a admitir
como verdadero tal enunciado porque si era emitido de noche resultaba falso.
Ello le llevé a redefinir el concepto de implicacién introduciendo para ello,
de forma ineludible, el concepto de tiempo. Para Diodoro p implica a ¢ si
Sea cual sea el momento t, no se da jamds que p sea verdadera en t y q
falso en t. Al introducir Diodoro la dimensién temporal en la definicién de
implicacién resulta que ambas implicaciones, la diodoriana y la filoniana, son
incomparables en el seno de la logica clasica.

Los puntos de vista de Diodoro Cronos, relativos a la inclusién de la di-
mensién temporal en las consideraciones l6gicas, tuvieron una repercusion no-
table en la Légica Modal. Dicha lgica se encontraba en avanzado desarrollo y
habia sido cultivada por Aristételes. La intencion de la escuela megaro-estoica
consistia en reducir la Légica Modal a la Légica Temporal, 16gica esta que atin
hoy es considerada por algunos como un tipo particular de Légica Modal (ver
[16]). Esta escuela definia lo posible como “lo realizable en algin momento”
y lo necesario como “lo que estd realizado en todo tiempo”, siendo obligatorio
destacar la sutileza de que Diodoro Cronos concibe los funtores modales refe-
ridos al presente y al futuro. Parece también claro que en una u otra medida
Averroes y Santo Tomdas de Aquino se adhirieron a esta visién de la Logica
Modal. No obstante, ha habido autores que han considerado las modalidades
no sélo referidas al presente y al futuro sino también al pasado. En este sentido
se podria apuntar el axioma kantiano que dice “Todo lo que eriste de modo
contingente, en algin momento no ha ezistido”.

En la Edad Media la tradicién islamica, aunque influida por las investi-
gaciones de la Escuela Estoica, aportara un tratamiento con sello propio de
la 16gica del tiempo. Dicha tradicién filoséfica tendia a no considerarlo como
aquello a lo que se iba a reducir las modalidades, sino que conjugaba sus pro-
piedades con las modales. Los resultados de estos enfoques, particularmente en
los trabajos de Avicena y en los del autor persa Al-Qazwinini al-Katibi, estdn
impregnados de una gama muy rica de matices, llegando a dar Al-Qazwinini
seis tipos de proposiciones modales temporalizadas, frente a las cuatro del cua-
drado de Aristdteles, que por conjuncion generan otras siete, dando en total
trece (vease [34]).

No parece que la tradicién de la Edad Media haya conocido en la misma
direccién desarrollos tan ricos. No obstante, encontramos en el Pseudo Scoto
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la distincién entre cuatro tipos de necesidades temporalizadas en las que Ni-
cholas Rescher cree reconocer las proposiciones: absolutamente necesaria, ab-
solutamente perpetua, generalmente condicional y generalmente absoluta de
la tradicién isldmica. Se puede tratar de una influencia de dicha tradicién
sobre la cristiana o de una reinvencién paralela a partir de un mismo punto
de partida estoico.

La légica del tiempo vera alin una nueva contribucién dada por la teoria
escolastica de la ampliacién. La ampliacion es ese ensanchamiento mediante
el cual el sujeto recibe por su ajuste a la proposicion misma una extension
cronolégica mas amplia de lo que el término deja esperar. En el siglo XTI1,
Pedro de Espana explicaba lo anterior con un ejemplo: “cuando decimos: “un
hombre puede ser el Anticristo”, el término “hombre” no se aplica sdlo a los
que son ahora, sino también a los que serdn. Se ha, pues, ampliado a los seres
futuros”. A finales del siglo X1V, Alberto de Saxe enumerara diez reglas
concernientes a la ampliacion.

A pesar de todo, el debate sobre la naturaleza del tiempo a lo largo de la
Edad Media fue confuso. Sirvan como ejemplo las palabras de San Agustin
cuando dice “el presente mismo, si fuera siempre presente sin perderse en el
pasado, ya no seria tiempo... por tanto, si el presente para ser tiempo debe
perderse en el pasado, jcomo podemos afirmar que es €l también, puesto que
la inica razon de su ser es no ser ya?”.

La curiosidad por una ldgica especifica del tiempo parece estar embo-
tada en el origen de los tiempos modernos. En el momento mismo en que
la dindmica de Galileo abria con fuerza las puertas de la ciencia, el desarrollo
combinado de la geometria analitica, del calculo de derivadas y de los métodos
de integracién iba a desembocar en una espacializacién del tiempo, cuyo éxito
relativo parece haber desalentado investigaciones ya emprendidas o que hubie-
ran podido encaminarse en otras direcciones. Leibniz, en cuyos innumerables
borradores se encuentra tan frecuentemente el germen precursor de las teorias
légicas mas recientes, parece muy en particular haber depositado toda su cu-
riosidad relativa a la estructura légica del tiempo en la aventura del calculo
infinitesimal.

En lo sucesivo los esfuerzos de los légicos, salvo raras excepciones, ten-
derdn mas bien a la eliminacién que al reconocimiento de la originalidad de la
dimensién temporal. En la tradicién légica llamada aristotélica, que pretendia
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analizar toda proposicién en tres elementos, sujeto, copula y predicado, bajo
el esquema:

SesP

la eliminacién de la dimensién temporal consistird, en general, en decir que
la pretendida temporalidad de la proposicién no recae en absoluto sobre la
cépula, que ésta en efecto expresa la coexistencia, sea estrictamente presente,
sea intemporal, de dos conceptos que en cambio pueden, en si mismos, ser
objetos de una temporalizacion. El andlisis consistira pues en retirar el tiempo
de la cépula, nudo de la proposicién, para concentrarlo en uno de los dos
términos, sujeto o predicado.

Stuart Mill parece haber sido el tinico en protestar frente a estos esfuerzos
por eliminar la dimensién temporal utilizando como medio la légica tradicio-
nal. Escribe:

“Lo que afirmamos ser pasado, presente o futuro, no es lo que el sujeto signi-
fica , ni lo que el predicado significa, sino especifica y expresamente lo que la
predicacion significa; lo cual no es expresado nada mds que por la proposicion
en tanto que tal, no por uno u otro de los dos términos, ni por los dos. Es por
ello por lo que la circunstancia del tiempo estd propiamente considerada como
vinculada a la copula, que es el simbolo de la predicacion, y no al predicado”

Desgraciadamente el filésofo inglés no dié a este original enfoque el des-

arrollo que merecia.

La légica contemporanea, tal como se comenzé a edificar a finales del
siglo XIX y principios del XX, aborda la labor de analizar el campo de
la racionalidad al nivel de predicados de primer orden. En dicho analisis se
pueden distinguir dos niveles bien diferenciados:

e El nivel del calculo proposicional que se centra en el estudio de las leyes
que regulan la combinacién de las proposiciones elementales entre si, des-
cartando toda consideracion sobre el contenido de dichas proposiciones.

e El nivel del calculo de predicados que incluyendo al calculo proposicio-
nal ademas se interesa por la estructura interna de las proposiciones
elementales. En este nivel dichas proposiciones son vistas como suce-
siones finitas de simbolos entre los que figuran los de predicado y los
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de variable. Aquellos pueden ser asimilados a los verbos del lenguaje
natural (indoeuropeo) y estos a sujeto y complementos.

La anterior visién de la l6gica se aparta bastante del analisis del discurso
gramatical para acercarse y ponerse al servicio del interés matematico. En
efecto, los simbolos de predicado no representan sino una aproximacion al pa-
pel del verbo gramatical porque este, segin sentencié Aristoteles, “anade a
su propia significacion la del tiempo”. Dicha aproximacion grosera es mas
que suficiente para el matematico puesto que este en tanto que se sirve del
lenguaje natural para su trabajo y en él no dispone de un verbo intemporal
enuncia sus aserciones en presente, por ejemplo, “La suma de los cuadrados de
los catetos de un tridngulo rectdngulo es igual al cuadrado de la hipotenusa”.
Y es que el matematico trata con verdades ajenas al transcurso del tiempo,
por tanto, ;qué puede perder si no considera al tiempo en el aparato logico?.
No cuesta efectivamente trabajo ver, por ejemplo, como en el lenguaje ma-
tematico se llega a sustituir los verbos por simbolos, como pueden ser < o =,
desproveyéndolos claramente de la dimension temporal.

En definitiva, si la logica se pone exclusivamente al servicio de la ma-
tematica, su dimension proposicional es insuficiente. No obstante la légica de
primer orden ha demostrado ser ampliamente satisfactoria para las necesidades
del matematico a poco que este la utilice con pericia. Si por contra la logica
no renuncia a dejar al descubierto ninguna esfera de la racionalidad, entonces
se vera obligada a incluir en su estructura y consideraciones la dimensién tem-
poral. Surgira asi la necesidad de tener en cuenta enunciados como: “En el
momento t p y q, si y solo si en el momento t p y en el momentot ¢” o como
“Si se ha dado el caso de que p, entonces se dard siempre el caso de que se ha
dado el caso de que p”. Y se considerara de igual forma la posibilidad de ex-
tender a la expresion del tiempo ciertas propiedades del calculo de predicados.
Por ejemplo, la conocida tesis del célculo de predicados

Va(é A ) o Yad A Yoy

puede extenderse a la logica temporal como

O(¢A¢) & O ATY

atn corriendo el riesgo de inspirar con ello la peligrosa idea, que por otra
parte aflora con bastante frecuencia a la pluma de Russell, de que la logica del
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tiempo no tiene ninguna originalidad, y de que el célculo de predicados basta
para dar cuenta de todas sus propiedades.

J.N. Findlay, en el trabajo [17], sefial6 que la practica de los tiempos gra-
maticales de nuestros lenguajes era ya suficientemente sistematica como para
proporcionar la base de un calculo formal. Findlay proponia como ejemplos
explicitos de teoremas que debian normalmente surgir de él, algunas equiva-
lencias que tomaba prestadas de textos de San Agustin y Sto. Tomds. Anadia
ademds proposiciones més sutiles, como la que enuncia que todo suceso, pa-
sado, presente o futuro, en el futuro sera pasado:

aV PaV Fa — FPa

El indiscutible mérito histérico de Findlay consistié en abrir asi la puerta
a los trabajos de Prior y de su escuela.

A partir de la obra de Arthur N. Prior Time and tense, titulo dificilmente
traducible al castellano, surge la 16gica temporal formal moderna que se divide

en cuatro grandes ramas:
(i) La légica de la datacién o de la fecha (time).
(ii) La légica del tiempo gramatical (tense).
(iii) La légica temporal de preposiciones y adverbios.
(iv) Las légicas temporales de propdsito especifico.

Las l6gicas de la datacién se encuentran ya, mas o menos hechas, en el mero
nivel de nuestras lenguas indo-europeas. En ellas, las indicaciones temporales
no se limitan a los recursos de los tiempos gramaticales sino que se dota a los
acontecimientos de una indicacién temporal suplementaria, que llamamos su

fecha.

Ti(@)

lo interpretamos como « en el instante t. Este tipo de notacién simbdlica
fue inaugurado por el légico polaco Jerzy Los en 1947 intentando formalizar
los métodos de induccién de J. Stuart Mill. Prior se inspiré en él para algunos
desarrollos de Time and modality de 1957, en tanto que a partir de 1965,
Nicholas Rescher iba a contribuir a la exploracion de esta via.
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Las logicas del tiempo gramatical son aquellas que se fundan en la distincién
propia de las lenguas indo-europeas entre sus tiempos fundamentales: pasado,
presente y futuro.

El sistema considerado como el mas elemental de la logica del tiempo gra-
matical es el minimal (minimal tense-logic) introducido por E.J. Lemmon en
1965 y que ha sido denominado K;. Resulta singular el hecho de que este sis-
tema logico no lleva apareada ni implica ninguna presuncién adicional acerca
de la estructura del tiempo. Otros sistemas ampliamente difundidos son los
siguientes:

e El sistema K. del tiempo relativista causal, introducido por Nino Coc-
chiarella en 1965, y que corresponde a una concepciéon del tiempo con
transitividad en la relacion de precedencia de los instantes temporales.

e Elsistema K, del tiempo ramificado, que se construye a partir del sistema
K. imponiendo ademas axiomas que presuponen la linealidad del tiempo
hacia el pasado.

e Elsistema K;, introducido por N. Cocchiarella en 1965 y que se construye
a partir del sistema K, imponiendo un nuevo axioma que en resumidas
cuentas significa que el tiempo debe concebirse como lineal. Dicha con-
cepcion es sin duda la mas popular en la tradicion filoséfica-cientifica.
En efecto, Enmanuel Kant escribiria en la Critica de la Razon Pura que
“El tiempo no tiene mds que una dimension; tiempos diferentes no son
simultdneos sino sucesivos”. Por otra parte, el tiempo absoluto de la
fisica newtoniana es concebido como unidimensional lineal, incluso en la
fisica relativista el orden de las series de tiempo locales es lineal.

e FEl sistema K,°°+ que se obtiene del sistema K; cuando se le afiade un
axioma que implica una concepcion del tiempo sin final.

e El sistema K{°* que se obtiene imponiendo al sistema K{°* un axioma
que implica una concepciéon del tiempo sin principio, con lo cual los
instantes de tiempo se concibe ordenados linealmente, sin uno primero
y sin ultimo.

e El sistema K;; que lleva apareada una concepcion del tiempo lineal y
con densidad en los instantes de tiempo.
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e Elsistema K del tiempo entero, introducido por Prior en 1966 y que esta
de acuerdo con una concepcién del tiempo en la que este aparece como
lineal y discreto, con una apariencia como la de los niimeros enteros.

e Elsistema K, del tiempo real (continuo), introducida también por Prior
en 1966 y cuya concepcién mantiene una estructura como la de los
numeros reales.

Continuando con los lenguajes naturales, podemos observar en ellos ele-
mentos légicos que no se pueden expresar ni a través de la datacién, ni a través
de los tiempos gramaticales, sino por medio de toda una serie de preposiciones
y adverbios.

En 1965, Dana Scott introdujo un sistema de légica que incluia los funto-
res temporales cldsicos de la logica del tiempo gramatical y dos nuevos, que
representaba como T e Y. En el supuesto de que el tiempo fuese concebido
como discreto, T,p podia ser interpretada como Se dard el caso en el instante
inmediatamente siguiente que p, mientras que Yp podia ser interpretado como
Se did el caso en el instante inmediatamente que p. El sistema de Scott se
construye sobre un sistema del tiempo gramatical no mesurable que impli-
que ya transitividad, linealidad e infinitud como propiedades del tiempo. De
los nuevos axiomas que se inponen se deducen propiedades del tiempo como
que “el instante presente coincide con el instante que sigue inmediatamente
al instante inmediatamente precedente” incluyéndose ademas lo que se podria
denominar un modo de razonamiento por recurrencia temporal.

Georg Henrik von Wright, en 1965, concibié un nuevo sistema légico en el
que se presuponia una concepcién discreta del tiempo, pero introduciendo en
lugar del funtor T, otro con dos argumentos

Twqu

que podia ser interpretado como p ahora, y q en el instante inmediatamente
siguiente. Posteriormente demostré John E. Clifford, en [13], que ambos ope-
radores se pueden definir uno en funcién del otro.

El sistema de von Wright presupone una concepcion lineal del futuro ademas
de exigir la infinitud del tiempo (hacia el futuro). No obstante, ninguna de las
propiedades expresadas por los axiomas de von Wright es original con respecto
al sistema de Scott. En realidad el sistema de von Wright es un subsistema de
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la 14gica del tiempo de Scott e incluso puede ser interpretado desde las légicas
del tiempo gramatical mensurable.

En la misma linea de los sistemas de Dana Scott y von Wright han sido
propuestos otros como el de von Wright, en [40], que introduce funtores opera-
dores cuya interpretacién puede ser ahora p y después (tarde o temprano)g; el
de G. E. M. Anscombe, en [2], que introduce un operador interpretado como
p en otro tiempo y después q y, por ultimo, destacamos el sistema propuesto
por Kamp en [27] en el que introduce operadores interpetrables como ¢ desde
que p o p hasta que q.

Como tiltimo gran bloque de sistemas de logica temporal, en nuestra cla-
sificacién se encuentran los sistemas de proposito especifico. Dichos sistemas
han sido propuestos casi siempre con el objeto de resolver problemas muy
especificos dentro del campo de las Ciencias de la Computacién o mas con-
cretamente dentro del campo de la Inteligencia Artificial. Muchos de ellos
estan expresados en un lenguaje de primer orden y alguno incluso ha llegado
a proporcionar un lenguaje de programacion de aplicabilidad en el disenio de
circuitos.

En el ano 1982 McDermott [29] introduce una légica temporal en la que la
relacion de precedencia temporal es transitiva, lineal a la izquierda, sin extre-
mos, densa y continua. Utiliza una logica de primer orden con cuatro tipos
de variables que toman valores instantes, estados, hechos y acontecimientos.
Los estados son, intuitivamente, instantaneas del universo. Cada estado tiene
asociada una fecha, tiempo en que se encuentra o puede encontrarse el universo
en ese estado. El conjunto de los estados esta parcialmente ordenado por un
orden que es compatible con el orden de precedencia temporal. Los estados
constituyen las crénicas. Una croénica es una historia, posible y completa del
universo, es decir, un conjunto de estados totalmente ordenado que se extiende
indefinidamente en el tiempo. Intuitivamente, una cronica describe la marcha
que los acontecimientos podrian tomar. La importancia de los estados y las
crénicas radica en que los acontecimientos y los hechos surgen de ellas. Los he-
chos pueden cambiar de valor de verdad a lo largo del tiempo. Esta curiosidad
facilita la identificacion de los hechos con conjuntos de estados: intuitivamente,
un hecho es el conjunto de estados en que se verifica. Segun McDermott, los
acontecimientos son mas delicados de tratar que los hechos puros y simples.
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Se identifican con conjuntos de intervalos, los intervalos a lo largo de los cuales
el acontecimiento se produce, sin que quede tiempo ni al principio ni al final.

El intento de McDermott no esta exento de ambicion. Su légica temporal per-
mite demostrar resultados sobre hechos, acontencimientos, planes e historias.
Facilita un analisis de la causalidad, de los cambios cuantitativos continuos y
de las relaciones entre tareas y acciones. Incluso esboza una puesta a punto de
una maquina de inferencias temporales basada sobre su légica. Sin embargo, la
complejidad aparentemente gratuita, la mezcla de conceptos y sus 44 axiomas
arrojan serias dudas sobre la consistencia de su teoria.

En el afio 1981 Allen [1] intenta incorporar el razonamiento temporal a los pro-
gramas de inteligencia artificial. Allen se interesa por la formalizacién de los
tipos de conocimiento que son necesarios para razonar con accionesy aconteci-
mientos. Utiliza como McDermott un calculo de predicados con varios tipos de
variables que se refieren a propiedades, intervalos de tiempo, acontecimientos 'y
otros. Para el estudio del tiempo parte de una base relativamente poco habi-
tual, ya que toma como conceptos primitivos el de intervalo temporal y algunas
relaciones que establece sobre los intervalos como son inclusion, precedencia,
solapamiento y estar pegados.

En el afio 1981 Manna y Pnuelli [28] presentan una aplicacién de la légica tem-
poral a la especificacion y verificacion de programas concurrentes. Su modelo
de tiempo es lineal y discreto. Utilizan un calculo de predicados con varios
tipos de variables, todos los operadores temporales de las logicas temporales
clasicas y los operadores hasta que y sigutente. Esto les permite hablar de la
propiedades de los programas que clasifican en tres grupos:

(i) Propiedades de invarianza. Son las que permanecen a lo largo del des-
arrollo de un programa.

(ii) Propiedades eventuales.

(iii) Propiedades de precedencia.

segun la estructura de la formula temporal que las expresa.
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En el articulo de Halpern, Manna y Moszkowski [23] y el de Moszkowski [32]
de 1983, los autores desarrollan una légica temporal basada sobre la nocién
de intervalo temporal que facilita el proceso de especificacién rigurosa y de
verificacién de gran variedad de componentes electrénicos. Ademas la aplica-
bilidad de esta légica temporal parece que no se limita a la tarea de verificacién
y sintesis de circuitos con la ayuda del ordenador. Los autores afirman que
el lenguaje podria utilizarse para describir el comportamiento de los sistemas
digitales. En el libro de Moszkowski [31], el autor demuestra como la logica
temporal puede considerarse un lenguaje de programacion, el Tempura.

A modo de justificacion.

En la mayor parte de los estudios clasicos sobre légica temporal se utiliza
como conjunto de proposiciones temporales, F;(X), el universo del algebra ab-
solutamente libre de tipo (2,1, 1,0) con conjunto de generadores libres X, que
notamos F;(X). Si a y 8 son elementos de F}(X) (proposiciones temporales)
y —, F, Py L las operaciones del algebra F;(X), entonces

e o lo interpretamos como « es verdad ahora.

e a — (3 lo interpretamos como « implica 3 ahora.
e Fa lo interpretamos como « sera verdad.

e Pa lo interpretamos como « fue verdad.

e | lo interpretamos como una proposicién falsa ahora.

A partir de las operaciones primitivas de F;(X) se definen las operaciones
l6gicas (booleanas) cldsicas: A, V, =, T y otras como G, H, L, M, 0, y < de
caracter temporal.

e T =1 — 1 que interpretamos como una proposicién verdadera ahora.
e —a = a — L que interpretamos como « no es verdad ahora.

aV B = —a —  que interpretamos como « o 3 es verdad ahora.

a A B = —~(a — —3) que interpretamos como « y 3 es verdad ahora.

e Ga = -~ F-a, que interpretamos como « sera verdad siempre.
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e Ha = —P-a, que interpretamos como « fue verdad siempre.

e La = Ha A a A Ga, que interpretamos como « fue, es y sera verdad; o
es siempre verdad o « es necesariamente verdad en el sentido aristotélico
de necesidad.

¢ Ma = PaV aV Fa, que interpretamos como « fue, es o sera verdad; o
es a veces verdad o « es posiblemente verdad en el sentido aristotélico

de posibilidad.

e Ja = a A Ga que interpretamos como « es necesariamente verdad en el
sentido diodoriano de necesidad.

e Oa = a V Fa que interpretamos como « es posiblemente verdad en el
sentido diodoriano de posibilidad.

Para definir los sistemas de légica temporal se utilizan dos métodos: el
sintactico y el semantico. El primero de ellos utiliza los conceptos de axioma,
regla de inferencia y demostracion. Un azioma es una proposicion temporal.
Una regla de inferencia es una correspondencia que a algunos conjuntos finitos
de proposiciones les hace corresponder una proposicién. Los elementos del
conjunto finito son las premisas de la regla y la proposiciéon imagen es la
conclusion de la regla. Si oy, q,...,a, son las premisas y 3 es la conclusion

notaremos la regla como
Qap, @2,y ...,Qp

B

Un sistema de légica temporal es un par L = (Az,R) donde Az es un
subconjunto de Fy(X) llamado conjunto de los axiomas de L y R es un conjunto
de reglas de inferencia. A partir de un sistema logico L se definen los teoremas
de dicho sistema como las proposiciones « tales que existe una sucesion finita
de proposiciones (ag, a, ..., an) tal que:

b)) o= oy
(i1) Para cada ¢, 0 < ¢ < m, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) a; € Ax
(b) a; es la conclusién de una regla de inferencia de R cuyas premisas
pertenecen a {ag, @1,...,Qi_1}.
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El hecho de que a es un teorema de L se representa escribiendo Fy, a.

La reglas mas usuales en los sistemas clasicos de logica temporal son las
conocidas como regla de separacion o modus ponens y la regla de generalizacion
que se formulan como:

a, a— f3 a

8 Lo

El concepto de demostracion, que acabamos de exponer, se utiliza en los
articulos que hemos consultado para determinar el conjunto de los teoremas.
Cabria preguntarse sobre cual es la buena generalizacion de este concepto a fin
de que contemplara también el caso de la deduccién a partir de hipotesis. La
polémica surgiria quizas en torno al uso de la regla de generalizacién. Noso-
tros no nos pronunciamos en este trabajo; no obstante haremos mas adelante
algunas precisiones al respecto.

La via sintactica de definir légicas temporales es considerarlas como el
conjunto de teoremas que se obtienen a partir de un sistema légico dado.

El método semantico de definir 16gicas temporales se basa en el concepto
de estructura (temporal) y valoracion (temporal). Una estructura temporal es
un par 7 = (T, R) tal que T es un conjunto no vacio y R es una relacién
binaria sobre T'. Normalmente se escribe tRt’ en lugar de (¢,t') € R y se dice
que el instante ¢ precede al instante ¢’ o que t es anterior a t'.

Dada una estructura temporal 7, una vaeloracion temporal sobre 7 es una
aplicacién v : X —— P(T') que, debido al caracter libre de F;(X), propor-
ciona una unica aplicacion, representada por v y a la que también llamamos
valoracién, de T x Fi(X) en {0,1} cumpliendo para todo a, 3 € Fi(X) y todo
t € T las siguientes condiciones:

(i) v(t,z) = 1si, y sélo si, t € v(x)
(i) v(t,a = B) =1+ v(t,a) + v(t, a@)v(t, B).
(iii) v(t, Fa) = sup{v(t, ) : t' € f(t)}

(iv) v(t, Pa) = sup{v(t,a) : t' € p(t)}
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(v) v(t,L)=0.

Surgen asi los conceptos de validez de una férmula respecto a una es-
tructura y un instante, respecto a una estructura y respecto a una clase de
estructuras:

(i) La proposicién temporal « es vdlida en la estructura temporal 7 en el
instante ¢ € T si para toda valoracién temporal v sobre 7 se cumple
v(t,a) = 1. Este hecho lo notaremos T = aft].

(i1) La proposicién temporal « es vdlida en la estructura temporal 7 si para
toda valoracién temporal v sobre 7 se cumple v(t,a) = 1 para toda
t € T. Este hecho lo notaremos 7 = a.

(iii) La proposicién temporal « es valida en una subclase & de la clase de las
estructuras temporales si es valida en cada miembro de &. Este hecho
lo notaremos & = a.

(iv) La proposicién temporal « es universalmente vdlida si es vélida en la
clase de todas las estructuras temporales. Este hecho lo notaremos = «.

Mediante el método semantico cada clase de estructuras temporales de-
termina una légica temporal que es el conjunto de formulas validas en dicha
estructura.

Se han definido hasta este momento dos conceptos de verdad sobre fomulas
temporales, uno sintactico, representado por el simbolo -, y otro semantico
simbolizado por =. Ademas hemos presentado dos formas de definir l6gicas.
Un problema clasico consiste en preguntarse por la clase de estructuras tem-
porales que determina a una légica que se ha definido por medios sintacticos
y reciprocamente.

Un sistema L es adecuado para una clase & de estructuras temporales si
L F o implica 6 = a y es completo para dicha clase si & = « implica L F «.

Nosotros nos hemos interesado en esta memoria por el sistema minimal de
Lemmon Lo = (Az, R), que puede darse por:

(i) El conjunto de esquemas de axiomas Az que consiste en todas las pro-
posiciones de las formas:



xXViii Introduccién.

(a) a = (8 — )
(b) (@— (B8—17)) = (= B) = (a = 7))
(¢) (ra—=8) = ((ra— f) = a).
(d) Gla = ) = (Fa — Fp).
) H(a — ) — (Pa — PB).
)
)

(e
(f) FHa — a.
(g) PGa — a.

para todo «, 3,7 € Fy(X)
(ii) El conjunto de las reglas de inferencia R consiste en

(a) Modus ponens (MP).
a, o — 3

3
(b) Generalizacién temporal (GT).

o

Lo

Se sabe que L es correcto (adecuado o coherente) y completo, entre otras, para
la clase de todas las estructuras temporales. Denominaremos logica minimal
a la légica que determina este sistema.

La semantica que hemos presentado ha sido llamada por S.K. Thomason,
en su trabajo [39], semdntica de segundo orden. Ademads de esta Thomason
considera en el mismo trabajo otras dos semanticas, a saber, la de primer
orden y la algebraica.

En la definicién de la semdntica de primer orden intervienen los mismos
conceptos que en la de segundo orden, tan solo que en ella una estructura
temporal es una terna (7, R, II), donde (T, R) es una estructura temporal de
la semantica de segundo orden y II es un subconjunto de P(T') elegido de
forma que sea cerrado para las operaciones booleanas y para las operaciones:

(i) fr(X)={t €T :exister € T tal que tRr y r € X}
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(ii) pr(X) ={t € T : exister € T tal que TRt y r € X'}

A continuacién se dan las mismas definiciones que se dieron para la semantica
de segundo orden con la tnica salvedad que donde se considerara P(T') ahora
se considerara el algebra II.

La semdntica algebraica es en realidad una simple modificacién de la
seméantica algebraica para légica modal dada originalmente por McKinsey y
Tarski en su trabajo [30].

El papel de las estructuras temporales de las semanticas anteriores lo des-
empena, dentro de la semantica algebraica, las dlgebras de tipo (2,1,1,0).
Las valoraciones temporales son las aplicaciones v : X —— A, donde A el
universo de un algebra cualquiera A de tipo (2,1,1,0). Dado que F(X) es
absolutamente libre dentro de la clase de las algebras de su tipo y A es un
algebra de dicha clase, v se extiende de forma tnica a un morfismo de F(X)
en A, que denominamos con el mismo nombre.

En esta semantica los conceptos de validez son los siguientes:

(i) La proposicién temporal a es vdlida en el algebra A de tipo (2,1,1,0)
si para toda valoracién v sobre A se cumple v(a) = 1. Este hecho lo
notamos A = a.

(ii) La proposicién temporal a es vilida en una clase & de algebras de tipo
(2,1,1,0) si es valida en cada miembro de &. Este hecho lo notamos

8 E=a

(iii) Un élgebra A de tipo (2,1,1,0) es un modelo para un conjunto A de
férmulas temporales si A = «a, para todo a € A.

Dentro de las 4lgebras de tipo (2,1,1,0) la variedad de las algebras tem-
porales desempena un papel destacado. En efecto, Thomason demuestra que
una algebra A de tipo (2,1,1,0) es un modelo del sistema minimal de légica
temporal si, y sélo si, A es un algebra temporal. La presentaciéon que Tho-
mason da de las algebras temporales no coincide con la que nosotros estamos
utilizando en esta introduccién. El emplea las operaciones A, V, =, f, p, 0y
1. Ademas en su definicién no queda patente que la clase de las algebras tem-
porales sea una variedad. En la presente memoria hemos utilizado para hacer
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“mds fdcil” la exposicién una presentaciéon que no coincide con ninguna de
las mencionadas y ademas hemos tomado una axiomatizacion ecuacional de la
clase de algebras temporales de donde obtenemos inmediatamente el caracter
de variedad de esta clase.

Es claro a partir de las definiciones dadas que la estructura de segundo
orden (T, R) valida las mismas proposiciones temporales que la estructura de
primer orden (T, R,P(T)) y por tanto son equivalentes desde un punto de
vista semantico. Por otra parte, toda estructura temporal de primer orden (y
por tanto de segundo) (T, R, II) tiene asociada de forma canénica un algebra
temporal, que representamos como (T, R,II)*, y que es exactamente (II, —
, fr,PR,0), donde X — Y se define como X°UY y las operaciones fr y pr
son las consideradas anteriormente. Por otra parte, Thomason demuestra que
(T,R,TI) y (T, R,II)* validan exactamente las mismas formulas temporales.

Por todo lo anterior, la semantica de primer orden constituye una genera-
lizacién y una ampliacién de la semantica de segundo orden, mientras que la
seméantica algebraica es a su vez una semantica mas amplia que la de primer or-
den, aunque si nos limitamos a la variedad de las algebras temporales, entonces
la semantica algebraica y la semantica de primer orden son equivalentes.

La existencia de una semantica algebraica de la Légica Temporal Minimal
es una de las justificaciones, aunque no la tnica, para considerar en nuestra
memoria el estudio de la variedad de las algebras temporales.

Hemos abordado este estudio desde un punto de vista puramente alge-
braico y dentro del marco del Algebra Universal. Los métodos y técnicas
utilizados estan inspirados por los de la escuela de Antonio Monteiro, también
cultivados por la escuela de légicos de la Central de Barcelona, métodos y
técnicas que han demostrado sus excelencias en el estudio de otros calculos
proposicionales.

El punto de vista algebraico supone un cambio de perspectiva frente a
los estudios tradicionales que permite abordar todos los problemas clasicos en
légica con una herramienta que consideramos mas potente y proporciona una
ampliacién enriquecedora del panorama investigador dentro de la légica tem-
poral. Como muestra de lo dicho podemos resenar, entre otros, los siguientes
ejemplos:
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e El estudio sint4ctico de la légica temporal puede considerarse un estudio
del algebra absolutamente libre de proposiciones temporales.

e El estudio de la deduccién en légica corresponde al estudio algebraico de
los filtros (operador deduccién sin regla de necesidad) o de las congruen-
cias del algebra temporal (operador deduccién con regla de necesidad),
con lo que se anaden nuevos datos a la polémica anteriormente mencio-
nada.

e El estudio de las extensiones de un determinado sistema de logica tem-
poral se convierte en el estudio de subclases de la variedad de algebras
temporales. Y el estudio de las extensiones mediante esquemas de axio-
mas corresponde a la consideracién de subvariedades de la variedad de
las algebras temporales.

e El estudio de los teoremas de completitud se corresponde con el estudio
de los teoremas de generacion de la variedad.

Breve comentario de contenidos.

Nuestras aportaciones al estudio de la variedada de algebras temporales
las hemos clasificado en nueve capitulos que describimos brevemente a conti-
nuacion.

Comenzamos recogiendo en un capitulo preliminar o capitulo cero los con-
ceptos previos necesarios para esta memoria, relativos a Relaciones Binarias,

Algebra Universal y Algebras de Boole.

En el capitulo primero introducimos el concepto de algebra temporal tal
como lo vamos a utilizar en la presente memoria. Esencialmente nos centramos
en dar diversas caracterizaciones de la definicién, entre ellas la que Thomason
toma como definicién en su trabajo [39]. Nosotros no hemos privilegiado la
definicién de Thomason por no quedar explicito en ella el caracter de variedad
de la clase de las algebras de temporales, sin embargo la hemos utilizado en
numerosas ocaslones.

Presentamos ademéas el Teorema de Stone generalizado que es conocido,
pero su demostracion sin ser trivial no se encuentra en la bibliografia. Es
sobradamente conocido que si se dispone de un conjunto no vacio, el conjunto
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de sus parte es el universo de un algebra de Boole en la cual las operaciones
son la unién, la interseccién y la complementacion conjuntistas en el conjunto
total. El teorema de Stone para algebras de Boole establece que toda algebra
de Boole es isomorfa a una subalgebra del algebra de partes del conjunto de
sus ultrafiltros. En el caso de las algebras temporales también se puede tener
un teorema similar, el Teorema de Stone generalizado. En este caso el algebra
temporal se inyecta homomdrficamente en un algebra temporal construida de
forma candnica (como explicamos antes) a partir de la estructura temporal
de segundo orden formada por el conjunto de ultrafiltros de su algebra de
Boole subyacente y la relacidn de precedencia entre ellos. Esta relacion tiene
su antecedente en la que aparece en el trabajo de John P. Burgess [10] con
el nombre de relacion de sequimiento potencial y que alli se establece para
sistemas congruentes maximales de fémulas temporales, porque, en efecto, en
el estudio algebraico los ultrafiltros del algebra libre son lo analogo a dichos
conjuntos de férmulas.

En el segundo capitulo, /flgebras Modales, Pretemporales y Temporales,
demostramos que dada un algebra temporal cualquiera, con la presentacién
que hemos elegido, las dos operaciones temporales no son independientes. En
efecto, una cualquiera de entre ellas determina a la otra, por lo que no es
posible encontrar dos algebras temporales que solamente se diferencien en una
de las operaciones temporales. Este hecho sugiere el estudio de las dlgebras que
resultan de ignorar una de las operaciones temporales en un algebra temporal.
Las algebras de este tipo las hemos llamado Algebras Pretemporales.

La clase de las algebras pretemporales es muy particular porque, siendo
una subclase propia de la variedad de las algebras modales, por una parte
resulta ser equipotente a la variedad de las algebras temporales, y por otra
se demuestra que es una subclase generadora de la variedad de las algebras
modales.

Vemos en el hecho de que las algebras pretemporales constituyan una clase
equipotente a la variedad de las temporales un argumento algebraico para
sustentar la afirmacién de que “la Ldégica Temporal es un tipo especial de
Légica Modal”. Por otra parte, el hecho de que la subclase de las algebras
pretemporales genere a la variedad de las algebras modales es un argumento
a favor de los que intuitivamente quisieron reducir la légica modal a la logica
temporal, y més ain, de los que intentaron hacerlo viendo la necesidad como
la concebia Diodoro.
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En toda algebra temporal podemos considerar dos tipos de congruencias,
a saber, las del 4lgebra temporal o temporales y las del algebra de Boole sub-
yacente o congruencias booleanas, que no son en general congruencias tem-
porales. El tercer capitulo, titulado Congruencias y Espectros, trata de las
congruencias temporales y de algunas relaciones de estas con las booleanas.
En primer lugar se identifican los subconjuntos del algebra asociados a las
congruencias. Tales subconjuntos, que evidentemente han de ser filtros bo-
oleanos, resultan coincidir con los filtros temporales, es decir, los cerrado para
la operacién L que asigna a cada elemento a el elemento ha A a A ga.

A continuacidn, y siguiendo la linea de los estudios clasicos, se procede a
describir los filtros temporales engendrados por un conjunto de generadores.
Estos teoremas estan en el nicleo de la caracterizacion que posteriormente
daremos de simplicidad para algebras temporales.

Dado que todo filtro temporal es antes que nada un filtro, debe poderse
expresar de forma tinica como la gran interseccién de un conjunto de filtros
booleanos maximales, es decir, de un conjunto de ultrafiltros (del algebra de
Boole subyacente). Esto constituye una relaciéon obvia entre filtros temporales
y filtros; pero lo destacable seria saber que condiciones particulares distinguen
a los conjuntos de ultrafiltros que por la operacién conjuntista de gran inter-
seccidn dan un filtro temporal de aquellos que no lo realizan. La respuesta a
esta pregunta viene del hecho de que en el conjunto de ultrafiltros se dispone
de la relacién de precedencia como testigo en este ambito de la temporalidad
del algebra. Resulta que los conjuntos de ultrafiltros que generan filtros tem-
porales son los cerrados para la relacion de precedencia y que nosotros hemos
denominado saturados. Demostramos que si bien todo conjunto saturado da
un filtro temporal no todos ellos se pueden definir por la propiedad de contener
a un determinado filtro temporal.

El capitulo finaliza caracterizando los filtros temporales maximales, irre-
ducibles y completamente irreducibles.

En el capitulo cuarto, estudiamos los conceptos de simplicidad y semisim-
plicidad relativos a las dlgebras temporales. En cuanto a la simplicidad, obte-
nemos una caracterizacion indicando en resumidas palabras que las algebras
temporales finitas son aquellas tales que para todo elemento distinto de la uni-
dad hay una determinada potencia de L que lo anula. Esta caracterizacion es
muy similar a la obtenida por Antonio J. Rodriguez para algebras de Wajsberg
simples en [35].
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En este mismo capitulo introducimos el concepto de algebra temporal ba-
lanceada. La definicién de estas algebras tiene que ver con una condicién
sobre las cadenas de filtros temporales en conjuntos saturados sencillos. En
efecto, como hemos dicho, todo filtro temporal es la intersecciéon de un con-
junto saturado de ultrafiltros. Segin esto, es plausible creer que los conjuntos
saturados mas pequenios generaran los filtros temporales mas grandes (maxi-
males). Esto en general no es cierto, y damos ejemplo de ello en el capitulo
tercero, no obstante puede ocurrir en ciertas algebras que son las que hemos
llamado balanceadas. Como ejemplos de algebras balanceadas damos las fini-
tas y otros relacionados con los sistemas logicos que postulan la linealidad del
tiempo. Dado que toda algebra balanceada es semisimple hemos dado a la vez
importantes y abundantes ejemplos de algebras temporales semisimples.

En el capitulo quinto, titulado /flgebras temporales libres y filtraciones,
abordamos el estudio de las algebras temporales libres. Dado un sistema logico,
existe una importante cuestion que estudiar, a saber, su decidibilidad. Como
es bien conocido, la decidibilidad de la Légica Temporal y de la Légica Modal
est4 intimamente relacionada con la conocida como propiedad del modelo finito
(para abreviar p.m.f.). Una légica temporal concreta tiene la propiedad del
modelo finito si, y so6lo si, cada férmula no perteneciente a la logica es falsable
mediante al menos un modelo finito. Por otra parte, si la légica en cuestion es
axiomatizable, entonces existe un test positivo para la validez de teoremas (ver
[12]). El método usual de demostrar que una légica temporal tiene la p.m.f.
es el método de las filtraciones, introducido por E.J. Lemmon y K. Segerberg
para la Légica Modal (ver [37]). Por consiguiente, las filtraciones légicas son
una herramienta importante en Logica Temporal.

En el capitulo quinto presentamos la construccion de lo que hemos llamado
filtraciones algebraicas, denominacion esta que justificamos por la similitud en-
tre las propiedades de estas filtraciones y las clasicas de la logica. Se obtiene
un teorema de estructura para las algebras temporales libres y como corolario,
un resultado que pone de manifiesto como la variedad de las algebras tempo-
rales estd generada por la subclase propia de las algebras temporales finitas.
Este resultado en lenguaje algebraico es realmente equivalente a un teorema de
completitud en légica y pone de relieve la importancia tedrica de las algebras
temporales finitas en el estudio de la variedad de las algebras temporales.

En el capitulo sexto, denominado Algebms temporales desarticuladas, es-
tudiamos una subvariedad de la variedad de las algebras temporales. Con-
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sideramos las 4lgebras temporales cuyas operaciones temporales primitivas
son constantes. Dichas algebras, que hemos denominado dlgebras temporales
desarticuladas, estdn muy relacionadas con las algebras construidas de forma
candnica a partir de las estructuras temporales de segundo orden para las cua-
les la relacién es vacia. Si en el universo de cualquier estructura temporal
(de segundo orden) es posible distinguir aquellos elementos que no aparecen
en ningin par de la relacién de la estructura, dada un algebra temporal es
también posible considerar los elementos en los cuales las operaciones tempo-
rales f = =g— y p = —h- se anulan. Estos elementos, con propiedades muy
similares al elemento 0 y denominados elementos desarticulados, forman un
ideal temporal principal, a través del cual siempre se puede dar un teorema de
estructura para algebras temporales.

Es sabido que toda algebra temporal en una variedad es un cociente de
una algebra libre de la variedad. Asi el algebra libre sobre un conjunto X
de la variedad de las dlgebras temporales desarticuladas sera un cociente de
un algebra temporal libre. Lo particular de este caso es que el mencionado
cociente es el que resulta de tomar el algebra temporal libre sobre el conjunto
X y el filtro de los elementos desarticulados. Este resultado, combinado con
otras caracterizaciones del dlgebra desarticulada libre, nos permite realizar un
estudio de la atomicidad de las algebras temporales libres algo mas extenso
que el que lleva a cabo Fabio Bellissima es su trabajo [4]. Lo novedoso de
nuestro estudio no es el utilizar menos herramientas sino que es el realizarlo
con herramientas puramente algebraicas.

El capitulo séptimo se dedica al estudio de las algebras temporales re-
flexivas, que son aquellas en las cuales las operaciones temporales primitivas
coinciden con la identidad. A partir de estas algebras también es posible dar
teoremas de estructura generales.

En el octavo capitulo nos ocupamos de la variedad supremo de las dos
anteriores, deteniéndonos en el estudio de las algebras libres. Las tres subva-
riedades consideradas en estos capitulos resultan ser localmente finitas.

El capitulo novenoo esta dedicado a las dlgebras temporales finitas. Dicha
clase es una subclase importante de la variedad de las algebras temporales,
no sélo por su importancia en las aplicaciones sino también por el hecho de
que dicha clase genera la variedad de las algebras temporales, como se puso de
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manifiesto en el capitulo quinto. Nos ha parecido interesante el estudio com-
putacional de dichas algebras y hemos realizado un programa que implementa
una calculadora sobre un algebra temporal finita (véase apéndice 1).

Cuando en una algebra temporal finita una de sus operaciones temporales
(no modales) es conocida, el resto de ellas pueden ser determinadas utilizando
la relacion existente entre las operaciones temporales primitivas que se presenta
en el capitulo segundo. Como esta relacion derrocha esfuerzos damos otra
método mucho menos costoso.

Como consecuencia de la finitud y del hecho de que toda algebra temporal
finita es balanceada podemos encontrar para cada algebra temporal finita otra,
expresada como producto de algebras simples, a la cual es isomorfa. Por dltimo
presentamos en este capitulo un método efectivo para encontrar la mencionada
descomposicién de las algebras temporales finitas.
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Capitulo 0

Definiciones y resultados previos.

§0.1 Relaciones binarias.

Definicién 0.1.1 Sea T un conjunto no vacio. Una relacion binaria en T es
un subconjunto o de T?. La relacion binaria {(t,t) : t € T} serd notada por
A(T), o simplemente A cuando no ezxista peligro de confusion, y se denomina
relacion diagonal en T'.

La relacion T x T en T se representard por 7(T), o simplemente 7.

Lema 0.1.2 Si T # () y o una relacion binaria en T'. La menor relacion de
equivalencia conteniendo a o, que serd notada o°, eriste, es unica y coincide

con
(Mp CT?:0Cpy p es de equivalencia}

Definicién 0.1.3 Si B(T) es el conjunto de relaciones binarias en T y o, B €
B(T) entonces o 3 queda definida por la igualdad:

aof={(ts) €T?: exister € T tal que (t,r) € a y (r,s) € B}
o1 queda definida por la igualdad
ol ={(¢,s): (s,t) € o}

Lema 0.1.4 Si o, € B(T) entonces ao 3, o' son elementos de B(T) y
(B(T),0) es un semigrupo.

Definicién 0.1.5 Si o € B(T) yn € w, o se define recurrentemente de la
siguiente forma:
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(i) = A

(ii) o™t =g oo™

Sin € w entonces 0™ es por convenio (o~ !)".

Definicién 0.1.6 Si o € B(T), el subconjunto de T*
o*=J{o' i €w}
es la clausura transitivo-reflexiva de o en T.

Lema 0.1.7 Si 0 € B(T) entonces o* es el menor elemento de B(T) verifi-
cando ser transitivo, reflexivo y contener a o.

Lema 0.1.8 Si o € B(T) entonces o = (o0 Uo™)*.

Teorema 0.1.9 Si o € B(T) son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) (r,s) € o°.

(ii) T = s o existe n € w y to,t1,...,t, € T cumpliendo to =71, t, =s y
para todo 0 < i <n—1, (t;,t;y1) EcUc™ L.

Definicién 0.1.10 Sea (T,0) una estructura temporal y S C T wverificando
que S # 0. S es una componente coneza de (T,o), o simplemente un subcon-
junto conexo de T respecto a o, si S es una clase de equivalencia de la relacion
o®enT.

S C T es saturado respecto o, o simplemente saturado, si S es union de
componentes conezas de (T, o).

Definicién 0.1.11 FEl indice de conezion de la estructura temporal (T, o), re-
presentado por ¢((T, o)), es el cardinal del conjunto de componentes coneras
de (T, o), esto es, c((T,0)) = Card(T/c®).
Definicién 0.1.12 La estructura temporal (T,
e

o) es coneza si T es una com-
ponente coneza de (T, o), esto es, si c((T,o)) = 1.

Lema 0.1.13 Toda componente conezxa de cualquier estructura temporal (T, o)
es un subconjunto de T saturado para o.
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Lema 0.1.14 Sea (T,0) una estructura temporal y S C T. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) S es saturado para o.
(it) Site S y (t,¢') € s Uo™! entoncest’ € S.

Lema 0.1.15 Sea (T,0) una estructura temporal. Son equivalentes las si-
guientes afirmaciones:

(i) (T,o) es coneza.

(ii) Para todo t,t' € T existe n € w y to,t1,...,tn € T cumpliendo to = t,

t, =t' y para todo 1 € n, (t;,tiy1) EcUo™L.

Corolario 0.1.16 La estructura temporal (T, o) es coneza sit 0 =T x T

0.2 Algebra Universal.

El presente trabajo esta redactado en el lenguaje del Algebra Universal,
por tanto son necesarias algunas nociones generales sobre esta disciplina. En
la presente seccion daremos algunas de ellas, extraidas casi en su totalidad de
todas ellas de [11].

Definicién 0.2.1 Un tipo de dlgebras es un par F = (F,7) donde F es un
conjunto cuyos elementos se denominan “simbolos de funcion” y T es una
aplicacion de F en w. Para todo f € F, el numero natural 7(f) se denomina
“ariedad” de f. Si 7(f) = n entonces f recibe el nombre de “simbolo de
funcion n-ario”. El subconjunto de F' formado por los simbolos de funcion
n-arios se representa por F,.

En el caso de que F sea el conjunto {f1, fa,..., fn}, llamaremos tipo a la
n-upla (t(f1),... ,7(fa)), donde 7(f;) > 7(fiy1) para todo 1 < ¢ < n.

Definicién 0.2.2 Sea F un tipo de dlgebras. Un dlgebra A de tipo F es un
par (A, F) donde A es un conjunto no vacio y F es una familia de operacio-
nes finitarias sobre A indezada en F tal que para todo f € F, si 7(f) = n
entonces el elemento de F que corresponde a f es una operacion n-aria en
A, fa. El conjunto A recibe el nombre de universo del dlgebra A. Si no
hay peligro de confusidn escribiremos f en lugar de fA. En caso de que
F = (f1,f2y.--, fa), escribiremos (A, fi1, f2,..., fa) en lugar de (A,F), te-
niendo en cuenta que 7(f;) > 7(fit1) para todo 1 <1 < n.
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Definicién 0.2.3 Supongamos que A y B son dos dlgebras del mismo tipo F'.
Una aplicacion a: A —— B se denomina morfismo de A en B si

afalar,az,...,a,) :fB(aal,... , Qy,)

para toda f € F tal que 7(f) = n y toda secuencia ay,as,...,a, de elemen-
tos de A. Si, ademds, la aplicacion a es sobreyectiva entonces se le da el
nombre de epimorfismo y B se denomina “una imagen homomorfica de A”.
Un morfismo inyectivo se denomina monomorfismo. Si a es simultaneamente
monomorfismo y epimorfismo entonces se denomina isomorfismo.

Definicién 0.2.4 Sea A un dlgebra de tipo F y sea 6 una relacion de equiva-
lencia en A. 6 es una congruencia de A si 0 satisface la siguiente relacion de
compatibilidad:

Para todo f € F tal que 7(f) = n y {{ai,b;) : 1 < i < n} C A?, sia,;0b;,
para todo 1 <1 < n entonces

fAay,az,...,a,)0fa(by, b, ... by)

Definicién 0.2.5 El conjunto de todas las congruencias de un dlgebra A serd
representado por Con(A).

Si 0 € Con(A) entonces el dlgebra cociente por la congruencia 0, abrevia-
damente A/0, es el dlgebra cuyo universo es A0 y cuyas operaciones son las
que satisfacen:

fA%a1/0,... ,a,/0) = fA(a1,... ,a,)/0
donde ay,az,...,a, € Ay f€F,.

Definicién 0.2.6 Un dlgebra A es congruencia-distributiva (resp. congruencia-
modular) si Con(A) es un reticulo distributivo (resp. modular). Si 6,,6, €
Con(A) y 01 00; = 0,00, entonces decimos que 0; y 0, permutan. A es de
congruencias permutables si cada par de congruencias de A permutan.

Definicién 0.2.7 Una congruencia 0 del dlgebra A es una congruencia factor
st existe 0* € Con(A) de A tal que:

(i) 606" =A
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(i) OV 0" =
(iit) 6 y 0* permutan.
Teorema 0.2.8 Si 0,0* es un par de congruencias factor en A entonces
A~ A/0 x A/b.
Definicién 0.2.9 Un dlgebra A es un producto subdirecto de una familia de
dlgebras {A; : 1 € I} si
(i) A es una subdlgebra de [T;e Ai.
(1) (mi)AA) = A;

Un monomorfismo o : A —— [lier Ai es subdirecto si a.(A) es un producto

subdirecto de la familia {A; : 1 € I}.

Teorema 0.2.10 Sea {0; : ¢ € I} una familia de congruencias del dlgebra A.
Si Nier0: = A entonces el homomorfismo:

U:A—+HA/0,-

1€l
definido por v(a)(i) = a/b; es un monomorfismo subdirecto.

Definicién 0.2.11 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si para todo
monomorfismo subdirecto
a: A—> H A;
1€l
existe 1 € I tal que
moa: A— A

es un isomorfismo.

Teorema 0.2.12 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y solo st,
A es trivial o eriste una congruencia minima en Con(A)\ {A}. En el ultimo
caso, el elemento minimo es ((Con(A) \ {A}), que es una congruencia prin-
cipal.
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Definicién 0.2.13 Un dlgebra A es simple si Con(A) = {A,7 }. Una con-
gruencia 0 es mazimal si el intervalo [0,/ | tiene exactamente dos elementos.

Teorema 0.2.14 Sea § € Con(A). El dlgebra A/0 es simple si, y solo si, 0
es una congruencia mazimal en A 0 0 = .

Definicion 0.2.15 Introducimos los siguientes operadores que aplican clases
de dlgebras en clases de dlgebras (del mismo tipo):

(1) A€ I(K) si, y slo si, A es isomorfa a algin miembro de K.
(1)) A€ S(K) si, y sdlo si, A es una subdlgebra de algin miembro de K.

(i) A€ H(K) st, y solo si, A es imagen homomdrfica de algin miembro de
K.

(iv) A € P(K) si, y solo si, A es un producto directo de una familia no vacia
de dlgebras de K.

(v) A€ Py(K) si, y solo si, A es un producto subdirecto de una familia no
vacia de dlgebras de K.

Definicion 0.2.16 Una clase no vacia K de dlgebras de tipo F es una varie-
dad si es cerrada para subdlgebras, imdgenes homomorfas y productos directos.

Definicion 0.2.17 Si K es una clase de dlgebras del mismo tipo, represen-
temos por V(K) la menor variedad que contiene a K y nos referiremos a
ella como “la variedad generada por K”. Si K tiene un tunico elemento
A escribiremos sencillamente V(A). Una variedad V es finitamente generada
st V = V(K), para algin conjunto finito K de dlgebras.

Teorema 0.2.18 (Tarski) Si K es una clase de dlgebras, la variedad V(K)
coincide con HSP(K).

Definicion 0.2.19 Una variedad es de congruencias permutables si toda dlgebra
perteneciente a la variedad es de congruencias permutables.

Teorema 0.2.20 Sean S;,S5,,...,S, dlgebras simples en una variedad V de
congruencias permutables. Si C € V es isomorfa a un producto subdirecto del
de la familia de dlgebras {S; : 1 < i < n} entonces C = S;; x --- x S;, para
algin {i1,... ,ix} € {1,... ,n}.
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Definicién 0.2.21 Sea X un conjunto cuyos elementos (todos distintos entre
si) se denominardn variables. Sea F un tipo de dlgebras. El conjunto T'(X)
de términos de tipo F sobre X es el menor conjunto tal que:

(i) X UF, C T(X).

(it) Si p1,p2,...,pn € T(X) y f € F, entonces la cadena de simbolos
f(p1,p2,---,pn) pertenece a T(X).

Si p € T(X), escribiremos a veces p(z1,Z2,...,,) indicando que las va-
riables con ocurrencias en p son un subconjunto del conjunto {z1,z2,...,z,}.
Definicién 0.2.22 Dado un término p(z1,z32,...,2Z,) de tipo F sobre cierto

conjunto X y dada un dlgebra de tipo F, definimos la aplicacion p# : A» —
A como sigue:

(i) Sip es una variable z;, entonces p*(ay,as,...,a,) = a;, paraay,... a, €
A, es decir, p* es la i-ésima aplicacion proyeccion.

(ii) St p es de la forma
Tl (B oy en vy B )ss v s PelBys oy e ey Bn))
entonces

pA(al,aQ,...,an) =fA(p]4(a1,a2,...,an,... ,pf(al,a«z,...,an))

En particular si p = f € F entonces p* = fA.

Definicién 0.2.23 Dado un tipo F y un conjunto X, si T(X) # 0 entonces
el dlgebra de términos de tipo F sobre X, representada por T(X), tiene como
universo el conjunto T(X) y las operaciones satisfacen:

fT(X)(<p1,p27' s ,pn>) = f(pl’p%' é -,pn)

para todo f €F, yp; € T(X),1<21<n

Nétese que si Fo # 0 entonces T(() existe.
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Definicién 0.2.24 Si A es un dlgebra y B C A, B es un subuniverso de A si
B es cerrado para las operaciones de A, es decir, si para toda operacion n-aria
de A, k, y para todo ay,ay,...,a, € B se cumple que k(ay,as,...,a,) € B.

Definicién 0.2.25 Sea A un dlgebra y X C A. Definimos el subconjunto de
A denominado Sub(X) por la siguiente igualdad:

Sub(X)=(){BC A: B es subuniverso de A}

Dada un dlgebra A y X C A, X genera a A (o A es generada por X, o X es
un conjunto de generadores de A) si Sub(X) = A. El dlgebra A es finitamente
generada si tiene un conjunto de generadores finito.

Definicién 0.2.26 Sea K una clase de dlgebras de tipo F y sea U(X) un
dlgebra de tipo F generada por X. Si para todo A € K yo : X — A
existe un morfismo B : U(X) — A tal que B(z) = a(z), para todo x € X
(B extiende a a). En este caso se dice que U(X) tiene la propiedad universal
para K sobre X. X se denomina un conjunto de generadores libres de U(X)
y decimos que U(X) estd libremente generada por X.

Lema 0.2.27 Sea X un conjunto y F un tipo. Si T(X) eziste entonces T(X)
tiene la propiedad universal para la clase de las dlgebras de tipo T sobre X.

Lema 0.2.28 Supongamos que U(X) tiene la propiedad universal para K so-
bre X. Si A€ K ya: X — A, entonces existe una unica extension 3 de
a tal que B es homomorfismo de U(X) en A.

En el caso de que la clase K de la definicién 0.2.26 sea la variedad de las
algebras de Boole, es posible dar una definicién equivalente de algebra libre.

Definicién 0.2.29 Un dlgebra de Boole es un dlgebra (A,A,V,—, 1) de tipo
(2,2,1,0) que cumple las siguientes ecuaciones:

(i) zV(yVz)=(zVy)Vz.
(it) cA(yAz)=(xAy)Az.
(iti)) zVy=yVz.

(iv) cAy=yAz.
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(v) 2V (zAy)==.

(
(vi) 2A(zVy)=z.
(vii) zA(yVz)=(zAy)V(zA:z).
(viii) 2V (yAz)=(zVy)A(zV 2).
(iz) zV -z = 1.
(z) A -z =0.

donde 0 es el nombre que recibe el elemento —1.

Definicién 0.2.30 Sea X un conjunto arbitrario. Un dlgebra de Boole libre
sobre el conjunto X es un par (v, L) tal que L es un dlgebra de Boole y ¢ es una
aplicacion de X en L tal que para toda dlgebra de Boole A y toda aplicacion
a de X en A existe un unico morfismo 3 : L —— A tal que fo = a.

Un dlgebra de Boole L es libre si existe X yv: X —— L tal que (¢, L) es
libre sobre X.

Definicién 0.2.31 Un subconjunto U de un dlgebra de Boole A es indepen-
diente si para cualquier pareja de conjuntos disjuntos:

{u17u23"'7un} Yy {vlvv'b""vm}
de U se cumple
O<(/\{u,~:1SiSn}A(/\{-ﬂvizlgiSn})

La subdlgebra de A generada por U es, en tal caso, independientemente gene-
rada por U.

Teorema 0.2.32 Sea ¢ una aplicacion una aplicacion de un conjunto X en
un dlgebra de Boole L. El par (¢, L) es libre sobre X si, y solo si, ¢ es inyectiva
y t.(X) genera independientemente a L.

Teorema 0.2.33 Supongamos que Ui(X;) y Uz(X3) son dos dlgebras de la
clase K con la propiedad universal sobre K para los conjuntos X; y X, respec-
tivamente. Si X, es equipotente a X, entonces U(X;) es isomorfa a Uz(X3).
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Definicién 0.2.34 Sea K una familia de dlgebras de tipo ¥. Dado un conjunto
X de variables, definamos la congruencia 0x(X) en T(X) por

Ox(X) =) x(X)
donde ®x(X) = {¢ € ConT(X) : T(X)/¢ € IS(K)}; y sequidamente defina-
mos Fg(X), el dlgebra K-libre sobre X, por
Fx(X) = T(X)/0x(X)
donde X = {z/0x(X):z € X}

Lema 0.2.35 Sila clase K posee dlgebras no triviales y T(X) existe entonces
XN (z/0k(X)) = {z}

Teorema 0.2.36 Sea X un conjunto y K una clase de dlgebras de tipo F. Si

T(X) existe, entonces Fi(X) tiene la propiedad universal para K sobre X.

Corolario 0.2.37 Si K es una clase de dlgebras de tipo F y A € K entonces

existe un conjunto X tal que A € H(Fg(X)).

Definicién 0.2.38 Una dlgebra A es localmente finita si toda subdlgebra suya
finitamente generada es finita. Una clase de dlgebras K es localmente finita s
todo miembro de A es localmente finito.

Teorema 0.2.39 Una variedad V es localmente finita si, y solo si, toda dlgebra
libre de la variedad con conjunto de generadores libres finito es finita.

Definicién 0.2.40 Una identidad de tipo F sobre X es una expresion de la
forma

P= q
donde p,q € T(X). Sea Id(X) el conjunto de identidades de tipo F sobre X.
Un dlgebra A de tipo F satisface la identidad

P($17172> 4 W ¢ 71‘7&) ~ Q(-'Ifl,l'z, % i '7$n)

(o la identidad es cierta en A, o se verifica en A o A verifica la identidad), y
se abrevia como

Ak p(z1,22,..-,20) = q(z1,Z2,...,Tx)
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0 mds concisamente como

AEp= ¢
st para toda eleccion ay,ay,...,a, € A, se tiene
A ~ A
p*(ar,az,...,a,) = q¢"(ar,az,...,a,)

Una clase de dlgebras satisface p ~ ¢q, abreviadamente K = p =~ ¢, si cada
miembro de K satisface p ~ q. Si ¥ es un conjunto de identidades decimos
que K satisface a ¥, abreviadamente K = ¥, si K | p = ¢, para todo
px q€X. Dado K y X sea

Idg(X)={p=~ qeld(X):K=p~ q}

Definicion 0.2.41 Sea ¥ un conjunto de identidades de tipo F y definamos
M (X) como la clase de las dlgebras A que satisfacen a ¥. Una clase de dlgebras
es una clase ecuacional st existe un conjunto de identidades ¥ tal que K =
M(X). En este caso decimos que K esta definida, o aziomatizada, por .

Teorema 0.2.42 (Birkhoff) K es una clase ecuacional si, y sdlo si, K es
una variedad.

§0.3 Algebras de Boole.

En el presente trabajo consideraremos siempre que las algebras temporales
estan definidas sobre un algebra de Boole, es decir, que poseen un sustrato
Booleano. Realacionaremos a continuacion las propiedades aritméticas y los
teoremas mas conocidos de las algebras de Boole.

Definicién 0.3.1 Un semirreticulo inferior acotado es un dlgebra A = (A, A, 1,0)

de tipo (2,0,0) verificando las siguientes ecuaciones:
(i) zAN(yAz)=(zAy)Az.

(it) zANy=yAz,

(1) ¢ Al ==.

(iv) z A0 =0
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Cuando en el presente trabajo hagamos alusién a las algebra de Boole,
se entenderé excluida de cualquier consideracion el caso trivial del algebra de
Boole con un elemento.

Ejemplo 0.3.2 Dado un conjunto no vacio X podemos considerar:
) PXj=4{¥:Y C X}

(i1) N, la operacion de interseccion de conjuntos.

(i1i) U, la operacion de union de conjuntos.

(iv) =, la operacion definida por =Y = {x € X : x ¢ Y'} (complementacion
conjuntista).

pues bien, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 0.3.3 Dado un conjunto no vacio X, el dlgebra (P(X),N,U,~, X)
es un dlgebra de Boole.

Definicién 0.3.4 Dada un dlgebra de Boole (A, \,V,—, 1) podemos definir las
operaciones — Y <> COmMo sigue:

(1)) a— b=-aVb.
(1)) a > b= (a—b)A(b— a).
(iii) a4+ b= (a A—b)(—aAb).
Lema 0.3.5 Sea A un dlgebra de Boole. Para todo a,b € A se cumple que:
(i) ~(a Ab) =-aV —b.
(i) ~(a V b) = —a A —b.
(i3) a Vb= —a — b.
(iv) =(a A —b) =a —b.
(v) aVb=(a—b)—b.
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Definicién 0.3.6 En cualguier dlgebra de Boole es posible definir una relacion
de orden de la siguiente forma:

a<bsi ysilosi,aNb=10

Lema 0.3.7 Sea A un dlgebra de Boole y a,b € A. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(i) a < b.
(i1) aVb=b.

(iii) —b < —a.

(iv) a A—=b=0.
(v) "aVb=1.
(vi) a — b=1.

Lema 0.3.8 En toda dlgebra de Boole A se cumplen las siguientes ecuaciones:
(i) a— (b—a)=1.
(i) (a— (b= ) = (6= b) = (a— ) = L.
(iit) Sia < b— c entonces b < a — c.
(v) a < (a—b) —b.
(v) 1 >a=a.
(vi) a > a=1.
(vii) Si b < c entoncesa — b<a—c.
(viii) Sia < b entoncesb— c < a— c.
(iz) (a = b) - a=a.
(z) a— (b—¢c)=b— (a—c).

(i) (a—b) = (b= ) = (a— ) =1.
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(zii) a = (b — ¢) = (a — b) — (a — ¢).
(ziii) (a = b) = ((b—a) = b)=(b—a)— ((a = b) — a).
Lema 0.3.9 En toda dlgebra de Boole se verifican las siguientes ecuaciones:
(i) e =a
(i) (ma — =b) — (b— a)
(117) (a = —b) — (b — —a)
(iv) (ma —b) = (-b—a)=1
(v) (@ — b) = (=b— =a)
(vi) —ma — (a — b) =1
(vii) ~a — -1 =a
(viii) —a — b= —b—a
(iz) Sia < b entonces —b < —a.
Lema 0.3.10 En toda dlgebra de Boole A se cumple:
(i) (aAb) > a=1.
(i) (a Ab) — b=1.
(i1i) a — (b — (a A D)).
(iv) a = (aVb)=1.
(v) b— (aVbd)=1.
(vi) (a—¢) = ((b—c) = ((aVb) —c)).

Lema 0.3.11 En toda dlgebra de Boole A se cumplen las siguientes ecuacio-
nes:

(i) (aAb) > a=1.
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(it) (a Ab) = b=1.

(iii) a — (b — (a A D)).

(iv) a = (aVb)=1.

(v) b—(aVb)=1.

() (a— &) = (b= &) = ((aV ) > ) = 1.
Lema 0.3.12 Sea A un dlgebra de Boole y sean a,b,c € A. Entonces

a<b-—csi, ysolos, aNb<c

Lema 0.3.13 Sea A un dlgebra de Boole. Para todo a,b € A existe sup{a,b}
e inf{a,b}. Ademds se tiene que aV b= sup{a,b} y a Ab=1inf{a,b}.

Definicién 0.3.14 Sea A = (A, A,V,—, 1) un dlgebra de Boole. D C A es un
filtro de A si cumple las siguientes condiciones:

(i) 1 €D.
(it) Sia,b€ D entoncesaAbe D.
(iii) Sta € D y a < b entoncesbe D.

El conjunto de filtros del dlgebra temporal A se notard por Fil(A). Un filtro
D es un ultrafiltro si es mazimal en el conjunto Fil(A)\ {A}. El conjunto de
ultrafiltros de A serd notado como Ult(A).

D € Fil(A) es primo si para todo a,b € A, aV b € D implicaa € D o
be D. El conjunto de filtros primos de A serd notado como SpP(A).

Lema 0.3.15 Para toda dlgebra de Boole A se cumple que SpP(A) = Ult(A).

Teorema 0.3.16 Sea A un dlgebra de Boole y D C A. D € Fil(A) si, y
solamente si, D verifica las siguientes condiciones:

(i) 1€D

(it) sia,a — b€ D entonces b€ D.
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Definicién 0.3.17 Sea A un dlgebra de Boole. St X C A, entonces =X es
por definicion el conjunto {—z :z € X}.

Definicién 0.3.18 Sea A un dlgebra de Boole e I C A. I es un ideal de A si
-1 € Fil(A). El conjunto de ideales de A serd notado por Ide(A).

Lema 0.3.19 Sea A un dlgebra de Boole e I C A. [ es un ideal de A si, y
solo si, verifica las siguientes condiciones:

(i) 0€I.
(i1) Sia,b€ A entoncesaVbel.
(111)) Sia €I yb<a entoncesbe I.

Teorema 0.3.20 (Teorema de Stone) Para toda dlgebra de Boole A eriste
un conjunto X tal que A es isomorfa a una subdlgebra del dlgebra de Boole

(PLX ), MU=, X}

Demostracion: Esqueméticamente la demostracién empieza considerando X =

Ult(A) y la aplicacién s : A —— P(Ult(A)) definida como
s(a)={D € Ult(A):a € D}

Se demuestra que s es un morfismo de algebras de Boole y se concluye viendo
que s es inyectiva. |

En el caso finito el teorema de Stone puede ser particularizado mejorandolo.
En efecto, es este caso particular lo que se obtiene es un isomorfismo.

Definicién 0.3.21 Sea A un dlgebra de Boole. El elemento a de A\ {0} es
un dtomo si para todo x € A tal que 0 < z < a se cumple que t =0 o r = a.
El conjunto de dtomos de un dlgebra A serd notado como Atm(A).

El elemento a € A es un antidtomo si ~a € Atm(A). FEl conjunto de
antidtomos de A serd notado como Antat(A).

Teorema 0.3.22 Sea A un dlgebra temporal finita. Para todo a € A\ 0 se
cumple que

a=\/{z € Atm(A) : ¢ < a}

y no existe otro conjunto H de dtomos que verifique la propiedad a = \V H
salvo {z € Atm(A) : ¢ < a}.
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Teorema 0.3.23 Sea A un dlgebra temporal finita. Para todo a € A\ 0 se
cumple que

a= \{z € Antat(A): a < z}

y no existe otro conjunto H de antidtomos que verifique la propiedad a = \ H
salvo {z € Antat(A):a < z}.

Teorema 0.3.24 Sea A un dlgebra de Boole finita con cardinal 2. Entonces
A es isomorfa al dlgebra de Boole (P(Atm(A)),N,U,—, Atm(.A)).

Demostracion: La demostracién de este resultado consiste en probar que la

aplicacién s : A —— P(Atm(A)) definida por s(a) = {z € Atm(A) : z < a},
para todo a € A es un isomorfismo de algebras de Boole. |

Definicién 0.3.25 Un dlgebra de Boole A es atdmica si Atm(A) # 0 y para
todo z € A\ {0} eziste a € Atm(A) tal que a < z.

Lema 0.3.26 Toda dlgebra de Boole finita A es atomica y si A tiene 2" ele-
mentos entonces tiene n dtomos.

Lema 0.3.27 Sea A un dlgebra de boole finita. St X e Y son dos subcojuntos
de Atm(A) tales que X UY = Atm(A) y X NY =0, entonces V X =-VY.

Teorema 0.3.28 Toda dlgebra de Boole infinita carece de dtomos.

Teorema 0.3.29 La variedad B de dlgebras de Boole es localmente finita.
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Capitulo 1

Algebras Temporales.

§1.1 Introduccion.

Dado un lenguaje propocicional con operadores temporales £, como el que

se detalla en el ejemplo 1.3.4, las constantes lgicas del conjunto { K, A, N,G, H, T}

pueden ser consideradas como operaciones en el conjunto de férmulas del len-
guaje £ dando lugar al conjunto de funciones {A,V, =, g, h,1}. Siidentificamos
las férmulas por medio de una relacion de equivalencia apropiada, obtenemos
un sistema algebraico que es en una primera aproximaciéon un algebra de Bo-
ole con la particularidad de estar dicha algebra de Boole enriquecida con dos
nuevas operaciones de significaciéon temporal. En efecto, la operaciéon g (resp.
h) proviene de G (resp. H) y dicho simbolo se le puede asignar el significado
de “Siempre se dara que” (resp. “Siempre se di6 que”).

Las algebras de Boole reciben su nombre del eminente matematico inglés
Georges Boole (1815-1864), quien consiguié en 1847 aplicar con exito las
técnicas matematicas a la légica. Desde este momento han sido obtenidos di-
versos e interesantes resultados sobre las algebras de Boole. Es especialmente
destacable, por el interés que merece para el presente trabajo, el Teorema de
Representacién de Stone (ver [38]). Dicho teorema puede ser generalizado para
dlgebras temporales obteniendo un método standard de construirlas todas.

En el presente capitulo se dan algunas de las propiedades aritméticas esen-
ciales de las algebras temporales a la vez que distintas definiciones equivalentes.
Se generaliza también el teorema de Stone al caso de algebras temporales.

19
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§1.2 Operaciones sobre Algebras de Boole.

Como queda dicho, cada algebra temporal cuenta con las operaciones de
un algebra de Boole y con dos operaciones monarias adiccionales. Vamos
a estudiar en este apartado algunas de las propiedades que, bajo hipdtesis
convenientes a cada resultados, verifican las operaciones monarias definidas en
las algebras de Boole.

Definicién 1.2.1 Sea A = (A,A,V,—,1) un dlgebra de Boole y g una ope-
racion binaria en A. Definimos la operacion monaria asociada a g, f, segun
la igualdad

f —_ ﬁgﬂ
Resulta evidente entonces que g = —f— y por tanto la operacion asociada a la
asociada de g es la propia g.

Lema 1.2.2 Sea (A,A,V,—, 1) un dlgebra de Boole, g una operacion monaria

en A y f la operacion asociada a g. Si se verifican las condiciones:

(1) 9(1) = 1.
(i) gla—b) = (fa — fb) = 1.
entonces tanto g como f son crecientes.

Demostracion: Supongamos que a < b, entonces a - b =1y gla — b) = 1.
Asi pues, fa — fb =1y por tanto fa < fb. De aqui el crecimiento de f.
Pero dado que ¢ = = f— y que f es creciente g también es creciente. [ |

Lema 1.2.3 Sea A un dlgebra de Boole y g una operacion monaria en A que
es mondtona. Entonces se cumple que:

gaV gb<g(aVb)

Demostracion: Es evidente considerando que para todo a,b € A se cumple
aV b= sup{a,b}. ]

Lema 1.2.4 Sea A un dlgebra de Boole y g una operacion monaria en A
cumpliendo la ecuacion:

g(a — b) — (ga — gb) =1

Entonces también se cumplen las desigualdades:
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(i) g(aV b) < faV gb.
(ii) ga A fb < f(aAD).
(iii) gaV gb < faV gb.
(iv) ha A pb < p(a Ab).
(v) g(aVb) < faV gb.
(vi) h(aV b) < pa V hb.
para todo a,b € A.

Demostracion: Por hipétesis tenemos que g(—a — b) — (¢9—a — gb) = 1,
esto es, g(—a — b) — (—fa — gb) = 1. Lo anterior puede ser reescrito como
g(a Vv b) — (faV gb) =1y ello demuestra lo deseado.

La segunda afirmacién es una consecuencia inmediata de la primera. Para
su demostracién basta tener en cuenta la definicion de f en funcién de g y
aplicar la primera parte del lema.

La tercera afirmacién es consecuencia inmediata de lo ya demostrado, el
lema 1.2.3 y de la transitividad de <. El resto de las afirmaciones del enunciado
es inmediato a partir de de lo ya demostrado y las definiciones. ®

Lema 1.2.5 Sea A un dlgebra de Boole y g una operacion monaria en A que
cumple la ecuacion:

g9(a = b) = (fa — fb) =1

Entonces también cumple la desigualdad
gaVgb< faVgb
para todo a,b € A, donde f es la aplicacion asociada a g.
Demostracion: Es totalmente analoga a la del lema 1.2.4. |

Teorema 1.2.6 Sea A un dlgebra de Boole y g una operacion monaria en A
tal que g1 = 1. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) 9(a — b) — (9a — gb) =1
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(1) g(a — b) = (fa— fb) =1
(iit) g(a A b) =ga A gb

(iv) f(aVb)= faV fb

Demostracidn: Veamos que i) implica ii). Como ¢(bV —a) < fbV g—a (lema
1.2.4) tenemos la siguiente cadena de relaciones: g(bV —a)A fa < (fbV g—a)A
fa = (fbV—fa)A fa. Por las propiedades del algebra de Boole esto se traduce
en: g(bV —a) A fa < fbA fa < fblo cual implica, mediante la propiedad de
residuacion que g(a — b) < fa — fby por tanto lo que se queria. Para
demostrar que ii) implica iii) razonamos como sigue. Si se da ii) sabemos que
g es creciente (lema 1.2.2). Usando esto tenemos que g(a A b) < ga y que
gla Ab) < gby consiguientemente que g(a A b) < ga A gb. Por otro lado
la propiedad de residuacién implica @ < b — a A b y por la monotonia de g,
ga < g(b— aAb) = g(-aV(aAb)). Ahora bien, g(=bV (aAb)) < —gbV g(aNb)
(lema 1.2.5) y por tanto ga < gb — g(a A b), esto es, ga A gb < g(a A b),
desigualdad esta que junto a la anterior de la propiedad. Por el siguiente
razonamiento iii) implica iv). Usando la definicién de f, iii) y las propiedades
del algebra de Boole tenemos la siguiente cadena de igualdades:

fla Vv b) —g-a(a V b)

= —vg(—1a A ﬂb)
—(g—a A g—b)

= =g-aV ﬂgﬁb

= faV fb

que demuestra lo requerido. Y por ultimo si se da iv) también se da i). En
efecto, es facil ver que en la hipétesis iv) también se cumple iii) (razonar como
en la demostracion del apartado anterior) y que g es mondtona creciente. De
otro lado como a A b = a A (a — b) se tiene, en virtud de lo anterior, que
g(a — b) Aga = g(aAb) < gby esto implica claramente la propiedad i) si mas
que usar la residuacién y la definicién de orden. [ ]

Teorema 1.2.7 Sea (A,A,V,—,g,k,1) un dlgebra de Boole y g una operacion
monaria en A. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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(1) g1 =1
(i) f0=0

Lema 1.2.8 Sea A un dlgebra de Boole y g y h dos operaciones monarias en
A. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) pga — a =1.
(ii) a = hfa =1.
donde f y p son las operaciones asociadas a g y h respectivamente.

Demostracién: Veamos en primer lugar que i) implica ii). Segun las definicio-
nes dadas hfa = —-p—fa = —pg—a. Pero si suponemos que es cierto i) entonces
pg—a < —a, con lo cual a < —pg—a = hfa y esto significa que a — hfa = 1.
Para ver que ii) implica i) empleamos un razonamiento analogo al anterior.
Si suponemos ii) tenemos que —a < hf-a con lo cual ~hf-a < a; pero
—hf-a = p~f-a = pga y por tanto pga — a = 1. |

§1.3 Algebras Temporales.

En la bibliografia es posible encontrar diversas definiciones de algebra tem-
poral, algunas de ellas no ecuacionales. En la presente secciéon damos las
demostraciones de la equivalencia entre las definiciones mas conocidas. El
hecho de que una de ellas sea ecuacional indica, segin el teorema de Birkoff
(ver 0.2.42), que la clase de las algebras temporales es una variedad. Como
consecuencia dicha clase es cerrada para productos, imagenes homomorfas y
subalgebras, como asevera el teorema de Tarski (ver 0.2.18).

Definicién 1.3.1 Un dlgebra temporal es un dlgebra A = (A,A,V,—,g,h,1)

de tipo (2,2,1,1,1,0), verificando las siguientes condiciones:
(1) (A,A\,V,~,1) es un dlgebra de Boole.
(i) g(a — b) — (ga — gb) = 1.
(itt) h(a — b) — (ha — hb) = 1.

(iv) fha — a =1.
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(v) pga — a = 1.
fui) gl=1.
(vii) bl = 1.
Representaremos por ¥ a la clase de las dlgebras temporales.

Teorema 1.3.2 La clase T es una variedad de dlgebras.

En lo que sigue vamos a dar algunos de los ejemplos de algebras temporales
mas conocidos. El primero de ellos se refiere a la clase de las algebras temporal
desarticuladas que nos sera muy util méas adelante para el conteo de atomos.
El segundo ejemplo presenta la particularidad de mostrar el camino por el que
historicamente se llego al algebra a partir de la logica. Se trata de construir
el algebra de Tarski-Lindembaum.

Ejemplo 1.3.3 El dlgebra A = (A,A,V,—,g,h,1), donde (A,\,V,—,1) es un
dalgebra de Boole y g(a) = h(a) =1 para todo a € A, es un dlgebra temporal.

Ejemplo 1.3.4 Sea el tipo F = (F,7), donde F = {A,V,—,g,h, T} y 7 :
F —— w es la aplicacion dada por

2 ,stze{AV}
r(z)=¢ 1 ,stz€{~gh}
0 ,9e=T

y X un conjunto no vacio. Representaremos por F(X) al dlgebra de términos
de tipo F sobre el conjunto X.

Llamaremos F*(X) al menor subconjunto de Exp(L) tal que
(i) Si X U{T} C F(X).
(11) Sia,p € F(X) entonces a A B € F(X).
(i11) Sia, B € F(X) entonces aV B € F(X).
(iv) Si a € F(X) entonces ~a € F(X).
(v) Si a € F(X) entonces ga € F(X).
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Segin el lema 0.2.27, el dlgebra F(X) tiene la propiedad universal sobre
el conjunto X para la clase de las dlgebras de tipo (2,2,1,1,1,0).

Consideramos los siguientes conjuntos de elementos de F(X) cada uno de
los cuales recibe el nombre de arioma:

(i) An ={a — (8> a):a,8 € P(X)}

(ii) Aoz = {(a— (B —7)) = (a—= B) = (e —>17)):a,p8,7 € P(X)}
(iti) Aoz = {(~a = =) = ((ma = B) = @) : o, 8 € P(X)}

(iv) Aos = {G(a = B) = (Ga — GB) : a, B € P(X)}

(v) Aos = {H(a — B) > (Ha — HB): o, 8 € P(X)}

(vi) Age = {FHa — a: a € P(X)}
(vii) Agr = {PGa — a:a € P(X)}

donde o« — B es la abreviatura de —a V (3. El conjunto de los aziomas del
cdlculo temporal cldsico es el definido por la siguiente igualdad:

szU{Ai:1§i§7}

Sea A C F(X). A es cerrado por modus ponens si de a,a — [ € A se
deduce B € A. A es cerrado para G y H si siempre que o € A se cumple
respectivamente que Ga€ A y Ha € A. A es sistema deductivo temporal si:

(i} Az C A,
(i) T € A.
(111) A es cerrado para G.
(iv) A es cerrado para H.
Podemos definir la aplicacion Ded : P(F(X))—— P (F(X)) como sigue:
Ded(T) =({AC F(X):T C Ay A es sistema deductivo temporal}

Y también podemos definir asociada a T' = 0 la relacion binaria < en F(X)
como sigue:

a< B siia— B € Ded(d)
Es fdcil demostrar que < es refleziva y transitiva y que la relacion = definida
como la interseccion de < y <! es una congruencia de F(X).
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Como la clase de las dlgebras temporales es una variedad, posee para cada
conjunto no vacio X un dlgebra temporal libre con conjunto de generadores
libres X. Denotaremos a esta dlgebra como F(X).

Teorema 1.3.5 Para cada X # 0 el dlgebra (F(X)/ =,A,V,—,9,h,[T]) es
un dlgebra temporal isomorfa al dlgebra F(X).

Daremos ahora un método de construir algebras temporales. Se trata quiza
del mds importante puesto que es posible demostrar que cualquier algebra
temporal es isomorfa a una subdlgebra de otra construida mediante él.

Ejemplo 1.3.6 Una estructura temporal es un par T = (T,0), donde T es
un conjunto no vacio y o es un subconjunto de T2.

Definicién 1.3.7 Sea (T, R) una estructura temporal. Podemos construir un
dalgebra de tipo (2,2,1,1,1,0),

(T, R)" = (P(T),A,V,~,gr, hr,T)
por medio de las siguientes definiciones:
(i) X =T\X
(1) XAY =XNY
(i) XVY =XUY
(iv) grX = {a: para todo b € A, si aRb entonces b€ X}

(v) hpX = {a: para todo b € A, si bRa entonces b € X}

Lema 1.3.8 Sea (T, R) una estructura temporal. En el dlgebra (T, R)t se
cumple, para todo X € P(T):

(1) frRX = {a: ezxiste b€ A tal que aRby b e X}

(1t) prX = {a: existe b € A tal que bRa y b € X}
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Demostracién: Segin las definiciones para (T, R)*, se cumple que para todo
X e P(T): frX = ~g—~X yprX = ~gr~X. Se tiene,

—~gr~X = T\ gr(T\X)
T\{a€T: paratodo be A, aRb implica be T\ X}
= {a€T: existe b€ A tal que aRby be X}

La demostracion para pr es totalmente andloga. [ |

Teorema 1.3.9 Sea (T, R) una estructura temporal. El dlgebra (T, R)* es un
dlgebra temporal.

Demostracién: Demostraremos esta afirmacion basdndonos en el teorema 1.3.10.
Es inmediato comprobar que fr(0) = 0 = pr(0) asi como que fr(X UY) =
frRX)U fr(Y) y que pr(XUY) = pr(X)Upr(Y'). Por otra parte, supongamos
que fRIX)NY =0 y que X Npr(Y) #0. Siu e X Npr(Y) entonces u € X
y existe v € Y tal que vRu. FEsto implica que fr(X)NY # 0, lo cual es ab-
surdo. En definitiva, si fr(X)NY =0 entoces X Npr(Y) = 0. La implicacion
reciproca se demuestra de forma totalmente andloga. Por el teorema 1.3.10,
(T,R)* es un dlgebra temporal. ]

Teorema 1.3.10 Sean A = (A,A,V,—,1) un dlgebra de Boole y dos opera-
ciones monarias en A, g y h. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(1) La operaciones asociadas a g y h, f y p respectivamente, cumplen:

(a) f(aVb)=faV fb
(b) p(aV b) =paV pb

(¢c) fO=p0=0

(d) fanb=0siiaApb=0

(ii) (A,A,V,=,9,h,1) es un dlgebra temporal.

Demostracién: Comencemos demostrando que i) implica ii). En efecto, por
los teoremas 1.2.6 y 1.2.6 de suponer i) podemos concluir g(a — b) — (ga —
gb) =1y h(a = b) - (ha — hb) = 1. Ademas sabemos que f0 = p0 = 0 es
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equivalente a g1 = h1 = 1. Por otra parte es claro que faA—fa = 0 con lo cual,
segin 1.4), ha de verificarse a A p—~fa = 0, o lo que es equivalente a < —p—fa.
Esto segin nuestras definiciones quiere decir que se cumple a — hfa =1. Un
razonamiento analogo nos lleva a que a — gpa = 1 y junto con todo lo dicho
a que A es un algebra temporal.

Para ver que ii) implica i) lo inico que hay que probar es la equivalencia
de i.4) porque las demés condiciones de i) se deducen de suponer que A es
un algebra temporal como ha quedado demostrado en resultados anteriores.
Supongamos pues que fa A b = 0, entonces fa < —b y teniendo en cuenta
que a < hfa y que h—b = —pb concluimos a < —p, esto es, a A pb = 0.
Reciprocamente si suponemos a A pb = 0 entonces pb < —a y por la monotonia
de g que gpb < g—a; pero b < gpby g—a = —~fa. Asi pues, bA fa =0. |

Teorema 1.3.11 Sean A = (A,A,V,—,1) un dlgebra de Boole y dos opera-
ciones monarias en A, g y h. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) La operaciones g y h cumplen:

(a) g(a Ab) = gahgb

(b) h(a Ab)=haA hb

(e} gl =hl=1

(d) gaVb=1siiaVhb=1

(11) (A,AV,—,g,h,1) es un dlgebra temporal.

§1.4 Dualidad. Propiedades.

Es claro que dada un algebra temporal, si permutamos entre si los papeles
de las operaciones temporales g y h, entonces obtenemos de nuevo un algebra
temporal. En los siguientes resultados se formaliza este hecho.

Definicién 1.4.1 Sea X un conjunto no vacio y F(X) el dlgebra absoluta-
mente libre de tipo (2,2,1,1,1,,0). Una ecuacion en Fy(X) cualquier ele-
mento del conjunto Fy(X)?. Dada la ecuacidn (t1,t;), escribiremos en su lugar
tl = tg.

Dada un dlgebra temporal A, una valoracion de Fi(X) en A es un morfismo
v: Fy(X) — A.
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Sea e la ecuacion t; = t; en Fy(X). La ecuacion e es vdlida en A si para
toda valoracién de Fy(X) en A se cumple que v(t,) = v(tz). Este hecho se
expresard escribiendo A = e.

Definicién 1.4.2 Dada un dlgebra temporal A = (A, —,—,g,h,1) el dlgebra
A = (A%, -8 -4 g4 B2 19} donde:

At=A A=A
g'=Vv hi=yg
Ees]

es el dlgebra dual de A.
Lema 1.4.3 Si A es un dlgebra temporal entonces A? es un dlgebra temporal.
Dado el caracter libre del algebra F(X) se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4.4 Eziste un inico morfismo de dlgebras temporalesd : F(X) —
F(X)? tal que:

(i) 14=1.
(ii) z¢ = x, para todo z € X.
donde t* representa a d(t).

d

Definicién 1.4.5 Dada la ecuacion e = (t1,t;), representaremos por e la

ecuacion (t4,t9).

Teorema 1.4.6 (Principio de dualidad) Sea e una ecuacion de Fy(X). Si
e es vdlida en cualquier dlgebra temporal entonces e también es vdlida en
cualquier dlgebra temporal.

En lo que sigue damos algunas propiedades aritméticas para su utilizacion
en los siguientes capitulos.

Lema 1.4.7 En cualquier dlgebra temporal se verifican las igualdades:

(1) fhf=f
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(1) pgp =p

(1ir) gpg =g

(iv) hfh =h

Demostracion: Sea A un algebra temporal y tomemos z € A. Segin el lema
1.2.8 se cumple z < hfz. Por la monotonia de f tenemos que fr < fhfz; pero
nuevamente en virtud de la proposicién 1.2.8 se verifica fhfzr < fz. Uniendo
ambas desigualdades podemos concluir que fr = fhfr. La segunda propiedad
tiene una demostracién analoga a la de la anterior.

Usando la propiedad primera se cample f—z = fhf-z y por tanto también
se tiene ~f-zr = —fhf-z. Como consecuencia se verifica gz = gpgzr y ello
demuestra la tercera propiedad. La cuarta tiene una demostraciéon analoga. ®

Lema 1.4.8 Sea A un dlgebra temporal. En A se cumplen las siguientes pro-
piedades:

(i) gah fb< flanb)
(i) a A fb< f(pa Ab)

Demostracion: Sea A un algebra temporal y a,b € A. Por el lema 0.3.12
b < a — (aAb). La monotonia de g nos lleva a que gb < g(a — a A b).
Por otra parte sabemos que g(a — a A b) < fa — f(a A b). Por transitividad
concluimos que gb < fa — f(aAb)y por el lema 0.3.12 nuevamente concluimos
la primera afirmacion.

La segunda afirmacion se obtiene como sigue. Por una parte a < gpa y
ademds, usando la propiedad anterior, tenemos gpa A fb < f(pa A b) o lo que
es equivalente gpa < fb — f(pa A b). Sirviendose de la transitividad de las

relaciones de orden escribimos a < fb — f(paAb) y por tanto aA fbo < f(paAb).
o

§1.5 Teorema de Stone generalizado

En lo que sigue vamos a demostrar que toda algebra temporal es isomorfa
a una subdlgebra de otra construida a partir de una estructura temporal.
Hemos denominado al resultado correspondiente “Teorema de Stone genera-
lizado” porque incluye al “Teorema de Stone” para algebras de Boole. Esta
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generalizacion es conocida; pero no hemos encontrado en la bibliografia la
demostracién. La que nosotros daremos requiere algunos lemas previos que
usaremos también mas adelante.

Definicién 1.5.1 Sea A = (A, A,V,—,g,h,1) un dlgebra temporal. D C A es

un filtro de A si D € Fil({A,A,V,, 1)) y un ultrafiltro si D € Ult({(A,A,V,—, 1)).
El conjunto de filtros (resp. ultrafiltros) de A serd notado por Sp(A) (resp.
Ult(A)).

Lema 1.5.2 Sea A un dlgebra temporal y sean Dy, Dy € Ult(A). Son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

(i) p<«(D1) € D
(ir) g7(D1) € D
(i) fu(D2) € Dy
(iv) h*(D2) S D

Demostracion: Veamos que i) implica ii). Sea a € A tal que ga € D;. Como
D, es filtro, pga € D, por hipdtesis y pga < a entonces a € D,. Esto demuestra
que g*(D,) C D,.

Para ver que ii) implica iii) tomemos a € D;. Como —a ¢ D, tenemos, por
la hipdtesis, que g—a ¢ D; y por tanto ~g—a € D, esto es, fa € Dy con lo
que concluimos f.(D2) C D;.

Las demostraciones de que iii) implica iv) y que iv) implica i) son total-
mente paralelas a i) implica ii) y ii) implica iii), respectivamente. |

Burgess define en el trabajo [10] la relacién binaria —3. Dicha relacién esta
establecida entre conjuntos consistentes maximales de proposiciones. Los ob-
jetos que en algebras temporales juegan el papel de los anteriores conjuntos de
proposiciones son los ultrafiltros, filtros maximales del algebra de Boole sub-
yacente. Asi pues trasladaremos la definicion de —3 a ultrafiltros obteniendo
la relacién binaria <.

Definicién 1.5.3 Sea A un dlgebra temporal. Definimos en Ult(A) la re-
lacion binaria < que denominamos de precedencia en Ult(A) como sigue:

Dy < D, si, y sélo si, g*(Dy1) C D,

o por cualquiera de las condiciones equivalentes que da el lema 1.5.2.
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Teorema 1.5.4 (Teorema de Stone generalizado) Para toda dlgebra tem-
poral A existe una estructura temporal (T, R) y una aplicacion s : A —— T
que es un monomorfismo entre las dlgebras A y (T, R)*.

Demostracion: Tomemos la estructura temporal (T, R) donde T' = Ult(A) y
R es la relacion de precedencia en Ult(.A). Consideramos la aplicacion:

s:A—— Ult(A)

definida por, s(a) = {D : D € Ult(A) y a € D}, para todo a € A. Por
el teorema de Stone (teorema 0.3.20) sabemos que s es morfismo para las
operaciones del algebra de Boole subyacente a A y que ademas dicha aplicacién
es inyectiva. Unicamente resta ver que s es morfismo para las operaciones
temporales. Para ello sea a € Ay D € Ult(A) tal que ga € D. En tal
caso, a € ¢g*(D) y si g*(D) C D, entonces a € D,. Con esto tenemos que
s(ga) C gr(s(a)). Reciprocamente, sea D € ggr(s(a)), esto es, sea D € Ult(A)
tal que para todo D’ € Ult(A) si g*(D) C D’ entonces a € D'. Dado que
Ult(A) es una base de Sp(A) y que g*(D) € Sp(A) tenemos la igualdad:

g (D) =({D': D' € Ult(A) y g°(D) € D'}

Resulta pues que a € ¢g*(D) y por tanto ga € D, o lo que es equivalente,
D € s(ga). Asi pues, s es morfismo para ¢g. El ver que s es un morfismo para
h supone un razonamiento analogo. ]

Corolario 1.5.5 Toda dlgebra temporal A es isomorfa a una subdlgebra de
(T,<)*, donde T = Ult(A) y < es la relacion de precedencia en Ult(A).



Capitulo 2

Algebras Modales, Pretemporales y
Temporales.

§2.1 Introduccion.

La axiomatica de las algebras temporales refleja una compatibilidad y una
simetria entre los operadores ¢ y h. Esta observacion invita a reflexionar
acerca del conjunto de funciones h tales que (A, A,V,—,g,h,1) es un algebra
temporal, siendo (A, A, V, -, 1) un algebra de Boole y ¢ una funcién apropiada
y fija. Este conjunto podria ser unitario como consecuencia de la mencionada
compatibilidad. Efectivamente esto es cierto y ademas es posible dar una
forma de construir h a partir de g si esta es conocida (y reciprocamente).

En este capitulo se introduce un nuevo tipo de algebras a las cuales les da-
mos el nombre de Algebras Pretemporales. Estas algebras constituyen, segin
indican los resultados de este capitulo, un antecedente cercano de las algebras
temporales y las algebras modales.

§2.2 Algebras Modales.

En esta seccion introducimos el concepto algebra modal y damos algunas
de las algebras modales que se pueden definir a partir de un algebra temporal,
indicando ademas que tipo de algebra modal es. Nos detenemos especialmente
en las propiedades de los operadores L y M porque dichos operadores seran
bastante utilizados en lo que sigue.

Definicién 2.2.1 Dada un dlgebra temporal A definimos las siguientes ope-
raciones monarias en A:

33



34 Capitulo 2. Algebras Modales, Pretemporales y Temporales.

(i) La = ha A a A ga, para todo a € A.
(it) Ma=paVaV fa, para todo a € A.
(ii) Oa = a A ga, para todo a € A.

(iv) Ca =aV fa, para todo a € A.

Lema 2.2.2 En todo dlgebra temporal A se cumplen las siguientes ecuaciones:
(i) La — a=1.
(ii) L(a — b) — (La — Lb) = 1.
(iii) a« — LMa = 1.
(iv) [1=1.
(v) L(a Ab) = LaA Lb.
(vi) MLa — a=1.
(vii) La = -~Mna.
(viit) ~La = M—a.
(iz) “Ma = L-a.
(xr) M0 =0.

Demostracion: La ecuacion 1) es evidente tras recordar como esta definida la
operacion L.

Para la ecuacién 2) razonamos como sigue. Como h(a — b) < ha — hby
también g(a — b) < ga — gb entonces h(a — b) Aha < hby g(a — b) A ga <
gb, usando la propiedad de residuacion. Por otra parte, debido a la misma
propiedad, (a — b) A a < b. Uniendo los tres resultados podemos concluir:

L(a - b)ALa< Lb
que de nuevo la propiedad de residuacion permite escribir:

L(a — b) — (La — Lb) =1
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como se queria.
La ecuacién 3) se cumple puesto que =pa A ~a A = fa A pa = 0, con lo cual
se tiene
0=aA f(-paA—=aA-fa)=aA—-g(paVaV fa)

y esto se traduce inmediatamente en a < g(pa V a V fa). Un razonamiento
analogo para h nos permite establecer a < h(paVaV fa) y como evidentemente
a < paVaV fa se puede concluir a — (h(paVaV fa)A(paVaV fa)Ag(paVaV
fa)) = 1, que es precisamente lo que propone 3). El resto de la demostracion
es similar a otras anteriores o evidente a partir de las definiciones. ]

Definicién 2.2.3 Un dlgebra modal es un dlgebra A = (A, A, V,—,1,1) de tipo
(2,2,1,1,0) verificando:

(i) (A,A\,V,—,1) es un dlgebra de Boole.
(ii) l(aAb) =laAlb

El dlgebra modal A es un dlgebra modal T' si en ella se verifica la la desigual-
dad:
la<a

para todo a € A. Por otra parte, el dlgebra modal A es B (“dlgebra modal
broweriana”) si es un dlgebra T y ademds se cumple la desigualdad:

a <lma
para todo a € A, donde m es por definicion la operacion —I-.

Corolario 2.2.4 Sea A = (A,A\,V,—,g,h,1) un dlgebra temporal. Entonces
se tiene que:

(i) (A,A,V,—,9,1) es un dlgebra modal.
(ii) (A,A,V,—,h,1) es un dlgebra modal.
(iii) (A,A,V,—,0,1) es un dlgebra modal T'.

(iv) (A,A,V,—,L,1) es un dlgebra modal B.
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Demostracion: La primera y segunda afirmaciones son inmediata a partir de
la definicion de algebra modal. La tercera afirmacién es inmediata a partir de
la definicién del operador 0. En cuanto a la cuarta, es consecuencia de las tres
primeras afirmaciones de la proposicion 2.2.2. .

Corolario 2.2.5 En cualquier dlgebra temporal A las operacion L y M son
crecientes.

Definicién 2.2.6 Si A es un dlgebra temporal y x € A, definimos recursiva-
mente L™, donde n € w, como:

(i) Pe=%

G} Lrvte = L{LP2)
y M"™ como:

(i) M’z =z

(ii) M™e = M(M"z)

Lema 2.2.7 Para toda dlgebra temporal A, a € A y m,n € w se cumple que
stm < n entonces:

(i) L"a < L™a.

(i) M™a < M"a.

Demostracion: Seaa € Ay m,n € w. Podemos suponer que m < n con lo cual
existe s € w tal que m + s = n. Razonamos por induccién sobre s. Si s = 0 el
resultado es trivialmente cierto. Supongamoslo cierto para s = k y veamos que
también lo es cuando s = k + 1. En efecto, L™***1q = L[(L™+*a) < L(L™a).
Pero en vista de lo que afirma 2.2.2 se tiene que L™**+1q < L™a.

Por otra parte como L"—a < L™—a entonces se tiene que ~L™—a < ~L"a,
lo cual equivale segin las definiciones a que M™a < M™a. ¥
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§2.3 Algebras Pretemporales.

Definicién 2.3.1 Un dlgebra pretemporal es un dlgebra (A,A,V,—,k,1) de
tipo (2,2,1,1,0) cumpliendo que:

(i) (A,A,V,—,1) es un dlgebra de Boole.

(ii) Para todo a € A el conjunto Fi(a) = {z € A:aV kx = 1} es un filtro
principal de algebras de Boole.

Consideraremos la operacion unitaria en A, 7(k), que asigna a cadaa € A
el inico elemento 7(k)a € A para el que se satisface la siguiente igualdad entre
ideales del dlgebra de Boole subyacente

= Fy(a) = [0,7(k)a]

. En lo que sigue s y r abreviardn a las operaciones —~1(k)— y —k— respec-
tivamente. Ademds usaremos t en lugar de 7(k) cuando ello no induzca a

ETTror:

El concepto de algebra pretemporal es natural en el sentido de que es muy
secillo encontrar ejemplos. De hecho cada algebra temporal proporciona dos
y encontrar algebras temporales es sencillo a partir de relaciones binarias en
conjuntos como hemos hecho notar previamente.

Lema 2.3.2 Para toda dlgebra temporal (A,\,V,—, g, h, 1), las digebras (A,A,V,—,g,1)

y (A, A,V,—, h,1) son dlgebras pretemporales.

Demostracién: Sea a € Ay consideremos Fy(a). Dicho conjunto es un fil-
tro principal. En efecto, es inmediato que 1 € Fy(a) y ademas como g es
mondtona, si z € Fy(a) y ¢ < z entonces 1 = aV gz < a V gz, con lo cual
tenemos que z € Fy(a). Por otra parte, de la desigualdad fha < a resulta
claro que p—a € F,(a). Ademas, si x € Fy(a) entonces, en virtud del teorema
1.3.11, ha V z = 1. Por las propiedades booleanas y las definiciones dadas se
tiene —z Ap—a = 0 y de ello se sigue que p—a < z. Podemos concluir por tanto
que F,(a) es el filtro generado por p—a. La demostracién esta concluida con el
razonamiento anterior dado que (A, A,V,—,h,g,1) es otra algebra temporal.

|
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Lema 2.3.3 Sea (A,A,V,—, k,1) un dlgebra pretemporal. Para todo a,b € A
se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Bl=11=1.
(11) aV kb=1 si, y solo si, bV ta=1.
(1ii) t(a A b) = ta A tb.
(iv) t es creciente.
(v) s es creciente.
(vi) ska < a yrta < a.

Demostracion: Como Fi(a) es un filtro princial para todo a € A, 1 € F(0)
y por tantol = 0V k1 = kl. Por otra parte Fi(1) = A implica t1 = 1. Para
demostrar la segunda afirmacién basta con considerar que a V kb = 1 equivale
a —b € [O,ta] y esto a su vez es equvivalente a bV ta = 1. Para demostrar
la tercera afirmacién supongamos que z € Fi(a A b). Se tendra por tanto
aV kz = bV kx = 1. Considerando la ultima igualdad y las propiedades de
A tenemos que -z < ta A th y por consiguiente ~Fi(a A b) C [0,ta A tb]. El
razonamiento puede ser invertido obteniendo que ~Fy(a A b) = [0,ta A tb]. De
esta igualdad y la definiciénn de t se deduce t(a A b) = ta Atby por tanto t es
una funcién monétona. Dado que s = —t— y que ¢ es una funcién mondtona se
concluye que s es también una funcién mondtona. Demostraremos finalmente
que ska < a. Como ka V —ka = 1, por la segunda afirmacion de este lema
se deduce que —ska V a = tr-a V a = 1, lo cual significa que ska < a. La
desigualdad rta < a se obtiene de forma analoga. n

Teorema 2.3.4 Para toda dlgebra pretemporal (A,A,V,—,k,1), k es un A-
morfismo.

Demostracion: Sean a,b € A. Como —k(aAb)V k(aAb) =1 se tiene por 2.3.3
que (a Ab)Vt-k(aAb) =1y por tanto aVt—-k(a Ab) =bVi-k(aAb)=1.
Deshaciendo el cambio ka V —k(a A b) = 1 y por tanto k(a A b) < ka. Se
puede demostrar de forma similar que k(a A b) < kb. De esta forma tenemmos
k(a A b) < ka A kb.

Por otra parte, dado que s = —t— es mondtona s(ka A kb) < ska A skb;
pero, por el lema 2.3.3, skx < z, para todo z € A. Por tanto s(kaAkb) < aAb,
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i.e., ~s(ka A kb) V (a A b) = 1. Segun la definicién de s lo anterior significa
que t—(ka A kb) V (a A b) = 1. Nuevamente por 2.3.3, la ultima igualdad nos
conduce a —(ka A kb) V k(a A b) = 1, es decir, ka A kb < k(a A b). Las dos
desigualdades demuestran lo que pretendiamos. |

Las condiciones que debe cumplir un algebra (A,A,V,—,k,1) para ser
pretemporal implican que k debe ser un A-morfismo. Sin embargo de que
(A,A,V,—,1) sea un algebra de Boole y k£ un A-morfismo no podemos de-
ducir que (A, A,V,—, k,1) sea un algebra pretemporal. Para justificar esta
afirmacion enunciamos y demostramos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.5 Toda dlgebra pretemporal es un dlgebra modal. Sin embargo
existen dlgebras modales que no son pretemporales.

Demostracion: El teorema 2.3.4 afirma que cada algebra pretemporal es un
algebra modal. Veamos ahora que hay existen ejemplos de algebras moda-
les que no son algebras pretemporales. Para ello consideremos el algebra
(P(w),A,V,—,t,w), donde A =N, V = U, — es la complementacién conjuntista
e 1 es una aplicacién sobre P(w) definida como sigue:

w , 87 X =@
. w* , st ICX Cw
HX)= w\ {1} , st PCX Cuw
w\{0,1} , en otro caso

teniendo en cuenta que P e [ son respectivamente el cojunto de los nimeros
naturales pares e impares. Es inmediato ver que ¢ es un A-morfismo que deja
fijo a w. Consideremos ahora (F(w),A,V,—,w), la subdlgebra de Boole de
(P(w), A, V,—,w) de los subconjuntos finitos y cofinitos de w. F(w) es cerrado
para ¢ puesto que en cualquier caso la imagen por 2 es un subconjunto cofinito.
Podemos concluir que F(w) = (P(w),A,V,—,i,w) es un algebra modal. Sin
embargo no es un algebra pretemporal. En efecto, tomemos el conjunto:

F({1}) ={X: {1} Ui(X) = w}
es claro que X € F;({1}) si, y s6lo si, P C X y X es cofinito. Si X, € F;({1})
entonces I N Xo # 0. Sea ro € I N X,. El conjunto X; = Xy \ {ro} cumple
X1 € Xoy X1 € Fi({1}). Por consiguiente obtenemos que F;({1}) no puede

contener ningin minimo y ello implica que F(w) no es un algebra temporal.
&
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El contraejemplo fué buscado entre las algebras modales infinitas. Si se
huebiese buscado entre las finitas no hubieramos tenido exito, como asegura
el siguiente teorema.

Teorema 2.3.6 La clase de las dlgebras modales finitas coincide con la clase
de las dlgebras pretemporales finitas.

Demostracion: La demostracion es inmediata a partir del teorema 2.3.4. =

Corolario 2.3.7 Sea (A,A,V,—,k,1) un dlgebra pretemporal. Entonces
<A7 P Wy =y k’ T(k)’ ]-)
es un dlgebra temporal.

Demostracion: En efecto, por el lema 2.3.3, k1 = 7(k)1 = 1. Ademas aVkb =1
es equivalente a bV 7(k)a = 1 y se cumple 7(k)(aAb) = 7(k)aA7(k)b. Ademas,
por el teorema 2.3.4, k(a A b) = ka A kb. Asi pues (A,A,V,—, k,7(k),1) es un
algebra temporal. [ |

Lema 2.3.8 Sea (A,A,V,—,k,1) un dlgebra pretemporal y t, t' dos funciones
verificando las siguientes propiedades para todo a,b € A:

(i) rta<ayrta<a
(it) [aVkb=1sitbVta=1]ylaVkb=1s12bVta=1].
entonces t = t'.

Demostracion: Sea a un elemento arbitrario de A. Segun la primera hipotesis
tenemos aV k—ta = 1 y por la segunda tenemos t'a V -ta=1. Podemos deducir
por tanto que ta < t'a. Siguiendo un razonamiento analogo tenemos t'a < ta
y por tanto la igualdad ta = t'a. ]

Teorema 2.3.9 Si (A,A,V,—,9,h,1) y (A,A,V,—,g,h',1) son dos dlgebras
temporales entonces h = h'.

En el siguiente corolario se demuestra que el operador 7 es involutivo.
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Corolario 2.3.10 Sea (A,A,V,—,k, 1) un dlgebra pretemporal. Entonces (A, A,V,—, (k)
es un dlgebra pretemporal y ademds k = 7%(k).

Demostracién: Por el corolario 2.3.7 y el lema 2.3.2, (A, A, V,—, 7(k), 1) es un
algebra pretemporal. Asi pues T puede ser iterado. Por otra parte (4, A, V, —~, 72(k), 7(k), 1
y (A,A,V,~, k,7(k),1) dlgebras temporales. Por el corolario 2.3.9 deducimos
que k = 72(k). s

El concepto de algebra pretemporal en el caso finito tiene una caracteri-
zacién que lo hace muy natural indicando cual es su proximidad al algebra de
Boole.

Corolario 2.3.11 Sea A = (A,A,V,—,k,1) un dlgebra de tipo (2,2,1,1,0)
tal que A es finito y (A,A,V,—,1) es un dlgebra de Boole. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) (A,A\,V,—,k,1) es un dlgebra pretemporal.
(ii) k es un A-morfismo.

Demostracion: La primera afirmacion implica la segunda como afirma el teo-
rema 2.3.4. Por otra parte suponiendo la segunda es facil demostrar que Fi(a)
es un filtro. Sin duda este filtro sera principal puesto que el adlgebra que esta-
mos considerando es finita. [ |

Corolario 2.3.12 Para toda dlgebra temporal (A,A\,V,—,g,h,1) y para todo
a€ A
ha = -min{z € A:aV gz =1}

Corolario 2.3.13 Para toda dlgebra temporal (A,A\,V,—,g,h,1) y para todo
a€ A
pa =maz{z € A:a A fz =0}

El corolario 2.3.12 demuestra un hecho de mucha significacién, a saber, la
operacién temporal h queda determinada por g (y vicerversa puesto que si se
permutan los paperles de g y h entonces se obtiene una nueva algebra tempo-
ral). Sin embargo no es posible expresar A como una composicién finita de las
operaciones del conjunto {g,A,V,—,1}. La siguiente proposicién demuestra
este hecho.
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Definicién 2.3.14 Sea X un conjunto no vacio. Una valoracion temporal de
X (valoracién temporal) sobre el dlgebra temporal A es una aplicacion v de X
en A.

Definicién 2.3.15 Sea A un dlgebra temporal, n € w y k : A —— A una
aplicacion. Sea X = {z1,22,...,Z,} un conjunto con n elementos y consi-
deremos F(X). La aplicacion k es representable en {A,V,—,g,1} si eriste
a € F*(X) tal que para toda v: X —— A se cumple que

k(v(zy),v(z2),... ,v(zn)) = V()

donde T : F(X) —— A es el morfismo de dlgebra de tipo (2,2,1,1,1,0) que
extiende a la aplicacion v.

Teorema 2.3.16 Dada un dlgebra temporal (A,A\,V,—,g,h,1), h no es, en
general, una funcion representable en {A,V,—,g,1}.

Demostracion: Sea A el algebra temporal (T,<)* , donde T' = {a,b,c} y
<= {(a,a), (b,b), (c,c), (b,c)}. Sea m defininida sobre A como sigue:ml = 1,
m0 = 0,ma; = a;, may = 0, masz = as, may = a,, mas = as, mag = 1, donde
ai, az y az son atomos cumpliendo —ay = a5, ~a; = ag y —a3z = a4. Es facil
comprobar que m es un morfismo para todas las operaciones salvo h, y esto
porque mhaz = 0 # a5 = hmaz. Esto demuestra la proposicion porque de
ser h representable en (A, A, V,—, g, 1) los morfismos para las operaciones del
conjunto {A,V,—,g,1} lo serian también para h. |

La igualdad del corolario 2.3.12 tendra importantes implicaciones compu-
tacionales. Pero ademads de ello puede ser empleada para demostrar ciertos
resultados tedricos, como por ejemplo el siguiente.

Corolario 2.3.17 Sea (A,A,V,—,g,h,1) un dlgebra temporal. Entonces:
(i) (9z < ggz, para todo z € A) sii (hx < hhx, para todo z € A).
(ii) (9= = ggz, para todo x € A) sii (hx = hhz, para todo x € A).

(iit) g = h sii para todo x € A, fgz <z ysiy € A verifica ~gz <y entonces
gy < .
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Demostracion: Supongamos que en A se verifica la ecuacion gz — ggr = 1.
Seaa € Ay z=min{z € A: haVgz = 1}. Elijjamos z € A tal que aVgz = 1.
Como gz < ggr entonces 1 = aV ggz, y en virtud de la axiomatica de algebra
temporal tenemos que ha V gr = 1. Dada la eleccién de z y de = tenemos que
z < z, para todo x € A tal que z V gr = 1. En definitiva esto nos conduce
a afirmar que min{z € A: haVgzr =1} < {z € A:aVgr = 1}. Porel
corolario 2.3.12 y las propiedades del algebra de Boole podemos concluir que
ha < hha. La implicacién reciproca se demuestra analogamente.

El resto de la demostraciéon se obtiene con razonamientos analogos a los
anteriores. |

Definicién 2.3.18 Sea R (resp. PB) la categoria de las dlgebras temporales
(resp. pretemporal) y sus morfismos (resp. los morfismos de la estructura
algebraica que son morfismos para t). El siguiente resultado es un resumen en
lenguaje categorico de lo dicho en esta seccion.

Corolario 2.3.19 El funtor U : R —— B que transforma el algebra temporal
(A,A,V,—,g,h,1) en el digebra pretemporal (A, A\,V,—, g,1) es un isomorfismo
de categorias.

§2.4 Algebras Pretemporales y Algebras Modales.

Como hemos demostrado, la clase de las algebras pretemporales es una
subclase propia de la clase de las algebras modales. La importancia de esta
subclase es considerable respecto a las algebras pretemporales como aseguram
los siguientes resultados.

Definicién 2.4.1 Sea (T, R) una estructura. (T, R)}. es el dlgebra (P(T),N,U, ~,ig, T),

m

donde ig coincide con la operacion gr de (T, R)*.

Teorema 2.4.2 Para cada dlgebra modal A eziste una estructura (T, R) tal
que A es isomorfa a una subdlgebra de (T, R)}.

Corolario 2.4.3 Toda dlgebra modal es isomorfa a una subdlgebra de un
dlgebra pretemporal.
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Demostracion: Si (T, R) es una estructura entonces (T, R)} = (P(T),N,U, g, T)

es un algebra modal cuyo operador necesidad coincide con gg (proveniente de
(T, R){). Asi pues (T, R)} es un algebra pretemporal. De hecho el conjunto
ir(X), para X C T, es por definicién

{y € T : para todo y' € T, st yRy' entonces y' € X}

y el filtro F; (X) es {Y C T : X Uig(Y)=T}. El conjunto
Yo={yeT:existey €T tal que yRy ey’ ¢ X}

es un elemento de F;,(X) y realmente es su minimo. [ |

Corolario 2.4.4 Si P es la clase de dlgebras pretemporales y M es la varie-
dad de dlgebras modales entonces V(P) = M, i.e. la clase P genera a la
variedad M.

Demostracion: Dado que M es una variedad y P es una subclase de M se
tiene que HSP(P) C M. Por otra parte, si A es un algebra modal entonces
existe una subalgebra de un elemento de P que es isomorfo a A, y como
consecuencia A es una imagen homomorfa de esta subalgebra. Esto implica
que A € HSP(P). Se tiene por tanto que HSP(P) = M, como queriamos
demostrar. |

Hemos demostrado por tanto que la algebras modales y las algebras tem-
porales tienen un antepasado en comun que son las aglebras pretemporales.
Por una parte la clase de las algebras pretemporales es equipotente a la clase
de las algebras temporales y por otra es una clase generadora de la variedad
de las algebras modales, variedad de la que es subclase.



Capitulo 3

Congruencias y Espectros.

§3.1 Introduccion.

Al hablar de algebras temporales podemos distinguir dos tipos de con-
gruencias, a saber, las congruencias del algebra temporal propiamente dichas
y las congruencias del algebra de Boole subyacente. El presente capitulo trata
de las congruencias temporales. En primer lugar es conveniente identificar a
aquellos subconjuntos del algebra asociados a las congruencias, resultando ser
dicho conjuntos, en este caso, los filtros temporales. Seguidamente se pro-
cede a estudiar la cuestion de describir los filtros temporales engendrados por
un conjunto de generadores. Siguiendo la linea de los estudios clasicos nos
ocupamos de los filtros irreducibles, completamente irreducibles y maximales.

§3.2 Congruencias y Filtros.

Dado que las congruencias temporales son sin duda congruencias del algebra
de Boole subyacente los conjuntos asociados a ellas seran un tipo particular
de filtros. Aparecen asi los filtros temporales.

Definicién 3.2.1 Un filtro D de A es temporal st se cumple que para todo
a € A, La € D, esto es, D es cerrado para la operacion temporal L. Se
designard al conjunto de los filtros temporales por Spt(A).

Definicién 3.2.2 Sea A un dlgebra temporal y Cong(A) el conjunto de con-
gruencias de A. Definimos la aplicacion:

A: Cong(A) — P(A)

45
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como A(f) = {z € A: (z,1) € 0}, para todo § € Cong(A).

La aplicacién anterior, en principio, toma valores en P(A). Veamos que
realmente los toma en Spt(.A).

Teorema 3.2.3 Si A es un dlgebra y A es la aplicacion de la definicion 3.2.2
entonces A(0) € Spt(A), para todo § € Cong(A).

Demostracién: Sea 0 una congruencia de A. Como (1,1) € 0 se tiene que
1 € A(f). Sia,be A(f) entonces (a,1),(b,1) € 8 y por tanto (a A b,1) €
con lo cual tenemos que a A b € A(#). Supongamos que a € A(f) y que a < b.
Entonces se tiene que @ — b = 1 y por tanto que (a — b,1) € 0. Dada la
simetria de 6, (1,a),(1,a — b) € 8. Como 0 es reflexiva, (b, b) € 0. Puesto que
1 —-b=5b, (a — b,b) € 0. Por transitividad, tenemos que (1,b) € 6. Hemos
demostrado que A(6) € Sp(A). Como 8 es congruencia, es facil demostrar que
A(0) es cerrado para la operacion temporal L. [

Nuestro objetivo es demostrar que la aplicacién A es una biyeccion. Para
ello definiremos otra que sera su inversa.

Definiciéon 3.2.4 Sea A un dlgebra temporal. Definimos la aplicacion:
0 : Spt(A) — P(A?)

definida por:
O(D) =(a,b) e A>:a—>bb—acD

Teorema 3.2.5 Sea A un dlgebra temporal. Si D € Spt(A) entonces O(D) €
Cong(A).

Demostracion: Veamos en primer lugar que ©(D) es una relacién de equi-
valencia. Dado que ~aVa =1y 1 € D, (a,a) € O(D). Luego O(D) es
reflexiva. La simetria es evidente. Para la transitividad, supongamos que
(a,b),(b,c) € O(D). En tal caso tenemos que a — b,b — a,b — c,c = b€ D.
Por el lema 0.3.8, (a — b) — ((b = ¢) = (a — ¢)) € D, y por el teorema
0.3.16 deducimos que a — ¢ € D. Este razonamiento se puede repetir con
las hipdtesis adecuadas para obtener ¢ — a € D. De esta forma se tiene la
transitividad de ©(D).
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Supongamos que (a,b) € O(D). Por el lema 0.3.9 tenemos que (a — b) —
(=b — —a) € D, y por el teorema 0.3.16, ~b — —a € D. De forma analoga
obtendriamos que —a — —b € D, razonando a partir de la hipdtesisb — a € D.
Cloncluimos pues que (—a, -b) € O(D).

Supongamos ahora que (a,b) € ©(D) y sea c € A. Como b < bV ¢ entonces
tenemos que —aV b < —aV (bVc), estoes, a = b < a — (bVc). Dado que por
hipétesis a — b € D y D es un filtro, ha de verificarse a — (bV ¢) € D. Como
(maA=c)VbVe = (maVbVe)A(—cVbVe) = ~aVbVe = a — (bVc) se tiene que
(aVe) — (bVe) € D. De forma analoga demostrariamos que (bVe) — (aVe) €
D. Asi pues, (a Ve, bV c) € O(D) y, dada la conmutatividad de la operacion
V, también se tiene (cVa,cVb) € O(D). Si (c,d) € O(D), entonces, en virtud
de lo ya demostrado, (aVe,bVe) € O(D)y (bVe,bVd) € O(D). Como O(D)
es una relacién transitiva, podemos concluir que (a V ¢,bV d) € O(D).

Supongamos que (a,b) € ©(D). Tendremos por tanto que L(a — b) € D
y L(b — a) € D. Como consecuencia inmediata g(a — b),h(a — b) € D. Por
otra parte, segin la axiomatica de algebras temporales, g(a — b) — (ga —
gb)=1€ Dy h(a— b) = (ha - hb) =1¢€ D. Por el lema 0.3.16 se cumple
que ga — gb,ha — hb € D. De forma analoga demostrariamos que gb —
ga,hb — ha € D y como conclusién tendriamos que (ga, gb), (ha, hb) € O(D).

Recapitulando tenemos que ©(D) es una relaciéon de equivalencia que
ademads es congruencia para las operaciones del conjunto {—,V,g,h}. Como
para todo a,b € A, a Ab = —(—aV —b), O(D) es también congruencia para A.
Asi pues, O(D) € Cong(A). [

Lema 3.2.6 Sea A un dlgebra temporal, a,b € A y 0 € Cong(A). Son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:

(i) {(a,b) € 6.
(i1) (a—b,1),(b—a,1) €6

Demostracion: Supongamos que (a,b) € §. Como b — b =1y (b,b) € 6, debe
cumplirse que (a — b,1), (b — a, 1) € 6. Reciprocamente, dado que para todo
r,y € A (z = y) = = = z, tenemos que ((a — b) — a,a),((b — a) — b,b) €
. Como (a = b) — ((b = a) = b) = (b — a) = ((a — b) — a), (cfr. lema
0.3.8) y 0 es congruencia para —, se deduce la primera afirmacién. |

Teorema 3.2.7 Si A es un dlgebra temporal entonces A es una biyeccion y
O es su inversa.
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Demostracion: Sean § € Cong(A)y D € Spt(A). Sean ademas a,b,c € A. Se
tiene por una parte la siguiente cadena de equivalencias:

ceD suu ¢c—1,1—>c€eD
sit (¢, 1) € O(D)
sit ¢ € A(O(D)).

y por otra la siguiente, via el lema 3.2.6:

(a,b) €0 st (a— b,1),(b—a,l)eb
sit a—bb—aec Al
stz (a,b) € O(A(H)).

Asf pues, A0 0 = Ispu) ¥ © 0 A = Icong(a)- -

Teorema 3.2.8 Si A es un dlgebra temporal entonces los reticulos (Spt(A), C
) y (Cong(A),C) son isomorfos.

Demostracion: Como hemos visto, la aplicacion A es una biyeccién con inversa
©. Es facil comprobar que ambas conservan el orden. De esto se deduce lo
que afirma el enunciado. [ ]

Teorema 3.2.9 El reticulo de los filtros temporales de cualquier dlgebra tem-
poral es distributivo.

Demostracion: La variedad de las algebras temporales es aritmética y para
ello basta considerar el término:

m(z,y,2)=(zAz)V(zA-yA-z)V(-zA-yAz2)

Por tanto, la variedad de algebras temporales es no sélo de congruencias per-
mutables sino que el reticulo de congruencias es distributivo. Esto implica que
el reticulo de filtros temporales de un algebra temporal, que es isomorfo al de
congruecias temporales de la misma algebra sea distributivo. ®
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A continuacién vamos a estudiar algunas cuestiones elementales sobre los
cocientes de algebras temporales por filtros temporales. Para que este estudio
introductorio quede completo introduciremos también los concepto de ideal e
ideal temporal de un algebra temporal.

Definicién 3.2.10 Si A es un dlgebra temporal y X C A. Definimos el con-
junto =X segin la siguiente tgualdad:

-X ={-ai1a€ X}

Definicién 3.2.11 Dea A un dlgebra temporal e [ C A. I es un ideal (resp.
ideal temporal) de A si, y solo si, =1 es un filtro (resp. filtro temporal) de A.

Teorema 3.2.12 Sea A un dlgebra temporal y 6 una relacion de equivalencia
sobre A. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) 6 € Cong(A).
(11) 1/6 es un filtro temporal y para todo a,bEA se cumple:

(a,b) € 0 si, y sélo si, a — b,b—a€1/0

Lema 3.2.13 Sea A un dlgebra temporal, F' un filtro temporal de A y a,b €
A. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) a > bb—acF.

(11) Existe c € F tal quea Ac=bAc.

Lema 3.2.14 Sea A un dlgebra temporal, I un ideal temporal de A ya,be A.
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) a+bel

(it) Eziste c€ I tal queaVec=>bVec.

Lema 3.2.15 Sea A un dlgebra temporal, F € Spt(A) y a,b € A. Son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:

(i) a—>bb—ackF.
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(1)) a4+ b€ —F.

Corolario 3.2.16 Sea A un dlgebra temporal, 8 €Cong(A) y a,beA. Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) (a,b) €0.

(ii) Eziste c€ A(0) tal que aAc=bAc.
(iii) a—b,b—ac A(D).

(iv) a+be ~A(B).

(v) Eziste c€ ~A(0) tal que aVc=aVec.

§3.3 Generacién de filtros. Teorema de la deduccién.

Definicién 3.3.1 Sea A un dlgebra temporal y X C A. El filtro generado por
X, Dy(X), se define como:

Dy(X)=({D € Spt(A): X C D}
esto es, Dy(X) es el menor filtro temporal de A que contiene al conjunto X.
Lema 3.3.2 Sea A un dlgebra temporal, X C A y H(X) el conjunto:
{a € A:existe Y € Py(X) y n €w tal que L"(\Y) < a}
Entonces se cumple Di(X) = H(X).

Demostracidn: Es facil verificar que 1 € H(X) y que H(X) es un filtro de
orden cerrado para L, con lo cual H(X) es un filtro temporal. Por otra parte, si
tomamos a, b € H(X) entonces existen nq,ny € wy Y,, Y, € P,(X) verificando
L™ (AY,) < ay L™(AY,) < b. El ndmero natural m = maz{n,,ny} verifica
L™(AY,) < L™ (AY.) a la vez que L™(AY;) < L™(AY;). Por consiguiente

podemos concluir que:
L"(A(YaUYs) <anb

y por tanto aAb € H(X). Puesto que H(X) es un filtro y X C H(X) tenemos
que Dy(X) C H(X). Para ver la otra inclusién tomemos a € H(X); existiran
pues Y, € P,(X) y n, € w tal que L™ (AY,) < a. Pero X C Dy(X) y D:(X)
es cerrado para las operaciones A y L, por tanto a € Dy(X). ]
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El conjunto D;(X) tiene una descripcion especial en el caso de que X sea
de la forma D U {a}, donde D es un filtro temporal y a € A.

Teorema 3.3.3 (de la deduccién) Sea A un dlgebra temporal. Para todo
D € Spt(A) ya € A se cumple la igualdad:

Di(D,a) = {z € A: existe n € w tal que L™(a) — z € D}

Demostracion: Para mas comodidad en la demostracion sea F' el miembro de
la derecha en la igualdad conjuntista del enunciado. Lo que se afirma es que
F es un filtro temporal de A que contiene a DU {a} y que ademas es el menor
entre los que verifican dicha propiedad.

Es inmediato verificar que F es un filtro de orden y que D U {a} C F.
Ademias L°(a) - 1 =1¢€ D, con lo cual 1 € F. Si suponemos que z,y € F
entonces existen dos nimeros naturales n y m (por ejemplo n < m) tales que
L"(a) = z, L™(a) — y € D. De esto se sigue que L™(a) — z, L™(a) -y € D
y por tanto L™(a) — (zAy) € D. Concluimos pues que F' € Sp(A). Mas aun,
F' es temporal porque si existe m € w tal que L™(a) — z y D es temporal
entonces L(L™(a) — z) € D y por tanto L™ (a) — Lz € D. De aqui la
temporalidad de F'.

Supongamos finalmente que D’ es un elemento de Spt(.A) que contiene
aDU{a}yseaz € Aym € w tal que L™(a) — ¢ € D. En tal caso
L™(a),L™(a) — z € D', lo cual implica que z € D’. Esto concluye la demos-
tracion. ]

Corolario 3.3.4 Sea D un elemento de Spt(A) y X = {a1,as,...,a,} un
subconjunto finito de A. El filtro temporal generado por D U X coincide con
el conjunto de los elemento x de A tales que existe m € w cumpliendo:

L™(a1))AN...Na,) >z €D
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§3.4 Saturacion.

Dada un &lgebra temporal A, se tiene por una parte el conjunto de sus
filtros temporales y por otra el conjunto de sus ultrafiltros Ult(A). Ademas se
dispone de la estructura temporal (Ult(A), <). Es sabido también que todos
los filtros del A se pueden generar a partir de Ult(.A) como interseccién de
sus diversas partes. Nos planteamos ahora la cuestién de indagar sobre las
condiciones particulares que debe verificar un subconjunto de Ult(A) para
que su gran interseccién, que como queda dicho es un filtro, sea un filtro
temporal. Sin duda la relacién < debe ser una pieza clave en el estudio porque
ella lleva implicita bastante informacién sobre la temporalidad de A, segin se
desprende de su definicién y teoremas como el de Stone generalizado. Para
comenzar definiremos las siguientes funciones.

Definicién 3.4.1 Sea A un dlgebra temporal. Definimos la aplicacion p :
Spt(A) —— P(Ult(A)) como sigue:

w(D,) = {D € Ult(A) : D, C D}

para todo D; € Spt(A). Por otro lado podemos considerar también la apli-
cacion o : P(Ult(A)) — Sp(A) definida como:

o(5) =18

para todo S C Ult(A).

Sat4(A) designard el conjunto de los subconjuntos de Ult(A) saturados
respecto a <. Sus elementos serdn denominados conjuntos saturados de Ult(.A)
o simplemente conjuntos saturados.

Obsérvese que dada un algebra temporal cualquiera A se cumple que
w(D;) # 0, para todo D, € Spt(A), y ello debido a que el universo del algebra
temporal no se considera filtro del algebra.

Lema 3.4.2 Sea A un dlgebra temporal. La aplicacion p es inyectiva y o es
sobreyectiva.

Demostracién: Es facil deducir que para todo D € Sp(A) se cumple que
D =N{D' € Ult(A): D C D'}. Por tanto oo p = lgpya) y de ello se deduce
lo que afirma el enunciado. [ |
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Lema 3.4.3 Sea A un dlgebra temporal y sea D € Ult(A). Entonces:
(i) g*D es un filtro de dlgebra de Boole.

(ii) g*D = N{D' € Ult(A): D < D'}.
(111) h*D es un filtro de dlgebra de Boole.
(iv) h*D =N{D’' € Ult(A): D' < D}.

Demostracion: Es inmediato comprobar que ¢g*D es cerrado para la operacion
booleana A debido a que ¢ es un morfismo para dicha operacién y a que
D € Sp(A). Ademas por ser g A-morfismo es creciente y como consecuencia
siz € g*Dy z < y entonces y € g*D. Por otra parte g1 = 1, lo cual implica
que 1 € ¢g*D. Analogamente demostrariamos que A*D es un filtro del algebra
temporal.

Como D < D' si, y sélo si, g*D C D’ se tiene que los conjuntos {D’' €
Ult(A): D < D'} y {D' € Ult(A) : gD C D'} coinciden. De esto se sigue
inmediatamente la propiedad segunda. La cuarta se demuestra analogamente.

]

El primer resultado que se obtiene es que si partimos de un filtro temporal
entonces el conjunto de ultrafiltros que lo contienen es saturado desde el punto
de vista de la relacion de equivalencia que genera <.

Teorema 3.4.4 Sea A un dlgebra temporal y D; € Spt(A). Entonces u(D;)
es un conjunto saturado de A.

Demostracion: Sea D € u(D;) y D' € Ult(A). Supongamos que D < D', i.e.,
g* (D) € D'. Como D; C D tenemos que g*(D;) C ¢g*(D). Por otra parte
tenemos que g.(D;) € D; debido a que D; es temporal. Por consiguiente se
tiene la siguiente cadena de inclusiones D; C g*g.(D:) C ¢*(D;). Se deduce
que D; C D', lo cual implica que D’ € u(D;). Si suponemos que D' < D
entonces se obtendria D’ € u(D;) de forma similar razonando en esta ocasion
sobre h. La demostracién queda completada con un sencillo razonamiento
inductivo. o

En efecto, no sélo ocurre que el conjunto de ultrafiltros que contienen a
un filtro temporal es saturado sino que todo subconjunto saturado de Ult(.A)
segin la relacion de equivalencia que genera < proporciona un filtro temporal
al efectuar su gran interseccion.
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Teorema 3.4.5 Sea A un dlgebra temporal. Si S es un conjunto saturado de
Ult(A) entonces o(S) € Spt(A).

Demostracién: Supongamos que S es un conjunto saturado de A. Es claro
que o(S) es un elemento de Sp(A); pero ademas o(S) es también un filtro
temporal. En efecto, si D € S se tiene:

¢'(D) = o({D' € Ull(A): g"(D) C D'})
= o({D' € Ult(A): D < D'})

y como {D' € Ult(A) : D < D'} C S podemos concluir que o(S) C g*(D),
para todo D € S. Por consiguiente, si a € o(S) entoces ga € D, para todo
D € S, es decir, ga € o(S). Analogamente se demostraria que o(.S) es cerrado
para h y por tanto para L, con lo cual o(S) es un filtro temporal, como
queriamos demostrar. =

Con esto tenemos dos funciones, a saber, aquella que aplica cada filtro
temporal D; en el conjunto saturado u(D;) y la que aplica cada conjunto
saturado S de Ult(.A) en su gran intersecciéon o(S) que es realmente un filtro
temporal. Tenemos por tanto un método de obtener filtros temporales, a saber,
efectuar la gran interseccion de conjuntos saturados del algebra en cuestion.
Ademas todos los filtros temporales se obtienen de esta forma. Como hemos
hecho observar, o es inversa a izquierda de y; sin embargo daremos ejemplos
que p no es sobreyectiva en general.

Es posible encontrar algebras temporales en las cuales existen conjuntos
saturados S para los que no existe D; € Spt(.A) verificando u(D;) = S. En lo
que sigue damos un sencillo a la vez que interesante ejemplo de esto.

Definicién 3.4.6 Dado X CZ,sean X —1={n—-1:ne€ X} y X +1=
{n+1:n € X}. Consideremos ademds en Z la relacion binaria § = {(m,m+
1) :m € w}.

Es sencillo comprobar que en el dlgebra temporal (Z,0)% las aplicaciones
g,h,f y p verifican lo siguiente:

(i) 9(X)=f(X)=X -1
(ii) h(X) =p(X) =X +1
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Representaremos por D; el conjunto {X C Z:i € X}, para todo t € Z. Como
es bien conocido las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) D € Ult((z,0)") y D es principal.
(ii) Eziste 1 € Z tal que D = D;.

Teorema 3.4.7 FEziste una componente coneza C de (Ult((Z,0)%), <) distinta
de u(Dy), para todo D, € Spt((2,0)%). Ademds o(C) ¢ SptM((z,6)").

Demostracion: Dado X C Z es facil verificar a partir de la definiciéon que
-(X —1) = =X — 1, y por tanto ~g(X) = g(—X). Por otra parte sea D €
Ult((z,0)*) y X C Z tal que X ¢ g*(D). Como D es maximal tenemos que
—g(X) € D. En virtud de la propiedad anterior se sigue que g(—X) € D, i.e.,
=X € ¢g*(D). Hemos demostrado justamente que si D € Ult((Z,0)") entonces
g*(D) € Ult((z,6)*).

Por otra parte si D, D' € Ult((Z,0)%) son tales que D < D' y cumplen por
tanto g*(D) C D', entonces por la maximalidad de D, D" y ¢g*(D), podemos
concluir que D' = ¢g*(D). Tomemos ahora ¢t € Zy D € Ult((z,0)*) verificando
D; < D. Dado que g*(D;) = D;41, se tiene entonces D = D;;;. Analogamente,
si D < D; entonces D = D;_; puesto que h*(D;) = D;_,. Esto basta para
establecer que D; < D; si, y solamente si, j =7+ 1y que {D; : 7 € Z} es una
componente conexa de (Ult((z,0)"),<). Llamemos C a dicha componente
conexa.

Consideremos Cofin(z) = {X C Z : =X es finito} (el conjunto de los
subconjuntos cofinitos de Z). Es bien sabido que Cofin(Z) es un filtro de
(z,0)*. Queda comprobar que dicho filtro es temporal. Para ello sea X €
Cofin(z). Como g(—X) = —g(X) y g aplica conjuntos finitos en conjuntos
finitos se sigue que g(X) € Cofin(Z). Para h vale un razonamiento similar.
Por consiguiente Cofin(Z) es cerrado para L y es un filtro temporal.

Veamos que no existe D; € Spt((z,0)") tal que u(D;) = {D; : 7 €
Z}. Si esto ocurriera entonces D; = {Z} y ello contradice el hecho de que
{D; : i € Z} sea un subconjunto propio de Ult((z,0)*). Ademas, o(C) =
{z} C Cofin(z) C P(z) y Cofin(z) € Spt((z,0)*) con lo cual o(C) ¢
SptM((z,0)%), que es lo que queriamos demostrar. [

Definicién 3.4.8 Un filtro de A es temporal mazimal si es distinto de A,
temporal y mazimal en el conjunto de los filtros temporales distintos de A. Se
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designard al conjunto de los filtros temporales mazimales de A por SptM(A).
El conjunto (| Spt M (A) serd notado como Radtp(A).

Sin embargo es posible dar mas informacién sobre (Ult((z,0)*),<). De
la demostracién del dltimo teorema se sigue que C'ofin(Z) es un filtro tempo-
ral. Sin embargo, dicho filtro no es temporal maximal y es el antepeniltimo
elemento del reticulo de filtros temporales de (z,6)*.

Lema 3.4.9 Sea (Z,0)% y Cofin(Z) el filtro (temporal) de Frechet sobre P(Z).
Si D, € Spt((z,0)%) y existe z € Z tal que {z}° € D, entonces Cofin(Z) C D,.

Demostracion: Sea A € Cofin(Z) y z1,22,...,2n € Z tal que A = {z}°N

. N{z,}°. Supongamos que {z}° € D; y sea i un elemento de {1,... ,n}.
Si z < z; entonces {z}° = {z}°+ (zi — z) = h*~*({z}°) y si z; < z entonces
{z:}¢ = ¢°~%({z}°). En ambos casos {z;}° € D; puesto que D; es temporal y
por consiguiente A € D;. [}

Teorema 3.4.10 Sea (

Z,0)t y Cofin(z) el filtro (temporal) de Frechet sobre
P(z). Si D, € Spt((z,6)")

y D; # {Z} entonces Cofin(Z) C D;.

Demostracidn: Supongamos que D; # {Z}. Existe pues A € D; y z € Z tal
que z ¢ A. Podemos concluir que {z}° € D; y considerando el lema 3.4.9 se
tiene Cofin(Z) C D;. O

Teorema 3.4.11 Sea el dlgebra temporal (Z,0)*. Cofin(Z) no es un filtro
temporal mazimal.

Demostracion: Si Cofin(z) fuera un filtro temporal maximal entonces § €
Di(Cofin(z),z), i.e.,0 € Cofin(Z) y ello es una contradiccién. [ |

Corolario 3.4.12 El dlgebra temporal (Z,0)* es un dlgebra temporal subdi-
rectamente irreducible.

Demostracion: Como consecuencia del teorema 3.4.10 tenemos que el reticulo
de los filtros temporales de (Z, §)* posee peniltimo elemento, a saber, Cofin(Z).
Esto es equivalente a que (Z,0)* sea subdirectamente irreducible ([11]). =
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§3.5 Espectro temporal irreducible y completamente
irreducible.

Esta seccién esta dedicada a obtener caracterizaciones de los filtros irre-
ducibles y completamente irreducibles.

Definicién 3.5.1 El filtro D € Spt(A) es irreducible si es distinto de A y si
para todo Dy, D, € Spt(A) tal que D = D1 N Dy se cumple que D = Dy o
D = D,. FEl conjunto de los filtros irreducibles de A serd representado por
SptI(A)

El filtro D € Spt(A) es completamente irreducible si es distinto de A y
st para toda familia no vacia de filtros temporales, § = {D; : 1 € I}, tal que
D =N§ existe 1 € I tal que D = D;. El conjunto de los filtros completamente
irreducibles de A serd representado por SptCI(A).

Definicién 3.5.2 Un filtro temporal D estd ligado a un elemento a ¢ D si D
es maximal en el conjunto de los filtros temporales que no contienen a a. Para
referirnos a un filtro temporal ligado a a € A escribiremos D, .

Los filtros irreducibles y los completamente irreducibles tienen la propie-
dad de separacion, esto es, los filtros temporales se pueden separar de puntos
que no le pertenecen por medio de filtros irreducibles y por medio de filtros
completamente irreducibles.

Lema 3.5.3 Sea A un dlgebra temporal, D € Spt(A) y a ¢ D. Entonces:
(i) Eziste D' € SptI(A) tal que D C D" ya ¢ D'.
(i1) Eziste D' € SptCI(A) tal que D C D' ya ¢ D'

Demostracién: Sea $ = {D' € Spt(A): D C D'y a ¢ D'}. En el conjunto
ordenado (%,C) toda cadena tiene evidentemente una cota superior. Por el
lema de Zorn existe en $ un elemento maximal D’. Esta claro que D C D'y
que a ¢ D'. S6lo queda comprobar que D' es irreducible. Para ello supongamos
que existen Dy, D, € Spt(A) tal que D = D;N D,. Entoncesa ¢ D, o a ¢ D,.
Por la maximalidad de D’ en $ concluimos que D' = D; o bien D' = D,. El
resto de la demostracion es totalmente analoga a lo anterior. [ |

Corolario 3.5.4 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Se cumple que:



58 Capitulo 3. Congruencias y Espectros.

(i) D=N{D" € SptI(A): D C D'}
(ii) D =N{D' € SptCI(A): D C D'}
Lema 3.5.5 Sea A un dlgebra temporal. Se cumple que SpCI(A) C SpI(A)

Teorema 3.5.6 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) D es irreducible.

(ii) Para todo a,b € A\ D existe c € A\ D yn € w tal que L"a < c y
L0 £ &,

Demostracion: Supongamos que el filtro temporal D es irreducible y que exis-
ten a,b € A\ D tal que para todo n € w, si L™a < cy L"b < centonces c € D.
Esto implica que D;(a) N D¢(b) € D y por tanto:

Di(D, Di(a) N D¢(b)) = D
Dado que se tiene la igualdad:
Dy(D, Di(a) N Dy(b)) = Dy(D, Di(a)) N De(D, Dy(b))
entonces se tiene también la igualdad conjuntista:
D = Dy(D, Di(a)) N Dy(D, Dy(b))

pero, evidentemente D;(D, Di(a)) # D y Di(D, D4(b)) # D, y esto contradice
el hecho de que D sea irreducible y se tiene por tanto demostrada la segunda
afirmacion.

Reciprocamente, sea D € Spt(.A) tal que para todo a,b € A\ D existe
n€wyc€A\D tal que L"a < cy L™ < ¢. Si D no fuese irreducible
existirian Dy, D; € Spt(A) talesque D = D1NDyy D # D,y D # D,. Sean,
por tanto, a € D\ Dy, b6 € D\ D2, c€ A\ D yn € w tales que L"a < cy
L™b < ¢. Entonces ¢ € Dy N Dy, lo cual contradice la hipétesis de que ¢ ¢ D.
Como consecuencia el filtro temporal D debe ser irreducible. [ ]

Teorema 3.5.7 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:
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(i) D es completamente irreducible.
(i1) Eziste a € A tal que D = D,.

(iii) Eziste € A\ D tal que para todoy € A\ D existe n € w cumpliéndose
L'y -z € D.

Demostracidn: Supongamos que D es completamente irreducible y veamos
que D = D,, para algin a € A\ D. En efecto, si D no fuera ligado a
ningin a € AD, entonces existiria en virtud del lema 3.5.3 un filtro D, tal
quea ¢ D,y D C D,. Es claro que D = "{D, : a € A\ D} puesto que si
€ N{D,:a € A\ D} entonces z € D, ya que de no ser asi z € D, y ello es
imposible por la definicién de D,. Se tendria expresado D de esta forma como
interseccién de una familia de filtros temporales que lo contienen propiamente
contradiciendo el caracter de completamente irreducible que tiene D.

Supongamos que existe a € A tal que D = D, y tomemos como z el
elemento a. Si y ¢ D entonces z € Dy(D,y) y por tanto existe n € w tal que
L'y -z € D.

Para ver que la tercera afirmacién implica a la primera tomemos un filtro
temporal D’ tal que D C D'. Sea ahora y € D'\ D. Segin nuestra hipétesis
debe existir n € w tal que L"y — ¢ € D. Como y € D'y D' es filtro temporal
entonces L™y, L™y — z € D', consecuencia de lo cual es que z € D’. Por tanto,
D es maximal entre los filtros temporales que no contienen a z. Supongamos
que D = N{D; : 1 € I}. Como z ¢ D entonces existe : € [ tal que z ¢ D; y
como D C D; se concluye que D = D;. Por tanto D es irreducible. @

Teorema 3.5.8 Sea A un dlgebra temporal. Se cumple que:
(i) RtI(A) = {1}.
(it) RtCI(A)={1}.

Demostracion: Es inmediata a partir del lema 3.5.3. [ |

§3.6 Espectro temporal maximal.

La presente seccién esta dedicada a obtener algunas caracterizaciones de
los filtros temporales maximales.
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Teorema 3.6.1 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) D € SptM(A).

(iti) Para todo a € A\ D eziste n € w tal que M™(—a) € D.

Demostracion: Es inmediato a partir de las definiciones que si D € SptM(A)
entonces D esta ligado a 0. Si D = Dy entonces, por el teorema 3.5.7 y
mas concretamente por la demostracion de que la afirmacion segunda implica
a la terceralemma, se tiene que para todo a € A\ D existe n € w tal que
L"a — 0 € D. Pero L™a — 0 = M™—a, asi que se tiene la tercera afirmacién.

Para demostrar que la tercera afirmacién implica a la primera supongamos
aquella y que existe D’ € Spt(.A) tal que D C D'. Elijamos a € D’ verificando
a ¢ D. Entonces existe n € w tal que M™(—-a) € D y por tanto =L"(a) € D'.
Como a es un elemento de D' y este filtro es temporal se obtiene que L™(a) €
D'. Ello implica que 0 € D’ y por tanto que D’ = A. Como conclusién se
tiene que D € SptM(.A) como se queria demostrar. |

Corolario 3.6.2 Sea A un dlgebra temporal. Se cumple que SptM(A) C
SptCI(A).

Corolario 3.6.3 Sea A un dlgebra temporal y D € SptM(A). Para todo
a € A eriste n € w tal que M™a € D o bien M™"—a € D.

Es posible caracterizar los filtros temporales maximales en funcién de la
estructura (Ult(A), <).

Teorema 3.6.4 Sea A un dlgebra temporal y D, € Spt(A) tal que D; # A.
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) D € SptM(A).

(ii) Si C es una componente coneza de (Ult(A), <) tal que C C u(D;) en-
tonces se cumple (\C = D;.
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Demostracion: Supongamos en primer lugar que D; € SptM(A). Si supone-
mos que C' C u(D;) entonces D; C o(C). Como C' es un conjunto saturado de
Ult(A), segiin 3.4.5, N C € Spt(A). Por otra parte, si D; € Spt M(.A) entonces
D, = NC, a menos que C = {A} lo cual es imposible dado que A ¢ Ult(A).
Esto demuestra que la segunda afirmacion es cierta.

Reciprocamente, sea D € Spt(A)\{A} tal que D; C D,y cumpliendose por
tanto (D) C u(D;). Es claro que u(D) # 0 y, del teorema 3.4.4, que u(D) es
un conjunto saturado. Sea C' una componente conexa verificando C C u(D).
De esto y de la hipétesis se tiene ou(D) = D C o(C) = D;. Ello implica que
D = D, i.e. D; es maximal entre entre los filtros temporales, como queriamos
demostrar. £
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Capitulo 4

Algebras temporales simples y semisimples.

§4.1 Introduccidn.

En el presente capitulo nos ocupamos de las algebras temporales simples
y semisimples, entendiendo estos conceptos en el sentido usual del Algebra
Universal. Daremos una caracterizacion de las algebras temporales simples
que es muy similar a la dada por A.J. Rodriguez para algebras de Wajsberg en
[35]. Estudiaremos ademas la clase de las algebras temporales a las que hemos
llamado “balanceadas”. Como ejemplo encontramos dos amplisimas clases de
dlgebras, entre ellas las de las finitas. Demostraremos también que todas las
dlgebras temporales balanceadas son semisimples.

4.2 Algebras temporales simples.

En todo algebra temporal simple es posible acotar inferiormente a los ele-
mentos por una determinada portencia del operador L, aplicado a otro deter-
minado elemento. En la demostracion de este lema y de los resultados sucesivos
se aplican las descripciones dadas para los filtros temporales generados por un
conjunto.

Lema 4.2.1 Sea A un dlgebra temporal simple. St X € P(A)\ {0,{1}} y
a € A entonces eziste Y, € Py(X) yn, € w tal que L™ (AY,) < a.

Demostracion: Si X ¢ {0,{1}} entonces {1} C Dy(X). Como A es simple
tenemos D;(X) = A y por tanto a € Di(X). Teniendo en cuenta la definicién
de D(X) obtenemos inmediatamente el lema. &

63



64 Capitulo 4. Algebras temporales simples y semisimples.

Lema 4.2.2 Sea A un dlgebra temporal. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) Para todo X € P(A)\ {0,{1}} ya € A eziste Y, € P,(X) y na € w tal
que L™ (A Y,) < a.

(ii) Para todo x € A\ {1} existe n, € w tal que L™z = 0.

Demostracion: Tomemos como hipétesis la primera afirmacion y sea z € A\
{1}. Haciendo X = {z} y a = 0 debe existir n, € w tal que L™z < 0. Esto

nos da la segunda afirmacion.

Reciprocamente, supongamos cierta la segunda afirmacion y sea X €
P(A)\ {0,{1}},a € Ay z € X\ {1}. Por hipétesis debe existir n, € w
verificando que L™ (z) = 0 y por tanto que L™*(z) < a. Basta tomar Y, = {z}
y no = n, para tener la primera afirmacién. [ ]

De los lemas anteriores se deduce que en las algebras temporales simples los
elementos pueden anularse aplicandoles el operador L un nimero finito de ve-
ces. Esto realmente constituye una caracterizacién de las algebras temporales
simples.

Corolario 4.2.3 Sea A un dlgebra temporal simple. Para todo a € A\ {1}
existe n, € w tal que L™ (a) = 0.

A.J Rodriguez en [35] utiliza una operacién monaria a la que llama * y a
partir de ella define una potenciacién de exponente natural. A partir de dicha
operacién * le es posible caracterizar las algebras de Wajsberg simples. En el
caso de las algebras temporales es posible dar una caracterizacion similar de
las simples usando esta vez el operador temporal L que en cierto sentido se
comporta de forma similar a la operacion *.

Teorema 4.2.4 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmactones:

(1) A es simple.
(ii) Para todo a € A\ {1} exziste n, € w tal que L™*(a) = 0.

(iii) Para todo dlgebra temporal B y todo morfismo de dlgebras temporales
¢ : A —— B se cumple que ¢ es un morfismo.
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Demostracién: La primera afirmacién implica la segunda como afirma el lema
4.2.1 y el lema 4.2.2.

De la segunda afirmacién se obtiene la tercera. En efecto, sea ¢ un mor-
fismo de A en B no inyectivo. En tal caso debe existir a € A\ {1} tal que
a € Ker(p). Por hipétesis existe n € w verificando L"(a) = 0 y por tanto:

1=L"(1) = L"(¢(a)) = ¢(L"(a)) = ¢(0) = 0

Esto es un absurdo porque implicaria que 1 = 0 y ello sélo ocurre en el caso
de que el universo del algebra temporal sea unitario, caso que hemos excluido
en este trabajo. Se tiene por tanto la tercera afirmacion.

Para demostrar que la tercera afirmacion implica la primera basta consi-
derar dicha afirmacién y observar que todo filtro temporal de A, distinto de
A, es el nicleo de un morfismo de algebras temporales. [ |

Particularizaremos el anterior resultado a un caso concreto al que volve-
remos a referirnos posteriormente. Se trata del dlgebra obtenida a partir del
sistema GH1 del articulo [5], tras suprimir de su axiomatica los esquemas
Gp — Fpy GGp — Gp. La axiomatica resultante conserva unicamente los
esquemas de transitividad y linealidad por lo que nosotros llamaremos a dichas
algebras “dlgebras transitivas-lineales”.

Definicién 4.2.5 Un dlgebra temporal transitiva-lineal es un dlgebra temporal
tal que para todo a,b € A:

L.1) ga — gga =1
L.2) glaVvb)Ag(aV gb)Ag(gaAb)—gaVgb=1

L.3) h(aVb) A h(aV hb) A h(ha A b) — ha V hb = 1

El siguiente teorema no se encuentra enunciado como tal en el trabajo
[5] pero su demostracién es una recopilacion en lenguaje algebraico de ciertos
resultados que aparecen en el mismo.

Teorema 4.2.6 Sea A un dlgebra temporal transitiva-lineal. Entonces, para
todo a € A:

(i) La=LLa
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(it) Ma = MMa

Demostracion: Como La < ga y p es mondtona entonces pLa < pga. Por la
axiomatica del algebra temporal se tiene que pLa < a, i.e., h~LaVa = 1.
Segin la definicién de L es también claro que ~LaVa =1y =LaV ha = 1.
Teniendo en cuenta este hecho, L.4 y la igualdad A1 = 1 tenemos que hA—La V
ha = 1, i.e., pLa — ha = 1. De esto deducimos que gpLa — gha = 1y por
tanto La < gha. Considerando la definicién de L y el axioma L.I se concluye
que La < ga y que La < gga. Por tanto se tiene que La < g(ha A a A ga),
i.e., La < gLa. Por la simetria de las hipdtesis la desigualdad La < hLa
es también verdadera. Deducimos por tanto que La < hLa A La A gLa, i.e.,
La < L%a. Dado que la desigualdad opuesta es una propiedad general de las
4lgebras temporales tenemos la igualdad La = L?a. La segunda afirmacion es
una consecuencia inmediata de la primera. |

Teorema 4.2.7 Sea A un dlgebra temporal transitiva-lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) A es simple.
(ii) La =0, para todo a € A\ {1}.

Demostracién: Supongamos que A es simple. Entonces, para todo a € A\ {1}
existe n, € w tal que L™a = 0. Pero L™ = L, para todo n € w. Por tanto
La = 0. El reciproco es un corolario inmediato de 4.2.4. [ ]
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§4.3 Algebras temporales balanceadas y semisimples.

Dada un algebra temporal A es posible considerar el cierre simétrico de
< y definir con dicha relacién el concepto usual de cadena en Ult(A). Por
otra parte, dado un subconjunto C' de Ult(A) y a € A es posible clasificar
los elementos de C segiin el criterio de “contener a a”. Tras la clasificacién
anterior C, que no consta mas que de ultrafiltros, quedara particionado en
dos subconjuntos. Nos centraremos en el estudio de cadenas de ultrafiltros
que estan contenidas en componentes conexas y que tienen el primer y ultimo
elemento en distintas subpartes de la componente, una vez clasificados los
ultrafiltros de dicha componente como se dijo antes.

Definicién 4.3.1 Sea A un dlgebra temporal finita. El simbolo < represen-
tard a la relacidn binaria < U <71 en Ult(A).

Definicién 4.3.2 Una cadena en Ult(A) es una n-upla (Do, D1, ....D,) ve-
rificando que para todot € n, D; X D;yq y ademds si it # j entonces D; # D;.
La cadena (Do, Dy, ..., D,) estd incluida en C' C Ult(A) siempre que se veri-
figue {D; : 0<:<n} CC.

Sean a € A y C una componente coneza de Ult(A). El conjunto C(a)*
(resp. C(a)~) es el conjunto de elementos de C' que contienen al elemento a
(resp. —a).

Sean a € A y C una componente coneza de Ult(A). Una cadena a-cruzada
de C es una cadena incluida en C, (Do, D1,...,D,), verificando que Dy €
C(a)” y D, € C(a)*.

A continuacién damos la definicién de algebra temporal balanceada. En su
esencia esta propiedad es una propiedad de regularidad y se refiere a cadenas
y consiste en que la pertenencia de un elemento a uno de los miembros de la
cadena sea suficiente para inferir que pertenece al miembro consecutivo.

Definicién 4.3.3 Sean n € w y C una componente conexa de Ult(A). Una
cadena a-cruzada de C es n-interior si cada una de sus subcadenas incluidas
en C(a)*, (Diy, Di, ..., D), con logitud mayor estrictamente que n (es decir
n < k) cumplen que M"-a € D; ., .

Sean D € C(a)t y D' € C(a)~. D y D’ son n-interiores a C si existe una
cadena a-cruzada de C, (Do, D1, ..., D,), verificando:
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(1) Do = D/.
(i) Dy = 1).

(iit) (Do, Dy,...,D,) es n-interior a C.

La componente coneza C es balanceada st para todo a € A tal que C(a)t #
0y C(a)™ # 0 existe n, € w con la propiedad de que para todo D € C(a)t es
posible encontrar D' € C(a)~ tal que D y D' son n,-interiores.

Un dlgebra temporal A es balanceada si todas y cada una de las componen-
tes coneras de Ult(A) son balanceadas.

A continuacién destacamos dos criterios para concluir el caracter de ba-
lanceada de un algebra. El primero de ellos se refiere a la finitud de las
componentes conexas.

Lema 4.3.4 Sea A un dlgebra temporal. Toda componente coneza de Ult(A)
que sea finita es balanceada.

Como consecuencia inmediata se tiene un resultado sobre las algebras tem-
porales finitas, de tanto interés desde los puntos de vista teérico y practico.

Corolario 4.3.5 Toda dlgebra temporal finita es balanceada.

El segundo criterio se centra en el hecho de la posible idempotencia del
operador temporal M, o en definitiva del operador temporal L. En caso de
que haya una potencia de M superada la cual el operador no cambia se puede
concluir que el algebra temporal es balanceada. Esta circunstancia se da en
la &mplia variedad de las dlgebras temporales transitivo-lineales, cuyo estudio
en términos logicos es el centro del segundo capitulo del trabajo [10].

Lema 4.3.6 Sea A un dlgebra temporal. Si existe n € w tal que M™ = M"*!
entonces A es balanceada.

Demostracion: Sea C' una componente conexa de (Ult(A), <) y a € A tal
que C(a)t # 0 y C(a)~ # 0. Dado D € C(a)*, tomemos D', un elemento
arbitrario de C(a)~. Puesto que C es una componente conexa debe existir al
menos una cadena (Do, D1,...,Dn) tal que Do = D' y D,, = D. Queremos
verificar que M"—a € D;, para todo 0 < 7z < m. La demostracion es por
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induccién sobre i. Para el paso basico de la induccién, puesto que Dy =
D' € C(a)~, basta recordar que ~a = M%-a € Dy y el lema 2.2.7; por
consiguiente M"—a € Dy. Supongamos como hipétesis de induccién que la
afirmacién es cierta para k, i.e., M"—-a € Dy y demostremos que es valida
también para k + 1. Por la definicién de < se deduce que fM™—aV pM™"—-a €
Diy1. Por consiguiente se tiene que M™"*'=a € Dy4,; pero M™ = M™*!| por
tanto M"—a € Diyq. De esto es facil deducir que C' es balanceada y por
consiguiente también A. [

Corolario 4.3.7 Toda dlgebra temporal transitiva-lineal es balanceada.

Demostracion: Este resultado es consecuencia del teorema 4.2.6 y el lema
4.3.6. [ |

En lo que sigue vamos a destacar algunas de las propiedades de las adlgebras
temporales balanceadas. El siguiente teorema tiene una demostracion facil
pero laboriosa. Haremos uso del lema 2.2.7 sin previa indicacién. Dicha teo-
rema pone de manifiesto cierta relacién de regularidad entre las componentes
conexas de Ult(A) que son balanceadas y los filtros temporales maximales de
la misma. Como hemos dicho, los subconjuntos saturados de Ult(.A) generan
por medio de su gran interseccion filtros temporales. Cuando se elijen conjun-
tos saturados “grandes” no se generaran por este método filtros temporales
“grandes”, sino todo lo contrario. Por tanto es razonable esperar a priori que
la forma de obtener filtros temporales maximales es hacer la gran interseccién
de los conjuntos saturados mas pequenos, esto es, de las componentes conexas.
Esto es falso en general como ha quedado demostrado con contraejemplos, sin
embargo la condicién necesaria y suficientes para que ello ocurra es que la
componente conexa en cuestion sea balanceada.

Teorema 4.3.8 Sea A un dlgebra temporal, C una componente coneza de
Ult(A), y D; = o(C). Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) C es balanceada.
(it) D, € SptM(A).

Demostracion: Demostremos en primer lugar que si C' es balanceada entonces
D; € SptM(A). Para ello sea a un elemento de A\ D, entonces C(a)~ # 0.
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Pueden darse ahora dos situaciones distintas. Si C'(a)* es vacio se deduce
inmediatamente que M™ —a € D, puesto que —a € D,. Por contra, si C(a)*
no es vacio sea D uno de sus elementos arbitrariamente elegido. Como C
es una componente conexa balanceada debe existir D’ € C(a)~ tal que D
y D’ son n,-interiores gracias a cierta cadena (Do, D1,...,D,). Afirmamos
que M™—a € D;, para todo ¢ € {0,...,n} (n, es necesariamente mayor que
0). En efecto, si D; € C(a)” entonces la demostracién esta acabada puesto
que ~a = M°-a € D; y por tanto M™—a € D;. Si D; € C(a)*, suponga-
mos que (Dj,,...,D;,) es la subcadena de la cadena anterior de mas longitud
verificando que {D;,,...,D;,} € C(a)* y jx = t. Dado que —~a € Dj _;
se deduce que p—a V f-a € Dj . Esto significa que M—a es un elemento
de D;,, y consecuentemente tambien M"*—a es uno de sus elementos. Su-
poniendo que M"—a € D, entonces se tiene M"*'=a € D; . , dado que
pM™=aV fM"—a < M™t'=ay pM"™—aV fM"—a € Dj_,,. Es posible pues
concluir que M’ —a € Dj,. Por consiguiente, si 2 < n, entonces M"*—a € D;
y si ¢ > n,, usando el hecho de que C es balanceada M™ —a € D;. Finalmente
llegamos a que M™ —a € D y por consiguiente M"*—a € D;. Esto demuestra
la maximalidad de D;.

Reciprocamente, supongamos que D; es un filtro temporal maximal y de-
mostremos que C' es balanceada. Si tomamos a € A tal que C(a)t y C(a)”
son ambos no vacios entonces a ¢ D;. Como este filtro es maximal debe existir
n tal que M"—a € Dy, i.e., M™—a € D, para todo D € C. De esto se deduce
inmediatamente que C' es balanceada como se queria. |

Corolario 4.3.9 Sea A un dlgebra temporal balanceada y D; € Spt(A). Las
sigutentes afirmaciones son equivalentes:

(i) D; € SptM(A).
(ii) Eziste una componente coneza C de Ult(A) cumpliendo o(C) = D.

Demostracion: La demostracién es una sencilla consecuencia de los teoremas
3.6.4 y 4.3.8. [

En lo que sigue vamos a dar un teorema de estructura para las algebras
temporales balanceadas. Dicho teorema de estructura que podra ser particu-
larizado a casos mas concretos.
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Corolario 4.3.10 Si A es un dlgebra temporal balanceada entonces
SptM(A) = {()C : C es una componente conexa de Ult(A)}

Definiciéon 4.3.11 Dada un dlgebra temporal A, su radical temporal, repre-
sentado por Radt(A), es el conjunto N Spt(A).

Corolario 4.3.12 Para toda dlgebra temporal balanceada A, Radt(A) = {1}.

Definicién 4.3.13 Elindice de conexion del dlgebra temporal A, representado
por c(A), es el el indice de conexion de la estructura (SptM(A), <).

Teorema 4.3.14 Para toda dlgebra temoral balanceada A existe una familia
de filtros temporales {D; : i € I} verificando:

(i) Di# Dj sii# .
(it) 0 < card(I) < c(A).
(11i) A/D; es simple, para todo 1 € I.

y un morfismo de dlgebras temporales + : A —— [L;c; A/ D; tal que t.(A) es
un producto subdirecto de la familia {A/D; :1 € I}.

Demostracion: Consideremos el conjunto SptM(.A) indexado en un conjunto
I equipotente a su cardinal disponiendose pues de la familia {D; : 7 € I}.
Claramente esta familia satisface la primera condicion del enunciado. Ademas,
paratodo ¢ € I, A/D; es un algebra temporal simple puesto que D; es maximal.
Por otra parte, sea ¢ un elemento arbitrario del conjunto I, entonces u(D;)
es no vacio y se puede expresar como una uniéon de componentes conexas de
(Ult(A), <) como asegura 3.4.4. Ademas, si: # j el teorema 3.6.4 y la primera
condicién de este implican que p(D;) y u(D;) no tienen ninguna componente
conexa en comun. Tenemos por tanto que 0 < card(l) < c(A).

Definimos ¢ por «(a)(i) = a/D;, para todoa € Ayi € I. Como Radt(A) =
{1} podemos afirmar que ¢ es un monomorfismo de algebras temporales. Mas
aln, ¢ es un embebimiento subdirecto y por tanto ¢.(A) es un producto sub-
directo de la familia {A/D; : ¢« € I}, como queriamos demostrar. ]

Corolario 4.3.15 Cada dlgebra temporal balanceada es semisimple.
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Corolario 4.3.16 Sea A un dlgebra temporal balanceada. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) A es subdirectamente irreducible.
(i) A es simple.

Demostracion: Esta es una facil consecuencia de la semisimplicidad de algebras
temporales balanceadas. u



Capitulo 5

Algebras temporales libres y Filtraciones.

§5.1 Introduccion

En la presente seccion abordamos el estudio del las algebras temporales
libres. Dado un sistema logico, existen una importante cuestion que estudiar,
a saber, su decidibilidad. Como es bien conocido, la decidibilidad de la Logica
Temporal y de la Légica Modal esta intimamente relacionada con la conocida
como “propiedad del modelo finito” (para abreviar p.m.f.). Una légica tempo-
ral concreta tiene la propiedad del modelo finito si, y sélo si, cada no-teorema
de la légica es falso en cierto modelo finito. Por otra parte, si la légica en
cuestion es axiomatizable, entonces existe un test positivo para la validez de
teoremas (ver [12]). El método usual de demostrar que una légica temporal
tiene la p.m.f. es el método de las filtraciones, introducido por E.J. Lemmon y
K. Segerberg para la Légica Modal (ver [37]). Por consiguiente, las filtraciones
légicas son una herramienta importante en Légica Temporal.

Si sustituimos el conjunto de proposiciones temporales por el algebra ab-
solutamente libre de tipo (2,2,1,1,1,0), las leyes logicas por ecuaciones y
valoraciones temporales por morfismos de algebras temporales, disponemos
entonces de un “lenguaje algebraico” para la Légica Temporal. En la pre-
sente seccién damos una construccion en el mencionado lenguaje algebraico
que presenta algunas propiedades similares a las de las filtraciones logicas. La
importancia en logica de las filtraciones nos conduce a estudiar las filtraciones
algebraicas, obteniendo de paso alguna informacién sobre la variedad de las
algebras temporales. En primer lugar se obtiene un teorema de estructura
para las algebras temporales libres y como corolario, un resultado que pone de
manifiesto como la variedad de las algebras temporales esta generada por la

73
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subclase propia de las algebras temporales finitas. Este resultado en lenguaje
algebraico es realmente equivalente a un teorema de completitud en légica.
Este hecho pone de relieve la importancia tedrica de las algebras temporales
finitas en el estudio de las algebras temporales.

§5.2 La relacién < y atomos de un algebra temporal.

Definicién 5.2.1 Si A = (A,A,V,—,1) es un dlgebra de Boole y X C A,
B(X) representard la subdlgebra de Boole de A generada por X y B(X) re-
presentard su universo. Con Atm(A) simbolizaremos al conjunto de dtomos

de A.

Lema 5.2.2 Sea A un dlgebra de Boole y B una subdlgebra de A entonces
Ult(B) = {DNB: D e Ult(A)}. Ademds, dado D € Ult(B) existe D' €
Ult(A) tal que D'N B = D.

Dado un conjunto z, es sabido que F;(.X') es un cociente de F(X) (consultar
el teorema 0.2.36) y por tanto podemos considerar la proyecciéon candnica

m: F(X) —p Fi(X)

Lema 5.2.3 Sea X un conjunto no vacio y v una valoracion temporal de X
en A. Eristen dos inicos morfismos v' y v' que hacen el siguiente diagrama
conmutativo:

?

X

F(X) —— F(X)

Demostracion: Basta tener en cuenta el caracter libre de F(X) y Fi(X). =

En el caso de las dlgebras temporales finitas es sabido que el conjunto de
ultrafiltros es equipotente al de atomos. Por tanto es posible considerar en el
caso finito que la relacion < esta definida entre atomos. Los siguientes lemas
se demuestran facilmente teniendo en cuenta el caracter no decrecientes de las
operaciones temporales g, h, f y p.
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Lema 5.2.4 Sea A un dlgebra temporal finita y a,b € Atm(A). Son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

(i) ¢(1a1]) € [8,1] (resp. h(la, 1) < [6,1]).
(it) Sia < gz (resp. a < hz), entonces b < .

Lema 5.2.5 Sea A un dlgebra temporal finita y sea a,b € Atm(A). Entonces
se cumplen las siguientes equivalencias:

(i) p«([a,1]) C [b,1] st, y sdlo si, b < pa.
(it) fo([a,1]) C [b,1] s1, y solo si, b < fa.

Los lemas 5.2.4 y 5.2.5 permiten expresar el resultado 1.5.2 en términos
de atomos como sigue:

Teorema 5.2.6 Sea A un dlgebra temporal finita. Para todo a,b € Atm(.A)
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) b < pa

(ii) a < fb
(117) sia < gr entonces b< <z
(iv) si b < hzx entonces a <

Demostracion: Es una particularizacion al caso finito del resultado 1.5.2, te-
niendo en cuenta que en toda algebra temporal finita no existen mas ultrafiltros
que los generados por atomos del algebra en cuestion. |

El teorema 5.2.6 permite expresar la relacion < en términos de atomos
como sigue:

Definicién 5.2.7 Supongamos que A es un dlgebra temporal finita. La re-
lacion binaria inducida en Atm(A), <, se define como:

a<bsita< fb

o usando cualquiera de las condiciones equivalentes que proporciona el corola-

rio 5.2.6.
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Mantendremos a lo largo del trabajo los mismos convenios notacionales
para la relacién <, esté definida en términos de ultrafiltros o en términos de
atomos.

Definicién 5.2.8 Si A es un dlgebra de Boole finita y R una relacion binaria
en Atm(A), es posible construir un dlgebra temporal finita (Atm(A), R)* cuya
dlgebra de Boole subyacente es la propia A y cuyas operaciones temporales
estdan definidas de la siguiente forma:

o gr(z) = V{a € Atm(A):V R*(a) < z}
o hr(x)=V{a€ Atm(A):V R (a) < z}
donde R*(a) = {b € Atm(A):aRb} y R~ (a) = {b € Atm(A) : bRa}.

Teorema 5.2.9 Sea A = (A,A,V,,g,h,1) un dlgebra temporal finita y <
la relacion inducida en Atm(A). El dlgebra temporal (A,A,V,—,9<,h<,1)
coincide con A.

Demostracion: En primer lugar demostraremos que gx = g. Para ello sea
r€Ayac Atm(A) tal que a < gz. Sib e Atm(A)y a < b, como a < gz se
ha de cumplir b < z. Asi pues, \V <t (a) < z y consecuentemente a < g«(x).
Por tanto, gz < g<z. Reciprocamente, supongamos que a € Atm(A) y que
a < g<zx. Por la definicién de g5 se debe cumplir que V <%t (a) < z. Si
b e Atm(A) y b < pa entonces a < b, esto es, b €<* (a), con lo cual b < z.
De lo anterior podemos deducir que pa < z. Aplicando las propiedades de las
algebras temporales a la ultima desigualdad tenemos que a < gpa < gz. En
definitiva tenemos que g4z < gz y podemos concluir que g4 = g.

De lo anterior se deduce que (A,A,V,—,g,hs,1) es un algebra temporal.
Por el teorema 2.3.9, concluimos que h4 = h y el teorema esta demostrado. B

Teorema 5.2.10 Sea A = (A,A,V,~,1) un dlgebra de Boole finita y R una

relacion en Atm(A). La relacion inducida por el dlgebra temporal (A, \,V,—, gr, hr,1)

sobre Atm(A) es R.

Demostracion: Sean a,b € Atm(A) y = € A. 'Si aRby a < grz entonces
V R*(a) < z. Como b <\ R*(a), entonces b < z. De ello se deduce que a < b
y por tanto R C<. Reciprocamente, supongamos que a < by que a < ggz.
Por el teorema 5.2.9 se tiene que gg = g«, asi pues a < g<z, con lo cual b < z.
Esto implica que aRb y en definitiva que <C R. Concluimos, por tanto, que
<= R, como se queria. L
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§5.3 Filtraciones algebraicas.

En esta seccién introducimos una nueva construccion, a saber “filtraciones
algebraicas. Empleamos este nombre puesto que del objeto que designa en
dlgebra temporal surgen resultados que recuerdan a los que se demuestran
en Logica Modal sirviendose de las filtraciones. Sin embargo, las filtraciones
algebraicas de un éalgebra temporal A no son un cociente, sino una algebra
temporal (finita en nuestra concepcién) que es consistente con A en un sentido
que especificamos.

Lema 5.3.1 Sea A un dlgebra de Boole y B una subdlgebra suya. Si B es finita
entonces existe una aplicacidn sobreyectiva x entre los elementos de Ult(A) y

Atm(B).
Demostracion: Podemos definir la siguiente aplicacion:
x : Ult(A) — Atm(B)

como x(D) = A(D N B).

La aplicacién y esta bien definida porque, segin el lema 5.2.2, DN B €
Ult(B) y por tanto, dada la finitud de B, existe a € Atm(B) tal que DN B =
D(a). Es claro que A(D N B) = a.

La aplicacién x es sobreyectiva porque dado a € Atm(B) podemos con-
siderar D(a) € Ult(B). Sabemos por el lema 5.2.2 nuevamente que existe
D € Ult(A) tal que DN B = D(a). Por tanto x(D) = a. [

Definicién 5.3.2 Sea A un dlgebra temporal, v una valoracion sobre Ay
[ C F(X) tal que v.(T) es finito (abreviadamente, I' es v-finito). El dlgebra
temporal B = (B,A,V,—,g,h,1) es una (I',v)-filtracion de A si cumple:

(i) B(v, (T')) = (B,A,V,, 1).
(it) Para todo Dy, D, € Ult(A),

st Dy < D, entonces x(D1) < x(D2)

(iii) Para todo D1, D, € Ult(A),

si x(D1) < x(D2), ga € T y v'(ga) € Dy entonces v'(a) € D,
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(iv) Para todo Dy, D, € Ult(A),
si X(D1) < x(D3), ha € T y v'(ha) € D; entonces v'(a) € D,

El siguiente lema es un 1til resultado que puede ser enunciado para algebras
de Boole. Sin embargo, lo establecemos para algebras temporales para hacerlo
de mas facil aplicacién. La demostracion es inmediata.

Lema 5.3.3 Sea A un dlgebra temporal, v una valoracion sobre A, I' C F(X)

un conjunto de formulas v-finito, D, D' € Ult(A) y x : Ult(A) —— Atm(B(v.(I)))

definida como en el lema 5.3.1. Son equivalentes:
(1) x(D) = x(D").
(ii) Para todo a € T, v'(a) € D siiv'(a) € D'.

Teorema 5.3.4 (de existencia de filtraciones) Sea A un dlgebra tempo-
ral, v una valoracién sobre A yI' C F(X) v-finito (y cerrado para subformulas).

Eziste una (I',v)-filtracion de A.

Demostracion: Consideremos el algebra de Boole finita B = B(v,(I")). Defini-
mos en el conjunto Atm(B) la relaciéon binaria:

aRb sit existen D,, Dy, € Ult(A) tales que a = x(D,), b= x(Ds) y Dy < Dy

Consideremos el algebra temporal B; = (B, A,V,—, gr, kg, 1). Afirmamos que
B; es una (I',v)-filtracién de A. En efecto, es evidente que (B,A,V,—,1) =
B(v. (T')). Sean D, D, € Ult(A) tal que D; < D;. Como x(D;) € D,
: = 1,2, es evidente que x(D;)Rx(D2). Haciendo uso del teorema 5.2.10 queda
demostrada la segunda condiciéon. Por otra parte, supongamos que ga € I,
que x(D;) < x(D2) y que v'(ga) € Dy. Por el teorema 5.2.10, x(D1)Rx(D>)
y por tanto existen D}, D) € Ult(A) tal que x(D}) = x(D1), x(D3) = x(D2)
y D} < D). Usando el lema 5.3.3 tenemos que v'(ga) € D; sii v'(ga) € D}
sii gv’(a) € Dj sii v'(a) € Dj sii v'(a) € D,. El resto de la demostracion se
reduce a hacer un razonamiento para h analogo al hecho para g. [ |

Definicién 5.8.5 Dada una (I',v)-filtracion B del dlgebra temporal A, defi-
nimos la valoracion v sobre B como:

o(z) = \/{x(D): D eUlt(A) y v(z) € D}

para todo x € X.
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Obsérvese que v esta bien definida ya que por ser B finita es completa.
El siguiente resultado demuestra que la extensién v’ de v puede definirse
de la misma forma que v se define a partir de v.

Teorema 5.3.6 (Fundamental de las filtraciones) Sea A un dlgebra tem-
poral, v una valoracidn sobre A, T' un subconjunto v-finito de F(X) cerrado
para subférmulas y B una (I',v)-filtracion de A. Entonces para todo a € I' se
cumple la siguiente igualdad:

=\/{x(D) : D € Ult(A) y v'(a) € D}

Demostracion: La demostracion es por inducciéon. Si o = z € X la afirmacion
se concluye inmediatamente teniendo en cuenta la definicion de v. Supongamos
que existe (3 tal que a=-f. Como consecuencia de que v’ es un morfismo, la
hipétesis de induccién y el hecho de que, segun el lema 0.3.27, el elemento
V{x(D): D € Ult(A) yv'(B) ¢ D} coincide con el elemento ~\/{x(D) : D €
Ult(A) em v'(3) € D} se tiene la siguiente cadena de igualdades:

v'(a) = -v'(B)
= -\/{x(D): D eUlt(A) yv'(B) € D}
= V{x(D): D e Ult(A) y v'(8) ¢ D}
= \{x(D):D e Ult(A) y —'(B) € D}
= \V{x(D): D e Ult(A) y v'(e) € D}

Supongamos que existe v,6 tales que & = v V § cumpliendose para ambas
las hipétesis de induccién. Se tiene la igualdad v'(a V §) = v'(«) V 9'(6); pero

(\/{x(D) :DeUlt(A) y ) € D})V \/{x :D e Ult(A) yo'(6) € D})
es en realidad el elemento
\/{X(D) : D e Ult(A) y o'(y) Vv'(6) € D}

con lo cual se ha demostrado

=\{x(D): D e Ult(A) y v'(a) € D}
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Supongamos que existe 8 tal que a = gB y que ¥'(a) = {x(D) : v'(a) € D}.
Tomemos Dy € Ult(A) tal que v'(ga) € Do y supongamos que x(Do) < x(D).
Por las condiciones que cumple B, v'(a) € D y como conclusién obtenemos que
x(Do) < ©'(ga) = gv'(a). Reciprocamente, sea Dy € Ult(A) tal que x(Dop) <
'(ga) y tomemos D € Ult(A) tal que Doy < D. Entonces x(Do) < x(D) y por
tanto x(D) < v'(a), o lo que es equivalente, v(a)’ € D. Hemos concluido que
para todo D € Ult(A) tal que Dy < D se cumple que v'(a) € D. Como, segin
el lema 3.4.3, g*(Do) = ({D € Ult(A) : Dy < D} tenemos que v(a) € g*(Do),
esto es, v'(ga) € Dy. Se ha demostrado pues que:

= V{x(D) : v'(ge) € D}
y razonando anilogamente obtendriamos que se cumple también:
v'(ha) = \/{x(D) : v'(ha) € D}

En definitiva hemos demostrado por induccién lo que afirma el enunciado. ®

§5.4 Estructura del dlgebra temporal libre.

En la presente seccién obtendremos el anunciado teorema de estructura
para las algebras temporales libres, a la vez que algunos corolarios sobre la
variedad. Este teorema de estructura es esencialmente una consecuencia del
teorema 5.3.6 aplicado a un caso particular escogido.

- Teorema 5.4.1 Sea 7 la proyeccion candnica de F(X) en Fy(X) ya € F(X)

tal que m(a) # 1. Eziste una valoracion temporal wy, sobre un dlgebra temporal

finita A, verificando wl (a) # 1.

Demostracidn: Tomemos como A el dlgebra temporal F;(X), como v la apli-
cacién m o ¢ (con lo cual v' = 7) y como I' el conjunto de subférmulas de
a, que es finito. En este supuesto es claro que I' es v-finito y cerrado para
subférmulas. Existe pues una (T, v)-filtracion A, de Fy(X). Como 7(a) # 1,
existe D € Ult(Fy(X)) tal que m(a) ¢ D . Si existiera D’ tal que m(a) € D’
y x(D) = x(D’) entonces, usando el lema 5.3.3, se tendria 7(a) € D y esto
es absurdo. Por tanto, x(D)zm(a) y como consecuencia 9'(a) # 1. Podemos
tomar como w, la aplicacion v. 3
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Corolario 5.4.2 Para todo conjunto no vacio X se verifica que el dlgebra
temporal libre Fi(X) es producto subdirecto de dlgebras temporales finitas.

Demostracidn: Consideremos para cada a € F(X) el morfismo de élgebras
temporales w’, y el conjunto de congruencias temporales C' = {ker(w!) : a €
F(X)}. Es claro a partir del teorema 5.4.1 que la familia C' de congruencias
temporales de F;(X) cumple que NC = {1}. Por tanto, F;(X) es producto
subdirecto de la familia de algebras temporales:

{Fy(X)/ker(w!) : a € F(X)}

Ahora bien, Fi(X)/ker
secuencia F(X)/ker(w

(w!) es isomorfa a una subalgebra de A,. Como con-
t) es finita y se tiene lo que queriamos. o4
Corolario 5.4.3 La variedad T de las dlgebras temporales estd engendrada
por la clase de las dlgebras temporales finitas.

Corolario 5.4.4 Una ecuacion es vdlida en la variedad T sii es valida en
cada dlgebra temporal finita.
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Capitulo 6

Algebras Temporales Desarticuladas.

§6.1 Introduccion.

En este y algunos capitulos posteriores abordamos el estudio de una familia
de 4lgebras temporales con la peculiaridad de que sus espectros temporales
coinciden con los espectros del algebra de Boole subyacente.

En la presente seccién nos vamos a ocupar de las algebras temporales para
las que sus operaciones temporales son constantes. Dado que la operacién g
de toda algebra temporal toma el valor 1 en el elemento 1, entonces ser g
constante equivale a ser constantemente igual a 1. Analogamente se puede
razonar para h, f y p.

Dada la simplicidad aritmética de estas algebras podriamos pensar que su
estudio puede no ser demasiado productivo. Sin embargo esto no es asi porque,
por ejemplo, el conocimiento de las algebras temporales desarticuladas permite
efectuar un estudio exhaustivo de la atomicidad de las algebras temporales
libres.

6.2 Algebras Desarticuladas.

Definicién 6.2.1 Un dlgebra temporal desarticulada es un dlgebra temporal
A tal que g0 = 1.

A continuacién damos dos métodos para la construccién de ejemplos de
algebras temporales desarticuladas. Por el primero de ellos obtendremos el

dlgebra temporal desarticulada libre y el segundo servira realmente para ca-

83
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racterizar a las algebras temporales desarticuladas en términos de la relacién
entre sus ultrafiltros.

Ejemplo 6.2.2 Sea (B,A,V,—,1) un dlgebra Boole y k : B —— B la apli-
cacion definida por la ecuacion k(z) = 1, para todo z € B. El dlgebra
(B,A\,V,—,k,k,1) es un dlgebra temporal desarticulada. En el caso particular
de que B = {0,1}, el dlgebra (B,A,V,—, k,k,1) serd notada como &.

Ejemplo 6.2.3 Sirviéndonos del método estandar de construir dlgebras tem-
porales a partir de una estructura, daremos un ejemplo de dlgebra temporal
desarticulada. Consideremos la estructura (T,o), donde T # 0 yo =0, y el
dlgebra temporal (T,o)*. Por la definicion de g,(X), se deduce que g,(0) =T.
Por consiguiente (T, o)t es un dlgebra temporal desarticulada.

Definiciéon 6.2.4 Representaremos por ® la clase de las dlgebras temporales
desarticuladas.

Es claro a partir de la definicion que la clase ® admite una definicion
ecuacional. Por tanto se tiene el siguiente resultado.

Lema 6.2.5 La clase © de dlgebras es una variedad.
Es claro que podemos reemplazar en la anterior definicién g0 = 1 por
f1 =0, obteniendo asi una definicién equivalente. Ademas se pueden obtener

otras definiciones como indica el siguiente resultado.

Lema 6.2.6 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes afir-
maciones:

1) p1=0 5) h es constantemente 1
2) f1=0 6) f es constantemente 0
3) g0=1 7) g es constantemente 1
4) h0=1 8) p es constantemente 0

Demostracion: Si suponemos que pl = 0 entonces 1 A pl = 0, pero esto es
equivalente (lema 1.3.10) a 1 A f1 = 0 con lo cual f1 = 0. Esto demuestra que
1) implica 2).

En la hipédtesis f1 = 0 tenemos que g0 = 0 puesto que g0 = —f1. Con eso
hemos demostrado que 2) implica 3).
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Veamos que 3) implica 4). Si se cumple la igualdad g0 V 0 = 1 entonces
0V h0 =1 con lo cual h0 = 1.

Que 4) implica 5) es inmediato dado el caracter creciente de h y que 0 es
menor o igual que cualquier elemento del algebra.

Si suponemos que h es constantemente 1, tenemos en cuenta que fha <
a, para todo a € A y particularizamos la anterior desigualdad al caso a =
0 entonces podemos concluir 0 < f1 < 0, esto es, f1 = 0. Como f es
creciente y 0 y 1 son respectivamente minimo y maximo de A, se tiene que f
es constantemente 0.

Si f es constantemente 0 entonces g0 = 1 (lema 6.2.6). Como g es creciente
se tiene que g es constantemente igual a 1.

Por otra parte, segtin la definicién de algebra temporal, pga < a, para todo
a € A. Sisuponemos que g es constantemente igual a 1, entonces pl < 0, esto
es, pl = 0 dado que 0 es cota inferior de A. Nuevamente el crecimiento de p
nos permite afirmar que p es constantemente cero. El resto de la demostracién
es inmediato. [ |

El lema anterior permite dar siete definiciones alternativas a la dada para
algebras temporales desarticulada. Todas estas definiciones provienen de ca-
racterizaciones aritméticas. Veremos a continuacion la anteriormente mencio-
nada caracterizacién involucrando la relacién <. Esta caracterizacion justifica
el nombre usado de algebras temporales desarticuladas.

Teorema 6.2.7 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(i) A es un dlgebra temporal desarticulada.
(ii) La relacion < en Ult(A) coincide con 0.

Demostracidn: Supongamos que A es un algebra temporal desarticulada y
sean D, D' € Ult(A). Si D < D' entonces p.(D) C D'. Como pl=0 se cumple
0 € D', lo cual es imposible dado que D # A.

Reciprocamente, supongamos que <= (. Del ejemplo 6.2.3 resulta que
(Ult(A),0)* es un algebra temporal desarticulada. Por otra parte, es bien
sabido que A es una subélgebra de (Ult(A),D)*. Por consiguiente A es des-
articulada. |

Corolario 6.2.8 Toda dlgebra temporal desarticulada es balanceada.
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Demostracion: Basta tener en cuenta que si el dlgebra temporal es desarticu-
lada entonces las componentes conexas de < en Ult(.A) son conjuntos unitarios.
|

Corolario 6.2.9 Toda dlgebra temporal desarticulada es semisimple.

Demostracion: Este resultado es consecuencia de los corolarios 6.2.8 y 4.3.15.
|

Daremos ahora varias propiedades sobre los diversos conjuntos de filtros
de las algebras temporales desarticuladas.

Lema 6.2.10 Sea A un dlgebra temporal desarticulada. Se cumple que Spt(.A)
Sp(A).

Demostracion: Dado que en cualquier dlgebra temporal desarticulada el ope-
rador L es constantemente igual a 1 y que dicho elemento pertenece a cualquier
filtro del algebra, podemos concluir que todo filtro es un filtro temporal. Esto
es suficiente para demostrar el lema. El

Definicién 6.2.11 Sea A un dlgebra temporal. Un filtro temporal D es primo
si para todo a,b € A, aV b€ D implica a € D o b€ D. El espectro temporal
primo, SptP(A), es el conjunto de todos los filtros temporales primos de A.
Representaremos por Radtp(.A) a su radical temporal primo que es ( Spt P(A).

Lema 6.2.12 Sea A un dlgebra temporal. Se cumple que Spt P(A) = Spt(A)N
Ult(A)

Teorema 6.2.13 Sea A un dlgebra temporal desarticulada. Los conjuntos

SptM(A), SptP(A), SptCI(A) y SptI(A) coinciden con Ult(A).
Demostracion: Este resultado es consecuencia inmediata del lema 6.2.10. =

Como conclusién del teorema 6.2.13 es facil calcular algunos radicales en
las dlgebra temporales desarticuladas. Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 6.2.14 Sea A un dlgebra temporal desarticulada. Entonces se cum-

ple que Radtp(A) = Radty(A) = {1}
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Dado que los filtros temporales maximales de un algebra temporal desar-
ticulada son en realidad sus ultrafiltros, resulta relativamente facil identificar
el algebra cociente de una desarticulada por un filtro temporal maximal.

Lema 6.2.15 Sea A un dlgebra temporal desarticulada y D € SptM(A). Se
cumple que A/D = &,.

Demostracion: Como el cociente de un algebra temporal desarticulada es otro
algebra temporal desarticulada, se tiene que A/D es desarticulada. Ahora
bien, dado que SptM(A) = Ult(A) entonces D € Ult(A) y por tanto el
universo de A/D es {0,1}. Como g0 = 1, de ello se deduce que A/D =&,. &

El lema 6.2.15 proporciona un teorema de estructura para las algebras
temporales desarticuladas y un generador para las la variedad ®.

Corolario 6.2.16 Sea A un dlgebra temporal desarticulada. Entonces A es
una potencia subdirecta del dlgebra temporal &.

Demostracion: Es consecuecia inmediata de que RtM(A) = {1}, de que
A/D = & para todo D € SptM(A) y del teorema 0.2.10. |

Corolario 6.2.17 La variedad ® estd generada por el dlgebra &.

Corolario 6.2.18 La variedad ® es minimal en el reticulo de subvariedades
de la variedad %.

Demostracién: Supongamos que X es otra subvariedad de T y que X C D. Sea
AcxyDe SptM(A). Como consecuencia del lema 6.2.26 se tiene que A/D
coincide con &. Al ser X una variedad, de ello se deduce que & € X. Por
tanto X contiene a la variedad que genera &, esto es, contiene a ®. Como
conclusion obtenemos X = D. [ |

Es posible construir el algebra libre de la variedad ® como utilizando uti-
lizando el método de construccion del ejemplo 6.2.2. Sea X un conjunto no
vacio, B(X) = (B(X), A, V,,1) el algebra de Boole libre con conjunto de ge-
neradores libres X y k : B(X) —— B(X) la aplicacién definida por k(a) = 1,
para todo a € B(X).
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Definicién 6.2.19 Representaremos al dlgebra desarticulada libre con con-
junto de generadores libres X como F4(X)

Teorema 6.2.20 El digebra B,(X) = (B(X),A,V,—,k,k,1) es un dlgebra
temporal desarticulada y es Fq(X).

Demostracion: Sea A = (A, A,V,,g,h,1) un élgebra temporal desarticulada,
n: X —— A una aplicacién y 7 : B(X) —— A el morfismo de algebras de
Boole respecto a las operaciones {A,V,—,1} que extiende a 1. Es claro que
B4(X) es un &lgebra temporal desarticulada y que % es un morfismo para
k. Entoces B,(X) tienen la propiedad universal en la variedad de algebras
temporales desarticuladas y como obviamente esta generada por X entonces
coincide con Fy(X). [

Corolario 6.2.21 La variedad O es localmente finita.

Demostracion: Este teorema se demuestra a partir de los teoremas 0.3.29 y

6.2.20. |

Nos proponemos ahora dar un teorema de estructura para algebras tempo-
rales generales utilizando la variedad de las algebras temporales desarticuladas.
Para ello introduciremos una nueva variedad de algebras a las que llamaremos
“algebras temporales libres de desarticulacion”.

En toda algebra temporal podemos considerar un tipo de elementos que,
desde el punto de vista temporal, son muy similares al 0. Se trata de los
elementos que al serles aplicados tanto f como p el resultado es cero.

Definicién 6.2.22 Sea A un dlgebra temporal y a € A. El elemento a es
desarticulado si verifica pa = fa = 0. I;(A) es el conjunto de los elementos
del dlgebra A desarticulados, es decir, I4(A) = {a € A: pa = fa = 0}.

Por tanto el primer ejemplo de elemento desarticulado es el elemento 0.
Dada un algebra temporal Ay un elemento a € A, Ult(A) puede ser par-
ticionado en dos conjuntos a saber p(a) y g(—a). En el caso de que a sea
desarticulado es facil demostrar el siguiente resultado.

Teorema 6.2.23 Sea A un dlgebra temporal y a un elemento desarticulado
de A. Si D € p(a) entonces no existe D' € Ult(A) tal que D < D' o D' < D.
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Demostracién: Sea a un elemento de A elemental, D € Ult(.A) tal que a € D
y D' € Ult(A). Si se tuviera D < D’ entonces p.(D) C D' y por tanto
0 = pa € D' lo cual es imposible puesto que D'. En el caso de que D' < D se
llegaria a la misma contradicciéon sirviendonos ahora de f en lugar de p. De
esta forma el teorema queda demostrado. [ ]

Corolario 6.2.24 Sea A un dlgebra temporal y a un elemento desarticulado
de A. Entonces la relacion <| p(a) es la relacion vacia.

El teorema 6.2.23 justifica por tanto la denominacién de elemento desarti-
culado a todo elemento a tal que pa = fa = 0. La justificacion en si es gqeu por
medio de a es posible distinguir un subconjunto de ultrafiltros aislados segin
la relacion <.

Demostraremos a continuacién que el conjunto de los elementos desarticu-
lados de un algebra temporal es ideal temporal.

Lema 6.2.25 Sea A un dlgebra temporal y a € I[4(A). El conjunto [0,a] es
un ideal temporal.

Demostracion: Que [0,a] es un ideal es evidente. Pero ademas es temporal
porque si ¢ < a entonces pr < pa = 0, esto es, pr = 0 € [0,a]. De forma
analoga fz =0 € [0, a]. ]

Lema 6.2.26 Sea A un dlgebra temporal. El elemento h0 A g0 pertenence al
conjunto I;(A).

Demostracion: Como g0 A h0 < g0 tenemos que p(g0 A h0) < pg0 < 0. Por
otra parte, como g0 A h0 < hO tenemos que f(g0 A h0) < fhRO < 0. Ambos
hechos implican el resultado deseado. [}

Teorema 6.2.27 Sea A un dlgebra temporal. Se cumple que I;(A) = [0, h0 A
g0]

Demostracion: Si z < h0 A g0 entonces podemos razonar como en el lema
6.2.26 y concluir que z € I;(A). Reciprocamente, supongamos que z € I;(A).
En general se tiene que z < hfz A gpz. Como fz = pr = 0 entonces de la
anterior desigualdad se concluye que z < A0 A g0. [ |
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Corolario 6.2.28 Para todo dlgebra temporal A se cumple que I;(A) es un
ideal temporal.

Definicién 6.2.29 Denominaremos Fi(A) al filtro complementario del ideal
temporal I;(A), es decir, Fi(A) ={a € A:—a € I;(A)} =[f1V pl,1].

Sea A un dlgebra temporal. Fi(A) es un filtro temporal de A.

Demostracion: Basta tener en cuenta que Fij(A) = —1;(A) y la teoria elemental
de algebras de Boole. |

Dada un algebra temporal A siempre podemos considerar el ideal [;(A).
Estudiaremos a continuacion las algebras en las cuales dicho ideal toma va-
lores extremos. Es decir, algebras en que el unico elemento desarticulado es
0 (I,(A) = {0}) y algebras en las que todos los elementos son desarticulados
(Is(A) = A), que son las algebras desarticuladas.

Definicién 6.2.31 El dlgebra temporal es articulada si 1;(A) = {0}.

El nombre utilizado de “algebra temporal articulada” queda justificado
por el siguiente teorema.

Teorema 6.2.32 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(1) A es un dlgebra temporal articulada.

(ii) Paratodo D € Ult(A) existe D' € Ult(A) tal que D < D' 0 bien D' < D.

Demostracion: En primer lugar supongamos que A es articulada, i.e., g0 A
h0 = 0. Como A es isomorfa a una subalgebra de (Ult(A),<)*, entonces
g<0Nhs® = 0. Por otra parte, si D € Ult(A) y no existe ningin D’ € Ult(A)
tal que D < D' o D' < D, entonces D € ), lo cual es imposible. El reciproco
se demuestra de forma analoga. [ |

Definicién 6.2.33 Representaremos por 2 a la de las dlgebras temporales li-
bres de desarticulacion.

A partir de lo dicho es inmediato dar una caracterizacion ecuacional de 2.
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Lema 6.2.34 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes afir-
mactones:

(i) A es articulada.
(1z) g0 A RO = 0.
Demostracion: Es inmediata considerando que I;(A) = [0, g0 A hO0]. =l

Dado que 2 admite una definicién ecuacional, tenemos el siguiente corola-
rio.

Corolario 6.2.35 Las clase 2 es una variedad.

Definicién 6.2.36 En lo que sigue, y con el objeto de simplificar la notacion
escribiremos Fy en lugar de [h0 A g0, 1] y Fy en lugar de [f1V pl,1].

Lema 6.2.37 Sea A un dlgebra temporal. Entonces:

Demostracion: Es evidente con sélo observar que si ¢ € A entonces g0 < gz,
segin la monotonia de g y por tanto h0 A g0 < gz. De forma analoga se
demuestra que h0 A g0 < hz. Esto demuestra lo que se queria. [ ]

Definiciéon 6.2.38 Dada un dlgebra temporal A definimos el espectro tempo-
ral desarticulado de A, Sptyp(A), y el radical desarticulado, Rady(A), por la
siguientes igualdades:

Spto(A) = {D € Spt(A) : A/D € D} y Rady(A) = () Spto(A)
Vamos a dar ahora una descripcién del filtro Radgp(.A).
Corolario 6.2.39 Para todo dlgebra temporal A, Fy € Sptp(A).

Demostracion: En primer lugar, se desprende del lema 6.2.37 que Fy € Spt(.A).
El corolario queda probado demostrando que el algebra temporal A/F, es
desarticulada. Se tiene p(h0 A g0) < pg0 = 0; pero 1/Fy = (R0 A g0)/Fy. Asi
pues, se cumple:

p(1/Fo) =0/ Fy

y esto demuestra lo que se queria. &
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Lema 6.2.40 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Si D € Sptp(A)
entonces h0 A g0 € D

Demostracion: Supongamos que D € Spty(A). Entonces g(0/D) = h(0/D) =
1/D, con lo cual (g0 A h0)/D = g(0/D) A h(0/D) = 1/D. Concluimos pues
que g0 A RO € D. [ |

Teorema 6.2.41 Para toda dlgebra temporal A se verifica Radgy(A) = Fp.

Demostracion: Como consecuencia del corolario 6.2.39 tenemos que Radyp(A) C
Fy. La otra inclusién es inmediata a partir de las definiciones y el lema 6.2.40.
|

Siguiendo el esquema seguido para Radyp(A), vamos a definir y describir un
nuevo filtro temporal que sera el llamado “radical articulado” en contraposicion
al radical desarticulado.

Definicién 6.2.42 Dada un dlgebra temporal A definimos el espectro tempo-
ral articulado, Spty(A), y el radical articulado Rady(A) por las igualdades:

Spta(A) = {D € Spt(A): A/D € %} y Rady(A) = (") Spta(A)
Corolario 6.2.43 Para todo dlgebra temporal A, Fy € Spty(A).

Demostracion: Es facil comprobar que F; € Spt(A). Ademas, es evidente que
g0 A RO € [0,g0 A h0] = —~F; y por tanto se tiene

(90 A hO)/Fy = 0/Fy

de lo cual se deduce, segin la caracterizacion de algebras temporales articula-
das, que A/ F} es articulada. [

Lema 6.2.44 Sea A un dlgebra temporal y D € Spt(A). Si D € Spty(A)
entonces pl V fl1 € D

Demostracion: Si D € Spty(A) entonces A/D es un algebra temporal arti-
culada, asi que g(0/D) A h(0/D) = 0/D de donde g0 A A0 € —-D, esto es,
flvpl eD. |
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Teorema 6.2.45 Para toda dlgebra temporal A se verifica Rady(A) = Fy.

Demostracion: Como consecuencia del corolario 6.2.43 tenemos que Rady(A) C
Fy Las otras inclusiones son inmediatas a partir de las definiciones y del lema
6.2.44. -

Corolario 6.2.46 En cualquier dlgebra temporal A se cumple Fi(A) = Rady(A).
Demostracion: Es consecuencia del corolario 6.2.30 y del teorema 6.2.45. ®
Lema 6.2.47 Si A es un dlgebra temporal entonces Rady(A) € Spto(A).

Demostracion: Es claro que Radgp(A) € Spt(A). Veamos que A/Radp(A) €
©. En efecto, si D € Sptp(A) entonces p(1/D) = 0/D, esto es, pl € —D.
Entonces se cumple:

pl € (Y{=D: D € Sptp(A)}
o lo que es equivalente:
pl € =) Sptp(A) = ~Radyp(A)

y como consecuencia p(1/Radgp(A)) = 0/Radp(A) y ello demuestra el enun-
ciado. |

Lema 6.2.48 Si A es un dlgebra temporal entonces Rady(A) € Spty(A).
Demostracion: En efecto, si D € Spty(A) entonces g0 A R0 € =D. Asi pues:
g0 A h0 € ~Rady(A)

y como consecuencia, siendo Rady(A) € Spt(A), tenemos:
4(0/ Rada (A)) A h(0/Rada(A)) = 0/ Rada(A)

lo que permite afirmar que A/ Rady(.A) es un éalgebra temporal articulada y
concluir lo que afirma el enunciado. ]

Definicién 6.2.49 Sea A un dlgebra temporal. Representaremos al dlgebra
temporal A/ Fy por Ay y al dlgebra A/ Fy por A,.
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Para cualquier algebra temporal A, las algebras A, y A; tienen la propie-
dad de ser la maxima imagen epimorfica de A en D y 2, respectivamente.

Teorema 6.2.50 Sea A un dlgebra temporal. Para todo dlgebra temporal des-
articulada B y todo morfismo u : A —— B existe un morfismo p' : Ay —— B
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

Ay

Ademds si p es inyectiva (resp. sobreyectiva) entonces ' es inyectiva (resp.
sobreyectiva).

Demostracion: En efecto, dado que B es desarticulada entonces también lo
seré el algebra A/—ker(p) y como consecuencia inmediata se tiene Radgp(A) C
—ker(p). Este hecho permite afirmar que la correspondencia:

Ay — B

definida como p'(z/Rady(A)) = p(z) sea una aplicacién. Efectivamente, si
tomamos z,y € A tales que z + y € " Radyp(A) entonces z + y € ker(r) y
por tanto u(z) = p(y). Es claro que 4/, asi definido, cumple la propiedad de
conmutacién deseada.

Si p es inyectiva y p'(z/Radp(A)) = 0 entonces ¢ € ker(u) y por tanto
z =0 con lo cual z/Radp(A) = 0/Radp(A). Por tanto ' es inyectiva.

Si u es sobreyectiva, y € By p(z) = y entonces p'(z) = y, lo cual indica
que ' es sobreyectiva. ]

Teorema 6.2.51 Sea A un dlgebra temporal. Para todo dlgebra temporal ar-
ticulada B y todo morfismo u : A —— B eziste un morfismo p' : Aj — B
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haciendo conmutativo el siguiente diagrama

w

A B

A

Ademds si p es inyectiva (resp. sobreyectiva) entonces u' es inyectiva (resp.
sobreyectiva).

Demostracion: Analoga a la del teorema 6.2.50 |

Toda algebra temporal es el producto de un algebra totalmente desarticu-
lada y otra articulada. Estos dos factores son precisamente las algebra A, y

Ay
Teorema 6.2.52 Sea A un dlgebra temporal. Entonces A= Ay x A.

Demostracién: Las congruencias de un algebra temporal son congruencias de
un algebra de Boole, por tanto conmutan. Para demostrar este teorema basta
demostrar que el filtro temporal generado por Rady(A) y Rady(A) es A y que
Rady(A) N Rady(A) = {1}. Pero ambos hechos son evidentes a partir de los
teoremas 6.2.41 y 6.2.45. ]

Corolario 6.2.53 A es una subvariedad mazimal en el reticulo de subvarie-
dades de %.

Demostracion: Sea X una subvariedad de ¥ tal que A C X y sea A € X\ 2.
Como A ¢ 2 entonces Fy # Ay por tanto A, es de un lado no trivial y de otro
desarticulada, como indica el lema 6.2.47. Llamemos B al dlgebra A; y sea
D € SptM(B). Por el lema 6.2.26 se tiene que & = B/D y, al ser X cerrada
para cocientes, & € X. Como & genera a D, entonces debe cumplirse que
D C X y como consecuencia ® U2 C X. Por el teorema 6.2.52 se tiene que
X = %, como queriamos demostrar. ]
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6.3 Atomos de ilgebras temporales libres.

En esta seccién nos ocuparemos de estudiar el problema de los atomos
en las 4lgebras temporales libres. Veremos que en efecto dichas édlgebras
cuando, el conjunto de generadores libres es infinito no tienen atomos, sin
embargo, si el conjunto es finito demostraremos que poseen atomos y los da-
remos explicitamente. Esto dltimo resultado (caso finito) fue demostrado con
anterioridad por F. Bellissima en su trabajo [4], no obstante Bellissima emplea
propiedades cuya formulacién no es totalmente algebraica, por ejemplo la co-
nocida en légica como “propiedad del modelo finito”. Nuestra demostracion,
ademas de ser netamente algebraica prescinde de estas propiedades, facilitando
asi posibles generalizaciones.

Toda &lgebra temporal es isomorfa a un cociente de determinada algebra
libre. A continuacién vamos daremos el algebra temporal libre y el filtro
temporal convenientes para caracterizar al algebra F4(X).

Teorema 6.3.1 Sea X un conjunto no vacio. Entonces Fy(X) es isomorfa a

F.(X)/Fo.

Demostracion: Sea A un algebra cualquiera de la variedad de las desarticula-
das y 7 : X —— A. Por ser F;(X) el algebra temporal libre sobre X y ser
A un algebra temporal existe un morfismo 77 que hace el siguiente diagrama
conmutativo.

1

X ——~ F(X)

=3

A

Dado que A es desarticulada 7(h0 A g0) = g0 A k0 = 1 y como consecuencia
Fy C ker(7). Asi pues, existe una aplicaciéon 7 : Fy(X)/Fo —— A que hace
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conmutativo el siguiente diagrama:

F(X) —— F(X)/Fo

n

||

A

Concluimos pues que F;(X)/Fy tiene la propiedad universal para la variedad
de algebras temporales desarticuladas.

Por otra parte 7 o7 es inyectiva. En efecto, sea z,y € X tales que = # y.
Si (roi)(x) = (ro1)(y), es decir, [z] = [y], entonces se debe cumplir que
z Ag0AhRD=yAg0A hO. El algebra temporal & tiene un universo con dos
elementos {0,1} y es desarticulada, con lo cual g0 = R0 = 1. Consideremos
la aplicacién v : X —— {0,1} definida por v(z) = 1 y v(y) = 0 y sea
v : Fy(X) — {0,1} el morfismo de algebras temporales que extiende a v.
Dado que T es morfismo de algebras temporales, se tendria que:

v(z) A gv(0) A h(0) = B(y) A g9(0) A hT(0)

es decir v(z) = v(y), lo cual es imposible. Concluimos pues, la inyectividad
de 7 07 y como consecuencia podemos identificar a X con X/Fo = {z/F} :
r € X}. Como X genera a F;(X), X/Fy también genera a F;(X)/Fy. Con lo
demostrado podemos concluir que F;(X)/Fo es isomorfa a F,(X). [

Definicién 6.3.2 Sea X un conjunto no vacio. Representaremos por F;(X)
el dlgebra libre de la variedad £ con conjunto de generadores libres X.

En analogia con el caso de Fy(X), también es posible dar explicitamente el
filtro temporal adecuado para obtener F;(X) como cociente de F;(X). Dicho
filtro como cabria esperar es Fj.

Teorema 6.3.3 Sea X un conjunto no vacio. El dlgebra Fi(X) es isomorfa
al dlgebra F(X)/Fi.

Demostracion: Sea A un algebra cualquiera de la variedad £y p: X — A.
Por ser F;(X) el dlgebra temporal libre sobre X y ser A un algebra temporal
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existe un morfismo 7 que hace el siguiente diagrama conmutativo.

?

X

Fi(X)

3|

A

Dado que A es libre de desarticulada se tiene que pl V f1 = 1 y por tanto
7(plVf1l) = plVfl = 1 y como consecuencia Fy C ker(7). Asi pues, existe una
aplicacién 7 : Fy(X)/F1 —— A que hace conmutativo el siguiente diagrama:

s

F(X) —— F(X)/F

n

3l

A

Concluimos pues que F;(X)/F} tiene la propiedad universal para la variedad
de algebras temporales articuladas.

Por otra parte 7 o ¢ es inyectiva. En efecto, sea z,y € X tales que z # y.
Si (roi)(z) = (7 o01)(y), es decir, [z] = [y]|, entonces se debe cumplir que
zA(plV fl) =y A(plV fl). Sea la estructura temporal ({t}, {(¢,t)}). El
algebra temporal ({t},0)* tiene un universo con dos elementos {0,1} y es
libre de desarticulaciéon, con lo cual f1 V pl = 1. Consideremos la aplicacion
v: X —— {0,1} definida por v(z) =1y v(y) =0yseav: Fy(X) — {0,1}
el morfismo de algebras temporales que extiende a v. Dado que T es morfismo
de algebras temporales, se tendria que:

(z) A go(1) = o(y) A go(1)

es decir v(z) = v(y), lo cual es imposible. Concluimos que 7 oz es inyectiva
y por tanto X es identificable con X/F; = {z/F; : z € X}. Como antes,
es inmediato que X/F; genera a F;(X)/F;. Uniendo resultados se tiene que
F:(X)/F, es isomorfa a Fi(X). [

El siguiente es un lema técnico que relaciona el orden en el dlgebra F(X)/ Fy
con el del dlgebra Fy(X).
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Lema 6.3.4 Sean a/Fy,B/Fy € F(X)/Fy. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(2) O!/F()Sﬁ/Fo
(1) hOAgOAa < 8
(iii) hOA gOA o < hOA GO A B

Demostracion: Si a/Fy < 3/Fy entonces —~a V 3 € Fp, o equivalentemente,
hOA g0 < —aV . Esto es equivalente a su vez a hOAg0Aa < 3. Por otra parte,
si hOAgOAa < 3, entonces se deduce de inmediato que AOAgOAa < AOAGOAS,
dado que A0 A g0 A a < h0 A g0. Asi, pues la segunda afirmacién implica la
tercera. Suponiendo ahora que A0 A g0 A o < hO A g0 A 3, se tiene que
—~(h0 A g0 A @) V B = 1. Por consiguiente (=(h0 A g0 A ) V B)/Fo = 1/ Fp, de
donde —a/Fy V 3/ Fy = 1/ Fy, o equivalentemente o/ Fy < 3/ Fp. &

Lema 6.3.5 Sea X un conjunto no vacio y o/ Fo, 8/ Fo € Fy(X)/Fy. Entonces
a/Fy # B/ Fy si, y sdlo si, hO A g0 Ao # hOA g0 A B.

En los siguientes lemas se da la forma de pasar de atomos de F:(X)/Fp a
atomos de F;(X). En si esta forma consiste en, dado un atomo de F;(X)/Fo
elegir un representante y intersecarlo con el elemento h0 A g0. Este procedi-
miento no depende del representante elegido por la congruencia elegida para
hacer el cociente. Por otro lado, los 4tomos de F;(X) se transforman en atomos
de F;(X)/Fy con sélo proyectarlos.

Lema 6.3.6 Sea X un conjunto no vacio y o/ Fy € Fy(X)/Fo. St o/ Fy es un
dtomo entonces g0 A RO A a es un dtomo de Fy(X).

Demostracidn: Supongamos que a/ Fy es un atomo de F4(X). Si h0OAgOAa =0
entonces se tendria que 0 = a/ Fy A (RO A g0)/Fo = a/Fo A1 = o/ Fy, lo cual
es imposible. Por consiguiente h0 A g0 A o # 0. Sea 3 € Fy(X) tal que g <
RO A g0 A a. Tenemos entonces la desigualdad R0A gOA B < ROA g0 A a. Segtin
el lema 6.3.4, lo anterior es equivalente a 3/Fy < a/Fo, asi pues 3/Fy = 0
o bien 3/Fy = a/F,. En el caso 3/Fy = 0 se tendria hOAgOA B =0y
B < hOAgOAa < hOA g0, lo cual implica que 3 = hOAgOA 3 = 0. En el caso
ROA gOAa = hOA g0A B se deduce que hOA g0 A o < 3. Podemos establecer,
dado que la otra desigualdad se tiene por hipdtesis, que hHOAg0Aa=45. ®
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Lema 6.3.7 Sea X un conjunto no vacio y a € Fy(X). Si a € Atm(F(X))
entonces af Fy € Atm(F(X)/Fo).

Demostracién: Supongamos que o € Atm(Fy(X)) y que B/Fy < af/Fy. Se
deduce del lema 6.3.4 que hOAgOAS < a. Esto implica que o bien A0AgOASB = 0
o bien h0 A g0 A 3 = a. Lo primero es equivalente a 3/Fy = 0 y lo segundo a
ﬁ/Fo = a/Fo. |

Los lemas anteriores nos permiten deducir la ausencia de atomos en las
algebras F;(X) en el caso de que X sea infinito.

Teorema 6.3.8 Si X es un conjunto infinito entonces Fy(X) no tiene dtomos.

Demostracion: Segun el teorema 6.2.20,
F.(X)/Fo ~ By(X)

Como el nimero de atomos de B;(X) coincide con el de el adlgebra de Boole
libremente generada por X, entonces podemos afirmar que no posee ninguno.
Asi pues si a € Fy(X) fuese un atomo entonces, por el lema 6.3.7, a/ F seria
un atomo de F(X)/Fy, lo cual es imposible como se ha hecho notar. Por
tanto se tiene lo que queriamos. [ |

Pasamos a estudiar ahora el caso en que el conjunto de generadores libres es
finito. Previamente y como consecuencia del teorema 6.2.20 podemos enumerar
los atomos del adlgebra F;(X) cuando X es de cardinal finito y conocido.

Definicién 6.3.9 Sean € w*, 0 € {-1,1}* y X = {21,22,...,2,}. Defini-
mos el elemento £, € B(X) por la siguiente igualdad:

{,z/\{xf‘:lﬁign}

donde " = { gy s .

w sr=l

El concepto de atomo de un algebra temporal depende justamente de la
relacién de orden en el dlgebra de Boole subyacente. Por tanto, el conjunto de
4tomos de B4(X) coincide con el conjunto de atomos de B(X), el cual es 2"
(ver [11]). De esto se deduce inmediatamente los siguientes corolarios.



6.3. Atomos de dlgebras temporales libres. 101

Corolario 6.3.10 Seann € w* y X = {z1,2,...,2,}. Entonces
Atm(Fy(X)) = {& 0 € {-1,1}"}

Corolario 6.3.11 Sean n € w* y X un conjunto tal que card(X) = n. El
dlgebra F4(X) posee 2™ dtomos.

Podemos ahora demostrar que F;(X) posee atomos cuando X es finito,
dando ademas su nimero y forma.

Teorema 6.3.12 Sea n € w* y X = {z1,22,...,2,} un conjunto finito de
cardinal n. El dlgebra temporal F¢(X) tiene 2" dtomos y

Atm(Fy(X)) = {& ANROA g0 : 0 € {-1,1}"}
Demostracién: Consideremos la siguiente aplicacion:
U : Atm(Fy(X)/Fy) — Atm(F(X))

definida por ¥(a/Fy) = hOA g0 A e, para todo o/ Fy € Atm(F¢(X)/Fp). Dicha
aplicacién estd bien definida como asegura el lema 6.3.6. Consideremos ahora

la aplicacion:

T : Atm(Fy(X)) — Atm(Fy(X)/Fo)

definida por Y(a) = a/Fp, la cual estd también bien definida como indica el
lema 6.3.7. Por una parte tenemos

(YoWU)(a/Fy) = T(hROAgGOA«)

(RO A g0)/ Fo A o/ Fo
1/Fo A a/Fy

= af/F

y por la otra
(PoT)(a)=Y(a/Fy) =h0Ag0A

Dado que 0 < AOAg0A @ < ay a € Atm(F,(X)), entonces se cumple que
ROA gOAa =0 o bien h0 A g0 A @ = . El primer caso es imposible ya que se
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tendria o/ Fy = hOAgOA e/ Fy = 0/ Fy y por tanto o/ Fy no seria un elemento de
Atm(F(X)/Fy), contradiciendo el lema 6.3.7. Por consiguiente h0Ag0Aa = a,
de lo cual se deduce (¥ o T)(a) = a, para todo a € Atm(F;(X)). Se sigue
que U es una biyeccién y que el cardinal de Atm(F;(X)) coincide con el de
Atm(F4(X)/Fp). Del teorema 6.3.1, el corolario 6.3.10 y de la definicién de ¥,
concluimos que:

Atm(Fy( X)) = {&, AROA g0 : 0 € {—1,1}"}
|
Una vez que hemos localizado los atomos del algebra F;(X), cuando X es

finito, surge la pregunta de si F;(X) es atomica. Veremos a continuacién que
esto no ocurre.

Lema 6.3.13 Sean A y B dos dlgebras temporales. Entonces se cumple la
igualdad:

Atm(A x B) = {(a,0) : a € Atm(A)} U {(0,b) : b € Atm(A)}

Teorema 6.3.14 Sea X un conjunto no vacio. El dlgebra Fi(X) no tiene
dtomos.

Demostracién: Supongamos en primer lugar que X es infinito. Aplicando lo
que afirma el teorema 6.2.52 y teniendo en cuenta el teorema 6.3.3 se tiene,

que

Fi(X) ~ Fy(X) x Fi(X) = Fy(X)/Fo x Fo(X)/F,

Dado que Fy(X) no tiene dtomos tampoco puede tenerlos F;(X)/F;, como
asegura el lema 6.3.13. Pero, segin el teorema 6.3.3, F;(X) ~ F{(X)/F; de

donde Fi(X) no tiene atomos.
Supongamos ahora que X es finito. Utilizando de nuevo el teorema 6.2.52

v el lema 6.3.13 tenemos
Card(Fi(X)) = Card(F4(X)) + Card(Fi(X)
Como, segtin el teorema 6.3.12, se verifica que
Card(Fi(X)) = Card(Fq(X))

entonces deducimos inmediatamente que F;(X) no tiene atomos. [
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A pesar de que en el caso de que X sea finito F;(X) tiene atomos, dicha
algebra no es atéomica como se demuestra a continuacion.

Corolario 6.3.15 Sea X un conjunto finito. El dlgebra F+(X) no es atomica.

Demostracidn: Consideremos el algebra temporal Fy(X) x Fi(X) y sea a €
Fi(X)\ {0}. Si Fy4(X) x Fi(X) fuera atémica, existiria un atomo (z,y) tal
que (z,y) < (0,a). Asi pues se tendria que z = 0 e y € Atm(F;(X)), lo cual
es imposible porque F;(X) no tiene dtomos. Asi pues F4(X) x Fi(X) no es
atémica y tampoco F;(X) puesto que ambas algebras son isomorfas. [ ]
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Capitulo 7

Algebras Temporales Reflexivas.

§7.1 Introduccion.

Una vez estudiadas las algebras temporales con operaciones temporales
primitivas constantes vamos a considerar en el presente capitulo la clase de las
algebras temporales cuyas operaciénes temporales son la identidad, dlgebras
temporales que hemos calificado como “reflexivas”. Demostraremos que esta
clase es una variedad y daremos un teorema de estructura para algebras tem-
porales que involucra a las algebras reflexivas.

§7.2 Algebras Reflexivas.

Definicién 7.2.1 Un dlgebra temporal A es reflexiva si g = 14. Denomina-
remos R a la clase de las dlgebras temporales reflerivas.

Ejemplo 7.2.2 Como ejemplos destacados de dlgebras temporales reflexivas
tenemos los siguientes:

(i) Si(A,A,V,~,1) es un dlgebra de Boole entonces (A, A,V,=,14,14,1) es
un dlgebra temporal refleziva. En el caso particular de que A = {0,1}
denominaremos & al dlgebra (A, A\,V,—,14,14,1).

(i) Supongamos que T es un conjunto no vacio y consideremos la relacidn
binaria en T, A(T) = {(t,t): t € T}. Se tiene segun las definiciones que
st XCT:

gam X = {t:si tA(T)t' entonces t' € X} = X

105
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Por tanto (T, A(T))*t es un dlgebra temporal reflexiva.

Este segundo ejemplo es un caso particular del primero. En efecto, basta
tomar A atémica y completa. Lo incluimos ilustrando una forma de obtener
un algebra temporal reflexiva a partir de una estructura temporal.

Lema 7.2.3 La clase R de dlgebras es una variedad.

Es posible caracterizar a las algebras reflexivas de varias formas. En el
siguiente lema damos algunas caracterizaciones ecuacionales. Se usa funda-
mentalmente el corolario 2.3.12 y ello simplifica bastante la demostracion.

Lema 7.2.4 Si A es un dlgebra temporal, son equivalentes las afirmaciones:

(i) h=14.
(ii) p=14.
(iii) f=14.
(iv) g =14.

Demostracion: Supongamos que ¢ = 14. Sabemos por el corolario 2.3.12 que
para todo a € A, ha = -min{z : a V gz = 1}; pero si ¢ = 14 entonces
{z : aV gz = 1} coincide con el conjunto {z : a Vz = 1}. Asi pues -min{z :
aV gz =1} =ay por tanto h = 14. Esta misma demostracién es valida para
la implicacién reciproca.

Es inmediato demostrar que las igualdades ¢ = 14 y h = 14 son equiva-
lentes a las igualdades f = 14 y p = 14, respectivamente. [ ]

Daremos ahora algunas propiedades de la relaciéon < cuando esta proviene
de un élgebra temporal reflexiva. Comenzamos por una caracterizacién de las
algebras reflexivas en términos de < que pone de manifiesto que sélo existe
una forma de obtener un algebra temporal reflexiva a partir de una estructura
temporal, a saber, la del ejemplo anteriormente dado.

Teorema 7.2.5 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(1) A es reflexiva.
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(ii) La relacion < en Ult(A) es A(UIt(A)).

Demostracion: Supongamos que A es reflexiva y sea D € Ult(A). Es claro
que D < D puesto que D = g*(D) C D, sin embargo no existe D’ # D tal
que D < D’ dada la maximalidad de D y D’. Razonando analogamente con h
para el caso D' < D tenemos la segunda afirmacion.

Reciprocamente, supongamos que <= A(Ult(A)). Entonces el algebra
(Ult(A), A(Ult(A)))t es reflexiva como se dijo en los ejemplos anteriores.
Dado que A es una subélgebra de (Ult(A), A(Ult(A)))* concluimos que g =
14 y por tanto A es reflexiva. [ |

Daremos ahora otros resultados sobre dlgebras temporales reflexivas en
involucrando a sus filtros.

Lema 7.2.6 Si A es un dlgebra temporal reflexiva entonces Sp(A) = Spt(A).

Demostracion: Basta demostrar que Sp(A) C Spt(A) puesto que lo otra in-
clusién se tiene por hipdtesis. Pero esto es inmediato puesto que si A es
reflexiva entonces L = 14 y todo conjunto es cerrado para la identidad, en
particular cualquier filtro. [ |

Teorema 7.2.7 Sea A un dlgebra temporal reflexiva. Entonces coinciden los

conjuntos SptM(A), SptP(A), SptCI(A) y SptI(A) con Ult(A).

Demostracion: La demostracion es inmediata a partir del lema 7.2.6 y las
definiciones. =

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado sobre radicales tempo-
rales.

Corolario 7.2.8 Sea A un dlgebra temporal reflexiva. Entonces se cumple
Radtp(A) = Radty(A) = {1}
Corolario 7.2.9 Toda dlgebra temporal reflexiva es semisimple.

Teorema 7.2.10 Sea A un dlgebra temporal reflexiva y D € SptM(A). En-
tonces A/D = &;.
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Demostracion: Sean Ay D como en el enunciado. Dado que %R es una varie-
dad, el cociente A/D es un algebra temporal de R. Pero segin el lema 7.2.6
D € Ult(A) con lo cual el universo de A/D tiene dos elementos. Por tanto
A/ D coincide con &;. |

Corolario 7.2.11 Toda dlgebra temporal refleziva es una potencia subdirecta
del dlgebra &;.

Demostracién: Esto es consecuencia inmediata de que Radtp(A) = {1} y de
que A/D = &, para todo D € SptM(A). -

Al igual que concluiamos que la variedad de las dlgebras temporales desar-
ticuladas esta generada por el algebra temporal &, también podemos demos-
trar que la de las reflexivas esta generada por &;. De ello obtendremos también
que la mencionada variedad es minimal en el reticulo de las subvariedades de
z.

Corolario 7.2.12 La variedad R esta generada por el dlgebra & .

Corolario 7.2.13 La variedad R es minimal en el reticulo de subvariedades
de .

Demostracion: Supongamos que X es otra subvariedad de T y que X C R. Sea
Aecxy D e SptM(A). Como consecuencia del lema 7.2.11 se tiene que A/D
coincide con &;. Al ser X una variedad, de ello se deduce que & € X. Por
tanto X contiene a la variedad que genera &, esto es, contiene a R. Como
conclusion obtenemos X = R. [ |

Introducieremos a continuacién el concepto de elemento reflexivo en una
algebra temporal y daremos a posteriori la justificacién de tal eleccion de
nombre.

Definicién 7.2.14 Sea A un dlgebra temporal y a € A. El elemento a es
reflexivo si fx = pz = z, para todo x < a.

Teorema 7.2.15 Sea A un dlgebra temporal, a € A y D, D’ € Ult(.A) tal que
a € D. Si el elemento a es reflexivo entonces son equivalentes

(i) D<D' oD <D.



7.2. Algebras Reflexivas. 109

(i) D=1D'.

Demostracion: Sea a € A reflexivoy D € Ult(A) tal que a € D. Supongamos
que D' € Ult(A) y que D < D', lo cual equivale a que p,D C D'y por tanto
a € D'. Si z € D entonces, por una parte z A a € D y por otra, al darse
que z A a < a, se tiene z A a = p(z A a). Como D < D', necesariamente se
tendré que z A a € D' y como también ¢ € D' entonces podemos deducir que
z € D'. Asi pues hemos demostrado que D C D’ y como ambos son ultrafiltros
entonces D = D’. En el caso de que se parta de la hipétesis de que D' < D,
llegariamos a que D = D’ razonando de forma analoga a partir de f.
Reciprocamente, tomemos z € D. Como p(z A a) = x A a, p es creciente
y z Aa < z, tenemos que z A a < pz. De ello se deduce inmediatamente que
pz € D. Con lo anterior acabamos de demostrar que p,D C D, o sea, que
D < D. Esto completa la demostracion del teorema. [ |

Corolario 7.2.16 Sea A un dlgebra temporal y a € A un elemento reflexivo.
Entonces se cumple que <| p(a) = A(p(a)).

El dltimo corolario da realmente la justificaciéon para denominar “reflexi-
vos” a los elementos a de un algebra temporal A que cumplen que fz = pzr =
z, para todo ¢ < a. En efecto, si la relacion < se restringe al conjunto de
ultrafiltros que contienen a a, entonces se obtiene la diagonal del producto

cartesiano de dicho conjunto por el mismo (cf. el teorema 7.2.5).

Definicién 7.2.17 Dada un dlgebra temporal A definimos el subconjunto I.(A)
de A mediante la igualdad I,(A) = {a € A: a es reflexivo}.

Teorema 7.2.18 Para toda dlgebra temporal A, I,(A) es un ideal temporal
de A.

Demostracién: Es evidente que 0 € I.(A) y que si a € I,(A) y b < a entonces
b€ I.(A). Por otra parte tomemos a,b € I,(A) y supongamos que z < a V b.
En este caso se cumple z =z A (aV b) = (z Aa)V (z Ab) y en consecuencia
fz = f(xAa)V f(z Ab); pero f(rAa) =z Aay también f(zx Ab) =z Abcon
lo cual fr = z. Esto permite afirmar que a V b € I,(A). Hasta aqui se tiene
que I.(A) es un ideal de A.

La temporalidad es inmediata al coincidir tanto fz como pz con = cuando

z € I.(A). En efecto, si z € I.(A) entonces Mz = = € I.(A). [
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Es obvio a partir de la definicién anterior que otra forma de definir a las
dlgebras temporales reflexivas es imponer a un algebra temporal la condicién
de que el elemento 1 sea reflexivo.

Lema 7.2.19 Sea A un dlgebra temporal. A es reflexiva si, y solo si, 1 €
L{A).

Definicién 7.2.20 Un dlgebra temporal A es libre de reflexion si el unico
elemento reflezivo de A es el elemento 0, esto es , si I,(A) = {0}. Represen-
taremos a esta clase de dlgebras por la letra M y las denominaremos dlgebras
temporales libres de reflexion.

Definicién 7.2.21 Dada un dlgebra temporal A definimos el espectro tempo-
ral libre de reflexion, Sptn(A), mediante Sptn(A) = {D € Spt(A) : A/D €
N}. A partir de este espectro definimos el radical temporal libre de reflexion

como Rady(A) =N Sptn(A).

Veremos ahora que Sptn(.A) es no vacio, cualquiera que sea el dlgebra
temporal A, y determinaremos el conjunto Radn(A).

Definicién 7.2.22 Sea A un dlgebra temporal. Definimos el conjunto F,,(A)
mediante la igualdad F,,(A) = {a € A:-a € I,(A)}

Lema 7.2.23 Para toda dlgebra temporal A, F,,(A) es un filtro temporal de
A.

Demostracion: Es evidente a partir del hecho de que I,(.A) es un ideal temporal

de A y de la definicion de F,.(A). L

Lema 7.2.24 Sea A un dlgebra temporal y x € A. Si se cumplen las desigual-
dades:

(i) p(fz A—z) < fo A -z
(it) f(pz A —z) < pz A -z
entonces se cumplen las desigualdades

zVpr<z<gzAhz
p g
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Demostracidn: Con las hipétesis de que disponemos y las propiedades de las
algebras temporales se tiene:

hfz A ~he < p(fz A -z) < fo A—E
y por tanto
& A—=he € hfz A =he < fz Aoz

de donde
zA—-hx=0

o equivalentemente, ¢ < hz. Dado fzr < fhaz < z tenemos como conclusién
que fr < z. Considerando ademas que f(pz A -z) < pz A -z y razonando
como antes obtendremos que z < gz y, por tanto, que pr < z. Se cumplen
como consecuencia las siguientes desigualdades:

fzxVpr<z<grAhzx
|

Teorema 7.2.25 Para toda dlgebra temporal A, el dlgebra A/F,.(A) es un
dlgebra temporal libre de reflexion.

Demostracion: A/F,.(A) es un &lgebra temporal porque F,,(A) es un fil-
tro temporal de A. Veamos que dicha algebra es libre de reflexiéon. Sea
a/F,.(A) € A/F,.(A) y supongamos que la condicién z/F,,(A) < a/F,.(A)
implica fz/F,.(A) = pz/Fu..(A) = z/F,.(A). Sea z € A tal que r < a.
Entonces se cumplird que z/F,,(A) < a/F,,(A) y como consecuencia, segin
nuestras hipdtesis, se tendra:

frV -z,pzV-z,zV - fz,zV pzr € F,r(A)

luego
fz A-z,pz A-z,z A-fx,z A -pzx € I,(A)

Asi pues, se tiene:
p(fz A—g) = fa A—e ¥y flpz A=a)= pr A—=
Segtin el lema 7.2.24 podemos establecer

fr<z<gzx ypr<z<he
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Establezcamos ahora la igualdad entre pz, fx y . En primer lugar observemos
que x A ~fzx < z. Aplicando f, que es monédtona, y teniendo en cuenta que
z A —~fz € I,(A) podemos escribir:

zA-fz = flzA-fz) < fz

consecuentemente z A ~fx = 0, o lo que es equivalente, z < fz. De forma
totalmente analoga se obtendria z < pz. De ello y lo anterior concluiriamos
que a € I.(A). Por tanto a/F,,(A) = 0/F,.(A). Esto demuestra, como se
queria, que A/ F,,(A) es libre de reflexion. [

Como consecuencia del anterior resultado podemos identificar el radical,
Rady(A). Veremos que dicho conjunto coincide con F,.(A).

Teorema 7.2.26 Para todo dlgebra temporal A se cumple la igualdad:
Fur(A) = Rady(A)

Demostracion: La inclusion de derecha a izquierda es cierta trivialmente como
consecuencia del teorema 7.2.25. Para la otra inclusion, sea D € Spt(A)
y supongamos que [.(A/D) = {0/D}. Si z € F,,(A) entonces se cumple
f—z = p~x = —z con lo cual,

f(=z/D) = p(-z/D) = -~z/D

y por tanto —~z/D = 0/D, esto es, z € D. Como consecuencia inmediata
obtenemos la inclusion de izquierda a derecha. [ |

Definicién 7.2.27 Dada un dlgebra temporal A, representaremos el dlgebra
cociente A/ F,,(A) por A,,.

El teorema 7.2.26 nos permite enunciar un teorema en el que se pone de
manifiesto que A,, es la maxima imagen epimorfica de A en M. Su demos-
tracién es similar al teorema andalogo para algebras desarticuladas.

Teorema 7.2.28 Sea A un dlgebra temporal. Para todo dlgebra temporal libre
de reflexion B y todo morfismo u : A —— B existe un morfismo u' : A,, ——
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B haciendo conmutativo el siguiente diagrama

A B

r

Anr

Ademds si u es monomorfismo (resp. epimorfismo) entonces ' es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).

Definicién 7.2.29 Dada un dlgebra temporal A, definimos el conjunto F.(A)
mediante la igualdad F.(A) = {z € A:xVa=1, para todo a € F,,(A)}.

Lema 7.2.30 Para toda dlgebra temporal A, si a € F,.(A) entonces, para
todo z € A tal que a < = se cumple px V fz < .

Demostracion: Sea a € F,,(A). Si a < z entonces -z < —a y por tanto
f-x = -z, es decir, fr = z. De ello se deduce que gz V -~z = 1, o equivalen-
temente, z V h—z = 1. O sea, ~x < h—z, es decir, pr < z. De forma analoga
demostrariamos que fr < z y como consecuencia se tiene que pzr V fr < z. &

Lema 7.2.31 Sea A un dlgebra temporal. Entonces F,(A) es un filtro tempo-
ral de A.

Demostracién: Veamos en primer lugar que F(A) es un filtro temporal. Es
evidente que 1 € A y si z,y € F,(A) entonces, para todo a € F,.(A), (z A
yyVa=(zVa)A(yVa)=1V1 =1, de donde z Ay € F,(A). Por otro
lado, si z € F,(A), esto es, zVa = 1, para todo a € F,,(A) entonces cualquier
z € A que verifique z < z cumple esta misma condicién. De todo lo dicho
se deduce que F,(A) es un filtro. Veamos a continuacién que este filtro es
también temporal. Para ello tomemos z € F,(A) y un elemento cualquiera a
de F,,(A). Usando la axiomatica de algebras de temporales y los lemas 1.2.4
y 7.2.30 se tiene

1 = g(1)
= g(zVa)

gz V fa)

gz Va

IAIA



114 Capitulo 7. Algebras Temporales Reflexivas.

de donde gz € F,(A). De forma andloga demostrariamos que hx € F,.(A).
De ambos hechos se deduce que para todo = € F.(A), Lz € F,(A), es decir,
que F,(A) es temporal. [ |

Teorema 7.2.32 Para toda dlgebra temporal A, el dlgebra temporal A/ F.(A)
es reflexiva.

Demostracion: Sea z € Ay a € Fo.(A). Dado que pg(-z Va) < -z Va
podemos establecer

hz V pg(-~z Va) < hzV (-zVa)

pero, a < —zVayaé€ F,(A) con lo cual g(-z V a) = =z V a. Usando esto
junto a los lemas 1.2.4 y 7.2.30 tenemos la siguiente cadena de relaciones:

1 = A1)

h(z V -z V a)
hz V p(—z V a)
hz V (mz V a)

IA A

de donde deducimos que hz V (—=z V a) = 1 Por otro lado
zV-heVae=gVaVpz=h{zAa) Ap-z

Usando nuevamente el lema 1.2.4 tenemos que

1 = k(1)
= h(zVaV-z)
< h(zAa)Ap-z

de donde z V —hz V a = 1. Resumiendo, hemos obtenido que -z V hz, =V
—-hz € F,(A). De forma analoga pordemos deducir que -z V gz, = V gz €
F.(A) y de estas pertenencias se tiene inmediatamente que h(z/F.(A)) =

2/ Fo(A) y que g(a/F,(A)) = 2/ F.(A). e

Definicién 7.2.33 Denominaremos A, al dlgebra temporal reflexiva A/ F.(A).
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Lema 7.2.34 Para toda dlgebra temporal A se cumple que F,.(A)N Fr.(A) =
{1}.

Demostracion: Supongamos que a € F.(A) N F,,(A). Como a € Fn.(A) y
a € F,(A) entonces a = aV a =1 y esto demuestra lo que se queria. [ |

A continuacién vamos a dar un teorema en el que se pone de manifiesto que
toda algebra temporal es un producto subdirecto de dos algebras temporales,
una de ellas reflexiva y la otra libre de reflexion.

Teorema 7.2.35 Toda dlgebra temporal A es producto subdirecto de las dlgebras

A y Apr

Demostracién: Dada el algebra temporal A consideramos las algebras tempo-
rales A, = A/F,(A) y A,./F..(A). Por el lema 7.2.34, F,(A)N F,.(A) = {1}.
Por tanto A es producto subdirecto de las algebras A, y A,,, la primera de
las cuales es reflexiva y la segunda libre de reflexion. |
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Capitulo 8

Algebras Temporales Elementales.

En el presente capitulo abordamos el estudio de las algebras temporales que
hemos denominado elementales. Estas algebras se caracterizan, desde el punto
de vista aritmético, porque el elemento x acota inferiormente al elemento gz.
La clase de todas ellas constituye una variedad que resultara ser la engendrada
por ® U fR.

8.1 Algebras Elementales.

Definicién 8.1.1 Sea A un dlgebra temporal. A es elemental si para todo
z € A se cumple ¢ < gx.

Definicién 8.1.2 Llamaremos ¢ a la clase de las dlgebras temporales elemen-
tales. '

Para ilustrar la definicién podemos dar los siguientes ejemplos. Todos ellos
seran de mucha utilidad en razonamientos posteriores.

Ejemplos 8.1.3 (i) Sea T un conjunto no vacio y sea o una relacion bi-
naria en T que cumple que o C A(T). Consideremos ahora el dlgebra
temporal (T,o)*. Dicha dlgebra es elemental. En efecto, si X C T
entoces X C {t € T : si tot' entonces t' € X}, o equivalentemente
X Cyg,X.

(ii) Sea A = (A,A,V,—,1) un dlgebra de Boole y ag € A. Definimos la
aplicacion g : A —— A mediante la igualdad gr = x V ao, para todo
z € A. Es inmediato demostrar que el dlgebra (A,A\,V,—,9,9,1) es un
dalgebra temporal elemental.

117
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(iii) Sea ¥ el conjunto de aplicaciones de {0,1,...,n} en el conjunto {—1,1},
esto es, ¥ = {—1,1}"*'. Consideremos también el conjunto Lo = {0 €
¥ : 0(0) = 1} y definamos g : P(¥) — P(X) como gX = X U Xo.
Segiin el ejemplo anterior (P(X),N,U,,g,9,%) es un dlgebra temporal
elemental. Notaremos a esta dlgebra como £(n) y a su universo como
E(n), esto es, llamamos E(n) al conjunto P(XL).

Este ejemplo, que surge como caso particular del anterior, es a su vez un
caso particular del primero. En efecto, si consideramos en ¥ la relacion
binaria R = {(o,0) : 0(0) = —1}, resulta que

(L, Ryt = (P(X),n,U,—,9,9, %)

Es obvio a partir de la definicién que las algebras temporales elementales
admiten una definicién ecuacional y por tanto se tiene el siguiente resultado.

Lema 8.1.4 La clase ¢ de algebras es una variedad.

Veremos ahora algunas de las propiedades aritméticas de las algebras tem-
porales elementales. Ello permitira un mayor conocimiento de la variedad y
nos proporcionara otras definiciones equivalentes a la dada para este tipo de
algebras.

Teorema 8.1.5 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(i) A es elemental.

(ii) = < hz, para todo x € A.
(iii) px < z, para todo x € A.
(v) fz <z, para todo x € A.

Demostracion: Si A es elemental entonces ~z < g—z, para todo =z € A, esto
es, ¢ V goz = 1. Por las propiedades de algebra temporal se tiene que lo
anterior es equivalente a hz V —~z = 1, esto a su vez es equivalente a z < hz.
Por tanto se tiene la segunda afirmacion.

Supongamos que z < hz para todo z € A. Si z es un elemento arbitrario
de A entonces -z < h—z y por tanto ~h-z < z, esto es, pr < z. Esto
demuestra la tercera afirmacion.
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Supongamos ahora que pr < z para todo z € A. Elegido z € A se tiene
que p~z < -z y por tanto z A pmz = 0. Por las propiedades del algebra
temporal lo anterior es equivalente a -z A fz = 0 y por tanto fr < z. Quela
cuarta afirmacién implica a la primera se demuestra de forma analoga a como
se demuestra que la segunda implica a la primera. [ |

Teorema 8.1.6 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(1) A es elemental.
(i) Lz =z, para todo x € A.
(1) Mz = z, para todo x € A.
Demostracion: Es inmediato a partir de las definiciones y el teorema 8.1.5. B

Los teoremas 8.1.5 y 8.1.6 aportan cinco definiciones equivalentes para
algebras temporales elementales, todas ellas de caracter aritmético.

Nuestro siguiente objetivo es ver que tanto g como h son morfismos para
la operacion V. De camino obtendremos otras cuatro definiciones equivalentes
a la dada para algebra temporal elemental.

Teorema 8.1.7 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(i) A es elemental.
(1) gz =z V g0, para todo x € A.
(111)) hx =z V h0, para todo x € A.

Demostracion: Supongamos que z < gz, para todo z € A. Como 0 es minimo
y g es monétona se tiene que z V g0 < gzx. Por otro lado se tienen a través
del lema 1.2.4 que gz = g(z V 0) = fz V g0. Pero, segin afirma el teorema
8.1.5, fr < z y por tanto tenemos que gr < z V g0. De las dos desigualdades
obtenemos que gz = z V ¢g0. Hemos demostrado que la primera afirmacion
implica la segunda. De forma analoga, usando el teorema 8.1.5, tendriamos
que la primera implica a la tercera y cualquiera de ellas, segunda o tercera,
implican a la primera, nuevamente a través del teorema 8.1.5. u
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Teorema 8.1.8 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(1) A es elemental.
(it) fx =z A f1, para todo x € A.
(iit) pr = = A pl, para todo x € A.

Demostracion: Si A es un élgebra elemental entonces, segiin el teorema 8.1.7,
para todo r € A se tiene gz = ¢V g0. Si z € A tendremos en particular
que g~z = =z V g0, lo cual es equivalente a ~fz = —(z A f1) y por tanto
fz =z A f1. También a través del teorema 8.1.7, usando ahora la igualdad
hz = z V h0, podriamos demostrar de forma analoga que pr = z Apl. Por otra
parte, cualquiera de estas afirmaciones implican que A es elemental, porque
de fx =z A f1 se deduce que fz <z y de pr = x A pl que pzr < z. [ ]

Lema 8.1.9 Sea A un dlgebra temporal elemental. Entonces:
(i) fg=1.
(it) ph = p.

Demostracion: Sea x € A. Por el teorema 8.1.8 tenemos que fgz =gz A fly
por el teorema 8.1.7 tenemos que gz A f1 = (z V g0) A f1. De ello se deduce
que

fogr=(xAfOV(gOA fl)=(eAfl)VO=2z A fl = fz

La segunda afirmacién se demuestra de forma similar a la primera o incluso a
partir de ella si se desea. [ |

Es posible demostrar ahora que en las algebras temporales elementales los
operadores g y h coinciden. De ello se sigue de forma inmediata que también
coinciden los operadores f y p.

Corolario 8.1.10 En toda dlgebra temporal elemental A se verifican g =h y
f=pr



8.1. Algebras Elementales. 121

Demostracion: Teniendo en cuenta la hipdtesis de este corolario y el lema 8.1.9
se siguen las siguientes relaciones, siendo z un elemento cualquiera de A:

._.
Il

TV

TV g
2V =fz
zV-fgz

IA A

zV g—gr

es decir 1 = zV g—gz. Sabemos por las propiedades de las algebras tempo-
rales que esto es equivalente a hz V ~gz = 1, o sea, gz < hz. Por otra parte,
seglin el teorema 8.1.5, si se tiene z < gz, para todo z € A entonces se tiene
r < hz, para todo ¢ € A. Un razonamiento andlogo al anterior partiendo
de esta 1ltima hipétesis nos permitiria afirmar que hz < gz. En definitiva se
tiene que para todo z € A, gz = hx, como queriamos demostrar. [ |

De lo anterior se deduce que tanto g como h, que son morfismos para la
operacién A también lo es para la operaciéon V. Ello permite concluir que f y
p son morfismos para la operacion A.

Corolario 8.1.11 Sea A un dlgebra temporal elemental y a,b € A. Se cum-
ple:

(i) g(aVb)=gaV gb.
(ii) h(a V b) = ha V hb.
(iii) f(a Ab) = fa A fb.
(iv) p(a A b) = pa A pb.

Demostracion: Sean a,b € A. Teniendo en cuenta el teorema 8.1.7 y el hecho
de que al encontramos en un algebra temporal elemental se cumple z < gz,
para todo z € A, podemos escribir

g(avVb)=aVbVgdl=aVgOVbVgld=gaVgb
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y ello demuestra la primera afirmacién. Segin el teorema 8.1.5 también se
cumple que r < hz, para todo z € A. Por tanto podemos repetir el razona-
miento anterior para el caso de h y obtener la segunda afirmacién.

Si g(aVb)=gaV gb, para todo a,b € A, entonces

flanb) = ~g—(anb) = ~g(-aV-b) = =(9-aVg-b) = ~~(faA fb) = fan fb

y se tiene la tercera afirmacién. La cuarta se demuestra de forma analoga a
partir de la segunda. |

En lo que sigue vamos a determinar el conjunto de todas las operaciones
monarias de un algebra temporal elemental A que se obtienen por composicién
a partir de las operaciones = y g.

Lema 8.1.12 Si A es un dlgebra temporal elemental entonces son ciertas las
siguientes afirmaciones:

(i) 99=49
(i) ff=f

Demostracién: Sea x € A. Se tiene la siguiente cadena de igualdades sin mas
que tener en cuenta las definiciones, el lema 8.1.7 y su consecuencia el corolario

8.1.11
ggr =gz V g0 =g(zVO0) =gz

La idempotencia de f se deduce inmediatamente a partir de la de g. |
Lema 8.1.13 Sea A un dlgebra temporal elemental. Entonces gf = g.

Demostracién: Sea ¢ € A. Se tiene segin el teorema 8.1.7 que gfz = fz V g0;
pero a su vez fx = z A f1, seglin afirma el teorema 8.1.8 por tanto

gfr=(zAfl)Vg0=(zVg0)A(—g0Vg0)==zVg0=gz

Teorema 8.1.14 (de las temporalidades) Si A es un dlgebra temporal ele-
mental entonces las inicas operaciones monaria de A que se obtienen por com-

posicion a partir de = y g son -, g, 14, =g, g~ y f.
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Demostracidn: La composicién —— coincide con 14. La composiciéon gg coin-
cide con g como asegura el lema 8.1.12. Esto en cuanto a la composicién de
dos operaciones. En cuanto a las de tres, es sabido a partir de la definicién
que —g— coincide con f y esta es la unica nueva operacion que aparece. Esta
a su vez no genera nuevas operaciones por composicién porque fg = f (lema
8.1.9), ¢f = g (lema 8.1.13), ~f = g—~ y f~ = —g. [ |

Daremos seguidamente una caracterizacion de las algebras temporales ele-
mentales que no es aritmética sino que se basan en las condiciones verificadas
por los distintos espectros del algebra temporal y por la relacion de preceden-
cia natural asociada al algebra. En el siguiente teorema aparecen condiciones
que en el caso de las algebras temporales desarticuladas y reflexivas eran ne-
cesarias. En el caso de las algebras temporales elementales dichas condiciones
necesarias son también suficientes.

Teorema 8.1.15 Sea A un dlgebra temporal. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(i) A es un dlgebra temporal elemental.
(ii) Spt(A) = Sp(A).
(iii) SptM(A) = Ult(A).

(iv) La relacidn < en Ult(A) cumple <C A(Ult(A)).

Demostracion: Para ver que la primera afirmacion implica a la segunda sélo
hay que demostrar una de las inclusiones porque la otra se tiene por definicién.
Tomemos D € Sp(A) y a € D. El hecho de que a < gay a < ha y el de que
D sea un filtro implica que La € D. De esto se concluye que D € Spt(.A).

Que la segunda afirmacion implica a la tercera es inmediato a partir de las
definiciones.

Supongamos que todos los sistemas deductivos maximales de A son tem-
porales y sean D, D' € SpM(A) tales que D < D', esto es, g*(D) C D’. Si
a € D, como D es temporal, ga € D y como consecuencia D C D’. Asi pues,
concluimos que D = D’ y hemos demostrado por tanto que <C A(SpM(A)).

Por iltimo consideremos sobre P(SpM(A)) las operaciones g y h< y
demostremos que para todo X C SpM(A), g<(X) = h<(X). En efecto, si
D € gx(X)y D' € SpM(A) cumple que D' < D entonces (D', D) €<C
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A(SpM(A)), con lo cual D = D" y por tanto D < D’. Esto implica que
D' € X. Asi pues, D € h4(X) y tenemos demostrado que g<(X) C hy(X),
caso de que el primer conjunto sea no vacio, aunque si lo es la inclusién resulta
trivial. La otra inclusién se demuestra de forma analoga y con ella se tiene la
igualdad buscada.

Veamos ahora que X C g<(X). Si D € X puede ocurrir que (D, D) ¢<;
en este caso se tiene trivialmente que D € g<(X). Pero puede ocurrir, y
con ello agotamos los casos posibles, que (D,D) €<. Como por hipétesis
<C SpM(A) tenemos , tabién en este caso, que para todo D' € SpM(A) tal
que D < D', D' € X. De forma inmediata se deduce que D € g<(X). Dado
que A es isomorfa a una subélgebra de (P(SpM(A)),<)* y esta es maximal,
debe cumplirse que A sea un algebra temporal elemental, como queriamos. B

Corolario 8.1.16 Si A es un dlgebra elemental entonces los espectros Spt M(A),
SptP(A), SptCI(A) y SptI(A) coinciden con Ult(A).

Demostracion: Larazén es que en las dlgebras temporales elementales Sp(A) =
Spt(A), como afirma 8.1.15. [

Corolario 8.1.17 Sea A un dlgebra temporal elemental. Entonces
Radtp(A) = Radtp(A) = {1}
Corolario 8.1.18 Toda dlgebra temporal elemental es semisimple.

Hemos visto que las algebras temporales elementales se caracterizan por
el hecho de que en ellas la relaciéon < es un subconjunto de la diagonal del
conjunto de los ultrafiltros del algebra. Es obvio que como casos extremos
pueden darse dos, a saber, que < sea vacia y que < coincida con la diagonal
misma. El primer caso esta caracterizado por ser algebra desarticulada y el
segundo por ser algebra reflexiva. A continuaciéon demostramos que la variedad
¢ esta generada por la union de las variedades D y .

Lema 8.1.19 Sea A un elemento de €. El dlgebra temporal A/F; € R.

Demostracion: En efecto, teniendo en cuenta que Fy = [f1,1], sea z/F; €
A/Fy. Dado que (z V g0) A f1 ==z A f1 se tiene
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g(z/F) = gz/F

zV g0/F;
(z/F1) V (90/Fy)
= a/F

de donde g = 14/F,. Bl
Teorema 8.1.20 La variedad ¢ esta generada por el dlgebra temporal & x &;.

Demostracion: Sea A un algebra temporal elemental. Segun el teorema 6.2.52
sabemos que A = A/Radyp(A) x A/Rads(A), o mas concretamente, dado que
Rady(A) = Fo y Radg(A) = Fy (ver los teoremas 6.2.41 6.2.45), sabemos
que A = A/F, x A/F;. Es igualmente conocido a partir del corolario 6.2.39
que A/F, € ©. En cuanto al algebra A/F; sabemos, por el lema 8.1.19, que
pertenece a ®. Se deduce por tanto que € = V(D U%R), pero como V(D UR) =
V(& x &) tenemos en definitiva que ¢ = V(& x &). [ |

Corolario 8.1.21 La variedad ¢ es el supremo de las variedades ® y R en el
reticulo de las subvariedades de %.
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En la linea de los teoremas de descomposicién de algebras temporales por
medio de algebras desarticuladas y reflexivas es posible establecer otro para
4lgebras temporales elementales. Para ello comenzaremos definiendo, como en
los casos anteriores, un tipo de elementos particular de elementos que en este
caso reciben el nombre de elementales.

Definicién 8.1.22 Sea A un dlgebra temporal. a € A es elemental si para
todo z < a se cumple que pr = fz < z. Llamaremos I.(A) al conjunto de todos
los elementos elementales de A, esto es, I.(A) = {a € A: a es elemental}.

A continuacién daremos una justificaremos para la utilizacién de la palabra
“elemental” en la definiciéon anterior.

Teorema 8.1.23 Sea A un dlgebra temporal y a € I.(A). Para todo D,D' €
Ult(A), sia € D y se cumple que D < D" o bien que D' < D, entonces
D=D.

Demostracion: Sea a € I(A) y sean D,D' € Ult(A) tales que a € Dy
D < D'. Tomemos z € D y consideremos el elemento z A a. Se tiene simulta-
neamente que z A a < a y que a € I.(A), por tanto p(z A a) = z A a. Como
D < D' tenemos que p.(D) C D', con lo cual, teniendo en cuenta que r A a
queda fijo por p, podemos deducir que z Aa € D'. Asi pues z € D' y por tanto
D C D’'. Dado que ambos, D y D', son maximales tenemos que D = D’. En
el caso de que se tuviera D' < D podriamos razonar de forma analoga a partir
de f para concluir que D coincide con D'. [ |

Corolario 8.1.24 Para toda dlgebra temporal A y para todo a € I.(A) la
relacion <| u(a) es un subconjunto de A(u(a)).

Las algebras elementales A se caracterizan por el hecho de que la relacién
de precendecia en Ult(.A) coincide exactamente con la diagonal de dicho con-
junto. Segin el corolario 8.1.24, dada un &lgebra temporal A cualquiera y
a € I.(A), la relacién < restringida al conjunto de ultrafiltros que contienen
a a coincide con la diagonal del mismo. Este hecho nos ha sugerido dar el
nombre de “elementales” a los elementos de I.(.A).

Teorema 8.1.25 Para toda dlgebra temporal A, I.(A) es un ideal temporal
de A.
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Demostracion: Es evidente que 0 € I.(A). Supongamos que a,b € I.(A) y
tomemos z < a V b. Entonces ¢ = (z A a) V (z A b), siendo evidentemente
zAha<ayzAb<b ypor tanto

fr=f(zAa)V f(zAb) < (zAa)V(zAb) ==z

analogamente tendriamos pz < z. Pero pz = fz porque con las observaciones
anteriores también podemos escribir:

fe=fleha)V flzAb)=ple Aa)Vplz Ab)=pz

De lo anterior concluimos que a Vb € I.(A). Supongamos que a € I.(A) y que
z <a. Siy <z entonces y < ay por tanto

fy=py <y

con lo cual z € I.(A). Esto prueba que I.(A) es ideal, pero el hecho de que
es temporal se deduce de esto mismo porque si a € I.(A), como fa = pa < a,
entoces fa,pa € I.(A) y por tanto I.(A) es cerrado para el operador M. ®

A continuacién vamos a relacionar entre si los ideales I;(A), I,(A) y I.(A).

Lema 8.1.26 Sea A un dlgebra temporal. Se verifica la siguiente igualdad
I(L(AUIL(A)={aVb:a€cly(A)ybe I.,(A)}

Demostracion: El contenido de derecha a izquierda es claro. Para el reciproco
tomemos z un elmento cualquiera del ideal generado por 1;(A) U I,(A). En-
tonces existen a € I4(A) y b € I.(A) tales que £ < a V b. En tal situacion es
evidente que z = (z A a) V (z A b) y por tanto = es un elemento del conjunto
de la derecha. Esto demuestra el lema. [ |

Lema 8.1.27 Sea A un dlgebra temporal y a € I.(A). Entonces los elementos
zo=aA g0 AhO ey, =aA (g0 A hO) verifican:

(i) 2o € Ia(A)
(1) ya € I;(A)

(1) @ = x5 V gy
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Demostracion: Como x, < g0 A h0 entonces z, € I;(A). Veamos ahora que
Y. € I.(A); para ello tomemos z < y,. Como z < a entonces se cumple

fe=p2 <3

Es claro, dada la monotonia de f, que f(2A—fz) < fz alavez que f(zA—fz) <
2 A—=fz, porque z A = fz < z < a. De ambas desigualdades concluimos

f(z A=fz) =0
y en forma totalmente andloga hubiésemos obtenido
p(zA=fz)=0

esto significa que z A ~fz € I4(A) con lo cual se cumple
zA-fz<g0AhO
pero z < y,, por tanto, z A = fz < =(g0 A h0). Como conclusién obtenemos
= f5= pz
y en definitiva que y, € I,(A). Que a = z, V y, es algo inmediato. [
Lema 8.1.28 Si A es un dlgebra temporal entonces I.(A) = I(1s(A)UI(A)).
Demostracion: Es evidente que I4(A) U I,(A) C I.(A) y consecuentemente
I(14(A) U I,(A)) € I.(A)

pero también se tiene la otra inclusién. En efecto, sea a € I.(A) y consideremos
los elementos y = a Ag0 A ROy z = a A (g0 A h0). Hemos demostrado que
a=1yV z, por lo que a € I(I3(A) U I,(A)). [

Definicién 8.1.29 Un dlgebra temporal A es libre de elementalidad st el inico
elemento elemental es el 0. Representaremos por M la clase de las dlgebras
temporales libres de elementalidad.

Definicién 8.1.30 Sea A un dlgebra temporal. Definimos el conjunto F,.(A)
mediante la igualdad F.(A) ={a € A: ~a € I.(A)}
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Lema 8.1.31 Para toda dlgebra temporal elemental, F,,.(A) es un filtro tem-
poral de A.

Demostracion: Este lema es consecuencia inmediata del teorema 8.1.25 y de
la teoria elemental de algebras de Boole. o

Definicién 8.1.32 Dada un dlgebra temporal A definimos su espectro tem-
poral libre de elementalidad, representado por Sptm(A), segin la siguiente

igualdad:
Sptam(A) = {D € Spt(A) : A/D € am}

De su definicion surge la de radical libre de elementalidad, esto es, Radm(A) =

ﬂSPtzm(-A)'

Teorema 8.1.33 Si A es un dlgebra temporal entonces A/ F,.(A) es libre de
elementalidad.

Demostracion: Sea a/F,.(A) € I.(A/F,.(A)) y supongamos que z < a. En-
tonces z/F,e(A) < a/F,.(A) y por consiguiente pz A —~fz, f A —pz, px A
-z, fx A~z € I.(A).

En primer lugar, usando el lema 7.2.24 tenemos
fr<z<gzrypzr<z<hx

Por otra parte tenemos
pxA~fr < g-z

con lo cual
p(pz A —~fz) < pg-z <~z

Ademas sabemos, por el lema 8.1.27, que se cumple
prA-fr=yVz

para cierto y € I3(A) y z = pz A ~fz A —~(g0 A h0) € I,(A). Por tanto, segin
se demostré anteriormente

p(pz A ~fz)=pz A-fr A-(g0ARD) < —zApr<-zAz=0
Desigualdad de la cual concluimos

pr A-fx < hO
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y dado que z < gpr tenemos
z A fg-x < gpz A fg-z < f(pr A—fz) < fhO <0

esto es,
zAfg-2=10

o lo que es equivalente
pE A-fe=10

de donde pr < fz. De forma analoga, dada la simetria de las hipétesis,
obtendriamos fr < pr y como consecuencia fz = pz. Esto demuestra que
a € I.(A) y en definitiva que a/F,.(A) = 0, como se queria. [

Definicién 8.1.34 Representaremos por A,. al dlgebra A/F,.(A).

Podemos enunciar el siguiente teorema, siguiendo la linea de otros ante-
riores para algebras temporales desarticuladas y reflexivas.

Teorema 8.1.35 En cualquier dlgebra temporal A se verifica la igualdad:

Radm(A) = Fr.(A)

Demostracién: La inclusién de Fy.(A) en Radm(A) la da el teorema 8.1.33.
Para la otra inclusién, sea D € Spt(A) y supongamos que I.(A/D) = {0/D}.
Si z € F,.(A) entonces se cumple f-z = p—~z < -z con lo cual,

f(=z/D) = p(-z/D) < ~z/D

y por tanto —z/D = 0/D, esto es, z € D. Como consecuencia inmediata
obtenemos la inclusién de izquierda a derecha. [ |

El teorema anterior nos permite enunciar un teorema en el que se pone de
manifiesto que A,. es la maxima imagen epimoérfica de A en M. Su demos-
tracién es analoga a la otros teoremas similares dados anteriormente.
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Teorema 8.1.36 Sea A un dlgebra temporal. Para todo dlgebra temporal libre
de elementalidad B y todo morfismo p : A —— B existe un morfismo p' :
A,. —— B haciendo conmutativo el siguiente diagrama

7

A B

Ane

Ademds si u es monomorfismo (resp. epimorfismo) entonces p' es monomor-
fismo (resp. epimorfismo).

Definicién 8.1.37 Sea A un dlgebra temporal y definamos el subconjunto de
A, F.(A), por la igualdad:

F(A)={z€A:z2Va=1, para todo a € F,.(A)}

Lema 8.1.38 Para cualquier dlgebra temporal A se cumple que F.(A) es un
filtro temporal de A.

Demostracion: Es inmediato demostrar que F(A) es un filtro de A. Veamos
que dicho filtro es también un filtro temporal. Para ello tomemos z € F.(A)
y un elemento cualquiera a de Fy.(A). Como —a € I.(A) entonces p—a =
f—a < -a y equivalentemente se tiene a < ga = ha. Como z € F,(A)
entonces ¢ V a = 1 y como consecuencia 1 = ha V z. Aplicando el lema 1.2.4
se tiene

l=gl =g(haVz) < fhaV gz

como para todo a € A, fha < a entonces se tiene que 1 = a V gz. Al ser a un
elemento arbitrario de Fy.(A), gz € F¢(A). Anadlogamente se demostrariamos
que hz € F.(A) y como consecuencia F,(.A) es cerrado para L, o sea, es un
filtro temporal. u

Teorema 8.1.39 Para toda dlgebra temporal A se verifica que A/F.(A) es
un dlgebra temporal elemental.
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Demostracién: Sea z € Ay a un elemento fijo pero arbitrario de Fy.(A).
Vamos a demostrar que ~z A fz A —a = 0. En efecto, como —a € I. entonces
existen -, € I4(A) e y-q € I(A) tales que ~a = -,Vy-,. Teniendo en cuenta
las propiedades elementales de la aritmética temporal, y las defininciones de
I,(A) e I,(A) y el lema 1.2.4 se tiene la siguiente cadena de igualdades y
desigualdades:

fe A=z A-g Je A=A {z-aV )

fe Agp((—z A 2-a) V (72 A Y-a))
fz A g(p(=z A 2-a) V p(=2 A y-a))
fx Ag(—z A y-a)

f(z Az A y-a)

f0

=0

ININA

IN

por tanto (z V =fz) V a =1, para todo a € F,.(A). De donde z V ~fz €
F.(A) y como consecuencia f(z/F.(A)) < z/F.(A), para todo z € A. Por el

teorema 8.1.5 concluimos que A/F.(A) es un algebra temporal elemental. =
Definicién 8.1.40 Representaremos por A, al dlgebra A/ F.(A).
Lema 8.1.41 En cualquier dlgebra temporal se verifica

Fuel A) O F(A) = {1}

Teorema 8.1.42 Toda dlgebra temporal A es producto subdirecto de las dlgebras

Ae Yy . W,

Demostracion: Dada el algebra temporal A consideramos las dlgebras tempo-
rales A, = A/F.(A) y Ane/Fne(A). Segin el lema 7.2.34, F.(A) N F,(A) =
{1}. Por tanto A es producto subdirecto de A. y Ay, la primera de las cuales
es elemental y la segunda libre de elementalidad. [ ]
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8.2 Algebras Elementales libres.

En la presente seccién nos vamos a centrar en el estudio de las algebras
temporales elementales libres. El principal resultado al que llegaremos es el que
establece que cuando el conjunto de generadores libres del algebra temporal
libre es finito el dlgebra en cuestién resulta finita. Como consecuencia se tiene
que la variedad ¢ es localmente finita.

Definicién 8.2.1 Denominaremos ¥ al conjunto {—1,1}"*!. Por otra parte,
sean €w*, 0 €Y yX ={x1,22,...,2,} C A. Definimos el elemento {, € A
por la siguiente igualdad:

¢ =g0" @ A (A 1 <i <n})

De las definiciones se deducen de forma inmediata los siguientes lemas.
Todos ellos son técnicos y seran usados posteriormente.

Lema 8.2.2 Sea A un dlgebra elemental, X = {z1,22,...,2,} C A yo,0’ €
Y. Sio # o' entonces (, A (o = 0.

Demostracion: Si o # o' entonces existe 0 < ¢ < n tal que o(z) # o(2).

Supongamos, sin perder por ello generalidad, que o(z) = 1 y que ¢'(z) = —1.
Sii=0 entonces {(, A (v = g0A-gOAE =01ysii#0 entonces (, A (v =
z; A ~z; A € = 0. Por tanto, se tiene lo que queriamos en cualquier caso. B

Lema 8.2.3 Sea A un dlgebra elemental y X = {z1,z3,...,2,} C A. Enton-
ces se tiene que V{(, : 0 € £} = 1.

Demostracion: Aplicando la distributividad de A respecto de V al elemento
V{({, : 0 € X}la siguiente igualdad:

V{0 €X}=(g0V—g0)A(z1V-zi) A A(znV —zy)
De ello resulta evidente que \/{(, : 0 € ¥} = 1. [

Lema 8.2.4 Sea A un dlgebra elemental, X = {zo,21,...,2,} CAyo € X.
Para todo 0 <t < n se cumple que:

(i) zi A (s = (, si, y solo si, o(1) = 1.
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(it) z; A (s =0 si, y sdlo si, o(1) = —1.

donde =y se ha toma con el valor ¢0.

Lema 8.2.5 Sea A un dlgebra elemental y X = {zo,z1,...,2,} C A. Enton-
ces, para todo 1 <1 <mn,

e = Vit 0 €Sy oli) =1}
Demostracion: Sea 1 <1 < n y consideremos el elemento z; € X. Se tiene:

:cizac,-/\lzz,-/\(/\(xjv—rxj) ;
i

y como consecuencia inmediata se deduce que z; = sy, siendo M el conjunto

{ceX:o()=1}. "]

Para la siguiente definicién tendremos en cuenta la notacién introducida
en uno de los ejemplos dados en 8.1.3.

Definicién 8.2.6 Sea A un dlgebra elemental y X = {z1,23,...,2,} C A.
Definimos la aplicacion s : E(n) —— A por la igualdad:

s(M) =\/{{ :0 € M}

para todo M C X. En lo que sigue notaremos a s(M) como sp.

En la definicién anterior tanto £(n) como A son algebras temporales ele-
mentales y s es un morfismo para los sustratos booleanos, como es sabido.
A continuacién vamos a demostrar que s es un morfismo para g con lo cual
también se tendré que es un morfismo de algebras temporales elementales.

Lema 8.2.7 Sea A un dlgebra elemental y X = {z1,z2,...,2,} C A. Enton-
ces se verifica la igualdad:

90 = \{¢ 1 0(0) = 1}
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Demostracion: Teniendo en cuenta el lema 8.2.3 y el lema 8.2.4 es facil seguir
la siguiente cadena de igualdades:

g0 = gOA1l
g0 A (V{¢ o e}
= V{GAg0:oe X}
= V{¢G:0(0) =1}

de donde se deduce lo que se queria. [ |

Teorema 8.2.8 Sea A un dlgebra temporal y X = {z1,z2,...,2,} C A. La
aplicacion s es un morfismo de dlgebras temporales.

Demostracion: Sean M, M' € E(n). Segun afirma el lema 8.2.3 s es morfismo
para 1, esto es, sy = 1. Es claro también que syupr = sy V sy y por
tanto s es un morfismo para V. Ademas s es también un morfismo para
— porque por una parte segun lo anteriormente demostrado y el lema 8.2.3
sm V sopm = 8g = 1 y por otra aplicando la propiedad distributiva a spsr A s-ps
y el lema 8.2.2 se deduce inmediatamente que sy A sopr = 0. Del hecho de que
s sea morfismo para V y — se deduce que es morfismo para A también puesto
que esta operacion se puede expresar como composicion de las otras dos.
Vamos a demostrar ahora que s es morfismo para g y para ellosea M C ¥.
Dado que A es un algebra temporal elementa, y segin el teorema 8.1.7 se
tiene que gsyr = gV{{, : 0 € M} = sp V g0, esto es, gspy coincide con
(V{¢ : 0 € M})V (V{{s : 0(0) = 1}), quien a su vez coincide con sprus,,
siendo Yo = {0 € £ : 6(0) = 1} (ver los ejemplos 8.1.3). Por otra parte,
teniendo en cuenta los ejemplos 8.1.3, se tiene gM = M U X,, de donde
SgM = SMuz,- Deducimos por tanto que sgp = gsy. Siendo s morfismo para
g lo es también para h, porque en el caso de las algebras temporales elementales
g = h. En definitiva se tiene que s es morfismo de algebras temporales. |

Con el hecho de s es un morfismo de algebras temporales tenemos una
descripcién de todos los elementos de la subalgebra de un algebra temporal
generada por un conjunto X, que en este caso es finito.

Teorema 8.2.9 (de la forma normal) Sea A un dlgebra elemental y X =
{z1,22,...,2,} € A. Se cumple que Sub(X) = s.(E(n)).
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Demostracidn: Dado que s es un morfismo de algebras temporales se tiene que
s«(E(n)) es un subuniverso de A que ademaés contiene a X seglin se desprende
del lema 8.2.5. Por tanto se tiene que Sub(X) C s.(E(n)). Reciprocamente,
al ser Sub(X) un subuniverso de A y contener a X es inmediato deducir que
s«(E(n)) C Sub(X). De ambas inclusiones se deduce que Sub(X) = s.(E(n)),

como se queria. [ |
A la vista del resultado anterior podemos deducir algunos otros de natu-

raleza combinatoria. De ello deduciremos que si X es finito entonces F.(X)
es finita y tendremos ademas una descripcién de sus elementos.

Corolario 8.2.10 Sea A un dlgebra elemental y X C A tal que card(X) = n.
Entonces card(Sub(X)) < 22",

Demostracion: Este corolario se deduce inmediatamente a partir del teorema
8.2.9 teniendo en cuenta que

card(s.(E(n))) < card(E(n)) = i

Corolario 8.2.11 La variedad ¢ es localmente finita.

Demostracion: Teniendo en cuenta la definicién de variedad localmente finita,
este teorema es consecuencia inmediata del corolario 8.2.10. [ |

Definicién 8.2.12 Denominaremos F.(X) al dlgebra temporal elemental libre
con conjunto de generadores libres X. En el caso de que el conjunto X sea
finito y tenga n elementos escribiremos Fe(n) en lugar de F.(X).

Corolario 8.2.13 Sin € w entonces F.(n) es finita.

Demostracion: Si una variedad es localmente finita entonces en ella el algebra
libre finitamente generada es finita (ver [11]). ]

Teorema 8.2.14 Sea n € w*. F.(n) coincide con E(n).
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Demostracion: Teniendo en cuenta como se definié £(n) en 8.1.3, consideremos
para todo 1 < ¢ < n el conjunto ; = {0 € ¥ : (i) = 1}. Se cumple
evidentemente que si ¢ # j entonces ¥; # X;. Sea pues j : {¥;}; —
E(n) la inclusién de {¥;}7, en E(n). Sea a su vez A un élgebra elemental,
¢ : {¥;}%, — A una aplicacién y z; el elemento ¢(X;). Considerando el
conjunto X = {z; : 1 < i < n} podemos construir el morfismo de algebras
temporales s : F(n) —— A como se indica en la definicién 8.2.6. De esta
forma tenemos el diagrama:

(B, ——E(n)

¥ S

A

Veamos que dicho diagrama es conmutativo. Para ello consideremos 1 < < n
y ¥;. Tenemos por definicién que s(X;) = sz, = V{( : o(i) = 1}; pero
por el lema 8.2.4 se tiene que {(, : 0(¢) = 1} = {z; A{, : 0 € E}. Por
tanto, s(Z;) = V{z: A { : 0 € £} = z; A (V{{ : ¢ € X}). Dado que
V{{, : 0 € £} = 1 entonces concluimos que s(X;) = z; = ¢(X;). Esto
demuestra la conmutatividad del diagrama y por tanto £(n) es el dlgebra libre
con n generadores en &, salvo isomorfismo. |

Corolario 8.2.15 Sea n € w*. F (n) tiene 22" elementos.

Demostracidn: Basta tener en cuenta el teorema 8.2.14 y que E(n) tiene g
elementos. [ |
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Capitulo 9

Algebras temporales finitas.

§9.1 Introduccion.

La clase de las dlgebras temporales finitas es una subclase importante de la
variedad de las algebras temporales, no sélo por su importancia practica sino
también por el hecho, segiun afirma el corolario 5.4.3, de que dicha clase genera
la variedad de las dlgebras temporales. Por consiguiente resulta de interés el
estudio computacional de dichas algebras.

Cuando en una algebra temporal finita una de sus operaciones temporales
(no modales) es conocida, el resto de ellas pueden ser determinadas utilizando
la forma indicada en el corolario 2.3.12. Sin embargo, el método que sugiere
este corolario derrocha esfuerzos. Trataremos de establecer un método efectivo
y daremos al tiempo metodos para expresar las algebras temporales finitas
como producto de otras simples.

§9.2 Dependencia entre operaciones temporales.

En lo que sigue supondremos que el algebra temporal finita A tiene car-
dinalidad 2™, y por tanto podemos considerar el conjunto de sus n atomos
Atm(A) = {ai,as,...,a,} y el conjunto de sus anti-atomos Antat(A) =
{z1,22,...,2,}, donde cada z; cumple la igualdad z; = —a;.

Lema 9.2.1 Sea B(n) = (B(n),A,V,~,1) el dlgebra de Boole con 2™ elemen-
tos. Entonces (B(n),A,1,0) es el semirreticulo inferior acotado libre con n
generadores.

139
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Demostracion: Sea X un conjunto con n elementos, que por tanto sera equi-
potente a Antat(.A), y consideremos cualquier biyeccién ¢ : X —— Antat(A).
Segiin el teorema 0.3.23 es claro que ¢.(X) genera B(n). Ademas para todo
semirreticulo inferior R, si  : X —— R es una aplicacién y consideramos
7 : B(n) —— R defininida como:

0 , sta=0
n(a) = n(a) , 8t a € Antat(B(n))
n(z)A... An(z) , 8t z1,22,...,2k € Antat(B(n)) ya=2z1A... Az

se tiene que 7] es un morfismo de semirreticulos que extiende a 7. [ |

En virtud del lema 9.2.1 y dado que tanto g como A (resp. f como p) son
A-morfismos (resp. V-morfismo), para definir g y h (resp f y p), basta con dar
los siguientes dos conjuntos G = {g1,92,...,9x} Yy H = {h1,h2,..., hy} (resp.

F={fi,fa--s fx} y P ={p1,p2,...,Pu}), donde g; = gz; y hi = hz; (resp.
fi = fa; y pi = pa;), para todo 1 < ¢ < n. Llamemos analogamente /; (resp.

m;) al elemento Lz; (resp. Ma;), para todo 1 <1 < n.
Es claro que para todo 1 < ¢ < n se tiene el siguiente esquema de relaciones:

(i) fi= g

(1) 3 = =k
) k=g Ak
(iv) mi = fiVa; Vpi.

Teorema 9.2.2 Sea A un dlgebra temporal finita. Entonces, para todo 1 <
i < n el elemento p; verifica:

pi = Nzt ai < gj}
Demostracion: Sea i € 1,... ,n. El teorema 2.3.12 establece que:
pi=N\{r€A:zVvgz=1}

Elijamos z; € Antat(A) tal que a; < g;. En realidad dicha desigualdad es
equivalente a z; V g; = 1 y esto da la inclusién:

i <grElae A g Vge=1}
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o equivalentemente A{zx € A : z; V gz = 1} < A{z; : a; < g;}. Por otra parte,
tomemos z € A tal que z; V gz = 1. Existe {z,,... ,2;} C Antat(A) tal que
o= /\f=l z;,. Por consiguiente es posible concluir que

>a~

(z: V gz,l = |
Jj=1

y esto nos lleva a que

V gZ,'] =]
para todo 1 < j < k, i.e. z es una conjuncién de anti-atomos que verifica la
misma condicién que sirvio para seleccionar . Este hecho implica que

Nziiai<gi} S N{z€eA:zvgz=1}
Resumiendo lo anterior tenemos que
NzeA:zivgz =1} = N{z;: ai < g;}

igualdad esta que prueba el teorema. [ ]

El siguiente lema nos proporciona un método rapido para calcular f sirviéndonos

de los valores h;.

Lema 9.2.3 Sea A un dlgebra temporal finita. Para todo 1 < i < n, f; =
Mz @ ai < hj}

Recordemos que en el caso de A sea una algebras temporal finita, la re-
lacién < puede considerarse definida sobre Atm(A) como sigue:

<= {(ai,aj) taj < pi} = {<aiaaj> ta; < fJ}

donde Atm(A) = {ay,as,...,a,} (consultar el teorema 5.2.6 y la definicién
5.2.7). En este caso podemos aportar una nueva expresion de los elementos p;
y fi. El lema siguiente se puede demostrar facilmente con las observaciones
anteriores.

Lema 9.2.4 Sea A un dlgebra temporal finita. Entonces, paratodo1 <1 < n:
(1) pi = V{a;: a; < a;}
(i) fi=V{a;:a; <ai}
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§9.3 Factorizacién y Semisimplicidad.

Nuestro propésito inmediato en lo que sigue es dar un teorema de descom-
posicién general para las algebras temporales finitas.

Como hemos convenido, el simbolo < representara a la relacién binaria
< U <"1 (ver definicién 4.3.1).

Definicién 9.3.1 Sea A un dlgebra temporal finita y la relacion < definida
en Atm(A). Representaremos a la relacion <° por el simbolo =.

Lema 9.3.2 Sea A un dlgebra temporal finita, a € A y b,c € Atm(A). Si
b<aybx centoncesc < Ma.

Demostracion: En las hipétesis del lema, tiene que darse ¢ < pb o bien ¢ < fb.
Se deduce por tanto que ¢ < fbV pb < Mb. Puesto que b < ay Mb < Ma

concluimos que ¢ < Ma. ]

Lema 9.3.3 Sea A un dlgebra temporal finita y a,b,c € Atm(A). Sia < Mb
y b = c entonces a = c.

Demostracion: Como a es atomo y a < Mb tenemos que a < boa < fbo
bien a < pb. Esto significa que a = bo a < b o b < a. Por consiguiente es
obvio que a = c. ]

Lema 9.3.4 Sea A un dlgebra temporal y a € A. Entonces:
(i) Si a A f-a #0, entonces Ma A —a # 0.
(ii) Si a A p—a # 0, entonces Ma A —a # 0.
(iii) SiaV g—-a # 1, entonces La V —a # 1.
(iv) Si aV h—a # 1, entonces LaV —a # 1.

Demostracion: Supongamos que a A f-a # 0. Por la definicién de algebra
temporal lo anterior es equivalente a pa A ~a # 0. Como Ma A —~a = (fa A
—a) V (a A —a) V (pa A —a), podemos concluir que Ma A —a # 0. Por otra
parte, supongamos que a V g—a # 1. Ello es equivalente a ha V —a # 1, por
consiguiente La V —a = (ga V —~a) A (a V —a) A (ha V —a) # 1. El resto de la
demostracién es andlogo a lo anterior. [ |
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Definicién 9.3.5 Sea A un dlgebra temporal. a € A es un elemento inva-
riante st Ma = a. In(A) es el conjunto de los elementos invariantes de A.

Teorema 9.3.6 Sea A un dlgebra temporal y a € A. Entonces Ma = a st, y
solo si, La = a.

Demostracion: Supongamos que Ma = a y La < a. Entonces a A —=La # 0,
pero

aAN—-La = (—gaV-aV -ha)Aa
= (aA f-a)V(-aAa)V(aApa)

Como —a A a = 0, lo anterior nos permite afirmar que a A f-a # 0 o
aAp—a # 0. Pero en ambos casos, del lema 9.3.4, podemos concluir MaA—a #
0, lo cual contradice la hipdtesis incial.

Por otra parte, supongamos que La = a 'y a < Ma. Tenemos pues a V

~Ma # 1. Ademas

aV-Ma = aV(~faA-aA -pa)
= (aVg-a)A(aV-a)A(aV h-a)

Dado que a V —a = 1 entonces bien a V g—a # 1 o bien a V h—a # 1,
pero esto es imposible puesto que en cualquiera de los casos, por el lema 9.3.4,
—aV La # 1. [ |

Veremos a continuacién que In(A) puede ser dotado de una estructura de

algebra de Boole.

Lema 9.3.7 Sea A un dlgebra temporal. Si a,b € In(A) entonces —a, a A
b, aVbe In(A).

Demostracion: En efecto, si La = a y Lb = b entonces L(a Ab) = La A Lb =
a A b, lo cual indica que a A b € In(A). Por otra parte, si Ma =ay Mb=1b
entonces M(aVb) = MaVMb=aVbyasiaVbe In(A). Finalmente, si a
es un elemento invariante entonces L—a = ~Ma = —a. Se deduce del teorema
9.3.6 que M—~a = —a y por tanto —a es invariante. |
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Como corolario de este resultado obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 9.3.8 In(A) = (In(A),A,V,—,1) es una subdlgebra de Boole de
(A, A, V,, 1),

El universo de In(A) y sus atomos son las piezas clave para describir los
filtros temporales de A, y por tanto también el conjunto de sus congruencias
temporales.

Teorema 9.3.9 Sea A un dlgebra temporal y a € A. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(i) a € In(A).

(ii) la,1] es un filtro temporal de A.

Demostracion: Supongamos que La = a y tomemos z € [a,1]. Dado que
a < z y que L es una operaciéon monoétona, se deduce que a = La < Lz,
i.e. Lz € [a,1]. Por consiguiente el filtro booleano [a,1] es cerrado para la
operacién L y por tanto es un filtro temporal.

Por otra parte, si [a, 1] es un filtro temporal entonces a < La. Dado que
por definicién de L se cumple La < a entonces tenemos La = a y por tanto

a € In(A). [

Teorema 9.3.10 Sea A un dlgebra temporal finita y b € A. Son equivalentes
las siguientes afirmactones:

(i) be Atm(In(A)).

(1) [b,1] es un filtro temporal mazimal de A.

Demostracidn: Supongamos que b € Atm(In(A)). Segin el teorema 9.3.9, el
filtro booleano [b, 1] es un filtro temporal de A. Por otra parte si existiera un
filtro temporal [z,1] tal que [b,1] C [z,1] C A entonces, por el teorema 9.3.11,
z es invariante y obviamente z < b. Por consiguiente o z = 0, y por tanto
[2,1] = A, 0 z = b lo cual significa que [z,1] = [b,1]. De aqui la maximalidad
de [b,1]. El reciproco puede ser demostrado de forma similar. [ |
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Definicién 9.3.11 Sea A un dlgebra temporal. Definimos la aplicacion:
I:A—— In(A)

por la igualdad I(a) = N{z € In(A): a < z} (ndtese que en virtud del lema
9.3.7 la aplicacidn anterior estd bien definida).

Si extendemos de forma natural la defininicién de operador clausura a los
conjuntos parcialmente ordenados, acabamos de obtener un tal operador como
prueba el teorema siguiente.

Teorema 9.3.12 Sea A un dlgebra temporal finita y a,b € A. La aplicacion
I verifica las siguientes propiedades:

(1) a < I(a).
(ii) Si a < b entonces I(a) < I1(b).
(iti) I*(a) = I(a).

Demostracion: De la definicién de I(a) es obvio que a < I(a). Ademas, si
a < b es claro por la transitividad de < que {z € In(A) : b < z} C {z €
In(A):a <z}, y por tanto I(a) < I(b).

Para demostrar la tercera propiedad basta probar la desigualdad I%(a) <
I(a) puesto que la otra se obtiene inmediatamente de la primera y la segunda
propiedad. Sea xo € In(A) tal que a < zo. El elemento I(a) es una cota
inferior de xo, por consiguiente zo € {y € In(A): I(a) < y}. Esto implica que
el conjunto {z € In(A):a < z} es un subconjunto de {y € In(A): I(a) <y}
y por tanto I*(a) < I(a). E

En la teoria de éalgebras temporales, como en otras teorias algebraicas
clésicas, es posible definir un concepto bastante util, a saber, el de orden de
un elemento.

Definicién 9.3.13 Sea A un dlgebra temporal y a € A. St existe s € w tal
que M*a = M**'a entonces el orden de a, representado por o(a), es el menor
r € w tal que M"a = M™a. Si no ezxiste ningin nimero natural con esta
propiedad convenimos en tomar o(a) = co.
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Es claro que cada elemento de una &algebra temporal finita tiene orden
finito. Por otra parte, dado el caricter no decreciente de la sucesiéon (M"a :
r € w) existe s € w tal que M*a = \VV/{M"a : r € w}. Es posible caracterizar la
aplicacién I por medio del concepto de orden.

Lema 9.3.14 Sea A un dlgebra temporal finita y a € A. Entonces
I(a) = M°Wq

Demostracidn: Supongamos que o(a) = r. Afirmamos que M"a € {z €
In(A) : a < z}. En efecto, por una parte M(M"a) = M 'a = M"a y por
la otra, considerando la definicién, @ < M"a. Se deduce que I(a) = A{z €
In(A):a <z} < M"a. Ademis, si z € In(A) y a < z entonces, iterando M
r veces se tiene M"a < M"z = z, y por tanto M"a < I(a). |

Conocemos ya la relacién entre filtros temporales del algebra temporal
finita Ay el conjunto In(A). Pero, jcudl es la relacion entre Atm(A) y
Atm(In(A))?. Obtendremos el teorema de descomposicién y una nueva des-
cripcién de I por medio de =.

Lema 9.3.15 Sea A una dlgebra temporal finita. Si a € Atm(A) entonces
I(a) € Atm(In(A)).

Demostracion: Elijamos z € A tal que 0 <z < I(a) y z € In(A). Como z y
I(a) son ambos elementos invariantes, el elemento z = =z A I(a) es también
invariante. Como I(a) =z V z y a es un atomo, son posibles dos casos:

(i) a <z, lo cual implica I(a) < z y realmente que z = I(a).

(ii) @ < 2, lo cual implica I(a) < z. Esto nos conduce a la desigualdad
I(a) < —z y ello significa que z = 0 dado que z = z A I(a) < x A —z.

Con lo anterior hemos demostrado que I(a) es un atomo de Atm(In(.A)). =

Lema 9.3.16 Sea A una dlgebra temporal finita. Si b € Atm(In(A)) y a €
Atm(A) verifica a < b, entonces I(a) = b.

Demostracidn: Sea a,b € A en las condiciones que indica el enunciado. Las
desigualdades 0 < a < by el teorema 9.3.12 nos lleva a establecer 0 < I(a) <
I(b) = b. Como I(a) es invariante y b € Atm(In(A)), deducimos que I(a) = b,

como queriamos demostrar. [}
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Como consecuencia inmediata de los lema 9.3.15 y 9.3.16 tenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 9.3.17 Sea A un dlgebra temporal finita. Entonces se tiene la igual-
dad:
Atm(In(A)) = {I(a) : a € Atm(A)}

Lema 9.3.18 Sea A una dlgebra temporal finita. Para cada b € Atm(In(A))
existe a € Atm(A) tal que I(a) = b.

Demostracion: Es claro que si b € Atm(In(A)) entonces b # 0. Por consi-
guiente existe a € Atm(A) tal que a < b. El lema 9.3.16 nos permite afirmar
que I(a) =b. [ |

Podemos demostrar ahora que los filtros temporales maximales del algebra
temporal finita A4 son exactamente los generados por atomos del algebras

In(A).

Teorema 9.3.19 Sea A una dlgebra temporal finita. St a € Atm(.A) entonces
[I(a),1] es un filtro temporal mazimal en A.

Demostracion: Es inmediato a partir del lema 9.3.15 y el teorema 9.3.10. =

Corolario 9.3.20 Sea A una dlgebra temporal finita. Para todo filtro tempo-
ral mazimal [b,1], existe a € Atm(A) tal que I(a) = b.

Demostracion: Es inmediato a partir del teorema 9.3.10 y el lema 9.3.18. ®
Como resumen de los resultado 9.3.19 y 9.3.20 se tiene el siguiente.

Teorema 9.3.21 Sea A un dlgebra temporal finita y b € A. Entonces [b,1] es
un filtro temporal mazimal si, y sdlo si, existe a € Atm(A) tal que I(a) = b.

Teorema 9.3.22 Sea A un dlgebra temporal finita y a € Atm(A). Se cumple
la siguiente igualdad:

I(a) = \/{z € Atm(A): a = z}



148 Capitulo 9. Algebras temporales finitas.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que b € Atm(A) y que existe una
sucesién {ay, as, . ..,as} de elementos de Atm(A) tal que a; = a,a, =by a; X
ai+1. Afirmamos que para todo 1 < ¢ < s, a; < I(a). La demostracién es por
induccién en s. Si s = 1 entonces la afirmacién se demuestra inmediatamente
teniendo en cuenta que a < I(a). Supongamos que si ¢ < s entonces a; < I(a).
Como a; X a;41, por el lema 9.3.2, tenemo a;41 < MI(a); pero I(a) es un
elemento invariante, asi pues concluimos que a;4; < I(a). Esto nos permite
afirmar que b < I(a) y por tanto \/{z € Atm(A):a =z} < I(a).
Reciprocamente, por una parte es claro que M (\/{z € Atm(A):a =z}) =
V{Mz € Atm(A) : a = z} y por otra, si tomamos b € Atm(A) tal que b <
V{Mz € Atm(A) : a = z} entonces, dado que b es un atomo, existe z, tal que
zo € Atm(A), a = 29 y b < Mz,. Utilizando el lema 9.3.3 podemos concluir
que a = by por tanto b < \/{z € Atm(A) : a = z}. Esto nos permite afirmar
que M(\V{z € Atm(A) : a = z}) < V{z € Atm(A) : a = z}, y realmente
M(\V{z € Atm(A) : a = z}) = V{z € Atm(A) : a = z}, puesto que z < Mz
para todo z € A. Por consiguiente obtenemos que \/{z € Atm(A) : a = z}
es un elemento invariante de A y una cota superior de a. Por consiguiente
I(a) < V{z € Atm(A) : a = z}, lo cual completa la demostracion. [

Corolario 9.3.23 Sea A un dlgebra temporal finita. Entonces, el numero de
dtomos de In(A) coincide con el indice de conezion de A, esto es,

Car(Atm(In(A)) = ¢(A)

Demostracion: Sea a € Atm(.A). Representemos por a/ = la clase del atomo
a segin la relacién de equivalencia = y tengamos en cuenta que, segin el
teorema 9.3.17, para todo d € Atm(In(A)) existe a € Atn(A) tal que I(a) = d.
Consideremos la aplicacion:

§ : Atm(In(A)) — Atm(A)/ =

definida por é§(/(a)) = (a/ =). Esta aplicacion esta bien definida porque si
b € Atm(A) e I(b) = I(a) entonces, usando los teoremas 9.3.22 y 9.3.12, se
tiene que b < \/(a/ =). Como en toda algebra de Boole la expresién de cada
elemento como disyuncién de atomos es inica, debe cumplirse que b € a/ =y
por tanto las clases a/ =y b/ = coinciden.

Por otra parte, definimos la aplicacion

p: Atm(A)/ =—— Atm(In(A))
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como p(a/ =) = I(a). Esta aplicacién esta bien definida porque en primer
lugar, segin el lema 9.3.15, I(a) es un atomos del dlgebra In(A) y en segundo
lugar si @ = b entonces, via el teorema 9.3.22 y el lema 9.3.16, se cumple
I(a) = I(b).

Afirmamos que p y § son aplicaciones inversas. En efecto, si b € Atm(In(A))
y a € Atm(A) cumple que I(a) = b, entonces (p o 6)(I(a)) = p(a/ =) = I(a).
Por otra parte si a/ =€ Atm(A)/ = entonces (60 p)(a/ =) = 6(I(a)) = a/ =.

Por tanto, se acaba demostrar que Atm(In(A)) y Atm(A)/ = son equipo-
tentes de donde se tiene lo que se queria demostrar. [ |

Teorema 9.3.24 Sea A un dlgebra temporal finita. A es isomorfa a un pro-
ducto de c(A) dlgebras temporales simples.

Demostracién: Sea Atm(In(A)) = {c1,¢c2,...,¢m}. Consideremos para cada
1 < i < m, el filtro temporal maximal [c;,1] y el algebra temporal simple
A/[ci,1]. Utilizando el teorema 9.3.17 es posible verificar que se cumple la

desigualdad
V{ci:1<i<m}=1

lo cual significa que
(Mle:,1]:1 £ i <m} = {1}

Se deduce a partir del teorema 0.2.10 (y la relacién entre congruencias tem-
porales y filtros temporales) que A es un producto subdirecto de la familia de
4lgebras temporales {A; : 1 <i < m}. En particular tenemos que la aplicacion

w:A——»H{Ai:ISiSm}

definida como 7(z) = (m1(a),... ,mm(a)), donde m; es la proyeccién natural de
A sobre A;, es un monomorfismo de 4lgebras temporales. Pero ademas este
morfismo es un epimorfismo. En efecto, sea (71(a1),... ,Tm(am)) un elemento
arbitrario de [[{A; : 1 <7 < m} y sea el elemento a = V{a;iAc;:1 <2 < m}.
Es inmediato comporbar que a A ¢; = a; A ¢;, para todo 1 < 72 < m, lo
cual significa que m;(a) = mi(a;) (ver el corolario 3.2.16). Concluimos que
m(a) = (mi(a1),... ;Tm(am)); por tanto m es un isomorfismo. El teorema se
concluye teniendo en cuenta que, segin el corolario 9.3.23, ¢(A) = m. [ |

El teorema 9.3.22 es muy sugerente. En efecto, si tenemos una relacién
binaria finita R definida sobre un conjunto Ty deseamos calcular la clausura
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equivalencial de R, R¢, podemos hacerlo usando una sencilla reformulacién del
algoritmo de Warshall (ver [3]); pero después de disponer del teorema 9.3.22
podemos obtener el mismo resultado procediendo como sigue. La relacién
R es en realidad una relacién entre los dtomos del dlgebra de Boole finita
A generada por el conjunto (finito) de los elementos involucrados en los pares
de R. Por consiguiente, es posible transformar A en un algebra temporal
utilizando R y calcular Atm(In(A)) (sirviéndose del lema 9.3.14 y el teorema
9.3.17). La descomposicién atémica de cada atomo de In(.A) respecto a los
4tomos de A da una clase de equivalencia de R°. No hemos llevado a cabo un
estudio comparativo de los dos métodos pero que acabamos de esbozar parece
economizar esfuerzos.

Corolario 9.3.25 Toda dlgebra temporal finita es semisimple.
Corolario 9.3.26 Toda dlgebra temporal libre es semisimple.
Demostracion: Es consecuencia inmediata de los toremas 5.4.2y 9.3.24. =

Corolario 9.3.27 La variedad de las dlgebras temporales estd generada por
la clase de de las dlgebras temporales finitas y simples.

Demostracién: Por el corolario 9.3.26 toda algebra temporal libre es un pro-
ducto subdirecto de dlgebras temporales finitas libres. Por tanto, segin el
teorema 0.2.18 y el corolario 0.2.37, la variedad de las algebras temporales
estd generada por la clase de las algebras temporales finitas simples. [ |

Corolario 9.3.28 Sea A un dlgebra temporal finita. Son equivalentes las si-
guientes afirmaciones:

(1) La estructura (Atm(A), <) es conera.
(i) A es simple.

Demostracidn: Si (Atm(A),<) es conexa entonces ¢(A) = 1. En este caso
A seré isomorfa a un algebra simple y por tanto es simple.

Reciprocamente, supongamos que A es simple y que existen al menos dos
clases de equivalencia distintas, a/ = y b/ =, en el conjunto Atm(A)/ =. En
este caso b ¢ a/ = y por tanto V{z € Atm(A) : a =z} # 1, esto es, I(a) #
1. Por consiguiente, el filtro temporal maximal [I(a),1] seria propio, lo cual
contradice la hipétesis de que A es simple. Como consecuencia Atm(A)/ = es
unitario y esto es equivalente a que (Atm(A), <) sea conexa. ]
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El teorema 9.3.24 podria haber sido demostrado de otra forma. En efecto,
sabemos por el corolario 4.3.5 que toda algebra temporal finita es balanceada
y como consecuencia se puede factorizar como indica el teorema 4.3.14. Por
otra parte, toda algebra temporal es de congruencias permutables con lo cual
podrian ser suprimidos algunos de los factores (consultar el teorema 0.2.20) y
concluir que el &lgebra en cuestién es isomorfa al producto de los restantes.
Pero una sencilla aplicacién del teorema chino de los restos, enunciado para
algebras de Boole, nos conduciria a demostrar que no se puede suprimir ningin
factor y tendriamos un enunciado similar al del teorema 9.3.24. Hemos des-
preciado esta via de demostraciéon porque nos parece que la que hemos seguido
revela mucha mas informacién sobre la estructura de las algebras temporales
finitas.



152

Capitulo 9. Algebras temporales finitas.




Apéndice A

Programa: Calculadora de algebra temporal.

§A.1 Cabecera.

#ifndef _MACROS_
#tdefine _MACROS_

#include <stdio.h>

#include <ctype.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

/* Macros de proposito general y personal */
#define GLOBAL

#define SEMIGLOBAL extern

#define IMPORTA extern

#define ASM asm

#ifndef _ALMACENAMIENTO_
#define _ALMACENAMIENTO_

#define uint unsigned int
#define ulong unsigned long

typedef char *cadena;

153
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#define LISTA struct lista_s
LISTA
{

ulong cabeza;
LISTA *cola;
};

typedef LISTA *lista;

#define CABEZA(x) ((x)->cabeza)
#define COLA(x) ((x)->cola)

#endif /* _ALMACENAMIENTO_ */
##tdefine MEMERR 2

#endif /* _MACROS_ */

§A.2 Cadigo.

#include "algebrat.h"

GLOBAL uint natomos, ninvariantes, error;
GLOBAL ulong uno;

GLOBAL ulong *g, *h, *f, *p, *1, *m, *inv;
GLOBAL ulong atomos[32], antiatomos[32];
GLOBAL uint relacion[32][32];

IMPORTA void yyparse();

/************************************************************

* *
*  Calculo de los elementos basicos del algebra temporal  *
* desconectada con n atomos. *
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*

*

************************************************************/

void desconectada(uint n)

{

u
i
n
n
1

e

f
{

int 1;

f(n>32) n=32;
atomos=n;
invariantes=n;

f (n==32)

uno=(ulong)-1;

1se

uno=(ulong) (pow(2,n)-1);

or(i=0;i<natomos;i++)

gli]=uno;

h[i]=uno;

f£[i]=0;

plil=0;
atomos[i]=(ulong)pow(2,1);
m[i]=atomos[i];
inv[i]=atomos[i];
antiatomos[i]=no(atomos[i]);
1[i]l=antiatomos[i];

/***************************************************

*
*
*
*

Calculo de los elementos basicos del algebra
temporal reflexiva con n atomos.

*
*
*
*

***************************************************/
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void reflexiva(uint n)

{

¥

uint 1;

i

f(n>32) n=32;

natomos=n;

n
1

e

£
!

}

invariantes=n;

f (n==32)

uno=(ulong)-1;

1se

uno=(ulong) (pow(2,n)-1);

or(i=0;i<natomos;i++)

atomos[i]l=(ulong)pow(2,1);
antiatomos[i]l=no(atomos[i]);
glil=antiatomos[i];
h[i]=antiatomos[i];
f[i]l=atomos[i];
plil=atomos[i];
1[i]=antiatomos[i];
m[i]l=atomos[i];
inv[i]=atomos[i];

/*********************************************

*
*
*

*

Funcion auxiliar para limpiar pantalla *

*

*********************************************/

void cls()

{

clrscr();
peipEf (S )3
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}

[k sk ko ok ok ok ok ke k kK Kok K Kok sk ok sk sk ok ok ok o ok ok ok
* *
* Inicializacion de constantes  *
* *
sk ok o ok o ok ok o kK o ok ook 3k KK K Kok K Kok ok ok ok ok sk ok ok ok ok /

void inicio()
{

cls();

if ((g=(ulong *)malloc(32*7*sizeof (ulong)))==NULL) error=MEMERR;
h=g+32;

f=h+32;

p=f+32;

1=p+32;

m=1+32;

inv=m+32;
desconectada(32);
}

[ Kk ok sk K koK K Kok Kok ok ok ok ok ok ok sk ok ok
* *
*  Programa principal  *
* *
ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok K Kok ok Kok ok ok ok /

void main()
{

inicio();
yyparse();
}

[ KKKk oK ok o ok koK Kok ok o ok ok ok sk ok ok ki sk ok o ook sk sk o o ok Kok
* *
*  Tratamiento ingenuo de errores  *
* *
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*************************************/

void yyerror(cadena s)

i
printf("%s\n", s);
}

[k ok ok kK K KK K K KoK oK Kok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ki Kok ok Kok ok sk ok Kok ok ok ok ok Kok K Kok K
* *
* Calculo de las funciones basicas del algebra de Boole  *
* *
sk sk ok 3k sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok Kok o ok ok Kk ok ok ok ok ok ok ok 3k s ok ok ok ko ok ok ok sk ok ok ok ok kK sk ok ok sk ok sk ok ok /

ulong y(ulong a, ulong b)
{

ulong resultado;

resultado=a&b&uno;
return resultado;

)

ulong o(ulong a, ulong b)
1

ulong resultado;

resultado=(a|b)&uno;
return resultado;

}

ulong or(ulong a, ulong b)
{

ulong resultado;

resultado=(a"b)&uno;
return resultado;

¥



A.2. Cédigo. 159

ulong implica(ulong a, ulong b)
{

ulong resultado;

resultado=("a|b)&uno;
return resultado;

¥

ulong no(ulong a)

{

ulong resultado;

resultado="a&uno;
return resultado;

/*********************************************************
* *
*  Calculo de las de comparacion del algebra de Boole  *
* *

*********************************************************/

uint menori(ulong a, ulong b)

{
return (a==(a&b));
}
uint mayori(ulong a, ulong b)
{
return (b==(a&b));
¥

[ 3Kk sk sk sk ok kK ok ok sk ok ok ok sk ko sk ok ok ksl sk ok ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok ks sk sk ok sk ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok
* *
*  Calculo de las operaciones monarias g, h, f, p, 1, my 1  *
* *
K oK Kok ok ok ok 3 KoK o ok o o kK ok ok ok ok ki ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok ok ke sk sk sk ok ok ks sk sk ok sk skl sk ok ok ok /
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ulong gcalcula(ulong a)
{

uint i;
ulong resultado=uno;

for(i=0;i<natomos;i++)
if (mayori(antiatomos[i],a)) resultado=resultadokg[i];
return resultado;

¥

ulong hcalcula(ulong a)

{
uint 13
ulong resultado=uno;

for(i=0;i<natomos;i++)
if (mayori(antiatomos[i],a)) resultado=resultado&h[i];
return resultado;

}

ulong lcalcula(ulong a)

{
uint i;
ulong resultado=uno;

for(i=0;i<natomos;i++)
if (mayori(antiatomos[i],a)) resultado=resultado&l[il];
return resultado;

¥

ulong fcalcula(ulong a)
1

uint a;
ulong resultado=0;

for(i=0;i<natomos;i++)
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if (menori(atomos[i],a)) resultado=resultado|f[i];
return resultado;

}

ulong pcalcula(ulong a)
{

uint a;
ulong resultado=0;

for(i=0;i<natomos;i++)
if (menori(atomos[i],a)) resultado=resultadolp[i];
return resultado;

¥

ulong mcalcula(ulong a)

{
uing 1
ulong resultado=0;

for(i=0;i<natomos;i++)
if (menori(atomos[i],a)) resultado=resultado|m([i];
return resultado;

ulong i_calcula(ulong a)

{
nint a3
ulong resultado;

resultado=a;

for(i=0;i<natomos;i++)
resultado=mcalcula(resultado);

return resultado;

}
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/*********************************************

* *
* Calculo de la relacion < entre atomos *
* *

*********************************************/

void calcula_relacion()

{

uint 1,j;

for(i=0;i<natomos;i++)

{

for(j=0;j<natomos;j++)
if (menori(atomos[i],f[j]1)) relacion[i] [j]=1;
else relacion[i] [j]1=0;

[ Kk ok ke ok ok ok k ok ok 3ok oK Kok oK K ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok
* *
* Funcion par constructora de listas  *
* *

******************************************/

lista par(ulong a, lista b)
{

lista c;

if((c=(1lista) malloc(sizeof (LISTA)))==NULL)
error=MEMERR;
else

{
CABEZA(c)=a;
COLA(c)=b;

}

return c;

¥
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/*********************************************************

* *
* Funciones que asignan los valores leidos a alguna  *
* de las operaciones monarias g, h, f o p *
* *

*********************************************************/

void g_asigna(lista a)
{

uint 1i;

lista temporal;

temporal=a;

for(i=0; (i<natomos)&&temporal;i++)
{
g[i]=CABEZA(temporal) ;
temporal=COLA (temporal) ;
}

}

void h_asigna(lista a)
{

uint i;

lista temporal;

temporal=a;

for(i=0; (i<natomos)&&temporal;i++)
{
h[i]=CABEZA(temporal) ;
temporal=COLA (temporal);
}

}

void f_asigna(lista a)

{

uint i;
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lista temporal;

temporal=a;

for(i=0; (i<natomos)&&temporal ;i++)
{
£ [i]=CABEZA(temporal) ;
temporal=COLA (temporal) ;
}

}

void p_asigna(lista a)
{

uint 1j

lista temporal;

temporal=a;

for(i=0; (i<natomos)&&temporal;i++)
{
p[i]=CABEZA(temporal) ;
temporal=COLA (temporal);

[ 3k o ok ok ok ok sk ok o ok ok ok ok Kok o ok sk ok ksl ok o sk ok o sk ok ok sk ok o ok sk ok ok Kok o o ok ok ok o o Kok sk ok ok Kok ok ok ok
* *
*  Calculo de las operaciones monarias a partir de una dada  *
* *

***************************************************************/

void g_recalcula()

{
uint i, j;
ulong resultado;

for(i=0;i<natomos;i++)

f[i]=no(glil);
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for(i=0;i<natomos;i++)
1
resultado=uno;
for(j=0;j<natomos;j++)
if (menori(atomos[i]l,g[j1))
resultado=resultado&antiatomos[j];
plil=resultado;
¥

for(i=0;i<natomos;i++)

h[i]=no(p[il);

}

void h_recalcula()
{

nint i, j;

ulong resultado;

for(i=0;i<natomos;i++)
plil=no(h[il);

for(i=0;i<natomos;i++)
{
resultado=uno;
for(j=0;j<natomos;j++)
if (menori(atomos[i],h[j]))
resultado=resultado&antiatomos[j];
f[i]=resultado;
}

for(i=0;i<natomos;i++)

glil=no(£[il);

}

void f_recalcula()
{

wint i, j;
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ulong resultado;

for(i=0;i<natomos;i++)

glil=no (£ [i]);

for(i=0;i<natomos;i++)
{
resultado=uno;
for(j=0;j<natomos;j++)
if (menori(atomos[i],gl[jl))
resultado=resultado&antiatomos[j];
plil=resultado;
}

for(i=0;i<natomos;i++)
h[i]l=no(p[il);

3

void p_recalcula()
{

uint i j;

ulong resultado;

for(i=0;i<natomos;i++)
h[il=no(p[il);

for(i=0;i<natomos;i++)
{
resultado=uno;
for(j=0;j<natomos;j++)
if (menori(atomos[i],h[j1))
resultado=resultado&antiatomos[j];
f[i]l=resultado;
}

for(i=0;i<natomos;i++)

glil=no(£[i1);
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/33K 3K ok ok o kK 3K oK o ok ok ok ok ok s o o ksl sk ok ok ko sk sk ok ksl sk o o ok ko sk sk ok ok ok ok o sk ok sk ok ok
* *
*  Calculo de las operaciones monarias 1 y m a partir de  *
* las operaciones g, h, f y p. *
* *

************************************************************/

v

{

&

/

*
*
*
*

v

{

oid recalcula_1lm()
uint 1i;

for(i=0;i<natomos;i++)

{
1[i]=h[i]&antiatomos[il&g[i];
m[il=p[i] |atomos[i] |f[i];

}

3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k 3k 3k 3k >k 5k 3k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 5k %k %k %k %k >k %k k
*

Calculo de los invariantes del algebra  *
*

********************************************/

oid invariantes()

uint i, j, contador, utilizados[32];
ulong resultado, auxiliar;

for(i=0;i<natomos;i++)
utilizados[i]=0;

contador=0;

for(i=0;i<natomos;i++)
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{
if (utilizados[i])
{3
else
{
resultado=atomos[i];
do
{

auxiliar=resultado;
resultado=mcalcula(auxiliar);
} while(auxiliar'=resultado);
inv[contador++]=resultado;
for(j=0;j<natomos; j++)

if (utilizados[j])
{}
else
{
if (menori(atomos[j],resultado)) utilizados[j]=1;
¥
}
}
ninvariantes=contador;
¥
[ 3Kk sk sk ook ok Kok ok ok ok o 3k K Kok ok ok o o ok sk ok ok ok sk sk ok sk sk ok ok ok o ok sk skok ok ok o o
* *
*  Funciones de salida que imprimen resultados  *
* *

**************************************************/

void p_atomos()

{

uint 1i;

printf(">> {");
for(i=0;i<natomos-1;i++)
printf (" %lu,",atomos[i]);
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printf(" %lu }\n>: ",atomos[i]);
}

void p_antiatomos()

{

uint 1i;

printf ("35> {);
for(i=0;i<natomos-1;i++)

printf(" %lu,",antiatomos[i]);
printf(" %lu }\n>: " antiatomos[i]);
}

void imprime_g()
4

uint 1i;

printf(">> G={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)
printf (" 4lu,",glil);
printf(" %lu F\n>: ",glil);

}

void imprime_h()
!

uint 1;

printf(">> H={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)
printE(” fiu, " hli1);
print£(" %lu X\n>: ",h[il);

}
void imprime_f()
{

uint 1i;
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printf(">> F={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)

priotf(* Xlu,™,£011);
peintE(" %lu Jns; * . £031);
}

void imprime_p()
{

uint 1i;

printf(">> P={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)

printf (" Y1u,* »lil);
printf(" %lu }\n>: ",p[il);
}

void imprime_1()
{

uint 1;

printf(">> L={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)

printf (™ %lu," 1011
printf (" %lu F\n>: *,1[i]);
}

void imprime_m()
{

uint 1i;

printf(">> M={");
for(i=0;i<natomos-1;i++)

printf(* §lu,"mldil);
printf(" %lu X\n>: ",m[i]);
¥

void imprime_invariantes()
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{

¥

v

{

¥

uint 1;

printf(">> I={");
for(i=0;i<ninvariantes-1;i++)
pristf (" $lu,",inv[il);
printf(" %lu F\nd>: ", inv[il);

0id imprime_relacion()
Wit 1, 33

printf (">> R={");
for(i=0;i<natomos;i++)
1
for(j=0;j<natomos;j++)
if(relacion[i] [j]1)
printf(" (a%u, a%u),",i,j);
}
printf("\b >3 ");
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