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INTRODUCCION 8

En esta memoria nos ocuparemos de algunas situaciones que aparecen bajo
el epigrafe general de tablas 2 x 2. De manera muy simple, una tabla

2 x 2 es una disposicién de observaciones como la de la tabla 1.1.

Tabla 1.1
B B
A xl yl nl
A X5 Yo Ny
al 32 n

Tal disposicidén aparece bajo tres situaciones distintas, que expon-
dremos aqul, y que responden a tres esquemas de muestreo distintos; enu-
meremoslos a continuacionde manera detallada atendiendo fundamentalmente
a tres cuestiones:

a) Situaciones reales en las que se presentan. b) Hipdtesis que
se contrasten con elleos y c) Inconvenientes para la determinacidén de
la distribucién de las variables implicadas en el problema.

Muestreo l.- Si de una urna en la que hay n bolas - de las que n

L

5 de tipo A (n, + n, = n) - se extraen sin reemplaza-~

son de tipo A y n 1

miento al bolas, entonces los valores (xl, x2, yl ) y2) son las bolas

de cada tipo, A o A, que estan fuera (B) & dentro (33 de la urna.

Como los marginales nl, Ny» a1 y a2 estidn dados de antemano, la
Unica variable independiente del problema es, por ejemplo, xq
L2s hipdétesis gque se desea contrastar en este caso es Hﬁ = "Las

a; bolas han sido extraidas al azar".
Este esquema de muestreo se corresponde con el celebre problema

de Fisher (1942) de '"la sefiorita y las tazas del te'"; de una manera resu-



mida tal‘problema consiste en determinar si una sefiorita dice la verdad
cuando afirma que ella reconoce si en una taza de te con leche se ha
puesto el te antes de la leche o viceversa; para ello se le presentan
una serie de tazas y se le dice que en la mitad se puso antes la leche
que en el te y viceversa. No obstante tal problema no es muy comin en
la préactica.

S{ aparece con mas asiduidad bajo la forma del test de la mediana
de Mood y el test del rango intercuartilico (vease Bradley (1968)). Tal
esquema de muestreo lleva a una detérminacién sencilla de la probabili-
dad de una tabla como la obtenida. En efecto, si la hipotesis nula es
cierta, ('"las a, bolas han sido extraidas al azar"), entonces la varia-
ble X, sigue una distribucidén hipergeometrica y la probabilidad de una

configuracidén como la dada sera:

Geb) (53)
(")

2

observese que en este caso particular la probabilidad de una tabla como

) - =
P(xl,xz.yl,yz/nl.nz,al,az, P(xl/ni,ai)

la obtenida se puede calcular, pues todo lo que aparece en su formula

es conocido.

Muestreo 2.- Si de dos poblaciones distintas, A y.z se extraen dos

muestras aleatorias e independientes de tamafios n. y n., respectivamente
<

L

y se anotan los ndmercs X de individuos de cada muestra que veri-

X
1 ¥ *g
fican una cierta propiedad dicotdmica B, entonces los valores (xl,x2,

yl,yz) son el numero de individuos de cada muestra, A y'K, que verifican

(8) & no (B) la caracteristica. Como los marginales n estan dados

1 ¥ %2

de antemano, las Unicas variables independientes del problema son, por

ejemplo, la pareja (xl’XZ)'

La hipdtesis nula que se desea contrastar en este caso es:

H2
o]

1

"Las proporciones de individuos que presentan la caracteristi-

ca B en las dos poblaciones (pl y p2) son iguales"



Este tipo de muestreo es muy comin en la préactica y responde al problema
general de si una determinada caracteristica se presenta por igual en
dos poblaciones de las que se han extraido muestras independientes. En
el caso del presente esquema la determinacién de la propiedad de una
tabla como la obtenida presenta un problema grave. Es claro que la pro-
babilidad deseada no es mas que una convolucidén de los binomiales inde-
pendientes, y que,si la hipotesis nula es cierta (pl=p2=p)/tal convolu-

¢idén toma la siguiente expresidn?

n n

1 2 a n-a
2) =(x_) (x ) p 1(1-p) 1

P(x,%5,¥¥5/0,,0,) = Plx,,x,/n .n . ,

Aparece ahora de manera patente la dificultad a la que aludiamos
antes: en la expresidén anterior aparece el parametro ''perturbador" (nui~-
sance) p que es desconocido. Historicamente se han dado diferentes solu-~
ciones a tal problema, pero ello es algo que se verd con posterioridad.

Muestreo 3.~ Si de una poblacidn se extraen al azar n individuos,
¥y en cada uno de ellos se anota si verifica 6 no las caracteristicas
A y B, entonces los valores (xl,xz,yl,yz) son el numero de individuos
de la muestra que verifican ambas caracteristicas, la segunda perc no
la primera, la primera pero no la segunda, y, finalmente, ninguna de
las dos. Como ahora ningin marginal estd dado de antemano, las variables
independientes del problema son, por ejemplo, (xl,xz,yl).

En esta ocasién la hipotesis nula es:

Hi z"Las caracteristicas A y B son independientes'".

La presente situacidn es muy frecuente en el campo aplicado bajo
la pregunta de si dos caracteristicas estdn relacionadas o no; enten-
diendo por relacionadas el que la probabilidad de la presentacidén de
una modalidad de una de ellas influya en la probabilidad de presentacién
de una modalidad de la otra. Ahora, la distribucidén del vector (xl,

xp,y1,y2) es una multinomial que/bajo la hipotesis nula,tendrd la expre-



sién-
n!

n n, a a
= 3 = - 2 - 2
P(xl,x2,y1,y2/n) P(xl,xz,yl/r) xl!xz!yl!yz! pal(l pa) pbl(l pb)

s;endo Pa Y Py las probabilidades de presentar las caracteristicas A
¥y B respectivamente. La situacidén aqui es andloga a la del muestreo 2
ya que ahora tampoco es posible el calculo directo de la probabilidad
de una tabla como la presentada; aparecen aqui dos pardmetros “perturba-
dores" (pa y pb) que impiden la solucidn directa de tal problema. A este
tipo de muestreo también se ha dado una solucidén historica, que mas tar-
de comentaremos, aunque se ha dedicadoc a &l bastante menos literatura.

Esta memoria estd centrada fundamentalmente en el muestreo de tipo

En efecto, el muestreo de tipo 1 tiene ya un test apropiado (el
test exacto de Fisher) que solventa el problema de forma concluyente.
No ocurre asi en el caso del muestreo de tipo 2, ya que las soluciones
propuestas son en muchas ocasiones conservadores, y en cualquier caso
no son dptimas para todos los casos. El problema con el muestreo de tipo
3 serd, usando la "filosofia" aqui desarrollada, fruto de futuros estu-~
dios.

Quedando patenta ya que en el resto de la memoria nos ocuparemos
del '"test de homogeneidad de dos proporciones con muestras independien-
tes" (y de una generalizacidén de un caso particular de él), describamos
suscintamente los abordajes que se han dado a tal problema. Recordemos
que la situacidn era la aparicién de un parametro perturbador en la ve-
rosimilitud de la tabla obtenida y la necesidad de estimarlo de manera
gue el test resultante sea lo "mejor" posible.

La eliminacidn de parametros perturbadores en un contraste de hipo-
tesis ha generado varias soluciones diferentes (Basu , 1977) que se des-

criben a continuacidn. La primera solucidén es la que podriamos 1llamar



del metodo condicional y aparece bajo distintas situaciones (test de
permutaciones, principio de condicionalidad, tests insesgados, etc...);
este tipo de test se basa en la distribucidén condicional de algin esta-
distico observade tal que ella no dependa del parametro perturbador.
Como veremos mas adelante, en nuestro caso el test condicicnado resulta
ser el test exacto de Fisher. La segunda alternativa es la impuesta por
1o que llamaremos el método de estimacidén. Tal método, que es incondi-
cionado, consiste en sustituir el parametro perturbador por un estimador
Evidentemente tales test estdn fundamentados en la teoria asintotica
(es decir solo son aplicables para el caso de muestras suficientemente
grandes) y son por tanto tests aproximados. En nuestro casc el més tipi-
co es el test de la 1;2, que tendremos la oportunidad de estudiar mas
adelante. Por Gltimo existe otra manera de eliminar el parametro pertur-
bardor que es lo que podriamos llamar el método de maximizacidn; consis-
te este métedo en sustituir el parametro -perturbador por el valor de
€l que hace maxima la funcidn de potencia nula del test. En esta situa-
cién se obtiene un test incondicional que, aun siendo conservador, es
el menos conservador de entre los que se pueden encontrar. El caso mas
tipicc en nuestro problema de homogeneidad de proporciones es =1 test
prepuesto por Barnard (1945 y 1947).

El estudio de los abordajes que acabamos de describir son el obje-
tivo fundamental de esta memoria, que aparecera dividida en tres capitu~
los claramente diferenciados. El primer capitulo, dedicado al problema
del test de homogeneidad de proporciones con muestras independientes
en tablas 2 x 2 para el caso de muestras pequefias, cubrird tanto =1 es-
tudio del test de Fisher, como el de los diferentes tests no condiciona-~
dos que existen. Un segundo capitulo en el que se estudiara el caso de

las grandes muestras, es decir el caso de la sustitucidn del parametro



perturbador por: un estimador del mismo.

En el tercer capitulo se hard especial mencidn a un problema inte-
resante que es el de la biocequivalencia en tablas 2 x 2; usando la teo-
ria asintdtica, se realizard una extensidén de tal test al caso k x k,

que como veremos alll es aplicable en otra serie de campos distintos

al de la bioequivalencia.



CAPITULO I

TEST DE SIGNIFICACION EN TABLAS 2 x 2: PEQUENAS MUESTRAS

Con frecuencia, los investigadores que han de comparar dos propor-
ciones independientes solo cuentan con muestras de pequefio tamafic que
les impide confiar en los tests asintoticos del prdéximo capitulo. Ante
tal situacidn, el investigador tiene a su disposicidén dos técnicas al-
ternativas (test condicionados y test incondicionados) que son objeto
del capitulo actual.

Todos los test condicionados estan basados en la filosofia expuesta

originalmente por Fisher (193%5) y que, en correspondencia con su nombre,
se basan en la distribucidn de Xy condicionada por los marginales ob-

servados.

Todos los test incondicionados estan basados en la filosofia ex-

puesta originalmente por Barnard (1947) y que, en correspondencia con

su nombre, se basan en la distribucidn conjunta de (x_,x.) sin condicio-

1’72

nar en 1las ai, obteniendose el tamario del test mediante maximizacidn
de la region critica en el valor p comun de las dos proporciones.

Los test condicionados admiten dos versiones (aleatorizados & no

aleatorizados) segin que la frontera de la regién critica (RC) se haya

construido 6 no mediante algin mecanismo de sorteo (Tocher (1950)). Los
test incondicionados son siempre no aleatorizados, aunque podria hacerse

Finalmente, y para ciertas ocasiones en que un grupo de n indivi-
duos es repartido al azar en dos grupos que reciben cada uno un trata-

miento, se tienen los test de aleatorizacion (que a su vez podrian ser

condicionados o incondicionades).

En el capitulo actual se analizan en detalle todos los casos ex—

puestos,

asi.



1.1. TESTSCONDICIONADOS NO ALEATORIZADOS
1.1.1. Test "exacto" de Fisher
1.1.1.1. Presentacidn de test
Recordemos la situacidén del problema. Se disponia de una tabla

como la que figura a continuacidn con el nimero 1.1, y en ella los mar-

ginales n

1
B B
A Xy ¥y By
A *2 Y2 )
al 32 n
Tabla 1.1.

y n2 eran fijos, es decir, se habian extraido dos muestras aleatorias
e independientes de las poblaciocnes A y A respectivamente. La hipotesis
nula en la que estabamos interesados era Hogg pl = p2(=p), siendo pl
la proporcidén de individuos que presentan la caracteristica B en la
poblacidén A y Py la proporcidén que la presentan en la poblacidn A.

El problema es que la probabilidad de una tabla como la obtenida,

supuesta cierta Ho' es:

n n

_ B 1 2, a 7
P(xl,xz.yl,yg/nl,nz) = P(xl,xa/nl,n ) = (x]) (xz)p 1{1-p

)n—al
2 1

(1.1)
y tal probabilidad depende del parametro perturbador p. Fisher (1935)
-y, casi simulténeamente, Irwing (1935) y Yates (1934)- para resolver
el problema, propone la siguiente salida: para eliminar el parametro
perturbador se debe comparar la muestra observada no con toda la
poblacién de muestras posibles, sino con una subpoblacién de mues-

tras relacionadas con la obtenida y tales que la distribucién de

un estadistico en ellas no dependa del parametro p. Esto se



consigue en este caso sin mas que considerar los marginales n,,n, y

al,a2 fijados de antemano; en ese caso la dUnica variable que aparece
en la tabla es la X, estamos en la situacidén del tipo de Muestreo
1 del que hablabamos en la introduccidén; de ahi que ahora tengamos

que
n n
(xi)(é)
2'%) = ——('H—)—_ v = mx(0,a-n )¢ x ¢ min(ay,n) (1.2

3

P(xl/nl,n

Es obvio que en la resolucidén del problema se juega pivotando so-
bre el estadistico a; que es lo que se llama un estadistico "auxiliar".
Solo el condicionar sobre el a, es lo que permite la eliminacién de

p. Dado el importante papel que juega aqui el a, estudiemos a continua-
cién mas detenidamente el concepto de auxiliariedad y su aplicacién

al caso que nos ocupa.

neidad de _dos_proporciones. independientes.

Presentaremos en principio el concepto de auxiliariedad de manera
rigurosa y despues veremos como disponer la verosimilitud que nos ocupa
de forma que pueda contribuir el estadistico auxiliar al problema.

El concepto de auxiliariedad/ que da lugar a los marginales fijos
en las tablas 2 x 2, fue expuesto por Fisher (1956). Ha sido estudiado
después por miltiples autores y puede formularse asi:

Definicidn 1.1. Censicerese el problema general de contraste

de hindtesis Ho‘_—: Ql:q.j /QQ (sin especificar) contra Hl‘i(e1 #

@2 (sin especificar).
Tanto @1 come @2 pueden ser vectores o escalares. Se

tiene un vector de observaciones X cuya verosimilitud se

puede factorizar de esta manera:

L(Ql, @Z;X) = exp [tl Ql + oty ZT ‘j<91‘@2) K(X) (1.3)

/
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donde K es solo funcidén de X, j sélo de 91 v 6’2 y t:l R t2

son funciones de de X solamente. Bajo estas condiciones tl

y t2 son un conjunto minimal suficiente de estimadores de
%l ?,'%2 respectivamente.y, cuando uno hace inferencias sobre

%}l, t2 es el llamado estadistico auxiliar.

Con esta definicién se puede demostrar que la distribucién de 'I‘l (uso

la letra mayuscula para designar a la variable aleatoria) dado t2 no

es funcién dqu, (vease Lehmann (1959) pag. 52). De ahi que las infe-

rencias acerca de@l puedan hacerse a partir de la distribucidén de T,
condicionado por t2.
Definido ya el concepto de auxiliariedad, y vista la utilidad que

presenta, estudiaremcs como se puede aplicar en nuestro caso.

Como se sabe la verosimilitud de una tabla como la que tenemos

se escribe
n n

1 2 X, n.-x X No=X
( s = (1.4)
L‘pl’pz’xl’xz) (xl)(xz) pllqll 1 p22q22 2

donde qi=l—pi, i=1,2. Tal verosimilitud puede ponerse de la siguiente
manera

n n B. P P

1 2, 0. n 2 1 i]

& = l -— - — e
L(pl,pz,xl,xz) (xl)(xz)ql q22 explL‘xz(lnq2 lnql) + (x1+x2)ln

(1.5)
Esta expresidn estd puesta simplemente para gque se pueda apreciar

que la verosimilitud que nos ocupa es factorizable segin el formato
de la expresidén (1.3) y de ahi que la teoria alli expuesta sea aplica-
ble. No obstante, para que sea mds comode el trabajo con la verosimili-
tud y sea méds facil la obtencidn de las expresiones que nos hagan ver
e. estadistico auxiliar, usaremos una reparametrizacidn de pl y P,
a la forma logistica. LLamando

. (}w\/z e#,- N2

(1.8)
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P,Q
observerse que e’\ = il g que >\= In (p,/q,)-1n(p,/q,)

‘ -1 S _ |
Yy que si X: O entonces pl=p2. De otro lado, se deduce facilmente que

%‘= %(ln(pl/ql)+ln(p2/q2)). Por ello, A esta relacionada con la diferencia

de proporciones y ﬂ,esta relacionada con la magnitud de las mismas.

Usando la reparametrizacidén expuesta en (1.6), la expresidn (1.4)

queda

n, n
xl)(xz) e(><l—x2)/\/2 + (xl‘+x2)ﬁ

(
, 1 2
L(X,g;x y X, )= (1.7)
12
(1+eﬁ+/\/2)n1 1+ e’}— /\/2)1'12

De tal expresidén es inmediato que el conjunto de estadisticos su-

ficientes para A‘yig son X, ~X, ¥ X, +X respectivamente. Cuando se hagan

172 2

inferencias sobre >\ (que son las que interesan) entonces xl+ es

X7
el estadisticc auxiliar para el parametro perturbador ,sinmas que apli-

car lo dicho en la definicidén de auxiliariedad y parrafo posterior.

De la expresién (1.7) se obtiene, a partir de la distribucidén con-

dicional de Xl~X2 fijado al, que la distribucién condicional para Xl
es
n n,
(xD) (2% ) e’\xl (1.8)
ot 5. /' :>\\= 1 2 1
s R ’ al
Z (P2 ) M
i=0"1 al-l

y para>\= O que es el caso que interesa
n,n

(Xl)(XZ) (1.9)

3(xl/a};);o) =
que es justamente la expresidn en que estd basado el test exacto de
Fisher. Queda por tanto explicado el usoc del test exacto de Fisher en
el contraste de hipdtesis de igualdad de dos proporciones independien-
tes, uso que estd apoyado por la propiedad de auxiliariedad del esta-

distico al. Ademads, como veremos mas adelante, este test tiene una se-
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rie de propiedades muy interesantes y que discutiremos. De forma analo-
ga a comc se ha razonado aqui, se puede demostrar que el test exacto

de Fisher es aplicable al tipo de Muestreo 3.

1.1.1.3. Revisidn_de los_criterios cléasicos _de construccién _de un test

T e wa T e e T . maah e e e e D i . ———

de_dos colas

—— T

Planteemos primeroc el casc del test de una cola que nos ayudari
a entender mejor el test de dos colas. En efecto, supongase gue la al-
ternativa es Hfsplé.pz ¥y que deseamos realizar el test de Fisher a un

error §,. Todo consistird en determinar un limite C tal que

(@]

c +1
T op(i)ed ,, Z Py (1.10)

i=r i=r

con P(i) segin la hipergeométrica (1.2). Si el X, observado es menor
6 igual que C, la hipdtesis nula habrd de rechazarse al error& . Simi-
larmente para una alternativa como la Hi;pl>'p2.

Dado lo laborioso de los calculos, se han dado numerosas tablas
que los evitan (ver por ejemplo Pearson and Hartley (1966) y Finney et
al (1963)). Todas ellas adolecen del defecto de su extensién, motivada
fundamentalmente por la aparicidn de tablas repetidas. Tales repeticio-
nes se deben a que se las presenta como tablas para comparar dos pro-
porciones (cuando también valen para comprobar la independencia), oca-
'sionande asi una distincidn ficticia entre filas y columnas; por otro
lado, las tablas repiten regiones criticas para distintos valores de
¥, lo que ocasiona duplicaciones innecesarias; no sucederia asi si,
como es mas razonable, se diera la probabilidad exacta de una tabla

como la observada & mads extrema, es decir el valor de P(r) + P(r+l)

oo .. + P(xl). Tales defectos fueron solventados por Neave (1982) que
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hizo una presentacién mads resumida de las tablas (pero de manejo mas
complejo).

En cualquier caso, en los test de una colé no existe mayor problema.
El problema fundamental surge en el caso de las dos colas pues en ella
la determinacidén de cada una de las colas que formarian la regidén cri-
tica estd sujeta a debate por la multitud de criterios existentes, que
enumeraremos, no Habiendose dado uno que sea el Sptimo para el problema

que nos ocupa. Los criterios clasicos para la construccidn del test

de dos colas son:

er . , .
1 criterio: Colas iguales

Tal planteamiento, que defienden bastantes autores, esta basado en
la idea, propia de las variables continuas,de que el error del test se
va a repartir por igual en las dos colas de la RC. Bajo tal idea el expe

rimentador se ve obligado a obtener dos numeros C y C' tales que:

C C+l

2 P(i) =o<l_4_°—% i ZP(i))%— (1.11)
i=r i=r

5 s

Z Pm:oéé% . 2 ‘D(i)>% i%.12)
1=C' i=C'-1

con P(i) como en la (1.2) y ¢ el error del test de dos colas. Obteni-
dos los valores C y C' el test es inmediato: rechazar HO, en favcr de
Hﬂ?ipl # p,, si xl_éc 5 leLC'. Sin embargo el error real de tipo I

del test esof = (dl+(2)vmenor o igual que el error objetivo { .
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Armitage(1971,pgs.135-138) va mas alla y defiende que el error del

test de dos colas es el doble del error del test de una cola. El1 criterio

nos parece inadecuado por cuanto puede llegar a suceder que se asigne

error a una cola que no existe.

22 Criterio: Tablas mas extremas

Otro criterio que suele aconsejarse (Armsen (1955) & Cox y Himkley
(1974)) es el siguiente: Sea una Tabla T cualquiera y calculemos la
probabilidad Ml(T) de obtener una tabla como T & una méAs extrema en
el mismo sentido; si dz(T)ZOZl(T) es la probabilidad obtenida sumando
una a una las probabilidades de tablas mas extremas que la T pero en
el otro sentido (las que se puedan hasta no superar&l), entonces la
tabla T pertenece a la regidén critica del 100X % si o{l('r) +(y2(T>
{_0(. Provisionalmente podemos llamar a este criterio como el de '"ta-
blas mas extremas".

éer Criterio: Tablas mas improbables

Tal definicidén propuesta por Armsen (1955) y recogida también por
Fleiss (1981) y que usan los paquetes BMDP y SPSS, consiste en ordenar
todas las tablas posibles de mayor a menor probabilidad e ir afiadiendo
tablas a la regidn critica hasta que la probabilidad acumulada sea
tan préxima a § como se pueda (pero sin superarloc).

Estos criterios que acabamos de exponer son criticados en esta
mzmoria con objeto de buscar una solucidén Sptima a nuestro problema.

Tal es el objeto de los subapartados siguientes.

1.1.1.4. Inconsistencia de los criterios cléasicos de construccidn del

— s e e e wm e e me e e e w e s W e o e e W e eme ew R TEE e e e —ee

— —— o A o ==

Estudiemos primero el criterio de 'colas iguales'". Recordemos

¥*
que alli el error real del test era & =CS(l +M2L_M-
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1 acercamiento a ¢, no ha sido posible porque /2 -ullLP(C+l)

*

y &/2 - 0(2 L p(C'-1), pero, en ocasiones, puede ocurrir que § - >

P{C+1) & P(C'-1), en cuyo caso la regién critica para un test de dos

colas podria aumentar en uno de los dos puntos (C+1l) & (C'-1) con el

consiguiente acercamiento de d,* all y el consiguiente aumento de la po-
tencia. Asi pues tal criterioc no es el idéneo.

Es claro que la definicién de la regién critica de '"tablas mas
extremas" mejora la situacidn definida antes de ''colas iguales', por
cuanto todo punto de la regidn critica de esta lo es de aquella, pero,
sin embargo, tal definicidn no tiene ain las caracteristicas de éptima.

La nueva definicidén de "tablas mas improbables" suele dar regiones
criticas con igual nimero de puntos que la de 'tablas mds extremas"
(aungue no necesariamente con los mismos puntos), pero en ocasiocnes
la primera contiene mads puntos que la segunda, y, por tanto, da lugar

a un test mas potente. Esto se comprueba practicamente con el ejemplo

I.1.
Ejemplo 1.1.
X 31
12
_______ boo.

31 12 43
1 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 40 31
p(xl) en % {0,920 |6,324 | ....i0innn 4,435 1 Q,377 | Q0,102 {0,206 0 0] o]

SR S - —a - R
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Tipo de test Regidn critica para el test de dos colas

al error del 1%

"Tablas mds extremas" 27, 28, 29, 30, 31

"Tablas mas improbables"” 26, 27, 28, 29, 30, 31

—

. . i ,
Sin embargo nadie ha sometido a comprobacidn cual pueda ser la

mejor definicién de regidn critica de entre las muchas posibles.

En lo que sigue se dan varias definiciones de regiones criticas

y se elige la definicidén dptima para comparar dos proporciones.

—— T Y e e T ™

Las definiciones de regiones criticas a considerar son las si-

guientes:

Definicidén 1: Para un test al error objetivo ¢/, construir la regidn
critica de colas simétricas segin las (1.11) y (1.12)
y afladir, si el error o lo permite, una de las dos fron-
teras (C+l) & (C'-1l), es decir afiadir aquella frontera,
si la hay, cuya probabilidad es ﬁa{—(u(lnlz). Cuando las
dos fronteras verifiquen tal condicidn entonces:
a) Incluir la frontera que mas probabilidad tenga (es
decir la que acerca mas el error real &* al error ob-

jetivo o ).




b) Incluir la frontera que menos probabilidad tenga(es decir
la mas improbable bajo Ho)'
¢) Incluir la frontera que mads iguale los errores de cola
(es decir la que haga los @y finales tales que Iul—azi
sea minima, 46, lo que es mismo, la que mas simetrice
las colas).
Si con cualquiera de los tres criterios se produce un empa
te, decidir por sorteo si se incluye (C+1) & (C'-1).
Definicidén 2: Para un test al error objetivo £ , ordenar los valores de x1
de menor a mayor probabilidad e ir afiadiendo a la regidn
critica los puntos mas improbables hasta acercarse a &« lo
mis posible (sin superarlo). En caso de empate, decidir por
sorteo el punto a incluir.
Las Regiones Criticas anteriores se pueden llamar, de modo abreviado,

como de ''colas simétricas" y ''de tablas mas improbables',respectivamente,

y la légica de las mismas es evidente. Pero, si se estan comparando pro

porciones, parece tambien 16gico que si una tabla con lblib2| =10%, por
ejemplo, sirve para rechazar H , una tabla con ]61—52] =15% tambien debe
ria hacerlo. Esta es la base de la siguiente definicién '"de tablas més
extremas':

Definicidén 3: Para un test al error objetivo & , ordenar los valores de X,

1 T v
e ad

- de mayor a menor lor de 1D.-D_ 1 =1 x =i !

7 3 enor valor de {D =D, l/nl 2/n2‘
afladiendo puntos mas extremos a la regidn critica hasta que
la suma de las prob@bilidades de ellos se acerque lo mis po

sible a o (sin superarla). En caso de empate:

a) Afiadir el punto de menor probabilidad

-~
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b) afladir el punto de mayor probabilidad
De persistir el empate, elegirlo al azar,
Como el criteric de valores crecientes de Ibl—ﬁzl es equivalente

al de valores crecientes de [x a,/n|, y como las probabilidades de

.,
la hipergeométrica son monétonas crecientes en un tramo y decrecientes
en el otro, queda asegurada la no existencia de huecos en la regidn
critica y la inclusidén de las tablas mas improbables como criterio sub-
sidiario al de las mas extremas.

Desde luego el criterio anterior '"de tablas mds extremas'' se ha
construido pensando en la medida de discrepancia lpl—pzl 6 valor abso-

luto de "la diferencia de Berkson". Tambien pueden plantearse criterios

de tablas mds extremas en otro sentidos:

Definicidén 4: Como en la definicidén 3, pero utilizando como medida de

tabla extrema el ‘'‘riesgo relativo" @l/bz.

Definicién 5: Como en la definicidén 3, pero utilizando como medida de

tabla extrema la "razdn del producto cruzado" xlyz/xzyl.

Definicidn 6: Como en la definicidn 3, pero utilizando como medida de
2
1t " 3 s
tabla extrema el '"valor de'x W es decir a (xly2 X,
v )Zn/n n.a.a

2 1727172
Las definiciones 3 y 6 son equivalentes (puesto que ]xlyz—xzyﬂ=
[xln-nlal]), por lo que la segunda no serd considerada mas. De hecho
esta fue llamada ”test')(.2 exacto" por Radlow y ALf (1375) en un contex-

to més general, probando que tenia caracteristicas deseables frente

a la definicidén 2. Vease Berry, K.J. (1985).

1.1.%1.6. Comparacidn de los distintos criterios (Aportacidn)

La potencia de cualquier test de los sefialados depende del ndmeroc de
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puntos de la regién critica. Asi, si suponemos que la distribucidén de
P a lo largo de todas las experiencias de la vida de un experimentador
es la uniforme en tb.{l, Yy sik{ Ti son todas las tablas de una determi-

nada regidén critica para unos n., y n, dados, entonces la potencia

1

sera:

?):P(decldlr Holes cierta Hl) = P(Li)TiIHl) =iZP(Ti'H1) =

1
%-{! P(pl)P(pz) P(Tilpl’pZ) dpl dp2 =

1 2 J !
(.7Ye™ X n. -x ! X. n.-x
2 2 2 dp.=
X)) Xy g Pyl llde 4 Py2a P
EE 1 n? de tablas de la regidn critica
= (1.13)
1 (nl + 1) (n2 + 1) n? total de tablas posibles

Es por ello que la definicidén clésica de 'colas simétricas'" se
completd en la Definicidn 1 para que entrara el mayor numero posible
de puntos. Sin embargo, las tres versiones de la Definicidn 1 constan
de igual numerc de puntos (aunque, circunstancialmente, no sean los
mismos), por lo que habrd de considerarse algun criterio afiadido que
permita elegir alguna de las tres versiones como la dptima. De lo dicho
queda claro que si se calcula la potencia de cada test para parejas
dadas de (pl,pz), es decir:

X n,-x X n_-=x

o100 uny) =S 0D 5, La, L lp, Zaq, 22
}5‘ 1Yt TV By 1 2 2 (1.14)

en unas ocasiones serd mas potente un cierto método y, en otras, otro.
Como quiera que estamos comparando proporciones, y que la mayoria de
las veces p1 no estard muy lejana de P, (que es justamente cuando la
potencia es menor), afadamos, como criterio de test dptimo, la condi-
cidn de elegir aquel que sea més potente en las cercanias de la hipdte-

sis nula. Con tal fin, fijémonos en todas las parejas de tamafios mues-
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trales m > n, con n, = 10(5)30 (no considerando los casos n =n, pues
en ellos, por simetria de la hipergeométrica, las tres regiones criti-
cas de la definicién 1 son iguales) y en todas las parejas de valores
de Py £ p,s con p, = 0,05(0,05)0,95 (no considerando ahora el caso P,
= p, pues en 8l seria cierta la hipdtesis nula). Consideremos ahora
la funcidn:

2 /}jpl,pzlnl.nz) = ﬁ(dlnl.nz) (1.15)

o £ |py-p,l L4

6 potencia de todas las alternativas que distan (en el sentido de ]pl—
—p2l menos & igual que d (consideradas a saltos de 5% de probabilidad)
con d = 0,10(0,20)0, 70. C;hé las regiones criticas estadn construidas
a un determinado error objetivo ® , la funcién ﬂﬁdlnl,nz) depender§
tambien del ol tomado; de ahi que podamos notarla por ﬁ(dlnl,nz,o(,)
con ® = 0.05,0,025 y 0,0l. La tabulacién de tales valores de ;3 para
cada unoc de los tres criterios de la Definiciédn 1, y la comparacidn
de las mismas, permitird determinar el criterio dptimo de regidn criti-
ca, Optimo en el sentido de méxima potencia en las cercanias de Ho'
La tabla 1.2 presenta tales valores, deduciéndose de ella que la defi-
nicién éptima, en el sentido citado, es la 1.b 6 l.c (ambas son igua-
les).

Como aun guedan varias tablas del mismo tipo, y para no hacerlas

demasiado extensas, en adelante Unicamente se dan los valores

}S(dld) = 3s jycﬂnl n,, &) (1.18)
G-

si bien las conclusiones que aqui se den, han sido obtenidas con tablas
similares a la Tabla 1.2. Asi, la Tabla 1.3(a) constituye un buen resu-

men de la Tabla 1.2.

La Tabla 1.3(b) presenta los resultados de la comparacién de las
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Valores de ﬁ(dlnl,ﬁé.d) para las tres versiones de la Definicion 1

Y para los valores resefilados de §, n,,n

a= .‘J'.'!U ‘j=£}. 1'\,
nl a2 i.a L.b l.c

Xk ¥ EEER HEER NEER
10 5 A1 .01 .01
13 10 L2002 02
15 3 Q1002 .02
2015 A .03 .08
2010 Q3.0 .08
203 A2 .02 0

23 20 Q4 .08 04
513 G304 04

A 20008 .08
b W20 02

3023 %05 06
30 20 D408 09
30 15 04,04 04
30 10 S0
30 5 H2002 .02

a= U023 4=9,10
al n? l.a Lb l.c
[ 2R3 3 $ERE LEEk SRER
19 3 00,00 .00
15 U N3 B ) N ]
195 A0 .00 .00
20 15 A1 .01 L9t
20 10 V) ) S ) |
Rl L0 .00 80
D2 AL 02 .02
513 ) S S S
25 10 D00 00,00
D3 A0 .00 00
3o 2 20,02 .02
302 A2.02 .02
30 15 H101 0
30 10 S0 .01 .0

30 3 D0 L0000

a= 019 1=2. 11
nl a? l.a b L.
[T ESEE CRER URNE
105 000 00
15 19 JHhe 00
1% 39 L0 .00 00
2015 00,00 .06
20 10 000 .00 .00
2009 A0 .00 .9
25 20 I S /) G )
1Y 1,0 L 0L
%10 A0 00
035 A0 00 .
3025 A1 .00 L0t
30 20 A1 L0
319 D000 00
R L0000 00
03 A0 00 00

1=0,30
l.a Lb l.c
EEER NEEE REES
06 .06 .06
Q001212
D607 .0
A7 018 .8
A4 013 .0

08 .0y .09
2428 .24
A A A
Jd4 014 14

08 .09 L0Y
28 .2 Y
26 .08 .28
A1 LR
Jda L le L6
Q8oL 09

3=0.30
l.a L.b l.c
EREN LR REXE
1) B ) ) |
A, 04,04
A1 .01 .0
0y L0y Loy
L4000 08
S .01 L0
A3 .13 .13
07 .08 08
A4 .04 04
A1 .01 .01
Jdb L1616
A7 01717
A% .10 L1
A4 .85 .08

A1 L0 L0
320,30

l.a L.b l.c

EERE RERE RERE

L0000 00

20202
D000 00
A5 .05 .08
20,02 .02
00,00, 00
Dy L0y L0y
Qo 07 07
L2003 .03
A0 .00 00
Jd2 .12 .12
D010 L1
D6 .06 06
J20.02 .02

D000 00

1
4=, 30
L.a Lb l.c
ERER HEER EERF
00010 L1
g7 .2 R
A2 .18 13
Ay 30 L3
2 2% L%
J4 .10 Ll
LT T T Y
RYJRT ST
24 .8 .8
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TABLA 1.3
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dos versiones de la Definicién 3, siendo preferible el criterio 3.a.
En la siguiente -Tabla 1.3(c)- se comparan los criterios 1.b, 2 y 3.a,
siendo seleccionado, con diferencia, el 3.a. De las dos definiciones
4 y 5 resulta elegida -ver tablas 1.3(d) y 1.3(e)- la Definicién S5.a.
Finalmente la tabla 1.3(f) compara los dos mejores criterios encontra-

dos -el 5.a y el 3.a- siendo seleccionado el 3.a.

1.1.1.7. Tablas para el test exacto de Fisher segin el criterio_optimo

(Aportacién)

Se presentan a continuacién las tablas construidas bajo el crite-
rio optimo que acabamos de encontrar, haciendo referencia a las exis-
tentes y una pequefia critica a ellas, razonando el formato optimo de
tabla. Tambien se hace referencia a como se podrian emplear las tablas
propuestas para el caso de Muestreo 3. Pero pasemos al andlisis de
las tablas existentes.

Cuando el test es de una cola, hay una Unica construccidén razona-
ble de regidén critica, la cual ha sido tabulada extensamente por di-
versos autores (Pearson and Hartley (1966) y Finney et al (1963) por
ejemplo). Tal construccidén consiste en sumar las probabilidades de
todas las tablas mas extremas (en el sentido de Hl) hasta. acercarse
lo mas posible (sin superarlo) al error &, fijado.

No deja de ser curioso que casi todas las tablas de significa-
cién clésicas para tablas 2 x 2 se hayan construido pensando en un
test de una cola, (solo Armsen (1955) y Neave (1982) presentan para
2 colas), cuando es casi infinitamente méds frecuente un test de dos
colas con una alternativa del tipo nggpl # Py- El asunto no tendria

mayor importancia si no fuera porque el criterio de aplicacién para



dos colas consiste en multiplar por dos el error nominal, lo que puede
afectar sensiblemente a la potencia del test (como ya se ha visto).
El error estd seguramente inducido por un desec de minimizar el espa-
cio dedicado a las tablas y por el hecho de que, en grandes muestras,
la distribucién es practicamente simétrica. Asi pues, y como primera
consecuencia, en toda tabla para test de significacién en tablas 2
x 2 deben coexistir las tablas de una cola con la de las de dos colas.

Por otro lado, y esta es la segunda consecuencia, puestoc que el
investigador no tiene por qué estar sometido a los errores cldsicos
del 1%, 5% y 10%, las tablas deben especificar el error P exacto de
significacién (el minimo error & al cual es rechazable la hipétesis
nula). Tal proceder solventa, por ejemplo, el problema de aquellos
investigadores que desean hacer comparacicnes miltiples y que, al
aplicar la regla de Bonferroni, se encuentran ccon un error X mds pe-
quefio que los usualmente tabulados.

Ademds, los criterios de construccién de tales tablas han depen-
dido del gusto del autor mds que de una investigacidn objetiva del
método mds adecuado (salvo alguna pequefia aportacidén del articulo ci-
tado de Armsen). Aqui se ha probado que, para comparar dos proporcio~
nes, el criterio "optimo" (en el sentido de que da regiones criticas
cen el maximo nimero posible de puntos y con la maxima potencia en
las cercanias de HO) consiste en ordenar las tablas de mayor a menor
valor lxl/nl - x2/n2| e ir arfiadiendo a la regidén critica las tablas
mas extremas hasta acercarse lo mds posible (sin sobrepasarlo) al
arror objetivo &, ; si al llegar a la tabla frontera hay dos tablas
igual de extremas, afiadir a la regidn critica la que menor probabili-
dad tenga; si ambas tienen igual probabilidad, decidir por sortec cual

de ellas debe ser la incluida.
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La filosofia general para test de dos colas es facil de conjeturar:
las tablas deben ordenarse de mayor a menor valor del parametro cuyas
discrepancias con su valor bajo Ho quieren detectarse.

Asi, para problemas de asociacidn, habra de considerarse como
Sptima -muy probablemente- la definicién S.a, y las "tablas més extre-
mas' serdn las que proporcionen un mayor valor de la razén del produc-
to cruzado. De todos modoé, puesto que el caso de dos proporcicnes
ocupa una posicidn intermedia (en cuanto al nimero de marginales fi-
jos) respecto de los otros dos casos, y puesto que la definicién 5.a
daba en aquel caso la potencia méds cercana a la 3.a, parece razonable-
mente aceptable aplicar las mismas tablas en todos los casos (lo que
evita la triplicacién de las mismas a cambio, probablemente, de poco).

Tal proceder no presenta problemas de aplicacién por cuanto la ordena-
n

| x, - n
nln2 1 1

al/nl es idéntica, por la simetria de la expresién, si se consideran

cidén de las tablas de mayor a menor valor de ‘51—52I=

las ﬁi calculadas con respecto a las filas & a las columnas. De igual
modo, como pl—p2=xl/n1 - x2/n2 = n(xl—alnl/n) /nln2 con la tabla orde-

nada por filas, y p -a_,n_/n) /a.a_. con la tabla

-B,=x,/a 17N 192

1 1Y/ =nlx

ordenada por columnas, ambas expresiones son positivas (8 negativas)
en las mismas tablas, y el hecho de cambiar filas por columnas no al-
tera la regién critica del test de una cola.

Como en variables discretas -tal es nuestro caso- el error de
una cola no suele ser el de dos colas dividido por dos, las tablas
de una cola deben coexistir junto a las de dos colas.

Finalmente y, por razones ya indicadas mas arriba, las tablas
no deben construirse -si se quiere tengan una validez universal- para
errores @ determinados de antemanc (el 5% & 1% usuales) sino que a

cada tabla factible de ser significativa deberd indicarsele su error
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P minimo de significaci_én {lo que no hace ningun autor).

Somos conscientes de que tal proceder aumenta en gran medida el
espacio requerido para las tablas, pero la bdsqueda de la méxima po-
tencia (especialmente con pequefios tamafios de muestra, como es el ca~-
so) justifica tal sacrificio. Ademds, una adecuada tabulacién (que
impida la repeticidn de tablas) puede paliar en algo el defecto.

A efectos practicos, y si no se dispone de unas tablas como las
sefialadas, el modo de proceder para realizar un test de comparacidn
de dos proporcicnes (similarmente en otro casc) es el siguiente: si
experimentalmente la tabla obtenida es la tabla 1.1,:

12) Si el test es de una cola, con ng plé Py calcular primero

o, = xl/nl y P, = x2/n2. Si P> b, aceptar Ho' Si pl< Py calcular

M
H

Y3

P(i)=P, con r=max(0; al—nz) y P(i) como en la (1.2).Similarmen-

t H = .
e para H = p, > p,

292)Si el test es de dos colas (Hl =P, # p2) ordenar la tabla de modo

que pl = xl/n1 £ p2 = x2/n2 (Si p, = p‘2 aceptar Ho sin mas) y cal-

1
Xy
cular P, = Z P(i), con r=max(0;al-n2)y P(i) como en la (1.2). De-
i=r
. 2 . . . +
terminar a continuacién C' = (2nlal/n)—xl. Hacer x'l = EC'_T , el

s
primer entero superiar o igual que C', y calcular P_ = P(i), con
g q 2

l=xi

s = min(al;nl) y P(i) como en la (1.2). Tal x’l daria lugar a la
primera tabla que es tan extrema & mas, en el otro sentido, que

1o

la obterida, es decir, la primera tabla que ocasiocna '}‘)‘l - ?)‘2}_

-
%2 Vl'
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Si C' no es un entero, P=P1+PD.

Si C' es un entero -en cuyo caso X,y x'l dan dos tablas

igual de extremas- determinar P(xl) Ng P(x'l) mediante la (1.2).

Si P(xl)c P(x'l) entonces P=P, + P, ~P{x',). SiP(xl) =P (x'

1 )

1 1

sortear cual debe ser el elegido; si resulta ser el X1 entonces

); si resulta elegido el x'

de nuevo P = P, + By = p{x’ entonces

1 1 L!

P=p, + 92. Finalmente, si P(xl);>P (x'l) tambien serd P = P

1

Si C' es un entero y pP(x.) = P{x'_ ), entonces n, = n. = n/2,

1 1 1 2

de modo que si se quiere eludir el sorteo (al igual que ocurria

con el test de Tocher) entonces P =E’l + P2 = ZPL’ por la simetria
de la hipergeométrica.
32) En cualquier caso se rechaza HO si P4y , con o el error obje-

tivo del test.

Siguiendo los criterios anteriores se ha elaborado un programa
de lenguaje FORTRAN V que aparece en el Apendice 1,

También, y a través del mismo se han elaborado tablas de test
hasta n= 3¢ que aparecen en el Apendice 2.

La filosofia de construccidén de las tablas del Apendice 2 es la
reseflada mas arriba. E1 formato de presentacién de las mismas pretende
ahorrar al méximo el espacio dedicado a ellas a la vez que les hace
fdcilmente manejables; asi, las cuatrc tablas posibles que se cbten-
drian permutando filas entre si, cclumnas entre si, 6 cambiando filas
por columnas, de una determinada tabla (todas ellas equivalentes) apa-
recen en una sola ocasién.

La notacién de las tablas del Apendice 2 es idéntica a la de la

tabla 1.1 siendo el criterio de ordenacidn y busqueda el siguiente:
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12) Presentar la tabla problema de modo que al sea el marginal mas

~—

pequefio y x, sea tal que xl/nlé xz/n2 (es decir, el valor de me-

nor frecuencia relativa entre los dos valores que suman af.

Localizar en el Apéndice 2, y por este orden, la cuaterna (n; a

;
1

Si la cuaterna aparece, a su derecha figuran los valores P1 y P2.

El valor Pl es

o
—

P, = 2(1)

'
n
o

lo que constituye el error exacto y para un test de una cola cuya

alternativa es PH_EE 1<) < 5 en el caso de comparar proporciones,

On

Hl35 "asociacidén negativa" en el caso de tablas de contingencia.
El valor P2 2s el error exacto P para el test de dos colas; cuando
a *tal valor le sigue el simbolo *, ello indica que el test de dos
colas se ha realizado sorteando la frontera de la regidén de recha-
zo, de modc gue si se desea eludir el sorteo habréd de hacerse P

2

= 2Pl.

Si la cuaterna no aparece, ello puede deberse a que la tabla no
es significativa 6 muy significativa. La razdén es que, para no
hacer demasiado extensas las tablas, solo se han incorporadc aque-
llas en las que Pl L 10% y P2 (6 2Pl si hay *) > 0,05%, con lo
que se logra que aparezca cualquier tabla que sea significativa
(para una & dos colas) para valores de P entre el 0,95% y el 10%.

La distincidn entre un caso y otro es facil: buscar en el Apéndi-

ce la terna (n; a

1} nl) y anotar el menor (xm) y el mayor (xM)

valor de X, Que aparezca; entonces:
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a) Si xl 2 xm, la tabla es significativa para errores de una y
dos colas inferiores a 0.05% y a los indicados para xm.

b) Si *q > Xy la tabla no es significativa pues sus errores P

de una o dos colas son superiores al 10% y a los indicados para

XM.

Asi, en el ejemplo 1.2, serd n=22, a1=6 y x.=1 {(ya que 1/11 £ 5/11);

1
con ello nl=ll y las tablas del Apéndice indican que Pl = 0,0743,?2
= 0.0805* (con sorteo) yP 5 = 0.1486 (sin sorteo). Asi, si en origen

el problema era un test de una cola con una alternativa con la que

Ejemplo 1.2 Ejemplo 1.3

6 10 16 l=xl 17 18=nl
9 l=xl 6=al 7 1 8
11 ll:nl 22=n 8=al 18 26=n
Ejemplo 1.4 Ejemplo 1.5

= 4 = = =
4 Xy 1 18 n, 0 X, 7 7 n,
4 4 8 5 3 8
8=al 18 26=n 5=al 10 15=n

2std de acuerdo lo experimental (1/6 £ 10/16), el cambio de filas por
columnas no altera este hecho (1/11 < 5/11) y el error de una cola

2s Pl = 7.43%.

El ejemplo 1.3 no es localizable directamente en las tablas, pero
como en ellas aparece la cuaterna n=26, al=8, nl=18 y xm=2, y x,=1
£ xm=2, entonces Pl y P2 son menores que 0, J5%.

El ejemplo l.4mes localizable directamente en las tablas, pero

come en ellas aparece la cuaterna n=26, a1=8, nl=18 y xM=3, y %x,=4 7



xM=3, entonces Pl y P, son superiores al 10%.

Finalmente, el ejemplo 1.5 presenta una tabla para la que se
desea contrastar HO = pl = P, contra Hl = pl > p2, pero como pl =
0/7 4 52 = 5/8, HO debe aceptarse sin mds a pesar de que las tablas
indiquen que Pl = 0,0187 {(pues tal error se refiere a la alternativa
H =p,< pz).

1.1.2. La vision de Pearson sobre el problema del test de homogenei-
dad de dos proporciones
Pearson (1947) realiza una serie de reflexiones acerca del con-
traste que nos ocupa. Las recogemos aqui pues entendemos que asi se
ve de una manera mas precisa el problema que se plantea con estas
tablas y se comprende mejor la solucién propuesta por Tocher (19%0)

Y que estudiaremos despues.

Recuerdese que la verosimilitud para nuestro probléma era:

29

P(xl,xz/nl,nz) = P(xl/nl,pl). P(xz/nz,pz) (1.18)

Si la hipbtesis nula es cierta es claro que tal verosimilitud puede

ponerse como

P(xl,xz/nl,nz) = P(xl/nl,p). P(x2/n2,p) =

n,! n_!
1 X 2 X
1 2
= X ;—T— | q 1 ! oy i ° a 2 =
1 1 2 2
(1.19)
n! n.! n.!t a !t a.!
- pal qa2 2 1 2
! ! ) 1 ! ! 1
a,! a,! n! x, x,t vy by,
ahora bien en esa expresidén se ve que
n!
n —
p1 %2 = ) p%1 "7 = P(a,/n,p) (1.20)
al‘ a2! 1

que es la funcidén de probabilidad de una Binomial de parametros n
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Por otro lado el resto de la expresién (1.19) se puede poner

asi:

n,!' n,! a ! a_! n n2
172 %1 T2 (x7) (x35) L 91)
= = = P(xl/n,nj,al) (1.21
1 ! 1 1 \ -
N X X Yt Y, (al)

quencesmas que la funcidn de probabilidad de una hipergeometrica de

parametros n, a

N, a.
Por tantc se puede escribir
13) (1.22)

E(xl,xz}n P(alin,p) . P(xﬂ n,n

1) =

S1 ahora se plantea el test a un error & , la (1.22) permite

resclverlo, en principie, facilmente: para cada al, hacer entrar

a,-x_) mas imprc-

en la region critica (RC) todas las parejas (Xl’ 17X

bables -en terminos de la (1.21)- hasta que se verifique

—
1]
w

£y p(xl}n’nl'al) =

Si ello se hace para todo a, el tamafioc del test se obtendra

sumando las probabilidades (1.22) en toda la RC:

n
|
S Plx,,x.!n ,n)) =3 2(a,in ,p). o =¥
17z 172 1 i
RC 0
a =
1
con lo que el test exacto de Fisher podria entenderse como uno in-
condicional cuyo tamafio es el error objetivo.
Desgraciadamente esto no es asl pues, por ser una variable dis-

creta, la igualdad (1.23) no suele alcanzarse y, consiguientemente,

tarmpoco la (1.24). En la practica sucede que:

i?(x,/n,n ,a, ) = wLila yL oL
X H L 1
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! - o (@) <
= Plx),%,/n,,0,) -'g_lp(al/nl,p) wia,) i (1.25)

en donde X - D(*(p) depende de p y suele ser importante; de ahi el pro-
fundo conservadurismo del test exacto de Fisher aun cuando, por la fi-
losofia anterior, pueda considerarse como un test incondicionado. De
cualquier modo las tablas al uso no especifican el error ¢/*(p), sino
el b((al), debiendo considerarlas como tests condicionados. Observese
que la igualdad (1.23) no tendria dificultad en verificarse si la va-

riable xl fuera continua.

1.1.3. Criticas al test "exacto™ de Fisher

En los subapartados anteriores las criticas se han centrando ex~
clusivamente sobre los criterios tradicionales de realizar un test de
dos colas para comparar dos proporciones y sobre la forma clasica de
presentar las tablaé de significacidén, dejando en ambos casos incues-~
tionable la wutilidad del test de Fisher. Aqui entramos directamente
a cuestionar la propia filosofia del test.

La adecuacién del test de Fisher para comparar dos proporciones
es uno de los temas de la Estadistica que roza el campo de la Filoso-
fia, al menos en el modo en que defensores y atacantes hacen fortale~
za de sus principios. Veanse los articulos de Berkson {(1978), Kempthor-
ne (1979), Yates (1984).

Barnard (1945), en su presentacién menos formalizada de su cri-
terio incondicionado, ya sostiene la primera discusién con Fisher
(1945) acerca de cual test debe elegirse. Con posterioridad Barnard
(1947) y Pearson (1947) vuelven a criticar como irreal el principio
de condiciocnamiento que Fisher defiende por estar basado en un esta-

distico auxiliar. Garside and Mark (1967) apoya a Barnard y modifi~



can algo su criterio. Berkson (1978) coincide con ellos al sefialar
que no es licito el condicionamiento en las a1 pues, por ser valores
aleatorios dependientes del resultado muestral, su eliminacidén cons-
tituye una perdida innecesaria de informacién. Cornfield (1966) se-
flala diversas inconsistencias del test exacto de Fisher y, mas re-
clentemente, Dupont (1986) presenta tablas en las que la aplicacidn
del test de Fisher da lugar a graves irregularidades (ver 2.2.3).

El caso de Barnard es ciertamente curioso. Tras haber sido el
precursor del metodo incondicionado, y haber discutido con Fisher,
rapidamente se arrepiente (1949) y pasa mas adelante (1979, 1982)
a una posicién intermedia, algo oscura, en la que aboga por la rea-
lizacidén del test de Fisher pero para valores de (X variables, mas
é menos altos segin la sensibilidad de la experiencia.

La principal ventaja del test de Fisher es que se basa en un
estadistico auxiliar, (vease para ello el articulo de Yates (1984Y)
pero en nuestra opinién tal ventaja es mas filosofica que real si
ella no se trasplanta en una ganancia en potencia. Es mas, como de-
muestra Plackett (1977),6 los marginales no aportan informacidén sobre
los ‘elementos de la tabla. La auxiliaridad permite a Tocher (1950)
convertir el test de Fisher en un test UMPU, pero el propio test
exacto de Fisher no goza de tal propiedad (propiedad discutible como
se ve mas adelante). En principio, y de nuevo en nuestra opinion,
los dos test son licitos, pues ambos se zafan del parametrc pertur-
bador por procedimientos tambien licitos, debiendo realizarse la
eleccidn en base a razones objetivas de potencia, no en base a ra-

zones filoséficas subjetivas.

Es un hecho cierto que el test de Fisher presenta graves irre-
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gularidades (ver Liddell{1978) yv2.2,4, ), ¥y eso es un dato en su
contra. Tambien es un hecho cierto que el test de Fisher es ultra-
conservador, pues en tamafio suele estar entre % y % del error nomi-
nal utilizado -Mc Donald (1977) y Liddell (1978)- y eso es otro dato
en su contra; de hecho a muchos autores les parece presuntuoso lla-
mar '"exacto' a un test conservador. Finalmente, es tambien un hecho
cierto que los test bajo la filosofia de Barnard son mas potentes
que el de Fisher y, siendo mas reales por no condicionarven lo que
inicialmente no estaba condicionado, deben ser preferidos. Histori-
camente ha sucedido que los test del tipo Barnard tienen tales difi-
cultades de computo que no pudiercn aplicarse. Pero hoy dia la si-
tuacidén es distinta.

En resumen, y siempre segun nuestra opinidn, test exacto de
Fisher debe aplicarse cuando en la realidad los marginales estan
dados de antemano (tal sucede en el caso de la seforita y las tazas
de te, el test de la mediana de Mood, el test del rango intercuarti-
lico 6 en el caso de test de aleatorizacidn), lo que no es frecuente.
Para comparar dos proporciones independientes, nos parecen preferi-
bles -por razones de potencia- los test incondicionados que se ve-
ran. En todo caso, y para aquellos investigadores amantes del test
de Fisher, con anterioridad se ha dado el criterio de eleccidn de

la RC que maximiza su potencia al comparar dos proporciones.

1.2. TEST CONDICIONADO ALEATORIZADO: TEST DE TOCHER-LEHMAN

Tocher (19%0) propone un mecanismo de sorteo, para la eleccidn
de la regidén critica, que permite obtener las igualdades (1.23) y
'1.24), mecanismo al que llama una extensidén de la teoria de Nayman-

~-Pearson del contraste de hipétesis a variables discretas.



En efecto, la teoria de !Mzymam-Pearson del contraste de hipote-
sis considera a todos los test de igual tamafio y da 'reglas'" para
de entre ellos seleccionar el "mejor" test. El problema es que para
parametros de distribuciones discretas no existen, en general, re-
giones de probabilidad ccnstante, no pudiendose aplicar aqui estric-
tamente tal teoria.

La alternativa que propone Tocher consiste en modificar el mé-
todo de seleccién de la regién del test. Lo usual, al definir la
regién criticaJes asignar un valor 1 o O a cada punto del espacio
muestral si acaso este pertenece o no a la regidn critica. Es decir
w=1 si el punto es de la region critica y 0 si no lo es. Como tal
o puede ser mirado come una probabilidad, podrd considerarse
0 4 & 1 y asignarle valcres por un procedimiento aleatorio ade-
cuado.

Es decir, si se tiene el contraste de hipotesis simple HO
= Q:@O y Hl'z_ g = Ql’ un procedimiento de test_Q—(L.oi) requiere

dar las (J., i=1,2.... que verifiquen:

O
’ m
OéwLé L oys 20.’)_;;_\9840{ fijado, Epr ):/S(maximo)
1 1 i 1 i1Vl

Probabilidad (Suceso i/ Q). (1.26)

siendo pi((a)
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Pues bien, Tocher prueba que la asignacién optima, para que se

verifiquen las (1.26)/es la que tomando lcs puntos muestrales orde-

nados de mayor a menor valor de >& = pi(%# )/pi(QSO), asigna

w; = 1 si i

I
—
\V]
wn

&
1
o
w
o
'..J
"
n
+
N

Do, = : ' (1.27)
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Siendo S el valor tal que:

S S+1
p2 pi(@o) Lol < 2 P (CGO) (1.28)
1 1

Con esto se consigue efectivamente un test de tamafio (X, .
Aplicandolo a nuestro caso particular, la forma de realizar

el contraste seria:

12) Fijar el tamafio del test, y .

292) Para cada posible al, determinar el ¢ tal que

C
c C.+l
E‘P(xl/n,nl,al) L L E: P(xl+l/n,nl,a1) (1.29)

viniendc dada P(xl/n,n ,al) por la hipergeometrica.

1

39) Entrar los puntos 0,1,..,C en la regidn critica y determinar
si el punto C +1 entra en ella, mediante sorteo con probabilidad
de entrar

C
>
- P(x,/n,n a,)
i?=°( r 1 11 (1.30)

P(C +1/n1nlral)

Bajo tales criterios, Tocher prueba que el test obtenido es
UMPU. Igual conclusidén obtiene Lehmaan {1959) mediante un proceso
de demostracidn mas elegante que incluye la presentacién de la vero-
similitud en el formato factorizado indicado en la (1.5) (ver sus
pgs. 134-143).

El método de Tocher-Lehman, a pesar de parecer idéneo, ha sido
sometidoe a numerosas criticas -Mc Donald (1977), Liddell (1978),
Suissa and Shuster (1985), Mantel and Greenhouse (1968),...- to-

das ellas basadas en la irracionalidad de decidir por sorteo la po-



sible significacién de una tabla (lo que lleva a que, a igual ¢ ,
investigadores distintos puedan tomar decisiones distintas en base
a los mismos datos, perdiendose asi la objetividad cientifica). En
la préctica es raro ver una publicacién que tome decisiones en base
a tal test, (Flackett (1964)) el cual es llamado por los Gltimos
autores citados un procedimiento "repugnante'.

Las opiniones anteriores, aun siendo bastante generalizadas,
tienen un fuerte componente subjetivo. De mayor interés scn las cri-
ticas objetivas de Liddell (1978) y Suissa and Shuster (1984). El

primero presenta una serie de tablas experimentales en las que se

pone de manifiesto lo absurdo de tomar decisiones con el test actual.

Los segundos sefialan que dicho test es UMPU, pero no UMP, probando
que un test sesgado puede ser mas potente que uno insesgado en gran
parte del espacio muestral; el argumento es de especial aplicaciédn
2 las tablas 2 x 2 y valida las aproximaciones al problema que se

ven a continuacién, aproximaciones que, en nuestra opinidén, son pre-

feribles a cualquiera de las expuestas hasta ahora.

1.3. TESTS INCONDICIONADOS BAJO EL CRITERIO DEL MAXIMO

Los tests incondicionados contemplan como RC no los posibles

valores de xl para el a_ obtenido, sino los posibles valores de

1
la pareja (xl,xa) para los tamafios de muestra dados en la experien-

cia. Asi, el espacio muestral podria representarse como un rectani-

gulo de (nl+l) X (n2+1) puntos como el de la Fig. 1.1 (construida

para nl=6 J n2=8), B & % K HF w . . . .
5 7 % %%, i

4 x % ~ .

3 * * A

2 v o kR

1 % R % ¥

o . . LS I A

0123456738

Fig. 1.1
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y una determinada RC se representa poniendo una * en aquellos pun-~

tos del rectangulo que son de ella; los que no la tienen seran de

la regién de aceptacidén (RA). Asf, una tabla como la (1;5) - xl=l,

x,=53, =6, n2=8- daria lugar a un rechazo de Ho para el error

2 ™
que se haya tomado en la construccidén de la RC.
Antes de usar una determinada RC es obvio preguntarse cual

sera el tamafio del test basado en ella. Barnard (1247) sostiene

que el proceder apropiado consiste en determinar

% fi nl n, al a2

oip)z&(x]) (x)) p " q | (1.31)
pues tal seria el error de tipo I para el valor p del parametro
perturbador. Como p es desconocido, un modo -conservador pero ine-

vitable~ de zafarse de &8l es calculando

* *
X = Max M (p}
0<¢p<l (1.32)

lo que constituird el tamafio buscado del test. Tal criterio sera

llamado criterio del maximo, y a él1 se dedican los apartados si-

guientes. Barnard tambien considera la posibilidad de obtener el
error medio de la regidn critica para una cierta distribucidn de
p 6 bien obtener u&(po)/con Py el valor que se supone cierto
para p, desechando ambos criterios por requerir suposiciones fuer-
tes acerca de p.

Otro procedimiento incondicionado, no bajo el criterio del
maximo, lo da la visidén de Pearson del test de Fisher (ver 1.1.2).
Ahora el errorct*(p) no es obtenido, sino que se anota solo su ccocta
d‘ . En definitiva ello es equivalente a hacer el test exacto de
Fisher (de hecho, para una tabla dada, no es preciso obtener

toda la RC, bastando con obtenerla para el valor constante al) Yy
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tal proceder ya fue descalificado en su momento por su conservadu-—
rismo. Es interesante observar que en la figura 1.1. las diagonales

secundarias xl + Xy = oa constituyen los espacios muestrales para

el test de Fisher. En ella se ha representado, como ilustracién,

los casos al =2y a = 3

Finalmente Liddell (1978), y posteriormente Burstein (1981),
proponen otro metodo incondicional, tampoco bajo el criteric del
maximo, bastante rustico. Su idea es obtener M*(p) a partir de la
(1.31) cambiando el parametro perturbador desconocido p por su es-

timador de maxima verosimilitud p = al/n; es decif, para ellos el

*
tamafio "estimado" del test seria o {(P) para una determinada RC.

En particular, para una tabla (xl, x2) dada, consideran formada
la RC por todos los puntos cuya diferencia de proporciones, en va-

lor absoluto, son superiores & iguales a la observada, es decir:

X! X! X

Vg L2
RC = E<xl’ x2) ' .‘n l >/ l

=

2
NN

| (1.33)

eI

1 s

con lo que el error P para la tabla problema seria estimado por:
n n a, a a., a
i ; 1 2
P(B) = Z (a)) (a3) (=) 1 (D) (1.34)
RC 1 2

y de ahi el nombre de test binomial que le dan. Ambos autores com-

paran favorablemente su método con el de Fisher, y el segundo tam-
bien con el de Barnard gque se verd mas adelante. Sin embargo en
tales comparaciones cometen un error bastante frecuente en este
tipo de estudios: comparar punto a punto los errores P de dos mé-
todos sin considerar si los mismos respetan el error (Y, . Las poten-
clas de dos test son solo comparables cuando ambos se realizan a
igual error (Y ; si uno de ellos se planifica para w1(j=5% y otro

para un d_:lO%, sus resultados no son comparables.
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El test binomial nos parece rechazable por dos razones:

12) La informacidén de la muestra es introducida en dos ocasio-

nes: al determinar la RC y al obtener el tamafio del test.
22) El1 tamafio estimado del test puede llegar a ser bastante
irreal. Asi, una tabla como la x1=3, x2=ll. nl=5, n2=ll
tiene un valor P(P)=0.038 segin el test binomial, en tanto
que P(p=0.6)=0.079, con lo que, para ese valor del para-
metro perturbador, el error o real es mas del doble del
indicado por el test binomial. Tal situacidn es bastante
frecuente y no circunstancial de una tabla. Notese ademéas
que tal solucidén es una de las rechazadas por Barnard si
se hace po=ﬁ. Yates (1984) ataca con algin otro razona-
miento el test de Liddell sin citar lo expuesto aqui.

Como resumen, el test de Pearson es demasiado conservador y
el test binomial es, en ocasiones, demasiado laxo. Es por ello que
los unicos test incondicionados de interes son los obtenidos bajo
el criterio del maximo, y a ellos nos dedicamos en lo que sigue.
La Unica diferencia entre unas versiones y otras de tal criterio
radica en el modo de obtener la RC, pues, obtenida ella, todos es-

tan de acuerdo en aplicar la (1.32).

1.3.1. Test de Barnard
1.3.1.1. Presentacidn del_test
Barnard (1947) considera que, puesto que se estan comparando

proporciones, la RC deberd verificar ciertas condiciones de compa-

tibilidad que le parecen razonables:

1?2) Condicion de simetria (S)

Si = = = 3
1 se estad contrastando HO___pl p2 conta Hl = P

entonces tambien se esta contrastando HoEiq = q2 contra
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2¢9)

Hl = q # Ay de modo que si el punto (x ) es de la

1'%2
RC, tambien deberéd serlo el punto (nl—xl, n2—x2), ya que

n.-x n.-x
- | (1.35)

Ello da lugar a que la RC sea simetrica, en ese sentido,

ya Qque basta con obtener la RC para 313914 P, pues

la otra se da por simetria (ver fig. 1.1)

Condicidén de Convexidad (C)

X X
Si en la RC esta el punto (x.,x,)- con Loz 5 tambien
1’72 nl n2

han de estar los puntos que con igual abcisa estan por

+K)- & que con igual ordenada

encima -es decir, los (xl,x2
estan a la izquierda - es decir, los (xl—k,xz) ~ pues en
ellos
X x X X
4
;1-2-—;1-54;3——54,; (1.36)
2 1 2 N 2

(k > 0), asegurando tal condicién que la RC construida no
presenta huecos (ver de nuevo fig. 1.1).
Asi pues, y si se va a hacer un test de una cola (Hl
:—._pl 4 p2) al error«, el investigador deberd comenzar
por hacer entrar en la RC el punto de' corner (O,nz) y
a continuacién obtener el valor N*l para ella a partir
de la (1.32), aludiende el subindice 1 a que se trata del
primer paso. Si y*luy , es factible que en la RC puedan
entrar aun mas puntos, pero la dificultad estd en saber
cual es el siguiente punto a considerar dado gue la regla
de convexidad no establece un orden total entre ellos.
Con tal fin Barnard prcpone un tercer criterio:

Criterio del minimo (M)

Segin C hay dos candidatos a entrar en la RC: los puntos
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(O,na—l) y (l,nz). Consideremos las RC ampliadas:

X
aQ
]

1 {(Olnz); (Oynz-l)‘i
, = %0'“2); (1,0 |

y obtengamos los valores o(*n y o(*lz que proporcionan a

(1.37)

o3
(@]
1

partir de la (1.32); la nueva RC serid aquella que de un

M*lj minimo. Si ¥ ,=Min &d*ll’ d*lz} L » el proceso
se- repite en moddg similar; si u_”“2=b£ , el proceso finaliza
y tal RC es seleccionada; si m*z)»o(,, el proceso finaliza
¥y la RC es la del paso anterior (formada solo por el pun-
to del corner). ¥Si en el paso i, varios valores del con-
Jjunto {wij’ j=l,...,r‘} son coincidentes y todos ellos
minimos, todos lps puntos son entrados en la RC. Cuando
el test es de doF colas (Hl‘i P, # p2), las regiones cri-
ticas se formaron como en una cola mas los otros puntos
que indica S; asi|, para las (1.37):

RC

t

. {(O,nz);(nl.O);(O»ng‘l);(nl’l)l (1.38)

it

RC, kO,nZ);(nl*O);(l,nZ);(nl—l,O)}
pero el resto del proceder es igual.

Es de observar que el dltimo criterio es llamado cri-
terio del maximo| por Barnard en alusidn a la (1.32). En
esta seccidén la {1.32) es el criterio que subyace a todos
los métodos, y de ahi que el tercer criterio anterior se
le haya llamado del minimo, en alusién a que el punto a
incluir en la RC|se seleccione por ser el que minimizalos
.

El criteriog de Barnard puede ser 1llamado abreviada-
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mente criterio CSM aludiehdo a las tres reglas que lo de-
finen. Observese que los criterios C y S dominan sobre
M, aplicandose el Ultimo solo para hacer entrar el punto
6 puntos adecuados de la frontera, es decir, para decidir
cuando C y S no son capaces de hacerlo. Barnard afirma
que su criterio CSM es el que maximiza el nimero de puntos
de la RC y, por tanto, el que proporciona la maxima poten-
cia. En particular, y como defensa del mismo frente al
criterio de Fisher, presentd los valores P de todos los
puntos de varias tablas obtenidos por ambes criterios,
valores que se reproducen-junto a otros que seran aludidos
con posterioridad-en la Tabla 1.4. La comparacidn de tales
valores de P es concluyente a favor del test CSM.

Notese finalmente que tal criterio anterior, al igual
que los que siguen, proporcionan RC formados por los pun-
tos mas distantes de la diagonal secundaria (ver Fig. 1.1),
es decir por puntos cuya diferencia lﬁl—ﬁzl es grande,
lo que entra dentro de la ldégica.

Si &*l(p) y d*z(p) son los valores de la (1.31)
en las RC para las alternativas H1 = P, <« Py V¥ H'lgg,pl
> Py entonces, por la condicidén S, es claro que Q*l(p)
= uﬁ2(1~p) y de ahi que M*l = M*z al aplicar la (1.32),
es decir, los tamafios son el mismo en cualquiera de las
colas. Sin embargo es claro que oL* =0Fax {d*l(p) + Ei*l

p4l
(1—p)} , el tamarfio del test de dos colas, es siempre me-
nor 4 igual que el doble del tamafio del test de
una cola., Ista caracteristica es general para todos los

test. de esta seccidn que respeten la condicidn de simetria.
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A pesar de la evidente ventaja del test de Barnard {(CSM), ava-
lado ademds por Pearson (1947), las dificultades de conjunto del
mismo han hecho que se olvidara su técnica durante un cuarto de
siglo. Aun asi, con el advenimiento de los computadores, tendremos
oportunidad de ver como los autores que resucitan su filosofia se
olvidan de su condicién M, aun conservando el criterio del méximo,
pues ella obliga a resolver un nimerc excesivo de veces la (1.32),
expresién que, en tiempo de computc , es precisamente la mas cos-
tosa. Por ello su criterio CSM no ha vuelto a ser puesto en practi-
ca nunca,

Aun pareciendonos perfecto su criterio CSM, es factible hacer-
le alguna critica. Notese que las condiciones prioritarias S y C
estan presididas por la cocherencia de no excluir de la RC puntos
cuya lﬁl-ﬁz{ sea superior a la de puntos ya incluidos. Sin embar-
go la condicidn M puede alterar el criterio. Asi, en su ejemplo
narz nl=8 y n2=6, la primera RC contiene a los puntos corner (0,6)
y (8,0), y, cuando aplica la condicién M para optar entre incluir
el (1,8) y su simetrico, 6 el (0,5) y el suyo, concluye que debe
incluirse el (0,5) y su simetrico. Cabe observar que el punto (0,5)
incluido da una diferencia ]51—52] = 0,8333 inferior a la del punto
(1,6) excluido que es de 0,8750, y ello es contrario a la filoso-~
fia que preside las reglas C y S.

Realmente lo que sucede es que Barnard se avala por dos crite-
rios no necesariamente concordantes:

Criterio A: Ir afiadiendo puntos a la RC de mayor a menor diferencia

de proporciones muestrales lﬁl-pzl
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Criterio B: Ir afiadiendo a la RC los puntos que ocasionan un mini-

mo (* en la (1.32): Método ascendente.

aunque este Ultimo admitiria otra versidén no contemplada por Bar-
nard y no necesariamente coincidente con la anterior:
Criterio C: Ir quitando de la RC los puntos que ocasionan un minimo

N* en la (1.32): Método descendente

Como el criterio B le llevaria a resolver un nimero excesivo de
veces la (1.32), incluye las reglas S y C como una solucién de com-
promiso entre los criterios A y B. Mas adelante se verd que sucede
con el criterio A.

Finalmente, el método CSM presenta la desventaja de que la

aplicacidn de la regla M puede dar lugar a incluir simultaneamente

en la RC puntos que resultan empatados en su &{*- Como ello ocasiona
un salto apreciable en el tamafio del test, nos parece mas adecuado
buscar cualquier otra condicidn razonable, que afiadida al criterio,

permita deshacer los empates y obtener asi valores minimos de P.

1.3.2. Test con fronteras de Fisher

Beschloo (1970) es el primer autor que resucita el criterio
del méximo de Barnard pero en un camino alternativo a su test CSM
que requiere menos tiempo de conjunto. A fin de obviar el asunto
de la obtencidén repetida del maximo de la (1.32) para decidir el
orden en que los puntos van entrando en la RC, Boschloo renuncia
a los criterios C y M, conserva el criterio S para los test de dos
colas y ariade un criterio ordenador que en realidad es un viejo
conocido: el criteric del test "exacto' de Fisher.

La idea es que, puesto que el test de Fisher bajo la visidn
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de Pearson es conservador, deberan obtenerse las RC (al) de una
cocla para un error ‘6 de trabajo (mayor que el { propuesto) en cada
uno de los posibles valores de a . Si RC = {Rc(al), al=0,..,nl+n2‘§
es la RC asi obtenida, determinar para ella el tamafio o{*( b’) en
base a la (1.32) e ir aumentando & disminuyendo b’ hasta obtener
el mayor valor EM de él en el que ocurre oL*(XM)_éa[. Para test de
dos colas la RC se amplia por la condicidn S y se procede de modo
semejante.

Notese que en el test de Fisher es para JM=d* , en tanto que

ahora XM puede llegar a ser el cuadruple de(} . El incremento de

puntos en la RC, y la consiguiente ganancia en potencia, son evidentes.

Finalmente, Boschloo presenta tablas de los diversos valores
de XM que deben ser utilizados para test de 1 6 2 colas, a diver-

sos errores O, en una amplia gama de tablas (nl,nz).

1.3.2.2. Test de Mc Donald

Mc Donald et al (1977, 198l1), sin conocer el test de Boschloo
segun parece, proponen el mismo criterio de este y ofertan un pro-
grama en Fortran V que persigue, fijados nl,n2 ¥y &, obtener la RC
definitiva, el valor ¢ * exacto de ella y el valor de p en donde
se alcanza tal maximo. Dado que su programa, & partes de él, sera
utilizado con frecuencia en esta memoria, y ademas es de las pocOs
que existen bajo el criterio del maximo, a continuacidn se le resu-
me brevemente. Los pasos que realiza son:

erpaso: Dados nl,n2 Yy o , obtener la RC de una cola por el test

|+

de Fisher en cada valor de a, vy para un error de trabajo

de ?{ . En la primera ocasidén tomar X: 3 o para que asi

sobre RC y realizar, en adelante, un procedimiento descen-
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dente.

22 paso: Obtenida la RC( X), calcular §*( X) por la (1.32). Si
(1*< K))o{. , eliminar de la RC(K) el punto & puntos que
tengan mayor valor de probabilidad segun la hipergeome-
trica y repetir este segundo paso hasta lograr una RC
en la que y*<&¢( .

§er paso: Si el test es de dos colas, utilizar en el ler paso el

valor® /2 y ampliar cada una de las RC del 22 paso por el

criterio S antes de aplicar la (1.32)

1.3.2.3. Criticas y comentarios (Aportacién)

Boschloo cometidé dos errores. Publicd sus tablas indicando los
valores de KM pero no los (X*( AIM) obtenides. Finalmente, no
publ.ico el programa base para realizar el test en cualquier situa-
cién. Ademas sus valores estaban basados en formulas aproximadas.
De ahi que, injustamente, en la literatura es conocido el test
descrito por test de Mc Donald.

Las tablas de Mc Donald tambien presentan defectos: no dan los
valores P para cada punto (pero ese defecto es usual en la litera-
tura) y solo da test de dos colas para errores del 10% y del 20%,
que no son los frecuentes.

La base de ambos test es ir entrando (Boschloo) & sacando
(Mc Donald) puntos en la RC en orden a su valor de probabilidad
segun la hipergeometrica, criteric de ordenacidén que sustituye
a los C y M de Barnard. De modo explicito:

Criterio de la hipergeometrica (H): Los puntos van entrando

en la RC de menor a mayor valor de probabilidad segin la hipergeo-

metrica con lo que los test actuales pueden ser llamados SH.
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Mas aun, dada una cierta regién critica, los puntos a afiadir
(& quitar) son siempre de la frontera externa (& interna) de ella.
Por otro lado, y si suponemos que estamos en la parte noroeste

de la RC (51(52), dado un punto (xl,xz) de ella se tiene que:

[=3

A

H(xl,xz)>H(xl,x2+l)<-_-——>§2-ﬁl>n—— (pl-l) (1.38)

N

con H(xl,xz) la probabilidad hipergeometrica y ﬁi = xi/ni. Como

la segunda parte siempre es cierta en la RC correcta, tambien lo
es la primera. Similarmente se prueba que H(xl,xz) > H(xl—l, x2)
siempre. De ambas se deduce que el criterio H respeta siempre el
criterio C, lo que resulta conveniente para que las RC no presen-
ten huecos. En definitiva H=%C y el test de Boschloo-Mc Donald
puede ser identificado como el testCSH. Tal consideracidén, intro-
ducida en su programa, reducira obviamente el tiempo de computo,
La principal ventaja del método CSH sobre el CSM es su rapidez,
pues sustituye el calculo de la (1.32) por el calculo de una pro-
babilidad hipergeometrica, pero los autores no indican nada acer-
ca de la ganancia 6 pérdida de potencia que ello puede acarrear.
Para investigar este asunto, se ha modificado apropiadamente el
algoritmo de Mc Donald para obtener los valeres P de todos los
puntos relevantes de las tablas del articulo de Barnard (valor
de P inferior al 15%). Los resultados se dan en la Tabla 1.4 y
avalan las siguientes conclusiones:
12) Los métodos CSM y CSH coinciden en la tabla 7 x 7 (salvo
pequeflas diferencias debidas a los redondeos)
29) E1 método CSM es preferido al CSH en las tablas 6 x 8
¥y 5 x 9 pues el numero de puntos en que P(CSM)<{ P(CSH)
es mayor que el numero de puntos en gque ocurre lo contra-

rio. Asi, para la tabla 6 x 8, de los 10 puntos en que
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discrepan los valores P de ambos métodos, en 7 el del método
CSM es menor que el del método CSH. Para la tabla 5 x 9, de
8 puntos desiguales, 5 son favorables al CSM.

La conclusién es general y se debe a que la condicidén M produce
menos empates que la condicién H y menores saltos en el valor de P.
Sin embargo las diferencias no son tan manifiestas como para abandonar
el criterio CSH dada su evidente ventaja de computo frente al CSM.

Notese que el problema surgido con Barnard respecto de la tabla

6 x 8 sigue ocurriendo ahora: el punto (0,5) entra antes que el punto

(1,6).
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Tabla 1.4
Valores de P (en %) para los puntos relevantes de las tablas n,xn, que
siguen, en los test de dos colas de Fisher, Barnard y McDonald
7x7 6x 8 5x9
Anto| Fisher) Bamard | McDonald | Punto | Fisher | Bamard | McDonald | Punto | Fisher | Barnard | McDonale
CM CSH CM CSH CM CSH

0;7 0.028 | 0.012 0.012 0;8 0.033 | 0.012 0.012 0;9 | 0.0%0 0.012 | 0.012
0;6 0.20 | 0.180 0.180 0;7 0.467 | 0.18 0.11 0;8 | 0.0 0.19 0.12
0;5 2.100 | 0.700 0.700 0;6 0.966 | 0.71 0.53 0;7 | 2.088 0.62 0.82
0;4 7.000 | 2.40 2.40 0;5 3.097 | 2.50 1.98 0;6 3.097 2.0 2.30
0;3 | 19.000 | 7.%0 7.50 C;4 8.491 5.30 6.59 ;5 | 8.591 5.30 6.05
1;7 0.23 0.18 0.18 ;3 | 20.88 | 13.00 11.38 0;4 | 22.08 10.00  j10.12
1;6 2,900 | 1.0 1.29 1,7 2.4 | 1.0 1.20 1;9 | 0.500 0.13 0.19
1;S | 10.00 5.70 5.70 1;6 4,056 | 6.60 4.03 ;8 | 2.298 1.20 1.17
1;4 27.000 | 13.00 12.98 1;5 13,753 | 11.00 10.69 1;7 9.100 7.40 6.05
237 2.100 | 0.70 0.70 2;8 1.49 | 0.4 0.71 1;6 {26.57 14,00 [13.94
2;6‘ 10.000 5.70 5.70 2;7 9.091 3.90 5.74 2;9 2.747 0.86 2.32
3;7 7.000 2.40 2.41 4;8 1.648 8.00 16.19 2;8 9.491 3.80 7215
3;6 27.000 | 13.00 3;9 110.¢8% 6.30 7.38




Con respecto al algoritmo de Mc Donald, pueden hacerse las

siguientes criticas:

a) E1l algoritmo no prevee ninguna rutina de calculo que con-
trole la f?ééuente éparicién de '"underflow'" (frecuente
por tratarsé de potencias de cantidades que estan entre
0y 1).

b) E1 algoritmo da el tamafioc del test para una cierta RC,
pero no el valor P de cada punto de'ella, que es lo que
usualmente resulta de interés.

c) E1 algoritmo, aun siendo rapido, no contiene formulas
recurrentes que permitan obtener la probabilidad de un
punto dado el anterior.

En el apendice 3 se da un programa realizado por nosotros
que evita estos problemas. Tal programa que usa rutinas de pague-
tes estandares (IMSL, rutinas de Algorithm Section de Applied
Statistics, etc...) solventa los problemas é) y b), resolviendo

de manera parcial el c).

- § - : -
1.3.3. Test basado en intervalos de confianza: Test de Ballatari
1.3.3.1. qusgnEagpiéq_dEL_QE§E

Un test menos conocide es el de Ballatori (1982) que, aungue
explicitamente no lo dice, estd construido tambien bajo el prin-
cipio del maximo.

Por seguir su notacidén, notemos con letras mayusculas a la
variables aleatorias y con minusculas a la muestra obtenida. Dada

una cierta tabla (xl,x ), su criteric de obtener el valor P para

2
ella se basa en construir 1la RC que contiene a todos los puntos

que proporcionan una diferencia de proporciones tan extrema &

mas, en igual sentido, que la obtenida; es decir:
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RC = {T = )(l/nl—)(z/n2 > t= xl/nl—xz/nz} (1.39)
supuesto que t >0 y que la alternativa es Hl = pl > p2. Para dos
colas bastari con poner valores absolutos. A continuacidén en lu-
gar de resolver la (1.32) para tal RC, propone el siguiente méto-
do:

12) Dar un intervalo de confianza para el p comin (supues-
ta cierta HO) a partir de a : sea este (Elfﬁz), obtenido
por el método clasico & por el método bayésiano.,

2¢2) Calcular P {RCIp} , a partir de la (1.31), para valores

de p ='51, 31+S.,..., Eé, con g-un valor pequefio (5.=
0.05 por ejemplo).

32) Rechazar HO si todas las probabilidades del 22 paso son
menores 6 iguales que & , conx el error de tipo I obje-

tivo.

a cuyos efectos Ballatcri (1983) ha propuesto el programa adecua-

do.

1.3.3.2. 9ri§EQ§s y comentarios (Aportacidn)
Notese que el criterio de Ballatori respeta las condiciones
C y S, pero el orden de entrada de los puntos en la RC es de ma~

yor a menor valor de su diferencia de proporciones, lo que po-

driamos llamar criteric D de la diferencia de proporciones. En

tal sentido el test actual es un test CSD. El criterio D sustitu-
ye a los H y M de los métodos anteriores, estando por ver si tal
situacidén mejora en algo a sus competidoras. Ballatofi no habla
de ello, pero esta memoria si contempla tal analisis con poste-
rioridad.

Por otro lado, la obtencidén de la (1.32) es obviada por Ba-

llatori mediante un proceso muy discutible:
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12) La informacidén de la muestra, dada por (xl,xz), es in-
troducida en dos ocasiones en el problema, no presentan-
do el autor ningln andlisis de la influencia de tal pro-
ceder ni del hecho de que se trabaja con dos errores
simulténeamente: el del test y el del intervalo. Es ob-
vio que ambas cuestiones influiran en el tamafio del test
de algun modo.

22) Cuando calcula un intervaloc de confianza para p por mé-
todos bayesianos, el autor utiliza una informacidn "a
priori" score p que luego no inserta en e; test.

3¢2) Dado que su filosofia es del criterio del maximo,
su test deberia compararlo con los de Barnard 6 McDonald
no con el de Fisher,.

42) Su criterio de decisidén es defectuoso pues, bajo su fi-
losofia, el test daria significativo si

Max P {Rc|p}=&*zzg(_ (1.40)
pe(p, 5,)
Yy puede suceder que el mé&ximo no se alcance en ningin
punto de los de su malla.
Por todo ello su test nos parece absolutamente rechaza-
ble, si bien la idea que lo soporta serid aprovechada

mas adelante.
1.3.4. Test basado en el estadistico texp clasico: Test de Suissa

Suissa and Shuster (1985) proponen ir entrando puntos en

la RC de mayor a menor valor del estadistico cldsico para grandes

muestras.
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exp — T (1.41)

supuesto que la alternativa es Hl = pl<p2 y nl=n2 (para el caso
de dos colas, tomar valores absolutos). El hecho de que el test

“tradicional tenga por denominador

pa/n (1.42)
con ﬁ:al/n y §=a2/n, no afecta el orden de seleccidn de los pun-—
tos pues cada estadistico es funcidén monotona creciente
del otro (ver articulo citado).

Aunque todos sus razonamientos los hace en base a tamafios
muestales iguales (pues su mayor objetivo es predecir tamafios
adecuados de muestra), los autores sugieren el test tambien para
n # n, y ofrecen un programa al efecto.

En su articulo presentan tablas especificando, para diversos
valores de n, los valores de texp para los que el tamafio del test
es y*4 o , cone=5%, 2,5% y 1%, y los propios valores y* alcan-
zados. |

La mayor aportacidén al problema es que dan un método riguro-
32> para acotar tanto como se desee el valor de pL*, método que,
suplementado en un programa, dara mas precisién y rapidez que
el método de maximizacidn de McDonald (que es mas rustico). Un
test en todo similar a este (estd basado en el estadistico jLZ

exp

con la correccidn de Yatesl presentaron Garside y Mack (1967,

1968).
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1.3.4.2, Criticas y_comentarios (Aportacidn)
Es inmediato comprobar que la (1.41) respeta la condicién
C. Asimismo puede verse que el valor de texp en el punto (xl,

,X.+1) en una can-~

x2) difiere del valor de texp en el punto (x1 5

tidad cuyo signo es el de
/
- {\x2+x1+1) (x2-x1)+2x1(n—x2)} (1.43)

el cual, por ser negativo, asegura que la condicién S tambien

se respeta. Si finalmente a la condicién de maximo valor de la

Egzg la notamos por T, el test anterior podra denominarse CST.

Los autores validan su test por comparacidn con el de
Fisher en una tabla 10 x 10. Tal proceder no es suficiente por
cuanto ya se conoce que los test bajo el criterio del méximo
son mas potentes que el de Fisher, de modo que la validacién
del mismo deberia haberse llevade a cabo por comparacidn con
loé criterios similares ya existentes (CSM y CSH fundamentalmen-
te). Las tablas 1.5 y 1.6 rellenan el hueco.

La misma tabla 10 x 10 de Suissa, que utiliza para comparar
con Fisher, es utilizada ahora para comparar su método con el
de McDonald (Tabla 1.5). En ella aparecen los valcres P, por
los dos métodos, para todos los puntos relevantes. Notese que
para aguellos puntos en que P(CST) £ 15%, sucede que P(CSH)<
P(CST) en 15 ocasiones, y al reves solo en 3. En esta tabla el
test de McDonald es netamente superior al de Suissa (se han he-
cho test de una cola pues tal era el ejemplo de Suissa).

La Tabla 1.6 presenta los valores * obtenidos por los dos
test péra un X =5% objetivo y diversos tamafios de muestra. Por
paralelismo a las tablas de Suissa, el test es ahora de dos co-

las y para nl=n2. Conviene notar que la comparacién de los
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Tabla 1.5

34

Valores de P por el test de Suissa (CST) y de Mc Donald (CSH) -una cola-

para los puntos relevantes de una tabla con n =n2=10

1

Valores del tamafio del test, (%,

Donald (CSH) para diversas tablas con n, =n

al error objetivo

2

el numero de puntos de las RC de CSH y CST

n, n, > (CST) o4* (CSH) [ﬁ
10 10 C.0476 0.0422 0
15 L5 0,0417 0,0433 0
20 20 0,0438 0,0464 +1
25 25 0,0458 0,0463 0
30 30 0,0467 0, 0469 ]
35 35 0,0476 00,0480 o

Puntos P(CST) P(CSH) Puntos P(CST) P(CSH)
0,10 9x10:; 9x10:; 1,4 0,0113 0,0064
0,9 1x10 2x10 1,3 0,1647 0,1317
0,8 0,0001 0,0001 1,2 0,3367 0,4119
0,7 0, 0004 ¢, 0002 2,8 0,0059 0,003¢
0,58 0,0017 0,0012 5 7 0,0206 0,0114
0,5 0,0063 0,0059 2.6 0,0474 0,0312
0,4 0,0211 0,0207 2,5 0,1103 0,0755%
®,3 0.0438 0,0576 2,4 0,2617 0,1648
0,2 0,1074 0,1316 2.3 0.3702 0,4119
0,1 0,2610 0,4119 3,7 0,0578 0,0447
1,9 0, 0002 0,0001 3,6 0,1316 0,0987
1,8 0,0012 0,0004 3,5 0,2617 0,2003
1,7 0,0039 0,0039 3,4 0,3883 0,4119
1,6 0,0113 0,0064 2.6 0,2617 0,2251
L, 1,5 0,0311 0,0211 2,5 0,4119 0,4119
Tabla 1.6

para el test de Suissa (CST) y de Mc
y para un test de dos colas

M =0,05. La columna A.alude a la diferencia entre




tamarfios de los dos test no debe ser definitiva por cuanto pudie-
ra ocurrir que ¢ *(CSH) £ ¢{*(CST) y, sin embargo, la RC del pri-
mero contengan mas puntos gque la del segundo; en tal caso el
primero seria mas potente. Como cas§ extremo piensese en una
RC de un sélo punto en la que (*= { ; obviamente, y a pesar
de alcanzarse el error objetivo ¢ , tal RC no resulta de utili-
dad y tendréd una potencia despreciable. Sin embargo, el criterio
es de utilidad si se contemplan varias tablas dado que las RC
de ambos métodos respetan C y S y solo diferirdn en algunos pun-
tos de la frontera. Asi, aunque circunstancialmente en una tabla
un test aparezca, indebidamente, como mejor que otro, ello sera
en general por haber permutado puntos, y asi las otras tablas
lo pondran de manifiesto. [e todos modos, en nuestra opiniédn,
ambos procedimientos de comparacidén deben simultanearse, y asi
la Tabla 1.6 tambien incluye la diferencia entre los nimeros
de puntos de ambas RC.

La comparacién es en general favorable al test CSH y el

CST serd abandonado en lo que sigue.

1.3.5. Propuestas de nuevos test incondicionados (Aportacidn)
Se presentan a continuacidén una serie de aportaciones de
test incondicionados que se comparan con los ya existentes, ha-

ciendose al final una serie de disquisiones acerca de cual seria

el test incondicionadc mas -»otente.

1.3.5.1. Test basado en intervalos de confianza

- mm e e e e v em e e e e o me e e e

El principal error de Ballatori (ver 1.3.3.) consistid en

tomar la regla de los intervalos de confianza para resolver més
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facilmente la (1.32). Aqui se va a ver que tal regla puede apli-
carse como criterio de seleccién del orden de entrada de los
puntos en la RC.

Mitra (1%9) presentd un test parecido al que nosotros presentamos
aqui pero con dos graves inconvenientes: a) Calcula los interva-
los de confianza basandose en la aproximacién normal; b) No de-
termina el error real ¢ , distinto del nominal de los intervalos
de confianza, Por estas dos razones el test de Mitra nos parece
desechable y no nos referiremos a :el en adelante.

Consideremos de nuevo el caso Hl = pl > Py Un intervalo
de confianza clasico para Py basado en su muestra, se obtiene
determinando el valor p', tal que Pr {Xlz_ X, Ipl = p'l} =L,
con lo que plzp‘l con una confianza de 1-® ., Con ello, é efec-
tos del test, el resultado mas desfavorable sera pl=p':L y la
probabilidad de un resultado X2 tan desfavorable é mas que el
obtenido es Pr &Xzﬁ X, [p2=p'l} ; cantidad que nos llevard a
decidir Hl si es menor 6 igual que g .

Tal modo de proceder es equivalente a determinar intervalos

de confianza de una cola para pl y p2 en la forma:
p,e(p; 1) | Pr{~121xl | py = pl} = ol (1. 2}
. s ! s
pzé(o 'pz) | Pr{xzsx2 I p, = pz}— o8 (1.45)

y rechazar HO cuando los intervalos sean disjuntos, es decir
cuando p'l > p'2. Graficamente, el procedimiento consiste en

calcular intervalos de aceptacién de una cola para Xl y X2 en

cada posible valor de p. Asi, dado un Xl=xl sera pz_p'l (con

una cierta confianza), y dado un X serd p4 p'2 (con una

=%

cierta confianza), decidiéndose Hl cuando p'l > p'2 como pasa

56



en la figura 1.2. En tal caso la regidn critica sefa RC =

Xg
U Rrec (xl), con
X s
*2
Py Py
Fig. 1.2 Fig. 1.3
iy ] t 4
RC(xl)- {le P (x2)<pl (xl)} , ¥ tendria la forma de la
figura 1.3.

Con la formulacidn descrita, el error real de tipo I del
test (digamos ({*) no se puede obtener explicitamente, aunque
si puede obtenerse una cota del mismo.

Asi
¥*(p) = Pr {RC | Ho} = 2 Pr{x = x, |p].Pr {RC(xl)l p}
X, '

ahora bien, si xz(p'l) es el mas grande X, que proporciona

un p'sz‘l, entonces RC(xl)= {x2—4x2(p'l)§ , y asi:

W *(p) =fx Pr &xl = xll p} . Pr {Xzéxz(piﬂp}
1

Pero

Praxz éxz(pi)lp} =Pr{p<pi} -PrgRC(xl)ipuJi} + Pr& P2 pi‘g-Prk

&Rc(xl)lpl p‘i} LK+ [l-g ) = 2&.-&2

y asi y* & (20&-@(2)2

lo que indica que para hacer un test al error X * = 0,05, los

.i =2H—o{2, con lo cual ol 41

Pr [(szl

intervalos deben construirse a un error ¢ =0,0253 como méximo.

Sin embargo tal criterio va a ser conservador y el o/ a tomar

habrd de obtenerse por ensayo-error.
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Obsérvese que, supuestc conocido o, el test pasa por determi-
nar los valores p'l y p'2 y compararlos. El modo mas comodo
de obtenerlos es a través de la relacidn entre la funcidn de
distribucidén de la Binomial y la distribucidn F de Snedecor.

Asi, como

Pr {X éx‘!: 1 - Pr {F[Z(x+l); 2(n-x) 5::: ) fg?'}

con X~«B(n;p), entonces las (1.44) y (1.45) pueden resolverse

explicitamente asi:

(1.486)
= E ]
p! = con F. = F 2(n,=-x.+1); 2x
1 (\'11--xl + l)Fl * X 1 1-y 171 1
(x,+1) F, ) (1.47)
92 = (nz_xz) " (x2+1) F2 con F2 = Fl-sz(x2+l); 2(n2-x2

de modo ,que se decidira Hl cuande p'. > p'2, es decir cuando

1

SF .+ F (1.48)

(x2+l) (nl—xl+l/)

a condicidn de que xl/nl)»xz/nz.

Come el valor de  no es conocido, habri de adoptarse
un criterio de aproximaciones sucesivas hasta lograr encontrar
el valor que ocasiona un error real de test prefijado. Asi,
si se desea realizar un test de er‘roro(,+ de tipo I, los pasos
a realizar para construir la regidén critica seran:

12) Tomar un ¢ inicial de trabajo (& =2 0(+ por ejemplo).

2°) Determinar RC(gy( , &>+)= {(xl,x2)|xl/nl >x2/n2}y veri-

fican la (1.48)
32) Calcular Max {RC( Lo ) lp }:aj

04p &1

)]
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42) Si ¥ L0, aumentar oL y repetir desde el paso 2°.
Si u_*>u,+, disminuir y repetir desde el paso 2¢.
Si ¥ =d_+. el proceso finaliza y la Gltima regidén

critica obtenida sirve para realizar el test al error

+

ol .

En la practica, sin embargo, lo que interesa es decidir
el nivel P de significacién de una tabla determinada, y ello
requiere menos tiempo de cdmputo; asi los pasos serian:

a) Dada una cierta pareja observada (x'l,x'z) verificando

)

’ ] Y ] ]
que x l/nl > x 2/r12, determinar el valor & (x X'y

que verifica la (1.43) puesta como igualdad.

b) Determinar RC(x ,x'2) = {(xl,xz)[xl/n].) x2/n2}y veri-

1
fican la (1.248) para(}[:g((x'l,x'z)
t ' o ] '
c) Calcular P(x X 2)_Max Pr {RC(X 10X 2)|p},

0{p&l
lo que constituye el error exacto P del test para la
tabla propuesta.

Notese que el test actual tambien estd basado en el cri-
terio del maximo (ver los pasos 3%2) y ¢) de los parrafos ante-
riores} y que la novedad del mismo es que entra los puntos
en la RC en orden de menor a mayor valor delo( que verifica
la (1.48) puesta como igualdad. A tal criterio le llanaremos

criterio I de incompatibilidad de los intervalos de confianza.

Por otro lado, si el punto (xl,xg) es de la RC -es decir

verifica la (1.48)- el punto (xl,xz—l) tambien es de ella,

con lo que se verifica la condicidn C. En efecto:

1) La fraccidén de la (1.48) para el punto (xl,xz) es

siempre menor gue tal fraccidn para el punte (xl,xz—l)
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2) El valor de F, de la (1.48) es identico en ambos pun-~

tos.

El valor de F. en el primer punto es del tipo F

5 (r+2;

2

5-2) y del tipo Fz(r;s) en el segundo, v en una F de

Snedecor es siempre F (r+2;s-2)>»F2(r;s).

2
De ambas resulta que el 22 criterio de la (1.48) es
Ssiempre mayor en el primer punto que en el segundo.

3) De 12) y 2?) se deduce que si (x verifica la

10%5)

(1.48), (x,,x.~1) tambien la verifica.

1’72

Finalmente, y si se desea hacer un test de dos colas,

) verifica la (1.48), entonces (n,-x,,n.-

notese que si (xl,x 1 12

2
-x2) tambien la verifica cambiando los subindices 1 por 2 en
la (1.48), lo que constituye el test para la otra cola. Con
ello tambien se verifica el criterio S y el test actual puede
ser descrito como un test CSI.

Notese que el test actual estda basado en un estadistico

intimamente relacionado con la razén de odds cléasica para

tablas 2 x 2 {primera fraccién de la (1.48)).

Recordemos que Ballatori (ver 1.3.3) utilizaba el crite-
rio CSD para construir la RC, pero aplicaba mal el criterio
del méximo. La propuesta actual es comprobar que sucede con
el criterio CSD.

El andlisis de la Tabla 1.7 permite concluir que el test
actual es bastante mas insensible que el test CSI visto ante-
riormente, pues los tamarios del primero, para un test al 5%,
son siempre inferiores (a veces apreciablemente) a los del

segundo, produciendose las mayores diferencias en las tablas
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de igual tamario.

Tabla 1.7

Tamafios * de los test CSD y CSI para diversos valores de ta-

mafios de muestra y para un test de dos colas al error X =5%.

n | m, * (CSD) N*(CSI) ny n, o*(CSD) | g*(CSI)
5 5 00,0117 0,0215 10 25 00,0467 0, 0469
5 10 0,0236 0,0413 15 15 0,0411 0,0433
5 15 0,0245 0,0371 15 20 0,0444 0,0466
5 20 0,0322 0,0433 15 25 0,0453 0,046¢€
5 25 00,0380 0,0477 20 20 0,038% 0,0464
10 10 00,0296 00,0422 20 25 0,0485 0,0430
10 15 0,0400 0,0403 25 25 0,0328 0,0463
10 20 0.0425 0,0428

La razén de la diferencia entre uno y otro metodo es que,
estando ambos de acuerdo en las condiciones C y S, los puntos
posibles a afladir a las fronteras resultan mas empatados con
la regla D que con la regla I: la regla I da un orden parcial
mas fino que la regla D y recuerdes que ,cuando varios puntos
resultan empatados por una regla, todos entran juntos en la
RC. Una buena muestra de ello la dan las figuras 1.4: la RC
del criterio CSI consta de mas puntos (merced a tener menos

empates) que la del CSD.
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Figura 1.4

Regiones criticas para un test de dos colas, al error «=5%,

en una tabla con nl=n2=lO y con los métodos C.S.D. y C.S.I.
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En resumen: el criterio C.S.D. es rechazable frente al crite-

rio C.S.I.

1.3.5.3. Test basadc en la maxima verosimilitud

- e e aae o e e— —— e e e o c—— - o

Otra posible regla de entrada de puntos en la RC, siempre
respetandoc C y S que parece es universal, seria con la condi-

cidén V de méxima verosimilitud, para dar asi un criterio CSV.

Para un punto (xl,xz) dado, su verosimilitud seria

1 % (1.49)

la cual es méxima en el valor ﬁ:al/n. La idea es ir entrando

los puntos en la RC en orden de menor a mayor valor de su ma-

xima verosimilitud

n n a a
1 2 w oL 2
(x7) (x;) B

L)

(1.50)

es decir, de menor a mayor probabilidad maxima.

1.3.5.4. nggngg{éq_gg_}Q§ distintos métodos
De todos los métodos incondicionados vistos hasta ahora
(excluideo el CSM de Barnard), los unicos que no han sido des-

cartados son los CSH (de McDonald), CSI (de intervalos de con-

fianza) vy CSV (de méxima verosimilitud). Para efectuar la
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comparacién de ellos y poder elegir el mejor (el mas potente) se dan
las tablas 1.7 y 1.8. De ellaé se deduce que, aunque las diferencias
no son excesivas, los test CSH y CSI son preferibles y practicamente

iguales (con ligera ventaja para el CSH).

Tabla 1.7
Valores de P, pararlos puntos relevantes de las tablas indicadas, con

los métodos CSH (inter\}alos de confianza),CSI (Intervalos de Confianza)

y CSV (maxima verosimilutd) para un test de dos colas.

7 x 7 6 x 8 5x 89

Punto| CSH [CSI [CSV [Punto| CSH| cCSI csv Punkto CSH | CSI csv
G.7 | 0.01270.0124 0.022{ 0,8 0.012; 0.012 | 0.012 0,9 0.012 | 0.C12} 0.012
0,6 10.180|0.180 0.180! 0,7 c.11| 0.11 o.11 0,8 0.12 |:0.22 | 0.12
0,5 |0.700 (0.700) 0.7CQ| 0,6 0.83| 0.83 | 0.53 0,7 0.62 | C.62 | 0.82
0,4 |2.40 |2.40| 2.37 | 0,5 1.8 1.98 1.98 0,6 2.20 | 220 | 2.2
0,3 7.0 |7.51| 7.51 0,4 |- 6.29| 6.38 | 6.59 0,5 6.05 | 6.05| 6.05
1,7 (0.8 }0.18{ 0.8 | 0,3 | 11.38}11.38 |11.38 0,4 10.12 }10.12 j13.&
1,6 1.28 [1.29] 1.29 1,8 0.18| 0.18 | 0.65 1,9 0.19 | 0.19 | 0.19
1,5 5.70 {5.73| 5.73 1,7 1.0 1.20 2.57 1,8 1.17 1.17 | 1.17
1,4 p2.98 13.04|13.04 | 1,6 403 4.03 | 7.36 1,7 6.05 | 6.05| 4.22
2,7 |0.70 |0.70| 0.44 1,5 10.69 | 10.69 | 10.68 1,6 13.%4 | 13.94112.28
2,6 5,70 {5.74) 3.94 | 2,8 c.71 0.71 1.29 2,9 2.3 2.32 4 2.2
3,7 |2.41 |2.38| 1.72 2,7 5.74| 5.74}| 5.49 2,8 | 7,15 | 7.15| 7.15
3,6 13.00 [3.05[10.13 3,8 4.27 | 4.27 | 4.27 5,74 | 7.38 | 7.38 |13.94
4,7 |7.82 [7.%21 6.16
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Tabla 1.8

Tamafios p* de los test de dos colas CSH, CSI y CSV, realizados a un

® =5%,en diversas tablas. Las dos (ltimas columnas son las diferencias,

A

T Y AV' entre el nidmero de puntos de la RC del test CSH y de los otros

dos test.

Tamafios de muestra Tamafios. ®* de los test Incremento de puntos de
los RC del test CH vs.
los otros dos

(ny,n,) CSH CcsI csv AI | 0y
5;5 0.0215 [ 0.0215 0.0215 0 0
5;10 0.0413 |0.0413 | 0.0474 0 -1
5;15 0.0371 {0.0370 0.0500 0 0
5:;20 0.0433 |0.0433 0.0433 0 o)
5;25 0.0477 10.0477 0.0477 0 0

10;10 0.0422 [0.0422 0.0422 0 0

10;15 0.0403 |0.0403 | 0.0460 0 0

10320 0.0428 |0.0428 | 0.0427 0 0
10;25 0.0459 |0.0469 | 0.0490 0 + 3
15;15 0.0433 10.0433 0.0455 0] 0
15;20 0.0466 |0.0466 0.04865 0 o
15;25 0.0463 |0.0466 | 0.0496 0 + 2
20;2Q 0.0464 10.0464 0.0470 0 0
20;25 0.0490 |0.0490 0.0430 0 0
25,25 0.0462 [0.0462 0.0482 0 + 4




1.4. TESTS DE ALEATORIZACION

Cuando los n individuos de una muestra se reparten al
azar entre dos tratamientos producierdo estos en aquellos un
efecto positivo (+) & negativo (-), hay justificaciones teori-
cas -Lehmann (1959), pags 189-196- para emplear un test de
aleatorizacién con el fin de decidir si ambos tratamientos
son igualmente efectivos (Ho) 3 no (Hl)' Se entiende quefla
igual efectividad alude a la igualdad de los porcentajes de
respuestas positivas con cada tratamiento (Ho = pﬁ=p2(=p)).
In lo que sigue, por adecuarnos a la notacién empleada en la
literatura, la decisidén se referira a una tabla como la 1.9
(que se explica por si sola) entendiendo que las letras mayus-
culas aluden a la tabla experimentalmente obtenida, en tanto
que las mayusculas aludiran a los valores aleatorios Qque po-

drian haber ocurride (compatibles siempre con los valores

muestrales n, ¥y n, que son, en todo caso, fijos).
B B Total
Tabla 1.9 A a ¢ ™
A b d n2
Total m, m2 n

Una vez méds, el problema admite dos visiones: la condi-
cionada y la incondicionada. Para cada una de ellas existe
en la actualidad un <test propuesto; ambos, y uno mas que se
propondra en esta memoria, son el objeto de la sececidn actual,
1.4.1. Test condicionado: Test exacto de Fisher

Dzdo que la probabilidad de la hipergeometrica
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n n
(ah) (b2
Palny,n,,m ,my) = ——e——

(Rl) (1.51)

puede entenderse como la probabilidad de obtener "a" signos

+ en las n, primeras casillas y "b" signos + en las n, si-

guientes, cuando se colocan al azar m, signos + en las n=n

1 1

+ n2 casillas totales, entonces el test exacto de Fisher es

tambien un test de aleatorizacidén para el problema propuesto
¥y su filosofia es plenamente adecuada.

Con ello, y para una alternativa de una cola (H, = el

1

primer <tratamiento produce menos signos + que el segundo),
el wvalor Prde dicho test para una tabla expeﬁiﬁental como la

obtenida (tabla 1.9) sera:

a n n,
Po = ?;r Lé—lHLE%:é) con r=Max{O; ml—nzﬁ (1.52)
o (m, )

Para dos colas ver lo dicho en el apartado 1.1.1.

1.4.2. Tests incondicionados.
El test de Fisher actua determinando cual es la probabi-

lidad de una tabla, tan extrafia § mas que la obtenida, de en-

tre todas las que dan m1 signos +. Los dos tests que siguen

no efectuan tal condicionamiento.

1.4.2.1. Test de Ballatori.

El test '"exacto" de Fisher es pues tambien un test de
aleatorizacidn condicional, por cuanto estd construido bajo

el supuesto de que necesariamente han de producirse m, signos

1

+ en total. Ballatori (1982) propone un test de aleatorizacién

incondicional basado en la idea de que es pcsible cualquier
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ntimero de signos +. Veamos el esquema de su razonamiento.
Si R es el conjunto de los modos posibles de asignar al
tratamiento I nl de las n unidades experimentales, él constara

de(ﬁ) elementos equiprobables. Por cada uno de ellos hay un
conjtnto S de 2" secuencias posibles de signos + y -.

Pero si la hipdtesis nula (Hb) de igual eficacia de ambos
tratamientos es cierta, entonces la respuesta observada en
cada unidad experimental es independiente del tratamiento apli—
cado y, por el principio de indiferencia, cualquier elemento
del producto RxS es equiprobable. Si ahora definimcs T=(B/n2)—
-(A/nl), entonces E(T[H°)=O y E(Tle)3>O, si la alternativa
(Hl) eés que el segundo tratamiento es mas eficaz que el prime-

ro, y la region critica sera:

- : L .
RCO(_ {T_Ztoc | P(T>ty !Ho)_u} (1.53)

aunque en la practica es mas cdémodo obtener el error PB exacto

de rechazo mediante la expresidn:

P
B

i}

P(TZ_tIHO) (1.54)
con t = (b/nz)-(a/nl) lo gque experimentalmente ha ocurrido.
El subindice B de P alude a que es el valor P del test de Ba-

llatori.

Alternativamente, cuando la hipdtesis alternativa (H'l)

sea que los dos tratamientos no son igual de efectivos enton-

ces.:
Py =P (ITi>lt] IHO) (1.55)

serd el error P'B del test de dos colas. En consecuencia, y

para el caso de H el errorPB dado por la (1.54) se obtendra

1’

dividiendo por 2™ el nimerc de tablas del conjunto S que pro-
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porcionan un valor T> t; de ahi que.:n1

n n
Py = = p3 z (ahy (8% (1.56)
e
2 AeIA B IB/A
con:
dn -
I =€A| 0L & Ba +]—k ] } (1.57)
A n
2
(A—a)nz“} + }
= — < .
IBIA {Blb +L A <B<n, (1.58)
en donde el simbolo [x] T (6 Ex] +) alude al primer entero menor 6

igual (6 mayor & igual) que x.

1.4.2.2. Criticas al test de Ballatori (Aportacién)

- . . — ——— — — — — — — -

En el test descrito el conjunto R no juega ningun papel, por cuan-
to la situacidn probabilistica es la misma para cada punto de R. De
hecho la expresién (1.56) incluye como denominador 2" (el ndmero de

puntos de S) puesto que el P_ asi obtenido vale para todo punto de R

B

y estos son equiprobables.

Por otro lado, y puesto que bajo Ho todos los elementos de RxS
los supone equiprobables, todos los elementos de S habran de ser tam-
bien equiprobables (dado que los R lo son y cada elemento de R da lugar
a igual ndmero (Zn) de elementos de Eﬂ. Ahora bien, la suposicidén de que
cualquier secuencia de n signos + y -es equiprobable (bajo Ho) es equi-
valente a suponer que la proporcidn de signos + es igual a la signos
- e igual a )%, por lo que, siendo el signo independiente del tratamien-
to segun Ho’ se desprende que se estd comprobando HOE pl=p2=p=z, y el
test planteado no es un test de aleatorizacidn, sino uno paramétrico
bien definido en el que se contrasta la hipdtesis, bastante fuerte,
de si las proporciones de signos + son idénticas con ambos tratamientos

e iguales a su vez a /4. De hecho la expresidén (1.56) puede ponerse en



este otro formato:

n n

1 2 1.A+B 1l,n-A-B
=2 2 wh 5 @M 3

(1.59)

lo que no es otra cosa que dar la probabilidad de que ocurra la region

critica cuando las variables A y B siguen distribuciones binomiales

del tipo B(nl; p=4) ¥ B(n2; p=/4) respectivamente.

Es claro que, si acaso p#4 - como sucederd en la mayoria de las
q p

ocasiones- el test de Ballatori dard un error de tipo I que puede so-

brepasar el nominal (si p es suficientemente distinto de %).
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1.4.2.3. Propuesta de un nuevo test de aleatorizacidén no condicionado.

(Aportacién)

Se ha visto que Ballatori utiliza el argumento de que cualquier

secuencia de signos es equiprobable. Parece mas razonable suponer que,

puesto que se desconoce la abundancia real de signos +,cualquier valor

del numero Ml de signos + es igualmente posible; con ello,
que M1=O,l,...,n, se tendrid que:
1
P(Ml_ml)_E:I

y puesto

(1.60)

Por otro lado, si es cierta la hipdétesis nula (Ho) de Qque ambos

n
tratamientos son igual de efectivos, cualquiera de las (Ml) combinacio-
nes posibles de M, signos + y (n-M_ ) signos - es igualmente posible,

1 1

y asi cualquier pareja de muestras nl y n2

+, respectivamente, tendrd por probabilidad:

n n
(a}) (8%)

1 n
(A + B)

P( A,Blnl,n )=P(A+B|n1,n ). P(A,Bln

1
2 A+B)_n+

2 P2’

y asi el error P de la regidn critica de Ballatori seria:

n n

1 2

o . 3 s (ah) (B%)
A T n+l ACl, BeI oy

B/A (A+B

elementos con A y B signos

(1.861)

(1.62)



Con el subindice A indicando que P corresponde al test de aleatoriza-
cidén propuesto.
Veamos una forma alternativa de obtener PA que es mas conveniente

a efectos de calculo. Dado un cierto valor de M entonces las tablas

ll
deseadas habréan de verificar que T2 t, es decir
% -—ﬁ—Zt (1.63)
2 1

por lo que, poniendo B=Ml—A y despejando A queda:

T M nn =
Max{o; Ml-nz} LA ¢ L(__}._ - t)=el-Za J
n, 2 (1.643
debiéndose la desigualdad izquierda a que, por valer B como méximo n,,
A valdrd al menos Ml—n2 (6 0 si es negativo). Por otro lado el minimo

valor posible de Ml se alcanza cuando B=Ml y A=0, con lo que, peor la
(1.63), habra de ser Mft[}n2]+; similarmente su madximo valor se alcanza

cuando B=n2 y A=Ml—n2, con lo que, de nuevo por la (1.83), habra de

ln -~ + i .
ser Ml_n ﬁ:nl} . Resumiendo:

Cen, T ¢m&en - [en]" (1.65)
Finalmente:
n n
1 2
o1 s s Vi
A T n+l M1 A (n )
My (1.68)

con los indices de las sumas tomando valores segun las (1.64) y (1.65).
Si tal valor de P es notado por PA(a,b), aludiendo a que es el error
P del test de aleatorizacidn cuando se obtuvo la tabla indentificada

por la pareja (a,b), entonces

1 Ei '
=} o i
P (a,b)= T Ml PF (£

M, ) (1.67)

Con PF (t+lMl) el error P del test de Fisher para una tabla cuyo total
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de signos + es Ml y con un valor de (A,B) tal que su T sea lo mads proé-

ximo posible, por arriba, a t (cuando M,=m_,

=™ P’F(tIMl) es justamente
el error P del test exacto de Fisher cldsico y dado por la (1.52)). Asi
pues, el error P del método de aleatorizacidn es un promedio de erro-
res P del método exacto de Fisher aplicado a las diversas tablas que
podrian haber sucedido y que son tan extremas & mas que la obtenida.
Para el caso de un test de dos colas (H'l), el error habrd de ser
suma de dos cantidades. Si convenimos en ordenar la tabla experimental
de modo que t> 0, entonces la (1.66), aplicada con los limites dados
por las (1.64) y (1.65), da el error P1 de una de .las colas. Por sime-

tria, el error P2 de la otra cola se obtendréa tambien fqédiante la

(1.66) cambiandoi pori y aplicada con los limites:

A B
e "2 (1.68)
Max {");M-n}(Bé_\‘(—— ” > .
1 1] - n n
1
[tn]+4M 4, n - [+n-]+ (1-69)
1 - 1~ 2

Ahora bien, a toda tabla (Ml;A) de Pl podemos asociarle otra tabla

(M’lzn—Ml;B'=n2-B) verificando que T=-T', tabla que es una de las de
P2 pues el campo de variabilidad de B', teniendc en cuenta el de A,

coincide con el resefiado en la (1.68); finalmente, como

n n n n
("1 (P2) (h 1a)(, 25) L2y =
__‘_\_H_?___ - - 2 L LA B (1.70)
) ("o 2
Ml n—Ml M

se desprende que P1=P2 Y, por tanto, el error de dos colas sera ZPA

(el doble del resefiado en la (1.686)).

Ahora se contrasta Ho T Py = p, (=p) con p el valor comin, desco-

2

nocido, de ambos. Si al parédmetro ''perturbador! p se le supone la dis-
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tribucién uniforme,

1 1l /'n M
() 1 n-M _ 1
P(M, )= 50 P(p)P(M, |p)dp= fo Mp T (-p) Tldp =Hm g )
n n
1. _Eé.l_i?i- (1.72)
P(A,M, )=P(M,) .P(A[M, )= == (;) T
1

que es la misma expresidn que en (1.61).De ahi que el valor P, de (1.66)
permanezca.

Asi pues el test de aleatorizacidén propuesto es tambien un test
parametrico obtenido pensando que a lo largo de las experiencias de
la wvida del investigador las diversas hipdtesis nulas ciertas se
corresponden con una proporcidén p comun que estd distribuida segin la
uniforme. Las garantias acerca del error son pues a largo plazo, no
para una experiencia particular. Alternativamente, el test puede enten-
derse como uno de tipo seudo-bayesiano en que el pardmetro desconocido

p se le supone la distribucidn uniforme.

1.4.3. Comparacién de los test propuestos en pequefias muestras (Aporta-
cién)

Con fines comparativos, tomemos la definicidén de sensibilidad de
un test sugerida por Kempthorne (1967) en otro contexto y referida al
efecto por Ballatori (1982): "Un test A es mas sensible gue otro B,
a ilgualdad de nivel de significacién, si, para una tabla dada, la pro-
babilidad de obtener una tabla no mencs extrema que ella es menor para
A que para B",

En base al criterio,Ballatori comprobd que, para pequefios tamafios
de muestra, su test de aleatorizacidén incoendicionado era mas sensible
que el condicionado de Fisher. Tal comprobacién la hizo generando por
ordenador todas las tablas pesibles para diversas parejas de valores

de nl,n2 , pero su método adolece de dos defectos. En primer lugar,
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sus resultados. para pequefias muestras no pueden considerarse como defi-
nitivos por cuanto el test para el que hace la comprobacién es de una
cola y, sin embargo, los tamarfios de muestra que maneja son tales que
nzzlnl, (es decir, la muestra de mayor tamafioc asignada a la proporcién
mayor). En segundo lugar no hace comprobacién alguna acerca de lo que
ocurre en grandes muestras, pero eso se verd en el cap. II. Cualquier
modo, y dado que gque 1.4.2.2. se puso en duda la validez de su test,
en lo gue sigue no volveremos a aludirlo.

Veamos ahora la comparacidn propuesta de los dos test alternativos
al problema actual: el test condicionado de Fisher y el test incondi-
cionado actual (ambos de aleatorizacién). De modo general, la expresidn
{(1.67) garantiza que, por ser PA un promedio de valores de PF’ dado

un valor de t, para unos valores de m, seréa PA é.PF y para otros ocurri-

1
rd lo contrario. En la tabla 1.10 se recogen diversas parejas en las
que se han determinado todas las tablas (compatibles con t > 0) que
son significativas al 5% de error, bien con el test de aleatorizacién
incondicionado actual, bien con el condicinado de Fisher.

Para cada una de dichas tablas’se han obtenido los errores P por
ambos métodos —PA y PF respectivamente que, por la condicidén de selec-

cién de tablas, serdn tales que P, £0,05 é P_ £0,05-, anotandose en

A F—

la Tabla 1.10 el nimero de veces en que PA<.P (y el test incondiciona-

F

do es mas sensible que el condicionado) & PF £ PA (y el test condicio-
pado es mas sensible que el incondicionado). A tal efecto ha de tenerse
en cuenta que el test planteado es de una cola, y que las PA y PF se
obtienen mediante las (1.66) y (1.52) respectivamente

La observacién de la Tabla 1.10 permite afirmar que el test pro-

puesto es mas sensible que el de Fisher, siendo su ventaja mas aprecia-

ble con pequerias muestras.



Tabla 1.10

Nimero de tablas en que el test incondicionado es mas sensible que el

condicionado (SA), 6 al revés (S
tratamiento I da menos resultados + que el II) al error del 5% y

diversas parejas de n

g A Bae

F)’

para un test de una cola (H

1

& ) Sa S n & Sa 5
5 5 6 0 20 5 %6 2
10 12 0 10 60 4
15 2 0 15 % 5
20 27 1 20 124 15
25 % ) 25 157 2
0 a2 2 30 181 0
10 5 12 0 2 5 2 2
10 28 0 10 76
15 48 0 15 123 8
20 60 4 20 161 17
25 7 5 25 177 a
30 0 10 0 240 35
15 5 18 0 0 5 4 3
10 48 0 10 oY 10
15 60 8 15 1% 21
20 4 20 183 28
25 | 123 8 25 237 8
0 |13 20 0 251 76
—

=z el

para
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1.5. CONCLUSIQONES (APORTACION)

De lo visto en este capitulo puede concluirse que:

12) Ante una tabla 2x2 con marginales dados, aplicar el test exacto
de Fisher. La versién optima del mismo no ha sido estudiada en la
literatura ni en esta memoria. Presumiblemente serd la de "mayor
a menor probabilidad".

22) Ante una tabla 2x2 para comparar dos proporciones:

a) Si unoes partidario de los métodos coﬁdicionados, aplicar el
test exacto de Fisher en su version optima (definicidn 3.1 dada
en 1.1.1.5)

b) Si uno es partidario de los métodos incondicionados, aplicar
el test de Boschloo-McDonald visto en 1.3.2 (el test optimo de
Barnard es impracticable por problemas de computo ).

32) Ante una tabla 2x2 de un problema de asociacién:

a) Si uno es partidario de los métodos condicionados, aplicar el
test exacto de Fisher en su versidén éptima que, presumiblemente,
sera la que proporciona la definicién5 dada en 11.1.5.

b) Si uno es partidaric de los metodos incondicionados, no se ha
desarrollado un métode equivalente al de Boschloo-McDonald, pero
todos los autores coinciden en que siempre serd conveniente

aplicar este al de Fisher.

42) Ante una tabla 2x2 que surge de un problema de aleatorizacidn,

a) Si uno es partidario de los métodos condicionados, aplicar el
test exacto de Fisher

b) Si uno es partidario de los métodos incondicionados, aplicar
el test propuesto en el subapartado 1.4.2.3,

52) En todo caso, si uno es partidario de los test aleatorizados, uti-~

lizar el test de Tocher, por ser el UMPU.



CAPITULO II . E

TEST DE SIGNIFICACION EN TABLAS 2x2: GRANDES MUESTRAS

Todes los test descritos en el cap. I tienen la desventaja de requerir
un gran nimero de calculos (a veces excesivos incluso para un ordena-
dor), lo que puede obviarse si, como se hizo con el test de Fisher,
Se proporciocna una tablas apropiadas. Sin embargo, y dado gue las ta-
blas han de ser necesariamente limitadas, a partir de ciertos valores
del tamafio de muestra habran de buscarse métodos de aproximacién que,
basados en distribuciones conocidas, permitan obtener el valor P apro-
ximado de una tabla dada & determinar la RC oportuna de un modo senci-
llo. A tales métodos estd dedicado el actual capitulo.
Si opiniones contrapuestas hubo con los métodos con pequefias mues-
tras, mas las hay ahora. En primer lugar existen varios estadisticos
. 2 . ol 8 1
apropiados ()( , de maxima verosimilitud, etc.); en segundo lugar las
correcciones por continuidad (c.p.c.) a realizar en los mismos (espe-
; 2 , ) .
cialmente en f ) son origen de continuas controversias.

Por uniformidad de formato, en todo lo que sigue, salvo indicacidn

expresa de lo contrario, se asumen test de dos colas y la notacidn de

la Tabla 1.1.

2.1. METODOS DE APROXIMACION
2.1.1. En el caso de marginales dados

En este apartado se ve la aproximacidén asintotica al método
‘exactc' de Fisher para tablas con marginales n;, ya; dados de antemano
0 que, no siendolos, se les considera como tal por los partidarios de
los "métedos condicionados".

Dado que la v.a. hipergeometrica x_. tiene por media fh=a1nl/n y

1

por varianza 672=a4a n.n /nz(n—l)

130, , Y dado que es conocido que para

76



randes muestras la hipergeometrica se aproxima a una normal, entonces
g perg
(xl-)x): ¢ seguird aproximadamente una normal tipica y su cuadrado una

X 2 tesrica con 1 g.l. Asi

2 (=) Qxyy-xpy 1\2

X = (2.1)
W alaznlnz

serd el estadistico alternativo al test "exacto" de Fisher para el caso
de grandes muestras. Tal estadistico data de antiguo ~-recogiendolo asi,
por ejemplo, Pearson (1947)- pero ha sido tradicionalmente reconvertidc

en la llamada Xz-rno corregida.

> v
X = T aa i n2 - = & 22}

1212
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dado que en grandes muestras es (n—l):rn.)(u? ha vuelto a considerarloc

recientemente Upton (1982) y de ahi el subindice |.

2.1.2. En el caso de dos proporciones (1 marginal dado)

En este apartado se ve la aproximacidén asintotica al caso de la
comparacidén de dos proporciones independientes, caso en que el marginal
n, estd dado de antemano y.que en la literatura es denominado a veces

"ensayos comparativos".

Dado que las variables xi»v B(ni,pﬁ, i=1,2, se pueden aproximar,

en grandes muestras, a una normal, entonces)bajo HOE- pl=p2 (=p), la

v.a. pl-—p2 = xl/nl x2/n2 es asintoticamente normal con media cero

y varianza p(l-p)(l/nl + l/n2). Un estimador insesgado de misma varian-
za de p{(l-p) es 53n/(n-1)~ Brownlee (1967)- con lo cual el estadistico

apropiado, a comparar con una normal tipica, es
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[8,-8,!
R i

u
\/Eq . pldo® 2y (2.3)
n-1 ri %

2 2 .
= . - -B -
on Bonde Zu Xu Usualmente el factor n/(n-l1) se iguala a 1 -Brown

lee (1967) asi lo aconseja en base a investigaciones empiricas- y asi

Z, =

1 + 1

_ pa(="=) (2.4)
\/ %

con 2‘2= XZ
Goodman (1964) propone utilizar un estadistico 22 que de’ resulta-

dos compatibles con los intervalos de confianza para pl-pz; asi, basan-

dose en que xi se aproxima a una normal de media /Ai=npi y varianza

2

v} i=npi(l—pi), y estimando individualmente con cada muestra el valor

de pi(l-pi), se obtiene el estadistico

(2.5)

2
con §i=xi/ni y q.=1—pi. Su cuadrado Zf:G seria un competidor del
mé todo XZ cléasico.

Sathe (1982) propone utilizar:

Zs- (2.5)

~

P

=
+
o}
n
Ko}
n

X
s 1

que tambien es asintoficamente normal.

Aunque no han sido propuestos en la literatura, es obvio que, por

iguales razones a las resefiadas para la (2.3), los estacl:i.sticc:s‘z‘2 y
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{ {
>~ ' ' 1 F)
_;z 3 pueden ser transformados en los 22 y 733 cambiando ni por ni 4.

2.1.2.2. MﬁEPQP_}QEEE
Si la (1.4) se reparametriza en el formato de la (1.7), un estima-
dor de mdxima verosimilitud para e” =¥ - la razén de odds 6 razén del

/x

- eS8 p= <
producto cruzado- es ~ X1Y5 oYy el cual para O pi~ €1l ¥y nase es

asintoticamente insesgado de 4 y de varianza asintotica.

> ; 1 N 1

1 nP19 RoP595

)

Cuando es cierta Ho, utilizando la escala logaritmica y la correccidn

de Haldane-Anscombe,

A (Xl+0,5)(y2+0,5)
/\=ln
(x2+0,5)(y1+0,5)
A A 1 1 1 1

V(A): + + +

x1+0,5 x2+0,5 y1+O,5 y2+0,5

con lo que el estadisticoc propuesto sera:

P | (x,+0,5) (y,+0,5)[(x,+0,5) (¥, +0,5) (2.7)
(x1+0,5)"l + (x 1

+0,5) " + (3,'1+O,5)-1 + (y2+0,5—l)

2

cuyas referencias pueden verse en Gart (1971)

2.1.2.3. Método del arco seno

—— e m ame e ™ N

Basandose en que para una binomial B{n;p) el estadistico arc. sen
J P, con P=x/n, converge en distribucién a una normal de media art. sen

WE; y varianza 1/4n -ver por ejemplo Rao (1970)- es inmediato que el

estadis tico.
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B, - arc. sen\/ﬁ-l
_ZO = (2.8)

0o

o
2]
(¢}
4]
[
3
=

comparando con una normal tipica, sirve para realizar el test. Sin em-
bargo 20 no ha sido utilizado en la préctica a efectos de test (por
haberse comprobado es menos eficiente que los tests clasicos) pero si
a efectos de la determinacién del tamafio de muestra (dado que, por no
contener parametros descohocidos, es especialmente iddéneo). Por ello

no volverd a ser considerado.

2.1.2.4. Método_de chi-cuadrado

Dada la funcidén de densidad p-dimensional f=(xl...,xp;91,.,... ,@k) con
(xl,...,xp) la v.a. y ( 91, ..... , ak) el vector parametrico, y dada una
muestra aleatoria de ella f o i=l,44s .05 Si L:ﬂ'-( es la verosimilitud

i i i

y éi= bln,L/a B—i las marcas eficientes, entonces E(di)=0 y Cow (Q).L,Q)j)=
« ij es la matriz de informacién con inversa o(l‘]. Es conocido -Rao

{1970)- que en tal caso si las QJ. son desconocidas y estan sometidas

a s restricciones independientes:

13
ST & (8) 8.8) 8.(8) % Y (s) (2.9)
¢« 4

-~
con‘bi los estimadores de maxima verosimilitud de las Ei. Tal expresién/

en el caso de multinomiales, se reduce a

A~ 12
(ni—nni)
n{,

3

’
T. ) y con una Z mas para el caso de mas

para una multinomial M(n; “ITl,..., K

multinomiales.

En nuestro problema contamos con dos binomiales cuyo dnico para-
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metro, bajo Ho’ estd estimado por ﬁ:al/n (§=a2/n), de modo que sustitu-

yendo en la (2.10) y operando se obtiene la misma expresidén (2.2).

2.1.2.5. M_é‘g_og_o__dg la razén _de_verosimilitudes
Obteniendo 1la verosimilitud de las dos binomiales en cuestion,
el maximo de las mismas en el espacio parametrico general y bajo Ho,

dividiendo ambos maximos, calculando su logaritmo neperiano y multipli-

cando por -2 se obtiene el estadistico:

(2.11)

X, n X. n y, n y. n
\{2=2{xlln—l—r-l—- +x21n in +yllna1n +y21na2nk
217 172 gy 2 M2

a comparar con una X 2 con 1l g.l.

Williams (1976) sugiere una correccifén multiplicativa del mismo
en la forma siguiente:

-1
Yzw = { 1 o+ (nz-alaz)(nz-nlnz)/ 6ala2-nln2n} . \/ 2 (2.12)

— A e e ammm emt b et e e e e e men e emem  wmme

Mitra (1969) propone obtener intervalos de confianza aproximados
para las proporciones desconocidas p; en base a la aproximacién normal,

los cuales se obtienen resolviendo

P, =B =k ps(l—ps)/nl

supuesto que ﬁl < 52, con k en la normal tipica. Si pI > ps se decide

ke,
[V
|
kel
—
[

Hl.

Tal procedimiento es el analogo en grandes muestras del propuesto
en esta memoria para pequefias muestras (ver 1.3.5.1). Sin embargo Mitra
no establece control alguno para el error del test, pues si k se

corresponde con un error del 5% para los intervalos de confianza, el



error del test no es del 5%. La dificultad de controlar el error real
con grandes muestras hace inviable, en nuestra opinidn,la aplicacidn
del método. De todos modos no deja de ser interesante observar que la
expresién (1.48) contiene un término muy parecido a la razén de odds
¥y que su logaritmo de” un estadistico muy parecido al (2.7). Como se
dijo en 1.3.5.1. un modo éonservador de realizar el test seria utili-

zando un error maximo de trabajo de 1-\1l-o .

2.1.3. En el caso de asociacién (ningin marginal dado)
Ahora, y como es tradicional, conviene utilizar la notacién usual
en tablas rxk : nij para las observaciones en la casilla (i,j) ; n,

para el total de la fila i, 'n i para el total de la columna j; y n..

para el gran total. Ahora los datos responden a una multinomial M(n..

1 s =z :er
,Tr'ij) y H  es que rrij Tl‘i. IT.J. , con TTi. jnij y Tl".j T
2.1.3.1. Método de_ chi-cuadrado
Teniendo en cuenta que la verosimilitud es, salvo constante, L
n. .

n, .
=ﬂnij 13, bajo Ho sera L:Tr(({ T j) = y el estimador de maxima vero-—

A
similitud es Tr = n, /n y ﬁ-j = n»J./n..; con ello,y sustituyendo
. o i .

en la (2.10), vuelve a obtenerse el estadistico X & de la (2.2)
2.1.3.2. Método de la maxima verosimilitud

La verosimilitud L anterior alcanza el mdximo en # 13 = nij/n..

-n.. n. .

de modo que L = n Hn..l : .
d . ij ‘]. Por otro lado se vio arriba que LO

alcanza al maximo en las ¥ . ¥y & j indicadas antes, de modo que I:o
n, . : ’

- ~ ~ oy 1]

=T i. n-l) .Si A = EO/E y se obtiene -2 da A , obtendremos el

estadistico de Wilks:

. 2Z T n., 1ln (n, n.. / n., n ) (2.12)
Y i 3 ij ij i)

que, siguiendo una _X 2 con 1 g.l., es el mismo visto en la (2.11) para
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el caso de dos proporciones.

- e o e e e e

Si ei,j =n, n ./n.., Freeman and Tukey (1950) sugieren el estadis-~
tico
(2.13)
1 b 1,
T2=: Z{n/z+ (n..+l)/z - (4e, ., +J.)4I2
i ij ij ij

que asintoticamente sigue tambien una XZ con 1l g.l.

2.1.4. En el caso de los test de aleatorizacién (Aportacidn)

En este apartado la notacidn y conceptos sori los vertidos en la
seccidn 1.4,

La segunda parte de la funcién de probabilidad dada por la (1.81)
se corresponde con la de una hipergeométrica, la cual se aprqxima en
grandes muestras a una N(Iu=i\dlnl/n;o'2=MlM2n1nZn2(n 1)) ;:m ello la segunda suma
toria de la (1.66) serda, aproximadamente, y empleando la clésica

correccién por continuidad de Yates (ver seccién 2.2).

M n.n
. M2 [(—2 - 0022 i 0,5
7 (A ) (3 ) n, -t
. el b | ;
‘w) o MM, (2.13)
nanZn-li

con @(x) la funcién de distribuncién de la normal tipica y la segunda

igualdad aproximada obtenida del hecho de que

M n.n M n.n

12 1 12
[(-Ei-- - )= ] = u+ 0,5=( s - %) = - ¥ (2.14)

Wt} T— (2.15)
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Mas generalmente, y puesto que las variables A y B siguen distri-

buciones binomiales B(nl;p) y B(nz;p), respectivamente, bajo Ho, dis—

tribuciones que se aproximan a distribuciones normales del tipo N(

/»:nip; G'2=nipq), entonces la variable T se distribuye como una N(/k=0»;

2 .
¢ “=p(i-p)n/nn,), y asi:

1 1
' t
°.=P {T2c}s [ P {T2tlpldp =1 -/ 2 ldp
) o o ,/p(l-p)n/nln2 (2.16)

46, alternativamente, y teniendo en cuenta la aproximacién de Pélya

(1945)  2(x) =.3-{1+ {1-exp(~2x%/ 1)} /3

5 1 1 1 tzn n 1/2

s 172 .

{
A ol |2 -exp {- 2= gri5Ts 1 (2.17)

Para encontrar una formula explicita para PA' consideremos que
la (2.16) es tambien

1
- x>

P_\= [ [ (2« )-A exp(-x2/2)dxdp (2.17)
) 0 A

1
con A=t/{p(l—p)n/nln25/2, per lo que permutando los limites de integra-

cidén, y realizando la primera integral, queda que

PAS{fs (27 )™M 2000 ((-x2/2) (1 - B/x® M2 4y (2.18)

,
con B=4t2nln2/n. Ahora bien, si llamamos por f(x}= {].-B/le/2 entonces

la (2.18) no es otra cosa que Kl- (Z)(\[—B)\. E\f(x)lxzﬁ?, con el se-

gundo miembro la media de la funcidn f(x) de la variable aleateria x

84



truncada en x ?,\[g, variable que tiene por media (/-) y varianza (0") -ver

pag. 81 de Johnson y Kotz (1970)-:

(2 )82

w=| exp(B/2) | 1-9( /B)};~* (2.19)

2
o =l ep/B - 2 (2.20)

Pero es conocido que E { f(x) Ix>,\/’8'§: f‘(/«) +o'2 f.l(/u)/z, con

lo gue, eome f'0(x) = —B(3x2-28)/x3(x2-8)3/2' se tendria finalmente

que:

g 2 2
P, =P} =11_g(/'3')}[ (1-B/u 2)1/2_ B {1+ u/B-y H{3 u°- 28}

} 2.21
2 w3 w2 )32 (2-21)

si bien, en primera aproximacidén, y haciendo E {f(x)lx;\/—B-}:'.f(/ﬂ). se
tendra la expresidn mas simple:

ORI N IOV IR PUVANC VL (2.22)

Como, por ser /..7 B, la fraccidén que resta en la (2.21) es siem-

pre positiva, el valor PA“ es siempre mayor que el P! no siendo ne-

A)
cesario desc:ndz2r a él si el primero ya dio significativo.

Respecto del test de Ballatori, el valor de significacidén de una

tabla dada es, en grandes muestras,

P 1-9 (VB) (2.23)
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dado que tal test es en realidad uno para Hog pl - p2 = %, con lo que

su valor de 2 , segin lo dicho al inicio de 2.1.2.1., es

Z - = VB

+ 1)

\f_u 1
1 B

Finalmente, respecto del test de Fisher, ya se ha visto que el

-8
:.'.Sll—J ot

estadistico apropiado es el XZ dado por la (2.2) &6, equivalente, su
raiz cuadrada dada por el 21 de la (2.4) en valor absoluto. Con ello,

y en el nuevo formato,
2 2 —_—
Zl = t nlnz/npq (2.24)

Pp21-9 (21) (2.25)

2.1.5. Comparaciones tedricas de los metodos expuestos

La notacidn de esta seccidn es la correspondiente a la del aparta-
do a que se aluda.
2.1.5.1. En el caso de los _t_es'g_g.

Eberhardt (1977) realiza la comparacién tedrica de los test Zl
y 22. Si notamos por Di al término dentro de la raiz cuadrada de Zi
en las (2.4) a la (2.6), entonces el test mas potente serd aquel que
proporcione un valor mas grande para ?i' es decir, el de menor valor

de Di' Basandonse en que

Si f(.) es concava y 0¢Y ¢ 1:

f(¥a + (1-¥) b) 2 X £ (a) + (1-¥)f(b) (2.26)

es inmediato que para X:nl/n=’2, a=§1, b=f52 y f(x)=x{1-x), es D25Dl,
de modo que ?2 es siempre mas potente que 21 para iguales tamafios de

muestra.
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En el caso de tamafios de muestra distintos se prueba que si nl/n..)

A ’ 0_‘./\5 1, 0 ¢ P, < 1,22 es mas potente si y solo si

_ k(M) - k(-0 ?7 5

(p,-p,) i k(hp, - k(1-A)p, >

(2.27)
con K(/\) = l—)\-}\z, lo que conlleva que para mas de la mitad del espa-
cio parametrico (pl, p2) sea preferible tambien ?2.

Por otro lado Sathe (1982) realiza un estudio similar para compa-
rar 23 con ?1 y Z 5 Utilizando la misma funcién f(.) de entonces par
y asi Z

ra a=f5l. b=f52 Ng \(=n1/n, se tiene que D, 2 D

1 3 3

potente que Zl'
En el caso de que n1=n2, es claro que Z >= 23 y la comparacidn

no tiene sentido. Cuando nl;énz y nl/n—) A ,23 es mas potente que 22

cuando
i AL Y
@ st %: . 7 P, N
o
P1*P5 ¢ 1 P,+p, ¥ 1
. \
®si Ay P, > P, P
0
Py+P, ¥ 1 PPy ¢ 1

con lo que la mitad de las veces es mejor 22 y la mitad 23.

2.1.5.2. El Caso _de los_test de aleatorizacidn (Aportacidn)

En 2.1.4. se dieron dos aproximaciones del valor de PA(PA' y PA")
asi como el valor de PB’ ambas para el caso de grandes muestras. La
tabla 2.1 presenta los valores de ambas aproximaciones para diversos
valores de B en el rango en que ocurren las significaciones usuales.
Puede observarse que desde B=2,8 en adelante las diferencias nc son
excesivas. En la misma tabla se dan los valores de significacidn P

B

del test de Ballatori, pudiendo verse que, en efecto,PB v PA' y PA".

es siempre mas



En realidad esto es algo general para todo valor de B puesto que, por
ser siempre x >yB en la (2.18), entonces PA < PB siempre; la tabla
sirve para probar que tales diferencias pueden ser importantes. Asi
pues el ftest de aleatorizacidn propuestoc en esta memoria es siempre
mas sensible-en el sentido utilizado en la seccidén 1.4~ que el test

de Ballatori.

Tabla 2.1
Valores de P, en %, para la primera (P’A) y segunda (P"A) aproximacidn
del test de aleatorizacimactual y del test de Ballatori (PB) en el caso
de grandes muestras y para diversos valores del esfadistico B de medida

de discrepancia.

8 P! P! By B P! Pt Py
2,0 4,5 5,1 7,9 3,6 1,4 1,6 2,9
2,2 3,8 4,4 6,9 3,8 1,2 1,4 2,6
2,4 3,3 3,8 5,1 4,0 1,1 1,2 2,3
2,6 2,8 3,3 5,3 4,2 0,9 1,1 2,0
2,8 2,4 2,8 a,7 4,4 0,8 0,9 1,8
3,0 2,1 2,4 4,2 4,6 0,7 Q,8 1,86
3,2 1,8 2,1 3,7 4,8 0,6 8,7 1,4
3,4 1,8 1,8 3,3 5,0 0,5 c,6 1,3

Como ejemplo; una tabla con nl=20, n2=30, a=5 y b=15, da unos

valores t=1/4, B=3 y/p:2,14. Con ello P'A=O,021 y P"A=O,024, que no

son muy diferentes; de hecho, 'la expresidn exacta (1.66) proporciona
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un PA=O,024, y la aproximacién funciona bien incluso para tan bajos ta-



mafios. de muestra. Sin embargo el test de Ballatori da un valor PB

en tanto que el de Fisher proporciona un P_=0,0696, ambos menos signi-

F
ficativos que el test actual. Finalmente, el test clasico de compara-
cién de dos proporciones de una texp=1'768 sin correccidn por continui-
dad, ¥y ctexp=l,473 con ella, lo que proporciona unos valores de P de
0,039 y 0,070 respectivamente, ambos superiores tambien al valor de
PA.

Ballatori en su articulo no hace comparaciones de su test con el
de Fisher en el caso de grandes muestras. Como 1/4 7 pj siempre, es cla-
re que EBf»Zzl -ver (2.24)- y asi PF £ PB siempre. El test de Fisher

es siempre mas sensible que el test de Ballatori en grandes muestras.
2.2. CORRECCION POR CONTINUIDAD

Cuando se aproxima una variable aleatoria de tipo discreto por
una de tipo continuo la aproximacidén mejora si se hace un artificio

dencminado correccidn por continuidad. A tal artificio estid dedicada

en exclusiva esta seccidn.

2.2.1. Generalidades de la c.p.c.

Plackett (1964) hace notar que si X es el ndmero de exitosen la

B(n;p), entonces

1 |
P(X ¢e)mp (20P g [P, j (2.28]

NV npq 2 \) npq npq

donde @(.) denota la funcién de densidad de la normal tipica y @(.)

la de distribuciénde la misma, expresidén que historicamente ha sido ex-~

presada como

P(X ¢v) = § (hzmmp (2.29)

y npq
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=0,0420,



version usada comunmente por los estadisticos desde (al menos) 1921

(Pearson (1947)).
La adicién de 1/2 al valor de r en el argumento de J(.) fue des-

crita por Yates (1934) como una correccién por continuidad, nomenclatura

sugerida por el hecho de que se usa una funcidén continua para aproximar
a una funcidn escalonada.

El mismo criterio se ha seguido historicamente para toda situacidn
similar, con la dnica variacidén de que la c.p.c. habrad de ser la mitad
del salto de la variable.

Usualmente la correccion por continuidad se introduce con argumen~-
tos prédcticos y graficos; es tradicional la justificacidén de Feller

(1973) que se ilustra en la Figura 2.1 y que viene a considerar la

Figura 2.i
variable discreta como un redondeo de la continua a la que se aproxima.
El dnico argumento analitico paralelo al gréafico anterior es el
de Cox (1970), que prueba gque la mejor aproxi.sacidén de una variable

aleatoria discreta D por una variable continua C se obtiene poniendo
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gl

d+(k+¢f<)h
P(D=d+kh) ar f(c)de (2.30)
d+(k-ck)h

en donde D toma valores d, d+h, d+2h,.... ¥ ckﬂ % en el caso de la nor-
mal y ck=z en cualquier otro caso si se desea hacer el promedio de

error igual a 0.

2.2.2. Pruebas tedricas de la c.p.c. mas conveniente en tablas 2x2

Dado que la distribucidén hipeapgeometrica tambien se aproxima en
grandes muestras a una normal, Plackett (1964) justifica la historica
introduccién de la misma c.p.c. para tal variable. Como la hipegeome-
trica es la distribucidn base del test exacto de Fisher, Yates (1934)
introdujo en dicho test la correccidn y obtuvo que el estadistico.yz,
referido en la (2.2), habréd de ponerse en esta forma corregida por con-
tinuidad:

¢
,
X2, - 6"15'2"‘23’1l /2”]. n
.=

B - R

(2.31)

cantidad que se obtiene corrigiendo por continuidad la v.a. x, en la

1
expresidén (xl—/A):w citada al comienzo de 2.1.1..
El estadistico:)(zY puesto en formato Z se convierte en
~ 1 +1
|Dl DZ{ = Vz'\n— =1
7 - 1 2 (2.22)
y

propuesto, entre otros, por Brecwalee (1967) y que viene a ser el esta-
disticozl de la {(2.4) con c.p.c.
Dado que el test de Fisher es aplicado, por los partidarios del

. . " 2
método condicionado, a cualquier tipo de tabla 2x2)el estadlstlco(x y



ha sido aplicado historicamente no solo al caso de los marginales dados

sino tambien a los casos de comparacidén de dos proporciones y de aso-

ciacién,

Plackett (1964) obtiene la diferencia entre P{ E: 4 X))y §(x) en
el caso de comparacidén de dos proporciones, probando que la misma puede
ser positiva o negativa. Asimismo obtiene que P( X;5 x)_@(x) es siempre
negativo (en ocasiones apreciablemente). De todo ello concluye que para
comparar dos proporciones la c.p.c. del 0,5 da demasiado pocas signifi-

caciones y, consiguientemente, la misma no debe hacerse.

Pirie y Handam (1972) aplican el criterio de Cox (1970) al caso
de la comparacién de dos proporciones independientes y de asociacién
en tablas 2x2. De un modo general si PD es una distribucidn discreta

& =0 vs le9 # 0, sea

1w

que es funcién de ® y hay que contrastar HO

{
U un estadistico insesgado y suficiente de %, o0 de un miltiplo de el/

con valores saltando de h en h unidades. Si P_ se aproxima a una normal:

D
~ h h (2.33)
Prl-t« her )z PN{‘(" quir-z}

con PN la probabilidad bajo la normal. Si ademas & & es un estimador

consistente de la varianza de U entonces

Wl oc-

o o

Py (-e<Uer)= PN%‘ (2.34)

con W/& asintoticamente N(0,1). Los mismos autores sefialan que la di-
ficultad de la aproximacién radica en que puede no existir el estimador
consistente y que el resultado solo es vdlido en el limite; a estas
razones le achacan las continuas discusiones al respecto de la c.p.c.

y la tendencia a usar métodos condicionados.
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En el caso de una tabla 2x2 de asociacidén, y utilizando la nota-

cién habitual en ellas, es HO s pllp22=p12p21 y asi ®©= pllp22~p12921

da lugar a un estimador insesgado proporcional aii:n n con

1455 Pyallag

2

una varianza estimada por maxima verosimilitud de & ~ = (n..-l)n1 n,

n, n 2/n_Z.. Como el valor de U salta de 1 en 1 en la mayoria de las si-
tuaciones, la c.p.c. apropiada para el mismo es % y,haciendo n -l1¥n.
se obtiene (volviendo a la notacién de la tabla 1.1):
c‘:‘ 2
1
tlxlyZ XYy | ’/z} . n

%
oXPH = (2.35)

818 My 05

con el subindice cero aludiendo a que hay cerd marginales fijados.
Como la nueva c.p.c. difiere de la de Yates en que el termino (}¥4)n que
resta en esta resulta cambiande por (%), es claro que el método de Ya-
tes es mas conservador que el de PH y este mas que el incorregido:
K5 < oo < X7,

En el caso de dos proporciones es H z P,=P,, 2 =p, =P, ¥ l1=ﬁ1-§2o
Para lograr que los saltos de u.sean constantes,PH abordaron el proble-

ma bajo el supuesto de que n, =n. =n/2, con lo que W =x_ -x &-Zza

1. 2 1 721 1

a2/(n—l) y finalmente

2
[x,y,~%,y, |~ =n
1272717 34
py = n (2.38)

31811y

-~
.«

si se hace (n-1)2 n y dado que en tal caso W\ salta de n/2 en n/2. El
estadistico 1X§H(con el subindice 1 aludiendo a que hay 1 marginal da-

do) puesto en formato z se convierte en

5,-8,1 - =2 * L)
P17P; a'n, n,
YA = (2.37)
PH
g (= 1)
pa (= 7 =
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Ambos: estadisticos son validos solo para el caso de que nl=n2,

pero algunos autores (Liddell (1978)) proponen utilizarlos en cualquier
. . . 2 2 2

situacidn. De nuevo sucede que }\ 3 < lx PH‘(X . Como resumen, la c.p.

c. en una tabla 2x2 no debe ser Gnica, utilizandose las correcciones

(-n/2), (-n/4) y (~%) para los casos, respectivamente, de dos, uno o

cero marginales fijos.

Finalmente, Schouten et al (1980) afirman que en el caso de dos

proporciones es inmediato que el salto en el estadistico x que

1Y27%2N1
figura en el numerador de 1la XZ clasica no corregida es un ndmerc h

tal que:

1 < MCD(nl,nZ) &hn ¢ Min(nl,nz) < n/4 (2.38)

(con M.C.D. el maximo comun divisor) proponiendo la c.p.c., conservadora,

de Min(nl,nz)/2. Con ello

2
2 ﬁ' X Ypmxpfy = % Min(“l’“z)}
X g = n (2.39)

alaznlnz

(si bien su oferta es con (n-l) en lugar de n) 6/ puesto en formato

A _ i
Ipl 8,1 - % Min(n ,n,)
E?S = —= (2.40)

siendo evidente que cuando n,=n, seran X23=1X2PH st= Z oW
2.2.2.2. Aportaciédn

Upton (1982) cita una comunicacién privada de Cook (1981) en la
que le sugiere el uso de la c.p.c. de MCD(nl,nZ)/Z en el caso de com-
paracién de dos proporciones. Por otro lado la expresién (2.38) que
Schouten et al. proponen sin demostracién es, en nuestra opinidn, fal-

sa. Para ver esto consideremos que \zk:xlyz--xzy1 yuo es el valor expe-
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rimental de una tabla dada (con ﬁlv ﬁz). Los siguientes puntos menos

extremos seran los de su frontera, puntos obtenidos restando 1 a xl,

sumando 1 a X, d sumando 1 a xl y x2; cada uno de ellos da un valor

de U tal que W —(Lo es igual a -n -n respectivamente, de

20 Ty Y 0y

donde la c.p.c. habra de ser Y%Min myin,;n,-n

2271 2 k, considerando el ter-
mino nl--n2 solo si ‘la proporcidén muestral mas grande se corresponde
con el tamafio muestral mas grande. Esto es parcialmente compatible con

la afirmacién de Schouten.

Sin embargo no hay porqué limitarse a la frontera del punto (xl,

x2) pues, como ya se vio en los tests incondicionados, los puntos mds
0 menos extremos a uno dado pueden caer en cualquier posicidn del espa-

cio muestral. Bajo tal criterio, el siguiente punto menos extremo al

(xl, x2) dado -siempre con P, supuesto mayor que ﬁz— sera aquel (x_+r,

1

x2+S) que de un valor U< u.& Yy lo mas cercano posible a (Xo, con r

P4

y s dos nidmero enteros por determinar. Como L‘-Ué = (x +r‘(y2-s)-(x +S)

1 2
(yl-rD - xly2 + x2yl = rn2 - snl, se trata de encontrar la solucidn
(r,s) de la ecuacién diofantica rnz—sn1=y que da lugar a un y<0O y lo
mas pequefio posible; es decir, la c.p.c. habrd de ser % Min {rnz—snl

<0 ir, sse}Ej . Como para que tal ecuacién diosfantica tenga solucidn

hace falta que su termino independiente "y'" sea un multiplo del MCD(nl,

nz), es evidente Qque el mas pequefio '"y" que verifica la condicidn es

y =-MCD(nl,n2) y asi siempre existira una pareja (r,s) que haga rn,-

sn, = - MCD(nan) y otra (-r,-s) que hace -rn, + sn, = MCD(nl,n2). Con

ello el estadistico U salta de h en h, con h = MCD(nl,nz) y la c.p.c.

habra de ser de (%4)h, es decir:

, 2
{!xlyz-xzyll - % MCD(nl.nz)} ]

X2 = e (2.41)
¢ 122"
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\/ﬁa (" 2) (2.42)

Notese que todos los criterios tedricos de obtencidén de una c.p.c.

estdn basados en el salto del estadistico W = x En un test

1¥2™*2%1

de dos colas ello implica asumir que los puntos van entrando en la RC
- — = la _A

de mayor a menor valor de |U] = ]xly2 xzyll 18, pzl n,n,, es decir,

de mayor a menor valor de l{il—ﬁzl , ¥ ya vimos que tal criterio de or-

denacién no era precisamente el éptimo (ver 1.3.5.2.). Pareceria mas

conveniente obtener el valor de X @ en el punto ( ) observado y

Xl,XZ

su inmediato inferior X_Z de cualquier otro punto: con ello

2 2

Xiszx A -

2

(2.43)

~propuesto por Kendall and Stuart (1967)- seria la mejor aproximacién
al test incondicionado de Suissa {(ver 1.3.4.), no al optimo de los in-
condicionados. Tal método presenta la desventaja de que habra de recu-

rrirse al ordenador para determinar el punto (x x'2) que produce

.1,
una XZ menor que X 2 ¥y lo mas cercana a ella, y es claro que los mé-
todos aproximados pretender obviar los calculos complejos y obtener
los resultados '"a mano ", Como por otro lado una prueba teorica, simi-
lar a la ofrecida arriba, acerca de cual puede ser _X_2 es imposible
(6 al menos no se ha dado, por lo compleja), los estadisticos se han
visto abocados a adoptar el criterio de ordenaciénen base a lﬁl-ﬁzl
—aunque explicitamente nadie lo reconozca~ y a perder asi algo de po-
tencia. Muy probablemente, la mitad de las discusiones habidas acerca
de la c.p.c. iddénea se deban a ello (ver 2.2.3).

2.2.3. Pruebas practica de la c.p.c. mas conveniente. Evolucidén histd-

rica del problema.
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Pearson (1947) es el primero en plantearse si el estadistico X2

es el adecuado para las tablas 2x2 con no todos los marginales fijos.

Para el caso de dos proporcicnes, y a través de dos tablas con (n_, =18,

1
n2=12) y n.,=n_,=10, obtiene las RC , al 5% y 1%, con los criterios x2

1 2
y XZY y el tamafic de cada uno de los tests enuna amplia gama de valo-
res de p (bajo Ho). La comparacién de los tamafios obtenidos ( «*) con
el error objetivo &£ permite concluir:
a) En el caso de )(2, « * es casi siempre menor que « , pero en
ocasiones lo desborda.

b) En el caso de . , ¥ es siempre menor qe « y, muy frecuente-
y' X

mente, bastante menor.

De ahi concluye que,en el caso de dos proporciones,debe utilizarse el
estadistico X2 (pues a lo largo de la vida del experimentador los valo-
res  *>« se compensan ccn los y*¢ c() y no el X2Y ~indicado para ta-
blas 2x2 con marginales dados- pues resulta demasiado conservador. El

problema es especialmente acusado en tablas asimetricas (nl,én ) y en

2
cualquier tabla del caso de asociaciédn.

Grizzle (1967) simula los casos de dos proporciones y asociacién
obteniendo el porcentaje de veces que se decide Hl’ siendo cierta Ho,

con los test XZ y XZ concluyendo que

v
a) E1 test XZY es demasiado conservador
b) E1 test XZ es preferible, si bien es algo conservador en el
caso de muestras pequefias
lo que es concordante con lo afirmado por Pearson
Mantel and Greenhocuse (1968) mantienen que en efecto la XZ sigue
mejor-una XZ teorica con 1 g.l., pero eso es distinto a que se haga
la c.p.c. por el paso de una discreta a una continua, abogando por el

uso de la XZY por tratarse de la mejor aproximacidédn a la hipergeometri-

ca que es la base del test condicionado de Fisher que, a su vez, es
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segun ello el adecuado para toda tabla 2x2 en base al principio de

"ancillarity". Gart (1971) apoya el argumento.

Rao (1970) cita una posible correccién, debida a Dandekar (sin
ningun tipo de justificacién teorica o préactica), que consistiria en
obtenida 1la X 2 para una tabla, Xzo, obtener las X’2 para la tabla en
la que la casilla menor se haya hecho inferior en una unidad (12_1)
y para la tabla en la que la casilla menor se haya hecho superior en

; 2 e 2 .
una wunidad (Y,_l)y utilizara X corregida como aquella

2 2
2 -X————O oy
D A0 y 1 X
2 =<¥5
tal correccidn no aparece referenciada en ningun otro sitio,

Garside (1971, 1972), para el caso de proporciones, indica que

si los puntos han de entrar en la RC segin su valor de.xz, entonces

para cada al puede obtenerse el ultimo valor de x2 que entraria en ella

despejando x

. 2 2
o(a;) de la igualdad X =X lew

X(a)={na— nnaa.)('2 &

2'71 271 127172 1_d/n /n (2.44)
Si [xz(al)l es la parte entera de x,(a;) v Ala x,(a,) - [xz

(al)] , el autor propone entrar los puntos en la RC de menor a mayor

valor de /\(al), aplicando el criterio del maximo de Barnard para obte-

ner el tamafioc final de la RC. Al dGltimo valor /\\(a ) le denomina/\

1
asi el nuevo estadistico sera
2
2 Uxyyy - xyy | - Aol
X g a.a.n.n (2.43)
17212

proporcionando tablas de X ara diversos valores de n, ¥y « . Slempre

c P

2 . 2
sucede que X' Y( (3<X2, ¥y, por simulacidn, comprueba que lawx G nunca
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desborda al & objetivo y suele dar valores mas cercanos a el que las

otras aproximaciones.

Conover (1974) recoge la sugerencia de Kendall and Stuart (1967)
de utilizar el estadistice (2.43) en toda tabla 2x2, comprobando que

, . . 2 g2 _ . _
para el caso de marginales fijos X ks‘x v en el caso de nl-n2 s} al-az,

pero que en otro caso szs se aproxima mas a los valores de la hiper-
geometrica. Para el caso de dos proporciones reconoce que szs Lk e
cil de obtener, y por tanto impracticable, si bien es aproximadamente
igual alx2 (aunque no ofrece pruebas de ello). Para el caso de asocia-
cién no se decide y solo afirma que X2 yfzy son cosas muy distintas.
Starmer et al (1974) contestan afirmando que debe utilizarse el
estadistico XZ por ser el que mas se aproxima a la solucidén UMPU de
Tocher. Mantel (1974) contesta a Conover indicando que el test bajo
criterioXZY se aplica mal, pues para dos colas el error no es el nomi-

nal de la tabla XZ sino

(X2 + (%)
P = (2.48)
M 2

L
'
con P( X ZY) v P( X Y) los errores P nominales de la tabla experimental

y la tabla que proporciona, por la otra cola, un valor XIZY7,_X2Y y lo
mas proximo posible a :el. Con tal criterio el test obtenido prueba que
es aproximadamente igual al de Fisher (que piensa es el apropiado para
toda tabla 2x2).

Garside and Mack (1976) indican que ninguno de los tests propues-
tos, salvo el de Tocher, logra alcanzar el error objetivo &, parecien-
dole que el mejor método serd aquel que mas se acerque a « (aunque,

sefialan, algunos autores dicen que sin sobrepasarlo). A continuacién

2
comparan por simulacion los métodos de XZ, Fisher, X ZY, _X G Yy

Boschloo (1970) para el caso de dos proporciones, concluyendo:
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a) Boschloo y’_XZG son aproximadamente iguales en cuanto al tamafio
de ambos tests y los que mas se aproximan al error objetivo
L .

b) Fisher y)(ZY son aproximadamente iguales, pero demasiado con-
gervadores, aproximandose a « con tablas de 500 datos menos
que los dos anteriores con tablas de 40 datos.

c) E1 estadistico .X . desborda con frecuencia el error objetiveo
& , especialmente con tamafios muestrales distintos & & peque-
fios, llegando incluso a dar tamafios de hasta bec.

d) Los métodos de Boschloo y~K2G controlan las fuentes de error
de continuidad y desviacidén de la normalidad, aproximandose
mas a X que los otros.

Notese que esta es la primera ocasién en que no solo se intenta
corregir el error gque se produce al aproximar una discreta a una conti-
nua, sino tambien el error producido por el hecho de que la variable
es solo aproximadamente normal, no '"normal" de pleno derecho.

Haber (1980) se muestra partidario del metodo condicionado y com-
para varios métodos de aproximacidén al test de Fisher. En primer lugar,
Yy puesto que es consciente de que el test "exacto" de Fisher puede rea-
lizarse bajo diversos puntos de vista, acoge el de Radlow and Alf
(1975) explicitado en otro contexto: para una tabla dada, calcular la
probabilidad (hipergeometrica) de todas las tablas tan extrafias & mas
(en ‘X 2) que la obtenida. A la probabilidad de todas las tablas que,
para los marginales obtenidos, tienen un valor de jfz tan grande & mas
que el dado, se le anota como el valor P(Fisher) para esa tabla. Tal
valor exacto es confrontado con los métodos aproximados clésicos de

X: & y"x ZY Yy con otros tres métodos muy relacionados entre si, que

tienen como base la tabla obtenida y la primera menos extrema que ella
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(en términos de X 2) por el otro lado: i) el método X 2ks = ()(2 +
XZ_)/Z citado en (2.43); ii) el método del P, de Mantel citado en la

(2.46); y iii) un nuevo método ZH propuesto por él mismo, con

7 Y. X- (2.47)

a enfrentar a una normal tipica y tal que, obviamente, Z 2H= ‘X2H<x2ks'
Tras generar diversas tablas y obtener los valores de P por todos los
metodos, concluye -basandose fundamentalmente en el cociente P{metodo
?)/P(Fisher)~- que:

1) _)(2 debe descartarse por ser demasiado liberal (da demasiadas

significaciones), llegando a ocurrir que P( X2)< P(Fisher)/20

2) .X2 debe descartarse por ser demasiado conservador (da pocas
Y

significaciones), llegando a ocurrir que P({ fZY) > 4P(Fisher).

3) Los métodos){zks, 21—1 y PM son practicamente iguales.

2

Schouten (1980) comparan los métodos Xzy, Xy

2
yx s’ en el caso
de dos proporciones, obteniendo:
2 .
1) X y ©s demasiado conservador
2 . C e .
2) X , 48 demasiadas significaciones
3) X 25 se comporta mas normalmente, si bien sobreestima el valor
exacto de P en el caso de que la muestra mas pequefla sea infe-~

rior a tres veces la muestra mas grande (1/3¢ nl/n 3)

L
5 =
Burstein (1981) hace notar que, en el caso de dos proporciones,

5 2 2 . . . .
los métodos X yx y No son satisfactorios, siendo precisa una c.p.c.
intermedia entre O0.n y ) a. Tras comparar los valores de P obtenidos
en diversas tablas, con los métodos Xz _Xz _Xz y _XZ (aludien-

? Y’ ! o 0.25

2
dox L @ aue la c.p.c. es de h.n.) concluye:

. o : 2
a) Si n,=n, el estadistico apropiado es X 0.25



b) Si nl;én2 (incluso si |n 1) el estadistico apropiado es

2
X 0,10)

17pl=

Notese que en el caso de nl= Burstein cobtiene, por via numerica,

=M
la misma c.p.c. obtenida, por via tedrica, por Pirie and Hamdan (1972)

y dada por la (2.36). El nuevo estadistico seria pues:

2

(2. “xlyz'xzyl| - b n (2.48)
S -
Ay Pl
{ h=1/4 Si nl=n2
h = 0,10 Si n, #n

Upton (1982) realiza una revisién de 22 tests para comparar dos
proporciones entre los cuales se encuentran los métodos sz objeto de
esta seccidén. Para todos ellos obtiene la RC (al 5%)en una tabla 36x16
y ancta el nimero de puntos de la misma, obteniendo que el test exacto
de Fisher es el que da la RC mas pequefia y que los nitimeros, M, de pun-

tos de los distintos métodos de X 2 se ordenan asi:

2
2 2 2 3
iy ¢ m( X o) ¢ My e MU M XS0 £ MY ®)

A continuacién hace un estudio de las diferencias A= « *- & entre
el tamafic de cada test y el error « de tipo I objetivo, a lo que llama
precision del test. Es obvio que A depende de N,y ¥ P de modo que
para nl,n2 ¥y « dados ocurre necesariamente que - o ¢ A(p) £ 1- « . Como
Ho se acepta siempre cuando X, = X, = 0 (6y, = Y, = 0), y eso ocurre
seguro cuando p=0 (4 1), entonces A(0)=A(l)}=-« en todos los testiy asi

todos ellos son conservadores en ese caso. Parece claro que el test

optimo sea aquel que hace A(p)=0 en d¢ p ¢ 1-9 y con o tan pequerio
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como se pueda,Como tal test no existe, Upton da unos ejemplos graficos
de como evoluciona A(p) en los distintos test en una tabla de 48x36,
obteniendo que:
l))(2 da valores de A(p) excesivamente grandes,
2 2
2) )(' y G- (ver 2.1.2.1) dan valores A(p) en el entorno de O
cuando 0,2 < p ¢ 0,8.
Como es tentativo basar las conclusiones en una Gnica tabla,
el criterio de Cochran (1952) de que un test actuard razonablemente bien
si |[A(p)] € 0,01 para el caso de « = 0,05, si bien otros autores sos-
tienen que debe exigirse que A(p) £ O, ‘dp prefiriendo asi que A(p)
sea negativo a que sea positivo. Ante lo dificil de buscar una regla
optima facil de evaluar en un gran nimero de tablas, adopta el criterio
de considerar que P estd distribuido como TM(p)=1l & W(p)=p(l-p) para
asi poder obtener los errores * promedios y realizar comparaciones.
Tras indicar que rigiidamente las comparaciones entre tests no son posi-
bles a menos que tengan igual valor de *16 que susRC esten unas in-
cluidas en otras, establece, a pesar de todo, las siguientes conclusio-
nes basadas en las TI'(p) anteriores:
1) Fisher y X ZY son practicamente idénticos y conservadores
(¢ * es como maximo de un 4% cuando o =5%)
2 )
2) X g €S siempre conservador
2
3) I\X.PH es generalmente’conservador
4) G2 es muy liberal en tablas con ni muy distintos & pequefios
(puede llegar a dard* = 0,22 cuando o =5%)
5) X 2 da valores E{ «*) ~ «
2 .
6) _X c es demasiado conservador
7) XZ XZ y XZ estdn bastante de acuerdo entre si
‘o PH u

. - > ' 2
8).X25 ocupa una posicidn intermedia entre lX 2?H YX e
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. . 2 . . .

Finalmente recomienda usar X y 0 el caso de marginales fijos,
pero no en el caso de dos proporciones.
test a elegir debiera ser el mas preciso,

de que ¢ *y® ocurra muy improbablemente;

podercso y simple,

104

En este Gltimo indica que el

con tal

como todas las condiciones

son dificiles de verificar simultaneamente, opta por el test qu si

nos decidimos por no considerar la Gltima.

Sachs (1986) tambien concluye el metodoxzu es el que da una pro-

babilidad de error promedio que esta mas cercana al nivel de significa-

Tabla 2.2

Valores de P para las tablas y tests iridicados:' J

cién & .
AR
X2 Yo |y
lpl~p21

TESTSDE DUPONT:

1) Test exacto de Fisher

a) P de dos colas (tablas mas
improbables)
b) Doble del P de una cola

2) Tests del tipoXZ:
a) X 2
b) X 2
Y
C)X 2
H
d) y 2
XKS
e)p
M

TESBALTERNATIVOS:

1) Tests incondicionados: McDonald
2) Tests del tipo X e
a) Xg de Burstein

2
& X o de Cook-Memoria

(a)

(b)

()

12 108 120 10 90 {100 10 91 o
24 9% [120 20 801|100 20 8 100
10% 10% 10,1%
0,0457 0,0734 0,0497
0,0457 0,0734 0,0689
0,0301 0,0477 0,0445
0,0468 0,0747 0,0701
0,0468 0,0747 0,0478
0,0459 0,0729 0,0477
0,0468 0,0747 0,0509
— 0,0596 0,0802
- 0,0599 Q0,048
e, N NKaaqQ " NAze
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Dupont (1986) presenta tres tablas 2x2 que son las indicadas en
la Tabla 2.2. Sobre ellas argumenta que si bien todos los metodos in-
cluidos en la misma estan bastantes de acuerdo en el valor P cuando
n,=n, (salvo el.x 2 que es sustancialmente menor), se produce el hecho
sorprendente de que una tabla como la 2.2(c¢), cuya diferencia de pro-
porciones es- de 10,1%, tenga valores de P sustancialmente distintos
de los de la tabla 2.2(b), cuya diferencia de proporciones es de un
10%, con la mayoria de los métodos. De ella, y de un conjuntoc de tablas
"similares" como las (b) y (¢), concluye:
1¢) X:ZY es el estadistico adecuado por ser coherente ante tablas
"similares"

22) E1 criterio de doblar el P del test exacto de Fisher de una
cola es preferible al criterio de realizar tal test como de
dos colas y obtener la probabilidad hipergeometrica de una

tabla tan improbable & mas que la obtenida.

2.2.4. Condiciones de validez de los testj(2 con c.p.c.
Las condiciones de validez de los tests aproximados no han sido
objeto de estudios sistematicos, teniendose algunos resultados solo
2
en el caso de los test X. con c.p.cC.

Con la notacidn propia de las tablas de asociacidn, es conocido

que a las cantidades nij se les suele llamar cantidades observadas,

en tanto que a las cantidades Eij = E(nij) =n, 0 j/n.. se les suele

llamar cantidades esperadas.

Fisher (1941) aconseja utilizar tests exactos cuando n +n, £ 40

1

y alguna Eij es menor que S.

Brownlee (1967) aconseja utilizar los testsX2 siempre que todas
las E, . sean superiores a 3,5.

N

5 2 .
Grizzle (1967) sugiere utilizar los métodos X~ solo si las Eij
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son todas las mayores gque 5,

Haber (1980) indican que los criterios PM' szs yXZH son ‘apropia-
dos si todas la Eij son superiores a n/10.

2.3. COMPARACIONES PRACTICAS DE LOS TEST APROXIMADOS: EVOLUCION HISTO-
RICA

Pearson (1947) sefiala que no hay diferencias apreciables entre
%y ¥%.

Grizzle (1967) indica que el test Y2 es demasiado liberal cuando
los tamafios muestrales son pequefios, comportandose casi igual que el
test Xz en otro caso. |

Eberhardt and Fligner (1977) comparan los tests Zl yzz observando
que aunque ambos tienen un tamafio d*& que converge a « cuando ni-a oS,
en la practica « *2 desborda a ® mas que « *l (ver las tablas del arti-
culo citado) en muestras moderadas. Para muestras grandes afirma pre-~
ferir el 3?2 pues el exceso de ci*z -« se ve compensado por una ganan-~

cia de potencia.

Larntz (1978) compara X:E, Y2 y T2

, obteniendo que este Gltimo
es demasiado liberal frente a los otros dos.

Upten (1982), bajo los criterios seflalados en 2.2.3, establece
las siguientes conclusiones aparte de las alli sefialadas:

1) L” es demasiado conservador y no es util con n pequefio

2) T2 tiene amplias fluctuaciones en el valor de « ¥, aunque por

terminc medio es cercanc a o .
3) Y2 es demasiado liberal en un amplio rango de valores de p.

2
4) Y w ES de los tests mas aceptables segin el criterio de Cochran.

2.4. CRITICAS Y COMENTARIOS (APORTACION)
2.4.1. Sobre los principios

La mitad de las discusiones existentes acerca del test aproximado
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mas apropiado estan basadas en el mismo probleha que en los tests del
Capitulo I: depende del posicionamiento de cada investigador ante la
cuestidn de si debe utilizarse siempre el test condicionado de Fisher
6 si (para proporciones y asociacién) deben elegirse los incondiciona-
dos. Bajo ese puntc de vista pierde sentido cualquier comparacidén de
tests asintoticos con el test exacto de Fisher.

A estos efectos es interesante observar como el mismo Yates (1984),
en uno de sus muéhos argumentos descalificadores de los métodos incon-
dicionados, llega a decir que todo el problema radica en que los esta-
disticos estan obsesionados con obtener significaciones. Resulta sor-
prendente tal afirmacidn. Dado que los tests estadisticos sirven para
validar hipotesis alternativas a errores o« contrclados, pero no para
validar hipdtesis nulas, un estadistico que se precie debe perseguir
vbtener tests que den las mayores significaciones posibles, es decir,
lo mas potentes posibles.

2.4,2. Sobre la comparacién de metodos incomparables

Un buen reflejo del confusionismo anterior es el intento de poner
en un plano de igualdad los métodos incondicionados exactos y los mé-
todos aproximados.

Asi Garside (1971, 1972) propone un test bajo el formato jKZ -ver

X‘2G de la expresién (2.45)- con una c.p.c. X .n que depende de n

G v

n, ¥y o Yy que le obliga a dar una tabla para su obtencidn. Es claro
que el formatox2 es engafioso pues en realidad no se trata de un test
aproximado, sino de uno incondicionado, obteniendose los AG precisamen-
te bajo el criterio de Barnard. Como las tablas de X(S son necesaria-
mente limitadas, es claro que el método solo puede entenderse como una
alternativa a los métodos incondicionados de Boschloo, McDonald, etc.

. 2 2 . ; .
pero no a los aproximados ( X<, Y°, etc.), siendo su método, en esencia,
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una versidn del de Suissa {1985), criterio que ya se vio no era el idé-
neo. Posteriormente -Garside and Mack (1976)- llega al maximo del con-
fusionismo cuando pone en pie la igualdad, a efectos comparativos,
un método condicionado (Fisher), dos incondicionados (Boschloo y Garsi-
de} y dos aproximados (_)(2 y Xzy). Igual error comete Upton (1982).
2.4.3. Sobre las conclusiones infundadas.

Algunos autores intentan obtener conclusiones muy generales con pruebas
numericas en tablas muy limitadas. Asi Conover (1974) Schouten et al
(1980) y Upton (1982), obtienen conclusiones teatativas pbr estar basa-
das en ni pequefios & moderados. Nos parece evidente que hoy dia, con
los ordenadores, tal intento pierde validez pues para nif 100 los tests
incondicionados son accesibles bien mediante tablas ()(2G por ejemplo)
6 mediante ordenador (McDonald por ejemplo).

Schouten et al (1980) se limitan a comparar, para el caso de dos
proporciones, su X Zs con las _XZ y Xzy, siendo asi que, por ser
X 25 una cantidad intermedia entre ambas, es claro que no poseera al-
gunos de los defectos que hacen dudar de la validez de las dltimas.
Se hecha en falta una comparacién con los métodos que son sus competi-
dores naturales: 1 X 2PH y ch.

Burstein (1981), aun basandose en n, de una amplia gama, comete
el error de deducir cual es la c.p.c. apropiada para dos proporciones
en base a la comparacidn de resultados con el test incondicionado bino-
mial (propuesto tambien por Liddell), y ya vimos que tal test -ver in-
troduccién a 1.3- era rechazable. Asimismo no compara resultados con
las c.p.c. alternativas y distintas de la XZY.

Dupont (1984) es un caso especial. Es razonable que se sorprenda

de que dos tablas tan similares como las 2.2.(b) y (c) den valores de
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P tan distintos mediante el test usual de Fisher de dos colas, pero
no lo es que, a partir de ello, deduzca que el criterio adecuado es
el de doblar el P de una cola. En primer lugar ya se vié en el Cap.
I que dicho criterio no es el idéneo. En segundo lugar el problema ra-
dica en que para dos proporciones los métodos iddneos son. los incondi-
cionados, no los exactos; asi los valores de P mediante el método de
McDonald -ver tabla 2.2- no son tan sorprendentemente desiguales como
los del test de Fisher tradicional. En tercer lugar ya vimos en el Cap.
I. que cuando nl=n2 los criterios de construccidén de la RC par los mé-
todos incondicionados suelen dar lugar a mas empates que cuando nlinz;
de ahi la preocupante diferencia entre los valores de P: con n,=n, los

12

puntos van entrando en la RC en grupos numerosos y el P da saltos apre-
ciables.

Ademds es totalmente rechazable aceptar una versidén del test exac-
to y una del test aproximado solo en base a que son concordantes pues
puede que ambas sean incorrectas.

Resulta sorprendente que habiendo surgido el test de Yates como
una aproximacién a las versiones del test exacto que Dupont desprecia,
él le conceda un lugar preponderante a lo que solo era una aproximacién
del método despreciado. Aceptado esto, el test de Armitage (dbblar el
D

P de una cola) tiene ventaja respecto de los demas no aproximados por

. . ' : ;2 2
tener errores de cola simetricos al igual que la aproximacidn 7C v

Sin embargo dicho test puede dar lugar a asignar una probabilidad de
error (P/2) basada en una cola que no exsite. Desde luego no parece

algo apropiado.

Finalmente, los métodos aproximados ’XZB, :X,Zs y X‘Zc dan valores

de P como los indicados en la Tabla 2.2, con lo que;Kg es bastante con-
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forme con el incondicionado exacto de MacDonald.

2.4.4. Sobre el error « promedio

Otra fuente de error en las discusiones es la disparidad de crite-
rios a la hora de elegir el método & c.p.c. adecuada. Si los incondi-
cionados -ver cap. I- estaban sometidos a la fuerte restriccidén de que
su tamafio &« * fuera tal que o(*< o , no vemos por qe se ha de ser mas
laxo con los aproximados, 6, al menos, habrid de imponerse la condicidn
de Cochran.

Asi Plackett (1964) rechaza, para el caso de dos proporciones,
el test X 2Y por ser demasiado conservador (y tiene razén), aceptando
el test XZ porque unas veces da un o *¢® ¥y otras ¥ *j» o« , arguyendo
que unos se compensan con otros. Esto no es licito bajo los esquemas
usuales pues el experimentador desea tener una garantia de al menos
«® en su problema, no en el promedio de sus problemas. Su conclusiédn
deberia haber sido que hace falta una c.p.c. intermedia entre o.n y
(%)n.

Igual argumento emplea Upton (1982) para seleccionar el test idd-
neo, aderezado esta vez con una distribucidén "a priori" de p. Si ese
es su parecer, entendemos deberia utilizar algin test bayesiado.

Un problema distinto es el de Eberhardt (1977) que no se preocupa
de que «*P»« tanto con -Zl como con 22. El casc de Sath2 es aun peor
pues ni siquiera se preocupa de determinar el valor ,,(*3 de su test
.Z 3 aunque, dado su formato parecido al Z > y su mayor potencia que
el 2 1’ €S presumible que su tamafio *3 supe:e un exceso a « . Por
las afirmaciones y datos de los autores parece claro que el test 23
es preferible al cléasico con muy grandes muestras, pero, en tal caso,

la propia magnitud de los r1i hace que todas las cantidades ?i sean
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muy parecidas y la ganancia en potencia précticamente nula. Asi:

1) Si n,=1000, x,=400, n,=1000, x,=450, se obtiene que '21.—.22 =

2
2 3= 2,26.

2) Si n,=1000, x, =400, n_=2000, x,.=900, se obtiene que 2i=}23= 2,61

1 1 2 2

yzzr.- 2,62, que son practicamente iguales.
Asimismo, todas: las c.p.c¢. pequefias pueden hacerse bien con el
factor "n', bien con el factor “n-1" (provenientes de la varianza de

la hipergeometrica & de la estimacidén de la varianza p.q)

2.4.5. Sobre las comparaciones ausentes
Ademas de faltar -por razones obvias- las comparaciones entre las
c.p.¢c. no propuestas, faltan tambien comparaciones entre las c.p.c.
mas plausibles en el caso de comparacidén de dos proporciones. Tanto
. . . 2 2
Burstein como Schouten se dedican a validar sus X g Y X = frente a
2 2 5, . . .
las X y X v clasicas, no habiendo comparacidn entre ellas y las
2 ;
X " Unicamente Upton realiza comparaciones entre ellas (dentro de
un contexto mas general), pero, por lo dicho hasta ahora, y por lo del
proximo apartado, su método de comparacidn no parece satisfactorio.
Una comparacién parcial, facilmente accesible, seria la de los
métodos XZB y XZC bajo el criterio de Burstein.

Dado que X23= ch cuando n,=n la Ta-

12
bla 2.3 solo recoge una seleccidén de las tablas de Burstein (1981) con
n1#n2, incluyendose en ella los valores de P mediante los tests bino-
) 2 & . . 2
mial y X g Segun los datos de dicho articulo, y los de X . sSegun
nuestros calculos. Puede cbservarse que el test XZC es muy concordante
con el binomial, siendo asi preferible bajo el criterio de Burstein.
Tal resultado no es concluyente pues, como se dijo, el test binomial

es rechazable. De cualqguier modo X 2c es, desde el punto de vista ted-
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Valores de P para las tablas y métodos indicados

Tabla 2.3
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nf, XXy Binomial X g X' i
100,50 18,0 0.0021 0.0017 0.0019
18,2 0.041 0.038 0.041
32,4 0.0015 0.0014 0.0015
28,7 0.065 0.061 0.065
64,18 0.0013 0.0013 0.0013
60,22 0.072 0.069 0.065
100,70 14,0 0.0014 0.0013 0.0012
12,2 0.036 0.038 0.034
29,6 0.0013 0.0014 0.0012
25,10 0.092 0.097 0.091
62,26 0.0014 0.0016 0.0015
58,30 0.053 0.056 0.053
100,90 10,0 0.0027 0.0026 0.0022
8,2 0.085 0.086 0.078
29,10 0.0024 0.0026 0.0024
25,13 0.072 0.075% 0.074
61,34 0.0014 0.0015 0.0014
57,38 0.043 0.045 0.043
100,99 10,0 0.0017 0.0016 0.0013
8,2 0.063 0.062 0.054
29,11 0.0016 0.0018 0.0017
25,15 0.085 0.090 0.083
61,39 0.0024 0.0025 0.0023
87,43 0.057 0.059 0.056
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Ny, X1 % Binomial ,X g X i
1000,500 22,0 0.0014 0.000¢98 0.0011
8,0 0.059 0.054 0.060
50,8 0.0016 0.0014 0.0015
50,14 0.052 0.050 0.052
100,25 0.0011 0.0010 0.0011
100,38 0.060 0.058 0.060
200,66 0.0013 0.0012 0.0013
200,80 0.064 0.063 0.064
500,205 0.0011 0.0010 0.0011
500,225 0.071 0.069 0.071
1000,900 12,0 0.0012 0.0012 0.0010
4,0 0.063 0.072 0.061
20,3 0.0010 0.0011 0.0009
20,8 0.047 0.049 0.049
50,20 0.0014 0.0014 0.0014
50,30 0.072 0.075 0.071
100,54 0.0015 0.0015 0.0014
100,67 0.0580 0.051 0.050
200,130 0.0014 0.0015 0.0014
200,150 0.062 0.063 0.062
500, 385 0.0016 0.0017 0.0016
500,410 0.053 0.054 0.053
1000,¢99 12,0 0.00079 0.00064 0.00052
4,0 0.064 0.057 0.045
20,4 0.0013 0.0012 0.0010
20,10 0.073 0.072 0.066
50,22 0.00088 0.00086 0.00076
57,33 0.061 0.060 0.057
100,60 0.0011 0.0011 0.0010
100,75 0.050 0.051 0.049
200,145 0.0012 0.0012 0.0012
200,170 0.087 c.088 0.086
500,430 0.0018 0.0019 0.0018
500, 460 0.075 0.078 n n77
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2.4.6. Sobre los criterios de comparacidn adecuados

La metodologia seguida para seleccionar el mejor método asintotico

estd enfocado, en nuestra opinidn, histdéricamente mal.

Si como es tradicional (y hay razones experimentales para hacerlo

- s P , 2 ;
asi) uno desea utilizar un test asintético del tipo X , lo primero

es clarificar la posicién del investigador acerca del condicionamiento.

12) Si uno es partidario del condicionamiento, entonces la comparacién

se centra en ver qué metodo asintotico es mas conforme con el test
de Fisher. Como en el capitulo I ya se observé que dicho test admi-
te varias versiones de construccién de la RC segun el numero de
marginales dados, la comparacidén habria de ser entre los distintos
metodos aproximados ( X Zk ; X‘Z y P ) vy el método exacto "ad hoc"
s H M

(por ejemplo, la definicién 3.a de 1.1.1 para el caso de dos pro-
porciones)
Si uno es partidario de los test incondicionados, entonces la com-~
paracidén se centra en ver qué método asintotico es mas conforme
con el test incondicionado apropiado al problema (de dos proporcio-
nes 6 de asociacién). Asi, en el casc de doi proporciones, hatria
de compararse el método de McDonald 6 el de Intervalos de confian-
2a con los métodos lXZPH' ){28, _Xj ¥ XZC. Sin embargo tales compa-
raciones pierden algo de sentido si se observa que en realidad ta-
les métodos de chi-cuadrado son aproximaciones del método incondi-
cionado de Suissa and Shuster (198%) -entrar los puntos en la RC
de mayor a menor valor de su_XZ— que no era el optimo en tal situa-
cién. Asi pues la proxima cuestidn es decidir si las comparaciones
van a hacerse con el éptimo & con el metodo.Y 2 incondicionado.

Una vez tomada la decisidn de los tests a comparar, las compa-

raciones no deben hacerse en base a los tamafios de los tests para
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RC'Sal 5% oX%sino en base a los valores de P en cada punto de cada tabla,
imponiendo algunos topes a las diferencias P*-P entre los valores de
P de la aprbximacién y las reales del método exacto utilizado.

De cualquier modo parece claro que la c¢.p.c. va a depender de nl,
nz, xl y x2, mientras que su utilidad practica requiere sea un nimero
fédcil de obtener. De ahi que, muy probablemente, unas c.p.c. sean mas
apropiadas en unos casos y otras en otros, debiendo imponer condiciones
no muy rigidas a las diferencias P*-P para que se pueda seleccionar,

fuera de toda duda, el test aproximado optimo.

Pero todo esto serd motivo de un trabajo futuro

2.5. CONCLUSIONES (APORTACION)

Para realizar un test aproximado en una tabla 2x2:

12) Si todos los marginales estdn fijos — &, no estandolos, uno es par-
tidario del método condicionado-, realizar el test Xz‘[, 4, para
mas precisidn, realizar cualquiera de los tests x2ks’ X ZH o) PM.

22) Si solo un marginal estd fijo (comparacién de dos proporciones)
las investigaciones realizadas hasta la fecha no permiten decan-
tarse por un test determinade. Razones tedricas y practicas apuntan
que el test idénec debe ser unc de los XZB, lXZPH’ _Xzs 6X2C, pero
hasta la fecha no hay una comparacién sélida entre ellos. Bajo un
punto de vista puramente tedrico, el test XZC es el iddneo.

32) Si ningun marginal esta fijo (asociacién) las investigaciones rea-
lizadas son menos amplias que las dedicadas al :aso anterior, pero

razones tedricas, y algunas practicas, sugieren que el test adecua-

do es el O‘XZPH y ello practicamente si alternativa.
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CAPITULO III §

BIOEQUIVALENCIA CON PROPORCIONES |
K
TEST DE ELECCION MULTIPLE

Hasta ahora las tablas 2 x 2 se han venido analizando fundamental-
mente bajo la perspectiva de que estan basadas en dos binomiales inde-
pendientes de tamarfios n, ¥y n, y parametros desconocidos P, ¥ P, sobre

ios cuales nos preguntamos si son iguales & no (H&= p1=p2 vSs. Hl
spl # p2 si es un test de dos colas). Tal proceder estd basado en el
hecho de que asumimos que la hipdtesis a demostrar es que "las propor-
ciones son distintas'", y de ahi que ella sea colocada como Hl. Bajo
tal esquema el experimentador se ve obligado a menudo a aceptar Ho pues
no hay evidencias de significacidén, y sin embargo puede ser bastante
factible que sea falsa. De hecho, es facil obtener un resultado no
significativo, aun cuando exista una diferencia real entre los trata-
mientos, simplemente tomando tamafios de muestra inadecuados 6 utilizan-
do metodos de analisis poco sensibles. Alternativamente, tamafios mues-—
trales grandes pueden dar lugar a un rechazo correcto de Ho basado en
una diferencia P,-P, estadisticamente significativa pero experimental-
mente sin importancia.

En muchas aplicaciones, el proposito de la experiencia es estable-
cer, fuera de toda duda, la equivalencia de dos tratamiegtos. Tales
ejemplos surgen en los estudios de biodisponibilidad de drogas -Wes-
tlake (1974)- en los que uno desea determinar si una nueva formulacidn
de una cierta droga es biocequivalente (produce préicticamente los mismos
efectos) que la formulacidn estandar. Otro ejemplo -objeto de este ca-

pitulo~ surge de los ensayos clinicos en que un cierto procedimiento

nuevo de tratamiento de una enfermedad se compara con la prdctica usual
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no con el fin de mejorar su porcentaje de curacicnes, sino con el fin
de probar que ellos son practicamente iguales a un costo (de cualquier
tipo) menor. Con tal planteamiento el test clasico no es véalido por
no servir para probar la igualdad, siendo tradicional usar criterios
de intervalos para pl-p2 y decidir segun su rango. Tal aproximacidn
es la intentada por Westlake para el caso de comparar medias, pero
se ha demostrado poco potente frente a un criterio que estd basado
en test de hipotesis (Anderson and Hanck, 1983).

Alternativamente, y para el caso de dos proporciones, Dunnett
and Gent (1977) proponen plantear un test de hipdtesis en que la hipé-
tesis nula es H Z l'pl-pZI =[\; con A,;éo una cantidad que el investiga-
dor considera despreciable y que, de ocurrir, le lleva a aceptar la

equivalencia préctica de ambos tratamientos (HlE !pl—pzllb.).

3.1. BIOEQUIVALENCIA EN TABLAS 2 x 2
Dada una tabla 2 x 2 clésica como la Tabla 3.1, notemos por pl

y p, a las proporciones reales y por pl-p2=§ . El1 objetivo es contras-

tar H = 3 =D s, Hl;g< D, con N\ dada de antemano (para un test de

dos colas poner |§ |) ¥y para el caso de grandes muestras.
Tabla 3.1
SI NO
Tratamiento 1 xl yl nl
Tratamiento 2 X5 y2 n2
a; a5 n

3.1.1. Solucidn por el método de chi-cuadrado

Aceptando que las frecuencias esperadas, bajo Holdeben ser con-
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cordantes. con los marginales realmente obtenidos, entonces habra de

ocurrir que P, =pa+ N v n.p. +n/P.=x.+x., con lo que
AUE P =Pp* B Y My By R P,=X) +Xys

~ _ T2 ,.._a‘l'“.zA
LT TR 27 T (3.1)

y las cantidades esperadas, bajo Ho’ seran %, =n.p 22=néaé, etc. Con
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ello el estadistico oportuno es

exp 1 1 A A A A (3.2)
1 ¥ N Y2
46 con correccidn por continuidad
; 2 1 1 1
X_Z = |x -')\c l - 0,5} --1—'- t m————  m———  ———— ( )
C exp 11 A % A A (3.3
X 2 Y. Y2

cantidades a comparar con una distribucidn X? con 1 g.l.,
dividiendo el error P final por 2.

Para test de dos cclas no es acorsejable multiplicar por 2 el
error de una cola (es decir aceptar el error nominal de las tablas
usuales). El procedimiento -Mantel (1974)~ consiste ahora en determi-
nar todas las frecuencias observadas que, con iguales marginales, dan
desviaciones, en las cantidades esperadas, opuestas a la experimental
Yy con verosimilitudes iguales & menores que la de la tabla experimen-
tal. La suma de los dos errores P seria el error de dos colas. Como

ello suele requerir un redondeo del valor x:

previsto para la otra
= 5 . +
1 ) 8 por arriba (x2 )

debera hacerse determinande la razén de verosimiltud de cada uno de

cola, la eleccién de si se redondea por abajo (x

ellos al valor observado y eligiendo aquel que produzca un valor mas

cercano, pero menor, a2 uno.

3.1.2. Solucidén mediante la aproximacién normal

Es conocido que cuando se contrasta ﬂog g = 0, la aproximacidn
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normal es equivalente al test %2. Cuando A# 0 esto no es asi como
se ve enseguida. Ahora, y basandose en que para grandes muestras ﬁl—ﬁz
se distribuye aproximadamente como una normal de media Ay varianza
(plql/nl) + (p2q2/n2), con qi=1-pi como siempre, la cantidad experi-

mental oportuna sera

A A L] -1 “l
. (pl—pz-A) + %(n +n,)
=R .4, A
1M Pete (3.4)
Hy g

D = .§.=1~D T = -~ ~, i 3 i l
en donde pi xi/nlqi 1 pi, qi 1 piylas pl obtenidas i) como en las

(3.1); ii) ';B'i=f:‘>i. Ello da lugar a dos valores _t y

1 %exp ztexp' respec—

tivamente, a comparar con una normal tipica.

3.1.3. Solucidén mediante el método de Gart

Otro modo de realizar el test anterior seria dar intervalos de

confianza para 5 » para distintas confianzas, y determinar aquella
-(1-P) -que da un intervalo que por primera vez no incluye a cualquier
valor ézﬁ Asi se obtiene el error P de la tabla utilizada.

La dificultad de tal proceder es que no existen limites de con-
fianza exactos para gpor no haber ningun estadistico suficiente para
S (al depender todos de parametros perturbadores).

Un modo de obviar la dificultad consiste en replantear el proble-
ma en términos de parametros para los que si exista un estadistico

suficiente. Tal parametro es la razon de odds “{-/=plq2/p2ql. Es conoci-

do -Fisher (1833)- que la distribucidén de probabilidad condicional

es ) n n
(D, 2y
1 ™
glx la @) = =21 1 ____
tt S Py %) Wt
T i al—i \// (3.5)
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expresién que se reduce a la hipergeometrica del test exacto de Fisher
cuando \P:l (& é-:o). Con ello -Cornfield (1956)- podemos determinar
limites de confianza exactos para \})en el modo usual: para dos colas
xl 12
{ i =0l = i
Z 7 elila,g ) =/2 =27 glila;, ¢)
i=1, i=x, | (3.6)
g ; : VY. . )
dard el intervalo k}/I_\/J_\PS de confianza > 1-X
La utilizacidén directa del criterio anterior requiere formular
el problema en términos de \4} en lugar de 5, pero en los problemas que
nos ocupa las discrepancias entre Py Yy p, se mide de modo natural en
PP _ 5 . . "
términos de pl p2 é pl/pz, no de~P . Una aproximacién debida a Gart
{1971) consiste en considerar x*1=E(xl!al.qJ) que esta relacionado
con ,_’, en grandes muestras, mediante:
* * _
x*(n_+x al)

17271
q): -

(nl-xz)(al-x‘l*) (3.7)

~Cornfield (1956)- con lo que resolviendo la ecuacién en x*l para valo-

res \?Uz‘PI"'PS' se obtendrd el intervalo x*ué x*l_L_ x*ls, y, consecuen-—
temente, el intervalo para 5 sera:
* —_x ¥ 3* ¥
S . 2171 h) *1s #2715 ;
1~ - T FTRTT T T TEmpTmeT (3.8
n, n, S n, n,

Sin embargo esta solucidn clésica, adopatada por diversos autores,
no conduce a intavalos ceconfianza paa g=pl—p2 pues gno es una funcidn

monotona 1 a 1 de \V

La metodologia exacta consiste en despejar x*l de A:x**l/nl -

- (al—x’*l)/n2 y sustituirla en la (3.7), lo que da:

~y o (BrmpB)(nyngmayen )
Y= T3, KA, 7,75, A, &)
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obteniendo a continuacidén el error P de una cola:

X
1 . ~
P=2 glila;, ) para la cola inferior
i=1 (3.10)
1
g
<2 . i para la cola superior
P -Eéxl g(llal,ql)

procediendo, para el caso de dos colas, en un modo similar al descrito

en 3.1.1.

3.1.4. Comparacién numerica de las tres soluciones

Dunnett and Gent comparan las tres aproximaciones

(1) Test",(2 con correccidén por continuidad

(ii) Test de la aproximacién normal con correccidén por continuidad

(iii) Test basado en el método de Gart de la distribucidn condicio-

nal exacta.
en donde utilizan las correcciones por continuidad pues, experimental-
mente, asi logran un mayor acuerdo con el método (iii). Tras la obten-
cién de los valores F de diversas tablas concluye que los tres proce-
dimientos dan, aproximadamente, los mismos resultados, pero el test
)62 suele estar mas cercanoc al del método de Gart. El test que menos

concuerda con el resto es el (ii) basado en los estimadores individua-
les ﬁi.

La comprobacién la hace solo para test de 1 cola

3.2. TEST DE ELECCION MULTIPLE EN TABLAS 2 x 2 (APQRTACION)

3.2.1. Relacién con los test de bioequivalencia

Supongamos que se tienen objetos de dos tipos (R y R) y un expe-
rimentador que intenta reconocerlos. Un modo de estudiar su capacidad
en eloficio consiste en presentarle un conjunto de n objetos en total

-de los que ni3 son R y n, son R~ y solicitar que los identifique. Si

2
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notamos por A el hecho de que identifique a un objeto como de tipo
R, ¥y por A a lo propio con ﬁ, el resultado de la experiencia puede
resumirse en una tabla 2 x 2 como la Tabla 3.2 (la notacién es distin-
ta a la utilizada hasta ahora para poder generalizarla, posteriormente,

con facilidad). Asi hay x objetos de tipo R correctamente

11

Tabla 3.2
Clasificacién real y del experimentador en una prueba de clasificacién

de objetos de dos tipos

Clasificacion del experi-
mentador -
A A Totales
Clasificacién real R Xy % &
12 1
& *21 *22 s
Totales al a2 n

clasificados por el experimentador, etc.

El planteamiento del problema recuerda fuertemente al problema
de Fisher (1942) de 'la sefiorita y las tazas de te" aludido en la in-
troduccidén, solo que entonces no solo se fijaron los dos marginales
n, como iguales (nl=n2) para optimizar la eficacia de la prueba, sino
que, por dar tal informacidén a la sefiorita , tambien quedaron fijados
los marginales a; (al=a2=n1=n2) y el problema se convierte asi en una
hipergeometrica. Para tal situacidén Gridgeman (1959 a) y b)) dio un
modelo similar al descrito. Tales modelos’condicionados no seran con-
siderados aqui porque, ademas de no verse la ventaja de dar al experi-
mentador la informacidén del numeroc de objetos de cada tipo (nl y n2).

se hace dificil pensar que, aun dandoselos, el mismo tenga tiempo para

equilibrar sus respuestas al azar hasta conseguir que al=nl y a2=n2.
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especialmente si la prueba consta de un gran nimero de n objetos (como
se supone en lo que sigue para que las aproximaciones sea validas)
y el tiempo para las respuestas es limitado (como es lo usual). La
dificultad es especialmente comprensible cuando el nutmero de tipos
de objetos es superior a 2 (como se estudiard en la proxima seccién).
El planteamiento de la Tabla 3.2 . es perfectamente asimilable
a un examen de respuesta miltiple en el que se le proponen al alumno

n preguntas en total, n, de ellas con respuesta real SI y n

1 de ellas

2
con respuesta real NO; si el alumno no conoce tales valores, sus res-

puestas pueden agruparse comc en la Tabla 3.3 (que es una particulari-
zacién de la Tabla 3.2). En adelante nos referiremos a esta terminolo-

gia por ser mas facil y comprensible; asi, ahora, X, €8

Tabla 3.3

Respuestas reales y del alumno a un examen de tipo test con respuestas

dicotomicas del tipo SI-NO y con n preguntas en total

Respuesta del alumno
SI = A NO = A Totales
SIER X X n
Respuesta real _ 11 12 1
NO =R *21 Xoo Ty
Totales al a2 n

el ndimero de respuestas SI del alumno ante preguntas cuya respuesta
real es tambien SI, etc.

Si el alumno conoce el lOO-A?é de la asignatura (de las pregun-
tas posibles) -6, en la terminologia de la Tabla 3.2, si el experimen-

tador conocer el 100.0A % de los objetos de cualquier tipo- un posible
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test a plantear seria H T A =A° contra H = A< Ao’ con A‘o un valor
dado de antemano ( AO=O,5, por ejemplo, para adjudicar el aprobado).
Si fuera cierto que A=Ao' y suponiendo que un alumno enfrentado a
una pregunta de las que conoce la responde bien, en tanto que enfren-
taco a una de las que no conoce responde al azar A cénf probabilidad

Tny con prob. 1-11 (con\l'f desconocida), entonces:

Ao " (1-.A°)H
(1- a1

p,= P(A|R)
(3.11)
= P(A|R)

)
(mas detalles en 3.3.1). Como pl—p2=ﬁo, es claro que para contrastar
las hipotesis anteriores habrid de utilizarse el test de bioequivalen-

cia dado en la seccién 3.1. Mas adelante se formalizard el problema

en este caso y en el general.

3.2.2. Critica al criterio clasico de correccién de pruebas de elec-

cién miltiple

En la préactica es universal considerar que un examen como el de
la Tabla 3.3 debe evaluarse, para decidir el grado de conocimientos

del alumno, en funcién del nimero total x= de respuestas acer-

*11%%22
tadas. El objeto de esta seccidén es probar que tal criterio es usual-
mente erroneo, validando asi la construccién del modelo alternativo
que se explicitard en la proxima. Los argumentos que aqui se presentan
son validos en taklas generales kxk pero su comprensidén es mas simple
en una tabla 2 x 2; de ahi que los incluyamos ahora.

También para simplificar, supongamos que se va a determinar si
2]l alumno sabe algo & no ( A°=O). Llamando de nuevo por pl=P(A IR)

y p2=P(A|§) a las probabilidades de que un alumno responda SI a una

pregunta cuande su respuesta real es SI & NO, respectivamente, enton-
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ces la comprobacién de si un alumno sabe algo 6 no (que es equivalente
a preguntarse si las respuestas del alumno guardan alguna relacidn

6 no con las reales) puede resolverse mediante el contraste de

H = pl= pz vs. Hlipl£92 (3 12)

por la (3.11) & tambien porque es claro que,si no sabe nada, responde-
ra SI por igual ante preguntas cuya respuesta real es SI como ante
las que son NO. Tenemos pues un test de dos colas de comparacidén de
dos proporciones basado en los datos de la Tabla 3.3. Cuando n es
grande (como se supondrd en lo que resta de memoria) el problema se
solventa con el test cldsico basado en la aproximacidén normal; basta-

réd comparar la cantidad

#, -5,
t = (3.13)
exp V/,B ‘Q Li . I“)
n, n
1 2

con una N(O,l1) -ver cap. II- con §i=xil/ni, ﬁ=al/n,'q=1-ﬁ; la formula

con correccidén por continuidad es la usual.
Alternativamente, si el numero total de aciertos fuera la varia-
ble adecuada para el test anterior, parecerd que el test oportunc para

comprobar si un alumno sabe algo 6 no deberd ser de

H

L3 P(acertar)=1/2 H) : P(acertar)#1/2 (3.14)

pues, si el alumno no sabe nada, acertarad al azar la mitad de las pre-

guntas. Tal afirmacién es falsa como se ve enseguida. En general:

P(acertar) = P(RNA) + P(Rn A) = P(R)P(A|R) + P(R)P(A|R) =

(3.15)
n n n n n
1 p 2 1 2 2
= — ] == - i - e
n " (1-p,= n P1 n P2t

¥, si el alumno no sabe nada (Ho), seré P,=P,=P, con lo que:
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- n
By = N L2
P (acertar)s -—— P i (3.18)
- n

cantidad que vale % solo cuando n1=n2=n/2 6 p=4. Asi pues un alumno
que no sabe nada acertard la mitad de las preguntas, en largas
series, solo si la mitad de ellas tienen SI por respuesta real 6 si

»

el alumno responde al azar SI & NO por igual.

Como ilustracién del peligro del falso razonamiento anterior,
sea un examen de n=100 preguntas de las que n1=80 tienen SI por res-
puesta real y n2=20 son NO. Si un alumno responde al azar SI en el
90% de los casos (p=0,90), entonces, en promedio, X 1=72 y x

1 217

con lo que en total acierta 74 preguntas (el 74% de ellas), y, posi-

18,

blemente, se accederid a admitir que el alumno sabe algo (de hecho el
test para una proporcién -para H'O— da una texp=4,8 que es fuertemen-
te significativa). Sin embargo el test real (3.12) aplicado a tales
datcsvda una texp=o’ con lo que se acepta Ho = P,=p, y el alumnoc no
sabe nada.

Para evitar tal error, y puesto que no podemos'saber de antemaro
el porcentaje de respuestas SI que piensa dar un alumno que no sepa
nada, podemos preveer que nl=n2=n/2, cca lo que:

Blacertar)e — 12 , 1 (3.17)

2 2

y asi sera pl=p2=p(Ho) si y solo si P{acertar)=z} (H'O). Parecedia pues
que lo adecuado es un test para la proporcién de aciertos (en base
a los datos n= "ndmero de preguntas realizadas'" y x=xll+x22=”nﬁmero
de respuestas adecuadas'). Sin embargo esto tampoco es asi por cuanto,
bz jo Ho’ las variab.es xll Yy x22 siguen, respectivamente, distribucio-
nes binomiales B(n/2;p) vy B(n/2;q) independientes, con lo que x es
la suma de dos hinomiales independientes de tamafios iguales pero pro-

porciones distintas (aunque complementarias), la cual se convertird
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en una binomial orcdinaria del tipo B (n;%) solo cuando p=Y4. Como p
es desconocido y, presumiblemente, varia de un alumno a otro, el test
indicado para una proporcién no es el teoricamente adecuado.
Abandonando el falso criterio de la proporcidén. de aciertos, in-
tentemos utilizar en otro modo, pero con igual fin, la variable nime-

ro de aciertos. El1 caso general de n n2 yp cualesquiera) las varia-

1!
bles X117 ¥ Xy siguen binomiales independientes B (nl,r;p) y B_(nz;q)
si HO es cierta, y x serd la conveolucion de ambas. Parece clarc que
tal variable permitira rechazar Ho éuando tome valores pequefios (pocos
aciertos) & grandes (muchos aciertos). Como ademds tan extrafio es un
valor pecuefio X de x como su homénimo grande n-x_ (con O éxo/- n),
er:tonces, si x, es el valor experimental y es pequefio, el error P de

la tabla serd funcidén de p.

P(p)=P(x£xolp) + P(x?_n.—xo{p) ) (3.18)

¥, puesto que el p comin es desconocido, habra de calcularse

P = Max P (p)

O<p<l (3.19)

segun el espiritu de Barnard (ver cap. I). Sin embargo esto tam-
poco es un buen criterio pues es inmediato comprobar que tales tablas
son las que producen diferencias lﬁl-ﬁzl tan extremas & mas que las
observadas, y algunas mas, lo que indica que para esa misma tabla se
obtiene un error P mayor con el criterio de (3.19) que con el clasico
de comparacidén de dos propc¢rcicnes. De hecho, y para grandes muestras,
la variable x sigue, bajo Ho, una N(nlp + nzq; npq), con lo que el

test actual se basars en la cantidad

N _ 2 "1 2
exp ‘/ﬁﬂ (L + i)' n2 (3.20)
n n

n
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que coincidecon la (3.13) solo cuando n1=n2=n/2.

Finalmente, y puesto que ﬁl—ﬁ2=x /n, + x../n

11/ 52 1, puede concluir-

5
se que el mejor modo de abordar el problema de si un alumno sabe algo
é no, no es a través del nimero total de respuestas acertadas, sino
mediante la suma de las proporciones de respuestas acertadas de cada
tipo. Cuando n1=n2=n/2, es indiferente utilizar una variable u otra,
pero no basta con ninguna de ellas pues la (3.13) requiere tambien
el conocimiento de al (el ndimero total de respuestas SI del alumno).

Los razonamientos anteriores son vdlidos en general‘para examenes
con cualquier nimero (dos o mds) de alternativas, asi como para deter-
Tfninar no solo la independencia sino tambien si un alumno debe &6 no

aprobar etc. Lo que sigue constituye una formalizacidén del prcblema

para determinar el criterio generico adecuado.

3.3. TEST DE ELECCION MULTIPLE EN TABLAS k x k (BIOEQUIVALENCIA EN

TABLAS k x k)
3.3.1. El modelo (Aportacién)

Veamos de extender el modelo expuesto en el apartado 3.2.2. para
una tabla 2 x 2 al caso de una tablak x k.

Consideremos un examen de tipo test en el que cada pregunta tiene
k respuestas a elegir, una sola de las cuales es la verdadera. Si Ri
denota el suceso de que la respuesta real a una pregunta es la nimero
i, ¥y Aj al suceso de que la respuesta del alumno a una pregunta es
la numero j, ccn i,j=1,2,...,k, 2ntonces el examen de un determinado
alumno da lugar a Xij respuestas en que el alumno decide A. cuando
lo real es Ri' Si ademas ni es el nimero de preguntas gque son Ri' y
a. las que son AJ., entonces n, = Ji p aJ.:lZ X,. ¥ n=-§i3 xiJ,:SJ.. a.=

J 1] 1J J
= n, sera el nimero total de preguntas realizadas, La Tabla 3.4 (a)

g
-
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constituye un buen resumen de estos datos y es una generalizacidén de

la Tabla 3.3.

Supongamos ahora que un alumno se sabe el lOOA.% de la asignatura,

Yy que, cuando no sabe una pregunta, responde al azar AJ con ploba-

bilidad TE (7E]Tj=l) independientemente de cual sea la respuesta real

Ri. En tal caso, si C es el suceso de que el alumno conozca la res-

puesta correcta & una pregunta, se tiene:

P(AilRi)

P4, | R,)

=T P(A.|R.AC)=
5 Y (J.I.lr\)o.

P(C) P(Ai|RinC) + P (C) P(AilRinC) =
8+ (1-8)r,

{1 - A)ﬂj
puesto que P(C)=D P(C)=1-Q, P(AilRif\C)=lb:Mb(X;Tﬁjfia)

=Py

(st 1 # j)

(3.20)

P(A . |R.NC)=
j i

En tal expresidn pij es la proporcién de respuestas Aj ante preguntas

cuya respuesta real es Ri.

-

Tal como se ha enfocado el problema es claro quel}habra de veri-

ficar que Ofﬂél. ¢;Tendré sentido plantesr el modelo con un il nega-

tivo?. Si converimos en que un Q.:—O,S indica que el alumno se ha apren-

Respuestas de un alumno a un examen

Tabla 3.4

(a)

Alumno
e
Real Al AZ s wwAE G wREEE Vs mEmEE AK Total
Rl xll Xyp ceeenees i R Y n,
R2 x2l x22 ctees e ansasac s XZK n2
RK & XKZ S I XKK nK
Total a1 a2 aK n




Proporciones teoricas de respuestas de um alumno que

la asignatura.

(b)

conoce el 100 A% de

Alumno
Al A2 cesenseet e en e . AK Total
Real
Rl Py + 8 p2 & S W § R S0 e W ) pK 1
R2 pl p2 + B eieones S s BN GET pK‘ 1
RK pl p2 N T T EE o s pK a 1
pi = (1 -a)x, ,, Eﬁi =1,, A 20

Proporciones teoricas de respuestas de un alumno que conoce al reves el

100x(-N)% de la asignatura

Alumno
Al A2 .................. AK Total
Real
R " - e 1
1 pl p2 Tog srrrrreeeeeees pK )
A A
R2 P1~ %1 - S ARERREREEEER pK— K1 1
A A
- — = s MR REE S R 1
Rk P1” k1 Pa~ k-1 Py
L Py = (1 + 4a) LA gn, = 1 ,, a8 ¢C
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dido la mitad de la asignatura al reves, entonces las (3.20) para un
alumno - que conoce negativamente una fraccidén-Qde la asignatura, seran

ahora: e e e e

PALIR) o Py, = (L +8)w,

1
PLAj IR =pyy = =0 53—

(3.24)
+ (1 +A),nj (svi # j)

51 se supone que las respuestas opuestas a las correctas (que son
las que cree conocer el alumno con preobabilidad -ﬁ) se encuentran re-—

partidas por igual en las (k-1) respuestas falsas. Ambos modelos pueden

especificarse en esta formula dnica

p.,=(1"8) nwn +6_ .4 . A 30

K J ij

(3.292)
) A 2 0
j K -1

I

= (1 +4) ﬂj - (1 -Gi

con 5ij las de Kronecker. Si ademas convenimos en que:

pi = (1 =4 ) " <i . A 20
(3.23)
= (1 +4) ", <t 6 <0
entonces
pij = pj + GijA <i a0
A A < (3.24)
=p, - (1 -6 — : * 0
Py = | i) &3 St

sera el modelo para un alumno que conozca la fraccion de la asignatura.
Notese que los P, Yy pij dependen del valor[&considerado, por lo que, en
ocasiones, expresaremos esta hecho especificando pi(ﬁ) y pij(A ). Los

dos modelos descritos se reseflan mas ampliamente en las Tablas 3.4(b), (c).

El modelo descrito estid basado en algunas hipdtesis que conviene

especificar:
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HI: Las n preguntas del examen son una pequefia fraccién del total
de preguntas que podrian hacerse y estan repartidas por igual
a lo largo de toda la asignatura. Asimismo las respuestas
correctas a cada pregunta estidn repartidas al azar entre las
k respuestas alternativas.
HII: E1 alumno 6 conoce bien el 100 A % de 1la asignatura ( A>,0) 8
conoce al revés el 100(~[\)% de ella ([A<0).
H III: Un alumno con un >0, enfrentado a una pregunta de las que co-
noce, la responde bien.
Un alumno con un ﬂ4 0, enfrentado a una pregunta de las que cree
conocer, responde cualquiera de las respuestas falsas, cada una
de ellas con probabilidad 1/(k-1).
H IV: Cuando una pregunta no es conocida, el alumno responde Aj con
probabilidad "HJ. desconocida pero constante en toda la prueba
(2 M.=1).
J
La condicidén H IV es la mas dificil de verificar por cuanto un
alumno que no conoce la respuesta correcta a una pregunta, usualmente
tendra duda de elegir alguna de entre 2 6 3 alternativas, no de entre
las k. Sea cual sea la situacidn, mas adelante se dard un test de com~
probacién del modelo que permitira salir de dudas. De todos modos, la
precaucidén de tomar valores de K iguales a 2 § 3 (que como veremos son
optimos en otro sentido) hace desaparecer en todo &6 en parte la difi-
cultad anterior, especialmente si el examen esta cuidadosamente confec-
cionado.
La condicién H II dificilmente se verificarad de modo puro, pues

es factible que el alumno conozca una parte, A de la asignatura bien,

1)

y otra parte, AZ' al reves ( A1+ AZ 4 1); sin embargo usualmente el
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valor de ﬂ , sera despreciable frente a A‘l (en los alumnos que tienen
posibilidades de aprobar) y las inferencias que veremos no. se veran
afectadas grandemente por ello. En realidad, la situacién de un ﬂnega—
tivo es. poco frecuente (en comparacién con la de un.ﬁ positiveo) y se
le ha introducido exclusivamente para encontrarle una interpretacidn
a cualquier valor de ﬁ , 1o que sera de utilidad solo en los test de
independencia que se veran.

A pesar del lenguaje utilizado hasta ahora, es evidente que el
modelo descrito no es sclo de aplicacién a las pruebas de eleccién mil-
tiple (examenes de tipo test), sino que tambien podrédn emplearse en
toda situacidén en que un experimentador deba clasificar n objetos (de
los que se conoce su clasificacién real) en k clases y sea razonable
suponer que:

a) E1 experimentador es capaz de reconocer a una fraccién A ge
los objetos, fraccidén que es independiente de la clasificacidn
real del objeto.

b) Ante un objeto que no reconoce, el individuo lo clasifica al
azar con probabilidades]{i constantes en toda la prueba.

Por ejemplo,y volviendo al clédsico problema de Fisher de "la sefio-
rita y las tazas de te", si a ella se le dieran a juzgar tres grupos
de tazas (uno con la leche echada antes que el té, otro con el té antes
que la leche y, finalmente, un tercero con la leche y el té echados
a la vez), sus clasificaciones y las reales darian lugar a una tabla
3 x 3 del tipo de la Tabla 3.4 (a), con A representando- a la fraccidn

de tazas de cualquier tipo que es capaz de reconocer.

3.3.2. Estimacidén de los parametros (Aportacién)
Supuesto que el modelo incluye k parametros desconocidos '(Ay las

k-1 primeras T\Ji) de las que dependen k distribuciones multinomiales
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independientes’ (lLas filas de la tabla 3.4 (a)), la estimacién de los
mismos podria intentarse’ por maxima verosimilitud. Sin embargo ello
da lugar a ecuaciones de las que no se puede despejar explicitamente
los parametros a estimar; de ahi que intentemos otra solucidn.

Una estimacidén de las pi -y por tanto de las T( i” pasa por encon-
trar aquellos valores ﬁi que den lugar a unas frecuencias esperadas

de columnas iguales a las observadas; con ello, como:

E(a.|0) = o =Snlp+d, A=y, .
(aJ]A) Einlle Ej'nl[lpf;ljﬁl pJn+nJA si A0

(3.25)
=2 n, ﬁp.—-(l—j. .)—-A—- = p.n- -—&- (n=,) sif¢co
1 il5] ij Kl } Jj k-1 J
haciendo E(ajl A)zaj y despejando p; se obtiene:
a.-n, A\
S S Sl si A o
i n
A (3.26)
a +-E:I—(n-n )
= si D¢ o
n -
v e a. .+ gi.n—n A
P; = d siAy» o0
nﬁ (3.27)
aJ +—'E:I~( 3 g n-n )
= 3 d si A <0

cantidades todas ellas que, por depender de A , seran aludidas en oca-
sione B, p.. .
s como pl(ﬁ) y le( Ay
Para estimar f_\ y aceptemos €l principic de que la suma de las pr'o—‘
porciones de aciertos observadas y esperadas coincidan. Asi, como
Ip.. =ZIp. + K& = 1-4+ Ka
(3.28)

a4 < 0

entonces igualandolas a la suma de las proporciones xii/ni observadas:

- I X, . /n, -1
A - i1’ i
K -1 b~ 0
X, . (3 29)
ii )
.-_Z _.1 ACO
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Notese que para estimar ﬁ puntualmente basta conocer la suma de

N
las proporciones de aciertos. En el ejemplo de la Tabla 3.5 es = 13/40

3.3.3. Comprobacién del modelo (Aportacién)
Antes de abordar cualquier otro problema, convendria poner a prue-
ba, en cada caso particular, ia validez del modelo propuesto en las
Tablas 3.4 (b),(c).Con tal fin habrén de calcularse las cantidades espe-
radas bajo cada modelo:

a. + (8 n-n)8
J 1] J

A) = . n,
Eij() i a2 0

con lo que el test de bondad de ajuste clasico resolvera el problema.

Asi, el test consistira en comparar la cantidad

. 2
.2 {xij-zij(a)}
= L I — (3.31;
exp B E.. (&)
i

con una 'X.Z teorica con k(k-2) grados de libertad (g.l.), puesto que
hasy k2 casillas, k relaciones entre las pij (? pij=l'g.“,) y k parame-
tros estimados ( A y las k-1 primeras pi), con lo que kz-k—k = k(k=-2).
En la (3.31) las Eij(A) aluden a las Eij( A) de 1a (3.30) cambiando
D por el & de 1la (3.29). Sin embargo como Eij(ﬁ/ﬁ>0)=Eij(5/A40), la
expresién (3.31) no varia, sea cual sea el modelo utilizado, y la for-

mula es Gnica. Asi, si la entendemos escrita para A> 0, la (3.31) puede

ponerse en esta otra forma alternativa mas simple:

(% x%:/n ) 3 2
I Xg./ny (aj+ (n-nJ.)A)-(nAAx.,/n.)
exp - nf — o

(aj — nJ.A ) (aJ. + (n - nj)z )
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\

con { dada para \» O. El test es valido puesto que los estimadores pro-
puestos son insesgados, asintoticamente normales y asintotiﬁamente efi-
cientes

Asi, para los datos de la tabla 3.5, se tiene que 'Xzexp=3,39,
cantidad que constituye una medida del desajuste del modelo y que es
significativa, con 3 g.l., solo para F > 20%. No hay evidencias de fa-
1llo del modelo.

Observese que con k=2 no es posible comprobar el modelo pues no
hay g.l. suficientes. En realidad lo que ocurre es que en tal circuns-
tancia el modelo es siempre valido por haber una relacién biunivoca
entre los dos parametros del modelo (J{y A) y los dos parametros (pll
y p21) sin especificar modelo. Puede comprobarse que, en tal caso,
ocurre que xij = Eij(ﬁ), con lo que szexpzo siempre.

La comprobacién del modelo en los alumnos con un valor grande de
i A | se convierte en tentativa dado que, en tal caso, las cantidades

esperadas de la diagonal principal (si A'CO) 6 del resto de las casi-

llas (si A >0) seran demasiado bajas .

Tabla 3.5

Resultados de un alumnc en un examen de 120 preguntas con k=3 respues-

tas alternativas

Alumno Al A2 A3 Total
Real
R - - - -
1 X311 522 X5, =10 X4 =38 Ay = 40
R - - - _
2 Xp1 T 10 Xy, = 26 X553 =4 ny = 40
R - - - ——
3 X3y T 14 X35 = 8 X3, =18 Ry = 40
Total = = = =
al 46 a2 44 a3 30 n 120
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3.3.4. Estimacién por intervalo del grado de conocimientos del alumno

(Aportacién)

El estimador puntual del grado de conocimientos A del alumno viene
dado por las (3.29) eligiendose una u otra segun que ixii/ni sea
mayor 6 menor que. la unidad. Ahora bien, cualquiera que sea el caso,
X4 sigue una binomial B(ni;pii) que, para grandes muestras, se aproxi-

2 . .
= 3 = L (l=-p..)); 11 se tri-
ma a una normal N(/ui 0P Ty nipll(l pll)) con ello A distri
2

buird aproximadamente como una normal N(A ;g (A)), con:

5 1 Py (1-pyy) 1 (py +4) (1-p;-2)
s (8) = 2"t = L 830
(K— ) i n, (K-l)z i
1 n,
o 1
Pyj (1-psy) py (1-p)) o (3.33)
- 2 - 24
i
0y n, 4 <0

con p. las propias de cada caso y dadas por la (3.23‘)" Por otro lado,
como Q'Z( A) depende de las fﬁi que suelen ser desconocidas, y ademas
varian con el alumno, una estimacién 62( D) apropiada puede obtenerse

sustituyendo las ’f)i la (3.33) por las iSi de la (3.26); con ello:

§2(a ) = —-—l* - L (a, + (n-n.)a n-a.,-{n-n_) &} /
2 (212 i3y {8} (n=ey=lneny) &) /ng o=
= L {n(l-24) I a /n, -t a2/n + n°6 (1-8) .1
2 (k02 | 1’74 i’hyor o B by
+ 80N (2 + 28 K=K - &) a3 0 (3.34)

=50 La . o 2
Con ello, un intervalo al 100(1-).)% de confianza para ll sera
A€ 3 s t a /2 g (a )
(3.35)

si se le desea de dos coclas. Lo propio para una cola. Cuando k=2 con-



137

vendria incluir la correccién por continuidad cldsica. Como g ( A) de-
pende de A , un modo de observarlo seria sustituir en ella ”A’en lugar
de ﬁ , con lo que:

hed % ta,, T (d) (3.36)
otra solucidén, mas exacta pero tambien mas laboriosa, consitiria en
igualar A a los extremos del intervalo (3.35) y despejar [ de las
igualdades asi obtenidas.

Asi, para los datos de la Tabla 3.5, el primer intervalo, al 95%
de confianza, daria Ae(0,192; 0,458), en tanto que 'el segundo indicaria
que Ae(0,192; 0,453), lo que es préacticamente igual. Como en este caso
a =13/40% 0, los intervalos se han constuido pensando queA> 0; si aca-
so el extremo inferior hubiese dado negativo, el mismo se puede volver
a determinar, como intervalo de una cola, en el supuesto de queA(O.

Es inmediato que multiplicando por (k-l) los intervalos descritos para

A>0 se obtienen los defl ¢(.

3.3.5. Test para asignar una calificacién. (Aportacién)

Supongamos que un profesor desea decidir que alumnos conocen al
menos la fraccién Ao de la asignatura para asi asignarles una califica-
cidn (por ejemplo A O=O,5 indicaria el aprobado). Con tal fin habra

de realizar un test de hipotesis para

0 (3.27)
pues se decide a aprobar (por ejemplo) a un alumno solo cuando hay ga-

rantias de que A)O,S. Un profesor mas generoso plantearia el test

H, zaso TR /
(3.38)
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pues quiere suspender a un alumno solo cuando hay. evidencias ciertas
de que debe suspender. Pero este no suele ser el caso (de ser asi, las
soluciones que siguen son facilmente acomodables).

Para efectuar el test, como A sigue aproximadamente una NC A

&g(.ﬁ)), entonces la cantidad experimental:

~ . A
Caxp = (8 =%)/ Tl ) (3.39)

con G(Ao) obtenida de la (3.34), habria de compararse, del modo usual
con una ta de la N(0;1) para obtener un test al error« (con ty el valor
de la normal tipica que deja a su derecha un area des; de igual modo
en adelante). En particular, cuando todos los tamafios muestrales sean

iguales (nl=n2...=nk=5). la (3.29) se simplifica en esta otra:

£x;; -0 {1 +a (K - 1)}

texP.z K - t _ 5 5
- —55- + Kn sK + (K-1) (K-2)a - (K-1)" a $
n o o

Ay~ 0 (3.40)

Alternativamente, el mismoc argumento lleva a esta otra cantidad experi-

mental:

tt = (8 - Ao)/a( 3

exp
(3.41)

pues ambas, bajo Ho, son asintoticamente N(0O;1). En este caso, la ver-
5idén simplificada para cuando las n, son iguales a n, es la (3.40) cam-
biando Ao por K en su denominador.

Aun puede encontrarse una version'x2 del test. Al tratarse de un
test de hipotesis compuesta (pues las‘T{i son desconocidas), entonces
(ver Rao (1973), pag 395) la cantidad apropiada es:

(B @) - B/ (&) =

Eij (Ao)

(3.42)
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6, sustituyendo la (3.30) y operando:

X = (8-a)%F Ao (343)

6 cuando las n, son todas iguales a n

e - .
X = (A‘Ao) ry (K-1) ¢ -
(a; + (K-1) 7a }(a,-ra }

(3.44)

cantidades que, extrayendo la raiz cuadrada, pueden ponerse en formato

t como t:u Xz , cantidad a comparar tambien con una tbl de la
exp \l exp
2 2
N{O: ; / oA :
{0;1) pues la %exp deberia compararse con una ’X 2y si A>Ao/ con tal
valor el que deja a su derecha un area de 2% en una ’X,Z con 1 g.l.
Obviamente, para contrastar las (3.38) las texp anteriores habran

de compararse con una ~ty de la N{0;1).
Las expresiones (3.39), (3.41) y (3.42) son validas para cual-
quier valor de A (positivo & negativo), pero puesto que la situacidn

Ao > 0 sera la mas frecuente (practicamente la unica de interes), se

han dado formulas particulares para tal caso, y en adelante, salvo in-
dicacién expresa de lo contrario nos referiremos a ella. De todos
modos las formulas simplificadas anteriores tambien valen para el mo-
delo N 40 con solo cambia: Ao por ho/(k-l)- |

Asi, de nuevo para el ejemplo de la Tabla 3.5, si se quiere con-

trastar el aprobado (ﬂ = %), se obtiene que t ==-2,73, t' == 2.59
o exp exp

y t' 'exp=—2,89. Todas ellas, muy parecidas, llevan a que el alumno debe

suspender segun (3.37)- pues } =13/40 { %- y segun (3.38)- pues dichas

texp son significativas para un error P 4 1%.

Cuando k=2 ocurre que } = (xll/nl) + ('x22/n2)—1 = (xll/nl) - (x../

21
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n2) ¥y la suma de las proporciones de aciertos es lo mismo que la dife-

‘rencia de las proporciones de respuestas A, a preguntzs que son Rl é

1
R,. Con ello la‘(3.39) pasa a ser:
Y11 *ar 1, 1
(=— - - 40) =% (=— —)
n, n, n n,
c exp
(al + n 4, J(a, - n,85) | (a, + n 4, Y(a; = nja,)
+
nl n2
y la (3.40)
- - nd -
xll x21 n &, 1
c exp = _2 )
a, %2 -7 4 (3.46)
2n
i i t o) A =; Y = ,” N
Es inmediato comprobar que pij(b) pij xij/ni’ de modo que la (3.41)
es ahora:
By, =Dy -ag) = % (—— + =)
. 11 21 ~ %o *n ns
c exp =
B,. P P, P , ,
11 "12 21 P22 (3.4
+
" %

¥y con 3ij los estimadores frecuentistas (individuales) de las pij’ ¥,

cuando todos los n, son iguales a n:

' Xyp = ¥y -ib -1
ctexp - (3.48)
3.4
/ *11 ®32 ¥ ez *21
n
Final + An=x. ., ¢ p. . (p=x.. .
inalmente, como ahora Eij(n) le por ser le(D) le/nl y como
todas las ]E..(&)— E..(A )| son ahora iguales, la (342 ) se convierte
ij ij**o
en:

> 5
oy e (1 E 1 (A g)0,5) (

nE£, 8y a4, ”z‘afEn(Ao)

(3.49)
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y la (3.43):

ﬂéﬁ——'+ -—-) nn, %
%ﬂ A R } 2 (afnaAo)(af“le) a2+n1A )(ay, A o

(3.580)

Observese que en el caso de k=2 el modelo incluye solo dos pro-
porciones desconocidas, pll=prkﬁ.y P, =Py, con lo que el test (3.37)
se convierte en un contraste acerca de si la diferencia de dos propor-
ciones (pll-le) es b’o 6 mas. Tal test fué ya tratado en la seccidn
3.1 y en el apartado 3.2.1. y se corresponde con el de Dunnett and Gent
descrito en la primera. Asi la expresién (3.3) es la misma (3.49) de
ahora, en tanto que las dos versiones de la (3.4) son las (3.45 y
(3.47) de ahora (las correcciones por continuidad difieren en el signo
pues las expresicnes de entonces estaban pensadas para la alternativa
le £<A ¥ las de ahora para la alternativa Hl? A) Ao) . En este sentido
podemos afirmar que el test actual para tablas k x k es una generaliza-
cidén del test de bioequivalencia de Dunnett and Gent.

En todos los casos las correcciones por continuidad habranrde cam-
biar;e de signo cuandeo la hipdtesis a contrastar sean las (3.33).

De nuevo se ve que el estadistico adecuado para calificar a un
alumno no es el ndmero de preguntas acertadas, sino la suma (Exii/n )
de las proporciones de aciertos de cada tipo, suma en la que estén ba-
sados los test y el estimador puntual 2; del parametro de interes. Los
dos criterios son equivalentes, a efectos de estimacién puntual, cuando
las ni son todas iguales, pero no a efectos de test 6 intervalo pues
el mismo requiere tambien el <conocimiento de la.sai (ndmeros totales
de respuestas de cada tipo que da el alumno). En ultimo extremo, y dada
la distinta varianza de & para cada alumno, las calificaciones de sus-
penso, aprobado, etc. deberan darse en funcidn de los distintos valores

N
de t , no de A.
exp
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3.3.6. Test de independencia: (Aportacidn)
El caso de la independencia es algo especial y merece comentario
aparte. Ahora contrastar la independencia parece mas aconsejable hacer-

lo mediante un test de dos colas

Ho‘z_A:O (independientes) ,, Hl;. A £0 (dependientea.su

P

para asi determinar si el alumno sabe algo é nada, aunque nc hay incon-
veniente en hacerlo de una cola.

Es inmediato comprobar que tanto la (3.39) como la (3.41) toman
igual valor en el caso de A}_O como en el de A/_O de ahi que los cor-

respondientes testspara la (3.46) puedan ser escritos de modo unico asi:
. e T3

ct
i

n (K-1)

exp

(3.52)

J Kot | 8 |
n (K-1 {(3.53)
SXP z (ai + (n-ni)ﬂ) . n-a, -(n-n )3}  /n,

Para el caso 12 ya se indico antes que la Eij(m son idénticas
en los casos A>0 y A<4O; como ademas igual ocurre con Eij( Ao=0)=niaj/

/n, entonces la nueva cantidad experimental sera t'! =\‘f , con:
exp exp

1

n, (n-n.)
2 3% : (3.54)

a,
1

N
En todos los casos se sobr‘eentiendeA obtenida para cuando A> 0.

Asi volviendo de nuevo al ejemplo de la Tabla 3.5, los test para



ta (3.51) dan lugar a las siguientes cantidades experimentales:
Cap=5108 T gy =81 ¥ &' = \IEE':?B = 5,13, todas ellas significati-
vas y similares. El alumno sabe algo, la cantidad teorica es ahora una
td/z.de la N{(O;1).

Observese como en todos los test, un valor ﬁ)o (obtenido bajo
A>0) es siempre mas significativo que un A(;O (obtenido bajo ALO)
igual que el anterior en valor absocluto.

En el caso particular de k=2 las cantidades (3..45) (3.47) y (3.43,
al hacer en ellas ﬂ5=0, dan lugar a los test clasicos de comparaciédn
de dos proporciones independientes {ver cap. II).

Es obvio que, sea AO=O ¢} AO%O, los trestest tpropuestos no son equiva-
lentes, coincidiendo solamente los test t y t'' en el caso particular
de k=2 y Ao=o.

Por otro lado, el test para las (3?51) es un test de independencia
de las dos clasificaciones, test que seria un competidor del test %2
clasico de homogeneidad de varias proporciones. De verificarse las con-
diciones del modelo, es claro que el test actual sera preferible al
test clasico de homogeneidad por cuanto aquel considera el hecho de
que la no homogeneidad solo puede ocurrir de un modo (que las propor-
ciones de la diagonal principal superen en una misma cantidad a todas
las de su columna), y este la supone en muchos modos (cualgquier situa-
cién en que las proporciones por columnas no sean todas iguales). Cuan-
do k=2 ambos métodos coinciden pues ahora solo hay dos proporciones
por columna y solo un modo de que estas no sean iguales: que una de
ellas supere a la otra en QA .

3.3.7 Discusién y comentarios (Aportacion)

En un examen de tipo test el alumno debe elegir una entre k res-
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puestas alternativas, solo una de las cuales es verdadera. El criterio
usual para calificar tales examenes se basa en la variable x= "numero
de respuestas acertadas" (ini en la notacién de la Tabla 3.4 (a)},
variable que solo es adecuada cuando hay igual nimero de preguntas para
cada respuesta real, pero que ni aun asi debiera ser suficiente pues
los }otales ai de respuestas de cada tipo que da el alumno tambien in-
tervienen en el test. En general las variables a tener en cuenta son
la "suma de las proporciones de aciertos de cada tipo'" junto con las
citadas a; .

En el texto se dan tres test alternativos para determinar si una
calificacidén debe darse 6 no a un alumno. Si, por alguna razén, el nd-
mero de apfobados esta fijado de antemano, la variable 'suma de las
proporciones de aciertos", &, equivalentemente, el estadistico } dade
por la (3‘29): no debe servir como criterio de ordenacién, pues, segun
sean las'Tfi de cada alumno, mas 6 menos variable es Z ; si Ao (usual-
nmnte‘AcFO,S) sefiala el aprobado, la variable que serviria para orde-
nar a los alumnos de mejor a peor seria el valor de la texp del test
utilizado.

Cuando los tamafios ni son todos iguales, las variables '"suma del
numero de aciertos" y "suma de las proporciones de aciertos" se con-
vierten en equivalentes. De hecho la forma de los test se simplifican
bastante, como muestran las (3.40) y (3.44). Si en la (3.42) ponemos
AO=O,5 (lo usual para el aprobado), la texp comienza a ser positiva
cuando x =3 xii>-ﬁ(k+l)/2, y tal limite es el que se utiliza usualmente

.para aprobar a un alumno (si el alumno conoce la mitad de la asignatu-
ra, contestara bien, en promedio, a la mitad de las preguntas-—E k/2 =

por sus conocimientos, y a la fraccidn k del resto- n k/2k~ por azar,
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lo que suma n(k+1)/2) sin tener en cuenta el denominador de la texp'
Tal decisidén esta basada en la suposicién de que todas las ﬁi son igua-
les a 1/k, lo que no tiene por qué suceder en todos los alumnos; si
ello fuera asi, la variénza (3.33) seria T2=(k+l)/4k(k—13;1., por lo
que ordenar a los alumnos en razon a su valor texp=( A %) /g~ es equiva-
lente a ordenarlos en razén a §} 6 x. Supongamos que aceptamos los valo-
res A°=’z, ‘n“izl/k y ni=H. En tal caso la cantidad de test es la ante-

rior que, puesta explicitamente, sera:

x - n(K + 1)/2

t = e 3.55
exp /n(K+l) (K - 1) : ( )

4K

4, si suponemos ademas que k=5 y n=20, sera texp=(x-—60)/ \IEZ.— Ahora
bien, un profesor estricto que, utilizando el test pata las (3.36),
deseara aprobar indebidamente comc maximo a un X =5% de los alumnos,
aprobara a todos aquellos que verifiquen x2 68; un profesor bondadoso
que, utilizando el test para los (3.3_8), deseara suspender indebidamen-
te como maximo a ¢ =1% de los alumnos, aprobara a todos aquellos que
verifiquen x77 49. Lo usual es un criterio similar al primero. En las
condiciones anteriores suele emplearse en la practica el criterio de
aprobar cuando x Z 65, lo que equivale a contrastar las (3.37) y apro-
bar indebidamente a, aproximadamente un maximo de un 15% de los alumnos
que conocen menos de la mitad de la asignatura. Sin embargo todos estos
razonamientos estan construidos pensando que todos los alumnos adoptan
el criterio die Tfi=l/k, criterio que seguramente no sera cierto en ge-
neral. Por derivacién de la (3.55), para ni iguales, es inmediato pro-
bar que dicha varianza es maxima cuando T‘[i=l/k(‘JL); con ello estd claro

que la texp calculada para ese alumno '"ideal" es siempre menor o igual
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que la calculada en cada alumno '"real', alumno que podria resultar
aprébado si se le tiene en cuenta su criterio particular de eleccidn
de las T( i Una vez mas se concluye qgue, aun con tamafios muestrales
iguales, es inadecuada la asignacién de una cota unica para el ''numero
de respuestas acertadas' con el fin de aprobar o no a un alumno. Desde
luego, cuando ademas los tamafios mueétrales son distintos, mas inade-
cuado. es el limite unico. Finalmente, puesto que la derivacién de la
varianza respecto de las ny sefiala que se alcanza el minimo valor de
la misma cuando ny=n,=...=0, (como era de esperar), los examenes mas
discriminatorios son aquellos en que los tamafios muestrales son iguales
(6 al menos aproximadamente iguales, para evitar dar ese dato al alum-
no).

Cuando no se deseen test, sino solo estimar el grado de conoci-
mientos del alumno, se disponen de dos procedimientos simples alterna-

tivos resefiados en el apartado 3.3.2.

Finalmente, la excesiva amplitud de los intervalos para D (puesta
de manifiesto con el ejemplo de la Tabla 3.5) calculados con tamafos
muestrales, n, de los usados normalmente en la practica, pone de mani-
fiesto las pocas garantias que ofrece un examen de tipo test para asig-

nar calificaciones. Mas adelante se insistira en el tema bajo otro pun-

to de vista.

3.3.8. Aproximaciones clasicas al problema

La literatura Psicometrica esta 1llena de alusicnes al problema
de los testsde eleccidén miltiple, pero las mismas se limitan a plantear
modelos y dar estimaciones puntuales del grado de conocimientos del
alumno (A. en nuestra notacion), grado de dificultad de las preguntas,

etc., no planteando problemas de inferencia (intervalos y test) tal
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y como aqui se ha hecho.

El criterio de evaluar un examen en base al nimerc total de pre-
guntas acertadas es el clasico en tal literatura, siendo preconizado
por la mayoria de los modelos de rasgo latente (Lord and Movick (1968)).
En nuestro caso A. seria el rasgo latente.

El mas simple de los modelos psicométricos es el llamado FS-1-C
por Hutchinson (1982) dentro del grupo de los modelos de la teoria de
estados finitos, y se corresponde con el modelo actual si obligamos
al alumno a que responda a todas las preguntas. La diferencia esencial
entre ambos es que en nuestro caso las T(i pued_en ser cualesquiera,
en tantc que en el suyo se supone que.ﬁi=l/k siempre. Creemos que
nuestra hipétesis es mas realista por cuanto cada alumno tendra una
tendencia particular a responder al azar unas letras 6 numeros de al-
ternativas mas que otros; de hecho el alumno no va al examen con unas
tablas de nimeros de azar bajo el brazo. Si acaso un determinado alumno
es capaz de imitar bien al azar (]Ti=1/k), el modelo lo detectara en
sus estimaciones y no habra problema.

Tales diferencias en los criterios de asignacién de las TTi son
las que ocasionan los diferentes estimadores de ambas teorias (estiman-
do ﬁs en base a la suma de las proporciones de aciertos -teoria actual-
d en base a la suma total de aciertos -teoria clasica-). El peligro

de adoptar la teoria clasica ya ha sido resedado repetidamente. Asi, bajo

la teoria clasica,Lord y Novick(1968) dan el estimador usual:

Ae o _ (3.56)

que prueban coincide con el de maxima verosimilitud, dado gque el numero
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total de aciertos es x; el estimador actual, dado por la (3.29), coin-

cide con aquel solo en el caso de n, iguales y A?.O. Para el ejemplo
. ~ N

numerico citado en 3.2.2., seran A‘=(2x74—100)/100xl=0,48 y A= {(72/

80) + (2 /20) _,1}//(2-1)=0’ lo que pone de manifiesto lo inadecuado

del modelo clasico {pues el alumno realmente no sabia nada).

3.4. OPTIMIZACION EN LA EVALUACION DE TEST DE ELECCION MULTIPLE

En la evaluacidén de un test de eleccidn miltiple, bajo el modelo
aqui descrito, es inmediato que surjan preguntas del estilo de ;cual
de los tres test descritos debe aplicarse?, ;de que nimero de preguntas
debe constar ¢l examen para una potencia dada?, -g;cuantas respuestas
alternativas conviene que tenga cada pregunta?, etc. Esta seccidn esta
dedicada a ellas.

A tal efecto, conviene repetir la (3.33) en un modo mas explicito:

A +(1-A)TYC, 1-A-(1-A) T,

(A = % Ziﬂ 1“ l} si Ayo
(k-1) (3.57)
(1+4A) T(i &l—(l+ﬁ)ﬂi} A< 0

n,

i,
Por otro lado, y puesto que los test a plantear se referiran ordinaria-
mente a valores de Ao mayores & iguales que cero, las discusiones que
siguen se refieren solo a tal situacién.

Finalmente, conviene recordar que se van a manejar los tres crite-

rios de test

t e —————— t' e o o (3-53)

con a—z(jl) la (3.34) para el caso AZ_O y
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A2, a;n; (n-ny)

2;+(n-n;)A}{a,-n, 8] (3.59)

3.4.1. Potencias de los testsy comparacién de los mismos (Aportacién)
El objetivo de este apartado es calcular las potencias de los tres
test propuestos para asi seleccionar el optimo. Con tal fin convengamos
. . ~ 2 x 2ra 2
-como es usual- que las cantidades estimadas & (Ao), g v
( A‘o) que aparecen en los tres tests toman por valor medio, para una
alternativa ﬂl, lo que resulte de sustituir en ella cada a; vy cada A

por sus valores medios. Como en base al. modelo:

ECBI A=A, si d,x0

AN (3.69)
s 8l A <o
k-1
E(a, | Al)=n(l—Al)T(i+niAl sif, 20
) 1 ' (3.61)
=n(l+ Al)“ 4= *;:I—(n-ni> s1 Al< 0

entonces:
Al
:—;scr( A Al} = (A A=

s Sni( A -0 )+n A _sn(1-A N i}gnu- Ag)-ny (8, -A)-n(1-4,) T i}-,-

i nz(k—l)zn.
x si A'zo
(2.62)

P { n( 1+4,) (k—l)Iri+( (k—l)Ao-Al) (n-ni)} Q n(k-1)-n(k-1) (1ed T (k1 B -A) (n-n.L)‘j
t n20+4)4n.
1

siAl< 0
~ L
E\ERIA Y 2B 18 ) = B ) si A20

= Q’Z(Al)/(k—l)z si Al( 0 (3.63)
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{8, =818y -
) ni(mi)ini&lm(l’al)ni] s Ao
(n; (4)- B )m & wml1-0 DT {n, - 8 Jma-4 T )

(3.64)

(k—l)ni(n-ni)in(k-l)(1+Al>rri -Al<n-ni>}

=z
(k1) (L+A M +(nmn, ) ( (k=1 -4, )} {nlk-L) (ml)}ri-al(mi)-(k-lmoni}
siA L0
1

Si el test va a ser de una cola a la derecha(Hl'-E A > AO ), la poteE

cia del test t para la alternativa Alzo sera:

,A -Ao AA"AO
B Al) =P {texp= ——6-—?—&—;- >ty | 4= Al?ﬂ - P&;?;;‘}"&;‘)")‘:d_ | A= Al}_
0

> +t:‘
T(Q)) v(Al) o Al)

P&’A'AL A‘O’A:L ‘T(AOIAl) }

A,-Q (A l4))
=q>s 1 -0 300 1} (3.65)

8
U“Yl) °‘ O'(Al)

con @(z) la funcién de distribucidén de la normal tipica y ta tal que
(D(to(' )=l-/ . De igual modo con los otros dos test.

Cuando la hipotesis alternativa es HlE ALAO, la potencia para al-

ternativas Al > 0 es la de antes cambiando Al-n‘o por Ao—Al' Con ello,

i P 5 e - - <
si P, es la potencia para Hz A>[Lo yP_. lo es para Hl-A Ao' entonces

1

para alternativas AI?_O, sera:

AL -Q (A 1A
P'(A)=¢&(_l)ll 0 td\V o' B1 "&

ro TOA) T(A)

(3.86)

surgiendo las potencias P i(Al), Pr'l(Al) y P"i(.Al), de los test t, t!

y t'', sustituyendo %(Ao/ﬁl) por Q‘(Ao/bl), (/A )=<1'(A1) y@'l(

1
AO/ A ) respectivamente.
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kCuando k14 0 (lo que soloc puede ocurrir en la alternativa Hl-._'_'

&zﬂo) las potencias P  se ven alteradas asi:

1
-A (k1) JA_IA)
STV s L £ (5.8
g Al) U’(Al)

Finalmente, para un test de dos colas al error 2il, las potencias seran

P=P‘1+PZ en cada caso, en donde ?2(1\1), cuando Al< 0, viene dada por

la (3.67) calculando el primer signo - por +.
; . 2 2pa
En particular, cuando Al=ﬂ° > 0 se tiene que ¢ (AOIAO)-Q' (AIAO)"
02(A0)= ¢2( Al) por lo que?i(Ao)=Pi(Ao)=My los tamafios de los test

ty t' son el ) nominal. No ocurre asi con el test t'', por lo que con-

vendria calcular su error real para ver su discrepancia con el nominal;

ahora:
t
'
PJ‘._'(AO) =¢E- % (3.68)
B Ao! ﬂo) o( AO)
n(nn)\n A (-3 ).
©2(AOIAO)= l2 2 i 1& i~ o0 0 1} (3. 69)
n

ﬁ“o*(l‘ﬁo)“’i’] (1- AT

El caso particular AO=O (HO=-_- A:O 8 caso de independencia) simpli-

fica algo las formulas. Ahora:

2 n A +n(1-A . Hnn A - n(2-A .
S (OIAl) - g i'l Al ZL‘H 21 1 1 l} i Al?_o |
n.n (k-1) (3. 70)
&n(l+Al) (k-1 )Tfi—ﬁl(n—ni)} {n(k-1)=n(k-1) (1+Alm’i+41(n-ni)}
=2 — st A <o
n.n (k-1)
i
5 ni(n—ni)
B (OIAl) =2 v (si A,20)
n, A.+n(1-A) .
i71 i (3.71)

n.(n-n_)(k-1)
= : - (si A1<O)
n(k-1)(1+A l)Tf.l - Al(n—-ni)

Y para calcular el tamafio del test:
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n*.(l-rr;) (3. 72)
(0= (0l0)—y T———
(k—1) n,
1
2 m, boesyy ) (3. 73)
@ 0lo) =2
nii.
o i

A efectos comparativos, ¥ puesto .que los numeradores de las tres
cantidades texp sonel mismo, alcanzard mayor potencia aquel test que
tenga un menor valor medio del denominador, es decir aquel test -t,
t' 6 t''- que alcance un me;'lor valor de \{-’(Aol Al).

Con el fin de seleccionar el test mas potente, se han calculado
las potencias y tamafios de los tres test, para valores k=2, 3 y 5, =

1

- - - A -1 <
5% y 1%, n=90 y 150, Y, =2ik Le)™h, k7t oy 20Dk (ke1) T, y n; =

ak L y Zink'—l(k+1)-l, que son representativos de un amplioc espectro,

y para alternativas AlLAo (cola izquierda), A:L)AO (cola derecha) y
Al # Ao (dos colas). Las Tablas 3.6 a la 3.11 son una seleccidén repre-
sentativa de las 18 tablas citadas, pues el comportamiento de los test
es similar en el resto. La potencia que figura para el test de dos co-
las es la potencia media en -Al y +A1, pues los resultados comparati-
vos ae potencia varian ségun cua-f sea la alternativa consider‘ada.

El andlisis de las Tablas 3.6 a la 3.1l permite concluir que los
tamafios de los test t y t' son siempre el error nominal §, (como ya sa-
biamos) y que el test t'' es tambien de tamafio® solo cuando k=2 yAO=O,
siendo moderadamente distinto de {) cuando k=2 yAO\,. 0, y pudiendo lle-
gar a ser extremadamente distinto de  en los deméds casos. En todo caso
el tamafio de t'' es  si J.as\l—(i y las n, son iguales. En consecuencia
el test t'' debe descartarse siempre, salvo cuando k=2 yAO=O, por ser
un test sesgado. Finalmente, la comparacidén de las potencias de t y

t' (y t''" en el caso citado) permiten concluir que el test mas potente

€s, en cada caso el indicado en la Tabla 3.12. Ella impiica que, en el
caso de la bioequivalencia en tablas 2x2, debe preferirse el test t para

colas a la izquierda(que son las usuales).
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L0460 L0550 .05 .05 059K
L4007 L4000 L340 361 4004
.440 .A33 L3720 L3994 L AT3x
LA4L0 LA00 « 367 . 3463 459 %
.246  .940 L9033 L9222 953k
911 .904 .872  .8B0 .504%
L9862 .940 L9133 L9246 L9TSX
l/ K (3)71’ = 2{Kal3iN/u /v
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POTENCIAS DE LOS DIFERENTES TESTS: t(primer resultado),t'(segundo resul-
tado) y t''(tercer resultado). ®&= 0,05 k = 5 COLA IZQUIERDA.

= n =90 ' n =150 X
K5 KRR R RO COOICOONEE ORI KR K RO R KK SOHK S ok S
n.® 1831831851851 4512518324520 3053033053033 10520;30540;350 %

uxxxx§.mm‘.x**¥X%xxx¥t ARRRRCCR AR kR K x*#ix*xttt*%t* RRCKACIORCR KOOk
L Ay * (LD 25 1) (2) (3) (1) (29 (1) (2) (%) %
O ARR K RRREK KKKKX RICKEEK KRR Rk RoRKECR ARk RRRKER ACRRCRK ok Rokokok
W 0% L0050 L0550 L0306 L0350 .050 ~0350 .050 L0500 L0806 L0050
L0k 050  .050 050 .080 .050 030 .080 <03 050 .050%
S0k 074 L050 2050 .074 L1453 074  .050 2050 .074  L14ux
A T S IS B 103 098 L0946 -144 141 PR A eh N 4
TLdoX% 1270 L0125 L1250 L1110 L1109 161 L1357 L5713 6 0 L1l
LR U144 L1 104 140 .228 ~182 141 L33 L1869 L3264
O 2 kL2329 .224 L1946 L1790 L1173 332 J323 2920 L2584 24108
k279 L2714 ~271 0 .223 .204 320 .379 <379 307 .M,Bk
e R L2646 U224 L2040 L2446 L343 w3746 323 300 L334 L 474%
SOELO50 0 L0850 L0500 L0580 ,0;0 OS50 L0350 L0000 L0550 LOSGH

SE L0500 L0550 030 L0850 .050 L0850 L0350 SO050 L0850 L 050%
SR L08T L 050 BT o A T 063 050 L0646 L0779 L1k

SROIR S ¥H0 452 L3710 L3620 .348 542 L5633 SO32 L51s 0 L8521

2% .4J3 475 407 L3B4 L3709 bbs U654 7 R v R £ . ) e

R 534 (452 L4290 L4646 L6855 709 633 LI L6200 .

E 1R L9477 941 -88% 837 .88% L9946 L9995 SORI O LPT7R P70
SLox 954,959 L9310 .893  .87% 997 L997 292 L9811 974k
SLOX O L97S 0 L9410 L2140 L9146 1,000 L9980 L9905 LB L9BT7 LL000k
-5 -5 % L0850 .050 050 L0500 L0350 L0350 L0050 L0530 .09 OS50
-3 % U050 L0590 050 .05 050 L0050 L0550 ~050  .080 . 0S50%

IR L0468 L0050 L0733 L0833 L1374 ~068 050 ~073 .08 134
0 SRR L4487 443 372 .37 392 ~HA1 636 ~O21L 0 LEBR7 0 L54Tx%
-4 SAT4A L4550 W3ET 364 L T69 A9 L4624 SHLE S LEIR LS9k

SAF U576 L4863 445 L4892 L7356 738 L4636 ~990 LA&37 0 .859x%
o kP28 924 LB41 .84 B854 L9910 L9990 L9262 L9461 L08R
MISEE e 21 345 .833 .9834 L9900 .989 P64 L9358 L9290k

LI S 02 24 L8830 907 1.000 LI L990 L9750 981 1.000k

.7 7Ok L030 0 L0550 L0050 L0806 .050 -0 050 L0500 L0530 L0E0k
A% L0800 L0850 L0350 L050  .050 L0350 L0550 L0500 L0500 . 050%
7R L0730 L0550 w077 L0866 L14S 073 .050 ~O77 086 LL45%
’ “K 231 .548 <443 L4559 .482 w727 724 600 L5118 L H43k
nR S LA9S L4937 392 L399 L4112 LO78 674 E50 L559 MRV AWES
-732 0 .548 «52 ~582 1.000 B63 724 WH76 L7300 L.000%
P Sk L9540 L9552 LB81 .892 .909 995 L9935 ~F74 L9788 LRG3k
oK LRR9 0 L927 L8388 .842  .853 291 L9791 P60 L9062 P67k
SO L0000 .95 L0000 L9486 L9117 L0000 L9290 SOB4 99 L OBGR

(1) mn., = 21 / K(K+1) (2)ni =1/ K (3)ni= 2(K+1-1)/K(K+1)
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TABLA 3.10

POTENCIAS DE LOS DIFERENTES TESTS:

tado) y t''(tercer resultado). § = 0,05

i n=9¢
SRR OCR R RO oIk ok ORI oR sk
18;18;18;18;18 6;12;18;324:30

A=
1

PR RGO IO IOR RO seoioroioiior ek ok ok

% X011 (2 1) (2) (3)
ATR R RAGRROR Rkckkok ARRAER okl Faoeko
L0 K 050 050 L0300 .050  .050
L0002 L0500 .050 2050 0S50  .L050
LUk 074 L0050 L0050 074 145
L1 L8048 U589 983 .498 .459
- X U530 .518 469 420 .4a04
LAOE LEST .589 =983 .S58 L4630
<2 R LP87 U943 745 P13 895
Dok 740 L9305 L8800 .895% ,Q48
TR LT3 9463 SR45 0 L93 244
LEORU050 0 .050 2050 .05 0 050
- LO56 0 L0850 O30 L0350 050
AR L0830 L0550 085 L0790 125
AR A58 454 2380 L3869 LT64
4 3k L4%4 L4850 ~ 347 L3h4 V349
AR LABT ,454 A4 45T 514
CDOR L2246 924 343 .338  .840
L5k P2 L9227 L8308 .842 .853
% L8932 924 L8755 .882 L9206
SR L0590 L0550 L0350 .09 L0950
I 050G .05 « 05 030 050
DX L0868 L0550 L0773 L0833  .134
. K . AED «460 « 366 L3TAH7 371
LS OR O LA95 493 L3392 L399 412
A 497 L4460 CAAD VB4 529
. B 953 .952 368 .873 .882
7 % W72 972 208 918,930
> 297 L9952 P08  .918 .934
.7k 050 ~.050 L0550 =080 LOS0
7ok 050 .050 LO3G 0 050 L0050
?o¥ 07 050 .07 <0846 145
<M TN} CA22 L4334 446
L S .565 TR 349 570
Lok . -061 529 ~548 607
.5k LIRY .799 L9811 234 .788
LPOX 1LL000 1,000 L9299 .999 1.000
YR U999 .999 L9920 L9294 L9946

(2Yn = 1/ «
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t{primer resultado),t'(segundo resul-

k = 5 COLA DERECHA.

n=150 b4
dORR IOk Gkt ORIk Sodaicink ek okeiolor ok

303;30;30;30;30 105;20;30;40;50 %
SACRICICCIORRIREOR Slosiciseicioloink sk aokokok i %
1) (2) (1) (2) C3) %
ARk ckdokbck RACRECR Rekddor sukclokgok
L0580  .050 L0530 L0850 L0S50%
050 .050 2050 L0050 L050%
074 L0050 L0800 074 L lasxk
778 L7463 747 6L LA620%
L7118 704 L6547 U587 L5585k
LO1S L7643 747 714 7T LR
297 997 2292 L9284 | 979%

" 9293 7T 96T L PE4%R

L9988  .997 L992  L5B8 L9911k
L0550 L0550 LO50 L0050 L 05B0
L0050 L 050 L0500 L0500 LOE0%

043 L050 . 046

A 25K

wH3IT A28 .30 w17 ST Ak
WHD9 L34 old 512 VRS
«HH0 ~AH28 984 &02 GHE 4K
AA 970 «TEHD P61, PHDK
9291 L9291 250 “PED LPET R
P92 L2920 L7 979 . PB2%

w050 .05 . Q5 080 « 50K
L0596 050¢ L0580 O5G LOEOK
0468 L0550 =073 083 134
LHAR 545 o2 LOR5 - STk
«A78 &7 4 350 559 LE7EX
H79 ~hAS 500 OHDD H37 K
297 997 976

L9846 LIRS 99y
L5986 .988 L9937

9983
=797

298
P97

L I T T T I I I R P R S

050 050 05 L0500 .O 0?
050 0 50 LOE0 L0850 L0E0Kk
L0723 L0580 077 L0846 L1499
77E L7758 SE2EH LHTE LHEER
L8349 .348 L2000 L7380 L T740%
S79Y L7705 SAANT O LTPIT LTRYR
L. 000 1.000 L.000 1,000 1.000%
1.060 1.000 L.O000 1.000 1.,000%
000 1.000 1.000 1.000 1.000%

r A e -
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- A TABLA 3.11

POTENCIAS DE LOS DIFERENTES TESTS t(primer resultado) t'{segundo resul-

tado) y t'! (tercer resultado). u = 0,05 k = 5 DOS COLAS.

3k =290 n =150 ¥
t#txvm$¥¥*****ﬂ*#Ai#**$*?*%*$*x** S SR SRR SR S SRRSO RSO Rl kKoK
no= 18;18518;18;18  6;12;18;24:30 30330330330330 10;20;30; ao,do ¥
;"#Xttk1#$m$$£$*%**¥X¥% AR GO OR SO okl K ACKoORIGICR RCIGIGISIICE. seleloleRsRsIcRelorRIokeT kR
A, k(1) (2) (1) <2y (3 (1Y (2) (1Y () (X)) %k
xi MAREK REGKER KRR dORRHGE RHORRE SRR Kok RE BokeloR  RoREE R0k ok
L0500 .050 L0850 .050  .0S0 050 050 050 L0550 . 0S0x%
L0500 L0550 L0500 L0550 . 050 050 L0550 L0500 L050  L0S50%
.085  .0%0 L050  .085 .208 .085  .050 L050  .085 .208%

’:.
EE i

.1 % L280  .272 269 .224  .204 .386 376 366 L3LT L 209%
L% 243,234 L2130 .187  .178 .352  .343 31 27T L 260%
SR LIR6 0 .272 L2270 .279 L38O .431 .376 S347 L3700 LAV
LR % L5410 L5

34 <913 485 449 JHOH L6002 L83 L5444 L SEEK
-2 % B3R 532 LARD L4577 L 446 w631 L6235 LOL0 0 L5780 L858
SEOX U044 534 Lol6 .S29  .994 629 . 602 G870 607 AL

T T T L O A T T R R I B L I I O A I A I )

LA L0800 .05 L0830 050 L0890 .040 050 O 10 050 L050%
SEORL0E0 050 L0300 L0050 L0580 030 L0850 L0850 L0850 L0E0K
SR L0468 L0550 L0733 093 L1770 L0868 L0590 L0773 L0933 L L70%

R 4 L3TA 0 L3310 L2620 L2834 U256 w13 L5066 404 L3VL 0 LAY 3R
LAk U347 341 L2740 L2630 L2463 524 L9516 418 .40) L4071k
LAoE L3RE 0 L 33) L3210 .353 0 .3508 374 L3506 <472 L5040 L&E Lk
SHOoX U834 877 777 756 0757 784  .982 244 933  (933x
-5 O% 0 LR0T L8977 214 789 .784 287 .986 SLPUE .94 94
S SN

17 877 L8270 L840 .927 289 .982 P8y SPEE FEER

RIS OJU 050 L0080 .05 050 S030  .0%0 030 .08 L O50%
X L0B0 0 L0050 L0500 L0%0 0 L0050 05 050 L0500 L0500 L0u0K
oo X L0785 L0050 L0833 .099  .187 075 .050 L0837 099  LLB7%

i wih W 41 L339 297 J260 L2468 LA200 L3514 394 400 a1 D%
Wbk .,u? .330 S2468 0 L2700 277 532 .5928 408 L4111 L 423x%
~H oK, 42% 339 3346 372,583 605 U516 CABG LTS L7l AR

7ok -3GO .8
7R L2080 0P
7K P43 .83

7 764 L7468 784 L7850 .984 7383 939 L944%
34 LB02 0 LB01L .810 ZP87 L9286 LOH0 948 L 9ELk
887 L8832 .858  .944 W90 984 L2862 L9710 L9092

-7 % U050 L0850 L0300 L0850 .0%0 -050  .050 050 .050 . 050

<7 K L0500 L0550 ~050 L0850 L0350 -050  .0350 LON0 L0500 LONOk

.7 % 083 .0%0 L0089  .104 208 -083  .050 L0B%  .104 L 208%

Bk L4246 L4295 LAL2L32T L339 638 L4636 434 L5000 .

L8 %X 458 (457 .343 L3555 370 L6661 L5659 -515 L5310

SRR 5600 L 425 SALS L4590 L7458 2782 636 ERL L3R .
LY 957 L9564 B30 .B92  .909 798 999 SP7E 979 L 9B4AK

W7k L9ER L9346 LBTT L8746 L6883 990 L9890 L9067 L9464 96T

oK L99T7 954 L2240 L9810 L9299 1,000 (995 SIBE .993 L 9B&X

(1) moo= 21/ K(K+1) (2}n, = 1/ K (3)n .= 2(K+1=-1)/K(K+]
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Tabla 3.12
En el interior de la tabla figura el test mas potente, de entre los
ofrecidos en la expresién (3.58), para contrastar Ho = A= Ao en las

condiciones indicadas en los margenes

- = c '
Ho= A, H 2 Ay A oy A #A
k=2 k»2 k=2 k»2 =2 k2
A, =0 -2 i -, - t t
Ao >O t t g N &

3.4.2. Tamafics de muestra

3.4.2.1. En_intervalos_de confianza (Aportacidn)

Si se conociera la g-z( A) dada por la (3.33), un intervalo de con-
; i A
fianza para A se dijo que era, en grandes muestras, Ae A t%/2
v(A). Supongamos que el objetivo es obtener el valor H=nl=...=r1k tal
que IE—A |£—§ con una cierta confianza. En tal caso bastaria con resol-

ver en n la igualdad:

oty TA) -3 (3. 74)
Como la afirmacidén debe valernos para cualquier alumno, es obliga-
torio sustituir g(A) por el maximo valor que pueda tomar. Derivando

2
Q(A) en las TTi es inmediato probar que el maximo se alcanza cuando

Tt.l=l/k, \Ji’ con lo gque

1
nk(k-1)

qz(h) = (1-8) \h(k—l)AK

(3.75)

(en el caso de A>O que es el de mayor interés: similarmente cuando

M4 0) y asi, sustituyendo en la (3.74) y despejando n:
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—2— -p) faeenr ]
(3.76

expresién que, de no haber ninguna informacidén acerca de A, habra de

maximizarse en [\ . Por derivacién es inmediato ver que el maximo se

alcanza en

1 k (377)
A= 2 k-1

y asi, sustituyendo en la (3.76), queda:

2

- 5,k

n oo U (3.73)
4§Z(k-1)2

.

En particular, para o =5%, k=5 y ;:0,1, se tiene que n ~30 y el
nimero total de preguntas del examen habran de ser de n=150 (si no hay

informacidén acerca de ﬂ ).

3.4.2.2. En_test de una cola (Aportacién)
Supongamos se va a asignar una calificacién como, por ejemplo,
el aprobado (ﬁo=0,5 digamos). Un profesor exigente contrastaria Ho:_'

A =A o (suspenso) conta Hl;_:_ A>Ao (aprobade); un profesor bondadoso

contrastaria Ho'_ A =A o (aprobado) contra ngAéAo {suspenso); el
primero busca razones suficientes para aprobar, &, en otro caso, sus-
pende; el segundo busca razones suficientes para suspender &, en otro
caso, aprueba. En realidad ninguna de las dos situaciones es satisfac-
toria por cuanto, si el tamafio de muestra -el numero total de pregun-
tas- no es lo suficientemente grande, habra demasiados alumnos que re-
sulten suspendidos (con el primer test) & aprobados (con el segundo)
indebidamente. El modo de controlar ambos errores pasa por plantearse

el tamafio adecuado de muestra para que, al realizar un test al error
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o de tipo I, se obtenga un error /)Q(dado) de tipo II, es decir, una
potencia l-/},. Con tal fin reescribamos las distintas varianzas prome-
dio anteriores para valores iguales de n, (n1=n2=.. .=nk=n):
5 5 QLB ge(a-p, ] {18 (1) (1, 0]
T Gyl = sid >0
-2 2 1
nk (k-1) (3.79)}

=*( A 14,1 sid <o

AL Lo WL AL LB WG A B S T W R Y

A(k-1) -
24 ) (3.80)
1 IR
= s SHAAADOT M 1A T Y = sif <o
H(k_l)z { 1 1}5 1 l.k (k_l)z ’ 1 :

A, + k1 -Al)ﬁi
|8+ C1-4 OT, “AL-Q) (14, ) T(.l}

2 .
=9 (Aol | All) 511314 0

2 -
@ (8,0 )= alk-1)T

sid 20 (3.81)

A efectos de calculo del tamafio de muestra n adecuado, las ante-
riores varianzas no tienen utilidad inmediata por cuanto ellas dependen
de lats‘ﬂ.l que, no solo son desconocidas, sino que varian de alumno a
alumno. Para solventar el problema planteemos el tamafio adecuado de
muestra para el caso mas desfavorable de seleccidén de lasTfi, es de-
cir para aquella seleccidn de las T\'i que haga maximas las varianzas
anteriores. Perc la derivacidén de tales varianzas respecto de TTh da
lugar a dos terminos identicos -uno para\('(h y otro paraﬁk— pero de
signo contrario; de ahi que, en todos los casos, el maximo se da para

el caso de ‘{(l=ﬂ2=...=ﬁk=l/k, y, sustituyendo tales valores en las

{(3.72) a (381), se tiene que:

- k-1) A
(1D ) | 10y A 5 52

2
g (AAIA) =
& =4 Ak (k1)
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(1-Al)\1+(k-1)ll J

2
TORIA) = — = T4 (si A, >0)
nk (k-1) 1 (3.83)
2

_ (1‘“&1)&‘('1"&1] v{(4,) & A <0

= = L s1

Ak k)P (k1) .
& ag ) = —ok ) (3.84)

(1e8 {01 B ]

luego WZ(A°|A1)=<9'—2 (ﬂolﬁl) siempre y, por tanto, las potencias de
los test t y t'' para los casos de n, y]fi iguales, deben coincidir.
Tambien puede comprobarse que el tamafio del test es ({ en los tres casos.
Todo esto es conforme con lo observado en las Tablas de potencia ante-
riores.
Con todo ello, el tamafio T adecuado de muestra se obtendra, para
los test de una cola al errxy, igualando las (3.66' y (3.87) a (1-
ﬁ)— es decir, igualando a'ﬁ% la expresion tras el simbolo @- y des-~

pejando de ellas n. Asi, tras operar, tendremos:

_ £, RCA et \ni A) (2
n= k(li_lja d g b = siblzo y test tot" (3.85)
Al 'Ao 7
2
h(A,) ( t, +¢
n = - h& [5} Silllllo y test t' (3.886)
k(k-1) 1_40
' 2
o gy - ealnd) - .
n= k(k_l)i si AlLrO y test t o £ (3.57)
A -4g
_oniap ty * % 2
n= % } si Al<0 y test t! (3.88)
k{k-1) Ai 'Ao
en donde:

h(A) = (1 - A) \1 % (k.nM (3.89)
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I
Al = Al/ (k-1) (3.20)

pudiendo observarse que las formulas del caso Alé 0 son las del caso
A, 20 cambiando A, por A, /(k-1).
Por otroc lado, y para el caso Al >0, sera n(t)=n(t'") Z n(t')

<> h(llo) b4 h(Al)<=-‘>(ﬁo-ﬂl) ll(k-Z)—(k-l)(ﬁo+ﬁl)}40 de modo que:

A(t) = A(t' )L At <= o b o e i A vy  (3-)
L&
k-2
o - 0p¢ AlLAO
¥y similarmente
S (-0)A <8 < e2)-te1)d
n{t) = n{t'")¢ n{t' k=Ho0" .
(k-z)—(k-l)AO<A 4 (k-1)Q (sid 200 . (392
1 0
0, puesto que A1< 0y AOZO,
n(t) = n(t'') La(t') e=>k-2) - (k_l)AOd\l (siAlA 0) (3.93)

El analisis de las anteriores expresiones permite concluir que
para el caso de ni y TIi constantes, y para los valores usuales de
k(desde 2 hasta 5)

1) Para asignar las calificaciones ordinarias (Ao=0,5; 0,7; 0,9),

el test t' es el mas potente para la alternativa H1‘5[\>Ao, en

tanto que los t y t'' lo son para ngA LAO.

2) Para decidir la independencia ( AO=O):
a) Si k=2: siempre es preferible el test t!'

b) Si k$2: es preferible el test t' para la alternativa Ho‘eﬁéo
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lo que tambien concuerda con lo observado en lés tablas de potencia.

Asi, si un profesor riguroso va a contrastar el aprobado (Ho
ﬂ:O,S contra Hl?A>O,5) a un errory =5% y desea suspender indebidamen-
te a solo un {5 =1% de los alumnos con conocimientos Al=0,6, entonces
empleara el test t' y el tamafio adecuado de muestra serd, segin la (2.86)
n ~108 si el examen consta, como es lo usual, de k=5 alternativas. Con
ello, el examen habra de constar de n=5n=540 preguntas para contar con

las garantias anteriores.

Si se bajan apreciablemente las condiciones, de modo que =10%
y {L:S%, se obtiene n=59 y n=295; siguen siendo precisas demasiadas

preguntas.

— e e e e wman et .

Cuando se contrastan las calificaciones usuales, las alternativas
de interes seran siempre positivas (Al?_ 0), de modo que las (3.8%)
(3.80) valen de modo aproximado en los test de dos colas si se cambia
% por( /2. Sin embargo al ser Hls A #AU la potencia (l—ﬂ) se solici=~
tara tanto para valores Al a la derecha como a la izquierda de Ao’
siendo usﬁalmente del tipo Al= Ao + E ; cong>0; ello implica gque para
A1=ﬂo+c§ se utilizara el test t' y su tamafio de muestra vendra dado
por la (3.86), en tanto que paraAl=Ao-5 se utilizaran los tests t &
t'' y su tamafio de muestra vendra dado por la (3. 85,, El maximo de am-
bos seria el tamafio n buscado para la versién'mas potente del test de
dos colas: la mezcla de t' y los t y t''. Sin embargo ese no es el ca-
mino usual; lo comun es elegir el test t' & los t & ¢'', En ambos casos

el tamafioc de muestra vendria dado por

H:Max{ﬁ(ﬂo+§-) ;E(AO-§)} (3.94)
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con —n(ﬁo .tS) calculado por la (3.85) para los test t 6 t'' y por la
(3.86) para el test t'. Tambien en ambos casos el n maximo es aquel
que haga maxima la cantidad h(Al), pero h(Ao+§)zh(Ao—§)4=>ﬂ6 £(k-2)/
2(k-1), valor que siempre esta por debajo del 0,5 usual minimo. En con-
secuencia, para los test de dos colas habra de tomarse siempre h(AO-
g) a efectos del tamafioco de muestra y, en consecuencia, este sera el
dado por las (3.85) y (3.86) (cambiando ¢ por (//2) en Al('Ao' De aqui
se desprende que la potencia es mayor siempre en Ao +¢; que en Ao =
é, como ya se observo de las tablas de potencia.

Abordemos ahora el caso de la independencia _(D,°=O) en que tanto
una alternativa negativa como un test de dos colas, surgen de modo na-
tural. Ahora, si se desean detectar alternativas + Al(con Al>0) con
potencia (l-—(?)), los tamafios muestraies adecuados se obtienen aproxima-
damente, cambiando p por ®&/2"en las expresiones (3.35) a (3.88) y eli-
giendo el maximo de entre las (3.85) y (3.87) -en el caso de los test
t y t''- & de entre las (3.86) y (3.88)- en el caso del test t'-. Como
quiera que n( +ﬂl)£?1(—Al) en ambos casos, alcanzandose el igual cuando
k=2, entonces las formulas a aplicar son las (3.87) y (3.88) cambiando

X porpas/2 y haciendo ﬁ0=0, es decir:

I tu/z\fk—-—l + tlb\/(l—Al)(k—lq- Al) }z

n = & (3.95)
1 A
1 si Al>0yte£tstot"
_ (1-8 ) (k-1+A) t o ott 2
n = X = t /28 } si A >0 ytest t' (3.03)
k Al 1

resultado que es coherente con el hecho de que los test detectan mas
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facilmente una alternativa +[\ p Que una -A (con-Dl>O). Observese

1
que de nuevo estos resultados reiteran lo observado en las tablas de
potencia de que P(+ﬁ)_>_ P(-f), alcanzandose el igual cuando k=2.

El planteamiento anterior es el adecuado cuando interesa detectar
por igual un valor +A4 , COmO uno -Al' Si a los valores negativos de
A se les concede menos importancia, de modo que la potencia indicada
se desea para alternativas +Al y —(k—l)A] con Al >0, entonces, susti-
tuyendo Al. por -(k-l),Al en las (3.87) y (3.89)~ caso Ao =0- se obtienen
las (3.85 y (3.86) respectivamente, con lo que la formula del tamafic
de muéstra para una u otra cola son coincidentes.

Respecto de las potencias del test de dos colas cabe afirmar lo
ya seflaladoen el apartado 3.4.2.2. unos tests seran preferibles para una

alternativa y otros para otra, existiendo unanimidad solo cuando k=2

en que el test t' es preferible para contrastar la independencia.

3.4.2.4, Caso particular de k=2 (Aportacidn)

o - — — i — -

Cuando k=2 las (3.85) y (3.86) coinciden, respectivamente, con

las (3.87) y (3.88), con lo que:

— A2 2
g V1-42 ¢ £, (1= A
n = ‘L' ° ﬁ) L si tests t o t'"! (3.97)
2 A, -A
1 0
2 2
1-4 ty + t
- &
n = & A /L ] si test t' (3.98)
2 1 _AO

serdn los tamafios de muestra para test de una cola, y esto con indepen-

.

dencia de que Al sea positivo 6 negativo. De nuevo se reiteran las con-

clusiones para la potencia hechas en el apartado 3.4.1. Para dos colas
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basta cambiar (Y por &X/2; en el caso de la independencia (AO=O) ya se
ha dicho es preferible el test t', de modo que convendra utilizar h

(3.98) conAo-_:O.

Asi para contrastar Ho_‘—; A,:- 0,5 contra Hl-_f A> 0,5 a unos errores
X =5% y {’;:l% para la alternativa Al=0,6, el test t' (que es el mas po-~
tente en ese caso) requiere un tamafio de muestra n 7~+505, por lo que

el examen habra de constar de n=1010 preguntas en total.

o A e——— n— e ——— L —

Ya se ha indicado antes que el planteamiento habitual en psicome-
tria no suele incluir problemas de inferencia. Una ocasién en que si
lo hacen es cuando <tratan de determinar el nimero total de preguntas '
de que debe constar la prueba, pero ello bajo criterios muy particula-
res. Wilcox (1980) da una excelente revisién sobre el tema.

De un modo general la idea consiste en asumir un cierto valor cri-
tico Ao para el indice de conocimientos del alumno y decidir si el
A real de un alumno es menor & no que el en base a los resultados
de su examen. Con tal fin el investigador ha de seleccionar un determi-
nado estadistico?relaeionado con A (usualmente una funcion del numero
total de preguntas acertadas) y determinar un valorgo ("marca de paso")
de modo que si ? es la "mardéa del alumno"

Si ? < n(°° decidir que A<« Ao
Si <2 < decidir que A },AO (3.99)

El objetivo es determinar el nimeron de preguntas a realizar para
que el criterio de decisién dado por la (3.99' tenga un determinado
porcentaje de aciertos. Con tal fin es usual admitir que cuando AO—

S(ﬁl Ao +§ , con gfijado por el investigador, cualquier decisién es
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aceptable como correcta, y, en tal caso, se desea un n tal que la
(3.99) de un porcentaje de aciertos mayor 6 igual que (1-/3), con (1~
p) dado de antemano y tal que O,Sdf -[511 (se pone l-/5> 0,5 pues en
otro caso un proceso de decisidén al azar, sin necesidad de las obser-
vaciones del individuo, garantizan un (l—/&)=0,5).

Con tal fin la literatura psicometrica utiliza diversos modelos,
el mas conocido de los cuales consiste en tomar g =2§de la (3.58). En
este formato Wilcox da la solucidn siguiente al problema.

Supongamos que Ab=0'8 ¥y que adoptamos el criterio de decidir que
AL Ao sigfo,s, Yy que AZAO si?iz 0,8. Sea xo el mas pequefic entero en
QUGZZOvs y sean A1=Ao-§yA2=Ao +§, con Jdada de antemano e interpre-
tada como mas arriba (§=O,l por ejemplo). En tal caso, sil{ =P {acertar

una pregunta |el alumno no la conoce} , seran:

[
]

py =P llAilRi’Al}
P &AiIRi, A27X

con lo que si p(DC) es la probabilidad de una decisidn correcta:

A1+U(1- Al) (3.100)
i} 2+“(l— AZ)

Py

P H])CI ‘ﬁ .l: x% - ( ) P (l—P ) > 1 “‘)
1 0 X 1 1 —

n
p { ncl A21= Z () e (1-p )T 5 -
X=X
(o]

de modo que el probema consistira en determinar el minimo valor de n
que verifique que p(DC)> 1—’1, es decir que verifique simultaneamente

las (3.101).Para el caso de k=4, f$=o,10 y'ﬂ’=1/4 la solucidn es n=50.

- — — — —— [ A A e ]
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tacién)

El planteamiento de Wilcox es susceptible de ser abordado por dos
de las metodologias ya vistas para el modelo actual: las del tamafio
de muestra para intervalos de confianza y para test de hipdtesis.

En el segundo caso, como K‘Ad¢¢¢exp<'o con independencia de que
utilicemos los test t, t' 6 t'', el objetivo sera determinar el tamafio

de muestra, n=k.H, tal que los test:

1 1
HzA=A . Hrz As

orbelb, ve. m A, (3.102)
H2—= A=A vs. HZ‘-; AAA

o] 0 1l o)

realizados a un error b(:O,SO (para que asi t =0) tengan una potencia
l—/} de detectar las alternativas A2 y Al respectivamente. Para Ai
>0, que es lo usual, las formulas de tamafic de muestra para los tests

de una cola t, t' &6 t'' son la misma e igual a (para la alternativa

A

taﬁ (3.103)

n( A, AO) = h( A) . 3
-l (A-B)

segtn las (3.85 y (3.86), con h(A)=(1-A) { 1+A(k+l)} segun la (3.89:.
Como la condicidén de potencia deben verificarla los dos test (3.102)

para las alternativas ﬂz y A 1 entonces el tamafio ha de ser:

a(d) = Maxgn(Al,Ao) i n(l,, 4 (3.100)

Alternativamente, el objetivo tambien serid determinar el tamafio
de muestra, n=kH, tal que ﬁ difiera del verdadero en una cantidad in-
ferior que é con confianza 1-21@, con lo que la expresién (3.76), cam-
biando 0/2 por /5 , da la solucién al problema. En ellaA es sustituido

por Al é AZ como informacidén sobre los puntos a controlar. El1 <tamafio
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resultante es el mismo dado en (3.104)

Las expresiones anteriores de tamafios de muestra fueron obtenidas
originalmente para el caso de nl=n2=. ..=nk=; y en la situacidén mas des-
favorable (varianza maxima) de queﬁj_:l/k(hti). En tal circunstancia
es x;.~ B(ni,pii), con pii=/_\.+(l—A)(1/k)=p constante (ver 3.3.4), y
asi x=¢2 xiimB(n;p).. Como en estas condiciones K: ./A\ y p vale P, Y Py
en los valores A:Al y A:BZ, entonces la (3.104) estd solucionando las
mismas ecuaciones clasicas (3.101) pero a traves de la aproximacidn nor-
mal a una binomial aproximacién que serd védlida cuando la pareja de
frecuencias esperadas responsables del maximo (npl y nql o) 1'1p2 y nq2)
sean mayores que 5 {lo que siempre ocurre para valores de A no demasia-
do extremos).

Asi, para el ejemplo citado en el subapartado anterior, seran
n(Al, Ao)=51 y n(AZ’Ao)=2]" con lo que n(A°)=51‘, valor muy similar al
50 obtenido entonces por el metodo exacto (la aproximacidn es vilida
pues np1=88,75 v n(l-pl)=1l.475 son ambas mayores que 95).

Sin embargo, y dado que n(Al,Ao) y n(Ag,AO) son tan distintos,
el modo de proceder anterior (el clasico) lleva a un desaprovechamiento
injustificado de los datos. El modo de evitarlo consistira en efectuar
los test (3.102)para un A'O tal que n(Al,A'o)--n(AZ,A'O), con Alzll'c/)-

4A2. Resolviendo la ecuacién resultante en Alo se obtiene

(3.10%)

con lo quela nueva regla de decision sera:

Si § ¢ A ==>decidir queA4A
(3.1086)
Si A _}_Aé —~>decidir quep> Ao
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En particular, y de nuevo para el ejemplo citado, sera Afo=0,8226
y n=36, tamafio apreciablemente inferior al 51 obtenido mas arriba.

Asi, con menos muestra, pero cambiando el punto critico de deci-
sién de Ao a ﬂ"o, se consiguen las mismas garantias.

Sin embargo, una vez realizado el examen, v si los ni no son exac-

~

e
tamente iguales, la cantidad a comparar con Ao o] A‘o no debe serA,

N
sino A , por las razones apuntadas en otras ocasiones.

3.4.3. Numero optimo de alternativas
3.4.3.1. Solucién mediante elmodelo actual (Aportacién)

En el apartado .anterior se han dado formulas para el tamafio n ade-
cuado de mue.stra para el caso de contar con una alternativa A}' de
interes y supuesto k conocidoy fijo. Dentro del esquema anterior parece
conveniente plantearse cual es el valor &ptimo de k, entendiendo el
Qptimo en algun sentido que esta por especificar. La discusidén que si-
gue estd dedicada salvo indicacidén contraria, al caso de test de una
cola para asignar calificaciones.

Una primera definicidén consistiria en entender por optimo a aquel
valor de k que hace minimo el nGmero total de preguntas a realizar,
Como dicho nimero es n=k.n, con n dada por las (3.85', (3.86) segin
el caso, y puesto que n decrece con k, es claro algo obvio: cuanto mas
aumente k menos preguntas sera preciso realizar. Por otro lado, como
n no puede llegar a ser menor que k (pues cuanto menos es H:l), esta
claro que el minimo n posible es n=k, &, equivalentemente, n=1. Asi,
igualando las (3.90' y (3.86) a la unidad, se obtendra el valor deseado
de k; por ejemplo, si Ao=0,5, Al=0,6, N=5% ¥y /&:1%, la (3.81), que es
la iddénea para alternativas a la derecha, indica que k=381, y el examen
deberd constar de 381 preguntas con 381 respuestas alternativas cada

una.



172

Parece evidente que tal planteamiento de optimoc no es el adecuado por
cuanto, entre otras razones, redactar 381 alternativas para cada pre-
gunta no es algo asequible. Mas razonable es obtener el minimo no del
nimero de preguntas, sino del espacio total dedicado al examen. Como
cada pregunta consta de k respuestas posibles, el conjunto del examen
contendra kn:kz;x. "frases-respuesta'; si ademas cada enunciado de pre-
gunta lo consideramos equivalente a una "“frase-respuesta', en total el
examen constara de N=(k+l)(k5).-"frases—respuesta'l., numero que habra

de minimizarse con respecto a k, pero:

. =\ ty \/8( AO)+t/5 ’g(Al)
A -4

2
} si test t o t'' (3107 )

t°(+ t 2
.1
N=g(h) \----__-f’_‘ si test t' (3-108)
Al‘Ao
con
g(A) = Lk (Bkel=B) ) (3..209)

k-1

por lo que el signo de dN/dk, al derivar la (3.107, es el mismo que

el de la expresidn

(3.110)

tbL\P(AO) + t,}‘f(ﬁl)

con

Ai-8)
V(1= A) (Akel-f)

* Como 1 L1+ m; {1 +\J Z/Al, pues los tests t & t'' se usaran cuando

_ 2 2
{J(m = (k=1+\|-5~) (k-1- ) (3.111 )
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Al‘Ao' y como \F(Do) y ‘F(Al) son siempre negativas entre k=1 y k=1

+\1 Z/Ao y positivas a partir de k=1 +\1 Z/Al, entonces el valor k en

el que la (3.107) se anula (y que hara minimo a N) serd tal que:

(3.112)

por ejemplo, sif\ =0,50,0 =0,40, ¥=1% yﬂa=5%, sera 34k 4 3,24, y el
valor optimo ko de k, elegido de entre las k=3 y k=4, es ko=3. De
hecho tal optimo permanece para cualquier otro valor razonable deﬂl
y para cualquier otra pareja de valores Ao yAl que pretendan dar el
notable o el sobresaliente (por ejemplo A°=o,7o y A1=o,eo,' 5 Ao=b"',‘8'5
y Al=0,75). Conviene observar tambien que el valor optimo ko no es sole
practicamente independiente de Ao Yy Al’ sino que lo es casi completa-
mente de 0 y F:, como muestra la (3.112)(la completa independencia no
se da pues la (3. 112) solo es una acotacién y el verdadero valor, que
debe ser entero, habra de localizarse a traves de la (3.107)que si
depende de o] y /5).

Con el ejemplo citado antes sera ko=3, n=272 y n=816.

Para alternativas a la derecha (A1>Ao) el test a emplear sera el

t' y dN/dk habra de calcularse de la (3.1@8); pero:

ty+ ¢t
= £__Dy2 A - - A (3.113)
B-1, (k-1) *

con lo que el minimo se alcanza en

k=1+‘)2/Al (3.114)
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Bajo los supuestos ordinarios de [31=0,6, 0,8, 0,95, los valores
de k estan siempre comprendidos entre k=2 y k=3, pero por la (3.108)
N(k=2) > N(k=3)¢-—>%<l, p'or lo que ko=3. En realidad el valor k°=3 es
optimo siempre que Al) 0,5, pues, segun la (3.108), 2 <k <3k,
Ahora el optimo es por tanto independiente de a{,/b 3 Ao ybl a la hora
de asignar las calificaciones de aprobado o superioes.

Realmente la funcion de N es algo opinable. Si cada enunciado de
pregunta se considera equivalnte a dos '"frases-respuesta', entonces
N=(k+2)(kn) y las expresiones (3.107) a la (3.114) permanecen si se
cambia el (k+l) de la (3.109) por (k+2) y los valores 2 de las (3.111)
a la (3.114) por el valor 3. De nuevo puede comprobarse que el k optimo
es siempre ko=3, aunque a veces, para discriminar el aprobado, el valor
k=4 es solo un poco mejor en el caso de la (3.107).

Sin embargo el caso de k=2 merece un comentario especial. Un exa-
men en que las alternativas son solo dos puede confeccionarse sin 'fra-
ses-respuesta", de modo que el alumno se limita a contestar SI o NO
a la afirmacion del enunciado. En tal situacién, y suponiendo que cada
"enunciado-afirmacién" equivales a dos '"frases-respuesta" de las consi-

deradas arriba, sera N=4n, con n dado por las (3.97) y (3.98). Cuando

k=3, N vendrd dado por las (3.107) y (3.108) si se supone que cada enun

ciado equivale a solo una "frase-respuesta'. Como N(k=2) & N(k=3), ¥A,
entonces el examen de respuesta binaria es preferible a cualquier otro
sistema por ser mas sensible a igualdad de espacio. En la discusién
anterior no ha intervenido la posible mayor & menor dificultad de con-
feccionar un examen de uno u otro tipo; tal aspecto es subjetivo y de-
pende del tema objeto de examen.

-—

En el caso de la independencia (Hoz A:O) y bajos los razonamientos
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-

anteriores, es N=(k+l)kn, con n dada por las (3.95) 6 (3.96). Como,
sea cual sea el caso, ocurre que dN/dk > 0, siempre, entonces el optimo
es ko=2 en el caso de test de dos colas, si bien en el contexto de los

examenes tal comprobacidén no tiene interés alguno.

—— — —— ——

Lord (1977) cita. cuatro métodos de aproximacién al problema aqui
planteado, asi como ‘otras aproximaciones empiricas. Tocdas ellas son
conformes ccn las conclusiocnes obtenidas anteriormente: k=2 &6 3 es el
optimo, aunque en ciertas circunstancias puede serlo k=4. En definiti-
va, diversos métodos de aproximacién al problema, basados en modelos
muy distintos, dan soluciones similares. |

Lord, en su cuarto método (basado en el modelo de la curva carac-
teristica del item), establece una conclusién afiadida que es compatible
con las conclusiones de 3.4.3.1.; el decrecimiento de k ocasiona un
incremento en la eficacia del test para los alumnos buenos, y la decre-

ce en los malos, de modo que el establecimiento del valor éptimo de

k es relativo al fin perseguido.
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APENDICE Ij

ESTRUCTURA DEL PROGRAMA g

Procedemos ahora a describir la rutina FORTAN V que aparece

en el APENDICE I Yy que ejecuta el algoritmo anteriormente

presentado :

1. Llamada a la subrutina.-

SUBROUTINE TEXFIS(IT, P, IA, IR, IER)

2. Descripcidn de los argumentos.-

IT

v

Matriz entera 3x3 en la que aparece la tabla para la que se
desea calcular las probabilidades de error de una y dos
colas. La tabla debe aparecer en las dos primeras filas y
dos primeras columnas, dejado la fila 3 y la columna 3 para
los marginales que calcula la rutina. En salida figura en IT
la tabla mas extrema( si existe) en el sentido opuesto a la

que originalmente se puso.

P.

IR.

IER.

Matriz real de longitud 2. En salida figuran las probabili
dades de una y dos colas en P(1l) y P(2) respectivamente.
Variable entera que aparecerd llena con dos asteriscos si
al realizar el sorteo es elegido xl, y, por tanto, P(2)
<2P(1). Si no ocurre esto apareceri llena con dos blancos.
Matriz entera de dimensién 3 en la que el usuario de la
rutina deberd introducir tres valores enteros (preferiblg
mente elegidos al azar) comprendidos entre O y 30323; dichos
valores se usaran como entrada a la rutina RANDOM de
Wichmann y Hill (1982); si se usa de manera continuada la
rutina TEXFIS basta con introducirlos una vez, ya que la
rutina RANDOM puede usar sus resultados como sucesivas en-

tradas.

Variable entera donde apareceran los diferentes codigos de
error.

IER=1. Alguno de los marginales es menor o igual que cero.
Los valores que aparecen a continuacién provienen de la
funcidén  CHYPER, Lund, R.E.(1980), y son los valores que

puede tomar en ella IFAULT aumentados en una unidad.
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iiER%Z. Si‘aigundzde ios mérginaleS'esté:fhera,del rango. de
la hipergeometrica (tal ocurriria si en la rutina TEXFIS
se encontraran negativos en- la tabla IT).

IER=3. Si xq estuviera fuera de su limite inferior o por
encima de su limite superior.

IER=0. Si no hay ningun error.

Comentarios adicionales al programa.

En la presente rutina, para el calculo de las~probabilid§
des de una hipergeometrica (tantc de valores aislados como les
acumulados) se ha usado la funcidén CHYPER de Lund, R.E.
(1980), tal funcién, dependiendo de uno de sus argumentos,
calcula la probabilidad de que la variable tome un valor 8 la
de que tome un valor menor & igual que uno dado. Tal fun-
¢idén, CHYPER, como la mayoria de las funciones que calculan
una probabilidad de manera recurrente, pueden presentar el
problema del overflow (underflow). Ese problema ha sido pues
to de manifiesto por diferentes autores, pero especialmente
por Lillestol, J.(1982)con referencia a CHYPER. La solucidn al
problema proviene de realizar un cambio de escala en los

valores originales cuando estos vayan a alcanzar en el produc

to, un valor por encima del maximo permitido, volviendo a la
escala original cuando los cocientes correspondientes se ha-
yan hecho. Un procedimiento andlogo, pero a la inversa, debe
realizarse para evitar el "underflow". Teniendo en cuenta el
uso que se hace de la rutina en este trabajo, los errores a
los que nos acabamos de referir rara vez ocurren, por lo que
no nos detendremos mas en ello. Por supuesto que en el caso de

que el ordenador de que se disponga avise del "overflow", &

del "underflow", el problema esti solventadc inmediatamente.

La versidén de CHYPER usada es la de doble precisién.

En el caso de que no se disponga de la funcién CHYPER,
para un usuaric con conocimientos de FORTRAN no es dificil

calcular la probabilidad puntual de una H(n, n, al), ya que

puede usar la formula de recurrencia P(xl+l)= P(xl).T(xl),
donde T(x1)= (nl—xl)(al—xl)/ [(x1+l)( n-nl—al—xl+l)] y donde,

evidentemente, ma ; - i ;
max (0 a; n2)§_ X < mln(al, nl). Una vez mas

el usuario deberia controlar el "overflow" y / & el"underflow'

Como en la rutina que presentamos se puede llevar a cabo un

sorteo , hemos tenido que incluir en ella a un programa que

genere numeros seudoaleatorios. Se ha usado la funcidén RANDOM
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" de Wichnann, B.A. and Hill, I.D. (1982) debido a su potencia

{ tiene un ciclo de r‘epet:icic’mde2.78x.‘l.01'3 sobrante para el
uso que de ella se hace ). Hemos implementado la versidn de
tal funcién en que los nlmeros iniciales se dan como
argumentos de la funcidn, es decir la llamada seria RA=RANDOM
(IR), (siendo IR una matriz de dimensién 3); tal uso puede ha-
cer un poco mas lenta de ejecucidén la rutina (pues la intro-
duccién de los valores a traves de un COMMON hace que la eje-
cucién gane en velocidad) pero el nimero de sorteos es tan
pequefio que esto no afecta al tiempo de ejecucidén de la ruti-
na total. Asimismo, hemos usado la versién que supone un or-
denador de 16 bits( enteros entre - 32768 y + 32767), lo que
resulta suficiente para este caso.

En la rutina TEXFIS es necesario que el usuario introduz-
ca tres nimeros aleatorios (que iran en la matriz IR) cada vez
que se la llame. Si se usa de manera continuada la rutina
TEXFIS, los valores aleatorios resultantes de una llamada pue
den ser usados como valores de entrada para la siguiente. Con

respecto a los enteros aleatorios iniciales, lo mas comin es

proporcionar los que se consiguen como fruto de operaciones
sencillas con la hora y la fecha que suelen incluir en la
actualidad practicamente todos los ordenadores (los autores
lo han hecho asi en la generacidn de tablas que han realizado
Y no han tenido ningin problema). En cualquier caso, el
usuario puede mejorar la 'calidad" de los numeros iniciales
haciendo un numero (aleatorio tambien, si lo desea) de llama-

das a la rutina TEXFIS con objeto de separarse suficientemen-

_te de los valores "aleatorios ' de partida.

Tiempo de ejecucién

La rutina tiene un tiempo de ejecucidén que crece aproxima
damente de manera lineal con el valor de X, B
Lenguaje y portabilidad del codigo fuente.

El programa ha sido realizado en FORTRAN V usando las ca-
racteristicas estandar de este lenguaje. La rutina corre en la
actualidad en un ordenador ECLIPSE/140 (Data General) de 16
bits/palabra y 64K de memoria central para usuario, siendo el

espacio requerido por la rutina mucho menor de las citadas
64K.
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APENDICE II

TABLAS PARA LA VERSION MAS POTENTE DEL TEST

EXACTO DE FISHER
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TABLAS DEL TEST EXACIO DE FISKER
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alslxi P1 P2
AR NE ERERER EREREN
77 0 .0157 01724
8 0 0045 .0128
1 .079% L1473
9 0 .0024 0031
1 .0399 .0573
10 0 .0007 .0007
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111 L0063 .0063
2 0874 ,002%
12 1 ,0017 0017
2 .0292 0449
8 8 0 0022 .0034
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T0TALw=20
alnlxt P P2
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19 0 .0500 .0500
214 0 .0789 .07%9
159 0 ,0328 .052
16 0 .0316 0316
17 0 .0158 .0198
18 0 .0053 .0093
310 0737 L0787
12 0 0491 L0401
13 0 .0307 .0307
14 0 0178 01725
139 0 .0088 .0Quy
16 0 .0039 .003%
1 0877 0877
17 0 .000% .000Y
1 .0456 L0496
4 9 0 L0881 L0941
10 0 L0433 L0433
11 0 0260 02680
12 0 ,0143 0148
13 0 .0072 0072
14 0 .0031 .0031
1 .080% .060Y
15 0 .0010 .0010
1 .0320 .0320
16 1 0134 0134
5 7 0 0830 1137
g 0 .0311 ,0%47
o0 L0298 .03
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TABLAS DEL TEST EXACTO DE FISHER

T.0-T A Lin)=20CONT,

alalxl P
ME AR EE REERRE
310 0 01483
11 o o081
L 0975
12 0 .0036
1 .0578
13 0 .0014
1 .0307
14 1 .013¢9
15 1 .004y
2 .07
6 & 0 0773
7 0 .0443
8 0 .0218
9 0 .19
10 0 .0054
1 .0704
11 o .0022
103
12 0 .0007
1 .18
13 1 ,0072
2 .00
14 1 .0022
2 0374
77 0 .02
8 0 .0102
70 L0043
1 .057¢
10 0 .0016
1 .0286
11,0124
12 1 0044
2,052
131 .0012
2 .02
8§ 8 0 .003¢7
1 .0542
? 0 .0013
1 .0249
10 0 ,0004
1 .009Y
2 .084y
11 1 ,0032
2 .03¢
121 .0008
2 .0154
79 1 .0092
2 .079¢9
10 1 .,0027
2 .0349
11 1 .0006
2 0124
3 .0949
1010 1 .0008
2 .,0113
3,089

P2
HERRRE
JQ163%
0081
4273
0036
1089
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0307
0139
0049
0728
L1149
0315
D041y
4
L0054
L0737
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0181
0072
1219
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0374
0443
0147
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L0014%
D302%
0144
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0623
0012
0223
0047
L0497
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.0281
0007
.0102%
L0948
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.0008
0174
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0923
. 0028%
L3742
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0214
1748
. 0004%
0230
.1010%
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0952
0476
1000
0714
0474
.0286
0143
.0048
0702
0632
0421
0283
0156
0075
0030
0797
0007
0414
0822
0851
0351
0211
0117
0038
.0877
. 0025
0528
.0008
0224
0115
0984
0633
0389
0227
0124
0042
. 0803
0028
0473
0010
0251
0114
0040
0630
0922
0553
0316
0170
. 0083
0936
0039
0350
0014
0294
.0005
0139
00536

P2

0¥52
0476
+1000
0714
0476
0286
0143
0048
0902
0632
.0421
0263
0150
0025
0030
0797
0007
0414
1038
0902
0351
0211
0117
0058
0877
0023
0526
0008
0276
0113
1235
1107
0431
0351
0124
0042
1194
0028
0475
0010
0251
Q114
0040
0630
1229
0609
0456
0186
0124

1486

003%
0635
,0016
D464
,0005
0139
0056
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PAG., 3
T0T ALn)=21C0NT, TU07T A Lini=22C0NT.
al nl x1. PL P2 al nl x1. P1 P2
RERE R FRRRER BRERAE RE RE RE RERERE RRERXE
614 2 0642 1196 3 14 0 0384 0344
15 1 ,0017 .0017 B o 0227 0227
2 .0307 .0307 16 0 ,0130 0130
7 7 0 0295 .0448 17 0 L0083 0043
8 0 .0148 .0180 18 0 .0028 .002%
? 0 .0088 .0ON 1 .02 .07
1 .0783 .0873x 190 ,0007 .0007
10 0 .0028 .0037 1 .0377 .0377
L L0426 0635 4 9 0 0977 L1150
11 o 0010 0010 10 0 0877 0944
T ,020% .02%7 11 0 0451 .0451¢
12 1 .00%0 .0156 12 0 ,0287 .0287
2 .0805 ,0873x 13 0 .0172 0172
13 1 .0032 0032 14 0 0098 0098
2 .0408 0995 15 0 .0048 .0048
14 1 ,0009 .000Y I 0764 0746
2 ..,073 .13 16 0 ,0021 0021
8 8 0 0043 .0048 1 .0458 D438
1 .0738 .0850 17 0 .0007 .0007
9 0 L0024 0044 1 .02y 023y
10375 .0469 18 1 ,0100 .0100
10 0 .0008 L0010 - 5 8 O L0780 1154
1 .02 0237 7 0 0487 0537
11 1 ,0087 .0073 10 0 0301 .03%4
2 .0633 .0803 110 L0179 L0175k
12 1 .0022 0022 12 .0 .0096 .00Y6
2 .0294 0318 13 0 .0048 ,0048
13 1 .0005 0005 1 .0870 .11%Y
2 .0113 0174 14 0 .0021 .0021
3 .0900 14837 1 .0393 .03
? 9 0 0007 .0011 13 0 .0008 0008
1 0159 0244 1 .0207 0207
101 ,0098 .007% 16 1 .0093 0093
2 .0563 ,0805 17 1 .0033 0033
11 1 ,0017 .001Y 2,054y 094y
20,0242 0300 4 7 0 0671 1207
12 2 .0085 ,0092 8 0 0403 .0%1)
3 .03 L0872 gy 0 0230 .0441
1010 1 .,0016 .001% 10 0 0124 0152
2 .0226 0300 11 0 .0062 .0042%
11 2 ,0073 .008Y T .0743 0805
3,083 .0861 12 0 .,0028 0028
ERRERRNARNOHER RN RN 1 L0433 L05%)
13 0 .0011 001
TUTA L= 1 .0231 0281
alntxl P P2 14 1 0109 .010¥
AR ORR ORE RREERE RRXNEE 2 .0963 .138)
120 0 0909 .0909 19 1 0043 ,0043
21 0 L0435 L0455 2 .0538 0934
215 0 L0909 L0909 16 1 .0013 0013
16 0 0649 .0449 20254 L0254
17 0 0433 0433 7 7 0 .0377 .0513
18 0 0260 .0240 g8 0 0201 .022%
19 0 L0130 .0130 9 & 0101 0147
20 0 ,0043 0043 10 0 .0044 0054
312 ¢ 0779 0009 1 .0388 0743
13 0 0346 0546 11 0 .001y 003y
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TABLAS DEL 1EST EXACIO DE FISHER

T 0T A Ltn=22C041,

alntxli P P2
ERCORE NR BREEEE RERRRE
741 1 L0317 L0435
12 .0 ,0007 .0007
1 0158 .02
13 1 ,0086 .0044
2 .0642 0743
14 1 .0024 0024
2 .0322 0524
15 1 .0006 .0006
2 .0136 0134
8 % 0 ,0094 0177
1,093 .1673
70 ,0040. ,0055
1 .0523 .0743
10 ¢ .0016 0012
1 ,0263 .0310
11 0 ,0005 .0010
1 .011% 0237
2 .03 1032
12 1 ,0048 .0042
2 .0480 0743
13 1 .0015 .,0015
2 .0220 0240
14 2 .0083 .0083
3 L0721 .0815
$ 9 0 .0014 L0017
1 .0247 0306
10 1 .0104 0115
2 .0820 .0991
11 1 .0038 .0039%
2 .0403 0805
12 1 .,0011 .0014
2 .0120 0274
132 .009% .0073
3 .0542 0799
1010 1 .0035 .0037
2 .0380 L0427
11 1 .0010 ,001¢
2 0150 0159
30,0192 . 1v84
12 2 ,0048 ,0083
J 0436 0834
11 11 2 .0045 ,00464n
3 ,0431 0861
FREARREEORRRARR AR SRR ANN
TOTALM=
alalx} P P2
B ORE EE RRREER NRNRER
121 0 0870 0870
22 0 L0435 ,0435
216 0 .0830 0830
17 0 0893 .0593
18 0 ,0395 .03%5
10 0237 02
20 0 0119 .on1¢
21 0 0040 .0040
312 0 ,0932 0932

10T A Lin)=23CONT.

alal xt. Pr P

HE OB R RRRERE REREAR
313 0 0678 .0678:
14 0 0474 0424
13 0 .0316 .0314
16 0 0198 .0198
17 0 .0113 .01l
18 ¢ .0056 .0054
19 0 0023 .0023
1 .0848 0844
20 0 L0008 0004
1 0344 0344
410 0 .0807 .1045
11 0 ,03%¢ ,0932
12 0 03723 .03
13 0 .0237 0232
14 0 0142 .0142
15 0 .007% .0079
14 0 0040 0040
1 0872 0472
17 0 .0017 001
1 0401 .0401
18 0 .0006 0004
1 .020% .0209
19 1 .0087 ,0087
308 0 .0892 121
? 0 L0995 L1157
10 0 0383 0457
11 0 0233 .o3n
20 . .0y
13 0 ,007% ,0075
1 .0886 ,1249
14 0 0037 .00%
1 .0562 0562
13 0 .0017 L0017
1 .0329 ,032y
14 0 0006 0006
1 L0173 .73
17 1 .0078 0078
2 .08B6 0884
18 1 ,0027 .0027
2 0482 0482
6 7 0 0793 1243
B0 L0496 ,04982
§ 0 0298 0481
10 0 ,0170 .00
11 0 0091 0137
10993 .19%¢0
12 0 0048 0044
1 0595 .0487
13 0 .0021 .0021

1 .0345 ,05919 .
14 0 ,0008 .0008
1 .0183 .0183
13 1 0086 .0084
2 0814 1310
16 1 .0034 L0034
2 0430 04350
127 1 0010 0010

PAG. 4
10T A Lin)=23CONT.
alalxl P P2
BEBR R RRREER ENRRAE
617 2 .02 .b212
77 0 0467 0574
8 0 0263 .0520
¢ 0 ,0140 .018Y
100 L0070 (0079
1 .0770 .0886
11 0 D032 .0048
1 .044) ,0887
12 ¢ 0014 0014
1L 0240 0202
13 1 .0116 .0184
2 .0918 1488
14 1 0049 0049
2 .0517 L0857
13 1 .0018 .0018
2 .0257 0257
16 2 .01072 .0107
3 .0907 L1324
8 8 0 L0131 .0194
$ 0 .0081 .0072
1 0891 0858
10 0 .0026 .00%9
1 .0376 .0743
11 0 0010 .0014
1 .0188 0272
12 1 .0084 ,0094
2 ,0704 0894
13 1 .0033 0033
2 0347 0393
14 1 ,0011 ,0011
2 ,0186 .0228
19 2 .0082 .00642
3 .0582 0713
Y9 0 .0025 0026
1 .0355 .03y
10 0 0009 .0014
1 .0148 0288
11 1 .008% .00v4
2 .0802 0894
12 1 .0025 .0028
2 .0291 0341
13 1 .0007 0007
2 .0122 0141
3 .08%7 L1023
14 2 0042 ,0044
3 O.0416 .01
10 10 1 0045 .00%7
2.0 0903
11 0022 L0028
2 .0280 L0381
12 1 .0006 .0006
2,010 .0123
3 0236 L0993
13 2 .0032 ,0034
3 .0332 ,03y7
1111 1 0006 .0006
2 .00 0123

184

T-0 T A Ltn)=23CONT.
al nl x1
BEER AR RRRENE RRRRER

1111

12 2

3

3

PL

0699
.0028
0298

P2

0995
0033
0371

t3828222222322222122832%

TOTALn=24
al nl x1
N R MR ERRERE RERRRE

122
2
217
18
19
20
2
2
31
14
15
14
17
18
1y

20

A
£ 10
11
12
13
14
13
14

17
18

L7
20
3 Y
10
11
12
13
14

13
16

17
18

17

S pe D3 1o 02 st D o T ot T O T ST O OO OV CTTORTONT D OO T O oo O

P1

0833
0417
0761
0544
0362
0217
0109
0034
0815
L0593
0415
0277
0173
0099
0049
0988
0020
0813
0316
0942
0673
0464
0311
0198
0119
0066
0909
0033
0593
0014
0353
0184
0076
0708
04N
0303
0186
0109
0059
0751
0030
L0474
,0013
0277
L0145
0065
.0785
0023
0425

P2

.0833
0417
0761
L0544
0342
0217
010%
0034
- 0815
0393
0415
0277
0173
009
004y
0988
0020
0613
0318
1140
0983
0446%
0311
NIRE
011y
00686
030y
0033
0573
0014
L0353
0184
0076
1181
0530
0412
0186%
D10
003y
1222
. 0030
0474
,0013
0277
0145
0063
40785
0023
0425
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{
!
’72 TABLAS DEL TEST EXACTO DE FISHER PAG. 3

T 01 A Ltn)=24C0NT, T0T A Lin)=24CONT, 107 A Ln)=25C0NT. 1071 ALin)=25CONT.
,;;f alalxl P P2 alnl gt P P2 alalxt Pt P2 alnlxl P P2

g B ORE RE HHEARR MERARE  BR BB KR RAREEE RERREE AR AR KR RNBEEER BREENE  RR HE RE RNREEK BRARRR

6 7 0 .0920 .1300 99 0 .0038 0048 3200 0 0043 ,0043 7 7 0 0662 ,1326

8 L0999 0844 L0481 . 0803 L0913 .0913 8 L0403 L0573

. 0 1 1 0
@ 90 .0372 L0519 10 0 .0015 .0020 21 0 .0017 .00L7 90 L0BB .02
1000 L0223 .0WY 1 .0245 0333 1 .0565 L0965 10 O .0134 .0202
11 0 L0128 .0182 11 0 0006 .0006 22 1 L0291 0291 11 O 0071 .007%
12 0 .0067 .0049% 1.014 L0131 411 0 L0791 L1052 1 .0759 0900
1 .0775 .1550 2.0836 L1049 12 0 L0565 L0957 12 0 .0036 .0052
- 13 0..0034 0034 12 1 007 L0094 13 0 .0391 .0391 1 L0464 0730
F 1 .0481 .0408 2 0447 L0494 14 0 L0261 .0261 130 .0017 .0017
140 0016 0016 13 1 L0017 L0022 15 O L0164 .0166 1 .0266 0302
1 .0278 L0501 2 .0214 .03 16 0 .0100 0000 14 O .0007 .0007
2 15 0 .0006 0006 14 2 .0088 .0104 17 O .00S5 .0055 1 .01 L0213
L .07 L0147 3.0673 L0918 1 .0808 .0808 15 1 .0068 .006B
- 16 1 .0069 0069 15 2 .0030 L0030 18 O .0028 .0028 2 .0619 0752
3 2 .0693 .1288 30,0322 L0361 1 .0526 L0526 16 1 .0029 0029
| 17 1 .0027 0027 1010 0 .0005 .0006 19 0 .0012 .0012 2 .0343 0561
2 ,0381 0381 1 .0107 L0129 1,042 0312 17 1 .0010 .0010
) {8 1 .0008 .0008 20,0796 04 W 1 L0162 L0142 2 .0169 0149
2.0179 L0129 11 1 L0042 L0045 21 1 L0067 .006) 18 2 .0089 .0069
| 770 L0562 L0648 2 0403 0472 5 9 0 L0822 25 3 .0864 L0664
3 B0 L0331 L0538 12 1 L0014 .0014% 10 0 .0565 .0613 8 8 0 .02%5 .01
9 0 .0186 .02 2 0180 .0361 110 0377 L0484 - 9 0 .0M9 L0218
| 10 0 009 L0188 13 1 .0004 .0005 12 0 .0242 .031 10 0 .0040 .007)
5 1 .0967 1718 2 .0069 0111 13 0 .0149 0149 1 .0655 0875
110 .0050 .0059 30,0551 .0953 14 0 .0087 L0087 11 O .0028 .00%9
| 10595 L0778 14 2 L0022 .00 10957 L1333 1 .0377 L0421
D 120 ,0023 0023 3 L0244 L0352 15 0 L0047 L0047 12 0 .0012 .00
1 0343 L0487 1111 1 .0013 L0014 1 L0640 L1208 1 .0202 0302
, 130 .0010 .0010 2 .0171 L0188 16 0 0024 .002¢ 13 1 .0100 .0112
3 1 L0183 0233 12 1 .0003 .0006 1 .0403 .0403 2 .0766 0968
14 1 .0088 0088 20,0061 L0123 17 0 0011 L0001 14 1 .004k .0072
. 2,075 0850 1 .0498 0995 1 .0235 .0235 2 .0433 L0810
3 15 1 .0037 0037 13 2 L0018 L0031 18 1 L0123 L0128 15 1 .0017 .001)
: 2,040 060 30,0207 L0327 19 1 .0055 0055 2 .0221 0260
16 1 .0013 .0013 1212 2 .0017 .001)% 2 .0699 L0699 16 1 .0005 0005
% ] 20,0200 0207 30,0196 0391 2 1 .0019 L0019 2 .0099 0099
17 02 L0084 ,0084  REBMMMMRNNRENEEESENEAEE 2 .0377 0377 30751 0870
30774 L1334 6 8 0 L0899 1292 17 2 .0037 .00
2 88 0 L0105 L0222 T07ALMEN 90 L0452 L0571 1 .0389 0613
9 0 .0087 .0095 alalxt PL P2 10 0 .0283 L0508 ¥ ¥ 0 L0056 .0078
1 L0879 L1782 A% RR EE XENNAR REEEER 11 0 0170 .01v6 1 .0823 .087%
& 10 0 L0041 L0064 123 0 L0800 L0800 12 O .0097 L0149 10 O L0025 .00%8
1 L0508 L0791 24 0 .0400 .0400 L .0%69 L1603 L .0340 0405
110 .0018 .0020 217 0 L0933 L0933 13 0 0052 .0052 11 0 .0010 .0021
. L L0224 L0335 1§ 0 L0700 .0700 1 L0634 0730 1 L0172 L0330
2.0 .0007 L0014 19 ¢ .0500 .0S00 14 0 L0026 .0026 12 1 .00 L0112
L .0136 LOLA3E 20 0 L0333 L0333 1 .0391 L0861 20634 0968
@ 2,095 L1101 21 0 L0200 L0200 15 0 L0012 L0012 13 1 .0033 L0036
1301 .0061 L0078 22 0 L0160 0100 10225 0205 2 .0335 L0414
20,051 L0825 23 0 .0033 .0033 16 1 .0m9 L0119 14 1 .0012 L0012
3 14 1,004 0024 313 0 L0957 L0957 2092 1428 2 .0159 L0168
20,0283 L0324 14 b L0717 L0717 17 1 L0055 L0055 10,0982 L1153
15 1 .0007 .0007 15 0 .0522 L0522 20.0993 L0593 15 2 0045 .008Y
2 20127 L0215 16 0 L0365 L0345 16 1 .0022 0022 1,053 L0872
3 L0907 L0994 12 0 L0244 L0244 DOL0324 L0324 16 2 .0022 L0022
16 2 L0047 L0047 18 0 L0152 0152 19 1 .0007 .0007 3 .0252 0308
2 3.0474 .064 19 0 L0087 L0087 20,0151 L0151 1010 0 .0009 0010

-



186

& TABLAS DEL TEST EXACIO DE FISHER  PAG. &
TOTALMSSCEONT. 10T ALM=2CONT.  TOTALM=MEON.  TO07 &L =26C0N.

N alnlxl P1 P2 alalxl P P2 al.nl xl P1 P2 alalxl P1 P2
&4 BE BE B DREOER B EF OBE MR RO OHOEEE. RE N6 6 BHEHHE EERREE  BE R BE KEEREE IRERER

1010 1 .0182 L0127 A 14 0 L0331 L0331 711 0 L0098 L0208 Y17 2 L0016 L0016
: 110 .0003 .0006 15 0,022 .0221 1 .09 L1783 3 .099 L0277
- 10070 L0119 16 0 L0141 0141 12 0 .0052 .0064 1010 0 .O0IS .0026
7 .0576 0992 17 0 .0084 .0084 1 .0600 ,080Y 1 ,0230 0347
; 12 1 .0027 .003% 16 0 .0047 .0047 13 0 0026 .0OS2 110 L0006 .0007
. 2.0287 L0414 1 .0721 L0721 1 .0365 .0730 1,010 0144
' 13 1 .0009 .0010 19 0 L0023 L0023 W0 L0012 L0012 2076 1093
2,012 L0154 1 .0468 0468 1 .0209 0261 12 1 ,0047 .0053
Yy 3 .0820 1107 00 0010 .0OLO 15 0 .0005 .0005 2 .0420 0511
: 14 2 0048 0051 L0278 L0278 1 L0110 L0110 13 1 L0018 .0034
30416 0486 21 1 014k L0144 2 .0848 0946 2,020 L0225
> 15 2 .0015 .0024 22 1 .0060 .0040 16 1 .0053 .0053 14 1 .0005 .0008
3 .0182 L0344 2 .0987 0987 2 .0513 0467 2 .0091 0138
S1L 111 L0026 L0037 S 9 0 L0941 L1286 17 1 .0022 0022 3 ,0634 L1054
4 3 2 .07 .0h1y 100 .0864 .1213 2 .0283 0283 15 2 .0034 0040
: 12 1 .0008 0010 110 .0457 L0527 18 1 0008 0008 3 L0317 L0426
2,014 0154 12 0 0304 .0AZS 2 .0138 ,0138 16 2 .0011 0011
3 1 .0749 1107 13 0 .019 .0196% 19 2 .0057 .00S7 3 .03 L0152
‘ 13 2 .0040 .0048 14 0 .0120 .0120 30,0572 L0572 A\ L0857 L1087
: 3 .0358 L0472 150 ,0020 .0070 8 8 0 .0280 .0601 1111 1 .0045 .0052
%) 14 2 .0012 0012 1 .06 129 9 0 L0156 .0233 2 .0401 L0508
30146 0172 16 0 0038 .0038 10 0 0082 L0098 12 1 L0004 .00L)
4 .0887 1160 1 .0549 0549 1 .0815 .0%8¢ 2 .0187 0214
> 1212 2 .0038 .0048 17 0 .0019 .0019 11 0 0041 0074 13 1 .0005 .0010
3 .0341 L0472 1 .0345 0345 1 .0A94 0838 2 .0077 0082
1302 .0010 L0012 18 0 .0009 .000% 12 0 .0019 .0022 3 .0554 .1107
® 5 3.0131 L014% 1 ,0200 .0200 10,0283 0357 142 .00 .0083
& .0812 192 19 1 .0104 0104 13 0 .0008 ,0008x 3 .0260 L0447
: EXURERERARRRREERARRERAR 20 1 0047 0047 1 .0151 .0302 13 2 ,0008 ,0010
i 2 .0624 L0826 14 1 L0074 0093 1 .0005 0149
‘ TO71 AL N1 0016 L0016 2 .0612 L0895 A L0888 L1089
alalsl P P} 2 .0335 0335 15 1 0033 L0033 1212 2 .0073 .0079
D o massme e 58 0 0806 131 2 .0343 0384 3 .05 L0618
L24 0,076 0769 9 0 L0538 L0634 16 1 ,0013 .0013 132 .0024 0025
- 25 0 0385 .0385 10 0 .0348 0532 2 L0174 L0256 1 .06 L0422
2 218 0 L0861 .0861 110 .0217 .0238 172 .0077 .0077 14 2 .0006 ,0011
19 0 0846 0646 12 0 .0130 0171 3 .0626 L0781 3.0089 L0142
2000 L0462 0442 13 0 .0074 0149 18 2 .0028 0028 & .0602 L1101
& 210 .0308 0308 1 .0801 .0876% 30,0321 .03 1313 2 0004 0004
20 .0185 L0185 40 0040 L0040 9 9 0 L0078 L0094 30085 L0167
230 .0092 0092 1 .0522 .0652 1 .0778 0977 § 0576 .0641%
9 240 ,0031 L0031 15 0 .0020 .0020 10 0 L0037 008  messymmasaaxatuunussasy
114 0 L0846 L0846 1 .03 L0539 1 L0 L0873
15 0 L0435 .0635 16 0 .0009 .0009 110 .0016 .0024 T07ALWM=Y
> 15 0 L0462 0482 1 ,0184 0184 1 0243 L0362 alalxl PL P2
170,033 .03 01 .0097 0097 12 0 .0006 0007 ¥% ¥E KR EEEEER ERENRX
18 0 0215 .0215 2 .0841 1379 1 .0122 0145 1725 0 L0741 L0741
g 190 .0135 .0135 18 1 .0045 0045 2 .0847 1100 2% 0 L0370 L0370
00,0077 0077 2 .0510 0510 13 1 .0036 .0058% 219 0 L0798 L0798
00,0039 L0039 19 1 .0018 .0018 2 .0484 0968 2 0 0598 0598
2 1 .0646 0846 20,0278 L0228 14 1 L0023 L0029 N0 L0427 .04
20 .0015 L0015 20 1 ,0005 0005 20,025 L0305 22 0 L0285 L0285
1 .0523 L0523 20129 L0129 15 1 ,0008 .0008 B0 . LN
> L1 L0269 L0269 7 7 0 L0746 L1338 20,0119 0135 20 L0085 0085
A0 L0713 L1134 80U L0484 L0422 30,0792 .1034 5 0 .0029 002
12 0 ,0670 .1001 $ 0 L0296 ,0578 16 2 .0048 0048 314 0 0978 0973
& 13 0 L0478 LOA78% 10 0 L0174 020 3,025 L0461 15 0 .0752 .0752
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TABLAS DEL TEST EXACIO DE FISHER

T 0T A Ln=22C0NT,
al nl 2}
RE ER AR

316
17
18
19
20
21
2

PA}

24
412
13
14
13
14
17
18

19
20
21

22
23

310
1

)
&

13
14
13
14
17
18
19
20
2
22
6 8
)
10
11
12
13

14

—_ e OO T DO NS e R OO OO0 OO T O O O D OO0 O OC OO0 OO O

PL

/4

RREREE RRRARR

0064

0410
.0287
0192
.0120
0048
0034
0786

0484
0250
0778
0970
0407
0282
.0188
0120
0072
0933
.0040
0646
0020
041Y
000%
0248
0128
. 0053
0918
0767
0541
0372
0248
0159
0098
0037
0711
0041
0473
0014
0297
0007
0172
.008Y
0913
0040
0560
0014
0300
0317
0627
0418
0271
018y
.0101
0981
0058
(0667

0564

0410
0287

0192

0120
0048
0034
0786

0484
0250
1060
0¥78
0407
0282
0188
0120
072
0933
0040
0644
0020
0419
. 0009
0248
0128
0033
0718
1240
0598
0470

0407

0159

0098

0057
01232
0031
0473
0014
0297
0007
072
.008Y
0913
0040
0560
0014
0300
(1338
10707
0370
0334
.0200
0159
1647
0038
0748

T 0T ALin)=27CONT.
al nl x1. PL
RE BE- RN RRERAE RERRRE

613

16
17
18
1y
20
2
72
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

20

~c

11

12

13

14

15

14

17

0

1
0
1
0
1
1
2
1
2
1
2
2
0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
1
0
1
l
2
1
2
1
2
1
2
3
2
3
0
0
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
2
1
2
1
2
1
2
k

0031
0433
0016
0263
.0007
0152
.0080
H731
0037
L0441

0014
023

0111
.0873
. 0567
0358
0217

0129

0073
Q749
. 0037
0478
.0019
0290
0009
0163
.0087
0N
. 0042
0428
0017
0285
. 0006
0114
0878
.0047
L0496
0340
0197
0110
0Y84
0058
0625
002¢
0377
. 0014
02135
0006
0114
0817
. 0036
0493
0025
0274
0009
0138
0910

P2

0031

20602

0016

0263
.0007
0152
. 0080
1338
0037

T, 0441

0014
0237
0111
138¢
.0681
0593
0261
0214
.0081
0914
.0058
0748
0017
0329
. 0009
0238
0087
. 0840
0042
0647
0017
0235
. 0004
0114
1445
0047
.D4v4
0407
0238
10248
1893
.0083
. 0899
0031
0433
0019
0329
0006
0128

1032

. 0083
0870
0025
0332
000y
0138
1019

BE ORE RE RRERRR REARRE

PAG. 7
107 ALin)=27C0NT.
al nl x1

818 2

9

10

11

19

9
10
11
12

13

14

15

16

17

13

0

11

12

13

14

13
16

17

12

13

14

R RS GRS = P = N = D e e P RSN TS RS ™ RS- S O RS e Q1= © e D PSS PSS RS R P PO O OO OO S

P1

. 0061
0524

0022

0267
0104
0744
.0052
0571
0024
0327
0011
0173
0004
. 0088
0659
. 0040
0373
0018
0174
0006
0090
, 0642
0037
Q34
0012
0158
0981
0023
0311
0010
D139
0y98
0004
0075
.0578
0032
0310
0012
0151
0891
0046
0493
0023
0244
0007
0104
0697
0003
0071
0554
0029
0282
.0010
L0130
0789
0053
. 0412

P2

10061
D720
+0022
0267
0116
1925
. 0083
0912
0030
0417
.0011
0192
. 0006
0128
1032
0044
0481
0027
0389
0006
0113
J074¢
,0037
0393
.0012
0262
1083
0031
(0413
0011
0183
1241
.0007
0140
1071
0044
0461
0013
0183
1201
006y
0548
0034
L0402
. 0007
0127
.1008
. 0009
0147
1090
. 0047
0473
.0013
0183
1201
<0083
0542

187

107 A Ltnys27C0NT,

alnlxk P p2
AR ORE OBE RRRRNE ARERRX
111y 2 .001% .0020
3 .01y L0220
16 2 0005 .0005
30,0026 0079
4§ ,0537 L0408
1212 1 .0010 .0014
2 .0124 0185
3 0797 1208
13 2 .,0048 ,0063
3 .0327 .0542
14 2 .0014 .0018
3 .0165 0213
40906 1284
13 3 .0062 .00N
4 0450 .0974
1313 2 0015 0018
3 .0198 0213
4 081 L1284
14 3 ,0056 .0070
£ 0412 0570
RRRRNREREEERNRERERER AN
TOTALN=2
alalxl Pt P2
BRORE HR BAREAR RERERR
126 0 0714 0014
27 0 .0357 .0357
2190 0952 0952
0 0741 0741
20 055 L0956
2 0 ,0397 .03y
3 0 0285 ,0265
24 0,015y L0199
2 0 0079 .007y
260 ,0027 0027
315 0 .0873 0873
18 0 0672 0672
17 0 .0504 0504
18 0 .0386 .0346
19 b 0256 .02%
20 0 01 .0
a0 .07 0107
2 0 0061 0061
23 0 .0031 L0031
10733 0733
280 .0012 ,0012
1 ,0452 0452
X1 0232 0232
£12 0 ,0889 .M
13 0 .0887 1014
14 0 ,048% ,048yx
13 0 0349 L0349
16 0 0242 .0242
17 0 0181 .0141
18 0 0103 0103
19 0 .0062 .0062
1 .0841 0841
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TABLAS DEL TEST EXACIO DE FISHER

TOT & Ltn)=28C0NT,
al nl x1
OB N ARRARE

420
2
2

23
24

310
1
12
13
14
15

16

17
18
1y
20
2
2
23
6 v
10
1
12
13
14
15
16
17

18

1y

20

%

0
1
0
1
1
1
2
]
0
0
0
0
b
0
1
Q
1
0
1
0
1
0
l
1
2
L
2
1
2
0
0
0
0
0
0
1
0
1
b
1
0
1
0
1
2
1
2
1
2
1
2
2
3
0
0

P1

D03%:

.0381
0017
0376
0007

- 0222

0113
0047

- .0854

0872
0630
0444
0306
0204
0081
0886
0047
0618
0026
L0410
0013
0256
0004
L0148
0077
0825
L0034
0504
,0012
L0289
0720
0493
0329
L0213
0133
0080
L0824
0045
0558
0025
0361
0012
022
0004
L0126
0979
0064
0638
0031
0384
0012
0207
0094
0913
0982
0455

Pz
RERER

0034

0381
0017
0326
. 0007

0222

0113
0047
085
11282
1248
0525
0437
0407
0131
0081
1331
0047
0618
0026
0ALD
0013
0256
. 0004
0148
L0077
0825
0034
0504
0012
0269
1358
0819
0549
0237
0178
0159
L0903%
0045
L0691
0023
L0973
0012
0221
0004
L0124
1472
0066
0638
0031
0384
0012
0207
0094
0913
1414
L0749

TG7T & Ltn)=28CONT.
al nl x1
O AR

79
10
11
12
13
14
15

16

v
18
19
%
2
g8
y
10
1
12
13
14
15
16
1

18

19

20

12

13

OO O O HNERENRNERNR RN - O O O™ O OTWLNLN O RS O U OO OO O O O

Pr

RREREE REZERE

0426
0269

. 0097
0908
. 0054
. 0804
.0029
0384
0013
D232
0007
0132
0934
0049
0600
0033
359
0014
0196
D095
0747
. 0037
. 0432
0405
0243
Q141
.0078
0767
. 0041
.0483
0021
0290
.0010
0164
. 0087
0687
. 0042
0399
001y
0221
0007
0111
0772
0048
0441
0018
0223
0134
.0070
0704
.0033
. 0422
0017
0240
.0007
0128

P2

0621
0302
0233
0103
1842
0049
0836
0058
0748
0013
D286
0007
0228
1031
0089
0744
0033
0627
0014
0196
0095
1423
003¢
0432
0628
0292
0251
0097
0v87
. 0084
0882
0023
0377
0019
0329
0108
0957
0042
Q0441
001¥
029¢
. 0007
Q111
0913
0048
0684
0018
0223
0261

0098

0980
003y
0492
. 0028
0390
0008
0157

PAG, 8
T 0T A Ltny=28C0ONT,
aklnlxl Pl P2
B OH BE RRERRR ENEREN
T13 2 .0835 .1145
14 0 .0003 .0003%
1 0064 .0128
2 0516 1032
19 1 ,0029 0038
2 .0290 .0418
16 1 .0012 .0012
2 0147 0148
3 .089e L1139
17 2 .0069 .0104
3 .0924 0944
18 2 .0028 .0028
3 .0228 L0346
19 2 .000% .0009
I N 0L
4 ,0834 .0948
10 10 0 .0033 .003¢
1 0404 0484
10 0015 0032
1 .021y .0407
12 0 .0006 .000Y
1 L0111 L01%Y
2 .0758 L1144
13 1 ,0052 .0060
2 0434 L0544
14 1 ,0022 .0044
2 .0230 .0441
19 1 .,0008 .0011
2 .01 0183
3 .0706 L1141
16 2 0048 0054
30,0386 L0497
17 2 .0018 .0018
3 0187 L0204
18 2 .0005 0005
3 .0080 0113
4 0570 L0974
1111 0 .0006 0009
1 .010% 0141
2 .0728 (1150
12 1 0047 0080
2 .0398 L0540
13 1 .00y 0021
2 .0201 .02i8
14 1 0007 00073
2 0091 .007yE%
3 o.0801 L1201
15 2 .0037 .0056
3 .0310 ,0510
14 2 .0013 0015
3 ,0142 0187
4 0813 .2
17 3 0056 .0042
4 .0422 ,052)
1212 1 ,0018 002
2 .0192 .0235
13 1 .0008 0006

188

107 & L(n2=28CONT,

alnlxt Pt P2
BN M HE ORREEEE BERMEE
12 13 2 .0083 .00Y3
30095 L0671 -
14 2 .0032 .0033%
3 0271 0542
15 2 .,0010 .0016
3 .17 L0200
4 L0895 1248
16 3 .0043 .0061
4,033 0831
1313 2 .0030: ,0032
3 025¢ L0296
14 2 .000% .0018
3 .0107 0114
& ,0642 .0748
159 3 .00372 .0047
4 0298 0557
14 14 3 ,0035 .0070
4 ,0283 .0320%
TERREERERRRRRARRRR LAY
TOTALmM=Y
alnlxl P P2
BEORR RR BERARR RRRERR
1272 0 0890 .06%0
28 0 L0345 L0345
220 0 .0887 ,qus?
21 0 L0690 L0670
2 0 0517 0517
28 0 .03 .oan
280 L0246 L0244
25 0 .0148 .0148
6 0 0074 0074
22 0 0025 .0025
313 0 L0996 L0994
16 0 .0783 0763
17 ¢ .0802 L0602
18 0 0452 0452
19 0 .0328 0329
00,0230 .0230
21 0 .0153 0153
2 0 .00v6 L0096
20,0055 L0053
1 .09 L0yyy
240 .0027 0027
1 .04684 0484
29 0 .0011 L0011
1 0422 0422
2 1 0216 0214
§13 0 L0786 1067
14 0 0575 ,0yv4
13 0 0422 0422
16 0 .0301 .0301
17 0 .0208 0208
18 0 013y .01}y
19 0 .0b88 .0088
20 0 ,0053 0053
1 .0760 0780
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TABLAS DEL TEST EXACTO DE FISHER PAG, ¢
T 0.7 A Ltn)=29C0NT, TOTALM=29CONT. T 8T A Lin)=29C0NT. T 0T A Ln)=29CONT.
akal'xt P P2 alnlxt Pl P2 alnlxl. PL . P2 alalxl PL P2
REORE AR ARERRE BRRREE  NR ER RE RRRERR MAREEE  RR OF KR RKKERE EREERE  RE RE KB BNRERE CRRREE

421 0 L0030 L0030 7 9 0 0497 L0881 912 0 .0024 .0033 1115 3 .0460 0604

1 L0828 L0525 10 0 0323 0825 1 .0316 0432 16 2 .00286 0027
2.0 .0015 0015 11 0 .0204 .0239 13 0 .0011 .0012 3 .0233 0264
1 0339 0339 12 0 .0125 .0230 1 .017% 0200 17 2 .000% .0013
23 0 0006 0006 13 0 ,0073 .0084 14 0 ,0005. .0007 3 0106 0177
1 .0200 .0200 1 .0740 0927 1 L0093 0142 4 0431 .l186
24 1 .0103 ,0103 14 0 0041 0063 2 .0680. .1087 13 3 0041 0051
25 1 0043 0043 1 ,04%0. 0801 - 13 1 ,0047 ,0052 § 0333 .0482
2 .0800 .0800 15 0 .0022 .00 2 .0407 0302 1212 1 0030 ,0040
310 ¢ L0979 1334 1 0311 03582 16 1 .0021 .0033 2 .0277 .053%
10 0721 .1261 16 ¢ 0011 .0011 2 .0227 0405 13 1 .0011 .0018
12 0 .0521 .0588 1 .0187 .0240 17 1 .0009% .0009 2 .0132 .0216
13 0 03468 .04724 17 0 .0005 .000% 2 0114 0140 3 .0762 .1298
14 0 0253 .0422 1 .0106 .0104 3 0744 1059 14 2 0056 0078
15 0 0189 .014% 2 .0794 L0920 18 2 .0033 .0053 30408 L0804
16 0 .0108 .0108 18 1 .0085 0055 3 L0430 (0478 19 2 .,0021 .0025
17 0 0087 ,0087 2 .0508 .0Nn2 19 2 .0021 .0021 30197 ,0253
1 0773 .1294 19 1 .0026 .002% 30225 .0317 4 0987 .13v4
18 0 .003% .003y 2 .0302 .0302 20 2 ,0007 .0007 14 2 .,0007 .0007
1 0537 053¢ 20 1 .0011 .00 3 .0103 .0103 3 0084 L00%Y
19 ¢ 0021 .00 2 0184 L0144 4 0712 .0880 - § 0335 0467
1 .0357 0352 212,007y 0079 1010 O .00446 0108 17 3 .0031 0032
20 0 ,0011 .0011 3 L0826 0676 1 .05072 0974 4+ ,0288 .02
1 .0223 4023 22,0032 .0032 11 0 .0022 .0033 1313 2 .0054 ,LOVY
21 1 .0129 .012% 3 0377 .03 1 .028Y .0434 3 0391 L0408
22 1 0087 L0067 8 8 0 .0474 0462 12 0 0010 0012 14 2 .0017 0025
2 .07247 0047 P 0 L0294 L0867 1 .015% .01 3 ,0180 0293
23 1 ,0030 .0030 10 0 0176 0245 2 .09%6 1281 4,091y .13v4
2 .0456 0454 11 0 0102 .0114 13 0 L0004 .0010 13 2 ,0008 ,0007
24 1 0010 .0010 1 .0918 1097 1 .0078 .0181 3 .0073 L0092
2 .0243 0243 12 ¢ .0057 008y 2 .05 a4 4 L0476 L0656
6 9 0 .0816 1375 10800 L0928 14 1 .0037 0052 16 3 0025 002y
10 ¢ L0571 .0676 13 0 .0030 .0033 2 .0329 ,0502 4,017 .01
11 6 0391 .0926 1 .0377 .0443 19 1 0016 0017 14 14 2 0008 .OUO7
12 0 0261 0563 14 0 0015 .0022 2 .0173 L0209 3 L0070 .00v2
13 0 .0189 .0205 1 .0225 L0352 30951 L1261 § 0457 L0654
14 0 0105 ,0149 19 ¢ .0007 0007 16 1 .0006 .0004 19 3 .0023 0028
1 .0990 .1488 1 .0127 .0142 2 .0083 ,0087 4 ,0199 .0268
15 0 0083 0043 2 .0862 ,1087 30543 L0441 3 L0974 1401
1 .0493 0801 16 1 .0047 .00%7 17 2 00386 L0043  RARRERERRERERERRERNREAR
16 0 .0034 .0034 2 .0547 0923 3 .0304 L0440
1 0470 0438 17 1 .0033 .0033 18 2 0013 0013 T07TA LS
17 0 0020 .0020 2 .0325 .0382 3 0148 (0149 alalxl P P2
1,030 .0303 18 1 0014 0014 § L0833 (1142 xx xR RR RERANE ENRAXX
18 0 .0010 .0010 2 .0179 .0281 13 L0062 L0062 127 0 .1000 .1000
1 0185 .0185 19 1 .0005 .0005 4 0468 0515 280 L0487 0467
1y 1 .0105 ,010% 2,008,008y 1111 O 0009 0012 29 0 0333 0333
2 .0881 1432 3 04858 0834 1 .0148 .01%0 221 0 ,0828 .0828
20 1 .0055 .00%% 20 2 ,0039 .003y 2 .0921 .125% 220 L0644 L0644
2 ,0359 0559 30374 03724 12 1 L0071 L0080 23 0 0483 0483
01,0025 L0028 21 2 0014 L0014 2 .033% L0441 24 0 (0345 L0345
2 0333 L0335 3 .0188 0188 13 1 .0031 0058 25 0 0230 0230
21,0000 .0010 ¥y 9 0 0148 .02720 2 .0289 0824 26 0 .0138 0138
2 .0180 .018d 10 6 .0092 .0114 14 1 .0013 .0017 27 0 L0089 0049
232 0083 ,0083 1 .0847 1072 2 0144 L0209 28 0 .0023 0023
J 0828 .0828 11 0 0049 L0102 3 L0821 .1281 316 0 .08Y7 L08Y7
78 0 074 1421 1,052y .09y 13 2 .0065 .0078 17 0 .07204 0704
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TABLAS DEL TEST EXACTO DE FISHER

T 07 A Lni=30CONT.

alatxl P1 P2
B RE B LERREE RRERRE
318 b (0542 L0542
CO1Y 0 L0404 L0404
2 0 0296 .0296
21 0 .0207 .0207
2 0 .0138 .0138
25 0 .0088 0084
28 0 .004% .0049
10936 L0938
25 00,0025 L0025
1 .0840 0440
2% 0 0010 L0010
1 .0394 .0394
27 1 0202 .0202
413 0 0888 1129
14 0 .0844 .1029
13 0 0498 0994
16 0 ,0385 .0345
17 ¢ 0281 .0281
18 0 .0181 .0181
19 0 0120 .0120
20 0 0077 .00M
1 .0952 0952
21 O 00486 .0044
1 .0690 .04%0
22 0 ,0026 .0028
1 0473 0475
23 0 .0013 .0013
1 .0307 0307
24 0 0006 0004
1 .0181 .0181
23 1 .,0093 0073
26 1 ,0038 .0038
2 ,07%0 .0750
11 0 L0814 .1288
{2 .0 ,0801 .0457
13 0 0434 ,0525
14 0 ,0307 .0447
19 0 0211 L0422
16 0 0141 014
17 0 .00% ,00%0
1 .0943 1378
18 0,005 .00%
1 04881 .1282
19 0 .0032 ,0032
1 .0472 0472
20 0 ,0018 ,0018
1 .,0312 .0312
200,000y .0009
1 .0199 .0195
22 1 ,0112 ,0112
23 1 .0058 .0058
2,087y L0879
28 1 0026 .002¢
2 ,0413 0413
25 1 .0009 .000%
20,0219 .0219
6 % 0 L0914 1406

T80T A Ltn2=30CONT,

alnlxl' P P2

HE M B RREERE RARNNR
410 0 L0433 L0741
11 0 L0457 0613
12 0 .0313 0568
13 ¢ .0208 ,0237
14 0 0135 .018%
19 0 .0084 0149
1 .0843 .0727%

16 0 .0051 ,0051
1 .05%0 ,0725

17 0 ,0029 .002y
1 .0397 ,0608

18 0 .0014 ,0014
1 .02546 .0254

1y ¢ .0008 ,0008
1 .0156 ,0156

20 1 .,0088 .0083
2 ,0760 .1413

A 1 L0044 L0044
2 L0492 0472

22 1 .0021 ,0021
2 0294 L0294

23 1 .0008 0008
2 .0157 .0157
242 ,0072 0072
3 .0754 L0754

7 8 0 0838 .1434
y 0 0571 .00
10 ¢ .0381 0837
11 0 .0248 .0292
12 .0 .0156 .0242
13 0 0094 0104
1 .0886 .1038

14 0 .0058 .0073
1 .0807 .084Q

15 0 0032 ,0032%
1 .0400 0801

16 0 .0017 .0017

1 .0253 ,030y

17 0 .0008 0008
1 .0152 .0247

13 1 .0086 .0084
2 .0681 0837

19 1 .0045 0045
2 0433 0480

20 1 .0021 0021
2 .0256 0254

21 1 .000% 0009
2 .01y 013y
30962 L1533
22,0067 L0067
3 0996 L0394
402 007 .00
3 .0331 L0331

8 8 0 .0544 .,070%
¥ 0 L0348 0483
10 9 0215 .0288
110 ,012%9 0279

PAG. 10
T 07T A Ltn)=30CONT.
alnlxl P P2
BEORR NE RRREEN MEREAR
812 0 0075 .0100
1 .0727 .0994
13 0 0041 0094
10474 0924
14 0 .0022 0027
1 .0294 0395
15 0 0011 .0022
1 .017& ,0352
16 0 0005 0005
1 .009% 012
2 .05 L1010
17 1 .0052 .0032
2 .0451 0492
18 1 ,0025 .002%
2 0287 L0342
1Y 1 ,0011 .0011
2 0146 0144
3 0911 L1040
20 2 ,0072 0072
3 0563 .0778
21 2 .0031 .0031
3 .0318 .031%
22 2 .0011 0011
3 .09 .0
9 9 0 .0205 ,028Y
10 0 0117 0134
1 .0998 2033
110 L0085 ,0104
) 1 .0646 1000
12 .0 .0034 0040
1 0401 L0492
13 0 0017 .0033
1 .0238 0417
140 .0008 0009
10134 014y
2 .0882 1184
15 0 0004 0007
1 0071 0074
2 .0543 1087
16 1 .0035 0043
2 .0323 0492
17 1 0016 .00t6
2 .0179 .01948
30994 1282
18 1 0008 .0006
2 .0091 L0125
3 .0618 .1019Y
19 2 0042 0042
3 L0355 .041Y
20 2 ,0017 ,0017
3 .0184 L0301
21 2 .0008 ,000%
3 L0084 L0084
4 0611 ,Qu14
1010 0 0062 .0110
1 ,0621 ,1008
11 0 .0031 0041

T.0.T A Ltn)=30C0NT,
al nl xl
B R HOERER ERARRR

10

11

12

11
12
13

14

13

16

17

18

1y

20

12

13
14

13

14

17

14

1Y

13

14

15

16

B B3 I S N e O G PO e K e 05 RS A e NS S RS L PSS e R e B e PO e O e 2 e G e O RS G RS LS RS L RS 0 RS P RS P B e O e O

P1

0369

0015
0209
0007
0112
0743
0054
0446
0026
H201
0011
013t
0
0062
. 0451
0027
0242
0010
0116
0712
0048
0387

0014

0200
0006
0102
0489
0049
0374
0021
0212
. 000Y
0109
0641
0047
0355
0019
0179
0927
. 0004
.0080
(0524
0031
0265
0044
.0380
Q019
0193
099y
. 0007
. 0091
0573
0039y
0302
00135
0144
0776

P2

0485
0016
H235
0011
0174
1194
.0087
(0577
0027%
. 05302
,0014
0187
1216
004y
0582
0041
0430
0010
0147
1081
0048
L0449
0014
0231
0012
L0182
1213
. 0067
L0578
0024
025y
0017
D20y
1481
0068
0567
L0021
0228
1322
. 0004
LTS
0626
0045
L0463
0068
L0577
0024
0256
1414
0008
D108
0217
L0041#
0341y
0022
0236
11349
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TOT & Ltn)=30CONT,

alnlxi P1 P2 al nl xt Pl P2

B ORE RE ERRERE RERREN R MR MR NLANREE RERNRE

1217 2 .,0005 .0003 325 O .0045 ,0045

3 .0081 0080 1 .087% .0879

& 0413 L0810 26 0 .0022 ,0022

18 3 .0022 .0024 1 .0801 0401

4 0197 L0243 270 .0009 L0009

5 .0982 .1342 1 0347 036y

13 13 1 .0007 ,0008 B 1 .018y ,018Y

2 .0087 0105 413 0 0972 .1200

3 .0852 .oni 14 0 075 .1075

14 2 .0035 003y 19 0 .057¢ .1012

3 .02y 012 18 0 0434 - L0434

13 2 .0013 L0013 17 0 .0318 ,0318

30127 0253 18 0 .0227 .0227

& ,0897 L1394 19 0 .0137 ,0157

18 2 .0004 ,0006 20 0 ,0105 0105

3 .0031 0084 21 0 .0087 0047

40,0353 L0634 1 .0B48 .0848

17 3 .0017 .0024 22 0 ,0040 0040

405 0 1 .0627 08627

3 L0824 L1374 23 0 ,0022 0022

14 14 2 ,0012 .0013 1 .0432 0432

3 0121 .3 24 0 .0011 .0011

4 .,0673 0813 1 .0278 .0278

15 2 .0003 L0007 29 1 01844 0144

3 .0046 L0092 26 1 .0084 0084

4 ,0328 .0374x 227 v 0033 L0035

16 3 0015 L0027 2 .0704 L0704

4 0140 L0261 S 11 0 L0913 1328

3 L0741 L1414 12 0 .0484 ,1285

1915 3 ,0014 .0015# 13 0 ,0504 .0580

4 0134 L0268 14 0 .0344 0482

Y L0716 14 13 0 0297 0434

ERNRREREEREENRRCERRRRRR 16 0 0177 .77

17 b 0118 ,0118

FRT AL 18 0 0078 ,0074

alnlxl Pl P2 1 .0833 1338

HEOREOHE RRRBEN ERNRER 19 ¢ 0047 0047

128 0 0968 ,0v48 1 .0600 0600

29 0 L0845 0645 20 0 .0027 002

300 .0323 .03 1 .0414 0414

221 0 0948 .L0v4B 0 L0015 L0015

2 0 0774 0774 1 0224 0274

20 L0602 L0602 22 0 .0007 0007

28 0 0452 ,0452 1 .01 i

30,0323 .03 231 .0098 0098

26 0 0215 L0215 2 .0932 0932

27 0 .0 .0y 24 1 ,0051 ,0051

28 0 L0085 0085 2 .0619 0419

29 0 ,0022 0022 21,0022 0022
317 0 .0810 L0810 2 .0376 0326

18 0 0636 .0434 26 1 .0008 0008

19 0 0487 0489 2 .019% L0199

20 0 .0367 0347 § 10 0 L0737 L1411

21 0 0287 0287 11 0 03526 .0458

20 .0187 .018) 12 0 034y 0585

23 0 L0125 ,0125 13 0 .0252 0275

240 0078 L0078 14 0 0148 ,0209

TABLAS DEL TEST EXACIO DE FISHER

T 07T A Ltn)=31C0NT.

PAG. 11

1071 & Lim=31C0NT.

alal x1 P P2
E B BE RRRARE RRERRE
413 0 0109 .77
1 0999 a9
16 O .0048 .0048
1 0721 .0829
17 0 .0041 .0041
1 ,0503 .0671
18 0 .0023 .0023
1 .0338 .0590
1y 0 0013 .0013
1 0217 027
20 0 ,0006 0006
10132 0132
4 .0983 L1510
2L 1 0075 0075
20674 L0674
22 1 003y 0039
2 0434 L0434
23 1 .0018 .0018
2 .08 .08
24 1 .0007 .0007
2 .0138 ,0138
25 2 0083 L0043
3 .0488 0488
7 8 0 ,0932 .1440
¥ 0 L0449 L0746
10 0 .0442 L0461
11 0 0295 .0683
12 0 .0192 0241
13 0 .0121 0243
14 0 0074 0087
1 .0733 .0v40
13 0 0043 .0048
1 .0500 .082Y
16 0 .0023 .002%
1,082y 0373
17 0 0013 .0013
10,0207 .0281
18 0 .0007 .0007
10124 0124
2 .0873 L0994
19 1 .0020 0070
2 .058 L0776
20 1 0036 .0038
2 .03720 L0300
20 1 ,0017 0017
2 .01y .21y
22 1 ,0007 .0007
2 .0118 .0118
3 ,08%6 L1504
232 .005 .0058
3 .0528 0928
24 2 .0023 .0023
3 .0292 0292
B 8 0 .0822 .0756
T 0 L0405 0677
10 0 .0258 .0317
11 0 ,0180 .0280

191.

107 ALtn)=31C0N.

alnlxi P1 P
AR ORE RE RRRNEE RREERE
812 ¢ .0096 0114
1 .0842 .1082
130 .0056 .0096
1 .0580 .0¥34
14 0 .0031 ,003%
1 .03726 L0454
13 0 .00146 .0025
1 .0234 .0373
16 0 .,0008 .0008
1 0137 L0155
20900 1134
17 1 .0078 010y
2 .0996 .oy
18 1 .0041 .0041
20 .0374 042y
19 1 0020 .0020
2 .0220 0314
20 1 .0009 000y
2 .0120 0120
3 .0788 .0v47
A2 0039 L0059
3 .0484 0742
2 2 0026 0024
3 .0272 0272
232 .0009 000y
3 .0133 .0135
b0y L1542
$ 9 0 0247 L0415
10 0 0146 .02v)
11 0 .0083 .0114
1077 L1063
12 0 0046 0118
1 0494 1012
13 0 0024 0034
1 .0304 0448
14 0 ,0012 .0013
1 .0181 0207
13 0 .0006 0008
1 .0101 0153
20697 L1134
16 1 .0034 003y
20437 0938
17 1 .0026 0038
2 .0258 043y
18 1 ,0012 0012
2 .0142 0146
3 .0837 L1143
19 2 .0072 L0072
3 ,0816 0542
2002 0033 0033
3 L0294 0377
212 .0013 L0013
30,0192 L0192
4 0900 .1043
223 0068 0048
4 0828 .07
10 10 0 ,0080 ,0118
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APENDICE IIX

Rutinas para realizar el test incondicionado de Mc Donald




3000

33

=
v

193

DIMEMSION ALFA(3)/0.05:0.025,0.01/,MM(101,2),FSUM(201),
FSURTL2OL) AL INCED)
OPEN 1, BETCHOTOL, PRU'!ATT *A°
UPEN 2, "RETENBTO2™ AT T="A"
QPEN 3, BETCHDTO3™,ATT="A
30109 Ja=ind
ALFACJA) =ALFA(JAY /2.0
LI N PRt
#1=30
30 50 =il
N2=31
Tatl FRTTHE(IH 1M 1IH)
TYPE NLUN2,° INICIS ) IHsIMLIS
DALL TABLE (ML K2 ALFACIAY MM AL PHAX, FSUM) A2, PHAXD, FSUM2, 1ER)
ﬁLFA(JA) =ALFACJA) #2,0
ARITE (A 5000) MLNZ nLFACIA) A2/ PHAX2
FURHAT( C018) ") 3X2 131X 130 2X0F 5.3, 5Ks "A2="FB, 621X "PHAR=",F8. 64/)
PASD=L. FFLOATINGAND)
£=0,0
M 90 1X=1HLeN2e
IP=I%+1X~1
CEOIRLVOT.OMLeN2+0)) GO T0 W
P=P+PASY
P BN P00
22=P+PASD

N
LdaTin

TFCIXLE. QILHD)) G T 40
TR S0 (hLeN240)) MRITE (380 5045)
PrFSUN2(IP)
LEOIPLRE. (HL+N241)Y HRITECJA,500%5)
P/ FSUM2CIP) , P2 FSUM2(TP+D)
FORMAT (22X, MBI FRLG))
60 10 45
ARLTE LS SO XL I 0L NG 2)
P FSUR2(TI™) ) PLFSUN2(TPH)
FORMAT TG I3 2 T4 L T4 SO 2R 6, LKL FBLG))
p=P2
coNTinut
HRITECJA,3000) M1,N2,ALFA(JA) A2, PHAX2
ARG =ALT ACJA %0, S
DU B0 II=1Ni+l
a0 95 =0 124
BYTECLIN/IL) =46
TFOLGT.NR2HL BTEA TN L=
CONTINUE
OmMOI 000,297 50 70 45
B0 S0 IL=MMCIT 1) +1)N2#1
BYTECL D2+ 1~ #1) =42
IF (MMCIT, D) (ED,-999) 60 T0 75
SHINDIBVES T | A S SFMI RS
BYTECLIM M2¢1-T0 1) =42
ARITEAJALSOLS) LINCD
FORMAT(S120)
TONTIMUE
CONTINUE
CeNThE
CONTINUE




SUBROUTINE TABLE(N1,N2sALPHA, N AL, PHAX,FSUM,A2) PHAX2,FSUN2, TFAULT)

[ ALBIRITHE A5 (sl APPL. STATIS, (1981) vel. 30 MO.2

DTHENSION HHCLOL,2) o FSUMCR0LY )X (101, 101Y,CORL0D) ,
£ FSUN2(201) ,COMB(101) ,COMBO(201)
IFAULT=0
IFCN2,67.100) IFAULT=TFAULT+L
TF(RLLGTORD) TRAULT=IFALLT+2
TF(ALPHA,LE. 0.0, OR.ALPHA.GE. 0.3) TFAULT=IFAULT+4
IFOIFAULT HE. ) RETURM
NLI=NT#{
N21sNZ+HL
TALL tﬂHﬁI“(Hll:tﬁﬂ)
CALL COMBIN(N2L,TONR)
R DUHBI“(N1+N”+1;L0ﬁBO)
30 12 I={eHLL
WM 1) =999
HM(D)2)=-999
10 CONTIRUE
HUBGINEI Y19
b7 15 J=tN2t

.\4).1)‘ 1\.! .-; ”
15 CONTINUE
L SE HACL TRECER CHEDX HASTA GIG. L4 WENOR CUTA SUPERIOR SOBRE L&
C REGION CRITICA, ESTO LS ,BE., ALPHA+0, 0005

DEL=0.1

CHECK=1, 20AL PHs
0 IF (CHECK.GT.1.9) GO TO 30

SALL arbual (LKD) CHEDK) HH 6 S35 FU S PHAY, COMS COMB, COUSD)
CTYPE NL,N2,° SIS= “s516,° ALFA= ")ALPHA

WFLSIELAELALPARY 50 T0 40

UHEEK=CHECX+DEL

""G "( :\-I\
kD CHEDX=1.9

Shlh UMPNAL (HLH2S CHEZY MM £ SIG, FSUMSPYAX, COM) COXB, C0RAD)
CTYPE NL,M2,™ SIG= “48I5," ALFA= “,ALPHA

A LECEIELAEL ALEYA®Y, 20055 50 70 50
CTYPE ML,N2," SIG= “,SIGs" ALFA= ") ALPHA
L

5F RODIFTCA 7 S5F GUARDA S10 HASTA QUE SEA MEMOR OUE aifHKa
MEDIAMTE LA ELIMINACION REPETIDA DE LA REGION CRITICA
SEL PUNTO QUE TENGA WATDR PROBASILITAR

CI T D o

J=1

IF(M0J1) ,ED.999) 50 TO 30
BEEH T TR

02 45 I=1,N11

IO ER YW B0 TD 47
INEN=MM([, 1)

APOLCT D LR A0 JOLRYY G TE 48

J=1

]
-..:. \u Jlll

45 CONTINUE

WITA (0295 L03 VRUORES X OUE E3TAR CERCANCS AL BAXIMO WaLOR
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WS ESTABISTICARETCRLL

IFMCL D) L ER.999) 60 TO 49
dMEH=MA(D 1)
TF(ABS (X (1, INEN) ~XVAL) .5T.0.00005) G0 TO 4%
WML =)+
TFOMCT 1)L GT.N21) uR(T, 1) =999
CONTINUE
‘QLL THAX O 8L N2, S 16 PMAX FSUM, OOV, CONB)

ETYPE ‘ﬂ;. .‘.l 51 'ISIBIPHAK

30

50

G0 10 40

A1=SI6

5040 =LKLt

IFGIMCIN 1) LED.799) GO TO 40

IHEY=R1t-1+1

MHCIREV, 23 =N21¢1-MM (1) 1)

TUMTIRUE

CALL THAXCHM ML N2 42, PHAX2 ) FSUMZ, COM, CONB)

CTYPE N1 N2,"  516= *,SIG,PHAX

mn

Y Lo}

Dar LA BN

o

507 =Lkt

IFMNCI 1) NEL P99 MG D =Mi(d, D) -1
PO, 2) HE, -299) MMCL, ) =Ml (), 2) -1
CONTINUE

PETUAN

END

SUBROUTTINE COMBIN(NPL,C)

ALOORITIG A5 Lal.1 &PPLL STATIST. (190D wGL, 39 sG. 2

TALDULA LAS CONBTINACTOMES D h=mpl-t FLEMENTDS
TOMADGS DE J EM J Y LOS GUARDA EM UMA MATRIZ C

RS DN I TS NN T T

JTUENSTON CCNPL

N=NP1-1

Sl

C(q) FLOAT(Y)
SR QAT ON

L(N*l) 1.0

PORELT) PETURY

H=N/24L

HIN SRR T

NJP2=M-J42

OSSR CRLOAT RSP DY /FLENT (-1

COMIPY =2C( 13

CONTTHUE

RETURN

R
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SUBROUTINE UMPUAL (N1,N2,CHECK, M) X,S16,FSUM, PRAX. COM, COMB, COMBO)
MLGGRITHD AS 161,27 #PPL. STATIST. (1981) YOL.3Q NO.2.

DIMEMEICH MM(101,2),COMROC201),COMB(101) CORCLOL) »7 SUM(D0L)
DIMENSION. 1(101,101)

FES 1S3

N21=N2+1

BETAO=CHELK

ARADE PUNTOS & !4 REGICN CRITICA COM X1¥x2 COMSTAMTE
HASTA QUE LAS SUMAS DE LAS PROBABILIDADES (MIPERGEOMETRICA)
SEA TAN GRAMDE COMO SEA POSIBLE SIM 30BREPAGAR # CWEDK

L4 REDIUM CRITICA ZE REPRESEMTA POR MM Y A SIDD INICIALIZADA
EN LA RUTINA TABLE.

AJUSTA L2 WALORES BE MM FILA A FILA (il=L/MLLY,
82 100 JistuNit

51 NTNBUNA ENTRADA EM LA FILA ESTA EM LA REGION CRITICAs
SUPOME QUE LA ES LA ULTINA ENTRADAN2L),

IFOMCIL 1) L DL 999) MME0L 1) =121
HICIALIZA BETAY 1 PONE S2 INCREMEMTABD 2N L PARA EL BUCLE

J2=tCi L) +L
BETAU=-1.0

MIENTRAS ESTEMOS TOBAVIA EN LA FILA ¢ LA POSICION ESTE

EN LA RESION CRITICA, CALCULA BETAU MEDIANTE LA WIPER-
SEOMETRICA SOBRE LA JIAGGMAL. LA SUMA RE LAS PROBABILIDADES
SE ALMACENA EN X, QUE ES UNA MATRIZ DE DIMENSION NilsN21.
bl CALCULD SE SALTH 51 vA SE KIZ0 ANTERIGRMENTE.

IFOJ2.0E, 1008, 2ETAYLGT. RETAQY GO 7T 40

Ji=J2-1

WL N e -0 G0 TR T

JLimi=41e 021
HETRY=COM(JL) RCONB (D) /ROMBOC(JE J2HL)
IFCJLONE LOANDL J2UNE N2L) BETAU=BETAU+L(J1-1,J2+1)

AL 2V =EETAY

50 T3 10
TOMA BETAY Db LA WATRIT ¥

RETAU=L(SL) 32

63 T3 L0
§1 SF PARA [S PORQUE J2=t, 57 MO COMTTiun COM FL BUCLE
DE Ji., PERD SALVANDQ ANTES J2.

LFOBETAY.GT. 20780 HESKER eS|

CREDUEA 51 #aY ALGUM PUNTG PE LS FTla ©4 LA REGION CRITICA

TFOJ2.GT.NELY J2=999

i =42

196
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CONTINUE

r—
<>
<

PARA LA REGIOM CRITICA DE TAMAKD MEMCR O IGUAL OUE CHECK
BAJO EL TEST NO-ALEATORIZADO UMPU, ENCUENTRA SIG TAL QUE
SEA LU MENOR DE LAS COTAS SUPERIORES SOBRE 35U TAMARQ BAJO
EL TEST INCOMOICIONAL NO-ALEATORIZADO.

[y 2R ar B o BN o Mo B o)

CALL TMAX(MM.NL, M2 FHAX, PHAX, FSUM, COM) COMB)
SI5=FHAX

RETURY

ENB
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SUBROUTINE THAXCHM) ML, N2 FMAK/PHAX) FSUM, COM, COUB)
ALRURITHG 141,83 APPL, STATIST. (1781) valL. 30.u0.2

NIMENZTON FSUMCDOL) /MMCLOL,2) P (204} S DFSUNC20L) EEMCLALD
COMB(1OD)
HRTH PE/2,50001/

LUSLUA LA PROBARIUTDAD, FSUMCP) A DE LA RESION CRITICA BAJO LA
HIPGTES o 02 DMF PL=P2=P PARA P=20.0,....1.0

PAUSE “P14"

F=0.4

KSTEP=N1+N2+1

SEL =1L O/FLORTONL #H2!

00 10 K=1,KSTEP

oKy =f

CALL SREHC £ ML HZ» FSUMCRY » DFSUMKY 1 COM, COMB)
TYPE “THAX™)NLN2:K,FEUMCK) » DFSUN(X)

taFHiEL

CONTTINUE

LTI

PraX=0.8

SEA LD 2 YT0 ANl RO LR L 2 JERL -7RY) RETURM

APROXIMA LA NERCR TOTA SUPLRIUR,FMAX, POR La PROBABILID
DE LA REGION CRITICAEN EL INTERVALO DE 0.0 A L.0

J=t
G020 1=2RETER
IF(FSURCD) (BT FSUMCD)) J=I

SANT AL
BT

FHAX=FSUM(J)
[ CRRY

Sl THAL B NG BE LOS EXTRIMLS 3 Wit} JETE

ST OTRRITMG IR S deR Ol
FIMIT=P (D)
SURTh=Fsimin
JSUMTD=0FSUN (D)

WFLER. 50010 50

IF(J.EQ.XSTEP) GO T2 70

“J&‘i‘ Sl -.mLJ.U‘l :3"‘1 ) :: L J” IE}”EHFNTE UHIF']?HE
EN LAS CERCAMNIAS DE FMAK,

Li" w‘bl“"lN .r-”‘l ‘1‘.L1T ‘ I‘ ic :'J\
SUMLE=FSU (J-1

;;.na ;,yl 1\

SUMHT=FSUM (J+1)

FARI=p i)

TF (ABS (SUMTU-5UNLD) L LE,EPS, AND, ABS (SUMID-SUMHI) ,LE,EPS)
PARVERTY

IFCISURIDY 34,40,32

ENIRIE N S g

JUHLJ SUMIn

e iy
o]
ol ‘ iwoad

PIHI=PIMID

i p‘l";”lll.‘l\‘ui'
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40

3 oo D

PIMID=(PJLO+PIHD) #0.5

CALL SRTRCMMG2MTDN BL N2, SUNIR, DEUMID, COM/ CONB)
TYPE PJMID,SUMID, DSURID

§U 70 30

FHAX=SUNID

PUAX=P NID

RETURN

TFFBAX.(GEL . 9997) RETURM

5=0,0001

CalL SRUA(MM)G.NLNZ, RUM, DRUM, COM, COND)

33 FMAX UCURRE EN EL 20 VETE.

TFORUN.LT.FRaYY RETURM

J=2

30 70 23

IF(FNAX.GE,0.9999) RETURN

Gatd, 9999

CALL SRCH (MM, G112 RUN, DRUM,COM. CONB)

sl PWAS DULRRE EN 1 OGETE,

AFIRUS, L TLPRAXY RETURN
J=KSTEP-{

50 10 23

EMD
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SUBROUTINE SRCH(MMsPP,N1.N2,SUNS, DSUNS,COM) COMB)

ALGURITMD AS 161.4 APPL. GSTATIST, (1981). VOL. 30 M0.2

LMCUENTRA EL Thﬁﬁkﬂ BE LA SEGION CRITICA BAJD EL TEST INCON

DICIONAL NO ALEATORIZADG CON PROBABILIDAD P1=P2=PP

DOYBLE PRECISION SUM,SUMM,DSUN.DSUNM,PPEXP,DPPFXP, RPLEXF,PPIEXP

DIMENSTON MM(101,2),COMCL0D) ,COMB(101)
Hi=Mle)

N21=N2+1

alin=0.0

SUMN=0.0

15un=0.0

ISunM=0.9

IREPPLGE.0.99999) S0 D W
IF(PP.LE.0.00001) GU TC 40

BUSCA LA RERIGN CRITICA DE UMA COLA.

IYPE COROHTNLN2, PP SUNS DSUMS
PP1=1,0-PP

HININ=ML+N2

D0 20 [=1.N11

FOMCI, 1) E0.999) GO TO SO

NE=N21

Ril=l-1

PRL=PP

TFOLLHEL 1Y PRI=C-1)RPRY

CALL MOBINT(PRIN,KL1,NL,PRL,PALL, ICNTLL)
PLL=PRIN

PR1=1.0-pPP

WLHE. DY PRI=C-11RPRYL

CALL MDBINT(PBIN/K11,M1,PRL,PAL2,ICNT1D)
P12=fBIN

K12=)11-1

HOPLLLERLQ, 9, AMD, FIZLEDL0L0) 50 70 20

CALCULA L& PRODABILIDAD DE LUS PUMTOS DE Lf REGIDM CRITICA
POR EL PRODUCTO DE DOS BINGMIALES AMBAS CON P1=P2=pP.SE
£VITA LA POSTBILICAD DE UMDERFLOM CON LA RUTINA MDBINT QUE
ADEMAS NOS PERMITE USAR LOS LA PROBABILIDAD DE UN PUNTD PARA
CALCLLAR {4 PROBABILIDAD DEL SIGUIEMTE. TAMBIME GE EVALUA LA
BERIVADA EN P1=P2=PP Y SU RESULTADO SE ACUMULA EN DSUM.

{1 s
IF(PL1.ED.0,0) 5O TO 4
FRI=(,0-PP

IFCLNE. 1) PR2=(-1,0) #PR2
LEOICTI1YLBLNE) 66 10 20
IF (M(1,1) ,E2.999) 6O TO 4
F224-1

CALL MDBINT(FRIN/K2,N2,PR2,PADL 1ENT2L)
K2=421-
EANZHEHL N2 {52

P2=PRIN

IFPLER. B 070 3
POV=P114P2

DALL UVERFLCICED

200
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IFCICOO.NE.2) POV=0.0

SUN=SUR+POV

DSUMA=DSUM

DSUM=DSURTPQY  wC((L.0-PPYR(KLI+KZ) -PPRMINZN) 7 (PPR (L, 0-PP}))
CALL OVERFL(ICOD)

IFCLODLNE. ) DOUk=DGUN
IFOMNLL, ) LEB.-999) GO TO S
1FPL2.EQ. 2.8 GO T0 3

2=J-1

PR2=pP

IF(J.NE. 1) PR2=(-1,0) #PR2

CALL RDBINT(PBTN,R2,N2,PR2,PAZZ, ICHTZ2!

CTYPE N1,N2,PBIN,K2," 005 COLAS *

10
20

40

37

F2sPRIN-

1F (P2.ED.0.0) GO 70 §

RIMDHRNL e 1282

POV=P12%P2

CALL OVERFL(I02D)

IF (ICOB. NE. 2) POV=0.0

SUMMES UMY

DSUMMA=DSUMM

DSUM=DSUMMHPTY ¢ CC(L, 0=PP) #(KL24KD) -PPANLHINY / (PRE(L,0-PP)))
CALL OVERFL(ICOD)

7 CICER.ME.L 20 2SUMM=DSUMMA
IF (J.EQ.1) PR2=(-1.0) WPP
NEHE -1
CONTINUE
CONTTHUE
50 70 50
I QUL L) E. 799) SUM=L,0
SUMS=SUM+SUN
RETURN
IF(MM(L,1) €2, 1) SUM=1.0
ST =5
RETURN
SUMS =SS U
DSUMS=DSUM+DSUMM
RETURN
END

AREEERRRE RO RN R RN AR RN RN AR RN RRRBRR R R RRG R RN RS
BAETEJE 00000000606 002600 00 20 06 000000 20 0000 36 00 006 060 0606 00 6060000 00 00 0006 3610 90 00 6 J6 00 6 30 00 6 36 06 6 06 90 00 6 00 066 3 30 0 % 3t

L
%
L
*

LSTAS ERAN LAS INSTRUCCIONES DE LA RUTTNA ORIGINAL 7 UUE SON
LAS QUE DEBEN IR ENTRE 23 Y 44, CON ESTAS INSTRUCLIONES HABIA
LA PCSTBILITAT JEL UMBERFLOW UUE HEMDS SOLVENTADD COM LAS
INSTRUCCIDNES ALLI PUESTAS,

RACHERRRRRS R R R R BRI R RN R R RRERRERRR BRI R R RN ERRE R R NS

00 20 I=1,41t
1P 1)L 12,999 G018 50
NE=Y2L
UPLEXP=PRLRRRFLUAT (1 44D)
PPEXP=FPR¥DFLOAT (1#N2)

UPPE X =PReRiFL 0AT (ML-1)
PPLEXP=PPLXDFLOAT (N1-1)
TYFE DPATUP PRELR ) SPPEXR.PRLEXP
00 10 J=1,N2L
HECTIOFEOING PRI R IR R
PPEXP=PPEXP/PF
FPLEXPFPITIP P,

CALLULA LA PROBABIL LRAD DE UM PUNTD €k . A REGLOM CRITICA
POR EL PROBUCTY DE 0U0S BINOMIALES INUEPENDIENTES Y LU SUMA



L EN SUM. TAMBIEN EVALUA LA DEIVADA DE SUM EN P1=P2=PP,

TF(MNCL, 1)V EDL 09 GO 10 4
SUM=SUMPCOM(T) ¥COMB (NE) «PPEXPRPPLEXP
JSUN=DSUMECTRCT) %COMRCHE) % (FLOAT (1442~ J) #PPEXP /PP
®  PPIEXP-FLOAT(NL+J-1) $PPEXPSPPLEXP/PPL)
C JYRE "SUK/DGUMT SUM, BSUN
§ IF(MM(NL1,2) (ER.-999) GO TO 3
JPPEXP=1PPEXPRPP
DPLEXP=DPLEXP/PPL
SUMH=GUMMCOM (T} kCOMB(NE) $DPPEXPBPIEXP
DSUMM=DSUMM+COM(T) *COMBANE) # (FLDAT (NL+J~1) DPPEXP/PPY
& DPLEXP-FLOAT(H2+I-J) #DPPEXPRDPLEXP/PP1)
TYPE "SUMM, DSUMM®™, SUMM, TSUMM
HE=NE-1
10 CONTINUE
20 CONTINGE

[x]

wn

SR T 000000000 000000000 000000 00T IO RIS N0 0 0 T N

B0 S0 0006 0606066006 AT I I JE 0060000 000003606 6 00006 0TI TE 00 00 000000 000 00 D00 0 R 6
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SUBROUTINE MOBINT(PBIN:K N:P,PA, ICNT)
2ATA EPS/.S398F-78/
DATA ALEPS/-180.2182/
PRIN=-09,99
IF(K.GT. N OR.K.LT.0) RETURN
IFCCABS(PY . GT. 1. 03, OR. (ABSCPY.LLT.0.0)) RETURM
IF(ABS(P).GT.0.0) 60 TQ L0
BIN=9.0
IF(K.EQ.0) PBIN=L,0
RETURM

10 TF(ABS(PY.LT.L1.0) GO TO 20
)
IF(CLETN) PRIN=L,O
HETURN

0 P1=ABS(P)
Gi=1,9-01
Ki=K
=Y
XX=XNnP1
IFCFLOATORY LLE, (X) o 1029
P1=01
BL=ARS(P)
Ki=N=X
PFPLT S0 K=K

25 ALDN=XN#ALGG (D1)
TECRLT.0.0) G0 10 27
ICNT=ALON/ALEPS
ALGN=ALON-TENTRALERS

PX=EXP (ALAN)
5070 28

7 PX=PA

2B IROELEmGey S0 30 23
fr=p1/01

21=0.4
IF(P.LT.0.0) XJ=KL-1

Tt
(AN R

XN=X4+#1.0
JRAT.00 KI=KL
TF(FLDAT(X) L OT. XX, AND.2.LT.0.0) QP=1.0/0P
o0 20 J=xT.R1
XJ=£J¢l.0
PR=PRRCAPHCXN-10) 3

CTYPE PKsXJ/K1,0P XN
IFEFELTL AN B0 70 30
PX=PX*EPS
1CKI=1CHT-1

0 PX=PK/%J
FEPRLAT.RIY B0 10 35
PX=PK¥Xd
Pr=PREERS
ICHT=TICHT-1

35 PA=PE
PRIN=PX
SFOMRTLNE.D) PRIN=DLN
RETURN

£
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