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Capitulo 1

Introduccion

La elaboracién de un trabajo acerca de la estructura de los sistemas atomicos
debe tener como pretension la aportaciéon de resultados rigurosos y novedosos
mas alld del mero cdlculo computacional con funciones de onda mas o menos
sofisticadas. Ultimamente venimos siendo espectadores en Fisica Atdomica,
quizds con demasiada asiduidad, de una carrera cada vez mas intensa en la
blsqueda de programas de ordenador mas rapidos, mas precisos y mas com-
plicados. En efecto, a menudo se deja de lado la tarea de acometer, con el
lapiz como tnica herramienta, una investigacion puramente tedrica que per-
mita, a partir de un conocimiento parcial de las densidades asociadas a los sis-
temas multielectrénicos, obtener una mejor vision de conjunto de todas aquellas
magnitudes fisicas que presentan algin interés especial en la descripcion de la

estructura intrinseca de tales sistemas.

Por tanto, este trabajo no pretende constituirse en un ezamen de los modelos
atomicos existentes hoy dia, ni tampoco reducirse a un estudio numérico de
determinadas caracteristicas de un sinfin de sistemas atomicos. Por contra, el
objetivo primordial es adquirir un mejor conocimiento global de la estructura
atémica en base a magnitudes fisicas fundamentales y/o experimentalmente

medibles. No obstante, en este trabajo se lleva a cabo una labor intensa de



comprobacion numérica de nuevas propiedades estructurales atémicas en el seno
de modelos especificos mas o menos realistas, y ampliamente estudiados en la
literatura. Dado que tales propiedades son expresadas en ocasiones por medio de
desigualdades que correlacionan dos o mds magnitudes de interés, ello permite

tener una idea aproximada de su precision.

1.1 Motivacién y Objetivos

La principal motivacion que da lugar a la elaboracion de este estudio es la simpli-
ficacion que supone la utilizaciéon de la densidad monoparticular como variable
bésica para describir los sistemas multifermionicos [T26a, F27a, H64a, L83b,
P83a, O87a, K89a, M92a, P89a, D90a]. Esta simplificacién cobra sentido a raiz
de los Teoremas de Hohenberg y Kohn para sistemas multielectrénicos [H64a,

D76a, K82a, P89a], que dotan a dicha magnitud de un significado primordial.

1.1.1 Motivacion: Teoria Funcional de la Densidad

La descripcion completa de un sistema de N fermiones (e.g. nicleos, dtomos,

moléculas) requiere la solucién de la ecuacion de Schrédinger

HY(zqy,29,...,2N8) = E¥(2,29,...,2N)

donde z; representa el conjunto de las coordenadas spin-espaciales (r;,0;) del
fermion i-ésimo, y H el operador Hamiltoniano. Dicha solucién sélo es anali-
ticamente posible para algunos, muy pocos, sistemas simples (e.g. atomo de
hidrégeno). Por otra parte, numéricamente solo pueden obtenerse soluciones de
precision elevada en un numero relativamente pequefio de atomos y moléculas; y
ello, a pesar de los recientes avances computacionales basados en las ideas de vec-

torizacién y procesamiento en paralelo. En la mayoria de los casos de interés se



requiere la utilizaciéon de Hamiltonianos-modelo y/o esquemas computacionales
simplificados. El progreso experimentado a lo largo de las dos ultimas décadas
en el calculo de la estrucutra electrénica de atomos y moléculas asi como en la
resolucion del problema de muchos cuerpos nuclear, ha puesto en evidencia cuan
lejos estamos aun de poder predecir las propiedades fisicas y quimicas de los

sistemas multifermionicos con la suficiente fiabilidad y sin excesiva computacion.

Por ello resulta natural plantearse el desarrollo de formulaciones alternativas
basadas en objetos matematicos mas sencillos y de mayor significacion fisica que
la funcion de onda ¥, tales como por ejemplo el operador densidad de primer

orden o, mejor, la densidad monoparticular del sistema en consideracion.

Desde los trabajos pioneros de L.H. Thomas [T26a] y E. fermi [F27a] y las
extensiones sugeridas por Dirac [D30a] y von Weiszacker [W35a], que expresan
la energia del estado fundamental de un sistema multielectrénico en términos
de la densidad de carga monoelectrénica, se han hecho numerosos esfuerzos
[B81a, A85b, D85b, D90a, E86a, K89a, L81a, L83a, L83b, L92a, M87a, M92a,
P84a, P89a, R80a, S89b] para conseguir un modelo fisicamente realista que
permita una descripcion transparente de la estructura intrinseca de los sistemas
multifermionicos en términos de la densidad de carga p(r) o la densidad de

momento y(p) monofermidnicas.

Las razones que hacen de cualquiera de estas dos densidades monoparticula-
res una alternativa atractiva a la funcion de onda mecano-cuantica en el estudio

de los sistemas atomicos y moleculares, son principalmente las siguientes:

e Describe la distribucion tridimensional de electrones en el sistema y por
tanto es una funcion se solamente tres coordenadas independientemente
del nimero de electrones del sistema. He aqui la caracterisitica principal
de los métodos funcionales de la densidad: el numero de grados de libertad

se reduce a un minimo. Asi, los formalismos basados en la densidad



monoparticular presentan una simplificacién enorme frente a los métodos
usuales basados en la funcién de onda, ya que éstos ultimos requieren la
resolucion de la ecuacion de onda mecano-cuantica cuya dificultad aumen-

ta muy rapidamente con el nimero de electrones.

o [s una variable fisica fundamental y puede ser medida experimentalmente
[B80a, C77b, W66a, W77a, B74a, B78a, S89d. E75a). Por tanto, la pre-
cision de los cédlculos mecano-cudnticos y las aproximaciones llevadas a

cabo pueden comprobarse directamente.

e Al ser una funcion en el espacio tridimensional. facilita la construccién de
modelos interpretativos proporcionando de esta forma una imagen cldsica
(por tanto, transparente) de los fenémenos cuénticos. Estos modelos pro-
ducen, con un esfuerzo computacional relativamente pequefio, resultados
bastante razonables y permiten obtener una considerable introspeccién de

los fenomenos fisicos en los sistemas atémicos y moleculares considerados.

El teorema de Hohenberg-Kohn [H64a] y sus sucesivas generalizaciones [G76a,
T78b, L79b, H81a, P82a, K86a, K86b, D88b, T89a] proporcionan una funda-
mentacioén tedrica firme y rigurosa de la descripcién de las propiedades de los
sistemas multielectrénicos en el estado fundamental por medio de la densidad de
carga p(r). Este teorema nos asegura que todas las magnitudes fisicas pueden
expresarse en términos de funcionales tnicos de p(r). En particular, la energia

electrénica total £ como funcional de p(r) es de la forma:

Elp) = Flpl + [ drp(r)o(r)

en la aproximacién de Born-Oppenheimer. Aqui v(r) es un potencial externo a
un cuerpo y F[p] es la funcional universal de Hohenberg-Kohn para la energia.
F[p] consta de dos partes: la funcional de la energfa cinética T'[p] y la funcional

de la energia de repulsion electrénica Ulp].



El principal problema de la Teoria Funcional de la Densidad (TFD de aqui
en adelante) es, quizds, que la forma exacta de la funcional universal F[p] no
se conoce ain. En efecto, aunque se han determinado las formas exactas de
los funcionales de la energia cinética y de la energia de repulsién electronica en
términos de la funcién de onda ¥, sus expresiones explicitas como funcionales
de la densidad de carga atn se ignoran. Ello se debe, en particular, a que la
parte indirecta o no-clasica de U[p], o sea la energia de correlacién-intercambio

E.., no se deja tratar exactamente.

Teniendo en cuenta las limitaciones anteriores, uno puede adoptar la es-
trategia siguiente. Cuando una magnitud fisica @ cuya expresién en términos
de la densidad monoparticular no sea conocida explicitamente o sea dificil de
determinar, puede obtenerse una estimacién rigurosa de dicha magnitud por

medio de cotas inferiores I y superiores S, o sea de forma que

I<Q<S

Estas cotas rigurosas seran ttiles, en la practica, solamente si son suficiente-
mente precisas y pueden calcularse facil y directamente en términos de otros
elementos (magnitudes) de relevante significado fisico. Ha de sefialarse que, en
ciertas situaciones, solamente podran obtenerse un solo tipo de cotas, las infe-
riores o las superiores. En esta memoria se utilizaran como elementos basicos los
momentos de la densidad monoelectrénica en el espacio de posiciones (densidad
de carga) o en el espacio de momentos (densidad de momento), que correspon-
den a los valores esperados radiales (r®) y de momento (p®), respectivamente.
Estos valores presentan dos caracteristicas importantes: permiten caracterizar
univocamente las densidades de carga p(r) y de momento y(p), y describen
por si mismas ciertas magnitudes fisicas fundamentales y /o experimentalmente
medibles del sistema considerado, tal como se hace notar en la Sec. 1.2.1 de

esta memoria.



Las expresiones de las funcionales de la densidad conocidas o desconocidas
de @) pueden extraerse de las formas de las cotas correspondientes, si es nece-
sario, ajustando adecuadamente ciertas constantes numéricas en una manera
semiempirica. Puede asi la magnitud de interés, @), ser reemplazada por su
cota, en la direcciéon apropiada, dentro de la maquinaria variacional. De esta
forma se facilita por medio de desigualdades la bisqueda de las funcionales de la
densidad que caracterizan las magnitudes fisicas de un sistema multifermidnico.

En los dltimos anos se han dado a conocer varias cotas a estas funcionales [L76a,

H77a, G79¢c, L81b, S86a, A87a].

1.1.2 Objetivos

Los objetivos del trabajo contenido en esta memoria son los siguientes:

o Estudiar las propiedades estrucutrales de las densidades monoelectrénicas
de carga p(r) y de momento y(p) asi como de la densidad de pares
electronicos I(u), u = r; — r,, de los sistemas atomicos. Se hace especial
hincapié en las propiedades de monotonia de tales densidades mads alla
de la mera no-negatividad (monotonia de orden cero) mecano-cuantica.
Queremos analizar cémo y cuando tales densidades son monétonamente
decrecientes (monotonia de primer orden), convexas (monotonia de se-

. gundo orden), log-convexas e incluso completamente monétonas. Breve-
mente, quisiéramos conocer el maximo orden de monotonia de las densi-

dades antes mencionadas para un sistema atémico dado.

o Determinar desigualdades rigurosas que permitan correlacionar entre si
magnitudes macroscopicas o globales de los sistemas atomicos, tales como
por ejemplo la susceptibilidad diamagnética, las energias de atraccién

electrén-nucleo, cinética y de intercambio de Dirac, los radios logaritmicos



de carga y de momento, el potencial de ionizacion, el promedio de las den-
sidades de carga y de momento asi como la entropia de informacién. Tales
desigualdades son dificiles, cuando no imposibles, de obtener por medio
de los métodos microscépicos basados en la funcién de onda ¥ del sistema
ya que esto ultimo requiere la resolucién de la correspondiente ecuacién

de Schrodinger.

e Obtener desigualdades rigurosas y/o aproximadas que permitan correla-
cionar ciertas magnitudes de caracter local de los sistemas atémicos (tales
como la densidad de carga en el nicleo, la densidad de momentos en el
origen, la probabilidad de coalescencia electrén-electrén y los parametros
caracteristicos de intensidad y localizacién del maximo de la densidad de
pares electréonicos unimodal) entre si o con los valores esperados radiales

o de momento de tales sistemas.

¢ Analizar numéricamente las desigualdades anteriores en el marco de cono-
cidos modelos microscépicos mas o menos realistas a fin de tener una idea
de su precisién. Se usaran los dos métodos variacionales siguientes: el
método de Hartree-Fock descrito por Clementi y Roetti [C74a] y el método
tipo Hylleraas de veinte términos optimizado, recientemente descrito por
Koga y Matsui [K93a]. Ademas, siempre que sea posible, se compararan
los resultados obtenidos en este trabajo con los encontrados en calculos

ezactos, i.e. de tipo Montecarlo.

La metodologia empleada para la consecucién de estos objetivos es muy
variada. Ademads del método variacional standard y de la propia ecuacién de
Schrodinger no-relativista e independiente del tiempo formulada en la aproxi-
macion de masa nuclear infinita, se han usado los teoremas de existencia co-
rrespondientes a la determinacién de los problemas de momentos de Stieltjes y

de Haussdorff [S43a], asi como ciertas técnicas derivadas de la teoria de infor-



o

macion [B5la, B59a] y varios tipos de desiguladades integrales, especialmente

las desigualdades de Holder y de Bialynicki-Birula y Mycielski [B75b, B84a).

Se utilizan las unidades atémicas (u.a.) de Hartree (|le] = me = h = 1) en

toda la memoria, salvo que explicitamente se diga lo contrario.

1.1.3 Estructuracion de la Memoria

Este trabajo consta de cuatro partes bien definidas. En el Capitulo 1 se trazan
los objetivos fundamentales de la investigacion llevada a cabo y se describen las
variables fundamentales que conforman la base de los resultados conseguidos.
En el Capitulo 2 se muestran algunas propiedades estructurales que presentan
las densidades atomicas de carga, de momento y de pares electrénicos, especial-
mente las relativas al grado de monotonia. Dichas propiedades posibilitan, en
muchos casos, el establecimiento de desigualdades rigurosas entre magnitudes
fisicas relevantes por medio de técnicas matematicas muy variadas. Una am-
plia gama de dichas relaciones se muestra en el Capitulo 3. Algunos modelos
atémicos, mas o menos realistas, sirven de soporte para estudiar, en el Capitulo

4, el grado de precisiéon que dichas relaciones presentan.

En la Sec. 1.1 se ha ofrecido la motivacién que lleva a la realizacién de
este trabajo. Dicha motivacién se fundamenta en la importancia que cobran las
densidades anteriormente mencionadas en la descripcién fisica de los sistemas
multielectrénicos. Diversas magnitudes calculadas a partir de dichas densi-
dades (i.e. valores esperados radiales y logaritmicos, momentos de frecuencia,
entropias de informacion, caracteristicas locales de las densidades electrénicas,
potencial de ionizacidon) son especialmente importantes, como se muestra en
la Sec. 1.2, bien porque son experimentalemente medibles, bien porque son

fisicamente relevantes.

En la Sec. 2.1 se recopilan las propiedades mas importantes conocidas hasta

la fecha (i.e. unimodalidad, condicién de cispide, comportamientos asintéticos,



cotas) de las densidades atomicas de carga y de momento. En este trabajo
se muestran nuevas propiedades de monotonia (ver Sec. 2.2) que presentan
(en algunos casos en forma aproximada) dichas densidades. Separadamente
(Sec. 2.3) se estudian algunas de dichas propiedades de monotonia en el caso
de la densidad de pares electrénicos, y se pone de manifiesto la importancia de

algunos momentos interelectronicos.

La metodologia empleada para la obtencidn de relaciones rigurosas en forma
de desigualdades es descrita en la Sec. 3.1. Dicha metodologia abarca desde
métodos variacionales hasta el estudio de la propia ecuacién de Schrodinger,
pasando por resultados clasicos, como pueden ser la desigualdad de Holder, los
problemas de momentos de Stieltjes y de Haussdorf asi como las desigualdades

integrales para densidades log-convexas.

Especialmente interesante es el estudio de las magnitudes basicas en la rea-
lizacién de este trabajo, a saber, los valores esperados radiales de las densidades
atémicas de carga y de momento. En la Sec. 3.2 se obtienen diversas desigual-

dades entre dichos valores por medio de las técnicas descritas en la Sec. 3.1.

Un método variacional asi como la convexidad de los momentos de frecuencia
posibilitan la obtencién de relaciones rigurosas entre dichas magnitudes y/o

valores esperados radiales, como se muestra en la Sec. 3.3.

La Sec. 3.4 recoge diversos resultados en los que aparecen involucradas
determinadas caracteristicas locales de las densidades de carga y de momento
(i.e. valor maximo, valor en el origen), tanto en base a propiedades de monotonia
de la densidad correspondiente como en base al tratamiento de la ecuacién de

Schrodinger.

La entropia atémica de informacién es acotada, superior e inferiormente,
por medio de un método variacional. Las cotas que se muestran en la Sec. 3.5
dependen bien de valores esperados radiales y/o logaritmicos, bien de varios

momentos de frecuencia.
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El estudio de la ecuacién de Schrédinger asociada al hamiltoniano elec-
trostatico en la aproximaciéon de masa nuclear infinita lleva, en la Sec. 3.6, a
la consecucién de cotas superiores rigurosas al potencial atémico de ionizacién,
en términos de valores esperados radiales y/o valores locales de la densidad

atomica de carga.

Concluyendo el Capitulo 3, la Sec. 3.7 recoge todas las relaciones obtenidas
concernientes a la densidad de pares electrénicos. Estas relaciones se basan
en las propiedades de monotonia de dicha densidad, e involucran a momentos
interelectrénicos y/o caracteristicas locales (e.g. localizacién e intensidad del
maximo absoluto, probabilidad de coalescencia electrén-electrén) de la densidad

de pares electrénicos.

En el Capitulo 4 se lleva a cabo un estudio numérico de algunas de las
relaciones mostradas en el Capitulo 3, por medio de la utilizacién de modelos
microscopicos. En la Sec. 4.1 se hace una somera descripcién de dichos modelos

(i.e. Hartree-Fock, Hylleraas).

En la Sec. 4.2 se efectiia el estudio numérico de la precisién de las relaciones
que involucran tan sélo a determinados observables fisicos, como son aquellos ex-
presados por medio de valores esperados radiales de las densidades atémicas de
carga, de momento y de pares electrénicos (i.e. energia de atraccién electrén-
nicleo, altura del pico del perfil de Compton, susceptibilidad diamagnética,
energia cinética y correccion relativista a la misma, energia de repulsién inter-

electrénica).

Las caracteristicas locales (e.g. valores en el origen, valor y localizacién
del méximo) de las densidades anteriormente mencionadas tambien fueron aco-
tadas en el capitulo precedente. La precisién de las relaciones en que aparecen

involucradas dichas caracteristicas es estudiada en la Sec. 4.3.

En la Sec. 4.4 se muestra la precisién de algunas desigualdades en que

aparecen funcionales de la densidad (e.g. entropias de informacién, momentos
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de frecuencia). El Capitulo 4 finaliza con el estudio de la precision de las cotas

superiores al potencial de ionizacién obtenidas en la Sec. 3.6.

1.2 Magnitudes Fisicas Estudiadas

En esta seccion, se describiran las magnitudes fisicas que componen el esqueleto
de este trabajo. Entre ellas encontramos tanto variables de tipo global (e.g.
valores esperados radiales) como de tipo local (e.g. valores en el origen de las
densidades atomicas de carga, de momento y de pares electréonicos) del sistema
multifermionico considerado. Algunas de dichas magnitudes (e.g susceptibilidad
diamagnética, potencial de ionizacién) son experimentalmente medibles o tienen
un significado fisico especial. A menudo, estas magnitudes pueden expresarse

por medio de funcionales de la densidad de carga p(r), i.e.

[ Flolar

o en términos de funcionales de la densidad de momentos y(p), i.e.

/ Glv]dp

Cabe sefialar, no obstante, que las técnicas utilizadas en esta memoria per-
miten el estudio de otras variables fisicamente relevantes, como pueden ser
la carga residual [P82b], Q(r) = [; 4wr?p(r)dr, el perfil de Compton [G86a],
J(@) = 3 Jp>q 1(I‘)mdp, el factor de forma atémico [B73b, B74a, P82b], f(p) =

[ e7"PTp(r)dr, o el factor de forma reciproco [W79b, T81a], B(r) = [ e PTy(p)dp.

1.2.1 Valores Esperados Radiales

Las magnitudes en términos de las cuales expresaremos la mayor parte de los

resultados son los valores esperados radiales [S63b, 082a, P82b] de carga
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(r°) = / r® p(r)dr

y de momento [E73a, P86b]

(r°) = / p*v(p)dp

(siendo « un nimero real) segin que se considere el sistema en el espacio de
posiciones o en el espacio de momentos, respectivamente. La normalizacién de

ambas densidades se expresa en la forma

siendo N el numero de particulas del sistema al que corresponda la densidad.

En la literatura existen numerosos calculos de dichos valores esperados ra-
diales en diferentes modelos [B73b, B77a, B78b, P8la, G83a] asi como la ob-
tencién de diversas relaciones que involucran a dichas magnitudes [T70a, B73a,

G79b, G81b, G86¢, N86a, A89a, A90a, P90a, A91a, A91b, A91c, G9la, A92b).

De otra parte, algunas de estas magnitudes son experimentalmente medibles

[W79b, T81a, Z87a, Z91a] o tienen asociado algiin significado fisico interesante
[F68a, M75a].

Una posible fuente de informacién para obtener los valores esperados radia-
lés, asi como la propia densidad de carga, es el conocimiento experimental de
la dispersién de electrones [B78a, B86a, D90b] o fotones [B73b, E73a, B74a,
K77a, WT77a, T80a, P82b] por dtomos. Se sabe [G89a] que los momentos de la
densidad electronica, p(r), y los del factor de forma, f(p), estan estrechamente
relacionados. Partiendo de la definicién llevada a cabo en la Sec. 1.1.3 para el
factor de forma atémico vemos que la obtencién de p(r) es inmediata a partir

del conocimiento experimental de f(p). En efecto:
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o) = < [ P 1 (p)ip

Nos encontramos con tres importantes dificultades a la hora de llevar a efecto

el cdlculo de p(r) [E73a):

e los valores experimentales para f(p) vienen afectados de error
¢ el conjunto de valores de f(p) medidos es discreto

e el rango de valores de p para los que f(p) es accesible experimentalmente

es limitado

A titulo de ejemplo, consideremos el efecto producido por el truncamiento

del rango de valores de p. Para calcular p(0), bastaria con escribir

1

p0)= = [ o) = 5 [ P (p)dp

Descompongamos la integral en dos partes:

p0) =5 [ P10+ 55 [ 1wy

Podemos estimar el error cometido al despreciar la contribucién de la zona
de bajo momento, I(q), asi como el correspondiente a la zona de alto momento,
S(¢). Anélogamente puede hacerse con los valores esperados radiales (r*). En
la Tabla 1.1, se muestran las contribuciones relativas para p < ¢ (i.e. I(q)) y
para ¢ < p (i.e. S(q)) en el cdlculo de p(0), (r~2) y (r!) en el caso del dtomo
de hidrégeno.

Se observa que el conocimiento del factor de forma para alto momento trans-

ferido es especialmente importante para una buena estimacion de p(0) asi como
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p(0) (r?) (r1)

q (wa.) || I(q) | S(q) | I(g) | S(g) | I(q)| S(q)
21018 0.82 | 0.50 | 0.50 | 0.82 | 0.18
5054046 | 0.86 | 0.14 | 0.98 | 0.023
10 |/ 0.75 [ 0.25 [ 0.96 | 0.038 | 1.0 | 0.0032
25 | 0.90 | 0.10 | 0.99 | 0.0064 | 1.0 | 0.00022

Tabla 1.1: Contribuciones relativas del factor de forma para el cdlculo de mag-

nitudes relacionadas con p(r) en el dtomo de hidrdgeno.

momentos de orden bajo. Los actuales dispositivos experimentales no nos per-
miten movernos en un rango tan extenso de momento transferido. Es, por
tanto, muy dificil obtener datos fiables de p(0) y (r*) en base a datos experi-
mentales del factor de forma. Ello, unido a la imposibilidad tedrica de encontrar
expresiones exactas de tales magnitudes a partir de primeros principios, hace
especialmente interesante la tarea de obtener desigualdades rigurosas entre es-
tas magnitudes y otras que permitan relacionarlas con otro tipo de propiedades

macroscopicas del sistema considerado (e.g. energia cinética,...).

Ha de decirse inmediatamente que algunos de dichos valores esperados pue-
den ser indirectamente medidos en otro tipo de experimentos. Por ejemplo, es
bien conocido que la susceptibilidad diamagnética de Langevin-Pauli, x, puede

ser expresada en términos de (r?) [F68a, M75a, P82c, Z87a]

X = —za*(r?)
siendo « la constante de estructura fina

a = 7.29735308 x 1072
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Por otro lado, el valor esperado (r~') [F68a. MT75a] representa, por una
parte, el valor de la energia de atraccién electrén-nicleo, —Z(r~!), y, por otra,

determina la constante de apantallamiento magnético nuclear o factor de apan-

tallamiento diamagnético [[K88a]
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Estos son los valores esperados radiales mas’significativos en_el espaci

posiciones. En cuanto al espacio de momentos, quizds la magnitud mejor me-
dida experimentalmente sea (p~'), cuyo valor es la mitad de la altura del pico
del perfil de Compton [E73a, W79b, T8la]. En la interaccién Compton en-
tre fotones y electrones, existe una sencilla relacion entre el perfil de Compton
esféricamente promediado, J(g), y la distribucion de momento, v(p), dentro de
la Aprozimacion de Impulso (es decir, para tiempos de interacciéon v — e muy

cortos). Para un sistema isotrépico, esta relacién viene dada por [E73a]

(oo}

J(q) = 2= / py(p)dp

0

de la que inmediatamente se deduce que

La altura del pico del perfil de Compton, J(0), puede ser medida, hoy dia, con

una precisién muy superior a una fraccién de 1% [M88b)].

El valor esperado (p?) esta relacionado, como es bien sabido, con la energia
cinética de los electrones [E73a, P86b]. Para atomos en el estado fundamental,
(p®) es dos veces el valor absoluto de la energia electrénica total (debido al

teorema del virial).

La variacién de la masa del electrén con la velocidad, en el caso relativista,
proporciona la correccién de Breit-Pauli a la energia en términos del valor es-

perado (p*), en la forma [F86a]
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Figura 1.1: Perfil de Compton para el dtomo de hidrégeno.

L)y
T 8(?)

siendo a la constante de estructura fina.

Otros valores esperados radiales (e.g. (r~2), (r), (r3), (r%), (p~2), (p) y
(p®)) no llevan asociado, en principio, un significado fisico tan claro. En base
a tratamientos semiclasicos, diversos autores (G81c, A85a, P86b] han sefialado
la relacion existente entre (r) y la densidad media en el espacio de momentos,
(7) (experimentalmente medible a partir del factor de forma reciproco [G86a)).
Usando el mismo tratamiento [G8lc, A85a, P86b], se observa una clara correla-
cion entre (p®) y la densidad electrénica media, (p) (que es el valor inicial de la
funcién de Patterson en cristalografia de rayos X [P86b]). Asimismo, (p) es esen-
cialmente [G81c, A85a, P86b] la energia de intercambio en el modelo atémico de
Thomas-Fermi (ver Sec. 1.2.2). También se ha especulado [E73a] con su relacién

con el apantallamiento en espectroscopia de resonancia magnética nuclear.

En este trabajo se hace notar la especial relevancia de los valores esperados
(r=?) y (p~?) para la determinacién de las densidades de carga y de momento en

el origen, respectivamente (ver Sec. 3.4), asi como la importancia de (r) v (p)
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para estudiar determinadas relaciones de incertidumbre inherentes al caracter

mecano-cuantico de los sistemas multifermiénicos (ver Sec. 3.5).

Finalmente. cabe decir que en la Sec. 2.1.3 se estudiard la dependencia de
los valores esperados (r®) y (p®) con la carga nuclear, Z, en atomos pesados
[D82a]. El conocimiento de dicha dependencia sera de gran ayuda para tener

una idea de la bondad de las diferentes relaciones que se obtengan.

1.2.2 Momentos de Frecuencia: Energias Cinética y de

Intercambio Thomas-Fermi

Desde un punto de vista semiclasico (por ejemplo, en un marco de trabajo
Thomas-Fermi), existe una clara relacién entre los momentos de la densidad en
un espacio (i.e. los valores esperados radiales) e integrales de potencias de la
densidad en el espacio complementario [G81c, A85a, P86b]. Dichas integrales

reciben el nombre de momentos de frecuencia:

wa = [l (n>0)

™ = [[v(p)]"dp (n >3/8)

Diversos autores [P81a, A85a, G86a, P86b, P90a] han hecho notar que, dentro

del modelo Thomas-Fermi, se verifica:

(") = @ae (14 3) miag

n
(p") = (3x*)"/° (1 + 3—) wign
Dichas igualdades dejan de verificarse, aunque no de forma dramatica, cuando
abandonamos el contexto semiclasico (por ejemplo, en el modelo Hartree-Fock),
transformandose en desigualdades, cuyo sentido (> 6 <) depende exclusiva-

mente del valor del orden del momento, n [P90a].
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Figura 1.2: Momentos de frecuencia del dtomo de hidrdgeno.

El interés de los momentos de frecuencia no es tinicamente el conferido por
su relacion con los valores esperados radiales. Como veremos en la Sec. 3.3,
los momentos de frecuencia wygy3 Yy wsyz llevan asociado un significado fisico
especial. Asimismo, como ya sabemos. w; y 7, son, respectivamente, (p) y (v)
(densidades electrénicas medias en los espacios de posiciones y de momentos,
respectivamente) [G86a], cantidades medibles experimentalmente [H78c, H84a).
Es por todo ello por lo que en los dltimos afios ha proliferado la aparicién de
cotas a estos funcionales [D85a, S85¢c, G87a, D88a, G88a, G88c, D89a, D8Ib,
G91b, G92a.

Las energias de intercambio (Kj) y cinética (Ty) para la nube electrénica en

el modelo Thomas-Fermi, vienen dadas por [D30a, P85a]

1 73 1/3
Ko=-7(3) s

3 (37"2)2/30-’5/3

W o e
°~ 10

Otras magnitudes asociadas a los momentos de frecuencia que presentan un

interés especial son las del tipo

W= 22 = [lp()" In plr)dr
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Como veremos en la préxima seccién. especialmente relevante es la magnitud

/p(r)ln p(r)dr

asociada a la incertidumbre en la localizacion de la nube electronica, como
también ocurre con [ (p)In~(p)dp, importante en la incertidumbre inherente

al momento del electron.

Cabe hacer notar que tanto las w, como las w;, dependen del caracter no-
esferosimétrico de la densidad. Es decir, los momentos de frecuencia (y sus
derivadas) de la densidad esféricamente promediada difieren de los de la corres-

pondiente densidad no-promediada.

Por tltimo, cabe indicar que la condicion de normalizacion de la densidad

del sistema N-electronico se expresa en la forma

wy =Ty =N

1.2.3 Entropias de Informacién y Estructura Atémica

Uno de los objetivos enunciados al comienzo de este estudio acerca de los
sistémas atémicos es el conocimiento de la distribucién espacial de la nube

electrénica, asi como la distribucién de momento lineal en la misma.

Interesa, por tanto, introducir la definicion de alguna magnitud fisica que
exprese de forma cuantitativa el grado de localizacion de los electrones, tanto

en el espacio de posiciones como en el de momentos.

Como veremos a través de diferentes ejemplos sencillos, la llamada entropia
de informacion de una densidad de probabilidad [S48a, S48b, J57a, WT78a,
W179a] es un funcional cuyo valor indica el grado de desorden asociado a dicha

densidad.



El concepto de entropia de informacion esta muy ampliamente extendido, no
solo a todos los campos de la Fisica sino también a materias tan diversas como
Biologia, Geologia, Computacién,.... No es de extranar, por tanto, la enorme
proliferacion de definiciones diferentes de entropia de informacién acaecida desde
que Shannon, en 1948 [S48a, S48b], introdujese su definicién. No obstante, ya
en 1865 Clausius introdujo el concepto de entropia termodinamica, reformulado

posteriormente por von Neumann [N27a].

La entropia de informacién de Shannon para una densidad de probabilidad
(i.e. normalizada a la unidad) p(r) en un espacio tridimensional, viene dada

por [S48a, S48b]

S, =— / p(r) In p(r)dr

Dicha definicién puede ser extendida a un espacio D-dimensional

S,,:—/p(x)lnp(x)dx s X= (-5 En)

o a una distribucion discreta
Sp:_zpiln/’i (1.1)
=1

Es interesante recordar aqui que esta magnitud también aparece en la ex-
presion de la energia de correlacién del gas de electrones. En efecto, la energia

por particula del estado fundamental del gas homogéneo de electrones, ¢ viene

dada por [M90a]

‘ F
eozAp2/3—3p1/3+C+Dlnp+—+...

p1/3

La energia total Fy es, entonces,

Eo = [ eopdr = A | p°Pdr—B [ p**dr+C pde+D [ plnpdr+F | p*3dr+. ..
p p
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b4

Los dos primeros términos corresponden, respectivamente, a la energia cinética
y a la de intercambio. mientras que las restantes contribuciones corresponden a
la energia de correlacion. Vemos, por tanto, que el segundo término del desa-
rrollo de la energia de correlacion es, esencialmente, la entropia de informacion.
Cabe hacer notar que en la expresion anterior, la densidad p esta normalizada
al numero de electrones del gas, mientras que en la definicion de la entropia
de informacion dicha normalizacion era a la unidad. No obstante, existe una
sencilla relacion entre el término que aparece en el desarrollo y la entropia de

informacion, como puede verse en la Sec. 3.5.4.

Para aproximarnos de forma intuitiva al concepto de incertidumbre asociado
a la entropia de informacién [H57a, J57a, J57b, L59a, L60a, A72a, B75b. T83a,

F87a, G88d, S89c|, estudiaremos en primer lugar el caso discreto.

Es posible demostrar que (1.1) es la tinica forma posible para S, si exigimos

las siguientes condiciones:
1. S, es continuaen p; (: =1,...,n)

1 .
2. §, es maxima para p; = — (2 =1,...,n)
n

3. S, no varia al anadir sucesos de probabilidad nula, es decir, al anadir
pe =0 (k>n)
~ o)
4. S5 =5+ ZPiSf
=1
Esta ultima condicidn se lee como sigue: la entropia de informacién asociada

a la distribucion discreta

pf = (plflvplf%'--7p1fmap2fla'"7p2fm7' L ’pnfla' 134 ’pnfm)

es la entropia asociada a p mas la suma de las diferentes entropias asociadas a
f una vez que p se encuentra en el estado ¢, pesadas con el valor. p;. Es decir,

S}i) representa la entropia asociada a f cuando se produce el suceso z para p.
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Quizas esta ultima propiedad sea la menos intuitiva. Diferentes versiones de

esta propiedad producen diferentes concepciones de la entropia de informacién.

Como vemos facilmente a partir de los requerimientos impuestos, la entropia
es maxima para una distribucion uniforme (i.e. p; = 1/n para todo ¢, en cuyo
caso S, = Inn) y es minima (S, = 0) cuando p = 1, p; =0 (J # k). En el caso

discreto, por tanto, se verifica

Estudiemos ahora el caso continuo monodimensional sobre un intervalo aco-

tado. La entropia de la distribucion p(z) definida sobre [a, b] es

Sp=~ [ ola)In pla)de

sujeta a la condicién de normalizacion

/ab plz)dz =1

La maxima entropia corresponde, en este caso, a la distribucién uniforme

1
b—a

plz) = (a<z<b)

Para esta distribucién, S, = In(b—a). Vemos, pues, que en este caso, la entropia

de informacion de la distribucién uniforme sobre un intervalo acotado es

e creciente con la longitud del intervalo

¢ independiente de la localizacién del intervalo

Otro caso sencillo sobre un intervalo acotado es la distribucién afin siguiente:

plz) =

Qo

Q—5>,05x5a

a



p(x)

1/(b-a) —

ILllllllLJl[llll

p(x)

2/a

Figura 1.4: Distribucion afin.
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Esta funcion es:z normalizada a la unidad. Su entropia de informacion es

1
By, = (5 —1112) +Ilna

Por tanto, vemos que la entropia, para esta distribucion, es una funcién creciente

del alcance a.

Los dos senciilos ejemplos anteriormente mostrados (i.e. distribuciones uni-
forme y uniforrmemente decreciente sobre intervalos acotados) nos hacen ver
que las distribuciones mas planas o mas extendidas son las que presentan una
mayor entropia de informacion. Esto es lo que cabria esperar si asociamos los
conceptos de eniropia de informacion e incertidumbre. Aquellas distribuciones
en el espacio de posiciones que presentan un pico muy importante describen
sistemas altamente localizados espacialmente. Es por ello por lo que la entropia

de informacion es muy baja en estos casos.

Queda, por ultimo, estudiar la entropia de distribuciones definidas sobre un
intervalo no-acotado [W70a, D73a, W73a, C77a, M84a, K86¢] como sucede con
las densidades atdmicas de carga y de momento. Obviamente, no es posible
una densidad uniforme sobre dicho intervalo. Tenemos que buscar la maxima

entropia para distribuciones sujetas a alguna restriccién determinada.

Por ejemplo. si sélo consideramos las distribuciones esféricamente simétricas

de tipo exponencial sobre R? (e.g. dtomos hidrogenoides):

a3

pr) = e (a>0,r20)

caracterizadas por el parametro a, obtenemos

S,=3+In8r —3Ina

Vemos nuevamente que aquellas distribuciones mas extendidas (i.e. con un valor
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Figura 1.5: Distribucion ezponencial (densidad electrénica del dtomo de

hidrogeno).
de @ mas bajo) tienen una mayor entropia de informacidn.

Por tanto, y a la vista de los ejemplos sencillos anteriormente mostrados y
a las propiedades que posee S,, es posible concluir que S, es una medida de

la deslocalizacion o incertidumbre espacial del sistema en cuestién [H57a, J57a,

J57b, L59a, L60a, A72a, B75b, S81b, F87a, G88d, S89c].

Del mismo modo, podemos afirmar que S., i.e. la entropia de informacién

de la densidad en el espacio de momentos

Sy =~ [1(p)nv(p)dp

es una medida Qe la incertidumbre en el momento lineal del sistema. Un valor
muy bajo de S, indica que el sistema estd muy localizado en el espacio de

momentos, i.e. tiene un momento lineal bastante definido.

Hay que hacer notar que en los ejemplos estudiados anteriormente se com-
prueba que tanto S, como S, pueden, en principio, tomar cualquier valor real
desde —oco hasta +o00. Sin embargo, puesto que el Principio de Incertidumbre de
Heisenberg afirma que no es posible tener un sistema cudntico altamente loca-

lizado en los espacios de posiciones y de momentos simultaneamente, podemos -
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Figura 1.6: Entropias de informacidn para dtomos hidrogenoides.

adelantar que las entropias de informacién de p y 7 no pueden ser muy pequefias
simultineamente. De hecho, Bialynicki-Birula y Mycielski [B75b] reformula-
ron, en una versiéon mas fuerte, el Principio de Incertidumbre de Heisenberg en

términos de entropias de informacidn, en la forma

S, + S, > n(l +Inn)

siendo p = |¥|?, 4 = |¥|? (¥ es la funcién de onda del sistema y ¥ su transfor-
mada de Fourier) y n la dimensionalidad del espacio sobre el que est3 definida

¥. La igualdad sélo se da para funciones de onda de tipo gaussiano.

Las relaciones de este tipo [B75a, B75b, F78a, D83a, P83b, B84a, G84a,
G85a, G85b, G85¢, G87b, M88a| asi como diferentes cotas a las entropias en
cada espacio y a la suma y diferencia de entropias [A70a, B75b, F78a, L78a,
L79a, T80c, T83a, B84b, M84a, J86a, G87b, S87a, E88a, A89a, S89a, A92a)
pfesentan, por tanto, un interés muy especiz;l para estudiar en un marco mecano-

cuantico la incertidumbre en la distribucién de carga y de momento del sistema.

Hay que hacer notar que este resultado ha sido obtenido a partir, exclusi-
vamente, de las propiedades de la transformada de Fourier, y que en ningtn
momento se ha hecho uso de un hamiltoniano especifico. Es, por tanto, re-

saltable la validez de dicha desigualdad para cualquier sistema cuantico.
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Figura 1.7: Entropia de Rény: para el dtomo de hidrégeno.

Ademads, el desarrollo y aplicaciéon del llamado Principio de Mdzima En-
tropia [B75b, E77a, F78a, L78b, G79a, S80a, S80b, G81a, K8la, S81a, D83a,
K83a, P83b, G84c, M84a, B85a, G85a, S85a, S85b, T85a, P86a, G87b, M88a,
A90b] proporciona un potente método para inferir, en base a una informacién
parcial del sistema, una buena aproximacién a otras magnitudes desconocidas,
como puede ser la distribucién monoparticular. De hecho, dicho principio ha
encontrado aplicacién en los mas variados campos de investigacion, con resul-
tados practicos de gran valor. En particular, en los ultimos anos, el problema
de colisiones ha tenido en el estudio de la entropia una nueva herramienta de

trabajo [A77a, G84b, J85a].

Para concluir esta seccion, hay que mencionar algunas otras definiciones de
entropia utilizadas en la literatura [S60a, O76a, B78¢c, F89a, F90a]. Entre ellas,

cabe destacar la entropia de Renyi [B78c|:

1

R,(a) = P

ln/pa(r)dr (@>0, a#1)

Cuando a — 1, obtenemos la entropia de Shannon:

S, = R,(1)
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Estudiemos, de nuevo, las entropias de las funciones p(z) = A (definida para
—a
3

2
a <z <b), = (1 — az) (definida para 0 < z < a) y g—ﬂe_‘" (cona>0,r>
In(a+1) —aln2
&=l

IN

0). Dichas entropias son, respectivamente, In(b— a), +Inay

Ina

—Ina. Vemos nuevamente que, para cada a, las consideraciones hechas
e pahes s

anteriormente acerca de la dependencia de la entropia con el pardmetro a pueden
ser aplicadas. Es decir, R,() es también una medida de incertidumbre para
cada a, aunque no verifica las propiedades de la entropia de Shannon excepto

para a — 1.

Digamos, por ultimo, algunas palabras acerca del concepto de entropia re-
lativa asociado a un par de densidades p y f. Dicha definicién fue introducida

por Kullback y Leibler [K51a, K59a], en la forma

S(e1f) = [ ) 1n 2 ax

f(x)

La propiedad mas importante de esta magnitud es su positividad (ficilmente
demostrable a partir de la convexidad de la funcién zInz). De hecho, en la
Sec. 3.5, se hard un uso intensivo de la propiedad de positividad de S(p|f)
para obtener cotas a la entropia de informacién de Shannon en términos de
valores esperados radiales y logaritmicos. El proceso de obtencién se describe

ampliamente en la Sec. 3.5.

1.2.4 Valores Esperados Logaritmicos

Otra clase de observables fisicos asociados a las densidades de carga y de mo-

mento de los sistemas multifermidnicos son los valores esperados logaritmicos:

(Inr) = /(ln r)p(r)dr



(Inp) = /(ln p) 7(p)dp
Estos observables fisicos son especialmente interesantes a la hora de estudiar
las correspondientes entropias de informacién, S, y S,, asi como en el estableci-

miento de nuevas relaciones de incertidumbre. Asimismo. los valores esperados

cuadraticos logaritmicos

((Inr)?) = /(ln r)?p(r)dr

(I p)) = [(np)4(p)dp

aportan también gran informacién acerca de S, y S,,.

Desde un punto de vista puramente matematico, quizas la propiedad mas
interesante de dichos valores esperados es su relacién con los valores esperados

radiales, expresada en forma de limite:

(In7) = lim In(r®)/*

a—0

(Inp) = lim In(p®)"/

Definimos también las incertidumbres logaritmicas en los espacios de posiciones

y de momentos:

N =

A(lnr) = [{(Inr)?) — (Inr)?]

2
A(lnp) = [((Inp)*) — (Inp)*]2
estrechamente relacionadas con los valores de S, y S.,, y que también se expresan

en términos de limites:

1

Aflnr) = ll—r}’(l) In [(TG)(T—G)] 202

1

A(lnp) = lim In [(p")(p*)] *7
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Con muy poca frecuencia encontramos en la literatura de Fisica Atémica,
Molecular y Nuclear referencias a los valores esperados logaritmicos, como ob-
servables de interés fisico. En efecto, cabe destacar la importancia de (Inr)
junto con (r~%) en el estudio del comportamiento de los defasajes para altos
valores de la energia y bajos del momento angular en el scattering eldstico de
electrones por nucleos [L71a, F72a]. El defasaje total para momento angular 7,

7;, se expresa como un desarrollo para altas energias en la forma [L71a]:

fc 132
nj ~ (1 —(lnr) —In2k — %(r”)) +0(1/k%)

siendo v una constante y k la energia. Hay que hacer notar que, en esa ex-

presién, (Inr) se refiere a la distribucién de carga nuclear, no electrénica. Sin

embargo, aunque el interés de este trabajo se centra en los sistemas atomicos,
cabe recordar que todos los resultados que obtengamos concernientes a la en-
tropia de informacion seran aplicables a cualquier sistema multifermiénico, y en

particular a los nucleos.

Por lo que respecta a (Inp), no conocemos hasta el momento el significado
fisico que pueda encerrar dicha magnitud. salvo el derivado de su relacién con
la entropia de informacion S,. Analogamente, desconocemos el significado de
((Inr)?) y ((Inp)?). Sin embargo, como veremos en la Sec. 3.5, los observa-
bles (Inr) y ((Inr)?) proporcionan casi el valor exacto de la entropia S,, y

analogamente ocurre en el espacio de momentos.

1.2.5 La Densidad y sus Derivadas en el Origen

La densidad electrénica de carga en el nucleo, p(0), asi como la densidad de
momento en el origen, 7(0), son dos magnitudes fisicas de gran importancia en

el estudio de la estructura atomica.
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El interés de p(0) se encuentra estrechamente relacionado con el problema
del desplazamiento isomérico de Mossbauer [B66a, C68a), entre otros. Su re-
levancia en otro tipo de fenémenos, como procesos de violacion de la paridad
[B74b, H76a] asi como desplazamientos isotpicos [B84b, B87a, 087a] ha sido
puesta de manifiesto en numerosas ocasiones. Ademas, dicha magnitud aparece
como ingrediente fundamental en el tratamiento de los coeficientes de conversion
interna [D68a, P68a, B70c]. la energia de enlace total [F78a, H78a, S84al, los
defasajes en el scattering de electrones por niicleos [F66a], el promedio de la
densidad de carga [T80b, G86a], las energias cinética y de intercambio Thomas-
Fermi [P85a), el comportamiento de la densidad electronica en las inmediaciones
del niicleo [K57b, S63a, S71b] y el factor de forma atémico para alto momento

transferido [G70a, T78c].

También la densidad de momento en el origen, 7(0) (i.e. la abundancia de
electrones lentos) esté relacionada con determinados observables fisicos relevan-
tes [G88a, A89a, G89a, A91a]. Por todas estas razones, no s6lo ha crecido en los
Gltimos afios el interés por un conocimiento mas riguroso de dichas magnitudes
[B73b, M77a, T81b)] sino que ha llevado a la realizacién de numerosas aproxima-
ciones [B84b, B87a, 087a, C89a] y calculos tanto de p(0) [B77a, T80b, G83a,
G86b, W86a, A89a, A9la] como de v(0) [P82a, G84d, W85a, G86b, A89a,
A91la).

La proliferacién de estudios basados en la ecuacién de Schrédinger, asi como
el desarrollo de numerosas técnicas matematicas aplicadas al campo de la Fisica
Atémica, ha posibilitado, asimismo, una cada vez mejor acotacién, en términos
de magnituc/les atémicas relevantes y/o experimentalmente medibles, de los va-
lores en el origen de las densidades electronicas de carga [H78a, T80b, T81b,
K84a, G88a, G88c, A89a, G89a, A90a, A9la, A91b] y de momento [G88a, A89a,
G89a, A9lal. '

La presencia de electrones en torno al nicleo hace posible el efecto de con-
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version interna [D68a, P68a, B70c]. El niicleo excitado puede volver al estado
fundamental bien por la emisién de un fotén 4 de anchura I'., bien por la
eyeccion de un electrén atémico. La probabilidad total de desexcitacidn (por

unidad de tiempo) del nicleo excitado viene dada por I'/h, siendo

F=T,+T,

En esta expresion, I'. representa la anchura para la emision de electrones. Si
en un experimento de desexcitacion observamos N, electrones y .V, fotones por

nucleo excitado, se define el coeficiente de conversén interna a como

Q
I
F|z
[
|

v

De hecho, por cada rayo v hay varias lineas de conversidn, correspondientes a

la eyeccion de electrones de las capas K, L, M,..., en cuyo caso

a:NK’+NL+NM+---
N’Y

=ag+oar+oapy+-...

La determinacion experimental de estos coeficientes puede hacerse midiendo la
intensidad de los rayos v y de los diferentes electrones asociados, producidos en

la desintegracion radiactiva o en reacciones nucleares.

El interés primordial de dichos coeficientes en el estudio de p(0) es que,
tanto para transiciones nucleares eléctricas (A = E) como magnéticas (A = M)

de orden multipolar L, es bien conocido que

a;L - Q?L P2(0)
Pl(o)

siendo p;(0) y p2(0) densidades electrénicas en el origen para potenciales até-

micos —aZpy(r)/ry —aZp,y(r)/r (siendo ¢(r) la funcidn de apantallamiento).

s OEE TIR @G O T R AN i oW S aBE Tl R S e BN 9 e
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Asimismo, algunas derivadas en el origen p!")(0) son de gran utilidad para
conocer el comportamiento de la densidad electrénica de carga en las inmedia-

ciones del nicleo. Es especialmente interesante resaltar la condicion de cuspide

[K57b, S63a, S71b]

asi como que 7'(0) = 0 [T87a].

En las Secs. 3.4 y 4.3 se hara una investigacion mas detallada acerca de

todas estas magnitudes.

1.2.6 El Potencial de Ionizacion

En el estudio de la distribucion electronica en atomos, el potencial de ionizacion

juega un papel de gran importancia.

Imaginemos el atomo como un nicleo rodeado por multitud de electrones,
mas o menos rdpidos y mas o menos alejados del ntcleo. Cabria esperar que
los electrones mas rapidos y mas alejados del nicleo pudiesen ser extraidos del
sistema atomico ligado con mayor facilidad. Esta facilidad de extraccion esta
directamente relacionada con el potencial de ionizacién. Una gran abundancia
de electrones lejanos o poco ligados estard asociada con un bajo potencial de
lonizacion, puesto que serd necesario suministrar poca energia para desligar un

electron.

Por tanto, cabe esperar a priori que aquellos dtomos con un bajo potencial
de ionizacion posean una alta densidad de electrones a largas distancias, mien-
tras que las distribuciones mas picudas en torno al nucleo necesiten un mayor

suministro de energia para que el atomo sea ionizado.

Siguiendo un razonamiento analogo. se intuye la existencia de una relacién

entre el potencial de ionizacion y la densidad de electrones lentos. En efecto,
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los electrones mas lentos requieren un mayor suministro de energia para hacer
posible la ionizacién. Por tanto, a mayor nimero de electrones lentos (i.e. a

mayor y(0)) mayor potencial de ionizacion.
Es bien conocido [H69a, B73b, M75b, A76a, H78b, T78a, A8la, S81c] que

la densidad de carga se comporta asintéticamente en la forma

p(r) ~ rPeor

para atomos neutros en el estado fundamental. Los parametros o y f son
especificos para cada datomo, y estdn estrechamente relacionados con el potencial

de ionizacidn, e.

Y. Tal [T78a] demostré que
a =8

1
= s — 1
#=2(7z-1)
en base a un estudio detallado de la ecuacion de Schrodinger para el hamilto-

niano electrostatico.

Cabe hacer notar la interesante relacion

d _ () _
[JMM”LAW“[mﬂLAW"“""Vg

que liga el potencial de ionizacion con la pendiente del logaritmo de la densidad

lejos del nucleo.

El estudio del potencial de ionizacién desde un punto de vista riguroso ha
dado lugar a la aparicién no sélo de cotas en términos del nimero de electrones
N, la carga nuclear Z [S90b, B92a], valores esperados radiales (r*) y la densi-
dad de carga y su segunda derivada en el nicleo, p(0) y p”(0) respectivamente

[A92c], sino también a la obtencién de propiedades de monotonia en regiones
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determinadas por el valor de dicho potencial [H77a). En el presente trabajo (ver
Secs. 3.1.6 y 3.6) también se obtendran relaciones que involucran al potencial
de 1onizacion ¢, junto con la densidad de carga y su segunda derivada en el
origen, la energia de atraccion electrén-nucleo, la susceptibilidad diamagnética
y otras magnitudes fisicamente relevantes, a partir del estudio de la ecuacion

de Schrodinger.



Capitulo 2

Monotonia de los Sistemas

Atomicos

La obtencién de propiedades matematicas rigurosas de las densidades electréni-
cas de carga y de momento, p(r) y v(p) respectivamente, es una tarea de gran
interés fisico por si misma y por su incidencia en la implementacién practica de
los modernos métodos funcionales de la densidad. En este capitulo se mostraran
las propiedades conocidas mds interesantes de p(r) y v(p), asi como la investi-
gacion llevada a cabo en este trabajo para obtener nuevas propiedades estruc-
turales relevantes. Entre las primeras cabe citar los comportamientos asintéticos

y entre las ultimas las propiedades de monotonia.

Asimismo, el estudio de la estructura de la densidad electrénica de pares,
I(u), presenta una especial relevancia en el problema de la correlacién electrén-

electron de los sistemas finitos multielectrénicos.

Diremos que una funcién f(r) es mondtona de orden p si su derivada p-ésima

verifica

(—LJFf¥ir) 2 0 (2.1)

36
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Con esta terminologia, las funciones no-negativas son monoétor.as de orden 0,
las funciones decrecientes (i.e. —f’(r) > 0) son mondtonas de orden 1, y las

convexas (i.e. f"(r) > 0) son mondtonas de orden 2.

Cuando la propiedad (2.1) se verifica para cualquier entero p. diremos que la
funcion f(r) es completamente monétona [W4la, B71b]. Es decir. las densidades
completamente monétonas verifican que las sucesivas derivadas. en todo punto

r, van alternando su signo.

En este capitulo se llevara a cabo un estudio de dichas propiedades de mono-

tonia para las densidades atomicas de carga, de momento y de pares electronicos.

2.1 Propiedades Conocidas de los Sistemas Ato-

micos

La descripcion de los sistemas multifermionicos en base a la densidad monopar-
ticular, tanto en el espacio de posiciones como de momentos, ha sido un objetivo
largamente perseguido desde los afios veinte [T26a, F27a, H64a, L83b, P83a,
O87a, K89a, M92a, P89a, D90a]. Es por ello que el conocimiento detallado de
la estructura de las variables basicas usadas en este esquema (i.e. p(r) y v(p))
se ha convertido en una tarea prioritaria. En esta seccion, se hara una revision

de los progresos llevados a cabo hasta la fecha en dicha tarea.

2.1.1 Unimodalidad en el Nucleo

La densidad de carga esféricamente promediada, p(r) = & [ p(r)dQ, ha sido
objeto de intenso estudio tanto desde un punto de vista tedrico (e.g. a partir de
la ecuacion de Schrédinger) como numérico (e.g. en base a modelos realistas).
Un conocimiento mas profundo de dicha magnitud puede aportar informacion

muy valiosa acerca de la estructura atémica de capas [B76a, P76b, B77b].
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Como fue discutido en la Sec. 1.1.1. las soluciones a la ecuacién de Schro-
dinger para el caso atémico en la aproximacién de masa nuclear infinita sélo
son conocidas para N = 1 (es decir, dtomos de un solo electrén o dtomos
hidrogenoides). Las densidades electrénicas de carga esféricamente promediadas

para los estados con (n,i) = (1,0), (2,0) y (2,1) son, en este caso [G78a]:

23 —-2Zr
pro(r) = P
73 .
paolr) = 35-(2 = Zr)’e 7
5
pau(r) = 'g%;rze_zr

siendo Z la carga nuclear.

Tan sélo pio(r) (i.e. la densidad del estado fundamental) es una funcién
monotonamente decreciente desde el origen, es decir, unimodal con maximo en

el origen.

A pesar de los esfuerzos realizados por multitud de investigadores, dicha
propiedad no ha podido ser generalizada para N > 1 tomando como punto de
partida el hamiltoniano del sistema atémico. Tan sélo se ha conseguido una
demostracion para regiones muy alejadas del nicleo [H77a], en la que se incluye

también a los estados excitados.

Sin embargo, abundantes estudios numéricos realizados con diferentes mo-
delos [S71a, S88a, M86a, P87a, A89a, M89a], revelan que la densidad atémica
de carga esféricamente promediada, p(r), es una funcién decreciente con la

distancia al nicleo en el estado fundamental.

El mas importante de estos estudios probablemente sea el llevado a cabo
en 1971 por Sperber [S71a], corroborado por Weinstein, Politzer y Srebrenik
[W75a] en 1975, para 4tomos con Z < 54, y extendido posteriormente a atomos

mas pesados [S88a]. Haciendo uso de una base de funciones hidrogenoides, se
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Figura 2.1: Densidades de carga Hartree-Fock para diversos dtomos.

construye la densidad de carga p(r) para todos los atomos. Las densidades asi

obtenidas, para el estado fundamental, son monétonamente decrecientes.

Esta comprobacién numérica es uno de los argumentos mas fuertes que ha-
cen suponer que la monotonia decreciente de la densidad de carga pueda ser una
propiedad basica del estado fundamental en sistemas atémicos. Otros mode-
los atémicos menos sofisticados (e.g. Thomas-Fermi y Campo Coulombiano
Desnudo para itomos de capa cerrada) corroboran dichos resultados [M86a,
P87a, M89a]. Anélogamente ocurre con soluciones numéricas de la ecuacién
de Schrodinger de tipo autoconsistente (e.g. programas computacionales de

Froese-Fischer [F78b]).

En resumen, podemos afirmar que la monotonia decreciente de p(r) en el
estado fundamental es una propiedad universalmente aceptada en base a nu-

merosas evidencias, aunque todavia no ha podido ser formalmente probada.

En cuanto a la densidad de momento v(p), tan sélo ha podido ser probada
su monotonia decreciente en el modelo de Campo Coulombiano Desnudo [S90a]
aunque, como veremos en la Sec. 2.2.1, este no es el caso dentro de modelos mas
realistas [G83b, G85d, W85a], en los cuales sélo determinados dtomos verifican

dicha propiedad.
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Figura 2.2: Densidades de momento Hartree-Fock para diversos dtomos.

2.1.2 Condicion de Cispide

Como se comentd en la Sec. 1.2.5, la densidad electrénica en el niicleo, p(0), asi
como algunas de sus derivadas, presentan una especial relevancia en el estudio
de determinados procesos fisicos. Por ello, cobra gran interés el conocimiento

detallado de la distribucidon electrdnica del 4tomo en la vecindad del nicleo.

Las especiales caracteristicas del hamiltoniano electrostatico en la aproxi-
macién de masa nuclear infinita permite encontrar una relacién rigurosa entre
los valores de la densidad electrénica y su derivada en el nicleo, relacién cono-
cida como condicién de cispide. Esto ya fue observado por Kato en 1957 [K57b]

y por Steiner en 1963 [S63a]. La relacién anteriormente mencionada es

p'(0) = —2Zp(0) (2.2)

donde p’(0) representa el valor de la pendiente, en el origen, de la densidad de
carga esféricamente promediada, y Z la carga nuclear. Una demostracién mas

elegante de dicha relacion se encuentra en [H78a).

En este trabajo, se intentara hacer una generalizacién.de dicha propiedad a

derivadas de orden mas alto asi como a posiciones mas lejanas al niicleo. Ge-
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neralizaciones de este tipo han sido llevadas ya a cabo para el Campo Coulom-
biano Desnudo en dtomos de capa cerrada [M86a, M89a, P87a], y en forma de

desigualdad para posiciones r # 0 [G91a, P92a].

Hay que hacer notar que la condicion de cuspide es verificada, con un grado
razonable de exactitud [W86a], por las funciones de onda de Clementi y Roetti
[C74a] (desarrolladas en una base de funciones de tipo Slater; ver Sec. 4.1.1).
Anélogamente ocurre para atomos mas pesados (funciones de McLean y McLean

[M81a]). Las desviaciones son usualmente inferiores a un 1%.

Por otra parte, otros modelos atomicos, como el de Campo Coulombiano

Desnudo, verifican la relacion (2.2) para dtomos de capa cerrada.

Podemos decir, por tanto, que la condicion de ctspide es uno de los re-
sultados mads relevantes obtenidos acerca de p(r) partiendo de la ecuacion de

Schrodinger.

2.1.3 Comportamientos Asintéticos

En la Sec. 2.1.2 hemos visto que el comportamiento de la densidad de carga en

las inmediaciones del ntcleo es de tipo exponencial:

AC)
p(0) -

Anadlogamente, es bien conocido [T87a] que

7(0)=0

En esta seccién, veremos que a partir de la ecuacién de Schrodinger se puede
obtener la forma funcional de la densidad de carga p(r) a distancias muy grandes

del nicleo [H69a, B73b, M75b, A76a, H77a, H78b, T78a, A8la, S81c, T87a] asi
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como la de la densidad de momento (p) para valores altos del momento lineal

p [B73b, T87a).

Aunque el decrecimiento exponencial de la densidad de carga p(r) a grandes
distancias es conocido desde hace tiempo [H69a, B73b, M75b, A76a], en 1977
fue demostrado [H77a] que la solucién asintdtica de la ecuacién asociada al

hamiltoniano (A.2) proporcionaba una densidad monoparticular de la forma

p(r) ~ rPeor (2.3)

Los parametros a y [ estan estrechamente ligados al potencial de ionizacion, e,

del estado que describe p(r). En un primer paso, se obtuvo

a= V8¢

mientras que para el parametro § se conjeturé el valor

1
=2{—=-1
=2(7z )
En 1978, Y. Tal [T78a] mostré lo acertado de dicha conjetura de forma rigurosa.

En este sentido, un resultado riguroso de enorme interés fue el proporcionado
en [H77a], donde se demuestra, a partir de la ecuacién de Schrédinger, que la
densidad de carga de cualquier estado (fundamental o excitado) es convexa (i.e.
su derivada segunda es positiva) a partir de un radio relacionado con el potencial

de ionizacion en dicho estado, a saber para

r>

I

Te

o | N

Dicho radio es muy grande en general, como se puede observar en la Tabla 2.1.

La densidad de carga es la suma de las contribuciones de todos los orbitales.
La energia necesaria para extraer un electrén de un orbital depende de cada

orbital. La mas pequena de dichas energias es el potencial de ionizacién e.



Z r. | Z I, A s
1 20|19 119.1 |37 240.8
2 22[20 89.0|38 181.7
3 151 (21 87139 166.3
4 11.7 22 87.6 |40 159.1
5 164 |23 928 |41 162.1
6 14.5(24 96.6 |42 160.2
7 13125 91.5|43 161.8
8 16.0 |26 89.5|44 1624
9 14.1 |27 934 |45 164.1

10 126 |28 99.8 |46 150.2

11 58229 102.2 |47 168.9

12 42.7 30 86.9 |48 145.2

13 59.1 |31 140.5 |49 230.2

14 46.7 [ 32 110.5 | 50 185.5

15 38.7(33 91.5|51 160.6

16 42.0 |34 94952 157.0

17 35535 80.4 |53 138.1

18 31.1 36 69.9|54 121.1

43

Tabla 2.1: Radio de convezidad en u.a. (ver detalles en texto). Se han usado los

valores experimentales del potencial de ionizacion para llevar a cabo el cdlculo.
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Sin embargo, en contra de lo que cabria esperar a priori, el comportamiento
asintético de cada orbital viene gobernado por € (i.e. el minimo de las ener-
gias orbitales) y no por la energia especifica de dicho orbital [M75b]. Ello
se debe a los efectos a grandes distancias del operador de intercambio en las
ecuaciones Hartree-Fock. Por tanto, el potencial de ionizacion e determina el
comportamiento asintotico no soélo de la densidad total sino el de las densidades

asociadas a cada orbital.

Es interesante hacer notar que, el hecho de que se verifique (2.3), permite
la existencia de todos los valores esperados radiales (ver Sec. 1.2.1) (r®) con

a > —3.

No ocurre lo mismo en el espacio de momentos. El comportamiento asintético

[B73b, K77a, T87a]

v(p) ~ p~° (2.4)

restringe de manera importante el rango de valores de a para los que se da la
existencia de (p®). En este caso, la restriccién es —3 < a < 5. Este hecho tiene
consecuencias importantes. Por ejemplo, sélo es posible calcular un numero
finito de valores esperados radiales de orden entero, a saber, desde (p~2) a (p*)

(i.e. siete valores esperados radiales de orden entero).

La expresion (2.4) surge de manera natural al considerar una funcién de onda
en el espacio de posiciones de tipo exponencial, como de hecho ocurre en el caso
atomico cerca del origen (debido a la condicién de cispide). Teniendo en cuenta
que, debido a las propiedades de la transformada de Fourier, el comportamiento
de \i'(p) para p muy grande esta estrechamente relacionado con el de ¥(r) para
r muy pequeno, se deduce la importancia de la condicion de cuspide en el

comportamiento asintético y(p) ~» p~8.
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Un tipo muy diferente de comportamiento asintético cuyo estudio reviste
especial interés es el de la dependencia de los valores esperados radiales con la

carga nuclear Z.

Esto puede hacerse teniendo en cuenta que el modelo Thomas-Fermi, mos-
trando un tratamiento matematico muy asequible, proporciona resultados exac-
tos para Z — oo, es decir, en nuestro caso para atomos (o, en general, sistemas

multifermiénicos) muy pesados.

En [D82a] se separa la dependencia en Z para poder afirmar que se dan
los siguientes comportamientos asintoticos con Z muy grande para los valores

esperados radiales:

! (re) (p)
a>3 Z0 Z¢
a=3 InZ ZPlnZ

22

3>a>-3/2 =3 | 2\+%
a=-3/2 Z3InZ| InZ
-3/2>a>-3| Z~© Z®

En particular, son interesantes los casos

()~ 27 |
(1) ~ 24 |
() ~ 22| (p) ~ 250
() ~ 2 |
() ~2° |

Estas expresiones seran de gran utilidad a la hora de estudiar la bondad de
las diferentes relaciones obtenidas, a medida que trabajemos con sistemas mas

o menos pesados.
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2.1.4 Cotas a la Densidad de Carga

La dificultad para llevar a cabo un calculo exacto de la densidad de carga p(r)
en cualquier punto, ha hecho proliferar de forma notable la aparicion de diferen-
tes cotas a dicha densidad en términos de magnitudes conocidas o relevantes,
tomando como punto de partida la ecuacién de Schrédinger [H77a, T78a, A8la,

K83b, K83c, K83d].

El proceso de obtencion de dichas cotas suele ser harto complicado. Por este
motivo, otros autores han preferido buscar, en forma no rigurosa, cotas a p(r)
o relaciones interesantes [T80b, G91a, P92a] en las que aparece p(r). Tal es el

caso de la cota inferior [T80b]

p(r) = p(0)e™*" (2.6)

obtenida en base a estudios numéricos en el estado fundamental usando las
funciones de onda de Clementi y Roetti [C74a] (ver Sec. 4.1.1). Asimismo, las

interesantes relaciones [G91a, P92a]

p'(r) +2Zp(r) 20

#(r) +2Zp,(r) 2 0
obtenidas de forma numérica en el marco de trabajo anteriormente mencionado,
constituyen una valiosa extensién de unos resultados rigurosos ya conocidos en
el modelo de Campo Coulombiano Desnudo [M86a, M89a] (ps(r) representa la

aportacion de los electrones s a la densidad de carga esféricamente promediada).

Las tres relaciones anteriormente mostradas presentan una caracteristica
comun: son tanto mas precisas cuanto mas cerca del nicleo nos encontramos,

transformandose en igualdades para r = 0.

Sin embargo, debido al comportamiento asintético (2.3) que presenta p(r), se

observa un importante empeoramiento a grandes distancias. Afortunadamente,
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es posible obtener notables resultados en el estudio de p(r) parar — oo haciendo
uso de la ecuacion de Schrodinger [A81a, H77a, T78a]. Es posible obtener cotas
superiores a p(r) que presentan el mismo comportamiento exponencial e~ VBer,
Asi, en [H77a] se demuestra que existe una constante k tal que, para r > Z/e,

se verifica

Z
p(r) < fer v eV

En este mismo trabajo, se conjetura que es posible reemplazar en la férmula
anterior la carga nuclear Z por una carga efectiva 2* = Z —n + 1, siendo n el
numero total de electrones. De este modo, Z* representa la carga nuclear efec-
tiva que veria un electron a grandes distancias del nucleo. En el caso particular

de 4dtomos neutros, Z= = 1, con lo que la cota seria, también para r > Z/e,

Vo(r) < fr VeV

La conjetura acerca de Z* fue formalmente probada un afio después en [T78a).

En 1981, una importante mejora [A81a] respecto de estas cotas fue llevada
a cabo. Dicha mejora consiste en la extension de la validez de las cotas a todo

el espacio. Asi, es posible afirmar que

p(r) < k(14 7) eV

para cualquier r. De nuevo la cota presenta el comportamiento asintético de-

seado. Recordemos que k es una constante y que, en atomos neutros, Z = n.

Por otra parte, hemos de recordar algunas de las cotas obtenidas usando las
desigualdades de Block por King en 1983 para la densidad de carga Hartree-Fock
[K83b, K83c, K83d], en términos de (r=2), (r~') y T (energia cinética):

g (=) (o + 1)

p(r) <



p(r) < !

2 i ]
= 4rr(1 4 4a?)1/2 [GT—l-aN(r )

o) = T2y ) e |

2 -1
i 2T + o’ N(r™")]

siendo « cualquier nimero mayor o igual que 0 e I; v K; funciones de Bessel
modificadas de primera y segunda especie, respectivamente. La determinacién

del valor 6ptimo del parametro a puede ser llevada a cabo autoconsistentemente.

Finalmente, cabe subrayar que se han obtenido recientemente cotas supe-
riores e inferiores a la densidad de carga p(r) en todo punto [A92d] en términos

de valores esperados radiales (r®) mediante desigualdades de Chebyshev.

Como caso particular, es necesario mencionar el interés que presenta la
acotacion de p(0), tarea que ocupara buena parte del presente trabajo. A este
respecto, hay que mencionar aquellas cotas obtenidas a partir de propiedades
de monotonia y que normalmente involucran valores esperados radiales [G88a,

G88c, A89a, G89a, A90a, A9la, A91b]. En las Secs. 3.4 y 4.3 centraremos

nuestra atencion, entre otras cosas, en este tipo de cotas.
La expresion (2.6) permite obtener el conjunto de cotas

p(O) & (22)3-{-0

“ 473 + @) () (27)

cuya caracteristica mas importante es que se produce la igualdad para o — —3.

Quizas la cota mas conocida, obtenida de la manipulacién de la ecuacién de

Schrodinger, sea [H78a]
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Z | [H78a] (%) | [P92a] (%) | Z | [H78a] (%) | [P92a] (%)
2 94.2 94.2 30 89.6 99.2

6 96.2 97.5 34 89.1 99.2

10 93.9 98.3 38 88.6 99.2

12 93.1 98.4 42 88.2 99.3

14 92.6 98.6 46 87.9 99.3

18 91.5 98.8 48 87.7 99.4

22 90.8 98.9 50 87.6 99.4

26 90.2 99.1 54 87.3 99.4

Tabla 2.2: Cotas superiores a p(0), dadas por las expresiones (2.8) y (2.9) para
algunos dtomos (refs. [H78a] y [P92a] respectivamente).

siendo de gran precision para dtomos en el estado fundamental, como se muestra

en la Tabla 2.2. Nétese que esta expresion corresponde al caso a = —2 en (2.7).

Por contra, el estudio de determinadas funciones construidas a partir de la
densidad de carga [G91a, P92a] permite, a partir de la positividad de las mis-
mas, obtener diversas cotas, siendo de destacar la mejora producida, aunque no
de forma rigurosa, a la anterior expresion, bien en forma de correciones al miem-
bro derecho [G91a] bien considerando tan sélo la contribucién de determinados

electrones [P92a]

Z{r 3,

2w

p(0) < (2.9)

siendo (r~2), la contribucién a (r=2) de los electrones s. La mejora producida

puede ser igualmente observada en la Tabla 2.2.
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2.2 Nuevas Propiedades Estructurales

La base para la obtencion de relaciones entre diversas magnitudes atomicas es
el conocimiento de determinadas propiedades de p(r) y 7(p). En esta seccion se
hara un analisis exhaustivo de la estructura atomica en los espacios de posiciones
y de momentos. Debe hacerse especial hincapié en el estudio de las propiedades
de monotonia de las densidades de carga, de momento y de pares electrénicos.
En las Secs. 2.2.1 y 2.2.2 el interés esta centrado en la monotonia de ordenes
mas bajos (i.e. monotonia decreciente y convexidad). En las Secs. 2.2.3, 2.2.4
y 2.2.5 se estudian propiedades mas fuertes de la densidad, a saber, monotonia
de orden superior, log-convexidad, completa monotonia y representabilidad in-
tegral de la densidad. La mayor parte de los calculos han sido llevados a cabo
en un marco de trabajo Hartree-Fock, haciendo uso de las funciones de onda de
Clementi y Roetti [CT74a] (ver Sec. 4.1.1). Algunos de estos resultados han sido

contrastados usando los programas de calculo autoconsistente de Froese-Fischer

[F78b).

2.2.1 Monotonia, Maximos y Minimos

Como vimos anteriormente, la densidad de carga p(r) se presenta como una
funcion monétonamente decreciente en el estado fundamental, con compor-

tamiento asintotico exponencial.

Esto significa que presenta un tinico maximo (i.e. es unimodal), situado en

el origen, es decir

Pmaz = p(O)

y que el valor minimo al que tiende (es decir, cero) se obtiene para r — oco.



51
10 24
G(r) G(r)
L Z=4 (u.a) Z=10
18
. 6
124
l 4}
° -
2/
I . : 4
2 -1 ° 1 2 -2 -1 ° 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10
' r (u.a.) r (u.a.)
40 64
' G(r) G(r)
(u.a.) Z=18 (u.a.) zZ =30
' 30} 48
204 32
10, 164
() . g . +
2 -1 ° 1 2 -2 -1 ° 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10
' r (ua.) r (u.a.)
108
ER G(r)
(u.a..) (u.a.) Z =54
. 72}
2 .
o —
-2 -1 [} 1
: 10 10 10 10
' r (u.a.) r (u.a.)
. Figura 2.3: Derivada logaritmica G(r) para diversos dtomos.



52

N

Tmin Gmin Z T'min Gmin Z T'min Gmin

Pt

2.000 | 19 4.53 0.583 | 37 5.03 0.574
+o0 2.834 120 348 0.725|38 3.99 0.703
223 0390|121 3.40 0.880 |39 3.84 0.877
1.41 0.519 (22 3.37 0.970 |40 3.90 0.999
1.06 0.807 |23 3.42 1.046 |41 7.12 1.196
0.85 1.132 |24 5.20 1.163 |42 6.96 1.211
0.70 1.464 |25 3.43 1.147 |43 7.41 1.188
0.60 1.800 |26 3.54 1.205 |44 6.97 1.183
0.52 2135 |27 3.55 1.247 |45 6.47 1.153
0.46 2.467 |28 3.57 1.284 |46 0.79 1.636
3.18 0.630 |29 7.70 1.134 |47 5.70 1.145
236 0.812 |30 3.71 1.355 |48 4.32 1.264
1.92 0.880 (31 6.98 1.264 |49 7.85 1.193
1.61 0913 |32 229 1435|50 2.96 1.342
1.39 0942 {33 1.92 1478 |51 2.48 1.401
1.19 0.744 |34 1.69 1.512 |52 2.21 1.448
1.08 1.026 |35 1.53 1.556 | 53 2.00 1.482
18 0.97 1.046 |36 1.39 1.578 |54 1.83 1.505

O 00 N O Ot e W N

e e e e s T Y S S—t
~N O Ot s W N = O

Tabla 2.3: Localizacion y valor del minimo de la funcion G(r) para los dtomos

con Z <54 (en u.a.).
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Esto puede ser observado en la Figura 2.1. En dicha figura se ha utilizado
una escala logaritmica para p(r). Una escala lineal no revela a simple vista

ninguna estructura.

La derivada logaritmica de la densidad p(r)

. np(r) = r(r) (2.10)

presenta maximos y minimos, como puede observarse en la Figura 2.3. Cabe
. . .. e &
recordar (ver Sec. 1.2.6) que dicha funcién alcanza el valor asintético v8e,

siendo € el potencial de ionizacion.

Comprobaciones numéricas muestran que la funcién G(r) anteriormente
definida, aun sin ser monétonamente decreciente, presenta el maximo abso-
luto en » = 0. Hay que hacer notar que, debido a la condicion de cispide,

G(0) = 2Z. Esto nos lleva a la interesante relacion

BT o =

que ya fué observada en [G91a] para todos los atomos con Z < 54.

Sin embargo, G(r) no alcanza el minimo, en general, para 7 — co. En la

Tabla 2.3 se recoge la localizacién y el valor del minimo absoluto de G(r).

La estructura de la densidad electrénica de momento, v(p), difiere notable-
mente de la de p(r). En general, 7(p) no es una funcién monétonamente decre-
ciente [G83b, G85d, W85a, A89a] (aunque si lo es dentro de modelos simplifi-
cados, como el de Campo Coulombiano Desnudo [S90a]). Esto se comprueba
claramente sin méas que tener en cuenta que v'(0) = 0 pero que v”(0) no tiene

un signo definido. Distinguimos tres casos para Z < 54:



Z | Doz Ymes ! Z | Pmaz  Ymaz | Z | Pmaz  Ymas
1{0.00 0811 (19| 0.00 17.849 [ 37| 0.00 21.425
21 0.00 0.439 20| 0.00 19.270 | 38 | 0.00 23.821
31 0.00 8567 21| 0.00 15.777 | 39| 0.00 19.173
41 0.00 595122 0.00 14.177 |40 | 0.00 9.048
51 0.00 2535 (23| 0.00 12.751 |41 | 0.00 7.811
6| 000 1.339 24| 0.00 6.866 42| 0.00 7.143
71 0.00 0.799 |25 | 0.00 10.640 [43 | 0.00 12.886
81 030 0.523 26| 0.00 9.651 | 44| 0.00 6.997
91044 0379 27| 0.00 8.928 |45 | 0.00 6.820

10| 0.55 0.289 |28 | 0.00 8.296 | 46 | 0.92 0.446

11 | 0.00 10.385 [ 29 | 0.00 5.834 |47 | 0.00 6.545

12| 0.00 9.710 {30 | 0.00 7.139 | 48| 0.00 9.136

13| 0.00 4.881 |31 | 0.00 4.290 | 49 | 0.00 5.726

14 | 0.08 2907 |32 0.12 2.887 |50 | 0.00 4.227

151 0.19 1971 (33| 0.21 2.209 | 51| 0.16  3.280

16 | 0.30 1.480 (34| 0.30 1.838 (52| 0.26 2.784

171 037 1172 35| 0.36 1.561 | 53| 0.31  2.433

181 0.43 0948 (36| 0.42 1.351 |54 | 0.36 2.151

Tabla 2.4: Localizacion y valor del mdzimo absoluto de ~(p) para todos los

dtomos con Z < 54 (en u.a.).
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1. Algunos atomos (Z = 1-7, 11-13, 19-26, 31, 37-42 y 49-50) presentan

una vy(p) decreciente.

2. Otros atomos (Z = 27-30, 43-45 y 47-48) alcanzan el maximo absoluto

en el origen (p = 0) aunque (p) presenta maximos locales adicionales.

3. Los atomos con Z = 8-10, 14-18, 32-36, 46 y 50-54, por contra, alcanza

su valor maximo para p # 0.

En la Tabla 2./ se muestran la localizacion y el valor del maximo absoluto
de v(p) para todos los atomos con Z < 54. Se observa que, aunque no de forma
completamente sistematica, la existencia y localizacién de mdximos locales se
encuentra estrechamente ligada al llenado de capas. Esto ya fué estudiado
en [W85a] para dtomos e iones desde el helio hasta el uranio. Como reglas
generales, puede decirse que dichos comportamientos se deben a los orbitales

de las dos capas mas externas, principalmente de los tipos p y d.

2.2.2 Convexidad de Carga

El siguiente paso en el anélisis de las propiedades de monotonia de la densidad
atémica de carga debe ser el estudio del signo de su derivada segunda, es decir,
de la posible convexidad de p(r) [R73a). Dicho estudio no ha sido iniciado de
forma sistematica para todos los dtomos hasta hace pocos afios [A90a). A este
respecto, cabe destacar que el laplaciano de la densidad de carga esféricamente

promediada, i.e.

Vo(r) = () + 20'(r)

ha mostrado ser una magnitud relevante para poner de manifiesto la estructura
atomica de capas [S88b, S88c]. Sin embargo, en esta seccién centraremos nues-

tra atencion en p”(r), no ya para explicar la estructura de capas, sino como
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herramienta de gran utilidad en la obtencién de relaciones importantes entre

valores esperados radiales y valores locales de la densidad de carga.

Los atomos hidrogenoides verifican

23
__6—2Zr
s

p(r) =

en el estado fundamental. La derivada segunda es

5
" _ 47 —-2Zr

pir)=—e

cuyo signo es claramente positivo. La siguiente pregunta es si dicha positividad
es, al igual que ocurriera con la monotonia decreciente, una propiedad bésica

de los atomos en el estado fundamental.

En el presente trabajo se ha llevado a cabo un exhaustivo estudio de p"(r)
para todos los dtomos con Z < 54 usando las funciones de onda de Clementi y

Roetti [C74a]. Las conclusiones més generales que se pueden sacar al respecto

son:

e Algunos dtomos (Z = 1-2, 7-15, 33-44) poseen una densidad atémica de
carga convexa. Otros atomos (Z = 3-6, 16-32, 45-54), por el contrario,

presentan alguna region de negatividad de p"(r).

e Sin embargo, en los casos en los que la densidad no es convexa, dicha
propiedad se viola muy débilmente (i.e en una regién de pequefia anchura

y con una intensidad muy baja).

En efecto, el célculo de p”(r) revela que, en determinadas regiones de la
tabla periddica, al menos para Z < 54, la convexidad de carga no se verifica,

aunque la no-convexidad que aparece es muy pequena comparada con el rango

de valores que toma p"(r).
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Z o —p'"(ro) A Z ) —p'(ro) A Z o —p"(ro) A

1 19 | 0.980 0.754 0.20 || 37

2 20 | 0.895 1.376  0.19 | 38

312500 4x10°* 0.56 || 21 | 0.835 2.020 0.18 | 39

4 1 1.590 0.010 0.44 || 22 | 0.780 2.741 0.15 | 40

5| 1.195 0.029 0.24 || 23 | 0.730 3.572 0.14 | 41

6 | 0.960 0.014 0.07 || 24 | 0.695 3.746 0.12 || 42

7 25 | 0.655 5.287 0.11 || 43

8 26 | 0.620 6.026 0.10 || 44

9 27 | 0.590 6.259 0.08 || 45 | 0.910 0.717 0.08
10 28 | 0.565 6.148 0.07 || 46 | 0.875 1.845 0.11
11 29 | 0.540 3.578 0.04 || 47 | 0.835 3.257 0.12
12 30 | 0.515 3.374 0.04 || 48 | 0.805 5491 0.13
13 31 | 0.495 2.461 0.02 || 49 | 0.770 8.055 0.14
14 32 | 0.470 0.932 0.01 || 50 | 0.740 11.264 0.14
15 33 51 | 0.710 15.351 0.13
16 | 1.315 0.168 0.31 || 34 52 | 0.685 20.353 0.13
17 | 1.205 0.121 0.18 || 35 53 | 0.665 26.302 0.13
18 | 1.080 0.358 0.21 || 36 54 | 0.640 34.035 0.13

Tabla 2.5: Caracteristicas de la regién de negatividad (en u.a.) de p"(r) en
dtomos no-convezxos. Se muestra vy (el punto de mayor negatividad), el valor

de —p"(r) en dicho punto, y A (la anchura de la region).
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Figura 2.4: La funcién p"(r) para Z=6.

Esto puede ser observado en la Tabla 2.5. En ella aparecen los atomos
cuya densidad de carga no es convexa. Hay que hacer notar que para Z < 54
nunca ha aparecido mas de una regién de negatividad. Dicha tabla recoge,
para los atomos mencionados (i.e. Z=3-6, 16-32 y 45-54) el punto de mayor
negatividad, el valor de p”(r) en dicho punto asi como la anchura de la regién de
negatividad. A efectos deilustracion, en la Figura 2.4 se representa graficamente
la funcién p”(r) del atomo de carbono, donde se aprecia la importancia relativa

de la region de negatividad.

Estos resultados sugieren inmediatamente la posible influencia de los errores
numéricos en la construccion de las funciones de onda. Para comprobar esto,
se ha usado en algunos casos un programa de célculo autoconsistente [F78b).
Como se observa en la Tabla 2.6, los resultados son bastante similares a los

obtenidos con las funciones de onda de Clementi y Roetti.

/

Por otra parte, la Tabla 2.7y las Figuras 2.5 y 2.6 muestran las significativas
regularidades con Z de las posiciones de los maximos y minimos de p"(r) asi
como de los valores de p”(r) en dichos maximos. Esto, unido al hecho de que
los calculos autoconsistentes realizados para Z > 54 mantienen dichas regulari-
dades, hace pensar que efectivamente la rotura de la convexidad de carga (i.e.

la aparicion de la region de negatividad y la existencia de maximos y minimos
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Clementi-Roetti | Froese-Fischer
VA To A To A
3| 2.501 0.56 | 2.502 0.56
4 | 1.590 0.44 | 1.580 0.44
5 1.1_97 0.24 | 1.206 0.25

Tabla 2.6: Algunas caracteristicas de p"(r) usando los resultados de Clemeti-

Roetti [C7{a] y Froese-Fischer [F78b] (en u.a.).
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Figura 2.5: Localizacidn (en u.a.) de los tres primeros minimos (ry, v, y r3)
de p"(r). El simbolo ¢ denota que p"(r;) > 0 mientras que x se usa cuando

p"{r;) < 0.



60 LZ 7y Rl 79 R_' l Y3 Isz
1 —
2
3 2.501 3.805
4 1.590 2474
5 1.197  1.811
6| 0960 1.408
4 0.801 1.143
8 0.687 0.954
9 0.600 0.815
10 0.533 0.709
11 0.473 0.627 | 3.831 3.903
12 0.424 0.564 | 2.736 3.049
13| 0.384 0.511 | 2.164 2.652
14 0.351 0.466 | 1.799 2.359
15 0.323 0.429 | 1.542 2.106
16 0.298 0.402 | 1.314 1.913
17 0.278 0.368 | 1.204 1.707
18 0.260 0.343 | 1.081 1.555
19 0.244 0.322 | 0.981 1.414

20 0.230 0.303 | 0.897 1.293
21 0.217 0.286 | 0.833 1.199
22 0.206 0.271 | 0.779 1.118
23 | 0.196 0.257 | 0.732 1.049
24 0.187 0.244 | 0.694 0.987
25 0.179 0.233 | 0.654 0.932
26 | 0.171 0.223 | 0.621 0.881
27 0.164 0.214 | 0.591 0.835
28 | 0.158 0.205 | 0.564 0.793
29 0.152 0.197 | 0.541 0.755
30 0.147 0.189 | 0.517 0.721
31 0.141 0.183 | 0.493 0.687
32 | 0.137 0.176 | 0.472 0.657
33 | 0.132 0.170 | 0.452 0.629
34 0.128 0.164 | 0.434 0.602
35 0.124 0.159 | 0.417 0.579
36 | 0.120 0.154 | 0.400 0.557
37 0.116 0.149 | 0.387 0.537 | 1.452 1.635
38 ( 0.113 0.145 ] 0.372 0.518 | 1.335 1.544
39 0.110 0.141 | 0.360 0.499 | 1.244 1.484
40 | 0.107 0.137 | 0.348 0.481 | 1.170 1.428
41 | 0.104 0.133 | 0.336 0.465 | 1.109 1.390
42 | 0.101 - 0.130 | 0.326 0.450 | 1.051 1.344
43 [ 0.0986 0.126 | 0.316 0.435 | 0.999 1.299
44 | 0.0962 0.123 | 0.307 0.422 | 0.952 1.255
45 | 0.0939 0.120 | 0.298 0.409 | 0.910 1.215
46 | 0.0917 0.117 | 0.290 0.397 | 0.873 1.181
47 | 0.0896 0.114 | 0.282 0.385 | 0.836 1.138
48 | 0.0875 0.112 | 0.275 0.374 | 0.803 1.099
49 | 0.0856 0.109 | 0.267 0.364 | 0.769 1.059
50 | 0.0837 0.107 | 0.260 0.354 | 0.739 1.020
51 | 0.0820 0.105 | 0.253 0.344 | 0.712 0.985
52 | 0.0803 0.102 | 0.247 0.335 | 0.687 0.950
53 | 0.0786 0.100 | 0.241 0.327 | 0.663 0.918
54 | 0.0770 0.098 | 0.235 0.319 | 0.640 0.888

.

Tabla 2.7: Localizacion de los tres primeros minimos (ry, r2, r3) y los tres

primeros mdzimos (Ry, Rz, R3) de la funcion p"(r) para los dtomos con Z < 54.



Fy LR LSRN R R s RN R M N
(u-a) e+t 4 61
+ st
=
++
108 Fi o8 —
4T %
4+ oot
+ +
L + +* g
¥ ,0"
‘0’ Fg ot
+ + ++t 4
+ o
¥ +
3 " ++* PY o
10 = + ++ Fay o —
% oF o
* + +*
+ +*
r * Tig +* 4
+
+ oF o~
* + +
L P 4
+ +
+
109 — + ]
~ +
- * E
+ +
+
S N P TS FUTTS PRWEE e
0 10 20 30 40 50 60

Z

Figura 2.6: Valor (en u.a.) de p"(r) en sus tres primeros mdzimes (Fy, F3 y

Fs).

en p”(r)) de ciertos atomos, lejos de tener una razén numérica, responde a

motivaciones fisicas aliin no conocidas.

Es importante resaltar que calculos autoconsistentes efectuados en atomos
con Z > 54 proporcionan mas de una regién de negatividad de p”(r), lo cual

acentua el interés fisico del fenémeno que acabamos de senalar.

Por iltimo, hay que resefiar que para efectuar los célculos de p”(r) se tuvo
en cuenta que, como ya se hizo notar en la Sec. 2.1.3, p"(r) es positiva para
r > Z/e [H77a). Por tanto, el conocimiento tedrico de la positividad de p"(r) a
partir de dicho radio hace que tan sélo sea necesario estudiar si se verifica dicha

propiedad para r < Z/e.

2.2.3 Completa Monotonia y Grado de Monotonia

Seria deseable realizar un estudio similar al llevado a cabo en la seccién anterior,
pero involucrando a derivadas de la densidad de carga atomica de orden superior
al primero (monotonia decreciente) y segundo (convexidad). Se ha comprobado

que mientras todos los dtomos presentan una densidad p(r) monétonamente -
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decreciente, sélo un grupo de ellos (Z = 1-2, 7-15, 33-44) poseen la convexidad

de carga [A90a].

Un analisis similar llevado a cabo con la derivada tercera, i.e. con p"(r),
revela que sélo los atomos con Z = 1,2 presentan una monotonia de carga de

tercer orden, i.e. verifican [A91b, A92b]

p/n(r) < 0

Para Z > 3, la funcién p"(r) no presenta un signo constante, al igual que ocurre
con derivadas de orden superior. Sin embargo, la rotura de la monotonia de
carga de tercer orden es muy débil, del mismo tamafio e intensidad que la de la

convexidad de carga discutida con anterioridad.

Un analisis numérico Hartree-Fock de varias derivadas de la densidad de
carga atémica llevado a cabo en este trabajo muestra que solamente los atomos
con Z = 1,2 poseen propiedades de monotonia de orden superior al segundo.
Por tanto, la monotonia completa de la carga atémica no se verifica para Z >
3. Sin embargo, la utilizacién de dicha propiedad en primera aproximacién
proporcionara resultados muy importantes [A91b], como se verd en las Secs.

3.2.6, 3.4.5, 4.2 y 4.3

Cabe preguntarse si existen otras funciones relacionadas de forma sencilla
con p(r) que tengan propiedades de monotonia similares o més fuertes. Se vera
que tales funciones efectivamente existen. En particular, resulta fisicamente

interesante el estudio de las funciones de carga [A92b]

(1)

T-O'

gn(r; ) = (-1) para a >0 (2.11)

tanto desde un punto de vista analitico como numérico. Nétese que go(r; @) =

r=%p(r); g1(r;0) = —p'(r); g2(r;0) = p”(r). El orden p de monotonia de la
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funcién g¢,(r; @) depende fuertemente del parametro a. Dicha monotonia se

expresa en la forma

Gup(r; @) = (—=1)Pg{P(r;0) 2 0 (2.12)

Comprobaremos a continuacién que existe un valor finito a,, tal que la condicién

(2.12) se verifica para a > a,, para cada dtomo en el estado fundamental.

Supongamos que se verifica {2.12). Calculando la derivada p-ésima de g, (r; @)

se obtiene
Pl & e o I
Guplrpa) = (=1 § (1) o™ g (1] (2.13)
’ I(e) k2=;) (p—k)!
para cada n,p = 0,1,2,.... Obsérvese que en esta expresiéon aparecen las

derivadas n-ésima a (n + p)-ésima de p(r). Estudiemos detenidamente los casos

n=0,1,2:

1. Caso n=0. Haciendo uso de (2.12) y (2.13), uno observa que la condicién

(7 D ez ()

define un valor ag, tal que para a > ag, la funcién de carga r~%p(r) es
monétona de orden p. Es interesante ver que la anterior desigualdad se

transforma en:

0, p(r)=0
1, ap(r)—rp'(r)=>0
2, rp"(r) —2arp/(r) + a(a+1)p(r) 2 0

Il

p
p
p

y asi sucesivamente. Estas expresiones muestran que
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ago = 0, Qo1 = max { I‘pI(T)} : aoz = max {q(r)}  (2.15)

{orpr) = ptr) 428} si X220
q(r) = (2.16)

0 si Ag <0
y Ao = [2rp'(r) — p(r)]> — 4r%p(r)p"(r). De este modo, uno obtiene dos

importantes caracterisitcas de la densidad de carga p(r):

e La funcion r~%p(r) con a > ag; es mondtona de primer orden, i.e.

monotonamente decreciente desde el origen.

e La funcion r~%p(r) con a > ap; es mondtona de segundo orden, i.e.

€S convexa.

2. Caso n=1. La condicion (2.13) se transforma en

1)+t p! zp: % T(a+k) pP*1(r) )
e} k' (p—k)! rotk =

K

que permite calcular el valor a;, tal que —r=*p’(r) es monétona de orden

p para a > ay,. Algunos casos interesantes son

p=0, —p(r)=0
p=1, rp"(r) —ap(r) > 0
p=2  —rp"(r)+2arp"(r) — ala+1)(r) 2 0

y asi sucesivamente. Estas expresiones muestran que

ape =0, a1 = mazx {_rp (r) } . a1z = maz {q:(r)} (2.17)
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0.00000
0.00000
0.76950

1.22097

0.52396
0.05745
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
1.62042
0.51373
0.85423
1.02885
1.12608
1.06745
0.95563
0.84317
0.61551
0.602838
0.49506
0.37334
0.26645
0.11944
0.08273
0.04366
0.01343
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.22837
0.48156
0.67307
0.90145
1.06153
1.19324
1.31973
1.42030
1.51612
1.62106

0.00000
0.00000
2.62566
3.19750
2.23153
1.58678
1.18589
0.91417
0.73114
0.59913
0.55849
0.57471
0.65869
1.26988
1.83298
4.12545
2.58432
3.02874
3.28163
3.43595
3.35030
3.19568
3.03528
2.71845
2.69828
2.53588
2.36802
2.22206
2.01390
1.96008
191781
1.873741
1.85052
1.81100
1.84148
1.84652
1.77375
1.81469
1.77261
1.76633
1.73982
1.70677
1.93390
2.24874
2.55888
2.86983
3.12267
3.444%4
3.64821
3.83024
4.00670
4.16121
4.28040
4.43827

0.00000
0.00000

8.35102
4.44487
3.01519
2.25093
2.04399
2.09190
2.12023
6.03374
26.23035

95.75753
33.97675
42.80330
46.24841
24.89784
27.90172
22.28058
20.52939
17.57618
15.25819
14.43761
78.33496

0.00000
0.00000

13.31590
7.85389
5.86426
4.78672
4.49240
4.53863
5.20914

10.54796

38.90220

g

159.5649
53.2916

70.13453
68.20616
34.87495
42.21412
33.03348
29.75565
25.95925
22.98737
22.50102
112.73189

Tabla 2.8: Valores de o, (en u.a.) para todos los dtomos con 7 < 54.
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donde

qlr) = (2.18)
0 sl /\1 <0

y AL = [2rp"(r) — p'(r)]? —4r2p/(r)p"(r). Asi, dos propiedades adicionales
de p(r) son:

e la funcion —r~%p(r) con a > aj; es monétonamente decreciente

desde el origen, y

e la funcion —r~%p(r) con a > a;, es convexa.

. Caso n=2. Ahora, uno tiene que

(1L Zp:(—l)‘“ Lo )00 g

Ile) o kl(p— k) rotk —

que permite encontrar, para aquellos atomos con p(r) convexa, el valor
—a I

oz, tal que para a > a,, la funcion de carga r~%p"(r) es mondtona de

p-ésimo orden o p-mondtona. Para algunos valores de p se obtiene:

p=0, p'(r)20
p=1, ap’(r)—rp”(r)>0
p=2, rpV(r)=2arp”(r) + a(a+1)p"(r) >0

y asi sucesivamente. Por tanto, para atomos convexos,

r " r
az = 0, Qg = max{ p// ( )} ; az, = maz {¢2(r)} (2.19)
p"(r)
donde
. ,} {2rp’”(r) —p'(r) — /\2%} si Ay >0
2p"(r)
qr) = (2.20)

0 si )\2<0
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y Ay = [2rp"(r) — p"(r)]*—4r2p"(r)p"V (r). Encontramos otras dos propie-
- M

dades para la densidad de carga: la funcion r~*p"(r) es (i) monétonamente

decreciente desde el origen para a > as; y (il) convexa para a > as;.

La realizacién de calculos numéricos basados en las funciones de onda Har-
tree-Fock de Clementi y Roetti [C74a] para todos los atomos con Z < 54 per-
miten encontrar los valores de a,,. Se observa que ag = ajp = 0 (como era
de esperar, debido a la monotonia decreciente de p(r)). Varios valores ay, para
7 < 54 se muestran en la Tabla 2.8. Los datos mostrados para asgg, a1 ¥ Qa2

corresponden a los atomos con p(r) convexa.

El interés de estos valores a,, es tanto mayor cuanto que algunos de ellos
pueden ser estudiados a partir de la ecuacion de Schrédinger. Por ejemplo,

puede demostrarse que en todos los dtomos ha de verificarse

1442 1

€

gy < 5

teniendo en cuenta que p(r) es decreciente en el estado fundamental.

En la Sec. 3.2.1 se hara uso de las propiedades de monotonia (y por tanto
de los valores ) de las funciones de carga g,(r; @) para establecer relaciones,
via desigualdades analiticas, entre diversas magnitudes atémicas que son muy

dificiles de correlacionar de otro modo.

2.2.4 Log-Convexidad de Carga

Una propiedad mas fuerte que la de convexidad, aunque mas débil que la de
completa monotonia, es la convexidad del logaritmo de la densidad de carga,
o mds abreviadamente log-convexidad de carga [A91c]. Puesto que p(r) no es,
universalmente, una funcién convexa, tampoco sera log-convexa. Sin embargo,

empleando un procedimiento anilogo al de la seccién anterior para estudiar
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la p-monotonia de p(r), analizaremos la log-convexidad de la funcién de carga
gda(r) =17%p(r),a > 0, i.e. la no-negatividad de la funcion
d*Ing,(r) d* pir)
hir) = X = =t ey 4
(1) 12 px In -
Desarrollando la expresion anterior, y a partir de la desigualdad h(r) > 0, uno

observa que ha de verificarse

d?In
ednplr) (&
dr? r?
lo que define directamente, para cada sistema atémico descrito por la densidad

p(r), un valor ay > 0 dado por

£t -

dr?

tal que para cualquier a > ag la funcién de carga g,(r) es log-convexa. Teniendo

Qg = mazx {—r

en cuenta el comportamiento asintStico (2.3), se verifica que ag > maz{f,0},
conﬂzQ(ﬁ—l).

Para tener una idea del valor de ayg, éste ha sido calculado [A91c] por medio
de las funciones atémicas de Clementi y Roetti [C74a] para todos los atomos
neutros con Z < 54. Para hacer esto, se ha tenido en cuenta el comportamiento
asintético (2.3) predicho tedricamente. Los resultados se muestran en la Tabla

2.9. Se observa que:

e los unicos dtomos con una p(r) log-convexa son hidrégeno (donde es rigu-

roso) y helio,

e para el resto de los atomos, ag varia entre 1.39 (flior) y 5.98 (xenon).

Como veremos en la Sec. 3.2.5, la propiedad de log-convexidad asi como
los valores calculados para ap permiten obtener [K6la, R73a] nuevas y mas
precisas relaciones entre diversas magnitudes atomicas, como son e.g. los valo-

res esperados radiales de la densidad de carga, (r®).
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10
11
12
13
14
15
16
17
18

0.0000
0.0000
2.7431
2.7084
2.2582
1.9327
1.7092
1.5254
1.3941
1.2965
2.4582
2.3795
2.4344
2.8070
3.1354
4.0266
3.4319
3.5745

3.9494
4.2373
4.1098
3.9401
3.7982
3.4283
3.5365
3.4219
3.2938
3.1862
2.9448
2.9932
3.0288
3.0870
3.1617
3.2056
3.3330
3.4184

37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
94

3.4639
3.5684
3.6047
3.6571
3.7158
3.7468
3.9738
4.0046
4.1588
4.1865
4.4162
4.7968
4.9590
5.1682
5.3942
5.5969
5.7778
5.9802

69

Tabla 2.9: Valor de ag (en u.a.) para todos los dtomos con Z < 54. Ver detalles

en el texto.
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2.2.5 Representabilidad Integral

El problema de la representabilidad integral de la densidad de carga atéomica
esféricamente promediada, p(r), constituye un serio intento de obtener buenas
aproximaciones a p(0) en términos de valores esperados radiales (r*) asi como
derivadas en el origen p(9(0), basadas en la teoria de los aproximantes de Baker-

Gammel [G81d].

En [C89a] se propone la siguiente representacién integral para p(r):

@)V P2
p(r) :/ —(——)e_r/zdz (2.22)
0

siendo € el potencial de ionizacion del atomo. El limite superior ha sido escogido

de forma tal que se reproduzca el comportamiento asintdtico (2.2).

El interés primordial de esta representacion es que permite calcular los mo-

mentos de F(z)

(85)_‘/2
Lk = / ¥ F(2)dz
0

en términos de (i) valores esperados radiales de p(r) para k > —1:

Al
M= ot k>

o bien (ii) sucesivas derivadas de p(r) en el origen para k = —1,-2,...:

Be = (_1)k+1p_k_1(0) (k=-1,-2,...)

Como se menciona en [C89a], seria deseable que F'(z) fuese una funcién positiva
para obtener relaciones rigurosas entre los px, usando el formalismo descrito en
la Sec. 3.1. Sin embargo, esto no ocurre en los sistemas atémicos, como es

facil de entender sin mds que tener en cuenta que la positividad de F(z) es una
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propiedad al menos tan fuerte como la completa monotonia de p(r). En efecto,

derivando en (2.22):

801 F(2)
n _(n)(..\ _ —r/z
() = [ e
Es claro que si F(z) > 0, entonces (—1)"p{(™(r) > 0 para cualquier valor de
n. No obstante, ya sabemos (ver Sec. 2.2.3) que, en general, p(r) no es una

funcion completamente monétona.

La no-positividad de F(z) lleva a presentar las relaciones en [C89a] como
aproximaciones en lugar de desigualdades rigurosas. En el presente trabajo,
no pretendemos profundizar demasiado en el estudio de F(z), puesto que los
resultados obtenidos a partir de la completa monotonia de p(r) coinciden con
los presentados en [C89a]. Tan sélo es necesario senalar que, basandose en la
positividad de F'(z), los resultados de [C89a] constituyen inicamente un caso

particular de los obtenidos al considerar el conjunto de funciones

F.(z) = nz"'F(z") (n>0)
En concreto, se obtiene Fi(z) = F(z).

Es inmediato comprobar que, si F'(z) es positiva en [O, (86)_1/2], también lo

es F,(z) en [0, (86)’1/2"] para cualquier real n.

En base a este conjunto de funciones obtenemos, por tanto, un conjunto de

representaciones integrales para p(r):

(86)_1/2" F N
o) = / Enl2) rpen g,
0

ZTL
lo que significa que los momentos (r®) y las derivadas en el origen p(?(0) estan

relacionados con los momentos generalizados pin) en la forma
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(~D)FED) k=, =2n,...
k_
e

470(5 4+ 1)

n

(86)_1/2"
;LSC") E/ 2FF,(2)dz =
0 , k> —n

siendo n > 0. El tratamiento de estos momentos pin), a partir de la positivi-

dad de F,(z), da lugar a interesantes relaciones entre valores esperados (r<) y

derivadas en el origen p?(0), como veremos la Sec. 3.1.

2.3 La Densidad Electronica de Pares

La densidad electrénica de pares, I(u), es una magnitud atémica de creciente
interés en los dltimos anos [G63a, B70a, B70b, S70a, S71c, R84a] aunque su
importancia es bien conocida desde hace tiempo [B35a]. Habiendo sido mucho
menos investigada que la densidad monoparticular, p(r), recoge aspectos fun-
damentales en el tratamiento del problema de la correlacién electrén-electrén
[T74a, T76a, S84b]. Ademas, est4 relacionada con diversos observables y magni-
tudes experimentalmente medibles (e.g. secciones eficaces de scattering de rayos
X [W66a, B74al, secciones eficaces en scattering de electrones a altas energias
[B74a]) y es de gran utilidad en la definicién del llamado hueco de Coulomb
[T74a, T76a, S84b], en la interpretacion de la primera regla de Hund para sis-
temas de pocos electrones [K72a, T87b] asi como en la descripcién de algunos

funcionales de la energia en el marco de la Teoria Funcional de la Densidad

[T87b, K90a).

En la Sec. 2.3.1 se mostrara el significado fisico que contiene la densidad
electréonica de pares, para llevar a cabo un estudio de la estructura, asi como
de diversas magnitudes relevantes asociadas a dicha funcién, en las Secs 2.3.2 y

2.3.3 respectivamente.
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2.3.1 Definicion y Significado Fisico

Sea un sistema de N electrones caracterizado por la funcion de onda

\p(rla r2,...,IN;01,02. .. '70-1\')

Se define [T87b] el operador densidad reducido de segundo orden en el espacio

de posiciones, I'y. por medio de la expresion

iV S
Bymw s

i i ol ol N
FQ(rlar% 01,0211'1,1'2,0'1,0'2) - 9 Z ,dI'NX
(o on=—1/2
x( 4 coel .
XU (1], r5 3, ..., IN; O, 09,03, ...,0N)¥(r1, ..., IN; O, ..., ON)

y analogamente en el espacio de momentos el correspondiente operador Il; se

define por

N(N -1 pl iy .
% Z /dp3,..-,deX

T3, 0 N=—1/2

IIy(p1, P2; 01, 02|P1, Pp; 01, 03) =

T ’ ’ sl 5
qu*(php?’pS""7pN301’023037"°a0'N)lI;(p17'"7pN’0'17"'70-N)

donde ¥ es la transformada de Fourier de ¥ dada por (A.3). Puede mostrarse

que II; es la transformada de Fourier 12-dimensional de I's.

Los elementos diagonales de las matrices I’y y II; son las densidades de

probabilidad de pares electronicos:

F?(rlarZ;al’UZ) = Fz(l‘l,rz; 71,02 1'1,1‘2:01,02)

II5(p1, P2; 01, 02) = Hz(Pl, P2;01, 02|P1, P2;01, 0’2)

Es importante hacer notar que estos elementos diagonales no estin relacionados

por una transformada de Fourier.
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Normalmente, trabajaremos con los elementos independientes de spin, defi-
nidos por

+1/2
F2(I‘1,1‘2) = Z Fz(rl,rz;dl,a'z)

o01,02=—1/2

+1/2

My(pr,p2) = >,  My(p1,p2;01,02)

01,02=—1/2

Es muy sencillo obtener, a partir de estas dos magnitudes, las funciones p(r),

v(P) y I(u). En efecto, es inmediato comprobar que [T87b]

2

plT) = m/FQ(r,rg)dm

v(p) = N—Q_l-/ﬂz(p, P2)dp2

Pdtra obtener I(u), consideremos en primer lugar el operador densidad re-

ducido (en el espacio de posiciones) independiente de spin:

+1/2
iowd N . i
Fy(ry, rfry, ry) = z [y(ry, ry; 01, 0|1}, TY; 01,0%)
01,02=-1/2
Definiendo las variables
ry +rp
R=
2
/ /
RI = I.1 + r2
2

U=r;—ry
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! P, | /
u =r1—r2

obtenemos una nueva representacion para el operador densidad I'y:

[y (R,u|R',u’) = Iy(ry, rar], 1)

Se define la densidad de pares como [T87b]

I(u) = /fg(R,ulR,u)dR

y es la densidad de probabilidad asociada al vector u, es decir, I(u)du esta
relacionado con la probabilidad de encontrar algin par de electrones separados

por una distancia entre u y u + du.

Una magnitud mucho menos conocida es [T81c|

ER) = /f‘g(R,u|R,u)du

estando relacionada con la probabilidad de que algin par electronico tenga
localizado su centro de masas en torno a R dentro de un elemento de volumen

dR.

En esta seccién, centraremos nuestro interés en el estudio de la funcién I(u),
siendo en la mayoria de los casos tan sélo necesario trabajar con el promedio

esférico [R84a, T87b]

h(u) = ﬁ [ 1wy,
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2.3.2 Estructura de la Densidad Electrénica de Pares

Al igual que ocurriese con la densidad monoparticular, la obtencién de propie-

dades rigurosas de la densidad de pares I(u) es muy complicada.

Incluso un tratamiento numeérico en base a modelos mas o menos realistas
es generalmente muy dificultoso, siendo necesario citar el trabajo de Coulson y
Nelson [C61a] sobre los sistemas helioides, como pionero en este aspecto. Por
ello, la mayor parte de los cdlculos realizados [C65a, B71a, B72a, T77b, T7T7c,
T87c, K90b] se centran especialmente, aunque no exclusivamente, en sistemas
de dos electrones. El desarrollo numérico llevado a cabo en el presente trabajo
girara en torno a los atomos helioides y, mas especificamente, los sistemas H ™,
He, Li*, B* y Ne®t. De todos modos, hay que hacer notar que la validez de
los resultados aqui obtenidos se extiende a todos aquellos sistemas (atémicos
o moleculares) cuya densidad de pares electrénicos h(u) presente determinadas
caracteristicas generales, en especial la unimodalidad [T77a). Entre éstos se

encuentran los sistemas helioides anteriormente mencionados.

Como propiedad rigurosa mas importante, derivada directamente de la ecua-

cién de Schrodinger, destaca la condicidn de cispide electrén-electrén [T76a):

Esta igualdad, unida a los hechos de que ~(u) > 0 y lim h(u) =0, revela que
h(u) presenta, al menos, un méaximo local, Ryaz, €0 U = Upmq, # 0. Por tanto,
h(u) no presenta monotonia de orden superior a 0 (i.e. no es monétonamente

decreciente, ni convexa,...).

En la Tabla 2.10 mostramos la localizacion (¢m,z) y la intensidad (A,,q,) del
unico maximo que presentan los sistemas en estudio [D92a, D92b, D92c]. Dichos

valores han sido calculados mediantes funciones de onda de tipo Hylleraas con

20 términos [K91a, K92a).



7 Umaz Boas Jo B2
1 ]| 0.926347 0.00403015 || 0.132288 0.347517
211 0.191818 0.116518 0.0342107 | 0.194757
3 || 0.0819881 0.556017 0.0161001 | 0.154302
5 || 0.0290989 3.36256 0.00440319 | 0.119841
10 || 0.00702138 | 32.7686 0.00103482 | 0.102134

[}

Tabla 2.10: Cdlculo, mediante funciones de onda de tipo Hylleraas de M

términos, de Umaz Y hmae (M = 20), asi como de 1 y B2 (M = 6), para

dtomos de dos electrones {en u.a.). Ver detalles en texto.

Siguiendo un procedimiento similar al llevado a cabo en la Sec. 2.2.3 para la

densidad atémica de carga p(r), hemos estudiado recientemente [D92a, D92b,

D92c] algunas propiedades de monotonia de h(u). Hemos obtenido, entre otros,

los siguientes resultados:

e la funcién u Ph(u) es monétonamente decreciente para cualquier valor

B > B, donde B, viene dado en la Tabla 2.10.

e la funcién u=Ph(u) es convexa para cualquier valor B > f3;, estando el

valor de 3, también recogido en la misma tabla.

e la derivada logaritmica de h(u) alcanza el maximo absoluto en u = 0.

La tabla recoge los valores de B; y 3, correspondientes a las funciones de

onda de tipo Hylleraas con 6 términos [K91a, K92a]. Se observa que 3; es

sistemdticamente mayor que $3; en un factor que aumenta muy rapidamente al

crecer /.

Una expresiéon mas matemadtica de las anteriores propiedades es:
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Figura 2.7: La densidad de pares h(u) (linea continua), su derivada h'(u) (linea
de rayas) y la diferencia h(u) — k'(u) (linea de puntos y rayas) calculada por
medio de las funciones de onda de tipo Hylleraas de 6 términos para dtomos de

dos electrones (en u.a.).



h(0)

VA Hylleraas Exacto
1| 0.00282245 | 0.002740
2| 0.106852 0.106352
3| 0.535251 0.533808
5| 3.31617 3.31478

10 || 32.6619 32.6432
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Tabla 2.11: Comparacion entre los valores de h(0) ezactos [T77b] y los obtenidos

con las funciones de onda de tipo Hylleraas de 20 términos para dtomos de dos

electrones (en u.a.).

o [fh(u) — uh'(u) > 0 para cualquier 8 > S;.

o u?h"(u) — 2Bub’(u) + B(B + 1)h(u) > 0 para cualquier 8 > f,.

o h(u)— h'(u) >0.

Nétese que esta ultima propiedad puede entenderse como una extensidn para

todo u de la condicién de clspide, expresada anteriormente como A(0) — 2/(0) =

0. Es decir, hemos comprobado que la derivada logaritmica de h(u) no sélo vale

1 en u = 0, como es bien conocido [T76a], sino que dicho valor es una cota

superior a la derivada logaritmica (ver Figura 2.7). La Tabla 2.11 muestra

los valores de h(0) calculados con funciones de onda de tipo Hylleraas con 20

términos [D92c] asi como los valores ezactos de dicha magnitud [T77b).

Como comprobaremos en la Sec. 3.7, estas propiedades constituyen un in-

mejorable punto de partida para obtener relaciones relevantes entre magnitudes

interelectronicas., ademas de aportar una mayor introspeccién en la estructura

atomica a través de la distribucién de pares electrénicos.
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2.3.3 Momentos de la Densidad Electrénica de Pares y

Algunos Valores Locales

Los momentos de la densidad electrénica de pares h(u):

(u*) = 4r /Oo uw*t2h(u)du

0

con k > —3, permiten caracterizar totalmente a dicha densidad. Es por esto que
cualquier conocimiento relativo a los valores (u*) presenta un interés especial

en el estudio de la estructura de h(u).

En la Sec. 3.7 veremos que existe una estrecha relacién entre los valores
esperados (u*) y algunas caracteristicas locales de h(u). Entre las magnitudes
(uF), merece especial atencién el caso k = —1, que corresponde a la energia de

repulsién electrén-electrén [T87b]

B, = {5 = /@du

u
asi como k = 0, que representa el numero total de pares electrénicos para el
sistema de N electrones [T87b]
ey = N =
La Tabla 2.12 muestra algunos de estos valores esperados asi como otras ca-

racteristicas de h(u) para los dtomos helioides con carga nuclear Z =1,2,3,5 y

10.

En la Sec. 2.3.3, se puso de manifiesto que numerosos sistemas atémicos
presentan una densidad de pares electrénicos unimodal, es decir, con un sélo
maximo local. La localizacién, %mqs, asi como la intensidad, hmqz, de dicho
maximo sera también objeto preferente de nuestro interés. En particular, ve-

remos que h,,, esta relacionado con la energia de repulsion F.. y que, dicha
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Z=1 Z=2 7=3 =5 Z=10

Hylleraas Exacto Hylleraas Exacto Hylleraas Exacto Hylleraas Exacto Hylleraas Exacto
-E 0.527742 0.527751 | 2.903722  2.903724 | 7.279910  :.279913 | 22.030966  22.030970 | 93.906798  93.906802
h(0) 0.00282245 0.002740 | 0.106852  0.106352 | 0.535251  0.533808 | 3.31617 3.31478 32.6619 32.6432
hmaz | 0.004023015 0.116518 0.556017 3.36256 32.7686
Umazr | 0.926347 0.191818 0.0819881 0.0290989 0.00702138
(u—3/2)| 0.159814 2.78610 10.2233 45.3992 299.350
(v=2) | 0.155344 0.155108 | 1.46510 1.46477 | 4.08291 4.08225 | 13.3080 13.3075 59.6975 59.6946
(v—3/2)| 0.203191 1.08024 2.31488 5.58758 17.1603
(u~!) | 0.311136 0.311022 | 0.945819  0.945818 | 1.56772 1.56772 | 2.81471 2.81470 5.93725 5.93724
(u=1/2)| 0.533101 | 0.930219 1.19646 1.60189 2.32514
(u°) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(u1/2) | 2.02757 1.15614 0.899952 0.672893 0.463964
(u) 4.40654 4.41269 | 1.42208 1.42207 | 0.862320  0.862315 | 0.482435  0.482436 | 0.229492 0.229492
(u3/2) | 10.2039 1.84658 0.872666 0.365498 0.120002
(u?) 25.0595 25.2020 | 2.51649 2.51644 | 0.927083  0.927064 | 0.290790  0.290791 | 0.0659173  0.0659174
(u5/2) | 65.0207 3.58263 1.02899 0.241769 0.0378482
(u®) 177.627 180.601 | 5.30840 5.30800 | 1.18364 1.18856 | 0.209239  0.209243 | 0.0226253  0.0226254
(u7/?) | 509.244 8.16095 1.42449 0.187886 0.0140352
(u*) 1527.21 1590.0 12.9839 12.9812 | 1.76633 1.7660 0.174568  0.17458 0.00900984  0.0090100

Tabla 2.12: Comparacidn entre la energia total E, la densidad de pares

electronicos en el origen h(0), la intensidad hpmar y la localizacion Umer del

mdzimo de h(u) asi como varios momentos interelectrdnicos (u*) para algunos

dtomos helioides (en u.a.).
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energia, junto con (u~?) v/o (u), proporciona una cota superior a la localizacién
del maximo, u,,,,. El interés de la obtencién de cotas en términos de E,, es

conocido desde hace tiempo [K57a, K59b, B73a).

Por altimo, mencionemos que h(0) constituye una medida de la probabilidad

de coalescencia electron-electron. Puede mostrarse facilmente que, en efecto,

Dicha magnitud juega un papel relevante en los calculos de correcciones rela-
tivistas [B57a] y radiativas [K57c] a la energia del estado fundamental de 4&tomos

e lones.

La conocida relacion de cispide h’'(0) = h(0) ha sido extendida en el presente
trabajo en la forma A'(u) < h(u) [D92b]. Esta propiedad permitira relacionar,
como veremos en la Sec. 3.7.4, el valor A(0) con algunos momentos (u*) de h(u),
en forma de cotas inferiores, asi como también con u,,,, en forma de cotas supe-
riores. En particular, vale la pena destacar aqui que el valor ~(0) de los sistemas

atomicos con una densidad de pares unimodal cae dentro del intervalo [D92c¢]:

LB+ () () - B 1 ()
AT 9E. . Ni@ - ~ AT W

Para mds detalles, ver las Secs. 3.7.2 y 3.7.4.



Capitulo 3

Relaciones entre Diversas

Magnitudes Atémicas

El principal objetivo de este trabajo es la obtencion de un mayor grado de intros-
peccién en la estructura de sistemas multifermiénicos, especialmente atomos.
El conocimiento de determinadas propiedades generales inherentes a dichos sis-
temas, como las que han sido estudiadas en el capitulo anterior, permite llegar a
establecer relaciones, generalmente en forma de desigualdades matematicamente
rigurosas, que involucran magnitudes experimentalmente medibles, o bien con
un significado fisico importante. En este capitulo, seran descritas dichas rela-
ciones y el modo en que se produce su obtencion, para estudiar numéricamente

su bondad en el Capitulo 4.

3.1 Metodologia

A medida que conocemos mas y mas caracterisitcas de las magnitudes que des-
criben a los sistemas multifermiénicos (e.g. las densidades monoparticulares),

somos capaces, en base a resultados matematicos rigurosos bien conocidos, de

83
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conseguir una mayor informacién sobre magnitudes fisicas relevantes de dichos
sistemas. En esta seccién, vamos a describir con detalle dicha metodologia,
que comprende técnicas muy variadas (e.g. técnicas variacionales, problemas

de momentos, tratamiento de ecuaciones diferenciales,...).

3.1.1 Meétodo Variacional: Multiplicadores de Lagrange

Sea la funcion p(r) una funcién densidad asociada a un sistema multifermionico
(e.g. la densidad electrénica de carga en atomos). El conocimiento de los valo-
res o; de determinados observables fisicos g;(r) en el estado descrito por dicha

funcion

o = /gi(r)p(r)dr (i=1,...,k) (3.1)

permite acotar en determinados casos, como veremos a continuacion, el valor

de la funcional de la densidad

F = [ Flo(x)ldr

Para obtener dicha cota se hara uso, como suele ser habitual en este tipo de
problemas, del método de los multiplicadores de Lagrange [D85a, G87a, D88a).
Sean {A;...A;} dichos multiplicadores. Sea f(r) una funcién con iguales valo-
rés esperados o; (¢ = 1,...,k) alos de p(r), que haga que la funcional F' alcance
un maximo o un minimo. Entonces, si f(r) sufre una variaciéon de primer orden,

la condicion de extremal impuesta a f(r) hace que se verifique

5 ( [ FLrwas - D / g.-(f)f(r)dr) 0 (32)

siendo 6 f(r) la variacion de primer orden que sufre f(r). Puesto que



SF(f] = F'[f18f

se obtiene a partir de (3.2)

/PMMme—ZMfmeMM=O

Esto debe ser valido para cualquier § f(r) por alcanzar F' un extremo en f. Por

tanto,

Ff(r)] = Z:)\igi(r) (3.3)

De este modo, se obtiene una relacién entre la funcién f en la cual F' tiene un
extremo y los observables g; considerados de partida. Para calcular [ F[f(r)]dr
habra que despejar f de la anterior ecuacién, cuando ello sea posible. Esto nos
proporciona una expresién para f en la que aparecen los multiplicadores de

Lagrange );, que pueden ser calculados resolviendo el sistema de ecuaciones

m:/%@VugL”Aga G=1,....,k)

Este proceso no siempre sera posible llevarlo a cabo en forma analitica, depen-
diendo de la complejidad de las ecuaciones, segin el nimero k de observables

involucrados y la dificultad en despejar f de (3.3).

Si todas estas dificultades son superadas, la magnitud [ F[f(r)]dr, que de-
pende de los valores esperados o; de observables asociados a p(r), constituye

una cota superior o inferior a [ F[p(r)]dr.

En el caso en que F”/[f] tenga un signo bien definido, es posible determinar si
se trata de una cota superior o inferior. Para ello, basta con hacer un desarrollo

de Taylor de F[p] en torno a p = f:
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Flel = FUT+ PN = ) + 5PN - 1)

siendo f; una funcién comprendida, en cada punto, entre f y p. Integrando en

esta expresion, y teniendo en cuenta (3.1) y (3.3), se obtiene

[ Flokdr — [ Fifldr = 5 [(o— pPF[f)dr

La diferencia entre ambas integrales tiene un signo definido si también lo tiene
F"[fi]. Por tanto, en aquellos casos en que F” tenga signo positivo (negativo),

podremos decir que [ F[f]dr es una cota inferior (superior) a [ F[p]dr.

En las Secs. 3.3, 3.4 y 3.7 se llevaran a cabo diversas aplicaciones de esta

técnica para las densidades p(r), v(p) e I(u) en el caso atémico.

3.1.2 Desigualdades Integrales Clasicas

Las condiciones de existencia de distribuciones de probabilidad permiten la
obtencién de desigualdades que involucran a algunos de sus momentos. En la

literatura se han encontrado numerosos teoremas de existencia de este tipo.

Puesto que los momentos de las diferentes funciones densidad que utilizamos
en el presente trabajo constituyen los elementos basicos de nuestro estudio, es

necesario ante todo definirlos con toda claridad.

Consideremos la derivada n-ésima de la densidad de carga, p(™(r). Se sabe

que la funcién (—1)"p(™(r) es no-negativa, i.e. que [A91b]

(—1)"p)(r) > 0 (3.4)

en el sentido discutido en la Sec. 2.2.3. Los momentos (™ = (—1)”/ r® p™ (r)dr
0

de esta funcion son
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gl 1P e-tpli-a-pgy | a=0,LewB—1

™ = (3.5)

[(a+1) S
o—n -
47rF(a—n+1)<7 J ¢ W2

En particular, para n=0.1 y 2 se tiene

a—2
uﬁ?’z (_r__) con a>—1
47
0 g1 a=10
a _ p(0)
Ko o
4—(7“’_3) si a>0
T
—p'(0) si a=0
2) = ¢ p(0) si a=1
-1
\ a(o;r )(r"_4) si a>1

La no-negatividad de (—1)"p(™(r) permite aplicar diferentes teoremas en
base a los momentos u{". Asi, podemos enumerar numerosas técnicas matema-
ticas (e.g. desigualdades de Holder, teorema de Pélya, problema de momentos
de Stieltjes, teorema de Dresher, desigualdades de Tchebycheff, desigualdad de

Zagier,...) que proporcionan relaciones entre las magnitudes definidas por (3.5).

Otras técnicas (e.g. problema de momentos de Haussdorff) pueden analoga-
mente hacer uso de los momentos asociados a otras funciones relacionadas con
la densidad de carga p(r). Tal es el caso de la funcién F(z), definida sobre el
intervalo [0, (8¢)~'/?], que aparece en la expresién (2.18) de la Sec. 2.2.5. Los
momentos de esta funcion (que de aqui en adelante denotaremos por p{F)) son

(ver Sec. 2.2.5):
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=2
e S o> —1
W) = (3.6)

(—1)2Hpl--1(0) si @=—1,-2,...

Muchas de las relaciones obtenidas a partir de los diferentes teoremas men-
cionados con anterioridad son coincidentes. Es facil demostrar, por ejemplo,
que el teorema de Pdlya es, desde este punto de vista, equivalente al problema
de momentos de Stieltjes [A89a]. En esta seccién centraremos nuestro estudio
en una de las técnicas mas conocidas, la desigualdad de Holder generalizada
[M79a]. Dicha desigualdad establece que

1/m
%

1/q

[ wepaat] [ [ toeraao)

[ s datr)

teniendo en cuenta que

1 1
- = — GON. P, m >0,
qg m

1
— +
P

e a(r) es una funcién no-decreciente y acotada en [a, b].

e h(r) y g(r) son dos funciones cualesquiera definidas en [a, b].
Puesto que se verifica (3.4) podemos considerar el estudio con

dan(r) = (1)) (r)dr

en el intervalo [0,+oo[; asimismo, ya que F(z) > 0, es necesario estudiar

también

dap(z) = F(2)dz

en el intervalo [0, (8¢)~1/2].
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Las funciones

proporcionan desigualdades entre momentos p{™. En efecto:

[ 1"('Y+5)m(—1)”p(")(1‘)dr]l/m <|[ r"p(—l)"p(")(r)dr]]/p x
X [/Ooo rﬁq(—l)np(")(r)dr} o

o bien

[:“E:l-é)m v < [ufyr;)}l/l’ [#g,;)]l/q

Aunque en esta expresion aparecen 5 parametros, se puede reescribir en términos

de tan sélo 3 parametros independientes:
n)jw—9 A—¢ n)]w—A
6777 <[] (8] (3.7)
con la restriccion 0 < ¢ < A < w.

Esta expresién puede ser igualmente utilizada cuando se toman en conside-

racién los momentos de F(z), sustituyendo los u(™ por los TSRS

F)\w—¢ A—¢ F w—A
()" < (u7) 7" (67 (3.8)
con ¢ < A < w. Es interesante subrayar que (3.8) proporciona los mismos re-
sultados que (3.7) en el caso limite n — oo, es decir, para densidades completa-

mente monétonas. Esto no es sorprendente, ya que, como se puso de manifiesto

en la Sec. 2.2.5, la positividad de F(z) imf)lica la completa monotonia de p(r).

Atendiendo a (3.5) y (3.6), resulta interesante estudiar los siguientes casos:
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1. Relaciones entre tres derivadas en el origen.

8]

. Relaciones entre dos derivadas en el origen y un valor esperado radial.
3. Relaciones entre una derivada en el origen y dos valores esperados radiales.
4. Relaciones entre tres valores esperados radiales.

Para mostrar los resultados que siguen a continuacion, es necesario aclarar

que se han efectuado algunos cambios sencillos de variables en (3.7) y (3.8).

e Caso 1.

Obtenemos relaciones entre tres derivadas a partir de (3.7):

[(n = 1= N(=1)*V0)] 7 < [ = 1= $U-1)*p“(0)] "
x [(n =1 = w)i(=1)*p“0)]

con 0 < ¢ <A<w<n-—1,y a partir de (3.8):
A—¢

[(=1)*™(0)
con 0 < ¢ <A <w.

e Caso 2.

Aqui aparecen dos derivadas en el origen y un valor esperado radial, a

partir de (3.7):

-¢ A—¢
X

< [(n=1-w)i(=1)*p)(0)]

con 9 <0< A<w<n-—1,y a partir de (3.8):

[(n =1 = X)(=1)*N(0)]”
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[(_1)/\p(k)(0)]w—¢ < [(‘UWP(UJ)(O)]A—O [i%‘t%}

con <0< A< w.

e Caso 3.

Tenemos ahora dos valores esperados radiales v una derivada en el origen.

Teniendo en cuenta (3.7):

-
|7 %

Tn—A), sl TR ¥
[ﬁﬁ(r )] < {(n — 1 —w)!(—1)*p)(0)
T(n—¢), _pm |

"[M(—m(’" ’ >]

con ¢ <A< 0<w<n—1,y a partir de (3.8):

{r=>-3) w—¢ T r-o [ (rm*73) -
471‘_(7;)] < [(=1°p“0)] [m]

con 9 <A< 0<w.

e Caso 4.

Las relaciones involucran, en este caso, a tres valores esperados radiales,

tanto a partir de (3.7)

[(n+A) A3 we [F(n+¢) -3 ]w—/\ [F(n + w) po=3 ]/\_4)
[ YO )} It " |Ttwm 7

con 0 < ¢ < A < w como considerando la expresion (3.8):

con0< ¢ <A <w.



Todas estas relaciones seran debidamente utilizadas en el presente capitulo
(ver Secs. 3.2, 3.4 y 3.7) para obtener informacion acerca de determinados
observables fisicos. No s6lo haremos hincapié en los casos n = 0,1,2 sino
también en las relaciones asociadas a densidades completamente mondétonas, i.e

cuando n — oo.

3.1.3 Problema de Momentos de Stieltjes

La naturaleza de las desigualdades que van a ser estudiadas en la presente
seccion difiere notablemente de las mostradas con anterioridad, en el sentido de
que permiten ir aumentando sucesivamente la precision de las mismas a medida
que adquirimos un mejor conocimiento de la funcién densidad en estudio a

través de sus momentos.

Consideremos el conjunto {vg, v1, ..., v, } de nimeros reales positivos. Pode-
mos preguntarnos si existe alguna funcion densidad f(r), definida sobre el inter-
valo [0, +o0[, cuyos n+1 primeros momentos sean dichos v;. Este planteamiento

constituye el llamado problema de momentos de Stieltjes [S43a].

Definimos los determinantes de Hadamard asociados al conjunto {v;}

140 141 GUze Vi 141 Uy cee Vipa

AO _ 141 1) cee Vg4 . Al _ 15 V3 cee Vigo
k — ) k=

Vg Vggr --- Vok Vet1 Vig2 oo+ Vakgd

n —

conk:O,l,...,[

} y donde [z] representa el mayor niimero entero menor

¥4

o igual que z.

Las condiciones necesarias y suficientes para que exista una funcién densidad

f(r) cuyos n + 1 primeros momentos sean {vg,...,V,}, es decir, para que
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,,i:/ Ff(rydr, i=0,1,....n
0

son [S43a]

=21
A>0 5 Al>0 Vk:o,1,...,["9] (3.9)

P4

Esto significa que, dada una funcién f(r) > 0, podremos obtener un conjunto
de infinitas relaciones entre sus momentos sin mas que hacer uso de la condicién

necesaria (3.9).

Es inmediato comprobar que la condicién A) > 0 se puede transformar en

la condicién mucho mds general (y que también implica A; > 0)

Vo Vatt <. Va4 kt
Va4t Vayat coo Vag(k+1)t
(o4 —
@)= , . _ 20 (3.10)
Vatkt Vot(k+1)t --- Va42kt

siendo a y t parametros cualesquiera (¢ > 0) para los que existe el conjunto de

momentos {Va,...,Vas2it}- En efecto, definamos la funcién

o) = 1Y

Esta funcién es definida positiva si lo es f(r). Los momentos de g(r) se pueden

expresar en términos de los de f(r):

oo 1 00 ki
lup = /(; rpg(r)dr — Z/(; TP+ L lf(TI/t)dT — Va+pt

El determinante AY asociado a {y;} es:
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Ho M cee Mk Va Vatt
A0 S Y L 1 = 2! Va+tt Vata2t
k —_ —
He  He41 -+ M2k Vatkt Vos(k+1)t

con lo que se demuestra la desigualdad (3.10).

Puesto que Af(¢) >0 Vt > 0y se verifica que

lim A%(t) =0

t—0t

o B e
}_{%}LE k() =10

entonces también es necesario que

m

d
lim —A(¢) > 0

t—0+t dtm

Vatkt

Vot (k41)t

Vot2kt

(3.11)

siendo m el orden més bajo de la derivada cuyo limite para ¢ — 0% es un nimero

distinto de 0.

Es interesante escribir en forma explicita el desarrollo de los determinantes

AZ(t) para los casos k = 1,2 (en adelante no consideraremos el caso trivial

k= 0):

RA
I
—

2
Vliing ~ Ve 2 0

e
Il
)

2 2
“VattVatat — VaVqy3e ~>— 0

‘ 2
VaVat2tVotat T 2VattVatatVatst — Voyor —

Un desarrollo por filas o columnas de A§(t) permite expresar la condicién (3.10)

en forma de cota inferior a v, en términos de { Va4, Vasats - - - » Vasokt }- En efecto:
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Vo2t - Vagkt
Va : —0(V3+ta"'al/;)—2ki)20
Vat(k+1)t -+ Vat2kt
o bien
Ve 2 0(1/a+t7-'~7l/a—r2kt)
Vatat & e Vatkt
Vag(k+1)t -+ Voat2kt

donde se ha hecho uso de la positividad del denominador, garantizada sin mas

que aplicar (3.10) en la forma

Aa+2t( ) Z 0

La funcién 0 es el adjunto del elemento v, de la matriz cuyo determinante
denotamos por Af(t).

La expresién (3.11) proporciona relaciones también entre valores esperados
que contienen potencias del logaritmo de la variable de integracién. Concreta-

mente, para k = 1,

2

d o " 2
tl_l,lglﬁA (] > 0= —u, =14

donde se ha usado la notacion

vy = [ (nn)f(r)r
—/ *(Inr)?f(r)dr

En el préximo capitulo, todas las expresiones aqui mostradas serviran de
base para la obtencién de relaciones matematicamente rigurosas entre diferen-

tes propiedades atémicas, tomando como punto de partida la positividad de
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determinadas funciones, como pueden ser la densidad atémica de carga p(r) y
sus derivadas [A90a, A91a, A91b, A92b], la densidad de momento v(p) [A91a),
la densidad de pares electrénicos h(u) [D92a] y la funcién h(u) — A'(u) [D92c],
etc. Normalmente haremos uso tan sélo de las expresiones con k = 1,2 (es
decir, asociadas a los determinantes de 6rdenes 2 y 3 respectivamente), ya que
la complejidad de las relaciones obtenidas para k£ > 3 las hace poco manejables
analiticamente. No obstante, hay que subrayar que la obtencién de expre-
siones para k > 3 es un método seguro de mejorar los resultados explicitamente
mostrados, a partir del conocimiento de un mayor niimero de propiedades aso-

ciadas a la densidad correspondiente.

3.1.4 Problema de Momentos de Haussdorff

La condicion necesaria de existencia de una funcién densidad bajo las hipdtesis
del problema de momentos de Stieltjes ha permitido en la seccién previa la ob-

tencion de importantes relaciones entre magnitudes asociadas a dicha densidad.

Entre las hipétesis del problema hay que resaltar aquella que hace referencia
al dominio de definicién de la densidad. En el caso de las densidades de carga,
de momento y de pares electrénicos, dicho dominio es el intervalo semiacotado
[0,4+00[. De no haber sido asi, no hubiese sido posible efectuar el estudio por

medio del teorema de Stieltjes.

No obstante, existen resultados similares para los casos en que el dominio
no es semiacotado, asi como para problemas relativos a densidades multidimen-
sionales. Tal es el caso del llamado problema de momentos de Hamburger [S43a,
cuya aplicabilidad se circunscribe a todas aquellas densidades definidas sobre

toda la recta real.

En las secciones previas, no hemos mencionado en ningiin caso funciones

definidas en |—o00, +00[. Sin embargo, la funcién F(z) introducida por Cioslowski
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5 e Ol GE SUCTORADD
(ver Sec. 2.2.5) esta definida sobre el mtgrvalo [0.a], siendo 'a ur vzilor rela-

cionado con el potencial atémico de ionizacion. La generalizacion llevada a
cabo en la Sec. 2.2.5, que contiene a la funcién F(z) como un caso particular,
define un conjunto de funciones F,(z) siendo n un nimero real positivo, todas
ellas definidas sobre intervalos acotados, que notaremos respectivamente por

[0, ay)-

Es importante hacer notar que la eleccién del limite superior a efectuada
por Cioslowski viene motivada por el comportamiento asintético de p(r) en
forma exponencial (ver Sec. 2.1.3). Con esta eleccién, se pretende dar una
descripcién realista de la densidad p(r) en términos de F'(z). Como sabemos, la
funcién F(z) (que, para cada 4tomo, viene determinada por la eleccién del limite
superior a) no es, en general, positiva. Este problema no se resuelve variando
el limite superior de integracién (es decir, el cardcter positivo o no-positivo de
F(z) es independiente del limite a empleado). Ademds, los momentos de las
funciones F,(z) también son independientes de a,. Por todo esto, la eleccién
a, — +oo (i) no altera la validez o no de los resultados, (ii) no altera las
relaciones obtenidas, puesto que los momentos no dependen de a,, y (iii) permite
la aplicacién del problema de momentos de Stieltjes, puesto que en este caso

F,(z) estaria definida sobre toda la semirecta real positiva.

Como veremos en las préximas secciones, los resultados obtenidos plantean-
do el problema de momentos de Stieltjes sobre F,(z) coinciden plenamente con
los que se derivan al considerar la propiedad de completa monotonia de p(r).
Sin embargo, la posibilidad de trabajar sobre un intervalo acotado abre nuevas
posibilidadgs de obtencién de relaciones entre magnitudes atémicas de interés

haciendo uso de los teoremas de Haussdorff [S43a).

La existencia de alguna solucién al problema de momentos de Haussdorff se
plantea en los siguientes términos [S43a]: Una condicidn necesaria y suficiente

para que el problema de momentos de Haussdorff monodimensional
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1
ua:/ t°d¢ . a=0,1,2,...
0

tenga una solucion, es que las diferencias

k k k k
B Py = ey — Kat1 + Bata ¥ - F(=1) ot
1 2
con k,a=0,1,2,... sean todas positivas.

La aplicacion de este teorema a las funciones atomicas Fy(z) con el limite
superior que reproduce el comportamiento asintético de la densidad de carga

p(r), es decir

By = (86)_3%

nos permite la obtencion de relaciones que involucran al potencial de ionizacidn,
¢, diversas derivadas de p(r) en el origen y/o diferentes valores esperados radiales
de p(r). La validez de dichas relaciones serd tanto mas rigurosa cuanto mas

realista sea la aproximacién F(z) > 0.

Recordemos en este punto la expresion mostrada en la Sec. 2.2.5 para los

momentos de F,(z):

(89112 (=1)»*p=a70(0) , a=—n,~2n,...
) = / F i {zlde= a_g
0 (r="7)

Tn

47T'(2 + 1) ’

7

a > =1

Un sencillo cambio de variable permite trabajar en el intervalo [0, 1], lo que
nos permite cumplir las hipdtesis del problema de momentos de Haussdorff.

Para ello, se define la funcién creciente ¢(t) en la forma

dé(t) = tPF,(a,t)dt
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Entonces, es sencillo comprobar que
(n)
1 P
) = [ jogs(t) = ot
v = [ eedel) = e
El teorema de Haussdorff permite, por tanto, afirmar que
k k .
v — v+ ) Vt():-)Z +or (=) 20
para todo k,a = 0,1,2,... y para todo n > 0. Esta expresiéon contiene los
momentos {1/2\,"),1/((31)1,. . ,ug_?k . Dependiendo de los valores que tomen los

parametros, se producen relaciones entre derivadas de la densidad en el ori-
gen, entre valores esperados radiales o entre ambos tipos de magnitudes. En
préximas secciones se obtendran diferentes resultados de interés por su aplicabi-
lidad a sistemas fisicos. En particular, destacar que para k = 1,2 las relaciones

que aparecen son las siguientes:

k=1, anﬂgi)ﬁ > l‘g-’:-)ﬁ-ﬂ
n : n)
k=2, aiugi)g + u5+)a+z 2 Zann5+5+1

3.1.5 Desigualdades Integrales para Densidades Log-

Convexas

En la Sec 2.2.4 se hizo notar que la propiedad de log-convexidad de una funcién
(es decir, la positividad de la segunda derivada del logaritmo de dicha funcién)

es mas fuerte que la propiedad de convexidad.

Puesto que, en general, la densidad atémica de carga p(r) no es convexa
(aunque la no-convexidad se manifiesta muy débilmente) tampoco serd log-
convexa. Este hecho fué mostrado en la Sec. 2.2.4, donde se pudo comprobar

que sélo los &tomos de hidrégeno y helio presentan una p(r) log-convexa.
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Sin embargo, otras funciones relacionadas con p(r) si que poseen la propiedad

de log-convexidad. Tal es el caso de las funciones del tipo

£(r) p(r)

TCY

para todo a > ag, siendo @ un valor fijo para cada dtomo [A91c].

La existencia de teoremas relativos a los momentos de funciones log-convexas
nos va a permitir, en la Sec. 3.2.5, obtener relaciones entre algunos valores es-

perados radiales de la densidad electronica de carga y el valor «.

Definimos la funcidn

o) = ()

En la Sec. 2.2.4 se calcularon, para todos los atomos con Z < 54, los valores ag

para los que se verificaba la condicién

q(r) >0 Va2 a

Hay que tener en cuenta que, debido al comportamiento asintético (2.3), ha de

ser ag > max{f3,0} con =2 (\/L'Tc - 1) y siendo ¢ el potencial de ionizacidon.

La positividad de ¢(r) lleva consigo la log-convexidad, para p > 0, de los

momentos normalizados [K61la, A91c] A,:
A= /oo r? f(r)dr
PTI(p+1) Jo

Estos momentos pueden ser expresados en términos de los valores esperados

radiales de p(r). En efecto:

(rr=o-?)

1 oo
A, = —/ p—a dr = ———
P T(p+1)Jo ol 47l(p+1)
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para p > o — 1. La log-convexidad de A, para p > 0 significa que se han de
satisfacer las desigualdades [R73a, A91c]

Aaptbg < AZAD (3.12)
para cualesquiera p,q > 0y a,b > 0 con a + b = 1. Noétese que la igualdad se
produce para p = q.

La expresion (3.12) se transforma en una relacion entre valores esperados

radiales. Para el caso optimo a = ag:

(rot+bu-2) (rt=?) a (ru=2) b
Iat4+bu+ao+1) ~ |I't+a+1)] |[IN(ut+ag+1)
con u,t > 0y a+b= 1. Debido a la simetria de ¢t y u en dicha relacion,

restringiremos nuestro estudio al caso t > u.

Antes de continuar adelante, hay que recordar que esta desigualdad, para
el caso ap = 0 (es decir, para densidades log-convexas) fué obtenida en la Sec.
3.1.2 haciendo uso de la positividad de la funcién F(z) definida en (2.2.5) o bien
de la completa monotonia de p(r). Sin embargo, es necesario hacer algunas pun-
tualizaciones. La propiedad de log-convexidad es mas débil que la de completa
monotonia. Por este motivo, las relaciones aqui obtenidas sélo coinciden con el
Caso 4 expuesto en la Sec. 3.1.2. La consideracion de la completa monotonia
proporciona adicionalmente los Casos 1,2 y 3 que no pueden ser obtenidos a

partir de la log-convexidad de la densidad.

Los casos en que aparecen involucrados tan solo valores esperados radiales

de orden entero pueden ser descritos mas comodamente a través de los cambios

a = —
n

t—u=nm

siendo m,n, k,u nimeros enteros (m,n > 0; k =0,1,...,n; u > 0). Por tanto

(7,km+u—2) ]n - { (rnm+u—2> :|k [ (1‘u_2> ]ﬂ—k
Fkm+u+ao+1)] ~ [T(nm4utao+1)| [[(u+ao+1)
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3.1.6 Tratamiento de la Ecuacion de Schrodinger

En las secciones previas de este capitulo han sido mostradas diversas técnicas
cuyo empleo sobre diferentes funciones densidad proporcionan resultados de
gran valor. No obstante, la validez de su utilizacién se basa en la contrastacién
llevada a cabo, dentro de modelos realistas, de la existencia de determinadas
propiedades que presentan los sistemas atomicos (especialmente en el estado
fundamental), siendo tan sélo algunas de dichas relaciones rigurosamente cier-

tas, por serlo las propiedades de las que se derivan (e.g. la positividad de la

densidad).

Sin embargo, en ningin momento se ha hecho uso de un hamiltoniano es-
pecifico que describa el sistema en estudio. Esto significa que la validez de las
relaciones mostradas en el marco de los sistemas atomicos puede ser extrapo-
lada automaticamente a cualquier otro sistema fisico (e.g nicleos, moléculas)
cuya densidad caracteristica (e.g. de carga, de momento,...) posea alguna de

las propiedades a partir de las cuales se fundamentan los resultados.

Pero el conocimiento de las interacciones que gobiernan al sistema y, por
tanto, de su hamiltoniano, proporciona una informacién adicional que debe ser
explotada, en la medida de lo posible, para mejorar los resultados u obtener
otros nuevos. Este proceso, en general, es complicado, ya que la ecuacion de
Schrodinger es, usualmente, de muy dificil tratamiento. Precisamente por ésto
la Teoria Funcional de la Densidad pretende estudiar las propiedades de los

sistemas fisicos a través de la densidad monoparticular.

A pesar de las dificultades mencionadas, es posible obtener propiedades
relevantes de la densidad monoparticular a partir de la ecuacién de Schrédinger
que verifica la funcién de onda del sistema. Entre dichas propiedades debemos
destacar los comportamientos asintéticos de las densidades electrénicas de carga

y de momento en atomos (ver Sec. 2.1.3).
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En la Sec. 3.6, el potencial de :onizacién atémico podra ser acotado en
términos de valores esperados radia.=s y/o valores locales de la densidad de
carga y sus derivadas. Algunas de estas cotas son rigurosas, en el sentido de
que no presuponen ninguna propieczd de la densidad de carga, sino tan sélo
que el sistema atémico viene descritc. por un hamiltoniano electrostatico en la

aproximacién de masa nuclear infinizz. como el de la expresion (A.1).

En la Ref. [H77a] se muestra que el potencial de ionizacién en atomos, ¢,
determina una region en la cual p(r) oresenta algunas propiedades estructurales
relevantes. La base de la demostracon se encuentra en la ecuacion (2.24) de

dicha referencia:

siendo u(r) = r[p(r)]'/2

En [H77a] se demuestra que esta expresién es valida para cualquier atomo
de carga nuclear Z cuya p(r) se obtiene de la ecuacion de Schrodinger en la

aproximaciéon de masa nuclear infinita.

En términos de p(r), la ecuacién anterior se reescribe como [A92c]

1[p'(r)]?
2 o(r) =0

o a partir de la derivada logaritmica (ver Sec. 2.2.1)

p"(r) + % [p'(r) +2Zpir)] — 4ep(r) —

G(r) = ~ 21 p(r)

se obtiene

G*(r) — i:-G(r) —-2G'(r) + % —8¢>0

Teniendo en cuenta que G(0) = 2Z v que G(o0) = lim G(r) = (8¢)'/?, obtene-

T—00

mos una nueva inecuacion diferencial:
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{G2(r) - G*(c0)} + % (G(0) = G(r)} — 2G'(r) > 0

En las Secs. 3.6.1, 3.6.2 y 3.6.3, un uso adecuado de todas estas ecuaciones
proporcionara, de forma rigurosa, diversos resultados relevantes, validos para

cualquier sistema atémico cuyo hamiltoniano venga expresado por (A.1).

3.2 Valores Esperados Radiales y Logaritmi-

COS

En las Secs. 1.2.1 y 1.2.4 se destacé el importante papel que juegan los valores
esperados radiales y logaritmicos en el estudio de la distribucidn electrénica de
los sistemas atémicos. En particular, varios de estos valores esperados no sélo

tienen interés fisico sino que ademds son experimentalmente medibles.

Diversos resultados en forma de desigualdades concernientes a valores espe-
rados radiales son conocidos, algunos de ellos empiricos [P90a, G91a, P92a] y
otros en base a propiedades de monotonia de la densidad [G79b, G81b, A91b,
A9lc, A92b).

Tomando como base las propiedades de los sistemas atémicos mostradas en
el Capitulo 2, y haciendo uso de la metodologia descrita en la seccién precedente,
procederemos a la obtencién de diversas relaciones, matematicamente rigurosas,
entre diversos valores esperados radiales y/o logaritmicos. Aquellas relaciones
en que aparezcan involucradas otras magnitudes (e.g. valores locales de la

densidad, potencial de ionizacidn,...) seran estudiadas en las Secs. 3.3 a 3.7.

Las expresiones que van a ser mostradas a continuacién son muy generales
en cuanto a las magnitudes que involucran. Algunos casos particulares de in-

terés fisico seran estudiados en el Capitulo 4; un examen de todos los casos
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posibles seria demasiado extenso, habida cuenta de todas las magnitudes que
pueden intervenir, la diversa metodologia empleada y las diferentes propiedades

a considerar de las densidades.

3.2.1 Relaciones Generales e Interpretacion de los Re-

sultados

Los momentos asociados a la funcidén estudiada en la Sec. 2.2.3

ntp @’ [(—1)"1)("’(7”)]

drP re

Grp(r; @) = (1)
se expresan en términos de valores esperados radiales [A92b]:

. T(n+t+3)T(n+p+a+t+3)
(np) = q . d‘zp t
He) = [ r Gl a)dr = P g )

parat > —3,dondet=q—a—p—n—2.
El interés de llevar a cabo un estudio por medio de estos momentos es que

se engloban gran cantidad de propiedades de la densidad, dependiendo de los

valores particulares que tomen los parametros que en ellos aparecen.

Asi, cuando tomamos a = () estamos considerando que la densidad presenta
monotonia de orden n + p. En particular, los casos n + p = 0,1,2 correspon-
den, respectivamente, a las propiedades d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>