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Prologo vii

PROLOGO

Se realiza una breve introduccion, y se describe la estructura general del trabajo.

En los ultimos afios ha surgido un gran interés por la realizacién de circuitos 16gicos
utilizando sintesis AND-EXOR debido a que, en general, este tipo de circuitos requieren
menor nimero de puertas que los AND-OR para su realizacién, y a una serie de trabajos que
indican que el test de estructuras AND-EXOR resulta méds simple. Este hecho es
especialmente relevante en el disefio de circuitos integrados VLSI por la gran importancia y
complejidad que presenta el proceso del test en tales circuitos, y en las estructuras de tipo
PLA, donde se consigue un gran ahorro de puertas frente a la sintesis AND-OR.

Las interesantes propiedades de la 16gica AND-EXOR son conocidas desde hace cierto
tiempo [EVE67], pero no han podido ser aprovechadas hasta la actualidad por dos
inconvenientes que presentaba este tipo de sintesis:
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a) La puerta EXOR requeria mayor drea que la OR para su integracion.

b) No existia un procedimiento de minimizacién AND-EXOR que proporcionara

resultados satisfactorios en un tiempo razonable.

La cuestion a) se ha resuelto con los avances en la tecnologia de fabricacién de
circuitos integrados, y queda totalmente eliminada si se utilizan dispositivos programables del
tipo PLA o FPGA. El inconveniente b) no se encuentra resuelto, aunque la disponibilidad de
ordenadores con mayor capacidad de procesamiento y memoria estd permitiendo grandes
avances en este terreno. Prueba de ello son los procedimientos de minimizacion EXMIN2
[SAS93]y EXORCISM-MV-2 [SON96], que proporcionan resultados bastante buenos, aunque
todavia algo alejados de la sintesis minima AND-EXOR, segin se tendrd oportunidad de
comprobar en el Capitulo 6 del presente trabajo.

En esta memoria se desarrolla una soluciéon a la cuestiéon b) basada en un nuevo
planteamiento de la minimizacién AND-EXOR como problema de optimizacién combinatoria.
El procedimiento de minimizacion desarrollado, a diferencia de los demas que aparecen en
la literatura, utiliza un algoritmo no determinista como es el Enfriamiento Simulado para
controlar la aplicacién de un conjunto de reglas de reescritura sobre las funciones a
minimizar. La utilizacién de un método no determinista permite decidir qué calidad de la
solucién se va a obtener segun el tiempo de ejecucidon que se esté dispuesto a esperar. Un
procedimiento determinista no admite esta posibilidad, y no puede mejorarse la solucion
mediante un aumento del tiempo de ejecucion.

Por otra parte, se ha tratado de aprovechar la disponibilidad actual de sistemas
multiprocesador o, en su defecto, de una serie de ordenadores conectados en red, de la que
se dispone en cualquier Departamento dedicado al disefio de sistemas digitales y/o circuitos
integrados con el objetivo de reducir los tiempos de ejecucion. Para ello se ha procedido a
paralelizar el procedimiento desarrollado usando el software de dominio publico PVM
(Parallel Virtual Machine), muy extendido y utilizado por una gran cantidad de plataformas
multiprocesador, y que ademds permite de forma sencilla utilizar una red de estaciones de
trabajo como un sistema multiprocesador de memoria distribuida.

El trabajo se encuentra estructurado en siete capitulos y tres apéndices, cuya breve
descripcion se presenta a continuacion:

- CAPITULO 1: INTRODUCCION. En este primer capitulo se ha realizado un repaso de
la historia de los circuitos y sistemas digitales, llegando hasta la situacién actual. Se ha
efectuado una clasificacion de los circuitos integrados disponibles y de las posibilidades de
disefio que ofrecen, haciendo especial hincapié en las FPGAs, por su creciente importancia
en la realizacion de prototipos. Asimismo, se ha introducido la 16gica AND-EXOR como una
alternativa para el disefio de sistemas digitales en general, y en particular, el basado en este
tipo de dispositivos programables. Se han analizado las ventajas e inconvenientes que presenta
este tipo de 16gica, mencionando las posibles soluciones para estos tltimos, y comentando en
qué manera contribuye el trabajo aqui presentado a esas soluciones.
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- CAPITULO 2: LA LOGICA BASADA EN LAS PRIMITIVAS AND Y EXOR. Se
introducen los conceptos bdsicos para seguir el resto del trabajo. Se define el Algebra de
Reed-Muller, sobre la que se realizan los disefios AND-EXOR, y se analizan las distintas
posibilidades de representacién de una funcion de conmutacion dentro de esta logica.

- CAPITULO 3: PROCEDIMIENTOS DE MINIMIZA CION AND-EXOR. Se realiza una
revision de los procedimientos de minimizacion AND-EXOR mas representativos, tanto en
el caso de procedimientos exactos como de métodos aproximados.

- CAPITULO 4: EL PROCEDIMIENTO DE MINIMIZACION RRMIN2. Una vez
conocida la 16gica AND-EXOR vy los procedimientos existentes en la literatura para afrontar
su minimizacién, en este capitulo se desarrolla un nuevo procedimiento basado en la
aplicacion de reglas de reescritura controladas mediante un proceso de Enfriamiento Simulado
El nuevo procedimiento, denominado RRMIN2, permite la minimizacion de funciones
completa o incompletamente especificadas con varias salidas.

- CAPITULO 5: PARALELIZACION DE RRMIN2 EN SISTEMAS DE MEMORIA
DISTRIBUIDA: PRRMIN. En este capitulo se aborda la paralelizaciéon del algoritmo
RRMIN2 para su ejecucion en ordenadores paralelos y/o redes de estaciones de trabajo. Se
obtiene asi un nuevo procedimiento, denominado PRRMIN, que utiliza el software de dominio
pliblico PVM para aprovechar plataformas de tipo multicomputador y redes de ordenadores
mediante paso de mensajes.

- CAPITULO 6: RESULTADOS EXPERIMENTALES. Se presentan los resultados que
se obtienen con RRMIN2 para la minimizacién de funciones completamente especificadas,
comparandolos con los ofrecidos por los demds procedimientos. Asimismo se analiza el
aprovechamiento que RRMIN2 realiza de las indiferencias en el caso de tener funciones
incompletamente especificadas y del ahorro en nimero de puertas cuando se realizan sintesis
multifuncionales. Finalmente, se estudia la ganancia de velocidad y mejora de soluciones que
se obtienen con el procedimiento PRRMIN al ejecutarlo en una red de estaciones de trabajo.

- CAPITULO 7: CONCLUSIONES Y PRINCIPALES APORTACIONES. En este tltimo
capitulo se recogen las conclusiones y se resumen las principales aportaciones de la presente
memoria, asi como las lineas a seguir en investigaciones futuras.

Al final de la memoria se incluyen tres apéndices con los siguientes contenidos:
- APENDICE A: Demostracién de la Proposicién 4.19. Se incluye la demostracién de la

Proposicién 4.19, que no resulta importante para el seguimiento del Capitulo 4, pero que
presenta cierto interés.
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- APENDICE B: Esquema de Enfriamiento utilizado en RRMIN2. Se obtienen algunas
expresiones utiles para la descripcion del esquema de enfriamiento de RRMIN2.

- APENDICE C: Integracién de RRMIN2 en herramientas de disefio. Se describe el
interfaz que utilizan los programas implementados para la realizacién de las pruebas
experimentales, y los programas de conversién desarrollados para faciliar la integracion de
RRMIN2 en entornos de disefio.

Para facilitar la lectura de la presente memoria conviene tener en cuenta las siguientes
convenciones:
- Cada Capitulo se ha dividido en apartados. Cuando se hace alusién a cualquier parte del
texto, se indica el nidmero del Capitulo seguido del nimero del apartado. Ejemplo: Apartado
1:1:3,
- Las figuras y las tablas utilizadas estdn numeradas por capitulos. Ejemplos: Figura 1.20,
Tabla 6.10.
- Las expresiones matematicas que son referenciadas tienen igualmente una numeracién por
capitulos. Las referencias a éstas se indican mediante sus nimeros entre paréntesis. Ejemplo:
(6.4).
- Las referencias bibliogrédficas se indican en el texto mediante las tres primeras letras del
apellido del autor seguidas por el afio de publicacioén del trabajo. Si hubiera varios trabajos
con la misma denominacién se afiade una letra. Ejemplos: [SAS95], [SAS90a, 93b].
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este primer Capitulo se efectia una breve revision del proceso de disefio de
sistemas digitales, describiéndose la metodologia que se utiliza en la actualidad. En este
contexto, se introduce la l6gica AND-EXOR como una alternativa al disefio AND-OR
clasico, analizando las ventajas e inconvenientes que presentan cada una de ellas.

1.1. EL DISENO DE SISTEMAS DIGITALES

La metodologia de disefio de los sistemas digitales ha venido siempre condicionada
por la tecnologia disponible, y en especial por el nivel de desarrollo de los circuitos
integrados. Al aumentar la complejidad de los circuitos a tratar, han aparecido otros factores
muy importantes que afectan al proceso de disefio, como es la testeabilidad de los mismos.
En este contexto, el disefio 16gico mediante las primitivas AND y EXOR permite obtener
disefios mds fécilmente testeables y con menor nimero de puertas que los disefios
tradicionales AND-OR (Apartado 1.2).

En un primer apartado (Apartado 1.1.1) se va a comentar brevemente la evolucién
histérica de los sistemas digitales, describiéndose posteriormente (Apartado 1.1.2) el estado
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actual del disefio de este tipo de sistemas. Por su importancia en el desarrollo de sistemas
digitales actualmente, el Apartado 1.1.3 se dedica al disefilo mediante FPGAs.

1.1.1. Evolucion histérica de los sistemas digitales

Los primeros circuitos digitales se desarrollaron en los afios 30 con relés, que fueron
sustituidos posteriormente por tubos de vacfo [NEL95]. En esta primera fase, el principal
problema para el desarrollo de sistemas digitales no era el disefio en si, sino la tecnologia
empleada. Tanto los relés como los tubos de vacio tenian tiempos medios de vida
relativamente bajos, lo que unido a la gran cantidad de elementos que constituian el sistema,
hacian que éste no fuera capaz de funcionar correctamente mas alld de unas pocas horas. A
esto habia que anadir el enorme consumo de energia eléctrica que se generaba.

Fue a finales de los afios 50, con la comercializacién de los diodos y transistores
bipolares, cuando se consigui6 disponer de elementos con bajo consumo, y una gran rapidez
y fiabilidad de funcionamiento. Los circuitos se realizaban mediante elementos discretos, y
se utilizaban puertas AND, OR y NOR.

A mediados de los 60 aparecieron los primeros circuitos integrados (CI), de tecnologia
SSI (Small Scale Integration, baja escala de integracion), que permitian incorporar en una séla
pastilla alrededor de unas 4 puertas, que podian ser del tipo NAND, NOR, OR, AND, EXOR
o NOT. Se disponia asi de una gran variedad de puertas y opciones para la realizacién de
circuitos combinacionales, y se facilitaba y mejoraba notablemente el proceso de disefio.

A principios de los afios 70 se desarrollaron los circuitos MSI (Medium Scale
Integration, media escala de integracion), que admitian hasta 200 puertas por pastilla. Asi, era
posible incluir en un sélo componente registros, decodificadores, multiplexores, etc.

Antes de finalizar la década de los 70 aparecieron los circuitos LSI (Large Scale
Integration, alta escala de integracién) [NEL95], que inclufan varios cientos de puertas. Era
posible integrar en una pastilla circuitos tales como ALUs con registros de desplazamiento,
controladores de interrupciones, secuenciadores microprogramados, ROMs, PROMs, etc. A
partir de ese momento, el disefio de circuitos digitales se realizard ya utilizando
exclusivamente circuitos integrados.

En los afios 80 se dio un nuevo salto cualitativo al aparecer los circuitos VLSI (Very
Large Scale Integration, muy alta escala de integracion), con los que era posible integrar del
orden de miles de puertas, e incluir en una sola pastilla una CPU. Esto supondria la aparicién
de los microprocesadores y los ordenadores personales. En esta misma década se iria
aumentando el nimero de puertas integrables por pastilla, llegando a alcanzarse la cifra de
30000 puertas. Esto permitiria ya el planteamiento de los circuitos ASIC (Application Specific
Integrated Circuit, circuito integrado de propésito especifico), en los que practicamente todo
el circuito digital que se desea disefiar esta integrado en una séla pastilla. En esta fase se hace
ya necesaria la ayuda de ordenadores y software especializado (programas CAD, Computer
Aided Design, disefio asistido por ordenador) para poder afrontar el disefio de circuitos tan
complejos [DES93]. Se pasa pues a una nueva filosofia en el disefio de los circuitos digitales,
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que se mantiene en la actualidad.

En los afios 90 se ha aumentado el niimero de puertas por pastilla (mds de 100000)
y la velocidad a la que pueden operar los circuitos digitales (cientos de Mhz) [RAB96].

En el apartado siguiente se estudian en detalle los procedimientos que se utilizan para
el disefio de circuitos digitales en la actualidad, teniendo en cuenta que se dispone de circuitos
integrados con una gran densidad de integracion, que pricticamente permiten la realizacién
del circuito con una sola pastilla (o unas pocas si el sistema es muy complejo).

1.1.2. Disefio de Circuitos Digitales en la actualidad

Actualmente se dispone de un abanico muy amplio de circuitos integrados para
afrontar el disefio de sistemas digitales. Pueden utilizarse desde circuitos con tecnologia MSI
con unas pocas puertas logicas hasta dispositivos 16gicos programables VLSI con decenas de
miles de puertas. La eleccion del tipo de dispositivo a utilizar depende fundamentalmente de
la complejidad del sistema a disefiar y del nimero de unidades que se vayan a producir. A
continuacién se presenta una clasificacion de los circuitos integrados digitales y de sus
posibilidades de utilizacién en el disefio de sistemas.

Una primera clasificacion distinguiria entre circuitos de propdsito general, realizados
totalmente por un determinado fabricante para formar parte de una gran cantidad de sistemas
distintos y CI disefiados en parte o completamente para la realizacién de un sistema digital
concreto. Asi, se tienen [LLO96]:

a) Circuitos estandar. Se trata de circuitos integrados fabricados completamente por el
constructor del circuito, y que tienen una gran versatilidad para permitir la realizacién
de cualquier sistema. Son circuitos de bajo coste, pero su utilizacién estd restringida
a disefios no excesivamente complejos y en los que el volumen de produccién no sea
muy grande. Se dispone de dos clases de circuitos segiin la tecnologia empleada:
a.l)  SSI/MSI, que incluyen desde puertas l6gicas individuales hasta registros o

contadores.
a.2) VLSI, que pueden implementar desde memorias RAM o ROM hasta
microprocesadores.
b) Circuitos de propésito especifico (ASIC). Su utilizacién se justifica en el caso de

grandes volimenes de produccioén o en el caso de requerir grandes prestaciones o
funciones que no se encuentran realizadas en circuitos estdndar. Se pueden clasificar
a su vez en tres grupos:

b.1)  Circuitos a medida (custom). El circuito es realizado por el disefiador
completamente, hasta el nivel de mdscaras, para conseguir la méxima
optimizacioén del mismo. Estos circuitos resultan de interés tnicamente si se
necesita una gran densidad de integracién y altas prestaciones. El coste de
desarrollo resulta muy elevado.
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b.2)

b.3)

Circuitos semi-a-medida (semi-custom). En este tipo de circuitos, el trazado
de las mascaras se encuentra prefabricado, y el usuario sélo tiene que
completar unas determinadas interconexiones. De esta forma se abaratan los
costes de desarrollo. Las opciones mas utilizadas actualmente son:

- Gate Array. Constan de una matriz de puertas en las que el usuario
disefia solamente las mdscaras de los niveles de metalizacién y de
interconexién entre ellos.

- Sea Gates. Son similares a las Gate Arrays, pero las celdas son mds
sencillas y no existen zonas reservadas para metalizaciones, sino que
toda la superficie contiene puertas. Permite niveles muy elevados de
integracion.

- Structured Array. Son Gate Arrays en las que se pueden reservar
algunos cuadrantes como memorias RAM. De esta forma se puede
incluir en un sélo CI una unidad de de procesamiento y la memoria
para los datos a tratar.

- Standard Cell. En este tipo de disefio, el fabricante proporciona una
biblioteca de celdas o mddulos basicos (AND, NOR, etc) que el usuario
ensambla para realizar su sistema. Todo este proceso se realiza por
software, de manera que el disefiador envia al fabricante de CIs unos
archivos con la disposicién deseada.

Los tres primeros tipos de circuito integrado mencionados (Gate Array, Sea
Gates y Structured Array) se suelen englobar con el término MPGA (Mask-
Programmable Gate Array).
Circuitos logicos programables (PLD). Se trata de circuitos integrados LSI
o VLSI que contienen una estructura regular de circuitos que puede ser
particularizada por el usuario para realizar una aplicacion especifica. Este tipo
de circuitos estdn adquiriendo una gran importancia en el disefio de sistemas
digitales debido a que se consigue una gran miniaturizacién (hasta 20000
puertas 16gicas), gran fiabilidad de funcionamiento y menores costos y tiempos
de desarrollo del sistema. Existen distintos tipos de circuitos l6gicos
programables dependiendo de las funciones que puedan realizarse con los
mismos y la forma en que se realiza la programacién. Los mas importantes son
los siguientes [TAV94]:

- PROM (Programmable ROM). Son memorias ROM programables. Se
distinguen varios tipos segin el procedimiento que se utilice para su
programacién (PROM de fusibles, EPROM, EEPROM, etc.).

- PLA (Programmable Logic Array). Se trata de matrices programables
que constan de dos niveles de puertas, uno para la realizacién de
productos (plano AND) y otro para efectuar las sumas (plano OR o
EXOR). Se pueden programar los dos planos.

- PAL (Programmable Array Logic). Son similares a las PAL, pero en
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este caso so6lo se puede programar el plano AND. Suelen disponer de
unos biestables en las salidas.

GAL (Generic Array Logic). Se trata de PALSs con biestables realizadas
con tecnologia CMOS programables eléctricamente.

EPLD (Erasable Programmable Logic Device). Son PAL CMOS
programables eléctricamente y borrables con radiacién ultravioleta que
contienen una serie de bloques ldgicos configurables (CLB,
Configurable Logic Block) que permiten realizar maquinas de estados,
funciones combinacionales, etc., y una matriz de interconexion
universal (UIM, Universal Interconection Matrix) para interconectar los
bloques.

FPGA (Field Programmable Gate Array). Estdn constituidas por una
matriz regular de celdas organizada en un gran nimero de conjuntos de
bloques légicos configurables cuya interconexién es programable
mediante una memoria RAM que llevan incorporada. Los bloques
légicos configurables son mucho mas sencillos que los utilizados en los
EPLDs, lo que permite una mayor versatilidad, y ademds se consigue
una gran densidad de integracién. Debido a la gran importancia que ha
adquirido este tipo de circuitos en el disefio de sistemas digitales, se
dedica el Apartado 1.1.3 a su estudio en detalle.

A modo de resumen, la Figura 1.1 [LLO96] presenta graficamente la clasificacién

realizada.
4 ]
| CIRCUITOS INTEGRADOS |
L |
ESTANDAR ASIC
;
| L
’ SsiMs! ‘ ’ LSWVLSI ’ CTOS. LOGICOS ’ SEMI-CUSTOM ’ ‘ CUSTOM |
. PROGRAMABLES |
(PLDS)
puertas NAND,... memorias RAM, ROM _ Gate Array
multiplexores,... microprocesadores | Sea Gate
ctos. aritméticos microcontroladores ~ PROM Program. F_*OM Structured Array
registros DSPs — PLA Program Logic Array Standard Cells

|_ contadores

I— PAL Prog. Array Logic

— GAL Generic Array Logic Device
— EPLD Eresable PLD

LCA Logic Cell Array

FPGA Field Prog. Gate Array

I

ASIC: Application Specific Integrated Circuits

Fig. 1.1. Clasificacién de los CIs utilizados para la sintesis de sistemas digitales
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Una vez escogidos los circuitos integrados adecuados para el sistema que se desee
realizar, puede abordarse ya el disefio del mismo. La gran complejidad de los sistemas que
se disefian actualmente hace casi imprescindible la utilizacién de ordenadores y herramientas
software para facilitar el disefio, denominadas genericamente herramientas CAD (Computer
Aided Design). Asimismo, se han desarrollado lenguajes especificos para describir de forma
sencilla y estructurada (a través de distintos niveles de descripcién, desde el nivel de mascara
hasta el de sistema), denominados lenguajes de descripcion hardware (HDL, Hardware Design
Languaje) [PAL96]. La combinacién de estos elementos de ayuda con el incremento de
prestaciones de los ordenadores y la aparicién de dispositivos 16gicos programables VLSI,
como es el caso de las FPGAs, permite obtener disefios muy complejos con un coste y tiempo
de desarrollo cada vez menores.

1.1.3. Diseiio logico utilizando FPGAs

Una FPGA es un dispositivo l6gico programable que puede contener actualmente unas
20000 puertas en un chip. Este tamafio es suficientemente grande para implementar varios
sistemas digitales en un s6lo chip o para realizar un sistema complejo usando varias FPGAs.

La arquitectura de una FPGA es similar a la de una MPGA, y consiste en una matriz
de bloques logicos programables que pueden ser interconectados también de forma
programable para realizar diferentes disefios. Segiin esto, la arquitectura de una FPGA puede
dividirse en dos constituyentes: la arquitectura de los bloques légicos, y la arquitectura de
enrutamiento.

1.1.3.1. Arquitectura de los bloques logicos

El bloque l6gico de una FPGA puede ir desde un par de transistores hasta una LUT
(Look-Up Table, tabla de consulta) que puede implementar cualquier funcién de cinco
variables (XILINX 3000 series, [XIL96]). Esta gran diferencia de tamafios hace que sea
necesario mantener una clasificaciéon de los bloques l6gicos segiin su granularidad. La
granularidad puede definirse de distintas formas; como el nimero de funciones booleanas que
el bloque pude realizar, el nimero de puertas NAND de dos entradas equivalentes, el nimero
total de transistores, etc. En cualquier caso da idea del tamafio que tiene el bloque.
Atendiendo a esta definicién, los bloques 16gicos se clasifican en bloques de grano fino y
bloques de grano grueso [ROS93].

- Bloques de grano fino:

a) FPGAs de punto de cruce: En este caso el bloque estd formado por una pareja
de transistores. Ademds se dispone de un segundo tipo de bloque légico
llamado baldosa l6gica RAM, que puede utilizarse para construir memorias
RAM o funciones légicas aleatorias.
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b) FPGA Plessey: El bloque légico consiste en una puerta NAND de dos
entradas.

c) FPGA de Concurrent Logic’s: En estas FPGAs, el bloque ldgico estd
constituido por una puerta AND y una EXOR. Por tanto, en este tipo de
FPGAs, es necesario utilizar sinteis l6gica mediante puertas AND y EXOR
para realizar el sistema deseado.

- Bloques de grano grueso:

a) Bloque Logico de Actel: El bloque que se utiliza estd formado por un
multiplexor, realizando con €l las funciones 16gicas que sean necesarias.

b) Bloque Logico Quicklogic: Es similar al bloque 16gico Actel; estd formado por
un multiplexor de 4 a 1 que estd alimentado por puertas AND cuyas entradas
estdn complementadas y sin complementar de forma alternativa.

c) Bloque Loégico de Xilinx: La base del bloque 16gico Xilinx es una SRAM
(Static RAM, RAM estdtica) que funciona como una LUT. La tabla verdad de
una funcién légica de K entradas es almacenada en una SRAM de 2¥x1
direcciones.

Por supuesto, existen muchos otros bloques 16gicos ademas de los aqui descritos, dado
que cada fabricante ha desarrollado su propio bloque para la serie de FPGAs que realiza. Los
bloques 16gicos, ademds de la parte combinacional que se ha analizado, suelen disponer de
una parte secuencial, generalmente de un biestable por bloque (por ejemplo, Xilix incluye dos
biestables tipo D, el de Plessey uno, etc.).

Una cuestién importante que debe determinarse es si resulta mds conveniente utilizar
bloques de grano fino o grueso. Los bloques de grano fino tienen la ventaja de que los
bloques 16gicos se utilizan completamente, sin desperdiciar componentes. En contraposicién,
hard falta un mayor nimero de conexiones programables entre bloques. Existen varios
estudios tratando de determinar cudl es la granularidad 6ptima que debe tener una FPGA para
obtener la mayor densidad y prestaciones posibles, concluyendo que esta granularidad 6ptima,
aunque depende de la aplicacion que se desee implementar, en general es relativamente
pequefia [ROS93].

1.1.3.2. Arquitectura de enrutamiento

La otra parte programable en una FPGA son las interconexiones entre los bloques
16gicos. No se va a entrar en detalle, pero en plan general, el enrutamiento dependera del tipo
de bloque 16gico que tenga la FPGA (las necesidades de enrutamiento son distintas en el caso
de una FPGA de grano fino que en una de grano grueso), y debe permitir una gran
flexibilidad. Suelen consistir en unas pistas que cablean la FPGA por filas y por columnas,
y de una serie de cajas de interconexion programables con las que se pueden seleccionar los
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bloques que se comunican entre si. Suelen utilizarse diversos tipos de lineas de conexién,
unas que interconectan los bloques 16gicos con sus vecinos, otras que comunican las cajas de
interconexién entre sf, y otras que sirven para conectar bloques 16gicos que se encuentran
lejos para evitar diferencias en los retardos. Asimismo se distribuye una sefial de reloj por
todo el chip, para sincronizar todos los bloques 16gicos.

1.1.3.3. El proceso de diseiio logico utilizando FPGAs

El disefio 16gico utilizando FPGAs permite un entorno de disefio para la realizacion
rapida de prototipos. Por ejemplo, el sistema de disefio de Xilinx incluye un cable de
transferencia para conectar un PC o estacién de trabajo a una tarjeta de prototipos. Los
disefiadores pueden cargar el disefio a través del cable, y probar el prototipo en la tarjeta. Si
es necesario, pueden conectarse generadores de sefial y analizadores a la tarjeta para verificar
el disefio a la velocidad real de operacién del sistema. También es posible utilizar software
interactivo para insertar puntos de prueba. Ese punto de prueba puede conectarse a segmentos
de E/S y sacarse por uno de los pines sin utilizar del chip y analizar la sefial.

Como puede verse, la combinacién de reprogramabilidad y potentes herramientas para
la realizacion y depuracién de prototipos permiten una nueva metodologia de disefio. En la
Figura 1.2 puede verse un modelo elaborado y especifico para el proceso de disefio de ASICs
mediante matrices de puertas (Gate Arrays) en el cual el disefio es verificado por simulacién
en cada etapa o refinamiento. El problema que plantean los simuladores es que resultan muy
lentos si se quiere una gran precision, de manera que se suelen utilizar simuladores poco
precisos en las primeras etapas del disefio e ir aumentando la precisién gradualmente.

En la Figura 1.3 se tiene el proceso de diseiio utilizando FPGAs [TRI93]. El disefiador
puede reemplazar la simulacion por la verificacién en tiempo real utilizando un prototipo. Asf,
las FPGAs reprogramables introducen un cambio en la metodologia del disefio de sistemas
digitales al promover el uso de prototipos frente a la simulacién, con las ventajas que ello
implica en cuanto a rapidez y precisién en la verificacién de los circuitos. Ademds se dispone
de potentes herramientas software que proporcionan unos entornos de disefio amigables que
facilitan enormemente la labor del disefiador, aumentando asi el rendimiento del personal
humano y de los recursos disponibles.

1.2. LA LOGICA AND-EXOR EN EL DISENO DE SISTEMAS DIGITALES

El disefio de sistemas digitales se ha realizado tradicionalmente mediante sintesis
AND/OR (o, mediante una transformacién inmediata, utilizando sintesis NAND/NAND o
NOR/NOR), basiandose en el Algebra de Boole. Existe una sintesis légica alternativa, obtenida
mediante la sustitucién de la operacién OR por la EXOR, que da lugar a otra estructura
matematica distinta, GF(2), (Apartado 2.2), y que presenta dos ventajas muy importantes:

1) En general, un circuito digital precisa menor nimero de puertas para su realizacién
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2)

mediante sintesis AND-EXOR que en el caso AND-OR [SAS95].

El test de determinadas estructuras AND-EXOR (Formas canoénicas de Reed-Muller,
Apartado 2.4.1) resulta mucho mads sencillo y rdpido que usando l6gica AND-OR
[RED72], [DAMS89a], [DAMS89b], [ORTI1], [ORT93] (No obstante, las formas
candnicas no constituyen formas minimas AND-EXOR, por lo que no siempre se
conseguird obtener ganancia en el nimero de términos producto con respecto a la
sintesis AND-OR si se las utiliza. Por otra parte, no estd claro que si se usan formas
minimas AND-EXOR, las estructuras resultantes sean mas facilmente testeables en
todos los casos).

Diserio légico

Simulacion I6gica

Disposicién y enrutamiento

Simulacién temporal

Generacion de patrones de test

Simulacién de faltas

Fabricaclén en oblea

Depuracidn prototipo

Produccién

Fig. 1.2. Disefio clasico mediante matrices
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Disefio légico

Disposicion y enrutamiento

Configuracién

Depuracion de prototipo

|

Produccién

Fig. 1.3. Diseio utilizando FPGAs.

El hecho de que hasta ahora no se haya utilizado de forma generalizada este tipo de
diseno, a pesar de sus innegables ventajas, se debe principalmente a dos causas:

1) La puerta EXOR precisaba mds drea que la OR para integrarse.

2) No existe un minimizador AND-EXOR realmente eficaz, especialmente para funciones
con un gran porcentaje de unos en su tabla de verdad, y un nimero de variables
elevado.

Estos dos problemas se estdn superando con la aparicién de nuevos métodos de
integracion y disefio. Concretamente, el primero de ellos ya no aparece con las tecnologias
CMOS vy los dispositivos l6gicos programables, y el segundo se encuentra en una fase
bastante avanzada de resolucién con procedimientos tales como los presentados en [SAS93a]
o [SON96]. En la presente memoria se desarrolla un nuevo procedimiento para la
minimizacién AND-EXOR (RRMIN2, Capitulo 4) que mejora notablemente los resultados
aparecidos hasta el momento, y que ademds permite una integracién sencilla con las
herramientas CAD y lenguajes HDL utilizadas en el disefio actual. La principal innovacién
que introduce RRMIN2 es utilizar un método no determinista, como es el Enfriamiento
Simulado [AAR90], combinado con la aplicaciéon de un conjunto de reglas de reescritura
convergente [BRA93], para realizar la bisqueda de soluciones. En un conjunto convergente,
existen tanto reglas de simplificacion como de expansién de la funcién, lo que permite
asegurar la obtencién de cualquier expresion AND-EXOR de la funcién a minimizar. El
control de la aplicacién de las reglas mediante el Enfriamiento Simulado garantiza,

1 000000000000 00000000000000000000RRRRRARARRRRARRARRRRAAARA
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tedricamente, que es posible explorar todo el espacio de biisqueda, a diferencia de lo que
ocurre con los procedimientos deterministas, que se encuentran limitados a una regién
determinada. Se consigue asi resolver, tal y como se mostrard en los resultados
experimentales, el comportamiento poco satisfactorio de los otros métodos con funciones de
alto porcentaje de unos.

Finalmente, sefialar que existen dos tipos de dispositivos especialmente adecuados para
la utilizacion de la 16gica AND-EXOR, las PLAs, puesto que utilizan sintesis en dos niveles,
en la que se ha demostrado claramente que la 16gica AND-EXOR precisa de un nimero de
puertas inferior a la AND-OR [SAS90a], y las FPGAs [HAQ96], algunas de las cuales
incorporan ya como primitivas en el bloque 16gico tinicamente puertas AND y EXOR (FPGA
de Concurrent Logic’s, Apartado 1.1.3.1).

1.3. CONCLUSIONES

En este primer capitulo se ha realizado una revisién de la evolucién histérica de los
sistemas digitales y sus métodos de disefio, hasta llegar al momento presente. Se han detallado
también los elementos y herramientas de que se dispone en la actualidad para abordar el
disefio de este tipo de sistemas, haciendo hincapié en las posibilidades que ofrecen los
dispositivos 16gicos programables, especialmente las FPGAs. Por ultimo, se han presentado
las ventajas e inconvenientes que aparecen en el disefio 16gico mediante puertas AND vy
EXOR. Las principales ventajas consisten en que los circuitos precisan de un menor nimero
de puertas para su realizacion y ademds el test de los mismos resulta menos complejo que en
la légica AND-OR, y el principal inconveniente viene dado por la inexistencia de un
procedimiento de minimizacién AND-EXOR realmente eficaz. Precisamente, el objetivo de
de la presente memoria es desarrollar un nuevo procedimiento de minimizacién que solvente
este problema, permitiendo obtener expresiones AND-EXOR muy cercanas a la solucién
minima en un tiempo de ejecucién razonable.



12  Un nuevo procedimiento para la minimizacion AND-EXOR y su paralelizacién en sistemas de memoria distribuida




2.- La légica basada en las primitivas AND y EXOR 13

CAPITULO 2

LA LOGICA BASADA EN LAS PRIMITIVAS AND Y EXOR

En este Capitulo se introduce la lI6gica resultante de utilizar las primitivas AND y
EXOR en lugar de las AND y OR, y se presentan las distintas descripciones de una funcién
de conmutacion dentro de esta légica. Finalmente, se presenta el problema de la
minimizacion AND-EXOR para cada uno de estos tipos de descripcion.

2.1. INTRODUCCION

En el Capitulo anterior se han mencionado las ventajas que presenta el disefio 16gico
basado en las primitivas AND y EXOR. Estas dos operaciones l16gicas pueden asimilarse, si
se trabaja con variables bivaluadas, a las operaciones aritméticas producto médulo-2 y suma
moédulo-2, respectivamente. Esta identificacién va a permitir utilizar estructuras y resultados
matematicos conocidos, que serdn de gran ayuda para el tratamiento de las funciones
expresadas en esta l6gica. En la Tabla 2.1 puede verse la equivalencia entre las operaciones
aritméticas y logicas; y en el apartado siguiente se muestra que estas dos operaciones dan
lugar a una estructura de cuerpo finito, denominado GF(2) (Cuerpo de Galois de orden 2
[GRES86]), con las propiedades que de ello se derivan.
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a b a®b a b aceb
0 0 0 0 0 0
0 1 | 0 1 0
1 0 1 1 0 0
I 1 0 1 1 1

Tabla 2.1 Operaciones EXOR y AND

Posteriormente, en el Apartado 2.3 se establece la equivalencia entre el Algebra de
Boole y GF(2), proporcionando un procedimiento para pasar de la expresion en una légica
a la otra. En 2.4 se especifican las distintas formas que se utilizan para expresar una funcién
de conmutacion en légica AND-EXOR, y en el Apartado 2.5 se plantea el problema de la
minimizacién de cada uno de estos tipos de expresiones. Finalmente, en 2.6 se presentan las
conclusiones del capitulo.

2.2. EL CUERPO GF(2)

En este apartado se describe el cuerpo GF(2), la estructura matematica que resulta de
considerar como primitivas las puertas AND y EXOR (Apartado 2.2.1); y la relacién existente
entre esta estructura y el Algebra de Boole (Apartado 2.2.2).

2.2.1. Definicion y propiedades

A continuacion se van a estudiar las propiedades que presentan las operaciones @ y
o definidas sobre el conjunto B={0,1}, que permitirdn dotar a este conjunto de una estructura
de cuerpo. De esta forma se dispondra de una estructura matematica sobre la que desarrollar
el disefio 16gico AND-EXOR.

Sean x, y, z tres variables bivaluadas (es decir; x,y,ze B) con las operaciones @ y o,
suma moédulo-2 y producto médulo-2, respectivamente. Pueden demostrarse entonces, a partir
de la tabla verdad de las mismas, las siguientes propiedades [GRES86]:

I. Propiedad de cierre. Las operaciones ® y o son leyes de composicion interna, es
decir:
Vx,ye B a) x®ye B
b) xoye B
II. Propiedad asociativa de las leyes de composicion interna. Las dos leyes de

composicion interna cumplen la propiedad asociativa:
Vx,y,zeB, a) x®(y®z)=(xPy)Pz=xDyDz
b) xo(yoez)=(xoy)oz=x0yez
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III. Conmutatividad de las leyes de composicién interna. Ambas leyes de composicion
interna son conmutativas:

Vx,ye B a) xPy=y®Dx
b) xey=yox
IV.  Existencia de elementos neutros. Existen elementos neutros para ambas leyes de

composicion interna, siendo el 0 el elemento neutro para la suma médulo-2, y el 1 el
elemento neutro para el producto modulo-2:
VxeB a) x®0=0®x=x

b) xol=x0l=x

V. Existencia de elemento simétrico para la suma. VxeB se tiene que x®x=0, y por

tanto, se tiene siempre elemento simétrico que ademds es el propio x, es decir, x'=x.

VI. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
Vx,y,z€B, x0(y®z)=x0y®xoz

VII. Existencia de elemento inverso para el producto.
VxeB, x#0 3 x'eB [ xox'=x'ox=1

Atendiendo a las propiedades IIa, IIla, IVa 'y V, B con la operacién @ forma un grupo
conmutativo. Combinando estas propiedades con las IIb, IIIb, IVb y VI, se tiene que B con
las operaciones @ y o constituye un anillo (véase que es un anillo no trivial porque los
elementos neutros para la suma y el producto son distintos; 0#1). Finalmente, la propiedad
VII dota a B con @ y o de una estructura de cuerpo, que se conoce con el nombre de GF(2).
Este cuerpo resulta ser un caso particular de dlgebra llamada cuerpo finito 6 de Galois. Los
cuerpos de Galois GF(g) existen sélo cuando el nimero de valores g es primo o bien se
cumple que es potencia entera de un nimero primo, es decir, g=p*. Utilizando la teorfa propia
de estos cuerpos, los resultados que se han obtenido pueden extenderse ficilmente a la
situacion de una aritmética médulo-g. En [GRE90] puede verse un ejemplo de extension de
las técnicas de disefio médulo-2 al caso de la 16gica multivaluada, concretamente utilizando
GF(4).

Por otra parte, puesto que los niimeros reales constituyen un cuerpo, es de esperar que
GF(2) tenga propiedades muy similares a las de los niimeros reales, y asi se podran trasladar
muchas de las herramientas que se utilizan con estos iltimos a GF(2) (por ejemplo la
utilizacién de matrices y todas las operaciones y propiedades que llevan asociadas). Sin
embargo, existe una diferencia fundamental entre estos cuerpos que limita un poco la
identificacion entre ambos; y es que GF(2) es un cuerpo finito (s6lo tiene dos elementos) y
en cambio los nimeros reales forman un conjunto infinito no numerable.

Finalmente, apoyandose en la estructura proporcionada por GF(2), es posible definir
funciones basadas en las primitivas AND-EXOR, y extenderlas a varias variables de forma
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totalmente andloga a como se hace en el conjunto de los reales o en el caso de funciones
booleanas. Asi, en general se tratardn funciones definidas de la siguiente forma:
EB*—= B
En el siguiente apartado se describen las relaciones existentes entre las funciones
booleanas y su expresion sobre GF(2).

2.2.2. Relaciones entre GF(2) y el Algebra de Boole

Una vez definido GF(2), resultaria interesante verificar si existe alguna forma de
relacionar las expresiones de una funcién de conmutacién en el Algebra de Boole y en légica
AND-EXOR. Es mais, si para cada expresion AND-OR de la funcién es posible encontrar una
expresion AND-EXOR distinta, cualquier sistema digital podrd expresarse con estas
primitivas.

Los conectores AND y EXOR en dlgebra de Boole vienen dados por:

FIPLY @2.1)
xBy=x-y+x-y

De aqui puede demostrarse, utilizando las propiedades fundamentales del Algebra de
Boole y las leyes de De Morgan, que:

X y=xQOYy
x+y=xQyDPxDy (2.2)

x=xD1

Estas relaciones pueden utilizarse para escribir cualquier funcion booleana en términos
de operaciones médulo-2. Una vez establecidas estas relaciones, puede concluirse que el
Algebra de GF(2) cumple las siguientes tres condiciones:

a) Es funcionalmente completa. El dlgebra es capaz de proporcionar una expresion
distinta para cada una de las posibles funciones de conmutacién de un nimero dado
de variables. En efecto, al ser el Algebra de Boole funcionalmente completa y
verificarse las relaciones (2.2), el Algebra de GF(2) tiene que ser funcionalmente
completa.

b) Es flexible. El élgebra es lo suficientemente flexible como para permitir desarrollar
y utilizar algoritmos para manipular las funciones con una cierta facilidad. En el
Capitulo 3 se presentan varios algoritmos desarrollados para el cdlculo y minimizacion
de expresiones AND-EXOR de funciones de conmutacién, por lo que se cumple esta
segunda condicién.

c) Es realizable. Los conectores basicos y las funciones que resultan de ellos son
realizables fisicamente y de manera sencilla. Segin lo expuesto en el Apartado 1.2
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GF(2) también verifica esta condicion.

En consecuencia, la 16gica AND-EXOR es perfectamente valida, al igual que la AND-
OR, para disefiar sistemas digitales, presentando ademds una serie de ventajas que se han
detallado suficientemente en 1.2.

En los apartados siguientes se van a dar procedimientos para obtener expresiones
AND-EXOR de una funcion de conmutacion, tratar estas expresiones, etc.

2.3. CALCULO DE LA EXPRESION MODULO-2 DE UNA FUNCION BOOLEANA.
FORMA CANONICA DE REED MULLER (RM)

Generalmente, al disefiar un sistema digital, la primera expresién que se obtiene de las
funciones de conmutacién es la tabla verdad. Por tanto, se va a partir de una expresion
booleana de la funcion, y serd preciso, como primer paso del diseio AND-EXOR, obtener una
expresion en esta otra logica. Segun se ha detallado en el apartado anterior, dada una funcién
booleana, se puede calcular su expresiéon sobre GF(2) sin mds que usar las relaciones (2.2).
Sin embargo esto resulta muy laborioso en cuanto el nimero de variables es alto o la
expresion de la funcion contiene muchos términos. Ademds, esta forma de hallar la expresion
es muy poco apropiada para su implementacién en ordenador. A continuacién se va a mostrar
otro método mds eficaz para obtener una forma AND-EXOR de una funcién booleana.

2.3.1. Calculo matricial

Considérese una funcién cualquiera de una variable. Dicha funcién podra escribirse
de forma general en términos booleanos como:

Sfix)=myx, +m x, (2.3)

donde m=0 6 1 (son los valores correspondientes a la tabla verdad de la funcién).
Sobre GF(2), esta funcion se escribira:

fix)=g,Bgx, 2.4)

donde g=0 6 1.
Aplicando las relaciones (2.2) puede comprobarse que los coeficientes g, y g, vienen
dados por:

80~y (2.5)
8,=myOm,

En forma matricial, estas relaciones se escribiran:
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8|1 0|, 26)
&1 [1 1||™
y llamando T, a la matriz de transformacién se obtiene la siguiente relacién matricial:
2.7)

G=T.M

A continuacién se va a repetir el mismo proceso para una funcién de dos variables
como la siguiente:

fx x,)=dymy+d,m, +d,m,+d,m, (2.8)

donde m; son los minterms de la funcién. En la notacién que se va a utilizar en adelante, el
subindice i es el equivalente decimal del nimero binario construido poniendo un O si la
variable correspondiente estd complementada, y un 1 si no lo esta. El bit mds significativo
corresponde a la variable con subindice mayor, de manera que, por ejemplo, m, correspondera
al producto x,x,. Siguiendo esta notacién, puede demostrarse la siguiente relacién matricial:

g,] |1 00 0
g| [l 10 0||m, (2.9)
&| |1 01 0f|m
81111 1/"

donde los g; son los coeficientes que definen la funcién sobre GF(2), o sea:

F(x,,x,))=g,Dg,x,Dg x,Dgyx,x, 2.10

En este caso el subindice i se forma colocando un 1 si la variable aparece en el
producto y un O si no aparece. El bit mds significativo corresponde, al igual que en el caso
anterior, a la variable con subindice mayor.

Tal como se hizo con el caso de una variable:

G=T)M (2.11)
donde 7, viene dada por:
I; O
T ! (2.12)
2
I, T,

En general, si se desea hacer una transformacién de n variables, puede demostrarse
que:

E Y R F  F  E T X  F N N Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Y Y Y Y YTYTYS
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T, O
7o ! (2.13)
n
];-1 ];—1

para n>0 y siendo 7,=[1].
Por otra parte, una funcioén de n variables puede escribirse sobre GF(2) como sigue:

2"-1
€in_Cin- €
F(xl,xza--orxn_lﬁxn)z@ grxn xn_’"l 1...JC1 ! (2.14)
i=0

donde la sumatoria es sobre GF(2) y los ¢;; son tales que x’=1,x'=x,. A esta forma de
desarrollar una funcién en suma de productos médulo-2 se le denomina expansién o forma
canodnica de Reed-Muller (RM). Noétese que todas las variables estdn sin complementar y que
se tienen 2" productos distintos. A estos productos se les denomina piterms por analogia a la
nomenclatura utilizada en Algebra de Boole (minterms) y se les nota por m,. El subindice i

es en este caso el equivalente decimal del nimero binario <e; e e; >, donde el bit menos

in-1+e

significativo es e;; (Por ejemplo; x;x,=ms). Segiin esta definicion, podra escribirse:

2"-1

F(x,,x,,..x,)=EP g, (2.15)
i=0

Debe tenerse en cuenta que ésta no es la tinica forma de escribir una funcién booleana
como suma de productos médulo-2, sino que existen muchas otras expresiones donde pueden
aparecen variables complementadas, como se estudiard en el Apartado 2.4

Esta forma de calcular la expansion de Reed-Muller es totalmente equivalente al
proceso de utilizar las expresiones dadas en (2.2), pero tiene la ventaja de que es ficilmente
implementable en ordenador. Sin embargo, nétese que si en la implementacién se utilizan los
algoritmos usuales para el producto de matrices, hardn falta 4"-2" sumas de dos términos (2"-1
sumas por cada fila multiplicado por las 2" filas que tiene la matriz 7,). Existe la posiblidad
de mejorar el algoritmo de forma que sélo se efectien las sumas cuando se tengan unos (las
sumas que tengan un t€rmino igual a cero no es necesario realizarlas), con lo que para T, se
efectuaria s6lo 3-2=1 suma. En general, para T, se tendrdn 3" unos distribuidos en 2" filas y
por tanto habra que hacer un total de 3"-2" sumas.

2.3.2. Calculo rapido

Si se aprovecha convenientemente la estructura repetitiva de las matrices de
transformacion T, (2.13), puede construirse un algoritmo rapido cuyos grafos para 1, 2 y 3
variables se presentan en las figuras 2.1, 2.2 y 2.3.

El célculo de la expresion AND-EXOR utilizando este tipo de grafos se realiza de la
siguiente forma:
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1) Se parte de la expresion de la funcién como suma de minterms, poniendo en la parte
izquierda del mismo los valores 0 6 1 de los coeficientes m; seglin corresponda.

2) Se va avanzando hacia la derecha, efectuando la operacién EXOR cuando se produzca
la concurrencia entre dos lineas.

81) Al final, una vez que se han completado todos los cdlculos, se obtienen los
coeficientes g; del desarrollo de la funcién como suma de piterms (Ecuacién 2.15).

Cada grafo consta de n pasos en los que se realizan 2" sumas, realizdndose por tanto,
un total de n-2"' sumas. Esto supone un gran ahorro de operaciones con respecto a los
algoritmos basados en el producto usual de matrices que se han comentado anteriormente. El
procedimiento para generar el grafo para n variables seria el descrito en el Algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1. Generacion de grafos para n variables
T TRt P e s N S B N R A e Y e o e e S S|

1)  Se escribe el grafo correspondiente a T, (Figura 2.1).

2) Se duplica el grafo obtenido y se coloca debajo.

3) Se considera cada uno de los dos grafos como si fuera un nodo y se entrelazan tal
y como se hizo para generar el de T,. Se obtendrd asi la Figura 2.2.

4) Sino se han completado los n pasos, se vuelve al paso 2.

1 variable

minterm piterm
0 0
1 1

Fig. 2.1. Grafo para una variable

F R R R X R Y Y F A R R N N N N N N YN I N N N N Y YN N Y N YN YN Y N I F N YN Y Y YN Y Y YT Y rr i Y
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2 variables
minterm piterm
0 0
1 \ 1
NN
o \ 3

Fig. 2.2. Grafo para dos variables

3 variables

minterm piterm
0

1 AN
\}

-k

W\
N
AN

N o o AWM
N o o A~ D

Fig. 2.3. Grafo para tres variables
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En el Capitulo 4 (Apartado 4.5.2) se desarrollard una generalizacion de este tipo de
algoritmos para efectuar de forma répida el producto por cualquier matriz que se obtenga a
partir de productos de Kronecker [GRE86]. En los siguientes apartados se estudian las
distintas expresiones que suelen utilizarse en légica AND-EXOR para una funcién de
conmutacion.

2.4. EXPRESIONES AND-EXOR DE UNA FUNCION DE CONMUTACION

Al igual que ocurre en el Algebra de Boole, existen multitud de formas de expresar
una funcién sobre GF(2) utilizando las primitivas AND y EXOR. En los apartados que siguen
se van a definir una serie de formas candénicas que suelen utilizarse para expresar las
funciones, debido a razones de simplicidad para su tratamiento, facilidad para el test de los
circuitos resultantes, facilidad para minimizar las funciones, etc.

2.4.1. Familias de formas canonicas de Reed-Muller

En el Apartado 2.3 se ha descrito una posible forma de obtener la expresion AND-
EXOR de una funcién a partir de su expresion como suma de minterms, la forma canénica
de Reed-Muller (RM). Aplicando a esta forma una serie de transformaciones, es posible
obtener una jerarquia de formas candnicas de Reed-Muller perfectamente organizada
[GRE91]. Estas formas candnicas se encuentran agrupadas en familias que van disminuyendo
la rigidez en su estructura a la vez que van aumentando su tamafio (entendiendo como tamafio
el nimero de componentes de la familia). En los siguientes apartados se describen estas
familias.

2.4.1.1. Forma candnica de Reed Muller (RM)

Esta forma candnica se ha estudiado en 2.3, y en ella, una funcién de n variables
queda completamente especificada mediante un conjunto de 2" coeficientes g;, 0<i<2"-1, que
se relacionan con la expresion de la funcién como suma de minterms mediante la expresion:

G=T,M (2.16)
donde 7, es una matriz de transformacién verificando 7, '=T,. Por tanto:
M=T,'G-T,G (2.17)

La matriz T, presenta una estructura recursiva de manera que es posible expresarla
como:

T =T *T, (2.18)
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donde * es el producto de Kronecker [GRE86]. Aplicando sucesivamente esta relaciéon puede
escribirse:

T =T *T *...xT, n veces (2.19)
donde, segin se definié en (2.6) y (2.7):
el B (2.20)
11

Los términos de esta suma de productos médulo-2 de una funcién de n variables
pueden también identificarse empleando un producto de Kronecker de n vectores base de la
forma [1,x] 1<j<n verificandose lo siguiente:

F(x X%, 1% )={[1,x ]*[1,x,_1*...x[1,x,}G (2.21)

En los apartados siguientes se obtienen diversas familias de formas candnicas a partir
de la forma RM aprovechando la notacién introducida en esta expresion.

2.4.1.2. Formas canonicas de Kronecker Reed-Muller (KRM).

En este apartado se introducen las formas canénicas de Kronecker Reed-Muller, de
gran importancia debido a que presentan una estructura muy bien definida que permite
automatizar su célculo y efectuarlo de forma rdpida (véase el Apartado 4.5.2).

En general, una funcién de una variable, admite tres representaciones distintas
utilizando primitivas AND-EXOR:

o) =80P8or%s
fix)=g 10?4? 11%1 (2.22)
J2(6)) =8,0%,Pg,1%,

Esta relaciones, aplicando (2.2), se pueden escribir en forma matricial como sigue:

2™ 0(0)}=1 0| g4 (223)
m| foM] 1 1] |8

M=ol 1(0)}=1 1} 810} (2.24)
m| iD] |1 o] |81
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m
M= °
m,

. 2(0)_1 0
i 2(1)_0 1

Invirtiendo estas ecuaciones, se pueden calcular los coeficientes g; como sigue:

820} (2.25)
821

8oo| |1 O] |mq (2.26)
8o1| (1 1] |™
81| [0 1} |mq (2.27)
ul (1 1f|™
8| |1 O |mq (2.28)
8| [0 1] ™
Sustituyendo el vector M por su expresién en funcién de f(x,) se obtiene:
1 0|11 O 10
8oo|_ 8wl ! O Bwl_g g (2.29)
8o1) (1 1|1 1] |801) [0 1] |8o:
01f|]1 0 1 1
810|_ 8oo|_ 8oo -K,G (2.30)
8ul (1 1|1 1| |(801] |0 1| |801
1 0|10 10
820|_ 8oof_ & -K,G (2.31)
821) [0 1||1 1] |801) |1 1] |80t

Las ecuaciones anteriores permiten relacionar las expresiones f,(x,) y f,(x,) con f; (x,)
(nétese que fy(x,) corresponde a la forma candnica de Reed-Muller, como se deduce de
(2.21)). Asi, se han obtenido dos representaciones alternativas que pueden obtenerse a partir
de la forma canénica RM sin mds que aplicar una matriz de transformacion (K, para obtener
fi(x)) y K, para obtener fy(x,)).

De forma andloga a como se ha hecho en 2.4.1.1 para la forma RM, es posible asociar
un vector base a cada una de estas formas:
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oG — [1x]
fix) - [1x] (2.32)
fz(xl) - [x_l,xl]

Todo este proceso puede generalizarse para n variables, lo que dara lugar a una serie
de familias de formas canénicas, que globalmente se conocen con el nombre de formas de
Kronecker Reed-Muller (KRM).

2.4.1.2.1. Formas canénicas de Reed-Muller de Polaridad Fija (FPRM)

Segin lo estudiado hasta ahora, el desarrollo de RM se obtiene manteniendo todas las
variables sin complementar, es decir, cuando se utiliza el vector [1,x;] para las n variables.
Si para algunas de las variables x; el vector base utilizado es de la forma [1,x], esas variables
apareceran complementadas. De esta forma puede seleccionarse si se desea que una variable
apararezca complementada o sin complementar en el desarrollo AND-EXOR. No obstante,
se tiene la limitacién de que una variable no puede aparecer en el desarrollo en ambas formas.
Para una funcién de n variables, se podrdn obtener 2" formas candnicas distintas, que se
denominan de polaridad fija, y que pueden identificarse por un nimero de polaridad p,
0<p<2"-1. Este nimero de polaridad es el equivalente decimal del nimero binario p=<p,p,,
... py> formado haciendo p=0 si x; estd sin complementar y p=1 si la variable se encuentra
complementada. Las formas candnicas asi definidas se denominan formas canénicas de Reed-
Muller de polaridad fija (FPRM), y contienen a la forma canénica RM (corresponde a la
forma FPRM con p=0).

Finalmente, si se tienen en cuenta las expresiones (2.29) y (2.30), se concluye que
cualquier forma FPRM de polaridad p puede obtenerse a partir del desarrollo de RM de
polaridad cero usando una matriz de transformacion K,

Ky=K, *K, *.*K (2.33)

Py Pn-1 Py

operando sobre el vector G. Las componentes de K, podran ser K, 0 K.
2.4.1.2.2. Formas Canénicas de Reed-Muller de Polaridad Mixta (MPRM)

Si se incluye el tercer vector base, [X,x;], se obtendrd una familia de 3" formas
candnicas, puesto que cada variable puede encontrarse en tres situaciones:

1) Que aparezca en el desarrollo siempre complementada.
2) Que aparezca siempre sin complementar.
3) Que aparezca unas veces complementada y otras sin complementar.

A estas formas se las denomina formas canénicas de Reed-Muller de polaridad mixta
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(MPRM), y pueden identificarse mediante un niimero de polaridad m 0<m<3"-1; que es el
equivalente decimal del nimero ternario m=<m,m,_, ... m;> formado escribiendo m=0 si la
variable x; se usa sin complementar, m=1 si se va a usar complementada y m=2 si se utiliza
complementada y sin complementar.

Estas 3" formas MPRM incluyen a las 2" FPRM definidas anteriormente, que
corresponderian a aquellos nimeros ternarios que sélo contengan ceros y unos.

Al igual que en el apartado anterior, cada miembro de esta familia puede obtenerse
como una transformacion del desarrollo con polaridad cero empleando una matriz de
transformacion:

3 (2.34)
K(m) ‘Km,, *Km" *,, . kK

= my

operando sobre el vector G. Las componentes de K, podrin ser ahora K, K, 6 K,
(ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31)).

La denominacién de formas canénicas de Kronecker Reed-Muller que se aplica a las
FPRM y MPRM se debe a que su célculo se efectua mediante matrices de transformacién que
se obtienen mediante el producto de Kronecker de otras matrices (ecuaciones (2.33) y (2.34)).
Finalmente, nétese que las formas canénicas MPRM no incluyen todas las posibles formas
de representar a una funcién en légica AND-EXOR. Por ejemplo, la expresion:

1®x,®x, x, (2.35)

no puede obtenerse utilizando ninguna de las polaridades de las formas FPRM ni MPRM
(para comprobarlo basta con escribir todos los vectores base para dos variables y ver que en
ninguno de ellos aparecen simultaneamente estos tres términos producto).

2.4.1.2.3. Vectores extendido y peso

En este apartado y el siguiente se van a introducir dos vectores, el vector extendido
E'y el vector peso S, que van a permitir obtener el nimero de términos producto que contiene
una forma canénica KRM sin necesidad de calcular dicha forma canénica.

Segun aparece en (2.22), una funcién de una variable puede escribirse de tres formas
sobre GF(2). Estas formas vienen determinadas por unos coeficientes g; que pueden calcularse,
segun las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28), de la forma que aparece en (2.36):

800~y 8o =M, Dm,
810=My 811 =m0®m1 (2.36)
820=My 821°My

En esta expresion hay sélo tres tipos de coeficientes: m,, m, y m;@®m,. Conociendo
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estos tres valores pueden calcularse todos los g;. Considérese un vector E, cuyas componentes
sean las que se proporcionan en (2.36); ese vector E, podré calcularse de la siguiente forma
utilizando calculo matricial:

10

E-lo 1 [’”o} (2.37)
1 m,
11
Si se define:
10
P=0 1 (2.38)
11
la Ecuacién (2.37) se escribira:
E =P M (2.39)

El vector E, contiene los coeficientes necesarios para escribir todas las MPRM de una
variable.

Supongase ahora que se desea obtener el numero de productos necesario para sintetizar

estas MPRM. Esto puede calcularse utilizando un vector S, que vendrd dado por:

1 01 e
5,40 1 1fe, (2.40)
1 1 0/

donde los e; son las componentes del vector E|; o bien si se define:

1 01
C1=0 11 (2.41)
110
se tendria:
$,=C,E, (2.42)

donde S, estd definido sobre los reales y la componente s; de S, contiene el nimero de
productos necesario para sintetizar la funcion dada por M en la polaridad i.

Utilizando el producto de Kronecker pueden generalizarse las ecuaciones anteriores
para n variables [BIO72] de manera que:
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E=P M (2.43)

donde:

P =P +P, _ =P *P *..xP, n veces (2.44)

siendo P, la matriz (2.38).

Al vector E se le denomina vector extendido y estd constituido por 3" componentes,
que contienen los coeficientes necesarios para construir todas las formas MPRM de n
variables.

Asimismo, para calcular el nimero de productos necesario para la sintesis de cada una
de las MPRM se define el vector S, denominado vector peso, como sigue:

S-C B (2.45)

n

donde:

C,=C,*C,_ =C,*C*..xC; n veces (2.46)

La componente i del vector S contiene el nimero de productos necesario para escribir
la forma MPRM con polaridad i de la funcién de n variables dada por M. Asi, es posible, por
ejemplo, determinar la polaridad de la forma canénica MPRM que precisa menor nimero de
productos para sintetizar una determinada funcién sin necesidad de proceder al cdlculo de las
3" formas MPRM.

La estructura de Kronecker de las matrices de transformacion que se han ido
estudiando hace que las operaciones a realizar tengan propiedades de simetria y sea posible
la construccion de algoritmos rdpidos, reduciendo asi el tiempo de célculo con ordenadores.
Mis adelante, en el Capitulo 4, se analizan en profundidad estas propiedades y se aprovechan
en la elaboracién de un procedimiento de minimizacién AND-EXOR.

2.4.1.3. Formas canénicas pseudo-Kronecker (PKRM).

A partir de la idea de formas canénicas KRM, en [DAV78] y [GRE91] se describe un
procedimiento para construir una nueva familia de formas candnicas denominadas formas
canénicas Pseudo-Kronecker Reed-Muller (PKRM). El procedimiento consiste en combinar
las tres formas bdsicas para una variable (Ecuacién (2.22)) de manera adecuada para ir
construyendo funciones de varias variables. Efectuando todas las combinaciones posibles se
obtiene la nueva familia de formas candnicas. A continuacién se detalla el proceso de
obtencién de los miembros de esta familia.

Considérese por ejemplo una funciéon de dos variables. Las tres formas de
representacion para x, seran:

ceedceSaochasnsbsbasrsdodatsoscccnoadsansbsonnnnaansaanaannan
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X =t ttady  [iEE) ot X, f) =tk t (247)

En cada una de estas formas, #,, y t,, (0<k<2) se sustituyen por cualquiera de las tres
formas de representacion para x,, existiendo por tanto un total de 3x3’=27 formas PKRM de
2 variables. Estas 27 formas pueden numerarse mediante un nimero de polaridad g formado
por 3 digitos ternarios <gq,q,9,>, que se construye de la siguiente forma:

El digito menos significativo g, corresponde a la representacién elegida para ¢, (g,=0
= h=lottXs @i=1 = L=t X5 §o=2 = te=l,X,+1,x,), ¢, a la representacién de ¢,, y ¢, a la
representacién para x, (es decir, g,=k donde k es un nimero entre 0 y 2).

En general para n variables se tiene:

S Xggers X)) Zloo o Xy [iXppXsees )0 11X, fo(B Xy X,) TlyeX, +Ey x,  (2:48)

donde #, y t, (0<k<2) son formas PKRM de n-1 variables (x,.x,,...,x, ;). Por tanto

habra 3%"! formas PKRM, que podran representarse mediante un nimero de polaridad g con

2"-1 digitos ternarios, en el que:

<qn1_,...qy> contiene la representacion de t,,
<Gyn_y..-qyn-1_;> contiene la representacion de t,, (2.49)
<qy_p> =k

Al igual que ocurria con las formas candnicas KRM, es de esperar que se puedan
obtener las formas PKRM utilizando calculo matricial. A continuaciéon se estudia esta
posibilidad.

Supéngase que se tiene una funcién de dos variables que utilice polaridad
g=10=<101>. En ese caso:

Fox 1) =1, x, B Srx x, (2.50)

de donde:

m,=£(0,0)=,Dr,Dr,
m,=f(1,0)=t,Dr,Drt,
m,=£(0,1)=t,Dt,
my=f(1,1)=t,

(2.51)

Estas expresiones pueden reescribirse en términos matriciales como se muestra a
continuacion:
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[ i
m, 1110 t
My (1 1 0 0]%
"3 11 0 0 o’
Invirtiendo:
b 000 lrmo
L1 01 o)™,
Bl o1 1™
y finalmente, si se nombra a la matriz de transformacion obtenida como P,, queda:
T=P,,M (2.54)

Por analogia con las formas KRM, que se obtenian a partir de la forma canénica RM

2

(2.54) puede escribirse, si se tiene en cuenta (2.17), de la siguiente forma:

donde Q,, seré:

Qo=

0 0 0 1]
0011

1010

111 1

T=P,I,G=0,,G

10 0 0]
1100
1010

111 1

111 1]
0101
0010

000 1

(2.55)

K, K,
0 K

(2.56)

Asi, las formas PKRM se van a obtener a partir de la forma canénica de Reed-Muller
utilizando matrices de transformacién cuyas componentes son las matrices K; definidas en
las ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31).

El proceso de construccion de O, puede realizarse directamente de la siguiente forma

[GRE91]:
K O
Q-= “ si q,=0
! 0 K‘h ’

qu 0 (2.57)
Qq= ¢ si q,=2 :
91 q

Este proceso resulta complicado de generalizar para el caso de mds variables, por lo

que se define una operacién entre matrices denominada pseudo-Kronecker, simbolizada por

o y que consiste en lo siguiente:

ettt botstadtancsdnasnncancannscancannnnnanaanananannan
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a h bg b

a bl e f |18 hi |g h _|ag ah bg h (2.58)
& 4 g h Fi J i _] ci Cj di dj

U1 k] lek o dk al

Utilizando esta definicion, para ¢=10, el vector base vendrd dado por:

ij
kI

(A A @59

y la matriz asociada de transformacién se calculara:

11 1 1]
1 1]|{[t o]ft 1]|]0o 1 01

Ko [KK14 o , i (2.60)
Q’°1[°1][0][01H01}0010
00 0 1f

Para ilustrar el cdlculo de Q, con un nimero mayor de variables se va a tratar a
continuacién un ejemplo con tres variables. En este caso la polaridad vendra especificada por
un nimero g formado por 7 digitos ternarios g=<g.gs,....4o>. Por ejemplo, para g=1328
=<1211012> se tendria lo siguiente:

QI328:K10[ KZO[KPKI],KO"[KPKQJ ] (2.61)

de donde, haciendo operaciones, se obtiene:

10101010

I O

00110011
5 j0oo10001 (2.62)
2100001000

00000100

00001111

00000101

El vector base vendra dado por:
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[t %)

% =b[[1 &Y ] b ) )

=[x1 X1 Kp KXy Xy XXX, XXy x3x2x1]

(2.63)

Finalmente, se va mostrar un procedimiento para obtener de forma sistemdtica las
formas PKRM para una funcién de n variables. En ese caso, el nimero de polaridad se
escribira:

q =<q2n_2><q2n_3u-q2n-1 _1><q2n-l _2...q0> (264)

o bien, nombrando a cada uno de estos tres bloques como g,, gz y q.:

q=<quch> (265)

Con estas definiciones, la matriz de transformacién Q, puede calcularse de la siguiente
forma:

Q=K,,°[Q0p %] (2.66)

A

donde Qqa y Q‘Ic son matrices de transformacion de »-1 variables que a su vez se calculan

utilizando nuevamente las expresiones (2.64), (2.65) y (2.66). Se trata, pues, de un proceso
recursivo en el que se va rebajando el nimero de variables en 1 cada vez que se realiza un
paso, y que finaliza cuando se llega a n=2; caso particular que se ha analizado en detalle
anteriormente.

En el caso de estas formas canénicas, el cédlculo del vector peso (el cdlculo del vector
extendido, por definicion, es independiente de si se estdn tratando formas MPRM o PKRM)
se realizard utilizando otra matriz de transformacién distinta:

S’=RnE (2.67)

En esta ultima expresién, la multiplicacién es sobre los reales y S’ contendr4 el nimero de
productos necesario para sintetizar cada una de las PKRM.

La matriz de transformacién R, se construye de la siguiente forma:

Se definen:

101
R=01 1 (ng)
110
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101 011 110
RP-1 0 1|, RP<0 1 1|, RP=[1 1 0 WA
101 011 110
En general:
la j de R,
RO- la j de R, (2.70)
la j de R,

donde la matriz R, tiene el mismo numero de filas que R, y 0<j<3*1.

. . n-1_ . ,
Si se define N=3%" "!-1, la matriz R, se construye segtn la estructura que se presenta

a continuacion:

|
n-1 0 =]
1)
n-1 0 -1
)
R, 0 R
©
0 Rn~1 -1
0 R, R 291
R - . @2.71)
)
0 R_, R
©)
n-1 Rn-l 0
(1)
n-1 Rn—l 0
_Rn—l erliq 0

Como es facil observar, se vuelve a obtener un célculo de tipo recursivo. A titulo de ejemplo
se muestra seguidamente la matriz R,:
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(2.72)

= = O = =2 O R B O O O O © O O © © O M FH O F F O H = O

©O = M O H = O = H O O O O O O © © O O H FH O mFH FH O FH M
= o= = O O O R R R RO - HE O R = O = OO0 0 0O 0O O o o o o

== R R R = O O O R RO R RO R 2, 00 0O 0O o0C o0 O O O o
OOOHHHHHHOHHOHHOI—‘HOOOOOOOOO

© © O O © O © O O H H H O O O H M H H H H O O O = FH I
© © © © © ©O O © O = Mk 1R H +=H O O O F F H Ik H = O o O
O O O O © © © O O O O O H H FH H H H O O O M M m m e —

I
- O = = O m m O m O O O © © © © © O =~ 0 = = & = =06 =

Segin ha podido comprobarse, el tratamiento de las PKRM resulta mucho mds
complejo que el de las KRM. No obstante, es una familia de formas canénicas mucho més
amplia (lo que presenta ventajas de cara a la minimizacién, como se indicard en el Apartado
2.5.3), y presenta una gran regularidad en su estructura, lo que hace pensar en la posibilidad
de desarrollar algoritmos rdpidos para su cdlculo. Por otra parte, este elevado niimero de
formas PKRM existente impide el realizar un tratamiento simultidneo de todas las PKRM en
un ordenador en cuanto se tengan funciones de mds de 4 variables (para n=6 hay del orden
de 10* PKRMs). Finalmente, nétese que las PKRM incluyen a las MPRM (y por tanto a las
FPRM).
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2.4.1.4. Formas canénicas cuasi-Kronecker (QKRM)

En ese apartado se va a presentar una ultima familia de formas canénicas de Reed-
Muller, atin mas amplia que la de las formas PKRM. La obtencién de estas formas candnicas
presenta una gran complejidad, y debido a ello, se va a estudiar tinicamente el caso n=2. No
obstante, este caso particular muestra perfectamente el proceso de calculo a seguir para
obtener todos los miembros de esta familia.

Aunque existe un gran nimero de expresiones PKRM, éstas no constituyen todas las
formas canodnicas posibles. Cualquier forma candnica de dos variables puede construirse
mediante la combinacién de 4 productos de entre los nueve que resultan de hacer el siguiente
producto de Kroneker:

f=[1 X, x2]*[1 X, x1]=[1 XX Xy XX XX Xy X% xle] (213}

Existirdn por tanto:

9\_
4)-126 (2.74)

posibles elecciones, de las cuales s6lo 81 corresponden a posibles formas candnicas [GRE91]
(véase por ejemplo que la eleccioén de 1, x,, x;, x, nunca correspondera a una forma canénica
puesto que 1®x,=x,).

Estas 81 formas candnicas pueden dividirse en tres grupos de 27 formas cada uno
seglin se observa en la Tabla 2.2. El primer grupo corresponde a las 27 formas PKRM
(0<¢<26), que incluyen a las formas KRM (0<m<8) (y por tanto a las FPRM (0<p<3)); y a
la RM (p=m=¢g=0). Las 18 formas PKRM que no son KRM del primer grupo pueden
transformarse en un nuevo conjunto de 18 formas intercambiando el orden de las variables
x, ¥ x,. Estas nuevas formas aparecen marcadas con un asterisco en los grupos 2 y 3 (notese
que la aplicacién de estas permutaciones a una funcion KRM no introduce ninguna
modificacion).

Por ejemplo, la forma PKRM con g=14, tendrd como vector base el siguiente:

= [ RYE 5] 5 ] @7
y si se intercambian las variables x, y x, se obtiene el nuevo vector base:
LS [ BYE 5] HE » R BRHE % B w0 @79

Se puede asi introducir una nueva familia, extensiéon de las PKRM con 27+18=45
formas que denominaremos formas cuasi-Kronecker Reed Muller (QKRM). Estas formas
candnicas no tienen una estructura claramente definida como las PKRM, aunque pueden
utilizarse los mismos procedimientos para su manipulacion: Se puede extender la matriz R,
y el vector extendido S’ afiadiendo una serie de filas que correspondan a las nuevas formas.
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pm q Grupo 1 a Grupo 2 q’ Grupo 3
00 0x L01000102 3 x ¥ 1. 01001100 1 3% * L01300001
1. 3% 11I0000101 x 1, 10001100 x I 20106001
2 g1 5L 006010173 % 0110013100 + 011100001
3 x 1910003110 x 1011000 30 X 101010160
11 4% 11000 07110 10 x * 1101000 10 12 % * 110010100
5 031 00013210 + 011100010 # 61101012100
6 1L01000021 10120100012 101001010
7 110000011 11001000 12120001010
2 8 0411000011 19 * 0110100001 21 * 011060621010
23 9 x 1032 14Q 310008 7 i 100@ 201200121 5 H 00331041100
10 x 11010100090 100131000 :«1 + 00 L L 403160
11 01l 1201000 100011001 + 00010l 1l Q0
12 % 19011310000 + 01101100 100102101®0
34 13 x 110110000 14 % 01101202100 16 ¥ 600110010
14 032 1110000 + 010011100 100011010
15 101011000 00 1L10310% 0 * 010101001
16 110021000 # 000213100410 010110001
b 17 0110110 0 23 * 0010 1010 25 # 010011001
6 18 000101101 2 & 001100101 6 ¥ 1000011001
19 0001101001 + 001100110 100001110
20 000011034 * 00130001 % 100001011
21 000101110 100010101 + 010100101
7 22 000110110 15 ® 100010110 11 * 0l101Laaglio
23 0000113110 100010011 + 01031090011
24 000101011 e 0100011001 002103102201
25 000110011 010001110 + 00101G2A 10
8 26 000011011 24 ¥ 0100010711 20 i 0010200231

Tabla 2.2. Formas canénicas de Reed-Muller para 2 variables

En general, para n variables se pueden realizar n! permutaciones en cada forma
PKRM; sin embargo no todas dan lugar a nuevas formas (recuérdese cémo, en el caso de
n=2, las KRM no producen nuevas formas), de manera que resulta muy dificil hacer una
enumeracion de las mismas, 6 incluso saber el nimero de QKRM que hay para n variables.
En cualquier caso, una cota superior para el nimero de formas QKRM vendr4 dada por:

221 2.77

Nokry <N!3 2.77)
Segtin lo estudiado, puede concluirse que el tratamiento de las formas QKRM resulta
mucho mas complejo que el de las PKRM, y su utilidad es bastante reducida (para n=3 resulta
practicamente inviable su construccién). No obstante, si se encuentra un procedimiento
sistematico y efectivo para su manipulacién, el elevado nimero de formas QKRM podria ser
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de utilidad para la construccién de procedimientos de minimizacion AND-EXOR.
2.4.1.5. Otras formas canénicas

Se presentan ahora otras formas candnicas, con la séla intencién de enumerarlas,
puesto que casi carecen de estructura y por tanto su identificacién y manipulacién resulta
préacticamente inviable.

2.4.1.5.1. Formas skew

Estas formas no pueden obtenerse a partir del vector extendido, y por tanto no es
posible utilizar los procedimientos de cdlculo que se han estudiado anteriormente. Estas
formas canodnicas se obtienen a partir de modificaciones inconsistentes ("skew") de formas
PKRM o QKRM. Para dos variables existen 16 de estas formas, que se encuentran sefialadas
en la Tabla 2.2 con el signo +.

2.4.1.5.2. Formas residuales

En el caso de n=2, segin puede observarse en la Tabla 2.2, quedan 20 formas
canénicas sin marcar que practicamente carecen de estructura y no pueden obtenerse a partir
de las PKRM ni QKRM. A estas formas se las denomina formas residuales.

Tanto las formas skew como las formas residuales resultan muy dificiles de enumerar
y por tanto su utilizacién es muy limitada, aunque existen algunos intentos para su
clasificacion, como el que se presenta en [GRE91], utilizando matrices que operan sobre el
vector general f definido en (2.73).

2.4.1.5.3. Formas inconsistentes

Se definen en [COH62] y se obtienen a partir de las formas candnicas de RM vy
realizando todas las posibles combinaciones que resultan de introducir complementos en todos
los literales. Por ejemplo; en el caso de 2 variables se partird del vector base [1 x, x, x,x,] y
se obtendrd un total de 16 formas inconsistentes, que pueden verse en (2.78), y que se
encuentran marcadas con una ’x’ en la Tabla 2.2.

1 x J L% % xle] [1 X % xle] [1 x % 172371]

1 X, Xy XX

—
Ra
o

1

[
=

r——a,_'_s,.__‘
R
o3t
=
H

[ x4
[ 2% [ ]

R AN LAt nu] [Lx % %%
(12 2 %] [Lox x xx) 1 x xx] [1x x oy

Estas formas inconsistentes ya no siguen las inclusiones que venian dandose en las
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formas canénicas que se han visto hasta ahora. Por ejemplo, para el caso de 2 variables se
tiene que de estas 16 formas, 4 son formas FPRM, otras 4 son PKRM, otras 4 QKRM vy las
4 restantes son formas residuales.

2.4.1.5.4. Formas canénicas de polaridad mixta restringida (CRMP)

Las formas candnicas de polaridad mixta restringida (CRMP, [CSA93]) o formas
generalizadas de Reed-Muller (GRM, [DAV78]) son las més interesantes de aquellas que no
poseen estructura de Kronecker. Para su introduccién se va a realizar una comparacion entre
las FPRM y las CRMP.

Si se representan los literales por x;° (x puede ser x; o x;), una funcién de n variables
puede expresarse en general como suma de productos médulo-2 de la siguiente forma:

Pt )8, D g2 8. B x, Dg. 2.0 DD o JHs ey (2.79)

donde g=0 6 1, y x=x; 6 x,.

En una expresion FPRM de f(x,.x,,...,x,), una variable x;, puede aparecer
complementada y sin complementar pero no en ambas simultaneamente.

En cambio, en una expresiéon CRMP, cada variable puede aparecer complementada y
sin complementar, pero existe un tnico coeficiente g#0 para cada subconjunto de variables
de un término. De esta definicién es inmediato deducir que las CRMP incluyen a las FPRM
y a las formas inconsistentes. Sin embargo, no existe ninguna relacién entre las CRMP vy las
MPRM, aunque el nombre pudiera hacer pensar lo contrario. Existen CRMPs que no son
MPRM y MPRMs que no son CRMP. Por ejemplo, considérese la expresion:

S x,)=x,x,Dx x, (2.80)

Claramente se trata de una MPRM generada a partir del vector base [x, x, x,x, x,x,] que se
obtiene a partir del producto de Kronecker [1 x,]*[x, x,]; pero no es una CRMP puesto que
el subconjunto de literales x,“x,” aparece dos veces.

Asimismo, la expresion:

fx,%,)=1®Bx, Bx,Bx x, (2.81)
es una CRMP pero no es una MPRM. Por tanto, las CRMP no estan incluidas en las MPRM,
como se queria comprobar. En cuanto a las formas PKRM, evidentemente las CRMP no

incluyen a las PKRM puesto que no incluian a las MPRM, y ademads, si se tiene en cuenta
que la funcién:

S5 %, %) =%, %, Dx %, P x, (2.82)

es una forma CRMP pero no es PKRM ([SAS95]), se concluye que las PKRM tampoco
incluyen a las CRMP.
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Las CRMP pueden representarse mediante un vector binario de 2" componentes que
corresponderdn a los coeficientes g,. Nétese sin embargo que hay que especificar para cada
componente la polaridad que se va a utilizar. Por ejemplo, si se tiene

[gl ga gb gab]:[o 10 0] (283)

se estd representando la expresion:

01D1aD0bD0ab (2.84)

En cambio, si se tiene:

(81 8z 8 840 1 0 O] (2.85)

se esta representando a.
Asi, un mismo vector binario corresponde a formas CRMP distintas, con lo que esta
notacion no es adecuada para hacer consideraciones generales acerca de las CRMP.
Finalmente se va a obtener el nimero total de formas CMRP que existen para una
funcién de n variables. Para una funcién booleana de n variables existen:
s (2.86)
i
subconjuntos de i variables. En cada subconjunto se pueden elegir dos polaridades para cada

variable (complementada o sin complementar) con lo que se tienen 2’ polaridades distintas
para cada subconjunto. Por tanto, el nimero total de CRMPs seria:

1 - 202 )y 2:87)
i=1 i1

En el Apartado 3.3.3, donde se estudia un procedimiento para su minimizacion, se
profundizard mds en este tipo de formas canénicas.

2.4.2. Formas ESOP

En los apartados anteriores se han estudiado las familias de formas canénicas de Reed-
Muller. Aunque existen familias muy amplias, como las de las formas QKRM o CRMP, éstas
no incluyen todas las posibles expresiones AND-EXOR de una funcién. La clase mas general
de expresion AND-EXOR de una funcién se denomina ESOP (Exclusive Sum Of Products,
[SAS95]) y viene dada por:

S Xy s %) =D X, %5 . %, (2.88)

donde x;" puede ser 1, x; 6 x,. Notese que la sumatoria no tiene indices, es decir, el nimero
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de términos producto que aparecere en la expresion es indeterminado, depender en cada caso
de la funcién de conmutacién que se esté utilizando. Las formas ESOP incluyen a todas las
familias de formas canénicas mostradas en los apartados anteriores, de forma que puede
construirse la Figura 2.4, que presenta graficamente las relaciones existentes entre las distintas
formas de representacién AND-EXOR.

Una vez introducidas las representaciones AND-EXOR, en el apartado siguiente se
plantea el problema de encontrar la expresién con menor nimero de términos producto de una
funcién de conmutacién dada.

Fig. 2.4. Representaciones AND-EXOR

2.5. EL PROBLEMA DE LA MINIMIZACION AND-EXOR
Al igual que en el Algebra de Boole, en la légica AND-EXOR se plantea el problema
de encontrar la expresiéon minima para la funcién que se desea sintetizar. En primer lugar

debe definirse qué es lo que se va a entender por expresién minima AND-EXOR:

Definicion 2.1: Se define la expresion minima AND-EXOR de una funcion de conmutacion
f como la expresion ESOP de la misma que:

1) Contenga menor niimero de términos producto que cualquier otra ESOP de
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esa funcion.
2) Teniendo el minimo niimero de términos producto, incluya menor nimero de

literales que cualquier otra ESOP.

En la légica AND-OR el problema de encontrar la expresion minima puede
considerarse resuelto utilizando los mapas de Karnaugh o el procedimiento de Quine-
McCluskey, y en principio, cabria intentar aplicar estos mismos métodos a la minimizacién
AND-EXOR. Sin embargo, como se verd mds adelante, en 3.3.2, la minimizacién basada en
estos procedimientos resulta ser aproximada y no ofrece unos resultados excesivamente
buenos.

Lo ideal seria encontrar un procedimiento exacto de minimizacion para las expresiones
ESOP, pero actualmente resulta inviable desde el punto de vista practico. Una opcién mds
sencilla puede consistir en tratar de minimizar sobre familias de formas candnicas en lugar
de hacerlo sobre las ESOP (esto, segun la Figura 2.4, lleva a la generacién de procedimientos
aproximados), con el fin de disponer de procedimientos utilizables en la préctica. En los
siguientes apartados se trata esta cuestion.

2.5.1. Minimizacion dentro de las FPRM

Un procedimiento aproximado de minimizacion AND-EXOR podria consistir en
calcular las 2" formas candnicas FPRM que le correspondan a la funcién a sintetizar, y
escoger aquella que contenga un menor nimero de términos. Este procedimiento es
perfectamente viable para valores elevados de n (para n=20 habria que calcular algo més de
un millén de formas, lo que no representa un gran problema para los ordenadores actuales),
aunque no proporciona buenos resultados. En efecto, el nimero de formas canénicas FPRM
es muy pequefio en relacién con el nimero de formas ESOP existente, de manera que se est4n
explorando muy pocas expresiones y existen pocas probabilidades de que una de ellas sea la
minima. Asi, una mejora podria consistir en tratar de minimizar dentro de las MPRM.

2.5.2. Minimizacion dentro de las MPRM

De forma andloga al caso de las FPRM, puede plantearse un procedimiento para
minimizar dentro de las MPRM obteniendo todas las formas. Sin embargo, al existir 3"
formas, ya no resulta tan viable efectuar el célculo de todas ellas (aunque los resultados que
se obtengan serdn mejores), y es preciso recurrir a algunas herramientas adicionales. La
utilizacion de los vectores extendido y peso (Apartado 2.4.1.2.3) permite obtener la polaridad
de la forma canénica MPRM con menor nimero de productos sin necesidad de calcular todas
las formas. Después, una vez conocida la polaridad minima, sélo es necesario calcular la
forma candnica asociada a esa polaridad. En el Apartado 4.5.2 se detalla todo este
procedimiento.
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2.5.3. Minimizacion dentro de las PKRM

En el caso de las formas PKRM, el tratamiento matricial se complica
considerablemente, como se ha puesto de manifiesto en 2.4.1.3, y se suele preferir utilizar
técnicas basadas en diagramas de decisién. Concretamente se utilizan diagramas de decision
ternarios EXOR (ETDD), y en [SAS93c] puede verse un procedimiento de minimizacion
basado en los citados drboles. La minimizacién dentro de esta familia de formas candénicas
proporciona resultados muy aceptables, puesto que se efectia una bisqueda entre un gran
nimero de expresiones (Apartado 2.4.1.3).

2.5.4. Minimizacion dentro de las QKRM

La minimizacién dentro de esta familia de formas candnicas no resulta ser de interés,
puesto que el tratamiento de las mismas es practicamente tan complejo como el de las
expresiones ESOP. Por ello, aunque esta familia de formas canénicas es muy amplia
(Apartado 2.4.1.4), no se ha dedicado demasiado esfuerzo a desarrollar procedimientos de
minimizacion para ella.

2.5.5. Minimizacion dentro de las CRMP

La minimizacién dentro de esta familia de formas canénicas es de gran interés por su
amplitud y por la facilidad para el test [PER90] que presentan los disefios basados en las
mismas. Los procedimientos de minimizacién para este tipo de formas suelen ser parecidos
a los de las expresiones generales ESOP, o sea, procedimientos de tipo heuristico. No
obstante, se han realizado procedimientos basados en diagramas binarios de decisién (BDD)
[ESC95] [SAS93d] [SAS94], que son aplicables para valores de n=6 6 7 como mucho. En el
Apartado 3.3.3 se presenta un procedimiento de minimizacién para este tipo de formas
candnicas.

2.5.6. Minimizacion ESOP

El problema de encontrar la expresién ESOP minima es de una enorme complejidad.
Nada mas que el planteamiento del mismo resulta dificultoso porque no estd claro de qué
manera pueden obtenerse todas las formas AND-EXOR de una funcién de conmutacién. Si
se dispusiera de un método para obtener sistemdticamente todas estas expresiones, se
dispondria de una solucién (al menos tedrica) del problema. Existen algunos procedimientos
exactos de minimizacion AND-EXOR [PER90][PAP79], pero no son de aplicacién practica,
bien porque sean aplicables para un nimero de variables muy reducido, bien porque el tiempo
de ejecucion que precisarian es completamente inalcanzable para los ordenadores actuales. Es
preciso, por tanto, recurrir a procedimientos aproximados. En el Capitulo 3 se recogen los
procedimientos mds importantes, y en el Capitulo 4 se desarrolla un nuevo procedimiento para
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la resolucion de este problema utilizando reglas de reescritura (Apartado 3.2.3) dirigidas
mediante un proceso de Enfriamiento Simulado.

2.6. CONCLUSIONES

En este Capitulo se ha introducido una descripcién alternativa de las funciones de
conmutacién, utilizando las primitivas AND y EXOR. Estas primitivas dan lugar a una
estructura matematica denominada GF(2), de forma andloga a como las primitivas AND-OR
originaban el Algebra de Boole. Asimismo, se han presentado las distintas formas usuales que
se utilizan para expresar algebrdicamente las funciones en l6gica AND-EXOR, introduciendo
las familias de formas canénicas de Reed-Muller (RM, FPRM, MPRM, PKRM, QKRM,
CRMP), y la forma general de expresar una funcién como suma de productos sobre GF(2)
(ESOP). A partir de estas definiciones se ha abordado la minimizacién AND-EXOR,
esbozando una posible solucion para cada tipo de formas canénicas, y mostrando la gran
dificultad que implica el desarrollo de un procedimiento de minimizacién para las formas
generales ESOP. En el proximo Capitulo se va a efectuar una revision de los principales
procedimientos existentes en la literatura para la minimizacién AND-EXOR.
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CAPITULO 3

PROCEDIMIENTOS DE MINIMIZACION AND-EXOR

En este Capitulo se presentan los métodos de minimizacién AND-EXOR mas
representativos de los que aparecen en la literatura. La primera parte se dedica a la
descripcién de procedimientos que obtienen la expresion ESOP con menor nimero de
términos producto (procedimientos exactos), y la segunda, a mostrar una serie de
procedimientos aproximados, (no siempre obtienen la expresién minima), pero que, segtin
se mostrard, son de una mayor utilidad préctica.

3.1. INTRODUCCION

En el Capitulo anterior se han estudiado diversas formas de expresar una funcidn
booleana como suma de productos médulo-2, y se ha introducido el problema de obtener la
expresion minima, bien dentro de alguna de las familias de formas canénicas descritas, o bien
dentro del conjunto global de las expresiones ESOP. En este Capitulo se van a describir las
soluciones adoptadas por algunos autores para este problema.

Los procedimientos de minimizacién AND-EXOR pueden clasificarse en dos grupos,
uno en el que se pretende encontrar el minimo absoluto, y un segundo grupo que utiliza
métodos aproximados que tratan de acercarse al minimo realizando el menor nimero de
operaciones posible.
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Los procedimientos exactos suelen consistir en busquedas exhaustivas o en la
utilizacién sistemadtica de reglas de reescritura. En cualquiera de los dos casos se trata de
procedimientos que requieren un alto tiempo de ejecucién y gran volumen de memoria para
alcanzar la solucién final. Los requerimientos de estos procedimientos los hacen inviables en
cuanto el nimero n de variables es moderadamente alto (n>6), lo que justifica el uso de
procedimientos aproximados.

Los procedimientos aproximados, generalmente se basan en la utilizacién de las formas
canodnicas estudiadas en el Capitulo 2, o bien en la utilizacion de métodos tabulares. Todo
esto se verd en detalle al estudiar los distintos procedimientos.

A continuacién se incluye un esquema con una breve explicacién de los
procedimientos, para un mejor seguimiento del capitulo:

Apartado 3.2: PROCEDIMIENTOS EXACTOS DE MINIMIZACION. Se
describen cuatro procedimientos exactos de minimizacién que se estudian en los
siguientes apartados:

Apartado 3.2.1: Minimizacion por division en subfunciones. Se realiza el
estudio de un procedimiento de minimizacién basado en la divisién de la
funcién de conmutacién a minimizar en subfunciones. Se da una serie de
resultados tedricos justificando el procedimiento, y se estudian las limitaciones
que presenta.

Apartado 3.2.2: Minimizaciéon mediante funciones de decisién. Se introduce
la funcién de decisién H de Helliwell como herramienta para la descripcién del
problema de la minimizacién AND-EXOR. Posteriormente se desarrollan tres
procedimientos (Apartados 3.2.2.2 al 3.2.2.4) para optimizar esta funcién de
decision y obtener asi una expresion minima exacta de la funcién que se desea
minimizar.

Apartado 3.2.3: Minimizaciéon exacta utilizando reglas algebraicas de
reescritura. Se da un teorema acerca de la convergencia de los procedimientos
de minimizacién utilizando reglas algebraicas de reescritura y se introducen
algunos conjuntos de reglas convergentes, discutiendo el problema que implica
el llegar a una solucién minima utilizando tales conjuntos.

APARTADO 3.3: PROCEDIMIENTOS APROXIMADOS DE MINIMIZA CION.
Se estudian seis procedimientos aproximados de minimizacién. Se trata de
procedimientos heuristicos que tratan de encontrar una solucién buena en un tiempo
razonable. Se presentan en los siguientes apartados:
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Apartado 3.3.1: Minimizacion por vectores extendidos. Se trata de un
procedimiento basado en el concepto de forma canénica. Tiene, més que nada,
una importancia tedrica, abriendo multiples posibilidades de realizacién de
procedimientos heuristicos de minimizacion.

Apartado 3.3.2: Método tabular. Es un procedimiento aproximado que se
basa en la misma idea que el método de Quine-McCluskey para funciones

booleanas. Es por tanto una adaptacién de tal procedimiento para la 16gica
AND-EXOR.

Apartado 3.3.3: Minimizacién utilizando CRMPs. Se presenta uno de los
muchos procedimientos minimizacién existentes para las formas candénicas
CRMPs, (Apartado 2.4.1.5.4). La idea es buscar la expresiéon minima entre las
formas CRMP, que presentan una cierta estructura que hace mds ficil la
busqueda. El procedimiento es aproximado puesto que las CRMP son sélo una
parte del conjunto de todas las formas ESOP.

Apartado 3.3.4: EXMIN2. Se trata de un procedimiento aproximado basado
en reglas algebraicas de reescritura (véase el Apartado 3.2.4), bastante
elaborado y que proporciona buenos resultados.

Apartado 3.3.5: EXORCISM-MV-2. Este procedimiento se basa en la
aplicacion de una operacion denominada EXORLINK que incluye a las
operaciones que utilizan EXORCISM [HELS88] [PER89], Hermes [SAU90] 6
EXMIN2 [SAS93a]. Proporciona unos resultados excelentes con tiempos de
ejecucion muy reducidos.

Apartado 3.3.6: ACEM. El método de minimizacion ACEM se basa en la
idea de identificar mediante una bisqueda exhaustiva, grupos de minterms lo
mas grandes posibles que sean cubiertos por un término AND-EXOR. Para
conseguir tiempos de ejecucién reducidos se utiliza una transformada de
Hadamard-Walsh. Proporciona muy buenos resultados.

3.2. PROCEDIMIENTOS EXACTOS DE MINIMIZACION

A continuacién se van a analizar algunos procedimientos exactos de minimizacién
AND-EXOR. Estos procedimientos, segin se ha mencionado con anterioridad, no tienen
demasiada utilidad debido a que el problema de obtener la expresién minima ESOP constituye
un problema NP-completo [GAR79], y los tiempos de ejecucién necesarios para obtener una
solucion exacta son excesivos. No obstante, presentan un indudable interés tedrico y sirven
de base para el desarrollo de procedimientos aproximados.
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3.2.1. Minimizaciéon por division en subfunciones ([PAP79])

El procedimiento que se presenta seguidamente es capaz de proporcionar la expresién
minima AND-EXOR exacta de una funcién de conmutacién dada. Sin embargo, presenta una
restriccion importante, y es que el nimero de términos de la expresién minima ha de ser m<®6.
Por tanto, el procedimiento carece de aplicacién practica (el nimero de casos al que es
aplicable es muy reducido), pero tiene un interés histérico por ser el primero que abordaba
de forma exacta la minimizacién ESOP.

A continuacién se dan una serie de definiciones necesarias para la descripcion del
procedimiento.

Definicion 3.1: Si x/ corresponde a %, x, 1 para j=0,1,2, respectivamente, un término
producto genérico vendrd dado por:

x{‘xéz...xf," con jisjorenf, =0,1,2 (3.1)
Por definicion, una subfuncién f' (i=0,1,2) con respecto a la variable x, de una

funcion de conmutacion f(x,x,,...,x,) viene dada por lo siguiente:

N (6 O A1 K 2 (3.2)
N ia 5 6 U N I . 82
P! ~

Definicion 3.2: Una funcion f(x,x,,...,x,) se dird que es una suma de m términos producto si
no puede expresarse como suma de p<m productos, y existe una expresion de la misma como
suma de m productos. En ese caso, a este niimero m se le denomina peso de la funcion f y
se notard por w(f)=m (es decir, el peso de la funcion es el niimero de términos de que consta
su expresion minima).

Las subfunciones presentan una serie de propiedades, de las cuales las mds utiles son:

[=x*Sx f! (3.5)
f=f%x f2 (3.6)
s 3.

e =0

Las tres primeras ecuaciones, (3.5), (3.6) y (3.7) muestran las tres formas en que una
funcién puede escribirse a partir de sus subfunciones, y seran utilizadas abundantemente mas
adelante.

Seguidamente se enuncia una serie de teoremas, cuyas demostraciones pueden verse
en [PAP79], y que son la base para el método de minimizacion:
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Teorema 3.3: Si una subfuncion f' de una funcion de conmutacion f(x,x,,...,x,) es cero,
entonces todas las sumas de productos modulo-2 de la funcion f pueden obtenerse a partir
de los de f' con j=1,0,1 para i=0,1,2, respectivamente.

Corolario 3.4: Una funcién de conmutacion f(x,x,....x,) es un término producto si y
solamente si una subfuncion f' de f es cero y la subfuncién distinta de cero de f es un término
producto.

Teorema 3.5: Una funcion de conmutacion f(x,,x,,...,x,) con f°, f', f* #0 puede escribirse en
la forma:

f=x1au(x2,x3,...,xn)GBxlbv(xz,xs,. ) (3.9}

donde u y v son funciones de conmutacion de n-1 variables; si y solamente si las funciones
u 'y v son subfunciones de f (f' y f/, respectivamente) y (a,b,i,j)=(1,0,1,0), (1,2,2,0), (2,0,1,2).

Corolario 3.6: Una funcién de conmutacién f(x,x,,....x,) con f° f' f*#0 es una suma
mddulo-2 de dos términos producto si'y solamente si al menos dos de sus subfunciones son
términos producto.

Teorema 3.7: Una funcién de conmutacion f(x,,x,,...,x,) con f° f', f*#0 y w(f)>m-1 es una
suma modulo-2 de m (m=3,4,5) términos producto si y solamente si para i,j=0,1,2 y i#j se
cumple:
a) w(f)+w(f)=m ¢
b) w(f'), w(f! )L, w(f')+w(f’)=m+1 y w(p®f’)=w(f))-1
donde p es uno de los términos producto de las expresiones minimas de la
funcion f'.

Corolario 3.8: Una funcion de conmutacion f(x,x,,...,.x,) con f° f!, f*#0 es una suma
modulo-2 de 3 términos producto si y solamente si para i,j=0,1,2 y i#j:
a) w(f)+w(f)=3 ¢

b) w(f)=w(f’)=2 y f' f tienen un término comiin en sus expresiones minimas.

Este conjunto de teoremas puede utilizarse con el objeto de implementar un
procedimiento de minimizacién para funciones de conmutacién escritas como suma de
productos médulo-2, siempre y cuando el nimero de términos producto de su expresién
minima sea menor que seis. En tal procedimiento, la funcién a minimizar f se analizard
dividiéndola en sus subfunciones f°, !, f2. Cada una de estas subfunciones se dividird a su
vez en sus propias subfunciones y asi sucesivamente, formando un drbol denominado arbol
de generacion. La descomposicion continuard hasta que las subfunciones producidas estén
compuestas por un solo término producto. Si una de las subfunciones es cero, la
descomposicion continuard por las ramas correspondientes a las subfunciones distintas de cero
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(ver Figura 3.1).

Las funciones y subfunciones se representan mediante vectores binarios, en los que
cada bit representa la presencia o no de un minterm determinado. La funcién f de la figura
3.1 se representa por:

/=[01000001010010000110001110010010] (3.10)

lo que significa que los minterms de la funcién f son:

=Y m(1,4,7,8,9,13,14,19,2,30) (3.11)

donde la notacién que se estd usando para los minterms no es la usual, sino que por ejemplo,
el minterm 1 corresponde al producto X,X,X,X,Xs; y se representa en binario por 00001. Es
decir, en la notacion que se estd usando, el bit menos significativo de la representacién
numeérica del minterm corresponde a la variable con subindice mds alto. Este cambio de
notacion se debe simplemente a motivos de comodidad al escribir el 4rbol de generacién de
las subfunciones. Con esta representacién es muy fécil encontrar las subfunciones de £ la
representacion vectorial de la subfuncién f' es la mitad izquierda de la de £, f° es la parte
derecha y f? viene dada por la suma médulo-2 bit a bit de los vectores que representan a f°
yfh.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, el procedimiento para minimizar
puede resumirse en los siguientes pasos:

Paso 1: Construir el drbol de generacion de f.

Paso 2: Encontrar el peso de todas las funciones del drbol de generacion partiendo de las
ramas y avanzando hacia el nodo principal, de acuerdo con los teoremas 3.2 a 3.8.

Paso 3: Expresar f como suma de productos modulo-2 utilizando las ramas adecuadas segiin
convenga, tal y como se describe en el Teorema 3.5.

Para comprender como se realizan todos los pasos y cémo se aplican los teoremas, a
continuacion se va a estudiar detalladamente la minimizacién de la funcién de 5 variables f
que se encuentra descrita en la Ecuacién (3.11) 6 en forma vectorial en (3.10). El proceso de
minimizacion de esta funcién seria el siguiente:

Paso 1: En la Figura 3.1 puede verse el drbol de generacién de f. La construccién de este drbol, una vez puesta
f en forma vectorial, es muy sencilla; f' corresponde a la mitad izquierda del vector que representa a f, f*
corresponderia a la mitad derecha; y f* se construye sumando médulo-2 bit a bit los vectores de f'y f°. A
continuacién f*, f', f* se vuelven a dividir en sus correspondientes subfunciones, repitiendo el proceso hasta que
se cumplen las condiciones del Corolario 3.4; en cuyo caso se habrd descompuesto f en términos producto
individuales.
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Cada vez que se hace la divisién en subfunciones se estd eliminando una variable (ver ecuaciones (3.5), (3.6)
y (3.7)), que se escribe a la izquierda del drbol en cada nivel de subdivision para después hacer mds sencilla la
escritura de los terminos producto.

Paso 2: Una vez escrito el drbol de generacién hay que encontrar el peso de cada subfuncién. Para calcular este
peso en las zonas mas alejadas del nodo raiz, suele bastar la aplicacion directa de los corolarios 3.4 y 3.6. Sin
embargo, en ramas cercanas a la raiz del drbol puede ser preciso aplicar el Teorema 3.7 6 el Corolario 3.8,
siendo mds complicada la determinacién del peso. A continuacién se estudian en detalle estos casos:

- w(f"™=3. Se tiene que w(f")+w(f*?)=3, cumpliéndose el apartado a) del Corolario 3.8.

- w(f*)=3. Idem que en el caso anterior.

- w(fH)=3. Idem que en los dos casos anteriores.

- w(f")=3. En este caso no se cumple el apartado a) del Teorema 3.7, por tanto habré que comprobar si se
cumple b). Nétese que f'' y f'° son suma de dos términos producto y por consiguiente su expresién minima
puede construirse con la suma de dos subfunciones suyas cualesquiera (Todas sus subfunciones son términos
producto), y asi las expresiones minimas de f'' y f'* pueden contener a f'!' y f*!, respectivamente. Como
fU=f1 1y £1° pueden tener un término comin en sus expresiones minimas, satisfaciendo el apartado
b) del Corolario 3.8.

- w(f")=4. w(f"), en principio, puede ser 3 (si se cumplen las condiciones del Corolario 3.8) 6 4 (si no se
cumplen dichas condiciones). El apartado a) no puede satisfacerse, y en todo caso habrd que estudiar b).
Si se inspeccionan las sintesis minimas de f”' y £ no se encuentra ningtin término comiin y por tanto, en
efecto, w(f")=4.

- W(f)=5. Este es la rama mds complicada porque no es posible utilizar ningiin corolario y es preciso recurrir
a la aplicacién directa del Teorema 3.7. En principio w(f)=6 puesto que w(f')+w(f?)=6, pero hay que
comprobar si w(f)=5. El apartado a) del Corolario 3.6 no se cumple, y habra que ver si se satisface b). Se
cumple que w(f'), w(f3)=l; w(f')+w(f?)=6; y sélo falta comprobar w(p®f')=w(f')-1 siendo p uno de los
términos producto de una expresién minima de f*. La expresién minima de f serd, teniendo en cuenta que
w(f%)=3 y aplicando el Teorema 3.5 para f*' y f:

fa=fﬂ®x—2fﬂ :fQ1®Jc_2(x f”@x:fﬂo) :le@x—zx Jzzl@};;;fzzo (3.12)
Por tanto, los términos producto de la expresién minima de f* son:
[le x—zx]fan x—zgfazo] (3.13)

A fin de simplificar los cdlculos, se van a escribir estos tres productos en forma vectorial y poder asi
operar directamente con la expresién vectorial de f'. Para escribir estos productos en forma vectorial se
parte de las expresiones vectoriales, ya conocidas, de las subfunciones f', f*' y 2. Nétese por ejemplo

que f*!
forma vectorial de Xx,f

es una funcién de 2 variables mientras que f' y %,x;f**' lo son de 4. Hay por tanto que escribir la

! partiendo de la forma vectorial de f*'. A continuacién se enuncia un teorema

que indica como se escribe la expresion vectorial buscada.

Teorema 3.9: Sea f* (i=0,1,2) una subfuncion de n-1 variables de la que se conoce su
forma vectorial M=[m2..-1_1 mo] , Y considérese la expresion x/f'. Entonces la

expresion vectorial de x,' M’ para n variables es:
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a) 8i j=0, M'=[my-1_; ... my 0 .. 2"'ceros ... 0]
b) Si j=1, M'=[0 ... 2"'ceros ... 0 Myiy ... my

c) SE j=2, M/=[m2,.-1_1 ox Mg Wop-t g s mo]

Segiin este teorema, las formas vectoriales de los tres términos producto son:

£2'=[0010001000100010] (3.14)
X,%,f1=[0000000011110000] (3.15)
%,%,f°=[0000000000001000] (3.16)

A continuacién se calculan las sumas de cada uno de estos tres términos producto y la subfuncién £,

es decir:
eIy (3.17)
h=x_2x3f221®f1 (3.18)
8=, x,f 20! (3.19)

para comprobar si w(e), w(h) o w(g)=2, en cuyo caso se cumplird el apartado b) del Teorema 3.7.
Por ejemplo, si se usa (3.19), se obtiene en forma vectorial:

£=[0100000101000000] (3.20)

Si se descompone g como se muestra en la Figura 3.1, se observa que w(g)=2, con lo que si se llama
p=x%,%,f**" se estd en las condiciones del Teorema 3.7 y w(f)=5.

Paso 3: Finalmente queda escribir la expresién minima de f. En el paso 2 se lleg6 a la conclusién de que w(f)=5,
utilizando para ello las ramas de f' y f*. Por tanto para la expresién minima de f habra que utilizar la Ecuacién
(3.7). Teniendo en cuenta que se ha utilizado g para hallar el peso minimo, habrd que escribir f! en funcién de
g. Si se opera en (3.19), se obtiene la siguiente expresion:

fl=x,%f2%Pg 3.21)
Por otra parte, la expresion minima de g, segin la Figura 3.1, viene dada por:

g=8"%Dx,g* (3.22)

La expresién minima de f2 ya se ha hallado en (3.12), y por tanto, ya se puede escribir la expresion minima
de f

1=8"Bx,0 7B, x. 12290 2 O, x, % 2%Dix, 2%, (3.23)
2 2 1% 1%
Si se reunen los términos que contienen a f** se obtiene:

/=8 "B, *®rx x, x,f 2Oix ' Dix, X, (3.24)

y finalmente, sustituyendo las subfunciones por sus expresiones correspondientes:
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g 0By 0, 0B 0y e e 1 B (3.25)

Como puede verse, en efecto la expresién obtenida para f tiene 5 términos producto, tal y como se habia
previsto al calcular el peso de la funcion.

El procedimiento descrito en este apartado proporciona la expresién minima médulo-2 de
una funcioén de conmutacién. Ahora bien, segin el enunciado del Teorema 3.7, la aplicacién
del método se restringe a aquellas funciones cuya expresién minima esté compuesta por
menos de seis términos producto, por lo que el procedimiento sélo es aplicable a un nimero
muy limitado de casos.

En el siguiente apartado se describe un procedimiento exacto mucho més general,
aplicable ya a cualquier tipo de funciéon AND-EXOR, y que se basa en la utilizacién de
funciones de decision.

3.2.2. Minimizacion mediante funciones de decision

En el Apartado 3.2.1 se ha descrito un procedimiento de minimizacién AND-EXOR que
permite encontrar la solucién exacta para funciones de hasta 5 términos producto en su
expresion minima. En los apartados siguientes se van a describir procedimientos exactos para
un numero arbitrario de variables y términos, basados en la funcién de decisién H de
Helliwell [PER90]. En 3.2.2.1 se define la funcién H y se establece el esquema de
minimizacién a utilizar. En los apartados 3.2.2.2 a 3.2.2.4 se describen distintos
procedimientos para optimizar la funcién de decision y obtener el minimo exacto a partir de
la misma.

3.2.2.1. La funcion de decision H

Los procedimientos de minimizacién que utilizan una funcién de decisién para obtener
el minimo AND-EXOR se basan en la misma idea que el método de Petrick para obtener la
cobertura minima de una funcién booleana. En el método de Petrick, una vez que se han
obtenido los implicantes primos de la funcién a minimizar, se asigna una variable a cada uno
de ellos y se construye una funcién de conmutacién (funcién de decisién) de manera que
cualquier combinacién de valores de las variables que hagan verdadera a la funcién,
corresponderd a una suma de implicantes primos solucién del problema de minimizacién. La
solucién 6ptima se obtiene escogiendo el término producto de la funcién de Petrick con
menor nimero de literales.

En la l6gica AND-EXOR se presentan dos inconvenientes que impiden trasladar el método
de Petrick directamente a la minimizacién ESOP:

a) El concepto de implicante primo no puede aplicarse en 16gica AND-EXOR, con lo que
no pueden restringirse de manera sencilla los términos producto que han de formar parte
de la funcién de decisién.

et bocshotsotodbbotdbanbdaraAMAARAARAE
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b) La construccion de la funcién de decisiéon no puede realizarse con légica booleana
debido a que las sumas se efectiian con la primitiva EXOR. Como consecuencia, elegir
el nimero minimo de productos que satisfacen la funcion de decision resultard mas
complejo que con la funcién de Petrick.

Segun las consideraciones anteriores, el primer problema a resolver es seleccionar el
conjunto de términos producto susceptibles de formar parte de la expresion AND-EXOR
minima, y por tanto, de la funcién de decision.

En general, dada una funcion booleana f(x,,x,,...,x,), los términos producto AND-EXOR
que forman parte de las soluciones del problema de minimizacién de f se obtienen como
subconjuntos de:

{x;‘,lez,...x;"} donde i,€(0,1} para j=12,...,n (3.26)
Cada uno de estos subconjuntos se va a nombrar por G;, y con GG se notard al
conjunto de todos los términos producto involucrados en las soluciones de f. En el peor de
los casos GG tendrd 3" elementos (cada variable puede encontrarse en tres estados;
complementada, sin complementar o sin aparecer en el producto). A cada uno de los
elementos de GG se le asignard una variable de decision g;, de manera similar al método de
Petrick . Asi, se obtendrd un conjunto G con las variables de decision del problema:

G={8,,8,»--8x} donde K<3" (3.27)

A falta de un criterio que permita restringir a priori los términos producto que van a
aparecer en las soluciones 6ptimas de f, se van a tomar como elementos de GG los minterms
de la funcién y todos los términos producto que los incluyan; y ademds los minterms no
pertenecientes a la funcién y todos los términos producto que los incluyan (en realidad se
estan escogiendo los 3" casos posibles, pero se estd haciendo una separacién entre los
términos que provienen de los unos de la funcién y los que provienen de los ceros, por
razones que se veran posteriormente).

Por ejemplo, para la funcién:

=Y m(1,2,3)=ab+ab+ab (3.28)
se obtendria lo siguiente:

- Términos correspondientes a los unos de f:

a) Términos producto derivados de ab: G,=1, G1=ab,_G2=a, G3=b_
b) Términos producto derivados de ab: Gy=1, G,=ab, G,=a, Gs=b
¢) Términos producto derivados de ab: G=1, G= ab, G7=a,_G5=b
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- Términos productos correspondientes a los ceros de f:
a) Términos producto derivados de ab: Gy=1, Gy=ab, G,=a, G,=b
Por tanto, en este caso:

GG={1,ab,a,bab,baba,ab) (3.29)

y asi, se tendrdn nueve variables de decision correspondientes a cada uno de los elementos
de GG:

G={80:81:82:85:84:85:8:87:83) (3.30)

Una vez que se dispone de los términos producto y de sus variables asociadas, el
siguiente paso consiste en construir la funcion de decisién. Previamente, se van a establecer
algunas definiciones y notaciones necesarias.

Definicion 3.10: Se define una ESOP redundante como una ESOP que incluye términos
producto que pueden ser eliminados de manera que la ESOP resultante sigue siendo una
solucion del problema de minimizacion de f.

Por ejemplo, si se considera una solucién f;, la expresion:

f,=f,Pab®ab®a (3.31)

es una ESOP redundante puesto que:

fy5/Pa®Ba=f, B0/, (3.32)

Resulta inmediato deducir que una ESOP redundante nunca constituird una solucién
6ptima del problema de minimizacién de f. Si se notan por m; los unos de la funcién (o sea
los minterms pertenecientes a la misma), por M; los ceros, por ON el conjunto de los m,, y
por OFF el conjunto de los M;; puede construirse la funcién de decision H(g,,...,gx), conocida
por el nombre de funcién de decisién de Helliwell [PER90], segiin indica el siguiente
Teorema:

Teorema 3.11: Cada solucién ESOP no redundante de la funcion f es una suma EXOR de
términos producto G; correspondientes a aquellas variables de decision g; que aparecen como
literales en un producto que satisface la siguiente ecuacion légica:

1=-H(g,,.8)=I] (P &) [I 1® D ¢g) (3.33)

m;eON g;eV(m) M;eOFF geViM)

donde:
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V(m)=tvariables de los términos producto GjeGG tales que Gj.zm,.} (3.34)
V(Mi)={variables de los términos producto GI.EGG tales que GJ.:Mi} '

cuya demostracion puede verse en [PER90].
La expresion (3.33) suele escribirse por comodidad de la siguiente forma:

H=[] Hm)- [[ HM)=H, H, (3.35)
mieON M,.GOFF

Para el ejemplo que se estaba tratando, las funciones H, y H, se construirian de la
siguiente forma:

H1 =(go®g1@g2@g3) -(go®g2®g4€9g5) '(go@g5®gﬁ®g7) (3.36)
H,=(1Pg Pg,DPg.Dg,) (3.37)

y por tanto, la funcién de decisién H seria:

H=H1 ‘H2=(go@gl®g2@g3) '(go@gz@g,,@gs) '(go@gseBgGEBgﬂ '(16980@33@87@83) (338)

Una vez que se tiene la funcién de decision, las soluciones se obtienen seleccionando
(es decir, asignando a valor l6gico 1) las variables adecuadas. Por ejemplo, en la funcién H
de (3.38), si se selecciona g,, se obtendria:

H 'go=1 =(1®gl®g2®g3) '(1632@g4®g5) '(169856986@87) '(1®1®g3®g7®gg) = (3.39)
=(1DPg,Dg,Pg,) - (1Dg,Dg,DPg,) - (1Dg,DgDg,) (5,5, Dgy)

Para que se cumpla H es preciso que todos los paréntesis tengan valor 1. Esto puede
conseguirse si se anulan todas las variables de los tres primeros paréntesis (ya hay un 1 en
cada uno de ellos), y se selecciona una sola de las variables del cuarto. Seleccionando g, se
tiene:

H Igo,gs=1 =(1@g1®82®g3) '(1®g2®g4®g5) '(1®g5®36®g7) '(g3®g7®1) (3.40)

y finalmente, asignando las demas variables a O:
H gamgmnmms D DO M1 S
Por tanto, la expresién ESOP:

G,®G,-18ab (3.42)

es una solucién de f. El costo de esta solucién seria 2 por tener dos términos producto. No
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obstante pueden definirse otras funciones de coste. En general suelen utilizarse las tres
siguientes:

a) El numero de términos producto incluido el 1.
b) El numero de términos producto excluido el 1.
c) El nimero de literales de la expresion.

Segun a), el costo de (3.42) seria 2, segin b) 1, y segin c) 3.

Una vez obtenida la funcién de decisiéon H, el problema de obtener la expresion
minima AND-EXOR queda reducido a encontrar la combinacién de variables de menor coste
que satisfaga la ecuacion H=1. En tal caso, un método exacto de minimizacién seria el
Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1. Algoritmo exacto de minimizacion AND-EXOR
R i e e S R e R e e SR e Sl e i Y g e g e e e Uy Y e e Sl |

a) Para cada me ON encontrar el conjunto GG(m;) de todas sus extensiones (términos
producto que incluyen a m,).

b) GG, := U GG(m)
m,eON
c) Para cada M€ OFF encontrar el conjunto GG(M,) de todas sus extensiones.
d) GG,:= U GG(M)
M,eOFF
e) Asignar de manera uinica variables g; a los términos de GG=GG JGG,. Construir

el conjunto G de esas variables.

f Para cada me ON obtener H(m)= S%) §

& correspondiente a GjeGG(m,.)

g) Para cada M€ OFF obtener H(M))=(1® 8
& correspondiente a GJGGG(M,)
h) Construir la funcion H segin indica el Teorema 3.2.
i) Calcular el conjunto MIN_SOL de todas las soluciones minimas para H.

Los elementos de MIN_SOL serdn productos de variables g,
), Para cada producto solucion [1g;, obtener la expresion ESOP correspondiente @ G,

La forma de efectuar cada uno de los pasos del Algoritmo 3.1 se ha detallado
anteriormente a excepcion del i). En los apartados siguientes se van a describir algunos
procedimientos para resolver la ecuacién H=1y cubrir el paso i) obteniendo los productos []g;
con menor coste. Como se mostrard en 3.2.2.2, el célculo de i) supone la resolucién de un
problema NP-completo, con lo que no es resoluble en tiempos con complejidad polinomial.
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3.2.2.2. Conversion de la funciéon H a una GPF equivalente

Uno de los posibles procedimientos para optimizar H consiste en convertir esta funcion
a una GPF equivalente. Una GPF (General Propositional Formula) es una expresién l6gica
general que describe un problema determinado utilizando los operadores y-l6gico y o-l6gico
[HOP89]. En el problema particular de la optimizacién de la funcién H, equivaldria a
describir cada término producto AND-EXOR mediante los operadores 16gicos booleanos AND
y OR. Por tanto, quedaria una expresion como suma OR de productos, a la que se le aplicaria
el mismo procedimiento que a la funcién de Petrick para su optimizacién. Por ejemplo, el
término:

8, Pg,DPg,PBg, (3.43)

puede escribirse como una GPF sin mds que analizar l6gicamente en qué casos vale 1.
Resultaria asi la siguiente suma de productos:

818283847818:8:84*818283847818:8:84* (3.44)

+g_1g2g3g4+g1g2g3g4+glgzg3g4 +g_1g2g3g4

Realizando esto mismo con cada uno de los términos que tenga la funcién a
minimizar, se obtendria una GPF para H. Si se aplica este método al ejemplo que se estaba
tratando en el Apartado 3.2.2.1, se obtendrian las siguientes GPFs para cada uno de los
términos:

- Para 1,=(g,®g,®g,Pg-) se tendria:

GPF(t,)=(8,8,8,85*8 818,83 80818:83+80818:83*

(3.45)
80818283 +80818:83 8081828 80818:85)
- Para 1,=(g,®g,®©g,Pgs) se tendria:
GPF(t,)=(8,8,8485*808:8485 808,848 80828485* -
80828485+ 80828485+ 80828485+ 80818:85)
- Para t,=(g,®g:Pg.Pg,) se tendria:
GPF(t;) =(848587*80858587 808586871 80858687 * A

80858687+ 80858687 B8 58687 Eo8s8e87)

- Para 1,=(1®g,Pg,Pg,Pg;) se obtendria:
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GPF(t,)=(80838785 8088785 *808:8+85* (3.48)

80838785 80838785 * 80848785 * 80838185 *808:8:85)

con lo que finalmente, la GPF correspondiente a la funcién H completa vendria dada por:

GPF=GPF(t,)-GPF(t,)-GPF(t,)-GPF(t,) (3.49)

Aplicando repetidamente reglas booleanas tales como a(b+c)=ab+ac, a-a=0 6 a+a=a;
la GPF anterior puede escribirse como una suma de productos AND-OR con literales
complementados y sin complementar. Cada uno de estos productos representa una solucién
de la GPF, y por tanto, de H. Para obtener una solucién minima bastaria, finalmente, con
escoger uno de los productos que contenga un menor nimero de literales.

El problema de decision para las GPF es, al igual que el de la funcién de Petrick, NP-
completo [GAR79]; y puede concluirse, por tanto, que el problema de optimizacién de la
funcién H tambien lo es. Como consecuencia, la minimizacién exacta AND-EXOR utilizando
funciones de decisién y GPFs para resolverlas precisan de un elevado tiempo de ejecucién
y gran cantidad de memoria; no obstante se han propuesto arquitecturas especiales para la
resolucion de GPFs [HOP90].

3.2.2.3. Manipulaciéon booleana

Otro procedimiento para resolver la funcién de decisién H consiste en convertirla en
una funcién de decision restringida, FH, utilizando para ello manipulacién booleana. Esta
funcion FH se expresa mediante suma EXOR de productos, y se obtiene mediante la
aplicacién de las siguientes reglas booleanas:

a(be)=(ab)c (3.50)
(aDb)c=acDbc (3.51)
a(b®Dc)=abDac (3.52)
a®a=0 (3.53)
a®0-=a (3.54)
aa=a (3.55)
ba=ab (3.56)
la=al=a (3.57)

b®Pa=aDb (3.58)
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La funcién H se procesa de izquierda a derecha siguiendo el Algoritmo 3.2.

Algoritmo 3.2. Manipulacion Boolena

1) Empezando por la izquierda, se aplica la regla (3.50) a los dos primeros términos suma.

2) Se aplican las reglas (3.51) y (3.52) a cada pareja de términos, obteniendo un nuevo término t.
3) Se aplican las reglas (3.55), (3.56) y (3.57).

4) Los términos repetidos se eliminan mediante las reglas de simplicacion (3.53) y (3.54).

5) Se ordenan los términos producto utilizando la regla (3.58).

6) La regla (3.50) se aplica al nuevo término t y el siguiente término de H, volviendo al paso 2)

hasta que se agoten los términos de H.

La funcién que se obtiene tras la aplicacion de este algoritmo, FH, es una expresion
ESOP que puede convertirse en una SOP equivalente de la siguiente forma:

a) Se obtiene una nueva funcién FH’ eliminando de FH aquellos términos producto que
se encuentran incluidos en otros productos de FH.
b) Se convierte FH’ a una expresion SOP utilizando el siguiente teorema:

Teorema 3.12. La funcion SOP de la ecuacion (3.60) describe todas las soluciones minimas
de la funcion de decision FH:

Y P= Y producto:( II g) (3.59)

productos € FH' productoseFH' 8;€G-1{g; | g;eproducto}

La demostracion del teorema puede encontrarse en [PER90].

Como ejemplo de este método, considérese la siguiente funcién de decisiéon H:

H=(a®Db):(bDc) (3.60)

La funcién de decision restringida FH vendria dada, aplicando el Algoritmo 3.2, por:

FH=a®acDab®Dbc (3.61)

Eliminando de (3.61) los términos incluidos en otros, se obtiene la siguiente funcién FH’:

FH'=a®bc (3.62)

y finalmente, aplicando el Teorema 3.12, se obtiene la expresion SOP:

SOP=abc+abc (3.63)
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Para terminar este apartado dedicado a la minimizaciéon mediante funciones de
decision, se va a describir un dltimo procedimiento para la resolucién de H que se basa en
la realizacién de busquedas en arbol.

3.2.2.4. Método de bisqueda mediante arbol directo [PER90]

Otro procedimiento para resolver la funcién H consiste en efectuar una bisqueda en
arbol optimizada mediante ramificacién y poda. La bisqueda se realiza construyendo todos
los subconjuntos posibles de literales positivos, generando una rama para cada uno de los
mismos. Muchos de estas ramas no llegan a extenderse debido a las podas que se efectian,
resultando este método el més eficiente de los presentados aqui para optimizar H.

En lo que sigue, se va a notar por H(k) a la funcién H correspondiente al nodo k. Con
esta notacion, el proceso de generacién de una rama del nodo k a un nodo k+1 sera el descrito
en el Algoritmo 3.3.

Algoritmo 3.3. Generacion de un nodo k+1 a partir de un nodo k
(e T e i 3o s 0 S R e e o e ey I e G S v s e IR R e R S|

1) Se selecciona un literal g; y se le asigna el valor 1 en todos los términos de H(k).
2) Si aparecen dos unos en un mismo término, se eliminan (1®1=0).
3) Se crea un nuevo nodo, el nodo k+1, que parte del nodo k y en el que no aparecerd g,

El objetivo de la bisqueda es encontrar conjuntos de literales g; que hagan 1 todos los
términos de H. En tal caso, la soluciéon se construird como la suma de los siguientes dos
términos:

- El producto de todos los literales seleccionados en una rama que termina en

un nodo con todos los términos de H a 1.
- El producto del resto de las variables pertenecientes a G complementadas.

Queda por describir el algoritmo de ramificacién y poda a utilizar, es decir, qué
literales se van a seleccionar para efectuar la ramificacion en cada nodo y qué criterio se va
a seguir para podar las ramas.

Para efectuar las ramificaciones, en primer lugar se va a seleccionar el mejor término
del nodo k. Dicho término se define como:

Definicion 3.13. El mejor término del nodo k, que se nombrard por t,,, se define como el
termino de H(k) que maximiza la funcion de utilidad:
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Y wtilidad(g,) >
(3.64)
1€ HK)

donde la funcion utilidad(g;) se define a continuacion.

Definicion 3.14. La utilidad de una variable g en el nodo k es el nimero de términos EXOR

de la funcion H(k) que pasan de valor 0 a 1 menos el niimero de términos que pasan de valor
! ao.

Una vez que se ha seleccionado el mejor término ¢, las variables que intervienen en
€l se ordenan segiin valores decrecientes de su utilidad, y se generan los nuevos operadores
de busqueda a partir de estas variables. Si el mejor término ¢, es un término 0, los
operadores de busqueda son las propias variables g;; mientras que si se trata de un término
1, los operadores son:

- Todos los literales g; del término.
- El producto de las variables g; correspondientes a esas variables.

En cuanto al procedimiento de poda, se produce la poda de una rama en cuanto lleva
un coste acumulado igual al de alguna rama que anteriormente ha finalizado en una solucién.

En la Figura 3.2 puede verse la aplicacion de este proceso de biisqueda en drbol para
el ejemplo que se ha ido tratando.

En el nodo 1 se tiene la funcién H completa y se selecciona el término subrayado (el
término que mayor utilidad presenta). Se ordenan las variables del citado término segiin su
utilidad (go, &, &s» &) Yy se procede a efectuar la ramificacion. Se comienza por g,,
obteniéndose el nodo 2. Se vuelve a ramificar con respecto a la variable con mayor utilidad
del término ¢,,,, de ese nodo, que resulta ser en este caso g, con lo que se obtiene el nodo 3.
satisface H(3). La solucién obtenida es de costo 2.

De forma andloga se va ramificando con respecto a g,, generandose el nodo 4. En ese
nodo no se encuentra ninguna solucién, y se ramifica con respecto a g, llegdndose a una
solucion de coste 2 en el nodo 5.

Ramificando con respecto a g5 se obtiene también una solucién de coste 2 en el nodo
7, y finalmente, si se ramifica con respecto a g,, no se encuentran soluciones en ninguno de
los nodos 9, 10 y 11. En estos nodos se produce la poda de las tres ramas puesto que las
soluciones que pudieran obtenerse tendrian coste superior a 2.

Este procedimiento mediante bisqueda en arbol genera todas las ESOP minimas (véase
demostracion en [PER90], consiguiendo un gran aumento de la velocidad con respecto a los
dos métodos descritos en los apartados 3.2.2.1 y 3.2.2.2. En cualquier caso, todos los
procedimientos estudiados para la resolucion de la funcién H precisan de una gran cantidad
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nodol. (g,9g,®g,Dg;)(g,Pg,Dg,Pg;)(g,PgsPgsDg,)(1Dg,Pg,Dg,Dgy)

8o

nodo 2. (19g,®g,®Dg,)(10g,Dg,®@g;)(1Dg;Dg,Dg,)(g;Pg,Dgy)
8s P
nodo 3. (18g,®g,®g,)(18g,5g,Dg;)(1Dg;Dg,Dg;)(1Dg;Dg;)
costo=2, SOLUCION=g,g,g,2,2,24258¢&7

8>

nodo 4. (10g,Pg,Dg,)(10g,Dg,Pg;)(g,Pg;PgPg,)(1Pg,Pg,Pg,Dgs)
gs P i e
nodo 5. (19g,®g,®g;)(10g,Dg,Dgs)(1Dg,Dg;Dg,)(1Dg,Dg,Dg,Dgy)
costo=2, SOLUCION=g,g.g,2,2,2,258:&s

85

nodo 6. (g,9g,®g,®g,)(10g,Dg,®g,)(1Dg,Pg.Pg,)(1Dg,Pg,Pg,Dg;)
By =y
nodo 7. (18g,®g,Pg,)(18g,Dg,Dg,)(19g,DgDg,)(19g,Dg,Dg,Dgs)
costo=2, SOLUCION=g,g:£,2,2:8484L78s

84

nodo 8. (g,Dg,0g,Dg,)(1Dg,Dg,Dg;s)(g,PgsDgDg,)(1Dg,Dg,Dg,Dgs)
8o -

nodo 9. (18g,0g,®g;)(g,Dg;)(1Dg;Dg:Dg;)(8:Pg,Dgs)

costo=2, poda.

&2

nodo 10. (18g,g,®g,)(g,Dg;)(8,Pg:Dg:Dg,)(10g,Dg;Dg,Dgs)

costo=2, poda.

8s

nodo 11. (g,g,®g,Dg,)(g,Dg,)(10g,DgsDg,)(18g,Dg,Dg,Dg,)

costo=2, poda.

Fig. 3.2. Ejemplo de bisqueda mediante arbol directo

de memoria, y el tiempo de ejecucién crece rapidamente al aumentar el nimero de variables.

En el apartado siguiente se presenta otro procedimiento de minimizacién exacta AND-
EXOR, que también presenta una serie de problemas de aplicacién practica, si bien, puede
servir de base para el desarrollo de procedimientos aproximados.

3.2.3. Minimizacion exacta utilizando reglas algebraicas de reescritura

La primera idea que surge al plantearse el problema de simplificar expresiones
moédulo-2 de funciones booleanas es tratar de utilizar las propiedades que proporciona el
dlgebra GF(2) para agrupar términos y llegar a expresiones con menor niimero de sumas. Por
ejemplo, se pueden plantear las siguientes reglas de simplificacién propuestas en [EVE67]:



0000000000 2003002000002080%00000000000000000000°

3.- Procedimientos de minimizacion AND-EXOR 65
B - 1 (3.65)
e e (3.66)
&5 ~ 165y (3.67)
W@;; N E@y (3.68)
xy®ixy - xDBy (3.69)

Puesto que la parte derecha de estas reglas contiene siempre un nimero de términos
menor o igual que la parte izquierda, al aplicar estas reglas siempre se obtendrd una expresion
mads simplificada que la inicial. Por ejemplo, considérese la siguiente funcidn:

S, 505%3) =x,%,, D, 1, B x (31U
Si se aplica (3.67) a los dos primeros términos se obtiene:
SO, %0%) =%, B x,%, B %, (3.71)
y usando ahora (3.65):

Sx,%.%) =)7369’71"72 .12

Resulta evidente que este conjunto de reglas puede servir para conseguir una expresion
més simple de una funcién sobre GF(2), pero sin embargo no garantiza el conseguir una
expresion minima. Véase el siguiente ejemplo:

ey 05 %35%) =3 5,3, e 0, e 0, o e 0 D, k2 75)

Si se analiza en detalle esta funcién puede verse que no es posible aplicar ninguna de las
reglas escritas anteriormente; y sin embargo no es una expresién minima puesto que (3.73)
puede escribirse en la forma:

S g ) =, 30,0, (B, 2, 6, xS (3.74)

Asi, el conjunto de reglas anterior no garantiza que se obtenga una expresién minima.
Esto lleva de forma natural a plantear una definicién de convergencia ([BRA93]) para un
conjunto de reglas dado:

Definicion 3.15: Un conjunto de reglas es convergente por definicién si y solamente si para
cualquier expresion E, existe una sucesion de expresiones E,, E,, ..., E, (n20), donde E,,, se
obtiene a partir de E; utilizando alguna de las reglas; y E, estd formada por el niimero
minimo de productos.
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En principio, segun esta definicion, el problema de la minimizacién médulo-2 quedaria
reducido a encontrar un conjunto de reglas que fuera convergente (y, como se verd mas
adelante, esto no es dificil). Sin embargo queda un detalle a resolver, la convergencia
garantiza que se puede encontrar el minimo en un nimero finito de pasos n, pero eso no
implica que el procedimiento tenga que proporcionar ese nimero .

A continuacién se enuncia un teorema ([BRA93]) acerca de la convergencia de
conjuntos de reglas de simplificacion:

Teorema 3.16: Un conjunto de reglas es no convergente si satisface las siguientes dos
condiciones:
a) Cada regla tiene como mucho 2 términos producto en su parte izquierda.

b) Cada regla no tiene mas productos en la parte derecha que en la izquierda.

Segun este teorema el conjunto de reglas dado al principio de este apartado es no
convergente, como ya se habia comprobado. Nétese ademas que para que un conjunto de
reglas sea convergente tendrd que contener alguna regla que dé lugar a expresiones con mayor
nimero de términos (algo parecido ocurre cuando se minimiza en el dlgebra de Boole; en
primer lugar se escribe la funcién como suma de minterms o producto de maxterms, lo que
suele implicar la aparicién de un mayor nimero de términos, y después se aplican los
procedimientos de simplificacién a la expresién obtenida).

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, se puede intentar construir un
conjunto de reglas convergente como el siguiente:

- 1 (3.75)
161 -0 (3.76)
1 - xFr 3.77)
0- 161 (3.78)

En [BRA93] se muestra que este conjunto de reglas es capaz de convertir una
expresion en cualquier otra (y una de ellas tendrd que ser la expresiéon minima), y por tanto
se trata de un conjunto convergente. Sin embargo, al proporcionar todas las expresiones
posibles resultard muy complicado descubrir cual es la minima (el nimero n de la definicién
de conjunto de reglas convergente puede llegar a ser muy grande). Esto lleva a tratar de
conseguir un conjunto de reglas convergente que también llegue a la expresion minima pero
que no genere un nimero demasiado grande de expresiones. Un conjunto de reglas tal puede
ser el siguiente:

I caccbhacascssboddsoasdsossosnndoasnnscsnasssnasasassancanancans
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851 (3.79)
191 -0 (3.80)
1 - 2% (3:81)
% - x1 (3.82)

La demostracion de que este conjunto es convergente puede verse en [BRA91]. Con
este conjunto de reglas (o incluso con el que resulta de eliminar (3.79)) se puede llegar a la
expresion minima en un numero de pasos, en general, menor que en el caso anterior. Sin
embargo, notese que se sigue teniendo el problema a que se hacia referencia antes; no es
posible conocer el nimero n de pasos que hay que dar hasta encontrar la expresiéon minima,
y asi, aunque en teoria un procedimiento basado en este ultimo conjunto de reglas daria el
minimo exacto, en la practica no se han podido implementar procedimientos que garanticen
el alcanzar una solucién exacta. No obstante, los mejores métodos aproximados de
minimizacién AND-EXOR; EXMIN2 [SAS93a] (Apartado 3.3.4), EXORCISM-MV-2
[SON96] (Apartado 3.3.5) y el desarrollado en este trabajo, RRMIN2 (Capitulo 4) utilizan
conjuntos convergentes de reglas de reescritura como base para efectuar la simplificacién de
las funciones de conmutacion.

3.3. PROCEDIMIENTOS APROXIMADOS DE MINIMIZACION

En Ila revision efectuada en los apartados anteriores de procedimientos exactos de
minimizacién, se ha podido comprobar los inconvenientes que presentan dichos algoritmos
exactos. Para evitar estos inconvenientes, se ha desarrollado un gran nimero de
procedimientos aproximados, de los cuales se presentan a continuaciéon los mads
representativos, aunque existen muchos mas publicados.

3.3.1. Minimizacion por vectores extendidos [GRE92]

En el Apartado 2.4.1 se han presentado las familias de formas candnicas de Reed-
Muller, y ahora se van a utilizar las definiciones y propiedades que se estudiaron para
presentar un procedimiento de minimizacién aproximado.

3.3.1.1. Formas candnicas

En este apartado se va a ampliar el estudio efectuado en el Apartado 2.4.1 sobre las
familias de formas candnicas, generalizando el concepto de forma canénica en la 16gica AND-
EXOR.

En Algebra de Boole resulta facil concluir si una funcién esti expresada en forma
candnica o no: basta comprobar que todas las variables estdn en todos y cada uno de los
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productos en el caso de que la funcién se exprese como suma de minterms (seria totalmente
andlogo si se tuviera expresada como producto de maxterms). En el caso de funciones
definidas sobre GF(2) no resulta tan simple, ya que es posible construir P=3" productos
distintos de n variables (cada variable puede estar ausente, complementada o sin
complementar) de los cuales N=2" son minterms. Este conjunto de 3" términos posibles puede
generarse a partir de un producto de Kronecker de n vectores base de la forma [1 X, x;] con
1<i<n. Por ejemplo, para n=2 se obtendria el vector T representado en (2.74) y que se
reproduce a continuacion:

T=[1 ) Xy x_2 x_zx_l x_le 52! xzx—l xle] (3.83)

Cualquier expresion como suma de productos modulo-2 de una funcién de
conmutacion debe ser una seleccion del conjunto de términos asi formado, y por tanto existen
2" expresiones distintas. De estas expresiones, muchas deben de ser equivalentes puesto que
s6lo existen 2V funciones distintas de » variables. Por tanto, una funcién de conmutacién que
venga dada por su vector verdad M, podra expresarse de varias formas que tendran distinto
nimero de términos producto. Asimismo, una forma canénica de una funcién de n variables
debe ser capaz de representar el total de las 2" funciones de manera tnica.

En general, sobre GF(2), una forma canoénica tendrd una expresién del tipo:

N-1

S e, =EPD at; (3.84)
i=0

donde ¢, son N términos producto distintos seleccionados de 7. Los N coeficientes a; forman
el vector funcién:

A=ay a; .. ay (3.85)

El vector verdad M=[m, m, ... m,_,] también tiene N componentes, y puede relacionarse
con el vector funcién de manera tnica segun las expresiones:

my=A0,0,...,0,0) m,=f0,0,...,0,1) m,=f0,0,..,1,0) ... m,_ ,=fL]1,..,1,1) (3.86)

Si se trasladan estas expresiones a forma matricial, se tendrd que M y A se encuentran
relacionados mediante una matriz de transformacién que se denomina H,:

A=HM (3.87)
M=H_'A (3.88)

Si la expresion (3.84) representa a una forma candnica, la correspondencia existente
entre A y M debe ser una biyeccion, y por tanto H, serd un matriz de dimensiones NxN
invertible.

Cada término ¢; del vector T puede asociarse a un vector verdad con N componentes
que formard una de las columnas de H,. Para que H, tenga inversa, sus columnas deben ser
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linealmente independientes, y asi, para dar lugar a una forma candnica, deben seleccionarse
N términos de T que sean linealmente independientes. Como ejemplo, considérese el caso

n=2:

4=l M=[1 1 1 1] (3.59)
t,=x,=t,Dr, M=[1 0 1 0] (3.90)
t,=x, M=[0 1 0 1] (3.91)
t,=x,=t,Pt, M=[1 10 Q] (3.92)
t,=x,x, =t,Dr,Br D, M=[1 0 0 Q] (3.93)
ts=X)%; M=[0 1 0 Q] (3.94)
te=x, M=[0 0 1 1] (3.95)
t=digky M=[0 0 1 0] (3.96)
£ =Ex M=[0 0 0 1] (3.97)

Los vectores verdad asociados con estos términos suelen colocarse en columnas
formando una matriz 4x9 (NxP en el caso general de n variables), y que se denomina G, (G,
en general):

110110000
2=101101000=110*110=1*G1 (3.98)
110000110/ |101/(101

101000101

En general, para n variables:

G,=G,*G,_ =G, *G *..+G, n veces (3.99)

Como puede verse, en ocasiones hay dependencia lineal entre elementos de 7. Por
ejemplo, en (3.93) se observa que 1, %), t,, t, y t; son linealmente dependientes, y en
consecuencia no podran formar parte simultaneamente de la matriz H,. Cada matriz H, valida
es una matriz NXN que estd formada por N columnas de G, linealmente independientes.
Existe, por tanto, un gran nimero de posibilidades para generar la matriz de transformacién
H,. Para n=1 hay 3 elecciones posibles, para n=2 hay 81 elecciones posibles (correspondientes
a las 81 formas canénicas representadas en la Tabla 2.2) y para n=3 existen 527121
elecciones posibles [GRE92] (para n>3 no hay estudios hechos por la gran dificultad que ello
supone).

Segitin se estudi6 en el Apartado 2.4.1, de estas formas candnicas sélo las FPRM vy las
MPRM muestran una fuerte estructuracion, representando s6lo una pequeifia fraccion del total.

A continuacion se van a ver unos ejemplos de generacién de H,, mostrandose cémo
se producen las distintas formas canénicas.

Supdngase que se seleccionan los términos ¢, f,, #, y %. En ese caso, la expresion
(3.83) se escribira:
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S xy)=atDa,t,Ba,t Dast =aDa x Dax,Ba,xx, (3.100)

que corresponderia al desarrollo RM.
La matriz de transformacién correspondiente seria:

1000
H:1100=10*10=H*H (3.101)
Zltot1off1 1)1 1]+t

1111
Si ahora se toman por ejemplo los términos #,, %, ¢, y £, se tiene:

Sy xpg=ax, x,@ax,x, Bax,x, Baxx, (3.102)

y la matriz de transformacion sera:

1000

gt 199, (3.103)
20010

0001

Por tanto, en este ejemplo A=M y la expresién médulo-2 corresponde a la misma expresién
booleana pero enlazada con la operaciéon EXOR en lugar de la OR.

En resumen, cada seleccién de N productos linealmente independientes puede formar
la base de una forma candnica, y asi, cualquier expresién de una funcién particular
involucrando a N términos producto que sean linealmente independientes serd una forma
canonica. Asimismo, cualquier expresién con mds de N términos producto debe tener términos
linealmente dependientes, y por tanto serd susceptible de ser simplificada. Esto hace pensar
que probablemente, en una gran cantidad de casos, la expresién minima pueda encontrarse
entre las formas candnicas. Por tanto, puede idearse un procedimiento aproximado de
minimizacion consistente en buscar la expresién minima de entre todas las formas canénicas.

3.3.1.2. Vectores extendidos

Una expresion médulo-2 de una funcién de n variables puede representarse por un
vector extendido B con P componentes:

B[by by ... by (3.104)

de manera que:
S X )=TB=[1 x, x]*[1 x,; x,_]*.%[1 X, x]1|B (3.105)

Por ejemplo, en el caso particular n=2 se tendria:

1 0000000000000 000000000a0aacaaa AR ARAAS
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f(x,%,) =by®b,x, Bb,x, Db x, Db x, x, b x,x, Db x,Pb.x,x, Bbex,x, (3.106)

El vector verdad, en ese caso podria calcularse segun:

m,=f(0,0) =b, b, Bb, Db, (3.107)
m, =f(1,0)=b,Db,®b, Db, (3.108)
m,=f(0,1)=b,Bb,Bb,Bb, (3.109)
m,=f(1,1)=b,Bb,Bb,Db, (3.110)

y si se trasladan estas ecuaciones a forma matricial se obtiene:

_bo-

b,

m, '110110000'122
m1=101101000bj 3.111)

1, 110000110,

5

"Jl10100010 1

b,

_st

Recordando la expresion (3.98), puede escribirse (3.111) en la forma:
M=G,B (3.112)
y en general, para n variables:

M=G B (3.113)

n

G, contiene 4 unos y 2 columnas, por lo que G, contendrd 4" unos y 2" columnas.
Como consecuencia de esto, el cdlculo directo usando producto de matrices requiere 4"-2"
sumas. Utilizando un algoritmo rdpido, puede demostrarse que es posible realizar el célculo
con sélo 2(3"-2") sumas ([GRE92]).

La expresién (3.111) puede escribirse también en la forma:

Mol 1 1 0
m, 1 0 0
i A HCTA T (3.114)
m 1 0 1

3

es decir, M puede calcularse como la suma médulo-2 de las columnas de G, que corresponden
a las componentes distintas de O de B. La expresion (3.114) puede realizar el célculo
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representado en (3.111) utilizando tinicamente las columnas que sean necesarias, sin que sea
preciso hallar la matriz G, completa. A continuacién se ilustran estas afirmaciones con un
ejemplo. Considerese la siguiente funcién de 3 variables:

S8, %0%5) =%, B, x, B, x, (3.115)

Para hallar las columnas de G, correspondientes a cada término producto de esta
ecuacion, se efectuardn productos de Kronecker con las columnas de G,, utilizando las
siguientes correspondencias:

a) Si x; no aparece — columna 1 de G,, es decir, [1 1].

b) Si x; aparece complementada — columna 2 de G,, es decir, [1 0].

c) Si x; aparece sin complementar — columna 3 de G,, es decir, [0 1].

Aplicando estas correspondencias, las columnas de G, correspondientes a cada
producto de (3.115) serén:

xx=[1 1]%[1 0]*[0 1]=[0 1 0 0 0 1 0 0] (3.116)
x%,=[0 1]*[1 1]*[1 0]=[0 0 0 0 1 0 1 0] (3.117)
x%,=[1 0]*[0 1]*[1 1]=[0 0 1 1 0 0 0 0] (3.118)

Efectuando la suma de estos tres vectores, se obtendrd el vector M correspondiente a
la funcion:

M=[0111111Q0] (3.119)
3.3.1.3. Conjuntos de vectores extendidos

Las ecuaciones (3.107), (3.108), (3.109) y (3.110), para el caso en que M=[0 0 0 0]
pueden escribirse:

0=b,®b,Bb,Bb, 6 b,-b,Db b, (3.120)
0=bDbDb,®b, 6  by=bDb,®b, (3.121)
0=b,Bb,®b,Bb;, 6 b,=b,Bb Db, (3.122)
0=b,Db,Bb,Bb, 6 b,=b,Db,Db, (3.123)

Segun estas ecuaciones, los valores para b,, bs, b; y by pueden determinarse para cada
combinacién posible de by, b,, b,, by y bs. Esto implica que existen 2°=32 elecciones posibles
de B que corresponden al vector verdad M=[0 0 0 0]. Esto mismo ocurrird para cada uno de
los otros valores de M, de manera que las 512 formas posibles de B pueden organizarse en
16 conjuntos de 32 vectores cada uno.

A continuacién va a introducirse notacion para tratar cémodamente estos conjuntos de
vectores:

0000000000000 000000000000annaooacbaaaasaananaaana
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Si i es el equivalente decimal del nimero binario formado con las componentes de M,
en el que m, es el bit menos significativo; se notard por C; al i-ésimo conjunto.

Por otra parte, véase que cuando b,=b,=b,=b.=0, las ecuaciones (3.107) a (3.110) se
escriben b,=m,, b=m,, b;=m, y by=m,. Esta forma particular de vector B se tomara como lider
del conjunto.

En general, para n variables, los 2° vectores extendidos B se dividen en 2" conjuntos
de 2"V elementos cada uno. En la Figura 3.3 pueden verse estos conjuntos para el caso
particular de n=2.

Estos conjuntos pueden organizarse en el orden ascendente del equivalente decimal
del nimero binario p=<bb,b,b;bs> en el que b, se toma como el bit mds significativo. Este
ndmero p serd el nimero de fila del conjunto, atendiendo a lo presentado en la Figura 3.3.

Sea ahora b(ij) el i-ésimo elemento del j-ésimo conjunto. Se cumplen entonces la
siguientes propiedades, cuya demostracién puede consultarse en [GRE92]:

Propiedad 3.18: b(i,j)®b(h,k)=b(i®h,j®k), donde las sumas en las coordenadas se realizan
bit a bit modulo-2 usando las formas binarias de los nimero de fila y de conjunto.

De aqui se sigue:
Propiedad 3.19: b(i,j)®b(i,k)=b(0,jDk).

Segin esta tltima propiedad, la suma correspondiente a la misma fila de dos conjuntos
diferentes es el lider del conjunto nimero j®k. En particular:

Propiedad 3.20: b(i,j)®b(i,0)=b(0,j).

y asi la suma de cualquier vector B con su correspondiente nimero de fila en C, dar el lider
del conjunto que contiene a B.

Por tanto, el conjunto C; sumado al conjunto C, vector por vector producira el
conjunto Cjg,. Ademas:

Propiedad 3.21: b(i,j)®b(h,j)=b(i®h,0).

y por consiguiente, la suma de dos elementos diferentes del mismo conjunto es un elemento
del conjunto C,. Teniendo en cuenta estas propiedades y que G, tiene 2" unos en cada
columna, puede afirmarse que cada vector extendido B y el vector que se obtendria
complementando todas sus componentes, B, pertenecen al mismo conjunto.

Todo lo que se ha estudiado en este apartado se utilizara en el apartado siguiente para
construir un método de simplificacién. Véase que la representacién minima de la suma de
productos de un vector verdad, vendrd dada por el vector peso minimo en el conjunto
correspondiente a ese vector verdad. El problema fundamental es encontrar este vector peso
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minimo sin necesidad de realizar una bisqueda exhaustiva a través de los 2°" elementos del
conjunto.
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M=[0000])

000000000
000000111
000111000
000111111
001001001
001001110
001110001
001110110
010010010
010010101
010010010
010101101
011011011
011011100
011100011
011100100
100011011
100011100
100100011
100100100
101010010
101010101
101101010
101101101
110001001
110001110
110110001
110110110
111000000
111000111
111111000
1111113111

M=[0001]

000000001
000000110
000111001
000111110
001001000
001001111
001100000
001110111
010010011
010010100
010101011
010101100
011011010
011011101
011100010
011100101
100011010
100011101
100100010
100100101
101010011
101010100
101101011
101101100
110001000
110001111
110110000
110110111
111000001
111000110
111111001
113123213110

M=[1000])

000010000
000010111
000101000
000101111
001011001
001011110
001100001
001100110
010000010
010000101
010111010
010111101
011001011
011001100
011110011
011110100
100001011
100001100
100110011
100110100
101000010
101000101
101111010
101111101
110011001
110011110
110100001
110100110
111010000
111010111
111101000
111101111

M=[1001]

000010001
000010110
000101001
000101110
001011000
001011111
001100000
001100111
010000011
010000100
010111011
010111100
011001010
011001101
011110010
011110101
100001010
100001101
100110010
100110101
101000011
101000100
101111011
101111100
110011000
110011111
110100000
110100111
111010001
111010110
111101001
111101110

M=[0100]

000001000
000001111
000110000
000110111
001000001
001000110
001111001
001111110
010011010
010011101
010100010
010100101
011010011
011010100
011101011
011101100
100010011
100010100
100101011
100101100
101011010
101011101
101100010
101100101
110000001
110000110
110111001
110111110
111001000
111001111
111110000
111110111

M=[0101]

000001001
000001110
000110001
000110110
001000000
001000111
001111000
001111111
010011011
010011100
010100011
010100100
011010010
011010101
011101010
011101101
100010010
100010101
100101010
100101101
101011011
101011100
101100011
101100100
110000000
110000111
110111000
110111111
111001001
111001110
111110001
111110110

M=(1100]

000011000
000011111
000100000
000100111
001010001
001010110
001101001
001101110
010001010
010001101
010110010
010110101
011000011
011000100
011111011
011111100
100000011
100000100
100111011
100111100
101001010
101001101
101110010
101110101
110010001
110010110
110101001
110101110
111011000
111011111
111100000
111100111

M=[1101]

000011001
000011110
000100001
000100110
001010000
001010111
001101000
001101111
010001011
010001100
010110011
010110100
011000010
011000101
011111010
011111101
100000010
100000101
100111010
100111101
101001011
101001100
101110011
101110100
110010000
110010111
110101000
110101111
111011001
111011110
111100001
111100110

M=[0010]

000000010
000000101
000111010
000111101
001001011
001001100
001110011
001110100
010010000
010010111
010101000
010101111
011011001
011011110
011100001
011100110
100011001
100011110
100100001
100100110
101010000
101010111
101101000
101101111
110001011
110001100
110110011
110110100
111000010
111000101
111111010
111111101

M=[0011]

000000011
000000100
000111011
000111100
001001010
001001101
001110010
001110101
010010001
010010110
010101001
010101110
011011000
011011111
011100000
011100111
100011000
100011111
100100000
100100111
101010001
101010110
101101001
101101110
110001010
110001101
110110010
110110101
111000011
111000100
111131011
111111100

M=[1010]

000010010
000010101
000101010
000101101
001011011
001011100
001100011
001100100
010000000
010000111
010111000
010111111
011001001
011001110
011110001
011110110
100001001
100011110
100110001
100110110
101000000
101000111
101111000
101111111
110011011
110011100
110100011
110100100
111010010
111010101
111101010
111101101

M=[1011]

000010011
000010100
000101011
000101100
001011010
001011101
001100010
001100101
010000001
010000110
010111001
010111110
011001000
011001111
011110000
011110111
100001000
100001111
100110000
100110111
101000001
101000110
101111001
101111110
110011010
110011101
110100010
110100101
111010011
111010100
111101011
111101100

M=[0110]

000001010
000001101
000110010
001101101
001000011
001000100
001111011
001111100
010011000
010011111
010100000
010100111
011010001
011010110
011101001
011101110
100010001
100010110
100101001
100101110
101011000
101011111
101100000
101100111
110000011
110000100
110111011
110111100
111001010
111001101
111110010
111110101

M=[0111]

000001011
000001100
000110011
000110100
001000010
001000101
001111010
001111101
010011001
010011110
010100001
010100110
011010000
011010111
011101000
011101111
100010000
100010111
100101000
100101111
101011001
101011110
101100001
101100110
110000010
110000101
110111010
110111101
111001011
111001100
111110011
111110100

M=[1110]

000011010
000011101
000100010
001001101
001010011
001010100
001101011
001101100
010001000
010001000
010110000
010110111
011000001
011000110
011111001
011111110
100000001
100000110
100111001
100111110
101001000
101001111
101110000
101110111
110010011
110010100
110101011
110101100
111011010
111011101
111100010
111100101

M=[1111]

000011011
000011100
000100011
000100100
001010010
001010101
001101010
001101101
010001001
010001110
010110001
010110110
011000000
011000111
011111000
011111111
100000000
100000111
100111000
100111111
101001001
101001110
101110001
101110110
110010010
110010101
110101010
110101101
111011011
111011100
111100011
111100100

Fig. 3.3. Conjuntos de vectores extendidos para 2 variables
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2PN elementos del

minimo sin necesidad de realizar una bisqueda exhaustiva a través de los
conjunto.
Aunque se ha visto que existe una buena estructuracion, es dificil establecer una regla

acerca de como puede aislarse el vector peso explicitamente en un caso general.
3.3.1.4. Técnicas de simplificacion

En este apartado se van a dar reglas orientativas para tratar de encontrar la forma
candnica minima utilizando para ello los conjuntos de vectores extendidos que se definieron
&t 3.8.1.3.

Cuando un vector verdad coincide con un columna de G,, quiere decir que habri un
elemento del conjunto correspondiente a ese M con peso 1. En otro caso, habra que hallar el
nimero minimo de columnas de G, que se precisa sumar para obtener M. Equivalentemente,
se requiere encontrar el vector peso minimo en el conjunto de vectores extendidos
correspondientes a M.

Cada elemento B de un conjunto puede dividirse en dos componentes, B, y B.. B,
contiene las P-N componentes de B que se utilizan para construir el nimero de fila del
conjunto, y B, contiene las N componentes restantes. Por ejemplo, para el caso n=2 se tendra:

B =[b, b, b, b, b (3.124)

B=[b, b; b, by (3.125)

En cada conjunto B, se tienen las 27"

combinaciones posibles, y por tanto su peso w,
estard en el rango 0<w <P-N. El vector B, correspondiente a cada B, puede obtenerse mediante
una generalizacién de las ecuaciones (3.107) a (3.110), y su peso w, estara dentro del rango
0<w,<N. El peso de B sera w+w..

En la primera columna de cada conjunto ,=0, por tanto w,=0 y asi B=M, con lo que
w, es igual al peso de M. Si en B, by=1 y todos los otros b=0 para i#0, entonces w,=1 y en
esa fila del conjuto B=M, siendo por tanto w, igual al peso de M. Puesto que si el peso de
M es mayor que 2", el peso de M es menor que 2™'; existir4 algiin elemento en su conjunto
con peso al menos N/2=2""; y este elemento dard una cota superior del peso de la forma
minimizada de cualquier expresion como suma de productos médulo-2 de una funcién de n
variables. Asi, es posible restringir la bisqueda limitdndose s6lo a los miembros de un
conjunto que tengan w,<2"'. Para n=2 esto significa tener que inspeccionar 5 vectores en
lugar de 32. Para n=3 habrd que investigar 1159 en lugar de 2", etc. Esto podria hacerse
sistemdticamente seleccionando B, para dar w,=0, 1, 2, 2"'-1 y deduciendo en cada caso el
correspondiente B, y w,. Sin embargo, véase que este proceso resulta ser largo y complicado,
y por tanto de poca aplicacion a la hora de implementarlo en computadores. No obstante, este
tipo de representacion puede ser util si se encuentra algiin procedimiento heuristico capaz de
encontrar de forma rdpida (aunque con un grado de aproximacién menor) una expresién
suficientemente simple de la funcién que se desea minimizar.
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3.3.2. Método tabular ((GRE92], [TRA93])

El procedimiento que se presenta a continuacion utiliza un método tabular similar al
que se aplica en el algoritmo de Quine-McCluskey para funciones booleanas. Por tanto, el
método actia directamente sobre la lista de términos producto dando lugar a otra expresién
como suma de productos, pero con un nimero de términos menor.

Los 3" términos producto distintos que pueden construirse para n variables pueden
indentificarse convenientemente utilizando un cdédigo ternario. Si #, 0<i<3"-1 es el i-ésimo
término producto del vector 7" generado por el producto de Kronecker de n vectores base de
la forma [1 %; x;], 1<j<n; el equivalente ternario de i serd el que identifique al término. Esto
puede comprobarse que es equivalente a pesar cada variable como O si no esta en el término,
como 1 si estd presente en forma complementada y como 2 si estd presente en forma no
complementada.

Una vez realizada esta identificacién, dos términos producto cualesquiera que tengan
cédigos ternarios que difieran s6lo en una posicién podran reunirse en un sélo término. Este
nuevo término diferird de los dos anteriores también en esa misma posicién y tomara el tercer
valor posible. Si se analiza en detalle, es facil ver que este proceso equivale a aplicar las
siguientes reglas de simplificacion:

1®x,~x, (3.126)
1®x,~x, (3.127)
%, ®x,~1 (3.128)

Estas reglas de simplificaciéon, segin el Teorema 3.16 forman un conjunto no
convergente, y por tanto este procedimiento de simplificaciéon Unicamente serd un
procedimiento aproximado; no puede garantizar el alcanzar el minimo.

A continuacién se presenta un ejemplo sencillo para ilustrar c6mo trabaja el
procedimiento.

Considerese n=3 y la pareja de términos:

xsx,x, B, x =1119211=-011=x,x, (3.129)

que escrito en términos de componentes de T seria:

t,,Dr,,=t, (3.130)

Si ademés de la pareja de términos de (3.129), se tiene la siguiente:
2%, %, D, x, =121 9221 =021 =1, x, (3.131)

que en términos de T resultaria:
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tsPtis=t, (3.132)

pueden reunirse los términos obtenidos en (3.129) y en (3.131) nuevamente, obteniéndose:

x,x,Dx,x, =011021=001=x, (3.133)

que también puede escribirse:

t,Dr,=t, (3.134)

Por tanto, en este ejemplo se han combinado cuatro términos producto para dar lugar
a uno sélo.

Estos términos que difieren tan sélo en una posicién de su identificacién ternaria se
van a denominar términos adyacentes, en analogia a la situacién que se produce en el dlgebra
de Boole. Cada término producto ¢, es adyacente a otros 2". En cada caso, el subindice del
término adyacente diferird del primero en 3% (incluyendo 3°=1) o en 2:3* (incluyendo
23%=2).

A partir de estas consideraciones es posible organizar el procedimiento en un método
tabular que opera directamente sobre un conjunto de términos producto para descubrir si
existen términos adyacentes.

Se va a ilustrar tal procedimiento usando un ejemplo. Considérese la siguiente funcién:

Sx%p5%3) =x,®xx, Ox,x, 69)‘7_3’5_269;3"_2;1eax_axzx_le;xsx_zx_xeaxsxzx—l@xaxle (3.135)

De forma similar al procedimiento de Quine-McCluskey, se forma una tabla en la que
en la primera columna se encuentra listado el indice del término producto en ternario y en
decimal. Cada miembro de esta lista se compara entonces con cada uno de los otros miembros
para determinar si sus cédigos ternarios difieren s6lo en una posicién. Si es el caso, estos dos
numeros y su diferencia son escritos como entrada en la segunda columna y las entradas
originales en la primera columna se marcan. Cuando este proceso se completa, se habran
detectado todas las posibles parejas de términos producto. Cualquier término producto que no
pueda unirse con otro sera identificado autométicamente al encontrarse sin marcar.

El proceso se repite en la segunda columna y ahora para unir dos términos se requiere
la misma diferencia original y una nueva diferencia que tendré que ser de 3* 6 2-3*. Cualquier
comparacién con éxito se introduce en la tercera columna, con la pareja de diferencias
correspondiente. El proceso vuelve a repetirse hasta que ya no puedan crearse nuevas
columnas. La Tabla 3.1 es la correspondiente a la funcién (3.135). En ella puede verse que
los grupos que quedan sin marcar son:

(11), (3,12), (8,26), (12,13), (25,26), (13,16,22,25) (3.136)
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Columna 1 Columna 2 Columna 3

010 3 v [ 3,129 13,16,22,25 (3,9)
022 8 v | 8,26 (18)

102 11 v | 12,13 (1)

110 12 v | 13,16 (3) v

111 13 v | 13,22 (9) v

121 16 v | 16,25 (9) v

211 22 v | 12,25 (3) v

221 25 v | 22,25 (3) v

222 26 v | 25,26 (1)

Tabla 3.1. Ejemplo de minimizacién mediante el método tabular

Término — t, tg t) t, ty3 tis by tys tye
Grupo A

(11) X

(3,12) X X

(8,26) X X

(12,13) X X

(25,26) X X

(13,16,22,25) .4 X X

Tabla 3.2. Tabla de indicendia para el ejemplo de minimizacién tabular
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Ahora es necesario seleccionar el menor nimero de estos grupos que cubran cada uno
de los términos producto originales un nimero impar de veces (esta es una particularidad de
la sintesis AND-EXOR que contribuye a complicar estos procedimientos tabulares). Al igual
que se hace en el dlgebra de Boole, se suele utilizar una tabla de incidencia para hacer esta
seleccion. En este tipo de tablas, las filas corresponden a los grupos no marcados y las
columnas a los términos producto que hay que cubrir. La coincidencia entre un grupo no
marcado y un término producto se sefiala con una cruz. En la Tabla 3.2 puede verse la tabla
de incidencia correspondiente al ejemplo de la funcién (3.135). Una columna que contenga
una unica cruz significard que el término producto correspondiente sdlo puede ser cubierto
por un dnico grupo sin marcar, grupo que se suele denominar esencial. En este caso, la
funcién puede sintetizarse utilizando tnicamente los grupos esenciales, siendo muy sencillo
encontrar la solucién 6ptima. Los grupos elegidos serian, por tanto, los siguientes:

Sxpx%y) (11) (3,12) (8,26) (13,16,22,25)

102 (010 110) (022 222) (111 121 211 221 (3.137)

La expresion simplificada, escrita ya en funcién de términos producto explicitos, seria:
S, 5%,) =Xx, B, Bix . x, Bix, =2, B, BB, (3.138)

Sin embargo, el proceso de simplificacion no acaba aqui, puede volver a aplicarse todo
el proceso a la nueva funcidn obtenida, y en ocasiones llegarse a una expresion ain mas
simple. En el ejemplo que se esta tratando, si se aplica nuevamente el método tabular sobre
la expresién (3.138), se obtiene:

Sx,%5,%5) :xa’Tz@x_s’szl@x—l (3.139)

obteniéndose un término producto menos. Si se vuelve a aplicar el procedimiento tabular a
la expresién (3.139) se obtiene esa misma expresion, habiéndose llegado por tanto a la
madxima simplificacién que permite el método.

3.3.3. Mimizacion utilizando CRMPs

En el Apartado 2.4.1.5.4 se definieron las formas CRMP y se enunciaron algunas
propiedades que presentan. Una posibilidad para minimizar una funcién en légica AND-
EXOR de forma aproximada es encontrar el minimo dentro de una familia de formas
canonicas. El que ese minimo esté proximo al absoluto dependerd fundamentalmente de lo
amplia que sea la familia de formas canénicas. En el caso de las CRMPs, segiin se vi6 en la
Ecuacion (2.87), se trata de una familia muy amplia, y por tanto se obtendra una
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aproximacién bastante buena.
En primer lugar se van a dar una serie de definiciones que son precisas para la
descripcion del algoritmo de simplificacion.

Definicion 3.21: Se define la diferencia booleana &, de una funcion f con respecto a la

variable x; como:

j;ff(xl,xz,...,xi,...x")@f(xl,xz,...,;,.,...,x”) (3.140)

Definicion 3.22: Se define la diferencia booleana de una funcion f con respecto a un término

producto t=x;. Xicow Xye COMO:

A G DR (3.141)
Definicion 3.23: Sea t un término producto. Se define el conjunto de literales del término t,
S(t) como:

S@®)={x,/x] aparece en t} (3.142)
Por ejemplo, S(x,%,x;)={x,X,,X;}.

Definicion 3.24: Un término producto se denomina primo con respecto a la funcion f si y
solamente si f=1. Andlogamente, un término producto t se dice que estd ausente con respecto
a la funcion f si y solamente si f,=0.

Definicion 3.25: Una funcion de conmutacion f(x,,x,,...,x,) se denomina impar si y solamente

st f,,.=1 . Una funcion f(x,,x,,...,x,) es par si y solamente si f_ . =0 .

De estas definiciones es facil demostrar que se cumplen las siguientes propiedades:

ft, =f?, fr,x] =ijx, (xl‘xj)x, = xj (3 = 1 43)

A continuacién se enuncian teoremas que son precisos para el procedimiento de
minimizacion, y cuya demostracién puede encontrarse en [CSA93].

Teorema 3.26: Un término t es primo con respecto a la funcion f si y solamente si en
cualquier forma CRMP de f existe exactamente un término producto t’ tal que S(t)=S(t’) y
no existe un término t’’ tal que S(t)cS(t”’).

Corolario 3.27: Las formas CRMP (y FPRM) minimas de f tendrd un término t’ tal que
S(t)cS(t’) y no hay ningun término t’’ tal que S(t)cS(t”’).
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Corolario 3.28: Para todos los términos existentes t de una CRMP de f, existe un término
primo t de f tal que S(t)cS(t).

Corolario 3.29: Toda forma CRMP tiene al menos un término primo.

Teorema 3.30: Un término producto t es un término ausente con respecto a la funcion f si
y solamente si en ninguna forma CRMP de f hay un término de f, t’ tal que S(t)cS(t’).

Corolario 3.31: Toda funcion par f en forma CRMP tiene al menos un término ausente.

Corolario 3.32: Si una funcion f es par, entonces tiene términos ausentes en alguna de sus
formas CRMP.

Por ejemplo, f,=x,x,x; y fo=x,x,x;@x,x, son funciones pares, f;=xx,®x,x,®x,x, es una
funcién impar y t=x,x,x, es un término ausente de esta funcién.

Para ilustrar el concepto fundamental de términos primo y ausente (esenciales para los
algoritmos de minimizacién que se dardn después), se dan los siguientes ejemplos, en los que
los términos primos se encuentran subrayados y se enuncia una lista de los términos ausentes.

Ejemplo 3.33: 1®x,®x,DPx, x,X,.
Términos ausentes: ninguno.

Ejemplo 3.34: 1 ©x,@x,x,Dx,x,Px,x;.
Términos ausentes: x,x,x,.

Ejemplo 3.35: 1®x, DX, DX, X;.
Términos ausentes: X;X,, X,X3, X;X,Xj.

Ejemplo 3.36: x,Dx,Px,Px,Bx,x,Xx,.

Terminos ausentes: XXy, XX Xk XXk EXa¥e ke B LT,

Ejemplo 3.37: X,Px,x, DX, X,X,X,.
Términos ausentes: ninguno.

Ejemplo 3.38: X, 9x.x,Dx,x,Dx:x,.

Términos ausentes: XXy, X,Xs; XXy XXoXss XXoXys XiX5Xygs XpXXy XiX3XaXy.

Seguidamente se enuncian dos algoritmos para la minimizacién de formas CRMP.
Como de costumbre, antes de aplicar una algoritmo de simplificacion AND-EXOR, hay que
conseguir una expresion ESOP de la funcién de conmutacién a minimizar. En este caso, se
parte de una forma canénica FPRM cualquiera (puede partirse por ejemplo de la forma RM,
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para la que en 2.3.2 se dio un algoritmo rdpido para su calculo).

El Algoritmo 3.3 obtiene la expresion CRMP minima de forma exacta, pero resulta
bastante complicado y requiere de un tiempo de ejecucion grande. Por esta razén, en su lugar,
se suele utilizar un procedimiento que proporciona una aproximacién al minimo CRMP, y que
se presenta en el Algoritmo 3.4.

Algoritmo 3.3. Cdlculo del minimo exacto CRMP a partir de una forma FPRM.
PSS e S e S S P e e e R N e R S R R N S A i AP S e R S e R S )

1) Encontrar el conjunto PT de todos los términos primos de la forma FPRM de f.

2) Encontrar el conjunto PRT de todos los términos producto correspondientes a los términos primos
de PT. Esto se hace para conseguir todas las polaridades de todas las variables en los términos
de PT (Para cada término primo t se crean varios términos t’ tales que S(t)=S(t’)).

3) Encontrar el conjunto PTEI de términos producto que pueden crearse a partir de los términos
producto de PRT quitando todos los subconjuntos de literales que sea posible.
4) Utilizando un drbol de busqueda, seleccionar el grupo de subconjuntos de PRTI tales que la

suma modulo-2 de todos esos grupos sea igual a f. Cuando en alguna rama se seleccione un
término producto para la solucion, eliminar todos los términos producto t' tales que S(t)=S(t’)
en todas las ramas del arbol que parten de t.

Algoritmo 3.4. Cadlculo del minimo CRMP aproximado a partir de una

forma canonica FPRM.
= S B A = - P O e T S 2 I i B == i S B M g IR ey e PSS p e o |

1) =1, fi=F
2) Descomponer f=f,®f,,, donde f,, es la suma modulo-2 de los términos primos con respecto a f;
tales que:

a) Los términos t y t’ de f;, implican que S(t’)zS(t).
b) (f)=1 implica (f,,)=1.
c¢) El conjunto {S(t)/(f.,,)=1} tiene la cardinalidad minima.

ir=i+l.
3) Si .. /70, repetir Paso 2.
4) Escribir la solucion: f=f, ®f, ®...®f,,

Este algoritmo se utiliza en la prictica y se encuentra implementado en ordenador con
el nombre de Cannes (CANonical Nor Exor Synthesiser) [CSA93].

3.3.4. EXMIN2

En el Apartado 3.2.3 se estudiaron los procedimientos basados en reglas de reescritura,
y a continuacion se va a estudiar uno de los mejores procedimientos basados en conjuntos
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de reglas. Constituye una version mds avanzada del procedimiento EXMIN presentado en
[BRA9SI].
El conjunto de reglas en que se apoya EXMIN2 es el siguiente:

xDx=0
x®@x=1 (3.144)

x®Pl=x

xD1=x
xy®y =xyDx (3.145)
xBy=xDy (3.146)
xyDxy=xDy (3.147)
xy®y=1®xy (3.148)
xDy=xyDxy (3.149)
1®xy =xy®y (3.150)
1=x®x (3.151)

Este conjunto de reglas incluye claramente a las reglas (3.75), (3.76), (3.77) y (3.78),
por lo que se trata de un conjunto de reglas convergente. Segun lo estudiado en 3.2.3, este
conjunto de reglas es capaz de proporcionar el minimo exacto, pero no es capaz de decidir
el momento en que se alcanza el minimo. Por tanto, es preciso enunciar un algoritmo
heuristico que decida las reglas que hay que aplicar, el orden en que deben ser aplicadas y
cuando se debe de dar por finalizado el proceso de minimizacién.

A la hora de implementar una funcién lgica se suele partir de la tabla verdad de la
misma, con lo que la primera expresion de que se dispone es AND-OR (SOP), siendo
necesario conseguir una expresion AND-EXOR (ESOP) de la funcién antes de aplicar el
procedimiento EXMIN2. Una forma rdpida de hacerlo es partir de una expresién DSOP (una
expresion SOP en la que todos los términos son mutuamente disjuntos, es decir, no hay dos
términos producto que cubran simultaneamente un mismo 1), y aplicar el siguiente teorema:

Teorema 3.39: En una expresion DSOP, los operadores OR pueden sustituirse por los
operadores EXOR sin que la funcion cambie.

A partir de una expresion DSOP, y aplicando este teorema, se obtiene directamente
una expresion ESOP de la funcién booleana. En [SAS93c] puede encontrarse una
demostracion del teorema. A continuacién, partiendo de la expresion ESOP obtenida, debe
aplicarse el Algoritmo 3.5 para para realizar la simplificacion.
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Algoritmo 3.5. EXMIN2
e R T ——

1) Aplicar a cada pareja de productos que sea posible, alguna de las reglas (3.144).

2) Aplicar a cada pareja de productos las reglas (3.145), (3.146), (3.148) y (3.147), siempre que sea
posible. En los productos modificados por estas reglas, aplicar nuevamente alguna de las reglas
de (3.144).

3) Si (3.147) 6 (3.148) se han utilizado en el Paso 2, repetir el citado paso, dando preferencia a la
aplicacion de (3.148) y (3.147).

4) Para cada pareja de productos, si es posible, aplicar nuevamente (3.144).

5} Aplicar (3.149) y (3.150).

6) Repetir nuevamente los pasos 1, 2, 3 y 4.

7) Si al realizar el paso 6 se ha producido alguna reduccion de términos producto, ir al paso 2.

8) En este paso no se produce una reduccion del nimero de términos. En cambio, se incrementard

el nimero de productos utilizando (3.151), para después tratar de conseguir nuevas reducciones.
Para cada variable x, se desarrollard la funcion f que se esté minimizando en la forma indicada
en (3.5). A continuacion, debe elegirse una variable x, que incremente el nimero minimo de
productos en la expresion desarrollada segiin (3.5). Seguidamente, se simplificard cada una de
las dos subfunciones independientemente utilizando los pasos 1 al 7. Después, se vuelve a
simplificar la funcion total. Este paso debe repetirse mientras sea posible conseguir una
reduccion en el nimero de términos producto.

T e = S o SIS o Sy e i e o T S S T T Y o P T T W e S e e s e SO i

El algoritmo EXMIN2, tal y como est4 planteado, pretende realizar en primer lugar
una minimizacién en el nimero de términos producto, y en una segunda fase una
minimizacion en el nimero de literales; obteniéndose asi muy buenos resultados.

Para ilustrar este procedimiento, a continuacién se presenta un ejemplo. Considérese
la siguiente funcién de cuatro variables:

U0 555 ) =X Xy Xy 4 Ky +X K XX HX T, (3.152)

En primer lugar, debe escribirse una forma de esta funcién que sea una expresién
DSOP. Para ello, lo mds cémodo es partir del mapa de Karnaugh (Para un nimero de
variables n>6 habra que utilizar otro procedimiento) de la funcién, representado en la Tabla
3.3,y ver si existe algilin 1 que sea cubierto por dos términos. Como puede verse en la citada
tabla, existen dos productos que no son disjuntos, y es preciso separarlos. En la Tabla 3.4

puede verse el mapa de Karnaugh correspondiente a la funcién (3.152) escrita en forma
DSOP.

La expresion correspondiente a la forma DSOP de (3.152) serd por tanto:

SO B R ) s B Ry XK ST X KK (3.153)

En virtud del Teorema 3.39, una expresiéon ESOP de (3.152) sera:

Sy eg eyt ) = oy X B0 kB B e e B %, (o)

Sobre esta expresion ya puede aplicarse directamente el procedimiento EXMIN2:

Secaehtanisscsbicaanscotsnacanbtaananancscaaccsscanaanaanansnnans
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D
2)

3)

2)

X X

00 01 11 10

00 1 1 |

X Xy 01 1 1
11 |
10 1 1

Tabla 3.3. Mapa de Karnaugh de 3.152

00 1 | 1

Xy X4 01 1 1
11 1
10 1 1

Tabla 3.4. Mapa de Karnaugh DSOP de 3.152

No es posible aplicar (3.144).
Se aplica (3.145) a los términos producto 2 y 3 de (3.154), obteniéndose:

o505, =0 oy 3 B0 0 B e o e B e (3.153)
No es posible aplicar ahora (3.144), y se intenta aplicar (3.146). Tampoco se puede,
y se aplica (3.148) a los términos 2 y 3 de (3.155), quedando:

S 5% :"_4;3_;169;3"‘1@;4;3 ;le@x4x3.x2jc_1®;;x3.§; (3.156)

No puede aplicarse (3.144), y por tanto se pasa a 3).

En el paso 2 se ha aplicado (3.148), por tanto se repite 2), dando preferencia a (3.148)
y (3.147).

Vuelve a aplicarse (3.148) a los términos 1 y 2 de (3.156):
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3)
2)

3)
2)

3)
2)

3)
2)

3)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

xRy k) =, B 1 0, B oy o, B e 3, B e Loy
Puesto que se ha aplicado (3.148), se vuelve al paso 2.
Se aplica (3.148) a los productos 3 y 5:

S Xy %0%) =x—3@x4x_3Jc_1€B.x_4x_2@x4x3.xz.x—l®x_4x_3x_2x—l (3.158)
De nuevo se vuelve al paso 2.
Se vuelve a aplicar (3.148), esta vez a los productos 2 y 5:

S, 20%,) =2, D00, %, Bix %, e 0, %, Bx 3%, %, (3:159)

En esta ocasion puede aplicarse (3.144) a los productos 1 y 2, y asf:

S %0%5,%,) =3c;x169x_4;2-@x4x3xz;!@x_4x_3.xzx_l (3.160)

Se vuelve al paso 2.
En esta ocasion, se aplica (3.147) a los productos 3 y 4:

ﬂxl 7x27x3rx4) =x_3xl®x_4x—2@x4xzx_l@x_3x2;; (3 . 1 6 1 )

Al haberse aplicado (3.147), se vuelve a 2).
Aplicando (3.148) en los productos 1 y 4 se obtiene:

SO xp%05%,) =Jt_3®Jc—4Jc_2®x4x2xT®)c_3.x_2,x_l (3.162)

Se vuelve al paso 2.

No puede aplicarse ninguna de las reglas pertinentes.

Se continda al siguiente paso.

No puede aplicarse (3.144).

No pueden aplicarse (3.149) ni (3.150).

Al repetir los pasos 1, 2, 3, y 4 no se produce reduccién de términos, y por tanto se
continua al paso siguiente.

En este paso no se consigue reducir el nimero de términos, por lo que el proceso de
minimizacién se da por concluido.

Por tanto, la expresién minima que proporciona EXMIN2 para la funcién booleana

(3.152) es la obtenida en (3.162).

Como ha podido observarse en el ejemplo, EXMIN2 es un algoritmo elaborado, y que

proporciona buenos resultados, tal y como se podrd comprobar en el Capitulo 6. En el

siguiente apartado se va a describir otro procedimiento de minimizacién basado también en
reglas de reescritura.

0000000000000 00000aaAAARAARARARARARRARNARSARAARAS
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3.3.5. EXORCISM-MV-2

EXORCISM-MV-2 [SON96] es un procedimiento de minimizacién AND-EXOR
aplicable a funciones multivaluadas incompletamente especificadas y con varias salidas. Se
basa en la aplicacién de un conjunto convergente de reglas de reescritura (véase el Apartado
3.2.3), que se unifican mediante una operacién entre cubos denominada exorlink.

3.3.5.1. Definiciones y propiedades basicas

A continuacion se da una serie de definiciones y propiedades referentes al tratamiento
de expresiones AND-EXOR en l6gica multivaluada.

Definicion 3.40. Una funcion incompletamente especificada con entrada multivaluada y salida
bivaluada es una aplicacion:

f(xl...xn):PleZ...xPnﬂB (3.163)

donde x; es una variable multivaluada, P={0,1,...,P-1} es el conjunto de valores que puede
tomar esa variable y B={0,1,-}.

Definicién 3.41. Para cualquier subconjunto S,CP, X es un literal de X,; de manera que:

=" v I

§ =

Xsi~ 1 Si XiESi (3164)
0 si X;¢S,

Definicién 3.42. Un producto de literales, X,°1X,%: ... X,: se denomina término producto. Un
término producto que incluye literales de todas las variables X,, X,, ... , X, se denomina
término completo.

Definicion 3.43. Un mapa de una funcion de n variables de entrada p-valuada y salida
bivaluada consiste en P" celdas. Las celdas que contienen un 1 se van a denominar minterms
verdaderos, las que contienen 0 minterms falsos; y las que contienen indiferencias minterms
indiferentes.

Definicion 3.44. Se define la distancia entre dos términos como el niimero de variables para
las que los literales correspondientes tienen diferentes conjuntos de valores verdad.

Seguidamente se presentan algunas propiedades del dlgebra AND-EXOR que se
mantienen para l6gica multivaluada:

SIDAD DE GRANADA

UNIVER
Propiedad 3.45. Sean A,B y C literales multivaluadas. Se cumplen_entonces las-siguiente!
| 4 3 8A0 0
COMisiUN BE DOCTORADO
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leyes:
1) Ley Asociativa: ADBDC)=(ADPB)DC (3.165)
2) Ley Conmutativa: ASDB=B®A (3.166)

3) Identidades:

3.a) ADA=0 (3.167)
S, R _SOR
3b) X,'®X,'=X," " (3.168)
" R SO . _S®R, __S®R,_ R, __S@R,
) X, XOX X=X, XX X = x, T ex Y (3.169)
donde la operacion @ entre conjuntos viene dada por:
ADB=(A-B)U(B-A) (3.170)

3.3.5.2. Ideas basicas para la minimizacion AND-EXOR

El objetivo de la minimizacién 16gica es reducir el valor de una determinada funcién
de coste. Generalmente, el objetivo prioritario consiste en minimizar el nimero de términos
producto, y secundariamente reducir el nimero total de entradas a las puertas AND y EXOR.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la funciéon de coste que se va a utilizar en
EXORCISM-MV-2 es:

Cc=C +% (3.171)

donde:

C,= Numero total de términos en la solucién.

C,= Numero total de entradas a las puertas AND y EXOR en la solucién.

C,= Numero total de entradas a las puertas AND y EXOR en la funcién inicial.

Para reducir esta funcién de coste se va a utilizar una serie de operaciones entre
cubos (que puede comprobarse facilmente que consituyen un conjunto convergente de reglas
de reescritura [BRA93]), que son las siguientes:

1) Eliminacién de dos cubos iguales.
2) Combinacién de dos cubos que difieran en una variable.
3) Recolocacion de dos cubos que difieran en dos variables.
4) Incremento del nimero de cubos.

La operacion 4), que supone un incremento del valor de la funcién de coste, se
introduce para evitar que el procedimiento quede anclado en minimos locales. Algunas de
estas operaciones solo pueden aplicarse entre cubos que satisfagan una serie de condiciones.
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Este hecho introduce una serie de limitaciones que reducen las posibilidades de encontrar una
solucién de gran calidad y disminuyen la eficiencia del algoritmo. Para poder paliar estos
efectos, se va a introducir en los siguientes apartados una nueva operacién entre cubos,
denominada exorlink.

3.3.5.3. La operacion exorlink multivaluada
En este apartado se define en su forma mds general la operaciéon exorlink. A
continuacion, en diferentes apartados se van a estudiar individualmente los casos particulares

que se utilizan en el desarrollo del algoritmo de minimizacién.

Definicion 3.46. Sean:

_ sl Sn
Ty=ky iy (3.172)

T -x x5

R 1 e n

dos términos producto. La exorlink (®) de los términos Ty Ty viene definida por la siguiente
expresion:

! DR, 4
T®T =@ (X, . X5 X VX[ X," | Para todo i=1,...,n tal que SR} (3.173)

1 1

Combinando la operacién exorlink con el concepto de distancia dado en la Definicion
3.44, se tiene:

Definicion 3.47. Dados dos términos producto Ty y Tg cuya distancia es d, la exorlink de
ambos, T,®T, se denomina exorlink de distancia d.

En los apartados que siguen se analizan las operaciones exorlink de distancia 1, 2 y
3; que son las utilizadas por EXORCISM-MV-2.

3.3.5.3.1. Exorlink de distancia 1

Sean dos términos productos T y T, y X%, X% una pareja de literales de Ty y T,
respectivamente. Supéngase que X°#X™ y que las demds parejas de literales son iguales. En
este caso, se puede efectuar la operaciéon exorlink de distancia 1 entre esos términos. La
aplicacién de la exorlink de distancia 1 sobre dos términos 7, y T genera un tnico término
resultante, es decir, produce una reduccién en el nimero de términos, realizando la operacién
2) propuesta en 3.3.5.2. A continuacién se presenta un ejemplo ilustrativo:
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Ejempo 3.48. Sean:

TS=X1’2’3Y2’3 y TR=X°’1Y2’3 (3.174)

En ese caso, la exorlink de ambos sera:

TS®TR:X 1,2,300,1 Y2,3 =XO’2’3 Y2,3 (3]75)

3.3.5.3.2. Exorlink de distancia 2

Dados dos términos que difieren en dos parejas de sus conjuntos verdad (o sea,
X’#X"®: y Y5#Y") puede aplicarse la exorlink de distancia 2, apareciendo dos nuevos términos
que sustituyen a los originales. Por tanto, esta operacién no produce ni una reduccién ni un
incremento del niimero de cubos, y efectia la operacion 3) de 3.3.5.2. Nétese ademas que la
exorlink de distancia 2 T(®T} es distinta de T,®T, tal y como puede comprobarse en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.49: Dados:

T, =X0L3yL3 TR=X2’3 yo! (3.176)

se obtienen las siguientes dos exorlink:

T ® T :X0,1,3 Y1,3 ®X2,3 YO,I :X0,1,2 YO,l @XO,I,:} Y0,3
S R

T, TS:X2,3 YOl XOL3 yL3_x 012 yL3g) x23 y03 3.177)

3.3.5.3.3. Exorlink de distancia 3

La operacion exorlink de distancia 3 genera tres términos producto a partir de los dos
iniciales. Por tanto produce un aumento del nimero de términos (realiza la operacién 4) del
Apartado 3.3.5.2), que resulta util para salir de minimos locales y obtener mejores resultados
en etapas posteriores.

Ejemplo 3.50. Dados los siguientes cubos en 16gica binaria; 000x y Ox11, su exorlink de
distancia 3 vendria dada por:

000x®0x11=011100x1 0000 (3.178)
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3.3.5.4. El procedimiento de minimizacion EXORCISM-MV.-2

En los apartados que siguen se presenta el procedimiento EXORCISM-MV-2 para cada
tipo de funcién (funciones completamente especificadas, funciones con varias salidas, y
funciones incompletamente especificadas) para pasar a la descripcién completa del algoritmo
en el Apartado 3.3.5.4.4.

3.3.5.4.1. Minimizacién de funciones completamente especificadas

En el caso de disponer de funciones completamente especificadas, el proceso de
minimizacién seria el siguiente:

Algoritmo 3.6. Minimizacién de funciones completamente especificadas

T e e B e e B e e T |

1) Se efectuiian todas las exorlink de distancia 0 y 1 que sean posibles.

2) Se comprueba si existen cubos que difieran en 2 y se calculan las dos posibles exorlink de
distancia 2 (A®B y B®A).

3) Se comprueba si alguno de los cuatro nuevos cubos difiere en 0 6 1 con los demds.

4) Si alguno de los cubos del paso anterior difiere en 0 6 1 se efectiia la operacion exorlink de
distancia 2 correspondiente seguida de la exorlink de distancia 0 6 1.

5) Después de realizar la exorlink de distancia 0 6 1 se vuelve al paso 1). Si no se hubieran

encontrado cubos para efectuar la exorlink de distancia 2 a que se hace referencia en 2), se
vuelve a dicho paso para comprobar otros dos cubos.

_
El algoritmo anterior se repite mientras sea posible conseguir una reduccién de la

funcién de coste C definida en (3.171).

3.3.5.4.2. Minimizacion de funciones con varias salidas

La minimizacién de una funcién con varias salidas se va a abordar de dos formas
distintas:

a) Descomponiendo la multifuncién en funciones de una séla salida, minimizar cada
funcién por separado y finalmente minimizar el conjunto de todas las funciones
nuevamente.

b) Minimizar la multifuncién directamente.

El algoritmo EXORCISM-MV-2 permite que el usuario escoja cual de los dos
procedimientos prefiere utilizar. El algoritmo correspondiente quedarfa como sigue:
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Algoritmo 3.7. Minimizacion de funciones con varias salidas

1) Si se selecciona la opcion "Descomponer multifuncion”, ir al paso 2; en otro caso ir al paso S.
2) Descomponer la multifuncion en un conjunto de funciones de una sola salida.

3) Minimizar cada funcion por separado.

4) Combinar las funciones de una sola salida para generar una multifuncion.

5) Minimizar la multifuncion.

3.3.5.4.3. Minimizacion de funciones incompletamente especificadas

Una funcién incompletamente especificada puede representarse mediante un conjunto
de minterms o cubos verdaderos (conjunto ON) y un conjunto de minterms o cubos
indiferentes (conjunto DC). La aproximacién que se va a utlizar en EXORCISM-MV-2 para
la minimizacién de funciones incompletamente especificadas consiste simplemente en
eliminar del conjunto ON aquellos cubos que sean iguales o estén incluidos en algiin cubo
del conjunto DC. El algoritmo correspondiente seria:

Algoritmo 3.8. Minimizacion de funciones incompletamente especificadas

1) Eliminar los cubos ON que sean iguales a algiin cubo DC.
2) Eliminar los cubos ON que estén incluidos en algiin cubo DC.

En el siguiente apartado se presenta el algoritmo EXORCISM-MV-2 completo.

3.3.5.4.4. El algoritmo EXORCISM-MV-2

Segun lo estudiado en apartados anteriores, el proceso de minimizacién EXORCISM-
MV-2 parte de un conjunto de cubos disjuntos que representan a la funcién a minimizar. En
primer lugar se eliminan los cubos que sean iguales, y se efectian las exorlink de distancia
1 que sean posibles. A continuacién se realizan las exorlink de distancia 2 que den lugar a
simplificaciones posteriores con exorlink de distancia 0 6 1. Cuando no sea posible efectuar
exorlink de distancia 2 bajo esas condiciones, se pasa a efectuar exorlink de distancia 3 que
permitan en etapas posteriores aplicar exorlink de distancia 0 6 1. Después de una serie de
iteraciones, si no es posibles reducir el nimero de términos, se realiza una serie de exorlink
de distancia 2 para minimizar el nimero de conexiones.



0000800000608 000000000000000000C0CCGOOCCOPOOORONCOORNOORGOTOYS

3.- Procedimientos de minimizacion AND-EXOR 93

En el caso de tener una funcion con varias salidas, por defecto se realiza una
descomposicion en funciones de una salida y se minimizan por separado, tal y como se
describi6 en 3.3.5.4.2.

Para la minimizacién de funciones incompletamente especificadas, en primer lugar se
minimiza el conjunto ON, después se efectiia la interseccion entre cada cubo del conjunto ON
y los cubos del conjunto DC. Si la interseccién genera un cubo vacio, el cubo ON se elimina.
Una vez que no puedan eliminarse mds cubos mediante interseccion, se realizan exoslinks de
distancia 2 para tratar de encontrar més intersecciones vacias. Finalmente, cada cubo ON se
intenta expandir en cubos DC.

El algoritmo presentado es de tipo heuristico, y no es posible conocer si se ha obtenido
una solucion minima. Por tanto, es preciso establecer algiin criterio para dar por terminada
la ejecucion del programa. A continuacion se dan cuatro posibles criterios de parada:

a) Funcion de coste. Puede preseleccionarse un determinado valor de la funcién
de coste de manera que el programa se pare en cuanto se alcance dicho valor.
b) Nimero de iteraciones. El programa termina después de un determinado

nimero de iteraciones. Se trata de un criterio simple, pero que no garantiza la
calidad de los resultados.

c) Tiempo de ejecucién. El programa termina cuando se excede un determinado
tiempo de ejecucion.

d) Mejora de la solucion actual. En este método, el programa termina cuando no
se ha conseguido mejorar la solucién después de un determinado ndimero de
iteraciones. Este es el método utilizado por EXORCISM-MV-2, aunque los tres
anteriores pueden utilizarse opcionalmente.

Teniendo en cuenta todas las consideraciones presentadas, el algoritmo final es el que
se muestra en el Algoritmo 3.9.

En el apartado siguiente se describe un dltimo procedimiento de minimizacidn, basado
en la extraccion de cubos, y que recibe el nombre de ACEM.

3.3.6. ACEM [ABOY5]

El procedimiento de minimizacién que se presenta a continuacién, denominado ACEM
(Acelerated Cube Extraction Method) permite la simplificacién de funciones completa e
incompletamente especificadas, con entrada y salida binarias. Se basa en el mismo principio
que los mapas de Karnaugh; trata de encontrar el menor nimero de cubos posible que cubran
los minterms de la funcién. Para reducir los tiempos de ejecucién utiliza la transformada de
Hadamard-Walsh; que ademds permite la aplicacién del método para un nimero elevado de
variables.
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Algoritmo 3.9. EXORCISM-MV-2

e e VR S e sl N e o e 1 e e N

Entrada: Conjuntos ON y DC disjuntos para un funcion multivaluada

/)
2)

3)
9)

3)

6)
7)

8)

9)

10)
11)

12)
13)
14)
15)

16)

17)

18)
19)
20)

F:=0ON; D:=DC.
SOLUCION:=F; MIN_COST:=COST(F).
(COST(F) viene dada por la funcion de coste C).
Si se selecciona "No descomponer la multifuncion”, ir al paso 5; en otro caso, ir al paso 4.
Descomponer la funcion en un conjunto de funciones de una sola salida. Para cada funcion simple,
efectuar los pasos del 5 al 8.
Efectuar todas las operaciones exorlink de distancia 0 posibles.
Efecutar todas las operaciones exorlink de distancia 1 posibles.
Para cada pareja de cubos de F, comprobar si puede efectuarse una exorlink de distancia 2. En caso
afirmativo, comprobar si ello hace posible la realizacion de operaciones exorlink de distancia 0 6 1.
En caso afirmativo, efectuar la exorlink de distancia 2 seguida de la exorlink de distancia 0 6 1. En
cualquier otro caso, no hacer nada.
Calcular C. Si el nimero de cubos no se ha reducido en las tres iiltimas iteraciones ir al paso 9. En
otro caso, ir a 5.
Si se ha seleccionado "No descomponer la multifuncion”, ir a 11;
en otro caso, si las funciones simples se han combinado para formar una multifuncion ira 11,
en otro caso, si todas las funciones de una salida se han minimizado ir a 10;
en otro caso, ir a 5 para minimizar la siguiente funcion de una salida.
Combinar las funciones de una salida para generar una multifuncion. Ir al paso 5.
Para cada pareja de cubos de F, comprobar si es posible efectuar una exorlink de distancia 3. En caso
afirmativo, comprobar si esa operacion hace posible una exorlink de distancia 0 6 1. Si es asi, se
realiza la exorlink de distancia 3 seguida de la exorlink de distancia 0 6 1. En cualquier otro caso, no
hacer nada.
Calcular el nimero de cubos. Si no se ha reducido en las iiltimas 3 iteraciones, ir a 13; en otro caso,
irall.
Comprobar todas las exorlink de distancia 2 posibles. Para cada una, comprobar si reduce la funcion
de coste COST(F). En caso afirmativo, efectuar la operacion. En caso contrario, no hacer nada.
Si al opcion "Indiferencias” no se ha seleccionado, ir a 20; en otro caso ir a 15.
Si D estd vacio, ir a 20; en otro caso ir a 16.
Realizar una interseccion entre cada cubo de F y todos los cubos de D. Si se obtiene un cubo vacio,
eliminar el cubo ON correspondiente de F.
Para cada pareja de cubos de F, comprobar si es posible efectuar una exorlink de distancia 2. En caso
afirmativo, comprobar si alguno de los cubos resultantes puede intersectarse con D. En caso afirmativo,
realizar la exorlink de distancia 2 y efectuar la interseccion. Eliminar los cubos ON correspondientes
de F. En otro caso, no efectuar la exorlink de distancia 2.
Si el numero de cubos no se ha reducido en las tres iltimas iteraciones, ir a 19; en otro caso ir a I5.
Expandir cada cubo de F en D si es posible.
Escribir la salida y terminar el programa
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Definicion 3.51. Considerese un sistema combinacional con n entradas y una sola salida
F(X). Un término producto o cubo con n-m (m<n) literales que cubre un grupo de 2"
minterms se va a denominar m-grupo.

El procedimiento ACEM va a tratar de cubrir todos los minterms de la funcién
utilizando el menor nimero de grupos necesario. De forma andloga a como se opera en los
procedimientos de minimizacién AND-OR, en primer lugar se buscan los grupos mas grandes,
y posteriormente se va reduciendo el tamafio de los mismos hasta que queden cubiertos todos
los minterms. Para conseguir la identificacién de los grupos sin tener que recurrir a la
utilizaciéon de mapas se opera en el dominio de la transformada de Hadamard-Walsh
[HURSS].

El proceso de minimizacién viene dado por el siguiente par de ecuaciones:

LX) =, DBg, (X ; £,=AX) (3.179)
G, (X)=G (X)DPg,(X) ; G,=0 (3.180)

donde:
= k=0,1,2,3.. es un indice de iteracién.
- Je Y ferr son la funcién residual actual y la funcién residual siguiente,
respectivamente.
- g(X) es la funcion del grupo de exploracion, correspondiente al grupo de
minterms a extraer de la funcion residual actual en la iteracién k-ésima.
- G,(X) es la cobertura bdsica actual.

Las ecuaciones (3.179) y (3.180) detallan coémo se realiza la extraccién de los grupos
especificados por g, de la funcién residual actual f,. Los minterms verdad de £, cubiertos por
g, se eliminan de f,,,, mientras que los minterms falsos de f; cubiertos por g, se reemplazan
por minterms verdad en f,,,. En las ecuaciones citadas, s6lo quedan por especificar los grupos
de exploracién g,. El procedimiento empieza haciendo m=n-1 y buscando m-grupos de
exploracion, es decir, grupos de la funcién residual actual que cubran al menos 02™ minterms
verdaderos de f;, donde o es una constante predeterminada en el rango 0.5<o<1.

Definicion 3.52. Se define el tamario s(g) de un m-grupo de exploracion como el niimero de
minterms verdaderos de f, cubiertos por el m-grupo.

La idea del procedimiento consiste en extraer el m-grupo con mayor tamafio posible.
Si se extrae un m-grupo de tamafio s, la funcién residual siguiente habra disminuido en 2s-2"
(2(20-1)2™) su nimero de minterms verdaderos con respecto a f;. En el caso de que existan
dos posibles grupos adyacentes, la extraccién de éstos puede combinarse. Para los casos en
que se encuentren varios grupos candidatos a ser extraidos, debe seguir el orden de prioridad
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(de menor a mayor) que se da a continuacion:

- Grupos tipo 1: Un m-grupo de exploracién p,, x; adyacente a un (m-1)-grupo de
exploracion p,., xx; donde p,,., es un término producto de n-m-1 literales que no
incluye a los literales x;y x;. La funcién de grupo de exploracién correspondiente viene
dada por g,=p,.,. (1®xx).

- Grupos tipo 2: Un m-grupo de exploracén p, . x;, que tendrd como funcién de grupo
8P n-m-1Xi-

- Grupos tipo 3: Un (m-1)-grupo de exploracién p,, xx; adyacente a otro (m-1)-grupo
de exploracién p,,.,xx;. La funcién de grupo correspondiente es g,=p,.,.,(x® X,).

Tras efectuar una serie de iteraciones, se llegard a una situacién en la que la funcién
residual actual serd f,=0, con lo que la funcién original f{X) y la cobertura bésica G, se
igualan. En ocasiones, puede ser necesario reducir esta cobertura bésica G,, para lo que se van
a utilizar una serie de operaciones definidas en [EVEG67]; concretamente las de fusién,
incremento de orden, exclusién y puenteo.

A continuacion se presenta un ejemplo ilustrativo de cémo opera el procedimiento
ACEM:

Ejemplo 3.53: Considérese el sistema de cuatro variables:

fiX)=Y" m(0,2,4,5,7,8,10,11,12,13) (3.181)

cuyo mapa de Karnaugh puede verse en la Tabla 3.5. Tal y como se mencioné anteriormente,
se comienza el proceso de minimizacién buscando m-grupos de exploracién con m=n-1. En
este caso, se empezara buscando 3-grupos. En la Tabla 3.5 puede observarse que el mayor
3-grupo de tipo 1 que se encuentra es el formado por el 3-grupo x, y el 2-grupo xx,.
Asimismo, se tienen dos grupos de exploracién de tipo 2; x, y x,. Finalmente, pueden
encontrarse dos grupos de tipo 3 formados por las parejas de 2-grupos Xx,x;, X,%; y XXy, X,%5.
De acuerdo con el orden de prioridades proporcionado anteriormente, se procederé a extraer
el grupo de tipo 3 constituido por la pareja xx,, x,x;. La funcién de grupo correspondiente
serd g,= x,@®x,, tras cuya aplicacién se obtiene el mapa de la Tabla 3.6. Nétese que el
minterm falso marcado con un * en la Tabla 3.5 aparece como un 1 en la 3.6. En el mapa de
la Tabla 3.6 puede verse que la funcién residual f,(X) estd formada por dos I-grupos, xx,x,
y xxpx,. Una vez extraidos estos grupos, la funcién residual actual queda igualada a 0,
obteniéndose la siguiente funcién optimizada:

fX)=x, Ox,Bx, x,%,Px,x,x, (3.182)

Esta cobertura bésica no puede reducirse, y constituye la solucién final proporcionada por
ACEM.
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X, X

00 01 11 10

00 1 1
X, % 01 1 I 1
11 ] 1 *
10 1 1 ]
8o=x,@x;
Tabla 3.5. Ejemplo 3.53. Mapa de f,
X2 X
00 01 11 10
00
X, X 01 1
11 1 1
10 1

817X 1 XyX5 : 82= X1 XoXy

Tabla 3.6. Ejemplo 3.53. Mapa de f,

El procedimiento descrito aqui puede extenderse facilmente al caso de sistemas
incompletamente especificados. Considérese un m-grupo de exploracién que cubre s, minterms
verdaderos y s, minterms indiferentes de f,. Para que se produzca una reduccién en el nimero
de minterms en f,,, es necesario que 2"-(sq+s,)<s, y también que (s-+s,)>B2", donde B es una
constante en el rango 0.5<B<I. Por tanto, en el caso de tener funciones incompletamente
especificadas, un m-grupo de exploracién debe cumplir (25s+s,)>2" y (s+s,)>B2™. La
extraccion de la cobertura bésica finaliza cuando la funcién residual actual estd constituida
inicamente por indiferencias. Como ilustracién se presenta el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.54. Considérese el sistema de cuatro variables incompletamente especificado:

AX)=Y" m(0,3,6,8,13)+d(2,5,15) (3.183)

cuyo mapa de Karnaugh puede verse en la Tabla 3.7. Utilizando f=0.75 para m=3 no se
encuentra ningin grupo de exploracién. Para m=2 existen tres grupos de exploracion, x,x;,
XX, X3x,. Se selecciona el cubo gy=x,x;, resultando el mapa de la Tabla 3.8. El minterm
falso de g, que se encuentra marcado con * en la Tabla 3.7, produce un 1 en f,, mientras que
la indiferencia de g, permanece en f, seglin puede verse en la Tabla 3.8. Siguiendo
iterativamente el proceso se obtendrian sucesivamente los mapas de las tablas 3.9 y 3.10,
llegandose a la siguiente cobertura bésica, que no puede ser reducida:

AX)=x,%,Pxx, Dxx.x Ox ez, (3.184)

Todo el proceso de biisqueda y extraccion de cubos puede realizarse sin necesidad de
recurrir a mapas mediante la utilizacién de la transformada de Hadamard-Walsh. En [ABO95]
se describe en detalle todo el proceso, y en [HUR85] puede obtenerse mds informacién acerca
de esta técnica espectral.

En el Capitulo 6 pueden verse los resultados que es capaz de obtener el procedimiento
ACEM, comparindolos con los obtenidos por EXMIN2, el procedimiento desarrollado en esta
memoria (RRMIN2, Capitulo 4), y algunos otros procedimientos.

)C2 .xl

00 01 11 10

00 1 * 1 d
% 01 d 1
1l 1 d
10 1
go=x—4£%

Tabla 3.7. Ejemplo 3.53. Mapa de f,
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X4 X3

Xy X,

X4 X3

00

11

10

00

01
11
10

00

11

10

Xy X

00 01 11 10

| d
d 1
1 d

1 *
81=x_2x1

Tabla 3.8. Ejemplo 3.53. Mapa de f,

Xy X

00 01 11 10

d
d 1
d
| 1
8 2=x4)?3).c—2

Tabla 3.9. Ejemplo 3.53. Mapa de f,

X X

00 01 14 10

83=X4Xo X

Tabla 3.10. Ejemplo 3.53. Mapa de f,
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3.4. CONCLUSIONES

En este Capitulo se ha presentado una serie de procedimientos destinados a la
minimizacién de funciones de conmutacién en 16gica AND-EXOR. Se ha visto que existen
dos tipos de procedimientos, uno constituido por aquellos que buscan el minimo exacto,y otro
formado por los que utilizan métodos heuristicos para aproximarse a la solucién minima. Los
procedimientos exactos s6lo son aplicables a funciones con un nimero reducido de variables
o términos producto debido a la gran cantidad de tiempo de ejecucién y/o memoria que
precisan. Por el contrario, los procedimientos heuristicos, aunque no siempre obtienen el
minimo exacto, permiten su aplicacién a funciones méds complejas, resultanto por tanto, de
mayor utilidad para el disefio de circuitos que los procedimientos exactos. En el Capitulo 6
pueden verse resultados proporcionados por algunos de estos procedimientos, concretamente
EXMIN2 y ACEM, comparados con los de RRMIN2 (Capitulo 4).
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CAPITULO 4

EL PROCEDIMIENTO DE MINIMIZACION RRMIN2

En este Capitulo se desarrolla un nuevo procedimiento de minimizacién AND-
EXOR basado en reglas de reescritura cuya aplicacién se encuentra controlada por un
proceso de Enfriamiento Simulado. Este procedimiento, que denominaremos RRMIN2,
permite la minimizacion de funciones de conmutacién tanto completa como
incompletamente especificadas y con una o varias salidas (sintesis multifuncional).

4.1. INTRODUCCION

En el Capitulo anterior se ha realizado una revisién de los principales procedimientos
existentes para la minimizacion AND-EXOR. De entre ellos, los que mejor resultado
proporcionan son los basados en reglas de reescritura (EXMIN2, [SAS93a]) u otro tipo de
operaciones que impliquen tanto reducciones como expansiones de la funciéon (EXORCISM-
MV-2, [SON96]). El procedimiento que se propone a continuacién, al que se denominaré en
adelante RRMIN2, estd basado también en reglas de reescritura, pero en lugar de utilizar un
proceso de asignacion de reglas determinista, se realiza una seleccién aleatoria dirigida por
un proceso de Enfriamiento Simulado (Simulated Annealing, SA, [KIR83]]) adaptado al
problema en cuestion.
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El algoritmo de Enfriamiento Simulado ha sido empleado con éxito en la resolucion
aproximada de problemas de optimizacién combinatoria muy diversos. Aqui se propone su
utilizacion para la resolucion del problema de la minimizacién AND-EXOR, que al igual que
los enunciados anteriormente, constituye un problema de optimizacién combinatoria NP-
completo [GAR79].

La utilizacién de un procedimiento no determinista de seleccién de reglas presenta dos
ventajas fundamentales frente a los procedimientos deterministas:

- Es menos propenso a permanecer en minimos locales.

- Permite mayor flexiblidad para controlar la relacién {calidad de la solucién }/{tiempo
de CPU} que se desee. De esta forma, si se estd en la fase de realizacion de prototipos
de un disefio VLSI e interesa obtener una solucién rdpida para efectuar pruebas,
pueden ajustarse los parametros del Enfriamiento Simulado para que el tiempo de
CPU sea pequefio, a costa de sacrificar hasta cierto limite prefijado la calidad en la
solucion, o al contrario si se desea realizar el disefio definitivo.

En contraposicion, los procedimientos de seleccion aleatoria, plantean dos
inconvenientes:

- No existe un criterio claro para decidir cudndo se ha llegado al final del proceso de
minimizacion.

- Puede darse el caso de que al aplicar el algoritmo varias veces a una misma funcion
se obtengan soluciones distintas (aunque este efecto puede ser paliado usando
parametros adecuados).

Por ser un procedimiento de seleccion aleatoria de reglas, RRMIN2 presenta las
ventajas e inconvenientes citados anteriormente, y que se analizan en el Capitulo 6.

En los apartados que siguen, se describe el planteamiento de la minimizacién AND-
EXOR como un problema de optimizaciéon combinatoria (Apartado 4.2) y se presenta el
algoritmo de Enfriamiento Simulado como una potente herramienta para la resolucion de este
tipo de problemas (Apartado 4.3). En el Apartado 4.4 se dan los elementos bdsicos de un
nuevo procedimiento para la minimizacion AND-EXOR mediante Reglas de reescritura.
Finalmente, los apartados 4.5 al 4.10 se dedican al desarrollo del procedimiento RRMIN2.

4.2. LA MINIMIZACION AND-EXOR COMO PROBLEMA DE OPTIMIZACION
COMBINATORIA

En el Apartado 2.5 se comenté que la primera cuestion que surge al disefiar un
procedimiento de minimizacion AND-EXOR es la de plantear el problema para poder atacarlo
de forma adecuada. En este Apartado se va a mostrar un posible plantemiento del mismo que
se va a utilizar posteriormente para desarrollar un nuevo procedimiento de minimizacién. A
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continuacion se define el concepto de problema de optimizacion combinatoria [AAR90]:

Definicion 4.1: Un problema de optimizacion combinatoria es un problema de minimizacion

o de maximizacion que viene especificado por un conjunto de casos del problema.

Definicion 4.2: Un problema de optimizacion combinatoria puede formalizarse como un par
(S.f), donde S es el conjunto finito de todas las posibles soluciones y f es una funcion

denominada funcion de coste y que estd definida sobre los reales:

f:S-R 4.1)

En el caso de la minimizacion, el problema consistird en encontrar una solucion b

que satisfaga:

f,,)<f(i), para todo i€S (4.2)
Yy si se trata de un problema de maximizacion, i,, cumplird:
f,,) =), para todo i€S (4.3)

La solucion i, se dice que es una solucion globalmente éptima del problema, o

simplemente un optimo (minimo 6 mdximo); f,

conjunto de las soluciones optimas (la solucion no tiene por qué ser tinica).

=f(i,,,) denota el coste dptimo, y S, es el

Segun las definiciones anteriores, para plantear la minimizacion AND-EXOR como
un problema de optimizacién combinatoria es preciso especificar un espacio de soluciones
finito S, y definir una funcién de coste f. Si, por ejemplo, se quiere realizar una minimizacién
dentro de las MPRM (Apartado 2.4.1.2.2), el conjunto S estaria formado por las 3" formas
candnicas MPRM correspondientes, y la funcion de coste seria el niimero de términos de cada
forma.

En el caso de que se desee plantear el problema de manera general para las formas
ESOP, la funcién de coste seria la misma, pero es preciso efectuar alguna consideracion para
garantizar que S tenga un nimero finito de elementos. Concretamente, segin la definicidn
dada en 2.4.2, la forma general de una expresién ESOP es:

X%, %,) =P X, %, . %, (4.4)

donde x;” puede ser 1, x; 6 x,. Notese que la sumatoria no tiene indices, es decir, el nimero
de términos producto que aparecere en la expresion es indeterminado, dependera en cada caso
de la funcién de conmutacién que se esté utilizando. Por tanto, puede haber términos
repetidos en la sumatoria, lo que podria dar lugar a expresiones con infinitos términos
producto. Si se tiene en cuenta que x@®x=0, es inmediato el extraer las siguientes
conclusiones:
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- La sumatoria de (4.4) puede tener infinitos términos.
- Una expresion ESOP que contenga dos términos repetidos no puede ser una
expresion minima.

Por tanto, se puede elegir el espacio de soluciones § como el conjunto de las
expresiones ESOP que no tienen términos repetidos, y tener asi un conjunto S finito (existen
3" términos producto distintos, y por consiguiente, el nimero de combinaciones que pueden
formarse con esos 3" términos serd finito), y ademds las soluciones 6ptimas pertenecerdn a
ese conjunto (las expresiones ESOP no pertenecientes a S no pueden ser soluciones minimas,
puesto que podria simplificarse aplicando x®x=0).

Una vez que se ha planteado la minimizacion AND-EXOR como problema de
optimizacion combinatoria, debe de considerarse algin procedimiento para su resolucion.
Existen varios algoritmos generales para la resolucion de este tipo de problemas, como por
ejemplo los algoritmos genéticos (GA) [GOL89], el algoritmo de Enfriamiento Simulado (SA)
[AAR90], etc. Los apartados que siguen se dedican a la descripciéon del algoritmo de
Enfriamiento Simulado, utilizado ampliamente en la resolucion de problemas de optimizacién
combinatoria [LAA87][WONS8S], y que va a formar parte de RRMIN2.

4.3. EL ALGORITMO DE ENFRIAMIENTO SIMULADO

Desde su introduccion en 1983 [KIR83], el algoritmo de Enfriamiento Simulado (SA,
Simulated Annealing) se ha venido aplicando a una gran variedad de problemas de
optimizacién combinatoria en diversas areas como el problema del viajante de comercio
[AARB88], el particionamiento de grafos [AARS85], problemas de asignacién cuadrética
[BON86][BURS84], coloreado de grafos [BHA87][CHA87][JOH88], disefio VLSI (problemas
de emplazamiento [BAN9O][CAS87a], enrutamiento [LEO86], test [DIS86], etc), disefio de
codigos [BEE8S][LAAS8S], procesamiento de imdgenes [CAR85][GEMS87], Biologia [DRES7],
Fisica molecular [LYB87], etc. Debido a la gran cantidad de aplicaciones y a los buenos
resultados que ha proporcionado en todas ellas, este algoritmo resulta de gran interés, y los
siguientes apartados se dedican a su descripcion detallada.

4.3.1. Busqueda Local

La Busqueda Local constituye una clase interesante de algoritmos generales de
aproximacion que estan basados en la mejora progresiva del valor de la funcién de coste
mediante la exploracién de vecindades. Estos algoritmos guardan una estrecha relacién con
el algoritmo de Enfriamiento Simulado, y es por esta razén por la que se van a describir y
discutir algunas propiedades de los algoritmos de bisqueda local.

Para la utilizacion de un algoritmo de biisqueda local se precisa de las definiciones
dadas en 4.2, es decir, de un conjunto de soluciones y de una funcién de coste; y ademds de
una estructura de vecindad [AAR90].
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Definicion 4.3: Sea (S,f) un problema de optimizacion combinatoria. Entonces, una estructura

de vecindad es una aplicacion:

N:§-25 £+

que define para cada solucion i€ S un conjunto S.CS de soluciones que estdn "cerca" de i en
algun sentido. El conjunto S; se conoce con el nombre de vecindad de la solucidn i, y cada

JES; se denomina solucion vecina o vecino de i. Ademds, se supondrd que je S, <i€ S,

Definicion 4.4: Sea (S,f) un problema de optimizacion combinatoria y N una estructura de
vecindad. Entonces, un mecanismo de generacion es una forma de seleccionar una solucion
J de la vecindad S; de una solucion i.

Dado un problema de optimizacién combinatoria y una estructura de vecindad, un
algoritmo de busqueda local (ver Algoritmo 4.1) opera de la siguiente forma:

- Se empieza con una solucién inicial, generalmente elegida de forma aleatoria.

- Se intenta encontrar una solucién mejor (con menor coste) buscando en la vecindad
de la solucion actual. Si se consigue encontrar esa solucién mejor, ésta reemplaza a
la anterior y se vuelve a iniciar la bisqueda.

- Si no es posible encontrar una solucién mejor, el algoritmo finaliza.

Algoritmo 4.1. Busqueda Local

BL()
Iniciar(iz,..);
=i
Repetir

Generar(j a partir de S,);

Si(fij)<f(i))

=i

Fin Si
Hasta (f(j)2f(i) para todo je S;);
Fin BL

La idea del algoritmo de Biusqueda Local es restringir la bisqueda a una parte del
espacio, que se denomina vecindad, para evitar una bisqueda exhaustiva sobre la totalidad
del mismo. Esta es una caracteristica general de los algoritmos para la resolucién de
problemas de optimizacion combinatoria, puesto que los espacios de biisqueda que aparecen
en los mismos suelen ser de gran tamafio. Por tanto, la efectividad de este tipo de algoritmos
dependera fundamentalmente de que esta busqueda restringida esté bien dirigida de forma que
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conduzca a la obtencion de una buena solucién. En el caso de la bisqueda local, la eleccion
de la solucién inicial tiene una gran importancia, porque si ésta se encuentra muy "alejada”
de la solucién minima, existe una gran probabilidad de que el procedimiento se quede anclado
en minimos locales. Las siguientes definiciones formalizan esta cuestion.

Definicion 4.5: Sea (S,f) un problema de optimizacion combinatoria y sea N una estructura
de vecindad. Entonces i€ S se denomina solucion localmente dptima o simplemente un éptimo
local con respecto a N si el costo de T es menor o igual que el de todas las soluciones de su
vecindad. Mds especificamente, i es una solucion localmente minima (también denominado

un minimo local) si:

J@<f(), para todo jeS,; (4.6)

Definicion 4.6: Sea (S,f) un problema de optimizacion combinatoria y N una estructura de
vecindad. Entonces, N se denomina exacta si, para cada i€ S que es localmente éptima con

respecto a N, T es también una solucion globalmente optima.

Asi, por definicion, los algoritmos de busqueda local terminan en un 6ptimo local vy,
salvo en el caso de que se tenga una vecindad exacta, no es posible determinar la distancia
existente entre el 6ptimo local y el 6ptimo global. El considerar una vecindad exacta equivale
a efectuar una enumeracion completa de los casos del problema de optimizacién combinatoria,
lo que resulta irrealizable en la practica. Por otra parte, segin se ha comentado anteriormente,
la calidad de la solucién obtenida en un algoritmo de bisqueda local depende fuertemente de
la solucion inicial elegida, y desgraciadamente, en la mayor parte de los problemas no se
dispone de un procedimiento que proporcione una eleccion adecuada de esta solucién de
partida. A pesar de estos inconvenientes, el algoritmo de bisqueda local presenta las ventajas
de que es aplicable de forma general, y es flexible. Ademds, pueden considerarse las
siguientes alternativas para paliar de alguna manera las desventajas:

- Ejecutar el algoritmo de buisqueda local para un gran ndimero de soluciones iniciales.
Asintéticamente (es decir, en el caso de que se llegaran a probar todos los elementos
del espacio de soluciones), este algoritmo encontraria la solucién 6ptima global con
probabilidad 1.

- Introducir una estructura de vecindad compleja de manera que se efectiie una
busqueda sobre una parte muy amplia del espacio. Encontrar una estructura tal suele
resultar complicado y requiere un gran conocimiento del problema de optimizacién
combinatoria que se esté tratando.

- Aceptar de forma limitada transiciones correspondientes a un incremento en la
funcién de coste. Nétese que en la bisqueda local sélo se admiten transiciones que
decrementan el valor de dicha funcién.

El algoritmo de Enfriamiento Simulado sigue la tltima alternativa. Este algoritmo, que
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debe su nombre a la analogia existente con el proceso fisico del enfriamiento de sélidos,
encuentra soluciones de una gran calidad, que no dependen de una manera tan determinante
de la eleccion de la solucidn inicial, siendo por tanto, un algoritmo efectivo y robusto. En la
seccion siguiente se describe el Algoritmo de Metrépolis. basado directamente en el proceso
fisico que dio lugar al Algoritmo de Enfriamiento Simulado.

4.3.2. El Algoritmo de Metropolis

En Fisica de la Materia Condensada, el "annealing" (enfriamiento) es un proceso
térmico para obtener estados de baja energia de un sélido en un bafio caliente. El proceso
consta de los siguientes dos pasos [BAR76]:

a) Incrementar la temperatura del bafio caliente a un valor maximo al cual el sélido
funde.

b) Decrementar cuidadosamente la temperatura del bafio hasta que las particulas se
autoorganicen en el estado de minima energia del sélido.

En el estado liquido, las particulas del sélido se organizan de forma aleatoria, mientras
que en el estado de minima energia, las particulas se encuentran formando una estructura muy
determinada. El estado de minima energia se alcanza sélo si la temperatura maxima es lo
bastante alta y el enfriamiento se realiza de forma suficientemente lenta. Si no se cumplen
estos requisitos el sistema caerd en un estado metastable.

El proceso fisico descrito anteriormente puede modelarse utilizando una serie de
técnicas de célculo propias de la Fisica de la Materia Condensada. En [MET53] se introduce
un algoritmo simple para simular la evolucién de un sélido en un bafio caliente en equilibrio
térmico. Este algoritmo estd basado en técnicas de Monte Carlo, y genera una secuencia de
estados del sélido de la siguiente forma:

- Dado un estado i del sélido con energia E, el subsiguiente estado j se genera
mediante la aplicaciéon de una pequefia perturbacién, por ejemplo, el desplazamiento
de una particula. La energia del estado siguiente serd E,.

- Si la diferencia de energia, E-E; es menor o igual que 0, el estado j se acepta como
nuevo estado actual.

- Si la diferencia es mayor que O, el estado j se acepta con una cierta probabilidad,
que viene dada por:

E-E

¢ ] 4.7)

X
P kT

donde T es la temperatura del bafio caliente y k, la constante de Boltzman. La regla
de aceptacion descrita es conocida como Criterio de Metropolis, y el algoritmo
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correspondiente como Algoritmo de Metrépolis.

Si el decremento de temperatura se efectia de manera suficientemente lenta, el sélido
puede alcanzar el equilibrio térmico en cada temperatura. El equilibrio térmico viene
caracterizado por la distribucién de Boltzmann [TODS83]. Segin esta distribucion, la
probabilidad de que un sélido se encuentre en un estado i con energia E; a la temperatura T’
viene dada por:

O {X=i} =%exp( " (4.8)

kT

donde X es una variable estocdstica que representa el estado actual del sélido. Z(T) es la
funcién de particidn, que se define como:

(4.9)

_E'
Z(D)= CXP(—’
; kBT

donde la sumatoria se extiende sobre todos los estados posibles. En el siguiente apartado se
describe el algoritmo de Enfriamiento Simulado, y podrd comprobarse el importante papel que
juega en el mismo la distribucién de Boltzmann.

4.3.3. Enfriamiento Simulado

Combinando los conceptos de Bisqueda Local y el Algoritmo de Metrépolis, puede
aplicarse este ultimo para generar una secuencia de soluciones de un problema de
optimizacién combinatoria. Para ello, considerense las siguientes analogias entre un sistema
fisico de muchas particulas y un problema de optimizacién combinatoria:

- Las soluciones en un problema de optimizacidon combinatoria son equivalentes a los
estados de un sistema fisico.
- El coste de una solucién es equivalente a la energia de un estado.

Anadiendo a estas analogias un pardmetro de control que juegue el mismo papel que
la temperatura, el algoritmo de Enfriamiento Simulado puede describirse como una iteracion
de algoritmos de Metrépolis, evaluacion de los mismos, y decremento de la temperatura.

A continuacién se dan una serie de definiciones que llevardn a la obtencién del
algoritmo de Enfriamiento Simulado. Al igual que en la Busqueda Local, se va a partir de la
existencia de una estructura de vecindades y un mecanismo de generacion [AAR90].

Definicion 4.7: Sea (S,f) un problema de optimizacion combinatoria e i y j dos soluciones con

costo f(i) y f(j), respectivamente. Entonces, el criterio de aceptacion determina cudndo j es
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aceptado partiendo de i aplicando la siguiente probabilidad de aceptacion:
1 Si. f(j) </
® {aceptar j}= N
exp(fM) Si A>0)

c

(4.10)

donde ce R denota el pardmetro de control.

El mecanismo de generacién corresponde a la perturbacién que se introducia en el
Algoritmo de Metrépolis (en el que el criterio de aceptacién viene dado por (4.7)).

Definicion 4.8: Una transicion es una accién combinada que transforma una solucién actual

en otra. La accion consiste en los siguientes dos pasos:

i) Aplicacion del mecanismo de generacion.

i) Aplicacion del criterio de aceptacion.

Si se denomina ¢, al valor del pardmetro de control y L, al nimero de transiciones
generadas en la iteracion k-ésima de algoritmo de Metrépolis, el algoritmo de Enfriamiento
Simulado puede describirse en pseudocédigo segin se muestra en el Algoritmo 4.2. Este
algoritmo puede verse como una generalizacion de la Bisqueda Local (Apartado 4.3.1) en el
que se admite la generacion de soluciones con un coste peor que la anterior y permite por
tanto, efectuar una bisqueda mucho mdas amplia en el espacio de soluciones. Esta generacion
de soluciones con mayor costo, no obstante, depende del parametro de control ¢, de forma que
a temperaturas altas pueden aceptarse configuraciones con un costo mucho mayor, pero
conforme ¢ disminuye, la probabilidad de aceptar soluciones con un peor costo va
disminuyendo. Cuando ¢ se encuentra préxima a 0 sélo se aceptan soluciones con costo
menor. De esta forma se consigue que el Enfriamiento Simulado escape de los minimos
locales, mejorando de forma notable la Bisqueda Local. Ademads, este algoritmo sigue siendo
simple y de aplicacion general.

Notese que la probabilidad de aceptar soluciones peores se obtiene mediante la
comparacion entre el valor de exp((f(i)-f(j))/c) y un nimero aleatorio generado uniformemente
en el intervalo [0,1). Por tanto, la velocidad de convergencia del algoritmo viene determinada
por la eleccion de los pardmetros L, y ¢, k=0,1, .....

Utilizando la teorfa de las cadenas finitas de Markov [FEL50], [SEN81], puede
demostrarse [AAR90] que bajo ciertas condiciones (eleccion adecuada de los pardmetros
anteriores) se tiene garantizada la convergencia asintdtica del algoritmo de Enfriamiento
Simulado a un 6ptimo global. No obstante, seria preciso un nimero infinito de transiciones
para alcanzar esta solucion, y en la préctica es necesario utilizar un esquema de enfriamiento
que se aproxime a estas condiciones de convergencia asint6tica. Un esquema de enfriamiento
simulado que da buenos resultados en la prictica es el siguiente:
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Algoritmo 4.2. Enfriamiento Simulado
e e R e e S e e S e Ve e i N R R PRV SR A A R P i |

SA()
Iniciar(x,,; .,
k=0;
X=Xiniciatr
Repetir
=y
Mientras(l<=L,) hacer
Generar(y a partir de S, );
Si (f(y)<=f(x))

x=y;s

¢y Ly);

Fin Si
Si (fly)>f(x))
Si (exp((fix)-fly))/c,)>aleatorio[0,1))
Xy
Fin Si
Fin Si
I=l+1;
Fin Mientras
k=k+1;
Calcular_Longitud(L,);
Calcular_Control(c,);
Hasta Criterio_de_fin()
Fin SA

- Valor inicial del parametro de control, ¢,: El valor ¢, debe ser tal que la
probabilidad de aceptar una transicién (sea para obtener una solucién mejor o una
solucion peor) sea proxima a 1.

- Decremento del parametro de control. Suele utilizarse la siguiente funcién de
decremento:

c=ac,, k=1.2,... (4.11)

donde O<o<l, pero puesto que el decremento debe hacerse de forma lenta, o debe ser
proxima a 1. Valores tipicos suelen estar entre 0.8 y 0.99.

- Valor final del parametro de control. El proceso de Enfriamiento Simulado suele
darse por concluido cuando la solucién obtenida en el dltimo intento de una cadena
de Markov permanece invariada para un nimero determinado de cadenas consecutivas.
- Longitud de las cadenas de Markov, L,. La longitud de estas cadenas debe ser tal
que se consiga obtener condiciones de cuasi-equilibrio para cada valor de c,. Esto
implica que L, — oo cuando ¢, — 0, por lo que debe acotarse de alguna forma la
longitud de estas cadenas para evitar longitudes excesivas. Generalmente, suele
utilizarse L,=N, es decir, se elije como longitud de las cadenas de Markov el tamafio
de la vecindad.
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Una vez descrito un posible esquema de enfriamiento, el algoritmo de Enfriamiento
Simulado s6lo precisard de un conjunto de soluciones, una funcién de coste y un mecanismo
de generacion para ser aplicado a un problema concreto.

En los apartados que siguen se va a desarrollar un nuevo procedimiento de
minimizacion AND-EXOR que va a utilizar un proceso de Enfriamiento Simulado para dirigir
la aplicacion de un conjunto convergente de reglas de reescritura.

4.4. ELEMENTOS BASICOS DE RRMIN2

RRMIN2 es un procedimiento de minimizacion AND-EXOR basado en reglas de
reescritura, y como tal, estd constituido por tres elementos basicos:

1) Una expresion inicial AND-EXOR de la funcién a minimizar. Usualmente, la
primera descripcion que se tiene de una funcién de conmutacién es su tabla verdad;
de manera que es necesario pasar esta expresién a l6gica AND-EXOR para poder
aplicar sobre ella las reglas. La expresion AND-EXOR inicial que utiliza RRMIN2 es
la forma canénica MRPM (Apartado 2.4.1.2.2) éptima.

2) Un conjunto de reglas de reescritura. Este conjunto de reglas se aplicard a la
expresion inicial para ir obteniendo sucesivamente nuevas expresiones AND-EXOR
de la funcién, optimizandola. El conjunto de reglas seleccionado viene detallado en
el Apartado 4.6.

3) Un mecanismo de control de la aplicaciéon de las reglas. Es necesario disponer
de un algoritmo que controle la aplicacién de las reglas para que, a pesar de
seleccionarse aleatoriamente, cumplan el objetivo de ir optimizando la funcién;
evitandose que la solucién quede atrapada en minimos locales. El algoritmo que se ha
elegido es un proceso de Enfriamiento Simulado modificado, tal y como se detalla en
4.7.

En los apartados siguientes se describen y analizan en profundidad cada uno de estos
tres elementos integrantes de RRMIN?2.

4.5. EXPRESION INICIAL AND-EXOR: FORMA OPTIMA MPRM

La expresion inicial que se utiliza en el procedimiento es la forma canénica MPRM
(Apartado 2.4.1.2.2 [GRE91]) con menor niimero de productos. La eleccién de esta expresion
inicial se debe a dos razones:

- En primer lugar, es posible utilizar algoritmos rdpidos para su calculo (Apartado
4.5.2), de manera que se puede obtener la forma MPRM deseada con un costo de
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tiempo de CPU muy reducido.

- En segundo lugar, se estd eligiendo la mejor expresion de un subconjunto de 3"
expresiones AND-EXOR de la funcién, con lo que se realiza un proceso de
minimizacion previo a la aplicacién de las reglas.

En los apartados siguientes se describe un procedimiento para obtener la forma minima
MPRM.

4.5.1. Minimizacion dentro de la familia de formas candénicas MPRM

En el Apartado 2.4.2 se han estudiado las formas canénicas KRM, que pueden
obtenerse a partir de la forma canénica RM mediante una matriz de transformacién apropiada.
En 2.3 se estudié como conseguir la expresion RM de una funcién booleana, con lo que se
tienen todas las herramientas necesarias para obtener cualquiera de las formas canénicas
FPRM (utilizando la matriz (2.33)) 6 MPRM (utilizando (2.34)).

El procedimiento para obtener la mejor forma MRPM consistiria pues, en calcular las
3" formas candnicas y elegir aquella que tenga un menor nimero de productos. Teniendo en
cuenta que la matriz de la transformacién K, tiene 2"X2" componentes, para calcular cada una
de las formas canonicas serian precisas, en principio, 4"-2" sumas. Si esto se multiplica por
las 3" formas candnicas que hay que calcular, se obtiene un total de:

5,=3"(4"-2") sumas (4.12)

Por ejemplo, para un nimero de variables n=8, es preciso realizar mas de 428 millones
de sumas. Todo ello sin contar las operaciones que hay que realizar para calcular la forma
RM, construir las matrices de transformacion, obtener el nimero de productos, buscar el
numero minimo, etc.

En cuanto a los requerimientos de memoria, serd preciso tener simultamente la matriz
de transformacion, el vector M correspondiente a la funcién booleana, el vector transformado
y los 3" nimeros de productos entre los que hay que elegir. Esto da un total de:

m,=4"+3"+2""'  nimeros (4.13)

Para n=8 variables es preciso mantener en memoria un total de 72609 ntimeros.

Como puede verse, el procedimiento resulta laborioso y lento, aunque no tiene unos
requerimientos de memoria excesivos para valores de n moderadamente grandes (no obstante,
aumentan como 4"). Como consecuencia, surge la necesidad de mejorar el procedimiento para
conseguir una mayor rapidez y un menor gasto de memoria.

Una primera mejora puede introducirse teniendo en cuenta que para conocer el niimero
de productos que tiene una forma canénica MPRM no es preciso hallar su expresion, sino que
bastarfa con utilizar los conceptos de vector extendido y vector peso introducidos en 2.4.3.
Con las citadas definiciones, para encontrar el nimero minimo de produtos necesario
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Unicamente seria preciso calcular el vector extendido E (2.43) y a partir de €l calcular el
vector peso § (2.45). Una vez calculado S, sélo hay que buscar su componente mas reducida,
hallando automdticamente la polaridad (y por tanto la forma canénica MPRM) que
proporciona el minimo nimero de productos. Una vez conocida la polaridad minima, habria
que realizar un producto por la matriz de transformacién correspondiente para calcular la
forma MPRM minima.

De esta forma, unicamente es preciso calcular tres productos de matrices, uno con la
matriz P, (2.44), uno con la matriz C, (2.46) y otro con la matriz K,,,, siendo m la polaridad
minima. Teniendo en cuenta que P, contiene 3"x2" componentes, que C, tiene 3"x3", y que
K, consta de 2"x2", se tiene que el total de sumas a realizar seria:

5,=3"(3"+2"-2)+(4"-2")  sumas (4.14)

Para n=8, es necesario realizar algo menos de 45 millones de sumas, es decir, unas
10 veces menos que para el mismo ndmero de variables usando (4.12). Por tanto, se ha
conseguido una reduccién sustancial del tiempo necesario para la minimizacién al introducir
los vectores extendidos. En cuanto a los requerimientos de memoria, es preciso almacenar:

m,=3"(3"+2)+2" nimeros (4.15)

Adn asi, el nimero de operaciones a realizar resulta excesivo y es necesario dar un
segundo paso en la mejora del procedimiento. Esta mejora va a consistir en utilizar algoritmos
rdpidos para el cdlculo de los vectores extendidos y la transformacién final (véase la Tabla
4.1 en 4.5.2.5 para una comparacion entre los distintos métodos de célculo de la MPRM
optima). En el siguiente apartado se explica como construir los grafos para la implementacién
de estos algoritmos rapidos.

4.5.2. Algoritmos rapidos para calculo con matrices de Kronecker

A continuacion se va a estudiar un procedimiento rapido para el célculo de productos
en los que se encuentren involucradas matrices de Kronecker, basado en el uso de grafos.
En primer lugar se hard un estudio general (Apartado 4.5.2.1) y después se particularizard
para GF(2) (Apartado 4.5.2.2). Finalmente se construirdn los grafos precisos para el célculo
del vector extendido (Apartado 4.5.2.3), el vector peso (Apartado 4.5.2.4), y la forma MPRM
correspondiente a la polaridad minima (Apartado 4.5.2.5).

4.5.2.1. Generacion de grafos para matrices de Kronecker

En este apartado se va a describir la generacion de grafos para el cdlculo de productos
con matrices producidas a partir de productos de Kronecker. Asimismo se demostrard que el
nimero de operaciones a realizar para el cilculo utilizando esos grafos es menor que el que
se precisaria utilizando el producto de matrices usual.
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Considérese una matriz K, de dimension 2x2:

Kll K12
g (4.16)
2 B2

El producto de esta matriz con un vector V de dos componentes dard lugar a un vector P
también de dos componentes:

Pl k] 4.17)

Y, K P
1
v k1
i p1
kYZ
:
k1
v2 =2 p2

-

Fig. 4.1. Grafo P=K,V

Un caso particular se detalla a continuacién; considérese la siguiente matriz definida
sobre GF(2):

gt U (4.18)
P

El grafo que de esta matriz serfa el de la Figura 4.2. En dicha figura puede verse que en lugar

de poner en cada linea la componente correspondiente de K,, lo que se ha hecho,

aprovechando que se esté trabajando en GF(2), es unir los nodos con una linea en el caso de
que la componente sea un 1, y dejar los nodos sin unir en el caso de tener un 0.

v K, P
Vi Py
V2 Py

Fig. 4.2. Grafo producto P=K,V (Caso particular)
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Si se desea construir el grafo correspondiente a una matriz 3x3, el procedimiento seria
completamente analogo, de forma que si se tiene por ejemplo la matriz:

101
K,=1 10 th1%)
001

el grafo correspondiente seria el representado en la Figura 4.3.

¥ P,
) P>
V3 p3

Fig. 4.3. Grafo P=K,V (Caso particular)

Considérese ahora una matriz K, con M, filas y N, columnas, y una matriz K, M,xN,.
Si se efectia el producto de Kronecker [GRE86] de estas dos matrices,

K=K, +K, (4.20)

se obtendrd una matriz K, de dimensiones M,-M,xN,-N,, que vendrd dada por:

[ A |
KUK, KK, .. kK,
21 22 2N,
K=kz 'I(1 k2 'Kl k,z 'K1 (421)

K, BTK . kK

Por definicion del producto de Kronecker, se puede considerar que la matriz K tiene
por componentes a la matriz K|, y dichas componentes estdn colocadas segiin la estructura
marcada por K,. El grafo para calcular el producto P=K-V donde V es un vector de N,-N,
componentes y P de M,-M,, tendrd N,-N, nodos iniciales y M,-M, nodos finales y los pasos
que habra que realizar para llegar a su obtencién pueden verse en el Algoritmo 4.3.
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Algoritmo 4.3: Generacion de grafos.
(il et g oy e o Sl o i R WS e T Y S R e s e e T )

a) Escribir el grafo correspondiente a K,.
b) Repetir el grafo obtenido en a) tantas veces como columnas tenga K,
c) Considerando cada uno de los grafos de K, como un iinico nodo, conectar los nodos segiin

indiquen las componentes de K,
d) Volver a considerar los nodos individuales y desdoblar las lineas generadas en b).

e e e e e e O G P R S N U S S N e e e S S O e |

Si se tiene una matriz K| de 2x2 y una matriz K, de 3x3, los grafos que se irfan
obteniendo al realizar los pasos anteriores para calcular el producto de un vector V de 6
componentes por la matriz K pueden verse en las figuras 4.4 a 4.6 (Nota: en la Figura 4.6 no
se han colocado los coeficientes multiplicativos por claridad en el dibujo).

KM
v 1
1
o
1
kZI
1
V2 kz
1
1"
k
1
V3
12
k
1
21
1
v
4
o
1
"
k
v 1
5
12
k
1
2
1
VB 22

Fig. 4.4. Grafo correspondiente a b). Repeticién de K.

Obsérvese que en los grafos que se han construido, el ndmero de sumas a realizar
viene dado por el nimero de veces que se produzca la confluencia de dos lineas en un nodo.
Las sumas se consideran siempre entre dos componentes; si en un nodo confluyen tres
lineas habra que hacer dos sumas. En general, el nimero de sumas que se producen en un
nodo viene dado por:

nimero sumas=(nimero de lineas que llegan al nodo)-1 (4.22)
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p
19
k P
> !
72
K
2 13 P
k 2
2
21 T
22 K P pa
k?
32
K P
P
13
K
23 2 p
,< 5
2
33
K o]
2 6

Fig. 4.5. Grafo correspondiente a c).

25 X

2
k1

Fig. 4.6. Griéfico correspondiente a d). Desdoblamiento de lineas.



118 Un nuevo procedimiento para la minimizacion AND-EXOR vy su paralelizacién en sistemas de memoria distribuida

A continuacién se demuestran una serie de proposiciones y teoremas que dan el
numero de sumas que es preciso realizar cuando se efectia un producto mediante grafos.

Proposicion 4.9: Si se tiene una matriz K, con M, filas v N, columnas, el niimero de sumas
necesarias para realizar el producto P=K,-V aplicando el producto de matrices usual viene
dado por:

s, =N, - 1M, (4.23)
Demostracion: Inmediata utilizando la definicion de producto de matrices.

Proposicion 4.10: Si se tiene una matriz K, con M, filas v N, columnas, el niimero de sumas

necesarias para realizar el producto P=K,-V usando grafos es:

5=V -D'M, (4.24)

Demostracion: A cada nodo final llegan lineas procedentes de todos los nodos iniciales. Por
tanto, aplicando (4.22), en cada nodo final se producen N,-1 sumas. Como hay un total de
M, nodos finales, el total de sumas es el que aparece en la Ecuacion (4.24).

Proposicion 4.11: Sea K una matriz generada por un producto de Kronecker como el de
(4.20). En tal caso, el nimero de sumas que habrd que realizar para efectuar el producto
P=K-V utilizando el producto usual de matrices es:

5,=(N,'N,~1)(M,-M,) (4.25)

Demostracion: La matriz K tendrd NN, columnas y M ,-M, filas. Aplicando la Proposicion
4.9 se obtiene la Ecuacion (4.25) directamente.

Teorema 4.12: Sea K una matriz generada por un producto de Kronecker como el de la
Ecuacion (4.20). En tal caso, el nimero de sumas que habrd que realizar para efectuar el
producto P=K-V utilizando grafos es:

85,=N, s, +(N,~1) My M, (4.26)

donde s, es el numero de sumas necesarias para efectuar el producto por K,. En particular,

si K, no estd generada por el producto de Kronecker de otras matrices, se tiene:

5,=Ny (N, -1) M, +(N,~1) M, M, (4.27)

Demostracion: Se va a seguir el Algoritmo 4.3 para la generacion de grafos.
a) Al generar el grafo de K, se producirdn s,; sumas. En particular si K, no es
producto de Kronecker de otras matrices, se producirdn un total de M,-(N,-1), segiin
la Proposicion 4.10.

X N R R R R N N R N N R N N N R N RN RN N N NN N N N N YN N N YN N N YN Y N I N Y Y Y Y Y YY)
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b) Si ahora se repite N, veces el grafo correspondiente a K,, se tendrd un total de

S.-N; sumas.

c¢) Al realizar este paso se generan un total de (N,-1)-M, sumas sin mds que aplicar

la Proposicion 4.10.

d) Al desdoblar las lineas producidas en c), habrd que multiplicar el nimero de

sumas producido en c) por M,.

Finalmente, el niimero total de sumas se obtendrd sumando los niimeros obtenidos en
b) y d), resultando el valor que aparece en (4.26).

Proposicion 4.13: Sean a,b dos niimeros naturales. Entonces se cumple:

abza+b-1 (4.28)

Si ademds se tiene que a>1 'y b>1, se cumple:

ab>a+b-1 (4.29)

Demostracion: Si a=1, la Ecuacion (4.28) queda b>=b. Si b=1, (4.28) queda a>a. A
continuacion va a probarse que si a>1'y b>1 se cumple (4.29), con lo que quedard probado
ademds (4.28). Restando b a los dos miembros de (4.29) queda:

ab>a+b-1 = ab-b>a+b-b-1 = b(a-1)>a-1 = b>1 (4.30)

El ultimo paso se cumple por ser a>1, y la ultima expresion es cierta por haberla impuesto
como condicion. Por tanto, (4.29) es cierto y (4.28) también lo es.

Teorema 4.14: Sean N, N, M, M, niimeros enteros. Entonces se verifica:

(N, 'N,-1)M ‘M, > (N,~1)M,:N,+(N,-1)-M,"M, (4.31)

Si ademds N,>1 y M,>1 entonces:

(N, N,-DM,:M, > (N,-1):M,N,+(N,~1) M, M, (4.32)

Demostracion: Si se desarrollan los paréntesis de (4.31), se obtiene:

N, N, M, M,-M\M, > N,-M,'N,-M,N,+N," M, M,~-M, M, (4.33)

Eliminando el término M;M,, y sacando factor comin M,N, queda:

M N, N, ‘M, > M,N,(N,+M,-1) (4.34)

Si ahora se divide en ambos miembros por M,N, (puede hacerse sin ningun problema porque

se estd trabajando con niimeros naturales) se obtiene la siguiente expresion:
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N,'M, > N,+M,-1 (4.35)
Finalmente, aplicando la Proposicion 4.13 a la expresion (4.35) queda probado el Teorema.
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