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Introduccion

Nos ocuparemos en esta Memoria de algunos aspectos de la teoria de superficies
con curvatura media constante (no nula) en el espacio euclideo ordinario. Con-
cretamente, estudiaremos el caso de las superficies compactas que tienen borde no
vacio.

La curvatura media de las superficies puede introducirse de forma natural al
considerar uno de los mas antiguos problemas de la geometria, planteado ya en la
antigiedad: el problema isoperimétrico, que podemos enunciar de la forma siguien-
te. De entre todas las superficies compactas del espacio euclideo que encierran un
volumen predeterminado, encontrar las que tienen drea menor. La respuesta era (ya
lo supieron los griegos) la esfera, como demostré por vez primera Schwarz usando
ideas previas de Steiner y Minkowski. Si nos contentamos con menos y buscamos
solamente soluciones infinitesimales del problema isoperimétrico, se llega a ver que
el area de una inmersién de una superficie compacta orientable en el espacio euclideo
es estacionaria respecto de todas las variaciones que fijan su volumen algebraico si y
s6lo si esa inmersidén tiene curvatura media constante. De otra forma: las superficies
con curvatura media constante son los puntos criticos del funcional area con relaciéon
a las deformaciones locales que conservan el volumen. El caso de curvatura media
constante cero, o sea, el caso minimal, es especial porque la inmersién es punto critico
del area para variaciones arbitrarias, sin restricciéon alguna sobre el volumen. Por
todo lo anterior, las superficies (en un sentido amplio, es decir, permitimos que haya
autointersecciones) de curvatura media constante se usan de manera habitual como
modelos matemadticos de situaciones fisicas en las que aparece una superficie ligada
a un problema variacional en el que la energia o accién considerada es proporcional
a su area. Por ejemplo, las llamadas interfaces ([61]) que separan dos medios de

distintas caracteristicas fisicas o quimicas, como dos gases a diferentes presiones;
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por ejemplo, la superficie de un liquido sometido a fenémenos de capilaridad en
ausencia de gravedad ([22]); y, el ejemplo quizds mas conocido, las pompas de jabén
(cuando se trabaja con superficies compactas sin borde) o incluso las peliculas de
jabdén (cuando se considera el caso con borde). En cualquier caso, son superficies
para las que la presién exterior ejercida sobre ellas y las fuerzas de tensién superficial

estan en equilibrio.

El contenido de esta Memoria es, pues, una contribucién a las respuestas a la
cuestion siguiente jcémo es la forma de una superficie compacta inmersa en el espacio
euclideo con curvatura media constante? Esta pregunta tiene interés en si misma al
margen de la consideracién del problema isoperimétrico y ha sido, de hecho, el hilo

conductor de muchos trabajos en Geometria Diferencial.

Consideremos en primer lugar el caso cerrado, es decir, el caso de las superficies
compactas con borde vacio. El iinico ejemplo conocido era, hasta 1986, la esfera y,
por tanto, todos los teoremas eran, hasta entonces, caracterizaciones de la esfera.
De hecho, en 1899 Liebmann ({44]) demostré que

Un ovaloide con curvatura media constante debe ser una esfera.

Medio siglo més tarde, en 1951, H. Hopf ([35]) consiguié probar, asociando a cada

superficie de curvatura media constante una diferencial holomorfa de orden dos, que

. . . ; 3
Las inicas superficies cerradas con género cero inmersas en IR® con cur-

valura media constante son las esferas.

En toda una serie de articulos entre 1956 y 1962, Alexandrov (veése {3]) obtuvo un

resultado fundamental dentro de esta teoria. Demostrd que

Una superficie cerrada embebida (o sea, sin autointersecciones) en IR® con

curvatura media constante debe ser una esfera.

Este resultado fue verdaderamente sorprendente, no por su contenido, que era es-
perado, sino por el método que Alexandrov inventd para demostrarlo, que era com-

pletamente distinto de los de Liebmann y Hopf y que se apoya esencialmente en una
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utilizacién ocurrente del principio del mdximo para las ecuaciones elipticas. Es el
llamado método de reflexién de Alexandrov, que ha sido utilizado por numerosos
autores, no sélo en problemas exclusivamente geométricos, v que sigue siendo un
método fecundo de estudio en geometria diferencial y en la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales. Aunque fue desarrollado con vistas a utilizarlo en el caso de las
superficies sin borde, se adapta también al caso con borde en algunas circunstan-
cias, de ahi que, en el Capitulo 1 de esta Memoria, dediquemos algunas piginas a
recordarlo.

Tras esos tres resultados histdricos, el estudio de las superficies compactas sin
borde inmersas en IR® con curvatura media constante y, en general, de las hiper-
superficies de este tipo en IR", ha seguido dos caminos distintos. Uno de ellos fue
el descubrimiento por parte de R. Reilly en 1978 ([53]) de una nueva idea para de-
mostrar el teorema de Alexandrov de una manera maés ficil, aunque quizds menos
geométrica. Después A. Ros ([54], [55]) y A. Ros y S. Montiel ([50]) han explorado
otros métodos de los que han extraido algunos teoremas tipo Alezandrov para es-
paclos ambientes y curvaturas mas generales. El segundo camino de los que hemos
hablado es el iniciado en 1986 por Wente ([76]). En efecto,

Wente demostrd que existen superficies cerradas inmersas en IR® con cur-
vatura media constante que no son esferas. Construyd ezplicitamente toros

inmersos de curvatura media constante.

Después de é€l, y, tras haberse puesto de manifiesto la relacién entre las superficies
de curvatura media constante y ciertos sistemas integrables, los trabajos de Abresch
[2], Pinkall y Sterling [52] y Bobenko [11] han estudiado en profundidad los toros
de curvatura media constante en IR®. Por ltimo, por lo que respecta a la forma de
las pompas de jabdn, o sea a las superficies cerradas que se sumergen en el espacio

ordinario con curvatura media constante, sélo queda anadir que, en 1991 ([37])

Kapouleas consiguio construir superficies cerradas de gémero mayor que

dos inmersas en IR® y con curvatura media constante.

En cuanto al caso de las superficies completas no compactas, los ejemplos clasicos,

descubiertos por Delaunay ([19]) en 1838, son las superficies de revolucién (no
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esféricas) con curvatura media constante: los cilindros, las onduloides y las nodoides,
cuyas curvas generatrices son las trazas del foco de una cénica conveniente (circun-
ferencia, elipse o hipérbola) que rueda apoyada sobre la recta que serd después el eje
de revolucién de la figura. Aparte de estos ejemplos, sélo en 1990, Kapouleas ([36])
construyé muchos ejemplos de superficies completas no compactas con curvatura
media constante, con topologias finitas, aunque méds complicadas que la del cilin-
dro. De hecho, él disenié6 su método de construccién para este caso y solo después lo
adapt6 a la bisqueda de ejemplos compactos. Mas o menos al mismo tiempo que
Kapouleas construia sus ejemplos, Meeks [49] probaba que los finales de una super-
ficie completa con curvatura media constante que esté embebida de forma propia en
IR? deben estar cilindricamente acotados, como los de una superficie de Delaunay,
y como consecuencia

Meeks demostro en 1989 que no existen superficies completas con curvatura
media constante no nula embebidas propiamente en el espacio euclideo y
con un solo final.

Mais tarde, en 1989, motivados por las construcciones de Kapouleas y los teoremas

de Meeks, en [42], Korevaar, Kusner y Solomon vieron que

Las unicas superficies completas embebidas de forma propia en IR® con

== curvatura media constante y dos finales son las superficies de Delaunay.

De hecho, llegaron a ver que todo final de una superficie de este tipo es asintético

(exponencialmente) a una superficie de Delaunay.

Junto a este flujo de investigacién sobre las superficies compactas sin borde y
completas inmersas en IR? con curvatura media constante, que arranca practicamente
desde que, en el siglo XVIII, los problemas de elasticidad que estudiaba Sophie Ger-
main, la llevaran a la consideracién de la curvatura media de las superficies y a
polemizar, incluso con Gauss, por su prevalencia frente a la curvatura de Gauss,
existe otra corriente de investigacion sobre superficies con curvatura media con-
stante, iniciada fundamentalmente por Heinz; desde los afios 50. Se trata aqui del
caso de las superficies compactas con borde no vacio v, siguiendo las directrices del

problema de Plateau para el caso minimal, se consideran problemas de existencia de
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superficies compactas inmersas en IR® con curvatura media constante, cuyo borde
estd prefijado de antemano. Incluso cuando este borde I' de la superficie es una
circunferencia (pongamos de radio uno) no sabemos mucho acerca del conjunto de
superficies compactas S inmersas en JR® con curvatura media constante H y tales
que S = I'. Heinz senal6 ([28]) en 1969 que, en este caso, los posibles valores de
H (salvo orientacién) pertenecen al intervalo cerrado (0, 1]. Adem4s del disco plano
minimal correspondiente al valor H = 0, para cada H # 0 en ese intervalo, tenemos
como unicos ejemplos conocidos los dos casquetes esféricos (grande y pequefio) de
radio 1/H. Usando su método de construccién (que ya mencionamos en los casos
cerrado y completo),

Kapouleas ([37]) dio en 1991 ejemplos de superficies compactas inmersas
en IR® con curvatura media constante H = 1 /2 cuyo borde es una circun-
ferencia de radio uno. Tienen autointersecciones, género mayor que dos,
estan en uno de los semiespacios determinados por el plano de su borde y
alcanzan alturas arbitrarias sobre é€l.

Cuando la curva I' del borde es una curva de Jordan cualquiera, hay toda una
coleccién de teoremas de existencia de Heinz [27], Hildebrandt [29], Steffen [66],

Wente [74], Werner [77] y algunos otros. Todos esos resultados pueden resumirse de
esta forma:

Dada una curva de Jordan T en IR®, si H es un numero suficientemente
pequenio (en términos de la geometria de I') existe un disco inmerso en IR®

con curvatura media constante H y cuyo borde es .

Todas estas superficies de género cero se obtienen minimizando el funcional A—2HV,
donde A significa area de una inmersién y V volumen algebraico de una inmersién
(respecto de un origen y una orientacién dadas), dentro de una clase conveniente
de inmersiones del disco en IR® cuyo borde sea I'. Para poder aplicar con éxito los
teoremas de convergencia del andlisis funcional, en orden a extraer subsucesiones
convergentes de las sucesiones minimizantes, se suelen considerar inmersiones aco-
tadas, o bien, superficies contenidas en esferas, para minimizar ese funcional. Por

eso, todos los ejemplos que se obtienen asi, proporcionan superficies de curvatura
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media constante que se suelen llamar pequenas porque se parecen mas a los casquetes
esféricos pequenas que a los grandes. Cuando se anade alguna hipétesis suplemen-
taria sobre la curva I', candidata a borde de la superficie, se puede decir algo mas
sobre la superficie de curvatura media constante que la bordea. Por ejemplo, Serrin
([62]) probé que

Si T es un grafo sobre una curva plana, cerrada y convera cuya funcion
curvatura satisface k > 2H para un cierto H > 0, entonces existe un grafo
de curvatura media constante H sobre el dominio plano determinado por

esa curva conveza cuyo borde es I'.

Todos estos resultados de existencia de tipo Plateau han sido culminados por Brézis
y Coron [12] y por Struwe [69] que han demostrado la existencia, con las mismas
hipétesis de los resultados anteriores, de una segunda superficie con la misma cur-
vatura media constante y el mismo borde. De manera que hay una especie de
situacion general semejante a la de los casquetes esféricos con borde una circunfe-
rencia.

Los teoremas anteriores construyen discos inmersos en IR?® con curvatura media
constante prefijada y borde prefijado que son pequenos y, a partir de ellos, otras
soluciones grandes. Wente ([74]) ha seguido también una via alternativa y, en lugar
de prefijar el valor de la curvatura media de la superficie, minimiza el area en un
conjunto de inmersiones del disco que encierran un volumen predeterminado. De

forma que

Para cada numero real V y cada curva de Jordan T eriste una inmersion
del disco en IR® con curvatura media constante cuyo borde es T' y que
encierra un volumen V. FEsa inmersion minimiza el drea entre todas las

que tienen ese borde y encierran ese volumen.

En todo este marco anterior es donde pretende encuadrarse nuestra Memoria
que tratara, no esencialmente sobre cuestiones de existencia, sino sobre teoremas
de estructura para esta familia de superficies de {R®: las superficies compactas con

borde no vacio inmersas con curvatura media constante. La hemos dividido en
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cuatro capitulos, el primero de los cuales se dedica a exponer los preliminares v he-
rramientas fundamentales que se usaran posteriormente. Sélo se hacen en él algunas
demostraciones que consideramos pueden aclarar o establecer algo de orden acerca
de cuestiones siempre de dominio comin. Como ya se ha comentado anteriormente,
introduciremos en ese Capitulo 1 las superficies de curvatura media constante in-
mersas en IR® como puntos criticos o bien del drea para variaciones que conservan el
volumen, o bien de una cierta combinacién lineal de 4rea y volumen para variaciones
arbitrarias. Apareceran, pues, las correspondientes ideas de estabilidad. El resto del
capitulo se dedica a exponer cémo la teoria de ecuaciones elipticas puede ayudar de
forma decisiva a entender el comportamiento local de estas superficies. Estudiaremos
el principio del madximo que se aplica a estas superficies y cémo se explota en el
método de Alexandrov. Cerraremos el capitulo repasando el método de continuidad
que se usa en problemas de existencia de ecuaciones no lineales y como se aplica a
nuestro caso.

En el Capitulo 2, damos una demostracién elemental de la llamada balancing
formula, que nosotros llamaremos formula de equilibrio y que aparece por primera
vez en la tesis de Kusner ([43]). Aparece claro aqui que esta férmula no es mds
que una férmula de conservacién del momento lineal para nuestras superficies, qu.e
proviene, por tanto, del hecho de que las traslaciones de IR® conservan el rea de
una superficie cualquiera, con o sin borde. Usaremos esta férmula a lo largo de toda
la. Memoria, pero en este Capitulo 2 la emplearemos para demostrar, entre otros, el
siguiente resultado de unicidad (Teorema 2.2.1):

Supongamos que 0 es un dominio plano determinado por una curva de
Jordan 052 y que existe un grafo G sobre Q0 de curvatura media constante
H. Entonces toda superficie compacta inmersa en IR® con curvatura media
constante H y borde 02 que esté contenida en el cilindro recto de base )

es el grafo G o su reflexion respecto del plano del borde.

Este resultado, en el caso de superficies embebidas, se obtiene usando el método de
reflexién de Alexandrov y nuestra contribucién es haber involucrado por primera vez
en estos resultados de unicidad las superficies que tienen autointersecciones. Con
este resultado y, usando el teorema de la funcién implicita en espacios de Banach,

se demuestra, en el Corolario 2.2.2, que
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Dado un dominio plano Q) acotado por una curva de Jordan 0S, existe un
numero Hy(2) > 0 tal que toda superficie compacta inmersa en IR® con
curvatura media constante H tal que |H| < Ho(Q2), con borde 05) y dentro

del cilindro recto con base ), es un grafo sobre €.

Cerraremos este Capitulo 2 obteniendo un teorema de unicidad analogo al anterior
donde se debilita la hip6tesis de que la superficie esté contenida en un cilindro para
suponer que es pequena (o sea, que estd contenida en una esfera de radio el inverso

de su curvatura media) y que su borde es una curva convexa.

El Capitulo 3 de esta Memoria, que podria considerarse como su niicleo, comienza
por la obtencién de una estimacién del crecimiento del 4drea de una superficie com-
pacta con borde plano, no necesariamente convexo, inmersa en IR® con curvatura
media constante. Estimaciones de esta naturaleza son las llamadas férmulas de
monotonia ([41]), que controlan el drea del fragmento de superficie que queda den-
tro de una esfera de radio r > 0, en funcién de r. Nosotros obtenemos una estimacion
del drea en funcion de la altura que alcanza la superficie respecto del plano del borde.

De hecho, en el Teorema 3.1.1 probamos que

Si h es la altura de una superficie compacta con borde plano inmersa en
IR® con curvatura media constante H al plano de su borde, se tiene que
2rh < AY|H|, donde A" es el drea de la region de la superficie que estd
por encima de ese plano del borde. Si se alcanza la igualdad, la superficie

es un casquete esférico.

Esta desigualdad, que puede verse también como una estimacién de la altura, para
una area dada de la superficie, implica, para valores pequenios de H, la estimacién
cldsica de la altura de Serrin ([63]) para grafos y ademés tiene la ventaja de que
funciona para superficies con autointersecciones. De camino, esta estimaciéon nos
permitird demostrar un teorema de existencia para grafos, para borde plano, que
mejora en algin sentido el resultado correspondiente de Serrin. Demostraremos de

hecho que (Teorema 3.3.2)

Si I' es una curve plana, cerrada y convera de longitud L y H es un



Introduccion 1x

numero real no negativo tal que LH < \/§7r, entonces existe un grafo con
curvatura media constante H y borde I'.

Daremos ademads, en este Capitulo 3, una cota éptima en orden a que una su-
perficie compacta embebida con curvatura media constante y borde plano y convexo
esté contenida sélo en uno de los semiespacios determinados por el plano del borde.
Asi, demostraremos en los Corolarios 3.2.2 y 3.2.4 que

Sea ¥ una superficie compacta embebida con curvatura media constante H
que tiene borde plano y convezo y cuya drea cumple AH? < 2n. Entonces

T estd a un lado del plano del borde. Ademds, si AH? < 7, entonces ¥ es
un grafo.

Esta afirmacién proporciona alguna respuesta parcial a cuestiones planteadas por
Rosenberg [33] a partir de evidencias experimentales aportadas por Hoffman y los
ordenadores de la Universidad de Amherst, siempre en el caso en el que las super-
ficies sean pequenas en algin sentido geométrico. Es conveniente senalar que, para
superficies grandes sin autointersecciones, Ros y Rosenberg han obtenido ([58]) re-
sultados esclarecedores. Si consideramos como variable a tener en cuenta el volumen

encerrado por la superficie, y no su drea, obtenemos (Teorema 3.4.5), entre otras
cosas que

Dada una curval plana, cerrada y conveza existe una constante V(I') > 0
que depende solo de ', tal que cualquier superficie compacta con borde I'
y curvatura media constante con volumen menor que V (I') debe ser un
grafo.

Debemos sefialar que una consecuencia de estos resultados acerca de las superficies
de curvatura media constante, que hemos obtenido en el Capitulo 3, es su repercusién
en la cuestién isoperimétrica. Si I" es una curva de Jordan en un plano de R® y
(2 es el dominio plano que determina, para cada niimero V > 0, existe una regién
abierta M de IR® de volumen V tal que M = QU I, donde ¥ es una superficie
compacta embebida en IR® con borde I' que minimiza el 4rea entre todas las que

cumplen las condiciones anteriores. La existencia de esta solucién isoperimétrica



% Introduccion

viene garantizada por la teoria geométrica de la medida ([4], [72]). Respecto de la
forma de esa solucién, como consecuencia de los resultados resenados anteriormente,

podemos decir (Corolario 3.4.6) que

Dado un dominio 2 plano, acotado y convezo, existe una constante V (2) >
0 tal que las regiones isoperimétricas con respecto al par (, V) para V <
V(£) estan acotadas por QU X, donde ¥ es un grafo de curvatura media
constante sobre Q.

Finalmente, cerraremos este Capitulo 3 generalizando estos resultados al caso de
superficies con borde disconexo, concretamente, borde con dos componentes conexas

que son curvas cerradas y convexas.

En el Capitulo 4 final de nuestra Memoria, estudiamos el caso en el que el
borde de nuestra superficie con curvatura media constante es mAas que CONvexo: es
circular (supondremos sin pérdida de generalidad que el borde es una circunferencia
de radio uno). En este caso, una vieja restriccién de Heinz ([28]) nos asegura que los
valores posibles de la curvatura media H estdn entre 0 y 1 (si la orientacién se toma
para que H sea no negativo). Los resultados mds significativos que obtendremos
en este capitulo seran para el caso en que la superficie tiene género cero, o sea, es
topolégicamente un disco. En este caso una desigualdad de Barbosa y do Carmo
[7] nos dice que la superficie debe tener drea menor o igual que la del casquete
esférico pequefio correspondiente o bien mayor o igual que la del casquete esférico
grande con esos mismos borde y curvatura. Esta informacién, cruzada con la que
nosotros obtenemos de la férmula de equilibrio de Kusner, nos lleva a demostrar que
el primer caso posible es inexistente, si la superficie no es el casquete pequeno. O
sea (Corolario 4.1.2), que

Un disco inmerso en IR® con curvatura media constante que bordea una
circunferencia y no es un casquete esférico ha de tener drea mayor que la

del correspondiente casquete esférico grande.

Los mismos ingredientes que son necesarios para demostrar el resultado anterior, nos

permiten identificar la mejor constante en los teoremas del Capitulo 3 que se refieren
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a superficies de volumen pequeno, en este caso en que el borde de la superficie es

una circunferencia. Obtenemos el siguiente resultado (Teorema 4.2.1)

Un disco inmerso en IR® con curvatura media constante que bordea una
circunferencia es un casquete esférico pequeno si encierra un volumen al-
gebraico (medido con origen en un punto del plano del borde) no mayor

que 27 /3, es decir, que el volumen de una semiesfera.

Un resultado andlogo se consigue en el Teorema 4.3.5 si, en vez de suponer que
nuestro disco inmerso tiene area o volumen pequefios, se supone que la norma L? de
su segunda forma fundamental es menor que la de un casquete esférico. La ltima
seccién de este Capitulo 4 se dedica a estudiar superficies compactas inmersas en
IR cuyo borde es una circunferencia y que tienen una coordenada acotada en mayor
medida de lo que lo que las estimaciones habituales de la altura aseguran. Podemos,
pues, resumir el contenido de este Capitulo 4 diciendo que las superficies (incluso
de género cero e incluso embebidas) de curvatura media constante que bordean una
circunferencia distintas de los casquetes esféricos que posiblemente se descubrirdn

en el futuro deben tener 4reas, volimenes y, en general, geometrias grandes.



Xii

Introduccion




Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de la teoria de superficies
con curvatura media constante que seran necesarios a lo largo de esta Memoria
¥, aunque la mayor parte de las demostraciones se omitiran, daremos las oportunas
referencias bibliograficas donde hallarlas. Nos detendremos en aquellos aspectos que
se encuentran mas dispersos y que hemos reelaborado para su mejor comprensién.

Este capitulo estd organizado en cuatro partes:

1. En la primera se introduce el concepto de superficie con curvatura media cons-
tante desde un punto de vista variacional, los correspondientes conceptos de

estabilidad y se plantea el problema isoperimétrico.

2. En la segunda se hace un estudio local de las superficies con curvatura media
constante, que se basa en el Principio del Mdximo y el Principio de Comparacién

entre dos superficies.

3. La tercera parte se dedica a exponer el llamado método de reflexiéon de Alexan-
drov.

4. La tultima parte del capitulo describe el método de continuidad de ecuaciones,

enfocandolo para su aplicacién a la ecuacién de curvatura media constante.

En definitiva, la idea principal es fijar claramente qué herramientas geométricas y

analiticas se usaran en las demostraciones de esta Memoria.
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1.1 Swuperficies con curvatura media constante

A lo largo de esta Memoria representaremos por ¥ una superficie conexa v orientable
ypor¢:¥ — IR® una inmersién de T en el espacio euclideo IR®. Diremos entonces
que ¥ estd inmersa en IR3, si se sobreentiende la inmersién ¢. Una inmersién ¢
que sea un homeomorfismo sobre su imagen se llamaré embebimiento y en tal caso
diremos que la superficie T estd embebida en IR® (si la superficie ¥ es compacta, el
hecho de que ¢ sea un embebimiento es equivalente a que ¢(Z) no tenga autointersec-
ciones). En tal caso se identificard de manera natural ¥ con ¢(¥). Representaremos
por N:¥ — S?cC IR® una aplicacion de Gauss.

A la superficie ¥ se le dota de estructura de superficie riemanniana considerando
la métrica inducida por medio de ¢ por la métrica usual de IR>. Llamaremos dX, V
¥ A a su medida candnica y a los operadores gradiente y laplaciano respectivamente.
Por sencillez en la exposicién que sigue ahora, supondremos que ¥ es una superficie
compacta (con frontera 8X posiblemente no vacia). El drea de £ viene dada entonces

A=/1d2.
Y

Definimos ahora el volumen encerrado por la inmersién ¢. Para motivar la definicion,

por

consideramos primero el caso en el que la frontera de ¥ sea vacia y ¥ esté embebida.
Entonces ¢ determina en IR® un dominio acotado Q. Llamaremos volumen encerrado
por ¢ al volumen de Lebesgue de 2. Aplicando el Teorema de la Divergencia al

campo vector de posicién definido en €). se obtiene

Volumen(2) = V(Q) = A 1= ——%/E(N,@dz,

donde N es la aplicacién de Gauss en £ que apunta hacia el dominio Q. En general,
si la superficie ¥ no estd embebida, sino que estd inmersa, se define el volumen
algebraico encerrado por ¢ respecto de una orientaciéon dada por una aplicacién de
Gauss N como

1
V= —5/2<N, #)d.

El valor del volumen V no depende del origen elegido en IR®, pero cambia de signo

sl se cambia de orientacién en la superficie.
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Si la superficie tiene frontera no vacia, la definicién del volumen algebraico es la
misma, haciendo la observacién de que V depende ahora del origen. El nimero V

representa, en este caso, el volumen algebraico del cono determinado por el origen

y 0%.

La curvatura media de una superficie puede ser introducida de una manera
natural considerando una de las cuestiones mas antiguas de la Geometria y planteada

va en la época griega: el llamado problema isoperimétrico.

Problema isoperimétrico: De entre todas las superficies compactas en
el espacio euclideo que encierran un volumen prefijado, encontrar cuéles

son las que tienen un 4rea minima.

Si se modifica la cuestién y se pide buscar las superficies que son soluciones para

el problema isoperimétrico hasta el primer orden, el problema se convierte en el
siguiente:

Problema variacional: Caracterizar aquellas superficies de IR? cuya 4rea.
es critica para todas las variaciones que dejan invariante el volumen de la
superficie.

Por variacion diferenciable de una inmersién ¢ : £ — IR® entendemos una familia
uniparamétrica de inmersiones ¢; : ¥ — IR3, t € (—e,€), e > 0y tal que ¢ = ¢.
Diferenciable significa que la aplicacién ® : (—¢,¢) x £ — IR® dada por ®(t,p) =
&¢(p) es diferenciable. Se define el campo variacional de la variaciéon ¢ como el
campo vectorial a lo largo de ¢ dado por &(p) = (d®),(0/01).

Se definen las funciones drea y volumen de la variacién {¢;} por

A(t) = /2 ldEt, V(t) = —%/E<Nt, ¢t>d2t, t € (—6,6),

donde dX; es la medida candnica determinada por la inmersién ¢; y N; es una
aplicacién de Gauss. A continuacién expresamos las primeras derivadas en t = 0 de
las funciones A(t) y V(t) (ver [9], [10], [64])
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Proposicién 1.1.1 (Férmula de la primera variacién del drea) Sea ¢ : ¥ —
IR® una inmersion y {¢s;t € (—¢,€)} una variacion de ¢ con campo variacional €.

Entonces
A'(0) = ——2AH(§,N) dx - /az(g,u)ds, (1.1)
donde v es el conormal interior a la superficie a lo largo de su frontera y H es la

curvatura media de la inmersion.

La curvatura media H de la inmersién que aparece en esta férmula esta dada por
M(p) + Aalp)

2 ¥
donde A;(p) y A2(p) son las curvaturas principales de la inmersién ¢ en p, es decir,
los valores propios del endomorfismo de Weingarten —(dN), : T,£ — TpX ([16]).

H(p) = peEX

Representaremos por ¢ la segunda forma fundamental de la inmersién: o,(u,v) =
—((dN),(u), v), donde u;v son vectores tangentes a la superficie en p. Asi, el valor
2H (p) coincide con la traza de o,. La curvatura media H depende de la eleccién de
la orientacidn: si se cambia N por — N, entonces la curvatura media asociada es —H,
o lo que es lo mismo, el campo vectorial HN definido en la superficie es invariante
al cambiar de orientacién en ¥. Por ultimo, diremos que ¥ es una superficie con

curvatura media constante si la funcién H es constante.

Respecto de la variacién de la funcién volumen V (t) se tiene

Proposicién 1.1.2 (Férmula de la primera variacién del volumen) Sea ¢ :
¥ — IR® una inmersion y {¢s;t € (—€,€)} una variacion de ¢ con campo variacional

&. Entonces

V'(0) = —/z(g,m dx. (1.2)

Una consecuencia inmediata de las férmulas (1.1) y (1.2) es la siguiente. Conside-
ramos variaciones que fijan la frontera de ¥, es decir, con btjox. = @lox, para cada
|t| < €. Sea Hy el nimero real dado por HgA = [5; HdX y consideremos la funcién
f = H — Hyg. Ya que fz fd¥ = 0, es posible construir una variacion de ¢ que
conserva el volumen y con campo variacional f N (ver dicha construccién en [9]). Si

Y es un punto critico del drea A(t), de (1.1) se deduce que

/E(H—Ho)2d22[Z(H—Ho)de:/ZHde—Ho/Efdzzo
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y por tanto H es una funcién constante. Reciprocamente, si H es constante es
evidente a partir de la férmula de la primera variacién del area y del volumen,

que ¢ es un punto critico del area para las variaciones que conservan el volumen.
Resumiendo pues, se concluye

A. Una superficie tiene curvatura media constante si y solo si es un punto
critico del drea para cualquier variacidn suya que fija su volumen y fron-
tera.

También existe otra caracterizacién variacional equivalente de las superficies con
curvatura media constante. Para ello, dada una variacién de una superficie ¥ que

fija la frontera y Hg un nimero real, se define la siguiente funcién:
Juo(t) = A(t) — 2HoV (1), t € (—¢,¢).

Entonces -Jy,(0) = -2 f5.(H — Ho)(§, N), donde £ es el campo variacional de la
variacién. Por tanto

B. Una superficie tiene curvatura media constante Hg st y solo si para
cualquier variacion que fija la frontera, Jy (0) = 0.

Precisamente de esta forma, minimizando Jy, en un espacio conveniente de inmer-
siones de un disco en IR® y para valores de Hy pequenos en un cierto sentido, varios
autores (Gulliver, Heinz, Hildebrandt, Steffen, Struwe...) han obtenido resultados
de existencia para el problema de Plateau para superficies con curvatura media con-
stante y con frontera prescrita: por ejemplo, [12], [24], [25], [27], [29], [30], [31], [66],
[67], [69], [70], [73], [77].

De entre los puntos criticos del area, son interesantes de estudiar aquellos que
son minimos locales o, de manera mads general, los que son estables. Ya que las
superficies con curvatura media constante vienen caracterizadas variacionalmente
de dos formas equivalentes, aparecen dos conceptos distintos de estabilidad, segiin

de qué caracterizacidn se trate.

Proposicién 1.1.3 (Férmula de la segunda variacién del area) Sea ¥ una su-
perficie con curvatura media constante y {¢y;t € (—¢€,€)} una variacion suye que
fija su frontera con f = (£, N).
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1. Si la variacion conserva el volumen, entonces
2 2.2
A"©) = [V = o1z
2. La derivada sequnda de la funcion Jy, correspondiente a esa variacion es

To(©) = [V 1P = 1o'7?)ax.

Respecto de los problemas variacionales A y B tenemos, pues, sendos conceptos

de estabilidad, que a continuacién se exponen:

Definicién 1.1.4 Sea ¥ una superficie compacta con curvatura media constante.

1. Se dice que es estable si A"(0) > 0 para cualquier variacion que fija el borde y _

el volumen de ¥ (Caracterizacion A).

2. Se dice que es fuertemente estable si Ji (0) > 0 para cualquier variacion de la

superficie que fija su borde (Caracterizacion B).

Por ejemplo, las soluciones del problema isoperimétrico son estables y las de Heing,
Hildebrandt son fuertemente estables. Definiendo una forma cuadrética @ en el
espacio de Sobolev H!?(X) por

Q) = [(IVIF=1olr?) az,

se concluye de la Proposicién 1.1.3 que una superficie ¥ con curvatura media cons-

tante,

1. es estable si Q(f) > 0, para cualquier aplicacién f € Hy*(E) tal que f5 f dX =
0.

2. es fuertemente estable si Q(f) > 0, para cualquier f € HyA(Z).

En el caso de que la superficie sea compacta y sin frontera, Barbosa y do Carmo
probaron que
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Las esferas euclideas son las unicas superficies con curvatura media cons-
tante que son estables ([9]).

Recordemos que el problema variacional planteado era la version infinitesimal
del problema isoperimétrico. Volviendo a él y para precisar el problema, sea D una
superficie compacta de IR® con frontera &D. Se fija un nimero real V > 0. Una
region isoperimétrica de IR® respecto de (D, V) es una regién abierta Q de IR® de
volumen V con

y X tiene menor area de entre todos los dominios . Al conjunto X se llamara

solucion del problema isoperimétrico respecto de (D, V).

Clasicamente el problema isoperimétrico se ha planteado tomando D = §. En
este caso el problema se convierte en lo siguiente: dado V' > 0, encontrar de entre to-
dos los abiertos Q ¢ IR? que encierran un volumen V', aquellos cuya frontera X tenga
area minima. En tal caso, el problema isoperimétrico tiene como solucién la esfera
euclidea de volumen V. Este hecho es consecuencia del Principio de Simetrizacion de
Steiner, el cual asegura que si D = ), toda solucidn isoperimétrica tiene la propiedad
de que, en cualquier direccién del espacio, existe un plano de simetria perpendicular

a dicha direccién. Por tanto, la superficie es una esfera.

Un hecho fundamental referente al problema isoperimétrico es que siempre existe
solucién. Ademas el conjunto X es una superficie embebida con borde 0D. A

continuacién se enuncia el resultado clasico de existencia y regularidad debido a
Almgren y Taylor:

Teorema 1.1.5 ([4], [72]) En IR®. dada una superficie compacta D y un nimero
real positivo V | existen soluciones del problema isoperimétrico respecto de (D.V).

Ademds dichas soluciones son superficies embebidas.

En particular, de la Proposicién 1.1.1 y de la Definicién 1.1.4 se deduce que
las soluciones del problema isoperimétrico son superficies con curvatura media cons-
tante, que son ademas estables. Si comparamos con el problema variacional de
la pagina 3, alli nos preguntibamos por puntos criticos del funcional drea. En el

problema isoperimétrico, la cuestion se refiere a minimos globales. Hay que senalar
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que los resultados de Almgren y Taylor no precisan la topologia de las soluciones
isoperimétricas. Por otra lado, Wente ({74]) probé que dada una curva de Jordan y
un numero real V > 0, existe un disco inmerso en IR® con frontera I', volumen alge-
braico V y de menor area de entre todos los discos con su misma frontera y volumen.
Por tanto, también las soluciones de Wente son estables. En el Capitulo 3 deter-
minaremos la forma de las regiones isoperimétricas para el par (D, V), siendo D un
dominio acotado plano y convexo y V un nimero real suficientemente pequeno. Por
ultimo, si consideramos el caso en que D sea un disco, el Principio de Simetrizacién

de Steiner asegura de nuevo que las soluciones isoperimétricas son casquetes esféricos

(1391, [401)

Para finalizar esta seccién, mostramos algunos ejemplos de superficies con cur-

vatura media constante que seran necesarios en esta Memoria.

Una familia especial de superficies con curvatura media constante la componen
aquellas superficies con curvatura media cero: son las llamadas superficies mini-
males. En este caso, por la Proposicién 1.1.1, la superficie es un punto critico del
drea para cualquier variacién que fija la frontera (no sélo para las que conservan el
volumen). El estudio de la familia de superficies minimales constituye ya de por si un
amplio campo de la Geometria Diferencial, debido en gran parte a su conexién con
el Analisis Complejo. Sin embargo es necesario indicar que, ya que esta Memoria se
dedica principalmente al estudio de las superficies con borde plano, si la superficie es
minimal y tiene frontera no vacia, el principio del méximo (Seccién 1.2) asegura que
la superficie es un dominio de ese plano. En este sentido, las superficies minimales
son sencillamente dominios de planos. Precisamente por ello, para las superficies

minimales, los resultados de esta Memoria no son interesantes.

En lo referente a los ejemplos, nos centramos en aquéllos que son mas faciles
de describir. Los dos mas inmediatos son las superficies umbilicales: el plano, con
curvatura media cero y la esfera de radio r > 0, con curvatura media 1/r respecto

de la eleccién del normal unitario interior.

Otra familia interesante de ejemplos es la formada por las superficies de revo-
lucién no compactas. Las superficies de revolucion con curvatura media constante
fueron clasificadas en 1838 por C. Delaunay ([19]): son obtenidas al rotar alrededor

de una recta [ la traza de un foco de una cénica cuando ésta rueda a lo largo de
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! (ver [20] para una descripcién de ellas). La lista de estas superficies, aparte del

plano y de la esfera, son (ver Figura 1.1):

1. El cilindro circular recto, que aparece al girar la traza del centro de una cir-
cunferencia.

2. Las onduloides y nodoides, las cuales son generadas por las trazas de los focos

de una elipse y una hipérbola respectivamente.

3. La catenoide, construida a partir de la traza del foco de una parébola.

Hasta 1986, la tnica superficie compacta sin borde conocida de curvatura media
constante era la esfera. Hasta esa fecha se tenian las dos siguientes caracterizaciones

de la esfera dentro de la familia de superficies compactas sin borde y con curvatura
media constante:

¢ Es la tnica de género cero (Teorema de Hopf ([35])).

e Es ]a tinica embebida (Teorema de Alexandrov ([3])).

Sin embargo, Wente ([76]) hallé un toro inmerso de curvatura media constante,
abriendo nuevas lineas en la bisqueda de ejemplos: [11], [52], etc. Kapouleas,
usando técnicas diferentes a las de Wente, encontrd superfices con género mayor o
igual que tres ([37]).

En lo que corresponde a superficies con curvatura media constante cuya frontera
es no vacia, se pueden obtener ejemplos tomando simplemente cualquier dominio de
una superficie de Delaunay acotado por una curva cerrada. Concretamente desta-
camos, por el papel que van a desempenar en esta Memoria, los casquetes esféricos:
son cada una de las partes de una esfera que resultan de intersecar dicha esfera con
un plano. Si este plano no pasa por el centro de la esfera, se obtienen dos casquetes
esféricos, uno mds grande que el otro y que llamaremos respectivamente casquete
esferico grande y casquete esférico pequenio (ver Figura 1.2). Si el plano pasa por el
centro, los dos casquetes esféricos son dos semiesferas. Los dos casquetes esféricos
tienen la misma circunferencia como frontera, tienen la misma curvatura media y
son las unicas superficies de revolucién compactas con curvatura media constante

(no cero) cuya frontera es una circunferencia.
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esfera cilindro
onduloide nodoide

Figura 1.1: Superficies de Delaunay
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Figura 1.2: Casquetes esféricos

Respecto de la estabilidad de los casquetes esféricos y en general, de cualquier
dominio esférico, se tiene el siguiente resultado:

Cualquier dominio de una esfera es estable y aquellos dominios contenidos
en una semiesfera son fuertemente estables. En particular, los casquetes

esféricos son estables, pero sdlo los pequerios son fuertemente estables.

Demostracion: 1. Sea §) un dominio cualquiera de una esfera S, que supondremos, sin
perder generalidad, que tiene radio 1 y sea f una funcién diferenciable en Q que se
anula en 8¢} v cuya integral es cero. Sea F' € Hé’Q(S ) una extensién de f por cero
a toda la esfera. Ya que [¢ FdS = [, fdQ =0, |c7|2 = 2 y el primer valor propio del
laplaciano para la esfera es 2, se concluye que

Q) = [(VFF -2F%as 2 0

2. Supongamos ahora que 2 es un dominio contenido en una semiesfera de S.
Entonces el primer valor propio A; del laplaciano con condicién de Dirichlet en el
borde de Q) es mayor o igual que el primer valor propio de la semiesfera ([17]), el

cual es 2. Si f es una funcién diferenciable en Q que se anula en 69).

2/f2dQ§ Al/f%mg/wfﬁdn,
Q Q N
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es decir, Q(f) = [L(IVSI* = 2f2)d2 > 0.

1.2 Principios de comparaciéon

Hemos introducido en la primera parte de este capitulo el concepto de superficie
con curvatura media constante desde un punto de vista variacional. Nos centramos
ahora en un estudio maés local y analitico de dichas superficies. Para ello, recordemos
que toda superficie se puede expresar, en un entorno de cada punto como grafo de
una funcién diferenciable u = u(z1,z2) : @ — IR definida en un dominio €2 de IR?

([16}). Elegimos como aplicacién de Gauss de ese grafo la dada por

(w1, —ug, 1) (=Voeu,1)

N = - 2
Ji+ud+ud 14|Vl

donde el subindice i € {1, 2} representa 8/9z; y Vg es el operador gradiente de la

métrica euclidea de IR%. Entonces la curvatura media H (u) viene dada por

B = %—div <_VL“_> , (1.3)

J1+|Voul?

siendo div el correspondiente operador divergencia en IR>. Por tanto, si X tiene
curvatura media constante H, entonces la funcién u satisface la ecuacion cuasilineal

eliptica
3
2

(1 + ud)urr — 2uguguiz + (1 + uf)uoe = 2H (1 + uf +u3)2. (1.4)

De este modo, para estudiar la conducta local de una superficie con curvatura me-
dia constante podemos aplicar la teoria de ecuaciones en derivadas parciales para
ecuaciones elipticas (ver [23]). Cabe destacar el hecho de que las soluciones de la
ecuacién (1.4) son analiticas en  si las condiciones sobre la frontera 2 también lo
son. Supondremos en toda esta Memoria que dichas condiciones de analiticidad se

dan en la frontera.

De entre los hechos que destacan en la teoria de ecuaciones elipticas se encuentra

el llamado principio del maximo, el cual tendra consecuencias muy importantes en
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el estudio de las superficies con curvatura media constante. El propésito de esta
seccion es el dar un conjunto de resultados de comparacion para estas superficies

que son necesarios a lo largo de esta Memoria y se deducen de ese principio del
maximo. v

Sea un dominio acotado Q de IR? y un operador eliptico L : C®(Q) — C=(Q)
definido por

2 2
Lu = Z auG + Zbiui + cu,
ij=1 i=1
donde a;;, b; y c son funciones diferenciables en €. El principio del méximo clasico
para las ecuaciones elipticas es el siguiente:

Teorema 1.2.1 (Principio del méiximo [23], [65]) Siu es una funcidn definida
en Q tal que Lu > 0 y u < 0, entonces u no puede alcanzar el valor 0 en Q, a no
ser que sea idénticamente cero.

Existe también una versién del teorema anterior cuando la funcién v alcanza su
maximo en un punto frontera de Q:

Teorema 1.2.2 ([23], [65]) Siu es una funcion en Q tal que Lu > 0, v < 0 y la
derivada normal interior de u en un punto p € 95 es no negativa, entonces u no

puede alcanzar el valor 0 en p, a no ser que sea idénticamente cero.

En el caso de que el operador eliptico tenga ¢ = 0, los anteriores principios del

maximo se convierten en los siguientes principios fuertes del mdrimo de E. Hopf

([34])-

Corolario 1.2.3 (Hopf) Se considera el mismo operador L que en el Teorema

1.2.1 con ¢ = 0. Sea ademads u € C*(Q) tal que Lu > 0.

1. Si u tiene un mdrimo relativo en algin punto interior de ), entonces es una

funcion constante (versién punto interior).

2. Siu tiene un mdzimo relativo en QU{p} para algin punto p € 89 y la derivada
normal interior de w en p es no negativa, entonces u es constante (versién punto
frontera).
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Aunque la ecuacién de curvatura media constante no satisface las hipétesis del
principio del méximo, el hecho fundamental es que la diferencia de dos funciones
que son soluciones de la ecuacién de curvatura media satisface una ecuacion eliptica

y cuasilineal (ver [23] para las definiciones).

Proposicién 1.2.4 (Teorema 10.1 de [23]) Sean dos funciones u,v definidas en
Q cuyos grafos tienen curvaturas medias H(u) y H(v) respectivamente. Si H(u) >
H(v) en §, entonces la funcidn diferencia w = u — v satisface L(w) > 0 donde
2 2 2
o 7]
Z %ij Briazj ; ]a:l:j

i,j=1

es un operador eliptico cuasilineal.

Demostracion: De la ecuacién (1.3), se define

. VQ'U,
u) =div|{ —— | .
e (\/1 + |Vou|2)

Entonces

0 < 2H(v) - 2H(u) = Q(v) — Q(u)

2 2
. IO 21 T VR == Y T 1 . Uil
ig=1 ( Y1+ |V0u|2) ’ (1 + Voo 1+ |V0U|2) s {1.5)

i,j=1

Se considera f;;(p1,p2) = ﬁ-’i—; donde |p|2 = p? +p3. Por el teorema del valor medio
aplicado a f;; se obtiene
VU5 U
1+ |Voul? 1+ |V ou|?

donde ¢, = vk + O(ur — vg), para 0 < 8 = 6(p) < 1. Por tanto, la desigualdad (1.5)
se transforma ahora en

2 o 2 2 g
Z (61‘7 Uiu; > Wy — (Z 8,61] (ck)vij) wy > 0
k=1

ij=1 1+ | Voul” =1 Op
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Definiendo a;; y by como

5 U4
Qi; = p o ——
] ) 1+ |VO'U,|2

2
00i;
bp=— ) Ck)Vij
ij=1 Opk ( I

se obtiene que L(w) > 0.

a

Como consecuencia de combinar el Corolario 1.2.3 y la Proposicién 1.2.4, se
obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.2.5 (Principio del médximo interior para grafos) Sean ¥; y o
dos grafos de IR® dados, réspectivamente, por funciones u,v : ! C IR? — IR.
Supongamos que u(p) = v(p) para algin p € Q y que los planos tangentes de ¥,
y Yo coinciden en p. Si se dan las desigualdades H(u) > H(v) yu < v en un
entorno de p, entonces u = v en ).

Demosiracion: Se define en € la funcién w = u—v. Por hipétesis, w tiene un maximo
en el punto p, que es interior a §). De la proposicién anterior y del Corolario 1.2.3,

apartado 1), se deduce que w es una funcién constante.

a

En particular, si p es un punto de Q donde u(p) = v(p) ¥y v < v en un entorno de
p y las curvaturas medias verifican las desigualdades H(v) < 0y |H(u)| < |H (v)],

entonces © y v coinciden en un abierto alrededor de p.

Con un razonamiento analogo al del Corolario 1.2.5 y usando el apartado 2 del
Corolario 1.2.3 obtenemos:

Corolario 1.2.6 (Principio del mdximo frontera para grafos) Sean L; y Lo
como en el corolario anterior. Supongamos que p € Q) es un punto donde u(p) =
v(p) y los planos tangentes a las dos superficies y a las curvas fronteras coinciden
enp. Si H(u) > H(v) yu < v, entonces u = v en Q.
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Trasladamos la situacién de los dos corolarios anteriores a dos superficies que
no sean necesariamente grafos. Sean dos superficies £; y £o con un punto comun p
y tal que los planos tangentes en p coinciden en ambas superficies (si p es un punto
de la frontera en las dos superficies, suponemos también que las rectas tangentes a
las curvas fronteras coinciden). Localmente como grafos, la hipétesis v < v significa
que una de las superficies se encuentra a un lado de la otra. Como consecuencia de

dichos corolarios y por analiticidad se concluye lo siguiente:

Teorema 1.2.7 (Principio de Comparacién y del Maximo) Sean dos super-
ficies £1 y Lo con curvaturas medias constantes Hy y Ho respectivamente y supon-
gamos que en un punto comun p de tangencia las aplicaciones de Gauss coinciden,
o sea, Ni(p) = No(p) = a. Entonces si en un entorno de p, £, se encuentra por
debajo de Lo respecto de la direccion a, entonces Hy < Ho. Ademds, si Hy = Ha, se

obtiene que una de las dos superficies se encuentra contenida en la olra.

La ultima afirmacién quiere decir que si dos superficies con la misma curvatura
media constante tienen algiin punto comin de tangencia y una de las dos superfi-
cies estda localmente por debajo de la otra, entonces una de las dos superficies estd
incluida en la otra. En esta Memoria el Principio de Comparacion se usara en la
siguiente situacion: dadas dos superficies compactas de la misma curvatura media
. econstante y disjuntas, se desplazard una de ellas hacia la otra hasta que la interseque
por primera vez en un punto. Si en dicho punto, las dos superficies son tangentes,
una de ellas estard a un lado de la otra en un entorno de ese punto. Si los vectores
normales unitarios coinciden en el punto de interseccion, entonces el Principio de
Comparacién asegura que dichas superficies coinciden en un abierto que contiene al

punto, y por analiticidad, una de ellas esta contenida en la otra.
Como ilustracién del uso del Principio de Comparacién, probamos el siguiente

resultado sobre superficies cerradas con curvatura media constante:

Ejemplo 1. No existen superficies compactas sin borde con curvatura media cons-
tante H # 0 e incluidas en una region determinada por dos planos paralelos que se

encuentran a una distancia 1/|H|.

Demostracion: Podemos suponer que los planos paralelos son los planos P; = {z3 =

et e e ¢

wggmn
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—1/2|H|} y P, = {z3 = 1/2|H]|}. Sea una superficie £ con curvatura media constan-
te H sin frontera e incluida en la banda § = {—1/2|H| < z3 < 1/2|H|} determinada
por Py y Ps. Se orienta ¥ para que la curvatura media H sea positiva. Dado un
vector unitario v = (v, v2,0) paralelo al plano {z3 = 0}, se considera el vector

w = (—wg, v1,0) y el siguiente semicilindro de IR>:
C, = {z € R’ |x|2 — (z, w)2 = 1/4H? (z,v) > 0},

es decir, C, es un semicilindro de eje paralelo a los planos P; y perpendicular al vector
v y tal que las dos rectas que forman su frontera se encuentran cada una contenida
en cada uno de los planos P;. Ademas el vector v apunta hacia la componente no
convexa que determina C, en S. Se orienta C, mediante una aplicacién de Gauss
N’ para conseguir que C, tenga curvatura media H > 0, es decir, N’ satisface
(N',v) < 0en C,. Sedesplaza C, en la direccién del vector v hasta que no interseque
a L (esto es posible porque ¥ es compacta).

P
Figura 1.3: Ejemplo 1. Principio de Comparacién.

Ahora se mueve C, en la direccién —v hasta que toque por primera vez a ¥ en
un punto p. Entonces el punto p es un punto donde ¥ y C, son tangentes (esto
ocurre incluso si p € 8C,, pues en tal caso, el plano tangente a las dos superficies es
alguno de los planos P;, ¢ = 1,2). Ahora bien, respecto del vector normal unitario

N (p), la superficie ¥ se encuentra por encima de C, (ver Figura 1.3). El Principio
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de Comparacién afirma que las superficies £ y C, coinciden en un entorno de dicho

punto. Por analiticidad y conexién £ C C,, llegando a una contradiccién.

O

1.3 Principio de reflexion de Alexandrov

El final de la seccién anterior ilustra la utilizacién del Principio de Comparacién
para el estudio de la geometria de una superficie con curvatura media constante:
una, superficie conocida con curvatura media constante (cilindro, esfera, etc) actia
como barrera para establecer ciertas acotaciones de la superficie dada. En 1956
Alexandrov publica una serie de articulos donde usa de una manera muy ingeniosa
este Principio de Comparacién para una superficie embebida con curvatura media
constante: utiliza la propia superficie como superficie barrera. Concretamente, si
la superficie no tiene frontera, Alexandrov va tomando planos que intersecan a la
superficie y refleja respecto de estos planos la parte de la superficie que queda a un
lado de los planos y la hace comparar con la parte de la superficie que queda en el
otro lado. De esta manera demuestra que en toda direccidn, la superficie tiene un

plano de simetria y por tanto:

Las dnicas superficies embebidas compactas sin borde con curvatura media

constante son las esferas euclideas (/3]).

Una demostracion sencilla de este teorema puede encontrarse en [65]. Para ilustrar
el uso del método de Alexandrov dentro de esta Memoria, mostramos como se usa

cuando la superficie tiene como frontera una curva de Jordan plana.

Teorema 1.3.1 Sea ' una curva de Jordan contenida en un plano P y simétrica
respecto de una rectal de P. Supongamos ademas que cada lado de I determinado
por l es un grafo sobre l. Entonces toda superficie embebida, compacta. con curvatura
media constante cuya frontera sea I' e incluida en uno de los semiespacios abiertos
determinados por P, es simétrica respecto del plano Il que es perpendicular a P y
contiene a l. Ademas, el plano 11 divide a la superficie en dos grafos sobre Il con

frontera comin incluida en dicho plano.
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Demostracion: Después de un cambio de coordenadas, podemos suponer que la curva
[" estd contenida en el plano vectorial P = a', donde a = (0,0, 1) y que [ es la recta
generada por el vector (1,0,0). Para cada t € IR, llamamos I1(t) al plano {z2 = t}
(obsérvese que IT = T1(0)). Si A es un subconjunto de IR, se consideran los conjuntos
Apr = AN {zo > t} y A- = AN {z2 < t}, es decir, cada una de las partes que
determina II(t) en A. Sea también A} la reflexién de A respecto del plano II(t), es
decir,

A; = {(z1,z9,23) € IR (z1,2t — z9,23) € A}.

Si B es otro subconjunto de IR®, escribimos A > B si para cualquier z € Aey € B
tal que z; = y;, i = 1,3, se tiene z9 > yo.

Sea ahora una superficie embebida ¥ con curvatura media constante cuya fron-
teraseal'y tal que £ C {z3 > 0}. Se construye una superficie sin frontera, embebida
y diferenciable excepto a lo largo de I', dada por F = LU, donde § es el dominio
acotado determinado por I en P. Se llama W al dominio interior determinado por
F y se escoge la aplicacién de Gauss N que apunta hacia W. Se considera t > 0
suficientemente grande para que ¥ NTI(t) = @ y se va desplazando II(t) hacia la
izquierda (¢t — 0) hasta que interseque por primera vez a £ en un plano II(f), { > 0.
Ya que W es un dominio embebido de IR®, existe § > 0 y suficientemente pequefio
tal que EZE—&)Jr cWy ZZt‘—é)*— > Z—s)- (esto ocurre incluso si II(f) N X es un punto
de I'). Ahora se hace este proceso de reflexién con planos II(t) que se van acercando
a Il = I1(0). Obsérvese que la superficie reflejada £}, también tiene curvatura media
constante :=H y que si se elige como valor a H, entonces su aplicaciéon de Gauss
también apunta hacia W (ya que el dominio acotado determinado por E:g U Etar
esta incluido en W). Por la compacidad de ¥ y por el hecho de que [+ es un grafo
sobre I, existe un primer momento ty; > 0 tal que 2:3 interseca a la superficie Zta
en un punto p. Si este punto p se encuentra por encima del plano P, entonces es
un punto interior de la superficie y por tanto es un punto de tangencia entre E;‘g y

Ztg- Pueden darse entonces dos situaciones:

1. Si el punto p no pertenece al plano TI(tg), entonces es un punto interior a E%

ya Zto— y podemos aplicar el Principio del Maximo.

2. Si el punto p pertenece a II(¢y). entonces es un punto interior de oL N 8Zt0-
0

y de nuevo es posible usar el Principio del Maximo, en su versién frontera.
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Ya que las aplicaciones de Gauss de 22‘3 y Z'tE coinciden en dicho punto, el Principio
del Maximo nos dice que 2:3‘ = X,-. Por tanto TI(t) es un plano de simetria de
¥ y, en particular, de I'. Entonces tqg = 0 y Il(tg) = II. Si el punto p es un punto
frontera y puesto que g+ es un grafo sobre I, este punto procede de un punto de
Lo+ y entonces tg = 0. Si ¥+ y Xo- tienen un punto de tangencia en p, de nuevo 11

es un plano de simetria de la superficie (ver Figura 1.4).

[1)

Figura 1.4: Método de Alexandrov

Por el contrario, si no existiese un punto de tangencia, entonces X5, > ¥o-. En
este caso, se hace un razonamiento anilogo al anterior pero con planos II(t) a la
izquierda de II. Por tanto se deduce que existe t; < 0 tal que Zt1+ tiene un punto de
tangencia con X} y Z:l_ > Zt;r. El Principio del Maximo nos asegura que th. =%+

tl
y II(t1) es un plano de simetria de ¥, lo cual es falso pues t; < 0.

o

En las hipétesis del Teorema 1.3.1 se ha supuesto que £ — I' € {z3 > 0}. Si

suponemos que £ C {z3 > 0} entonces ocurre lo siguiente:

1. No hay puntos de interseccion de X con ). Concretamente, si existe un punto
p € QNY, se considera la superficie F = TU(['x [—1,0))U(2x{—-1}). Entonces

la aplicacidon de Gauss N de ¥ que hace que H sea positiva es aquella que apunta
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hacia el dominio W de IR® acotado por F. Por tanto, N(p) = —a. Por otra
parte, considerando una esfera de radio 1/H por debajo de P y tangente a P
en el punto p, el Principio del Maximo asegura que la superficie estd incluida

en la esfera, o la esfera incluida en la superficie, lo cual es falso.

2. Si existe ¢ € (£ — ) N P, repitiendo la demostracién del Teorema 1.3.1 se

obtiene que dicho punto debe pertenecer a la recta I.

El Teorema 1.3.1 se puede aplicar pues a curvas planas y convexas. En particular,
si la frontera es una circunferencia, y ya que toda recta que pasa por el origen es
una recta de simetria de la circunferencia, se deduce:

Corolario 1.3.2 Los casquetes esféricos y los discos circulares planos son las unicas
. superficies compactas embebidas con curvatura media constante cuya frontera es una

circunferencia y estan contenidas en uno de los semiespacios determinados por el
plano que contiene a la frontera.

El uso de planos para reflejar una superficie con curvatura media constante y usar
la misma superficie como barrera de comparacion para ella misma, se llama método
de reflexion de Alerandrov. Esta técnica es usada frecuentemente en Geometria
Diferencial y en la teoria de existencia de ecuaciones en derivadas parciales (ver por
ejemplo el Capitulo 9 de [23]). Una demostracién detallada del Corolario 1.3.2 se

halla en [38] (para el caso no compacto, existe un resultado anilogo al Corolario
1.3.2 en [56].)

1.4 El método de continuidad y la ecuacién de
curvatura media

En las dos anteriores secciones nos hemos preocupado por el estudio cualitativo de
las superficies: el cardcter local, acotaciones mediante el uso de otras superficies
con curvatura media constante como superficies barrera, simetrias, etc. En esta
ultima parte del Capitulo 1 nos centramos en el problema de existencia de algin

tipo de superficies con curvatura media constante, concretamente de la existe
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de grafos con frontera plana. Ya que la ecuacién (1.4) es una ecuacién eliptica,
podemos utilizar las herramientas habituales de la teoria de existencia de ecuaciones
en derivadas parciales. Nosotros nos centraremos en una de ellas: el método de
continuidad (la mayor parte de resultados de esta seccién estin descritos en [23]; el
articulo de Serrin ([62]) es una buena muestra de su uso en la teoria de grafos con

curvatura media constante).
Se plantea en un dominio acotado Q de IR? un problema de Dirichlet del tipo

QU = Z?,j:l a’ij(z)u) VOU)Uij + b(ZL‘, u, V()'U) =0en () (1 6)
u=pendN ¢ € C®90) ' '

donde @ es un operador eliptico cuasilineal, es decir, determinar una funcién dife-
renciable u = u(z) € C*(Q) tal que Qu = 0 en Q y u = ¢ en 8. Para establecer
la existencia de soluciones del anterior problema de Dirichlet se usari la técnica de
estimaciones a priori de las normas de las eventuales soluciones. Este método se
puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1 (Método de continuidad [23]) Sea una funcion diferenciable ¢
en 00 yt € [0,1]. Supongamos que existe una constante M independiente de t tal

que si u es una funcion diferenciable en Q que es solucion del problema

Qeu = 2., aij(z,u, Vou)uy + th(z,u, Vou) =0 en Q -
J X (1.7)
u =ty en Of)
entonces cumple
sup(lu| + |Vou|) £ M. (1.8)
Q

En tal caso, el problema de Dirichlet (1.6) tiene solucion.

Un esquema de la demostracidn es el siguiente. Se considera el espacio de Banach
B = C*(Q) con la norma supg(Ju| +|Vou|) y el operador T : B — B dado mediante
Tv = u, donde u es la tnica solucién del problema lineal de Dirichlet
Z?J-:l aii(z,v, Vov)u,; + b(z,v, Vov) =0 en Q
u = @ en 9N

El problema de Dirichlet (1.6) es equivalente a encontrar un punto fijo del operador

T definido anteriormente. Para la existencia de dicho punto fijo es suficiente probar
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que T es una aplicacién compacta y continua. La estimacion (1.8) y el Teorema
de Ascoli prueban que el operador T es compacto. Para probar que T es continua,
sea {vp} — v en C*(f2). Como la sucesién {Tv,} es un conjunto precompacto en
C*> (), posee una parcial convergente en C*(f2), que se representara de la misma
forma y sea u su limite. Tomando Iimites en la igualdad

2

Z a5 (2, Un, Vouy)(Tvy)ij + b(z, vy, Voun) = 0
ig=1

y como Tv,, — u y v, — v, se obtiene
2
Z aij(z,v, Vov)uy; + b(z,v, Vo) = 0.
i,j=1

Por unicidad, Tv = u y por tantb, Tv, — Two.

Establecido el método de continuidad en el Teorema 1.4.1, nos dedicamos ahora
a aplicar dicha técnica para encontrar grafos con curvatura media constante sobre
dominios planos. Previamente probaremos una serie de resultados sobre grafos de
curvatura media constante. Para ello, escribimos la ecuacién (1.4) en la forma
equivalente

2 3
Aou(l + [Voui?) — Y wiujug - 2H (1 + |Voul?)? =0, (1.9)
ij=1
donde Ay es el laplaciano euclideo. Se identifica IR? con el plano de IR® dado por

P = {z3 = 0} y sea el vector a = (0,0,1). Se considera un dominio acotado {2
contenido en P.

Lema 1.4.2 Sea un dominio acotado Q y ¥ un grafo de curvatura media constante
H # 0 determinado por una funcion diferenciable u definida en Q0 que se anula en
0f). Entonces si maxqu > 0, la funcion u es positiva en §Q, es decir, ¥ se encuentra
contenida en uno de los dos semiespacios determinados por P. Ademds, con la

eleccion del normal unitario apuntando hacia arriba, H es negativa.

Demostracion: Este hecho es una consecuencia inmediata del Corolario 1.2.3. Su-

pongamos que el grafo tiene curvatura media constante H. Si p € 0 es un punto
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donde la funcién u alcanza el maximo, entonces Agu(p) < 0. De la ecuacién (1.9),
Aou(p) — 2H = 0 y H es negativo. Si la funcién v es negativa en algin punto,
entonces en el minimo absoluto g se obtiene de forma analoga Ag(q) > 0y Aqu(q) —
2H = 0y por tanto H > 0, llegando a una contradiccién.

O

Lema 1.4.3 Sea ¥ un grafo de curvatura media constante H # 0 determinado por
una funcion diferenciable u definida en Q y cuya frontera es 0€). Entonces
max |u| £ —.
#x1 =
Demostracion: (debida a Serrin ([63])) Sin perder generalidad, suponemos que u > 0

en Q. Si ¢(p) = (p,u(p)), p € Q, es la inmersién, se considera la funcién definida
mediante

f(p) = —H{¢(p), a) — (N(p), a).
Ya que (N, a) > 0, se tiene

Af = (lo]* - 2H*){N, a) > 0,

donde A es el operador laplaciano en ¥ y o es la segunda forma fundamental de la

inmersién. El Teorema 1.2.1 asegura que f alcanza su maximo en OS2, es decir,
~H{$,a} = (N,a) < nc),%x(—(N, a)) <0

|Hu] < (N,a) <1,
obteniendo la estimacién buscada.

a

Nota. En el lema anterior, si la superficie ¥ es embebida, no necesariamente un
grafo, podemos usar el método de reflexién de Alexandrov mediante planos paralelos
al plano P que contiene a 2, para demostrar que la superficie no puede alejarse de
dicho plano mas de una distancia 2/|H| ([49]). Ademas, la parte de la superficie que
se encuentra a una distancia respecto de P mayor que la mitad de la altura méaxima

de la superficie, es un grafo sobre P.
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Lema 1.4.4 Sean ahora dos grafos ¥, y X de funciones u, y ug definidas en 2, con
curvaturas medias constantes H, y Hq respectivamente y tales que 0¥, = 9¥q = 0.
Si las dos superficies se encuentran por encima de P y 0 < H, < H,, entonces
u; < ug en 2. Ademds, si v; representa el conormal interior a la superficie ¥;,
i = 1,2, se obtiene (v1,a) < (vo,a) en 9.

Demostracion: La prueba de esta afirmacién usa el Principio de Comparacién. Se
toma la superficie £ y se desplaza hacia arriba (en la direccién del vector a) hasta
que no interseque a ¥;. A continuacién se mueve hacia abajo hasta que toque en
un primer momento a %;. Como las curvaturas medias son positivas, en ambas
superficies las aplicaciones de Gauss correspondientes apuntan hacia abajo (Lema
1.4.2). El Principio de Comparacién asegura que no puede haber un punto (interior
o frontera) de tangencia. Luego £» puede moverse hacia abajo hasta que la frontera
llegue a 052, quedando entonces £, por debajo de Xo.

O

Teorema 1.4.5 (Unicidad de grafos) Dado un dominio plano acotado Q y H €
IR, existe, salvo reflexion, a lo mds un grafo sobre Q0 con curvatura media constante
H y cuya frontera es Of).

Lema 1.4.6 Sea una funcion u cuyo grafo tiene curvatura media constante H y

u —_70 en OF). Entonces
max C ul = max C u|.

Demostracion: Como la curvatura media de la superficie es constante, la funcién

(N, a) verifica la siguiente ecuacién:
A(N.a) + |o[*(N,a) = 0.

Entonces A(N,a) = —|o|*(N,a) < 0y por el Corolario 1.2.3, (N, a) alcanza su
minimo en 9Q). Ya que
1

(N.a) =
\/1 + |Vo’u,|

se obtiene lo pedido.
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Se interpreta ahora el numero maxgsn |Vou| en términos de la geometria del
grafo. Se simboliza por v el vector conormal interior a £ a lo largo de 9. Ya que

la frontera de ¥ es una curva contenida en un plano perpendicular al vector a,
2 2
(v,a)*+ (N,a)" =1 en I

Por tanto,
[Vou|

v1+ lVo'u,IQ-

Como la funcién z —— z/v/1 + 22 es creciente, entonces el maximo de la funcién

(v,a) = (N,a)|Vou| = (1.10)

|Vou| en 89 se alcanza en el punto donde (v,a) alcanza también su méaximo en
9. Ademss, si p € 8Q es el punto donde la funcién (v, a) alcanza el maximo y si

Ao = (v(p), a), entonces

A
max |Vou| = —=2 _cR
o 1— 73

Del anterior razonamiento y del Lema 1.4.4 se concluye lo siguiente:
Lema 1.4.7 Sean dos funciones uq, ug definidas en ) tales que sus grafos son super-

ficies con fronteras ) y con curvaturas medias constantes Hy y Hs respectivamente.
510 < Hy < Ho, entonces

m;éiIVoml = Taax%, |Vou| < max |V us| 5‘%&3{ [Vouo|. = (LI1)~ =

Estamos ahora en condiciones de usar el método de continuidad para resolver el

siguiente problema de existencia:

Dado un numero real H no nulo, encontrar un grafo ¥ sobre un dominio

plano acotado €2 que tenga curvatura media constante H y cuya frontera

sea Of1.

O lo que es lo mismo, encontrar una funcién diferenciable « definida en £, solucién
de la ecuacién (1.9) y tal que u = 0 a lo largo de 9. Para ello, usaremos el método
de continuidad. Si comparamos con el problema (1.6), se deduce que los términos b

Yy  son

N

b(z.u, Vou) = =2H (1 + |V0u|2) . =0
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Siguiendo la notacién del método de continuidad, la solucién u; del problema

2 3
Qiu = (1 + |\70u|2)A0u - Z UU; U5 — 2tH(1 + |VO'U'|2)2 =0
ig—=1

con uy = 0 en 852, representa un grafo sobre § cuya frontera es 9 y con curvatura
media constante tH, para cada t € [0, 1]. El método de continuidad nos asegura la

existencia del grafo ¥ si encontramos una constante positiva M tal que, para cada

t € [0, 1], tengamos la estimacién
rnéxx(|utl + |[Voue|) < M.

Para analizar el nimero maxq(|us| + |Vous|) estudiamos las normas maxq |ue| y
maxgq |Vou|. Ahora bien, de los Lemas 1.4.3 y 1.4.4 se obtiene

1
max |uy] < max |u| < —
Q Q

|H|’

y de la ecuacién (1.11), concluimos el siguiente resultado:

Proposicién 1.4.8 Dado un dominio plano acotado Q, para encontrar un grafo con
curvatura media constante H sobre ) y con frontera 0S) es suficiente encontrar un
niumero positivo C < 1 tal que, para cada grafo G que existiera en esas condiciones,

se cumple que

max{|(vg(q),a)|;q € 80} < C,

donde vg representa el conormal interior a G a lo largo de Q2 y a un vector unitario

perpendicular al plano P.

En el siguiente ejemplo ilustramos el método de continuidad para encontrar

grafos con curvatura media constante.

Ejemplo 2. Consideramos un dominio acotado Q) en el plano IR® y supongamos que
existe un grafo G sobre () con curvatura media constante H y frontera 9S). Entonces

para cada 0 < t < H existe un grafo G; sobre ) con curvatura media constante t y

frontera o).
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Demostracion: Segun la Proposicién 1.4.8, para probar la existencia de un grafo G,
sobre €2 con curvatura media t y frontera 0 hay que establecer una estimacion a
priori del nimero max{|(v(g),a)|;q € 80}, donde a es un vector unitario perpen-
dicular al plano que contiene a 2 y v es el conormal interior a G, a lo largo de su
frontera. Pero como t < H, de (1.10) y (1.11) se concluye que

max{[(v(q), a)|;q € 80} < max{|(ve(q),a)|;q € 89} =: C < 1,

obteniendo pues la estimacién a priori que se buscaba.



Capitulo 2

Una féormula de equilibrio y
resultados de unicidad

Todos los resultados que hemos reseniado en el Capitulo 1 anterior, tales como los
teoremas de Hopf y de Alexandrov o incluso el Principio del Méaximo de superficies
con curvatura media constante, pueden verse como teoremas de unicidad para este
tipo de superficies. Para el caso de superficies compactas con borde, el teorema
de unicidad mas simple, es sin duda el Teorema 1.4.5 que afirma la unicidad para
los grafos con curvatura media constante, una vez fijado el valor de esa curvatura
y la frontera de la superficie. No es més que un resultado de unicidad habitual
cuando se.resuelve un problema de Dirichlet para una ecuacién lineal o, en este
caso, cuasilineal.

Comenzaremos, en este Capitulo 2, obteniendo una llamada formula de equilibrio
valida para superficies con curvatura media constante inmersas en IR3, compactas
y con borde no vacio (en el caso de borde vacio no serd significativa). Aparte de
su utilidad fundamental, que se pondra de manifiesto en los capitulos posteriores,
obtendremos aqui algunas consecuencias rapidas de esa férmula, aplicindola para
conseguir resultados de unicidad que generalizan los mencionados antes y que seran
fundamentales en lo que sigue.
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2.1 La férmula de equilibrio

Hemos caracterizado en la afirmacién A de la pagina 5 del Capitulo 1 las superficies
compactas con curvatura media constante como superficies de area estacionaria para
variaciones que fijan su frontera y el volumen algebraico que determinan respecto

de un origen y una orientacién cualesquiera prefijados.

Si ¢ : ¥ — IR? es una inmersién de ese tipo, con curvatura media constante H,
la férmula (1.1) de la primera variacién del drea, nos da la media del cambio del rea
de ¢ cuando se somete a una variacién cualquiera ¢; (no necesariamente fijando la

frontera ni el volumen). Se tiene

A'(0) = —2H /E@,N)dz _ /az(f,u)ds,

donde ¢ es el correspondiente campo variacional. Supongamos que ¢; = My o ¢,
donde M, : IR®> — IR® es un grupo uniparamétrico de movimientos rigidos del
espacio euclideo, o si se quiere, una curva integral de un campo de Killing X en
IR®. Como el irea de una inmersién es invariante por movimientos rigidos de Bs,
se tiene que

0= 2H/2(X,N)d2+/az()(,v)ds (2.1)

para nuestra superficie con curvatura media constante. Puesto que la férmula in-
tegral anterior representa la invariancia del drea por movimientos rigidos de IR® y
nuestra superficie es un punto critico para el funcional area, esa férmula no es mas
que la férmula de la conservacién del momento asociado al campo X (puede con-
sultarse el teorema de Noether en [1], seccién 5.5). Veamos ahora que, en el caso
del momento lineal, o sea, si X = a, donde a € IR®. la integral del primer sumando
se puede transformar en una integral sobre el borde 8X (y esto no es exclusivo de
las superficies con curvatura media constante). En efecto, definamos una 1-forma f

sobre la superficie X, asociada a la inmersién ¢ por
Bp(v) = det(¢(p). (d@)p(v).a), r € L,ve X

Tenemos entonces, si u también es tangente a ¥ en p,

(Vﬁ)p(u, v) = det((d¢),(u). (d¢),(v), a) + op(u,v) det(é(p). N (p), a).
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Quedandonos con la parte antisimétrica, se tiene

(d)p(u,v) = 2det((d¢)p(u), (d8)p(v), @) = 2((dd)p(u) A (d)p(v), a)-

Entonces, dado p € L, si e;,e0 € T,E es una base ortonormal orientada positiva-
mente, se tiene

(dB)p(e1, e2) = {(do)p(er) A (dg)p(e2), a) = 2(N (p), a).

Combinando la ley de conservacién (2.1) para el campo X = a, la igualdad anterior
y el teorema de Stokes, se llega a la siguiente formula de equilibrio, que aparecio
por primera vez en la tesis doctoral de R. Kusner ([43]) y posteriormente en [41] y
[42], y ha sido usada por numerosos autores, casi siempre cuando la superficie estd
embebida ([13], [14], [37], etc). Por supuesto, tal y como hemos visto, la férmula

sigue siendo cierta en el caso inmerso (ver [42], pag. 484 y [47])

Teorema 2.1.1 (Férmula de Equilibrio [43]) Sea ¥ una superficie compacta y
orientable con borde no vacio 8% y sea ¢ : & — IR® una inmersidn con curvatura

media constante H. Entonces
H/ ¢/\d¢+/ N Adg =0, (2.2)
ox ax

donde A es el producto vectorial de IR® y N es la correspondiente aplicacion de
Gauss.

Observaciones:

1. En la demostracién de la férmula de equilibrio anterior se ha visto que

2/Ndz=/ b Ado ds
x f)N

para cualquier inmesién ¢ : £ — IR® de una superficie compacta orientable
en H%3, no necesariamente de curvatura media constante. De ahi que, si ¥;
v Ys son dos superficies de ese tipo con 9¥; = 9¥o =Ty ¢; : £ — IR y
@a Yo — IR® son dos inmersiones que coinciden en I' se tiene que

N1 ([21 . NQ dzg
21 }:’2
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Asi, en nuestro caso, si ¢ : ¥ — IR® tiene curvatura media constante H, tenemos
2H/Nn i — [ NAdgds=0, (2.3)

Q ax
donde 2 es cualquier superficie con el mismo borde 0X que ¥ y Nq es la
orientacién inducida en en  cuando se orienta el 2-ciclo ZU) compatiblemente
con ¥. Esta relacién puede interpretarse diciendo que las fuerzas de tensién
superficial de ¥ que actian sobre su borde estdn en equilibrio con las fuerzas

exteriores que actian sobre la misma.

. Hay otra forma de acceder a la Férmula de Equilibrio del Teorema 2.1.1 ante-

rior, distinta de la original de Kusner, también facil y que puede quizds con-
tribuir a entenderla mejor. Sea ¢ : £ — IR® una inmersién cualquiera. Asociada

a ella, definimos una 1-forma sobre ¥ con valores vectoriales
w=(H¢+ N)Adg.
Sip € Xyu,v € T,E, tenemos
(Vw)p(u,v) = (VHp, u}(p) A (d¢)p(v) + H(p)(dg)p(u) A (dg)p(v)
= (dN),(u) A (d8),(v) + H (p)op(u, v)¢(p) A N (p).
Calculando la parte antisimétrica de esta derivada se llega a que
(dw)p(u,v) = (VHp, u)o(p) A (d¢)p(v) — (VHp, v)(p) A (dd)p(u),

y si e1,ea € TLX es una base ortonormal orientada positivamente se tiene que

(dw)p(e1, 2) = (p) A [(N(p) A (d9)p(V Hp)).

De forma que, si H es constante, la 1-forma w es cerrada y el Teorema 2.1.1 se

sigue por el teorema de Stokes. Por otro lado, si la Férmula de Equilibrio
[(Ho+ Ny nds =0
Y

se cumple para cada curva cerrada <y sobre X, el teorema de De Rham nos dice

que dw = 0 y asi

((p). N(p))(d¢)p(VHp) — (6(p), (d6)p(VHp))N(p) =0

para cada p € X. Es facil, a partir de aqui, ver que en el abierto donde VH no

sea cero, la superficie es llana.
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3. Sea <y una parametrizacién de % por la longitud de arco tal que, si @ = ¢ o7,
NAad =v

donde v es el conormal de ¢ a lo largo de 8X. Entonces la Férmula de Equilibrio

(2.2) se escribe asi
/ v=—-H | aAd (2.4)
X or

¥, por tanto, para cada a € IR,

/az(y’ a) = —H/{;Z det{a, o, a).

Ahora bien, si |a| = 1, y a, = a — {&,a)a es la proyeccién de ¢(9X) sobre el

plano P, perpendicular a a que pasa por el origen, tenemos

dt 1I) :/ dt a :1,) :/ a’na!
/{Ee(aa a) w:e(a al,a) az<a )

donde n, = a}, A a es un normal unitario a la curva ¢,. Por lo tanto,
/ (v,a) =2HA,, a€ IR |o|=1,
ax

donde 4, es el drea algebraica de la proyeccién I'y de T = ¢(8X) sobre un plano
perpendicular a la direccién senalada por a. Si ¢(8X) = I estd contenida en el

plano P, y A es el 4rea algebraica de T, se tiene que
/ (v,a) = 2HA (2.5)
ax

De esta Observacién 3 precedente se deduce

Corolario 2.1.2 Sea I' una curva cerrada contenida en un plano P, a € IR> un

vector unitario perpendicular a P y H un numero real.

1. §1 X es una superficie compacta con curvatura media H, el numero

\/82@/2(5), il

donde vy, representa el conormal interior a X a lo largo de I'. no depende de
Y, sino solo de " y H.

, (2.6)
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2. Si el drea algebraica de " es no nula, entonces el rango de las posibles curvaturas

medias H para una superficie compacta de curvatura media constante y con

borde F €s
H| < — 2.7

donde L es la longitud de la curva I'.

3. Si T es una circunferencia de radio r > 0, toda superficte compacta X con
curvatura media H y con frontera I', tiene la propiedad de que 0 < |H| < 1/r
y|H| =1/r si y sélo si |{vs,a)| =1.

Como una consecuencia inmediata se obtiene el siguiente resultado de no existencia
del tipo que aparece en [28]:

Proposicién 2.1.3 Sea I" C IR® una curva plana de Jordan de longitud L y sea A
el drea del dominio acotado por I'. Si H es un numero real tal que |H| > L/2A,
entonces no eziste una superficie compacta en IR® con curvatura media constante H
y frontera T'. Ademds, si |H| = L/2A, el inico disco inmerso en IR® con curvatura

media constante H es una semiesfera de radio 1/|H| y I' es una circunferencie de
radio 1/|H]|.

- Demostracion: Ya que I' es una curva plana, si ¥ es una superficie de curvatura
media H y con borde I', la desigualdad (2.7) da |H| < L/2A.

Por otra parte, si hay igualdad, la ecuacién (2.5) demuestra que el vector conor-
mal v es constante y ortogonal al plano que contiene a I'. Por tanto, si t es un vector
tangente unitario a %, o(t,v) = 0 a lo largo de 9%, donde o es la segunda forma
fundamental de la inmersién ¢. En particular, las direcciones determinadas por ¢
y v son direcciones principales. Se considera la diferencial (de orden dos) de Hopf

dada por h(z)(dz)?, donde z = u + iv es un pardametro local isotermo v

M) = (62, V) = = 4le — g +20),

donde e, f y g son los coeficientes de la segunda forma fundamental respecto de
la base {¢,, #»} (ver [35], pag. 137). Los ceros de dicha diferencial se encuentran

justamente en los puntos umbilicales de la inmersion ¢ ([35]). Ya que la superficie
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tiene curvatura media constante, dicha 2-forma es holomorfa. Supongamos que
la inmersion estd definida en el disco unidad D = {z = u + iv;|z| < 1} y sean
z = re® coordenadas polares. El hecho de que o(t,v) = 0 es equivalente a que
(6+(1,0), Ng(1,8)) = 0, donde N es la aplicacién de Gauss. En los puntos de D =

{r = 1}, tenemos

¢r = cosB¢, +sinb¢, Ng= —sin0N, + cosfN,.

Entonces

0= %(e — g)sin (28) — f cos (29).

Por otra lado, se considera en D la funcién holomorfa dada por u(z) = z2h(z). Su

parte imaginaria es justamente

1 1

—Z(e — g)sin (26) + §f cos (26).

Por tanto, x(z) es una funcién holomorfa con parte imaginaria cero en el borde del
disco D. Por el principio del méximo, en todo D la parte imaginaria de u es cero en

todo D y ya que p es holomorfa, se concluye que p es una funcién real y constante.

Si existe alglin punto z € 8D que es umbilical, entonces h(z) = 0 y por tanto
p(z) = 0en D. En tal caso, h = 0 y la superficie es totalmente umbilical, es decir, es
un casquete esférico, obteniéndose el resultado de la proposicién, ya que la frontera
es una curva plana y la superficie es ortogonal al plano de la frontera. Si ningin

punto de ¥ es umbilical, vamos a llegar a una contradiccién.

Representamos por A; y Ao las dos curvaturas principales en D. Correspon-
dientes a cada unas de estas curvaturas principales, tenemos dos campos de lineas
(distribuciones unidimensionales) en D, D; = ker(A — X\;I), it = 1,2 (A es el endo-
morfismo de Weingarten), los cuales tienen un nimero finito de singularidades en
el interior de D, ya que la superficie no es totalmente umbilical y porque hemos
supuesto que no hay puntos umbilicales en dD. Supongamos, por ejemplo, que el
campo D, se corresponde a lo largo de 8D con el vector v. El indice del campo
D; en cada punto umbilical es no positivo (ver {35}, padg. 137-139). Pero por otro
lado, la suma de los indices para un campo en una superficie compacta con frontera
que es transversal a lo largo de su frontera v tiene singularidades aisladas debe ser

la caracteristica de Euler de la superficie, segiin el teorema de Poincaré-Hopf (]32],
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pdg. 135). En nuestro caso, este nimero es uno, ya que D es un disco, llegando a

una contradiccion.

a

Cuando I' es una circunferencia, se puede fortalecer la conclusién anterior de la

manera siguiente:

Proposicién 2.1.4 Sea I' una circunferencia contenida en un plano P. Entonces
las dnicas superficies compactas con curvatura media constante y con frontera I' que
forman un dngulo constante con el plano P a lo largo de T" son el disco plano acotado

por I" y los casquetes esféricos.

Demostracion: Sea una superficie ¥ en la hipdtesis de la proposicién y supongamos,
después de un cambio de coordenadas y una homotecia, que el plano P es el plano
{z3 = 0} y que la circunferencia frontera es de radio uno centrada en el origen.
Se orienta la superficie por un campo normal unitario N y sea H la curvatura
media de la superficie. Ya que la superficie hace un dngulo constante con el plano,
(v(s),a) = c € IR es constante a lo largo de 8%, donde v representa el conormal
interior a ¥ a lo largo de 8Y y a es un vector unitario perpendicular a P. Se elige
el vector a y una orientacién de I' para que {&.(t),v, N} y {@, 6.(t}, a} sean bases
positivamente orientadas (¢,(t) representa un campo tangente unitario a lo largo de
I'). Entonces por la Férmula de Equilibrio (2.5) se deduce que 2n¢ = —27 H, luego
(v(s),a) = —H en 8X. A lo largo de T,

(N,0) = (N Ad,(t),a) = (v,a)

es una funcién constante, asi como (N,a). Ya que N = (N,a)a + (N,¢)¢ en T,
derivando respecto de t se obtiene N' = (N, ¢)¢.(t). Por tanto,

o(t,t) = —(N',¢.(t)) = —~(N,¢) = H.

o(t,v)=—(N',v) =0.

o(v,v) =2H —o(t,t) = H.
Luego todos los puntos de 8% son umbilicales. Ya que en una superficie no umbilical
con curvatura media constante los puntos umbilicales son puntos aislados ([35]), se

concluye que ¥ es totalmente umbilical.

]
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En [13], Brito y Earp han probado que los casquetes esféricos son las inicas su-
perficies con curvatura media constante H # 0 y con frontera una circunferencia de
radio 1/|H|. Si se compara con la segunda parte de la Proposicién 2.1.3, el resultado
de Brito y Earp no presupone ninguna hipdtesis sobre la topologia de la superficie
(como ocurre en 2.1.3), pero si prescribe la frontera. Sin embargo en la Proposicién
2.1.3, la frontera no es una circunferencia, sino, de forma mads general, una curva
plana de Jordan. Por otra parte, la Proposicién 2.1.4 generaliza el resultado de
[13], porque la hipétesis en el resultado de Brito y Earp es equivalente mediante
la Férmula de Equilibrio (2.5) a que la superficie sea perpendicular al plano que
contiene a la frontera.

2.2 Unicidad en cilindros

En esta seccién se representara por P un plano vectorial y ¢ un vector unitario
perpendicular a P. Entonces

P = {z € IR% (z,a) = 0}.

Sea también ﬂ%i el semiespacio cerrado superior (respecte de a) determinado por P
en IR®, es decir, H%i ={z € IR®; (z,a) > 0}. Es conocido, gracias al Teorema 1.4.5,
que dado un dominio acotado () del plano P y un nimero real H. existe a lo mas
un grafo sobre €2 con curvatura media constante H y con borde 9f2. Este resultado
de unicidad de grafos se puede extender a superficies embebidas v contenidas en
el cilindro C = ) x IRa. Concretamente, una superficie embebida compacta de
curvatura media constante, con borde I' y contenida en C, esta incluida en uno de
los dos semiespacios que determina P, pues la superficie no interseca P — Q ([38])
(una demostracién de este hecho se hara en el Lema 3.2.3). Supongamos, sin perder
generalidad, que ¥ C IRi. Vamos a usar el método de reflexién de Alexandrov como
en el Teorema 1.3.1 pero en este caso, respecto de planos horizontales P, = {z €
IR, (z,a) =t} y por encima de . Se considera W el dominio interior determinado
por
LU (0Q x [m, 0]a) U.(2 x {m}a)

donde —m > 0 es suficientemente grande para que la reflexion de la superficie ¥

respecto del plano P esté por encima del plano P,,. Después del primer punto de
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interseccién, vamos reflejando la parte de superficie por encima de P, respecto de
dicho plano hasta el primer punto de interseccién con la parte de superficie ¥ por
debajo de P;. Si este punto es un punto de tangencia, el método de Alexandrov nos
dirfa que habria un plano de simetria de ¥ por encima de P, lo cual es falso. Por
consiguiente, en el proceso de ir reflejando la superficie X respecto de P;, concluimos
que podemos llegar hasta Py = P. Por tanto, la superficie es un grafo sobre el

dominio ). Podemos decir entonces que

Dos superficies embebidas de la misma curvatura media constante, con la
misma frontera plana y ambas contenidas en el cilindro solido determinado

por la frontera, son iguales (salvo reflexion).

Aparte del estudio de las superficies con curvatura media constante H que al-
canzan los extremos permitidos para H que hemos hecho en la seccién anterior, la
primera consecuencia importante de la Férmula de Equilibrio (2.2) es la generaliza-
cion de los resultados de unicidad anteriores a las superficies inmersas, o sea, con

posibles autointersecciones.

Teorema 2.2.1 (Unicidad en cilindros [48]) Sea §) un dominio acotado del pla-
no Py supongamos que existe un grafo sobre Q) con curvatura media constante H
y borde ' = 8Q. Entonces, salvo reflezion respecto del plano P, la inica superficie
compacta inmersa en IR® con curvatura media constante H, contenida en C =

Q2 x IRa y con frontera ', es dicho grafo.

Los ingredientes para la demostracion del teorema son el Principio de Com-
paracién y del Maximo para superficies con curvatura media constante y la Férmula
de Equilibrio.

Demostracion: Sea un grafo G sobre () con curvatura media constante H y ¥ una
superficie compacta con curvatura media constante H contenida en C, ambas super-
ficies con la misma frontera I'. Supongamos que H es positivo y que G se encuentra
por encima de P, es decir, la orientacién en G es aquella en la que el normal unitario
N¢ apunta hacia abajo. La orientacion en ¥ viene dada por una aplicaciéon de Gauss

a la que se denotara por Ny.
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Probemos primero que G se encuentra siempre por encima de ¥, a no ser que
Y sea G, es decir, sip € G y ¢ € £ son dos puntos (no frontera) que se proyectan
sobre el mismo punto de P, entonces (p,a) > {q,a). Si, por el contrario, ¥ posee
puntos por encima de G, se desplaza G hacia arriba hasta que no interseque a X.
Esto es posible puesto que ¥ es un conjunto compacto. A continuacién se desplaza
hacia abajo hasta que toque por primera vez a ¥ en un punto p. Como parte de
Y. estaba por encima de G, este punto p no es un punto frontera y por tanto, es
un punto de tangencia. Los normales a G y a ¥ en p, Ng(p) y Nxg(p), son vectores
proporcionales. Si coinciden, el Principio del Maximo asegura que ¥ y G coinciden
en un entorno de p, v por analiticidad, ¥ = G. Si estos vectores son opuestos, se
cambia la orientacién en ¥ y asi la curvatura media de ¥ cambia de signo. Sin
embargo, la superficie ¥ se encuentra por encima de G y la curvatura media de &
es —H < 0, menor que la curvatura media de G, que es H > 0. Esto es imposible

por el Principio de Comparacidn.

Por tanto, si £ no es un grafo, G se encuentra estrictamente por encima de X.
Con un razonamiento analogo, si G* es la reflexién de G respecto de P, se puede
probar, de la misma forma, que ¥ se encuentra estrictamente por encima de G*.
Como consecuencia, si & no es un grafo, esta superficie se encuentra contenida en el
dominio de IR® determinado por G U G* (ver la Figura 2.1).

Sean vg, vy los vectores conormales interiores a G y ¥ respectivamente. La

Férmula de Equilibrio (2.4) aplicada a las superficies G y ¥ nos da

2H area(Q) = '/BQ(UG,a).

2H area() = ’AQ(VE,@

Pero a lo largo de I' se tiene la desigualdad
(g, a)] < (ve, a).

Si se diera la igualdad en un punto, usando el Principio del Maximo en el borde
’
para X y G o para £ y G*, se llegaria a una contradiccién. Entonces tenemos la

desigualdad estricta en la desigualdad anterior, llegando asi a otra contradiccién.

|
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G

Figura 2.1:

Gracias al Teorema 2.2.1 se sospecha pues lo siguiente: si ¥ es una superficie de
curvatura media constante H, con frontera 92 y contenida en €2 x IRa, cabe esperar
que sea un grafo, como ocurriria si estuviera embebida. Para demostrarlo usando
el Teorema 2.2.1, seria necesario que hubiera un grafo con la misma frontera y la
misma curvatura media. El problema de existencia de grafos con curvatura media
constante con frontera plana es, en general, dificil de resolver. Dado un dominio
plano y acotado (2, el problema de Dirichlet

Agw =20
v =0 en 92

tiene la solucién trivial v = 0 en 2. El grafo de v es una superficie minimal con
frontera 82 y se corresponde con la solucién de la ecuacién (1.9) para H = 0. El
teorema de la funcién implicita en espacios de Banach aplicado a la ecuacién de
curvatura media (1.9) asegura que existe un niimero positivo Hy, que depende sélo
de Q, tal que para cada H € [—Hog, Hyl, existe un grafo sobre Q con curvatura
media constante H y frontera 6Q ([23], pdg. 447). Del Teorema 2.2.1 se concluye,

por tanto, el siguiente resultado de unicidad:
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Corolario 2.2.2 Dado un dominio plano acotado 2, existe Hy = Ho(2) > 0 tal que
si |H| < Hy, existe una unica superficie compacta con curvatura media constante H
contenida en ) X IRa y con borde 8). Ademas esta superficie es un grafo sobre el
dominio Q.

Si la curva I' es una curva estrictamente convexa, se puede estimar el valor Hp

gracias a un teorema sobre existencia de grafos con curvatura media constante de

Serrin ([62]):

Corolario 2.2.3 Sea  un dominio acotado del plano P y sea k la funcion curvatura
de O€) respecto del normal interior. Si H es un numero real tal que k > 2|H| > 0,
entonces la unica superficie inmersa con curvatura media H incluida en Q x IRa

y frontera 0}, es un grafo sobre Q (notese que a posteriori 9S) es estrictamente
conveza.)

Demostracion: El resultado de Serrin asegura, bajo las hipétesis del corolario, la

existencia de un grafo con curvatura media H con frontera ). Entonces se aplica
el Corolario 2.2.2.

Nota. Daremos un nuevo resultado de existencia de grafos de curvatura media
constante y con frontera plana prescrita en el Capitulo 3. De él se puede extraer

una consecuencia anédloga a la del corolario anterior.

Para finalizar esta seccién, usaremos la Férmula de Equilibrio para dar una
condicién suficiente para que una superficie embebida con curvatura media constan-
te y con borde plano sea un grafo. De hecho, el siguiente resultado es conocido (por
ejemplo en [58]).

Teorema 2.2.4 Sea Q un dominio acotado en el plano P y sea ¥ una superficie
. : . 3
embebida con curvatura media constante cuyo borde es I' = 9§ y contenida en IR, .

St X es localmente un grafo sobre Q) en un entorno de I, entonces ¥ es un grafo.
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Este teorema es un caso particular del resultado probado en la pagina 38 sobre
superficies embebidas contenidas en un cilindro. A continuacién se establece un
resultado maés general cambiando la hipétesis ”¥ C IR;” por "ENQ = §” (comparar
también con [38]).

Teorema 2.2.5 Sea Q un dominio acotado del plano P y sea ¥ una superficie em-
bebida de curvatura media constante, cuyo borde es" = 8Q y tal que ENQ = 0. Si

Y. es localmente un grafo sobre ) en un entorno de I', entonces ¥ es un grafo.

Demostracion: Se puede suponer, sin perder generalidad, que X se encuentra con-
tenida en Hi’i cerca de I Se define la superficie T = XU Q y sea W C IR? el
dominio que acota en IR®. Se orienta T mediante un campo normal unitario para
que la orientacién inducida en ¥ haga que la curvatura media H de X sea positiva.

Luego si N es la aplicacion de Gauss de ¥, entonces N apunta-hacia W.

Se prueba que (N, a) < 0 en I': si v es el conormal interior de ¥ a lo largo de I',
la Férmula de Equilibrio en la forma (2.3) da

QHA(NQ,a)dQ - /az(u, a)ds.

Ya que (v,¢) > 0, entonces Ng = a. Como ¥ es un grafo cerca de la frontera,
entonces (N, a) <0 (ver Figura 2.2).. -

Obsérvese que L no es tangente a {2 en ningin punto de I', va que ¥ es un grafo sobre
2 en un entorno de I' y Ny apunta hacia W: si existiera dicho punto p, entonces
Ng(p) = —a y el Principio de Comparacion aplicado a ¥ y ) asegura que esto es
imposible, pues §2 es una superficie minimal. Como consecuencia, el dominio W,

cerca de {2, estd por encima de €2, es decir, existe € > 0 tal que
W N x(—¢e)a) =WnN(Ex(0,6)a).

La demostracion del teorema se hace por reduccion al absurdo: supongamos que &
no es un grafo. La superficie ¥ se usarda como superficie barrera para encontrar un
grafo con curvatura media constante  sobre €2, con frontera I'. siendo H el mismo
valor de curvatura media que ¥. Para ello se aplicard el método de continuidad de

ecuaciones descrito en la seccién 1.4. Is suficiente pues, con establecer estimaciones
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Figura 2.2: Teorema 2.2.5: a lo largo de [, (N, a) es negativo.

a priori de la pendiente de un grafo G con frontera T y curvatura media constante

H, es decir, hallar una cota a priori C < 1 del nimero
n(;leaiz( KVG(q): a’)l)

donde v¢ es el conormal interior de G a lo largo de I" (ver Proposicién 1.4.8).

El método de continuidad asegura la existencia, para cada 0 < t < H, de grafos
G sobre ) con curvatura media constante ¢ y con frontera I' (ver Ejemplo 2 del

Capitulo 1). Si Ng, representa la aplicacién de Gauss correspondiente a G, entonces
(NG“ a) < 0.

La idea es probar que G estd por debajo de L (respecto del vector a) y por
tanto, la pendiente del grafo G a lo largo de I" estaria acotada por la pendiente de

Y en I', es decir, si v, es el conormal interior de ¥ a lo largo de I,
mlgx(uG, a) < mlg,x(ug,a) =i i (2.8)

(este nimero C es menor estricto que 1 ya que ¥ es localmente un grafo en un
entorno de I'). Para t pequeno G, C W, va que la superficie ¥ no es tangente a 2

en ningin punto frontera. Para cada t € (0. H], se representa por W; el dominio
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interior determinado por G, U Q. Si G ¢ W, entonces existe un primer momento
to € (0, H] tal que W;, C W y Gy, tiene un punto de tangencia con ¥. En dicho
punto los normales interiores de £ y G, respecto de su curvatura media (positiva)
coinciden, pues los dos apuntan hacia W. Ahora bien, el Principio de Comparacién
y del Maximo da to = H y ¥ = Gy,, pero se supuso que ¥ no era un grafo. Por

tanto, se tiene la estimacién a priors establecida en (2.8) (ver Figura 2.2).

Se llega ahora a la contradiccién de la siguiente manera. Ya que ¥ se encuentra

por encima de G, a lo largo de I, se tiene la desigualdad siguiente
0< (vg,a) < (vs,a) enl. (2.9)

Entonces de (2.5) y (2.6) y representando por A # 0 el irea algebraica de 89, se
concluye que
2H|[A| = [ (vea)ds < [ (v, a)ds = 2|H|[]
r

llegando a una contradiccion.

De los teoremas anteriores surge la siguiente cuestion:

Problema A. Sea I una curva de Jordan contenida en un plano P y ) €l
dominio acolado que determina en P. Entonces jtoda superficie embebida
de curvatura media constante con frontera I' que sea localmente un grafo
sobre 2 alrededor de T, es un grafo?. v

2.3 Superficies H-pequenas

Cuando mencionamos en el Capitulo 1 las superficies con curvatura media constante
cuya frontera es una circunferencia vimos que existen casquetes esféricos grandes y
pequenos. De hecho, siguiendo toda una linea de investigacién (iniciada por Heinz
y Hildebrandt) Struwe y Brézis y Coron han probado que dada una curva de Jordan
I en IR® y un nimero real H > 0 pequenio en cierto sentido, existen al menos
dos superficies con curvatura media constante H y frontera I'. Una de ellas es
fuertemente estable y pequena, en el sentido de que esta contenida en una bola de

radio 1/H. En general, se suele hacer la siguiente definicién (ver [58]):
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Definicién 2.3.1 Una superficie compacta inmersa en IR® con curvatura media
constante H # 0 se llama H-pequena si estd contenida en alguna bola euclidea
de radio menor que 1/|H|.

Sip e R y v > 0, usaremos la siguiente notacién para las bolas y esferas
euclideas de centro p y radio r > 0.

B(p,r) = {z € R% |z — p| < r}.

S(p,r) = {z € R%|z —p| =r}.
Barbosa ([5]) ha caracterizado los casquetes esféricos como las tinicas superficies H-
pequenas con frontera una circunferencia: obsérvese que sélo el casquete pequefio
es H-pequeno. También Ros y Rosenberg ([58]) han probado que dada una curva
convexa plana I' C P = {z3 = 0}, si H es suficientemente pequefio (dependiendo
sélo de T'), toda superficie embebida H-pequeiia con frontera I' y contenida en uno
de los semiespacios determinados por P es un grafo. Generalizamos este iiltimo

resultado, usando los teoremas de unicidad en cilindros de la seccién anterior, para

el caso inmerso y sin la hipé6tesis de estar la superficie a un lado de P.

Nota: Para simplificar las demostraciones, se supondri a lo largo de esta seccién
que las superficies no son casquetes esféricos ni las fronteras son circunferencias. Ya
hemos comentado que si la frontera es una circunferencia, las superficies H -pequeiias
ya estan caracterizadas en [5]. ’

Antes de probar el principal resultado de esta seccién, demostraremos un lema

previo, que se da por supuesto en la literatura, pero cuya demostracién no suele
estar escrita.

Lema 2.3.2 Sea una curva de Jordan plana I'. Si ¥ es una superficie H -pequena
con frontera I', entonces

E C({(Bla.s)is < 1/IH|,T C B(g, 5)}.

Demostracion: Se puede suponer sin restriccién, que el plano que contiene a I es el
plano vectorial P = {z3 = 0}. Ya que la superficie es H-pequeiia, existe una bola
euclidea B(p.7) (r < 1/|H|) tal que ¥ C B(p,r). La demostracién se realiza en

varios pasos.
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1. Se mueve verticalmente B(p, r) hasta situar p en el plano P. Para ello, si por
ejemplo, la semiesfera superior de S(p, r) no estd incluida en {z3 > 0}, entonces
se mueve B(p,r) hacia arriba hasta llegar a la posicion requerida. Si en algin
momento, S(p,r) toca a ¥ en algiin punto, entonces este punto es un punto de
tangencia interior. Pero la curvatura media de S(p,r) es 1/r, mayor que |H|,
en contradiccién con el Principio de Comparacién y del Maximo.

2. Sea una bola B(q,s) tal que I' C B(q,s), s < 1/|H| y supongamos, por re-
duccién al absurdo, que £ ¢ B(g, s). Usando el Principio de Comparacién y
del Maximo y un argumento similar al del paso previo, se puede suponer que
q € P. Ahora se prueba que puedé considerarse s =r y ¥ ¢ B(q,r). Para ello,
si s < r, es suficiente con incrementar el radio de B(g, s): si existiera t € (s, 7]
tal que © C B(qg,t), entonces se reduce el radio de S(q,t) hasta que toque a
¥ en el primer momento en un punto interior. Pero la curvatura de S(q,t) es

1/t > 1/r > |H|, en contradiccién con el Principio de Comparacién.

Si s > r, basta con reducir el radio de B(qg, s).

3. Se ha conseguido pues que p,q € P, £ C B(p,r) y £ ¢ B{g,r). Se mueve
B(p,r) hacia B(q,r) hasta que p coincida con ¢q. En este movimiento, ya que
" se encuentra en el dominio determinado por S(p,r) N S(¢,7) N P y usando
el Principio de Comparacién, se concluye que £ C B(q,r), dando una con-

_ cmE e L e U -
Gos T R A =

tradiccion.
(W]

Teorema 2.3.3 SeaT" una curva plana cerrada y conveza. Entonces existe H (') >

0 dependiendo solo de T, tal que cualquier superficie H-pequena con frontera T' y
|H| < H(T') es un grafo.

Demostracion: Supongamos que I" estd contenida en un plano vectorial P. Sea k > 0
la. funcién curvatura de I' 'y kg > 0 el minimo de k. Si s = 1/kg, existe ¢ € P tal
que I' C B(q,s) N P. Sea H (") = ko. Ahora, si ¥ es una superficie H-pequefia con
frontera I' y |H| < H{(T"), entonces

1
FcB(q,s)mPcB(q,m)nP
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y, del lema anterior, £ C B(q, 1/|H|).

Se mueve S(q,1/|H|) en todas las direcciones paralelas a P hasta que interseque
a X. Por el Principio del Mdximo, no es posible que haya un punto de tangencia
entre ¥ y S(q,1/|H|). Entonces se puede llevar S(q,1/|H|) hasta que toque a I'.
Ya que el radio de de la circunferencia S(q,1/|H|) N P es 1/|H| y mayor que ko, es
posible mover S(q,1/|H|) en direcciones paralelas a P para que toque en cada punto
de I'. Como el centro de S(q,1/|H|) se encuentra en el plano P, ¥ estd incluida en
el cilindro perpendicular a P determinado por el dominio §2 que acota I en P. Si a

es un vector perpendicular a P, se tiene exactamente
Y CQx Ra EN([ x [Ra) =T.

La demostracién finaliza usando el Corolario 2.2.2 y tomando el valor H(I') =
min{Ho(T), H(")}.

O

Volviendo al contexto de la teoria de existencia de superficies con curvatura
media constante, el resultado clésico es debido a S. Hildebrandt ([29]) (para mayores
referencias puede consultarse [71]). Hildebrandt probé, cuando se prescribe el borde,
que si I' es una curva de Jordan contenida en B(0, R) y si H es un nimero real tal
que |H|R < 1, entonces existe una inmersién ¢ del disco unidad D C IR? en RE’,
con frontera I' y de curvatura media constante H. Ademds |¢| < R. Las superficies
que aparecen asi son minimos del funcional Jy definido en la pagina 5 en una cierta
familia de inmersiones de D en IR®. Ya que |¢| < 1/|H]|, estas superficies son H-
pequefias. Del Teorema 2.3.3 se obtiene una caracterizacién de las soluciones de

Hildebrandt para el caso en que la curva frontera sea una curva plana y convexa:

Dada una curva de Jordan plana y convezxa I', para H pequeno, depen-
diendo solamente de T, las soluciones de Hildebrandt en [29] con frontera

I’ son grafos.
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Capitulo 3

Una férmula de crecimiento del
area y sus aplicaciones

En el Capitulo 2 anterior, generalizamos los resultados de unicidad que se conocian
para grafos de curvatura media constante, y que se extendian a las superficies de
ese tipo embebidas usando el método de Alexandrov, al caso de las superficies in-
mersas con borde plano que estdn dentro del cilindro recto determinado por ese
borde. También dimos en ese capitulo algunas aplicaciones de esos resultados de
unicidad. La herramienta alli, junto con el Principio de Comparacién y el método de

Alexandrov, que se expusieron en el Capitulo 1, fue fundamentalmente la Férmula
de Equilibrio de Kusner.

En este Capitulo 3 de la Memoria, comenzaremos deduciendo una férmula, que
podriamos llamar de crecimiento del area, védlida para una superficie compacta de
curvatura media constante cuyo borde es una curva plana. Esta férmula estima
inferiormente el drea de una superficie de ese tipo en términos de la altura méxima
de la superficie sobre el plano del borde. Este tipo de expresiones que controlan
inferiormente éreas o energias de aplicaciones en términos de distancias (usualmente
a un punto y no a un plano como aqui) suelen aparecer en distintos contextos
(aplicaciones arménicas, ecuaciones cuasilineales, etc.) y se denominan formulas de
monotonia. En ese sentido, la nuestra serd una férmula de monotonia del area para
superficies de curvatura media constante con borde plano, que se puede contrastar
con las cldsicas de esta teoria, por ejemplo, en [41], {42].



50 Una formula de crecimiento del drea y sus aplicaciones

De forma alternativa, podemos pensar que la formula de crecimiento del 4rea que
estableceremos en este Capitulo 3 es una estimacién superior de la altura que alcanza
nuestra superficie sobre el plano del borde en términos de su drea. Estimaciones a
prioride la altura no son nada infrecuentes en la teoria que estudiamos. Ya hablamos
en el Lema 1.4.3 y en su Nota posterior de la cldsica de Serrin para grafos y de cémo
se pasa al contexto de las superficies embebidas usando el método de Alexandrov.
Para superficies inmersas no se podia esperar una cota superior de la altura absoluta,
puesto que los ejemplos de Kapouleas ([37]) tienen, para frontera y valor de H fijos,

alturas arbitrariamente grandes.

Esta formula de crecimiento del 4rea o de estimacion de la altura serd usada a
lo largo del Capitulo 3 para establecer resultados inéditos referentes a las soluciones
del problema isoperimétrico planteado en el Capitulo 1 para dominios planos con-
vexos; superficies embebidas de curvatura media constante con borde convexo y area
pequena; superficies inmersas que encierran un volumen pequeno; y también para
dar un teorema de existencia de grafos que, en algin sentido nada trivial, mejora
al clasico de Serrin ([62]). La mayor parte de los resultados de este Capitulo estan
anunciados en [45] y se pueden ver en [48].

3.1 La formula de crecimiento del area

Una de las formas posibles de ver la Férmula de Equilibrio de Kusner, que estu-
diamos en el capitulo anterior, es la siguiente: si ¥ es una superficie compacta
orientable con borde 8L y ¢ : £ — IR® es una inmersién de curvatura media cons-
tante H tal que ¢(0X) =T es plana v ¢(X) estd por encima del plano del borde, el
flujo a través de 8% dél vector conormal v de la inmersion es, en la direccién normal
al plano del borde, 2H A, donde A es el 4rea algebraica del dominio acotado por I
Usaremos esto, junto con la férmula de la coarea, para obtener el resultado central

de este capitulo.

Teorema 3.1.1 ([48]) Sea ¥ una superficie compacta con curvatura media con-

stante H inmersa en IR® con frontera incluida en un plano P. Si h representa la
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altura de X respecto de P, se obtiene que

+
h<A |H1
- 27

(3.1)

donde A" es el drea de la region de ¥ que estd por encima del plano P. La igualdad

. - Id . 7 .
es cierta si y solo si ¥ es un casquete esferico.

Demostracion: Sea ¢ : £ — IR la inmersién. El caso minimal H = 0 est4 claro,
ya que, en este caso, ¢(X) estd contenida en la envolvente convexa de ¢(80X) C P y
por tanto ¢(X) C P y h = 0. Supongamos ahora H # 0 y oriéntese ¥ mediante un
campo normal unitario N para que la curvatura media sea positiva. Después de un
cambio de coordenadas, se puede suponer que

P={zecR(z,a)=0} acRa|=1

Se considera la funcién diferenciable f = (¢,a) : £ — IR. Claramente se tiene que

fiox = 0. Por otra parte,sip € £ y v € T,Z

((VF)p,v) = ((d9),(v), @) (3.2)

v asl, p € £ es un punto critico de f si y sdlo si el vector a es perpendicular a ¢ en
p, esto es, si y sélo si N(p) = +a. Entonces el conjunto C' de puntos criticos de f
esta contenido en

{p € Z;(N(p),b) = 0} N {p € Z;(N (p), c) =0},

donde a, b, c son vectores que forman una base ortonormal de IR>. Por tanto, el
conjunto C estd contenido en una interseccién de lineas nodales del operador de
Schrédinger A + |0|2, siendo ¢ la segunda forma fundamental de la inmersién ¢.
Como, segun [18], cada linea nodal de A + |0|2 es la imagen por una inmersién de
una circunferencia o de un segmento de IR, C ha de tener medida cero en ¥. En

esta situacion, la férmula de la codrea ([21]) da

1
A’t:—/ —— T te IR,
® re [V

donde A(t) es el 4rea de
Qi) ={peZiflp) 2t}
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Si se representa por L(t) la longitud de la curva

L) ={peX;f(p) =t}

la desigualdad de Schwarz da

1
2 — 1
L{t)? < /F(t)WfIdst/m) = A(t)/r(t)wﬂdst. (3.3)

Pero de (3.2) se deduce que a lo largo de la curva I'(t)
VP =1-(N,a) = (', 0)°

donde vt : I'(t) — IR? es el conormal interior de (t). Ya que §2(t) estd por encima
del plano P(t) = {x € IR (z, a) = t}, se sabe que (v,a) > 0. De aqui que

Ivfhr(t) = (V% a).

Entonces (3.3) puede ser escrito como sigue
L{t)? < —A'(}) / SPadis  teR (3.4)
(t) .

Se sabe que Q(t) es una superfice compacta con frontera ['(t) para casi todo t € IR.
Nétese que, si t < 0, entonces 8% C §2(t) v asi, ¢(I'(t)) tiene una componente que
se encuentra en el plano P y:posiblemente otras en P(t). ‘Pero-si t > 0, entonees

#(T'(t)) C P(t) y, en este caso, se puede usar la férmula de equilibrio (2.5) y obtener
ta)ds, = 2H|A(t)],
Jrg (b = 2TA()

donde A(t) es el 4rea algebraica del dominio determinado por la curva cerrada
#(T'(t)). Sustituyendo en (3.4), se obtiene

L(t)® < —2H A'(t)|A(t)| para casi todo t > 0. (3.5)

Representemos por €4(t),..., 2y, (t) los dominios acotados que determinan en el
plano P(t) la curva cerrada ¢(I'(t)) y por A;(t), coni = 1,...,n el drea de Lebesgue
de los correspondientes dominios 2;(t). Entonces

At) = €1 A1(t) + ... + en An, (1),
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donde ¢; € Z son los 6rdenes de las correspondientes las curvas 8€;(t) respecto de

un punto interior y de una orientacion fija. Por tanto
[AQ@)] < lea]Ar(t) + .- + Jenc| Ane (t)-
Por otra parte, si L;(t) es la longitud de la frontera de €;(t), se deduce que L(t) =
ler|La(t) + ... 4 len, | Ln(t) ¥ de aqui
L(t)* > lL1(t)* + . .. + €2, Ln, ()%
Usando estas dos desigualdades y (3.5) se obtiene que para casi todo t > 0
EL(t) + ..+ € L () < —2HA'@®)(Jerl Ar(t) + - + lemel Ane (1)),

Si se aplica la desigualdad isoperimétrica para el dominio §;(t), entonces L;(t)? >
4w A;(t), y del hecho de que €7 > |¢|, entonces

2 < —HA'(t) para casi todo t > 0.
Integrando esta desigualdad desde 0 hasta h = maxpcyx f(p) > 0, se obtiene
2nh < H(A(0) — A(h)) = HAT,
que es la desigualdad que buscabamos.

Si se da la igualdad con H > 0, entonces todas las desigualdades usadas antes
se convierten en igualdades. En particular, |Vf|'F(t) = (v, a) es una constante para
todot > 0y ¢(I'(t)) es una circunferencia. Por tanto, en un entorno del punto de £
donde se alcanza la altura maxima, la inmersién es un embebimiento cuya imagen es
una superficie con curvatura media constante, con frontera una circunferencia y se
encuentra por encima del plano que contiene a la frontera. El método de reflexion
de Alexandrov (Corolario 1.3.2) implica que, en un entorno de dicho punto, ¢ es
umbilical. Por analiticidad, la superficie £ debe ser un disco y ¢ un embebimento

cuya imagen es un casquete esférico.

g

Las notas que siguen pueden avudar a comprender en profundidad lo que acabamos
de conseguir para las superficies compactas de IR> que tienen curvatura media cons-
tante y borde plano.
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Nota 1. Un cilindro recto de radio 1/|H| y altura h tiene area 2nh/|H|. Por tanto

el Teorema 3.1.1 anterior puede parafrasearse de la siguiente forma:

Una superficie compacta de curvatura media constante H # 0 con frontera
plana tiene drea mayor que el drea de un cilindro recto de radio 1/|H| y de
la misma altura que la superficie, a no ser que la superficie sea un casquete

esférico de radio 1/|H|, en cuyo caso, las dos dreas coinciden.

Esto 1ltimo es un viejo Teorema de Arquimedes (como puede verse por ejemplo en
[26], pagina 293) que est4 grabado en su tumba de Siracusa.

Por otra parte, si se quiere comparar el crecimiento del drea de una superficie
¥ respecto de la superficie estdndar de la misma curvatura media, el Teorema 3.1.1
dice que una superficie compacta inmersa con frontera plana y curvatura media
constante H > 0 tiene drea mayor que el drea de un rosario de esferas de radio 1/H,
cuyo punto més alto y su frontera distan lo mismo que los de la superficie ¥ (ver
Figura 3.1).

Figura 3.1:

Nota 2. Siguiendo la demostracién del Teorema 3.1.1, el crecimiento del area de la

superficie con relacién a la altura ¢ respecto del plano del borde viene dado por
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Es por ello que la desigualdad (3.1) es una especie de férmula de monotonia del drea

valida para el caso inmerso, del mismo tipo que la que aparece en [41] y [42].

Nota 3. En su bisqueda de grafos de curvatura media constante H sobre dominios
planos, Serrin ([62]), que usé fundamentalmente el método de continuidad descrito
en la Seccién 4 del Capitulo 1, demostrd, como ya vimos, que un grafo compacto de
" esa naturaleza, con frontera plana, se eleva por encima del plano del borde no mas
de 1/|H|. Como consecuencia de esto y del método de Alexandrov, una superficie
compacta con curvatura media constante H, embebida en IR? con frontera contenida
en un plano P no puede alejarse de ese plano méas de ‘2/|H|, o sea, el doble de la altura
maxima permitida para un grafo (Ver Lema 1.4.3 y su Nota correspondiente). Las
dos estimaciones son buenas, ya que los dos casquetes esféricos pequefio y grande, se
pueden aproximar tanto como uno quiera a esas cotas. Pero la estimacion de Serrin
no es buena para grafos con H pequefio, ni la otra estimacion para superficies con H
pequeno, que sean pequenas en el sentido de la Seccién 2.3 del capitulo anterior. Por
otro lado, los ejemplos inmersos de Kapouleas ([37]) que son superficies inmersas en
IR® con curvatura media constante 1 /2 y cuyo borde es una circunferencia de radio
uno, y que pueden alcanzar alturas arbitrarias sobre el plano del borde, prohiben la
existencia de una estimacidn de la altura, sélo en términos de H, para las superficies
inmersas. Asi pues, la desigualdad (3.1) que hemos conseguido en el Teorema 3.1.1
anterior, puede verse como una estimacién a priori de la altura de una superficie
compacta ¥ inmersa en IR> con curvatura media constante H , en términos del area.
En el caso en que ¥ es un grafo, y H > 0 es suficientemente pequeno se tiene que
AH? < 2w, como se desprende de una desigualdad isoperimétrica de Barbosa y do
Carmo ([7]) que usaremos y comentaremos con mds detalle en la Seccién 3.3. De
ahi que nuestra estimacién (3.1) nos dé en ese caso
AH? 1

< —.
2 T H

h <

Asi, al menos para H pequefio, la estimacién de Serrin es una consecuencia de
nuestro Teorema 3.1.1. Por otro lado, nuestra estimacién (3.1) también es vilida

para superficies inmersas.

Nota 4. Si se repasa la demostracién de la féormula (3.1) de crecimiento del area,

se puede observar que es valida, no sélo para superficies compactas, sino para una



56 - Una férmula de crecimiento del drea y sus aplicaciones

superficie ¥ de curvatura media constante con borde plano que cumpla

/ v =2H Aa
ox

donde a es la direccién normal al plano. O sea, una superficie con fuerza cero, en el
sentido de [41], [42]. En particular, es vilida si 8L = @ obteniéndose:

Corolario 3.1.2 El didmetro D de una superficie compacta sin borde con curvatura
media constante H inmersa en IR> cumple
AlH|
D < ,
- 2w
donde A es el drea de ¥.. Ademds se obtiene igualdad si y solo si la superficie es

una esfera.

Con las mismas hipétesis que las del Teorema 3.1.1 se consigue
AT|H|
2%

donde A~ representa el drea de la regién de la superficie ¥ que estd por debajo del

hT <

plano que contiene a la frontera y h~ es la altura de dicha regién respecto de dicho
plano. Por tanto

Corolario 3.1.3 Sea ¥ una superficie compacta_con curvatura media constante H
y cuyo borde se encuentra contenido en un plano P. Si A es el drea de ¥, entonces
Y se encuentra en una banda paralela a P de anchura menor que A|H|/7, a no ser

que ¥ sea un casquete esférico.

En el caso en que la superficie considerada no tiene frontera plana, también se puede
obtener a partir de nuestro Teorema 3.1.1 el siguiente resultado, que para el caso

del disco, habia sido probado por Wente en [75] por métodos muy diferentes.

Corolario 3.1.4 Sea ¢ : & — IR® una inmersion con curvature media constante H
de una superficie compacta . Entonces
AlH|
o
donde r = max{|¢(p)|;p € 8L} > 0, aunque ¢(8%) no sea una curva plana.

lp(2)| <7+



Consecuencias de la estimacion de la altura 7 , 57

Demostracion: Sea B(0,7) la bola centrada en el origen de radio r y sea 4 € ¥ un
punto donde se alcanza el maximo de |¢|. Sea un plano P tangente a 8B(0,r) y
perpendicular al vector ¢(zg) € IR®. Se considera £+ la parte de ¥ que se encuentra
por encima del plano P y se aplica ahora el Teorema 3.1.1 a dicha superficie (con
frontera plana). Entonces '

ATH| Al

920}l = + (lé(zo)| —7) <7+ —— 2

donde A" representa el area de la superficie ©*.

3.2 Consecuencias de la estimacidén de la altura

La estimacién de la altura del Teorema 3.1.1 junto con el Principio de Comparacién
y del Maximo de superficies con curvatura media constante, permite obtener infor-
macién de una superficie con curvatura media constante siempre que sea pequena en

un cierto sentido: respecto de su area, de su volumen, etc.

Corolario 3.2.1 Sea ¥ una superficie compacta inmersa en IR® con curvatura me-

dia constante H cuyo borde es plano. Si el dréa-A -de-la-superficie satisface
AH® <,

entonces la superficie se encuentra en el cilindro recto determinado por la envolvente

conveza de su frontera.

Demostracion: Si ¥ es un casquete esférico con curvatura media H > 0, entonces es

facil ver (o bien consiiltese la Seccién 1 del Capitulo siguiente) que
AH? =27(1 - V1= H?2) obien AH®=2r(1+V1- H?),

dependiendo si es el casquete pequefio o el grande. Ya que se estd suponiendo que

AH? < 7, entonces debe ser el casquete pequeno v el resultado es cierto.
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En otro caso, usando la férmula del crecimiento del area, la superficie X se encuentra

contenida en una banda paralela al plano P que contiene a la frontera tal que

AH 1
h,h™ < or < 20
Entonces ¥ se encuentra en una banda paralela a P y simétrica respecto de P
con anchura menor que 1/H. Supongamos ahora que existe un punto de ¥ que se
proyecta sobre un punto p del plano P de la frontera, que esta fuera de la envolvente
convexa C de esa frontera de ¥ y sea ¢ € C el punto que minimiza la distancia a
p. Representaremos por R la semirrecta del plano P con origen en q que pasa por p
y sea Cg el semicilindro de radio 1/2H cuyo eje estd en P y es perpendicular a R.
Movemos Cg a lo largo de R suficientemente lejos para que no toque a la superficie ¥
y colocamos su parte concava mirando a ¥. Ahora vamos acercando el semicilindro
Cr a ¥ hasta conseguir un primer punto de contacto (por lo tanto de tangencia en el
sentido que se dio en la Seccién 1.2) entre las dos superficies. Como el eje de Cg esta
en P y hay un punto de ¥ que se proyecta sobre el punto p fuera de la envolvente
convexa del borde, ese punto de contacto que obtenemos asi es un punto de £ que no
es del borde. Es también un punto interior del semicilindro Cg porque ¥ estd en una
banda con anchura menor que la altura 1/H de Cg. Por otro lado, este semicilindro
tiene curvatura media constante H con respecto al normal que apunta a su parte
céncava. Como ¥ estd en esa parte céncava, por el Principio de Comparacién,
sabemos que, con esa.amisma-eleceién-de normal en el punto de contacto, ¥ tiene la
misma curvatura media H. Por el Principio del Maximo, tendriamos que o bien Cp
estd contenida en X, cosa que es imposible por ser ¥ compacta, o bien £ C Cg, que
también es imposible porque el borde de ¥ es plano. Por lo tanto, todos los puntos

de ¥ deben proyectarse sobre la envolvente convexa de su borde.

O

. 3 . 2] . - ’ 5
La hipotesis AH* < m en el anterior corolario no es 6ptima, como muestran los

casquetes pequenos. De esta forma, es 16gico preguntarse

Problema B. ;Es cierto que toda superficie compacta con curvatura me-

dia constante H y con frontera plana tal que

AH? < 2m,
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donde A es el drea de la superficie, es un grafo?

Obsérvese que el nimero AH? es invariante por homotecias del espacio ambiente.
El hecho fundamental en el anterior resultado es que la banda que contiene a la
_superficie * es simétrica respecto del plano P: de ahf la hipétesis de que AH? < 7.
Si se debilita esta hipdtesis y se cambia por AH? < 27, entonces, o T es un casquete
esférico, o en caso contrario, ¥ se encuentra dentro de una banda S paralela a P de
anchura menor que AH?/2r < 1/H. Esta banda ya no tiene porqué ser simétrica
. respecto de P. Pero si se usan de nuevo, como superficies barreras, semicilindros de
radio 1/2H con eje en el plano central de S, se obtiene el siguiente resultado para

el caso en que X sea una superficie embebida:

Corolario 3.2.2 ([48]) Sea ¥ una superficie compacta embebida en IR® con cur-
vatura media constante H y con frontera una curva cerrada y conveza contenida
en un plano P. Si AH? < 2, donde A es el drea de la superficie, entonces ¥ se
encuentra contenida en uno de los dos semiespacios determinados por el plano P y
es transversa a P a lo largo de su frontera.

Demostracion: La discusién anterior prueba que la superficie no corta al planc P
en el que estd contenido su borde mas que, si acaso, en el dominio €2 determinado
por la frontera I' en P. Basta entonces aplicar el Lema 3.2.3 siguiente para concluir
que ¥ estd solo a un lado de P. Usando otra vez semicilindros de radio 1/2H y eje
en un plano paralelo a P a altura 1/2H, como superficies barreras, el Principio del

Maéximo (en el borde) nos da la transversalidad en el borde.

a

El siguiente resultado fue establecido por Koiso en [38]. Para que esta Memoria sea

autocontenida, a continuacién incluimos la prueba de dicho resultado.

Lema 3.2.3 Sea ¥ una superficie compacta embebida en IR® de curvatura media
constante y con frontera una curva de Jordan I' contenida en un plano P. 51 ¥
no wnterseca el exterior de la region acotada por I en P, entonces la superficie estd

incluida en uno de los semiespacios determinados por el plano P.
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Demostracion: Sin perder generalidad, se considera que P es el plano vectorial P =
{z € R* (z,a) = 0}, donde a € IR®, con |a| = 1. Supongamos que la superficie
tiene puntos a ambos lados del plano P. Sea (2 el dominio acotado que determina I
en P y una semiesfera L por debajo del plano, cuya frontera sea una circunferencia
contenida en P y suficientemente grande para que el disco D acotado por L en P
verifique Q C int(D). Entonces LU(D —Q)UZX es una superficie compacta embebida
en IR y por tanto, determina un dominio interior. Representamos a este dominio
por W. Se orienta ¥ mediante un campo normal unitario N de forma que N apunte
hacia W en cada punto de X.

Sea p € ¥ un punto donde la funcién altura respecto de P alcanza un maximo
absoluto. Este punto no pertenece a X y ademads, ya que N apunta hacia W,
N(p) = —a. Comparando con una esfera con curvatura media |H | tangente a ¥ en
p y por encima de X, la curvatura media de ¥, segin la orientacion dada por N, es
positiva.

Por otra parte, si ¢ es un punto de la superficie donde la funcién altura alcanza
su minimo absoluto y ya que de nuevo q € 8%, N(q) = —a (N (q) apunta hacia W,
ver Figura 3.2).

' N(q)

Figura 3.2: Demostracién del Lema 3.2.3
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Se considera ahora una esfera con curvatura media |H| tangente a ¥ en ¢ y
por debajo de ¥. Ya que los vectores normales unitarios de ¥ y de dicha esfera
coinciden, el Principio del Maximo asegura que ¥ esta contenida en dicha esfera, lo

cual es falso ya que ¥ tiene puntos arriba y abajo de P.

a

Como consecuencia de los dos corolarios anteriores y usando el método de Alexan-
drov, obtenemos

Corolario 3.2.4 Una superficie compacta embebida con curvatura media constante

H, cuyo borde es una curva plana convera y de drea A que satisface
AH* <,

es un grafo sobre el dominio que determina la frontera en el plano en el que se
encuentra.

Acerca de estos corolarios cabe destacar las siguientes observaciones:

1. El Corolario 3.2.2 es del mismo tipo que el Teorema 1 en [14] y responde en
parte al problema del semiespacio: dar condiciones para que una superficie
embebida de curvatura media constante con frontera plana se encuentre a un
lado del plano que contiene a la frontera. En este-caso, la condicidn es que el

area sea suficientemente pequeiia respecto de la curvatura media.

2. Sila frontera es una curva cerrada y convexa, de la desigualdad (2.7) se deduce
que H? < L2/4Z2, donde L es la longitud de la frontera y A es el irea del
dominio que determina en el plano P donde se encuentra. Por tanto, de la
estimacién de la altura (3.1) y del Corolario 3.2.2 se deduce que

Si L es una superficie compacta embebida con curvatura media cons-

tante cuyo borde es una curva plana y conveza y de drea
—2
8 A
£~

entonces ¥ se encuentra en uno de los semiespacios determinados por

P y es transversa a este plano a lo largo de la frontera.
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Nétese que cuando la curva frontera est4 préxima a una circunferencia, entonces
el cociente isoperimétrico 4m A/L? se aproxima a 1y asi la cota superior anterior
esta cerca de 2A.

3.3 Un teorema de existencia de grafos con cur-
vatura media constante

El resultado clasico para la existencia de grafos con curvatura media constante se
debe a Serrin ([62]) (también [23]) y dice lo siguiente: si Q es un dominio plano
estrictamente convexo y la funcién curvatura de su borde 02 cumple k > 2H para
cierto H > 0, entonces, dada una curva cerrada I' que sea un grafo sobre 0f2, existe
un grafo sobre {2 de curvatura media constante H y con borde I', es decir, si k > 2H
para H > 0, se puede resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién (1.4) con
cualquier dato en el borde. En esta seccién, y como consecuencia de la estimacién
de la altura para superficies compactas con curvatura media constante (que hemos
obtenido en la seccién anterior), obtendremos estimaciones del gradiente para grafos
con curvatura media constante, que sirven para demostrar el teorema de existencia
que viene a continuacién. Para ello necesitaremos usar la siguiente adaptacion al
caso de curvatura media constante de una desigualdad isoperimétrica de Barbosa y
do Carmo (ver también en [15]).

Lema 3.3.1 ([7]) St L y A representan la longitud del borde y el drea de un disco

inmerso en IR® con curvatura media constante H , se tiene
L*—4nA+ H?*A*>0

y la igualdad se da solamente para los discos planos y los casquetes esféricos.

Demostracion: La desigualdad isoperimétrica de Barbosa y do Carmo asegura que

una superficie riemanniana (M, ds®) simplemente conexa tiene la propiedad
L?—24 (27r — [ (K - k)+dM) +kA* >0, (3.6)
M

donde A es el drea de M, L la longitud de &M , K la funcién curvatura de Gauss, dM

. ’ . . ’ . 2] ’ . .
es la medida candnica en M asociada a la métrica ds-, k un nimero real arbitrario
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y (K — k)™ representa la parte positiva de la funcién K — k. Ademas, la igualdad se
da si y sélo si (M, ds?) es un disco geodésico en una esfera con curvatura de Gauss
k. Se aplica dicha desigualdad a la superficie &, eligiendo k = H? € IR. Ya que ©
estd inmersa en B3, se tiene que la curvatura de Gauss K satisface K < H? y la
igualdad se da sélo en aquellos puntos que son umbilicales. Por tanto (K —H?)* = 0.
Entonces la desigualdad (3.6) se convierte en la desigualdad buscada. Si se diera
la igualdad, entonces todos los puntos serian umbilicales, y por tanto, la superficie
seria un dominio de un plano o de una esfera.

a

Teorema 3.3.2 ({48]) Sea I una curva plana, cerrada y conveza de longitud L. Si
H es un numero real no negativo tal que LH < \/§7r, entonces existe un grafo con

curvatura media constante H cuya frontera es I'.

Demostracion: Representaremos por {2 el dominio plano convexo que encierra I'. La
existencia de un grafo con curvatura media constante H y frontera I' equivale a
encontrar una solucién u del problema de Dirichlet que valga cero en 0f2 correspon-
diente a la ecuacién (1.4). Usando el método de continuidad (Proposicién 1.4.8), es

suficiente dar estimaciones a priori de la inclinacién de! grafo de v a lo largo de su
frontera.

Sea una solucién uy de (1.4) y Gy el correspondiente grafo con curvatura media
constante H. El método de continuidad segura la existencia, para cada 0 <t < H
de grafos G; con curvatura media t y frontera I' (Ejemplo 2 del Capitulo 1). Los
correspondientes grafos G; son discos topoldgicos. cuyas funciones curvaturas de
Gauss K satisfacen K, < t2. Aplicando la desigualdad isoperimétrica del lema

anterior, se consigue la siguiente desigualdad de segundo grado respecto de A;
t2A2 —dn A, + L2 > 0,
cuyo discriminante cumple
1657 — 4L%t? > 16n° — 4L°H" > 47* > 0.
Entonces

Ait? < 2% — VAr2 — L2%U2 o bien A" > 2m + Vdn? — L2
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para cada t € [0, H]. Ya que A; depende continuamente de ¢ y la primera desigualdad
ocurre cuando t = 0, se tiene que esta primera desigualdad vale para todo ¢ con
0 <t £ H,y asi, en particular, para t = H. Esto da
AyH < 21 — V4n2 — L2H?
Y7 2nH '

Se define un nimero ¢ = ¢(H, L), que depende s6lo de H y L, de la siguiente forma:

1 27 — V4n2 — L2H?

€

T oH 2nH
Usando la hipétesis H < /37 /L, se concluye que € es positivo y ademds
AyH 1
or ~ 2H ¢

Ahora el Teorema 3.1.1 afirma que el grafo G se aleja del plano P que contiene a

la curva I menos que 1/2H — e.

Se considera cualquier banda S con anchura 1/2H y paralela a P. Se mueve P
y el grafo Gy de forma que el plano P esté a una altura €/2 por encima del plano
inferior que limita la banda S. Entonces el grafo Gy se encuentra contenido en la
banda S. Para cada punto p € I', sea C,, la parte del cilindro recto de radio 1/2H
que pertenece a la banda S cuyo eje se encuentra en el plano inferior de S y es

paralelo a la recta tangente a [ en p. Esta superficie tiene ciaramente curvatura

- -media constante H.

Se separa C, de Gy paralelamente a P hasta que no se intersequen, con el lado
céncavo de C), mirando a la superficie Gy. Después de esto, se aproxima Cj, a la
superficie £ hasta que la toque por primera vez. El Principio del Méximo y el
hecho de que I' sea convexa implica que este punto de contacto es p. Ya que esto
es cierto para cada punto p de I, la superficie G g esta dentro de la region convexa
delimitada por la curva I y todas las piezas de cilindros Cp con p € I". Por tanto, la
pendiente del grafo en cada punto p de la frontera I' es usando de nuevo el Principio
del Méximo, menor que la pendiente del correspondiente C, en dicho punto. Pero
esta pieza de cilindro corta al plano P con un angulo que no depende de p y el cual
es menor que 7 /2. De aqui, que si a € IR® es un vector unitario ortogonal al plano

P, se ha obtenido un nimero positivo §(¢) tal que

(Vp,a) <1 —6(e) para cada p € T,
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donde v, es el conormal interior a Gy en el punto p (ver Figura 3.3)

Figura 3.3:

De esta forma, tomando C' = 1 — 6(¢) en la Proposicién 1.4.8, se ha conseguido una

estimacion a priori de la pendiente de cualquier grafo de curvatura media constante
H < V/3n /L con frontera I'.

O

Debemos resenar que el resultado de Serrin y el Teorema 3.3.1 no son compa-
rables, pero el resultado de Serrin tiene la desventaja de que cuando se aplica a la
situacién en que la curva I' es plana, requiere que la curva sea estrictamente con-
vera. Este no es el caso de la hipdtesis en el Teorema 3.3.1, que puede ser aplicado

a curvas I' que incluyan, por ejemplo, un trozo de recta.

Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario, que se obtiene del resultado

anterior, usando el teorema de las tangentes.

Corolario 3.3.3 Sea una curva plana, cerrada y convera I' cuya funcion curvatura
k satisface

V3k > 2H,
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entonces eriste un grafo con curvatura media constante H y frontera I'.

Si pensamos en el caso en el que la frontera sea una circunferencia, parece 16gico,

después de los resultados anteriores, plantearse lo siguiente:

Problema C. Dada una curva " plana, cerrada y convexa de longitud L,

gexiste un grafo de curvatura media H cuya frontera sea I" y tal que

2n
< —?
| < <

3.4 Superficies de volumen pequeno

Se ha visto, en la seccién antefior, que nuestra férmula de crecimiento del area
para las superficies compactas inmersas en IR® con curvatura media constante y
borde plano, nos proporciona algin control sobre la forma de esas superficies y
es especialmente significativa cuando la frontera de la superficie es convexa y la
superficie tiene drea pequefia. Consideraremos ahora como variable a estudiar él
volumen algebraico de las superficies en cuestién. Es natural hacer esto ya que, en
el problema isoperimétrico que planteibamos en la Seccién 1.1 se pedia encontrar
una superficie que minimice el drea de entre las que tienen un borde dado y encierran
un volumen dado. También, algunos teoremas de existencia de Wente ([74]) prefijan,
junto al borde de la superficie, el volumen algebraico que encierra, y consiguen asi
discos inmersos regulares ([68]) de curvatura media constante, cuya conducta cuando
ese volumen se hace muy grande est4 estudiada por el mismo Wente en [75]. No se
conoce nada acerca de la forma, del drea o en general de la conducta de las superficies
compactas con curvatura media constante, con borde prefijado cuando su volumen
algebraico es pequefio, salvo algunos datos de tipo experimental obtenidos por el
G.A.N.G. de la Universidad de Amherst ([33]). Dar algunas respuestas acerca de

estas cuestiones es ahora nuestro objetivo.

Sea una inmersién ¢ : £ — IR® de una superficie compacta orientable, conexa. y
con frontera no vacia. Recuérdese que el volumen algebraico 1" estaba definido en

la pégina 2 por
1
V= ——/(N, $)dE,
3Js
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donde N representa la aplicacién de Gauss para la inmersién ¢ compatible con la
orientacion de ¥. Este niumero V depende de la eleccién del origen de R? y de la

orientacion.

Supongamos ahora que la inmersién ¢ tiene curvatura media constante H > 0
¥ que la frontera es plana, por ejemplo, ¢(8X) se encuentra en un plano P que pasa
por el origen. Sea un vector a € IR® unitario perpendicular a P y escojamos un
nuevo origen b € IR®. Entonces el nuevo volumen algebraico Vj es

V= —%[E(N,qb—b)dz =V + %A(N,b)di).
Usando el hecho de que A¢ = 2H N, el Teorema de la Divergencia y la Férmula de
Equilibrio (2.3) obtenemos que

/E(N, bYdT = +A(b, a),

donde A es el 4rea algebraica de la curva #(8X). Asi que, si el nuevo origen b se

toma en el plano P, entonces (b,a) = 0 y el nuevo volumen V; coincidird con V.
Esto es,

Para inmersiones con curvatura media constante y frontera plana, el vol-
umen algebraico es independiente de la eleccidn del origen siempre que sea

tomado en el plano que contiene a la frontera.

Serd asi como se haga la eleccién a partir de ahora. Por otro lado, supongamos que la
frontera de la superficie inmersa sea una curva de Jordan I' en el plano P y sea 2 el
correspondiente dominio acotado en P. En esta situacidn, si ¢ es un embebimiento
con imagen M tal que M U Q acota una regién W de IR>, entonces, de nuevo por
el Teorema de la Divergencia aplicado al campo de vectores de posiciéon en W, se

concluye que

1
vol(W) = ~3 uon h,

donde vol(W) es el volumen de Lebesgue en IR® y h es la funcién soporte de la
superficie M U {2 correspondiente al campo normal interior de W. En la dltima
igualdad, la eleccion del origen no es significativa, pero si el origen es tomado en el

plano P, entonces el lado de la derecha de dicha igualdad se reescribe asi

1 1
vol(W) = ——/ h = ——/(N,d))dz =V,
3 Jmun 3 /s
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esto es,

El volumen algebraico de una superficie compacta con borde plano embebida
en IR® coincide con la medida de Lebesque de la region encerrada por su

imagen junto con el dominio plano determinado por su frontera.

Se estudia ahora la relacién entre el signo de H y el de V para una superficie inmersa
con curvatura media constante H y frontera plana. Primero se obtiene la siguiente

igualdad integral:
Lema 3.4.1 Sea una inmersidn ¢ : & — IR® de una superficie compacta con cur-
vatura media constante H y frontera contenida en un plano P. Entonces
21V = [ V(8,005
’ s
donde a es un vector unitario perpendicular al plano P.

Demostracion: Sea N la aplicaciéon de Gauss en la superficie. Se definen las dos
siguientes 1-formas § y vy en X:

Bp(v) = ((d¢)p(v), ) (4(p), @)

1o(v) = {(de)p(v) A N(p), ¢(p) A a){(o(p), ),
para cada p € £ y v € T,X y se calculan sus codiferenciales. Sean p € £ y {el, es}

una base ortonormal del plano tangente de ¥ en p. Entonces

2 2 2
58(p) = Zi=10ii<N) a) + Zi:l(ei’ a)”.
2 2
§v(p) = Zi=1<ei AN,e; Aa){¢,a) + Zi:1<e" AN,¢ A a){e;a).
Por tanto se deduce que sus codiferenciales 63 y 47 son
86 = |V (¢, a)|* + 2H (¢, a){N, a)
6y = 3(¢, a){(N,a) — (N, ¢).
Ya que la curvatura media H es constante, integrando estas dos igualdades en ¥ y

teniendo en cuenta que 3 y 7 se anulan a lo largo de la frontera 0X, se llega a la

féormula deseada.
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Con este lema se caracterizan las superficies minimales como aquellas superficies
con curvatura media constante que tienen volumen cero. Este hecho no es trivial,
pues podria haber ocurrido que hubiera regiones donde el volumen tuviera signo

positivo y otras regiones donde el volumen fuera negativo, de forma que la suma
fuera cero.

Corolario 3.4.2 Sea ¥ una superficie compacta de curvatura media constante y con
frontera una curva contenida en un plano P. Se orienta ¥ para que la curvatura
media sea H > 0. Entonces el volumen algebraico correspondiente a esa orientacion
y a un origen elegido en P cumple V > 0. Adema’s,' se da la igualdad si y sdlo si la

inmersion es minimal y por tanto, la imagen de la superficie se encuentra contenida
en P.

Demostracidn: Por el Lema 3.4.1, 2HV = [;|V(4,a)|’dT > 0. Ademas si V = 0,

J2 |V{¢,a)[’dE = 0 y por tanto, la funcién (¢, a) es constante en . Como se anula
en 0%, entonces {¢,a) = 0 en L.

O

Para comenzar nuestro estudio de las superficies con volumen pequefio, recordaremos
la primera formula de Minkowsk:.

Lema 3.4.3 (Férmula de Minkowski) Sea una inmersién ¢ : £ — IR® de una

superficie compacta y con curvatura media constante H. Entonces

1
4 — S T
A—3HV 2-[92(1/,¢)ds, (3.7)

donde A es el drea de £, V es el volumen algebraico de ¢ y v es el conormal interior
a lo largo de la frontera 0X.

Demostracion: Si se considera una inmersién ¢ cualquiera, entonces se tiene la ignal-

dad |
Al¢|® = 4+ 4H(N, ¢),

donde A es el operador laplaciano de la métrica inducida ds? en £. Integrando en
Y. se obtiene lo pedido.
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Estudiamos a continuacién como evolucionan las constantes geométricas de una

inmersién cuando su volumen algebraico se hace cada vez mas pequerio.

Lema 3.4.4 Sea ¢ : x — IR®, k € IN una sucesion de inmersiones con cur-
vatura media constante Hy de superficies compactas Ty en el espacio euclideo con
ox(0Zk) = Tk, donde cada Ty, es una curva de Jordan plana y estrellada. Suponga-
mos que limy_ o'y = I" donde I' es otra curva de Jordan plana y estrellada y que
la sucesion de los correspondientes volumenes algebraicos satisface limp_,oVy = 0.

Entonces
lim A, = A y lim Hx =0,

k00 k—co

siendo A el drea del dominio plano determinado por la curva bimite I' y Ay es el
drea de Y.

Demostracion: Para cada k € IN, sea ) el dominio plano determinado por la curva
I'x, Ak su 4rea correspondiente y Ly la longitud de I't. Ya que [ tiende a la curva
I' cuando k tiende a infinito, se tiene

lim A=A lim Ly =L,
k—oo k—oc

donde L es la longitud de la curva I'. Usando la desigualdad (2.7) y ya que 4 > 0,

se observa que

Ly L
0< lim Hy < lim = = ——,
k—oo k—oo 2 Ay 24A
y asi la sucesién de curvaturas medias { H} estd acotada. Entonces, por la hipétesis

sobre la sucesién de volimenes {V}, se obtiene que

Se considera ahora la Férmula de Minkowski (3.7) para cada inmersién ¢;. Como
['x es una curva plana, se puede escoger un campo normal unitario ny para ¢, en el

correspondiente plano Pj. Asi obtenemos

1 1
A — 3HLV, = ——/ ((ﬁk, vpydsg = — = <¢;k ) (n.k, uk)dsk.
2 Joaz, 2 Jox,
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Como la curva I'y es estrellada, después de una adecuada eleccién del origen, su

funcién soporte (¢, nx) es negativa en 0X;. También (v, ng) < 1y asi
1 —
Ae=3HWVe < =5 [ (g meddsi = A
2 Joz,

Por otro lado, la superficie ¢(X«) se proyecta en el correspondiente plano P en un
regiéon que incluye a € ya que, si existiera un punto en € tal que la recta que pasa
por dicho punto y es perpendicular al plano Py, no intersecara a la superficie ¢x(Xg),
entonces la curva ¢x(8X) = [}, no seria nulhoméloga en la proyeccién de ¢r(Z;) en
Pi. Sin embargo la frontera 8%, es nulhomoéloga en la superficie Ty y esto da una
contradiccion. De aqui que

A > Ay

Tomando limites en las dos anteriores desigualdades, se concluye de (3.8) que
lim Ay = A
k—o0

que es la primera conclusién que se estaba buscando. Ademds se sigue

A = lim ——/ (G, viydsi = hm "'/ (Dk, i) ds

y asi
ds
hm / (qﬁk,nk (1 - (nk, I/L>)—d—kd8 = 0
donde ds representa el elemento de longitud de arco de I'. Ya que las curvas frontera
son estrelladas, los integrandos anteriores son no negativos y por el Lema de Fatou,

se obtiene que

dsk

lim mf ~{pr, i) (1 — (ng, i) — T = 0.

Pero limg_, o0 (¢r, ni)(dsk/ds) < 0 ya que la sucesién 'y, converge a la curva estrellada
I". Entonces, existe una parcial de la sucesién de inmersiones, que se representara

. : ; ; 3
de la misma forma, tal que limg .o {(Vk,nx) = 1. Sea un vector aj unitario de IR

ortogonal al plano Py donde se encuentra la curva I'y. Entonces

klim (v, ar) = 0.
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De aqui, usando la Férmula de Equilibrio (2.5) y el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue, se demuestra que
lim H kzk =0.
k—o00

Pero ya se sabia que la sucesién Ay tiende a A > 0 cuando k va a infinito. Asi que
existe una parcial de nuestra sucesién de inmersiones de curvatura media constante
tal que limg_,, Hx = 0. Ya que esto es cierto para cualquier sucesion, se deduce la
segunda conclusién que se queria probar.

O

Combinando las dos afirmaciones del lema anterior y por el Corolario 3.2.1,
dada una curva I' plana y estrellada, toda superficie ¥ compacta inmersa en IR,
con curvatura media constante con frontera I' y volumen algebraico suficientemente
pequeno se encuentra dentro del cilindro recto cuya base es la envolvente convexa
de su frontera I'. Por otro lado, si el volumen de ¥ es suficientemente pequefio,
por el Lema 3.4.4, su curvatura media serd también pequefia. Segin el Corolario
3.2.1 y el Teorema 3.3.2, siempre que la curva I" sea convexa existird un grafo G
con frontera I y con curvatura media constante H, la misma que la de ¥. De aqui
que, si ' es una curva plana convexa y cerrada, existe un nimero positivo Vr tal
que cualquier superficie compacta inmersa ¥ con curvatura media constante con
frontera y volumen V < Vr, se encuentra dentro del cilindro recto determinado
por el dominio plano © que acota I'. Ademads existe un grafo G en 2 de la misma
curvatura media que ¥ y 8G = I'. Entonces por el resultado de unicidad de cilindros

(Teorema 2.2.1), se obtiene el siguiente

Teorema 3.4.5 ([48]) Sea I' una curva plana, cerrada y conveza. Entonces existe
un numero positivo Vp que depende solamente de I" tal que. para cualquier 0 <V <
Vr existe un grafo Gy de curvatura media constante, con frontera I' y que encierra
un volumen V. Ademds, este grafo Gy es la unica superficie compacta de curvatura

media constante cuya frontera es I' y con volumen algebraico V.

Usando los resultados de existencia y regularidad de la teoria geométrica de la

medida debidos a F. Almgren y J. Taylor y sefialados en la Seccion 1.1, sabemos que
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existen soluciones diferenciables al problema isoperimétrico y que son superficies con
curvatura media constante. Por tanto,

Corolario 3.4.6 ([48]) Sea 2 un dominio plano acotado y convero. Entonces ez-
iste un numero positivo Vq tal que, para cualquier nimero real 0 < V < Vg, la
region isoperimétrica correspondiente al par (Q, V) estd acotada por QU G, donde

G es un grafo con curvatura media constante sobre {0 con frontera 0.

3.5 Superficies de volumen pequeno y frontera
no conexa

En esta dltima parte del Capitulo 3 se generalizardn los resultados de la Seccién
3.4 al caso en que la frontera de una superficie de curvatura media constante no
sea conexa. Para simplificar los razonamientos, se centrara el estudio en el caso
en que la frontera tenga exactamente dos componentes conexas (aunque la mayor
parte de ellos son ciertos cuando la frontera tiene un niimero finito de componentes).
Resultados de existencia de superficies de curvatura media constante con frontera
no conexa y volumen prescrito han sido obtenidos en la tesis de U. Patnaik ([51])
con técnicas similares a las usadas en [74]. En esta seccién estudiamos cémo afecta
el volumen a la forma que adopta la superficie, especialmente cuando el volumen

algebraico es pequefio. Concretamente, en {33] se plantea la siguiente cuestién:

¢Una superficie compacta de curvatura media constante, con frontera no

conexa y volumen pequeno, es disconexa?

Probaremos que la respuesta es afirmativa en ciertas situaciones en las que la frontera

es plana. Concretamente,

Si Iy y I'y son dos curvas planas cerradas y convezas incluidas en un
mismo plano, con dominios disjuntos y de dreas distintas, entonces cualquier
superficte compacta de curvatura media constante y con frontera I'y U 'y
es disconeza (exactamente esta formada por dos grafos) si el volumen al-

gebraico de la superficie es suficientemente pequeno.
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Figura 3.4:

Este resultado no es cierto si se supone, por ejemplo, que I'; C {29, como muestran
algunos dominios conexos de una nodoide (la parte subrayada de la Figura 3.4), los

cuales pueden ser tomados con volumen algebraico arbitrariamente pequeno.

Como conclusién de esta seccién, se obtendrdn resultados parecidos a los del
Teorema 3.4.5 y del Corolario 3.4.6 de la seccién anterior. A continuacién limitamos,

en la siguiente definicidn, el tipo de curvas que serdn frontera de nuestras superficies.

Definicién 3.5.1 SeanI'; y 'y dos curvas de Jordan contenidas en un mismo plano

P. Se dice queT'y yI's satisfacen la propiedad (S) si existe una recta de P que separa
I’y de Is.

En tal caso, los dominios interiores €; y €2 determinados por I'; y I'; son disjuntos.
Ademads, si las dos componentes son curvas cerradas y convexas, la propiedad (S) es

equivalente a que dichos dominios sean disjuntos.

Lema 3.5.2 ([46]) Sean dos curvas I'y y s con la propiedad (S). Entonces eriste
un numero positivo K = K(I'y,T'2), que depende sdlo de las curvas 'y y 'y tal que,
cualquier superficie compacta de curvatura media constante H y frontera I'y UT'g es

no coneza, siempre y cuando |H| < K y la altura h sobre el plano P cumple h < K.



Superficies de volumen pequerio y frontera no coneza 75

Demostracion: Después de un cambio de coordenadas, se supone que el plano P es
el plano z,z, es decir, el plano generado por los vectores (1,0,0) y (0,1,0) y que
la recta que separa a las dos curvas es el eje ;. Sean dos circunferencias tangentes
Ch y Cy incluidas en P de radios 2a > 0 suficientemente grandes, con centros en los
puntos (0, —2a, 0), (0, 2a, 0) y tal que cada circunferencia C; contiene en su dominio

interior la curva I';, i = 1,2. Se escoge un niimero a con las siguientes propiedades:

l.4a> |p—gq|,Vp € 'y, Vq € Ta.

2.T1UTy C {z € IR®* —a < 72 < a}.

Se considera la familia F de onduloides de curvatura media H = 1/2a, con ge-
neratrices situadas en el plano P y que giran respecto del eje zo. Estas curvas
tienen periodos entre 4a y 27wa, correspondiendo respectivamente cada uno de estos
periodos a dos semicircunferencias tangentes de radios 2a y a la recta que genera a
un cilindro de radio a. Se parametriza cada elemento M (t) de F por el periodo de su
curva generatriz y(t): t € [4a,2na] y sea m(t) > 0 el valor minimo de la coordenada

71 de la curva «(t) (propiedades de las superficies de Delaunay las encontramos en
[20} ¥ [57]). Sean

MO =Mt Nn{ze Rz,>20} M) =M(@t)n{ze Rz, <0}

Si se orienta M (t)* para que la curvatura media sea positiva (H = 1/2a), el normal
apunta segin el semiespacio z; < 0, es decir, (N, (1,0,0)) < 0. Sea tg > 4a suficien-
temente préximo a 4a tal que para cada t € I =: [4a, o], 7(t) no interseca a I'y UT,.
Resaltemos que este nimero tg sélo depende de las curvas I'; y I's. Recuérdese
también que la funcién definida en [4a, to] dada por t — m(t) es continua, estric-

tamente creciente y que lim;_ 4, m(t) = 0. Tomemos K = min{1/2a, m(tq)}.

Sea ahora una superficie compacta ¥ de curvatura media constante H, con
frontera [’y U Ty y tal que H y la altura sobre el plano P son menores que K.
Probemos que M (to) no interseca a £. Para ello se toma la superficie M (to)*
y se mueve en la direccién del vector (1,0,0) hasta que no toque a ¥ (esto es
posible, porque ¥ es compacta). Ahora se mueve hacia el plano z,z3. Obsérvese

que por las propiedades 1 y 2 anteriores, la frontera de M (tg)" estd incluida en

Y aad l
et '

{z € IR®;|z3] > m(to)}. Usando el Principio de Comparacién v
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media de M (tg)™ es mayor que la de X, conseguimos que M (tg)* no interseque
a ¥. Con un razonamiento anidlogo, M (tp)~ tampoco interseca a ¥. Por tanto
M(to) N E = 0. Se deforma ahora M (to) haciendo {o — 4a hasta conseguir M (4a),

es decir, un rosario de esferas tangentes. Ya que 1/2a > H y
(MuM)NnM@E)c (hul)nP = ul)ny(t)=0 Vtel,

el Principio de Comparacién asegura que M (t) no interseca a X, para cada t € I.
Por tanto, ¥ no interseca el plano vectorial z;z3 y de ahi se concluye que no es
conexa.

O
Como consecuencia, se deduce

Proposicién 3.5.3 Sean dos curvas de Jordan T’y y 'y con la propiedad (S) y Vo >
0. Entonces existe Hy = Ho(I'1, T'2, Vo) > 0 tal que cualquier superficie de curvatura
media constante H, con frontera Ty UTD'y, |H| < Ho y volumen menor que Vo, no es
coneza.

Demostracion: Si existe una sucesién X, de superficies conexas y compactas de
curvaturas medias constantes Hy, con volimenes |Vi] < Vo y Hi — 0, por la férmula
- de Minkowski (3.7) se deduce que la sucesién de 4reas A de X estd acotada. La
férmula de la estimacion de la altura prueba que la sucesion de alturas Ay sobre el
plano que contiene a I'y U I's converge a cero y aplicando el lema anterior se llega a

una contradiccién con el hecho de que las superficies sean conexas.

O

Esta proposicién asegura que, dadas dos curvas de Jordan I'y y I's con la propiedad
(S), cualquier superficie con frontera I'; U T’y y de curvatura media constante H no

es conexa si H y su volumen son suficientemente pequenos.

Teorema 3.5.4 ([46]) Sean [’y y 'y dos curvas cerradas y convezas con la propiedad
(S). Si area(,) # area(§ds), existe Vo = Vo(I'y, [2) > 0 tal que cualquier superficie
compacta de curvatura media constante, con frontera I' y volumen |V| < Vj no es

conexa.
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Demostracion: El razonamiento es analogo al Teorema 3.4.5. Sélamente es necesario
observar que la hipétesis sobre las areas de los dominios ; y §2; permite, a partir

de la igualdad (2.2), probar que la sucesién { H;} esta acotada. El resto de los pasos
son analogos.

O

En el anterior teorema ha sido basico el hecho de que las dreas de los dominios
23 y Qo fueran distintas. Una situacién geométrica donde se tiene que dichas é4reas
son diferentes es el caso en que la superficie, localmente alrededor de la frontera, se
encuentre contenida en uno de los dos semiespacios determinados por el plano de
la frontera y sea transversa al plano a lo largo de ella. En este caso el miembro de
la izquierda de la Férmula de Equilibrio (2.5) no se anula. Por tanto, si la frontera
estd formada por dos curvas cerradas y convexas que se pueden separar por una
recta de P y siguiendo los mismos pasos que en la demostracién de Teorema 3.5.4,
se concluye lo siguiente.

Corolario 3.5.5 Sean I'1 y 'y dos curvas de Jordan convezas con la propiedad
(S). Entonces existe Vo = Vu(I'1, ') > 0 tal que cualquier superficie con frontera
I'yUTl'y, contenida localmente alrededor de la frontera en uno de los dos semiespacios

determinados por el plano que la contiene y con volumen |V| < Vj, no es coneza.

Ahora es ficil probar, a partir del Teorema 3.5.4 y junto con el Teorema 3.4.5 y el

Corolario 3.4.6, los resultados siguientes

Corolario 3.5.6 SeanI'; yI's dos curvas cerradas y convezas con la propiedad (S).
Si el drea de Qy es distinta de la de Qo, existe un niumero real Vi = Vi(I'1,e),
0 < Vi £ Vy tal que, cualquier superficie compacta de curvatura media constante

con frontera I'y UTy y de volumen menor que V), esta formada por dos grafos sobre

QU .

Corolario 3.5.7 Sean Q) y Uy dos dominios converos acotados y disjuntos y con
distintas dreas. Entonces existe un nimero positivo Vi o que depende solo de Qy y

Qs tal que, para cualquier nimero real V con 0 < V < V), la region isoperimétrica
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correspondiente al par (; U Q9, V) estd acotada por (; U G1) U (Q2 U Go), donde

G; es un grafo sobre Q; de curvatura media constante y con frontera 8, i = 1,2.
En el caso de que I'; y I's sean dos circunferencias, se obtiene

Corolario 3.5.8 Sean dos circunferencias 'y y ' de distintos radios, incluidas
en un plano P y que determinan discos disjuntos Q0 y Q2. FEntonces existe un
numero positivo V (I'1, ') tal que, cualquier superficie compacta de curvatura media
constante con frontera I'; UT'y y volumen menor o igual que V(I'y,T'2), estd formada
por dos casquetes esféricos pequerios. Ademds, las regiones isoperimétricas respecto
al par (U Q, V), para V < V(I'1,T'y), estdn acotadas por (3 U S1) U (Q2 U Sy),
donde Sy y Sy son esos casquetes esféricos pequenos sobre 21 y (2.



Capitulo 4

Superficies con borde circular

En los capitulos anteriores hemos combinado el uso de las herramientas clasicas en
el estudio de las superficies de curvatura media constante, descritas en el Capitulo
1, con la mas reciente Férmula de Equilibrio debida a Kusner, que se ha usado en el
Capitulo 2 para obtener resultados de unicidad. Por tltimo, hemos deducido en el
Capitulo 3 una Férmula de Crecimiento del Area, que nos ha permitido estudiar con
éxito la forma de las superficies compactas con curvatura media constante inmersas
en IR® cuyo borde es plano, sobre todo cuando la curva del borde es convexa y
cuando la superficie es pequefia en algin sentido. La conclusién era, casi siempre,
en ese Capitulo 3 obligar a la superficie a ser un grafo. La novedad fundamental de
nuestros resultados de los Capitulos 2 y 3 es que se aplican igualmente a los casos

embebido e inmerso, cosa no habitual en la literatura que trata estos temas.

En este Capitulo 4 final, endurecemos atin algo mas nuestras hip6tesis sobre el
borde de las superficies que estudiamos e impondremos casi siempre que ese borde
es una circunferencia, que, sin pérdida de generalidad, supondremos de radio uno.
Asi pues, trabajaremos con inmersiones ¢ : ¥ — IR, donde ¥ es una superficie

compacta con frontera X conexa, ¢ tiene curvatura media constante H y

(¢(p).a) =0 l¢(p)] = 1

para cada p € 0¥ y para cierto a € R, la] = 1. Ademas supondremos que P>
es inyectiva, es decir, que ¢ : 0¥ — ¢(AL) tiene grado uno. Consecuencia directa
de la Férmula de Equilibrio (Corolario 2.1.2) es que el rango de posibles valores de

H es [—1,1], o sea, que |[H| < 1. Ademas, en el caso minimal H = 0, esta claro
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que ¢(X) es el disco determinado por la circunferencia unidad ¢(8%). En otro caso,
elegimos siempre la orientacién de £ de forma que H sea positivo, y asi tenemos que
H € (0,1]. Ese mismo Corolario 2.1.2 afirma que el valor extremo H = 1 se alcanza
si y sélo si la superficie es perpendicular al plano del borde a lo largo de 6¥X. En
ese caso, Brito y Earp demostraron en [13] que ¢ es umbilical y la superficie ¢(X)

es una semiesfera de radio uno. En los restantes casos, o sea, cuando
0<H<1

se conoce realmente poco sobre la estructura del espacio de superficies compactas
inmersas en IR con curvatura media constante H y con borde una circunferencia
de radio uno. Sabemos, que para cada uno de esos valores de H, existen los dos
casquetes correspondientes de radio 1/H. Para el valor central H = 1/2, Kapouleas
construyé ([37]) superficies de este tipo con género arbitrario mayor que dos, que
estdn a un lado del plano del borde, que no son embebidas y que alcanzan sobre ese
plano una altura arbitraria. Teniendo presente esta falta de ejemplos y los teoremas
clasicos de Hopf ([35]), de Alexandrov ([3]) y de Barbosa y do Carmo ([9]) para
el caso sin borde, nos proponemos en este Capitulo decir algo acerca de las tres
siguientes preguntas:

P1. ;Un disco inmerso en IR® con curvatura media constante y borde una

circunferencia es un casquete esférico?

P2. ;Una superficie compacta embebida en IR® con curvatura media cons-

tante y borde circular es forzosamente un casquete esférico?

P3. ;Una superficie compacta inmersa en IR®> con curvatura media cons-

tante que sea estable es un casquete esférico?

Respecto de estas cuestiones, en la literatura caben resaltar dos resultados impor-
tantes. El primero es debido a Earp, Brito, Meeks y Rosenberg ([14]) y asegura que
una superficie compacta, embebida y de curvatura media constante, cuyo borde es
una circunferencia y que sea transversa a lo largo de ella al plano que la contiene,

es un casquete esférico. El segundo resultado estd enunciado en [40] por Koiso y
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afirma que, fijado un volumen V > 0 y una circunferencia, los casquetes esféricos
son las superficies de menor 4rea entre todas las superficies compactas con volumen
V vy con frontera dicha circunferencia.

Nosotros daremos también algunas respuestas parciales a las preguntas P1 y P2,
fundamentalmente cuando el irea de la superficie, el volumen que encierra o la inte-
gral de la norma de su segunda forma fundamental no sobrepasan los valores criticos
que toman en los casquetes esféricos. Respecto de la tercera cuestién, reconocemos
no haber tenido apenas éxito.

4.1 Discos de area pequena

Supongamos que nuestra superficie ¥ es topolégicamente un disco y que la inmersién
¢:X — IR® tiene curvatura media constante H y su borde es una circunferencia
de radio uno. Podemos entonces aplicar la desigualdad isoperimétrica de Barbosa y
do Carmo ([7]) en la versién ya expuesta en el Lema 3.3.1. Como ¢ restringida al
borde de ¥ es un embebimiento, la longitud de Y respecto de la métrica inducida

por ¢ es exactamente 27. Por lo tanto,
4r® —4m A+ H?A? > 0,
donde A es el drea de nuestra superficie. Entonces
ASA_:%(I—W) 6 AZA_Z%(H\/T——H—?), (4.1)

desigualdades que son significativas ya que |H| < 1. Ademads, si alguna de estas dos
desigualdades llega a ser igualdad, entonces K = H= en T y la inmersién es umbilical.
En tal caso, ¢(X) es un casquete esférico. Justamente A_ y A, son, respectivamente,
las dreas de un casquete esférico pequeno v uno grande con curvatura media |H| y
frontera una circunferencia de radio uno. Por otro lado, como consecuencia de la

Férmula de Equilibrio, tenemos este otro resultado.

Teorema 4.1.1 ([47]) Sea T un disco y o : & — IR® una inmersidn con curvatura

media constante H # 0 cuya frontera es una circunferencia de radio uno. Entonces
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el drea de la superficie cumple

A>A__Zr2(l—\/1—H2).

Ademds se da la igualdad si y solo si ¢ es umbilical y la superficie es el casquete

esférico pequeno de radio 1/|H|.

Demostracion: Se elige una parametrizacién «y por el arco de 8% tal que, si llamamos
a a ¢ o, se tenga a(s) A o/(s) = a, para cada s, donde a es un vector unitario
ortogonal al plano que contiene al borde. Se representa por kg la curvatura geodésica
de 8% respecto de la métrica inducida. Ya que la frontera es una circunferencia de

radio uno,

k2(s) =1 k2(s), (4.2)
donde k,(s) es la curvatura normal de ¥ en la direccién de &'(s). Si N esla apllcacmn
de Gauss correspondiente a H,

kn(s) = —(N'(s),0/(s)) = (N(s),a"(s))
= —(N(s),a(s)) = =(N(s) A a,(s)v a).

Se usa ahora dos veces la desigualdad de Cauchy-Schwarz y también (42)

4n2H? < 27r/ kﬁ(s)ds:47r2—27r/ kg(s)ds
(o)) [

4n? — (42 kg(s)ds)2.
U g(s)ds

De esta desigualdad, usando el Teorema de Gauss-Bonnet y teniendo en cuenta que

IA

Entonces se concluye que

< 2rv1-— HZ

¥ es un disco, se obtiene

27r=/1{d8“+/ s)ds < AH? +/ s

AH? +2nV1 - H?,

IA
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y la demostracion de la primera parte del teorema ha finalizado. La igualdad en la
desigualdad del Teorema 4.1.1 es equivalente a que K = H? en la superficie, es decir,
a que la superficie sea umbilical. Como A = A_, entonces es el casquete esférico
pequeno de radio 1/|H|.

]

Combinando este teorema y la desigualdad isoperimétrica que hemos obtenido
en (3.6), se llega a la conclusién siguiente.

Corolario 4.1.2 ([47]) Si el drea de un disco inmerso en IR® con curvatura media

constante H y con frontera una circunferencia de radio uno satisface

A§A+=%(1+V1—H2),

entonces la inmersion es umbilical y su imagen es un casquete esférico.

Demostracion: Si A < A,, entonces del Teorema 4.1.1 y por (41) se obtiene A = A_
o A= Ay, es decir, ¢ es umbilical y su imagen es un casquete esférico (el pequeno
o el grande respectivamente).

a

De manera que, con relacién a la cuestion P1, podemos decir que si existe algin
disco inmerso en IR® que bordea una circunferencia con curvatura media constante,
que no sea un casquete esférico, su area debe ser mayor que la del correspondiente
casquete esférico grande.

Por otra parte, el Corolario 4.1.2 puede reformularse del siguiente modo: el inico
disco de curvatura media constante cuya frontera es una circunferencia y tiene area
menor que la del correspondiente casquete esférico grande, es el casquete esférico
pequeno. En el siguiente teorema, y gracias a la estimacion de la altura obtenida en
la Seccién 1 del Capitulo 3 anterior, suponemos que el 4rea es pequeria y eliminamos
la hipdtesis topoldgica a cambio de que la superficie no tenga autointersecciones.
Concretamente tenemos.
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Teorema 4.1.3 ([48]) Las tnicas superficies compactas embebidas de curvatura

media constante H # 0 con frontera una circunferencia y cuya drea A satisface
AH? < 2n

son los casquetes esféricos.

Demostracion: Por el Corolario 3.2.2, la superficie se encuentra contenida en uno
de los dos semiespacios determinado por el plano que contiene a la circunferencia y
es transversa, a lo largo de ella, a dicho plano. Ahora aplicamos el Corolario 1.3.2

para concluir que la superficie es un casquete esférico.

O

Este resultado puede reformularse de la siguiente manera:

Toda superficie compacta embebida en IR® con curvatura media constante
y frontera una circunferencia, cuya drea sea menor o igual que el drea de

una semiesfera de la misma curvatura media, es un casquete esférico.

4.2--Discos de volumen pequeno

En el Teorema 3.4.5 y en el Corolario 3.4.6 del Capitulo 3 anterior vimos que las
superficies compactas de curvatura media constante inmersas en IR® que bordean
una curva convexa y tienen volumen pequefio deben ser grafos sobre el dominio
plano determinado por la curva. Cuando la curva convexa es una circunferencia de
radio unidad, la superficie es un disco y la inmersién es inyectiva sobre el borde,
podemos calcular con exactitud los valores de las mejores constantes que aparecian

en esos teoremas.

Teorema 4.2.1 ([48]) Un disco inmerso con curvatura media constante y con fron-
tera una circunferencia es un casquele pequeno siempre que su volumen algebraico

sea menor o igual que el volumen de una semiesfera.
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n pequeno

e 3 . 3 . -2
Demostracion: Se representara por D el disco y por ¢ : D — IR° la inmersién con

curvatura media constante H, con area A y volumen algebraico V. El caso minimal

H = 0 es evidente. Supongamos pues que H > 0. Pongamos que ¢(8D) es una
circunferencia de radio 1, es decir,

{r € R%pf =1, (p,a) =0},

donde a es un vector unitario. Si v representa el conormal interior de ¢ a lo largo

de la frontera &1

Uy

Usando de nuev

Sustituyendo en

Esta desigualdas
Minkowski (3.7)

D, la desigualdad de Schwarz da

)(1/, ¢>)ds>2 < 27 /60 (v, ¢)2ds =2 AD (1 — {v, a)2) ds.

0 la desigualdad de Schwarz y la igualdad (2.5), se obtiene

2 1 )2 2
> — d = .
/aD(u,a) ds > 2W([9D(V,a) s 2rH
(4.3) tiene

’/anoj’ ¢)ds

d da una cota superior del miembro de la derecha en la férmula de

(4.3)

<27v1-H2

para la inmersién ¢. Entonces

A-3HV <nv1- H2 (4.4)

Por otro lado, se probé en el Corolario 4.1.2 que, si ¢(D) no es un casquete

pequeno con cur

correspondiente

Por tanto, por

casquete pequen

Como la curvat

creciente, se con

vatura media H, entonces el area A debe ser mayvor que el area del

casquete grande. Esto es,

27T(1+\/1—H‘2).

2

A>

4.4) y la ltima desigualdad tendremos, si la superficie no es un

0, que

. 27

.3H3(1+\/ﬁﬁ)—%

ura media H se mueve en el intervalo (0,1] v f es una funcién

V > f(H) Vi-HZ

cluye que V > 271 /3. como se habia afirmado.

O
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Podemos decir aqui, como al final de la seccién anterior, que si existen discos de
curvatura media constante que bordean una circunferencia, no siendo los casquetes
esféricos, deben encerrar un volumen mayor que el que encierra el correspondiente

casquete grande.

4.3 Discos estables y con geometria pequena

La tercera cuestién que nos plantedbamos en la introduccién de este Capitulo 4
era tratar de a.verigué,r alguna cosa sobre las superficies compactas con curvatura
media constante que bordean una circunferencia, por ejemplo, de radio uno que
son estables, incluso suponiendo que tienen la topologia mas simple posible: la del
disco. En el Capitulo 1 hablamos de dos tipos de estabilidad (Definicién 1.1.4) segin
que viéramos la inmersion como punto critico de uno u otro problema variacional.

Supongamos primeramente que nuestro disco es estable.

Sean V2 y A respectivamente los operadores hessiano y laplaciano asociados a la
métrica en ¥ inducida por el producto escalar {,) usual de IR®. Se define la funcién
h: % — IR® por

h={(¢pANa), aclIR,
esto es, h es la componente normal del campo de Killing de IR correspondiente a

las rotaciones alrededor del vector a. Para cada p € ¥ y v € THL, se tiene

(dh)p(v) = ((d@)p(v) A N(p), a) = (8(p) A Apv, a),

donde A es el endomorfismo de Weingarten de ¢. De aqui, se puede calcular el
hessiano V2h de la funcién h. De hecho, sipe Xy u,v € 9>

(V2h)p(u, v) = —{((d@)p(v) A Apu,a) — {(d¢)p(u) A Apv, a)
— {o(p) A (VA),(u,v), a) — (Apu, Apu)h(p),

donde V A es la derivada covariante de A. Tomando trazas en esta igualdad, se

concluye que
Ah = —2(¢ AVH, a) — |o]*h.

Como la curvatura media de ¥ es constante, la funcién h satisface una ecuacién

eliptica, que no es nada mas que la ecuaciéon de Jacobi correspondiente al operador
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de la segunda variacién del drea. Ademas [ hdZ = 0 porque las rotaciones conservan

el volumen. Resumimos lo anterior de la siguiente forma.

Lema 4.3.1 Sea una inmersion ¢ : ¥ — IR® de una superficie compacta con cur-
vatura media constante y N : © — IR® una aplicacién de Gauss suya. Entonces si
a € IR®, la funcién h = (¢ A N, a) satisface

Ah + |oh =0 /hdeO,
PN

siendo 0 la segunda forma fundamental de ¢. Ademds, si la frontera es una circun-
ferencia y a es un vector perpendicular a ella, la funcion h se anula a lo largo de
ella. Si h =0 en todo X, la superficie es rotacionalmente simétrica respecto del eje

a, es decir, la superficie es un casquete esférico.

La funcién h del lema anterior es una funcién propia del operador eliptico L =
A+ |cr|2 y por tanto sus lineas nodales estan descritas en [18]. Si la frontera es una
circunferencia, entonces la funcién h se anula en ella y por tanto la frontera es una
linea nodal. En este caso si h tiene un tnico dominio nodal, como ocurre cuando
la superficie es fuertemente estable, este dominio es toda la superficie y h tendria
signo en ella. Pero [z hdY¥ = 0. Por consiguiente, h es constantemente cero en X, es

decir, es un casquete esférico. Por lo tanto,

Teorema 4.3.2 Los casquetes esféricos pequenos son las unicas superficies com-
pactas de curvatura media constante, cuya frontera es una circunferencia y que son

fuertemente estables.

Demostracion: Se considera la funcién h del lema anterior. Si h es constantemente
cero en la superficie, entonces es un casquete esférico. En otro caso, se va a llegar
a una contradiccién. Si h no es constantemente cero, h cambia de signo ya que
Jh d¥ = 0. Por tanto, la funcién h es una funcién propia del operador L = A +|o|?
para el problema de Dirichlet y con valor propio A = 0. Como la superficie es estable,
el primer valor propio del laplaciano es cero. Como la primera funcién propia no

cambia de signo ([18]), h tiene signo en L, llegandose a una contradiccién.
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Cuando la superficie es sélamente estable, y no fuertemente estable, se tiene:

Lema 4.3.3 Si ¥ es una superficie compacta de curvatura media constante, estable

y la funcion h cambia de signo, entonces h tiene exactamente dos dominios nodales.

Demostracion: Ya que Ah + |a|2h = 0, h es una funcién propia del operador L con
valor propio igual a cero. Ademas la estabilidad implica que el operador L tiene un
unico valor propio negativo para el problema de Dirichlet: Por tanto el valor 0 es
el segundo valor propio y h es una segunda funcién propia de L. Por el Teorema
de Courant ([17]), h tiene a lo mds dos dominios nodales. Por otra parte, como A
cambia de signo, tiene al menos dos dominios nodales y por consiguiente, existen

exactamente dos.

a

La proposicién siguiente estudia la topologia de los dominios nodales de la funcién
h para una superficie de género cero con curvatura media constante y frontera una
circunferencia.

Proposicién 4.3.4 Sea¢ : ¥ — IR? una inmersidn de un disco con curvatura media
constante y frontera una circunferencia. Si ¥ es estable, entonces los dos dominios
nodales de la funcion h descrita en el Lema 4.3.1 son simplemente conezos, a no

ser que ¢(X) sea un casquete esférico.

Demostracion: Supongamos que la imagen de la inmersion no es un casquete esférico
y sean €21, {2 los dominios nodales. Para probar que son simplemente conexos es

suficiente con demostrar que existe una linea nodal que interseca a 0.

Sea v el conormal interior a lo largo de 9X. Se orientan 0¥ y ¥ para que
{¢.(t),v, N} y {&.(t), ¢, a} sean bases positivamente orientadas de IR®, donde ¢.(t)
es un campo tangente unitario a I y a es un vector unitario perpendicular al plano
que contiene a la circunferencia. Ya que Az = 0, se deduce que (dh),(t,) = 0 para
cada p € 0X. Por otra parte, v '

(dh)pvp = (vp A N (p),a) + (¢(p) A dNpvp, a) = o (t, v)(p). (4.5)
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En el siguiente paso, se prueba que la aplicacién definida en 8% por

pr— a(t,v)(p)

tiene al menos un cero. Si no fuera asi, entonces ningin punto de la frontera 8% es
umbilical y ademds los vectores t y v tampoco serian direcciones principales. Por
tanto las distribuciones unidimensionales asociadas a las curvaturas principales son
transversales a la frontera OE en todo punto. Usando el teorema de Poincaré-Hopf
como en la demostracién de la Proposicién 2.1.3, se llega a una contradiccion con el
hecho de que X tenga género cero. Por tanto, o(t, v) se anula al menos una vez. Si
p € 0L es un punto donde (¢, v) se anula, entonces el punto p es un punto critico
de la funcién propia h por (4.5). Se prueba ahora que hay otra linea nodal diferente
de OY. empieza en el punto p o h es idénticamente cero. De hecho, si h no cambia de
signo en cada entorno del punto p, existiria un entorno U de p en £ donde h seria,

por ejemplo, no negativa. Asi que

Ahy = —|U|2h|U <0
y usando el principio del mdximo (Teorema 1.2.2), h no puede alcanzar su minimo
cero en un punto interior o en p, ya que (dh), = 0. Pero como h(p) = 0, entonces h
es constante v constantemente cero en U y de aqui, por el principio de continuacién

Unica, es cero en X, en contradiccién con la hipétesis.

O
No sabemos utilizar la informacién conseguida hasta ahora sobre la funcién h, que
es una funcién de Jacobi de nuestro problema variacional, para concluir, quizas, que
un disco de curvatura media constante estable y que bordea una circunferencia es
un casquete esférico. Sin embargo, existe una condicién que Barbosa y do Carmo
([9]), siguiendo una idea de Ruchert ([59]), demostraron que es maés fuerte que la

estabilidad: el hecho de que la segunda forma fundamental sea pequeiia en el sentido

L2, Con esa hipétesis si tenemos éxito.

Teorema 4.3.5 Sea una inmersion ¢ : © — IR de curvatura media constante H

de un disco ¥ en IR® con frontera una circunferencia de radio uno. Si

/ lo]*dS < 8,
b))
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entonces la imagen de ¢ es un casquete esférico.

Demostracion: Sea la funcién h del Lema 4.3.1. Se tienen dos posibilidades:
a) La funcién h se anula en todo X. En tal caso, ¢(X) es un casquete esférico.

b) h # 0 en Z. Por el resultado comentado anteriormente de Barbosa y do Carmo,
la superficie es estable, y por el Lema 4.3.3, la funcidon h tiene exactamente dos
dominios nodales, que ademads son simplemente conexos. Se probara que este caso
es imposible. La hipitesis nos asegura que, al menos, un dominio nodal, que se
representars por §2, cumple [ |0|°dE < 47. Se considera la métrica d32 = |0’|2/ 2ds?.
Se comprueba que la superficie (I,d3?) tiene curvatura de Gauss K < 1, y la
igualdad se da si y s6lo si ¢ : (Z,ds?) — IR® es umbilical ([8]). Sea v = hyq la

restriccion h en §). Por el Lema 4.3.1, se obtiene
Av+2u=0en

v = 0 en 012,

donde A es el operador laplaciano respecto de la métrica d3s%. Ya que v tiene signo

en ) y es una funcién propia para la métrica d52, es una funcién propia para el

primer valor propio con condicién de frontera de tipo Dirichlet. Si se representa por

A1(Q) el primer valor propio del laplaciano con condicién de Dirichlet en la superficie

(9, d5?), se obtiene |
M(Q) =2

Por otra parte,

area((), ds°) :/ l—UQ—l-dE < 27.
0

Sea un disco geodésico 2* en la esfera unidad S(1) con
area()*) = area(Q).

Se compara el primer valor propio de * con primer valor propio de la semiesfera:
va que area(Q*) < 27, se obtiene A\;(Q*) > 2. Como {2 es simplemente conexo, la
Proposicién 3.3 en [8] da

A(Q7) < ()
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y la igualdad es cierta si y sélo si (€2, d52) tiene curvatura de Gauss K igualalen
todo punto. Por consiguiente, A;(2*) =2 = X,(Q)y K = 1. Esto significa que ¢ es
una inmersiéon umbilical, la superficie es un casquete esférico y h = 0 en X, lo cual
es una contradiccion.

a

La desigualdad f; |7|?dS < 87 y el hecho de que |¢|* > 2H? implican que el 4rea
A de X, verifica la desigualdad AH? < 47. Recuérdese que en el Corolario 4.1,2 se
ha probado que los dnicos discos inmersos con curvatura media constante H cuya
frontera es una circunferencia de radio uno y con AH? < 27(1 + v/1 — H?) son los
casquetes esféricos. Por tanto, el Corolario 4.1.2 es independiente del Teorema 4.3.5

. De la misma forma, los Teoremas 4.1.3 y 4.3.5 son también independientes.

4.4 Superﬁcieé' embebidas en una banda

Esta seccidn estd motivada por la estimacion de la altura de un grafo con curvatura
media constante y frontera plana: en el Lema 1.4.3 se probé que dicho grafo no
puede levantarse mds de 1/|H| respecto del plano P que contiene a la frontera,
donde H # 0 es el valor de la curvatura media. Usando la técnica de reflexién de
Alexandrov (Seccién 1.3 del Capitulo 1), Meeks ([49]) probé que si la superficie es
embebida, aunque no sea un grafo, entonces la superficie no puede alejarse mas de
2/|H| respecto de P. Por tanto, la superficie estd contenida en una banda paralela
a P de anchura 4/|H|.

Es natural, pues, el estudio de superficies con curvatura media constante inclui-
das en la regién determinada por dos planos paralelos (a la que llamaremos banda) y
analizar cdmo influyen la anchura y la posicién de la banda en la forma que adopta |
la superficie. Asi, si S es una banda y a es un vector unitario perpendicular a los
planos que definen S, tenemos que la componente en la direccion de a de los puntos
de ¥ esta acotada. De hecho Barbosa ha estudiado el caso en que, en lugar de una
coordenada acotada, la superficie tiene dos o tres (|5], [6]). Nosotros generalizamos

sus resultados considerando, como parece mas natural, una séla direccién acotada.

Teorema 4.4.1 Sea ¥ una superficie compacta y embebida con curvatura media
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constante H # 0 y cuya frontera 0L es una circunferencia. Si L estd contenida

en una banda de anchura 1/|H|, entonces es un casquete esférico pequeno de radio

1/|H]|.

Demeostracion: Se escoge el campo normal unitario N de ¥ para que la curvatura
media H sea positiva. Se representa por S la banda que contiene a la superficie.
Sea un vector v unitario paralelo a S. Se considera C, el semicilindro cerrado de
radio 1/2H no acotado, con eje contenido en el plano intermedio de S, perpendicular
al vector v y tal que 8C, C 8S. El conjunto C, divide a S en dos componentes.
Supongamos que v apunta a la componente no convexa y se considera la direccion
de v como la de arriba y la direccién de —~v como la direccién de abajo. Se aleja C,
hacia arriba suficientemente para que no interseque a £ (esto es posible ya que ¥
es compacta). Ahora se mueve C, hacia abajo hasta que toque a ¥ en la primera
vez. En esta posicién, ¥ se encuentra completamente en la region cerrada convexa.
de S por debajo de C,. Si se considera en C, el campo normal unitario que apunta
hacia la parte convexa, entonces la curvatura media de C, es positiva y coincide con
el valor H.

Lema 4.4.2 No existe un punto p interior a ¥ tal que p pertenezca a C, y la su-

perficie ¥ se encuentre por debajo de C,,. (ver Figura 4.1).

Demostracion: (del lema). Ya que ¥ se encuentra por debajo de C, y p pertenece a
Cy N X, entonces C, y ¥ son tangentes en p. Esto es cierto, incluso si p € 0C,, ya
que en este caso, el punto p también pertenece a la frontera de la banda S. Si los
campos normales unitarios a las dos superficies coinciden en p, entonces se concluye,
usando el Principio del Maximo, que £ debe ser un subconjunto de C,, lo cual no
es posible ya que 90X es una circunferencia. Si los campos normales de ¥ y C, no
coinciden en p, entonces deben ser opuestos. En este caso, se considera en X la
aplicacion de Gauss —N y por tanto, la curvatura media es negativa: el Principio

del Méaximo da de nuevo una contradiccién. Por tanto, el lema queda probado.

O
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Figura 4.1: Demostracién del Lema 4.4.2

Lema 4.4.3 Bajo las hipdtesis del Teorema 4.4.1, no existe un punto p de 8% per-
teneciente al interior de C,, que sea punto de tangencia entre ¥ y Cy, suponiendo
que ¥ se encuentra por debajo de C,.

Demostracion: (del lema). Este lema puede ser probado de la misma forma que el
anterior, ya que la hipdtesis extra garantiza que se pueda aplicar el Principio del

Méximo (versién frontera) como en el ltimo lema.

O

De estos dos lemas se deduce que C, toca a ¥ sélamente en puntos de 8X. Estos
puntos son puntos de la frontera de C,, o puntos de C, donde ¥ y C, no son tangentes.

Pueden ocurrir ahora dos posibilidades:

A) El plano P es perpendicular a S. En tal caso, sea una direccién v paralela a
Sy se consideran los semicilindros C, v C_,. Entonces ¥ se encuentra contenida
en el dominio convexo K, que determinan C, y C_, en la banda S. Ya que v es
perpendicular a P, los puntos en que C, y C_, tocan a ¥ son idénticos y pertenecen
a la frontera. Por tanto, C, y C_, se intersecan. Entonces K, estd contenido en un
cilindro sélido de radio 1/2H. Como 1/2H < 1/H, el Teorema 3.1. de [6] afirma

que X es un casquete esférico y el teorema esta probado.
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B) El plano P no es perpendicular a S. Como X es una circunferencia no perpen-
dicular a S, para cada vector v paralelo a S, los puntos de contacto entre C, y C_,
con ¥ son opuestos en la circunferencia 8X. Si se toman todos los vectores v en el
conjunto de vectores paralelos a S, se obtiene que ¥ se encuentra en el convexo K
que determinan todos los conjuntos C, (ver Figura 4.2). Ademads 9% estd incluidp en
la frontera de K. Sea Q el disco acotado por la circunferencia 8L en el plano P. Ya
que £ C K, 8% C 0K y K es un conjunto convexo, se obtiene (P — Q)N X = §. Por
el Lema 3.2.3, la superficie esta contenida en uno de los semiespacios determinados
por P. Usando ahora el método de Alexandrov, la superficie es un casquete esférico
(ver Corolario 1.3.2). |

|

Figura 4.2: Apartado B del la demostracién del Teorema 4.4.1

En el apartado A de la demostracién anterior no se ha usado la hipétesis de
embebimiento, es decir, el teorema, en esta situacién, sigue siendo cierto para su-
perficies inmersas. La hipé6tesis de embebimiento solamente se ha usado al final
del apartado B, para poder aplicar el Lema 3.2.3. Por tanto, la demostracién del

Teorema 4.4.1 permite extraer la siguiente consecuencia:
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Corolario 4.4.4 Sea ¥ una superficie compacta inmersa en IR® con curvatura me-
dia constante H # 0 y cuya frontera es una circunferencia 8% contenida en un plano
P. Si ¢ representa la inmersion y ¢(X) estd incluida en una banda S de anchura

1/|H|, en cualquiera de los siguientes casos, ¢(X) es un casquete esférico:

1. S es perpendicular a P.

2. 9% tiene radio uno y |H| < 1/2.

Demostracion: 1. Es la parte A) de la demostracién del Teorema 4.4.1.

2. En este caso, el conjunto convexo K estd contenido en un cilindro perpendicular
a S deradio 1+ 1/2|H|. Ya que |H| £ 1/2, este radio es menor que 1/|H| y
podemos aplicar [6].

O

La demostracién del Teorema 4.4.1 proporciona también la siguiente generalizacién

en el caso de que la frontera Y sea una curva convexa.

Corolario 4.4.5 Sea I' una curva cerrada, corveza e incluida en un plano P y sea
Y una superficie compacta embebida de curvatura media constante H # 0 y cuyo
borde es I". Si la superficie estd contenida en una banda no perpendicular a P y de
anchura 1/|H|, entonces la superficie estd completamente contenida en uno de los

semiespactos determinados por P.

Demostracion: Si se repite el desarrollo de la demostracién del Teorema 4.4.1 se
concluye, con la misma notacién, que para toda direccion paralela v a S, al mover
los semicilindros C, hacia X, éstos tocan a la superficie en puntos de I'. Ademsds,
como I' es una curva convexa, para cada punto de I' existe una direccién v tal
que C, toca a ¥ en dicho punto. Variando v v usando el hecho de que P no es
perpendicular a S, se concluye que ¥ no interseca a P — Q. Por tanto, por el Lema

3.2.3, la superficie se encuentra en uno de los semiespacios determinados por P.
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Siguiendo en la situacién en que la curva ' sea convexa, obtenemos el siguiente

resultado para superficies inmersas:

Corolario 4.4.6 Sea T una superficie compacta inmersa en IR® con curvatura me-
dia constante H # 0 y cuya frontera es una curva plana, cerrada y conveza. Si
la superficie se encuentra contenida en una banda de anchura 1/|H| y simétrica
respecto del plano P del borde, entonces la superficie estd contenida en el cilindro
recto determinado por su borde. Si ademds la superficie estd embebida, entonces es
un grafo. |

Demostracion: Usando como en el anterior corolario semicilindros contenidos en S
de radio 1/2|H|, se deduce, por la convexidad del borde y por el Principio del
Maximo, que la superficie se encuentra contenida en el cilindro sélido perpendicular
a S y determinado por el borde de X.

Por otra parte, por el Principio del Mdximo, si v es el conormal interior a X a lo
largo del borde y a es un vector unitario perpendicular a P, se tiene que |(v, a)| # 1.
Por compacidad de la frontera, existe § > 0 tal que |[(v,a)| £ 1 — §. Por tanto, si la
superficie esta embebida, el Lema 3.2.3 y el método de Alexandrov prueban que la

superficie es un grafo (ver el razonamiento de la pagina 38).

0
Combinando los Corolarios 2.2.2 y 4.4.6, se obtiene

Corolario 4.4.7 Sea I' una curva cerrada y convexa contenida en un plano P.
FEntonces existe un numero Hy = Ho(l') > 0, que depende sdlo de T, tal que si
H € IR, 0 < |H| £ Hy, la unica superficie de curvatura media constante H con
frontera I' contenida en una banda simétrica respecto de P y de anchura 1/|H| es
un grafo.

Obsérvese que si H es pequeno, la anchura de la banda es grande (un compor-
tamiento parecido ocurria en el Teorema 2.3.3 para superficies H-pequenas). Por

tanto, el anterior corolario puede reformularse de la siguiente manera
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Sea I' una curva cerradae y conveza contenida en un plano P y sea S una

banda que contiene a P. Entonces toda superficie compacta inmersa en
3 . . )

IR® con curvatura media constante H, con frontera I' e incluida en S es

un grafo sobre P, st H es suficientemente pequeno.

Para finalizar esta seccién, se retoma el estudio de las superficies con curvatura
media constante H # 0 y con frontera una circunferencia I' de radio uno. Es
natural preguntarse si se puede generalizar el Teorema 4.4.1 para el caso inmerso.
Si el plano que contiene a la frontera es el plano intermedio de la banda S, mediante
un razonamiento analogo al del Corolario 4.4.5, la superficie se encuentra contenida
en el cilindro sélido de radio uno, perpendicular a S y determinado por I'. Ya
que 1 < 1/|H|, la superficie es un casquete esférico ([6]). No puede hacerse lo
mismo si I' se encuentra contenida en uno de los planos que definen la banda. Sin
embargo, en esta situacién, conseguimos un resultado parcial. Después de un cambio

de coordenadas, se puede suponer que la banda S estd determinada por los planos

{za = —1/2|H|} y {z3 = 1/2|H|}.
Teorema 4.4.8 Sec ¢ : £ — IR® una inmersion con curvatura media H > 0 tal que

1
(]5(82) == {(_il?l,il,‘g, —5?{—) € Rs;I% + I% = 1}

y ¢(X) estd contenida en la banda S. Si H*> < 3/4, entonces ¢(X) es el casquete
pequeno de la esfera de radio 1/|H|.

Demostracion: Se probara que la superficie se encuentra en el cilindro sélido C =
{z € R* 2?4+ 2% < 1/H?} y usando el resultado de [6] se tendrd que ¢(X) es un
casquete esférico. Un razonamiento analogo al empleado en el Teorema 4.4.1 con
semicilindros de radio 1/2H, prueba que la superficie se encuentra en el convexo
K determinado por la banda y todas las semicircunferencias de radio 1/2H que se
apoyan en [', contenidas cada una de ellas en un plano perpendicular a S y a I. La
frontera de K es K = T U D, U Do, donde T es la parte convexa de un toro que
resulta de girar una circunferencia de radio 1/2H, perpendicular a S y a I' y que se
encuentra contenida en S; D, v Dy son dos discos de radio uno contenidos en cada

uno de los planos de la banda, D, es el disco acotado por I'y Does D; +(0,0,1/H).
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Por el Corolario 4.4.4, se tiene que s6lo es necesario probar el teorema cuando
H varfa en el intervalo (1/2, v3/2]. Un toro que resulta de girar respecto del eje z3

una circunferencia de radio r de la forma
t — (b,0,0) +r(cost,0,sint) te[0,2n],r >0

tiene curvatura media
b+ 2rcost

o bt2reost
2r(b +r cost)

La parte convexa T del toro se corresponde con cost > 0. En nuestro caso, r = 1/2H

y b = 1. Entonces la curvatura media H es

H + cost

F= ottt
1+WCOSt

y por tanto, H < H. La idea ahora es ir deformando T a través de otros toros de
revolucidén respecto del eje z3. Concretamente se considera la siguiente familia de

toros de revolucidn: se toma el siguiente trozo de circunferencia en el plano z,2z3
t — (1,0,0) + r(cost,0,sint), p+rcost>1,

donde 0 < p < 1y tal quer = {/A*+ #, con A = 1 — p. Se representa por
F = {T(p);r € [0,1]} la familia de todas las regiones convexas de los toros de
revolucién que se obtienen de girar los anteriores trozos de circunferencias respecto

del eje z3 (obsérvese que T'(1) = T). La curvatura media de T'(p) es

pt+ 2rcost

H = :
() 2r(p + r cost)

Ya se ha comprobado que H(1) = H > H. Se va a hacer variar u de 1 hasta
0. Si hubiera un punto de contacto entre uno de estos toros con la superficie ¥,
y ya que las curvaturas medias de las dos superficies son positivas, el Principio de
Comparacién aseguraria que la curvatura del toro serfa menor o igual que la de la

superficie ¥ (ver Figura 4.3).

Por tanto, para demostrar que ¥ esta incluida en C, se probaré que la familia de

toros de la deformacién se puede considerar hasta pg +rg = 1/H. Para ello, basta
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(1)

Figura 4.3:

con ver que H(u) > H. El centro (p,0,0) de la circunferencia que define T'() va
desde p = 1 hasta pug = SE'T—(;%I_;T Entonces

1 1L
H = — 12— —-).
(1) 2r ( u+rcost)

Como p + rcost > 1,

A >9_u=1+A

2- ———>
p+rcost

2Hr. Elevando

2
2
< T Ya que

A =1-p < 1—pg, se tendra la desigualdad esperada si se prueba que 1—pg < mgj,

Por tanto, para probar que H(u) > H, basta con que 1 + X

al cuadrado y despejando ) se obtiene que es suficiente que A

lo cual es cierto para cada H € (3, %]

O

De todo el estudio anterior sobre superficies con una coordenada acotada, surge de

forma natural la siguiente cuestién.

Problema D. Una superficie compacta de curvatura media constante H #
0, con frontera una circunferencia y contenida en una banda de anchura

1/|H| zes un casquete esferico pequeno?
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Ya que los casquetes grandes con curvatura media H no estin contenidos en una
banda de anchura 1/|H| sino de anchura 2/|H|, es también natural la siguiente

pregunta.

Problema E. Una superficie compacta de curvatura media constante H #
0 con frontera una circunferencia y contenida en una banda de anchura

2/|H| jes un casquete esférico?
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