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NOTA.: La numeracidn que se seguira para los Teoremas,
Proposiciones y Lemas responde al siguilente criterio:

Cada Teorema (Proposicidén , Lema o Definicidn) lleva consigo
tres nlmeros, que por este orden, indicarén seccidén del Capi-
tulo en cuestidn, apartado de dicha seccidén y por Gltimo, el
nﬁmero identificativo de dicho Teorema (Proposicidn, Lema o
Definicidén). Nétese que siempre se sobreentiende que, si no se
hace referencia al Capitulo al que pertenece un Teorema (Proposi-
cién, Lema o Definicidn), éste pertenece al Capitulo que se esta

estudiando.



INTRODUCCION

El estudio de las superficies minimales del espacio Eu-
clidéo tres dimensional es uno de los problemas centrales de

la Geometria Diferencial clésica. Los métodos que se han desa-

. rrollado para el estudio de estas superficies provienen tanto

del Anélisis en una variable compleja, como del An&lisis de las
ecuaciones en derivadas parciales, como de la propia Geometria
Riemanniana.

Estas superficies son los '"puntos criticos" del funcio-
nal "Area" y se corresponden intuitivamente |, siguiendo un mo-
delo fisico clésico descubierto por Plateau, con las formas que
adoptan las peliculas de jabdn que se pueden construir con un
soporte de alambre de forma arbitraria. Geométricamente se pue-
den describir como 1las superficies de curvatura media nula, y
analiticamente como los grafos determinados por las funciones

f(x,y) , que satisfacen la ecuaciédn quasilineal y eliptica:

vy =0 (I)

g : 2
(1-+fy)fxx-—2fxfyfxy-+(1-+fx)f

Sin duda el problema mis conocido en la teoria de super-
ficies minimales es el problema de Plateau. Consiste en cons-—
truir una superficie minimal cuyo borde sea una curva dada de
k.

R”. Este tipo de cuestiones no serédn tratadas aqui. (Para més

informacidén sobre el problema de Plateay consultar por ejemplo

"Solution of fhé problem of Plateau", Trans. Amer. Math.
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Soc., 33, (1931), articulo debido a Douglas).

En este trabajo recojemos algunos resultados recientes
acerca de la teoria global de estas superficies.

El primer resultado de este tipo fué obtenido por Berns-
tein en 1915, y si se quiere se puede ver en [0S]. En su famoso
Teorema demostraba que una superficie minimal que se puede re-

3 es necesariamente

presentar como un grafo sobre un plano de R
un plano. Este resultado es equivalente al hecho de que las u-
nicas soluciones de la ecuacidn (I) que estén definidas sobre

2 . .
son las funciones lineales.

todo R
Este resultado ha originado importantes desarrollos pos-—
teriores.
Como una primera generalizaéién del Teorema de Berstein,
Niremberg conjeturd que la imagen por la aplicacidén de Gauss

: es densa

de una superficie minimal completa, y no llana, de R
en la esfera 82, resultado posteriormente demostrado por Oser-—
man. (ver [0S]).

Una brillante generalizacidn de este teorema ha sido
obtenida recientemente por Xavier (ver [XA]), quien demostrd
que la aplicacidn de Gauss de una de estas superficies omite
a lo sumo 6 puntos de la esfera. Puesto que se conocen ejemplos
de superficies minimales completas éuya aplicacidén de Gauss omi-
te K puntos, con K=0,1,2,3 y 4 (ver el Teorema 1.3.3. del
Capitulo II), la cuestion queda abierta en 1o que respecta
a este problema a la existencia de superficies minimales comple-—

tas cuya aplicacidén de Gauss omita 5 &6 6 puntos.

Otra generalizacidén del Teorema de Berstein, desde un
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punto de vista completamente distinto, ha sido obtenida inde-
pendientemente por Schoen y Fischer-Colbrie (ver [CS]) y Do

Carmo y Peng (ver [DCP]). Estos autores demuestran que la uni-
ca superficie minimal completa y estable, esto es, que minimi-

3€S el

za globalmente el area (hasta el segundo orden), de R
plano. Puesto que un grafo minimal minimiza ei area absoluta-
mente, este resultado generaliza tambien al de Berstein.

Otro problema global importante de la teoria de super-
ficies minimales es el de estudiar el tipo de acotaciones que
admiten estas superficies. Calabi fué el primero que se pre-
guntd si existian superficies minimales completas y distintas
de un plano, contenidas en un semiespacio de R3. Esta cuestidn
ha sido resuelta afirmativamente por Jorge y Xavier (ver[JX]),
quienes construyen ejemplos de superficies de este tipo conte-
nidas entre dos planos paralelos. Queda por tanto por decidir
si existen o no superficies minimales completas contenidas en
el interior de un cilindro, o incluso en un bola.

Estos son fundamentalmente los problemas que hemos estu-
diado, en lo que respecta a las superficies minimales: los
resultados anteriormente mencionados junto con algunos otros
que aparecen recopilados en el Capitulo II.

Una generalizacidn natural de la hipdtesis de minima-
lidad es la condicidn de curvatura media constante.

Para las superficies compactas de este tipo existen dos
resultados clésicos: el Teofema de Hopf y el Teorema de Aleksan-

drof.(ver Teoremas 1.3. y 2.1. del Capitulo III).

El primero de ellos asegura que la Unica superficie in-
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3 compacta, con curvatura media constante y homeomor-

mersa en R
fa a 82 es la esfera estandar.
E1l segundo afirma que la uUnica superficie compacta embe-
bida en R3 con curvatura media constante es la esfera estéandar.
Durante mucho tiempo una cuestibdn importante, conocida

como conjetura de Hopf, fué la de decidir si existian o no

3 con curvatura media constan-

superficies compactas inmersas en R
te distintas de la esfera. Nuevos ejemplos de superficies con
estas caracteristicas han sido construidos recientemente por
Wente (ver [WE]), con 1o que la conjetura de Hopf ha sido re-
suelta negativamente.

En lo que respecta a la aplicacidn de estas superficies
un resultado de Hoffman-Oserman y Schoen (ver [HOF]), establece
que si la imagen de la aplicacidén de Gauss de una superficie

3 estd contenida

completa y con curvatura media constante de R

en un hemisferio abierto, entonces es un plano, y si 1o estéd en

uno cerrado, ademas puede ser un cilindro circular recto.
Existen superficies de revolucibn, completas y de curva-

tura media constante en R3

tales que su aplicacidén de Gauss re-
cubre una banda arbitrariamente fina alrededor de un ecuador.
Este hecho 1levé a Do Carmo a conjeturar que la imagen por la
aplicacidén de Gauss de una superficie compléta, distinta de un

plano, y con curvatura media constante en R3

recubre siempre un

ecuador de la esfera. Por el momento este es un problema abierto.
Otro resultado importante obtenido por Klotz y Oserman

clasifica las superficies completas con H=constante tales que

su curvatura de Gauss no cambia de signo.



Estos autores concluyen que con esas hipbtesis la super-
ficie es minimal 6 es un plano 6 un cilindro circular recto.

Las superficies con curvatura media constante se pueden
caracterizar tambien como los puntos criticos del funcional area
con la restriccion adicional de que el volumen encerrado por 1la
superficie en cada instante de la variacion en cuestidn sea
constante. La cuesfién de la estabilidad se plantea entonces na-
turalmente de forma analoga al caso de minimales.(ver [BAR]).

Do Carmo y Barbosa han demostrado que en el caso compacto,
la unica superfigie de este tipo estable es la esfera estandar
de R3. Queda por tanto por decidir que ocurre en el caso comple-
to, no necesariamente compacto.

Los resultados anteriormente expuestos estan recopilados
en el Capitulo III. Puesto que, a diferencia de 1o que ocurre en
el caso minimal, algunos de los resultados anteriores se genera-
lizan sin esfuerzo al caso de dimensidn general, estos han sido
establecidos para hipersuperficies de un espacio euclideo de
cualquier dimensidn.

Por ultimo, indicar que para llegar a demostrar muchos
resultados de los expuestos, ha sido necasario un material, en

especial, referente a las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (elipticas de segundo orden),como es de esperar de la
ecuacién (I), asi como contenidos de Analisis Funcional. Otro
apartado importante ha sido el dedicado a la variable compleja,
de gran int.rés a partir de la representacibén de Weierstrass de
las superficies minimales. |

Asi por ejemplo, el Teorema de Liouville para funciones
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subarménicas, principio del méximo clésico, desigualdad de
Harnack, estimaciones interiores de Schauder, Teorema de la
Alternativa de Fredholm seran mencionados y utilizados asidua-
mente.

A sistematizar y recopilar estos resultados estd dedicado
el Capitulo I de esta memoria.

Ya si finalizando, indicar que el inconveniente de no po-
der usar en ningin caso la hipdétesis de compacidad (es conocido

que las superficies minimales en R3

completas no soncompactas),
que nos impide trabajar con herramientas tan potentes como el
Teorema de la Divergencia con comodidad, es en cierto sentido
paliado por el hecho de que podamos jugar con una estructura
conforme en nuestra superficie, abriendose, a partir de métodos
geométricos con interpretacibén clara en este sentido, todo el
amplio avanico de posiblidades de la variable compleja. En este
aspecto juega tambien un papel importante el Teorema de Unifor-
mizacidén, co.i0 se puede comprender.

No obstante, (ver [YAU]), damos algunos resultados mas
débiles que el Teorema de la Divergencia, pero que realizan, con
las debidas matizaciones, el mismo papel que éste, pero esta vez

en superficies no compactas.



CAPITULO 1

PRELIMINARES Y CONOCIMIENTOS BASicos

1. ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES.

ANALISIS FUNCIONAL.

En este apartado se incluye, sin duda, la parte mas im-
portante y de mas complicacidén del material que se utilizari a
posteriori. De la dificultad y amplitud de los problemas que se
van a mencionar, se desprende el que sean utilizados muchos de
ellos en versiones reducidas y simplificadas, y que muchos otros
se den sin demostracidén. No obstante, se dard la bibliografia
necesaria que recoja todas las demostraciones omitidas y que
permita entender los resultados que se exponen en este trabajo.

Comencemos con algunos conceptos y teoremas cléasicos
concernientes a las ecuaciones diferenciales én derivadas parcia-

les elipticas de segundo orden.

1.7. Ecuaciones Diferenciales Elipticas de Segundo Orden.

Sea @ un dominio de R".

1.1.1. Definicidn. Un operador diferencial eliptico en @

es una expresién de la forma:

Lif{w) =3

i’jaij(x)Diju-+zibi(x)Diu+<tﬁ¥)u



=P

, b., ¢ son continuas en

actuando sobre ueCZ(Q) y donde a;.=a 3

i

e _
8 ¥ Diju-a u/axiaxj, Diu-au/axi.

1.1.2. Definicidén. L se dice eliptico en p punto de @ si

la matriz aij(p) es definida positiva, esto es, existe a(p),.

A(p) verificando:

Y2 p) . £. <alp) e
0 <xa(p)lel <55 585 g5 &5 <a(p lel
para todo ¢ = (51""’5n) de R™ - {0}.
Si convenimos en llamar i(p) = menor valor propio de aij(p)

y A(p) al mayor, entonces, se dice que L es uniformente eliptico
en @ si x(p) >0, para todo p dea, y siai>a g 0 en @, entonces se

dice que es estrictamente eliptico en .
1.1.17. TEOREMA. ( Principio del méximo cléasico).[GBT].

Sea L uniformemente eliptico en @. Supongamos c=0 y Lu>0

(<0) en . Enfonces, si u alcanza su maximo (minimo) en el inte-

rior de @, u es constante. Si c<0, y c/x» es acotado, entonces u

no puede tomar maximo positivo ( minimo negativo) en el interior

de @ salvo que u sea constante.

1.1.3. Definicibn. Sea u: @ —— R localmente integrable,

esto es, para todo compacto K contenido en @, existe leuldx.

Sea a=(a1,...,an), con aieN, para todo i. Se dice que u tiene

a—ésima derivada débil, si existe v funcidn localmente integrable

en @ tal que para toda funcidén ¢ de soporte compacto en o, que

admita o-ésima derivada (existe Da o @ =D% ), verifique
'ERREREL ™




la igualdad:

f¢v dx = f(—1 )IuluDaqa dx.
Q Q

A v se le llama o-ésima derivada débil, y se la denota
por D%u. Esté determinada de forma Unica salvo conjuntos de me-
dida nula.

Condideremos @ un dominio de Rn, y el operador L siguien-

te: L(u) =: .D.(aij(x)Dju-+bi(th)+zi(ci(x)Dim))+dx)u

1537 i

b.,c., d son medibles en .

donde aij’ 388

Supongamos ahofa que utiene ®derivada débil en @, y que
aiiju-+ biu, ciDiu+du son localmente integrables. Entonces se
dice que Lu=0 (> 0<0) en sentido débil o generalizado si:
I(u,v) = &{ zLj(aiiju-+biu)Div-(%(ciDiw4-du)v}d:x::0(3 0,< 0)
para toda v de C;(Q)={\/x%——> R, v de soporte compacto, v;C1(ﬂ)L

Por definicidn, si u satisface esta condicidn, y uecz(a)

se tiene que si aij’ b. son funciones con derivadas primeras lo-

i
calmente integrables, u es solucidn clésica de L(u)=0 {(<o0>o0),
sin mas que aplicar el teorema de Stokes.

Lo que es claro es que si usC2(Q) es solucidn clésica de
Lu=o (> 0<0), entonces es solucidén en sentido débil o genera-
lizado.

Hagamos ahora las hipbétesis de que existana> 0, V>0,

A>0, de forma que:

|2

2. A& | £

1,313

355 Z B3 1845
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a7 dx) < v2.

y esto para todo x de @, y para todo geRn.

1.1.2. TEOREMA. (Desigualdad de Harnack). [ GBT]

Supongamos que L satisface las hipotesis anteriores. Lla-

() = {u:e— R, tal que existen las primeras derivadas

memos w1,2

débiles D.u, ¥ DiueLz(Q),y u es localmente integrable.}

Sea ue W.,(2), u> O en 2 y Lu=0 en a. Entonces, si B4r(y)

1,2

estéd contenida en @, se tiene que:

supg g < infB u, donde C =C(n,y,rv).
r(y) r(y)

1.1.1. Corolario. Sean L y u satisfaciendo las hipbtesis

del teorema anterior.

Entonces, si Q' estad contenido en @ de forma propia, se

tiene que si ademds @ esta contenido en @y es acotado:

Sup, ug(:infgu, donde €=C{n, A/X ,9,8,v).

Demost. :

Sean X1’X2

) =inf_, u. Sea I una curva en ¢ uniendo x
0

puntos de T'tales que u(x1):=sup§,(u),,y

u(x Yy X5 ¥ elijamos

2 1
r tal que 4r <dist(r,a39 ). Segun el teorema de Heine Borel, po-

demos recubrir por un numero finito N de bolas de radio r la cur-
va I', y N dependiendo sbélo de 9 y @

Tenemos asi, que si numeramos x,eB.,..., Bh_q» X5eBy de
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forma que Bi corte a B.

;410 para todo 1i=1,..,n-1 se tiene que

u(x, ):supB1u5 C11nfB1u5 C, suszui C1C21nfB2u <...2Cp...Cpinfy u=
C1...Cnu(x2), sin mé&s que aplicar reiteradamente el teorema 1.1.2..
En consecuencia suprygcinfgu, con C verificando lo

pedido. cqd

1.2. Estimaciones interiores de Schauder.
Comencemos con algunas definiciones:
Sea erRn, y D un dominio acotado de Rn, con X _eD.
Sea fD—>R. Sea o / O<a < 1. Se dice que f es HOlder
continua en X, con exponente.a sl
[f]arxozsupﬂlf(xo)—f(x)l/lxo—xfﬁes finito.
Es claro que si f es HOlder continua en X, entonces es

continua en X 81 [f] es finito, se dice que f es lipschtz

18X

continua en x  Si [f] =sup | £(x)-F(y)|/|x-y|%con 0 <a< 1

a:D )(,YED{

es finito, se dice que f es HOlder continua en D con exponen-—

te a. 81 [f)] es finito para todo K compacto en D, se dice

a: K
que f es localmente Holder continua.

Observemos que si a=1, y [f] es finito, f es lipscht-

12D
ziana en D.

k

1.2.1. Definicion. Llamamos Ck(§)={f:9———>R / feCT(Q)

y todas ias derivadas de orden menor o igual a k continuas

2H B,

1.2.2. Definicidn. Llamamos Ck’a(a)z{f: —>R/ fsck(a)

y todas las derivadas de orden menor o igual a k son localmen-—

te HOlder continuas con exponente a en 2} .




—G—

1.2.3. Definicidn. Llamamos Ck’a(ﬁ)z{f:n——>R/ fsck(ﬁ)

y con todas las derivadas de orden menor o igual a k Holder

continuas con exponenteaenq }.

Ponemos Ck’o(n)zck(n) y Ck’o(

k,a _ k,a
Sy (9)*{fec (

2)=cX(q).

Se define C Q) / sopf es compacto en Q}.

k,a

En C (2) , se define la norma siguiente:

all o g= 1l g*luly o g

K k]
j=0l%3,0,07%5=0/P 00 o

donde entendemos por |u] = |ul =%
k,q k,o0,q

donde a su vez |Dj(u)l =sustupIB|=j|DBul, y por ultimo donde

0,8

[u] ik _ - B
k’“’g"[D“u]a,Q'suPle|=k[D u]a,Q.

1.2.1. Proposicibdn. Ck’a(ﬁ) es un espacio de Banach con

esta norma. (consultar [GBT]).

1.2.4. Definicidn. Para toda ueck(g), ckie

(o), se defi-

nen las cantidades:

k ¥ _ k * d d * *
si ueC(a), [uly “Ti=olWlj,qr donde [uly o=luly o o=
5 J B s B
SUPy o |g|=jdx ID"u(x)|, donde d =dist(x,3e). (2 se supone aco
tado).

) K,o * B |8 |=3 k+] B B
8i ueC™ % (), y [u]j,e‘,n-supx’ymcix,y ID"u(x)-D uly) |/

Q s y % :
/|x-y|~ donde dx~y_m1n[dx,dy}, entonces se define:

* _ * *
lulk,a,9_|u|k,9+[u]k,a,9‘

donde siempre 0 <a <1.
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* )
[ul lul

= *
Con esta notacion, entendemos [u] o
b

O,9= o,

. * * .
Se tiene que lulk g ¥ |u|k .. gSon normas en los subespacios
9 b 9

k k,a

de C(a), C (g) en los que estén definidas (son finitas).

dklf(x)|+sup il

=su
stQ X X, Yeft X,Y¥Y

Se define tambien lfléki .

|£(x)-f(y)|/|x-y|®para las funciones f que tenga sentido (fun-

ciones de Ck’a(n) con esta expresidn finita).

1.2.1. TEOREMA. [GBT]

Sea g un dominio de R". Sea uecz’“(n) solucidén acotada

en gde la ecuacibn Lu=f,L como en Def.1.1.1,donde f y los coe-

ficientes satisfacen.que existen a ,A dos constantes estricta-

mente positivas, tales que:

(0) (1) (2) (2)
laijlo,a,g’zﬂbilo,a,a’ Iclo,a,n— ? lf|o,a,9 o
Entonces Iul* < C(|ul +|f|(2) 1o C=Cln, ek a)
_ 23(199_ Oy © 50y R 4 > ? ? *
1.2.1. Corolario . Sea {u)\})\EA una familia de funciones

en las mismas hipbtesis del teorema, y uniformemente acotada.

S8i f=0, y K es un compacto contenido en.e , entonces:

u s Diux’ Dijux son equicontinuas y uniformemente acotadas en

K. Ademés, esta cota depende de C Yy sup |u sblamente.

Alo,K

Ael
Demost. :

. . ’ . 2 *
Inmediata sin mas que recordar la expresion de |u|2 o Q:
y aplicar el teorema 1.2.71.. cqd

Muchos de los conceptos y teoremas presentados , tienen
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su transcripcidén a variedades diferenciables. Para ello, hemos

de introducir algunos operadores en estas, que nos daran el
lenguaje apropiado para extender de forma coherente, y apli-

car, con las debidas modificaciones , todos los resultados men-

cionados. Trabajaremos siempre con variedades de Riemann.

1.3. Andlisis Funcional y ecuaciones sobre variedades

de Riemann.

Sea (Mn,<>) variedad de Riemann.

1.3.1. Definicién. Sea feC™(M). Se define el gradiente

de f como el Unico campo VfeX(M) (conjunto de los campos dife-

renciables sobre M), que verifica:

Para todo campo XeX(M), <vf,X>=df(X).

Algunas veces se escribe vf=grad f.

1.3.2. Definicidén. Dado XeX(M), se define div X (diver-

gencia de X), como aquella funcién de C" (M) que se obtiene de

la forma:

div}(p):traza¢p, donde ¢p:TpM——€>TpM, definida como ¢p(v)=

=vVX, donde v es la conexidn métrica, y en TpM se considera la’

métrica asociada a <> .

1.3.3. Definicién. Dada feC” (M), se define Hess f (Hessiano

de f) como la forma bilineal en M definida de la forma:

HessE(X,Y)zx(Y(f))-VXY(f).

Es inmediato comprobar que traza(Hess f)=div(vf), que es

por definicidn el laplaciano de f: af.




1.3.1. TEOREMA. (de la Divergencia)

Sea XeX(M), X de soporte compacto. Entonces se tiene que:

[ydiv Xdv =0

donde dV es la forma de volumen asociada a <> .

Demost. :

Como sopX es compacto, puede ser recubierto por un nua-
mero finito de abiertos coordenados. Asociamos a-este recubri-
miento un particidén de la unidad (por supuesto, se supone que
M tiene buenas condiciones topologicas, como por ejemplo, ser
paracompacta). Esto hace que el cdlculo de la integral anterior
pueda reducirse al caso sencillo de que el soporte de X esté
incluido en un entorno coordenado (U,(x1,...,x X

n

La expresidén local de div X, si X=2i21xia/axi en U, es

1

)
- _EE =y & = _
divX=lg = Ziaﬁmi((g) Xi)’ con g_|det(gij)|, g5 5=

=< = o~
a/axl,a/?%

1
Luego fMdiv dv= 5121f3/3xi((§)2xi) dx1...dxn=0 por el

Teorema fundamental del calculo.cqd

1.3.1. Corolario. Si Xe%(M) es de soporte compacto, con

X=h(grad ), h, feC” (M), entonces se tiene que:

fM{hAf+<grad f,gradh>} dv=0’
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Demost. :
Aplicar el Teorema de la Divergencia a X=h(grad f), y

observar que:
div(hvf)=hdiv(vf)+<vh,vf>. cqd

1.3.2. Corolario. Si h, feC”(M), ambas con soporte com-

pacto, entonces:

[y {haf-fah) dv =0

Demost.Usar el teorema de la divergencia, el corolario

1.3.1.,.y el hecho de que
div(hvf)=haf+<vf,vh>. cqd

Supongamos ahora que M tiene frontera sM, con métri-
ca riemanniana y orientacion inducidas (siempre supondremos
que nuestras variedades son orientables). Llamemos dA a la
forma de volumen asociada a la métrica en 3M. Sea v(p) el

vector normal exterior en pe aM.

1.3.2. TEOREMA. (de la Divergencia). [WA]

Sea X un campo diferenciable en M.

Entonces:

jM(div X dv = LM<X, v> dA.

1:3+3. Corolario. Si h,feC”(M), entonces se tiene que:
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JM{hAf+<grad.ﬁgradh>}dV:: f hv(f) dA
oM

1.3.4. Corolario.Si h, fec® (M), entonces se verifica 1o

siguiente:
IM{hAf—fAh} av = j {hv(f)=Ffv(h)} dA
oM

Generalicemos a variedades algunos resultados ya vistos.

comencemos por la desigualdad de Harnack.

T1+3.3. IEOREMA.

Sea qeC (M), y sea g solucidén de la ecuacidn:

6g-qg=0 en B_(x_ ), g(x) >0, para todo x de B (x.)

donde Br(xo) es una bola en M , variedad que supondremos com-

pleta.

Entonces, si Br(xo) contiene de forma propia a Bc(xo),

se tiene que:

sup g < Cinf s con C=C(n,e,¥).
Bc(xo) Bo(xo) T
Demost. :

Sea X4 XZEBU(XO)/SUPBO(xo)zg(X1) y 1nch(xo)g=g(x2).
O) uniendo XqsXye Recubramos I con un

numero finito de entornos coordenados y apliquemos la desigual-

Tomemos T curva en Bo(x

dad de Harnack ya conocida en cada entorno coordenado, valida
pues la expresidn local de Ag nos permite observar que estamos

en las hipdétesis de este teorema en cada entorno coordenado.
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Para mayor rigor, tomar el recubrimiento de tal forma que
cada entorno de este esté contenido en. un entorno coordenado ma-
yor, con referencia al cual se aplica la desigualdad de Harnack
correspondiente. E1 globalizar el resultado, es seguir un razo-

namiento andlogo al que ya se utilizé en el Corolario 1.1.1..

1.3.4. TEOREMA.

Sea M variedad de Riemann completa. Sea Bc(xo) bola mé-

) ‘otra bola, de forma propia.

trica contenida en Br(xO

Sea-iga}a familia infinita de funciones, con dominio

el

Br(xo) y valuadas reales, verificando que g,> 0, para todo o y

), donde se supone geC" (M).

ag -qg =0 en Br(xo

Supongamos que {ga}u es uniformemente acotada en Bo(x )

@)

el

(y esto para cualguier o< r).

Entonces, dado 0 <0< r, existe {g_} sucesidén de funcio-

n-'neN

nes extraida de {ga}Ol , de tal forma que g, Y sus derivadas

[\

hasta el segundo orden convergen uniformemente en Bc(xo) a una

funcién.gec2(Bo(xo)) tal que Ag-qg=0.

Demost. :
Recubrimos por un numero finito de entornos coordenados -
iti=1,....m la bgla Bc(xo). Sea U uno de estos entornos.
Expresamos en U via la carta la ecuacidén ag-qg=0 en
coordenadas. Observemos que se cumplen todas las hipdtesis del

Corolaric 1.2.%.; como {ga}a son uniformemente acotadas en U,

el
resulta que esta familia junto con las derivadas hasta el segun-

do orden son uniformemente acotadas y equicontinuas en U.
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Por el Teorema de Ascoli-Arzela, extraemos de {ga}GEA una

sucesidén convergente uniformemente en U: 8t . W

Esto 1o hacemos, por ejemplo en U1, y extraemos {g;}nsN

como se indica. De {g;} extraemos otra parcial por el mis-

neN’

mo razonamiento, que verifique 1o mismo en U BEC.as

2’

Resumiendo, tenemos {g,} sucesidon incluida en {ga}Ol

neN eA
de.  forma que en cada Ui’ i=1,...,m, es convergente uniformemen-
te junto con sus derivadas hasta el segundo orden.

Definimos g:Bo(xo)———>R como la. funcidén que en los puntos
de interseccidn de U, con Bo(xo), toma el valor lim g , ¥y e§—
to para cada 1.

Observemos que g esta bien definida, ya que al cambiar de
carta, g cambia como una funcidn diferenciable, pues 1las g, cam-
bian bien y g es limite uniforme de estas.

Sabemos que g es derivable hasta el orden 2 y que verifi-

ca!
A0g-qg=0 en Bo(xo), y g>0.

En particular, geCm(Bc(xO)). cqd

. Comentemos a;gunos resultados de Anadlisis Funcional que
tendran interés posteriormente, en su mayoria, concernientes a
la‘formulacién débil de la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales y por consiguiente a los espacios de Sobolev. Siem-

pre, M designara una variedad de Riemann.
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1.3.4.Definicidén. Sea M variedad de Riemann. Se define:

1P

loc(M):{f:M——;-R/ !flp es localmente integrable}, donde 0 < p.

1.3.5.Definicidén. Sea M variedad de Riemann. Se define:

P - P
LlOC(X(M))—{X campos de M,’JXIsLloc(M)}, para cada O < p.

1.3.6. Definicidén. Sea u:M—sR funcibn, con usLi C(M).

o
Supongamos que para todo Y campo con soporte compacto (se escri-

Eg Ys§§M)), se verifica:

[y<x,¥> av + jM(dlv Yudv=0

2

para un cierto campo XeLloC

(X(M)). Entonces, se dice que X es el

gradiente débil de u, y se denota vu.

1.3.7. Definicidn. Sea M variedad de Riemann. Se define:

W(M)={u:M—R, ueLioc(M),/u tenga gradiente débil}.

Por ejemplo, es claro que C1(M) estd incluido en W(M).

Veamos algunos resultados concernientes a W(M), que se
pueden encontrar en [BR], [AU].

1) Si u,v son dos funciones de W(M) y son esencialmente
acotadas en M, entonces.uveW(M) y v(uv)=uvv+vvu.

2) Sea f:M—R lipschitziana (esto es suficiente para que
feLioc(M)). Entonces, feW(M).

En particular dada M completa, considerando:la funcion

d(q,,_):M—>R, con q,eM fijo, resulta que d(q,,_)eW(M).

3)81i definimos, dada M completa y @ un dominio acotado



T e
de M, H? 2(Q):{completado de C;(Q) respecto de la norma Ihinf o=
=|h1H§-+IIVu|1§, donde H.Il2 es la norma de LZ(Q)}, se tiene:

a)H? 2(Q) es un espacio de Banach, y H? 2(Q) esta inclui-
do en W(M).

.b) De hecho, H? 2(9) contiene a las funciones de W(M) con

soporte contenido en g.

; 0
c) Hy 5

calar <u, V>, o= fuvdv + f<vu,vv>dV.
’ . 9 Q

(@) es un espacio de Hilbert, con el producto es-

La norma anterior es la asociada a este producto escalar.

d)Ssd UEH?,2

es igual auen g, yes 0 fuera de q, entonces UeW(M).

(o), y definimos {i:M—sR como la funcidn que

e) Teorema del embebimiento de Kondrachov.
El embebimiento H? 2(9)———? LQ(Q) (inclusidn natural) es

« & O
compacto, esto es, para toda sucesidén en H (@) acotada, su trans-

142
formada en LZ(Q) es precompacta: admite una parcial convergente.

En cuanto a resultados de Andlisis Funcional tedrico puro

se refiere, comentemos algunos que seran de interés en 1o suce-

sivo.
1.3.1. Proposicidn. Sea (H,<>) un espacio de Hilbert.
Entonces, toda sucesibén acotada en H, admite una parcial
débilmente convergenté en H, esto es, Ei'{x } es acotada en

n neN

H, existe {x tal que para todo xeH, <X aX> = <X,y>, don-

o(n) nen
de yeH es un vector fijo ({x

olniY mel™F débilmente).

Se puede ver la demostracidén en [MI].

1.3.2. Proposicidn.Sea (H,<>) espacio de Hilbert. Entonces,
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la funcidén norma: ||.]|: H—-R es semicontinua inferiormente para
la topologla débil, esto es:

81 tx }—x débilmente, |[|x]||< llmn_éJlan.

Demost.
Si x=0, el resultado es trivial. Supongamos que X no es O.

Sea entonces <x_,x/ ||x|]l> — ||x|| por convergencia débil. Luego

n
como <xn,x/ x[P> < Hxnll (Desigualdad de Schwartz), entonces
llmn_9w<xn,x/Hx|h>511mn_ém1anXnH, lo que es equivalente a
que ||XH; llmn_>w1nf||xn||. cqd

1.3.5. TEOREMA. (Alternativa de Fredholm).[GBT] & [MI].

Sea (H,<>) un espacio de Hilbert.

Sea A:H— H un operador compacto (transforma conjuntos

acotados en otros precompactos). Sea I:H—sH el operador iden-

tidad, y sea la ecuacidn:

(I-A) f=g, donde geH.

Si la ecuacidn (I-A) f=0 tiene como unica solucidn la trivial,

entonces, para todo geH, la ecuacidn (I -A) f=g tiene una solu-

cidn. Ginica.

1.3.6. TEOREMA. (Lax-Milgram).[BR].

Sea (H,<>) un espacio de Hilbert.

Sea a(u,v) una forma bilineal continua verificando:

Existe a> O/’a(u,vd_zalvwz, para todo veH (a es coerciva).

Entonces, para todo weH, existe un uUnico ueH / a(u,v) =




-

=< w,V > para todc veH.

Ademds, si a es simétrica, u se caracteriza por la pro-

piedad:

ueH, y %a(u,u)—<w,u>=MinV€H{%a(u,v)-<w,v>}.
Veamos una consecuencia importante de estos dos teoremas.

1.8.7. TEOREMA.

Sea o un dominio acotado de M variedad de Riemann.

Sea el problema siguiente:

su-qu=0, u=0 en 3

donde se supone q una funcidn diferenciable en M. Suponga-

mos que el problema anterior tiene solucidn Gnica la trivial.

Entonces, para toda funcidn g continua en g, existe una

solucidén unica del problema:

au-qu=g, u=0 en aq. (1)
Demost. :
Definimos en H? 2(Q) la siguiente forma bilineal:
a(u,v)s= f(<vu,vv>+quvd dV. Construimos a partir de ella

Q
otra nueva forma bilineal de la forma a(u,v)+ xf(uv) dv, con
Q

r=constante suficientemente grande para que esta forma bilineal
sea coerciva.

Entonces, para toda geLZ(Q), existe ueH? 2(Q) tnica tal

que a(u,p)+xf up dv= jgp dv, para toda peH? 2(Q), por el Teoremal.3.6..
Q 9

Q
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Llamando u=Tg, T:L2(9)——-L2(n) es un operador lineal com-

pacto, ya que T:L2(Q)——>H?’2(Q) es continuo y aplicar en embe-
bimiento de Kondrachov.

La ecuacidén (1) es entonces equivalente a la ecuacidn
u=T(g+au), y si v=g+au es una nueva variable, (1) queda de 1la

forma v-2Tv=g, de donde aplicando el Teorema 1.3.5., se obtiene

lo buscado. cqd

1.3.8. TEOREMA.

Sea M una variedad de Riemann completa:

Sea 9 un dominio de M acotado. Sea el siguiente numero real

x1(9)=inf{ f(lvu|2+qu2)dv, con j u2dV=1, ueH$ 2(sz)}
Q Q :

donde q se supone diferenciable (de clase C (M)).

Entonces la ecuacidn au-qu+ir,(@)u=0 en g, u=0 en agq:

tiene solucidn no trivial.

Demost. :

Notemos que como C;(Q) es denso en H? (2) (ver [BR]),

5 2
y ademés la aplicaciédn

2

F:H? ,(2)—sR, F(u)= j(lvu|2+qu ) dv

Q
es continua, entonces tambien se puede definir x1(9) haciendo

variar u en C;(Q).

Observemos tambien que i,(Q)> —-«, pues si llamamos c=

1

=minx€Q{q(x)} entonces F(u)> ‘f(lvu|2+cu%dvzc+‘[|vu|2dV51c>—w.
Q Q

Llamamos B={usH$

,2(9),/£2u2dv:1}.
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Definimos en B el operador siguiente:

J $B~——5R, J(u)='f(|vul2+qu2

Q

) dv

Tomando {fu 3 sucesién en B /{J(un)}—>x1(9), se tiene que

neN
o . 5 o m
{un}neN es acotada en H1’2(Q). en efecto, si c_1an€Q{q(x)},
entonces, Ivun]2+qu§_zivunl2+cun, de donde se deduce que:

12 av

2 2 2 2
”L;Ivunl +qun)cﬂ/ ZLflvunl +cun)dV=c+]Q|vun

}es acotada,

' 2
y como {J(u )} nlls

n.y ©S acotada, entonces {||vu
€

de donde {un} ().

o)
Al es acotada  en H1,2
o .

Como H1’2(Q) es un Hilbert, podemos extraer de {un}neN

una parcial débilmente convergente (Proposicidén 1.3.1.), y

usando el embebimiento de Kondrachov, podemos extraer una

2

parcial de {u,} fuertemente convergente en L°(@).

neN

" En definitiva, combinando los dos resultados:

. 2
1) Existe {un}nsN / {un}—e>usL (@) fuertemente.

. (@) # .
2) EX1Ste{un}neN ) {uﬁ-—e»ueH1, () débilmente.

2
Por 1), 2) se tiene que fuz(dV=1, de donde ueB.
Q

Observemos. que el infimo A1(Q) se alcanza en B(es méaximo),

y que lo hace en u.

e}

Como H1’2

(@) es un espacio de Hilbert, sabemos que II.IL| 5

es semicontinua inferiormente, por la Proposicidn 1.3.2..
.

, 2 o : 2
En consecuencia, ([[vull5+/ullZ)® <1im <}nf(HvunH2+||11r1||2

’

Ils=—»
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2 2 2 . (e
y Ccomo lyunHQ——>|h1H2 por 1), entonces llmn_émlnf L;lvunl

que no es sino xq(n), es mayor o igual que J(u), de donde J(u)
coincide con A1(Q), por ser este un infimo.
Asi pues, en u se alcanza el minimo. Veamos que u es

solucidn débil de la ecuacidn:
Au—(Q-kﬁQ))u:O en @, u=0 en 39.
Por definicidn, hemos de comprobar

](<vu,vv>+[q-x1(n)]uv) dv=0, para toda VEH$ 2(sz).
Q ’
Observemos que si definimos J(v):H? 2(9)—9—R, como
JlF)= ](Ivv|2+qv2) dV, e imponemos la condicidn fu2<jV=1, u-
Q Q
tilizando la funcidn auxiliar:

2-1)) dV, resulta que una aplica-

Flu,x)= f(lvv|2+qv2+x(v
Q
ciba estandar del método de los multiplicadores de Lagrange

nos dice que:

f (2<vu, vv>+2quv+2auv) dv=0
Q

o
1,2

tico de J. En este caso, A se puede conocer, y vale -

para toda veH (@), para algin i1, y esto por ser u punto cri-

; (o) (sus-
tituir v por u en la expresidn anterior y usar que J(u):x1(n)).
Entonces es claro ya que u es solucidén débil de la ecuacidn an-

terior.

+qu§}dV,
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Por el Teorema de regularidad de soluciones débiles
(ver [BR] & [AU]), resulta que ueC (@), y es solucién fuerte
6 clasica de nuestra ecuacidbn anterior.Observemos que u#0 ya
que J u2dV=1 y que ueC” (@) interseccidn con H$,2(9).ch
; Es de interés seflalar que como u9H$,2(Q), entonces
|u|eH$,2(n)(ver [BR]), y ademds por ser J(u)=x1(9), tambien
J(|u|)=x1(9), y por el mismo razonamiento, |u| verifica la

misma ecuacidén que u. Por esto siempre podemos suponer que

u>0.

1.3.9. TEOREMA. (Propiedad de la Unica continuacidn) |AR]S[WU]

Sea uecz(n),n dominio acotado de M, con M variedad de

Riemann completa.

Supongamos |au|< C(|ul+|vu|), para cierta constante C.

Entonces, u no es cero en ningun entorno abierto incluido

en 9, salvo que u=0.

1.3.5,.Corolario.
Sea u solucidn clasica de el problema:

Au-qu+ir, (Q)u=0 en @, u=0 en aQ

1

Entonces, u no es cero en ningun entorno abierto incluido

en 9, salvo que u sea cero.

Demost. :
Como |aul< (méxnlq—x1(a)|)|u|5 C(Jul+|vu]), con C cons-
tante que vale méxnlq—x1(n)|, basta aplicar la propiedad de 1la

continuacidn Gnica.cqd
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1.3.6. Corolario. Sea © un dominio contenido en &' otro

dominio, ambos acotados y de forma que & esté contenido tambien

en @', ambos en M variedad de Riemann.

Entonces, A1(Q)> A1(Q').
Demost. :
E1l que A1(Q) 3x1(9') es trivial por definicidn. La desi-

gualdad estricta surge de lo siguiente:

Si fuese 11(Q)=x ('), dada u solucibébn del problema

1

Au—qu+x1(9)u:0 en @, u=0 en aQ

definiendo U como u en @, y O en el complemento de @ en ', por
la propiedad d)(ver definicidén 1.3.7.), resulta que ﬁeH? 2(52),
y como J(ﬁ)=x1(9'):x1(9), entonces U es solucidn clasica de
Aﬁ—qﬁ+k1(9')ﬁ=0 en @', U=0 en aQ'
de donde uno puede ser cero en ningin abierto contenido en ',
salvo que sea idénticamente nula, (cosa que nos lleva a con-
tradiccién, pues por el Teorema 1.3.8., u#o) por el Teorema 1.3.9..
Esto claramente es absurdo. cqgd
Por Gltimo veamos como se puede extender el teorema de

la divergencia a una clase mas amplia de regiones.

1.3.1. Lema. Sea ¢ un dominio acotado en M variedad de

Riemann. Sea usC1(Q) / u/3e=0. Entonces, ueH? 5 (8

b

Demost.:
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Tomemos g:R—>R, con |g(t)]| < |t], g(t) sea nula si
|t| <1, siendo ademés igual a t si |t| >2, siendo geC1(R).
Definimos un#1/mg(nu), se comprueba que uneW$ 2(9) vy

u,— u en este espacio, de donde ueW$ (o). cqd

52

Para mas aclaraciones, consultar [BR].

1:3:7« Corelarie. 8i UEH$’2(Q) Yy ueC?(a), u=0 en aq,
se tiene que para todaLVeH$’2(Q), f(WU,vv>)dV= J(—VAU)dV.

Demost. : i !

Sea F:H?,z(n)——-R, definida F(v):J'<vu,vv>dV.

Q
Observemos que F es lineal y continua, y si VsC;(Q),

F(v) =(<vu,vv>dv
. i T -

pues basta aplicar el Teorema de la Divergencia al campo vvu

que tiene soporte compacto incluido en @, y es de clase 2.

Como F es continua, por la densidad en H? (o) de

5.2
CO(Q), se tiene que

| <vu,vv>dv = f(—vAu)dV

‘a Q

para toda VEH$ 2(Q). cqd

E1l teorema de la divergencia vale aunque & no sea regu-

(o).

_ ) -
lar, para las funciones de H1 5
I
Para acabar este apartado, comentemos un resultado téc-

nico, que trata la existencia en W(M) de unas funciones espe-

ciales, muy Utiles posteriormente.

1.3.3. Proposicién. Sea M una variedad de Riemann com-

pleta. Sean s2r2>0 numeros reales. Supongamos M no compacta.




-

Entonces, existe una funcidn lipschitziana en M,@r <
E

verificando,; fijado peM:

v . gl <c/s-r, O<e <1, 0, (/B (p)=1 e, /M-B (p)=0

donde ¢ es una constante positiva.

Demost. :

Notemos que por ser s lipschitziana, Be SCW(M),

(consultar- [BR] o [AU]).

Tiene sentido considerar Ve, el gradiente generali-

1-L
zado. Para la construccidn de °r s basta considerar 1la fun-
b}

cibén g:M——>R, dada por g(q) =d(p,q), que es lipschitziana, y
considerar tambien p:R——>R diferenciable, con o(t) =1 si1 t<1,
p(t) =0 si t>2, y luego poner: ¢P’S=p((g+5—21‘)/S—I‘)€W(M),
por ser composicidén de una funcion de W(M) y otra diferenciable.

(Consultar si se quiere [BR]). Una demostracidén de este resul-

tado se puede encontrar en [YAU]. cqgd
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2. VARIABLE COMPLEJA

Se expondran algunos resultados que se utilizarén pos-
teriormente relativos al tema de la Teoria de las Funciones
Analiticas. Algunas demostraciones se omitiran, aunque en cual-
quier caso, se daran referencias bibliogréaficas donde poder

consultar y ampliar estos hechos.

2.1. Teorema de Liouville para funciones subarmdnicas.

Teorema de Runge.

2.1.1. Definicibdn. Sea © un dominio de R2 no vacio.

Se dice que f:9——>R es subarmdnica, si fec2(n) y af > 0.

2.1.17. Lema.(Teorema de Hadamard de los 3 circulos) [MA]

Sea f:C(R1,R2)———>R2 holomorfa, donde E(Rj,Rz) es la co-

rona cerrada de radio interior R, y exterior R, (R15_R2), cen-

trada en 0. Llamamos M

=max{|f(x)], x eBo(0)} , con R, <R<R

R 2 5

Entonces:

1ogMR5[(logR - 1ogR)/(1log R, - 10g R, )]1ogMR +

= 1

2

+ [(log R - 1lo0g R1)/(log R, - log R1)}loglﬂR
2

2.1.2. Lema. Sea u funcidn subarmdbdnica en o' dominio

de R™, y sea v funcidn arménica en @', verificando gue v >u

end3q , donde @ es otro dominio con cierre contenido en o',

v _que ademds supondremos acotado.

Entonces, v>u en q.
Demost. :

Aplicacidén inmediata del Teorema 1.1.1.. cqd
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2.1.1. TEOREMA. (Liouville)

Sea u:RZ_—-—-aR, u«.C2(R2), Asu > O (subarménica)

Supongamos que existe MeR/u(x)< M, para todo X e R2.

Entonces, u es constante.

Demost.

Sea C(R1,R2), R, <R una corona, y elijamos a,BeR,

1 2°
soluciones del sistema compatible y determinado:

R, 10ga +8=M

1 R

1

Rzlogoz+s:MR2

donde como siempre, M_ =max{u(x), X e Bp(0)}.

R
Sea la funcibn h(x) = |z| 1oga +8, h:RP—R armbénica.
Es claro que h>u en C(R,I,Rg) por la eleccidn de «,p. Luego
) por el lema 2.1.2. anterior. En consecuencia
B

h>u en C(R.,R,

tomando la funcidn holomorfa en R2 £l2) = aze , ¥ aplicandole

el Lema 2.1.1., se tiene:
max{h(x), Xe BR(O)} < [(log R2— log R)/(log Ii2— log R1 )]
-max{h(x), X e Bp (0} +[(log R=1og R,)/(log R, - 1og R )]

;
(0)}

R2

donde suponemos R, <R <R

‘max{h(x), xe¢B

5"
Luego como uc<h en C(R1 ,Rz), entonces teniendo en cuen-

ta la eleccidn de o,B:

MR_<_[(log R2 -1log R)/(log R2 - 1log R1 )] MR1 +
[(Log R - 1log R1)/(log R, - log R1H MR2
con R1 5RiR2.
Si hacemos MR <M (u es acotada superiormente), y R2—»m,

2
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entonces, MR & MR s S Rz_Ri. Tomando R > R1, esto nos lleva a una
1

contraciccién con el Teorema 1.1.1., salvo que u sea constante. cqd

2.1.2. TEOREMA. (Runge) [MA]

Sea Q@ un dominio de R2. Llamamos agujero de & a toda com-

ponente conexa acotada de R2— {9}

Llamamos R(&) = {funciones racionales con polos en los agu-

jeros de 2}. Si @ es simplemente conexo, R(2) =P(e) Polinomios en & .

Sea H(e) el espacio de las funciones holomorfas en @, do-

tado de la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.

Entonces, R(Q) es denso en H(Q).

2.2. Teorema de Uniformizaciébn.

Sabemos que una superficie de Riemann, esuna variedad de
dimensidén 2, con cambio de carta holomorfo. Dos de tales super-
ficies se consideraran isomorfas & conformemente equivalentes,

cuando existe un biholomorfismo de una a otra.

2.2.1. TEOREMA. (Uniformizacidén) [SPR]

Una superficie de Riemann simplemente conexa es conforme-

mente equivalente a 82, D(0,1), 6 a RZ,

2.2.2. TEOREMA. [SPR] .

g . B o ,
“R” .sd0lo recubre a R, a un cilindro, 0 a un toro como

superficie de Riemann.

2.3. TEOREMA

Sea f funcidén holomorfa en el disco unidad D. Supongamos

que f#0,a con a#0 (f no . toma dos valores). Sea a=1-1/k, ccn
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ka+. Entonces:

£/ (1£1%+ |£]2~ *)eLP(D), donde se supone 0 <p <1

Demost.:
Se dice que una funcidén g holomorfa en D es normal, si la

familia {g(s(t))}, con s transformacibénes conformes de D en D,

es normal en el sentido de Montel, es decir, que su cierre topo-

16gico en H(D) es compacto.

Usando un resultado (ver [HAY]) que afirma que si una fun-

cién g en D omite dos valores, entonces es normal, concluimos

que fq/k es normal.

Viendo [HAY] , esto implica que existe C constante tal que

|g'|/(1-+|g|2)_5C/(1 - |z|2), y esto aplicado a fT/k, nos resulta:

lf'l/(klflj_q/k(1-+|f|2/k)),§c/(1—|z|2), y esto es equivalente a

2-{1=1/k)

|f'|/(|f|1_1/k+-|f| )51<C/(1—|212), de donde como siempre

kC/(1—|Z|2)st(D), O<p<1, sededuce por fin lo apetecido. cqd

2.4. TEOREMA (Montel)[MA]

Sea F una familia de funciones de H(Q), con € un dominio

Se tiene que F es compacto si y s6lo si F es cerrado en

H(@) y para todo K compacto contenido en @,F es uniformemente

acotada en K.
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2.5. TEOREMA (Picard) [MA]

Sea g:RZ——a R2 meromorfa. Entonces, g(R

2) es todo R2,

salvo a lo mids dos puntos, 6 bien g es constante.

2.6+ TEOREMA [SP]

Sea M una variedad riemanniana de dimensidén dos orientable.

Entonces, M tiene un subatlas holomorfo, que le da estructura de

superficie de Riemann. Ademds, este atlas esta formado por cartas

(U,x) de M isotermas, esto es, tales que <xu,x&n:0, <xu,xd>=

2 7T .
=<xv,xv>= A~ >0, donde xu,xv es la base canodonica de TpM asocla-

da a la carta (U,x).

2.6.1. Definicidbn. Sea M una variedad dos-dimensional, y

sean <>,,<>, dos métricas sobre M que le dan estructuras de va-

riedad de Riemann. Se dice que estas métricas son conformes, si

para todo X,YexX(M), <X,Y>1::g<X,Y> con g:M——»R+ diferenciable.

2 b

Es inmediato que dos métricas conformes tienen las mismas

cartas isotermas, y por tanto dan la misma estructura de super-
ficie de Riemann.

Lo reciproco es cierto: si dos métricas dan (mediante atlas
isotermo) la misma estructura holomorfa, entonces estas métricas -
son conformes, y esto es consecuencia de que cualquier biholomor-
fismo conserva angulos.

Por esto, cuando se habla de la estructura conforme de una
variedad de Riemann M, no hay ambigiliedad en entender, o bien la
estructura holomorfa subyacente a la métrica dada en M, o bien
el conjunto de todas las métricas conformes a la que se sobreen-

tiende en M
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E1l Teorema 2.6. no lo demostramos, pero si lo demostra-
remos, por ser de menor complicacidén y mas acorde con muestro

tema, en el caso de superficies minimales en R3.

3. GEOMETRIA DIFERENCIAL

En este apartado, se comentaran algunos resultados especi-
ficos de Geometria Riemanniana. En general, serén resultados téc-
nicos y férmulas que implican bastante calculo. Se fijarén algu-

nas notaciones y se haran algunas definiciones para precisar ideas.

. 3.1. Completitud.

Sabemos que es 1o que significa el apelativo "completa' en
una variedad de Riemann. Por el Teorema de Hopf y Rinow, esto sig-
nificaba, por ejemplo, que la aplicacidn exponencial estuviera
definida , para todo punto, en todo el tangente, 6 que la distancia
candnica que se induce en la variedad sea completa.

En este apartado, veremos una caracterizacidn nueva de
completifud.

3.1.1. Definicidén. Sea M variedad de Riemann.

Sea a:[0,»[—>Mcurva diferenciable. Se dice que o es di-

vergente, si para todo compacto K de M, existe toejo,w[ / a(t)£K

§_}_t>to.

Se define la longitud de una curva divergente como:

lelt) ] 6= Lia)
o}

3.1.17. Proposicidn. Sea M variedad de Riemann.
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Se tiene que M es completa si y sdlo si1 la longitud de

cualquier curva divergente en M es infinita.

Demost. :

Supongamos que M es completa.

Sea o curva divergente, a :[0,»[ —>M, y sea p=a(0).
Consideremos expp:TpM——a-M diferenciable, por ser M completa.

Como Bp(r)=={VeTpM,/|v¢.grﬂ es compacto en TpM, entonces su

imagen por expp tambien es compacto, de donde como o es diver-

_gente, existe toeR+/tg3to implica que a(t)Zexpp(Bp(r)).

Sea t, >t . Sea L(a) que es claro que siempre es mayor

que:

t1

f | of (8| dE
o

Por el Teorema de Hopf y Rinow, como o(t,) Eexpp(Bp(r)), re-
sulta que d(p,a(t1)) >r, de donde L(a) >r, y como esto es para
todo r > 0, resulta por fin que L(a) ==. cqd

Para el reciproco, supongamos ahora que la longitud de
cualquier curva divergente es = . Veamos que M es completa.

Sea y geodésica, con y(0) = p, que tomamos parametrizada
por el arco. En principio, y esta definida en ]—e1,52[ intervalo
abierto maximal. Hemos de comprobar que lo esta en todo R.

Para'ello, nos restringiremos a y:[O,%[———>M. Reparametri-
cemos y, y pongamos y:[0,«[ —>M, (aunque con esta reparametriza-
cibén, y deje de ser geodésica). Veamos que y es divergente:

En efecto, si no lo fuese, existiria K compacto, de forma
que existe una sucesidn {t,}

neN

Como K es compacto, {Y(tn)}nE tiene un punto de acumulacidn,

N

contenida [o0,«[ / {tn}—>w y Y(tn)cK.
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que llamaremos q. La geodésica y se puede extender mas alla

de e, (con 7(62)==q), y esto contradice el que (51,52) sea ma-

2
ximal. Asi pues, y es divergente.

Por hipbtesis, L;(Y)==w, pero L;(Y)z €5 obviamente. Esto
fuerza a que y esté definida en [0,«[. Analogamente se comprueba

que lo esta en ]-=,0]. cqd

3.2.TEOREMA.

Sea M una variedad de Riemann de dimensidén 2, y simplemen-

te conexa. Supongamos que la curvatura de Gauss K de Mes <0, ¥y

que M es completa. Entonces, el area de M es infinita.

Demost. :

Por el Teorema de Hadamard, expp:TpM——>M es un difeomor-
fismo, bajo todas nuéstras hipbtesis.

Por el Lema de Gauss y el Teorema de comparacidén de Rauch

(ver si se quiere [DC]) se tiene que:

||(dexpp)v(w)||3||wH, si<v,w>=0 (Teorema de Rauch)

<(d exp (v),(dexpp)v(w)>::<v,w> si WeTpM (Lema de Gauss)

P)V
donde se supone VETpM un vector fijo.
El razonamiento a seguir, es usar la férmula siguiente:

si g:LM,<>1)——€>(N,<> ) es un difeomorfismo, entonces se verifica

2

-
fdv, =1 (f(g ")) |J.-1|dv

donde dV1, dV2 son las formas de volumen asociadas a <>, <>, res-
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pectivamente, y Jg—1=:det(<dg (e:),€.>), con ey base orto-

1 J

normal en T_N, €. base ortonormal en T -1 M
g ¥ Fy g (p)

Usando que expp:TpM——>M es difeomorfismo y esta ultima
férmula, nos quedaria:
av. =

prM & lejeXP

-1] dv

o=Vol(T M) =
P p

donde dVo es el elemento de Volumen asociado a lamétrica llana
de TpM, y dV es el elemento de volumen de la métrica de M.

_Comprobemos que |[J =1 £ 1.

1%

En efecto, sea {ei} base ortonormal en.(TpM, dVo), donde

identificamos TpM con TV(TpM). Sea VETpM, y hagamos la eleccibn

exp

de ejzzv/lLvH, y e, con <e >=0, |le =

271 2l
Por el lema de Gauss, y pax el Teorrma de Raud:

||UieXPp)V(e1)||=I|e1H =1y llUieXD )y, V2 lleyll =1
donde <(dexpp) (e ) (dexpp) (e2)>=
Tomemos la base & =e, y 2 (dexpp /||<iexpp)v(e2)H

en T_M.
p
Teniendo en cuenta estas dos bases, resulta que

lJexpp v)| = H(dexpp)v(ez)H > 1 de donde lJexpp—1151.

Esto 1o hacemos en todo v de TpM.
Como consecﬁencia:
Vol(M)::chﬂlzjb4|Jexpp—1| dv, de donde se deduce
que e = Vol(TpM) >Vol(M). cqd

3.3. Fbérmula de Simons. Férmula de Reilly.

n : . . } 5 . n+r
Sea M una variedad de Riemann inmersa isométricamente en N
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r

. : n n + ; z
otra variedad de Riemann: ¢:M — N * la 1nmersion.

3.3.1. Definicidn. Llamamos curvatura media en peM (aso-

ciada a ¢) a:

-))/n

n
H-_(zi:1o(ei,el

con {ei} base ortonormal en TpM, y o la 22 forma fundamental

de la inmersidn en p.

En el caso de que M —s Nn+4(hipersuperficies), tambien
se llama curvatura media H al escalar: <H,N>, asociado a la
direccidén normal unitaria N.

Observar que por ser en el caso‘de hipersuperficies H

proporcional a N, entonces H= <H,N> N.

Es claro que para definir globalmente el escalar H, hay
que exiglr orientabilidad, cosa que nosotros siempre suponemos.
Se entenderid que la inmersidn es minimal, si H =0.

Se entendera que la inmersidn es de curvatura media H
constante, cuando el escalar H sea constante. Observese que

el escalar H estd bien definido, salvo el signo, segin se tome

una orientacidén u otra para definirlo.

3.3.1. Proposicidn. (Férmula de Simons).

Sea M superficie inmersa isométricamente en R3.

Supongamos que M es orientable y con H=constante. Entonces:

3alol®= 19012+ O +2,PK

1

donde K es la curvatura de Gauss de M, 2 A~ las curvaturas

1* "2
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principales y o es la 22 forma fundamental asociada a la inmer-

sidn.

Demost. :

Sean {ei} campos locales ortonormales, con Ve ejzzo en
i
peM, con- p un punto fijo de M.

“Calculemos A|o|2 en p:
-2
|

| o =z2. .o(e.,e.), donde identificamos o(e.,e.) con la
Ly b 1 J S |

- componente en la direccidén de N del vector o(ei,e.).

J

. P
Se tiene que ek(lol )"2Zi,j°(ei’ej) eko(ei,ej), de don-

£ .
de ekek(lcl ) vale:

) 2
2Zi,j-[°(ei’ej) ekeko(ei,ej)-r(eko(ei,ej))

]

de donde en consecuencia

2

gl = Teoi, 52 [o(ei,ej)vgo(ek,ek,ei,ej) + (vo(ey,e;,e.))7]

e J

y teniendo en cuenta la simetria de o, se tiene:

2

A|0|2:2([Zi k(o(ei,ej)Vg(ek’ei’ek’ei)]+Z (vo(ek’ei,ej)) )

25 D515 1

‘Sabemos que si T es un tensor (2,0), la identidad de

Ricci nos dice que

Aplicando esta identidad en la Ultima expresidn, queda:
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Alo|2=2(zl kc(eisei)[Vgo(ei,ekyek,ei) "U(R(ekyei)ei) -

~ ole, ,Rey,e;)e )] +1 [Vo(ek,ei,ej)z])

1sdask
y esto es igual a (suponiendo que ¢ diagonaliza en esta base):

2 2 2 2
2zi’k[xiv c(ei,ek,ek,ei)]+l<(x1 +k2)-2KA1X2 + |vo |

2 :
Como zi,k[xiv o(ei,ek,ek,ei)]-o, pues H =constante, se conclu-

ye lo querido. cqd

3.3.2. Proposicidén. (Fbérmula de Reilly)

Supongamos Mn,ﬁn'+1 variedades de Riemann, con M embebi-

da isométricamente en M. Supongamos que M es compacta, y:nos

determina, por el Teorema de separacidén de Jordan-Brower, un

. n
rior a M. Sean f

dominio @ en M/ aa=M (Consultar [GP]). Sea N la normal exte-

i:n——» R, 1=1,2 funciones diferenciables.

Llamemos Z, 1=1,2 a fi/M. Sea ui::vfi(N)::<vfi,N>, 1=1 ;2.

Entonces:

Ju, - (az )u1}dV=J{<$f1,v2f25+

{o(vz,,vZ2,) +nHu.u, - (Az
fM 1 2 172 Q

1772 2

+-R1C(Vf1,vf2)-Af1Af2} dv .

Nota.: Escribimos v2fi==Hessfi, 1=11,2

Demost. :

Tengamos presentes los calculos siguientes:

2 2
(1) (v zi)(X,Y)::v fi(X,Y)4—o(X,Y)vfi(N)

s
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para todo. X,Yex%(M).
_ 2 2 .
(2) A<vf1,vf2>._2<v f1,v f2>-+2R1c(vf1,vf2)-+<v£1v(Af2)>+
+<V(Af1,Vf2>. A
(3) Ziei(Af1'Vf2(ei)):=<V(Af1,vf2>—+(Af1)(Af2)
con {ei} base ortonormal en Tpﬁ, en cada punto p de M.
(4) ziei(f1yf2(ei)) :<Vf1,Vf2>-Ff1(Af2)
con {ei} base ortonormal en Tpﬁ, en cada punto de M.
(5) Por el Teorema de la Divergencia(Teorema 1.3.2.)

¥

Q{<vf1,vf2>+f1Af2}dV::sz1u2dV

De (2),(3) se deduce:
_ 2 2
A<v£1,v£2>-ziei(Af1vf2(ei))-—ziei(vf1(ei)Af2)-2<v f1,v £2>+
4—2R1C(Vf1.vf2)-2(Af1)(Af2).
De aqui, usando el Teorema 1.3.2. (de la Divergencia)

P ° . s 2 S
2 &{<v £,V £2>-(qu)(Af2)-+R1c(vf1,vf2)}dV-i[M{zi(v £.)(ef,N)

2
-vfg(ei)-rzi(v f2)(ei,N)vf1(ei)-—Af1vf2(N)-Af2vf1(N)} dav *
Entonces, descomponiendo Tpﬂ en suma ortogonal de {eq,...,en}
¥ By 0q =N, con {eq,...,eg- base ortonormal de TpM, el integran-
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do del segundo término queda, descomponiendo los sumatorios en
dos, uno que suma en las direcciones tangentes a M, y otro co-

rrespondiente a la direccién N normal a M, de la forma siguien-

te:
<vu1,v22>+<vz1,vu2>+20(vz1,vz2)+2nHu1u2
En consecuencia, como por el Teorema 1.3.2.,
<vu, ,vz.>dV=- f u.,az, dv Vu,.,vz,> = - U..Az. dV
fM 1 2 M 17772 fM 2 1 JM 271

resulta que la expresidén * queda:

2

~ 2 2
JM{Qo(VZT,vzz)-+2nHu1u2-2u2vz1-—2u1vz2}dv_4#gkv fj,v f;> +

-rRic(qu,vfz)-— (Af1)(Af2)}dV. cqd

3.4. TEOREMA.

Sea M una variedad de Riemann completa, con vol(M) = =,

Sea u:M-——>R+, con Alogu=0. Entonces J LJDdV::w, para todo p > 0.
M

Demost. :

Veamos que 51 p=2 ¥ j uzcﬂ/<m, llegaremos a contradic-
M

cidén, y en consecuencia, u no serd una funcidn de L2(M). A par-
tir de aqui obtendremos que uéLp(M), para todo p > 0.
Como O = aAlogu = ((Au)/u)-—lvulz/u2, entonces uAuzzlvul2.

En consecuencia wuau>0 en toda M. Sea ahora peM fijo. Sea Bow_

)

funcién de M en R determinada segin la Proposicidn 1.3.3.,

con s >r>0.
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Recordemos que B =

9

era 1 en Br(p) y era 0 en M-{Bs(p)h

| < C/(s-r), con C constante que

2 < <1
Ademés, O-¢r,s- Y% lv¢r,s i

no depende de r, s y ¢, SsW(M). Se tiene que:

. 2 _ 2 __ -
0 <[ o uau dv =- <v(¢r’su),vu>dv._ 2IM°r,SU<V¢r g+ Yu> dv

_JM » S JM ]

—f ¢§ 5 Ivulzdv, donde en la primera igualdad se usa el Teorema 1.3.:Z
M b

En consecuencia:

2

[ ¥p o vull [luve, (Il dv

2
| vu | dvi—fMMr, <Vo S,vu>dV52lel¢r’s

S r,

5.2]|¢r’svull2lh4v¢r’s||25(C/(s-r))||¢rysvu||2|h1H2

donde en la segunda desigualdad se usa la Desigualdad de Schwartz,

y en la tercera la de Holder. En resumen, se tiene que:

2
e, gvull5<(C/(s =) Ile, vull,llull,
de donde se deduce que H¢r’svull2§_(C/(s—-r))HuIlQ.
Como ¢r,s::1 en Br(p), se tiene que
1 1 1
([ vulf av)2 = (| e, Svunzdv)Zi(j o, (vull® av)Z =
B.(p) ’Br(p) ’ M ’

e, svully < (C/(s =) lull, <= por ser | u? av <w .

'S M

Luego si r lo fijamos, y s—>e , entonces:
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[ Ivulde==O
'B.(p)
de donde u es cote en Br(p), y esto para todo r, de donde u es
constante.
En consecuencia, u=c¢ >0, de 1o que (j u2)%dV=<:volLM):=°°
Esto es absurdo si UeL2(M). Asi pues, u£L2(M)¥
Veamos que ung(M), para todo p > 0.
En efecto, como alogu=0, entonces palogu=0, y esto

equivale a que Alogupzzo, de donde segun nuestro razonamiento,

upéLz(M), y esto para todo p > 0. cqgd

3.4.1. TEOREMA.

Sea M una variedad de Riemann completa y orientable.

Supongamos que dimM=2. Sea p:M———->R2 holomorfa. Sea u=|p]|.

Admitamos que pueda ser u=0 en algunos puntos, o sea, cambia-

mos la hipbdtesis del teorema anterior de u >0 por la de u>0.

Entonces, u{Lp(M).

Nota.:E1l decir que p es holomorfa conlleva la existen-—

cia de un atlas conforme u holomorfo en M que le de estructura
de superficie de Riemann. Esto siempre es posible como nos di-
ce el Teorema 2.6., y es por esto que todo tiene sentido.

Demost. :

El proceso que se sigue es el mismo que en la demostra-
cidn anterior.

Comencemos por notar que por ser p holomorfa, sus ceros

no se acumulan. Siguiendo, y haciendo la misma demostracidn
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del teorema anterior, llegaremos al paso en que se aplica por
primera vez el Teorema de la Divergencia.

Antes de proseguir, notemos que por tener p un mumero
finito de ceros en Bs(p), por ser este conjunto compacto, po-
demos hacer la restriccidén de suponer que sbélo hay uno, ya
que como se observaréd en la demostracidn, la existencia de més
de uno no afiade méas complicacién.

AAsi, en Bs(p) hay un sbélo cero de u, y supondremos por

comodidad, que es uipl) =0.

Aplicando el Teorema de la Divergencia:

0 5J ¢§ 5 uAudez—J <v(¢§ g W, vu>dv+ J ¢§ Su su/aN ds
M M-B_(p) ’ ’
para € .suficientemente pequefio.
Proseguimos la demostracidén de forma analoga a antes.
Siguiendo un razonamiento idéntico al teorema anterior,

se llega a que:

2
o, gvull, < (C/(s—r)) llully+ j 6y gu 2u/aNds
B (p)
£
con la H.112 tomada en L2(M-—B€(p)).
Cuando razonemos con up, tendrenos el término adicio-
nal .por el Teorema de la Divergencia:
J ¢§ . uP auP /aN ds
aBe(p) ’

Observemos que podriamos acabar este teorema, si demos-
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tramos que 1lim 0c  uP mﬁ?ﬂﬂds::O.
e—>0 r,s
3B (p)
€
Para ello, observemos que 1lim f ¢2 upaup/aNdso=:O

=—>%4B_(p) %
y habremos acabado, donde dsO indica la metrica llana (compo-

ner con una carta y trasladar el problema al plano).

Como ¢§ Sup es acotada en Bs(p), nos bastaria con com-

probar que
lim subaNds_ =0
£ >OJ3BE(ID) o)

Como u=|p|, entonces:
1aCloIPy/aNl< 19101P1, ¥ IvlelPl=v(p 5)P/2=p/2(s 5) (P~ 2)/2.
[ (v(0))5 +0(vp) , de donde |v|o|P|< p/21olP ™ 22|70 l0l =

=
=plolP? ™ "lvel.

Como p(p) =0, p=2"g(z), con g(0) # 0.

Luego p'::nzn'—qg(z)-+zng‘(z), y asi [p’lzlzn-_qlh(z)

con h(z) conveniente.

1 gz PP 1) 940 2

Enp—n+n—1:C€np—1.

En consecuencia, lvlplplg p|2|n(p-_

clz|MP= g R

= De aqui se deduce:

| o ¢ 1elPallelP)/anas < | PRMP T T s
‘3B (p) ° 3B (p)
€ E
:C€2np-1j ds = 0P que tiende a 0 cuando e— 0. cqd
aBe(p) o) : s &4
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CAPITULO II

SUPERFICIES MINIMALES CoMPLETAS EN R3

1. HIPERSUPERFICIES MINIMALES EN R". INTRODUCCION.

FORMULAS DE VARIACION.

Como es sabido, el origen del estudio de las superficies
minimales estd en el problema de Plateau, 6 en definitiva, en
el establecer la existencia de superficies de contorno prefija-
do con area minima.

Una aproximacidén méas técnica a este problema, con el len-
guaje propio de la Geometria de Riemann, lo daréa la 12 Fbérmu-
la de variacidén, de la cual se extraera la importancia en este
problema hel estudio de la curvatura media.

El siguiente paso, de aproximacidn al concepto de estabi-
lidad, que en definitiva da informacidén de cuando los puntos
criticos de la funcidn area definida en una variacidn (con con-
torno fijo), son efectivamente minimos para el area, consisti-
ra en el estudio de la 22 Férmula de Variacidn.

Es importante seflalar, que daremos dos conceptos de esta-
bilidad distintos, asociados a problemas variacionales distin-
tos, que surgen de considerar la Hipersuperficies con curvatura
media constante como solucidbn de un determinado problema varia-

cilonal. Comencemos dando algunos conceptos y fijando notaciones.
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1.1. 12 Férmula de Variacibdn.

En este apartado, en realidad daremos dos fdérmulas que
responden al calificativo del titulo, una correspondiente al
area, y otra correspondiente al volumen, como especificaremos

con mas claridad.

1.1.1. Definicibn. Sea:M una variedad de Riemann. Sea

m+ 1 : . B . . : :
f: M —>R una inmersion isometrica de M en el espacio

euclideo, donde suponemos que dimM=m. Llamamos variacidbn

diferenciable de M a:

Fg bed——4>Rm'+1 diferenciable, donde I=]-1,1[, verificando:

m+ 1

(a) f, =F(t,-) :M—>R es inmersidn isométrica, para

todo te]-1,1[.

(b) fo::f.

Cuando M es ccmpacta con frontera aM (posiblemente sM=0),

se dice que la variacidn es con frontera fija si es cierta esta

otra propiedad:

(c) ft/aM::f /aM, para todo te]-1,1[.
Siempre suponemos nuestras variedades orientables.

Llamamos E::(dFW(w/at)[t:: ) campo asociado a la variacidén F,

0
llamado campo variacional.
Escribimos A(t)::J th, donde cin es el elemento de

M
volumen inducido por la inmersidn ft'

1.1.1. TEOREMA (12 FoOrmula de Variacidén del Area)

Soom . .
Sea M una variedad de Riemann, y sea f:Mm > Rm+1 una

inmersidén isométrica de M en el espacio euclideo.
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Supongamos que M es compacta con frontera M.

m+ 1

Sea F:IXM— R variacidén diferenciable de f con

frontera fija. Entonces se tiene que:

(dA/dt)|

Eep™ -mJM<H,E> dVo

donde H es el campo vectorial curvatura media.

Demost. :
Se tiene que:

dA/dt:(d/dt)JMdvt:}M(d/dt)dvt

por el Teorema de derivacidn bajo el signo integral.

Calculemos «d,/d'tkivt)lt:: Vamos a probar que:

0"
((d/<it)th)Itzoz-mKH,E>dVO—de

con @ una m-1 forma en M tal que verifica o= *w, con w(X) =
= <E,X>, para todo XexX(M).
Observese que como E /3M =0, entonces @/3M=0.

Sea peM y sea e €, Campos en M locales en p tales que

Qe

(1) eys...,e  son ortonormales en la métrica inducida por £

(2) (ve ei)::O, para todo i,j, en el punto. p.
J

Esto se consigue trasladando paralelamente una base or-
tonormal de TpM a lo largo de las geodésicas que salen de p.

Sean w ,W_ las 1-formas locales duales a e , e

RRRI ERRE 7

La métrica inducida por ft’ se escribe:
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m
ds, =X

£=%3,5=1915(8) Vi B V;

donde gij::<(d.ft)(ei),(d.ft)(ej)x Si llamamos g(t)::det(gij(t)),

1 1
thzm%U)awA”.Mz=(MtH2dV

1 m (6]

- ik
Luego (d/dt)dvVv -(d/dt)(@(t)2)|t:odv0:

t|t::O—
= (1/2)(Traza(d / d £)(gy ;) (0))d Vy = (1/2)(zy _ 4 (d gy /d £)(0))d V.

Ahora extendemos PR, sobre I x (entorno de p en M) de 1la

forma usual, y notamos que D/stﬁkkzo, k=1,...,m. Sean E, 51,..,em

las imégenes de estos campos en I xM por F. Entonces:

gkk(t): <“jft)(eiff“jft)(ek)>::<ek’ek> en F(t,p) a
y ademas
(d/d t)(gyy ) = E<ék,ék> = 2<$Eék,ék> = 2<$é E,ék> =

k

=2[e, <E,e >-<E,35 §k>L y en p (t=0) queda:

Sélo nos queda probar que:
m .
(d*W)p(eif""em)-‘zk:=1ek<E’ek>

Por definicidn, w::zk<E,ek:>wk , ¥ en consecuencia:
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;
<E,e > Wn .. .A QkA...Aw

1 m

de donde, como para una m-1 forma @ en M, se tiene que:

m k +1 A
(dn)(ej,...,em)-zk::1(—1) ekn(e1,...,ek,...,em)+
143 A
+zi<j(—1) Q([ei,ej},e1,...,ei,...,éj,. ,em)
— ¥ = . - o =
resulta tomando @ = *w, y usando que [ei,ej] (veieJ vejel) 0

en p, se tiene lo apetecido.
Una integracidn sencilla, usando el Teorema de la diver-

gencia, nos da lo buscado. cqd

Nota.: Suponiendo que 1la variacidn es normal, o sea, que
E es normal, entonces w=0 y la férmula permanece valida sin
la condicidén adicional de la frontera fija.

Una lectura detenida de esta férmula nos dice que una

m+ 1 P '
es critica respecto a la funcidn area,

inmersidn de M en R
para cualquier variacidn suya (normal, 6 con extremos & frontera
fija), si y sbélo si, H=0. De aqui el porqué de que a una tal
superficie (con H=0), 6 mejor a la inmersidn en concreto, se
les llama minimales.

Dada una inmersidn f:Mg——» R3

, y tomada una carta (U,x),
la ecuacidn H=0 en esta carta se expresa, si fijamos un campo
N normal que nos de una orientacidn de M:

H= <H,N>= (g,,Dq ¢ (N) +g,byy(N))/(2det(g; ;)

22
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con (gij) la matriz de la métrica en esta carta, y (bij(N)) la
de la segunda forma fundamental en la direccidén de N.

E1l que H=0, equivale a que se tenga:

Esta ecuacidén es conocida como ecuacibébn de Euler-Lagrange
de variacidn del area. Representa (escrita en la carta (U,.X))
una ecuacién (no lineal y eliptica) en derivadas parciales de
segundo orden.

Intentando seguir interpretando el significado de H, y

lo que conlleva el que H=0, tiene interés lo siguiente:

ey m m+1 . s 2 s , g
1.1.1. Proposicidon. Sea M ——R inmersion isometrica.

Sea H=vector curvatura media.

o &F ), con f. la

Entonces, Af =mH, donde af = (af i 4 1 ; La

ERRE

1—-ésima coordenada de f.

Demost.:

Sea peM, y seane%“”enlcampos ortonormales y tangentes a M,

con veiej(p)::o. Es ¢lareo que para tods K= Tss.xsM, ek(f)::ek
y que e, e, (f)=v_ e, , donde v es la conexidn euclidea.
k~k ey k
Luego Af::zk(ekek(f)-— z ek(f))::zk(ve B = ¥ ek) =
k k k
— N

Esto quiere decir, que el Laplaciano de f (coordenada a
coordenada) nos da la curvatura media, salvo una constante.

El que H=0 equivale a que af =0, y esto a su vez a que
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f sea armbénica. Por el principio del maximo (Teorema 1.1.1. del
Capitulo I), cada fk no puede admitir un méximo ni minimo inte-
riores locales, salvo que sea constante, y nuestra superficie
esté contenida en un plano. Obtenemos ya un resultado importan-—
te. Observemos otras propiedades interesantes.

1.1.2. Definicidn. Dados u,vERm'+1, definimos B
9

={u+XeRm+1 /<x,v><0}. Dado X subconjunto de Rm'k1, se define

l1a clausura convexa de X, como el conjunto interseccibén de to-

dos los Hu v due contengan a X.
> )

Este conjunto es el mads pequefio convexo que contiene a X

m+ 1

% m 7 & @
y que es cerrado. Suponiendo que f:M ——R €S una 1lnmersion

isométrica, y que ademds es minimal (esto es, af =0), dados u,v

de Rm'+1, considerando:
fu,V:M-——»R, definida como fu,v(x)::<f(x)-—u,v>, es claro
que Afu’V==O.

m m+ 1 : v 7 =
>R una inmersion minl-

1.1.2.Proposicidén. Sea f:M

mal donde M es una variedad compacta. Escribiendo M° =M - 3M, en-

tonces: f(M) estéd contenido en la clausura convexa de f(3M).

Ademas, si f(M) no estd contenido en ningun subespacio

p ’ i , . .
afin propio de Rt ' entonces f(M°) estad contenido en el inte-

rior de la clausura convexa de f(a3M).

P P | ; ;
En particular, si M es compacta sin frontera, no existen

. . Co m+ 1
inmersiones minimales de M en R 3

Demost.: Observar el comentario previo a esta proposi-

cién y utilizar el Teorema 1.1.1. del Capitule I. cgd
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Comentemos algunos ejemplos clasicos de superficies mi-
nimales en R3. Serd facil fabricar muchos otros a partir de la
representacién de Weierstrass, que veremos en su momento. Se-
flalaremos, ahora mismo, algunos que clasicamente tuvieron su
importancia:

(a) E1 Helicoide: f(x1,x2):=tg—'1(x2/x1).

5
)E

(b) La catenoide: f(xq,xz):=cosh_1r, con r::(x1+x2

(c) Superficie de Scherk : f(x1,x2)==log(cosx2/cosx )

;
Estas superficies, son importantes por sér las ﬁnicas
que verifican una determinada propiedad, siendo minimales.
Esta propiedad las caracteriza.
Por ejemplo, el Helicoide, es la unica superficie minimal
reglada, la catenoide, la Unica que es de revolucidn, y la super-
ficie de Scherk , la unica que es de traslacidbdn, esto es, que

verifica: f(xq,x2)::g(x )-+g(x2). Para estas comprobaciones,

1
acudir a [DC].
Estas superficies estan definidas como grafos de aplica-

ciones diferenciables (se dice en forma no paramétrica). La ecua-

cidén H=0 toma la forma sencilla:

1+ |af/ax2|2)32f/ax$- 2((a£/ax1)(3f/ax2))(azf/ax 3%

13%5) +

4 (1 + ]af/aqug)(a2f/ax§)::o

Es facil comprobar que toda superficie (no necesariamente
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minimal), admite, localmente, una reparametrizacién que permite

verla como grafo de una aplicacibén diferencible. .

1.1.2. TEOREMA. (12 Fbérmula de vVariacidén del Volumen)

sea M™ variedad compacta con borde M, y orientable.

m m+1 . . 5 # " : .
Sea x:M — R inmersibén isométrica. Sea F una varia-

cibébn diferenciable de x que fija aM. Sea xt::F(t,—),»para todo

teI. Definimos V(t):=(1/(m-+1))[J <xt,Nt>thL donde N es el
L - R or 82 5o

campo normal unitario a 1o 1argo de M en el instante t.

Entonces: V'(0) = J <E,N> dVO
M

Demost. :

V'(O)=(1/(m~+1)){J <E,N>dvo-+j <x,(aNt/at)|t::O>dVo-+

M M

+ jM<x,N>(a/-at) o _od V)

Numeremos por orden 1los tres sumandos que hay entre lla-

ves, y llamémosles (1),(2),(3) a cada uno de 1os integrandos.

Escribamos, en una carta (U, (uw,..,um), xi::aF/aui,
Nt::(XWA...AXm)/(IX1A...AXm|)(t), EizzaE/aui.
Expresemos los integrandos en esta carta:
% 2
(2):—[Zi<X1A...AXm,X1A..AEiA.‘AXm>/|X1A...Axml J<N,x>d V +
0 1
o+ [1/|X1A...Axm|]zi::1<X1A AE.A..Axm,x>dﬂVO

Por andlogo razonamiento:
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(a/at)lt:Oth= (a/at)|t=0|x1A ..AXm|(t) du1...dum=

3
A..AEA..Axm>/|X1A...AX |2dv

< o
Xl AXm,X o

1 m

de donde (3) queda: _
i

m . i
(3)-—£i:=1[<x heooAX X A..AEA..Axm>/|X1A...Axm| ]<x,N>d V

1 1

de aquil que '
i

m
(2) +(3) = (1/|x1A...Axml)[zi::1(a/aui)<x1A..AEiA..Axm,x>]d\Q)—

J i
m m
—(1/|x1A..Axm|)[zi=1zj =1<X1A‘.AxijA..AEA..Axm,X>]d\Q)—
J#1
& i
—(1/|x1A...Axm|)[zi::1<x14..AEA.Axm,Xf]ciVO

Obsérvese que todas las expresiones son invariantes me-
diante cambios de coordenadas.

El segundo sumando de la ultima expresidn de (2) + (3)
vale 0, por las propiedades de anticonmutatividad de producto
exterior, ya que cada sumando tiene su opuesto.

Queda en definitiva:

1

m
g - (3/3u;)<x.A..AEA..AX_,X>]dV -

(2)4-(3)::(1/]di...Ax s

m

—-n<E,N>d.VO. De aquil que en definitiva quede:

1
_ 1(a/aui)<x1/\..AEA..Axn,x>dVO

V'(O)=f <E,N>dV_ + | 3

M M

donde estas integrales hay que entenderlas sabiendo que las
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expresiones del integrando son invariantes por cambios de coor-
denadas, y tienen sentido globalmente.

Como E sobre la frontera de M es 0, una aplicacién del
Teorema de la Divergencia nos dice que la segunda integral va-
le 0, y queda lo buscado. cqgd

Obtengamos ahora tambien las hipersuperficies en Rn“'1

con H=constante como solucidén de un problema variacional.
Introduzcamos alguna notacidén necesaria.
. . 2 N m . .
Sea fo una inmersidn de M variedad de Riemann compacta -

con borde en Rm'+1. Siempre supondremos que M es orientable.

1.1.3. Definicién. Diremos que una variacién F de f

conserva el volumen, 6 es de volumen constante, g1 2

V(0) =V(t), para todo t de I.
Sea E el campo variacional de F. Sea f=<E,N>, donde
N es un campo normal unitario elegido para definir V.
Si F fija la frontera de M, sabemos por el Teorema 9,11,

que: A‘(O)::J mHfdV,, y por el Teorema 1.1.2. que V'(O)::f fdvo.
M M

1.1.4. Definicidn. Asociada a la variacidn F, se define:

J

H ::A_T(O)j HdVO, con H la curvatura media asociada a fo'

@ M

sR, Doy J(t)::A(t)-+mHOV(t), donde se entiende por

g Ezpposicién. Son eqguivalentes:

(1) fo tiene curvatura media HO constante, Ho;éo.

(2) S1 F es una variacidén de volumen constante que fija

sM, entonces A'(0) =0.

(3) Si F es una variacidén(no necesariamente de volumen
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constante) que fija aM, J'(0) =0.

Demost. :

Necesitaremos el siguiente lema:

Lema.: Sea f:M—>R una funcién diferenciable conf fdvo:=o
Entonces, existe una variacidén G con volumen constante, cﬂyo
campo variacional es fN. Si ademds f =0 en 3M, G puede ele-
girse fijando aM.

Demost.: Sea F(t,f)==fo-+(tf-rfg)N, donde g:M——>R es
una funcién diferenciable con g=0 en aM y ! ngo;éO

Sea V(t,t) el volumen determinado po;4F(t,f).

Consideremos la ecuacidn V(t,t) =constante. (I)

Se tiene que en t=t =0, se verificapor la 12 fbérmula
de variacidén del Volumen, que (aV/aE)O==ngdVO;£O.

Luego aplicando a (I) el Teorema de la funcidn implici-
ta, queda t=2z(t), con z diferenciable en un entorno de O.
Luego la variacidn G(t) =F(t,z(t)) es de volumen constante, y

su campo variacional es:(dG/dt)[t: =(f+2z'(0)g)N=fN, pues

0
2'(0) = (aV/at) (av/sT)g = ([ £av)([ gav )" 1= 0. Es claro
o o M o' iy o

que si f=0 en aM, entonces G fija M. G es la variacidbdn bus-
cada. cqgd

Volvemos a la demostracién de la proposicién.

El demostrar que (1) implica (3), y que (3) implica (2),
se sigue de la 12 Férmula de Variacién del Area y del Volumen,

asi como de la definicidn de J.

Veamos que (2) implica (1). Supongamos que la curvatura
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media H no es constante.

Sea peM/ (H-Hy)(p) #0, con H =A(O)_1] HdvV .

o) M o)

Suponemos por comodidad que (H-—HO)(p) ¥ 0

sean Mt = {qeM / (H—Ho)(q) >0} y M ={QqgeM/ (H-HO)(q) < 0}.
Sean p,¥ funciones diferenciables y > O en M tales que satis-
facen: pesopp este incluido en M+, y sopY¥ incluido en M,

. y [
siendo ademas ( (p+¥)(H-H_ )dv_=0. Como} (H-H_ ) dv_=0,
2 B T

esta eleccidén es posible.

Sea f::(p-+w)(H-—Ho). Es claro que f=0 en 3M, y que
( deo=:o. Por el lema anterior, encontramos una variacidn
M
con volumen constante con campo variacional fN. Por hipdtesis,
AV (0O) =0 para esta variacién, y usando la 12 Férmula de Varia-

2

fUi—HO)dVO_J (o +¥)(H-H AV, >0,

M M
Esto es absurdo. De aqul que H=H  en M. cqd

cibén, se llega a que O::J

1.2. 22 Férmula de Variacidn.

1.2.1. TEOREMA. (22 Fbérmula de Variacidn).

m . x
Supongamos M variedad de Riemann compacta con frontera

; o m+ 1 ;
3M, y sea f_ una inmersion de M en R , con curvatura media

Ho constante. Sea F una variacién de fo que fija 3M, y sea

fN la componente normal del campo variacional de F.

Entonces, si Hol]2= 2ik§

es el cuadrado de la norma de

la segunda forma fundamental asociada a fo, se tiene:

7 (0) = [ (~Faf = ||ol1%£2) av
JM (@]
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Demost. :
Sea peM. Sean (u1,...,um) coordenadas entorno de p en M.

Fijemos notaciones: ¢ = (3F/st), Xj:=(aF/auj), Nj=:(aN/au,),
J

£y = (ag/auj).

Identifiquemos el producto exterior v R A de m vec-

1
m+ 1 m+ 1 P .
tores VieR , con un vector veR positivamente orientado

y normal al hiperplano generado por Vv <» Vs Y sea |v] =

10

=|V1A...AVm|. En particular, N==(X1A...AXm)/|X1A...AXm|.

Como Nj es un vector tangente, podemos escribir:

szzzajkxk’ con k=1,...,m (I)
: ~ ij, i
Finalmente, sea gii"<Xi’Xj>’ (g )"(gij) s, Y sea
|2

g::det(gij):=|X1A...AXm

Observemos que los calculos posteriores son locales, y

se hacen en el entorno de p con coordenadas (u1,...,um). En

consecuencia, cuando las expresiones obtenidas quieran globa-
lizarse para integrar sobre M, debemos asegurarmos de que son
independientes del entorno coordenado prefijado.

Utilizaremos las igualdades:

2 2
SmH) "zk,j(ajjakk"ajkakj) = |lol] (I1)

J 1 >
= B Jk
Zj<X1A..4(8N/Bt)A..AXm,N>j-f g Af-fzj’k{g g

=

<Nk,5>}j (III)

donde el subindice al final de las expresiones significa deri-
var con respecto a uj. Tambien entendemos f =<g N>.

Para obtener (II), se usa (I) conel fin de obtener 1los
coeficientes de la 22 forma fundamental o respecto a (X5 s

ij°
Estos hijson:
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hjl==<Nj,Xl>==zkajkgkl, de donde se deduce que:

_ 1j km _ 2 y
zj,kajkakj"zj,k(zlg hlk)(zmg hmj)-—IIOH , y de aqui (II).

Para obtener (III), observemos que:

aN/at==a/at«X1A...A Xm)/|X1A...AXm|)==|X1 saw X

+ parte normal.

En consecuencia:
J J
Zj<X1A..AaN/8tA..AXm,N>j:-— %<X1A..ANA.AXm,aN/8t>j=

_ kK+3,y ¥ o " -
"'zj,k{(-1) |X1A...AXm|£h,gk><X1A..AXjA..AXm,X1A..AXkA..AXm>} i

1

1 1 3 '
— 340K o w2 T 0K
= zj,k g=gy <N, gy > B.M-g Af'*zj,k{g g <Nk,g> }j’ como deseabamos.

Comencemos a probar el Teorema:
Por ser J'(t)::A'(t)-+mHOV'(t):=JMm(H-HO)f|X1A..AXm|du1..dum

Yy Ccomo H::HO para t =0, resulta que:
J"(O)=JMa/at{m(H—Ho)}deO o

donde dVo::IX A...AXmldu ..dum para t=0.

1 1

S6lo nos resta calcular a/atnﬂH—-Ho). Como Hozzconstante:

» J

——a/at(mH-—mHO)=:—a/atzj|x1A...AXml <X1A..ANjA.AXm,N> =

2 k ]
:|X1A...Axml {Zji£k<X1A..A€kA..ANjA..AXm,aN/8t> +

: J J

+Zj<X1A..AaNj/atA..AXm,N>-+Zj<X1m.ANjA..AXm,8N/at>} -

3 k J
-—|X1 Xml Zk’j<X1A..AEkA..AXm,XTA...AXm><X1A..ANjA..AXm,N>.
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Como Nj y aN/at scn vectores tangentes, el tercer su-

mando desaparece. Ademés,

el Gltimo sumando puede escribirse:
k

-1 , : )
+|X1A...AXm' mHZk<X1A..A£kA..AXm,N>. Se sigue pues que:

Ao w w3

a/at(mH-—mHo):=|X1 i

k J

-Zj#l(¢l<X1A..A§A..ANjA.

3= 5
k J

.AX A..AXm,N> -

1k

—Zj¢k<X1A..ACA..ANij..AXm,N> -

: J
_Zj;ék<X'|A“A NJ-A..AXm,N

J

k J

)
—Z-<X1A..A8N/atA..AXm,N>j

> —_—

k

zj;ék <X1A..AXjkA..AaN/3tA..AXm,N> -

k
k

o
- zj<X1A..AaN/atA..AXm,Nj>-+msz<X1A..AgA..AXm,N> -

k J
-—msz¢16:X¢ ..AgA..AXjkA

k

- mHz, <X heohgh: AX N, >).

1

(e}

El1 22, 32, 62 y 9

de sus términos tiene uno

.. AX ,N> -
m

sumandos, se anulan, pues cada uno

correspondiente con signo opuesto.

Cada término en el sumando 72 &5 cerc. Usando (I), el 49 sy~

mando es:
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zj #k‘ajjakk"ajkakj)fle\"'AXml’ y el Ultimo sumando es:

m2H2f{X1A...AXm|. Se sigue usando (II) que:

k

a/at(mH-—mHo)::IX A...AX {Zj¢16:XA b EALLAX N>

1 m k+

J k
+£j<X1A..AaN/8tA..AXm,N>j-FmHEk<X1A..AEA..AXm,N>

W3- TS

Ahora usando (III), y dandonos cuenta que los integran-

dos que aparecen abajo no dependen del sistema éoordenado, ob-

tenemos que:

J"(0) =j (~£af - llol1?e%)av, 4
M

k J
-+Jsz #}<<.X1A..AgA..ANjA..AXm,N>kf‘du1...dum -

. k
—mHOJ

M M Y

Como ¢ =0 en 3M, por el Teorema de la Divergencia, 1los

tres Gltimos sumandos se anulan, y obtenemos lo apetecido. cqd

Observemos que si tenemos que la dimensidén de M es 2,

y ademas M es minimal(HozzO), entonces,Holigzz—ZK, con K la

curvatura de Gauss de M. Asi resulta que:

2 2

f 0
lloll dVO=J(—fAf+2Kf ) dv

J"(0)=A"(0) :f T -
M M

5 ) i ! . @ m . .
Darse cuenta que si la inmersidn de M es minimal, enton-

ces JY(0) =A™ (0).

jk_3
Zk<X1A..AEA..AXm,N>kfdu1...dum-kJ zj k(g g <Nk,g>)jfdu1..du
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1.2.1. Definicidn. Sea M™ una hipersuperficie de gt

inmersa isométricamente y con H=constante # 0. Se dice que la

inmersidn es estable, cuando para todo D dominio relativamen-—

te compacto de M, con frontera 3D, y para toda funcidén diferen-

ciable f:D—> R, con f=0 en 3D y J £dv, =0, se verifica que:
D

a3 ey = jD(-fAf- lo112£2) av_> o.

“ 8 R m v v s
1.2.2. Definicion. Sea M una hipersuperficie inmersa iso-

m+ 1

métricamente en R y de forma minimal (H=0). Se dice que la

inmersién es estable,si para todo D dominio relativamente compac-

to de M, y para toda funcibén f:D—>R diferenciable, con £f=0 en

3D, se verifica:

A" (0) = [ (~faf - lo112£2) av, 20
D

La segunda definicidén tiene una interpretacién clara:
una hipersuperficie minimal es estable si globalmente minimiza
el area. La primera, sin embargo, no tiene una interpretaciébn
en principio sencilla. Para aclararla, sirve esta proposicidn:

A iy @ m. 3 3 % , y
1.2.1. Propeosicion. Sea M ‘wvapledad inmersa isometrica-
1

m + : G oo ) :
mente en R Sea D un dominio de M relativamente compacto.

Entonces son equivalentes:

(i) AM(0) > 0, para toda variacibén a volumen constante
D - ¥

que fije 3D.

(11) Jy (0)(f) >0, para toda funcidn diferenciable f defi-

nida en D, con f=0 en 3D y ( deo::O.
L |
D




. .

Demost.:

Supongamos (i1i). Sea F:ﬁ———-}Rm+1 una variacidén con volumen
constante, fijando 3D, y sea fN la componente normal de su campo
variacional. Claramente f deO::Vb(O)==O. Luego tenemos una fun-
cidén f que verifica las h?pétesis pedidas en (ii): en consecuencia
ha de ser JI')'(O) =AI')'(O) +mHOVI')'(O) =AI'>'(O) >0,y es lo que queriamos.

Supongamos ahora (i). Sea f dada como en (ii).

Por el lema visto en la demostracidén de la Proposicién 1.1.3.
existe F una variacién en las hipdtesis de (i), con campo varia-

cional fN. Para esta variacidn, V5(0)==O y JS(O)(f)=:A5(O)3 0. cqd

Asi pues, la estabilidad para hipersuperficies con Hcons-
tante no nula, equivale a que minimicen el area globalmente para
variaciones que preserven el volumen y fijen la frontera corres-
pondiente.

1.3. Estructura conforme en una superficie minimal en R3.

Representacibn de Weierstrass.

vVamos a introducir en superficies minimales un atlas con-
forme. Como siempre, para comprobar la existencia de un tal atlas,
se construirédn unas cartas O parametrizaciones 1sotermas. Es cono-
cido que para que esta construccién sea posible, basta con la ori-
entabilidad, no es esencial la minimalidad para dar esta estruc-
tura conforme. Lo que ocurre, es que en el caso de minimalidad,
el problema se resuelve facilmente, y es por esto que quizas ten-

ga interes su estudio.

o s o 2 A ; < . ;
1.3.17. Definicidn. Sea M" superfilicie inmersa 1sometrica-




—62—

mente en R3. Sea (U,x) carta de M. Sea g::(gij) la matriz de la

12 forma fundamental en U. Se dice que (U,x) es carta 1lsoterma

6 que es una parametrizacidn isoterma, si 915=957=0, ¥ 944 =

=922=x2, con x»=a(u,v):U—> R, 2 > O.

Es inmediato que en estas circunstancias, detgij =x4ly

que H(N)::(b11(N)-+b22(N))/2x2, con H(N) la curvatura media

asociada a una orientacidén N tomada de M.

2 B g : ’ 5
1.3.17. Lema. Sea M" superficie inmersa isométricamente en

3

R”, siempre orientable. Sea (U,x(u,v)) parametrizacidn isoterma.

Entohces; AOX::2A2H.

Demost.:

Entendemos on==(on1,on ), con gael.Laplaciano mé-

50 Bo%X3)s
trico en R2 asociado a la métrica llana.

Considerando U con la métrica dVO usual de R2 inducida, y
x(U) con la métrica dV inducida por M, resulta que:

dV::x2dVO, de donde A::Aok_z, donde A es el laplaciano
métrico asociado a dV en M. Por la Proposicidén 1.1.1. de este
Capitulo II, siempre x =2H, de 1o que se deduce que:

AOX::AQAX::2A2H. cqd

1.3.1. Corolario. En las mismas hipbtesis del lema 1.3.1.,

es condicién necesaria y suficiente para que x(U) sea superficie

minimal, el que X sea armdnica.

1.3:7. TEOREMA

Sea M2 superficie minimal en R3. Entonces, para todo peM,




-

existe (U,x) carta entorno de p i1isoterma. En ccnsecuencia, M

admite un atlas isotermo.

Demost. :

Hagamos previamente algunos convenios & notaciones.

Primero, notemos que podemos tomar en cada punto peM, una
reparametrizacién en forma no paramétrica & como grafo.

En efecto, tomemos (U,x) carta entorno de p. Como la apli-
cacién (u,v)—>x(u,v) es regular en U, en particular lo es en p,
y sivx==(x1,x2,x3), existen 1,je{1,2,3} tales que la apliéacién
¢(u,v):=(xi( ,v),xj(u,v)) es un difeomorfismo en un entorno de
p. (Teorema de la Funcidbén Inversa). La composicidn x ¢_1 nos da
la parametrizacin en forma de grafo buscada.

Asi pues, entorno de p, podemos suponer que M es represen-
tada por un grafo: X3==f(X1,X2), XX eD(r) disco de radio r en

2
R2. La minimalidad de M implica que se verifique:

(1+ (af/0x,)%)2%8/axs =~ 2(0f/ax,) (a8/3%,))5%8/3x5 4+
+ (1-%(af/ax1)2) ff/axg =0 (a)

Si llamamos p::af/ax1, q=:a£/ax2, r::a?f/ax?, r==325/3x1ax2

v t::agf/axg , la ecuacidén (a) queda reducida a:

(1+q%r-—2@qm +(1+p%t:0 (b)

f-

Escribamos w::(detgij) =1 +p2+q2+p2q2--(pq)2=1 +P2"+q2~



..

Veamos que de (a) se deduce que:
a/ax%, ((1 +q2)/w) = 3/3%x,(pq/w)
/8%, (pq/w) =3/3x,((1 +p2)/w)

En efecto:

a/ax1((1-+q2)/w) - a/axg(pQ/w)==W_3[(Pq)Q-(1-+q2)P][(1-+q2)I‘—
-2(pq)s + (1 +p2)t]::0 por (b).

Analogamente se comprueba la otra igualdad.
Estas dos igualdades en D(r), implican la existencia de

F,G:D(r)— R, verificando:
aF/ax1 :(1-+p2)/w , aF/axZ::pq/w : aG/eX1::pq/w , aG/axQ::(1-+q2)/w.

Si ponemos gT::x1-+F(x1,x2), £y =X, 4—G(X1,X2), se tiene:

ag1/aX1:1 3 {1 +p2)/w , 351/ax2==pq/w i agg/ax1=:pq/w
e 8%, =1+ (1 +q2)/w
2 2 :

En consecuencia, el Jacobiano de esta transformacién:

J= 51 E1985 ¥/ oalx 2): 2+—(2+—p24-q2)/w:>o
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Luego la transformacidn sefialada admite una inversa
local (51,52%——» (x1,x2) entorno a p, y poniendo:

X = £(x(80,85),%5(80,8,)) X, =x,(80,85), X, =x,0e0,85),
representamos localmente,entorno a 5, a M.

Tenemos pues una nueva parametrizacidn en funcidn de E1985-
Observemos que:

ax1/351= (w+1 +q2)/Jw, axg/aglz-pq/Jw, ax3/ag1= (w+1 +q2)p/Jw -

- (pg/Jw)q, a>{1/352=—pq/Jw, ax2/352=(w+1 +p2)/Jw, ax3/352=

= ((w+1 +p2)/Jw)q - (pq/w)p.
Se sigue que con 1l0S nuevos parametros £,58, se€ tiene:
g11::g22:=lax /ag1]2::]ax/ag2]2::w/J::w2/(2w-+2-+p2-+q2)
g12=:wx/agq)(ax/ag2)=:o

En consecuencia, (51’52) son parametros isotermos. cqd

1.3.2. Corolario. Sea M2 superficie minimal en RB, siempre

orientable. Entonces, se puede extraer de M un atlas conforme,

que da a M estructura de superficie de Riemann.

Demogst . ¢

Sea. A un atlas orientado de M. Sea A coleccidn de las

tripletas (Ea,ﬁa,ﬁx), con R_ incluido en Rg, 5a contenido en M



.

ambos abiertos y i :Ra——e>6a homeomorfismo , siendo ademis
= =

(R ,5a,?a)eA, y FB F preservando la orientacién, y por Gltimo

a
: 2 ’ . 2 . =
S1 ¢:M ———>R3 €s la inmersidén de M< en cuestion, ¢Fa sea una

parametrizacidén isoterma.

Por el Teorema 1.3.1. de este Capitule II, sabemos que
{5a} recubre toda M, de QOnde Aesun atlas sobre M.

Como el cambio de carta en A& es siempre regular y conser-
va angulos(por ser las parametrizaciones isotermas y orientadas),

resulta que este cambio de carta es holomorfo, y hemos acabado.

cqd

1.3.2. Definicién. Supongamos que x:U———>R3, con U un °

- 2 . 7
dominio de R“, nos define una superficie regular. Llamamos:

¢k(£) =axk/au —iaxk/av

donde ¢= u+iv, con i la.unidad imaginaria, ¥ k=7,2,3.

Es inmediato que:

2 .
(1) 20 (e) = g, 955219,
2 _

En consecuencia se tiene:

1.3.1. Proposicién.

(a) ¢k(£) es_analitica en ¢ si vy sélo si X, s _armonica en

u,v, ¥ esto a Su vez equivale a que x(U) sea minimal.

(b) u,v son parametros isotermos si y sblo si Zk¢§(g):=0.

(c) x es regular si y s6lo si Zkl¢k(g)l2;éo, supuesto (b).
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1.3.2. TEOREMA.

Sea x:U———>R3, con U dominio de R2, que supondremos nos

define una superficie regular y minimal en parametros isoter-

mos. Entonces las funciones ¢k(g) son anallticas y satisfacen

. , - 2
las ecuaciones: zk¢k(g)-0 y zk|¢k(g)l £0.

Reciprocamente, sean ¢k(g), k=1,2,3, funciones analiticas

que satisfacen zk¢§(g)::0 y zkl¢k(a)|2;£0 en un dominio D sim-

2 . -
plemente conexo de R”. Entonces, existe una superficie regular

y minimal x(u,v) definida en D, de tal forma que ¢k(g):=axk/au -

—iaxk/av.

Demost.:

La primera parte es inmediata por la Proposicidén 1.3.1..
La segunda, basta definir xk::Rej¢k(g)dg, bien definida por
ser D simplemente conexo, y comprobar de forma directa que se
verifica lo pedido. cqd

Obsérvese que nuestra superficie queda determinada salvo
constantes (traslaciones de R3).

Tiene interés, a tenor de lo visto, el establecer todas
las soluciones de la ecuacidn ¢$~+¢§-+¢§::O, o) analiticas, en

un dominio D de R2 prefijado.

1.3.2. Lema. Sea D un dominio en el plano complejo R2.

Sea g(&) una funcién meromorfa arbitraria en D y f(g) una fun-

cién holomorfa en D teniendo la propiedad de que en cada punto

donde g(t) tenga un polo de orden m, f(g) tenga un cero de or-

den al menos 2m. Entonces las funciones:

0= 31 -0°), 0, =3if(1+9%), eg=fg
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son analiticas en D y satisfacen: ¢2-+¢2-+¢2==O. (1)
1 2 3

Reciprocamente, cada tripleta de funciones analiticas en

D que satisfacen ¢2-+¢2-+¢2::O puede ser representada de esta
1 2 3

forma para ciertas f,g, salvo que ¢1:=i¢2, ¢3==O.

Demost. :
Si a partir de f,g en las anteriores condiciones, defini-
mos ¢y k=1,2,3, es inmediato comprobar que se satisface (T )

Reciprocamente, si se satisface (I), escribiendo:
F=0,-10, g=0,/(0; ~105)

tenemos que (¢14-i¢2)(¢1-i¢2)::—¢§, de donde se deduce que:
¢1-+i¢2==-fg2, y teniendo en cuenta la definicidén de f,g, se
tiene lo pedido.

La condicidén relativa a los ceros y polos de f,g, se ob-
tiene féacilmente pues cp1+i¢2:=¢§/(¢1-—i¢2)::—fg2 es analitica.

Este razonamiento siempre se puede hacer salvo que el de-
nominador en la expresidn de g sea identicamente nulo, y esto
equivale a que ¢, = i¢2 (y esto implica que ¢3::O). cqd

Como consecuencia de esto, podemos enunciar la siguien-
te proposicidn:

1.3.2. Proposicién. Toda superficie minimal simplemente
3

conexa en R” puede representarse de la forma:

g
Xk(g):=Re{jo¢k(z)dz}-+ck, k=1,2,3, donde Oy estan

definidas a partir de f,g como en el Lema 1.3.2., verificandose

las condiciones de este lema, y el dominio de definicidén todo R2
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=6 0=

6 el disco unidad D. La integral se toma a lo largo de una cur-

va arbitraria que une el origen y el punto ¢ . La superficie asi

construida sera regular si y sblo si, se verifica ademds la pro-

piedad de que f se anula sdlo en los polos de g, y el orden de

estos ceros es exactamente el doble del orden de los polos de g

correspondientes.

Demost. :

Usamos el siguiente lema:

1.3.3. Lema. Toda superficie minimal simplemente conexa
3

tiene una reparametrizacidn de la forma x(g):Q—>R~, con Q

6 bien R2, 6 bien D disco unidad.

Demost. :
Tenemos ¢:M———>R3inmersién minimal, con M simplemente
conexa. Sabemos ‘que M tiene asociada una estructura de superficie

de Riemann (estructura conforme). Por el Teorema 2.2.1. del Ca-

L . . 2
pitulo I, sabemos que M es conformemente equivalente a R™, D

b 82, pero como por la Proposicidn 1.1.2. de este Capltulo II,

M no puede ser compacta, resulta que M es conformemente equi-

valente a R2 6 a D. Tenemos ¥:Q——>M un biholomorfismo, y to-

3

mando ¢Y¥ :Q——>R”, tenemos la reparametrizacidn buscada. cqgd

Asi pues, nuestra superficie la representamos siempre
en Q, siempre que esta sea simplemente conexa.
Como cada coordenada Xk es armdénica, entonces ¢k es
analitica en ¢ = (u,v), y ademés, Xk(g)::Re{f€¢k(z)dz}-+ck, y
o)

hemos acabado la Proposicidn, pues basta observar que la su-

perficie no serd regular en un punto si y sélo si todas las )
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son nulas simultaneamente, que ocurre cuando f =0 donde g es
regular 6 cuando fg2=:0 donde g tenga un polo. cqd
La representacidn:

2

r& 2
_ _ _ 1 _ _1if1.
xk(g)-Re {%¢k(2) dz}+—ck, K="132;3 Eon ¢1._2f(1 g )s ¢2-—21ﬂ1-+g )

donde f,g verifican 1o ya convenido, y estan definidas en Q, es
la llamada representacibdn de Weierstrass(y Enneper) de la super-
ficie minimal (simplemente conexa) en cuestidn.

Si una superficie no es simplemente conexa y es minimal,
en entornos simplemente conexos esta representacidn es factible.
Aqui estéd el hecho fundamental por el que la teoria de variable
compleja tiene gran aplicacidén al estudio de las superficies mi-

nimales en R3

. Es por esto que tiene interés el intentar expresar
en funcidn de f,g todas las cantidades geométricas de la superfi-
cie minimal en cuestidn, para poder aplicar asi la gran cantidad
de posibilidades que nos ofrece la variable compleja.

Por ejemplo, el plano tangente es generado por:

ax/au, sx/av, donde ax/3u —iax/av::(¢1, 655 ¢3)

Se sigue que gij::xgé

ij
2 14811+ 191212,

, donde: x2:=|ax/au[2::|ax/av|2::

_1

- 2Zk|¢k[
Ademas:(ax/au)x(ax/av)==Im{¢2¢3,¢3¢1,¢1¢2}, y sustituyen-

do cada ¢k en funcidén de f,g, queda:

(ax/au)x(ax/av):(1/4)lf!2V1+|g|2)(2Reg,21m9,|9|2—1)-



e
2

De esto se sigue que |Gx/su)x(ax/av)|=[z|f](1+ |g|2)]

y el vector normal es:
N=(x/su)x(sx/av)/|ex/u)x(ax/av)| =
= (éReg/H +1g1%),2Img/ (1 + 1912), (1g12=1)/(1 + 1g12))
que nos da la orientacién de nuestra superficie. Asi pues,

! . 2 S ..
si Q es un dominio de R“, y tenemos x(g) superficie minimal con

pardmetros isotermos y regular, se puede enunciar el siguiente:

1.3.3. Lema. Sea N(g):Q———>S2 aplicacibén de Gauss de nues-

tra superficie. Se tiene que N es una funcién analitica de Q en

82, donde en Sgse considera su estructura de superficie de

Riemann estandar.

Demost.

Recordando la férmula de la proyeccidn estereogréafica
de 52 a R2, desde el punto (0,0,1), resulta que al componer tal
proyeccién con nuestra N, tenemos como consecuencia la funcidn
g(g) meromorfa, lo que prueba lo pedido. cqd

Lo importante de este lema, es que le hemos dado signifi-
cado geométrico a la funcidn meromorfa g: es la aplicacidn de
Gauss de la superficie minimal. Asi por ejemplo,si Q::Rz, el
Teorema 2.5. del Capitulo I, nos diria que si g-omite mas de 2
puntos, entonces nuestra superficie es un plano embebido de for-

3. Sobre el complemento de la aplicacién de Gauss

ma estandar en R
L - - . 2 ’,
de una superficie minimal completa en S, volveremos a hablar mas

adelante.



=T D

Por ejemplo, estudiemos ahora la segunda forma fundamen-
tal de una superficie minimal, y la curvatura, en funcidn de 1la
representacién de Weierstrass.

Utilizando la orientacidén estandar asociada a nuestra
x(E):Q———>R3, dada por N = (sx/su)x(sx/av)/|(ax/su)x(asx/av)|, y

si (bij(N)) es la matriz de la segunda forma fundamental respec-

to a esta orientacidn, se tiene que, si escribimos g=g1+-i%?

zi,jbij(N)(ag/at)(a%/at)=:Re{—fg'(dg/dt)%-, y como ya

conocemos que I. aa/at)(a%/at 2|fl(1-+|gI2)]2]dg/dt|2

< 13
se sigue que la curvatura normal de la curva g(t) es:

2 2
(d°x/ds )N::zi J.bij(N)(dgi/ds)(dg./ds) =

= 1E LJJJ(N %(t C(t) /(Zl 3 1J l( )E (t)), donde s es el

parametro arco de nuestra curva.
Esta curvatura normal, en consecuencia, se puede expresar

en funcidén de f,g de la forma:
(a®x/ds®IN = [2/(|£](1 + |g]?) 1?Re (-£g'e®*®

la

}, con dgfdt =
= |dg/dt e

El méximo y el minimo de esta expresidn, si o varia de O
a 2n, que corresponden a las curvaturas principales, son respec-
tivamente:

, 2,2 , 2

K, =4lg'"|/CI£1 (1 + [g]™) Ky==4lg"'|/CI£] (1 + |g]

y en consecuencia, la curvatura de Gauss K queda:

2,02
K=K K,=-[4]lg"|/(|f](1+ |gl ]

Aqui se observa, por ejemplo, que K<O, y que una super-

ficie minimal (que no sea un plano), tiene K=0 sélo en puntos
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aislados, pues g'#0, y esto fuerza a que g' se anule sdlo en
puntos aislados.del dominio Q en cuestidn.
Comentemos un resultado interesante acerca de la curvatu-

ra total de una superficie minimal.

Si nuevamente tenemos x(g):Q———>R3 superficie minimal
con parametrizacidn isoterma, recordemos que: gij:=k26ij’ donde
A2=:[%|f|(1>+1912)]2. Teniendo presente la férmula de la curva-

tura obtenida en funcidén de f y g, es inmediato comprobar que
K::—(AlogA/AZ), con A =1laplaciano de R® con la métrica llana.
Consideremos el sigﬁiente diagrama:

x (%) N , Proy. estereog.
Q M >S w-plano

donde M representa nuestra superficie minimal.

La composicibén de todas estas aplicaciones, sabemos que
es g(&):Q—f—>R2. Sea ¢(t) curva diferenciable en Q, y su imagen
por las aplicaciones antes indicadas. Si s(t) es el parémetro
arco de su imagen en M, se tiene que: ds/dt::%]f|(1-+|g12)]d5/dt
La longitud de arco (elemento longitud de arco) en el w;plano
R2 es: |dw/dt| =]g'(g)]|]|dg/dt|. Si o(t) es el pardmetro arco en

82, por la férmula de la proyeccidn estereografica, se tiene que:
. 2,2 z
do/dt)/(ds/dt) =4]g'|/|I£]1 (1 + |g]|“)% = (-K)

ya que |do/dt|::(1-+|w|2)_1]dw/dt!.
Supongamos que 9 es un dominio en Rg/ 2 esté contenido

en Q. Entonces, restringiendo x(¢) a o, se tiene que:

| .



.,

2
dz1d52

2 2
K dv = Kx¥de.de,=- [[2]lg'I/(1+]g]7)]
& Lz 1702 k

"La curvatura total en o es el area de la imagen de @ por
la aplicacién de Gauss en S2, cambiada de signo'".
Esta fué de hecho la definicidén original usada por Gauss
para definir la curvatura de Gauss de una superficie arbitraria.
Notemos que g(g) &6 N(g) puede cubrir varias veces la
misma regidén de 82, y que el area en cuestidn de tal regidén se
contara con la correspondiente multiplicidad. A esta area en Sg,
se le llama area esférica de la imagen por g de q.
En consecuencia, si M es una superficie minimal inmersa
en R3, se tiene que j K dV = area esférica de la imagen de M bajo
la aplicacidn de Gausz.
Efectivamente,para verlo esto Gltimo, bastarad comprobar
que la normal N y el valor de g son independientes de parametro
tomado. En efecto, si &(f) es una transformacidén conforme, se
tiene que: Ek(f)::¢k(£)(dg/di), k=1,2,3, v por la definicién de g:

g=:¢3ﬂ¢1-¢2):=$3/($1-52) es invariante como queriamos probar.

Para acabar este apartado dedicado a un estudio de 1os -
conceptos fundamentales y hechos esenciales concernientes a las
superficies minimales en R3, volvamos a un problema que sera ob-
jeto, posteriormente y con mé&s profundidad, de nuestro estudio:

;,Cuédntos puntos de 52 omite (6 puede omitir) la aplica-
cidn de Gauss de una superficie minimal completa?.

Uno de los resultados mas importantes de este trabajo
nos dird que una tal superficie no puede omitir siete puntos en

82, salvo que esta sea un plano.
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Nosotros enunciaremos ahora un teorema que nos diréd la
existencia de superficies minimales y completas en R3, que omi-
ten k puntos, con k< 4.

Este problema no estéd cerrado en la actualidad, y quizas

de aqui su gran interés.

1+3.3« TEQREMA

Sea E un conjunto arbitrario de k puntos en 82, con k <4.
3

Entonces, existe una superficie minimal y completa en R™ cuya i-

magen por la aplicacién de Gauss omite precisamente estos k pun-

tos de E.

Demost.:

Salvo una rotacidbn, podemos suponer que (0,0;1)cE:

Entonces, razonamos asi:

si E=1{(0,0,1)}, consta de un sblo punto, la superficie
de Enneper, dada por f(g)=1, g(g)=¢, con f,g definidas en todo
R2, es la solucidén al problema.

Si no estamos en este caso, y 1 <k <4, entonces 1los pun-
tos restantes de E distintos de (0,0,1), 1los numeramos Q1""Qk—1’

y llamamos wq,..,wk_1 los puntos correspondientes bajo la pro-

yeccién estereografica desde (0,0,1).

Definimos £(g) = (15_1(g-w;))™', g(&) =¢, con £, g defi-
nidas en R2—{w1,..,wk_1}. Obtenemos asi una superficie minimal,

cuya aplicacién de Gauss omite precisamente los puntos de E, y
que es completa porque una curva divergente c debe tender 6 bien
a (0,0,1) ==, 6 bien a uno de los puntos w,, i=1,..,k=-1, y en
este caso:

[ aragr=2f 12101+ 1g1®)1ag] = =.
& C
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Hemos de indicar que la superficie asi construida, tiene:
xk==[¢k(z)dz,k==1,2,3, y que estas integrales nos han de ser b
estar bien definidas (pueden tomar varios valores, segun la cur-
va sobre la que se 1integre, por no ser Rz—{w1,..,wk_1}simple-
mente conexo). Sin embargo, pasando al recubridor universal, es-
tas funciones se convierten en funciones univaluadas (bien de-
finidas), y esta nueva superficie verifica lo pedido, pues cum-

ple las mismas propiedades que la anterior. cqd

1.4. Superficies minimales conjugadas.

Sea M superficie minimal en R3. Supongamos que M es

simplemente conexa (si no, pasar al recubridor universal). Re-

parametrizamos M a partir del teorema de Uniformizacidn, y como

hemos visto, obtenemos x:Q——e»R3, con Q==R2é Q =D

Sabemos que existen ¢1,¢2,¢3 holomorfas en Q, con:
2 2 2 s _ ¢k B
07 + 05 + ¢ =0, y ademas, xk(z)—foqak(z)dz, k=1,2,3.

Para cada 6: 0<6 <m, definimos:

X, (€) :Rejg Y, (2) dz k=1,2,3

e
0]

De hecho, si Xe esta determinado por %1 0 5 )

63
2 + 2 + e =0, resulta que -—eie de donde la-aplica-
%1 %2 %3 =0, g Bk = W P

con

. . 1e . ;
cibébn M=Q:——>M=Q dada por g —>e~ ¢ es una 1lsometria.
Lo que no tenemos garantizado es que X, X, sean congruen-
tes en R3.

La inmersidn particular X /o nos determina 1o que se

l1lama la superficie minimal conjugada asociada a X.
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El ejemplo clédsico de dos superficies minimales conju-
gadas, es el de el helicoide y la catenoide.

2

2 .SUPERFICIES MINIMALES COMPLETAS EN R~ CONTENIDAS

ENTRE DOS PLANOS.

Fué E. Calabi quien.se preguntd si era posible encontrar
superficies minimales coﬁpletas contenidas en un semiespacio.
Luquésio P. de M. Jorge y Federico Xavier respondieron esta
cuestidén, y probaron ain mds, encontraron una familia de su-
perficies minimales contenidas entre dos planos paralelos en
R3, y claro esta, no trivial, o sea, tales superficies no son
planos.

La idea, como se comprobaréd, estd basada en una ingeniosa
construccidén de Rammert, para utilizar el Teorema de Runge.

Posteriormente, en este trabajo, se demostrard que una

superficie minimal completa en R3

que minimice el area Jlobal-
mente, ha de ser un plano. Esto nos daré informacidén en el sen-
tido de que las superficies que vamos a construir sélo minimi-
zarin el area localmente. Es de interés tambien el sefialar que
B. Lawson ("Complete Minimal Surfaces in 83”, Ann. of Math. 92
(1970), 335-374), ha dado ejemplos de superficies completas con

curvatura media constante entre dos planos paralelos.

2.1. Lema.

Sean Dn discos contenidos en D disco unidad de R2, y veri-

ficando, para todo neN, que Dn estd contenido en el interior de

D, ,q1- Supongamos que estos D nos recubren D. Sean K, compactos

contenidos en Dn’ para cada neN, de forma que Knno corta a Dn—?’
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y D-—Kn simplemente conexo. Supongamos que tenemos f funcidn

holomorfa definida en un entorno de la unidbn de todos los Kn’ que

llamaremos V. Sea ¢ > 0. Entonces, existe g holomorfa en D tal

que |g-f| <e, en cada K,» y esto para todo neN.

Demost. :
Consideremos U1 la interseccidn de V y D,. Es cglaro gue
K1 esté contenido en V, de donde por el Teorema 2.1.2. (de Run-
ge), existe g, funcidén holomorfa en D / |f-—g1|< e en K1(para
ello necesitamos que U, no tenga agujeros, cosa que podemos
imponer a V: que V no tenga agujeros ni su corte con ningun Dn).
Ya tenemos construida una g, holomorfa en D, y por un
proceso inductivo, cénstruimos 95 holomorfa en D, si supuesto
1 verificando que
Ip_ol <e/2

construida g,

n-1

|g en D _, V¥ g 1-—fl <e/2n—1 en X

)

B~ n— i

se define g, como la funcién siguiente:

Sea Un y Kn’ K_ ovbiamente contenido en Un que sabemos

n

que no tiene agujeros. Por el Teorema de Runge, existe una
funcidén holomorfa 9, verificando:
n n
|gn-gn_1] <e/2 en Ry g ¥ Ign-f] <e/2 en K,

Obtenemos de esta forma tg,} sucesién en H(D). Co-

neN

mo para todo compacto de D, existe meN / este compacto esté

contenido en Dm’ resulta que dado K compacto en D, y fijado

este m, lgnli max x)l}+(e/2m+1 o ws F el por la

XEK{Igm(

forma de construccidn de {gn} y esto para todo n > m.

neN’

Luego Ignl esta uniformemente acotado en n sobre los

compactos de D.
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Por el Teorema 2.4.del Cap. I , {9ty .y @dmite una par-
cial convergente uniformemente sobre compactos de D a una fun-

cién g holomorfa en D, que por construccidén, verifica que:

lg-f| <e en Kn’ para todo neN, ya que Iy >12_k::1 cqd

Ais 2.7. TEOREMA

Existen superficies minimales completas y no llanas en

2

R” contenidas entre dos planos.

Demost. :
Consideremos el dibujoé siguiente:

Como. se indica, kK, es la regidn

K :
n compacta formada a partir de una coro-
na 6 anillo partiendole un pedazo.
D . ' .
Sea rnzzdlferenc1a entre el radio
interior y el exterior de Kn‘ Para
n+1
construir el Kn+1’ se rompe un trozo

de otro anillo disjunto con el primero,
pero rompemos por el lado opuesto al
que 1o hicimos con Kn, y asi sucesiva-

mente.

Llamemos E =unidén de 1los K,» con n par, y llamemos O =
=unidén de los K,» con n impar.

Diremos que una curva o cruza o atraviesa Kn’ s1 intercepta
tanto el radio interior como el ekterior del anillo del que ha
sido obtenido’Kn, siempre,claro estd, por.el trozo de estos Gl
culos que estd en K, -

Es f&cil observar que:
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Una curva divergente en D de longitud de arco eucli-
dea finita uebe atravesar todos, salvo un nimero finito, de
los K, de E (6 de 0). (1)

Notar que si K, es elegido de forma que es abierto a la
derecha de (0,0), entonces el segmento [0,1[ verifica el pri-
mer requerimiento, y no el segundo, supuesto que n es impar.

Sea {cn}neN una sucesién de nUmeros positivos que espe-
cificaremos despues. Por el Lema 2.1. de este Capitulo, sabe-
mos que existe h holomorfa en D, verificando que:

|g-—cn|51 en Kn' Sea g= eh, y sea f::g_q. Tenemos
asi dos funciones f,g holomorfas en D, que nos determinan,
mediante la representacién de Weierstrass, una superficie mi-
nimal.

Es inmediato que como fg =1, nuestra superficie minimal
tiene la coordenada x3 acotada. Luego nuestra supeficie esté
contenida entre dos planos.

Veamos que podemos elegir {c,} de forma que la super-

neN
ficie sea completa. Sabemos que por la Proposicidn 3.1.1. del
Capitulo I, basta conseguir que cualquier curva divergente, ten-
ga longitud infinita. Sea pues o curva divergente. Distingui-
mos dos casos:

(1) Si « tiene longitud de arco euclidea infinita, esto
es, a :[0,»[—= D, parametrizada por el arco. Como siempre se
tiene L(a)==J:§h(t)|dt, con t el parametro arco euclideo, y
x=2(lg] +1gl" ") >1, resulta que L(a) = =.

(2) Supongamos que o tiene longitud de arco euclidea

finita: «:[0,b[——>D, con b <= .



-81-

Consideremos, atendiendo a (I), la primera alternativa

posible, y sea meN /o atraviesa cada Kn de E, para todo n>m.

cneh—c Cp-1

Como g:eh:e

n, entonces |g| >e en K .
Sea Jn=={ts[o,b[ /a(t)eKn}.
Entonces, 2L(a) > fblg(u(t))ldtz;%l>nl] lg(a(t))]| dt
o —
Co—1 Cp—1 e
>z e N f dt >zt re
="n>m 3 ="nsEm n
n par n n par
Analogamente se razonaria en la otra alternativa de (I).
En definitiva, se llegaria a que: 2L(a)3.%q>l<rnecn_1.
' n impar

En consecuencia, si elgimos Ca suficientemente buenos
cp-1 ,
para que I r e N = w, tendremos que L{a) =« y habremos acaba-

do. Basta, por ejemplo, elegir cnzz—log'rn. cqd

3. LA APLICACION DE GAUSS DE UNA SUPERFICIE MINIMAL COM-

PLETA-Y NO LLANA NO PUEDE OMITIR 7 PUNTOS EN 82.

E1l tema sobre el complemento en la esfera de la imagen
por la aplicacibn de Gauss de una superficie minimal completa
y no llana, ha sido de los mas estudiados. Asi, en principio,
se conocién resultados como que la imagen por la aplicacidn
de Gauss tenia que ser densa en 82, 6 que su complemento en
s? tenia capacidad logaritmica cero (esto es, es un subconjun-
to cerrado en 82, con complemento parabdlico en el seﬁtido de
la estructura conforme).

Por ejemplo, el Teorema de Berstein, que afirma: "si una
superficie minimal es representada por f:Rz——>R en forma no

paramétrica, entonces f es lineal y nuestra superficie es un

plano', es un hecho que da informacidén sobre la aplicacidén de Gauss
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de superficies de esta forma, afirmando que esta es trivial
(consta de un solo punto).

Todos estos resultados, que tuvieron su interés histé-
rico en cuanto al desarrollo del estudio de las superficies mi-
nimales, seran corolarios triviales de nuestro teorema central:
"La aplicacidén de Gauss de una suﬁerficie minimal completa y
no llana, no puede omitir siete puntos". Todos 10s resulta-
dos clésicos antes mencionados, se pueden encontrar en [0S].

Los Ultimos trabajos sobre este tema, se orientaban ha-
clia determinar cuantos puntos podia omitir la aplicaciédn de
Gauss de nuestras superficies minimales completas. Por nosotros
es ya conocido que existen superficies minimales completas cuya
aplicacidén de Gauss omite jlstamente k puntos, con 0<k<4.

Nuestro teorema dirad que ademds no pueden omitir 7 pun-
tos. La investigacidén y el problema queda al(n sin resplver y
abierto en los casos criticos de 5 & 6 puntos:

¢Existen superficies minimales completas no llanas cuya
aplicacién de Gauss omita exactamente 5 6 6 puntos?.

El resultado central de este apartado es debido a Frede-—

ricd y Xavier, y se puede encontrar en [XA].

3«1. TEOREMA

El complemento de la imagen de la aplicacidén de Gauss

de una superficie minimal completa no llana en R3, contiene

a lo mds 6 puntos de 52,

Demost. :

Supongamos que nuestra siperficie M omite 7 puntos de 82
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en su aplicacidén de Gauss. Pasando al recubridor universal de
M, por no ser este compacto, el Teorema de Uniformizacidn (Teo-
rema 2.2.1. del Capitulo I), nos dice que éste ha de ser RZ 6

D disco unidad. Veamos que tampoco puede ser Rz(le llamamos M
tambien al recubridér universal).

En efecto, si M::R2

, la aplicacién de Gauss de M seria
una funcidén meromorfa en R2, y el Teorema de Picard (Teorema
2.5. del Capitulo I), nos diria que a lo més omite 2 puntos de
R2, cosa absurda, pues omite 7 puntos.

Asi pues, M=D disco unidad.

Utilizando la representacidn de Weierstréss de nuestra
superficie minimal, tenemos que la métrica de M=D ha de ser
de la forma xldzlz, con x==|f12(1-+|g|2)2, donde f,g son holo-
morfas y |f| #0 (suponemos que el punto del infinito de 52 es—
ta entre los siete puntos omitidos y asi g es holomorfa).

Resumiendo, tenemos f,g:D———>R2 holomorfas, |f|#0 , y
existen a; i=1,...,6 nimeros complejos todos distintos, de
forma que la ecuacidn g(z)::ai no tiene solucidbén para todo 1i.

La contradiccidn la encontraremos probando que la métri-—
ca xldzl2 en D no es completa. Para ello razonamos asi:

Sea la funcidn h::f_2/pg'n$:1(g-ai)_“, donde 5/6 <a< 1
Yy p=1(5/6a).

Como |f] > O, f_2/p estd bien definida.

Es sabido que el operador de Laplace A para la métrica
xldzl2 es (1/A)(a/az)(a/aE),'donde a/3z = 3{a/ax + i—1a/ay} y

3/ez=2%18/ax - i_1a/ay}.

Como h es holomorfa, la funcién u= |h| verifica que
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alogu=0 en casi todo punto (sélo puede fallar esta ecuacidn

en los puntos en 1os que h=0).

Como M es completa y con curvatura K <0, entonces M tie-

ne area infinita, pues basta usar el Teorema 3.2. del Capitulo I.

Por el Teorema 3.4.1. del Capitulo I, ufLP(m).
Pero como el elemento de area es adxdy, la condicién

uéLp(M), se expresa:

f {lg'lp(1-+lgl2)2/n§_1lg-ailp“} dxdy = (1)
JD -

La contradiccidén buscada proviene de probar que esta
integral es finita, para una eleccidn conveniente de o(y por
tanto de p).

Sea Dj::{zeDl/Ig(z)-ajl_il}, donde 1 es tal que 0< 1<

- .
<4 mlni#k‘ai"akl'

Sea D'==D-U§:1Dj. Llamamos H(z) al integrando de (I).
Hemos de probar que J Hdxdy <e .

D
Por la eleccidbdn de los Dj’ D:=(U§=1Di)UD', siendo esta

unidén disjunta en todos sus miembros.

Luego Jdedy:z?_1
D =

( Hdxdy + J H dxdy.
. D'
3 > J .
En lo sucesivo, asumiremos que 1 <1, por comodidad (si
no es asi, tomar 1'=min{l,})} siempre para evitar problemas).

Observemos que para todo j,J H dxdy <.

D
J

Tenemos que:.

2—
9" 17719 -a;1P* < 2P1g"1P/(lg-a,1%+ g-a,127)P
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y esto es facil comprobarlo pues Siempre Ig-ajl <1,
y entonces siempre es cierto que, siendo O<aq < 1:

al ser 1«1,

- | — | _ 5 |2
lg ajl >z(lg aJl +1g aJl )

Por el Teorema 2.3. del Capitulo I, se tiene que:

lg'l/(lg—ajlc’+Ig—a-|2‘0

; ) ¢ LP(D)

de donde lg'[/lg-—ajl c‘&:Lp(D), y la integral j

Hdxdy < «
Dj '
(usar en el Ultimo razonamiento que en Dj la funcidn:

(1-+|g12)2/ni¢jlg-ail es acotada.)

Veamos que f Hdxdy es tambien finita.
D 1
Para ello, comprobemos que en D', H:iClg'|p|g-a6l—(pa+(5p°_4))

: +
para una clerta constante C en R'. Vamos a el1e7

Siempre |g-—a6l/|g—-ail; 14-|ai-a6|/1 en D', dérdonde tenemos
que lg-—a6|pa/|g~3ai|pa es acotado en D', y esto para todo i.

En consecuencia, (1+|gl2)2/ni5=1Ig--ailpo‘_f_C'H+lg|2)2/|g—a6|5p
Por un razonamiento andlogo, (1 +Ig|2)2/lg-a614l5N'constante -
en D', |

Entonces, (1 +lglg)z/lg-a6|5pa_gclg-—a6|4/|g-a6|5p°en D'.

Es inmediato entonces que H_gclg'[p|g-a6|_(Pa+(5pa"4)):
£C|9'|plg-a6{;1, pues pa=5/6, en D'.

Nos preguntamos ahora:

- ¢Existe gt — / exista A constante con |g-—a6l-1 aco-

tado superiormente por A(Ig—-a6l°‘+lg—-a6|2—°‘)_p en D'?
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Esto equivale a que:

AP jg-a 17 4 |g-a (220 Y5,

En definitiva, ¢para que a =1 _ k! se verifica queenD' la

funcidn Ig-—a6|—°’/5 + lg-—a6|2—‘2°‘_°‘/5 es acotada superiormente?.

_(y5_51_°/5 es acotado en D', independien-

Como |g-—a6j
temente de o, hemos de acotar el otro sumando, que serd acota-
do por el mismo razonamiento (usar que |g-—a6|.gl.en D), s1
2-20- o/520, y esto equivale a que «>10/11.

Resumiendo lo expuesto, si a > 10/11, entonces tenemos

2_(’L)_p, para cier-

que es cierto que HiCIg'Ip(Ig—a6|°‘+ Ig—a6l
ta constante C positiva.
. o 2—a D -
Como siempre |g'lﬂ|g—-a6i 4—|g—-a6| )eL" (D), si O<p<1

(nuevamente por el Teorema 2.3. del Capitulo I), se deduce que:

fdedy if Clg'1/(lg-agl® + Ig—a6l2_°‘
D' D'

) dxdy <= .

Concluyendo, HeLp(D), lo que es absurdo. cgd

4.LA UNICA SUPERFICIE MINIMAL COMPLETA Y ESTABLE QUE

3

HAY EN R” ES UN PLANO.

Este pordria ser quizas el resultado mids importante de
los que se exponen en este trabajo, no sdélo por su fuerza in-
triseca, sino ain mé&s por que de el se extraeridn muchas conse-—
cuencias importantes, y muchos teoremas conocidos sobre este
tema anteriormente seran evidentes a la luz de los teoremas

que involucraremos en el desarrollo de este apartado.

El resultado es recogido en [CS], y atendiendo a esta
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referencia se hara la demostracidén, aunque otro desarrollo y
solucién de este mismo problema puede encontrarse en [DCP]
Evidentemente, como se puede comprobar en el titulo
del articulo en [CS], D.F. Colbrie y R. Schoen tratan este
problema en un ambiente mas general: nosotros nos restringi-
remos a su estudio en RS. La estabilidad, en R3, de una super-
ficie minimal M sabemos que significa que M minimiza el area

globalmente, hasta el segundo orden. Esto se traduce analiti-

camente (ver Teorema 1.2.1. de este Capitulo II) en que:

J ~gag + 2Kg2) dv>0
M
para toda funcidén g diferenciable con soporte compacto en M,

y esto es decir (Teorema de la Divergencia), que:
J (|vg|2+2Kg2)dVZO
M

para toda g en las mismas condiciones.

Usando un lenguaje mé&s técnico, que no vamos a justifi-
car‘aqui, propio de la teoria de ecuaciones, se diria que el
operador A-—2K==A-+|o|2, tiene su primer autovalor positivo.

Es evidente que el ya mencionado anteriormente Teorema
de Berstein: "La uUnica superficie minimal que viene presentada

como el grafo de una aplicacidn diferenciable de todo R2 en R

es un plano", es una solucidén parcial de nuestro teorema, supues-

to que admitimos que toda superficie construida de esta forma

es estable.



-88-

Tambien es un plano la Unica superficie minimal comple-
ta cuya aplicacidén de Gauss omite 7 puntos.

El estudio de la relacidn entre las regiones estables
de M superficie minimal, y su imagen por la aplicacidén de Gauss
es debido a Barbosa y Do Carmo:" On the size of a stable mini-

3w, Amer. J. Math. 98(2),1976,p.p.515-528.

mal surface in R

Comencemos fijando notacidén y enunciando un teorema
importante.

Supongamos que (M,dsg) es una variedad m-dimensional,no
compacta y completa. Sea q funcidn diferenciable en M. Sea D
dominio acotado de M. Ya definimos A1(D), como el numero real
2) 2

construido como inf{J (|vf12+‘qf dv, sop f en D, f £ @V =1},
D D

donde vf es el gradiente de f respecto de ds2 métrica de M, y

dV es el elemento de volumen asociado a dsz.

4.17. TEOREMA

Son equivalentes:

(1) Am(D).ZO’ para todo D dominio acotado de M.

(ii) . (D) >0, para todo dominio D acotado de M.

1

(1ii) Existe g funcidn positiva en M, con Ag -qg =0.

Demost. ;

Veamos que (i) implica (ii).

Sea D dominio en M acotado. Sea reR' /D esté contenido
en Br(xo)’ donde erM es un punto fijo. Por el Corolario 1.3.6.
del Capitulo I, x,(D) >r,(BL(x,)) 20, y de aqui lo buscado.

Veamos que (ii) implica (iii). |

Consideremos el problema:
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Au-qu=0 en Br(xo)’ u=1 en aBr(xo) (1)

Por hipbtesis, x1(Br(xo))> 0, de donde no existe u solu-

cidén no nula del problema:
Au-qu=0 en Br(xo), u=0 en aBr(xO)

En efecto, si existiese una solucidén no nula de este
problema, se tendria que usando el Teorema de la Divergencia,
valido para funciones de H? 2(Br(xo)) (ver Corolario 1.3.7. del

Capitulo I) :

1 2

O=J (uau - qu &

) dVv <

) dV==—J (|vu|2-+qu
B )

1o que es absurdo.

En consecuencia, por el Teorema 1.3.7. del Capitulo I,

existe una unica solucién v del problema:
AV-Qv=g en Br(xo)’ v=0 en aBr(Xo)

Se sigue que u=v +1 es solucidén de (I). Observemos que u>0

en Br(xo).

Si esto no fuera asi, tendriamos..que Q=={XEBP(XO) /alx) <0}

es un conjunto no vacio. Luego @ es un dominio (contenido en Br(x
y €en consecuencia AW(Q) >0 por ruestras hipdtesis.

Como au-qu=0en @, y u=0 en 3, se tendria que nueva-

(e)

)
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mente por el Teorema de la Divergencia:

O:lf(uAu-quz)dVE—ﬂ1(9)J u2dV(<O

Q 9]

cosa que es absurda. Asi pues, u>0 en Br(xo). Veamos que de
hecho, u>0 en Br(xo)'

Si existe X1€Br(xo) /u(x1)=:0, entonces, considerando

O

¢ =1inf{-q,0} <0, es claro queau-cu<O0, pues u>0,en Balx, da

Por el Teorema 1.1.1. del Capitulo I(principio del méximo),
u no puede alcanzar un minimo < O en un punto interior, salvo

que u sea constante. Como X, es interior a Br(x

; ), con u(x1):=0

o)
y u>0, esto nos lleva a contradiccidn (observar que u no puede
ser constante si u(x1)::o y u=1 en aBr(Xo))'

En resumen, existe u>0, verificando (I).

Sea ahora g_ =u(x )-1u, funcién definida en B_(x_).
r o r"o

Es claro que 9 verifica:

Agr"qgr::O en Br(xo)’ gr(xo):=1 y 9, >0 en Br(xo)

Por el Corolario 1.1.1. ael Capitulo I (Desigualdad de
Harnack), si o <r, temenos que existe C constante dependiendo

de ¢ y de r (y no de gr) de tal forma que:

SupBo(xo)gr‘i(:1nfB0(xo)gr‘5(: (notar que 1nfB0(xO)gr & 1

pues gr(x ) =1

O

Luego'para todo r > ¢, grugc en Bc(xo), y las g, son uni-
formemente acotadas.en Bo(xo). Es claro que si K es un compacto

de M, existe ¢ / K esté contenido en Bc(xo), y sobre K 1las 9,
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, cCon r>o¢, son uniformemente acotadas. Por el Corolario 1.2.1.
del Capitulo I, g, ¥y sus derivadas hasta el segundo orden son
uniformemente acotadas y equicontinuas en K, y esto para todo

r>o¢. Fijamos {Kn}nE sucesidn de compactos en M/Kn esté

N

contenido en K y UnKn::M, siendo Kn contenido en Kg

+1°
El Teorema 1.3.4. (y el hecho de que cada compacto estd conte-

n+1’

nido en una conveniente bola métrica) del Capitulo I, nos diria

que, para K, existe {ry} sucesidén de reales positivos

keN

tendiendo a », de forma que {9, }keN converge uniformemente en
1k
K1, junto con sus derivadas hasta el segundo orden.

Por el mismo teorema, sacamos de {gr }keN una subsuce-

1k
sién que llamamos {g } verificando lo mismo en K,, y asi
sz keN 2
sucesivamente, por induccidn, construimos {gr }keN sucesidn
nk

de funciones convergente uniformemente en Kn’ Junto ¢on 1las
derivadas hasta el segundo orden, para cada neN.

La sucesidén diagonal {g. verifica:

11}

ieN
Converge uniformemente en compactos de M, junto con las
aerivadas hasta el segundo orden, y nos define una funcidén g,

g:M——R verificando:

6g -qg =0, g(x ) =1

Como tambien g >0, y g# 0, nuevamente por el principio
del méaximo se obtiene que g > 0. cqd

Veamos que (iii) implica (i).

Sea g>0, con ag-qgd=0 en M. Definimos w=1logg. Es claro
que Aw::q-—lvwl?. Sea f funcidn diferenciable con soporte compac-

T«



=g

Se tiene: f2Aw=:q£2-f2|vwl2, y por el Teorema de la
Divergencia:

—.[ qf2dV-+J va|2f2dV==2J f<vf,vw> dv (a)
M

M M

Siempre 2|fl<vf,vw>_32|f||vf||vwl_5 fzivf|2-+|vw|2

9

de donde segun (a):

= f qudv 5J Ivflgdv, 6 1o que es lo mismo:
M M

J (lvf|2+qf2)dV3O
M

Si D es un dominio acotado y sop f estd contenido en D,
tenemos que 1, (D) >0. cqd

4.2. TEOREMA

2

Sea M el disco unidad en R°: M=D(0,1). Sea ds2 una métri-

ca en M verificando d52==p(2)|d2|2(una métrica conforme a la eu-

clidea).. Supongamos que ds2 es completa. Sea K la curvatura de
-1

Gauss de M, y a el laplaciano métrico: af =y

(fxx-+fyy), donde

z=X+1y. Es conocido que K=-1 logy.

Entonces, si a>1, no existe ninguna solucidn positiva de

la ecuacidén: ag - akKg en M.

Demost. :
Veamos que podemos reducirnos al caso a=1. Sea f con so-
porte compacto en M, y sea a>1.

Como a>1, | (|vf|2+1<f2)dvza“j (19£]2 + akf) av,
M M

de donde se deduce que si r,(D) >0, con D dominio acotado de M pa-
ra el operador a-ak, entonces i,(D) >0 tambien para el operador

s - K. Es por esto que usando el Teorema 4.1. de este Capitulo,
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la existencia de una solucidén positiva para ag - aKg=0, implica

la existencia de una soluciébén positiva para ag-Kg=0 en M.
Es por esto que nos restringimos al caso a=1.
Sea h::u_%. Se tiene que K= aAlog h. Pero Alogh vale:
slog h=ah/h - |vh|%/h®, de donde ah=Kh+ |vh|2/h. *

Sea ahora D un dominio acotado de M.

Sea ¢ funcidén diferenciable en M con soporte compacto

incluido en D. Se tiene que por el Teorema de la Divergencia:

2) dv:j (—th(ach) + K(eh)2
M

J (1veh|2 + K(ch) ) dv =
M

2

=J [(—gAg)hg-—Zgh <v;vh>-—g2hAh-+K(gh) ] dv
M

de donde atendiendo a *, resulta que usando la definicién de a

x1(D)f (gh)ngQij [(—EAE)hz-%<V€2;Vh2>]dV -
M

M
—j lvh| 262 av
M

dcnde hemos usado que A1(D)j (gh)zdvggf (|v5h|2-+k(gh)2)dv.
M M

Por el Teorema de la Divergencia:

(gh)2dvij |vg|2h2dv - f lvh]ggzdv

2 (D) . y

M

S1 existiese una solucidn positiva de ag-Kg=0, enton-

ces por el Teorema 4.1. de este Capitulo, a,(D) >O.
1

1

(D) ;



-94~

En consecuencia:

0 <f Ivel °h dv—f lvh[2g2ay *x
M M

Sabemos que al ser M con ds2 completa y no compacta,
por la Proposicién 1.3.3. del Capitulo I, se tiene que existe

C constante fija verificando:

Para todo r.¢ /0<r <8, existe ¢r,s:M—__>R’ ¢r,sEW(M)’ y
s/Bp(Xg) =1, 4, /M-B(x) =0, 0<e, o<1, llve , (Il < C/(s-7r).
Tomando ahora C::¢r,s y D::Bs(xo), resulta que con xozzo:

[ 1vel 2p° dV<J €%/(s-r)%n%av = [[c®/(s - 13" dxdy =
M M M

= [C%/(s —r)Q]J dxdy = C%1/(s - 1) 2
M

Luego volviendo a **, se tiene que:

2

0 <y (B0 [ (emZavec®n/(s-r)% - [ Jeni%2ay
M

M
Si hacemos ahora que s—> « , esta expresidén sigue siendo
valida y fuerza a que vh=0, esto es, h=constante, & lo que es

. 2
lo mismo, u es constante, de donde ds® no es completa. En conse-

cuencia, no existe ninguna solucidn positiva de ag-qg =0 en M. cqd

4.2.1. Corolario. En el mismo ambiente, si a>1, P>0,

entonces no existe ninguna solucidn positiva de la ecuacidn:

Ag—aKg+Pg=0
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Demost. :
Si existe g >0 verificando la ecuacidén en cuestidn, enton-
ces por el Teorema 4.1., para todo D dominio acotado de M, y para

toda funcidén f con soporte en D:

[

J 2

(19812 + (Ka-P)£%) avs O

y como P >0, entonces:
[ Crog1? +axe?) avs o
D
de donde nuevamente por el mismo teorema anterior, existe solu-

cidén positiva de ag -akKg=0, 1lo que es absurdo, por el Teorema

4.2. de este Capitulo. cad

4.2.2. Corolario. Sea M variedad de Riemann orientable,

de dimensién dos y simplemente conexa. Supongamos que K > 0.

Entonces, M es conformemente equivalente a S2 6 a R2.

Demost. :

Por el Teorema de Uniformizacidn (Teorema 2.2.1. del
Capitulo I), sabemos que M es conformemente equivalente a
R2, D(0,1), & <,

Si fuese M conformemente equivalente a D(0,1), tendremos
en D una métrica para la que el operador A-K tiene *1(D1)Z O

para todo D, dominio acotado de D, que por el Teorema 4.1., nos

1
da una solucidén positiva de ,ag - Kg=0, cosa absurda segin el
Teorema 4.2 de este mismo Capitulo tambien. cqd

Este era un resultado clasico que es consecuencia senci-

lla de los dos resultados vistos en este apartado.
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4.2.1. Proposicidn. Si M es una superficie minimal (inmer-

sa isométricamente en R3) estable, entonces es conformemente
2

equivalente a R 6 a un Cilindro.

Demost. :
Sabemos que para’ variaciones normales de M representadas
por una funcidén f de soporte compacto en M, la condicidn de esta-

bilidad se expresa (ver Teorema 1.2.1. de este Capitulo):
f (19£12 + 2k£2) @V > 0
M

Observemos que el recubridor universal de M es confor-

. 2
memente equivalente a R™.
Si esto no es asl, como este recubridor universal es tam-

bien una superficie minimal de R3

, no puede ser compacto, y al
ser simplemente conexo, el Teorema de Uniformizacidn fuerza a
que sea D disco unidad.-Por la condicidén de estabilidad y por
el Teorema 4.1. de este Capitulo, existe g>0 en M con

Ag - 2Kg=0. Levantando g al disco D que es el recubridor
universal de M, obtenemos una solucidn positiva en el disco de
esta ecuacidn, con una métrica completa, 1o que contradice el
Teorema 4.2. de este Capitulo.

Luego el recubridor universal de M ha de ser R2, y como

M no es compacta, por el Teorema 2.2.2. del Capitulo I, M es

conformemente equivalente a R2 6 a un cilindro. cqd
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4.3. TEOREMA

La Gnica superficie minimal completa y estable en R3

es el Plano.

Demost. :

Es sabido que una superficie minimal completa no puede
ser compacta.

Por la Proposicidén 4.2.1. anterior(de este Capitulo),

M es conformemente equivalente a R2 6 a un cilindro A.

S1 M es conformemente equivalente a A, levantamos 1la so-
lucién de la ecuacidn ag - 2kg=0 que sabemos existe por el Teore-
ma 4.1. de este Capitulo (observar que la hipétesis de estabili-
dad nos permite aplicar este Teorema).

En cualquier caso, tenemos una métrica en R2, con K<O y
g >0 verificando ag - 2Kg = 0. Dé esto se deduce que g es super-
mbénica, pues Ag =2Kg < 0. Como g es ademas positiva, es acotada
inferiormente, de donde por el Teorema 2.1.1. del Capitulo I,

g es constante. Como ag=0=2Kg, con g#0 , esto fuerza a que
K=0. Como M es minimal, si k1,k2 son las curvaturas principa-
les , es claro que k1:=—k2, y como K::—k?;:o, entonces k1=:k2:=o.
Se deduce que M es umbilical con constante de umbilicidad 0, de
donde tiene que ser un trozo de plano, mas cComo es completa, M

ha de ser un plano de R3. cqd

Este teorema expresa lo restrictiva que es la hipdtesis
de estabilidad (minimizar area globalmente): sbélo el plano la
cumple.

El Teorema 4.2. de este Capitulo, es por si solo impof—

tante, pues tendrd, como comprobaremos, muchas aplicaciones en
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situaciones y ambientes diferentes a este.
Un ejemplo claro e inmediato de su utilidad es el siguien-
te Teorema, muy sugerente geométricamente.

4.3.1. Lema. Sea M2 superficie minimal en R3. Sea N una

orientacién de M. Sea la funcién f:M——>R definida: £{p) =<p.,N{p) .

Entonces, Af-+f1012==0, donde ¢ es la 22 forma fundamental aso-

ciada a la inmersidn de M en R3.

Demost. :
Se tiene que d.fé(vd = <V,N(p)>-+<p,d.Np(v)>::<p,d.Np(v)>,

para todo v de TpM.

Como AN(V)=-%in(V) es el endomorfismo de Weingarten, re-
sulta que: dfp(v):=—<p,AN(vd>. Escribiremos por comodidad A::AN.
Se deduce que v2fp(u,v):=-<u,A(v)>-—<p,(vuA)(v)>-<p,o(u,A(v)b.

Sea ahora {ei} base ortonormal de TpM. Por definicidn:

2
Af-ZiV fp(ei,ei)._—zi<ei,A(ei)>-zi<p,(veiA)(ei)>—

—zi<p,o(ei,A(ei))>.
El primer sumando se anula por la minimalidad de M, y
el segundo tambien por la ecuacidén de Codadazzi. Asi queda:

Af=—Zl<p,0(el,A(el))>=—f|ol2. qu

4.3.1. TEOREMA

Sea M superficie minimal completa y conexa de R3. Enton-

3, se puede trazar una recta tangen-

ces desde todo punto p de R

te a M, salvo, claro estad, que M sea un plano.

Demost. :

Razonemos por reduccidn al absurdo:
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Supongamos que existe q punto de R3(tomaremos q =0 por

comodidad), desde donde no se puede trazar ninguna tangente a
M. Esto quiere decir que si p es un punto de M, vista M ya

dentro de R3

. p{TpM.

SeaMel recubridor universal de M, al que seguiremos lla-
mando M, y trabajaremos con el.

Es sabido que induciendo en este recubridor universal la
estructura métrica y diferenciable de M, este se convierte en
una superficie minimal completa inmersa isométricamente en R3.
La imagen por la aplicacidn de Gauss del recubridor universal
es la misma que la de la variedad recubierta, y vistas desde

3

R°, My M son 1o mismo (el mismo conjunto de puntos).

En definitiva, que tambien para el recubridor universal,
se verifica que pszM, para todo punto p del recubridor.

Sea N una aplicacién de Gauss elegida de M. Por ser
pszM, entonces <p,N(p)># O , para todo peM. Luego se ha de
tener que <p,N(p)>>0, 6 bien<p,N(p)> <0, para todo punto peM,
por la conexién de M. Elegimos N de forma que <p,N(p)> > O.

Consideremos la aplicacidén f Z <p,N(p)> definida en M.

Por el Lema 4.3.1. inmediatamente anterior, sabemos que
Af-+f|ol2:=0. Como M es minimal, |0|2==—2K, coﬁ K la curvatura
de Gauss de M. Luego af - 2Kf =0. Como M es simplemente conexa, y
2

no compacta, ha de ser M conformemente equivalente a R 6 a D

disco unidad. Como f >0, y Af - 2kf =0, el Teorema 4.2. de este
Capitulo fuerza a que sea M = R°.

Como Af::2Kf_§O, f es superarménica y acotada inferiormen-
te, de donde por el Teorema 2.1.1. del Capitulo I, f es constante.

De aqui que af=0, y asi K=0, de donde M es un plano, por ser

minimal. cqd
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CAPITULO II1

. +
HIPERSUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE EN RM 1

1.RESULTADOS GLOBALES SOBRE SUPERFICIES DE CURVATURA

MEDIA CONSTANTE EN RS.

En este apartado de este Capitulo , se recogeran algunos
resultados referentes a superficies de curvatura media constante
3

en R”. Todos ellos estan extraidos de articulos publicados por

sus autores, a los que se hizo referencia explicita en la introduccién

Serd de nuestra atencidén el Teorema de Hopf, que caracte-
riza a la esfera S° como la Unica superficie inmersa en R con
curvatura media constante compacta y simplemente conexa.

Un trabajo de Ossermann y Klotz ([KL]), nos clasificaréa
todas las superficies completas en R3 con H=constante, y de
forma que su curvatura de Gauss K no cambia de signo: estas son
la esfera, el cilindro circular recto y las minima}es. La demos-
tracién que se hard no serid la misma que se hace en el citado ar—
ticulo exactamente, y aprovecharemos, como se observara, resulta-
dos ya conocidos por nosotros referentes al Capitulo II.

Otro articulo de Hoffman, Ossermann y Schoen ([HOF]),
nos servird para comentar un resultado interesante respecto a

la aplicacién de Gauss de superficies inmersas en R3 con curvatu-

ra media constante. En este caso no tendremos teoremas tan fuertes
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\

como los que en este tema habla para superficies minimales en R3,
pero si.serd interesante el conocer, por ejemplo, que si una su-
perficie completa tiene H = constante, y la imagen por la aplica-
cién de Gauss de toda la superficie esta contenida en un. hemis-
ferio abierto, entonces esta es un‘plano, y si lo estd en un
hemisferio cerrado, entonces puede tambien ser un cilindro air-
cular recto. Observemos que este resultado va en la linea de
generalizar algunos ya conocidos por nosotros sobre superficies

minimales.

1.1. TEOREMA (Hopf)
3

9

Sea S superficie compacta inmersa isométricamente en R

con H=constante. Supongamos que S es simplemente conexa.

2 e . :
Entonces, S es S” con la estructura métrica y diferencia-

ble estandar.

Demost. :

Supongamos que - es v:S—> RS 1a inmersidén isométrica en
cuestién. Sea N:S— S° 1a aplicacidén de Gauss de S.

Por el Teorema 2.6. del Capitulo I, podemos dotar a $
de una estructura de superficie de Riemann, garantizando la
existencia de un-atlas conforme.

Definimos ia diferencial cuadréatica w=<3N/3z, 3v/ 32> ,
bien definida globalmente, donde entendemos:

N/3z = Z{aN/ax -1aN/ay}, avw/sz=23(av/ox — iav/ay} v el
producto escalar considerado es.el complexificado.

Observemos que al ser H=constante, w es una diferencial
cuadratica holomorfa. Para verlo, hemos de comprobar que es ho-

morfa en S la funcidn <aN/az, a¥/sz>.
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Para ello veamos que 3/3z<3aN/sz,3¥/3z> = 0.

Pero a/aE<aN/az,aw/az>==<32N/azai,aw/az>-+<aN/az,32w/azaE>,
y como 32/3232=41/4)Ao, con 4, el laplaciano de la métrica lla-
na, y como es claro que AozzfA pues la métrica en S y la llana
son conformes (recordar que la estructura conforme de S se in- .
duce a partir de parametrizaciones isotermas), entonces se tie-
ne que azN/azaZ tiene direccién normal, ya que por ser H constante,
N:=—|o|2N, y siempre azw/azai es normal. Como 3aN/3z y a¥/az
son tangentes, es ahora claro que 3/3z<aN/sz,a¥/az> =0.

En consecuencia, w es una diferencial holomorfa en S.
Como S es compacta y simplemente conexa, por el Teorema de Uni—
formizacién (Teorema 2.2.1. del Capitulo I) es conformemente.

2 Observemos que en 82, la Unica diferencial

equivalente a S
cuadréatica holomorfa es constante = 0.

En efecto, 82 es recubierto por dos parametrizaciones
conformes dadas por la proyeccidn estereografica desde (0,0,1)
y desde (0,0,-1). La primera carta la llamamos k, y a la segun-

2

da z. E1 cambio de carta es k::z_1:R —{O}———>R2—{O}.

Sea ¢dk2, wdz2

nuestra diferencial cuadrética holomorfa
en éada una de nuestras dos cartas. En la interseccidn ,¢dk2:=
=wdz2, y por la fdormula del cambio de coordenadas:
o (k) = ¥(z)(dz/dk)° = v(2)k ¥ = v(z)2%
Luego ¢(k) es una funcidn entera en Rg,vy ¢(°°)=:‘¥(O)O4 =60,
por el Teorema de Liouville, ¢ =0, que es lo que queriamos.
Volviendo a nuestra linea de razonaﬁiento, resulta que

como.consecuencia de esta observacidn, <aN/3z,a¥/asz> =0.

Esto quiere decir que:
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Como aN/az::—%{AN(a/ax)-iAN(a/ay)} y tambien analogamen-
te a¥/sz=3{a¥/ax-13¥/ay} =2%{a/sx-13/ay}, entonces:

<aN/az,aw/az>==(1/4){<AN(a/ax),a/ax - <Ay(a/ay),8/ay> +
+ (i/4){—<AN(a/ax) ,3/3y> = < AN(a/ay) L8/ 8%31 = 0,

De aqui que, como AN es autoadjunto, S sea umbilical, y

; 2
en consecuencia sea S°. cqd

1.2. TEOREMA

Sea M superficie inmersa isométricamente en R3, con H

constante. Supongamos que su curvatura de Gauss no cambia de

signo. Entonces, M es un cilindro circular recto, una esfera

6 una superficie minimal.

Demost. :

Necesitaremos un lema previo, que serd consecuencia de

la férmula de Simons.

1.2.17. Lema. Sea M superficie inmersa isométricamente

en R3 con H constante. Entonces:

Alog (H2 - K) = 4K

en 1los puntos no umbilicales de M, donde K = curvatura de Gauss.

Demost. :

siempre alog (H®-K) = (a(H2-K))/(H2 = K) - [v(HZ—K) |2/ (K2 - ) =
:(H2-K)_1{—AK—vil2/(H2-K)} pues H es constante.

Como 2K:=H2-|0|2, entonces —AK::%A|0|2.

Asi, alog (H2 - K) = (H2—K)_1{%A|ol2 . lol2

2
I

| v

Como siempre |o = T .c(ei,ejf{ con {ei} base ortonormal

1,J

12/ (2 - k) *
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de campos entorno a p punto de M no umbilical, y de forma que

ve‘ej(p)zro, entonces se tiene que:
il
2 . : .
eklol —-2zi’ij(ek,ei,ej)c(ei,ej), y de aqui que:
22 2
[v]o|“| =4z, (1,

j(VU)(ei,e-

J,ek)o(ei,e-))

J

9

Pero al ser H constante, zch(ei,ej,ej):zo, y si tomamos

{e;} de forma que en p diagonalicen ¢ con curvaturas principa-

les X115, entonces, usando de nuevo que zij(ek,ej,ej)::O:

28 5 2
|v]o] l=4(x1—x2) (ZKVo(ek,e1,e1) ) *%

Calculemos ahora |V0|2. Usando la simetria de vo, queda:

2 2
| vo | :=4szo(ek,e1,e1)

y de aqui que en consecuencia se tenga que usando *¥:

Ivlal2]2= |vd|2<x1 ~2,)%=4lve P2 oK) wx

Por la formula de Simons (Proposicién 3.3.1. del Capitu-

lo I), sabemos que:

2

3alol= 17012+ (ay -2 %K

de donde usando *** y sustituyendo en *, llegamos a lo buscado.

Procedamos ahora a la demostracidén del Teorema.
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Supongamos primero que K > 0.

S1 M no es simplemente conexa, consideramos su recubri-
dor universal, al que seguiremos llamando M y que estd en las
mismas condiciones del Teorema. Suponemos pues M simplemente
conexa.

Por el Corolario 4.2.2. del Capitulo II, M es conforme-

" mente equivalente a R 6 a s°.
Si M es R2, como O_§2K==4H2-—|0|2, entonces |o|25 4H2,
y como 4H2 es constante por hipdtesis, resulta que lo|2 es

acotada superiormente.

Por la férmula de Simons nuevamente,tenemos que Alol2
es mayor o igual que O (por ser K> 0). Se deduce que aplicando
el Teorema de Liouville (Teorema 2.1.1. del Capitulo I), ha de
ser |o|2 constante, de donde como H es constante, K ha de ser
constante. Como K> 0, entonces K=0, pues si fuese K >0, por

el Teorema de Bonet, M seria compacta, cosa absurda pues M es

- conformalmente equivalente a R2. Como H es constante y 'K tam-

bien, entonces las curvaturas principales son constantes en M.

Como K =1 X2::O, las Unicas posibilidades son:

(a) A;=X,=0, en cuyo caso M es un plano.
(b) AT¢(), A\, =0. Veamos-que en este caso M es un cilin-
dro. En efecto, sabemos que existe un cilindro circular recto
con las mismas curvaturas seccionales que M. Por rigidez, ya
que las segundas formas fundamentales, 6 los endomorfismos de
Weingarten son iguales, M y nuestro cilindro han de ser congru-

3

entes en RY, y de aqui que M sea un cilindro circular recto.

Veamos ahora el caso M= 82 y K>0.
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Este caso estad ya resuelto por el Teorema de Hopf (Teo-
rema 1.1. de este Capitulo), que nos dice que M es 82.

Por Gltimo, nos resta el caso K<O.

Como H es constante, del Lema 1.2.1. de este Capitulo,

se deduce que en puntos no umbilicales:
> X
aAlog (HS-K)2 =2K

Sabemos que si en una variedad M, dos métricas dsg,dsf

2 2u

estan relacionadas de la forma dsy =e”"ds, entonces se tiene

que Au::K-K1e2u, donde A es el laplaciano asociado a ds2, y

; : 2
K, K1 las curvaturas de Gauss asociadas respectivamente a ds

1
y a ds?. Sea dsfzz(HQ-—Kftjs% en puntos no umbilicales.

2
Si ponemos ahora (H2-K)2::e2u, entonces se tiene que
u==4-1log (H2-K). Luego Au::4_1Alog (H2—-K)::K, y como sabe-
mos que Au::K-—K1e2u, entonces-K1::O.

Asi pues, el razonamiento a seguir es el siguiente:

3

Como tenemos M inmersa en R” con H constante, completa

y K<0, y previo paso por el recubridor universal, M simple-

mente conexa, podemos suponer que M es R2, S2 6 D, por el Teo-

rema de Uniformizacidén. Al ser K <O, por el Teorema 3.2. del

Capitulo I, M tiene area infinita, de donde M no puede ser S2.

(S1 se quiere, comparar con el plano y obtener que M no puede
ser compacta). Luego M es D & 5o, Como H es constante, enton-
ces H=0 6 bien H=c >0 (elegir una orientacidn conveniénte
para que H sea positiva).

S1 H=0, M es minimal y hemos acabado. Supongamos que

H=c>0. Como K<0O y H>0, entonces M no tiene puntos umbilica-
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les. Luego podemos introducir en M la métrica ds1 = (H™ -K)2ds"“,
de la que sabemos que K, =0.
Como K<O y H es constante, entonces H2— K3c2 :H2, de

donde dsfg;cgdSQ,y de aqui dsf es completa por serlo ds2.

Asi, M con ds? es completa y llana.
Como AH =0, por ser H constante, A% ademas esta constante
es positiva, tenemos en M una solucidn positiva de la ecuaciédn

Ag-—Kjg::O (observar que K1:=O). Por el Teorema 4.2. del Capi-

tulo II, esto fuerza a que M se comformemente equivalente a

R2.
Asi pues, tenemos M==R2, y volvemos a considerar la mé-

trica primitiva ds® en M, con la que K<O.

Por el Lema 1.2.1. de este capitulo, tenemos que:

alog (RS =) = 4K <0, y como 5> = K> c? constante, resul-
ta que log (H2—-K) es acotada inferiormente, y por el Teorema
de Liouville de nuevo, por ser tambien superarménica, ha de
ser constante, de donde alog (H2—-K)::O, y de aqul que por el
lema anterior de nuevo, XK =0.

En resumen, M::Rz, K=0 y H=constante. Siguiendo un

razonamiento anadlogo al hecho antes, M ha de ser un plano 6

un cilindro circular recto. cqd

1.3. TEOREMA

3

Sea S una superficie completa inmersa en R” con curvatu-

ra media constante. Supongamos que la aplicacién de Gauss esté

contenida en un hemisferio abierto de 82. Entonces S es un plano.

Si la aplicacidén de Gauss estd contenida en un hemisferio cerra-

do, entonces S és 6 un plano & un cilindro circular recto.
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Demost. :

Sea N:S—>§° aplicacibén de Gauss de S.

Como H = constante, entonces AN-+|o[2N==O. En efecto, el
observar esto es usar que si f:S——>R se define como f(p) =

3 cualquiera fijo,se veri-

=<N(p),a>, donde a es un vector de R
fica de forma facil que: Af-+|cl2f:=o.

Distingamos ahora casos:

Sea S el recubridor universal de S. Si la imagen por la
aplicacidén de Gauss de S estéa contenida en un hemisferio (abier-
to o cerrado), ocurre lo mismo con la de S.

Aplicando el Teorema de Uniformizacidn, tenemos las
siguientes posibilidades:

(a) S es conformemente equivalente a s®. Esto seria ab-
surdo por el Teorema 1.1. de este Capitulo, pues entonces S se-
ria 52, y la aplicacidn de Gauss seria sobreyectiva, cosa con-
tradictoria con nuestras hipdtesis.

(b) Si S es conformemente equivalente a R2. En este caso
consideremos N aplicacidén de Gauss de S. Sabemos que se verifica:
AN+-|o|2N=:O.*. Podemos suponer que el hemisferio que contiene
7 ), entonces n

a N(S) es el inferior, y si N=(n % 0.

q1:0p:14

Luego como por *, An3=:—|c|2n33;0, y ademés n, es acotada

superiormente por 1, el Teorema de Liouville nos diria que n

3

3
es constante. Luego se tendrd que N(S) estd contenida en un

circulo en 82. S ns;éo , Como AnB:QO, entonces |0|2=:O, y de

aqul que S es un plano, con la métrica llana.

83 n3:=0, entonces el vector vertical e3 esta contenido

en el espacio tangente a S en todo punto de S.
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Esto implica que por cada punto pasa una linea parale-
la a e, contenida enteramente en S(curva integral del campo
e3 constante). Luego S es un cilindro sobre una curva pla-
na, y como H es constante, entonces S es un cilindro circu-

lar recto.
(c) 8i S es comformemente equivalente al disco unidad

< 0

2 .
D. Nuevamente como antes, An3-+|o[ fis = 0, 51endo—1_§n3‘_

3
2 _ 45?2 _ ok.

Luego An3-2Kn3-+4H2n3::O. Ahora bien, como n3 es subar-

Es claro que |o|

ménica en D, y'CL3n3371, por el Teorema 1.1.1. del Capitulo I,
si n3::O en un punto de D, entonces n3::0 en todo D. De aquil

que razonando como en (b), S habria de ser R2 y no D, pues lle-

gariamos a que S es un cilindro circular recto. En resumen,
n3::O es imposible, e incluso n, < {.

Asi pues, hemos de estudiar sbélo el caso de n, <0, con

S=D. Como an +-lcl2n3::0 en D, siendo la métrica considerada

3
en D completa, tendremos Jue llegamos a contradiccidn con el
Teorema 4.2. del Capitulo II. Este caso es pues imposible y
hemos acabado. cqd

Observemos que de nuevo el Teorema de Berstein es conse-—

cuencia de este Teorema.

2. RESULTADOS GLOBALES SOBRE HIPERSUPERFICIES DE

CURVATURA MEDIA CONSTANTE EN Rm+1

En este apartado, mencionaremos una consecuencia sencilla
de la férmula de Reilly, conodida en la literatura matematica
como el Teorema de Aleksandrof. En concreto, demostraremos que

la Unica hipersuperficie compacta con curvatura media constante
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embebida en Rm+1 es Sm

La hipdtesis de estar embebida es esen-
cial, pues el teorema no es cierto para inmersas (ver [WE]).

En realidad, y es obligado decirlo, el Teorema de Alek-
sandrof fue demostrado por este matemdtico ruso en principio,
con otras técnicas distintas a las que nosotros vamos a utili-
BaAT;

Por Gltimo, obtendremos un teorema de clasificacidn de

s 2 m+1 .
la hipersuperficies compactas de R con curvatura media cons-

-tante que son estables, que de alguna forma serad lo paralelo

a lo visto con las minimales en R3. La clasificacidn nuevamente

serd trivial: la tnica tal hipersuperficie serd la esfera ST,
con su estructura métrica estandar. Este resultado es debido
a J.L. Barbosa y M.P. do Carmo ([BAR]).

2.17. TEOREMA (Aleksandrof)

Sea M™ hipersuperficie embebida en Rm+1 con H constante.

m

Supongamos que Mm €s_compacta. Entonces M™ s S

Demost. :
Tomemos una orientacidén de M en la que H< 0. Para ello,
comprobemos que existe un punto donde H# 0 y luego elegir 1la

orientacidén conveniente.

Para comprobar esto, sea f:M >R, f(p) =<p,p>. Sea x

o)
punto de M, con f(xo)::méxf (usamos la compacidad de M). E1
resto es comprdbar que o en este punto es definida, con lo que
H(XO)¢(). En realidad 1o que estamos diciendo es que cualquier

superficie minimal completa no puede ser compacta, cosa que co-

nociamos nosotros ya. Supondremos pues que H<O.
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Consideremos de nuevo la funcién f:@q——> R, f(p) =<p,p> ,
donde 2 es el dominio encerrado por M en Rm+1(usamos el Teore-
ma de Jordan-Brower, v&lido pues M est& embebida). Si se quiere
consultar esto, ver [GP].

Es claro que Af =2(m+ 1). Luego £22(m+»1)dVO::fM<N,p>dv,*
por el Teorema de la Divergencia.

Sea ahora <p,p>:M—>R.

Se tiene que A<p,p> =2m + 2mH<N,p>. En consecuencia:

2m Vol (M) + 2mHJ <N,p>dV=0 **¥(Férmula de Minkowski)
M

nuevamente por el Teorema de la Divergencia.

Luego uniendo *,** queda:
mVol(M) + mH(m+ 1)Vol(@Q ) =0 *K*

Sea f:@q——>R verificanduv af=1y f/M=0. Por la Férmula
de Reylli (Proposicidn 3.3.2. del Capitulo I), resulta que:
f {1v2f|2-1}dvo=me u® av
Q M
. 8.8 -1 8 -1
donde u = <vf,N>. Ahora bien, como |v°f| > (m+1) (Af)"=(m+1)

en @, se deduce que:

mHj u2cﬂ/i((ﬁ1+1)_1—1)Vol(Q)::—(m/m+1)Vol(Q)
M

y de aqui que:
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m(—H)f uzdvi(m/m+ﬂVol(Q) v

M

Pero por la desigualdad de Schwarz: (J14dV)25(j ude)Vol(Q),
M M
y J udV::fAf dVO::Vol(n), de donde uniendo estos dos ultimos
M Q
hechos: (Vol(n))ggif u2av vol(M).
M

Teniendo ahora en cuenta *¥¥x;

(m(-H) Vol(2)?)/Vol (M) <m/m+1 Vol(a)
y de aqui que: mH(m+ 1) Vol(e) <mVol(M).
Pero por *¥*, tenemos realmenfe en la Uultima desigual-
dad la igualdad, de donde todo lo anterior son igualdades y
en particular v2f(x,y)::(m-+1)_1<x,y>, de donde por una integra-
cidén sencilla:

f(p) =(1/2(m+1))<p,p> + a<p,a> + B

y al.ser f/M=0, 1lo que nos queda es que M es una esfera. cqd

2.2. Estabilidad de Hipersuperficies en Rm+1 con curva-

tura media constante # 0.

Ya se definid en la seccidn f.2. del Capitulo‘II la es-
tabilidad para hipersuperficies en Rm+1 con H=constante no nula,
y comprobamos que es esencialmente distinto este concepto al de
estabilidad para minimales.

La diferencia, en esencia, proviene de que hipersuperfi-
cies minimales y hipersuperficies con H=constante #0 , provie-

nen de problemas variacionales distintos.

La estabilidad en hipersuperficies con H constante no nu-
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la, vimos que se podia interpretar diciendo que nuestra hiper-
superficie era minimo global para el area, en variaciones a
volumen constante que fijaban la frontera, y se did una carac-
terizacidén méas operativa en funcidn de un operador J que defi-
niamos asociado a cada variacidn.

;

Veamos, antes de nada, que la esfera Sm es estable en Rm+ .

Necesitamos el siguiente teorema:

2.2.1. TEOREMA [BE]

m z 3 . =
Sea S esfera m dimensional con su estructura diferencia-

ble y métrica estandar. Sea x1(Sm):=inf{f mlvflgdv, geCw(Sm),
S

f gdv=0 yJ g2dV=1}. Entonces, i (Sm)=m.

Jgm = Jgm SesiieEEy A

Para comprobar la estabilidad de Sm, tomemos f:Sm———>R

con f fdv=0. Se tiene que:
g™

2

J“(o)(f):j (—£af - |o|2f2)dV=J (19817 - [0 1%£2) av

S S

y como por el Teorema 2.2.1. inmediatamente anterior,x1(sm)::n,
resulta que:

J"(0)(£) > (n - |o|2)(j _£2av)
3

y como |c|2::n, resulta que J"(0)(f)> O, que es justo la defi-
nicidén de estabilidad.

. m ’ -
Como consecuencla S es estable, y cualquier dominio D

m

de S tambien es estable, por el mismo razonamiento.

. m . . . m+1.
Consideremos ahora M variedad de Riemann inmersa en R

Elijamos un punto peM, y e €y base ortonormal en TpM.

R
Extendamos esta base, por traslado paralelo a lo largo
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de las geodésicas que salen de p en un entorno normal suyo, ¥y
denotaremos tambien por &y los campos obtenidos en este entorno.

Llamemos v la conexidn de Rm+1 y v la de M™ inducida.

Notemos que ve.ej::o en p, y que [ei,ej]==0.en D.
1
2.2.1. Lema.Con la notacidbn anterior, son ciertas:
: = 2
(i) z.<v_ v_ N,N>=-|0o]
ie; ey

(ii) Si H es constante, entonces zi<$e $e N,e >(p) =0
i ~1i

K=14s w5,

Demost. :

(i) Como <N,N> =1, entonces <Ve N,N>=0. Luego se tiene:
i

. < v > =wg.<V >==%.<2.<V .>e. <v_ N se. > =
£.<v_ v_ N,N zl ve'N,v N zl zJ vef\j,eJ eJ,zk Ve ,ek e

L8y ay i 8 i i k
- 2 2
=-% .<V_ N,e.> " =-]0]|".
zlaJ ei J
(ii) Como <N,ek>:=o, entonces <veiN,ek>:=—<N,veiek>, de
donde:
€ ¥, V. N,e.s>+<v. N,V €. 5>==<¥ Nﬁ‘e>—<M§ V. e >.
) k e By k e ei_k e; €y k
Como Ve N es tangente a M y la componente tangente de
1
veiek(p)zzo por ser veiek(p):zo, se tiene que:
<V, V_N,e>(p)=-<N,v_7v_ e >(p)=-<N,v_v_ e.>(p).
e; e, k e; ey k By €l

m+1 - = & B
Como R es llano, Ve ¥a ei(p)-ve ve'ei(p), pues
1 Tk k "1
[e}->e;1(p) =0.

Luego zi<ve_ve.N,ek>(p):=—<N,ve (zive_ei)>(p).

1. A k A,

Por otro lado se tiene que: <N,zi§e e.>=H=constante.

1
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De aqui que:

< v .V .>=—-<N.Vv .V S b i .
vekN,zlveiel N,vek(zlve.el) , ¥ por Ultimo

Ii<V, V .N,ek>(p)::<v N,v iei>(p):=O cqd

Recordemos que si M tiene H constante, dado VeRm+1, de-

finiendo la funcién f:M—>R, f(p) =<v,N(p)>, se tiene que:
AP & ]| FE =0

2.2.2. TEOREMA

1

m : m m+ .
Sea M compacta, orientable y sea x:M - —>R una inmer-—

sién con H constante # 0. Entonces x es estable si y sbélo si M

m
es una esfera S .

Demost. :
Ya hemos visto que toda esfera es estable.
Supongamos M™ en las hipdtesis del Teorema, y estable.

m m .
Veamos que M~ es S . Necesitamos algunos lemas.

2.2.2. Lema. [olzz mH2, y la igualdad se da si y sdlo si

p es umbilical.

Demost. :

" Sean k1""’km las curvaturas principales de x en peM.
Entonces |o|2:=zik§, y |o|2-—m2H2::—2):i <jkikj' Por induccién,
By <j(ki—kj)2: (m-1)£sk5 - 1. ik = (m=1) |0 |°= 2z, < 3K

de donde m(|o|2-mH2): L.

2 . =
5 <J.(ki—kj) > 0, y de aqui 1lo buscado. cqd

1

2.2.3. Lema. Sea x:Mm—-——>Rm+ con curvatura media H cons-

tante, e igual a Ho’ Sea g =<x,N> funcidn soporte . Entonces:

Ag::—mHO-Jc|2g
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Demost.:
Se tiene que Ag(p)::{eiei<x,N >} (p), donde {e;} es un re-
ferencial geodésico en p (ve_ej(p):zo, [e;.e

1
Luego se deduce que:

Ag(p):4—zi<ve_ei,N>-+zi<x,ve.ve‘N>Kp)
i i™
Usando ahora el Lema 2.2.1. de este Capitulo y la defini-

cién de H, se obtiene lo apetecido. cqd

Demostremos ahora el Teorema: .
Ahora M es compacta. Podemos usar la férmula de Minkowski

(ver ** en el Teorema 2.1. de este Capitulo):

r
J gdvz—j dav
M M

Como H=H, =constante, y como Ag::—mHo-Iolgg por el

Lema 2.2.3. inmediatamente anterior, se tiene que:

-f ic|2Hong::mH§j av *
M M

sin mas que usar el Teorema de la Divergencia.

Sea ahora f::HOg-+1. Por la fdérmula de Minkowski es claro
que J f d¥=0.

M

Consideremos una variacidén de M con componente normal
fN (ver Proposicién 1.1.3. del Capitulo II). Para esta variacién,
tenemos que:
|2f2

JII(O):[

JM(-—fAf - |o

) dv



= 1=

Por el Lema 2.2.3. inmediatamente anterior, se tiene que:

|2f2= 2

2 S . 2
—-fAf - |o —Ho(gHo-+1) g-|o] (gHo-+1) ._—gHO(—mHO-Iol g) -

2 2, 2.2 2 2
-Ho(—mHo—-Icl ) - lo|“(g Ho-+2gHo-+1)=:mHof-|o| £ .

En consecuencia:

J"(O):—j 1o ]2(

gH, + 1) dv i
M

si x:MP—=R™ es estable, entonces J"(0)> 0, y de

*¥,%%¥ v del Lema 2.2.2.visto anteriormente justo, se deduce:
megdvo=_f IolegngzJ ]o|2dvzme§dv 4
M M M M

:mHo, de donde todos 1los puntos de M son umbilicales.

De la compacidad de M, se deduce que es STﬁ/ch
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