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Prefacio

Esta memoria pretende dar una visién general de un tipo fundamental
de proceso de recuento, el proceso de Poisson. Fundamental, por la
razén de que su caso més simple, el proceso de Poisson homogéneo, €s
siempre referencia y punto de partida, para el estudio de cualquier pro-
ceso de recuento. Ademds, tanto éste como sus extensiones, son mo-
delos matemadticos que se ajustan bien a numerosos fenémenos reales
en variados campos de las ciencias. Debido a esto, es un proceso de
recuento muy estudiado, lo que no mermo nuestro interés por él, pues
la mayorfa de los trabajos acerca de este tipo de proceso estocéstico,
hasta hace un par de décadas, versé casi exclusivamente en el caso de
proceso de Poisson homogéneo y no homogéneo.

Asimismo se encuentra numerosa bibliograffa cldsica que aborda
algunas extensiones del proceso de Poisson, como es el caso del proceso
de Poisson mizto o el compuesto. También Cox (1955) traté el caso
de proceso de Poisson doblemente estocdstico, y a él se debe que se le
denomine también proceso de Coz. Tal vez se deba a la complejidad
de calculo, mds que tedrica, que conllevan los casos més generales de
procesos de tipo Poissoniano, el hecho de que no se haya profundizado
més en su estudio.

De entre las generalizaciones del proceso de Poisson, esta memoria
se detiene en la exposicién del proceso de Poisson doblemente estocds-
tico, adentrandonos especialmente en un caso particular de este pro-
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ceso Poissoniano, aquél cuya media es aleatoria con distribucién una
Normal truncada para cada instante de tiempo.

Hemos organizado los objetivos de esta memoria de la siguiente
manera. En el Capitulo 1, se introduce el proceso de recuento base
de este trabajo, el proceso de Poisson, y se estudian sus caracterfs-
ticas. Puesto que el proceso de Poisson homogéneo (con intensidad
constante) es caso particular del no homogéneo (cuya intensidad es
una funcién del tiempo), que se define con los axiomas cldsicos del
proceso de Poisson, nos referiremos, a partir de ahora, al proceso de
Poisson no homogéneo simplemente como proceso de Poisson. En este
capitulo se hace hincapié en los teoremas de caracterizacién del pro-
ceso de Poisson, especialmente en el teorema menos restrictivo, asi
como en ciertas propiedades, pues hemos intentado, o bien hacer una
adaptacién a los axiomas que tomamos en la definicién del proceso de
Poisson, o bien dar una demostracién més detallada por no ser habi-
tual en la literatura. Como tltima seccién del Capitulo 1, se hace una
aproximacién al proceso de Poisson a través de la teoria de martin-
galas por ser el punto de vista mds actual de los procesos de recuento y
potente herramienta para su estudio como explicamos en esa seccion,
asi como en la seccién andloga del Capitulo 2, dedicado al proceso de
Poisson doblemente estocdstico.

Dedicamos el Capitulo 2 de este trabajo al estudio de procesos de
tipo Poissoniano, es decir, a generalizaciones del proceso de Poisson.
En cada nuevo tipo de proceso que se trata en este capitulo se rela-
ja algunas de las propiedades del proceso de Poisson. En la primera
seccién dejamos de restrigirnos a la recta real como espacio en el que
se consideran las ocurrencias del proceso puntual, dando lugar al pro-
ceso de Poisson multidimensional. En la seccién segunda se estudia
qué ocurre cuando los sucesos de un proceso de Poisson, incluso en
el caso multidimensional, son trasladados a otro espacio, apareciendo
entonces el que llamaremos proceso de Poisson trasladado. El mayor
interés de este nuevo proceso es que se demuestra que es a su vez



un proceso de Poisson, asi como que cualquier proceso de Poisson se
puede intrerpretar como trasladado si tenemos en cuenta que al tra-
bajar con un proceso real, siempre es susceptible de tener errores en
su observacién y por tanto, de ser recogido no el proceso original sino
otro similar con alguna que otra insercién o supresién de puntos. Si
relajamos la propiedad de regularidad del proceso de Poisson, obten-
emos el proceso de Poisson compuesto que recogemos €n la seccién
tercera de este segundo capitulo. Se denomina también a este proce-
so poissoniano, proceso de Potisson marcado. Este nombre es quizés
més intuitivo pues se trata de un proceso de Poisson cuyas ocurrencias
nos interesan no sélo como tales, sino que nos interesa ademds alguna
caracteristica que llevan asociada, que serd la marca para cada punto.
Como caso particular del proceso de Poisson compuesto encontramos
aquel con ocurrencias simultdneas o el resultante de la mezcla de varios
procesos de Poisson con diferentes intensidades.

El proceso de Poisson doblemente estocdstico, que abordamos en
la seccién cuarta del Capitulo 2, es el proceso poissoniano que ana-
lizamos con mayor profundidad. Es la generalizacién del proceso de
Poisson en la que la intensidad es a su vez un proceso estocéstico por la
influencia de algiin proceso externo al proceso de recuento. En la liter-
atura se conoce también como proceso de Coz como hemos explicado
antes, pero también se encuentra con el nombre de proceso de Poisson
condicionado ya que condicionando al proceso externo que determina
]a intensidad, se tiene un proceso de Poisson. Es decir, conocido ese
proceso externo, tenemos un proceso de Poisson, de ahi que se de-
nomine a ese proceso externo proceso informacién. Las caracteristicas
de un proceso de Poisson doblemente estocdstico son faciles de expo-
ner tedricamente debido a esa propiedad de condicionamiento de la
que hablabamos, pero intratables, por lo general, en la practica. Se
encuentra en la literatura gran escasez de ejemplos concretos de pro-
cesos de Poisson doblemente estocésticos; suele reducirse al caso en el
que la intensidad es una variable aleatoria, el producto de una funcién
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del tiempo por una variable aleatoria o el proceso informacién es de
tipo gaussiano o markoviano. Nosotros vemos como ejemplo el proce-
so de Poisson doblemente estocdstico cuya intensidad es un proceso de
banda estrecha, hallando sus caracteristicas gracias a su desarrollo en
serie de Karhunen-Loeéve.

Ocurre también que en el marco del proceso de Poisson doblemente
estocdstico se trabaja siempre desde la asuncién de algin conocimiento
de la intensidad del proceso. En esta memoria proponemos la aproxi-
macién al proceso a través de su funcién paramétrica, es decir, la in-
tegral de la intensidad (por lo que trivialmente es a su vez un proceso
estocdstico), que no es mas que la media del proceso de Poisson doble-
mente estocdstico. De esta forma vemos como tanto la funcién masa
de probabilidad como la funcién caracteristica del proceso pueden ser
m4s abordables. De hecho, en el caso de un proceso de Poisson doble-
mente estocdstico cuya media sea un proceso estocastico de forma que
para cada instante de tiempo se tenga una distribucién Normal trun-
cada (ejemplo que estudiamos y comentaremos més adelante) pueden
obtenerse a pesar de su complejidad, la funcién masa de probabilidad
y funcién caracteristica del proceso de Poisson doblemente estocdstico.

Otra medida que se toma para evitar la complejidad de las ex-
presiones de las caracteristicas del proceso de Poisson doblemente es-
tocdstico es el estudio de su comportamiento cuando el tiempo tiende
a infinito. Los teoremas dedicados a ello se han demostrado partiendo
de la demostracién encontrada en Snyder y Miller (1991) y el caso
particular encontrado en Grandell (1971).

Coment4dbamos anteriormente que la teorfa de martingalas es una
potente herramienta en el tratamiento de procesos de recuento; esto se
ve claramente en el hecho de que el punto donde tratamos al proceso de
Poisson doblemente estocdstico con esta teorfa es tan escueto debido
a que basta con extender de forma sencilla lo visto para el proceso de

Poisson.
El mayor aporte de este trabajo se encuentra en el estudio de un



proceso de Poisson doblemente estocdstico cuya media es una Normal
truncada, resumiendo lo dicho anteriormente, por lo que hemos habi-
litado una nueva seccién, la quinta, para este proceso aunque sea un
caso particular del proceso de Poisson doblemente estocdstico. La idea
de estudiar el proceso de Poisson doblemente estocdstico considerando
que tenemos algin tipo de informacién de su media con lo cual sus
caracteristicas podian ser mas abordables desde el punto de vista de su
calculo, nos incité a pensar en qué tipo de distribucién podfa ser l6gica
en algunos casos reales y pensamos en la Normal truncada. Decfamos
que a menudo se recoge en la literatura el ejemplo de proceso de Poi-
sson doblemente estocdstico cuya intensidad en una variable aleatoria
o una funcién del tiempo por una variable aleatoria. Estos casos no
deben confundirse con el tratado en la seccién quinta del capitulo 2.
En nuestro caso se tiene que la media es una variable aleatoria cuya
distribucién es una Normal truncada, pero no necesariamente la mis-
ma para cada instante de tiempo. Se dan expresiones explicitas de
caracteristicas de este proceso como son su funcién masa de proba-
bilidad, su funcién caracterfstica y a partir de una descomposicién de
ésta, pueden encontrase también las expresiones de la esperanza y la
varianza del proceso.

La meta final del estudio de un determinado modelo estadistico
dindgmico es la estimacién en el futuro. Con ese fin, introducimos un
método de estimacién de la moda del proceso de Poisson doblemente
estocdstico con media aleatoria Normal truncada que consiste en esti-
mar cudl serfa la distribucién de la media del proceso en un instante
futuro, por lo que se podrfa conocer la funcién masa de probabilidad
del proceso de Poisson doblemente estocdstico en ese instante. De-
mostramos que su maximo pertenece a un cierto intervalo acotado y
asi puede encontrase el valor de este proceso de Poisson doblemente es-
tocdstico con mayor probabilidad. Por ultimo, aplicamos este método
a un caso real, el mimero de efectos de comercio devueltos o impagados
en Espana.
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De forma complementaria, en el Capitulo 3 se aplicard la técni-
ca de reduccién de dimensién Andlisis en Componentes Principales,
tanto en sus versiones multivariante como funcional, para predecir la
evolucién temporal de procesos Poissonianos en un periodo de tiempo
futuro a partir de su pasado. Para ello, se propone una adaptacién
a este tipo de procesos de los modelos de Regresién Multivariante en
Componentes Principales y de los modelos de Regresién Funcional en
Componentes Principales, cuya capacidad predictiva serd evaluada con
los mismos datos de efectos de comercio devueltos o impagados utiliza-
dos en el anterior capitulo. Las prediciones asi obtenidas nos permiten,
ademds, proponer un paso alternativo en el método de prediccién de
la moda desarrollado en el Capitulo 2.

Desearfa, antes de finalizar, manifestar mi profundo agradecimien-
to a los directores de esta memoria, el Profesor Dr. D. Mariano J.
Valderrama Bonnet y la Profesora Dra. Dna. Ana M®Aguilera del
Pino, por su ayuda no sélo profesional sino también por sus desvelos
y dnimo constantes.

Granada, mayo de 1999.



Capitulo 1

Proceso de Poisson

1.1 Definicién y conceptos bésicos

Un fenémeno fisico, econdémico, etc. caracterizado por sucesos localiza-
dos aleatoriamente en un espacio continuo, X, ya sea el tiempo, plano
o incluso un espacio de mayor dimensién, se modeliza matematica-
mente mediante un proceso puntual. Cada suceso se representa por
un punto identificado con una posicién en ese conjunto &

El nimero de fenémenos que pueden modelizarse mediante un pro-
ceso puntual es inmenso. Algunos ejemplos en diferentes espacios

pueden ser:

e el nimero de emisiones de electrones desde un cétodo, en el que

X es un intervalo de la recta real;

e descargas eléctricas en las fibras nerviosas, con el mis-

e nimero d
esos que el ejemplo anterior;

mo espacio de localizacién de los suc

descargas eléctricas que ocurren € la atmos-

e ruido atmosférico (
as de radio), en el que

fera produciendo interferencias en ond
nuevamente tenemos el mismo espacio;



2 Proceso de Poisson

e niimero de estrellas en una regién del espacio, en el que X es
una region es el espacio euclideo R3;

e estudio de movimientos sismicos; si el interés es ademds del
nimero de sucesos, el lugar geométrico del epicentro, el espa-
cio de realizacién del proceso puntual es el producto cartesiano
de un intervalo de la recta real representando al tiempo y una
regién de R3 correspondiente con la Tierra;

e nimero de reclamaciones en una compania de seguros, en el que
el espacio en nuevamente un intervalo de R, etc.;

se pueden encontrar mds ejemplos y detalles en numerosa biblio-
graffa, ( Snyder y Miller, 1991) , ( Grigoriu, 1995) y ( Andersen et al.
(1993)).

El proceso de Poisson es el més simple de los procesos puntuales, lo
que no significa que no resuelva satisfactoriamente muchos problemas
reales. Este modelo es usado ampliamente para la modelizacién en
fiabilidad de sistemas reparables o de software considerados complejos
( Hértler, 1989), ( Zhao y Xie, 1996) e incluso enfatizando sus virtudes
en una carta al editor de Microelectronics ( Ascher, 1989).

El caso de proceso de Poisson més extensa y habitualmente estudia-
do es aquel cuyo espacio X en el que ocurren los sucesos es el tiempo.
En este caso, el proceso de Poisson puntual ( Last y Brandt, 1995) se
define como el conjunto de variables aleatorias positivas {wn;n > 1},
donde w, € [ty,00) se interpreta como el instante en el que ocurre
el n-ésimo suceso verificando que wi, wy — wy, w3 — Wy,... son in-
dependientes y distribuidos mediante un distribucién exponencial con
pardmetro A(t) > 0, denominada intensidad del proceso puntual.

Asociado a un proceso puntual siempre tenemos el llamado proceso
de recuento que no es més que un acercamiento al mismo fenémeno
desde otro punto de vista. Este es el recuento del nimero de sucesos
que ocurren en subconjuntos del espacio X en el que estd definido el
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proceso puntual. En la préctica, puede ser muy conveniente mirar a
un proceso puntual de esta manera.

Tomando nuevamente como X el tiempo, es decir la semirrecta
[to, 00), €l proceso de Poisson visto como proceso de recuento, estudiard
el nimero de sucesos que ocurren desde ¢, hasta un instante de tiempo
t. Se puede definir segiin diferentes conjuntos de axiomas; nosotros
usaremos la siguiente definicién ( Snyder y Miller, 1991).

Definicién 1.1.1 Un proceso de Poisson temporal, {N(t),t > to}, es
aquel proceso de recuento que verifica:

i. P[N(to) =0] = 1;

ii. para tg < s < t, el incremento N(s,t) = N(t) — N(s) se
distribuye mediante una distribucién de Poisson de pardmetro

A(t) — A(s),
P[N(s,t) = n] = - [A() — A(s)]" e 8O-8N,  (11)
paran =0,1,2,..., donde A(t) es finita valuada, no negativa y

no decreciente;

iii. {N(t),t > to} tiene incrementos independientes.

Aunque hemos definido el proceso de Poisson con la condicién (i)
de que P[N(tp) = 0] = 1, no es necesario. Si N(fp) es una variable
aleatoria entera y no negativa, N(ty) = k, entonces:

o0
P[N({t)=n]= ) P[N(to,t) =n—k] P[N(to) = k|
k=0
pues N(t) = N(to) + N(to,t) y el proceso tiene incrementos indepen-
dientes.
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La propiedad (iii) es la propiedad distintiva. Nos dice que en un
proceso de recuento de Poisson, el nimero de puntos en intervalos dis-
juntos, es decir, que no se solapen, es estadisticamente independiente
sin importar su longitud o su cercania; de forma rigurosa, si [t;, u;),
parai=1,2,... ,k son intervalos disjuntos en [to, 00), entonces:

P[N(tl,ul) = ’l’ll,N(tQ,Uz) = Ty v ,N(tk,uk) = nk] —=

k
[PV, w) = ni]
i=1
para k=1,2,...
El conjunto de las tres propiedades determinan completamente al
proceso de Poisson, es decir, a su probabilidad conjunta; ésta resulta

P[N(t;) = ny, N(t2) = ng,... , N(tx) =g =
k
H P[N(ti-1,t:;) = ni — ni_q]

para cualquier conjunto de instantes t1, to, . .. , tx en el intervalo [tg, 00)
y enteros no negativos ni,ng,... ,ny dondeng =0y k=1,2,...

La funcién A de la propiedad (ii) se denomina funcién paramétrica
del proceso de Poisson. Las unicas restricciones que se le han exigido
son que sea no negativa y no decreciente. No es necesario que A sea
continua, pero aunque lo sea, tampoco se le exige que sea diferenciable.

Del estudio detallado de la propiedad (ii) se obtienen las siguientes
conclusiones bien conocidas.

1. Si A(t) — A(s) es finito,
P[N(s,t) > 1] =1— P[N(s,t) = 0] = 1 — elA®=A6)] < 1,

por tanto, en este caso los puntos no ocurren con certeza en el
intervalo [s, ).
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Se concluye también facilmente que
P[N(g,1) =n|2=0,

lo que significa que no pueden ocurrir infinitos puntos en [s, t).

Otra conclusién conocida es que algunos puntos del proceso de
Poisson ocurren en instantes predeterminados y es cuando hay
una discontinuidad de salto de la funcién paramétrica. Como
A(t) es finita y no decreciente, el conjunto de estos instantes
predeterminados en [s,t) es numerable y la suma de los saltos
es finita. Khinchin (1956), demostré que N(s,t) se puede des-
componer en dos componentes estadisticamente independientes:
Ny(s,t), la componente singular y N.(s,t), la no singular. La
primera es la contribucién a N(s,t) de los puntos que ocurren
en instantes predeterminados debido a las discontinuidades y
N,(s,t) = N(s,t) — Ny(s,t), es la contribucién a N(s,t) en los
instantes de [s,t) donde A es continua.

. Si la funcién parameétrica, A(t), es continua se demuestra que:

(lsl\r‘l'(l)P[N(t,t +6)=0]=1,Vt >t

y los puntos no ocurren en instantes predeterminados. Por tanto,
en este caso, el proceso de Poisson {N(t);t > to} es estocéstica-
mente continuo.

Si existe la derivada de la funcién paramétrica, es decir el limite

_ A(E+68) — A®)
. 5 =)

que hemos notado con A(t), éste es el promedio de ocurrencias
para el instante ¢, pues el mimero esperado de puntos en [s,t) es
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(como volveremos a comentar més adelante),
E[N(s,t)] = > _nP[N(s,t) =n] = A(t) — A(s) (1.2)
n=0

sin més que sustituir P[N(s,t)] = n por su valor.

En caso de tener una funcién paramétrica continua, si ésta es
ademds absolutamente continua, puede expresarse como

¢
Alt) = /)\(0) do,Vt > to,
to

donde A(t), definida anteriormente, es no negativa. Esta funcién es
entonces denominada funcidn intensidad del proceso de Poisson.

Se diferencian dos casos segin sea la funcién intensidad. Si A(t)
es constante, es decir, no depende del tiempo, entonces se dice que el
proceso de Poisson es homogéneo. Asi, tendrfamos que

es proporcional a t — s, por lo que es estadistico de recuento N (s,t)
es el mismo que el N(s + 7,t + 7),para todo 7 tal que s + 7 > to.
En consecuencia, un proceso de Poisson homogéneo tiene incrementos
independientes y estacionarios.

Si la intensidad del proceso, A(t), no es constante , el proceso
se denomina no homogéneo (también se encuentra en la literatura
como proceso de Poisson general, nosotros no usaremos ese nombre por
evitar equivocos con otros procesos todavia més generales, resultantes
de la relajacién de propiedades del proceso de Poisson). En este caso,
como hemos observado anteriormente, el proceso es estocdsticamente
continuo.
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1.2 Caracterizaciones de un proceso de
Poisson

1.2.1 Funcién y funcional caracteristico

Como proceso estocdstico que es, el proceso de Poisson se caracteriza
mediante la funcién caracteristica para el nimero de puntos en un
intervalo cualquiera [s, ).

Por definicién de funcién caracterfstica, Mz(iv) = E[e®NED] |
donde 4 es la unidad imaginaria, y usando (1.1):

ie“’”P i) =mn|=

n=0
= 1 n _— —A(s)] jivn — —A(s v
S A — Afs)]" e bOMNeEm — e~ MO exple (A(t) ~A(s))]
n=0

= exp|(e” — 1)(A(t) — A(s))]

Dada la propiedad de generacién de momentos de la funcién caracteris-
tica, podemos calcular entre otros la esperanza y varianza del proceso
de Poisson:

E[N(s, )] = M(i0) = A(t) — A(s); (1.3)
asfmismo, el momento no centrado de segundo orden es
E[N*(s,t)] = Mo}(i0) = [A(t) — A(s)] + [A(®) — A(s))?
y por tanto, la varianza del nimero de puntos en el intervalo [s,t) es

Var[N(s,t)] = E[N?(s,t)] — E%[N(s,t)] = A(t) — A(s) = E[N(s,(t)],)
1.4
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asf pues, la varianza de un proceso de Poisson en [s,t) coincide con el
niimero de puntos esperados en ese intervalo.

Ya en 1935, Kolmogorov sugirié una generalizacién de la funcién
caracteristica, el funcional caracteristico. Dada una variable aleatoria
X de un espacio lineal L y £ un elemento cualquiera de ese espacio, el
funcional caracterfstico de X lo definié como

®(¢) = E[eH). (1.5)

Recogiendo la sugerencia de Kolmogorov, el funcional caracteristi-
co de un proceso de Poisson {N(s,t);to < o0 < T’} se define como la
esperanza

Oy (v) = E {exp (z /t TU(U)N(da)>] , (1.6)

0

donde v es una funcién real. La integral es una integral llamada de
recuento que se evalia de la siguiente forma:

T , N(T
| v (d"):{ gzﬁi‘f)v(wi), NETi >

0

0
ki

donde w; son los tiempos de ocurrencia de los sucesos o puntos del pro-
ceso de Poisson. Veremos en la siguiente seccién la expresién concreta
que puede tomar el funcional caracteristico al estudiar la propiedad
de la distribucién condicional de los tiempos de ocurrencia de los pun-
tos del proceso, como consecuencia de la expresién de la funcién de
densidad muestral; ver pagina 29.

1.2.2 Teoremas de caracterizacién de un proceso
de Poisson

Los axiomas con los que definimos el proceso de Poisson no son préc-
ticos a la hora de identificar un proceso de recuento observado, como
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proceso de Poisson. Por este motivo buscaremos condiciones que lo
caractericen y como uiltimo objetivo, condiciones cualitativas para re-
conocer un proceso arbitrario como proceso de Poisson.

Definamos en primer lugar tres conceptos que usaremos para lograr
nuestro objetivo.

Regularidad. Un proceso de recuento {N(t),t > to} se dice reqular
en el instante t > t, si para un € dado, existe § = 6(t,e) > 0 tal
que

P[N(t,t+6)>1]<eP[N(tt+8)=1], vé' € (0,9).
(1.7)

Un proceso es regular en un intervalo de tiempo, si lo es en
todos sus instantes y es uniformente regular en el intervalo, si
un unico § = §(e) verifica la propiedad para todos los instantes
del intervalo.

Si P[N(t,t + ¢') = 1] no pudiese anularse, la propiedad de regu-
laridad podria escribirse:

PIN(t,t+6)>1] _
fOPN(tt+6)=1]

0.

Intuitivamente, esta propiedad nos dice que dos puntos no ocu-
rren simultdneamente; sin embargo, que los puntos sean distintos
no implica regularidad.

En general el proceso de Poisson es regular cuando la funcién
paramétrica A(t) es continua.

Regularidad condicionada. Notemos por P un suceso arbitrario
determinado por las variables aleatorias {N(o);to < o < t}.
Asi, P es cualquier suceso del pasado. Un proceso de recuento



10 Proceso de Poisson

{N(t),t > to} es condicionadamente regular en el instante t > ¢,
si para cualquier P y € > 0, existe 6 = 6(t,e) > 0 tal que

P[N(t,t+6)>1/P]<eP[N(t,t+6)=1/P], vé' € (0,6).
(1.8)

El proceso serd condicionadamente regular si lo es para todo
> 1,

Un proceso condicionadamente regular es regular, pero el inverso
no es cierto.

Un proceso de Poisson, como tiene incrementos independientes,
si su funcién paramétrica es continua, es un proceso condicionada-
mente regular.

Proceso sin memoria. Un proceso puntual en [t,00) se dice que
no tiene memoria si para cualquier ¢ > ¢, la ocurrencia de pun-
tos durante [t,00) no depende de los que ocurrieron en [to,t).
Esto es, que el futuro no depende del pasado; rigurosamente
expresado:

Sea P un suceso arbitrario determinado por las variables aleato-
rias {N(0);to < o < t}. Asimismo, sea F' un suceso arbitrario
asociado a las variables aleatorias { N(¢); 0 > t}, donde ¢ denota
el instante presente. Entonces,

P[F/P|=P[F], Vt>t (1.9)

es decir, P y F son independientes.

Un proceso con incrementos independientes no tiene memoria y
viceversa. Segun esto, un proceso de Poisson no tiene memoria.

Ya definidas las propiedades anteriores podemos enunciar el si-
guiente teorema de caraterizacién.
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Teorema 1.2.1 Sea {N(t),t > to} un proceso de recuento que verifica
P[N(s,t) =n]"=* 0y P[N(t,t 4 6) = 0] = 1. Entonces:
N(t) es un proceso de Poisson siy sélo si es regular y sin memoria.

Demostracién. Si el proceso es sin memoria es equivalente a que
tenga incrementos independientes. Se demuestra ademds:
i) N(-) verifica P[N(s,t) =n]*== 0y
P[N(t,t+6)=0]=1 <= existe A con-
it) N(-) tiene incrementos independientes
tinua y acotadamente finita tal que P [N(s,t) = 0] = e~A®O-AG) para
el intervalo [s,t).

También se tiene que, siendo el proceso regular,

existe A en las condiciones anteriores si y sélo si el proceso es de
Poisson. =

El teorema anterior ha sido adaptado a los axiomas que nosotros
hemos tomado como definicién de proceso de Poisson. Un estudio en
profundidad de la demostracién puede verse en ( Daley y Vere-Jones,
1988).

Con condiciones més generales y dando condiciones cualitativas,
sin presunciones previas acerca del proceso, podemos demostrar el
siguiente teorema de caracterizacién enunciado en ( Snyder y Miller,
1991).

Teorema 1.2.2 Sea {N(t) : t > to} un proceso de recuento asociado
a un proceso puntual en [tg, 00).

{N(t) : t > to} es un proceso de Poisson con funcién paramétrica
absolutamente continua

si y s6lo si verifica las siguientes condiciones:
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a. el proceso puntual es condicionadamente regular;

b. para todo t > to y cualquier suceso arbitrario P asociado con
las variables aleatorias {N(o) : to < o < t}, el limite cuando 6
tiende a cero de 6~ 'P[N(t,t + 6) = 1/P] existe, es finito e inte-
grable en funcién de t. Notando esa funcidn por A(t), tenemos:

At) = (lsi\r‘r(l)%P[N(t,t +6)=1/P], (1.10)

y la integral

/S * M

existe y es finita para todo intervalo finito [s,t],t0 < s < ¢;
c. P[N(t))=0]=1.

La hipétesis (b) implica no sélo que el limite existe, sino también
que {N(t) : t > to} es un proceso sin memoria en un intervalo infini-
tamente pequefio. En la demostracién del teorema concluiremos que
el proceso no tiene memoria de forma global.

Demostracién. La implicacién hacia la derecha es trivial de-
spués de los comentarios hechos en cada una de las definiciones de las
propiedades vistas en esta misma seccion.

Para demostrar la implicacién a la izquierda debemos probar que
se cumplen las propiedades de la definicién dada para un proceso de
recuento de Poisson, por tanto debemos probar que los incrementos
N(s,t) = N(t) — N(s) tienen distribucién de Poisson con pardmetro
A(t) y que {N(t);t > to} tiene incrementos independientes. En primer
lugar, hallaremos una ecuacién en diferencias para P[N(s,t) = n] y
luego veremos que la solucién es una distribucién de Poisson. Para
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n > 1, el suceso {N(s,t + 6) = n} puede ocurrir de n + 1 maneras
mutuamente excluyentes, que son:

I N(s,t)=n y N(,t+6)=0
2. N(s,t)=n—-1 1y N@Et+6)=1

n+l. N(s,t)=0 y N(t,t+6)=n.
Por tanto,
Pls,t+6=n]=Y P[N(s,t) =n—k N(t,t+8) =k (L11)
k=0

= P[N(t,t+6) = 0/N(s,t) =n] P[N(s,t) =n] +
P[N(t,t+6) =1/N(s,t) =n—1] PN(s,t) =m—1]+

zn:P[N(t,t—l—&) = k/N(s,t) =n— k] P[N(s,t) =n — K|

k=0

Debido a que el proceso es regularmente condicionado, dado un € > 0
y con un 6 > 0, tenemos que:

P[N(t,t +6) > 1/N(s,t) = n — k] (1.12)
<eP[N(t,t+8) =1/N(s,t) =n — K|

y podemos escribir (1.10) de la siguiente manera:
1
—e< SP[N(t,t +6) =1/N(s,t) =P] = At) <¢ (1.13)

y por tanto:
(A(t) — €)6 < P[N(t,t +8) = 1/N(s,t) = P| < §(e + A(1)). (1.14)
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El dltimo término de la ecuacién (1.11) se puede acotar superiormente
usando las conclusiones (1.12) y (1.14) de las hipétesis del teorema,
usando como sucesos del pasado N(s,t) =n—k,conk=2,... ,nen
cada sumando de la sumatoria, de la siguiente forma:

iP[N(t,t-}—é) =k/N(s,t) =n—k] P[N(s,t) = n — k|
< iP[N(t,t—%—é) > 1/N(s,t) =n — k] P[N(s,t) =n — k]

Sszn:P[N(t,t—l—é) =1/N(s,t) =n — k| P[N(s,t) =n — k]

<e En:é(s + A(t))P[N(s,t) = n — K]
= [6€ + 8e(2)] 3 P[N(s,t) =n — k|

k=2
< [6e2 + GeA(t)] 1 = 86 + be(t).

Ahora acotaremos inferior y superiormente P[N (t,t+6) = 0/N(s,t) =
n]. Para la cota inferior, haremos uso de las conclusiones (1.12) y
(1.14), con el suceso del pasado N(s,t) = n, como sigue:

P[N(t,t +8) = 0/N(s,t) = n]
=1— P|[N(t,t+6) = 1/N(s,t) = n] — P[N(t,t +6) > 1/N(s,t) = n]
> 1—¢eP[N(t,t+6) = 1/N(s,t) = n]— P[N(t,t+6) = 1/N(s,t) = n
> 1—(1+4¢)[6e + 6A(t)).
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Para la cota superior, tendremos en cuenta (1.14):

P[N(t,t+6) =0/N(s,t) =n]
=1—P[N(t,t+6) = 1/N(s,t) =n] — P[N(t,t +6) > 1/N(s,t) = n]
<1—P[N(t,t+8) =1/N(s,t) =n] <1 —=6(A(t) —¢).

Resumiendo,

1 — (14 €)b[e + A(t)] < P[N(t,t +68) = 0/N(s,t) =n] < 1—8(A(¢t) +¢).
(1.15)

Estamos ya en condiciones de acotar P[N(s,t + 6) = n], usando las
acotaciones que acabamos de obtener para cada uno de los términos
de la expresién (1.11). Resulta por tanto:

(1= (1+¢&)8[e + AB)]}P[N(s,t) = n] +6(A(t) —€)P[N(s,t) = n—1]
< P[N(s,t+6)=n] <
(1=A(t)6-+e8) P[N(s,t) = n]+68(e+A(t)) P[N(s,t) = n—1]+eA(t)5+€%.

Operando y despejando, llegamos a la siguiente acotacion:

—e@+ e+ A(H)) < %{P[N(t,t +8) =n]-Pls,}  (L16)

+A(t)P[N(s,t) = n] — A(t)P[N(s,t) =n —1]
<e2+At) +e).

Por fin estamos en condiciones de hallar ﬂ)ﬂést’ti’l“ Dado que A(t)
es finita y € es arbitrario, por (1.16), tenemos:

_ piq PIN(t:t +6) =n] — P[N(s,t) = n
dt 6—0 5
= —A(t)P[N(s,t) = n]+A(t)P[N(s,t) =n—1]; n=21yty<s<t.
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De forma andloga, podemos calcular:

d P[N(s,t) = ]

= = _At)P[N(s,t) =0]; to<s<t (117

De las expresiones (1.12), (1.14) y (1.15) es claro que las condiciones
iniciales de las ecuaciones anteriores son:

lim PIN(s,£) = ] = 6o,

donde &, son las funciones delta de Kronecker

P 1 ; n=0
o= 0 ; n#0.

Las ecuaciones diferenciales a las que hemos llegado se pueden resolver
de forma secuencial como vemos a continuacién.

Definamos para un s fijo
fa(t) = P[N(s,t) = n] elsXo)de =01, .
Facilmente observamos que estas funciones cumplen

PO _,, fos) =1

dt
WngAmﬁA“) Y fals)=0,n>1.

También se cumple que

) =1,t>s v fult)= / M0) far (o) do.
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Hallemos por induccién otra expresién para fr(t):

fi= [ MoVatydr = [ Mo)do = @)~ A
h=/A@M@M0=/Awwwwm@»w=/VM®fM$MM®
=LA@ - A@)?

fo= [Nt = [ 500G dN) =

DN =

supongamos que con n — 1 se cumple

1 n—1
fa-1= m(A(S) —A(t))

entonces para n, claramente tenemos que

Por tanto y sin més que despejar hemos obtenido, como pretendfamos,
que N(s,t) tiene distribucién de Poisson,

n

1 t
P[N(s,t)=n]=— </ A(o) da) e~ M@)o p—01,... .
n! \ J,
(1.18)
Lo tnico que falta para demostrar el teorema que nos ocupa, es deducir
que el proceso tiene incrementos independientes, para esto se observa

que el mismo argumento para hallar (1.18) sirve para P[N(s,t) =
n/P], con P un suceso del pasado, resultando igualmente que

t n
P[N(s,t) =n/P] = % (/ (o) da) e~ My —0,1,...,
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por tanto P[N(s,t) = n/P] = P[N(s,t) = n], es decir, el proceso
tiene incrementos independientes y con esto concluye la demostracién
del teorema. m

1.3 Estadisticos de tiempo

Hasta ahora hemos trabajado con distintos estadfsticos del proceso de
Poisson, pero todos ellos eran estadisticos de recuento, es decir, acer-
ca del nimero de puntos. Nos ocuparemos ahora de otros estadisticos
interesantes del proceso de Poisson, éstos son los estadisticos de lo-
calizacion y espacios entre puntos. Restringiéndonos por el momento
al proceso de Poisson en una dimensién, seguiremos refiriéndonos al
espacio como el tiempo y por tanto los estadisticos que vamos a es-
tudiar serdn los tiempos de ocurrencia y tiempos entre ocurrencias,
respectivamente. Estos estadisticos son especialmente interesantes,
por ejemplo en teoria de colas, siendo de interés cudndo ocurren los
sucesos (llegadas de clientes, fallos en un sistema, etc.) o deteccién
de sefiales ( Bar-David, 1969). Incluso en numerosa literatura se de-
fine al proceso de Poisson desde el punto de vista de los instantes de
ocurrencia de los sucesos.

Notaremos por {wp, }n=12,.. a los tiempos de ocurrencia de los pun-
tos y por {tp}n=12.. a los tiempos transcurridos entre dos sucesos
consecutivos, de forma que t,, es el tiempo transcurrido entre la ocur-
rencia del punto w,_; y el w,. Usando esta notacién, claramente

W, =tg+t1+---+1t,, conn=12 ...

o bien

t1=w1—t0
th = Wy — Wp_1; N > 2.
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1.3.1 Distribucién de los tiempos de ocurrencias

Sea {N(t);t > to} un proceso de Poisson con funcién paramétrica A(t)
absolutamente continua, es decir, que puede expresarse como

At) = /t)\(a) do; t > to,

to

por lo que A(t) es la funcién de intensidad del proceso.

Asi como tenfamos la densidad conjunta para el nimero de puntos
en intervalos de tiempo disjuntos, vamos a calcular la densidad con-
junta de los n primeros tiempos de ocurrencia w = (wi,...,wn); a
esta densidad conjunta la notaremos como p&(W). Para ello consi-
deraremos la particién del tiempo en intervalos disjuntos o, W1, W1 +
AWy, W, Wa + AW, ... , W, + AW, Claramente, {w; € [W;, W; +
AW;),i=1,2,...,n} que se puede expresar igualmente como

{N(to, Wy) = 0, N(Wy, Wy +AW,) = 1, N(Wi+ AW, W) =0, ...,
N(W,, Wy + AW,,) = 1}.

Debido a la independencia de los incrementos de N (t), tenemos

P{w; € [Wi,W; + AW)),i=1,2,... ,n}

— o~ [A(W1)=A(to)] H[A(Wi + AW;) — A(m)]e—[A(Wi+AWi)‘"A(Wi)]

=1
L Wi+OAW; Wn+AWn
H/ A(o) da] e Gl

n
He—[A(Wi)—A(WH-AWi—l)] — I:
=17 Wi

=2

Sustituyendo este resultado en la definicién de funcién de densidad
conjunta de los n primeros tiempos de ocurrencia, obtenemos por fin
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su expresion:
P{wi € [VV-L,I/V, +AW1),’L = 1,2,... ,T'L}

pM(W)= lim

max AW;—0 H?=1 AW,
— [T A(W5)] exp (— ftiv" (o) da) e <Wi < < W,
0, en otro caso.

(1.19)

Hemos calculado esta funcién de densidad para un A(t) general. Si
el proceso de Poisson es homogéneo con intensidad constante, A, de
(1.19) obtenemos

) (W) = AnegAWn—t); g < W) < oo S W,
u - 0, en otro caso.

Estudiemos algunas propiedades de los tiempos de ocurrencia de
los puntos del proceso de Poisson.

Propiedad 1.3.1 La secuencia de los tiempos de ocurrencia es una
cadena de Markov con probabilidad de transicion

Puon s (W Wa1) = A(Wp)e AW =ATn0) (1.20)
donde A(t) = [;; Mo) do.

Demostracién. La demostracién es inmediata. Calculemos la

probabilidad condicionada de w, dados w; = W;,i=1,... ,n—1
(n) ;
Pw (W) Wn  Ao)do
Pun frim1re tir W/ Wa-1, ... ,W1) = D AWy )e Wt .
Observamos que la funcién de densidad no depende de Wi, =1,...,n—

1, por tanto, trivialmente

Pwn fwn—1,... w1 (Wn/W —1y-+ Wl) = pwn/wn_l(Wn/Wn—l)
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lo que significa que efectivamente la secuencia de wy,... ,w, es una
cadena de Markov con la funcién de densidad dada en (1.20). m

Propiedad 1.3.2 La funcién de densidad de los tiempos de ocurren-
cia adelantada (funcion de densidad condicionada del n-ésimo tiempo
entre ocurrencias, t,, dados los n—1 tiempos de ocurrencia anteriores,
Wi,... ,Wa_1 paran =2,3,...) es

Ptn/wn_1,... w1 (T/Wn—-la Yy vWI) = )‘(Wn—l 4 T)e—[A(W —14T)—=A(Wn_1)]
(1.21)

conn=23,...,yT >0. Ademds
Ptn/wn—1,... , w1 (T/Wn—la ey Wl) = ptn/wn_l(T/Wn—l),

conn = 23,..., T > 0. Definiendo wg = Wy = to, también se
cumplen estas expresiones para n = 1.

Demostracién. Ya que w, = w,_; +t, y puesto que la secuencia
de tiempos de ocurrencia es una cadena de Markov,

Pt /wn_1,..., w1 (T/W o ERE 7W1) = Pwn /wn—1,... w1 (Wn+T/Wn_1, sy Wl)
= pwn/wn_l(Wn—l + T), n=238...., T 20

Usando la funcién de densidad de transicién de w,_; a w, dada en
(1.20), la funcién de densidad adelantada para un proceso de Poisson
es

pt"/wn_l,... , W1 (T/Wn—h ) )Wl) = A(VVI'E—I + T)e_[A(Wﬂ_lﬁ_T)_‘A(Wn_l)]
conn=2,3,...,y T >0. Ademss,
Dt jwn—1,... , w1 (T/Wn—h cee Wl) = ptn/wn_l(T/Wn—l)v

conn = 2,3,..., T > 0. Definiendo wy = Wy = %y, también se
cumplen estas expresiones paran =1. ®
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Observacién. En el caso de un proceso de Poisson homogéneo con
A(t) = A, la expresién anterior resulta

Ptjwnryin(T/Wat, ., Wh) = Xe™T.

Un ejemplo en el que es 1til esta propiedad es el caso en el que los
puntos son fallos de un sistema. Si éstos siguen un proceso de Poisson y
se quiere estudiar la probabilidad de que el sistema continue operativo
durante un periodo de tiempo después de los fallos conocidos, segin la
propiedad que acabamos de ver, sélo es necesario fijarse en el tltimo
de los fallos, ademds de darnos la funcién de densidad deseada.

Propiedad 1.3.3 La funcion de densidad condicionada de los n pri-
meros tiempos de ocurrencia dado N (to, Wy,) =n es

po(W/N(to, W) = n) = n! ( /t n)\(t) dt)_ (H )\(W,-)) (1.22)

0

Demostracién. La funcién de densidad de los n primeros tiempos
de ocurrencia , pg’ )(W), en el intervalo tg < o < W, tiene implicita
la variable aleatoria N(W,). Es obvio que la funcién de densidad
conjunta de los n primeros tiempos de ocurrencia y la variable N(W,,),

pw(W, N(W,,) =n), es P (W). También es evidente que
P[N(Wn) =n/w1 =W1,... y Wp = Wn] =

y como conocemos por (1.1) P[N(s,t) = n], podemos hallar la funcién
de densidad condicionada de los primeros tiempos de ocurrencia dado
que conocemos N(tg, W,,) = n. Esta no es mds que el cociente entre
(1.19) y (1.1). Simplificando, concluimos que

pulW/N(to, W) =) =t ( [ ) i) B @Am) ,

to

como queriamos demostrar. ®



1.3 Estadisticos de tiempo 23

Observacién. En el caso particular de un proceso de Poisson ho-
mogéneo con A(t) = A, tenemos que

pw(W/N(tO’ Wn) = n) = Tl'(Wn — to)_n.

El desarrollo para la obtencién de la p,(W/N(to,t) = n), hemos
podido realizarlo de forma tan sencilla gracias a los axiomas que escogi-
mos para la definicién de proceso de Poisson. Otra obtencién de esta
misma expresién la encontramos en el articulo de Bar-David (1969),
debido a la definicién del proceso de la que parte.

1.3.2 Distribucién de los tiempos entre ocurren-
cias
Tanto en los estadisticos de recuento como en la distribucién de los
tiempos entre ocurrencias, el caso de proceso de Poisson homogé-
neo se obtenfa como simple caso particular del no homogéneo, y las
propiedades de los tiempos de ocurrencias eran andlogas sin més que
sustituir la funcién intensidad A(t) por la constante A. Sin embargo,
con respecto a los tiempos entre ocurrencias obtendremos distintas
distribuciones y propiedades para el caso homogéneo y no homogéneo.
Calculemos la probabilidad de que el n-ésimo tiempo entre ocu-
rrencias, t,, sea mayor que 7', dado que t; = T3, = 1,...,n — 1.
Debido a la relacién entre w; y t; y por la propiedad de Markov de los
tiempos de ocurrencias, se calcula

P[tn > T/tl = Tl,tQ — TQ, sow 5lp—d = Tn—l] =
Plw, > to+Ti4+ - +Tn14T /w1 = to+Th, ... ,Wno1 = to+T1+- -+ T1]
=P[wn > t0+T1+--~+Tn_1+T/wn_1 =t()+T1+"'+Tn_1].

Diferenciando con respecto a T' y usando (1.21) llegamos a la expresién
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para la funcion de densidad de t, condicionada a ty,1a,... ,th_1
ptn/tn-—l,-n,tl (T/Tn_l, @& ,Tl) (123)

— )‘(tO + T1 4 T2 e gy o Tn—l + T)e—[A(to+T1+'"+Tn-—1+T)——A(to+T1+"'+Tn_1)]

Claramente, esta expresién para un proceso de Poisson no homogéneo,
al depender de T3, ... ,7T,—; nos indica que los tiempos entre ocurren-
cias no son independientes, lo que derrumba el mito de que un proceso
de Poisson tiene tiempos entre ocurrencias independientes e idéntica-
mente distribuidos. Si es cierto en el caso particular de un proceso de
Poisson homogéneo, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 Un proceso de Poisson homogéneo con intensidad A
tiene tiempos entre ocurrencias independientes e idénticamente dis-
tribuidos, con distribucion exponencial de pardmetro .

Este teorema es a menudo en la literatura, definicién del proceso de
Poisson homogéneo, en aquellos campos en los que tienen més interés
los tiempos de y entre ocurrencias, que el nimero de ocurrencias.

Demostracién. Es obvio que

g =

ptn/tn—lr--,tl (Tn/Tn—17 ce 1Tl) ptn_l/tn_g,...,tl (Tn—l/Tn_Q, P 7T1) iy (T].)
y por (1.23) obtenemos
p"(T) =

M+ Th A ono o Ty 3 Ty Wittt t - Aot Bt i)

oo Ao + Tl)e—[l\(to-i-Tl)—A(to)] = ABp—A iy T,»;
1 T .

con lo que el teorema queda demostrado. m



0000000000000 000000000000000000000CO0C0O0C0O0C0OCCOCKOCFOCOCFOCFOC0CFOO0O0

1.3 Estadisticos de tiempo 25

Una conclusién inmediata del teorema anterior es la funcidn de
densidad del n-ésimo tiempo de ocurrencia, wy, = t; + -+ + t,, para
un proceso de Poisson homogéneo con intensidad \. Esta es

QW)™ 5\ =AW W >0

w W = (n-l)!
Pun(W) { 0; en otro caso.

Asf que la media de w, es n/) y su varianza, n/ A2. Segtin lo visto,
w,, es una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con varianza finita si A # 0. En este caso, por el teorema
central del limite la distribucién de w,, con n sufientemente grande,
se puede aproximar por una Normal de media n/) y varianza n/ XA,

El reciproco del anterior teorema también se verifica:

Si {t,} es una sucesién de variables aleatorias independientes e i-
dénticamente distribuidas con distribucién exponencial de pardmetro
A, llamando a t,, tiempo entre ocurrencias, el proceso de esos sucesos
es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad A.

Puede verse la demostracién en Gross-Harris (1974).

1.3.3 Funcién de densidad muestral y de verosimil-
itud

La funcién de densidad muestral y su logaritmo son cruciales espe-
cialmente a la hora de la estimacién del pardmetro de un proceso de
Poisson. Aunque nuestro objetivo final es el estudio y estimacién de un
proceso de Poisson doblemente estocéstico y no nos vamos a detener
en la estimacién de un proceso de Poisson no homogéneo, hallaremos
la expresién de la funcién de densidad muestral pues nos permitird
dar una expresién de la distribucién condicionada de los tiempos de
ocurrencia y del funcional carateristico.
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Sea ) = {W4,... , Wy, N(t) = n} una realizacién de w en el pro-
ceso de Poisson {N(c) : tp < t} en el intervalo [to,t). La funcidn de
densidad muestral, p($?), se define como

P[N(t) = 0], N(t)=0
{Pw[W» N(t)=n], N(t)=n>1

p(Q)

donde
polW, N(t) = n] = PN(t) = nfwy = Wi,... ,wn = Walpl)(W).

Observando la definicién de la funcién de densidad muestral pode-
mos decir que define la probabilidad de obtener exactamente n puntos
en el intervalo [to,t) y justo en los instantes w; = Wi,... ,w, = Wh.
Nos queda dar una expresion para p(2).

Teorema 1.3.5 Funcién de densidad muestral
Sea {N(t) : to < o < t} un proceso de Poisson no homogéneo con
intensidad A(t);t > to. Entonces la funcidn de densidad muestral para

N es
— [t Xo)do
e “t , N(t
p(Q) = {[ (

H;;l A(W;)e” Jig M) da, N(t) (1.24)

N

= {J
i R
Demostracién. Con respecto a la primera parte, por (1.1),
P[N(¢) = 0] = e 0 X(0) do.
Acerca de la segunda parte podemos decir que como

P[N(t) = njwi = Wy,... ,wp, = W] =
= P[N(t) - N(W;H)] =€~ i, Mo)do
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y usando (1.19), el teorema se verifica. m
Definamos la integral de recuento como sigue

t 0, N(t) =
lf”“”“““°={zﬁmMMmm N >

La funcién de densidad muestral vista en (1.24) puede expresarse u-
sando la integral de recuento de la siguiente forma:

0
1.

p(Q)) = exp [— /t: Ao)do + /t In[A(0)] N(da)] . (1.25)

to

Con esta forma de escribir la funcién de densidad queda claro que p(2)
es funcién del proceso aleatorio {N (o) : to < o < t} en el intervalo
[to, 1)

Dada una realizacién arbitraria, w, del proceso, el logaritmo de
p(w) es el logaritmo de la funcion de verosimilitud muestral y viene

dada por

t

Ao) do + / In[A\(0)] N(do) (1.26)

to

t

£ =tlp(w)] = - |

to

Como adelantamos anteriormente, veamos algunas aplicaciones de
la funcién de densidad muestral.

Distribucién condicional de los tiempos de ocurrencia

Para un intervalo [to, T, usando el resultado de la funcién de densidad
muestral (1.24), tenemos que:

_ o WND =n) 77 AW
Po(W/N(T) = 1) = BNy =) '11 o) do (1.27)

NADA

: DOCTORANO
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Seanuy, ... ,u, variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con densidad de probabilidad comun

Jig Mo)do’
0, fuera.

2 < U, <T
pui(U') =

Claramente, debido a la independencia de las variables, la probabilidad
conjunta para (uy,... ,Up) = u resulta

n
A(U;) :
pu(U) =H—T———-, o S ET: 4= Liues 3 1
- fto o) do
Sean o1, . . . , 0, las variables aleatorias ordenadas asociadas auy, ... ,Up.
Hay n! permutaciones y como SOn sucesos mutuamente excluyentes,
sus probabilidades se suman y la funcién de densidad conjunta para

(01,...,0,) = 0 es la siguiente

MO
p0) =TT 7y o

i—1

Podemos observar que es la misma que la funcién de densidad condi-
cionada de los tiempos de ocurrencia ws,... ,w, de un proceso de
Poisson con la condicién de que N(T') = n, que hallamos en (1.27).

En el caso de que A(U;) = A, los o; son variables aleatorias inde-
pendientes e identicamente distribuidas con distribucién uniforme en
[to, T y resulta que su funcién de densidad conjunta es igual a la de
los tiempos de ocurrencia de un proceso de Poisson homogéneo con la
condicién de que N(to,T) = n. Este resultado se usa para verificar si
un proceso puntual empirico es homogéneo o no.
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Funcional caracteristico de un proceso de Poisson

Como decfamos en la pagina 8, cuando tratdbamos de dar una expre-
sién para el funcional caracterfstico de un proceso de Poisson (1.6),
usando la propiedad de la distribucién de la distribucién condicional
de los tiempos de ocurrencia visto anteriormente, se demuestra que el
funcional caracteristico de N(T') es

T
®py(iv) = exp /)\(0) (ei”(") —1) do (1.28)
to
La funcién caracterfstica es el caso particular del funcional con
0, to<o<s

vio)=qa, s<o<t
0, t£e<T,

con lo que ftfv(a) N(do) = aN(s,t). Sustituyendo v(c) en el fun-
cional, la funcién caracteristica de N(s,t) = N(t) — N(s) resulta ser:

®y(iv) = exp [(ei‘ix -1) /St o) da} = M, ,(ia).

1.4 Proceso de Poisson segin la Teoria
de Martingalas

La teorfa de martingalas ha sido desarrollada intensivamente en las
tltimas dos décadas, tanto por ingenieros como por matemdticos y
estadisticos. La razén por la cual ha tenido tanto desarrollo en los il-
timos afios ha sido la necesidad de encontrar una teorfa de estimacién
y prediccién para procesos puntuales mas potente que la cldsica. Para
procesos del tipo de una difusién, la teorfa de martingalas es una
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buena herramienta para los problemas mencionados, ademéds de dar
informacién de la estructura del proceso y de su funcién de verosimil-
itud, asf como para resultados de convergencia. El inconveniente de
los métodos de esta teorfa es su restriccién a procesos de tipo evolu-
tivo en el tiempo, aunque los casos de este tipo son muy abundantes
en la préctica. La idea de que la teoria de martingalas podia ser una
herramienta eficaz para los procesos puntuales la dié Watanabe (1964)
que fué quién di6 una caracterizacién de martingala para el proceso
de Poisson y més tarde comenz6 a desarrollar la teorfa de martingalas
junto a Kunita (1967). Brémaud ha realizado importantes estudios
sistematicos de esta teorfa, apareciendo siempre como punto de refe-
rencia para libros y artfculos acerca de la misma.

Nosotros centraremos el interés en la aplicacién de las martingalas
al estudio del proceso de Poisson que es el que nos ocupa. En primer
lugar definiremos y estudiaremos conceptos que serdn el marco en el
que nos movamos en lo sucesivo.

1.4.1 Conceptos bésicos

Haremos en esta subseccién, un inciso en nuestro estudio del proceso de
Poisson, para ver algunos conceptos bésicos de la teorfa de martingalas
y que asi, cuando veamos nuestro proceso desde esta teorfa sea mucho
més directo y se tenga establecida una notacion conocida. Para un
estudio mds detallado consultar por ejemplo ( Daley y Vere-Jones,
1988) o ( Andersen et al. (1993)).

Notaremos por {X;(w)} = {X(t,w)} = {X(t)} a un proceso es-
tocdstico real-valuado en t € (0,00) = Ry. Se puede interpretar este
proceso como una familia indizada de variables aleatorias con un espa-
cio de probabilidad comun (£2, €, P) con fndices en R, pero serd més
apropiado ahora interpretarlo como una funcién en el espacio R x 2.



1.4 Proceso de Poisson segiin la Teoria de Martingalas 31

El proceso X : R, x  — R es medible cuando, para todo A € B(R),
{(t,w: X(t,w) € A} € B(Ry) ®E,

donde B(R,) ® £ denota el producto de las dos o-dlgebras de B(R,)
y &, respectivamente. Visto el proceso como familia indizada de va-
riables aleatorias, es medible si y s6lo si sus trayectorias son continuas
¢.s. o0 monétonas c.s. y continuas a la derecha.

Una familia de sub-o-dlgebras de £, F = {F; : 0 < t < oo}, se
denomina filtracién o historia del proceso y contiene informacién del
mismo. Si ademds X (t,w) es Fi-medible para todo ¢, se dice que X
es F-adaptado.

Consideremos la o-4lgebra generada por todas las posibles evolu-
ciones del proceso en el intervalo (0,] es decir, {X(s,w) : 0 < s <t}
la notaremos por

Hy={{w: X(w) £5}:0< 5L L}

La o-algebra H,, serd la generada por la informacién a priori que ten-
gamos del proceso X. Claramente, H, C H; para 0 < s <t < oo. Por
tanto, tenemos que H = {H; : 0 <t < oo} es una familia expansiva de
sub-c-dlgebras de £ por lo que es una filtracién o historia del proceso.
Como X (t,w) es H;-medible para todo t, X es H-adaptado.
Llamaremos historia natural, minima o interna de X a la histo-
ria ‘H tal que Ho = liminf;soHe = {0,9Q} y Hoo = (| H:. Los dos

t>0
primeros nombres de esta historia reflejan el hecho que es la minima

familia anidada de o-4lgebras para la que X es adaptado.
Sea X un proceso F-adaptado; se dice progresivamente medible
con respecto a F, si para todo t € R y todo A € B(R),se verifica que

{(s,w): 0 < s <t X(s,w) € A} € B((0,1]) ® F¢

Los conjuntos de la forma [s,t] x U;0 < s < t,U € F,t > 0, gene-
ran un o-dlgebra en R, X Q, que llamaremos o-dlgebra F -progresiva.
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Asf que un proceso X progresivamente medible con respecto a F es
equivalente a que X (¢,w) sea medible con respecto a la o-algebra F-
progresiva.

Definamos una nueva o-algebra necesaria para lo siguiente. No-
taremos U7 a la sub-o-slgebra de B(R,) ® £ generada por conjuntos
de la forma [s,t] x U,donde U € Fs, t > sy 0 < s < oo y la denomi-
naremos o-dlgebra predecible. Su nombre indica el hecho intuitivo de
que puede ser predecido un tiempo “futuro” ¢t dada la evolucién del
proceso hasta el instante “presente” s.

Se llama a X, F-predecible, cuando es U7 -medible; es decir, si para
cualquier A € B(R),

{(t,w) : X(s,w) € A} € ¥F

El tipico ejemplo de proceso F-predecible es cualquier proceso F-
adaptado que sea continuo a la izquierda.

La historia continua a la izquierda, que notaremos por F_) =
{F:_}, asociada a la historia F es aquella tal que

Fo- = Foy Fi— =limsup F, = \/.7-'

B s<t
Lema 1.4.1 Un proceso F-predecible es F(_y-adaptado.

Demostracién. Consideremos un proceso de la forma
X(t,w) = I(a,b] Iy(w) con 0 < a <b<oo,U € Fq

que es F-predecible por construccién de vt

Para cualquier t, {w: X(t,w)=1} = 0sit <adb <ty
{w: X(t,w)=1} = Usia <t < b, por lo que el proceso es F()-
medible, Vt.
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Puesto que cualquier funcién F-predecible se puede expresar como
combinacién lineal de funciones de este tipo y como los procesos F(—)-
adaptados forman una clase cerrada para combinaciones lineales y
limites monétonos, el lema queda probado. ®

Dada una historia F, se llama tiempo de parada respecto de F a
la variable aleatoria nonegativa T : @ — [0, oc] tal que

{w:T(w)<t}eF; 0<t<oo

Si S y T son tiempos de parada respecto de F, también lo son
SVTySAT.

Notando {T'(w) = oo} = N, {T'(w) > n} y como {T(w) =oc} &
Foo, podemos considerar tiempos de parada extendidos a aquellos tal
que P[T(w) < oo] < 1.

Lema 1.4.2 Sea X (t) un proceso estocdstico mondtono creciente, con-
tinuo a la derecha y F-adaptado y sea Y una variable aleatoria Fo-
medible. Entonces T'(w) = inf {t : X (¢, w) > Y (w)} es un tiempo de
parada Tespecto a F , posiblemente extendido, y st X es F-predecible,
entonces T' es un tiempo de parada respecto a F () (extendido).

Demostracién. Si Y = cte., puesto que X es creciente, X (t) >
Y siysolosi T <t,ycomoX es F -adaptado, tenemos que {w :
X(t,w) > Y} € F, por tanto {w : T(w) < t} € Fi.

En el caso mds general, X (t,w) — Y (w) es moné6tono creciente ,
continuo a la derecha y F-adaptado (pues como Y es Fo-medible, es
F,-medible, V¢ > 0). Siguiendo el mismo razonamiento anterior para
cte. = 0, tenemos lo que queremos.

Por fin, si X es F-predecible, es F(_y-adaptado, como vimos en
el lema 1.4.1, asf podemos asegurar que T' es un tiempo de parada
respecto a F (_). ®



34 Proceso de Poisson

Si tenemos un proceso estocdstico X (t), usaremos la siguiente no-
tacién
X)), t<T

X(”\T):{ X(T), t>T

Se demuestra para este tipo de procesos la proposicién que sigue (ver
( Daley y Vere-Jones, 1988)).

Proposicién 1.4.3 Sea F una historia, T un tiempo de parada re-
specto de F y X (t) un proceso. Entonces X(t AT) es medible, F-
progresivo o F-predecible, segin lo sea X (t). En cualquier caso, la
variable aleatoria X (T') es Foo-medible.

Esta proposicién tiene como interesante corolario el siguiente re-
sultado.

Corolario 1.4.4 Si un proceso X (t) es F-progresivo e integrable c.s.
en intervalos finitos, entonces

Y(t,w)=/0 X(s,w)ds

es F-progresivo, Y (T) es una variable aleatoria si T < oo e Y(tAT)
es también F -progresivo.

Recordemos la definicién de martingala pues serd el concepto fun-
damental con el que vamos a tratar de ahora en adelante.

Sea (Q,&,P) un espacio probabilistico, 7 una historia en (Q,€)
y {X(t) : 0 <t < oo} un proceso real-valuado, F-adaptado y tal
que E[|X(t)]] < oo, Vt. Entonces X es una F-martingala si para
0<s<t<o,

E[X(t)/Fs] = X(s) c.s. (1.29)
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Si en lugar de igualdad en (1.29) se tiene la desigualdad < o >, la
definicién de super y submartingala, respectivamente.

Finalmente, citaremos la forma del teorema de descomposicién de
Doob-Meyer que usaremos mds adelante. La demostracién puede con-
sultarse en ( Lipster y Shiryayev, 1977).

Teorema 1.4.5 (de descomposicién de Doob-Meyer) Sea F una
historia y X wun proceso acotado, F -submartingala con trayectorias
continuas a la izquierda. Entonces eziste una unica F -martingala,
uniformemente integrable, Y (®), y un tnico proceso acumulativo y F
-predecible, A(e), tal que

X)) =Y(t)+ At)
Para A(e) no decreciente y de trayectorias continuas a la derecha se

demuestra ademsés que el hecho de que sea F -predecible es equivalente
a que

E/ Z(t) A(dt) = E/ Z(t_) A(dt) (1.30)
0 0
para cualquier F -martingala Z(e) acotada y u > 0.

Como para cualquier proceso F -adaptado y acumulativo, £, y
cualquier F -martingala, Z, se verifica que

E [Z(u) /Oug(dt)] =E [/OHZ(t)E(dt)] ;

la propiedad anterior es equivalente a

E[Z(u) A@w)] = E /O * Z(t-) A(dt) (1.31)
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La condicién de que el proceso sea acotado impide la posibilidad de
“explosiones” e impone la restriccién a la serie de tiempos de parada
(ver lema 1.4.2) {T,}, n =0,1,2,... definida por

T, = Tn(w) =sup {t : X(t,w) <n} = (1.32)
00, X(t,w) < n, para todo 0 < t < oo
inf {t : X(¢t,w) > n}, en otro caso

de que T, — oo c.s. cuando n — 00.

1.4.2 El proceso de Poisson es una semimartin-
gala

El resultado que perseguimos ahora, dicho de forma intuitiva, es que
un proceso de un punto tiene un compensador que lo “convierte” en
martingala. Luego lo particularizaremos al caso del proceso de Pois-
son. En realidad, esto se puede demostrar para el caso general de
cualquier proceso acumulativo, pero excede nuestras pretensiones.

Sea ¢ un proceso acumulativo en R* y F una historia del mismo.
Se denomina compensador a un proceso monétono, no decreciente,
continuo a la derecha y predecible, que notaremos A(e), tal que para
cada n y tiempo de parada T}, definido en (1.32) el proceso {£(t—T») —
A(t —T,) : 0 < t < co} sea una martingala con respecto a . A un
proceso, que admite un compensador, se le denomina semimartingala.

En primer lugar, demostraremos que un proceso puntual de un sélo
punto en algiin instante de tiempo tiene compensador y luego lo gene-
ralizaremos al caso de proceso puntual de varios puntos. Recordamos
que considerar a un proceso, puntual o de recuento, no es mas que dos
visiones de una misma cosa.

Proposicién 1.4.6 Un proceso N de un sdlo punto, generado por la
variable aleatoria (instante de ocurrencia) X, definido por

N(t, w) = I(O,t) (T(w))
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tiene un H-compensador
tAX (w)
A(t,w)=/ (1-F(z))"' dFz; 0<t< oo,
0

donde F es la funcion de distribucion de X.

Demostracién. Llamemos H (tAX (w)) a la integral del enunciado

(de integrated hazard function).
H(t A X(w)) es monétona creciente y continua a la derecha en ¢.

Veamos que es predecible:
t A X (w) es predecible pues

{(t,w) : t A X(w) > s} ={t > s} x{w: X(w) > s}

y el segundo conjunto claramente pertenece a H, y por tanto el con-
junto completo tiene la forma de un conjunto del o-dlgebra predecible.
Ademés, H es monétona creciente y continua a la izquierda en z
asf que tiene inversa tal que H(z) > y <= z > H '(y). Por tanto,
{(t,w) : t A X(w) > H'(y)} es un conjunto predecible. Con lo que
queda demostrado que H(t A X (w)) es predecible.
Falta comprobar que se verifica

E[NEAX)—HEAX)/H = N(sAX)— H(sAX) cs. (1.33)

Por la estructura de la historia interna, H, para cualquier funcién
acotada g(e),

_ J 9(X), en {X(w) < s}
Eg(X)/Hs] = { E [g(X) I{X>s}] /E (I{X>s}) , en {X(w) > s}

que puede escribirse en funcién de F' de la siguiente manera:

Blo(X)/M] = 177 | 9 Plauen (X(w) > 5} (139

F
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En {X(w) < s}, NEAX) = N(sAX) =1y HIAX) = H(sAX) =
H(X), por tanto, {X(w) < s} es Hs,-medible, y (1.33) se verifica en
este caso.

En su complementario, {X (w) > s}, debido a (1.34),

E [N(t N X)/Hs] = ]._LIF—(S)/ F(du) == F](_t)—_FZ()S)

e integrando por partes,
(1—F(s)) [E[H{tANX)/Hs| = H(s)] = F(t) — F(s)

Por fin, E[N(t A X) — H(t A X)/H,] = —H(s), con lo que se verifica
la propiedad de martingala también en el caso de { X (w) > s}. Con lo
que se completa la demostracién de la proposicién. =

Por fin, para alcanzar nuestra meta, falta ampliar esta proposicién
al caso de proceso de Poisson. Basta pensar en el proceso de Poisson,
N(t), como la suma de procesos de un punto. Es decir, si tomamos la
serie de tiempos en los que se da una ocurrencia del proceso, estos son
una serie de tiempos de parada {T},} con la propiedad vista en (1.32)
y ademds se puede escribir

N(t) = i [N(tAT,) — N(tAToy] = i N™(t)

donde cada N™(t) es un proceso de un punto con incremento en 75,. La
demostracién de que N(t) admite un compensador es casi igual a la an-
terior (ajustando la propiedad de martingala, debido a las diferencias
en los sumandos de N(t)) y utilizando la aditividad de los compen-
sadores. Gracias al teorema de Doob-Meyer (teorema 1.4.5) y puesto
que el proceso N (t) es s6lo localmente acotado, se consigue demostrar
que el proceso de Poisson es un semimartingala que puede expresarse
como la suma de de una martingala local, M(t), y un proceso acu-
mulativo y predecible, A(t), que se prueba que es de varianza acotada
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, en caso contrario no se podria realizar las integrales que aparecen
en (1.30) o (1.31) (ver ( Andersen et al. (1993)) para mds detalles).
Segun esto, se puede escribir

N(t) = M(2) + A(t)

donde M y A son los ya mencionados.

Sin entrar en mds detalles de integracion estocdstica se demuestra
que el compensador de una martingala local cuyo cuadrado es local-
mente integrable, es el limite en probabilidad de aproximaciones de la
forma

Z var [M(t;) — M(ti-1)/F,_,]

para particiones cada vez més finas 0 < t; < ... < t,. Intuitiva-
mente, usando el lema 1.4.1 y que M = N — A podemos compren-
der que se llegue a que el compensador del proceso de Poisson es
A(t) = fot A(s) ds, donde A(t) es la conocidad intensidad del proceso
de Poisson.

Por fin podemos escribir el siguiente teorema.

Teorema 1.4.7 Un proceso de Poisson con intensidad \(t), es una
semimartingala es decir, tiene una tnica descomposicion de la forma

N(t) = M(t) + A(t)

donde M es una martingala local y A(t) es F-predecible y de varianza
acotada tal que A(t) = [7 A(s) ds.
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Capitulo 2

Generalizaciones del proceso
de Poisson

El proceso de Poisson homogéneo es el caso mds simple de proceso
de Poisson y resultaba claramente insuficiente a la hora de modelizar
casos reales, para esto se ampliaba su concepto al caso no homogéneo
que resulta ser una mejora notable segin comentamos anteriormente.
Ann asi, sigue habiendo casos en los que no modeliza suficientemente
al proceso puntual observable; para ampliar todavia m4s las posibili-
dades del proceso que estamos estudiando relajaremos algunas de sus
propiedades. Vamos a estudiar el proceso de Poisson multidimensio-
nal (sin la restricién de que los puntos pertenezcan a la recta real),
el proceso de Poisson trasladado (un proceso de Poisson con posibles
supresiones e inserciones), el proceso de Poisson compuesto (aquél en
el que se considera a cada punto con una variable asociada que aporta
més informacién del fenémeno en estudio) y por tltimo, el proceso
de Poisson doblemente estocdstico (un proceso de Poisson cuya inten-
sidad es a su vez un proceso estocéstico). Este serd el proceso que
estudiaremos con mayor profundidad puesto que ese es nuestro obje-
tivo principal.
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2.1 Proceso de Poisson multidimensional

Hasta el momento, hemos tomamos como espacio en el que ocurrfan
los puntos, X, la semirrecta [to, 00); realmente nos hemos restringi-
do al espacio tiempo. Pero fijémonos en algunos de los ejemplos que
avanzabamos en la pagina 1.Tanto en el que se trababa del nimero de
estrellas en una regién del espacio, como el del nimero y localizacién
de los movimientos sismicos, el espacio X no es unidimensional, sino
multidimensional. Por lo tanto, necesitariamos una generalizacién del
proceso de Poisson a varias dimensiones.

Un proceso de Poisson multidimensional es la generalizacién de ese
proceso en el que el espacio X puede ser el espacio n-dimensional R”,
de forma que la coordenada de cada punto es un vector n-dimensional
z. Si A es un subconjunto de X, N(A) es el nimero de puntos con
coordenadas en A.

Un proceso de Poisson multidimensional {N(A4) : A C X} con
intensidad A(z) verifica:

1. para cada A C X, N(A) tiene distribucién de Poisson con

parametro
/ A(z) dz;
A
2. si A1, Ag, ..., A, ... son subconjuntos disjuntos de X, entonces
las variables N(A;), N(A3),... ,N(Ag),... sonestadisticamente
independientes; :
3. si. A, A, ..., Ag,... son subconjuntos disjuntos de X', entonces

N (G Ak) = iN(Ak).
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La propiedad (2) es la andloga a la propiedad de incrementos in-

dependientes.

A continuacién vamos a generalizar la funcién de densidad mues-
tral vista en (1.25) y su logaritmo en (1.26). Sea ) una realizacién
particular del proceso de Poisson en X con N(X) = n. Sean los pun-
tos {X1,... ,Xn, N(X) = n}. La esfera centrada en el punto X; de
radio p; se notard S(X;) = {z : ||z — Xi|| < p;}. Para un orden dado
de puntos {X3,...,X,} y teniendo en cuenta que S(X3),...,S(Xn)
y X — i, X son disjuntos, por la propiedad de “incrementos” inde-
pendientes tenemos que:

P[N(S(X1)) =1,...,N(S(X,)) =1,N(X) =n] =

|:§ /S(Xi) )\(x) S0 B (— /S(Xi) /\(m) dm)] P <_ /ﬂr—ug;l S(X;) /\(:c) dx)
_ [r:! /S @ dm] e%p <_ /X Az) dm) |

Dividiendo ambos miembros entre el volumen de las n esferas, haciendo
que el volumen tienda a 0 y como hay n! formas de ordenar X1, ... , Xy,
la funcién de densidad para una realizacién del proceso queda de la
siguiente forma:

p(Q) = % [H ,\(Xi)] e~ Jx @)de, (2.1)

También puede escribirse,

ol = N(IX)!exp [— /X Mz) dz + /X In[A(z)] N(dm)],

0, N(x)=0
/Xln[/\(.’r)] N(dz) = {ZN(X) In[A(X;)], N(&X)>1.

1=1
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Esta expresién para p(w) es andloga a (1.25). El factor 1/N(X)!
aparece porque en el espacio X multidimensional los puntos no es-

tédn ordenados.
El logaritmo de la funcién de verosimilitud es

L= /X A(z)dz + /Xln[)\(x)] N(dz) — In[N(X)!]. (2.2)

Anslogamente al caso unidimensional, calculamos la densidad de
probabilidad conjunta de los puntos aleatorios Zy,... , T de X dado
N(X) = n, usando (2.1) y la propiedad (1) de la definicién de proceso
de Poisson multidimensional:

I (%)
pa:l,...,:l:n/N(X)(Xla v ,Xn/n) - P[N(X) _ TL]
ST X e fo@®  m A(X) 230
L[= [y Az) dz]" e fxX@de L1 — [o Mz) dz’ ‘

Esta densidad de probabilidad condicionada nos dice que las localiza-
ciones de los puntos en X, dado el nimero de puntos, son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

También de forma ansloga al caso unidimensional, en el que se
usaba la densidad condicionada anterior, el funcional caracteristico de
un proceso de Poisson multidimensional viene dado por

®dy(iv) = exp [— /x A(z) (6" —1) dz| .

2.2 Proceso de Poisson trasladado

Los datos de un proceso puntual observable pueden provenir de otro
proceso puntual oculto; al proceso observable lo llamaremos traslada-
do. El proceso oculto suele ser el realmente interesante; algunos ejem-
plos son:
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e para la reconstruccién de imégenes de érganos humanos, se intro-
duce en el cuerpo del paciente sustancia radiactiva. Se detectan
los fotones emitidos, pero estos han sufrido alguna variacién en
su trayectoria al pasar por los diferentes tejidos e incluso se puede
perder la medicién de alguno.

e Ocurre algo similar al intentar reconstruir las imagenes de astros;
la luz que emiten se distorsiona al pasar por la atmosfera.

e En telecomunicaciones, se trabaja también con procesos traslada-
dos ya sea de imdgenes como de sonidos afectados por ruidos.
Lo interesante es reconstruir los originales.

Los puntos del proceso oculto, que ocurren en el espacio X, se
denominan input del proceso. Los puntos observados son los puntos
output del proceso y se recogen en el espacio V.

La localizacién z de un punto se traslada a la localizacién y del
espacio output de acuerdo con la densidad de probabilidad condicional
p(y/z), denominada probabilidad de transicion, que se puede entender
como la funcién de diseminacién de los puntos. Un conjunto de puntos
input pasar4 a ser un conjunto de outputs dependiendo de una funcién
de densidad conjunta; nosotros nos restringiremos al caso en el que los
puntos son trasladados independientemente unos de otros, por lo que
la funcién de densidad conjunta es el producto de las funciones de
transicién para cada punto.

Sean N(X) e M()) el nimero de puntos que ocurren en & e ),
respectivamente; en general no son iguales debido a que algunos in-
puts han podido perderse y no aparecer en los outputs y han podido
afiadirse otros debido a algin ruido. Podemos ver un esquema de la
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idea que hemos descrito en la siguiente figura 2.2.1.:

Figura 2.2.1.: Traslado de puntos de un proceso de
Poisson

En general, y como ejemplo tal vez mds importante por su sig-
nificado y amplitud de miras, se puede interpretar cualquier proceso
puntual como proceso trasladado, puesto que siempre se comete algin
error en la observacién y posterior medicién de los puntos del proceso,
por lo que lo que observamos es el proceso “distorsionado”.

En el caso que nos ocupa del proceso de Poisson y con la restriccion
mencionada del traslado de puntos de forma independiente, veremos
en el siguiente teorema que el proceso de Poisson trasladado es un

proceso de Poisson.

Teorema 2.2.1 (Un p. P. trasladado es un proceso de Poisson)
Sea el proceso de Poisson, {N(A) : A C X}, con funcién de intensidad
integrable {\(z) : = € X}. Este proceso es trasladado al espacio Y en
forma del proceso de recuento {M(B) : B C Y}, donde cada punto se
traslada de forma independiente con la densidad de transicion p(y/z).
Entonces:
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a) si no hay supresiones ni inserciones, el proceso output {M(B) :
B C Y} es un proceso de Poisson con funcidn de intensidad

uly) = /X p(y/2)\(z) dz;

b) si los puntos inputs son suprimidos independientemente con pro-
babilidad d(y/z) al ser trasladados al espacio output y st se in-
sertan los puntos de un proceso de Poisson independiente con
intensidad po(y), en este caso, el proceso output es un proceso
de Poisson con intensidad

n(y) = /X p(y/2)s(y/z)\(x) dz + o,

donde s(y/z) = 1 — d(y/z) es la probabilidad de que un punto
trasladado de X a ) sobreviva.

Demostracién.
(a) El funcional caracteristico del proceso output viene dado por

g [exp (i [t M(dy))] — B |exp ig)v(yj)
=E!E |exp z'Ngv(yj) Ny | Y e

donde N(X) = M () pues no hay inserciones ni supresiones de inputs.

Dadas la localizaciones zy, ... ,Zn(x) de los N(&X) inputs, debido
a (2.3a) son independientes e idénticamente distribuidas y su funcién
de densidad conjunta es

A(z)
[y AMz)dz’
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Puesto que cada punto se traslada independientemente con probabili-
dad de transicién p(y/z), dado N(X), los outputs son independientes
con funcién de densidad

Jxp(y/z)A(z) dz
[y M) dz
Por tanto
N(X)
B [exp ( 2 v<yj>) /N(X)} = [E (0N )]

(&)

[y U @p(y/2)M @) da) dy]”
[y Az) dx

Sustituyendo esta expresién en (2.4), el funcional caracteristico del
proceso output es

E [exp(-/ o(y )M(dy))] _

i [fy e*Wp(y/z)\(z) dz dy} (3 X )ne_fX A(z)dz

xMz)dz n'

=e” fX A(z) dz exp [/ / w(y) y/l' ) d.’L‘ dy:l

Y

donde u(y) = [, p(y/x)A(z) dz y como

[uwyar= [ [ plo/2ie) dady
=/X/\($) (/yp(y/x)dy) d:r=/X)\(a:) dz

n'.::
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tenemos que

8o (s [ ) Mian))| = exo [ -1 utw)dy

y tal y como vimos en (1.28), este es el funcional caracteristico de un
proceso de Poisson definido sobre el espacio Y con intensidad u(y) =
[ p(y/z)\(x) dz como se esperaba.

(b) Nos basaremos en dos ideas para demostrar esta parte del teo-
rema:

intuitivamente es claro que al suprimir de forma independiente
puntos del proceso de Poisson con intensidad A(z) y probabilidad de
supresién d(y/z), el proceso resultante es un proceso de Poisson con
intensidad (1 — d(y/z))A(z); ademds, la suma de dos procesos de Poi-
sson, Z y Zy, con intensidades u(y) y mo(y) respectivamente, es otro
proceso de Poisson, Y, con intensidad p(y) + uo(y), lo que se puede
probar facilmente mediante la funcién caracterfstica, tal y como sigue:
llamemos My (iv) a la funcién caracteristica del proceso suma {Y (o) :
to <0 < T}y Mz(iv) y Mz (iv) a las de los procesos sumandos. Por
definicién de la funcién caracteristica tenemos que

My (iv) = E [exp (vY (s,t))] =
= E [exp (iv[Z(s,t) + Zo(s,t)])] = E [eivz(s’t)ei"ZO(s’t)] :

debido a la independencia de los procesos Z y Zy y como sabemos que
son procesos de Poisson, la expresién queda

My (iv) = E [¢¥Z1)] E [e%E0] =
—exp [(e“’ _1) / (o) da] - [(e“’ _1) / * io(o) da]
= exp [(e"” -1) /st(u + ko) (o) da]
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que es la funcién caracteristica de un proceso de Poisson con intensidad
w(t) + po(t), como esperdbamos.

Segtin estas dos ideas y usando la parte (a) del teorema, también
se verifica lo expuesto en (b). =

El proceso output, puesto que es un proceso de Poisson como hemos
visto en el teorema 2.2.1, sus estadisticos de recuento son los mismos
que los calculados en el apartado anterior, con la diferencia de que la
funcién de intensidad de este proceso es la dada por el mismo teorema.

De esta forma el logaritmo de la funcién de verosimilitud para un
proceso de Poisson trasladado es, de acuerdo con (2.1)

Em /y u(y) dy + /y Infu(y)) M(dy) — In[M(D)]

Para los casos particulares (a) y (b) del teorema, la funcién de méximo-
verosimilitud queda de la siguiente forma:

e sin inserciones ni supresiones,
L= —/X/\(z) dm—i—/yln [/Xp(y/x))\(x) da:] M(dy) — In[M(Y)!]
e con inserciones y supresiones,
L=— /Xﬂ(m)/\(:v) dz + /yuo(y) dy
+ ] [ pto/olstu/a)ate) ds-+ o) M) a1

donde B(z) = [}, p(y/x)s(y/z)dy es la probabilidad media de
supervivencia de un punto trasladado de X a V.
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2.3 Proceso de Poisson compuesto

Un proceso puntual marcado es un proceso puntual con una variable
aleatoria asociada a cada punto. Cada suceso o punto puede tener
asociado una cantidad aleatoria interesante de estudiar, ésta serd su
marca. Un ejemplo ilustrativo puede ser la ocurrencia de descargas
eléctricas producidas por una fuente cualquiera; ademds de estudiarse
el mimero de sucesos que ocurren interesa estudiar la cantidad de
energia descargada en ese instante. En este ejemplo, la cantidad de
energfa en el instante i-ésimo, serfa la marca i-ésima.

Sea U el espacio de posibles marcas. Llamaremos u; a la marca
del suceso ocurrido en el instante (si el proceso es temporal) w;. El
espacio U puede ser numerable o no numerable, por ejemplo:

e un proceso puntual con varias ocurrencias en un instante, puede
pensarse como un proceso puntual marcado en el que la marca
u; del instante w; sea un entero positivo que exprese el nimero
de ocurrencias en w;. Entonces U es numerable e igual a N. Este
ejemplo es la generalizacién del proceso de Poisson a que varios
sucesos pueden ocurrir simultdneamente, es decir, un proceso de
Poisson que no cumple la propiedad de regularidad.

e La energfa descargada en un fenémeno eléctrico, como men-
cionamos antes, puede ser la marca en un proceso puntual; en-
tonces, U es [0,00) y por tanto no numerable.

e Si se estudia un proceso multidimensional en el espacio, la ocur-
rencia en el instante w; estarfa marcada por la posicién bi-
tridimensional del punto.

En la primera aproximacién que hacfamos a los procesos que esta-
mos estudiando en la seccién 1.1, definfamos un proceso de recuento
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como el proceso que contaba las ocurrencias de un proceso puntual.
Asfmismo, un proceso acumulador de marcas , z(t), se define como:

donde ug = 0, {N(t) : t > to} es un proceso de recuento que indica el
nimero de sucesos en [to,t) y u; es la marca del suceso en el instante
w;. Es decir, z(t), el proceso acumulador de marcas, es la suma de las
marcas de los puntos que han ocurrido en [to, t).

Nosotros restringiremos nuestro estudio al caso particular de un
proceso puntual marcado donde

1. {N(t) : t > to} es un proceso de Poisson no homogéneo con
funcién de intensidad {A(t) : t > to} y

2. {u;} son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas e independientes del proceso N (t).

Un proceso puntual marcado con estas propiedades se denomina
proceso de Poisson compuesto o marcado. De la misma forma se de-
nomina su proceso acumulador de marcas, por ser equivalentes.

Puesto que las marcas son independientes entre si, el proceso acu-
mulador,

N(t)
o(t) = w,

=0

posee incrementos independientes.
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2.3.1 Estadisticos de un proceso de Poisson com-
puesto

Funcional y funcién caracteristicos

El funcional caracteristico de un proceso de Poisson compuesto {z(t) :
to <t < T} se define como

By (iv) = E {exp (z /t ) dm(t))] ,

donde v'(t) es el vector traspuesto de v(t) y {v(t) : to <t < T} es una
funcién vectorial arbitraria. La integral se define como la siguiente

integral de recuento:

/t () d(t) = {zﬁi‘f ) ?f%wi)uz-, ¥ g >) > ?

0

Evaluemos @, (iv):

0

O, (iv) = i E {exp (z /t i V(o) da) /N(T) = n] =
= ;3=[3V(T) =0]+ (2.5)

=]

oo N(T)
+ Z P[N(T) =n]E [exp ('L Z v'(w,-)ui) /N(T)=n
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Debido a la independencia entre las marcas y de éstas con N(7T') y que
son idénticamente distribuidas tenemos que:

N(T)
E |exp 2 "(wj)u; | /N(T) =n| =
[ N(T)
=E(QFE |exp | i Z v'(w;)u; | /N(T) = n;wy,wy,... ,wnay| /N(T)=n
L J:1
N(T)
== B H E (e"'("’f)"j/N(T) = n;wy, W, . .. ,wN(T)) /N(T)
j=1

N(T)

= B{ J] MuGo(w)/N@) =n ¢

j=1
donde M, (ic) es la funcién caracteristica de las marcas,
M, (ic) = E[e™").

Usando un razonamiento anslogo al que utilizamos al calcular el fun-
cional caracteristico de un proceso de Poisson, en (1.28), llegamos a
que:

| . 1 _ [ reutiv() de)”
f A()dt
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y sustituyendo en (2.5), tenemos

®,(iv) =
e~ [AT)—Ato)] i% (/tT A(t) [My(iv(2)) — 1] dt)n =

n=1 0

- { / ") Maio(®)) — 1] dt} . (2.6)

to

Tal y como vimos para el proceso de Poisson, la funcién caracters-
tica es un caso particular del funcional caracteristico. Para hallarla,
tomemos la funcién v(o) tal que

0, tr<o<s
alg) =< @; sS5o<i
0, t<ol.

Entonces,

B, (iv) = E [exp ( /T>] = [eretr-] =

= oxp | [ M@)o (tie) = )] = Moo-slin) (27

que es la funcién caracterfstica del incremento z(t) — z(s).
Si tomamos t = tg, (2.7) es la funcién caracteristica de z(t):

Miliel) = exp [(Mu(ia) _1) ( /t: (o) d(;)] (2.8)

Esperanza y matriz de covarianzas

Usaremos la funcién caracteristica que es generatriz de momentos,
para hallar tanto la esperanza como la matriz de covarianza de z(t).



56 Generalizaciones del proceso de Poisson

Sabemos que

E[‘T(t)] - Zaa -
Yy que
p 82Mx(t) (i)
E[:r(t):r (t)] - Z-Qaa2 - )

donde &M /da es el vector gradiente de M con respecto a a y 8*M/da®
es la matriz Hessiana.
Usando (2.8) tenemos

BMz(t)(ia)

= L [ / o) do (Maia) — 1)]

10a »

t
= E[u]/ (o) do
to
es decir, el valor esperado de z(t) es la media de las marcas por el
nimero medio de puntos en [to, t).
La matriz de covarianza instantdnea de z(t), que notaremos 3(t)

€s

t
5(t) = Bla(@)e'(0)] - Blz()lB0)] = Bluw] [ Ao) do
to
o sea, es el producto del valor cuadritico medio de las marcas y la

varianza del nimero de puntos en [to, t).
LLamaremos K,(s,t) a la matriz de covarianza, que es por defini-
cién '

Ks(s,t) = E[z(s)a'(t)] — Ela(s)|E[z'(¢)] =
Elz(s)(z(t) — z(s))'] + E[z(s)(s)] — E[z(s)] E[z'(2)]
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por la independencia de los incrementos. Calculando la matriz de
covarianza se observa que K, (s,t) = K;(t,s), con

K,(s,t) = X(t), para tg <t < s.
Como ftz M) do = A(t) y es no decreciente,
K. (s,t) = Smin(s, t) = E[uw/] min[A(t), A(s)]-

A partir de la esperanza y matriz de covarianza de un proceso de Pois-
son compuesto, tomando las marcas adecuadas, resultan los mismos
momentos para un proceso de Poisson homogéneo y no homogéneo, lo
que se resume en la tabla siguiente:

P. Poisson \Momento | Media M.C. L M. C.
Compuesto E[u)A(t) | E[uv/]A(t) | Eluv/]min[A(t), A(s)]
No homogéneo A(t) A(t) min[A(¢), A(s)]
Homogéneo Mt —to) | At —to) Amin(t — to, s — to)

donde M.C. I. es la matriz de covarianzas instantdnea y M.C., la
matriz de covarianzas del proceso.

Un proceso de Poisson compuesto puede representarse como una
superposicién de procesos de Poisson independientes; para ello hay
que estudiar por separado los casos en los que el espacio de marcas, U,
sea numerable de los no numerables. No vamos a abordar el estudio
de estas representaciones en este trabajo pues excederfan los objetivos
de esta seccién. Segin esta misma divisién de los procesos de Poisson
compuestos en aquellos con espacio de marcas numerable o no, se
llegaria a distintas expresiones de la funcién de densidad muestral.
Este tema, tratado en la Memoria de Licenciatura ( Rodriguez-Bouzas,
1996), tiene como referencia original el libro de Snyder and Miller

(1991).
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2.3.2 Casos particulares notables

Vamos a detenernos en un par de casos particulares del proceso de
Poisson compuesto porque es interesante ver desde este nuevo punto
de vista que un proceso de Poisson con supresiones aleatorias sigue
siendo un proceso de Poisson. Veremos también que el problema que
amenudo se plantea en teorfa de colas y otros miltiples casos reales, de
que los puntos no ocurren de uno en uno, sino que pueden darse varias
ocurrencias a la vez, por lo que no se podrian modelizar mediante un
proceso de Poisson, si que se correspende a un cierto tipo de proceso
de Poisson compuesto, el llamado proceso de Poisson generalizado.

Sea un proceso de Poisson compuesto con un espacio de marcas
numerable {U,... ,Us,...}. Llamemos p; a la probabilidad de que
la marca sea Uy; k = 1,2, .... Entonces la funcién caracteristica de las
marcas queda

o0
Mu(za) — Zpkeia'Uk
k=1

y por tanto, el funcional caracteristico del proceso acumulador en este
caso particular resulta

®,(iv) = exp {/ﬁ A(o) (Z pret Ok 1) da] : (2.9)

Observemos dos casos particulares de entre éstos que tienen el espacio
de las marcas, U, numerable:

e Sea U = {0, 1}, entonces el proceso de Poisson compuesto es un
proceso de Poisson en el que se pierde, o no se cuenta, un punto
con probabilidad p, la marca de ese punto serd 0. El proceso
acumulador, x(t), cuenta los puntos con marca 1y (2.9) queda

B, Pind] = esep [ /t "1 = PMO)(E — 1) do] .

0
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Esta serfa la demostracién de que un proceso de Poisson con in-
tensidad A(t) con supresiones aleatorias, es un proceso de Poisson
con intensidad (1 — p)A(¢).

e Un proceso de Poisson en el que se permite que los puntos puedan
ocurrir de forma simultdnea, que ocurran k sucesos con proba-
bilidad px, deja de ser un proceso de Poisson segin lo hemos
definido. Este se puede interpretar como un proceso de Poi-
sson compuesto cuyo espacio de marcas es el espacio numerable
U=1{12,...,k...}. El proceso de Poisson compuesto cor-
respondiente se denomina proceso de Poisson generalizado'. Es
por tanto un proceso de Poisson sin la condicién de regularidad.
En este caso,

oo
M,(ic) = Zpkemk,
k=1

y @, resulta ser

®,(iv) = exp [./t o) (Zpkei”(")k ~ 1)} .

Suele ser dificil desarrollar esta expresién y obtener la distribu-
cién de z(t). Enel caso de que py = 0,k # 1y p; = 1, claramente
z(t) se reduce a un proceso de Poisson.

e Un proceso de Poisson con funcién de intensidad de la forma

At) =" Ni(t) (2.10)

1En la literatura puede encontrarse que denominan generalizado al proceso de
Poisson no homogéneo, pues es una generalizacién del proceso de Poisson (homogeé-
neo), lo que podria llevar a error.
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se denomina proceso de Poisson mizto. Puesto que la suma de
procesos de Poisson independientes es un proceso de Poisson
con intensidad la suma de las intensidades, el proceso de Poi-
sson mixto puede interpretarse como la suma de K procesos de
Poisson. Los puntos de los K procesos se mezclan para formar
el proceso de Poisson mixto.

Un suceso que ocurre en el instante ¢ es originario del proceso
i-ésimo con una probabilidad p;. Llamando A al suceso de que
ocurra un punto de la mezcla de puntos en [t,t + At) y A; al
suceso de que ocurra un punto proveniente de la componente
i-ésima en [t,t + At),

pbi = P(Ai/A) = P(A/Ai) p

por lo que podemos tomar

Ai(t) Ai(t)

YOG

La definicién y estudio de un proceso de Poisson mixto no es al-
go trivial como podria pensarse si sélo se le interpreta como un
proceso de Poisson con una intensidad mas o menos complicada.
Un proceso de Poisson con una intensidad exactamente de la
forma (2.10) se puede interpretar como proceso de Poisson com-
puesto de la siguiente forma; imaginemos que los puntos estén
marcados, de forma que cada marca indica la procedencia del
punto; se puede tomar como espacio de marcas, U, al conjunto
{1,2,... ,K}. Esta visién del proceso de Poisson mixto como
caso especial del compuesto es interesante a la hora de abordar la
estimacién de los pardmetros que influyen en la intensidad pues
podemos apoyarnos en la expresién de la funcién de densidad
muestral obtenida a través de la representacién de un proceso

Di
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de Poisson compuesto con espacio de marcas numerable a la que
nos referfamos en la pédgina 57, facilitdndose asf el trabajo de
estimacién. Esta interpretacién del proceso de Poisson mixto es
tanto més ventajosa cuanto mejor sea el conocimiento de A y su
descomposicién. Para més detalles damos la misma referencia
que entonces.

2.4 Proceso de Poisson doblemente es-
tocastico

En este capitulo ya hemos comentado distintas razones para genera-
lizar el proceso de Poisson. Otra razén puede ser el hecho de que la
ocurencia de los sucesos de un proceso puntual dependa de un proceso
externo. El proceso puntual que condicionado a ese proceso exter-
no resulte ser un proceso de Poisson se denomina proceso de Poisson
doblemente estocdstico; también se conoce como proceso de Cox pues
fue Cox (1995), quien comenzé a estudiarlo en profundidad. En oca-
siones se encuentra en la literatura que denominan a este proceso,
proceso de Poisson condicionado, compuesto o mixto, pero nosotros
hemos usado esas dos ltimas denominaciones para los procesos estu-
diados en la seccién 2.3 y subseccién 2.3.2, respectivamente.

El proceso de Poisson doblemente estocastico (P.P.D.E.) es, por
tanto, e intuitivamente, una generalizacién del proceso de Poisson
cuya intensidad en la ocurrencia de los puntos estd inflenciada por
un proceso externo de forma que la intensidad resulta ser un proceso
estocdstico en si mismo. A ese proceso externo se le denomina proceso
de informacion por ser el que rige la evolucién del proceso puntual.

M4s concretamente, llamando {z(t) : t > ¢o}, a un proceso con-
tinuo a la izquierda, al proceso externo que influye en la ocurrencia
de los puntos del proceso de recuento {N(t) : ¢ > o}, el proceso de
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Poisson doblemente estocéstico se define como sigue.

Definicién 2.4.1 (Proceso de Poisson doblemente estocéstico)
Un proceso de recuento, {N(t) : t > to}, es un proceso de Poisson
doblemente estocdstico con proceso de intensidad {A(t,z(t)) : t > to}
si para casi toda trayectoria del proceso {z(t) : t > to}, N(e) es un
proceso de Poisson con funcién de intensidad {\(t,z(t)) : t > to}.

En otras palabras:

El proceso {N(t) : t > to} es un proceso de Poisson doblemente es-
tocdstico con proceso de intensidad {\(t,z(t)) : t > to} si condicionado
a {z(t) : t > to} es un proceso de Poisson con funcion de intensidad

(N 2(8) £ 2> to).

Aunque no es habitual en la literatura, también encontramos en
el articulo de Serfozo (1972) una definicién del P.P.D.E. segin su me-
dia. Como él bien dice, un P.P.D.E. es en esencia un proceso de
Poisson cuya intensidad (\), o media (A), es un proceso estocdstico,
pues recordamos que A(t) = fti A(0) do. Esta observacién tan simple
es vista normalmente sélo en su vertiente exclusivamente matemaéti-
co, sin embargo, para nosotros serd relevante por su significado e idea
base de nuestra aportacién como se verd mds adelante. Serfozo define
el P.P.D.E. de la siguiente manera.

Definicién 2.4.2 Sea {A(t) : t > to} un proceso estocdstico no decre-
ciente, real valuado y continuo a la derecha definido en el espacio de
probabilidad (Q, F, P) con A(0) =0 c.s. Sea G el menor o-dlgebra en
Q) donde cada A(t) sea medible. El proceso no negativo que toma val-
ores enteros no negativos {N(t) : t > to} definido en el mismo espacio
se llama P.P.D.E. con media A(t) si N(t) es un proceso de Poisson
con funcién media A(t) condicionando a G. Es decir, si X(0) =0 c.s.
y dadosty <ty <---<t, yni,---,n, se tiene
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o P[Nt1 - Nto S Tigp==e 7Ntr - Ntr—l S nr/g] = H;:l P[Ntk -
Ni,_, < ng/G] c.s. para todo 0 < tg <ty < -+ <t yn =
0,1,2,...

o P[N;— N, <n/G] =% (At — Ay)" exp[— (A; — A)] c.s.

En caso de que A(t) sea una funcién determinista del tiempo, el
P.P.D.E. se reduce a un proceso de Poisson (no homogéneo). Sin
reducirnos a ese caso extremo, el P.P.D.E. més simple es aquel en el
que el proceso de informacién {z(t) : ¢ > to} es un conjunto finito de
variables aleatorias independientes del tiempo.

El P.P.D.E. tiene muchas aplicaciones en multiples contextos. Un
ejemplo facil, es la representacién de procesos de Poisson superpuestos
donde el niimero de procesos superpuestos cambia aleatoriamente, sin
ocurrencias simultdneas. Es decir, supongamos k procesos de Poi-
sson independientes con intensidad {)y, ... , At} cada uno intervinien-
do en un cierto instante o no, segin el proceso estocéstico {{(t) =
(&1(t), ... ,&(t)),t > 0}, donde &;(t) = 1 6 O significa que el i-ésimo
proceso de Poisson interviene o no. Entonces el nimero de sucesos que
ocurren en (0,%] es un P.P.D.E. con intensidad A(t) = S L NE(D).

2.4.1 Estadisticos de recuento

Los estadisticos de recuento pueden calcularse por el llamado método
de condicionamiento, usando la propiedad que define al P.P.D.E. de
que resulta ser un proceso de Poisson, {N(t) : t > to}, al condicionar
al proceso informacién.

Funcién masa de probabilidad

Asi pues, la probabilidad de que el nimero de puntos que ocurren en
[to,t) es n viene dado por



008000000000 0000000000000000000000°%000O0C0O0COCO0CF0CO0COFKOFKOCOCOOTN

64 Generalizaciones del proceso de Poisson

P[N(t) =n] = E{P[N(t) =n/z(0) : to < 0 < i} =

t % t

E % /)\(a,z(a))da exp —/A(a,x(a))da (2.11)
. to to
paran =0,1,2,...

Veamos un ejemplo en el que hallemos la probabilidad de que el
proceso tome el valor n.

Ejemplo 2.4.3 Proceso de Poisson a escala aleatoria (randomly scaled

Poisson process)
Supongamos que el proceso informacion es simplemente una vari-

able aleatoria no negativa, T, y que A(t,z) = zv(t),t > to, donde v(t)
es una funcién determinista del tiempo. Entonces, evaluando (2.11)
se tiene

t n t

P[N(t) = n] =% /v(a)do E |z" exp —:c/v(o)dcf

to L to

y si existe la funcidn generatriz de momentos de la variable aleatoria
x, en cuyo caso notaremos por G5, podemos expresar la probabilidad
de la siguiente manera

n

PIN(t) = n] = ~ /t v(o)do | G (— /t:v(o)dcr) (2.12)

nl
to

donde G significa la derivada n-ésima de la funcion generatriz
de momentos. (]
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Ejemplo 2.4.4 Sea un P.P.D.E. y supongamos que la intensidad,
{A\(t);t € [0,T]}, es un proceso de banda estrecha; es decir A(t) =
A cos[27t + 6], A > 0 y 0 uniforme en [0,2n]. Nosotros supondremos
que A tiene distribucion Rayleigh y por lo tanto el proceso {A(t);t €
[0,T]} es gaussiano.

En este caso, la funcidn de covarianza es

R(t,s) = %E[A] cos[2 (t — s)]

y resolviendo la ecuacién
T
ap(t) = [ Rt,)ple)ds
0

. E[A2? . ;
resulta la raiz doble o = T—l2—1, valores propios de la covarianza y
resulta que las funciones propias asociadas son

fi= \/gsen (27t) y fa= \/% cos(27t)

por tanto el proceso intensidad, {\(t);t € [0,T]}, puede expresarse
sequin el desarrollo en serie de Karhunen-Loéve

A(t) = sen (2mt) & + cos(27t) &,

donde & y & son variables aleatorias normales independientes, de

media cero y varianza o.
La probabilidad de que el P.P.D.E., con esta intensidad, tome el

valor n y sutituyendo en (2.11) queda
t

P[N({t)=n|=E L /(sen (27t) &1 + cos(27t) &2)do

n

n!
to
t

exp —/(sen (27t) & + cos(27t) &) do

to
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y usando la independencia de & y & y la expresion (2.12) del ejemplo
2.4.83, obtenemos que

L t

P[N(t) =n] = 7—117 /sen (2nt) do Gg) /sen (27t) do

to to

t o t
+$ /cos(27rt) do GE"I) /cos(27rt) do
) to to
1 (1 1) -
==\ Va7 [(cos(27rt) — cos(2mty))" G (cos(2mt) — cos(2mto) +
(sen (27ty) — sen (2nt))" Gg) (sen (27ty) — sen (27rt))]
O

Pensando en que es posible que se tenga conocimiento acerca de la
media del P.P.D.E. dado el proceso informacién y no de su intensidad,
serfa interesante ver la probabilidad P[N (t) = n] desde ese otro punto
de vista. Sea A(t,z(t)) la funcién paramétrica del proceso de Poisson

t
condicionado; en ese caso, como sabemos, A(t, z(t)) = [ Ao, z(0))do
to

y es la media del P.P.D.E. Obviamente, dada esta relacién y como
ya comentdbamos anteriormente, la funcién paramétrica es también
un proceso influenciado por el proceso de informacién. Por tanto,

podemos reescribir (2.11) como sigue

PIN() = ] = B {At 2" =0} = 2GR0y (-1) (213)

donde G(tz())(s) es la funcién generatriz de momentos de A(t, z(t)).
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A pesar de que hemos obtenido de forma trivial una expresién
para P[N(t) = n], su evaluacién en casos concretos es en general
dificil encontrar una expresién explicita, si no imposible. Se pueden
encontrar més ejemplos en Snyder and Miller (1991) o en Jiménez
(1991). Nosotros calcularemos la probabilidad de que el proceso sea
igual a n en el caso de que la funcién paramétrica sea una Normal
truncada para cada instante de tiempo, ¢, pero lo haremos en la seccién
2.5 reservada para este caso de P.P.D.E. pues serd estudiado mds en
profundidad.

Funcién caracteristica

Usando nuevamente el método de condicionamiento, la funcién carac-
teristica de un P.P.D.E. con funcién de informacién {z(t) : t > to} es
la siguiente,

t

My (i) = E { exp | (€% — 1) / Ao sl de (2.14)

to

Ejemplo 2.4.5 Supongamos nuevamente un P.P.D.E. del tipo del
ejemplo 2.4.4. En este caso,

Myg(iv) = E {exp [(e"" - 1) (/tt filo) & do + /t: e da)] }

= M, (s (—z’ /t: fl(cr)da>)M§2(z' <—i /t: f2(0) da>)

donde se ha usado la independencia de las variables aleatorias y puesto
que son Normales de media cero y varianza «, quedaria

CY2

My ) (iu) = exp {ZTZ—T? (e™ - 1)2 [(cos(27t) — cos(27ty))?

+ (sen (27ty) — sen (27”5))21 }
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La funcién caracteristica de un P.P.D.E. se puede escribir en fun-
cién de la media del proceso o funcién paramétrica, A(t,z(t)), como
sigue

My (iu) = E {exp [(e™ — 1) At z(t))]} = Mag(e™ —1) (2.15)

Nuevamente hay que decir que aunque se tenga esta expresién de
la funcién caracterfstica, su evaluacién no es siempre posible. Si que
a partir de ella resulta facil observar que

E[N(t)] = E[A(t)] y que Var[N(t)] = Var[A(t)] + E[A(t)] (2.16)

En caso de que la intensidad del P.P.D.E., A(t,z(t)), sea gaus-
siana se puede encontrar en Valderrama et al.(1995) una expresién
facilmente evaluable para la funcién caracteristica que damos en el
siguiente teorema.

Teorema 2.4.6 La funcién caracteristica de un P.P.D.E. {N(t) : t >
to} con intensidad aleatoria gaussiana {A(t) : t > to} viene dada por

t 8
My (iu) = exp (ei" - 1)2//R,\(v,s) dvds +

to to

+ (e —1) /mA(s) ds (2.17)

donde my(t) y Rx(t,s) son la media y funcion de covarianza, respec-
tivamente, de la intensidad.
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La demostracién, que se puede ver en el articulo citado, tiene como
base fundamental el desarrollo en serie de Karhunen-Loéve que se hace
de la intensidad A(t).

Nosotros hemos calculado también la funcién caracteristica para un
P.P.D.E. con media Normal truncada que se analizard en al seccién
2.5.

2.4.2 Teoremas limite para los estadisticos de re-
cuento

Debido a la dificultad de encontrar una expresién explicita para la
probabilidad P[N(t) = n] vista en (2.11) o (2.13) para un ¢ finito, es
interesante caracterizarla asint6ticamente para un ¢ grande. Para esto
veremos varios teoremas acerca de la distribucién limite del P.P.D.E.
cuando t tiende a infinito.

Notemos Ne,(t) y Ae(t) a N(t) y A(t) centrados y normalizados,
respectivamente, es decir:

N(t) — mn(t)

Nen(t) = on(t)

Y Aen(t) =

donde my(t) y ma(t) son las funciones del tiempo medias de N y A,
asf como on(t) y oa(t) son las desviaciones tipicas de los mismos.

Teorema 2.4.7 Supongamos my(t) — oo y o(t)i(t)/ma(t) — c
cuando t —> oo, siendo ¢ una constante real positiva. Si Aen(t) con-
verge en distribucion hacia § cuando t — oo entonces, Nen(t) con-
verge en distribucion a g(1+c)™Y2+€&(1+c¢1)7? cuando t — oo,
siendo g una Normal standard e independiente de §.

Demostracién. Estudiemos el limite de la funcién caracteristica
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de Nen(t). En primer lugar veamos que

E[e™¥en®] = exp [_iumN(t)] E [eiN(t)/aN(t)]
on(t)

=ex —iumN(t) ex iwjon(t) .
o[ (t)] B [exp (€ = 1) A®)]

ol 2 et ()

B [oxp (¢ — 1) Acn®) o (0)]

Usando (2.16) y el desarrollo en serie de Taylor en torno al cero de
eiu/on(®) ge demuestra facilmente que

2

Jim_exp "i“%((;)) #ma(e) (77 - 1)} - [_2(cu+ (1%]18)

Para poder introducir el limite dentro de la esperanza que conforma
el segundo factor en el que hemos expresado la funcién caracteristica
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veamos que

lexp ((€/¥® — 1) A (t) on ()| =
= |exp (( "‘/"N(t) — 1 Aemlt) & )I

o) () -}
oo (20) 9]
oot o) )] =t
cenonts o 57) )

< exp M <et5_2<oo
- 20%() | 7

para lo que hemos utilizado que A(t) > 0,cos ( (t)) —-1<0,laex-

ponencial de un complejo puro estd acotada por 1, que 1 —cosz < z2
y que de (2.16), %’l(—t) < 1. Por tanto, y gracias a esta acotacion mde—
pendiente de t, podemos aplicar el teorema de convergencia acotada
generalizado, por lo que

1im E {exp ((e iw/on() — 1) A, ) =

E{hm [exp ((e w/on(®) — 1) Aen(t) on(t =

. E } }
B L e3p (i—a——— 2.19
{ P { Npr=i (2:19)
y junto con el limite calculado en (2.18) se prueba el teorema. =

La demostracién de este teorema se basa en la de Grandell (1971)
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hecha para el caso en que la intensidad es un proceso estacionario y la
encontrada en Snyder and Miller (1991).

Teorema 2.4.8 Supongamos las convergencias, ma(t) — 0o y que
o(t)2(t)/ma(t) — O cuando t — oo. Entonces, Ne(t) tiende en
distribucion a g cuando t — oo, siendo g una Normal standard.

Demostracién. La demostracién de este teorema es igual al an-
terior excepto que el limite en (2.18) es en este caso exp [—3u?] y el
limite (2.19) resulta ser 1. =

Teorema 2.4.9 Supongamos que se cumple que mp(t) — oo y que
o(t)2(t)/ma(t) — oo cuando t — o00. Si Acn(t) converge en dis-
tribucion hacia € cuando t — oo entonces, Nen(t) también converge
en distribucion a £ cuando t — 0.

Demostracién. De nuevo, la demostracién de este teorema es
igual al anterior excepto que el limite en (2.18) es ahora 1 y el limite
(2.19) resulta ser E [¢™]. m

2.4.3 Estadisticos de tiempo

El método de condicionamiento, es decir, la propiedad de que un
PPD.E. {N(t) : t > to} es un P.P. condicionando al proceso infor-
macién {z(t) : t > to}, que usamos ya para calcular la funcién masa
de probabilidad y la funcién caracteristica del P.P.D.E., también nos
servird para obtener una expresién de los estadisticos de tiempo.

Llamando pgj) (w) ala funcién de densidad conjunta de los n primeros
tiempos de ocurrencia wy, . .. ,w, y por el método de condicionamien-
to y (1.19); ésta tiene la forma

P (w)=E {f[ Awi, @(w;)) exp [— /t ™ Al 2(6Y) da] }

=1 0
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conty <wy Kws < ... < Wy
De la misma manera, con el método de condicionamiento y (1.25),

la funcién de densidad muestral es la siguiente
p[{N(t) : to <o < T}
T T
=FE {exp [—/ Mo, z(0)) do + / Ln o, z(0)) N(da)] } (2.20)
to to

donde la segunda integral es una integral de recuento.

2.4.4 El P.P.D.E. es una semimartingala

Abordamos en la seccién 1.4, la visién del proceso de Poisson segun

la teoria de martigalas. Pretendemos ahora hacer lo mismo pero para
el PP.D.E.; no sélo porque es la interpretacion mas actual de los
procesos de recuento si no porque permite tratarlos con relativa faci-
lidad. Podemos ver que la extensién de procesos puntuales a procesos
puntuales marcados se hace con no demasiado esfuerzo extra con la
herramienta de la teorfa de martingalas ( Last y Brandt, 1995) o a pro-
cesos de recuento con intensidad aleatoria (Daley y Vere-Jones (1988)
y Andersen et al. (1993)). Incluso se estudia con éxito el problema de
filtrado no lineal de un proceso de recuento gracias a esta teorfa, ain
en casos complicados como aquel en el que la intensidad de un proceso
de Poisson sea una difusién cualquiera ( Boel y Benes, 1980), campo
de estudio que excede a esta memoria.

De hecho, la demostracién de que el P.P.D.E. es una semimartin-
gala se resuelve como extensién inmediata de la demostracién de que
lo sea un proceso de Poisson no homogéneo, (ver proposicién 1.4.6,
su discusién y el enunciado del teorema 1.4.7). Si {X(t) : t > to}
es el proceso informacién del P.P.D.E., bastaria haber tomado las o-
dlgebras F; de la historia F de la forma

Fo=HN VH
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donde en el segundo miembro hemos denotado de esa manera a las
o-8lgebras de las historias internas de los procesos {N(t) : t > to} y
{X(t) :t > to}.

2.5 P.P.D.E. con media aleatoria Normal
truncada

Como sabemos, E[N(t)] = A(t, z(t)). Nosotros hemos considerado que
hay muchos procesos de recuento de Poisson cuya media podrfa mo-
delizarse mediante una Normal truncada en cada instante de tiempo.
Por lo que en esta seccién nos vamos a dedicar a estudiar en mds
profundidad el caso particular de P.P.D.E. con funcién paramétrica
o media aleatoria que se distribuye como una Normal truncada para
cada t,t > to.

2.5.1 Funcién masa de probabilidad

Recordando la expresién de que el P.P.D.E. tome un cierto valor que
vimos en (2.13)

1 m L o
PIN(@) =nl = = Glaey(-D = ZGP(-1)  (221)

donde G(t,z(1))(s) es la funcién generatriz de momentos de A(t, z(t)) y
que notaremos G (s) a partir de ahora, pues ya se sabe que la funcién
paramétrica depende del tiempo y el proceso informacién y resulta
una notacién mds clara.

Si A(t,z(t)) es una Normal truncada para cada ¢, su funcién de
densidad dada en Johnson y Kotz (1970) es:
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Puede también expresarse

f(A(t,z(t))) = f(A)
R [ (A;ﬂ)Q]

donde A y B son los puntos inferior y superior, respectivamente, de
truncamiento, con A > 0 para que la funcién paramétrica sea no
negativa, y u € Ry o > 0. Observemos que también A,B,p y o
son funciones de t, A(t), B(t), u(t) y o(t), lo que hemos omitido en la
expresién de la funcién de densidad para no complicar excesivamente
la notacién. De ahora en adelante, notaremos la Normal truncada en
el instante t, por Np(A(t), B(t), u(t),o(t)) = Rr(A, B, i, 0).

Usando que G})(s) = E[A™ e*"] y (2.23), facilmente deducimos que
la derivada n-ésima de la funcién generatriz de momentos de A tiene
la forma

A eSAe'%( o )2 dA
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donde Z es la Normal estdndar N(0,1).
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Evaluando la expresién (2.24) en —1 y teniendo en cuenta (2.21), el
estadistico de recuento para un P.P.D.E. con media aleatoria Normal

truncada resulta ser

B
=1
! (P [A—“ <Z<——B_“D /Ane—Ae—%(—ﬁ“; ) dA
nloy/ 2w o o 4

paran = 0,1,2,... donde 0 < A < A < B, todas ellas funciones del
tiempo como sabemos.

2.5.2 Funcién caracteristica

Para calcular la funcién caracteristica del P.P.D.E. con media una
Normal truncada también necesitamos calcular, tal como vimos en
(2.15), la funcién caracterfstica de A, que en este caso es una Normal

truncada Nr(A4, B, u,0).

My (tu) = / e™M f(A)dA

A
— | — juo2 e B R
=P[A U — uo <Z<B 1 zua}.
o o
A— B-ul\™"
: (P [ bege 'u:I) exp [iuy - lu2or2} (2.26)
o o 2

donde Z es una variable aleatoria que se distribuye mediante una

Normal standard.
Volviendo al P.P.D.E. del que nos ocupamos, y usando (2.26), su



2.5 P.P.D.E. con media aleatoria Normal truncada Vird

funcién caracteristica es por tanto de la forma

My (in) = Mp@(e™ — 1) =
P[A—i(e" —1)o® <€ < B—i(e™ —1)o?
P[A< & < B

exp |pu(e™ —1) — %(ei“ —1)242
donde £ es una variable con distribucién N (u(t),o(t)). Por facilitar la
notacién, notaremos la fraccién que aparece en el segundo miembro de
la ecuacién anterior como C(iu,t). Observando ademds la exponencial
que aparece en ese mismo miembro de esa expresién de la funcién
caracteristica, se puede escribir abreviadamente

My (in) = C(iu, t) M¢ (e™ — 1) (2.27)

También se puede interpretar la funcién caracteristica del proceso
vista en (2.17) como el producto de C(iu,t) por la funcién caracterfs-
tica de un proceso de Poisson { N*(t);t > to} con intensidad gaussiana
{X*(t);t > to} tal que

EN@)]=u(t)y /t /t R(u,v) dudv = o*(t)

donde R(u,v) es la funcién de covarianza de X*(t), ver el articulo de
Valderrama et al. (1995), por lo que tendrfamos

MN(t) (w) = C’(zu, t) MN*(t) (zu) (228)

Ambas formas de escribir la funcién caracteristica del P.P.D.E.
con media Normal truncada, nos ayudan notablemente a la hora de
hacer los célculos para hallar la media y varianza del proceso, que
serfan imposibles de realizar usando sus correspondientes definiciones,
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puesto que los momentos de orden 1 y 2 de la variable £ son ya por
todos conocidos, asf como los del proceso N*(t) calculados en el citado

articulo.
Usando (2.27), tenemos que la esperanza se calcularfa

aMN(t)(iu) 6MA(t)(e"“ -1)
N = ElAE) = =50 L
_ 0C(iu,t) 0 , OMe(e™ — 1)
= "Bm | M, (e — 1) + C(i0, 1) i .
(2.29)
y para la varianza del proceso necesitamos el momento de segundo
orden
62MN (w)
2 _ ) _
E [N*(t)] oz |,
02C (iu, t) - 9C (iu,t)| OMe(e™ —1)
2V M (e — J
L CRit Rk vl Iy wa B
. 62M§(6iu = 1)
t) ——7M8M8M8—
+ C(:0,1) R i
Puesto que £ ~N(u,0), es facil observar que
; OMe(e™ — 1) O*M¢(e™ — 1)
M 10 —_— p—rvy = ———E p——rg E -————E —y 2
(-1 =L =g | =Elly — gz —| =]
(2.30)
se comprueba también que
- SH(E) _ mh(%5)’
C(i0,) = 1; LU . e -
Ooiu |, P[A< € < B]
G t)| Bk A (5 (5 mh(%)
i |, PIA<E< B T PlA<é< B
(2.31}
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Tenemos ya los cilculos necesarios para obtener la expresién de la
esperanza y la varianza. Que aunque los hemos hecho para la des-
composicién de la funcién caracteristica del proceso como la funcién
C(iu,t) por la funcién caracteristica de £ en e’ — 1, resultaria igual
haber tomado la interpretacién que también hacfamos anteriormente
de la misma funcién caracteristica del proceso como C/(iu, t) por la fun-
cién caracteristica del P.P.D.E. N*(t) con intensidad gaussiana A*(t).
Queda, por tanto, que la esperanza y la varianza de un P.P.D.E. con
media aleatoria Normal truncada son los siguientes:

E[N()] = o % oy (2.32)
y
Var [N(t)] = (2.33)
1 (B—p) f(B)—(B—n) f(A)  f(B)—f(4)
% PlA <€ < B] P[A<§<B][”"2“"+2“]+“2

donde ¢ se distribuye como una N(p,0) y f(z) = ex [—% (?—;3)2 .

Recordamos de nuevo que A, B,y y o son todas ellas funciones del
tiempo.

2.5.3 Estimacién de la moda

Para cualquier instante de tiempo dado, t = t;, los pardmetros de la
Normal truncada serfan constantes y asf, la probabilidad P[N(t;) = n]
(ver 2.25) serfa tinicamente una funcién de n; llamémosla o(n).

Intentaremos encontrar el entero con maxima probabilidad en el
instante ¢; para el P.P.D.E. con media Normal truncada. El problema
que surge es que no podemos encontrar los extremos de ¢(n) derivando
e igualando a cero como si la funcién de n fuese continua, pues no
lo es. En la siguiente proposicién ( Rodriguez-Bouzas et al., 1998a)
intentamos encontrar una solucién a este problema.
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Proposicién 2.5.1 El entero para el cual la probabilidad P[N(t;) =
n],n = 0,1,2,... es mdzima se encuentra en el intervalo acotado
[A+1,B—1].

Demostracion. Dado un momento de tiempo fijot = t; , la
ecuacion (2.25) se puede escribir

B

o(n) = P[N(t;) =n] = 7-:7 / Arehem3(552) dn,
A

A<A<B yc=cte.

Sea la funcion f(n) = 4% e'Ae—%('A—;E)Z,A < A < B. Mazimizar p(n)
es lo mismo que mazimizar f(n) puesto que difieren en una constante
y la integral conserva la monotonicidad.

Como tﬁ:“Ae‘%(A_;ﬁ)2 no depende de n, estudiemos el comportamien-
to de %

Observando que e = Zfzo%,VA € R, sabemos entonces que
’1\1—7; — 0 cuando n — oo. Por lo que existe un ng tal que Vn > ny, An—’:
es decreciente en n,YA € R. Tomando un A € [A, B] fijo, se verifica
que
E " An+1
nl ~ (n+1)!

por lo que el entero en el que f(n) alcanza su mdzimo para todo A €
[A, B] es menor o igual que B — 1.
También para un A fijo, A< A < B se verifica que

An An+1
Sl
n! = (n+1)!

n > no(A) : siy solosin>A—-1,

sty sdlosin <A+1

. n v .
ast, %T es creciente para n < A — 1 y en consecuencia, para todo

A € [A, B], el entero en el que f(n) alcanza su mdzimo es mayor o
igual que A+ 1.
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Ast pues, queda probado que el entero en el que ¢(n) es mdzima
se encuentra en el intervalo acotado [A+1,B—1]. m

La importancia de esta proposicién es que permite buscar el valor
mds probable del proceso de Poisson en el instante ¢, evaluando sola-
mente P[N(t;) = n] en los enteros del intervalo [A+1, B — 1] aunque
esté definida para todon =0,1,2,...

Teniendo un proceso de recuento real, conocido en [to, T'], podemos
intentar modelizarlo mediante un P.P.D.E. y si creemos que su media
es aleatoria y se distribuye mediante una Normal truncada para cada
instante de tiempo, podemos encontrar su valor mas probable en un
instante de tiempo futuro ¢; usando la proposicién anterior. Los pasos
que deberfamos seguir son:

1.- estimar los pardmetros de la Normal truncada con la que se
distribuye la media del P.P.D.E., para cada t, tp <t < g

2.- comprobar que la modelizacién de la media de los datos por esas
Normales truncadas es adecuada;

3.- estudiar la evolucién de los pardmetros en el tiempo, ¢, y asf
encontrar la Normal truncada adecuada para el instante ¢1;

4.- el vltimo paso consistirfa en encontrar el entero para el cual
P[N(t;) = n] es méxima.

Seguir estos pasos no es fécil en la prictica; analicemos uno por
uno.

1.- Si disponemos de varias trayectorias del proceso y los datos de
las medias de ocurrencias para cada t,tp < t < T'; entonces

tendremos una muestra Aj,...,A, para cada t con lo que es-
timarfamos la Normal truncada, Nr(A(t), B(t), u(t),o(t)), para
cada t.
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En el articulo de Mittal y Dahiya (1987), se demuestra que los
estimadores maximo verosimiles (EMV) para una Normal trun-
cada son infinitos con probabilidad positiva. En este articu-
lo se propone otro método de estimacién, la estimacién modal
bayesiana que proporciona los estimadores mdzimo verositmiles
modificados (EMVM) demostrdndose que existen con probabili-
dad uno y son mejores que los EMV.

Tomando una chi-cuadrado como densidad a priori para ﬁ,

v—2

F(0%) = £(6) = c(v) 6~ 5 exp (g) 650

donde c(v) =27% [I‘(%)] - y sin informacién a priori para u, la
funcién de verosimilitud modificada es ahora:

ca 0 exp [— (i (A — p) +1) /207
Lm( y U/Al,... ,Ar) = Bp — T
g [fA exp (— (t—u)2/202)]

donde ¢, es una funcién de v.

Asi, los EMVM de la Normal truncada para un instante ¢ veri-
fican el siguiente sistema de ecuaciones:

B N 2
~ (IA y exp[—3 (432) ]dy>
B Ty
Jx expl—3 (£)1dy
donde A y S son la media y desviacién standard muestrales,
repectivamente, y r el tamafio muestral; para v, los autores
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proponen como valor éptimo v = 4 por lo que nosotros también
lo usamos.

La solucién de este sistema de ecuaciones no lineales lo hemos
implementado usando el método de Newton-Raphson. Aplican-
dolo a los datos para cada instante de tiempo del que tenemos
informacién t,tg < t < T, podrdn estimarse las Normales trun-
cadas para cada uno de ellos.

Ha sido también implementado un test de bondad de ajuste de
Kolmo gorov-Smirnov para la distribucién Normal truncada, que
aplicado a los datos para todo ¢,y < t < T, nos da informacién
de la bondad de los ajustes de las Normales truncadas estimadas
en el paso anterior.

Una vez aceptado, en el paso 2, que A(t) es una Normal trun-
cada particular para cada t,tp < t < T, lo que tenemos es un
valor de A, B, y o para cada uno de los instantes en los que
tenfamos informacién. Debemos establecer ahora las funciones
A(t), B(t), u(t) y o(t). Después de esto, podrfan calcularse los
pardmetros de A(¢;) y por tanto su distribucién.

Habiendo completado los pasos 1, 2 y 3, y usando la proposicién
2.5.1, el nimero de ocurrencias del P.P.D.E. con mayor proba-
bilidad en el instante ¢; es un entero perteneciente al intervalo
[A(t1)+1, B(t1) —1]. Hemos implementado también la bisqueda
de ese valor del punto de mdxima probabilidad del proceso de
Poison que estamos estudiando.

Los cuatro pasos han sido implementados en notebooks de Ma-
thematica 3.0 haciendo uso de Ramirez et al. (1997) debido a que
usa el método adaptativo gaussiano para calcular numéricamente las
integrales que aparecen en la funcién de densidad de la media del
P.P.D.E, A(t), y por tanto en la funcién masa de probabilidad, el
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sistema de ecuaciones no lineales, etc. Los programas se han incluido
en el Apéndice B de esta memoria.

Estos cuatro pasos conforman un método de estimacién del valor
del P.P.D.E., es decir de su moda, en el caso de que la media esté in-
fluenciada por el proceso informacién de tal forma que su distribucién
sea una Normal truncada en cada instante de tiempo. En caso de que
la funcién paramétrica tuviese otra distribucién, los pasos generales
podrian ser los mismos aunque el test fuese para esa otra distribucién,
las ecuaciones de los estimadores fuesen las adecuadas a esa distribu-
cién, etc.; siempre y cuando se tenga informacién de dénde buscar
el valor de la moda dentro de los infinitos puntos posibles que puede
tomar el P.P.D.E., como nosotros conseguimos para nuestro caso en la
proposicién 2.5.1.

2.5.4 Aplicacién: nimero de efectos de comercio
devueltos o impagados

Pretendemos estimar el nimero de efectos bancarios devueltos o im-
pagados por cada 10000 habitantes con mayor probabilidad en 1997.
Poseemos los datos de este tipo de efectos bancarios desde 1989 a 1996
en diferentes provincias espanolas. La media del nimero de tales efec-
tos fue calculada en quince provincias escogidas aleatoriamente, para
cada uno de los afios de los que se disponia de informacién.

Las correspondientes Normales truncadas para esos anos se esti-
maron usando la implementacién de los EMVM vistos en el paso en el
primer paso del método de estimacién propuesto ( Rodriguez-Bouzas
et al., 1998b) y se acept6 su bondad de ajuste usando el programa im-
plementado para el test de Kolmogorov-Smirnov del que habldbamos
en el paso 2.
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Las medias por afio por provincia y las distribuciones estimadas
son las siguientes:

Provin. | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996
Barce. | 827.4 | 1763.6 | 2742.9 | 3747.0 | 4673.7 | 5364.0 | 5872.6 | 6316.5
Cant. | 216.4 | 421.2 | 657.5 | 901.24 | 1137.8 | 1315.5 | 1462.4 | 1585.4
Cast. |[366.2 | 799.4 | 1222.3 | 1728.5 | 2144.1 | 2440.7 | 2698.7 | 2962.2
Coru. | 150.8 | 307.1 | 472.2 | 652.79 | 827.8 | 960.3 | 1066.0 | 1155.3
Grana. | 208.5 | 413.5 | 722.2 | 924.6 | 1127.6 | 1289.6 | 1416.8 | 1537.7
Guada. | 90.6 | 181.9 | 356.7 | 473.4 | 599.4 | 678.9 | 753.7 | 825.9
Huel. | 130.3 | 281.1 | 413.0 | 534.7 | 639.9 | 714.8 | 770.1 | 820.0
Leén | 178.5 | 343.7 | 487.7 | 640.2 | 784.6 | 891.4 | 977.0 | 1061.3
Lugo |108.4 | 225.8 | 352.5 | 487.8 | 623.9 | 710.1 | 773.0 | 827.6
Murcia | 356.1 | 738.5 | 1110.2 | 1478.3 | 1803.8 | 2020.0 | 2180.6 | 2327.3
Nava. | 405.2 | 974.4 | 1458.3 | 1718.4 | 2054.2 | 2310.6 | 2517.6 | 2704.1
Rioja | 477.9 | 957.0 | 1418.2 | 1882.8 | 2318.1 | 2654.0 | 2942.8 | 3208.5
Toledo | 201.7 | 412.9 | 621.6 | 835.1 | 1058.4 | 1228.2 | 1373.6 | 1500.1
Valla. | 181.7 | 365.6 | 545.3 | 736.8 | 916.8 | 1056.8 | 1180.6 | 1291.7
Zara. | 446.5 | 9324 | 1414.3 | 1929.4 | 2373.5 | 2733.1 | 3032.9 | 3290.4

Medias por ano para cada provincia
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Normales truncadas estimadas:

90.6522, 827.44077,259.927, 139.368)

1989 : NT
Nr(181.996,1763.62, 542.605, 299.65)

(
1990 :  Nr
1991 :  Np(352.54631,2742.9004, 812.924, 431.244)
1992 :  Np(473.43229, 3747.06821, 1089.49, 582.483)
1993 :  Np(599.45003,4673.71963, 1343.29, 715.946)
1994 :  Np(678.984577,5364.02494, 1534.57, 820.848)
1995 : Np(753.741017,5872.61065,1691.77, 901.551)
1996 :  Np(820.090958, 6316.50665, 1828.14, 971.78)

Debemos ahora establecer una expresién para la Normal truncada
general N7(A(t), B(t), u(t), o(t)); es decir, la distribucién de la media,
A(t), del P.P.D.E., como decfamos en el paso 3, con objeto de poder
calcular después la Normal truncada correspondiente a A(t) con ¢t un
instante de tiempo futuro. Para estimar los pardmetros de dicha Nor-
mal truncada se ha hecho regresién potencial minimo-cuadrétrica para
cada uno de los pardmetros funciones del tiempo, cuyos graficos de los
valores ”observados” y predichos son:
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La expresién funcional de la distribucién , Np(A(t), B(t), p(t), o(t)),
estimada resulté ser

A(t) = 94.049383 2109733
B(t) = 879.58482 70996695
p(t) = 275.98596 20949735
o(t) = 148.18182 20943997

donde z =t — 1988.
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Teniendo ya la expresién de la distribucién general de A(t), la me-
dia del proceso de Poisson doblemente estocéstico que estamos estu-
diando, se distribuye para el afio 1997, sin més que sustituir, mediante
la Normal truncada N1(1048.269,7858.952, 2224.1487,1179.2298).

Por fin, queda solamente calcular el nimero més probable de efec-
tos bancarios devueltos o impagados en 1997 que segin la proposicién
2.5.1 debe encontrarse en el intervalo [1049, 7857]. Usando el programa
implementado que menciondbamos en el paso 4 de nuestro método, re-
sult6 ser 2223 con probabilidad 0.00040211147, con lo que alcanzamos
la meta de nuestro estudio en esta seccién.
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Capitulo 3

Prediccién de procesos de
Poisson mediante ACP

En este capitulo se aplicard la técnica de reduccién de dimensién Anéli-
sis en Componentes principales (ACP), en sus versiones multivariante
y funcional, para predecir de forma continua procesos estocdsticos con
funciones muestrales escalonadas, como los de Poisson, a partir de
su evolucién en el pasado. Los modelos que se proponen son una
adaptacién para este tipo de procesos de los modelos de Regresién en
Componentes Principales (ver, por ejemplo, Jackson (1991)) y de los
modelos funcionales de Prediccién en Componentes Principales (PCP)
desarrollados por Aguilera et al. (1997).

3.1 Regresién multivariante en componen-
tes principales

El anédlisis en componentes principales es una técnica de andlisis mul-
tivariante que tiene como finalidad reducir la dimensién del problema
mediante la construccién de transformaciones lineales de las variables
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que son incorreladas y de varianza méxima.

La técnica de Regresién Multivariante en Componentes Principales
(RMCP) resuelve el problema de estimar un conjunto de variables de
respuesta representadas por un vector aleatorio Y = (Y1,...,Ys)’, a
partir de un conjunto de variables predictoras, denotadas por X =
(X1,...,Xm) (m,s € Z*). Gracias a la incorrelacién de las compo-
nentes principales, esta técnica permite evitar el problema de multi-
colinealidad de la regresién lineal multiple. Ademds, la reduccién de
dimensién que proporciona el ACP lleva a modelos extremadamente
sencillos, de modo que si las componentes principales fuesen facilmente
interpretables las ecuaciones de regresién serfan mds significativas y
facilmente estimables.

La caracteristica principal de esta técnica es que es necesario rea-
lizar un doble ACP, es decir, un ACP clésico para cada conjunto de
variables.

Sean {1,...,&m} las componentes principales asociadas al vector
aleatorio X, dadas por

&= ¢i(X;—px;) = & (X —py), (3.1)
j=1

donde ¢; es el i-ésimo vector propio de la matriz de covarianzas de X,
Y by es su vector de medias.

Anédlogamente, denotemos por {71, ...,7s} alas componentes prin-
cipales (cc.pp.) asociadas al vector aleatorio Y, y definidas por

me= Y &(Y;— py) =8 (X —p,), (3.2)
=1

donde 6 es el k-ésimo vector propio de la matriz de covarianzas deY
Y Ky €8 el correspondiente vector de medias.



0000000000 00000 0000000000 000000000000 0C0CCOCKCPOINOCOINOGNONINOSINYNTYN

3.2 Regresién funcional en componentes principales 91

Entonces, un modelo RCPM para predecir cada variable respuesta
Y; (j=1,...,s) viene dado por

q
Y:’i = .U‘YJ + Zﬁkéjka q .<_ S, (33)

k=1
donde 7 (k=1,...,5) es el estimador lineal de mfnimos cuadrados

para la c.p. 7 sobre un subconjunto de cc.pp. {&}iZ;, ¥ py; es la
media de la variable Yj.

Si en la ecuacién (3.3) ¢ iguala a s, y todas las cc.pp. {&}R,
son usadas para estimar 7, entonces RMCP proporciona los mismos
resultados que la regression lineal muiltiple minimo-cuadrética pero
posiblemente con més precisién si la matriz de covarianzas de X tiene
problemas de invertibilidad.

3.2 Regresion funcional en componentes
principales

Como extensién natural de los modelos de regresién multivariante en
componentes principales, Aguilera et al. (1997) introdujeron los mo-
delos de regresién funcional en componentes principales, utilizéndolos
para predecir series de tiempo generadas por procesos estocdsticos en
tiempo continuo (modelos de Prediccién en Componentes Principales).
Una de las principales ventajas de estos modelos es que proporcionan
una prediccién continua de un proceso estocdstico en un intervalo de
tiempo futuro a partir de observaciones discretas del proceso no nece-
sariamente igualmente espaciadas en el pasado.
Conocida la evolucién de un proceso estocéstico { X () : t € [T1, T3]},

los modelos de regresién funcional en componentes principales (RFCP)
tienen como objetivo estimar otro proceso estocastico {Y(s) : s €
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[T3,Ty]}, haciendo uso del Anélisis en Componentes Principales Fun-
cional (ACPF) de cada proceso.

Consideraremos como hipétesis de partida que ambos procesos son
de segundo orden, continuos en media cuadrética, y con funciones
muestrales de cuadrado integrable en los intervalos de tiempo corres-
pondientes.

Como extensién natural de la definicién de Hotelling del ACP, Dev-
ille (1974) defini6 la i-ésima componente principal asociada al proceso
{X(t):te€ [T, T3]} como la v.a.

f= / “(X () - ux () f(B)dt, (3.4)

Ty

donde f;, llamado i-ésimo factor principal, es la autofuncién norma-
lizada correspondiente al i-ésimo mayor autovalor A; de la funcién de
covarianza Cx(t,s), y px es la funcién media del proceso. Es decir,
fi v i son las soluciones de la siguiente ecuacién integral:

T2

2 Cx(t, s)fi(s)ds = )\zfl(t) te [TI,TQ]. (35)

1
Las componentes principales asi definidas tienen las mismas propiedades
de optimalidad que en el caso finito. De hecho, la i-ésima c.p., §;, es
una combinacién lineal generalizada de las variables del proceso que
es centrada y tiene varianza méxima, A;, de entre todas aquellas que
son incorreladas con {£;}iZ]. A la varianza ); se le llama i-ésimo valor
principal y a f; i-ésimo factor principal.

Un estudio m4s detallado sobre el ACPF en particular y sobre el
contexto més general del Andlisis de Datos Funcionales se puede ver
en el libro de Ramsay y Silverman (1997).

Si denotamos por V*Xa la varianza total del proceso X definida por

o [/TZ(X(t) _ 2dt] E,\ <co,  (36)

T i=1
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la cantidad VX = )\;/V¥ es llamada varianza explicada por la i-ésima
componente principal.

Entonces, el proceso admite la siguiente descomposicién en compo-
nentes principales, que es conocida en el contexto probabilistico como
desarrollo de Karhunen-Loéve:

X(t) — pux(t) = Zﬁifi(t), t € [T, T3], (3.7)

donde la serie del segundo miembro converge uniformemente en media
cuadrética en el intervalo [T1, T3).

Ademés, la representacién ortogonal del proceso en términos de sus
componentes principales es 6ptima debido a que la serie (3.7) truncada
en el g-ésimo término es el mejor modelo lineal de dimensién ¢ para
{X(t)} en el sentido de minimos cuadrados (ver, por ejemplo, Fuku-
naga (1990)), de modo que Y7 ; A; es la varianza explicada por dicho
modelo, y Z;’iq +1 Ai es el error cuadrético medio minimo.

Anélogamente, denotemos, respectivamente, por g; y 7; a los fac-
tores y componentes principales asociados al proceso {Y(s) : s €
[T3,T4]}. La varianza total de Y viene dada por V¥ = . a;, donde
a; es la varianza de la c.p. 7;, de modo que la varianza explicada por
la j-ésima c.p. 7; viene dada por el cociente V¥ = a;/VY.

Entonces un modelo RFCP para estimar el proceso Yen [T3,Ty] es
de la forma

Yi(s) = py(s) + Zﬁ;’jgj(s), s € [T3, T4, (3.8)

donde ﬁfj es el estimador lineal de minimos cuadrados para la c.p. n;

en términos de las p; primeras cc.pp. del proceso X en [T1,T3). Esto
es,

Pj

Pj
=) 5[3—“5 =) Bl (39)
i=1

i=1 $
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Aguilera et al. (1997) han demostrado que la prediccién lineal dada
por el modelo (3.8) converge en media cuadritica al estimador lineal
minimo-cuadrético de Y (s) dadas las variables del proceso {X (t) : t €
[Ty, T»]}, para cada s € [T3, Ty). Finalmente, el modelo RFCP definido
por (3.8) se suele denotar por RFCP (g;p1,- - -, Pq)-

Cuando el proceso Y es el mismo proceso X en un intervalo [T3, T4]
con Ty > Ty, los modelos RFCP se adaptan para predecir el proceso
en el intervalo futuro [T3,Ty] a partir de su evolucién en el pasado
[Ty, T»] y reciben el nombre de modelos de Prediccién en Componentes
Principales (PCP).

3.2.1 Estimacion

Una vez formulados los modelos PCP nos planteamos su estimacién
a partir de la informacién proporcionada por N funciones muestrales
independientes del proceso aleatorio {X(t)} en los intervalos pasado
y futuro, a las que denotaremos, respectivamente, como sigue:

{Xw(t) 1t € [Tl,Tz]} y {Xw(s) NS [T3,T4]} (R T ,N.

Esqueméticamente, los pasos a seguir para estimar los pardmetros
del modelo PCP presentado anteriormente son los siguientes:

1. Estimacién de los factores y componentes principales muestrales
en cada uno de los intervalos de tiempo considerados.

El estimador natural de C(t,s) es la funcién de covarianza mues-

tral
R 1 & _ _
Cts) = 37— > (Xu(t) - X(2)) (Xu(s) = X(s)), (3.10)
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siendo X el estimador insesgado de la media p definido por

X(t) = % A (3.11)

Como consecuencia de las propiedades de estos estimadores, que
han sido estudiadas detalladamente por Deville (1973), los auto-
valores y autofunciones, (A;, f;), del micleo C(t,s) se estiman me-
diante los correspondientes autovalores y autofunciones, (:\i, fi),
del nicleo C(t,s). Por lo tanto, los factores principales mues-
trales, f,-, en el intervalo [T}, T5] son las soluciones de la siguiente
ecuacién integral de segundo orden:

/T2 C(t,s)fi(s)ds = Nifi(t), t € [T1,Ta). (3.12)
I3

Desafortunadamente, resolver la ecuacién integral (3.12) es una
tarea muy dificil que sélo tiene solucién exacta para nicleos muy
especiales reduciendo la ecuacién integral a una ecuacién dife-
rencial. Teniendo en cuenta la naturaleza de las funciones mues-
trales del proceso, para las que en la préctica es usual disponer
de observaciones discretas, en los 1ltimos anos han aparecido
en la literatura estadistica muchos trabajos que resuelven esta
ecuacién integral basdndose en distintas aproximaciones numéri-
cas. El método numérico més simple consiste en aproximar dicha
ecuacién integral mediante una férmula de cuadratura compues-
ta. Aguilera et al. (1992) han aplicado la férmula de cuadratu-
ra del trapecio obteniendo muy buenas aproximaciones de los
factores principales en los nodos de la particién elegida. Un
método més sofisticado es el de proyeccién ortogonal que con-
siste en aproximar los factores principales en un subespacio de
dimensién finita y resulta particularmente adecuado cuando se
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dispone de informacién a priori sobre la naturaleza de la solu-
cién exacta. Para el caso de procesos con trayectorias regulares,
Aguilera et al. (1995) han resuelto el problema proyectando el
proceso original sobre un subespacio finito dimensional de fun-
ciones trigonométricas. Ademés, ha sido contrastado mediante
simulacién (Aguilera et al. (1996a)) que una interpolacién spline
ctibica de las funciones muestrales proporciona aproximaciones
6ptimas de los factores principales en este caso. En el siguiente
epigrafe se presentard un método de solucién aproximada de es-
ta ecuacién para el caso de procesos cuyas funciones muestrales
son constantes en intervalos aleatorios. Ademés, para estimar
el ACP de un proceso mediante estos métodos de aproximacion,
se ha desarrollado el programa computacional PCAP, codifica-
do en Turbo Pascal usando programacién orientada a objeto y
matrices dindmicas (Aguilera et al. (1994)).

El estimador natural de la varianza explicada por la i-ésima
componente principal es el cociente i i/ Vp, siendo Vp = ¥ i
un estimador insesgado y consistente para la varianza total del
proceso en el pasado Vp.

Una vez estimados los factores principales muestrales, la i-ésima
c.p muestral asociada al proceso en el intervalo [T1,75] viene
definida por

T2

£ = / (X() — X(0) fi(t)dt. (3.13)

1

Una vez realizada la estimacién del doble ACPF, f; y & de-
notaran a los factores principales muestrales en los intervalos
[Ty, Ts] v [T3,T4), respectivamente. Andlogamente, bwi V Twi
denotan a las componentes principales muestrales en los inter-
valos [T1,Ty] y [T3,T4), respectivamente, para cada individuo
= LysussdNs
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2. Eleccién del nimero éptimo g de cc.pp. 7; que serédn introducidas
en el modelo PCP como variables respuesta. Para ello el criterio
més usual consiste en elegir un punto de truncamiento préximo
a uno y retener las ¢ primeras componentes principales tales que
la proporcién de varianza acumulada por ellas sea al menos el
punto de truncamiento fijado.

3. Seleccién, para cada una de las cc.pp. 7; (j =1,...,q) elegidas
en el paso anterior, de las p; componentes principales éi 6pti-
mas que seran introducidas como predictores en el modelo PCP.
Aunque la prictica usual es borrar automdticamente como pre-
dictores aquellas cc.pp. asociadas a valores propios pequenos,
est4 demostrado que no hay razén para que sean las cc.pp. con
mayor varianza los mejores predictores. De hecho, puede ocur-
rir que alguna de las cc.pp. principales menos explicativas en el
pasado estén 4ltamente correladas con las cc.pp. del futuro.

Por ello, nosotros elegiremos como los mejores predictores de

cada una de las cc.pp. 7; (j = 1,...,q) aquellas p; cc.pp. &
cuya correlacién lineal sea significativa alta siguiendo un método

de seleccién stepwise.

4. Estimacién en la forma usual del modelo de regresién lineal de
cadac.p. A; (j = 1,...,q) sobre sus predictores §; (=1, 00500)s

Pi
== Z bi&:.
i=1
5. Estimacién del modelo PCP seleccionado

q
X(s) = Zﬁ' 5;(s), s € T3, Ty (3.14)
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6. Para cada nueva funcién muestral X, observada sélo en el in-
tervalo [T}, Ty), se predice su evolucién en el intervalo (Ts, T4)
sin m4ds que estimar sus componentes principales en el pasado y
sustituir en la ecuacién (3.14).

3.2.2 Aproximacién de estimadores en el ACP de
procesos con funciones muestrales escalona-
das

El punto de partida de este trabajo es el de los procesos de Poisson
cuyas trayectorias permanecen constantes en intervalos aleatorios. En
este caso, un método numérico eficiente para estimar de forma aproxi-
mada el ACPF consiste en aproximar los factores principales median-
te los de la proyeccién de las funciones muestrales originales sobre el
subespacio de las funciones constantes en los intervalos fijos de una
particién previamente elegida en [T3,T2]. A continuacion se presenta
un breve resumen de este procedimiento de aproximacién de los fac-
tores principales muestrales que ha sido desarrollado en el trabajo de
Aguilera et al. (1996b).

Fijemos en el intervalo [T1,T>) una particién 7, definida por los
nodos

Tiy=ay<a<---<ap=1T5
verificando
An = méx;—; . {(a; — a;j-1)} — 0 cuando n — oo.

Sea E,, el subespacio de las funciones constantes sobre cada uno de los
intervalos (a;_1,a;] (j =1,...,n). Una base ortonormal de E, viene
dada por las funciones

8;(t) = (a5 — aj—1) V2 Ii(2),
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siendo I, la funcién indicadora en el intervalo (a;-1, a;].
Para cada realizacién particular X, (t) del proceso en la muestra,
su proyeccién ortogonal sobre este subespacio de funciones constantes

es de la forma

XM (1) = Po[Xy(t)] = Z Y6, (t Z My;L;(t (3.15)

definiendo, para cada w = 1,;..,N yi=1,..., 5
T
ij =< Xw|5j >= Xw(t)éj(t)dt = (a]- — aj_1)1/2ij. (316)
Ty

siendo M,,; el valor medio de la trayectoria muestral w sobre el inter-
valo (aj_1,a;] definido por

ij = (aj = G,j__l)_l/ Xw(t)dt
aj—1

Entonces, se demuestra que los valores principales muestrales del pro-
ceso proyectado X(™(t) son los valores propios de la matriz R de

dimensién n X n con elementos

- I o , _
Ri; / C' t,s)6;(t)6,(s)dtds = =1 (Yui — Y3) (Yu; — Y;)

definiendo,

N Ty
7= 2 Y Yuji= / X (£)8;(t)ds. (3.18)
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Ademis, los factores principales muestrales son funciones escalonadas
dadas por

n

fi(n) = Z zjib;,

j=1

donde el vector columna z; es el i-ésimo vector propio de la matriz
R asociado a su i-ésimo valor propio 5\5"). Una vez obtenidos los fac-
tores principales aproximados fi("), bajo la condicién de normalizacién
Z?zl(zji)z = 1, las correspondientes componentes principales mues-
trales, a las que denotaremos é,-("), vienen dadas por

£ =N zu(Yu - V), w=1,...,N. (3.19)
J=1

Es decir, las componentes principales aproximadas son claramente las
componentes principales asociadas a la matriz de datos Y de dimen-
sién N x n con elementos Y,,; definidos en (3.16).

Observemos finalmente que la eleccién de la particion estard en
funcién de la densidad de cambios de valor del proceso en el tiempo
observado. De este modo los subintervalos no tienen que tener la
misma amplitud y serdn mds finos en aquellos periodos en los que se

producen mds cambios.

3.3 Modelos RMCP y PCP para proce-
sos de Poisson

En esta seccién vamos a adaptar los modelos predictivos basados en

ACP para predecir un proceso de Poisson en un periodo de tiempo de
amplitud T' a partir de su evolucién anterior.
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Sea N (t) un proceso de Poisson del que disponemos de los datos de
una trayectoria n(t) observada en un periodo de tiempo (0, N x T con
n(0) = 0. Para poder utilizar un modelo PCP para predecir n(t) en
un intervalo de amplitud 7" de la forma (N x T, (N +1)T1], proponemos
cortar la trayectoria n(t) en N —1 periodos de amplitud 27" obteniendo
asi N — 1 trayectorias del siguiente proceso

[ n((w-1)T+t)—n((w—-1)T) te(0,T]
Xu(t) = { n((w—1)T+1t) —n(wl) ¢ (T,2T]

dondew=1,...,N —1.

Entonces, construimos un modelo PCP para estimar el proceso X
en el intervalo futuro (7,27 a partir de su evolucién en el intervalo
pasado (0,71], que serd utilizado para estimar Xx(s) para todo s en
(T, 2T) y como consecuencia, predecir n(t) en el intervalo de amplitud
T dela forma (N x T, (N + 1)T).

En el caso en que no se disponga de los tiempos de ocurrencias
de la trayectoria n(t) sino de un resumen del nimero acumulado de
ocurrencias en los mismos instantes de tiempo 0 <ty < t; < -+« <t <
T para cada periodo de amplitud 7', proponemos cortar la serie de la
misma forma y utilizar los modelos RMCP para predecir la trayectoria
Xn(s;) (j=0,...,k) cons; =t;+T. De este modo se obtiene una
prediccién de la trayectoria n(t) en los nodos t; + NT del intervalo
futuro (N x T, (N + 1)T7.

Con el objetivo de ilustrar la capacidad para predecir de estos
métodos basados en ACP, se presentan a continuacién varias aplica-
ciones.

Aplicacién con datos reales

Consideraremos de nuevo el proceso de Poisson que representa en cada
instante t el nimero de efectos de comercio impagados, que fue anali-
zado en el capitulo dos con el objetivo de predecir su distribucién en
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un instante futuro a partir de la distribucién normal truncada de su
media que fue predicha basdndose en datos mensuales de una muestra
de provincias espanolas en el periodo 1989-1996.

3.3.1 Descripcién de los datos

Recordemos que se tom¢ aleatoriamente una muestra de 15 provincias
espanolas para las que se tienen datos mensuales del nimero mensual
de efectos bancarios impagados por cada 10.000 habitantes durante los
siete anos completos correspondientes al periodo 1990-1996. Observe-
mos que si consideramos el proceso de Poisson N(t) que representa
el mimero acumulado de impagos hasta el instante £, sélo disponemos
de observaciones discretas a fin de mes para cada provincia, a las que
denotaremos por

n;:j=1,...,12,13,...,24,... 12 x 7 = 84}.
J

Dado que no disponemos de la trayectoria completa que serfa con-
stante por intervalos aleatorios, distintos para cada provincia, uti-
lizaremos modelos RMCP para predecir el nimero acumulado de im-
pagos por cada 10.000 habitantes en los doce meses del ano 1997 para
cada provincia.

Cortando la serie de datos para cada provincia en periodos de 24
meses (T=12) se obtienen seis realizaciones de un vector aleatorio de
dimensién 24 de la forma

X, . = 4 Mw-D12+j ~ Rw-112 T L ey 12
v N(w-1)1245 — Nw12 j=13,...,24

donde cada variable X; representa el mimero acumulado de impagos
dentro del ano correspondiente. Entonces, un modelo RMCP para es-
timar el vector aleatorio (X3, ..., X24)" en términos de (Xj,..., Xi2)’
proporcionard predicciones del nimero mensual acumulado de impa-
gos en 1997.

W2l voeyBs
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Construccién de los modelos RMCP

Tomemos la provincia de Granada como ejemplo para ilustrar el pro-
ceso de identificacién y estimacién de los modelos RMCP.

En primer lugar se han estimado dos ACP clésicos, uno para el
vector (X1,...,X12) y otro para (Xis,...,Xa)'. Los porcentajes de
varizanzas explicadas y acuuladas figuran en la siguiente tabla:

| [1,12] [13,14]

Var. Explicada Var. Acumulada | Var. Explicada Var. Acumulada
1 99.7889 99.7889 99.8506 99.8506
2 0.1458 99.9348 0.1003 99.9509
3 0.0489 99.9836 0.0324 99.9833
4 0.0088 99.9924 0.0159 99.9992
5 0.0076 100.0000 0.0008 100.0000
6 0.0000 100.0000 0.0000 100.0000

Varianza Total
662314.3634 962505.7494

Observemos que sélo con la primera componente principal se ex-
plica més del 99% de la variablilidad del proceso y que con las dos
primeras se supera el 99.9%. Esto quiere decir que vamos a construir
los modelos RMCP con las dos primeras cc.pp. del intervalo futuro
[13,24] como variables de respuesta. Para decidir cuales son las cc.pp.
del intervalo pasado [1,12] que serdn utilizadas como predictoras de
cada de las dos primeras del futuro, se han calculado las correlaciones
lineales entre las cc.pp. de los dos periodos que figuran en la siguiente
tabla:
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él éz 53 & &
n 0.8617 -0.4820 0.1226 -0.0911 -0.0424
72 -0.2538 -0.1430 0.6415 -0.6175 -0.3498
n3 -0.1491 -0.3401 -0.5725 -0.0412 -0.7299

s -0.1492 -0.2671 0.4826 0.7759 -0.2673
ns  -0.3855 -0.7485 -0.1136 -0.08155 0.5212

Como consecuencia de la magnitud de las correlaciones lineales
entre cc.pp. y de la aplicacién de los métodos usuales de seleccién
stepwise, el siguiente modelo RMCP ha sido identificado y estimado:

RMCP(2;2,2): X? = X;+7%+726;, j=13,...,24

donde las dos primeras cc.pp. 7; y 72 son estimadas mediante los
siguientes modelos lineales:

710 = 1.0390¢, — 152068,  fn. = 1.1077& — 2.5107¢,.

De este modo sustituyendo en el modelo RMCP por el valor de las
componentes principales en el periodo [1,12] para 1996 se obtienen las
predicciones mensuales del nimero acumulado de impagos para el afio

1997 que figuran en la Tabla 3.1, junto a la rafz cuadrada del error
cuadrdtico (ECM) en cada mes dado por

ECM(j) =

(=2l

6
(X2 — Xuy) §=13,...,24.
w=1

Observemos que no es posible medir exactamente la precisién de las
predicciones obtenidas porque al no conocerse la poblacién real de
1997, el nimero de impagos mensual por cada 10.000 habitantes en
este ano se ha calculado con la poblacién de 1996 que podria haber
cambiado sustancialmente en algunas provincia.



Tabla3.1 (3%parte)
Enero | Febre. | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio [ Agosto [ Sept. [ Oct. [ Nov. | Dic.

Nava.
vreal | 197.1 | 355.6 | 498.4 | 659.0 811.3 | 958.6 | 1111.9 | 1240.3 | 1378.5 | 1515.1 | 1625.5 | 1770.1
pred. | 149.3 | 292.3 | 462.5 | 560.4 720.9 | 870.0 | 1033.5 | 1178.0 | 1329.4 | 1481.0 | 1615.0 | 1773.1
ECM 34 55 69 93 120 130 170 180 200 220 240 260
Rioja
vreal | 309.0 | 527.2 | 717.7 | 934.5 | 1159.2 | 1413.0 | 1665.8 | 1863.3 | 2046.4 | 2242.9 | 2413.7 | 2672.7
pred. | 282.8 | 513.3 | 744.3 | 949.7 | 1163.9 | 1417.5 | 1670.9 | 1918.1 | 2115.7 | 2322.8 | 2526.2 | 2801.2
ECM 65 100 120 160 240 280 320 360 390 430 460 500
Tole.
v.real | 144.5 | 246.5 | 339.3 | 441.8 547.6 | 666.1 | 773.3 | 852.9 | 930.2 | 1016.6 | 1105.9 | 1230.4
pred. | 131.5 | 230.7 | 327.6 | 413.649 | 509.6 | 607.7 | 682.7 | 750.6 | 811.8 | 814.1 | 957.0 | 1066.2
ECM 17 27 36 43 59 78 100 120 130 150 170 180

Valla.
vreal | 111.7 | 199.2 | 285.4 | 381.0 | 475.2 | 572.2 | 661.9 | 737.5 | 819.2 | 898.1 | 965.3 | 1059.3
pred. | 101.3 | 185.0 | 278.8 | 352.3 467.6 | 577.2 | 689.2 | 798.8 | 898.6 | 1017.5 | 1132.4 | 1270.2
ECM 23 42 49 64 79 89 110 120 150 170 190 200
Zara.
vreal | 292.0 | 505.4 | 687.0 | 891.4 [ 1099.6 | 1311.2 | 1519.1 | 1679.2 | 1855.1 | 2043.3 | 2208.8 | 2425.3
pred. | 542.9 | 731.0 | 922.3 | 1098.4 | 1309.7 | 1490.9 | 1579.0 | 1718.4 | 1817.5 | 1867.6 | 1969.4 | 2127.9
ECM 52 92 130 190 240 290 350 400 450 510 550 570
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Prediccién de la moda de los impagos acumulados en 1997

A continuacién vamos a usar los modelos RMCP para estimar la dis-
tribucién de probabilidad normal truncada de la media del proceso de
Poisson doblemente estocdstico que representa al nimero de impagos
para 1997.

Recordemos que en el capitulo anterior se presenté una metodologia
para estimar los pardmetros de la Normal truncada en 1997 a partir
de los pardmetros estimados para los anos anteriores. En este epigrafe
presentamos un procedimiento alternativo basado en la estimacién de
la media para cada provincia a partir de las predicciones mensuales
que se obtienen ajustando un modelo RMCP adecuado, andlogamente
a como se ha hecho en el apartado anterior para la provincia de Grana-
da. Las predicciones y errores cuadrédticos medios para el resto de las
provincias figuran en la misma tabla que para Granada.

Las medias predichas de este modo para cada provincia en 1997
son las siguientes:

Prov. | Media | Prov. | Media | Prov. | Media
Barce. | 6631.2 | Guada. | 823.7 | Nava. | 2691.3
Cant. | 1701.3 | Huel. | 857.4 | Rioja 3456
Cast. | 3250.5 | Leén | 1144.3 | Toledo | 1588.9
Coru. | 1199.8 | Lugo | 871.9 | Valla. | 1397.0
Grana. | 1554.7 | Murcia | 2434.3 | Zara. | 3533.62

De la misma forma que estimdbamos las Normales truncadas para
cada ano en la aplicacién del capitulo segundo, se obtiene que en este
caso, para el ano 1997, la media del proceso de Poisson doblemente
estocdstico se distribuye mediante la Normal truncada,

Nr(823.7,6631.25,1946.67, 1029.16).

Una vez comprobada la bondad de ajuste mediante el test de bondad
de ajuste de Kolmogorov-Smirnov para la Normal truncada, debido



Tabla 3.1 (1°parte)

Enero | Febre. | Marzo | Abril | Mayo | Junio [ Julio [ Agosto | Sept. [ Oct. | Nov. | Dic.

Barce.
vreal | 4952 | 869.4 | 1217.7 | 1590.9 [ 1975.4 | 2360.0 | 2756.3 | 3057.2 3411.3 | 3766.1 | 4058.1 | 4452.9
pred. 2009 | 745.2 | 1098.7 | 1391.9 | 1745.0 | 2076.2 | 2393.6 | 2678.7 | 2961.7 3225.8 | 3469.7 | 3777.4
ECM 130 230 310 420 530 610 740 820 930 1000 1100 1200

Canta.
vreal | 124.6 | 227.1 | 323.3 | 429.8 | 527.0 | 624.8 | 722.5 | 801.2 894.4 | 987.2 | 1068.0 | 1165.1
pred. 106.4 | 205.7 | 308.9 | 393.4 | 500.4 | 593.0 | 699.9 | 799.8 895.3 | 1004.5 | 1099.6 | 1204.9
ECM 34 35 74 100 130 150 180 200 230 260 290 310

Caste.
vreal |1 3291 | 556.2 | 762.9 | 983.1 | 1186.2 | 1390.1 | 1604.9 | 1770.2 1958.3 | 2162.5 | 2318.5 | 2525.4
pred. 363.3 | 647.9 | 938.3 | 1208.1 | 1559.7 | 1890.6 | 2200.8 | 2480.1 2756.5 | 3050.6 | 3325.9 | 3657.4
ECM 42 66 83 130 170 220 250 280 300 330 360 390

Coru.
v.real 3883 | 158.8 | 228.4 | 308.0 | 383.9 | 465.5 | 546.0 | 609.1 671.8 | 738.6 | 799.8 | 880.9
pred. 66.8 | 122.7 | 178.3 | 227.65 | 284.4 | 340.1 | 389.5 | 444.2 | 483.5 527.3 | 573.9 | 635.1
ECM 9.5 12 17 22 26 32 35 42 48 56 63 71

Grana.
vreal | 117.7 | 205.3 | 298.7 | 392.3 | 481.0 | 576.2 | 671.9 | 752.3 830.3 | 920.1 | 993.6 | 1088.6
pred. 1515 | 266.7 | 388.1 | 497.5 | 613.0 | 724.8 | 869.3 | 968.4 1067.4 | 1204.8 | 1330.5 | 1458.0
ECM 11 11 21 20 26 32 37 43 50 57 64 70




Tabla 3.1 (2*parte)
Enero | Febre. | Marzo | Abril | Mayo [ Junio [ Julio | Agosto [ Sept. | Oct. | Nov. | Dic.

Guada.
v.real 74.0 | 132.0 | 180.4 | 229.2 | 293.6 | 360.8 | 428.4 | 480.5 | 532.4 | 585.6 | 628.9 | 684.6
pred. 80.1 | 144.5 | 207.6 | 262.1 | 331.4 | 401.1 | 480.6 | 564.3 | 639.9 | 713.1 | 785.7 | 862.0
ECM 11 19 24 30 37 44 56 63 75 87 94 100
Huel.
v.real 55.9 00.8 | 145.3 | 193.0] 235.7 | 272.0 | 2954 | 327.9 | 362.8 | 400.9 | 432.9 | 471.1
pred. 42.2 85.2 | 128.7 | 162.0 | 195.4 | 230.8 | 257.8 | 289.7 | 316.5 | 347.6 | 382.1 | 415.9
ECM 12 20 29 38 49 56 71 79 89 100 110 120
Leén
v.real 03.8 | 183.1 | 267.0 |1 36390 453.0 | 544.2 | 641.5 | 723.2 | 804.6 | 893.5 | 971.6 | 1062.1
pred. 794 | 158.2 | 236.8 | 299.3 | 370.8 | 438.7 | 515.8 | 579.5 | 650.3 | 723.7 | 790.0 | 869.6
ECM 20 27 38 53 66 79 94 100 120 130 140 150
Lugo
v.real 632 | 1199 | 171.3 | 222.3 | 271.2 | 322.8 | 371.5 | 410.2 | 453.5 | 495.9 | 535.8 | 588.4
pred. 62.4 03.7 | 132.9 | 174.7 | 222.5 | 264.0 | 308.9 | 352.8 | 391.5 | 435.1 | 477.8 | 531.6
ECM 9.3 25 41 46 58 73 87 1.00 1.10 1.30 1.40 1.50

Murc.
v.real 172.8 | 320.0 | 469.4 | 612.9 | 773.8 | 919.7 | 1085.5 | 1219.8 | 1353.9 | 1494.6 | 1618.1 | 1761.2
pred. 126.8 | 224.2 | 346.1 | 445.5 | 559.3 | 660.6 | 761.9 | 864.0 | 963.2 | 1058.2 | 1149.0 | 1257.8
ECM 41 85 110 150 190 230 280 310 340 380 410 440
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a la proposicién 2.5.1, la moda del proceso de Poisson debe encon-
trarse en el intervalo [824,6630]. Usando nuevamente el programa de
bisqueda del médximo de la funcién masa de probabilidad de nuestro
proceso de Poisson con la media estimada, la moda resulté ser 1946
con probabilidad 0.000449078829729.

Se observa que debido al amplio rango en el que nos movemos para
encontrar la moda, ésta se puede considerar muy similar siguiendo
el método propuesto en la seccién 2.5 y la calculada usando las es-
timaciones de las medias mediante los modelos RMCP para el ano
1997. El método que aplicamos en el segundo capitulo, no requiere los
conocimientos tedéricos de éste tercer capitulo ni tantos cdlculos, co-
mo la estimacién de la moda hecha en esta seccién, por lo que podria
pensarse que no merece la pena esta nueva aproximacién al problema.
Sin embargo, la naturaleza de los datos podria provocar que las re-
gresiones hechas para estimar los pardmetros de la media futura del
proceso no diesen buenos resultados si éstos fuesen muy cambiantes
en el tiempo. Por esta razén deberia observarse el comportamiento
de las medias en el tiempo antes de decidirse a estimar la moda del
proceso de Poisson doblemente estocéstico de una u otra forma.
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Apéndice

Este apéndice contiene los programas implementados a los que hace-
mos refencia en el texto. Todos ellos estdn realizados en Mathemati-
ca; hemos escogido este programa porque aproxima las integrales sin
primitiva que tenemos que resolver varias veces con un método aprox-
imativo gaussiano, lo que es mds adecuado que otros métodos més
groseros de aproximacién que utilizan otros programas comerciales.

Programa Est-MVM.nb

Este programa calcula los estimadores méximo verosimiles modifi-
cados (de ahf el nombre de Est-MVM.nb) para una variable aleatoria
Normal truncada en A(t) y B(t), con media u(t) y desviacién tipica

o(t).

Clear[A,B,M,S,n,G,F1,F2,F,F11,F12,F21,F22,DF,u,0,a0,al,aux] ;

{A, B} = Input[‘‘Los puntos de truncamiento, A y B, de la
Normal truncada son (escribir entre llaves y separando por
comas): ’’];

{n, M, S} = Input[‘‘El tamafio de la muestra, su media y
su desviacién tipica son (escribir separando por comas y entre
llaves): ’’];

Glk_, p_,o0_] := NIntegrate[zk_Esz—Egﬁpﬁ,{x,A,B}];

e )
Fifp_,0] := 5[0,%%_}4’
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2
._ G2, G[L,p,0] 2 a2 _ 1.
F2lu.,0.] =<$lﬁ—(4d30 +25+5° =5
Flu_,o_1:= {Filu,o0] ,F2[u,0l};
Fiilp_,o_] :=
G2pwo] _ pG[lpe] Gﬂhuﬂ]_+ pGlp0] |
o2G|[0,u,0] a2G[0,p,0) 02G2[0,u,0] a2G[0,p,0) ?
F12[u_,o_] :=
Gl2po] _ _Gl2po] _ G[,p0]G[2u,0] +2 G?[Lpo] _ p2Glpo]
a3G[0,u,0] a3G[0,u,0] a3G2[0,p,0] a3G2[0,p,0] a3G[0,p,0] ?
Failu_,o_] = ,
G[3,p,0] G[L,p,0]G[2,p,0] G[2,p,0] .
TCT00] = Tl ~  orelome] T 2Clmel — 2 F11lu, o];
F22[u_,o_]:=
G[4,p,0] G[3,u,0) ©2G[2,p,0] G?[2,p,0] 1G[1,p,0]G[2,p,0]
U3G[(;ju,a] - 2:3G[O,u,a] + 003G[O,y,a] ~ G3G?[0,m,0] +2 a3G2[0,u,0]
QG 21 ) .
_A_Ifclac[o,z;] —2F12[u,o0];

DF [p_,0_):={{F11[p,0] ,F12[p,01},{F21[p,0] ,F22[u,01}};
tol=Input[‘ ‘Error mdximo tolerado: °’’];
{u0,00} := {M, S};

m = 40; aux = 0;

For[i=1, i<m, i++, sol = Solve[DF[u0,00].

({u,0} - {p0,00}) == F[p0,00],{u,0}]; {u1,01}={u,c}
/.sol[[1]]; If[F[pl,01] == {0, 0}, aux = 1; Break[]];

If [\/(ul—u0)2 + \/(01——00)2 < tol, aux = 2; Break[]];
{10,000} = {u1,01}]

If[aux == 1, Print[’’Solucién exacta: ’’, {u0,00}],
If[aux == 2, Print[‘‘Solucién aproximada: °’’, {u0,00}];
Print[¢‘Nimero de iteraciomes: °’’, i-1];

Print[‘ ‘Error mdximo cometido ’’, tol], Print[‘‘Se ha al-

canzado el numero mdximo de iteraciones y la solucién obte-
nida es: ’’, {u0,00}]1]]

Programa KS.nb
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Este programa es un test de bondad de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov para una Normal truncada Rr(A(t), B(t), u(t), o(t)).

Clear([A,B,A,u,0,n,Muestra,Y,X];

n=Input[‘‘El tamafio de la muestra es ’’]

Muestra=Input‘ ‘Introduzca los valores de la muestra se-
parados por comas y entre llaves’’]

While[Length[Muestra] !=n, n=Input[‘‘El tamafio de la muestra
no concuerda con el nimero de datos. Vuelva a introducir el
tamafio muestral’’];

Muestra=Input[‘‘Introduzca los valores de la muestra se-
parados por comas y entre llaves’’] ]

Y = Sort[Muestral;A= Y[[1]];B=Y[[n]];

(*X serd la lista de elementos distintos de la muestrax)

X={Y[[1]11};

For[i = 2,i<=n, i++, If[Y[[i]]!= Y[[i-1]],

AppendTo[X,Y[[i]1111];

(*Ahora guardo el nimero de veces que aparece cada valor
muestral en XXx*)

XX = Table[Length[Position[Y,X[[i]]11], {i, 1, Length[X],

1}]

{pt,0} = Input[’’A continuacién se hard un Test de Kolmo-
gorov-Smirnov estudiando el ajuste de los datos muestrales
a una Normal truncada. Se tomard como punto inferior de trun-
camiento el menor valor muestral y como superior al mayor valor.
Introduzca la media y la desviacién tipica de la distribu-
cibén entre llaves y separadas por comas.’’]

By _,2 oA _p
FA_]:= (fé:"li E™ ds) Ja2, B5ds
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(*Guardo en S la evaluacién de la funcién de distribucién
muestral en cada puntox)

S = Table[Sum[XX[[j1], {j,i}] /n,{i,1,Length[XX],1}]

D, = Max[Table[Abs[S[[il1-N[F[X[[i]1]1]], {i,1,Length([X],
1}11

(*Comprobar, usando la tabla de Kolmogorov-Smirnov, si -
se acepta o no la hipétesis de que los datos se distribuyen
mediante una Normal truncada con los pardmetros propuestos)

Programa normalt.nb

Este programa calcula el valor del proceso de Poisson doblemente
estocéstico cuya media es la Normal truncada R (A(t), B(t), u(t), o(t)),
con méxima probablilidad.

Clear([A,B,A,p,0,k1,k2,P,f,F1,F2,n,m,pl;
A=Input[‘‘El punto inferior de truncamiento es’’]
B=Input[‘‘El punto superior de truncamiento es’’]
p=Input[‘‘La media de la variable es’’]
o=Input[‘‘La desviacién tipica de la variable es’’]

-1
—s

Kl:(af:__ﬁ_;EE 2 ds) :

(¥*La funcién de densidad de la Normal Truncada es:x*)
5k (Aze)?,

f[A_l] :=K1 E2\5 )

N[f[Al]

Print[‘‘La grafica de la funcién de densidad es:’’];

Plot[£[A]], {A,A,B}, PlotRange ->Al11];

A = Input[‘‘;En qué valor quiere calcular la funcién de
distribucién?’’];

A—p .2
F1 := [,°, E™ du;

Bop  _2
F2 :=[,°, E™ du;



000000000000 920000000000 00000000COCOCOCGOCOIORONOINOGOPONOGOINRNONOOYS

115

Flq.
N[F—z']:
Print[‘‘La funcién de distribucién en ’’, A,‘‘es: ’°, -
F1
N[ﬁ]] .
(*La probabilidad de que un proceso de Poisson doblemente
estocdstico con media A(t) tome el valor n es:x)

Pln_] :=3% k2_lﬁ NIntegrate[A"E'AE'%(A_;E)z,{A, A,B}]

(* Buscamos el natural, n, que maximiza la probabilidad
anterior.*)

lista=Table[P[n],{n,Floor[A],Ceiling[B]}];

ListPlot[lista]l;

m=Max [lista];

p=Position[lista,m] [[1,1]];

Print[‘‘El entero en el que se da una mayor probabilidad
es ’’, Floor[A]l+p, ‘¢ con probabilidad ’’,m]
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