% g 7/‘ Universidad

de Granada

Tesis Doctoral

m-complementacion y m-descomponibilidad en el
contexto de las algebras multiplicativamente
semiprimas.

Programa Oficial de Doctorado en Matematicas

Doctorando:

Radl Roura Redondo

Director:

Juan Carlos Cabello Pinar

Departamento de Analisis Matematico



Editor: Editorial de la Universidad de Granada
Autor: Raul Roura Redondo

D.L.: GR 994-2013

ISBN: 978-84-9028-496-4



Tesis doctoral dirigida por:

Juan Carlos Cabello Pinar

Profesor del Departamento de Andlisis Matemdtico de la Universidad de
Granada.

Defendida por:

Rail Roura Redondo

el dia 3 de Diciembre de 2012, ante el Tribunal formado por:

Dr. D. Angel Rodriguez Palacios (Presidente),

Dr. D. Amin Kaidi Lhachmi (Vocal),

Dr. D. José Antonio Cuenca Mira (Vocal),

Dr. D. Antonio Fernandez Lopez (Vocal),

Dr. D. Antonio Miguel Peralta Pereira (Secretario),

Obteniendo la calificacion de APTO cum laude.



Indice general

Agradecimientos

Introduccion

2.

Historia, lenguaje y objetivos . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
Breve resumen de los resultados . . . . . . .. ... ...

. m=clausura

1.1. Clausuras algebraicas . . . . . .. ... ... ... ...
1.2, Anulador deunideal . . . .. . ... .. ... ... .. ...
1.3, m-clausura . . . .. ..o
1.4. m-clausura y semiprimidad . . . . . .. ...
1.5.  m-clausura y aplicaciéon cociente . . . . . . . ... ..o L
1.6. Ideales m-cerrados en la unitizacion de un algebra semiprima. . . .
1.7.  m-clausura y suma directa de algebras . . . . .. .. .. .. ...
1.8. m-clausura y producto subdirecto esencial . . . . . .. .. ... ..

e-clausura

2.1. Carencias de la m-clausura . . . . . . .. ... ... ... . ....

2.2, e-clausura . . . .. ...

2.3. Ideales complementadamente densos . . . . . .. ... ... ...
2.3.1. Herederos de la semiprimidad . . . . ... .. ... ....
2.3.2. Coincidencia de clausuras . . . ... ... .. ... ....

2.4. Ideales complementadamente densos finito dimensionales . . . . .

La clausura central de un algebra no asociativa

3.1. Centroide, centroide extendido y clausura central . . . . .. ...
3.2. Filtro de denominadores para algebras asociativas. . . . . . . . ..
3.3. Diferentes aproximaciones al concepto de clausura central . . . . .

21
21
24
28
32
36
41
49
53

57
o7
59
63
65
67
70



INDICE GENERAL

3.3.1. Método Constructivo. . . . . ... ... ... ... .... 84
3.3.2. Analisis de las propiedades de la clausura central. . . . . . 88
3.3.3. Método Axiomatico. . . . . ... . ... ... ... ... 93
3.4. Centroide extendido y clausura central de algunas algebras rela-
cionadas . . . .. ... 99
3.4.1. Subalgebras de Q)4 que contienena A. . . ... ... ... 99
3.4.2. Clausura central del centroide extendido . . . ... .. .. 101
3.5. Clausura central de la Unitizacion de un algebra A . . . . . . .. 104
3.5.1. Casoconunidad . . ... ... .. ... .......... 104
3.5.2. Casosinunidad . . . . .. ... ... ... ... ... ... 106

3.6. Clausura central y centroide extendido del algebra de multiplicacion113

. m-Teorema 117
4.1. m-Teorema de los isomorfismo de reticulos. . . . . .. .. ... .. 117
4.2. Subélgebras de Q4 de la forma eA. . . . ... .. ... ... 119

4.2.1. Clausura central y centroide extendido deedA . . .. . .. 120
4.2.2. Aplicaciones . . . . . . . . ... 122
4.3. Centroide extendido de un producto subdirecto . . . .. .. ... 124
4.3.1. Caracterizacion de las dlgebras m-descomponibles. . . . . . 126
4.4. Algebras m-complementadas . . . . . ... ... ... ... ... 127
4.4.1. Aditividad de la w-clausura . . . .. ... ... ... ... 128
4.4.2. El m-Teorema y las dlgebras m-complementadas. . . . . . . 131
4.4.3. Relacion entre la m-complementacion de un algebra y de su
unitizacion. . . . ... Lo 134
4.4.4. Relacion entre la m-complementacion de un algebra y su
algebra de multiplicaciéon. . . . . . . ... oL 138
4.4.5. C*-algebras. . . . . . .. ... Lo 140

. cd-Teorema 143
5.1. Centroide extendido y clausura central de un ideal denso . . . . . 143
5.2. cd-Teorema . . . . . . . . . . ... 145
5.3. Ideales complementadamente densos finito dimensionales . . . . . 153
5.4. Aplicaciones a las dlgebrasm.s.p. . . . . . .. ... ... ..., 154

. Multiplicativa primidad de Algebras de Jordan degeneradas 161

6.1. Algebrasde Jordan . . . . .. .. ... ... ... ... ... ... 161
6.2. El algebra de Jordan J(G,0) . . . . . .. ... ... ... 162
6.3. El algebra de Jordan J(G,D) . . .. ... ... ... ...... 166
. Problemas Abiertos 171
7.1. Igualdad deradicales . . . . . .. ... ... L. 171

7.2. Relacién entre los centroides . . . . . . . . .. ... .. 178



INDICE GENERAL 3

Bibliografia 181

Indice alfabético 185



INDICE GENERAL




Agradecimientos

Si el Senor no construye la casa
en vano se cansan los constructores.
Salmo 127

Al finalizar la elaboracién de esta Memoria llega el momento de mirar atras y
de reflexionar sobre este tiempo y todo lo acontecido en él. Ha habido momentos
dificiles en los que parecia que nunca llegariamos a la meta, otros alentadores en
los que todas esas dudas se disipaban, pero en todo momento ha sido imprescin-
dible la ayuda de Dios poniendo en mi camino personas concretas que me han
guiado y apoyado en este viaje.

Entre estas personas quiero destacar, en primer lugar a Juan Carlos Cabello
por todo el tiempo que ha invertido en este proyecto quitdndoselo en muchas
ocasiones a su familia, por su profesionalidad investigadora y su paciencia infi-
nita a la hora de resolver muchas de mis dudas. También agradezco a Miguel
Cabrera la participacion en la investigacion que ha permitido la elaboracion de
esta Memoria, y que sélo su dedicacion plena a la confeccion de una monografia
le han impedido participar en la tltima fase de recopilacion y organizacion de los
resultados obtenidos.

Quiero extender mi més sincero agradecimiento al Departamento de Anélisis
Matematico, por permitirme formar parte de esa gran familia durante este tiempo,
por cederme sus instalaciones y por poner a mi disposicién todos los recursos
necesarios.



6 Agradecimientos

Finalmente, no puedo dejar pasar la ocasién para expresar mi mas sincera
gratitud a mi mujer, Irene, por su apoyo incondicional y sus sacrificios para que
este proyecto salga adelante. También quiero dedicarle esta memoria a mis hijos,
Alba, Samuel, Raul, Pablo, Jestis y Marcos que, a pesar de que son pequenos
para comprender lo que ha significado este tiempo de trabajo, han sabido valorar
la importancia del mismo y lo han tenido presente en sus oraciones.



Introduccién

Historia, lenguaje y objetivos

El universo en el que nos vamos a mover esti sustanciado por el concepto de
algebra, que no es otra cosa que un espacio vectorial, A, provisto de una aplicaciéon
bilineal (a,b) — ab de A x A en A, a la que llamamos producto de A. En reali-
dad, todo espacio vectorial puede verse como un algebra sin mas que dotarlo del
producto cero, las algebras nacidas asi reciben el nombre de dlgebras nulas. Los
ejemplos mas familiares de 4lgebras no nulas son las dlgebras de operadores, y en
particular las algebras de matrices. Todas ellas son asociativas ((zy)z = x(yz)).
Sin embargo y pese a lo que podria pensarse en un primer momento, el interés
por las algebras no asociativas surge muy pronto. La formalizacion del concepto
de niimero complejo y del uso de éstos, o mas concretamente de su producto, para
describir mateméaticamente diversos entes fisicos propios del plano, tales como la
representacion de las fuerzas mediante la Ley del Paralelogramo, o las rotaciones
en el plano, urgen a W. R. Hamilton a buscar un equivalente de los nimeros com-
plejos en dimension 3 que permita describir éstos y otros entes fisicos propios del
espacio. La persistente busqueda, durante una década, finalizdé en 1843 cuando,
paraddjicamente, en lugar de un sistema numérico de dimension 3, W. R. Ha-
milton encontr6é uno de dimensién 4, a cuyos elementos llamé cuaterniones. Este
descubrimiento permiti6 representar las rotaciones en el espacio, por lo que de in-
mediato encontraron aplicacion en Electromagnetismo, asi como en Dindmica de
Fluidos. Fueron estos precedentes los que sirvieron de motivacion para la bisque-
da de nuevas generalizaciones del cuerpo de los nlimeros complejos y sus posibles
geometrias asociadas. Esta bisqueda tuvo un hito importante en el descubrimien-
to de los octoniones (o niumeros de Cayley), que pueden ser considerados como
una extension no asociativa, de dimension ocho, de los cuaternios. Fueron des-
cubiertos por J. T. Graves en 1843, e independientemente por A. Cayley, autor
de la primera publicacion sobre los mismos, datada en 1845. Posteriormente, la
estructura de los octoniones fue clarificada por J. von Neumann en 1932. Por otra
parte, el descubrimiento de las geometrias riemanianas, geometrias no homogé-
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neas en las que las propiedades del espacio pueden diferir de un punto a otro,
permitié a A. Einstein formular su Teoria de la Relatividad. Con ella se marca el
inicio de la Mecanica Cuéntica, disciplina que surge para justificar determinados
fenémenos del mundo atémico y subatéomico tales como la radiacion del cuerpo
negro, el efecto fotoeléctrico, o el efecto Compton entre otros, que eran inexpli-
cables con las leyes de la Fisica Clasica. Los Fundamentos Matematicos de la
Mecénica Cuéntica se establecieron en el Mathematische Grundlagen der Quan-
tenmechanik de J. von Neumann, en 1932. En esta obra, de capital importancia
para la Fisica, se desarrolla la llamada Formulacion Matematica de la Mecéanica
Cuéntica, mediante una docena de postulados (segin la formulacion estandar),
que ponen en plena equivalencia el modelo fisico con el matematico. Asi, los po-
sibles estados fisicos de un sistema cuantico se describen mediante un espacio de
Hilbert, H, y los observables se representan por operadores lineales hermiticos
de L(H), cuyos valores propios asociados corresponden al valor del observable en
dicho estado propio. Con el propoésito de una mejor formalizacion de la nocion
de observable, en 1933 fueron introducidas por el fisico P. Jordan las 4lgebras
de Jordan [25], llamadas asi por A. A. Albert en 1946 y que no son otra cosa
que algebras conmutativas (x - y = y - x) que satisfacen la identidad de Jordan
((z*-y) -z =2*- (y-x)). El propio J. von Neumann se sinti¢ atraido por estas
algebras no asociativas (como ya le ocurriese con los octoniones), reconociendo
los nuevos avances y participando en ellos, tanto es asi, que a los pocos meses
aparecié un primer trabajo conjunto de P. Jordan, J. von Neumann y E. Wigner
[26]. A partir de aqui y hasta 1979, la Teoria de estructura de las algebras de
Jordan, aunque bella y profunda, se situaba en las cercanias de lo que podriamos
llamar condiciones de finitud. Es justamente en 1979 cuando E. Zel’manov ini-
cia una serie de trabajos y se adelanta a su tiempo demostrando en [46] (véase
también [31]) su famoso “Teorema primo” que clasifica ciertas algebras de Jordan.

El hallazgo de los octoniones también permitié explicar ciertas propiedades
de espacio-carga de las particulas elementales. Se gesta asi la llamada Mecani-
ca Cudantica no asociativa, donde se contemplan tanto magnitudes observables
como inobservables (relacionadas con los quarks). Pronto se supo que, para dar
cabida a estas dltimas magnitudes en la formulacién matemaética de la Mecénica
Cuéntica, hay que agrandar el algebra de operadores L(H) hasta verla dentro
de una conveniente algebra que ha de ser no asociativa. Actualmente, diremos
que se conocen una gran variedad de fenémenos en diferentes campos, principal-
mente en Biologia y Fisica (véanse por ejemplo [4, 30, 34]), cuyos modelos son
igualmente algebras no asociativas. De los miultiples textos que versan sobre el
interés de los modelos no asociativos en la Fisica, citamos como botoén de muestra
[34]. Alli, se detallan diversas aplicaciones Fisicas concretas de miultiples algebras
no asociativas relevantes. Por otra parte, recientemente el fisico britanico, I. M.
H. Etherington, ha advertido del interés de las &lgebras no asociativas para el
tratamiento de problemas genéticos.

Una vez subrayado el indudable interés de las algebras no asociativas, es obli-
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gado reconocer que la Teoria General para éstas, estd muy lejos de tener un
desarrollo similar a la Teoria General para las dlgebras asociativas, de hecho, sélo
en ciertos contextos especificos, tales como las algebras de Jordan o las &lgebras
de Lie, este desarrollo es considerable. Como ejemplo de la diferencia de nivel
en el desarrollo de una y otra teoria, baste recordar que toda algebra asociativa
conmutativa sin divisores de cero B puede sumergirse en un cuerpo ), llamado
el cuerpo de fracciones de B. En contexto no necesariamente conmutativo, W.
Martindale, construyo6 el algebra simétrica de cocientes que, para el estudio de
ciertas propiedades, puede jugar un papel similar al del cuerpo de fracciones. Pues
bien, a lo largo de los tdltimos anos ha habido numerosos intentos de construir
algebras de cocientes en contexto no asociativo, sobre todo en contexto Jordan
o Lie, sin que se haya encontrado una generalizacién plena a nivel general. Pe-
se a este fracaso, la importancia del centro del algebra simétrica de cocientes
(llamado centroide extendido), y de la subdlgebra del algebra simétrica de co-
cientes generada por el algebra de partida sobre el centroide extendido (llamada
clausura central), obligd a hacer renovados esfuerzos en la busqueda de los co-
rrespondientes conceptos en contexto no asociativo. Estos esfuerzos culminaron
con la introducciéon del centroide extendido y de la clausura central por parte de
T. S. Erickson, W. S. Martindale y J. M. Osborn |21] en contexto no asociativo
primo, y més tarde de W. E. Baxter y del propio W. S. Martindale [3]| en el caso
semiprimo. Estos conceptos desempenaran un papel importante en la obtencion
de nuestros resultados.

Nuestro trabajo puede verse como una pequena contribucion, en algunos as-
pectos que ahora concretaremos, a la construccion de la Teoria General de las
algebras no necesariamente asociativas.

Con el fin de expresarnos con mayor precision, permitasenos, ir intercalan-
do en lo sucesivo distintas definiciones. Comencemos indicando que, para 57, S,
subespacios de un algebra A, se suele escribir S;.5; para indicar el subespacio de
A generado por todos los productos zy, con z € S; e y € S,. Por comodidad,
escribiremos S? en lugar de SS.

Una subdlgebra de un algebra dada A es un subespacio vectorial B de A que
permanece estable bajo el producto de A, esto es xy € B para cualesquiera
x,y € B. Conviene recordar que toda algebra unital (algebra con unidad) o no
puede verse inmersa en una cierta algebra con unidad, a la que llamamos su
unitizacion.

Un ideal (bildtero) de un élgebra A es un subespacio vectorial I de A tal
que ar € I y xza € I para cualesquiera a € Ay x € I. Notaremos por Z4 al
conjunto de los ideales del algebra A. Para cada ideal I, llamaremos anulador de
I, Ann([]), al mayor ideal J que cumple la condicién I.J = JI = 0. Un ideal I se
dice m-cerrado cuando I = Ann(Ann(/)). Notaremos por Z7} al conjunto de los
ideales m-cerrados del &lgebra A.

Un 4lgebra A se dice que es un dlgebra simple si es no nula y carece de ideales
propios distintos del 0 y se dice que es semiprima si 0 es el dnico ideal de A cuyo



10 Introduccién

cuadrado es cero.

Una primera estrategia para avanzar en contexto no asociativo podria consistir
en tantear hasta qué punto, a un algebra no necesariamente asociativa, se le
puede asociar, de forma natural, un 4lgebra asociativa cuya estructura algebraica
guarde relaciéon con la del algebra de partida. Independientemente del algebra en
cuestion, nuestra apuesta es por su algebra de multiplicacion.

Sea A un algebra. Dado a € A definimos los operadores de multiplicacion
izquierda y derecha LA R}: A — A por LA(x) = avr y Rx) = za para
cada z € A. Cuando no haya lugar a confusién usaremos L, y R, en lugar de L4
y RA. Se define el dlgebra de multiplicacion de A, y se denota por M(A), como
la subalgebra de L(A) generada por el operador identidad Id4 y el conjunto de
operadores de multiplicacion {L,, R, : a € A}.

El ideal de multiplicacion de A, denotado por M*(A), se define como la subal-
gebra de L(A) generada por el conjunto {L,, R, : a € A}. Es claro que M*(A)
es un ideal de M(A) y que M(A) = Klda + M*(A).

La relacion entre los ideales de un algebra y de su algebra de multiplicacion
fue primeramente estudiada por F. L. Pritchard en |36]. El inicio del estudio,
en el caso finito dimensional, de las algebras (no asociativas) cuya algebra de
multiplicacion es semiprima se remonta al trabajo de N. Jacobson [23], en el que
obtuvo el siguiente teorema de descripcion.

Teorema 0.0.1 (Teorema de Jacobson). Para un dlgebra A, equivalen:
(1) A es finito dimensional y M(A) es semiprima.

(ii)) A = @I (B; es una suma directa de ideales, uno de los cuales, sea By, es
un dlgebra nula finito dimensional y los otros son dlgebras simples finito
dimensionales.

En tal caso,
M(A) = B M(B)), MH(A) = &L, M(B))

y, para cada 1 < i < n, M(B;) es isomorfa a un dlgebra de matrices sobre un
dlgebra de division finito dimensional A;.

Este resultado, que fue extendido a algebras sobre un anillo por R. D. Fins-
ton en [22], motivo la introduccién por A. A. Albert en [1] del que hoy dia se
conoce con el nombre de Radical de Albert (ver también [24, pp. 1090-1091] y
[37]). Es claro que, como consecuencia del Teorema de Jacobson, un algebra fi-
nito dimensional es simple si, y solo si, lo es su algebra de multiplicacion. Esta
situacién no se reproduce en contexto semiprimo: A. A. Albert exhibi6 en [1]
un algebra semiprima, cuya algebra de multiplicacion no es semiprima (véase
Ejemplo 2.1.1). Esta circunstancia sugirio la siguiente definicion: Un algebra A se
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dice multiplicativamente semiprima (abreviadamente, m.s.p.) si A y M(A) son
simultaneamente algebras semiprimas.

El estudio sistemético de las dlgebras m.s.p. sin restriccion de finita dimension,
se inicio en la Tesis Doctoral de A. A. Mohammed [33]. Uno de los resultados
principales de esta Tesis fue demostrar que las algebras asociativas semiprimas
son m.s.p. Este hecho sugiri6 que las algebras no asociativas (con conveniente
condicion de regularidad) cercanas a las asociativas debieran ser también m.s.p.
Sugerencia que ha sido verificada para algebras alternativas no-degeneradas y
para algebras de Jordan no-degeneradas en [18], asi como para las élgebras de
Lie (skew) asociadas a algebras asociativas semiprimas con una involucién lineal
en [11]. Otros ejemplos destacados de dlgebras m.s.p. que se muestran en [33| son
las algebras normadas anuladoras generalizadas (en particular, las H*-algebras
con anulador cero) y el dlgebra libre no-asociativa. La teoria de estructura para
las dlgebras m.s.p. fue ampliamanente desarrollada en [8], [9], [10] y [13].

Siguiendo en contexto no asociativo y cambiando de tercio para dar entra-
da a nuevos actores, recordemos que la caracterizacion estandar de los modulos
completamente reducibles permite afirmar que para un algebra semiprima, coin-
ciden los conceptos de algebra descomponible (aquella que es suma de sus ideales
minimales) y de algebra complementada (para cada ideal existe otro ideal cuya
suma directa con el primero coincide con la propia algebra). No ocurre asi si se
debilitan ambos conceptos, en el sentido de que, si ~ es una operacion clausura,
hablamos de ~-complementada si la propiedad de complementaciéon sélo se exi-
ge para cada ideal ~-cerrado, y nos referimos como ~-descomponible a aquella
algebra que coincide con la ~-clausura de la suma de sus ideales ~-cerrados mi-
nimales. En este sentido, recuérdese que un algebra A se dice que es un dlgebra
normada si (A, ||.||) es un espacio normado satisfaciendo que, para cada a,b € A,
|labl| < ||all||b]|. Sabemos por ejemplo que el dlgebra ¢ de las sucesiones conver-

gentes es un algebra normada || . |[-descomponible tal como se demuestra en [8,
Corollary 4.8] pero no es || . ||-complementada (cf. Corolarios 4.4.3 y 4.4.6 de
la presente Memoria). El estudio de las algebras || . ||-complementadas ha sido

ampliamente desarrollado en algebras de Banach (&lgebras normadas asociativas
cuyo espacio normado (A, ||.]|) es completo) especificas: algebras de funciones, y
en particular algebras de sucesiones, (ver, por ejemplo [20, Chapter 4] y [44]); v
algebras de operadores (ver, por ejemplo [28] ¥ [40]).

El objetivo de esta Memoria es el de relacionar la posible semiprimidad,
m-complementacion y m-descomponibilidad de un &lgebra con las correspondien-
tes propiedades de su unitizacion, de su dlgebra de multiplicaciéon, sus cocientes y
sus ideales respectivamente. La clave de nuestro trabajo esta en el establecimien-
to de una biyeccion entre los ideales m-cerrados y los idempotentes del centroide
extendido, resultado que hemos llamado 7-Teorema (Teorema 4.1.2), y a partir
de éste, de las consiguientes caracterizaciones de la mw-descomponibilidad (Teo-
rema 4.3.4) y de la m-complementacion (Teorema 4.4.8) en términos del propio
centroide extendido.
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Breve resumen de los resultados

El primer capitulo estd dedicado a la m-clausura y a cuanta informacion
sobre el objetivo general obtenemos sin el uso del 7m-Teorema. Dedicamos una
primera seccion al concepto de clausura algebréica y senalamos algunos ejemplos
notables. A continuacion estudiamos la relacion entre el anulador de un ideal y
la aplicacion cociente (Proposicion 1.2.9) e indicamos cémo construir ejemplos
de ideales de un &lgebra semiprima que no son algebras semiprimas (Ejemplo
1.4.2), tal caso no ha de darse si los ideales son sumandos directos (Proposicion
1.4.3). Seguidamente caracterizamos la semiprimimidad como una debilitacion
de la m-complementacion (Proposiciéon 1.4.4) y probamos que, en contexto se-
miprimo, la clausura de la imagen por la aplicacion cociente de un ideal es el
anulador de la imagen del anulador de dicho ideal (Proposicién 1.5.5), resul-
tado que nos deja expedito el camino para obtener una descripcion de los ideales
m-cerrados y de los ideales esenciales (tienen corte no cero con cualquier ideal no
cero) de un cociente por un ideal m-cerrado (Teorema 1.5.7). Como consecuen-
cia, se prueba que la 7-radicalidad (carencia de ideales m-cerrados minimales) y la
m-descomponibilidad pasan al cociente por un ideal 7-cerrado (Corolario 1.5.10
y Corolario 1.5.12 respectivamente).

Con respecto a la unitizacion, probamos que un algebra es semiprima si, y solo
si, lo es su unitizacion (Corolario 1.6.4), y determinamos la relacion entre los
ideales m-cerrados del algebra y de su unitizada, distinguiendo el caso con unidad
(Proposiciéon 1.6.9) y el caso sin unidad (Proposicién 1.6.11). Es claro que
la unitizacién de un algebra con unidad siempre tiene un ideal w-cerrado minimal
y por tanto nunca serd m-radical. Sin embargo, en el caso sin unidad, un algebra
es m-radical cuando, y solo cuando, lo sea su unitizacion (Corolario 1.6.12).
Curiosamente para la m-descomponibilidad no hay diferencias entre ambos casos,
resultando que un algebra es m-descomponible si, y sélo si, lo es su unitizacion
(Corolario 1.6.14).

Después de describir los ideales de una suma directa y de aprender a calcu-
lar sus correspondientes anuladores, damos la descripcion del reticulo (conjunto
parcialmente ordenado en el que cualesquiera par de elementos admiten supremo
e infimo) de los ideales m-cerrados en contexto semiprimo (Proposicién 1.7.2).
Nos damos cuenta que el m-zocalo (suma de los ideales m-cerrados minimales) de
una suma directa es la suma directa de los m-z6calos de las algebras sumandos
(Corolario 1.7.4). Probamos que si un algebra A con anulador cero es la -
clausura de una suma directa de una familia {,} de ideales de A, entonces A es
el producto subdirecto esencial (producto subdirecto que contiene un ideal esen-
cial del producto directo) de la familia de las dlgebras cocientes {A/Ann(1,)} v,
en el caso en que A es semiprima, describimos sus ideales m-cerrados en términos
de los anuladores de los ideales I, (Proposicién 1.8.7).

En el segundo capitulo chequeamos algunas carencias de la m-clausura. La
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primera es que los ideales m-densos de un algebra semiprima no son necesaria-
mente algebras semiprimas (cf Ejemplo 1.4.2 y Proposicion 1.3.6). Nos surge asi
un primer problema sobre como debe ser el tamano de un ideal para que pueda
heredar la semiprimidad. La segunda es que la m-clausura no deja traslucir nin-
guna informacion sobre el algebra de multiplicacion (cf. Ejemplo 2.1.1). En este
orden de cosas, debemos subrayar que la equivalencia de (i) y (iv) del Teorema
de caracterizacion de las algebras m.s.p. dada en [8, Theorem 2.6] nos permi-
te afirmar que, para un &lgebra semiprima, la semiprimidad de su &lgebra de
multiplicacion esta vinculada a la coincidencia de la m-clausura con una nueva
clausura: la e-clausura. Esta tultima es la pieza clave en el estudio de la estruc-
tura de las algebras m.s.p. (véase por ejemplo [8]) y puede entenderse como un
sistema de transmision entre las estructuras algebraicas de un algebra y de su
algebra de multiplicacion. Entre sus propiedades, destacamos la propiedad de
continuidad (|8, Proposition 1.8]), su relacion con la w-clausura (cf. |8, Proposi-
tion 1.11] y Ejemplo 2.2.1) y su buena relacion con la aplicacion cociente ([8,
pg. 406 (5)]). Seguidamente, introducimos los ideales complementadamente den-
sos -abreviadamente c.d.- (aquellos cuya suma con su anulador resulta un ideal
e-denso). Estos ideales forman una clase amplia que incluye tanto a los idea-
les e-densos (simplemente densos cuando no haya lugar a confusion) como a los
ideales que son sumandos directos. Una primera caracterizacion de estos ideales
(Proposicién 2.3.4) nos permite, junto con la equivalencia de (i) y (vi) dada en
[8, Theorem 2.6], afirmar que un &algebra es m.s.p. si, y solo si, todo ideal suyo
es c.d. (Corolario 2.3.5). Subrayamos que los ideales c.d. se conservan al pasar
a cociente por un ideal e-cerrado (Proposicion 2.3.7) y nos permiten sortear
la primera de las carencias: si I es un ideal c.d. de un algebra, entonces ésta es
semiprima si, y solo si, / y Ann(/) son también algebras semiprimas (Corolario
2.3.11). Una segunda caracterizacion de los ideales c.d., que estéa en el espiritu
de |8, Theorem 2.6, nos asegura que los anuladores horizontal y vertical permu-
tan en cualquier ideal c.d., esto es, Ann(7*™) = Ann(7)*™ (Teorema 2.3.16).
Como consecuencia probamos, que, en un ideal c.d., ambas clausuras algebraicas
coinciden (Corolario 2.3.17). Finalmente probamos que un ideal c.d. es finito
dimensional si, y solo si, lo es su clausura (Proposicién 2.4.1) y que todo co-
ciente de un algebra semiprima por el anulador de un ideal c.d. finito dimensional
es un algebra m-descomponible (Proposicion 2.4.4).

En el tercer capitulo introducimos el concepto de centroide extendido de un
algebra semiprima A, C'4 y, haciendo uso del concepto de filtro de denominadores,
damos un proceso para construir su clausura central, () 4. Posteriormente, tras el
andlisis de las propiedades que se desprenden de dicha construccién, obtenemos
una caracterizacion de tipo axiomatico de la clausura central y del centroide ex-
tendido que serd ampliamente usada (Teorema 3.3.15). Es facil comprobar que
el concepto de clausura central intoducido en [3| por Baxter-Martindale coincide
con el que hemos establecido en nuestro trabajo (Corolario 3.3.16) y, con poco
esfuerzo adicional, se pueden obtener otras variadas y sugerentes caracterizaciones



14 Introduccién

de la clausura central (Corolarios 3.3.19 y 3.3.20).

En otro orden de cosas, probamos que la clausura central de las algebras com-
prendidas entre la propia algebra y su clausura central coincide con ésta tltima,
e igual circunstancia se da para sus centroides extendidos (Proposicion 3.4.3).
El centroide extendido de cualquier algebra semiprima coincide con su algebra
simétrica de cocientes (Teorema 3.4.6). También calculamos la clausura central
y el centroide extendido de la unitizaciéon de un algebra semiprima distinguiendo
los casos con y sin unidad. En caso con unidad, hacemos notar que la clausura
central (resp. el centroide extendido) de la unitizacion de un &lgebra semiprima es
la unitizacion de la clausura central (resp. del centroide extendido) (Proposicién
3.5.2), y como consecuencia, un algebra con unidad coincide con su clausura cen-
tral cuando, y s6lo cuando, lo haga su unitizacion (Corolario 3.5.3). El caso sin
unidad es bastante mas complejo, obteniéndose finalmente que la clausura central
puede verse como una cierta algebra cociente y que los centroides extendidos de
un algebra y de su unitizacion coinciden (Teorema 3.5.10). Si ademas la clau-
sura central tiene unidad, también coinciden sus clausuras centrales (Corolario
3.5.11). En el caso sin unidad, ser centralmente cerrada no implica que lo sea
su unitizacion (Ejemplo 3.5.16), si bien el reciproco si es cierto (Corolario
3.5.15).

Finalmente demostramos que también los centroides extendidos de un algebra
m.s.p. v de su algebra de multiplicaciéon coinciden, v que la clausura central
de ésta ultima coincide con una cierta superalgebra que contiene al dlgebra de
multiplicacion de la clausura central (Teorema 3.6.3). También coinciden los
centroides de un algebra y de su ideal de multiplcaciéon, mientras que como era
deseable, al menos la clausura central del ideal de multiplcacién si es el ideal de
multiplicacion de la clausura central (Corolario 3.6.4).

En el cuarto capitulo establecemos el m-teorema, una suerte de piedra de Ro-
setta que nos permitird traducir resultados sobre ideales m-cerrados en resultados
sobre idempotentes del centroide extendido y viceversa. Para ello, usaremos una
técnica similar a la empleada en [5, Theorem 2.3.9], que consiste en asociar a cada
subconjunto S de la clausura central de un algebra semiprima un idempotente,
e[s), del centroide extendido. Nuestro principal valor, el 7-Teorema (Teorema
4.1.2), afirma que, para un algebra semiprima A, la aplicacion e — eA N A de-
termina un isomorfismo entre el reticulo de los idempotentes en C4 y el reticulo
77 de los ideales m-cerrados de A, y cuya aplicacion inversa viene dada mediante
la ley I — ej. Parece pues claro que, para conocer la relacion entre los ideales
m-cerrados de un algebra y los de sus algebras relacionadas, necesitamos conocer
la relacién entre sus centroides extendidos. Asi pues, nos vemos obligados a re-
dirigir nuestro esfuerzo hacia el calculo de los centroides extendidos de aquellas
algebras relacionadas que son objeto de nuestro estudio.

Comenzamos con el célculo del centroide extendido de un algebra de la forma
eA, con e idempotente del propio centroide extendido, resultando que C.4 = eCy,
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YV Qea = eQ4 (Teorema 4.2.2). Nuestra primera consecuencia resulta ser una
formulacion equivalente del m-Teorema (reemplacese la unidad del cuerpo por
cualquier idempotente del centroide extendido en el Corolario 4.2.3). El pa-
so a cociente no podria ser mas anunciado: el centroide extendido y la clausura
central de un cociente es el cociente de los centroides extendidos y de las clau-
suras centrales respectivamente (Corolario 4.2.6). Como consecuencia, sin mas
que comparar los idempotentes asociados, podriamos volver a obtener la Propo-
sicion 1.5.5, que tal como se advirtié6 en su momento es el punto decisivo en la
demostracion del Teorema 1.5.7.

Introducimos una segunda herramienta: el conocimiento del centroide extendi-
do de un un producto subdirecto esencial de una familia de 4lgebras semiprimas
(Teorema 4.3.1). Con idénticas argumentaciones a las seguidas en la demos-
tracién de dicho teorema, probamos que el centroide extendido de un producto
subdirecto esencial de 4lgebras semiprimas es el producto directo de los centroi-
des extendidos de los factores, asi como que la clausura central de un producto
directo (resp. una suma directa) es el producto directo de las clausuras centra-
les de los factores (resp. sumandos) (Corolario 4.3.2), el cual resulta ser una
generalizacion de [17, Lemma 8|. Como consecuencia, teniendo en cuenta la Pro-
posicion 3.4.3, obtenemos que la clausura central y el centroide extendido de
Co0, Co, ¢, PP(1 < p < 00) coinciden con el dlgebra s de todas las sucesiones (Co-
rolario 4.3.3).

A partir del Teorema 4.3.1 y del w-Teorema, probamos que un algebra es
m-descomponible si, v sélo si, su centroide es un producto directo de cuerpos
(Teorema 4.3.4). La potencia de este resultado estriba en hacer patente que
la m-descomponibilidad es competencia exclusiva del centroide extendido. Asi, la
relacion entre los centroides extendidos de A, Q4 y M(A) permite concluir que
un algebra es m-descomponible, si y so6lo si lo es su clausura central (Corolario
4.3.5) (respectivamente, lo es su algebra de multiplicacion (Corolario 4.3.6)).
Por otra parte, merece la pena subrayar el cardcter minimal de la 7-clausura para
la complementariedad (Proposicién 4.4.1), y en particular, probamos que toda
algebra (con anulador cero) normada || . ||-complementada es m-complementada
(Corolario 4.4.3). A continuacion caracterizamos la m-complementacion en tér-
minos de la aditividad de la w-clausura y como consecuencia, probamos que la
propiedad de aditividad se hereda para ideales w-cerrados (Proposiciéon 4.4.4),
y para los cocientes (Corolario 4.4.5). Las cosas van fantasticamente bien en el
caso finito dimensional: las algebras m-complementadas finito dimensionales no
son otras que las algebras semiprimas que coinciden con su 7w-zdécalo (Corola-
rio 4.4.7). Es obligado senalar que el 7-Teorema también nos permite dar una
nueva caracterizacion de las algebras m-complementadas, basada en la pertenen-
cia de todos los idempotentes del centroide extendido al centroide, I', (extension
intermedia del cuerpo base entre el centro y el propio centroide extendido) (Teo-
rema 4.4.8). A partir de este resultado queda claro que la m-complementacion
es competencia del centroide y del centroide extendido y solo de éstos. Esto nos
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permite ver, entre otras cosas, que toda algebra semiprima centralmente cerrada
es m-complementada (Corolario 4.4.9). En particular, lo son el propio centroide
extendido y la clausura central de un algebra semiprima (Corolario 4.4.10).

Con objeto de estudiar la m-complementariedad de la unitizacion de un al-
gebra, hurgamos entre los centroides de un algebra y de su unitizacion. De esta
forma, probamos que si un algebra tiene unidad entonces es m-complementada
si, v sblo si, lo es su unitizacion, y, si no tiene unidad, necesitamos anadir algu-
na propiedad adicional a los ideales m-cerrados de la propia algebra (Teorema
4.4.16). A fin de comparar las distintas opciones, antes y después del m-Teorema,
damos dos demostraciones de este resultado, una de ellas usando los resultados
del capitulo segundo y en otra usando el propio m-Teorema. Por otra parte, sabe-
mos que en la categoria de las 4dlgebras asociativas existe una més grande algebra
asociativa con unidad que contiene al algebra de partida como ideal esencial:
El 4lgebra de los multiplicadores (|2, Proposition 1.1.6]). Pues bien, como conse-
cuencia directa del m-Teorema, obtenemos que un algebra semiprima asociativa es
m-complementada si, y solo si, lo es su algebra de los multiplicadores (Corolario
4.4.19).

En el caso del dlgebra de multiplicacion de un algebra m.s.p. no hay escapa-
toria: necesitamos conocer la relacién entre los centroides. En general, si A es un
algebra semiprima sabemos que I'nq4y € I'a € I'yyz(4) (Proposicién 4.4.20),
asi podemos deducir que la m-complementariedad del algebra de multiplicacion
fuerza la del propio algebra, y, la de ésta, fuerza la de su ideal de multiplicacién
(Corolario 4.4.21, véase también |13, Proposition 3.5]). En el caso asociativo
la dltima inclusion es, de hecho, una igualdad (Proposicién 4.4.22) y en con-
secuencia, sabemos que un algebra semiprima asociativa es m-complementada si,
y s6lo si, lo es su ideal de multiplicaciéon, y que el dlgebra de multiplicacion lo es
cuando, y s6lo cuando, lo es su unitizacion (Corolario 4.4.24).

En el contexto de las C*-&lgebras probamos que una C*-algebra es m-comple-
mentada si, y solo si, coincide con su algebra simétrica acotada de cocientes
(Corolario 4.4.28). Este resultado no es baladi, ya que nos permite probar que
ejemplos tan importantes como las AW *-algebras, y en particular las W*-algebras
[2, Example 3.3.1.2] son m-complementadas y que, como se muestra en [39, Coro-
llary 2.9] (véase también |2, Corollary 6.3.5]), son precisamente estas C*-algebras
las que tienen mejor comportamiento respecto a los Jordan-homomorfismos so-
breyectivos.

El objetivo de este quinto capitulo es continuar el estudio de los ideales
c. d., usando ahora el m-Teorema, o mas concretamente una consecuencia suya
que llamaremos cd-Teorema. En una tultima secciéon daremos algunos resultados
que resultan novedosos en la Teoria de las dlgebras m.s.p.

Comenzamos dando una version débil del cd-Teorema para los ideales densos
que supone un hito importante en la prueba de dicho teorema (Proposicién
5.1.3), y probamos que si A es un algebra semiprima e [ es un ideal denso de A,
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entonces A es m-descomponible si, y solo si, lo es I (Corolario 5.1.4). En una
segunda etapa, tras estudiar como se transmite la densidad en los epimorfismos
de &lgebras (Corolarios 5.2.2 y 5.2.3), probamos el esperado cd-Teorema
(Teorema 5.2.5), el cual informa sobre la clausura central y el centroide exten-
dido de un ideal c.d., concretamente probamos que C; = e;C4, y que Q7 = Cal
es un ideal c.d. en Q4. Como consecuencia de éste obtenemos la descripcién de
todos los ideales m-cerrados de un ideal c.d., de la que se deduce, entre otras
cosas, que un ideal c.d. es un algebra prima (el producto de dos de sus ideales
es cero unicamente cuando alguno de ellos es cero) si, y solo si, su m-clausura es
un ideal m-cerrado minimal (Teorema 5.2.7). Otra importante consecuencia del
cd-Teorema, esta vez con la ayuda del Teorema 4.3.4 y del resultado anterior, es
que todo ideal c.d. de un algebra m-descomponible es un algebra m-descomponible
(Corolario 5.2.8). Completamos la informacion de la Proposicion 1.4.3, obte-
niendo, entre otras cosas, que todo ideal m-cerrado de un ideal c.d. es un ideal del
propio algebra y que la existencia de ideales m-cerrados minimales en [ garan-
tiza que A también los tiene (Corolario 5.2.9). Como consecuencia, podemos
probar que todo ideal c.d. no cero de un algebra semiprima m-radical es un alge-
bra semiprima w-radical (Corolario 5.2.10). Finalmente exhibimos ejemplos de
ideales c.d. que son m-cerrados pero cuya clausura central no es un ideal m-cerrado
(Ejemplo 5.2.11).

Conviene también constatar que nuestros resultados tienen el mismo sabor
que algunos de los obtenidos por G. F. Birkenmeier, J. K. Park, y S. T. Rizvi
en [7]. Una posible justificacion viene dada por el hecho de que un ideal I de
un algebra semiprima A es c.d. si, y solo si, I*™ y Ann(/)*™ son ideales densos
en un sumando directo del anillo maximal derecho de cocientes del anillo M(A)
(véase |7, Definition 2.1.(i)]) (Corolario 5.2.15).

En referencia al caso finito dimensional obtenemos que todo ideal c.d. fini-
to dimensional no nulo de un algebra semiprima es un algebra m-descomponible
(Proposicién 5.3.1). Si ademas, I es un algebra m.s.p. entonces I es un ideal
m-cerrado de A (Corolario 5.3.2). Como consecuencia, obtenemos una pequena
mejora de [13, Theorem 5.16|, concretamente probamos que todo ideal c. d. finito
dimensional de A tal que I es un algebra m.s.p. es un ideal complementado de A
(Teorema 5.3.3). Si ademas el dlgebra es prima, entonces dicha algebra es finito
dimensional y simple (Corolario 5.3.5). Como consecuencia podemos reencon-
trar |13, Corollary 5.18], el cual es una una version no asociativa de un resultado
de Lee y Wong [29, Theorem 1.7] en el que se prueba que un algebra prima aso-
ciativa que tenga un ideal derecho no cero finito dimensional es finito dimensional
y simple. Concretamente probamos que toda algebra multiplicativamente prima -
abreviadamente m.p.-(simultaneamente el algebra y su élgebra de multiplicacion
son algebras primas) que admita un ideal no cero finito dimensional, es finito
dimensional y simple (Corolario 5.3.6).

Después de mover los arboles, dedicamos, como ya hemos advertido, una 1l-
tima secciéon de este capitulo a recoger algunas nueces, traduciendo todos los
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resultados obtenidos para un ideal c. d. de un algebra semiprima en resultados
para un ideal arbitrario de un algebra m.s.p. Asi por ejemplo en una primera
remesa, como consecuencia del Teorema 2.3.16, obtenemos que, para un algebra
m.s.p., existe un isomorfismo entre los reticulos de los ideales m-cerrados de la
propia algebra y de su algebra de multiplicacion que conserva el orden (Propo-
sicion 5.4.2). De aqui se deduce que un algebra m.s.p. es m-radical si, y sélo si,
lo es su algebra de multiplicacion (Corolario 5.4.3).

En una segunda remesa, como consecuencia del cd-Teorema, podemos calcular
el centroide extendido y la clausura central de un ideal arbitrario I de un algebra
m.s.p.(Corolario 5.4.4) y disponer de la descripcion de los ideales m-cerrados de
un ideal de un algebra m.s.p., resultado que mejora sensiblemente [8, Theorem
2.11 and Corollary 2.12.(i)], por cuanto esté referida a un ideal no necesariamente
n-cerrado (Teorema 5.4.5). Como consecuencia, obtenemos que todo ideal no
cero de un algebra m.s.p. m-radical es un algebra m.s.p. m-radical (Corolario
5.4.6).

El hecho de que un &lgebra es e-descomponible si, y solo si, es m.s.p y 7-
descomponible (Proposiciéon 5.4.7) nos abre las puertas al estudio de la e-
descomponibilidad de las adlgebras con anulador cero, y de esta forma podemos dar
una reformulacion de [8, Theorems 3.7 and 3.8] y una mejora de [8, Proposition
3.9], concretamente probamos que un algebra es e-descomponible si, y solo si es
m.s.p. y su centroide extendido es un producto directo de cuerpos (Corolario
5.4.8). También podemos afirmar que un algebra m.s.p. es e-descomponible si,
y s6lo si su clausura central (o su algebra de multiplicacion) es w-descomponible
(Corolario 5.4.9). Como consecuencia del Corolario 1.5.12 y de la Proposicion
5.4.7, probamos que la e-descomponibilidad pasa a cocientes (Corolario 5.4.10)
y es hereditaria para los ideales (Corolario 5.4.11).

El esquema para la e-complementacion es similar: Un algebra es e-comple-
mentada si, y solo si, es m.s.p y m-complementada (Proposicion 5.4.12). Como
consecuencia, deducimos que la e-complementacioén pasa a cocientes (Proposi-
cién 5.4.13).

Seguidamente nos preguntamos acerca de la relacién entre la multiplicativa
semiprimidad de un algebra y de su unitizacion. Puesto que toda algebra es un
ideal de su unitizacion, la condiciéon de multiplicativa semiprimidad de la unitiza-
cion siempre fuerza la del propio algebra (véase [12, corollary 4.7]), asi pues nos
centramos en ver si la multiplicativa semiprimidad del algebra es también una
condicién suficiente. En este sentido, sabemos que, dado que al menos la semipri-
midad si estd asegurada por el Corolario 1.6.4, s6lo nos queda preocuparnos de
la semiprimidad de sus algebras de multiplicacion. Las cosas son muy diferentes
segtin que el algebra tenga o no unidad. En el primer caso la respuesta es plena-
mente satisfactoria (Proposicién 5.4.14), mientras que en el caso con unidad
ha de afiadirse la densidad del algebra en su unitizacion (Proposicién 5.4.15).
Antes de obtener las obligadas consecuencias, advertimos que la condicién sobre
la densidad es esencial, incluso en el caso finito dimensional (Ejemplo 5.4.16).
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Como consecuencia de las Proposiciones 5.4.14 y 5.4.15 obtenemos la relacion en-
tre la e-descomponibilidad y la e-complementacion de un algebra y su unitizacion
(Corolarios 5.4.17 y 5.4.18 respectivamente).

Finalmente queremos advertir que como consecuencia del desarrollo de la
presente Memoria también podriamos haber obtenido algunos de los resultados
contenidos en [13]. Asi por ejemplo, de la Proposicion 4.4.4, se deduce la corres-
pondiente caracterizacion de la e-complementacién en términos de la e-clausura
[13, Corollary 3.10]; Como consecuencia del Proposicion 1.8.7 se obtiene que to-
da &algebra m.s.p. se puede escribir como un producto subdirecto esencial de dos
algebras una m-radical y otra w-descomponible, tal como se obtuvo en |13, Theo-
rem 2.15|; Combinando el Corolario 5.4.8 y el Teorema 4.4.8 reencontramos |13,
Corollary 3.13] y aplicando el Teorema 5.3.3, reencontramos [13, Theorem 5.16
and Corollary 5.17|.

En el sexto capitulo probamos que los monstruos de Pchelintsev (4lgebras
de Jordan primas degeneradas), tratados por V. G. Skosyrskii, son algebras m.p.
La multiplicativa primidad de las dlgebras de Jordan primas no-degeneradas fue
probada en [18] haciendo un uso sustancial del Teorema de Zel’'manov [46] y de
la teoria de identidades polinomiales generalizadas. Una vez que S. V. Pchelin-
tsev resolvio en [35] el problema de la existencia de dlgebras de Jordan primas
degeneradas, es natural preguntarse sobre la multiplicativa primidad de tales al-
gebras. Nosotros damos una respuesta afirmativa tanto para la derivaciéon impar
(Teorema 6.2.6) como para la derivacion par (Teorema 6.3.3).

Finalmente en el séptimo capitulo exponemos dos cuestiones que nos han
surgido de forma natural en el desarrollo de la presente Memoria y a las que,
hasta el momento, s6lo hemos podido dar algunas respuestas parciales.

De todos es conocida la igualdad de los radicales primo (corte de los ideales
I tales que el algebra A/I es prima) y semiprimo (corte de los ideales I tales
que el algebra A/I es semiprima) en un algebra no necesariamente asociativa.
Pues bien, nuestro primer problema consiste en ver si la igualdad de los radicales
multiplicativamente primo (corte de los ideales I tales que el lgebra A/I es m.p.)
y semiprimo (corte de los ideales I tales que el algebra A/I es m.s.p.) es obligada.
Sabemos que en caso asociativo las cosas van bien, esto es, se da dicha igualdad
(Proposicién 7.1.2). También van bien las cosas si imponemos la condicion
adicional de que el 4lgebra de multiplicacion sea prima (Proposiciéon 7.1.5) o si
el algebra es e-descomponible (Proposicién 7.1.6) o si el lgebra tiene un centro
grande (todo ideal no nulo tiene corte no nulo con el centro) (Corolario 7.1.9).
En cualquier caso, el problema de la igualdad puede reducirse al problema de si
toda algebra m.s.p. A es tal que u(A) =0 (Corolario 7.1.12). En este sentido,
probamos que el radical multiplicativamente primo de un algebra m.s.p. o es cero
o es un algebra m-radical (Proposicién 7.1.13). Como consecuencia, obtenemos
que también el caso finito dimensional esté resuelto (Corolario 7.1.14).
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Nuestro segundo problema consiste en ver si se pueden revertir las implica-
ciones del Corolario 4.4.24. Después del Teorema de caracterizacion de la com-
plementacion, Teorema 4.4.8, v de la Proposicion 4.4.20, entendemos que para
este estudio es condicion sine quanum el conocimiento sobre las inclusiones reci-
procas de los correspondientes centroides. En este sentido s6lo podemos afirmar
que aunque la inclusion I'y C I'42 puede ser estricta (Ejemplo 7.2.1), el citado
ejemplo no revela cual de las dos inclusiones I'y C Tpqra) 0 Dpgray S Taz es
estricta.

Finalmente, queremos advertir que, con objeto de dar a la Memoria un desa-
rrollo lo més autocontenido posible, incluiremos algunos resultados conocidos
(hecho que siempre sera advertido) y que, en su mayor parte, o tienen una de-
mostracion elemental o son demostrados con las técnicas implementadas en la
propia Memoria.



CAPITULO 1

m-clausura

En este capitulo vamos a centrarnos en el estudio de la clausura algebraica
clasica: la m-clausura. A lo largo del desarrollo de éste, entenderemos que A es
un algebra, si bien en los enunciados de los resultados sera especificado de nuevo.
Sea I un ideal de A. Para un determinado subconjuto no vacio C de Z,, vamos a
representar por h(I) a la envoltura de I relativa a C, esto es

(I)={JeC:1CJ}.
A veces usaremos también el conjunto

K“()y={JecCc:JCI}.

1.1. Clausuras algebraicas

Veamos primeramente qué se entiende por clausura algebraica.

Definicién 1.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado L se dice que es un re-
ticulo si cualesquiera dos elementos = e y tienen supremo, x Uy, e infimo, x M y.
Un reticulo se dice acotado si tiene un primer elemento, Oy, y un tltimo
elemento, 1, esto es, para cada x € L, se tiene que 0, < z < 1;.
Un reticulo L se dice completo si todo subconjunto {z); A € A} admite
supremo Llyxy e infimo Myzy. Es claro que todo reticulo completo es también un
reticulo acotado.

Un ejemplo sencillo de reticulo completo se puede construir a partir de un
espacio vectorial V. Concretamente, el conjunto de los subespacios de V, Sy,
con la operaciones de interseccion como operaciéon de infimo y la suma como



22 m-clausura

operacion de supremo es un reticulo completo. Si A es un algebra, el conjunto Z,4

de los ideales de A es también un reticulo completo con las mismas operaciones
definidas en Sy4.

Definicién 1.1.2. Una aplicacién z — x de un conjunto parcialmente ordenado
X en si mismo se llama, operacion de clausura si satisface:

(1) 1 <y = x7 < 9, para todo x1, 25 € X,
(2) x <7, para cada x € X,
(3) fz%, para cada r € X,

Un elemento z € X se dice ~-cerrado cuando T = z, equivalentemente, cuando
x = 2’ para algin ' € X. En adelante denotaremos por X~ al conjunto de todos
los elementos ~-cerrados de X. Un elemento x € L se dice ~-denso si ¥ = 1.

Ejemplo 1.1.3. Para un espacio normado X, la ||.||-clausura es una operacion
de clausura en el conjunto Sx. El conjunto de todos los subespacios cerrados en
norma de X, Sél('”, es un reticulo completo con 0 como primer elemento y X como
ultimo elemento, siendo sus operaciones infimo y supremo respectivamente:

nU; =(U: y wUi=(>_ Uyl

Si A es un algebra normada entonces el conjunto de todos los ideales cerrados
en norma de A, IJL‘H, es un reticulo completo con las mismas operaciones que SL“'”.

Disponemos de un método sencillo para definir clausuras: la conexién de Ga-
lois.

*

Definicién 1.1.4. Una conezxion de Galois X =Y entre dos conjuntos parcial-

<o
mente ordenados (X, <), (Y, <) es un par de aplicaciones z — z* de X en Y y
y—y® de Y en X que satisfacen:

(1) 21 <oy = s <ziey <y = y5 <vyj, paratodoz; € X, y; €Y
(1<i<2).

(2) x<az*®ey<y* paratodore X,yeY.
Notese que (1) y (2) implican:
(3) * =a** e y® =y, paratodor € X,y €Y.

Una conexion de Galois L= M entre reticulos completos L 'y M es una co-

<&
nexion de Galois entre sus conjuntos parcialmente ordenados subyacentes que
ademas cumple las siguientes propiedades:
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(4) (Lxy) =Nzyy (Uya)® =Ty, ({za; A€ A} C L, {ya; A€ Ao} C M),

(5) (02)" =1y (On)° =1p.

Notese que toda conexion de Galois L &= M nos permite definir sendas clau-
<&
surasen Ly M,e: L — Lyc¢e : M — M, respectivamente por:

Tr = x*o e — y(}*.

Es facil ver que x € L si, y solo si, x = y° para algin y € M. L es un reticulo
completo con 0z como primer elemento y 1, como ultimo elemento, estando las
operaciones supremo e infimo definidas por:

MNey=Tlxy v Uzy = I_IZ")\

. ., . ., ’ . .
La aplicaciéon x — x* es una biyeccion de L sobre M*® que invierte el orden
y cuya inversa es la aplicacion y — y°.
Como ejemplo trivial podemos considerar la clausura asociada a la conexiéon

de Galois L = L a la que nos referiremos como la clausura discreta del reticulo
1d
L. Es claro que en tal caso todo elemento es cerrado.

La naturalidad de este concepto algebraico queda de manifiesto en los siguien-
tes ejemplos de claro contenido analitico.

1
Ejemplo 1.1.5. Sea H un espacio de Hilbert. La pareja de aplicaciones Sy = Sg
i

donde
Ut ={zeH:<z,U>=0}, YUESy

es una conexion de Galois cuya operacion clausura asociada es el cierre en norma.
En particular

o= wht vUesy,

y la aplicacion U + U~ es una biyeccion de 5}'{'” en si mismo que invierte el

orden.

Ejemplo 1.1.6. Sea X un espacio normado y sea X* su espacio topologico dual.
0

La pareja de aplicaciones Sx = Sx+ donde
()o

Uli={rreX*: 2*°(U)=0} vy Vor={z € X: V(r)=0}

es una conexion de Galois cuyas operaciones de clausura asociadas son respectiva-
mente el cierre con la topologia débil, o(X, X*), en Sx y el cierre con la topologia
débil-*, o(X*, X), en Sx+. En particular, 8§(X’X*) y S;T((f*’x) son reticulos com-
pletos, y la aplicacion U +— U° es una biyeccion de S;T((X’X*) en SPXX) que
invierte el orden, y cuya inversa es la aplicacion V +— Vj.
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Definicién 1.1.7. Dada un &algebra A y una operacion de clausura ~ en el re-
ticulo completo Z4 de los ideales de A, diremos que un ideal ~-cerrado I de A es
~-complementado en A si existe un ideal ~-cerrado J de A, llamado ~-complemento
de I, tal que A =1 & J. Diremos que A es un algebra ~-complementada cuando
todo los ideales ~-cerrados de A son ~-complementados en A.

Dada un élgebra A y una operacion de clausura ~ en Zy4, diremos que ~ es
aditiva si (I +J)~ =1+ J para todo I,J € Z4.

Un ideal [ distinto de cero en A se dice que es un ideal ~-cerrado minimal de
A si verifica la siguiente condiciéon: si J € Z37 v J C I, entonces J =006 J = I.
El conjunto de todos los ideales ~-cerrados minimales de A se denota por m7} y
el conjunto

~ -Soc(A) = Z m

mem’y

se llama ~-zdcalo de A.

Diremos que A es un algebra ~-descomponible si A es la ~-clausura de su
~-z6calo.

Un ideal propio I se dice ~-cerrado maximal de A si dado J € Z7 con [ C J,
entonces J = A 6 J = I. Se denota por M7 al conjunto de los ideales ~-cerrados
maximales de A y se define el ~-radical de A como el conjunto

~—Rad(4):= (] M.

MeMy

Un algebra A se dice ~-radical si carece de ideales ~-cerrados maximales, o,
si se quiere, si su ~-zbcalo es nulo.

1.2. Anulador de un ideal

Para cada ideal I de A, llamaremos anulador de I en A y se denotara por
Anny () (o simplemente por Ann(7) cuando no haya lugar a confusién) al mayor
ideal J de A que cumple las condiciones IJ = JI = 0.

Nota 1.2.1. Si I, J son dos ideales de A, es claro que:
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Obviamente el anulador de A es el conjunto
Ann(A) ={r € A : za=ax =0 para todo a € A}.

Es evidente que Ann(A) es un ideal trivial (ideal cuyo cuadrado es cero) de A.
De hecho, para cada ideal I de A, I N Ann(I) es también un ideal trivial. En
consecuencia, en toda algebra semiprima se verifica que Ann(A) = 0 y, también,
que I N Ann(/) = 0, para cualquier ideal I.

Veamos que, sin embargo, un algebra con anulador cero no es necesariamente
semiprima.

Ejemplo 1.2.2. Dado un conjunto infinito numerable de variables formales
X = {QEZ 11 E N},

el dlgebra de Grassmann sobre X, denotada por G(X), (G si no hay lugar a
confusion) es el algebra cociente del algebra asociativa libre unital sobre X por
el ideal generado por los elementos de la forma

En consecuencia, podemos tomar como generadores lineales de G(X) a la unidad
(que se interpreta como un monomio de longitud cero) y a los monomios de la
forma

Ti Tiy *+ - Xy, para convenientes naturales i < ip < --- < .

Es claro que Ann(G) = 0, y sin embargo el ideal de G generado por z; es un
ideal trivial no nulo, por lo que G no es semiprima.

Destaquemos que, en contexto semiprimo, los ideales esenciales vienen deter-
minados por la nulidad de su anulador.

Lema 1.2.3. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A. Fquivalen
(i) Ann(I) = 0.
(1)) INAnn(l) =0 e [ es esencial.

Demostracion. Supongamos que el anulador de I es 0. Si J es un ideal de A
tal que J NI = 0 entonces J C Ann(/) = 0, luego J = 0, por tanto, I es un
ideal esencial de A. El reciproco es consecuencia directa de la definicion de ideal
esencial. O]

Como consecuencia,

Corolario 1.2.4. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal de A, entonces I
es esencial si, y solo si, su anulador es cero.
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Analicemos un poco mas despacio la bondad del contexto semiprimo. Si A es
semiprima e I y J son ideales de A entonces

INJ=0&1J=0&JI=0.

Como consecuencia, si A es semiprima y D es un ideal de A, equivalen las
siguientes afirmaciones

D esencial en A < DI # O para cada I € Z,\{0} < ID # 0 para cada I € Z,\{0}

Evidentemente el corte de un nimero finito de ideales esenciales es un ideal
esencial. En el siguiente resultado mostramos otra propiedad interesante de los
ideales esenciales.

Proposicién 1.2.5. [10, Lemma 3.1]
Sea A un dlgebra semiprima, sea I un ideal de A y sea D un ideal esencial de
A, entonces Ann(I N D) = Ann(7).

Demostracion. Claramente Ann(I) C Ann(/ND). Como A es semiprima sabemos
que INDNAn(IND)=0,y, como D es un ideal esencial de A, deducimos que
I'NnAnn(/ N D) = 0. Por tanto, Ann(/ N D) C Ann(I). O

En general, para los ideales arbitrarios se tiene

Proposicion 1.2.6. Sea A un dlgebra semiprima, y sean I y J dos ideales de A.
Entonces, Ann(I NJ)NJ = Ann(I) N J.

Demostracion. Es claro que
I(Ann(InJ)ynJ)CInNnJNAnn(INJ).

Por tanto, en virtud de la semiprimidad de A, tenemos que Ann(I NJ)NJ C
Ann([]). Puesto que la inclusion Ann(/) C Ann(/ NJ) es trivial , concluimos que
Ann(INnJ)NnJ = Ann(I)N J.

O

Para cada ideal I de A, el conjunto
(I:A):={a€A:aA+Aa CI}.
resulta ser un nuevo ideal de A que contiene a I. Ademas
Proposiciéon 1.2.7. Si I es un ideal de A tal que I N Ann(I) = 0, entonces

Ann(I) = Ann(/ : A)
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Demostracion. Sea I un ideal de A tal que I N Ann(I) = 0. Como
(I : A)Ann(I) + Ann(I)(I : A) € InAnn(]),

se sigue que
(I :A)Ann(l) = Ann(I)({ : A) = 0.

Por tanto Ann(7) C Ann(7 : A). La otra inclusion es obvia. O

Definicién 1.2.8. El dlgebra cociente de un algebra A (modulo el ideal I) se
define como el espacio vectorial cociente A/I dotado con el producto dado por

(x+1)(y+1)=ay+ 1.

Notese que Ann(A/I) = (I : A)/I y que la aplicacion cociente ¢ : A — A/
induce una biyeccion de h*4(I) en Zy;.

En general, si A y B son algebras, y p es un homomorfismo de algebras de A
en B, entonces es claro que p(Annu(l)) C Annp(p(l)) para todo ideal I de A.
Este hecho puede apurarse un poco mas en el caso de la aplicacion cociente.

Proposicion 1.2.9. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A tal que INAnn(I) = 0.
Entonces, para cada J € (*A(Ann(I)),

g(Ann(J)) = Ann(g(J)).
Demostracion. Sea J un ideal de A tal que J C Ann(/). Como
q(q~" (Ann(q()))J) € a(q™'(Ann(g(J)))))q(J) = Ann(q(J))q(J) =0,
se sigue que ¢~ '(Ann(g(J)))J C I. De forma analoga se puede probar que

Jq *(Ann(q(J))) C I.

Esto es
¢~ (Ann(q(J)))J + Jg~(Ann(q(J)))) € I N Ann(),
por tanto
g~ (Ann(q(J)))J + Jq~(Ann(g(J])))) = 0,
y de ahi

¢~ (Ann(q(J))) € Ann(J),

y por tanto Ann(q(J)) C ¢(Ann(J)). La inclusion opuesta ya ha sido previamente
advertida.
[
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1.3. m-clausura

Las propiedades del anulador (véase Nota 1.2.1) nos aseguran que el par de
Ann(.)

aplicaciones T4, = Zy4 es una conexion de Galois. La m-clausura es la clausura
Ann(.)

asociada a dicha conexion de Galois, esto es, la m-clausura I de un ideal I de A
esta definida por

I := Ann(Ann(I)).

Un ideal I de un élgebra A, se dice w-cerrado (resp. m-denso) en A cuando
I =1 (resp., [ = A).
Como consecuencia de la definicion, para cada I € Ty, se verifica

(1) Ann(I) = Ann(I) = Ann(1),
(2) 77 = {Ann(I); I € I},

(3) Z7% es un reticulo completo, con Ann(A) como primer elemento y A como
iltimo elemento, siendo sus operaciones infimo y supremo respectivamente:

(4) La aplicacion I — Ann(7) es una biyeccion de Z7 en si mismo que invierte el
orden. En particular, si m’ representa al conjunto de los ideales m-cerrados
minimales de A y M7 al conjunto de los ideales m-cerrados maximales de
A se tiene que

m) = {Amn(M) : M e M} y M) ={Ann(m) : m € m’}.

Definicién 1.3.1. Siguiendo la notacién anunciada, por m-zdcalo de A y por
m-radical de A entendemos respectivamente los conjuntos

m-Soc(A) := Z m,  mRad(A) := ﬂ M.

mem’y MeM7,

Diremos que A es un algebra mw-descomponible si A es la m-clausura de su 7-
zocalo. Un algebra A se dice m-radical si carece de ideales m-cerrados minimales,
0, si se quiere, si su m-zocalo es nulo.

Concretemos estos conceptos en algunas algebras normadas sencillas.
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Ejemplo 1.3.2. Considérese el algebra s de las sucesiones sobre K =R 6 C y
dotada con las operaciones coordenada a coordenada. Notaremos por I? (1 < p <
o0) a la subélgebra de las sucesiones que son absolutamente p-sumables, por [*
a la de las sucesiones acotadas, por c a la de las sucesiones convergentes, por ¢y
a la de las sucesiones convergentes a cero y finalmente por cyy a la subélgebra de
las sucesiones casinulas. Si A es cualquiera de éstas algebras es facil probar que

m’ = {Iy : N € N}, donde Iy = {{a,} : a, = 0 para todo n # N}. En
consecuencia m-Soc(A) = cpp y A es m-descomponible.

Veamos ahora un ejemplo de algebra m-radical.

Ejemplo 1.3.3. El algebra C([0, 1]) de las funciones continuas en el intervalo
[0,1] y con valores en R o C y dotado de las operaciones naturales es un algebra
m-radical.

En efecto, dado F' C [0, 1] es facil probar que el conjunto

I:=A{f ec(0,1]); f|F = 0}

es un ideal cuyo anulador es el conjunto {f € C([0,1]); f|([0
tanto [ es m-cerrado. De aqui se deduce claramente que C(
cerrados minimales

, I\F) = 0} y por
[0,1]) carece de -

Podemos seguir sacando consecuencias del hecho de que la m-clausura procede
de una conexiéon de Galois.

Nota 1.3.4.

(1) Ann(m—Soc(A)) = m—Rad(A).

En efecto,

Ann(m—Soc(A)) = Ann Z m | = ﬂ Ann(m) = ﬂ M = m—Rad(A).

mem’y mem’ MeM”y

De hecho, tomando anuladores.

(2) Si A es un dlgebra con anulador cero, entonces, A es w-descomponible si, y
solo si, su w-radical es cero.

Todavia, podemos obtener mas propiedades si el algebra tiene anulador cero

Nota 1.3.5. Sea A un algebra con anulador cero y sea I un ideal m-cerrado de
A. Entonces

(1) mj = (m3(I) Y ™3 (Ann(1)).
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De hecho, para un J € m’; dado, es claro que J NI es un ideal m-cerrado de A
contenido en J. En ese caso, o bien J NI = J, y en consecuencia J C I, o bien
J N1 =0y por tanto obtenemos que J C Ann([]).

Como consecuencia de (1) tenemos que

(2) m—Soc(A) C I+ Ann(7).
Anéalogamente, podemos probar que
(3) M7 = AMA(I) U hMA (Ann(T)),
y como consecuencia
(4) m—Rad(A) D I N Ann(I).

Ciertamente (3) se puede deducir de (1), teniendo en cuenta la nota 1.3.4 y
el siguiente hecho:

(5) WMa(I) = {Ann(l) : I € /™a(Ann(I))}

y
(™A(I) = {Ann(M) : M € hMa(Ann(1))}.

La m-clausura permite caracterizar los ideales esenciales.

Proposicion 1.3.6. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal de A. Entonces,
I es esencial si, y solo si, [ es m-denso.

Demostracion. Basta tener en cuenta el Corolario 1.2.4 y tomar anuladores en
ambas direcciones.

]

Como consecuencia de la Proposicion 1.2.7, tomando igualmente anuladores,
se obtiene

Proposicion 1.3.7. Si I es un ideal de A tal que I N Ann(I) = 0, entonces
I =(I:A). Siademds I € I} se verifica que I = (I : A).

Demostracion. Tomando anuladores en la Proposicion 1.2.7 se obtiene I = (I : A).
Por otra parte, como I es m-cerrado, tenemos que

(I:A)C(I:A)=I=I1C(:A),

y por lo tanto I = (I : A).

Veamos qué ocurre cuando debilitamos la complementacion
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Lema 1.3.8. Sea A un dlgebra con anulador cero y sean I,.J ideales de A. Si
A=1&J, entonces A=1@& Ann(I) y J = Ann(I).

Demostracion. Supongamos que A =1& J. Como I NJ = 0 se sigue que IJ =
JI =0,y de ahi J C Ann([). Asi, A =1+ Ann(/), y vemos que

Ann(A) = Ann(I + Ann(I)) = Ann(1) N 1.
Por tanto / N Ann(/) C Ann(A) =0, y asi
A=T@ Am(]).
Por otro lado, de A =1 @ J se sigue de forma inmediata que

Ann(I) N Ann(J) = Ann(I + J) = Ann(A) =0,

y asi Ann(I) C J. Finalmente, por las inclusiones J C Ann(I) C J se sigue que
J = Ann(I). O

Como consecuencia

Proposicion 1.3.9. Sea A un dlgebra con anulador cero e I un ideal w-cerrado
de A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I N Ann(I) = 0.
(i1) A=1& Ann([).

(11i) Existe un ideal w-cerrado J de A, tal que A=1& J.
En este caso, J = Ann(I).

Demostracion. (i) = (ii). En virtud de la hipotesis y las propiedades del anulador
tenemos que

Ann(I @ Ann(l)) = Ann(I)N 1 = 0.
y por tanto, tomando de nuevo anuladores, A = I & Ann([).
(ii) = (iii). Obvia.

(iii) = (i). Es consecuencia directa del Lema 1.3.8

Supongamos ahora que [ satisface las equivalencias anteriores. Es claro que,
J = Ann([/) por el Lema 1.3.8.
m

Podemos ir mas lejos si eliminamos la 7-clausura en la suma.
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Proposicion 1.3.10. Sea A un dlgebra con anulador cero y sean I, J ideales de
A Si A=1®J, entonces J = Ann(I) e I = Ann(J). En consecuencia I y J
son m-cerrados.

Demostracion. Supongamos que A = I & J. Por el Lema 1.3.8 se sigue que
J C Ann(I) e I N Ann(7) = 0. Por lo tanto, la igualdad A = I & J nos conduce
a las igualdades A = I @ Ann(/) y J = Ann(I). Finalmente, intercambiando los
papeles de podemos obtener que I = Ann(/J). O

1.4. m-clausura y semiprimidad

Comenzamos viendo que la semiprimidad marcha bien en forma ascendente.
Una subéalgebra B de un algebra A se dice que es una subdlgebra esencial de A si
B contiene un ideal esencial de A.

Proposicion 1.4.1. Sea A un dlgebra y sea B una subdlgebra esencial de A. St
B es semiprima, entonces A también lo es.

Demostracion. Supongamos que B es semiprima y D es un ideal esencial de A
tal que D C B. Sea I un ideal de A tal que I? = 0. Entonces, I N D es un ideal
de B tal que (I N D)? = 0. Como B es semiprima se sigue que /N D = 0, y como
D es esencial I = 0. Asi, A es semiprima.

m

Pero no en forma descendente: existen ideales esenciales (también existen
ideales m-cerrados minimales) de un algebra semiprima que no son algebras se-
miprimas.

Ejemplo 1.4.2. Sea B un algebra no nula y sea F' una aplicacion lineal distinta
de cero de B en B con F? = (. Consideramos el algebra Br que consiste en el
espacio vectorial B x K dotado con el producto definido por

(2, \)(y, 1) = (xy + AF(y) + pF(x), \).

Es claro que la aplicacion x +— (x,0) nos permite ver a B como una subalgebra
de Bp. Es facil comprobar que

T, ={I : I€Zycon F(I) CI}| J{I xK : I € Iy con F(B) CI}.

Supongamos que F' también satisface la condicion: F'(I) C I, para I € Zp, implica
I =006 1= B. Entonces vemos que

IBF - {07B7BF}7
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y en consecuencia Bp es un algebra semiprima. Ademas, B es un ideal esencial
de BF y

75, =10, Br}.
Ahora consideramos el algebra producto B x B y la aplicacién lineal F' x F' de
B x Ben B x B dada por (F'x F)(x,y) = (F(x), F(y)). Notese que Fx F'# 0y
(F x F')?> = 0. Vamos a denotar por A al algebra (B X B)pyp. Asi, A es el algebra
que consiste en el espacio vectorial B x B x K y el producto definido por

(2, y, \)(z,t, 1) = (22 + AF(2) + pF(x), yt + AF(t) + pF(y), A\p).

Notese que 0 =0x 0, By = Bx0, B, =0x B,y By + By =B X B son ideales
(F x F)-invariantes de B x B, y por tanto ideales de A. Es facil mostrar que A
es un algebra semiprima y

7% = {0, By, By, A}.

De ahi, By es un ideal m-cerrado minimal de A, y By + By es un ideal esencial
de A.

Ahora vamos a examinar un par concreto B, F' que satisface todas las con-
diciones anteriores. Sea B el 4lgebra conmutativa tridimensional con conjunto
generador {u, v, w} dada por las siguientes relaciones

Es inmediato verificar que
Zp = {0, Kw,Kv + Kw, B}, I ={0,Kw, B},

y Anng(B) = Kw. Ademas, consideramos la aplicacion lineal F' de B en B dada
por F(u) =0y F(v) = F(w) = u. Es claro que F # 0, F? =0,y 0y B son los
unicos ideales F-invariantes de B. Como By = B, B+ By = B x B,y B es un
algebra con anulador distinto de cero, encontramos un ideal m-cerrado minimal,
Bi, v un ideal esencial, B; + B, de un algebra semiprima A que son algebras con
anulador distinto de cero.

Las cosas marchan mejor para los sumandos directos. Veamos previamente
alguna informacion sobre la clausura relativa cuando el ideal es un sumando di-

recto. Podemos considerar cada ideal I como una subalgebra. Es obvia la inclusiéon
(*a(I) C Z;. Ademas, si J € (*4(I) entonces

Ann(J) NI C Anng(J).
En efecto, Ann(J) NI es un ideal de I tal que J(Ann(J)NI) = (Ann(J)NI)J =0
y asi Ann(J) N1 C Anng(J).
Sea J € Z;, denotaremos por 7' ala m-clausura de J relativa al algebra I. En

general J no tiene por qué ser ideal de A, y por tanto no tiene sentido hablar de
su m-clausura, sin embargo,



34 m-clausura

Proposicion 1.4.3. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un (ideal) sumando
directo de A. Entonces

(i) Ir = (*A(I) y Anng(J) = Ann(J) N I para cada ideal J de I.
(ii) Para cada ideal J de I, 7' =T N 1. En consecuencia 7 = (*a(l).
(i1i) I es un dlgebra semiprima.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.10, I es un ideal w-cerrado de A y
A=1@ Ann(I).

(i) Conocida la inclusion ¢Z4(I) C Z; basta observar que si J € Z; entonces
JA=J( & Ann(I)) C J y andlogamente AJ C J, y asi J € Z4. Por otra parte
conocida igualmente la inclusion Ann(J)NI C Anng(J), su inversa es consecuencia
inmediata de que Anny(J) es un ideal de A en virtud de la igualdad ya probada.

(ii) Tomando anuladores en [ en la tltima igualdad anterior, tenemos

T = Ann;(Ann;(J)) = Ann;(Ann(J) N 1) = Ann(Ann(J)N 1) N1,

con lo que en virtud de la Proposicion 1.2.6 aplicada a Ann(J) y a I, obtenemos
que

T = Amn(Ann(J)NI)N T = Ann(Ann(J))NI=JNI.

De aqui deducimos facilmente que ZF = ¢4 (1).

(iii) Sea J € Z; tal que J% = 0. Por (i), J es un ideal de A, luego por la
semiprimidad de ésta, J = 0. En resumen, resulta que I, visto como algebra es
semiprima.

]

Continuemos viendo que el concepto de algebra semiprima puede reescribirse
en términos de la mw-clausura.

Proposicion 1.4.4. Sea A un dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) A es semiprima.
(i) I N Ann(I) = 0 para todo ideal I de A.
(11i)) A =1@ Ann(I) para todo ideal I de A.

(iv) Para cada ideal m-cerrado 1, existe un ideal mw-cerrado J de A, tal que
A=10J.
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Demostracion. Sea I un ideal de A.

(i) = (). Como ya hemos advertido anteriomente, puesto que
(I N Ann(1))? C ITAnn(I) = 0 se deduce que I N Ann(I) = 0 por la semipri-
midad de A.

(ii) = (ili) Sea I un ideal de A. Teniendo en cuenta las propiedades del
anulador y la hipotesis se tiene que 0 = I N Ann(7) = Ann(Ann(7)) N Ann(/) =
Ann(Ann(/)®1) y por tanto, tomando anuladores, deducimos que A = I & Ann().

(iii) = (iv) Ha sido probada en la Proposicion 1.3.9

(iv) = (i). Veamos previamente que Ann(A) = 0. Como el Ann(A) es un ideal
m-cerrado de A, existe un ideal m-cerrado J de A tal que

A=Am(A) @ J.
Por tanto
Ann(A) = Ann(Ann(A) @ J) = Ann(Ann(A)) N Ann(.J)
= AN Ann(J) = Ann(J),
de ahi B
A = Ann(Ann(A)) = Ann(Ann(J)) = J = J,
y asi

Ann(A) = Ann(A)NA=Amn(A)NJ =0.

Supongamos que I? = 0y por tanto I € INAnn(I). Aplicando el Lema 1.3.8,
obtenemos que I N Ann(/) = 0y en particular / = 0 y por tanto A es semiprima.
]

Dada un algebra A, representamos por E4 al conjunto de los ideales esenciales
de A. Podemos obtener algunas consecuencias elementales.

Corolario 1.4.5. Si A es un dlgebra semiprima, entonces

(i) Ea={I®Ann(I) : I € Zp}.

(i1)) A =m—Soc(A) & m—Rad(A).

Demostracion. (i) Por las Proposiciones 1.4.4.(iii) y 1.3.6, I ® Ann(/) € E4 para
todo I € Z4. Reciprocamente, si I € E4, entonces, por la Proposiciéon 1.2.4
Ann(I) =0, y tenemos que I = I & Ann(J).

(ii) Es consecuencia de la Proposicion 1.4.4(iii), usando la Nota 1.3.4.(1) O

Corolario 1.4.6. Si A es un dlgebra semiprima, entonces A es mw-radical si, y

solo si, A =m—Rad(A).
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1.5. m-clausura y aplicacién cociente

En esta seccién estamos interesados en ver como se relacionan la aplicacion
cociente y la m-clausura. Comenzamos indicando que la semiprimidad pasa al
cociente.

Antes, no obstante, conviene recordar que un ideal I de un algebra A se dice
semiprimo (resp primo) si el algebra cociente A/I es un algebra semiprima (resp.
prima). Es claro, en virtud del isomorfismo de A%4(I) con Z4,;, que I es un ideal
semiprimo (resp. primo) de A si, y solo si, para cada ideal J de A tal que J? C [
se tiene que J C I (resp. para cualesquiera ideales H, J de A tales que HJ C I,
se tiene que H C 1 6 J C ).

Proposicion 1.5.1. Sea A un dlgebra semiprima e I un ideal de A. Entonces
A/l es semiprima siempre que I sea un ideal m-cerrado.

Demostracion. Supongamos que [ es un ideal w-cerrado y veamos que [ es un
ideal semiprimo. Sea J un ideal de A que satisface que J? C I. En particular,

(JNAnn(1))* C I'NAnn(I) =0,

y por tanto J N Ann(l) =0, y asi J C I = I.
O]

La primidad del cociente fue estudiada en [12], donde se probé que en contexto
semiprimo, A/I es prima si, y solo si I es un ideal m-cerrado mazimal. Como
consecuencia de éste se deduce que la primidad también esta determinada por la
m-clausura, tal como se advirtié en [10, Proposition 3.3].

Proposicion 1.5.2. Para un dlgebra no nula A, se tiene que A es prima si, y
solo si, carece de ideales m-cerrados propios distintos de cero.

Demostracion. Si A es prima entonces, por [12, Theorem 2.6], 0 es m-cerrado
maximal, y asi Z7 = {0, A}.

Reciprocamente, si Z§ = {0, A}, entonces Ann(A) = 0, porque A? # 0.
Veamos que, A es semiprima: Sea I ideal de A con I? = 0, esto implica que
I € Ann(I) y por tanto Ann(I) = 0 6 Ann(/) = A (y tomando anuladores
I = Ann(A)) luego en cualquier caso I es cero, y asi A semiprima. Como, por
hipotesis, 0 es un ideal m-cerrado maximal, por [12, Theorem 2.6], 0 es un ideal
primo, y por tanto A es un algebra prima.

[

En todo lo que sigue, dado un ideal I de A, consideraremos la aplicaciéon co-
ciente ¢ : A — A/I. Damos primeramente una curiosa propiedad, consecuencia
de la Proposiciéon 1.2.9
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Corolario 1.5.3. Sea A un dlgebra y sea I un ideal w-cerrado de A tal que
I'NnAnn(I) = 0. Entonces, q(Ann(I)) es un ideal esencial en A/I.

Demostracion. Aplicando a J = Ann(I) la Proposicion 1.2.9, tenemos que
Ann(q(Ann(7))) = q(I) = q(I) = 0,y asi por el Lema 1.2.3, ¢(Ann(])) es esencial.
]

La importancia de la Proposicion 1.2.9 radica en afirmar que, bajo ciertas
condiciones, la imagen por la aplicaciéon cociente de un ideal m-cerrado es un
ideal m-cerrado. La misma afirmaciéon se puede hacer para un ideal 7w-denso.

Lema 1.5.4. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A. Si
D € Ey4, entonces q(D) € Eyyy.

Demostracion. Sea D € E4. Teniendo en cuenta las Proposiciones 1.2.9 y 1.2.5,
vemos que

Ann(g(D N Ann(1))) = q(Ann(D N Ann(1))) = q(I) = q(I) = 0.

Como Ann(g(D)) € Ann(q(DNAnn(/))) se deduce que Ann(g(D)) =0, y por la
Proposicion 1.5.1 y el Corolario 1.2.4 tenemos que ¢(D) € E ;.
O

Este resultado puede verse en otra forma equivalente.

Proposicion 1.5.5. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal m-cerrado de
A. Entonces, para cada ideal J de A,

¢(J) = Ann(g(Ann(J))).

Demostracion. Dado un ideal J de A, por el Corolario 1.4.5, J @ Ann(J) € Ey4,
y en consecuencia, por el Lema 1.5.4, ¢(J) + q(Ann(J)) € E,/;. Por otro lado,
como ¢(Ann(J)) C Ann(q(J)) y sabemos, por la Proposicion 1.5.1, que A/I es
un algebra semiprima, tenemos que

q(J) N q(Ann(J)) € ¢(J) N Ann(q(J)) = 0.

Por lo tanto,

AJI =q(J) @ q(Ann(J)).

Finalmente, teniendo en cuenta el Lema 1.3.8, concluimos que

q(J) = Ann(g(Ann(J))).
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Corolario 1.5.6. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A.

Para cada ideal QQ de A/I,
¢ 1(Q) =q7(Q).

Demostracion. Sea ) un ideal del cociente A/I. Aplicando sucesivamente las
Proposicidnes 1.2.9 y 1.5.5 tenemos que

q(q~1(Q)) = Ann(q(Ann(q1(Q))) = ¢(¢~(Q)) = Q@ = q(¢ ' (Q)).

]

Ahora podemos probar que existe una relacion muy estrecha entre distintas
clases de ideales de A y las correspondientes clases de ideales del cociente y
podemos describir los ideales m-cerrados del algebra cociente.

Teorema 1.5.7. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A.
Entonces

(i) La aplicacion J — q(J) es una biyeccion de h®A(I) en By, y de h*a(T)
en Iz/z-

(11) La aplicacion

Hw—q(H)

es una biyeccion de (*A(Ann(I)) en I7,,.

Demostracion. En primer lugar adviértase que la aplicacion J — Ann(J) induce
una biyeccion de (%A(Ann([l)) en h*A(1).

(i) En relacion con los ideales esenciales basta aplicar el Lema 1.5.4 y el Corola-
rio 1.5.6. Si J € hTA(I), entonces existe un ideal H de A tal que J = Ann(H). Da-
do que H C Ann(I), por la Proposicion 1.2.9, ¢(J) € 17 ,;- Reciprocamente, dado

Q € Ig/l, por el Corolario 1.5.6 se sigue que ¢~ 1(Q) = q*l(@)’ y por tanto

¢ Y(Q) € hTi(I). Resumiendo, la aplicaciéon cociente ¢ induce un biyeccion de
hEA(I) en E )y, y de h%A(1) en iy

(ii) En virtud de la biyeccion h*A(I) en Z7 ;. se deduce que la aplicacion
H — Ann(q(Ann(H))) de /Zi(Ann(1l)) en hTA(I) es inyectiva sin més que tomar
anuladores. Por otra parte, todo ideal m-cerrado de A/I es el anulador de un ideal
(m-cerrado) de A/, esto es, en virtud de (i), el anulador de la imagen de un ideal
m-cerrado J de A que contiene a I, en particular J = Ann(H)), con H € ¢*4 y asi
dicha aplicacién es de hecho una biyecciéon. Ahora, usando la Proposicion 1.5.5
terminamos la demostracion. ]
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Como consecuencia directa tenemos que

Corolario 1.5.8. Si I es un ideal w-cerrado de un dlgebra semiprima A, entonces

(i) La aplicacion
M = q(M)

es una biyeccion de WMa(I) en M7 ;-

(ii) La aplicacion

J = q(J)
es una biyeccion de (™4 (Ann(I)) en m ;.

A su vez podemos deducir varias propiedades para el w-zocalo y el w-radical.

Corolario 1.5.9. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A.
Entonces

(1) q(m—Soc(A)) C m—Soc(A/I) C q(m—Soc(A)).
(ii)) m—Rad(A/I) = q(r—Rad(A)).
(i) ¢ ' (m—Rad(A/I)) = Masrenti o M-

(iwv) Si I C m—Rad(A), entonces m—Rad(A/I) = m—Rad(A)/I.

Demostracion. (i) Usando el Corolario 1.5.8.(ii) y la afirmacion (1) de la nota
1.3.5 podemos ver que

7—Soc(A/I) = Z C = Z qg(m) = Z q(m).
Cemy mer™A (Ann(I)) mem7y

Por lo tanto

> alm) S 7—Soc(A/1) € Y q(m).

Uy s
mem’y mem’y

S qlm)=q( Y m) = q(r—Soc(4)),

™ ™
mem’ mem’

Como

se sigue que

q(m—Soc(A)) € m—Soc(A/I) C q(m—Soc(A)).
(ii) Tomando anuladores en (i) podemos ver que

Ann(rm—Soc(A/I)) = Ann(g(m—Soc(A))).
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Por otro lado, por la Proposicion, 1.5.5 tenemos que
q(m—Soc(A)) = Ann(q(Ann(m—Soc(A4)))),
y tomando anuladores concluimos que

Ann(g(m—Soc(A))) = g(Ann(m—Soc(A))).

Usando estas igualdades y teniendo en cuenta la nota 1.3.4, deducimos que

7—Rad(A/I) = g(r—Rad(A)).
(iii) Por el Corolario 1.5.8.(i),
m—Rad(A/I) = ﬂ Q= m q(M).

QeEM7 MehMA(I)

Por lo tanto,

(r-Rad(A/1) =¢ [ (] aM)] =

Meh™a(r)
N «'am)y= [ M
Meh™MAa (1) Meh™MAa (1)

b

(iv) Si [ = M. Por lo tanto, por (iii
g Y(m—Rad(A/I)) = Myemy, M = m—Rad(4), y de hecho m—Rad(A/)
g(m—Rad(A)), como era requerido.

C m—Rad(A), entonces hMa(T)

~—

Clol

En el Ejemplo 1.3.3 mostrdbamos un ejemplo de algebra m-radical, veamos
ahora como encontrar mas ejemplos de este tipo de algebras.

Corolario 1.5.10. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A.
Entonces
A/l es un dlgebra m — radical <= m—Soc(A) C I.

En particular si A es un dlgebra m-radical entonces A/l es un dlgebra 7-
radical.

Demostracion. Supongamos que A/l es un algebra m-radical, esto es,
m—Soc(A/I) = 0. Por el Corolario 1.5.9.(i), tenemos que g(m—Soc(A)) = 0,
y de ahi m—Soc(A) C I. Recipocamente, tomando anuladores, obtenemos que
Ann(I) C 7—Rad(A), y por tanto M7 C hMa(Ann(7)). En particular AM4 (1) =
0 ya que en otro caso si J € h™Ma(I) entonces J 2 I & Ann([) lo cual contradice
el Corolario 1.4.5. Ahora, por el Corolario 1.5.8.(i), M7, = (), vy en consecuencia
A/ es m-radical. O
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Nota 1.5.11. El ejemplo 1.4.2 prueba que la condiciéon de que I sea un ideal
m-cerrado en la hipotesis del corolario anterior es esencial: Recuérdese que si A
es el algebra del Ejemplo 1.4.2; entonces A es semiprima y A/m—Soc(A) 2K, y
por tanto no es w-radical.

Con respecto, a la descomponibilidad, probaremos

Corolario 1.5.12. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado propio
de A. Entonces equivalen:

(i) A/I es un dlgebra m-descomponible.
(i1) m—Rad(A) C I.

(11i) 1 = ﬂMehMgU) M.
En particular si A es un dlgebra m-descomponible entonces A/l es un dlgebra
m-descomponible.

Demostracion. La equivalencia (i) <= (i7) se sigue como en la demostracion del
Corolario 1.5.10, sin méas que tener en cuenta la Nota 1.3.4.(2). Solo falta probar
que [ = ﬂMeth(I) M si m—Rad(A) C I. Obsérvese que en esta circunstancia,
por (i), A/I es m-descomponible y por tanto por la Nota 1.3.4, 7—Rad(A/I) = 0.
En particular, en virtud del Corolario 1.5.9.(iii),

I=q¢'(0)=q '(m—Rad(A/])) = ()| M.

Meh™MAa (1)

]

1.6. Ideales m-cerrados en la unitizacion de un al-
gebra semiprima.

Con el fin de poder expresar con méas precision nuestros reultados recordemos
que toda algebra A puede verse inmersa en un algebra unital.

Definicién 1.6.1. Dada un algebra A, con o sin unidad, podemos considerar el
algebra cuyo espacio vectorial subyacente es K1 & A y cuyo producto viene dado
por (al 4 a)(f1 4+ b) = afl + (ab + fa + ab). Dicha algebra recibe el nombre
unitizacion de A.

Es facil probar que 1 := (0,1) es la unidad de A', y que A puede verse
como una subélgebra de A', mediante la aplicacion x — (z,0), y que en tal caso
Al = A KL
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Un ideal I de un algebra A se dice modular si existe u € A (llamada unidad
modular de I) tal que A(1 —u) 4+ (1 —u)A C I. En ese caso, notese que u + ,
para x € I, es también una unidad modular para I. Por otro lado, si v es una
unidad modular para I, entonces

u—v=u(l—v)—(1—-ujvel.

Por tanto, u 4+ I es el conjunto de todas las unidades modulares de I. En con-
secuencia, es evidente que I’ := I & K(1 — u) es un ideal bien definido de A'.
Denotamos por M 4 al conjunto de todos los ideales modulares de A. Notese que
A€ My, Ademés, 0 € My siy solo si A tiene unidad. En ese caso, My = Z4.
Es claro que si [ € M4, entonces I' N A = 1.

Lema 1.6.2. Sea A un dlgebra, y sea S un subespacio de A'. §i S ¢ A, entonces
S =(SNA) &K(1—u) para conveniente u € A.

Demostracion. Supongamos que S Z Ay fijemos ag € Ay ap € K\{0} tal que
aog + apl € S. Si tomamos u = —ozo_lao, entonces

1—u=a;"(ag+ apl) € S.

Por tanto (S N A) @ K(1 —u) C S. Reciprocamente, dado x € S, escribimos
r=a+alparaa€ Ay a €K vemosque z —a(l —u)=a+au € SNA,yde
hecho

r=a+aout+a(l—u)e(SNA) &K —u),

como era deseado. O

Ahora podemos describir los ideales de la unitizacion.

Proposicion 1.6.3. St A es un dlgebra, entonces
Iy =T4U {Il 1 e MA}
De hecho, si I € Tyi\Za, entonces [ = (I NA)

Demostracion. La inclusion Zy U {I' : I € Mu} C Za1 es clara. Sea [ un
ideal de A'. Si I C A, entonces I € Z,. Asumamos que I ¢ A. Entonces,
por el Lema 1.6.2, existe u € A tal que [ = (I N A) & K(1 — u). Por tanto
Al —u)+ (1 —u)ACINA, ydehecho I NA es un ideal modular de A con
unidad modular u, e [ = (I N A)". O

Como consecuencia

Corolario 1.6.4. Para toda dlgebra A, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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(i) A es semiprima.
(ii) Al es semiprima.
Demostracion. Si I es un ideal modular de A con unidad modular u, entonces
0#1—2u+u?=(1—u)?e(I)?
Por tanto, por la Proposiciéon 1.6.3, tenemos que

{I€Zy:P=0y={I€Zn: I*=0}

También podemos describir los ideales esenciales.
Corolario 1.6.5. Sea A un dlgebra distinta de cero. Tenemos que:
(i) Si A tiene unidad, entonces Eqr = {D’' : D € E4}.
(ii) Si A no tiene unidad, entonces Eqr = E4,U{D" : D€ MsNE4}.

Demostracion. Notese que en cualquier caso, por la Proposiciéon 1.6.3 tenemos
las siguientes afirmaciones:

a) Si D € E 1, entonces DN A € Ey.
b) Si D € M4 N Ey, entonces D' € E 4.
Ahora, el corolario se sigue inmediatamente de a) y b). O

Es claro que, si I es un ideal de A, entonces

Ann i (1) N A = Annu(7).

Para poder comprender el siguiente enunciado, debemos advertir que por I
representamos la m-clausura relativa a A' de un ideal I de A!

Proposiciéon 1.6.6. Sea A un dlgebra semiprima y sea U un ideal de A'. En-
tonces

Anngi(U)NA=Ann(UNA),

Yy en CONSEcCUencia

UNA=UnA

{(UnA; UeTy} CIq.
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Demostracion. Supongamos que U es un ideal de A! el cual no esta contenido
en A. Por la Proposicion 1.6.3, U = I’ para algin I € M. Sea e una unidad
modular para I. Como

Anng(UNA)U = Anns(1) (I K(1 —e)) = Anns([)(1 —e) € Anny(I)N 1 =0,

y analogamente UAnn, (UNA) = 0, se sigue que Anng(UNA) C Annq:(U), y de
ahi Anny (U N A) C Annai(U) N A. La inclusion contraria es clara. Finalmente,
podemos deducir

UNA = Ann (Ann (U))NA = Ann(Ann (U)NA) = Ann(Ann(UNA)) = U N A.
[

Un ideal I se dird anulador modular si Anny(I) es un ideal modular de A,
esto es, siempre que exista un elemento e € A (llamado unidad anulador modular
para I) tal que

(1—e)A+ A1 —e) C Anny(]).

Representaremos por N4 al conjunto de todos los ideales anuladores modulares
de A.

Proposiciéon 1.6.7. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal de A. Equi-
valen:

(Z) I e Ny.
(11) Anni (1) # Anny (7).

En este caso,
Ann i (I) = Anny (7).

Demostracion. (1) = (ii). Si I € N4, entonces

TAnnA(I) + Anna (1)1 C 1N Anny(I) =0,
y de ahi Anny(I)" € Anngi(/). Por lo tanto Annai(/) € Za, y en particular
Annyi (1) # Anny (7).

(ii) = (i). Supongamos que Ann i (7) # Anny (7). En particular, Ann (1) ¢
Z4. Dado que, por la Proposicion 1.6.6, Annyi(I) N A = Annyu (1), de la Pro-
posicion 1.6.3 se sigue que Anna(I) € My, esto es I € Ny, y que Ann (1) =
Anny(1)". O

Corolario 1.6.8. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal w-cerrado de A.
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(i) Si I € My entonces I' € T7,
(i) Si I & Ma entonces I € I7,.

En consecuencia

(ZRML) JUI' : TeTEnMa) C Th.

(11i) La aplicacion
U—UnNA

es un epimorfismo de I7, sobre I7 que conserva el orden.

Demostracion. Por hipotesis, existe J € T4 tal que I = Ann(J)
(i) Supongamos que I € My, por la Proposicion 1.6.7 deducimos que

I'=Ann(J) = Anna (J) € Z7}:.
(il) Supongamos que J & Ny, por la Proposicion 1.6.7 deducimos que
I =Ann(J) = Annai(J) € 7.

(ili) Sea U € Z7,. Por la Proposicion 1.6.6, U N A € 7. En particular, la
aplicacion U — U N A, esta bien definida y claramente es un homomorfismo de

reticulos. La sobreyectividad se deduce de (i) y (ii).
[

Demos ahora una descripcion de los ideales m-cerrados de la unitizacién de un
algebra. Centrémonos en primer lugar en las algebras semiprimas con unidad.

Proposicion 1.6.9. Sea A un dlgebra semiprima con unidad y sea I un ideal de
A. Entonces

(i) Annygi (1) = Anng (1) vy Anngi(I') = Anny(1).
Como una consecuencia, I =1 y (76 = (I).

(i) It =I5 (I : T € T7}.
(iii)
m) C{HNA; Hem’,} CmjU{0}.

En particular,

m—Soc(A') = 1—Soc(A) ®K(1—-1) y 7—Rad(A') =7—Rad(A).
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Demostracion. (i) Por la Proposicion 1.6.7 tenemos que Annai(I) = Anna(7)".

Por otro lado, por la Proposiciéon 1.6.6 tenemos que
Anngi(I')NA = Annys(I' N A) = Anna(1),

y de ahi, aplicando la igualdad anterior y la Proposicién 1.6.3 sucesivamente,
obtenemos que
Anny (1) € Anngi (1) € Anng ().

Pero, si 1 es el elemento unidad de A, entonces
0#£1—1=(1-1)%€ I'Anny(1),

y en consecuencia Ann i (I") # Anny(I). Asi, Anng () = Ann i (1).
Finalmente, aplicando ambas igualdades, una para I y la otra para Ann4 (1),
se sigue que

I = Ann g (Anng (1)) = Anngi (Anng (1)) = Anng(Anng (1)) = T

—_—

(I') = Ann 1 (Ann g (I')) = Annyi (Anng (1)) = Anng(Anng (1)) = (1)

(ii) Se sigue del Proposicion 1.6.3 y la consecuencia de la afirmacion (i).

(iii) Por (ii) tenemos que m%;, = m3U{K(1-1)}, M7, = {A}U{l’ : I € M7}
ymj C{HNA, Heml,} CmjU/{0}.
Como consecuencia,

m—Soc(A') = 7—Soc(A) @ K(1 — 1) y n—Rad(A') = 7—Rad(A).

Trabajemos ahora en el caso sin unidad. El siguiente resultado marca las
diferencias entre ambos casos.

Proposicion 1.6.10. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces

MuNNy = 0.
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Demostracion. Supongamos que existe un ideal I de A el cual es simultaneamente
modular y anulador modular. Si e es una unidad modular para I y f es una unidad
anulador modular para I, entonces tenemos que

1—e)A+AQ1—-e)CIT y 1—-fA+AQQ - f) C Ann(I).

Por lo tanto,
(1-e)A=f)]A=[1-¢e)—(1—e)f]AC

(1—-e)A+[(1—-e)fJACI+TACI.
Por otro lado,
(1-e)A=NA=[1-f)—el-fJAC Q- f)A+e(1-f)AC
Ann(7) + Ann(7/)A C Ann([).

Asi [(1—e)(1 = f)]JA € INnAnn(]), y por tanto [(1 —e)(1 — f)]A = 0, y asi
e + f — ef es una unidad izquierda para A. Analogamente podemos ver que
Al(1—e)(1—f)] =0,y asi e+ f —ef es una unidad derecha para A. Asi hemos
encontrado una unidad para A, lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 1.6.11. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad y sea I un ideal
de A.

(i) Si 1 € My, entonces

Anngi (1) = Anng(I) e I=(1).

St ademds I € M 4, entonces

Anngi (1) = Anngi (I') e T=(I")"~

(ii) T%, = (T\M) U{I' : T € T3 N My},

(11i) La aplicacion
U—UnNA

es un isomorfismo de 17, sobre 17} que conserva el orden y

m7; = (mi\Ma) | {I' : TeminMa} y mi={HNA; Hemj}.
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Demostracion. (i) Si I € My, entonces, por la Proposicion 1.6.10, T & Ny, y de
ahi I &€ Ny4. Ahora, por la Proposicién 1.6.7, tenemos la igualdad Annai (1) =
Anny (7). Por otro lado, ya que I € M4 entonces Anna(I) € Ny, de nuevo por

la Proposicion 1.6.7, tenemos la igualdad Anngi(Anns(7)) = (). Por las dos
igualdades probadas anteriormente deducimos que I = ().

Ahora, supongamos ademas que I € M 4. Por la Proposicién 1.6.6 vemos que
Anng: ()N A= Anns(I' N A) = Anna(1),

y de ahi Anny(7) € Annyi(I’). Como claramente Anngi (') € Anngi (1), por la
parte anterior de la demostracion se sigue que Ann 41 (1) = Ann:(I’). Finalmente,
por la cadena I C I’ C (T) = I deducimos que I = (I')™.

(i1) Fijemos un ideal U 7-cerrado de A'.

En primer lugar supongamos que U C A. Entonces, por la Proposiciéon 1.6.6,
vemos que U € 773. Si U € My teniendo en cuenta (i), deducimos que

U=U=(U)=U

lo cual es una contradiccion, y por tanto U € I3\ M 4.

En segundo lugar supongamos que U ¢ A. Entonces, por la Proposicion 1.6.3,
U = I para un ideal modular I de A. Teniendo en cuenta la Proposicion 1.6.6
vemos que | =UNAe€Z}yportanto [ e Zi N MyuyU=1".

La inclusion opuesta fue vista en el Corolario 1.6.8, en caso general.

(iii) Solo hay que probar la inyectividad ya por el Corolario 1.6.8 sabemos que
la aplicacion es un epimorfismo. La descripcion de los ideales m-cerrados de A!
dada en (ii) y la Proposicion 1.6.3 aseguran la inyectividad y, como consecuencia,
la relacion entre los ideales m-cerrados minimales de A! y los ideales m-cerrados

minimales de A.
O

Corolario 1.6.12. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces A' es 7-
radical si, y solo si, A es w-radical.

Este resultado dista mucho de lo que ocurre en el caso con unidad. Notese
que un algebra con unidad 1 siempre tiene un ideal m-cerrado minimal: K(1 — 1)
y por tanto no puede ser nunca mw-radical.

Por el contrario, el siguiente resultado es cierto para algebras semiprimas con
o sin unidad.

Corolario 1.6.13. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces

(i) m—Soc(A) C m—Soc(A) N A C (7—Soc(A) : A)

—_——

(i) m—Soc(A) = m—Soc(Al) N A.
(iii) m—Rad(A') N A = 7—Rad(A).
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Demostracion. (i)

La primera afirmacion es consecuencia inmediata de las Proposiciones 1.6.9.(iii)
y 1.6.11.(iii)

(i)

Esta aseveracion se sigue de (i) y de las Proposiciones 1.3.7 y 1.6.6

(iii)

Tomando anuladores en (ii) y teniendo en mente las Proposiciones 1.2.7 y
1.6.6, se deduce que

7—Rad(A) = Ann(7—Soc(A")NA) = Ann i (m1—Soc(A'))NA = 7—Rad(A')N A.

]

Como una consecuencia de las descripciones, en uno y otro caso, de los ideales
m-cerrados terminamos dando un resultado comin (con o sin unidad) a de la
relacion entre la desomponibilidad de un algebra semiprima y su unitizacion.

Corolario 1.6.14. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces A' es w-descomponible
si, y solo si, A es w-descomponible.

Demostracion. Si A' es m-descomponible, en virtud del Corolario 1.6.13.(ii), A =

—_——

m—Soc(A) N A = m—Soc(A), luego A es m-descomponible. Reciprocamente si A
es m-descomponible, en el caso con unidad, aplicamos la Proposiciéon 1.6.9, y en
el caso sin unidad, aplicamos la Proposicion 1.6.11 y el Corolario 1.6.13.(ii). O

1.7. mw-clausura y suma directa de algebras

En esta secciéon, analizamos la relacion entre la m-clausura de un ideal de una
suma directa de algebras y la m-clausura de los ideales de cada uno de los factores.
Introduzcamos un poco de lenguaje.

Definicién 1.7.1. Dada una familia no vacia {A)} ca de algebras distintas de
cero, consideremos el producto cartesiano A = [[ Ay v definamos en A la suma
y el producto coordenada a coordenada. Es facil comprobar que A =[] Ay es un
algebra que llamaremos producto directo de la familia { Ay} ea-

Un producto subdirecto de la familia de algebras {A)} ea es cualquier subal-
gebra A del producto directo [] Ay tal que la proyeccion candnica py : A — Ay
es sobreyectiva. Este hecho se expresard escribiendo A < [],., Ax. Se define la
suma directa de la familia {A,}, € A, como el producto subdirecto de dicha
familia formada por aquellos elementos cuyas coordenadas distintas de cero son
finitas.
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En un primer resultado vamos a describir los ideales, y a aprender cémo
calcular sus anuladores en una suma directa de algebras. En contexto semiprimo
también describiremos los ideales 7-cerrados.

Proposicion 1.7.2. Sea {A)}rea una familia de dlgebras distintas de cero, y
fijemos A = €D, Ax. Entonces:

(i) Ta es el conjunto de todos los subespacios I de A para el cual existe una
familia {I\} en, donde cada I es un ideal de Ay, que satisface

@I)\ Q [g @([/\A)\)

A€EA A€EA

(11) Si {I\}rea es una familia, donde cada I es un ideal de Ay, entonces
Ann(@],\) = @AnnAA(I,\) Y @I,\ = @I_,\
AEA AEA AEA AEA
Como consecuencia,
{P1, - eI}, paratodo €A} C I}
AEA

y, vemos cada Ay dentro de A,

T ={leT}: 1C A}
(11i) Si A es semiprima, entonces

Z:{@L\ . Ix €1}, para todo A€ A}
AEA

Demostracion. (i) Si I es un subespacio de A tal que
@])\ Q I Q @(IA : A)\)7
AEA AEA

donde cada I es un ideal de A,, entonces es evidente que I es un ideal de A. Con
el fin de demostrar el reciproco vamos a fijar un ideal I de A y fijemos I, := INA,
para cada A € A. Claramente cada I, es un ideal de A,, y es inmediato verificar

que
@I)\ g I Q @([A : A)\)
A€A A€A

(ii) Para una determinada familia {I)},ca, es claro que

@ Anny, (1)) C Ann(@ I)).

AEA AEA
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Para cada \g € A, denotamos por p,, la proyeccion de A en A,,, y notese que

pro(Ann(EH 1)) € Anng, (pr, (@D 1)) = Anna, (1,).

AEA AeA
Por tanto
Ann(@ 1)) C @ Anny, (1)),
AEA AEA
y concluimos que
Ann(@ 1) = EB Anny, (1,).
AEA A€A

Tomando anuladores en la igualdad, deducimos que

DL=DL

AEA AEA

y por lo tanto las consecuencias de la afirmacién son claras.

(iii) Finalmente supongamos que A es semiprima y que [ es un ideal w-cerrado
de A. Consideramos la familia {I)}xca tal que @,y In €1 C P \(x = Ay).
Por (ii) podemos suponer que I € 73, para todo A € A. Por la Proposicién 1.3.7,
(In: A\) = I, y vemos que I = @, ., Ix. Hemos encontrado la inclusion

77 C {@IA : Iy €71}, paracada A€ A}
AEA

La inclusion contraria fue vista en (ii).

]

Proposicion 1.7.3. Sea {A)}ren una familia no vacia de dlgebras distintas de
cero, y sea A = P, Ax. Entonces: A tiene anulador cero si, y solo si, Ay tiene

anulador cero para todo X\ en A. En ese caso, m7y = |J o, m’ , y los ideales
esenciales de A son sdlo los que contienen a uno de la forma @,., D», donde
Dy es un ideal esencial de Ay para cada X € A.

Demostracion. Por la Proposicion 1.7.2.(ii), Ann(A) = @,., Anng, (Ay), y por
lo tanto la primera afirmacion es clara. Ahora, supongamos que Ann(A) = 0. Para
un valor fijo de A, de 1.7.2.(ii) es claro que m%, C m7. Reciprocamente, dados
I € m7 y una familia de ideales {I\} tal que @, Ix € I C @, (I : Ay),
teniendo en cuenta 1.7.2.(ii), podemos suponer que I € 77, para todo A € A,
esto es @, pIn € Z7. Si D,c0In = 0, entonces Iy, = 0, y asi ([ : A\) =
Anny, (A)) = 0 para todo A, y llegamos a la contradiccion I = 0. Por tanto
@.cn Ir # 0, y, por la minimalidad, existe Ay € A tal que I = I, € mgxo por
1.7.2.(if).

Supongamos que D), es un ideal esencial de A, para cada A, e [ es un ideal
de A tal que I N (P,cxDx) = 0. Si {I)} es una familia de ideales tal que
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Brca h €1 C P, \(In: Ay), entonces podemos ver que (B, IN)N(ED,cp Dy) =
0, por tanto Iy N Dy = 0, y asi I, = 0 para todo A. Por lo tanto I = 0. Asi

D ca D es un ideal esencial de A. Por otro lado, dado un ideal esencial D de A,
teniendo en cuenta que los ideales de cada Ay son ideales de A, es claro que cada
Dy := DN Ay es un ideal esencial de Ay. Ademas, la inclusion @ ,., Dy C D es
obvia.

m

Corolario 1.7.4. Sea {Ay}xea una familia no vacia de dlgebras distintas de cero
con anulador cero, y sea A = @, ., Ax. Entonces:

m—Soc(A) = @ r—Soc(A4y) y 7—Rad(A) = @ 7-Rad(A,).

AEA AEA

Demostracion. Por la Proposiciéon anterior,
™ ™
my = U My

y como consecuencia tenemos que m—Soc(A) = ), ., 7—Soc(A,). Tomando anu-
ladores deducimos que 7—Rad(A) = @,., 7—Rad(A,).
[

Corolario 1.7.5. Sea A un dlgebra distinta de cero y anulador cero. Todo ideal
w-cerrado minimal de A que sea un sumando directo de A es un dlgebra prima.

Demostracion. Supongamos que [ es un ideal w-cerrado minimalde Ay A = I®J
para conveniente ideal J de A. Teniendo en cuenta las Proposiciones 1.7.2.(ii) y
1.7.3 podemos ver que ZT = {0, I} y Ann;(I) = 0, y por tanto / es un algebra no
nula. Asi podemos concluir por la Proposicion 1.5.2 que [ es un algebra prima.
m

Proposiciéon 1.7.6. Sea A un dlgebra semiprima. Si {I;};cs es una familia no
vacia de ideales m-cerrados minimales de A, entonces ZjGJ I; = @jesl;, y para
cada jo € J, se tiene que Djcn(jo3d; € Ann(l;,). Como consecuencia, si A es

w-descomponible entonces A = @ = M)

mxemy

Demostracion. Fijemos jy € J y noétese que [, N1; = 0, por tanto [, I; = 0, para
todo j € J con j # jo. Por lo tanto, tenemos que I;,(3;c 4oy L) = 0. Por la
semiprimidad de A se sigue que > 5 ;v Ij © Ann(Ly) v Li, N (e 50y L) = 0
Moviendo jg € J concluimos que Z].GJ I; = ®jesl;.

[
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Permitasenos que por complitud enunciemos y probemos el siguiente conocido
resultado.

Corolario 1.7.7. [10, Propositon 5.6] Sea A un dlgebra distinta de cero con
anulador cero. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A =m—Soc(A).

(i) A es isomorfo a una suma directa de una familia de dlgebras primas dis-
tintas de cero.

(i) I} = {D,c;In : J € A}, donde {Iz}ren es la familia de los ideales -
cerrados minimales de A.

Demostracion. (i) = (ii). Esta implicacion se sigue de aplicar la Proposiciéon 1.7.6
y el Corolario 1.7.5.

(i) = (iii). Sea {A)}aea una familia no vacia de algebras primas distintas de
cero. Por la Proposicion 1.5.2, 77 = {0, A\} para cada A € A. Ahora, por la
Proposcion 1.7.2.(iii), vemos que Z _ 4 = {D,c; Ar : J C A}, y en particular
mj _ 4 = {4y A€ A}

(ili) = (i) es obvia.

[l

1.8. m-clausura y producto subdirecto esencial

En esta secciébn vamos a hacer una pequena incursiéon en el producto sub-
directo esencial, con la idea de hacer algunas observaciones a los importantes
resultados obtenidos en [10].

Lema 1.8.1. Sea {A)}rea una familia de dlgebras con anulador cero. Entonces
el producto [] ., Ax es un dlgebra con anulador cero.

Demostracion. Puesto que Ay es un ideal del producto B := [], ., Ax, se tiene
que, para cada proyeccion py : [T cp Ax — A,

pa(Anng(B)) € Anny, (pa(B)) = Anny, (Ay) =0,

luego Anng(B) = 0.
[l

Proposicion 1.8.2. Sea Ay una familia de dlgebras con anulador cero. Entonces
los ideales esenciales del producto directo [[ .5 Ax son sélo los que contienen a
uno de la forma @, D, donde Dy es un ideal esencial de Ay para cada A € A.
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Demostracion. Supongamos que para cada A € A, D, es un ideal esencial de A,,
e I es un ideal del producto directo [],_, Ax tal que I N (,., D) = 0. En
particular, para cada A € A, IN D, =0 6, si se quiere, 0 = I N Ay N D, y por
tanto por ser D, esencial, I N Ay = 0. Yendo mas lejos, podemos afirmar que

(I Ay =] Aavr=o.

A€A A€A

Puesto que, por el Lema 1.8.1, [], ., A\ es un algebra con anulador cero, tenemos
que
IC Ann(H Ay)) =0,
AEA

esto es, @, ., Da es un ideal esencial del producto. Por otro lado, dado un ideal
esencial D del [T, Ax, es claro que cada Dy := DNA, es un ideal esencial de A,.
En efecto, fijemos A € A y consideremos J, un ideal de Ay tal que Dy N J, = 0.
En particular 0 = DN A, NJy = DN.Jy, y por tanto, por ser D esencial, J, = 0.
Finalmente, la inclusion €,., Dy C D es obvia.

n

Lema 1.8.3. [10, Proposition 3.2.(i)]
St A < [Tyen Ar es un producto subdirecto de dlgebras semiprimas, entonces
A es semiprima

Demostracion. Sea {A,} ea una familia no vacia de algebras semiprimas distintas
de cero. Como py : A — A, es sobreyectiva, p)(I) es un ideal de A, para cada
ideal T de A. Si I? = 0 entonces py(I)? = 0 y de ahi py(I) = 0 para todo ), y asi
I =0y A es semiprima.

]

El reciproco del Lema 1.8.3 necesita una condicién adicional. Diremos que un
producto subdirecto A < ], ., Ax es esencial, si A contiene un ideal esencial del
[L.ca A Este hecho se expresara escribiendo A <¢ [],., Aa. Es obvio que todo
producto subdirecto que contenga a la suma directa es un producto subdirecto
esencial.

Lema 1.8.4. Sea A <[], Ax un producto subdirecto esencial. Entonces, para
cada N\ € A, existe un ideal Dy esencial de Ay tal que D) C A.

Demostracion. Por ser un producto subdirecto esencial existe un ideal esencial
D de [T cp Ax tal que D € A, basta pues tomar Dy = D N A,,. ]

Proposicion 1.8.5. [10, Proposition 3.2.(i).(iv)]
Sea A < T[5en Ax un producto subdirecto esencial. Entonces A es semiprima
st, y solo si cada Ay semiprima.
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Demostracion. Supongamos que A es semiprima y consideremos, para cada A €
A, Uy que es un ideal Ay tal que U} = 0. Por el Lema 1.8.4, para cada A € A,
existe un ideal D, esencial de A, tal que Dy C A. Entonces Uy N D, es un ideal
de A tal que (U, N D,)? = 0. Puesto que A es semiprima y D) es esencial en Ay,
deducimos que U, = 0. Esto es, A, es semiprima. El reciproco se ha visto en el
lema 1.8.3.

m

Proposicion 1.8.6. Sea A un dlgebra e {I\} una familia de ideales de A tales
que Nyxealy = 0. Entonces

(i) A < Tl ea(A/L\) es un producto subdirecto.

(ii) Si ademds {I\; A\ € A} C 7, entonces A es semiprima si, y solo si, cada
Iy es un ideal semiprimo.

Demostracion. (i) Para cada A € A, escribiremos por comodidad Ay := A/l y
consideraremos ¢, la aplicacion cociente de A sobre A,. Consideremos el homo-
morfismo f: A — [],., Ax definido por f(a) = (¢gx(a)). Puesto que

ker(f) = Ny ker(gy) = NIy =0,

sabemos que f es inyectivo. Es claro que A < [[,.,(A/1)) es un producto sub-
directo.

(ii) Supongamos que {I; A € A} C Z7. Si A es semiprima cada I es un ideal
semiprimo en virtud de la Proposicién 1.5.1. Reciprocamente, si cada [, es un
ideal semiprimo, por (i) A es un producto subdirecto de algebras semiprimas y
por tanto semiprima por el Lema 1.8.3. O

Si subimos la exigencia sobre la familia de ideales, obtenemos el siguiente
resultado, del cual se pueden deducir facilmente dos importantes resultados ya
conocidos: toda algebra semiprima puede verse como un producto subdirecto
esencial de un algebra m-radical y otra m-descomponible (|10, Proposition 3.6])
y que, a su vez, toda algebra m-descomponible puede verse como un producto
subdirecto esencial de algebras primas (|10, Theorem 3.7]).

Proposicion 1.8.7. Sea A un dlgebra con anulador cero e {1} una familia de
ideales de A tales que A = @)1, entonces A <° [, (A/Ann(ly)) es un producto
subdirecto esencial. Si ademds A es semiprima, entonces

T ={NV, : Vi € h*i(Ann(ly))}.

Demostracion. Para cada A € A, escribiremos por comodidad Ay := A/Ann(7))
y consideraremos ¢, la aplicacion cociente de A sobre Ay. Puesto que A tiene
anulador cero, tomando anuladores, obtenemos que NycpaAnn(7y) = 0, y en virtud
de la Proposicion 1.8.6, A < J],.,(Ax) es un producto subdirecto.

Fijemos ahora \g € A, veamos que
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(1) A,, tiene anulador cero.

(2) @ (Iy,) es un ideal esencial de A,,.
(3) ar(Dr) €A

En efecto, puesto que A = I, @ @rx),1», en virtud del Lema 1.3.8,

I)\o = Ann(@)\#\ol_,\) == ﬂ)\#\OAnn(IA).
En particular
I, N Ann(I,) = Nyzr,Ann(Zy) N Ann(ly,) = 0.

Para ver (1), basta aplicar la Proposicion 1.3.9 para obtener que (Ann(7,) :
A) = Ann(l,,), y por tanto AnnAA(J (Ay,) = Ann(I,, : A)/Ann(l,,) = 0. (2) es
consecuencia del Lema 1.5.3. Finalmente (3), se sigue de que I, = Ann(@y.,1») =
Maza,Ann(7y), ya que los elementos de A pueden ser vistos de la forma (gx(x))»,
y por tanto si zg € I,,, entonces g, (7o) puede identificarse (el resto de las coor-
denadas son cero) con (gy(xg))x € A

En orden a probar que A es un producto subdirecto esencial, basta usar la
Proposicion 1.8.2 y el hecho de que, por (3),

A D @xgn(1y).

Supongamos ahora que A es semiprima. En virtud de la Proposicion 1.5.1,
cada A, es semiprima por lo que, aplicando [10, Proposition 3.2. (iv)| sabemos
que

T={[JUsnA: U1} }
A

y por el Teorema 1.5.7.(i), existen Vi € h*a(Ann(1,)) tales que Uy = gx(V3).

Veamos ahora que f(Nx\Vy) = [[, UxNf(A). En efecto, dado x € Ny V), se tiene
que f(z) = (gx(2)) € [, UxNf(A). Reciprocamente, si z € [[, UxN f(A), existen
x € Ay vy €V, tales que z = f(z) = (qr(vy)), y por tanto gx(z) = gr(vy), 0 si se
quiere,
x—uvy € Ann([,) para todo A € A. En definitiva, dado que Ann(I,) C V), se dedu-
ce que z € NVy. La igualdad buscada, esto es, Z5 = {NVy : V) € h*i(Ann(l)))},
es consecuencia directa del hecho de que f es un isomorfismo.

0



CAPITULO 2

e-clausura

2.1. Carencias de la m-clausura

En este capitulo vamos a chequear algunas carencias de la w-clausura. La pri-
mera es que los ideales m-densos de un algebra semiprima no son necesariamente
algebras semiprimas (cf. Ejemplo 1.4.2 y Proposicion 1.3.6). Nos surge asi un
primer problema sobre como debe ser el tamano de un ideal para que pueda he-
redar la semiprimidad. La segunda es que la m-clausura no deja traslucir ninguna
informacion sobre el algebra de multiplicacién. Analicemos con més detalle este
segundo problema. Es consecuencia inmediata del Teorema de Jacobson que si A
es un algebra finito dimensional no nula, entonces

A essimple < M(A) es simple,

y podemos preguntarnos si esto mismo es esperable para la semiprimidad. Dado
que la semiprimidad se puede expresar en términos de la m-clausura (Proposicion
1.4.4), seria deseable que ésta encerrase alguna informacion sobre el dlgebra de
multiplicacion, y més concretamente sobre su semiprimidad. Lo cierto es que
existen algebras semiprimas cuya algebra de multiplicaciéon no es semiprima.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos el algebra tridimensional con unidad, introducida
por A. Albert en [1], generada por {e,u,v} y definida por los productos

w =v,ou=0,v =v,u’ =e.

Veamos que

i) Kv es un ideal de A tal que (Kv)? = Kv
(i)
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(ii) Los ideales propios no nulos de A son: Kv,K(e — u) & Ko, K(e + u) & Kv

(iii) K(e — u) & Kv y K(e + u) ® Kv tienen a Kv como tnico ideal propio no
nulo.

(iv) A es prima
(v) M(A) no es semiprima

En efecto,

Demostracion. (i) Es inmediato por la definicion de los productos.

(ii) Sea I un ideal de A no nulo. Tomemos a € I\{0} con a = ae + fu + .
Entonces au = au+ fe € I 'y (au)u = ae + fu € I y también a — (au) = yv € I,
v(au) = pv € I y v((au)u) = av € I.

Como a # 0, se tiene que «, 3,7 no son todos nulos, luego v € I. Sea B la
subélgebra de A generada por e, u, cuyos ideales propios no nulos son K(e —u) y
K(e + u).

Entonces Si I es propio I N B es un ideal de B. Luego IN B =0 6 K(e — u)
6 K(e+u) 6 B. Dado que Kv C I, se tiene que I = I N B @ Kuv y de ahi se sigue
inmediatamente el enunciado.

(iii) Sea I un ideal de K(e — u) & Kv. Como por (ii) todo ideal no nulo de
A contiene a Kov y necesariamente la dim(I) = 1 esto implica que I = Kv. De
forma analoga se demuestra para K(e 4+ u) & Ko.

(iv) Puesto que, por (i) y (iii), todo producto de dos ideales no nulos contiene
a Kuv, se tiene que A es prima.

(v) Ya que A no puede escribirse como suma directa de ideales (que son
algebras simples), por el Teorema de Jacobson 0.0.1, M(A) no es semiprima.

[

Si se quiere incluso, se puede dar una técnica para construir ejemplos, a par-
tir de cualquier algebra semiprima, de otra algebra semiprima cuya algebra de
multiplicacion no es semiprima.

Ejemplo 2.1.2. Sea B un algebra semiprima, y sea C' una subalgebra distinta de
cero de B con anulador cero en si misma. Consideramos el algebra A que consiste
en el espacio vectorial B x C'y en el producto definido en

(b1, ¢1) (b, ca) = (biba + c1¢2,0).

Entonces A es un algebra semiprima cuya algebra de multiplicacién no es semi-
prima (véase [15, Example 1]) .

Podemos darnos cuenta que también puede ocurrir que M(A) sea semiprima
y A no lo sea.
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Ejemplo 2.1.3. Consideremos el espacio vectorial R X ¢y con el producto definido
por

(r;{an})(s, {0n}) = (0, {anbn}).

Se demuestra que A es un algebra asociativa conmutativa cuyo anulador es R x 0
y cuya algebra de multiplicacion es semiprima (véase [9, Example 4.12]).

Y por supuesto puede ocurrir que ni el algebra ni su algebra de multiplicacion
sean semiprimas.

Ejemplo 2.1.4. Considérese el algebra tridimensional conmutativa A generada
por {eq, €1, e} dada por las relaciones

ce=ee; =0y el =¢ (1<i<2) y erea=c¢q

(véase |9, Example 3.9]).

Podemos pues concluir que la m-clausura no aporta informacion suficiente so-
bre como transmitir la semiprimidad de un algebra a su algebra de multiplicacion.
En este orden de cosas, queremos subrayar que la equivalencia de (i) y (iv) del
Teorema de caracterizacion de las algebras m.s.p. dada en [8, Theorem 2.6] nos
permite afirmar que para un algebra semiprima, la semiprimidad de su algebra
de multiplicacién estd vinculada a un enriquecimiento de la mw-clausura, esto es,
su coincidencia con una nueva clausura, la e-clausura. Abundando en esta idea y
siendo conscientes de la necesidad que tendremos de analizar otras propiedades,
nos preguntamos si hay algin medio de transmision entre las estructuras alge-
braicas de un algebra y de su algebra de multiplicacién que nos permita tener un
intercambio de informacion sobre sus respectivas propiedades; la respuesta es si
y reiterativa: la e-clausura.

2.2. e-clausura

Sea A un élgebra. para cada subespacio S de A y cada subespacio N de M(A)
se define
Sst={Fe M(A) : F(x) =0 paracada x € S}.

Nomm i={a € A: F(a) =0 paracada F € N}.

En particular, si J e I son dos ideales de A, y Py @ son dos ideales de M(A),
es claro que:
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HICT=J"™CI™yPCQ= Qan C P

3 (([ann)ann)ann — [ann y ((Pann)ann)ann — Pann

4) Si {Iy; A € A} C Zy, entonces (D, )™ = My([)*™ y si {Px;A € A} C
IM(A), entonces (ZA P)\)ann = ﬂ/\(P/\)ann

(5) 0% = M(A) y M(A)ann =0

(1)
(2) IS (I"™)amn y P C (Pan)™
(3)
(4)

Por tanto, la pareja
(_)ann
Sa = Sma,
es un conexion de Galois entre el reticulo de los subespacios de A y el reticulo de
los subespacios de M(A), y sus operaciones de clausura asociadas son:

La e-clausura, :9\, de S que se define por

§ = (Sann)anm

vV
y la ¢’-clausura, N/, de N que se define por

\%

N = (Nann)ann-

Diremos que un subespacio S de un algebra A es e-denso si S = A. Cuando
no haya lugar a confusion, hablaremos de subespacio denso en lugar de subespacio
e-denso.

Es claro que podemos intercambiar la pareja de reticulos (S4, Saqa)) por la
pareja de los reticulos de los ideales (14, Irq(a)) y por consiguiente obtendriamos

ann
la correspondiente conexién de Galois 7, = 1 sus clausuras asociadas.
M(A)

Un ideal I de un algebra A, se dice e-cerrado en A cuando I = 1. Represen-
taremos por Z5 al conjuntos de todos los ideales e-cerrados en A.

Un ideal P de un algebra M(A), se dice &’-cerrado (resp. £'-denso) en M(A)
cuando P = PV (resp. P¥ = M(A)). Representaremos por If\//[(A) al conjuntos de
todos los ideales &’-cerrados en M(A).

Como consecuencia de la definicion, para cada I € Zy, y P € Iy (A), se
verifica

o~

(1) (I)ann — Iann y (Pv)ann — Pann

(2) 75 = {I>™; I € T4},
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(3) Z5 es un reticulo completo, con 0 como primer elemento y A como tltimo
elemento, siendo sus operaciones infimo y supremo respectivamente:

(4) Ij'/l(A) es un reticulo completo, con 0 como primer elemento y M(A) como
ultimo elemento, siendo sus operaciones infimo y supremo respectivamente:

(5) La aplicacion I — I*™ es un biyeccion de Z5 en Ij\',t( ) que invierte el orden
y cuya inversa es P +— P,,,. En particular

m = {Puw : P EM5u} v miy o ={I" : T €M},

donde m? y M representan respectivamente al conjunto de los ideales

. . . 6/ 6/
e-cerrados mlmmffmles y 5—cerrad0§ maximales .de A ym M) Y M M(a) Te
presentan respectivamente al conjunto de los ideales ¢’-cerrados minimales
y &’-cerrados maximales de M(A)

En [8, Proposition 1.8] se prueba una destacada propiedad de la e-clausura,
que usaremos en algunas ocasiones sin menciéon explicita: la propiedad de conti-
nuidad.

Sea A un dlgebra. Si F € M(A), y si S es un subespacio de A, entonces

—

F(5) C F(S).

Como una consecuencia,
AN AN —_—
5155 C (515)

para cualesquiera subespacios S1, Sy de A.

Las relaciones entre la w-clausura y e-clausura son bien conocidas, véase por
ejemplo |8, Proposition 1.11]. Concretamente si A un algebra e I un ideal de A,
entonces:

Veamos que la inclusion de (1) puede ser estricta.
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Ejemplo 2.2.1. Consideremos el algebra tridimensional con unidad, introducida
por A. Albert en [1] y ya vista en (Ejemplo 2.1.1), generada por {e, u, v} y definida
por los productos

w =v,ou=0,v>=v,u’ =e.

Veamos que
(i) Los ideales propios no nulos de A son m-densos.
(i) Los ideales propios no nulos de A son e-cerrados.

En efecto,

Demostracion. (i) Sea a = ae + fu + v tal que av = va = 0, entonces (o + 5 +
Y= (a+7y)v=0,luego a+F+v =0y a+v =0 de aqui tenemos que =0
yy=—a.

Luego {a € A:av=va =0} ={a(e —v): a € K}.

Como Ann(Kv) es el mas grande ideal de A contenido en dicho conjunto, se
sigue que Ann(Kv) = 0y asi (Kv) es m-denso.

Como Kv C K(e —u) ® Kv y Kv C K(e + u) ® Kuv, se sigue también que
K(e —u) ® Kv y K(e + u) @ Kv son 7-densos.

(ii) Vamos a llamar a los ideales Kv, K(e — u) @ Kv y K(e +u) ® Kv, I1, I y
I3 respectivamente. R

Primero veamos que I; es e-cerrado. Claramente R, € I{"", luego [; C
(Ri)ann- Sea a = ae + fu + yv € IAl, entonces 0 = R,(a) = au = au + fe
esto implica que a = =01y asi a = yv € [;. Luego li = 1.

Ahora veamos que I, es e-cerrado. Notemos que F' = (Ids + L,)R, € I§™.
Podemos calcular F(v) y F(e — u).

F(v) = (Ida+ Ly)Ry,(v) = (Ida+ Ly,)vu =0y F(e—u) = (Ids+ Ly)R,(e —
u) = (Ida + L,)(e —u)u = (Idg + Ly)(u —€) = (u—¢€) + (e —u) = 0. En
consecuencia fg C (F)ann-

Ahora tomamos a = ae+Bu+ v € I y como 0 = F(a) = (Ids+ Ly)Ry(a) =
(Ida + Ly)(ae + Bu+ yv)u = (Ida + Ly)(ou + pe) = (au + Pe) + (ae + fu) =
(a+p)(e+u), lo que implica que a+5 = 0y asi a = — 3, luego a = ce—au+yv =
ale —u) +yv € Iy, Luego I = I

De forma analoga a la anterior se prueba que I3 es e-cerrado, basta tomar
G = (Idy — Ly)R, € I¢™.

]

Recordamos finalmente una interesante propiedad que nos relaciona la e-
clausura y la aplicaciéon cociente en clara analogia con la Proposiciéon 1.5.5.

Proposicion 2.2.2. [8, Apartado (5), pag 406] Sea A un dlgebra, sea I un ideal
e-cerrado y sea q la correspondiente aplicacion cociente. Entonces, para cada ideal

~ —

J de A, q(J) = q(J).
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2.3. Ildeales complementadamente densos

En esta seccion vamos a introducir una clase de ideales que si heredan la posi-
ble semiprimidad del algebra y para los cuales las clausuras algebraicas coinciden.

Definicién 2.3.1. Un ideal I de un algebra A se dice ideal complementadamente
denso (abreviadamente ideal c.d.) en A si existe un ideal J de A tal que A =

(IeJ)"

Ejemplos de ideales c.d. son los sumandos directos de ideales y los ideales
densos.
Comencemos mostrando algunas propiedades de los ideales c.d.

Lema 2.3.2. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A. Si I escd en A, entonces
I escd. en A.

Demostracion. Si I es c.d. en A, entonces A = (/I\@ J)" para conveniente ideal
Jde A.Como I JCIdJC(IdJ)", sesiguneque A=) "C(IDJ)",
de ahi A= (I @ J)", y por tanto [ es c.d. en A. O

Lema 2.3.3. Sea A un dlgebra con anulador cero, y sea I un ideal c.d. en A. Si
J es un ideal de A tal que I C J C I, entonces A = (J @ Ann(I))".

Demostracion. Por [13, Lemma 2.1.(3)], tenemos que A = (I&Ann(I))”". Es claro
que esta igualdad produce que el Ann(7) sea c.d. en A. Ahora, si sustituimos [
por Ann(I) en la igualdad vemos que A = (I ® Ann(I))”". Ahora, para cada ideal
J de A tal que I C J C I, de la cadena

A=(I®Amm(I)" C (JeAm(()"C (I oAm(()" = A
obtenemos que A = (J @ Ann(1))" O
Combinando los Lemas 2.3.2 y 2.3.3, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.4. Sea A un dlgebra con anulador cero, y sea I un ideal de A.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) I es c.d.

(ii) A= (I & Ann(I))".
(i4i) A= (J® Ann(I))", para cada ideal J de A tal que I C J C 1.
(iv) T es un ideal c.d. de A.

La equivalencia de (i) y (vi) del Teorema de caracterizacion de las algebras
m.s.p. dada en [8, Theorem 2.6| nos permite afirmar que
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Corolario 2.3.5. Si A es un dlgebra, entonces A es m.s.p. si, y solo si, todo

1deal de A es c.d.

Esta afirmaciéon nos permitird extender todo resultado sobre ideales c.d. en
un algebra arbitraria a un ideal arbitrario en un algebra m.s.p.

También como consecuencia de la Proposicion 2.3.4 y de la propiedad de
continuidad para la e-clausura obtenemos el siguiente

Corolario 2.3.6. Sea A un dlgebra con anulador cero, y sea I un ideal c.d. en
A. Tenemos que:

(i) Si J es un ideal de I, entonces J es un ideal de A.
(ii) Zy = Zsn 1.

Demostracion. (i) Si J es un ideal de I, entonces J es un subespacio de A que
satisface
JA=J(I ® Ann(I))" C [J(I ® Ann(1))]" C J,

y analogamente AJ C J. Asi J es un ideal de A.
(ii) Sea z en Z;. Entonces tenemos, por la Proposicion 2.3.4 y la continuidad
de la e-clausura, que

[z, A] = [z, (I ® Ann(I))"] C [2,1 ® Ann(I)]" =0 = 0,
(2, A, Al = [z, (I ® Ann(1))", (I ® Ann(]))"]

C [z, 1® Ann(I), I ® Ann(I)]" =0 =0,

y andlogamente [A, z, A] = [A, A, z] = 0. Por tanto z € Z4. Por la arbitrariedad
de z en Z;, podemos concluir que Z; C Z,N 1. La inclusiéon contraria es clara. [

Sea A un algebra. Para un ideal I de A, el ideal [I : A] de M(A) se define por
I:Al:={FeM(A): F(A) CI}.
Es claro que [I : A] contiene a los conjuntos
Lp={l2:2e€l}yy R} ={RA: z €I}

Veamos finalmente, como consecuencia de la Proposicion 2.2.2, que la propie-
dad de ser ideal c.d. también se conserva mediante la aplicacion cociente.

Proposicion 2.3.7. Sean A un dlgebra, I un ideal c.d., J un ideal e-cerrado y
q la aplicacion cociente correspondiente a J. Entonces q(I) es un ideal c.d. en

A/,
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Demostracion. En efecto, q(I & Ann([I)) es, por la Proposicion 2.2.2, un ideal
denso, y puesto que

¢(I ® Ann(1)) = q(I) + q(Ann(l)) € q(1) & Ann(q(1)),

entonces ¢(I) + Ann(g([)) es un ideal denso de A/J. Teniendo finalmente en
cuenta que, por la Proposicion 1.5.1, A/J es semiprima se deduce que dicha

suma es directa, y por tanto ¢(I) es un ideal c.d. en A//J.
[l

2.3.1. Herederos de la semiprimidad

Recordemos que en el Ejemplo 1.4.2 hemos probado que ni los ideales esencia-
les ni los ideales 7w-cerrados de un algebra semiprima son necesariamente algebras
semiprimas. Veamos ahora que los ideales c.d. si heredan la posible semiprimidad
del 4lgebra. Comenzamos por las subélgebras que contienen a un ideal denso.

Sea A un élgebra, B una subalgebra densa de A, y sea’: M(B) <= M(A) la
inmersion canonica para las algebras de multiplicacion. Es claro que Id = Idy,
(LB) = L, y (RP) = R{ para cada b € B. Por sencillez en la escritura, podemos
poner Id(a), Ly(a), y Rp(a) para cada a € A sin ningin riesgo de confusion,
evitando asi el uso de subindices y superindices.

Nuestro primer resultado es una variante del resultado obtenido en [14, Pro-
position 3.1].

Proposicion 2.3.8. Sea A un dlgebra y sea B una subdlgebra densa de A.
Entonces, para F' € M(A) y a € A, la condicion FM(B)(a) = 0 implica
FM(A)(a) = 0.

Demostracion. Consideramos el conjunto

S={T e M(A): FGTM(B)(a) = Opara cadaG € M(A)tal que FGM(B)(a)

Es claro que S es una subalgebra de M(A) que contiene Id,. Ademas, para
G € M(A) tal que FGM(B)(a) =0, H € M(B), y b € B vemos que

0 = FGL,H(a) = FG(bH(a)) = FGRy(q)(b)

0 = FGRyH(a) = FG(H(a)b) = FGLiq)(b),

y asi, por la densidad de B en A, para cada x € A tenemos que

0 = FGRy(x) = FG(zH(a)) = FGL,H(a)

0= FGLu@(r) = FG(H(a)r) = FGR,H(a).

0}.
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Ademéas L, y R, pertenecen a S para cada x € A, y por lo tanto S = M(A).
Como FIdyM(B)(a) = 0, deducimos que FM( ) (B)(a) = 0. Por tanto
FM(A)Idg(a) =0, y como resultado FM(A)(a) = 0. O

Corolario 2.3.9. Sea A un dlgebra y sea B una subdlgebra densa de A. Enton-
ces, para todos los elementos ai,as en A, la condicion M(B)(a;)M(B)(ay) =0
implica M(A)(a;)M(A)(az) = 0.

Demostracion. Sean aq,as elementos en A que cumplen la condicion
M(B)(a1)M(B)(ay) = 0. Para cada F' € M(B) tenemos que

Lp(ayM(B)(az) = F(a) M(B)(az) = 0,
aplicando la Proposicion 2.3.8, de modo que Lp(q,)M(A)(az2) = 0. Por lo tanto
M(B)(a1) M(A)(az) =0,
y de ahi para cada G € M(A) tenemos que
Re(ap)M(B)(a1) = M(B)(a1)G(az) = 0.
Volviendo a aplicar la Proposiciéon 2.3.8 concluimos que
M(A)(ar) M(A)(az) = 0,
como se requiere. O

Como consecuencia y por complitud, citamos los siguiente resultados que son
esencialmente conocidos.

Proposicion 2.3.10. Sea A un dlgebra y sea B una subdlgebra densa de A.
Entonces, B es semiprima (resp. prima) siempre que A sea semiprima (resp.
prima,).

Demostracion. Supongamos por ejemplo que A es un algebra prima y sean J y
K dos ideales de B tales que JK = 0. Es claro que M(A)(J) y M(A)(K) son
dos ideales de A, y puesto que M(B)(J) = Jy M(B)(K) = K, por el Corolario
2.3.9, se tiene también que M(A)(J)M(A)(K) = 0. Asi por la primidad de A,
alguno de esos factores es cero, y por tanto o bien J o bien K es cero.

O

Veamos finalmente que podemos sortear el primer problema sobre el tamano
del ideal.

Corolario 2.3.11. Sea A un dlgebra y sea I un ideal c.d. en A. Entonces, A es
semiprima si, y solo si, I y Ann(I) son dlgebras semiprimas.
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Demostracion. Tomemos B = I @ Ann([). Si A es semiprima, basta aplicar suce-
sivamente la Proposicion 2.3.10 y la Proposicion 1.8.5 para concluir que tanto el
ideal como su anulador son algebras semiprimas. Reciprocamentes, si suponemos
que I y Ann(7) son élgebras semiprimas, de nuevo por la Proposicion 1.8.5, B es
un algebra semiprima. Por otra parte, dado que por hipotesis B es una subalgebra
esencial, en virtud de la Proposicion 1.4.1, A es semiprima. O

Veamos que la situacion es similar con respecto a la multiplicativa semipri-
midad de las subalgebras densas. Es facil ver que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

Nota 2.3.12. (1) B es una subélgebra densa de A,

(2) Para cada F € M(B), existe un unico F’ € M(A) tal que F'(a) = F(a)
para todo a € A.
Asi, bajo esta condicion, la aplicacion F' +— F’ se convierte en una inmer-
sion canonica de M(B) — M(A), y abusando de notacion, para cada a € A,
escribiremos F'(a) en lugar de F'(a).

Corolario 2.3.13. Sea A un dlgebra y sea B una subdlgebra densa de A. Enton-
ces, B es m.s.p. siempre que A sea m.s.p.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra m.s.p. En virtud de la Pro-
posiciéon 2.3.10, B es semiprima. Sea F' € M(B) tal que FM(B)F = 0. Da-
do que B es densa en A consideremos I’ su unica extension. Es claro que
F'M(B)F(B) = 0, luego por la Proposicion 2.3.8, F'M(A)F(B) = 0. En parti-
cular Y M(A)F'(B) = 0, De nuevo por la densidad de B en A y la propiedad de
continuidad de la e-clausura, se tiene que F' M(A)F’' = 0, luego por la semipri-
midad de M(A), se tiene que F’ = 0, y por tanto F' = 0. En definitiva, M(B)
también es semiprima.

O

2.3.2. Coincidencia de clausuras

En orden a probar que las clausuras coinciden en un ideal c.d., necesitamos
los dos siguientes resultados técnicos, los cuales nos proporcionan herramientas
para el estudio de los ideales c.d. en un contexto algo mas restringido.

Lema 2.3.14. Sea A un dlgebra y sea P un ideal de M(A). Tenemos que:
(1) Ann(P) C [Pamn & Al
(ii) Si PV = M(A), entonces P = M(A).
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Demostracion. (i) Notese que PAnn(P) = 0 implica que Ann(P)(A) € Pann, ¥
de ahi Ann(P) C [Pann : Al.

(ii) Si PY = M(A), entonces Pann = 0, y en consecuencia [Pan, @ A] =
Ahora, por la afirmacion (i), obtenemos que Ann(P) = 0, y asi resulta que P

0
Lema 2.3.15. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A. Tenemos que:
(i) Ann(I*™) C [T : AJ.
(11) [I: Alann € Ann(l). Como consecuencia, Ann([I : A]) C [Ann(]) : A].
(iii) Si ademds I N Ann(l) = 0, entonces tenemos que:

(a) [I: Alann = Ann(I) y Ann([Z : A]) = [Ann(]) : A] C [,
(b) I*™N[I: Al =0 si, y solo si, I*™ = [Ann(]) : A].

(iv) Si ademds TN Ann(I) =0, entonces Ann(I*™) C Ann(I)™™®,
(v) Si ademds TN Ann(I) = 0, entonces Ann(Ann(I)*™) C T .

Demostracion. (i) Tomando P = I*™ en el Lema 2.3.14.(i).

(i) La primera conclusion fue probada en [13, Lemma 2.1.(1)|. Ahora, toman-
do P =[I: A] en el Lema 2.3.14.(i), se sigue que

Ann([7 : A]) C[[I : Alamn : A] C [Ann(7) : Al

(iii) Supongamos que I N Ann(/) = 0. (a) La primera conclusion se sigue de
la afirmacion (ii) y del hecho que

[I: A](Ann(])) € INAnn(]) =0,
y en consecuencia Ann(/) C [I : A].nn. Andlogamente, tenemos que
[Ann(7) : A](I) C INAnn(I) =0,
se sigue que [Ann(/) : A] C I*™. Ahora, ndtese que
[Ann(7) : A][ : A] 4+ [I : A][Ann(]) : A] C [INAnn(]) : A] =0,
y de ahi [Ann(7) : A] € Ann([ : A]). El reciproco fue probado en la afirmacion
(H).(b) Si I*™ N[ : A] =0, entonces I*™ C Ann([] : A]), de ahi, por (a), tenemos

la siguiente cadena

" C Ann([] : A]) = [Ann(]) : A] C 1*™
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y por tanto /*™® = [Ann([) : A]. Reciprocamente, si /*™® = [Ann([) : A], entonces
"™ nl:A=[Ann(l): A]N[I: Al =[Ann(I) N1 : Al =0.

(iv) Supongamos que I N Ann(I) = 0. Por la afirmacion (i), Ann(7*™) C [T :
Al, y de ahi Ann(/*™) C [f A]Y. Por otro lado, por la primera conclusion de
la afirmacion (iiia) aplicada a I obtenemos que [I : Alyn = Ann(I) = Ann([),
y por tanto [f AlY = Ann(7)*". Ademés, podemos concluir que Ann(/*"") C

Ann(7)>, B
(v) Supongamos que I N Ann(/) = 0. Teniendo en cuenta que Ann(l)" =
Ann([I), el resultado se sigue de aplicar la afirmacion (iv) a Ann(7). O

Ahora, podemos enunciar y probar un resultado para ideales, que esta en el
espiritu de [8, Theorem 2.6].

Teorema 2.3.16. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A tal que INAnn(I) = 0.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) I es c.d. en A
(ii) I = [Ann(I) : A] y Ann(I)™™ = [T : A].
(ii) Ann(I*™) = Ann(I)™.

(iv) Ann(Ann(I)™) = [om,

(v) M(A) = (I"™ & Ann(I)™m) V|

(vi) M(A) = Ton & Ann(])an,

Demostracion. (i) = (ii) Por el Lema 2.3.15.((iii)(a)), tenemos que I*™ D [Ann([) :
A]. Como Ann(A4) C T N Ann(I), deducimos que Ann(A) = 0, y de ahi, por la
Proposicion 2.3.4, tenemos que A = (I @ Ann(/))”. Ahora, usando la propiedad
del continuo para la e-clausura, para cada F' € [*"" podemos ver que

F(A)=F((I®Ann(I))") C (F(I ® Ann(1)))" € Ann(I)" = Ann(I),

y por tanto /* C [Ann(/) : A]. Finalmente, intercambiando los papeles de [ y
Ann(7), la ultima igualdad en la afirmacién (ii) se cumple.

(ii) = (iii). Tomando anuladores en la primera igualdad de (ii), y teniendo
en cuenta la segunda conclusion del Lema 2.3.15.((iii)(a)) para Ann([), tenemos
que

Ann(7*) = Ann([Ann(]) : A]) = [I : A].

Ahora, la segunda igualdad en (ii) nos permite concluir que

Ann(7**) = Ann(7)*"".



70 e-clausura

(iii) = (iv). Se sigue de la igualdad Ann(/*") = Ann(I)*™ que [ =
Ann(Ann(7)*™), y en particular 7*™ C Ann(Ann(1)*™). Por otro lado, por el
Lema 2.3.15.(v), tenemos que Ann(Ann(I)**) C I' . Como I C I, y de ahi
"™ C 1™ obtenemos que Ann(Ann(1)*") = [*™,

(iv) = (v). Se sigue por el Lema 2.3.15.(i) aplicado a Ann(I) que

Ann(Ann(7)™") C [Ann(7) : A],

y asi resulta que
#* C [Ann(7) : Al

Por otro lado, tomando anuladores en (iv), obtenemos que
Ann(I)™" = Ann (1),
y de ahi, por el Lema 2.3.15.(i), tenemos que Ann(I)™ C [T : A]. Por lo tanto
1™ A Ann(1)™ C [Ann(I) : AJN[T: A C [Ann(1)N 1T : A] = 0.
Por otra parte, podemos ver que
(1™ + Ann(1)*™)amn = I N Ann(I) = 0,

y de ahi M(A) = (I*™ + Ann(1)*™)V. Asit M(A) = (I*™ @ Ann(])*>™)V,

(v) = (vi). Esta implicacion es consecuencia del Lema 2.3.14.(ii).

(vi) = (i). Como 0 = I* N Ann(/)*™ = (I @ Ann(I))*™", se sigue que
A= (I®Ann(l))", y por tanto I es c.d. en A. O

En el siguiente resultado se muestra que, en un ideal c.d. coinciden ambas
clausuras.

Corolario 2.3.17. Sea A un dlgebra _con anulador cero, y sea I un ideal de A.
Entonces I es c.d. en A si, y solo si, [ es c.d. en A el =1.

Demostracion. Supongamos que I es c.d. en A. Por la Proposicion 2.3.4.(iii),
obtenemos que I es c.d. en A e I N Ann(I) = 0. Ahora, por la equivalencia (i)

—ann

<= (ii) en el Teorema 2.3.16 aplicado sobre I e I, deducimos que [*™ = [
luego I= I(=1),y de ahi I=1.El reciproco se sigue de la Proposicion 2.3.4. [

2.4. ldeales complementadamente densos finito di-
mensionales

El objetivo de esta seccién es discutir la singularidad de un ideal c.d. finito
dimensional. Para ello necesitamos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.4.1. Sea A un dlgebra semiprima e I un ideal c.d. de A. Si I es
finito dimensional entonces también lo es I.

Demostracion. Supongamos que A # 0y que I # 0. Considérese la aplicacién
lineal ® : M (I) — L(I) definida por

®(F)(z) = F(z), paratodo F € M(I), z € I.

Dado FFe M (f ), por la propiedad de extension para los operadores de multipli-
cacion, podemos elegir 7' € M(A) satisfaciendo T'(x) = F(z) para todo z € 1.
Notese que la condicion ®(F') = 0 implica que T' € [*™ = fann, y por consiguiente
F = 0. Esto es, ® es inyectiva, y consecuentemente M(I ) es finito dimensional.

~

Ahora considérese la aplicacion lineal ¢ : I — M (1) x M(I) dada por
o(x) = (LZ, R:I:), para todo x € 1.

Es claro que Ker(y) = Ann#(I I). Puesto que, por el Corolario 2.3.17, T=1esun
ideal c.d., el Corolario 2.3.11 afirma que T es semiprima y por tanto Ker(yp) = 0.

Por tanto © es también inyectiva, y consecuentemente I =T es finito dimensional.
O

Lema 2.4.2. Sea A un dlgebra semiprima e I un ideal c.d. de A. Si I es finito
dimensional entonces también lo es A/Ann([).

Demostracion. Sea ¢ : A — A/Ann(I) la correspondiente aplicacion cociente. Es
claro, en virtud de la Proposicion 2.2.2, que ¢(I)(= ¢(I ® Ann(]))) es un ideal
denso de A/Ann(]) y por supuesto finito dimensional. En particular su m-clausura
coincide con A/Ann(I) y, en virtud del Lema 2.4.1, A/Ann(/) es también finito
dimensional.

U

Proposicion 2.4.3. No existen ideales c.d. no cero finito dimensionales en un
dlgebra semiprima m-radical.

Demostracion. Sea I un ideal no cero c.d. y finito dimensional de A . Por el Lema
2.4.1, T es también finito dimensional. Si A es 7-radical no cero debe existir J;
ideal 7-cerrado de A tal que J; C I, J, ideal m-cerrado de A tal que J, C J; C I,
y asi sucesivamente lo cual es una contradiccion. O

Ya podemos poner de manifiesto la singularidad del caso finito dimensional.

Proposicion 2.4.4. Si A un dlgebra semiprima e I un ideal no nulo c.d. y finito
dimensional, entonces A/Ann(I) es un dlgebra m-descomponible finito dimensio-
nal.
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Demostracion. Notemos por comodidad J = m—Soc(A). Si J = 0, entonces A es
m-radical lo cual contradice lo probado en la Proposicion 2.4.3.

Considérese la aplicacion cociente ¢ de A en A/J. En virtud de la Proposicion
2.3.7 q(I) esideal c.d. de A/J. Dado que un ¢(I) es obviamente finito dimensional
y de que A/J es un algebra m-radical en virtud del Corolario 1.5.10, podemos
aplicar de nuevo la Proposicion 2.4.3; obtenemos que ¢(I) = 0, y por tanto
I € m—Soc(A). Tomando ahora anuladores y aplicando el Corolario 1.5.12.(i)
obtenemos finalmente que A/Ann(/) es un algebra m-descomponible, la cual es

finito dimensional en virtud del Lema 2.4.2.
O



CAPITULO 3

La clausura central de un algebra no asociativa

En este capitulo nos vamos a centrar en el concepto de clausura central en
contexto semiprimo. Usando el concepto de filtro de denominadores daremos una
definicion alternativa a la dada por Baxter-Martindale [3]. Posteriormente, tras
el analisis de las propiedades que se desprenden de la definicién daremos una
caracterizacion de tipo axiomatico que serd ampliamente usada para el calculo
de la clausura central de varias algebras.

3.1. Centroide, centroide extendido y clausura cen-
tral

Es sabido que toda algebra asociativa conmutativa B sin divisores de cero (a
es un divisor de cero si existen sendos elementos no nulos b y ¢ en A tales que
ab = ca = 0) puede sumergirse en un cuerpo @, llamado el cuerpo de fracciones
de B, que estd caracterizado como la mas grande algebra que extiende a B que
satisface:

Para cada q € Q existe s € B\{0} tal que sq € B.

La construccion de @) es bien conocida y puede extenderse de manera inme-
diata al caso en que B tenga divisores de cero, si bien éstos han de ser excluidos
como denominadores. Concretamente, si S es un subconjunto multiplicativo de
B que no contiene divisores de cero de B, entonces se puede definir el dlgebra de
fracciones de B por S

Q=S"'B:=S5x%xB/~,
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donde
(s,a) ~ (t,b) & at = bs.

En contexto no necesariamente conmutativo, W. Martindale, construyé un
algebra que, para el estudio de ciertas propiedades, puede jugar el papel de cuer-
po de fracciones. El algebra Q4(B), llamada dlgebra simétrica de cocientes (de
Martindale) del algebra asociativa By que no es otra que la mas grande algebra
asociativa () que extiende a B y que verifica las siguientes dos condiciones:

(A1) Para cada g € @ existe un ideal esencial D de B tal que ¢D + Dq C B.

(A2) Si ¢ € Q verifica que ¢gD = 0 6 Dg = 0 para algun ideal esencial D de B,
entonces g = 0.

W. E. Baxter y W. S. Martindale en [3, Theorem 2.5] estudiaron las propie-
dades del centro de Qg(B). Si B es un algebra asociativa prima, dicho centro
extiende al cuerpo base y permite sumergir el algebra inicial en una nueva alge-
bra prima que extiende a B y que no admite nueva extension si se repitiera el
proceso.

A lo largo de los tltimos afios ha habido numerosos intentos de construir al-
gebras de cocientes en contexto no asociativo, sin que se haya encontrado una
generalizacion plena a nivel general, ya que las técnicas usadas en contexto aso-
ciativo no parecen poder extenderse de forma general. Pese a este fracaso de
generalizacion, la importancia del centro del dlgebra simétrica de cocientes (lla-
mado centroide extendido), y de la subélgebra del dlgebra simétrica de cocientes
generada por el algebra de partida sobre el centroide extendido (llamada clausura
central), obligd a hacer renovados esfuerzos en la busqueda de los correspondien-
tes conceptos en contexto no asociativo, esfuerzos que culminaron con el trabajo
de T. S. Erickson, W. S. Martindale y J. M. Osborn |21], en el que introdujeron
el centroide extendido y la clausura central en contexto no asociativo primo, y
que mas tarde W. E. Baxter y el propio W. S. Martindale [3] extendieron al caso
semiprimo.

Para ver como se introdujo el concepto de centroide extendido en el contexto
de las algebras semiprimas necesitamos un poco de lenguaje. En todo lo que sigue
supondremos que A es un algebra no necesariamente asociativa.

Definicién 3.1.1. Un centralizador en A es una aplicacion lineal f : A — A
satisfaciendo

f(ab) =af(b) = f(a)b para cualesquiera a,b € A.

Se define el centroide de A, y se denota por I'y como el conjunto de todos los
centralizadores de A. Es claro que I'4 es una subalgebra unital de L(A) y que la
aplicacion a — ald, es una inmersion de K en I'4. Se dice que A es un dlgebra
central si dicha inmersion es también sobreyectiva.
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Definicién 3.1.2. El centro de un algebra dada A se define como el conjunto
Z 4 de los elementos de A que asocian y conmutan con todos los elementos de A,
esto es

Zy={z€A: [z,a] =|z,a,b] =[a,2,b] = [a,b, 2] = 0 para todo a,b € A},

donde para cualesquiera a,b,c € A, entendemos que [a,b] = ab —ba y [a,b,c] =
(ab)e — a(bc).

La aplicaciéon z — L. es un homomorfismo de Z4 en I'4, inyectivo si A tiene
anulador cero (y por tanto permite considerar Z4 como una subéalgebra de I'4) y
biyectivo si ademas A es unital.

Definicién 3.1.3. Un centralizador parcialmente definido (abreviadamente, c.p.d.)
en A es una aplicacion lineal f : I — A definida en un ideal I no cero de A y con
valores en A, satisfaciendo

flax) =af(z) vy flza) = f(z)a

para cualesquiera a € Ay x € I.

Notese que f: I — A es un c.p.d. si, y solo si, f es un M(A)-homomorfismo,
esto es, una aplicacion lineal de I en A tal que F'f(z) = f(F(x)) para todo x € I
y F e M(A).

En efecto, si f es un M(A)-homomorfismo entonces para todo a € A tenemos

flax) = f(La(2)) = Lof(z) = af(2),

f(za) = f(Ra(z)) = Raf(z) = f(2)a,

y por tanto f es un c.p.d. Reciprocamente supongamos que f es un c.p.d. y
considérese el conjunto T que consiste en todos los F' € M(A) tal que f(F(x)) =
F(f(x)) para todo x € I. Es claro que T es una subalgebra de M(A) que contiene
a Ida, L2, R} (a € A). Por tanto T = M(A), y en consecuencia f es una
aplicacion lineal tal que F'f(a) = f(F(a)) para todoa € Ay F € M(A).

En el caso en que adicionalmente I sea un ideal esencial de A, diremos que
f es un centralizador esencialmente definido (abreviadamente, c.e.d.) en A. Un
c.e.d. f en A se dice mazrimal si no existen c.e.d. en A que extiendan estrictamente
a f.

Conviene darse cuenta que a cada c.p.d. se le puede asociar de forma natural
un c.e.d. En efecto, si A es un algebra semiprima y f es un c.p.d. cuyo dominio es
el ideal I de A, podemos considerar la aplicacion f : I @ Ann(/) — A, definida

por f(x +y) := f(x), para todo x € I e y € Ann([). Claramente, en virtud del
Corolario 1.4.5, f es un c.e.d.
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Definicién 3.1.4. Si A es un algebra semiprima, entonces la relacion ~, definida
en el conjunto de los centralizadores esencialmente definidos (c.e.d.) en A por:

g~h & Existe f ce.d. en A tal que g y h son extensiones de f,

es una relacion de equivalencia. El conjunto Cy de todas las clases de equivalencia
[f], dotado con las operaciones inducidas por la suma y la composicion de ope-
radores parcialmente definidos, es un anillo asociativo conmutativo regular en el
sentido de von Neumann (esto es, para todo a € R existe z € R tal que a = azxa)
llamado el centroide extendido de A.

En [17, Proposition 1| se demostré que todo c.e.d. f en A puede extenderse
de manera tnica a un c.e.d. maximal. De hecho, cada clase de equivalencia en
C4 contiene un tnico c.e.d. maximal en A y por tanto, la accién de reemplazar
cada clase de equivalencia por su tnico c.e.d. maximal, permite evitar el paso a
cociente en la presentacion de C4. Para cada A\ € Cjy, escribiremos Az = A\(z) € A
cuando = € dom(\).

Es claro que I'y C C'4 y se dice que A es centralmente cerradasi 'y = Cy. Es
sabido que C'4 es un cuerpo si, y solo si, A es prima. De hecho, I'4 puede verse
como la subalgebra de C'y cuyos elementos son los A € C4 tales que AA C A.

Definicion 3.1.5. Sea B un algebra asociativa. Un B-mddulo (izquierdo) es un
espacio vectorial X dotado con una aplicacion bilineal (a,z) — a.z de B x X en

X verificando
a.(b.xz)=(ab).x

para cualesquiera a,b € By x € X. Un B-submddulo M de X es un subespacio
vectorial de X verificando que BM C M. Si ademas se verifica que M NN # 0
para cualquier B-submoédulo N de X distinto de cero, se dice que M es esencial.

Recordemos sucintamente como Baxter y Martindale extienden el algebra
hasta llegar a la clausura central.

Definiciéon 3.1.6. Un elemento Z?:l A ®a; € Cq Rk A es llamado elemento
anulante si existe un ideal esencial D de A contenido en NI ;dom()\;) tal que
Yo Ai(x)F(a;) = 0 para cualesquiera x € D'y F'€ M(A).

Se prueba que el conjunto M de todos los elementos anulantes es un ideal de
C 4 ®xk A, conocido con el nombre de ideal anulante, que de hecho es el tnico ideal
de C4 ®x A que contiene al conjunto Iy cuyos elementos son

A®x—1® ANx) para A en Cy y x en el dominio de A, (3.1)

¥ que es maximal con respecto a la propiedad M N (1 ® A) = 0. [3, Lemma 2.11|
Baxter y Martindale definen la clausura central del algebra semiprima A,
Q(A), como el cociente del producto tensorial Cy ®x A por el ideal M.
Asi, la aplicacion a — 1 ® a + M es un monomorfismo de algebras de A en
Q(A), llamada inmersion natural de A en Q(A) [3, Corollary 2.9]. Abusando
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de la notacion, para A\ € Cy y x € A, se escribird Az para denotar el elemento
A ® z de Q(A). Es claro que los multiplicadores derecho e izquierdo de elementos
de A por elementos de Q(A) determinan un estructura natural de M(A)-mo6dulo
izquierdo para Q(A) cuya accion viene dada por

para todo F' € M(A)y > Nia; € Q(A).

Para una definiciéon alternativa necesitamos, entre otras cosas, el concepto de
ideal izquierdo

Definicién 3.1.7. Sea A un algebra. Un ideal izquierdo de A es un subespacio
vectorial I de A tal que ax € I para cualesquiera a € Ay x € I. Dado un
ideal izquierdo I de A, para cada elemento a € A denotamos por (I : a), al
subconjunto de A definido por

(I:a)a:={b€eA:bacl}

El resto de las herramientas que necesitamos para la definiciéon estan vincu-
ladas al concepto de filtro de denominadores, que introducimos en la siguiente
seccion.

3.2. Filtro de denominadores para algebras aso-
ciativas.

A lo largo de esta seccidén entenderemos que B es un dlgebra asociativa. En
tal caso, para cada ideal izquierdo I de B, el conjunto (I : a)p es también un
ideal izquierdo de B.

Un filtro de denominadores en B es una familia no vacia F de ideales izquierdos
de B que satisface las dos propiedades siguientes:

(1) Sil € Fyac B,entonces (I :a)g € F.

(2) Si I es un ideal izquierdo de B y existe J € F tal que (I : a)p € F para
todo a € J, entonces I € F.

Por un centralizador izquierdo parcialmente definido en B nos referimos a un
operador lineal f de un ideal izquierdo de B en B que satisface

f(ab) = af(b) paratodo a € B y be dom(f).

Es claro que, para cada a € B, el operador derecho de multiplicaciéon R, es un
centralizador izquierdo en B.

Las siguientes propiedades de los filtros de denominadores seran usadas de
forma frecuente sin hacer una menciéon explicita de los mismos.



78 La clausura central de un algebra no asociativa

Lema 3.2.1. Para un filtro de denominadores F en un dlgebra asociativa B
tenemos que:

(i) St I € F yJ esun ideal izquierdo de B tal que I C J, entonces J € F.
(i) Si I,J € F, entonces I.J € F.

(i1i)) SiI,J € Fy f:1— B esun centralizador izquierdo parcialmente definido
en B, entonces f~1(J) € F.

(i) SiI,JeF, entoncesINJ € F.

Demostracion. (i) Como F es no vacioy (I : 0)p = B para todo ideal I de B, se
tiene que B € F. Supongamos que I € F y J es un ideal izquierdo de B tal que
I C J. Para cada a € I tenemos que (J : a)p = B € F, por tanto J € F.

(ii) Supongamos que [ y J pertenecen a F. Para cada a € J tenemos que
I C(IJ:a)g, por tanto (IJ : a)p € F por (i). Por tanto I.J € F.

(iii)-(iv) Supongamos que I,J € Fy f: I — B es un centralizador izquierdo
parcialmente definido en B. Para cada a € I tenemos que

(f'(J):a)p={be B: f(ba) € J} =
{be B :bf(a)eJ}=(J: f(a))p € F.

Por lo tanto f~1(J) € F. Ademas, como la inclusion I < B es un centralizador
izquierdo parcialmente definido en B, se sigue por lo anterior que INJ € F. [

Sea X un B-modulo izquierdo. Se llama centralizador izquierdo parcialmente
definido en X a un operador lineal f de un ideal izquierdo de B en X que satisface

f(ab) = af(b) paratodo a en B y b en dom(f).

Es claro que, para cada x € X, la aplicacion T, : B — X dada por T,(a) := ax
es un centralizador izquierdo totalmente definido en X.

Sea F un filtro de denominadores en B. Representaremos por H ya sea Hp(F)
0 Hx(F), donde Hp(F) (respectivamente, H x (F)) representa el conjunto de los
centralizadores izquierdos parcialmente definidos en B (respectivamente en X)
con dominios en F.

Lema 3.2.2. Sea B un algebra asociativa, sea X un B-modulo izquierdo, y sea
F un filtro de denominadores en B. Entonces tenemos que:

(i) La relacion = definida en H por f = g si y solo si existe [ € F tal que
I C dom(f)Ndom(g) y fir = gj1 es una relacion de equivalencia.

(i1) Si para f,g € H definimos f + g por (f + g)(a) := f(a) + g(a) para cada
a € dom(f) Ndom(g), entonces f+g € H, y f+g = f' + ¢ para todo
flog€eHemnf=fyg=g.
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(iii) Si para o escalar y f € H definimos af por (af)(a) := af(a) para todo
a € dom(f), entonces af € H, y af = af’ para todo f' € H con f = f'.

(iv) Sipara f € Hp(F) y g € H definimos fg por (fg)(a) := g(f(a)) para todo
a € f~'(dom(yg)), entonces fg € H, y fg = f'g’ para todo f' € Hp(F) y

geHcenf=fyg=yg.

Demostracion. Para probar (i) veamos que es transitiva, ya que la propiedad
reflexiva y simétricas son obvias. Supongamos que f, g, h € H satisfacen f = g =
h,y que fir =gy gg = hypara l,J € F tal que I C dom(f)Ndom(g)y J C
dom(g) Ndom(h). Entonces INJ € F, fiing = hjns y INJ C dom(f)Ndom(h),
y asi f = h.

Para probar (i) y (iv) supongamos que f y g estan en un apropiado H. Es
facil ver que f + g vy fg (definidos de la misma forma que el parrafo anterior)
son centralizadores izquierdos parcialmente definidos cuyo dominio esta en F, y
por tanto f + gy fg pertenecen a H. Ademés, si f’, ¢ € H satisfacen f = f'y
g=4g,ysifir = f|’1 Y gg = gI/J para I, J € F tal que I C dom(f) Ndom(f’)y
J C dom(g) Ndom(g’), entonces I NJ yI N f~'(J) pertenecen a F, (f + g)ins =
(f"+ 9ings ¥y (FDung-1) = (' + 9)iing-1(5), por tanto f+g = f'+ 4"y
fg=f'¢, (ii) y (iv) quedan demostradas. La afirmacion (iii) es inmediata. [

Sea F un filtro de denominadores de B. Segtn el lema anterior, en el conjunto
Hp(F) de todos los centralizadores izquierdos parcialmente definidos en B con
dominios en F se define una relacion de equivalencia =2, asi como varias opera-
ciones (suma, multiplicacion por escalares, y multiplicacién) que son compatibles
con =, Una verificacion estandar muestra que el conjunto cociente dotado con
las operaciones inducidas es un algebra asociativa, que denotaremos por Br y
llamaremos el dlgebra de cocientes de B con respecto a F. Ademas, la aplicacion
a — [R,] es un homomorfismo de algebras de B en Br cuyo nicleo

tr(B) :={a€ B : Ia=0 paraalgin [ € F}.

También en el conjunto Hx(F) de todos los centralizadores izquierdos parcial-
mente definidos en X con dominios en F se define una relaciéon de equivalencia ==,
para las que las operaciones suma, multiplicaciones por escalares y por elementos
de B (a.f = foR,) son compatibles. Asi el conjunto cociente dotado con las ope-
raciones inducidas se convierte en un B-moédulo izquierdo, que denotaremos X
y llamaremos el modulo de cocientes X con respecto a F. Ademas, la aplicacion
x — [T,] es un homomorfismo de B-médulos de X en Xz cuyo niicleo

tr(X):={r € X : Ix =0 paraalgun I € F}.

Ademas, la operacion (f, g) — fg de Hp(F) x Hx(F) en Hx(F) es compatible
con ambas relaciones de equivalencia en Hp(F) y Hx(F), y en consecuencia Xz
se convierte de hecho en un Br-moé6dulo.
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Para un subconjunto S de B, el anulador derecho de S en B se define como
Ann,(S) :={a € B : ba =0 para todo b € S}.

Un ideal izquierdo I de B se dice denso por la izquierda de B si Ann,.((I : a)g) =0
para cada a € B, de forma equivalente, si dado un a € By h € B\{0} existe
c € B tal que ca € Iy ch # 0. Representaremos por Ug al conjunto de los ideales
densos por la izquierda de B. Es sabido que si B es semiprima y asociativa y si
I es un ideal de B, entonces [ es esencial si, y s6lo si I es un ideal denso por la
izquierda. En particular, si B es semiprima, entonces Ann,(B) = 0.

Sea B un &lgebra asociativa y sea X un B-moédulo izquierdo. Para algin
subconjunto S de B, el anulador de S en X se define por

Anny(S) :={z € X : ax = 0 para todo a en S}.

Un ideal izquierdo I de B se dice ideal X-denso en B si Annx(({ : a)g) = 0
para todo a € B, de forma equivalente si dado algiin a € By z € X\{0} existe
c € B tal que ca € I y cx # 0. Representaremos por Uy al conjunto de los ideales
izquierdos X-densos de B.

Notese que si B es unital con unidad 1, e I € Ux es tal que Iz = 0, entonces
(I :1)4 =1y por tanto, x = 0.

En el mismo afan de unificar, representaremos por U ya sea Ug o Ux y por
J al conjunto de los centralizadores izquierdos parcialmente definidos en B con
dominio en Ug 6 en el B-moédulo izquierdo X con dominio en Ux.

Lema 3.2.3. Sea B un dlgebra asociativa, sea X un B-mddulo izquierdo y sea
f e J. Tenemos que:

(i) Siker(f) €U, entonces f = 0.

(1)) Si fi y fo € T extienden a f, entonces existe g € J que es, al mismo
tiempo, una extension de f1 y fo.

Demostracion. Supongamos que f # 0y ker(f) € U. Entonces, tomando a €
dom(f) tal que f(a) # 0, encontramos b € B tal que ba € ker(f) y bf(a) # 0.
Ahora, la contradiccion 0 = f(ba) = bf(a) # 0 finaliza la demostracion de (i).
Para demostrar (ii) es suficiente mostrar que la correspondencia

a1 +az = fi(a) + fa(az) (a1 € dom(f1), az € dom(fy))

es una aplicacion bien definida de dom( f)+dom(f3) en X 6 B. Pero la aplicacion
a — fi(a) — fa(a) es un centralizador izquierdo de dom(f;) Ndom(fs) en X 6 B,
segun corresponda, que se anula en el dom(f) € U y, por lo tanto, también se
anula en el dom(f;) N dom(fs) por (i). Ahora, si a; + as = by + by con aq,b; €
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dom(f1) y az, b € dom(f3), vemos que a; — by = by — as € dom(f;) Ndom(fy), y
asi

filar) + fa(az) = fi(br) + filar — b1) + falag) = fi(b1) + fo(ar — b1) + fo(az)
= fi1(b1) + fa(b2 — a2) + fa(az) = f1(b1) + f2(b2),

lo que finaliza la demostracion. O

En el mismo contexto, un f € J se dice centralizador izquierdo parcialmente
definido mazimal, en B 6 en X segin corresponda, si no existe ningin g € J
distinto de f que lo extienda.

Proposicion 3.2.4. Sea B un dlgebra asociativa y sea X un B-modulo izquierdo.
Entonces para cada f € J existe un unico g € J mazimal que extiende a f.

Demostracion. Definamos un orden en el conjunto H por g < h siy solo si h
es una extension de g. Como este orden es inductivo el Lema de Zorn nos da la
existencia de un centralizador izquierdo parcialmente definido maximal el cual es
extension de f. Dos posibles extensiones de f deben coincidir por la maximalidad
y el Lema 3.2.3.(ii). O

Si Up fuese un filtro de denominadores, este tGltimo resultado nos permitiria
evitar las clases de equivalencia en el 4lgebra de cocientes de B con respecto a
Up, tomando el elemento maximal correspondiente, esto es, los elementos de By,
se podrian identificar con los centralizadores izquierdos parcialmente definidos
maximales respectivamente en B con dominio en Ug. Otro tanto podria afirmarse
si Up fuese un filtro de denominadores para el modulo de cocientes X con respecto
a Ux. Es muy importante pues saber cuando se puede afirmar que U en cualquiera
de sus casos es un filtro de denominadores.

Con objeto de dar una respuesta vélida para ambos casos, representamos por
ty va sea ty, (B) 0 ty, (X) segin corresponda.

Proposicion 3.2.5. Sea B un dlgebra asociativa con Ann,.(B) = 0 (y respectiva-
mente sea X un B-mddulo izquierdo con Anny(B) = 0). Entonces U es un filtro
de denominadores de B tal que ty; = 0.

Demostracion. Sea I en U. Sea a € B y consideremos el ideal (I : a)g. Dado
be By he B\{0} (respectivamente h € X\{0}), por ser I € U y ba € B existe
¢ € B tal que ¢(ba) € I 'y ch # 0. Por lo tanto ¢b € (I : a)p y ch # 0, y de ahi
(I : a)p € U. Por otro lado, supongamos que J es un ideal izquierdo de B tal
que (J :a)p € U para todo a € I,y fijemos b € By h € B\{0} (respectivamente
h € X\{0}). Entonces, por la suposicion sobre I, existe ¢ € B tal que ¢cb € I y
ch # 0. Como Ann,(B) = 0 (respectivamente Anny(A) = 0), existe d € B tal
que d(ch) # 0, y, como (J : ¢b)p € U, existe e € B tal que ed € (J : ¢b)p y
e(dch) # 0. Por lo tanto (edc)b € J y (edc)h # 0, esto es, J € U. Asi, hemos
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comprobado que U es un filtro de denominadores en B. Ademas, si h € B\{0}
(respectivamente h € X\{0}), y si elegimos a € B tal que ah # 0, entonces existe
b € B tal que ba € I y b(ah) # 0, y por tanto Ih # 0. Esto es, t;; = 0.

[

Centrémonos ahora en el caso del algebra B y dejemos el del B-mdédulo para
mas tarde.

Definicién 3.2.6. En particular, si B es un algebra asociativa semiprima, en-
tonces el conjunto Up de los ideales densos por la izquierda de B es un filtro de
denominadores tales que t,,(B) = 0, y consecuentemente el algebra cociente By,
puede verse como un algebra asociativa con unidad que extiende a B. Esta alge-
bra es llamada el dlgebra mazximal izquierda de cocientes de B, y es representada
por Q.«(B). En este esquema, el algebra simétrica de cocientes de Martindale
de B no es méas que una subdlgebra del dlgebra maximal izquierda de cocientes
de B. La flora puede verse enriquecida con el dlgebra izquierda de Martindale de
cocientes de B definida por

Qi(B) :={q € Qme(B) : Dg C B para algtn ideal esencial D de B}.

Es claro que Q4(B) C Q¢(B) € Qume(B). Ademas, puede probarse que Cg no sélo
es el centro de Q4(B) sino que también lo es de Q,(B),y por tanto la Cp-dlgebra
generada por B puede verse como una subélgebra de ambas.

En este orden de cosas, podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.7. Sea B un dlgebra asociativa con Ann,(B) = 0, sea F un
filtro de denominadores en B contenido en Ug, y sea f un centralizador izquierdo
parcialmente definido en B y dom(f) € F. Entonces [f] € Zg, si y solo si f
puede extenderse a un c.p.d. en B.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.5 Ug es un filtro de denominadores de B
tal que fy, (B) = 0, y en particular t(B) = 0. Teniendo en cuenta el comentario
precedente, Br es un subalgebra de By, que contiene a B, la cual esta formada
por los centralizadores izquierdos parcialmente definidos en B con dominios en F.
Si [f] € Zg,, entonces Dy == {a € B : a[f] € B} es un ideal de B que contiene
a dom(f) y la aplicacion a — a[f] de Djy en B es un centralizador parcialmente
definido en B que extiende a f. Reciprocamente, si h es un c.p.d. en B que
extiende a f, entonces para cada centralizador izquierdo parcialmente definido g
en B con dominio en F podemos ver que dom(h)dom(g) € F, dom(h)dom(g) C
g~ (dom(h)) N~ (dom(g)), y

(hg)(ab) = g(h(ab)) = g(h(a)b) = h(a)g(b) = h(ag(b)) = h(g(ab)) = (gh)(ab)

para todo a € dom(h) y gb € dom(g), por lo tanto [h][g] = [g][h], v asi [f][g]
[9][f]- Por lo tanto, [f] € Z5,. [
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Centrémonos ya en el caso del B-modulo. Sea X un B-mdédulo izquierdo tal
que Anny(B) = 0. Teniendo en cuenta la Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5, Xy, es
un B-modulo izquierdo que extiende a X, y cada elemento ¢ en X, se puede
identificar con un centralizador izquierdo parcialmente definido maximal f en X
cuyo dominio pertenece al conjunto Ux. Observemos que, para cada a € dom(f)
tenemos

(Raf)(b) = f(Ra(b)) = f(ba) = bf(a) = Tf(a)(b) para todo b€ B,

asi Ry f = Ty, y, por tanto,

aq = [Ra]lf] = [Tyw] = f(a).

Para poder avanzar, anadamos una ultima definicién y restrinjamos las con-
diciones. Para un subconjunto R de X, el anulador de R en B se define como

Anng(R) := {a € B : ax = 0 para todo = € R}.

Proposicion 3.2.8. Sea B un dlgebra asociativa y sea X un B-mddulo izquierdo.
Tenemos que:

(i) Si Anng(X) =0, entonces Ux C Up.

(i1) Si Annx(B) = 0 entonces ty, (Xuy) = 0.

) =
) =
(11i) Si Annx(B) =0 y Anng(X) = 0, entonces ty, (B) = 0.

Demostracion. (i) Supongamos que Anng(X) = 0, en particular, dado b €
B\{0}, podemos elegir x € X tal que bx # 0. Sea I en Ux y a € B. Por
definicion de Uy existe ¢ € B tal que ca € [ y cbx # 0, y en consecuencia cb # 0.
Asi I € Up.

(ii) Supongamos que ¢ € Xy, satisface I¢q = 0 para algin I € Ux, y que f es
un centralizador izquierdo parcialmente definido maximal en Xcon dominio en
Ux tal que ¢ = [f]. Por la Proposicion 3.2.5, Uy es un filtro de denominadores
en B, y por tanto I N dom(f) € Ux. Como para cada a € I Ndom(f) tenemos
que 0 = aq = f(a), se sigue por los Lemas 3.2.1 y 3.2.3 que f =0, y asi ¢ = 0.

(iii) Finalmente, supongamos que Anny(B) = 0y Anng(X) = 0. Si a €
tuy (B), entonces Ta = 0 para I € Uy y en particular, Jaz = 0 para todo z € X,
esto es, ar € ty,(X). En consecuencia, por la Proposicion 3.2.5 tenemos que
aX =0, y por tanto a € Anng(X) = 0. En definitiva #;,, (B) = 0. O

Finalmente apostillamos que si Annx(B) =0y Anng(X) = 0, entonces By,
es un algebra de extension de B y, de la misma forma, cada elemento de By,
se identifica con un centralizador izquierdo parcialmente definido maximal en B
cuyo dominio pertenece al conjunto Ux.
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3.3. Diferentes aproximaciones al concepto de clau-
sura central

3.3.1. Método Constructivo.

Nos centramos ahora en el caso particular en que el papel de X lo juega
un algebra A no necesariamente asociativa y el papel de algebra asociativa es
desempenado por su algebra de multiplicacion, esto es, B = M(A). Recuérdese
que A puede ser considerada como un M (A)-mo6dulo izquierdo (con unidad) para
la accion determinada por la evaluacion.

Podemos concretar algunos hechos propiciados por esta situacion particular.

Proposicion 3.3.1. Sea A un dlgebra. Entonces se verifican las siquientes afir-
mactones:

(i) El conjunto, Uya, de los ideales izquierdos A-densos de M(A) y el conjun-
to, M(A), de los ideales densos por la izquierda de Unqay, son fillros de
denominadores en M(A) tales que ty,(A) =0 y ty,,,(M(A)) = 0.

(ii) Ua C Unyeay

(ii1) ty, (Au,) =0y ty,(M(A)) =0, donde Ay, es el mddulo de cocientes de A

con respecto a Uy.

Demostracion. (i) Como Idy € M(A), es claro que, Anna(M(A)) = 0 y que

Ann,(M(A) = 0), por tanto, por la Proposicion 3.2.5, los conjuntos Us y Unq(a)

son filtros de denominadores de M(A) tales que ty, (A) = 0y ty,,,, (M(A)) =0,

(ii) Puesto que ademas Annqa)(A) = 0 basta aplicar la Proposicion 3.2.8.(i).
(iii) Esta afirmacion se sigue de la Proposicion 3.2.8.(ii) y (iii).

[

Como consecuencia,

Corolario 3.3.2. Si A es un dlgebra, entonces el dlgebra de cocientes M(A)y,
es un dlgebra de extension de M(A), el mddulo de cocientes Ay, es un M(A)-
mdodulo izquierdo extension de A, y la accion del M(A)y,-mddulo izquierdo Ay,
extiende la accion del M(A)-mddulo izquierdo A.

Veamos ahora que podemos encontrar un cierto M(A)-submodulo de Ay,
que contiene a A al que se puede dotar de estructura de algebra. Fijemos alguna
notacion.

Para cada ideal I de A, podemos denotar por I el ideal de M(A) dado por
I® = M(A)(L;+R)M(A),donde L; = {L, :x € I}y Ry = {R, : v € I}. Dado
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f un c.p.d. en A, representaremos por f¢ : dom(f)® — M(A) a la aplicacion
M(A) definida por

ZFL G +ZSR ;) ZFLf(x)G +ZSRf(y)T

para m,n € N, F;,G;,5;,T; € M(A), x;,y; € dom(f). En particular, dado que
para cada a € A, fO(R,) = Ry

Lema 3.3.3. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces tenemos que
(i) Si D € E4 entonces DV € Uy.

(i) Si f es un c.p.d. (resp. c.e.d.) en A, entonces f© es un c.p.d. (resp. c.e.d.)
en M(A).

(i4) La aplicacion [f] — [f°] determina un monomorfismo del algebra < de Cy
en el centro Zp(ay,, -

Demostracion. Sea D un ideal esencial de A. Como D¢ es un ideal de M(A),
para poder probar que D es un ideal izquierdo A-denso de M(A) es suficiente
probar que, para algtin a € A, la condicién D®(a) = 0 implica a = 0. Supongamos
que a en A satisface D?(a) = 0. Entonces DM(A)(a) = M(A)(a)D = 0, de ahi
M(A)(a) = 0, y por tanto a = 0. Asi hemos probado (i). Ahora, supongamos
que f: D — Aes un c.p.d. (resp. c.e.d.) y supongamos que > " F;L,.G; +
Z;‘:l SiR,,T; = 0 para m,n € N, I}, Gy, S;,T; € M(A), x;,y; € D. Entonces,
para cada a € A, tenemos que

(Y FiLaGit ) SiR,T)() = f(Y Fi(w:Gi(a)) + Y S;(T;(a)yy))
i=1 7=1 =1 j=1
= Z fai)Gi +ZS F;)) = O FiLsa)Gi+ Y iR, Ti)(a),
i—1 i=1 j=1
de ahi 3 " FiLjnGi+ 251 SiRpy;)T; = 0. Ast la correspondencia

Y FiLeGit Y SiR,Ty =Y FiLjyGi+ Y SR, T
i=1 j=1 i=1 J=1

es un aplicacion bien definida f¢ : D¥ — M(A). Es inmediato ver que f¢ es un
c.p.d. (resp. c.e.d.) en M(A). Si f es un c.e.d., por la Proposicion 3.2.7, [f°] €
ZM(A)L{A' Notese que, si g es un c.e.d. equivalente en A, entonces fldom(f)ndom(g) =
Jldom(f)ndom(g), S€ tiene que

f<> — ;0
|(dom(f)Ndom(g))® — J|(dom(f)Ndom(g))®>
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y asi f¢ y ¢g© son equivalentes. Por lo tanto la correspondencia [f] — [f°] es
una aplicacién bien definida de Cy en Z Aty Es inmediato verificar que dicha
aplicacion es un aplicacion lineal inyectiva. Ahora, supongamos que f y ¢ son
c.e.d. en A, y notese que para cada x € f~!(dom(g)) tenemos que L, € Laom(s),
Rz € Rdom(f); y

f9(Ls) = Lf(z) € Laom(g), J¥(Re) = Ry(z) € Reom(g)

Por lo tanto f~!(dom(g ))<> - dom(fo) y fO(f~Y(dom(g))®) C dom(g?), y de
ahi f~*(dom(g))® C (f¢)"!(dom(g®)). Ademas
“(

(f99%) (L) = g°(f9(La)) = 6% (L) = Ly(r) = Lign) = (96)¢(La),

y andlogamente (f¢g%)(R,) = (9f)%(R.), y deducimos que f¢g¢° = (gf)¢. Como
gf = fg, y en consecuencia (gf)% = (fg)®, obtenemos que f¢g® = (fg)¢. Asila
aplicacion [f] — [f¢] es un homomorfismo de algebra de C4 en Zm(Ay,, Y hemos

terminado la demostracion de (iii).
[

Llamaremos CX a la imagen de C'4 en ZM(A)MA’ y, cuando no haya lugar a
confusién, lo identificaremos con el propio C4. Noétese que si f es un c.e.d. en
A, entonces para cada a € dom(f) y G € dom(f)?, T, 0 fO(G) = Tya)(G). Asi,
dado que, por el Lema 3.3.3, [f¥] € M(A)y,, viendo el algebra A dentro de su
extension Ay, y A¢ = [f], entenderemos que

Aa=[fLII] = [Tuo f°] = [T1w)] = f(a)
para todo a € dom(f).

Proposicion 3.3.4. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces
El M(A)-submddulo izquierdo de Ay, generado por la accién de CS en A es
un dlgebra de extension de A para el producto definido por

O Wa) X ub) = 37 (Aud)(aiby).

1<i<m
1<j<n

para m,n € N, a;,b; € A, /\1,% GC’O.

Demostracion. Para S A\a; € C{Ay F € M(A) tenemos que

zlz

F(Z Aoar) = i AOFl(ay)

y por tanto C{ A es un M(A)-submédulo de Ay, Notese que, si S
entonces

=1 zal:o?

= (zm: Aoa;)b = zm: A\ab= zm: A9 Lg, (b) = (zm: ALy )b
=1 =1 1=1 =1
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y de ahi 37" A L,, = 0. Analogamente 3.7, \YR,, = 0. Por tanto las aplica-
ciones £ y 7 de C{A en M(A)y, dadas por

E(Z:'il )‘?ai) = 21711 /\?Lai y 7"(2?;1 )‘?ai) = 27;1 A?Rai

estan bien definidas. Es claro que ¢ y r son aplicaciones lineales extendidas de las
aplicaciones a — L, y a — R, de A en M(A), respectivamente, y satisfacen la
igualdad

l(p)qg = pr(q) para todo p,q € CXA.

Asi la aplicaciéon
(p,q) = (p)g = pr(q)
es bilineal y extiende el producto de A. m

Sea A un algebra semiprima. El M(A)-submoédulo izquierdo C$A de Ay,
dotado del producto dado en la Proposiciéon 3.3.4 es un algebra de extension de
A llamada la clausura central de A, y denotada por () 4. Para hacer explicito este
resultado, necesitamos algunos conceptos

Definicién 3.3.5. Sea C' un algebra conmutativa, asociativa y con unidad. En-
tenderemos por C-dlgebra a un algebra () dotada de una aplicacion bilineal
(A, q) = Ag de C x Q en @ que satisface las siguientes propiedades:

Apg) = (Ap)g = p(Ag),(A\n)g = A(ug), y lg=q

para todo \,u € C'y p,q € Q.

Diremos que una extension del dlgebra A, @), estd C'-generada por A si () es
una C-algebra y cada elemento ¢ € @ puede escribirse de la forma ¢ = > " | \ia;
para convenientes n € N, \; € C, y a; € A.

Proposicion 3.3.6. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces Q4 es una CX-
dlgebra generada por A tal que

(i) Para cada q € Qa, existe un ideal esencial D de A tal que, DM(A)(q) +
M(A)(q)D C A.

(i1) Para cada q € Qa que satisface DM(A)(q) = 0 0o M(A)(¢)D = 0 para
algun ideal esencial D de A, entonces g = 0.

(iii) Anncg(QA) = 0 y para cada c.p.d. [ de un ideal I de A en A, existe un
elemento \ € C% tal que f(z) = Az para todo = € I.

Demostracion. En primer lugar, podemos asegurar que ()4 es una Cg—élgebra
generada por A por la Proposicién 3.3.4.
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Sea ¢ un elemento de Q4 y escribamos ¢ = > ., )\?ai, para convenientes n €
N, XY € CY v ai € A Notese que, para cada F € M(A) y
x € D =N (dom()\;)), tenemos que el elemento

vF(q) = YN aF(a) = S M@ F(@) v Flae =

Z Fla)\ox = Z F(ai)\i(z) (3.2)

estd en A, y por tanto podemos deducir DM(A)(q) € Ay que M(A)(¢)D C A.
Combinando ambas afirmaciones hemos probado (i).

Ahora supongamos que existe un ideal esencial D de A tal que DM(A)(q) =
0 (resp. M(A)(¢q)D = 0). Por (i), existe un ideal esencial D’ de A tal que
D'M(A)(q) + M(A)(q)D" C A. Reemplazando D por D N D’ ;podemos asumir
que D satisface ademas que M(A)(¢)D + DM(A)(q) C A. En particular D¥(q)
es un ideal de A tal que DD?(q) = 0 (resp. D®(q)D = 0. Como A es semiprima,
se sigue que D¥(q) = 0, y por tanto, por el Lema 3.3.3.(i), q € ty, (A, ), de ahi,
que por la Proposicion 3.3.1.(iii), ¢ = 0.

Sea ahora A\ tal que A\¥q = 0, para todo ¢ € Q4. En particular, \(a) =
A’a = 0 para todo a € dom()), esto es, A = 0. Por tanto, podemos deducir que
AnnCX(QA) = 0. Sea fun c.p.d. de un ideal I de A en Ay sea f el c.e.d. asociado

de forma natural a f. Por tanto, A\¢ = [(f)o] € C’X es tal que A’z = f(z) para
todo = € I. Asi ()4 satisface la propiedad (iii). O

3.3.2. Analisis de las propiedades de la clausura central.

Con objeto de encontrar un método axiomatico para definir los conceptos de
centroide extendido y de clausura central, intentemos analizar sus propiedades
obtenidas en la proposicién anterior.

Nuestro primer resultado se usarad a menudo sin mencién alguna.

Proposicién 3.3.7. Si Q es una C-dlgebra. Entonces T'(\q) = NT'(q) para todo
TeM@Q), eC,yqeq.

Demostracion. Consideramos el conjunto S consistente en todos los T' € M(Q)
que satisfacen que T'(\q) = AT'(q) para todo A € C, y ¢ € Q. Es claro que
S es una subalgebra de M(Q) que contiene Idg, LY, R? (¢ € Q). Por tanto
S = M(Q), como era requerido. ]

Proposicion 3.3.8. Sea A un dlgebra y sea QQ una C-dlgebra generada por A.
Entonces A es una subdlgebra densa en Q).
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Demostracion. Sea T € M(Q) satisfaciendo que T(A) = 0. Tomemos ¢ € Q y
escribamos ¢ = )., A\;a; para convenientes n € N, \; € C, y a; € A.
En virtud de la Proposicién 3.3.7 se tiene

T(q) = T(Z Ait;) = Z AT (a;) = 0.

Asi pues,por la arbitrariedad de ¢, T' = 0. O]

Asi, como ya vimos en la Nota 2.3.12, bajo esta condicion, la aplicacion
F +— F’ se convierte en una inmersion canénica de M(A) — M(Q) y, abu-
sando de notacion, escribiremos F(q) en lugar de F”(q). Este hecho nos permite
ver a ) como un M (A)-moédulo.

En adelante, haremos uso de la siguiente caracterizacion de los M (A)-submodulos.

Proposicion 3.3.9. Sea A una subdlgebra densa de un dlgebra Q. Si M es un
subespacio de Q, entonces M es un M(A)-submddulo de Q si, y sdlo si, AM +
MA C M. En consecuencia todo ideal de A es un M(A)-submdédulo de Q.

Demostracion. Sea M un M(A)-submoédulo de Q). Para todo a € Ay qge M
tenemos que

aqg =L (q) = Li(q) € M y qa = R%(q) = R (q) € M.

Por tanto, AM + M A C M. Para poder probar el reciproco, supongamos que M
es un subespacio de (Q que satisface AM + MA C M, y consideramos el conjunto
S consistente en todos los F' € M(A) tal que F(M) C M. Es claro que S
es una subélgebra de M(A) que contiene a Ids, L2, R? (a € A). Por tanto
S = M(A),como requerfamos.

0

Con objeto de usar una gufa fiable en la bisqueda de axiomas, siempre es
bueno recordar las caracterizaciones dadas tanto del cuerpo de fracciones de un
algebra conmutativa asociativa como del dlgebra simétrica de cocientes. Siguiendo
un esquema similar, si A es semiprima y () es una C-algebra que la contiene
densamente, diremos que la pareja de algebras (A, Q) verifica el axioma

(A1) si, para cada g € Q, existe un ideal esencial D de A tal que, DM(A)(q) +
M(A)(g)D € A.

(A2) si para cada ¢ € @ que satisface DM(A)(q) = 0 o M(A)(q)D = 0 para
algtn ideal esencial D de A, entonces g = 0.

Interpretemos en contexto no asociativo el primero de los axiomas.
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Proposicion 3.3.10. Sea A un dlgebra semiprima. Si A es una subdlgebra densa
de una C-dlgebra Q) tal que la pareja (A, Q) verifica el axioma (A1), entonces,
para cada A € C, el conjunto Dy :={x € A: Iz € A} es un ideal esencial de A.
El reciproco es cierto siempre que (Q sea una C-dlgebra generada por A

Demostracion. Sea A € C. Es claro que D) es un ideal de A. Fijemos z €
Ann(D,) y tomemos ¢ = Ax. Por (A1) existe D ideal esencial de A tal que
ADM(A)(x) € DM(A)(q) € Ay por tanto DM(A)(xz) C D,. Puesto que,
DM(A)(z) € Ann(D,), se tiene, por la semiprimidad de A, que DM (A)(x) = 0.
Como D es esencial, se sigue que M(A)(z) = 0, y por tanto x = 0. Por la arbi-
trariedad de z, podemos deducir que Ann(D,) = 0. Asi, D, es un ideal esencial
por la semiprimidad de A.

Supongamos finalmente que @) es una C-algebra generada por A. Por la Pro-
posicién 3.3.8, A es una subalgebra densa de (). Por otra parte, tomemos ¢ € ()
y escribamos ¢ = > | \;a; para convenientes n € N, \; € C, y a; € A. Por hi-
potesis, el conjunto D := NI, D, es un ideal esencial de A y por la Proposicion
3.3.7, paracadaz € Dy F € M(A), tenemos

xF(q) = :L‘F(Z \ia;) = Z Nz F(a;) € A,
i=1 i=1
y analogamente F'(¢)x € A. Por tanto DM (A)(q) + M(A)(q)D C A.

Vamos ahora a interpretar la concurrencia de ambos axiomas,

Proposicion 3.3.11. Sea (A, Q) una pareja de dlgebras verificando los axiomas
(A1) y (A2). Entonces se tiene que

(i) Q es semiprima, y A es un M(A)-submddulo esencial de Q).
(ii) Si ademds, f es un M(A)-homomorfismo de un M(A)-submddulo no nulo,

M, sobre (), entonces

(ii.1) Para cada q € M existe un ideal esencial D de A tal que
DM(A)(q) € [~ (A) N A.

(i0.2) f~H(A)N A es un ideal no nulo de A, y fiy-1ana €s un c.p.d. en A.

(ii.8) Si A € Cy es tal que f(x) = A\v para todo x € f~'(A) N A, entonces
f(q) = A\q para todo q € M.

Demostracion. Es claro que A es un M(A)-submodulo de Q).
(i) Sea M un M(A)-submodulo de @ tal que M N A = 0. Tomemos q € M,
por (A1), existe un ideal esencial D de A tal que DM (A)(q) + M(A)(q)D C A.
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Entonces, por la Proposicion 3.3.9, DM(A)(q) + M(A)(¢)D C M N A, por tanto
DM(A)(q) + M(A)(q)D = 0. Asi pues por (A2), ¢ = 0. Como ¢ es un elemento
arbitrario de M, concluimos que M = 0. Ahora, supongamos que V es un ideal
de Q que satisface V? = 0. Entonces V N A es un ideal de A tal que (VN A)% = 0.
Se sigue de la semiprimidad de A que VN A = 0, por tanto usando que A es un
M (A)-submobdulo esencial, se tiene que V' = 0. Asi ) es semiprima.

(ii.1) Dado g € M, por la propiedad (A1l),existen Dy y D, ideales esenciales
de A tal que DyM(A)(q) € Ay DaM(A)(f(q)) C A, y de hecho, poniendo
D = Dy N Dy, tenemos que DM(A)(q) C f~H(A)NA

(ii.2) Es claro que f~'(A) N A es un ideal de A. Fijemos ¢ € M\{0}. Por la
afirmacion (ii.1), podemos tomar un ideal esencial D de A tal que

DM(A)(q) € fTH(A) N A.

Ahora, por la propiedad (A2), concluimos que f~'(A) N A # 0. Finalmente, es
facil verificar que fjy-1(4)na s un c.p.d. en A.

(ii.3) Supongamos que A € Cy satisface que f(z) = Az para todox € f~1(A)N
A. Dado un ¢ en M, por la afirmacion (ii.1), podemos tomar un ideal esencial D
de A tal que DM(A)(q) C f~1(A)N A, y tenemos que

zF(f(q)) = f(zF(q)) = AxF(q)

para todo x € D,y F € M(A). Por tanto, DM(A)(f(q) —Aq) = 0. De hecho,por
la propiedad (A2), f(q) —A\g =0, y por tanto f(q) = Ag. Por la arbitrariedad de
g en M, se obtiene el resultado.

zF(Aq)

O

Lema 3.3.12. Sea A un dlgebra semiprima y sea Q una C-dlgebra generada por
A. Entonces, para cada ideal 1 de A, CI es un ideal de Q y CAnn(I)N A =
Ann(CINA) = Ann(I).

Demostracion. Para cierto I de A, es claro que C es un ideal de (Q y que CIN A
y CAnn(I) N A son ideales de A que satisfacen:

(CIN A)(CAnn(I) N A) = (CAnn(I) N A)(CI N A) =0,

y en consecuencia CAnn(/) N A C Ann(CI N A). Ahora, las igualdades deseadas
se siguen de las siguientes inclusiones.

Ann(/) C CAnn(I) N A C Ann(CINA) C Ann(]).
U

Veamos ahora que en el contexto que nos ocupa, los axiomas (Al) y (A2)
equivalen a que A es un M(A)-submodulo esencial en @, para ello necesitamos
el siguiente resultado.
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Proposicion 3.3.13. Sea A un dlgebra semiprima, y sea QQ una C-dlgebra tal
que A una subdlgebra densa de Q. Si A es un M(A)-submddulo esencial en @
entonces,

(i) Para cada \ € C, el conjunto Dy :={a € A : \a € A} es un ideal esencial
de A.

(1) Si D es un ideal esencial de A y M es un M(A)-submddulo de Q tal que
DM =00 MD =0, entonces M = 0.

Si ademds @) estd C-generada por A, entonces
(iii) C'D es un ideal esencial de QQ para todo ideal esencial D de A.

(iv) Si D es ideal esencial de Q, entonces D N A es un ideal esencial de A y D
es un M(A)-submddulo esencial de Q).

Demostracion. (i) Sea A € C. Veamos que el conjunto Dy :={a € A : \a € A}
es esencial. Es claro que D) es un ideal de A y AAnn(D,) N A = 0. Como A
es un M(A)-submodulo esencial de @), tenemos AAnn(D,) = 0, se sigue que
Ann(D,) C D,, y de hecho Ann(D,) = 0. Asi D, es un ideal esencial de A.

(ii) Sea M un M(A)-submoédulo de @ tal que DM = 06 MD = 0. Por
la Proposicion 3.3.9 sabemos que D N M es un ideal de A y que por hipodtesis
(DN M)? =0, por lo que por la semiprimidad de A, obtenemos que DN M = 0.
Como D es un ideal esencial, DN M =DNANM y M N A es un ideal de A, se
sigue que M N A =0,y por tanto M = 0 porque A es M(A)-submoddulo esencial
en (.

(iii) Sea D un ideal esencial de A. Si I es un ideal de @ tal que I N CD = 0,
entonces I NAND =1ND =0, por tanto I N A =0 ya que I N A es un ideal
de Ay D es esencial. Por la esencialidad de A concluimos que I = 0. Asi, CD es
un ideal esencial de ().

(iv) Sea D un ideal esencial de @) y sea I un ideal de A tal que DNANT = 0.
Es claro que D N A C Ann([/), por tanto D N A C Ann(CI N A) por el Lema
3.3.12. Asi (DNA)N(CINA) =0. Como A es un M(A)-submodulo esencial de @),
deducimos que DNC'T = 0, y por tanto CI = 0, y en particular I = 0. Asi DN A es
un ideal esencial de A. Por tanto D es un M(A)-submodulo esencial de @, ya que
sabemos que los ideales esenciales de A son precisamente los M(A)-submodulos

esenciales de () que contienen a A.
m

Para mayor comodidad, en los enunciados que siguen introducimos el concepto
de anulador de un subconjunto S en C'. Para cada subconjunto no vacio S de @,
se define el anulador de S en C como

Anng(S) :={ e C : A\S =0}.
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Proposicion 3.3.14. Sea A un dlgebra semiprima, y sea Q@ una C-dlgebra ge-
nerada por A. A es un M(A)-submddulo esencial en Q) si, y sélo si, la pareja
(A, Q) verifica los aziomas (A1) y (A2).

En tal caso, Anng(D) = Anng(Q) para todo ideal esencial D de A.

Demostracion. Notese que, por la Proposicion 3.3.8, A es densa en ().

Supongamos inicialmente que A es un M(A)-submddulo esencial de Q). Dado
que, por la Proposicién 3.3.13.(i), D, es un ideal esencial de A para todo A €
C, la sentencia (A1) se sigue del reciproco en la Proposicion 3.3.10. El axioma
(A2), se sigue de la Proposicion 3.3.13.(ii) sin més que tomar, para cada q € @,
M = M(A)(q).

El reciproco es a su vez consecuencia de la Proposicion 3.3.11.(i).

Finalmente supongamos que A es un M(A)-submodulo esencial de @ y que
A € C satisface AD = 0 para un cierto ideal esencial D. Puesto que () es una C-
algebra generada por A, A\(Q y C'D son ideales de () que satisfacen que A\QC'D = 0.
Por la semiprimidad de @ (Proposicion 3.3.11), A\Q N C'D = 0, de aqui AQ = 0
por ser C'D un ideal esencial tal como probamos en la Proposicion 3.3.13.(iii). O

3.3.3. Método Axiomaéatico.

En esta seccién daremos una caracterizacion axiomatica de la clausura central
y del centroide extendido en varios formatos.

Si A es semiprima y () es una C-algebra que la contiene densamente, diremos
que la terna (A, @, C') verifica el axioma

(A3) si Anng(Q) = 0 y para cada c.p.d. f de un ideal I de A en A, existe un
elemento A € C tal que f(x) = Az para todo x € I.

Cuando () sea una C-dlgebra generada por A, diremos simplemente que la
pareja (A, Q) verifica el axioma (A3) si la terna (A, Q,C) verifica el axioma
(A3).

Nuestra principal caracterizacidon reza como sigue

Teorema 3.3.15. Sea A un dlgebra semiprima. La clausura central Q4 de A
es una C-dlgebra generada por A tal que la pareja (A, Qa) verifica los aziomas
(A1), (A2) y (A3).

Ademds, el dlgebra C coincide con el centroide extendido Cy de A, y las
propiedades (A1)-(A3) caracterizan a las C-dlgebras generadas por A isomorfas

GQA.

Demostracion. La necesidad de las condiciones fue establecida en la Proposiciéon
3.3.6.

Reciprocamente supongamos que ) es una C-algebra generada por A &lge-
bra que satisface dichas propiedades. Veamos que es isomorfa a Q4. Primero,
probaremos que existe un isomorfismo de algebra desde C'y en C.
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Dados A € Cy, por definicion dom(A) es un ideal esencial de A. Por (A3)
existe un elemento W(\) € C tal que U(\)x = Az para todo x € dom(\). Dicho
elemento por (A1) y (A2) es tinico, ya que en otro caso, la diferencia de ambos
perteneceria al Anng(dom(\)), el cual coincide, por la Proposicion 3.3.14, con
Anng(Q) que es cero por hipotesis. Sea A\, € Cy. Notese que, para ¢ € @,
Fe M(A), y x € dom(\) Ndom(u) tenemos

sF(W(A+p) = V() = U(p)g] = (P(A+p) — V() = U(un)zF(q) =

(A +p)z — Az — px)F(q) = 0.

Por tanto (dom(\) Ndom(u))M(A)((W(A+p) — W (A)—U(u))g) =0, y de hecho,
por (A2), (¥(A+ pu) — ¥(N\) — ¥(u))g = 0 para todo ¢ € Q. Asi, U(A+ p) =
W(A) + U(u). Analogamente , se prueba que

(dom(Au) N dom () M(A) (¥ (A) — T (A)E(1))g) = 0

para todo ¢ € @, y concluimos que W(A\u) = W(A)W(u). En particular, para o € K
y A € Cy tenemos W(a\) = aW(A). Asi, la aplicacion ¥ es una homomorfismo
de algebras desde C'y en C. Ademas, si A\ € C4 satisface que ¥(\) = 0, tenemos
que 0 = ¥(A\)z = Az para todo = € dom(\), y de ahi A\ = 0. Por tanto ¥ es
inyectiva. Ahora probaremos que ¥ es sobreyectiva. Para ello, fijemos v € C, y
consideramos un ideal esencial D., dado en la Proposicion 3.3.10. Es claro que p,
esun c.e.d. en A. Si f: D — Aes un c.p.d. extendido v|p,, entonces, por (A3),
existe 7/ € C tal que v’z = f(x) para todo x € D, y por tanto (y —+')D., = 0.
Por la Proposicion 3.3.13.(iii) y la propiedad (A1), v =+, y por tanto D = D.,.
Entonces vp, € Cay ¥(yp,) = 7. Asi ¥ es un isomorfismo de algebra de C'4 en
C.

Dados A\; € Cy y a; € A con 1 < i < n, notese que para todo F' € M(A) y
x € N~ ,;dom()\;) tenemos

P U(N)a) =D U(\)aF(a) =Y NaeF(a) =2F()_ Na;).  (3.3)

Se sigue por (3.3) y (A2) que > N\a; = 0 implica > W¥(\;)a; = 0. Enton-
ces, la correspondencia Y A\a; — > W(\;)a; es una aplicacion bien definida
de Q4 en . Es facil verificar que esta aplicaciéon es un homomorfismo de al-
gebra sobreyectivo. Ademas, si > W(\;)a; = 0, entonces, por (3.3), vemos que
(N dom(N\;))M(A) (D> Na;) = 0. Por (A2) para el algebra @4, concluimos que
Y>> Nia; = 0, y la demostracion esta completa.

]

Dado que Anng, (Q(A)) = 0, siguiendo idéntica demostracion, se puede pro-
bar que (A, Q(A), Cy) verifica el axioma (A3). Veamos que, como consecuencia
del Teorema 3.3.15, obtenemos que la definicion de clausura central de Baxter-
Martindale y la dada mediante el filtro de denominadores coinciden
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Corolario 3.3.16. Sea A un dlgebra semiprima. entonces la clausura central
Q(A) de A de Bazter-Martindale coincide con Q) 4.

Demostracion. Después del Teorema 3.3.15, puesto que Q(A) es una Cy-algebra
generada por A, falta ver que la pareja (A, Q(A)) verifica los axiomas (A1)-(A3),
véase |3, Theorem 2.15].

Sea g un elemento de Q(A) y escribamos ¢ = Y\ | \;a;, para convenientes n €
N, \; € Ca y a; € A. Notese que, para todo F' € M(A)y z € D := N ;dom(\;)

tenemos
=Y NaF(a) y Flgr =) Fla)(x) (3.4)

estan en A, y por tanto podemos deducir DM(A)(q) C Ay que M(A)(q)D C A.
Combinando ambas afirmaciones y teniendo en cuenta que D es un ideal esencial
de A, hemos probado (A1).

Ahora supongamos que existe ¢ € Q(A) y un ideal esencial D de A tal que
6 bien DM(A)(q) = 0 6 bien M(A)(q)D = 0. Tomamos el ideal esencial D’ :=
Dn(N_;dom()\;)). En el caso de que DM(A)(q) = 0, se sigue por (3.4), que para
todo F € M(A) y x € D' tenemos > N\;zF(a;) = 0, en particular Y 1" | \; ® q;
es un elemento anulante, esto es, ¢ = >, \;a; = 0. Ahora supongamos que
M(A)(q)D = 0. Argumentando de forma similar, tenemos » . F'(a;)\;x = 0 para
todo F' € M(A) y x € D'. Notese que, para todo G € M(A) e y € D' tenemos

0=> GL,F(a)hz =G> N\yF(a;))x

Como G y z los hemos elegido arbitrariamente, para cada F' € M(A) ey € D’
deducimos que I, D" = 0, donde I, denota el ideal de A generado por > \;yF(a;).
Se sigue por la semiprimidad de A que I, N D' = 0, y por tanto I, = 0 porque
D’ es esencial. Ahora, por la arbitrariedad de F e y, sacamos que > ;A\ ® a;
es igualmente un elemento anulante, y de ahi ¢ = 0. Asf se satisface la propiedad

(A2).
Finalmente, la demostracion del axioma (A3) puede hacerse igual que en la
demostracion de la Proposicion 3.3.6. O

Combinando la Proposicion 3.3.14 y el Teorema 3.3.15 se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.3.17. Si A es un dlgebra semiprima y D un ideal esencial en A
entonces Anng (D) = 0.

Es facil probar que un algebra es centralmente cerrada si, y s6lo si Q4 = A.
Es sabido |3, Theorem 2.15.(¢)| que Q4 es un algebra centralmente cerrada, este
hecho también puede deducirse del siguiente resultado.

Corolario 3.3.18. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces:
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(i) La aplicacion X — [y, donde fr(q) = Aq para todo q € Qa, define un
isomorfismo de dlgebras de C'y sobre I'g,.

(1) Qa es centralmente cerrada.

Demostracion. (i) La aplicacion es claramente un homomorfismo de &lgebras.
Notese que si fy = 0 entonces A € Anng,(Q4) = 0. La sobreyectividad es
consecuencia de las afirmaciones (ii.2)-(ii.3) de la Proposicion 3.3.11.

(ii) Es sabido que I'g, C Cg,. Tomemos ahora 5 € Cg,, consideremos el
ideal esencial Ds (Apliquese la Proposicion 3.3.10 a la pareja (Qa,Qq,)) v la
aplicacion gg : Dg — @4, definida por gs(q) = B¢ para todo ¢ € Dg. Por la
Proposicién 3.3.11.(i1), aplicada a M = Dg, obtenemos que f~'(A)NA es un ideal
de A distinto de cero, y fif-1(a)na es un c.p.d. en A. Por la propiedad (A3), existe
A € Cy tal que fiy-1(,) = Az para todo = € f7Y(A) N A. Aplicando de nuevo la
Proposiciéon 3.3.11.(ii.3) y la afirmacién (i) obtenemos que Sq = gs(q) = A\q para
cada ¢ € Dg. Finalmente, teniendo en cuenta la afirmacion (i), 8y f\ coinciden
en el ideal esencial Dg de (D4, y por tanto, aplicando la Proposicion 3.3.14 a la

pareja (Qa,Qq,), obtenemos que § = f.
[

Como consecuencia de la Proposicion 3.3.14 y del Teorema 3.3.15, obtenemos
una nueva formulaciéon del método axiomaético.

Corolario 3.3.19. Sea A un dlgebra semiprima . La clausura central Q4 de A
es una C-dlgebra generada por A tal que A es un M(A)-submddulo esencial en
Q4 y la pareja (A, Q4) satisface el axioma (A3).

Ademds, C coincide con el centroide extendido C'y de A, y las propiedades
anteriores caracterizan a las C-dlgebras generada por A isomorfas a Q4.

En cualquier algebra A el centroide I'4 es la méas grande algebra conmutativa,
asociativa y con unidad C' tal que A puede ser vista como una C-algebra con
Anng(A) =0.

Esta idea nos sirve para probar que también la clausura central puede verse
como el adlgebra extension méas pequena en un cierto sentido.

Corolario 3.3.20. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces la clausura central Q4
de A es la mds pequena subdlgebra densa de Q) tal que A es un M(A)-submddulo
esencial en Q y la terna (A, Q,Tg) satisface el azioma (A3).

Demostracion. En virtud de la Proposicion 3.3.8 y de los Corolarios 3.3.19 y del
Corolario 3.3.18, A es una subalgebra densa de (4 que satisface las condiciones
del Teorema.

Veamos ahora que es la méas pequena:
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Sea () un algebra de extension de A verificando las condiciones del Teorema.
Dado A € T'g, por la Proposicion 3.3.10, Dy := {a € A : Xa € A}, es un ideal
esencial de A. Es claro que la aplicacion

i Dy — Q
r = filz) =\

es un c.p.d. Luego, por (A3), existe un a, € I'g tal que fy(z) = ax(z), esto
es \r = ay(z),Vz € D). Veamos que «, es tnico. En efecto, si § € T'g es tal
que f(z) = B(x), Yz € D,, entonces ) — (3 se anula en D, y por tanto, por la
Proposicion 3.3.13.(ii) (témese M = () — 5)@Q), se tiene que ay =

Veamos que la aplicacion

CA—)FQ
A = Q)

es un homomorfismo de algebras.

Dados a,u € Cy, tomemos D := Dy N D, C Dyy,, y notemos que Vxr €
D,F e M(A), y que q € Q se verifica que

2F((arsp — an — ap,)(q)) = (angu — an — ) (2) F(q) = (aneu(r) — ax(z) —
0, (2))F(g) = ((\+ 1)(x) — (&) — 1(2)) F(g) = 0. Luego DM(A)((ax s — ar —
a,)(q)) =0, y por la Proposicion 3.3.14 (a4, — o — ) (q) = 0, Vg € Q. Luego
Oty = Q) +

Anélogamente, si tomamos D := D, N D, entonces Vo € D, F' € M(A),
q € @ se verifica que 2F((cv, — axey,)(q)) = (an, — anay)(2)F(q) = (anu(x) —
x4, (@) F(q) = (@) — ax () Flg) = 0

Como z € D, = pr € Ay como x € Dy = Aux € A, de estas dos cosas se
deduce que pz € Dy = a)(ux) = apx

Luego DM(A)((an, — axay,)(q)) = 0y por la Proposicion 3.3.14, (v, —
axa,)(q) = 0,Vq € Q. Luego oy, = anay,

Notemos que si A\; € Ca,a; € A(1 < i < n), y consideramos D := N, D,,,
entonces Vo € Dy F' € M(A) tenemos que

eF' (300 an(@) = 200 ax (2)F(a;) = o0 i F(a;) = o F (Y001 auay),
(3.5)
Supuesto que Y o;a; = 0, se sigue por (3.5) que DM(A)(>1, an(a;)) =
0, y también, por la Proposicion 3.3.14, >"" , ay,(a;) = 0. En consecuencia la
aplicacion

Qa — Q
Z?:l Aiai = Z?:l a, (a;)

estd bien definida.
Es inmediato ver que es un homomorfismo.
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Z Aia; + Z f1ibj Z a, (a;) + Z A, (b;)
i=1 j=1 i=1 j=1

(D) (Y i) = Y Nipjaiby = Y s, (aiby) =
i=1 j=1 i, Y]
= ZO‘A vy, (aib; ZO‘A a;oy,, (b
_Zm a;)ay, (bj) = Za)\ a;) ZO%

Ademas es inyectivo:
Si >y (a;) = 0, se sigue de (3.5) que DM(A)(D-" Nia;) = 0, y por
tanto, por la Proposicion 3.3.11, >~ Na; =0
]

Analicemos ahora el significado del axioma (A3) en el contexto apropiado.

Proposicion 3.3.21. Sea A un dlgebra semiprima, y sea Q una C-dlgebra gene-
rada por A. Supongamos que A es un M(A)-submddulo esencial en Q). Entonces:

(i) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Para cada M(A)-homomorfismo f de un M(A)-submddulo M de Q
en Q, existe un elemento A € C tal que f(q) = A\q, para todo q € M.

(b) Para cada c.p.d. [ definido en un ideal I, existe un elemento A € C
tal que f(x) = Az, para todo x € 1.

(1) En el caso en que se verifiquen las condiciones anteriores equivalen:

(a) Si M es un M(A)-mddulo esencial en @Q, entonces \ es unico

(b) Anng(Q) =0

Demostracion. (i) (a) = (b) Sea f un c.p.d. en un ideal I, entonces I es un
M(A)-submoddulo y f es un M(A)-homomorfismo, por hipotesis existe un
elemento A € C tal que f(q) = Aq, para todo q € I

(b) = (a) Sea M un M(A)-submodulo de @ y sea f: M — Q un M(A)-
homomorfismo. En virtud de la Proposicion 3.3.11.(ii.2), f~'(A4) N A es un
ideal de A distinto de cero, y fis-1(4)na €s un c.p.d. en A. Por hipotesis,
existe A € C tal que f(r) = Az para todo x € f~'(A)NA y ahora aplicando,
la Proposicion 3.3.11.(ii.3) f(q) = Aq para todo ¢ € M.
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(i) (a) = (b) Notese que si A € Anng(Q), la aplicacion g — Ag define el
M (A)-endomortfismo cero definido en @), y por tanto por la unicidad, A =0

(b) = (a) Sean u, A € C tales que f(¢) = A\q¢y f(q) = ug para todo
q € M. En particular (A — p)g = 0 para todo ¢ € M N A. Por lo tanto
(A — u) € Anng(M N A). Dado que Anng(M N A) = Anng(Q) por la
Proposicion 3.3.14 y por hipotesis Anng(Q) = 0 se sigue que A = p.

O

Finalmente, diremos que entre las aproximaciones del concepto de clausura
central y de centroide extendido de tipo axiomatico merece la pena destacar la
caracterizacion de Razmyslov dada en |38, Proposition 3.1|. De hecho, nuestro
Corolario 3.3.19, después de la proposicion 3.3.21 y de la Proposicion 3.3.11,
puede entenderse como un refinamiento de este resultado. Otra interesante ca-
racterizacion puede verse en [44, §.32]).

3.4. Centroide extendido y clausura central de al-
gunas algebras relacionadas

En esta seccion consideramos fijada un algebra semiprima A y trataremos
de calcular, supuesto conocido C'y y Q) 4, el centroide extendido y la clausura
central de algunas algebras relacionadas con ella. Comenzamos con el estudio del
centroide extendido y de la clausura central de las algebras contenidas en Q4 y
que contienen a la propia A.

3.4.1. Subalgebras de ()4 que contienen a A.

Nuestro primer resultado generaliza la posibilidad de construir una inmersion
canbnica de M(A) — M(Q4) (véase también Nota 2.3.12).

Proposicion 3.4.1. Sea (Q un dlgebra y sea A una subdlgebra densa en Q. Supon-
gamos que B y B’ son subdlgebras de Q) que contienen a A tal que B C B'. En-
tonces, para cada F € M(B), existe un inico F' € M(B') tal que F'(a) = F(a)
para todo a € A, y la aplicacion F +— F' es un monomorfismo de dlgebras de

M(B) en M(B').

Demostracion. Consideramos el conjunto S consistente en todos los F' € M(B)
para los cuales existe T' € M(B') tal que T'(a) = F(a) para todo a € A. Es
inmediato verificar que S es un subespacio de M(B) y que D := {G € M(B) :
GS C S} es una subélgebra de M(B). Ademés, si F € Sy T € M(B’) satisface
T(a) = F(a) para cada a € A, entonces

IdgF(a) =1dpT(a), LEF(a)=LFT(a), y REF(a)=RFT(a)
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para todo a € Ay b € B. Por tanto vemos que Idg, L2, R? € D para cada b € B,
y asi llegamos a que D = M(B), y por tanto S es un ideal izquierdo de M(B).
Como es claro que Idp € S, se sigue que S = M(B). Asi para cada F' € M(B),
existe T' € M(B') tal que T'(a) = F(a) para todo a € A.

Ahora, supongamos que para F' € M(B) existen 11,7, € M(B’) tal que
Ti(a) = Ty(a) = F(a) para cada a € A. Como hemos hecho en la parte anterior
de la demostracion para las inclusiones de subélgebras A C B C B’ C Q lo
hacemos ahora con estas inclusiones B C B’ C @ C (@, con lo que podemos
afirmar que existe 7' € M(Q) tal que T'(V') = (T}, — Ty)(V') para cada b’ € B'.
Como T(A) = (11 — T»)(A) = 0 y A es una subdlgebra densa en @, se sigue
que T = 0, y en consecuencia T} = Ty. Asi, para cada F' € M(DB), existe un
tinico F' € M(B') tal que F’'(a) = F(a) para cada a € A. Ahora es inmediato
comprobar que I’ +— F’ es una aplicacién de M(B) en M(B’). A continuacion
vamos a probar la siguiente afirmacion:

F'(b) = F(b) para todo F € M(B) y b € B. (3.6)

Dado F' € M(B), volviendo a hacer los mismo que hicimos en la primera
parte de la demostracion para las inclusiones de algebras A C B C B’ C Q lo
hacemos para las inclusiones B C B C ) C @, vy podemos afirmar que existe
T, € M(Q) tal que F'(b) = Ty(b) para todo b € B. Analogamente, si consideramos
las inclusiones B C B’ C Q C @ podemos confirmar la existenciade Ty € M(Q)
tal que F'(b) = T3(b) para todo b € B. Como, para cada a € A, tenemos que
Ti(a) = F(a) = F'(a) = Ty(a), y como A es densa en @ llegamos a que T} = Ty,
y por tanto F'(b) = T1(b) = Tz(b) = F'(b) para todo b € B, y asi queda probado
(3.6).

Ahora, es claro que la igualdad F] = F, para Fi, F, € M(B), implica que
Fy = F,. Ademas, para todo Fi, F» € M(B), podemos asegurar que F|Fj) €
M(B') satisface F{Fj(b) = FyFy(b) para todo b € B, y en particular F]Fj(a) =
F1 Fy(a) para todo a € A. Por tanto F{Fj = (F1F3)".Y como resultado obtenemos
que, la aplicacion F' — F’ es un monomorfismo de algebra de M(B) en M(B’).

O]

Corolario 3.4.2. Si A es un dlgebra semiprima y B, B’ son subdlgebras de Q)4
tal que A C B C B’ C Q4, entonces la evaluacion de elementos de A determina
las correspondientes inclusiones para las dlgebras de multiplicacion:

M(A) € M(B) € M(B') € M(Qa).

Ahora estamos en condiciones de calcular el centroide extendido y la clausura
central de una subélgebra comprendida entre la propia &lgebra y su clausura.

Proposicion 3.4.3. Sea A un dlgebra semiprima, y sea B una subdlgebra de Q) 5
que contiene a A. Entonces B es semiprima, Cp = Ca, y Qp = Q4.
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Demostracion. Si I es un ideal de B tal que I? = 0, entonces I N A es un ideal
de A tal que (INA)?> =0,y de hecho INA = 0. Como I es un M(A)-submodulo
de Q4 y A es un M(A)-submodulo esencial de @ 4, concluimos que I = 0. Asi B
es semiprima. Necesitamos probar ()4 es una C4-algebra generada por B y que
la pareja (B,Q ) satisface las propiedades del Corolario 3.3.19.

Puesto que Q4 es una Cy-dlgebra generada por A, es obvio que Q4 esta
también generada por B.

Por el Corolario 3.4.2, todo M(B)-submodulo de @ 4 es un M(A)-submodulo.
Como A es un M(A)-submodulo esencial de @4, se sigue que B también es un
M (A)-submddulo esencial de Q4 y por tanto se cumple la primera condicion del
Corolario 3.3.19 para el algebra B.

Veamos que se cumple el axioma (A3). Sea M un M(B)-submodulo de Q 4,
y sea f un M(B)-homomorfismo desde M hasta Q4. Teniendo en cuenta el
Corolario 3.4.2, podemos asegurar que M es un M(A)-submoédulo de Q4 y f es
un M(A)-homomorfismo. En particular, por la Proposicion 3.3.21.(i), existe un
elemento A\ € C4 tal que f(q) = Ag para todo g € M, por lo que aplicando de
nuevo la Proposicion 3.3.21.(i) y teniendo en cuenta que la condicion sobre el
anulador es obvia, obtenemos que se verifica el axioma (A3) para C =Cy. O

3.4.2. Clausura central del centroide extendido

En este apartado, vamos a ver que el centroide extendido es un algebra cen-
tralmente cerrada. Comenzaremos asociando a todo subconjunto de la clausura
central un idempotente del centroide extendido, usando una técnica similar a la
empleada en |5, Theorem 2.3.9] y también como [44, §.32.3].

Proposicion 3.4.4. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces tenemos:

(i) Para cada subconjunto no vacio S de Q 4, existe un unico idempotente eg
en Cy tal que
Annc, (S) = (1 — e51)Ca;

ademds, st I es un ideal de Q)4 generado por S, entonces
Amng,(I) = (1 —e5)Qa Yy €519 =q paratodo q € 1.
(i1) Para cada subconjunto no vacio S de Q4 y para algin idempotente e € Cjy,
€les] = €€]9)-
(11i) Para I,J ideales de A, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) 1J=0;
(C) emem = 0.
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Demostracion. (i) Como Q4 es un algebra semiprima, entonces D := I@®Anng, (/)
es un ideal esencial de Q4 y por la Proposicion 3.3.13.(iv) D es un M(A)-
submodulo esencial de () 4.Consideramos la aplicacion f : D — (4 definida
por

flp+q):=p paratodo pel y g€ Anng,(I).

Claramente f es un M(A)-homomorfismo. Por tanto aplicando, la Proposicion
3.3.21, existe un tnico e € Cy4 que verifica e(p + q) = p para todo p € [y
q € Anng,(I). Ademés, como e’z = ez para cada z € D, por el Corolario
3.3.17, podemos ver que e* = e. Notese también, que por la Proposicién 3.3.7,
Anng, (S) = Anng, (). Afirmamos claramente que Anng, (1) = (1 — e)Cy. To-
memos un A € C'4x que cumpla que A\I = 0. Entonces \e(p + ¢) = A\p = 0 para
todop € Iy g€ Anng, (/). Como D es un ideal esencial de )4, por el Corola-
rio 3.3.17, vemos que Ae = 0, y por tanto A = A\(1 —e) € (1 — e)C4. Por otro
lado la igualdad (1 —e)l = 0 implica que (1 —e)Cy € Anng,(I). Por lo tanto,
Anng, (1) = (1 — e)Cy, y en consecuencia eq = ¢ para cada ¢ € I. Siendo el
elemento identidad del dlgebra (1 — e)Cjy, el elemento 1 — e (y también e) esta
determinado de forma tnica. Claramente (1 —e)Q4 C Anng, (I). Reciprocamen-
te, como I = eD, vemos que Anng, (/)eD = 0, y deducimos que Anng,(/)e =0
porque D es un ideal esencial de @ 4. Por tanto Anng, (1) C (1—e)Q 4. Llamamos
ers) al idempotente e obtenido en la igualdad anterior.

(ii) Sea A € Anng, (eS). Entonces 0 = XeS = Xeejg)S, y de ahi
Aeejs) € Anng, (S) = (1 — eg))Ca.
Por tanto Aeejs) = Aeejg)(1 — efg)) = 0, y en consecuencia
A= (1 — 86[51)/\ S (1 — 66[5})014.

Asi
Annc, (eS) C (1 — eejg))Ca.

La inclusién opuesta se sigue de que
(1 —eerg)eS = (e — eejg))S = e(1 —efg))S = 0.

Por tanto Anng, (eS) = (1 — ees))Ca v, por (i), concluimos que ef.g = eejg).
(iii) (a) = (b). Como Q4 es semiprima y (CyI)(CaJ) = 0, se sigue que
CaJ C Anng, (Cal) = (1 —ep)Qa, de ahi e;jCyJ = 0, y en particular eJ = 0.
(b) = (¢). 0 = €ley ] = E[EL]-
(¢) = (a). IJ = (einI) (e ) = (emern) (L) = 0. O
Como aplicaciéon vamos a calcular el algebra simétrica de cocientes y, en par-

ticular, la clausura central del centroide extendido de un algebra semiprima. Pre-
viamente necesitamos el siguiente Lema técnico.
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Lema 3.4.5. Sea A un dlgebra semiprima y sea A un ideal esencial de C4.
Entonces tenemos que:

(i) AA es un ideal esencial de @ 4.

(1)) Si f: A — Cy es un M(Cy)-homomorfismo, entonces existe A € Cy tal
que f(p) = A\ para cada p € A.

Demostracion. (i) Claramente AA es un ideal de Q4. Si I es un ideal de Q4 tal
que AANI = 0, entonces AA C Anng , (1), y de ahi ejjAA = 0 por la Proposicién
3.4.4.(1). Ahora, aplicando la Proposicion 3.4.4.(iii), podemos ver que ejyA = 0,
y de ahi CuepA = 0, y en consecuencia Cyuepp = 0, y en particular ej;) = 0.
Teniendo en cuenta ahora la Proposicion 3.4.4.(i), obtenemos que I = eyl = 0.
Asi AA es un ideal esencial de () 4.

(ii) Supongamos que f : A — Cy4 es un M(C4)-homomorfismo. Tomemos
N €Aja; € A(1<i<n)tal que Y  Na; =0, notese que, por la Proposicion
3.3.7, para todo T' € M(Q4) y 1t € A tenemos que

MT(Z f(Ai)a;) = T(Z f\i)pa;) = T(Z Aif (p)a;)

= T(Z Aiai) f () =0,

y en consecuencia AV = 0, donde V es el ideal de Q4 generado por Y1, f(\;)a;.
De ahi AV A =0, y, teniendo en cuenta que AA es un ideal esencial de () 4, dedu-
cimos que V' = 0, y en particular )., f(\;)a; = 0. Por tanto, la correspondencia

n n

]?3 Z Aia; = Z F(\i)a

i=1 =1

es un aplicaciéon bien definida de AA en (4. Es rutinario verificar que fes un
M (A)-homomorfismo. Podemos aplicar (A3), y por tanto existe A € C4 tal que
f(q) = Aq para cada ¢ € AA. En particular, f(u)a = Aua para todo p € Ay
a € A, y por consiguiente (f(u) — Au)A = 0 para cada p € A. Ahora, por el
Corolario 3.3.17, concluimos que f(u) = Ay para cada p € A. ]

Teorema 3.4.6. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces: Qs(Ca) = Cyu, y en
particular Co, = Qc, = Ca

Demostracion. Es claro que C'4 es un élgebra de extension de Cy que cumple
(AL). Ademas, si A € Cy satisface AA = 0 para algin ideal esencial A de Cjy,
entonces A\C4A = 0, de ahi A\(C'y = 0, y en particular A = 0. Asi C, satisface la
condicion (A2).



104 La clausura central de un algebra no asociativa

Ahora, supongamos que () es un algebra de extension de C'y que satisface las
condiciones (A1)-(.A2). Para un elemento dado ¢ € @, por (A1), tenemos que el
ideal esencial A de C4 cumple que ¢gA C Cy. Notese que la aplicacion f, : A —
Cy dada por f,(u) = qu es un M(Cy)-homomorfismo. Por el Lema 3.4.5, existe
A € Cy tal que f,(p) = A\p para cada o € A. Por tanto ¢ — A es un elemento de
@ que satisface (¢ — \)A =0y por (A2),q = A € Ca. Asi Q = Cy, y concluimos
que Qs(Ca) = Ca. (Recuérdese ahora que Q¢, es el centro de Qs(Cy) = Ca).

O

3.5. Clausura central de la Unitizacién de un al-
gebra A

Sea A un algebra y sea I un ideal de A. Para cada F' € M(A), tenemos que
F(I) C I, y por tanto podemos considerar la aplicacion lineal p;(F) : [ — [
definida por p;(F')(z) := F(z) para todo x € I. La aplicacion p; : M(A) — L(I)
es un homomorfismo de algebras con nucleo

"™ .= {F € M(A) : F(I)=0}.

Como p;(Id4) = Id;, pr(L2) = LL, v p;(RY) = RL para todo = € I, se sigue
que M(I) C pr(M(A)). A partir de ahora, simplemente denotaremos por p la
aplicacion restriccion de M(A') en L£(A) determinada por el hecho de que A es
un ideal de Al

Notese que en el caso en que A tenga unidad 1, entonces K(1 — 1) es un
ideal de A' y A = A @ K(1 — 1) es una suma directa de ideales. Ademas,
para cada T € M(A'), pxa—1)(T) esta determinada por un escalar vy dado por
T(1-1)=vp(1-1).

En una primera etapa abordamos el caso de las algebras unitales.

3.5.1. Caso con unidad

Lema 3.5.1. Sea A un dlgebra. Entonces M(A) es un cociente de M(A"). Con
mds precision, p: M(AY) — M(A) es un epimorfismo de dlgebra con nucleo

AP =T € M(A") : T(A) =0},

y de hecho p induce un isomorfismo desde M(A')/A*™ en M(A). Si ademds
A tiene unidad, entonces M(A) es un sumando directo de M(A'). Con mds
precision, la aplicacion

(o T +— p(T) +VT(1 — IdA)

es un isomorfismo de dlgebra de M(A') en M(A)' = M(A) @ K(1 —1da).
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Demostracién. Como hemos visto antes, p : M(A') — L(A) es un homomorfismo
de algebra y M(A) C p(M(AY)). Como p(Idg1) =Ids y, paraa € Ay a € K,
p(LA, 1) = LA+ alds v p(RA ) = R+ aldy pertenece a M(A), se sigue
que p(M(AY)) = M(A). Por tanto p induce un isomorfismo de algebra desde
M(AY) /AP0 en M(A).

Ahora, supongamos que A tiene elemento unidad 1. Es facil verificar que ¢
es un homorfismo de algebra. Si p(T") = 0, entonces p(T') = 0y vy = 0, de hecho
para todo a € Ay o € K tenemos que T'(a +al) = T(a+al +a(l — 1)) =
T(a+al)+aT(1-1) = p(T)(a+al)+avp(1—1) =0y asi T = 0. Por otro lado,
dados F € M(A) y a € K, elegimos T € M(A') tal que p(T) = F, y notése que

o(T + (a — vp)(Ida — L)) = F + (1 — Id,y).
Asf ¢ es un isomorfismo de 4lgebra desde M(A') en M(A)L. O

Sea A un algebra semiprima y con unidad. Es claro que A! puede verse de
forma natural como una subalgebra de QY.

Proposicién 3.5.2. Sea A un dlgebra semiprima con unidad. Entonces Al es
semiprima, Q= QY, y Cy = C}.

Demostracion. Por el Corolario 1.6.4, Al es semiprima y sabemos que Q4 es Cy-
generada por A, por tanto se sigue que QY es C'-generada por A'. S6lo nos queda
probar que QY satisface las propiedades (A1)-(A3).

(A1) Para un elemento dado g+al en QY consideramos g+al en A, y fijamos
un ideal esencial D de A tal que DM(A)(q+ al) + M(A)(¢+ al)D C A. Por el
Corolario 1.6.5, D’ es un ideal esencial de A'. Ademas, para todo z+3(1—1) € D’
y T € M(A') tenemos que

(x4 81 —-1)T(qg+al) = (x + (1 = 1)) (p(T)(q + al) + avp(1 — 1))

=z p(T)(q+al)+afvr(1—1) € A,
y de modo similar T'(¢ + al) (z + 8(1 — 1)) € AL Por tanto

D'M(AY (g + a1) + M(AY) (g + a1)D C A,

y asi QY satisface (A1),

(A2) Ahora, supongamos que p = ¢ + a1 es un elemento de QY y D es un
ideal esencial de A tal que D'’ M(A')(p) = 0. Argumentando como antes, para
todox € Dy T € M(A') tenemos 0 = 2T(p) = zp(T)(q + al). Por tanto
Dp(M(AY))(q + al) = 0. Entonces, por el Lema 3.5.1, p(M(A')) = M(A), se
sigue que ¢ + al = 0, y de hecho p = a(1 — 1) € D' N M(AY)(p). Se sigue
de la semiprimidad de A' que D' N M(A')(p) = 0, y en consecuencia p = 0.
Anélogamente, la condicion M(A)(p)D’ = 0 implica que p = 0. Asi teniendo en
cuenta el Corolario 1.6.5.(i), concluimos que Q' satisface (A2).
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(A3) Sea f un c.p.d. en A! definido en un ideal I de A'. Notese que, para
cada € I N A tenemos que f(z) = f(lx) = 1f(z) € A, y de hecho fj;na es un
c.p.d. en A. Por tanto, existe A € Cy4, tal que f(z) = Az para cada z € INA. Asi,
en el caso en que I C A obtenemos que f esta completamente determinada por
un elemento de Cy. Asumamos que I ¢ A. Entonces, por la Proposicion 1.6.3,
I'=(INA). Notese que 0 = f(0) = f(1(1 —1)) = 1f(1 — 1), y de hecho existe
a € Ktal que f(1—1) = a(1—1). Por tanto, para cada x+ 5(1 —1) € I tenemos
que f(x+p(1-1) = +af(l—-1)=A+a(l—-1))(z+B(1—1)),y asi f esta
completamente determinada por un elemento de C'. Asi QY satisface (A3). [

Corolario 3.5.3. Sea A un dlgebra semiprima con unidad. Entonces A es cen-
tralmente cerrada si y solo si A' es centralmente cerrada.

Obtengamos algunas consecuencias que nos permitan relacionar el centro, el
centroide y el centroide extendido. Recordemos que si A un édlgebra distinta de
cero con anulador cero, su centro puede identificarse con su centroide. Por otra
parte, por la Proposicién 3.4.3, sabemos que ()4 es semiprima y Cy = Cg, y, por
el Corolario 3.3.18, Cg, =I'g,. Y por tanto,

Proposicion 3.5.4. Sea A un dlgebra semiprima distinta de cero. Considera-
mos Zg, como una subdlgebra de I'g,. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) Q4 tiene unidad.
(ii) Cu = Zo,.

Sea A un algebra semiprima y con unidad 1. La unidad de A es también el
elemento unidad de Q4. Por tanto, por la proposicion anterior, C'y puede verse
como una subdlgebra de () 4.

Corolario 3.5.5. Sea A un dlgebra semiprima con unidad. Consideramos Cy y
A dentro de Q4. Entonces Z4 = Cy N A.

Demostracion. La igualdad deseada se desprende de la siguiente cadena de in-
clusiones

ZAQFAF\IAQCAHA:ZQAQAQZA.

3.5.2. Caso sin unidad

Veamos ahora el caso en el que el dlgebra A no tiene unidad.

Sea A un Aalgebra semiprima. Vamos a denotar por P4 al &lgebra sobre K
proveniente del espacio vectorial Q4 x C'4 dotado con el producto

(g1, M1)(q2, A2) = (q1G2 + M2 + A2qr, M1 A2).



3.5 Clausura central de la Unitizacién de un algebra A 107

Es claro que la aplicacion ¢ — (g, 0) nos permite ver ()4 como un ideal de Py, asi
la aplicacion A — (0, ) nos permite ver C'y como una subélgebra de P4. Como
1:=(0,1) es elemento unidad de P4, podemos escribir Py = Q4 ®C41. Podemos
entender a A! como una subalgebra de P4 de una forma natural. Para simplificar,
pondremos W := Annp, (Q4), y denotaremos por ¢ la aplicacion cociente de Py
en PA/W

Lema 3.5.6. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces Py = (Ca1)Al es semipri-
ma, Zp, = Zg, ® Cal = (Zp, NW) & Cyul, y ¢ induce un isomorfismo de Cy1
en Zp,w. Si ademds A no tiene unidad, entonces A'NW =0, A' puede verse
como una subdlgebra de Py/W wvia ¢, y Pa/W estd Zp, w-generada por Al

Demostracion. Como Q4 = C4A, se sigue de la definicion de P4 que P4, =
(C41)Al. Sea I un ideal de P4 tal que I? = 0. Entonces, para algtin g + A1 € I,
tenemos que 0 = (¢ + A1)? = ¢® + 2Aqg + A\?1, de hecho A\? = 0, y por tanto A = 0
porque C'4 es un algebra semiprima conmutativa y asociativa. Por tanto I C @) 4,
y de hecho I = 0 ya que Q4 es semiprima. Asi P4 es semiprima. La igualdad
Zp, = Zg, ®C4l es clara. Pongamos X :={z—z21:2€ Zy,}.Siz € Zg, y A€
C'4 satisface que z+A1 € W, entonces tenemos 0 = (z+A1)q = zqg+ Mg = (2+A)g
para todo ¢ de (D4, y de ahi que A = —z. Por lo tanto Zp, N W C X. Como X
es un ideal de P4 que satisface XQ4 = Q4 X = 0, se sigue que Zp, "W = X.
Teniendo en cuenta que Zg, C I'g, = C4, y viendo que, para cada z € Zg,
v A € C4, podemos escribir z + A1 = (z — z1) + (z + A\)1, deducimos que
Zp, = (Zp, N W) & C4l. Por otro lado, como ¢ es un epimorfismo de algebras,
se sigue que ¢(Zp,) € Zp, w. Reciprocamente, si ¢(p) € Zp, v, entonces

[pa PA]7 [pa PA:-PA]7 [PA,]?, PA]’ [PA7PA7p] g W7

y escribiendo p = ¢+ A1 para g € Q4 y A € C'4 obtenemos que

[4,Q4] = [q,Q4,Q4] = [Qa,q, Q4] = [Q4a,Qa,q] =0,

de ahi ¢ € Zg,, y por tanto p € Zp,. Asi ¢(Zp,) = Zp,w. Ahora, usando la
igualdad Zp, = (Zp, N W) @ C4l, obtenemos ¢p(Cal) = Zp, /w.

Supongamos ahora que A no tiene unidad. Sea a+al € A'NW. Por definicion
de W, tenemos que (a+ al)q = g(a+ al) = 0 para todo g € Q 4, y en particular
(a + al)b = bla + al) = 0 para todo b € A. De ahi ab = ba = —ab para
cada b € A. Como A no tiene unidad, se sigue que &« = 0y a € Ann(A), y
de ahi también a = 0. Por tanto A'N'W = 0, y por consiguiente A' se puede
ver como una subalgebra de Ps/W via ¢. Finalmente, como Py = (C41)A' y
¢(Cal) = Zp, w, concluimos que Pa/W estd Zp, w-generada por A'. O

Sea A un algebra semiprima sin unidad. Como ¢ nos permite ver a A' como
una subalgebra de P4/W de tal modo que Ps/W es generado por A' como
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una Cs-subalgebra, se sigue que A! es una subélgebra densa de P,/W. Por
tanto, M(A') puede ser visto canonicamente integrado en M(P4/W). Para cada
T € M(AY) existe un tinico T € M(P4/W) tal que

T¢(a + al) = ¢T(a+ al) paracada a+al € A
Como consecuencia, P4/W es un M(A')-modulo para la accion
T.¢(p) = T¢(p) paratodo T € M(A') yp € Py.
Es claro que (ST)” = SPT" para todo S, T € M(A%), y en particular
(ST).¢(p) = S.(T.¢(p)) para todo S, T € M(A') y p € Pa.
Ademas, para cada T € M(A') y p =g+ A1 € P4, tenemos que
T.¢(p) = T"6(p) = T"¢(q + A1) = T"¢(q) + T"$(A1) = T.¢(q) + T.¢(A1).
Notese que, para todo z,y € A, tenemos

O(LL () = d(ay) = $(@)o(y) = LELV (),

y analogamente, ¢(RA' (y)) = R(I;&/)Wdy). Por tanto tenemos que,
(LAYP = Lg&/)w y (RY)P = Rf;&/)w para cada x € A'. (3.7)
Como, para cada a € A v « € K, tenemos que

LAY =LY +aldp y RA = RY +alda, se sigue que M(A') esta generada
por el conjunto {Id1, LA, RA" : a € A}. Escribimos N'(A!) para denotar a la
subalgebra de M(A") generada por el conjunto {L RY : a € A}. Es claro
que M(AY) = N(AY) + KId a1, y N(A') es un ideal de M(A'). Ademés, como
N(AYHY(1) C Ay Ida(1) = 1, tenemos, de hecho, que M(A') = N(A') ® Kld .

Para cualquier algebra semiprima A, denotamos por L¢, (Q4) a la C4-algebra
consistente en todos los Cy-endomorfismos de Q) 4. Es claro que M(Q4) C L&, (Q4).
Como @4 es un ideal de P4 y la aplicacién ¢g, : Qa4 — ¢(Qa4), determinda por
la restriccion de ¢ a ()4, es biyectiva, podemos considerar el homomorfismo de
algebras ¢ 1 M(Pa/W) — Lc,(Qa), definido por ¢(S) = ¢, S¢ para todo
S € M(Py/W).

Siguiendo la notacién del Lema 3.5.1 y de la Nota 2.3.12, podemos probar el
siguiente resultado técnico.

Lema 3.5.7. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces
(i) p(T) = ¢(T") para todo T € M(AL).

(ii) ¢(p(T).q) = T.¢(q) para todo T € M(A") y q € Qa.
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(iii) N(AY).(Pa/W) C $(Qa).
Demostracion. (i) Tenemos que probar que el siguiente diagrama es conmutativo

M(AY) — M(Pa/W)
p I ¢
M(A) = M(Qa) € L, (Qa)
Sea T € M(AY). Para cada a € A, tenemos que
p(T) (a) = p(T)(a) = T(a) = ¢, 0T (a) = 6o, T ¢(a) = ((T")(a).

Ahora, teniendo en cuenta que p(T)" y ((T7) pertenecen a Lo, (Q4) y Qa = CaA,
concluimos que p(T) = ¢((T°).
(i) Por (i), para todo T' € M(A') y q € Q 4, tenemos que

3(p(T)-q) = o(p(T)'(q) = 6(¢(T7)(q))

= 0o\ T7¢(q) = T-d(q) = T-(q).
(iii) El conjunto S := {T" € M(AY) : T.¢(p) € ¢(Q4) paracada p € P4}
claramente es una subélgebra de M(A'). Ademas, para cada a € Ay p € Pa,
por (3.7), tenemos que

LY o(p) = L 6(p) = d(a)s(p) = lap) € 3(Qa),

y de ahi LA € S. Analogamente podemos ver que R € S. Por tanto N(A') C
S, y en consecuencia N(A').(Pa/W) C ¢(Q4).

O

Lema 3.5.8. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces
W ={pe Ps:pA+Ap CW}.

Demostracion. Fijemos el conjunto Wy := {p € P4 : pA+Ap C W}. Claramente
W C Wy. Teniendo en cuenta que Q4 = C4A y que W es un Cy-ideal de Py,
podemos ver que WyQ 4+ Q AWy C W. Por otro lado, como @) 4 es un ideal de Py,
también tenemos que WyQa + QaWy C Q4. Por lo tanto WyQ4 + QaWo =0, v
de ahi obtenemos que Wy P4 + PaWy = Wy(Cal) + (Ca1)Wy € Wy. En resumen,
Wy es un ideal de P4 tal que WoQa = QaWy = 0. Y en consecuencia, Wy C W,
y finalizamos la demostracion. [

Lema 3.5.9. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces

(i) Para cada p € Py, existe un ideal esencial D de A tal que

[M(A).6(p)]6(D) + ¢(D)[M(AY).¢(p)] € ¢(A).
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(it) Sip € Py satisface que ¢(D)[M(A").¢(p)] = 0 o [M(A).¢(p)]p(D) = 0
= 0.

para algin ideal esencial D de A, entonces ¢(p)

Demostracion. (i) Seap € Py y escribimos p = g+ A1, con g € Qa4 y A € Ca. Por
(A1) existe un ideal esencial Dy de A tal que M(A)(q)D; + D1M(A)(q) C A.
Tomando T € M(A"), por los Lemas 3.5.7.(ii) y 3.5.1, tenemos que

[T-¢(0)]d(D1) + ¢(D1)[T-¢(q)] = olp(T)(q) D1l + ¢[D1p(T)(q)]

= ¢[p(T)(q) D1 + Dip(T)(q)] € ¢(A).
Por otro lado, por el Lema 3.5.6 y la Proposicion 3.3.7 aplicada a M(P4/W),
ozifiréirgis que T.p(A1) = Tp(A1) = AT"p(1) = X\(T(1)) = ¢(AT(1)). En
' [T.¢(A1)]p(dom(A)) + ¢(dom(A))[T.¢(A1)]
C GOT(1)dom(A)) + ¢(dom(NAT(L))
= ¢(T(1)Adom(A) + Adom(A\)T(1)) C ¢(A).

Tomamos D := D; N dom(\). Combinando ambos argumentos y teniendo en
mente que

T.¢(p) =T.¢(q) + T.¢(A1),

obtenemos que
[M(AY).¢(p)]6(D) + (D) M(A).6(p) C ¢(A).

(i) Sea p € Py y D € Ey4 tal que ¢(D)[M(A').¢(p)] = 0. Tomamos
T € N(AY. Por el Lema 3.5.7.(iii), existe ¢ € Qa, tal que
T.¢(p) = ¢(q). Por el Lema 3.5.7.(ii), para cada S € M(A!), tenemos que

0= o(D)(ST).0(p)] = &(D)[S(T-¢(p))] = 6(D)[S-6(q)]

= ¢(D)o(p(5).q) = ¢(D[p(S).q))-
Por lo tanto, D[p(S).q) € W N Q4 = 0 para cada S € M(A'). Como, por
el Lema 3.5.1, p(M(A')) = M(A), tenemos que D|M(A).q] = 0, y por (A2),
q = 0. Asi, T.¢(p) = 0 para cada T € N(A"). Si ahora tomamos a € Ay T = L',
obtenemos que 0 = LaAl.qu(p) = ¢(ap). Por tanto, Ap C W. Analogamente,
podemos ver que pA C W. Aplicando ahora el Lema 3.5.8, obtenemos que p € W,
y deducimos que ¢(p) = 0. ]

Por fin podemos podemos calcular la clausura central y el centroide extendido
de un algebra sin unidad.

Teorema 3.5.10. Sea A a un dlgebra semiprima sin unidad. Entonces QQ =
PA/W Yy CAI = CA.
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Demostracion. En primer lugar notese que, por el Corolario 1.6.4 A' es semipri-
ma. En segundo lugar, puesto que A'NW = 0, se tiene que la aplicacion cociente
restringida a A', ¢ 41 : AY — ¢(AL), es un isomorfismo. Viendo A' como subal-
gebra de P4/W, el Lema 3.5.6 nos asegura que P,/W es centralmente generada
por Ay Zp,jw = Ca. Falta pues ver que la pareja (A', P4/W) satisface las
propiedades (A1)-(A3).

(A1)-(A2) Teniendo en cuenta el Corolario 1.6.5, las propiedades (A1) y
(A2) son consecuencia del Lema 3.5.9.

(A3) Sea I un ideal de A' y sea f un c.p.d. en ¢(A') definido en ¢(I). Notese
que para cada a € Ay x € I, se tiene que

folaz) = f($(a)g(x)) = ¢(a)f(6(2)) € dla)p(A") S ¢(A),

y analogamente fo(za) € ¢(A). Consideramos J :={zx € I : fo(x) € p(A)}, y
ponemos f*(z) = (b;}fgb(:v) para cada x € J. Es claro que J es un ideal de A, y
que f*:J — Aesun c.p.d. en A. Por tanto, existe A\ € C4 tal que f*(z) = \x
para cada x € J. Ya que, paraa € Ay x € I, ar y xa estan en J, obtenemos
que f*(ax) = dax y f*(ra) = A\ra, y en consecuencia,

¢(a)f(¢(x)) = f(¢(a)d(x)) = f((ax)) = ¢f*(azx) = p(Aaz) = Ap(a)(x),

y andlogamente f(¢(x))od(a) = Ap(x)p(a). Elegimos p en P4 tal que ¢(p) =
f(o(x)) —Ag(z). Entonces tenemos que 0 = ¢(ap) = ¢(pa), y como hemos elegido
a en A de forma arbitraria podemos deducir que Ap+ pA C W. Por tanto, por el
Lema 3.5.8, p € W, y de ahi ¢(p) =0, y f(¢(z)) = Ap(x). Finalmente, como los
x de I, los hemos escogido de forma arbitraria concluimos que P4/W satisface
(A3). ]

En [19] se prueba la existencia de algebras primas sin unidad cuya clausura
central es un algebra simple con unidad. Pues bien, veamos qué ocurre para estas
algebras.

Corolario 3.5.11. Sea A un dlgebra sin unidad. Entonces Q4 es la Zg ,, -subdlgebra
de Qa1 generada por A. Si ademds Q4 tiene unidad, entonces Qs = Q1.

Demostracion. Por el Teorema 3.5.10 y la Proposicion 3.5.4 () 4 puede verse como
una subalgebra de Qa1 y Zg,, = Car = Ca. Del hecho de que Q4 esta Cy-
generada por A, obtenemos la primera conclusion. Ahora, supongamos que Q4
tiene unidad 1. Supongamos que 1 # 1 y vamos a obtener una contradiccion.
Notese que K(1—1) es un M(A')-submodulo de Q 41, por lo tanto A'NK(1—1) #
0, y asi K(1—1) es un ideal distinto de cero de A'. Por el Corolario 1.6.5, A es un
ideal esencial de Al, y por consiguiente deducimos de ignual forma que 1 —1 € A.
Pero, (1 —1)A = A(1 —1) =0, y por tanto 1 — 1 € Ann(A) = 0, que es un
contradiccion. Por lo tanto 1 =1 € Qa, A' C Qa, y Qa1 = Cpn At = O A C
CaQa = Qa. O
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Corolario 3.5.12. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Consideramos Cz
y A dentro de Q) 41. Entonces tenemos:

(Z) Za=ZyNA=TyaNA=CunnA.
(i) Ba N A coincide con el conjunto de todos los idempotentes en Z 4.

Demostracidn. (i) Por el Corolario 3.5.5, tenemos que Z4 = I'yi = C N AL
Ahora, el resultado se obtiene del hecho elemental que Z4, = Z, N A.

(ii) Por el Teorema 3.5.10, C'y = C 41, de este hecho tenemos que By = Ba:, y
asi B4 N A= By N A. Ahora, aplicando la parte (i) se obtiene lo que queriamos
demostrar. O

Proposicion 3.5.13. Sea A un dlgebra semiprima distinta de cero sin unidad,
y sea e un idempotente en I' 4. Consideramos C 1 y A dentro de Q1. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) eA es un ideal modular de A.
(i) 1—ec A

Demostracion. (1) = (ii). Sea w una unidad modular para eA. Entonces (1 —
u)A+ A(1 —u) C eA, y de ahi se deduce que las igualdades (1 —¢e)(1 —u)A =
A(1—e)(1—u) = 0 se verifican en el algebra @ 41. Se sigue de esas igualdades que
M(AY)((1—e)(1—u))A = 0. Como A es un ideal esencial de A' (Corolario 1.6.5),
por (A2), (1 —e)(1 —u) =0, y por tanto 1 —e = (1 —e)u € Ay concluimos.
(ii) = (i). Es claro que 1 — e € A es una unidad modular para eA. O

Finalicemos esta seccion relacionando la cerrabilidad central de un algebra sin
unidad y la de su unitizacion.

Proposicion 3.5.14. Si A es un dlgebra semiprima sin unidad, entonces I' ;1 C
Ca.

Demostracion. Para cada X € I'41, tenemos que MA' C Al de ahi AMA = \1A C
AA=A yasiAeT,. O

Teniendo en cuenta el Teorema 3.5.10 y la Proposicion 3.5.14 obtenemos que

Corolario 3.5.15. Sea A un dlgebra semiprima sin unidad. Si A' es centralmente
cerrada, entonces A es centralmente cerrada.

Vale la pena hacer notar ahora que, para un algebra semiprima, A tal que Q4
no tiene unidad, la inclusion I'41 C I'4 puede ser estricta y que el reciproco del
Corolario 3.5.15 no es cierto, incluso en contexto conmutativo y asociativo.



3.6 Clausura central y centroide extendido del algebra de
multiplicacién 113

Ejemplo 3.5.16. Sea s el algebra de todas las sucesiones(reales o complejas)
dotado con las operaciones coordenada a coordenada del dlgebra, y sea A = cg.
Es inmediato que A! puede verse como una subalgebra de s consistente en todas
las sucesiones casi constantes. Podemos ver que Q4(A) = Q,(A!) = s. Por tanto
FA = CA = OAl = QAl = S, QA = A, y PAl = A'. Asi FAl 7& FA y. Ademas ya
que A' = QY # Q 1, A' no es centralmente cerrada.

3.6. Clausura central y centroide extendido del al-
gebra de multiplicacién

Antes de calcular cuales son la clausura central y el centroide extendido del
algebra de multiplicaciéon de un &algebra m.s.p., vamos a probar dos resultados
previos que nos van a ayudar en nuestro objetivo.

Lema 3.6.1. Sea A un dlgebra semiprima. Tenemos que:

(i) SiT € L(Q4) satisface que LAM(A)T = 0, para algin ideal esencial D de
A, entonces T = 0.

(1) Si D es un ideal esencial de A, entonces M(A)LSM(A) es un ideal esencial
de M(A).

Demostracion. (1) Supongamos que T es un elemento de L£(Q4) que satisface
LAM(A)T = 0, para algtin ideal esencial D de A. Entonces DM (A)(T(Q4)) = 0,
de hecho T(Q4) = 0, por (A2) y por tanto T = 0.

(ii) Sea D un ideal esencial de A. Supongamos que P es un ideal de M(A)
que satisface P N M (A)LAM(A) = 0. Como LAM(A)YP C PN M(A)LEM(A),
se sigue que LAM(A)P = 0, y de hecho, por la afirmacion (i), P = 0. Asi
M(A)LAM(A) es un ideal esencial de M(A). O

Lema 3.6.2. Sea A un dlgebra m.s.p., y sea D un ideal esencial de M(A). Si
q € Qa satisface D(q) = 0, entonces ¢ = 0.

Demostracion. Consideramos el conjunto I := {a € A : D(a) = 0}. Es claro que
I es un ideal de A que satisface D[/ : A] = 0. Como M(A) es semiprima y D es
un ideal esencial de M(A), se sigue que [I : A] = 0. Por tanto L1 = R = 0, de
hecho I C Ann(A), y por tanto I = 0. Asi, hemos probado que, para todo a € A,
la condicion D(a) = 0 implica @ = 0. Ahora, supongamos que ¢ € Q4 satisface
que D(¢) = 0. Escribimos ¢ = )" | \;a; para convenientes n € N, \; € Cjy,
a; € A, y consideramos D = N dom(\;). Notese que, para x € D, F' € M(A),
y a € A tenemos

LIFLY =30 Ly FLY € M(A) y LIFL{(a) € A.
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Puesto que DLIF LY (a) = DLIFRZ(q) € D(q), y de hecho DLIFL{(a) = 0,
deducimos de la primera parte de la demostracion que LA F Lg‘(a) = 0. De hecho
LAM(A)LY = 0. De forma similar podemos ver que LAM(A)R? = 0. Por el
Lema 3.6.1.(i) deducimos que L;‘ = R;;‘ = 0. Como A es densa en )4, se sigue
que L(?A = R(?A =0, y de hecho ¢ = 0. O

Para cualquier algebra semiprima A, fijamos M, (Q4) para denotar la Cy-
subalgebra de L, (Q 4) generada por M(Q 4), esto es, la subélgebra generada por
Idg, vy el conjunto {L94, R?4 : ¢ € Qa}. Viendo M(A) como una subalgebra
de M(Qa), es inmediato verificar que M¢,(Q4) estd generada por M(A) como
una Cy-algebra. Por lo tanto M(A) es una subélgebra densa en M¢,(Q4), v de
hecho, M(M(A)) puede ser vista como subélgebra de M(Mc,(Q4)) y Mc,(Qa)
es un M(M(A))-modulo izquierdo.

Ya podemos demostrar nuestro objetivo.

Teorema 3.6.3. 51 A es un dlgebra m.s.p., entonces Cayay = Ca y Quma) =

MCA (QA)

Demostracion. Teniendo en mente que Q4 es generado por A como una Cy-
algebra, se sigue que M¢,(Qa) es generado por M(A) como una Cy-algebra.
Falta probar que la pareja (M(A),Mc,(Qa)) satisface las propiedades (A1)-
(A3).

(A1) Sea T' € M¢,(Qa). Escribimos T' = Y7 | \,F; paran € N, \; € Cy,
F, € M(A), y consideramos D = N dom()\;). Para todo z € Dy F,G,H €
M(A) podemos ver que

FLAGTH = %" | FL{ GFHy FTGLAH =Y | FEL{ H
esta en M(A). Por tanto
M(A)LEM(ATM(A) + M(ATM(A)LHEM(A) € M(A), (3.8)
y como consecuencia
M(A)LAM(A)M(A)TM(A) + M(ATM(A)M(A)LAM(A) C M(A).

Teniendo en cuenta el Lema 3.6.1.(ii), podemos afirma que M¢,(Q4) satisface
(A1),
(A2) Asumamos la existencia de un ideal esencial P de M(A) tal que

PMMANT) =0 6 M(M(A)T)P = 0.

En el primer caso, tenemos en particular que PT = 0, y de hecho T" = 0
por el Lema 3.6.2. En el segundo caso, tenemos M(A)LAM(A)TM(A)P =
0. Como M(A) es semiprima, P es un ideal esencial de M(A), y, por (3.8),
M(A)LAM(A)T M(A) es un ideal de M(A), deducimos que M(A)LAM(A)TM(A) =
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0, y en particular LAM(A)T = 0. Por el Lema 3.6.1.(i), concluimos que T' = 0.
Y por tanto se cumple (A2).

(A3) Finalmente, supongamos que P es un ideal de M(A) y f: P — M(A)
esun c.p.d. en M(A). Si > " | Fi(a;) = 0 para algin F; € P, a; € A (1 <i <n),
entonces para todo F' € Py G € Annpya)(P) tenemos

(F+G)(Zf(FZ-) Zf (F+G)F, Zf (FF)(a;)
= Zf(F)Fi(ai) = f(F)(Z Fi(a;)) =

Por tanto [P @ Annpa)(P)] (301 f(Fi)(a;)) = 0. Como P @ Annpya)(P) es un
ideal esencial de M(A), aplicando el Lema 3.6.2, tenemos que y ", f(F;)(a;) = 0.
Por tanto, la correspondencia

Zﬂ(ai) > J?(Z Fi(a;)) == Zf(F

determina una aplicacién bien definida f : P(A) — A. Es inmediato verificar
que f es un c.p.d. en A. De hecho existe un A € Cy tal que f( ) = Az para
todo = € P(A), luego f(F(a)) = AF(a) para todo F € Py a € A, y por tanto
f(F) = AF para todo F € P. Asi M¢,(Q4) satisface (A3).

O

Terminamos este capitulo con una primera consecuencia. Téngase en cuenta
que si A es un algebra semiprima, entonces M*(Q,) es la Cy-subélgebra de

M, (Qa) generada por M*(A), y Mc,(Q4) = M*(Qa) + Caldg,.

Corolario 3.6.4. Si A es un dlgebra m.s.p., entonces MF(A) es un dlgebra se-
miprima, Coay = Ca, ¥ Qreray = MHQa).

Demostracion. Si M*(A) = M(A), esto es Idy € M?(A), entonces Idg, =
(Ids) € M*(Qa), y se deduce que Mc,(Q4) = M*(Qa). Por lo tanto, es ese
caso, el corolario se deduce directamente del Teorema 3.6.3. En el caso en el que
MF(A) # M(A), tenemos que M(A) = M*(A)®KIda y en consecuencia M(A)
es la unitizacion del lgebra M*(A). Ademés, por el Corolario 1.6.4 y [9, Corollary
2.5, MF*(A) es semiprima y carece de unidad. Ahora, por los Teoremas 3.5.10
y 3.6.3, y el Corolario 3.5.11, concluimos que Cpa) = Crga)y = Ca 'y Qpqz(a) 8
la Cs-subélgebra de Qpqa) = Mc, (Qa) generada por ME(A), esto es, Qmia) =
MH(Qa). O

Corolario 3.6.5. Si A es un dlgebra semiprima, entonces A es m.s.p. si, y solo
si, Q4 es un dlgebra m.s.p.
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Demostracion. Supongamos que A es m.s.p. En virtud del Teorema 3.6.3 M, (Q4)
es un algebra semiprima y por la Proposicion 3.3.8 M(Q 4) es una subalgebra den-
sa de M¢,(Qa). Asi, podemos concluir que M(Q4) es semiprima simplemente
usando la Proposiciéon 2.3.10. Reciprocamente supongamos que () 4 es un algebra
m.s.p. Dado que A es densa en Q4 basta aplicar el Corolario 2.3.13. O



CAPITULO 4

- Teorema

En esta capitulo establecemos el m-teorema, una suerte de piedra de Rosetta
que nos permitird traducir resultados sobre ideales m-cerrados en resultados sobre
idempotentes del centroide extendido y viceversa.

4.1. mw-Teorema de los isomorfismo de reticulos.

Definicién 4.1.1. Un reticulo acotado L se dice complementado si para cada
x € L,existe y € Ltalque zUy =1, y My = 0 y se dice que es distributivo si
para cada z,y, z € L se verifica que M (yLUz) = (xMy)U(xMz). Diremos que un
reticulo L es un algebra de Boole si es un reticulo simultaneamente distributivo
y complementado. Diremos que A es un dlgebra de Boole atomica si para cada
elemento no nulo x existe un elemento minimal y (si z € L verifica que 0, < z < v,
entonces z =07, 6 z = y) tal que y < z.

Sea A un Aalgebra semiprima. El conjunto B4 de todos los idempotentes en
C'4 tiene un orden parcial dado por e < f si e = ef. Ademas, B4 es un édlgebra
de Boole para las operaciones

eNf=ef, eVf=e+f—ef, v e =1-c¢

Teorema 4.1.2. (m-Teorema) Sea A un dlgebra semiprima. Entonces la apli-
cacion e — eAN A es un isomorfismo de reticulos de By en I7, y cuya inversa
es I — e). Como consecuencia, tenemos que:

(i) I =enAN A para cada ideal I de A.

(ii) Ba es un dlgebra de Boole completa.
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Demostracion. Es claro que, para e, f € By tal que e < f, los conjuntos eA N A
y fAN A son ideales de A tal que eANA C fAN A. Dado e € B4, consideramos
D.={a€ A : eac A}, y ndtese que

eAnn(eANA)D, = Ann(eAN A)(eD.) C Ann(eAN A)(eAN A) =0,
de ahi, (CqeAnn(eAN A))(CaD,.) =0, y también
(CaeAnn(eAN A))N(CaD,) = 0.

Como por la Proposicion 3.3.13.(1)y (iii), C'4 D, es un ideal esencial de @ 4, se sigue
que CyeAnn(eANA) =0, de ahi eAnn(eANA) =0, y por tanto Ann(eANA) C
(1—e)ANA. Como la inclusion contraria es clara, concluimos que Ann(eANA) =
(1 —e)AN A. Se sigue, intercambiando los papeles de e y 1 — e, que Ann((1 —
e)ANA)=eANA. Asi, eAN A € T}. Notese que (1 —e)Cy C Anng,(eAN A)
y eAnng, (eAN A)D, = 0. Teniendo en cuenta el Corolario 3.3.17, de la ultima
igualdad deducimos que eAnng, (e ANA) = 0, y de ahi Anng, (eANA) = (1—e)Ca.
Y tenemos que e = ean4. Ademads, para cada ideal I de A, la Proposicion
3.4.4.(iii), vemos que efpAnn(l) = 0, y de ahi Ann(/) C (1 — e1)A N A. Como
la inclusion contraria es obvia como consecuencia de la Proposicion 3.4.4.(i),
concluimos que Ann(/) = (1 —e)ANA, y en consecuencia I = e[yAN A cuando
I es w-cerrado. Asi la aplicacién e — eA N A es un isomorfismo de reticulos de
B4 en I} cuya inversa es I — ep).

Ahora, probemos las consecuencias.

(i) Sea I un ideal de A. Si e € By satisface I C eAN A, entonces [ = el. Por
tanto, por la Proposicion 3.4.4.(ii), e;;) = eeyy), estoes e < e,y e ANA C eANA.
De ahi I = enAN A.

La afirmacién (ii) se sigue del hecho de que Z7 es un reticulo completo.

[

Una primera consecuencia evidente es el siguiente resultado:

Corolario 4.1.3. Sea A un dlgebra, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) A es semiprima.

(i) I% es un dlgebra de Boole (completa).

Demostracién. (i) = (ii) Es consecuencia del Teorema 4.1.2 y del hecho de que
17 es un reticulo completo.

(i) = (i) Sea I un ideal m-cerrado de A. Por ser un algebra de Boole, existe
J e 1} tal que A = 1@ J, esto es, A es semiprima en virtud de la Proposicién
1.4.4.

O
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Los siguientes resultados son consecuencia del m-Teorema y de la Proposi-
ciéon 3.4.4.

Corolario 4.1.4. Sea A un dlgebra semiprima. Tenemos que:

(i) Si Sy y Sa son subconjuntos de Q4 tal que Sy C S, entonces es,) < ejs,).
(i) Si I es un ideal de A, entonces e = eq Y €am(n) = 1 — eq-
(iii) Si 1, J son ideales de A, entonces ey = epy) si, y solo si 1=1.
(iv) Un ideal D de A es esencial, siy solo si e;p) = 1.

(v) 5i S es un subespacio de A, entonces e[s) = efg.
Demostracion. (i) Sea Sy y Sy subconjuntos de @4 tal que S; C S,. Entonces
(1 —e[s,1)Ca = Anng, (S2) € Anng, (S1) = (1 — e[g,1)Ca,
de ahi, efs,)(1 — e[g,)) = 0, y también ejs,) = e[s,1€[s,]-
(ii) Sea I un ideal de A. Como I C I C A, tenemos que

e < ey < €Al = eea) = el = e

Asi ef = e Por otro lado, como A = 1@ Ann([), se sigue que 1 = e +eam(n);
y por tanto 1 = e[ + €jann(1)]-

(iii) Se sigue del Teorema 4.1.2.(i) y de (ii).

(iv) La afirmacion directa se sigue de (ii) y de la Proposicion 1.3.6. Para probar
el reciproco, téngase en cuenta que por (ii) ejann(py = 0, y por tanto Ann(D) = 0,
por lo que aplicando el Corolario 1.2.4, concluimos que D es esencial.

(v) Sea S un subespacio de A. Tomamos J := e;sgANA. Como J es un ideal m-

cerrado en virtud del 7-Teorema y claramente S C J, por la Proposicion 3.4.4.(i),
se tieneque SCSCJCJ=JC ers1A, y deducimos que

es) < €g < Cleg 4] = €lsjera) = egsjl = ey

Asi els) = €g-

4.2. Subalgebras de ()4 de la forma eA.

Sea A un algebra semiprima. Para un idempotente dado e € Cy, es claro
que eA es una subélgebra de Q 4, v eQ 4 es la Cy-subdlgebra de ()4 generada por
eA. Como consecuencia eA es una subalgebra densa de e() 4, y por tanto tenemos
una inmersién canonica M(eA) — M(eQ4). Como la aplicacion ¢ : A — eA
definida por 1 (a) := ea es un epimomorfismo, se sigue que ¥ induce un reticulo
isomorfo {I € Z4 : ker(v)) C I'} en Z.4. Ademas, si D es un ideal esencial de eA,
entonces 11 (D) es un ideal esencial de A.
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4.2.1. Clausura central y centroide extendido de c¢A

Recordemos que hay un proceso estandar para pasar epimorfismos de algebras
de multiplicacion: Si A y B son &lgebras sobre K, y si ¢/ es un epimorfismo de
algebras de A en B, entonces existe un epimorfismo de algebras ¢ de M(A) en
M(B) determinado por la condicion ¢/(F') o 1) =) o F para cada F' € M(A).

Proposicion 4.2.1. Sea A un dlgebra semiprima y sea e un idempotentee en
Cy. Consideramos un homomorfismo de dlgebra exhaustivo ¢ : A — eA definido
por Y(a) := ea, y el homomorfismo de dlgebra exhaustivo ¢’ : M(A) — M(eA)
asociado a . Tenemos:

(i) M(eA) = eM(A).

(it) Y'(F)(p) = F(p) para todo F' € M(A) yp € eQa. Como consecuencia,
M(eA)(p) = M(A)(p) para cada p € eQ 4.

(iii) Si J es un ideal de eA distinto de cero y si f:JJ — €A es un c.p.d. en eA,
entonces J es un M(A)-submddulo de Qa, [ es un M(A)-homomorfismo,
Y Jif-1(a)na es un c.p.d. en A.

(iv) Si D es un ideal esencial de A, entonces eD es un ideal esencial de eA.

Demostracion. (i)
Notese que, para cada F' € M(A) v a € A, ¢/(F)(ea) = eF(ea). De hecho,
ya que en virtud de la Proposicion 3.3.7, eF'(a) = eF'(ea), tenemos

U(F)(ea) = ¢'(F)ip(a) = ¥(F(a)) = eF(a) = eF'(ea).

En particular, puesto que v es sobreyectiva, tenemos que M(eA) = e M(A).

(ii) Puesto que, para cada a € A, eF(ea) = F(ea) por la Proposicion 3.3.7,
también se tiene que ¢'(F)(ea) = F(ea). Por lo tanto, si aplicamos de nuevo la
Proposiciéon 3.3.7 a e) 4 tenemos que, para todo A\, € Cyyap € Acon1l < k <n,

"(F)(e ) Mwar) = ' (F)(D  Meear) = Z At (F)(eay)
k=1 k=1
= Z >\k eak Z )\keak (6 Z )\kak)
k=1

En particular, ¢/(F)(p) = eF(p) para todo p € eQ 4.

(iii) Sea J un ideal de eA distinto de cero. Teniendo en cuenta la afirmacion
(i) M(A)(J) = M(eA)(J) C J, y de hecho J es un M(A)-submoédulo de Q4.
Ahora, asumimos que f : J — eA es un c.p.d. en eA. Notese que, aplicando 2
veces las afirmacion (i), para cada F € M(A) y p € J tenemos que
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f(Ep) = fW(F)(p) =" (F)(f(p) = F(f(p))-

Asi f es un M(A)-homomorfismo. Finalmente, por la Proposicion 3.3.11.(ii.2),
tenemos que fi-1(4)na s un c.p.d. en A,

(iv) Sea D un ideal esencial de A. Asumimos que J es un ideal de eA tal
que eDNJ =0. Como DNJ CeDnNJ, sesigue que DN J = 0, y de hecho
Dn(JNA) = 0. Teniendo en cuenta que J N A es un ideal de A, se sigue
que J N A = 0. Ahora, aplicando que A es un M(A)-submodulo esencial, véase
Corolario 3.3.19, tenemos que J = 0. Asi eD es un ideal esencial de eA. m

Teorema 4.2.2. Sea A un dlgebra semiprima, y sea e un idempotente en Cy4.
Entonces eA es un dlgebra semiprima, Ceqa = eCy y Qop = eQ 4.

Demostracion. Sea J un ideal de eA que satisface que J?> = 0. Es claro que
J N A es un ideal de A que satisface (J N A)? = 0, y por tanto J N A = 0.
Como,por la Proposicion 4.2.1.(iii), J es un M(A)-submodulo de @Q 4, se sigue
por el Corolario 3.3.19 que J = 0. Asi eA es un algebra semiprima. Ahora,
debemos probar que eQ) 4 es una eCy-algebra y que la pareja (eA, eQ 4) verifica
las propiedades (A1)-(A3).

Claramente eC'y y e 4 son ideales de C'y y () 4, respectivamente. Por lo tanto,
eCy es un algebra conmutativa y asociativa. Ademés, e es un elemento unidad de
eCy. Del hecho de que @4 es un C4-algebra generado por A nos permite deducir
que eQ) 4 es una eCy-algebra generada por eA.

(A1) Sea p € eQ4. Por la Propiedad (A1) para @4, existe un ideal esencial
D de A tal que DM(A)(p) + M(A)(p)D C A. Notese que, por la Proposi-
cion 4.2.1.(ii), tenemos que

(eD)M(eA)(p) + M(eA)(p)(eD) C eA.

Ahora, por la Proposicion 4.2.1.(iv), concluimos que la propiedad (A1) se cumple.
(A2) Supongamos que p € eQa satisface, por ejemplo, la condicion
DM(eA)(p) = 0 para algtn ideal esencial D de eA. Hacemos notar que

eF(q) = F(q) para todo FF € M(A) y q € eQ 4,

y se sigue por la Proposicion 4.2.1.(ii) que ¢v~1(D)M(A)(p) = 0. Como p~1(D)
es un ideal esencial de A, concluimos que p = 0, y por tanto la propiedad (A2)
también se cumple.

(A3) Dado que Ann.c,(eQ4) C Anng, (Q4), se sigue que Ann.c,(eQ4) = 0.
Sea ahora J un ideal de eA distinto de cero, y sea f: J — e¢A un c.p.d. en eA.
Por la Proposicion 4.2.1.(iii), J es un M(A)-submoédulo de Q4, f es un M(A)-
homomorfismo y fjs-1(4)na €s un c.p.d. en A, por lo que, por la propiedad (A2)
para Q4 , existe A € C4 tal que f(x) = Az para cada z € f~1(A) N A. De esta
circunstancia, se sigue por la Proposicion 3.3.11.(ii.3) que f(p) = Ap para cada
p € J, y por tanto f(p) = e\p para cada p € J.

[
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4.2.2. Aplicaciones

Nuestra primera consecuencia resultara ser una formulacién equivalente del
m-Teorema 4.1.2.

Corolario 4.2.3. Sea A un dlgebra semiprima, y sea e un idempotente en Ca.
Para cada ideal K de eA, denotamos por K la m-clausura de K en el dlgebra
eA. Entonces tenemos que:

(i) Bea = eBa = {f € Ba : [ < e} y la aplicacion f — fANeA es un

. - K
isomorfismo de reticulos de Bea en L7 ,.

(i) Para cada ideal KK de eA, ek coincide con el idempotente asociado a K en
Cen, y K= e[K]A N eA.

(iii) La aplicacion I — T° es un isomorfismo de reticulos de {I € I : I C eA}
enll,.

Demostracion. (i) La primera conclusion es consecuencia de la igualdad C.y =
eC4 en el Teorema 4.2.2. El resto se deduce del m-Teorema.

(i) Sea K un ideal de eA. Denotamos por eg] ¥ e{K} los idempotentes aso-
ciados a K en Cy y C.a, respectivamente, y teniendo en mente la Proposi-
cion 3.4.4 para el algebras A y eA. Como K = €4 K y e} € Bea C Ba,
tenemos que ejx] = GEK]Q[K}- De ahi ejg] € Bea, y de la ignaldad K = e K
tenemos eEK] = e[K]eEK]. Por tanto eEK] = e[g]- Ahora, por el Teorema 4.1.2, la
m-clausura de K en eA viene dada por K= = efr)A NeA.

(iii) Por el Teorema 4.1.2, la aplicacion ¢q : f — fAN A es un isomorfismo de
reticulos de Bea en £ :={I € 7 : I C eA}. Por otro lado, por la afirmacion (i),
la aplicacion ¢o : f — fANeA es un isomorfismo de reticulos de B.s en Z7,.
Por tanto, aplicacién pyp; " es un isomorfismo de reticulos de £ en Z7,. Como,
para cada f € B.a, fAN A es tambien un ideal de eA con f como idempotente
asociado, se sigue por la afirmacion (ii) que fAN A° = fANeA, y en consecuencia
a7 H(I) =T para cada I € L.

O

Cuando el sumando es directo, podemos ser mas precisos.

Corolario 4.2.4. Sea A un dlgebra semiprima, y sea I un ideal de A el cual es un
sumando directo de A. Entonces I = ejnA es un dlgebra semiprima, Cr = ejCy,
Qr=-enQa, y )

I7 = A1)

Demostracion. Sea J un ideal de A tal que A =1 @ J. Por la Proposicion 3.4.4,
vemos que
6U]A = em(] D J) = G[I]I =1.
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Ahora, por el Teorema 4.2.2, obtenemos que I es un algebra semiprima, C; =
enCa, vy Qr = epQa. Ademas, por el Corolario 4.2.3.(ii)-(iii), vemos que Z] =
{eiANT : K € I3, K C I}. Como por el Teorema 4.1.2, para cada K € I}
con K C I tenemos que ejg)ANI = egjANANIT = KNI = K, y asi terminamos
la demostracion. O]

En el caso del cociente resultara crucial el siguiente resultado

Proposicion 4.2.5. Sea A un dlgebra semiprima, y sea I un ideal w-cerrado de
A. Entonces ¢ 1 a+ 1 — (1 —ej)a es un isomorfismo de dlgebras bien definido
de A/I en la subdlgebra (1 — e;)A de Q4.

Demostracion. Si aq,ar € A satisfacen que a1 + 1 = ay + I, entonces a; —as € 1,
y de ahi ejjj(a; — az) = a; — ag, y también (1 — ejp)a; = (1 — eqp))az. Por tanto
la correspondencia a + I + (1 — ej)a determina una aplicaciéon bien definida
¢ de A/I en Q4. Es inmediato verificar que ¢ es un homomorfismo de algebra.
Ademas, ¢(a + I) = 0 implica que a = eja € eAN A, y de ahi a € I por el
m-Teorema. Por tanto ¢ es un isomorfismo de algebras de A/I en (1 —eyp)A. O

Corolario 4.2.6. Sea A un dlgebra semiprima, y sea I un ideal propio w-cerrado
de A. Entonces A/l es un dlgebra semiprima, Cayr = CalenCa, y Qajyr =
Qa/enQa y ey = (1 —em)en para todo J ideal de A.

Demostracion. La primidad es conocida después de la Proposicion 1.5.1 y sabe-
mos, por la Proposicion 4.2.5 que A/I = (1 —ey;)A. Ademés, notese que teniendo
en cuenta la Proposiciéon 3.4.4.(1) y el Teorema 3.4.6, se tiene

e[[]CA = AnncA((l — 6[]})CA) y G[I]QA = AHHQA<<1 — em)QA),

y de ahi e[jC4 y e;jQ 4 son ideales m-cerrados de Cy y Q 4, respectivamente. Por
la Proposicion 4.2.5 aplicadas a las dlgebras C'y v ()4, obtenemos que

CalenCa= (1 —e)Ca y QalenQa = (1 —e)Qa.

Estos isomorfismos nos permiten considerar CA/em Cay QA/em Q4 como el cen-
troide extendido y la clausura central de A/I de una forma natural.

Por otra parte, en virtud de la PI‘OpOSiCiC)n 4.2.5 Clg(N)] = Clplg())] = 6[(1_6[1])J]
y puesto que por la Proposicion 3.4.4 ejq—c; )] = (1 — ern)ers) podemos obtener
que ey = (1= ep)eq. O

Como consecuencia de los Corolarios 4.2.6 y 4.1.4, podemos volver a obtener
la Proposicion 1.5.5, pieza clave de la demostracion del Teorema 1.5.7, sin maéas
que probar, que ambos ideales tienen el mismo idempotente asociado.

Nuestra dltima aplicacion se deduce del Teorema 4.2.2,
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Corolario 4.2.7. Si A es un dlgebra m.s.p., y si e € By, entonces eA es un
algebra m.s.p.

Demostracion. Sea A un algebra m.s.p. Por la Proposicion 4.2.1.(1) M(eA) =
eM(A), luego basta aplicar el Teorema 4.2.2 a Ay a eA.
[

4.3. Centroide extendido de un producto subdi-
recto

Deseamos ahora calcular el centroide extendido y la clausura central de un un
producto subdirecto de algebras semiprimas.

Teorema 4.3.1. Sea A un dlgebra semiprima distinta de cero, y sea A un con-
Jjunto no vacio. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es un producto subdirecto esencial de una familia A-indizada de dlgebras
distintas de cero.

(11)) Ca es un producto directo de una familia A-indizada de dlgebras distintas
de cero.

(11i) Existe una familia A-indizada de elementos mutualmente ortogonales dis-
tintos de cero de B4 con supremo 1.

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que A es un producto subdirecto esencial
de una familia de algebras {A,}.ca distintas de cero. Por la Proposicion 1.8.5,
cada A, es un dlgebra semiprima, y A contiene a un ideal esencial D, de A, para
cada indice A. Si f es un c.e.d. en A, para cada A, entonces

S HDy) = {x € dom(fy) : fa(x) € Dy}

es un ideal esencial de A, (por [3, Lemma 2.4]), @,., f5 '(D») es un ideal esencial
de A (por [10, Proposition 2.2.(ii)]), y la aplicacion

fEPHNDy = A

AEA

definida por f({z,}) = {fa(zr)} es un c.e.d. en A.
Reciprocamente, si h es un c.e.d. en A, entonces, para cada A € A, DyNdom(h)
es un ideal esencial de A). Ademas, si representamos por

AN = {r¢c HAA : pa(x) =0},

AEA
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entonces h(Dy Ndom(h)) C Anna(A*NA) = Ay N A,y hy: DyNdom(h) — Ay
definida por hy(z) := h(z) es un c.e.d. en A,.

Ahora, notese que las aplicaciones {fy} — f y h +— {h,} son compatibles con
las relaciones de equivalencia en sus correspondientes conjuntos de centralizadores
esencialmente definidos que determinan los centroides extendidos, y de ahi se
induce un homomorfismo de algebra de [, , Ca, en Cy y de Cy en [],., Ca,.
La demostracion concluye haciendo notar que estos homomorfismos de 4lgebras
son el uno inverso del otro.

(ii) = (iii). Supongamos que Cy = [[,c5 C, donde cada Cy es un algebra dis-
tinta de cero. Claramente C'y es un algebra con unidad asociativa y conmutativa.
Sea ey, el elemento unidad de C). Entonces, {e)} ca es una familia de elementos
mutualmente ortogonales distintos de cero de B4 con supremo 1.

(iii) = (i). Supongamos que {e)}reca es una familia A-indizada de elementos
mutualmente ortogonales distintos de cero de B4 con supremo 1. Para cada indice
A, por el Teorema 4.2.2, ey A es un algebra semiprima distinta de cero. Considera-
mos la aplicacion ¢ : A — ], exA definida por ¢(a) = {exa}rea. Es rutinario
verificar que ¢ es un homomorfismo de algebra tal que la aplicacion py o ¢ es
sobreyectiva. Notese que, para cada a € Ay A € A, la condiciéon 0 = eya implica
que 0 = ef,q = exejq (por la Proposicién 3.4.4.(ii)), y por tanto ey < 1 — e).
Por lo tanto, para cada a € ker(y), tenemos que 1 —e =1y como 1 =\/,_, e,
de ahi el = 0, y también a = 0. Asi ¢ es inyectiva. Es claro que, para cada
A, exAN A es un ideal de eyA. Ademaés, por el Corolario 4.2.3.(ii), exA N A es
m-denso en ey A, y de ahi es un ideal esencial en ey A. El hecho de que los e sean
mutualmente ortogonales no lleva a exAN A C ¢(A) para todo A. Finalmente,
por [10, Proposition 2.2.(v)], concluimos que, via ¢, A es un producto subdirecto
esencial de la familia de algebras {eyA}aea- O

Sin mayor esfuerzo en la demostracion de la implicacion (i) = (ii) en el teore-
ma anterior, hemos obtenido el siguiente resultado, el cual es una generalizacion
de [17, Lemma 8|.

Corolario 4.3.2. Sea {A\}rea una familia de dlgebras semiprimas distintas
de cero. Si A un producto subdirecto esencial de esta familia, entonces Cy =
[Txea Cay- En particular, Cgy, _, a, = CT, ., 4y = [Liea Cay, ¥ como consecuen-

cia, Qea/\ej\ Ay — @AEA QAX Yy QHA&A Ay — H)\EA QAA'
Como consecuencia, teniendo en cuenta la Proposicion 3.4.3, obtenemos que

Corolario 4.3.3. La clausura central y el centroide extendido de cqp, co, ¢, (P(1 <
p < 00) es el dlgebra s == K" de todas las sucesiones en K dotada de las opera-
ciones de dlgebra coordenada a coordenada.
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4.3.1. Caracterizacion de las algebras m-descomponibles.

Como una importante consecuencia del 7w-Teorema vamos a encontrar una
caracterizacion de las algebras m-descomponibles que completa la obtenida en
[10, Theorem 2.7]. Recuérdese que un algebra A es m-atdmica si para cada ideal
m-cerrado no nulo I de A existe un ideal m-cerrado minimal J de A tal que J C I.

Teorema 4.3.4. Para un dlgebra A distinta de cero y con anulador cero las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es w-descomponible.

(i) A es un producto subdirecto esencial de una familia de dlgebras primas
distintas de cero.

(11i) A es semiprima y Ca es un producto directo de cuerpos.
(iv) A es semiprima y Ba es un dlgebra de Boole atémica.
(v) A es semiprima y m-atdmica.

Demostracion. (1) = (ii) Es consecuencia de la Proposiciones 1.8.7 y 1.5.2.(ii),
teniendo en cuenta que M7 = {Ann(m) : m € m7}.

(ii) = (iii) Supongamos que A es un producto subdirecto esencial de una fami-
lia {A)}ren de algebras primas distintas de cero. Se sigue del Corolario 4.3.2 que
Ca = [I,ep Ca,- Ahora, teniendo en cuenta que, por [21], el centroide extendido
de un algebra semiprima es un cuerpo si, y solo si, es un algebra prima.

(iii) = (iv) Supongamos que C4 es un producto directo de cuerpos. Como 0
y 1 son los tinicos idempotentes en un cuerpo, se sigue que B4 es isomorfo a un
producto directo del reticulo {0, 1}, y de ahi B4 es un algebra de Boole atomica.
(iv) = (v) Es consecuencia del m-Teorema.

(v) = (i) Supongamos ahora que A es semiprima y m-atémica. Supongamos
que 7—Rad(A) # 0. Por ser 7 atomica, existe J un ideal m-cerrado minimal de
A tal que J C 7—Rad(A). Puesto que Ann(J) es un ideal m-cerrado maximal, se
tiene que, J C m1—Rad(A) C Ann(J) por la Proposicion 1.4.4. (ii), J = 0 lo cual
es una contradiccion. La conclusion se obtiene ahora usando la Nota 1.3.4.(2).

O]

La importancia de este resultado radica en que la m-descomponibilidad descan-
sa exclusivamente sobre las propiedades del centroide extendido. Asi por ejemplo,
dado que 4 es centralmente cerrada, obtenemos, como consecuencia del Teore-
ma 4.3.4, el siguiente resultado.

Corolario 4.3.5. Para un dlgebra A semiprima distinta de cero las siquientes
afirnaciones son equivalentes:

(i) A es w-descomponible.
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(i) Qa es w-descomponible.

Finalmente la relacion entre los centroides extendidos de A, M(A) y M*(A)
dada en el Teorema 3.6.3 y el Corolario 3.6.4 también permite obtener que

Corolario 4.3.6. Para un dlgebra A m.s.p. distinta de cero las siguientes afir-
naciones son equivalentes:

(i) A es m-descomponible.
(ii) M(A) es w-descomponible.
(iii) MH(A) es w-descomponible.

Para finalizar, y puesto que toda algebra finito dimensional es m-atomica,
veamos que podemos establecer una nueva consecuencia del Teorema 4.3.4

Corolario 4.3.7. Sea A un dlgebra finito dimensional con anulador cero. Enton-
ces A es m-descomponible si, y sélo si, A es semiprima.

4.4. Algebras m-complementadas

Diremos que un ideal m-cerrado I de A es w-complementado en A si existe un
ideal m-cerrado J de A, llamado w-complemento de I, tal que

A=1aJ

Diremos que A es un algebra mw-complementada cuando todos los ideales -
cerrados de A son m-complementados en A.
Los ejemplos mas sencillos de dlgebras complementadas son las dlgebras nulas

y las dlgebras con anulador cero que coinciden con su zocalo (cf. |10, Proposition
5.6]).

Conviene subrayar el caradcter minimal de la 7-clausura para la complemen-
tariedad. Para este menester usamos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.1. Sea A un dlgebra con anulador cero y sea ~ una operacion
de clausura en Ty satisfaciendo que I C I . St A es ~-complementada, entonces
A es w-complementada.

Demostracion. Sea I € I7, por hipotesis I € Z7 y por tanto, existe J € Z7 tal
que A =1 J. Por la Proposicion 1.3.10 se sigue que J es m-cerrado. O]

En particular,

Proposicion 4.4.2. Sea (A, || . ||) un dlgebra normada e I un ideal de A. En-
tonces I C TH'H C 1.
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Demostracion. Basta observar que TH'HAnn(I)+Ann(I)TH'” = 0y por tanto 7 -
1. O

y por tanto

Corolario 4.4.3. Sea (A,|| . ||) un dlgebra con anulador cero. Si A es || . |-
complementada, entonces A es m-complementada.

Demostracion. Basta recordar que por la Proposiciéon 4.4.2, 77 C Iﬂ"” y aplicar
la Proposicion 4.4.1
O

4.4.1. Aditividad de la w-clausura

Caractericemos ahora la m-complementacion en términos de la propiedad de
m-aditividad, completando la caracterizacion obtenida en [10, Proposition 5.3].

Proposicion 4.4.4. Sea A un dlgebra. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) A es w-complementada
(ii) A =1 Ann(I) para cada ideal I de A.

(i1i) A es semiprima, e I + J es un ideal w-cerrado de A para todo I,J ideales
m-cerrados de A.

(iv) A es semiprima, y Ann(I N J) = Ann(l) + Ann(J) para todo 1,J ideales
m-cerrados de A.

(v) A es semiprima, y la w-clausura en A es aditiva.

En este caso, todo ideal w-cerrado (resp. w-cerrado minimal) I de A es un dlgebra
mw-complementada (resp. prima), y

T={JeW : JeI],W eIy}

Demostracion. (i) = (ii). Dado un ideal I de A, existe un ideal 7-cerrado J de A
tal que A = I @ J. Por la Proposicién 1.3.10 vemos que J = Ann(I) = Ann([),
y por tanto

A=T& Ann(]).

(i) = (iii). La semiprimidad es consecuencia de la Proposicion 1.4.4. Para
probar el resto, supongamos primero que I, .J son ideales m-cerrados de A tal que
INJ =0. Entonces J C Ann(/), y en particular J es un ideal de Ann(/). Como,



4.4 Algebras m-complementadas 129

hemos supuesto que A = I & Ann(I), por la Proposicion 1.7.2.(ii) tenemos que J
es un ideal m-cerrado de Ann([/), y I & J es un ideal m-cerrado de A en este caso.
Ahora, tomamos de forma arbitraria I,.J ideales w-cerrados de A. Teniendo en
cuentas que A = I @ Ann(/), los apartados (iii) y (ii) de la Proposicion 1.7.2 nos
permite escribir J = Jy® J;, donde Jy y J; son ideales m-cerrados de A contenidos
en I y Ann(/) respectivamente. Por tanto [ +J =1+ (Jo® J;) = [ & Jy, la
primera parte del argumento implica que I 4+ J es un ideal m-cerrado de A, como
queriamos.

(iii) = (iv). Para todo I,J ideales m-cerrados de A, usando (iii) para los
ideales m-cerrados Ann(/), Ann(J) tenemos que

Ann(/) + Ann(J) = Ann(]) + Ann(J),

y asi
Ann(I) + Ann(J) = Ann(I N J) = Ann(I N J).
(iv) = (v). Para I,J ideales de A, usando (iv) a los ideales m-cerrados
Ann(7), Ann(J) tenemos que

Ann(Ann(I) N Ann(J)) =1+ J,

y asi Ann(Ann(I + J)) =1+ J, estoes [ +J =1+ J.

(v) = (i). Para cada ideal m-cerrado I de A, por la Proposicion 1.4.4, vemos

que S
A=T®Ann(l) =1® Ann(I) = I ® Ann(I).
Asi A es un algebra m-complementada.

Ahora, supongamos que A satisface las condiciones equivalentes y supongamos
que I es un ideal m-cerrado de A. Como A = I @& Ann([/), por la Proposicion
1.4.3, Z; = ¢*a(I) y I7 = (*4(I). Ademaés, por la Proposicion 1.7.2, tenemos que
In={JeW : JeI],We Ignn(l)}. En virtud de la Proposicion 1.4.3, para

cada ideal J de I, Ann;(J) = Ann(J)NIy T = JNI, y usando ambas igualdades

y que podemos ver que J es un ideal de A
I=InA=In({T&Am(J) = (TnI)&(INAm(J) =7 & Ann;(J).

Asi, I es un algebra m-complementada. La primidad de cada atomo es consecuen-
cia del Corolario 1.7.5.
m

Las cosas van bien también para el cociente

Corolario 4.4.5. Sea A un dlgebra w-complementada y sea I un ideal w-cerrado
de A. Entonces:



130 m-Teorema

(i) A/I es un dlgebra m-complementada, I7,, = {q(J) : J € Fi(Ann(I))},
(ii) m—Soc(A/I) = m—Soc(A)/I, y =—Rad(A/I) = m—Rad(A)/I.

Demostracion. En virtud de la Proposicion 4.4.4 tenemos A = I @ Ann(7). Esta
descomposicion nos da el isomorfismo ¢’ : Ann(l) = A/I, y la Proposicion 4.4.4
nos asegura que A/I es un algebra m-complementada, y

G =Ad ()« J €t = {a(J) : J € FA(Ann(I))},

donde ¢ : A — A/I es la aplicacion cociente.
Ademas, por el Corolario 1.7.4 deducimos que

q(m—Soc(A)) = g(m—Soc(Ann(I)))

y
g(mr—Rad(A)) = g(m—Rad(Ann([))).
Como
q(m—Soc(Ann(1))) = ¢'(m—Soc(Ann(I))) = 7—Soc(A/I),
y

g(mr—Rad(Ann(I))) = ¢'(r—Rad(Ann([))) = 7—Rad(A/I),
concluimos que
q(m—Soc(A)) = m—Soc(A/I) v q(r—Rad(A)) = m—Rad(A/I).
[

Ese resultado permite clarificar cudles de las subélgebras del algebra s de
sucesiones es m-complementada.

Corolario 4.4.6. Sea A una subdlgebra del dlgebra de sucesiones s satisfaciendo
que los ideales de A

I ={{a,} € A : ay, =0 para todo n € N}

Ann(I) = {{a,} € A : ag—1 =0 para todo n € N}

son tales que A # I®Ann(l). Entonces A no es w-complementada. En particular,
c no es m-complementada.

La caracterizacion de la m-complementacién en el caso finito dimensional no
puede ser mas elegante.

Corolario 4.4.7. Sea A un dlgebra finito dimensional. A es un dlgebra w-comple-
mentada si, y sdlo si A tiene anulador cero y A =1 — Soc(A).
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Demostracion. Supongamos que A # 0. Si A es un algebra m-complementada,
como toda cadena descendente de ideales m-cerrados es un cadena de subespacios
de dimension decreciente, se sigue que A tiene un ideal 7-cerrado minimal. To-
memos como ideal m-cerrado minimal I; de A. Si I; = A, hemos terminado. En
otro caso, por la Proposicion 4.4.4, A = I} @ Ann(l;), Ann(I;) es un algebra 7-
complementada distinta de cero y, por la Proposicion 1.7.3, m7 = {[; }U my ..o
Iterando el proceso, la finita dimensién nos asegura la descomposicion deseada.
El reciproco no necesita restriccion sobre la dimension, véase el Corolario 1.7.7.

]

4.4.2. El n-Teorema y las algebras m-complementadas.

Comenzamos extrayendo una nueva caracterizacion de las algebras m-comple-
mentadas, consecuencia del m-Teorema.

Teorema 4.4.8. Sea A un dlgebra semiprima. A es w-complementada si, y solo
Si, BA g FA.
En caso afirmativo, para cada e € Ba, €A es m-complementada y

w={efA : feBa}.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra m-complementada. Para cada
e € B4 tenemos

A=(eANA) @ Amn(eANA)=(ecANA) @ ((1—-e)ANA),

de ahi eA = eAN A, y en particular eA C A. Asi By C I'4. Reciprocamente, si
Ba C Ty, entonces Z5 = {eA : e € By} y A=eAD (1 —e)A para cada e € By.
Asi A es m-complementada.

Tomemos e € B4. Puesto que By C I'4, para cada f € B.4 tenemos

fleA) =e(fA) C eA.

Por tanto Bea C T'e4, y concluimos que eA es m-complementada y Z7, = {efA :
f € Ba} se cumple aplicando el Teorema 4.1.2.(i).
]

Corolario 4.4.9. Toda dlgebra semiprima A centralmente cerrada es m-com-
plementada y I = {eA : e € Ba}.

Una consecuencia directa de los Teoremas 3.4.3 y 3.4.6, y teniendo en cuenta
el Corolario 4.4.9, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.10. Si A es un dlgebra semiprima:

(i) Ca es un dlgebra w-complementada y IF,, = {eCy : e € Ba}.



132 m-Teorema

(ii) Qa es un dlgebra w-complementada y I3, = {eQa : e € Ba}.
Otra consecuencia del Teorema 4.4.8 es el siguiente resultado.
Corolario 4.4.11. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces

(i) St {Ba} es una familia de subdlgebras m-complementadas de Qa que con-
tienen a A, entonces NB, es un dlgebra w-complementada.

(11) Para cada subdlgebra B de Qa que contiene a A, existe una subdlgebra -
complementada mas pequena de Q4 que contiene a B.

(iii) A™ =3 cp, €A es la mas pequena subdlgebra m-complementada de Q4 que
contiene a A.

Demostracion. (i) Sea {B,} una familia de subélgebras m-complementadas de Q)4
que contienen a A. Por la Proposicion 3.4.3, Cg, = Cy4 para cada a, y Crp, = Ca.
Dado e € By, por el Teorema 4.4.8, tenemos que eB, C B, para cada «, y en
consecuencia e(NB,) C NB,. Por tanto, aplicando de nuevo el Teorema 4.4.8,
NB, es m-complementada.

(ii) Sea B una subalgebra de Q4 que contiene a A. Por el Corolario 4.4.10, la
familia de todas las subalgebras m-complementadas de ()4 que contienen a B es
no vacia. Ahora, por el apartado (i), la interseccion de esta familia es un algebra
m-complementada. Claramente, este algebra es la subalgebra m-complementada
mas pequena de (Q4 que contiene a B.

(iii) Es claro que A™ := 3" _; eA es una subdlgebra de Q4 que contiene a
A. Por la Proposiciéon 3.4.3, C'y» = Cy4. Ademaés, para cada e € By, podemos
ver que eA™ C A™, y de ahi A™ es un algebra m-complementada por el Teorema
4.4.8. Finalmente, dada una subdlgebra m-complementada B de ()4 que contiene
a A, teniendo de nuevo en mente los Teoremas 3.4.6 y 4.4.8, vemos que eA C
eB C B para todo e € By, y en consecuencia A™ C B. Asi A™ es la mas pequena
subélgebra m-complementada de )4 que contiene a A. O

El algebra A™ del corolario anterior asociada a cada &algebra semiprima A
aparece en los libros con el nombre de clausura idempotente de A [44, §.32.5].

Corolario 4.4.12. Un dlgebra semiprima A es mw-complementada si, y solo si,
A=A

Nota 4.4.13. Existen algebras semiprimas tales que eA es m-complementada,
pero A no es m-complementada. Sea A un algebra de todas las sucesiones casi-
constantes en K dotadas de las operaciones del algebra coordenada a coordenada.
Es inmediato que A es un algebra semiprima asociativa, conmutativa y con uni-
dad. Se puede ver, teniendo en cuenta la Proposicién 3.4.3 y el Corolario 4.3.3,
que C'y = Q4 es el dlgebra de todas las sucesiones en K dotadas de las operacio-
nes del algebra coordenada a coordenada. Parca cada subconjunto no vacio J de
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N, consideramos la sucesion e; donde e;(n) = 1sin € J, y e;(n) = 0 en otro
caso. Es claro que, para J con cardinal finito n, e; es un idempotente en C'y tal
que e;jA =2 K", y de ahf e;A es m-complementada. Sin embargo, A estd en las
condiciones del Corolario 4.4.6.

Como ya hemos advertido tanto las dlgebras m-complementadas como las al-
gebras m descomponibles (con anulador cero) son algebras semiprimas. En [10,
Example 5.12| se prueba que el algebra M de todas las clases de equivalen-
cia (iguales c.p.d.) de funciones de Lebesgue medibles en [0, 1] con la opera-
cibn punto a punto es un algebra m-radical (por tanto no m-descomponible) y
m-complementada. También existen algebras m-descomponibles que no son 7-
complementadas: ¢ m-descomponible (Ejemplo 1.3.2) y no es m-complementada
(Corolario 4.4.6). Terminamos esta seccién con una caracterizacion de las alge-
bras m-complementadas y m-descomponibles que se obtiene como consecuencia
del teorema de caracterizacion de la m-complementacion (Teorema 4.4.8) y de
la m-descomponibilidad (Teorema 4.3.4) y que fue obtenida previamente en [10,
Theorem 4.9].

Sea {Aj}aea una familia de algebras. Para cada subconjunto J C A, definimos
la proyeccion py : [[,cp Ax — [lea Ax tal que pap; = py cuando A € J y
paps = 0 en otro caso. Un producto subdirecto se dice hereditario si la proyeccion
ps(A) C A, para todo J subconjunto de A.

Es obvio que todo producto subdirecto hereditario es de hecho esencial, luego
teniendo en cuenta el Teorema 4.3.1, A es un producto subdirecto esencial de una
familia de algebras primas {Ay)},eca si, y solo si, Cy4 es un producto de cuerpos
indizados en A. Por tanto los idempotentes de C'y pueden caracterizarse como
aquellos elementos del producto de la forma er tal que er = (c\)aen con ¢y = 1
si A € 'y 0 en otro caso. Asi pues, para cada a € A, pr(a) puede verse como
era. Con esta identificacion es claro que ep € I'4 si, y sblo si A < H)\eA Ay es
un producto subdirecto hereditario. Asi pues, combinando los Teoremas 4.3.4 y
4.4.8 obtenemos el siguiente resultado obtenido en [10]| con otra demostracion.

Proposicion 4.4.14. [10, Theorem 5.9] Un dlgebra distinta de cero es w-comple-
mentada y w-descomponible si, y solo si, es un producto subdirecto hereditario de
algebras primas distintas de cero.

En [10] se dan numerosos ejemplos de algebras m-descomponibles y w-comple-
mentadas. Nosotros solo senalamos algunos de estos ejemplos en el siguiente Co-
rolario

Corolario 4.4.15. [10, Corollary 5.10] ¢y y £, (1 < p < o0) son dlgebras =-
complementadas y m-descomponibles.
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4.4.3. Relacion entre la m-complementacién de un algebra
y de su unitizacion.

Obtendremos los resultados de esta seccion usando dos técnicas: La descrip-
cion de los m-cerrados de la unitizacion obtenida en el capitulo II o el Teorema
4.4.8 de caracterizacion.

Teorema 4.4.16. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces

(i) Si A tiene unidad entonces

Al es m — complementada <= A es ™ — complementada.

(1) Si A no tiene unidad entonces

Al es m— complementada <= A es m — complementada e T C My UNy .

Demostracion. (i) Supongamos que A tiene unidad 1.
Método 1 (con la descripcion de los m-cerrados):

Supongamos que A' es T —complementada y sea I € Z7. Por hipotesis, usando
la Proposicion 1.6.9.(i), tenemos que A' = T ® Annqi (1) = I @ (Anny (1)) =1 &
Anny (7)®K(1—1). Dado que A' = A®K(1—1), deducimos que A = I®Ann, (1),
como desedbamos.

Reciprocamente supongamos que A es m-complementada. Sea I € Z7,. En
virtud de la Proposicion 1.6.9.(ii), caben dos posibilidades: I € Z7 o bien I = .J’
con J € My . Sil €77, entonces usando que A es m-complementada, tenemos
Al=ApKA-1)=TdAmy(I)®K(1—1) =I& (Anny(I))’, y por tanto por
la Proposicion 1.6.9.(i),A! = I ® Ann 41 (I). Por el contrario, si J € M4, entonces

Al=AoKA-1)=JdAmu(J) @K1 —-1)=J @ Anns(J) = I © Annu(J).

De nuevo usando la Proposicion 1.6.9.(i), A' = I & Ann . (7).
Método 2 (con el w-Teorema):

Se sigue de la Proposicion 3.5.2 que, para cada algebra semiprima A con
unidad tenemos que

Ba={el—e:ecBs} y Tan={A+al: XelyackK}.
Por tanto By C I'4 siy solo si Byi C 'y,

(ii) Veamos ahora el caso sin unidad.

Método 1 (con la descripcion de los m-cerrados)



4.4 Algebras m-complementadas 135

Supongamos que Al es m-complementada y que existe I € Z7 tal que I ¢
M UNy. En particular I € Ny, por tanto en virtud de la Proposicion 1.6.7,
tenemos que Annyi (/) = Anny(7), y de ahi

A'=T@® Anny (1) =1 ® Anny(I) C A,

con lo que llegamos a una contradiccion. Asi 5 C My UNy. Si I € 7 N My,
usando la Proposicion 1.6.11 tenemos que Annyi (/) = Anny (), de ahi

Al =T @ Amyu(I') =I' ® Anny (1),

vy asi A = 1® Anny(I). Si I € 7% N Ny, entonces usando la Proposicion 1.6.7
vemos que Annyi(I) = Anny (), por lo tanto

A =T® Anny (1) =1 ® Anny (1),

y en consecuencia A = I @ Anny(I).Por lo tanto, en cualquier caso A = [ @
Ann,(]) para cada I € I7%, y asi resulta que A es m-complementada.

Reciprocamente, supongamos que A es m-complementada y Z% C M4 U Njy.
Notese que, por las Proposiciones 1.6.10 y 1.6.11.(ii), tenemos que

o= (NN JI T ezinMa).

Si U € I7 N Ny, entonces por la Proposicion 1.6.7, tenemos que Annqi(U) =
Anny(U)'. Ademas, si v es una unidad anulador modular de U, entonces

A'=A0K1 -v)=U@Amu(U) @ K(1 —v)

=U @ Anny(U) = U @ Anna (U).

En segundo lugar supongamos que U = I’ para I € T3 N .M 4. Por la Proposicion
1.6.11, Ann 41 (U) = Anny(7). Ademas, si u es una unidad modular de I, entonces

A=A KA —u)=1®Anny(I) 9 K(1 —u) =

I'® Anna(I) = U @ Ann g (U).
Asi tenemos que A' es m-complementada.
Método 2 (con el w-Teorema):

(i) = (ii). Por el Teorema 3.5.10, Cy = Ca1, y de ahi B4 = B1. Como, por
el m-Teorema, By C I' 41, tenemos que By C I'4i. Aplicando ahora que por la
Proposicion 3.5.14, I'y1 C Ty, By C T'4, y de ahi , por el Teorema 4.4.8, podemos
afirmar que A es m-complementada

(ii) = (i). Teniendo en cuenta el Teorema 4.4.8 y el Teorema 3.5.10 afirmamos
que By C I'y vy, para cada e € By = By, €A es un ideal m-cerrado de A 'y
Anny(eA) = (1 — e)A. Por hipdtesis, o bien eA es modular o bien (1 —e)A es
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modular. Si eA es modular, entonces, por la Proposicion 3.5.13, 1 —e € A, de ahi
e=1—(1—e) € A, y e € T 41. Andlogamente, si (1 —e)A es modular, obtenemos
que 1 —e € I'41, y en consecuencia e € ['41. Por lo tanto , en cualquier caso,
tenemos que e € I'y1. Asi By1 C a1 y, por el Teorema 4.4.8, concluimos que A'
es m-complementada.

]

Este segundo método también permite reencontrar la descripcion de los 7-
cerrados de la unitizacién en el caso con unidad. En efecto, nétese que, para cada
e € B, tenemos que eAl = eAy

1-e)A'=[1-1D+(1-e)]A'=[1-e)Ad (1 -1K] = ((1—-¢e)A).

Ahora, teniendo en cuenta el Corolario 1.6.4, se obtiene, simplemente aplicando
el m-Teorema, que

n=Th | {1 TeTh)

La condicién adicional en el caso sin unidad es esencial ya que, teniendo
en cuenta el w-Teorema, es claro que el algebra A del ejemplo 3.5.16 es 7-
complementada, pero A! no lo es (véase Nota 4.4.13).

El lenguaje empleado en el segundo método nos permite expresar otra carac-
terizacion del hecho de que A! sea m-complementada.

Para algtn algebra semiprima A, B, se convierte en un anillo Booleano bajo
una nueva operacion de suma e @ f = e+ f — 2ef pero con la misma operacion
de multiplicaciéon. Es bien conocido que un ideal P de B4 es maximal si y solo si
para cada e € B4 o bien e € P o 1 — e € P pero no ambos.

Proposicion 4.4.17. Sea A un dlgebra semiprima distinta de cero sin uni-
dad. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Al es m-complementada.
(ii) El conjunto de todos los idempotentes de Z4 es un ideal mazimal de Ba.

Demostracion. (i) = (ii). Por el Teorema 3.5.10, Cy = Ca1, y de ahi By = B.
Ademas, por el Corolario 3.5.12, el conjunto de todos los idempotentes en 74
coincide con By N A (consideramos By y A dentro de (Q41). Para probar que
BaNA es un ideal de By solo necesita probarse la inclusion B4(B4NA) C BaNA,
ya que la estabilidad de B4 N A con respecto a la operacion @ es obvia.

Sea e € By, considerando B4 dentro de () 41, tenemos que, por Teorema 4.4.8,
e = el € A'. Supongamos que ¢ € A y escribimos e = a + a1 para convenientes
a€ Ay aeK\{0}. Comoe=e*=a?+2aa+ a1, deducimos que a = 1, y de
ahil—e= —a € A. Asi,cadae € By,oe € Ao1l—e € A Supongamos que
ee€Bay feBanA. Sie € A, entonces claramente ef € B4NA. De otra manera,
por lo anterior tenemos que 1 —e € A, ydeahief = f—(1—e)f € B4NA. Asi
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el conjunto de todos los idempotentes en 7,4, esto es, BN A es un ideal maximal
de BA.

(ii) = (i). Sea e € Byi. Por el Teorema 3.5.10 afirmamos que e € By. Por
hipo6tesis, tenemos que o bien e € Z4 o bien 1 — e € Z4 pero no ambas. Si
1—e€ A deahie=1—-(1—-¢) € A', y e € T'41. Analogamente, si e € A,
obtenemos que 1 —e € ["41, v en consecuencia e € I' 41. Por lo tanto , en cualquier
caso, tenemos que e € I'y1. Asi By1 C I'41 y, por el m-Teorema, concluimos que
Al es m-complementada. O

Recordemos que en la categoria de las algebras asociativas existe una mas
grande algebra asociativa con unidad que contiene al algebra de partida B como
ideal esencial : El &lgebra de los multiplicadores de B (véase |2, Proposition
1.1.6)).

Definicién 4.4.18. Sea B un 4lgebra asociativa. Un doble centralizador en B es
una pareja (f, g) de aplicaciones lineales de B en B verificando las propiedades

flab) = fa)b,  ag(b) = f(a)b,  g(ab) = ag(b),

para cualesquiera a,b € B. El conjunto Mult(B) de los doble centralizadores en
B con las operaciones definidas por

(L) + 9=+ g9+43)

a(f,g) = (af, ag)
(f9)(f9)=(fof,g0o9)

es un algebra asociativa con unidad (Idg, Idg) que llamaremos el dlgebra de los
multiplicadores de B, y cuyo centro coincide con el centroide del algebra B.

La propia algebra B puede verse como una subalgebra de Mult(B) via la
inmersion a — (Lg, R,). Si ademds B es semiprima, el algebra Mult(B) es la mas
grande algebra asociativa con unidad que extiende a B y que la contiene como
ideal esencial. Como B es un ideal esencial de Mult(B), se sigue que Mult(B) es
semiprima y Q(B) = Qs(Mult(B)) donde Cp = Chugp) |27, Theorem 14.14].
Mult(B) puede verse como la subalgebra de Qs(B) dada por

Mult(B) = {q € Q4(B) : ¢B + Bq C B}.

Por lo tanto 'y € Mult(B), y mas precisamente I'g C Z\ay(B)- Por otro la-
dO7 FMult(B)B = FMult(B)]-B g Mult(B)B g B, y asi FMult(B) g FB- Como
Zntuie(B) = I'vuig(B), se sigue que I'g = I'yug(p)- Ahora, como consecuencia direc-
ta del Teorema 4.4.8 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.19. Sea B un dlgebras semiprima asociativa. Entonces B es m-
complementada si, y solo si, Mult(B) es m-complementada.
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4.4.4. Relacion entre la m-complementacién de un algebra
y su algebra de multiplicacién.

Después del Teorema de Caracterizacion (Teorema 4.4.8), el estudio de la
m-complementaciéon pasa por el conocimiento del centroide y del centroide exten-
dido. Para cualquier algebra m.s.p. A, el hecho de que Cx = Cupa) = Crqn)
(véanse el Teorema 3.6.3 y el Corolario 3.6.4) nos reduce el problema a considerar
la relacion entre I' vz (4) ¥ I'aq(a). Para ello consideramos dichos centroides dentro
de C4. Con este propoésito podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 4.4.20. Sea A un dlgebra m.s.p. Entonces Uy € T'a C T pgsay-

Demostracion. Sea A € I' yy(ay. Como AM(A) C M(A), se sigue que
Aa = A(Ida(a)) = (Mda)(a) € M(A)(A) = A

para cada a € A. Por tanto AA C A, y de ahi A € I'4.
Ahora supongamos que \ € ['4, y consideremos el conjunto

S:={F e M(A) : \F € M*(A)}.

Es claro que S es una subalgebra de M*(A). Para cada a € A, vemos que \L? =
L v ARY = R{ pertenecen a M*(A), y de ahi L2 R? pertenecen a S. Por
tanto S = MF*(A), y en consecuencia \ € L) ]

Para cada algebra asociativa y conmutativa A con anulador cero, es claro que
la aplicacién a — L7 se convierte en un isomorfismo de algebra de A en M*(A).
Ademss, en el caso que A carece de unidad, la aplicacion x — L4 se convierte
en un isomorfismo de algebra de A' en M(A). Estos hechos, junto al Ejemplo
3.5.16, muestran que la inclusion I'yq4) € I'4 puede ser estricta.

El algebra de Albert (véase Ejemplo 2.1.1) muestra que el algebra de multipli-
cacion de un algebra prima (y por tanto m-complementada) no tiene por que ser
semiprima (y por tanto no puede ser m-complementada). Sin embargo, para alge-
bras m.s.p., por la Proposicion 4.4.20, el Teorema 4.4.8 y el Teorema [8, Theorem
2.6], podemos obtener el siguiente corolario que fue obtenido en |13, Proposition
3.5] con otras técnicas.

Corolario 4.4.21. Sea A un dlgebra con anulador cero. Consideramos las si-
guientes condiciones:

(i) M(A) es w-complementada;
(ii) A es m-complementada;
(iti) M*(A) es m-complementada.

Entonces (1) = (ii) = (iii).
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Sea A un algebra asociativa. Para cada a,b € A, es usual denotar por M(fb

al operador bildtero de multiplicacion en A definido por Mcfb(a:) = axb para cada
x € A. Si A tiene unidad 1, es claro que Idy = M7, L} = M y R} = MY,
para cada a € A, y en consecuencia

M(A):{ZM;:,IH . nEN, ai,biEA (1§Z§7’L>}
=1

Si A es un algebra semiprima asociativa, si A() denota la subalgebra con unidad

de Q,(A) generada por A, y si, para todo a,b € AW, M;}b denota la restriccion
de A en M;},Sl), entonces

M(A) = {Zbe :neN, a,be AV (1<i< n)},
i=1

MHA) = {ZM;‘I) :neN, a,b € AV, vy, para cada i,
i=1

éazGAébleA}

Los ejemplos més importantes de algebras m.s.p. son las algebras semiprimas
associativas [16, Section 4|. La Proposicion 4.4.20 puede ser mejorada para el
caso de algebras asociativas con la ayuda de la teorfa de identidades polinomiales
generalizada [5].

Proposicion 4.4.22. Si B es un dlgebra semiprima y asociativa, entonces
I'p =T pe(B)-

Demostracion. Por la Proposicion 4.4.20, I'p C T'p(py. Ahora para probar el
reciproco fijemos A € T y a € B. Como AM*(B) C M¥(B), tenemos en
particular que AL] € M*(B), y de ahi ALY = " | M”, para adecuados n €
N,ay, - ,an, by, - b, € BY tal que, para cada i, 6 a; € B 6 b; € B. Por tanto
Aax =Y  a;xb; para cada x € B, esto es

n

d(x) 1= Aax1 — Z a;xb;

i=1

es una identidad polinomial generalizada en B. Por |5, Proposition 6.3.13], ¢ = 0,
y asi ¢(1) =0, y por tanto

\a = zn:azbz € B.

i=1

Ahora, como a la hemos tomado de forma arbitraria en B, deducimos que AB C
B, estoes A € I'p. O
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Proposicion 4.4.23. Sea B es un dlgebra semiprima asociativa sin unidad. En-
tonces la aplicacion p : M(B') — M(B) es un isomorfismo de dlgebras.

Demostracion. Por el Lema 3.5.1, p es un homomorfismo de algebra de M(B*') en
M(B) con nucleo B*™". Supongamos que T € B*™, y escribimos 7' = Y | Mfly
para convenientes n € Ny z;,y; € B! (1 <14 < n). Como T(B) = 0, podemos ver
B! como una subalgebra de Q,(B), podemos afirmar que ¥(x) := Y "' | 2;Xy; es
una identidad polinomial generalizada en B. Por |5, Proposition 6.3.13|, ¥ = 0,
de ahi >  x;qy; = 0 para cada ¢ € Qs(B), y en consecuencia T' = 0. Por tanto

B = (), y se concluye la demostracion. O]

Corolario 4.4.24. Sea B un dlgebra semiprima asociativa.

(i) B es w-complementada si, y solo si, M*(B) es m-complementada.

(ii) B' es w-complementada si, y solo si, M(B) es w-complementada

Demostracion. (i) Esta afirmacion es una consecuencia directa del Teorema 4.4.8,
teniendo en cuenta el Corolario 3.6.4 y la Proposicion 4.4.22.

(ii) Si suponemos que B tiene unidad, basta aplicar el Teorema 4.4.22 y (i).
Supongamos pues que B no tiene unidad. Como por el Corolario 1.6.4, B! es
semiprima, aplicando (i) tenemos que B! es m-complementada si, y solo si M(B!)
es m-complementada, pero, por la Proposicion 4.4.23, M(B?) es m-complementada
si, y solo si M(B) es m-complementada. ]

4.4.5. (*-Algebras.

Definicién 4.4.25. Para una C*-algebra A, su algebra simétrica de cocientes,
Qs(A), resulta ser un algebra con unidad con involucion definida-positiva . De
este modo es posible considerar la x-subélgebra Q,(A) de Qs(A) que consiste
en todos los elementos ordenado-acotados y que es llamada el dglgebra simétrica
acotada de cocientes de A, y cuyo centro, Cy(A), es llamado centroide extendido
acotado de A. QQy(A) es una pre-C*-algebra, cuya completacion es el algebra de
los multiplicadores locales de A. La C*-subalgebra ©A de de los multiplicadores
locales de A, generada por Cy(A)A se llama la clausura central acotada de A
(para un tratamiento completo y por las referencias a la extensa literatura sobre
el tema nos referimos al libro [2| de P. Ara y M. Mathieu). Algunos resultados
en |2, Chapter 3| nos permiten darnos cuenta de que la clausura idempotente de
una C*-algebra se encuentra dentro de la clausura central acotada.

Proposicion 4.4.26. Sea A una C*-dlgebra. Entonces A™ es una *-subdlgebra
norma densa de ©A.

Demostracidn. Por conveniencia en lo que sigue, vamos a abreviar Zypy,,.(a) por
Z. Por [2, Remark 2.2.9.1 and Lemma 3.1.2], B4 es el conjunto de todas las
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proyecciones en Z. Dado que, por [2, Proposition 3.1.5|, Z es un AW*-algebra,
aplicando |6, Proposition 8.1],tenemos que Z es la norma cerrada envolvente lineal
de B4. Por otro lado, por el teorema local Dauns-Hofmann |2, Theorem 3.1.1],
€A es igual que norma clausura de ZA. Teniendo en mente que A™ = B4 A (por
el Corolario 4.4.11.(iii)), se sigue que A™ se convierte en una *-subélgebra norma
densa de °A. O

Definicion 4.4.27. Una C*-algebra A se dice acotadamente centralmente cerrada
si “A= A. Como “A es una C*-algebra que contiene a A como una C*-subélgebra,
deducimos que

Corolario 4.4.28. Una C*-dlgebra es acotadamente centralmente cerrada si, y
solo si, es w-complementada.

Ejemplos importantes de C*-algebras acotadamente centralmente cerradas
son las AW*-algebras, y en particular las W*-algebras |2, Example 3.3.1.2]. Co-
mo se muestra en [39, Corollary 2.9] (Véase también [2, Corollary 6.3.5]), son
precisamente estas C*-algebras las que tienen mejor comportamiento respecto a
los Jordan-homomorfismos sobreyectivos.
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CAPITULO 5

cd-Teorema

En este capitulo nos ocupamos de una importante consecuencia del m-Teorema,
el cd-Teorema, que nos permitird completar los resultados obtenidos en el segun-
do capitulo sobre los ideales complementadamente denso (c.d.) Estos resultados
tienen una especial relevancia en el contexto multiplicativamente semiprimo. La
clave del cd-Teorema esta en la obtenciéon del centroide extendido de un ideal c.d.

5.1. Centroide extendido y clausura central de un
ideal denso

En la busqueda de la clausura central y del centroide extendido de un ideal
c.d., empezamos, como es natural, por el calculo del centroide extendido y clau-
sura central de un ideal denso.

Para cualquier dlgebra semiprima A, es claro que

M, (Qa) = M(Qa) + Caldg,,.

Si vemos M(A) como una subalgebra de M(Q4), es facil ver que M¢,(Q4) esta
generado por M(A) como una C4-algebra.

Proposicion 5.1.1. Sea A un dlgebra semiprima y sea B una subdlgebra den-
sa de A. Si T € Mc,(Qa) satisface que T(B) = 0, entonces T = 0. Como
consecuencia, B es una subdlgebra densa de Q4.

Demostracion. Sea T € Mc,(Qa) tal que T(B) = 0. Escribimos T'= Y"1 | \;F;
para convenientes n € N, \; € Cy, y F; € M(A), y ponemos D := N ;dom(\;).
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Notese que, para x € Dy G € M(A) tenemos que

L,GT = L\,GF; € M(A).

i=1

Puesto que L,GT(B) = 0y B es denso en A, deducimos que L,GT(A) = 0,
y en consecuencia L,GT(Q4) = 0. Se sigue de la arbitrariedad de z y G que
DM(A)T(Qa) = 0. Como D es un ideal esencial de A, por (A2), concluimos
que T(Q4) = 0. O

Corolario 5.1.2. Sea A un dlgebra semiprima y sea B una subdlgebra densa de
A. Entonces, para T € M¢c,(Qa) y ¢ € Qa, la condicion TM(B)(q) = 0 implica
TMc,(Qa)(q) = 0.

Demostracion. Supongamos que T en M¢,(Q4) y g en Q) 4 satisfacen la condicion
TM(B)(q) = 0. Escribimos T' = S + Aldg,, para algunos S € M(Q4) y A € Ca.
Notese que, para x € dom(\) y F' € M(A) tenemos que

L FT = L,F(S + Aldg,) = L,FS + Ly,F € M(Qy).

Como L, FTM(B)(q) = 0, se sigue de las Proposiciones 5.1.1
y 2.3.8 que L,FTM(Qa)(q) = 0. Por la arbitrariedad de = y F podemos de-
ducir que

dom(A)M(A)TM(Q4)(q)

=0,
y, por (A2), nos damos cuenta que TM(Q4)(¢q) = 0. Finalmente, como T'(g) =
T1dg(q) = 0, concluimos que TM¢, (Qa)(g) = 0. 0O

El principal resultado de esta secciéon puede verse como el escalon més impor-
tante del teorema principal del capitulo: cd-Teorema 5.2.5.

Proposicion 5.1.3. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal denso de A.
Entonces I es un dlgebra semiprima, C;p = Cy, y Qr = Cal es un ideal denso

de QA-

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.10, I es un algebra semiprima. Viendo [
como una subélgebra de @) 4, es claro que C'4I puede verse como una Cs-algebra
generada por I. Falta probar que la pareja (I,C4I) de Q4 verifica los axiomas
(A1)-(A3).

(A1) Sea g un elemento de C4I. Escribimos ¢ = )" | \;b; para convenientes
neN, N\ €Cy,yb; €1,y ponemos D := N ;dom()\;). Notese que, para = € D
y G € M(I) tenemos que

xG(q) = i NixG(b;) € 1.
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Por lo tanto DM(I)(q) C I, y en particular (DNI)M(I)(¢g) C I. Argumentando
de forma similar, podemos ver también que M(I)(q)(D N1I) C I. Veamos que
DN es un ideal esencial de I. En efecto, sea J un ideal de [ tal que DNINJ = 0.
Usando la semiprimidad del algebra I, (DN 1)J = 0y aplicando la Proposicion
2.3.8 y la semiprimidad de A, deducimos que D N M(A)(J) = 0, luego J = 0.
DN 1T es un ideal esencial de I, y concluimos que C4I satisface (A1).

(A2) Ahora, supongamos que ¢ es un elemento en C4I que satisface, por
ejemplo, la condicion JM(I)(¢) = 0 para algin ideal esencial J de I. Como
J = M(I)(J), aplicando el Corolario 2.3.9, tenemos que M (A)(J)M(A)(q) = 0.
Veamos que M(A)(J) es un ideal esencial de A. De hecho, si H un ideal de A tal
que M(A)(J)NH =0, entonces JNHNI=JNHCM(A)(J)NH =0,y la
condiciéon de J, nos informa que H NI = 0. Dado que [ es denso y en particular,
I es esencial, se tiene que H = 0 como queriamos probar. Finalmente puesto que
M(A)(J) es un ideal esencial de A se deduce que ¢ = 0. Asi C4[ satisface (A2).

(A3) Sea f:J — I un c.p.d. en I. Como [ es un algebra semiprima, H :=
J @& Ann;(J) es un ideal esencial de I en virtud del Corolario 1.4.5. Ademaés, la
aplicacion f : H — I definida por f(z +y) = f(z) paraxz € J e y € Ann;(J),
es un c.e.d. en I que es extension de f. Ahora, argumentando como en el parrafo
anterior, M(A)(H) es esencial en A. Por el axioma (A3) referido al algebra A,
existe A € Oy tal que f(x) = f(x) = Az para cada x € J. Por tanto C4I satisface
(A3), y como resultado Q; = C4l.

Finalmente, el hecho de que ); es un ideal denso de @) 4 se sigue directamente
de la Proposiciéon 5.1.1. O

Como consecuencia de la Proposicion anterior y del Teorema 4.3.4

Corolario 5.1.4. Si A es un dlgebra semiprima e I es un ideal denso de A
entonces A es m-descomponible si, y solo si, I es m-descomponible

También de la Proposicion anterior podemos deducir

Corolario 5.1.5. Si A es un dlgebra m.s.p., entonces A% es un dlgebra m.s.p.,
Cue=Ca, y Qa2 = CrA? es un ideal denso en Q4.

Demostracion. Si A es un algebra m.s.p., entonces A? es un ideal denso de A
(por [8, Corollary 2.9]), por lo que el resultado se sigue de la Proposicion 5.1.3 y
del Corolario 2.3.13. O

5.2. cd-Teorema
Ahora nuestro objetivo es extender el resultado de la seccion anterior mediante

la determinacion del centroide extendido y la clausura central de los ideales c.d.
de algebras semiprimas.



146 cd-Teorema

Lema 5.2.1. Sean A y B dlgebras, y sea ¢ : A — B un homomorfismo sobre-
yectivo de dlgebras tal que ker(v) es e-cerrado en A. Tenemos que:

(1) ¢ lleva ideales densos de A en ideales densos de B.

(i) Si ademds B es semiprima, entonces 1 lleva ideales c.d. de A en ideales
c.d. de B.

Demostracion. (i) Este hecho fue demostrado en [12, Proposition 5.2.(1)].

(ii) Supongamos que B es semiprima. Entonces, para cada ideal I de A, tene-
mos que (1) NAnn(y(1)) = 0. Sea I un ideal c.d. en A. Por la Proposicion 2.3.4
y la afirmacion (i), tenemos que B = ¢(I @ Ann([))". Puesto que claramente
Y(Ann(I)) C Ann(y(I)), se sigue que B = ((I) ® Ann(ip(1)))", v asi (1) es
c.d. en B. [l

Corolario 5.2.2. Sea A un dlgebra semiprima, sea e un idempotente en Cy, y
sea I un ideal de A. Entonces

(i) el es denso en eA, cuando I es denso en A.
(ii) el es c.d. en eA, cuando I es c.d. en A.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.2, eA es un algebra semiprima . Consideremos
el homomorfismo sobreyectivo 1 : A — eA definido por ¥ (a) = ea, y notese que
ker(1)) = (1 —e)A N A. Por el m-Teorema, ker(¢)) es un ideal m-cerrado de A, y
de ahi e-cerrado. Ahora, el resultado se sigue del Lema 5.2.1. O

Corolario 5.2.3. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal c.d. de A. En-
tonces I es un ideal denso de e A.

Demostracion. Como I@®Ann([l) es un ideal denso de A (por la Proposicion 2.3.4)
y e(I ® Ann(I)) = ey = I (por la Proposicion 3.4.4), el resultado se sigue del
Corolario 5.2.2.(i). m

Proposicion 5.2.4. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal de A. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es un ideal c.d. en A.

(ii) Existe e € Ba tal que el es un ideal denso en eA y (1 —e)Ann(l) es un
ideal denso en (1 —e)A.

En ese caso, e = e

Demostracion. (i) = (ii). Por el Corolario 5.2.3, I = e[;j/ es denso en e;jA. Como
efann(r)] = 1 — ey (por el Corolario 4.1.4.(ii)) y Ann(/) también es c.d. en A, se
deduce de manera similar que (1 — e;)Ann(I) es denso en (1 — ef) A.
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(ii) = (i). Sea F en M(A) tal que F(I) = F(Ann(I)) = 0. Consideramos
el homomorfismo sobreyectivo de algebras ¢ : A — eA definido por ¢(a) =
ea. Por la Proposicion 4.2.1.(ii), tenemos que ¢'(F)(el) = 0. Puesto que por
hipotesis, el es denso en eA, se sigue que ' (F')(eA) = 0, y de ahi, de nuevo por la
Proposicion 4.2.1.(ii), obtenemos que F(eA) = 0. Analogamente podemos probar
F((1—e)A) = 0. Porlo tanto F/(A) C F(eA+(1—e)A) = F(eA)+F((1—e)A) =0,
y asi ' = 0. En consecuencia A = (I + Ann(I))”. Por la semiprimidad de A,
I'NAnn(I) =0, luego A = (I & Ann(I))”", y por tanto concluimos que I es c.d.
en A.

Finalmente, supongamos que las sentencias equivalentes anteriores se cum-
plen. Entonces teniendo en cuenta los Corolarios 4.2.3.(ii) y 4.1.4.(v), vemos que

e = e[eA] = 6[61] = 66[[]. (5.1)

Intercambiando los papeles de I y Ann(/), y teniendo en cuenta el Corola-
rio 4.1.4.(ii), también obtenemos que

1—e= (1 - 6>6[Ann(1)] = (1 — 6)(1 — 6[[]). (52)
Juntando (5.1) y (5.2), concluimos que e = e[y. O

Ahora, todo esté dispuesto para calcular el centroide extendido y la clausura
central de un ideal c.d.

Teorema 5.2.5. (cd-Teorema) Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal
c.d. en A. Entonces I es un dlgebra semiprima, C; = enCya, y Qr = Cal es un
ideal c.d. en Q4.

Demostracion. Por el Corolario 5.2.3, I es un ideal denso del dlgebra ejjA. Ahora,
por el Teorema 4.2.2 y la Proposiciéon 5.1.3, obtenemos que [ es un algebra semi-
prima, C; = C’emA =enCa, y Q1 = C’eU]AI = ejCal = Cy4l es un ideal denso
en el algebra e;jQ 4. Ademés, por la Proposicion 3.4.4.(i) y el Corolario 4.1.4.(ii),
Vemos que €jq,] = €[1 ¥ €[amg, Q)] = 1 — €. Como Anng,(Qr) es un ideal
m-cerrado de Q4 con idempotente asociado 1 — e en Cy, se sigue, por el 7-
Teorema y la Proposicion 3.4.4 aplicados a Q4, que Anng, (Q7) = (1 — e1)Qa.
En resumen, Q; es un ideal del algebra semiprima (4 tal que Q; y Anng, (@)
son ideales densos en las algebras e[Qa y (1 — ej)Qa, respectivamente. Ahora,
aplicando la Proposicion 5.2.4, concluimos que ()7 es un ideal c.d. en ) 4. O

Una primera consecuencia del cd-Teorema, teniendo en cuenta los Corolarios
4.1.4.(ii) y 2.3.17, se puede enunciar de la siguiente forma

Corolario 5.2.6. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal c.d. en A. En-
tonces los centroides extendidos de I y I coinciden.

Como consecuencia tenemos la descripcion de todos los ideales m-cerrados de
un ideal c.d.
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Teorema 5.2.7. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal c.d. de A. Entonces
tenemos que:

(i) Br=enBa={f€Ba: f<en}, v para cada ideal K de I, e;x) coincide
con el idempotente asociado a K en Cf.

(i) La aplicacion J — J NI de (%3 (I) en I es un isomorfismo de reticulos

con K — K como aplicacion inversa.

(11i) Si ademds I es distinto de cero, entonces I es un dlgebra prima si, y solo

si, I es un ideal w-cerrado minimal de A.

(iv) (Fa(I) CZT y (™a(l) C m7 y si ademds I es m-cerrado, entonces (*A(1) =
I7 y (™3(I) = m]

Demostracion. (i) La primera conclusion es una consecuencia inmediata de la
igualdad C7 = ejC4 en el Teorema 5.2.5. Lo que queda se sigue usando el mismo
argumento utilizado en la demostracion de la afirmacion (ii) en el Teorema 4.2.3.

(i) Teniendo en mente el 7m-Teorema, el Corolario 4.1.4.(ii) y el apartado (i),
nos damos cuenta de que la aplicacion J +— e[ es un isomorfismo de reticulos de
(Ti(I) en B;. Ademas, por el m-Teorema aplicado al dlgebra I obtenemos que la
aplicacion e — el NI es un isomorfismo de reticulos de By en Z7. Por lo tanto la
aplicacion J — e(;] N es un isomorfismo de reticulos de ¢#A(I) en Z7. Teniendo
en cuenta que el NI = (egyANA)NI = JnNI, concluimos que la aplicacion
J — JNI es un isomorfismo de reticulos de ¢Z4(I) en I7. Sea J € ¢*i(I), es claro

que por el Corolario 2.3.6, JN1 e (I) y su corte con I coincide con J N 1. Asi

pues, en virtud del isomorfismo, J = TNl 3
Sea ahora K = JN I € ZF, con J € (*i(I). Notese que

RnIi=Jninl=JnI=K.

De nuevo por el isomorfismo, K=.

(iii) Si I es distinto de cero, entonces, como consecuencia de [10, Proposi-
tion 3.3|, deducimos que I es un algebra prima si, y solo si, I es un ideal 7-cerrado
minimal de A.

(iv) Basta observar que si J € ¢Zi(I), entonces J € (*i(I) y por tanto, por
(i), J = JN I € Z7. Supongamos ahora que J € {™4(I) y veamos que J € m7,
En otro caso, existe K € Z7 tal que K C J y por tanto K - J = J. Por

la condiciéon de minimalidad, K =006 J = K. En este tltimo caso, dado que
ambos coinciden en el corte con I, por (ii) ambos coinciden, esto es K = J,
luego J € m7. Supongamos ahora que I es m-cerrado y sea J € Z7. En virtud
de (i), J = J NI = J € (¥A(I). La wltima observacion es obvia a partir de las
afirmaciones (ii) y (iii). O
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Como segunda consecuencia

Corolario 5.2.8. Si A un dlgebra m-descomponible distinta de cero con anulador
cero y si I es un ideal distinto de cero c.d. en A entonces I es un dlgebra -
descomponible.

Demostracion. Por el Teorema 4.3.4, A es semiprima y B4 es un algebra de Boole
atomica. Ademads, por el cd-Teorema y el Teorema 5.2.7.(i), vemos que I es un
algebra semiprima y B; = e|;jB4, y en consecuencia B es atomica. Ahora, por el
Teorema 4.3.4 aplicado a I, concluimos que [ es un algebra m-descomponible.

m

Hemos visto en el Corolario 2.3.6.(i) que si J € Z; entonces J € (ZA(I) y ahora
podemos generalizar la Proposicion 1.4.3. Recuérdese que si J € Zj, indicamos

por 7" ala m-clausura de J relativa al algebra I.

Corolario 5.2.9. Sea A un dlgebra semiprima y sea I un ideal c.d. de A. En-
tonces

(i) K:[A(ﬂ[:?ﬂfpam todo K € I7.

(ii) Para cada ideal K de I, se tiene que Ann;(K) = Ann(K)N T y?l — KRNI
En consecuencia, I7 C 1y

(i4i) Si K € IF, entonces Ann;(K) = Ann(K)NI y K = KN 1.
(iv) SiV € m7, entonces V € m7.

Demostracion. (i) Sea K € T, puesto que por el Teorema 5.2.7.(iii), K = KNI
se sigue que

KnIi=KCEknlI,
de donde deducimos la igualdad buscada.

(ii) Sea K € Z;. En virtud del Teorema 2.3.6.(i), Ann;(K) es un ideal de A.
Ademas, por la continuidad de la e-clausura,

Amny (KR = RAmn(K) € (K Ann(K))" = 0,

— ~

luego Ann;(K) C Ann;(K) C Ann(K), y por consiguiente

~

Ann;(K) C Ann(K) N1,

mientras que la otra inclusion es trivial. La tltima afirmaciéon se sigue de la
primera y de la Proposiciéon 1.2.6.
(iii) Es una consecuencia obvia de (ii).
(iv) La ultima observacion es una consecuencia obvia del Teorema 5.2.7.(ii) y
de la afirmacion (iii).
0
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Como consecuencia de ambos, obtenemos el siguiente resultado

Corolario 5.2.10. Si A es un dlgebra semiprima, entonces todo ideal c.d. no
nulo contenido en m—Rad(A) es un dlgebra semiprima w-radical. En particular,
todo ideal c.d. no nulo de un dlgebra semiprima m-radical es un dlgebra semiprima
m-radical.

Demostracion. Sea I un ideal c.d. de A. Supongamos que V' € m7. Es claro que
V C I C m—Rad(A) y por el Corolario 5.2.9.(iv) Ann(V) es un ideal m-cerrado
maximal de A, luego

V C 7—Rad(A4) C Ann(V),

luego, por la semiprimidad de A, V = 0, lo cual es una contradicciéon. Luego
I carece de ideales m-cerrados minimales, y por tanto [ es algebra m-radical,
que es semiprima en virtud del Teorema 5.2.5. La tltima afirmacion se sigue del
Corolario 1.4.6.

m

Podemos finalmente preguntarnos que si I es un ideal c.d. de un 4lgebra, qué
relacién existe entre el hecho de que I sea m-cerrado en A y el hecho de que Q;
sea m-cerrado en () 4.

Ejemplo 5.2.11. Existen ideales c.d. que son 7-cerrados de un algebra semiprima
A cuya clausura central no es un ideal 7w-cerrado de la clausura central de A.

En efecto, sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional sobre K = R
6 C, y sea T un operador lineal acotado en H con rango infinito dimensional
y que cumple T? = 0. Consideramos el algebra F(H) de todos los operadores
rango finito en H. Si, como es usual, para cada x,y € H, denotamos po x ® y al
operador en H definido por

(x ® y)(2) = (z,y)x para todo z € H,

entonces

S(H) :{Zxk®yk:n€N,a}k,yk € H}.

k=1

Consideramos el algebra A cuyo espacio vectorial es F(H) x F(H) x K dotado
con el producto definido por

(Fl, Gl, al)(FQ, GQ, 042) = (F1F2 + OéQFlT + OélTFQ, G1G2 + OézGlT + OélTGQ, 0)
Entonces A es un algebra asociativa y Zy = {0, I}, I, A%, A}, donde
L ={(F,0,0): FeFH)}, IL={(0,G,0):GeF(H)},

A ={(F,G,0): F,G € §(H)}.
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Como I? = I, y I3 = I,, se sigue que A es semiprima (de ahi m.s.p. (por [16,
Section 4]), y claramente Ann([;) = I,. En particular, [; & Ann(I;) = A?, el cual
es un ideal denso en A (ver por ejemplo [8, Corollary 2.9]), y por tanto I; es un
ideal c.d.

Consideramos el algebra @) cuyo espacio vectorial es F(H) x F(H) x K x K
dotado del producto definido por

(F1, Gy, a0, Br)(F, Go, g, B2)

= (F1F + ao AT + oy TF,, G1Gy + 5,GT + 117G, 0,0).

Entonces () es un algebra asociativa y es facil verificar que
o ={0,1y, Iy, I}, I3, M : M es un subespacio de Q) que contiene a Q*},
donde
L ={(F,0,0,0): FeF(H)}, I,={(0,G,0,0):GeF(H)},

I ={(F,0,0,0): Fe§(H),a €K}, I} ={(0,G,0,5): GeF(H),ecK},

Q*={(F,G,0,0): F,G € F(H)}.

Como Ann(I;) = Ann(l;) = I}, Ann(ly) = Ann(l}) = I;, y Ann(Q?) = 0, se
sigue que () es semiprima, y

75 = 10,11, I;, Q}.

@ puede verse como la clausura central del algebra A via la inmersion A —
@ dada por (F,G,a) — (F,G,a,a). Finalmente, notese que I; es un &lgebra
centralmente cerrada, y que I; es un ideal m-cerrado de A, pero no es un ideal
m-cerrado de Q).

Ejemplo 5.2.12. Existen ideales c.d. no necesariamente m-cerrados cuya clausura
central si es un ideal 7- cerrado de la clausura central del algebra.

Como ya vimos en el Corolario 4.3.3, la clausura central de ¢y y £ es s el
algebra de todas las sucesiones y sin embargo es claro que ¢y es un ideal propio
denso de /.

Finalmente nos gustaria llamar la atencién sobre el hecho de que nuestros
resultados tienen el mismo sabor que algunos de los resultados obtenidos por G. F.
Birkenmeier, J. K. Park, y S. T. Rizvi en [7] para los ideales I del anillo R que son
ideales denso en un sumando directo del anillo maximal derecho de los cocientes de
R. Sea R un anillo asociativo no necesariamente con unidad. Para un subconjunto
no vacio X de R, denotaremos por Anny(X) (Ann(X):={a€ R:aX =0}.)y
Ann,(X) (Ann,(X) := {a € R : Xa = 0}) al anulador izquierdo y al anulador
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derecho de X en R, respectivamente. Siguiendo [7, Definition 2.1.(i)], D%(R)
representa el conjunto de todos los ideales I de R que satisfacen

INAnn(I)=0 y Anny(I)N Ann,(Ann,(I))=0.

El conjunto ©%,(R) se puede introducir de forma similar sin mas que reemplazar
los anuladores derechos por los anuladores izquierdos.

Proposicion 5.2.13. Sea A un dlgebra asociativa con Anny(A) =0, y sea I un
ideal de A. Si I es c.d. en A, entonces I € D5x(A)

Demostracion. Supongamos que [ es c.d. en A. Entonces, por la Proposicion 2.3.4,
tenemos que A = (I ® Ann(I))”". Ahora, por la propiedad de continuidad de la
e-clausura, vemos que

(INAnny(I))A C [(I N Anng(1))(I ® Ann(1))]" =0" = 0.

Por tanto I N Anny(/) € Anng(A), y de ahi I N Anny(/) = 0. Analogamente
podemos darnos cuenta de que (Anng(/) N Anny(Ann,(1)))A = 0, y concluimos
que Anng(I) N Anng(Anny (1)) = 0. Asi I € D5.(A). O

Pero podemos afinar més, para ello necesitamos el siguiente resultado

Proposicion 5.2.14. Sea A un dlgebra, y sea I un ideal de A tal que fﬂAnn(I) =
0. Entonces I*™ € D5:(M(A)) si, y solo si, [*™ = [Ann(I) : A].

Demostracion. Teniendo en cuenta que Ann,(S) = [Samn : A] para todo subespa-
cio S de M(A) (cf. |9, Proposition 3.1.(2)]), se sigue que I*™™ € D%,(M(A)) si,
y solo si, 1*" satisface la condicién

~ -~

PO Al=0y [T: AN : Alan : A =0.

Nétese que, por el Lema 2.3.15.((iii)(a)) aplicado a I, tenemos que [I : Alaun =
Ann(I), y por tanto

[T: AN : Alamn : Al = [ : A]N[Ann(I) : A] = [T N Ann(I) : A] =0,

y asf la segunda condicién anterior es automatica. Ahora, el resultado se sigue
del Lema 2.3.15.((iii) (b)) aplicado a I. O

Corolario 5.2.15. Sea A un dlgebra y sea I un ideal de A tal que INAnn(I) = 0.
Entonces, las siguiente afirmaciones son equivalentes:

(i) T es c.d. en A.
(i) 1°", Ann(1)*™ € D3¢ (M(A)).

Demostracion. Teniendo en cuenta la equivalencia (i) < (ii) en el Teorema 2.3.16,
el resultado se sigue de la Proposicion 5.2.14 aplicada a I y a Ann([]). [
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5.3. Ideales complementadamente densos finito di-
mensionales

El objetivo de esta seccion es discutir las singularidades de los ideales c.d.
finito dimensionales. Comenzamos con el siguiente resultado

Proposicion 5.3.1. Si A es un dlgebra semiprima e I es un ideal no nulo c.d.
y finito dimensional, entonces I es un dlgebra m-descomponible.

Demostracion. Dado que I es un &lgebra semiprima en virtud del Corolario
2.3.11, basta aplicar el Corolario 4.3.7.
O

Corolario 5.3.2. Si A es un dlgebra semiprima e I es un ideal no nulo c.d.,
finito dimensional de A tal que I es un dlgebra m.s.p., entonces I es un ideal
m-cerrado de A.

Demostracion. En virtud de [12, Corllary 4.7], el algebra I también es un algebra
m.s.p. Dado que ambas son finito dimensionales por el Teorema de Jacobson (cf.
[8, Proposition 3.1]), ambas son isomorfas a una suma directa finita de algebras
simples. Dado que el centroide extendido de una suma directa es la suma directa
de los centroides extendidos de cada sumando, se tiene que el centroide extendido
de ambas algebras es una suma finita de cuerpos. Por otra parte, puesto que sus
idempotentes asociados coinciden por el Corolario 4.1.4, se tiene en virtud del
cd-Teorema que ambos centroides coinciden, luego tienen el mismo nimero de
sumandos. La simplicidad de los sumandos permite probar que I = 1.

m

Pero, también tenemos una pequena mejora de [13, Theorem 5.6|, concreta-
mente probamos que

Teorema 5.3.3. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces todo ideal c.d. finito
dimensional de A tal que I es un dlgebra m.s.p. es un ideal complementado de A.

Demostracion. Supongamos que A # 0 e I es un ideal c.d. finito dimensional no
cero de A tal que I es un algebra m.s.p. Por tanto I es m-cerrado en virtud del
Corolario 5.3.2. Sea ¢ : A — A/Ann(I) la correspondiente aplicacion cociente.
Es claro, en virtud de la Proposicion 2.2.2, que I = ¢(I) es un ideal denso de
A/Ann(I) (finito dimensional por la Proposicion 2.4.1). En consecuencia, se tiene
que ¢(I) = A/Ann(I), en particular A = I & Ann([).

O

Igualmente, intercambiando los papeles de I por Ann(I) puede probar que

Proposicion 5.3.4. Sea A un dlgebra semiprima. Si I es un ideal c.d. de codi-
mension finita de A, entonces A =1& Ann(I).
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Corolario 5.3.5. Sea A un dlgebra prima no cero. Si A tiene un ideal I c.d. finito
dimensional tal que I es un dlgebra m.s.p., entonces A es finito dimensional y
simple.

Demostracion. Supongamos que I es un ideal c.d. finito dimensional no cero de
A. Puesto que por el Corolario 5.3.2 I es m-cerrado, entonces I = A en virtud
de la Proposicion 1.5.2. Asi, como consecuencia del Teorema de Jacobson, A es
una suma directa de &lgebras simples de dimension finita. Tomemos B; una de
estas subalgebras, que resultara ser un ideal c.d. (de hecho complementado) finito
dimensional de un algebra prima. Repitiendo el argumento, A = B;.

O

De esta forma, como consecuencia del Corolario 5.3.5, podemos reencontrar
[13, Corollary 5.17],

Corolario 5.3.6. Sea A un dlgebra m.p. no cero. Si A tiene un ideal I finito
dimensional, entonces A es finito dimensional y simple.

Este ultimo resultado es una versién no asociativa de un resultado de Lee y
Wong [29, Theorem 1.7] en el que se prueba que si un algebra prima asociativa que
tenga un ideal derecho no cero finito dimensional es finito dimensional y simple.
El precedente para un algebra primitiva fue establecido por Yood [45, Theorem
3.8].

5.4. Aplicaciones a las algebras m.s.p.

Después de mover los arboles, en esta seccion vamos a recoger algunas nue-
ces, traduciendo todos los resultados obtenidos para un ideal c.d. de un algebra
semiprima en resultados para un ideal arbitrario de un algebra m.s.p. tal como
nos permite la Proposicion 2.3.5.

Para traducir algunas propiedades relativas a la e-clausura usaremos que,
como consecuencia de la Proposicion 2.3.5 y del Corolario 2.3.17, la semiprimidad
del algebra de multiplicacion esta supeditada a la igualdad entre las clausuras,
tal como se advirti6 en [8, Theorem 26].

Proposicion 5.4.1. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces A es m.s.p. si, y sélo
st la e-clausura coincide con la w-clausura.

Demostracion. Supongamos que A es m.s.p., entonces por la Proposicion 2.3.5,
se tiene que todo ideal es c.d., y por tanto por el Corolario 2.3.17, las clausuras
coinciden. Reciprocamente, puesto que por la Proposicion 1.4.4 A =1 @ Ann([)
para todo ideal I de A, la igualdad de las clausuras nos afirma que todo ideal de
A es c.d. La conclusion se deduce de la Proposicion 2.3.5

O
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Dado que las clausuras coinciden en un algebra m.s.p. A, usaremos el término
de ideal cerrado de A sin riesgo a confusion. Después del Teorema 2.3.16, tampoco
el concepto de ideal cerrado de M(A) da lugar a confusion. A partir de aqui
escribiremos £ 4 para referirnos al conjunto de los ideales cerrados de A, y Laq(a)
para referirnos al conjunto de los ideales cerrados de M(A)

En una primera remesa, como consecuencia del Teorema 2.3.16, obtenemos el
siguiente resultado que esta implicito en |8, Corollary 2.8|.

Proposicion 5.4.2. Sea A un dlgebra m.s.p. Entonces la aplicacion
I—[I:A]

es un 1somorfismo de L4 sobre Laqa) que conserva el orden y cuya aplicacion
inversa viene dada por P —— (Annpga)(P))ann-

En particular,

Corolario 5.4.3. Sea A un dlgebra m.s.p. Entonces A es w-radical si, y sdlo si,

M(A) es m-radical.

Como consecuencia del cd-Teorema y de [12, Corollary 4.7], todo esta dispues-
to para calcular el centroide extendido y la clausura central de un ideal arbitrario
de un algebra m.s.p., concretamente nuestra segunda recogida lleva en su saco el
siguiente

Corolario 5.4.4. Sea A un dlgebra m.s.p. y sea I un ideal de A. Entonces I es
un dlgebra m.s.p., Cr = ejCa, y Qr = Cal.

Como consecuencia del Teorema 5.2.7 tenemos una descripcion de los ideales
m-cerrados de un ideal arbitrario de un algebra m.s.p. que mejora sensiblemente
los resultados obtenidos en [8, Theorem 2.11 and Corollary 2.12.(1)].

Teorema 5.4.5. Sea A un dlgebra m.s.p. e I un ideal de A. Entonces tenemos
que:

(i) Para cada ideal K de I, K es un ideal de A.

(i) La aplicacion J — J N1 de (*4(I) en L; es un isomorfismo de reticulos
con K — K como aplicacion inversa.

(111) é’z ademds I es distinto de cero, entonces I es un dlgebra m.p. si, y solo si,
I es un ideal minimal cerrado de A.

(iv) Para cada ideal K de I, se tiene que Annp(K) = Ann(K)NI y K = KN1.
En consecuencia, L C Ty

(v) Si K € L, entonces Anny(K) = Ann(K)N 1 y K =KnI
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(vi) Si V € mT, entonces V € mT.

(vii) ¢4(1) C Ly y (™4(1) Cm7 y si ademds I es w-cerrado, entonces ~4 (1) =
,C] Yy gmz‘r‘(]) = m}r

Como consecuencia, del Corolario 5.2.10 y teniendo en cuenta [12, Corollary
4.7], obtenemos

Corolario 5.4.6. Si A es un dlgebra m.s.p, entonces todo ideal no nulo contenido
en 1—Rad(A) es un dlgebra m.s.p. w-radical. En particular, todo ideal de un
algebra m.s.p. m-radical es un dlgebra m.s.p. w-radical.

Diremos que un algebra es e-descomponible si es la e-clausura de la suma de
sus ideales e-cerrados minimales.
Como consecuencia de la Proposicion 5.4.1, obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.4.7. Sea A un dlgebra con anulador cero. Entonces A es un
dlgebra e-descomponible si, y solo si, A es m.s.p y w-descomponible.

Demostracion. Dado que, teniendo en cuenta [8, theorem 3.7|, A es m.s.p., basta
aplicar la Proposicion 5.4.1.
m

Como consecuencia, teniendo en cuenta el Teorema 4.3.4, podemos dar ahora
una reformulacion de [8, Theorems 3.7 and 3.8] y una mejora de [8, Proposition
3.9].

Corolario 5.4.8. Para un dlgebra A con anulador cero las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(i) A es e-descomponible.
(ii)) A es m.s.p. y Ba es un dlgebra de Boole atdmica.

(11i) A es un producto subdirecto esencial de una familia de dlgebras m.p. dis-
tintas de cero.

(iv) A es m.s.p. y Cya es un producto directo de cuerpos.

También podemos relacionar la descomponibilidad de A con la de Q4 y de

M(A).

Corolario 5.4.9. Para un dlgebra A semiprima distinta de cero las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) A es e-descomponible.

(i) A es m.s.p. y Qa es w-descomponible.
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(111) Qa es e-descomponible.
(iv) M(A) es m-descomponible.

Demostracion. (i) = (ii). Basta combinar los Corolarios 5.4.8 y 4.3.5 y la Pro-
posicion 5.4.1.

(ii) = (iii). Por el Corolario 3.6.5, el algebra Q4 es m.s.p. de ahi, por la
Proposiciéon 5.4.7 Q) 4 es e-descomponible.

(iii) = (iv). Como, por el Corolario 3.3.18, 4 es centralmente cerrada, se
sigue por la implicacion (i) = (iv) en el Corolario 5.4.8 que Q4 es m.s.p. y C4 es
un producto directo de cuerpos. Ahora, por el Corolario 3.6.5, A es m.s.p. y por
el Teorema 3.6.3 Crqa) = C4. Basta ahora aplicar la implicacién (iv) = (i) del
Teorema 4.3.4.

(iv) = (i). Podemos ver por la implicacién (i) = (iv) del Teorema 4.3.4,
que M(A) es semiprima y Cya) es un producto directo de cuerpos. Como,
por el Teorema 3.6.3, Crqa) = Ca, se sigue por la implicaciéon (iv) = (i) en el
Corolario 5.4.8 que A es e-descomponible. O

Como consecuencia del Corolario 1.5.12, del Teorema [8, Theorem 2.11| y de
la Proposicion 5.4.7, probamos que

Corolario 5.4.10. Sea A un dlgebra m.s.p. y sea I un ideal cerrado de A. Si A
es un dlgebra e-descomponible, entonces A/l es un dlgebra e-descomponible.

Finalizamos el estudio de la descomponibilidad probando que ésta es heredi-
taria.

Corolario 5.4.11. Si A es un dlgebra e-descomponible distinta de cero y con
anulador cero, entonces todo ideal I de A distinto de cero es un dlgebra e-
descomponible.

Demostracion. Sea I un ideal de A distinto de cero. Por el Corolario 5.4.7 A es
m.s.p ,y por tanto, por la Proposiciéon 2.3.5, I es c.d. en A. Aplicando ahora el
Corolario 5.2.8 I es m-descomponible y, por [12, Corollary 4.7], I es un &lgebra
m.s.p. La conclusiéon es consecuencia del Corolario 5.4.7.

m

El siguiente resultado relaciona la complementacion del algebra en ambas
clausuras.

Proposicion 5.4.12. Sea A un dlgebra con anulador cero. Entonces A es un
dlgebra e-complementada si, y solo si, A es m.s.p y w-complementada.

Demostracion. El caracter minimal de la 7-clausura (Proposicion 4.4.1) nos per-
mite asegurar que si A es e-complementada entonces A es m-complementada y
por tanto la m-clausura de cualquier ideal es un sumando directo, y por tanto



158 cd-Teorema

c.d. Por otra parte, dado que todo ideal e-cerrado estd complementado, por la
Proposiciéon 1.3.10, es de hecho m-cerrado. Por tanto para cada ideal las clausuras
coinciden en [. Combinando ambas afirmaciones obtenemos, por la Proposicion
2.3.17, que todo ideal es c.d. De nuevo la Proposicion 2.3.5 nos asegura que A es
m.s.p. El reciproco es trivial después de la Proposicion 2.3.5. O

Como consecuencia del Corolario 4.4.5, obtenemos que que

Proposicion 5.4.13. Sea A un dlgebra con anulador cero. Si A es e-comple-
mentada e I es un ideal cerrado, entonces A/I es un dlgebra e-complementada.

Demostracion. Supongamos que A es e-complementada. En virtud de la Proposi-
cion 5.4.12, A es m.s.p. y m-complementada. Por la Proosicion 5.4.1 y el Corolario
4.4.5, el algebra A/I es m-complementada. Para concluir, teniendo en cuenta [8,
Theorem 2.11|, basta aplicar de nuevo la Proposicion 5.4.12 al propio cociente.
m

Es sabido que la e-complementacion se hereda para ideales cerrados (véase [13,
Theorem 3.9]). Este resultado es una sencilla consecuencia de las Proposiciones
5.4.12, 4.4.4 y de [12, Corollary 4.7|.

Nos preguntamos ahora acerca de la relacion entre la multiplicativa semi-
primidad de un algebra y de su unitizacion. Puesto que A es un ideal de su
unitizacion, la posible condicién de multiplicativa semiprimidad de la unitizacion
siempre fuerza la del propio algebra (véase [12, corollary 4.7]), asi pues nos cen-
tramos en ver si es también una condicion suficiente. En este sentido, dado que la
semiprimidad si se transmite de un dlgebra a su unitizacion y viceversa (Corolario
1.6.4), solo nos queda preocuparnos de sus algebras de multiplicacion. Las cosas
son muy diferentes segiin que el algebra tenga o no unidad. En el primer caso,
como consecuencia del Lema 3.5.1 y del Corolario 1.6.4, podemos probar que

Proposicion 5.4.14. Si A es un dlgebra con unidad, entonces A es m.s.p. si, y
solo si, lo es su unitizacion.

En el caso sin unidad, para probar el reciproco se necesita una condicién
adicional.

Proposicién 5.4.15. Si A es un dlgebra sin unidad, entonces A es m.s.p. si, y
solo si, A es un dlgebra m.s.p. que es ideal denso de A'.

Demostracién. Supongamos que A' es m.s.p. Como ya hemos visto, por [12,
corollary 4.7]; A es m.s.p., y, por la Proposicion 1.6.11.(i), A es un ideal w-denso
en Al. Por consiguiente, en virtud de la Proposicion 5.4.1, A también es un ideal
denso.
Supongamos que A es un algebra m.s.p. y que es un ideal denso en Al. La
multiplicativa semiprimidad de la unitizaciéon se sigue del Lema 3.5.1
O
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Como consecuencia de la Proposicion 1.6.11.(i) se deduce que toda algebra
sin unidad es 7-densa en su unitizaciéon. A la pregunta de si toda algebra sin
unidad sera también densa en su unitizacién, contestamos que no, incluso en el
caso finito dimensional.

Ejemplo 5.4.16. Sea A la subalgebra de las matrices M3 (RR) cuya traza es cero,
dotada con el producto Lie [|. Es facil probar que (A, [.,.]) es una élgebra simple
(por tanto m.s.p.) sin unidad de dimension 3 tal que M*(A) = L(A), y por tanto
Id, puede escribirse de la forma > L, ..., Ly, con ay,...,a, € A. Considérese
F =YL . LA', € M(A"). Notese que Idsi(1) = 1 # F(1) € A, y sin

ay?

embargo, Idy1 — F € A*™". Por tanto A*™™ # 0, esto es, A no es un ideal denso
en Al

Teniendo en cuenta la Proposicion 5.4.7, basta combinar el Corolario 1.6.14 y
la Proposicion 5.4.14 para el caso con unidad y la Proposicion 5.4.15 para el caso
sin unidad.

Corolario 5.4.17. Sea A un dlgebra con anulador cero. Entonces
(i) Si A tiene unidad entonces

Al es € — descomponible < A es € — descomponible.

(i) Si A no tiene unidad entonces

entonces equivalen

(a) A' es e — descomponible

(b) A es e— descomponible y A es un ideal denso de Al .

Teniendo en cuenta la Proposicion 5.4.12, basta combinar el Teorema 4.4.16
v v la Proposicion 5.4.14 para el caso con unidad y la Proposicion 5.4.15 para el
caso sin unidad.

Corolario 5.4.18. Sea A un dlgebra con anulador cero. Entonces

(i) Si A tiene unidad entonces

Al es e — complementada <= A es ¢ — complementada.

(ii) Si A no tiene unidad entonces equivalen

(a) A es e — complementada

(b) A es e—complementada, T5 C MsUN4 y A es un ideal denso de A' .



160 cd-Teorema

Como consecuencia del desarrollo de la presente Memoria también podrian
obtenerse algunos de los resultados contenidos en [13]. Asi por ejemplo, de la Pro-
posicion 4.4.4, se deduce la correspondiente caracterizacion de la e-complemen-
tacion en términos de la e-clausura [13, Corollary 3.10]; Como consecuencia de
los Corolario 1.4.5, 1.5.10 y 1.5.12 y la Proposicion 1.8.7, se obtiene que toda
algebra m.s.p. se puede escribir como un producto subdirecto esencial de dos
algebras una m-radical y otra w-descomponible, tal como se obtuvo en |13, Theo-
rem 2.15]; Combinando el Corolario 5.4.8 y el Teorema 4.4.8 reencontramos |13,
Corollary 3.13] y aplicando el Teorema 5.3.3, reencontramos [13, Theorem 5.16
and Corollary 5.17|.



CAPITULO 6

Multiplicativa primidad de Algebras de Jordan degeneradas

6.1. Algebras de Jordan

Como ya hemos comentado, las algebras de Jordan, llamadas asi por Albert en
1946, fueron introducidas por el fisico Pascual Jordan con el propésito de formular
un contexto algebraico infinito dimensional para la Mecanica Cuantica. A partir
del trabajo de P. Jordan, J. von Neumann y E. Wigner |26], la teoria de las
algebras de Jordan pronto se convirtié en una solida rama del Algebra. La Teoria
de estructura de las algebras de Jordan conseguida hasta 1979, aunque bella y
profunda, se situaba en las cercanias de lo que podriamos llamar condiciones de
finitud. Es justamente en 1979 cuando E. Zel’'manov inicia una serie de trabajos
y se adelanta a su tiempo demostrando en [46| (véase también [31]) su famoso
“Teorema primo” que clasifica las algebras de Jordan primas no-degeneradas sin
ninguna hipotesis adicional, problema que ni siquiera nadie se habia atrevido
previamente a plantear.

Definicién 6.1.1. Sea J un algebra de Jordan. Como es usual, para z,y € J, el
operador U, , en J estd definido por

Upy(2) = 2.(y.2) +y.(z.2) — (z.y).2

para todo z en J y, por comodidad, escribiremos U, en vez de U, ;.
Un algebra de Jordan J es no-degenerada si

U, =0 = z=0.
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La multiplicativa primidad de las adlgebras de Jordan primas no-degeneradas
fue probada en [18] haciendo un uso sustancial del Teorema de Zel’'manov y la
teoria de identidades polinomiales generalizadas. Una vez que S. V. Pchelintsev
resolvio en [35] el problema de la existencia de algebras de Jordan primas degene-
radas, es natural preguntarse sobre la multiplicativa primidad de tales algebras.
Hoy dia, ademaés del ejemplo de Pchelintsev, se conocen otros ejemplos debidos a
Yu. A. Medvedev y E. I. Zelmanov [32], I. P. Shestakov [41, 42|, y V. G. Skosyrskii
[43]. Todos estos ejemplos surgen a través de superalgebras de Jordan.

La construccién dada por Shestakov, que incluye como casos particulares los
ejemplos de Pchelintsev y Medvedev-Zelmanov, descansa en la técnica de pasar
al algebra libre en una concreta variedad de algebras de Jordan.

Sin embargo la construccién dada por Skosyrskii viene dada a través de la
componente cero de la superalgebra de Jordan obtenida via el proceso de doblaje
de Kantor de una conveniente estructura punto-corchete en el algebra de Grass-
mann (véase el Ejemplo 1.2.2) que por comodidad, en lo que sigue denotaremos
simplemente por G.

Una superalgebra es un algebra Zs-graduada A = Ay & A, verificando la
condicion
AyAg C Ayip para «, 3 € Zo.

El algebra de Grassmann es una superalgebra para la Z,-graduaciéon natural,
que consiste en tomar como Gy la envolvente lineal de la unidad y el conjunto
de monomios de longitud par y como (G la envolvente lineal del conjunto de
monomios de longitud impar

6.2. El algebra de Jordan J(G, 0)

Una derivaciéon impar en una superalgebra A = Ay & A; es una aplicacion
lineal 6 : A — A verificando
5(Aoz) g Aa+1

5(aab5) = 6<aa)bg + (—1)aaa5(b5) (CLa € Aa, bg € Ag)

Para cada ¢ € N, consideremos la derivacion impar en el dlgebra de Grassmann

determinada por
0i(z;) = 6;; (delta de Kronecker).
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Por tanto, para cada monomio
=i Ty xy, (MEN, iy <o <--- <)

se tiene que
0i(g)=0 si i#i con 1<k<n

di(g) = (=1)F gy, - ST T, T si i=1i; paraalgin 1<k <mn,

n

o si se prefiere (con algin abuso de notacion)

0i(g) = (_1)pOSiCiOH(Ii)+1£ si i=1, paraalgin 1<k <n.
T

El algebra de Jordan J(G,0) es el algebra obtenida a partir del &lgebra de
Grassmann G reemplazando su producto asociativo (denotado por yuxtaposicion)
por el producto e determinado por

ap ® by = by ® g Zaobm

a, e bl = ZZI 8z(a1)81(b1)

Lema 6.2.1. Sea U un ideal no nulo de J(G,0). Si U contiene a un monomio de
longitud impar x; z;, - - - x; , entonces U también contiene a todos los monomios
obtenidos suprimiendo en el anterior una de las variables, esto es

8k(xl-1xi2 c l’ln) € U, Vk € N.

Demostracion. Supongamos que el monomio impar x; x;, - - - x;, pertenece a U,
y fijemos k € N. Entonces x;,x;, - - - x;, ® x € U. Como quiera que

i Ty, 0k = Y Oy, - 10, )0 (k) = Op(wiy iy -+ 1),
i=1
se sigue que Og(xy T4y -+ - 24,) € U.
Lema 6.2.2. Sea U un ideal no nulo de J(G,0). Si U contiene a un monomio de

longitud impar n, entonces U también contiene a todos los monomios de longitud
n.
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Demostracion. Bastara probar que si z;,z;, - - x;, € U con n impar, entonces el
resultado de cambiar una cualquiera de las variables envueltas por cualquier otra
variable prefijada sigue estando en U. Fijemos k con 1 < k < n y fijemos j € N.
Se tiene entonces que ((z;,%;, - x;,) ® z;,) ® x; € U. Como quiera que

Ly Ljy *** Ti, ) T4, ) ®T; = | — B Tiy o Ljp Ty -7 Ly, @ Ty
(( ) ®ziy) (=D

= Tiy 0 T 1 Ly iy

se sigue que T, - - Ty, Tl X, € UL

Como consecuencia de los Lemas 6.2.1 y 6.2.2 tenemos:

Corolario 6.2.3. Sean U un ideal no nulo de J(G,0) y n un nimero impar. Si
U contiene monomios de longitud n, entonces U contiene todos los monomios de
longitud n — 1.

Para cada n € N, denotaremos por I, al subespacio de G generado por
todos los monomios de longitud mayor o igual a 2n. A partir de la definicion del
producto, es claro que I, es un ideal de J(G, 9).

Proposicion 6.2.4. Para todo ideal no nulo U de J(G,0) existe n € N tal que
IQn g U.

Demostracion. Sea U un ideal propio no nulo de J(G,0). Por [43, Lemma 1|, U
contiene monomios. Sea m la longitud minima de los monomios en U. Ya que U
es un ideal propio, se tiene que m # 0. Por el Lema 6.2.1, m debe ser par. Notese
que Sl T, T, - @, € U con i3 <ig < --- < 1y, entonces

Ty Ty« * Tigy i1 = iy Tiy * ** Ty ® Tjpy1 € U,

y en consecuencia, teniendo en cuenta el Corolario 6.2.3, podemos afirmar que U
contiene a todos los monomios de longitud m. Ya que todo monomio de longitud
p > m puede escribirse como el producto de un monomio de longitud m por un
monomio de longitud p — m, concluimos que [,,, C U. O

Siguiendo la notacién empleada en [43], denotaremos por T, al operador de
multiplicacion determinado por g.

Lema 6.2.5. Sean g1, , gk, h monomios y sean x;,,Ti,, -+ , T, variables dis-
tintas de todas las variables envueltas en las escrituras de g1, - -+ , gi, h. Entonces

Tgl o Tgk(h’ ® Ljy Tip - Iizn) = Tg1 o Tgk(h) O Ly Tiy * =" Ligy, -
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Demostracion. Escribamos f = x;,@;, - - - x4, . La demostracion es por induccion
sobre k. Supongamos que k£ = 1. Si o bien g; o bien h es un monomio de longitud
par, entonces los productos Jordan que resultan son productos asociativos de G
y por tanto se da la igualdad deseada

Ty (hef)=gie(hef)=g(hf)=(gh)f=(g10h)ef=T,(h)ef.
En el caso en que g; y h son monomios de longitud impar tenemos que
T (hef)=gie(hef)= Za 91)0(hf) = D (D:(91)0i(h)f = 0:(gn)hdi(f)

Teniendo en cuenta que f = x;, %, - Ty, ¥ QUE Tjy, Tiy, -+, Ty, NO €stan en-
vueltas en la escritura de g; se tiene que, para todo 7, o bien 0;(g;) = 0 o bien
0;(f) = 0. Por tanto

Ty (he f)= Z@ 91)0 = <Zai(g1)3i(h)> f=(greh)ef=T,(h)ef

Finalmente, supuesto £ > 1 y supuesto el enunciado valido para k£ — 1, y
teniendo en cuenta que las variables envueltas en 7, (h) son variables envueltas
en gy o en h, tenemos que

Tgl Tgk(h.f) :Tgl ...Tgk—l (Tgk(h.f)) =



166 Multiplicativa primidad de Algebras de Jordan degeneradas

Teorema 6.2.6. El dlgebra de Jordan J(G,0) es m.p. degenerada.

Demostracion. Por [43, Proposition 2|, J(G,d) es un algebra de Jordan prima
degenerada. Veamos que es m.p. Hemos de probar que si F' € M(J(G,0))\{0},
entonces F(U) # 0 para todo ideal no nulo U de J(G,0). Por la Proposicién
anterior nos bastara con verificar que hay monomios de longitud arbitrariamente
grande sobre los que F' no se anula. Puesto que los monomios generan lineal-
mente el algebra J(G, 0), se sigue que el algebra de multiplicacion esta generada
linealmente por los productos de operadores de multiplicaciéon de monomios. Es-
cribamos F' en la forma

F=XIdyco+ Y MS

k=1
donde Ao, A1, -+, A, € K, y, para cada k, S, es un producto finito de operadores
de multiplicacion T; correspondientes a convenientes monomios g, esto es

Sk =1,

9k,1 "

Ty
para convenientes n;y € N y gp; monomios. Puesto que F' # 0, ha de existir
un monomio h tal que F'(h) # 0. Consideremos variables z;,, 2, -, Z;, 1O
envueltas en el monomio h y no envueltas en los monomios cuyo operador de
multiplicacion aparece en la escritura de F'. Llamemos f = z;, x;, - - - 2;,,. Por el
lema anterior, para todo k, se tiene que

Sk(h [ J f) = Sk(h) [} f,

y por tanto
F(hef)=F(h)e f=F(h)xyzy- - Ty,

Ya que F(h) # 0y x;,%iy, -+ ,T;, No intervienen en la escritura de F'(h) se
sigue que F'(he f) # 0. Asi, F(I5,) # 0. Ahora por la Proposicion 6.2.4 podemos
afirmar que F(U) # 0 para todo ideal U no nulo de J(G, ). Finalmente por [15,
Proposition 1|, concluimos que J(G,9) es m.p.

[

6.3. El algebra de Jordan J(G, D)

Una derivacién par en una superalgebra A = Ay @ A; es una aplicacion
lineal § : A — A verificando
d(Ay) C A,
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(S(CLabg) = (5(aa)b5 + aaé(bg) (aa €A, b/j S A/g)

Consideremos la derivacion par en el algebra de Grassmann
D:G—(

determinada por
D(xn) = Tn+41

Por consiguiente D actiia en un monomio

g =i Ty T (s €N, ig <ig < -+ < iy)

S

como sigue:

D(g) =Ty +1%iy - Tiy T F Ty Tiy = Ty i1

El élgebra de Jordan J(G, D) es el algebra obtenida a partir del dlgebra de
Grassmann G reemplazando su producto asociativo (denotado por yuxtaposicion)
por el producto e determinado por

aO.ba:ba.GOZGOba

a; ® bl = CLlD(bl) — D(al)bl

El siguiente lema, que sera crucial para el Teorema 6.3.3, esta implicito en la
demostracion de [43, Proposition 3.

Lema 6.3.1. Si U es un ideal no nulo de J(G, D), entonces, para cada n € N,
existe m € N tal que m — (n — 1) es un natural par y

Ty Ty € U.

Para cada m € NU{0}, denotaremos por .J,,, al subespacio de G generado por
todos los monomios que envuelven alguna variable x; con £ > m. De la definicion
del producto, es claro que J,, es un ideal de J(G, D).

Lema 6.3.2. Sean g1, , gk, h monomios y sean n,m € N tales que m — (n—1)
es un natural par. Entonces

Ty - Ty (howy - ay) =Ty - Tg (h) @xy - Tny € S
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Demostracion. Escribamos f = x,, - - - x,,. La demostracion es por inducciéon sobre
k.

Supongamos que k = 1. Si o bien g; o bien h es un monomio de longitud par,
entonces los productos Jordan que resultan son productos asociativos de G'y por
tanto se da la igualdad

Ty (hef)=gie(hef)=gi(hf)=(g1h)f=(greh)ef=T,(h)ef

Luego
Ty, (he f)—T,(h)ef=0¢€ J,.

En el caso en que g; y h son monomios de longitud impar tenemos que

Ty, (hef) = gre(hef) = g1 D(hf)=D(g1)(hf) = g1(D(h) f+hD(f))—(D(g1)h) f =

(91 D(h) — D(g1)h) f + g1h (Z Ty Tpo1 D(@g)Tpyn - - l’m> =

(groh)e f4+giha, - Tm1Tmy1 = Tg (h) ® f + g1hay - Ty 1T

En consecuencia
Ty (hef)—=T,(h)e f=gihx, - Tm1Tmi1 € .
Asi, hemos probado que en cualquier caso se verifica que
Ty (he f)y—=T,(h)e fec Jn, (6.1)

lo que concluye la demostracion para k = 1.

Supongamos ahora que k£ > 1y que el enunciado es valido para k — 1. Escri-
bamos

TngQQ"'TQk(h.f) _TngQQ"'TQk(h) .f =

Tgl [ng"'Tgk(h.f)_ng"'Tgk(h).f]+ (6'2)
Tgl (ng"'Tgk(h> .f) _T91T92"'T9k(h> .f'

Por la hipétesis de induccién

ng"'Tgk(h.f)_TQQ..'Tgk(h’).fe Jm’

y por tanto
Ty, [T92 Ty (hef) =Ty Ty (h)e fl € Jm. (6.3)

Por otra parte, puesto que T, --- Ty, (h) serd una combinacién lineal de ciertos
monomios
p
Ty (h) = Z a;h;, con «a; € K, h; monomios,

i=1

T,

g2 "
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se sigue que
To (Ty, -+ Ty (h) o f) =Ty - Ty (h) e f = Zai (T (h; @ f) = Ty, (hi) @ f)
i=1

y puesto que el enunciado es valido para k = 1, se tiene que
Ty, (T92 o 'Tgk(h) °f)— Ty, -+ T, (h) e f € Jn. (6.4)
Finalmente, teniendo en cuenta (6.2) , (6.3) y (6.4) se sigue que
Ty Ty (he f) =Ty - Ty (h) o f € I+ Jm C I

Teorema 6.3.3. El dlgebra de Jordan J(G, D) es m.p. degenerada.

Demostracion. Por [43, Proposition 3|, J(G, ) es un dlgebra de Jordan prima de-
generada. Veamos que es m.p. Hemos de probar que si ' € M (J(G, D))\{0}, en-
tonces F'(U) # 0 para todo ideal no nulo U de J(G, D). Fijemos F' € M(J(G, D))\{0}
y U ideal no nulo de J(G, D). Escribamos F' en la forma

F= )\OIdJ(QD) + Z eSSk

k=1
donde Mg, A1, -+, A, € K, y, para cada k, S, es un producto finito de operadores
de multiplicacion T; correspondientes a convenientes monomios g, esto es
Sk = Tgk,l e Tgk,nk

para convenientes n, € Ny g, ; monomios.

Puesto que F' # 0, ha de existir un monomio h tal que F(h) # 0. Sea p el
méaximo de los indices de las variables envueltas en F'(h), y tomemos n :=p + 1.
Por el Lema 6.3.1, existe un natural m tal que m — (n — 1) es un natural par y
Ty Ty € U. Por el Lema 6.3.2 se tiene que

Sp(hewx, --x,)— Sp(h)ex, - x, € Jy,
y por tanto, para todo k con 1 < k < m,
Fhex, - -xy,)—F(h)ex, -z, J,.
Puesto que F'(h) # 0 y envuelve variables de indice < n se sigue que
Fh)yex, - -z, =Fh)x, - xn & Jn.

Por tanto F'(h ez, ---x,,) ¢ J, y en particular es no nulo. Como quiera que
Ty Tym € U,y en consecuencia h e x,---x,, € U, se sigue que F(U) # 0.
Finalmente, por [15, Proposition 1|, podemos concluir que J(G, D) es m.p. [
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CAPITULO [

Problemas Abiertos

En este capitulo planteamos algunas de las cuestiones que nos han aparecido
en el desarrollo del contenido de esta Memoria y a las que, hasta el momento,
s6lo hemos podido dar algunas respuestas parciales.

7.1. Igualdad de radicales

De todos es conocida la igualdad de los radicales primo y semiprimo en un
algebra A no necesariamente asociativa, radical que llamaremos Radical de Baer,
Baer(A). Esto es,

Baer(A) = ﬂ {Ideales primos de A} = ﬂ { Ideales semiprimos de A}.

Nuestro primer problema es ver si también se da la posible igualdad de los
Radicales multiplicativamente primo y semiprimo.

Definicién 7.1.1. Un ideal I de un algebra A se dice multiplicativamente primo
(abreviadamente ideal m.p.) si A/ es un algebra m.p. Anadlogamente, se dice que
un ideal I es multiplicativamente semiprimo (abreviadamente ideal m.s.p.) si A/I
es un algebra m.s.p. Se llama Radical multiplicativamente primo de A al ideal

wu(A) = ﬂ {Ideales m.p. de A}),

mientras que, siguiendo [11], llamamos Radical multiplicativamente semiprimo al
ideal
a(A) = ﬂ {Ideales m.s.p. de A}.)

Es evidente que a(A) C u(A). Parece natural preguntarse si
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Problema 1 ;Se verifica que p(A) = a(A) para cualquier dlgebra A?
Hasta el momento sélo hemos encontrado algunas respuestas parciales afir-
mativas.

El Radical multiplicativamente semiprimo puede considerarse como la exten-
sion a dimension infinita del Radical de Albert [1]. Notese que, si {U;} es una
familia de ideales m.s.p. del algebra A, entonces NU; es un ideal m.s.p. de A, ya
que NU; es un ideal semiprimo de A y también [NU; : A] = N[U; : A] es un ideal
semiprimo de M(A). En consecuencia,

(1) a(A) es el mas pequeno ideal m.s.p. de A.

(2) a(A) =0si, y solo si, A es un algebra m.s.p.

El Radical multiplicativamente primo, p(A), no tiene por qué ser un ideal
m.p. y, por tanto, tan sélo podemos asegurar que si A es m.p. entonces p(A) = 0.
En cualquier algebra se tienen las siguientes relaciones

{Ideales Primos} C {Ideales Semiprimos}
Y| Ul

{Ideales m.p.} C {Ideales m.s.p.}

y de ellas se obtiene que
Baer(A) C a(A) C u(A).
En caso asociativo, la situacion se simplifica
Proposicion 7.1.2. Si A es un dlgebra asociativa, entonces
Baer(A) = a(A) = u(A).

Demostracion. Sea I un ideal de A. Noétese que, en virtud de que toda algebra
asociativa semiprima es m.s.p., se tiene que [ es un ideal semiprimo (resp. primo)
si, y s6lo si, I es un ideal m.s.p. (resp. m.p.) En consecuencia a(A) = Baer(A) =

w(A). O
La realidad es méas tozuda en el caso no asociativo.

Ejemplo 7.1.3. Considérese el algebra de Albert (Ejemplo 2.1.1), Puesto que
M(A) no es semiprima, a(A) # 0, de hecho a(A4) = Ko, y sin embargo la
primidad de A, fuerza que Baer(A) = 0.
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No obstante, el problema que nos preocupa es la otra inclusion. En tal caso,
veamos distintas circunstancias, en contexto semiprimo, que nos permiten asegu-
rar la igualdad de los radicales. Comenzamos con el caso en que M(A) es prima,
para ello necesitamos el siguiente

Lema 7.1.4. Sea A # 0 un dlgebra y sea I un ideal propio de A. Si [I : A] es un
ideal primo de M(A) entonces (I : A) es un ideal m.p. de A.
En consecuencia, si [ = (I : A), entonces el reciproco es cierto.

Demostracion. Por |9, Corollary 3.14| sabemos que (I : A) es un ideal m.s.p. de
A. Notemos que

Fe[(I:A):A & M(AFCI[I:A (7.1)
En efecto,
Fe[(I:A):A & FACI:A) & FAA+AFACI &

MYA)F(A) CI < MYAFCI[I:A.

Veamos que [(I : A) : A] es un ideal primo de M (A). Sean F,G € M(A) tales
que FM(A)G C[(I:A): A]. Por (7.1),

MY (A)FM(A)G C[I: A

Como [I : A] se esta suponiendo primo, se sigue que M*(A)F C[I: AJo G € [I :
A]. Si M*(A)F C [I : A], entonces, de nuevo por (7.1),

Fel[l:A):A].

Si G €[] : A], entonces es claro que G € [( : A) : A].

Resumiendo, (I : A) es un ideal semiprimo de A y [({ : A) : A] es un ideal
primo de M(A). Luego A/(I : A) es un algebra semiprima y M(A/(I : A)) es
un algebra prima. Por [15, Proposition 1|, A/(I : A) es un algebra m.p., esto es
(I : A) es un ideal m.p. de A.

[l

Corolario 7.1.5. Si A es un dlgebra con M(A) prima, entonces
Ann(A) = a(A) = u(A).

Demostracion. Sea A un algebra tal que M(A) es prima, esto es, 0 = [0 : A] es
un ideal primo de M(A). Aplicando el Lema 7.1.4, se tiene que (0 : A) = Ann(A)
es un ideal m.p. de A, y por tanto p(A) C Ann(A). Finalmente basta recordar
que en nuestro contexto Ann(A) = a(A) véase por ejemplo |9, Theorem 3.8].

0
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Otras dos respuestas al problema de la igualdad nos las proporciona la teoria
de estructura.

Proposicion 7.1.6. Si A es un dlgebra e-descomponible, entonces

Ann(A) = Baer(A) = a(A) = u(A).

Demostracion. Supuesto que A es un algebra e-descomponible, tenemos
N

Ann(A) = Ann Z B = Ann Z B| = ﬂ Ann(B).

Bem’, Bem?7, Bem7

En el caso en que Ann(A) # 0, sabemos por |9, Proposition 2.2] que Ann(A) €
m’;. Siguiendo la notaciéon de [9] escribiremos

. — { m7 st Ann(A) =0
A7 m%\{Ann(4)} si Ann(A) # 0.

. M7 si A2=A
4 M7 \{A2} si A2 #£ A,
Puesto que Ann(Ann(A)) = A, se sigue de lo anterior que

Ann(A) = ﬂ Ann(B).

Bem?,

Por otra parte, por el Teorema de Yood [9, Theorem 4.6], tenemos que M(A) es
semiprima y M% = {Ann(B) : B € m’}. Ademaés, por [12, Theorem 2.6], M*
coincide con el conjunto de los ideales e-cerrados m.p. de A. En consecuencia,

WA C () U= () Anmn(B) = Ann(A).

UeMy, Bem,
La demostracién concluye teniendo en cuenta las inclusiones
Ann(A) C Baer(A) C a(A) C u(A).
[

Otra respuesta afirmativa al problema de la igualdad lo proporcionan las
algebras semiprimas con centro grande. Recordemos que un algebra A se dice
tener centro grande si verifica que todo ideal no nulo de A tiene corte no nulo
con el centro Z, de A. Sabemos que si A es un algebra semiprima con centro
grande, entonces A es m.s.p. [33, Proposition 1.4.7]. Hagamos la preparacion de
este resultado en dos etapas.
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Proposiciéon 7.1.7. (Subida de ideales semiprimos/primos) Sean A un
dlgebra, B una subdlgebra de A, e I un ideal semiprimo (resp. primo) de B. Si
V' es un ideal de A, mazimal con respecto a la propiedad V N B C I, entonces V
es un ideal semiprimo (resp. primo) de A.

Demostracion. Supongamos que I es un ideal primo de B y V es un ideal de A,
maximal con respecto a la propiedad VN B C I.Si J y K son ideales de A tales
que JK CV, entonces (J+ V)N By (K + V)N B son ideales de B tales que

(J+V)NB)(K+V)NB)CVnNBCI.

Ya que I es un ideal primo de B, se tiene que o bien (J+V)NB C I o (K+V)NB C
I, y por tanto, o bien J C V o K C V. En consecuencia, V es un ideal primo de

A. Anélogamente para el caso semiprimo.
O

Proposicion 7.1.8. Para toda dlgebra A se verifica que

Baer(Z4) = Baer(A) (] Za = a(A) () Za = u(A) [ ) Za.

Demostracion. Sea U un ideal semiprimo de A. Si I es un ideal de Z, tal que
I? C UN Zy, entonces TA es un ideal de A tal que (IA)? C I?A C U, luego
ITACU,yportanto I C (U :A)=U. En consecuencia, I C U N Z,. Por tanto,
U N Z4 es un ideal semiprimo de Zy.

De lo anterior se sigue que

Baer(Z4) € (| UNnZa)=| () U|NZa=Baer(A)N Za.
Usa vsa

Por otra parte, de las inclusiones Baer(A) C a(A) C u(A), se sigue que

Baer(A)NZs Ca(A)NZs Cu(A)NZa.

Dado un ideal primo P de Z4, por la Proposicién 7.1.7, si V' es un ideal de A
maximal con respecto a la condiciéon V N Z4 C P, entonces V es un ideal primo
de A. Veamos que V es un ideal m.p. de A. Para ello, teniendo en cuenta [15,
Proposition 1|, nos bastara probar que [V : A] es un ideal semiprimo de M(A),
esto es, si ' € M(A) es tal que FM(A)F C [V : A], entonces I' € [V : A]. En
efecto, si ' € M(A) es tal que FM(A)F C [V : A], entonces F((F(A))) CV,y
por tanto también F'((F(A)) + V) C V, y en particular

F((F(A) +V)A) CV,

y mas en particular

F(((F(A)) + V)N Za]A) SV,
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y por tanto para todo G € M(A) se tiene que GF([((F(A)) +V)NZ4]A) CV,
y en consecuencia

[((F(A)) + V) N ZAJGF(A) C V.

Variando G en M(A) obtenemos que [((F(A)) + V) N Z4(F(A)) C V, y en
consecuencia [((F(A)) + V)N Za|((F(A)) + V) C V, y en particular

[((F(A) + V)N Za? CV,

de donde se sigue que [((F(A)) + V)N Z4* CVNZy C P. Como P es un
ideal semiprimo de Z, se sigue que ((F(A)) + V)N Z4 C P,y por tanto de la
definicion de V' se sigue que (F/(A))+V =V, luego (F(A)) C V,y en consecuencia
FelV:A.

Puesto que a cada ideal primo P de Z4 le podemos asignar un ideal m.p. Vp
de A tal que Vp N Z4 C P, se sigue que

wANZaC | (Y Ve |nZa= () (VPN Za)C P = Baer(Zy).

PAZ 4 PAZ 4 PAZ 4
primo primo primo

Encadenando las anteriores inclusiones se obtiene
Baer(Z4) C Baer(A)NZas Ca(A)NZs C pu(A) N Za C Baer(Zy),

de donde se sigue el enunciado.

Corolario 7.1.9. Para un dlgebra A con centro grande equivalen:
(i) Z4 es semiprima.
(i) Baer(A) = 0.
(11i) a(A) =0
(iv) p(A) =0

Demostracion. Las implicaciones (iv) = (iii) = (ii) = (i) son ciertas en general:
Las dos primeras son bien conocidas y la tultima es consecuencia de la Proposi-
ciéon anterior. Finalmente, veamos que (i) = (iv). Si Z4 es semiprima, entonces
Baer(Z4) = 0, y por la Proposicion anterior u(A) N Z4 = 0. Como A se supone
con centro grande se concluye que p(A) = 0. O
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Proposicion 7.1.10. Sea A un dlgebra. Sea I un ideal de A y consideremos la
aplicacion cociente q : A — A/I. Entonces

p(A/U) =g (I = UCT<A con T ideal mp.}).
En consecuencia,
(i) Si u(A/I) =0, entonces pu(A) C 1.
(ii) 8i I C u(A), entonces u(A/I) = p(A)/I.

Demostracion. Puesto que ¢ : A — A/I induce un isomorfismo de h*4(I) en
Zayr, por el Teorema de isomorfia del doble cociente, se tiene que

q(A)/q(J) = A/ J,
se sigue que
q(J) es un ideal m.p. de A/I < J es un ideal m.p. de A.

En consecuencia,
w(A/D) = (K : K S9A/I con K ideal m.p.} =
(M{a(J) : 1S J<Acon Jideal mp.} =
qq”" (ﬂ {g(J) : I CJ < Acon Jideal m.p.}) =
q (ﬂ {g7%(q(J)) : I CJ<QAcon I ideal m.p.}> =

a(({7 : 1T < Acon I ideal mp.}).

Corolario 7.1.11. Para toda dlgebra A se verifica que

H(A/U(A)) = 0, u(A/a(A)) = p(A)/a(A), y p(A/Baer(A)) = u(A)/Baer(A).

El problema de la igualdad puede reducirse al problema de si toda algebra
m.s.p. A es tal que u(A) = 0.

Corolario 7.1.12. Sea C una clase de dlgebras estable por paso a cocientes.
Equivalen:

(i) Para toda dlgebra A € C se verifica que a(A) = pu(A).

(i1) Para toda dlgebra A € C tal que A es m.s.p. se verifica que p(A) = 0.
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Demostracion. (i) = (ii). Es obvia.

(i) = (i). Dada un &algebra A € C, como quiera que A/a(A) € Cy
a(A/a(A)) = 0, se sigue de (i) que también p(A/a(A)) = 0. Luego, por el
corolario anterior, u(A)/a(A) = 0, y por tanto pu(A) C a(A). En conclusion
a(A) = u(A). O

En este sentido conviene senalar igualmente que en virtud de [8, Proposition
3.3.], u(A) es un ideal de A contenido en m—Rad(A), y por tanto, aplicando el
Corolario 5.4.6 obtenemos que

Proposicion 7.1.13. Si A es un dlgebra m.s.p. entonces p(A) =0 ¢ p(A) es un
dlgebra m.s.p. w-radical.

Como consecuencia, podemos probar que
Corolario 7.1.14. St A es un dlgebra m.s.p de dimension finita, entonces

u(A) =0

7.2. Relacion entre los centroides

Después del Teorema de caracterizacion de la complementacion, Teorema
4.1.2, es esencial el conocimiento del centroide para determinar si un &lgebra
semiprima A es o no w-complementada. Segin hemos visto en la Proposicion
4.4.20, si A es un algebra m.s.p. Entonces

Caea) € Ta € Ty

Nuestro segundo problema es
Problema 2 ; Las inclusiones I'pqa) € T4 C FMu(A) son estrictas?
En este sentido podemos arrojar cierta luz en el sentido siguiente:
Puesto que M*(A)(A) = A2, es facil concluir que

Cata) € Ta C© Tagsgay € Tae.

Pues bien, la inclusién
'y CTye. (7.2)

puede ser estricta.
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Ejemplo 7.2.1. Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional sobre K = R
o C. Usando la notacion del Ejemplo 5.2.11, es bien conocido y facil de ver que
§(H) es un &lgebra central simple sobre K, asi como que es un ideal de B(H) (
algebra de Banach de todos los operadores lineales acotados en H ). Consideremos
el algebra A definida en el Ejemplo 5.2.11 esto es, el espacio vectorial §(H) X
§(H) x K dotado con el producto definido por

(F1, G, a1)(Fy, G, ag) := (F1Fy + ao AT + oy TFy, G1Go + G T + a T'Go, 0),

donde T' es un operador lineal acotado T en H con rango infinito dimensional
que satisface 7% = 0. Es claro que A? es isomorfa a la algebra suma directa
S(H) ® §(H), tenemos un isomorfismo de algebras desde I'42 en K2. Con més
precision, ['g2 = {f\, : A\, u € K} donde, para A\, u € K, fy, : A> — A? se define
por fr.(F,G,0) = (AF, uG,0). Supongamos que f : A — A es un centralizador
en A. Como fia2 € I' g2, existe A, u € K tal que f(F,G,0) = (AF, uG,0) para todo
F,G € §(H). Escribimos f(0,0,1) = (R, S,v), y ndtese que para todo x € H
tenemos que

10,0, 1)@ ® 2,2 ®,0) = (R, S,v)(¢ ® 2,2 2,0)

=(Rz)@zx+vT(z)@z,S() @z +vT(zr)® x,0),
y por otro lado

f(0,0,)(z®@z,z®x,0) = f((0,0,)(z®@z,z®2,0)) = f(T(zx)®x,T(z) ®x,0)

= (\T'(z) @ z, uT(z) ® x,0).

Por lo tanto
Rx)@x+vT(z)@x=XNT(2)@zxy S(x)@z+vT(zx) @z =ul(z)®x,

y de ahi
R(z) = (A= v)T(x) y S(x) = (1 — 1)T(2).

Se sigue del hecho que T tiene rango infinito dimensional que A = ¢ = v y
R =S =0,y como resultado f(F,G,a) = v(F,G,a) para todo (F,G,a) € A.
Asi 'y es isomorfo a K| y la inclusion (7.2) es estricta.

Como consecuencia, dado que Anny (1) = I, Anny(lL) = I,y [ ® I, =
A% £ A, se tiene que
"A no es w-complementada, mientras que A% si es w-complementada’.

Obsérvese que este ejemplo podria dar lugar a una técnica que nos pudiese
ver que la primera inclusion es estricta. Por otro lado, el ejemplo no nos revela
cual de las dos tltimas inclusiones es estricta.
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