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Había una vez un salmón que había nacido en un pequeño río entre las montañas. Allí vivió
alegre y contento durante su infancia. Cuando era jovencito, con muchas ilusiones de conocer
nuevas tierras, se lanzó a la aventura y se dirigió hacia el mar. Allí creció y se hizo adulto, y
allí pasaba sus días felices y tranquilos. Pero él sentía que había algo más que todo aquello, él
quería hacer algo importante en la vida, sentía deseos de luchar contra la corriente de aquel río,
que lo llevó al mar, pues quería volver a su lugar natal. Y así, siguiendo el instinto y una voz
interior que le decía continuamente, “sube río arriba”, empezó su andadura.

Era difícil la subida, era una lucha constante contra la corriente, pero quería ser fiel a la
llamada interior y seguía luchando y luchando sin detenerse, porque, si se detenía a descansar,
podía perder todo lo ganado y la corriente lo arrastraría de nuevo hacia el mar.

Y así, día tras día. A veces, encontraba en su camino otros salmones desanimados de la
lucha, que se dejaban llevar de nuevo hacia la tranquilidad del mar, porque creían que era inútil
luchar. Otras veces, veía a algunos que habían muerto en el intento o que habían sido heridos. . .
Pero él seguía adelante sin desmayar. Poco a poco, día a día, cientos de kilómetros. . . Quería
volver a su lugar de nacimiento. Por fin, un día llegó a la meta soñada y allí se sintió feliz.
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Introducción

La Teoría de Subvariedades es una de las principales ramas de la Geometría Diferencial.
Dentro de este campo podemos destacar las que son totalmente umbilicales, totalmente geo-
désicas, las que son Einstein o las hipersuperficies, estas últimas debido a la sencillez de sus
ecuaciones de estructura.

Hasta ahora las hipersuperficies reales de los modelos de espacios reales, complejos y cua-
terniónicos han sido profusamente estudiadas. Ver, por ejemplo:

1. E. Cartan,Familles de surfaces isoparamétriques dans les espaces à courbure constante,
Ann. Mat. 17 (1938), 177-191.

2. T.E. Cecil, P.J. Ryan,Focal sets and real hypersurfaces in complex projective space,
Trans. Amer. Math. Soc., 269 (1982) 481-499.

3. M. Kimura,Sectional curvatures of holomorphic planes on a real hypersurface inP nC,
Math. Ann. 276 (1987), 487–499.

4. S. Montiel,Real hypersurfaces of a complex hyperbolic space, J. Math. Soc. Japan 37
(1985), 515-535.

5. H.F. Münzer,Isoparametrische Hyperflächen in Sphären I, II, Math. Ann. 251 (1980),
57-71 y 256 (1981), 215-232.

6. J. Berndt,Real hypersurfaces in quaternionic space forms, J. reine angew. Math. 419
(1991), 9-26.

7. A. Martínez and J.D. Pérez,Real hypersurfaces in quaternionic projective space, Ann.
Mat. Pura Appl. (IV) 145 (1986), 355-384.

8. M. Ortega and J.D. Pérez,On the Ricci tensor of a real hypersurface of quaternionic
hyperbolic space, Manuscripta Math. 93 (1997), 49-57.

9. M. Ortega and J.D. Pérez,On the second fundamental tensor of real hypersurfaces in
quaternionic hyperbolic space, Rocky Mountain Journal of Mathematics (III) 31 (2001),
1063-1081.

10. R. Takagi,Real hypersurfaces in a complex projective space with constant principal cur-
vatures I, II, J. Math. Soc. Japan 27 (1975), 43–53 y 507–516.



IV Introducción

Un campo de vectoresX a lo largo de una geodésicaγ se llamará campo de Jacobi cuando
verifique la siguiente ecuación diferencial

∇γ̇(t)∇γ̇(t)X +R(X, γ̇(t))γ̇(t) = 0

dondeγ(t) es la geodésica,∇ la derivada covariante yR el tensor de curvatura de la variedad
de Riemann.

Si nos fijamos en el segundo sumando del primer miembro de la anterior ecuación, dado un
campo cualquieraY sobre la variedad de Riemann podemos asociarle un operadorRY definido
comoRY (X) = R(X, Y )Y para cada campo tangenteX a la variedad. Este operador se llama
el operador de Jacobi sobreM asociado aX. Es un operador simétrico y siempre admite como
valor propio al cero.

La famosa conjetura de Osserman [32] afirmaba que las variedades de Riemann para las
que todos los operadores de Jacobi contaban con los mismos autoespacios eran los espacios
simétricos de rango 1. Esta conjetura, tras el estudio de Chi [11] fue demostrada positivamente
por Nikolayevsky en los artículos [29], [30].

Cuando consideramos hipersuperficies reales del espacio proyectivo complejo aparecen
destacados dos campos asociados a la hipersuperficie: el normal unitario y el estructural. Re-
cientemente, utilizando dichos campos se han obtenido diferentes resultados de clasificación de
hipersuperficies reales ([35], [40], [43]).

En el caso de hipersuperficies reales del espacio proyectivo cuaterniónico, asociados a la
estructura kaehleriana cuaterniónica aparecen 3 campos tangentes destacados, que serían los
similares al campo estructural en el caso complejo. En [36] se caracterizan ciertas hipersu-
perficies reales atendiendo al comportamiento de los operadores de Jacobi asociados a dichos
campos de vectores.

En el presente trabajo estudiaremos hipersuperficies realesM de las Grassmannianas de 2-
planos complejos. Estos espacios tienen la particularidad de poseer tanto una estructura kaeh-
leriana como una kaehleriana cuaterniónica a la que no pertenece la kaehleriana. SobreM
aparecen, pues, una estructura casi métrica de contacto(ξ, φ, η, g) y una 3-estructura casi mé-
trica de contacto(ξi, φi, ηi, g), i = 1, 2, 3 a partir, respectivamente, de la estructura kaehleriana
y de la kaehleriana cuaterniónica del espacio ambiente. Por tanto, cuando consideremos una
hipersuperficie real de dicho espacio ambiente, aplicando la estructura kaehleriana al campo
normal unitarioN que elijamos aparece un campo de vectoresξ tangente a la hipersuperficie
que llamaremos el campo de vectores estructural. Asimismo, al aplicarle la estructura kaehle-
riana cuaterniónica al campo normal, aparecen tres campos de vectoresξi, i = 1, 2, 3 tangentes
y mutuamente ortogonales que generarán una distribución sobreM que denotaremos porD⊥.
Consideraremos, a partir de estos campos de vectores, los correspondientes operadores de Ja-
cobi sobreM : el operador de Jacobi estructuralRξ y los operadores de JacobiRξi . Además,
considerando el operador de JacobiR̄N sobre el espacio ambiente en la dirección deN , el
hecho de quēRN(N) = 0 nos permite considerarlo como un operador sobreM .

En el Capítulo1 de la memoria se establecerán las propiedades fundamentalesde la geo-
metría de las Grassmannianas de 2-planos complejos, así como de sus hipersuperficies reales,
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siguiendo los artículos [4], [6] y [7]. En concreto, se hará un repaso del espacio proyectivo
cuaterniónico y del conjunto focal del espacio proyectivo complejo de máxima dimensión em-
bebido en el espacio proyectivo cuaterniónico para pasar a presentar los diferentes modelos
que existen de las Grassmannianas de 2-planos complejos, reflejando las diferentes estructuras
que existen sobre ellos y calculando su tensor de curvatura. A partir de aquí, estudiaremos las
ecuaciones de estructura de las hipersuperficies reales de estos espacios y nos detendremos en
el comportamiento del endomorfismo de Weingarten asociado al campo de vectores normal a
la hipersuperficie. Nos detendremos en los ejemplos de hipersuperficies reales conocidos como
tipos A y B y calcularemos explícitamente sus endomorfismos de Weingarten.

A partir de aquí nos dedicaremos al estudio de los distintos operadores de Jacobi que des-
tacan sobre las hipersuperficies reales de las Grassmannianas de 2-planos complejos. Necesita-
remos que tales hipersuperficies sean Hopf, es decir, que el campo de vectores estructuralξ sea
principal. Es decir, siA denota el operador de Weingarten asociado al campo normalN , debe
ocurrir queAξ = αξ para cierta funciónα.

El Capítulo2 se dedica al operador de Jacobi estructural. En primer lugar,es conocido a
partir del trabajo de Brozos-Vázquez y Gilkey [8], que no pueden existir hipersuperficies reales
enlas Grassmannianas de 2-planos complejos para las que dos operadores de Jacobi arbitrarios
conmuten. Así pues, nos planteamos el problema de estudiar aquellas hipersuperficies reales
cuyo operador de Jacobi estructural conmute con cualquier otro, obteniendo que, con cierta
condición adicional, no existen tales hipersuperficies (Teorema2.1.1). En [15] se demuestra
que no existen hipersuperficies reales de las Grassmannianas de 2-planos complejos que, bajo
ciertas condiciones, tengan operador de Jacobi estructural paralelo. El significado geométrico
de esta condición es que los autoespacios de dicho operador de Jacobi son invariantes respecto
al traslado paralelo a lo largo de cualquier geodésica deM . Sobre nuestras hipersuperficies
reales existen dos distribuciones destacadas: laD⊥ que definimos anteriormente y su comple-
mento ortogonalD. Debilitando la condición de paralelismo del operador de Jacobi estructural,
consideraremos elD⊥-paralelismo y elD-paralelismo de tal operador probando, en ambos ca-
sos, la no existencia de hipersuperficies reales en nuestros espacios ambientes (Teoremas2.2.1
y 2.3.1).

A continuación consideraremos la derivada de Lie del operador de Jacobi estructural. Bajo
ciertas condiciones caracterizaremos las hipersuperficies reales de tipo A como las únicas que
existen en las Grassmannianas de 2-planos complejos para las que el operador de Jacobi es-
tructural esξ-invariante (Teorema2.4.1). Como consecuencia obtendremos la no existencia de
hipersuperficies reales cuyo operador de Jacobi estructural sea invariante a lo largo de cualquier
dirección (Corolario2.4.2). Esto significa que todos los subespacios propios del operador de Ja-
cobi estructural son invariantes por cualquier desplazamiento paraleloφ∗

t generado por el flujo
φt tal queφt(x) = γ(t), γ(0) = x siendoγ la curva integral deX enTxM,x ∈ M y X ∈ TM .
Después probaremos la no existencia de hipersuperficies reales para las que la derivada de Lie y
la derivada covariante del operador de jacobi estructural coinciden a lo largo de las direcciones
enD⊥ (Teorema2.5.1).

Para terminar el Capítulo2, en el Teorema2.6.1presentamos un resultado que, aunque
no corresponde al operador de Jacobi estructural, tiene relación con él al preguntarnos cuándo
el campo estructural verifica la ecuación de Jacobi a lo largo de cualquier geodésica. En ese
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caso diremos que dicho campo es de tipo Jacobi y se demostrará que dicha condición implica
que el campo estructural es Killing. A partir de aquí deducimos el Corolario2.6.2en donde
demostramos que las únicas hipersuperficies reales para las que esta condición se verifica serán
las de tipo A.

El Capítulo3 se dedica a los operadores de JacobiRξi , i = 1, 2, 3 correspondientes a las
direcciones de una base ortonormal deD⊥. Así, en los Teoremas3.1.1y 3.2.1se obtiene la
no existencia de dichas hipersuperficies reales para las que tales operadores de Jacobi son,
respectivamente,D⊥-paralelos oD-paralelos. Como consecuencia se sigue la no existencia
de hipersuperficies reales cuyos operadores de JacobiRξi, i = 1, 2, 3 son paralelos (Corolario
3.1.2). Otra condición más débil que el paralelismo de tales operadores es considerarlos de
tipo Codazzi, es decir, imponer que(∇XRξi)Y = (∇YRξi)X, i = 1, 2, 3 donde∇ denota la
derivada covariante yX eY son campos arbitrarios sobre la hipersuperficie. Generalizando el
resultado anterior se demuestra la no existencia de hipersuperficies reales cuyos operadores de
JacobiRξi , i = 1, 2, 3 son de tipo Codazzi (Teorema3.3.1).

Enel Teorema2.4.1obtenemos un resultado análogo al del Teorema3.4.1en el caso de los
operadores de JacobiRξi . Además, en el Teorema3.5.1probamos la no existencia de hipersu-
perficies reales para las que la derivada de Lie y la derivada covariante del operador de jacobi
estructural coinciden a lo largo del campo de vectores estructuralξ.

Para terminar, en los Teoremas3.6.1y 3.6.4se obtiene la no existencia de hipersuperficies
reales cuyos operadores de JacobiRξi conmutan conφ o con losφj, j = 1, 2, 3 respectivamente.

Finalmente, el estudio del operador de Jacobi normal centra el Capítulo4. En el Teore-
ma 4.1.1se prueba la no existencia de hipersuperficies reales con operador de Jacobi normal
D-paralelo, generalizando el resultado de Jeong, Kim y Suh [12] sobre la no existencia de hi-
persuperficies reales con operador de Jacobi normal paralelo. Otra condición más débil que ésta
es suponer que el operador de Jacobi normal es de tipo Codazzi. La no existencia de tales hi-
persuperficies reales se obtiene en el Teorema4.2.1. Terminaremos demostrando en el Teorema
4.3.1la no existencia de hipersuperficies reales cuyo operador de Jacobi normal tiene derivada
de Lie y derivada covariante coincidentes en las direcciones de una base deD⊥.



Capítulo 1

Preliminares

Consideraremos las variedades Grassmannianas de 2-planos complejosG2(C
m+2) que tie-

nen rango dos y son caracterizadas entre todos los espacios simétricos compactos y no Ricci
llanos por la característica de estar dotadas de una estructura kaehleriana y una kaehleriana
cuaterniónica que no contiene a la anterior. Notemos que hay espacios con estas características
peroG2(C

m+2) es especial en el siguiente sentido: SeaM una variedad kaehleriana cuaternió-
nica conexa de dimensión real al menos ocho. Es bien conocido queM es una variedad Einstein
[2]. Además, la nulidad de la curvatura de Ricci equivale a queM sea localmente una varie-
dad hiperkaehleriana [2]. Estas variedades son ejemplos de variedades con las dos estructuras
citadas. El ejemplo más simple podría ser el espacio cuaterniónicoHm. Pero las variedades hi-
perkaehlerianas tienen la estructura kaehleriana incorporada a la cuaterniónica. Si la curvatura
de Ricci es no nula, esto no puede suceder, las dos estructuras son independientes [5].

Por G2(C
m+2) denotaremos pues, el conjunto de todos los subespacios vectoriales comple-

jos de dimensión 2 deCm+2. El grupo unitario especialG = SU(m+ 2) actúa transitivamente
sobreG2(C

m+2) con estabilizador isomorfo aK = S(U(2)×U(m)) ⊂ G. Así pues,G2(C
m+2)

puede ser identificado con el espacio homogeneoG/K. Estas variedades tienen la caracterís-
tica especial de tener una estructura kaehleriana y otra kaehleriana cuaterniónica. Considere-
mos el espacio proyectivo complejo(m+ 1)-dimensionalCPm+1 embebido de la forma usual
como una subvariedad totalmente geodésica en el espacio proyectivo cuaterniónico(m + 1)-
dimensionalHPm+1. El conjunto focalQm+1 deCPm+1 en HPm+1 es una subvariedad de
HPm+1 con codimensión 3. En cada punto deQm+1 el espacio anulador del endomorfismo de
Weingarten es independiente de la dirección de los vectores normales y determina una folia-
ción riemanniana1-dimensionalF sobreQm+1 por geodésicas cerradas. El espacio de órbitas
Bm+1 := Qm+1/F , equipado con la estructura riemanniana para la cual la proyección canónica
Qm+1 −→ Bm+1 llega a ser una submersión riemanniana, es isométrico al espacio simétrico
riemannianoG2(C

m+2). Así, un subespacio vectorial complejo2-dimensional deCm+2, el cual
representa un punto enG2(C

m+2) en el modelo usual, es aquí reemplazado por una geodésica
cerrada en el conjunto focal deCPm+1 enHPm+1.

Para más detalles sobre los resultados incluidos en este capítulo véanse los artículos [4] de
Berndt y [6] de Berndt y Suh.



2 Preliminares

1.1. Variedades kaehlerianas y kaehlerianas cuaterniónicas

Sea(M, g) una variedad riemanniana con métricag, conexión de Levi Civita∇ y tensor de
curvaturaR(X, Y ) = [∇X ,∇Y ] − ∇[X,Y ]. PorTM denotaremos el fibrado tangente deM y
porTpM el espacio tangente deM enp ∈ M .

Una estructura casi hermítica sobre(M, g) es un campo de tensoresJ de tipo(1, 1) satis-
faciendoJ2 = −ITM y g(JX, JY ) = g(X, Y ) para todoX, Y ∈ TpM, p ∈ M . Una variedad
casi hermítica(M, g, J) es una variedad riemanniana(M, g) equipada con una estructura casi
hermíticaJ . Una variedad hermítica(M, g, J) es una variedad riemanniana(M, g) tal queM
es una variedad compleja para la cual su estructura compleja naturalJ es casi hermítica. Si la
estructura complejaJ de una variedad compleja(M, g, J) es paralela con respecto a∇ enton-
cesJ es llamada una estructura kaehleriana sobre(M, g) y (M, g, J) es llamada una variedad
kaehleriana. Un ejemplo común de variedad kaehleriana es el espacio proyectivo complejom-
dimensionalCPm equipado con la métrica de Fubini Study.

Seap ∈ M un punto de una variedad casi hermítica(M, g, J) y V un subespacio vectorial
deTpM . Diremos queV es un subespacio real deTpM si JV⊥V , esto es, siJV es ortogonal a
V y, diremos queV es un subespacio complejo deTpM siV es invariante bajoJ . Una subvarie-
dad real (respectivamente subvariedad compleja) deM es una subvariedad en la que, para cada
uno de sus puntos, el espacio tangente es un subespacio real (respectivamente complejo) del
respectivo espacio tangente enM . Notemos que en la literatura, la noción de totalmente real es
a menudo usada en lugar de real. Nosotros usaremos alguna vez esta última noción con el fin de
evitar confusiones con la noción de totalmente real en el contexto de estructuras kaehlerianas
cuaterniónicas.

Una estructura kaehleriana cuaterniónica sobre una variedad riemanniana(M, g) es un sub-
fibrado vectorial de rango tresJ del fibrado End(TM) sobreM con las siguientes propiedades:

1. Para cadap ∈ M existe un entorno abiertoU dep enM y tres seccionesJ1, J2, J3 deJ
sobreU tal que, para cadaν = 1, 2, 3:

a) Jν es una estructura casi hermítica sobreU

b) JνJν+1 = Jν+2 = −Jν+1Jν (índice módulo tres)

2. J es un subfibrado paralelo de End(TM), es decir, siJ es una sección deJ y X es un
campo de vectores sobreM entonces∇XJ es una sección deJ.

Cualquier tripletaJ1, J2, J3 del tipo anterior es llamada una base canónica local deJ. Una
variedad kaehleriana cuaterniónica(M, g, J) es una variedad riemanniana(M, g) equipada con
una estructura kaehleriana cuaterniónicaJ. Por otro lado, la condición2 equivale a que existan
para cada base canónica localJ1, J2, J3 deJ tres 1-formas localesq1, q2, q3 tales que

∇XJν = qν+2(X)Jν+1 − qν+1(X)Jν+2 (1.1)

para todoX ∈ TM .
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Seap un punto de una variedad kaehleriana cuaterniónica(M, g, J) y V un subespacio
vectorial deTpM . Entonces

1. diremos queV es un subespacio cuaterniónico deTpM si JV ⊂ V para todoJ ∈ Jp,

2. diremos queV es un subespacio totalmente complejo deTpM si existe un subespacio
1-dimensionalJ′

p deJp tal queJV ⊂ V para todoJ ∈ J′
p y JV⊥V para todoJ en el

complemento ortogonal deJ′
p enJp y,

3. diremos queV es un subespacio totalmente real deTpM si JV⊥V para todoJ ∈ Jp.

De manera análoga a como lo hicimos anteriormente en el caso de las variedades casi her-
míticas podemos definir los conceptos de subvariedades cuaterniónicas, totalmente complejas
y totalmente reales de una variedad kaehleriana cuaterniónica.

1.2. El espacio proyectivo cuaterniónico

Como es usual, escribiremos cualquierz ∈ H comoz = a + bi + cj + dk, a, b, c, d ∈ R

dondeij = k. Consideremos el conjuntoC de los números complejos como la subálgebra
{a + bi/a, b ∈ R} de H. Por eν denotaremos el(ν + 1)-ésimo vector canónico enCm+2

(ν = 0, . . . , m+ 1). Finalmente, tendremos en cuenta que

< z, v >C =

m+1∑

µ=0

zµvµ para z, v ∈ C
m+2

y

< z, v >H=
m+1∑

µ=0

zµvµ para z, v ∈ H
m+2

dondezµ denota el conjugado dezµ.

Denotaremos porHPm+1 al espacio proyectivo cuaterniónico(m + 1)-dimensional equi-
pado con la métricâg de Fubini Study de curvatura seccional cuaterniónica constante y por
Ĵ su estructura kaehleriana cuaterniónica. Seaτ : S4m+7 → HPm+1 la proyección de Hopf
de la esfera unitaria riemanniana(4m + 7)-dimensionalS4m+7 ⊂ H

m+2 enHPm+1. Es bien
conocido queτ es una submersión riemanniana cuyas fibras son esferas tridimensionales. Estas
esferas son las órbitas de la acción deS3 ≈ Sp(1) sobreS4m+7 definida por la multiplica-
ción a la derecha por cuaternios unitarios. En cada puntoz ∈ S4m+7 el isomorfismo canóni-
co Hm+2 → TzH

m+2 induce una isometría linealιz desde el complemento ortogonalHz de
zH = {zλ/λ ∈ H} enH

m+2 sobre el subespacio horizontal enz respecto de la submersión
riemannianaτ . La aplicaciónhz = τ∗z ◦ ιz dondeτ∗z denota la diferencial deτ en z, es una
isometría lineal deHz sobreTτ(z)HPm+1. Si X ∈ Tτ(z)HPm+1, llamaremos al vectorh−1

z (X)
el levantamiento horizontal deX en z. Notemos que esta definición se corresponde, salvo el
isomorfismoιz, con la de submersión riemanniana. Para todov ∈ Hz y λ ∈ S3 tenemos que
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hz(v) = hzλ(vλ) y, paraX = hz(v), resultah−1
z (ĴX) = {vλ̃/λ̃ ∈ ImH}. La geodésica

γ : R → HPm+1 enHPm+1 conγ(0) = τ(z) y γ̇(0) = X es la curva

t 7→ τ(cos(t)z + sin(t)v)

dondeX ∈ Tτ(z)HPm+1 tiene longitud uno yv = h−1
z (X).

El tensor de curvatura riemanniano deHPm+1 está dado por

R̂(X, Y )Z = ĝ(Y, Z)X − ĝ(X,Z)Y (1.2)

+
3∑

ν=1

[
ĝ(JνY, Z)JνX − ĝ(JνX,Z)JνY − 2ĝ(JνX, Y )JνZ

]

dondeJ1, J2, J3 es una base dêJ.

1.3. El conjunto focal deCPm+1 enHPm+1

La acción isométrica estándar deSU(m + 2) sobreHPm+1 sería de la siguiente forma.
Primero,SU(m+ 2) actúa sobreS4m+7 por isometrías vía

SU(m+ 2)× S4m+7 −→ S4m+7, (A, z + vj) −→ (Az) + (Av)j

dondez, v ∈ C
m+2 con|z|2+|v|2 = 1. Esta acción conmuta con la acción de Sp(1) sobreS4m+7

descrita anteriormente y, por lo tanto, desciende a una acción por isometrías sobreHPm+1.

El embebimiento totalmente geodésico deCPm+1 enHPm+1 está inducido por el deCm+2

enHm+2. A partir de ahora denotaremos porCPm+1 a la subvariedad totalmente geodésica de
HPm+1 imagen del embebimiento anterior. SeaS2m+3 la esfera unidad deCm+2 y consideré-
mosla como una subvariedad deS4m+7 por el embebimiento citado. Claramente,S2m+3 es la
órbita de la acción deSU(m+ 2) sobreS4m+7 a través dee0, lo cual implica queCPm+1 es la
órbita de la acción deSU(m+2) sobreHPm+1 a través deτ(e0). Fácilmente se puede ver que

h−1
z (⊥τ(z) CP

m+1) = {vj | v ∈ C
m+2, < z, v >C= 0}

para cadaz ∈ S2m+3, donde⊥τ(z) CPm+1 denota el normal deCPm+1 en τ(z). De aquí se
ve fácilmente queSU(m + 2) actúa transitivamente sobre el normal unitario deCPm+1 en
HPm+1.

Parar ∈ R+ definimos

Nr = {τ(cos(r)z + sin(r)vj) | z, v ∈ S2m+3, < z, v >C= 0}

dondeτ : S4m+7 −→ HPm+1 es la proyección de Hopf de la esfera unitaria riemanniana
4m+ 7-dimensionalS4m+7 ⊂ Hm+2 sobreHPm+1.

Geométricamente,Nr es el conjunto de todos los puntos deHPm+1 que pueden ser al-
canzados recorriendo la distanciar a lo largo de cualquier geodésica partiendo desdeCPm+1
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ortogonalmente. Elijamosz, v ∈ S2m+3 de forma que< z, v >C= 0 y consideremos la geo-
désicaγ : [0,+∞) → CPm+1, t 7→ τ(cos(t)z + sin(t)vj) enHPm+1. Esta geodésica parte
ortogonalmente desdeCPm+1 en el puntoτ(z) con direcciónhz(vj). En t = π/2 la geodé-
sica alcanzaCPm+1 de nuevo en el puntoτ(vj) = τ(v) y, como< z, v >C= 0, interseca
a CPm+1 en este punto ortogonalmente en la direcciónhvj(−z) = hv(zj). Esto implica que
Nπ/2 = CPm+1 y queNr = Nπ/2−r para todo0 < r < π/4. Además, para cualquierr, el
subgrupo de isotropía deSU(m + 2) enτ(cos(r)e0 + sin(r)e1j) esU(1) × SU(m). Es fácil
ver queSU(m+ 2) actúa transitivamente sobre el fibrado unitario normal deCPm+1. Así,Nr,
el tubo de radio0 < r < π/4 sobreCPm+1 es, de hecho, una órbita principal de la acción de
SU(m+ 2) sobreHPm+1 con codimensión uno.

Como consecuencia de las consideraciones hechas hasta ahora deducimos que existe sólo
otra órbita singular, a saber,

Qm+1 = Nπ/4 = {τ
(
(1/

√
2)(z + vj)

)
|z, v ∈ S2m+3, < z, v >= 0}.

El subgrupo de isotropía deSU(m+2) enτ
(
(1/

√
2)(e0+e1j)

)
∈ Qm+1 esSU(2)×SU(m),

por lo queQm+1 tiene codimensión tres enHPm+1. ComoQm+1 es la imagen bajo la aplicación
exponencial normal deCPm+1 de todos los vectores de longitudπ/4 ortogonales aCPm+1,
además vemos queQm+1 es el conjunto focal deCPm+1 enHPm+1. Es ahora obvio queCPm+1

es el conjunto focal deQm+1 y queSU(m+2) actúa transitivamente sobre el normal unitario de
Qm+1. ComoSU(m+2) es simplemente conexo y el subgrupo de isotropíaSU(2)×SU(m) es
conexo, se sigue queQm+1 es simplemente conexo. Resumiendo, resulta probada la siguiente

Proposición 1.3.1.Las órbitas singulares de la acción deSU(m+2) sobreHPm+1 sonCPm+1

yQm+1, las órbitas principales de esta acción son tubos sobre estas órbitas singulares. Además,
SU(m + 2) actúa transitivamente sobre el fibrado normal unitario deCPm+1 y Qm+1 en
HPm+1. Qm+1 es el conjunto focal deCPm+1 enHPm+1 y viceversa.Qm+1 es simplemente
conexo, tiene codimensión tres enHPm+1 y es isométrico al espacio homogéneo riemanniano
SU(m+ 2)/(SU(2)× SU(m)) equipado con una adecuada métrica riemanniana invariante.

1.4. Geometría extrínseca del conjunto focalQm+1

La geometría extrínseca del conjunto focalQm+1 enHPm+1 está básicamente descrita por
el endomorfismo de Weingarten de la subvariedadQm+1 enHPm+1. A partir de la geometría
extrínseca deCPm+1 enHPm+1 calcularemos el endomorfismo de Weingarten de su conjunto
focalQm+1 por medio de teoría de campos de Jacobi.

Sea⊥1CPm+1 el fibrado normal unitario deCPm+1. Para cadaξ ∈ ⊥1CPm+1 denotaremos
por γξ : R → HPm+1 la geodésica enHPm+1 con γ̇ξ(0) = ξ. La aplicación focal deCPm+1

es la aplicación diferenciable

Φ : ⊥1
CPm+1 → Qm+1 , ξ 7→ γξ(π/4).

Definamos el campo de vectoresη a lo largo deΦ por

η(ξ) := γ̇ξ(π/4).



6 Preliminares

Seaσ : ⊥CPm+1 → CPm+1 la proyección canónica y

K : T (⊥CPm+1) → ⊥CPm+1 , u 7→ ∇̂⊥
uω

la conexión normal deCPm+1, donde∇̂⊥ es la derivada covariante inducida sobre⊥CPm+1

de la conexión de Levi Civitâ∇ deHPm+1, y ω es la aplicación identidad de⊥CPm+1 consi-
derada como una sección en⊥CPm+1 a lo largo deσ.

Fijemos ahora un vector unitario normalξ ∈ ⊥1
CPm+1 y supongamosγ := γξ, p := γ(0)

y q := Φ(ξ) = γ(π/4). ComoCPm+1 es una subvariedad totalmente compleja deHPm+1 (ver
Proposición 5 en [4]), existe una base canónicaJ1, J2, J3 de Ĵp tal queTpCP

m+1 es invariante
bajoJ1 y aplicado sobre⊥pCP

m+1 porJ2 y J3. Entonces,J1ξ es normal aCPm+1 y J2ξ, J3ξ
son tangentes aCPm+1 enp. Así, descomponemosTpHPm+1 ortogonalmente como sigue

TpHPm+1 = T1 ⊕ T4 ⊕⊥1 ⊕⊥4 ⊕⊥0

donde

T1 := {X ∈ TpCP
m+1 | ĝ(X, J2ξ) = 0 = ĝ(X, J3ξ)},

T4 := {RJ2ξ ⊕RJ3ξ ⊂ CPm+1},
⊥1 := {X ∈ ⊥pCP

m+1 | ĝ(X, ξ) = 0 = ĝ(X, J1ξ)},
⊥4 := RJ1ξ ⊂ ⊥pCP

m+1,

⊥0 := Rξ ⊂ ⊥pCP
m+1.

Notemos que estos espacios son las componentes tangencial y normal de los subespacios
propios del operador de JacobiR̂ξ := R̂(., ξ)ξ. Los índices están referidos a los correspondien-
tes valores propios y, además, dimT1 = 2m = dim⊥1, dim T4 = 2 y dim⊥4 = 1 = dim⊥0.
Además,T1,T4 y ⊥1 son invariantes bajoJ1. Para cadau ∈ Tξ(⊥1CPm+1) denotaremos por
Zu al campo de Jacobi a lo largo deγ el cual está unívocamente determinado por los valores
Zu(0) = σ∗u y Z ′(0) = Ku donde la prima denota la derivada covariante con respecto aγ̇.
Teniendo en cuenta que los subespacios propios del operador de JacobiR̂ξ := R̂(., ξ)ξ son
invariantes bajo el traslado paralelo a lo largo deγ, podemos calcular explícitamente algunos
campos básicos de Jacobi, a saber,

Zu(t) = cos(t)Pu(t) , si σ∗u ∈ T1 y Ku = 0,

Zu(t) = cos(2t)Pu(t) , si σ∗u ∈ T4 y Ku = 0,

Zu(t) = sin(t)Pu(t) , si σ∗u = 0 y Ku ∈ ⊥1,

Zu(t) = (1/2) sin(2t)Pu(t) , si σ∗u = 0 y Ku ∈ ⊥4.

Aquí Pu denota el campo de vectores paralelo a lo largo de la geodésicaγ con valor inicial
Pu(0) = σ∗u + Ku. Cualquier otro campo de JacobiZu se expresa como combinación lineal
de éstos.

Proposición 1.4.1.En la situación descrita tenemos:

1. El espacio tangente deQm+1 enq es obtenido por transporte paralelo deT1 ⊕ ⊥1 ⊕ T4

a lo largo deγ desdep hastaq.
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2. El espacio normal deQm+1 en q es obtenido por transporte paralelo deT4 ⊕ ⊥0 =
Ĵp⊥4 = {Jν ∈ Ĵp, ν ∈ ⊥4} a lo largo deγ desdep hastaq.

3. η(ξ) es un vector normal unitario deQm+1 enq y cada vector normal unitario deQm+1

se obtiene de esta forma.

4. Las curvaturas principales deQm+1 en q con respecto aη(ξ) son+1, −1 y 0. Los
subespacios propios correspondientes son obtenidos por transporte paralelo deT1,⊥1 y
⊥4 a lo largo deγ desdep hastaq, respectivamente.

Una consecuencia inmediata del item4 de la anterior Proposición1.4.1es el siguiente

Corolario 1.4.2. Qm+1 es una subvariedad minimal deHPm+1.

Identifiquemosτ−1(Qm+1) con la variedad compleja de StiefelCV2,m por medio de(z, v) =
(1/

√
2)(z + vj). El grupo de LieU(1) actúa sobreS4m+7 ⊂ H

m+2 = C
m+2 ⊕ C

m+2j por iso-
metrías vía multiplicación poreit. ComoCV2,m es invariante por esta acción, induce una acción
deU(1) sobreCV2,m por isometrías. La anterior acción conmuta con la inducida porSp(1)
sobreCV2,m y, así, desciende a una acción deU(1) sobreQm+1 por isometrías. Denotaremos
el correspondiente campo de vectores de Killing sobreQm+1 porU . Explícitamente tenemos

Uτ(z,v) = h(z,v)(i(z, v))

para todo(z, v) ∈ CV2,m, lo que muestra queU es unitario en cada punto. Además, la curva
integral maximalα deU conα(0) = τ(z, v) es

α : t 7→ τ(eit(z, v)).

Para el fibrado normal⊥Qm+1 deQm+1 enHPm+1 tenemos la siguiente caracterización:

Proposición 1.4.3.
⊥Qm+1 = ĴU := {JUq | J ∈ Ĵq, q ∈ Qm+1}.

Denotaremos porP el subfibrado riemanniano de rango 3 de End(TQm+1) inducido por la
restricción dêJ. Tres secciones localesP1, P2, P3 deP forman una base local canónica deP si
provienen de una base local canónicaJ1, J2, J3 deĴ. La conexión de Levi Civita deQm+1 será
denotada por̃∇ y, la métrica riemanniana inducida sobreQm+1 por g̃. ComoU es un campo de
vectores de Killing,

ϕ = −∇̃U

es un campo de tensores de tipo(1, 1) antisimétrico sobreQm+1. Denotaremos porH al com-
plemento ortogonal deRU enTQm+1.

Lema 1.4.4.SeaJ una estructura casi hermítica enJ yP el elemento inducido enP. Entonces

1. AJUU = ϕU = PU = 0,
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2. AJUH = ϕH = PH = H, P |H = J |H,

3. −A2
JUX = ϕ2X = P 2X = −X + g̃(X,U)U ,

4. AJU = Pϕ = ϕP ,

5. ϕ = −PAJU = −AJUP, P = −ϕAJU = −AJUϕ,

6. P̃AJU = −AJU P̃ para todoP̃ enP.

A partir de 1, 3 y 4 del Lema1.4.4 obtenemos otra caracterización de los subespacios
propios deAJU , a saber,

Corolario 1.4.5. Para cualquier estructura casi hermíticaJ de Ĵq, q ∈ Qm+1 y cualquier
X ∈ TqQ

m+1 tenemos

1. AJUX = 0 si, y sólo siX ∈ RU ,

2. AJUX = X si, y sólo siϕX = −PX yX⊥RU ,

3. AJUX = −X si, y sólo siϕX = PX yX⊥RU .

1.5. Geometría intrínseca del conjunto focalQm+1

Comenzaremos con un detallado estudio de la curvatura deQm+1. Usando la Proposición
1.4.3y el Lema1.4.4, obtenemos para la segunda forma fundamentalh deQm+1 la expresión:

h(Y, Z) =

3∑

ν=1

ĝ(h(Y, Z), JνU)JνU =

3∑

ν=1

g̃(AJνUY, Z)JνU =

3∑

ν=1

g̃(PνϕY, Z)JνU

dondeJ1, J2, J3 es una base deJ. Usando de nuevo el Lema1.4.4, obtenemos:

Ah(Y,Z)X =

3∑

ν=1

g̃(PνϕY, Z)AJνUX =

3∑

ν=1

g̃(PνϕY, Z)PνϕX.

De aquí y de la expresión explícita del tensor de curvatura deHPm+1 vista anteriormente
(1.2), obtenemos, a partir de la ecuación de Gauss:

Proposición 1.5.1.El tensor de curvatura riemannianõR deQm+1 está dado por

R̃(X, Y )Z = g̃(Y, Z)X − g̃(X,Z)Y

+
3∑

ν=1

(g̃(PνY, Z)PνX − g̃(PνX,Z)PνY − 2g̃(PνX, Y )PνZ)

+

3∑

ν=1

(g̃(PνϕY, Z)PνϕX − g̃(PνϕX,Z)PνϕY

dondeP1, P2, P3 es una base deP.
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SeaF la foliación sobreQm+1 inducida por el campo de vectores de Killing unitarioU .

Proposición 1.5.2.Las curvas integrales maximales deU son geodésicas cerradas deQm+1

además de enHPm+1 yF es una foliación riemanniana totalmente geodésica sobreQm+1.

Demostración.De∇̃UU = −ϕU = 0 obtenemos que las curvas integrales deU son geodésicas
enQm+1. Además, usando la Proposición1.4.3y el Lema1.4.4, la ecuación de Gauss implica

∇̂UU =

3∑

ν=1

g̃(AJνUU, U)JνU = 0

lo que muestra que cada curva integral deU es además una geodésica enHPm+1. ComoU es
completo y unitario y todas las geodésicas maximales enHPm+1 son cerradas, la primera parte
está terminada. Por otro lado, comoU es un campo de vectores de Killing, sus curvas integrales
maximales son las órbitas de un grupo uniparamétrico de isometrías y, por lo tanto, localmente
equidistantes unas de otras. Esto significa justamente queF es una foliación riemanniana sobre
Qm+1 (véase, por ejemplo, [45]).

1.6. Nuestro modelo deG2(C
m+2)

Como las hojas deF son órbitas compactas de una acción isométrica, podemos equipar
al espacioBm+1 := Qm+1/F con la estructura de variedad riemanniana de manera que la
proyección canónicaπ : Qm+1 → Bm+1 sea una submersión riemanniana. ComoQm+1 es
completo y simplemente conexo y las fibras deπ son conexas, se sigue además queBm+1

es completo y simplemente conexo. Denotaremos porg la métrica riemanniana y por∇ la
conexión de Levi Civita sobreBm+1. Si X es un vector o un campo de vectores tangente a
Bm+1, denotaremos su levantamiento horizontal porX̃.

Lema 1.6.1.∇̃X̃ Ỹ = ∇̃XY + g̃(ϕX̃, Ỹ )U .

Demostración.De acuerdo con las ecuaciones fundamentales de una submersión riemanniana
(véase, por ejemplo, [31]) tenemos:

∇̃X̃ Ỹ = ∇̃XY +
1

2
V[X̃, Ỹ ]

dondeV denota la proyección sobre la componente tangente a las fibras deπ.

Como

V[X̃, Ỹ ] = g̃([X̃, Ỹ ], U)U

= g̃(∇̃X̃ Ỹ , U)U − g̃(∇̃Ỹ X̃, U)U

= −g̃(Ỹ , ∇̃X̃U)U + g̃(X̃, ∇̃Ỹ U)U

= g̃(Ỹ , ϕX̃)U − g̃(X̃, ϕỸ )U

= 2g̃(ϕX̃, Ỹ )U

hemos acabado la demostración.
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SeaΦt el grupo uniparamétrico de isometrías deQm+1 que genera el campo de vectores de
Killing U . Como

Φt∗ϕX = −Φt∗∇̃XU = −∇̃XΦt∗U = −∇̃X(U ◦ Φt) = −∇̃Φt∗XU = ϕΦt∗X

para todoX ∈ TQm+1, existe un campo de tensoresJ de tipo(1, 1) sobreBm+1 caracterizado
por

Jπ∗ = π∗ϕ.

Comoϕ2X = −X para todoX ∈ H, se sigue queJ es una estructura casi hermítica sobre
(Bm+1, g).

Teorema 1.6.2.El espacio(Bm+1, g, J) es isométrico al espacio simétrico globalmente her-
míticoG2(C

m+2).

Veamos ahora la estructura kaehleriana cuaterniónica sobreBm+1.

Para cada(z, v) ∈ CV2,m, t ∈ R y P ∈ Pτ(z,v), existeλ ∈ ImH y P̃ , tal que

Φt∗τ(z,v)Ph(z,v)(ω) = Φt∗τ(z,v)h(z,v)(ωλ) = hΦtτ(z,v)(e
itωλ)

= P̃ hΦtτ(z,v)(e
itω) = P̃Φt∗τ(z,v)h(z,v)(ω)

para todoω ∈ h−1
(z,v)(Hτ(z,v)). Así,Φt∗P = PΦt∗ para todot ∈ R. Esto implica la existencia de

un subfibrado vectorial de rango tresJ de End(TBm+1) tal que

π∗P = Jπ∗.

Proposición 1.6.3.J es una estructura kaehleriana cuaterniónica para(Bm+1, g).

Demostración.Primero probaremos queJ es paralelo. SeaJ una sección local enJ, q ∈ Qm+1

tal queJ está definida enπ(q) y X ∈ Tπ(q)B
m+1. Tenemos que demostrar que∇XJ ∈ Jπ(q).

SeaP la sección local enP conπ∗P = Jπ∗. Si X̃ denota el levantamiento horizonzal deX en
q, entonces

π∗PX̃ = Jπ∗X̃ = JX = π∗J̃X

implica
PX̃ = J̃X.

Ahora, usando el Lema1.6.1obtenemos

˜(∇XJ)Y = ∇̃X(JY )− J̃∇XY

= ∇̃X̃ J̃Y − g̃(ϕX̃, J̃Y )U − J∇̃XY

= ∇̃X̃P Ỹ + g̃(PϕX̃, Ỹ )U − P ∇̃X̃ Ỹ

= (∇̃X̃P )Ỹ + g̃(PϕX̃, Ỹ )U.

ExtendamosP |H a una sección local̂J en la estructura kaehleriana quaterniónicaJ̃ de
HPm+1. Como ésta es paralela en End(THPm+1) existe un elementõJ ∈ J̃q tal que∇̂X̃ Ĵ = J̃ .
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Denotaremos al elemento inducido desdeJ̃ en Pp por P̃ . Usando la ecuación de Gauss, el
Lema1.4.4y, teniendo en cuenta quẽPỸ estangente aQm+1 obtenemos:

P̃ Ỹ = J̃ Ỹ = (∇̂X̃ Ĵ)Ỹ = ∇̂X̃(Ĵ Ỹ )− Ĵ∇̂X̃ Ỹ

= ∇̃X̃(P Ỹ )− P ∇̃X̃ Ỹ + g̃(AĴUX̃, Ỹ )U

= (∇̃X̃P )Ỹ + g̃(PϕX̃, Ỹ )U.

Combinando las dos últimas ecuaciones tenemos quẽ(∇XJ)Y = P̃ Ỹ y, por lo tanto,

(∇XJ)Y = π∗P̃ Ỹ = J0π∗Ỹ = J0Y

conJ0 ∈ Jπ(q) ya queπ∗P = Jπ∗. Así pues, hemos probado queJ es un subfibrado paralelo de
End(TBm+1).

Sólo falta probar la existencia de bases canónicas locales paraJ. SeaP1, P2, P3 una base
canónica local deP en algún entorno abierto de algún puntoq ∈ Qm+1 y s una sección local
deπ en algún entorno abierto deπ(q) con s(π(q)) = q, entonces obtenemos una base local
canónicaJ1, J2, J3 deJ definiendoJν := π∗ ◦ Pν ◦ s∗, ν = 1, 2, 3.

1.7. Tensor de curvatura riemanniano

A partir de ahora vamos a identificarBm+1 conG2(C
m+2). Como consecuencia de la cons-

trucción que hemos hecho deJ y deJ, de los apartados1 y 4 del Lema1.4.4y del Corolario
1.4.5, resulta la siguiente

Proposición 1.7.1.SeaJ1 una estructura casi hermítica deJ entonces,JJ1 = J1J y JJ1 es
un endomorfismo simétrico tal que(JJ1)

2 = I y trazaJJ1 = 0.

Continuemos calculando el tensor de curvatura riemannianoR̄ deG2(C
m+2). SeanX, Y, Z

campos de vectores tangentes aG2(C
m+2). Usando el Lema1.6.1obtenemos

(∇X∇Y Z) ◦ π = π∗(∇̃X̃∇̃Ỹ Z̃ + g̃(ϕỸ , Z̃)ϕX̃).

ComoU estáπ-relacionado con el campo de vectores tangentes cero sobreG2(C
m+2), el

corchete de Lie[U, Z̃] es tangente a las fibras deπ. Usando que las curvas integrales deU son
geodésicas enQm+1 y queU tiene longitud constante, se obtiene que[U, Z̃] = 0 y, así,

∇̃U Z̃ = ∇̃Z̃U = −ϕZ̃.

Así pues, usando el Lema1.6.1, obtenemos

[̃X, Y ] = ∇̃XY − ∇̃YX = [X̃, Ỹ ]− 2g̃(ϕX̃, Ỹ )U
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y

(∇[X,Y ]Z) ◦ π = π∗∇̃[̃X,Y ]
Z̃ = π∗(∇̃[X̃,Ỹ ]Z̃ + 2g̃(ϕX̃, Ỹ )ϕZ̃).

Con todo esto

(R̄(X, Y )Z) ◦ π = π∗(R̃(X̃, Ỹ )Z̃ + g̃(ϕỸ , Z̃)ϕX̃ − g̃(ϕX̃, Z̃)ϕỸ − 2g̃(ϕX̃, Ỹ )ϕZ̃).

Insertando aquí la expresión vista anteriormente paraR̃ llegamos a

Teorema 1.7.2.El tensor de curvatura riemanniano deG2(C
m+2) viene dado por

R̄(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

+g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY − 2g(JX, Y )JZ

+
3∑

ν=1

{g(JνY, Z)JνX − g(JνX,Z)JνY − 2g(JνX, Y )JνZ)}

+
3∑

ν=1

{g(JνJY, Z)JνJX − g(JνJX,Z)JνJY }

dondeJ1, J2, J3 es una base deJ.

Un vector tangenteX, no nulo, deG2(C
m+2) se dirá singular siX es tangente a más de

una subvariedad llana, totalmente geodésica, completa y conexa deG2(C
m+2). EnG2(C

m+2)
existen dos tipos de vectores tangentes singularesX caracterizados por verificarJX⊥JX unos
y JX ∈ JX otros. Más adelante necesitaremos calcular explícitamente campos de Jacobi a
lo largo de geodésicas cuyos vectores tangentes son todos singulares. Para ello se necesitan
los valores y subespacios propios del operador de JacobiR̄X = R̄(·, X)X. SeaX un vector
tangente unitario deG2(C

m+2). Si JX ∈ JX existe una estructura casi hermíticaJ1 enJ tal
queJX = J1X. En este caso, los valores y subespacios propios deR̄X son

0 RX ⊕ {Y |Y⊥HX, JY = −J1Y }
2 C⊥X ⊕ {Y |Y⊥HX, JY = J1Y }
8 RJX,

dondeCX y HX denotan los subespacios complejo y cuaterniónico generados porX, respec-
tivamente, yC⊥X el complemento ortogonal deCX enHX. Si JX⊥JX entonces los valores
y subespacios propios dēRX son

0 RX ⊕ JJX
1 (HCX)⊥

4 RJX ⊕ JX,

dondeHCX = RX ⊕RJX ⊕ JX ⊕ JJX.



1.8. Fórmulas fundamentales para hipersuperficies reales deG2(C
m+2) 13

1.8. Fórmulas fundamentales para hipersuperficies reales de
G2(C

m+2)

A lo largo de la tesisM siempre denotará una hipersuperficie real deG2(C
m+2), es de-

cir, una subvariedad deG2(C
m+2) con codimensión uno, conexa y orientable. ComoG2(C

3)
es isométrica al plano proyectivo complejoCP 2 de curvatura seccional holomorfa constante
8 y el isomorfismoSpin(6) ≃ SU(4) produce un isomorfismo entreG2(C

4) y la variedad
Grassmanniana real de los subespacios vectoriales 2-dimensionales orientadosG+

2 (R
6) deR6

asumiremos siemprem ≥ 3. La métrica inducida sobreM la denotaremos también porg y ∇
denotará la conexión riemanniana de(M, g). SeaN un campo normal unitario deM y A el en-
domorfismo de Weingarten deM con respecto aN . La estructura kaehlerianaJ deG2(C

m+2)
induce sobreM una estructura métrica casi de contacto(φ, ξ, η, g). Además, seaJ1, J2, J3 una
base canónica local deJ. Entonces, cadaJν induce una estructura métrica casi de contacto
(φν , ξν, ην , g) sobreM . Usando la anterior expresión dēR las ecuaciones de Gauss y Codazzi
vienen dadas respectivamente por:

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y (1.3)

+g(φY, Z)φX − g(φX,Z)φY − 2g(φX, Y )φZ

+

3∑

ν=1

{g(φνY, Z)φνX − g(φνX,Z)φνY − 2g(φνX, Y )φνZ)}

+

3∑

ν=1

{g(φνφY, Z)φνφX − g(φνφX,Z)φνφY }

−
3∑

ν=1

{η(Y )ην(Z)φνφX − η(X)ην(Z)φνφY }

−
3∑

ν=1

{η(X)g(φνφY, Z)− η(Y )g(φνφX,Z)}ξν

+g(AY, Z)AX − g(AX,Z)AY

y

(∇XA)Y − (∇YA)X = η(X)φY − η(Y )φX − 2g(φX, Y )ξ (1.4)

+
3∑

ν=1

(ην(X)φνY − ην(Y )φνX − 2g(φνX, Y )ξν)

+
3∑

ν=1

(ην(φX)φνφ(Y )− ην(φY )φνφX)

+
3∑

ν=1

(η(X)ην(φY )− η(Y )ην(φX))ξν.

Probaremos ahora una serie de fórmulas que serán de gran utilidad a lo largo de todas las
demostraciones. En primer lugar, de la identidadJ2 = −I obtenemos, teniendo en cuenta que
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JX = φX + η(X)N , para todoX ∈ TM

−X = J2X = J(φX + η(X)N) = JφX − η(X)ξ = φ2X + η(φX)N − η(X)ξ.

Las componentes tangente y normal de esta ecuación implican el siguiente

Lema 1.8.1.Para todoX ∈ TM tenemos

φ2X = −X + η(X)ξ y η(φX) = 0.

Por otra parte, teniendo en cuenta queJνX = φνX + ην(X)N , tenemos

JJνX = J(φνX + ην(X)N) = JφνX − ην(X)ξ

= φφνX + η(φνX)N − ην(X)ξ

y

JνJX = Jν(φX + η(X)N) = JνφX − η(X)ξν

= φνφX + ην(φX)N − η(X)ξν.

La componente tangencial y normal de la identidadJJν = JνJ nos da

Lema 1.8.2.Para todoX ∈ TM

φφνX − φνφX = ην(X)ξ − η(X)ξν y ην(φX) = η(φνX).

De la segunda ecuación del lema anterior obtenemos

g(φνξ,X) = −g(ξ, φνX) = −η(φνX) = −ην(φX) = −g(ξν, φX) = g(φξν, X)

y, así,

Corolario 1.8.3.
φνξ = φξν .

Por otro lado,

JνJν+1X = Jν(φν+1X + ην+1(X)N)

= φνφν+1X + ην(φν+1X)N − ην+1(X)ξν

y

−Jν+1JνX = −Jν+1(φνX + ην(X)N)

= −φν+1φνX − ην+1(φνX)N + ην(X)ξν+1.

Como
Jν+2X = φν+2X + ην+2(X)N

las componentes tangencial y normal de

JνJν+1 = Jν+2 = −Jν+1Jν

implican el siguiente
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Lema 1.8.4.Para todoX ∈ TM

φνφν+1X − ην+1(X)ξν = φν+2X = −φν+1φνX + ην(X)ξν+1

y
ην(φν+1X) = ην+2(X) = −ην+1(φνX).

PoniendoX = ξµ y X = ξν+1 en la primera ecuación del lema anterior resulta

Corolario 1.8.5.
φν+2ξν = ξν+1 y φν+2ξν+1 = −ξν .

Ahora, teniendo en cuenta que∇J = 0, usando la fórmula de Gauss obtenemos

∇X(JY ) = J∇XY = J∇XY + g(AX, Y )JN

= φ∇XY + η(∇XY )N − g(AX, Y )ξ.

Por otro lado, usando la fórmula de Weingarten

∇X(JY ) = ∇X(φY ) = ∇X(η(Y )N)

= ∇X(φY )− g(φAX, Y )N +
(
X
(
η(Y )

))
N − η(Y )AX.

Comparando las componentes tangencial y normal de las dos ecuaciones previas

Lema 1.8.6.Para todoX, Y ∈ TM

(∇Xφ)Y = η(Y )AX − g(AX, Y )ξ

y
X
(
η(Y )

)
= η(∇XY ) + g(φAX, Y ).

De la segunda ecuación de este lema se deduce

g(∇Xξ, Y ) = X
(
g(ξ, Y )

)
− g(ξ,∇XY ) = X

(
η(Y )

)
− η(∇XY ) = g(φAX, Y )

y, así,

Corolario 1.8.7. Para todoX ∈ TM

∇Xξ = φAX.

Igualmente, teniendo en cuenta (1.1) y, usando la fórmula de Gauss, obtenemos

∇X(JνY ) = (∇XJν)Y + Jν∇XY

= qν+2(X)Jν+1Y − qν+1(X)Jν+2Y + Jν∇XY + g(AX, Y )JνN

= qν+2(X)Jν+1Y − qν+1(X)Jν+2Y + φν∇XY + ην(∇XY )N − g(AX, Y )ξν
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y, con la fórmula de Weingarten

∇X(JνY ) = ∇X(φνY ) +∇X

(
ην(Y )N

)

= ∇X(φνY ) + g(AX, φνY )N +∇X

(
ην(Y )N

)

= ∇X(φνY ) + g(AX, φνY )N +
(
X
(
ην(Y )

))
N − ην(Y )AX

= (∇Xφν)Y + φν(∇XY )− g(φνAX, Y )N +
(
X
(
ην(Y )

))
N − ην(Y )AX.

Comparando las componentes tangencial y normal de las dos ecuaciones previas tenemos

Lema 1.8.8.Para todoX, Y ∈ TM

(∇Xφν)Y = −qν+1(X)φν+2Y + qν+2(X)φν+1Y + ην(Y )AX − g(AX, Y )ξν

y
X
(
ην(Y )

)
= qν+2(X)ην+1(Y )− qν+1(X)ην+2(Y ) + g(φνAX, Y ).

De la segunda ecuación de este lema se deduce

g(∇Xξν, Y ) = X
(
g(ξν, Y )

)
− g(ξν,∇XY )

= X
(
ην(Y )

)
− ην(∇XY )

= qν+2(X)ην+1(Y )− qν+1(X)ην+2(Y ) + g(φνAX, Y )

y, así,

Corolario 1.8.9. Para todoX ∈ TM

∇Xξν = qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX.

Por último vamos a ver dos teoremas que nos serán de gran utilidad en las demostraciones
que haremos.

SeaD el subfibrado maximal cuaterniónico del fibrado tangenteTM deM y D⊥ el comple-
mento ortogonal deD enTM . Supongamos queAD ⊂ D, entoncesD⊥ es también invariante
porA y, bajo una adecuada elección deJ1, J2, J3 los campos de vectoresξν son principales, es
decir,Aξν = βνξν . La ecuación de Codazzi entonces implica

2η(X)ην(φY )− 2η(Y )ην(φX)− 2g(φX, Y )η(ξν)

+2ην+1(X)ην+2(Y )− 2ην+1(Y )ην+2(X)− 2g(φνX, Y )

+2ην+1(φX)ην+2(φY )− 2ην+1(φY )ην+2(φX)

= g((∇XA)Y − (∇YA)X, ξν)

= g((∇XA)ξν, Y )− g((∇YA)ξν , X)

= X(βν)ην(Y )− Y (βν)ην(X)

+(βν − βν+1)(qν+2(X)ην+1(Y )− qν+2(Y )ην+1(X))

−(βν − βν+2)(qν+1(X)ην+2(Y )− qν+1(Y )ην+2(X))

+βνg((Aφν + φνA)X, Y )− 2g(AφνAX, Y ).
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PoniendoX = ξν,

Y (βν) = ξν(βν)ην(Y ) + (βν − βν+1)qν+2(ξν)ην+1(Y )− (βν − βν+2)qν+1(ξν)ην+2(Y )

−4η(ξν)ην(φY ) + 2η(ξnu+1)ην+1(φY ) + 2η(ξν+2)ην+2(φY ).

Insertando ésta y la correspondiente ecuación paraX(βν) en la ecuación anterior, resulta

2η(X)ην(φY )− 2η(Y )ην(φX)− 2g(φX, Y )η(ξν)

+2ην+1(X)ην+2(Y )− 2ην+1(Y )ην+2(X)− 2g(φνX, Y )

+2ην+1(φX)ην+2(φY )− 2ην+1(φY )ην+2(φX)

= 2η(ξν+1)(ην+1(φX)ην(Y )− ην+1(φY )ην(X))

+2η(ξν+2)(ην+2(φX)ην(Y )− ην+2(φY )ην(X))

+4η(ξν)(ην(φY )ην(X)− ην(φX)ην(Y ))

+(βν − βν+1)(qν+2(ξν)(ην+1(X)ην(Y )− ην+1(Y )ην(X))

+qν+2(X)ην+1(Y )− qν+2(Y )ην+1(X))

−(βν − βν+2)(qν+1(ξν)(ην+2(X)ην(Y )− ην+2(Y )ην(X))

+qν+1(X)ην+2(Y )− qν+1(Y )ην+2(X))

βνg((Aφν + φνA)X, Y )− 2g(AφνAX, Y ).

Esto implica

Lema 1.8.10.SiAξν = βνξν y X∈D con AX = λX, entonces

0 = (2λ− βν)AφνX − (2 + λβν)φνX

− (2ην+1(ξ)ην+1(φX) + 2ην+2(ξ)ην+2(φX)− 4ην(ξ)ηνφ(X))ξν

− (βν − βν+1)qν+2(X)ξnu+1 + (βν − βν+2)qν+1(X)ξν+2

− 2ην(ξ)φX − 2ην(φX)ξ − 2η(X)φξν + 2ην+2(φX)φξν+1 − 2ην+1(φX)φξν+2.

Ahora supongamosAξ = αξ en lugar deAD ⊂ D y denotemos porH el complemento
ortogonal del subespacio real generado porξ enTM . Multiplicando escalarmente la ecuación
de Codazzi (1.4) por ξ resulta

−2g(φX, ξ) + 2
∑3

ν=1{ην(X)ην(φY )− ην(Y )ην(φX)− g(φνX, Y )ην(ξ)}

= g((∇XA)Y − (∇YA)X, ξ)

= g((∇XA)ξ, Y )− g((∇XA)ξ,X)

= X(α)η(Y )− Y (α)η(X) + αg((Aφ+ φA)X, Y )− 2g(AφAX, Y )

dondeX, Y ∈ TM . PoniendoX = ξ

Y (α) = ξ(α)η(Y )− 4
3∑

ν=1

ην(ξ)ην(φY )

e insertando esta ecuación y la correspondiente paraX(α) en la ecuación previa, resulta
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Proposición 1.8.11.ParaX, Y ∈ TM

αg((Aφ+ φA)X, Y )− 2g(AφAX, Y ) + 2g(φX, Y )

= 2
∑3

ν=1{ην(X)ην(φY )− ην(Y )ην(φX)− g(φνX, Y )ην(ξ)

−2η(X)ην(φY )ην(ξ)}+ 2η(Y )ην(φX)ην(ξ)}.

De aquí, fácilmente deducimos

Lema 1.8.12.SiAξ = αξ yX∈H conAX = λX entonces

(α− 2λ)AφX + (2 + λα)φX

= 2
3∑

ν=1

{2ην(ξ)ην(φX)ξ − ην(X)φνξ − ην(φX)ξν − ην(ξ)φνX} .

Asumamos de nuevo queAD ⊂ D. La ξν+1-componente de la ecuación del Lema1.8.10
da

0 = (βν − βν+1)qν+2(X) + 4η(ξν)ην+1(φX) + 2η(ξν+1)ην(φX)− 2η(ξν+2)η(X)

mientras que la componente enξν+2 conduce a

0 = (βν − βν+2)qν+1(X)− 4η(ξν)ην+2(φX)− 2η(ξν+2)ην(φX)− 2η(ξν+1)η(X).

Ambas ecuaciones son válidas para todos los índices. Aumentando en una unidad los índices
de la segunda ecuación y combinando con la primera ecuación

2η(ξν+2)η(X) = η(ξν)ην+1(φX)− η(ξν+1)ην(φX).

Asumamos ahora además queξ es un vector principal deM, Aξ = αξ. Podemos escribir

ξ = η(X)X + η(Z)Z

para campos de vectores unitarios adecuadosX ∈ D y Z ∈ D⊥. ComoD y D⊥ son invariantes
bajoA tenemos queAX ∈ D y AZ ∈ D⊥. Así

αη(X)X + αη(Z)Z = αξ = Aξ = η(X)AX + η(Z)AZ

implica η(X) = 0, η(Z) = 0 o (AX = αX y AZ = αZ). Supongamos la última de las
posibilidades. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la base canónica local está
elegida de tal forma queZ = ξ3. Entoncesη(ξ1) = 0 = η(ξ2) y obtenemos

2η(Z)η(X) = 2η(ξ3)η(X) = η(ξ1)η2(φX)− η(ξ2)η1(φX) = 0.

Por lo tanto, tenemos necesariamenteη(X) = 0 o η(Z) = 0. Pero esto justamente significa
queξ ∈ D⊥ o ξ ∈ D. Así tenemos demostrada la siguiente
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Proposición 1.8.13.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2). Supongamos queAD ⊂ D

y queAξ = αξ. Entonces, o bienξ ∈ D, o bienξ ∈ D⊥.

De ahora en adelante, asumiremos queM es una hipersuperficie real deG2(C
m+2) con

AD ⊂ D y Aξ = αξ. De acuerdo con lo visto, hemos de considerar dos casos, queξ ∈ D⊥ o
queξ ∈ D.

En el caso en queξ ∈ D⊥, el normal unitarioN es un vector tangente singular deG2(C
m+2)

de tipoJN ∈ JN . Así, existe una estructura casi hermíticaJ1 ∈ J tal queJN = J1N .
Entonces

ξ = ξ1, α = β1, φξ2 = −ξ3, φξ3 = ξ2, φD ⊂ D.

En lo que sigue, los índicesν y µ serán o bien 2, o bien 3, y distintos el uno del otro.

InsertandoX = ξν en la ecuación del Lema1.8.12resulta(2βν −α)Aφξν = (4+αβν)φξν.
Si 0 = 2βν − α entonces0 = 4 + 2β2

ν , lo que es imposible, luego2βν − α 6= 0 y Aφξν =
4+αβν

2βν−α
φξν. UsandoAξµ = βµξµ, φξ2 = −ξ3 y φξ3 = ξ2 obtenemosβµ = 4+αβν

2βν−α
y, así,

Lema 1.8.14.2β2β3 − α(β2 + β3)− 4 = 0.

SeaX ∈ D conAX = λX. La D-componente de la ecuación del Lema1.8.10es0 =
(2λ− βν)AφνX − (2 + λβν)φνX. Si 2λ− βν = 0 entonces,0 = 2+ λβν = 2+ 2λ2, lo que es
imposible. Así,

Lema 1.8.15.SiX ∈ D conAX = λX, entonces

2λ− βν 6= 0 y AφνX = λνφνX con λν =
2 + λβν

2λ− βν
.

Ahora reemplacemosX por φ2X. Entonces, laD-componente de la ecuación del Lema
1.8.10con índice uno es0 = (2λ2λ3 − α(λ2 + λ3) − 2)φ3X − 2φ2φX. Aplicandoφ2 a esta
ecuación,0 = (2λ2λ3 − α(λ2 + λ3)− 2)φ1X + 2φX. Así obtenemos

Lema 1.8.16.SiX ∈ D conAX = λX, entonces

φX = φ1X y 2λ2λ3 − α(λ2 + λ3) = 0

o
φX = −φ1X y 2λ2λ3 − α(λ2 + λ3)− 4 = 0.

Supongamos ahora queX satisfaceφX = φ1X entonces, laD-componente de la ecuación
del Lema1.8.10con índice uno es(2λ− α)Aφ1X = (4 + λα)φ1X. Si 2λ− α = 0, entonces
0 = 4 + λα = 4 + λ2, lo cual es imposible. Así, obtenemos

Lema 1.8.17.SiX ∈ D conAX = λX y φX = φ1X, entonces

2λ− α 6= 0 y Aφ1X =
4 + λα

2λ− α
φ1X.
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A partir del Lema1.8.16deducimos

Aφ1X = Aφ2φ3X = (λ3)2φ2φ3X =
λ(4 + β2β3) + 2(β2 − β3)

(4 + β2β3)− 2λ(β2 − β3)
φ1X

y

Aφ1X = −Aφ3φ2X = −(λ2)3φ3φ2X =
λ(4 + β2β3)− 2(β2 − β3)

(4 + β2β3) + 2λ(β2 − β3)
φ1X.

Comparando estas dos ecuaciones4 + β2β3 = 0 o β2 = β3. Supongamos en primer lugar
que4 + β2β3 = 0. Entonces, por el Lema1.8.14, α 6= 0 y, β2, β3 son dos soluciones de la
ecuación cuadráticaαx2+12x−4α = 0. SiX satisfaceφX = −φ1X entonces,φ2X satisface
φφ2X = φ1φ2X. Así, podemos elegirX de manera queφX = φ1X. Del Lema1.8.17y la
ecuación posterior derivamos

−1

λ
φ1X = Aφ1X =

4 + λα

2λ− α
φ1X.

Por lo tanto,λ es una solución de la ecuación cuadráticaαx2 + 6x − α = 0. Se sigue que
2λ es una solución deαx2 + 12x − 4α = 0 y debe coincidir por lo tanto conβ2 o conβ3, lo
que contradice el Lema1.8.15. Así, hemos probado

Lema 1.8.18.β2 = β3 =: β.

El Lema1.8.14implica queβ esuna solución de la ecuación cuadráticax2 − αx− 2 = 0.
SeaX ∈D conAX = λX. El Lema1.8.16muestra queAφ1X = λφ1X. Así, los subespa-
cios propios deA|D sonφ1-invariantes. Además, siX satisfaceφX = φ1X entonces, por el
Lema1.8.17, λ es también una solución dex2 − αx − 2 = 0. Por otro lado, del Lema1.8.16
y 1.8.18se sigue queλ2 = λ3. Pongamosµ := λ2 = λ3. Por el Lema1.8.16µ satisface
µ(µ − α) = 0 y, así,µ ∈ {0, α}. Si λ = β entonces el Lema1.8.15implica queλ esuna
solución dex2 − µx + 2 = 0 lo cual es imposible paraµ = 0 y contradiceλ2 − αλ − 2 = 0
paraµ = α. Por lo tanto,λ y β son soluciones distintas dex2 − αx− 2 = 0, esto es,

λ, β ∈
{
1

2

(
α±

√
α2 + 8

)}
, λ 6= β.

Así,λβ = −2 y, usando de nuevo el Lema1.8.15se prueba queµ = 0. Resumiendo

Lema 1.8.19.A|D tiene exactamente dos valores propios distintos,λ y µ con idéntica multipli-
cidad2m− 2 y los subespacios propios correspondientesTλ y Tµ satisfacen

Tλ ⊂ {X|X⊥Hξ, JX = J1X},
Tµ ⊂ {X|X⊥Hξ, JX = −J1X}.

Tenemos queµ = 0 y, además, queλ y β son las distintas soluciones de la ecuaciónx2 −αx−
2 = 0.
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Las anteriores inclusiones son en realidad igualdades ya que son espacios vectoriales de la
misma dimensión. Como en el caso en queξ∈D deducimos de manera análoga que

gradα = ξ(α)ξ y 0 = ξ(α)g
(
(Aφ+ φA)X, Y

)
.

Supongamos queAφ + φA = 0 en algún puntop ∈ M . Entonces, enp, usaremos laφ1-
invarianza deTλ para deducirλφX = AφX = −φAX = −λφX. Esto implicaλ = 0, que es
imposible por el Lema1.8.19. Así,Aφ + φA es no nulo y, por lo tanto,ξ(α) = 0. Así, α es
constante enM y, por el Lema1.8.19, M tiene curvaturas principales constantes.

De λβ = −2 vemos queλ y β tienen diferente signo. Podemos elegir el normal unitario
N de manera queβ sea positivo, por ejemploβ =

√
2 cot(

√
2r) con r ∈ (0, π/

√
8). Usamos

el Lema1.8.19para calcularα =
√
8 cot(

√
8r) y λ = −2/β = −

√
2 tan(

√
2r). Con esto

acabamos de demostrar el siguiente

Teorema 1.8.20.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2). Supongamos queAD ⊂

D, Aξ = αξ y ξ ∈ D⊥. SeaJ1 ∈ J la estructura casi hermítica tal queJN = J1N . En-
tonces,M tiene tres (sir = π/2

√
8) o cuatro (en otro caso) curvaturas principales constantes

distintas
α =

√
8 cot(

√
8r), β =

√
2 cot(

√
2r), λ = −

√
2 tan(

√
2r), µ = 0

conr ∈ (0, π/
√
8). Las correspondientes multiplicidades son

m(α) = 1, m(β) = 2, m(λ) = 2m− 2 = m(µ)

y, para los correspondientes subespacios propios tenemos

Tα = Rξ = RJN,

Tβ = C
⊥ξ = C

⊥N,

Tλ = {X |X⊥Hξ, JX = J1X},
Tµ = {X |X⊥Hξ, JX = −J1X}.

Parap ∈ M denotemos porcp la geodésica enG2(C
m+2) tal quecp(0) = p y ċp(0) = Np y

porF la aplicación diferenciable

F : M → G2(C
m+2), p 7→ cp(r).

GeométricamenteF es el desplazamiento deM a distanciar en la dirección del vector
normalN . Para cadap ∈ M la diferencialdFp deF en p puede ser calculada por medio de
campos de Jacobi de la siguiente forma

dFp(X) = ZX(r)

dondeZX es el campo de Jacobi a lo largo decp tal queZX(0) = X y Z ′
X(0) = −AX. Usando

la descripción explícita del operador de Jacobi para el caso en queJN ⊂ JN dada al final del
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apartado1.7 de este mismo capítulo y del operador de Weingarten deM dado en el Teorema
1.8.20anterior tenemos que

ZX(r) =





(
cos(

√
8r)− α√

8
sin(

√
8r)

)
EX(r), si X ∈ Tα(

cos(
√
2r)− k√

2
sin(

√
2r)

)
EX(r), si X ∈ Tk y k ∈ {α, λ}

EX(r), siX ∈ Tµ,

dondeEX denota el campo paralelo a lo largo decp tal queEX(0) = X. Así, el núcleo dedF
esTα ⊕ Tβ = RJN ⊕ C⊥N = JN . Por lo tanto,F tiene rango constante igual a dim(Tλ ⊕
Tµ) = 4m − 4 y, localmente es una sumersión de una subvariedadB deG2(C

m+2). Como
Tλ ⊕ Tµ = (HN)⊥ es cuaterniónico,B es una hipersuperficie cuaterniónica deG2(C

m+2) y,
por lo tanto, totalmente geodésica. Las únicas hipersuperficies cuaterniónicas deG2(C

m+2) son
los abiertos de unaG2(C

m+1) totalmente geodésica deG2(C
m+2). Con esto tenemos queM es

un abierto de un tubo de radior sobre unaG2(C
m+1) totalmente geodésica deG2(C

m+2) con
lo que hemos probado el siguiente

Teorema 1.8.21.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) tal queAD ⊂ D, Aξ = αξ, y

ξ ∈ D⊥. EntoncesM es un abierto de un tubo sobre unaG2(C
m+1) totalmente geodésica de

G2(C
m+2).

Si ξ ∈ D, el vector unitarioN es un vector tangente singular deG2(C
m+2) de tipoJN⊥JN

(véase [4]) y los vectoresξ, ξ1, ξ2, ξ3, φξ1, φξ2, φξ3 son ortonormales.

PoniendoX = ξν en el Lema1.8.10resulta0 = (2βν−α)Aφξν−(4+αβν)φξν . Si2βν = α
entonces0 = 4 + αβν = 4 + 2β2

ν , lo que es imposible. Por lo tanto,2βν − α 6= 0. Insertando
X = ξ en el Lema1.8.10

0 = (2α− βν)Aφνξ − (4 + αβν)φνξ − (βν − βν+1)qν+2(ξ)ξν+1

+ (βν − βν+2)qν+1(ξ)ξν+2.

Comoφνξ = φξν es perpendicular aξν+1 y ξν+2 podemos concluir

Lema 1.8.22.

Aφξν = γνφξν conγν =
4 + αβν

2βν − α
=

4 + αβν

2α− βν
.

En particular,4 + αβν = 0 o α = βν

De nuevo, a partir del Lema1.8.10, paraX = φµξ = φξµ

0 = (2γµ − βν)Aφνφµξ − (2 + βνγµ)φνφµξ

− (βν − βν+1)qν+2(φµξ)ξν+1 + (βν − βν+2)qν+1(φµξ)ξν+2

+ 2δν,µξ − 2δν+2,µφξν+1 + 2δν+1,µφξν+2.

Poniendoν = µ tenemos que0 = (2γν − βν)Aξ − (4 + βνγν)ξ. Si βν = 2γν entonces
0 = 4 + βνγν = 4 + 2γ2

ν , lo cual es imposible. Así, comparando conAξ = αξ obtenemos
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Lema 1.8.23.Para cadaν

α =
4 + βνγν
2γν − βν

.

Tomando como índiceµ = ν + 1 obtenemos0 = (2γν+1 − βν)Aφν+2ξ − βνγν+1φν+2ξ.
Si βν = 2γν+1 entonces0 = βνγν+1 y, así,βν = 0. El Lema1.8.22y βν = 0 implican
α = −α/2 y, así,α = 0 lo que contradiceα = 2/γν 6= 0 en el Lema1.8.23. Así tenemos que
2γν+1 − βν 6= 0 y, por lo tanto,

Lema 1.8.24.Para cadaν

γν+2 =
βνγν+1

2γν+1 − βν
.

Usando sucesivamente el Lema1.8.22, el Lema1.8.24y de nuevo el Lema1.8.22

4 + αβν+2

2βν+2 − α
= γν+2 =

βνγν+1

2γν+1 − βν
=

4 + βν + αβνβν+1

8 + αβν + 2αβν+1 − 2βνβν+1

y, por lo tanto,

(α2 − 8)βν(βν+1 + βν+2) + 2α2βν+1βν+2

= 4αβνβν+1βν+2 − 8α(βν + βν+1 + βν+2)− 32.

Restándole la ecuación que se obtiene reemplazandoν por ν + 1 obtenemos0 = (α2 +
8)(βν+1 − βν)βν+2. Como antes,βν+2 = 0 conduce a contradicción. Por lo tanto,β1, β2, β3

deben de ser iguales, pongamos por ejmploβ1 = β2 = β3 =: β. El Lema1.8.22muestra
también queγ1, γ2, γ3 son iguales, pongamosγ1 = γ2 = γ3 := γ. Del Lema1.8.24obtenemos
entoncesγ(β − γ) = 0. Supongamos en primer lugar queβ = γ. Por el Lema1.8.22tenemos
que, o bienα = β, o bien4 + αβ = 0. En el primer caso resultaα = β = γ, lo que contradice
el Lema1.8.23. En el segundo casoβ = γ = 0 del Lema1.8.22, lo que contradice4+αβ = 0.
Por lo tanto,β 6= γ y, así,γ = 0. Así pues, tenemos

Lema 1.8.25.Para cadaν, Aξν = βξν y Aφξν = 0, dondeβ queda determinada mediante
4 + αβ = 0.

Ahora, seaX un vector principal deM ortogonal aRξ⊕Jξ⊕JJξ, asíAX = λX. El hecho
de queX sea ortogonal aRξ⊕Jξ⊕JJξ significa queX ∈ (HCξ)⊥. Entonces, el Lema1.8.10
implica 0 = (2λ − β)AφνX − (2 + βλ)φνX. Si β = 2λ entonces0 = 2 + βλ = 2 + 2λ2,
lo cual es imposible. Así,2λ − β 6= 0 y A|JX = µIJX conµ = 2+βλ

2λ−β
. ReemplazandoX por

φ1X resultaA|Jφ1X = 2+βµ
2µ−β

IJφ1X . Comoφ2X ∈ JX ∩ Jφ1X, obtenemosµ = 2+βµ
2µ−β

y, como

X ∈ Jφ1X esto implicaµ = λ y, así,λ = 2+βµ
2µ−β

. Así, tenemos

Lema 1.8.26.A|(HCξ)⊥ tiene, al menos, dos valores propios distintos, cada uno de los cuales es
una solución dex2−βx−1 = 0. Los correspondientes subespacios propios son cuaterniónicos.
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ParaX como antes deducimos del Lema1.8.12la ecuación0 = (2λ − α)AφX − (2 +
αλ)φX. Fácilmente se ve que2λ − α 6= 0, por lo queAφX = µφX conµ = 2+αλ

2λ−α
. Por el

Lema1.8.26sabemos queµ2 − βµ − 1 = 0. Si µ = λ entonces la fórmula anterior implica
λ2 − αλ− 1 = 0 y, así,λ 6= 0 y α = β, lo que contradice0 = 4 + αβ en Lema1.8.25. Por lo
tanto, ha de serµ 6= λ y, junto con el Lema1.8.26concluimos

Lema 1.8.27.A|(HCξ)⊥ tiene dos valores propios distintosλ y µ que son las soluciones de
x2 − βx− 1 = 0. Los subespacios propios correspondientesTλ y Tµ verifican

JTλ = Tλ, JTµ = Tµ, JTλ = Tµ.

En particular, la dimensión cuaterniónicam deG2(C
m+2) es par,m = 2n.

Comoξ ∈ D sabemos de la demostración del Lema1.8.12que

gradα = ξ(α)ξ.

Así, para el Hessiano deα obtenemos

hessα(X, Y ) = g(∇X gradα, Y ) = g
(
∇Xξ(α)ξ, Y

)

= X(ξ(α))η(Y ) + ξ(α)g(∇Xξ, Y )

= X(ξ(α))η(Y ) + ξ(α)g(φAX, Y ).

Por simetría del Hessiano esto implica

0 = X(ξ(α))η(Y )− Y (ξ(α))η(X) + ξ(α)g
(
(Aφ+ φA)X, Y

)
.

ParaX = ξ tenemosY (ξ(α)) = ξ
(
ξ(α)

)
η(Y ). Insertando ésta y la correspondiente ecua-

ción paraX en la ecuación previa

0 = ξ(α)g
(
(Aφ+ φA)X, Y

)
.

Supongamos queAφ + φA se anula en algún puntop deM . Entonces, enp, paraX ∈
(HCξ)⊥ conAX = λX obtenemosAφX = −λφX. Pero, comoλ es una solución dex2 −
βx − 1 = 0 y β 6= 0, el número−λ no puede ser una solución de esta ecuación, lo que
contradice el Lema1.8.27. Por lo tanto, ha de serAφ + φA 6= 0 en cada punto deM . Esto
produceξ(α) = 0 y, así, gradα = 0, esto es,α es constante sobreM . Se sigue del Lema1.8.25
y Lema1.8.27que todas las curvaturas principales deM son constantes. Como0 = 4 + αβ
tenemos queβ 6= 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponerβ > 0. Entonces, existe
r ∈ (0, π/4) tal queβ = cot(2r). Entonces,0 = 4+αβ daα = −2 tan(2r). Las soluciones de
x2 − βx − 1 = 0 son entoncesλ = cot(r) y µ = − tan(r). Con todo esto, hemos demostrado
el siguiente

Teorema 1.8.28.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2). SupongamosAD ⊂ D, Aξ =

αξ y ξ ∈D. Entonces, la dimensión cuaterniónicam deG2(C
m+2) es par,m = 2n y M tiene

cinco curvaturas principales constantes distintas

α = −2 tan(2r), β = 2 cot(2r), γ = 0, λ = cot(r), µ = − tan(r)
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conr ∈ (0, π/4). Las correspondientes multiplicidades son

m(α) = 1, m(β) = 3 = m(γ), m(λ) = 4m− 4 = m(µ)

y los correspondientes subespacios propios

Tα = Rξ, Tβ = JJξ, Tγ = Jξ, Tλ, Tµ

donde
Tλ ⊕ Tµ = (HCξ)⊥, JTλ = Tλ, JTµ = Tµ, JTλ = Tµ.

Ahora definimoscp, F, ZX y EX como en el caso anterior. Usando la descripción explícita
del operador de Jacobi para el caso en queJN⊥JN dada al final del apartado1.7de este mismo
capítulo y del operador de Weingarten deM dado en el Teorema1.8.28anterior tenemos que

ZX(r) =





(
cos(2r)− k

2
sin(2r)

)
EX(r), siX ∈ Tk y k ∈ {α, β}(

cos(r)− k sin(r)
)
EX(r), siX ∈ Tk y k ∈ {λ, µ}

EX(r), siX ∈ Tγ .

Así, el núcleo dedF esTβ⊕Tλ = JN⊕Tλ y F tiene rango constante igual a dim(Tα⊕Tγ⊕
Tµ) = 4n. Por lo tanto, localmente,F es una sumersión sobre una subvariedad 4n-dimensional
B de G2(C

m+2). Además, el espacio tangente deB en F (p) se obtiene trasladando parale-
lamente(Tα ⊕ Tγ ⊕ Tµ)(p) = (Hξ ⊕ Tµ)(p) que es un subespacio cuaterniónico y real de
TpG2(C

m+2). ComoJ y J son paralelos a lo largo decp, tambiénTF (p)B es un subespacio real
y cuaterniónico deTF (p)G2(C

m+2). Con esto tenemos queB es una subvariedad real y cua-
terniónica deG2(C

m+2). ComoB es cuaterniónica, es totalmente geodésica enG2(C
m+2) [1].

Las únicas subvariedades quaterniónicas totalmente geodésicas deG2(C
m+2), m = 2n ≥ 4,

de la mitad de dimensión sonG2(C
n+2) y HP n [4]. Pero solamenteHP n está embebido en

G2(C
m+2) como subvariedad real. Así concluimos queB es un abierto de unHP n totalmen-

te geodésico enG2(C
m+2). La rigidez de las subvariedades totalmente geodésicas finalmente

implica queM es un abierto de un tubo de radior sobre unHP n totalmente geodésico en
G2(C

m+2). Tenemos probado entonces el siguiente

Teorema 1.8.29.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) tal queAD ⊂ D, Aξ = αξ y

ξ ∈ D. Entonces,m = 2n y M es un abierto de un tubo sobre unHP n totalmente geodésico
deG2(C

m+2).

Para finalizar, tenemos que, a partir de los Teoremas1.8.21, 1.8.29y la Proposición1.8.13
queda demostrado el siguiente

Teorema 1.8.30.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2). Entonces,Aξ = αξ yAD ⊂ D

si, y sólo si,

(A) M es un abierto de un tubo sobre una totalmente geodésicaG2(C
m+1) deG2(C

m+2), o

(B) m es par,m = 2n, y M es un abierto de un tubo sobre un totalmente geodésicoHP n en
G2(C

m+2).





Capítulo 2

Respecto al operador de Jacobi
estructural Rξ

Sea(M̄, ḡ) una variedad riemanniana. Un campo de vectoresU a lo largo de una geodésica
γ en una variedad riemannianāM se dice uncampo de Jacobisi satisface la siguiente ecuación
diferencial

∇2

γ̇U + R̄(U, γ̇)γ̇ = 0

donde∇̄γ̇ y R̄ denotan, respectivamente, la derivada covariante del campo de vectoresU a
lo largo de la curvaγ enM̄ y el tensor de curvatura de la variedad riemanniana(M̄, ḡ). Esta
ecuación se llama ecuación de Jacobi.

Para cadaX ∈ TM̄ , definimos el operador de Jacobi asociado a dicho vectorX como

R̄X(Y ) = R̄(Y,X)X

paraY ∈ TM̄ que resulta ser un endomorfismo autoadjunto del fibrado tangenteTM̄ deM̄ ,
es decir, el operador de Jacobi satisfaceR̄X ∈ EndTM̄ y es simétrico en el sentido de que
ḡ(R̄X(Y ), Z) = ḡ(R̄X(Z), Y ) para todoX, Y ∈ TM̄ .

El campo de vectores estructuralξ de una hipersuperficie realM deG2(C
m+2) lo llama-

remos campo de vectores Reeb. Si este campo de vectores es invariante por el endomorfismo
de Weingarten diremos queM es una hipersuperficie Hopf. En este caso, las curvas integrales
del campo de vectoresξ son geodésicas (véase [7]). Además, el flujo generado por las curvas
integrales del campo de vectores estructuralξ para hipersuperficies Hopf deG2(C

m+2) se llama
flujo Reeb geodésico.

A partir de la expresión (1.3) del tensor de curvaturaR de una hipersuperficie realM de
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G2(C
m+2) se obtiene el operador de Jacobi estructural

Rξ(X) = R(X, ξ)ξ

= X − η(X)ξ −
3∑

ν=1

{ην(X)ξν − η(X)ην(ξ)ξν

+3g(φνX, ξ)φνξ + ην(ξ)φνφX}
+αAX − η(AX)Aξ

dondeα denotag(Aξ, ξ) y X un campo de vectores tangente aM .

2.1. Operador de Jacobi estructural conmutativo

Brozos-Vázquez y Gilkey [8] probaron que para una variedad riemanniana(M̄, ḡ) de di-
mensiónm ≥ 3, si R̄XR̄Y = R̄Y R̄X para todoX, Y ∈ TM̄ entonces, la variedad es llana y, si
ocurre lo mismo paraX, Y ortogonales entonces, la variedad tiene curvatura seccional constan-
te. Lo que deducimos entonces de aquí es que no existen hipersuperficies reales deG2(C

m+2)
tales que cualesquiera dos operadores de Jacobi conmuten. Lo que vamos a estudiar aquí es
una condición más débil. Diremos que una hipersuperficieM deG2(C

m+2) tiene operador de
Jacobi estructural conmutativo si este operador conmuta con cualquier otro operador de Jacobi
definido sobreM , esto es,RξRX = RXRξ para todoX ∈ TM . Así, obtendremos el siguiente

Teorema 2.1.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf y que tengan

operador de Jacobi estructural conmutativo si, o bien la componente enD o bien la compo-
nente enD⊥ deξ es A-invariante.

En primer lugar, empezaremos demostrando que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o
bienξ ∈ D.

Antes de empezar daremos un lema que será utilizado a menudo a lo largo de esta tesis. Sin
pérdida de generalidad podemos suponerξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario.

Lema 2.1.2. SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,α = g(Aξ, ξ) la

curvatura principal deξ y tal queη(X0)η(ξ1) 6= 0. Entonces,α 6= 0 y

AφX0 =
α2 + 4η2(X0)

α
φX0 (2.1)

Demostración.Como

0 = φξ

= φ(η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1)

= η(X0)φX0 + η(ξ1)φ1(η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1)

entonces
φX0 = −η(ξ1)φ1X0. (2.2)
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Por la Proposición1.8.11, usando que por hipótesisAX0 = αX0, resulta

αAφX0 + α2φX0 − 2αAφX0 + 2φX0 = −2η1(ξ)φ1X0 + 4η2(X0)η1(ξ)φ1X0. (2.3)

Poniendoα = 0 en (2.3) llegamos a contradicción puesη(X0)η(ξ1) 6= 0, luegoα 6= 0.
Teniendo en cuenta entonces (2.2) y (2.3) resulta

AφX0 =
α2 + 4η2(X0)

α
φX0.

Observación 2.1.3.A partir de este resultado, sin más que tener en cuenta (2.2), se deduce
que

Aφ1X0 =
α2 + 4η2(X0)

α
φ1X0. (2.4)

Lema 2.1.4.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf y tal que, o bien la

D-componente, o bien laD⊥-componente deξ sea A-invariante. SiRξRX = RXRξ para todo
X ∈ TM entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0+η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si,
o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2anterior tenemos queα 6= 0.

DefinamosRX,Y = 1
2
(RX+Y − RX − RY ) para todoX, Y ∈ TM . Por hipótesis estos

operadores conmutan conRξ. Además,RX,Y (Y ) = −1
2
RY (X). Así pues,

0 = RX,ξ(Rξ(ξ)) = −1

2
R2

ξ(X)

para todoX ∈ TM . Por otro lado, al serRξ autoadjunto,R2
ξ = 0 implica queRξ = 0 y,

entonces,

0 = Rξ(X) = R(X, ξ)ξ = X − η(X)ξ −
3∑

ν=1

{ην(X)ξν − η(X)ην(ξ)ξν + 3g(φνX, ξ)φνξ

+ην(ξ)φνφX}+ αAX − α2η(X)ξ

para todoX ∈ TM . PoniendoX = ξ1

0 = Rξ(ξ1) = ξ1 − η(ξ1)ξ −
3∑

ν=1

{ην(ξ1)ξν − η(ξ1)ην(ξ)ξν + 3g(φνξ1, ξ)φνξ

+ην(ξ)φνφξ1}+ αAξ1 − α2η(ξ1)ξ

y, multiplicando escalarmente porX0 ∈ D

0 = g(Rξ(ξ1), X0) = −η(ξ1)η(X0) + η1(ξ)η(X0)− α2η(ξ1)η(X0) = −α2η(ξ1)η(X0)

luego, llegamos a contradicción.
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Veamos ahora que, siξ ∈ D⊥ entonces,M esD⊥-invariante.

Lema 2.1.5.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,RξRX = RXRξ para

todoX ∈ TM y ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.Comoξ ∈ D⊥ podemos suponer queξ = ξ1. Así,

0 = Rξ(ξi) = ξi − η(ξi)ξi − ξi + η(ξi)ξi − 3
3∑

ν=1

g(φνξi, ξi)φνξi

−φ1φξi + αAξi − α2η(ξi)ξ1.

Si ahora multiplicamos escalarmente porX ∈ D

0 = g(Rξ(ξi), X) = αg(Aξi, X)

por lo que paraα 6= 0 hemos terminado. Siα = 0, considerando

0 = Rξ(ξi) = −3

3∑

ν=1

g(φνξi, ξ1)φνξ1 − φ1φξi = −3η3(ξi)ξ3 + 3η2(ξi)ξ2 − φ1φξi

resulta que, multiplicando escalarmente porξ2, 0 = 2ηi(ξ2) por lo que parai = 2 tendríamos
contradicción.

Para el caso en queξ ∈ D la demostración general se encuentra en [18]. Nosotros hemos
conseguido una demostración más sencilla que presentamos a continuación.

Lema 2.1.6. SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf y tal queξ ∈ D.

Entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.SeaD0 = {X ∈ D|X ⊥ ξ, φ1ξ, φ2ξ, φ3ξ}. El espacio tangente enp ∈ M
queda descompuesto entonces como

TpM = D⊕D⊥ =< ξ > ⊕ < φ1ξ, φ2ξ, φ3ξ > ⊕D0 ⊕D⊥.

ParaX = ξ ∈ D resulta

g(Aξ, ξµ) = αg(ξ, ξµ) = 0 para todoµ = 1, 2, 3.

Para todoX∈<φ1ξ, φ2ξ, φ3ξ>, comoη(ξν) = 0 paraν = 1, 2, 3, resulta queg(∇ξµξ, ξν) =
−g(ξ,∇ξµξν) y, así

g(Aφνξ, ξµ) = g(φξν, Aξµ)

= −g(ξν , φAξµ)

= −g(ξν ,∇ξµξ)

= g(∇ξµξν , ξ)

= g(qν+2(ξµ)ξν+1 − qν+1(ξµ)ξν+2 + φνAξµ, ξ)

= g(φνAξµ, ξ)

= −g(Aφνξ, ξµ)
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con lo que
g(Aφνξ, ξµ) = 0

paraµ, ν = 1, 2, 3.

Ahora sólo nos queda demostrar queg(AX0, ξi) = 0 para todoX0 ∈ D0. En este caso,
comog(φνφξ1, ξ1) = 0 paraν = 1, 2, 3 y,

φ2
1(φX0) = −φX0 + η1(φX0)ξ1 = −φX0

implica
g(φ1φX0,∇ξµξ1) = g(φ1φX0, φ1Aξµ) = g(φX0, Aξµ),

resulta que, teniendo en cuenta (3.4) da

g
(
(∇ξµRξ1)X0, ξ

)
= −g(Aξµ, φX0) + g(φ1φX0,∇ξµξ1)− g(φAξµ, X0)

+g(Aξ1, ξ1)g
(
(∇ξµA)X0, ξ

)
− g(AX0, ξ1)g(∇ξµAξ1, ξ)

= −g(φAξµ, X0) (2.5)

+g(Aξ1, ξ1)g
(
(∇ξµA)X0, ξ

)

−g(AX0, ξ1)g(∇ξµAξ1, ξ).

Por otro lado, comoφ2
1Aξµ = −Aξµ + η1(Aξµ)ξ1 implica

g(φ1∇ξµξ1, X0) = g(φ2
1Aξµ, X0) = −g(Aξµ, X0),

g(φ1φξ2, X0) = 0 y g(φ1φξ3, X0) = 0 lleva a

g(φ1φ∇ξµξ1, X0) = g(φ1φφ1Aξµ, X0)

= −g(φφ1Aξµφ1X0)

= −g(φ1φAξµ, φ1X0)

= −g(φAξµ, X0)

= g(Aξµ, X0)

y,
g(φ1Aξµ, ξ) = g(φAξµ, ξ1) = g(∇ξµξ, ξ1) = −g(ξ,∇ξµξ1) = −g(ξ, φ1Aξµ)

implicag(φ1Aξµ, ξ) = 0 y, entonces,g(ξ,∇ξµξ1) = 0, tenemos que

g
(
(∇ξµRξ1)ξ,X0) = g(φ1∇ξµξ1, X0) + g(φ1φ∇ξµξ1, X0)

+g(Aξ1, ξ1)g
(
(∇ξµA)ξ,X0

)

−g(Aξ1, X0)
(
g
(
(∇ξµA)ξ, ξ1

)
− αg(ξ,∇ξµξ1)

)

= −g(Aξµ, X0) + g(Aξµ, φX0) (2.6)

+g(Aξ1, ξ1)g
(
(∇ξµA)ξ,X0)− g(Aξ1, X0)g

(
(∇ξµA)ξ, ξ1).

Comog
(
(∇ξµRξ1)X0, ξ

)
= g

(
(∇ξµRξ1)ξ,X0), teniendo en cuenta (2.5) y (2.6), como

g
(
(∇ξµA)X0, ξ

)
= g

(
(∇ξµA)ξ,X0

)
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y,

g
(
(∇ξµA)ξ1, ξ

)
= g

(
(∇ξµA)ξ, ξ1

)

se obtiene queg(Aξµ, X0) = 0.

Ahora vamos a ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verificanRξRX =
RXRξ para todoX ∈ TM .

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, por el Teorema1.8.20, la ecuación0 = Rξ(ξ2)
queda

0 = −3

3∑

ν=1

g(φνξ2, ξ1)φνξ1 − φ1φξ2 + αAξ2

= −3g(φ3ξ2, ξ1)φ3ξ1 − φ1φξ2 + αAξ2

= 3g(ξ1, ξ1)ξ2 − φ1φ2ξ1 + αAξ2

= 2ξ2 + αAξ2

= 2ξ2 + αβξ2.

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ2 tenemos que

0 = αβ + 2

dondeα =
√
8 cot(

√
8r) y β =

√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/

√
8) pero,

0 = 2 + αβ

= [
√
8 cot(

√
8r)][

√
2 cot(

√
2r)] + 2

= 2[cot(
√
2r)− tan(

√
2r)] cot(

√
2r) + 2

= 2 cot2(
√
2r)− 2 + 2

luego

0 = cot(
√
2r),

que nos lleva a contradicción.

En el caso de una hipersuperficie de tipo B, por el Teorema1.8.28la ecuación

0 = Rξ(ξ1)

da lugar a

0 = αAξ1 = αβξ1

por lo que, o bienα, o bienβ debería ser nulo pero,α = −2 tan(2r), que no se anula en
(0, π/4) y β = 2 cot(2r), que tampoco se anula en(0, π/4).
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2.2. D⊥-paralelismo deRξ

Consideremos ahora la noción de operador de Jacobi estructuralD⊥-paralelo, es decir,

(∇ξiRξ)X = 0, i = 1, 2, 3 para todoX ∈ TM

que es más débil que la de operador de Jacobi estructural paralelo

(∇XRξ)Y = 0, i = 1, 2, 3 para todoX, Y ∈ TM

Demostraremos el siguiente

Teorema 2.2.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf con operador

de Jacobi estructuralD⊥-paralelo si, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ
esA-invariante.

A partir de la expresión de la derivada covariante deRξ(Y )

∇X(Rξ(Y )) = (∇XRξ)Y +Rξ(∇XY )

tenemos

(∇XRξ)Y = −g(∇Xξ, Y )ξ − η(Y )∇Xξ

−
3∑

ν=1

{[
g(∇Xξν , Y )− g(∇Xξ, Y )ην(ξ)− η(Y )g(∇Xξν , ξ)

−η(Y )g(ξν,∇Xξ)
]
ξν +

[
ην(Y )− η(Y )ην(ξ)

]
∇Xξν

+3
{[
g(∇Xξν, φY ) + g(ξν, (∇Xφ)Y )

]
φνξ + ην(φY )

[
(∇Xφν)ξ + φν∇Xξ

]}

+g(∇Xξν , ξ)φνφY + g(ξν,∇Xξ)φνφY + ην(ξ)
[
(∇Xφν)φY + φν(∇Xφ)Y

]}

+g
(
(∇XA)ξ, ξ

)
AY + g(A∇Xξ, ξ)AY + g(Aξ,∇Xξ)AY + η(Aξ)(∇XA)Y

−g
(
(∇XA)Y, ξ

)
Aξ − g(AY,∇Xξ)Aξ − η(AY )

[
(∇XA)ξ + A∇Xξ

]
.
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Teniendo en cuenta ahora las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1, se sigue que

(∇XRξ)Y = −g(φAX, Y )ξ − η(Y )φAX

−
3∑

ν=1

{
g(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX, Y )ξν

−g(φAX, Y )ην(ξ)ξν − η(Y )g(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX, ξ)ξν

−η(Y )g(ξν, φAX)ξν

+ην(Y )
[
qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX

]

−η(Y )ην(ξ)
[
qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX

]

+3g(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX, φY )φνξ

+3g(ξν, η(Y )AX − g(AX, Y )ξ)φνξ

+3ην(φY )
[
− qν+1(X)φν+2ξ + qν+2(X)φν+1ξ + ην(ξ)AX − g(AX, ξ)ξν

]

+3ην(φY )φνφAX + g(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX, ξ)φνφY

+g(ξν, φAX)φνφY

+ην(ξ)
[
− qν+1(X)φν+2ξ + qν+2(X)φν+1ξ + ην(ξ)AX

−g(AX, φY )ξν
]
+ ην(ξ)

[
φν(η(Y )AX − g(AX, Y )ξ

]}

+g((∇XA)ξ, ξ)AY + g(AφAX, ξ)AY + g(Aξ, φAX)AY

+η(Aξ)(∇XA)Y − g((∇XA)Y, ξ)Aξ − g(AY, φAX)Aξ

−η(AY )
[
(∇XA)ξ + AφAX

]
.

Por otro lado
3∑

ν=1

[
g(Y, qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)ξν

+ην(Y )(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)
]

=

3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην+1(Y )ξν − qν+1(X)ην+2(Y )ξν

+ην(Y )(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)
]

=
3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην+1(Y )ξν − qν+1(X)ην+2(Y )ξν

+qν+2(X)ην(Y )ξν+1 − qν+1(X)ην(Y )ξν+2

]

= 0,

3∑

ν=1

[
η(Y )g(ξ, qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)ξν

+η(Y )ην(ξ)(qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)
]
= 0,
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3∑

ν=1

[
3g(−qν+1(X)φν+2(Y )) + qν+2(Y )φν+1(Y ), ξ)φνξ

+3g(φνY, ξ)(−qν+1(X)φν+2ξ + qν+2(X)φν+1ξ)
]
= 0

y

3∑

ν=1

[
g(ξ, qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2)φνφY

+ην(ξ)(−qν+1(X)φν+2φY + qν+2(X)φν+1φY )
]
= 0.

Luego, la derivada del operador estructural de Jacobi queda

(∇XRξ)Y = −g(φAX, Y )ξ − η(Y )φAX

−
3∑

ν=1

{
g(φνAX, Y )ξν − 2η(Y )ην(φAX)ξν + ην(Y )φνAX

+3
[
g(φνAX, φY )φνξ + η(Y )ην(AX)φνξ

−ην(φY )η(AX)ξν + ην(φY )φνφAX
]

+4
[
ην(ξ)ην(φY )AX − ην(ξ)g(AX, Y )φνξ

]
+ 2ην(φAX)φνφY

}

+η
(
(∇XA)ξ

)
AY + 2η(AφAX)AY + η(Aξ)(∇XA)Y

−η
(
(∇XA)Y

)
Aξ − g(AY, φAX)Aξ

−η(AY )(∇XA)ξ − η(AY )AφAX.

Por último, si ahora suponemos queM es Hopf

(∇XRξ)Y

= −g(φAX, Y )ξ − η(Y )φAX

−
3∑

ν=1

{
g(φνAX, Y )ξν − 2η(Y )ην(φAX)ξν + ην(Y )φνAX (2.7)

+3
[
g(φνAX, φY )φνξ + η(Y )ην(AX)φνξ

+ην(φY )(φνφAX − αη(X)ξν)
]

+4ην(ξ)
[
ην(φY )AX − g(AX, Y )φνξ

]
+ 2ην(φAX)φνφY

}

+η
(
(∇XA)ξ

)
AY + α(∇XA)Y − α

(
(∇XA)Y

)
ξ − αg(AY, φAX)ξ

−αη(Y )(∇XA)ξ − αη(Y )AφAX.
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Si ahora reemplazamos X porξi, i = 1, 2, 3 e Y por X, suponiendo paralelismo en las
direcciones deD⊥ tenemos

0 = (∇ξiRξ)X (2.8)

= −g(φAξi, X)ξ − η(X)φAξi

−
3∑

ν=1

{
g(φνAξi, X)ξν − 2η(X)ην(φAξi)ξν + ην(X)φνAξi

+3
[
g(φνAξi, φX)φνξ + η(X)ην(Aξi)φνξ

+ην(φX)(φνφAξi − αη(ξi)ξν)
]

+4ην(ξ)
[
ην(φX)Aξi − g(Aξi, X)φνξ

]
+ 2ην(φAξi)φνφX

}

+η
(
(∇ξiA)ξ

)
AX + α(∇ξiA)X − α

(
(∇ξiA)X

)
ξ − αg(AX, φAξi)ξ

−αη(X)(∇ξiA)ξ − αη(X)AφAξi.

PoniendoX = ξ

0 = (∇ξiRξ)ξ (2.9)

= −φAξi − αAφAξi

−
3∑

ν=1

[
− ην(φAξi)ξν

+ην(ξ)φνAξi + 3ην(Aξi)φνξ − 4αην(ξ)η(ξi)φνξ
]
.

Ahora vamos a demostrar que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D o bienξ ∈ D⊥.

Lema 2.2.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,(∇ξiRξ)X = 0, i =

1, 2, 3 para todoX ∈ TM y tal que, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ
es A-invariante. Entonces, o bienξ ∈ D, o bienξ ∈ D⊥.

Demostración.Suponiendoξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario si, o bienη(X0), o
bienη(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos pues que ambos son no nulos.
Razonando como en la demostración del Lema2.1.2tenemos queα 6= 0.

Suponiendoi = 1 en (2.9) resulta

0 = (∇ξ1Rξ)ξ

= −φAξ1 − αAφAξ1

−
3∑

ν=1

[
− ην(φAξ1)ξν

+3ην(Aξ1)φνξ − 4αην(ξ)η(ξ1)φνξ
]
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por lo que, al ser por hipótesis,AX0 = αX0, resulta

0 = αη(X0)(αAφ1X0 + 4η2(X0)φ1X0)

donde hemos tenido en cuenta queφ1ξ = η(X0)φ1X0 y ην(φ1ξ) = 0. Así pues, despejando

Aφ1X0 = −4η2(X0)

α
φ1X0. (2.10)

Por lo que, teniendo en cuenta (2.2) resulta

AφX0 = −4η2(X0)

α
φX0

que, junto con (2.1), da lugar a
(
α2 + 8η2(X0)

)
φX0 = 0

con lo queα2 = −8η2(X0), que nos lleva a contradicción.

Veamos ahora que siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 2.2.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,(∇ξiRξ)X = 0, i =

1, 2, 3 para todoX ∈ TM y ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.En primer lugar, comoξ ∈ D⊥, podemos suponerξ = ξ1. Por lo tanto, sólo
resta probar queη2(AX) = 0 y η3(AX) = 0 para todoX ∈ D.

A partir de (2.7), multiplicando escalarmente porξ

0 = g
(
(∇ξiRξ)X, ξ

)
(2.11)

= −g(φAξi, X)− g(φ1Aξi, X)

−
3∑

ν=1

ην(X)g(φνAξi, ξ)− 3

3∑

ν=1

ην(φX)g(φνφAξi, ξ)

−2

3∑

ν=1

ην(φAξi)g(φνφX, ξ)− αg(AX, φAξi).

Luego, junto con las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1 tenemos

0 = g(φAξi, X) + g(φ1Aξi, X) + αg(AX, φAξi)

para todoX ∈ D. Parai = 2, teniendo en cuenta las fórmulas dadas en el apartado1.8 del
Capítulo1 resulta que

0 = 4g(φAξ2, X)− 2αg(AφAX, ξ2). (2.12)

Por otro lado, poniendoX = ξ2 y X ∈ D en la Proposición1.8.11

2g(AφAX, ξ2) = αg(AφX, ξ2) + αη3(AX)
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para todoX ∈ D. De aquí y de (2.12)

0 = (α2 + 4)g(AφX, ξ2) + α2η3(AX). (2.13)

CambiandoX porφX

0 = −(α2 + 4)η2(AX) + α2η3(AX). (2.14)

Poniendoi = 3, teniendo en cuenta las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1

0 = 4g(φAξ3, X)− 2αg(AφAX, ξ3). (2.15)

Además, poniendoY = ξ3 en la Proposición1.8.11tenemos, paraX ∈ D

2g(AφAX, ξ3) = αg(AφX, ξ3)− αη2(AX).

Así, de (2.15)
0 = (α2 + 4)g(AφX, ξ3)− α2η2(AX). (2.16)

CambiandoX porφX

0 = (α2 + 4)η3(AX) + α2η2(AφX).

De aquí y de (2.13)
η3(AX) = η2(AφX).

Usando (2.13)
0 = (α2 + 2)η3(AX)

y, comoα2 + 2 6= 0

η3(AX) = 0.

Igualmente, de (2.14) y de (2.16)

η2(AX) = −η3(AφX)

entonces, usando (2.14)
0 = (α2 + 2)η2(AX).

Comoα2 + 2 6= 0

η2(AX) = 0

con lo que finaliza la demostración.
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Para el caso en queξ ∈ D la demostración general se encuentra en [18]. Nosotros hemos
conseguido una demostración más sencilla en el Lema2.1.6.

Por último, para terminar, veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B
verifican que el operador estructural de Jacobi esD⊥-paralelo.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, por el Teorema1.8.20, considerandoX ∈ Tβ

en(2.9) parai = 2 resulta

0 = (∇ξ2Rξ)ξ

= −φAξ2 − αAφAξ2

−
3∑

ν=1

[
− ην(φAξ2)ξν + ην(ξ)φνAξ2 + 3ην(Aξ2)φνξ

]
.

Comoξ2 ∈ Tβ resulta
β(αβ + 2) = 0

por lo que, o bienβ = 0 o bienαβ + 2 = 0. El casoβ = 0 no puede ocurrir puesβ =√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/

√
8). Si αβ + 2 = 0, comoα =

√
8 cot(

√
8r),

0 = αβ + 2 =
(√

8 cot(
√
8r)

)(√
2 cot(

√
2r)

)
+ 2

= 2
[(

cot(
√
2r)− tan(

√
2r)

]
cot(

√
2r) + 2

por lo quecot(
√
2r) = 0 parar ∈ (0, π/

√
8). Lo que nos lleva a contradicción.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, por el Teorema1.8.28, considerandoX ∈ Tβ

en (2.9), parai = 2 resulta

0 = (∇ξ2Rξ)ξ

= −φAξ2 − αAφAξ2

−
3∑

ν=1

[
− ην(φAξ2)ξν + 3ην(Aξ2)φνξ

]
.

Comoξ2 ∈ Tβ y γ = 0
4βφξ2 = 0.

Pero, en este caso,β = 2 cot(2r) que no se anula parar ∈ (0, π/4).

2.3. D-paralelismo deRξ

En esta sección consideraremos una hipersuperficie realM deG2(C
m+2) con∇XRξ = 0

para todoX ∈ D. Esta condición es más débil que la de paralelismo. Como en el apartado
anterior estuvimos viendo el paralelismo enD⊥, resulta natural estudiar ahora el paralelismo
enD. Concretamente, demostraremos el siguiente
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Teorema 2.3.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf, cuyo operador

estructural de Jacobi seaD-paralelo si, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente de
ξ es A invariante.

Para ello, como siempre, vamos a empezar demostrando que, bajo nuestras hipótesis o bien
ξ ∈ D o bienξ ∈ D⊥.

Lema 2.3.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) con operador de Jacobi estructu-

ral D-paralelo. Si, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ es A invariante
entonces, o bienξ ∈ D o bienξ ∈ D⊥.

Demostración.Sin pérdida de generalidad podemos suponerξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 para
algúnX0 ∈ D unitario y tantoη(X0) comoη(ξ1) no nulos pues, si alguno fuese nulo habríamos
acabado. Razonando entonces como en la demostración del Lema2.1.2obtenemos queα 6= 0.

Teniendo en cuenta (2.1) y poniendoX = X0 eY = ξ en(2.7) resulta

0 = (∇X0Rξ)ξ

= −φAX0 − αAφAX0 − αη1(ξ)φ1X0 + 4αη1(ξ)η(X0)φ1ξ

= −αφX0 − α2AφX0 − αη1(ξ)φ1X0 + 4αη1(ξ)η
2X0φ1X0

= −αφX0 − α2AφX0 + αφX0 − 4αη2(X0)φX0

= −α
[
α2 + 4η2(X0)

]
φX0 − 4αη2(X0)φX0

= −α3φX0 − 4αη2(X0)φX0 − 4αη2(X0)φX0

=
[
− α3 − 8αη2(X0)

]
φX0.

Multiplicando escalarmente porφX0

0 = g
(
(∇X0Rξ)ξ, φX0

)

=
(
− α3 − 8αη2(X0)

)
g(φX0, φX0)

=
(
− α3 − 8αη2(X0)

)
η2(ξ1)

ya que, por (2.2)

g(φX0, φX0) = −g(φ2X0, X0) = 1− η2(X0) = η2(ξ1).

Así,
−α3 − 8αη2(X0) = 0

por lo que

η2(X0) =
−α2

8

que nos lleva a contradicción.

Veamos que siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.
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Lema 2.3.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf y tal que el operador

de Jacobi estructural esD-paralelo. Siξ ∈ D⊥ entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.ParaX ∈ D resulta

0 = (∇XRξ)ξ

= −φAX − αAφAX − 2η3(AX)ξ2 + 2η2(AX)ξ3 − φ1AX.

Paraα = 0, multiplicando escalarmente porξ2 y por ξ3 obtenemos el resultado. Siα 6= 0,
multiplicando escalarmente porξ2 resulta

αg(AφAX, ξ2) + 2η3(AX) = 0.

Por otro lado, por la Proposición1.8.11

2g(AφAX, ξ2) = αg(AφX, ξ2) + αη3(AX).

Por lo que0 = α2g(AφX, ξ2) + (α2 + 4)η3(AX). Así

g(AφX, ξ2) = −α2 + 4

α2
η3(AX). (2.17)

CambiandoX porφX

− α2g(AX, ξ2) + (α2 + 4)η3(AφX) = 0. (2.18)

Multiplicando escalarmente porξ3

αg(AφAX, ξ3)− 2η2(AX) = 0,

mientras que por la Proposición1.8.11

2g(AφAX, ξ3) = αg(AφX, ξ3)− αη2(AX),

por tanto
0 = α2g(AφX, ξ3)− (α2 + 4)η2(AX).

Así,

g(AφX, ξ3) =
α2 + 4

α2
η2(AX). (2.19)

Si ahora cambiamosX porφX

α2g(AX, ξ3) + (α2 + 4)η2(AφX) = 0. (2.20)
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Aplicando (2.19) a (2.18) obtenemos

0 = (−α2 +
(α2 + 4)2

α2
)η2(AX)

y, aplicando (2.17) a (2.20)

0 = (−α2 +
(α2 + 4)2

α2
)η3(AX).

Como(−α2 +
(α2 + 4)2

α2
) 6= 0, puesα 6= 0, hemos terminado.

Para el caso en queξ ∈ D aplicamos el Lema2.1.6.

Ahora vamos a ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condición
deD-paralelismo deRξ.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A se tiene queξ ∈ D⊥. En este caso,

(∇XRξ)ξ = −φAX − αAφAX − 2η3(AX)ξ2 + 2η2(AX)ξ3 − φ1AX

paraX ∈ D. Si ahora tenemos en cuenta el Teorema1.8.20, tomandoXi ∈ Tλ tenemos

(∇Xi
Rξ)ξ = −φAXi − αAφAXi − 2η3(AXi)ξ2 + 2η2(AXi)ξ3 − φ1AXi

= −λφXi − αλAφXi − λφ1Xi

= −2λφXi − αλAφXi.

ParaXi ∈ Tλ, Xi⊥Hξ =<ξ,N, ξ2, ξ3>, por lo queφXi⊥Hξ. Por otro lado, como tenemos
Xi ∈ Tλ, φ(φXi) = φ1(φXi). De hecho,

φ1φXi = φφ1Xi − η1(Xi)ξ + η(Xi)ξ1 = φφ1Xi = φ(φXi).

Por lo tanto, comoφXi ∈ Tλ

(∇Xi
Rξ)ξ = −2λφXi − αλAφXi = −2λφXi = −αλ2φXi = (−2λ− αλ2)φXi.

Si (∇Xi
Rξ)ξ = 0 entonces,2λ+αλ2 = 0 por lo que, o bienλ = 0, o bien2+αλ = 0 para

algúnr ∈ (0, π/
√
8) por lo queλ = 0 no puede darse. El segundo caso da lugar a

0 =
[(√

8 cot(
√
8)
)(

−
√
2 tan(

√
2r)

)]
+ 2

= −4 cot(
√
8r) tan(

√
2r) + 2

= 2 tan2(
√
2r).

Por lo quetan(
√
2r) = 0 para algúnr ∈ (0, π/

√
8), que nos lleva a contradicción.
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Por último, para el caso de las hipersuperficies de tipo B tenemos queξ ∈ D por lo que,
paraX ∈ D tendríamos

(∇XRξ)ξ = −φAX − αAφAX −
3∑

ν=1

[
− ην(φAX)ξν + 3ην(AX)φνξ

]
.

Por el Teorema1.8.28, paraXi ∈ Tλ

(∇Xi
Rξ)ξ = −φAXi − αAφAXi −

3∑

ν=1

[
− ην(φAXi)ξν + 3ην(AXi)φνξ

]

= −λφXi − αλAφXi.

Si (∇Xi
Rξ)ξ = 0 entonces,

0 = λφXi + αλAφXi = λφXi + αλµφXi = (λ+ αλµ)φXi

por lo queλ(1+αµ) = 0. Pero, el casoλ = 0 daríacot(r) = 0 parar ∈ (0, π/4) que no puede
ser, por lo que1 + αµ = 0 pero

1 + αµ = 1 +
(
− 2 tan(2r)

)(
− tan(r)

)
= 1 + 2 tan(2r) tan(r) = 0

parar ∈ (0, π/4) por lo que

2
[ 2 tan(r)

1− tan2(r)

]
tan(r) + 1 = 0.

Así,
4 tan2(r) = −

(
1− tan2(r)

)
= −1 + tan2(r)

y, entonces,
3 tan2(r) = −1

que nos lleva a contradicción.

2.4. Invarianza del operador de Jacobi estructural

Denotaremos porLXRξ a la derivada de Lie deRξ con respecto aX paraX ∈ TM . El
operador de Jacobi estructuralRξ se dice invariante en la direcciónX ∈ TM si LXRξ = 0.
Estudiaremos laξ-invarianza deRξ obteniendo una caracterización de las hipersuperficies de
tipo A para después, a modo de corolario, obtener un teorema de no existencia para la derivada
de Lie en general, concretamente demostraremos lo siguiente

Teorema 2.4.1.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,α 6= 0 y tal que,

o bien la componente enD o bien la componente enD⊥ de ξ seaA-invariante. SiRξ esξ-
invariante, es decir, siLξRξ = 0 entonces,M es una hipersuperficie real de tipoA.
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Además obtendremos el siguiente corolario

Corolario 2.4.2. No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf,α 6= 0 y

tales que, o bien la componente enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante con
operador de Jacobi estructural invariante en cualquier dirección.

Empezaremos probando que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D o bienξ ∈ D⊥.

Lema 2.4.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante yLξRξ = 0. Entonces, o bienξ ∈ D⊥,
o bienξ ∈ D.

Demostración.Sin pérdida de generalidad podemos suponerξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 para
X0 ∈ D unitario. Si, o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuese alguno nulo, ya habríamos acabado. Así
pues, supongamos que ambos son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema
2.1.2obtenemos queα 6= 0. Teniendo en cuenta (2.1) tenemos que

Rξ(φX0) = 8η2(X0)φX0 + α2φX0

y
Rξ(X0) = α2X0 − α2η(X0)ξ.

Como por hipótesis0 = (LξRξ)X = (∇ξRξ)X − φARξ(X) + Rξ(φAX), poniendoX =
X0 y multiplicando escalarmente porφ1ξ

g((∇ξRξ)X0, φ1ξ) = 3αη3(X0)η(ξ1)−αη3(X0)η(ξ1)+4αη3(X0)η(ξ1)+α2η(X0)η(ξ1)(λ−α)

donde hemos puesto, al serα 6= 0, λ = α2+4η2(X0)
α

.

Por otro lado,
g(φARξ(X0), φ1ξ) = −α3η(X0)η(ξ1)

y
g(Rξ(φAX0), φ1ξ) = −α3η(X0)η(ξ1)− 8αη3(X0)η(ξ1).

Así pues, igualando

0 = −2αη3(X0)η(ξ1) + α2η(X0)η(ξ1)
(
λ− α

)

0 = −2η2(X0) + αλ− α2 = −2η2(X0) + α2 + 4η2(X0)− α2

0 = 2η2(X0)

lo que nos lleva a contradicción con el hecho de suponer que o bienη(X0), o bienη(ξ1) es
alguno no nulo.

Vamos a ver ahora que siLξRξ = 0 y ξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 2.4.4.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,α 6= 0, LξRξ = 0 y

ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.
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Demostración.Como por hipótesis

0 = (LξRξ)X = (∇ξRξ)(X)− φARξ(X) +Rξ(φAX)

tenemos que
(∇ξRξ)X = φARξ(X)− Rξ(φAX).

Por otro lado,
g
(
(∇ξRξ)X, Y

)
= g

(
X, (∇ξRξ)Y

)

con lo que
g
(
X, (−RξAφ+ AφRξ)Y

)
= g

(
X, (φARξ − RξφA)Y

)
.

Así pues,
(φA− Aφ)Rξ(Y ) = Rξ

(
(φA− Aφ)Y

)

para todoY ∈ TM . Así, como

g(φARξ(X), ξ2) = g(φAX, ξ2)− g(φAφ1φX, ξ2) + αg(φA2X, ξ2)

= 2η3(AX) + αη3(A
2X)

g(AφRξ(X), ξ2) = g(AφX, ξ2)− g(Aφφ1φX, ξ2) + αg(AφAX, ξ2)

= 2η2(AφX) + αη2(AφAX)

g(Rξ(φAX), ξ2) = 2g(φAX, ξ2) + αg(φAX,Aξ2)

= 2η3(AX) + αη2(AφAX)

g(Rξ(AφX), ξ2) = 2g(AφX, ξ2) + αg(AφX,Aξ2)

= 2η2(AφX) + αη2(AφAX)

paraX ∈ D, resulta

αη3(A
2X) = αη2(AφAX) =

α2

2
η2(AφX) +

α2

2
η3(AX). (2.21)

Por otro lado, también paraX ∈ D tenemos

g(φARξ(X), ξ3) = −g(Rξ(X), Aξ2) = −g(AX, ξ2) + g(φ1φX,Aξ2)− αg(A2X, ξ2)

= −2η2(AX)− αη2(A
2X)

g(AφRξ(X), ξ3) = g(AφX, ξ3)− g(Aφφ1φX, ξ3) + αg(AφAX, ξ3)

= 2η3(AφX) + αη3(AφAX)

g(Rξ(φAX), ξ3) = 2g(φAX, ξ3) + αg(φAX,Aξ3)

= −2η2(AX) + αη3(AφAX)

g(Rξ(AφX), ξ3) = 2g(AφX, ξ3) + αg(AφX,Aξ3)

= 2η3(AφX) + αη3(AφAX)

luego,

αη2(A
2X) =

α2

2
η2(AX)− α2

2
η3(AφX), (2.22)
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donde hemos utilizado que, paraξ ∈ D⊥ y X ∈ D, Rξ(X) = X − φ1φX + αAX y, para
ξ ∈ D⊥, Rξ(ξ2) = 2ξ2 + αAξ2 y Rξ(ξ3) = 2ξ3 + αAξ3. Además, por la Proposición1.8.11,
paraX ∈ D y ξ ∈ D⊥

2η2(AφAX) = αη2(AφX) + αη3(AX)

2η3(AφAX) = αη3(AφX)− αη2(AX).

Por otro lado, para todoX ∈ D

g
(
(∇ξRξ)ξ2, X

)
= ξ(α)η2(AX)− α2

2
η2(AφX) +

α2

2
η3(AX)

g(φARξ(ξ2), X) = 2g(φAξ2, X) + αg(φA2ξ2, X) = −2η2(AφX)− αη2(A
2φX)

g(Rξ(φAξ2), X) = g(φAξ2, X)− g(φAξ2, φ1φX) + αg(φAξ2, AX)

= −2η2(AφX)− αη2(AφAX)

luego,
ξ(α)η2(AX) = α2η2(AφX)− αη2(A

2φX) (2.23)

g(φARξ(ξ3), X) = −2η3(AφX) + αη3(A
2φX)

g(Rξ(φAξ3), X) = −2η3(AφX)− αη3(AφAX)

es decir,
ξ(α)η3(AX) = α2η3(AφX)− αη3(A

2φX). (2.24)

Comoα 6= 0, siξ(α) = 0, a partir de (2.23) y (2.24) obtenemosα2η2(AφX) = αη2(A
2φX)

para todoX ∈ D y, entonces, cambiandoX porφX

α2η2(AX) = αη2(A
2X).

Análogamente, a partir de

α2η3(AφX) = −αη3(A
2φX)

para todoX ∈ D, obtenemos

α2η3(AX) = −αη3(A
2X).

Si ahora tenemos en cuenta esto junto con las fórmulas (2.29) y (2.27) resulta

−α2η3(AX) =
α2

2
η2(AφX) +

α2

2
η3(AX)

luego,

0 =
α2

2
η2(AφX) +

(α2

2
+ 2

)
η3(AX)
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y

α2η2(AX) =
α2

2
η2(AX)− α2

2
η3(AφX).

Por tanto

0 =
(α2

2
− α2

)
η2(AX)− α2

2
η3(AφX).

Así, paraα 6= 0 y X ∈ D

0 = η2(AφX) + 3η3(AX)

0 = −η2(AX) + 3η3(AφX)

η2(AX) = 3η3(AφX)

y

0 = −η2(AX)− η3(AφX)

η2(AX) = −η3(AφX)

luego,η2(AX) = 0 y η3(AX) = 0 para todoX ∈ D.

Comoα 6= 0, si ξ(α) 6= 0, sustituyendo (2.29) y (2.27) en (2.23) y (2.24)

ξ(α)η2(AX) =
α2

2
η2(AφX)− α2

2
η3(AX)

ξ(α)η3(AX) =
3

2
α2η3(AφX)− α2

2
η2(AX)

para todoX ∈ D. Si ahora cambioX porφX

ξ(α)η2(AφX) = −α2

2
η2(AX)− α2

2
η3(AφX)

ξ(α)η3(AφX) =
3

2
α2η2(AφX)− α2

2
η3(AX)

para todoX ∈ D. Teniendo en cuenta el sistema formado por estas cuatro ecuaciones con
incógnitasη2(AX), η3(AX), η2(AφX) y η3(AφX), el determinante de la matriz de coeficientes

es
α8

4
+ 2α4

(
ξ(α)

)2
+
(
ξ(α)

)4 6= 0. Así,η2(AX) = 0 y η3(AX) = 0.

En el caso en queξ ∈ D la demostración se sigue del Lema2.1.6.

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo B no cumplenLξRξ = 0. Si fuese cierto, ya
vimos anteriormente que

Rξ(φAX)−Rξ(AφX) = φARξ(X)−AφRξ(X).

Si tomamosX = ξ1, la ecuación quedaría así

Rξ(φAξ1) = φARξ(ξ1)−AφRξ(ξ1)

βRξ(φξ1) = φARξ(ξ1)−AφRξ(ξ1)

−2βφξ1 = αβ2φξ1
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con lo que−2 = αβ dondeα = −2 tan(2r) y β = 2 cot(2r) parar ∈ (0, π/4), lo que nos
llevaría a contradicción. Esto nos da además que las hipersuperficies de tipo B no verifican que
LXRξ = 0 para todoX ∈ TM .

Tampoco las hipersuperficies de tipo A verificanLXRξ = 0 para todoX ∈ TM ya que, de
ser cierto, debería ser (

∇ξ3Rξ

)
ξ2 = ∇Rξ(ξ2)ξ3 − Rξ(∇ξ2ξ3)

y, multiplicando escalarmente porξ

g
(
(∇ξ3Rξ)ξ2, ξ

)
= g

(
ξ2, (∇ξ3Rξ)ξ

)
= −β(αβ + 2)

g(∇Rξ(ξ2)ξ3, ξ) = β(αβ + 2)

luego,
β(αβ + 2) = 0.

El casoβ = 0 no puede ocurrir ya queβ =
√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/

√
8). Por otro

lado, siαβ + 2 = 0 dondeα =
√
8 cot(

√
8r), r ∈ (0, π/

√
8) tendríamos

0 = αβ + 2 = 2{cot(
√
2r)− tan(

√
2r)} cot(

√
2r) + 2

luego,cot(
√
2r) = 0 parar ∈ (0, π/

√
8), lo que nos llevaría a contradicción.

Sin embargo, las hipersuperficies de tipo A sí cumplenLξRξ = 0. Como vimos anterior-
mente, la ecuaciónLξRξ = 0 equivale a

Rξ(φAX)− Rξ(AφX) = φARξ(X)− AφRξ(X)

para todoX ∈ TM .

Trivialmente se cumple paraX = ξ = ξ1.

ParaX = ξ2 tenemos

βRξ(φξ2)− Rξ(Aφξ2) = φARξ(ξ2)− AφRξ(ξ2),

−βRξ(ξ3) +Rξ(Aξ3) = φARξ(ξ2)− AφRξ(ξ2),

−βRξ(ξ3) + βRξ(ξ3) = φARξ(ξ2)− AφRξ(ξ2),

φARξ(ξ2) = AφRξ(ξ2),

φA(2ξ2 + αβξ2) = Aφ(2ξ2 + αβξ2),

2βφξ2 + αβ2φξ2 = 2Aφξ2 + αβAφξ2,

−2βξ3 − αβ2ξ3 = −2βξ3 − αβ2ξ3.

De forma análoga se comprueba que paraX = ξ3 también es cierto.

Sea ahoraXi ∈ Tλ, i = 1, . . . , 2(m− 1). El espacioTλ cumple queφX = φ1X para todo
X ∈ Tλ. Además,Tλ es invariante porφ, es decir,φTλ ⊂ Tλ ya que, paraXi ∈ Tλ, φXi =
φ1Xi. Así,φφXi = φ2Xi = −Xi y φ1φXi = φ2

1Xi luegoφφXi = φ1φXi.
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De forma análoga se prueba queTµ es invariante porφ. Así pues, paraX = Xi tenemos

λRξ(φXi)− Rξ(AφXi) = φARξ(Xi)− AφRξ(Xi)

λ(2φXi + αAφXi)−AφXi − αA2φXi − AφXi = φA(2Xi + αλXi)−Aφ(2Xi + αλXi)

2λφXi + αλ2φXi − AφXi − αλ2φXi − λφXi = 2λφXi + αλ2φXi − 2λφXi − αλ2φXi

luego, se cumple la ecuación. De forma análoga se da la validez paraX = Yi ∈ Tµ.

2.5. Hipersuperficies reales para las queLξiRξ = ∇ξiRξ

Veamos ahora otro resultado de no existencia de hipersuperficies reales deG2(C
m+2) bajo

una condición de igualdad de las derivadas de Lie y covariante respecto a losξi, i = 1, 2, 3.
Concretamente

Teorema 2.5.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf tales que, o bien

la componente enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante yLξiRξ = ∇ξiRξ.

Para ello, vamos a empezar viendo que bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o bien
ξ ∈ D.

Lema 2.5.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante yLξiRξ = ∇ξiRξ. Entonces, o bien
ξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.Sin pérdida de generalidad podemos suponer queξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 con
X0 ∈ D unitario. Si, o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuese alguno nulo, habríamos acabado. Supon-
gamos entonces que ambos son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2
resulta queα 6= 0. Teniendo en cuenta (2.1) tenemos que

Rξ(φX0) = 8η2(X0)φX0 + α2φX0.

Como por hipótesis
LξiRξ = ∇ξiRξ

entonces,
−∇Rξ(X)ξi +Rξ(∇Xξi) = 0.

Parai = 1 y X = ξ, multiplicando escalarmente porφX0 queda

g(Rξ(∇ξξ1), φX0) = 0

por lo que, teniendo en cuenta (2.2) y las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1

g
(
∇ξξ1, 8η

2(X0)φX0 + α2φX0

)
= 0,

8αη3(X0)g(φ1X0, φX0) + α3η(X0)g(φ1X0, φX0) = 0,

−8αη3(X0)η(ξ1)− α3η(X0)η(ξ1) = 0,

αη(X0)η(ξ1)
(
− 8αη2(X0)− α2

)
= 0.
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Comoα 6= 0 llegamos a una contradicción.

Veamos que siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 2.5.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,LξiRξ = ∇ξiRξ y

ξ ∈ D⊥. Entonces,g(AD,D⊥) = 0.

Demostración.En primer lugar, como estamos suponiendo queξ ∈ D⊥, podemos suponer que
ξ = ξ1. Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposición1.8.11

g(AφAX, ξ2) =
α

2
g(AφX, ξ2) +

α

2
η3(AX)

y

g(AφAX, ξ3) =
α

2
g(AφX, ξ3)−

α

2
η2(AX)

para todoX ∈ D.

Parai = 1 tenemos
Lξ1Rξ = ∇ξ1Rξ

que equivale a
Rξ(φAX) = φARξ(X).

Multiplicando escalarmente porξ2, resulta paraX ∈ D

g(Rξ(φAX), ξ2) = 2g(AX, ξ3) + αg(AφAX, ξ2)

= 2g(AX, ξ3) +
α2

2
g(AφX, ξ2) +

α2

2
η3(AX)

g(φARξ(X), ξ2) = 2g(AX, ξ3) + αg(A2X, ξ3),

por lo que
α2

2
g(AφX, ξ2) +

α2

2
η3(AX) = αg(A2X, ξ3). (2.25)

Multiplicando escalarmente porξ3 tenemos que

g(Rξ(φAX), ξ3) = −2g(AX, ξ2) + αg(AφAX, ξ3)

= −2g(AX, ξ2) +
α2

2
g(AφX, ξ3)−

α2

2
η2(AX)

g(φARξ(X), ξ3) = −2g(AX, ξ2)− αg(A2X, ξ2)

por lo que resulta
α2

2
g(AφX, ξ3)−

α2

2
η2(AX) = −αg(A2X, ξ2). (2.26)

Por otro lado, parai = 2 tenemos que

Lξ2Rξ = ∇ξ2Rξ
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equivale a
−∇Rξ(X)ξ2 +Rξ(∇Xξ2) = 0.

Multiplicando escalarmente porξ, resulta paraX ∈ D

g(∇Rξ(X)ξ2, ξ) = 0,

por lo que
g(ξ2, φARξ(X)) = 0.

Así pues,

g(AX, ξ3)− g(Aφ1φX, ξ3) + αg(A2X, ξ3) = 0

2g(AX, ξ3) + αg(A2X, ξ3) = 0

luego,
αg(A2X, ξ3) = −2g(AX, ξ3). (2.27)

Teniendo en cuenta (2.25) y (2.27)

α2

2
g(AφX, ξ2) +

α2

2
η3(AX) = −2g(AX, ξ3)

y, entonces,

− (2 +
α2

2
)η3(AX) =

α2

2
g(AφX, ξ2). (2.28)

Parai = 3 tenemos que
Lξ3Rξ = ∇ξ3Rξ

equivale a
−∇Rξ(X)ξ3 +Rξ(∇Xξ3) = 0.

Multiplicando escalarmente porξ, resulta paraX ∈ D

g(∇Rξ(X)ξ3, ξ) = 0,

por lo que
g(ξ3, φARξ(X)) = 0.

Así pues,

g(Aξ2, X)− g(Aφ1φX) + αg(A2X, ξ2) = 0,

2g(Aξ2, X) + αg(A2X, ξ2) = 0

de donde resulta
αg(A2X, ξ2) = −2g(Aξ2, X). (2.29)
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Teniendo en cuenta (2.27) y (2.29) obtenemos

α2

2
g(AφX, ξ3)−

α2

2
η2(AX) = 2g(AX, ξ2)

por lo que

(2 +
α2

2
)η2(AX) =

α2

2
g(AφX, ξ3). (2.30)

CambiandoX porφX en (2.28) resulta

(2 +
α2

2
)η3(AφX) =

α2

2
g(AX, ξ2)

que, junto con (2.30), da lugar a

(2 + α2

2
)2

α4

4

η2(AX) = η2(AX).

Luego, paraα 6= 0, η2(AX) = 0. Una vez visto queη2(AX) = 0 para todoX ∈ D se sigue
que también esg(AφX, ξ2) = 0 para todoX ∈ D. Si ahora tenemos en cuenta (2.28) resulta

(2 +
α2

2
)η3(AX) = 0

y, de ahí, queη3(AX) = 0 para todoX ∈ D.

En el caso de queα = 0, teniendo en cuenta (2.27) resultaη3(AX) = 0 y, teniendo en
cuenta (2.29), η2(AX) = 0 para todoX ∈ D.

Para el caso en queξ ∈ D la demostración se sigue del Lema2.1.6.

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo A no cumplenLξiRξ = ∇ξiRξ. En primer
lugar, tengamos en cuenta que esta condición equivale aRξ(∇Xξi) = ∇Rξ(X)ξi luego, para
i = 2 y X = ξ3, Rξ(∇ξ3ξ2) = ∇Rξ(ξ3)ξ2 donde∇ξ3ξ2 = q1(ξ3)ξ3 − q3(ξ3)ξ + βξ luego, la
ecuación quedaría

q1(ξ3)(2ξ3 + αβξ3) = 2∇ξ3ξ2 + αβ∇ξ3ξ2

q1(ξ3)(2ξ3 + αβξ3) = (2 + αβ)(q1(ξ3)ξ3 − q3(ξ3)ξ + βξ)

0 = (2 + αβ)(−q3(ξ3) + β)ξ

dondeα =
√
8 cot(

√
8r) y β =

√
2 cot(

√
2r) por lo que o bien2 + αβ = 0 o bienβ = q3(ξ3).

Si
0 = αβ + 2 = 2

[
cot(

√
2r)− tan(

√
2r)

]
cot(

√
2r) + 2

entoncescot(
√
2r) = 0 parar ∈ (0, π/

√
8), lo que nos lleva a contradicción.
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Por otro lado, siβ = q3(ξ3), considerando∇ξ3ξ = ∇ξ3ξ1 resulta

βξ2 = −q2(ξ3)ξ3 + (q3(ξ3)− β)ξ2

que, sustituyendoβ = q3(ξ3) daβξ2 = −q2(ξ3)ξ3. Luego,β = 0 pero,β =
√
2 cot(

√
2r) para

r ∈ (0, π/
√
8), lo que nos lleva a contradicción.

Para terminar, veamos que tampoco las hipersuperficies de tipo B verificanLξiRξ = ∇ξiRξ.
En primer lugar, tengamos en cuenta que esta condición equivale aRξ(∇Xξi) = ∇Rξ(X)ξi. Por
tanto, parai = 1 y X = ξ, Rξ(∇ξξ1) = 0 donde

∇ξξ1 = q3(ξ)ξ2 − q2(ξ)ξ3 + φ1Aξ = q3(ξ)ξ2 − q2(ξ)ξ3 + αφ1ξ

luego,
Rξ(∇ξξ1) = αβq3(ξ)ξ2 − αβq2(ξ)ξ3 + 4αφ1ξ = 0.

Multiplicando escalarmente porφ1ξ queda4α = 0 peroα = −2 tan(2r) parar ∈ (0, π/4),
lo que nos lleva a contradicción.

2.6. Campos de vectores de tipo Jacobi

Sabemos que un campo de vectores Killing sobre una variedad riemanniana(M, g) es un
campo de Jacobi a lo largo de cada geodésica deM . Sin embargo, lo contrario es falso ya que,
por ejemplo, el vector de posición sobre el espacio euclídeoRn es un campo de Jacobi a lo
largo de cada geodésica deRn y no es Killing. Motivados por la definición de campo de Jacobi
a lo largo de una geodésica decimos queY es un campo de tipo Jacobi sobre una variedad
riemanniana(M, g) si satisface

∇X∇XY +R(Y,X)X = 0

para todoX ∈ TM .

Naturalmente, un campo de vectores de tipo Jacobi es un campo de Jacobi a lo largo de cada
geodésica deM . Un problema interesante es obtener condiciones bajo las cuales un campo de
tipo Jacobi es Killing. Vamos a demostrar a continuación que si el campo de vectores estructural
ξ es de tipo Jacobi entonces es Killing. Con esto caracterizaremos a las hipersuperficies reales
de tipo A como aquellas en queξ es de tipo Jacobi. Concretamente, demostraremos el

Teorema 2.6.1.SeaM es una hipersuperficie real deG2(C
m+2). SiM es o bien compacta, o

bien Hopf, entonces el campo de vectores estructuralξ es Killing.

Como consecuencia inmediata de este Teorema tenemos el

Corolario 2.6.2. Bajo las hipótesis anteriores tenemos queξ es de tipo Jacobi si, y sólo siM
es una hipersuperficie real de tipoA.
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Antes de empezar vamos a calcular la expresión del tensor de Ricci pues la necesitaremos
en la demostración. Contrayendo las variablesY y Z en la ecuación de Gauss (1.3) resulta

SX =
4m−1∑

i=1

R(X, ei)ei (2.31)

= (4m+ 10)X − 3η(X)ξ − 3

3∑

ν=1

ην(X)ξν

+

3∑

ν=1

{(Tr φνφ)φνφX − (φνφ)
2X}

−
3∑

ν=1

{ην(ξ)φνφX − η(X)φνφξν}

−
3∑

ν=1

{(Tr φνφ)η(X)− η(φνφX)}ξν

+(Tr A)AX −A2X.

Por la Proposición1.7.1tenemos que TrJJν = 0, ν = 1, 2, 3 por lo que, para cualquier
base{e1, . . . , e4m−1, N} deTG2(C

m+2)

0 = Tr JJν (2.32)

=
4m−1∑

k=1

g(JJνek, ek) + g(JJνN,N)

= Tr φφν − ην(ξ)− g(JνN, JN)

= Tr φφν − 2ην(ξ),

de donde Trφφν = 2ην(ξ). Además, por las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1

(φνφ)
2X = φνφ

(
φφνX − ην(X)ξ + η(X)ξν

)
(2.33)

= φν

(
− φνX + η(φνX)ξ

)
+ η(X)φ2

νξ

= X − ην(X)ξν + η(φνX)φνξ + η(X)[−ξ + ην(ξ)ξ].
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Finalmente, sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.31)

SX = (4m+ 10)X − 3η(X)ξ − 3

3∑

ν=1

ην(X)ξν

+

3∑

ν=1

[ην(ξ)φνφX −X − η(φνX)φνξ − η(X)ην(ξ)ξ]

+(Tr A)AX − A2X

= (4m+ 7)X − 3η(X)ξ − 3

3∑

ν=1

ην(X)ξν (2.34)

+

3∑

ν=1

[ην(ξ)φνφX − η(φνX)φνξ − η(X)ην(ξ)ξν]

+(Tr A)AX − A2X.

Ahora vamos a demostrar un

Lema 2.6.3. SeaM es una hipersuperficie real deG2(C
m+2) tal que ξ es de tipo Jacobi.

Entonces

− Tr A2 + 4(m+ 1)− 4
3∑

ν=1

η2ν(ξ) + (Tr A)η(Aξ) = 0 (2.35)

Demostración.Por serξ de tipo Jacobi

∇X∇Xξ +R(ξ,X)X = 0 (2.36)

para todoX ∈ TM . Sea{e1, . . . , e4m−1} una base ortonormal deTM . SustituyendoX por
ei, i = 1, . . . , 4m − 1 en (2.36) y sumando estas4m − 1 ecuaciones tenemos, utilizando las
fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1

4m−1∑

i=1

∇eiφAei + S(ξ) = 0

dondeS denota el tensor de Ricci deM , luego

4m−1∑

i=1

(∇eiφ)Aei + φ
4m−1∑

i=1

∇eiAei + S(ξ) = 0. (2.37)

Utilizando las fómulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1

(∇eiφ)Aei = η(Aei)Aei − g(Aei, Aei)ξ.

por lo que, sustituyendoξ en (2.34)

S(ξ) = 4(m+ 1)ξ − 4
3∑

ν=1

ην(ξ)ξν + (Tr A)Aξ − A2ξ
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luego, la ecuación (2.37) queda así

(−Tr A2)ξ + φ

4m−1∑

i=1

∇eiAei + 4(m+ 1)ξ − 4

3∑

ν=1

ην(ξ)ξν + (Tr A)Aξ = 0.

Multiplicando escalarmente la ecuación anterior porξ obtenemos el resultado.

Por otro lado, por la ecuación de Codazzi (1.4) tenemos que, para{e1, . . . , e4m−1} base
ortonormal deTM

4m−1∑

i=1

g
(
(∇eiA)X, φei

)
= (2.38)

= −(4m− 2)η(X)

+
3∑

ν=1

[g(φνX, φξν) + ην(X)Tr φφν + 2g(φ2
νξ,X)]

−
3∑

ν=1

g(φνφX, φφνξ)−
3∑

ν=1

η(X)g(φξν, φξν)

= −(4m− 2)η(X)− 3η(X) +
3∑

ν=1

ην(ξ)ην(X) +
3∑

ν=1

ην(X)Tr φφν

−
3∑

ν=1

ην(ξ)g(φνφX, ξ)− 3η(X) +
3∑

ν=1

η2(ξν)η(X)

= −4(m+ 1)η(X) + 2
3∑

ν=1

ην(ξ)ην(X) +
3∑

ν=1

ην(X)Tr φφν

= −4(m+ 1)η(X) + 4
3∑

ν=1

ην(ξ)ην(X)

Utilizando las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1 tenemos que si

U = ∇ξξ = φAξ

entonces
∇eiU = η(Aξ)Aei − g(Aei, Aξ)ξ + φ(∇eiA)ξ + φA∇eiξ

luego,

div U =

4m−1∑

i=1

g(∇eiU, ei) (2.39)

= (Tr A)η(Aξ)− η(A2ξ)− g((∇eiA)ξ, φei)− g(φAei, φAei).
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Por otro lado, utilizando la fórmula (2.39)

‖φA−Aφ‖2 =

4m−1∑

i=1

g
(
(φA− Aφ)ei, (φA−Aφ)ei

)

=

4m−1∑

i,j=1

g
(
(φA− Aφ)ei, ej)g

(
(φA− Aφ)ei, ej)

=
4m−1∑

i,j=1

[
g(φAej, ei) + g(φAei, ej)

][
g(φAej, ei) + g(φAei, ej)

]

= 2
4m−1∑

i,j=1

g(φAej, ei)g(φAej, ei) + 2
4m−1∑

i,j=1

g(φAej, ei)g(φAei, ej)

= −2

4m−1∑

j=1

g(φAej, Aφej) + 2

4m−1∑

j=1

g(φAej, φAej)

= 2Tr A2 − 2(Tr A)η(Aξ) + 2

4m−1∑

i=1

g
(
(∇eiA)ξ, φei) + 2div U. (2.40)

Teniendo en cuenta (2.38) y (2.40)

div U =
1

2
‖φA− Aφ‖2 − Tr A2 + (Tr A)η(Aξ) + 4(m+ 1)− 4

3∑

ν=1

η2ν(ξ).

Teniendo en cuenta el Lema2.6.3queda

div U =
1

2
‖φA− Aφ‖2.

Así pues, tenemos que

1. siM es Hopf,U = 0 y, entonces,φA− Aφ = 0,

2. siM es compacta,
1

2

∫

M

‖φA− Aφ‖dV = 0, por lo queφA− Aφ = 0.

En ambos casos, comoLξg(X, Y ) = g
(
(φA− Aφ)X, Y

)
para todoX, Y ∈ TM tenemos

queLξg = 0 por lo queξ es Killing y finalizamos la demostración del teorema. Por otro lado,
comoφA = Aφ, por [7] tenemos queM esuna hipersuperficie real de tipo A.

Veamos ahora que siM es una hipersuperficie real de tipo A entoncesξ es de tipo Jacobi,
es decir,

∇X∇Xξ +R(ξ,X)X = 0 para todoX ∈ TM. (2.41)

ParaX = ξ se cumple trivialmente.
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ParaX = ξ2 tenemos
∇ξ2∇ξ2ξ +R(ξ, ξ2)ξ2 = 0

por lo que
∇ξ2φAξ2 + 2ξ + 2αβξ = 0

y, entonces,
(∇ξ2φ)Aξ2 + φ∇ξ2Aξ2 + 2ξ + 2αβξ = 0. (2.42)

De las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1 y del hecho de queM es de tipo A
tenemos que

(∇ξ2φ)Aξ2 = −β2ξ

por lo que, sustituyendo en (2.42) y multiplicando escalarmente porξ resulta

β2 = 2 + αβ.

Comoα =
√
8 cot(

√
8r) y β =

√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/

√
8), sin más que hacer los

cálculos vemos que se cumple la ecuación (2.41). Para el resto de casos,X = ξ2, ξ3, Xi ∈
Tλ, Yi ∈ Tµ, el razonamiento es análogo. Con esto demostramos el corolario.



Capítulo 3

Respecto a los operadores de JacobiRξi

A partir de la expresión (1.3) del tensor de curvaturaR de una hipersuperficie realM de
G2(C

m+2) obtenemos la siguiente expresión para los operadores de Jacobi asociados a la base
de la distribuciónD⊥ = Span{ξ1, ξ2, ξ3},

Rξi(X) = R(X, ξi)ξi (3.1)

= X − ηi(X)ξi − 3g(φX, ξi)φξi − 3
3∑

ν=1

g(φνX, ξi)φνξi

+
3∑

ν=1

g(φνφξi, ξi)(φνφX − η(X)ξν) +
3∑

ν=1

g(φνφX, ξi)(η(ξi)ξν − φνφξi)

−η(ξi)φiφX + η(X)φiφξi + g(Aξi, ξi)AX − g(AX, ξi)Aξi

para cada vector tangenteX ∈ TM .

En este capítulo, al igual que hicimos en el Capítulo2 con el operador de Jacobi estructural
Rξ, vamos a estudiar el paralelismo de los operadoresRξi, i = 1, 2, 3. Concretamente estu-
diaremos elD⊥-paralelismo, es decir, el paralelismo a lo largo de la distribuciónD⊥. Como
obtendremos respuesta negativa a la existencia de hipersuperficies reales con tal propiedad, pa-
saremos a estudiar el paralelismo respecto a la distribución complementariaD. También en este
caso se obtiene respuesta negativa. Definiremos la noción de tensor de tipo Codazzi como ge-
neralización de la de paralelismo y la aplicaremos al estudio de los operadoresRξi, i = 1, 2, 3.
También estudiaremos la invarianza de estos operadores, obteniendo una caracterización de
las hipersuperficies de tipo A, en el caso de invarianza respecto del vectorξ, como aplicación
del Teorema2.4.1. Para finalizar el capítulo, estudiaremos una propiedad sobrela igualdad de
las derivadas de Lie y covariante respecto del vectorξ, y otra sobre la conmutatividad de los
Rξi , i = 1, 2, 3 con losφj, j = 1, 2, 3.

A partir de la expresión (3.1) de los operadores de JacobiRξi, i = 1, 2, 3 se obtiene la
siguiente para la derivada covariante de dichos operadores que nos será de utilidad más adelante
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para el estudio del paralelismo de dichos operadores:

(∇XRξi)Y = −g(Y,∇Xξi)ξi − ηi(Y )∇Xξi − 3
[(
η(Y )ηi(AX) (3.2)

−η(ξi)g(AX, Y ) + g(φY,∇Xξi)
)
φξi + ηi(φY )

(
η(ξi)AX − ηi(AX)ξ

+φ∇Xξi
)]

− 3
∑3

ν=1

[(
− qν+1(X)ηi(φν+2Y )

+qν+2(X)ηi(φν+1Y ) + ην(Y )ηi(AX)− ην(ξi)g(AX, Y )

+g(φνY,∇Xξi)
)
φνξi + ηi(φνY )

(
− qν+1(X)φν+2ξi

+qν+2(X)φν+1ξi + ην(ξi)AX − ηi(AX)ξν + φν∇Xξi
)]

+
∑3

ν=1

[(
− g(AX, φνξi)η(ξi) + ηi(AX)η(φνξi)

+g(∇Xξi, φφνξi)− qν+1(X)ηi(φφν+2ξi) + qν+2(X)ηi(φφν+1ξi)

−ην(ξi)g(AX, φξi) + ηi(AX)ην(φξi) + g(φνφξi,∇Xξi)
)
φνφY

+ηi(φνφξi)
(
− qν+1(X)φν+2φY + qν+2(X)φν+1φY + ην(φY )AX

−g(AX, φY )ξν + η(Y )φνAX − g(AX, Y )φνξ
)]

−
∑3

ν=1

[(
− η(ξi)g(AX, φνξi) + ηi(AX)ην(φξi)

+g(∇Xξi, φφνξi)− qν+1(X)ηi(φφν+2ξi)

+qν+2(X)ηi(φφν+1ξi)− ην(ξi)g(AX, φξi) + ηi(AX)ην(φξi)

+g(∇Xξi, φνφξi)
)
η(Y )ξν + ηi(φφνξi)

(
g(Y, φAX)ξν + η(Y )∇Xξν

)]

+
∑3

ν=1

[(
− qν+1(X)g(Y, φφν+2ξi) + qν+2(X)g(Y, φφν+1ξi)

+ην(φY )ηi(AX)− g(AX, φY )ην(ξi) + η(Y )ηi(φνAX) + g(AX, Y )ην(φξi)

+g(φνφY,∇Xξi)
)
η(ξi)ξν + g(Y, φφνξi)

(
(η(∇Xξi)

+ηi(φAX)
)
ξν + η(ξi)∇Xξν

)]
−

∑3
ν=1

[(
− qν+1(X)ηi(φν+2φY )

+qν+2(X)ηi(φν+1φY ) + ην(φY )ηi(AX)− g(AX, φY )ην(ξi) + η(Y )ηi(φνAX)

+g(AX, Y )η(φνξi) + g(φνφY,∇Xξi)
)
φνφξi + ηi(φνφY )

(
− qν+1(X)φν+2φξi

+qν+2(X)φν+1φξi + ην(φξi)AX − g(AX, φξi)ξν

+η(ξi)φνAX − ηi(AX)φνξ + φνφ∇Xξi
)]

−
[(
η(∇Xξi) + ηi(∇Xξ)

)]
φiφY

+η(ξi)
(
− qi+1(X)φi+2φY + qi+2(X)φi+1φY + ηi(φY )AX − g(AX, φY )ξi

+η(Y )φiAX − g(AX, Y )φiξ
)]

+ g(Y,∇Xξ)φiφξi

+η(Y )
(
− qi+1(X)φi+2φξi + qi+2(X)φi+1φξi

−g(AX, φξi)ξi + φi∇Xξi + η(ξi)φiAX − ηi(AX)φiξ + φiφ∇Xξi
)

+
(
ηi(∇XAξi) + g(Aξi,∇Xξi)

)
AY + ηi(Aξi)(∇XA)Y

−
[(

ηi
(
(∇XA)Y

)
+ g(AY,∇Xξi)

)
Aξi + ηi(AY )∇XAξi

]

para todoX, Y ∈ TM .
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3.1. D⊥-paralelismo deRξi

En este apartado estudiaremos la existencia de hipersuperficies reales deG2(C
m+2) cuyos

operadoresRξi , i = 1, 2, 3 sean paralelos a lo largo deD⊥. Más exactamente, probaremos el
siguiente

Teorema 3.1.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf y tales que

(∇XRξi)Y = 0, i = 1, 2, 3, para todoX ∈ D⊥, Y ∈ TM si, o bien la componente enD, o
bien la componente enD⊥ deξ esA-invariante.

Consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente

Corolario 3.1.2. No existen hipersuperficies reales Hopf deG2(C
m+2) tales que los operadores

Rξi , i = 1, 2, 3 sean paralelos si, o bien la componente enD o bien la componente enD⊥ deξ
esA-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o bienξ ∈ D⊥, o
bienξ ∈ D.

Lema 3.1.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf y tal que, o bien la

D-componente deξ, o bien laD⊥-componente deξ, seaA-invariante. Si(∇XRξi)Y = 0 para
i = 1, 2, 3 y para todoX ∈ D⊥, Y ∈ TM entonces o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0+η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si,
o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2, resulta queα 6= 0.

Teniendo en cuenta (2.4) y las fórmulas dadas en el apartado1.8 del Capítulo1 tenemos,
por la ecuación de Codazzi (1.4),

g
(
(∇ξ1A)X0, φ1X0

)
= g

(
(∇X0A)ξ1, φ1X0

)

= αg(∇X0ξ1, φ1X0)− g
(
A(∇X0ξ1), φ1X0

)

= α2 − 1

α
α
(
α2 + 4η2(X0)

)

= −4η2(X0)

Como estamos suponiendoξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1, resultag(φνφξ1, ξ1) = 0, ν = 1, 2, 3
y, entonces

Rξ1(X) = R(X, ξ1)ξ1 (3.3)

= X − η1(X)ξ1 − 3g(φX, ξ1)φξ1 − 3

3∑

ν=1

g(φνX, ξ1)φνξ1

+

3∑

ν=1

g(φνφX, ξ1)(η(ξ1)ξν − φνφξ1)

−η(ξ1)φ1φX + η(X)φ1φξ1 + g(Aξ1, ξ1)AX − g(AX, ξ1)Aξ1.
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Por lo tanto,

(∇XRξ1)Y = −g(Y,∇Xξ1)ξ1 − η1(Y )∇Xξ1 − 3
[(
η(Y )η1(AX) (3.4)

−η(ξ1)g(AX, Y ) + g(φY,∇Xξ1)
)
φξ1 + η1(φY )

(
η(ξ1)AX − η1(AX)ξ

+φ∇Xξ1
)]

− 3
∑3

ν=1

[(
− qν+1(X)η1(φν+2Y )

+qν+2(X)η1(φν+1Y ) + ην(Y )η1(AX)− ην(ξ1)g(AX, Y )

+g(φνY,∇Xξ1)
)
φνξ1 + η1(φνY )

(
− qν+1(X)φν+2ξ1

+qν+2(X)φν+1ξ1 + ην(ξ1)AX − η1(AX)ξν + φν∇Xξ1
)]

+
∑3

ν=1

[(
− qν+1(X)g(Y, φφν+2ξ1) + qν+2(X)g(Y, φφν+1ξ1)

+ην(φY )η1(AX)− g(AX, φY )ην(ξ1) + η(Y )η1(φνAX) + g(AX, Y )ην(φξ1)

+g(φνφY,∇Xξ1)
)
η(ξ1)ξν + g(Y, φφνξ1)

(
(η(∇Xξ1)

+η1(φAX)
)
ξν + η(ξ1)∇Xξν

)]
−

∑3
ν=1

[(
− qν+1(X)η1(φν+2φY )

+qν+2(X)η1(φν+1φY ) + ην(φY )η1(AX)− g(AX, φY )ην(ξ1) + η(Y )η1(φνAX)

+g(AX, Y )η(φνξ1) + g(φνφY,∇Xξ1)
)
φνφξ1 + η1(φνφY )

(
− qν+1(X)φν+2φξ1

+qν+2(X)φν+1φξ1 + ην(φξ1)AX − g(AX, φξ1)ξν

+η(ξ1)φνAX − η1(AX)φνξ + φνφ∇Xξ1
)]

−
[(
η(∇Xξ1) + η1(∇Xξ)

)]
φ1φY

+η(ξ1)
(
− q2(X)φ3φY + q3(X)φ2φY + η1(φY )AX − g(AX, φY )ξ1

+η(Y )φ1AX − g(AX, Y )φ1ξ
)]

+ g(Y,∇Xξ)φ1φξ1 + η(Y )
(
− q2(X)φ3φξ1 + q3(X)φ2φξ1

−g(AX, φξ1)ξ1 + φ1∇Xξ1 + η(ξ1)φ1AX − η1(AX)φ1ξ + φ1φ∇Xξ1
)

+
(
η1(∇XAξ1) + g(Aξ1,∇Xξ1)

)
AY + η1(Aξ1)(∇XA)Y

−
[(

η1
(
(∇XA)Y

)
+ g(AY,∇Xξ1)

)
Aξ1 + η1(AY )∇XAξ1

]

por lo que

0 = g
(
(∇ξ1Rξ1)X0, φ1X0

)

= −3αg(φξ1, φ1X0)− αη(X0)g(φ1ξ, φ1X0) + αg
(
(∇ξ1A)X0, φ1X0

)

= −3αη2(X0)− αη2(X0)− 4αη2(X0)

= −8αη2(X0)

y, comoα 6= 0, tenemos contradicción.

En el caso en queξ ∈ D⊥, como ξ = ξ1, la demostración de queM esD⊥-invariante
coincide con la del Lema2.2.3.

Para el caso en queξ ∈ D la demostración se sigue del Lema2.1.6.

Veamos ahora que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condición
(∇XRξi)Y = 0 para todoi = 1, 2, 3 y todoX ∈ D⊥, Y ∈ TM .
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En el caso de las hipersuperficies de tipo A tenemos que, al serξ ∈ D⊥, podemos considerar
Rξ1 = Rξ y, entonces, (2.7) y el Teorema1.8.20da que

0 = (∇ξ2Rξ1)ξ = (∇ξ2Rξ)ξ = β(αβ + 2)ξ3

y, entonces, o bienβ = 0 o bienαβ + 2 = 0. El casoβ = 0 no puede ocurrir ya que, como
β =

√
2 cot(

√
2r) para algúnr ∈ (0, π/

√
8) entonces no puede anularse. Sea puesαβ +2 = 0

dondeα =
√
8 cot(

√
8r). Tendríamos que

0 = αβ + 2 =
(√

8 cot(
√
8r)

)(√
2 cot(

√
2r)

)
+ 2

= 2
(
cot2(

√
2r)− 1

)
+ 2

= 2 cot2(
√
2r)

y, entonces,cot(
√
2r) = 0 para algúnr ∈ (0, π/

√
8), lo que nos lleva a contradicción.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, a partir de (3.4) y del Teorema1.8.28resulta

0 = (∇ξ2Rξ1)ξ

= g(φ3Aξ2, ξ1)φ3φξ1 − q2(ξ2)φ3φξ1 + q3(ξ2)φ3φξ1

+φ1∇ξ2ξ1 + φ1φ∇ξ2ξ1 + β(∇ξ2A)ξ

= βφ3φξ1 − q2(ξ2)φ3φξ1 + q3(ξ2)φ3φξ1 (3.5)

+φ1∇ξ2ξ1 + φ1φ∇ξ2ξ1 + αβφξ2.

Como

g(φ1∇ξ2ξ1, ξ2) = −g(∇ξ2ξ1, ξ3) = −β + q2(ξ2)g(ξ3, ξ3) = −β + q2(ξ2)

y
g(φ1φ∇ξ2ξ1, ξ2) = −g(φ∇ξ2ξ1, ξ3) = g(∇ξ2ξ1, φξ3) = 0,

multiplicando escalarmente porξ2 en (3.5) nos quedaβ = q2(ξ2).

Por otro lado, como

g(φ1∇ξ2ξ1, ξ3) = g(∇ξ2ξ1, ξ2) = q3(ξ2)

y
g(φ1φ∇ξ2ξ1, ξ3) = g(φ∇ξ2ξ1, ξ2) = −g(∇ξ2ξ1, φξ2) = 0,

multiplicando escalarmente porξ3 en (3.5) nos queda queq3(ξ2) = 0.

Luego, con todo esto, (3.5) quedaría como

0 = (∇ξ2Rξ1)ξ = φ1∇ξ2ξ1 + φ1φ∇ξ2ξ1 + αβφξ2. (3.6)

Si ahora multiplicamos escalarmente porφξ2, utilizando las fórmulas dadas en el apartado
1.8del Capítulo1, tenemos

g(φ1∇ξ2ξ1, φξ2) = 0
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y, como

g(φ1φξ3, φξ2) = g(φφ1ξ3, φξ2) = −g(ξ2, ξ2) = −1,

φ2ξ2 = −ξ2 + η(ξ2)ξ = −ξ2 y

g(φ1φφ1ξ2, φξ2) = g(φ1φξ3, φξ2) = −1

entonces,

g(φ1φ∇ξ2ξ1, φξ2) = g
(
φ1φ

(
q3(ξ2)− q2(ξ2)ξ3 + φ1Aξ2

)
, φξ2

)

= −q2(ξ2)g(φ1φξ3, φξ2) + βg(φ1φφ1ξ2, φξ2) = β − β = 0.

Si ahora multiplicamos escalarmente (3.6) porφξ2 nos queda

αβ = 0

luego, o bienα = 0, o bienβ = 0. Pero como en este casoα = tan(2r) y β = cot(2r) para
algúnr ∈ (0, π/4), obtenemos una contradicción.

3.2. D-paralelismo deRξi

En este apartado, al haber obtenido respuesta negativa al problema sobre la existencia de
hipersuperficies reales tales que los operadores de JacobiRξi , i = 1, 2, 3 sean paralelos a lo lar-
go deD⊥ estudiaremos la existencia de hipersuperficies reales deG2(C

m+2) cuyos operadores
Rξi , i = 1, 2, 3 sean paralelos a lo largo deD. Más exactamente, probaremos el siguiente

Teorema 3.2.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf y, tal que

(∇XRξi)Y = 0, i = 1, 2, 3, para todoX ∈ D, Y ∈ TM si, o bien la componente enD o
bien la componente enD⊥ deξ esA-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o bienξ ∈ D⊥, o
bienξ ∈ D.

Lema 3.2.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf y tal que, o bien laD-

componente, o bien laD⊥-componente deξ, seaA-invariante. Si(∇XRξi)Y = 0, i = 1, 2, 3
para todoX ∈ D, Y ∈ TM entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0+η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si,
o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2resulta queα 6= 0.

Por un lado, como

(∇X0Rξ1)ξ1 = −∇X0ξ1 − 3αη2(X0)φ1X0 + η(ξi)φ1∇X0ξ1

+φ1φ∇X0ξ1 + α(∇X0A)ξ1 − α∇X0Aξ1

= −∇X0ξ1 − 3αη2(X0)φ1X0 + η(ξi)φ1∇X0ξ1 + φ1φ∇X0ξ1 − αA∇X0ξ1,
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multiplicando escalarmente porX0

0 = g
(
(∇X0Rξ1)ξ1, X0

)

= −g(∇X0ξ1, X0) + η(ξ1)g(φ1∇X0ξ1, X0) + g(φ1φ∇X0ξ1, X0)− αg(A∇X0ξ1, X0).

Como por hipótesisAX0 = αX0, teniendo en cuenta las fórmulas dadas en el apartado1.8
del Capítulo1 resulta que

g(∇X0ξ1, X0) = g(φ1AX0, X0) = αg(φ1X0, X0) = 0,

g(φ1∇X0ξ1, X0) = −g(∇X0ξ1, φ1X0) = −g(φ1AX0, φ1X0) = −αg(φ1X0, φ1X0) = −α,

g(φ1φ∇X0ξ1, X0) = g(∇X0ξ1, φφ1X0) = g(φ1AX0, φφ1X0) = αg(φ1X0, φφ1X0) = 0

y

g(A∇X0ξ1, X0) = αg(∇X0ξ1, X0) = αg(φ1AX0, X0) = α2g(φ1X0, X0) = 0.

Así pues nos queda
0 = −αη(ξ1)

que nos da una contradicción.

En el caso en queξ ∈ D⊥, al serξ = ξ1, la demostración de queM esD⊥-invariante
coincide con la del Lema2.3.3.

Para el caso en queξ ∈ D la demostración se obtiene a partir del Lema2.1.6.

Veamos ahora que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condición de
paralelismo a lo largo deD.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A podemos considerarRξ1 = Rξ y, así, teniendo
en cuenta (3.3)

0 = (∇XRξ1)ξ = (∇XRξ)ξ = −φAX − αAφAX − 2η3(AX)ξ2 + 2η2(AX)ξ3 − φ1AX

para todoX ∈ D.

Utilizando el Teorema1.8.20dado en la introducción, paraXi ∈ Tλ tenemos que, por un
lado,Xi⊥Hξ =<ξ, J1ξ, J2ξ, J3ξ >=<ξ,N, ξ2, ξ3> luego, tambiénφXi⊥Hξ y, además, para
Xi ∈ Tλ

φ1(φXi) = φφ1Xi − η1(Xi)ξ + η(Xi)ξ1 = φφ1X1 = φ(φXi)

luego, resulta queφXi ∈ Tλ y, entonces,

0 = (∇Xi
Rξ)ξ = −φAXi − αAφAXi − 2η3(AXi)ξ2 + 2η2(AXi)ξ3 − φ1AXi

= −λφXi − αλφXi − λφ1Xi

= −2λφXi − αλφAXi

= −2λφXi − αλ2φXi
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luego,
2λ+ αλ2 = 0

luego, o bienλ = 0, o bien2 + αλ = 0 para algúnr ∈ (0, π/
√
8).

Peroλ = 0 no puede ocurrir puesλ = −
√
2 tan(

√
2r) para algúnr ∈ (0, π/

√
8). Si, por el

contrario,2 + αλ = 0 tendríamos

0 =
((√

8 cot(
√
8r)

)(
−
√
2 tan(

√
2r)

))
+ 2 = −4 cot(

√
8r) tan(

√
2r) + 2 = 2 tan2(

√
2r)

pero,tan(
√
2r) no es nulo parar ∈ (0, π/

√
8).

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, comoξ ∈ D, teniendo en cuenta (3.4)

0 = (∇ξRξ1)ξ1 = −∇ξξ1 − 3αφξ1 − 3g(φ2ξ1,∇ξξ1)φ2ξ1 − 3g(φ3ξ1,∇ξξ1)φ3ξ1

= +βg(∇ξAξ1, ξ1)ξ1 + β(∇ξA)ξ1 − βg
(
(∇ξA)ξ1, ξ1

)
ξ1 − β∇ξAξ1

y, entonces,
0 = g

(
(∇ξRξ1)ξ1, φξ1

)
= −α− 3α = −4α

pero, como en este casoα = −2 tan(2r) para algúnr ∈ (0, π/4), tenemos contradicción.

3.3. Rξi de tipo Codazzi

En este apartado, ante las respuestas negativas a los problemas sobre existencia de hiper-
superficies reales cuyos operadores de JacobiRξi, i = 1, 2, 3 sean paralelos a lo largo de las
distribucionesD⊥ y D estudiaremos una generalización del concepto de paralelismo, la exis-
tencia de hipersuperficies reales deG2(C

m+2) cuyos operadoresRξi , i = 1, 2, 3 sean de tipo
Codazzi. En general, diremos que un tensorT de tipo(1, 1) sobre una hipersuperficie realM
es de tipo Codazzi si satisface la ecuación(∇XT )Y = (∇Y T )X para todoX, Y ∈ TM . Pérez,
Santos y Suh [42] han estudiado esta condición en el espacio proyectivo complejo tomando
como tensorT el operador de Jacobi estructuralRξ llegando a la conclusión de que no exis-
ten tales hipersuperficies. Para las hipersuperficies reales deG2(C

m+2) Jeong, Lee y Suh [13]
demuestran que tampoco en este caso existen hipersuperficies reales cuyo operador de Jaco-
bi estructuralRξ sea de tipo Codazzi considerando hipersuperficies Hopf tales que, o bien la
componente enD, o bien la componente enD⊥ deξ sea A-invariante. Ahora nosotros, vamos
a estudiar este concepto aplicado a los operadores de JacobiRξi , i = 1, 2, 3. Concretamente,
probaremos el siguiente

Teorema 3.3.1.No existen hipersuperficies reales Hopf deG2(C
m+2) tales que(∇XRξi)Y =

(∇YRξi)X, i = 1, 2, 3, conX, Y ∈ TM si, o bien la componente enD o bien la componente
enD⊥ deξ esA-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o bienξ ∈ D⊥, o
bienξ ∈ D.
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Lema 3.3.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, tal que(∇XRξi)Y =

(∇YRξi)X, i = 1, 2, 3 para todoX, Y ∈ TM y, o bien laD-componente deξ, o bien la
D⊥-componente deξ, seaA-invariante. Entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.Comoξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si, o bienη(X0), o bien
η(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos entoncesη(X0)η(ξ1) 6= 0. Por el
Lema2.1.2tenemos queα 6= 0.

Teniendo en cuenta queφξ1 = φ1ξ = η(X0)φ1X0, la expresión de la derivada covariante
deRξ1 (3.4) y las fórmulas dadas en el apartado (1.8) del Capítulo1 resulta

g
(
(∇ξRξ1)ξ1, φ1X0) = −αη(X0)− 3αη3(X0)− αη(X0)η

2(ξ1) + αη(X0)η
2(ξ1)

+αη(X0)η
2(ξ1)− αη(X0)η

2(ξ1) + αη(X0)η
2(ξ1)

−αg(∇ξξ1, Aφ1X0)

= −αη(X0)− 3αη3(X0) + αη(X0)η
2(ξ1)− α

α2 + 4η2(X0)

α
η(X0)

= −αη(X0)− α2η(X0) + αη(X0)η
2(ξ1)− α2η(X0)− 4αη3(X0)

= −αη(X0)− α2η(X0)− 7αη3(X0) + αη(X0)η
2(ξ1)

y,

g
(
(∇ξ1Rξ1)ξ, φ1X0) = −3αη(X0) + 3αη(X0)η

2(ξ1) + αη(X0)η
2(ξ1)− αη(X0)

+αg
(
(∇ξ1A)ξ, φ1X0

)
− αη(ξ1)g(∇ξ1Aξ1, φ1X0)

= −4αη(X0) + 4αη(X0)η
2(ξ1)− 4αη3(X0)

ComoRξ1 es de tipo Codazzi

g
(
(∇ξRξ1)ξ1, φ1X0

)
= g

(
(∇ξ1Rξ1)ξ, φ1X0

)

y, entonces,

−αη(X0)−α2η(X0)−7αη3(X0)+αη(X0)η
2(ξ1) = −4αη(X0)+4αη(X0)η

2(ξ1)−4αη3(X0)

luego,

0 = 3αη(X0)η
2(ξ1) + 3αη3(X0) + α2η(X0)− 3αη(X0)

= αη(X0)
(
3η2(ξ1) + 3η2(X0) + α− 3

)

= α2η(X0).

Comoα 6= 0, hemos terminado.

Probemos ahora que siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 3.3.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, tal que(∇XRξi)Y =

(∇YRξi)X, i = 1, 2, 3 para todoX, Y ∈ TM y ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.
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Demostración.En este caso, comoξ ∈ D⊥, podemos suponer queξ = ξ1. Así pues, para
i = 1, (∇XRξ1)Y = (∇YRξ1)X y, por lo tanto,(∇XRξ)Y = (∇YRξ)X. Si ahora tomamos
Y = ξ y X ∈ D resulta que

(∇XRξ)ξ = −φAX − αAφAX − 2η3(AX)ξ2 + 2η2(AX)ξ3 − φ1AX

y, por otro lado,
(∇ξRξ)X = ξ(α)AX + α(∇ξA)X

con lo que

−φAX − αAφAX − 2η3(AX)ξ2 + 2η2(AX)ξ3 − φ1AX = ξ(α)AX + α(∇ξA)X

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ2

− αη2(AφAX)− 2η3(AX) = ξ(α)η2(AX) + αη2
(
(∇ξA)X

)
(3.7)

y, multiplicando escalarmente porξ3

− αη3(AφAX) + 2η2(AX) = ξ(α)η3(AX) + αη3
(
(∇ξA)X

)
(3.8)

Utilizando la ecuación de Codazzi

η2
(
(∇ξA)X

)
= η2

(
(∇XA)ξ

)
= −η2(AφAX) + αη3(AX)

y
η3
(
(∇ξA)X

)
= η3

(
(∇XA)ξ

)
= −η3(AφAX)− αη2(AX)

que, junto con (3.7) y (3.8) dan lugar a

(α2 + 2)η3(AX) + ξ(α)η2(AX) = 0 (3.9)

y
− (α2 + 2)η2(AX) + ξ(α)η3(AX) = 0. (3.10)

Si ξ(α) = 0 hemos terminado. En caso contrario, de (3.9) y (3.10) obtenemos que

η2(AX) = −α2 + 2

ξ(α)
η3(AX) y η3(AX) =

α2 + 2

ξ(α)
η2(AX)

y, así,
η2(AX) = 0 y η3(AX) = 0

para todoX ∈ D.

Para el caso en queξ ∈ D véase el Lema2.1.6.

Por último, veamos que ni las hipersuperficies reales de tipo A ni las de tipo B verifican que
losRξi , i = 1, 2, 3 son de tipo Codazzi.
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En el caso de las hipersuperficies de tipo A, comoξ ∈ D⊥ podemos considerarRξ1 = Rξ

y, así,(∇XRξ1)Y = (∇YRξ1)X equivale a(∇XRξ)Y = (∇YRξ)X.

PoniendoY = ξ y X = ξ2 tendría que ser(∇ξ2Rξ)ξ = (∇ξRξ)ξ2 que da lugar, teniendo en
cuenta (2.7), a

0 = −φAξ2 − (ξα)Aξ2 − α(∇ξA)ξ2 − αAφAξ2

−
3∑

ν=1

[−ην(φAξ2)ξν + 3ην(Aξ2)φνξ]− φ1Aξ2 + 4αφ2ξ − 4α

3∑

ν=1

ην(φξ2)ξν

= −α(∇ξA)ξ2 + αβ2ξ3 − 3βφ2ξ − βξ3

= −α(∇ξA)ξ2 + αβ2ξ3 + 2βξ3.

Como(∇ξA)ξ2 = (α− β)q3(ξ)ξ1, obtenemos

−α(α− β)q3(ξ)ξ1 + β(αβ + 2)ξ3 = 0

con lo que
−α(α− β)q3(ξ) = 0 y β(αβ + 2) = 0.

De−α(α− β)q3(ξ) = 0 distinguimos tres casos:

Caso I,α = 0. En este caso, comoβ(αβ + 2) = 0, tenemos queβ = 0 pero, como
β =

√
2 cot(

√
2r) para algúnr ∈ (0, π/

√
8), tendríamos contradicción.

Caso II,α = β. En este caso, comoβ(αβ+2) = 0, tenemos queα(α2+2) = 0 y, entonces,
α = 0 que ya hemos visto que no puede ocurrir.

Caso III,q3(ξ) = 0. En este caso, comoβ(αβ + 2) = 0, tenemos que, o bienβ = 0, que
ya hemos visto que no puede ocurir, o bienαβ + 2 = 0. Comoα =

√
8 cot(

√
8r) para algún

r ∈ (0, π/
√
8) tenemos que

0 = αβ + 2 =
(√

8 cot(
√
8r)

)(√
2 cot(

√
2r)

)
+ 2

= 2
(
cot2(

√
2r)− 1

)
+ 2

= 2 cot2(
√
2r)

y, entonces,cot(
√
2r) = 0 para algúnr ∈ (0, π/

√
8), lo que nos lleva a contradicción.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo B tenemos que, por un lado

g
(
(∇ξRξ1)ξ1, φξ1) = −α− 3α = −4α

y, por otro lado,

g
(
(∇ξ1Rξ1)ξ, φξ1

)
= −3β − β + αβ2 = −4β + αβ2.

Igualando,

−4α = −4β + αβ2 y, entonces, α =
4β

4 + β2
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dondeα = −2 tan(2r) y β = 2 cot(2r) para algúnr ∈ (0, π/4). Luego,

−2 tan(2r) =
8 cot(2r)

4 + 4 cot2(2r)

es decir,

− tan(2r) =
cot(2r)

1 + cot2(2r)
.

Por tanto

− tan(2r)− 1

tan(2r)
=

1

tan(2r)

luego,
− tan2(2r) = 2

que nos lleva a contradicción.

3.4. Invarianza de los Operadores de JacobiRξi

Ahora vamos a estudiar la derivada de Lie con respecto a cualquier campoX ∈ TM de los
operadoresRξi , i = 1, 2, 3 que denotaremos porLXRξi , i = 1, 2, 3. En principio, estudiaremos
una condición más débil, a saber, laξ-invarianzaLξRξi = 0, i = 1, 2, 3 deRξi , i = 1, 2, 3
obteniendo una caracterización de las hipersuperficies de tipo A para después, a modo de co-
rolario, obtener un teorema de no existencia para la derivada de Lie en general, concretamente
demostraremos lo siguiente

Teorema 3.4.1.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la com-

ponente enD o bien la componente enD⊥ de ξ seaA invariante yLξRξi = 0, i = 1, 2, 3.
EntoncesM es localmente congruente a una hipersuperficie de tipo A.

Corolario 3.4.2. No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf, o bien la

componente enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante yLXRξi = 0, i = 1, 2, 3.

Empecemos probando que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Lema 3.4.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante yLξRξi = 0, i = 1, 2, 3. Entonces, o
bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario.
Si, o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2resulta queα 6= 0. Teniendo
en cuenta (2.1) y tomandoi = 1 en (3.1) resulta

Rξ1(φX0) = 8η2(X0)φX0 + α2φX0
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y
Rξ1(X0) = α2X0.

Como por hipótesis

0 = (LξRξi)X = (∇ξRξi)X − φARξi(X) +Rξi(φAX)

tenemos que
(∇ξRξi)X = φARξi(X)− Rξi(φAX).

Por otro lado,
g
(
(∇ξRξi)X, Y

)
= g

(
X, (∇ξRξi)Y

)

con lo que
g
(
X, (−RξiAφ+ AφRξi)Y

)
= g

(
X, (φARξi −RξiφA)Y

)
.

Así pues,
(φA− Aφ)Rξi(Y ) = Rξi

(
(φA− Aφ)Y

)

para todoY ∈ TM .

Si tomamosY = X0 e i = 1 resulta

φARξ1(X0)− AφRξ1(X0) = Rξ1(φAX0)− Rξ1(AφX0).

Si ahora multiplicamos escalarmente porφX0

g(φARξ1(X0), φX0) = α3η2(ξ1)

g(AφRξ1(X0), φX0) = α3η2(ξ1) + 4αη2(X0)η
2(ξ1)

g(Rξ1(φAX0), φX0) = 8αη2(X0)η
2(ξ1) + α3η2(ξ1)

g(Rξ1(AφX0), φX0) = 12αη2(X0)η
2(ξ1) + α3η2(ξ1) +

32

α
η4(X0)η

2(ξ1)

con lo que

−4α2η2(X0)η
2(ξ1) = −4α2η2(X0)η

2(ξ1)− 32η4(X0)η
2(ξ1),

0 = −32η4(X0)η
2(ξ1)

llegando a una contradicción.

Para ver que en el caso en queξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante, comoξ = ξ1, la
demostración coincide con la del Lema (2.4.4).

Para el caso en queξ ∈ D la demostración se encuentra en el Lema2.1.6.

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo B no cumplenLξRξi = 0, i = 1, 2, 3.



72 Respecto a los operadores de JacobiRξi

Si fuese cierto, ya vimos anteriormente que

Rξi(φAX)− Rξi(AφX) = φARξi(X)− AφRξi(X)

por lo que, tomandoX = ξ1 e i = 1, resultaRξ1(φAξ1) = 0 y, así,βRξ1(φξ1) = 0 y, entonces,
4β = 0. Pero, en este caso,β = 2 cot(2r) conr ∈ (0, π/4) luego, tenemos contradicción.

Por otro lado, las hipersuperficies de tipo A no verificanLXRξi = 0 para todoX ∈
TM, i = 1, 2, 3 (véase el apartado2.4del Capítulo2).

Sin embargo, las hipersuperficies de tipo A sí que cumplen queLξRξi = 0 parai = 1, 2, 3.

Parai = 1, como en el caso de las hipersuperficies de tipo A resulta queξ = ξ1, ya lo
tendríamos comprobado (véase el apartado2.4del Capítulo2).

Para i = 2, LξRξ2 = 0 equivale a

Rξ2(φAX)−Rξ2(AφX) = φARξ2(X)−AφRξ2(X).

Si X = ξ, φARξ2(ξ) = AφRξ2(ξ) es la ecuación que queda. ComoRξ2(ξ) = 2ξ + αβξ, la
ecuación se cumple.

Si X = ξ2 queda

Rξ2(φAξ2) = Rξ2(Aφξ2)

−βRξ2(ξ3) = −Rξ2(Aξ3)

luego, también sale.

Si X = ξ3, φARξ2(ξ3) = AφRξ2(ξ3) dondeRξ2(ξ3) = 8ξ3 + β2ξ3 luego,

φA(8ξ3 + β2ξ3) = Aφ(8ξ3 + β2ξ3)

8βξ2 + β3ξ2 = 8βξ2 + β3ξ2.

Si X = Xi ∈ Tλ entoncesφARξ2(Xi) − AφRξ2(Xi) = λRξ2(φXi) − λRξ2(φXi). Como
resulta queRξ2(Xi) = βλXi, sustituyendo tenemosβλ2φXi = βλ2φXi.

El casoYi ∈ Tµ es exactamente igual.

Parai = 3, LξRξ3 = 0 equivale a

Rξ3(φAX)−Rξ3(AφX) = φARξ3(X)−AφRξ3(X).

Si X = ξ, la ecuación seríaφARξ3(ξ) = AφRξ3(ξ) dondeRξ3(ξ) = 2ξ + αβξ luego, la
ecuación es cierta.

Si X = ξ2, resultaφARξ3(ξ2) = AφRξ3(ξ2) dondeRξ3(ξ2) = 8ξ2 + β2ξ2. Así,

φA(8ξ2 + β2ξ2) = Aφ(8ξ2 + β2ξ2)

−6βξ3 − β3ξ3 = −6βξ3 − β3ξ3.
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Si X = ξ3, Rξ3(φAξ3) = Rξ3(Aφξ3) ya que, comoAξ3 = βξ3 y φξ3 = φ3ξ = φ3ξ1 = ξ2
quedaβRξ3(ξ2) = βRξ3(ξ2).

Si X = Xi ∈ Tλ entonces, comoRξ3(Xi) = βλXi, sustituyendo tenemos

Rξ3(φAXi)− Rξ3(AφXi) = φARξ3(Xi)− AφRξ3(Xi)

λRξ3(φXi)− λRξ3(φXi) = βλ2φXi − βλ2φXi.

Si Yi ∈ Tµ lo sustituimos porX, la ecuación queda

µRξ3(φYi)− µRξ3(φYi) = φARξ3(φYi)− AφRξ3(φYi).

ComoRξ3(Yi) = βµYi, sustituyendo queda0 = βµ2φYi − βµ2φYi.

3.5. Hipersuperficies reales para las queLξRξi = ∇ξRξi

Ahora vamos a demostrar el siguiente resultado de no existencia

Teorema 3.5.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf,α 6= 0, o bien

la componente enD, o bien la componente enD⊥ de ξ seaA-invariante yLξRξi = ∇ξRξi

para i = 1, 2, 3.

Para ello, en primer lugar, demostraremos que bajo nuestras hipótesis o bienξ ∈ D, o bien
ξ ∈ D⊥.

Lema 3.5.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

en D, o bien la componente enD⊥ de ξ seaA-invariante yLξRξi = ∇ξRξi , i = 1, 2, 3.
Entonces, o bienξ ∈ D, o bienξ ∈ D⊥.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0+η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si,
o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos son
no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2tenemos queα 6= 0. Teniendo
en cuenta (2.2) y (2.1) tenemos que

Rξ1(φX0) = 8η2(X0)φX0 + α2φX0

y
Rξ1(X0) = α2X0.

Como por hipótesisLξRξi = ∇ξRξi entoncesRξi(φAX) = φARξi(X) para todoX ∈ TM .

PoniendoX = X0 e i = 1 resulta

Rξ1(φAX0) = αRξ1(φX0) = 8αη2(X0)φX0 + α3φX0

y
φARξ1(X0) = α2φAX0 = α3φX0

luego,8αη2(X0)φX0 = 0 llegando a una contradicción.
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Veamos ahora que en el caso en queξ ∈ D⊥ tenemos queM esD⊥-invariante.

Lema 3.5.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,α 6= 0 y tal queLξRξi =

∇ξRξi , i = 1, 2, 3. Siξ ∈ D⊥ entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.Comoξ ∈ D⊥, consideraremos queξ = ξ1. La ecuación

LξRξi = ∇ξRξi

equivale a
φARξi(X) = Rξi(φAX)

para todoX ∈ TM .

Considerandoi = 2 y X = ξ2 resulta0 = Rξ2(φAξ2).

Si ahora multiplicamos escalarmente porX ∈ D, como

Rξ2(X) = X + φ1φX + η2(Aξ2)AX − η2(AX)Aξ2

para losX ∈ D, resulta

0 = g(Rξ2(φAξ2), X)

= g(φAξ2, X) + g(φ1φX, φAξ2) + η2(Aξ2)g(φAξ2, AX)− η2(AX)g(φAξ2, Aξ2)

= η2(Aξ2)η2(AφAX) = η2(Aξ2)
(α2

2
η2(AφX) +

α2

2
η3(AX)

)

luego, comoα 6= 0, si g(Aξ2, ξ2) 6= 0, como por (2.12) tenemos que

2η2(AφAX) = αη2(AφX) + αη3(AX)

paraX ∈ D, resulta que
η3(AX) = −η2(AφX). (3.11)

Por otro lado, comoξ ∈ D⊥, resulta que

Rξ2(ξ3) = 8ξ3 + η2(Aξ2)Aξ3 − η3(Aξ2)Aξ2

y, además, como
Rξ(φAξ2) = φARξ(ξ2)

y paraξ ∈ D⊥, Rξ(ξ2) = 2ξ2 + αAξ2, entonces

2φAξ2 + αφA2ξ2 = Rξ(φAξ2). (3.12)

Si ahora tenemos en cuenta queφARξ2(ξ3) = Rξ2(φAξ3), multiplicando escalarmente por
ξ2

8η2(φAξ3) + η2(Aξ2)η2(φA
2ξ3)− η3g(Aξ2)η2(φA

2ξ2) = 0
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pero, multiplicando escalarmente porξ2 en (3.12) se obtieneη2(φA2ξ2) = 0. Por tanto,

8η2(φAξ3) + η2(Aξ2)η2(φA
2ξ3) = 0.

Por otro lado, comoRξ(ξ3) = 2ξ3 + αAξ3 cuandoξ ∈ D⊥ de

Rξ(φAξ3) = φARξ(ξ3)

deducimos
2φAξ3 + αφA2ξ3 = Rξ(φAξ3).

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ2 resulta que, paraα 6= 0

η2(φA
2ξ3) =

1

α

(
η2(Rξ(φAξ3))− 2η2(φAξ3)

)
= g(φAξ3, Aξ2)

luego,
8η2(φAξ3) + η2(Aξ2)g(φAξ3, Aξ2) = 0.

Así,
8η3(Aξ3)− η2(Aξ2)g(φAξ2, Aξ3) = 0.

Por otra parte, de0 = Rξ2(φAξ2), multiplicando escalarmente porξ3 resulta

0 = g(φAξ2, Rξ2(ξ3))

= 8η3(φAξ2) + η2(Aξ2)g(φAξ2, Aξ3)

= −8η2(Aξ2) + η2(Aξ2)g(φAξ2, Aξ3).

Como estamos suponiendo queη2(Aξ2) 6= 0, resulta queg(φAξ2, Aξ3) = 8 y, entonces,
η3(Aξ3) = η2(Aξ2). Utilizando ahora la Proposición1.8.11, paraα 6= 0 tenemos

−αη3(Aξ3)− αη2(Aξ2)− 2g(φAξ2, Aξ3)− 2 = 2

luego,
−αη3(Aξ3)− αη2(Aξ2) = 20

y, entonces,η2(Aξ2) = η3(Aξ3) = −10
α

. Así, la ecuaciónφARξ2(ξ3) = Rξ2(φAξ3) queda

8φAξ3 −
10

α
φA2ξ3 − η3(Aξ2)φA

2ξ2 = Rξ2(φAξ3).

Multiplicando escalarmente porξ3

8η3(φAξ3)−
10

α
η3(φA

2ξ3)− η3(Aξ2)η3(φA
2ξ2) = g(φAξ3, Rξ2(ξ3))

pero, deαφA2ξ3 = Rξ(φAξ3)− 2φAξ3 resulta queη3(φA2ξ3) = 0 luego,

−8η2(Aξ3)− 8η2(Aξ3) = 8η3(φAξ3)−
10

α
g(φAξ3, Aξ3)− η3(Aξ2)g(φAξ3, Aξ2)
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y, así,
−16η3(Aξ2) = −8η3(Aξ2) + 8η3(Aξ2)

luego,η3(Aξ2) = 0.

Comoη2(Aξ2) = −10
α

y η3(Aξ2) = 0 entoncesRξ2(ξ3) = 8ξ3−10
α
Aξ3 y, así, deφARξ2(ξ3) =

Rξ2(φAξ3) se deduce que

8φAξ3 −
10

α
φA2ξ3 = Rξ2(φAξ3).

Multiplicando escalarmente porX ∈ D

8g(φAξ3, X)− 10

α
g(φA2ξ3, X)

= g(φAξ3, X) + g(φAξ3, φ1φX)− 10

α
g(φAξ3, AX)− η2(AX)η2(φAξ3)

−8g(Aξ3, φX) +
10

α
g(A2ξ3, φX)

=
10

α
η3(AφAX) + 8η2(AX). (3.13)

A partir deφARξ(X) = Rξ(φAX), multiplicando escalarmente porξ2 obtenemos que

g(A2ξ3, X) =
α

2
η2(AφX) +

α

2
η3(AX)

por lo que, teniendo en cuenta (3.11) resulta queg(A2ξ3, X) = 0 para todoX ∈ D y, por lo
tanto,g(A2ξ3, φX) = 0 para todoX ∈ D. Como por la Proposición1.8.11

2η3(AφAX) = αη3(AφX)− αη2(AX),

y por (3.13) tenemos queη3(AφAX) = 0 entonces

−g(Aξ3, φX) = η2(AX)

para todoX ∈ D, por lo que

η2(AX) = 0 y η3(AX) = 0.

Consideremos ahora el caso en queη2(Aξ2) = 0. En este caso, por la Proposición1.8.11
tenemos que

−αη3(Aξ3)− 2g(φAξ2, Aξ3) = 4

y, comoRξ2(ξ3) = 8ξ3 − η3(Aξ2)Aξ2 y η2(φA
2ξ2) = 0, multiplicando escalarmente porξ2 en

φARξ2(ξ3) = Rξ2(φAξ3) resulta8η2(φAξ3) = 0 y, entonces

η3(Aξ3) = 0

luego,
g(φAξ2, Aξ3) = −2.
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Por otro lado, teniendo en cuenta que paraα 6= 0, φA2ξ2 = 1
α
(Rξ(φAξ2) − 2φAξ2) y que

φARξ2(X) = Rξ2(φAX) para todoX ∈ D resulta

φAX + φAφ1φX − η2(AX)φA2ξ2 = Rξ2(φAX)

luegoη3(φARξ2(X)) = η3(Rξ2(φAX)) implica

2η2(AX) = −8η2(AX)− η3(Aξ2)η2(AφAX)

así,
10η2(AX) = −η3(Aξ2)η2(AφAX).

Ahora bien, comoφARξ2(ξ3) = Rξ2(φAξ3) entonces

8φAξ3 − η3(Aξ2)φA
2ξ2 = Rξ2φAξ3.

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ3

8η3(φAξ3)− η3(Aξ2)η3(φA
2ξ2) = g(φAξ3, Rξ2(ξ3))

y, entonces,2η3(Aξ2) = −2η3(Aξ2), luegoη3(Aξ2) = 0, por lo que

η2(AX) = 0

pues,η3(φA2ξ2) = η3(φAξ2) = −2.

Por último, teniendo en cuenta que paraα 6= 0, φA2ξ3 = 1
α
(Rξ(φAξ3) − 2φAξ3) y que

φARξ3(X) = Rξ3(φAX) paraX ∈ D resulta

φAX + φAφ1φAX − η3(AX)φA2ξ3 = Rξ3(φAX)

y, entonces, multiplicando escalarmente porξ2

−2η3(AX) = 8η2(φAX)

y, así,η3(AX) = 0.

Para el caso en queξ ∈ D ver el Lema2.1.6.

Para terminar la demostración del teorema veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni
las de tipo B verificanLξRξi = ∇ξRξi .

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo en cuenta queξ ∈ D⊥ y que

0 = βRξ2(φξ2) = βRξ2(ξ3) = 8βξ3 + β2ξ3

resulta
8β + β2 = 0
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por lo queβ(8 + β) = 0 y, entonces,

β = 0 o β = −8

peroβ =
√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/

√
8).

En el caso de las hipersuperficies de tipo B,ξ ∈ D, luego

0 = Rξ2(φAξ2) = βRξ2(φξ2) = β(φξ2 + 3φξ2) = 4βφξ2

que implicaβ = 0 pero,β = 2 cot(2r) parar ∈ (0, π/4).

3.6. Conmutatividad deRξi conφ y conφj para i, j = 1, 2, 3

En este apartado vamos a ver que no existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) tales

queRξi · φ = φ · Rξi para i = 1, 2, 3. También veremos un teorema de no existencia de
hipersuperficies reales tales queRξi · φj = φj · Rξi parai, j = 1, 2, 3. Empezaremos con el
siguiente

Teorema 3.6.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf conα 6= 0 tales

queRξi ·φ = φ ·Rξi para todoi = 1, 2, 3 y, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente
deξ seaA-invariante.

Para ello, veamos en primer lugar que, bajo nuestras condiciones, o bienξ ∈ D⊥, o bien
ξ ∈ D.

Lema 3.6.2. SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,Rξi · φ = φ · Rξi

para todoi = 1, 2, 3 y tal que, o bien laD-componente deξ seaA-invariante o bien lo sea la
D⊥-componente. Entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario.
Si, o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2tenemos queα 6= 0. Como
ξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1, resulta queg(φνφξ1, ξ1) = 0, ν = 1, 2, 3 y, entonces, utilizando (3.3)
y, teniendo en cuenta (2.2), tenemos que

0 = φ · Rξ1(ξ) = −α2η2(X0)η(ξ1)

luego, llegamos a contradicción y, entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Ahora veamos que, bajo nuestras hipótesis, siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 3.6.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,α 6= 0,Rξi ·φ = φ·Rξi

para i = 1, 2, 3 y ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.
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Demostración.Como ξ ∈ D⊥ podemos suponer queξ = ξ1 y, en ese caso, tenemos que
g(φνφξ1, ξ1) = 0, ν = 1, 2, 3 luego, por (3.3) y por las fórmulas dadas en el apartado1.8 del
Capítulo1 tenemos que

Rξ1(φX) = −3
3∑

ν=1

g(φνφX, ξ1)φνξ1 −
3∑

ν=1

g(φνX, ξ1)ξν + φ1X + αAφX

= −3η2(X)ξ3 + 3η3(X)ξ2 − η3(X)ξ2 + η2(X)ξ3 + φ1X + αAφX

= 2η3(X)ξ2 − 2η2(X)ξ3 + φ1X + αAφX

y

φRξ1(X) = −3
3∑

ν=1

g(φνX, ξ1)φφνξ1 +
3∑

ν=1

g(φνφX, ξ1)φξν − φφ1φX + αφAX

= 3η3(X)ξ2 − 3η2(X)ξ3 + η2(X)ξ3 − η3(X)ξ2 − φφ1φX + αφAX

= 2η3(X)ξ2 − 2η2(X)ξ3 − φφ1φX + αφAX

para todoX ∈ TM . Así pues, nos queda

φ1X + αAφX = −φφ1φX + αφAX

para todoX ∈ TM . Comoα 6= 0 y, usando el Lema1.8.2del Capítulo1, φ1X = −φφ1φX
para todoX ∈ TM , tenemos que

AφX = φAX

para todoX ∈ TM . Teniendo en cuenta ahora [7] tenemos queM esuna hipersuperficie tipo
A y, entonces,g(AD,D⊥) = 0.

Para el caso en queξ ∈ D referimos al lector al Lema2.1.6.

Así pues, para finalizar, sólo nos falta ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo
B verifican queRξi · φ = φ ·Rξi para todoi = 1, 2, 3.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, parai = 2, utilizando las fórmulas dadas en el
apartado1.8del Capítulo1 tendríamos que

0 = Rξ2(φξ2)

= φξ2 + 3φξ2 − 3g(φ1φξ2, ξ2)ξ3 − g(φ1φξ2, ξ2)ξ3 + g(Aξ2, ξ2)Aφξ2

= −ξ3 − 3ξ3 − 3ξ3 − ξ3 − β2ξ3

= (−8− β2)ξ3

por lo que debería serβ2 = −8.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, paraX ∈ Tλ resulta queAX = λX = cot(r)X
para algúnr ∈ (0, π/4) y, como paraX ∈ Tλ, φX ∈ Tµ, resulta queAφX = µφX donde
µ = 2 cot(2r) para algúnr ∈ (0, π/4). Por otro lado, la ecuaciónRξi · φ = φ · Rξi equivale en
este caso aβλφX = βµφX conβ = 2 cot(2r) para algúnr ∈ (0, π/4). Así pues,

β(λ− µ)φX = 0
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y, entonces,λ = µ, es decir1 = − tan2(r) para algúnr ∈ (0, π/4), lo que nos lleva a contra-
dicción.

Vamos a ver ahora el segundo teorema que mencionamos al empezar el apartado. Concre-
tamente, vamos a demostrar

Teorema 3.6.4.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf tales que, o

bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ seaA-invariante yRξi · φj = φj · Rξi

para todoi, j = 1, 2, 3.

Para ello, empezaremos probando que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o bien
ξ ∈ D.

Lema 3.6.5.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien laD-componente,

o bien laD⊥-componente deξ seaA-invariante yφj · Rξi = Rξi · φj para todoi, j = 1, 2, 3.
Entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.Supongamosξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario. Si, o bienη(X0),
o bienη(ξ1) es alguno nulo, ya hemos acabado. Supongamos pues que ambos son no nulos.
Razonando como en la demostración del Lema2.1.2tenemos queα 6= 0. Utilizando (2.4) y
teniendo en cuenta que comoξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 tenemos (3.3), de la ecuación

φ1Rξ1(X0) = Rξ1(φ1X0)

resulta

−η(ξ1)φ
2
1φX0 + η(X0)φ

2
1φξ1 + α2φ1X0 = −3g(φφ1X0, ξ1)φξ1 − η(ξ1)φ1φφ1X0 + αAφ1X0

de donde
8η2(X0)φ1X0 = 0

luego, tenemos contradicción.

Veamos que, siξ ∈ D⊥ entonces,M esD⊥-invariante.

Lema 3.6.6.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf yφj · Rξi = Rξi · φj

para todoi, j = 1, 2, 3. Siξ ∈ D⊥ entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.Comoξ ∈ D⊥ podemos considerarξ = ξ1. Teniendo en cuenta además que,
en este caso tambiéng(φνφξ1, ξ1) = 0, ν = 1, 2, 3 y que paraX ∈ D la ecuación (3.3) queda
Rξ1(X) = X − φ1φX + αAX, resulta que la ecuaciónφ2 · Rξ1 = Rξ1 · φ2 equivale a

− φ2φ1φX + αφ2AX = −φ1φφ2X + αAφ2X (3.14)

para todoX ∈ D. Además, como tambiénφ3 · Rξ1 = Rξ1 · φ3 para todoX ∈ D, por la misma
razón queda

− φ3φ1φX + αφ3AX = −φ1φφ3X + αAφ3X. (3.15)

Multiplicando escalarmente porξ en (3.14) tenemos queη3(AX) = 0 para todoX ∈ D y,
haciendo lo mismo en (3.15), η2(AX) = 0 para todoX ∈ D.
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Para el caso en queξ ∈ D véase el Lema2.1.6.

Veamos entonces, para finalizar, que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifi-
can queRξi · φj = φj ·Rξi para todoi, j = 1, 2, 3.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, tenemos que, por el Teorema1.8.20

0 = φ2Rξ1(ξ1) = Rξ1(φ2ξ1) = (2 + αβ)ξ3

luego,2 + αβ = 0. Entonces,

0 = αβ + 2

=
(
(
√
8 cot(

√
8r)

)(√
2 cot(

√
2r)

)
+ 2

= 2
(
(cot2(

√
2r)− 1

)
+ 2

= 2 cot2(
√
2r)

luego,cot(
√
2r) = 0 para algúnr ∈ (0, π/

√
8), lo que resulta contradictorio.

Para el caso de una hipersuperficie de tipo B

0 = φ2Rξ1(ξ1) = Rξ1(φ2ξ1) = (4 + β2)ξ3

luego,4 + β2 = 0, que resulta contradictorio.





Capítulo 4

Respecto al operador de Jacobi Normal
R̄N

En [3] Berndt consideró para hipersuperficies realesM de los espacios cuaterniónicos de
curvatura seccional cuaterniónica constanteHP n o HHn el operador de Jacobi asociado al
campo normalN sobre la hipersuperficie. Este operadorR̄N se anula sobreN y, por lo tanto,
se puede considerar como un operador simétrico sobre la hipersuperficie. Además, define las
hipersuperficies de curvatura adaptada como aquellas en las que el operador de WeingartenA
y R̄N son simultáneamente diagonalizables, es decir, aquellas en las queA · R̄N = R̄N ·A y las
caracteriza como aquellas en las que las distribucionesD y D⊥ son invariantes porA.

Ahora nosotros consideramos como variedad riemanniana el espacio de las Grassmannianas
de 2-planos complejosG2(C

m+2). Como generalización de lo anterior Pérez, Jeong y Suh [37]
consideraron la noción de operador de Jacobi normal para hipersuperficies reales deG2(C

m+2)
como

R̄N(X) = R̄(X,N)N (4.1)

dondeR̄ denota el tensor de curvatura deG2(C
m+2) y clasificaron las que verifican las condi-

cionesR̄N ·φ = φ · R̄N y R̄N ·A = A · R̄N cuyo significado geométrico es que los subespacios
propios del operador de Jacobi normal son invariantes porφ y por A. Como R̄N (N) = 0
podemos considerarlo como un operador simétrico definido sobreM .

Una vez introducido el operador de Jacobi normal vamos en este último capítulo a estudiar
el D-paralelismo y el ser de tipo Codazzi. Para finalizar demostraremos un teorema de no
existencia de hipersuperficies reales tales queLξiR̄N = ∇ξiR̄N .
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4.1. D-paralelismo del Operador de Jacobi Normal

Jeong, Kim y Suh [12] obtuvieron un teorema de no existencia para hipersuperficiesreales
Hopf deG2(C

m+2) con operador de Jacobi normal paralelo. Con esta motivación vamos enton-
ces a considerar la noción más débil deD-paralelismo. Esta condición lo que nos viene a decir
es que los subespacios propios deR̄N son paralelos a lo largo de la distribuciónD, esto es, son
invariantes con respecto a cualquier desplazamiento paralelo a lo largo de la distribuciónD.
Así pues, probaremos un teorema de no existencia de hipersuperficies reales deG2(C

m+2) con
operador de Jacobi normalD-paralelo en los términos que siguen

Teorema 4.1.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf con operador

de Jacobi normalD-paralelo si, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ es
A-invariante.

Consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado de Jeong, Kim y Suh [12]
citado anteriormente.

Corolario 4.1.2. No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf con operador

de Jacobi normal paralelo si, o bien laD-componente, o bien laD⊥-componente deξ esA-
invariante.

Por la definición de operador de Jacobi normal (4.1) resulta

R̄N(X) = R̄(X,N)N

= X + 3η(X)ξ + 3
3∑

ν=1

ην(X)ξν

−
3∑

ν=1

{ην(ξ)Jν(φX + η(X)N)− ην(φX)(φνξ + ην(ξ)N)}

= X + 3η(X)ξ + 3

3∑

ν=1

ην(X)ξν

−
3∑

ν=1

{ην(ξ)(φνφX − η(X)ξν)− ην(φX)φνξ}

para todo vectorX ∈ TM .
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Así pues, la derivada covariante deR̄N a lo largo de una direcciónX ∈ TM está dada por

(∇XR̄N)Y = ∇X(R̄N (Y ))− R̄N(∇XY )

= 3(∇Xη)(Y )ξ + 3η(Y )∇Xξ + 3

3∑

ν=1

(∇Xην)(Y )ξν

+3

3∑

ν=1

ην(Y )∇Xξν −
3∑

ν=1

{
X
(
ην(ξ)

)(
φνφY − η(Y )ξν

)

+ην(ξ)
[
(∇Xφνφ)Y − (∇Xη)(Y )ξν − η(Y )∇Xξν

]

−(∇Xην)(φY )φνξ − ην
(
(∇Xφ)Y

)
φνξ − ην(φY )∇X(φνξ)

}

donde

X
(
ην(ξ)

)
= g(∇Xξν , ξ) + g(ξν,∇Xξ)

= qν+2(X)ην+1(ξ)− qν+1(X)ην+2(ξ)

+2g(φνAX, ξ).

De aquí, junto con las fórmulas dadas en el apartado1.8del Capítulo1, llegamos a que una
hipersuperficie real deG2(C

m+2) verifica

(∇XR̄N )Y = 3g(φAX, Y )ξ + 3η(Y )φAX

+3

3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην+1(Y )− qν+1(X)ην+2(Y )

+g(φνAX, Y )
]
ξν

+3

3∑

ν=1

ην(Y )
[
qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φν(AX)

]

−
3∑

ν=1

{[
qν+2(X)ην+1(ξ)− qν+1(X)ην+2(ξ)

+2ην(φAX)
](
φνφY − η(Y )ξν

)

+ην(ξ)
[
− qν+1(X)φν+2φY + qν+2(X)φν+1φY

+ην(φY )AX − g(AX, φY )ξν

+η(Y )φν(AX)− g(AX, Y )φνξ − g(φAX, Y )ξν

−η(Y )
(
qν+2(X)ξν+1 − qν+1(X)ξν+2 + φνAX

)]

−
[
qν+2(X)ην+1(φY )− qν+1(X)ην+2(φY )

+g(φνAX, φY )
]
φνξ[

η(Y )ην(AX)− g(AX, Y )ην(ξ)
]
φνξ

−ην(φY )
[
qν+2(X)φν+1ξ − qν+1(X)φν+2(ξ)

+φνφAX − g(AX, ξ)ξν + η(ξν)AX
]}

.
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Por otro lado
3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην+1(Y )ξν − qν+1(X)ην(Y )ξν+2

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην(Y )ξν+1 − qν+1(X)ην+2(Y )ξν

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην+1(ξ)φνφY − qν+1(X)ην(ξ)φν+2φY

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+2(X)ην(ξ)φν+1φY − qν+1(X)ην+2(ξ)φνφY

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+1(X)η(Y )ην(ξ)ξν+2 − qν+2(X)η(Y )ην+1(ξ)ξν

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+1(X)η(Y )ην+2(ξ)ξν − qν+2(X)η(Y )ην(ξ)ξν+1

]
= 0,

3∑

ν=1

[
qν+1(X)ην+2(φY )φνξ − qν+2(X)ην(φY )φν+1ξ

]
= 0,

y

3∑

ν=1

[
qν+1(X)ην(φY )φν+2ξ − qν+2(X)ην+1(φY )φνξ

]
= 0

por lo que,

(∇XR̄N)Y = 3g(φAX, Y )ξ + 3η(Y )φAX

+3
3∑

ν=1

[
g(φνAX, Y )ξν + ην(Y )φν(AX)

]

−
3∑

ν=1

[
2ην(φAX)

(
φνφY − η(Y )ξν

)
− g(φνAX, φY )φνξ

−η(Y )ην(AX)φνξ − ην(φY )
(
φνφAX − g(AX, ξ)ξν

)]

para todoX, Y ∈ TM .

Si M es Hopf

(∇XR̄N)Y = 3g(φAX, Y )ξ + 3η(Y )φAX

+3

3∑

ν=1

[
g(φνAX, Y )ξν + ην(Y )φν(AX)

]
(4.2)

−
3∑

ν=1

[
2ην(φAX)

(
φνφY − η(Y )ξν

)
− g(φνAX, φY )φνξ

−η(Y )ην(AX)φνξ − ην(φY )
(
φνφAX − αη(X)ξν

)]
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para todoX, Y ∈ TM .

Ahora vamos a ver que bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D, o bienξ ∈ D⊥.

Lema 4.1.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA invariante y(∇XR̄N )Y = 0 para todoX ∈ D.
Entonces, o bienξ ∈ D, o bienξ ∈ D⊥.

Demostración.Podemos suponerξ = η(X0)X0+η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario yη(X0)η(ξ1) 6=
0. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2tenemos queα 6= 0. Poniendo ahora
X = X0 eY = X0 en (4.2) resulta

0 = (∇X0R̄N)X0

= g(φAX0, X0)ξ + 3η(X0)φAX0 (4.3)

+3
3∑

ν=1

[g(φνAX0, X0)ξν + η(X0)φνAX0]

−
3∑

ν=1

[2ην(φAX0)
(
φνφX0 − η(X0)ξν

)
− g(φνAX0, φX0)φνξ

−η(X0)ην(AX0)φνξ − ην(φX0)
(
φνφAX0 − g(AX0, ξ)ξν

)
].

Al ser M Hopf y, o bien la componente enD, o bien la componente enD⊥ de ξ ser A-
invariante, resulta queAX0 = αX0 y Aξ1 = αξ1. Así, (4.3) se reduce a

0 = 3αη(X0)φX0 +
∑

αg(φνX0, φX0)φνξ

luego,

0 = g
(
(∇X0R̄N)X0, φX0

)

= 3αη(X0)η
2
1(ξ) + α

∑
g(φνX0, φX0)g(φνξ, φX0)

= 3αη(X0)η
2
1(ξ) + α

∑
g(φνX0, φX0)

(
− ην(ξ)η(X0)

)

= 3αη(X0)η
2
1(ξ) + αη2(ξ1)η(X0)

= 4αη2(ξ1)η(X0)

por lo que llegamos a una contradicción. Esto significa que, o bienη(X0), o bienη(ξ1) son
nulos, es decir que, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Ahora vamos a demostrar que siξ ∈ D⊥, entoncesM esD⊥ invariante.

Lema 4.1.4.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2), que sea Hopf,(∇XR̄N)Y = 0 para

todoX ∈ D y todoY ∈ TM y tal queξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.



88 Respecto al operador de Jacobi Normal̄RN

Demostración.Al ser ξ ∈ D⊥ resulta que existe una estructura casi hermíticaJ1 ∈ J tal que
J = J1. Así, podemos ponerξ = ξ1 y, por lo tanto,φξ2 = −ξ3, φξ3 = ξ2 y φD ⊂ D. Teniendo
en cuenta (4.2) resulta

0 = (∇XR̄N)ξ

= 3φAX + 3

3∑

ν=1

[g(φνAX, ξ)ξν + ην(ξ)φνAX]

−
3∑

ν=1

[2ην(φAX)(−ξν)− ην(AX)φνξ]

= 3φAX + 3g(φ2AX, ξ1)ξ2 + 3g(φ3AX, ξ1)ξ3 + 3φ1AX

+2η2(φAX)ξ2 + 2η3(φAX)ξ3 + η2(AX)φ2ξ + η3(AX)φ3ξ

= 3φAX + 3η3AX)ξ2 − 3η2(AX)ξ3 + 3φ1AX

+2η3(AX)ξ2 − 2η2(AX)ξ3 − η2(AX)ξ3 + η3(AX)ξ2

= 3φAX + 6η3(AX)ξ2 − 6η2(AX)ξ3 + 3φ1AX.

Multiplicando escalarmente porξ2

0 = 3g(φAX, ξ2) + 6η3(AX) + 3g(φ1AX, ξ2)

= 3g(AX, ξ3) + 6η3(AX)− 3g(AX, ξ3)

= 6η3(AX)

y, multiplicando escalarmente porξ3

0 = 3g(φAX, ξ3)− 6η2(AX) + 3g(φ1AX, ξ3)

= −3g(AX, ξ2)− 6η2(AX)33g(AX, ξ2)

= −6η2(AX)

con lo que la demostración finaliza.

Para el caso en queξ ∈ D véase el Lema2.1.6.

Luego, bajo nuestras condicionesM es, o bien una hipersuperficie de tipo A, o bien una
hipersuperficie de tipo B.

Ahora vamos a ver si las hipersuperficies de tipo A y las de tipo B verifican(∇XR̄N )Y = 0
para todoX ∈ D y todoY ∈ TM .

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo en cuenta queξ ∈ D⊥ y consideran-
doX ∈ D resulta

(∇XR̄N)ξ = 3φAX + 6η3(AX)ξ2 − 6η2(AX)ξ3 + 3φ1AX.

Por el Teorema1.8.20, siXi ∈ Tλ

(∇Xi
R̄N)ξ = 3φAXi + 3φ1AXi = 3λφXi + 3λφ1Xi = 6λφXi.



4.2.R̄N tipo Codazzi 89

Como R̄N es D-paralelo,(∇Xi
R̄N )ξ = 0 luego,λ = 0 pero,λ = −

√
2 tan(

√
2r) para

algúnr ∈ (0, π/
√
8) por lo que no existen hipersuperficies de este tipo conR̄N D-paralelo.

Por otro lado, en el caso de las hipersuperficies de tipo B, teniendo en cuenta queξ ∈ D y
considerandoX ∈ D resulta

(∇XR̄N)ξ = 3φAX + 5
3∑

ν=1

ην(φAX)ξν +
3∑

ν=1

ην(AX)φνξ.

Por el Teorema1.8.28, siXi ∈ Tλ

(∇Xi
R̄N )ξ = 3φAXi + 5

3∑

ν=1

ην(φAXi)ξν +
3∑

ν=1

ην(AXi)φνξ

= 3φAXi + 5
3∑

ν=1

ην(φAXi)ξν

= 3λφXi + 5λ
3∑

ν=1

ην(φXi)ξν

= 3λφXi.

Además, al ser(∇Xi
R̄N )ξ = 0 resulta queλ = cot(r) = 0 para algúnr ∈ (0, π/4), lo que

nos lleva a contradicción. Luego no existen hipersuperficies de este tipo conR̄N D-paralelo.

4.2. R̄N tipo Codazzi

Para el concepto de tensor de tipo Codazzi véase el apartado3.3 del Capítulo3. Al igual
que hacíamos allí, estudiaremos esta condición sobre el operador de Jacobi normal al haber
obtenido solución negativa al problema del paralelismo deR̄N como generalización de este
concepto. Ahora vamos a demostrar lo mismo para el caso del operador de Jacobi normal. En
concreto, demostraremos el siguiente

Teorema 4.2.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf y cuyo operador

de Jacobi normal sea de tipo Codazzi si, o bien la componente enD, o bien la componente en
D⊥ deξ esA-invariante.

Para ello demostraremos que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Lema 4.2.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

enD, o bien la componente enD⊥ deξ seaA-invariante y tal que(∇XR̄N)Y = (∇Y R̄N)X
para todoX, Y ∈ TM . Entonces o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.

Demostración.En primer lugar, supongamosξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario.
Si, o bienη(X0), o bienη(ξ1) fuesen cero, ya habríamos terminado. Supongamos pues que
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ambos son no nulos. Razonando como en la demostración del Lema2.1.2resulta queα 6= 0 y,
teniendo en cuenta (2.2) y (2.1) resulta

g
(
(∇ξR̄N )φX0, ξ1

)
= −3αη(X0)η(ξ1)− αη(X0)η(ξ1) = −4αη(X0)η(ξ1).

Por otro lado,

g
(
(∇φX0R̄N)ξ, ξ1

)
= 3λη(X0)η(ξ1) + 3λη(X0)η(ξ1) + 2λη(X0)η(ξ1) = 8λη(X0)η(ξ1)

donde, al serα 6= 0 hemos puestoλ =
α2 + 4η2(X0)

α
.

Así pues,
−3α2 = 8η2(X0)

que nos lleva a contradicción.

Ahora vamos a ver que siξ ∈ D⊥ entoncesM esD⊥-invariante.

Lema 4.2.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, tal que(∇XR̄N)Y =

(∇Y R̄N)X para todoX, Y ∈ TM y ξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.Como ξ ∈ D⊥ podemos suponer queξ = ξ1 con lo que bastaría entonces
probar queη2(AX) = 0 y queη3(AX) = 0 para todoX ∈ D. Por otro lado, tengamos en
cuenta que paraX ∈ D

η2(φAX) = g(ξ2, φAX) = −g(φξ2, AX) = −g(φ2ξ1, AX) = g(ξ3, AX) = η3(AX)

y

η3(φAX) = g(ξ3, φAX) = −g(φξ3, AX) = −g(φ3ξ1, AX) = −g(ξ2, AX) = −η2(AX).

Además,

(∇XR̄N )ξ = 3φAX + 3q2(X)ξ3 − 3q3(X)ξ2 + 3g(AX, ξ3)ξ2 − 3g(AX, ξ2)ξ3

+3q3(X)ξ2 − 3q2(X)ξ3 + 3φ1AX

+q2(X)ξ3 − q3(X)ξ2 + 2g(AX, ξ3)ξ2 − 2g(AX, ξ2)ξ3

−φ1AX + q3(X)ξ2 − q2(X)ξ3 + φ1AX

−η2(AX)ξ3 + η3(AX)ξ2

= 3φAX + 3φ1AX + 6η3(AX)ξ2 − 6η2(AX)ξ3

y, por otro lado, al ser
(∇ξR̄N )X = 0

se sigue
3φAX + 3φ1AX + 6η3(AX)ξ2 − 6η2(AX)ξ3 = 0.

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ2, tenemos queη3(AX) = 0 mientras que si lo
hacemos porξ3 tendríamosη2(AX) = 0.
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Si ξ ∈ D la demostración puede consultarse en el Lema2.1.6.

Por último, para finalizar, veamos que ni las hipersuperficies reales de tipo A ni las de tipo
B verifican queR̄N es de tipo Codazzi. Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo
en cuenta el Teorema1.8.20resulta

g
(
(∇ξ2R̄N)ξ, ξ3

)
= 3g(φAξ2, ξ3) + 3q2(ξ2) + 3g(φ3Aξ2, ξ)− 3q2(ξ2) + 3g(φ1Aξ2, ξ3)

+q2(ξ2) + 2η3(φAξ2)− g(φ1Aξ2, ξ3)− q2(ξ2) + g(φ1Aξ2, ξ3)− η2(Aξ2)

= −3β − 3β + 3β − 2β − β + β − β = −6β

y, por otro lado,

g
(
(∇ξR̄N)ξ2, ξ3

)
= −3q1(ξ) + 3g(φ3Aξ, ξ2)

+3q1(ξ) + 3g(φ2Aξ, ξ3) + q1(ξ) + g(φ2Aξ, ξ3 − q1(ξ) + α

= −3q1(ξ) + 3α + 3q1(ξ)− 3α + q1(ξ)− α− q1(ξ) + α = 0.

Comog
(
(∇ξ2R̄N )ξ, ξ3

)
= g

(
(∇ξR̄N)ξ2, ξ3

)
entoncesβ = 0 pero comoβ =

√
2 cot(

√
2r)

parar ∈ (0, π/
√
8) resulta que no puede ser nulo.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo B consideremos

g
(
(∇ξ2R̄N)ξ, φξ2) = 3g(φAξ2, φξ2) + η2(Aξ2) = 3β + β = 4β

y, por otro lado,

g
(
(∇ξR̄N)ξ2, φξ2) = 3g(φ2Aξ, φξ2) + g(φ2Aξ, φξ2) = 3α+ α = 4α.

Si g
(
(∇ξ2R̄N)ξ, φξ2) = g

(
(∇ξR̄N)ξ2, φξ2) entoncesα = β por lo que,2 cot(2r) =

−2 tan(r) y, por lo tanto, debería de ser1 = − tan2(2r), lo que es imposible.

4.3. Hipersuperficies reales para las queLξiR̄N = ∇ξiR̄N

Denotaremos porLX la derivada de Lie en la dirección del campo de vectoresX ∈ TM .
Veamos ahora otro resultado sobre el operador de Jacobi normal. Más concretamente vamos a
demostrar el siguiente

Teorema 4.3.1.No existen hipersuperficies reales deG2(C
m+2) que sean Hopf, o bien laD-

componente, o bien laD⊥-componente deξ seaA-invariante yLξiR̄N = ∇ξiR̄N , i = 1, 2, 3.

Empezaremos primero demostrando que, bajo nuestras hipótesis, o bienξ ∈ D⊥, o bien
ξ ∈ D.

Lema 4.3.2.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf, o bien la componente

en D o bien la componente enD⊥ de ξ seaA-invariante yLξiR̄N = ∇ξiR̄N , i = 1, 2, 3.
Entonces, o bienξ ∈ D⊥, o bienξ ∈ D.
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Demostración.Como ξ = η(X0)X0 + η(ξ1)ξ1 conX0 ∈ D unitario podemos suponer que,
tanto η(X0) como η(ξ1) son distintos de cero ya que, de no ser así, habríamos terminado.
Razonando como en la demostración del Lema2.1.2resulta queα 6= 0. Por otro lado, teniendo
en cuenta (2.1), resulta

R̄N(X0) = 4η2(X0)X0 + 4η(X0)η(ξ1)ξ1

y
R̄N(φX0) = 0.

ComoLξiR̄N = ∇ξiR̄N equivale a∇R̄N (X)ξi = R̄N (∇Xξi), tomandoi = 1 y X = φX0

resulta
0 = R̄N(∇φX0ξ1).

Si ahora multiplicamos escalarmente porX0

0 = g(∇φX0ξ1, R̄N (X0))

= 4η2(X0)g(φ1AφX0, X0)

= −4η2(X0)η(ξ1)g(φ1Aφ1X0, X0)

= 4
α2 + 4η2(X0)

α
η2(X0)η(ξ1)

= 4αη2(X0)η(ξ1) +
16

α
η4(X0)η(ξ1).

Por lo que

0 = 4α2η2(X0)η(ξ1) + 16η4(X0)η(ξ1) = 4η2(X0)η(ξ1)
(
α2 + 4η2(X0)

)

luego,
α2 + 4η2(X0) = 0

lo que nos lleva a contradicción.

Veamos ahora que siξ ∈ D⊥, M esD⊥ invariante.

Lema 4.3.3.SeaM una hipersuperficie real deG2(C
m+2) que sea Hopf,LξiR̄N = ∇ξiR̄N , i =

1, 2, 3 y tal queξ ∈ D⊥. Entoncesg(AD,D⊥) = 0.

Demostración.La condiciónLξiR̄N = ∇ξiR̄N equivale a∇R̄N (X)ξi = R̄N (∇Xξi). Parai = 2
y X ∈ D, teniendo en cuenta quēRN (X) = X − φ1φX resulta∇R̄N (X)ξ2 = R̄N (∇Xξ2) por
lo que∇Xξ2 −∇φ1φXξ2 = R̄N(∇Xξ2).

Multiplicando escalarmente porξ

−2g(Aξ3, X) = −8g(Aξ3, X),

con lo queg(Aξ3, X) = 0.
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Por otro lado, parai = 3 y X ∈ D, como en el caso anterior, se obtiene

∇Xξ3 −∇φ1φXξ3 = R̄N(∇Xξ3).

Si ahora multiplicamos escalarmente porξ

2g(AX, ξ2) = 8g(AX, ξ2),

con lo queg(AX, ξ2) = 0.

Cuandoξ ∈ D la demostración es la del Lema2.1.6.

Por último, para terminar, veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B
verificanLξiR̄N = ∇ξiR̄N para todoi = 1, 2, 3.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, considerandoi = 2 y X = ξ2 resulta

2∇ξ2ξ2 = R̄N (∇ξ2ξ2)

donde
∇ξ2ξ2 = q1(ξ2)ξ3 − q3(ξ2)ξ1

luego, multiplicando escalarmente porξ,

−2q3(ξ2) = −8q3(ξ2)

luego,q3(ξ2) = 0.

Por otro lado,

∇ξ2ξ = φAξ2 = −βξ3

∇ξ2ξ1 = −q2(ξ2)ξ3 + βξ3

luego,2β = q2(ξ2).

Si ahora consideramosi = 3 y X = ξ2 resulta

2∇ξ2ξ3 = R̄N (∇ξ2ξ3)

donde
∇ξ2ξ3 = βξ1 − q1(ξ2)ξ2

luego, multiplicando escalarmente porξ,

2β = 8β

y, entonces,β = 0. Pero,β =
√
2 cot(

√
2r) parar ∈ (0, π/4).

Para el caso de las hipersuperficies de tipo B, considerandoX = ξ resulta

∇R̄N (ξ)ξi = R̄N(∇ξξi)
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de donde
4∇ξξi = R̄N(∇ξξi).

Multiplicando escalarmente porφiξ resulta

4g(φiAξ, φiξ) = 0

de donde4α = 0 y, por lo tanto,α = 0 pero,α = −2 tan(2r) para algúnr ∈ (0, π/4).
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