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Habia una vez un salmon que habia nacido en un pequefio rio entre las montafas. Alli vivio
alegre y contento durante su infancia. Cuando era jovencito, con muchas ilusiones de conocer
nuevas tierras, se lanzo a la aventura y se dirigio hacia el mar. Alli crecio y se hizo adulto, y
alli pasaba sus dias felices y tranquilos. Pero él sentia que habia algo méas que todo aquello, él
gueria hacer algo importante en la vida, sentia deseos de luchar contra la corriente de aquel rio,
gue lo llevo al mar, pues queria volver a su lugar natal. Y asi, siguiendo el instinto y una voz
interior que le decia continuamente, “sube rio arriba”, empezo su andadura.

Era dificil la subida, era una lucha constante contra la corriente, pero queria ser fiel a la
[lamada interior y seguia luchando y luchando sin detenerse, porque, si se detenia a descansar,
podia perder todo lo ganado y la corriente lo arrastraria de nuevo hacia el mar.

Y asi, dia tras dia. A veces, encontraba en su camino otros salmones desanimados de la
lucha, que se dejaban llevar de nuevo hacia la tranquilidad del mar, porque creian que era inutil
luchar. Otras veces, veia a algunos que habian muerto en el intento o que habian sido heridos. ..
Pero él seguia adelante sin desmayar. Poco a poco, dia a dia, cientos de kilometros... Queria
volver a su lugar de nacimiento. Por fin, un dia llego a la meta sofiada y alli se sintio feliz.
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Introduccioén

La Teoria de Subvariedades es una de las principales ramas de la Geometria Diferencial.
Dentro de este campo podemos destacar las que son totalmente umbilicales, totalmente geo-
désicas, las que son Einstein o las hipersuperficies, estas ultimas debido a la sencillez de sus
ecuaciones de estructura.

Hasta ahora las hipersuperficies reales de los modelos de espacios reales, complejos y cua-
ternionicos han sido profusamente estudiadas. Ver, por ejemplo:

1.

10.

E. CartanfFamilles de surfaces isoparamétriques dans les espaces a courbure constante
Ann. Mat. 17 (1938), 177-191.

T.E. Cecil, P.J. Ryarkocal sets and real hypersurfaces in complex projective space
Trans. Amer. Math. Soc., 269 (1982) 481-499.

M. Kimura, Sectional curvatures of holomorphic planes on a real hypersurfa¢'in,
Math. Ann. 276 (1987), 487-499.

S. Montiel,Real hypersurfaces of a complex hyperbolic spdcéMath. Soc. Japan 37
(1985), 515-535.

. H.F. MUnzer|soparametrische Hyperflachen in Sphéren J,Math. Ann. 251 (1980),

57-71y 256 (1981), 215-232.

. J. Berndt,Real hypersurfaces in quaternionic space faorthsreine angew. Math. 419

(1991), 9-26.

. A. Martinez and J.D. PéreReal hypersurfaces in quaternionic projective spaksen.

Mat. Pura Appl. (IV) 145 (1986), 355-384.

. M. Ortega and J.D. Pére@n the Ricci tensor of a real hypersurface of quaternionic

hyperbolic spaceManuscripta Math. 93 (1997), 49-57.

. M. Ortega and J.D. Pére@n the second fundamental tensor of real hypersurfaces in

guaternionic hyperbolic spagc®ocky Mountain Journal of Mathematics (I11) 31 (2001),
1063-1081.

R. TakagiReal hypersurfaces in a complex projective space with constant principal cur-
vatures |, Il J. Math. Soc. Japan 27 (1975), 43-53 y 507-516.
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Un campo de vectore¥ alo largo de una geodésiease llamara campo de Jacobi cuando
verifique la siguiente ecuacion diferencial

Vi Vi X + R(X,4(t))5(t) =0

dondev(t) es la geodésicay/ la derivada covariante § el tensor de curvatura de la variedad
de Riemann.

Si nos fijamos en el segundo sumando del primer miembro de la anterior ecuacion, dado un
campo cualquier& sobre la variedad de Riemann podemos asociarle un opekaddefinido
comoRy(X) = R(X,Y)Y para cada campo tangentea la variedad. Este operador se llama
el operador de Jacobi sohké¢ asociado & . Es un operador simétrico y siempre admite como
valor propio al cero.

La famosa conjetura de Ossermar][afirmaba que las variedades de Riemann para las
gue todos los operadores de Jacobi contaban con los mismos autoespacios eran los espacios
simétricos de rango 1. Esta conjetura, tras el estudio delChilje demostrada positivamente
por Nikolayevsky en los articulos’P], [30].

Cuando consideramos hipersuperficies reales del espacio proyectivo complejo aparecen
destacados dos campos asociados a la hipersuperficie: el normal unitario y el estructural. Re-
cientemente, utilizando dichos campos se han obtenido diferentes resultados de clasificacion de
hipersuperficies reales3(}], [40], [43]).

En el caso de hipersuperficies reales del espacio proyectivo cuaternionico, asociados a la
estructura kaehleriana cuaternidnica aparecen 3 campos tangentes destacados, que serian los
similares al campo estructural en el caso complejo. & $e caracterizan ciertas hipersu-
perficies reales atendiendo al comportamiento de los operadores de Jacobi asociados a dichos
campos de vectores.

En el presente trabajo estudiaremos hipersuperficies réals las Grassmannianas de 2-
planos complejos. Estos espacios tienen la particularidad de poseer tanto una estructura kaeh-
leriana como una kaehleriana cuaternionica a la que no pertenece la kaehlerianal/Sobre
aparecen, pues, una estructura casi métrica de corjtagto), g) y una 3-estructura casi mé-
trica de contactd¢;, ¢;, m;, 9),1 = 1,2, 3 a partir, respectivamente, de la estructura kaehleriana
y de la kaehleriana cuaternionica del espacio ambiente. Por tanto, cuando consideremos una
hipersuperficie real de dicho espacio ambiente, aplicando la estructura kaehleriana al campo
normal unitarioN que elijamos aparece un campo de vectgremgente a la hipersuperficie
gue llamaremos el campo de vectores estructural. Asimismo, al aplicarle la estructura kaehle-
riana cuaternidnica al campo normal, aparecen tres campos de vegtored , 2, 3 tangentes
y mutuamente ortogonales que generaran una distribucion 3o6lopee denotaremos p@-.
Consideraremos, a partir de estos campos de vectores, los correspondientes operadores de Ja-
cobi sobre)M: el operador de Jacobi estructur@! y los operadores de JacoB},. Ademas,
considerando el operador de Jacéhj sobre el espacio ambiente en la direccionNdeel
hecho de quéiy(N) = 0 nos permite considerarlo como un operador sdlfte

En el Capitulol de la memoria se estableceran las propiedades fundamedeakegeo-
metria de las Grassmannianas de 2-planos complejos, asi como de sus hipersuperficies reales,
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siguiendo los articulos/], [6] y [7]. En concreto, se hara un repaso del espacio proyectivo
cuaterniénico y del conjunto focal del espacio proyectivo complejo de maxima dimension em-
bebido en el espacio proyectivo cuaterniénico para pasar a presentar los diferentes modelos
gue existen de las Grassmannianas de 2-planos complejos, reflejando las diferentes estructuras
gue existen sobre ellos y calculando su tensor de curvatura. A partir de aqui, estudiaremos las
ecuaciones de estructura de las hipersuperficies reales de estos espacios y nos detendremos en
el comportamiento del endomorfismo de Weingarten asociado al campo de vectores normal a
la hipersuperficie. Nos detendremos en los ejemplos de hipersuperficies reales conocidos como
tipos Ay B y calcularemos explicitamente sus endomorfismos de Weingarten.

A partir de aqui nos dedicaremos al estudio de los distintos operadores de Jacobi que des-
tacan sobre las hipersuperficies reales de las Grassmannianas de 2-planos complejos. Necesita-
remos que tales hipersuperficies sean Hopf, es decir, que el campo de vectores estrsedural
principal. Es decir, s denota el operador de Weingarten asociado al campo nadyimaébe
ocurrir queA¢ = o para cierta funciom.

El Capitulo2 se dedica al operador de Jacobi estructural. En primer lagagnocido a
partir del trabajo de Brozos-Vazquez y Gilkey,[que no pueden existir hipersuperficies reales
enlas Grassmannianas de 2-planos complejos para las que dos operadores de Jacobi arbitrarios
conmuten. Asi pues, nos planteamos el problema de estudiar aquellas hipersuperficies reales
cuyo operador de Jacobi estructural conmute con cualquier otro, obteniendo que, con cierta
condicion adicional, no existen tales hipersuperficies (Teoremd). En [1L5] se demuestra
gue no existen hipersuperficies reales de las Grassmannianas de 2-planos complejos que, bajo
ciertas condiciones, tengan operador de Jacobi estructural paralelo. El significado geométrico
de esta condicion es que los autoespacios de dicho operador de Jacobi son invariantes respecto
al traslado paralelo a lo largo de cualquier geodésicd/deSobre nuestras hipersuperficies
reales existen dos distribuciones destacada®:Hajue definimos anteriormente y su comple-
mento ortogondD. Debilitando la condicion de paralelismo del operador de Jacobi estructural,
consideraremos @--paralelismo y efD-paralelismo de tal operador probando, en ambos ca-
so0s, la no existencia de hipersuperficies reales en nuestros espacios ambientes (Tearemas

y 2.3.0).

A continuacién consideraremos la derivada de Lie del operador de Jacobi estructural. Bajo
ciertas condiciones caracterizaremos las hipersuperficies reales de tipo A como las Unicas que
existen en las Grassmannianas de 2-planos complejos para las que el operador de Jacobi es-
tructural est-invariante (Teorema.4.1). Como consecuencia obtendremos la no existencia de
hipersuperficies reales cuyo operador de Jacobi estructural sea invariante a lo largo de cualquier
direccion (Corolari@.4.2). Esto significa que todos los subespacios propios del opedada-
cobi estructural son invariantes por cualquier desplazamiento pagzilgknerado por el flujo
¢y tal queg, () = 7v(t),~v(0) = x siendoy la curva integral de&X enT, M, x ¢ My X € TM.

Después probaremos la no existencia de hipersuperficies reales para las que la derivada de Lie y
la derivada covariante del operador de jacobi estructural coinciden a lo largo de las direcciones
en®+ (Teorema?.5.]).

Paa terminar el Capitul@, en el Teorem&.6.1 presentamos un resultado que, aunque
no corresponde al operador de Jacobi estructural, tiene relacion con él al preguntarnos cuando
el campo estructural verifica la ecuacion de Jacobi a lo largo de cualquier geodésica. En ese
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caso diremos que dicho campo es de tipo Jacobi y se demostrara que dicha condicion implica
gue el campo estructural es Killing. A partir de aqui deducimos el Corofafi® en donde
demostramos que las unicas hipersuperficies reales para las que esta condicidn se verifica seran
las de tipo A.

El Capitulo3 se dedica a los operadores de Jadebi: = 1,2, 3 correspondientes a las
direcciones de una base ortonormal®@e. Asi, en los Teoremas.1.1y 3.2.1se obtiene la
no existencia de dichas hipersuperficies reales para las que tales operadores de Jacobi son,
respectivamente®*-paralelos o®D-paralelos. Como consecuencia se sigue la no existencia
de hipersuperficies reales cuyos operadores de Jagabi= 1,2, 3 son paralelos (Corolario
3.1.9. Otra condicién méas débil que el paralelismo de tales opesades considerarlos de
tipo Codazzi, es decir, imponer qU¥ y R.,)Y = (VyR¢,)X,i = 1,2,3 dondeV denota la
derivada covariante ) e Y son campos arbitrarios sobre la hipersuperficie. Generalizando el
resultado anterior se demuestra la no existencia de hipersuperficies reales cuyos operadores de
JacobiRy,,i = 1,2, 3 son de tipo Codazzi (Teorensas. ).

Enel Teorema2.4.1obtenemos un resultado analogo al del Teorénia.en el caso de los
operadores de Jacobl,,. Ademas, en el Teorenta5.1probamos la no existencia de hipersu-
peficies reales para las que la derivada de Lie y la derivada covariante del operador de jacobi
estructural coinciden a lo largo del campo de vectores estrugtural

Para terminar, en los Teoremas$ .1y 3.6.4se obtiene la no existencia de hipersuperficies
reales cuyos operadores de JacBhiconmutan co o con losp;, j = 1, 2, 3 respectivamente.

Finalmente, el estudio del operador de Jacobi normal centra el Capitiio el Teore-
ma4.1.1se prueba la no existencia de hipersuperficies reales condopeta Jacobi normal
®-paralelo, generalizando el resultado de Jeong, Kim y Sthspbre la no existencia de hi-
persuperficies reales con operador de Jacobi normal paralelo. Otra condicidon mas débil que ésta
es suponer que el operador de Jacobi normal es de tipo Codazzi. La no existencia de tales hi-
persuperficies reales se obtiene en el Teoréma. Terminaremos demostrando en el Teorema
4.3.1la no existencia de hipersuperficies reales cuyo operadorcdéiJeormal tiene derivada
de Lie y derivada covariante coincidentes en las direcciones de una b@se de



Capitulo 1

Preliminares

Consideraremos las variedades Grassmannianas de 2-planos coifipl€]6s?) que tie-
nen rango dos y son caracterizadas entre todos los espacios simétricos compactos y no Ricci
llanos por la caracteristica de estar dotadas de una estructura kaehleriana y una kaehleriana
cuaternionica que no contiene a la anterior. Notemos que hay espacios con estas caracteristicas
peroG,(C™*?%) es especial en el siguiente sentido: 3éaina variedad kaehleriana cuaternié-
nica conexa de dimension real al menos ocho. Es bien conocid geseuna variedad Einstein
[2]. Ademés, la nulidad de la curvatura de Ricci equivale a fjusea localmente una varie-
dad hiperkaehlerian&]. Estas variedades son ejemplos de variedades con las dost@sts
citadas. El ejemplo mas simple podria ser el espacio cuaternififiic®ero las variedades hi-
perkaehlerianas tienen la estructura kaehleriana incorporada a la cuaterniénica. Si la curvatura
de Ricci es no nula, esto no puede suceder, las dos estructuras son indeperigdientes [

Por G»(C™2) denotaremos pues, el conjunto de todos los subespacios vectoriales comple-
jos de dimensién 2 d€™ 2. El grupo unitario especidl = SU(m + 2) actla transitivamente
sobreG,(C™2) con estabilizador isomorfol = S(U(2) xU(m)) C G. Asi pues(Gy(C™?)
puede ser identificado con el espacio homogeHref . Estas variedades tienen la caracteris-
tica especial de tener una estructura kaehleriana y otra kaehleriana cuaternionica. Considere-
mos el espacio proyectivo complejm + 1)-dimensionalC P! embebido de la forma usual
como una subvariedad totalmente geodésica en el espacio proyectivo cuaterfriorich-
dimensionalH P!, El conjunto focalQ™"! de CP™! en HP™"! es una subvariedad de
HP™ ! con codimension 3. En cada punto@&*! el espacio anulador del endomorfismo de
Weingarten es independiente de la direccion de los vectores normales y determina una folia-
cién riemanniand-dimensionalF sobre™ ! por geodésicas cerradas. El espacio de drbitas
B™t .= Q™! /F, equipado con la estructura riemanniana para la cual la proyeccién canénica
Q™' —s B™*! llega a ser una submersién riemanniana, es isométrico al espacio simétrico
riemanniand,(C™2). Asi, un subespacio vectorial compl&jalimensional d&™+2, el cual
representa un punto &, (C™2) en el modelo usual, es aqui reemplazado por una geodésica
cerrada en el conjunto focal d&°™*! enTHHP™ !,

Para mas detalles sobre los resultados incluidos en este capitulo véanse los affidelos [
Berndt y [6] de Berndty Suh.



2 Preliminares

1.1. Variedades kaehlerianas y kaehlerianas cuaternidnicas

Sea(M, g) una variedad riemanniana con métricaonexion de Levi Civitd/ y tensor de
curvaturaR(X,Y) = [Vx, Vy] — Vixy). PorTM denotaremos el fibrado tangente ey
porT,M el espacio tangente de enp € M.

Una estructura casi hermitica solife, g) es un campo de tensordsde tipo(1, 1) satis-
faciendoJ? = —I7y y g(JX, JY) = g(X,Y) paratodoX,Y € T,M, p € M. Una variedad
casi hermiticg M, g, J) es una variedad riemannia(/, g) equipada con una estructura casi
hermitica/. Una variedad hermitic@l/, ¢, J) es una variedad riemannia(&l, ¢) tal que M
es una variedad compleja para la cual su estructura compleja natesatasi hermitica. Si la
estructura complejd de una variedad complejd/, g, J) es paralela con respectdvaenton-
ces.J es llamada una estructura kaehleriana sobfeg) y (M, g, J) es llamada una variedad
kaehleriana. Un ejemplo comun de variedad kaehleriana es el espacio proyectivo complejo
dimensionalC P equipado con la métrica de Fubini Study.

Seap € M un punto de una variedad casi hermitid4, g, /) y V' un subespacio vectorial
deT,M. Diremos qué’ es un subespacio real @g)M si JV LV, esto es, sV'V es ortogonal a
V'y, diremos qué’ es un subespacio complejo’figV/ siV es invariante bajd. Una subvarie-
dad real (respectivamente subvariedad complejd)y des una subvariedad en la que, para cada
uno de sus puntos, el espacio tangente es un subespacio real (respectivamente complejo) del
respectivo espacio tangente &h Notemos que en la literatura, la nocion de totalmente real es
a menudo usada en lugar de real. Nosotros usaremos alguna vez esta ultima nocién con el fin de
evitar confusiones con la nocién de totalmente real en el contexto de estructuras kaehlerianas
cuaternionicas.

Una estructura kaehleriana cuaternionica sobre una variedad riema@hiagiees un sub-
fibrado vectorial de rango trgsdel fibrado Endl"M/) sobreM con las siguientes propiedades:

1. Para cada € M existe un entorno abiertd dep en M y tres seccioneg,, J», J; deJ
sobreU tal que, para cada= 1,2, 3:

a) .J, es una estructura casi hermitica sobire
by J,J,1=J,2=—J,:1J, (indice modulo tres)

2. J es un subfibrado paralelo de Efdy/), es decir, si/ es una seccion dgy X es un
campo de vectores sobié entoncesV x.J es una seccion dg

Cualquier tripleta/;, J,, J3 del tipo anterior es llamada una base canonica locgl dima
variedad kaehleriana cuaternionidd, ¢, J) es una variedad riemanniaf@, g) equipada con
una estructura kaehleriana cuaterniéfic®or otro lado, la condiciéf equivale a que existan
para cada base candnica local J;, J; deJ tres 1-formas localeg, ¢2, 3 tales que

VxdJ, = CIu+2(X)Ju+1 - CIu+1(X)Ju+2 (1-1)

para todaX € T M.
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Seap un punto de una variedad kaehleriana cuaterniofidag,J) y V' un subespacio
vectorial deT,, M. Entonces

1. diremos qué’ es un subespacio cuaternionicoé/ si JV C V paratodoJ € J,,

2. diremos qué’ es un subespacio totalmente complejolé/ si existe un subespacio
1-dimensionaly;, de J, tal queJV C V para todo/ € J,y JV LV para todo/ en el
complemento ortogonal dg enJ, v,

3. diremos qué’ es un subespacio totalmente reallf@/ si JV LV paratodo/ € J,.

De manera analoga a como lo hicimos anteriormente en el caso de las variedades casi her-
miticas podemos definir los conceptos de subvariedades cuaternidnicas, totalmente complejas
y totalmente reales de una variedad kaehleriana cuaternionica.

1.2. El espacio proyectivo cuaternidnico

Como es usual, escribiremos cualquiee H comoz = a + bi + ¢j + dk, a,b,¢c,d € R
dondeij = k. Consideremos el conjunt® de los numeros complejos como la subalgebra
{a + bi/a,b € R} de H. Pore, denotaremos elv + 1)-ésimo vector candnico e@™ 2
(v =0,...,m+ 1). Finalmente, tendremos en cuenta que

m+1
<zv>e¢= Y Zw, para zve "
p=0

m—+1
<zv>p= Y Zu, para zuveH"
n=0
dondez,, denota el conjugado deg,.

Denotaremos poH P™*! al espacio proyectivo cuaterniéni¢m + 1)-dimensional equi-
pado con la métricg de Fubini Study de curvatura seccional cuaternionica constante y por
J su estructura kaehleriana cuaterniénica. 8eas*™+7 — HP™ ! |a proyeccion de Hopf
de la esfera unitaria riemanniatén + 7)-dimensionalS*™*7 ¢ H™" enHP™"!. Es bien
conocido que es una submersién riemanniana cuyas fibras son esferas tridimensionales. Estas
esferas son las 6rbitas de la accione~ Sp(1) sobreS*™*7 definida por la multiplica-
cion a la derecha por cuaternios unitarios. En cada purgoS*™*7 el isomorfismo canoéni-
co H™*? — T,H™*? induce una isometria lineal desde el complemento ortogortdl de
zH = {z\/)\ € H} enH™"? sobre el subespacio horizontal emespecto de la submersion
riemannianar. La aplicacionh, = .. o ¢, donder,, denota la diferencial de en z, es una
isometria lineal d&i. sobreT; HP™*'. SiX € T, )HP™", llamaremos al vectai_ ' (X)
el levantamiento horizontal d& en z. Notemos que esta definicidn se corresponde, salvo el
isomorfismor,, con la de submersiéon riemanniana. Para todoH, y A € S® tenemos que
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h.(v) = h.x(vA) Yy, paraX = h.(v), resultah; (3X) = {vA/A € ImH}. La geodésica

z

v: R — HP™ ! enHP™ ! convy(0) = 7(2) y ¥(0) = X eslacurva
t — 7(cos(t)z + sin(t)v)
dondeX e T, HP™*! tiene longitud uno y = 7' (X).

El tensor de curvatura riemannianoldé#™ ! esta dado por

R(X,Y)Z = (Y, Z)X — §(X,Z)Y (1.2)
3
+> [0(LY, 2)0,X = §(JX, 2)1,Y —24(],X, )], Z]

v=1

dondeJ;, J», J; es una base d@

1.3. El conjunto focal deCP™ ! enHP™"!

La accion isométrica estandar 4é/(m + 2) sobreHP™"! seria de la siguiente forma.
Primero,SU(m + 2) actla sobre&*™*7 por isometrias via

SU(m + 2) x ST — §4m+T (A 2 4+ vj) — (Az) + (Av)j

dondez, v € C™*2 con|z|*+|v|? = 1. Esta accién conmuta con la accion de Sp(1) sstire”
descrita anteriormente y, por lo tanto, desciende a una accién por isometriablgbre

El embebimiento totalmente geodésicoe™ ! enIHP™+! esta inducido por el dg€™+2
enH™*2, A partir de ahora denotaremos foP™ ! a la subvariedad totalmente geodésica de
HP™ ! imagen del embebimiento anterior. S&4' ™ la esfera unidad d€™ 2 y consideré-
mosla como una subvariedad 8&"*7 por el embebimiento citado. Clarament&™*3 es la
orbita de la accion d8U (m + 2) sobreS*™*7 a través de,, lo cual implica queCP™*! es la
orbita de la accion d8U (m + 2) sobreHP™ ! a través de (). Facilmente se puede ver que

z

ho N (L) CP™) = {vj|v e C"? < 2,0 >¢= 0}

para cada € S*"3, dondel,) CP™"! denota el normal d&€P"*' enr(z). De aqui se
ve facilmente quesU(m + 2) actla transitivamente sobre el normal unitario(d@™ ! en
]HPm+1.

Parar € R™ definimos
N, = {7(cos(r)z + sin(r)vj) | z,v € SEH3 < 2 v >e= 0}

donder : S4t7 — HP™*! es la proyeccion de Hopf de la esfera unitaria riemanniana
4m + 7-dimensionals*™*7 ¢ H™2 sobreH P!,

Geométricamentey, es el conjunto de todos los puntos H™ ! que pueden ser al-
canzados recorriendo la distancia lo largo de cualquier geodésica partiendo desge !
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ortogonalmente. Elijamos, v € S*"*3 de forma que< z,v >¢= 0y consideremos la geo-
désicay : [0,+00) — CP™ ' t — 7(cos(t)z + sin(t)vj) en HP™ !, Esta geodésica parte
ortogonalmente desdeP™*! en el puntor(z) con direcciéni,(vj). Ent = 7/2 la geodé-
sica alcanza’P™*! de nuevo en el punte(vj) = 7(v) y, como< z,v >¢= 0, interseca
aCP™"! en este punto ortogonalmente en la direcdig{—z) = h,(zj). Esto implica que
Ny = CP™'yqueN, = N, ), paratodo) < r < w/4. Ademas, para cualquier el
subgrupo de isotropia del/(m + 2) ent(cos(r)ey + sin(r)e;j) esU(1) x SU(m). Es facil

ver queSU (m + 2) actla transitivamente sobre el fibrado unitario normal'é&'!. Asi, V,,

el tubo de radi@) < r < 7/4 sobreCP™"! es, de hecho, una 6rbita principal de la accién de
SU(m + 2) sobreH P™*! con codimensién uno.

Como consecuencia de las consideraciones hechas hasta ahora deducimos que existe sélo
otra drbita singular, a saber,

Q™ = Nou = {7((1/V2)(2 +vj))|z,v € S, < 2,0 >=0}.

El subgrupo de isotropia d&/ (m+2) ent ((1/v2)(eo+e1j)) € Q™ esSU(2)x SU(m),
por lo queQ™*! tiene codimension tres dmP™ . ComoQ™*! es laimagen bajo la aplicacion
exponencial normal d& P! de todos los vectores de longitud4 ortogonales &P,
ademas vemos qug™ ! es el conjunto focal d€ P+ enHHP™"!. Es ahora obvio qué P!
es el conjunto focal d@™ ! y queSU (m+2) actla transitivamente sobre el normal unitario de
Q™. ComoSU (m+2) es simplemente conexo y el subgrupo de isotrépié2) x SU(m) es
conexo, se sigue qug™ ! es simplemente conexo. Resumiendo, resulta probada la siguiente

Proposicién 1.3.1.Las érbitas singulares de la accion 4¢/ (m+2) sobrelH P! sonC P™*!

y Q™" las érbitas principales de esta accion son tubos sobre estas 6rbitas singulares. Ademas,
SU(m + 2) actla transitivamente sobre el fibrado normal unitario @& ! y Q™! en
HP™L, Q™! es el conjunto focal d€P™! enHP™*! y viceversaQ™*! es simplemente
conexo, tiene codimension tres HP™ ! y es isométrico al espacio homogéneo riemanniano
SU(m +2)/(SU(2) x SU(m)) equipado con una adecuada métrica riemanniana invariante.

1.4. Geometria extrinseca del conjunto foca) !

La geometria extrinseca del conjunto fo€él*! enTHP™*! esta basicamente descrita por
el endomorfismo de Weingarten de la subvarie@&d! enHHP™ ", A partir de la geometria
extrinseca d€ P enHP™ ! calcularemos el endomorfismo de Weingarten de su conjunto
focal Q™*! por medio de teoria de campos de Jacobi.

Seal !CP™"! el fibrado normal unitario d€ P™*!. Para cadd € L.'CP™"! denotaremos
porve : R — HP™"! la geodésica el P! conv¢(0) = &. La aplicacion focal d& P!
es la aplicacion diferenciable

O LICP™! = QM & qe(m/4).

Definamos el campo de vectorea lo largo ded por

(&) == Ye(m/4).
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Seas : LCP™ — CP™'! la proyeccion canénicay
K :T(LCP™Y) - LCP™  u Viw

la conexién normal d€ P+, dondeV+ es la derivada covariante inducida sohr&pPm+!
de la conexion de Levi Civity deHHP™*!, y w es la aplicacién identidad deCP™*! consi-
derada como una seccion e P+ alo largo der.

Fijemos ahora un vector unitario norngakE L'CP™ !y supongamos := ¢, p := 7(0)
y q:= ®(&) = v(n/4). ComoCP™"! es una subvariedad totalmente complejdide" ! (ver
Proposicion 5 en]), existe una base canonida, J,, J3 deﬁp tal queT,CP™"! es invariante
bajo J; y aplicado sobreL,CP™"! por.J, y J3. Entonces ;& es normal &8Py Jof, J5¢
son tangentes @P" ! enp. Asi, descomponemds H P! ortogonalmente como sigue

THP™ =Ti@T, & L1 & L@ L
donde

Ty == {X € T,CP™ [ §(X, J2¢) = 0 = §(X, J3¢)},
Ty = {RJof ® RJsE € CP™ ),

Ly = {X € L,CP™ | §(X,8) = 0= §(X, 1§},
14 = RJ£ C L,CP™,

Lo :=R¢C L,CPm™

Notemos que estos espacios son las componentes tangencial y normal de los subespacios
propios del operador de Jacdibg’ = Z%(., €)¢. Los indices estan referidos a los correspondien-
tes valores propios y, ademas, dilm = 2m =dim L;,dim7, =2y diml, = 1 =dim.L,.
Ademas,T;,T, y L, son invariantes bajd;. Para cada € T¢(L'CP™"") denotaremos por
Z, al campo de Jacobi a lo largo geel cual esta univocamente determinado por los valores
Z,(0) = c*uy Z'(0) = Ku donde la prima denota la derivada covariante con respegto a
Teniendo en cuenta que los subespacios propios del operador de E@cebi]%(.,f)f son
invariantes bajo el traslado paralelo a lo largoyd@odemos calcular explicitamente algunos
campos basicos de Jacobi, a saber,

Zu(t) = cos(t)Py,(t) st cfuely y Ku=0,
Zu(t) cos(2t)P,(t) ,si oc'ueTly y Ku=0,
Zy(t)
Zu(

t sin(t) P, (t) st c'u=0 y Kue ly,
t) = (1/2)sin(2t)P,(t) ,si oc'u=0 y Ku€ Ly.
Aqui P, denota el campo de vectores paralelo a lo largo de la geodésioa valor inicial

P,(0) = o,u + Ku. Cualquier otro campo de Jacabj se expresa como combinacion lineal
de éstos.

Proposicion 1.4.1.En la situacion descrita tenemos:

1. El espacio tangente dg™"! enq es obtenido por transporte paralelo g © L, & T,
a lo largo dey desdep hastag.
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2. El espacio normal d€&)™*! en ¢ es obtenido por transporte paralelo dg@ © 1, =
JpLs ={Jv €3, ve L,}alolargo dey desdep hastag.

3. n(¢) es un vector normal unitario d@™ ! enq y cada vector normal unitario d@™*!
se obtiene de esta forma.

4. Las curvaturas principales d@™! en ¢ con respecto &(¢) son+1, —1 y 0. Los
subespacios propios correspondientes son obtenidos por transporte paralBlo dey
14 alo largo devy desdep hastag, respectivamente.

Una consecuencia inmediata del itérde la anterior Proposicion4.1es el siguiente

Corolario 1.4.2. Q™! es una subvariedad minimal d&rP™+!.

Identifiquemos—!(Q™"!) con la variedad compleja de Stiefél; ,, por medio d€z, v) =
(1/v/2)(z +vj). El grupo de Liel/ (1) actta sobre*™*+7 ¢ H™*2? = C™+2 @ C™*+2; por iso-
metrias via multiplicacién pe#‘. ComoCV%,,, es invariante por esta accion, induce una accién
de U(1) sobreCV;,, por isometrias. La anterior accion conmuta con la inducidaspot )
sobreCV4,, y, asi, desciende a una accionldel) sobre@™ ! por isometrias. Denotaremos
el correspondiente campo de vectores de Killing sopte! por U. Explicitamente tenemos

Ur(z,v) - h(z,v) (i(z7 U))

para todo(z,v) € CV,,,, lo que muestra qu& es unitario en cada punto. Ademas, la curva
integral maximabk: deU cona(0) = 7(z,v) es

ot 7(e(z,0)).

Para el fibrado normalQ™*! de@™*! enHHP™"! tenemos la siguiente caracterizacion:

Proposicion 1.4.3. A A
1LQ™ =3U = {JU,|J € J,q€ Q™ }.

Denotaremos pdP el subfibrado riemanniano de rango 3 de @Eng™ ') inducido por la
restriccion dey. Tres secciones localéy, P, P; de’P forman una base local canénicaBesi
provienen de una base local canénigaJ,, J3 deJ. La conexion de Levi Civita d@m*! sera
denotada po¥ y, la métrica riemanniana inducida solgy&*! por j. ComoU es un campo de
vectores de Killing,

Y= -VU

es un campo de tensores de t{io1) antisimétrico sobr&™ . Denotaremos pok al com-
plemento ortogonal dRU enT'Q™!.

Lema 1.4.4.SeaJ una estructura casi hermitica €ny P el elemento inducido eR. Entonces

1. AJUU:()OU:PU:O,
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AjgH = ¢H = PH =H,P|H = J|H,

A% X = *X = PPX = -X +g(X,U)U,
Aju = Py = pP,
p=—PAj=—-AwP,P=—pAy=—-Awe,

2L T

PAj,; = —A,, P paratodoP enP.

A partir de 1, 3y 4 del Lemal.4.4 obtenemos otra caracterizacion de los subespacios

propios deA ;;;, a saber,

Corolario 1.4.5. Para cualquier estructura casi hermitica de jq, g € Q™" y cualquier
X € T,Q™"! tenemos

1. A;uy X =0si, ysbélosiX € RU,
2. AjuyX =X si,ysolosipX = —-PXyX1RU,
3. AjyX = —-Xsi,ysolosipX = PXy X 1RU.

1.5. Geometria intrinseca del conjunto focaf)”*!

Comenzaremos con un detallado estudio de la curvatu'de. Usando la Proposicién
1.4.3y el Lemal.4.4 obtenemos para la segunda forma fundameéntgl Q™! la expresion:

3 3
WY, Z)=>_ g(h(Y,2), LU)LU = > §(AnuY, 2)1,U =Y §(PeY, Z)J,U
v=1

v=1
dondeJ, Js, J3 es una base dg Usando de nuevo el Lema4.4 obtenemos:

3 3
AnynX =Y _G(PyeY, Z)AsuX =Y §(PeY, Z)PpX.

v=1 v=1

De aqui y de la expresion explicita del tensor de curvatuld B&*! vista anteriormente
(1.2), obtenemos, a partir de la ecuacién de Gauss:

Proposicién 1.5.1.El tensor de curvatura riemannian® de Q"+ esta dado por

R(X,Y)Z = g(Y HX - §(X,2)Y

+Z (P,Y,Z)P,X — §(P,X,Z)P,Y —2§(P,X,Y)P,Z)

+Z P,pY, Z)P,pX — §(PpX, Z)P,pY

dondeP,, P, P; es una base d@.
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SeaF la foliacion sobre&)™*! inducida por el campo de vectores de Killing unitalio

Proposicion 1.5.2.Las curvas integrales maximales Heson geodésicas cerradas g+
ademas de efl P *! y F es una foliacién riemanniana totalmente geodésica soiie’.

Demostracion.De VU = —oU = 0 obtenemos que las curvas integrale§/dmn geodésicas
en@™*. Ademas, usando la Proposicitnt.3y el Lemal.4.4 la ecuacion de Gauss implica

3
VU =Y §(As,uU.U)J,U =0
v=1
lo que muestra que cada curva integralles ademas una geodésical&@f™"!. ComoU es
completo y unitario y todas las geodésicas maximaldd Bri*! son cerradas, la primera parte
esta terminada. Por otro lado, coies un campo de vectores de Killing, sus curvas integrales
maximales son las Orbitas de un grupo uniparameétrico de isometrias y, por lo tanto, localmente
equidistantes unas de otras. Esto significa justament& gasauna foliacion riemanniana sobre
Q™" (véase, por ejemplo4f]). O

1.6. Nuestro modelo de7(C" )

Como las hojas dé& son Orbitas compactas de una accion isométrica, podemos equipar
al espacioB™! := Q™" /F con la estructura de variedad riemanniana de manera que la
proyeccion canodnica : Q™! — B™*! sea una submersion riemanniana. Cofib! es
completo y simplemente conexo y las fibras7lson conexas, se sigue ademas dire!
es completo y simplemente conexo. Denotaremosgplar métrica riemanniana y pov la
conexion de Levi Civita sobré&™*!. Si X es un vector o un campo de vectores tangente a
B™+! denotaremos su levantamiento horizontal For

Lema1.6.1.VY = VY + §(pX,V)U.

Demostracion.De acuerdo con las ecuaciones fundamentales de una submersion riemanniana
(véase, por ejemplo3[]) tenemos:

~ ~ — ~—" 1 ~ ~
ViV =VxY + EV[X,Y]
donde) denota la proyeccion sobre la componente tangente a las fibras de

Como

hemos acabado la demostracion. O
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Sead, el grupo uniparamétrico de isometrias@&*! que genera el campo de vectores de
Killing U. Como

O oX = =B, VxU = —Vx®,U = —Vx(Uo®) =V, xU = p&,, X

para todaX € TQ™"!, existe un campo de tensorésle tipo(1, 1) sobreB™"! caracterizado
por
I = mp.

Comoy?X = —X paratodaX € H, se sigue qud es una estructura casi hermitica sobre
(Berl) g)
Teorema 1.6.2.El espacio(B™"!, ¢, J) es isométrico al espacio simétrico globalmente her-
mitico G, (C™*2).

Veamos ahora la estructura kaehleriana cuaternidnica &shré.
Para caddz, v) € CVa,,, t € Ry P € P,(..),exister € ImH y P, tal que
cI)t*T(z,v)Ph(z,v) (CU) = Qt*f(z,v)h(z,v) (W/\) = h@t,r(z’v)(eitw)\)
== Ph@ff(z,v) (eitw> = Pq)t*f(z,v) h(z,v) (W)

para todav € h(‘zlv) (Hr(z,0))- Asi, @, P = Py, para toda € R. Esto implica la existencia de
un subfibrado vectorial de rango tigsle End7’B™ ") tal que

TP = Jm..

Proposicion 1.6.3.3 es una estructura kaehleriana cuaterniénica pafi"!, g).

Demostraciéon.Primero probaremos gugees paralelo. Se# una seccion local e, ¢ € Q™!
tal que.J esta definida en(q) y X € T, B™"'. Tenemos que demostrar qWe;.J € J.(,)-
SeaP la seccion local efP conn, P = Jr,. Si X denota el levantamiento horizonzal &een
q, entonces
T PX = Jn, X = JX =71,JX
implica
PX =JX

Ahora, usando el Lema6.1obtenemos

P e N

ExtendamosP|,, a una seccién local en la estructura kaehleriana quaternlorﬂicde
HP™ 1, Como ésta es paralela en Efiti P 1) existe un elementd € J, tal queV ¢ .J = J.
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Denotaremos al elemento inducido gesiien P, por P. Usando la ecuacion de Gauss, el
Lemal.4.4y, teniendo en cuenta queY” estangente &)™ "' obtenemos:

PY = JY = (Vg J)Y =V(JY) = JV:Y
= @X(PY/) — P@X}} —|—§(AjUX,}~/)U
= (Vg P)Y + §(PpX,Y)U.

e~

Combinando las dos Gltimas ecuaciones tenemogGue/)Y = PY vy, por lo tanto,
(VxJ)Y =7m,PY = Jyn,Y = JY
conJy € Jr(g Yaquer,P = Jm.. Asi pues, hemos probado gqiies un subfibrado paralelo de
EndTB™1).

Sdlo falta probar la existencia de bases canonicas localegip&eal;, I, P; una base
canonica local dé en algun entorno abierto de algtn punte Q™" y s una seccion local
de 7 en algun entorno abierto dg¢) cons(m(q)) = ¢, entonces obtenemos una base local
canonicaly, J», J; deJ definiendoJ, := w1, 0 P, o s,,v = 1,2, 3. O

1.7. Tensor de curvatura riemanniano

A partir de ahora vamos a identificBf ! conG,(C™"?). Como consecuencia de la cons-
truccion que hemos hecho dey de J, de los apartadosy 4 del Lemal.4.4y del Corolario
1.4.5 resulta la siguiente

Proposicion 1.7.1.SeaJ; una estructura casi hermitica deentonces/J.J; = J1Jy JJ; es
un endomorfismo simétrico tal qué.J,)*> = I y trazaJ.J, = 0.

Continuemos calculando el tensor de curvatura riemanniageG,(C™2). SeanX, Y, Z
campos de vectores tangenteSAC™"2). Usando el Lema.6.1obtenemos

(VxVyZ)or = m(VVel + (oY, Z)pX).

Como U estar-relacionado con el campo de vectores tangentes cero 6obEg"2), el
corchete de LigU, Z] es tangente a las fibras deUsando que las curvas integralesidson
geodésicas e@™ ! y queU tiene longitud constante, se obtiene ¢lieZ] = 0y, asf,

Asi pues, usando el Lemab6.1, obtenemos

(X,Y] = Vx¥ — VyX = [X,V] - 25(pX, V)U
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(VixyiZ)om =mNV 5,2 = (Vg2 + 250X, Y)pZ).

Con todo esto

(RIX.YV)Z)om = (R(X,Y)Z +§(oY, 2)pX — §(oX, 2)Y — 25(¢X,Y)pZ).

Insertando aqui la expresion vista anteriormente Edtagamos a

Teorema 1.7.2.El tensor de curvatura riemanniano d&(C™"2) viene dado por
+9(JY, Z)JX — g(JX,2)JY —29(JX,Y)JZ

3
+ 3 (LY, 2)0,X — g(J,X. Z)JY —29(J,X,Y)],Z)}
v=1

3
N {9 IY, 2)0,IX — g(J,JX, Z)J,JY }

v=1

dondeJ;, Js, J3 €s una base dg.

Un vector tangenteX, no nulo, deG,(C™2) se dir4 singular sX es tangente a mas de
una subvariedad llana, totalmente geodésica, completa y conexa @&*2). En G, (C™*?)
existen dos tipos de vectores tangentes singulérearacterizados por verificatX L JX unos
y JX € JX otros. M&s adelante necesitaremos calcular explicitamente campos de Jacobi a
lo largo de geodésicas cuyos vectores tangentes son todos singulares. Para ello se necesitan
los valores y subespacios propios del operador de Jdegbi R(-, X)X. SeaX un vector
tangente unitario dé&/,(C™*2). Si JX € JX existe una estructura casi hermitifaen J tal
queJX = J, X. En este caso, los valores y subespacios propids,dson

0RX @ {Y|Y1HX,JY = —J;Y}
2 CLX @ {Y|YLHX, JY = J;Y}
8 RJX,

dondeCX y HX denotan los subespacios complejo y cuaternidénico generados, pespec-
tivamente, yC* X el complemento ortogonal deX enlH.X. Si JX 13X entonces los valores
y subespacios propios dey son

0 RX @ JJX

1 (HCX)*+

4 RIX & JX,

dondeHCX = RX @ RJX & JX & JJX.
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1.8. Fdérmulas fundamentales para hipersuperficies reales de
G2<Cm+2>

A lo largo de la tesis\/ siempre denotard una hipersuperficie real®éC™2), es de-
cir, una subvariedad d&,(C™"2) con codimensién uno, conexa y orientable. Co@oC?)
es isométrica al plano proyectivo compléjd? de curvatura seccional holomorfa constante
8 y el isomorfismoSpin(6) ~ SU(4) produce un isomorfismo ent@,(C*) y la variedad
Grassmanniana real de los subespacios vectoriales 2-dimensionales oriéftélbsde RS
asumiremos siempne > 3. La métrica inducida sobr&/ la denotaremos también poly V
denotara la conexion riemanniana(dé, ¢). Sea/N un campo normal unitario d&/ y A el en-
domorfismo de Weingarten dg con respecto & . La estructura kaehlerianade G,(C™"?)
induce sobrel/ una estructura métrica casi de contaeio, n, g). Ademas, sed, Jo, J; una
base candnica local dg Entonces, cadd, induce una estructura métrica casi de contacto
(é,,&,,m,, g) SObreM. Usando la anterior expresion delas ecuaciones de Gauss y Codazzi
vienen dadas respectivamente por:

R(X.Y)Z = g(Y,2)X — g(X,2)Y (1.3)
+9(0Y, 2)9X — g(¢X, Z)pY —29(¢X,Y)0Z

+3 {9(6.Y, 2)6 X — g(6,X, 2)6,Y — 29(6,X,Y )6, Z)}
+ Z{g(@aﬂc Z)60X — 9(6,0X, Z)$,0Y }
- Z{n )6, X — (X ) (Z)$udY }

—Z{n 9(6,0Y, Z) —1(Y)g(b,0X, Z)}E,

+g(AY, Z)AX — g(AX, Z)AY

(VxA)Y — (VyA)X =n(X )ch n(Y)eX —29(¢X,Y)E (1.4)

+Z o (X)$Y = n,(Y)$, X —29(6,X,Y)E,)
+ Z(m(be)cbucb(Y) —1,(6Y)$,0X)

+Z )1 (6Y) = (Y )1, (6X))E0-

Probaremos ahora una serie de férmulas que seran de gran utilidad a lo largo de todas las

demostraciones. En primer lugar, de la identiddd= —I obtenemos, teniendo en cuenta que
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JX = ¢X 4+ n(X)N, paratodaX € TM
X = X = J(6X + n(X)N) = JoX —n(X)¢ = ¢*X +n(6X)N — n(X)¢.

Las componentes tangente y normal de esta ecuacion implican el siguiente

Lema 1.8.1.ParatodoX € T'M tenemos
¢*’X =—-X+n(X)E y n(eX)=0.

Por otra parte, teniendo en cuenta qu& = ¢, X + 7, (X )N, tenemos
JJ,X = J(¢ X +n,(X)N) = Jo, X — 1, (X)¢

JyJX = L, (60X +n(X)N) = J,6X — n(X)E,

La componente tangencial y normal de la identidag = .J,J nos da
Lema 1.8.2.ParatodoX € T M

o, X — ¢ X =, (X)€ = n(X)& Yy m(¢X) = n(¢X).

De la segunda ecuacion del lema anterior obtenemos

g(¢u€7X) = _g(fa (qu) = —77(@5,,)() = _77V(¢X) = _g<€1/7 (bX) = g((bngX)
y, asi,
Corolario 1.8.3.
0 = P&,
Por otro lado,

JVJV—HX - JV(¢V+1X +771/+1(X)N)
- ¢V¢V+1X + 771/(¢1/+1X>N - 771/+1(X>€1/

— V+1JVX - _Ju—l—l(gbl/X +77V(X)N)
= _(bqul(qu - 77V+1<¢VX)N + 77V(X>€1/+1-

Como
Jys2 X = @ppo X +Mya(X)N

las componentes tangencial y normal de
JI/JVJrl - Ju+2 = - 1/+1Jz/

implican el siguiente
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Lema 1.8.4.ParatodoX € TM

¢V¢V+1X - 77V+1(X>€1/ = (bquQX - _(bqul(qu + 771/<X)§z/+1

N (Pvi1X) = Nur2(X) = =1 i1(00 X).

PoniendaX = ¢,y X = &,4, en la primera ecuacion del lema anterior resulta
Corolario 1.8.5.
¢V—|—2§V - §I/+1 Yy ¢V+2§V+1 - _Sy-

Ahora, teniendo en cuenta qiie/ = 0, usando la férmula de Gauss obtenemos

Vx(JY) = JVxY = JVxY + g(AX,Y)JN
= oVxY +n(VxY)N — g(AX,Y)¢.

Por otro lado, usando la féormula de Weingarten

Vx(JY) = Vx(¢Y) = Vx(n(Y)N)
= Vx(¢Y) = g(pAX,Y)N + (X (n(Y))) N — n(Y)AX.
Comparando las componentes tangencial y normal de las dos ecuaciones previas
Lema 1.8.6.ParatodoX,Y € TM
(Vx@)Y =n(Y)AX — g(AX,Y)¢

y
X(n(Y)) =n(VxY)+g(¢AX,Y).
De la segunda ecuacion de este lema se deduce
9(Vx&Y) = X(9(&Y)) = g9(& VxY) = X(n(Y)) = n(VxY) = g(¢AX.,Y)
y, asi,

Corolario 1.8.7. ParatodoX € T'M
Vx&=pAX.

Igualmente, teniendo en cuenial) y, usando la férmula de Gauss, obtenemos

Vx(LY) = (Vx],)Y + J,VxY
= q1/+2(X)JV+1Y - QV—i—l(X)JV—‘,—ZY + JVVXY + g(AX7 Y)JVN
- qu+2(X)JV+1Y - qu-i-l(X)‘]V-i-?Y + ¢VVXY + ﬁu(VXY)N - g(AX7 Y)§V
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y, con la férmula de Weingarten

Vx (1Y) =Vx(6,Y)+ Vx (UV(Y)N)
= Vx(¢,Y)+g(AX,$,Y)N + Vx (ny (Y)N)
= Vx(6,Y) + g(AX, 9, Y)N + (X (n,(Y)))N — n, (Y)AX
= (Vx0)Y + 6,(VxY) = g(¢,AX,Y)N + (X (n,(Y)) )N =, (Y)AX.

Comparando las componentes tangencial y normal de las dos ecuaciones previas tenemos
Lema 1.8.8.ParatodoX,Y € TM
(VX¢V)Y = —qu+1 (X)¢V+2Y + qu+2(X)¢V+1Y + UV(Y)AX - g(AX, Y)gu

X(UV(Y)) = Qr2(X)M1(Y) = @1 (X)m12(Y) + (0, AX,Y).

De la segunda ecuacion de este lema se deduce

g(valla Y) = X(g(fm Y)) - g(fl/a VXY>
= X(nu(Y» - 771/<VXY)
= quv42 (X)nl/-i—l(y) - q1/+1(X)77V+2(Y) + g(¢VAX> Y)

y, asi,
Corolario 1.8.9. ParatodoX € TM

vaU = quv42 (X>€1/+1 — v+ (X)§V+2 + (buAX

Por ultimo vamos a ver dos teoremas que nos seran de gran utilidad en las demostraciones
gue haremos.

Sead el subfibrado maximal cuaterniénico del fibrado tang@htéde M y D+ el comple-
mento ortogonal d® enT' M. Supongamos qué® C D, entonce* es también invariante
por Ay, bajo una adecuada eleccién.fle J;, J; los campos de vectorés son principales, es
decir, AS, = (5,£,. La ecuacion de Codazzi entonces implica

20(X)n, () = 2n(Y)n,(¢X) — 29(6X, Y )n(E,)
2011 (X)42(Y) = 20041 (V)0 12(X) = 29(6,X,Y)
+277u+1(¢X)77u+2(¢Y) = 20y 11(@Y )N 12(9X)
=g((VxA)Y — (VyA) X&)
((VXA)fm Y) —g9((VyA)§E, X)
X (B (Y) =Y (By)n.(X)
(B = Bt (@42 (X)011(Y) = o2 (V) 1041 (X))
—(By = Bor2) (@1 (X)M2(Y) = @1 (Y)mo12(X))
+B,9((Agy + ¢, A)X,Y) — 29(Ad, AX,Y).
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PoniendoX = ¢,

Y(ﬁu) = fv(ﬁu)nl/(Y) + (ﬁu - ﬁu+1>QV+2(§V)77u+1(Y> - (ﬁu - ﬁl/+2>ql/+1(§l/)nll+2(y>
—47’](5,/)7’]V(¢Y) + 277(£nu+1)77u+1 (¢Y) + 2n(§u+2)nu+2(¢y)'

Insertando ésta y la correspondiente ecuacion §df&) en la ecuacion anterior, resulta

20(X)n, (¢Y) — 2n(Y)n,(¢X) — 29(¢X, Y)n(E,)
+20, 41 (X)M2(Y) = 20,1 (V)10 42(X) — 29(0, X, Y)
+200 41 (9 X)N12(9Y ) — 2041 (BY ) M12(9X)
= 20(&41) M1 (0 X )N (V) — nui1 (Y )0 (X))
+20(Evr2) (M42(0 X)) (YY) = y2(9Y )1 (X))
+41(&) (00 (9Y )1 (X) = 7 (X )1 (Y'))
+(By = Bor1)(@12(&) M1 (XM (V) — muga (V)0 (X))
+qu+2(X) M1 (Y) = qus2(Y) 141 (X))
—(By = Bo2) (@1 (&) M2 (X)) (V) = 12 (Y0, (X))
+qu+1(X)M12(Y) = @1 (Y)nu42(X))
Brg((Agy + ¢, A)X.Y) — 29(Ad, AX,Y).

Esto implica
Lema1l.8.10.SiA¢, =65, Yy Xe® con AX = )X, entonces

0= (2)‘ - ﬁy)A(be - (2 + )‘ﬁu)(qu

- (2771/+1(€>77u+1(¢X) + 2771/+2 (€)77V+2(¢X> - 477V(§)771/¢(X>>€1/
- (BV - Bu+1)qu+2(X)£nu+1 + (BV - BU+2)QV+1(X)£I/+2
— 20, (§)dX — 2, (¢ X)E — 2n(X)PE, + 20y 42(0X) D€ 11 — 21011 (DX) PE, 2.

Ahora supongamodé = o€ en lugar deA® C © y denotemos pofy el complemento
ortogonal del subespacio real generadofpenT M. Multiplicando escalarmente la ecuacion
de Codazzi1.4) por¢ resulta

—29(¢X, &) + 2350 _ A (XN (6Y) — (Y )nu (0X) — g(6. X, Y, (€)}
(VxA)Y — (VyA)X,¢)

= g((
= g((VxA)E,Y) — g((VxA)E, X)
= X(a)n(Y) = Y(a)n(X) + ag((As + ¢A)X,Y) — 2g(ApAX,Y)

dondeX,Y € T'M. PoniendaX = ¢

Y(a) =&@n(Y) =4 n(&)n.(4Y)

e insertando esta ecuacion y la correspondiente Jyésg en la ecuacion previa, resulta
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Proposicion 1.8.11.Para X, Y € TM

ag((A¢ + 9A)XY) = 29(APAX.Y) + 29(¢ X, Y)
=2 2131:1{771/()()7711((?5/) - 771/(Y>77V(¢X> - g(¢VX7 Y)Wu(f)

De aqui, facilmente deducimos

Lema 1.8.12.Si A{ = aly X € conAX = \X entonces

(o — 20)AGX + (2 + Aa)pX

=2) {20, (6X)€ = m(X)p — m(6X)E — 1(€)9,. X}

Asumamos de nuevo qu&d C ©. La¢,,-componente de la ecuacion del Lemn&.10
da

0= (Bu - 5,,+1)(]y+2(X) + 477(§V)77u+1(¢X) + 277(§V+1)77V(¢X) - 277(57/-1-2)77()()
mientras que la componente €n, conduce a

0= (8 — Bur2)@s1(X) = 4n(&)nur2(dX) = 20(Epi2)m (0 X) — 20(Ep 1)1 (X).

Ambas ecuaciones son validas para todos los indices. Aumentando en una unidad los indices
de la segunda ecuacién y combinando con la primera ecuacion

21(&2)n(X) = 0(&)M41(0X) — n(Eug) (0 X).

Asumamos ahora ademas ques un vector principal d&/, A{ = a&. Podemos escribir
§=nX)X+n(2)Z

para campos de vectores unitarios adecuddes® y Z € ©+. Como® y D+ son invariantes
bajo A tenemos quelX € Dy AZ € D+. Asi

an(X)X +an(2)Z = af = AL =n(X)AX +n(Z2)AZ

implican(X) = 0,n(Z) = 00(AX = aXyAZ = «Z). Supongamos la ultima de las
posibilidades. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la base candnica local esta
elegida de tal forma qu& = ;. Entonces)(&1) = 0 = n(&2) y obtenemos

2n(Z)n(X) = 2n(&)n(X) = n(§)n2(dX) — n(§2)m(¢X) = 0.

Por lo tanto, tenemos necesariamef{t& ) = 0 o n(Z) = 0. Pero esto justamente significa
queé € D+ o € D. Asi tenemos demostrada la siguiente
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Proposicién 1.8.13.Sea M una hipersuperficie real d€»(C™2). Supongamos qué® C D
y queA¢ = a&. Entonces, o bieti € D, o biené € D+,

De ahora en adelante, asumiremos duiees una hipersuperficie real d&(C™"?) con
AD C Dy A¢ = a&. De acuerdo con lo visto, hemos de considerar dos casos, gu@" o
queé € D.

En el caso en qugc D+, el normal unitariaV es un vector tangente singular@e(C™"2)
de tipo JN € JN. Asi, existe una estructura casi hermitiGac J tal queJN = J; V.
Entonces

=81, a= P01, ¢l = —E&3, 963 =&, 9D C D.

En lo que sigue, los indicesy ;. seran o bien 2, o bien 3, y distintos el uno del otro.

InsertandaX = ¢, en la ecuacion del Lema8.12resulta(25, — o) ApE, = (4+ af,)pE,.
Si0 = 28, — a entonces) = 4 + 232, lo que es imposible, lueg®3, — a # 0y A¢E, =
2 g, UsandoAS,, = B, ¢ = —&s Y ¢ = & obtenemos, = 122 v, asi,

Lema 1.8.14.23,3; — Oz(ﬂg + 63) —4=0.

SeaX € ® conAX = M\X. La®-componente de la ecuacion del Lem&.10es0 =
2\ = B,)Ad, X — (24 A\6,)¢,X. Si2\ — 3, = 0 entonces) = 2+ A3, = 2+ 2)%, lo que es
imposible. Asi,

Lema 1.8.15.SiX € ©® conAX = )X, entonces

2A=0,#0 y Ap, X =X\, X con )\, =

2)‘_By

Ahora reemplacemo&” por ¢, X . Entonces, l&0-componente de la ecuacion del Lema
1.8.10con indice uno e8 = (2A2A3 — (s + A3) — 2)p3 X — 2020 X . Aplicandog, a esta
ecuacionp = (2XA3 — a(A2 + A3) — 2)p1 X + 20X . Asi obtenemos

Lema 1.8.16.SiX € ©® conAX = \X, entonces

OX = ¢ X Y 203 —a(Aa + Ag) =0

ng = —gle Yy 2/\2/\3 — OZ()\Q + /\3) —4=0.

Supongamos ahora qué satisfacer.X = ¢; X entonces, |&-componente de la ecuacion
del Lemal.8.10con indice uno e\ — a)A¢p1 X = (4 + \a)¢p1 X. Si2\ — a = 0, entonces
0 =4+ Mo =4+ )\?, lo cual es imposible. Asi, obtenemos

Lema1l.8.17.SiX € D conAX = AX yo¢X = ¢, X, entonces

4+ o
2\ — «
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A partir del Lemal.8.16deducimos

A4+ B2f33) + 2(B2 — B3)
(4 + B2f33) — 2X(B2 — )

A1 X = Aprps X = (N3)20203X = 01X

A4+ B233) — 2(B2 — Bs)
(4 + B2B3) + 2X(B2 — f3)

AP1 X = —Adspa X = —(A2)30302X = 01 X.

Comparando estas dos ecuaciothes 5,33 = 0 0 5, = (3. Supongamos en primer lugar
que4 + (253 = 0. Entonces, por el Lema8.14 o # 0y, fs, 3 son dos soluciones de la
ecuacion cuadraticar? + 122 — 4a = 0. Si X satisfacerX = —¢; X entonces$, X satisface
PP X = P12 X. Asi, podemos elegiX de manera queéX = ¢;X. Del Lemal.8.17y la
eauaciéon posterior derivamos

4+
2\ — «

1
— 01X =Ad X = 91 X

Por lo tanto,\ es una solucién de la ecuacién cuadrétied + 6z — o = 0. Se sigue que
2\ es una solucién dex? + 12z — 4o = 0 y debe coincidir por lo tanto cofi, 0 conf3s, lo
gue contradice el Lema8.15 Asi, hemos probado

Lema 1.8.18.5, = 5 =: 5.

El Lemal.8.14implica ques esuna solucién de la ecuacion cuadratia— ax — 2 = 0.
SeaX € ® con AX = M\X. El Lemal.8.16muestra quelyp; X = Ao, X. Asi, los subespa-
cios propios ded|p son ¢ -invariantes. Ademas, st satisfacepX = ¢, X entonces, por el
Lemal.8.17 \ es también una soluciéon dé — ax — 2 = 0. Por otro lado, del Lema.8.16
y 1.8.18se sigue que\, = A3. Pongamosy := A; = 3. Por el Lemal.8.16 satisface
u(p —a) = 0y, asi,u € {0,a}. SiA = p entonces el Lema.8.15implica que\ esuna
solucién der? — pux + 2 = 0 lo cual es imposible para = 0y contradice\? — a\ —2 = 0
paray = «. Por lo tanto\ y 3 son soluciones distintas dé — ax — 2 = 0, esto es,

A,ﬁe{% <ai\/m>},)\;£ﬁ.

Asi, A\ = —2y, usando de nuevo el Lema3.15se prueba que = 0. Resumiendo

Lema 1.8.19. 4|5 tiene exactamente dos valores propios distinkogy. con idéntica multipli-
cidad2m — 2y los subespacios propios correspondieriftey 7}, satisfacen

T\ C {X|XL1H¢ JX = J X},
T, C {X|XL1HE, JX = —J, X}

Tenemos qug = 0y, ademas, qua y 3 son las distintas soluciones de la ecuacién- oz —
2=0.
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Las anteriores inclusiones son en realidad igualdades ya que son espacios vectoriales de la
misma dimensioén. Como en el caso en gued deducimos de manera analoga que

grada = £(a) y 0=¢(a)g((Ad+ 9A)X,Y).

Supongamos qud¢ + ¢A = 0 en algun puntp € M. Entonces, ep, usaremos la;-
invarianza dél’, para deducingX = ApX = —pAX = —A¢pX. Esto implica\ = 0, que es
imposible por el Lemd..8.19 Asi, A¢ + ¢A es no nulo y, por lo tantg(«) = 0. Asi, a es
constante e/ y, por el Lemal.8.19 M tiene curvaturas principales constantes.

De A\ = —2 vemos que\ y (5 tienen diferente signo. Podemos elegir el normal unitario
N de manera qug sea positivo, por ejempl8 = /2 cot(v/2r) conr € (0,7/+/8). Usamos
el Lemal.8.19para calculan = v/8cot(v/8r) y A = —2/8 = —/2tan(y/2r). Con esto
acabamos de demostrar el siguiente

Teorema 1.8.20.Sea M una hipersuperficie real dé&,(C™"2). Supongamos qud® C
D, A = af y € € D, SeaJ, € J la estructura casi hermitica tal qué N = J,N. En-
tonces,M tiene tres (si- = 7/21/8) 0 cuatro (en otro caso) curvaturas principales constantes

distintas
o = V8cot(V8r), B =v2cot(v2r), A= —v2tan(v/2r), p =0

conr € (0,7/+/8). Las correspondientes multiplicidades son
m(a) =1, m(B) = 2, m(\) = 2m — 2 = m(y)
y, para los correspondientes subespacios propios tenemos

T, = RE = RJN,
Ty = C+¢ = CHN,

Ty = {X|X1H¢, JX = J, X},
T, = {X|X1H¢ JX = -], X}

Parap € M denotemos por, la geodésica e, (C™?) tal quec,(0) = py ¢,(0) = N,y
por F' la aplicacién diferenciable
F: M — Go(C™2), p e cp(r).
Geométricamenté” es el desplazamiento d& a distanciar en la direccion del vector

normal N. Para cada € M la diferencialdF, de F' enp puede ser calculada por medio de
campos de Jacobi de la siguiente forma

dFy(X) = Zx(r)

dondeZx es el campo de Jacobi a lo largogeal queZx (0) = X y Z%(0) = —AX. Usando
la descripcion explicita del operador de Jacobi para el caso erifjue JN dada al final del
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apartadal.7 de este mismo capitulo y del operador de Weingartef/d#gedo en el Teorema
1.8.20anterior tenemos que

(cos(v8r) — % sin(v8r))Ex(r), sX €T,
Zx(r) =19 (cos(v2r) — %sin(ﬂr))EX(r), SsXeT,yke{a\}
Ex(r), siX €T,

dondeEx denota el campo paralelo a lo largogldal que Ex (0) = X. Asi, el nucleo delF’
esT, ®Ts; = RJN & CtN = JN. Por lo tanto,F' tiene rango constante igual a dify @
T,) = 4m — 4y, localmente es una sumersion de una subvariégiale G»(C™*2). Como
Ty @ T, = (HN)* es cuaterniénicaB es una hipersuperficie cuaterniénica@gC™2) y,
por lo tanto, totalmente geodésica. Las Unicas hipersuperficies cuaternionieg€£de?) son
los abiertos de uné@,(C™"') totalmente geodésica d& (C™*2). Con esto tenemos que es
un abierto de un tubo de radicssobre unai,(C™!) totalmente geodésica d&,(C™*2) con

lo que hemos probado el siguiente

Teorema 1.8.21.SeaM una hipersuperficie real d€',(C™"?) tal que AD C D, A = af,y
¢ € ©+. EntoncesV es un abierto de un tubo sobre uta(C™ ") totalmente geodésica de
GQ(Cm—I—Q).

Si¢ € D, el vector unitariaV es un vector tangente singular@e(C™*2) de tipoJ N LN
(véaseq]) y los vectores, &1, &2, &3, 0&1, 0&2, €3 SON ortonormales.

PoniendaX = ¢, en el Lemal.8.10resulta) = (26, —a)Ad&, — (4+af,)pE,. Si2p, = «
entonced) = 4 + aff, = 4 + 2%, lo que es imposible. Por lo tant®3, — a # 0. Insertando
X =¢enellLemal.8.10

0= (2C¥ - ﬁl/)A(bllf - (4 + O[/Bl/)(bllf - (Bu - 6u+1)%z+2(€)€1/+1
+ (B0 — Bos2)@u11(§)Eu+2-

Comog, ¢ = @€, es perpendicular§, .1 y &, » podemos concluir

Lema 1.8.22.
d+aB, 4+ap,

Z/BV_C(—QOZ_ﬁI/.

A(bgl/ = 71/@551/ convy, =

En particulard + a5, =00a = j3,

De nuevo, a partir del Lemas.1q paraX = ¢,§ = ¢¢,

0= (27u - ﬁV)A¢V¢M€ - (2 + ﬁl/’}%)qﬁu(bug
- (BV - BV+1)QV+2(¢/L§)§V+1 + (BV - 6V+2)qu+1 (¢u§)§v+2
+ 26u,u§ - 26u+2,u¢€u+1 + 25u+1,u¢§l/+2-

Poniendor = i tenemos qu® = (27, — 5,)A¢ — (4 + B,7.)€. Si B, = 24, entonces
0 =4+ 8,7 =4+ 272 lo cual es imposible. Asi, comparando cét = o obtenemos
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Lema 1.8.23.Para cadav
a_4+&%

Q/YV - By.

Tomando como indicg = v + 1 obtenemos®) = (27,11 — 5,)Ad,126 — BuYus10,496.
Si B, = 27,41 entonced) = B,7,41 Y, asi,p5, = 0. El Lemal.8.22y 5, = 0 implican
a = —a/2Yy, asi,a = 0 lo que contradicer = 2/, # 0 en el Lemal.8.23 Asi tenemos que
27,41 — B, # 0y, por lo tanto,

Lema 1.8.24.Para cadav
Bl/YV—}—l

Y42 = 57— 5 -
" 2941 — B

Usando sucesivamente el Leth&.22 el Lemal.8.24y de nuevo el Lema.8.22

4 + aﬂu-}—Z =~ o BVIYV-FI o 4 + Bu + aﬁuﬁu-{-l
a0 Tv+2 = -
261/-1—2 -« - 27u+1 - Bu 8 + aﬁu + 2a6u+1 - QBVBV—f—l

y, por lo tanto,

(0 = 8)By(Bos1 + Bur2) + 207 Bus1Byso
- 4a6u6u+16u+2 - 8a(6u + By—l—l + By+2) - 32

Restandole la ecuacién que se obtiene reemplazammw v + 1 obtenemos) = (a? +
8)(By+1 — Bv)Bu+e. Como antesp, ., = 0 conduce a contradiccion. Por lo tant8), 5, 5
deben de ser iguales, pongamos por ejmplo= 5, = (3 =: (. El Lemal.8.22muestra
también queyy, 72, 3 sSon iguales, pongames = v, = 73 := . Del Lemal.8.24obtenemos
enoncesy(S — v) = 0. Supongamos en primer lugar gde= v. Por el Lemal.8.22tenemos
gue, o biena = 3, o bien4 + o5 = 0. En el primer caso resulta= S = ~, lo que contradice
el Lemal.8.23 En el segundo cas®= v = 0 del Lemal.8.22 lo que contradice + o = 0.
Por lo tanto 5 # ~y, asi,y = 0. Asi pues, tenemos

Lema 1.8.25.Para cadav, AS, = ¢,y A¢E, = 0, dondefs queda determinada mediante
4+ af =0.

Ahora, seaX un vector principal dé/ ortogonal aR¢ B JEDJJE, asiAX = A X. El hecho
de queX sea ortogonal &¢ @ J¢ @ JJE significa queX € (HCE)L. Entonces, el Lema.8.10
implica0 = (2\ — B)A¢, X — (2 + B¢, X. Si 3 = 2\ entonced) = 2 + A = 2 + 2)?,
lo cual es imposible. AsR\ — 5 # 0y Al;x = plyx conp = 2152 Reemplazandd por

-3
¢1 X resultad|sy, x = 2415, . Comop, X € JX NI X, obtenemogs = gﬁg y, COMO

2p—p
X € J¢1 X estoimplicgu = Ay, asi,\ = 22 Asi, tenemos

Lema 1.8.26.A|mc,)- tiene, al menos, dos valores propios distintos, cada uno de los cuales es
una solucién de?— 3z —1 = 0. Los correspondientes subespacios propios son cuaterniénicos.
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ParaX como antes deducimos del Leme&B.12la ecuacion) = (2\ — a)A¢X — (2 +
a))¢X. Fécilmente se ve quB\ — o # 0, por lo queA¢X = pu¢pX conp = 22 Por el
Lemal.8.26sabemos que? — B — 1 = 0. Siu = ) entonces la férmula anterior implica
A —al—1=0y,asi,\ # 0y a=3,loque contradicé = 4 + o3 en Lemal.8.25 Por lo

tanto, ha de sen # \ 'y, junto con el Lema..8.26concluimos

Lema 1.8.27. Afpcg): tiene dos valores propios distintosy x4 que son las soluciones de
z? — Bz — 1 = 0. Los subespacios propios correspondierftey 7, verifican
IN=T\,31, =T, JI\ =1,.

En particular, la dimension cuaterniénica de G,(C™*?) es par,m = 2n.

Como¢ € © sabemos de la demostracion del Leima 12que

grada = {(a)¢.

Asi, para el Hessiano deobtenemos

hes§(X,Y) = g(Vxgrade,Y) = g(Vx&(a)s,Y)
= X(&(@)n(Y) +&()g(VxE,Y)
= X(§(a))n(Y) + &(a)g(¢AX,Y).

Por simetria del Hessiano esto implica

0= X(&(e))n(Y) = Y (§(a)n(X) + &(a)g((Ag + pA) X, V).

ParaX = ¢ tenemosy’ (£(a)) = £(£(a))n(Y). Insertando ésta y la correspondiente ecua-
cion paraX en la ecuacion previa

0=¢(a)g((Ad +9A)X,Y).

Supongamos qude + ¢A se anula en algun pungode M. Entonces, e, paraX €
(HCE)* con AX = A\X obtenemosi¢pX = —\¢X. Pero, como\ es una solucion de? —
fr—1 =0y S # 0, el numero—\ no puede ser una solucién de esta ecuacion, lo que
contradice el Lema.8.27 Por lo tanto, ha de set¢ + ¢A # 0 en cada punto dé/. Esto
producet(a) = 0, asi, gradv = 0, esto esq es constante sobre. Se sigue del Lema 8.25
y Lemal.8.27que todas las curvaturas principalesidesan constantes. Como = 4 + af
tenemos qued # 0. Sin pérdida de generalidad podemos supgher 0. Entonces, existe
r € (0,7/4) tal quef = cot(2r). Entonces) = 4 + o5 dacv = —2 tan(2r). Las soluciones de
r? — Bz — 1 = 0 son entonces = cot(r) y 4 = — tan(r). Con todo esto, hemos demostrado
el siguiente

Teorema 1.8.28.SealM una hipersuperficie real d€',(C™"2). Supongamod® C D, AS =
af y £ €D. Entonces, la dimension cuaternidnicade G, (C™?) es par,;m = 2n 'y M tiene
cinco curvaturas principales constantes distintas

a = —2tan(2r), 5 = 2cot(2r),y = 0, A = cot(r), u = — tan(r)
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conr € (0,7/4). Las correspondientes multiplicidades son
m(a) =1,m(8) =3 =m(y),m(A) = 4m — 4 = m(u)
y los correspondientes subespacios propios
T, =R, T =3JE, T, = 3¢, 1\, 1,
donde

IhNoT,= (HCE)E, 3Ty = Th, IT,=1T,, JI\="1,.

Ahora definimos:,, F, Zx y Ex como en el caso anterior. Usando la descripcion explicita
del operador de Jacobi para el caso en.ge_J/N dada al final del apartado’de este mismo
capitulo y del operador de Weingarten gie dado en el Teorema 8.28anterior tenemos que

cos(2r) — Esin(2r)) Ex(r), siX e€T,yke {a, 8}
Zx(r) = cos(r) — ksin(r)) Ex(r), SiXeTyyke{\u}
Ex('f’ , SiX € T,y.

Asi, el ndcleo delF esT; &T) = JN @ Ty y F tiene rango constante igual a dify &7, ¢
T,) = 4n. Por lo tanto, localmenté; es una sumersion sobre una subvariedad 4n-dimensional
B de G5(C™"?). Ademas, el espacio tangente Been F(p) se obtiene trasladando parale-
lamente(T, & T, © T,,)(p) = (H¢ @ T,,)(p) que es un subespacio cuaternionico y real de
T,G>(C™*?). Como.J y J son paralelos a lo largo dg, tambiénl(,, B es un subespacio real
y cuaterniénico dé€r(,)G>(C™*?). Con esto tenemos que es una subvariedad real y cua-
ternidnica de&,(C™*?). ComoB es cuaternidnica, es totalmente geodésica g™ 2) [1].
Las Unicas subvariedades quaterniénicas totalmente geodésicas@e*?), m = 2n > 4,
de la mitad de dimensién sk, (C"2) y HP™ [4]. Pero solament&l P" estd embebido en
G (C™*2) como subvariedad real. Asi concluimos giiees un abierto de uRlP" totalmen-
te geodésico e, (C™2). La rigidez de las subvariedades totalmente geodésicas finalmente
implica queM es un abierto de un tubo de radisobre unHP" totalmente geodésico en
G (C™*?). Tenemos probado entonces el siguiente

Teorema 1.8.29.SealM una hipersuperficie real d€'»(C™"?) tal que AD C D, A = oy
¢ € ©. Entoncesmn = 2n y M es un abierto de un tubo sobre hP" totalmente geodésico
deGQ(@erz).

Para finalizar, tenemos que, a partir de los Teoremag ], 1.8.29y la Proposicion..8.13
gueda demostrado el siguiente
Teorema 1.8.30.SeaM una hipersuperficie real d&,(C™*?2). EntoncesA¢ = aly AD C D
si, y sélo si,
(A) M es un abierto de un tubo sobre una totalmente geodési¢c@™ ') de G, (C™*?), 0

(B) m es par,m = 2n, y M es un abierto de un tubo sobre un totalmente geoddsied en
G2(@m+2)_






Capitulo 2

Respecto al operador de Jacobi
estructural R

Sea(M, g) una variedad riemanniana. Un campo de vectbreso largo de una geodésica
~ en una variedad riemanniané se dice urcampo de Jacolsi satisface la siguiente ecuacion
diferencial

=2 Sy
V.U + R(U, %)y =0

dondeV, y R denotan, respectivamente, la derivada covariante del campo de vectares
lo largo de la curvay en M y el tensor de curvatura de la variedad riemanni@ag). Esta
ecuacion se llama ecuacion de Jacobi.

Para cada& € T'M, definimos el operador de Jacobi asociado a dicho véttoomo

Rx(Y) = R(Y, X)X

paraY € TM que resulta ser un endomorfismo autoadjunto del fibrado tan@etele M,
es decir, el operador de Jacobi satisfabe € EndT'M y es simétrico en el sentido de que
J(Rx(Y),Z) = g(Rx(Z),Y) paratodaX,Y € TM.

El campo de vectores estructutatle una hipersuperficie redl’ de G5(C™2) lo llama-
remos campo de vectores Reeb. Si este campo de vectores es invariante por el endomorfismo
de Weingarten diremos que es una hipersuperficie Hopf. En este caso, las curvas integrales
del campo de vectoregsson geodésicas (véasg)] Ademas, el flujo generado por las curvas
integrales del campo de vectores estructfigra hipersuperficies Hopf d&,(C™*?) se llama
flujo Reeb geodésico.

A partir de la expresionl(3) del tensor de curvatur® de una hipersuperficie redl/ de
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G (C™*2) se obtiene el operador de Jacobi estructural

Re(X) = R(X, §)¢
= X — U(X)S - Z{%(X)fu - n(X)Uu(f)fu

139(6,X, )06 + 1, (€)6,6X )
FaAX — n(AX)Ag

dondea denotag(A¢, £) y X un campo de vectores tangenté/a

2.1. Operador de Jacobi estructural conmutativo

Brozos-Vazquez y Gilkeyd] probaron que para una variedad riemanniéha g) de di-
mensionm > 3, si Rx Ry = Ry Rx paratodaX,Y € TM entonces, la variedad es llana y, si
ocurre lo mismo par¥, Y ortogonales entonces, la variedad tiene curvatura seccional constan-
te. Lo que deducimos entonces de aqui es que no existen hipersuperficies réales"de)
tales que cualesquiera dos operadores de Jacobi conmuten. Lo que vamos a estudiar aqui es
una condicién mas débil. Diremos que una hipersuperfitide G, (C™2) tiene operador de
Jacobi estructural conmutativo si este operador conmuta con cualquier otro operador de Jacobi
definido sobrel/, esto esR:Rx = Rx R paratodaX € T'M. Asi, obtendremos el siguiente

Teorema 2.1.1.No existen hipersuperficies reales @g(C™"?) que sean Hopf y que tengan
operador de Jacobi estructural conmutativo si, o bien la component® erbien la compo-
nente e+ de¢ es A-invariante.

En primer lugar, empezaremos demostrando que, bajo nuestras hipétesis; @tien o
bien¢ € ©.

Antes de empezar daremos un lema que serd utilizado a menudo a lo largo de esta tesis. Sin
pérdida de generalidad podemos supagnern( X)X, + 1(£1)& con Xy € © unitario.

Lema 2.1.2.SeaM una hipersuperficie real dé&/,(C™*?) que sea Hopfa = g(AE,¢) la
curvatura principal de& y tal quen(Xg)n(&;) # 0. Entoncesq # 0y

»Xo (2.1)

Demostracion.Como

0=
= ¢(n(Xo)Xo +n(&1)é1)
= n(Xo)pXo + n(&1)P1(n(Xo) Xo + n(&1)&1)

entonces
¢Xo = —n(&1) 91 Xo. (2.2)
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Por la Proposicion.8.11, usando que por hipotesisX, = aXj, resulta
aAp Xy + ?9Xo — 20 A9 X + 20 Xo = =21 (€)$1.Xo + 47°(Xo)n1 (€) 91 Xo. (2.3)
Poniendoa = 0 en (2.3) llegamos a contradiccion pue$X,)n(&) # 0, luegoa # 0.
Teniendo en cuenta entoncésd) y (2.9) resulta

2 2
ApXy = a® +4n*(Xo)

¢ Xo.
U

Observacion 2.1.3.A partir de este resultado, sin mas que tener en cuentd,(se deduce
que

Ap1 Xo =

o+ 4;72()(0) 61 Xo. (2.4)

Lema 2.1.4.SeaM una hipersuperficie real d&',(C™*2) que sea Hopf y tal que, o bien la
D-componente, o bien [@+-componente dé sea A-invariante. Sk Rx = Rx R, para todo
X € TM entonces, o biea € D+, o bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= n(X,)Xo+7(&1)& conXy € © unitario. Si,
o0 bienn(Xjy), o bienn(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostracion del Pemzanterior tenemos que # 0.

DefinamosRyy = %(RXJFY — Rx — Ry) para todoX,Y € TM. Por hipotesis estos
operadores conmutan céty. Ademas Ry y(Y) = —1 Ry (X). Asi pues,

0= Ryg(Re()) = —5 RA(X)

para todoX € T'M. Por otro lado, al sefz, autoadjuntoRg = 0 implica queR; = 0y,
entonces,

0= Re(X) = R(X,6)¢ = X = n(X)E = Y {m(X)& = n(X)mu()&, + 39(6,X, €)$,€

+1u ()G X} + aAX — a’n(X)€
paratodaX € T'M. PoniendaX = &;

3
0= Re(&1) = & —n(&)€ — Z{ﬁu(fl)fu — (&), (§)& + 39(6,61,£)Dué
v=1
1, (€) PPl } + A&y — oPn(&1)€

y, multiplicando escalarmente pai, € ©

0 = g(Re(&1), Xo) = —n(&)n(Xo) + m(&)n(Xo) — a’n(&)n(Xo) = —a’n(&)n(Xo)

luego, llegamos a contradiccion. O
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Veamos ahora que, $ic D+ entonces M esD--invariante.

Lema 2.1.5.Seal una hipersuperficie real d€'>(C™*?) que sea HopfR: Rx = Rx R, para
todoX € TM y¢ € ©+. Entoncesg)(AD, D) = 0.

Demostracion.Como¢é € D+ podemos suponer qde= ;. Asi,

3
0= Re(&) = & —n(&)& — & +n(&)& — 3 9(0u&i, &) du&i
v=1
— 108 + A& — o’n(&)ér.

Si ahora multiplicamos escalarmente por=

0= g(Re(&i), X) = ag(A&, X)
por lo que parar # 0 hemos terminado. Si = 0, considerando

3
0=Re(&) = 3> g(¢néi, &1)du&s — dr106 = —313(5)&s + 3n2(&i) & — d166:
v=1

resulta que, multiplicando escalarmente or0 = 2n;(&,) por lo que para = 2 tendriamos
contradiccion. m

Para el caso en quee © la demostracion general se encuentraléfh [Nosotros hemos
conseguido una demostracion mas sencilla que presentamos a continuacion.

Lema 2.1.6. SeaM una hipersuperficie real d&',(C™2) que sea Hopf y tal qué € D.
Entonceg) (4D, D+) = 0.

Demostracion.Sea®, = {X € D|X L £ ¢1&, 02, 93¢} El espacio tangente enc M
gueda descompuesto entonces como

T,M =260 =<{>® < ¢, ¢af, 93§ > BDy & DT

ParaX = ¢ € ® resulta
g(AE, ) = ag(€,€,) = 0 paratodqu = 1,2, 3.

ParatodoX €< ¢:§, p2&, ¢3¢ >, comon(§,) = 0 parar = 1,2, 3, resultaque (Ve £, &) =
—9(§ Ve, &) Y, asi

9(A9.&, &) = 9(d€u, AE,)
= _g(fz/a (bAfu)
= —9(&, Ve, &)
= 9(Ve, &0, €)
= 9(@+2(§)6v+1 — Gr1(§p) vtz + QAL §)
= g(¢VA£IU 5)
= —g(49.,¢, &)
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con lo que
g(A(ngafu) =
parau,v = 1,2, 3.

Ahora solo nos queda demostrar quel Xy, ;) = 0 para todoX, € ©,. En este caso,
comog(p,¢&1,&) = 0 paray = 1,2,3Y,

01 (0 X0) = =0 Xo + m(pXo)é1 = —¢Xo
implica
9(010X0, Ve, 1) = g(010 X0, $1AE,) = g(9Xo, AE,),

resulta que, teniendo en cuentadj da

9((Ve,Re, )Xo, &) = —Q(Afm $Xo) + 9(019Xo, Ve, &1) — g(PAE,, Xo)
(Aflafl ( Vg# X07 ) - g(AX07§1)g(v£uA§17§)
—9(PAE,, Xo) (2.5)
+9(A&1,61) ( Ve, A)Xo, & )
g(AX07€1)g(v5uA€17€)

Por otro lado, com@? A¢,, = —AE, + m1(AE,)& implica
g((blv&ugla XO) = g((ﬁAgu’ XO) = _g(Afuv XO)?
9(910&2, Xo) = 0y g(d16€3, Xo) = 0 lleva a

9(016Ve, &1, Xo) = g(91091AE,, Xo)
= —g(pp1A8.01X0)

—g(P19AE,,, $1.X0)

= _g(QbAg;mXO)

= Q(Afua XO)

Y,
9(¢1A§uaf) = 9(¢A§m§1) = g(vfu&fl) =—g(§, Vgufl) = —9(f>¢114§u)

implica g(¢1A¢,,£) = 0y, entoncesy(&, V¢, &) = 0, tenemos que

9((Ve, Re, )€, Xo) = 9(¢1V5u€1,X0) + g(010Ve, &1, Xo)
+9(A&1,6)9((Ve, A, Xo)
946, X0) (9((Ve, )6, &1) — agl€. Ve,61))
+9( A&, fl)g((vﬁﬁl)fa Xo) — g(A&y, XO)Q((V@A)@ &1).

Comog((Ve, Re, ) Xo,€) = 9((Ve, Re, )€, Xo), teniendo en cuent& () y (2.6), como

g((vﬁuA>X07 g) = g((Vg#A)ﬁ, XO)
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Y
9((Ve, A)&1,€) = g((Ve, A)E, &)

se obtiene queg(A¢,, X,) = 0. O

Ahora vamos a ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifig&y =
Rx R para todoX € T'M.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, por el Teorema() la ecuacion) = R¢ (&)
gueda

3
0= —329(%52,51)%51 — 10& + A&y

v=1

= —39(9382,&1) 9381 — P19& + A ALy
= 39(&1,61)6 — d1026 + A
= 26 + A&y

= 2§ + af&,.

Si ahora multiplicamos escalarmente gotenemos que
O=af+2
dondea = /8 cot(v/8r) y B = v/2cot(v/2r) parar € (0,7/+/8) pero,

0=24ap
= [V/8 cot(v/8r)][V2 cot(v/2r)] + 2
= 2[cot(vV/2r) — tan(v/2r)] cot(v/2r) + 2
= 2cot?(V2r) —2+2

luego
0 = cot(v/2r),

gue nos lleva a contradiccion.

En el caso de una hipersuperficie de tipo B, por el Teorema 8la ecuacion

0= Ré(fl)

da lugar a
0= adf = afé

por lo que, o bieny, o bien deberia ser nulo perey = —2tan(2r), que no se anula en
(0,7/4)y B = 2cot(2r), que tampoco se anula én 7 /4).
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2.2. Dt-paralelismo deR;
Consideremos ahora la nocion de operador de Jacobi estrudtiuparalelo, es decir,
(Vg Re)X =0,i=1,2,3 paratodaX € TM
gue es mas débil que la de operador de Jacobi estructural paralelo

(VxRe)Y =0,i=1,2,3paratodaX,Y € TM

Demostraremos el siguiente

Teorema 2.2.1.No existen hipersuperficies reales @g¢(C™2) que sean Hopf con operador
de Jacobi estructuraD-+-paralelo si, o bien l&®-componente, o bien [@-+-componente dé
es A-invariante.

A partir de la expresion de la derivada covariantegey”)
Vx(Re(Y)) = (VxRe)Y + Re(VxY)
tenemos

(VxRe)Y = (Vx§ Y)E—n(Y)Vx§
- Z {[9(Vx6.Y) = 9(Tx€,Y)n(&) = n(¥)g(V 6, )
( ) (§V7VX€>:|§V [ l/( ) - 77<Y>77u(§)] VX&/

+3
+9(Vx§m 60 + 9(6, VxO)DBY +1,(6) (V)oY +6,(Vx)Y] |

+9((VxA)E €AY + g(AVE, §)AY + g(AL, VxE)AY + n(A)(VxA)Y
—g((VxA)Y, &) AL — g(AY, Vx&) AL — n(AY)[(VxA)E + AV xE].
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Teniendo en cuenta ahora las formulas dadas en el apértadiel Capitulol, se sigue que
(VxRe)Y = —g(chX Y)§—n(Y)pAX

o Z { 9(@2(X)&r1 = @1 (X)&s2 + 0 AX V)G

—9(¢AX Y)n,(§)& — n(Y)9(qu2(X)Ei1 — @i (X)Era + 0, AX, E)E,
—n(Y)g(&. 9AX)E,

+1,(Y) [C]u+2(X)fu+1 = @u1(X)Euta + gb,,AX}

—U(Y)Uu(f) [q,,+2 (X)§V+1 - qu+1(X>€V+2 + Qﬁ,,AX]

+39(q+2(X)&11 — @1(X)Er2 + AL AX, @Y )9,€

+39(&, n(Y)AX — g(AX,Y)E)9,€

+3n,(¢Y) [ = Q1 (X)bui2€ + qui2(X)Pp 11§ + 1, (§)AX — g(AX, f)fv]
+31,(0Y ) dAX + 9(qur2(X)E0s1 — i1 (X)Ei2 + 0, AX, ), 0Y
+9(&, pAX) b, 0Y

+1,(§) [ = Qur1(X)Pui28 + quia(X)Pu1§ + 1. (§) AX

—g(AX, 6Y)&] +n (&) [, (n(V)AX — g(AX, YV)¢] |

+9((TxA)E ) AY + g(APAX, ) AY + g(AL, GAX)AY

+n(AE)(VxA)Y = g((VxA)Y, €)AE — g(AY, pAX) A
“n(AY)[(VxA)E + AsAX].

Por otro lado
3

2 (904020061 = G (V)20
e v = @ri1(X)éns)|
= Z [qm 41 (V)& = qut (X)nu12(Y)E,
(V) (@2(X)t1 = @uia (X)62)]
= Z @2 (M1 ()G = it (X2 (V)E,
12O i1 = it (XY oo

=0,

Z |:77(Y>g(§7 QV+2(X)§V+1 - q1/+1(X)€I/+2)€I/

v=1

YA (@2(X)61 = dr1(X)or2)| =0,
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> [39(= 01 (08 2(Y) + dos2(Y)Bra (), )0,

=1

<

+39(0,Y, §) (=11 (X) by y28 + qura2(X)Pu11§) | =0

3
Z[ (& @r2(X)Et1 — @1 (X)Ev+2) D0 0Y

V=

—

() (41 (X) By 207 + Gys2(X)110Y)| =0

Luego, la derivada del operador estructural de Jacobi queda
(Vst)Y = —g(@AX,Y)§ —n(Y)pAX
—Z{@Aﬂf—%mmwﬂﬁmm%AX

+3[9(00AX, 0Y)6,€ + (Y )1, (AX) 16
“n OV I(AX)E + (9 ) B0 AX |
(©)

+4m£m¢WAX—m@ﬂAKW%4+%MWMWMY}

+n((VxA)E)AY + 2n(ApAX)AY + n(AE)(VxA)Y
—n((VxA)Y)AE - g(AY, pAX) A€
—n(AY)(VxA)E — n(AY)ApAX.

Por ultimo, si ahora suponemos guiees Hopf

(VXRs)Y
9(¢AX Y)§—n(Y)pAX

—Z{ (G AX, Y )&, — 20V I GAX)E, + (Y )by AX 2.7)

+3[9(00AX, 0Y)6,€ + (Y )1, (AX) 6
06V ) (6,6AX — an(X)¢,)|

+4m,(6) [ (Y)AX = g(AX,Y)u| + 20, (9AX),0Y |

+n((VxA)EAY 4+ a(VxA)Y —a((VxA)Y)E — ag(AY, pAX)E
—an(Y)(VxA)§ —an(Y)ApAX.
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Si ahora reemplazamos X pés, « = 1, 2, 3 e Y por X, suponiendo paralelismo en las
direcciones d&+ tenemos

0= (Ve Re)X (2.8)
= —9(0AG. X)¢ —n(X)oAg
Z{ (604G, X)6 — 2(X)m,(9AE)E, + 0, (X), A&

+3 [g(aﬁuA&, 6X)0, + (X (A& 0,8
F(6X) (6,64 — an(€)6,)

+49,(€) [ (6X) A — g(AG, X)9u€] + 20, (64€:) 9,0 X |
+77((V&A>€)AX + C“<V£ZA>X - Oé((V&A)X)f - Ozg(AX, ¢A£z>€
—an(X) (Ve A)§ — an(X)APAg;.

PoniendoX = ¢

0 = (Vg Re)S (2.9)
— GAE — aAdAE,

-y |- n(e48)6,

1 (€) B A + 31, (A&) 9 — 4, (€)(€) D€ .

Ahora vamos a demostrar que, bajo nuestras hipétesis, @ e o biené € ©+.

Lema 2.2.2.SeaM una hipersuperficie real dé',(C™?) que sea Hopf(V, k)X = 0, i =
1,2,3 paratodoX € T'M y tal que, o bien la&-componente, o bien [@--componente dé
es A-invariante. Entonces, o biére ©, o bien¢ € D+,

Demostracion.Suponiendd = n(X,)Xo + 1(&1)&: con X, € ® unitario si, 0 biem(Xj), o
bienn(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos pues que ambos son no nulos.
Razonando como en la demostraciéon del Lema?tenemos quer # 0.

Suponienda = 1 en (2.9 resulta

0= (Ve Re)E
= —¢A§1 — aAPA&

—Z [ N (PA&1)E

+3771/ (Agl ) ¢V§ - 40”77/ (5)77 (51 ) ¢V§
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por lo que, al ser por hipotesigd, X, = a X, resulta
0= OZ?](XQ)(O(Agle() + 4772(X0)¢1X0)
donde hemos tenido en cuenta qué = n(Xo)p1 Xo Y 7.(01€) = 0. Asi pues, despejando

4 (Xo)
(6]

Ap1 Xo =

$1Xo. (2.10)

Por lo que, teniendo en cuenia) resulta

2
AdX, = _w

P Xo
gue, junto con.1), da lugar a
(0 + 87*(X0)) X0 = 0

con lo quen? = —8n*(X,), que nos lleva a contradiccion. O

Veamos ahora que §ic D+ entoncesM esD*-invariante.

Lema 2.2.3.Seal una hipersuperficie real dé',(C™?) que sea Hopf{V¢, k)X = 0, i =
1,2,3 paratodoX € TM y¢ € D+, Entonceg)(AD, D+) = 0.

Demostracion.En primer lugar, comg € ©-, podemos suponér = &;. Por lo tanto, sélo
resta probar que,(AX) = 0y n3(AX) = 0 para todaX € D.

A patrtir de ¢.7), multiplicando escalarmente pér
0 =g((VeRe)X,€) (2.11)
= _g((bAgzv X) - g(¢1A&, X)

3 3
= n(X)g(6 A&, €) = 3D mu(6X)g(h,dAE;, €)
v=1 v=1
3
—2) " n(pAL)g(h,0 X, €) — ag(AX, pAE).
v=1

Luego, junto con las formulas dadas en el apartadalel Capitulol tenemos
0 = g(@A&, X) + g(01 A&, X) + ag(AX, pAE;)
para todoX € ©. Parai = 2, teniendo en cuenta las férmulas dadas en el apaftaddel
Capitulo 1 resulta que
0 = 4g(pA&, X) — 2a9(APAX, &y). (2.12)
Por otro lado, poniendd = &y X € © en la Proposicion.8.11

29(APAX, &) = ag(AdX, &) + anz(AX)
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para todaX € ©.De aquiy deZ.12)

0= (o +4)g(ApX, &) + a’n(AX). (2.13)

CambiandaX por¢X

0=—(a® +4)m(AX) + a’n3(AX). (2.14)

Ponienda = 3, teniendo en cuenta las formulas dadas en el apaitadtel Capitulol

0 = dg(9Ats, X) — 209(APAX, &). (2.15)

Ademas, poniend®” = &3 en la Proposicion.8.11tenemos, par € ©

29(APAX, §3) = ag(AdX, §3) — ana(AX).

Asi, de ¢.19H
0 = (a? + 4)g(AX, &) — a’na(AX). (2.16)

CambiandaX por¢X
0= (o’ +4)n3(AX) + a®np(ApX).

De aquiy deZ.13
3(AX) = n2(ApX).

Usando £.13
0= (a*+2)n3(AX)
y, comoa? + 2 # 0
Igualmente, ded.14) y de (.16
n2(AX) = —n3(AgX)
entonces, usanda (L4)
0= (a®+ 2)n(AX).
Comoa? +2 # 0

con lo que finaliza la demostracion. O
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Para el caso en quec © la demostracion general se encuentraleéh [Nosotros hemos
conseguido una demostracion mas sencilla en el Lerma

Pa dltimo, para terminar, veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B
verifican que el operador estructural de Jacol®ésparalelo.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, por el Teorerma () considerandd € Tj
en(2.9) parai = 2 resulta

0= (VeRe)E
= —pA& — aApAL,
3

-2 [ — 1, (9AE)E, + 1, (§) P ALy + 31, (A&) € |

Como¢, € Tp resulta
Blap+2)=0
por lo que, o bien3 = 0 o bienap + 2 = 0. El casos = 0 no puede ocurrir pues =

\/ﬁcot(\/ﬁ'r) parar € (O,W/\/g). Siaf +2=0,comoa = \/gcot(\/gr),
0=aB+2=(V8cot(V8r))(v2cot(v2r)) +2
=2 |:(C0t(\/§7“) — tan(\/ﬁr)} cot(V2r) 4 2

por lo quecot(v/2r) = 0 parar € (0, 7/+/8). Lo que nos lleva a contradiccion.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, por el Teorema§ considerandd( € 7}
en (2.9, parai = 2 resulta

0= (Vg Re)E
= —¢A§2 — aAPAE

- Z [ M (PAE)E, + 3n,(A&) L |
Como& € Tpyy =0
46¢& = 0.

Pero, en este casg,= 2 cot(2r) que no se anula parac (0, 7/4).

2.3. ®-paralelismo deR;

En esta seccion consideraremos una hipersuperficiélfedg G5 (C™*?) conV xR = 0
para todoX € ©. Esta condicion es méas débil que la de paralelismo. Como en el apartado
anterior estuvimos viendo el paralelismo®rt, resulta natural estudiar ahora el paralelismo
en®. Concretamente, demostraremos el siguiente
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Teorema 2.3.1.No existen hipersuperficies reales@e(C™"2) que sean Hopf, cuyo operador
estructural de Jacobi se@-paralelo si, o bien l&)-componente, o bien [@+-componente de
¢ es Alinvariante.

Para ello, como siempre, vamos a empezar demostrando que, bajo nuestras hipotesis o bien
£ € ® obien € D+,

Lema 2.3.2.SeaM una hipersuperficie real d&',(C™ ") con operador de Jacobi estructu-
ral ©®-paralelo. Si, o bien la&®-componente, o bien I@+-componente d¢ es A invariante
entonces, o biei € D o bien¢ € D+,

Demostracion.Sin pérdida de generalidad podemos supgnet 7(Xo) Xy + 1(£1)& para
algunX, € © unitario y tanto)(.X,) comon(&;) no nulos pues, si alguno fuese nulo habriamos
acabado. Razonando entonces como en la demostracion delPlemabtenemos que # 0.

Teniendo en cuent& (1) y poniendoX = Xy eY = £ en(2.7) resulta

0= (Vx,Re)§
= —9AXo — aAdAXy — ani(§)P1 Xo + dan (§)n(Xo) b1
= —apXy — a*Ag X, — an (§) o1 Xo + 4&771(5)772X0¢1X0
= —apXy — a?Ap Xy + ap Xy — 4an?*(Xo) X
= —ala® + 49°(Xo)]| ¢ Xo — 4an* (X)X
= —a?¢p Xy — 4an*(Xo)pXo — dan®(Xo) 9 X,
= [ o’ — 8an*(Xo)] 0 Xo.

Multiplicando escalarmente patX,

0= g((Vx,Re)€, 0 X0)
= (—a® = 8an*(Xp)) g(¢Xo, pXo)
= (= o’ = 8an®(Xo))n*(&1)

ya que, porZ.2)

9(¢Xo, $Xo) = —9(¢* X0, Xo) = 1 — n*(Xo) = n*(&1).

Asi,
—a® — 8an?*(Xy) =0
por lo que
2 —a?
T =
gue nos lleva a contradiccion. O

Veamos que sf € D+ entoncesV/ es®*-invariante.
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Lema 2.3.3.Sea M una hipersuperficie real d€'»,(C™"2) que sea Hopf y tal que el operador
de Jacobi estructural €9-paralelo. Si¢ € D+ entonceg)(4AD,D+) = 0.

Demostracion.ParaX € ® resulta
0= (VxR
= —pAX — @APAX — 2n3(AX)E + 2np(AX)Es — g1 AX.

Paraa = 0, multiplicando escalarmente pgry por &3 obtenemos el resultado. &i+# 0,
multiplicando escalarmente pgy resulta

ag(ApAX, &) + 2n3(AX) = 0.

Por otro lado, por la Proposicidn8.11

29(APAX, &) = ag(AdX, &) + anz(AX).

Por lo qued = a?g(ApX, &) + (a? + 4)n3(AX). Asi

2
94X, &) = =" T2 p(AX). @17)
CambiandaX por ¢ X
— a?g(AX, &) + (o +4)n3(ApX) = 0. (2.18)

Multiplicando escalarmente pgs
ozg(AgbAX, 53) - 2772(AX) = 07
mientras que por la Proposicién3.11

29(A¢AX7 §3) = ag(Ang) 53) - QUQ(AX)u

por tanto
0= a’g(ApX, &) — (@ +4)m(AX).
Asi, ,
4
GAGX, &) = m(AX). 2.19)

Si ahora cambiamao¥ por¢X

?g(AX, &) + (o + 4)na(ApX) = 0. (2.20)



42 Respecto al operador de Jacobi estructurak,

Aplicando @.19) a (2.15) obtenemos

0= (—a?+ A ax)

y, aplicando £.17) a (2.20

C(2 + 4 2
0= (—Oz2 + %)7’]3(14)()
2 2
Como(—a? + M) # 0, puesa # 0, hemos terminado. O

o?

Para el caso en quec © aplicamos el Lem&.1.4

Ahora vamos a ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condicion
de®-paralelismo def;.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A se tieng qu®+. En este caso,
(VxRe)§ = —pAX — aAPAX — 2n3(AX)E + 2 (AX)Es — 91 AX
paraX € ®. Siahora tenemos en cuenta el Teorénia?() tomandaX; € T tenemos

(szRé)f = —pAX; — aApAX,; — 2773(AXi)§2 + 2772(AX1'>€3 — 01 AX;
= 200 X; — aNAPX.

ParaX; € T\, X; LH¢ =<&, N, &, &3>, porlo quep X; L HE. Por otro lado, como tenemos
X; € Ty, (0 X;) = ¢1(0X;). De hecho,

010X = dp1 Xi — i (Xy)€ + n(Xi)&1 = 91 X = ¢(9X;).
Por lo tanto, com@.X; € T)
(Vx,Re)E = —2)00X; — aNAGX; = =200 X; = —al?6X; = (—2) — a)})pX,.

Si (Vx, R¢)¢ = 0 entonces2\ + aA? = 0 por lo que, o bien\ = 0, 0 bien2 + a\ = 0 para
algunr € (0, 7/+/8) por lo que) = 0 no puede darse. El segundo caso da lugar a

0= [(\/gcot(\/g)) (- \/itan(\/ir))] +2

= —4cot(V/8r) tan(v2r) + 2
= 2tan?(V/2r).

Por lo quetan(v/2r) = 0 para algan- € (0, 7/+/8), que nos lleva a contradiccion.
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Por ultimo, para el caso de las hipersuperficies de tipo B tenemo$ gu® por lo que,
paraX € © tendriamos

3

(VxR = —0AX — adpAX = " [ = n(6AX)& +3,(AX)0,E .

v=1

Por el Teoremd..8.2§ paraX; € T)

3
(V. Re)§ = ~9AX; — aADAX: = | = m(0AX)E + 30, (AX:) 0]

v=1

Si (Vx, R¢)§ = 0 entonces,
0 = ApX; + aNAGX; = A\ X; + aludX; = (A + ap)pX;

por lo queX(1 + au) = 0. Pero, el casa = 0 dariacot(r) = 0 parar € (0,7/4) que no puede
ser, por lo qué + au = 0 pero

1+ap=14+ (—2tan(2r))( — tan(r)) = 1+ 2tan(2r) tan(r) = 0

parar € (0,7/4) porlo que

2 tan(r) B
Asi,
4tan’(r) = —(1 — tan®*(r)) = —1 + tan*(r)
y, entonces,

3tan®(r) = —1

gue nos lleva a contradiccion.

2.4. Invarianza del operador de Jacobi estructural

Denotaremos pof x R, a la derivada de Lie d&, con respecto & paraX € TM. El
operador de Jacobi estructural se dice invariante en la direcciott € TM si Lx R = 0.
Estudiaremos lg-invarianza defz; obteniendo una caracterizacion de las hipersuperficies de
tipo A para después, a modo de corolario, obtener un teorema de no existencia para la derivada
de Lie en general, concretamente demostraremos lo siguiente

Teorema 2.4.1.SeaM una hipersuperficie real dé',(C™*?) que sea Hopfa # 0y tal que,
0 bien la componente €d o bien la componente eB+ de ¢ seaA-invariante. SiR; es¢-
invariante, es decir, s€. R, = 0 entonces)\/ es una hipersuperficie real de tiph
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Ademas obtendremos el siguiente corolario

Corolario 2.4.2. No existen hipersuperficies reales @g(C™"%) que sean Hopfp # 0y
tales que, o bien la componente®no bien la componente eéd* de¢ seaA-invariante con
operador de Jacobi estructural invariante en cualquier direccion.

Empezaremos probando que, bajo nuestras hipotesis, ¢ Biéh o bien¢ € D+.

Lema 2.4.3.SeaM una hipersuperficie real d€'»(C™"2) que sea Hopf, o bien la componente
en®, o bien lacomponente eén* de¢ seaA-invariante yL¢ R: = 0. Entonces, o bie € D+,
o bien¢ € ®.

Demostracion.Sin pérdida de generalidad podemos supgnet 7(Xo) Xy + 1(£1)& para

X € D unitario. Si, o biem(Xj), o bienn(&;) fuese alguno nulo, ya habriamos acabado. Asi
pues, supongamos que ambos son no nulos. Razonando como en la demostracion del Lema
2.1.2obtenemos qua # 0. Teniendo en cuent& (1) tenemos que

Re(¢Xo) = 8n°(Xo)pXo + o’ X

Rg(Xo) = OZQXO — C(zT](Xo)g

Como por hipotesi = (LeRe) X = (VeRe) X — pAR:(X) + Re(¢AX), poniendoX =
Xy multiplicando escalarmente poré
9((VeRe) Xo, 91€) = 3am®(Xo)n(&1) —an’(Xo)n(&r) +4an*(Xo)n (&) +a’n(Xo)n(&) (A —a)

donde hemos puesto, al set 0, \ = &4 (Xo),

[e7

Por otro lado,
g(¢AR§(X0)a $18) = —04377(X0)"7(51)

9(Re(pAX0), $:1€) = —a’n(Xo)n(&1) — 8an®(Xo)n(&).
Asi pues, igualando

0 = —2a1’(Xo)n(&) + a’n(Xo)n(&) (A — @)
0= —2*(Xo) + aX — a® = —=2*(Xy) + o + 4n*(Xy) — o?
0 = 2n*(Xo)

lo que nos lleva a contradiccion con el hecho de suponer que onbiéy), o bienn(&;) es
alguno no nulo. O

Vamos a ver ahora que 8 R: = 0y £ € D+ entoncesV/ esD*-invariante.

Lema 2.4.4.SealM una hipersuperficie real dé'5(C™*?) que sea Hopfe # 0, LcRe = 0y
¢ € ©1. Entonceg)(4AD, D1) = 0.
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Demostracion.Como por hipotesis
0= (LeRe)X = (VeRe)(X) — 9AR(X) + Re(9AX)

tenemos que
(VeRe) X = pAR(X) — Re(9AX).

Por otro lado,
9((VeR)X,Y) = g(X, (VeRe)Y)

con lo que
9(X, (—ReAd + ApR)Y) = g(X, (9ARe — RepA)Y).

Asi pues,
(0A — AP)Re(Y) = Re((9A — Ap)Y)
para todoY” € TM. Asi, como

9(PAR(X), &) = g(0AX, &) — g(0AG10X, &) + ag(pA®X, &)
= 2n3(AX) + anz(A*X)

G(APR:(X), &) = g(AdX, &) — g(Apd19X, &2) + ag(APAX, &)
= 2 (ApX) + ang(ApAX)

9(Re(9AX), &) = 29(9AX, &) + ag(pAX, ASy)
= 23(AX) + an(ApAX)

9(Re(A9X), &) = 29(APX, &) + ag(A9X, AL)
= 2 (ApX) + ang(ApAX)

paraX € ©, resulta

2 2

ans(A2X) = any(ApAX) = %772(14¢X) + %UB(AX)- (2.21)

Por otro lado, también pard € © tenemos

9(QAR:(X), &) = —g(Re(X), Aly) = —g(AX, &) + g(d10X, ALs) — ag(AzX, )
= 2y (AX) — amy(A?X)
g(APR:(X), &) = g(AdX, &) — g(Apd19X, &3) + ag(APAX, &)
= 2n3(ApX) + anz(ApAX)
9(Re(9pAX), &3) = 29(9AX, §3) + ag(dAX, AL3)
= —2n(AX) + ans(ApAX)
9(Re(ApX), &) = 29(AdX, &) + ag(AdX, ASs)
= 213(ApX) + ang(ApAX)

luego,

2 062

any(APX) = Tomp(AX) = Sm(A6X), (2.22)
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donde hemos utilizado que, pafac D+ y X € D, Re(X) = X — 10X + aAX y, para
£ € D Re(&) = 26 + aA& Y Re(&3) = 265 + aA&s. Ademas, por la Proposicién8.1],
paaX cDyéec Dt

2n9(AQAX) = any(A9X) + anz(AX)
2n3(A9AX) = anz(AgX) — any(AX).

Por otro lado, para todd € ©
a? a?
9((VeRe)&2, X) = E(a)ma(AX) — 7772(A¢X) + 7773(14)()
9(PARe(&2), X) = 29(p A&, X) + 049(@4252, X) = —2mp(A9X) — 04772(A2¢X)
9(Re(9AL), X) = g(¢A&, X) — g(0AL, 919X) + ag(9AL, AX)
= —21p(A9X) — anp(A9AX)

luego,
§(a)m(AX) = 042772(A¢X) - (1772(A2¢X) (2.23)
9(9AR(&3), X) = —2n3(A9X) + ang(A*¢X)
9(R£(¢A€3)7X) = —2773(A¢X) - 04773(A¢AX)
es decir,

E(a)ns(AX) = o’z (ApX) — ams(A*9X). (2.24)

Comoa # 0, sié(a) = 0, a partirde 2.239 y (2.24) obtenemos®n, (Ap X ) = any(A%2¢X)
para todaX € ® y, entonces, cambiand® por ¢ X

o’y (AX) = any(A*X).

Analogamente, a partir de
’n3(ApX) = —anz(A%¢X)
para todaX € ®, obtenemos

o’n3(AX) = —anz(A%X).

Si ahora tenemos en cuenta esto junto con las formulas)(y (2.27) resulta

o? o?
—042773(14)() = 7772(A¢X) + 7773(14)()

luego,
2 2

0= %772<A¢X> + (% +2)n3(AX)
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g 9 a? a?
« UQ(AX) = ?ﬁz(AX) - 7773(A¢X)-
Por tanto
a? 9 a?
0= (7 —a )772(AX) - ?773(14¢X)-
Asi, paraan 0y X € ©
0 = na(AdX) + 3i3(AX)
0 = —m(AX) + 3n3(A9X)
m2(AX) = 3n3(ApX)
y

0= —mp(AX) — n3(A9X)
m2(AX) = —n3(A¢9X)
luego,n:(AX) =0y n3(AX) = 0 para todaX € D©.

Comoa # 0, sié(a) # 0, sustituyendod.29y (2.27) en .29 y (2.24)

0[2 2

E(a)n(AX) = 7772(A¢X) - %UB(AX)

0[2

E()m(AX) = SaP(A6X) — Sm(AX)

para todaX € ©. Si ahora cambid por¢X

o? o?

E(a)ne(AdX) = —7772(14)() - 7773(A¢X)

042

E(a)nz(ApX) = ga2772(A¢X) - 7773(14)()

para todoX € 9. Teniendo en cuenta el sistema formado por estas cuatro ecuaciones con
incognitas), (AX), n3(AX), n(ApX) y n3(ApX), el determinante de la matriz de coeficientes
8

es,o‘Z + 20 (E(@)) + (£(@))" # 0. Asi,p(AX) = 0y n3(AX) = 0. 0

En el caso en que € © la demostracion se sigue del Lema.a

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo B no cumpléz = 0. Si fuese cierto, ya
vimos anteriormente que

Re(0AX) — Re(ApX) = 9AR(X) — ApRe(X).

SitomamosX = &, la ecuacion quedaria asi

Re(9A&) = dARe(&1) — AdRe(&1)
BRe(061) = dARe(&1) — AdRe(&1)
—2B¢¢; = afot,
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con lo que—2 = «af dondea = —2tan(2r)y f = 2cot(2r) parar € (0,7/4), lo que nos
llevaria a contradiccion. Esto nos da ademas que las hipersuperficies de tipo B no verifican que
LxRe =0 paratodaX € T'M.

Tampoco las hipersuperficies de tipo A verifican 2, = 0 para todaX € 7'M ya que, de
ser cierto, deberia ser

(Ve Re)&2 = V(e & — Re(Veu&s)
y, multiplicando escalarmente pér

9((VeRe)&, &) = g(&, (Ve Re)€) = —B(aB +2)
9(VRe(e2)83,€) = Blaf +2)

luego,

BlaB+2)=0.

El casos = 0 no puede ocurrir ya qué = v/2cot(v/2r) parar € (0,7/v/8). Por otro
lado, sia8 + 2 = 0 dondea = v/8 cot(+/8r), r € (0, 7/+/8) tendriamos

0 = af + 2 = 2{cot(V2r) — tan(v/2r)} cot(vV2r) + 2
luego,cot(v/2r) = 0 parar € (0,7/+/8), lo que nos llevaria a contradiccion.

Sin embargo, las hipersuperficies de tipo A si cumpleR: = 0. Como vimos anterior-
mente, la ecuaciof; R, = 0 equivale a

Re(0AX) — Re(ApX) = 9AR(X) — ApRe(X)
para todaX € T'M.
Trivialmente se cumple patd = £ = &;.

ParaX = & tenemos

BRe(0€2) — Re(Ada) = dAR:(&2) — ApRe(&2),
—BRe(&3) + Re(A&3) = ¢AR(&2) — ApRe(&2),
—BRe(§3) + BRe(&3) = 9AR:(&2) — AdRe(&2),

)

PAR¢(&) = APRe(&),
A28 + aBSs) = AP(28 + afsy),
280 + af* by = 2A0E + af AP,

—20& — af?Es = =268 — oS

De forma analoga se comprueba que péra £; también es cierto.

Sea ahor&X; € Ty, i =1,...,2(m — 1). El espacidl, cumple quep)X = ¢, X para todo
X € T\. Ademas,[T) es invariante pon, es decirgT, C T) ya que, paraX; € T\, X, =
01X;. Asl, 0o X; = ¢*X; = =X, Y 010X, = 91X, luegopg X; = ¢19X;.
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De forma analoga se prueba dliges invariante pop. Asi pues, par& = X; tenemos
AR¢(¢Xi) — Re(A9X) = dAR(X;) — ApRe(X;)
2APX; + aX?0X; — ApX; — aX?0X; — Ao X; = 200X + aX?0X; — 200X, — aN?oX;

luego, se cumple la ecuacion. De forma analoga se da la valideXpara;; € 7),.

2.5. Hipersuperficies reales para las quU&; R = V¢ R;

Veamos ahora otro resultado de no existencia de hipersuperficies reéleq(tie™) bajo
una condicion de igualdad de las derivadas de Lie y covariante respectd;ailes 1,2, 3.
Concretamente

Teorema 2.5.1.No existen hipersuperficies reales@gC™ ) que sean Hopf tales que, o bien
la componente e®, o bien la componente eéd de¢ seaA-invariante yL¢, Re = V¢, Re.

Para ello, vamos a empezar viendo que bajo nuestras hipotesis, 6 ke, o bien
£e?.

Lema 2.5.2.SeaM una hipersuperficie real d€',(C™2) que sea Hopf, o bien la componente
en®, o bien la componente ed* de¢ seaA-invariante yL,, Re = V¢, Re. Entonces, o bien
£ €D, obiené € D.

Demostracion.Sin pérdida de generalidad podemos suponergae;(Xo) Xy + n(&1)& con

X € D unitario. Si, o biem(X,), o bienn(&;) fuese alguno nulo, habriamos acabado. Supon-
gamos entonces que ambos son no nulos. Razonando como en la demostracién del lema
resulta quev # 0. Teniendo en cuent& (1) tenemos que

Re(9Xo) = 810 (Xo)dXo + ¢ X,.

Como por hipétesis
Le;Re = Ve, R
entonces,
—Ve.x)& + R:(Vx&) =0.

Paras = 1y X = ¢, multiplicando escalarmente poX, queda

9(Re(Ve&a), 9Xo) = 0
por lo que, teniendo en cuenta?) y las formulas dadas en el apartaid& del Capitulol
g(vgfh 8% (Xo) o Xo + C¥2¢X0) =0,
8an*(Xo)g(p1Xo, 9Xo) + a’n(Xo)g($1 X0, $Xo) = 0,
—8an’®(Xo)n(&1) — a’n(Xo)n(&1) =0,
0477(X0)"7(51)( — 8an*(Xo) — 042) = 0.
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Comoa # 0 llegamos a una contradiccion.

Veamos que sf € D+ entoncesV/ es®*-invariante.

0

Lema 2.5.3.Sea)M una hipersuperficie real d&',(C™"2) que sea HopfL¢ Re = V¢ Ry

¢ € DL, Entoncesg(AD, D+) = 0.

Demostracion.En primer lugar, como estamos suponiendogge®*, podemos suponer que

¢ = & . Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposidién11

9(ADAX, &) = S9(ADX, &) + Sm(AX)

9(APAX, &) = T(AGX, &) — Tm(AX)
para todaX € ©.

Parai = 1 tenemos
gue equivale a
Re(6AX) = pAR¢(X).

Multiplicando escalarmente pgs, resulta paraX’ € ©

9(Re(9AX), &) = 29(AX, &) + ag(A9AX, &)
2 2
= 29(AX, &) + Tg(A6X, &) + Tns(AX)
9(OAR(X), &) = 29(AX. &) + ag(A°X, &),

por lo que
2 2

S9(A0X, &) + Tms(AX) = ag(42X, &).

Multiplicando escalarmente pgs tenemos que

9(Re(6AX), &) = ~29(AX, &) + ag(AAX, &)
2 2
= ~29(AX. &) + T9(APX, &) — Tm(AX)
9(DAR(X), &) = —29(AX, &) — ag(A*X, &)

por lo que resulta
2 2

T9(AGX, &) — Tm(AX) = —ag(A’X.&).

Por otro lado, para= 2 tenemos que

(2.25)

(2.26)
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equivale a
—Vg.x)é2 + Re(Vx&) =0.

Multiplicando escalarmente p@r resulta paraX’ € ©

g(vRE(X)f% §) =0,

por lo que
9(&2, pAR(X)) = 0.
Asi pues,
9(AX, &) — g(Ad10X, &) + ag(A*X, &) =0
29(AX, &) + ag(A?X, &) =0
luego,

ag(A’X, &) = —29(AX, &). (2.27)

Teniendo en cuent2 (29 y (2.27)

2 2

S9(AGX, &) + Tm(AX) = —29(AX, &)

y, entonces,
2 2

— (24 5)m(AX) = Tg(A0X . &), (2.28)

Paraz = 3 tenemos que
‘C&Rf = Vg, R

equivale a
~Vre(x)€3 + Re(Vx&3) = 0.

Multiplicando escalarmente pgr resulta paraX’ € ©

g(vRE(X)§37 5) - 07

por lo que
9(&3, pAR(X)) = 0.

Asi pues,

9(A&, X) — g(Ag10X) + ag(A*X, &) =0,
29(A&, X) + ag(A*X, &) =0

de donde resulta
ag(AzX, &) = —2¢g(A&, X). (2.29)
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Teniendo en cuent2 27) y (2.29 obtenemos
2 2

TIABK, &) — Tm(AX) = 29(AX. &)

por lo que
2 2

(24 G Im(AX) = Tg(AdX. &). (2.30)

CambiandaX por¢X en (2.29 resulta

2 2

(24 5 )m(APX) = T g(AX, &)
gue, junto con4.30), da lugar a

(2+%)?

ot
4

2(AX) = 12 (AX).

Luego, parax # 0, 175(AX) = 0. Una vez visto que,(AX) = 0 paratodaX € © se sigue
que también eg(ApX, &) = 0 paratodaX € ©. Si ahora tenemos en cuenfaid) resulta

042
(2+ 7)773(AX) =0
y, de ahi, que;(AX) = 0 para todaX € D.

En el caso de que = 0, teniendo en cuent& (27) resultan;(AX) = 0y, teniendo en
cuenta .29, n(AX) = 0 para todaX € D. O

Para el caso en quec © la demostracion se sigue del Lema.a

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo A no cumgleR, = V¢, R.. En primer
lugar, tengamos en cuenta que esta condicion equivllg ¥ x&;) = Vg (x)& luego, para

i =2y X =&, Re(Vgéa) = V)& dondeVe, & = qi(€3)8 — ¢3(63)§ + B luego, la
ecuacion quedaria

01(83)(283 + aBE3) = 2V, 6o + BV, 6o
71(&3) (285 + aBEs) = (2 + aB)(qi(&3)83 — q3(&3)€ + BE)
0= (2+apB)(—q3(&) + B)§

dondea = v/8cot(v/8r) y B = /2 cot(v/2r) por lo que o bier2 + a3 = 0 0 biens = g3(&3).

Si
O=af+2=2 [Cot(\/ir) — tan(\/ﬁr)] cot(vV/2r) + 2

entoncesot(v/2r) = 0 parar € (0,7/+/8), o que nos lleva a contradiccion.
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Por otro lado, s = ¢3(&3), considerand® ¢, = V¢, &; resulta

B = —qa(&3)&3 + (a3(83) — B)E2

que, sustituyend@ = ¢s(&;) daSé, = —ga2(&5)&s. Luego,3 = 0 pero, 5 = V2 cot(v/2r) para
r € (0,7/+/8), lo que nos lleva a contradiccion.

Para terminar, veamos que tampoco las hipersuperficies de tipo B vedfidgn= V., R;.
En primer lugar, tengamos en cuenta que esta condicion equivklevacé;) = Vg, (x)&;. Por
tanto, para = 1y X =&, R¢(V¢£) = 0 donde

V&1 = @3(§)62 — q2(§)83 + 01 AL = q3(§)& — ¢2(§)E3 + adié

luego,

Re(Ve&h) = aBgs(§)ée — afqa(§)Es + 4agi€ = 0.

Multiplicando escalarmente per¢ quedata = 0 peroa = —2 tan(2r) parar € (0,7/4),
lo que nos lleva a contradiccion.

2.6. Campos de vectores de tipo Jacobi

Sabemos que un campo de vectores Killing sobre una variedad riemanifapaes un
campo de Jacobi a lo largo de cada geodésica d8in embargo, lo contrario es falso ya que,
por ejemplo, el vector de posicion sobre el espacio eucliRlees un campo de Jacobi a lo
largo de cada geodésica H& y no es Killing. Motivados por la definicion de campo de Jacobi
a lo largo de una geodésica decimos ques un campo de tipo Jacobi sobre una variedad
riemanniand\/, g) si satisface

VxVxY +RY, X)X =0
paratodaX € T M.

Naturalmente, un campo de vectores de tipo Jacobi es un campo de Jacobi a lo largo de cada
geodésica dé/. Un problema interesante es obtener condiciones bajo las cuales un campo de
tipo Jacobi es Killing. Vamos a demostrar a continuacion que si el campo de vectores estructural
¢ es de tipo Jacobi entonces es Killing. Con esto caracterizaremos a las hipersuperficies reales
de tipo A como aquellas en ggees de tipo Jacobi. Concretamente, demostraremos el

Teorema 2.6.1.SealM es una hipersuperficie real d&,(C™*?). Si M es o bien compacta, o
bien Hopf, entonces el campo de vectores estructueal Killing.

Como consecuencia inmediata de este Teorema tenemos el

Corolario 2.6.2. Bajo las hipotesis anteriores tenemos ques de tipo Jacobi si, y solo 8
es una hipersuperficie real de tipt
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Antes de empezar vamos a calcular la expresion del tensor de Ricci pues la necesitaremos
en la demostracion. Contrayendo las variaifeg Z en la ecuacion de Gauss ) resulta

4m—1

&xz:§:}ax¢@@ (2.31)
==Mm+1®X—3MXK—3§:mCD@
+ i{(Tf 6 9)PudX — (60)° X }
—>§§;{nu(§)¢y¢)<-—>n()<)¢y¢£u}

> AT éuo)n(X) = n(d,oX)}E,

H(Tr A)AX — A2X.

Por la Proposiciéri.7.1tenemos que Tv.J, = 0,v = 1,2,3 por lo que, para cualquier
base{el, ey, Cm—1, N} deTGQ(@erz)

0=TrJJ, (2.32)

4m—1

= > g(JJer, ex) + g(JJ,N,N)

k=1

=Tr oo, — ny(é) - g(JVN, JN)
= Tr ¢¢, — 2771/(5)7

de donde Tr¢, = 21,(£). Ademas, por las formulas dadas en el aparfadael Capitulol

(000)’X = ¢y (P X — 0, (X)E 4+ n(X)E,) (2.33)
= (= 6 X + (6 X)§) +n(X) 8¢
=X - UV(X)&/ + 77(¢VX>¢V§ + 77<X)[_§ + 771/(5)5]
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Finalmente, sustituyend@.G2) y (2.39 en (2.31)

3
SX = (4m+10)X — 3n(X)E =3 n(X)&
v=1
3

+ 3 (o X = X = n(6uX) & — (X )m(€)¢]
+('Ijr A)AX — A*X

= (4m+T7)X = 3n(X)¢ — 32% £, (2.34)

+3 (&) dudX — (6 X) € — (X )0, (&)

H(Tr A)AX — A2X.

Ahora vamos a demostrar un

Lema 2.6.3.SeaM es una hipersuperficie real dé,(C™"?) tal que ¢ es de tipo Jacobi.
Entonces

—Tr A2 +4(m +1) 4zny +(Tr A)p(Ag) =0 (2.35)

Demostracion.Por ser¢ de tipo Jacobi
VxVxé+R(E X)X =0 (2.36)

para todoX € TM. Sea{ey,...,esn_1} Una base ortonormal dEM. SustituyendaX por
e, i =1,...,4m — 1 en (2.36 y sumando estagn — 1 ecuaciones tenemos, utilizando las
formulas dadas en el apartai@ del Capitulol

4m—1

Z vei¢Aei + S(é) -
=1

dondeS denota el tensor de Ricci d¢, luego

4m—1 dm—1

D (Ved)Aei+¢ > Ve e+ S(6) =0. (2.37)
=1 i=1
Utilizando las fdmulas dadas en el apartddodel Capitulol
(Ve,0)Ae; = n(Ae;) Ae; — g(Aei, Ae;)E.
por lo que, sustituyendpen (2.34)

S(E) =4(m+1) —4> 0, (§)& + (Tr A) AL — A%
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luego, la ecuacion(37) queda asi

dm—1 3

(TrA)e+6 S Vo Aei +4m+1)E 43 n(€)&, + (Tr A)AE = 0.
i=1 v=1

Multiplicando escalarmente la ecuacion anterior§obtenemos el resultado. O

Por otro lado, por la ecuacion de Codazzif tenemos que, parfes, ..., e4, 1+ base
ortonormal der’ M

4m—1

Z 9((Ve, )X, ¢e;) = (2.38)

= —(4m = 2)n(X)

3
+ 3 [9(0u X, 06) + 0o (X)Tr 66, + 29(26, X))
v=1

3

=Y 9(60X,60,) = > n(X)g(., $E.)

v=1

3 3

= _<4m - 2)”(X> - 377<X) + Zﬁu(f)ﬁu(X) + Zﬁu(Xﬂ-r (b(bu

v=1 v=1
3

= (g6 X, &) = 3n(X) + > _ (& In(X)

= —A(m+1)(X) + 2 n(On(X) + D n(X)Tr 6,

= —A(m+1)n(X) + 4> 15,(E)n.(X)

Utilizando las férmulas dadas en el apartadodel Capitulol tenemos que si

U=V =9gAL
entonces
veiU - U(Af)Aez - g(Aei> Ag)f + ¢(V61A)§ + ¢Avez§
luego,
4m—1
divU = > g(Ve,Ue) (2.39)

i=1

= (Tr A)n(Ag) — n(A%€) — g((V,A)E, dei) — g(dAei, pAe;).
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Por otro lado, utilizando la féormul& (39)

4dm—1
loA = Ag|* = 3 g((64 = Ag)ei, (94 = Ag)e:)
4:71:—11
= > g((pA - Ad)ei,e))g((0A — Ad)e;. e)
i,j=1
4m—1

= Y [9(¢Aej, &) + g(dAei, e;)] [g(dAej, €5) + g(dAes, ;)]

i.j=1
4m—1 dm—1

=2 g(pAej e)g(dAej ) +2 ) g(pAej, e)g(pAei, €;)

i,j=1 i,j=1
4m—1 4m—1

= -2 g(pAe;, Age;) +2 > g(pAe;, Ae))
j=1 i=1
4m—1
= 2Tr A% = 2(Tr An(A) +2 > g((Ve, A, ¢e;) +2div U, (2.40)
=1

Teniendo en cuent2 (39 y (2.40)

3
div U = %HM — Ag||? = Tr A% 4 (Tr A)n(A&) +4(m+1) — 4> ().
v=1

Teniendo en cuenta el Lendab. 3queda

divU = %HqﬁA — Ag|]*.

Asi pues, tenemos que

1. siM es Hopf,U = 0y, entoncespA — Ap = 0,

2. siM es compacta% / |lpA — A¢||dV = 0, por lo quep A — Ap = 0.
M

En ambos casos, conyg(X,Y) = g((¢pA — A¢)X.Y) paratodaX,Y € T'M tenemos
queL.g = 0 por lo ques es Killing y finalizamos la demostracion del teorema. Por otro lado,
comogpA = A, por [/] tenemos qué/ esuna hipersuperficie real de tipo A.

Veamos ahora que 8if es una hipersuperficie real de tipo A enton€es de tipo Jacobi,

es decir,
VxVxé+ R(E X)X = 0paratodaX € TM. (2.41)

ParaX = ¢ se cumple trivialmente.
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ParaX = & tenemos
v§2v52§ + R(f, f2)§2 =0
por lo que
Ve, 0AE + 26 + 208¢ = 0

y, entonces,
(Ve,0) A&y + ¢V, ALy + 26 + 2a3¢ = 0. (2.42)

De las formulas dadas en el apartddodel Capitulol y del hecho de qué/ esde tipo A
tenemos que

(Ve,0) A& = =%

por lo que, sustituyendo efi.(:2) y multiplicando escalarmente poresulta
B2 =2+ ap.
Comoa = v/8cot(v8r) y B = v2cot(v/2r) parar € (0,7/4/8), sin mas que hacer los

calculos vemos que se cumple la ecuacidrl]). Para el resto de casal, = &, &3, X; €
Ty, Y; € T,, el razonamiento es analogo. Con esto demostramos el corolario.



Capitulo 3

Respecto a los operadores de Jacobi,,

A partir de la expresionl(3) del tensor de curvatur® de una hipersuperficie redl/ de
G»(C™*2) obtenemos la siguiente expresion para los operadores de Jacobi asociados a la base
de la distribuciér®+ = Spar{¢,, &, &3},

Re, (X) = R(X,&)& (3.1)

3
= X —mi(X)& = 39(0X, &) — 3 g(6, X, &)
v=1

3

+ 3 g(0,06, €)(00X —n(X)E) + Y 9(6u0X, €)(n(€)E, — 6,06)

v=1

CH(E)GDX + n(X)GidEs + g(AELE)AX — g(AX, E)AE,

para cada vector tangentec T'M.

En este capitulo, al igual que hicimos en el Capitiuton el operador de Jacobi estructural
R¢, vamos a estudiar el paralelismo de los operad®gs: = 1,2, 3. Concretamente estu-
diaremos el®~*-paralelismo, es decir, el paralelismo a lo largo de la distribugén Como
obtendremos respuesta negativa a la existencia de hipersuperficies reales con tal propiedad, pa-
saremos a estudiar el paralelismo respecto a la distribucion compleménhtdembién en este
caso se obtiene respuesta negativa. Definiremos la nocion de tensor de tipo Codazzi como ge-
neralizacion de la de paralelismo y la aplicaremos al estudio de los operdtiarés- 1,2, 3.
También estudiaremos la invarianza de estos operadores, obteniendo una caracterizacion de
las hipersuperficies de tipo A, en el caso de invarianza respecto del gectomo aplicacion
del Teorema.4.1. Para finalizar el capitulo, estudiaremos una propiedad $algealdad de
las derivadas de Lie y covariante respecto del vegtgrotra sobre la conmutatividad de los
Re,,i=1,2,3conlosg;, j =1,2,3.

A partir de la expresion3(1) de los operadores de Jacadli,,: = 1,2,3 se obtiene la
siguiente para la derivada covariante de dichos operadores que nos sera de utilidad mas adelante
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para el estudio del paralelismo de dichos operadores:

(VxRe)Y = (Y, Vx€)& — m(Y)Vx& =3[ (nY )m(AX) (3.2)
—H(E)9(AX,Y) + (8, Vx&)) 66 + mi(6Y) (n(E) AX — ni(AX )¢
+¢VX&)} -3 Zizl [( = Qo1 (X)ni(Pu42Y)

+qu+2(X)Ni(Du 1Y) + 1 (V)i (AX) — m(§:)g(AX,Y)
+g(¢VK VX&)) ¢V§z + ni(¢vy) ( — Q1 (X)¢V+2§i

Hus2(X)Guns + () AX — m(AX)E, + 6,V xE) |

+ 50 (= 9(AX, 0,£0m(&) + m(AX)n(6,)

+9(Vx&i, 0.8i) — quir (X)Ni(dPu128i) + qura(X)i(ddu116:)
=1 (&)9(AX, 9&) + ni(AX )N, (0&) + 9(dudEi, V&) ddY
+77z(¢u¢€z)( - qV+1(X)¢u+2¢Y + qV+2(X)¢u+1¢Y + 77u(¢Y)AX

—g(AX, 6V )& +1(Y)6,AX — g(AX,Y)0,6) |

= S0 (= n(€)9(AX, 6,8) + m(AX)n,(66)
+9(Vx&i, 8008i) — Gui1 (X)ni(@Pu126:)
2 (X)Mi(du11&) — M (&) g(AX, ¢&) + mi(AX ), (0E;)

+9(Vx&, 0080 )n(Y )& + ni(00,€) (9(Y, pAX)E, + TI(Y)VXSV)]

+ Zi:l |:( — Qv+ (X)g(Y7 ¢¢V+2§i) + qu+2 (X>g(Y7 ¢¢V+l€i)
+9(0,0Y, Vx&))n(&)& + 9(Y. 60.&) (n(Vx&i)
F(6AX)) &+ 0(E) Vx| = Xho [ (= anr (X)m(601207)

+qu2(X)0i(Pu110Y) + M (Y )i (AX) — g(AX, oY )0 (&) + n(Y )mi(, AX)
+9(AX, Y )n(6.&) + 9(000Y, Vx&)) 0u0&i + 1i(0u0Y ) (= Gt (X) dps20&;
Fqui2(X) Do 108 + 0 (06:) AX — g(AX, ¢&:)E,

F0(E)6,AX — mi(AX)BE + 6,0V x&) | — [ (1(TxE) + mi(Tx€)) ] di0Y
+1(E) (= Gi41(X)Pi120Y + Giya(X)dir10Y +mi(9Y)AX — g(AX, 9Y)E;
(V)6 AX = g(AX,Y)6iE) | + (Y, Vx€)iot

+77(Y)( — @it1(X)Dir20&; + Gira(X)ip10&
—9(AX, 0&)6 + ¢V x & + (&) i AX — ni(AX)di€ + ¢i9V x &)
+(1:(VxAG) + g(A&, Vx&))AY + ni(AG) (VX A)Y

_ [(m((VXA)Y) + g(AY, VX@)>A§Z- 4 m(AY)VXA&}

paratodaoX,Y € T M.
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3.1. D*-paralelismo deR,

En este apartado estudiaremos la existencia de hipersuperficies realg€de?) cuyos
operadoredi,,i = 1,2,3 sean paralelos a lo largo d&"-. Mas exactamente, probaremos el
siguiente

Teorema 3.1.1.No existen hipersuperficies reales @g(C™*?) que sean Hopf y tales que
(VxRe)Y = 0,i =1,2,3, paratodoX € D+, Y € TM si, o bien la componente eD, o
bien la componente eéd+ de¢ es A-invariante.

Consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente

Corolario 3.1.2. No existen hipersuperficies reales Hopfi@g C2) tales que los operadores
Re,,i=1,2,3 sean paralelos si, o bien la componente®io bien la componente en* de¢
es A-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o diah', o
bien¢ € ©.

Lema 3.1.3.SealM una hipersuperficie real dé',(C™"2) que sea Hopf y tal que, o bien la
D-componente dg, o bien laD+-componente dg, seaA-invariante. Si(Vx Re,)Y = 0 para
i=1,2,3yparatodoX € D+,Y € TM entonces o biei € D+, 0 bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= 7( X)Xy +7(£1)& con Xy € © unitario. Si,
o0 bienn(Xjy), o bienn(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostracion del ema resulta quey # 0.

Teniendo en cuent& (4) y las férmulas dadas en el apartad@ del Capitulol tenemos,
por la ecuacién de Codazzl (),

9((Ve, 4) Xo, 01X0) = g((Vx, A&, 01X0)
= ag(Vx,&1, ¢1X0) — 9(A(Vxo1), 91X0)

1
=a? - —a(a2 + 4772(X0))
«
= —41*(X,)
Como estamos suponiendo= 1(Xy) X, + 1(&1)&1, resultag(o,¢é1,&) = 0, v = 1,2,3
y, entonces

Re, (X) = R(X,&)& (3.3)

3
= X —m(X)& — 3g(6X, &)0& =3 g(uX, &)
v=1

3

+ Y 9(60X, &)(n(&1)6, — o)

v=1

—1(1)010X +n(X)d10&1 + g(A&1, §1)AX — g(AX, 1) AL,
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Por lo tanto,

(VxRe,)Y = —g(Y, V)€ = m(Y) V& = 3| (Y )mi (AX) (3.4)
“n(E)9(AX,Y) + g(8Y, Vx€1))o& +m(6Y) (n(€1) AX — m(AX)
+0Vx&)| =30, [(— anr(XOm (@)

+qu42(X)M (1Y) + 10, (V) (AX) —n,(&1)9(AX,Y)
+g(¢VK ngl)) ¢y§1 + 771(¢VY) ( — Qv+l (X)¢V+2£1

,02(X)0s161 + () AX — m(AX)E, +6,VxE))|

+Zu 1 [ = @ur1(X)g(Y, 0Pu1261) + qur2(X)g(Y, 0y 41&1)
) —

+1 (@Y ) (AX) — g(AX, oY )0, (&) + (Y )m (0, AX) + g(AX, Y )0, (061)
+9(¢u0Y, Vx&))n(&)& + 9(Y, 06,6) (n(Vx&r)
)

+m(pAX )fu + n(&)Vxﬁy)] Zi:l [( = Q1 (X)) (Pr420Y)

+qu2(X)m(Pp+10Y) + 0, (Y )11 (AX) — g(AX, ¢Y ), (&) + n(Y)mi (6 AX)
+9(AX, Y )n(o.61) + g(¢u0Y, fol))ébuﬁbfl + 7)1(¢u¢y)( — Qi 1(X)Pu12061
+qu12(X)Pu1 1061 + 1, (061)AX — g(AX, 961)E,

()6, AX = m(AX)DE + 6,0V x61) | = | (1(V &) + m(TxE))] o190
(&) (= @2(X)P30Y + q3(X)p20Y + m(¢Y)AX — g(AX, ¢Y)&
+n(Y)p1 AX — g(AX, Y)¢1§)} +9(Y, Vx&) 106 + 77(Y)( — @2(X)P30&1 + 3(X) P20,

—g(AX, &1)& + 01 Vx& + (&) 01 AX — m(AX) 1€ + $10V x&1)
+(m(VxA&) + g(A&, Vx&))AY +m(A&)(VxA)Y

(M (VxA)Y) + g(AY, V&) ) A&y + m(AY)Vx A |
por lo que

0= 9((Vis£1)Xo, ¢1X0)
= —3ag(¢&, $1X0) — an(Xo)g(d1&, $1Xo) + ag((Ve, 4) Xo, ¢1.Xo)
= —3an*(Xo) — an*(Xo) — 4an*(Xo)
= —8an*(Xo)

y, comoa # 0, tenemos contradiccion. O
En el caso en qué € D+, como¢é = &, la demostracion de qu&/ esD--invariante
coincide con ladel Lema.2.3
Paa el caso en que € © la demostracion se sigue del Lema..a

Veamos ahora que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condicion
(VxRe,)Y =0paratoda = 1,2,3ytodoX € D+ Y € TM.
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En el caso de las hipersuperficies de tipo A tenemos que, @ks@+, podemos considerar
R, = Ry, entonces,{.7) y el Teoremal..8.20da que

0= (V&R&l)f = (v§2R€)€ = ﬁ(aﬁ + 2)53

y, entonces, o bief@ = 0 o bienag + 2 = 0. El casof = 0 no puede ocurrir ya que, como
3 = /2 cot(+/2r) para algtn- € (0, 7/+/8) entonces no puede anularse. Sea pugs- 2 = 0
dondea = /8 cot(+/8r). Tendriamos que

0=af+2= (\/g COt(\/gT’)) (\/5 COt(\/iT)) +2
= 2(cot*(V2r) — 1) +2
= 2cot?(V2r)
y, entoncesgot(v/2r) = 0 para algtn- € (0, 7/+/8), lo que nos lleva a contradiccion.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, a partir2d ¢ del Teoremal..8.28resulta

0= (Ve R, )¢
= g(93A&, 1) 93081 — q2(&2) 93061 + q3(&2) P390
+01Ve, &1 + 010V 6,6 + B(Ve, A)E
= Bo39& — q2(&2) 93081 + ¢3(§2) P390 (3.5)
+01 Ve, &1 + 010V e,61 + afols.

Como

9(01V,1,8) = —9(Ve,61,83) = =B+ ¢2(€2)9(83,€3) = —B + q2(&2)

9(010Ve,61,&2) = —9(0Ve,61,83) = 9(Ver&1, 963) = 0,

multiplicando escalarmente pgyen (3.5) nos queda = ¢2(&s).

Por otro lado, como

9(1Ve,61,83) = 9(Ver&1, ) = a3(62)

y
g(¢1¢vngl,€3) = 9(¢V5251,€2) = —g(vngl, P&2) = 0,

multiplicando escalarmente péyen (3.5) nos queda que;(&s) = 0.

Luego, con todo esto3(5) quedaria como

0= (Vg Re, ) = 01Ve,61 + 010V 5,60 + afdés. (3.6)

Si ahora multiplicamos escalarmente pg@gg, utilizando las formulas dadas en el apartado
1.8del Capitulol, tenemos

9(1 V&1, 0&2) =0
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y, COMO
9(010E3, 9S2) = g(@d163, 62) = —g(&2,&2) = —1,
$* = =L+ (&) =—& Y
9(01001&2, 962) = g(P10€3, P&2) = —1
entonces,

9(¢1¢V§251, o) = 9(¢1¢(Q3(52) — q2(&2)&3 + ¢1A€2)7 ¢52)
= —2(82)9(01083, 9&2) + Bg(9190918a, 9&a) = B — 8 = 0.

Si ahora multiplicamos escalarmented) por ¢, nos queda
af =0

luego, o biem = 0, 0 bieng = 0. Pero como en este cago= tan(2r)y § = cot(2r) para
alganr € (0,7/4), obtenemos una contradiccion.

3.2. D-paralelismo de R,

En este apartado, al haber obtenido respuesta negativa al problema sobre la existencia de
hipersuperficies reales tales que los operadores de Jagobi= 1, 2, 3 sean paralelos a lo lar-
go de® estudiaremos la existencia de hipersuperficies realés &™) cuyos operadores
Re¢,,1=1,2,3 sean paralelos a lo largo d& Mas exactamente, probaremos el siguiente

Teorema 3.2.1.No existen hipersuperficies reales g(C™"2) que sean Hopf vy, tal que
(VxRe,)Y =0, = 1,2,3, paratodoX € ©,Y € TM si, o bien la componente €d o
bien la componente en+ de¢ es A-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o diéh', o
bien¢ € ©.

Lema 3.2.2.SeaM una hipersuperficie real d&»(C™"2) que sea Hopfy tal que, o bien#-
componente, o bien I@+-componente d¢, seaA-invariante. Si(VxRe,)Y = 0,i =1,2,3
paratodoX € .Y € T'M entonces, o biefi € D+, o0 bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= n(X,)Xo+7(&1)& conXy € © unitario. Si,
o0 bienn(Xjy), o bienn(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostracion del Pemaresulta quey # 0.

Por un lado, como

(VxoRe )& = —Vx & — 3an”(Xo)¢1Xo + (&) 01V x,&1
+010V x,61 + a(Vx,A) — aVix, A&
= —Vx,& — 3an*(Xo) 91 Xo + (&) 1V xo&1 + 010V x &1 — @AV x &1,
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multiplicando escalarmente paf,

0 = 9((VxoRe, )&1, Xo)
= —9(Vxo&1 Xo) +1(€)9(61V x0€1, Xo) + 9(616V x,€1, Xo) — ag(AVx, &1, Xo).

Como por hipotesist X, = a X, teniendo en cuenta las formulas dadas en el apaitado
del Capitulol resulta que

9(Vx&1, Xo) = g(914X0, Xo) = ag(p1Xo, Xo) =0,

9(01Vx.&1, Xo) = —9(Vxo1, 01X0) = —g(01A X0, 91 X0) = —ag(p1Xo, $1X0) = —q,
9(010Vx,61, Xo) = 9(Vx&1, 001X0) = 9(01AXo, 001 X0) = ag(p1Xo, 91 Xo) = 0

y

g(Avxofl, Xo) = ag(vxofl, Xo) = 049(¢1AX07 XO) = @29(¢1X0, Xo) = 0.

Asi pues nos queda
0= —an(&)
gue nos da una contradiccion. O

En el caso en qué € D+, al seré = &, la demostracion de qu&/ es®--invariante
coincide con ladel Lema.3.3

Paa el caso en que € © la demostracion se obtiene a partir del Lema G

Veamos ahora que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifican la condicién de
paralelismo a lo largo d®.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A podemos consifferas R; y, asi, teniendo
en cuentad.d)

0= (VxRe)E = (VxRe)§ = —0AX — aAPAX — 2n3(AX)E + 212 (AX)Es — 1 AX

para todaX € ©.

Utilizando el Teoremd..8.20dado en la introduccién, pars; € 7, tenemos que, por un
lado, X; L HE =< &, J1&, Jo&, J3& >=< &, N, &, &3> luego, tambiérp X; | HE y, ademas, para
X, eT),

$1(9X;) = dp1 Xs — m(Xi)€ +n(X)& = o1 X1 = d(0X)

luego, resulta que X; € T) y, entonces,

0= (szRé)f = —0AX; — 0 APAX; — 213(AX)E + 2m2(AXG)E — 1 AX;
= =X X; — a o X; — A1 X
= 2X¢X; — a pAX;
= 200 X; — a\ 9 X,
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luego,
2A+aX’ =0

luego, o biem\ = 0, 0 bien2 + a\ = 0 para algun € (0,7/V/8).

Pero\ = 0 no puede ocurrir pues = —+/2 tan(/2r) para algan- € (0,7/+/8). Si, por el
contrario,2 + aA = 0 tendriamos

0= ((\/gcot(\/gr)) (- \/§tan(\/§r))) + 2 = —4cot(V8r) tan(v/2r) + 2 = 2 tan?(vV2r)

pero,tan(y/2r) no es nulo para € (0, 7/v/38).

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, c@gmo®, teniendo en cuenta (%)

0= (V£R£1)fl = =Vl — 3a98; — 39(d261, V£§1)¢2€1 — 39(p3éa, ngl)%fl
= +89(VeA&,6)& + B(VeA)& — 59((V£A)§1, 51)51 — BV A

y, entonces,
0= g((v§R51)fl, (bfl) = —a — 3o = —4o
pero, como en este cago= —2tan(2r) para algin € (0, 7/4), tenemos contradiccion.

3.3. Ry detipo Codazzi

En este apartado, ante las respuestas negativas a los problemas sobre existencia de hiper-
superficies reales cuyos operadores de JaBgbi = 1,2, 3 sean paralelos a lo largo de las
distribucionesd+ y © estudiaremos una generalizacion del concepto de paralelismo, la exis-
tencia de hipersuperficies reales@gC™"?) cuyos operadoreg;,,: = 1,2, 3 sean de tipo
Codazzi. En general, diremos que un teriBate tipo(1, 1) sobre una hipersuperficie redl
es de tipo Codazzi si satisface la ecuadi®iy 7)Y = (VyT)X paratodaX,Y € T'M. Pérez,

Santos y Suh4Z] han estudiado esta condicion en el espacio proyectivo aonf@mando

como tensofl’ el operador de Jacobi estructurad llegando a la conclusion de que no exis-

ten tales hipersuperficies. Para las hipersuperficies real@s(d&'2) Jeong, Lee y Suhi[]
demuestran que tampoco en este caso existen hipersuperficies reales cuyo operador de Jaco-
bi estructuralR, sea de tipo Codazzi considerando hipersuperficies Hopf tales que, o bien la
componente e, o bien la componente en de¢ sea A-invariante. Ahora nosotros, vamos

a estudiar este concepto aplicado a los operadores de Jacobi= 1,2, 3. Concretamente,
probaremos el siguiente

Teorema 3.3.1.No existen hipersuperficies reales Hopf@lg C™"?) tales que(Vx Re,)Y =
(VyRe,)X,1=1,2,3,conX,Y € TM si, o bien la componente & o bien la componente
en®' de¢ esA-invariante.

Para ello, comenzaremos viendo que, bajo las condiciones impuestas, o diéh', o
bien¢ € ©.
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Lema 3.3.2.Sea M una hipersuperficie real dé'»(C™*?) que sea Hopf, tal queV x R¢,)Y =
(VyRe)X,i = 1,2,3 paratodoX,Y € TM y, o bien la®-componente d€, o bien la
D1-componente dg, seaA-invariante. Entonces, o biehc ©+, o bien¢ € D.

Demostracion.Como¢ = n(Xy) Xy + n(&1)& con X, € D unitario. Si, o biem(X,), o bien
n(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos entg&g®;(&1) # 0. Por el
LemaZ?.1.2tenemos quer # 0.

Teniendo en cuenta qu&; = ¢:£ = n(Xo)p1 Xy, la expresion de la derivada covariante
de Re, (3.4) y las formulas dadas en el apartaddd del Capitulol resulta

9((VeRe, )&, ¢1X0) = —an(Xo) — 3am’(Xo) — an(Xo)n®(&1) + an(Xo)n* (&)
an(Xo)n* (&) — an(Xo)n* (&) + an(Xo)n®(&1)

+

(
(
—ag(Ve&i, A1 Xo)
— —an(X) — 30n°(X,) + an(Xart(Er) - 0ty )
= —an(Xo) — o’n(Xo) + an(Xo)n*(&) — o’n(Xo) — 4an’®(Xo)
= —an(Xo) — a’n(Xo) — Tan*(Xo) + an(Xo)n® (1)
Y,

9((Ve, Re, )€, 01X0) = —3an(Xo) + 3om(Xo)n* (&) + an(Xo)n* (&) — an(Xo)
+ag((Ve, A)E, ¢1Xo) — an(&)g(Ve, A&, 91Xo)
= —dan(Xo) + 4an(Xo)n* (&) — 4an*(Xo)

Como Rz, es de tipo Codazzi

9((V£R£1)517 ¢1X0) = g((vgl R, )€, ¢1X0)
y, entonces,
—am(Xo) —a®n(Xo) —Tam® (Xo) +an(Xo)n? (&) = —4an(Xo) +4an(Xo)n®(&1) — 4o’ (Xo)
luego,

0 = 3an(Xo)n*(&1) + 3an’(Xo) + a’n(Xo) — 3an(Xo)
= an(Xo) (3n*(&) + 3n°(Xo) + a — 3)
= &277()(0).

Comoa # 0, hemos terminado. O

Probemos ahora que&ic ©+ entoncesM es®-invariante.

Lema 3.3.3.Seal una hipersuperficie real dé'»(C™2) que sea Hopf, tal queV x R¢,)Y =
(VyRe)X, i=1,2,3paratodoX,Y € TM y¢ € D+, Entonceg(AD, D+) = 0.
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Demostracion.En este caso, com¢ € D+, podemos suponer que= ¢;. Asi pues, para
i =1, (VxRe)Y = (VyRe )X Yy, por lo tanto,(Vx Re)Y = (VyR¢)X. Si ahora tomamos
Y =¢y X € © resulta que

(VxRe)§ = —0AX — aAPAX — 2n3(AX)Es + 21p(AX)Es — 91 AX

y, por otro lado,
(VgRg)X = f(C()AX + C((VgA)X

con lo que

—PAX — aAPAX — 2n3(AX )& + 2o (AX)E — 91 AX = E(a)AX + a(VA)X

Si ahora multiplicamos escalarmente gor
— any(ApAX) — 2n3(AX) = &(a)(AX) + anp((VeA) X) (3.7)
y, multiplicando escalarmente p&y

— anz(APAX) 4 213(AX) = £(a)ns(AX) + ams (Ve A) X) (3.8)

Utilizando la ecuacion de Codazzi

772(<V£A)X) = ﬁz((VXA)f) = —12(ApAX) + anz(AX)

N3 ((VeA)X) = n3((VxA)E) = —n3(ApAX) — ans(AX)
que, junto cond.?) y (3.9) dan lugar a

(@ + 2)n3(AX) + E(a)na(AX) = 0 (3.9)
y
— (@ + 2)m(AX) + £(a)n3(AX) = 0. (3.10)
Sié(«) = 0 hemos terminado. En caso contrario, de)y (3.10 obtenemos que
a4+ 2 a?+2
n2(AX) = _W%(AX) y m(AX)= WW(AX)
y, asi,
m(AX) =0y n(AX)=0
paratodaoX € ©. O

Para el caso en qyec © vease el Lema.l1.G

Par tltimo, veamos que ni las hipersuperficies reales de tipo A ni las de tipo B verifican que
los Re,, i = 1,2, 3 son de tipo Codazzi.
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En el caso de las hipersuperficies de tipo A, can® D+ podemos considerd®;, = R
Y, aSi,(VXR&)Y = (Vngl)X equivale deRg)Y = (Vng)X

PonienddY” = { y X = &, tendria que seiV, R¢ )¢ = (Ve R¢ )&, que da lugar, teniendo en
cuenta?.?’), a

0= —0A& — (§a)AS — a(VeA) s — aApAS,
3 3
- Z[—%@Afz)fu + 30, (A&) Pu&] — P1 AL + dadsl — 4a Z N (9€2)8
v=1 v=1

= —a(VeA)& + af’e — 3B¢eé — Be,
= —a(VeA)& + af’e + 266,

Como(VA)é = (a — B)gs(€)&1, obtenemos
—a(a — B)g(&)é + BlaB +2)¢ =0

con lo que
—afa—f)gs(§) =0y Blaf+2)=0.
De —a(a — )g3(&) = 0 distinguimos tres casos:

Caso I, = 0. En este caso, com8(a + 2) = 0, tenemos ques = 0 pero, coOmo
B = v/2cot(v/2r) para algin- € (0, 7/+/8), tendriamos contradiccion.

Caso Ill,a = 3. En este caso, comt{«3+2) = 0, tenemos que(a?+2) = 0y, entonces,
a = 0 que ya hemos visto que no puede ocurrir.

Caso lll,g5(§) = 0. En este caso, comd(af + 2) = 0, tenemos que, o bief = 0, que
ya hemos visto que no puede ocurir, 0 bigh+ 2 = 0. Comoa = /8 cot(/8r) para algin
r € (0,7/+/8) tenemos que

0=af+2= (\/g cot(\/gr)) (\/§ cot(\/ﬁ'r)) +2
= 2(cot?(V2r) — 1) +2
= 2cot?(V2r)

y, entoncesgot(v/2r) = 0 para algin- € (0, 7/+/8), lo que nos lleva a contradiccion.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo B tenemos que, por un lado

9((V£R§1)§17 ¢&) = —a—3a = —4a

y, por otro lado,

9((VeRe )€, 061) = =38 — B+ aff® = =48 + af?.

Ilgualando,

_ 2 _
—4a = —48 4+ af” Yy, entonces, a = 1T
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dondea = —2tan(2r)y 8 = 2cot(2r) para alguan- € (0,7/4). Luego,

8 cot(2
2 tan(2r) = —oU2r)_
4 + 4 cot?(2r)
es decir,
t(2
~tam(2r) = —2420)__
1 + cot?(2r)
Por tanto
tan(2r) 1 1
— tanlz”r) — =
tan(2r)  tan(2r)
luego,

—tan®(2r) = 2

gue nos lleva a contradiccion.

3.4. Invarianza de los Operadores de Jacobf,

Ahora vamos a estudiar la derivada de Lie con respecto a cualquier carggb M de los
operadorest,,,: = 1,2, 3 que denotaremos pdry R, , ¢ = 1,2, 3. En principio, estudiaremos
una condicion mas debil, a saber,danvarianzal:R,, = 0,7 = 1,2,3de R, = 1,2,3
obteniendo una caracterizacion de las hipersuperficies de tipo A para después, a modo de co-
rolario, obtener un teorema de no existencia para la derivada de Lie en general, concretamente
demostraremos lo siguiente

Teorema 3.4.1.SeaM una hipersuperficie real dé&',(C™"2) que sea Hopf, o bien la com-
ponente er® o bien la componente e+ de ¢ seaA invariante YL R, = 0,7 = 1,2,3.
EntoncesV es localmente congruente a una hipersuperficie de tipo A.

Corolario 3.4.2. No existen hipersuperficies reales @g(C™"2) que sean Hopf, o bien la
componente e®, o bien la componente eéd! de¢ seaA-invariante yLx Re, = 0,i = 1,2, 3.

Empecemos probando que, bajo nuestras hipotesis, @ lded*, o biené € D.

Lema 3.4.3.SealM una hipersuperficie real d€',(C™2) que sea Hopf, o bien la componente
en®, o bien la componente éd* de¢ seaA-invariante yL: R, = 0,7 = 1,2, 3. Entonces, 0
bien¢ € D+, o bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= 1(Xy) X, + 7(£1)& con Xy € D unitario.

Si, 0 bienn(Xy), o bienn(&;) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostracion del Pemaresulta quev # 0. Teniendo

en cuenta{.l) y tomanda = 1 en (3.1) resulta

Re, (¢X0) = 8n*(X0)9Xo + a*$ Xy



3.4. Invarianza de los Operadores de Jacobf,, 71

Rgl (Xo) = OéQXO.

Como por hipotesis
0= (‘CER&)X = (VER&)X - ¢AR51(X) + sz(¢AX)
tenemos que

(VeRe )X = 9ARg (X) — Re,(9AX).

Por otro lado,
9((VeRe)X,Y) = g(X, (VeRg,)Y)
con lo que
9(X, (—Re A + APRe,)Y) = g(X, (0ARg, — Re, 0 A)Y).

Asi pues,
(A = Ap)Re,(Y) = Re, (04 — Ap)Y)
paratodoy” € T M.

Sitomamos” = X, e: = 1 resulta

¢AR§1 (XO) - A¢R§1 (XO) = R§1(¢AX0) - Rfl (A¢XO)

Si ahora multiplicamos escalarmente pox

9(0ARe (Xo), 0Xo) = o’ (&)

9(APRe, (X0), 9 Xo) = o’n*(&1) + dan*(Xo)n*(&1)

9(Re, (0AX0), 9 Xo) = 8an?(Xo)n*(&1) + o’n?(&1)

9(Re,(A6X0), 6X0) = 12077 (Xo)(61) + a*r2(E0) + o (Xo)(6)
con lo que

—da’n*(Xo)n*(&1) = —4a®n* (Xo)n* (&) — 320 (Xo)n* (&),
0= —3277 (Xo)n (51)

llegando a una contradiccion. O

Para ver que en el caso en quec ©+ entonces)M es®-~-invariante, coma& = &, la
demostracion coincide con la del Lenta4.9).

Para el caso en que € © la demostracion se encuentra en el Leimag

Veamos ahora que las hipersuperficies de tipo B no cumpdé, = 0,7 = 1,2, 3.
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Si fuese cierto, ya vimos anteriormente que
Rﬁz(gbAX) - REZ(AQSX) - QsAREz(X) - AQSR& (X)

por lo que, tomand& = & ei = 1, resultaRe, (pA&) = 0y, asi,fRe, (¢&1) = 0y, entonces,
43 = 0. Pero, en este casf,= 2 cot(2r) conr € (0,7/4) luego, tenemos contradiccion.

Por otro lado, las hipersuperficies de tipo A no verificdnR,, = 0 para todoX &
TM, i=1,2,3 (véase el apartado4 del Capitulo?).

Sin embargo, las hipersuperficies de tipo A si que cumplenfgiée, = 0 parai = 1,2, 3.

Parai = 1, como en el caso de las hipersuperficies de tipo A result& gaes;, ya lo
tendriamos comprobado (véase el apartadael Capitulo?).

Paai =2, L:Re, = 0 equivale a
Re,(0AX) = Re,(A9X) = AR, (X) — ApRe, (X).
SiX =&, pAR, (&) = ApRe, () es la ecuacion que queda. Coig (£) = 2¢ + af¢, la
ecuaciéon se cumple.
Si X =& queda

Re, (0A&) = Re,(A9S2)
_BR& (53) = _R§2 (A£3)

luego, también sale.

SiX = 53, ¢AR§2 (53) = A¢R§2 (53) dondeR@ (53) = 853 + 6253 Iuego,

PA(8Es + B°Es) = Ap(8E; + B7Es)
8B& + 76 = 8B& + 6.

Si X = X, € T, entoncespAR, (X;) — ApRe,(X;) = ARe,(0Xi) — ARg, (¢X;). Como
resulta queRg, (X;) = SAX;, sustituyendo tenemgs\2p X; = SA20X.

El casoY; € T}, es exactamente igual.

Parai = 3, L:R¢, = 0 equivale a

Re, (0AX) — Re, (A9 X) = 9ARe, (X) — ApRe, (X).

Si X = ¢, la ecuacion seriaARe, (§) = ApRe, () dondeR,, (&) = 2¢ + af¢ luego, la
ecuacion es cierta.

SiX = 52, reSU|ta¢AR§3 (fg) = AQﬁR& (fg) dondeR£3 (fz) = 8&2 + ﬁ2§2. AS|',

PA(8Ey + 762) = Ap(8& + 76,)
—68& — B°& = —68& — B°&.
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Si X = &, Rey(9AE3) = Re,(A9Es) ya que, comails = 363y ¢z = 38 = 9361 = &3
quedalRe, (&2) = SR, (&2)-

Si X = X, € T, entonces, com®&, (X;) = fAX;, sustituyendo tenemos

RES (¢AXZ) - Rfs (A¢Xz) - ¢AR§3 (Xz) - AgbRﬁs (Xz)
ARe, (¢X;) — ARe, (9X;) = BA?9X; — BA*9X,.

SiY; € T, lo sustituimos porX, la ecuacion queda
1Re, (9Y:) — pRe, (0Y:) = pARg, (0Y;) — ApRe,(9Y5).

ComoRy,(Y;) = fuY;, sustituyendo queda= Su?¢Y; — Bu’eYi.

3.5. Hipersuperficies reales para las qU&. ¢, = VI,

Ahora vamos a demostrar el siguiente resultado de no existencia

Teorema 3.5.1.No existen hipersuperficies reales@g(C™"?) que sean Hopfy # 0, 0 bien
la componente e, o bien la componente éd+ de ¢ seaA-invariante yL¢Re, = V¢Ry,
parai =1,2,3.

Para ello, en primer lugar, demostraremos que bajo nuestras hipétesiscodhigno bien
£eDt.

Lema 3.5.2.SeaM una hipersuperficie real d€'»(C™*2) que sea Hopf, o bien la componente
en D, o bien la componente e+ de ¢ seaA-invariante yL¢Re, = VRe,,i = 1,2,3.
Entonces, o bieti € D, o biené € D+,

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= n(X,) X0 +7(£1)& conXy € © unitario. Si,

o bienn(X,), o bienn(¢;) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos son
no nulos. Razonando como en la demostracion del Lematenemos quer # 0. Teniendo

en cuentad.?) y (2.1) tenemos que

Re, (0 Xo) = 8n°(X0)9Xo + o?¢ X

’ Re, (Xo) = a*X.
Como por hipotesig: Re, = VR, entonces,, (pAX) = p AR, (X) paratodaX € T M.
PoniendoX = X, e: = 1 resulta
R, (0AXy) = aRe, (6Xo) = 8an*(Xo)oXo + a’9 X
y

PARe, (Xo) = a*pAXy = o’ 9 X,
luego,8an?(Xy)¢X, = 0 llegando a una contradiccion. O
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Veamos ahora que en el caso en ue®+ tenemos qué/ esD-*-invariante.
Lema 3.5.3.Seal! una hipersuperficie real d@,(C™"?) que sea Hopfy # 0y tal queL¢R,, =
VeRe,i=1,2,3.Si¢ € Dt entonceg(AD, D) = 0.

Demostracion.Como¢ € D+, consideraremos que= ¢;. La ecuacion
LeRe, = VeRe

equivale a

para todaX € T'M.
Considerando = 2y X = & resultal = R, (¢ A&,).

Si ahora multiplicamos escalarmente por= ©, como
Re,(X) = X + 019X + m2(A&) AX — mo(AX) ALy
para losX € 9, resulta

g(R£2 (¢A§2)7 X)
= g(@A&, X) + 9(010X, 9AL) + 12(A&2) g(P A2, AX) — no(AX)g(PAE, ALy)

2

= No(A&)N(APAX) = 772(1452)(%2772(A¢X) + %ﬁs(AX))

0

luego, comax # 0, sig(A&,, &) # 0, como por £.12) tenemos que
22(APAX) = amp(A9X) + ang(AX)

paraX € 9, resulta que
M3(AX) = —na(AgX). (3.11)

Por otro lado, comg € D+, resulta que

Re,(€3) = 883+ m2(A&2) AL — m3(A&2) ALy

y, ademas, como
Re(9AL) = ARe(&2)

y paraé € D+, Re(&) = 28 + aAé,, entonces
20A8 + apA’E = Re(9AS). (3.12)

Si ahora tenemos en cuenta quéR;, (£3) = Re, (¢AEs), multiplicando escalarmente por

13
812(PAEs) + n2(AL2)ma(PA%Es) — n3g(AL) (9 A%E) = 0
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pero, multiplicando escalarmente garen (3.12) se obtieney,(¢A%E,) = 0. Por tanto,

812(PAEs) + n2(A&)ma(pA%Es) = 0.

Por otro lado, comdr, (&3) = 23 + a A& cuandc € D+ de

Re(pALs) = pAR(Es)

deducimos
20A83 + C¥¢A253 = Re(9AEs).

Si ahora multiplicamos escalarmente goresulta que, para # 0

R(OA%) =~ (1(Re(6A8)) — 2n(0AE)) = 9(046s, AL)

luego,
812 (PAELs) + n2(AS2)g(PAEs, ALz) = 0.

Asi,
8n3(A&3) — n2(A&2)g(P AL, AG3) = 0.

Por otra parte, de = R, (¢A¢,), multiplicando escalarmente pgy resulta

0 = g(pAS, R, (83))
= 8n3(@AL:) + 12(A2)g(PAE, AL3)
= —8772(A§2) + n2(A£2)g(¢A£2a A£3)

Como estamos suponiendo gug A&>) # 0, resulta quey(pAé,, AL3) = 8y, entonces,
n3(A&s) = n2(A&,). Utilizando ahora la Proposician8. 1], paraa # 0 tenemos

—ans(A&3) — ang(A&s) — 29(PAE,, ALz) — 2 =2

luego,
—anz(A&s) — anz(A&z) = 20
y, entoncesy, (A&) = n3(AE) = —22. Asi, la ecuacCiom ARy, (&) = Re, (9AE;) queda

10
8pALz — E¢A2£3 — n3(A&)PA%E = Re, (0AL).
Multiplicando escalarmente pgs

$15(9A6s) — 15 (9A%6s) — (AL s (A4°62) = 9946y, R (65)

pero, deng A%¢; = Re(pA&;) — 29 A&; resulta queys (pAE;) = 0 luego,

S (Ags) — Sm(ALs) = Ss(6AGs) — —g(6AE, ALs) — (AG)g(5AGs, AG)
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y, asi,

|uegO,773 (Afg) = 0.

Comon,(Aé,) = —% yn3(A&2) = 0 entoncesi, (§3) = 853—%1453 y, asi, dep AR, (&3) =
Re, (9 A&3) se deduce que

86AL; — 9%, = Re(646y).

Multiplicando escalarmente pdf € ©

89065, X) — ~g(6A4%;, X)
= G(pA, X) + 9(6ALs, 516X) — ~g(6AGs, AX) — ma(AX (4G

~89(Ags, 6X) + 946, 0)

= (AGAX) + Sm(AX). (3.13)

A partir dep AR:(X) = R¢(¢AX), multiplicando escalarmente péy obtenemos que
« (0%
g(A%, X) = 5772(A¢X) + 5773(14)()

por lo que, teniendo en cuenta (1) resulta quey(A%&;, X) = 0 para todoX € Dy, por lo
tanto,g(A%¢;, X ) = 0 para todaX € . Como por la Proposicion.8.11

2n3(APAX) = anz(AdX) — amp(AX),
y por (3.13 tenemos ques(ApAX) = 0 entonces
—9(A&, 9X) = m(AX)
para todaX € D, por lo que
n2(AX) =0y n3(AX) = 0.

Consideremos ahora el caso en quedé,) = 0. En este caso, por la Proposiciors. 11
tenemos que

—anz(AG) — 29(pAL, ALs) = 4
Y, COMOR, (&3) = 885 — n3(A&e) A&y Y ma(dA2E,) = 0, multiplicando escalarmente péren
PARg, (§3) = Re, (9 AL3) resultadn, (¢ AS;) = 0y, entonces

n3(A&3) =0

luego,
9(PAE, ALs) = —2.
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Por otro lado, teniendo en cuenta que parg 0, pA%E, = é(Rg(qﬁAgz) — 20A&) y que
PAR:, (X) = Re,(pAX) paratodaX € D resulta

PAX + AP19X — ny(AX)PA’Ey = Re,(9AX)
1Uegony (0ARe, (X)) = 1y (e, (6AX) implica
2n9(AX) = —8ma(AX) — na(A&)m(APAX)

asi,
10m2(AX) = —n3(A2)na(APAX).

Ahora bien, com@ ARy, (£3) = Re, (9 AEs) entonces

8PALs — n3(A&) Ay = Re, pAEs.

Si ahora multiplicamos escalarmente gor
8113 (9 AE;) — 3(ALa) 13 (9 A*E2) = g(PALs, Re, (€3))
y, entonces2ns(A&,) = —2n3(AE,), luegons(AEs) = 0, por lo que
ne(AX) =0

puess(pA%E,) = n3(pAL) = —2.

Por ltimo, teniendo en cuenta que para# 0, pA%E; = é(R&(gbAgg) — 20AE&) y que
PARe, (X) = Re,(9AX) paraX € D resulta

PAX + pAPPAX — 13(AX)PpA%E3 = Re, (pAX)
y, entonces, multiplicando escalarmente gor
—2n3(AX) = 8mp(dAX)

y, asi,n3(AX) = 0. O

Para el caso en qyec © ver el Lema2.1.6

Paa terminar la demostracion del teorema veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni
las de tipo B verificarC; R;, = VR, .

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo en cuentaq@* y que

0 = BRe,(¢€2) = BRe,(E3) = 8883 + 3

resulta
8+ 42=0
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por lo ques(8 + ) = 0y, entonces,

f=003=-8

peros = v/2cot(y/2r) parar € (0,7//8).

En el caso de las hipersuperficies de tip&B; D, luego

0= R§2(¢A§2) = 6R§2(¢§2) = B(gb& + 3¢§2) = 4P¢&,

que implicag = 0 pero,3 = 2 cot(2r) parar € (0,7/4).

3.6. Conmutatividad deR¢, cong y con¢; parai,j =1,2,3

En este apartado vamos a ver que no existen hipersuperficies realsg@e™) tales
que Re, - ¢ = ¢ - R, parai = 1,2,3. También veremos un teorema de no existencia de
hipersuperficies reales tales qlite - ¢; = ¢; - Re, parai,j = 1,2,3. Empezaremos con el
siguiente

Teorema 3.6.1.No existen hipersuperficies reales@g C™ %) que sean Hopf con # 0 tales
queRy, - ¢ = ¢- R, paratodoi = 1,2, 3y, o bien lad-componente, o bien [@+-componente
de¢ seaA-invariante.

Para ello, veamos en primer lugar que, bajo nuestras condiciones,  Bied*, o bien
£e?.

Lema 3.6.2.Seal una hipersuperficie real d&'s(C™?) que sea HopfR, - ¢ = ¢ - Ry,
para todoi = 1, 2,3y tal que, o bien l&D-componente dé seaA-invariante o bien lo sea la
D1-componente. Entonces, o bierk D+, o bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongam@s= 1(Xy) X, + 7(£1)& con Xy € D unitario.

Si, 0 bienn(Xy), o bienn(&;) fuese alguno nulo, hemos acabado. Supongamos pues que ambos
son no nulos. Razonando como en la demostracion del Peimatenemos quer # 0. Como

¢ =n(Xo)Xo + n(&1)&, resulta quey (o, 01,6 ) =0, v = 1,2, 3y, entonces, utilizanda(3)

y, teniendo en cuenta (), tenemos que

0=¢- Re (€) = —an*(Xo)n(&)

luego, llegamos a contradiccion y, entonces, o Bien®+, o bien¢ € D. O

Ahora veamos que, bajo nuestras hipétesis,siD+ entonces\/ es®*-invariante.

Lema 3.6.3.Sea) una hipersuperficie real d€,(C™*?) que sea Hopfy # 0, R¢, ¢ = ¢- R,
parai = 1,2,3y¢ € D+, Entonceg(AD, D+) = 0.
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Demostracion.Como ¢ € ©+ podemos suponer que = & Y, en ese caso, tenemos que
9(P,0&1, &) = 0, v = 1,2,3 luego, por 8.9) y por las formulas dadas en el apartadddel
Capitulo 1 tenemos que

3 3
Re,(6X) = =3 " g(6,0X, )06 — Y 9(6, X, &1)6 + 01X + aApX
v=1 v=1

= —=3m2(X)& + 3n3(X)& — m3(X)&2 + m2(X)&s + 01 X + aAdX
= 2n3(X)& — 2m2(X)& + 91 X + aApX

3 3

ORe, (X) = =3 g(6,X,£)00,61+ > 9(6,0X,61)08, — ¢d16X + agAX
v=1 v=1

= 3n3(X)&2 — 3m2(X)&3 + ma(X)Es — m3(X)&a — dp190X + apAX
= 213(X)& — 22(X)& — 910X + apAX

para todaX € T'M. Asi pues, nos queda
01X + aAdX = —p010X + apAX

para todoX € T'M. Comoa # 0y, usando el Lema.8.2del Capitulol, o1 X = —¢p10X
para todaX € T'M, tenemos que
ApX = pAX

para todoX € T'M. Teniendo en cuenta ahorg fenemos qué/ esuna hipersuperficie tipo
Ay, entoncesg(AD,D+) = 0. O

Para el caso en quec © referimos al lector al Lema.1.6

Asi pues, para finalizar, s6lo nos falta ver que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo
B verifican queR,, - ¢ = ¢ - R¢, paratoda = 1,2, 3.

En el caso de las hipersuperficies de tipo A, pata2, utilizando las férmulas dadas en el
apartadaol.8del Capitulol tendriamos que

0= R§2(¢§2)
= P2 + 302 — 39(P10€2, €2)&3 — 9102, £2)&3 + g(Aa, €2) APy
= —& — 36— 36— & — 57
= (8- 3%)¢&
por lo que deberia sef* = —8.

En el caso de las hipersuperficies de tipo B, para 7, resulta qued X = AX = cot(r)X
para algun € (0,7/4) y, como paraX € T, ¢X € T, resulta qued¢pX = p¢X donde
i = 2cot(2r) para algun- € (0, 7/4). Por otro lado, la ecuacioR, - ¢ = ¢ - R, equivale en
este caso g o X = SueX conf = 2cot(2r) para algun- € (0, 7/4). Asi pues,

BA— )X =0
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y, entonces) = u, es decirl = — tan?(r) para algin- € (0,7/4), lo que nos lleva a contra-
diccion.

Vamos a ver ahora el segundo teorema que mencionamos al empezar el apartado. Concre-
tamente, vamos a demostrar

Teorema 3.6.4.No existen hipersuperficies reales @g(C™"?) que sean Hopf tales que, o
bien la®D-componente, o bien [@+-componente dé seaA-invariante yR;, - ¢; = ¢; - Ry,
paratodoi,j = 1,2, 3.

Para ello, empezaremos probando que, bajo nuestras hipdtesis,  bieD*, o bien
£em.

Lema 3.6.5.Seal una hipersuperficie real dé,(C™"2) que sea Hopf, o bien [@-componente,
o bien la®+-componente d¢ seaA-invariante y¢; - Re, = Ry, - ¢; para todoi,j = 1,2, 3.
Entonces, o bieti € ©+, o bien¢ € D.

Demostracion.Supongamos = (X)) Xo + n(&1)& con Xy € © unitario. Si, o biem (X)),

o0 bienn(&;) es alguno nulo, ya hemos acabado. Supongamos pues que ambos son no nulos.
Razonando como en la demostracion del Leima? tenemos quer # 0. Utilizando .4) y
teniendo en cuenta que coro= (X)X, + n(&1 )& tenemos{.3), de la ecuacion

$1Re, (Xo) = Re, (61X0)

resulta

—n(&1) 70 Xo + 1(Xo)d1o¢1 + o’ d1 Xo = —3g(dpp1Xo, £1) 01 — 1(&1)pr001 X0 + Ad X

de donde
8772(X0)¢1X0 = O

luego, tenemos contradiccion. O

Veamos que, s € D+ entonces M es®*-invariante.

Lema 3.6.6. Seal una hipersuperficie real d€',(C""*) que sea Hopf ¥, - R¢, = Re, - ¢;
paratodoi,j = 1,2,3. Si¢ € D+ entonceg(4AD,D+) = 0.

Demostracion.Como¢ € D+ podemos considerdr = &;. Teniendo en cuenta ademas que,
en este caso tambieno,¢&,&) = 0, v = 1,23y que paraX € D la ecuacion{.3) queda
Re (X) =X — 10X + aAX, resulta que la ecuaciafy - R, = Re, - ¢2 equivale a

— 02010 X + aprAX = —h1002 X + AP X (3.14)

para todoX € ©. Ademas, como tambiépy - B¢, = Ry, - ¢3 paratodaX € ©, por la misma
razon queda
— 03010X + adzAX = —P19003X + aAdz X. (3.15)

Multiplicando escalarmente pgren (3.14) tenemos quej;(AX) = 0 para todoX € Dy,
haciendo lo mismo er3(15, n2(AX) = 0 para todaX € D. O
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Para el caso en qyec ® vease el Lema.1.aG

Veamos entonces, para finalizar, que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B verifi-
can queRy, - ¢; = ¢, - R, paratoda, j = 1,2, 3.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, tenemos que, por el Tebfefia

0= ol (§1) = Re, (261) = (2 + af)és

luego,2 + a5 = 0. Entonces,

0=af+2
= ((\/gcot(\/gr)) (\/Qcot(\/ﬁr)) +2
= 2((cot*(V2r) — 1) +2
= 2cot?(vV2r)

luego,cot(v/2r) = 0 para algun- € (0, 7/+/8), lo que resulta contradictorio.

Para el caso de una hipersuperficie de tipo B

0 = ¢aRe, (&1) = Re, (¢261) = (4+ 7)&s

luego,4 + 3? = 0, que resulta contradictorio.






Capitulo 4

Respecto al operador de Jacobi Normal
Ry

En [3] Berndt considero para hipersuperficies realésle los espacios cuaternionicos de
curvatura seccional cuaternionica constarte” o HH™ el operador de Jacobi asociado al
campo normalV sobre la hipersuperficie. Este operadty se anula sobré/ y, por lo tanto,
se puede considerar como un operador simétrico sobre la hipersuperficie. Ademas, define las
hipersuperficies de curvatura adaptada como aquellas en las que el operador de Weingarten
y Ry son simultdneamente diagonalizables, es decir, aquellas en las que= Ry - Ay las
caracteriza como aquellas en las que las distribucidng®+ son invariantes poA.

Ahora nosotros consideramos como variedad riemanniana el espacio de las Grassmannianas
de 2-planos complejas,(C™2). Como generalizacién de lo anterior Pérez, Jeong y Stjh |
consideraron la nocién de operador de Jacobi normal para hipersuperficies reaig¢é'de?)
como

Ry(X) = R(X,N)N (4.1)

dondeR denota el tensor de curvatura @g(C™+2) y clasificaron las que verifican las condi-
cionesRy -¢ = ¢- Ry Yy Ry - A= A- Ry cuyo significado geométrico es que los subespacios
propios del operador de Jacobi normal son invariantespppmpor A. Como Ry(N) = 0
podemos considerarlo como un operador simétrico definido sdbre

Una vez introducido el operador de Jacobi normal vamos en este ultimo capitulo a estudiar
el ©-paralelismo y el ser de tipo Codazzi. Para finalizar demostraremos un teorema de no
existencia de hipersuperficies reales tales@u&y = V¢, Ry.
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4.1. ®-paralelismo del Operador de Jacobi Normal

Jeong, Kim y Suh1Z] obtuvieron un teorema de no existencia para hipersuperfieaes
Hopf deG,(C™2) con operador de Jacobi normal paralelo. Con esta motivacién vamos enton-
ces a considerar la nocion mas débil®learalelismo. Esta condicion lo que nos viene a decir
es que los subespacios propiositie son paralelos a lo largo de la distribuci®n esto es, son
invariantes con respecto a cualquier desplazamiento paralelo a lo largo de la distriducion
Asi pues, probaremos un teorema de no existencia de hipersuperficies re@e€de?) con
operador de Jacobi norm@kparalelo en los términos que siguen

Teorema 4.1.1.No existen hipersuperficies reales @g(C™"2) que sean Hopf con operador
de Jacobi norma®-paralelo si, o bien laD-componente, o bien I®-+-componente dé¢ es
A-invariante.

Consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado de Jeong, Kim Suh [
citado anteriormente.

Corolario 4.1.2. No existen hipersuperficies reales@g(C™*?) que sean Hopf con operador
de Jacobi normal paralelo si, o bien [@-componente, o bien I®+-componente dé¢ es A-
invariante.

Por la definicion de operador de Jacobi norrdal)resulta

Rn(X) = R(X,N)N

= X +3(X)E+3>_n(X)E,
— Y ()X +n(X)N) = 1, (6X) (66 + nu(EN)}
= X +3n(X)E+3) n,(X)g,

= (O (Bu0X = n(X)&) — (6 X))

para todo vectoX € T'M.
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Asi pues, la derivada covariante #g alo largo de una direccioiX € T'M esta dada por
(VxRy)Y = Vx(By(Y)) — By(VyxY)

= 3(Vxn)(Y)E +30(Y)Vxé +3 (Vxm) (V)6

v=1
3

3 Z (V& =D {X(09) (6,67 —n(1)E))

v=1

P O[Tx6,0Y — (Txn)(¥)6 — V) Vx6]
~(Vx1)(@Y)6u€ = 1, ((Vx6)Y ) 0u€ =m0V )V (616) }

donde

X(T/V(g)) - g(Vng, 5) + g(&/) VXg)
= Qur2(X)M11(8) = G (X)nu12(8)
+29(¢,AX, ).

De aqui, junto con las féormulas dadas en el apariaddel Capitulol, llegamos a que una
hipersuperficie real d€'s(C™"2) verifica

(VxRy)Y = (¢AX Y)E+3n(Y)pAX

+3 Z Q+2(X) w41 (Y) = qua1 (X)112(Y)

+g(¢VAX V))&

+3 Z (Y qy+2 X1 — @1 (X)Eaa + ¢V(AX)}

_ Z { qy+2 77,,+1 f) - q11+1(X>77V+2<€>

+2ny(¢AX)} (60Y —n(Y)E,)

0, (&) [ = i1 (X) o280 + qui2(X)ppi10Y
+m, (@Y )AX — g(AX, ¢Y)E,

1Y)y (AX) — g(AX,Y)d,§ — g(0AX,Y)Ey
—n(Y) (QV+2(X)§V+1 — Qi1 (X)Er2 + ¢VAX)}
- [QV+2(X)77V+1 (YY) = qur1(X)muy2(0Y)
+9(p,AX, Y )] p€

[1(Y)n,(AX) — g(AX, Y ), (§)] 6.6

—77u(¢Y) [QV+2(X)¢V+1§ - qV+1(X)¢u+2(§)

+0,0AX — g(AX, €&, + (&) AX] }
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Por otro lado
3

Z |:q1/+2(X>77V+1(Y)§V - qV+1(X>77V(Y)§V+2] - O,

v=1
3

3 (a2 (V)i1 — @it (X)muia(Y)E] = 0,

v=1
3

D as2(X) 041§ Du8Y = ot (X0 (§)drs20Y | = 0,

v=1
3

D a2 (X)0u(E)bus18Y = Gt (X)nu2(§)d0Y | =0,

v=1
3

Z [%H(X)??(Y)??u(f)fun — qur2(X)n(Y )77u+1(f)fu] =0,

v=1
3

Z {qu+1(X)77(Y)TIu+2(§)§u - QV+2(X)77(Y)TIV(5)@+1] = 0’

v=1
3

Z [qV+1(X)77u+2(¢Y)¢uf - qU+2(X>77V(¢Y)¢I/+1€:| =0,

v=1

Z [CIV+1(X)77V(¢Y)¢V+2€ - QV+2(X)77V+1(¢Y)¢V§] =0

v=1

por lo que,
(VxRN)Y = 39(¢AX Y)E +3n(Y)pAX

+3Z (0 AX,Y)E + 1 (V)9 (AX)]

3

57 20u(6AX) (600Y — n(Y)E) — 9(6,AX, 6Y )€

paratodaoX,Y € T M.

Si M es Hopf
(VxRN)Y = (¢AX Y)§+3n(Y)pAX

+3Z (G AX,Y)E, + 10 (V) (AX)] (4.2)

3

5 20u(6AX) (600Y — n(Y)E) — 9(6,AX, 6Y )€
_U(Y)TIV(AX>¢V§ - 771/(¢Y> ((ﬁ,,QﬁAX — 0477(X)§u)}
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paratodaoX,Y € T M.

Ahora vamos a ver que bajo nuestras hipétesis, odierD, o biené € D+,
Lema 4.1.3.SeaM una hipersuperficie real d€'»(C™*2) que sea Hopf, o bien la componente

en®, o bien la componente D+ de¢ sea invariante y(VxRy)Y = 0 paratodoX € D.
Entonces, o bieti € D, o biené € D+,

Demostracion.Podemos suponér= n(Xy) Xo+7(£1)& conXy € D unitario yn(Xo)n(&) #
0. Razonando como en la demostracion del Lema?tenemos quer # 0. Poniendo ahora
X =XpeY = Xyen (@.2)resulta

0= (Vx,Rn)Xo
= g(¢AXo, Xo)& + 3n(Xo)pAXo (4.3)
3

+3> " [9(¢wAXo0, X0)&, + 1(Xo)dyAXo]

v=1

3
Z 20, (pAXo) (600 X0 — 1(X0)&) — g(buAXo, 6 X0)bé

_W(XO)TIV<AXO)¢V€ - nu((bXO) (¢V¢AXO - g(AX07 f)fv)]

Al ser M Hopfy, o bien la componente €D, o bien la componente D+ de ¢ ser A-
invariante, resulta qud X, = aXyy A& = a&;. Asi, (4.3 se reduce a

0= 3C(77(X0)¢X0 + Z Oég(¢uX07 ¢XO>¢V§

luego,

)
= 3an(Xo)ni (&) + a Z 9(0vXo, 9X0)g(d.€, 9Xo)
= 3an(Xo)ni(€) + a Z 9(¢u X0, 9X0) (= n(§)n(Xo))
= 3an(Xo)ni (€) + an®(&)n(Xo)
= dan*(&)n(Xo)

por lo que llegamos a una contradiccion. Esto significa que, o71i&p), o bienn(&;) son
nulos, es decir que, o bignc D+, o bien¢ € D. O
Ahora vamos a demostrar quetst D+, entoncesV/ es® invariante.

Lema 4.1.4.SeaM una hipersuperficie real d&,(C™*?), que sea Hopf,\Vx Ry)Y = 0 para
todoX € ® ytodoY € T'M y tal que¢ € D+. Entonces)(AD, D+) = 0.
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Demostracion.Al ser¢ € ©+ resulta que existe una estructura casi hermifica J tal que

J = Ji. Asi, podemos pon&r= & y, por lo tantopés = —&3, ¢&3 = &y 0D C . Teniendo
en cuenta4.?) resulta

0= (VxRy)E

3
= 30AX +3) [9(6,AX,€)E, +n,(€)d,AX]

- 2[277V<¢AX>(_§V> - nV(AX)(buf]

— 3GAX + 39(62AX, £1)6s + 39(d3AX, £)65 + 361 AX

+212(AX)Es + 2n3(PAX )3 + 12 (AX ) P2€ + 13(AX ) P3€
= 3GAX + 3 AX)Es — 3(AX)E + 3¢ AX

+2n3(AX) & — 2mp(AX)E3 — m2(AX)Es + n3(AX)E,
= 3PAX + 6m3(AX)E — 612 (AX)E3 + 391 AX.

Multiplicando escalarmente pgs

0 = 39(pAX, &) + 6m3(AX) + 39(1 AX, &)
= 39(AX, &) + 6n3(AX) — 3g(AX, &)
= 6773(AX)

y, multiplicando escalarmente p&y

0 = 39(pAX, &) — 6ma(AX) + 39(01AX, &)
= —39(AX, &) — 6m2(AX)339(AX, &)
= —6m2(AX)

con lo que la demostracion finaliza. O

Para el caso en qyec ® vease el Lema.l1.a

Luego, bajo nuestras condicion&s es, o bien una hipersuperficie de tipo A, o bien una
hipersuperficie de tipo B.

Ahora vamos a ver si las hipersuperficies de tipo Ay las de tipo B verifi@anzy)Y = 0
para todaX € ® ytodoY € T'M.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo en cuenfacg@e y consideran-
do X € D resulta

(VxRy)E = 30AX + 613(AX)E; — 61p(AX)Es + 31 AX.

Por el Teoremé&..8.20 si X; € Ty
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Como Ry es ©-paralelo,(Vy,Ry)¢ = 0 luego,A = 0 pero,\ = —+/2tan(v/2r) para
algunr € (0, 7/+/8) por lo que no existen hipersuperficies de este tipo&grD-paralelo.

Por otro lado, en el caso de las hipersuperficies de tipo B, teniendo en cuelta (Dey
considerandd € ® resulta

3 3
(VxRy)E =30AX +5) n(¢AX)E, + ) n(AX)g.E.

v=1 v=1

Por el Teorema .8.28 si X; € T),

3 3
(Vx,RN)E = 30AX; +5 ) n(0AX)E, + > m(AXi) &

v=1 v=1

3
= 30AX; +5) n,(¢AX;)E,

v=1

3
= BAOX; +5A Y m(6X)E,

v=1

Ademas, al sefVy, Ry)¢ = 0 resulta que\ = cot(r) = 0 para alginr € (0,7/4), lo que
nos lleva a contradiccion. Luego no existen hipersuperficies de este tipoc@nparalelo.

4.2. Ry tipo Codazzi

Para el concepto de tensor de tipo Codazzi véase el apattadel Capitulo3. Al igual
gue haciamos alli, estudiaremos esta condicion sobre el operador de Jacobi normal al haber
obtenido solucion negativa al problema del paralelismadzgecomo generalizacion de este
concepto. Ahora vamos a demostrar lo mismo para el caso del operador de Jacobi normal. En
concreto, demostraremos el siguiente

Teorema 4.2.1.No existen hipersuperficies reales@g C™2) que sean Hopfy cuyo operador
de Jacobi normal sea de tipo Codazzi si, o bien la component, enbien la componente en
D+ de¢ esA-invariante.

Para ello demostraremos que, bajo nuestras hipétesis, g led', o biené € D.

Lema 4.2.2.Seal una hipersuperficie real dé',(C™+*) que sea Hopf, o bien la componente
en®, o bien la componente D+ de¢ sead-invariante y tal qugVx Ry)Y = (Vy Ry)X
paratodoX,Y € T M. Entonces o biefi € ©*, o bien¢ € D.

Demostracion.En primer lugar, supongamds= 7(X,)Xo + 1n(£1)& con X, € D unitario.
Si, o bienn(X,), o bienn(&;) fuesen cero, ya habriamos terminado. Supongamos pues que
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ambos son no nulos. Razonando como en la demostracion deli.eiaesulta quex # 0y,
teniendo en cuent2 () y (2.1) resulta

g((VeRN)$ X0, &) = —3an(Xo)n(&1) — an(Xo)n(&) = —dan(Xo)n(&r).

Por otro lado,

9((VexoRn)E &) = 3An(Xo)n(&1) + 3 n(Xo)n(&) + 2An(Xo)n(&1) = 8in(Xo)n(&)

2 1 4n?(X,
donde, al setv #* 0 hemos puesta = Lﬁ(o).
«
Asi pues,
~3a® = 81*(Xo)

gue nos lleva a contradiccion. O

Ahora vamos a ver que sic D+ entoncesM es®-invariante.

Lema 4.2.3.Seal una hipersuperficie real d&',(C"?) que sea Hopf, tal QuUEV x Ry )Y =
(VyRy)X paratodoX,Y € TM y¢ € D+, Entonces)(AD, D+) = 0.

Demostracion.Como ¢ € D+ podemos suponer que = &, con lo que bastaria entonces
probar quen,(AX) = 0y quens;(AX) = 0 para todoX € ©. Por otro lado, tengamos en
cuenta que pard € ©

M2(PAX) = g(&2, pAX) = —g(€a, AX) = —g(d261, AX) = (&3, AX) = n3(AX)
y
N3 (PAX) = g(&3, 9AX) = —g(9€3, AX) = —g(¢361, AX) = —g(&2, AX) = —mp(AX).

Ademas,

(VxRN)E = 30AX + 3¢2(X)& — 3¢3(X)& + 39(AX, £3)6 — 39(AX, &)&s
+3¢3(X)&2 — 3q2(X)&s + 391 AX
+q2(X)&3 — q3(X)& + 29(AX, 3)& — 29(AX, )&
— 01 AX 4 q3(X)& — q2(X)&s + 91 AX
—12(AX)E3 + n3(AX)Es
= 3PAX + 3p1 AX + 6m3(AX )& — 612(AX)Es

y, por otro lado, al ser .
(VeRN)X =0

se sigue

Si ahora multiplicamos escalarmente gortenemos ques(AX) = 0 mientras que si lo
hacemos pof; tendriamos), (AX) = 0. O
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Si¢ € © la demostracion puede consultarse en el Leémet

Par dltimo, para finalizar, veamos que ni las hipersuperficies reales de tipo A ni las de tipo
B verifican queR y es de tipo Codazzi. Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, teniendo
en cuenta el Teorena8.20resulta

9((Ve,Rn)E, &) = 39(9AL, &) + 3¢a(&2) + 39(d3 A, €) — 3¢a(&2) + 39(d1 A, &3)
+q2(&2) + 21m3(0AL) — g(91A482,&3) — q2(&2) + g(P1 AL, &) — 12(AL2)
=-30-30+38-26—-p+5—-5=—-68

y, por otro lado,

9((VeRN)E, &) = —3q1(§) + 3g(¢3AE, &)
+3q1(§) + 39(924E, &) + q1(§) + g(924E, &3 — q1(§) +
= =3¢:1(§) +3a+3q¢(§) —3a+q(§) —a—q(§) +a=0.

Comog((Ve, Ry )€, &) = g((VeRy), &) entonces? = 0 pero coma3 = v/2 cot (v/2r)
parar € (0,7/+/8) resulta que no puede ser nulo.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo B consideremos

9((Ve,RN)E, 6&2) = 39(p ALy, 6€s) + ma(Als) = 36 + 8 = 4

y, por otro lado,

9((VeRN)E, 06) = 39(92AE, 662) + g2 AL, 662) = 3a + a = 4a.

Si g((Ve,RN)E, 0&) = g((VeRn)&, ¢&2) entoncesa = 3 por lo que,2cot(2r) =
—2tan(r) y, por lo tanto, deberia de see= — tan?(2r), lo que es imposible.

4.3. Hipersuperficies reales para las qu&E;, Ry = V¢ Ry

Denotaremos pof y la derivada de Lie en la direccion del campo de vectofes 7M.
Veamos ahora otro resultado sobre el operador de Jacobi normal. Mas concretamente vamos a
demostrar el siguiente

Teorema 4.3.1.No existen hipersuperficies reales @g(C™2) que sean Hopf, o bien I®-
componente, o bien [@+-componente dé seaA-invariante yL¢, Ry = V¢, Ry,i = 1,2, 3.

Empezaremos primero demostrando que, bajo nuestras hipétesis, © bié-, o bien
£em.

Lema 4.3.2.SeaM una hipersuperficie real d&',(C™"2) que sea Hopf, o bien la componente
en® o bien la componente e®* de ¢ seaA-invariante yL¢, Ry = V¢, Ry,i = 1,2,3.
Entonces, o bieti € ©+, o bien¢ € D.
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Demostracion.Como ¢ = 1(Xg)Xo + n(£1)&1 con Xy € © unitario podemos suponer que,
tanton(X,) comon(&;) son distintos de cero ya que, de no ser asi, habriamos terminado.
Razonando como en la demostracion del Lema?resulta quex # 0. Por otro lado, teniendo

en cuentad.1), resulta

Ry(Xo) = 4°(Xo) Xo + 4n(Xo)n(&1)&

Ry(9Xg) = 0.

ComoLe, Ry = V¢ Ry equivale aV, ()& = Ry(Vx&), tomandoi = 1y X = ¢X,
resulta -
0= RN(V¢XO§1)’

Si ahora multiplicamos escalarmente payr

0 = 9(Vexo&1, Rn (X))
= 41 (X0)g(pr Adp X0, Xo)
= —4n*(Xo)n(&1)g(d1461 X, Xo)

AR 2 (e

= 4an’(Xo)n(&1) + %774()(0)77(51)-

=4

Por lo que

0 = 4a’n*(Xo)n(&1) + 160* (Xo)n(&1) = 4n*(Xo)n(&1) (o + 477 (Xo))

luego,
o +4n*(Xy) =0

lo que nos lleva a contradiccion. O
Veamos ahora que §ic D+, M es® invariante.

Lema 4.3.3.Sea)M una hipersuperficie real d&»(C™*?) que sea HopfL:, Ry = V¢, Ry, i =

1,2,3y tal que¢ € ©*. Entoncesg)(AD,D+) = 0.

Demostracion.La condicionle, Ry = V¢, Ry equivale &V z, (v)& = Ry (Vx&;). Parai = 2
y X € D, teniendo en cuenta quey (X) = X — ¢;¢X resultaVz, )& = Ry (Vx&z) por
lo queVx& — Vg exée = Rn(Vx&a).

Multiplicando escalarmente pgr
_29(A£37 X) - _89(14537 X))

con lo quey(A¢&;, X) = 0.
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Por otro lado, para= 3y X € ©, como en el caso anterior, se obtiene

Vx& — Veox&s = Ry(Vx&s).

Si ahora multiplicamos escalarmente gor
QQ(AXa §2) - 8g(AXa §2)7

con lo queg(AX, &) = 0. O

Cuandcs € ® la demostracion es la del Lerfial .G

Par dltimo, para terminar, veamos que ni las hipersuperficies de tipo A ni las de tipo B
verificanL¢, Ry = V¢, Ry paratoda = 1,2, 3.

Para el caso de las hipersuperficies de tipo A, consideraaddy X = &, resulta
2v§2§2 - RN(V§2§2)

donde
V&zfz =q (52)53 - Q3(52)€1

luego, multiplicando escalarmente @or

—2613(52) = —8613(52)
luego,g3(&2) = 0.

Por otro lado,

V&zf = pAL = —553
Vbl = —q2(&2)83 + BEs

luego,2f3 = ¢5(&2)-
Si ahora consideramaes= 3y X = & resulta
2v£2§3 = RN<V£2€3)

donde
Vggfs =p&—q (52)52

luego, multiplicando escalarmente @or
20 =80
y, entonces3 = 0. Pero,3 = /2 cot(v/2r) parar € (0, 7/4).
Para el caso de las hipersuperficies de tipo B, consider&ngd resulta

Viy©& = Bn(Ve&i)
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de donde B
4Ve& = Rn(Ve&).

Multiplicando escalarmente po¥¢ resulta

dg(di AL, ¢i§) = 0

de dondela = 0y, por lo tantop = 0 pero,a = —2 tan(2r) para algun- € (0,7/4).
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