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Sobre esta memoria

A lo largo de estos (ltimos cuatro afios hemos desarrollado una profunda labor
en el campo de la investigacion en algebra, sobre todo en el area del algebra
no conmutativa. El fruto de este esfuerzo y dedicacion, tanto individual como
colectiva, ha sido la realizacién de varios trabajos, algunos de los cuales contribuyen
a la formacion de esta Memoria. Hemos considerado oportuno separar éstos en dos
Bloques, ya que si bien ambos tratan problemas de clasificacion, entendemos que
la naturaleza de los métodos empleados son los suficientemente distantes como
para realizar su estudio por separado.

Bloque |: estructuras de factorizacion

En este primer bloque trataremos el problema de clasificar todas las estructuras
de factorizacion de dimensién 4. El objetivo de este trabajo es obtener, salvo
isomorfismo, una clasificacién de todas las algebras de dimensién 4 que se pueden
factorizar como producto de dos algebras de dimensién 2.

Comprobaremos que las estructuras de factorizacion estan en correspondencia
uno a uno con ciertos tipos de productos tensores torcidos, donde el producto
usual se ha deformado a través de una aplicacion T que sigue manteniendo las
propiedades unitarias y de asociatividad. Estas aplicaciones reciben el nombre de
aplicaciones lineales torcidas o entrelazamientos. El siguiente paso sera demostrar
que si uno de los factores tiene dimension 2, entonces los posibles entrelazamien-
tos que podemos construir estan en correspondencia biyectiva con pares (f,8) de
endomorfismos y derivaciones respectivamente sobre el otro factor que conforma



SOBRE ESTA MEMORIA

la estructura de factorizacion.

Para cada par de factores A y B pueden existir muchos entrelazamientos, y por
lo tanto muchas estructuras de factorizacién. Para que el estudio sea completo,
realizaremos una clasificacion de las algebras resultantes salvo isomorfismo.

Estas estructuras de factorizacién dependen fuertemente de la naturaleza del
cuerpo base, en concreto si k es algebraicamente cerrado o no. Para cada uno
de estos casos tenemos tres posibles combinaciones para los factores. Para k
algebraicamente cerrado los factores presentes son k2 y k[&], el algebra de los
nameros duales. Es interesante comprobar cémo en estas condiciones muchos de
los entrelazamientos T se pueden representar mediante grafos coloreados, donde
la coloracion viene determinada por la derivacion elegida.

El caso para k una extension cuadratica requiere otro tipo de técnicas. Ahora
los factores son kz,k[é} y 1, una extensién de cuerpos de grado 2. Este factor 1
también es una extension de Galois de grado 2, por lo que sus endomorfismos y
derivaciones estan limitados y el estudio se simplifica. Aln asi, el dltimo de los
casos 1®+ 1/ da lugar a una familia uniparamétrica de cuaterniones generalizados,
para los cuales no existe un método general de clasificacion. Sin embargo, como
esta familia presenta uno de los parametros en comin existen resultados parciales
que nos permiten completar el estudio.

Bloque |I: ideales cofinitos homogéneos

Este segundo bloque trata del problema de clasificar ideales cofinitos segln la
dimension de sus algebras cocientes asociadas. A lo largo del mismo desarrollamos
un nuevo procedimiento para establecer clases de isomorfia entre estas algebras
cocientes que mejora métodos estudiados anteriormente por otros autores.

En este proceso resulta de vital importancia el uso de bases de Grébner-
Shirshov, ya que a través de una base de Grébner-Shirshov del ideal de relaciones
podemos conocer una base del algebra cociente. En ese caso hemos impuesto
la homogeneidad de este ideal, ya que de otra manera no podriamos asegurar la
computabilidad de las bases de Grobner-Shirshov.

El procedimiento consiste en la parametrizacién de los ideales de acuerdo a una
terna (a,b,c) de valores enteros; a el niimero de variables, b la longitud de las
relaciones y ¢ el numero de éstas. Construimos todos los ideales de cada familia y
clasificaremos, salvo isomorfismo, las algebras de dimensién maxima en cada una
de ellas.

Tenemos pues una doble vertiente en este trabajo. Por un lado construir to-
dos los ideales de cada familia y obtener aquellos que den lugar a algebras finitas
de dimensién maxima. Y por otro lado clasificar salvo isomorfismo estas algebras
maximales. El primer objetivo esta parcialmente completado por ordenador y cons-



tituye uno de los pilares de este estudio. Mediante un programa desarrollado en
C++ construimos todos los ideales (mas de 8 millones de casos) para luego ser es-
tudiados por el programa Bergman, que se encarga de calcular una serie de Hilbert
de cada una de las algebras cocientes.

Una vez terminado este proceso obtendremos una lista con el nimero de idea-
les en cada familia y la dimension de las algebras asociadas a cada uno de ellos.
El siguiente objetivo sera clasificar, salvo isomorfismo, las algebras maximales de
cada familia. Para ello hemos desarrollado un nuevo procedimiento que establece
una relacion entre los isomorfismos y los isomorfismos graduados entre dos de
estas algebras, de manera que cada isomorfismo puede proyectarse a un isomor-
fismo graduado y cada isomorfismo graduado puede extenderse a un isomorfismo
general.
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Introduccion

El objetivo de este estudio es encontrar, salvo isomorfismo, una clasificacién
de las estructuras de factorizacion de dimensién cuatro. Los resultados principales
de este Bloque se encuentran en [CNLP10].

Consideremos una variedad M que representa cierto sistema fisico. Desde otro
punto de vista esta variedad puede también representarse como un algebra de
funciones A, por ejemplo, el algebra de funciones derivables sobre M, sobre el
cuerpo base k. Si queremos ahora representar el sistema fisico que consiste en dos
hojas paralelas My y M, ambas iguales a M, entonces el algebra que deberiamos
considerar de manera natural para considerar este punto de vista clasico deberia
ser el producto directo A x A, el cual es isomorfo al algebra A & k2.

Supongamos que queremos seguir estudiando el caso anterior pero de manera
que las hojas se van acercando cada vez mas. Una vez sobrepasemos cierta dis-
tancia critica, podemos suponer que la estructura de My puede interactuar con la
estructura de M, de manera que ya no conmuten. Bajo estas premisas el algebra
conmutativa A®k? no puede representar el comportamiento de las hojas paralelas
pero muy cerca My y M,. Nuestro objetivo en este trabajo es definir y estudiar,
dentro de un ambiente algebraico, un sustituto para el algebra A ® k? en esta
situacion, esto es, un algebra no conmutativa que se pueda obtener como una
deformacion de A @ k? y que tenga propiedades estructurales similares.

En particular mantendremos la dimensién del algebra A®@k?, ya que los efectos
cuanticos no deberian afectar el nimero de variables que podemos medir. Asi
nuestro objetivo sera encontrar un algebra X, un duplicado cuantico de A, isomorfo
como espacio vectorial a A®k?. En particular, si A es finito dimensional, entonces
la dimensién del duplicado cuantico de A es el doble de la dimension de A.
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El método que proponemos para construir estos duplicados cuanticos es a
través del uso de estructuras de factorizacion o productos tensores torcidos con
el algebra A y otro factor de dimension 2. El nimero de formas en las cuales
podemos elegir este factor 2-dimensional depende del cuerpo k. Concretamente,
si k admite una extension de cuerpos de grado 2 entonces tenemos tres tipos de
algebras no isomorfas de dimension 2 sobre k, que son

e) el producto directo trivial k?
e) una extension de cuerpos cuadratica de k

o) el anillo de nameros duales k[&] = k[x]/(x?)

Por otro lado, si k no admite extensiones no triviales, por ejemplo k = C,
entonces existen dos posibles algebras, el producto directo k? y los nimeros duales.

Desde un punto de vista puramente algebraico, la nocién de producto tensor
torcido se deriva directamente del siguiente problema de factorizacion

Dado algtin tipo de objeto algebraico,  es posible encontrar dos subobjetos
con interseccion minima que generen nuestro objeto original?

El problema de factorizaciéon ha sido intensamente estudiado para el caso de
grupos, coalgebras y algebras de Hopf y algebras (ver, por ejemplo, [ACIM09],
[CIMZ00Q], [CMZ02] y [Tak81]). En el caso particular de algebras, un resultado
bien conocido nos establece una correspondencia uno a uno entre el conjunto
de estructuras de factorizacion que admiten dos algebras A y B como factores
y el conjunto de las llamadas aplicaciones lineales torcidas, que son aplicaciones
lineales T: B® A — A ® B que satisfacen ciertas condiciones de compatibilidad
con respecto a las unidades y el producto de A y B.

De esta manera el problema de construir estructuras de factorizacién con dos
factores dados se convierte en el problema de encontrar todos las posibles apli-
caciones torcidas entre estos dos factores. Bajo unas buenas circunstancias (por
ejemplo que A y B sean algebras afines), el conjunto T(A, B) de todas las aplica-
ciones torcidas T: B®A — AR B es una variedad algebraica y podemos establecer
las siguientes cuestiones

e) ;Es posible describir explicitamente la variedad T(A, B)?

e) Supongamos que podemos responder de manera afirmativa la cuestion an-
terior. Entonces, jes posible determinar qué puntos de la variedad dan lugar
a algebras isomorfas?

Estos dos problemas, incluso en los casos mas sencillos, son problemas muy
complejos. Las razones son, entre otras, las siguientes: (1) aunque existen dife-
rentes métodos para calcular productos tensores torcidos de dos algebras dadas,



ninguno de ellos produce todos los que existen; (2) ain mas grave es el problema
de determinar las clases de isomorfia de las algebras obtenidas de los mismos fac-
tores a través de diferentes productos torcidos, o encontrar alguna descripcién de
estas clases de isomorfia en términos de la variedad T(A, B).

Cibils ([Cib06]) ha demostrado que el conjunto T(k?,.A) de productos tensores
torcidos entre cualquier algebra A y el algebra semisimple conmutativa k2 esta en
correspondencia uno a uno con los pares de endomorfismos lineales del algebra A
que satisfacen ciertas condiciones. Si tomamos A = k™, entonces estos pares de
aplicaciones lineales pueden describirse en términos combinatorios usando familias
de grafos coloreados, y esta descripcién nos da un método sencillo para descri-
bir todos los productos tensores torcidos k™ ®. k?, salvo isomorfismo ([Cib06],
[ILPNO8]). Otros avances parciales en el problema de clasificacion de estructuras
de factorizacion han sido desarrollados en [BW91] y en las @ltimas secciones de
[GG99].

Mas alla de la motivacion fisica que origind el concepto de duplicado no con-
mutativo (definido por Cibils), el resto de opciones para el factor 2-dimensional
tienen su propia cuota de interés. En particular, la construcciéon de duplicados
cuanticos a través de nimeros duales tiene otra interpretacion fisica. Como el
algebra de los nimeros duales es uno de los mas simples ejemplos de superespacio
no trivial, donde la &-direccion puede ser interpretada como la direccién fermidnica
y la componente escalar como la direccién bosénica, el procedimiento de duplicar
una variedad usando nimeros duales puede entenderse como una manera sencilla
de anadir una superestructura al sistema fisico descrito por la variedad. Ademas,
las cuantizaciones del producto tensor A ® k[&] admiten una interpretacién como
deformaciones infinitesimales (para un parametro formal central) en el sentido de
la Teoria Formal de Deformaciones ([Ger64]), y por lo tanto los productos tenso-
res torcidos A ®+ k[&] pueden ser vistos como deformaciones infinitesimales con
respecto a un parametro no central, con la ventaja anadida de la existencia de una
clase de deformaciones para algebras que son rigidas desde el punto de vista formal
(como algebras separables). Finalmente, el resto de casos de duplicados cuanticos
obtenidos usando una extensién de cuerpos cuadratica tienen propiedades simi-
lares a las complexificaciones de las algebras reales, viéndolas como extensiones
escalares no conmutativas.

Capitulo 1

Empezaremos recordando algunas construcciones algebraicas basicas que po-
demos obtener a partir de dos algebras dadas. Al final de la primera seccién re-
cuperaremos la nocién de producto tensor de dos algebras, que sera la estructura
basica a lo largo de este trabajo.

En la siguiente seccién seguiremos la definicién de estructura de factorizacién
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dada por Majid en [Maj90|. La idea principal a la hora de construir una estructura
de factorizacion para un algebra X es la de encontrar dos subalgebras, Ay B, que
juntas generen X de manera no redundante. Una de las primeras consecuencias que
nos encontraremos es que como espacio vectorial X debe ser isomorfo al producto
tensor algebraico A ® B.

A partir de esta idea surgen las aplicaciones lineales torcidas o entrelazamien-
tos, que son las aplicaciones de algebras que tienen un buen comportamiento con
estas estructuras. De hecho, el resultado principal de esta seccién nos dice que
si Ay B son algebras unitarias, las estructuras de factorizacién que tienen como
factores a A y a B estan en correspondencia biunivoca con las aplicaciones lineales
T: B®RA — ARB que verifican ciertas condiciones. La estructura de factorizacién
que determinan estas aplicaciones seran los productos tensores torcidos A ®, B
de Ay B con respecto al entrelazamiento T.

Terminaremos el Capitulo introduciendo la definicién de duplicados cuanticos
de un algebra A como producto tensor torcido AR, B, donde B es cualquier algebra
2-dimensional, y caracterizaremos el conjunto de aplicaciones torcidas como un
conjunto de parejas (f, ), donde f es un endomorfismo del algebra A y & es una
f-derivacion que satisfacen ciertas propiedades de compatibilidad.

Debajo de estos productos tensores torcidos se esconde la idea de encontrar un
nuevo candidato, auténticamente no conmutativo, para ser la versién algebraica
de un producto cartesiano no conmutativo. Lo que perdemos a cambio de esta
generalizacién es la unicidad, ya que comprobaremos que para un par de algebras
Ay B dadas existen muchos productos tensores torcidos A ®. B no isomorfos.

La cuestién que vamos a abordar a lo largo de los dos siguientes capitulos
es, dadas dos algebras fijas A y B, jcuantos productos tensores torcidos A Q. B
podemos construir? O lo que es lo mismo, en virtud del Teorema [1.12} jcuantos
entrelazamientos T: B®@ A — A ® B existen?

Capitulo 2

Empezamos en este Capitulo el estudio de las estructuras de factorizacién de
dimension 4. Como ya hemos comentado, es un proceso en el cual el cuerpo k
juega un papel muy importante ya que define qué posibles factores existen. De
esta manera podemos dividir el estudio en dos casos seglin sea k algebraicamente
cerrado o no.

En este Capitulo estudiaremos el caso en que el cuerpo es algebraicamente
cerrado. Esto significa que no admite extensiones cuadraticas de cuerpos, por lo
que solo tenemos como factores al algebra k2 y a los niimeros duales k[&].

En la primera Seccién tomamos como factores dos copias de k2. A través de
la condiciones de trenzado (1.2)) y (1.3) podemos construir todos las aplicacio-



nes torcidas, pero en[Cib06] y [LPNQ8| se explica otro procedimiento a través de
aplicaciones de conjuntos, que a su vez se asocian con ciertos grafos coloreados,
esto es, con valores en sus vértices que los diferencian entre ellos. Mediante este
proceso podemos describir todos los entrelazamientos y las algebras que llevan
asociadas. Por Gltimo clasificamos esas algebras y concluimos con la Proposicion
[2.2] que nos describe todos los productos tensores torcidos.

En la segunda Seccién estudiamos el problema con los factores k[&] vy k2.
Imponiendo las condiciones de trenzado seremos capaces de encontrar todos los
entrelazamientos en funcién de las aplicaciones (f,d). Pero en este caso el es-
tudio puede hacerse mas amplio. Las buenas condiciones de los niimeros duales
nos permiten sustituir el factor k% por k™ vy, al igual que en el caso anterior,
podemos identificar las aplicaciones lineales torcidas con grafos coloreados (Pro-
posiciéon . En el Teorema explicamos cudles son los productos tensores
torcidos cuando la derivacion es cero y cuando dos productos tensores torcidos
son isomorfos. En el Teorema [2.6] tenemos qué algebras se corresponden con pro-
ductos tensores torcidos cuando la derivacién es distinta de cero. Terminamos la
Seccion con el Ejemplo 2.9 donde hacemos un estudio exhaustivo con el factor
k3.

En la tercera Seccién afrontamos el problema para dos copias de los nimeros
duales. En este caso obtenemos todas las aplicaciones lineales torcidas a través del
calculo de los posibles coeficientes que las conforman, imponiendo las condiciones
de trenzado. A partir de los entrelazamientos definimos los productos para los
productos tensores torcidos, por lo que nos queda el problema de clasificar estas
algebras. Obtenemos dos grandes familias de algebras con un elemento en comin,
que es el algebra exterior A\ k? de k?. El Teoremanos define todos los posibles
productos tensores torcidos en esta familia.

Capitulo 3

En este Capitulo completamos el estudio de las estructuras de factorizacién
de dimension 4 para el caso de k un cuerpo que admite extensiones cuadraticas.
En este caso uno de los factores sera 1 = k[x]/{p(x)), con p(x) un polinomio de
grado 2 cuyas raices no pertenecen a k.

En la primera Seccién los factores seran k? y 1. Este caso se parece mucho
a la Seccién ya que nuevamente podemos extender el estudio a k™. Nue-
vamente podemos usar grafos coloreados para describir los entrelazamientos y la
Proposicién 3.1] nos dice las coloraciones que se pueden tomar. Veremos en el
Teorema que todos los productos tensores torcidos en este caso son algebras
de matrices.

En la segunda Seccion usamos como factores k[&] y 1. Como 1 es una extension
de Galois solo existen dos endomorfismos k-lineales, por lo que el estudio es méas
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sencillo. Como 1 también es separable sus derivaciones son interiores, asi que
la clasificacion de los entrelazamientos puede obtenerse imponiendo estas dos
condiciones. Cuando la derivacién sea distinta de cero obtendremos productos
tensores torcidos isomorfos a algebras de matrices, y cuando la derivacién sea
cero obtendremos el anillo de invariantes del algebra de caminos de longitud 1 del
2-ciclo (Lema[3.5)).

Para terminar el estudio tenemos el caso de dos factores que son extensiones
cuadraticas de cuerpos. En este caso también podemos aprovechar que Ly 1’ son
extensiones de Galois separables, con lo que las aplicaciones lineales torcidas se
pueden derivar de estas condiciones. Los productos lineales torcidos resultan ser
isomorfos a algebras de cuaterniones generalizadas que tienen uno de los parame-
tros coman (Lema [3.6)). La clasificacion de las clases de isomorfia de algebras de
cuaterniones no es tan sencilla como las estudiadas en los casos anteriores, pero
en [Pie82] se presenta un resultado para el caso de un pardametro comin que en
parte resuelve la clasificacion, dando lugar a clases de isomorfia para productos
tensores torcidos que son érbitas de cierta accién, una familia uniparamétrica de
cuaterniones o el algebra conmutativa 1 ® l’. Por Gltimo, en la Proposicién
identificamos esta familia uniparamétrica con el algebra de caminos truncada del
2-ciclo.

Apéndice A

Con el objetivo que hacer este trabajo autocontenido, hemos afadido este
Apéndice donde hemos resumido una serie de conceptos como algebras de con-
juntos, derivaciones, grafos, coloraciones y cuaterniones, que se usan sobre todo

en las Secciones 2.1}, 2.2, 3.7], y 3.3

La mayoria de estos conceptos se encuentran en [Cib06].



Notacion

A lo largo de este trabajo usaremos la letra k para denotar el cuerpo base, que
tendra caracteristica distinta de 2.

Las algebras con las que trabajaremos seran siempre k-algebras asociativas y
unitarias. Dada un algebra A escribiremos w4 para denotar su producto. También
identificaremos todo objeto con la aplicacion identidad definida sobre él, esto es,
A ® f se identifica con Idg4 ® f.

El producto tensor sobre el cuerpo k se notara solamente por ®. No confundir
el producto tensor torcido A ®. B con el producto tensor de dos algebras Ay B
sobre un anillo T.

Cuando trabajemos con algebras de caminos kQ de grafos Q, asumiremos que
las flechas se multiplican como si fueran aplicaciones. Por ejemplo, en el grafo

D—2>0—-03

el camino de longitud 2 de @ a @ se escribird fx. A lo largo del trabajo, el ideal
Q>2 de kQ generado por todos los caminos de longitud mayor que uno jugara un
papel destacado. Denotaremos por Q°P el grafo opuesto a Q, esto es, el grafo
que tiene el mismo conjunto de vértices pero la direccién de las flechas ha sido
invertida.






Capitulo

Definiciones basicas
y generalizaciones de
duplicados cuanticos

Hey! ... Listen!

Navi
The Legend of Zelda, Ocarina of Time

En este primer Capitulo vamos a introducir las definiciones basicas de las cons-
trucciones con las que vamos a trabajar en los Capitulos 2]y [3] Empezaremos co-
mentando en la Seccién diversas algebras que se pueden construir a partir de
otras algebras hasta llegar a la definicién de producto tensor, que es la estructura
basica que vamos a desarrollar en nuestro estudio.

A continuacién daremos la definicion formal de estructuras de factorizacion
(Definicion|1.8), que esconde la idea de descomponer un dlgebra € como producto
tensor de dos algebras A y B.

En la Seccién [1.3] introducimos la definicién de aplicacién lineales torcidas,
que son las aplicaciones que usaremos para construir estructuras de factorizacion.
Se trata de aplicaciones que deforman la estructura multiplicativa del algebra. En
el Lema [1.10] mostramos las condiciones que deben verificar estas aplicaciones
para definir un nuevo producto. Lo realmente interesante es que realizaremos
una correspondencia biyectiva entre los productos tensores torcidos de Ay B
y los entrelazamientos entre estos dos factores. También incluimos una bateria de
ejemplos de entrelazamientos entre algunas de las algebras mas representativas
que conocemos.

Terminaremos el Capitulo caracterizando las aplicaciones lineales torcidas en
términos de ciertas parejas de aplicaciones (f,d), cuando uno de los factores tie-
ne dimensién 2, que se obtienen a partir de las condiciones de trenzado que se
definen en la Seccién [1.3] Estas condiciones son las que usaremos para realizar la
clasificacion de los entrelazamientos entre dos algebras de los siguientes Capitulos.
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Construcciones de algebras a partir de algebras

Un tépico muy recurrido en el mundo de las Matematicas es construir nuevos
objetos a partir de otros ya existentes. En nuestro caso supongamos que partimos
de dos éalgebras (asociativas y unitarias) A y B sobre un cuerpo k. iQué otras
algebras podemos construir a partir de ellas? Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1 (Producto directo). El producto directo de A y B, que denotaremos
por A x B, puede describirse de la forma

{(a,b)|a € A,b € B}
con la suma y el producto definidos componente a componente, esto es,

(a)b) + (a/)b/) = ((1-|— a/)b + b/) ((l,b) . (a/)bl) = (aa/)bb,)

Existen proyecciones canonicas del producto directo a cada uno de sus factores,
esto es, aplicaciones de algebras my : A X B — A y g : A X B — B definidas
como ma(a,b) = a y mg(a,b) = b. Estas aplicaciones nos permiten definir el
producto directo en términos de su Propiedad Universal.

Teorema 1.2. Sij tenemos un algebra X, dotada de un par de aplicaciones de
algebras pa : X — A y ps : X — B, entonces existe una (nica aplicacion de
algebras @ : X — A x B de forma que el siguiente diagrama es conmutativo

CONSTRUCCIONES DE ALGEBRAS A PARTIR DE ALGEBRAS

x\
N PA
AN
AN
N
pa N\ .AXBTA>.A
N l””}
§
B

Ejemplo 1.3 (Producto libre). El producto directo de dos algebras es la menor
algebra que se puede construir a partir de las algebras A y ‘B. Ahora nuestra idea
es construir el mayor objeto posible. Este objeto es lo que se denomina producto
libre de dos algebras. El producto libre A x B de A y B puede definirse como el
espacio vectorial generado por elementos de la forma

Cl]b] co anbn

donde los elementos a; pertenecen a A, los by pertenecen a B e identificamos

alg = a,14b = b para todo a € A,b € B. El producto se define por yuxta-
posicion. De manera mas informal, podria decirse que el producto libre se puede

expresar como el desarrollo lineal de letras alternadas, no escalares, en A y B.
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Para este producto libre existen inclusiones canodnicas ig : A — Ax B e
ig : B — AxB, las cuales podemos usar para definir el producto libre en términos
de su Propiedad Universal.

Teorema 1.4. Si X es un algebra, yju: A — X yjs : B — X son dos aplicaciones
de algebras, entonces existe una Gnica aplicacion de algebras @ : A+ B — X de
forma que el siguiente diagrama es conmutativo

B\
13l\
A*% A*B &
AN
AN
jA A

Ejemplo 1.5 (Producto tensor). De la misma manera que hemos definido el pro-
ducto libre, podemos construir el producto tensor A ® B de dos algebras A y B
como el espacio generado por los elementos

{a®blaeA,be B}

donde hacemos las siguientes identificaciones que nos caracterizan esta construc-
cion

(a+ad)®b = a®b+a ®b
a® (b+b') = a®b+a®b’
xa®b = a®ab

para todo a,a’ € A, b,b’ € B y « € k. Podemos dotar a A ® B de un producto
asociativo mediante la formula

(a®b)-(a’®b’) =aa’ @ bb’

Como ocurria en el producto libre, para el producto tensor tenemos morfismos
de algebras iy : A - A@B eig : B — AR B dados porig(a) =a®1 e
i3(b) =1 ®b. Ademas, estas aplicaciones satisfacen la condicion

ia(a)ip(b) =igp(b)ia(a)
y esto nos permite definir el producto tensor en términos de su Propiedad Universal.
Teorema 1.6. Si X es un algebra, yja: A — X yjs: B — X dos aplicaciones de

algebras tales que ja(a)js(b) = ja(b)jala) para todo a € A,b € B, entonces
existe una tnica aplicacion @ : A ® B — X de forma que el siguiente diagrama es

‘T OTNLIdVD
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conmutativo

Observacion 1.7. Como tenemos aplicacionesig : A - AQB eig : B - AR B,
podemos usar la propiedad universal del producto libre para obtener una aplicacion
© : AxB — A® B. Ademds, como A ® B esta generado por A y B, esta
aplicacion es sobreyectiva, y por lo tanto podemos recuperar el producto tensor
como cociente del producto libre. Concretamente tenemos

1.2. ESTRUCTURAS DE FACTORIZACION

ARB=A*xB/(axb—bx*a)

Estructuras de factorizacion

Vamos ahora a centrar nuestros estudios sobre el producto tensor. Nuestro
objetivo es tomar la definicion de producto tensor de dos algebras y encontrar
un modo practico de deformarlo. Recordemos que un producto tensor A ® B
puede caracterizarse como un algebra X dotada de dos aplicaciones inyectivas
ig: A= X eip:B — X tales que las imagenes de 14(A) e iz(B) generan X'y
satisfacen que ig(a) - ig(b) = ip(b) -i4(a) para todo a € A,b € B.

Si quitamos alguna de estas propiedades sin imponer otra equivalente, obte-
nemos familias mayores de algebras, que parten del mismo producto tensor hasta
el producto libre (recodemos que cualquier algebra que contenga a A y B puede
expresarse como cociente del producto libre). Queremos tener cierto control sobre
coémo de grande es el producto que definimos, por lo que nos limitaremos a algunos
casos particulares de esta familia. Solo nos quedaremos con aquellos candidatos
que mantengan la dimension lineal del producto tensor clasico. Esta idea puede
expresarse de la siguiente manera.

Definicion 1.8. Sean A y B dos k-adlgebras. Una estructura de factorizacion de un
algebra X a través de A y B consiste en un par aplicaciones de algebras inyectivas
ig:A— X eig: B — X de manera que la aplicacion lineal dada por

o(ig,is): ARB — X
a®b — ig(a)-ig(b)

sea un isomorfismo lineal. El hecho de que @(ia,1i5) sea sobreyectiva implica que
X esta generado por la imagenes de A y B, y la inyectividad nos asegura la no
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redundancia de las inclusiones de A y B sobre X. En particular, X es un cociente
del producto libre A x B el cual es isomorfo, como espacio vectorial, al producto
tensor A ® B. Si X factoriza a través de A y B, diremos que X es un producto
tensor torcido de A y B. Dos productos tensores torcidos X e 'Y se diran isomorfos,
como productos tensores torcidos de A y B, si existe un isomorfismo de algebras
@ : X — Y que respete las inclusiones de A y B, esto es, que el siguiente diagrama
conmute

A

X

X———mmY

N

B

El hecho de que X e Y sean isomorfos como productos tensores torcidos es en
general una condicién mas fuerte que el hecho de que sean solo isomorfos.

[Seccion 1.3]
Aplicaciones lineales torcidas (entrelazamientos)

En esta secciéon vamos a presentar una forma sencilla para construir estructuras
de factorizacion.

La idea es la siguiente. Tenemos dos algebras A y B y queremos construir un
algebra X que factorice a través de ellas. Por definicion (Seccion[1.2)), X debe ser
isomorfa, como espacio vectorial, a A ® B, por lo que lo mas sencillo es suponer
que como espacio vectorial X coincide con A ® B. Entonces podemos contar con
las conocidas inclusiones canonicas i4 e ip. La estructura de algebra usual sobre
A ® B se obtiene a través de la multiplicacion p: (ug @ us) o (A®R® B), donde
R:B® A — A® B se refiere al flip usual

Rb®a)=a®b

La manera mas sencilla de deformar esta estructura de algebra sera reempla-
zando el flip usual R por otra aplicacién T: BQA — AR B, y definiendo un nuevo
producto p, de la forma pe = (s @ up)o (AR TR B).

No podemos esperar que cualquier aplicacion definida de esta forma pueda
dar lugar a una estructura de factorizacion, siquiera un producto asociativo. Para
poder caracterizar las aplicaciones para las cuales esto es cierto necesitamos cierta
notacion adicional, que introducimos a continuacion.

Si tenemos una aplicacion T: B® A — A ® B definida de la forma anterior,

‘T OTNLIdVD
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1.3. APLICACIONES LINEALES TORCIDAS (ENTRELAZAMIENTOS)

escribiremos, siguiendo una notacién estilo Sweedler
T(b®a)=a.® b,

donde el sumatorio se entiende de manera implicita. Con esta notacién, el producto
L. se escribird de la forma

(a®b) 7 (a’®b’') =aal @ bbl

Si queremos que (A ® B, u.) defina una estructura de producto tensor torcido
tenemos que asegurar que las aplicaciones i4 e i sean morfismos de algebras.
Para ello podemos usar el siguiente Lema.

Lema 1.9. La aplicacioniy es una aplicacion de dlgebras si y solo sit(1®a) = a®]1
para todo a € A. De igual forma, la aplicacion ig es una aplicacion de algebra si
ysolositlb®1)=1®b.

Las condiciones dadas por el Lema
T(I®a)=a®1 Tb1)=10Db (1.1)

se llaman condiciones de unidad para la aplicacién T. Ahora que ya sabemos que
i4 e ip son aplicaciones de algebras, nos centraremos en cuando la aplicacion p.
nos da un producto asociativo sobre A ® B.

Lema 1.10 (Condiciones de trenzado). La aplicacion producto construida de la
forma w = (pa ® us) o (A ® T® B) es asociativa si y solo si la aplicacion T
satisface las siguientes condiciones

To(BRug)=(La®B)o(A®T)o (TR A) (1.2)
To(up @A) = (AR up)o(T®B)o (BRT) (1.3)

Estas condiciones expresadas en el Lema se resumen en los siguientes
diagramas conmutativos

BOARA A B A2 A0 ARB

BRWA LaA®B

BoA A®B

BOIBRA——L > BRIADB—2 - A0 B®B
ps QA AQusz

BoA

A®B
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Usando la notacion de cuerdas ([LPQ7]), las condiciones de unidad (1.1]) se
reescriben como

A A B B
7
J
B

7 - L
5 A

‘T OTNLIdVD
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A B A A B
y las condiciones de trenzado (1.2) y (1.3)) equivalen a

B A A B A A B B A B B A

Cuando una aplicacién lineal T: B&A — A® B satisface las condiciones , &
y (1.3), decimos que T es una aplicacion lineal torcida (entrelazamiento)
unitaria. Si T es un entrelazamiento, el algebra (A ® B, ) es un producto tensor
torcido de Ay B, el cual llamaremos producto tensor torcido de A y B con respecto
al entrelazamiento T, y lo denotaremos por A ®. B.

Acabamos de describir una familia particular de estructuras de factorizacion,
las obtenidas a través de entrelazamientos. Uno puede pensar que al restringirse a
este caso estamos dejando de lado otras muchas estructuras de factorizacion. Pero
no es cierto. De hecho, todas las estructuras de factorizacidon pueden construirse
con este procedimiento, tal y como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 1.11. Sea (C,i4,1s) un producto tensor torcido de A y B. Entonces
existe un tnico entrelazamientot: BQA — A®B tal que C es isomorfo a AR, B
como producto tensor torcido.

Demostracion. Sea ¢ = @(i4,15) el isomorfismo lineal que nos da la estructura
de producto tensor torcido, y definamos

T:BRA — AR®B
b®a — @ '(iz(b)iala))

SODILNYND SOAVIITdNA 3d SANOIDVZITVIINID A SYDISYd SANOIDINIAIA

Entonces tenemos

e((a®1) ¢ (a1 ®b1)) elaa; ®by) = ix(aar)ig(b)
ia(a)ig(ar)is(b)

e(a®e(ar ®by)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, podemos probar que
e((a®b1)x (1T®Db)) = @(a; ®by)e(1 ®b). Por la definicion de T tenemos
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que @(t(b® a)) =1in(b)ig(a), y como
(a1 ®@b1) (a2 ®@b2) = (a1 ®1) xT(by ® az) -« (1@ b3)

obtenemos que ¢ es un homomorfismo entre C y A ®. B.

La unicidad de T se obtiene de manera inmediata ya que cualquier homomor-
fismo de algebras A @+ B — A Q@+ B que sea compatible con las inclusiones de A
y B debe ser la identidad. O

Como conclusién de esta parte podemos enunciar el siguiente Teorema.

Teorema 1.12. Sean A y B dos k-algebras. Las estructuras de productos tensores
torcidos sobre A® B estan en correspondencia uno a uno con los entrelazamientos
(unitarios).

1.3.1. Algunos ejemplos

Ejemplo 1.13 (Producto tensor clasico). Para cualesquiera algebras A y B, la
aplicacion flip usual
T:BRA — A®B
b®a — a®b

satisface claramente todas las condiciones necesarias para ser un entrelazamiento.
El producto tensor torcido inducido por este entrelazamiento es el producto tensor
clasico de algebras A ® B.

1.3. APLICACIONES LINEALES TORCIDAS (ENTRELAZAMIENTOS)

Ejemplo 1.14 (Producto tensor graduado). Sean ahora A = @, -¢An
y B=@,-oBn dos algebras graduadas positivamente 'y conectadas
(Ao = By = k), y consideremos la aplicacion definida para todos los a € Am,
b € B, elementos homogéneos mediante

Tgr(b®a)=(=1)""a®b

La extension lineal de T4, es un entrelazamiento, y el producto tensor torcido
que induce es precisamente el producto tensor graduado A @4, B.

Ejemplo 1.15 (Algebras de grupo torcidas). Si G es un grupo discreto que actia
por la izquierda mediante automorfismos sobre un algebra A, existe un entrelaza-
miento natural T : kG®A — A®KG dada por t(g®a) = (g-a)®g. El producto
tensor torcido A @ kG no es otra cosa que la clasica algebra de grupo torcida
Ax G. Ademas, si A es una x-algebra, y consideramos la convolucion en kG dada
por g — g~ ', el algebra de grupo torcida A @ kG tiene estructura de x-algebra.

Ejemplo 1.16 (Algebras de grupos de productos de grupos emparejados). Sea
K un grupo que factoriza como K = GH para G,H subgrupos de K tales que
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HN G ={1x}. Se sabe que en esta situacion la pareja (G,H) es un par de grupos
emparejados, y que K = H pa G, siendo < el producto asociado a esta pareja (ver

[Tak81|]). Consideremos

GxH — H GxH — G
(gh) — g-h (gh) — g"

las acciones de grupo respectivas, y definamos

T:kG®KH — KkH®KG
g®h +— g-hegh

para todo g € G y h € H. Esta aplicacion T es un entrelazamiento, y se cumple
qgue kH ®. kG = k[H < G].

Ejemplo 1.17 (Extensiones de Ore). Sea A cualquier k-algebra y B = k[t] el anillo
de polinomios en una variable. Consideremos dos aplicaciones k-lineales ¢ : A — A
y&:A — A, y consideremos la aplicacion

T ktIQA — A ® Klt]
t®a — ola)®t+6(a)®1

para todo a € A. Siempre que o(14) = 14,8(14) =0, o sea una aplicacion de
algebras y & sea una o-derivacion, esta aplicacion se extiende a un (nico entrela-
zamiento T. Si se da este caso, entonces el producto tensor torcido A @ k[t] es
isomorfo a la extension de Ore A(t;0,8) asociada a o y 6. En otras palabras, la
aplicacion T es un entrelazamiento si y solo si las aplicaciones o y & definen una
extension de Ore de A.

Ejemplo 1.18 (Algebra de cuaterniones generalizada). Tomemos a,b € k elemen-
tos del cuerpo base, y sean A = k[x]/(x* —a) y B = klyl/(y? —b) dos algebras
cocientes. Identifiquemos x ey con sus imagenes en A y B, respectivamente.
Definamos la aplicacion t: B® A — A ® B por

Ty®x) =—x®y

Existe un tnico entrelazamiento Tt que extiende la definicion anterior. Ademas, te-
nemos que el producto tensor torcido AR B es isomorfo al dlgebra de cuaterniones
generalizada “kV.

Como caso particular de este ejemplo, si tomamos k = Rja = b = —1,
obtenemos que las algebras A y B son las dos isomorfas al cuerpo de nimeros
complejos C, y para el producto tensor torcido A ® B tenemos que

H=C,.C

esto es, el algebra de cuaterniones puede recuperarse como el producto tensor
torcido sobre los niimeros reales de dos copias del cuerpo de nimeros complejos.
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1.4. CARACTERIZACION DE LAS APLICACIONES LINEALES TORCIDAS A TRAVES DE (F,§)

Ejemplo 1.19 (Anillos de matrices, [BMQQ]). Supongamos que nuestro cuer-
po k contiene a q, un raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces el ani-
llo de matrices completo My (k) factoriza como un producto tensor torcido
My (k) = kKZ,, @ kZ, donde podemos considerar las dos copias de kZ., genera-
das por

01 0 0
1 0 0
0 q . 0 0 0 1 0
g=1 . . . . yh=| © © © . |, respectivamente.
. o0 o0 --- 1
n—1
00 d 100 0 0

Estos elementos satisfacen hg = qgh, por lo que podemos definir el entrelaza-
miento T como la (nica extension de la aplicacion definida sobre los generadores
por

M1e)=11 1(18g)=9g®1 1h®l1)=10h 1(h®g)=q-g®h

Caracterizacion de las aplicaciones

lineales torcidas a través de (f,0)

En esta secciéon vamos a reinterpretar las aplicaciones lineales torcidas asocian-
doles un par (f,8) de aplicaciones que tienen que ver con la estructura de A. La
idea que tenemos en mente es mejorar la tratabilidad de las aplicaciones torcidas,
de manera que al tenerlas parametrizadas por estas aplicaciones podamos trabajar
con ellas desde un punto de vista mas algebraico.

Sean A y B dos k-élgebras (unitarias) con dimy(B) = 2, por lo que podemos
presentarla como algebra cociente de la forma B = k[x]/(p(x)), donde p(x) es un
polinomio de grado 2. A lo largo de este trabajo escribiremos p(x) = x* — ax + 3,
donde o, 3 € k.

Uno de nuestros propédsitos de este estudio es describir todas las aplicaciones
torcidas o entrelazamientos con A y B como factores, esto es, todas las aplica-
ciones k-lineales

T kxl/(p(x)) ® A = A @ k[X]/(p(x)) (1.4)

que verifican las condiciones de trenzado (1.1, y (1.3)). Siguiendo el método
desarrollado en [Cib06] podemos comprobar que A ® k[x]/{p(x)) = Alxl/{p(x))
y entonces una aplicaciéon torcida como en estd determinada por los valores
T(x ® a) que se corresponden al producto xa en el algebra A[x]/(p(x)). Para
cualquier a € A consideremos T(x ® a) = xa = 8(a) + f(a)x. Entonces tenemos

x“a = (oax—p)a=a(d(a)+f(a)x)—pPa=ad(a)— pPa+ af(a)x
x(xa) = x(8(a)+ f(a)x) =d%(a) — pf?(a) + fo(a)x + 6f(a)x + af?(a)x



para cualquier a € A. Por lo tanto al asociatividad x>a = x(xa) nos devuelve las
igualdades

p(8) = 8% — ad + Bidy = BF? (1.5)
6 + of = ar(f — 2) (1.6)
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Observacion 1.20. Se puede observar la importancia del polinomio cociente p(x) &
durante el proceso, ya que la estructura de este polinomio aparece como condicion
sobre la derivada.

De igual manera que se hace en la demostracién de la Proposicion 2.10 en
[Cib06], la condicion x(ab) = (xa)b para cualesquiera a,b € A nos devuelve
que f : A — A es un morfismo de algebras 'y 6 : A — A es una f-derivacién
por la izquierda. Es claro que si tenemos f un morfismo y & una f-derivacién a
izquierda que verifican y (1.6, entonces la aplicacién lineal definida por
T(x®a) =8(a) ® 1+ f(a) ® x es una aplicacién torcida entre A y B. En otras
palabras, hemos probado el siguiente resultado.

Lema 1.21. E/ conjunto de aplicaciones torcidas
T kX (p(x)) @ A — AKX/ (p(x))

esta en correspondencia uno a uno con el conjunto de parejas (f,d) donde
f:A— A es un endomorfismo de algebras y &6 : A — A es una f-derivacion a
izquierda, verificando las siguientes condiciones

p(8) = B> 5+ 6f = (f — f2)

Un producto tensor torcido de la forma A ®, B, donde B es un algebra de
dimension 2 se llama duplicado cuantico de A.

Ejemplo 1.22. Sia =1y B =0 entonces B = k? y podemos recuperar la cons-
truccion dada por Cibils en [Cib06], ya que en ese caso la aplicaciones torcidas estan
en correspondencia uno a uno con las parejas (f,8) que verifican p(8) = 6% — 5 =0
(derivada idempotente) y &f 4+ 6 = f — 2.

Observacion 1.23. E/ Lemall.21 admite un refinamiento cuando la caracteristica
de k es diferente a dos. Si tomamos la transformacion lineal d(x) = (a/2)x + 1
obtenemos p($p(x)) = x* +v y kIxl/(p(x)) = k[x]/{(x* +v). Entonces las ecua-
ciones y (1.6) pueden ser reescritas como

82 = y(f2 —ida)
£5 +8f =0

SODILNYND SOAVIITdNA 3d SANOIDVZITVIINID A SYDISYd SANOIDINIAIA

de manera que los calculos que desarrollaremos en los siguientes capitulos se tornan
mas sencillos.
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1.5. MAPA CONCEPTUAL DEL CAPITULO 1

Mapa conceptual del Capitulo

producto
libre

producto
directo

producto

A tensor
Algebras

a partir de
élgebras estructura basica

Definiciones
béSlcaS § I producto tensor

torcido

Estructuras
de facto-
rizacion aplicaciones
torcidas

Duplicados caracteri-

cuanticos ';, anf’w,ﬁw zada por
erivacion N
(f,8)

factor
dimensién 2
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Capitulo

Estructuras de
factorizacion con k
algebraicamente
cerrado

— Y Peachy tardé un afio en volver; y las montafias
intentaron aplastarle. Pero no corria peligro, porque
Danny marchaba delante de él. Y Danny no soltaba la
mano de Peachy. Y Peachy no soltaba la cabeza de
Danny.

— i Qué dice?

— Usted conocio a Danny.

- Si.

— Conocio, amado hermano Kipling, a Danniel Drabot ...
Pues llego a ser rey de Kafiristan y llevo una corona. Y
ésa es toda la historia.

Peachy Taliaferro Carnehan
El hombre que pudo reinar

Las algebras no triviales méas simples que pueden ser factorizadas como un pro-
ducto tensor torcido cuyos factores tienen dimension al menos 2 tienen dimension
al menos 4. En los Capitulos 2]y [3| vamos a clasificar, salvo isomorfismo, todas las
algebras de dimension 4 que pueden ser factorizadas.

Este problema presenta una fuerte dependencia con respecto al cuerpo base k.
Basicamente tenemos que enfrentarnos a dos situaciones diferentes

1) El cuerpo k no admite una extensién de cuerpos de grado 2 (por ejemplo, k
es algebraicamente cerrado). En este caso solo hay dos algebras que pueden
aparecer como factores, el algebra semisimple k2 y el algebra de los ntiimeros
duales k[£]. Vistas estas algebras como cocientes k[x]/(p(x)), el algebra k?
se corresponde con los casos en los cuales p tiene dos rafces distintas en k
y k[&] con los casos en que p tenga una raiz doble.

2) Si k admite una extension cuadratica, o equivalentemente si existen polino-
mios de grado 2 que no tienen raices en k, debemos tener en cuenta estas
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extensiones como posibles factores. El niimero de extensiones cuadraticas
no isomorfas van desde uno, por ejemplo para k = R, hasta una familia
infinita de ellos, como pasa para k = Q.

En este Capitulo vamos a estudiar la clasificacion para el caso k algebraica-
mente cerrado y dejaremos el segundo caso para el Capitulo 4.

Productos tensores torcidos de la forma k? @, k?

Empecemos por el caso mas sencillo de producto tensor torcido. Se trata de
dos pares de copias de k. Consideremos A y B algebras ambas isomorfas a k[Z-],
el algebra del grupo ciclico Z,, y fijemos (14, a) una base para Ay (15,b) una
base para B, que satisfacen a? =14 y b% = 15. Entonces el conjunto

{1la®@1s,14®b,a®13,a® b}
es una base para AR By
{]B®1A)b®]ﬂ)13®a)b®a}

es una base para B ® A.

PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K? @, K?

Escogemos estas bases porque nos facilitara los calculos a la hora de encontrar
todos los entrelazamientos T: B ® A — A ® B, ya que las condiciones de unidad
(1.1)) nos fuerzan que

2.1.

T(ITR1)=11 T(T®a)=a®]1 T(b®1)=1D0b

A la hora de definir un entrelazamiento entre A y B nos basta dar el valor de
T(b® a) y comprobar que satisface las condiciones de compatibilidad con respecto
a los productos en A y B descritas en y (1.3). Despejando los coeficientes
los entrelazamientos que se obtienen son los siguientes

1) t1(b®a)=a®b

2) 1(b®a)=aly®1s —a®b, donde x € k
3 tbRa)=-14R13+1,b+a® 13
HTbRaA)=1,1—-1,b+a® 1z

5 t1b®a)=1401g+1,b—a® 13

6) (b®a)=—I4R13—14,0b—a®1s

La clasificacion de las estructuras de factorizacion de estas algebras a partir
de las posibles aplicaciones torcidas es un trabajo que se desarroll6 en [Cib06] y
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[CPNQ8|. Para que el contenido de este trabajo sea completo vamos a comentar
ahora el proceso que se sigue.

Aunque podemos continuar el estudio a partir de las aplicaciones T que hemos
obtenido anteriormente, existe otra posibilidad para clasificar los productos tenso-
res torcidos a través de aplicaciones de conjunto y grafos. Como la caracteristica
de k # 2, podemos identificar k[Z,] = k?Z a través de la aplicacién

1 1-
—’z_al—>(1,0):u a

Por lo tanto, el espacio de entrelazamientos sobre estas algebras puede calcularse
en términos de ciertos grafos coloreados (que no es otra cosa que darle valores a
los vértices del grafo. Ver Apéndice |A)).

—(0,1)=v

En nuestra situacién, las aplicaciones de algebras f : k2 — k? pueden expresarse
en funcién de las aplicaciones de conjunto ¢ : {u,v} — {u, v} (ver [Cib06] para la
correspondencia), obteniendo las cuatro posibles aplicaciones de algebras

o) filu)=uyfi(v)=v
o) f2(u) =vyfa(v)=u
o) f3(u)=u+vyfsz(v)=0
o) f4(u) =0y fa(v) =u+v

Asociadas a estas aplicaciones tenemos los siguientes grafos, donde el grafo
Q; es el relacionado a la aplicacion fy

Q1=§07 @ Q=00
Q3—O—Q Q4—@—O

Las coloraciones relacionadas con estos grafos vienen dadas por

) O
e ©

OavdddD J1LNINVYIIVEEIDTY A NOD NOIDVZIJOLDOV4 3Ad SYINLONALST ¢ OINLIdVD

2'") @Z_—=®, donde o+ p = —1

N
s'> ch,.

Aqui podemos observar que el entrelazamiento 1) se corresponde con el grafo
coloreado 1'), la familia de un parametro de aplicaciones 2) esta asociada con los
grafos 2') cuando variamos la coloracion, y los entrelazamientos 3), 4), 5) y 6) se
corresponden con las coloraciones 3").
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Observacion 2.1. Como consecuencia de este proceso, el conjunto de los entre-
lazamientos dan lugar a una variedad consistente en cinco puntos aislados, que se
corresponden con los entrelazamientos 1) y del 3) al 6), junto a una linea asociada
a la familia uniparamétrica descrita en 2).

Ya tenemos descritos todos los entrelazamientos entre k? y kZ en términos de
grafos. Vamos ahora a describir todas las clases de isomorfismos de las algebras
resultantes.

En [Cib06] se demuestra que las algebras asociadas a los cuatro entrelazamien-
tos no invertibles 3) — 6) son todas isomorfas al algebra de caminos del grafo

O

Q =
O———0

que sabemos que son isomorfas al algebra que tiene por presentacién

(a,b]a?=b*=1,ba=—a—-b—1)

Esto nos define cuatro de los cinco puntos aislados de la variedad T(k?,k?).
El Gltimo es el que corresponde al flip usual, y el algebra asociada es el producto
tensor usual
kZ; @ kZ; = k(a,b |[a*> =b* = 1,ba = ab)

Este algebra puede ser descrita como el algebra de caminos del grafo

PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K? @, K?

2.1.

©) ©]

@) @]

De esta manera, solo nos queda estudiar el caso de la familia uniparamétrica
de entrelazamientos descritos en 2). La familia de algebras obtenidas se puede
describir en términos de generadores y relaciones, obteniendo la familia de algebras
que tienen por presentacion

Ag=Xk(a,b|la*=b*=1,ab+ba=q)

Dependiendo del valor del parametro q podemos obtener varias familias dife-
rentes de algebras

e) Si tomamos q # £2, entonces la aplicacién de algebras

Aq — M2(k)
definida por
1o g e
a= (o b— 2% _%
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nos devuelve un isomorfismo de algebras entre el algebra Aq y M;(k), el anillo
de matrices 2 x 2.

o) Si q €{2,—2}, la aplicacién de algebras f: A_» — A, definida por

fla®1g) = 14®13

f(la®b) = a®ls

flalg) = (140b)—2(ax1p)
fla®b) = —(a®b)

es un isomorfismo.

Nos queda entonces clasificar este algebra misteriosa cuando q = £2. Con-
sideremos ahora S = kQ/(Qx2), donde Q es el 2-ciclo CC__ >0y Q>3 el ideal
generado por los caminos de longitud mayor o igual que 2. Podemos describir S
como el algebra que tiene por base cuatro elementos e, f,x,y (los dos vértices y
las dos flechas) de manera que la multiplicacién viene dada por la tabla

< X -+~ O

O X O m|m
< O —Hh O|—h
O O X O|X
O O O I

Consideremos la aplicacién de algebras @ : S — A_, definida por

Ole) = 1/2(Ta®@1p)—(a®13))
o(f) = 1/2{(1a®1s)+ (a®13))
O(x) = 1/4(14®@18)+(14@b)+ (a®13)+ (a® b))
Oy) = 1/4(a®18)—(14®b)—(a®1s)+ (a®b))

Es un ejercicio rutinario comprobar que @ es un isomorfismo de algebras entre
A_> vy S, por lo que tanto A, como A_> son isomorfas al algebra S.

Como punto final de esta Seccion podemos resumir los calculos anteriores en
el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2. Sean A =B = k%, yseat: BQA — A®B un entrelazamiento,
entonces el producto tensor torcido A ®+ B es isomorfo a una de las siguientes
algebras

o) k*, o equivalentemente, el dlgebra de caminos conmutativa del grafo

©] @)

O ©)
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o) El algebra de matrices M (k)
o) El cociente kQ/(Q>2) del dlgebra de caminos del 2-ciclo

Q=00

médulo el ideal generado por el conjunto Q> de caminos de longitud mayor
que uno

o) El algebra de caminos k(NQ del grafo

Podemos encontrar el estudio completo del caso k™ @, k™ en [JLPNSTI].

Productos tensores torcidos de la forma k[&] ®. k?

La siguiente estacion en nuestro camino para la clasificacién de las estructuras
de factorizacién de dimensién 4 es la que tiene por factores el algebra semisimple
k? y una copia del algebra llamada de los nimeros duales, que no es otra cosa que
afiadir un divisor de cero a k.

2.2. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K[&] @ K?

Consideremos k[&] = k[x]/(x?) el anillo de los nimeros duales. Podemos in-
tentar atacar este problema mediante la fuerza bruta, buscando las aplicaciones
lineales torcidas a través de sus coeficientes. Como la caracteristica de k es dis-
tinta de 2, tenemos las presentaciones de las algebras k* = (I,a | a®> = 1) y
k&) = (1,& | €2 = 0). De esta manera {1, a,&,aé} es una base para k? ® k[&],
donde hemos identificado a ® & con aé. Cualquier entrelazamiento entre estos
espacios vendra determinado Gnicamente por el valor de T(& ® a) = &a, que en
términos de la base se escribira

Ea=oa+pa+vE+dag
con «, B,7v,d € k. Aplicando la condicién de trenzado (1.2)) tenemos
£ = &a? = (Ea)a = (a+Pa+vyE+dad)a

oa + Ba’ +yvéa + daéa
= B+aay(e+Pa+vE+0oaé) +dala+ Ba+vE+ dag)

B+ oxa+yo+yBa+vyiE+ydal + ada+ pda’ + yda + 8%aé,
= (B+ya+Ppd)+ (x+vyp+ad)a+ (v +8%)E+2ydag
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Despejando convenientemente tenemos las ecuaciones

B+ya+pd = 0
ax+yp+ad = 0

Vs = 1 (2.1)
2vd6 = 0

Por el otro lado, la condicién (1.3) se deriva en la identidad

0 = &%a = &(&a) = E(a+PBa+vE+dal)

x& 4+ BEa+yE? + SEa

o+ Bla+Pa+vE+06al) +d(a+ Ppa+vE+dag)é

ok, + P 4 B2a+ BYE + Boal + odE + Bdaf + yOE? + 6%ak?
= P+ B%a+ (cc+ By + «d)E + 2pdaé,

que nos da las ecuaciones

oap =
ﬁz
o+ By + «d
26 =

(2.2)

o O O O

La primera condicién que deducimos es que 3 = 0, que sustituyendo en (2.1
y (2.2) nos define el sistema

Yo = 0
x(1+98) = 0
,YZ _|_62 = 1 (23)
2vd = 0
Una primera solucién de (2.3)) es la dada por los coeficientes 8 = —1,y =0y

« arbitrario, por lo que obtenemos una familia de entrelazamientos parametrizada
por el propio « dada por

w(E®ad=al®1-a®§ (2.4)
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Por otro lado, si o« = 0 el sistema (2.3) tiene tres nuevas soluciones, que se
corresponden con los entrelazamientos

TE®a) = a®f§
T(E®a) = 1®E (2.5)
TM(¢®a) = —-1®¢&

De esta manera, la variedad T(k?,k[£]) consiste en la recta dada por las apli-
caciones T, Mas tres puntos aislados.



Una vez hemos definido todas las aplicaciones torcidas entre las algebras k?
y k[&] pasamos al problema de clasificar algebras los productos tensores torcidos
que definen.

El algebra de nimeros duales presenta ciertas propiedades que nos permiten
ampliar este estudio a factores mas grandes. Podemos describir el conjunto de
todos los entrelazamientos T : k[&] ® A — A ® k[&]. Nuevamente, es suficiente
definir cémo actla la aplicacién T sobre & ® a. Para cualquier a € A podemos
escribir

TE®a)=56(a)®1+fla)®E

para ciertas aplicaciones f,d € Endy(A). Identificando los elementos de A y k[&]
con sus imagenes en A ®. k[&] obtenemos la expresion de la aplicacién torcida
como producto

Ea=06(a) +f(a)§

Si usamos la compatibilidad de T con el producto de A obtenemos

dlaa’) +f(aa’)E = E&(aa’) = (&a)a’
= (8(a) +f(a)é)a’ = o(a)a’+f(a)&a’
= d(a)a’+f(a)(d(a") + f(a')E)
= S(a)a’ + f(a)d(a’) + f(a)f(a’)§

para todo a,a’ € A, de manera que f es un endomorfismo de A y que & es una
derivacion torcida por f.

Por el otro lado, la compatibilidad de T con el producto de k[&] nos da la
condicién

2.2. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K[&] @ K?

0 = &2 = &(&a) = &(8(a) +f(a)é)
£d(a) + &f(a)g

§%(a) +f(8(a))& + (3(f(a)) + 2 ())&
§%(a) + (f5 + 8f)(a)&

para todo a € A. De esta manera, las aplicaciones f y & deben satisfacer
=0 (2.6)
fo+0f=0 (2.7)

Analogamente, es sencillo comprobar que una pareja (f,0) dada por un en-
domorfismo y una derivacién torcida que satisfacen las condiciones y
nos dan lugar a un entrelazamiento. Tenemos entonces demostrado el siguiente
resultado.

lazamientos T (A, k[&]) y el conjunto de parejas (f,8) con f € End(A) y & una
f-derivacion torcida, que satisfacen las condiciones (2.6) y (2.7).
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Pasemos ahora al caso A = k™ para algdn nmero natural n > 2. Denotemos
por {e1,...,en} la base candnica para k™. Al igual que en la seccién anterior, las
aplicaciones de algebra f : k™ — k™ estan en correspondencia uno a uno con las
aplicaciones de conjuntos ¢ :{e7,...,en} — {e1,...,en}, donde a cada aplicacién
de conjunto @ le asociamos la aplicacién de algebra f definida como

f(ey) = Z ej, paracualquieri=T1,...,n
{ej | p(ej=ei)}

Sabemos también que estas aplicaciones estan en correspondencia uno a uno con
los grafos que tienen n vértices y tales que de cada vértice sale una Gnica flecha.
Denotamos por Qs el grafo asociado a f (o a @), que tiene {eq,...,ex} como
conjunto de vértices, y que tiene una flecha e; — e; siy solo si @(e;) = e;.

Con respecto a las derivaciones torcidas, podemos considerarlas como deriva-
ciones normales con valores en el bimoédulo ¢k™, cuya accién por la izquierda viene
dada por x -y = f(x)y y accién por la derecha viene dada por el producto usual.
Como k™ es separable todas las derivaciones son interiores, y de esta manera para
cada & € Der(k™,¢ k™) existe cierto a = (aj)i=1,...,.n € k™ tal que

d(e;) = ei-a—ae; = flej)a—ae;
= > ejaj —egay, para cualquieri=1,...,n (2.8)
¢ (ej)=e;

Podemos también refinar este proceso. Observemos que si f(ei) = e;, esto es,
Qs tiene un lazo en ey, el valor de a; no aparece en la descripcion de &(ey) dada
en para ningun ey. Por lo tanto, podemos normalizar el elemento a € k™
escogiendo a; = 0 para todo lazo a;. Esto nos permite afirmar que las derivaciones
vienen dadas por un @nico elemento normalizado a € k™.

Entonces las derivaciones estan en biyeccién con las coloraciones (valores en
k para cada vértice) de Qs tales que a cada lazo se le asigna el valor 0.

Proposicion 2.4. E/ conjunto de todas las aplicaciones lineales torcidas
T:k[E] @ k™ — k™ ® k[&] estd en correspondencia biyectiva con el conjunto de
los grafos coloreados Qs tales que

a) Qg es el grafo asociado a la aplicacion de conjunto

P 5{61,...,€n}—>{€1,...,€n}.

b) Los vértices de Q¢ estan etiquetados por 0, de manera que la componente
conexa que aparece no es un subgrafo del 2-ciclo ®C@. Si los vértices
corresponden a una componente conexa que es un 2-ciclo, los valores de la

coloracion en el 2-ciclo deben satisfacer x = —y.
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Demostracion. Por el Lema tenemos que buscar las parejas (f,8) que verifi-
quen las condiciones de compatibilidad. A partir de (2.8]) obtenemos

52(61) = Z Ax Qg (ey )€k — Z aj(aj + (1'1)6]' + aizei (2.9)

@2 (ex)=e; @(ej)=eq



para cualquier e;. No hay pérdida de generalidad en asumir que el grafo Qs es
conexo, ya que en caso contrario podemos razonar sobre cada componente conexa
y el algebra resultante serad el producto directo de las algebras asociadas a las
distintas componentes ([Cib06]).

Si e; no es un lazo y no esta dentro de un 2-ciclo, mediante (2.9)) el coeficiente
de e; en 8%(e;) es a?, por lo que a? = 0y a; = 0. En el caso de que e; esté en

un 2-ciclo 30)Z__(3)), la ecuacién (2.9) nos dice
52(61) = aiqjeq — a]-(a]- + ai)e)- + aizei

Observemos que ningiin otro vértice distinto de e; y e; puede estar en un 2-ciclo,
ya que Q¢ contiene a lo sumo un ciclo, y entonces estaria coloreado por cero. La
condicién 82 (ei) = 0 se reduce entonces a la igualdad ai+aj = 0. Ahora es sencillo
darnos cuenta que si Q¢ es exactamente un 2-ciclo, la condicién & + 6f = 0 se
obtiene de la condicién anterior.

En cualquier otro caso, esto es, si Q¢ contiene un 2-ciclo pero no se reduce
solo a eso, entonces tendremos un subgrafo de la forma

G

A efecto de facilitar las cuentas, podemos asumir que existe solo una flecha que
termina en el 2-ciclo (si existen méas, la demostracion se hace de la misma forma).
Debido al razonamiento anterior, el valor de la coloracién sobre ey debe ser cero,
mientras que en ey, e; debe tener los valores t y —t para algan t € k. Por la defi-
nicién de f, tenemos f(ex) =0, f(ej) = e; + ex y f(ei) = e;. Ademas, d(ex) =0,
5(ej) =t(ei +e5) y d(ei) = —t(e; + ¢;). De esta forma, tenemos

2.2. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K[&] @ K?

(fo + 8f)(e;) = tlei +e5 +ex) —tles +e5) = tex

y &+ &f =0 si y solo si t = 0. El reciproco es sencillo de comprobar. O

Para poder describir las clases de isomorfismos de las algebras que obtenemos,
debemos distinguir casos: cuando & = 0 (esto es, el entrelazamiento viene dado
solo en términos del endomorfismo) y & # 0.

Teorema 2.5. E/ producto tensor torcido T = k™ ®¢,0) klE] es isomorfo al
algebra cociente QP /(Qf)>2 del algebra de caminos del grafo QY por el
ideal generado por los caminos de longitud mayor que 1. Como consecuencia, dos
productos tensores torcidos T¢, Tg son isomorfos si 'y solo si Q¢ = Qg.

Demostracion. Definamos un isomorfismo @ : KQFP — k™ ®(¢,0) k[&] de la si-
guiente manera

o) Para cualquier vértice e;, hacemos ®(e;) =e;® 1, coni=1,...,n.

o) Para cualquier flecha «, hacemos ®(x) = e; ® &, donde e; es el final de
en Q7P.
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Se calcula directamente que @ es una aplicacion sobreyectiva y que
(Q?p)zz = Ker®. O]

Consideremos ahora un entrelazamiento (f,d), donde & # 0. Debido a las
normalizaciones que hemos hecho previamente, el hecho de que & no sea cero
implica que Q¢ tiene una componente conexa que es un 2-ciclo con coloracion
distinta de cero. Vamos a razonar solo sobre esta componente. Como probaremos
ahora, para cualquier valor de la coloracion (distinto de 0) el algebra resultante
es isomorfa al algebra de matrices de dimensién 2 x 2 sobre k. En particular, no
pueden ser isomorfas a ninguna de las algebras que hemos visto en el Teorema
[2.5] que se correspondian con aquellas para las cuales la derivacién era trivial.

Teorema 2.6. £/ producto tensor torcido T¢5 = k? @t 5) k[E] (con & # 0) es
isomorfo al anillo de matrices M3 (k).

Demostracion. Asumamos que el valor de la coloracién sobre eq (respec. e;) es t
(respec. —t), y consideremos la aplicacién @ : k? ® k[£] — M, (k) dada por

®1 1.0 ®1HOO RE& —t ot ®E.i—)00
€ 0o 0) €2 0o 1) © 0o 0) t ot

Se sigue de forma directa que @ es un isomorfismo entre algebras siempre que
t#0. ]

Observacion 2.7. E/ valor exacto del escalart es irrelevante. Para cualquiert # 0, &
una componente conexa que sea 2-ciclo siempre generara un algebra de matrices.

De esta manera, si existe una componente conexa de Q¢ que consista solamente

en un 2-ciclo coloreado por un escalar distinto de cero, M5 (k) es un factor directo

de k™ @¢,5) klel.

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente Teorema.

Teorema 2.8. Cualquier producto tensor torcido k™ @~ k[&] es isomorfo a un
algebra del tipo

(M2(k))* x kQ/Qx2

dondet es un niimero natural y Q un grafo apropiado definido por el endomorfismo
f del entrelazamiento. Ademas, si el entrelazamiento viene dado por un par (f,6),
tenemos que la coloraciont =0 si y solo si & = 0.
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Hemos terminado entonces con un resultado que nos caracteriza todos los
productos tensores torcidos de la forma k™ ®. k[&], que es mucho mas de lo
que andabamos buscando en un principio, gracias a las particulares condiciones de
estos factores. Vamos a hacer la clasificacion cuando n = 3.
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Ejemplo 2.9. Vamos a describir todos los posible productos tensores torcidos
k3 @« k[E]. Si T viene dada por una pareja (f,d), las tnicas posibilidades para el
grafo Q¢ son:

0 Y Y ey Yo oot
(iv) o >0<—o0 (v) O—Q—O (vi) ﬁ

(\.

A oo Y

Observemos que los grafos (i) — (vi) no tienen ninguna componente conexa que
sea un 2-ciclo, por lo tanto la coloracion asociada debe ser trivial y las algebras
resultantes son las algebras de caminos truncadas de los grafos opuestos. Por otro
lado, el grafo (A) tiene una componente que es el 2-ciclo y por lo tanto admite
una derivacion no trivial. Existen dos posibilidades

)
(Ao) @0 © A) QT O ©, cont#0

El caso (Ap) se corresponde (va que la derivacion es trivial) al algebra de caminos
del grafo opuesto a (A), mientras que, para t # 0, el caso (A.) se corresponde
con el producto directo M, (k) x k[E].

2.3. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA KI[&] ®+ K[n]

Productos tensores torcidos de la forma k[&] ®- k[n]

Pasaremos ahora a abordar el Gltimo de los casos en que k sea algebraicamente
cerrado y las algebras sean de dimensién 2. Se trata del caso k[&] ®+ k], cuando
tengamos dos copias de los niimeros duales. Como sabemos k[&] no es separable,
luego sus derivaciones no tienen por qué ser interiores, y definir sus endomorfismos
tampoco es sencillo. Por ello trataremos de resolver este problema usando de nuevo
el ataque directo sobre los posibles entrelazamientos.

Trabajaremos nuevamente sobre unas k-bases de estas algebras

A=K[E] =(1,§] £ =0) (2.10)

B =kl = (I,n|n*=0) (2.11)

Un entrelazamiento T = B ® A — A ® B quedara definida en el momento en que
conozcamos el valor T(n ® &). Una base para A ® B podra obtenerse a partir de
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(2.10) y (2.11)), y sera (1,&,m,&n | £2 =n? = 0), por lo que
TM®E) =nE=a+bé+cn+dén (2.12)

Ahora imponemos la condicién de trenzado (1.2)), que es la asociatividad del pro-
ducto en B

mé&)§

(a+b&+cn+ dén)é
aé+cla+b&+cen+dén) + dé(a+ bE +cn + dén) (2.13)
ac+ (a+bc+ad)é+c?n+2cdén = 0

La condicién de trenzado (1.3), asociativdad del producto en A, nos da las
relaciones

nmé) n(a+b&+cn+dén)
an+b(a+b&+cn+dén) +d(a+bE+cn+dénn  (2.14)

= ab+b?E+(a+bec+admn+2bdén = 0

Uniendo (2.13) y (2.14) nos quedan las condiciones

ab = 0
ac
bZ
c2
2bd
2cd

a+bc+ad =

|
cooooo

de donde obtenemos b = ¢ = 0 y dos familias de soluciones
1) a=0yd libre
2) d=—1y alibre

que de acuerdo a la definicion (2.12) nos dan lugar a dos familias de entrelaza-
mientos

TM®E=qn v 1Mm®E=—-&n+q, congek

Ahora que ya sabemos los posibles entrelazamientos entre estos dos factores
vamos a clasificar los productos tensores torcidos salvo isomorfismo. El caso 1)
genera la familia de algebras
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Aq = (x,y [x* =y? =0,yx = qxy) (2.15)

que no es otra cosa que los diferentes planos cuanticos médulo el ideal (x%,y?).

siysolosigq=hoq= h=', por lo que tenemos infinitos productos tensores

Podemos afinar mas la clasificacion. Probaremos a continuacion que A4 = Ap
torcidos no isomorfos.
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El isomorfismo se prueba de la siguiente manera. Tomemos A4 una de estas
algebras con la presentacion (1,x,y,xy | x> = y?> = 0,yx = qxy) y An con
la presentacién (1,a,b,ab | a? = b?> = 0,ba = hab). El elemento x ird a un
elemento genérico de Ay, digamos «+ fa + yb + dab. Asi

x* = o + 2aBa + 2ocyb + (2a8 + By + hpy)ab =0
por lo que « =0y By(1 +h) =0 pudiendo hacer la identificacion
x— Ba+vyb+ dab
con By = 0. De igual manera, podemos hacer
y—pB'a+y'b+8ab

con B'y’ = 0. Queda imponer la condicion yx = qxy. Empecemos suponiendo
 =0. Por un lado

yx— (B'a+v'b+ dab)(yb + dab) = B yab
Por el otro,
qxy — q(yb + 8ab)(p'a+vy'b + 8'ab) = ghp'yab

Igualando se obtiene la condicién q = h~!.

Si tomamos la condicién y = 0 y trabajamos de igual manera, obtenemos
q=nh.

Resumiendo las (ltimas lineas podemos enunciar la siguiente Proposicion.

2.3. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA KI[&] ®+ K[n]

Proposicién 2.10. Aq = A, & q=h"'6q=h.

Observacion 2.11. Observemos también que si q = 1, A1 = klx,yl/(x*,y?), el
cociente del caso conmutativo.

La otra gran familia A ®., B se corresponde con las algebras que pueden
presentarse como

Xe =k(x,ylx? =y2 =0,yx + xy = t) (2.16)

que son isomorfas al algebra de las matrices de dimensién 2 x 2.
El isomorfismo se define de la siguiente manera. Una base de

AR, Bes (LEMN,ENIE =12 =0n&+E&n=q), con q # 0, ya que se-
ria el caso A_ ya tratado anteriormente. Hacemos la correspondencia

=(19) = (13) (2 )
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Imponiendo la condicién n2 = 0 obtenemos las condiciones

{ b(a+d) 0

cla+d) = 0

Si ahora imponemos la condicién del anticonmutador n& + &n = q obtenemos

b = ¢
a+d = 0,

por lo que nos basta con hacer

0 ¢q 0 0
(g 8) e (o)
que son linealmente independientes, y por tanto definen un isomorfismo entre

A @<, By Ma(k).

Podemos resumir todos los calculos anteriores en el siguiente Teorema.

Teorema 2.12. E/ producto tensor torcido k[&] ®- k] es isomorfo a alguna de
las siguientes algebras

*) kx,yl/(x*,y?)
o) Ag=<xy |x2 =y? =0,yx = qyx >
o) El algebra de matrices M; (k)

En este caso, la variedad T(k[&], k[n]) consiste en dos lineas que se cortan en
un punto.
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2.4. MAPA CONCEPTUAL DEL CAPITULO 2

Mapa conceptual del Capitulo 2

k* (con-
mutativa)

Clasificacion
estructuras
factorizacion.
k algebraica-
mente cerrado

planos
cuanticos

se puede extender

coinciden en

Ax™

38 —



Capitulo

Estructuras de
factorizacion con
extensiones
cuadraticas

— Ahora estoy llamando a los espiritus -dijo-. El Espiritu
del Gran Oso Cavernario, del Leon Cavernario, del
Mamut, de todos los demas, y también a los espiritus
antiguos del Viento, de la Niebla y de la Lluvia -alargo la
mano hacia el pequeiio cuenco-. Ahora voy a darle un
nombre y a convertirlo en miembro del Clan -hundié el
dedo en la pasta roja y trazé una linea vertical en el
rostro del cadaver, desde la frente hasta la nariz. Luego
se incorporo, diciendo con sefiales y a viva voz:

— El nombre del nifio es Rydag.

Ayla, del campamento del Leén de los Mamutoi
Los cazadores de mamuts (Los Hijos de la Tierra Ill)

En este Capitulo vamos a terminar con el estudio de la clasificaciéon de las
estructuras de factorizacion de dimensién 4. En el Capitulo anterior hemos com-
pletado el estudio en el caso en que k sea algebraicamente cerrado. En este Capi-
tulo haremos la clasificacién en el caso en que podamos construir polinomios con
coeficientes en k cuyas raices no pertenezcan a k.

A lo largo de todas las secciones notaremos 1 = k[x]/(p(x)), con p(x) un
polinomio de grado 2. El algebra 1 se corresponde con una extensién de Galois
de dimensién 2, con lo cual los endomorfismos y las derivaciones que podemos
construir sobre ella estan mas limitadas y la caracterizacién de las aplicaciones
torcidas en términos de (f,d) varia ligeramente del Capitulo

Conviene también recordar que gracias a la Observacion podemos realizar
una transformacion sobre el polinomio p(x) que elimina el término lineal, facilitando
de nuevo los calculos.
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Productos tensores torcidos de la forma k? ®. 1

Esta seccion discurre de manera similar a la Seccién 2.2, aunque ahora el
factor es una extension cuadratica en lugar de los nimeros duales. Y esto cambia
ligeramente las demostraciones y los resultados.

Al igual que en la citada seccion podemos extender los resultados a factores
mas grandes. Fijemos A = k™ para algin nimero natural n > 2. Denotemos
también {es,...,en} la base candnica de k™. Como ya sabemos, las aplicaciones
de algebras f : k™ — k™ estan en correspondencia uno a uno con las aplicaciones de
conjuntos @ : {e1,...,en} — {e1,...,en}, donde a cada aplicacién ¢ le asociamos
la aplicaciéon f definida como

fley) = Z ej, paracualquieri=1,...,n (3.1)
{ejlo(ej)=ei}

Como ya hemos estudiado, estas aplicaciones estan en correspondencia uno a
uno con los grafos de n vértices tales que de cada vértice parte exactamente una
sola flecha. Denotemos por Qy el grafo asociado a f (a través de @) que tiene
{e1,...,en} como conjunto de vértices y que tiene una flecha e; — e; si y solo si
plei) = ej.

Con respecto a las derivaciones torcidas, sabemos que todas ellas son interio-
res (k™ es separable), por lo que para cada & € Der(k™,r (k™)) existe un cierto

PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K? @, L

— a=(as,...,ay) € k™ tal que
o
5(61) = (f(el) — ei)a = Z €;a; —eiaq (32)
@(ej)=e;
para cualquieri=1,...,n.

Otro resultado que ya conocemos es el que nos dice que las derivaciones estan
en biyecciéon con las coloraciones de Q¢. La siguiente proposicién nos explica el
comportamiento en esta situacion que varia ligeramente de la Proposicion [2.4]

Proposicion 3.1. E/ conjunto de todas las aplicaciones lineales torcidas
T: k™ @ kix]/(p(x)) — kix]/(p(x)) ® k™ esta en correspondencia uno a uno con
el conjunto de grafos coloreados Qs tales que

a) Qg es el grafo asociado a la aplicacion de conjunto

¢ :{er,...,ent —{e1,...,en}
b) Las tnicas componentes conexas de Q¢ son los 2-ciclo, y los valores de
la coloracion en dichos 2-ciclo deben satisfacer a; + a; = —«.

Demostracion. Bajo la condicién (3.2) tenemos

52(61) = Z Ak Qg (e )€k — Z (1]'((1]' + (li)ej + aizei, Ve; (3.3)

@2 (ex)=e; @(ej)=e;



No caemos en pérdida de generalidad si suponemos que el grafo Q¢ es conexo: si
no lo es, razonaremos de igual manera sobre cada componente conexa y el algebra
resultante sera el producto directo de las algebras asociadas a cada componente.

Supongamos que e; es un vértice lazo que no esta dentro de un 2-ciclo. Usando
(13.3) el coeficiente de e; en la condiciéon es ai2 — «ai + B, pero fijamos al
principio del capitulo que el polinomio p(x) no tenia raices en k, por lo tanto no
puede existir esta coloracion y esta situacion no puede darse en el grafo.

Asumamos que Q¢ es un 2-ciclo \::jf De la misma forma que el caso
anterior, la condicién (1.5 nos da la relacion

(aia; — B)ei — (aj(aj + ai) + aqj)ej + (af + aa; + ple; =0

obteniendo la condicién a; + aj = —o. OJ

Pasemos ahora a describir las clases de isomorfismos de las algebras que hemos
obtenido a partir de estos entrelazamientos.

Teorema 3.2. £/ producto tensor torcido T (¢ 5y = k2®(f,5)k[x]/<p(x)) es isomorfo
al algebra de matrices M, (k).

Demostracion. Fijemos una k-base y trabajemos sobre los elementos de ésta. En
nuestro caso el producto tensor torcido es k? @ k[x]/(p(x)) y tomaremos por
base el conjunto B = (1,e,m,en | N2 = om — B), donde hemos identificado
k2 @ k[xI/(p(x)) = K*[x]/{p(x)),1 = e1 + ez,e = e; — e2. A través de esta
identificacion podemos escribir el entrelazamiento como

n-e=06(e)+f(en (3.4)

Empezaremos identificando

s 1 0 (@ b
0 —1 N c d
y ahora imponemos la que 1 sea una raiz de p(x). Esto nos da las relaciones

a?+bc—axa+p =
ab +bd — «b
ac+cd — ac
d>+bc—ad+pB =
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(3.5)

S © O O

De la segunda y tercera ecuaciones obtenemos que a + d = «. Para obtener mas

relaciones podemos imponer la condicion del trenzado . Pero esta condicién

viene dada en términos de e, por lo que debemos reescribir las férmulas y

62)
fle) =fler —ex) =f(e1) —flez) =ex —e; =—e (3.6)
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d(e) = Oo(er)—d(e2) = 2aze; —2aje
= —(ar —az)(er +e2) —(a; +az)(e; —ez) (3.7)
—(a; —az) + xe

Para hacer mas sencillos los calculos, podemos fijar a; = t, y reescribir la

condicién (3.7)) como

o(e) =2t+ a+ xe

que solo depende del parametro t. La condicién (3.4)) se convierte ahora en
nN-e=2t+x+ oe—en
que nos devuelve las condiciones

a = t+«
d = —t

Con esta nueva informacién, podemos recuperar (3.5)) para obtener la identidad

be+t? +at+p =0

No es posible que t? 4+ «t + B sea cero, ya que es una forma conjugada del
polinomio p(x), esto es, tiene las mismas raices excepto el signo. Por lo tanto b
y ¢ no pueden ser cero, pudiendo construir siempre el isomorfismo entre T(¢ 5) y
M3 (k) emparejando

1 1 0 1 0 x+t 1
“lo e~ lo 4 T 2 -at—p —t

y e-1 al producto de matrices correspondiente. Como estos elementos son lineal-

3.2. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K[¢] ®. L

mente independientes, estas condiciones definen un isomorfismo. O
{ Productos tensores torcidos de la forma k[§] @1

Seguiremos en esta seccién los procedimientos usuales. Impondremos las con-
diciones de entrelazamiento y para saber qué condiciones deben cumplir
(f,d) para describir todos los entrelazamientos, que dependen de las algebras A
y B que escojamos. Una vez obtenidas, pasaremos a clasificar las algebras que
resultantes.

En esta seccion abordaremos el caso k[&] ® 1, donde 1 = k[x]/(p(x)). Gra-

cias a la Observacion [1.23] podemos suponer sin pérdida de generalidad que

p(x) =x?> —«, con 1 raiz de p que no esta en el cuerpo. Como 1 es una ex-
tension de Galois (ya que char(k) # 2), sus endomorfismos k-lineales estan en
correspondencia con los elementos del grupo de Galois Gal(l/k) = Z;, que solo
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son dos, la identidad y la aplicacién o que deja los elementos del cuerpo fijos e
intercambia las raices de p(x). En caso de tomar la identidad, la derivacion se-
ria cero y el entrelazamiento seria el flip usual, que nos da lugar a la estructura
de producto tensor usual. Nos centraremos entonces en el caso en que tomemos
como endomorfismo o.

Como 1 es separable todas las derivaciones son interiores, luego deben ser de
la forma
8(n) = (a(m) —m)6
con B € 1. Visto como espacio vectorial, todo elemento de 1 se escribe como
a+ bn, con a,b € k. Entonces la derivacion sera de la forma

dm) = (on)—m)6 = (—m—mn)(a+bn)
= —2bn?—2an = —2bx—2an

Como ya hemos hecho anteriormente, el entrelazamiento quedara determinado
por su valor
T(x®n) =x-1n=258Mn)+om)x (3.8)

Vamos a imponer las condiciones (1.2)) y (1.3]) para que (3.8)) sea una aplicacién

torcida. Por un lado
x-(m) = d(mm)+omm)x
(xn)-n = (dM)+om)xn = dMmn+omdMn) + om)oMm)x

de donde deducimos que & es una (id, o)-derivacion y o es endomorfismo de alge-
bras.
Por el otro lado
(xx)m = On =0
x-(xn) = x(6M)+om)x) = &)+ [o(d(n)) + 8(o(n))x
obteniendo las condiciones
§*m) = 0
o(d(n)) +8(em)) = 0

Observacion 3.3. Podriamos haber obtenido estas condiciones directamente a &
partir de la Observacion|1.23, ya que en este caso a =0 y 0% = id.

(3.9)
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Impongamos estas condiciones (3.9)) sobre las aplicaciones (o, §) para determi-
nar cuando definen un entrelazamiento en el sentido de la definicion de la Seccién
[T.4. Por un lado

8%(n) = 6(—2boa — 2an) = 4abu + 4a’n
y por el otro

o(dm)) +8(om)) = o(—2ba—2an)+5(-n)
= —2ba+2an— (—2bax—2an) = 4an



Las condiciones que nos quedan son

4an = O
{ 4aba + 4a’n 0 (3.10)

que son compatibles si y solo si a = 0, con lo que la condicién para que exista el
entrelazamiento es que la derivacion sea de la forma 6(n) = q, para algin q € k.

Estas aplicaciones lineales torcidas (o,84) dan lugar a la familia de algebras
con presentacion

By = k{x,ylx* = 0,y% = a, xy +yx = q)

Pasamos ahora a clasificar las clases de isomorfismos de los productos tensores
torcidos k[&] ®(4,5) 1. Una base de este espacio sera

<1»X>n»x'ﬂ ‘ Xz :0»112 = 0, X1 +1MX = q>

Por la estructura de la presentacion y por el trabajo desarrollado en las anteriores
secciones, tenemos la intuicién que existe alguna relacién con las algebras de
matrices, por lo que vamos a buscar un isomorfismo haciendo

1'_>1O Hab HOoc
0 1 x c d N 1 0

Si imponemos la condicién x? = 0 obtenemos las ecuaciones

3.2. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA K[¢] ®. L

a’+bc = 0
d?+bc = 0
(a+db = 0
(a+d)c = 0
Tomamos como condiciones a = —d y b = —a?/c. Hacemos actuar ahora la

condicién (3.8]), obteniendo la igualdad

xc? —cq—a? =0,

que podemos satisfacer haciendo a =0y ¢ = q/x. Como « # 0, el isomorfismo
se completa de la forma

AN (0o (0« (00
01 q/o 0 1 10 N 0 q

Podemos entonces afirmar

Lema 3.4. Para todo q # 0, el dlgebra By es isomorfa al dlgebra de matrices
M; (k).

44 —



Nos queda todavia el estudio del caso q = 0 para completar la clasificacion,
que concluimos con el siguiente Lema.

Lema 3.5. E/ 4lgebra By es isomorfa al anillo de invariantes (1Q/Q>2)€, donde
Q= OQ) es el 2-ciclo y G denota el grupo generado por el automorfismo
no trivial que cambia los vértices e invierte las flechas de Q y que conjuga los
escalares de 1 con respecto al elemento no trivial del grupo de Galois Gal(l/k).

Demostracion. Denotemos por uy v los vértices de Q y sean R, S sus flechas. Pri-
mero comprobemos que la 1-algebra By ® 1 = l{x,y[x* = 0,y? = a,xy + yx = q)
es isomorfa al algebra 1Q/Qx>> via el automorfismo

x+— R+S y = Vou— Vo

El automorfismo o del grupo de Galois se puede elevar de manera trivial a una
aplicacion sobre Bg ® 1, y es evidentemente By = (Bo ® 1)°. Es simple rutina
comprobar que bajo la anterior aplicacién la imagen de By es invariante bajo la
accion de G, luego obtenemos nuestro isomorfismo Bg = (1Q/Qx2)€. O

Productos tensores torcidos de la forma 1 ®, U

Terminaremos la clasificacion de las estructuras de factorizacién de dimension
4 con el caso de dos extensiones cuadraticas de cuerpos.

Gracias al cambio de variable mencionado en la Observacién podemos
presentar las élgebras Ly 1/ de la forma 1 = k[x]/(p(x)), V' = kIx]/(p’(x)), con
p(x) =x% —xy p'(x) = x> — B. Unas presentaciones de estas algebras son

l=(,n[n? =«
V=101 =B)

Como ya hemos hecho anteriormente, tenemos que encontrar los entrelazamientos
T:U'®1— 1®1/, que estaran en correspondencia uno a uno con los pares (f,d)
de endomorfismos e (id, f)-derivaciones que ademas verifiquen las condiciones de
trenzado. Siguiendo el procedimiento estandar, el entrelazamiento quedara definido
una vez conozcamos su valor T({®n) = d(n) + f(n)C.
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Vamos a trabajar sobre los endomorfismos de 1. Como 1 es una extensién de
Galois de k de grado 2, solo existen dos endomorfismos lineales de 1, la identidad
y la aplicacién o dada por o(n) = —n, donde 1 es una raiz de p. Como sabemos
que 1 es separable, cualquier derivacion & es interior, por lo que sera de la forma
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con B € 1, que se podra escribir de la forma 6 = a + br, con a,b € k. Operando
de esta manera obtenemos

6(m) = (—2n)(a+bn) = —2bp — 2an (3.11)

Vamos a imponer las condiciones de trenzado (1.2]) y (1.3 para caracterizar
estas derivaciones. Usando la primera de ellas

¢-(m) = 8(mm)+omm)¢
(Mm)n = (M) +oMmdn = dmn+om)dm) +omn)om)C

que nos dice que efectivamente o es un endomorfismo de algebras y ¢ una (id, o)-
derivacién.

La segunda de las condiciones nos da las relaciones

(C)m = PBn
() = adsm)+oma) = 8 (m)+po*m) +[8(o(n)) + o(8(n))IC
por lo que obtenemos las conocidas ecuaciones
32 =0
do+0d6 = 0

Usando la definicién de & que tenemos en ([3.11)) tenemos las nuevas condicio-
nes

3.3. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA L&, L’

4abp +4a’n = 0
4an = O

luego a = 0 y para que la aplicacion dada por (o,8) sea un entrelazamiento &
debe ser de la forma 4(n) = q, con q € k. Esto nos lleva a una familia de algebras
uniparamétricas dadas por

Cq =k(x,ylx* = &, y* = B,xy + yx = q)

Sin embargo, la clasificacién de estas algebras no es tan sencilla como en
los casos anteriormente estudiados, y depende del cuerpo base k. Como primer
acercamiento podemos enunciar el siguiente Lema.

Lema 3.6. £/ algebra Cq es isomorfa al dlgebra de cuaterniones generalizada *k*,
cont = (q? — 4ap)/4a?. En particular, las algebras Cq forman una familia de
algebras de cuaterniones con un parametro comuan.

Demostracion. El isomorfismo viene dado por
Xxoi ye i
2

donde iy j son los generadores de *k' = k(i,j|i* = o, j2 = t,1j +ji = 0). O
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Podemos deducir algunas consecuencias del Lema[3.6] Sabemos que el dlgebra
de cuaterniones *kt es un algebra simple central siempre que «, t # 0, y en nuestra
situacion « Z 0y t = 0 si y solo si q2 = 4uf3, cosa que ocurre a lo sumo para
dos valores de q. Entonces, todas las algebras de C4 excepto dos son simples y
centrales.

La solucion para el problema de isomorfia para algebras de cuaterniones sobre
un cuerpo genérico no es conocida explicitamente. Sin embargo el siguiente Lema
establece condiciones necesarias y suficientes para que dos algebras de cuaternio-
nes con un parametro comiin sea isomorfas.

Lema 3.7 ([Pie82], Seccién 1.7). Dos dlgebras de cuaterniones “k® y 9k€ son
isomorfas si y solo si b/c € Ny, (1¥), siendo 1 = k(v/a), y Nyx : 1 — k /a
aplicacion norma de la extension 1/k. Asi “k® es un anillo de matrices si y solo si
b e Ny (1X).

En nuestra situacién concreta, como la extension de cuerpos es 1 = k(1/x) la
aplicacién norma viene dada por Ny (x +yv/&) = x? — ay?, y podemos enunciar
el siguiente Teorema.

Teorema 3.8. Sean q,h € k tales que 4af3 — q #0, 4xf3 —h #0.

) Las algebras Cq y Cy son isomorfas si y solo si existen x,y € k tales que

q* —4ap
h? —4ap

x? —oay? =

o) Cq esisomorfa al anillo de matrices M3 (k) si y solo si existen x,y € k tales
que
x? —oy? = q? —4af (3.12)

El Teorema aplicado a nuestro problema nos dice que las clases de isomor-
fismo para productos tensores torcidos de la forma 1 ®~ 1’ son de la forma

1) Las orbitas de la accién de Ny, (1*), vistas como subgrupo multiplicativo
de k*, que interseca la imagen de q — q% —4ap.

2) El algebra Cq = C_4, siempre que q = 2\/af3 pertenezca a k.
3) El algebra conmutativa 1@ 1'.
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Por altimo, vamos a desenmascarar al algebra Cq del caso 2).
Proposicion 3.9. Seal =1 = k(v/«). El dlgebra
Coa i =1® Caq = Lx,y| X% =y? = o, xy + yx = 2x).

es isomorfa al dlgebra de caminos truncada 1Q/Qx2 del 2-ciclo Q = OCO.

riantes (lQ/sz)G, siendo G el grupo generado por el automorfismo no trivial de
kQ que conjuga los escalares e intercambia los vértices y las flechas de Q.
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Como consecuencia, tenemos un isomorfismo entre C2 y €l dlgebra de inva-



Demostracion. La prueba de este resultado sigue el mismo planteamiento del Lema
3.5 En este caso el isomorfismo Coq @ 1 — 1Q/Qx2 viene dado por

x — Vou—+ov+R+S Yy — Vo — o

3.3. PRODUCTOS TENSORES TORCIDOS DE LA FORMA L&, L’
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Mapa conceptual del Capitulo 3

tienen un
parametro comin

*kt, cua-
terniones

Clasificacion
estructuras
factorizacion.
Extensiones
cuadraticas
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Apéndice

Algebras de
conjunto,
coloraciones y
cuaterniones

En este apéndice vamos a recordar aquellos conceptos que hemos ido usando a
lo largo de los Capitulos [2]y [3] pero que por mantener la estructura de los capitulos
y evitar informacién superflua no hemos definido.

La mayorfa de los conceptos pertenecen a [Cib06].

Seccion A.1 B
Algebras de conjuntos

El dlgebra de conjunto de funciones con valores en k sobre un conjunto finito
E es una k-algebra finito dimensional semisimple, isomorfa a k x - - - x k, donde el
nimero de copias de k es igual a la cardinalidad de E.

Puede expresarse como kE = {a : E — k} donde el producto viene dado por
(aa’)(x) = a(x)a’(x). Este algebra kE es isomorfa al espacio vectorial con base
el conjunto E y producto componente a componente

(Z axx> (Z aix) = Z(axa;)x, ax,a, €k

x€E xX€EE xX€E

En otras palabras, k¥ es un producto de copias de k indexadas sobre E, y E es
un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de kF.

Sea A una k-algebra y M un A-bimédulo. Una derivacion es una aplicacién
k-lineal 6 : A — M tal que 8(aa’) = ad(a’) + d(a)a’. Una derivacién interior
esta asociada a cada elemento m € M a través de la férmula 6,1 (a) = am—ma.
Toda derivacion interior es una derivacién.

El siguiente resultado es bien conocido y sencillo de probar, y nos da la clasi-
ficacion de los A-bimédulos cuando A es un algebra de conjunto finita sobre un
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cuerpo.

Proposicion A.1. Sea k cuerpo, E un conjunto y A =kE el algebra de conjunto
de E. Cualquier A-bimédulo finitamente generado es isomorfo a la suma directa
de modulos simples. La lista completa de modulos simples salvo isomorfismos es
{ukvhu,vee donde X, es un espacio vectorial unidimensional con accion identidad
sobre v por la izquierda, sobre w por la derecha, y accion cero sobre el resto de
elementos del conjunto.

A.2. COLORACIONES

De acuerdo con esta proposicion basta considerar los bimédulos simples de
coeficientes para probar que toda derivacién es interior.

Proposiciéon A.2. Sea A = kF un dlgebra de conjunto, Xk, un bimddulo simple
y&: A — ky una derivacion. Si w # v la derivacion es interior. En caso de que
w =V la derivacion es cero.

Demostracion. Probaremos primero que el espacio de derivaciones es unidimen-
sional siu # v, y que es cero siu=v. Sea e € Kk, un elemento fijo distinto de
cero y para cada elemento x € E sea A € k definido por 56(x) = Ace. Afirmamos
que Ay =0 si x Zu 6 x # v. De hecho,

Axe = 8(x) = 8(x?) = x8(x) + d(x)x =Acxe +Aex =04+0=0
Siu=v tenemos A e = d(u) = 2Ae, lo cual implica A, = 0. Si u # v entonces
0=2>3(vu) =vd(u) +6(v)u=Ayve +Aeu= (A, +A,)e

Consideremos ahora la derivacién interior 6. dada por 6.(x) = xe — ex. Es claro
que de(x) = 0si x #u 6 x # v. Asumiendo que u # v obtenemos d.(v) = e

mientras que §.(u) = —e. De esta manera, el espacio de derivaciones interiores
también es uno-dimensional y toda derivacion de este espacio es interior. O
Seccién A.2

Coloraciones

Cada endomorfismo de algebras de k¥ esta determinado por una aplicacién de
conjunto @ : E — E. De hecho es un caso especial de la anti-equivalencia entre
la categorfa de conjuntos finitos y la categoria de algebras conmutativas basicas
semisimples. Si f es un endomorfismo de dlgebras de kF existe una tnica aplicacién
de conjuntos ¢ : E — E tal que para todo e € E tenemos

fle)= > «x

{xlo(x)=e}
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Lema A.3. Seaf un endomorfismo de algebras de A = k¥ dado por una aplicacion
de conjuntos @ : E — E. Sea & : A — fA una derivacion. Existe un elemento
a € A tal que para todo e € E tenemosd(e) = (f(e) —e)a=)_ e OxX — Qc€.
Ademas

@(x)

62(6): Z AyQey)Y — Z ax(ax+ae)x+aﬁe
®2(y)=e @(x)=e

Demostracion. Como § es interior, sabemos que existe un elemento a tal que
d(e)=e-a—are="(e)Ja—ae = (f(e) —e)a. El hecho de que a sea unico se
sigue de las consideraciones anteriores.

Sustituyendo en las férmulas tenemos

§%(e) = ¥ axd(x) —acd(e)

p(x)=e

= > ax 2 Gyy—ayX | —ae > axx— aee
o(x)=e @ (y)=x e(x)—e

- Y ayaemy— X axlax+ae)x+age
@2(y)=e @(x)=e

O

Observacion A.4. El elemento a del LemalA.3 estd determinado de manera dnica
una vez que normalicemos sobre los lazos de E, esto es, a, = 0 si f(e) = e.
Llamaremos a este elemento el elemento determinante de 6.

A la hora de describir las derivaciones idempotentes & : A — fA es Gtil introdu-
cir el grafo de un endomorfismo f dado por una aplicacién de conjunto ¢ : E — E.
Recordemos que un grafo Q es un grafo finito orientado con conjunto de vértices
Qo. conjunto de flechas Q7 y dos aplicaciones s,t: Q7 — Qo que dotan a cada
flecha de un vértice inicial y un vértice final.

Definicién A.5. Sea f un endomorfismo del lgebra de conjunto A = k¥ dada por
la aplicacion @. El grafo Q¢ de f tiene por conjunto de vértices E y una flecha de
x a @(x) para cada x € E. Dos flechas a y b estan concatenadas si s(b) = t(a).

Observacion A.6. [os grafos obtenidos de esta manera son precisamente grafos
uni-valuados, esto es, cada vértice del grafo es el inicio de exactamente una flecha,
de acuerdo con la definicion de aplicacion de conjunto.
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Definiciéon A.7. Un ciclo orientado de un grafo es una sucesion de flechas con-
catenadas tales que el inicio de la primera flecha coincide con el final de la dltima

flecha. Su longitud es el nimero de flechas del ciclo. Un lazo es un ciclo orientado

de longitud uno. Un ciclo orientado es propio si no es la iteracion de un ciclo
orientado de longitud estrictamente menor. Un vértice lazo es un vértice donde
un lazo tiene un inicio y su final.
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Cada componente conexa de un grafo uni-valuado tiene precisamente un ciclo
propio orientado, que puede ser un lazo.

Proposicion A.8. Sea A = k™. El conjunto de entrelazamientos entre A y k? esta
en correspondencia uno a uno con el conjunto Y, de parejas (f,8) con f € End(A)
un endomorfismo de algebras y & : A — A un f-derivacion torcida idempotente
que verifican

f=f>+ 5f + £5

A.2. COLORACIONES

Cualquier endomorfismo f del dlgebra A = k™ puede describirse en términos de
una aplicacién de conjunto ¢, que puede a su vez asociarse a un grafo orientado
de n-vértices univaluado. A este grafo, usando la derivacion 8, le podemos asociar
una coloracion que satisface ciertas condiciones. Por el otro lado, todo grafo
univaluado que admite una coloracién satisfaciendo estas propiedades da lugar
a un endomorfismo de algebras y una derivacion en el sentido de la proposicién
anterior, y por lo tanto a un entrelazamiento. Entonces tenemos que existe una
correspondencia uno a uno entre el conjunto de entrelazamientos entre A y k2 y
el conjunto de grafos coloreados univaluados de n vértices.

Sea R una componente conexa de un grafo Q. Sea & : kF — f(k) una deri-
vacién con elemento determinante a € kF. Nuestro primer objetivo sera describir
aquellos a tales que §% = &.

Lema A.9. Sea A = kF un dlgebra de conjunto finita, f un endomorfismo de
A con aplicacion de conjunto ¢ y grafo Q¢, y sea & : A — YA una derivacion
idempotente con elemento determinante a € kE. Sea w — v una flecha de Qg
conu # v conv no Vértice lazo y tal que no tiene flechas hacia atras. Notemos que
u no puede ser un vértice lazo ya que Q¢ es uni-valuado. Entonces a,,, a,, € {—1,0}
y aya, =0.

Demostracion. En el vértice v tenemos la formula

0:(62—6)(\1): Z aya(p(y)yi Z ax(ax+av+1)x+av(av+1)v
2 (y)=v @ (x)=v

El coeficiente de v en esta suma es a, (a,+1), por lo que a, € {0, 1}. El coeficiente
en ues —ay(a, +a, +1). Si a, = —1 entonces a,, = 0. Si a, = 0 entonces
a, €{0,—1}. O

Pasemos ahora a definir las pre-coloraciones de Qy, las cuales se corresponden
a las derivaciones idempotentes.

Definicion A.10. Sea Qs el grafo de un endomorfismo de algebras f que viene
dado por la aplicacion @ : E — E. Una pre-coloracion de sus vértices es un elemento
a € kF que verifica las siguientes condiciones:

/’”&@

1) En caso de una componente conexa de Q¢ que sea un 2-ciclo @___>

los colores ay, y a,, verificano ay+a,+1=00a, =a, =0.
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2) Para una componente conexa diferente del 2-ciclo:

a) En caso de que e no sea un vértice lazo a. € {0,—1}.

b) Para cada flecha el producto de los colores de su inicio y su final es
0.

c) Para un vértice lazo el color es irrelevante, por lo que lo normaliza-
mos a 0.

Proposicion A.11. Sea A =kt dlgebra de conjunto finita, f endomorfismo de A
con aplicacion de conjunto ¢ y grafo Qg, y sea A — A una derivacion idempo-
tente con elemento determinante a € kF. Entonces a es una pre-coloracion de
Q¢ sobre esta componente conexa.

Demostracion. Consideremos una componente conexa R de Q¢. Asumamos pri-
mero que existe una vértice lazo e en R y consideremos la ecuacion (52 —58)(e) = 0.
El coeficiente de e es aﬁ —ae(2ae+ 1)+ aﬁ + a. el cual es cero para cualquier
valor de a.. Si la componente conexa R se reduce a e tenemos que a es una
pre-coloracion. De otra manera, sea x tal que @(x) = ey x # e. El coeficiente de

x en la ecuacién (82 —&)(e) =0 es

Axle — Ay (ax +ae + 1) = ax(ax + 1)

Entonces a, € {0,—1}. En caso de que R no contenga el 2-ciclo la conclusion se
sigue del lema anterior.

Si R contiene un 2-ciclo de vértices uy v la ecuacién (8% — 8)(u) = 0 nos da
el coeficiente de v
—ay(ay +a,+1)

y el coeficiente de u
auay +aylay +1) = aylay +ay +1)

De estas férmulas obtenemos que a,, +a, +1=00 a,, = a, =0.

En caso de que R no se reduzca al 2-ciclo debe existir una flecha que termine
enu o v (es indistinto para la demostracién cual se tome) que parta de un vértice
w el cual no puede ser un vértice lazo ya que de cada vértice solo parte una flecha.
Por la misma razon esta flecha no puede ser parte de un 2-ciclo. Aplicando el lema
obtenemos que a,, a,, € {0,—1}y aya,, = 0. Si a, = 0 las ecuaciones del 2-ciclo
vistas arriba nos dan a, = —1o0 a, =0. Si a,, = —1 entonces a,, = 0. En ambos
casos lo que obtenemos es una pre-coloracion. ]
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Observacion A.12. De la prueba de este resultado es claro que reciprocamente
una pre-coloracion de Q¢ nos da una derivacion idempotente k& — fkE.

Finalmente describamos las pre-coloraciones correspondientes a las derivacio-
nes idempotentes que verifican f = 2 + 5f + f5.



Definicién A.13. Una coloracion de Q¢ es un elemento a = Y ¢ axx € kE tal

que

x€E

1) Para una componente conexa que se reduzca a un 2-ciclo @___® los
coeficientes ay, y a, verifican a, + a, +1=0.

2) Para otras componentes conexas:

a) En caso de que e no sea un vértice lazo, a. € {0,—1}

A.3. CUATERNIONES

b) Para cualquier flecha que no tenga un vértice lazo como final, uno
de los extremos vale O y el otro vale —1.

c) En los vértices lazo el valor de a es irrelevante, por lo que se nor-
maliza a 0.

Observacion A.14. No cualquier grafo Q¢ admite una coloracion. Para ello es
condicion necesaria que la longitud de los ciclos orientados propios que no son
lazos sea par. Para una componente conexa que tiene ciclos orientados propios
de longitud par existen dos posibles coloraciones. Si no, una coloracion de una
componente conexa con un lazo esta completamente determinada escogiendo los
valores O y —1 sobre los vértices relacionados con el lazo, esto es, sobre los inicios
de las flechas que tienen por final un vértice lazo.

Seccion A.3
Cuaterniones

A lo largo de esta seccién vamos a recordar las definiciones basicas y algunos
resultados de clasificacion para las algebras de cuaterniones generalizadas.

Definicion A.15. Sean a, b elementos de k distintos de cero. Sea A el k-espacio 4-
dimensional con base{1,1,j, m} y multiplicacion bilineal definida por las condiciones
que 1 sea elemento unidad y

.2 .2 b

1“=a j© = jj=—ji=m

A es un dlgebra asociativa, se nota por “k® y se llama &lgebra de cuaterniones
generalizada.

Para la eleccién de coeficientes a = b = —1 tenemos el conocido caso de los
cuaterniones de Hamilton H =1 R,

Lema A.16. Para cualesquiera elementos a,b distintos de cero en k, “k® es un
algebra simple cuyo centro es k.

y solo si las formas cuadraticas ax? 4+ bx3 — abx3 y a/x§ + b'x3 — a’b’x3 son

Proposicion A.17. Las &lgebras de cuaterniones “k® y ¢'k®" son isomorfas si
equivalentes.
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Dos formas cuadraticas se dicen equivalentes si es posible pasar de una a otra
a través de un cambio de variables lineal no singular. Cuando las formas @ y @’
vienen representadas como productos de matrices

X1 X1
D(x1,x2,%3) = (x1,%2,X3)x | X2 @' (x1,x2,%2) = (x1,%2,x3)x" | %2
X3 X3

la condicién para que @ y @’ sean equivalentes se reduce a la existencia de una
matriz no singular & € M3(k) tal que o« = 8tot’5.
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Introduccion

En el presente trabajo vamos a abordar y resolver varias cuestiones relacionadas
con la naturaleza cofinita de algunas familias de ideales homogéneos, que van desde
45 elementos hasta varios millones. También desarrollaremos un procedimiento
para deducir cudndo dos algebras relacionadas con estos ideales son isomorfas,
procedimiento que mejora otros introducidos por otros autores. Los resultados de
este bloque se encuentran en [CJL11].

Dado un algebra de polinomios k(X) y un ideal 3 <k(X), decimos que J es un
ideal cofinito si el algebra cociente k(X)/J tiene dimension finita.

Los ideales que son objeto de este estudio son ideales de polinomios no con-
mutativos que estan parametrizados por tres variables (a,b,c). La variable a re-
presenta el nimero de indeterminadas del conjunto X, b es la longitud de los
monomios o binomios que conforman las relaciones que generan el ideal y ¢ es el
nimero de relaciones que componen cada ideal.

A lo largo de todo este proceso ha sido fundamental el desarrollo de herramien-
tas computacionales para sobrellevar la cantidad de célculos que son necesarios
para realizar la clasificacién de estos ideales. Sin estas herramientas este estudio
hubiera sido completamente irrealizable.

Todos los calculos respectivos a reducciones, palabras normales o bases de
Grébner-Shirshov han sido realizados por el programa Bergman (ver [Bad]).

La clasificacion de estas familias de ideales puede enmarcarse dentro de las
aplicaciones de la teoria de Bases de Grébner-Shirshov . Una base (como
k-espacio vectorial) de cada una de las élgebras cocientes relacionadas con estos
ideales puede ser obtenida a través de las palabras normales del algebra, aquellas
que no puedan ser reescritas de acuerdo a las reglas de reduccion dadas por los
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elementos que componen el ideal. Y para poder realizar correctamente la reduccion
de un elemento moédulo un ideal necesitamos conocer su base de Grobner-Shirshov.

Cuando empezamos nuestro estudio nos centramos en estudiar algebras de
caminos. Las algebras de caminos se pueden expresar como cocientes de algebras
libres, donde el ideal de relaciones es el que nos dice qué caminos podemos recorrer.

Tras encontrar algunas condiciones sencillas, por ejemplo, que a partir de cierta
longitud todos los caminos puedan obtenerse como caminos generados por los
elementos del ideal cociente, decidimos abordar la situaciéon de una manera mas
general, estudiando el problema para cocientes de algebras libres.

Para estudiar cuando un algebra cociente es o no finito dimensional podemos
observar varias caracteristicas,como por ejemplo su grafo de Ufnarovskii, su cre-
cimiento o dimension de Gelfand-Kirillov (ver [5.2)) o su serie de Hilbert (ver[5.3)
entre otras.

En un primer momento, y quiza todavia influenciados por los primeros pasos
que dimos estudiando algebras de caminos, decidimos analizar los grafos de Ufna-
rovskii relacionados con las algebras cocientes que estabamos estudiando. Y para
ello necesitdbamos el grado méaximo de los elementos que componen la base de
Grobner-Shirshov.

El anterior razonamiento nos sirve para el caso en que tengamos un ideal con
base de Grobner-Shirshov finita, cosa que siempre es cierta en el campo conmuta-
tivo pero no en no conmutativo. Pero, iqué pasaria si la base de Grobner-Shirshov
es infinita o no llegamos a calcularla completa? Querriamos, en tal caso, ser ca-
paces de obtener informacion por comparacion, esto es, estudiando casos que se
le parezcan a ver si asi somos capaces de deducir su comportamiento.

Asi que decidimos estudiar grandes familias de ejemplos de ideales, que para
poder dotarlas de operatividad hemos parametrizamos con respecto a tres variables
(a,b,c) (ver Introduccion Capitulo . De esta manera todas las familias bajo
estudio son finitas y podemos examinarlas de manera completa.

Supongamos que ya hemos estudiado estas familias, de manera que sabemos
la dimensién finita méxima de cada una de ellas (por lo menos hasta grado 30).
Este dato nos permite diferenciar si una de estas algebras es finita o no. Como es
un algebra homogénea estamos en disposicién de ir obteniendo su dimensién grado
a grado, como la suma de elementos normales en cada uno de ellos. Si en algin
momento esta suma supera la dimensién finita maxima de esa familia, podemos
asegurar que nuestra algebra inicial tiene dimension infinita.

También teniamos curiosidad por saber cémo eran las algebras que tenian
dimensiéon maxima en cada familia. En principio tienen que existir porque solo hay
un namero finito de algebras en cada familia. Pero, jcuantas son?, j hay muchas?,
itienen relaciones entre ellas? Supongamos que hemos sido capaces de obtener
todas las algebras de dimension finita y hemos separado aquellas que son maximales
en ese sentido. Y surge otra pregunta mas. De éstas, jcuantas diferentes hay,



salvo isomorfismos? A estas preguntas, y otras mas que iran apareciendo como
resultado de este estudio, les intentamos buscar respuesta en los Capitulos (6] y 7]
donde desarrollamos un nuevo método para clasificar isomorfismos entre algebras
homogéneas y aplicamos este método para encontrar las algebras finitas maximales
de cada una de las familias que vamos a estudiar.

Para que este estudio fuera exhaustivo teniamos que ser capaces de estudiar
todos los casos de cada una las familias. Por eso necesitamos, como hemos co-
mentado anteriormente, la ayuda de ordenadores que realicen todos los computos
necesarios. Para ello hemos desarrollado el programa que explicamos en el Apén-
dice [Bl

En los Capitulos [4| y [5| repasamos las Matematicas que necesitaremos desa-
rrollar para realizar este estudio y la posterior clasificacién de estos ideales. En el
primero de ellos repasamos la teoria de bases de Grobner-Shirshov (de manera muy
superficial) y en el segundo hacemos hincapié en las conceptos que mas vamos a
necesitar en nuestro estudio.

Capitulo 4

En este primer capitulo sentamos unos muy precarios fundamentos sobre la
teoria de Bases de Grobner-Shirshov. Empecemos explicando su origen y el por
qué de este nombre compuesto.

Esta teoria tiene sus origenes en los afios 60. Se inicia cuando Bruno Buch-
berger esta realizando su tesis ([Buc65]). Fue el propio Buchberger el que puso
el nombre de su tutor, el matematico austriaco Wolfgang Grébner, a los conjun-
tos generadores que obtuvo como resultado de su estudio, ya que Grobner fue
quién propuso a Buchberger el problema de encontrar un algoritmo de reducciéon
en anillos de polinomios. El algoritmo que las computa si lleva su nombre.

La otra mitad del nombre se debe a Alexander Shirshov. Al mismo tiempo que
Buchberger terminaba su tesis, al otro lado del telén de acero Shirshov ([Shi62])
también desarrollaba la misma idea de composicién, pero debido al aislamiento
de la URSS sus resultados tardaron mucho mas en ser conocidos y reconocidos.
Durante la Gltima década se han ido reconociendo sus méritos y nosotros tam-
bién los reconocemos, aunque Shirshov desarrollé su trabajo para algebras de Lie
(no conmutativas). Nosotros hablaremos de Bases de Grébner cuando nos refi-
ramos al caso conmutativo y de Bases de Grébner-Shirshov cuando estemos en
el caso no conmutativo (para profundizar sobre los trabajos aislados de Shirshov
recomendamos [BK03]).

El resto ya es historia. Las bases de Grobner-Shirshov son uno de los obje-
tos matematicos con un mayor nimero de aplicaciones. Por ejemplo, las bases de
Grobner-Shirshov generalizan el método de Gauss para resolver sistemas de ecua-
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ciones, razén por la cual son muy recurridas. Se trata de otro de los conocidos
como rewriting problems. Consiste en tomar un sistema de ecuaciones y convertir-
lo en otro sistema equivalente con las mismas soluciones y mas sencillo de resolver.
La idea cuando usamos bases de Groébner es tomar el término lider y eliminarlo de
las otras ecuaciones usando sumas y productos por escalares. Esto no es otra cosa
que calcular la forma reducida de esa ecuacion respecto a las otras. Al final se
trata de calcular la forma reducida del sistema. Si en la base de Grobner aparece
un uno el sistema no tendra solucién, ya que eso significa que en algin momento
el sistema contiene una ecuacion equivalente a

1=0

con lo cual es incompatible. El buen desarrollo de este método aplicado a un
sistema compatible permite que tras realizar estas transformaciones obtengamos
ecuaciones que involucren una sola variable, que equivale a la obtencién de la forma
de Hermite del sistema, con lo cual todo es mas sencillo. Resolvemos y obtenemos
la solucién del sistema inicial.

Se usan para todo tipo de aplicaciones en algebra computacional, geometria
algebraica, teoria de cédigos, lenguajes y programacioén, etcétera. El algoritmo
esta implementado en practicamente todos los sistemas de calculo simbdlico y las
palabras Gréobner bases son una de las palabras claves para la Sociedad Matematica
Americana.

Se pueden calcular en practicamente cualquier tipo de algebras, como algebras
simétricas (JAHO8]) o para ideales de anillos de polinomios torcidos ([Wei92].

El orden juega un papel determinante en el proceso de obtencién de la base
de Grobner-Shirshov de un ideal, como se puede comprobar en [BS87], [Kelty] o
[LevQT7]. En este capitulo solo vamos a ver los casos mas basicos de érdenes, pero
existen muchisimas variaciones. Por ejemplo los érdenes por bloques u érdenes
mixtos como el letterplace, que se basa tanto en la posicién de la variable como
en la propia variable ([LSLQ9]).

En cuanto a bases de Grébner (conmutativas) la teoria es completa y tiene
un comportamiento excelente. Todo ideal finitamente generado tiene una base de
Grobner finita, resultado que se deduce del Lema de Dickson y del Teorema de la
base de Hilbert. Asi que todo ideal estd finitamente generado. Para este tipo de
algebras, el algoritmo de Buchberger encuentra la base de Grébner en un niimero
finito de pasos. Y es en este nimero de pasos donde interviene el orden para
acelerar el proceso. Una buena elecciéon puede acelerar mucho los calculos.

Actualmente parece que los mejores algoritmos para calcularlas son los de tipo
F (ver, por ejemplo, [Fau02]). También existen otras muchas mejoras, como la
de seleccion de S-polinomios, el propio orden en que tomemos los S-polinomios,
eliminar reducciones innecesarias, realizar los cémputos en un cuerpo finito, etcé-
tera.

Un buen sitio para observar los inicios de las teoria de Buchberger y comprobar



cémo pueden usarse para resolver los primeros problemas es [Buc7f], y entre
las referencias para bases de Grobner mas actuales se recomiendan [BW98| y
A finales de los afios setenta y durante los ochenta y noventa se extendieron

estos resultados al area no conmutativa, de manos de Bergman ([Ber78]), T. Mora
([Mor88]), [Mor94]), F. Mora ([Mor86]) y E. Green ([Gre93]), entre otros.

Pero en la versién no conmutativa las cosas no funcionan de manera tan efi-
ciente. El primer problema que tenemos que afrontar es la ausencia de un resultado
analogo al Lema de Dickson. En el anillo de polinomios no conmutativo k(X) exis-
ten ideales que no estan finitamente generados . Este hecho nos impide
asegurar finitud en los calculos que debemos seguir para construir las bases de
Grobner-Shirshov.

Pero si tenemos situaciones donde las cosas funcionan como se esperan. Por
ejemplo, para algebras noetherianas la base de Grobner-Shirshov de cualquier ideal
es finita, ya que si no obviamente violaria la condicion de cadena ascendente. Tam-
bién los ideales que verifican la propiedad D ([NorQ1]), que es una aproximacion
al Lema de Dickson en algebra no conmutativa, tendran una base de Grobner-
Shirshov finita.

La Proposicion 4.31| se adecua mucho a nuestros intereses. De hecho, expli-
caremos en el Capitulo |5 que los ideales con los que vamos a trabajar verifican
esta condicion, por lo que siempre podremos calcular la base de Grobner-Shirshov
hasta el grado que queremos.

La teoria de bases de Grobner-Shirshov bebe de resultados como el Lema del
Diamante. La idea se podria reducir de la siguiente manera. Si partimos de un
elemento (vértice) y seguimos dos caminos de reduccién distintos (aristas) llega-
remos a dos puntos intermedios diferentes (otros dos vértices). Si continuamos
siguiendo otras reducciones y al final llegamos al mismo punto (otras dos aristas
y vértice final comin), entonces tenemos una igualdad entre el primer elemento y
el Gltimo y uno podra reescribirse por el otro. Un conjunto donde todos los puntos
verifiquen esa propiedad es lo que nosotros andamos buscando.

Para profundizar en las relaciones entre Lema del Diamante y teoria de bases
de Grobner-Shirshov recomendamos [Ge0f].

Precisamente cuando hablamos de solapamientos y S-polinomios (4.5)), lo que
estamos buscando es encontrar esos caminos y forzar a que reduzcan al mismo
elemento, aunque sea a cambio de construir nuevos caminos hasta formar el dia-
mante, que no es otra cosa que afiadir relaciones. Esta es la idea que se esconde
tras el algoritmo de Buchberger.

En la seccién [4.9] mostramos algunas, no todas, de las caracterizaciones mas
importantes de las bases de Grobner-Shirshov. Sin duda, la mas importante para
nosotros es la condicion |ﬂ) que nos dice que a través de la base de Grobner-
Shirshov de un ideal que genera un algebra cociente podemos obtener una k-base
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del algebra, como espacio vectorial. El resultado se basa en que si un elemento
forma parte del ideal de relaciones, entonces su forma reducida médulo el ideal es
cero.

Las aplicaciones de las bases de Grobner-Shirshov se cuentan por cientos. Por
citar algunos ejemplos, en teoria de codigos (JAKQ6]), en criptografia (|[BCE*94],
un articulo muy didactico), para describir las relaciones del algebra graduada aso-
ciada a un algebra ([HYJ99]), para calcular las dimensiones global de las algebras
graduadas y de Rees asociadas a A ([HuiQ9]), ... También pueden usarse las bases
de Grobner-Shirshov no conmutativas para calcular bases de Grébner conmutativas
([EPS98)).

Capitulo 5

En el Capitulo |5/ trataremos de describir cual es la situacién en la que nos
encontramos y qué conceptos son los que vamos a necesitar para llevar a cabo
nuestra investigacién en el resto de capitulos.

El primer concepto importante es el de algebra graduada (mas informacion
en [NVOO4]). En nuestro caso la graduacién viene heredada del grado de los
polinomios, y la estructura se lleva muy bien con todos los procesos que se refieren
a bases de Grobner-Shirshov ([Hui03)], un libro muy completo).

Como ya hemos dicho, la estructura de algebra graduada aparece de una ma-
nera bastante natural en nuestro problema. También hemos dicho en el Capitulo
que en el caso no conmutativo afrontamos el problema de no finitud en los
calculos de la base de Grobner-Shirshov, en general, pero que habia casos donde
la base si era computable. Esta es la razdn por la que trabajaremos con algebras
homogéneas . Algebras homogéneas son aquellas algebras cocientes donde el
ideal de relaciones esta generado por relaciones homogéneas. Eso significa que la
base de Grobner-Shirshov de cualquiera de estos ideales también serd homogénea,
de manera que las reducciones son a elementos del mismo grado o a cero.

Explicamos a continuacién que en el caso que nuestros ideales no sean homo-
géneos tenemos un proceso para homogeneizarlos y poder trabajar en situaciones
mas favorables, aunque con el gasto de computacién y complejidad que esto su-
pone.

Aunque esta situacion no nos asegura encontrar finitud en los calculos, si nos
asegura que podemos realizar el estudio de las reducciones de manera gradual.
De esta manera, también podremos realizar el estudio de las dimensiones grado a
grado.

El siguiente concepto que nos interesa es el de crecimiento ((5.2)).
una primera vision mas general, un algebra tiene dimensién finita o infinita. Pero
dentro de las algebras de dimension infinita tenemos que diferenciar varios tipos.




Y es que no es lo mismo que haya una infinitud controlada, hay una familia infinita
parametrizada por xy*x, que una infinitud de familias infinitas.

Muchos de los algoritmos para estudiar si un algebra tiene o no dimensién finita
se basan en la blUsqueda de palabras infinitas. Si somos capaces de encontrar las
reglas que definen el lenguaje de A (las normas que nos dicen qué palabra es normal
y qué palabra no lo es) y a partir de ellas podemos construir una palabra infinita,
es claro que el algebra A sera infinito dimensional (en [Kro03] se definen varios de
estos algoritmos, siempre basados en esta construccion de palabras infinitas).

Para estudiar la naturaleza sobre el crecimiento de un algebra hay muchos
caminos y formas. Entre ellos el concepto de dimensién de Gelfand-Kirillov (ver,
por ejemplo [KL0Q]), basado en el comportamiento asintético de los subespacios
generadores del algebra. Pero existen también otros métodos menos cercanos al
analisis. Por ejemplo, estudiar el crecimiento de grafos asociados a un algebra.

La teoria de grafos de Ufnarovskii ([Ufn80|, [Ufn82] y [Ufn89]) se desarrolla a
principios de los afios ochenta. A partir de un ideal de relaciones se puede construir
un grafo que contiene mucha informacién del algebra al que estad asociado. En
este proceso es importante conocer hasta donde llegan las relaciones, conocer las
Gltimas de ellas. Ademas, este grafo esta en correspondencia biyectiva con las
palabras normales de longitud > d, donde d es el grado maximo de los elementos
de la base de Grobner-Shirshov.

Pero no solo tenemos los grafos de Ufnarovskii para obtener informacién. Hay
muchos otros grafos que podemos construir para obtener informacion ([KS95]). Se
pueden construir grafos de cadenas (a partir de los cuales también puede obtenerse
la serie de Hilbert y la resolucion de Anick) y grafos de palabras normales a partir
de los cuales podemos obtener un férmula para todas las palabras normales del
algebra que estemos estudiando. Para ello incluso se desarrollan operaciones sobre
este tipo de grafos como eliminar flechas, pegar dos vértices, eliminar ciclos, etc.

Pero para poder extraer la mayor informacion posible necesitamos que la ba-
se de Grobner-Shirshov sea finita. Por ejemplo, cuando estamos trabajando con
algebras estandar finitamente presentadas. Un ejemplo de ello son las algebras
monomiales, donde una base de Grobner-Shirshov esta formada por el propio ideal
monomial.

Hay una estrecha relacion entre algebras con base de Grobner-Shirshov finita y
algebras monomiales. Para cualquier algebra cociente A = k(X)/J con G base de
Grobner-Shirshov finita podemos construir A = k(X)/(lm(G)). Esta es el algebra
monomial de A que comparte muchas cosas con ella, en particular tienen la misma
base y crecimiento (ver [Okn88]).
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El Gltimo concepto que necesitamos es el de serie de Hilbert . En nuestro
caso nos va a aportar toda la informacién que necesitamos para saber si una de
nuestras algebras cocientes es finita o no. E incluso en algunos casos particulares
podremos obtener la dimensién de Gelfand-Kirillov a través de ella (Teorema .
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También puede darse la situacién de conocer de antemano la serie de Hilbert
del algebra, ya que hay muchos métodos de obtenerla y mas para algebras homo-
géneas. Esto nos ayudaria a la hora construir la base de Grobner-Shirshov, ya que
conoceriamos cuantos elementos hay en cada grado y asi podriamos ahorrarnos
calculos innecesarios. Ademas, como nosotros vamos a trabajar con algebras gra-
duadas la serie de Hilbert es un invariante algebraico, y utilizaremos esta propiedad
en el Capitulo [7}

Capitulo 6

En este capitulo vamos a estudiar el problema de cuando dos algebras finita-
mente presentadas son isomorfas. En la segunda parte del capitulo desarrollaremos
nuestro método graduado que presenta muchas ventajas cuando trabajamos sobre
algebras homogéneas.

En[6.1] presentamos un método general que es bastante interesante por el hecho
de usar técnicas conmutativas para resolverlo. Lo que se intenta es construir una
aplicacion lineal entre las dos algebras que tenga inversa y que esté bien definida,
que las bases de Grobner-Shirshov de ambos ideales se comporten bien entre ellas.

Existen otras muchas formas de estudiar el problema de isomorfia entre dos
algebras finitamente presentadas, casi todas consistentes en encontrar invariantes
que deben verificarse en ambas algebras. Por ejemplo, para algebras monomiales
podemos construir una serie de grafos ([Shi90]) que se parecen mucho a lo que
ya hemos visto en[5.2l Sobre los vértices de estos grafos podemos estudiar ciertas
propiedades del tipo de cuantos caminos llegan hasta ellos o cuantos tienen por
encima. Para que dos algebras sean isomorfas necesitaremos que el niimero de
vértices que cumplen tales propiedades sean los mismos en las dos algebras (o lo
que es lo mismo, buscar isomorfismos entre los grafos).

Estos procesos funcionan muy bien cuando trabajamos con algebras de di-
mensiones pequefas. Pero cuando coexisten 40, 50 6 60 variables los problemas
computacionales son enormes. De alguna manera teniamos que desarrollar otras
técnicas para que la resolucién del problema de isomorfia fuera mas eficiente.

La solucién vino a través de la naturaleza graduada y homogénea de nuestras
algebras. Como estan generadas por los subespacios de dimensiéon 1 como k-
algebras, nos preguntamos si eso nos permitiria construir un isomorfismo y luego
extenderlo a los grados superiores. Y la respuesta es si (resultado principal de.

La idea es construir el isomorfismo grado a grado. En cada nuevo grado vamos
comprobando si las condiciones que hemos encontrado siguen siendo compatibles
con las de los grados inferiores. En cada grado hay que verificar que las imagenes de
palabras normales sean compatibles con las imagenes de las relaciones de la base
de Grobner-Shirshov. Mientras estas condiciones sean compatibles, el isomorfismo



existira. Asi, si en algin grado las estructuras no son compatibles obtendremos
un no por respuesta y podremos concluir afirmando que las dos algebras no son
isomorfas.

Es interesante observar que este isomorfismo graduado en grado 1 se puede
obtener a partir de uno mas general, obtenido sobre todo el algebra, cortando
la cola (Teorema . Por la estructura del problema, basta con verificar las
condiciones sobre con el subespacio generador.

Reciprocamente, si tenemos un isomorfismo graduado entre dos algebras po-
demos extenderlo a un isomorfismo general, siempre manteniendo el mismo bloque
sobre los elementos de grado 1.

También desarrollamos algunas técnicas para acelerar este proceso. La primera
de ellas (Lema tiene que ver (otra vez) con la forma en que esté presentado
el problema. Como la estructura estd graduada y muy bien ordenada, la forma
de construir las matrices de coeficientes en cada grado sigue una estructura fija,
casi fractalizada, esto es, repitiendo la misma forma una y otra vez. Y aunque
las matrices constituyen el ejemplo mas simple de algebra no conmutativa, como
aqui trabajamos con bloques independientes el producto de estas matrices si va
a conmutar. En el trabajo [SilO0] se nos explica como podemos calcular los de-
terminantes de estas matrices y, como era de esperar, consisten en potencias del
determinante asociado a los elementos de grado 1. Mientras todos los monomios
de cierto grado sean normales, podremos seguir calculando los determinantes de
esta manera mas sencilla. Cuando empiece a haber reducciones la estructura or-
denada para construir la matriz se pierde y ya no podremos seguir deduciendo el
determinante a partir del caso base.

La otra observacion se refiere a cuando ya no tengamos mas reglas de reduc-
cion (esto es, elementos de la base de Grobner-Shirshov. Lemal6.9)). Esto también
tiene bastante sentido. El isomorfismo se va construyendo grado a grado. En cada
momento comprobamos que se verifiquen dos cosas. Por un lado que las pala-
bras normales de las dos algebras estén en correspondencia y por otro que las
reglas que imponen los elementos de la base de Grobner-Shirshov se respeten. Si
llegamos a cierto grado donde ya no hay mas elementos de la base de Grobner-
Shirshov y hemos comprobado que son compatibles con nuestra estructura, como
las palabras normales de grados superiores siguen respetando las reglas de reduc-
cion es esperable que sigan siendo compatibles con las condiciones que ya hemos
encontrado.

Asi que podemos construir los isomorfismos grado a grado y ademés haciendo
solo las operaciones imprescindibles para verificar las condiciones. Como todas las
algebras con las que vamos a trabajar son graduadas este sistema se muestra
mucho mas adecuado que los vistos en [Shi90] y [Shi93].

Aunque nosotros solo trabajamos en este trabajo con ideales homogéneos don-
de las relaciones tienen todas el mismo grado, todo este proceso funciona, como no
puede ser de otra manera, también para ideales homogéneos de cualesquiera longi-
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tudes. Al final del capitulo tenemos un ejemplo de dos algebras que vamos a forzar
a ser isomorfas y veremos cémo este método graduado nos da los coeficientes de
la aplicacion inversa. También exponemos el isomorfismo general para comprobar
como efectivamente podemos obtener el isomorfismo graduado cortando la cola.

Capitulo 7

En este Capitulo vamos a explicar los resultados que hemos obtenido como re-
sultado del estudio de nuestras familias de ideales homogéneos. Cada uno de estos
estudios consta de dos partes. Primero el estudio para conocer las caracteristicas
de cada familia. Cuando decimos caracteristicas nos referimos a cuantos ideales
hay en cada familia, cuantos de ellos son cofinitos y qué dimensiones tienen las
algebras cocientes asociadas. Para ello es para lo que necesitamos el programa
Bergman y las 6rdenes que hemos desarrollado en el Apéndice[B| La segunda parte
del estudio consiste en aplicar el criterio de isomorfia que hemos desarrollado en
el Capitulo[6] para obtener el nimero de algebras con dimensién finita maxima en
cada familia.

En un primer momento quisimos explorar la familia (2,2, ), esto es, ideales
de polinomios no conmutativos en dos variables x e y generados por monomios
o binomios de longitud 2. En total, tomando las relaciones desde 1 a 1 hasta
tomarlas de 10 en 10 son 1024 casos, que por falta de capacidad trabajamos a
mano, obteniendo los siguientes resultados

e) 3 casos de algebras con crecimiento exponencial

o) 8 casos de algebras con crecimiento polinomial mayor que 1
o) 163 casos de algebras con crecimiento polinomial igual a 1
o) 4 casos de algebras con dimension 6

e) 2 casos de algebras con dimensiéon 5

e) 115 casos de algebras con dimension 4

o) 729 casos de algebras con dimensién 3

Pudimos entonces comprobar que la mayor dimensiéon que se alcanza en este
tipo de algebras es 6. Esto nos dio animos para continuar trabajando por este
camino. Pero una cosa es escribir 1024 archivos con 4 lineas de cédigo y otra cosa
es escribir 5000000 de archivos. Asi que hubo que buscar una manera de mecanizar
todo este proceso, por lo que desarrollamos los programas que mostramos en el
Apéndice

Tras el tiempo que necesite cada familia en ser computada vamos a saber el
namero de ideales que la componen, el nimero de ideales cofinitos que hay en ellas
y cual es la dimension finita maxima. También tenemos las listas de los ideales que
generan cada algebra y qué dimension lleva asociada.



Durante este proceso de clasificacion de algebras finito-maximales en cada
familia surgieron un par de cuestiones que es posible que sea interesante abordar.
Una de ellas es el problema de relaciones redundantes. Los ideales con los que
trabajamos son finitamente presentados, y en el algoritmo que construye todas las
relaciones se pueden repetir relaciones. No es que se repitan, porque el algoritmo
no permite eso, pero si puede pasar que haya una relacion que sea la diferencia
de otras dos relaciones, o lo que es lo mismo, que sea redundante. Asi que ese
ideal, en buena lid, no pertenece a la familia que dice pertenecer. Nuestro estudio
se centra en ideales que pertenezcan a esa familia y no a otra menor.

Otro problema es el que hemos llamado de heredad. Se trata de estudiar los
ideales maximales de cada familia y comprobar si a partir de ellos podemos obtener
los ideales cofinitos maximales de una familia mas pequefia. Esto es, si a los ideales
que generan algebras maximales en una familia les quitamos una relacion, jdan
lugar a ideales que generan algebras maximales en la familia anterior? Como era

de esperar la respuesta es no (7.11)).

Otra duda es la siguiente. Se trata de preguntarnos si dos algebras de distin-
tas familias pueden ser isomorfas (todo esto entendido por ideales que no tengan
redundancia, esto es, que realmente pertenezcan a la familia a la que dicen per-
tenecer). La primera condicién, que tengan la misma dimension se verifica para
muchos casos, ya que hay multitud de dimensiones finitas en cada familia. La con-
dicion determinante es la serie de Hilbert, que tiene que ser la misma para que
las algebras sean isomorfas. Pero es facil comprobar que bajo las condiciones que
definen los tres parametros (a, b, c), si cambias alguno de ellos las series de Hilbert

no pueden coincidir (7.11)).

Dentro de las familias podemos destacar varios aspectos. En (2,2,2), por ejem-
plo, de los 4 ideales cofinitos que dan lugar a algebras de dimensién maximal 2 son
opuestos para el producto y los otros 2 son los que cambian x por y. De hecho
solo hay uno, y los otros tres se construyen con los cambios que hemos dicho (esto
pasa mucho, en todas las familias siempre se pueden obtener estas agrupaciones
de cuatro en cuatro). Lo que ocurre es que sabemos que los ideales que permuten
x ey dan lugar a algebras isomorfas, y se supone que los que son opuestos para el
producto no deberian serlo, porque eso tuerce demasiado la estructura. Pues en
este caso no es asi (en los siguientes si). Como hay tan pocas combinaciones no
hay posibilidad que la estructura se deforme demasiado y si son las 4 isomorfas.

A partir de las siguientes familias ya podemos hacer esas separaciones de pro-
ducto opuesto. En la familia (2,3,4) empiezan a aparecer problemas de redundan-
cia. Hay muchos de los ideales cofinitos maximales que realmente estan en otras
familias. De hecho los cuatro ideales maximales de esta familia tienen relaciones
redundantes. Asi que estudiamos la siguiente subfamilia maximal, donde hay mu-
chos mas casos. Por primera vez aparecen dos series de Hilbert diferentes, pero
es porque las algebras que tienen series de Hilbert diferentes vuelven a contener
una relacién redundante. En la familia (2,3,5) el problema se agrava y todos los
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ideales cofinitos maximales contienen relaciones redundantes. Asi que continua-
mos nuestro estudio tomando las relaciones que generan el ideal un grado mas
grande.

En estas familias aparecen nuevos problemas. Por ejemplo, en la familia (2,4,3)
no hay ningun ideal cofinito. j Por qué? La respuesta es que no hay forma de poner
limites a las palabras infinitas, porque solo tres relaciones generando cada ideal
parecen pocas para la gran cantidad de combinaciones que pueden existir. Esto no
quiere decir que por tener pocas relaciones es sencillo calcular la base de Grobner-
Shirshov de estos ideales. Ni mucho menos. De hecho en esta familia es dénde
hemos encontrado las mayores dificultades de calculo. Incluyendo el caso del ideal
(7.22), del cual el ordenador no ha sido capaz de calcular su serie de Hilbert hasta
grado 30. Las razones por la cual se demora este calculo atin no estan claras,
pero todo apunta a una generacién muy masiva de S-polinomios que colapsan el
sistema.

La siguiente familia (2,4,4) es la més grande que hemos estudiado. Contiene
casi 13 millones de ideales, muchos de ellos con problemas para el calculo. Tras
muchos meses de calculos solo hemos estudiado la mitad y hay muchisimas al-
gebras finitas. Por ahora, la dimensién finita maxima es 324, que es muchisima
comparado con la de los ideales de las otras familias que hemos estudiado. No
sabemos si en un futuro encontraremos otras algebras mas grandes.

El siguiente paso es estudiar familias con tres variables. Esto supone un gran
salto, porque ahora los calculos empiezan a crecer desde un primer paso. La primera
que estudiamos es (3,2,3), que tampoco presenta ningin caso finito. Podria ser
la misma causa que en (2,4,3), pocas relaciones para tratar de reducir todas las
palabras normales. La rejilla que podemos tejer con los elementos de la base de
Grobner-Shirshov no nos permite atrapar todas las palabras infinitas, pero en esta
familia ahora no tenemos ningln caso que sea complicado de calcular, y mucho
menos unos que esté dias y dias sin avance.

En la familia (3,2,4) las cosas vuelven al cauce general, con cantidad de algebras
finitas e ideales cofinitos, pero otra vez empiezan los problemas de redundancia.

Nuestro objetivo ambicioso es la familia (3,3,3), pero ha resultado ser de célcu-
lo muy complicado, incluso en los primeros cien casos. Asi que tendremos que
esperar a contar con herramientas mas potentes (supercomputador, ordenadores
cuanticos) o mejorar el propio algoritmo para calcular la serie de Hilbert.

Apéndice B

En este apéndice describimos los programas y funciones que se encargan de
realizar los célculos correspondientes al Capitulo [7] en cada familia y que nos de-
vuelve el nimero de ideales cofinitos y las dimensiones de cada algebra.



Se trata de una programa escrito en C++ que va construyendo todos los ideales
de cada familia. Luego inicia un bucle que envia estos ideales al programa Bergman
para que los analice y devuelva un archivo con la serie de Hilbert asociada a ese
algebra cociente. A partir de la informacién que hay en ese archivo obtendremos
si el algebra es finita o infinita y en caso que sea finita guardaremos la dimensién
en otro archivo.

El mayor problema fue encontrar la forma de enviar los datos a Bergman para
que calculara la serie de Hilbert del algebra asociada a cada ideal y devolviera un
archivo de texto con la informacién correspondiente. Bergman corre en consola
y no podemos abrir una consola e ir introduciendo 6rdenes en ella. Sin embargo
Bergman si se puede lanzar con la orden de leer un archivo. Asi que lo que hicimos
fue lanzar una orden que fuera “ejecuta Bergman con este archivo de érdenes y
guarda lo que hagas en este otro archivo”. Luego nos basta con abrir ese archivo
y recorrerlo para obtener la dimension del algebra asociada.

Hemos tenido que realizar el programa en C++ porque resulté imposible pro-
gramar en Lisp, que es el lenguaje en el que esta escrito Bergman. Nos hubiera
gustado realizar todo el trabajo en Lisp para que fuera mas /limpio el proceso, pero
la forma de trabajar por sentencias nos resulté demasiado complicada y no merecia
la pena el gasto de tiempo en aprender un nuevo lenguaje.

A lo largo del apéndice esta desglosado el programa y explicamos qué es lo que
realiza cada uno de los médulos.

Por ahora las Gnicas limitaciones son las propias de la capacidad de calculo del
ordenador.

Apéndice C

En este Gltimo apéndice adjuntamos unas tablas con un resumen del estudio
de cada una de las familias. Cada tabla incluye el nimero de casos estudiados,
el nimero de ideales cofinitos encontrados, una lista de las dimensiones finitas
que se alcanzan en cada algebra, una lista de los casos con mayor dificultad para
el calculo desde el punto de vista computacional y el tiempo que ha tardado el
ordenador en estudiar cada familia.
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Notacion

Usaremos la letra k para denotar un cuerpo.

Los ideales se van a notar por las letras capitales J 6 J si solo trabajamos con
dos, o por J7,J2,J5... para referirnos a una lista finita de ideales. De la misma
manera, las algebras se notaran por las letras A 6 B.

Cuando queramos expresar el algebra cociente k(X)/J; asociada al ideal J;,
usaremos la notacién Aj.

En los Capitulos [6] y [7, con el objetivo de facilitar la claridad de los calculos,
identificaremos los elementos del algebra cociente con su clase de equivalencia.
Esto es, xyx = xyx + J = xyx.

Los conjuntos se notaran por la letra G y si son bases de Grobner-Shirshov se
notaran por G. Cuando nos referimos a la base de Grobner-Shirshov de un ideal
Ji, la notaremos como Gj.
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Capitulo

Desarrollo de bases
de Grobner-Shirshov

La realidad que somos capaces de percibir
no es mas que la sombra conmutativa de
una realidad no conmutativa superior.

Javier Lopez
El Mito de la Caverna, revisitado

En este primer capitulo vamos a recordar las definiciones y procedimientos ba-
sicos de la teoria de bases de Grobner-Shirshov. Empezaremos desde un nivel muy
elemental, aunque a lo largo del camino daremos por supuestas muchas definicio-
nes y conceptos que de otra manera extenderian demasiado el contenido de este
capitulo.

Para tratar de cubrir la situacién mas general, estudiaremos el caso de cocientes
de algebras libres. Este proceso nos permite hacer una particion del algebra en
clases de equivalencia que son compatibles con las operaciones del algebra.

Un problema clasico que afrontamos a la hora de trabajar con clases de equiva-
lencia es el de decidir qué elemento actia como mejor representante de esa clase.
Precisamente el uso de bases de Grobner-Shirshov nos permite una respuesta ele-
gante y formal, tomando de alguna manera el elemento comin mas pequefio en
cada clase.

En todo este proceso el orden juega un papel muy importante. Determina
cuando las calculos acaban, estructura las rutas que podemos seguir, antepone
unos elementos a otros, puede llevar calculos hasta el infinito o puede iniciar una
especie de embudo donde irremediablemente terminan.

Sea A = k(X)/J un algebra cociente donde queremos que las relaciones del
ideal J actlien como reglas de reduccién para elementos f € k(X). Esto significa
que si los elementos w € J estan escritos de la forma h, — f,, donde h, es un
monomio y f,, e€s un combinacién lineal de monomios, y algan h,, aparece como
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subpalabra en f, podemos sustituirlo por f,.

Uno de los primeros resultados que aparecieron tratando de construir el anterior
proceso de una manera formal fue el Lema del Diamante de Newman ([New42]). A
grosso modo, lo que explica es que si existen dos caminos (formas) de reduccion,
pero ambos llegan a la misma forma final, entonces el proceso termina en una
Gnica forma candnica.

Asi que la pregunta era, jse puede construir, partiendo de un ideal de relaciones
J, un conjunto de relaciones que generen J de manera que cualquier elemento
f € k(X) reduzca a una dnica forma canénica?

En los afios sesenta A. Shirshov ([Shi62]) y B. Buchberger ([Buc65]) llega-
ron, de manera independiente, a una primera idea de composicion, que se vio
reflejada en el Lema de composicion de Shirshov y en el Teorema de Buchberger
respectivamente. Lo que queria expresar es que si S es un conjunto cerrado para
composiciones y f € (S), entonces el monomio lider f de f puede reescribirse de
manera (nica como usv, con s € S.

Para construir estos conjuntos se toman todas las posibles reducciones distintas
de un elemento (ambigiiedades) y se afiaden nuevas relaciones de manera que
esas reducciones coincidan (resolver ambigiiedades). El conjunto que se construye
siguiendo este proceso es lo que llamaremos una base de Grébner-Shirshov del
ideal J.

Mas adelante, Bergman ([Ber78]), T. Mora ([Mor88]), [Mor94]), F. Mora
([Mcar86]) y E. Green (|Gre93]) adaptaron los resultados anteriores a ideales en
algebras libres no conmutativas, extendiendo la teoria a una inmensa variedad de
campos matematicos.

De esta manera siempre podremos encontrar la forma normal de un elemento
f € A através de la base de Grobner-Shirshov de J, en un proceso que explicaremos
en la Seccion [4.3

No es facil desarrollar en unas pocas pocas paginas toda una teoria de bases de
Grobner-Shirshov. Sobre todo por la ingente cantidad de informacion que hay al
respecto. Una cosa parece clara: las bases de Grobner-Shirshov son importantes.
Y desde el punto de vista computacional sigue siendo una de las herramientas mas
importantes que tenemos, usadas en Teoria de Codigos, (poner méas aplicaciones),
y con absoluta seguridad se seguiran usando en el futuro porque continuamen-
te aparecen nuevas ramas que pueden seguir desarrollandose. El algoritmo que
computa las bases de Grobner-Shirshov de un ideal forma parte del nlcleo de la
mayoria de los programas de calculo simbdlico y millones de copias estan instaladas
en estos sistemas a lo largo y ancho del planeta.

A continuacion daremos una vision general del problema, sus definiciones prin-
cipales y sus resultados méas importantes, asi como algunas aplicaciones al final del
capitulo. Como ya hemos dicho anteriormente, empezaremos desde el nivel mas
basico posible.



Conjuntos, monomios y algebras libres

Sea X ={x1,...,%xn} un conjunto de variables, y sea (X) conjunto de todas las
posibles combinaciones de elementos de X en cualquier orden,

(X) = - oxitleg € Nyxg, € X}

Este conjunto (X) tiene estructura de monoide con el producto definido por con-
catenacion. Este monoide se conoce como monoide libre generado por el conjunto
X. Los elementos de este conjunto se llaman monomios.

Definimos el grado de un monomio como el nimero de elementos que lo

componen, esto es, si m = xf‘]‘ xf‘; ---xf‘ll su grado se define como

1

deg(m) = Z o

j=1

Dados dos monomios my, m, decimos que my es miltiplo de my si existen
L,r € (X) tal que my = lmyr. También decimos que m; divide a m;, denota-
do por m|m,.

Segun la situaciéon también llamaremos al conjunto (X) lenguaje y a los mono-
mios o elementos de este conjunto palabras, si bien esta visién esta mas cercana
a la Teoria de Lenguajes Formales y Autématas ([HMU79)).

Sea k un cuerpo. Notamos por k(X) el algebra libre asociativa generada por el
conjunto X, también llamada anillo de polinomios no conmutativo, que consiste
en todas las posibles combinaciones lineales de monomios de (X) con coeficientes
en k.

5
Ordenes y aritmética polinomial

Necesitamos ejercer algin control sobre los elementos del semigrupo (X), sobre
todo a la hora de hacer comparaciones y elaborar algoritmos que involucren listas
de estos elementos. Para ello necesitamos ser capaces de ordenar los monomios
de alguna forma que, ademas, se lleve correctamente con el producto que hemos
definido por concatenacién. En esta seccion estableceremos los conceptos basicos
que 157seguiremos en el resto de capitulos de este trabajo.
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(Es importante resaltar que el orden tiene un papel capital a la hora de desa- &
rrollar toda la teoria de bases de Grobner-Shirshov).

métrica y transitiva. Un orden < sobre un conjunto X es un orden total si dados

Definicion 4.1. Un orden sobre un conjunto X es una relacion reflexiva, antisi-
x,y € X, entonces x <Y,y <x 0x =Y.
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Definicion 4.2. Sea (X) un monoide finitamente generado. Un orden total < sobre
(X) se dice buen orden si para cada subconjunto no vacio de (X) existe un minimo
con respecto a =.

Decimos que un orden < es un orden monomial sobre (X) si satisface las
siguientes condiciones

1) < es un buen orden para (X)
2) 1<m, Vme((X)

3) m; <mg = lmyr<lmgr, Vir,mp,m; e (X)
Existen muchos tipos de érdenes. Entre ellos estan

o) Orden lexicografico, Lex. Sea (X) conjunto con x3 > --- > x. Dados
dos monomios my, my € (X), denotamos por m la mayor subpalabra a la
izquierda com@n a ambos tal que m; = mw;, My, = mw; o fijamos m =1
si tal subpalabra no existe. Entonces my <jex M2 &= w7 < Wy & el
primer simbolo x; de w1 es menor que el primer simbolo x; de w;.

4.2. ORDENES Y ARITMETICA POLINOMIAL

Este orden no es monomial ya que no verifica la condicién 3).

Ejemplo 4.3. Bajo las condiciones del parrafo anterior, sea 1 < x,. La
contradiccion viene si, por ejemplo, multiplicamos ambos miembros de la
desigualdad por xq1 por la derecha. Entonces 1-x1 > X2 - X1.

¢) Orden de grado total lexicografico, Deglex. Sea (X) un conjunto con xq >
-+ > xn. Dados dos monomios my = x{\' -+ x{",my = x.ﬁ]‘ XBS e (X)
decimos que m; <giex M2 si deg(my) < deg(my) 6 deg(m;) = deg(m;)
ymy <jex M2.
Este orden si es monomial y serd el que usemos de manera implicita en el
resto de calculos de este trabajo.

¢) Orden de grado total lexicografico inverso, DegRevLex. Sea (X) conjunto
con xy > --+ > Xpn. Dados dos monomios mj,my € (X), decimos que
My <ddex M2 si deg(my) < deg(my) 6 deg(my) = deg(mz) y my >iex M2
pero tomando la subpalabra a derecha en vez de a izquierda.
Este orden también es monomial (y presenta ciertas ventajas de compu-

tacién en algunos casos frente al orden de grado total lexicografico. Ver, por
ejemplo, [BS87]).

Ahora que tenemos o6rdenes podemos establecer jerarquias entre los compo-
nentes de cada polinomio f € k(X), lo que permite realizar la siguiente definicion.

Definicion 4.4. Sea f € k(X)\{0}. Si < es un orden monomial f puede escribirse
de manera tinica como
t
f:Zcimi, conmmy >my > >y, my € (X) (4.1)

i=1
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Esta expresion se denota expresion estandar de f. A partir de una expresion
estandar de un polinomio definimos

término lider a cymg, y lo notamos It(f)
coeficiente lider a ¢, que se denota Ic(f)
monomio lider a my, denotado por Im(f)

Por Gltimo, podemos asociar a cada polinomio f € k(X) un elemento de N que
nos permita establecer un orden entre ellos. Definimos el grado de un polinomio
0 # f € k(X) como el maximo grado de los monomios que lo componen

deg(f) = max{deg(my)|m; pertenece a la expresion estandar de f}

Secciéon 4.3

Generalizacion de la reducciéon polinomial

El siguiente paso que debemos explorar es la reescritura de un polinomio como
combinacién lineal de elementos de un conjunto G C k(X). Al igual que en el
caso conmutativo podemos desarrollar una teoria de reducciones que nos llevara,
irremediablemente, a la obtencién de representantes de manera (nica para cada
clase cuando estudiemos nuestro problema en cocientes de algebras.

Sea < un orden monomial en (X).

C
4

Definicion 4.5. Dados f,g € k(X), si Im(g) divide a algiin término distinto de
cero cymy en f, entonces existen 1,1 € (X) tales que c;my = ¢4 - 1-lm(g) - 1.
Definimos

Ci
le(g)
de manera que el término cymy en f es sustituido por una combinacion lineal
de monomios < m;. Llamaremos a esta manipulacion reduccién polinomial de f
mediante g, denotada por f o, y decimos que f reduce a h médulo g.

h=f— lgr

Obviamente podemos extender esta definicion a mas de un elemento realizando
un proceso iterativo.

Definicion 4.6. Si existe una sucesion de reducciones polinomiales

AR BB ... Bn,
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donde gi € G C k(X), con gi no necesariamente distintos, decimos que f reduce
a hy moédulo G, y lo notamos f g h.

que el proceso de reduccién no puede continuar. Para ello usamos la siguiente

Este proceso deberia tener un final o deberia existir alguna manera de indicar
Definicion.
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Definicion 4.7. Un polinomio d se dice reducido o en forma reducida con respecto
a un conjunto G C k(X) si d = 0 o ningiin monomio en la forma estandar

de d es divisible por algin lm(g), g € G. Si f S 4 y d es reducido con respecto
a G, diremos que d es una forma reducida de f con respecto a G. En particular, si

f es reducido respecto a G, entonces f St

Este proceso de reduccion también se nota como red(f, G), de manera que si
d es la forma reducida de f en G,

red(f,G) =d

Cuando disponemos de un conjunto G y un elemento f # 0 podemos diferenciar
en él dos partes completamente independientes, una que corresponde a G y otra
que no. El siguiente resultado recoge esta idea muy bien.

Proposicion 4.8. Dados polinomios f y d, si d es la forma reducida de
f con respecto a algin conjunto G, entonces tenemos que f = d o bien
Js € N\{0},c, € k\{O}, Ly, Ty € (X),gu € G tales que

S
f=> culuguru+d

u=1

4.3. GENERALIZACION DE LA REDUCCION POLINOMIAL

Un algoritmo para calcular la forma reducida de f respecto a un conjunto
arbitrario (finito) G C k(X) esta recogido en el Algoritmo [4.1]

Algoritmo 4.1: Algoritmo para calcular forma reducida en un conjunto
Entrada: f; =1,G ={g1,...,q1}

1 inicio

2 mientras f; # 0 hacemos

3 si dgi € G, L, € (X) tal que lm(f;) =1lilm(gi)r; entonces
¢ IC(fi)l

4 i1 =T lc(gi) 19iTi

5 i=1i+1

6 en otro caso

7 d=d+ lt(fi)

8 fip1 = fi — 1t(fy)

9 i=1i+1

10 devuelve d

Observacion 4.9. En el proceso anterior

:
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va que < es un buen orden y por lo tanto el grado va disminuyendo. El
proceso termina en algini =1t y fy = 0. Cada monomio que aparece en la
forma final d no es divisible por ningiin lm(g), g € G. Asi d es efectivamente
la forma reducida de f con respecto a G.

2) Entonces f tiene la siguiente representacion

S
f= Z Culugury +d

u=1

donde s € N, ¢, € k\{0llu, 7 € (X),gu € G, (no necesaria-
mente distintas), d es la forma reducida de f con respecto a G y
Im(f) = max{lilm(gq)ry, lalm(gz)r2,...,lslm(gs)rs, Im(d)}, de acuerdo
con la Proposicion[4.8.

Vamos a ver que la forma reducida de f no es dnica con respecto a un conjunto

G en general.

Ejemplo 4.10. (1) Sea f = x3x2x1 — x1x3x1, y G = {g1,92} C k(X), donde

g = xf —X1X2 ¥ g2 = X1X2X1 — X2X1X2. Sea < el orden Deglex con x1 > x;.

Entonces, usando primero g1 como elemento reductor
g1
f= f—g1X2X1 =0

Y si usamos primero g, como elemento para la reduccion

C
4

g 2. g 2 2
f23f—x192 = x1x2%1X2 — X1X5%X71 = (f —X192) — g2X2 = —X1X35X71 + X2X1X3

por lo que ambas reducciones no coinciden.

(2) Sea f =x3, G ={g = x§ —x2}. Si consideramos este problema desde un
prisma conmutativo la forma reducida red(f, G) = x1x2 sera unica.

Consideremos ahora el problema para anillos de polinomios no conmutativos.
Sea < el orden DeglLex conxi > x2, con lo que Im(f) = x3, Im(g) = x%. Aplicamos
el algoritmo para reducir f modulo G. Tenemos varias opciones para escoger li, 1y,
segun reduzcamos x? por un lado u otro. Si reducimos por la derecha

fﬂnf—x]g:x?—x](x%—xz) =xX1X2
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vy si reducimos por la izquierda
f5f—gx =% — (x] —x2)x1 = x2x1

o lo que es lo mismo, tenemos dos reducciones distintas para f con respecto a G.

Shirshov para tratar de resolver situaciones como la mostrada anteriormente, de

En la siguiente seccion introduciremos la definicion de base de Grobner-
manera que todas las reducciones nos lleven a la misma forma reducida.
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Bases de Grobner-Shirshov

En esta seccion vamos a ver la definicién formal de bases de Grobner-Shirshov,
aunque hay muchisimas formas de caracterizarlas. Nosotros vamos a exponer la
que se expresa como generador del ideal de monomios lideres de J, si bien no es
otra cosa que la versién no conmutativa de la nocién clasica de Buchberger.

Recordemos que un ideal en k(X) es un subconjunto no vacio J C k(X) tal que
o) gyh€J= g+ heT (cerrado para sumas)

o) geJ=rgsed, Vrsek(X) (cerrado para productos por elementos del
anillo)

4.4. BASES DE GROBNER-SHIRSHOV

Definicion 4.11. Dado un conjunto G C k(X), definimos el ideal de monomios
lideres de G con respecto a algin orden monomial < como

Im(G) = (lm(gllg € G)

t
{Z film(gi)hilt € N\{0}, fi, hi € k(X), gi € G}

i=1

Definicion 4.12. Sea J un ideal en el anillo de polinomios k(X). Un conjunto
S ={g1,...,9s} de elementos de k(X) tales que (l1m(g1),...,lm(gs)) = lm(J)
se llama base de Grobner-Shirshov del ideal J.

Conviene remarcar los siguientes resultados.

Observacion 4.13. Una base de Grébner-Shirshov para un ideal J es un conjunto
generador de 7.

Observacion 4.14. Para cada orden existe una base de Grébner-Shirshov, que
puede ser distinta.

& La importancia de la base de Grobner-Shirshov de un ideal viene del hecho
que a cada polinomio en k(X) se le puede calcular una tnica forma reducida con
respecto a J. Esta forma normal es la que actuard como representante de cada
clase de equivalencia en el dlgebra cociente A = k(X)/J.

Esta expresion reducida de un elemento f con respecto a una base de Grobner-

Shirshov G se denotarad N(f,G) € J y se puede obtener, por ejemplo, a partir del

Algoritmo . Es facil comprobar que f — N(f,3) € J (Proposicion , luego

podemos identificar cada elemento f € k(X)/J con el polinomio que se obtiene

calculando su forma reducida N(f, G), que es una combinacién lineal de monomios

que no pertenecen a lm(J). Las clases de estos monomios generan k(X)/J como

espacio vectorial sobre k. Ademas estos monomios son linealmente independientes,
por lo que forman una base para k(X)/J.
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Este resto no depende de la posicion de los elementos de la base de Grébner-
Shirshov de J. Asi, fijado un orden, N(f,G) estard definido de manera Gnica. Lla-
maremos a este elemento forma normal de f.

Vamos a tratar de nuevo el Ejemplo desde el punto de vista de la definicion
de bases de Grobner-Shirshov.

Ejemplo 4.15. (2) Recordemos que para f = x?, con G ={g= x% —xX3} teniamos
dos formas de reducir f, de manera que obtenemos dos formas reducidas distintas.

Por la derecha

fﬂ>f—x1g:x?—x1(x%—x2):x1xz

vy por la izquierda
fof— gx1 = x? — (x% —X2)X1 = X2Xq
Podemos comprobar que
X1X2 —X2X1 = gx1 — X719 € (G)

por lo que lm(x1x2 — x2x1) = x1x2 € lm({(G)), pero x1x2 no esta en lm(G).
Entonces lm(G) € Im((G)), y G no es una base de Grébner-Shirshov para (G).

Una base de Grébner-Shirshov para (G) es
§={g1 =x7 —x2,92 = x1x2 — x2x1}

Si hacemos ahora la correspondiente reduccion por la derecha

C
4

g 3 2 g
3 f—x1g1 =x7 —x1(x] —x2) =x1%2 = x1%2 — (X1X2 — X2X1) = X2X7

vy por la izquierda
AN - gix = x? — (x% —X2)X1] = X2Xq

y ambas formas coinciden sin importar como y por qué lado ha sido realizada la
reduccion. La forma normal de x? con respecto a G es pues x2x1.

El siguiente teorema resume los contenidos de esta primera parte.

Teorema 4.16. Dado un polinomio f sobre un anillo de polinomios k(X), el resto
de la division de f por una una base G de un ideal 3 < k(X) es dnico si y solo si §
es una base de Grobner-Shirshov para J.
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A partir de aqui ya podemos empezar a relatar las diferencias que aparecen
respecto a la versién conmutativa de esta teoria y las diferentes propiedades que
de esto se deducen.

La primera (y mas importante) diferencia es que k(X) no es noetheriano, con A\
lo cual el Lema de Dickson (y por lo tanto el Teorema de la base de Hilbert) no
es cierto. Y lo que es alin peor, no existe una versién no conmutativa de este
resultado. De esta manera, tenemos la existencia de ideales no conmutativos que
no son finitamente generados.
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Ejemplo 4.17. Sean X = {x,y} un conjunto de dos variables no conmutativas y
k(X) el correspondiente anillo de polinomios no conmutativos. Para todo i € N
definimos J; como el ideal generado por el conjunto {xyx,0 < j < i}, esto es,
Ji = (X%, xyx,...,xy*x). Obviamente, xy**'x € Ji 1 pero ¢ Ji, y I3 C Jis1,
para todo i € N. Entonces podemos construir una cadena ascendente infinita
JWEhe - Chchn& .

Podemos notar también que el anterior ideal J esta generado por un conjunto
de monomios S = {xy*x,i € N}, pero J no puede ser generado por un subconjunto
finito de S. Esto nos prueba que en k(X) no se puede aplicar el lema de Dickson.

E incluso podemos encontrar el caso de ideales principales que estan infinita-
mente generados.

Ejemplo 4.18 ([GMU97]). Sea (f) con f =xx —xy e < un orden monomial con
x > Y. Sea gi = xy*x —xy'*t',1 > 0. E/ conjunto G ={g; : i > 0} es una base de
Grobner-Shirshov de (f) con respecto a <.

4.5. S-POLINOMIOS NO CONMUTATIVOS

Otra grandisima diferencia (que ha hecho correr cientos y miles de paginas) en
la irresolubilidad del problema de las palabras ([Boo59]).

Problema 4.19 (Problema de las palabras para presentaciones de algebras no con-
mutativas). Para una presentacion de k-algebra A = k(X)/{(g1,...,q1), éexiste
un algoritmo para, dado f € k(X), decidir cuando f =0 € A? (Y ya sabemos que
sif=0eA&fed lo que conocemos como problema de pertenencia).

& Observacion 4.20. E/ problema de las palabras para presentaciones de algebras
no conmutativas o el problema de pertenencia para k(X) no tiene solucion, en
general (ver, por ejemplo, [Pri96]).

S-polinomios no conmutativos

Como en el caso conmutativo, los S-polinomios desarrollan un papel muy im-
portante en el algoritmo para el calculo de bases de Grébner-Shirshov. La diferencia
esta en la definicion, ya que ahora no existe una anico S-polinomio para cada pa-
reja de polinomios. De hecho, en anillos de polinomios no conmutativos no es
suficiente tomar el minimo comin mialtiplo. Debemos tomar todos los multiplos
comunes.

Primero analicemos que hay tres posibles formas de que dos polinomios formen
una obstruccién, segin dénde se produzca el entrelazamiento.

Definicion 4.21. Sea m. un monomio de grado d en (X).

o) Notamos por Pref(m,1) el prefijo de m de grado i, esto es, los primeros i
elementos de m.
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o) Notamos por Suf(m,i) el sufijo de m de grado 1, esto es, los dltimos i
elementos de m.

o) Notamos por Sub(m,1i,j) /a subpalabra de m que empieza en la posicion i
y termina en la posicion j.

Definicion 4.22. Sean m; y m, dos monomios en (X) con grados d; y d, respec-
tivamente. Decimos que my y m, se solapan si se cumple alguna de las siguientes
condiciones

1. Pre(mq,i) =Sufima,i), (1 <i<dz)
2. Sub(my,i,i+da—1)=my, (1<i<di—dy+1)
3. Suflmq,i) =Prefilmay,i), (1 <i<dy).

Estas situaciones se describen mas facilmente en el siguiente grafico

Prefijo Subpalabra Sufijo
mq mq mq
B e E—— - >
m; m3 m2

C
4

Los S-polinomios se definen a partir de estos solapamientos, de manera que
podamos controlar los elementos que presentan problemas a la hora de realizar las
reducciones. Conviene recordar que nosotros vamos a usar las bases de Grobner-
Shirshov como herramienta, no como objeto de estudio. Solo nos interesa la na-
turaleza de los monomios, esto es, si son normales o admiten reducciones.

Definicion 4.23. Seanpi y p2 dos polinomios de manera que sus términos lideres
se solapan de forma 1yIm(p1)r1 = Laim(p2)r2, donde 11,1,,711,12 Son monomios
con al menos uno de 11,1, y al menos uno de ry,v2 igual a 1. El S-polinomio
asociado a este solapamiento se define como

S-pol(l1,p1,12,p2) = cilipiTy — c2lapar2
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donde ¢; = lc(p2) y c2 = le(pr).

Evidentemente, podemos dar una definicién de bases de Grobner-Shirshov en
términos de S-polinomios.

Definicion 4.24. Sea G = {g1,...,g1} un sistema de generadores para el ideal
J sobre un anillo de polinomios no conmutativo k(X). Si todos los S-polinomios
que involucran elementos de G reducen a cero en G, entonces G es una base de
Grobner-Shirshov para J.



Ejemplo 4.25. Sea J = (x* — xy,xyx — yxy) < k(x,y) un ideal no conmuta-
tivo. Las posibles obstrucciones son {x3,x*yx, xyx?,xyxyx}, que dan lugar a 4
S-polinomios. De ellos, el tnico que no reduce a cero enJ es f = xy? —yxy. Este
nuevo elemento nos genera dos nuevos S-polinomios pero reducen a cero, luego
la base de Grébner-Shirshov de J es

G = {x* — xy, xyx —yxy, xy* — yxy}

El algoritmo de Buchberger, generalizado

El algoritmo que nos permite calcular bases de Grobner-Shirshov en el caso de
ideales en anillos de polinomios no conmutativos lo tenemos escrito en pseudo-
cédigo en el Algoritmo

Algoritmo 4.2: Algoritmo generalizado de Buchberger, versién de Mora

Entrada: Un sistema de generadores G ={g1,...,gm} para un ideal J
1 inicio
2 S=G,A=0;
3 Para cada par (g, g;) en G, afiadimos un S-polinomio(ly, gi,1,92) a A

4.6. EL ALGORITMO DE BUCHBERGER, GENERALIZADO

para cada solapamiento 1;Im(gi)r1 = l2Im(gj)r2 entre los monomios
lideres de gi y gj;

4 mientras A # () hacemos
5 quitamos el primer elemento s; de A y calculamos
s =rem(s1,G);
6 si s} # 0 entonces
7 L Afiadimos s a G y todos los posibles S-pol(ly, gi, 12,87) a A

8 devuelve G, base de Grébner-Shirshov del ideal J

Como hemos comentado en secciones anteriores, en el caso conmutativo el
Lema de Dickson y el Teorema de la base de Hilbert (todo ideal esta finitamente
generado) nos permitian asegurar que los calculos del algoritmo de Buchberger
son finitos y, por lo tanto, siempre podemos calcular una base de Grobner para
cualquier ideal 3 < k[X]. Pero en el caso no conmutativo no tenemos un analogo
para el lema de Dickson, por lo que no podemos asegurar la finitud del algoritmo.

Si existe una propiedad deseable para ideales no conmutativos conocida como
propiedad D (ver [NorO1]. La D es, efectivamente, por Dickson). De alguna ma-
nera expresa la imposibilidad de construir palabras normales infinitas, de manera
que los calculos para obtener la base de Grébner-Shirshov son finitos. Pero es algo

que se escapa del objetivo final de este trabajo.
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Bases de Grobner-Shirshov y conjuntos computables

Ya hemos recordado que en el anillo de polinomios no conmutativo k(X) existen
ideales que pueden ser infinitamente generados. Para esos ideales J no sabemos si
existe un algoritmo que nos devuelva una base de Grobner computable infinita de
J. Para el caso de un ideal J finitamente generado, tenemos el Algoritmo [4.2]

En el anterior algoritmo, asumimos que G es un conjunto no vacio y < es un
orden monomial sobre k(X).

Observacion 4.26. 1) E/ algoritmo termina en algin paso i+ 1 si y solo si G;
es una base de Grébner-Shirshov finita del ideal 7 = (G).

2) Si el algoritmo nunca termina, entonces | J;2, Gi es una base de Grébner-
Shirshov infinita para el ideal 3 = (G).

Corolario 4.27. SiJ = (G) tiene una base de Grébner-Shirshov finita con respecto
a un orden <, entonces el algoritmo termina.

Como no siempre va a ser posible que el algoritmo nos devuelva una base de
Grobner-Shirshov del ideal que estemos estudiando, vamos a diferenciar aquellos
ideales que tengan un comportamiento correcto.

Definicion 4.28. Dado un conjunto § C k(X), si para cualquier f € k(X) podemos
encontrar una forma normal de f con respecto a G diremos que el conjunto G es
computable.

C
4

Dado cualquier ideal J € k(X), si podemos encontrar una base de Grobner
computable para J entonces podemos resolver el problema de pertenencia para
ese ideal. Por otro lado, ya sabemos que existen ideales en k(X) para los cuales
el problema de pertenencia no tiene solucion (ver [Bok72]). Para esos ideales no
existe un algoritmo que devuelva una base de Grobner-Shirshov computable.

Observacion 4.29. Si un conjunto G es computable, entonces el problema de
pertenencia, y por lo tanto el de las palabras, es resoluble.

No todos los pasos que damos son para encontrar problemas. Podemos en-
contrarnos con pequefas alegrias. Por ejemplo, los conjuntos finitos son siempre
computables. Si G = {g1,...,g1} es un conjunto finito, el proceso visto en el
Algoritmo puede refinarse en el Algoritmo |4.3|
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También podemos encontrar situaciones donde la base de Grobner-Shirshov
sea finita. Por ejemplo, en algebras noetherianas.

Teorema 4.30 ([Mor94]). Sik(X) es noetheriano, entonces para cada ideal J es
posible calcular una base de Grébner-Shirshov de J.



Algoritmo 4.3: Algoritmo de reduccién para conjuntos computables (finitos)

Entrada: f; = f, G un conjunto finito

10 devuelve d, forma reducida de f

Otra forma de caracterizar conjuntos computables es acotando por el grado de
los monomios. De hecho, esta es la propiedad de la que abusaremos en el Capitulo
cuando nos estudiemos el problema de clasificar ideales cofinitos.
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Proposicion 4.31. Dado un conjunto infinito G C k(X), si para cualquier D € N,
el subconjunto G(D) = {g € Gldeg(lm(g)) < D} es finito y todo elemento de
G(D) puede calcularse de manera explicita, entonces G es computable.

Seccion 4.8

Bases de Grobner-Shirshov reducidas

Cada ideal J de k(X) puede tener muchas bases de Grébner-Shirshov, incluyen-
do al propio J. Vamos a recordar en esta seccién que para cada ideal tenemos un
proceso que nos permite obtener una base de Grobner-Shirshov Gnica de manera
que sea la mas simple de todas.

Definicion 4.32. Decimos que un conjunto H C k(X) es un conjunto reducido si
todo h € H es reducido médulo H\{h}.

Esto nos permite establecer un procedimiento para, dado un conjunto P, en-
contrar un conjunto reducido G tal que (G) = (P). Tenemos que ir tomando cada
elemento p de P y sustituirlo en G por su forma reducida en P\{p}. Evidentemente,
si el elemento reduce a cero se elimina del conjunto reducido. Como solo realiza-
mos combinaciones lineales de los elementos de P, al generar los ideales a partir

de los conjuntos claramente coinciden.

Ya podemos establecer la definicion principal de esta Seccion.
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Definicion 4.33. Sea G una base de Grébner-Shirshov para un ideal de k(X). G se
dira base de Grébner-Shirshov reducida si G es un conjunto reducido y le(g) =1,
Vg € §.

Es evidente que trabajar con bases de Grébner-Shirshov reducidas supone una
ventaja sobre cualquier otra base de Grobner-Shirshov del ideal correspondiente.
Los resultados obtenidos seran los mismos, pero el niimero de operaciones y ele-
mentos involucrados en los calculos se reducen al minimo cuando usamos bases
de Grobner-Shirshov reducidas.

Podemos terminar esta seccién con el siguiente resultado.

Proposicion 4.34. Cada ideal tiene, para cada orden, una tinica base de Grébner-
Shirshov reducida.

Como en el caso conmutativo, el Algoritmo puede refinarse para obtener
la base de Grobner-Shirshov reducida, eliminando de la base los polinomios cuyos
monomios lideres sean multiplos de monomios lideres de otros elementos de la
base de Grobner-Shirshov.

Caracterizacion de bases de

Grobner-Shirshov no conmutativas

Podemos resumir los contenidos de las secciones anteriores en el siguiente
resultado global.

Teorema 4.35. Dados G C k(X), 0 ¢ G, sea J = (G) el ideal generado por G, y
sea < un orden monomial sobre (X). Las siguientes condiciones son equivalentes

a) m(9) =1m(J)
b) Vf e I\{0},3 g € G tal que lm(g)|lm(f)
c) felsred(f,5)=0

AOHSHIHS-4aINdOYD 3d S3SVA 3A O110ddvS3A ¥ O1NLIdVD

d) f €1& f tiene una representacion estandar con respecto a §
e) Vf € k(X), la forma reducida de f con respecto a G es dnica
f) k(X) = (N)&J, como k-espacios vectoriales

9) Vgi,9; € §,V(li,r1,12,12),red(S-pol(ly, gi, 12, 95),G) =0

h) Vgi, g5 € G,¥Y(l1,71,12,72), S-pol(ly, gi, 2, gj) tiene una representacion

estandar en G.
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La condicion mas influyente para nosotros serd la [f), ya que nos permitira
obtener una k-base un algebra cociente A = k(X)/J cuando J tenga una ba-
se de Grobner-Shirshov computable. Simplemente tendremos que ir listando los
monomios de k(X) grado a grado (hay un namero finito en cada subespacio) y
calcular su forma normal en G una base de Grobner-Shirshov de J. Aquellos que
sean reducidos, y por tanto normales, formaran la base del algebra.

B

Aplicaciones de bases de Grobner-Shirshov

Para terminar comentamos algunas aplicaciones clasicas de las bases de
Grobner-Shirshov, aparte de las aplicaciones que les daremos nosotros en los Ca-

pitulos [6] y [7]

4.10.1. Eliminacion

Sabemos que si J es un ideal de k(X,Y), entonces Jy = INk(Y) es un ideal de
k(Y). Sin embargo no es cierto que si G genera J entonces Gy sea un conjunto
generador para Jy.

4.10. APLICACIONES DE BASES DE GROBNER-SHIRSHOV

Si podemos afirmarlo si usamos un orden admisible que elimine X, esto es, si
w<w en k(X,Y) yw’ € k(Y), entonces w € k(X).

Bajo esta condicién, Gy serd una base de Grobner-Shirshov de Jy.

4.10.2. Interseccion de ideales

Vamos a ver cémo podemos extender la teoria de eliminacién para encontrar
la interseccién de dos ideales (y por induccién, de un namero finito de ellos).

SeaJ = (F) y 3’ = (F') dos ideales de k(X). Consideremos el ideal

H=({tf, (1 —t)f, tx —xtlf e F, f' € F/,x € X) C k(X, t)

Los elementos que pertenecen al ideal JNJ’ se pueden obtener a través del
siguiente resultado.

Proposicion 4.36. JNJ’ = HNk(X).

Si ahora queremos obtener una base de Grobner-Shirshov de 3N J’. Como
vimos en la seccién anterior, no basta con tomar una base de Grobner-Shirshov de
H y eliminar los términos que contienen a t. Pero si tomamos G base de Grobner-
Shirshov para H con respecto a un orden que elimina t, entonces G Nk(X) es base
de Grobner-Shirshov para INJ’.
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4.10.3. Homomorfismos

Asumamos que X e Y son dos alfabetos finitos y que ¢ : k(Y) — k(X)
un homomorfismo definido por ¢(yi) = hi(X), un polinomio en k(X). Sea
J=(yi —hi]1 <i<m) CkXY).

El siguiente resultado nos dice cémo calcular el nicleo de @.
Proposicion 4.37. ker(@) =] Nk(Y).

Y nuevamente podemos usar los resultados de la Seccién para afirmar
que si G es una base de Grobner-Shirshov para J con respecto a un orden en (X,Y)
que elimine a Y, entonces G Nk(Y) es una base de Grébner-Shirshov para ker(¢)
con respecto a la restriccion del orden a Y.

Tenemos también resultados para decidir cuando un elemento pertenece a la
imagen de .

Proposicién 4.38. Sea ¢, ] y el orden de eliminacion como en el caso anterior.
Un elemento f de k(X) pertenece a im(g) si y solo si red(f,]) € k(Y).

Un homomorfismo ¢ se dice epimorfismo si es sobreyectivo, esto es, si
im(e) = k(X).

Proposicion 4.39. Con la notacion y el orden usual de esta seccion, asumamos
que G es reducido. Entonces @ es un epimorfismo si y solo si para todo x € X
existe algtin elemento x —g € G con g € k(Y).

C
4

Por Gltimo, reuniendo todos estos datos podemos

Proposicion 4.40. Sea la notacion y el orden como en la Proposicion [4.39. En-
tonces @ es un isomorfismo si y solo si G = {xi — gilxi € X}, con g; € k(Y).
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4.11. MAPA CONCEPTUAL DEL CAPITULO 4
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Capitulo

Ambiente y situacién
de nuestro estudio

iOh, calamar!
Sobre el mar.
Bajo el mar.

En el mar...

Oda a un calamar

La estructura de algebra es una estructura muy rica aunque inmensamente
grande. No es facil abordarla y estudiarla en su sentido general sin imponer ningin
tipo de hipdtesis extra que delimite un poco el campo de accién. Aunque en un
principio intentamos afrontar nuestro problema desde el punto de vista mas general
posible, no tardamos mucho tiempo en darnos cuenta que de esta manera no
podriamos extraer informacion relevante. Asi que hubo que buscar una situacién
menos general pero que a cambio ofreciera mejores perspectivas en cuando a la
obtencién de resultados.

En este capitulo vamos a explicar y repasar una serie de conceptos que nos
van a resultar de vital importancia en el desarrollo del resto de este trabajo. Nos
van a perfilar la situacién sobre la que vamos a trabajar y nos van a mostrar por
qué podemos realizar el estudio que desarrollaremos en los Capitulos [6] y El
hecho mas destacable es que demostraremos que en nuestra especial situacién
de trabajo con ideales homogéneos del tipo (a, b, c) podemos calcular su base de
Grobner-Shirshov hasta el grado que queramos. De manera que también podemos
calcular la forma normal de cualquier elemento del anillo de polinomios y por lo
tanto podemos ir calculando una base (como k-espacio vectorial) del algebra con
la que estamos trabajando grado a grado.

Hemos visto anteriormente (Seccién que si trabajamos con conjuntos
computables podemos resolver el problema de pertenencia. El hecho relevante es
que podemos construir una base de Grobner-Shirshov grado a grado. Buscaremos
entonces situaciones para las cuales el ideal J con el cual vamos a trabajar acabe
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dando lugar a una base de Grobner-Shirshov computable.

En cierto sentido, es la estructura graduada que se hereda de la graduacién
polinomial la que nos permitira resolver este problema.

La idea de este capitulo es dibujar la situacién en la que nos vamos a encontrar
en los préximos capitulos. La estructura principal sera la de dlgebra homogénea,
que nos permitira trabajar con bases de Grobner-Shirshov computables, y la nocién
de serie de Hilbert, que conlleva toda la informacién sobre la dimension del algebra
al que esta asociada.

Seccién 5.1 B
Algebras graduadas y homogéneas

En esta seccién ofreceremos una visién de la situacion en la que trabajaremos
en la practica totalidad del resto de este trabajo. La estructura de algebra graduada
aparece de manera muy natural en nuestro estudio, ya que se deriva directamen-
te de la estructura polinomial graduada de k(X). Nos permitird estudiar nuestro
problema de una manera mucho mas ordenada, especifica y metddica. Usaremos
también esta estructura a la hora de realizar los programas que van a realizar los
numerosos calculos asistidos por ordenador (Apéndice .

5.1. ALGEBRAS GRADUADAS Y HOMOGENEAS

Definicion 5.1. Un algebra A se dice graduada si se puede escribir como descom-
posicion de k-espacios vectoriales

AZ@AnZAo@A1 GA...
neN

de manera que AgAr C Asit. Ademas, A= |J An.
neN

Como ya hemos comentado, dado un conjunto de variables X, el algebra de
polinomios no conmutativa k(X) es un algebra graduada, donde la graduacién
viene dada por el grado de los monomios. Esto es,

k(X); ={m € k(X)|deg(m) = j}

Ahora que ya sabemos que trabajamos en algebras graduadas, vamos a comen-
tar ciertas caracteristicas que deseamos posean los ideales J con los que vamos a
trabajar.

Definicién 5.2. Un polinomio f € k(X) se dice homogéneo si es una combinacion
lineal de monomios del mismo grado. Si un ideal 3 < k(X) esta generado por
polinomios homogéneos, se dice que es un ideal homogéneo.

Definicion 5.3. Un dlgebra A = k(X)/J se dice homogénea si el ideal J es un ideal
homogéneo.
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Ejemplo 5.4. E/ algebra

A = k(X)/ (xx — yx, yxy, xxx — Xyy, yxx — yyy)
es claramente un algebra homogénea. El ideal de relaciones esta compuesto por

una relacion homogénea de grado 2 y tres relaciones de homogéneas de grado 3.

El hecho de trabajar con algebras homogéneas no es baladi. Los ideales ho- &
mogéneos presenta una cualidad muy deseable. Sus bases de Grobner-Shirshov
también son homogéneas (por ejemplo, [Er697], cap. 12), por lo que las reduccio-
nes preservan el grado o son cero.

Ejemplo 5.5. Vamos a calcular las posibles reducciones de los monomios del
algebra vista en el Ejemplo[5.4. Una base de Grébner-Shirshov del ideal I es

G ={x* —yx,xyx —v*,xy> —y*, yxy,y*x — y*,y"}

Si empezamos a calcular la forma normal de los monomios grado a grado tenemos
N(1,8) =1 « normal N(yx,§) =yx « normal N(yxy,3G) =0

N(x,SG) = x « normal N(y?,§G) =y? « normal  N(y*x,§) =y3

N(y,§) =y « normal N(xyx, §) = y3 N(y3,9) :y3 «— normal
N(x%,§) = yx N(xy?,9) =y? N(y?*x,5) =0

N(xy, §) = xy « normal N(yxz,g) = y3 N(y", g)=0

Podemos comprobar que todas las reducciones son a elementos del mismo
grado o a cero, puesto que el ideal es homogéneo. Ademas, como solo hay 6
monomios normales, A es un algebra finita y una k-base la componen la clase de
estos 6 monomios.

Esta situacién presenta la ventaja que para calcular la forma normal de un
elemento no necesitamos conocer una base de Grobner-Shirshov completa del
ideal. Solo necesitamos los elementos que tienen grado menor o igual al polinomio
que queremos reducir. Ademas, el siguiente resultado nos dice cémo podemos
obtener una base de Grobner-Shirshov de un ideal homogéneo.

Teorema 5.6. Dado un ideal homogéneo J = (fy,f2,...,f1) C k(X) y un orden
monomial < en (X), la base de Grébner-Shirshov de J es computable. El Algoritmo
puede modificarse para obtener una base de Grébner-Shirshov hasta grado
D eN.
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En un principio nuestro objetivo era estudiar todo tipo de algebras cocientes,
pero pronto nos dimos cuenta que era una planteamiento demasiado ambicioso.
Ya hemos visto en el Capitulo [4] que el problema de las palabras no es soluble,
luego no siempre podemos calcular la base de Grobner-Shirshov de un ideal. Como
acabamos de ver, trabajando con algebras homogéneas estamos en condiciones de
afrontar el problema desde un punto de vista graduado, de manera que los calculos
en grados superiores no afectan a los anteriores.
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Aunque nuestra situacion ideal sea la de trabajar con ideales homogéneos,
incluso en el caso general tenemos técnicas que pueden simular la situacion descrita
en los parrafos anteriores. Se trata del proceso de homogeneizacion (ver, por
ejemplo, [Nor9g]).

Todo f € k(X) se puede escribir de manera estandar como
f=fa+fa1+---+f, f€k(X)

Para homogeneizar f nos basta con multiplicar cada monomio por una variable
(homogeneizadora) t de la siguiente manera

f*=fq+fa1t+---+Ft97 F ot € k(X t)a

El polinomio f* se llama polinomio homogeneizado de f.

Existe un proceso inverso, la dehomogeneizacion que consiste en aplicar a un
g € k(X,;t) el morfismo que deja X invariante y aplica t — 1. Si g € k(X,t),
denotamos este proceso como g, = g(X,1).

5.1. ALGEBRAS GRADUADAS Y HOMOGENEAS

Definicion 5.7. Sea J = (f1,...,fs) un ideal en X(X). El ideal
T ={f],...,fo,xit—tx, 1 <i<n)
se llama ideal homogeneizado de J.

Es evidente que J* <k(X, t). Este proceso nos permite obtener un ideal homo-
géneo a partir de un ideal no conmutativo en general, aunque como contrapartida
tenemos que ampliar el nimero de variables. Sin embargo, el siguiente resultado
explica por qué merece la pena complicar los calculos.

Teorema 5.8. Sea G una base de Grébner-Shirshov reducida para J*. Entonces
G. ={g+lg € G} es una base de Grébner-Shirshov para J.

Ahora podemos afrontar el problema para cocientes de algebras en general,
homogeneizando el ideal y calculando su base de Grébner-Shirshov en k(X,t).
Dehomogeneizando esta base obtenemos la base de Grobner-Shirshov del ideal
inicial.

Sin embargo la situacion no siempre es tan idilica. Si este proceso no conlleva-
ra ninguna dificultad podriamos calcular bases de Grébner-Shirshov para cualquier
ideal no conmutativo con el Gnico obstaculo de la capacidad de computacién con
la que contemos. El problema reside, claro esta, en el hecho de afadir una nueva
variable (también tenemos que variar ligeramente el orden por el especial compor-
tamiento de t, pero es algo secundario). Aparte del problema computacional que
supone una nueva variable (el célculo de la base de Grébner-Shirshov es exponencial
en cada variable), podemos encontrarnos con el problema de ideales J <G k({X) que

tienen base de Grobner-Shirshov finita pero cuyo ideal homogeneizado J* <k (X, t)
tiene base de Grobner-Shirshov infinita.
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Ejemplo 5.9 ([Ufn08]). Sea el algebra A = (x,ylx* — 1,xy?> — 1) que tiene base
de Grobner-Shirshov § = {y? — 1,x? — 1} para x < y. Sin embargo, la base de
Grobner-Shirshov de J* contiene la familia

yz(xy)“kfztz —t8 k=1,2,...

En el mismo trabajo ([Ufn08]) Ufnarovskii explica una estrategia para sal-
var este tipo de obstaculos denominada estrategia del conejo, que consiste en ir
simplificando cada nuevo término que aparezca en la base de Grobner-Shirshov
eliminando el mayor maltiplo de la variable homogeneizadora t que aparezca. Asi,
aunque estemos trabajando en un grado d, puede que la relacién que obtengamos
sea de grado menor y tengamos que saltar a un grado inferior para eliminar otras
relaciones. De ahi el conejo.

Aunque en esta seccion hemos comprobado que podemos afrontar el problema
para ideales y algebras en general, para preservar los calculos durante el resto
del trabajo nos centraremos exclusivamente en algebras homogéneas, dejando una
puerta abierta para recuperar este camino en investigaciones futuras.

Dimensiones y crecimiento. Comportamiento asintético

Acabamos de ver que si el ideal J es homogéneo, entonces el algebra cociente
A = k(X)/J es un algebra graduada homogénea, esto es, podemos representar
A como suma directa de subespacios finito dimensionales A = ®.A;. Esto nos

1
permite también estudiar la dimension del algebra A a partir de las dimensiones
de sus subespacios homogéneos.

El concepto de infinitud para un algebra es un concepto demasiado general.
La separacion de algebras en finitas o no finitas parece una separacion demasiado
grosera. Un concepto un poco menos restrictivo es el de crecimiento (o dimensién
de Gelfand-Kirillov) que nos permite estudiar las algebras de dimension infinita
desde un punto de vista mucho mas rico en matices.

Vamos a introducir el concepto de crecimiento para poder definir la dimensién
de Gelfand-Kirillov méas adelante.
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Sobre el conjunto de funciones monétonas f : N — R definimos un orden
f 2 g & Je,n > 0 tal que f(m) < cg(mn), para todo n € N. Podemos ahora
definir una relacién de equivalencia de la siguiente manera: f = gsif < gy g <f.
Denotaremos la clase de equivalencia de f por [f] y la llamaremos crecimiento de
la funcion f.

Sobre esta clase de equivalencia podemos definir una suma y un orden de
manera natural

[fl+ gl =[f+d] fl<gef<g
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Por ejemplo, para cualesquiera a,b > 0,d > e > 1, tenemos
[@™ =[b™] > m9] > [mF]

El crecimiento [2™] se llama exponencial y el crecimiento [m4] se llama poli-
nomial de grado d.

Definicion 5.10. Sea V' un subespacio finito-dimensional generador del algebra A,
y sea la funcion dy(m) = dim(V + V% +---+ V™). £/ crecimiento del dlgebra A
es la clase de equivalencia C(A) = [dv(m)].

Ejemplo 5.11. Sea A = k(x,y) el dlgebra libre con dos generadores. El subespacio
V = kx + ky es un subespacio generador para A. Entonces

dy(n) = dimy (Zvi> =T42422 4 2=
i=0

y C(A) = [2™]. Por lo tanto, tiene crecimiento exponencial.

Hay muchas (muchisimas) formas de estudiar el crecimiento de un algebra.
Por ejemplo, esta Gltima forma que incluye el estudio de subespacios generadores.
Pero para algebras cocientes A = k({X)/J existe otra forma de calcularlo ([Ufn82],
[Ufn89]) usando elementos de la base de Grébner-Shirshov de J que se acerca mas
a nuestro campo algebraico. Para ello tenemos que establecer una bonita relacién
entre algebras y grafos, pasar de letras y simbolos a vértices y flechas.

5.2. DIMENSIONES Y CRECIMIENTO. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

5.2.1. Crecimiento en base a grafos

Empecemos con un pequeiio repaso y recordando lo que nosotros vamos a en-
tender por grafo (para un estudio méas profundo sobre comportamiento asintéticos
de algebras y sus relaciones con grafos, recomendamos [KS95], I).

Definicion 5.12. [ lamaremos grafo a un grafo orientado donde se permiten lazos
y miltiples flechas. Un camino de longitud n en un grafo es una sucesion de
vértices v; y flechas e; tal que cada flecha e; empieza env;_1 y termina envj. Un
camino se dice ciclico si su tltimo vértice vy, coincide con el primero. Un camino
se dice cadena si todos los vértices vi son diferentes.

Definicion 5.13. E/ crecimiento de un grafo G es la funcion dg(m), igual al
ntmero de caminos en el grafo de longitud no mayor que m. El crecimiento del
grafo G es la clase de equivalencia C(G) = [dg(m)].

Lema 5.14. Respecto al crecimiento de grafos podemos afirmar lo siguiente

1) CG(G) = [constante] si y solo si el grafo no contiene ciclos
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2) el crecimiento de cualquier subgrafo no es mayor que el crecimiento del grafo
completo

3) Si G; son las componentes conexas del grafo G, entonces €(G) = >_ C(G;)

Para extraer el crecimiento de un algebra cociente a través de la base de
Grobner-Shirshov de su ideal de relaciones necesitamos que la base de Grobner-
Shirshov sea finita, ya que el grado maximo de los elementos que conforman la
base de Grobner-Shirshov es un dato muy importante en este proceso.

Sea A = k(X)/J un algebra cociente y 1 el grado maximo de los elementos
de la base de Grobner-Shirshov de J. Vamos a construir un grafo finito de la
siguiente manera. Los vértices van a estar constituidos por los monomios normales
de longitud 1 — 1 (los podemos calcular reduciendo los monomios de cada grado
via la base de Grobner-Shirshov de J). Situamos una flecha entre dos vértices vy,
vj si existen x,,xs € X tal que vix; = XsVj y viX, es una palabra normal. Si tal
flecha existe lleva por etiqueta x.. Este grafo se llama grafo de Ufnarovskii del
algebra A, y tiene muchas aplicaciones. Entre ellas, por ejemplo, se puede aplicar
a algebras de autématas para realizar un test de Noetherianidad ([MNO5]).

Teorema 5.15. E/ crecimiento del nimero de caminos de un grafo finito es alter-
nado. Es exponencial si y solo si el grafo tiene dos ciclos que se intersecan. O es
polinomial de grado d, donde d es el nimero maximo de ciclos distintos que se
pueden recorrer en una cadena.

Teorema 5.16 ([Ufn82]). E/ crecimiento del grafo de Ufnarovskii asociado a un
dlgebra se corresponde con el crecimiento del algebra. EI Teorema nos da un
criterio para este crecimiento.

Ejemplo 5.17. Sea J = (x?y — y3) < k(x,y) un ideal que tiene por base de
Grébner-Shirshov al conjunto {x*y —y3}. Su grafo de Ufnarovskii es
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El algebra cociente correspondiente tiene crecimiento exponencial.

Shirshov es {xyx —y3,x?y —y3,xy> —y3x,y3xy —y*x,y3x? —y°}. El grafo de

Ejemplo 5.18. Sea J = (x*y — xyx,xyx —y3) < k(x,y). Su base de Grébner-
Ufnarovskii que le corresponde es
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Por el Teorema|5.15 su crecimiento es polinomial de grado 2.

Ademas existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de palabras nor-
males de longitud > 1y los caminos del grafo. Por eso la condicién de finitud es que
no haya ciclos. Si dos (o0 mas) ciclos tienen vértices comunes, podemos construir
palabras infinitas sin ningan patrén, y por eso el crecimiento serfa exponencial.

Este crecimiento de un algebra se corresponde con la conocida dimension de
Gelfand-Kirillov.

Definicion 5.19. Sea k un cuerpo, A un algebra finitamente generada y V un
subespacio generador de A como k-algebra. Definimos la dimensién de Gelfand-
Kirillov de A como )

7 log dim, (V™)

GKdim(A) = g m

5.3. SERIES DE HILBERT Y BASES DE GROBNER-SHIRSHOV

Existen muchos resultados que nos relacionan grafos de Ufnarovskii y dimensién
de Gelfand-Kirillov. Por ejemplo, en [KK93] se caracteriza cuando la dimension de
Gelfand-Kirillov es 1. Y en [EF94] se utilizan estos grafos para demostrar el famoso
resultado que dice que no existen algebras finitamente generadas con dimension
de Gelfand-Kirillov en el intervalo (1,2).

Ejemplo 5.20. £/ algebra del Ejemplo[5.17] tiene dimension de Gelfand-Kirillov co
y el algebra del Ejemplo[5.18 tiene dimensicn de Gelfand-Kirillov 2.

& En cierta manera, la dimensién de Gelfand-Kirillov mide lo /ejos que esta un
algebra de ser finita.

Observacion 5.21. [os ideales cofinitos son los que estan asociados a algebras
cocientes con dimension de Gelfand-Kirillov igual a cero.

Seccién 5.3
{ Series de Hilbert y bases de Grobner-Shirshov

Terminaremos este capitulo recordando el Gltimo gran concepto del cual vamos
a hacer uso en el resto de este trabajo.
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Si A =Kk(X)/J es un algebra homogénea, entonces A = @A; donde A; es el

1
espacio vectorial de elementos homogéneos de grado 1. La dimensién de cada A;
es finita, ya que existe un nimero finito de elementos de grado i en cada uno de
estos subespacios. Llamamos a h(i) = dimy(Ai) la funcion de Hilbert de A;.

Definicién 5.22. Sea A = ©A; un algebra homogénea. La funcion definida como
1

Ha(t) = h(i)t' se llama serie de Hilbert de A.

Esta serie nos aporta mucha informacién sobre el algebra a la que esta asociada.
En primer lugar lleva toda la informacién necesaria sobre la dimensién del algebra
en cada uno de sus coeficientes, y nos dice si el algebra es finita o no sin mas
que comprobar su nimero de términos. Y en segundo lugar, la serie de Hilbert
es un invariante para algebras graduadas. Para algebras no graduadas la serie de
Hilbert depende del conjunto generador, pero en nuestro caso podemos usarla
como método de clasificacién, salvo isomorfismo.

En nuestro estudio podemos calcular la serie de Hilbert grado a grado. Al poder
construir la base de Grobner-Shirshov de manera graduada, también podemos
calcular dim(A;) sin mas que contar el nimero de monomios normales que hay
de grado i.

Esto nos permite construir un primer test de finitud. Si existe un j tal que
dim(A;) = 0 tenemos que todos los elementos de grado j son reducibles por
elementos de §G. Continuando con el razonamiento, como los elementos de grado
j=+1 son miltiplos de los elementos de grado j, dim(Ax) =0, vk > j. Con lo cual
nuestra algebra sera finito dimensional y, en particular,

Este hecho va a ser fundamental en el desarrollo de nuestro estudio. Lo que
estudiaremos para buscar indicios de finitud en nuestras algebras cocientes es la
serie de Hilbert de cada algebra, a través del nimero de monomios normales en
cada grado, para lo cual haremos uso de una base de Grobner-Shirshov del ideal
cociente.

El Teorema |4.35, al relacionarnos la dimension del algebra A con las palabras
normales nos da otra forma de calcular la serie de Hilbert de un algebra graduada.
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Teorema 5.23. La serie de Hilbert de un algebra A puede obtenerse a través de
la expresion H 4 (t) = Y_5° dnt™, donde d, es el nimero de palabras normales de
grado n.

Para terminar, citaremos un resultado que nos relaciona series del Hilbert con
la dimensién de Gelfand-Kirillov.

Teorema 5.24 ([El94]). Las siguientes condiciones son equivalentes para un al-
gebra A monomial finitamente presentada



1) C(A) <1

2) La sucesion de coeficientes de la serie de Hilbert de A es eventualmente
periodica

5.3. SERIES DE HILBERT Y BASES DE GROBNER-SHIRSHOV
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Mapa conceptual Capitulo 5

k-espacios
graduados

serie de Situacion de algebras
Hilbert nuestro problema graduadas

test finitud contar palabras

normales

algebras mismo

dimensién p
homogéneas grado

crecimiento finita

base
iEsB @R Grobner-
ibiterio Shirshov
computable

infinita

grafo
Ufnarovskii

dimension
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Kirillov
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Capitulo

Isomorfismos entre
algebras finitamente
presentadas

— TU no sabes lo que es una clase. Marge, soy yo el que
se juega el cuello todos los dias. Y no estoy desvariando.
jEres tu la que desvaria! Desvaria este sistema
monstruoso! Y ... jsabes? Te diré la verdad. jTu no
sabes afrontar la verdad! Cuando alargues la mano y te la
encuentres toda manchada de mocos, que antes eran la
cara de tu amigo, sabras lo que tienes que hacer.
Olvidalo, Marge. Es ... jChinatown!

— Homer, no vuelvas a hablar de mis asuntos personales
en clase.

— Sisefiora 93...

Homer Simpson
Secretos de un matrimonio con éxito

En un principio nos preguntamos qué condiciones debe verificar un algebra
de caminos para tener dimensién finita. Una forma de afrontar este problema es
presentar tal algebra como cociente de un algebra libre, donde los caminos que
podemos recorrer vienen dados por las relaciones que generan el ideal cociente.
La pregunta que nos hicimos y que quisimos resolver era: jexiste alguna forma de
saber, con el menor gasto (tiempo y calculo) posible, si ese dlgebra tiene dimension
finita? Y ya que estabamos trabajando en algebras de grafos, j por qué no estudiar
el caso general para cocientes de algebras libres?

Es facil comprobar que la solucién pasa por los elementos que constituyen el
ideal de relaciones. Y el mejor generador que tenemos de este ideal de relaciones
es su base de Grobner-Shirshov. Asi que decidimos extraer toda la informacién
posible de este conjunto y estudiar qué casos son finitos, con el objetivo que
intentar encontrar pautas de comportamiento o marcadores que nos informen de
cuando el algebra cociente va a tener dimension finita.

Y asi llegamos al siguiente planteamiento l6gico. Como no podemos abordar el
problema en su situacién global, siempre coexistimos con la posibilidad de trabajar
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con conjuntos infinitos que no se adecuan a nuestra realidad finita, dividiremos
el problema en subproblemas mas pequeiios, de manera que podamos clasificar
toda la informacion de una manera mas controlada. Con este objetivo en mente
estudiaremos familias finitas de ideales en anillos no conmutativos en busca de
ideales cofinitos. Nuestra meta es encontrar aquellos ideales que dan lugar a alge-
bras cocientes de dimension finita maxima, para asi poder encontrar una cota que
nos permita decidir cuando otro ideal va a resultar cofinito.

Por este motivo otro punto de interés sera clasificar los ideales que dan lugar a
algebras finitas de dimensién maxima. Para ello tenemos que estudiar el problema
de buscar isomorfismos dentro de esta familia de algebras, que son algebras fini-
tamente presentadas y, ademas, homogéneas. Este hecho es importante porque
las algebras homogéneas presentan muchas propiedades deseables respecto a sus
condiciones de reduccién que nos permiten obtener resultados mas profundos.

Dadas dos algebras A y B, decidir cuando son isomorfas como k algebras
es, como el Problema de las Palabras, un problema fundamental para algebras
finitamente presentadas. En esta Seccién trataremos de dar solucién al caso de
algebras finitas homogéneas.

Existen muchas formas de obtener condiciones para que dos algebras sean
isomorfas. Tantas como imaginacién y talento seamos capaces de desarrollar. En
[Shi91], por ejemplo, se afronta el problema para algebras monomiales, problema
que resulta un poco mas sencillo porque ya sabemos que para ideales monomiales
el propio ideal siempre es una base de Grobner-Shirshov de si mismo.

En la primera parte de este Capitulo vamos a ver un ejemplo para el caso
general. Lo aplicaremos a algunos de nuestros ejemplos y comprobaremos que en
cuanto las dimensiones empiecen a aumentar los calculos se vuelven menos con-
sistentes hasta dejar de ser operativos, principalmente por el aumento de variables
que forman parte del sistema. En nuestra blsqueda de soluciones desarrollare-
mos, en la segunda Seccién, un nuevo procedimiento graduado que también nos
muestra cuando dos algebras son isomorfas pero que no se muestra tan débil con
dimensiones superiores.

Presentaremos también una serie de mejoras que conseguiradn que el proceso
gane agilidad al liberarle de realizar calculos innecesarios.

& Durante el resto del trabajo, siempre que esto no lleve a confusion y para
aportar claridad a los célculos, identificaremos cada elemento f € k(X)/J con su
clase de equivalencia. Esto es, xyx = xyx + J = xyx.
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Seccion 6.1

Un caso general

Kiyoshi Shirayanagi presenté en [Shi93] un algoritmo para encontrar isomor-
fismos entre dos algebras no conmutativas finitamente presentadas y finito di-
mensionales. Como primer acercamiento para nuestro problema parece acertado,
ya que efectivamente nuestras algebras son no conmutativas, estan finitamente
presentadas y seran finito dimensionales.

El proceso que sigue Shirayanagi es bastante curioso e ingenioso, y presenta &
como caracteristica destacada que traslada problema al campo conmutativo y lo
resuelve como un problema de tipo de pertenencia a un ideal, a través del Teorema
del punto cero de Hilbert.

Sean A = k(X4)/Ia y B = k(Xg)/Ip dos algebras finito dimensionales y
finitamente presentadas sobre un cuerpo k. Sean S4 = {ti} y Sz = {sj} las co-
rrespondientes k—bases de A y B. Como la primera condicion es que tengan la
misma dimension, #S 4 = #S5 = n. Podemos ahora definir una aplicacion k-lineal
@ : A — B sobre los elementos que generan A como

9 0OTNLIdVvD

n
Q(xp) = Z ax;sj, ax; €k (6.1)
j

Podemos extender (6.1) a un homomorfismo de k-élgebras de manera que
@(ty) esté determinado de manera (nica bajo las relaciones de J como

n
P(ti) = Zbijsj» by € k (6.2)
j

Aplicando principios de algebra lineal, podemos construir la matriz
Mo = (bij)i<ij<n. de dimensién n x n, que serd la matriz asociada a la apli-
cacion .

Sea @(J4) el conjunto de todas las relaciones que resultan de aplicar ¢ a
los elementos de J4 en el sentido (6.2). Podemos entonces enunciar el siguiente
criterio de isomorfia.

Teorema 6.1 ([Shi93], Teorema 1). A y B son isomorfas como k-algebras & para
la anterior aplicacion ¢ existen coeficientes para que tanto ¢(J4) bajo Jg como
det(My) # O se satisfagan.
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Las relaciones que aparecen en @(Ja) se pueden expresar como igualdades en
un anillo conmutativo, por lo que podemos reducir el problema a un problema de
pertenencia a un ideal.

Identificamos cada a,,; en la expresion 1) con una indeterminada sobre el
cuerpo k

Qax; — XA;
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2[‘ Es evidente que cada x,; no pertenece a X4 ni a Xg. Definimos un anillo
% conmutativo R = k[x;\j] como la extension de k con estas variables, y extendemos
= de manera natural @ a una aplicacion lineal @ : R(X4)/Ia — R(Xz)/Iz. Asi

O

O ~ n

£ Plxa) =) xas

O j=1

=

)

H. Llamamos Mg = (yi5) a la imagen formal de M, = (by;). Obviamente
© det(Mg) € R.

De manera analoga, ®(J4) sera el conjunto de relaciones que resulta de aplicar
® a las relaciones de J 4.

Sea f = det(Mg) y J el ideal generado por todos los coeficientes de los
elementos de @(J4).

Decimos que las k-algebras A y B son isomorfas para una extension k' si
k'(X)/Ia = k'(X)/Is para alguna extensién k’ de k. Entonces tenemos el si-
guiente test de isomorfia.

Teorema 6.2 ([Shi93], teorema 2). A = B para una extension & f ¢ /7.

Demostracion. A = B para una extension k’

ambos @(J4) bajo Jg y f # 0 pueden ser satisfechos en k’
existen soluciones de J que satisfacen f # 0
no “toda solucién de J es una solucién f =0
no “f € /7", por el teorema del punto cero de Hilbert

f¢va

"n
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O

Este proceso admite una pequeiia mejora, y es que a la hora de calcular el
determinante de M g podemos obviar la primera columna, ya que se pueden realizar
combinaciones lineales para que la primera fila sea (1,0,...,0).

Tenemos también un segundo test conocido como método del adjunto. In-
troducimos una nueva indeterminada t. Entonces A = B para una extensién
& 1¢ GB(J,tf — 1) en R[t].

Este segundo test se basa en una descripcién alternativa del Teorema del punto
cero de Hilbert que dice que “J y f # 0 tiene una solucion” & “Jy tf—1 en R[t]
tiene una solucién”.

A=kx)/(x3—=x>+1) y B = (x,y)/(x* — 4x,xy — yx,y?> — 3y) dos &lge-

Vamos a probar este método estudiando un ejemplo. En este caso sean
bras finitamente presentadas. Las correspondientes bases son S, = {1,x,x%} y
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Sg ={1,x,y}, y ¢(x) = a+ bx+ cy. Tenemos entonces

1 0 0
Mg=10 b c
0 4b% 3c?

El determinante es f = bc(3c — 4b). A partir de los coeficientes de O
@(x> —x2 + 1) obtenemos el ideal J = (a® — a? + 1,12ab? + 3a?b + 16b> — =
4b? — 2ab, 9ac? + 3a%c + 9¢® — 3¢ — 2ca). Entonces é
Sg,er-1) = 5

9, 6 3 9 27,207 3 1 1 23 14 o
{a+25C +Mct+zc—ﬁ,b—mc —%ct—gc—&-%,c —§c+ﬁt,t +23} :

Como 1 ¢ Gy, estas dos algebras son isomorfas (para una extensién en los
complejos, ya que en la solucién los coeficientes a, b, c € C).

El anterior ejemplo nos muestra cémo funciona este método para algebras en
general. Vamos ahora a probarlo para un par de algebras de alguna de nuestras
familias. Sean los ideales presentados como

Ja = (xx,xy —yy)
Iz = (yy,xx — yx)
y Ay B las respectivas algebras asociadas. En este caso S 4 = {1,x,Y, yx,yy, yyx}
y Ss ={1,x,y, xy,yx, yxy}.
El posible isomorfismo ¢ tendra la expresion

@(x) = a1 + azx+ azy + asxy + asyx + agyxy
©(y) = by + bax + b3y + baxy + bsyx + beyxy

La matriz M asociada a la aplicacién anterior tiene la forma

a as Qag as Qg

b, bs by bs be

0 0 azby axby+azbz agby + asbz + azbs
0 0 byb; bi+brbs  bybg+bsbs+bsbs
0 0 0 0 a3b§ 4+ azbybs

y su determinante es

f = —a3b3(bz + b3)*(azbs — azbz)? (6.3)
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El ideal g que resulta de obtener los coeficientes de las imagenes de los ele-
mentos de J4 bajo @ e I3 es

J=(a?,2a10a2,2a1a3,aa3 + 2a; as,
(1% + aza3 + 2a1as,aza4 + azag + azas + 2ajag, a;by — b%,
axby + a;by —2b1bz,a3by + a;bz — 2bg b3, (6 4)
asby + azbs; —bybs + ajbs — 2bby, ’
asby + axby + azby — b3 —bybs + aybs — 2bybs,
agby + asbz + axbs + azby — bobsy —bzbs —bzbs + ajbg — 2b]b6)



2[‘ Construimos ahora el ideal (J,tf — 1) y calculamos una base de Grobner. Para
o ai > b; >t ésta seria
|
=
bu) {b3)1 +bzt>b1>a4+a5,03—b2><12><11}
O
2 Como el 1 no pertenece a esta base de Grobner, las dos algebras son isomorfas.
v De hecho, si resolvemos el sistema (6.3)# 0 y (6.4)= 0 obtenemos la solucién
e
-]
) aq ZO, C12=0, a5 = —Aay, b] ZO, bzzag, b3 20, (13750
—
©

Para este caso pequefio el método de Shirayanagi ha demostrado ser efectivo.
Sin embargo, para calculos mas pesados las cosas pueden no ser tan sencillas.
Sean

Ja = (xxx,yxy, yxx —yyy)
Js = (xyx, yyy, xxx — xyy)
dos ideales que llevan relacionados algebras de dimension 21.

(6.5)

Para establecer el estudio de los posibles isomorfismos necesitamos conocer
k-bases de las dos algebras y bases de Grobner-Shirshov de ambos ideales. Estos
datos son

Ba = {1,%,Y,%x, Xy, yx, yy, Xxy, Xyx, Xyy, Yyyx, Yyy, Xxyx, xxyy,
XYYX, XYYy, YYyy, XXyyx, Xxyyy, Xxyyyy, xxyyyy}

Bs = {1,%,Y, XX, XY, Yx, Yy, XXy, Xyy, Yyxx, Yyxy, Yyx, Xyyx, yxxy,
YXYY, YYXx, Yyxy, Yxyyx, Yyxxy, yyxyy, yyxyyx}

Sa = {xxx,yxy, yxx — yyy, yyyx, yyyyy;}

98 = {xyx, yyy, xxx — xyy, Xxxyy — xyyx, Xyyxx, xyyxy}

El posible isomorfismo entre estas dos algebras tendra la forma

@(x) = a1 + axx + azy + asxx + asxy + agyx + ayyy+
agxxy + a¢xyy + ajoyxx + aj1yxy + aj2yyx + ai3xyyx+

6.6
a14YxXxy + a1syxyy + aijgyyxx + aizyyxy + ajgyxyyx+ (6.6)
A19Yyxxy + azoYyxyy + aziyyxyyx
©(y) = by +bax + bzy + byxx + bsxy + bgyx + byyy+
bgxxy + boxyy + bioyxx + by1yxy + bi2yyx + byzxyyx+ 6.7)

brayxxy + b1syxyy + brsyyxx + b17yyxy + bigyxyyx+
broyyxxy + baoyyxyy + ba1yyxyyx

A continuacion tenemos que construir todas las imagenes de una k-base de A

usando y como homomorfismo de anillos. Una vez que tengamos esos

elementos, calculamos la matriz asociada y obtenemos su determinante. En este
caso la matriz tiene dimension 21 x 21 y su determinante es
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3
f= —a;ob;6(03bz - (12b3)17 (b% + 2b§)

El siguiente paso es calcular el ideal J. Para ello necesitamos las imagenes de
los generadores de J4 bajo @ y G3.

Los coeficientes de @(xxx) bajo G son

{a3,3a%as,3a%a3,3a1a3 +3atas,3ar1a2a3 + 3aas, 3a1a2a3 4+ 3aZag, 3alaio + a3az +
3ajazas + 3arazas, 3aZar + aza3 + 3arazas + 3arasae, 3aral + 3afaz,3atai; +
a2a§ +3ajaszag + 3a; (12(17,3(1%(1]6 +3ajazaz +3arajpas + a§a4 + azaszag + a%a7 +
3a; a4a7,3a%a17 +3a1anas +3arazas + a§a5 + a%ag + azazay + 3a1asaz, a%ag +
3araszas+3arazas +3afas, 3aais +3araroas +ajas 4+ azazas + azazae +3arasag +
3araszas,3afaie 4+ 3araisas + 3arareas + ajzazaz + ajoa3 + 3araizas + azasag +
asasaz + arasaz + ajas + 3arazas, a3 + axa3 + 6arazas + 3arazas + 3arazaz +
3afag,3a%ar3 + 3araizaz + 3a3as + a3as + 3a1a5 + 2aza3as + azazas + 3arasas +
2a3a7+3ara4a7+3arazas+6arazas, 3adais+3araroaz+3araiaz+2azazas+ajas+
alas + a3as + 3a1asa6 + azazay + 3arasar + 3ajazag, 3a3ars + 3ararsaz + ajpad +
3ayaizasz 4+ 3araiqas + ajrazaz + ajzazas + ajoa3 + 3araoas + azai + 3ararnias +
3araizas + 2a2a4a6 + 2a3asag + azag + 3araioas + azasaz + 2az:asaz + ajas +
2azaza9 + 3ajagas,3araleaz + a12a% + Sa%azo + 3ajaisas + 3arajzas + ajpazas +
ana3+anza+3arazas+azasas +3arazay +2az2asa7 + azasaz + azagazy + azas +
aas+3arazas, 3aral,+arsai+3arazaz+3aaz +3araisaz+3arareaz +aisazaz +
arzazaztarzad+arsal+aisa3+3aiarsas+2araz2as+aroazas+aizazas+3araryast
arrazae +2ai2a3a6 + 3ararzaz +3araisar +3ai2a2a7 + ajpazazy + azay + asagaz +
a4a§ + aszaras +3araizae + azagas + 2azazagl.
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Los coeficientes de @ (yxy) v @ (yxx —yyy) llenan mas de tres paginas, razon
por la cual no mostramos esos resultados en este trabajo. Ahora tenemos que unir
estos coeficientes en un ideal junto a (tf — 1) y calcular su base de Grébner. En
este caso tendremos 43 variables. Con estos guarismos el ordenador ya es incapaz
de obtener resultados, a pesar de estar en el caso conmutativo cuyo algoritmo
presenta muchas menos complicaciones.

Sin embargo, por el célculo desarrollado con el algoritmo graduado [6.2], pode-
mos afirmar que 1 no pertenece a este ideal, luego A = B.

Como conclusién podemos afirmar que aunque este método para buscar iso-
morfismos entre algebras es muy general y completo, se muestra un poco mas
débil cuando tenemos que trabajar con algebras de dimensiones superiores. Con-
viene notar que el niamero de variables con el que se trabaja es dim(A;)-dim(A),
llegando en poco tiempo a colapsar el sistema con tantas combinaciones.
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Estas complicaciones surgen cuando estudiamos ideales que pertenecen a la
familia (2,3,3). Con méas razén nos veremos en aprietos cuando estudiemos las
familias (2,3,4) 6 (2,4,4). Obligados entonces a buscar otras formas de clasificar
estas algebras nos vimos empujados a buscar otros métodos de clasificacién. La
solucion la vamos a encontrar en la naturaleza graduada de este problema, que
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nos va a permitir desarrollar nuevas técnicas con un gasto computacional mu-
cho menor. Vamos a sentar las bases tedricas necesarias para desarrollar estos
resultados.

El método graduado

Sean A =k(X4)/Ja y B = k(Xg)/Is dos algebras finitamente presentadas,
J4 e Jp dos ideales homogéneos y H 4, Hp las correspondientes series de Hilbert.

Ya sabemos que una de las condiciones para que las algebras graduadas sean
isomorfas es que tengan la misma serie de Hilbert, por lo que podemos suponer
como primera hipotesis que H 4 = Hg. Entonces

6.2. EL METODO GRADUADO

- R o,
i=0 i=0

con dim(Ay) = dim(By), Vk . Ademas, Ao = By =k, y A, B estan generadas
como k-algebras por los correspondientes subespacios de dimension uno.

Lema 6.3. Con la notacion anterior, si @ : A — B un isomorfismo entonces
@e(A)NBy #0.

m

Demostracion. Supongamos @(A) C € B;. Recordemos que Aj es un conjunto
i=2

generador para el algebra A, por lo que A; = A%. Entonces

¢(A2) = (A1 - A1) = @(A1) - @(A1) C (@Bi> : (@&) (6.8)
im2 im2

La anterior igualdad nos dice que el grado de la imagen de un elemento de
grado j siempre es mayor que el propio j. Pero ¢ define un isomorfismo entre Ay
B, luego x,y € Im(@). Bajo esto no es posible, por lo que nuestra hipétesis
es falsa. O

Corolario 6.4. S/ @ : A — B es un isomorfismo,entonces

PA) CBi®Biy1 @@ B con @A) N By =By

La seccién de la imagen que tiene el mismo grado que el argumento se llama
cabeza, mientras que el resto de la imagen que tiene (posiblemente) grado mayor
que el argumento se llama cola.

Corolario 6.5. La matriz asociada al isomorfismo @ es triangular por bloques,
donde cada bloque i tiene dimension dim(A;) = dim(B;). Ademas, cada bloque

contiene toda la informacion sobre el comportamiento de los elementos de grado
i.
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Sea ¢ : A — B un isomorfismo que verifica las condiciones anteriores. A partir
de esta aplicacién podemos construir un nuevo homomorfismo

(f)!.A] — B]
f — moe(f)

donde 71; es la proyeccién sobre la componente By. Como A; genera A co-
mo k-algebra, podemos extender la aplicacién @ a un homomorfismo de algebras
¢:A— B.
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Teorema 6.6. Sea ¢ : A — B un isomorfismo entre A y B. Entonces ¢ define
un isomorfismo graduado entre A y B.

Demostracion. Vamos a probar que @(A;) = By. Si esto es cierto, entonces
(A = @(A]) = §(A1)" = B} =By

Empecemos probando que Im@ = {7 o @(f)|f € A;} = B;. Supongamos que
esto no es cierto, por lo que existira un g € B tal que g ¢ Im@. Entonces no
existird ningln elemento h € A; tal que 7ty o @(h) = g. Pero los elementos de
grado 1 de B solo pueden ser obtenidos a partir de elementos de grado 1 de A,
por el Corolario . Entonces, si tal g existe, @(A1) N By # By y @ no seria
isomorfismo.

Por el otro lado, sea M la matriz asociada a ¢. Esta sera una matriz cuadra-
da de dimensién dim(A;). Si det(M) = 0, entonces el correspondiente menor
asociado a los elementos de grado uno en la matriz M asociada a ¢ sera tam-
bién cero. Por el Corolario [6.5] esta matriz es triangular por bloques, por lo que

det(M) =0y @ no puede ser isomorfismo. O

Resumiendo los anteriores resultados, de cada isomorfismo ¢ : A — B entre &
dos algebras homogéneas podemos obtener un isomorfismo graduado proyectan-
do la imagen sobre la componente de grado 1 de B. De la misma manera, cada
isomorfismo graduado ¢ : A — B puede levantarse hasta un isomorfismo gene-
ral encontrando los coeficientes adecuados, manteniendo el mismo bloque en los
coeficientes de grado 1.

En vista del Teorema y de la naturaleza graduada de nuestros ejemplos
podemos definir un nuevo criterio de isomorfia mas ligero y rapido que el que hemos
usado anteriormente de Shirayanagi. Consiste en construir un isomorfismo entre
los dos subespacios de dimensién uno e ir comprobando si sigue siendo compatible
con los grados superiores. En cada nuevo grado aiadimos, si es necesario, nuevas
condiciones sobre los coeficientes que definen el isomorfismo. Si estas restricciones
resultan no compatibles, entonces no existira este isomorfismo graduado, luego
no podra existir isomorfismo alguno entre A y B. El algoritmo termina dando las
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condiciones sobre los parametros para que el isomorfismo exista o con la certeza
de que no existe ningn isomorfismo entre las dos algebras bajo estudio.
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6.2. EL METODO GRADUADO

Vamos a repetir el ejemplo anterior bajo este nuevo criterio graduado. Sea A
y B las algebras cocientes asociadas con los ideales J4 e I3 de (6.5)). El posible
isomorfismo graduado tendra la forma

{ ox) =
oly) =

Podemos entonces deducir la primera condicién, que es que la matriz asociada
sea distinta de cero para que tenga inversa. Esto es,

ax + by

ox +dy a,b,c,d €k

(6.9)

ad—bc #0 (6.10)

Pasamos ahora a estudiar los elementos de grado 2. Como los elementos de
la base de Grobner-Shirshov de J3 empiezan en grado 3, todos los monomios
de grado dos {xx, xy, yx,yy} son normales. La matriz de coeficientes asociada al
grado 2 es

aa ab ab bb

~ ac ad bc bd
M ac bc ad bd
cc cd cd dd

La condicién para que det(M,) # 0 manteniendo 1) sobre a,b,c,d es
nuevamente ad —bc # 0, por lo que este segundo paso no aporta nueva informa-

cién a nuestro problema.

En grado 3 los monomios irreducibles de A son {xxy, xyx, xyy, yyx, yyy}. La
correspondiente matriz de coeficientes asociada al subespacio de grado 3 es

aad aac+ abd abc abd bbc
abc aac+ abd abc bbc abd
Mz = | acd acc+add bec bed bed
becc acc+bcd acd bed add
ccd cecc+cdd ccd cdd cdd

Para mantener det(M3) bajo 1) la nueva condicion es

be(bec —ad) #0

(6.11)

Ahora tenemos que estudiar las imagenes de los generadores del ideal J4.
Tenemos que calcular las imagenes del conjunto ¢(J4) y hacer que se anulen bajo
las relaciones de G5. Hay tres relaciones a estudiar

@ (xxx) — {a’b, a® + ab?, a’b, ab?, ab?}
®(yxy) — {acd, ac? + bed, acd, ad?, bed}
@ (yxx —yyy) — {abc — c?d, a’c 4+ b%c —c* — cd?, a*d — c*d, abd — cd?,

abd —cd?}
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La soluciéon al sistema que hace estos coeficientes igual a cero manteniendo
las condiciones obtenidas en (6.11)) es

a=0 b==xc#0 d=0 (6.12)

Continuamos ahora con los elementos de grado 4. Tenemos que comprobar

Q
que bajo las condiciones (6.12]) el determinante de la matriz asociada es distinto %
de cero. Los monomios normales de grado 4 son {xxyx, xxyy, xyyx, Xyyy, yyyy}. =
La matriz de coeficientes asociada es %
000O0Db* o

00 0b*o

My=|0b*0 00

0 0b*0 0

b* 0 0 0 0

que es compatible con las condiciones (6.12]).

En grado 5 hay tres monomios normales, que son {xxyyx,xxyyy,xyyyyl.
Estas condiciones nos dan la matriz

) 0b°0
Ms= (0 0b’
b’ 0 0

que sigue siendo compatible con las condiciones (|6.12)).

En grado 6 tenemos solo un monomio normal, que es {xxyyyy}, con
¢ (xxyyyy) = beyyxyyx.

Por lo tanto existe un isomorfismo @ : A — B, en el sentido de siy solo
si los coeficientes a,b,c y d son de la forma

Las condiciones (6.12)) nos definen un isomorfismo graduado entre A y B.
Vamos ahora a buscar condiciones para construir un isomorfismo no necesaria-
mente graduado para comprobar la compatibilidad de los coeficientes. El sistema
a resolver involucra 42 variables y el tiempo que tenemos que esperar para que
el ordenador compute la solucién es de varios dias. Finalmente obtenemos cuatro
soluciones que son
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a; = 0, b = O, a; = 0, ((13 =—by 0 asz = bz), b3 = 0, aq = O,
— a3b5 — a3b6

b2 ’
bsbe bi2bs

ajo=-—as, by = b, 0 d12=Tan—ag, dig=—013 — g, b7 =
2

by =0, as=0, ag=0, ba#0, ar=

720,

b2
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O y

Q

<

)

D z

I a;=0, by=0, a,=0, (az=-by6az=by), bz3=0, as4=0,

O] —asbs —azbs

o by =0, as=-as, by#0, ar= I E— b7 =0,

8 (lé —asag — a§a7b5 — ambzb% — agbzbé
et az#0, ajo=—"—", as#0, b= 5 )
L as asas

= bi2bs

_ Qi =—aj; —ag, Qg =—aj3—0ay4, b7 =

m bz

o _ _ _

© & Podemos comprobar varias cosas. Que efectivamente si cortamos por los ele-

mentos de grado 1 (ap, a7, az,be, by, bs) obtenemos las condiciones de nuestro
isomorfismo graduado, y que el isomorfismo se verifica indistintamente para la
permutacién x <+ y y para la anti-permutacion x «» —y. Si nos fijamos, los ideales
también estan permutados y son opuestos para el producto.

6.2.1. Mejoras del Método Graduado

El método que hemos desarrollado en la seccién anterior admite ciertas mejoras
que lo hacen mas eficiente, en el sentido que nos permiten ahorrar ciertos calculos
que son innecesarios.

Primero vamos a mostrar cémo evitar calculos superfluos en matrices de coefi-
cientes de grados normales. Diremos que un grado es normal si todos los monomios
de ese grado son monomios normales. El grado 2 de A en el ejemplo anterior es
un grado normal, ya que los elementos de la base de Grébner-Shirshov comienzan
en grado 3.

El siguiente resultado juega un papel importante en el proceso que vamos a
desarrollar.

Teorema 6.7 ([Sil0Q], Teorema 1). Sea k un cuerpo y sea M = (é g) una

matriz por bloques donde A,B,C,D son matrices n x n sobre k que conmutan
entre si. Entonces

det(M) = det(AD — BC)

En nuestro altimo ejemplo, M; = (gg) y det(7\~/l1) = ad — be. Como resul-

tado de las particulares condiciones de nuestro problema, sin = 2 es un grado nor-

(17\7[1 bM] ~ . ~ 4
M, dl\?h)' y por el Teorema det(M;) = det(M;)”.

Se puede demostrar, por induccién, el siguiente Lema.

120 —

mal, entonces M, = (



Lema 6.8. Si1,...,j son grados normales, entonces

Asi, si t es el grado minimo de los elementos que forman la base de Grobner-
Shirshov de A, la condicion sobre todas las matrices de coeficientes de cualquier
gradomn < tes det(?\?h) # 0, ya que el determinante de la matriz correspondiente
es miltiplo de det(M;).
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Estos calculos y conclusiones pueden también extenderse para el caso de tres
variables, con
abc
M;=|def
ghi
an,1 bI\N/lj,1 CI\N/l]',1
y M = | dMj_1|eM;_1|fM;_1 |, siendo 1,...,j grados normales.
gMj,] hMj,] iMj,1
La formula para el correspondiente determinante es

det(M;) = det(M;)3 "

Con este resultado podemos empezar a calcular matrices de coeficientes en el
grado donde comiencen los elementos de la base de Grobner-Shirshov, permitiendo
salvar estos calculos mientras estemos trabajando en grados normales.

Vamos ahora a presentar un resultado para ahorrar calculos en los pasos finales
del proceso.

Lema 6.9. Sea L /a longitud maxima de las relaciones que conforman la presen-
tacion del ideal J 4 y sea m el grado maximo de la serie de Hilbert de A. Sea Dy el
determinante de T\~/li v @y los coeficientes de las relaciones de grado i bajo @. Si
existen coeficientes tales que {D1,...,Dr, @1,...,@L} son compatibles, entonces
{Dr41y...,Dm} también son compatibles con los mismos coeficientes.
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Demostracion. Supongamos que existen unos coeficientes tales que

{D1,...,DL,@1,...,@1} son compatibles y sea L < k < m un grado tal que

Dy = 0. Esto significa que existe una fila R; en My tal que R; = >~ axRn, an € k.
h

Cada fila corresponde con la imagen de un monomio irreducible de A, por lo
que @(fi) = Y an@(fn), siendo f; monomios normales en A. ¢ es un morfismo
h

lineal, luego

(P(fi_Z(thh) =0 = fi_Z(thh €Jx (6.13)
h
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Sea f; el monomio lider de la combinacién anterior. Esto nos dice que f; reduce
a su correspondiente cola en A, reescribiendo (6.13) de una forma adecuada.
Entonces f; no es un monomio normal, lo cual es una contradiccion. O

En vista de este resultado, las verificaciones que hicimos en los grado 4,5y 6
en el ejemplo anterior eran innecesarias.

Este criterio graduado presenta ciertas ventajas frente al método de Shira-
yanagi (para el caso de algebras homogéneas). El primero de ellos es que solo
trabajamos con dim(A;)? variables frente a las dim(A;) - dim(A) variables del
método de Shirayanagi. La segunda ventaja es que podemos obtener un resul-
tado negativo en algln grado, de manera que no tenemos que seguir haciendo
comprobaciones evitdndonos calculos innecesarios. En el método de Shirayanagi
la salida solo se obtiene al final del proceso, debiendo completar todos lo cémpu-
tos para la obtencion del elemento f y del ideal de relaciones J. En este método
graduado vamos haciendo pruebas intermedias que nos permiten salir del proceso
si encontramos condiciones incompatibles.

6.2. EL METODO GRADUADO

Vamos ahora a mostrar un ejemplo donde los ideales cocientes presentan ele-
mentos de distinta longitud, para probar la bondad de este método.

Tomemos el algebra A generada en dos variables a partir de las relaciones dadas
por el ideal J4 = (xy — yy, xxx — yxy, xXxyx — yyyx, xxxx). Para calcular el ideal
Jg y asegurarnos que las algebras correspondientes sean isomorfas, sometemos las
relaciones de J4 a la transformacion lineal

x+—3x+y (6.14)
y— —2x—y

El ideal de relaciones del algebra B serad entonces

Jg = (—10xx — 5xy — 4yx — 2yy, 15xxx + 3xxy + 5xyx + xyy + 3yxx + yyx,
—30xxxx — 10xxxy — 15xxyx — 5Sxxyy — 6xyxx — 2xyxy — 3xyyx — xyyy—
6Yxxx — 2yxxy — 3yxyx — yxyy, 81xxxx + 27xxxy + 27xxyx + Ixxyy+
27xyxx + Ixyxy + Ixyyx + 3xyyy + 27yxxx + yxxy + yxyx + 3yxyy+
Fyyxx + 3yyxy + 3yyyx + yyyy)

Vamos a buscar si existe isomorfismo graduado entre B y A. Nuevamente, si
existe sera de la forma

{@(x)—ax—i—by

o) —cx 1 dy’ a,b,c,d €k

Necesitamos como datos de entrada la base de Grobner-Shirshov asi como una
k-base de A

94 = {xy — yy, xxx — yyy, yyyx, yyyy}
Sa ={xx, Y%, yy, yxx, yyx, yyy, yyxx}



La primera condicion es que ad—bc # 0. Los elementos de grado dos normales
son {xy,yx,yy}, y la matriz de coeficientes asociada es

ac bcad+bd
ac ad bc + bd (6.15)
cccdcd+dd

En este ejemplo ya aparecen relaciones de grado 2 en el ideal. Sus coeficientes
bajo el morfismo son
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{—=10a? — 9ac — 2c?,
—10ab — 5bc —4ad — 2cd, (6.16)
—10ab — 10b2 — 4bc — 5ad — 9bd — 2¢cd — 2d?}

Las condiciones para que se verifiquen las condiciones en grado dos (6.15| y
6.16]) dan lugar a las condiciones

c=-2a d=(—a—>5b) a?+ab#0 (6.17)

N —

Los monomios de grado 3 normales en B son {yxy, yyx,yyy}. Tenemos que
calcular sus imagenes imponiendo las condiciones (6.17)). La matriz que obtenemos
es

a’(a+5b) 2a(a®+6ab+5b%) 1 (16a’ +25a’b +50ab? + 25b%)

a’(a+5b) 5ab(a+b) 1 (21a® 4+ 35a%b + 55ab” + 25b°)
1
—2a*(a+5b) —3a (a® + 6ab + 5b*) § (—89a® — 175a°b — 275ab* — 125b°)

En este caso tenemos también un elemento de grado 3 en el ideal de relaciones.
Los coeficientes de su imagen son

{%az(fa —5b) + 3a’b,
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%az(—a —5b) + %a(—a— 5b)% + 3a’b + 3a(—a — 5b)b + 9ab?,
a® + %az(faf 5b) + %a(fa —5b)? +3a’b +4a(—a —5b)b +
%(—a —5b)%b + 14ab” + g(—a —5b)b? + 15b3}

Si resolvemos el sistema para los elementos de grado 3, obtenemos las condi-
ciones
b=a c=-2a d=-3a a#0 (6.18)

Solo hay un elemento de grado 4, cuya imagen es 60a*, y bajo (6.18) es distinta
de cero. Hay dos elementos de grado 4 en el ideal Jg, y bajo las condiciones (6.18))
ambos elementos tienen por imagen cero, luego en grado 4 las condiciones son
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compatibles. Como no hay mas elementos ni relaciones, ambas son isomorfas y el
isomorfismo viene dado por la expresion

a#0 (6.19)

¢(x) =ax + ay
{cp(y) =—2ax —3ay’
Podemos comprobar empiricamente que estos calculos son correctos. Como
hemos forzado un cambio lineal para obtener el ideal de relaciones Jg, podiamos
haber obtenido las condiciones sobre el isomorfismo invirtiendo el cambio al que
hemos sometido a las variables en . Reescribiendo los términos en forma
matricial, los coeficientes son

(3) -(4)

que coinciden efectivamente con las condiciones que hemos encontrado (6.19)).

6.2. EL METODO GRADUADO

Si tratamos de resolver el sistema de coeficientes (que también consume mucho
tiempo y memoria) la solucién que obtenemos es

ar =0, by =0, by=-2a;, a3=ay, bz=-3ay,

by =—2a4, as=as—as, bg=-3a4—bs, ar#0
con lo que efectivamente podemos comprobar nuestros dos supuestos: que el
isomorfismo graduado se puede obtener cortando la cola de grado superior a 1

del isomorfismo general, y que existen coeficientes que extienden el isomorfismo
graduado a un isomorfismo general.
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Mapa conceptual del Capitulo 6

Punto Cero
Hilbert

Mucho
coste

Conmuta-
tivo

n® variables

Shirayanagi dim(Ag)-dim(A)

9 0OTNLIdVvD

Caso general

cortar
cola

Menos O variables
variables dim(47)

Método

[somorfismos Graduado

en_tr.e algebras et
finitamente intermedios
presentadas

Mejoras
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Capitulo

Estudio y
clasificacion de los
ideales cofinitos en
las familias (a, b, c)

La cabra que al monte tira,
aunque le pongan bateras,
siempre jalara pa’l risco,
nunca pa’ la carretera.

Herminia Naranjo Hernandez
Hija predilecta de Las Palmas de Gran Canaria

En el Capitulo [6] hemos desarrollado técnicas y herramientas, tanto tedricas
como practicas, que nos permiten estudiar el problema de isomorfia entre algebras
que son finitamente presentadas. Vamos ahora a aprovechar esas técnicas para
realizar un estudio de grandes familias de ideales con el fin de extraer informacion
de su naturaleza cofinita. En todo este proceso jugara un papel destacado el
desarrollo de rutinas por ordenador (ver Apéndice que automaticen el calculo,
ya que no existe otra forma coherente de afrontar este problema con garantias.

Ya hemos estudiado en el Capitulo [5] la graduacién natural que presentan las
algebras cocientes con las que vamos a trabajar. Esto nos permite vertebrar todo
el proceso que seguiremos a continuacién y mantenerlo ordenado en funcion del
grado de los monomios presentes en los calculos.

Aunque podemos realizar los calculos grado a grado de manera completamen-
te independiente, ya hemos estudiado que hay casos donde la base de Grébner-
Shirshov es infinita. Para intentar evitar este tipo de situaciones, pero tampoco
pasar por alto algin ejemplo que sea de dimensién muy elevada, haremos los calcu-
los de la base de Grobner-Shirshov hasta grado 30, suponiendo que si pasa ese
limite la base de Grobner-Shirshov sera infinita y por lo tanto el algebra asociada
también.

Los ideales con los que vamos a trabajar estan generados por monomios o
binomios (diferencia de dos monomios) de la misma longitud, con el objetivo
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de obtener homogeneidad en los calculos subyacentes que se van a desarrollar
(Seccion[5.1)). Estos ideales van a estar parametrizados por tres variables, (a, b, c)
que se referiran a

a nimero de indeterminadas que generan el algebra
b longitud de los monomios o binomios que generan las relaciones del ideal
c nlmero de relaciones que generan el ideal

Asi, el ideal presentado como

{xxx, XXY — Yxy, Xyy — yyy, yxy — yyx)

pertenece a la familia (2, 3,4).

El proceso consistira en obtener las series de Hilbert de cada una de las algebras.
A partir de esta serie de Hilbert serd sencillo obtener aquellos ideales que son
cofinitos (Seccion [5.3)). Para cada familia obtendremos una lista de los ideales
cofinitos y calcularemos las dimensiones de las algebras que generan. De esta
manera podremos obtener la dimensién maxima de las algebras finitas de cada
una de estas familias. En buena lid, esto nos dard una cota para deducir cuando
otra algebra de similares caracteristicas sera de dimensién finita o no.

Continuaremos nuestro estudio analizando las clases de isomorfia entre las
algebras de estas subfamilias finitas maximales. Para ello utilizaremos las técnicas
que desarrollamos en el Capitulo [6l

El namero de ideales a estudiar en cada familia es ciertamente finito. El niimero
de monomios esta determinado por los valores a y b de nuestros parametros, de
manera que el nimero de monomios en a variables de longitud b es a®. Los
binomios (2-nomios) se obtienen como diferencia de dos monomios. Se refieren a
reglas de reduccion de elementos de manera que la reduccion es a otro elemento de
la misma graduacién (reduccién homogénea). Asi pues, podemos obtener todos los
posibles binomios como diferencia de dos monomios, siempre el primero mayor que
el segundo. El nimero total de binomios sera la suma de una progresién aritmética

de razén 1

ab+(ab_1)+(ab_2)+...+1:w (71)

Para terminar la primera parte de nuestro estudio debemos construir todos los
posibles ideales tomando c relaciones de ([7.1)) como generadores. Este niimero es
el resultado de tomar combinaciones sin repeticion de los elementos obtenidos en
tomados de ¢ en ¢, luego habra

(a®+1)a®
2
C

posibles ideales.
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Ahora que ya conocemos el proceso para construir todos los ideales de cada
familia, solo nos queda enviar esta informacién al programa Bergman (Apéndice
y analizar los resultados que nos devuelva el programa.

Familia (2,2,2)

Esta fue la primera familia que estudiamos. Como los parametros son pequefios,
es factible construir todos los casos y analizarlos (incluso a mano, como se hizo
en un principio). Sin embargo, una vez automatizado el trabajo es mucho mas
liviano.

El conjunto de variables es X ={x,y}, con x > y. Los monomios que podemos
generar en dos variables son cuatro, {xx, xy,yx,yy}. Las relaciones que se pueden
escribir como diferencia de monomios (contando el cero) son

(1) xx (6) xx—yx
(2) xy (7) xx—yy
(3) yx (8) xy—yx
4) wy (9) xy—yy
(5) xx—xy (10) yx—yy

Como hay 10 monomios, en total tenemos ('Y) = 45 ideales que podemos

construir, y entre todos estos ideales hay 6 que son cofinitos. El resto de ideales
dan lugar a algebras que tienen un crecimiento polinomial de grado uno, y por lo
tanto también tienen dimension de Gelfand-Kirillov igual a uno.

Entre los 6 casos cofinitos, la dimension maxima es 6 y se alcanza en 4 casos,
que son los dados por los ideales

I = (xx,xy —yy)

J2 = (xx, yx —yy)

J3 = (yy,xx —xy)

Ja = (yy, xx — yx)

y las bases de Grobner-Shirshov de las algebras asociadas a cada uno de estos
ideales son
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- G1 ={xxxy —yy,yyy}
.« 92 =[x yx —yy,yyy}
- 93 ={yy, xx — xy, xyx}
« 94 ={yy, xx — yx, xyx}

Casualmente, la serie de Hilbert asociada a cada una de estas algebras cocientes
coincide en los cuatros casos. Esta serie de Hilbert es

Ha(t)=1+2t+2t2 4+t
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lo que nos dice que estas algebras tienen por base un elemento de grado 0 (el 1),
dos elementos de grado 1, que son los generadores, x,y, dos elementos de grado
2 y un elemento de grado 3.

Este hecho también nos muestra que estas algebras pueden ser isomorfas. Ya
sabemos que la serie de Hilbert es un invariante para algebras graduadas, que
es la situacién en la que estamos nosotros (Capitulo . Estamos entonces en
condiciones para empezar el estudio de isomorfia entre las algebras de dimensién
maxima dentro de esta familia.

FAMILIA (2,2,2)

7.1

Como primer acercamiento, vamos a estudiar los isomorfismos entre las alge-
bras asociadas a J; e J4. Como ya hemos dicho, este ejemplo es pequefio y los
calculos pueden hacerse de manera explicita. Vamos a seguir los procedimientos
de Shirayanagi que hemos visto en Capitulo [6]

Sean A = k(x,y)/J1 vy B = k(x,y)/J4 las dos algebras cocientes asociadas
a estos ideales. El primer paso es construir una aplicacién lineal entre A y B de
manera que los generadores de A se apliquen sobre una base de B como k-espacio
vectorial. Tal aplicacién tendra la forma

@(x) =a1 + axx + azy + asxy + asyx + agyxy
@(y) =b1 + bax + b3y + baxy + bsyx + beyxy

con {ai, bj} € k.

El siguiente paso es extender la aplicacion lineal ¢ a un homomorfismo entre A
y B. A esta aplicacién le podemos construir su matriz asociada. Debemos encontrar
condiciones sobre los coeficientes para que el determinante de esta matriz sea
distinta de cero y que los coeficientes de las imagenes de los generadores del ideal
J1 sean cero, para que la aplicacion esté bien definida.

En este caso, la matriz asociada a esta aplicaciéon es

az as Qg as Qag

bz b3 b4 b5 b6

0 0 azby azby +abz azby + azbs + azbs
0 0 bobs b3 +bybs bybs+bzbs+bsbs
00 O 0 (l3b% + azbybs

y su determinante tiene la forma
2 2 2
—azb3(bz +b3)“(azbz —azbs) (7.2)

Los coeficientes de las imagenes de los elementos de esta presentacion del ideal
J1 son
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@(xx) »—>{a$,2a1 az,2ajasz,azasz + 2a;aq, a% + azaz + 2a;as,
aas + azag + azas + 2ajag}
o(xy —yy) —{a1by — b2, aby + a;ba — 2bybs, azby + a;bz — 2bybs,
asby + azbs —babsz + ajby —2bi by, (7.3)
asby + azbz + azb, — b3 —bybs + a1bs — 2by bs,
agby + asbz + axbs + azbs —bybs —bzbs — bzbs+
aq b5 —2b1b6}

Tendremos un isomorfismo entre nuestras algebras si existen coeficientes que
verifican (7.2)# 0y (7.3)= 0. Resolviendo este sistema obtenemos las condiciones

(1220 as = —Qg bzzag b3=0 a37é0

El resto de parametros son libres, con lo cual el abanico de aplicaciones que
constituyen un isomorfismo entre estas dos algebras es grande. También nos dice
que los términos que tienen por coeficientes by, bs y bg no aportan informacion
relevante, ya que sus términos se anulan al realizar cualquier producto.

Si hiciéramos nuestro isomorfismo graduado nos bastaria con olvidar la cola de
las imagenes, esto es, nos quedariamos con la permutaciéon que cambia x por y.

Observacion 7.1 ([Shi90]). Siempre que sometamos las variables a una permuta- A\
cion los ideales que obtenemos dan lugar a algebras isomorfas.

Vamos ahora con dos casos que son opuestos para el producto. En un principio
no tendriamos razones para suponer que las algebras relacionadas son isomorfas.
Sin embargo, veremos que esto no es asi.

Sean los ideales
J1 = (xx,xy —yy)
92 = (xx,yx —yy)

Necesitamos k-bases de las dos algebras relacionadas y una base de Grobner-
Shirshov del ideal J, como datos de entrada. Bien, estos datos son
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By ={1,%Y,yx,yy,yyx}
B2 ={1,%,y,xy,yy,xyy}
92 = {xx,yx —yy, yyy}

Si definimos una aplicacién ¢@ como en el caso anterior, el determinante de la
matriz asociada es

— (a2 + a3)b3b3(—azby + azbs)? (7.4)
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Los coeficientes de las imagenes de las relaciones son

O(xx) {a%,Zcu az,2aras,azaz +2ajaq, azaz + a% + 2a;jas,
aras + azag + azas}
(f)(Xy 7yy) —  {ajb; — b%) azby; +ay1by —2byby,azby + a;bz —2bbs,
asby + azbz —bybz +ajbs —2bg by,
asby + azby + azbz —bobs — b% + a;bs — 2b; bs,
asby + azbz —bobs —bzbs + arbs —bobs}

(7.5)

7.2. FAMILIA (2,2,3)

Las condiciones sobre los coeficientes {ay, bj} que verifican el sistema de ecua-

ciones ([7.4)# 0y (7.5)= 0 son
ay = O) as = O) Qs = —ay, by = 0) by = az, b3 = —az, Qaz 7é 0

esto es, existen coeficientes que hacen ambas algebras isomorfas. Esto es debido
a que estas algebras tienen muy pocos elementos, por lo que no es definitorio que
los ideales sean opuestos para el producto para evitar isomorfia.

Las cuatro algebras que tienen dimension maxima son isomorfas, luego solo
hay una clase de isomorfia que contiene todos los ideales cofinitos que derivan en
algebras de dimensién finita maxima. Vamos a ampliar el niimero de relaciones
para poder realizar calculos mas profundos y obtener resultados mas potentes.

’

Familia (2,2,3)

Partimos ahora de la situacién anterior en cuanto a monomios y binomios pero
afiadimos una nueva relacion a los ideales. Ahora las relaciones que generan los
ideales se toman de tres en tres. Esto hace que el nimero de ideales a estudiar
sea 120.

Tras estudiar esta familia bajo el prisma de Bergman tenemos que 62 de estos
ideales son cofinitos y los otros 58 dan lugar a algebras con dimensién de Gelfand-
Kirillov igual a 1.

Estos 62 ideales dan lugar a algebras que tienen todas dimension 4. Teniendo
en cuenta que de estos cuatro elementos que tienen en la base tres son {1, x,y},
estas algebras son bastante pequeiias.

En la Tabla[7.1]tenemos la lista de los ideales que generan algebras maximales.

(1) (xx,xy,yy) (32) (xy,xx —xy,yx —yy)
(2) (xxyxy,xx —yy) (33) (xy, xx —yx,xx — yy)
(3) (xx,xy,xy —yy) (34) (xy,xx —yx,xy —yy)
(4) (xx,xy,yx —yy) (35) {xy,xx —yx,yx —yy)
(5) (xx,yx,yy) (36) {xy,xx —yy,xy —yx)

ContinGa en la pagina siguiente ...
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(6) {(xx, yx,xx —yy)

(7) (xx,yx,xy —yy)

(8) <XX>UX»HX*UU>

(9) (xx,yy, xx —xy)

(10) <XX»U‘J»XX_UX>

(11) (xx,yy, xy —yx)
(12) {(xx,yy,xy —yy)
(13) (xx, Yy, yx —yy)
(14) {(xx,xx — xy,xx — yy)
(15) (xx,xx —xy,xy —yy)
(16) (xx,xx —xy,yx —yy)
(17) {(xxyxx —yx, xx — yy)
(18) (xx,xx —yx,xy —yy
(19) (xx,xx —yx,yx —yy
(20) (xx,xx —yy,xy — yx

(22) (xx,%xx —yy,yx —yy
(23) {(xx,xy —yx,xy —yy
(24) (xx,xy —yx,yx —yy
(25) (xx,xy —yy,yx —yy)
(26) (xy,yx,xx —yy

(28) (xy,yy,xx —yx

(37) {xy,xx —yy,xy —yy)
(38) (xy,xx —yy,yx —yy)
(39) (yx,yy,xx —xy)

(40) (yx,yy,xx —yx)

(41) {yx,yy,xx —yy)

(42) (yx,xx —xy,xx —yy)
(43) {yx, xx —xy,xy —yy
(44) {yx,xx —xy,yx —yy
(45) (yx, xx —yx,xx —yy)
(46) (yx,xx —yx,xy —yy
(47) (Yx,xx —yx, yx — yy
(48) (yx,xx —yy,xy —yx

(51) (yy, xx —xy,xx —Yyx)
(52) {yy,xx —xy,xx —yy
(53) {Yy,xx —xy,xy —yx
(54) {yy,xx —xy,xy — yy
(55) {yy,xx —xy,yx — yy
(56) (Yy,xx —yx,xx —yy
(57) Yy, xx —yx,xy —yx
(58) (Yy,xx —yx,xy —yy

)
)
)
)
)
)
(50) (yx,xx —yy,yx —yy)
)
)
)
)
)
)

(59) (yy,xx —yx,yx —yy

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(
(49) éyx, XX — Yy, Xy — Yy

(

(

(

(

(

(

) (

(27) XU»UUaXX—XU; 2

) (

(

(30) (xy,xx —xy,xx —yy) (61) (yy,xx —yy,xy —yy
(31) (xy,xx —xy,xy —yy) (62) (yy,xx —yy,yx —yy

Tabla 7.1: Ideales cofinitos maximales en la familia (2,2, 3)

(

(

(

(

(

(

(
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(21) gxx, XX — Yy, Xy —yyi

( )

( )

(

(

(

(

(

(

(

)
)
(29) (xy,yy,xx —yy (60) yy,xx—yy,xy—y><>>
)

El primer paso para clasificar estos ideales salvo isomorfismo es estudiar cuando
dos de estos ideales dan lugar a la misma algebra. Ya sabemos (Teorema
que las algebras quedan definidas por sus palabras normales, que conforman una
k-base. Y las palabras normales quedan definidas por las reglas de reduccién, esto
es, por los elementos de la base de Grobner-Shirshov. Asi que ideales que tengan
la misma base de Grobner-Shirshov van a dar lugar a las mismas algebras.
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La clasificacion de estos ideales segiin su base de Grobner-Shirshov se puede
observar en la Tabla [7.2]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12

1 2 3 9 4 5 6 8 10| 7 |11 | 23|26 |28 |33 |39 42|51

12 14 15 21 (16|13 17 19 22|18 | 20 | 24 | 36 | 34 | 35| 44 | 43 | 53
27 29 30 31 |32|40 41 45 47 |46 | 60 | 25| 48 | 58 | 38 | 55 | 49 | 57
37 52 54 61 50 56 59 62

Tabla 7.2: Distribucién ideales de (2,2, 3) segiin su base de Grobner-Shirshov
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Las correspondientes bases de Grobner-Shirshov son

« G1 ={xxyxy, Yyt

« 92 = {xx,xy,yx — yy, yyy}

« 93 = {xx, yx,yy!}

« 94 ={xx,xy — yy,yx, yyy}

« 95 = {xx,xy —yx, yy}

- 96 = {xx,xy —yy,yx — yy,yyy}
- §7 = D — yy, xy, yx, yyy}

« 98 = {xx —yx, xy,yy}

« 9o = {xx — yy, xy, yx — yy, yyy}
. G0 :{XX—XU»UX»UEJ}

« 911 = {xx —yy,xy —yy,yx,yyy}
« G912 = {xx —yx, xy —yx, yy}

7.3. FAMILIA (2,3,3)

Nuestro método graduado nos dice que estos doce casos se distribuyen en
cuatro clases de isomorfia segln la Tabla (el proceso no es mostrado esta vez
por cuestiones de espacio).

Tipo A | TipoB | Tipo C | Tipo D
1348 | 56712 210 911

Tabla 7.3: Clases de isomorfia en (2,2,3)

En la primera clase hay 32 algebras, en la segunda clase hay 12 casos y 6 en
cada una de las dos restantes.

El siguiente paso que daremos sera aumentar la longitud de las relaciones.
Seguir ampliando el nimero de relaciones que generan el ideal solo dara lugar a
ideales que contienen relaciones redundantes, esto es, relaciones que son suma de
otras relaciones.

Familia (2,3,3)

Esta familia presenta una casuistica mas rica que la familia anterior. En total
presenta 7140 posibles ideales. El estudio que resulta del analisis mediante Bergman
de esta familia dice que hay exactamente 300 ideales cofinitos. El resto de ideales
presentan diversos grados en la dimension de Gelfand-Kirillov desde 1 hasta oco.

Estos 300 ideales cofinitos se distribuyen de la siguiente manera

e 8 ideales que generan algebras de dimensién 16
e 94 ideales que generan algebras de dimension 17
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20 ideales que generan algebras de dimensién 18
e 56 ideales que generan algebras de dimension 19
e 32 ideales que generan algebras de dimension 20
62 ideales que generan algebras de dimension 21
4 ideales que generan algebras de dimensién 23

e 12 ideales que generan algebras de dimension 25

4 ideales que generan algebras de dimensién 27
e 4 ideales que generan algebras de dimensién 30
4 ideales que generan algebras de dimensién 36

Centremos nuestro estudio en la subfamilia que da lugar a algebras finitas de
dimension maxima en esta familia. En este caso son 4 algebras cocientes que tienen
dimension 36 que ademas tienen la misma serie de Hilbert

Halt) =1+2t+4t% +5t3 + 6t + 6t° +5t° +4t7 +2t8 +t° (7.6)
De esta manera es posible que existan isomorfismos entre ellas, ya que la serie de
Hilbert es un invariante para algebras graduadas (Seccion [5.3)).
Estos cuatro ideales cofinitos maximales son los siguientes

Jr = (xxx, xyx — xyy, yxy — yyy

J2 = (xxx, Xyx — yyx, yxy — yyy

)
)
J3 = (Yyy, xxx —xyx, xxy —yxy)
Ja = {Yyy, 00 — xyx, yxx — yxy)

(7.7)

Podemos ilustrar la situacién de las algebras asociadas a estos ideales median-
te un grafo de Ufnarovskii ([Ufn82]). Por ejemplo, el grafo asociado al algebra
cociente A1 = k(x,y)/J; es

/1&
XXYyyx XxXyyy Xyyyy
[¢] o] [¢]
1
x {\ \, y
4
o Y o) (]
Yxxyy Yyyxxy Yyyyyy
~

Yy

SOLINIAOD S31vAAI SOT IA NOIDVYIIHISVTD A OldNLsS3 2 O1INLIdVD

Podemos observar claramente como los elementos de longitud mayor o igual
que 5 estan en correspondencia 1-1 con los coeficientes de la serie de Hil-
bert sin mas que recorrer los caminos del grafo. Asi, elementos de grado
6 hay 5, {xxyyyy, xyyyyy, yyxxyy, yxxyyyx, yxxyyy}, elementos de grado 7
hay 4, {xxyyyyy, yyxxyyx, yyxxyyy, yxxyyyy}, elementos de grado 8 hay 2,
{yyxxyyyy, yxxyyyyy}, y de grado ? solo hay un monomio, {yyxxyyyyy}.

Unas bases de Grébner-Shirshov asociadas a estos ideales (7.7]) son



- 91 = {oxx, xyx — xyy, yxy — yyy, yyyx — yyyy, xyyxx, yyyyyy}

« 92 = {xx, xyx — yyx, yxy — yyy, Xyyy — yyyy, xxyyx, yyyyyy}

« 93 = {oxx — xyx, Xxxy — Yxy, Yyy, Xyxx — yxyx, Xxyyxy — yxyxy,
XYXyx — yyxyx}

« G4 = {oxx — xyx, Yyyx — Yyxy, yyy, Xxyx — xyxy, Xyxyx — xyxyy,
YXYXY — YXyYyx, Xyxyyx, yxyyxyy, yxyyxyx}

7.3. FAMILIA (2,3,3)

Este caso ya empieza a ser complicado de estudiar usando las técnicas de
Shirayanagi ([Shi93]). Las algebras asociadas a estos ideales tienen dimensién 36,
lo que hace que en el posible isomorfismo que vamos a construir trabajemos sobre
un cuerpo con 72 variables. Los calculos, obviamente, son enormes, y el consumo
de memoria para calcular bases de Grébner (en este caso conmutativas) de ideales
en 73 variables es altisimo. Evidentemente, para un ordenador esto supone un
esfuerzo enorme.

Con nuestro método graduado el proceso es mucho mas sencillo y ligero. Vea-
mos un ejemplo. Sean A; y A3 las algebras asociadas a los correspondientes ideales
de (7.7). El isomorfismo graduado seré de la forma

{“’(X) =ax+by a,b,c,d €k (7.8)

Ply) =cx+dy’

Ahora empezamos a imponer condiciones sobre los coeficientes a ver si pueden
existir. La primera condicidn es que la aplicacion tenga inversa, por lo que

ad—bc #0 (7.9)

Los elementos de la base de Grobner-Shirshov del ideal J; comienzan en grado
3, por lo que el grado 2 es normal y no tenemos por qué calcular el determinante
de la matriz correspondiente. Podemos ir directamente a los elementos de grado
3, en virtud del Lema[6.8]

Los monomios normales de longitud 3 en A son {xxy, xyy, yxx, yyx, yyy}, y
la matriz de coeficientes de sus imagenes es

aad aac + abc abd abc + abd bbce
acd acc + acd add bce + bed bed
M3 = | abc aac + abc bbc aad + abd abd
bee ace + acd bed acd + bed add
ccd ccc+ced cdd ced + cdd cdd

Si calculamos el determinante de esta matriz obtenemos

c?(bc — ad)® (bc? + acd + 2bcd + 2ad* + bd?) (7.10)
La condicién que resulta de unir (7.9) y (7.10) es
c(bc — ad)(be? + acd + 2bed + 2ad? + bd?) #0 (7.11)
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En grado 3 estan todos los elementos de la presentacién del ideal J; por lo que
tenemos que calcular las imagenes y comprobar si son compatibles con (7.11))# 0.

@(xxx) — {a®+a’b,ab? a’b,a’b + ab?, ab?}
d(xyx —xyy) +— {a’c—ac’?+ a’d— acd,abd — ad?, abc — bc?,
abe + b%c — acd — bed, abd — bed } (7.12)
®(yxy—yyy) — {ac?+bc? —c3 —c?d,bed — cd?, acd — c?d,
acd —c?d + ad? — cd?, bed — cd?}

Sin embargo, el sistema (7.11)# 0, (7.12))= 0 no tiene solucién para{a, b, c, d},
por lo que no puede existir un isomorfismo graduado entre estas dos algebras y
por lo tanto no son isomorfas.

De manera analoga, podemos demostrar que A7 = Ay y Ay = Az, luego hay
dos clases de isomorfia de dos elementos cada una en la subfamilia de ideales
cofinitos que generan algebras de dimensién maxima.

Familia (2,3,4)

Bajo los parametros dados por esta familia el nimero de ideales a estudiar es
58905. Una vez enviados todos estos ideales a Bergman, éste nos devuelve 10142
ideales cofinitos distribuidos de la siguiente manera

e 288 ideales que generan algebras de dimensién 11
e 2446 ideales que generan algebras de dimension 12
e 3578 ideales que generan algebras de dimension 13
e 1246 ideales que generan algebras de dimension 14
e 2146 ideales que generan algebras de dimension 15
e 92 ideales que generan algebras de dimensién 16

e 174 ideales que generan algebras de dimensién 17

e 388 ideales que generan algebras de dimensiéon 18
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e 8 ideales que generan algebras de dimensién 19

e 72 ideales que generan algebras de dimension 21

4 ideales que generan algebras de dimensién 25

La dimension maxima de las algebras asociadas a estos ideales cofinitos es 25
y se alcanza en 4 casos. Recordamos que el proceso de obtencion de la dimensién
de las algebras esta graduado, por lo que es esperable que cualquier algebra que
estudiemos en esta familia con dimensién mayor de 25 sea de dimension infinita.
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7.4. FAMILIA (2,3,4)

Los cuatro ideales que se corresponden con algebras de dimension finita maxima
son
= (XXX, XYX, XXX — XYX, XYy — Yyy)
Uz = (XXX, XYX, XXX — XYX, Yyx — yyy)
(7.13)
J3 = (Yxy, yyy, xxx — xxy, yxy — yyy)
(

J4 = (YXY, Yyy, Xxx — Yxx, yxy — yyy)

Todos estos ideales generan algebras que tienen la misma serie de Hilbert, que
en este caso es

Ha =1+ 2x+4x% +5x> +5x* +4x% +3x° +x7

Ya sabemos que la serie de Hilbert es un invariante para algebras graduadas.
Pero algebras con la misma serie de Hilbert no tienen por qué ser isomorfas.

Podemos comprobar que estos ideales estan intimamente relacionados. J; e J4

tienen los mismos generadores cambiando x <+ y, igual que J; e J3. De la misma
manera J; e J, tienen los mismos elementos pero bajo el producto opuesto.

Las bases de Grobner-Shirshov y las bases como k-espacio vectorial de cada
algebra cociente son

G1 = Doxx, xyx, xyy — yyy, yyyyy}
B1 ={1,%,Y, xx, Xy, yx, Yy, Xxy, Yyxx, yxy, yyx, yyy, yxxy, yyxx,

7.14

YYXY, YYyx, Yyyy, Yyxxy, yyyxx, yyyxy, yyyyx, yyyxxy, (7.14)
YYYyxx, Yyyyxy, yyyyxxy}

G2 = {xx, xyx, yyx — yyy, yyyyy}

B2 ={1,x,y, xx, Xy, yx, yy, Xxy, Xyy, yxx, yxy, yyy, xxyy, xyyy, (7.15)
YXXY, Yxyy, Yyyy, Xxyyy, xyyyy, yxxyy, yxyyy, xxyyyy,
YXXYyy, Yxyyyy, yxxyyyy}

93 = {xxx — xxy, yxy, yyy, xxyx — xxyy, xxyyx}

B3 ={1,%, Y, XX, XYy, YX, Yy, Xxy, Xyx, Xyy, Yxx, yyx, Xxyy, Xxyxx, (7.16)
XYYX, YXXY, YYXX, XYXXY, XYYXx, Yxxyy, yyxxy, xyxxyy,
XYYXXY, YYXxyy, Xyyxxyy}

Ga = {xxx — yxx, Yxy, yyy, Xyxx — yyx, xyyxx}

Ba = {1, %, y, XX, XY, Yx, Yy, XXy, Xyx, Xyy, yxx, Yyx, Xxyx, xxyy, (7.17)

XYYx, YxXxy, Yyxx, Xxyyx, yxxyx, yxxyy, yyxxy, yxxyyx,
YYXXYX, YYXXYY, yyxxyyx}

& Observacion 7.2. Podemos comprobar que los ideales que son opuestos para el
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producto generan algebras que tienen bases opuestas para el producto. Pero los
ideales que permutan variables no dan lugar a algebras cuyas bases permutan las
variables.



Tenemos varias formas de buscar clases de isomorfismos entre estas cuatro
algebras. Usemos el método desarrollado por Shirayanagi en [Shi93] que ya hemos
comentado.

La idea es construir una aplicacién k-lineal ¢ : A7 — A4 usando las imagenes
de cada generador del algebra A; sobre una base de A4. Luego inducimos que ¢
actlle como un homomorfismo de anillo y construimos la matriz de la aplicacion
asociada. Esta matriz tiene coeficientes en k y tiene determinante distinto de cero
si y solo si @ admite una aplicacion inversa.

Esta es una premisa. La otra serd que esté bien definida, esto es, que los
elementos de la presentacion del ideal J; reduzcan a cero en A4 a través de ¢.

Es importante resaltar la complicacion que hay tras estos calculos. Los coefi-
cientes de las imagenes de los tres elementos del ideal J; pueden llenar casi cuatro
paginas. Ahora tenemos que unir todos estos coeficientes y el elemento (tf—1) en
un ideal y comprobar si 1 pertenece a este ideal, que es calculado sobre un cuerpo
con 51 variables. Para este caso ya empieza a ser complicado obtener la expresion
de la base de Grobner porque, aunque conmutativa, el nimero de elementos que
generan este ideal es enorme.

Vamos a aplicar nuestro método graduado para buscar posibles isomorfismos
en esta subfamilia. Sean A7 y A4 las algebras cocientes asociadas con los ideales
J1 e J4 de (7.13)). El posible isomorfismo graduado tendra la forma

p(x)=ax+b
{g((y;—cx+d3’ a,b,c,d €k (7.18)

Podemos entonces deducir la primera condicién, que es que la matriz asociada
sea distinta de cero para que tenga inversa. Esto es

ad —be £ 0 (7.19)

El grado 2 en este ejemplo es normal, porque los elementos de la base de
Grobner-Shirshov empiezan en grado 3. Asi que el determinante de la matriz aso-
ciada al grado 2 es multiplo de (7.19) por el Lemal6.8|

Los monomios irreducibles de grado 3 en A son {xxy, yxx,yxy,yyx,yyy}. La
correspondiente matriz de coeficientes asociada al subespacio de grado tres es
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aad abc abd aac + abc bbc
abc abc bbc aac + aad abd
acd bee bed ace + acd bed
bce acd bed ace + acd add
ccd ced cdd cce+ced cdd

M3

Para mantener det(M3s) bajo 1) la condicion es

be(c+d)(bc—ad) #0 (7.20)
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En este nivel tenemos también que introducir las condiciones que se derivan de
las imagenes de los elementos del ideal J;. Tenemos que calcular las imagenes del
conjunto ¢(J1) y hacer que vayan a cero bajo G4. Hay tres relaciones a estudiar

O (xxx) — {azb, a’b, ab?, a® + a?b, abz}
@ (xyx) — {abc, a*d, abd, a*c + abc, abd}
®(xyy —yyy) — {acd — c*d, acd — c*d,
ad? —cd? ac? + be? —¢* —c?d, bed — cd?}

7.4. FAMILIA (2,3,4)

La soluciéon al sistema que hace estos coeficientes igual a cero manteniendo
las condiciones ([7.20)) es

a=0 b=c#0 d=0 (7.21)

Como no hay elementos de grado superior en los generadores de J;, pode-
mos concluir que las condiciones (7.21)) expresan condiciones bajo las cuales el
isomorfismo ([7.18]) existe (Lema |6.14)).

Por lo tanto, existe un isomorfismo @ : A7 — A4, en el sentido de (7.18) si y
solo si

a=0 b=c#0 d=20

Este resultado ya nos permite afirmar que A; = A4. Como ya tenemos que
existe un isomorfismo graduado, es posible que exista un isomorfismo con cola
distinta de cero, pero este método no nos lo permite asegurar. De la misma manera
podemos asegurar que A, = A3y A1 2 Ay, por lo que hay dos clases de isomorfia
en esta subfamilia de ideales cofinitos que generan algebras de dimensién maxima.

En un sentido estricto de la palabra, los ideales con los que hemos trabajado
no estan exactamente en esta familia. Podemos observar que todos estos ideales
contienen alguna relacién redundante. El algoritmo que seguimos para construir
los ideales no tuvo en cuenta esta este detalle. De esta manera, estos ideales
pertenecen realmente a la familia (2,3,3). La dimensién maxima que se consigue
con ideales que pertenecen realmente a la familia (2,3,4) es 21. Esta dimension
se alcanza en 72 casos que se muestran en la Tabla [7.4]

(1) {oxx, xyx, yyy, xxy — yxy) (37) {(xyx, yyy, xxx — xyx, xxy — yxy)

(2) (oxx, xyx, yyy, yxx — yxy) (38) (xyx, yyy, xxx — xyx, yxx — yxy)

(3) {xxx, xyx, xxx — Yyyy, xxy — yxy) (39) (xyx, yyy, xxx — xyy, xyx — yyy)

(4) (o0, xyx, xxx — Yyyy, yxx — yxy) (40) (xyx, yyy, xxx — yyx, xyx — yyy)

(5) (xxx, xyx, xxy — Yyxy, xyx — yyy) (41) (xyx, yyy, xxx — yyy, xxy — yxy)

(6) (xxx, xyx, Xyx — yyy, yxx — yxy) (42) (xyx, yyy, xxx — yyy, yxx — yxy)

(7) (xxx, yxy, yyy, xyx — xyy) (43) (xyx, Xxx — XYX, XXX — YYy, XXy — Yxy)

(8) (xxx, yxy, yyy, xyx — yyx) (44) (xyx, xxx — XYX, XXX — YYY, Yxx — Yxy)

(9) (xxx, yxy, xxx — yxy, xxy — yyy) (45) {(xyx, xxx — XYx, XXy — Yxy, xyx — yyy)

(10) (xxx, yxy, xxx — yxy, yxx — yyy) (46) (xyx, xxx — XYX, XYX — Yyy, yxx — yxy)
(11) {xxx, yxy, X — yyy, xyx — xyy) (47) {xyx, xxx — yyy, Xxxy — yxy, Xyx — yyy)

Continda en la pagina siguiente ...
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(12) (xxx, yxy, xxx — Yyyy, Xyx — yyx)
(13) {xxx, yxy, xyx — xyy, yxy — yyy)
(14) (oxx, yxy, xyx — Yyyx, yxy — yyy)
(15) (xxx, yyy, xxx — xyx, Xxxy — yxy)
(16) (xxx,Yyyy, xxx — XYx, yxx — yxy)
(17) {xxx, yyy, xxx — yxy, xyx — xyy)
(18) (xxx,Yyyy, xxx — Yxy, Xyx — yyx)
(19) {xxx, yyy, xxy — yxy, xyx — yyy)
(20) (xxx,Yyyy, xyx — XYy, yxy — yyy)
(21) (exx,yyy, xyx — yyx, yxy — yyy)
(22) (xxx,Yyyy, xyx — yyy, yxx — yxy)
(23) (xxx, XXX — XYX, XXX — Yyy, XXy — yxy)
(24) (xx%, XXX — XYX, XXX — YYY, YXX — Yyxy)
(25) (xxx, XXX — XYX, XXy — YXY, XyXx — yyy)
(26) (xx%, XXX — XYX, XYX — Yyy, YXxx — yxy)
(27) (xxx, XXX — YXYy, XXX — Yyy, XYyx — Xyy)
(28) (xxx, XXX — YXYy, XXX — Yyy, Xyx — yyx)
(29) (xxx, xxx — Yxy, Xyx — XYy, yxy — yyy)
(30) (xxx, Xxx — Yxy, Xyx — Yyx, yxy — yyy)
(31) (xxx,%xx — Yyy, Xxy — Yyxy, Xyx — yyy)
(32) (xxx, XXX — Yyy, Xyx — Xyy, yxy — yyy)
(33) (xxx,%xx — Yyy, Xyx — Yyyx, yxy — yyy)
(34) (xxx, XXX =YYy, Xyx — Yyy, yxx — yxy)
(35) (xxx,%xy — Yxy, Xxy — Yyyy, yxy — yyy)
(36) (xxx,yxx — yxy, yxx — yyy, yxy — yyy)

(48) (xyx, xxx —Yyy, Xyx — Yyy, yxx — yxy)
(49) {yxy,yyy, xxx — yxy, xyx — xyy)

(50) (yxy, yyy, xxx — yxy, Xyx — yyx)

(51) {yxy, yyy, xxx — yyy, xyx — xyy)

(52) (yxy, yyy, xxx — Yyyy, xyx — yyx)

(53) {yxy, xxx — Yyxy, XXx — Yyyy, Xyx — xyy)
(54) (yxy, xxx — Yyxy, Xxx — Yyy, Xyx — yyx)
(55) (yxy, xxx —yxy, Xyx — Xyy, yxy — yyy)
(56) (yxy, xxx — yxy, Xyx — Yyx, yxy — yyy)
(57) {Yxy, xxx — Yyyy, xyx — xyy, yxy — yyy)
(58) (yxy, xxx —yyy, Xyx — yyx, yxy — yyy)
(59) {yyy, xxx — Xyx, XXX — XYy, Xyx — Xyy)
(60) (Yyy, xxx — Xyx, XXX — Yyx, Xyx — Yyyx)
(61) (Yyy, xxx — Xyx, XXX — Yyy, Xxy — yxy)
(62) (Yyy, xxx — Xyx, XXX — Yyy, yxx — yxy)
(63) (Yyy, xxx — Xyx, XXy — Yyxy, Xyx — yyy)
(64) (Yyy, xxx — XYx, Xyx — Yyy, yxx — yxy)
(65) (Yyy, xxx — Yyxy, Xxx — Yyyy, Xyx — xyy)
(66) (Yyy, xxx — Yyxy, Xxx — Yyy, Xyx — yyx)
(67) {yyy, xxx — yxy, Xyx — Xyy, yxy — yyy)
(68) (Yyy, xxx — yxy, Xyx — yyx, yxy — yyy)
(69) (Yyy, xxx — Yyyy, Xxxy — yxy, xyx — yyy)
(70) {yyy, xxx — Yyy, Xyx — xyy, yxy — yyy)
(71) {yyy, xxx — Yyyy, Xyx —yyx, yxy — yyy)
(72) (yyy, xxx — Yyy, Xyx — Yyyy, yxx — yxy)

Tabla 7.4: |deales cofinitos maximales en la familia (2, 3,4)

En este caso tenemos una situacién especial. Por primera vez nos aparecen
dos series de Hilbert distintas entre todas las algebras asociadas. Las dos series de
las que hablamos son

Hg=142x+4x3 +4x3 +4x* +3x° +2x0 +x7
Hay =14 2x + 4x% +5x3 + 5x* + 3x> +x°

Las algebras se distribuyen con respecto a estas series de Hilbert segln se
puede observar en la Tabla[7.5]

SOLINI4OD S37Tv3AdI SOT 3d NOIDVOIILISYTD A OlIdNLST 2 OTNLIdVD

Tipo A
Todos excepto los de tipo B

Tipo B
(9).(10),(35),(36),(39).(40),(59).(60)

Tabla 7.5: Distribucién algebras maximales de (2, 3,4) seglin serie de Hilbert

Aunque este hecho parece de una naturaleza extraia, debajo de él no deja de
existir una situacién razonable. Los ideales que presentan la serie de Hilbert B
contienen relaciones redundantes, luego pertenecen realmente a la familia (2,3, 3)
estudiada en la Seccién [7.3l
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T Vamos a clasificar los ideales de tipo 2. En términos de su base de Grobner-
:\7': Shirshov hay cuatro tipos diferentes de algebras, que se muestran en la Tabla[7.6]
<
= 1 2 3 4
< 1 3 5 15}/ 2 4 6 16| 7 11 13 17| 8 12 14 18

_ 19 23 25 31(22 24 26 34|20 27 29 32|21 28 30 33
,ir- 37 41 43 45|38 42 44 46|49 51 53 55|50 52 54 56

47 61 63 69|48 62 64 72|57 65 67 70|58 66 68 71

Tabla 7.6: Distribucién ideales de (2, 3,4) segln base de Grébner-Shirshov

Las bases de Grobner-Shirshov correspondientes son

91 = {xxx, xxy — yxy, xyx, yyy, xyyxy}
« Go = {xxx, xyx, yxx — yxy, yyy, yxyyx}
95 = o, xyx — xyy, yxy, yyy, xyyxx}
« 94 = {xxx, xyx — yyx, yxy, yyy, xxyyx}

Nuestro criterio de isomorfismo graduado nos muestra que A, = A, vy
A, = A;. Por lo tanto hay dos clases de isomorfia con treinta elementos en cada

clase.

Las algebras de tipo B tiene todas bases de Grobner-Shirshov diferentes, luego
no tenemos una clasificacion previa. Estas bases de Grobner-Shirshov son

- Go = {xxx, xxy — yyy, yxy, xyyy, yyyyy}

« G10 = {xx, yxx — Yyyy, yxy, yyyx, yyyyy}
. 935 = {xxx, Xxxy — Yyy, yxy — yyy, xyyy, yyyyy}
« 936 = {xx, yxx — Yyy, yxy — yyy, yyyx, yyyyy}
« 939 = {xxx — XYy, Xyx, yyy, Xxyy — Xyyx, Xyyxy, xyyxx}
« G40 = {xx — yyx, xyx, yyy, xyyx — yyxx}
« 959 = {xxx — xyy, Xyx — XYy, Yyyy, Xxyy — Xyyx, Xyyxy, Xyyxx}
« 60 = {xxx —Yyx, xyx — yyx, yyy, xyyx — yyxx}

El criterio de isomorfismo graduado nos da
Aro = Aze, Azs = Aeo y Aze = Aso.

Asi que dentro de esta subfamilia maximal de ideales cofinitos hay 6 clases de
isomorfia diferentes.

las

relaciones A¢ = Ay,

& Observacion 7.3. Aunque algebras con la misma base de Grébner-Shirshov dan

k-base), dos algebras que tengan la misma k-base no tienen por qué compartir la

lugar a algebras isomorfas (la misma base de Grébner-Shirshov da lugar a la misma

misma base de Grébner-Shirshov ni, obviamente, ser isomorfas. Un ejemplo de ello
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son las algebras As y A7, que tienen la misma k-base, la base de Grébner-Shirshov
es casi la misma pero las algebras resultantes no son isomorfas.

Observacion 7.4. También podemos comprobar que ni el grado maximo de la &
base de Grébner-Shirshov ni el grafo de Ufnarovskii imponen restricciones para

que dos algebras sean isomorfas. Por ejemplo, G35 tiene por grado maximo 5 y el
grafo de Ufnarovskii asociado a Ass es

X x X
— P L
xXyxx Xyyx Yyxx Yyyyx Yyyy
[¢] [¢] [¢] [¢] o

Por otro lado Geo tiene por grado maximo 4 y su grafo es
y y y
A T D
xxy xyy yxx yxy yyx
O~ _©° 9% ~_ __° -0
Yy X

Ambas algebras son isomorfas.

Familia (2,3,5)

En esta seccién vamos a estudiar una ampliacién de la familia anterior afa-
diéndole una nueva relaciéon. Seguimos contando con 8 monomios y 36 posibles
relaciones. Sin embargo, como ahora tomamos las relaciones de cinco en cinco
tenemos mas posibilidades para construir los ideales. De hecho ahora tenemos
376992 ideales. De estos, 123780 son ideales cofinitos, siendo la dimensién finita
maxima alcanzada 21. La lista completa de ideales cofinitos y las dimensiones de
sus algebras asociadas es

e 48942 ideales que generan algebras de dimensién 10
e 50630 ideales que generan algebras de dimensién 11
e 11374 ideales que generan algebras de dimensién 12
e 9596 ideales que generan algebras de dimension 13
e 738 ideales que generan algebras de dimensién 14

e 2174 ideales que generan algebras de dimension 15
e 68 ideales que generan algebras de dimensién 16

e 130 ideales que generan algebras de dimensién 17

e 68 ideales que generan algebras de dimension 18

e 60 ideales que generan algebras de dimension 21
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Como hemos hecho en los casos anteriores, vamos a clasificar los ideales que
presentan algebras asociadas de dimension finita maxima. En este caso esta di-
mension se alcanza en 60 ideales, que estan expresados en la Tabla [7.7]
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7.5. FAMILIA (2,3,5)

144

1) {xxx, Xyx, Yyy, 20 — Xyx, XXy — yxy) (31) (oxx, yyy, xxx — Yyxy, Xyx — XYy, yxy — yyy

)
2) <XXX XyX, yyy, XXX — XyX, 'l_,jXX — yXy) (32 XXX, yyy, XXX — yX‘y, ny — lJyXy yX‘y — yyy)
3) (xxx, XYyx, Yyy, Xxx — Yyy, xxy — yxy) (33) (xxx,yyy, xxx — Yyyy, xxy — yxy, Xyx — yyy)
4) (xxx, XYxX, Yyy, Xxx — Yyy, yxx — yxy) (34) (xxx, yyy, xxx — Yyy, Xyx — Xyy, yxy — yyy)
5) (xxx, XYx, yyy, Xxy — Yyxy, Xyx — yyy) (35) (xxx, yyy, xxx — Yyyy, xyx — yyx, yxy — yyy)
)

6) (XXX, XYX, Yyyy, Xyx — Yyy, yxx — yxy) (36) (xxx, yyy, Xxx — Yyy, Xyx — Yyyy, yxx — yxy

7) (XXX, XYx, XXX — XYX, XXX — Yyyy, xxy — yxy)  (37) (xxx, Xxx — Xyx, XXX — Yyy, XXy — yxy, xyx — yyy)
XXX, XXX — XYX, XXX — YYY, XYX — YYY, Yxx — yxy)
XXX, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — XYY, YXy — yyy)
XXX, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — YyYX, Yxy — yyy)
XYX, YYY, XXX — XYX, XXX — YYY, XXY — Yyxy)

XYX, YYY, XXX — XYX, XXX — YYY, YXx — Yyxy)

8) (xxx, XyX, XXx — XyX, XXX — yyy, yxx —yxy) (38
9) (xxx,Xyx, XXx — Xyx, XXy — yxy, xyx —yyy) (39
10) (xxx, XYyx, XXX — XYX, XyXx — yyy, yxx — yxy) (40
11) (xxx, Xyx, XXX — Yyy, Xxxy — yxy, xyx — yyy) (41
XXX, XYX, XXX — YYY, XyX — Yyy, yxx — yxy) (42

(
(
13) (xxX, YyXxy, yyy, Xxx — yxy, Xyx — xyy) (43) {(xyx,yyy, xxx — Xyx, XXy — Yyxy, Xyx — yyy)
14) (xxx,Yyxy, yyy, Xxx — yxy, Xyx — yyx) (44) (xyx,yyy, xxx — Xyx, Xyx — yyy, yxx — yxy)
(3%, Yxy, Yyy, Xxx — Yyy, Xyx — xyy) )
16) {(xxx, Yxy, Yyy, Xxx — Yyy, Xyx — Yyx) (46) (xyx, yyy, xxx — Yyy, Xyx — Yyy, yxx — yxy)
17) {xxx, yxy, yyy, Xyx — xyy, yxy — yyy) (47) (xyx, xxx — XYx, XXX — Yyy, XXy — Yxy, Xyx — yyy)
18) {xxx, Yxy, Yyy, Xyx — Yyx, yxy — yyy) (48) {xyx, Xxx — XYX, XXX — YYY, XYX — YyYy, Yxx — Yyxy)

19) (XXX, Yyxy, XXx — Yxy, Xxx — Yyy, Xyx — xyy
XXX, YXY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYyX — Yyx,
XXX, YXY, XXX — YXY, XYX — XYy, yxy — yyy
XXX, YXY, XXX — YXY, XyX — Yyx, yxy — yyy
XXX, YXY, XXX — YYy, XyXx — Xyy, yxy —yyy
24) (xxx, Yxy, Xxx — Yyy, XYx — Yyx, yxy — yyy
25) (XXX, YYyy, XXX — XYX, XXX — Yyy, XXy — yxy
26) (XXX, Yyy, XXX — XYX, XXX — Yyyy, yxx — yxy
27) (XXX, Yyy, XXX — XYX, XXy — YXy, Xyx — yyy
28) (XXX, Yyy, XXX — XYX, XyX — Yyy, yxx — yxy
29) (XXX, Yyy, XXX — YXy, XXX — Yyy, Xyx — xyy
30) (xxx,Yyy, XXX — YyXy, XXX — Yyy, Xyx — yyx,

YXY, YYY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — Xyy)
YXY, YYY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — Yyx)
YXY, Yyy, XxXx — Yyxy, Xyx — xyy, yxy — yyy

50

)
YXY, YUY, XXX — YXY, XYX — YYX, YXY — Yyy)

YXY, YYY, XXX — Yyy, XYx — Xyy, yxy — yyy)

YXY, YYY, XXX — YYy, XYx — Yyx, yxy — yyy)

YXY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — XYY, YXY — Yyy)
YXY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — YYX, YXy — Yyy)
YYY, XXX — XYX, XXX — YYY, XXY — YXY, XYyX — Yyy)
YYY, XXX — XYX, XXX — YYY, XYX — YYy, Yxx — yxy)
YYY, XXX — YXY, XXX — YYY, XYX — XYY, Yxy — Yyy)
YYY, XXX — YXY, XXX — YUY, XYX — YyX, Yxy — yyy)
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Tabla 7.7: Ideales cofinitos maximales en la familia (2, 3,5)

Nuevamente todos los ideales anteriores generan algebras con la misma serie
de Hilbert. En este caso, la serie de Hilbert que lleva toda la informacion sobre los
elementos normales de cada grado es

Hy=142t+4t% +483 + 4t + 382 + 2t + 7

Con respecto a sus bases de Grobner-Shirshov, los ideales anteriores se clasi-
fican segin la Tabla

1 2 3 4

1 3 5 7 9|2 4 6 8 10|13 15 17 190 21|14 16 18 20 22
11 25 27 33 37|12 26 28 36 38[23 29 31 34 39|24 30 32 35 40
41 43 45 47 57|42 44 46 48 58 |49 51 53 55 50 |50 52 54 56 60

Tabla 7.8: Distribucién ideales cofinitos de (2, 3,5) segiin base de Grobner-Shirshov



Unas bases de Grobner-Shirshov asociadas a cada tipo de ideal son

« 91 = {xxx, xxy — yxy, xyx, yyy, xyyxy}
o G, = {xxx, xyx, yxx — yxy, yyy, yxyyx}
« G5 = {xxx, xyx — xyy, yxy, yyy, xyyxx}
« G4 = Dxx, xyx — yyx, yxy, yyy, xxyyx}

Estas algebras ya tienen una dimensién bastante grande como para que el orde-
nador pueda calcular todos los elementos que hacen falta en los calculos siguiendo
el método de Shirayanagi. Pero nuestro criterio de isomorfia graduado nos dice
que las familias estan relacionadas de la siguiente manera: A, = A, y A, = A;.
Por lo tanto, en esta familia tenemos dos clases de isomorfia con treinta algebras
cada una.

Sin embargo, como en el caso de la familia anterior, todos estos ideales con-
tienen relaciones redundantes. Asi que todos estan en (2,3,4).

Como acabamos de comentar, en esta familia nos encontramos con muchos
ideales que tienen una relacion redundante, e incluso dos relaciones redundan-
tes. Por ese motivo vamos a continuar nuestro estudio con ideales generados por
relaciones de longitud 4.

Familia (2,4,3)

El caso de esta familia es especial. En este caso tenemos 16 monomios y
136 posibles relaciones para construir los ideales. Tomados estos de tres en tres,
obtenemos 410040 ideales en esta familia, y por lo tanto el mismo nimero de
algebras cocientes. Sin embargo, entre todas ellas no hay ninguna finita (hasta
grado 30).

Pero si hay un ejemplo que despierta interés. Es el caso del ideal
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{(XXXXy XXXY — YXYX, XYXY — YXXX) (7.22)

Con mas de setenta horas de trabajo sobre este ideal, el ordenador no pudo
calcular su serie de Hilbert (la base de Grobner-Shirshov consume unos 10 minu-
tos). Tal es la cantidad de operaciones que tiene que realizar. Sin embargo, tiene
un gemelo, el ideal que obtenemos mediante el cambio x < y. En este caso si
calcula la serie de Hilbert hasta grado 30 sin mayor dificultad.
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Familia (2,4,4)

En esta familia la casuistica es enorme. El aumento de la longitud en las re-
laciones asi como el hecho de tomar las relaciones de cuatro en cuatro hace que
existan 13633830 ideales. Casi 14 millones de casos.

7.7. FAMILIA (2,4,4)

Por ahora hemos estudiado la primera mitad, y la dimensién finita maxima
encontrada es 324. Se alcanza en cuatro casos, que se corresponden con un ideal
y las tres transformaciones correspondientes al producto opuesto y la permutacion
X & y.

Estos ideales cofinitos maximales son

1 = (xxxx, xxyx — Xyxy, Xxxyy — Yyxyy, xyyy — yyyy)
J2 = (xxxx, Xyxx — Yxyx, Yyxx — Yyxy, yyyx — yyyy)
J3 = (Yyyy, XXxx — XXXy, XXyx — Xxyy, Xyxy — yxyy)
Ja = (Yyyy, xxxx — Yyxxx, Xyxx — Yyyxx, yxyx — yyxy)

Vamos ahora a realizar estudios en familias con un mayor niimero de variables.
Afadiremos una nueva variable para poder seguir estudiando casos con mas riqueza
y trasfondo.

Familia (3,2,3)

En este caso tenemos 9 monomios principales y por lo tanto 45 relaciones. Si
las agrupamos de 3 en 3 tendremos 14190 posibles ideales, ninguno de los cuales
es finito. La idea es la misma que en la familia (2,4, 3). Parecen pocas relaciones
como para poder controlar todas las posibles palabras que se pueden construir,
y mas con tres variables que se permiten muchas mas combinaciones. Siempre
quedara alguna familia infinita que no se pueda controlar.

Sin embargo, en este caso y debido a la sencillez de las relaciones (solo grado
2) no ha habido problemas de computacién que se puedan destacar.

{ Familia (3,2,4)

tos. La lista de las dimensiones que se alcanzan y el nimero de casos se lista a

Existen para esta familia 148995 casos, de los cuales 2196 son ideales cofini-
continuacion
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e 156 ideales que generan algebras de dimensién 12
e 372 ideales que generan algebras de dimension 13
e 432 ideales que generan algebras de dimensién 14
e 480 ideales que generan algebras de dimensién 15
e 192 ideales que generan algebras de dimensién 16
e 18 ideales que generan algebras de dimension 17
e 414 ideales que generan algebras de dimensién 18
e 60 ideales que generan algebras de dimension 20
e 72 ideales que generan algebras de dimensiéon 24

Los 72 ideales que generan las algebras de dimension maxima se encuentran

recogidos en la Tabla[7.9

(1) <XX’ XY,Xz —zz,yy — yZ)

(2) (xxyxz,xy — Yy, zy — 22)

(3) (xx,yx,yy — zy, zx — zz)

(4) (xx,zx,Yyx —yYy,yz — zz)

(5) (xx,xx —xy,xz — zz,yy — yz)
(6) (xx,xx —xz,xy — yy,zy — zz)
(7) (xx,xx —yx,yy — zy, zx — zz)
(8) (xx,xx — zx,yx — yy,yz — zz)
(9) (xx,xy —xz,xy — Yy, yz — 2z)
(10) (xx,xy —xz, Xy — 2z, Yy — zY)
(11) (xx,xy — xz,xz — yy,yz — zz)
(12) (xx,xy — xz,xz — 2z, yy — 2y)
(13) (xx,xy —yy,xz — Yy, yz — zz)
(14) (xx,xy — zz,xz — zz,yy — zy)
(15) (xx,yx — yy,yx — zx,zy — 2z)
(16) (xx,yx —yy,yy — zx,zy — zz)
(17) (xx,yx — zx, yx — zz,Yyy — yz)
(18) (xx,yx — zx,yy — yz, zx — zz)
(19) {(xx,yx — zx,yy — zx, zy — zz)
(20) (xx,yx — zz,yy — yz,zx — zz)
(21) (xy,yy,xx — zx,zy — zz)

(22) (xy,xx —xy,xz — 2z,Yy — Yz)
(23) (xy,xx —zx, Xy — Yy, zy — 2z)
(24) (xz,zz,xx —yx, yy — yz)

(25) (xz,xx —xz,xy — yy, zy — zz)
(26) (xz,xx —yx,xz — zz,yy — yz)
(27) {yx, yy, xx — xz,yz — zz)

(28) (yx,xx —xz,yx — yy,yz — zz)
(29) (yx,xx —yx,yy — zy, zx — 2z)
(30) {yy, yz, xx —yx,zx — zz)

(31) (yy,zy, xx — xy,xz — 22)

(32) (yy, xx — xy, xx — zy, zx — 2z)
(33) (yy,xx —xy,xy — 2y, zx — 2z)
(34) (yy,xx —xy,xz —zz,yy — zy)

(37) Yy, XX —XZ,Xy — z2z,zy — ZZ)
(38) (yy,xx —xz,yx — yy,yz — zz)
(38) (yy, xx — yx, xx —yz,xz — 2z)
(40) (yy,xx — yx,xz — 2z, yx — yz)
(41) (yy,xx —yx,yy — yz, zx — zz)
(42) {yy,xx —yz,xz — zz, yx — yz)
(43) (yy,xx —zx,Xy — Yy, zy — zz)
(44) (yy,xx — zx,yx —yz,yx — zz)
(45) (yy,xx — zx,yx —yz,yz — zz)
(46) (yy,xx —zx,yx — zz,Yz — z2)
(47) (yy,xx — 2y, Xy — 2y, 2X — 2Z)
(48) (yz,zz,xx — xz,xy — yy)

(49) (yz,xx —xz,Xy — Yy, yz — zz)
(50) (yz,xx —yx,yy — yz,2x — 22)
(51) (zx,zz,xx — xY,yy — zy)

(52) (zx,xx — Xy, yy — 2y, zx — 22)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(53) (zx,xx — zx,yx — yy,yz — zz)
(
(
(
(zz
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

2)

3)
(54) (zy,zz,xx — zx,yx — yy)
(55) (zy,xx — xy, Xz — 22, Yy — zY)
(56) (zy,xx — zx,yx — Yy, zy — 2z)
(57) (zz,xx — xy,xz — Yy, Xz — yz)
(58) zz) XX — XY, Xz — Yy, Yy — yz)
(59) (zz,xx —xy,Xz — Yz, yy — yz)
(60) (zz,xx —xy,yy — zy, zx — zz)
(61) (zz,xx — xz,Xx —Yz,yx — yy)
(62) (zz,xx —xz,xy — Yy, yz — zz)
(63) (zz,xx — xz,xz — Yz, yx — yy)
(64) (zz,xx —yx,xz — zz,Yyy — yz)
(65) (zz,xx —Yx,yy — zx, yy — zy)
(66) (zz,xx —yx,yy — zx, zx — zy)
(67) (zz,xx —yx,yy — zy,zx — zy)
(68) (zz,xx —yz,xz — Yz, yx — yy)

(69) (zz,xx — zx, XX — zY, Xy — YY)
(70) (zz,xx — zx,xy — Yy, zx — zy)

ContinGa en la pagina siguiente ...
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(35)
(36)

7.9. FAMILIA (3,2,4)

(yy, xx — xz, Xy — zy, Xy — zz) (71) (zz,xx — zx,yx — yy,zy — zz)
(Yy, xx — X2, xy — 2y, 2y — 22) (72) (zz,xx — zy,xy — Yy, 2x — 2y)

Tabla 7.9: Ideales cofinitos maximales en la familia (3,2,4)

Hoa(t) =14 3t+5t% 4 6t3 + 5t + 3t +t°

Como en otros casos que hemos estudiado anteriormente, todas las algebras
asociadas a estos ideales comparten la misma serie de Hilbert. Esta es

Para clasificar estas familias salvo isomorfismo, primero haremos la clasificacién
segln su base de Grobner-Shirshov. Estos datos estan recogidos en la Tabla[7.10]

1|2

516|7|8|9|10|11|12|13]14|15|16|17[18|19|20|21|22]|23

24

1]2
5|6
22|25

9 (10(15|17|21|24|27|30|31|32|35|39|44|48|51|54|57|61|65
11112]16|18|23|26|28|41|34|33|36|40(45(49|52|56|58|63 |66
29(53(13|14|19|20|43|64|38|50|55|47|37|42|46|62|60|71(59|68|67

~N Ww
[l B

69
70
72

Tabla 7.10: Distribucién ideales de (3,2,4) segin base de Grébner-Shirshov

donde las bases de Grobner-Shirshov son

1 ={xx,xy,xz — zz,yy — yz,yzy — yzz, 22z, yzzy}

92 = {xx, xy — yy, xz, 2y — zz,Yyy, zzzz}
93 = {xx,yx,yy — zy, zx — zz,yzy — zzy, 22z, yzzy}
G4 = {xx,yx — yy,yz — zz, zx, yyy, zzzz}

« G5 = {xx, xy —yy,xz — yy, yz — zz,yyy, zzzz}
« 96 = {xxyxy — zz,xz — 2z, Yy — zy,yzy — zzy, 22z, yzzy}

G7 ={xx,yx — zx, Yy — zx, 2y — 2z, YzX, ZXY, ZZX — ZZZ, ZXZ, ZZZZX}
98 = {xx, yx — zz,yy — yz, zx — zz,Yzy — yzz, 222, yzzy}
Go = {xx — zx, XY, Yy, 2y — 2z, XZX — 2ZX, ZZZ, XZZX}

« G10 = {xx —yx,xz,Yy — yz, 2z, Xyx — yzx, yzy, xyzx}

S11 = {xx — xz,yx, Yy, yz — 2z, X2x — X2z, 222, X2ZX}
G12 = {xx —yx,yy, yz, zx — zz, Xyx, Zyx — 22z, zzzz}
913 = {xx — xy, xz — zz,Yy, 2y, XyX, Xyz — 22z, 2222}

o 914 = {xx — zy, xy — 2y, Yy, zx — zz, X2y, 2YX, 22y — 222, ZYzyY, 2222}
« 915 = {xx — xz, Xy — zz,Yy, 2y — 2z, XZX — X2Z,22Z, XZZX}

S16 = {xx —yz,xz — 2z, yx — yz,yy, Xyz, yzx, yzz — zzz,Yyzyz, 2zzz}
G17 = {xx — zx,yx — zz, Yy, Yz — 2z, XzX — 22X, 22Z, XZZX}
S18 = {xx — xz,xy — Yy, yz, 2z, X2x, X2y — Yyy, yyyy}

« G19 = {xx —xY,yy — 2y, 2x, 2z, Xyx — X2y, yzy, Xzyx}
« G20 = {xx — zx, yx — Yy, zy, 2z, XzX, Yyyy — yzx, yyzx, yzxy}



o 921 = {XX — XYy, XZ —yYyz,yy — yz, zz, Xyx — Xxyz, yzy, XyZX}
« 922 ={xx —yz,xz — yz,yx — Yy, 2z, Xyz, yyy — yyz, yzx, yyzy, yzyz}
- 923 = {xx —yx,yy — zy, zx — 2y, 2z, Xyx — ZYx, yzy, Xxzyz}
« 924 = {xx — zy,xy — yy, zx — 2y, 2z, X2y, Yyyy — zyy, zyx, yzyy, zyzy}

Y al establecer nuestro criterio de isomorfismo graduado tenemos solo 2 clases
de equivalencia de 36 algebras cada una, que se encuentran recogidas en la Tabla

.11

Tipo 1 Tipo 2
l? Z) 5) 6) ll, lz) 16) 17) 19) 20) 23) 24 3) 4’ 7) 8) 9) lo) ’1‘3? 14) 15) 18) Zl) 22

Tabla 7.11: Clasificacion ideales cofinitos de (3,2,4) segin clase de equivalencia

Familia (3,3,3)

Esta familia esta programada para su resolucion, pero es computacionalmente
muy compleja. En total hay 33 = 27 monomios y 378 relaciones. Tomadas 3 a 3
nos da un total de 8930376 casos.

Fue lanzado en marzo de 2011 pero ha resultado muy pesado, incluso para &
casos pequeiios. Por ahora no parece viable estudiarlo, hasta que tengamos acceso
a herramientas mas potentes.

Algunos fenémenos resultantes de este estudio

Para terminar este capitulo vamos a comentar algunas situaciones interesantes
que han ido apareciendo a lo largo de todo este proceso de clasificacion y blsqueda.

7.11.1. Familias dentro de familias. Estudio de la heredad

SOLINI4OD S37Tv3AdI SOT 3d NOIDVOIILISYTD A OlIdNLST 2 OTNLIdVD

Acabamos de comprobar que muchas veces nos encontramos con ideales que
contienen relaciones redundantes, esto es, familias dentro de familias. A este fe-
némeno le hemos dado el nombre de Heredad.

El planteamiento del problema seria el siguiente. Mediante el proceso comen-
tado en el Apéndice |B| hemos sido capaces de encontrar los ideales que dan lugar
a las algebras finitas dentro de cada familia. Y lo que es més, en este Capitulo
hemos estudiado los ideales que dan lugar a algebras finitas de dimensién maxima
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y las hemos clasificado salvo isomorfismo. La pregunta es ;estos ideales que dan
lugar a algebras finitas de dimensiéon maxima, si les quita alguna relacién, dan lugar
a ideales de codimensién finita maxima en la familia mas pequena?

Estudiemos, por ejemplo, los ideales que pertenecen a la familia (2,3,4) (Sec-
cién|7.4). Ya sabemos que la dimensiéon maxima que alcanzan las algebras cocientes
finitas con ideales de esta familia es 25, y se alcanza en 4 casos,

(XXX, XYX, XXX — XYX, XYY — Yyy)
(XXX, XYX, XXX — XYX, YYX — Yyy)
(Yxy, yyy, xxx — xxy, yxy — yyy)
(YUxy, yyy, Xxxx — yxx, yxy — yyy)

luego si quitamos una relacién de cada uno obtenemos otros 16 ideales de la familia
(2,3,3). De estos, 12 dan lugar a ideales cofinitos y 4 son ideales no cofinitos.
Estos 12 ideales vuelven a tener codimensién 25, y son todos los de dimensién
25 que aparecen en la familia (2,3, 3). Sin embargo la dimensién maxima de esta
familia es 36, que no se alcanza.

Los ideales que generan las algebras de dimension finita maxima no se heredan
a la familia (2,3,3). Vamos ahora a estudiar la heredad para los ideales que dan
lugar a las algebras de la siguiente codimension finita maxima. Este codimension
es 21 y se alcanza en 72 ideales distintos. Si quitamos una relacion de cada uno de
ellos tenemos 288 casos (algunos se repetiran) que se distribuyen de la siguiente
manera:

e 24 de codimension 21 (en (2,3,3) hay 62)

7.11. ALGUNOS FENOMENOS RESULTANTES DE ESTE ESTUDIO

e 4 de codimensién 23 (todos los que aparecen en (2,3, 3), heredad completa)
e 4 de codimensién 27 (todos los que hay en (2,3, 3), heredad completa)

e 4 de codimensién 36 (todos los que hay en (2, 3,3), que ademés son los de
codimension maxima en esa familia)

En esta subfamilia maximal si alcanzamos las de dimensiéon maxima de (2, 3, 3).
Esto es, si profundizamos en el estudio de las familias, al final alcanzamos las de
dimension maxima de la familia inferior.

Subimos ahora un escalén para estudiar la heredad en la familia (2,3,5). La

subfamilia que alcanza dimensién finita maxima tiene 60 casos y alcanza dimensién

21. En este caso, de cada ideal se obtiene cinco con una relacién menos, por

lo que tenemos que estudiar 300 casos. Nuevamente, o mantienen la dimensién
(relaciones redundantes) o dan lugar a algebras no finitas.

Sin embargo, de los 72 casos de codimension 21 que hay en (2,3,4) toma 64
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de ellos. Los ocho ideales que se escapan son

(XXX, Yxy, Xxx — Yxy, XXy — yyy)
(XXX, Yxy, XXX — Yxy, yxx — yyy)
{(xxx, XXy =YXy, XXy — Yyy, yxy — yyy)
{(xxx, Yxx — Yxy, yxx — yyy, yxy — yyy)
(xyx, yyy, xxx — xyx, yxx — yxy)
{(xyx, yyy, xxx — yyx, Xyx — yyy)
(Yyy, xxx — xyx, Xxx — XYy, Xyx — xyy)
(YyYy, Xxx — XYx, XXX — Yyx, Xyx — yyx)

que pertenecen a dos ideales (y sus relacionados con la permutacién y el producto
opuesto). Estos 8 ideales dan lugar a 32 ideales al volverle a quitar una relacion y
caer a (2,3,3). Pues bien, estos dan lugar a 8 ideales no cofinitos y los otros 24
son los que dan lugar a los 24 ideales de codimension 21 de (2,3, 3).

Por lo que podemos comprobar no hay ninguno que dé lugar a los ideales de
codimension maxima en (2,3,4), que era 25. Sin embargo, si miramos la siguiente
familia maximal, donde hay 68 de dimension 21, nos encontramos, aparte de otros
muchos, con los ideales

(XXX, XYX,y XXX — XYX, XXY — YXY, XYY — Yyy)
(3%, XYX, XXX — XYX, YXX — YXY, YYX — Yyy)
{(Yxy, yyy, Xxxx — XXy, Xyx — Xyy, yxy — yyy)
{(YXY, Yyy, Xxx — Yxx, Xyx — yyx, yxy — yyy)

que, eliminando la cuarta relacién de cada uno, si dan lugar a los cuatro ideales
de codimensién 25 de (2,3,4). Al igual que en el caso anterior, si continuamos
estudiando la heredad en subfamilias méas pequefias vamos alcanzando los de di-
mensién finita maxima de la familia anterior. En estos dos casos ha bastado con
bajar a los de segunda dimensién finita maxima para ello.

Observacion 7.5. Podemos concluir que los ideales cofinitos maximales de una &
familia no dan lugar a ideales cofinitos maximales de otra familia eliminando rela-
ciones.
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7.11.2. No existencia de isomorfismos entre familias

En esta seccién vamos a estudiar si es posible que existan isomorfismos entre
dos algebras que se correspondan con ideales de distintas familias. Pronto vere-
mos que esto no es posible, ya que la naturaleza graduada del problema impone
condiciones muy estrictas que no podran ser satisfechas.

Lema 7.6. Sean A y B algebras graduadas donde deg(H 4) # deg(Hg). Entonces
A y B no son isomorfas.
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Demostracion. Si los grados de la serie de Hilbert no coinciden significa que uno
de ellos es mayor que el otro. Supongamos que es el de A.

Entonces en la base de A como k-espacio vectorial hay elementos de grado
n, grado superior al grado del mayor elemento de B. El grado de la imagen de
ese elemento a través del isomorfismo sera mayor o igual a n, por lo que sobre B
tiene que reducir a cero (ya que no hay elementos de grado n). Esto nos crea una
fila de ceros en la matriz asociada al isomorfismo, con lo que el determinante sera
cero y la aplicacién asociada no sera invertible. O

Con la ayuda de este Lema no sera complicado demostrar los siguientes resul-
tados.

La presencia de relaciones redundantes es un dato de vital importancia. El
siguiente resultado da buena cuenta de ello.

Teorema 7.7. Sean A y B dos algebras que pertenecen a las familias (a,b,c) y
(a,b,c’) respectivamente (sin redundancia). Entonces A 2 B.

Demostracion. Sean J4 = (w1,...,we) y Jg = (01,...,0¢) los ideales corres-
pondientes a las algebras A y B. Sean Sp = {w1,...,wc}y Sg = {o1,...,00}
los conjuntos formados por la relaciones que generan los ideales J4 e J5.

Decimos que un conjunto S4 es un conjunto “sin redundancia” si
red(wi, Sa\{wi}) = w;, esto es, w; no contiene ninglin mdltiplo de Im(wj),
para cualquier j # 1.

7.11. ALGUNOS FENOMENOS RESULTANTES DE ESTE ESTUDIO

Supongamos ¢ > ¢’ y sea ¢ : A — B un isomorfismo graduado. Sabemos que
©(Ja) = 0, luego @(w;) tiene grado b y pertenece a (Sg). Entonces debe ser
una combinacién lineal de {03}, ya que no hay otros elementos de grado b en Jz.
Entonces

C/
(p(wi):Zcxijcrj, irl,..,c o €K (7.23)
j=1

Como hay ¢ ecuaciones y tenemos ¢’ variables, y existe una fila que es combi-
nacién lineal de las otras y

= 3k \ p(wi) = % ¢(wn)

= @(wx — 3 wn) =0

= red(wi, Sa\(wi)) = 0

= S 4 contiene relaciones redundantes,

lo cual es una contradiccion. O

Corolario 7.8. Sean A = k(X)/Ia y B = k(X)/Is dos algebras homogéneas
graduadas, y @ es un isomorfismo entre ellas. Entonces ¢(J4) = Ix.
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En esta parte juega un papel muy fuerte la naturaleza graduada de nuestro
problema. Si tienen distinto nimero de variables, en general no seran isomorfas.

Lema 7.9. Sean A y B dos algebras que pertenecen a las familias (a,b,c) y
(a’,b,c) respectivamente (sin redundancia). Entonces A 2 B.

Demostracion. El primer elemento de la serie de Hilbert se corresponde con el
nimero de variables que generan el algebra. Luego si el ideal no contiene relaciones
de grado 1, este elemento sera diferente para cada serie y por lo tanto (Lema
no podran ser isomorfas. O

Lema 7.10. Sean A y B dos algebras que pertenecen a las familias (a,b,c) y
(a,b’,c) respectivamente (sin redundancia). Entonces A % B.

Demostracion. Si los ideales no son redundantes las reducciones comienzan en
grado by b’ respectivamente. Por lo tanto las series de Hilbert no pueden coincidir,
ya que empiezan a perder elementos en grados distintos (Lema [7.6]). O

7.11.3. Otro test de finitud

El estudio de estas familias no solo nos permite comparar la dimensién con
otros ideales cofinitos, sino que también nos permite construir otro test de finitud
basado en el tercer teorema de isomorfia y en los ideales maximales de cada familia.

La idea se deriva del conocido resultado

k(X)/J finita = VJ 2 I = k(X)/J finita
Podemos organizar el siguiente esquema

J—— k<X,y> - k<X»y>/H

g k{x,y) —= k(x,y)/J

donde J es uno de los ideales de que sabemos tiene asociada un algebra finita 'y J
es el ideal que queremos estudiar.
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Entonces

~ k{x,y)/
9/8—> K(x,y)/d —= kix,y)/7 = e/

)

finita < finita 3¢T TISO

y para que este cociente de ideales sea finito nos basta comprobar que los elemen-
tos de grado n del ideal J reducen a cero en el ideal J.



Por ejemplo, sea J = (xx,xy—yy) y J = (xxx, xyx—yyx, yxy —yyy). El ideal
J es uno de los ideales cofinitos maximales de la familia (2,2,2) y J es un ideal de
la familia (2,3,3). Si realizamos los calculos, todos los monomios de grado 8 de
J reducen a cero en Gy, asi que Ay es un algebra finita. De hecho, es una de las
algebras maximales de esta familia, que tiene dimension 36.

7.11. ALGUNOS FENOMENOS RESULTANTES DE ESTE ESTUDIO
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Mapa conceptual del Capitulo 7
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Apéndice

Uso de ordenadores.
El programa Bergman

En este capitulo vamos a comentar los programas y algoritmos que hemos
realizado en este trabajo para desarrollar los calculos asistidos con ordenador.

La parte mas importante en cuanto al cémputo de operaciones la soporta el
programa Bergman. También usamos la programacion en C++ para calcular las
relaciones que componen cada familia y para mandar el envio de datos a Bergman.
La programacién en C++ interactla mejor con el resto de programas y entornos y
nos permite /anzar programas en consola.

Primero vamos a comentar en qué consiste el programa Bergman. Nosotros
llegamos a él a través de comentarios en diversos trabajos, como los de Ufnarovskii
en [Ufn08]. Luego de probar otros software de célculo simbdlico decidimos elegirlo,
sobre todo por ser mas ligero que otros, aunque a cambio no ofrece un entorno
grafico tan agradable, ya que corre en consola, y ofrece menos comunicacion con
otros programas.

En cambio es bastante potente y de software abierto, con lo cual podemos
modificarlo y afadirle o quitarle funciones, si bien no es en absoluto sencillo.

Bergman es un sistema para realizar calculos en algebras graduadas conmu-
tativas y no conmutativas. Esta desarrollado principalmente por Jorgen Backelin
(departamento de Matematicas, Universidad de Estocolmo). Otras mejoras han
sido desarrolladas por los participantes del proyecto Non-commutative computer
algebra (Backelin, Cojocaru, Colesnicov, Malahova, Podoplelov, Roos, Ufnarovski
y Verlan).

Bergman es un software de dominio piblico y de libre disposicion, que podemos
encontrar en http://servus.math.su.se/bergman/. Es una herramienta para
el célculo de bases de Grobner conmutativas y bases de Grobner-Shirshov no
conmutativas. También puede usarse para calcular algunos invariantes de algebras
y médulos, como son las series de Hilbert y, en el caso no conmutativo, la serie
de Poincaré-Betti, la resolucion de Anick o los nimeros de Betti. Un ejemplo de
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su uso para resoluciones de Anick lo tenemos en [CU97].

La caracteristica mas importante de Bergman es que permite la salida de los
datos producidos grado a grado. Esto nos permite obtener resultados parciales
aunque no se calcule la base de Grobner-Shirshov entera.

Bergman también nos ofrece un alto nivel de flexibilidad. Podemos elegir entre
anillos conmutativos y no conmutativos, varias estrategias para el calculo (inclu-
yendo el salto del conejo) de las bases de Grébner-Shirshov, varios tipos de 6rdenes
y también podemos variar el cuerpo donde se hacen los célculos (racionales o cuer-
pos finitos).

Bergman esta escrito en Standard Lisp, un dialecto de Lisp bajo Reduce.

Como ya hemos comentado anteriormente, nosotros lo hemos retocado ligera-
mente para obtener algunos beneficios. Por ejemplo, para que muestre un mensaje
en pantalla cuando la base de Grobner-Shirshov sea finita, o para que la orden que
calcula la serie de Hilbert de un ideal no devuelva la base de Grobner-Shirshov
(pues toda la informacién que queremos esta en la serie).

Tenemos que comentar que esto no ha sido facil. El lenguaje Lisp es un len-
guaje de programacion basado en sentencias, muy diferentes de los lenguajes de
programacion orientados a objetos, por ejemplo. Por esa razén quizd no haya-
mos aprovechado al maximo las posibilidades que nos ofrece el programa, que sin
embargo son muchas.

Conviene, justo al comenzar una sesién de Bergman, pasar al modo no conmu-
tativo

lisp> (noncommify);

y fijar un orden maximo para hacer los calculos, ya que de otra manera podemos
caer en una base de Grobner-Shirshov infinita y tendremos que forzar la salida del
ndcleo

lisp> (setmaxdeg 30);

Por ejemplo, en el Cédigo [B.1] podemos ver el cédigo para calcular una base de
Grobner-Shirshov hasta el grado guardado en memoria y que avisa si el resultado
que muestra es la base completa. La orden se llama (simple).

En la linea[22 esta la orden que nos devuelve un aviso visual si los calculos para
la obtencion de la base de Grobner-Shirshov han terminado, esto es, si no queda
ningdn S-polinomio por resolver.

También podemos comprobar que el lenguaje difiere mucho de los lenguajes
mas conocidos de programacién (el manual bdsico de Lisp que hemos encontrado
tiene mas de 1000 paginas).

Nuestro problema consistia en encontrar condiciones para que un algebra de
caminos fuera finita. Al poco tiempo pasamos al estudio de cocientes de algebras
libres. A partir de esta situacién facilmente llegamos a buscar condiciones sobre su
ideal de relaciones, lo cual nos lleva directamente a estudiar la base de Grobner-
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Cédigo B.1: Modificacion de la orden (simple) en Bergman

1 (DF SIMPLE (files)
(PROG (outfi)
(COND ((AND (PAIRP files) (FILEP (CAR files)))
(DSKIN (CAR files))
(COND ((AND (PAIRP (CDR files)) (STRINGP (CADR files)))
(SETQ outfi (CADR files))))
(GO skip)))
(PRIN2 "Now input in-variables and ideal generators in algebraic form, thus:")
(TERPRI) (PRIN2 "vars v1, ..., vn;") (TERPRI)
(PRIN2 r1, ..., rm;") (TERPRI)
(PRIN2 "where v1, ..., vn are the variables, and r1, ..., rm the generators.")
(TERPRI) (ALGFORMINPUT)
(COND ((EQ (GETRINGTYPE) '"COMMUTATIVE)
(PRIN2 "*** We turn on noncommutativity")
(TERPRI)
(NONCOMMIFY)))
(SETALGOUTMODE ALG)
(COND (outfi (DOP outfi)) (T (DEGREEOUTPREPARE)))
(GROEBNERINIT)
(GROEBNERKERNEL)
(GROEBNERFINISH)
(WARNINGIFFINITEGB) A
(PRIN2 All'is OK (I hope). Now you may (e. g.):") (TERPRI)
(PRIN2 kill bergman with (QUIT); or") (TERPRI)
(PRIN2 interrupt bergman with Z; or") (TERPRI)
(PRIN2 clear the memory with (CLEARIDEAL), and run a new (SIMPLE).")

(TERPRI)))
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Shirshov. Si la base de Grobner es finita el problema esta resuelto porque nos basta
con tomar el grafo de Ufnarovskii para estudiar su comportamiento. El problema
viene cuando no tenemos una base de Grébner finita o no hemos sido capaces de
llegar hasta su final.

Teniamos entonces que afrontar el problema de qué hacer con esas algebras.
Hasta qué punto podemos decir que son infinitas. La idea entonces era realizar
grandes baterias de ejemplos y comparar los resultados obtenidos, para intentar
deducir informacién de toda esa amalgama de datos.

Para realizar este estudio tenemos que ordenar el proceso de alguna manera
que sea consistente. Las algebras tienen que ser homogéneas para que podamos
realizar los calculos de manera efectiva. Y tenemos que organizar los ideales de
alguna manera tal que podamos ordenarlos y construirlos de acuerdo a alguna
regla. La manera que se nos ocurrié fue parametrizar los ideales respecto a tres
variables

SYINVYDOHd SOYLO A ueuwdieg 'g 3D|ANIJY

e) el nimero de indeterminadas del conjunto X

¢) la longitud de los monomios de las relaciones del ideal J

— 159



e) el niumero de relaciones que generan cada ideal J

A lo mejor viendo cémo se comportan estos casos somos capaces de obtener
informacion a partir de la base de Grobner-Shirshov. Ahora tenemos que ver como
estudiamos estas familias.

Es un problema con mucha combinatoria por debajo. Por ejemplo, si n es el
nimero de variables del conjunto X. j Cuantos monomios hay de longitud 7 Hay,
evidentemente, n™ monomios. Las relaciones que componen el ideal son monomios
o diferencias de monomios. Acabamos de ver que hay n™ monomios. Para construir
los binomios tomamos cada monomio y le restamos todos los posibles monomios
menores que él. Es la suma de una progresion aritmética de razén uno. Entonces
hay
n"(n"+1)

2
Con esto tenemos todas las posibles relaciones. Ahora tenemos que agruparlas de
m en m. Para cada m, el niimero de posibles ideales sera

n"(n"+1)
2
m

Por ejemplo, si queremos saber cuantos ideales hay en la familia (3,2,4),
32(3241)

3 ) = 148995 casos. Son muchos casos y, evidentemente, no se pueden

estudiar todos los casos manualmente.

n4+Mm-1N+Mn"—-2)4+---+1=

CODIGO DEL PROGRAMA PRINCIPAL

B.1

Para el estudio de las bases de Grobner-Shirshov usaremos el Bergman. Para
generar todas las posibles relaciones y estudiar los resultados que nos devuelva
Bergman usaremos un programa escrito en C++.

Cédigo del programa principal

Cadigo B.2: Inicio del programa
Entrada: num_var = 2; // numero de variables
1 // longitud de los monomios

1 inicio

2 strcpy (v[0], "x"); //variables iniciales
3 strcpy (v[1], "y");

4 calcula_monomios (num_var,l)

Esto se hace de la siguiente manera. En el Cédigo [B.2] tenemos el comienzo
del programa. Fijamos el nimero de variables (normalmente dos o tres, o podemos
pedir el namero al usuario) y la longitud de los monomios. Luego guardamos esas
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variables en el vector v y hacemos la llamada al programa que nos calcula todos
los monomios de longitud 1 en esas variables.

En la linea del Codigo hacemos la llamada a la funcién
calcula_monomios(n,1l). Lo que hace esta funcion es afnadir al vector v, que
por ahora solo contiene las variables iniciales, todos los monomios posibles hasta
longitud 1 de mayor a menor.

Este codigo se explica en el Codigo [B.3. Lo que hace es jugar con los indices
de manera que cada elemento lo multiplica por las variables iniciales, construyendo
todos los posibles monomios. Para terminar, escribimos todos los monomios en el
vector r.

Cédigo B.3: Cédigo de la funcién calcula_monomios (num_var,1)

Entrada: contador = num_var

aux=0;
1 inicio
2 para (i=0;i<=contador-1;i++) hacemos
3 para (j=0;j<=num_var-1;j++) hacemos
4 strcpy (v[contador + aux], v[il);
5 strcat (v[contador + aux], "*"); %
6 strcat (v[contador + aux],v[jl); =
7 aux++; U
(@)
8 contador = contador + aux; g
limite_sup = aux; -
10 aux=0; 2
11 para (i=1;i<1-1;i++) hacemos O%
12 para (j=0;j<=limite_sup-1;j++) hacemos =
13 para (k=0;k<=num_var-1;k++) hacemos (_;
14 strcpy (v[contador + aux], v[contador - —
limite_sup + jl); (;ZU)
15 strcat (v[contador + aux], "*"); v
16 strcat (v[contador + aux],vI[k]); %
17 aux++; 8
L X
18 contador = contador + aux; j§>
19 limite_sup = aux; &
20 aux=0;
21 para (i=contador-limite_sup; i<contador;i++) hacemos
22 L strcpy (r(i-(contador-limite_sup)], v[il);

El siguiente paso es construir todas las posibles relaciones, que seran diferencia
de dos monomios. Esos datos se guardan a continuacion en el vector r restando
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a cada monomio aquellos que estan a la derecha. El cédigo esté en el cuadro [B.4]
En la variable long_b guardamos la longitud del vector que contiene todos los
monomios y binomios.

Caédigo B.4: Cédigo para construir el vector con los monomios y binomios

1 inicio

2 para (i=0;i<=limite_sup-1;i++) hacemos

3 para (j=i+1;j<=limite_sup-1;j++) hacemos
4 strcpy (r[limite_sup + aux], r[il);

5 strcat (r[limite_sup + aux], ");

6 strcat (r[limite_sup + aux], r[jl);

7 aux++;

CODIGO DEL PROGRAMA PRINCIPAL

8 | long_ b = limite_sup + aux - 1;

B.1

El siguiente paso es construir un vector con las relaciones tomadas de m en m.
Esto lo conseguimos recorriendo el vector fijando las coordenadas correspondientes
y moviendo la ultima. En el Cédigo tenemos un ejemplo para construir las
relaciones de 3 en 3. En cada una de las posiciones del vector c estaran guardados
cada una de las posibles presentaciones de los ideales. En la variable long_r se
guarda el nimero total de casos que se han construido.

Coédigo B.5: Ejemplo de cédigo para tomar relaciones de 3 en 3

1 inicio

2 long_r=0;

3 para (i=0;i<=long_b;i++) hacemos

4 para (j=i+1;j<=long_b;j++) hacemos
5 para (k=j+1;k<=long_b;k++) hacemos
6 strcpy (cllong_rl, rl[il);

7 strcat (c[long_r]l, ",");

8 strcat (c[long_r], r[jl);

9 strcat (c[long_rl, ",");

10 strcat (c[long_rl, r(kl);

11 long_r++;

Ahora que ya tenemos el vector de relaciones el trabajo que nos queda es
estudiar cada uno de los ideales para obtener serie de Hilbert del algebra asociada.

Esta parte del programa cuenta de varios pasos. La parte principal con

las 6rdenes es el Codigo [B.6l Antes de empezar abrimos dos archivos de tex-

to Plantilla_relaciones.txt y Plantilla_dimensiones.txt donde iremos
guardando los ideales que estamos estudiando y la dimensién del algebra cociente
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asociada a cada ideal respectivamente. En la linea [7| iniciamos un contador de
tiempo para resaltar los casos que ocupen mucho tiempo. El proceso consis-

Codigo B.6: Proceso para obtener la informacion de los ideales

1 inicio

2 ofstream foutl ("Plantilla_relaciones.txt");
3 ofstream fout2 ("Plantilla_dimensiones.txt");
4 para (j=0;j<=long_r-1;j++) hacemos

5 Archivo_datos(j);

6 Archivo_intrucciones(j);

7 gettimeofday(&t_ini, NULL);

8 Estudia_Archivo_Datos(j);

te en un bucle que recorre el vector ¢ y estudia cada uno de los ideales que lo
componen. El primer paso es construir un archivo con los datos correspondien-
tes a el ideal que ocupa el lugar j. La funciéon Archivo_datos() se encarga de
ese proceso y su cédigo se encuentra recogido en el Cédigo [B.7. Consiste en
guardar en un archivo tempj.a las érdenes necesarias para que Bergman calcu-
le la base de Grobner-Shirshov del ideal que estd en la posicién j del vector c.

Cédigo B.7: Cédigo de la funcion Archivo_datos(j)

1 inicio

2 strcpy (templ,"temp");

3 sprintf(tl, "J%li", j); //convertir entero a caracter
4 strcat (templ, t1);

5 strcat (templ, ".a");

6 ofstream fout (templ);

7 fout « "(clearring)\n"; //limpia datos

8 fout « "(noncommify)\n"; //pasa a no conmutativo

9 fout « "(setmaxdeg 30)\n"; //grado maximo

10 fout « "(algforminput)\n";
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11 fout « "vars ";

12 para (k=num_var-1;k>=0;k-) hacemos

13 fout « v[k]; //introducimos variables

14 si (k!=0) entonces

15 ‘ fout«",";

16 en otro caso

17 erout<";\n”;

18 fout <« c[j] « ";"; //introducimos ideal de relaciones

19 foutl « "El archivo " « templ « "contiene la relacién "
<« c[jl;

20 fout.close();

— 163



Un ejemplo de archivo que construye el programa [B.7| se puede observar en la
Tabla [B.1] Es el elemento 572 de la familia (2,3,3).

(clearring)
(noncommify)
(setmaxdeg 30)
(algforminput)
vars y,X;

XKXKX, XKYRY-YhYRX , YHRIOKY - YRY*Y |

Tabla B.1: Archivo temp572.a generado por Archivo_datos(572)

Pero no se puede enviar esta informacion directamente a Bergman, ya que
solo lee archivos, no o6rdenes linea a linea. Sin embargo, si se le puede enviar
como entrada un archivo de manera que él lo recorra y vaya efectuando cada
una de las érdenes que lo contienen. Asi que el siguiente paso serd construir un
archivo que le diga a Bergman que lea la informacion que esta guardada en el
archivo tempj.a construido por la funcion [B.7] Este archivo con las instrucciones
se llamara tempj.b. El cédigo que hace esto es Archivo_instrucciones() y se
puede ver en Cédigo B.8|

CODIGO DEL PROGRAMA PRINCIPAL

B.1.

Cadigo B.8: Cdédigo de la funcion Archivo_instrucciones(j)

1 inicio

2 strcpy (temp2,"temp");

3 sprintf (t1, "%1i", j);

4 strcat (temp2, t1);

5 strcat (temp2, ".b");

6 ofstream fout2 (temp2);

7 fout2 « "(dskin \"n_ordenes \")\n";

8 fout2 « "(nchilbert_n \"" « nombreArchivo « j «".a\")\n";
9 fout2 « "30\n"; //longitud de series de Hilbert
fout2.close();

La orden dskin de la linea [7| fuerza a que use las érdenes que hemos custo-
mizado nosotros y que estan en el archivo n_ordenes, que tiene que estar en la
misma carpeta que el ejecutable. Por ejemplo, en la linea |8/ le decimos que use la
funcién nchilbert_n que calcula la serie de Hilbert no conmutativa y que hemos
modificado para que no devuelva los elementos de la base de Grobner-Shirshov.
Un archivo de salida del codigo [B.8| esté en la Tabla[B.2|

Ahora ya podemos lanzar Bergman con las instrucciones anteriores. Esa parte
de codigo esta en el Codigo [B.9]
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(dskin "n_ordenes")
(nchilbert_n "temp572.a")
30

Tabla B.2: Archivo temp572.b generado por Archivo_datos(572)

Cédigo B.9: Codigo para enviar archivo a Bergman y obtener archivo de
resultado

1 inicio

2 strcpy (bufferl, "./bergman -m 2000MB < ");

3 strcat (bufferl, temp2);

4 strcat (bufferi, » ");

5 strcat (bufferl, temp2);
6

7

8

9

strcat (bufferi, "b");
system (bufferl);
strcpy (temp3, "temp");
sprintf (t1, "%1i", j);
10 strcat (temp3, t1);

11 strcat (temp3, ".bb");

La orden que lanza en consola es

./bergman -m 2000MB < tempj.b > tempj.bb

esto es, que se ejecute Bergman con 2000MB de capacidad maxima, usando las
instrucciones que hay en el archivo tempj.b y que guarde la salida en el archivo
tempj.bb. Y en tempj.b es donde le dice que lea los datos de tempj.a.

En tempj.bb hay muchas lineas de cddigo, y las Gltimas se refieren a los 30
primeros coeficientes de la serie de Hilbert. Eso es lo que usaremos para estudiar
si el algebra asociada es finita o no.
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Para eso usamos el cédigo que esta en Cédigo[B.10. Lo que hace esta funcién
es ir recorriendo el archivo tempj.bb (hay un ejemplo de tal archivo en la Tabla
linea a linea y guardando esa informacién en buffer?2 (linea . Si aparece la
condicién de finitud, que uno de los coeficientes sea cero, el marcador pch cambia
de valor y me indica que es finita. Entonces vuelvo a mirar cada linea y voy sumando
los coeficientes (linea[15)). Al final escribo en el archivo Plantilla_dimensiones
el algebra que estamos estudiando y cuél es la dimensién final. También voy guar-
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dando la dimensién maxima para al final poder imprimirla.

Cédigo B.10: Codigo para buscar condiciones de finitud

—
o
)
= .
x 1 inicio
S(L 2 ifstream fin (temp3); // abre archivo tempj.bb
s 3 contador = 0;
= 4 mientras (fin.getline(buffer2, 100)) hacemos
8 5 // tomamos cada linea del archivo
% 6 pch = strstr (buffer2,"+0*z ") // busco a ver si
N encuentro esta condicion de finitud sobre la linea;
a 7 si (pch != NULL) entonces
'®) 8 chontador ++;
O
Q 9 fin.close();
\Ei 10 si (contador != 0) entonces
_ 11 cout « "\nEncontré algebra finita en " <« temp3;
m 12 ifstream fin (temp3);
13 contador = O;
14 mientras (fin.getline(buffer2, 100)) hacemos
15 pch = strstr (buffer2,"*z ~ ") //aqui empiezan las
dimensiones;
16 si (pch != NULL) entonces
17 sscanf (buffer2,"%li",& i) //el primer numero
que veo lo guardo en ij;
18 contador = contador + i //voy contando las
dimensiones;
19 fout2 « "La dimensién del &lgebra que hay en " « temp3
« " es " « contador « endl;
20 si (contador >= maximo) entonces
21 eraximo = contador;
22 fin.close();

La parte final del programa se corresponde con el cédigo que estd en el
Cédigo [B.11]l Elimina los tres archivos con instrucciones para ahorrar espa-
cio (la informacion relevante esta guardada en Plantilla_relaciones.txt y
Plantilla_dimensiones.txt) y para el contador de tiempo. En el archivo
Plantilla_relaciones.txt anota el tiempo que ha tardado en calcular la serie
de Hilbert, y si ese proceso ha tardado méas de cinco minutos lo anota. Por Gltimo,
al final del archivo Plantilla_dimensiones.txt apunta la dimensién maxima
que ha encontrado en esa familia.

Asi que como salida de este proceso obtenemos dos archivos
Plantilla_relaciones.txt, que contiene una lista de todos los ideales
de la familia que estemos estudiando y el tiempo que ha tardado en calcular la
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Cédigo B.11: Cédigo final del programa

1 inicio

2 remove (templ);

3 remove (temp2);

4 remove (temp3);

5 gettimeofday(&t_fin, NULL);

6 secs = timeval_diff(&t_fin, &t_ini);
7 si (secs>300) entonces

8

foutl « ". t= " « secs « "segundos. Calculo pesado." «
endl;

9 en otro caso

10 eroutl « ". t=" « secs « "segundos." « endl;

11 foutl.close();

12 fout2 « "\nla dimensidén méxima de las &lgebras finitas es

" « maximo « endl;
13 fout2.close();

NIL algebraic form input>
T Input the Maximum Degree you want to calculate
+4xz"2

+8%z"3

+13%z74

+22%z75

+36%z76

+58%z"7

+95%z78

+154*z"9

+251*z710

+409%z"11

+667*xz"12

Tabla B.3: Salida parcial del archivo temp572.bb
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serie de Hilbert, y Plantilla_dimensiones.txt que contiene los casos que han
dado lugar a algebras finitas y su dimensién correspondiente.

A lo largo de todo este proceso tenemos contadores de tiempo, y si los calcu-
los exceden el tiempo de 5 minutos, anotamos un resefia en el archivo de sa-
lida para saber que ese ideal conlleva un calculo pesado. Al final del archivo
Plantilla_dimensiones.txt imprimimos la dimension maxima finita que ha al-
canzado.
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Todo este proceso esta graduado, y nosotros los hemos llevado hasta el grado
30. Es posible, aunque no probable, que haya algln algebra bajo estas condiciones
para las cuales la condicién de finitud se alcance en un grado mas alto.

Este proceso nos permite tener una cota de las dimensiones maximas de cada
familia. Por lo tanto si estamos trabajando en un algebra y su dimensién supera a
esta cota, es bastante probable que sea infinita.

Una vez obtenidos los resultados de cada familia, pasamos a estudiar los iso-
morfismos entre las algebras finitas de dimension maxima (Capitulo [7)).

B.2. OTROS PROGRAMAS

Otros programas

Como algunas de las familias contienen multitud de elementos, para poder
trabajar mejor con los archivos de salida hemos construido otros dos programas
que nos devuelven la informacion relevante que necesitamos.

Cédigo B.12: Codigo programa Busca_pesados
Entrada: nombreArchivo, archivoSalida

1 inicio

2 ofstream fout (archivoSalida);

3 ifstream fin (nombreArchivo);

4 mientras (fin.getline(buffer, 200)) hacemos

5 // tomamos cada linea del archivo

6 pch = strstr (buffer,"pesado"); // busco a ver si
encuentro esta condicion de pesadez

7 si (pch !'= NULL) entonces

8 L fout « buffer «endl;

9 fin.close();

10 fout.close();

El programa que tenemos en el Codigo [B.12| recorre uno de los

archivos Plantilla_relaciones.txt Yy busca aquellos casos que pre-
sentan calculos complejos. Asi, en el archivo archivoSalida tendre-
mos una lista de los casos que presentan mayor dificultad de calculo.
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Cédigo B.13: Codigo programa alg_finitas

Entrada: nombreArchivo, archivoSalida, dim_max

1 inicio

2 ofstream fout (archivoSalida);

3 para (i=1; i<=dim_max; i++) hacemos

4 strcpy (templ, " ");

5 sprintf (t1, "%1i", 1);

6 strcat (templ, t1);

7 ifstream fin (nombreArchivo);

8 contador = 0;

9 mientras (fin.getline(buffer, 100)) hacemos

10 // tomamos cada linea del archivo

11 pch = strstr (buffer, templ); // busco si hay
algebras con dimensidén i

12 si (pch !'= NULL) entonces

13 chontador ++;

14 fin.close();

15 si (contador != 0) entonces

16 fout « "Las &lgebras de dimensidén " « i « "son " «
contador «endl;

17 fout.close();

En el programa B.13  es recorremos un archivo  tipo
Plantilla_dimensiones.txt y guardamos en otro archivoSalida cuan-
tos casos hay de algebras finitas de dimensién 1 hasta dim__max.
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Apéndice

Tablas de tiempo

En este Apéndice resumimos los datos de cada una de las familias que hemos
estudiado en el Capitulo [7]

En cada tabla presentamos el niimero total de casos a estudiar, el nimero de
ideales cofinitos y las dimensiones finitas que se alcanzan. Haremos hincapié en el
tiempo vy dificultades que ha encontrado el programa descrito en el Apéndice
al realizar los calculos. De esta manera podremos conocer qué casos son los que
presentan mayor dificultad.

Seccion C.1

Tabla familia (2,2,2)

Familia (2,2,2)
N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas

4 de dimension 6
2 de dimension 5

Ideales pesados
No tiene

Tiempo final
< 1 min
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( Tabla familia (2,2,3)

Familia (2,2,3)

N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas

120 62 de dimension 4

Ideales pesados
No tiene

C.3. TABLA FAMILIA (2,3,3)

Tiempo final
~ 2 min 30 segundos

Seccién C.3

Tabla familia (2,3,3)

Familia (2,3,3)

N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas
7140 300 8 de dimensién 16
94 de dimensién 17
20 de dimensién 18
56 de dimensién 19
32 de dimension 20
62 de dimension 21
4 de dimensién 23
12 de dimension 25
4 de dimensién 27
4 de dimension 30
4 de dimension 36

Ideales pesados

No tiene
Tiempo final
~ 5 horas
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Tabla familia (2,3,4)

Familia (2,3,4)

N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas
58905 10142 288 de dimensién 11

2446 de dimensién 12

3578 de dimensién 13

1246 de dimensién 14

2146 de dimensién 15

92 de dimensién 16

174 de dimension 17

88 de dimensién 18

8 de dimensién 19

72 de dimension 21

4 de dimensién 25

Ideales pesados

No tiene
~ 36 horas

Table familia (2,3,5)

Familia (2,3,5)

N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas
376992 123780 48942 de dimensién 10
50630 de dimensién 11
11374 de dimensién 12
9596 de dimensién 13
738 de dimension 14
2174 de dimensién 15
68 de dimension 16
130 de dimensiéon 17
68 de dimensién 18
60 de dimensién 21

OdINTIL 3d SVYI1dVvL D IDIANIdVY

Continta en la pagina siguiente ...
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Familia (2,3,5) (cont.)

Ideales pesados
No tiene

Tiempo final

Tabla familia (2,4,3)

C.6. TABLA FAMILIA (2,4,3)

Familia (2,4,3)

N° de casos N° ideales cofinitos B S N ERTIIES

Ideales pesados: 555 casos

Entre ellos, el conocido {(xxxx, xxxy — yxyx, Xyxy — yxxx)

Dentro de los casos complicados estan

{(XXXX, XXXY — XYXX, XXYYy — Yyyxx) tiempo =~ 8.67 horas

{(XXXX, XXXY — XYXX, Yxxy — yyxx) tiempo ~ 11.62 horas

(Yyyy, xxxy — xyxx, xxyx — yxxx) tiempo ~ 15.32 horas

(Yyyy, xxyy — yyxx, yxyy — yyxy) tiempo ~ 6.97 horas

(XXXX — XYXY, XXXX — YXYX, XXXy — yxyy) tiempo ~ 12.53 horas
(XXXX — XYXY, XXXX — YXYyX, Xyxy — yxyx) tiempo ~ 8.06 horas
(XXXX — XYXy, XXXy — YXyy, Xyxy —yxyx) tiempo ~ 12.96 horas
(XXXX — YXYyX, XXXy — YXyy, Xyxy — yxyx) tiempo ~ 12.72 horas
(XXXX — Yyxx, Xyyy — yyxy, yxyy — yyyx) tiempo ~ 8.18 horas
{(XXXX — YYYy, XXXy — XYXxx, Xxyx — yxxx) tiempo =~ 21.95 horas
(
(
(
(
(
(
(
(
(

XXXX — YYYY, XXXY — XYXX, YXXy — yyxx) tiempo ~ 7.67 horas
XXXX — YYyy, Xyyy — yyxy, yxyy — yyyx) tiempo ~ 8.26 horas
XXYX — XYXY, XXYX — YXYyy, Xyxx — yxyx) tiempo ~ 8.43 horas
XXYX — XYXY, XXYyX — YyXyy, xyxy — yxyy) tiempo ~ 13.38 horas
XXYX — YXyy, XYxx — yxyx, xyxy — yxyy) tiempo =~ 8.85 horas
XYXX — YXYX, XYyXy — Yyxyy, yxyx — yyxy) tiempo ~ 15.94 horas
XYXX — YYXX, XYXY — Yyxx, yxxx — yxyx) tiempo ~ 6.16 horas
XYXXx — Yyxy, Xyxy — yxyy, yxyx — yyxy) tiempo ~ 16.29 horas
XYYx — Yyxx, Xyyy — yyxy, yxyy — yyyx) tiempo =~ 14.33 horas

Tiempo final
~ 55 dias y medio

174 —




Tabla familia (2,4,4)

Familia (2,4,4)
N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas

13633830 Multitud de ellos Dimension maxima 324
(todavia en estudio)

Ideales pesados: multitud de ellos

En estudio ...
Tiempo final
~ meses ...

Tabla familia (3,2,3)

Familia (3,2,3)

N° de casos N° ideales cofinitos Dimensiones finitas

Ideales pesados: 18 casos

XX, XY —YX, Xy — zz) tiempo ~ 12.15 horas
XX, XY —YX,yx — zz) tiempo ~ 12.34 horas
XX, XYy — zz,yx — zz) tiempo ~ 11.94 horas
XX, Xz — Yy, xz — zx) tiempo ~ 18.36 horas
XX, Xz — Yy, yy — zx) tiempo ~ 18.31 horas
XX, Xz — zX,Yyy — zx) tiempo ~ 18.47 horas
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Yy, xx —yz,xx —zy) tiempo =~ 18.37 horas
Yy, Xx —yz,yz —zy) tiempo ~ 18.16 horas

~ 18.18 horas
Yy, xy — yx,xy —zz) tiempo ~ 12.05 horas
Yy, xy — yx,yx —zz) tiempo ~ 12.15 horas

yy,xy — zz,yx —zz) tiempo ~ 12.13 horas
2z,XX —Yyz,xx —zy) tiempo ~ 7.28 horas
2z,XXx —yz,yz — zy) tiempo ~ 7.28 horas
2z,Xx — zy,Yyz — zy) tiempo ~ 7.29 horas
2z,XZ — Yy, Xz — zx) tiempo =~ 7.43 horas
zz,xz —Yy,yy —zx) tiempo ~ 7.47 horas

(
(
(
(
(
(
(
(
(yy,xx — zy,yz — zy) tiempo
(
(
(
(
(
(
(
(

Continta en la pagina siguiente ...

— 175



Familia (3,2,3) (cont.)

(zz,xz — zx,yy — zx) tiempo =~ 7.34 horas

Seccién C.9

Tiempo final

Tabla familia (3,2,4)

C.9. TABLA FAMILIA (3,2,4)

Familia (3,2,4)

N° de casos
148995

N° ideales cofinitos
2196

Ideales pesados: 6 casos
(xx, Xy —yx, Xy — zz,yx — zz) tiempo ~ 11.99 horas
(xx,xz — Yy, xz — zx,yy — zx) tiempo ~ 18.54 horas
(yy, xx —yz,xx — zy,yz — zy) tiempo ~ 18.42 horas
(yy,xy —yx,xy — zz,yx — zz) tiempo ~ 12.08 horas
(zz,xx —yz,xx — zy,yz — zy) tiempo ~ 7.34 horas
(zz,xz —yy,xz — zx,yy — zx) tiempo =~ 7.41 horas

Dimensiones finitas
156 de dimension 12
372 de dimensién 13
432 de dimensién 14
480 de dimension 15
192 de dimension 16
18 de dimensién 17
414 de dimension 18
60 de dimension 20
72 de dimensién 24
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