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últimos meses y me ha prestado gran ayuda, a Alberto por su gran apoyo técnico, a Maŕıa,
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Resumen

En esta tesis doctoral se han estudiado algunas modificaciones de las caracteŕısticas hi-
drodinámicas de las oscilaciones marinas inducidas por acciones en los contornos.

La tesis se ha dividido en dos partes, en las que se estudian, respectivamente, el efecto
de la fricción con el fondo en ondas de gravedad de Stokes-II, y la generación de ondas de
borde por la acción de pulsaciones barométricas sobre la superficie del mar. El forzamiento
de ambos procesos actúa en la frontera del cuerpo fluido, el primero en el fondo, y el segundo
en la superficie; y en ambos casos se modifica la hidrodinámica marina en sentidos opuestos:
en el primer caso la interacción del agua con el fondo produce la disipación de enerǵıa del
oleaje, y en el segundo caso, la interacción con la atmósfera produce la generación de una
oscilación.

En la primera parte de la tesis se han analizado los procesos que tienen lugar en la
capa ĺımite del fondo, bajo ondas no-lineales sin rotura. El análisis se ha centrado en las
caracteŕısticas hidrodinámicas más relevantes en el estudio del transporte de sedimentos y en
la atenuación de las ondas, es decir, en la corriente estacionaria y la tensión tangencial en el
fondo, la enerǵıa cinética turbulenta y la disipación de enerǵıa debido a la fricción viscosa y
turbulenta.

Se ha desarrollado un modelo no-lineal que incluye la atenuación de la altura de ola, y en
el que las tensiones turbulentas han sido descritas siguiendo el modelo de dos ecuaciones de
Saffman (1970, 1974). Aśı, se ha resuelto el flujo en el núcleo del fluido y en la capa ĺımite
para el caso laminar (anaĺıticamente) y para el caso de flujo turbulento en la capa ĺımite
(numéricamente).

Se ha aplicado dicho modelo a una serie de casos de ondas de igual periodo y propagándose
sobre la misma profundidad, pero con diferentes valores del peralte y la rugosidad de lecho
de Nikuradse, con el fin de estudiar el efecto de estos dos parámetros en las caracteŕısticas
hidrodinámicas analizadas. Se ha encontrado que dicho modelo describe satisfactoriamente
el flujo en la capa ĺımite laminar y turbulenta, para los reǵımenes hidráulicos liso y rugoso.

En la segunda parte de la tesis se ha desarrollado un modelo hidrodinámico que predice
la generación de puntas y ensenadas en la plataforma continental interior, como consecuencia
de los vórtices turbulentos de viento actuando sobre la superficie del mar a sotavento de un
obstáculo geográfico como un cabo, una isla o una construcción humana.

Para ello se ha modelado el campo de presiones a sotavento de un obstáculo en condicio-
nes de viento intensas, teniendo en cuenta los vórtices emitidos y atrapados, y se ha obtenido
que la respuesta del agua a dicho forzamiento es una combinación de ondas de borde progre-
sivas y estacionarias capaces de generar formas litorales de gran escala en la ĺınea de costa.
Se ha encontrado también que la morfoloǵıa resultante refuerza la oscilación estacionaria,
produciendo una retroalimentación positiva del sistema, que resulta auto-forzado.

Este modelo ha sido aplicado a las puntas y ensenadas de la playa de Carchuna (Granada).
Por un lado, se han analizado las imágenes correspondientes a los d́ıas en los que se dan las
condiciones atmosféricas propicias para la emisión de vórtices desde el Cabo de Sacratif,
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viii Resumen

encontrándose en ellas patrones que sostienen el modelo anaĺıtico desarrollado. Por otro
lado, se ha descompuesto la ĺınea de costa en dos sistemas morfológicos regulares, y se ha
encontrado que las longitudes de onda de los sistemas morfológicos observados y predichos
son concordantes.

Por lo tanto, se puede concluir que el mecanismo analizado da una explicación plausible de
cómo han sido generadas las puntas y ensenadas de Carchuna, y que la presencia de obstáculos
geográficos o construcciones humanas cerca de una playa puede causar la generación de formas
de gran escala en su ĺınea de costa, alterando significativamente la anchura de playa.



Summary

In this PhD Thesis, some modifications of the ocean waves hydrodynamics induced on
the boundaries have been studied.

The thesis consists of two parts, where the effect of bottom friction on Stokes-II gravitatory
waves and the generation of edge waves due to barometric pulses acting on the sea surface
have been studied respectively. The forcing of both processes acts on the boundary of the fluid
body, the first one on the bottom and the second one on the sea surface; and in both cases
the ocean hydrodynamics is altered, in opposite directions: in the first case the interaction of
the water with the bottom produces the dissipation of wave energy, while in the second case
the air-sea interaction leads to the generation of an oscillation.

In the first part of the thesis, the processes that take place in the bottom boundary layer
under non-linear non-breaking water waves have been analysed. The analysis focuses on the
most relevant hydrodynamic features for the study of sediment transport and wave damping,
that is, on the bottom shear stress, the steady streaming, the turbulent kinetic energy and
the dissipation of energy due to viscous and turbulent friction.

A non-linear model that includes the wave height attenuation has been developed, in
which the turbulent shear stresses have been described following the two-equation model of
Saffman (1970, 1974). Then, it has been solved the wave motion in the core region of the fluid
and in the bottom boundary layer for the laminar case (analytically) and for the turbulent
case (numerically).

The model has been applied to a number of wave cases with the same period and propa-
gating over the same depth, but with different values of the wave steepness and the Nikuradse
roughness height, in order to study the effect of these two parameters on the analysed hy-
drodynamic features. It has been found that such model describes satisfactorily the flow in the
laminar and turbulent bottom boundary layer, and for both the smooth and rough hydraulic
regimes.

In the second part of the thesis, it has been developed a hydrodynamic model that predicts
the generation of horns and coves on the inner continental shelf, resulting from turbulent wind
vortices blowing over the sea surface on the lee side of geographic obstacles (e.g. capes, islands,
skyscrapers etc.).

Thus, the pressure field on the lee side of an obstacle has been modelled under intense
wind conditions, taking into account the vortex shedding and the reattachment of the flow,
to find that the sea response for that forcing is a combination of progressive and stationary
edge waves that are capable of generating large-scale coastal features on the coastline. It has
also been found that the resulting morphology reinforces the standing edge wave pattern,
produces positive feedback, and exhibits self-forcing behavior.

This model has been applied to the horns and embayments found at Carchuna Beach
(Spain). On one hand, it has been analysed the set of images corresponding to the days
in which the atmospheric conditions were propitious for the production of wind vortices on
the lee side of Cape Sacratif, to find patterns of pulses on the sea surface that sustain the
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x Summary

developed model. On the other hand, Carchuna’s coastline has been decomposed into two
regular patterns of features, and it has been found a good agreement between the wavelengths
of the observed and predicted morphologic systems.

Therefore, it can be concluded that the analysed mechanism offers a plausible explanation
of how the points and coves of Carchuna Beach have been generated, and that the presence
of geographic obstacles or human constructions close to a beach may cause the formation of
large-scale features on its coastline, significantly altering the beach width.



Índice general

Agradecimientos V

Resumen VII

Summary IX
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3.2.4. Influencia del régimen hidráulico en la corriente media euleriana . . . 45
3.3. Revisión del estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.1. Problema de cierre turbulento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.2. Corriente media euleriana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4. Planteamiento y formulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4.2. Formulación del problema. Ecuaciones del flujo en la capa ĺımite tur-
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laminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.4. Perfil de la velocidad media euleriana para los casos LAM. . . . . . . . . . . . 60
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción y objetivos

La ocupación de la zona litoral, donde vive aproximadamente un tercio de la población
mundial, no siempre ha respetado las zonas de influencia de los agentes climáticos maŕıtimos y
en muchas ocasiones se ha realizado sobre formaciones litorales de acumulación, como flechas
litorales, deltas, cordones dunares e incluso en terrenos ganados al mar.

Este uso incontrolado desde el punto de vista de la gestión costera, de los recursos naturales
está forzando la evolución del litoral sin contar con los agentes ambientales, lo que puede tener
consecuencias socio-económicas a corto, medio y largo plazo.

En España, y muy en particular en Andalućıa, esta tendencia resulta especialmente grave,
puesto que las actividades económicas desarrolladas en torno al litoral son fuentes de ingresos
importantes para el sector terciario.

La morfoloǵıa costera es el resultado de las interacciones entre las oscilaciones marinas,
las corrientes, el transporte de sedimentos y la morfoloǵıa y geoloǵıa de la costa en śı. Por lo
tanto, la descripción, caracterización y modelado de los procesos hidrodinámicos que tienen
lugar en la franja litoral resulta fundamental para la predicción de la evolución de la costa y,
por lo tanto, para la correcta gestión de la misma.

1.1.1. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es describir y modelar dos procesos f́ısicos que modifican
la hidrodinámica marina por transmisión o disipación de la enerǵıa del fluido en sus fronteras:
(1) el forzamiento de ondas de borde por acciones atmosféricas en la superficie del mar durante
el paso de borrascas, y (2) la interacción de una oscilación progresiva de amplitud finita con
el fondo del mar, cuyo resultado es la atenuación de la amplitud de la onda. A continuación
se exponen los objetivos espećıficos relativos a cada uno de dichos procesos.

1.1.1.1. Forzamiento de ondas de borde por la acción del viento

En la primera parte de esta tesis doctoral se pretende analizar la hipótesis de que los
pulsos barométricos inducidos a sotavento de un obstáculo geográfico sobre la superficie del
mar sean capaces de forzar una oscilación marina de largo periodo capaz de modificar la
configuración de la ĺınea de costa.

Este tramo de costa tiene una plataforma continental interior claramente separada de la
exterior, y en ella las pulsaciones atmosféricas pueden generar oscilaciones cuyo transporte
de masa asociado atenúe o refuerce dichas puntas, lo que explicaŕıa la persistencia de las
mismas.

1



2 Introducción

1.1.1.2. Interacción con el fondo de un tren de ondas de amplitud finita

En la segunda parte de la tesis se pretende modelar el flujo en la capa ĺımite del fondo para
un flujo turbulento completamente desarrollado producido por un tren de ondas de amplitud
finita (dentro del régimen de Stokes-II).

En ondas sin rotura, la producción y disipación instantánea de enerǵıa está restringida
a la capa ĺımite del fondo. La puesta en movimiento del sedimento, la tasa de transporte de
sedimentos y la atenuación de la altura de ola dependen de la tensión tangencial en el fondo y
de la turbulencia del movimiento oscilatorio. Por otro lado, la variación del espesor de la capa
ĺımite en la dirección de propagación de la onda induce una corriente estacionaria adicional
que determina la dirección del transporte neto de sedimentos.

Por lo tanto, para comprender el transporte de sedimentos bajo olas de amplitud finita
sin rotura es necesario un estudio detallado del flujo en la capa ĺımite del fondo, que es
frecuentemente turbulento.

1.2. Planteamiento y formulación del problema

El modelado de ambos fenómenos ha sido abordado desde un punto de vista anaĺıtico,
planteando un problema de contorno derivado de las ecuaciones de Navier-Stokes.

En el caso de las oscilaciones de largo periodo inducidas por las pulsaciones de presión,
se han empleado las ecuaciones de aguas someras, que proceden de integrar en la columna de
agua las ecuaciones de Navier-Stokes, aplicando las hipótesis de ondas largas. El forzamiento
meteorológico sobre la superficie del mar ha sido modelado esquemáticamente a partir de las
caracteŕısticas de los vórtices que lo producen.

En el caso de la capa ĺımite del fondo, al ser el flujo turbulento, se han empleado las
ecuaciones de Navier-Stokes en su versión promediada en un periodo de onda (ecuaciones
de Reynolds), y dado que las ondas a estudiar son de amplitud finita, el problema se ha
desarrollado hasta el segundo orden de aproximación. El problema aśı planteado no se puede
resolver, ya que en él intervienen unos términos relacionados con la turbulencia, que son
las tensiones de Reynolds. Para modelar dichas tensiones, se ha empleado un modelo de
turbulencia (Saffman, 1970; Saffman and Wilcox, 1974) que introduce dos nuevas variables
en el problema. la enerǵıa cinética turbulenta y la pseudo-vorticidad, a partir de las cuales se
define la viscosidad de remolino o viscosidad turbulenta. La resolución del problema resultante
requiere la elaboración de un modelo numérico sencillo en diferencias finitas.

1.3. Organización de la tesis

La tesis se ha organizado como sigue:
En el primer caṕıtulo se expone la motivación, los objetivos y el planteamiento general

de la tesis.
En el segundo caṕıtulo se estudia y modela el mecanismo de generación de formas litorales

desencadenado porque la presencia de un obstáculo geográfico cerca de una playa, en deter-
minadas condiciones de viento, modifica el flujo de aire a sotavento emitiendo unos sistemas
de vórtices que, actuando sobre la superficie del mar, inducen una oscilación de largo periodo
capaz de modificar la morfoloǵıa de la playa.

En el tercer caṕıtulo se presenta el desarrollo del modelo hidrodinámico de la capa ĺımite
turbulenta bajo ondas de amplitud finita (Stokes-II), capaz de explicar las caracteŕısticas
fundamentales del movimiento que intervienen en el transporte de sedimentos y la atenuación
de la enerǵıa del oleaje debido a la fricción viscosa y turbulenta con el fondo, incluyendo la
corriente estacionaria del fondo.
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En el cuarto caṕıtulo se presentan las conclusiones generales de la tesis.
En el apéndice A se presenta el desarrollo matemático completo del flujo bajo ondas de

Stokes-II, incluyendo la atenuación de la altura de ola debido a la fricción viscosa y turbulenta
en la capa ĺımite. Incluye la solución anaĺıtica del movimiento en el núcleo del fluido y el flujo
en la capa ĺımite para los casos laminar y turbulento.

1.4. Conclusiones generales

En la primera parte de la tesis se ha presentado un mecanismo de generación de formas
litorales, se han modelado en primer lugar las pulsaciones de presión asociadas a un obstáculo
geográfico de determinadas dimensiones, después se ha obtenido que la respuesta del mar a
dicho forzamiento es una serie de ondas de borde que interaccionan entre ellas dando lugar
a un sistema determinado de formas de gran escala en la ĺınea de costa. Este modelo ha sido
aplicado a un caso real, la playa de Carchuna, en Granada, y se han encontrado concordancia
entre los datos de los pulsos barométricos observados en las video-imágenes y los predichos
por el modelo, y entre las formas litorales observadas en la playa y las predichas por el modelo
para dichas pulsaciones.

En la segunda parte de la tesis se ha obtenido un modelo capaz de describir el movimiento
en la capa ĺımite del fondo bajo ondas de amplitud finita válido para los reǵımenes laminar,
transitorio, turbulento liso y turbulento rugoso. A partir de este modelo se a obtenido la
variación de la corriente estacionaria, las tensiones tangenciales en el fondo y la disipación
de enerǵıa con el peralte y la rugosidad del lecho, sin tener en cuenta variaciones en la
profundidad relativa.
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ABSTRACT10

This article presents a hydrodynamic model that predicts the generation of horns and11

coves on the inner continental shelf, resulting from turbulent wind vortices blowing12

over the sea surface on the lee side of geographic obstacles (e.g. capes, islands,13

skyscrapers etc.). Such vortices generate edge waves whose net bedload sediment14

transport leads to the formation of such features. The resulting morphology reinforces15

the standing edge wave pattern, produces positive feedback, and exhibits self-forcing16

behavior. This model is applied to the horns and embayments found at Carchuna Beach17

(Spain), and offers a plausible explanation of how they have been generated. The results18

show that the presence of geographic obstacles or human constructions close to a beach19

may cause the formation of large-scale features on its coastline, significantly altering20

the beach width.21

22

KEYWORDS23

Large-scale features, wind vortices, edge waves, numerical modeling, video-images24
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1. INTRODUCTION25

26

The morphology of the coast is determined by complicated interactions between waves,27

currents, sediment transport and the coastal geology and morphology itself. This28

complexity is increased due to the wide range of scales covered by the landforms, which29

include from small-scale features such as beach cusps (few meters) to large-scale30

features (even hundreds of kilometers) that may configure the coastline itself (Pethick,31

1984). Between the different coastline morphological features, approximately 40% of32

the world’s coastline is formed by beaches consisting of unconsolidated deposits of sand33

and gravel on the shore (Bird, 2000), which are by definition dominated by waves,34

being amongst the most dynamical physical systems on earth (Short, 1999).35

36

Beaches commonly show projections of sediment that trend at right angles to the37

shoreline and are known with different nomenclatures such as beach cusps, shoreline38

sand waves, rhythmic features or giant cusps (Komar, 1998). They commonly occur in39

series with a fairly uniform spacing (defined as the horizontal distance between40

successive cusps), although they can also appear isolated or not uniformly spaced41

(Ortega-Sánchez et al. 2003). Numerous competing hypotheses and models based on42

diverse conceptions of the important forces and interactions have been advanced to43

explain such beach morphological features (Komar, 1998; Short, 1999). Although44

different research studies have focused on the generation of coastal morphology due to45

ocean dynamics in the form of wind waves (Ashton et al. 2001; Dalrymple and Lanan,46

1976; Dean and Maurmeyer, 1980; Ortega-Sánchez et al. 2003), the main studies have47

8 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos
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focused on trapped long waves (Bowen and Inman, 1971; Guza and Inman, 1975) and48

shelf organization (Werner and Fink, 1993).49

50

The beach planform has received an intensive study during last decades, particularly,51

through the so-called one-line modeling, a well known tool to predict changes in the52

shoreline position due to its simplicity (Pelnard-Considére, 1956; Komar, 1998). In the53

simplest version of those models, the governing equation for the small deviations of the54

coastline position with respect to its linear trend is a linear diffusion equation. Ashton et55

al. (2001) explained the formation of coastline features by large instabilities induced by56

high-angle waves showing that when the wave angle in deep water is larger than about57

42º the rectilinear coastline is unstable. Falqués (2003) pointed out that the traditional58

one-line model neglects the changes in wave height and angle at breaking caused by the59

changes in coastline orientation. However, these intrinsic weaknesses can be relaxed by60

numerical models (Payo et al. 2007).61

62

Carchuna, located in the Spanish Mediterranean Coast, is a 4 km long reflective63

beach (Wright and Short 1984) characterized by the presence of large scale shoreline64

features (horns) which do not appear to be periodically spaced. A leading hypothesis for65

their formation is the generation of circulation patterns associated with highly oblique66

wave propagation over submarine canyons present in the bathymetry (Ortega-Sánchez67

et al. 2003). However, there are still certain large-scale features that cannot be explained68

by these theories. Ortega-Sánchez et al. (2003) studied the main mechanisms that can be69

responsible of the formation of the large scale cuspate features present at Carchuna70

beach. The formation of the main horns seems to be produced due to the wave refraction71

2.2 Introduction 9
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patterns over a system of submarine fluvial valleys; however, the existence of rhythmic72

features between them is not sufficiently explained. Their possible formation due to the73

existence of trapped long waves was studied by Ortega-Sánchez et al. (2003), although74

Ortega-Sánchez et al. (2004) pointed out the need to study other possible generating75

mechanisms, particularly, the circulation induced by the predominant wind.76

77

This paper explores the possible generation of horns and coves on the inner78

continental shelf resulting from turbulent wind vortices blowing over the sea surface on79

the lee side of geographic obstacles and its applicability to Carchuna beach, following80

the open theories proposed by Ortega-Sánchez et al. (2004).81

82

2. FIELD SITE83

84

Carchuna, located in the SE Mediterranean coast of Spain, is a 3900 m long beach with85

the shoreline oriented E-W and bounded on its West side by Cape Sacratif and on its86

East side by Punta del Llano (figure 1). The beach is reflective with a narrow inner87

shelf; the sediment is heterogeneous varying from fine (D50~0.3mm) to very coarse88

(D50~50mm) (Ortega-Sánchez et al. 2003).89

90

Figure 191

92

The main wave-incoming directions are W and E, and the mean tidal range is 0.60 m.93

The most intense winds at the study site are associated to the passage of North-Atlantic94

10 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos



AC
C

EP
TE

D
 M

AN
U

SC
R

IP
T

ACCEPTED MANUSCRIPT

5

and South-Atlantic cyclones, which often cross Spain from west to east (along latitude95

40ºN). The main directions of these winds are W, WNW, WSW, E and ENE (figure 2).96

97

Figure 298

99

 Its plan form commonly shows five cuspates with horns (figure 1, H-1 to H-6). The100

extent of the horns seaward may depend on the wave climate (Ortega-Sánchez et al.101

2004). The analysis of aerial photographs since 1956 and images from video-camera102

station installed in November 2002 does not reveal a significant change on the103

alongshore location of the horns, although their cross shore length and width may vary104

in time (Ortega-Sánchez et al. 2003).105

106

3. METHODOLOGY107

108

3.1. Video - images109

110

In November 2002 a video-image monitoring station based on ARGUS technique111

(Aarninkhof and Holman, 1999) was settled on Cape Sacratif. The station is located 90112

m above the mean sea water level and includes 3 video-cameras that are collecting113

images during the first 10 minutes of each daylight hour at a frequency of 2 Hz. Video-114

images consist on an instantaneous image (snapshot), a time-averaged image (timex)115

over a 10 minute period and a variance image over the same period. Hourly images116

from each day were themselves averaged to create a “daytimex”, a composite image that117

reveals the daily mean morphology.118

2.4 Methodology 11
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119

Figure 3120

121

After installation, the location of the cameras and a number of clearly visible ground122

control points (GCPs) were surveyed relative to a known benchmark. From comparison123

of the image and world location of the GCPs, the photogrammetric transformation from124

image to world space was computed using the technique presented by Holland et al.125

(1997) to allow georeferenced digitization of morphological features. Accuracy of this126

process is typically one pixel. At midbeach, one pixel corresponds to a ground accuracy127

of 1.5 and 3.4 m in the cross-shore and alongshore directions, respectively, worsening to128

6.49 and 11.59 m at the far end of the beach.129

130

3.2. Physical processes131

132

It is quite frequent to find geographic landforms (e.g. capes reefs, islands) as well as133

urban structures near beaches, which shelter the beach from the wind and force it to134

blow over and around them. This evidently perturbs the leeward air flow.135

136

The air flow around a geographic obstacle is very turbulent, as its Reynolds137

number is relatively high (Re ~ 108). Since the eddy viscosity is εair ~ 10m2/s, the138

effective Reynolds number is Reeff ~ 500. As a result, a large-scale Von Kármán vortex139

street (30 < Reeff < 5000) can occur leeward of the obstacle. Figure 4 (A-F) shows a140

scheme of how the air flow is affected by a geographic obstacle. When the wind blows141

laterally past a geographic obstacle (A), vortex shedding occurs and a progressive,142

12 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos
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oscillatory pressure field arises leeward of the obstacle. When the wind blows over an143

obstacle (B), it subsequently reattaches the boundary, producing a wake where the144

vortices are trapped and where the associated maximum pressures always act on the145

same position. C to F represents the coupling between the forcing system (pressure146

field) and the oscillation generated in four possible situations: the fluctuating pressure147

can be associated with vortex shedding (C and D) or the reattached flow (E and F); and148

edge waves can be standing (C and E) or progressive (D and F). For both systems to be149

coupled, the following must hold: Lw = Lpy = Lp  sin θp.150

151

These vortices travel over the sea with a basic frequency fv that can be obtained152

from the Strouhal number, S = D fv/U10, whose value (usually 0.20 – 0.25) depends on153

the geometry of the obstacle and the Reynolds number, and where D is the principal154

dimension of the obstacle and U10 is the general flow velocity. This vortex system155

propagates in a direction vθ , with a velocity Cv, a wavelength Lv, and a frequency fv,156

creating pressure and shear stress fields on the sea surface with the same kinematic157

characteristics.158

159

Figure 4160

161

Furthermore, the air flow over the obstacle (figure 4B) reattaches to the sea162

surface within a distance of 13-15 wind break heights (H), forming a wake of trapped163

vortices (Good, 1968; Nezu and Nakagawa, 1987; Nakagawa and Nezu, 1987). It164

induces a quasi-standing pressure field with maximum suctions separated by a distance165

2.4 Methodology 13
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L ~ 4 - 6H. It thus results in a pulsating pressure field on the sea surface associated with166

both vortex shedding and re-attached flow behind geographic obstacles.167

168

On the other hand, edge waves are oscillations trapped on the inner continental169

shelf that propagate alongshore with an amplitude that decreases seawards in the cross-170

shore direction. This phenomenon was first mathematically described by Stokes (1847)171

and afterwards revised by Ursell (1952). These waves have periods between a few172

seconds and several hours. Large-scale edge waves can be forced by the stress of the173

wind over the sea surface or by the pressure associated with a storm traveling parallel to174

the coastline (Munk et al., 1956; Greenspan, 1956). The waves of periods between 30175

seconds and 5 minutes can be forced by the non-linear interaction of wave groups176

(Gallagher, 1971; Shäffer, 1990) or by a non-linear subharmonic resonance mechanism177

(Guza and Bowen, 1976; Minzoni and Whitman, 1977).178

179

This article explains how pulsating pressure fields with periods of 30 – 90 s,180

associated with vortex shedding and re-attached flow, can generate edge waves on the181

inner continental shelf with the kinematic characteristics of the pressure field182

fluctuations. For this reason, on the coast there may be a discrete spectrum of edge183

waves of different periods and modes generated by this mechanism, traveling in the184

same or opposite directions.185

186

The superposition of edge waves of the same period produces standing or187

partially standing oscillations, whose net mass transport might create a complex188

rhythmic morphology (Bowen and Inman, 1971; Guza and Inman, 1975; Holman and189

14 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos
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Bowen, 1982) (i.e. coves and horns). Once the morphodynamic process has begun, edge190

waves are reflected between the horns (Baquerizo et al. 2002). This reinforces the191

generation of these coastal features and acts as positive feedback.192

193

3.3. The model194

195

The coordinate system is located on the coastline at the still water level. The z axis is196

vertical and positive in the upwards direction; the y axis is located along the main197

coastline alignment; the x axis is perpendicular to it and positive in the seaward198

direction; and t represents the time.199

200

The forcing induced by the vortex system is 1 s
s

w

F p
h
τ

ρ
⎛ ⎞

= −∇⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , and includes201

the pressure ( sp ) and the shear stress ( ),s s x s yτ τ τ=  fields acting on the free surface202

( , )z x yη= ; ( ),h x y  is the depth; and wρ  is the water density.203

This forcing can be expressed as a spectrum of frequencies, wave numbers and204

directions:205

( ) ( ) ( ), ,, , , ·exp i ·T ijk p i k p j
i j k

F x y t f x y k v x tσ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑∑∑                                                  (1)206

where , ,2p j p jfσ π=  is the angular frequency; ,p ik  is the complex wave number, whose207

real part is { }, ,Re 2 /p i p ik Lπ=  and whose imaginary part, { },Im p ik , is the damping208

coefficient and kv  is a unit vector in the direction and sense of the propagation of the209

pressure pulses. A standing forcing is modeled as the superposition of two components210

traveling in opposite directions.211

2.4 Methodology 15
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212

The sea response to a single component of characteristics ( ), ,p pk vσ ,213

( ) ( ) ( ), , , exp i ·p pF x y t f x y k v x tσ⎡ ⎤= −⎣ ⎦                                                                       (2)214

is obtained on the basis of linear long-wave equations, without taking into account the215

Earth’s rotation:216

( ) ( )

( )

  
0

 

 

x

y

w w s

U h V h
t x y
U g U F
t x
V g V F
t y
p g z p

η

η λ

η λ

ρ η

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂

= − − +
∂ ∂
∂ ∂

= − − +
∂ ∂

= − +

                                                                                           (3)217

where wp  is the hydrodynamic pressure; ( ),U V  is the depth-averaged velocity; λ  is a218

linear friction coefficient; ( ),x yF F  are the components of vector F ; wρ  is the water219

density; and g  is the gravity. The boundary conditions are ( )0, , 0U x y t= =  (non-flux220

across the coastline) and lim 0
x

η
→∞

=  (free surface vanishes far from the coast).221

222

4. RESULTS223

224

The previous model has been applied to a semi-infinite beach bounded by a 100 m high225

cape that projects 200 m out to sea. The profile of the beach is presented in figure 5,226

which represents a similar geometry to that of Carchuna Beach. The annual maximum227

average winds on the beach have been considered. They come from the third quadrant228

(S-W), are mainly associated with the passage of Atlantic storms towards the229

16 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos
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Mediterranean Sea (Ortega-Sánchez et al. 2003), have an average velocity of 14-18 m/s230

and their probability of occurrence is 0,6%.231

232

Figure 5233

234

If the domain is semi-infinite, it holds that the principal sea oscillation mode is235

an edge wave with a period equal to that of the forcing that produces it, and its wave236

number equals the longitudinal component of its wave number (see figure 6). Since the237

model is linear, the response to the total forcing can be obtained by superposition, based238

on the sea response to each component. Within the spectrum of forced sea surface239

oscillations, only certain waves satisfy the edge wave dispersion equation for the inner240

continental shelf morphology (points where the red and blue curves coalesce in figure241

7).242

243

Figure 6244

245

Figure 7246

247

The superposition of two edge wave modes with the same period results in a248

partially standing wave. Under the hypothesis of bedload sediment transport, the net249

mass transport in the boundary layer may generate a rhythmic morphology (see figure250

8) with a spatial periodicity of ( )2 /f m rL k kπ= − , where mk  and rk  are the wave251

numbers of the superimposed modes (Holman and Bowen, 1982).252

253
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Figure 8254

255

Based on data in maps and photographs, the coastline is composed of different256

landforms, and is divided into three sectors (I, II, III) (see figure 9C). Sector III includes257

the western part of Punta del Llano at the far end of the beach. In Sector II, the forms258

are neither permanent nor fixed, but migrate along the coast.259

260

In Sector I, which is the closest to Cabo de Sacratif, the most predominant261

landforms are permanent, sharply-defined horns that increase and decrease in the cross-262

shore direction throughout the year, but do not migrate alongshore.  In this sector, the263

shoreline can be decomposed into two quasi-regular patterns of features, starting at264

Cape Sacratif, which include four and two horns respectively. The first system has265

horns with distances of 1300 m between them (see figure 9C in blue). The second266

system, superimposed on the first, has horns of 600 m between them (see figure 9C in267

red).268

269

Figure 9270

271

Under such wind conditions, following the described model, vortex shedding272

would occur from Cabo de Sacratif with distances of 1000 m between vortices, which273

would force progressive edge waves with wavelengths of 550–2000 m and wave periods274

of 53 – 68 s (see table 1). By mode interaction (Bowen and Inman, 1971; Guza and275

Inman, 1975; Holman and Bowen, 1982), these waves can generate horns inter-spaced276

at 1100-1300 m (see table 1, figure 8). This explains the first set of coastal landforms277

18 Formas litorales de gran escala generadas por pulsos barométricos



AC
C

EP
TE

D
 M

AN
U

SC
R

IP
T

ACCEPTED MANUSCRIPT

13

initially observed (see figure 9C in blue). In analogy to Phillips’ (1957) theory, for this278

vortex system to be resonant with the resulting edge waves, the following must hold: Lv279

sin θv = Lw. In this case, the relation is fulfilled with an annual average frequency280

0,1%, when the wind blows obliquely at angles within 35º-55º (see table 1).281

282

Moreover, the pressure field associated with flow reattachment would have283

maximum values every 400–600 m along a distance of approximately 1500 m (Good,284

1968; Nezu and Nakagawa, 1987; Nakagawa and Nezu, 1987), which would force285

partially standing edge waves with wavelengths of 800–1200 m (see table 2). Such286

waves can generate horns on their antinodes (Bowen and Inman, 1971) every 400–600287

m., such as the second set of forms (see figure 9C in red). Horn H3 is reinforced by both288

phenomena, and is thus the most robust and sharply defined.289

290

Table 1291

292

Table 2293

294

The edge waves induced by both mechanisms can couple, mutually reinforcing295

each other within a wide range of wave periods and wavelengths (T ~ 53 – 68 s, L ~296

800–1200 m) (see tables 1 and 2, figure 7). Furthermore, as the obtained damping297

coefficient is kI  ~ 10-5 rad/m, it indicates a low dissipation rate, and thus, these waves298

can last for several hours after the forcing agent has disappeared in a similar way to299

wind waves that continue propagating after the passage of the storm (Phillips, 1957).300

301
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Visual inspection and the application of ARGUS techniques to the complete data302

record of video-images captured during storms, over a period of 2 years, allowed303

identifying two types of pressure pulses. The first type, close to the cape, has vortices304

distanced 300 – 500 m from each other (see figure 9B, taken on 21-Jan-03 at 17 GMT305

during a North Atlantic storm with a wind of 11 m/s from the W), so they could be306

related to the flow reattachment to the boundary. The second type, occurring all along307

the beach, has vortices distanced 1000 m. from each other (see figure 9A, taken on 28-308

Dec-03 at 09 GMT during a North Atlantic storm with a wind of 10 m/s from the309

WNW), so they could be associated with vortex shedding at Cabo de Sacratif.310

311

Under mild sea state conditions the nearshore circulation generated by the wind312

waves (Ortega-Sánchez, 2004; Ortega-Sánchez et al. 2004) may reinforce the present313

mechanism. Erosion of the horns under heavy sea states and strong winds (Ortega-314

Sánchez et al. 2004), could possibly be the negative feedback which stabilizes the315

sedimentation regime resulting in equilibrium. Thus, the persistent large features (i.e.316

horns and coves) observed at Carchuna beach seem to be a good example of self-317

organization theory.318

319

Figure 10320

321

5. CONCLUSIONS322

323

It has been conjectured that the presence of a geographic obstacle or a human324

construction near the coast may induce the generation of edge waves on its lee side,325
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under strong wind conditions. These edge waves may as well form large-scale coastal326

features. Thus, the presence of an obstacle near the beach, under certain conditions, may327

have some influence on its morphology. A hydrodynamic model that reproduces this328

process was developed and applied to Carchuna beach, an approximately 4 km long329

beach characterized by the presence of large scale shoreline features (horns).330

331

It was found that the model predicts the presence of pressure pulses on the free surface332

with the same characteristics as those observed on the video-images. Besides that, for333

these conditions the model predicts the generation of horns and coves with length scales334

that coincide with those observed on the beach. In summary, the application of this335

model to Carchuna Beach shows results that are in accordance with the observed data,336

concluding that the analyzed conjecture seems to be plausible.337

338
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FIGURE CAPTIONS444

445

Figure 1. Location and general bathymetry of Carchuna beach (Granada, Southern446

Spain). The photo on the right shows an aerial view of the area.447

Figure 2. Average wind velocity and direction 10 meters above the mean sea water448

level.449

Figure 3. Examples of timex images from (a) camera 1 showing the part of the beach450

closest to Sacratif Cape; (b) camera 2 looking to the middle of the beach, and (c) camera451

3 visualizing the western part of the beach.452

Figure 4. Air flow affected by a geographic obstacle for A) wind blows laterally past a453

geographic obstacle, B) wind blows over an obstacle. C) to F) represents the coupling454

between the forcing system (pressure field) and the oscillation generated in four455

possible situations: vortex shedding (C and D) or the reattached flow (E and F).456

Figure 5. Beach profile similar to that of Carchuna.457

Figure 6. Snapshot of the free surface and velocity field (A) and the net mass transport458

and its balance (B) due to a progressive forcing with T = 53 s and L = 1100 m.459

Figure 7: Solutions of the real (red curves) and the imaginary part (blue curves) of the460

edge waves dispersion relation, in function of σ and kR = Re{k} for (left) kI  =461

Im{k}=10-5, and (right) kI  = 10-4. The horizontal and vertical sectors are the (kR, σ)462

values obtained for vortex shedding (table 1) and flow reattachment (table 2)463

respectively. The shaded area represents where coupling occurs.464

Figure 8. Partially standing edge wave obtained by the superposition of modes Lw1=465

550m and Lw2 = 1100m, of Tw = 53s (the latter represented in figure 6). A represents a466

snapshot of the free surface and velocity field and B the net mass transport and its467
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balance. The bed trend indicates the formation of horns spaced at Lf  = 1/(L1
-1 – L2

-1) =468

1100m.469

Figure 9. Planform images of the beach based on three snapshots from the ARGUS470

station at the Sacratif lighthouse, where two different systems of pressure pulses can be471

seen (A and B). The lower figure C shows the subdivision of the coastline in three472

sectors and the presence of two systems of coastal formations in sector I.473

Figure 10. Summary of the theoretically predicted pressure pulses, edge waves and474

coastal features caused by vortex shedding and reattached flow. The theoretical475

predictions are in accordance with data.476

477

478

479

480

481

482

483

484

485

486

487

488

489

490

491
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TABLES492

493

Table 1: Characteristics of the progressive pulsating pressure field (period pT , pulse494

spacing pD ); the resulting edge waves (period wT  wavelength wL ); and the morphology495

(wavelength fL ) induced by vortex shedding at Carchuna Beach.496

497
U10 (m/s) Tp (s) Dp (m) Tw (s) Lw (m) θv,coup  (º) Lf (m)

14 68 952 68 733, 1692 52, -. 1300
18 53 952 53 550, 1100, 1955 34, - , -. 1100, 2515, 765

498
499

Table 2. Characteristics of the standing pulsating pressure field (pulse spacing pD ); the500

resulting edge waves (period wT  wavelength wL ); and the morphology (wavelength fL )501

induced by flow reattachment. totD  is the scope of flow reattachment  on the lee side of502

Cape Sacratif.503

504
505

Dtot (m) Dp (m) Lw (m) Tw (s) Lf (m)

1500 400 800 70, 44, 35 400
1500 600 1200 94, 57, 45 600

506
507
508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519
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Caṕıtulo 3

Capa ĺımite turbulenta bajo una
onda de Stokes II

3.1. Introducción

En ondas gravitatorias sin rotura, la producción y disipación instantánea de enerǵıa
está restringida a la capa ĺımite del fondo. La puesta en movimiento del sedimento, la tasa
de transporte de sedimentos y la atenuación de la altura de ola dependen de la tensión tan-
gencial en el fondo y de la turbulencia del movimiento oscilatorio. Por otro lado, la variación
del espesor de la capa ĺımite en la dirección de propagación de la onda induce una corrien-
te estacionaria adicional, llamada corriente media euleriana, que determina la dirección del
transporte neto de sedimentos. Por lo tanto, un análisis detallado del flujo en la capa ĺımite
turbulenta es fundamental para entender el transporte de sedimentos bajo oleaje sin rotura.

La hidrodinámica de la capa ĺımite bajo una onda depende del régimen de oscilación
(Stokes y Boussinesq) y del régimen hidráulico (laminar, de transición, turbulento liso y
turbulento rugoso). Las variables hidrodinámicas que influyen en la corriente estacionaria del
fondo son el peralte de la onda, H∗/L∗, la profundidad relativa, k∗h∗0, el número de Reynolds
y la rugosidad del fondo, zr.

El objetivo de este caṕıtulo es describir detalladamente el flujo en la capa ĺımite turbulenta
completamente desarrollada debida a un tren de ondas de amplitud finita para analizar: (1)
la importancia de la asimetŕıa del oleaje en el desarrollo de la capa ĺımite, (2) la influencia
de la rugosidad del fondo y del régimen hidráulico en la misma, y (3) las cantidades medias
asociadas al flujo en la capa ĺımite, como la velocidad media euleriana y la disipación media.
Como objetivo secundario, se estudiará en qué casos es importante emplear una teoŕıa de
segundo orden para evaluar la tensión tangencial en el fondo y la corriente media euleriana.

Las caracteŕısticas turbulentas se han determinado a partir del modelo de cierre de la
turbulencia de dos ecuaciones propuesto por Saffman (1970), cuyas caracteŕısticas principales
se describen en el apartado 3.4.3. Este modelo es capaz de describir la turbulencia en régimen
hidráulico liso, rugoso e intermedio, donde dichas caracteŕısticas dependen no sólo de la
rugosidad del lecho, sino también del número de Reynolds. Además, dicho modelo es capaz
de describir la subcapa viscosa y permite imponer la condición de no deslizamiento en el
fondo. El modelo de turbulencia de Saffman (1970) ha sido empleado anteriormente para
modelar la capa ĺımite oscilatoria bajo ondas gravitatorias por Jacobs (1984) y Blondeaux
(1987).

Sin embargo, el análisis de Jacobs (1984) es válido sólo para valores muy altos del número
de Reynolds y, por tanto, no considera expĺıcitamente la subcapa viscosa. Por otro lado,
Blondeaux (1987) analizó sólo la capa ĺımite oscilatoria uniforme, sin tener en cuenta la
velocidad media euleriana que se genera bajo ondas marinas progresivas.

39
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Este caṕıtulo se centra en el estudio de la capa ĺımite del fondo turbulenta, no homogénea
y no estacionaria bajo ondas gravitatorias, teniendo en cuenta los efectos no-lineales debidos
al peralte de la onda.

3.2. Conceptos y definiciones

En este apartado se presenta una revisión de los conceptos que se van a analizar poste-
riormente.

Para valores pequeños de la viscosidad, los gradientes de velocidad cerca de los contornos
(donde se cumple la condición de no-deslizamiento) son muy altos, de manera que las tensiones
viscosas tienen valores significativos solamente en una región cercana al contorno de espesor
muy fino llamada capa ĺımite.

En el caso de ondas marinas, el flujo en la capa ĺımite es frecuentemente turbulento y
por lo tanto, hay que tener en cuenta además las tensiones de Reynolds. En este caṕıtulo se
analiza el caso de un fondo ŕıgido e impermeable.

3.2.1. Definiciones de variables y monomios adimensionales

3.2.1.1. Número de Reynolds, RE, velocidad orbital, U∗0m, amplitud orbital, ab,

y rugosidad relativa del fondo, a∗b
k∗N

La velocidad de las part́ıculas del fondo en el extremo superior de la capa ĺımite, u∗∞(x, t),
es oscilatoria, y su valor máximo se llama velocidad orbital, U∗0m. En teoŕıa lineal se puede
expresar como:

u∗0∞ = −U∗0m cos(k∗x∗ + ω∗t∗), (3.1)

donde ω∗ = 2π/T ∗ es la frecuencia angular, k∗ = 2π/L∗ es el número de onda, T ∗ es el
periodo y L∗ la longitud de onda.

Por lo tanto, la amplitud orbital del movimiento de las part́ıculas del fondo, en el extremo
superior de la capa ĺımite es

a∗b =
U∗0m

ω∗
(3.2)

Aśı, para el análisis hidrodinámico de la capa ĺımite, se ha definido el número de Reynolds
como:

RE =
U∗0m a∗b

ν∗
=

U∗0m
2

ω∗ν∗
, (3.3)

donde ν∗ es la viscosidad cinemática, y se ha definido la rugosidad relativa del fondo como

a∗b
k∗N

(3.4)

donde k∗N es la altura de rugosidad de Nikuradse.

3.2.1.2. Espesor de la capa ĺımite, δ∗cl y longitud de Stokes, δ∗

El espesor de la capa ĺımite, δ∗cl, es la distancia desde el fondo en la que se aprecia la
influencia de la viscosidad, y se puede evaluar como la distancia desde el fondo en la que la
velocidad instantánea del fluido pasa de ser nula a tener el valor de la velocidad en el exterior,
u∗∞:

u∗(x∗, y∗0 + δ∗cl, t
∗) = u∗∞(x∗, t∗) (3.5)

En una capa ĺımite oscilatoria no-uniforme esta cantidad vaŕıa en el tiempo y en la dirección
de propagación de las ondas.
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La longitud de Stokes representa el orden de magnitud del espesor de la capa ĺımite para
el caso de régimen laminar, y su valor es:

δ∗ =

√
2ν∗

ω∗
(3.6)

3.2.1.3. Tensión tangencial en el fondo, τ∗b , y viscosidad de remolino, ν∗T

La tensión tangencial en el fondo, τ∗b , es un parámetro determinante para el inicio del
movimiento de las part́ıculas de sedimento. En el caso de flujo turbulento, se calcula como la
suma de las tensiones viscosas y turbulentas evaluadas en el fondo:

τ∗b =
[
ρ∗ν∗

∂u∗

∂y∗
− ρ∗ u∗′v∗′

]
y∗=y∗0

(3.7)

donde ρ∗ es la densidad del agua y (u∗′v∗′) son las velocidades de fluctuación.
Las tensiones turbulentas de Reynolds se suelen modelar análogamente a las tensiones

viscosas, definiendo una viscosidad equivalente, ν∗T , llamada viscosidad de remolino. Por lo
tanto, la tensión tangencial en el fondo queda como sigue:

τ∗b = ρ∗ [ν∗ + ν∗T (y∗=y∗0)]
∂u∗

∂y∗

∣∣∣∣
y∗=y∗0

(3.8)

Dado que el flujo
La tensión tangencial en el fondo asociada a un flujo oscilatorio es también oscilatoria, y

presenta un desfase con respecto a la velocidad orbital, φ. Este desfase es de 45o para la capa
ĺımite laminar, y del orden de 10o para el caso turbulento.

En el caso de ondas de amplitud finita, la tensión tangencial en el fondo es asimétrica,
de manera que existe una tensión tangencial neta que puede estar dirigida en el sentido de
propagación de las ondas o en el sentido opuesto. Esta tensión neta se calcula promediando
la tensión en el fondo en un ciclo de onda:

τ∗b =
1
T ∗

∫ T ∗

0
τ∗b dt∗ (3.9)

3.2.1.4. Factor de fricción bajo ondas, fw, y velocidad de corte, U∗f

El factor de fricción bajo ondas marinas, fw, se define análogamente al factor de fricción
de Darcy-Weissbach para flujo en canales aboertos:

τ∗b,max =
1
2
ρ∗fwU∗0m

2. (3.10)

En el caso de flujo en régimen laminar o turbulento liso, el factor de fricción depende
sólo del número de Reynolds, RE ; en el caso de régimen turbulento rugoso depende sólo de
la rugosidad relativa, a∗b

k∗N
; y en el caso de régimen turbulento intermedio depende de ambos

parámetros.
La velocidad de corte, U∗f , se define a partir de la tensión tangencial en el fondo, como la

velocidad que satisface la siguiente relación:

τ∗b = ρ∗ U∗f
2 (3.11)
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3.2.1.5. Enerǵıa cinética turbulenta, e∗

La enerǵıa cinética turbulenta, e∗, se define como la enerǵıa cinética por unidad de masa
del movimiento de fluctuación turbulenta:

e∗ =
1
2

(
u∗′2 + v∗′2 + w∗′2

)
(3.12)

3.2.1.6. Corriente media euleriana, u∗S

En un movimiento oscilatorio no uniforme, cerca del fondo existe una corriente estaciona-
ria de segundo orden, u∗S como resultado al gradiente de la presión dinámica y las tensiones
de Reynolds debidas a las velocidades de fluctuación.

La velocidad media euleriana, u∗S , se puede obtener resolviendo las ecuaciones promediadas
de Reynolds hasta el segundo orden de aproximación.

3.2.1.7. Disipación de enerǵıa, D∗

En olas sin romper, la enerǵıa se disipa en la capa ĺımite del fondo debido a las tensiones
viscosas y a la turbulencia. La turbulencia extrae enerǵıa del movimiento del flujo medio y
la emplea en generar enerǵıa cinética turbulenta (e) en la capa ĺımite. Esta enerǵıa se va
cediendo a movimientos de escalas espaciales cada vez menores (vórtices), y finalmente se
disipa mediante fricción viscosa en forma de calor. Aśı, la disipación de enerǵıa se puede
calcular como el trabajo realizado por las tensiones tangenciales viscosas y turbulentas en la
capa ĺımite. La disipación de enerǵıa promediada en un ciclo de onda es:

D∗ =
1
T ∗

∫ T ∗

0

∫ ∞

0
τ∗

∂u∗

∂y∗
dy∗dt∗ (3.13)

3.2.1.8. Factor de pérdida de enerǵıa, fe

El factor de pérdida de enerǵıa, fe, se define como el valor constante que satisface la
siguiente relación:

D∗ =
2
3π

ρ∗feU
∗
0m

3 (3.14)

3.2.1.9. Coeficiente de atenuación de la altura de ola, A∗

El coeficiente de atenuación, A∗ = f(h∗, ω∗, ν∗), se define asumiendo que la altura de ola,
H∗, vaŕıa como una función exponencial negativa del tiempo:

H∗ = H∗
0 exp (−A∗ x∗) . (3.15)

La distancia que debe viajar una onda para reducir su altura de ola a la mitad es x∗h, y la
distancia en la que la altura de ola pasa de ser H∗

0 a H∗
0/e es x∗e. Para la expresión anterior,

estas distancias resultan:
x∗h =

ln 2
A∗

y x∗e =
1

A∗
(3.16)

3.2.2. Influencia del régimen hidráulico en el coeficiente de fricción

A la luz de la teoŕıa lineal (véase Fredsøe and Deigaard (1992)), se presenta un breve
resumen de cómo el régimen hidráulico afecta al coeficiente de fricción.

En un flujo oscilatorio uniforme, al primer orden de aproximación, o según la teoŕıa lineal
de ondas, la velocidad en el extremo superior de la capa ĺımite se puede escribir como:

u∗∞ = U∗0m sin(ω∗t∗) (3.17)
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3.2.2.1. Régimen laminar, RE < 5 · 104

En el caso de flujo laminar en la capa ĺımite, el perfil vertical de la velocidad instantánea
horizontal es:

u∗ = U∗0m sin(ω∗t∗)− U∗0m exp
(
−y∗

δ∗

)
sin
(

ω∗t∗ − y∗

δ∗

)
. (3.18)

Aśı, el espesor de la capa ĺımite es del orden de magnitud de la longitud de Stokes, δ∗.
La tensión tangencial en el fondo resulta:

τ∗b = ρ∗ν∗
∂u∗

∂y∗

∣∣∣∣
y∗/δ∗=0

= ρ∗ν∗
U∗0m

δ∗
[sin(ω∗t∗) + cos(ω∗t∗)] =

√
2ρ∗ν∗

U∗0m

δ∗
sin(ω∗t∗ + π/4),

(3.19)
que tiene un desfase de φ = 45o con el flujo en el exterior de la capa ĺımite. Por lo tanto, en
la capa ĺımite laminar,el factor de fricción depende sólo del número de Reynolds:

fw =
2√
RE

. (3.20)

3.2.2.2. Régimen turbulento liso, RE > 2 · 105 y a∗b/k∗N > 3000

En el caso de flujo estacionario en canales abiertos, en régimen turbulento liso, el perfil
de velocidades es logaŕıtmico, también llamado “perfil de la pared”:

u∗

U∗f
= 5,7 +

1
κ

ln

(
y∗

ν∗/U∗f

)
(3.21)

Resolviendo numéricamente el flujo mediante el método integral de la cantidad de movi-
miento, el espesor de la capa ĺımite se ajusta a la siguiente expresión:

δ∗cl
a∗b

= 0, 086RE
−0,11 en ω∗t∗ = π/2. (3.22)

Se obtiene además que el factor de fricción depende sólo del número de Reynolds RE y se
ajusta a la siguiente expresión:

fw = 0, 035 RE
−0,16 (3.23)

3.2.2.3. Régimen turbulento rugoso, RE > 2 · 105 y a∗b/k∗N < 3000

En el caso de flujo estacionario en canales abiertos, en régimen turbulento rugoso, el perfil
de velocidades es también logaŕıtmico:

u∗

U∗f
=

1
κ

ln
(

y∗

y∗0

)
, (3.24)

donde y∗0 = k∗N/30.
A partir de los resultados numéricos obtenidos mediante el método integral de la cantidad

de movimiento, se tiene que el espesor de la capa ĺımite, δ∗cl, se ajusta a la expresión:

δ∗cl
k∗N

= 0, 09
(

a∗b
k∗N

)0,82

en ω∗t∗ = π/2. (3.25)

Además, se obtiene que el factor de fricción depende sólo de la rugosidad relativa, a∗b/k∗N ,
y se ajusta a la siguiente expresión:

fw = 0, 04
(

a∗b
k∗N

)−1/4

para
a∗b
k∗N

> 50 (3.26)
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Sin embargo, ninguna teoŕıa predice apropiadamente el factor de fricción en el caso de
flujo turbulento rugoso con rugosidades relativas menores de 102. Kamphuis (1975) obtuvo
la siguiente relación emṕırica para estos casos:

fw = 0, 4
(

a∗b
k∗N

)−0,75

para
a∗b
k∗N

< 50 (3.27)

3.2.2.4. Régimen turbulento intermedio, RE > 2 · 105 y a∗b/k∗N ≈ 3000

Como se ha explicado antes, en régimen turbulento liso el parámetro que determina el
espesor de la capa ĺımite y el factor de fricción es el número de Reynolds, RE , mientras que
en régimen turbulento rugoso es la rugosidad relativa, a∗b/k∗N , la que determina dichas carac-
teŕısticas. En el caso de flujo turbulento intermedio entre ambos reǵımenes, ambos parámetros
son relevantes.

3.2.3. Influencia del régimen hidráulico en la disipación de enerǵıa

A la luz de la teoŕıa lineal (véase Fredsøe and Deigaard (1992)), se presenta un breve
resumen de cómo el régimen hidráulico afecta a la disipación de enerǵıa, en una capa ĺımite
oscilatoria uniforme. En este caso, la disipación de enerǵıa, integrada en vertical en la capa
ĺımite y promediada en un ciclo de onda, es:

D∗ =
1
T ∗

∫ T ∗

0

∫ ∞

0
τ∗

∂u∗

∂y∗
dy∗dt∗ = τ∗b u∗∞ = ρ∗U∗f |U∗f |u∗∞ (3.28)

3.2.3.1. Régimen laminar, RE < 5 · 104

En el caso de flujo laminar en la capa ĺımite, la disipación resulta:

D∗ = τ∗b u∗∞ = ρ∗
√

ν∗ω∗

2
√

2
U∗0m

2 (3.29)

Por lo tanto, a partir de la ecuación de continuidad:

−D∗ =
dE∗

f

dx∗
=

d(E∗c∗g)
dx∗

=
d

dx∗

(
1
8
ρ∗g∗H∗2c∗g

)
, (3.30)

donde E∗
f es el flujo de enerǵıa, E∗ = 1

8ρ∗g∗H∗2 es la enerǵıa de la oscilación por longitud
de onda y por unidad de anchura, c∗g es la celeridad de grupo y g∗ es la aceleración de la
gravedad.

Para ondas en profundidades reducidas, con profundidad constante h∗, la celeridad de
grupo es c∗g = c∗ =

√
g∗h∗, donde c∗ = L∗/T ∗ es la celeridad de la onda, y la velocidad orbital

es U∗0m = H∗c∗/2h∗, por lo tanto:

H∗ = H∗
0 exp

(
−1

2

√
ω∗ν∗

2g∗h∗
x∗

h∗

)
(3.31)

Por lo tanto, x∗h resulta:

x∗h = h∗
√

2g∗h∗

ω∗ν∗
ln 4 (3.32)
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3.2.3.2. Régimen turbulento, RE > 2 · 105

En el caso de flujo en régimen turbulento en la capa ĺımite, la disipación de enerǵıa se
suele calcular a partir del coeficiente de pérdida de enerǵıa, fe:

D∗ =
2
3π

ρ∗feU
∗
0m

3 (3.33)

Entonces, a partir de la ecuación de continuidad:

−D∗ =
dE∗

f

dx∗
=

d(E∗c∗g)
dx∗

=
d

dx∗

(
1
8
ρ∗g∗H∗2c∗g

)
(3.34)

Para ondas en profundidades reducidas, con profundidad constante h∗, la celeridad de
grupo es C∗g = c∗ =

√
g∗h∗, y la velocidad orbital U∗0m = H∗c∗/2h∗, por lo tanto:

− 2
3π

ρ∗fe

(
H∗c∗

2h∗

)3

=
d

dx∗

(
1
8
ρ∗g∗H∗2c∗

)
(3.35)

Aśı, la variación espacial de la altura de ola es:

dH∗

dx∗
=

−fe

3πh∗2
H∗2 (3.36)

3.2.4. Influencia del régimen hidráulico en la corriente media euleriana

En este apartado se presenta un breve resumen de cómo el régimen hidráulico afecta a la
corriente media euleriana (véase Fredsøe and Deigaard (1992)), en una capa ĺımite oscilatoria
no-uniforme.

3.2.4.1. Régimen laminar, Longuet-Higgins, 1958, RE < 5 · 104

Para el caso de una capa ĺımite laminar bajo ondas marinas de superficie, Longuet-Higgins
(1958) obtuvo la siguiente expresión de la corriente media euleriana:

u∗S,∞ =
3
4

U∗0m
2

c∗
(3.37)

donde se puede observar que su magnitud depende de la celeridad de la onda que la produce
y de su velocidad orbital. A pesar de ser una consecuencia de los efectos viscosos, la magnitud
de la corriente media euleriana es independiente de la viscosidad ν∗.

3.2.4.2. Régimen turbulento rugoso, Brøker, 1985, RE > 2 · 105 y a∗b/k∗N < 3000

La corriente media euleriana en el caso de una capa limite turbulenta resulta ser más débil
que en el caso laminar, ya que la capa ĺımite suele ser más ancha y la velocidad de déficit
menor. Su valor en el extremo superior de la capa ĺımite depende de la rugosidad relativa,
a∗b/k∗N . Brøker (1985) obtuvo la siguiente expresión para el caso de flujo turbulento:

u∗S,∞ = f

(
a∗b
k∗N

)
U∗0m

2

c∗
(3.38)

donde f(a∗b/k∗N ) es del orden de 0, 4.
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3.3. Revisión del estado del arte

Los trabajos descritos anteriormente se fundamentan en teoŕıa lineal y describen en su
mayoŕıa la capa limite oscilatoria asociada al paso de ondas marinas por medio de un flujo
oscilatorio uniforme. Por otra parte, dichos trabajos emplean modelos de turbulencia en los
que la viscosidad de remolino no vaŕıa en el tiempo.

El objetivo de este caṕıtulo es explorar la variabilidad del coeficiente de fricción, la tensión
tangencial en el fondo, la disipación de enerǵıa y la velocidad media euleriana en la capa ĺımite
del fondo con la no-linealidad de la onda, teniendo en cuenta que el flujo, y por lo tanto su
viscosidad de remolino, es no estacionario y no uniforme. A continuación se presenta una
revisión del estado del arte en estos temas.

El caso de la capa ĺımite laminar se empezó a estudiar en el siglo XIX, con el primer
trabajo de Stokes (1855), y actualmente su comprensión es razonablemente completa. El
primer intento de describir el el régimen turbulento de manera sencilla fue desarrollado por
Jonsson (1963, 1966) y Jonsson and Carlsen (1976), que emplearon la forma integrada de las
ecuaciones de conservación de la cantidad de movimiento y asumieron un perfil de velocidades
logaŕıtmico.

3.3.1. Problema de cierre turbulento

Sin embargo, para analizar el flujo turbulento con rigor, se debe emplear un modelo de
turbulencia que permita cerrar el problema de contorno formado por las ecuaciones del flujo
medio (ecuaciones de Reynolds) y las condiciones de contorno. Dicho modelo debe describir
las tensiones de Reynolds, dependientes de las velocidades de fluctuación turbulentas, en
función de otras caracteŕısticas del flujo medio. En este sentido, los modelos más utilizados se
basan en modelar dichas tensiones de manera análoga a las tensiones viscosas, introduciendo
en lugar de la viscosidad cinemática, una nueva caracteŕıstica dependiente de la turbulencia
llamada “viscosidad de remolino”, ν∗T . Esta nueva caracteŕıstica se puede modelar mediante
una expresión que la evalúa directamente (modelos de cero ecuaciones), o a partir de otras
variables turbulentas, como la enerǵıa cinética turbulenta (e∗), la disipación (ε∗) o la pseudo-
vorticidad (Ω∗).

Los primeros modelos de cero ecuaciones, como el de la longitud de mezcla de Prandtl
(1926), supońıan que la viscosidad de remolino era invariante en el tiempo, y que su valor
aumentaba con la distancia al fondo. Kajiura (1964, 1968) y Tanaka (1989) aplicaron el
siguiente modelo en presencia de ondas marinas y de ondas con corriente respectivamente:

ν∗T = κU∗
f,max y∗. (3.39)

Grant and Madsen (1979); Brevik (1981) y Long (1981) desarrollaron modelos similares.
Sin embargo, Trowbridge and Madsen (1984a,b) y Davies (1986) llegaron a la conclusión

de que en la capa ĺımite oscilatoria asociada a las ondas gravitatorias era fundamental tener
en cuenta la variación en el tiempo de la viscosidad de remolino. El modelo de Davies (1986)
propone que:

ν∗T = κU∗
f,max y∗

[
1− cos(2ω∗t∗)

2

]
, (3.40)

expresión que sobreestima la variación temporal de la viscosidad de remolino. A pesar de que
los modelos de cero ecuaciones se han empleado mucho por su simplicidad, su aplicación sólo
está bien fundada cuando la turbulencia está en equilibrio local y los procesos de convección y
difusión no son importantes. El flujo oscilatorio en la capa ĺımite asociada a ondas marinas es
fuertemente no-estacionario, y en principio estos modelos no son apropiados para su análisis.

Los modelos de una ecuación describen la viscosidad de remolino, ν∗T , en función de la
enerǵıa cinética turbulenta, e∗ (también llamada k). Por lo tanto, incluyen una ecuación extra
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que describe la variación de la nueva variable, donde se suele incluir la difusión, producción
y disipación de la misma; sus correspondientes condiciones de contorno y una expresión que
permita obtener la viscosidad de remolino a partir de la enerǵıa cinética turbulenta, e∗. Este
tipo de modelos predicen un valor máximo de la enerǵıa turbulenta en el fondo, donde se
produce la turbulencia, y describe cómo dicha enerǵıa se propaga alejándose del fondo.

Los modelos de dos ecuaciones describen la viscosidad de remolino, ν∗T , en función de la
enerǵıa cinética turbulenta, e∗ y la disipación, ε∗ (modelos k − ε), o en función de la enerǵıa
turbulenta y la pseudo-vorticidad (modelos de k − Ω), como el modelo de Saffman (1970).
Estos modelos incluyen dos ecuaciones que describen la variación de cada una de las nuevas
variables, y sus correspondientes condiciones de contorno, y una expresión que relaciona
la viscosidad de remolino con dichas variables. Con estos modelos se obtienen resultados
ligeramente mejores que con los modelos de una ecuación. Justesen (1988) y Blondeaux
(1987) emplearon respectivamente los modelos k − ε y k − Ω en el estudio de la capa ĺımite
bajo ondas marinas.

3.3.2. Corriente media euleriana

Un gran número de investigaciones teóricas y experimentales se han llevado a cabo consi-
derando una capa ĺımite oscilatoria en la que las velocidades son uniformes en la dirección del
flujo. Sin embargo, el flujo real en la capa ĺımite del fondo asociada a las ondas marinas vaŕıa
en dicha coordenada, y esta dependencia induce fenómenos adicionales como la generación
de una corriente estacionaria en el fondo (la corriente euleriana), que no se puede apreciar en
el caso de flujo uniforme.

Longuet-Higgins (1953) analizó el flujo laminar en la capa ĺımite oscilatoria bajo on-
das progresivas, y proporcionó una solución anaĺıtica para la velocidad media euleriana
(u∗S = 0,75(U∗0 )2/c∗, en el sentido de avance de las ondas). Más adelante, Longuet-Higgins
(1958) determinó la velocidad media euleriana para el caso turbulento, mediante un modelo
simplificado en el que se asumı́a que las caracteŕısticas turbulentas no variaban en un ciclo
de onda, y obtuvo que la expresión obtenida para el caso laminar no variaba debido a la
turbulencia.

Sin embargo, los datos experimentales muestran, en algunos casos de flujo turbulento,
discrepancias significativas con los resultados teóricos de Longuet-Higgins (1953, 1958). En
particular, Collins (1963) observó diferencias para valores muy altos del número de Reynolds,
y las atribuyó a la presencia de la turbulencia. Por otro lado, Brebner et˜al. (1966) investi-
garon el efecto de la rugosidad en el transporte de masa y mostraron valores de la velocidad
media euleriana menores que los teóricos, para números de Reynolds mayores de 160.

Trowbridge and Madsen (1984a,b), empleando un modelo de viscosidad de remolino va-
riante en el tiempo, predijeron una inversión del sentido de la velocidad media euleriana bajo
ondas largas. Por otra parte, obtuvieron una reducción de dicha velocidad para valores pe-
queños de la rugosidad, aunque para valores altos de la rugosidad encontraron velocidades
medias eulerianas mucho mayores que la teórica de Longuet-Higgins (1958). Sin embargo, aún
existen considerables diferencias entre sus perfiles verticales de la velocidad media euleriana
y los obtenidos por Doorn (1981).

Por otro lado, Jacobs (1984) empleó el modelo de dos ecuaciones de Saffman (1970) y
obtuvo una solución asintótica del transporte de masa en el extremo superior de la capa
ĺımite para valores muy altos del número de Reynolds y por lo tanto, para flujo turbulento
liso. Sus resultados se ajustan bien a los datos experimentales para números de Reynolds
grandes, y explican la reducción del transporte de masa en el extremo superior de la capa
ĺımite para régimen liso.

Hsu and Ou (1994) evaluaron el transporte de masa en la capa ĺımite turbulenta por medio
de un modelo simple que empleaba una viscosidad invariante en el tiempo. Sus resultados
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presentan una concordancia razonable con los datos emṕıricos de Doorn (1981), y mostraban
que la velocidad media euleriana invert́ıa su sentido para valores de la profundidad relativa
menores de un valor umbral que depend́ıa de la rugosidad relativa del fondo. Sin embargo,
esta influencia de la rugosidad del fondo en la velocidad media euleriana era débil.

Más recientemente, Chowdhury et˜al. (1997) han evaluado el flujo medio en la capa ĺımite
considerando un modelo de turbulencia de una ecuación. Presentan un análisis detallado de
los perfiles de la velocidad media euleriana, que invierte su sentido para ondas relativamente
largas, al igual que sucede en los trabajos previos. También encontraron que el espesor de la
capa limite crece gradualmente cuando aumenta la rugosidad del fondo.

A la luz de las diferencias obtenidas mediante el empleo de distintos modelos de turbu-
lencia, Chowdhury et˜al. (1997) subrayaron la conveniencia de emplear modelos de cierre
sofisticados basados en las ecuaciones de transporte de las caracteŕısticas turbulentas. La
comparación entre los resultados obtenidos empleando modelos de turbulencia de una ecua-
ción y de dos ecuaciones con los resultados experimentales de Justesen (1991) muestra que los
modelos de dos ecuaciones proporcionan mejores predicciones de la viscosidad de remolino y
describen mejor las caracteŕısticas turbulentas de la capa ĺımite.

3.4. Planteamiento y formulación del flujo turbulento en la
capa ĺımite para ondas de amplitud finita

3.4.1. Introducción

En este apartado se pretende analizar el flujo turbulento en la capa ĺımite de una onda
no-lineal del régimen de Stokes-II. Para ello ha planteado y resuelto primero el problema en el
núcleo del fluido, donde las tensiones viscosas son despreciables frente a las fuerzas inerciales
(véanse apartados A.2 y A.3). Por otro lado, se ha planteado el problema del flujo en la capa
ĺımite, donde las tensiones viscosas y turbulentas cobran importancia.

Dado que se han querido modelar las ondas gravitatorias en el marco de la teoŕıa de Stokes-
II, se ha formulado el problema siguiendo un método de perturbaciones hasta el segundo orden
de aproximación. Se ha tenido en cuenta la variación de la altura de ola debido a la disipación
viscosa y turbulenta.

Tanto el movimiento en el núcleo del fluido como el flujo laminar en la capa ĺımite se han
planteado y se han resuelto anaĺıticamente en los apartados A.3 y A.4. En este apartado se
muestra la formulación del flujo en la capa ĺımite para el caso turbulento.

3.4.2. Formulación del problema. Ecuaciones del flujo en la capa ĺımite
turbulenta

Se ha considerado el caso de una onda gravitatoria monocromática que se propaga sobre
una profundidad constante h∗0. La onda se ha caracterizado por su periodo, T ∗ = 2π/ω∗, su
longitud de onda, L∗ = 2π/k∗, y su amplitud inicial a∗0; donde ω∗ es la frecuencia angular, y k
es el número de onda. Los śımbolos que llevan el supeŕındice ∗ son cantidades dimensionales.

Para modelar el movimiento medio del fluido en la capa ĺımite se ha recurrido a las
ecuaciones promediadas de Reynolds que, una vez adimensionalizadas del modo descrito en
el apartado A.2 y haciendo los mismos cambios de variable, quedan como sigue:

∂u

∂x̃
+

∂v

∂ỹ
+ δ 2π

∂u

∂t̃
+ O(δ2) = 0 (3.41)
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∂t̃

)
= (3.42)
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Donde, (u, v) son las componentes de la velocidad del flujo medio.
El flujo debe además satisfacer las mismas condiciones de contorno que en el caso de capa

ĺımite laminar:
ĺım

ỹ→∞
p̃ = 0 (3.44)

ĺım
ỹ→∞

u = ĺım
y→δỹ

unúcleo = (3.45)

−a(χ)
2

eit̃ + δ

{
U1s(y = 0)− 3π

8
Rδ

S2
a(χ)2e2it̃

}
+ O(δ2) + c.c.

ĺım
ỹ→∞

v = ĺım
y→δỹ

vnúcleo = (3.46)

0 + δ
{

V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃
}

+ O(δ2) + c.c.

u = 0 en ỹ = 0 (3.47)

v = 0 en ỹ = 0 (3.48)

con δỹ << 1
El desarrollo de las ecuaciones de gobierno del flujo en la capa ĺımite turbulenta están

descritas con más detalle en el apéndice A, apartado A.5.2 .
Se puede observar que en las ecuaciones de Reynolds el efecto de la turbulencia aparece

en unos términos que se llaman tensiones turbulentas o tensiones de Reynolds, ya que actúan
como consumidores de cantidad de movimiento del flujo medio.

En este caso, dichos términos se han modelado análogamente a las tensiones viscosas,
empleando el modelo de turbulencia de Saffman (1970,1974).
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3.4.3. Modelo de turbulencia de Saffman

El modelo de turbulencia de Saffman (1970,1974) es un modelo de dos ecuaciones que
expresa la viscosidad de remolino en función de la enerǵıa cinética turbulenta, e∗, y una
pseudo-vorticidad, Ω∗. Patel and Yoon (1995) obtuvo que los modelos k − Ω, como el de
Saffman, proporcionaban mejores resultados que los modelos k − ε para flujos separados
sobre paredes rugosas.

Este modelo describe la turbulencia por medio de dos “densidades”: la “densidad de
enerǵıa cinética turbulenta”, e∗, y la “densidad de pseudo-vorticidad”, Ω∗, que deben satis-
facer unas ecuaciones no-lineales de difusión. La difusión de dichas variables y del campo de
velocidades medio se describe a partir de una viscosidad de remolino, ν∗T , que depende a su
vez de dichas densidades de la siguiente manera:

ν∗T =
e∗

ρ∗Ω∗
(3.49)

Las variables e∗ y Ω∗ se han adimensionalizado como sigue:

e =
e∗

ρ∗a∗0(ω∗)2 δ∗/S
y Ω =

Ω∗
a∗oω∗

δ∗S

,

y la viscosidad de remolino, adimensionalizada con la viscosidad cinemática, queda:

νT =
ν∗T
ν∗

=
2e

Ω

Las ecuaciones del modelo de Saffman adimensionalizadas quedan:
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∂ỹ
+ δ2πu

∂e

∂t̃

]
= (3.50)

=
Rδ

2
e

αe

[
2
(

∂u

∂x̃
+ δ2π

∂u

∂t̃

)2

+
(

∂u

∂ỹ
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∂ỹ

)2
]1/2

− βΩΩ

+

+
1
2

{
∂

∂x̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂x̃

]
+ δ2π

∂

∂x̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂t̃

]
+δ2π

∂

∂t̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂x̃

]
+

∂

∂ỹ
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Donde αe, αΩ, βe, βΩ, σe, σΩ son constantes universales.
Y las variables e y Ω deben satisfacer las siguientes condiciones de contorno:

e = 0 en ỹ = 0 (3.52)
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Ω =
Rδ

αe
Txy f

(
Rδ zr

√
Txy

)
en ỹ = 0 (3.53)

ĺım
ỹ→∞

e = 0 (3.54)

ĺım
ỹ→∞

Ω = 0 (3.55)

Donde zr = k∗N/δ∗ es la altura de rugosidad de Nikuradse adimensionalizada con la longitud
de Stokes, y donde se ha empleado la expresión anaĺıtica de la función f(Z0) obtenida para
este modelo por Blondeaux and Colombini (1985):

log10 f(Z0) =


5, 354− 4, 59 log10(Z0) si Z0 ≤ 5
7, 521− 11, 43 log10(Z0) + 6, 205(log10(Z0))2 − 1, 256(log10(Z0))3 si 5 < Z0 < 65
1, 44− 0, 9535 log10(Z0) si Z0 ≥ 65

(3.56)
El modelo de Saffman está descrito con más detalle en el apéndice A, apartado A.5.1.

3.4.4. Resolución del problema

A la vista de los apartados anteriores, el flujo en la capa ĺımite del fondo asociada a
una onda progresiva de amplitud finita viene descrito por las ecuaciones (3.41)-(3.43), (3.50)-
(3.51), y las condiciones de contorno (3.44)-(3.48) y (3.52)-(3.55).

Las variables se han desarrollado en función del parámetro de la perturbación, δ << 1:

(u, v, p̃, e, Ω) = (u0, v0, p̃0, eo,Ω0) + δ (u1, v1, p̃1, e1,Ω1) (3.57)

y se ha descompuesto el problema de contorno en un problema al primer orden de aproxima-
ción O(δ0), otro problema al segundo orden de aproximación O(δ1) y otro problema de orden
superior Ø(δ3).

Teniendo en cuenta que no existe ningún forzamiento capaz de inducir variaciones en x̃,
y resolviendo el primer orden de las ecuaciones (3.41) y (3.43) junto con las condiciones de
contorno correspondientes (véase apartado A.5.3 del apéndice A para más detalles), se han
obtenido los valores de v0 y p̃0:

v0 = 0; (3.58)

p̃0 =
−2
3

e0. (3.59)

Por lo tanto, el problema de contorno al primer orden,O(δ0), en función de las variables
restantes (u0, eo,Ω0), queda como sigue:
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(3.62)

con las siguientes condiciones de contorno:

ĺım
ỹ→∞

u0 =
−a(χ)

2
eit̃ + c.c. (3.63)
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ĺım
ỹ→∞

e0 = 0 (3.64)

ĺım
ỹ→∞

Ω0 = 0 (3.65)

u0 = 0 en ỹ = 0 (3.66)

e0 = 0 en ỹ = 0 (3.67)
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∂ỹ
f

(
zr√
Rδ

√(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ
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Por otro lado, el problema al segundo orden de aproximación, O(δ1), queda como sigue:
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∂ỹ
+ 2π

∂u0

∂t̃
= 0 (3.69)

∂u1

∂t̃
+

Rδ

2

(
v1

∂u0

∂ỹ
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∂ỹ

]
∂v1

∂t̃
= (−πỹ + i cc) a(χ) eit̃ + c.c.− (3.71)

− ∂

∂ỹ
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con las siguientes condiciones de contorno:

ĺım
ỹ→∞

p̃1 = 0 (3.74)

ĺım
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u1 = U1s(y = 0)− 3π
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ĺım
ỹ→∞

v1 = V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃ + c.c. (3.76)
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e1 = 0 en ỹ = 0 (3.81)
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y donde se ha desarrollado la función f(Z0) (ecuación 3.56) aśı:

f(A0 + δA1) = f(A0) + δ
A1

A0
f(A0)df(A0), (3.85)

con

df(Z0) =


−4, 59 si Z0 ≤ 5
−11, 43 + 2 · 6, 205 log Z0 − 3 · 1, 256 log2 Z0 si 5 < Z0 < 65
−0, 9535 si Z0 ≥ 65.

(3.86)

La resolución del problema al primer orden (O(δ0)) proporciona la descripción del flujo
de teoŕıa lineal, la resolución del problema al segundo orden proporciona la contribución al
flujo de los fenómenos no-lineales de segundo orden, y la superposición de ambas soluciones
nos da el movimiento del fluido al segundo orden de aproximación. El problema de contorno
conjunto planteado no se puede resolver anaĺıticamente, y por lo tanto se ha implementado
numéricamente empleando un esquema expĺıcito en dos etapas, con diferencias adelantadas
en el tiempo y centradas en el espacio. El diagrama de flujo básico del código se presenta
en la figura 3.1. Los detalles del código numérico se encuentran en el apéndice A, apartado
A.5.4.



54 Capa ĺımite turbulenta bajo una onda de Stokes II
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Figura 3.1: Diagrama de flujo del código numérico desarrollado para la resolución del problema de
la capa ĺımite del fondo en régimen turbulento.

3.4.5. Aplicaciones del estudio

Una vez resuelto el problema de la capa ĺımite turbulenta hasta el segundo orden de
aproximación, se pueden analizar algunas caracteŕısticas del flujo, como la fricción con el
fondo, la disipación de enerǵıa, el “steady streaming” y las caracteŕısticas turbulentas, para
lo cual hay que adaptar al caso no-lineal algunos de los conceptos antes descritos para teoŕıa
lineal.

3.4.5.1. Espesor de la capa ĺımite

Se ha definido el espesor de la capa ĺımite como la altura sobre el fondo donde la velocidad
alcanza un valor del 99% de su valor en el exterior de la capa ĺımite, teniendo en cuenta la
no-linealidad:

δcl(t̃) = δ∗cl(t̃)
δ∗ = máx(ỹ)

/
∣∣(u0,∞(t̃) + δu1,∞(t̃)

)
−
(
u0(ỹ, t̃) + δu1(ỹ, t̃)

)∣∣ < 0,01
(
u0,∞(t̃) + δu1,∞(t̃)

) (3.87)

3.4.5.2. Velocidad media Euleriana, u1S

La velocidad media euleriana es una cantidad de segundo orden, y adimensionalizada
queda:

uS =
u∗S
U∗0

= u0S + δu1S = δu1S . (3.88)

Una vez resuelto el problema de contorno en la capa ĺımite, se ha obtenido la velocidad media
euleriana promediando la velocidad horizontal en un ciclo de onda.
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3.4.5.3. Fricción en el fondo

Tensión tangencial en el fondo, τb

Para el caso no-lineal, la tensión tangencial en el fondo, adimensionalizada, será
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ỹ=ỹ0

+ (3.89)

+
δ

Rδ

[
(1 + νT0)

∂u1

∂ỹ
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donde νT0 = 2e0
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y νT1 =
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2e1
Ω0
− 2e0Ω1

Ω2
0

)
.

El desfase entre la tensión tangencial en el fondo y la velocidad horizontal exterior, φ, se
ha definido como

φ = t̃cresta,u∞ − t̃cresta,τb
ó φ = t̃seno,u∞ − t̃seno,τb

(3.90)

Coeficiente de fricción, fw

Partiendo de la definición del coeficiente de fricción (ecuación 3.10), se obtiene, para el caso
no lineal:

fw =
2τ∗b,max

ρ∗U∗0m
2 = 2τb,max (3.91)

Tensión neta en el fondo, τb

En el caso de ondas no-lineales, la tensión tangencial en el fondo es asimétrica y, por lo tanto,
existe una tensión neta en el fondo, que puede estar dirigida en el sentido de avance de la
onda o en sentido contrario. Su expresión resulta:

τb =
τ∗b

ρ∗U∗0
2 =

1
2π

∫ 2π

0
(τ0b + δτ1b) dt̃ = τ0b + δτ1b (3.92)

3.4.5.4. Caracteŕısticas turbulentas

Las caracteŕısticas turbulentas del flujo se han definido siguiendo lo expuesto en el apar-
tado correspondiente al modelo de turbulencia de Saffman.

Enerǵıa cinética turbulenta, e

La enerǵıa cinética turbulenta, para el caso no lineal y adimensionada, se puede expresar:

e =
e∗

ρ∗a∗0(ω∗)2 δ∗/S
= e0 + δe1 (3.93)

Viscosidad de remolino,νT

Para el caso no lineal, la viscosidad de remolino, νT , descompuesta en términos de δ, queda:

νT =
ν∗T
ν∗

= 2
(

e0

Ω0
+ δ

e1Ω0 − e0Ω1

Ω2
0

)
; (3.94)
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3.4.5.5. Disipación de enerǵıa y atenuación de la onda

Disipación media de enerǵıa, D
En el caso no-lineal, la disipación media de enerǵıa en la capa ĺımite queda:

D =
D∗

τ∗0 U∗0
=

1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0
τ
∂u

∂ỹ
dỹdt̃ (3.95)

=
1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0
τ0

∂u0

∂ỹ
dỹdt̃ +

δ

2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

(
τ1

∂u0

∂ỹ
+ τ0

∂u1

∂ỹ

)
dỹdt̃ + O(δ2)

= D0 + δD1 + O(δ2)

Factor de pérdida de enerǵıa, fe

En el caso no-lineal, el valor de fe, hasta el segundo orden de aproximación, seŕıa:

fe =
3π

2ρ∗
D∗0 + δD∗1

(U∗0m + δ∆U∗1m)3
= (3.96)

=
3π

2ρ∗
τ∗0 U∗0
U∗0

3

D0 + δD1

(1 + δ∆U1m)3
=

3π

2
D0 + δD1

1 + δ(3∆U1m)
=

=
3π

2
(
D0 + δ (D1 + 3D0∆U1m) + O(δ2)

)
donde ∆U∗1m es la contribución de la velocidad horizontal de segundo orden a la velocidad
orbital, de manera que u∗max = U∗0m + δ∆U∗1m = U∗0 (1 + δ∆U1m).

En cualquier caso, resulta mas interesante definir un factor de pérdida de enerǵıa equiva-
lente, fe,eq, que permita obtener la disipación de enerǵıa (incluyendo los efectos no lineales)
a partir de la velocidad orbital de primer orden, es decir:

fe,eq =
3π

2ρ∗
D∗0 + δD∗1

U∗0m
3 =

3π

2
(D0 + δD1) (3.97)

Atenuación de la altura de ola
En el caso de capa ĺımite en el fondo para ondas de amplitud finita y empleando el modelo
de turbulencia de Saffman, se ha obtenido que la amplitud de la onda vaŕıa aśı:

a = expK∗χ → a∗ = a∗0 exp
(

K∗ δ

L∗
x∗
)

, (3.98)

donde K∗ = −8πcc
4πh∗0/L∗+sinh(4πh∗0/L∗) , y por tanto, el coeficiente de atenuación de la onda será:

A = K∗ δ

L∗
=

−8πcc

4πh∗0/L∗ + sinh(4πh∗0/L∗)
δ

L∗
. (3.99)

Por lo tanto, la distancia en que la onda divide su amplitud por dos será:

χh =
− ln 2
K∗ (3.100)

y como χ = δx∗

L∗ = x∗δ∗

L∗2 , entonces

xh =
x∗h
L∗

=
χh

δ
=
− ln 2
δK∗ =

ln 2(4πh∗0/L∗ + sinh(4πh∗0/L∗))
8πccδ

. (3.101)
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3.5. Resultados

3.5.1. Casos estudiados

En este apartado se presentan los resultados del perfil de velocidades, el espesor de la
capa ĺımite, la velocidad media euleriana, la tensión tangencial en el fondo, la tensión neta
en el fondo, el coeficiente de fricción, la enerǵıa cinética turbulenta, la viscosidad de remolino
y la disipación, en función del peralte de la onda y de la rugosidad del fondo.

Los resultados se presentan distinguiendo el régimen de onda lineal, Stokes-II y Stokes de
orden superior; y en función del régimen hidráulico distinguiendo entre laminar, transición,
turbulento liso y turbulento rugoso, caracterizados en función de su número de Reynolds.

Para facilitar la comprensión del desarrollo, se ha utilizado siempre el mismo periodo
T = 10s, y la misma profundidad, h = 10m. El paso de régimen de onda lineal a no lineal se
ha obtenido aumentando la altura de ola, y la transición entre reǵımenes hidráulicos variando
la rugosidad y la altura de ola. En la tabla 3.1 se resumen los casos analizados, y en la figura
3.2 se ilustra la relación entre los casos.

Valores f́ısicos Datos de entrada del código
T (s) h(m) H∗(m) a∗b/k∗N Rδ h∗0/L∗ z∗r/δ∗ H∗

0/L∗

LAM-A 10 10 0, 15 287, 5 114, 5 0, 1083 0, 2 8, 123·10−4

LAM-B 10 10 0, 15 191 114, 5 0, 1083 0, 3 8, 123·10−4

LIN-B 10 10 0, 5 191 382 0, 1083 1 0, 0054
LIN-HR 10 10 0, 5 95, 5 382 0, 1083 2 0, 0054
ST2-HL 10 10 1, 0 76400 764 0, 1083 5·10−3 0, 0108
ST2-A 10 10 1, 0 955 764 0, 1083 0, 4 0, 0108
ST2-B 10 10 1, 0 191 764 0, 1083 2 0, 0108
ST2-HR 10 10 1, 0 95, 5 764 0, 1083 4 0, 0108
STM-HL 10 10 2, 0 76400 1528 0, 1083 0, 01 0, 0216
STM-A 10 10 2, 0 382 1528 0, 1083 2 0, 0216

Tabla 3.1: Casos estudiados. Parámetros f́ısicos (dimensionales) y parámetros adimensionales de en-
trada del código.
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Figura 3.2: Esquema de los casos analizados y relaciones entre ellos. La rugosidad relativa de los
casos aumenta de izquierda a derecha, y la no-linealidad de abajo a arriba. Los casos
unidos por una ĺınea vertical u horizontal tienen el mismo valor de rugosidad relativa o
número de Reynolds y peralte, respectivamente.
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3.5.2. Resultados y análisis

3.5.2.1. Capa ĺımite laminar para ondas lineales. Casos LAM

Los casos LAM-A y LAM-B representan ondas con una altura de ola H = 0, 15m y los
valores de la rugosidad relativa (a∗b/k∗N = 287, 5 y 191) respectivamente, y corresponden a
ondas en régimen lineal con flujo laminar en su capa ĺımite del fondo.

En primer lugar se ha comprobado que en la capa ĺımite laminar para una onda lineal el
modelo reproduce adecuadamente las soluciones teóricas clásicas. Aśı, se ha obtenido que la
velocidad media euleriana en el extremo superior de la capa ĺımite coincide exactamente con
la predicha por Longuet-Higgins, y los perfiles de velocidades encajan perfectamente con los
teóricos (véase figura 3.3).

Leyenda
fase = 0
fase = pi / 4
fase = 3 pi / 8
fase = pi / 2
fase = pi

Figura 3.3: Comparación de los perfiles de velocidad horizontal obtenidos con los teóricos para flujo
laminar. Figura tomada de Dean and Dalrymple (1991).

Se ha comprobado que, dado que el flujo en la capa ĺımite está en régimen laminar, el
valor de la rugosidad relativa no influye en los resultados, como se puede observar en las
tablas 3.2, 3.3 y 3.4 y en las figuras 3.5 y 3.6.

En las figuras 3.5 y 3.6 se han representado los perfiles de las caracteŕısticas hidrodinámi-
cas del flujo en 16 fases de onda diferentes (t̃ = π/8, π/4, 3π/8, π/2, 5π/8, 3π/4 . . .). El eje
vertical representa la coordenada vertical ỹ = y∗/δ∗, y en el eje horizontal se representan, de
izquierda a derecha, las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la enerǵıa
cinética turbulenta respectivamente. En la primera fila se presentan los perfiles de las solucio-
nes al primer orden de dichas variables (u0, v0, τ0, e0), en la segunda fila las contribuciones del
segundo orden (u1, v1, τ1, e1) y en la tercera fila los perfiles totales, en su forma dimensional
(u∗, v∗, τ∗, e∗).



60 Capa ĺımite turbulenta bajo una onda de Stokes II

Se puede observar además que los efectos de segundo orden son prácticamente desprecia-
bles (la contribución del segundo orden a la velocidad orbital es del 0, 7 %), ya que se trata
de ondas en régimen lineal.

En la figura 3.4 se presenta el perfil de la velocidad media euleriana para ambos casos. Se
puede observar que dicho perfil presenta en la región más próxima al fondo un máximo de
corriente en el sentido de avance de la onda, y en la parte superior tiende a un valor estable
( igual al predicho por Longuet-Higgins).
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Figura 3.4: Perfil de la velocidad media euleriana para los casos LAM.
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Figura 3.5: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso LAM-A.
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Figura 3.6: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso LAM-B.
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3.5.2.2. Ondas lineales. Casos LIN

Los casos LIN-B y LIN-HR representan ondas con una altura de ola H = 0, 5m con valores
de la rugosidad relativa (a∗b/k∗N = 191 y 95, 5) respectivamente, y corresponden a ondas en
régimen lineal cuyo flujo en la capa ĺımite está en régimen de transición entre laminar y
turbulento.

En las figuras 3.8 y 3.9 se han representado los perfiles verticales de las caracteŕısticas
hidrodinámicas del flujo en 16 fases de onda diferentes para los casos LIN-B y LIN-HR.

Se puede observar además en dichas figuras que los efectos de segundo orden son prácti-
camente despreciables (la contribución del segundo orden a la velocidad orbital es del 3, 2 %
y del 3, 3 %, respectivamente), ya que se trata de ondas en régimen lineal.

A la vista de las figuras 3.8 y 3.9, se puede decir que al primer orden, la tensión tangencial
en el fondo es mayor para el caso más rugoso, y la enerǵıa cinética turbulenta es también
mayor.

Por otro lado, en la figura 3.7 se puede observar que el perfil de la velocidad media
euleriana se puede dividir en dos regiones: una zona más cercana del fondo, donde se puede
observar la presencia de un máximo de corriente que se dirige en el sentido de avance de
la onda (valor negativo, ya que la onda avanza en el sentido negativo del eje x∗), de mayor
magnitud en el caso más rugoso. En la región superior, sin embargo, se produce una transición
hacia un valor estable que, en el caso más rugoso es prácticamente cero, y en el caso menos
rugoso invierte el sentido, es decir, la corriente media euleriana en el caso LIN-B se dirige en
el sentido opuesto al de avance de la onda.

En la figura 3.27 se puede observar que el perfil de la enerǵıa cinética turbulenta media
es mayor en todo el perfil para el caso más rugoso.
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Figura 3.7: Perfiles de la velocidad media euleriana para los casos LIN-B y LIN-HR.
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Figura 3.8: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso LIN-B.
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Figura 3.9: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso LIN-HR.
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3.5.2.3. Ondas en régimen de Stokes-II. Casos ST2

Los casos ST2-HL, ST2-A, ST2-B y ST2-HR tienen una altura de ola de H = 1m con
valores de la rugosidad relativa a∗b/k∗N = 76400, 955, 191 y 95, 5 respectivamente, y correspon-
den a ondas en régimen de Stokes-II cuyo flujo en la capa ĺımite está en régimen turbulento
liso para los dos primeros casos, y turbulento rugoso para los dos últimos.

En las figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14 se han representado los perfiles verticales de las
caracteŕısticas hidrodinámicas del flujo en 16 fases de onda diferentes para los casos ST2-HL,
ST2-A, ST2-B y ST2-HR. El eje vertical representa la coordenada vertical ỹ = y∗/δ∗, y en
el eje horizontal se representan, de izquierda a derecha, las velocidades horizontal y vertical,
la tensión tangencial y la enerǵıa cinética turbulenta respectivamente. En la primera fila se
presentan los perfiles de las soluciones al primer orden de dichas variables (u0, v0, τ0, e0), en la
segunda fila las contribuciones del segundo orden (u1, v1, τ1, e1) y en la tercera fila los perfiles
totales, en su forma dimensional (u∗, v∗, τ∗, e∗).

Se puede observar además en dichas figuras que los efectos no lineales cobran importan-
cia, sobre todo para los casos de fondo más rugoso (la contribución del segundo orden a la
velocidad orbital es del 6, 9 %, 6, 5 %, 7, 0 % y 17, 25 %, respectivamente), ya que se encuen-
tran en el régimen de Stokes-II. Estos efectos no lineales también se pueden apreciar en la
asimetŕıa de los registros de las figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18, en los que se puede observar
que la velocidad horizontal y la tensión tangencial presentan valores mayores en el sentido
de avance de la onda, pero con menor duración que los valores en sentido contrario del de
propagación de la onda, de manera que sus cantidades netas están dirigidas en el sentido
de propagación de la onda, con la excepción de la velocidad horizontal en el caso ST2-A,
en el que se invierte este efecto, dando como resultado una velocidad neta que se dirige en
sentido opuesto al avance de la onda. Lo mismo ocurre con la tensión tangencial en el caso
más rugoso, ST2-HR.

A la vista de las figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14, y de la tabla 3.3, se puede decir que
tanto la tensión tangencial en el fondo como el factor de fricción fw aumentan al aumentar
la rugosidad del fondo, y por tanto, la disipación media y el factor de pérdida de enerǵıa
presentan el mismo comportamiento (véase tabla 3.4).

Por otro lado, en la figura 3.10 se puede observar que el perfil de la velocidad media
euleriana se puede dividir en dos regiones: una zona más cercana del fondo, donde se puede
observar la presencia de un máximo de corriente que se dirige en el sentido de avance de la
onda (valor negativo, ya que la onda avanza en el sentido negativo del eje x∗), cuya magnitud
aumenta con la rugosidad relativa del fondo. En la región superior, sin embargo, se produce
una transición hacia un valor estable que, es de 1, 49 ·10−4m/s para el caso ST2-HL, presenta
un mı́nimo en el caso ST2-A en el que la velocidad media euleriana invierte su sentido
(contrario al de avance de la onda), y va aumentando a medida que aumenta la rugosidad
relativa del fondo.

Por otro lado se puede observar que a medida que la rugosidad del fondo aumenta, el
perfil de la velocidad media euleriana tiene menos puntos de inflexión, es decir se vuelve más
homogéneo. Esto se debe a los procesos de mezcla debidos a la turbulencia, que son mucho
más intensos en los casos de mayor rugosidad. En el caso extremo, ST2-HR, el máximo de
corriente de la región próxima al fondo se vuelve inapreciable.

En la figura 3.28 se puede observar que el perfil de la enerǵıa cinética turbulenta media
aumenta en todo el perfil con la rugosidad del fondo.
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Figura 3.10: Perfiles de la velocidad media euleriana para los casos ST2-HL, ST2-A, ST2-B y ST2-
HR.
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Figura 3.11: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso ST2-HL.
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Figura 3.12: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso ST2-A.
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Figura 3.13: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso ST2-B.
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Figura 3.14: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso ST2-HR.
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Figura 3.15: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso ST2-HL.



3.5 Resultados 73

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

4E-005
6E-005
8E-005

νT (m2/s)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

0.2
0

-0.2 τ (N/m2)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

0

u (m/s)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

-0.0008

0

0.0008 v (m/s)

Características hidrodinámicas en y*=30kN*

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

0
2E-006
4E-006

νT (m2/s)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

0.8
0

-0.8 τ (N/m2)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

0

u (m/s)

−10π −9π −8π −7π −6π −5π −4π −3π −2π −1π 0π 1π 2π
fase=2πx/L+ωt

-8E-006

0

8E-006 v (m/s)

Características hidrodinámicas en y*=kN*

Figura 3.16: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso ST2-A.
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Figura 3.17: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso ST2-B.
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Figura 3.18: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso ST2-HR.
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3.5.2.4. Ondas en régimen de Stokes de orden superior. Casos STM

Los casos STM-HL y STM-A tienen una altura de ola de H = 2m con valores de la
rugosidad relativa a∗b/k∗N = 76400, 382 y 191 respectivamente, y corresponden a ondas en
régimen de Stokes de orden superior a 2, y su flujo en la capa ĺımite está en régimen turbulento
liso para el primer caso, y en régimen turbulento hidráulicamente rugoso para los dos últimos.
En este apartado se presenta la solución obtenida con el modelo descrito, que describe los
efectos de segundo orden, a pesar de que para modelar estas ondas correctamente se debeŕıa
emplear un modelo que resuelva las ecuaciones a un orden de aproximación superior a dos.

En las figuras 3.20 y 3.21 se han representado los perfiles verticales de las caracteŕısticas
hidrodinámicas del flujo en 16 fases de onda diferentes para los casos STM-HL y STM-A,
respectivamente. El eje vertical representa la coordenada vertical ỹ = y∗/δ∗, y en el eje
horizontal se representan, de izquierda a derecha, las velocidades horizontal y vertical, la
tensión tangencial y la enerǵıa cinética turbulenta respectivamente. En la primera fila se
presentan los perfiles de las soluciones al primer orden de dichas variables (u0, v0, τ0, e0), en
la segunda fila las contribuciones del segundo orden (u1, v1, τ1, e1) y en la tercera fila los
perfiles totales, en su forma dimensional (u∗, v∗, τ∗, e∗).

Se puede observar además en dichas figuras que los efectos no lineales son muy relevantes,
sobre todo para los casos de fondo más rugoso (la contribución del segundo orden a la velo-
cidad orbital es del 14, 65 % y 16, 45 %, respectivamente), ya que se encuentran en el régimen
de Stokes, de orden superior a 2. Estos efectos no lineales también se pueden apreciar en
la asimetŕıa de los registros de las figuras 3.22 y 3.23, en los que se puede observar que la
velocidad horizontal y la tensión tangencial presentan valores mayores en el sentido de avance
de la onda, pero con menor duración que los valores en sentido contrario del de propagación
de la onda, de manera que sus cantidades netas están dirigidas en el sentido de propagación
de la onda, con la excepción de la velocidad horizontal en el caso STM-HL, en el que se in-
vierte este efecto, dando como resultado una velocidad neta que se dirige en sentido opuesto
al avance de la onda.

A la vista de las figuras 3.20 y 3.21, y de la tabla 3.3, se puede decir que tanto la tensión
tangencial en el fondo como el factor de fricción fw aumentan al aumentar la rugosidad del
fondo, y por tanto, la disipación media y el factor de pérdida de enerǵıa presentan el mismo
comportamiento (véase tabla 3.4).

Por otro lado, en la figura 3.19 se puede observar que el perfil de la velocidad media
euleriana se puede dividir en dos regiones: una zona más cercana del fondo, donde se puede
observar la presencia de un máximo de corriente que se dirige en el sentido de avance de la
onda (valor negativo, ya que la onda avanza en el sentido negativo del eje x∗), cuya magnitud
aumenta con la rugosidad relativa del fondo. En la región superior, sin embargo, se produce
una transición hacia un valor estable que invierte su sentido (es contrario al de propagación
de la onda) en el caso STM-HL, y aumenta con la rugosidad relativa del fondo.

Por otro lado se puede observar que a medida que la rugosidad del fondo aumenta, el
perfil de la velocidad media euleriana tiene menos puntos de inflexión, es decir se vuelve más
homogéneo. Esto se debe a los procesos de mezcla debidos a la turbulencia, que son mucho
más intensos en los casos de mayor rugosidad. En el caso STM-A el máximo de corriente de
la región próxima al fondo es prácticamente inapreciable.

En la figura 3.29 se puede observar que el perfil de la enerǵıa cinética turbulenta media
es mayor en todo el perfil para el caso más rugoso.
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Figura 3.21: Perfiles verticales de las velocidades horizontal y vertical, la tensión tangencial y la
enerǵıa cinética turbulenta al primer orden, contribución del segundo orden de aproxi-
mación y cantidades totales dimensionales, para el caso STM-A.
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Figura 3.22: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso STM-HL.
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Figura 3.23: Evolución temporal de la viscosidad de remolino ν∗T , la tensión tangencial τ∗ y las
velocidades horizontal u∗ y vertical v∗ a las alturas y∗ = 30k∗N y y∗ = 30k∗N , durante 6
ciclos de onda, para el caso STM-A.
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3.5.2.5. Espesor de la capa ĺımite

De los resultados obtenidos, se ha deducido que, para un valor constante de la profundidad
relativa, el espesor de la capa ĺımite aumenta con el peralte y con la rugosidad del fondo.

Entrada Resultados
RE a∗b/k∗N δ∗cl,0,π(m) u∗1S,∞(m/s)

LAM-A 6555 287, 5 2, 12·10−2 −1, 34·10−4

LAM-B 6555 191 2, 12·10−2 −1, 34·10−4

LIN-B 7, 3·104 191 6, 21·10−2 +2, 28·10−4

LIN-HR 7, 3·104 95, 5 7, 59·10−2 −3, 51·10−5

ST2-HL 2, 92·105 76400 6, 21·10−2 −1, 49·10−4

ST2-A 2, 92·105 955 7, 34·10−2 +1, 21·10−3

ST2-B 2, 92·105 191 1, 05·10−1 −6, 46·10−4

ST2-HR 2, 92·105 95, 5 1, 94·10−1 −3, 54·10−2

STM-HL 1, 17·106 76400 1, 05·10−1 +6, 75·10−4

STM-A 1, 17·106 382 1, 85·10−1 −1, 08·10−2

Tabla 3.2: Resultados. Espesor máximo de la capa ĺımite y velocidad media euleriana en el extremo
superior de la capa ĺımite.

3.5.2.6. Velocidad media euleriana (“steady streaming”)

Efecto del peralte
Los casos ST2-HL y STM-HL tienen el mismo valor de la rugosidad relativa del fondo,

y ambos casos corresponden a un régimen hidráulico liso. Los perfiles de la velocidad media
euleriana tienen la misma forma para ambos casos: presentan un overshooting (un valor
máximo) a una altura de aproximadamente un cuarto del espesor de la capa ĺımite, tienen
tres puntos de inflexión, dos mı́nimos relativos y tienden a un valor fijo en el extremo superior
de la capa ĺımite. En este caso, al aumentar el peralte, el valor de u∗S en el extremo superior
de la capa ĺımite es menor, llegando a invertirse el flujo para el caso STM-HL.

Los casos LIN-B y ST2-B, corresponden un régimen hidráulico rugoso, y tienen todos
el mismo valor de la rugosidad relativa (a∗b/k∗N = 191). Al aumentar el valor del peralte, el
perfil se ampĺıa abarcando valores de ỹ mayores (crece el espesor de la capa ĺımite), y además,
cambia la forma del perfil: se pasa de un perfil con cuatro puntos de inflexión e inversión del
flujo en el extremo superior para el caso LIN-B a un perfil con tres puntos de inflexión y el
máximo relativo mayor para ST2-B.

Los casos LIN-HR y ST2-HR corresponden a un flujo turbulento rugoso, con una altura
de rugosidad mayor que en los casos anteriores (a∗b/k∗N = 95, 5. En este caso, al aumentar el
peralte de la onda cambia la forma del perfil de la velocidad media euleriana en el mismo
sentido que en los casos anteriores: se pasa de un perfil con tres puntos de inflexión para el
caso LIN-HR a un perfil sin puntos de inflexión para el caso ST2-HR.

En resumen, a medida que aumenta el peralte de la onda, el perfil presenta menos puntos
de inflexión, es decir, se vuelve más homogéneo.

Efecto de la rugosidad del fondo
Se ha observado que, para un determinado valor del peralte, a medida que la rugosidad del
fondo aumenta, el valor máximo de la velocidad media euleriana aumenta y su posición se
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Figura 3.24: Comparación de los perfiles de la velocidad media euleriana y la enerǵıa cinética tur-
bulenta promediada en un ciclo entre los casos ST2-HL y STM-HL.
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Figura 3.25: Comparación de los perfiles de la velocidad promediada y la enerǵıa cinética turbulenta
promediada en un ciclo entre los casos LIN-B y ST2-B.

aleja del fondo. Además, a medida que la rugosidad aumenta, el número de puntos de inflexión
del perfil disminuye, quedando un perfil más homogéneo para los casos de flujo más rugoso.
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Figura 3.26: Comparación de los perfiles de la velocidad promediada y la enerǵıa cinética turbulenta
promediada en un ciclo entre los casos LIN-HR y ST2-RUCOSO.
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Figura 3.27: Comparación de los perfiles de la velocidad promediada y la enerǵıa cinética turbulenta
promediada en un ciclo entre los casos LIN-B y LIN-HR.

3.5.2.7. Tensión tangencial en el fondo y coeficiente de fricción

Se ha obtenido que la tensión tangencial en el fondo en función de la fase (t̃ = 2πx + t =
2πx∗/L∗ + ω∗t∗) está compuesta de dos oscilaciones de frecuencias (k∗, ω∗) y (2k∗, 2ω∗), al
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Figura 3.28: Comparación de los perfiles de la velocidad promediada y la enerǵıa cinética turbulenta
promediada en un ciclo entre los casos ST2-HL, ST2-A, ST2-B y ST2-HR.
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Figura 3.29: Comparación de los perfiles de la velocidad promediada y la enerǵıa cinética turbulenta
promediada en un ciclo entre los casos STM-HL, STM-A y STM-B.

igual que la velocidad en el extremo superior de la capa ĺımite, pero presenta un desfase con
la misma. Este desfase es de 45o para los casos laminares, como predice la teoŕıa, y menor
en el resto de los casos. Se ha observado que, para un valor del peralte determinado, dicho
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desfase es mı́nimo en el caso de régimen liso (del orden de 10o), y que crece con la rugosidad
del lecho, hasta alcanzar valores del orden de 20o.

En los casos laminares estudiados la resultante neta de la tensión tangencial en el fondo
es muy pequeña y está dirigida en el sentido de avance de la onda. En los casos turbulentos
de bajo peralte (onda lineal: LIN-B y LIN-HR), la resultante neta también se dirige en el
sentido de avance de la onda, y su módulo crece con la rugosidad del lecho. En los casos de
las ondas más no-lineales (ST2 y STM ), de mayor peralte, la resultante neta es mayor que
en el caso lineal, pero su variación con la rugosidad no está tan clara1, llegándose a invertir
el sentido de la resultante para los casos más rugoso.

Se ha observado que el coeficiente de fricción, para un valor fijo del peralte, aumenta con
la rugosidad del lecho, y par aun valor fijo de la rugosidad, disminuye con el peralte2.

Entrada Resultados
RE a∗b/k∗N τ∗b (N/m2) fw φ(o)

LAM-A 6555 287, 5 −4, 04·10−5 2, 49·10−2 44, 49
LAM-B 6555 191 −4, 04·10−5 2, 49·10−2 44, 49
LIN-B 7, 3·104 191 −2, 91·10−3 1, 32·10−2 13, 83
LIN-HR 7, 3·104 95, 5 −3, 74·10−3 1, 73·10−2 15, 71
ST2-HL 2, 92·105 76400 −1, 12·10−2 6, 41·10−3 11, 72
ST2-A 2, 92·105 955 −1, 48·10−2 8, 56·10−3 12, 38
ST2-B 2, 92·105 191 −2, 20·10−2 1, 43·10−2 14, 98
ST2-HR 2, 92·105 95, 5 +1, 04·10−2 1, 77·10−2 14, 45
STM-HL 1, 17·106 76400 −6, 81·10−2 5, 30·10−3 9, 03
STM-A 1, 17·106 382 −8, 77·10−2 1, 15·10−2 13, 14

Tabla 3.3: Resultados. Tensión tangencial media en el fondo, coeficiente de fricción y desfase entre
la velocidad horizontal en el extremo superior de la capa ĺımite y la tensión tangencial en
el fondo.

3.5.2.8. Caracteŕısticas turbulentas: Enerǵıa cinética turbulenta y viscosidad de
remolino

Los perfiles de la enerǵıa cinética turbulenta promediada en un periodo (e) tienen la
misma forma para todos los casos analizados: parten de un valor nulo en el fondo, alcanzan
su valor máximo muy cerca del mismo y tienden suavemente a cero a medida que se alejan
del fondo. Se ha observado que al aumentar el valor del peralte o la rugosidad relativa, el
valor de la enerǵıa cinética turbulenta aumenta en todo el perfil.

Se ha observado que la enerǵıa cinética turbulenta no se llega a desvanecer completamente
dentro de la capa ĺımite, de manera que parte de la turbulencia generada en el fondo es capaz
de alcanzar el núcleo del fluido. Lo mismo sucede con la viscosidad de remolino, y la distancia
del fondo alcanzada crece con el peralte y con la rugosidad del fondo, para los casos analizados.

3.5.2.9. Disipación de enerǵıa

La atenuación de la altura de ola depende del coeficiente cc, que incluye el efecto de
la disipación viscosa y turbulenta. Para el caso de flujo laminar, en el que la disipación es
exclusivamente viscosa, el módulo de dicho coeficiente toma el valor |cc| = 2, 22 según la
resolución anaĺıtica del problema (véase apartado A.4, ecuación A.67).

1ojo
2extraño
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En los resultados (véase tabla 3.4) se puede observar que en los casos laminares el código
se ajusta al valor obtenido anaĺıticamente, y en el resto de los casos, el valor de |cc| aumenta
debido a la presencia de la turbulencia. Se ha observado que la disipación de enerǵıa del oleaje
es mucho mayor en los casos de mayor número de Reynolds, y para valores de Reynolds fijos,
la disipación aumenta con la rugosidad del fondo.

Entrada Resultados
RE a∗b/k∗N D∗(J/m2/s) fe,eq |cc| K∗(m−1) x∗h(m)

LAM-A 6555 287, 5 2, 79·10−2 0, 969 2, 217 −7, 27·10−7 9, 53·105

LAM-B 6555 191 2, 79·10−2 0, 969 2, 217 −7, 27·10−7 9, 53·105

LIN-B 7, 3·104 191 4, 17 1, 959 3, 776 −6, 19·10−6 1, 12·105

LIN-HR 7, 3·104 95, 5 5, 55 2, 605 5, 024 −8, 24·10−6 8, 42·104

ST2-HL 2, 92·105 76400 1, 62·101 0, 951 3, 463 −5, 68·10−6 1, 22·105

ST2-A 2, 92·105 955 2, 07·101 1, 217 4, 696 −7, 70·10−6 9, 01·104

ST2-B 2, 92·105 191 3, 68·101 2, 162 8, 239 −1, 35·10−5 5, 13·104

ST2-HR 2, 92·105 95, 5 4, 75·101 2, 790 10, 554 −1, 73·10−5 4, 01·104

STM-HL 1, 17·106 76400 9, 81·101 0, 720 5, 200 −8, 52·10−6 8, 13·104

STM-A 1, 17·106 382 2, 45·102 1, 800 13, 853 −2, 27·10−5 3, 05·104

Tabla 3.4: Resultados. Coeficiente equivalente de disipación y módulo del parámetro cc.

3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se han analizado las caracteŕısticas hidrodinámicas del flujo en la capa
ĺımite del fondo bajo ondas marinas de gravedad no-lineales. Para ello se han planteado las
ecuaciones que gobiernan dicho flujo en el núcleo del fluido y en la capa ĺımite, las condiciones
que deben satisfacerse en los contornos y las condiciones de acuerdo entre ambos dominios.

La formulación de las ecuaciones se ha realizado teniendo en cuenta la atenuación de la
altura de ola debido a la disipación viscosa y turbulenta en el fondo. Asimismo, dado que
en la mayoŕıa de los casos de oleaje no-lineal el flujo en la capa ĺımite es turbulento, se ha
aplicado el modelo de turbulencia de dos ecuaciones desarrollado por Saffman (1970, 1974).

Se ha resuelto el flujo en el núcleo del fluido y en la capa ĺımite para el caso laminar
de modo anaĺıtico, y se ha desarrollado un modelo numérico para la resolución del flujo
turbulento en la capa ĺımite. Aśı, se ha obtenido un modelo capaz de describir el flujo en
dicha capa ĺımite para cualquier valor del número de Reynolds dentro del rango de la teoŕıa
de Stokes-II, y para régimen hidráulico liso o rugoso.

Dicho modelo ha sido aplicado a una serie de casos de oleaje de igual periodo y profundidad
relativa, variando sólo el peralte de la onda (y por lo tanto, el número de Reynolds) y la
rugosidad del fondo. Para estos casos, se han analizado las caracteŕısticas hidrodinámicas en
el fondo más relevantes para el estudio del transporte de sedimentos, y su variación con el
peralte de la onda y la rugosidad del fondo: la fricción con el fondo (tensión tangencial en el
fondo y tensión tangencial neta en un ciclo de onda), que determina la puesta en movimiento
y el transporte del sedimento del fondo; la velocidad media euleriana, fundamental en el
análisis del transporte de masa; y las caracteŕısticas turbulentas (enerǵıa cinética turbulenta
y viscosidad cinemática), que determinan los perfiles de concentración de los sedimentos en
suspensión. Por otro lado, se ha analizado el efecto del peralte y la rugosidad del lecho en
la disipación de enerǵıa debido a la fricción viscosa y turbulenta en la capa ĺımite, y la
consecuente atenuación de la altura de ola.

Este modelo presenta las siguientes novedades:
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1. Es capaz de modelar la capa ĺımite de ondas de amplitud finita del régimen de Stokes-II,
para cualquier régimen hidráulico: laminar, de transición, turbulento liso, turbulento
rugoso y turbulento intermedio.

2. Tiene en cuenta el efecto de la atenuación de la altura de ola en la hidrodinámica, y
permite evaluarla a partir de la disipación de enerǵıa por fricción viscosa y por fricción
turbulenta.

3. Permite obtener una descripción detallada de la enerǵıa cinética turbulenta instantánea
y promediada en un ciclo.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y futuras ĺıneas de
trabajo

4.1. Conclusiones

En el Caṕıtulo 1 se definió el objetivo global de la tesis como describir y modelar dos
procesos f́ısicos que modifican la hidrodinámica marina por transmisión o disipación de la
enerǵıa del fluido en sus fronteras: (1) el forzamiento de ondas de borde por acciones at-
mosféricas en la superficie del mar durante el paso de borrascas, y (2) la interacción de una
oscilación progresiva de amplitud finita con el fondo del mar, cuyo resultado es la atenuación
de la amplitud de la onda.

Para ello se propusieron unos objetivos espećıficos que se evalúan a continuación.

4.1.1. Forzamiento de ondas de borde por la acción del viento

En la primera parte de la tesis se ha analizado la conjetura de que la presencia de un
obstáculo geográfico o una construcción humana cerca de la costa puede inducir, bajo deter-
minadas condiciones de viento, la generación de ondas de borde a sotavento del mismo que,
a su vez, sean capaces de modificar la forma de la costa.

Para ello, se han analizado los fenómenos de emisión y atrapamiento de vórtices que tienen
lugar a sotavento de un obstáculo, y se ha planteado el problema de ondas largas forzadas
por agentes atmosféricos y se ha formulado el problema del movimiento del agua sometido a
pulsaciones atmosféricas armónicas, en una plataforma interior estrecha.

Se ha obtenido anaĺıticamente que la respuesta del mar a esta solicitación es una onda cuya
amplitud decrece con la distancia a la costa y viaja paralelamente a la misma (esto es, se trata
de una onda de borde). Esta onda tiene el periodo y la longitud de onda del forzamiento que
la genera, de manera que será resonante (estará por tanto reforzada) si cumple la ecuación
de dispersión de las ondas de borde para la zona de estudio y en caso contrario, la onda
cesará al cesar el forzamiento. El modelo anaĺıtico obtenido ha sido aplicado a un caso de
caracteŕısticas meteorológicas y geométricas similares a las del tramo de costa de Carchuna,
con el fin de obtener los posibles sistemas de corrientes generados por el viento en dicha zona.

Para validar el modelo teórico, se ha analizado la posible presencia de ondas de borde
debidas al viento en Carchuna. Se han analizado los datos meteorológicos y oceanográficos en
la zona de estudio y las imágenes tomadas desde la Estación de Monitorización ARGUS del
Cabo de Sacratif, que se encuentra operativa desde diciembre de 2002. Aśı, se han seleccionado
los d́ıas en los que se dan las condiciones atmosféricas propicias para la emisión de vórtices
desde el Cabo de Sacratif y se han analizado las imágenes correspondientes a esos d́ıas,
encontrándose en ellas patrones que parecen sostener el modelo anaĺıtico desarrollado.
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El modelo predice la presencia de pulsos barométricos en la superficie del mar con las
mismas caracteŕısticas que los patrones observados en las imágenes. Por otro lado, para
dichas condiciones del forzamiento el modelo predice la generación de puntas y ensenadas
con longitudes de onda que coinciden con los sistemas morfológicos observados en la playa de
Carchuna.

En resumen, la aplicación de este modelo a la playa de Carchuna muestra que los resul-
tados concuerdan con los datos observados, y se puede concluir que la conjetura analizada es
plausible. Las conclusiones de dicho análisis son:

1. Se ha demostrado la existencia de un nuevo mecanismo de generación de formas litorales
de gran escala: la presencia de un obstáculo cerca de una playa, bajo determinadas
condiciones del régimen de viento local, puede alterar la morfoloǵıa de dicho tramo de
costa.

2. Las puntas de Carchuna pueden deberse a diferentes procesos actuando conjuntamente:
(1)la refracción del oleaje en cauces sumergidos (Ortega et al., 2003); (2)las ondas de
borde atrapadas inducidas por interacción no-lineal de ondas (Ortega et al., 2003); y
(3) las ondas de borde inducidas por el viento

4.1.2. Interacción con el fondo de un tren de ondas de amplitud finita

En la segunda parte de la tesis se ha analizado el flujo en la capa ĺımite del fondo bajo
ondas marinas de amplitud finita, incluyendo la atenuación de la altura de ola debido a la
fricción viscosa y turbulenta.

Para ello, se han planteado las ecuaciones que gobiernan dicho flujo en el núcleo del fluido
y en la capa ĺımite, las condiciones que deben satisfacerse en los contornos y las condiciones de
acuerdo entre ambos dominios. Asimismo, dado que en la mayor parte de los casos de oleaje
no-lineal el flujo en la capa ĺımite es turbulento, se ha aplicado el modelo de turbulencia de
dos ecuaciones desarrollado por Saffman (1970, 1974).

Se ha resuelto el flujo en el núcleo del fluido y en la capa ĺımite para el caso laminar
de modo anaĺıtico, y se ha desarrollado un modelo numérico para la resolución del flujo
turbulento en la capa ĺımite. Aśı, se ha obtenido un modelo capaz de describir el flujo en
dicha capa ĺımite para cualquier valor del número de Reynolds dentro del rango de la teoŕıa
de Stokes-II, y para régimen hidráulico liso o rugoso.

Dicho modelo ha sido aplicado a una serie de casos de oleaje de igual periodo y profundidad
relativa, variando sólo la rugosidad del fondo y el peralte de la onda (y por lo tanto, el
número de Reynolds). Para estos casos, se ha analizado la variación con el peralte de la
onda y la rugosidad del fondo de las caracteŕısticas hidrodinámicas más relevantes para el
estudio del transporte de sedimentos: la fricción con el fondo (tensión tangencial en el fondo
y tensión tangencial neta en un ciclo de onda), que determina la puesta en movimiento
y el transporte del sedimento del fondo; la velocidad media euleriana, fundamental en el
análisis del transporte de masa; y las caracteŕısticas turbulentas (enerǵıa cinética turbulenta
y viscosidad cinemática), que determinan los perfiles de concentración de los sedimentos en
suspensión. Por otro lado, se ha analizado el efecto del peralte y la rugosidad del lecho en
la disipación de enerǵıa debido a la fricción viscosa y turbulenta en la capa ĺımite, y la
consecuente atenuación de la altura de ola.

Este modelo presenta las siguientes novedades:

1. Es capaz de modelar la capa ĺımite de ondas de amplitud finita del régimen de Stokes-II,
para cualquier régimen hidráulico: laminar, de transición, turbulento liso y turbulento
rugoso
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2. Tiene en cuenta el efecto de la atenuación de la altura de ola en la hidrodinámica, y
permite evaluarla a partir de la disipación de enerǵıa por fricción viscosa y por fricción
turbulenta.

3. Permite obtener una descripción detallada de la enerǵıa cinética turbulenta instantánea
y promediada en un ciclo.

4.2. Futuras Ĺıneas de Trabajo

De acuerdo con los objetivos planteados en la introducción, se proponen las siguientes
ĺıneas de trabajo futuras:

4.2.1. Forzamiento de ondas de borde por la acción del viento

1. Validar el modelo anaĺıtico cuantitativamente con datos obtenidos mediante una es-
tación meteorológica y la instrumentación de campo adecuada (sensores de presión y
corrent́ımetros).

2. Analizar la influencia que tienen las ondas de borde generadas por perturbaciones at-
mosféricas sobre la dinámica de la zona de rompientes, donde pueden ser capaces de
modificar los sistemas circulatorios.

3. Analizar la posible interacción entre las ondas de borde obtenidas debido al viento y las
generadas por la interacción no lineal entre diferentes frecuencias de oleaje que incide
sobre a costa (Hasselmann, 1962).

4. Analizar otros mecanismos de generación de formas ŕıtmicas como la radiación de ondas
al paso de grupos de olas por el Cañón del Jolúcar.

5. Resolver el problema para el caso de un tramo de costa limitada por dos estructuras (o
dos puntas), o por una estructura y el final abrupto (giro en la alineación) del tramo
de costa.

4.2.2. Interacción con el fondo de un tren de ondas de amplitud finita

1. Analizar con el modelo descrito el efecto de la profundidad relativa en la velocidad
media euleriana, la tensión tangencial en el fondo y en la disipación de enerǵıa del
oleaje.

2. Obtener expresiones anaĺıticas que relacionen el número de Reynolds, el peralte, la ru-
gosidad de lecho y la profundidad relativa con la velocidad media euleriana fuera de
la capa ĺımite u∗S,∞, el coeficiente de fricción fw y el coeficiente de pérdida de enerǵıa,
fe, bajo ondas de Stokes-II, y permitan sustituir las expresiones que se emplean actual-
mente, basadas en su mayoŕıa en la teoŕıa lineal de ondas.

3. Obtener a partir del modelo desarrollado un criterio para cada una de las variables
hidrodinámicas de la capa ĺımite oscilatoria de interés para la ingenieŕıa (corriente
estacionaria, coeficiente de fricción y coeficiente de pérdida de enerǵıa) que permita
elegir en qué casos es suficiente aplicar las expresiones clásicas de teoŕıa lineal y cuándo
es necesario un análisis que tenga en cuenta un orden de aproximación mayor.
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Apéndice A

Hidrodinámica bajo ondas de
Stokes-II. Desarrollo matemático
del problema en el cuerpo del fluido
y en la capa ĺımite

A.1. Introducción. Metodoloǵıa

Se ha planteado el movimiento bajo una onda gravitatoria en dos regiones del fluido: el
núcleo, donde el efecto de la viscosidad es despreciable, y la capa ĺımite, donde los esfuerzos
tangenciales cobran importancia.

Se ha formulado el problema siguiendo un método de perturbaciones, hasta el segundo
orden de aproximación; y se ha resuelto anaĺıticamente el flujo en el núcleo del fluido y en la
capa ĺımite para el caso de flujo laminar.

Sin embargo, el flujo en la capa ĺımite bajo movimiento oscilatorio debido al oleaje es
frecuentemente turbulento. Para resolverlo se ha empleado el modelo de viscosidad de remo-
lino de Saffman (1970); Saffman and Wilcox (1974), que es un modelo de dos ecuaciones en
k − Ω. Este problema no se puede resolver anaĺıticamente, y se ha recurrido al desarrollo de
un modelo numérico.

Se ha considerado el caso de una onda gravitatoria monocromática que se propaga sobre
una profundidad constante h∗0. El problema es bidimensional, se ha empleado un eje hori-
zontal, x∗, en la dirección de propagación de la onda y en sentido opuesto, y un eje vertical,
y∗, con origen en el fondo y su extremo positivo hacia arriba. t∗ es la variable independiente
tiempo. Los śımbolos que llevan el supeŕındice “*” son cantidades dimensionales.

La onda se ha caracterizado por su periodo, T ∗ = 2π/ω∗, su longitud de onda, L∗ = 2π/k∗,
y su amplitud inicial a∗0; donde ω∗ es la frecuencia angular, y k es el número de onda.

La superficie libre asociada a esta onda se ha definido como:

y∗ = h∗0 + η∗(x∗, t∗) = h∗0 +
[
a∗(x∗)

2
ei(k∗x∗+ω∗t∗) + c.c.

]
+ O(δ) (A.1)

donde η∗(x∗, t∗) es el desplazamiento de la superficie libre, a∗ es la amplitud de la oscilación
de primer orden, c.c. indica el complejo conjugado de la cantidad compleja que le precede,
y δ es el parámetro de valor muy pequeño que se ha empleado para expandir las variables
en los diferentes órdenes de aproximación. La amplitud de la onda vaŕıa en x∗ debido a la
fricción con el fondo.
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A.2. Ecuaciones adimensionalizadas del movimiento

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido son las ecuaciones de Navier-Stokes,
que son, para profundidad constante:

∂u∗

∂x∗
+

∂v∗

∂y∗
= 0 (A.2)

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗
= − 1

ρ∗
∂P ∗

∂x∗
+ ν∗

(
∂2u∗

∂x∗2
+

∂2u∗

∂y∗2

)
(A.3)

∂v∗

∂t∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗
= − 1

ρ∗
∂P ∗

∂y∗
+ ν∗

(
∂2v∗

∂x∗2
+

∂2v∗

∂y∗2

)
(A.4)

Donde (u∗, v∗) son las componentes de la velocidad en las direcciones x∗ e y∗ respectiva-
mente, ρ∗ es la densidad del agua, ν∗ es la viscosidad cinemática del agua, y P ∗ es la presión
dinámica, p∗ = P ∗ − ρ∗g∗y∗ (donde p∗ es la presión total).

Además, se deben cumplir las condiciones de contorno en el fondo y en la superficie libre.
La condición de contorno cinemática en la superficie libre obliga a que una part́ıcula que se
encuentre en ella se mueva con la superficie libre:

∂η∗

∂t∗
− v∗ + u∗

∂η∗

∂x∗
= 0 en y∗ = h∗o + η∗(x∗, t∗) (A.5)

La condición de contorno dinámica en la superficie libre (conservación de la cantidad de
movimiento en la superficie libre)

2∑
i=1

σ∗ij ni = 0 en y∗ = h∗o + η∗(x∗, t∗) (A.6)

donde σ∗ij es la componente ij del tensor de tensiones, o la tensión en la dirección x∗j que actúa
sobre el plano perpendicular a x∗i , ni es la componente i del vector unitario perpendicular a
la superficie libre.

La condición de contorno cinemática en el fondo es la condición de adherencia. Dado que
el fondo es fijo, la velocidad en él debe ser nula:

u∗ = v∗ = 0 en y∗ = 0 (A.7)

Las variables se han adimensionalizado como sigue:

(x, y) =
(x∗, y∗)

L∗
, t = t∗ω∗ , η =

η∗

a∗0/S
(A.8)

(u, v) =
(u∗, v∗)
a∗0ω

∗/S
, p =

p∗

ρa∗0(ω∗)2L∗/S
, (Txx, Txy, Tyy) =

(σ∗xx, σ∗xy, σ
∗
yy)

ρ∗ω∗2L∗a∗0/S
(A.9)

donde S es sinh(2πh∗0/L∗).
El problema adimensionalizado resulta:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 (A.10)

∂u

∂t
+

δ

2
Rδ

(
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂P

∂x
+

δ2

2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(A.11)
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∂v

∂t
+

δ

2
Rδ

(
u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= −∂P

∂y
+

δ2

2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
(A.12)

donde δ = δ∗

L∗ = 1
L∗

√
2ω∗

ν∗ es la longitud de Stokes adimensionalizada, Rδ = U∗0 δ∗

ν∗ = a∗0ω∗/S δ∗

ν∗

es el número de Reynolds de la capa ĺımite del fondo.
Y las condiciones de contorno quedan:

∂η

∂t
− v +

δ

2
Rδ u

∂η

∂x
= 0 en y = h∗o/L∗ +

δ

2
Rδ η(x, t) (A.13)

n2
xTxx + 2nxnyTxy + n2

yTyy = 0 en y = h∗o/L∗ +
δ

2
Rδ η(x, t) (A.14)

(n2
y − n2

x)Txy + nxny(Txx − Tyy) = 0 en y = h∗o/L∗ +
δ

2
Rδ η(x, t) (A.15)

u = v = 0 en y = 0 (A.16)

Dado que la amplitud del movimiento oscilatorio decae en una distancia del orden de
(L∗)2/δ∗, se introduce una nueva “variable lenta” χ = δx en la dirección del eje x∗.

Teniendo en cuenta que el parámetro δ << 1, la solución del problema se puede desarrollar
en función de este parámetro, según el método de las perturbaciones:

(u, v, P, η) = (U0, V0, P0, η0) + δ(U1, V1, P1, η1) + O(δ2) (A.17)

donde (u0, v0, P0, η0) es la solución del problema al primer orden de aproximación y
(u1, v1, P1, η1) la solución al segundo orden.

A.3. Movimiento en el núcleo del fluido

En el núcleo del fluido, los efectos viscosos se pueden despreciar al primer y segundo orden
de aproximación. Sin embargo, la condición de adherencia en el fondo no se puede satisfacer
sin tener en cuenta que la viscosidad cobra importancia cerca de los contornos f́ısicos del
fluido. Aśı, se debe formular el flujo en la capa ĺımite del fondo y las condiciones de acuerdo
entre ambas regiones.

El flujo en el núcleo interno del fluido se ha resuelto siguiendo el procedimiento seguido
por Vittori and Blondeaux (1996).

La solución al primer orden de aproximación es oscilatoria con una frecuencia angular ω∗

y un número de onda k∗:

U0 = −a(χ)
2

cosh(2πy) ei(2πx+t) + c.c. (A.18)

V0 =
i a(χ)

2
sinh(2πy) ei(2πx+t) + c.c. (A.19)

P0 =
a(χ)
4π

cosh(2πy) ei(2πx+t) + c.c. (A.20)

η0 =
a(χ) S

2
ei(2πx+t) + c.c. (A.21)
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Y al segundo orden se obtiene que las variables constan de tres partes: una estacionaria,
y dos componentes oscilatorias de caracteŕısticas (ω∗, k∗) y (2ω∗, 2k∗) respectivamente. Las
componentes primera y última se deben a la interacción no-lineal de la onda consigo misma, y
la segunda componente se debe al amortiguamiento de la amplitud de la onda y a la condición
de acuerdo con el flujo en la capa ĺımite.

(U1, V1,W1, P1, η1) = (U1s, V1s,W1s, P1s, η1s) (A.22)

+(U (1)
1p , V

(1)
1p ,W

(1)
1p , P

(1)
1p , η

(1)
1p )ei(2πx+t) + c.c.

+(U (2)
1p , V

(2)
1p ,W

(2)
1p , P

(2)
1p , η

(2)
1p )ei2(2πx+t) + c.c.

El problema del flujo estacionario no se puede resolver sin las condiciones de acuerdo con
la capa ĺımite. La solución al problema oscilatorio de caracteŕısticas (ω, k) es:

U
(1)
1p =

i

2
da

dχ
y sinh(2πy) + ia(χ)cc sinh(2πy) (A.23)

V
(1)
1p =

1
2

da

dχ
y cosh(2πy) + a(χ)cc cosh(2πy) (A.24)

P
(1)
1p =

i

4π

da

dχ
cosh(2πy)

[
1
2π
− y tanh(2πy)

]
− i

2π
a(χ)cc sinh(2πy) (A.25)

η
(1)
1p =

i

8π2

da

dχ
cosh(2πh0) (1− 2πh0 tanh(2πh0))−

i

2π
Sa(χ)cc, (A.26)

donde cc procede de asumir que la velocidad vertical en la capa ĺımite del fondo, donde la dis-
tancia al fondo es mucho mayor que δ∗, tiene la siguiente estructura: v1,fondo = a(χ)cce

i(2πx+t).
El valor de cc se obtiene por tanto de la resolución del flujo en la capa ĺımite del fondo.

La solución al problema oscilatorio de caracteŕısticas (2ω, 2k) es:

U
(2)
1p = 2iC1a(χ)2 cosh(4πy) (A.27)

V
(2)
1p = 2C1a(χ)2 sinh(4πy) (A.28)

P
(2)
1p = − i

π
C1a(χ)2 cosh(4πy)− a(χ)2

Rδ

16
(A.29)

η
(2)
1p = a(χ)2

Rδ

8

(
S2 +

3S

2
+

3 cosh(2πh0)
2 tanh(2πh0)

− 1
2

)
(A.30)

donde
C1 =

3πiRδ

16 S2
(A.31)

A partir de las condiciones de contorno en la superficie libre se obtiene la ecuación que
determina el amortiguamiento de la oscilación.

da

dχ
=

−8πcc

4πh∗0/L∗ + sinh(4πh∗0/L∗)
a (A.32)

Por lo tanto, la constante cc determina el amortiguamiento de la onda debido a la disipación
en la capa ĺımite del fondo.
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A.4. Flujo en la capa ĺımite. Caso laminar

Las velocidades de las part́ıculas del fluido pasan de tener un valor finito en el núcleo del
fluido a ser nulas en el fondo, en una distancia del orden de δ∗ << L∗ desde el fondo.

Dado que las escalas del movimiento vaŕıan, se introducen las variables veloces

(x̃, ỹ) =
(x, y)

δ
(A.33)

y la variable “fase”
t̃ = 2πx + t (A.34)

Por otro lado, se descompone la presión dinámica, P , en presión externa, Pe, y contribu-
ción de la capa ĺımite, δp̃:

P = Pe(ỹ, t̃, χ) + δ p̃(x̃, ỹ, t̃, χ)

Por lo tanto, las ecuaciones quedan:

∂u

∂x̃
+

∂v

∂ỹ
+ δ 2π

∂u

∂t̃
+ O(δ2) = 0 (A.35)

∂u

∂t̃
+

Rδ

2

(
u

∂u

∂x̃
+ v

∂u

∂ỹ
+ δ 2πu

∂u

∂t̃

)
= (A.36)

−2π
∂Pe

∂t̃
− δ

∂Pe

∂χ
− ∂p̃

∂x̃
− δ 2π

∂p̃

∂t̃
+

1
2

(
∂2u

∂x̃2
+

∂2u

∂ỹ2
+ δ 4π

∂2u

∂x̃∂t̃

)
+ O(δ2)

∂v

∂t̃
+

Rδ

2

(
u

∂v

∂x̃
+ v

∂v

∂ỹ
+ δ 2πu

∂v

∂t̃

)
= (A.37)

−1
δ

∂Pe

∂ỹ
− ∂p̃

∂ỹ
+

1
2

(
∂2v

∂x̃2
+

∂2v

∂ỹ2
+ δ 4π

∂2v

∂x̃∂t̃

)
+ O(δ2).

Y las condiciones de contorno:
ĺım

ỹ→∞
p̃ = 0 (A.38)

ĺım
ỹ→∞

u = ĺım
y→δỹ

unúcleo = (A.39)

−a(χ)
2

eit̃ + δ

{
U1s(y = 0)− 3π

8
Rδ

S2
a(χ)2e2it̃

}
+ O(δ2) + c.c.

ĺım
ỹ→∞

v = ĺım
y→δỹ

vnúcleo = (A.40)

0 + δ
{

V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃
}

+ O(δ2) + c.c.

u = 0 en ỹ = 0 (A.41)

v = 0 en ỹ = 0, (A.42)

con δỹ << 1
Donde

Pe = ĺım
y→δỹ

Pnúcleo =
a(χ)
4π

eit̃ +δ

{
P1s(y = 0) +

i

8π2

da

dχ
eit̃ +

Rδ

16

(
3
S2
− 1
)

a(χ)2e2it̃

}
(A.43)
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+δ2

{
∂P1s

∂y

∣∣∣∣
y=0

ỹ +
(π

2
ỹ2 − icc ỹ

)
a(χ)eit̃

}
+ O(δ3) + c.c.

Las incógnitas se han desarrollado en función del parámetro δ << 1:

(u, v, p̃) = (u0, v0, p̃0) + δ (u1, v1, p̃1) (A.44)

Dado que no existe ningún forzamiento que induzca variaciones en x̃, se pueden despreciar
las derivadas respecto a esta variable.

Al primer orden el problema queda:

∂v0

∂ỹ
= 0 (A.45)

∂u0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂u0

∂ỹ
= − i

2
a(χ) eit̃ +

1
2

∂2u0

∂ỹ2
(A.46)

∂v0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂v0

∂ỹ
= −∂p̃0

∂ỹ
+

1
2

∂2v0

∂ỹ2
(A.47)

Y las condiciones de contorno:
ĺım

ỹ→∞
p̃0 = 0 (A.48)

ĺım
ỹ→∞

u0 =
−a(χ)

2
eit̃ + c.c. (A.49)

ĺım
ỹ→∞

v0 = 0 (A.50)

u0 = 0 en ỹ = 0 (A.51)

v0 = 0 en ỹ = 0 (A.52)

Y la solución al primer orden resulta:

u0 =
1
2

(
e−(1+i)ỹ − 1

)
a(χ)eit̃ (A.53)

v0 = 0 (A.54)

p̃0 = 0 (A.55)

Al segundo orden, el problema queda, teniendo en cuenta la solución al primer orden:

∂v1

∂ỹ
= −iπ

(
e−(1+i)ỹ − 1

)
aeit̃ + c.c. (A.56)

∂u1

∂t̃
− 1

2
∂2u1

∂ỹ2
− Rδ

2
v1

(
(1 + i)

2
e−(1+i)ỹa(χ)eit̃ + c.c.

)
= (A.57)[

Rδπ

4

(
e−2ỹ − e(i−1)ỹ

)
+

Rδπ

4
(1 + i)ỹe(i−1)ỹ

]
a(χ)2−

− iRδπ

4

(
e−2(1+i)ỹ − 2e−(1+i)ỹ +

3
S2

)
a(χ)2e2it̃ + c.c.
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∂v1

∂t̃
+

∂p̃1

∂ỹ
− 1

2
∂2v1

∂ỹ2
= (icc − πỹ) a(χ)eit̃ + c.c. (A.58)

Con las siguientes condiciones de contorno:

ĺım
ỹ→∞

p̃1 = 0 (A.59)

ĺım
ỹ→∞

u1 = U1s(y = 0)− 3π

8
Rδ

S2
a(χ)2e2it̃ + c.c. (A.60)

ĺım
ỹ→∞

v1 = V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃ + c.c. (A.61)

u1 = 0 en ỹ = 0 (A.62)

v1 = 0 en ỹ = 0 (A.63)

La solución al segundo orden resulta:

u1 = û10 a(χ)2 + û12 a(χ)2e2it̃ + c.c. = (A.64)

=
−Rδπ

4

{
3
2

+
1
2

e−2ỹ + [−(2 + i) + (i− 1) ỹ] e−(1−i)ỹ

}
a(χ)2+

+
Rδπ

8

{
−3
S2

+ [2(1 + i) ỹ − 2] e−(1+i)ỹ +
(

3
S2

+ 2
)

e−
√

2(1+i)ỹ

}
a(χ)2e2it̃ + c.c.

v1 = π

[
i + 1

2

(
e−(1+i)ỹ − 1

)
+ iỹ

]
a(χ)eit̃ + c.c. (A.65)

p̃1 = 0 (A.66)

Y se obtiene además el valor de cc:

cc =
−π

2
(i + 1) (A.67)

A.5. Flujo en la capa ĺımite. Caso turbulento

Las ondas de gravedad que son capaces de modificar el régimen de transporte de sedi-
mentos en un medio acuático tienen unas caracteŕısticas tales que el flujo en la capa ĺımite
del fondo es turbulento.

Para modelar el movimiento medio del fluido en un flujo turbulento se recurre a las
ecuaciones promediadas de Reynolds. En estas ecuaciones, el efecto de la turbulencia aparece
en unos términos que se llaman tensiones turbulentas o tensiones de Reynolds, ya que actúan
como consumidores de cantidad de movimiento del flujo medio.

Frecuentemente, dichas “tensiones” se modelan análogamente a las tensiones viscosas,
pero empleando, en lugar de la viscosidad cinemática, una variable virtual llamada viscosidad
de remolino, ε∗ = ν∗T . El valor de la viscosidad de remolino depende en general de la distancia
al contorno sólido y del tiempo, y se determina modelando la turbulencia. En este análisis se
ha empleado el modelo de turbulencia de Saffman (1970); Saffman and Wilcox (1974).
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A.5.1. Modelo de turbulencia de Saffman

Este modelo describe la turbulencia por medio de dos “densidades”: la “densidad de
enerǵıa cinética turbulenta”, e∗, y la “densidad de pseudo-vorticidad”, Ω∗, que deben satis-
facer unas ecuaciones no-lineales de difusión que incluyen la convección según el flujo medio,
una amplificación debida a una cantidad media del tensor de deformaciones, y la disipación
y difusión debidas a la interacción de la turbulencia consigo misma.

La difusión de dichas variables y del campo de velocidades medio se describe a partir de
una viscosidad de remolino, ν∗T , que depende a su vez de dichas densidades. Se ha definido
como sigue:

ν∗T =
e∗

ρ∗Ω∗
(A.68)

Las ecuaciones de difusión antes descritas son:

∂e∗

∂t∗
+ u∗

∂e∗

∂x∗
+ v∗

∂e∗

∂y∗
= (A.69)

=

αe

[
2
(

∂u∗

∂x∗

)2

+
(

∂u∗

∂y∗
+

∂v∗

∂x∗

)2

+ 2
(

∂v∗

∂y∗

)2
]1/2

− βeΩ∗

 e∗+

+
∂

∂x∗

[
(ν∗ + σeν

∗
T )

∂e∗

∂x∗

]
+

∂

∂y∗

[
(ν∗ + σeν

∗
T )

∂e∗

∂y∗

]
∂(Ω∗)2

∂t∗
+ u∗

∂(Ω∗)2

∂x∗
+ v∗

∂(Ω∗)2

∂y∗
= (A.70)

=

αΩ

[(
∂u∗

∂x∗

)2

+
(

∂u∗

∂y∗

)2

+
(

∂v∗

∂x∗

)2

+
(

∂v∗

∂y∗

)2
]1/2

− βΩΩ∗

 (Ω∗)2+

+
∂

∂x∗

[
(ν∗ + σΩν∗T )

∂(Ω∗)2

∂x∗

]
+

∂

∂y∗

[
(ν∗ + σΩν∗T )

∂(Ω∗)2

∂y∗

]
Donde αe, αΩ, βe, βΩ, σe, σΩ son constantes universales. En este estudio se han empleado los
valores que aparecen en Saffman and Wilcox (1974) para estas constantes:

αe = 0, 3
σe = σΩ = 0, 5

βe = α2
e

5
3 ≤

βΩ
βe
≤ 2 → βΩ = 0, 18

αΩ = αe

(
βΩ
βe
− 4σΩκ2

αe

) (A.71)

Las condiciones de contorno que deben cumplir las variables turbulentas han sido anali-
zadas detalladamente por Saffman and Wilcox (1974):

e∗ = 0 en y∗ = 0 (A.72)

Ω∗ =
σ∗xy

αeρ∗ν∗
f

(
k∗N
ν∗

√
σ∗xy

ρ∗

)
en y∗ = 0 (A.73)

ĺım
y∗/δ∗→∞

e∗ = 0 (A.74)
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ĺım
y∗/δ∗→∞

Ω∗ = 0, (A.75)

donde k∗N es la altura de rugosidad de Nikuradse, y donde se ha empleado la expresión
anaĺıtica de la función f(Z0) obtenida para este modelo por Blondeaux and Colombini (1985):

log10 f(Z0) =


5, 354− 4, 59 log10(Z0) si Z0 ≤ 5
7, 521− 11, 43 log10(Z0) + 6, 205(log10(Z0))2 − 1, 256(log10(Z0))3 si 5 < Z0 < 65
1, 44− 0, 9535 log10(Z0) si Z0 ≥ 65

(A.76)
Las variables e∗ y Ω∗ se adimensionalizan como sigue:

e =
e∗

ρ∗a∗0(ω∗)2 δ∗/S
y Ω =

Ω∗
a∗oω∗

δ∗S

,

y la viscosidad de remolino, adimensionalizada con la viscosidad cinemática, queda:

νT =
ν∗T
ν∗

=
2e

Ω
Las ecuaciones del modelo de Saffman adimensionalizadas quedan:

∂e

∂t̃
+

Rδ

2

[
u

∂e

∂x̃
+ v

∂e

∂ỹ
+ δ2πu

∂e

∂t̃

]
= (A.77)

=
Rδ

2
e

αe

[
2
(

∂u

∂x̃
+ δ2π

∂u

∂t̃

)2

+
(

∂u

∂ỹ
+

∂v

∂x̃
+ δ2π

∂v

∂t̃

)2

+ 2
(

∂v

∂ỹ

)2
]1/2

− βeΩ

+

+
1
2

{
∂

∂x̃

[(
1 + σe

2e

Ω

)
∂e

∂x̃

]
+ δ2π

∂

∂x̃

[(
1 + σe

2e

Ω

)
∂e

∂t̃

]
+δ2π

∂

∂t̃

[(
1 + σe

2e

Ω

)
∂e

∂x̃

]
+

∂

∂ỹ

[(
1 + σe

2e

Ω

)
∂e

∂ỹ

]}
∂Ω2

∂t̃
+

Rδ

2

(
u

∂Ω2

∂x̃
+ v

∂Ω2

∂ỹ
+ δ2πu

∂Ω2

∂t̃

)
= (A.78)

=
Rδ

2
Ω2

αΩ

[(
∂u

∂x̃
+ δ2π

∂u

∂t̃

)2

+
(

∂u

∂ỹ

)2

+
(

∂v

∂x̃
+ δ2π

∂v

∂t̃

)2

+
(

∂v

∂ỹ

)2
]1/2

− βΩΩ

+

+
1
2

{
∂

∂x̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂x̃

]
+ δ2π

∂

∂x̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂t̃

]
+δ2π

∂

∂t̃

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂x̃

]
+

∂

∂ỹ

[(
1 + σΩ

2e

Ω

)
∂Ω2

∂ỹ

]}
Y las variables e y Ω deben satisfacer las siguientes condiciones de contorno:

e = 0 en ỹ = 0 (A.79)

Ω =
Rδ

αe
Txy f

(
Rδ zr

√
Txy

)
en ỹ = 0 (A.80)

ĺım
ỹ→∞

e = 0 (A.81)

ĺım
ỹ→∞

Ω = 0 (A.82)

Donde zr = k∗N/δ∗ es la altura de rugosidad de Nikuradse adimensionalizada con la longitud
de Stokes.



104 Hidrodinámica bajo ondas de Stokes-II

A.5.2. Ecuaciones de Reynolds

Dado que el flujo es turbulento, se deben satisfacer las ecuaciones promediadas de Rey-
nolds, que una vez adimensionadas del mismo modo descrito previamente y haciendo los
mismos cambios de variable, quedan:

∂u

∂x̃
+

∂v

∂ỹ
+ δ 2π

∂u

∂t̃
+ O(δ2) = 0 (A.83)

∂u

∂t̃
+

Rδ

2

(
u

∂u

∂x̃
+ v

∂u

∂ỹ
+ δ 2πu

∂u

∂t̃

)
= (A.84)

−2π
∂Pe

∂t̃
− δ

∂Pe

∂χ
− ∂

∂x̃

(
p̃ +

2
3
e

)
− δ 2π

∂

∂t̃

(
p̃ +

2
3
e

)

+
1
2

{
∂

∂x̃

[(
1 +

2e

Ω

)
2
(

∂u

∂x̃
+ δ2π

∂u

∂t̃

)]
+ δ2π

∂

∂t̃

[(
1 +

2e

Ω

)
2
∂u

∂x̃

]

+
∂

∂ỹ

[(
1 +

2e

Ω

)(
∂u

∂ỹ
+

∂v

∂x̃
+ δ2π

∂v

∂t̃

)]}
+ O(δ2)

∂v

∂t̃
+

Rδ

2

(
u

∂v

∂x̃
+ v

∂v

∂ỹ
+ δ 2πu

∂v

∂t̃

)
= (A.85)

−1
δ

∂Pe

∂ỹ
− ∂

∂ỹ

(
p̃ +

2
3
e

)
+

+
1
2

{
∂

∂x̃

[(
1 +

2e

Ω

)(
∂v

∂x̃
+ δ2π

∂v

∂t̃
+

∂u

∂ỹ

)]
+ δ2π

∂

∂t̃

[(
1 +

2e

Ω

)(
∂v

∂x̃
+

∂u

∂ỹ

)]
+

+
∂

∂ỹ

[(
1 +

2e

Ω

)
2
∂v

∂ỹ

]}
+ O(δ2)

Donde, (u, v) son las componentes de la velocidad del flujo medio.
El flujo debe además satisfacer las mismas condiciones de contorno que en el caso de capa

ĺımite laminar:
ĺım

ỹ→∞
p̃ = 0 (A.86)

ĺım
ỹ→∞

u = ĺım
y→δỹ

unúcleo = (A.87)

−a(χ)
2

eit̃ + δ

{
U1s(y = 0)− 3π

8
Rδ

S2
a(χ)2e2it̃

}
+ O(δ2) + c.c.

ĺım
ỹ→∞

v = ĺım
y→δỹ

vnúcleo = (A.88)

0 + δ
{

V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃
}

+ O(δ2) + c.c.

u = 0 en ỹ = 0 (A.89)

v = 0 en ỹ = 0 (A.90)

con δỹ << 1
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A.5.3. Problema resultante

Por lo tanto, el problema a resolver consta de 5 ecuaciones con 5 incógnitas, (A.83)-(A.85),
(A.77)-(A.78), y las condiciones de contorno (A.86)-(A.90) y (A.79)-(A.82).

De nuevo, las incógnitas se han desarrollado en función del parámetro δ << 1:

(u, v, p̃, e, Ω) = (u0, v0, p̃0, eo,Ω0) + δ (u1, v1, p̃1, e1,Ω1) (A.91)

De esta manera, y teniendo en cuenta que no existe ningún forzamiento que induzca
variaciones en x̃, al primer orden de aproximación, el problema resulta

∂v0

∂ỹ
= 0 (A.92)

∂u0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂u0

∂ỹ
=
−i

2
a(χ)eit̃ + c.c. +

1
2

∂

∂ỹ

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ

]
+ O(δ2) (A.93)

∂v0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂v0

∂ỹ
= − ∂

∂ỹ

(
p̃0 +

2
3
e0

)
+

∂

∂ỹ

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂v0

∂ỹ

]
+ O(δ2) (A.94)

∂e0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂e0

∂ỹ
=

Rδ

2
αee0

[(
∂u0

∂ỹ

)2

+ 2
(

∂v0

∂ỹ

)2
]1/2

− (A.95)

−Rδ

2
βeΩ0e0 +

1
2

∂

∂ỹ

[(
1 + σe

2e0

Ω0

)
∂e0

∂ỹ

]
∂Ω2

0

∂t̃
+

Rδ

2
v0

∂Ω2
0

∂ỹ
=

Rδ

2
αΩΩ2

0

[(
∂u0

∂ỹ

)2

+
(

∂v0

∂ỹ

)2
]1/2

− (A.96)

−Rδ

2
βΩΩ3

0 +
1
2

∂

∂ỹ

[(
1 + σΩ

2e0

Ω0

)
∂Ω2

0

∂ỹ

]
Con las siguientes condiciones de contorno:

ĺım
ỹ→∞

p̃0 = 0 (A.97)

ĺım
ỹ→∞

u0 =
−a(χ)

2
eit̃ + c.c. (A.98)

ĺım
ỹ→∞

v0 = 0 (A.99)

ĺım
ỹ→∞

e0 = 0 (A.100)

ĺım
ỹ→∞

Ω0 = 0 (A.101)

u0 = 0 en ỹ = 0 (A.102)

v0 = 0 en ỹ = 0 (A.103)

e0 = 0 en ỹ = 0 (A.104)
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Ω0 =
1
αe

(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ
f

(
zr√
Rδ

√(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ

)
en ỹ = 0 (A.105)

De la ecuación (A.92) y las condiciones de contorno (A.99) y (A.103), se obtiene que

v0 = 0; (A.106)

y de la ecuación (A.94) y la condición de contorno (A.97), se obtiene que:

p̃0 =
−2
3

e0. (A.107)

Esto hace que el problema quede mucho más simple:

∂u0

∂t̃
=
−i

2
a(χ)eit̃ + c.c. +

1
2

∂

∂ỹ

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ

]
+ O(δ2) (A.108)

∂e0

∂t̃
=

Rδ

2
αee0

∣∣∣∣∂u0

∂ỹ

∣∣∣∣− Rδ

2
βeΩ0e0 +

1
2

∂

∂ỹ

[(
1 + σe

2e0

Ω0

)
∂e0

∂ỹ

]
(A.109)

∂Ω2
0

∂t̃
=

Rδ

2
αΩΩ2

0

∣∣∣∣∂u0

∂ỹ

∣∣∣∣− Rδ

2
βΩΩ3

0 +
1
2

∂

∂ỹ

[(
1 + σΩ

2e0

Ω0

)
∂Ω2

0

∂ỹ

]
(A.110)

con las condiciones de contorno (A.98), (A.100)-(A.102) y (A.104)-(A.105).
Al segundo orden de aproximación, el problema resulta

∂v1

∂ỹ
+ 2π

∂u0

∂t̃
= 0 (A.111)

∂u1

∂t̃
+

Rδ

2

(
v1

∂u0

∂ỹ
+ 2πu0

∂u0

∂t̃

)
=

i Rδπ

4

(
1− 3

S2

)
a2(χ) e2 it̃ + c.c.+ (A.112)

+
1
2

∂

∂ỹ

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u1

∂ỹ

]
+

1
2

∂

∂ỹ

[
2
(

e1

Ω0
− e0Ω1

Ω2
0

)
∂u0

∂ỹ

]
∂v1

∂t̃
= (−πỹ + i cc) a(χ) eit̃ + c.c.− (A.113)

− ∂

∂ỹ

(
p̃1 +

2
3
e1

)
+ +π

∂

∂t̃

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ

]
+

∂

∂ỹ

[(
1 +

2e0

Ω0

)
∂v1

∂ỹ

]

∂e1

∂t̃
+

Rδ

2

(
v1

∂e0

∂ỹ
+ 2πu0

∂e0

∂t̃

)
=

Rδ

2
αe

(
e0 sgn

(
∂u0

∂ỹ

)
∂u1

∂ỹ
+ e1

∣∣∣∣∂u0

∂ỹ

∣∣∣∣)− (A.114)

−Rδ

2
βe (e0Ω1 + e1Ω0) +

1
2

∂

∂ỹ

[(
1 + σe

2e0

Ω0

)
∂e1

∂ỹ

]
+

1
2

∂

∂ỹ

[
2σe

(
e1

Ω0
− e0Ω1

Ω2
0

)
∂e0

∂ỹ

]

2
∂(Ω0Ω1)

∂t̃
+

Rδ

2

(
v1

∂Ω2
0

∂ỹ
+ 2πu0

∂Ω2
0

∂t̃

)
= (A.115)

=
Rδ

2
αΩ

(
Ω2

0 sgn
(

∂u0

∂ỹ

)
∂u1

∂ỹ
+ 2Ω0Ω1

∣∣∣∣∂u0

∂ỹ

∣∣∣∣)− 3 Rδ

2
βΩΩ2

0Ω1+
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+
∂

∂ỹ

[(
1 + σΩ

2e0

Ω0

)
∂(Ω0Ω1)

∂ỹ

]
+

1
2

∂

∂ỹ

[
2σΩ

(
e1

Ω0
− e0Ω1

Ω0
0

)
∂Ω2

0

∂ỹ

]
con las siguientes condiciones de contorno:

ĺım
ỹ→∞

p̃1 = 0 (A.116)

ĺım
ỹ→∞

u1 = U1s(y = 0)− 3π

8
Rδ

S2
a(χ)2e2it̃ + c.c. (A.117)

ĺım
ỹ→∞

v1 = V1s(y = 0) + (iπ ỹ + cc) a(χ)eit̃ + c.c. (A.118)

ĺım
ỹ→∞

e1 = 0 (A.119)

ĺım
ỹ→∞

Ω1 = 0 (A.120)

u1 = 0 en ỹ = 0 (A.121)

v1 = 0 en ỹ = 0 (A.122)

e1 = 0 en ỹ = 0 (A.123)

Ω1 =
1
αe

{(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ

A1

A0
f(A0)df(A0) +

(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u1

∂ỹ
f(A0)+ (A.124)

+2
(

e1

Ω0
− e0Ω1

Ω2
0

)
∂u0

∂ỹ
f(A0)

}
en ỹ = 0,

donde

A0 =
zr√
Rδ

√(
1 +

2e0

Ω0

)
∂u0

∂ỹ
, (A.125)

A1 =
zr√
Rδ

2
(

e1
Ω0
− e0Ω1

Ω2
0

)
∂u0
∂ỹ +

(
1 + 2e0

Ω0

)
∂u1
∂ỹ

2
√(

1 + 2e0
Ω0

)
∂u0
∂ỹ

, (A.126)

y donde se ha desarrollado la función f(Z0) (ecuación A.76) aśı:

f(A0 + δA1) = f(A0) + δ
A1

A0
f(A0)df(A0), (A.127)

con

df(Z0) =


−4, 59 si Z0 ≤ 5
−11, 43 + 2 · 6, 205 log Z0 − 3 · 1, 256 log2 Z0 si 5 < Z0 < 65
−0, 9535 si Z0 ≥ 65.

(A.128)
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A.5.4. Método numérico

A.5.4.1. Introducción. Esquema general de resolución numérica

Los problemas de contorno al primer y segundo orden de aproximación se han resuelto
conjuntamente. El problema consiste entonces en ocho ecuaciones con ocho incógnitas, y tiene
dos variables independientes: una de carácter espacial, ỹ, y otra de carácter temporal, t̃.

La variable independiente χ no se ha introducido en el modelo numérico ya que en las
ecuaciones que gobiernan el flujo en la capa ĺımite la dependencia de χ aparece sólo dentro de
la amplitud adimensional a(χ), en los términos forzadores, y una vez resueltas las condiciones
de contorno en la superficie libre, se ha obtenido la variación de a con χ (véase ecuación A.32),
de la que sólo se desconoce el valor del parámetro cc, que se obtiene de las condiciones de
acuerdo de la capa ĺımite con el núcleo del fluido. Por lo tanto, una vez resuelto el problema
para un valor determinado de χ y obtenido el valor del parámetro cc, se puede introducir la
dependencia de χ en todas las variables que contengan a(χ).

En la resolución se ha empleado un método numérico expĺıcito con diferencias adelantadas
en el tiempo, cuya estabilidad numérica está condicionada a la elección de un paso de tiempo
suficientemente pequeño.

Tratamiento del dominio espacial. Cambio de variable
Dado que las componentes de la velocidad y la enerǵıa cinética turbulenta deben anularse en
el fondo y deben tender a su valor en el exterior a medida que la distancia al fondo crece,
los gradientes de dichas variables serán mucho mayores cerca de la pared que lejos y, por lo
tanto, se espera que la resolución de la malla deba ser mayor para valores de ỹ → 0 que para
ỹ →∞.

Por lo tanto, para optimizar el tiempo de computación del código, se ha empleado un
incremento de ỹ variable, creciente con la distancia a la pared. Para ello, se ha realizado el
siguiente cambio de variable,

ζ = ln
ỹ + a

a
, (A.129)

y se ha discretizado el nuevo eje con incrementos ∆ζ constantes. El valor del parámetro a se
ha determinado como a = y2

i /(yfin − 2yi), donde yfin es el valor máximo del dominio en ỹ,
e yi < yfin/2 es un valor intermedio de ỹ tal que la mitad de los puntos de la discretización
quedan por debajo de ese punto y la otra mitad quedan por encima.

Aplicando este cambio de variable, las derivadas respecto a ỹ quedan:

∂

∂ỹ
= G(ζ)

∂

∂ζ
(A.130)

∂2

∂ỹ2
= G2(ζ)

(
∂2

∂ζ2
− ∂

∂ζ

)
(A.131)

donde G(ζ) = 1
a eζ .

Discretización de las ecuaciones y esquema general de resolución
El dominio espacial ζ ∈ [0, ζfin], se ha dividido en NY puntos espaciados una distancia ∆ζ,
y en el dominio temporal, t̃ ∈ [0, tfin], se ha empleado un paso de tiempo ∆t̃. Las derivadas
espaciales se han discretizado empleando un esquema de diferencias finitas centradas,(

∂U

∂ζ

)n,j

=
Un,j+1 − Un,j−1

2∆ζ
+ O(∆ζ2), (A.132)
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(
∂2U

∂ζ2

)n,j

=
Un,j+1 − 2Un,j + Un,j−1

∆ζ2
+ O(∆ζ2); (A.133)

y las derivadas temporales mediante el siguiente esquema de diferencias finitas adelantadas:(
∂U

∂t̃

)n,j

=
Un+1,j − Un,j

∆t̃
+ O(∆t̃). (A.134)

El código parte del instante de tiempo cero, en el que se ha impuesto la condición inicial
de fluido estático, y en cada paso de tiempo se resuelve el problema completo en todos los
puntos del dominio espacial, antes de avanzar otro paso en el tiempo. Cada paso de tiempo se
ha dividido en dos etapas dado que se ha empleado un método de Runge-Kutta de segundo
orden.

A.5.4.2. Resolución de las ecuaciones: Dos grupos

El sistema a resolver consta de ocho ecuaciones con ocho incógnitas, que se pueden dividir
en dos grupos según su estructura. El primer grupo de ecuaciones describen la variación
temporal local de las variables (u0, u1, e0, e1, g0, g1), y se pueden expresar de la siguiente
manera:

∂u0

∂t̃
= f1(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂u1

∂t̃
= f2(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂e0

∂t̃
= f3(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂e1

∂t̃
= f4(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂g0

∂t̃
= f5(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂g1

∂t̃
= f6(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃),

(A.135)

donde g0 = Ω2
0 y g1 = Ω0Ω1. Este grupo de ecuaciones se ha resuelto utilizado un método

expĺıcito de Runge-Kutta de segundo orden.
El segundo grupo de ecuaciones consiste en dos ecuaciones que describen el gradiente

espacial de las dos variables restantes, (v1, p̃1), con la siguiente estructura:

∂v1
∂ζ = f7(u0, u1, ...; ∂u0

∂ζ , ∂u1
∂ζ , ...; ∂2u0

∂ζ2 , ∂2u1
∂ζ2 , ...; ζ, t̃)

∂p̃1

∂ζ = f8(u0, u1, ...; ∂u0
∂ζ , ∂u1

∂ζ , ...; ∂2u0
∂ζ2 , ∂2u1

∂ζ2 , ...; ζ, t̃),
(A.136)

y se ha resuelto avanzando en el eje ζ con un esquema de diferencias finitas no centradas.

Resolución del primer grupo de ecuaciones: Método expĺıcito de Runge-Kutta
El primer grupo de ecuaciones se ha resuelto empleando un método expĺıcito de Runge-Kutta
de segundo orden, es decir, de dos etapas. Si la ecuación diferencial a resolver tiene la forma
∂U/∂t = f(U, t), entonces la variable U toma el siguiente valor en el instante tn+1:

Un+1 = Un + ∆t k2 (A.137)

donde

k2 = f

(
Un +

∆t

2
k1 ; tn +

∆t

2

)
y k1 = f(Un ; tn). (A.138)

En el fondo se han impuesto las condiciones de contorno descritas anteriormente, y en
el exterior de la capa ĺımite, en lugar de imponer las condiciones de acuerdo con el flujo
en el núcleo del fluido, se ha impuesto que los gradientes verticales de las variables sean
nulos. Después se ha comprobado en los casos calculados que dichas condiciones de acuerdo
se satisfacen.
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Resolución del segundo grupo de ecuaciones
El segundo grupo de ecuaciones se ha resuelto, evaluando el gradiente espacial de la

variable en el instante de tiempo anterior, y avanzando en el eje ζ con diferencias finitas
adelantadas partiendo desde un extremo donde la condición de contorno impone un valor fijo
a la variable incógnita.

La variable v1 debe tomar un valor nulo en el fondo, y p̃1 lo hace en el exterior de la capa

ĺımite. Por lo tanto, las ecuaciones se han resuelto partiendo de v
n+ 1

2
,1

1 = 0 y p̃
n+ 1

2
,NY

1 = 0,
y avanzando en sentidos opuestos del eje ζ, siguiendo el esquema:

vn,j+1
1 = vn,j

1 + ∆ζ

(
∂v1

∂ζ

)n− 1
2
,j

(A.139)

p̃n,j−1
1 = p̃n,j

1 −∆ζ

(
∂p̃1

∂ζ

)n− 1
2
,j

, (A.140)

donde (
∂v1

∂ζ

)n,j

=
(

f7

(
u0, u1, ...;

∂u0

∂ζ
,
∂u1

∂ζ
, ...;

∂2u0

∂ζ2
,
∂2u1

∂ζ2
, ...; ζ, t̃

))n,j

(A.141)

(
∂p̃1

∂ζ

)n,j

=
(

f8

(
u0, u1, ...;

∂u0

∂ζ
,
∂u1

∂ζ
, ...;

∂2u0

∂ζ2
,
∂2u1

∂ζ2
, ...; ζ, t̃

))n,j

. (A.142)

El avance en el tiempo se ha realizado en dos etapas ya que los valores de estas variables
en el punto medio del paso de tiempo se requieren para resolver el primer grupo de ecuaciones.
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