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" LIBRO PRIMERO.

DE LOS NUMEROS ENTEROS.

CAPITULO I.”
Naciones preliminares.—Sistema de numeracion.

Qué es cantidad?

Todo lo que es capaz de aumento ¢ disminucion.

Qué es unidad?

Un objeto cualquiera tomado arbitrariamente 6 en la
naturaleza, que sirve de término de comparacion para
medir todas las cantidades de su misma especie.

Qué os nimero?

Ll resultado de la comparacion de una cantidad cual-
quiera con la unidad.

Qué denominaciones admiten los niumeros?

Llamanse enteras, quebrados y inistos; abstractos y
concretos.

Qué es nimero entero?

El conjunto de varias unidades justas y de la misma
especie.

Qué es nimero quebrado?

Una parte de la unidad ¢ la reunion de varias de es-
tas partes.

Qué es numero misto?

La reunion de un entero ‘;)y un quebrado.

Qué es niimero abstracto:

Aguel en que solo se considera el niumero de unidades
qugdc?lntiene ¥ se prescinde del tamafio ¢ especie de la
unidad.
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Qué es NUIEro concreto?

El que se refiere 4 una unidad definida en cuanto & su
tamafio 6 especie.

Qué se entiende por sistema de numeracion?

Un lenguage propio para enunciar todos les numeros

caracléres adecuados para representarlos por eserito.

Cual es nuestro sistema de nwineracion?

El decimal 6 décuplo por ser diez la base elegida.

Qué significa dase de un sistera?

El numero de unidades de un ¢rden cualquiera que se
necesita para componer una unidad del ¢érden inmediato
superior.

Qué denominaciones se han adoptado para espresar los
diferentes numeros:

ITno indica la unidad; dos la reunion de una unidad
con otra; tres la reunion de dos unidades con otra mas;
cualbro, cinco, seis, siete, ocho, nueve. Nueve y uno se
llama diez 6 una decera, y 8¢ cuenta por decenas lo mis-
mo que por unidades, diciendo: una decena, dos dece-
nas,.......nueve decenas, ¢ bien diez, veinte, treinta, . ...
noventa; 4 las cuales agregadas las nueve unidades sim-

les permiten y2 contar hasta noventa y nueve unidades.

Del mismo modo se ha formado una reunion de diez
decenas que se llama ciéento 6 una centena, y se cuenta
con esta nueva clase de unidades lo mismo que con la an-
terior, diciendo: una centena 6 ciento, dos centenas o dos-
CTent08 . s« v s - HUEVE centenas 6 novecientos; 4 las que agre-
oando los MUMeros compuestos de decenas y unidades
e tiene hasta novecientas noventa y wueve unidades.

A diez centenas se les dié el nombre de 7% millar 6 un
mil, y se formaron siguiendo el mismo 6rden, las deno-
minaciones de dos mil, tres mil,...... nueve mil. Siguien-
do con los millares ol mismo ¢rden que se acabade es-
plicar, ¥ agregdndole los numeros formados de unida-
des, decenas ¥ centenas, tendremos llevada la cuenta

hasta movecientas novenia y nueve mil movecientas novern—

ta y nueve unidades.
&i 4 este miimero se agrega una vnidad tendremos un

sedlon.
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Despues 4 un millon de millones se le llama billon, &
un millon de billones #iillon, y asi sucesivamente cua-
trillon, quillon, ete.

Qué cifras se emplean para escribir los guarismos en
nuestro sistema de numeracion?

Las siguientes:

0l 2.8 4 5 6 7 3 9
cero, uno, dos, tres, cuatlro, cinco, seis, siete, ocho, niueve,

que son los que se llaman déyitos; dandose el nombre de
compuestos 4 los que constan de mas de una cifra.

Con qué ley se forman los guarismos en nuestro sis-
tema de numeracion?

Partiendo del principio que una cifra colocada 4 la iz~
quierda de otra vale diez veces mas que si ocupase el lu-
gar de esta ultima.

Asi pues, se ha convenido, que cuando se escriben va-
rias eifras unas 4 continuacion de otras, la primera de
la derecha espresa las unidades simples; la inmediata de
la izquierda decenas; la tercera centenas, la cuarta mi-
llares, la quinta decenas de millar, la sesta centenas de
millar, la séptima unidades de millon, ete.

De qué ¢rden mos valdremos para leer una cantidad
propuesta? _

Se divide el numero en porciones de seis cifras cada
una, empezando por la derecha; en la primera separa-
cion se pone un 1, en la segunda un 2, en la tercera un
3, etc.; despues se divide cada porcion de seis cifras en
dos de 4 tres con una coma, y se empieza 4 leer por la
izquierda, pronunciando #4/ donde se encuentre una.co-
ma, y donde se halle un I, un 2, un 3, ete., mellon, bi-
llon, trillon, ete., yluego al fin se pronuncia unidades.

Bl cero por si solo tiene algun valor?

Ninguno.

Pues para quésirve? oo 1o - ,

Para poder reemplazar con ¢l los ordenes de unidades
de que carezea el numero que se quiere eseribir.
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Las cifras llamadas ségnificativas cudntas clases de va-
lores tienen?

Dos: uno llamado adsoluto, que es el que representa
la cifra por si misma, y otro llamado relative, que es el
que toma con arreglo al lugar que ocupa 4 la izquierda
de las otras cifras.

Puede presentarse alguna dificultad para escribir cual-
quier ntimero dictado en idioma vulgar?

No puede presentar dificultad alguna, cuidando de
empezar & escribir por el periodo de las unidades de or-
den superior, 6 ir colocando 4 su derecha los demas pe-
riodos por el ¢rden de magnitud desus unidades, sien-
do necesario no omitir los ceros que deben ocupar los lu-
gares de los drdenes de unidades que falten, lo cual mo
debe ofrecer dificultad observando que cada periodo ha
do constar de tres cifras escepto el primero de la izquier-
da, que podra tener dos ¢ una.

Queda algo que advertir para_completar el sistema de
numeracion?

Dar 4 conocer los quebrados que forman parte de él.

De cudntos términos se compone una fraceion y como
so denominan?

De dos: el uno que se llama denominador indica las
~ partes iguales en que se ha dividido la unidad, y el otro

Hamado #wmerador indica las partes que se han de fo-
mar de aquellasen que la unidad queda dividida.

De qué modo se escribe el quebrado?

Poniendo el numerador encima de una linea y el de-
nominador debajo de ella. -

Como se lee un quebrado?

Leyendo el numerador y despues el denominador se-
guido de la terminacion @eos; pero siel denominador es
9. 8, 4;..4:.10; seleeel numerador y luego se dice nve-
dio, tercio, cuarto..... .décimo.

Qué es ARITMETICA?

La ciencia que tiene por objeto establecer reglas fijas
v seguras para efectuar con los nimeros todas las opera-
ciones posibles: - TR
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Cuales son las operaciones fundamentales de la arit-
mética?

ADICION, SUSTRACCION, MULTIPLICACION Y DIVISION.

Qué es teorema?

Una proposicion cuya verdad es necesario probar.

Qué es corolaiio?

La consecuencia inmediata de un teorema.

Qué es problema?

Una cuestion que tiene por objetola determinacion de
ciertas cosas desconocidas.

Qué es lema?

Una proposicion que sirvé de base 4 la demostracion
de un teorema.

Qué es axiomal

Una proposicion evidente por si misma.

Cuales son los axiomas principales?

Los siguientes:

1.°  Solo pueden compararse entre si las cantidades
de una misma especie.

2.° Kl todo es igual d la vewnion de sus paites.

3.°  Cada parte es igual al tolo menos el conjunio de
todas las demas partes.

4.° Il todo es mayor que una cualquiera de sus pair-
tes y esta menor que el todo.

5.2 Una cantidad no varia aungue sele aiada y qui~
le simultdneamente otra de su misma especie.

6.° . Dos cantidades iyuales 4 una terceva son iyuales
entre Si.

7.0 Cuando dos cantidades son iguales, si se ejecula
sobre cada una de ellas una misma operacion, Los resulla-
dos que se obtienen son tambien iguales.

8. Si d cantidades desiguales se aftaden 6 quilan
otras igvales, los resultados que se oblengan serdan tan
desiguales como en su. principio. s



CAPITULO II.
DE LA CADICION.

Qué es ADICION?

La reunion de varios ntiumeros en uno solo.

De qué signo nos valemos para indicar esta operacion?

De este - que se lee mas, y se llama positivo, colocan-
dose entre los numeros que se trata de reunir.

Qué nombre toman los niimeros que entran en la adi-
cion?

El de partidas ¢ swmandos 'y el resultado final el de
SUMA .

Cual es el signo de igualdad, y para queé se emplea?

Este = que se lee iyual ¢ y sirve para denotar la igual-
dad de dos magnitudes, situdndolo entre ellas.

Qué otro nombre se daé la igualdad de dos magni-
tudes? :

El de ecuacion, la cual se compone de dos miembiros;
siendo el primero todo lo que estd eserito 4 la izquierda
del signo =y segundo lo que esta a su derecha.

Cluales son los signos empleados para indicar la des-
ignaldad de dos cantidades?

Estos < > que se llaman respeetivamente de minoric
y mayoria, y se leen menor que y mayor que.

De qué modo se emplean para espresar una desigual~
dad? '

Colocando siempre la cantidad mayor hacia la aber-
tura del signo.

Cémo se efecttia la suma de varios numeros o partidas?

Se colocan todos los sumandos unos debajo de otros
de tal manera que formen columnas verticales las cifras
de un mismo orden; se tira una raya por debajo de to-
das las partidas y se empieza 4 sumar por la columna
de las unidades simples, despues la de las decenas, luego
]a de las centenas y asi sucesivamente, colocando debajo
de la raya la suma da cada columna si no pasa de nue-
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ve: pero en pasando, solo se escriben las unidades y se
llevan en la memoria las decenas que resulten para agre-
garlas como simples unidades 4 los niimeros que forman
Ia columna inmediata de la izquierda, siendo esta la razon
de empezar el caleulo por la columna de la derecha.

CAPITULO III.
DE LA SUSTRACCION.

Qué es SusTRACCION!

La operacion que tiene por objeto hallar la diferencia
que existe entre dos nimeros dados, 6 bien dada una su-
ma compuesta de dos sumandos y uno de ellos hallar el
otro.

De qué signo nos valemos para indicar esta operacion?

De este—que se lee menos y se llama negativo, acos-
tumbrandose coloecarlo entre los niimeros que se (uieren
sustraer.

Qué nombre toman los nimeros que entran en la sus-
traccion? '

Llamase minuendo al ntimero de que se quiere restar
otro llamado sustraendo, vy residuo ¢ diferencia el resul-
tado de esta operacion.

Cémo se efectiia la sustraccioni de dos cantidades?

Se coloca el sustraendo debajo del minuendo de modo
que formen columna las unidades de un mismo ¢rden
y se subraya todo; luego se restan las unidades del
sustraendo de las del minuendo, las decenas de las de-
cenas, las centenas de las centenas, etec. y se coloca ca-
da una de estas diferencias debajo de los ntiimeros de que
ha provenido; el ntimero que siguiendo este dérden se
obtenga serd la diferencia pedida.

La marcha que se acaba de esplicar, es general para
todos los ntiimeros que se quieran sustraer? :

No sefior, puede suceder que una cualquiera de las ei-
fras del minuendo sea menor que su correspondiente del
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sustraendo, en cuyo caso serd necesario agregar diev &
la primera, cuidando de {levar uno para agregarlo 4 la
cifra inmediata del sustraendo.

Puede presentarse otro caso en la sustraccion?

Puede suceder que una ¢ mas cifras del minuendo es-
tén representadas por ceros, en cuyo caso debe tomarse
la unidad de la primera cifra colocada 4 la izquierda de
los ceros, restando de dez la cifra del sustraendo que es-
t6 colocada debajo del primer cero y las restantes de
naeve.

Qué es complemento aritmético de un namero?

La diferencia que hay enftre el numero dado y la uni-
dad seguida de tantos ceros como cifras tenga el ni-
mero.

Oémo se obtiene el complemento aritmético de un
nimero?

Restando todas sus cifras de nueve menos la de las
unidades que se resta de dzez.

Y cuando el nimero termina en ceros?

En este caso la cifra que se resta de diez es la ultima
significativa de la derecha, eseribiendo despues tantos
ceros como tenga el numero.

Para qué se emplea el complemento aritmético?

Para convertir en suma la diferencia de dos cantida-
des; pues si en lugar de restar el sustraendo del mi-
nuendo se agrega 4 este el complemento aritmético del
sustraendo debe resultar el mismo residuo aumentado en
una unidad superior que se suprime.

DemosT. 1. Supongamos que se quiere restar 847 de 953.
Es evidente que se tendrd (axioma 5:° pag. 3.

053 —84T = 953 — 84T+ 1000— 1000
que puede escribirse
953 —8AT = 95341000 —847 — 1000.

en el segundo miembro se puede restar 847 de 1000 que equivale
4 tomar el complemento aritmético de 84Ty resulta
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953 —847=953 4153 — 1000
953 — 847=953-]-1153.

6 bien

Cuando puede presentar ventaja el uso de los comple——
mentos?

Cuando se tienen que sumar <y restar varias cantida-
des, pues en vez de sumar separadamente las cantidades
poq1t1vas y las' negativas para hallar el resultado, no
hay mas que sumar r las cantidades positivas con los com-
plementos aritméticos de las negativas, teniendo cuida-
do de escribir delante de la nota de drden superior de ca-
da complemento, 'la unidad con el signo negativo enci-
ma, para indicar que al efectuar la suma de ‘cada co-
lumna se han de quitar tantas unidades CoNo #nos nNe-
gativos se encuentran en ella.

CAPITULO '1V.
DE LA_ MULTIRPLICACION .

Qué es MULTIPLICACION?

Repetir un niimero tantas veces como unidades tie-
ne otro.

Cémo se llaman los nimeros que entran en la multi-
plicacion? i

Multiplicando el que se repite, multiplicador el que
indica las veces que se ha de repetir y' producto el re-
sultado de la operacion.

Tambien se'dd el nombre de faciores del producto al
multiplicando y multiplicador considerados juntamente.

Puede definirse de ofro modo la’ multiplicacion?

Se puede decir'que es hallar un nimero que sea res—
pecto’ del multiplicando lo " que el multlphcador es Tes-
pecto de la unidad.

A qué equivale la multiplicacion?

A sumar el multiplicando consigo mismo ta,n‘ras veces
como unidades tenga el multiplicador. '

2
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De qué signo nos valemos para indicar esta operacion”

De este x , que se lee mudliplicado por y que se €o=
loca entre los nimeros que S€ quieren multiplicar.

Cuando un numero se multiplica ?por i mismo varias
veces, qué nombre toma el producto!

El de potencia de dicho nimero y esta serd segunda
6 cuadrado, tercera 6 cubo, cuarta, quinta, efc. segun
que el numero propuesto se haya tomado por factor dos,
tres, cuatro, cinco, etc. veces.

Qué se entiende por esponente? ;

K1 numero que colocado & la derecha y un poco mas
alto que otro dado, indica las veces que este entra como
factor en la potencia que s€ quiere formar.

Un producto no vaiia aun cuando se tome el multipli-
cando por multiplicador y este por maltiplicando.

Deyost. I, Sean los numeros % y 3 y se quiere probar que
A% 3=3X4%

Sabemos que multiplicar es sumar las unidades de que estd com-
puesto el multiplicando tantas veces como unidades contiene el
multiplicador, luego de 4 < 3 tendremos

A=1-4+1414-1
4=1+1j:1+1
A=114141

y sumando miembro & miembro 4 < 3=3-+43+34+3=3X 4

Cé{;}no <o efectia la multiplicacion de dos ntumeros di-
itos!
= Con el auxilio de la tabla de Pitagoras, en la cual es-
t4n comprendidos 1os productos de todos estos nimeros.
(l¢mo se hace la multiplicacion de un numero com-
uesto de varias eifras por un nimero digito?
Multiplicando las unidades, decenas, centenas, etc. del
multiplicando por el multiplicador y escribiendo estos
productos parciales en el lugar correspondiente; tenien-
do cuidado de agregarl al producto de las unidades de ca-
da drden las que del ‘mismo orden resultaren del produc-

o anterior.
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Demost. 11l.  Sea por ejemplo, 859 X 4: como esto equivale 4 to-
mar 839 cuatro veces por sumando, podremos presentar el produc-
to bajo la forma

859
859
859
859

3436

Al efectuar esta suma vemos que hay que tomar la cifra 9 de las
unidades cuatro veces por sumando, lo que equivale & 9<% 04
6 unidades y 3 decenas; en la suma de la columna de las decenas
debe tomarse igualmente la cifra 5 cnalro veces por sumando, que
es lo mismo que 5 X 4 6 veinle decenas, & las que agregadas las
3 que de esla clase dio el producto anterior se obtienen 23 decenas,
o sean 3 decenas y 2 centenas; en la columna de las centenas so ha
de tomar tambien el 8 cuatro veces por sumando y da 32 cenlenas
i las que unidas las dos del producto anlerior resultan 34 cente-
nas; con lo que queda demostrada la regla que antecede.

C6mo se hace un numero 10, 100, 1000.......veces
mayor?

Agregando & la derecha del numero tantos ceros co-
mo tenga la unidad superior por que se quiere multi-
plicar. :

Devost. V. Supongamos que 427 se quiere multiplicar por 10005
el producto debe ser 427000, porque el 7 que represenlaba uni-
dades simples representa ahora unidades de millar, que son mil
veces mayores; el 2 era decenasy es ahora decenas de millar, el 4
que primtivamente ocupaba el lugar de las cenlenas ha pasado 4
ocupar el correspondiente 4 las centenas de millar; y puesto que ca-
da eifra ha venido &4 quedar de este modo multiplicada por 1000
es evidente que lo estard lambien el numero total 427.

Como se multiplica un nimero por una cifra signifi-
cativa seguida de uno ¢ mas ceros’

Multiplicando por la cifra significativa y agregando
al producto tantos ceros como sigan & dicha cifra.

Devosr. V. Sea 893 X 6000. Segun la definicion de la multipli-
cacion hay que repetir el multiplicando 6000 veces o lo que es lo
mismo hacer la suma de G000 sumandos iguales 4 893; pero eslos
6000 sumandos se pueden separar en 1000 grupos, cada uno de los
cuales contendra 6 veces al multiplicando 893, y por lo tanto serd
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igual 4 893 X 6 O sea 5358; como este es el valor de cada grupo, el
de los mil sera 5358 X 1000 o bien 5338000, que era lo que se que-
ria demostrar.

C'émo se multiplican dos niimeros compuestos de varias
cifras? :

En este caso es preciso multiplicar 4 uno de los facto-
res por todas las cifras del otro sucesivamente, y eseri-
bir cada uno de estos productos parciales de manera que
sus unidades queden colocadas en el mismo ¢rden quela
cifra del multiplicador de donde ha provenido, efectuan-
dose despues la suma de todos los productos parciales que
hayan resultado.

Demost, VI. Sea 7853 X 334

Aqui debemos repetir el multiplicando - 354 veces 0 lo que
es lo mismo 300 veces— 50 veces <= & veces, puesto que
354 = 300--30 - 4.

El produeto por 4@a . o« ao e Sn sl s T 31412

El producto por 50, segun lo dicho, (V.) dd. . . 392650

El produeto por 300, por igual razon que el an-
e G R e SRR O SIOMdR LalASL Bh S aanodas

La suma de estos productos parciales dd . .. . . 2T19962
que es el produeto pedido; mas como los ceros no influyen en la
adicion, se pueden.suprimir, y asi no habra mas que multiplicar el
multiplicando por cada una de las cifras del multiplicador, cuidan-
do de escribir cada producto parcial un lugar mas a la izquierda
que el producto anterior.

Qué debera hacerse cuando en medio del multiplica-
dor haya uno ¢ mas ceros!

Se suprimira la multiplicacion por los ceros y el pro-
ducto correspondiente alla cifra que siga 4 su izquierda se
atrasara tantos lugares mas uno, oIl relacion al pro-
ducto precedente, como ceros intermedios haya.

Y & al fin del multiplicando y multiplicador hay ce-
ros, qué se debe hacer?:

Considerar los ceros como suprimidos y efectuar la
multiplicacion de las cifras significativas; pero cunidan-
do de agregar & continuacion del producto tantos ceros
como se cuenten en los dos factores reunidos.



== ] =

Demost. VIL - Sea 47800 3 26000. Digo que el producto es igual
4 A4T8 X 26 X 100000. En efecto el producto propuesto equivale &
tomar la cantidad 47800 que hace de multiplicando 26000 veces por
sumando; pero estos sumandos podremos descomponerlos en 1000
grupos de 4 26 sumandos cada uno, y entonces el valor de cada
grupo estard representado por 47800 X 26; al hallar este resultado
por medio de la adicion los ceros que ocupan el lugar de las unida-
des y decenas entrardn del mismo modo en la suma, y porlotanto
cada uno de eslos grupos equivaldrd & 478 26 3 100; luego el
valor de los mil grupos 6 sea el producto propuesto serd, 478 < 26
5100 3 1000, 6 bien 478 X '26 X 100000, que era lo que se queria

demostrar.
&

De cudntas cifras consta el producto de dos factores?
De tantas como tengan los dos factores reunidos ¢ de
una menos.

_Dewost. VIIL, Sea por ejemplo 4283 X 725, Como se liene que
725 > 100, sera
4283 X 725 > 4283 3 100
o bien
4283 X 125 > 428300
y'por lo lanto, el producto lendrd cuando menos seis cifras.
Pero como tambien se tiene 725 < 1000 serd igualmente
4283 < T25 < 4283 1000
o bien
4283 X 725 < 4283000
pai-a lo cual es preciso que el producto no tenga mas de siele ci-
fras. Luego el producto propueslo tendrd seis 0 siele cifras.

CAPITULO V.
DB LA DIVISION.

Qué es DIVISION? '

Una operacion cuyo objeto es, dado un producto y uno
de los factores, hallar el otro factor.

Qué nombre toman los nimeros que entran en la di-
vision?

Lilamase dividendo el producto, divisor el factor co-
nocido y cuociente el factor que se busca.

_D% qué signos nos valemos para indicar esta opera-

cion?
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De estos — , © que se leen dividido por. Cuando se
hace uso del primero se coloca el dividendo sobre la ra-
va y el divisor debajo; y cuando se usa el segundo se le
“oloca entre el dividendo y el divisor.

Ciémo se efectia la division de un numero compuesto
de varias cifras por un digito?

Qi el cuociente no ha de tener mas que una cifra, esta
se encuentra facilmente con el auxilio de la tabla; pero
en el caso de tener dos 6 mas cifras se separan de la iz-
cuierda del dividendo las que sean necesarias para con-
tener al divisor; se halla el mamero de veces que este
osta contenido en las cifras separadas, y el numero que
1o esprese se escribe debajo del divisor, que s el lugar
asignado al cuociente: se multiplica este nimero por el
divisor y el producto se resta de las ecifras separadas: al
lado del residuo que resulte se bajara la cifra siguiente
y se averiguara lag veces que el divisor esta contenido
en este nuevo dividendo parcial; encontrada que sea
esta cifra se colocard d 1a derecha de la que se habia es-
crito antes en el cuociente; el producto de esta nota por
ol divisor se restard del numero que ha servido de divi-
dendo; al lado de este nuevo residuo se baja la cifra gi-
guiente, continuando del mismo modo hasta haber ba-
jado todas las cifras del dividendo.

Sialgun dividendo parcial resultare menor que el
divisor se escribe cero en el cuociente y se baja la cifra
siguiente del dividendo.

C'émo se dividen dos numeros compuestos de varias
cifras?

96 toman en el dividendo tantas cifras como hay en
ol divisor, 6 una mas si el conj anto de cifras tomadas en
aquel forman un numMero menor que el divisor; tendre-
mos de este modo el primer dividendo parcial, y operai-
do con 6l como si fuese 1inico, e halla la primera cifra
de la izquierda del cuociente, del mismo drden que las
unidades del dividendo parcial. Tste cuociente se mul-
tiplica por el divisor y el producto se resta del dividendo
parcial, dando asi origen & un residuo 4 cuya derecha
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se baja la cifra siguiente del dividendo propuesto, para
continuar la misma operacion y obtener con ella la se-
gunda cifra del cuociente, siempre del mismo érden que
Ta cifra tomada del dividendo, teniendo cuidado en ca-
da operacion de escribir la cifra quese obtenga para el
cuociente # la derecha de las precedentes 4 fin de darles
su verdadero valor: si hecho esto no queda nadase dice
que la divion es exacte, y en caso confrario se llama #n¢-
zacta.

Demost. I1X. Supongamos que se quiere dividir 36295 por 85;
como el dividendo ha de ser igual al producto del divisor por el
cuociente, segun la definicion, es claro que dicho cuociente serd ma-
yor que 100 y menor que 1000, puesto que se tiene 853100 <36295,
y 83 % 1000 > 36293, y por fanio el cuociente se compondrd de
uinidades, decenas y centenas. Veamos, pues, como podemosir res-
tando del dividendo el producto del divisor por cada una de las ci-
fras del cuociente; para esto consideremos qué COTIO ¢l producto
del divisor por las centenas del cuociente ha de terminar precisa-
mente en dos ceros, las dos cifras de la derecha del numero 36295
no pueden formar parte de este producto, el cual por lo tanto es-
tard contenido en 362. El mayor nimero de veces que el divisor
estd contenido en 362 es &, que sera la cifra de las centenas del cuo-
ciente y se'tiene 85 X 4 = 340, cuyo producto se convierte en 34000
en razon & que el 4 representa centenas; restando 34000 de 36295,
el residuo 2293 serd el producto del divisor por
las decenas y unidades del cuociente; y eomo el 36‘295]85
producto por las decenas ha de lerminar en un (T T
cero, la eifra 3 no podrd formar parte de él vy se 34000
separard del resto del nimero; ahora bien, el di- ——
visor 83 estd contenido en 229 dos veces y por 2295
consiguiente 2 debe ser la cifra de las decenas del 1700
cuociente y 'se obtiene 83 X 2=170; producto  TTHgy
que se convierle en 1700, porque la cifra 2 repre-
senta decenas; restando 1700 de 2293, el residuo 505
595 representard el producto del divisor por las
unidades del cuociente, y como 85 X7 =595 la 0
cifra de las unidades serd 7; puede suceder que
quede un residuo de esta ltima operacion lo cual provendrd de no
ser el dividendo el producto exacto del divisor por el cuociente.
En esle caso es evideute que el ltimo residuo espresa el numero
de unidades en que el dividendo escede al producto del divisor por
el cuociente, y por consiguiente se deduce que en toda division
inexacta el dividendo es igual al producto del divisor por el cuociente
mas el residuo.
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F1 cuociente completo de toda division ineracta se coms-
pone del cuociente entero mas un quebrado, ciyo. Nume-
vador es el residuo y cuyo denomingdor es el divisor.

Demost. X. Sirepresentamos por [ el dividendo, por n el di-
visor, por g el cuociente y por ol residuo tendremos, con arreglo
4 la demostracion anterior

D=nxqg+r
y dividiendo por n los dos miembros de esta ecuacion
D r
S5 SRl o
gue era lo que se queria demostrar.

Cémo se divide por 10, 100, 1000, etc. un ntmero
que termina en ceros?

Suprimiendo de la derecha del numero tantos ceros
como siguen 4 la unidad.

Devos?. X1 Supongamos que 427000 se quiere dividir por 1000;
el cuociente debe ser 427, porque el T que representaba unidades
de millar representa ahora unidades simples (ue son mil veces me-
noves; el 2 era decenas de millar y es ahora decenas simples; el 4
que primitivamente ocupaba el Jugar de las cenlenas de millar ha
pasado & ocupar el correspondiente d las centenas simaples; y pues-
fo que cada cifra ha venido 4 quedar de este modo dividida por
1000, es evidente que lo estard tambien ¢l numero total 427000.

CAPITULO VI
OTRAS PROPIEDADES REFERENTES A LA MULTIPLICACION
Y DIVISION.
Bl producto de varios factores no se altera cualquiera
que sea el drden con que se ejecuten las multiplicociones.

Denost. X1 Desde luego se vi 4 probar que se puede invertir
el 6rden de los tltimos factores sin alterar el valor del productor.
Sea, en efecto, ‘el producto

2 X AXK6X3X3
efectuemos el producto 48 de los faclores 2, %, 6, que preceden d
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los dos ultimos,:y tendremos, por consiguiente, que multiplicar

48 X 3 y luego el producto por 5. Ahora bien, multiplicar 48 X 3
es lo mismo que repelir este nimero 3 veces, luego -

48 X 3 = 48448 --48.
Para multiplicar este producto por 5, no hay mas que multiplicar
cada una de sus partes por 5, luego

A8 X 3 X5 = 48 X B4-48 3 5 48 X 5;

pero repetir tres veces el producto 48 X 5 es lo mismo que mul-
tiplicarlo por 3: luego

48 X 8 X5 =148 X5 X 3;

6 bien poniendo en lugar de 48 la cantidad equivalente.2 X 6 X 4,
se obtendra p

ZXEXAXIXE=2X6X4X5X3

lo que debiamos demostrar,

Digo ahora que en un producto de varios factores, se puede in-
vertir el 6rden de dos factores consecutivos cualesquiera, sin alte-
rar el valor del producto.

Sea en efecto el producto

2X6X 43X 3X5X 8 X9,

¥ supongamos que se quiera invertir el 6rden de los factores 3 y 5.
Consideraremos desde luego el producto 2 x63< 4 %3 x5, que

acaba por el dltimo de los que queremos cambiar de lugar, y po-

dremos inverlir el orden de sus dos ultimos factores, lo que dard

2XOEXAXINEI =2X6XixX5%3.

Ahora, es claro que si se multiplican dos cantidades iguales- por
una misma cantidad, los productos serdn iguales; luego, multipli-
cando los dos produclos anteriores por 8 y en seguida por 9, se
tendrad

ZXEXRAXIXEXEXI =2X6XIX5XIXE8xI.

lo que debiamos demostrar.

De este ultimo principio se sigue que, permulando sucesivamen-
te un factor con su inmediato, se le podrd llevar al lugar que se
quiera, y por consiguiente invertir del modo que se juzgue conve-
niente el orden de todos los factores, sin que se altere por ello el
valor del producto.

3
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Si wno de los factores de un producto se mulliplica
POT U NUHETO cualgwiera el producto resulla multipli-
cado por el misSmo WWMEro.

Demost. XIIL  Sea el producto TRBEX3IX6X4Lydigo que si
uno de los factores, 3 por ejemplo, se multiplica por un numero
cualquiera tal como 8, todo el producto quedard tambien multipli-

cado por 8.

En efecto, multiplicando el factor 3 por 8 el producto se convier-
fe en TXHX24 X6 X 4; pero segun la demostracion anterior este
producto puede escribirse bajo la forma

2UKTXIXOXE
y esto equivale 4
IXBXTIXEX6X4

Haciendo que ¢l 3 ocupe el mismo lugar que en el producto pro-
puesto, y que el 8 venga & colocarse para altimo factor se tiene

TX B X3 X6X4XS
Donde vemos que el producto propuesto queda multiplicado por 8.

CoroLARIO. Para multiplicar un producto por i
nimero cualquiere bastard multiplicar wno cualquiera
de los factores por dicho nuimero.

ADVERTENCIA. Ficilmente se probaria que St uno de
los jfactores de un producto s¢ divide por wn Wlmero
cualquiera el producto queda dividido por dicho wkme—
ro: Y que pare dividir wn producto por un WEnero bas-
ta dividir por dicho wimero wno cualqwiera de (oS fac-
tores. .

Si se multiplica uno de los factores j e divide otro
por el mismo wiimero el producto no se altera.

Demost. XIV. Rs claro que st uno delos factores se multiplica por

un niimero el producto queda multipiicar_lo por el mismo numero,

ue si el otro factor e divide por el mismo pamero el producto

ueda dividido; luego por un lado aumenta lo que por otro dismi-
nuye, ¥ ¢l produclo por lo tanto permanece invariable.

. - mulliplica Y .o § :

Si el dividerdo se { divide.. & Por un NUIMEro el

cuociente gqueda SL m%%f;gj%?()do } por el mesmo NUMEro.
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Demost. XV. Como la division equivale & una multiplicacion cu-

yo producto es el dividendo, y cuyos factores son el divisor y el cuo-

ciente, es evidente (XIII) que si tenemos el producto { mx:llit‘:ﬂ;gido}

por un nimero cualquiera y uno de los factores, que es el divisor,
no ha sufrido alteracion ninguna, el otro factor, que es el cuocien-

te, ha de estar { m‘g&%}gzﬂo } por dicho niimero.

Si el divisor se {m%t;f ngm} por un nimero el cuo-

dividido

ciente resulta { multiplicado

} POr el WSO MLMero.
Denosr. XVI. En efecto, el producto, que aqui es el dividendo,
no ha sufrido alteracion ninguna, y para esto es indispensable (XIV)
~ que si uno de los factores, que es el divisor, se ha { m‘:ﬁ%}g{gido}
por un nimero cualquiera el otro factor, que es el cuociente, se
dividido i ;
haya{multiplicado} por el mismo numero.
Si el dividendo y divisor se multiplican 6 dividen por
un mismo nimero el cuociente no Vard.

Demost. XVIL {Multip]icando} el dividendo se sabe que se

Dividiendo q
multiplica : multiplicando s divide
{ divide } oloucciculs y { dividiendo el divisorsey npjgiplica

el cuociente: de suerle que dicho cuociente se hace por un lado tan-
las veces mayor cuantas menor por olro y de consiguiente no se
allera.

Cuando el dividendo y divisor lerminan en ceros se
puede suprimir de uno y otro igual nibimero de ellos sin
que el cuociente sufre alteracion.

Denost. XVII. Al suprimir igual namero de ceros del dividen-
do y divisor no se hace otra cosa que dividirlos por 10, 100,
1000, efc. segun sean uno, dos, (res, etc. ceros los suprimidos, lo
cual segun lo demostrado, (XVII) no altera el cuociente.

Si se multiplican el dividendo y divisor de una di-
pision inexacta por un nimero enlero, el cuociente ente-
0 MO Varia, pero el vesidvo queda mulliplicado por el
MASHO NUIMETO.
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Demost. XIX. Sea D el dividendo, d el divisor, ¢ el cuociente y

» el residuo: resulta la ecuacion
Di=d X g1

$i se mulliplican los dos miembros de esla igualdad por un na-
mero cualquiera n, se liene

Dxn=dxaxXn-FrxXn
D¥n=dnxqg-+4rXxXn

en la cual aparecen multiplicados por 7 ol dividendo, el divisory
el residuo, sin que haya esperimentado variacion alguna el cuo-
¢iente entero.

Se infiere de lo dicho que si Dy dse hubieran dividido por n el
residuo » hubiera quedado dividido por n.

6 bien

CAPITULO VIIL.

PROPIEDADES DE LOS DIVISORES COMUNES A VARIOS NU-
MEROS.—CONDICIONES DE DIVISIBILIDAD.

Si dos nianeros son divisibles por otro, la sumo y la
diferencio de dichos nimeros serdn tambien divisibles
por el otro.

DEmosT. XX, Sea S la sumay d la diferencia de dos nimeros a
y & divisibles por un mismo numero n; tendremos

§ =a-+hb d =d # D
y dividiendo por n
8 a b ¢ 2 b
AT n Hiy (iaT) n

a .
pero— y b on mimeros enteros por lo supuesto, y £omo la suma
n
¢ diferencia de dos numeros enteros precisamentc ha de ser olro
entero, se infiere que §y d han de ser tambien divisibles por n.

S se tiene wna suma descompuesta en (10S partes tal
como S=a -+ b, resulta que:



B 5

1.° Siuno de los sumandos, a por ejemplo, es divi-
sible por otro wimero d, sin serlob, tampoco lo serd s y
el residuo de la division de s por d serd el mismo que
resulte de la division de b por d.

2.° Sila suma s y uno de los sumandos a son divi-
sibles por d, tambien lo serd el olre sumando b.

Demost. XXI. 1.° Dividamos por # toda la ecuacion s=a--b
y se tendra

a
d

8o b
vk g

! o ¥ i .
Siendo a divisible por d, - sera un numero enlero, pero como 4

b
no es divisible por d, 3o podra serlo, de suerte que el segundo

miembro de la ecuacion es un ntimero fraccionario, y lo mismo le
sucederd al primero, pues de lo contrario resultaria un namero ente-
ro igual & uno fraceionario, lo que es imposible. Ademds de esto, ha-

: a . T x
clendo—d— = q (nimero enlero) y considerando que por no ser b di-
visible por d debe dar esta division un cuociente entero ¢’y un re-
siduo » tendremos:

a=dxgq b=dXq'+r
sustituyendo estos valores en la ecuacion s =a--h resulta

. s=dXq+4+dXq =+r
0 bien
s=d(q+q")+r
donde se vé que si se divide s por d resultaria el cuociente entero
G—¢q' y el residuo 7.

2.° Para demoslrar la segunda parte dividamos por 4 toda la
ecuacion propuesta y tendremos

5 a

y e

ale

3 e el s -
Sia y sson divisibles por d,aa- Y -rseran nimeros enteros ylo mis-
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mo sucederi con T pues de lo contrario resultaria que un nume-

ro entero seria ignal 4 uno fraccionario, lo que es imposible.

Si un wimero es divisible por 06ro, todos los mablli-
plos del primero serdn divisibles por el sequndo.

Demost. XXII. Sea e divisible por d; a X m serd tambien divisi-
ble por d, porque se tiene :

axm=a-+ata-at... hasta m veces.

Siendo @ divisible por d el segundo miembro de esta igualdad se-
ré tambien divisible por € y en su consecuencia el primero, que era
lo que se queria demostrar.

Qué es nimero par!

El que termina en 0,2, 4, 5,8, siendo impar el que
no termina en ninguna de estas cifras.

Cuando es un numero divisible por 10,100, 1000, 040+

Cuando termina en uno, dos, fron, s ceros, porque
el cuociente exacto de la division de este mumero por
10, 100, 1000, es el mismo nUmMero suprimiéndole uno,
dos, tres,..... ceros. (XI).

Cuéndo es un nimero divisible por |27

Cuando termina en cero 6 cifra poi.

Demosr. XXIIL. En efecto, todo ntimero terminado en cero es
divisible por 10, y como 40 o es por 2, tambien lo serd el numero
propuesto (XXII). -

Sea ahora el numero 8754 que podemos descomponer en 875043
la primera parte es siempre divisible por 2 por terminar et cero;
luego para que lo sea el ntimero propuesto €s necesario que lo sea
la segunda parte que no es otra cosa que la cifra de ‘laﬁ umc}a.des;
pero esta cifra no puede ser divisible por 2, sino siendo un pumero
par, luego queda demostrado lo que se pedia.

;Cuéndo es un nimero divisible por 57
Cuando termina en cero 4 cinco.

(Se demuesira cOmMO el anterior).

;Cuéndo es un mimero divisible por 47



Cuando termina en dos eeros ¢ cuando las dos cifras
de la derecha componen un multiplo de 4.

DEemost. XXIV. En efeclo, todo ntimero terminado en dos ceros
es divisible por 100, y como 100 lo es por 4 tambien lo sera el nu-
mero propuesto (XXII).

Consideremos en segundo lugar el numero 47956; este nlimero
equivale 4 479004 56. La primera parte es divigible por 4 por ter-
minar en dos ceros; luego para que lo sea el nimero propuesto se
necesifa que lo sea la segunda parte, que no es oira cosa que ¢l ni-
mero formado por las dos cifras de la derecha.

Cuédndo es un numero divisible por 87
Cuando termina en tres ceros, ¢ cuando lag tres cifras
de la derecha componen un multiplo de 8.

(Lla de)mostracion ‘es andloga 4 la que 'se ha hecho para el 2 'y pa-
ra el 4.

Un numero cuando es divisible por 9?
Cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras
es 9 6 un multiplo de 9.

DEmosr. XXV. Para demostrarlo tenemos que anteponer dos le-
mas.

1.° Zoda c?“ra significativa sequida de ceros es igual ¢ un mailtiplo
de 9 mas el valor absoluto de dicha cifra.

Sea el ntmero 6000, el cual equivale 4 10006 y como

1000 =999 -+ 1 se tendrd
6000 == 1000 X} 6 = (999 -1 ) < 6 =999 X 64-6.
Pero 999 es un multiplo de 9 y tambien lo es 999 < 6, luego
6000 = m. de 94-6.

que era lo que se gueria demostrar.

9.°  Todo nimero se compone de un miiltiplo de' 9 mas lo sume de

los valores absolutos de 'sus cifras. :
Sea el numero 7894325. Descomponiéndolo en sus diferentes cla-
ses de unidades y llevando en cuenta lo demosirade en el lema an-

terior se tendrd
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000000 = m. de 9+ 1T
800000 = m. de 98
90000 = m. de 949
4000 == m. de 9+ 4
300 =m. de 943

90 = m. de 942
5

ne

Q=

y sumando 7804325 — m. de 9 (7 +8+9—|—4+3+2+b’)

Ya podemos pasar 4 la demostracion de nuestro teorema.
Siendo /¥ un nimero cualquiera y S la suma de los valores abso-
lutos de sus cifras, tendremos en virtud del lema 2.°

N = m. de 945.

Ahora bien, la primera parte es un multiplo de 9, luego para gue
lo sea ek numero N es necesario y basla que lo sea la segunda
parte S, 0 sea la suma de todas las cifras consideradas con sus valo-
res absolutos, que era lo que se queria demostrar.

Cuéndo es un numero divisible por 37
Cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras
dan 3 ¢ un multiplo de 3.

Demost. XXVI. Segun lo que se acaba de ver para todo nimero
N se tiene la igualdad

N =m. de 9-}5.

Siendo S la suma de los valores absolutos de sus cifras; pero co-
mo todo multiplo de 9 lo es tambien de 3, la igualdad anterior se
transforma en

N=m. de 3+48S.
Siendo la 1.2 parte un multiplo de 3, para_que lo sea el numero

N es necesario que lo sea la segunda parte §, la cual como se sabe
representa la suma de los valores absolutos de las cifras.

Cuéndo es un namero divisible por 117

Cuando la diferencia entre la suma de los valores ab-
solutos de las cifras de lugar impar (contando de derecha
4 izquierda) y la suma de los valores absolutos de las ci-
fras de lugar par es 0, 11 ¢ un multiplo de 11.

Denost. XXVIL Es preciso ante todo demostrar los tres lemas
siguientes:



2 G

1.° Toda cifra significativa sequida de un nilmero par de ceros es
igual d un miiltiplo de 11 mas el valor absoluto de dicha cifra.

Sea el niimero 60000, que equivale & 10000 x 6, v como 10000
es igual 4 999941, se tendrd

60000=10000 > 6=(9999-4-1) X 6 =9999X 6 -6
¥y como 9999 es un multiplo de 11, tambien lo serd 9999 % 6, luego
60000 = m. de 11 -4 6.

2.0 Toda eifra significativa sequida de un nimero impar de ceros
es igual d un miltiplo de 11 menos el valor absoluto de dicha eifra.
En efecto, sea el numero 600000: se tiene claramente

600000 = 60000 X 10
pero segun se ha visto 60000 = m. de 41 -6 luego

600000 = (m. de 11--6) 10 = m. de 11 X10 4 6x10 =m. de 14
-6 X 10;

pero como 10 = 11 — 1 se tendrd tambien

800000 =m. de 1146 X 10=m. de 11 4 (11 —1) X 6 =m. de
1 +11 X 6—6

que claramente se reduce 4
600000 = m. de 11 —6.

3.0 Todo wiimero se compone de un miltiplo de 11 mas la suma de
los valores absolutos de las cifras de lugar impar (contando de derecha d
izquierda) menos la suma de los valores absolutos de las cifras de lugar

par.

Sea el numero 7438956 o .
Descomponiéndolo en sus diversos ordenes de unidades y llevan-
do en cuenta lo demostrado en los dos primeros lemas tendremos

7000000 = m. de 11 4+ 17
400000 =m. de 11 — 4
30000 =m. de 114-3
8000 =m. de 11 —8
900 = m. de 11 +-9

50 =m. de 11 —5

b= 6

y sumando 7438956 —=m. de 11 4 (143494 6)— (44 B~ 5)
4

]



R s
que era lo que se queria demostrar.

Ya podemos demosirar nuestro teorema y para ello sea IV un nu-
mero cualquiera, [ lasuma de las cifras de Tugar impar y P la su-
ma de las cifras de lugar par; se tendrd

N =m.de 11 +1—P.

Ahora bien, puede ser I>P, [=P, 1< P, .
8i 1> P, llamando D su diferencia serd

N = m. de 114-D,

en cuya igualdad vemos que para que IV sea divisible por 11 es ne-
cesario que J) sea un multiplo de 14.
Si I=P se tiene

N =m. de 11

lo que quiere decir que el niimero &n ésle caso es divisible por 11

Si 1 <P el numero [V puede considerarse como la diferencia en-
entre los numeros m. de 14 +4-T y P; restando T del minuendo y
sustraendo, sale

N =m. de 11 —(P—1)
y siendo D la diferencia entre Pél
N = m, de 11 —D.

Donde vemos que si /) es divisible por 11 lo serd tambien V y no
lo serd en el caso contrario.

CAPITULO VIIIL.

MAXIMO COMUN DIVISOR.

Qué es numero PRIMO!

El que no es divisible exactamente mas que por si
mismo y por la unidad.

Y ntmero compuesto?

El que ademés de ser divigible por si mismo y por la |

unidad puede dividirse exactamiente por uno ¢ mas nu-
meros.
Qué son numeros prinos entre si?

e —
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Dos numeros que aunque compuestos no tienen mas
divisor comun que la unidad.

A qué se dd el nombre de mazimo comun divisor?

Al mayor nimero que pueda dividir exactamente a
dos 6 mas numeros dados.

St dos wkmeros se dividen por s mdzimo comun di-
visor los cuocientes serdn nimeros primos entie si.

Demosr. XXVIIL. Sean A y B los dos numeros, D su méiximo co-
mun divisor, # y b los cuocienles de la division de A v B por D;

digo gque ay 6 son nimeros primeros entre si,
En efeclo, se liene visiblemente

A=axD B=" D
5i @ y b tienen un factor comun 4 serdn de la forma
a =o' X dyb=hiodnd;
eslos valores susliluidos en los primeros dan
: A== gl d w1 B=b">dxD.

Donde se vé que Ay B son divisibles pord X £ y por consiguiente
D no es el maximo comun divisor de dichos niimeros, contra lo su-
puesto.

Todo divisor comun al dividendo y al divisor de una
division inexacta es divisor del residwo; y al contrario
todo divisor comun al divisor y al vesiduo es divisor del
dividendo.

Demost. XXIX. Sea « el dividendo, & el divisor, ¢ el cuociente
y r el residuo, se tendrd

a=Dbxq-+r

1.° Todo numero que divida & @ y 4, debiendo dividir 4 4 % ¢,
dividird tambien 4 », diferencia entre a y b X ¢.

2. Todonumero que divida 4 & y » deberd dividir 4 « suma de
bXqgyr

Bl mdximo comun divisor del dividendo y divisor de
una division inexacta es el mismo que existe entre el di-
visor y el residuo. :



Demost. XXX. Siendo a el dividendo, b el divisor, ¢ el cuo-
cientey 7 el residuo, se tiene

a=h>q —+r.

Ahora bien; el maximo comun divisor de ¢ y & por ser un faclor
comun & ambos nameros debe dividir & r, y siendo divisor de by r
no podrd ser mayor que el maximo comun divisor de 6 y . El
maximo comun divisor de by r, por ser un faclor comun a estos
dos numeros dividird tambien 4 a, y siendo entonces divisor de a y
b no podrd ser mayor qué ol maximo comun divisor de estos ni-
Meros.

Luego, si el maximo comun divigsor de @ y fno puede ser mayor
que el de by 7, ¥ el de estos no debe ser mayor que el de aquellos,
es claro que ambos serdn iguales, que era lo que se queria de-
mostrar.

Cémo se halla el maximo comun divisor de dos nu-
meros?

Se divide el uno por el otro, luego el divisor por el
residuo, y se continta asi tomando cada residuo como
“divisor del residuo precedente hasta que se halle un cuo-
ciente exacto; el divisor de donde este resulte sera el
maximo comun divisor que se busca; pero si continuan-
do la division ge viene a parar en un residuo uno, esto
nos probara que los nimeros propuestos no tienen mas
divisor comun que la unidad, y por lo tanto seran pri-
mos entre si.

DEyosT. XXXI.  Sean dos numeros Ay B, siendo Bel menor de
ellos. Como el miximo comun divisor ha de dividir & 8, es claro
gque no podra ser mayor que este namero; luego st A es divisible
por B el mdximo cemun divisor sera B.

Efectuemos la division de A por B, y supongameos qué queda un
residuo R; ya se sabe (XXX) que el maximo comun divisor de A ¥
R es el mismo que el de By £.

Por consiguiente, todo se reduee a hallar el mdximo comun divi-
sor de B y £ sucede como antes qué si B es divisible por R, este
ntmero £ serd el mdximo comun divisor de B y B y.por consi-
guiente el de Ay B; probemos la division £ por £l y supongamos
que queda un residuo R’, el méximo comun divisor de 2y R’ de-
be ser el mismo que el de By R, v por lo tanto el mismo que el
de A y B.

De modo que no habra mas que seguir el mismo razonamiento ¥
laymisma serie de operaciones hasla Ilegar 4 un divisor exactoy 68
te serd el maximo comun divisor huseado.
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Cororarios. 1.° Como los vesiduos van siendo cada
vez menores, forzosamente se ha de dar en un divisor
exacto, cuando menos con la unidad, en cuyo estremo
caso los dos nimeros son primos entre Si.

2. Como el mdximo comun divisor de dos nimeros
debe dividir @ todos los residuos que sucesivamente vaye
dando el progreso del calewlo, si el uno de estos fuese un
nibmero primo que no divida el residuo precedente hay
ya sequridad de gue el edlewlo terminard en el divisor 1,
que es el wnico comun & los nitmeros propuestos.

Todo divisor de dos nimeros lo es tambien del mdxi-
mo eomun divisor de dichos nimeros.

Demost. XXXIL  Supongamos que se haya querido obtener el
mdximo comun divisor de A y B; que la division de eslos nimeros
haya dado el residuo R; la de & por R el residuo #°; la de R por
R el residuo R”, y que esle R” divida exactamente & B, 6 bien
que " sea el maximo comun divisor buseado, tendremos la serie

de nameros,
s e

Fundandonos en la demostracion XXIX vemos que todo numero
que divida & A y B dividird tambien & R, y por consiguiente 4 B y
R; que fodo numero que divida 4 £ y R dividird tambien 4 R''y
por lo fanio & & y £’ y por 1ltimo, ¢que todo numero que divida
a Ry R dividird a R”. 7

De donde se concluye que todo divisor de A y B divide lambien
4 su mdximo comun divisor £”.

ComroLsrio, Como todo numero que divida a4 8" ha de dividir a
A y B (XXII) y todo el que divida a cstos debe dividir 4 £”, segun
acabamos de ver, se infiere que el md.rimo comun divisor de dos nu-
meros es el producto de fodos los factores comunes d entrambos.

St dos wivmeros se multiplican por vn nimero entero
81 mdaimo comun divisor queda tambien multiplicado
PO7 el mismo nitinero.

DeExost. XXXIIL  Sean los dos nameros A y B, su maximo ¢o-
mun divisor £”; y supongamos que anles de obtener A" se hallen
los residuos 2 y A’ ; por L’[['tuﬁo, sean €, ', €, €' los diversos
cuocientes & que la operacion ha dado lugar; esla operacion es

A|B/R/R'IR"|0
; 7 ] G’J Cr ]Gm f




o 1

Si Ay B se multiplican por n geran AXny BXn, cuyo euo-
ciente entero serda €y el residuo £Xn (XIX); la division de X n
por B'Xn dard C" de cuoeiente y £7 X n de residuo; por ullimo,
euando se divide £’ n por R" % n el cuoeienle serd C'" y el re-
siduo cera, Luego el mdximo eomun divisor es 73 n, que cra lo
que se queria demostrar.

Hs evidente, atendiendo & la misma demostracion, que sidyB
se hubiesen dividide por n, I hubiera resultado dividido por .

CoroLario. De lo espuesto se deduce que la operacion

del maximo comun divisor puede simplificarse & veces.
Porque si en (0s dos nimneros propuestos 0 en dos resi-
duos conseculivos hay wun factor comun que @ primera
vista pueda descubrirse, se suprimird este factor en di-
pidendo y divisor; pero hallado que sea el mdximo o=
mun divisor habrd de multiplicarsele por el factor su-
primido,, Y por la inversa, si se echa de ver que wno de
los miimeiros propuestos 6 de los residuos tiene un factor
primo gue no divida al 0tro wikmero ¢ al residuo ante-
rior, se le puede suprimir S allerar por eso el dipisor
COMAUT .

Cémo se halla el mdximo comun divisor de varios nu-
13
meros’

Hallando el maximo comuin divisor entre dos de ellos,
despues entre este maxiwo comun divisor y otro de los
numeros dados, y asi sucesivamente hasta llegar al ul-
timo.

Devosr. XXXIV. Sean los numeros A, B, iy B,

Supongamos que se haya hallado el miximo comun divisor de A
y By que este sea D, que el de Dy Csea D' y que elde D'y E
sea D", digo que H” es el maximo comun divisor de A, B Cp ks

Para mayor claridad pondremos la operacion bajo la forma si-
guiente:

A } :
D 7
B g } o

Vamos 4 demostrar que D7 es el mdximo comun divisor de A,
B, U, E.

En efecto, como el maximo comiun divisor de estos nimeros ha

de dividird A y £ dividird fambien 4 su MAXIMY COMUR divisor £

Y Th R R s
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(XXXII); pero como enlonces debe dividir 4 D ¥ (' dividira precisa-
mente & D’ y dividiendo & D’ y £ debe dividirg D que es el méxi-
mo comun divisor de estos dos ntimeros. Luego el maximo comun
divisor de los numeros propuestos no ha de ser mayor que 5",

Ademds, siendo D" el mdximo comun divisor de 1}’ y £ debe
dividir 4 estos dos numeros y dividiendo 4 5’ divide necesaria-
menle a [y €, como tambien d A y B, cuyo méaximo comun divi-
sor es [; por lo tanto, puesto que 7" divide & A, B, C, F ha de
dividir al maximo comun divisor de estos niumeros, v por consi-
guiente este mdximo comun diviser no serd menor que 0",

Resulla, pues, que el mdximo comun divisor de los cuatro numeros
propuestos no puede ser ni mayor ni menor que 5"; luege serd D,

Lo mismo se seguiria la demostracion si se considerasen mas de
euatro numeros.

CAPITULO IX.
NUMEROS PRIMOS.
DESCOMPOSICION EN FACTORES SIMPLES Y COMPUESTOS.
MINIMO MULTIPLO.

Desost. XXXYV. Dos nimeros que se diferencian €n una uni-
dad son primos entre si, porque si tuvieran algun divisor ¢omun,
este deberia serlo tambien de su diferencia, 1o que es imposible.

Demosr. XXXVI.  Si un ntimero primo no es divisor de otro ni-
mero los dos serdn primos entre si; porque el tnico divisor comun
que lienen es la unidad.

Todo divisor del producto de dos factores gue sea pri-
mo con uno de ellos ha de dividir al otro Factor.

Demosr. XXXVII. Sea A X B el producto y € un divisor de este
produeto, primo con el factor A; digo que C serd divisor de B.

En efecto, puesto que A y € son primos entre si, su mdximo eo-
mun divisor es 1; luego si los mulliplicamos por 2, el miximo co-
mun divisor de los productos A X By CXBsera IXB6 B (XXXTIT).
Mas como ' es por hipotesis divisor de A X By lo es evidente-
mente de € X B lo serd tambien de B, que es el mdximo comun
divisor de A X By de € X B (XXXII).

CoroLARIO.  De aqui se deduce gue todo nitnero Pri-
o que sea divisor de wn producto es por lo menos di-
visor de uno de los factores; porque si se Supone que no
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}:sz?de a4 uno de ellos serd PO Con él, y entonces ha-
brd de dividir al olro sejun acabamos de ver.

Todo nianero primo que divide ¢4 A* y en general a
wna potencia cualquiere de A tal como A™ debe divi-
dir ¢ A.

Dewosy, XXXVIIL En efecto, A* es lo mismo que A X A y todo
pumero primo que divida 4 este producto debe dividir 4 uno de
sus factores (XXXVII Corol.) es decir & A; si fuese A °®como se tiene
A® — A?X A, todo numero que divida 4 A? deberd ser divisor de
A6 de A% pero ya se ha vislo que pari dividir 4 A * debe dividir
a A, f

Asi se seguira cualquiera que fuese la potencia de A.

CoroLARlo. De agui se deduce que §i dos nwimeros

son entre st primos dos potencias cualesquiera de estos’

nilmeros tambien dardn nidmeros primos entre si.

Porque si un numero primo absoluto P, divide exactamente i
Amy B, debera dividir separadamente a cada uno de los nume-
Ay B, y entonces estos primeros no serian primos entre si conlra
lo supuesto.

Todo nimero P qie es primo con cada uno de (03 fac-
tores de wn producto 4 X B s tambien primo Ccow dicho
producto. .

Drmosr. XXXIX. Bl ntimero P puede ser primo 6 no serlo; si €8
primo, para que divida al producto A X B es preciso que divida d
uno de los faclores (XXXVIL Corol.) contra lo supuesto. :
Qi P no es nimero primo, serad divisible por algun numero pri-
mo p; pero si A X B es multiplo de P tambien lo serd de p; luego
p seria divisor de uno de los factores, y entonces este factor y el

ntmero P tendrian un divisor comun p oontra el supuesto de ser

primos.

CoroLARIO. F1 producto de parios ndimeros primos

70 es divisible por ningun 0lro natmero primo.

Bl producto de dos factores que son entrambos Mmeno=
pes que wn niaero primo dado o puede ser divisible
por dicho nimero PENG.

Demost. XL. Sean A y B'los factores y £ un pmero  primo
mayor que cada uno de ellos.

e T ] T
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Si se supone que # divida el producto AX B deberd dividir 4
uno de estos faclores; pero esto es imposible por ser 2 mayor que
cada uno de ellos.

L1 producto de dos nikmeros primos no admite mas
divisores que estos mismos niineros, dmas de la unidad
y del propio producto.

Demosr. XLL  Sean A y B dos niimeros primos.

Si suponemos que su produecto sea divisible por un nimero pri-
mo P que no esté comprendido en los easos que se enuncian en
el teorema, este numero P dividird 4 uno de los factores A 6 B
conira lo supuesto de ser niimeros primos,

Diversos factores no pueden Jormar un producto que
sea divisible por un nimero primo, sino” en tanto que
uno de los factores cuando menos, sea divisible por di-
eho  wibmero.

Devost. XLI. Sean los diversos factores 4, B, C, ool
hay un ntimero primo P, que divida 4 su producto sin dividir & D,
deberd dividir & A % B % €. Del mismo modo, para que este pro-
ducto sea divisible por P sin que lo sea € es necesario que AX B
sea un multiplo de P; para lo cual este Gltimo nimero deberd di-
vidird A 64 B.

Donde se vé que el producto A X B X € X D......no puede ser
divisible por un nimero primo P’ sin que lo sea uno de sus fac-
fores.

Lodo-wimero N divisible por varios nimeros Premos
entre si, a, b, c,... es divisible por el producto de dichos
nimeros.

Demosr. XLII. En efecto, como « divide exactamente 4 T
siendo ¢ el ecnociente de esla division se tendri

N=a><_q;

pero como & divide tambien 4 /N deberd dividir 4 4 X q y siendo
primo con a dividird forzosamente 4 g (XXXVII), de suerte que se

tendrg
q=bXq’
N=8Xb><q',

donde se vé que el nimero /V es ya divisible por a X b,
Asimismo siendo /¥ divisible por ¢ lo serd su equivalente a X b ¢’,
5

¥ sustituyendo
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y como a y b son primos con ¢, ¢’ deberd ser divisible por ¢y se
tendrd q* = ¢ X q" lo que di

N—axhXerag

lo cual demuestra que [V es divisible por a3 b > ¢.
Lo mismo se haria cualquiera que fuese el nimero de factores.

Cémose descompone un nUmero en sus factores primos?

Se divide cuantas veces sea posible con exactitud por
2: despues por 3, 5, i T y demas numeros pri-
mos, hasta que resulte de cuociente 1a unidad; la unidad
y los divisores anteriores seran los factores primos del
numero.

Un nimero no puede admitiv dos descomposiciones
diferentes en jactores primos, es decvr: que vnd nUeva
descomposicion no puede dar ningui Sactor primo dife-
sente de los primeros, ni ningun Sactor primo con dife~
rente esponente que en Primera descomposicion.

Deyost. XLIV, Supongamos que ¢l numero descompuesto en
faclores simples sea DR admilamos que una nueva
descomposicion del mismo numero dé 2% X3 X T X 41; se ten-
dra en este caso

98532 %11 =2° S¢3 T 11

como el segundo miembrao es divisibla por T el primero debe serlo
tambien y por consiguiente (XLIL) el factor primo 7 ha de ser divi-
sor de uno de los faclores primos 2, 3 o 11, lo que es absurdo.

Para demostrar la segunda parte admitamos que la primera des-
composicion de un numero nos haya dado 2 53¢ 32% 11 vy la se-
gunda 2* X3 3 w¢ 112 , tendremos en este caso

2'5:«:3%(«11:92%(3B b e
Dividiendo los dos miembros por 14 resulla

28 3% 3° =22 %33 X1l

y como el segundo miembro es divisible por il el primero lo serd

iambien, y por consiguiente 11 serd divisor de 2 6 de 3, lo que es
mp ogible.

p—



De todo lo espuesto se deduce, que un wibmero es divisor de otro si to-
dos los fuctores simples del primero entran en el sequndo con esponentes
no mmenores que en dicho primer mimero; y ademas que un wiunero no s
divisor de otro si contiene algun factor simple gue no entre eneste otro;
d st alguno de los factores simples tiene en el primero mayor esponente
que en el sequndo.

Coémo hallaremos todos los factores simples y com-
puestos de un nimero? ;

Con las potencias de cada factor simple, escepto la
unidad, se forma una série de términos, empezando por
la unidad y siguiendo con las potencias 1.°, 2., 3.", ete.
del factor, hasta aquella 4 que esté elevado en el
producto. Se multiplica cada término de la segunda sé-
rie por todos los de la primera, y se tendra una nueva
série cuyos términos se multiplicaran por los de la ter-
cera, continuando la misma operacion con las demas
séries, la dltima dara todas las combinaciones posibles
de los factores primos y por tanto todos los factores del
nimero.

A qué se di el nombre de minimo multiplo?

Al menor ntimero que puede ser divisible exactamen-
te por varios numeros dados.

Cdémo se halla el minimo muiltiplo de varios ntimeros?

Se empieza por suprimir los numeros que dividan
exactamente 4 los demas, y se pasarda & descomponer los
restantes en sus factores primos; el producto de estos dis-
tintos factores, cada uno de ellog fomado con el mayor
esponente que le asigne el procedimiento de la descom-
posicion dard el numero apetecido. '

DemostT. XLV. Sean varios numeros 3, 5, 6, 7,8, 9,12, 20,
33, 42, 54, cuyo minimo mulliplo queremos hallar.

Es evidente que si todos estos nameros se multiplican entre si,
el produclo serd divisible por cada uno de ellos, y lo mismo suce-
derd si este producto se multiplica por un numero cualquiera. Donde
s¢ vé que hay una infinidad de numeros divisibles por lodos los
propuestos. El menor de estos numeros es el que queremos hallar.

Como todo namero que sea divisible por 12 ha de serlo por 6 v
por 3, todo el que lo sea por 20 lo es tambien por 3, todo el que
lo es por 42 debe serlo por 7 y todo numero divisible por 54 1o es
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igualmente por 9, se pueden suprimir los nimeros 3, 6, 5, 7, 9, y
solo nos quedard que hallar el minimo multiplo de los nimeros8, .
12, 20, 35, 42 y 54.

Si descomponemos estos en sus factores primos, tendremos

g=29%, 12=22%3, 20=22X3, 35=5XT, 42=2X3XT,
B4 =92%d? .

El nimero que se busca ha de ser divisible por cada uno de los
factores que componen los nimeros anteriores, es decir por 2%,
ga ‘9 ok BUE, T, 2. d, 1y 2, 3% ; y suprimiendo los que
estdn contenidos en otros y los repetidos, nos resullara que este
niimero que vamos buscando ha de ser mdltiplo de 2° , 3%, &,
7; y como estos numeros son primos entre si, todo el que sea di-
visible por ellos lo serd tambien por su produeto 2% X 33 X 5xT
y no hay ningun numero divisible por esle produeto que sea me-
nor que dicho producto.

Luego el minimo multiplo -de los niimeros propuestos es
a7 i3 Sine BipeT.

s claro que si los nimeros son primos entre si su minimo mil-
tiplo serd el producto de todos ellos.

CAPITULO X.
PRUEBAS DE LAS CUATRO REGLAS.

(6mo se prueba si la suma de varias cantidades esta
bien hecha!

Se vuelve 4 sumar empezando por la columna de la iz-
quierda, y restando esta suma de la que ya teniamos de-
Dajo de la misma columna, se tfendra la reserva de la
columna siguiente. Repitase en esta y en las demas la
misma operacion hasta la columna de las unidades, eu-
yo resto debe ser cero.

Tambien se puede comprobar la adicion sumando de
abajo para arriba, y deberd dar la misma suma que pri-
mitivamente.

Cémo se prueba la sustraccion?

Se suma el sustraendo con el residuo y debe dar el
minuendo.
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Cémo se efectua la prueba de la multiplicacion?

Se trocara el multiplicador en multiplicando, 1o que
no altera el producto (II), 6 bien se multiplicardn 6 di-
vidiran los dos factores por niumeros arbitrarios, debien-
do esperimentar el producto alteraciones analogas 4 las
que hayan esperimentado los factores (XIII).

Cémo se prueba la division exacta?

Multiplicando el divisor por el cuociente y debe dar
por producto el dividendo.

Como se prueba la division inexacta?

Agregando el residuo al producto del divisor por el
cuociente y debe dar el dividendo.






LIBRO SEGUNDO.

DE LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

CAPITULO PRIMERO.
Naturaleza y transformacion de las fracciones.

Zodo quebrado mulliplicado por su denominador piro-
duce el numerador. ‘

Demosr. XLYI. Sea el quebrado > que se quiere multiplicar
por 7. Es evidente que cada séptimo tomado siele veces compone

! 5 ; G
una unidad; luego los 7L0mados siele veces componen 5 unidades,
5
Y por {anlo 7>('i’ =i

CoroLaRI0. Z'oda fraccion es el cuociente de su nu~-
merador dividido por su denominador, 6 al contrario,
loda division es equivalente & un quebrado cuyo nume-
rador es el dividendo y cuyo denominador es el divisor.

De cuantas maneras puede ser un quebrado?

De dos, propio é impropio.

Qué es quebrado propio? _
Aquel cuyo numerador es menor que el denominador,

en cuyo caso vale menos que una unidad.
Qué es quebrado smpiropio?



Aquel en que el numerador es mayor que el denomi-
nador y entonces el quebrado vale mas que la unidad.

A qué equivale un quebrado cuando sus dos términos
son iguales? '

A la unidad; porque toda cantidad dividida por si mis-
ma d4 de cuociente uno.

(6mo se reduce un quebrado impropio & nimero mis-
to 6 entero?

Dividiendo el numerador por el denominador; pues to-
do quebrado es el cuociente del numerador dividido por
el denominador. (XLVI, corolario.)

A cualquier entero se le puede dar la forma de que-
brado?

Si, sefior; poniéndole por denominador la unidad; por-
que toda cantidad dividida por wno produce la misma
canfidad. - ;

Cémo se reduce un entero 4 determinada especie de
quebrado? ‘

Multiplicando el entero por el denominador que se le
quiere dar, y poniéndole al producto el mismo denomi-
nador. *

Demost. XLVIL. Sea a un numero entero que se quiere reducir
4 quebrado euyo denominador sea n.

Es claro que un numero no sufre alteracion multiplicindolo y
dividiéndolo al propio tiempo por un mismo nimero, de suerte que
ge tiene

axn
a=
n

En ftodo quebrado: 1.° St el numerador Sé
{multiplfécw

: )

divide

queda m@é%f éﬁf%do } P07 el mismo nUmero.

9° S el denominador se § mulbiplica Y . gy it
{  divide P

mero el quebrado resulla { #gpigeas } por  dicho

} PO Ul WIMETo CUalquiera, el quebrado

multiplicado
RUTNero.
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3.° & el numerador y el denominador se multipli-
- eam O deviden por un mising nikmero, el quebrado no se
altera.

Demost. XLVITL. Representando el humerador de un quebrado
el dividendo, el denominador el divisor y el mismo quebrado el
cuociente de la division del uno por el olro, se ha demostrado que:

: o multiplica
1.° Si el dividendo se { iciie
i {multiplicado

} por un ntmero, el cuocien-

te, queaqui es el quebrado queda
mero (XV), s
2.° 8i el divisor se {mult:plma} por un numero, el cuociente

divide
dividido
multiplicado

Fvidifn } por el mismo nu-

} por el mismo

que representa el quebrado resulta
nimero (XVI),

3.° 8i el dividendo y divisor se multiplican 6 dividen por un
mismo numero, el cuociente, o lo que es lo mismo el quebrado, no
se altera (XVII), ;

Cuando varios quebrados tienen el mismo denomina-
dor jcudl serd el mayor?

El que tenga mayoer numerador. .

Cuando varios quebrados tienen el mismo numerador
jeudl serd el mayor?

El que tenga menor denominador.

Y cuando los denominadores ¥ numeradores son dife-
rentes ;edmo se conocerd cudl es el mayor?

Reduciéndolos 4 un comun denominador, y el que
despues de reducidos tenga mayor numerador serd el
mayor.

Cémo se reducen varios quebrados 4 un comun deno-
minador? |

Multiplicando el numerador de ecada uno por el pro-
ducto de todos los denominadores menos por el suyo; es-
tos productos formaran los nuevos numeradores v el de-
nominador comun serd el producto de todos los deno-
minadores.

Demosr. XLIX. Efectuando lo %ue preseribe esta regla, no se
bace otra cosa que multiplicar los dos términos de cada quebrado



por un mismo numero, operacion que en nada altera el valor de los
quebrados propuestos (XLVIIL, 3.°) y se ha conseguido el objeto de
darles 4 todos un denominador comun, :

Puede hacerse de algun otro modo la reduccion de
quebrados 4 un comun denominador?

Hallando el minimo miiltiplo de todos los denomina-
dores, partiendo este minimo multiplo por el denomina-
dor de cada quebrado y multiplicando este cuociente por
el numerador; el minimo multiplo serd el denominador
comun.

S¢ un quebrado es tgual & olro cuyos dos térmenos son
primos entre si, los dos términos del primero son igiud-
les respectivamente d los del segundo maltiplicados por
Wi IASTO RAIMET0 entero.

Lb) s . '
Demost, L. Sea —una fraccion que suponemos ser igual 4 otra
a e : e
5 oMyos dos términos sol primos entre si.

; a ¢ o e
Se tiene desde ]uego—}; =g de donde se deduce, reduciendo 4
un gomun denominador

ot bxe
bxd~ hxd

pero si eslas dos fracciones son iguales y lo son tambien sus deno-
minadores, habrén de serlo ignalmente sus numeradores y se len-
drd

axd=hxeg,
de donde se saca

axd
b

g=

axd

COMO ¢ 65 un NUmero entero es necesario que lo sea tam-

bien; pero por hipotesis b es primo con a, luego & debe dividir 4 d
(XXXVII) y se tendrd

dia=-h g
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sustituyendo este valor de d en el que anies se hallé para e resulta

__axbqg
L

6 bien
== axq.

Pussto que hemos hallado ¢ = ax q ¥y d=bXq queda demos-
trado lo que se queria.

Qué es quebrado irreducible?

Aquel cuyos términos son primos entre si.

Qué se entiende por simplificar un quebrado?

Hallar otro quebrado que sea irreducible ¥ equivalen-
te al propuesto.

Como se simplifica un quebrado?

Buscando el méximo comun divisor de sus dos térmi-
nos y dividiéndolos por él; ¢ bien dividiendo ambos tér-
minos sucesivamente por todos los factores comunes que
tengan.
gt vade S 2TOPI0 )
St d los dos términos de un quebrado L impropio §
anade un mismo nimero, el quebrado que resulte serd

mayor | S
v oque el propuesto.
{menm* 3 Sr T piaeg

or s ;. ;
Demost. LI Sea un quebrado 5 St agregamos m 4 sus dos tér-
minos resultard
a-m
b—4+m
¥ reduciendo estos dos quebrados & un comun denominador resulta

a ab--am a--m ab--bm

b T "bibm) b-m — b(b+m)

Camo estos quebrados tienen un mismo denominador, el mayor
serd el que tenga mayor numerador; por consiguiente solo tenemos
que comparar los numeradores (b —-am) y (ab<-bm); pero como
en estos hay una parte comun b, el mayorsera el que tenga mayor
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la otra parte. Ahora bien, si %es quebrado propio serd a < b y por
consigniente am < bm, de donde se deduce

a--m a

b-+m ~ b
Por el contrario si % fuese impropio serd a > b y por lo tanto

a-bm o a

b+m b

Lo contrario hubiera tenido lugar si el numero m se hubiera res-
tado 4 los dos términos del quebrado propuesto.

Dos quebrados irreducibles iguales tienen iguales 10s
numeradores y tambien l0s denominadores.

Dexogr. LIL  Sean % y% los dos quebrados irreducibles. Digo ;

que a,-.::cyh‘:d.

En efecto, segun el teorema (L) a es multiplo de ¢ y ¢ lo es de a;
luego a = ¢.

Tambien se tiene que & es mulliplo de d, y d lo es de b, por con-
siguiente b = d.

Un quebrado irreducible no puede ser igual d un ni-
mero entero. -

a { ; :
Demost. LII.  Sea —Enn quebrado irreducible; si este guebrado

pudiese ser igual & un numero entero, b seria divisor de a; luegoa

y b serian divisibles por b y el quebrado no seria irreducible con-
tra lo supuesto.

CAPITULO II.
OPERACIONES CON LAS FRACCIONES ORDINARIAS.

Cémo se suman varios quebrados cuando tienen umn
mismo denominador?

Sumando los numeradores y dande 4 la‘ suma el de-
nominador comui.
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Cdmo se hace la suma cuando los denominadores son
diferentes?

Reduciéndolos 4 un eomun denominador, sumando log
nuevos numeradores y dando 4 la suma e] denominador
comun.

Cdmo se suman los niimeros mistos?

Se suman primero log quebrados, y si de su suma re-
sulta algun entero se agrega 4 la suma de los enteros.

Un niimero misto cémo se reduce 4 quebrado?

Multiplicando el entero por el denominadoy del que-
brado, agregando al producto el numerador Y ponién-
dole por denominador el mismo que tiene el quebrado.

SRt b : :
Demost, LIV, Sea a—[--ﬁ el niimero misto que se quiere reducir

4 quebrado impropio; digo que a+%= axXn-b
n
En efecto, se tiene (XLVII) a = )%2 R0 Ao e
H+_};- _ AXn af) b _ aXo+b
I Il n n

con lo que queda demostrado lo jue se pedia.

Cémo se restan los quebrados, cuando tienen un mis-
mo denominador?

Restando los numeradores y poniendo 4 la diferencia
el denominador comun.

Y cuando los denominadores son diferentes?

Se reducen 4 un comun denominador y 4 la diferen-
cia de los nuevos numeradores se le di 6l denominador
comun, .

C6mo se restan los niimeros mistos?

Se resta quebrado de quebrado y entero de entero; pe-
Yo si el quebrado del minuendo es menor que el del sus-
traendo, se le agrega a aquel una unidad de su entero
correspondiente, reducida 4 quebrado de la especie que
ndique el denominador comun, y al efectuar [a resta de
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los enteros se tendra presente que al minuendo se le ha
quitado una unidad.
C6mo se multiplica un quebrado por un entero?
Multiplicando el numerador por el enteroy poniendo
al producto el mismo denominador del quebrado; 6 bien

partiendo el denominador por el entero, si este fuese sub-
miltiplo de aguel.

Demost. LV, En efeclo, ya se ha visto (XLVII[) que si el nume-
rador se multiplica 6 el denominador se divide por un numeco el
quebrado queda multiplicado por dicho namero.

Cémo se multiplica un entero por un quebrado?
Multiplicando el numerador por el entero y poniendo

al producto el mismo denominador del quebrado; ¢ bien

artiendo el denominador por el entero si este fuese sub~
multiplo de él.

Dexost. LVI. Para comprenderlo mejor sea 7 X %, digo que

" ] N 35
se tiene 7 Xg—: ﬁ =

8 8
Atleniéndonos 4 la segunda definicion de la multiplicacion, vemos
que siendo el mulli plicador 5 las einco octavas partes dela unidad,

el producto debe ser las cinco oelayas partes del multiplicando 7,
6 lo que es lo mismo €inco veces la octava parte de 7.

A 7 A
La oclava parte de 7 es visiblemente ® 7 por consiguiente se

tiene
H T 3 ity 3
Lkig Sg g =

De aqui se deduce que para tomar de wn nimero las
partes que indica v quebrado hay que multiplicar el
nimero propuesto por dicho quebrado.

Tambien se inflere que mulliplicar wn entero por un
guebrado es lo mismo gue multiplicar win gquebrado por
wn entero; y por tanto en vez de maltiplicar el nymerd=
dor por el entero se podiia dividir ¢l denominadar, c0=
mo se dijo en el teorema anterior.
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Udmo se parte un quebrado por un entero?
Multiplicando el entero por el denominador, ¢ bien
partiendo el numerador por el entero si este fuése sub-
multiplo de aquel.

Demosr. LVIL  En efecto, ya se vio (XLVII) que si el numera-
“dor se divide 6 el denomma_dg)r se mulliplica por un ndmero cual-
quiera el quebrado queda dividido por dicho nmimero,

Cémo se divide un entero por un quebrado?
Se multiplica el entero por el denominador y el pro-
ducto se divide por el numerador.

Dewost. LVII. Sea n : %
Multiplicando dividendo ¥ divisor por & resulta

fxba h P—Z—ﬁ)-

Coémo se multiplican dos quebrados?
Se forma el producto de los numeradores y se divide
por el de los denominadores.

St g A
Demosr. LIX. Propongamoenos multiplicar E_X—S».
Segun se vio (LVI) esto equivale d tomar las siele octavas partes
del multiplicando 3 0 bien siele veces la oclava parte. Por consi-

guiente
oA pa L abiza 2208

- Como ge multiplican los ntimeros mistos?
_ Se reducirin los niimeros mistos & quebrados y se mul-
tiplican como tales.
Cémo se dividen los quebrados?
Se multiplica el numerador del quebrado dividendo por
el denominador del quebrado divisor;y esto se divide por

el producto de los otros dos términos.
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Demosr. LX. Sea % 5 -3- y
Multiplicando el dividendo y divisor por d se tiene

aresa A
it A L
a axd
pero -E—Xd = gy luego

<A iy axd

a0 i
bl o B N0

C6émo se parten los nimeros mistos?
Se reducen 4 quebrados y se parten como quebrados.

CAPITULO III.

DE LAS FRACCIONES DECIMALES.

Qué son fracciones decimales’

Unos quebrados que tienen por denominador la unidad
seguida de ceros.

Pueden escribirse estos quebrados sin denominador?

Si, sefior: poniendo los numeradores 4 la derecha de
la elase de las unidades, separados de ella con una virgu-
la, y estendiendo 4 las clases decimales la ley de los en-
teros; «gue cada note sea dics veces menor por cada Ju-
qar que adelante d la derecha», se colocaran sucesiva-
mente despues de la virgula los décimos, centésimos, mi-
lésimos, diez milésimos, cien milésimos; ete. :

Cémo se escribe una fraccion decimal?

Qe escribe despues de la virgula, y se interponen en-
tre esta y la cantidad los ceros necesarios para que haya
tantas cifras decimales como ceros tiene el denomina-
dor.

Cémo se lee una fraccion decimal?

Como si fuese entera, agregandole al fin la denomi-
nacion del ultimo guarismo.
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(Jdmp se hace una fraceion decimal diez, ciento, mil,
diez mil.....veces mayor ¢ mengp?

Corriendo la virgula 4 1a derecha 6 4 la izquierda uno,
dos, tres, cuatro. . Jugares.

Deyosr. LXI.  Sea, por ejemplo, 346,54 ¥ queremos hacerlo diez

veces mayor: segun la regla dada el numero propuesto se convierte

en 3465,4; y'si espresamos esta ltima v la propuestacen la forma de
quebrado, resulta

34654 34654
w00 7 10

En lo que se vé evidentemente que la segunda es diez veces
mayor que la primera,

Sin alterar el valor de ung Jraccion decimal se pue—
den afiadir ¢ guitar cuantos Ceros se guiera de su de-
recha. ;

Demost, LXI1I. Supongamos que 0,48 — 0,480.
Para comprobarlo pongamos las dos fracciones bajo la forma de

uebrad v resullarad 48,480 lo cual es evidente
q 40s eomunes y resu 1:110—O EReTE ;

pues para obtener la segunda fraceion no hay mas que multiplicar
bor 40 los dos términos de la primera, operacion que como sabemos
1o altera el valor de un quebrado.

~ Cdmo se reducen varias fracciones decimales 4 un de-
nominador comun?

Igualindolas en cifras, paralo cual hasta agregar ce-
108 & la derecha de Ia que tenga menos, puesto que log
Ceros 4 la derecha de una fraccion decimal no alteran su
- valor. /) ;

Entre varias cantidades decimales co1mo se eonoceri
cual es la mayor?

Atendiendo, no al ntumero de cifras, sino al valor de
ellas empezando desde l1a virgula. ;

Cémo se efectiia 1a suma de las cantidades decimales?

Se colocan unas debajo de otras con las corresponden-
cias de sug clases; ¥ se suman como enteros, colocando

7
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la virgula delante de la suma de lag unidades.

Cémo se restan las cantidades decimales?

Se coloca el sustraendo debajo del minuendo y se res-
tan como enteros, colocando la virgula delante de las
unidades; pero si el minuendo tiene menos cifras deci-
males que el sustraendo, se le agregan 4 su derecha los
ceros necesarios para que tengan uno y otro igual nu-
mero de cifras.

Cémo se multiplican las cantidades decimales?

Lo mismo que log enteros y luego se separan de la de-
recha del producto tantas cifras decimales como se cuen -
ten en ambos factores.

DEmost. LXIIL  Propongamonos mulliplicar 48,36 por 91,8.
Escribiendo estas cantidades en forma de quebrados tendre-
mos

4836 _ 918 4836918 4439448
100 10 4000 1000

Este ultimo quebrado es impropio y para redueirlo 4 entero hay
que partir el numerador por el denominador y por otra parte se
sabe que dividir por 1000 equivale d separar tres cifras para deci-
males; luego

48,36 X 91,8 = 4439,448

que era lo que se queria demostrar.

Cémo se divide una cantidad decimal por un nime-
ro entero?

Qe efecttia la division como si el dividendo fuese en-
tero y de la derecha del cuociente se separan tantas ¢i-
fras como decimales tiene el dividendo.

Dexost. LXIV. El suprimirla coma en el dividendo equivale 4
multiplicarlo por Ia unidad seguida de lantos ceros como cifras de-
cir_nales tiene; de este modo el cuociente ueda muliiplicado por el
mismo nimero, y para que resulte como ebe habra que dividirlo
por la misma cantidad, 6 lo que es igual separar para decimales
tantas cifras como hay en el dividendo,
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e PO
Como se divide una cantidad entera ¢ decimal por una

decimal? i i
Se multiplican dividendo y divisor por la unidad se-

guida de tantos ceros como cifras decimales tiene el dj-
visor,

Demost. LXV. Ya se sabe (Aue el cuociente no se altera porque
el dividendo y divisor se n}ultlphq}n}q por un mismo numero, y de
este modo quedard reducida la division 4 la de dos niimeros ente-

ros 0 al caso anterior.
CAPITULO IV,
DE LAS APROXIMACIONES Y DE LOS PERIODOS.

Qué se entiende por aproximarse 4 una fraccion en

1
menos de 35 7 , ete.
Iis hallar una fraceion mas sencilla que se le diferen-
B
i S s e ?
cle en menos de o ete.:

Cémo se efectiia dicha aproximacion?

Se multiplica el numerador por el denominador del
quebrado que marca la aproximacion, y partiendo el
producto por el denominador del propuesto, el cuociente
entero que resulte serd ol numerador de la fraccion apro-
Simada y el denominador sery el mismo de la aproxi-
macion,

Demosr, LXVI, Supongamos que queremos aproximarnos al ver-
CiRe Ll y S
dadero valor de 13 fraceion 7 o0 menos de — . Si multiplicamos la
4 7

q A a
fraceion 7 Por ¢ tendremos ; zfq 3 ¥y figurdndonos que z sea el

Cuociente entepg que resulte al dividir o x g por b, & serd menor
que el cuogiente completo, porque se debe haber obtenido en ge-
neral un residuo y como ningun residuo puede ser igual al divisor,
@l tuociente completo serd menor que z--1; luego el verdadero
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cuociente estara comprendido entre z y z+1, y se tendra

;<-£-Z-<-q a1
b
y dividiendo por g
o . x4
e < & ..__I.—_._
9 0 q

o1

esto es, que%esté comprendida entre %y ——T— ; y como la dife-

; i : b 1
cia entre estas es ol la_ diferencia entre — y - sera menos de i
¢ q Sl

CoroLARrIo. Para aprorimarse alvalor de wne [rac-
cion con una diferencia menor gue 0,1, 0,010,001 efc.
se divide el numerador de la, fraccion propueste por el
denominador, agregando un cero al residuo de cada di-
vision parcial hasta Uegar en el cuociente & ung cifra
del érden de la aprozimacion propuesia.

Una fraccion comun irreducible, cudndo puede con-
vertirse exactamente en decimales? :

Cuando el denominador no contenga mas que poten-
cias del 2 6 del 5; y en este caso el nimero de cifras de-
cimales sera tantas como unidades tenga el esponente
de la potencia superior de 2 6 de 5, que entre en di-
cho denominador. -

Dauost. LXVIL, Una fraccion de esta especiese puede represen-

tar por y si represenlamos su valor abseluto por &, re-

ST
sulta
i

e | re———

2 Bne Gt

Supongamos que sea m > . Ya se sabe que para efectuar la re-
duccion 4 decimales se necesita agregar un cero 4 la derecha de ca-
da residuo; admilamos que se hayan agregado m ceros, lo cual
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equivale & multiplicar desde luego el numerador por la unidad se-
guida de m ceros 6 10,

Si multiplicamos los dos miembros de la ecuacion anterior por
10™ fendremos

_ @ XA0™  axcom s m
'l(}m' e = A AN i P— 2 it
X 7 B 9y " a X o :

Donde se vé que se llega 4 un cuociente exacto; dividiendo aho-
ra por 10™ se obliene para el valor de 2

=0 e & s en
10 h

Se vé lambien que siendo el denominador 10 ™ ¢ la unidad se-
guida de m ceros el ntimero de eifras decimales ser:i m,

Cudndo no se podrd convertir exactamente en decima-
les una fraccion comun irreducible?

Cuando el denominador contenga algun factor primo
diferente de 2 6 de 5, en cuyo caso la fraceion decimal
se lama periddica, porque algunas de sus cifras se repi-
ten periddicamente hasta el infinito.

Dexosr. LXVIL, Como al muliiplicar por 10, 100, 1000 e] nu-
merador solo introducimos en 6l potencias del 2 y del 5, el factor
primo que el denominador tenga sin tenerle el numerador no po-
dremos conseguir que aparezca en el producto del numerador por
cualquiera potencia de 10, Luego por mas ceros que & la derecha
del numerador se escriban, nunca podremos obtener un cuoeiente
enlero, asi que el numero de divisiones pareciales que deberdn efec-
tuarse serd infinito,

Respecto 4 que alguna de las cifras so han de repetir periodica-
mente, sahemos que como los residuos de las divisiones sucesivas
han de sep menores que el divisor y son por otra parte en ntimero
infinito, es eclaro que pronto se ha de repelir alguno de ellos, en
tuyo caso se ohiiene por segunda vez el mismo dividendo ¥ por
tanto el euociente y residuo que ya se habia hallado ¥ con estos
todos los subsiguientes, empezando desde este bunto 4 repetirse
lag cifras ¥a obtenidas en el euociente; y como los residuos han
de ser menores que el divisor, el numero de eslos ha de ser
tuando mas ignal al de las unidades de este divisor menos una,

En cudntas clases se dividen las fracciones decima-
les perigdicas?
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En dos: llamadas fracciones periddicas simples y froc-
ciones periodicas mistas.

Cuando es periddica simple?

Cuando el periodo empieza desde la primera cifra de-
cimal, y proviene de una fraccion comun irreducible en
cuyo denominador no entra ninguna potencia de2nide 5.

DEMOST. LXIX. Como para efectuar la reduceion 4 decimales se
necesila eseribir un cero d la derecha del numerador, lo que equi-
vale & multiplicarlo por 10, y dividir en seguida por el denomina-

3 (14 » .
dor, tendremos, siendo & la fraccion, y representando el cuocien-

te por ¢ y el residuo por »
ax10=bxg-4r . . . (1)

como el residuo » tenemos asimismo que multiplicarlo por 10 y
partirlo por el mismo divisor, signiendo en todos los demas resi-
duos sucesivos la misma operacion, se irdn obteniendo

P o A0=bXqg ¥ . . (2)
5D = B (8]
A0 =0 g"-=r" . . (&)
P A0 = b gV . E%)

Mas como de ser periodica la fraccion se han de repetir algunos
de los residuos ya encontrados, se puede suponer que sea 1" =7,
en euyo caso restando la ecuacion (5) de la (3) se obtiene

10 (TI__T.W) = b(flu—‘q “-).

Siendo el primer miembro un multiplo de 10, tendrd que serlo
tambien el segundo; pero & se ha supuesto primo con 10, ¥ (4"—¢™)
que es la diferencia de dos ntmeros digilos no puede ser ampoco
divisible por 40, luego para que subsista la ecuacion se debe te-
ner ¢"= ¢V lo que da

10 (—+") =0

y de aqui se deduce
A
Operando con las ecuaciones (2) ¥ (4) del mismo modo que con
las anteriores se obtendra r=2"; y empleando igual razonamiento

para las (1) y (3) se obliene por ultimo @ = 7, lo que demuestra
que se ha de llegar 4 un residuo igual al numerador de la fraceion
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propuesta; y por tanto el Periodo empezarg desde la cifra de los ,
déeimos.

Cudndo es periddica mist,?

Cuando el periodo empieza despues de haber obtenido
algunas cifras decimales, Y proviene de una fraceion
comun irreducible en cuyo denominador entran otrog
factores 4 mas de 2 ¥ de 5; en este caso el periodo va
precedido de tantas cifras como unidades hay en e] pg-
ponente mas elevado de 2 ¢ de 5,

DEmost. LXX. Una fraccion de esta especie estd representada

por la formula a enal 4 representa un ntmero pri-

. en |
ST — €N
ES U
mo con 10, y para fijar las ideas supondremos m > 7.

Representando por # el valor absolulo de esta fraceion se tendrd

]
£ =

2% B x4
¥y multiplicando los dos miembros por 4

@

DX =

Ahora bien, Ia fraccion 3;5:?5—“ reducida 4 decimales dars un
nimero limitado de cifras, que siendo m > x serdn en nimero m
(LXVID); para convertir esta fraccion en entero hay que suprimir la
virgula, lo cunal equivale 4 multiplicarla por 10™; y para que la
écuacion subsista habrd que multiplicar el primer miembro por
10", de suerte que representando por p la fraccion decimal, ya
considerada como numero entero, serd

10™ % b =1
de donde .

g =L
10" % 2 = 7
. Al efectuar la division de p por b se obtendrd €n general un cug-
Clente entero ¢ (quo no podrd tener mas de m cifras, que son las
que hay en p) y un residno 7; asi, pues,

»
‘lowlx.',l’,’:g—}-'b—.
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" 4 . . 7 ¥ 1 .
@i ahora s¢ reduce @ decimales la fracion W dara un namero in-
)

finito de cifras y ademas ¢l periodo empezard desde la virgula
(LXIX). Sea este periodo {cd. . . )y se tendrd

. 1oz =g+o0,(d...)
G bien
fom S =g, (edo o oon )

En fin, sise dividen los dos miembros por10™, en el primero que-
dara «y en el segundo no habrd mas sino separar. para decimales
m cifras mas de las que antes habia, y por lo tanlo se obtendrd una
fraceion decimal en que el periodo ird precedido de m cifras, que
era lo que se queria demosirar.

Deuna fraceion decimal completa eémo se pasd a la
fraceion comun que le ha dado origen?

Se escribe la fraccion decimal en forma de quebrado y
ya no hay mas que reducirla 4 su menor espresion.

De una fraccion periddica simple comio se pasa 4 la
fraceion que la ha originado? ] '

Dividiendo el perfodo por un mimero compuesto de
tantos nueves como cifras contenga el periodo. b

Demost. LXXT  Sea o, abed abed abed..... la fraceion propues-

ta; si designamos por # el valor, hasta ahora desconoeido, de estal
fraceion tendremos

2 = 0, abed abed abed....

Multiplicando ambos micmbros de esta igualdad por la unidad
seguida de lantes ceros. como _cifras hay en el periodo, lo que
equivale 4 multipiicar por 10000 en el caso que consideramos, 86
liene :

10000 X x = abed, abed abed. ...
Qi de esta ecuacion reslamos miembro a miembro la anterior;
resulta :
10000 X & — & = abed
6 bien '
9999 2 = abed
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Sl
y dividiendo los dos miembros por 9999 se obliene
abed

9999

que era lo que se queria demostrar.

A qué equivale una fraceion decimal periddica mista?

A un quebrado comun Cuyo numerador es la diferen-
cia enfre el numero que espresa las primeras cifras de la
fraceion decimal hasta e] primer periodo inclugive y el
que esprese las de la parte no periddica; y su denomiina-
dor un niimero compuesto de tantos nueves como cifras
tenga la parte perigdica seguidos de tantos ceros ecomo
sean las cifras de la parte no periddica.

Demost. LXXII. Sea la fraccion decimal propuesta 0,pgrabed
abed...; representando su valor por x tendremos

x =0, pgrobedabed. . . . . . .

Multiplicando los dos miembros primero por 10000000, con el
objeto de que la coma venga 4 colocarse despues del primer pe-
riodo, y laego por 1000 & fin de que se coloque antes de dicho pri-
mer periodo resultan las ecuaciones

10000000 = pgrabed, abed. . .
1000 & = pgr,abedabed . . .

Restando y observando que la parte decimal es igual en minuendo
Y susiraendo se obtiene

9999000 & = pgrabed— pgr
de donde ,
Pgr abed— pgr
= 0999000

que era lo que se queria demostrar.
CAPITULO V.
DE LOS NUMEROS CONCRETOS Y COMPLEJ0S.

Qué son nvimeros complejos? 3
1os mimeros coneretos compuestos de diferentes par-
8
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tes, referidas 4 unidades de diferentes tamafios, pero de
una misma especie.

Cémo se reduce un numero complejo 4 su menor de-
nominacion? :

Se multiplican las unidades superiores por una uni-
dad de esta misma especie espresada en unidades de la
especie inmediata inferior, agregando 4 este producto
las unidades que de dicha especie inferior inmediata se
tengan en el numero propuesto; este resultade, que apa-
rece espresado en unidades de la segunda especie, se
multiplica por una unidad de dicho 6rden reducida & la
denominacion inmediata inferior, agregando al pro-
ducto las unidades que se tengan de 1a misma especie,
y de este modo se confinua hasta llegar 4 la ultima de-
nominacion. :

Dado un numero complejo, como se le reduce &4 un
solo quebrado de la unidad principal?

Reduciendo todo el ndmero 4 su denominacion infe-
rior y poniéndole por denominador una unidad de la
denominacion superior reducida a la inferior.

C6mo se reduce 4 NUMeEro complejo un quebrado co-
mun de unidad superior?

Se partira el numerador por el denominador y el cuo-
ciente que se obtenga espresard unidades de la especie
superior; el residuo obtenido se multiplicard por una
unidad de la especie superior reducida 4 la inferior in-
mediata; este nuevo dividendo se parte por el mismo di-
visor, y resultaran en ol cuociente las unidades del se-
gundo ¢rden; el nuevo residuo se multiplicara por una
Snidad del orden de las tltimamente obtenidas en el
cuociente espresada en unidades de su especie inferior
inmediata, continuando del mismo modo hasta llegar a
la tltima denominacion.

Cémo se reduce un nimero de especie inferior & nu-
mero complejo?

_Poniéndole por denominador una unidad de la espe-
cie superior reducida 4 la inferior y aplicando al que-
prado que resulte la regla anteriormente dada.




———

—580__

Cdmo se suman los nimerog complejos?

Se colocan los sumandos de modo que formen colum-
nas las unidades de un mismpo drden y se empieza 4 su-
mar porlas de menor derominacion; sisu suma no llega
& componer una unidad de 1a especie inmediata superior
se escribe debajo de su columna; pero si dicha suma con-

tiene una ¢ muchas unidades de la especie inmediata,

solo se escribe debajo de la eolumna 1o que quede en la

suma despues de haber estraido las unidades que en ella
haya de la denominacion superior inmediata, ¥ estas se
retienen para agregarlas 4 la de la especie siguiente,
sobre la que se operars del mismo modo. 2

Como se restan los nimeros complejos?

Se escribe el sustraendo debajo del minuendo forman-
do columna las unidades de un mismo dérden, y se efoc-
tuard la sustraceion por partes empezando por las uni-
dades de especie inferior, S alguna de las restas par-
clales fuese imposible se anadivg a] nimero de que se
debe restar una unidad de 14 especie inmediata superior,
reducida 4 la especie con que se opera, aumentandose en
la misma unidad el ndmero correspondiente 4 dicha eg-
Pecie en el sustraendo.

Cémo se efectiia la multiplicacion de un niimero com-
plejo por un entere?

- Se multiplica todo el multiplicando por el multipli-
cador y se reduce cada uno de los productos 4 las espe-
cles superiores inmediatas.

Como se efectia la multiplicacion de un nimero en-
tero por un complejo, ¢ la de un complejo por otro?

Se descomponen las diferentes subdivisiones de que
consta el multiplicador en partes alicuotas, va sea de la
unidad prineipal, ya unas de otras, y se toman despues
del multiplicando™s  de los productos que resulten las
bartes indicadas por estas partes alicuotas. Alg.l}l‘las
Veces se ofrece el fener que formar un producto auxiliay
con el objeto de hallar por medio .de él algunos de los
que indiquen lag partes alicuotas en que se han dividide
las unidades de las diferentes denominaciones del mul-
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tiplicador; pero despues que haya llenado el objeto, se
tendrs cuidado de tacharlo para que no quede compren-
dido en la suma de los productos parciales que deben
componer el producto total. Elproducto ha de ser siem-
pre de la misma especie que el multiplicando, y por lo
tanto el multiplicador, aungue complejo, debe conside-
rarse como un mimero abstracto que solo indica las ve-
ces que se ha de repetir el multiplicando.

Cémo se efectiia la division de un ntmero complejo
por un entero!

Se empieza por dividir la denominacion superior del
dividendo por el divisor y el residuo que resulte se re-
ducira 4 la denominacion inmediata, agregando al pro-
ducto las unidades que de esta clase haya en el dividen-
do: el nimero que resulte se divide por el mismo divisor
y se continda de este modo hasta llegar 4 la tultima de-
nominacion del dividendo. El cuociente serd siempre
de 1a misma especie que el dividendo.

Cuando el dividendo y divisor son complejos y de una
misma especie jeémo se efectia la division?

Reduciendo tanto el dividendo como el divisor & la
menor de las denominaciones que en ellos entran y par-
tiendo como nUmeros enteros; el cuociente en este caso
debe considerarse €omo numero abstracto; pero gi el
enunciado de la cuestion designa la naturaleza & que
debe pertenecer, entonces se debe hacer la misma ope-
racion que para reducir un quebrado comun & complejo.

i ol dividendo y divisor son complejos de diferente
especie, jeomo se obliene el cuociente!

Qe convertira el divisor en quebrado de la especie su-
perior, con lo cual queda reducida la operacion 4 dividir
un nimero complejo por uno fraceionario, lo que se efec-
tia multiplicando el dividendo por el denominador del
quebrado y partiendo el producto por el numerador.

Puesta ya la operacion en este estado no hay mas queé

aplicar la regla dada para dividir un nimero complejo
por un entero.
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CAPITULO VI.

DE LOS NUMEROS SEXAGESIMALES.

»

Qué son nimeros Sexagesimales?

Aquellos en que sus respectivas unidades van siendo
sesenta veces menores que las precedentes, tales como
horas, minutos, segundos ete.

Cdmo se reduce un nimero sexagesimal a su especie
inferior?

Se multiplica por 6 la denominacion superior y al
producto se agrega la especie inmediata inferior, ade-
lantandola un lugar 4 la derecha; este resultado se mul-
tiplica nuevamente por 6 ¥ al producto se agrega la de-
nominacion siguiente adelantandola tambien un lugar 4
la derecha; con este resultado se opera como antes y asi
sucesivamente hasta llegar 4 la wltima denominacion.

Cdémo se reduee un numero sexagesimal espresado en
especie inferior 4 sus especies superiores?

. Se separa con una coma la cifra de las unidades y se
saca la sesta parte de lo que queda 4 la izquierda; el cuo-
clente espresa unidades de la denominacion inmediata su-
perior y el residuo, unido con la cifra separada produce
unidades de la denominacion propuesta. Con la deno-
minacion obtenida repitase la misma operacion y conti-
_ Diese del mismo modo hasta llegar 4 la denominacion
superior. :

Cdmo se reduce un nimero sexagesimal & decimal de
la especie superior? oy

Se toma la sesta parte de la denominacion inferior y
el resultado dar4 dicha especie inferior espresada en frac-
cion decimal de la especie inmediata; continuando con
igual procedimiento hasta llegar & la especie superior.

Coémo se suman los numeros sexagesimales?

Como en estos ntimeros cada unidad superior contiene
sesenta de la inferior inmediata no hay mas que sumar
cada columna, y estraer de las decenas de sada una de
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ollas los seis que contengan, poniendo el residuo en lu-
gar de las decenas y llevando la reserva para agregarla
4 la columna inmediata.

C6mo se restan los nlimeros sexagesimales?

Lo mismo que los complejos. -

Cémo se multiplica un nimero sexagesimal por un
nimero entero?

Se empieza 4 multiplicar por la especie inferior, es-
trayendo de las decenas del producto log seis que conten-
gan, escribiendo el resto en el lugar de las decenas y
Tlevando la reserva para agregarla al producto de la de-
nominacion siguiente, con la que se operara del mismo
niodo. :

Cémo se efectiia la division de un sexagesimal por un
entero? :

Lo mismo que la de un complejo por un entero.

Cémo se multiplica ¢ se parte un sexagesimal por 15
¢ por 12? '

Para la multiplicacion se toma la enarta 6 la quinta -
parte del sexagesimal propuesto, elevando todas sus de-
nominaciones 4 la superior inmediata; y para la division
se multiplica por 4.6 por 5 despues de deprimidas igual-
mente todas las denominaciones del niimero propuesto.

CAPITULO VIIL
SISTEMA METRICO DECIMAL.

Qué se entiende por sistema méliico deciinal?

Un conjunto de medidas y pesos arreglados & la es-
cala decimal lo mismo que nuestro sistema de numera=
cion, llaméndose mélrico por la voz griega mefr0; que
significa medida.

Cudales son las unidades fundamentales de. este 5is-
tema?

Las siguientes:
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1.* Bl metiro que sirve para medir las longitudes. (*)
2. El drea empleada para la medicion de Ios terrengs’
3.* El Zitro usado para mediy aridos y liquidos.
- 4.* Bl gramo que se emplea para los pesos,
Como se forman los multiplos y submultiplos de estas
unidades principales?
Anteponiendo los nompres anteriores las voces griegas
myria,  kilo,  hect, deca,
que significan : :
diezmil, mil, ciento, diez,
y las tomadas del latin
deci, cenli, wile,
que significan
décimo, centésimo, milésimo.
Todas las operaciones esplicadas en los ntimeros com-
plejos se simplifican con ol sisterna métrico?

Si, seflor, porque en este todo se reduce 4 operar con
numeros enteros ¥y fracciones decimales.

_\-_‘—-——_..._____

() El metro ey Ia diezmillondsima parte del arco del meridiano de Paris, contando deg.
de el Polg g1 Ecuador, :
1 dreq equivale 4 un decimetro cuadrado 6 Sean 100 metros cuadrados,
Bl litrg equivale & un decimetro ctbico,
gramo es el peso do un centfmetro ciibico de agua destilada en s midxima densidad
Guees g unos 4 grados del termdmetro centigrado,






LIBRO I11I.

POTENCIAS Y RAICES,

CAPITULO PRIMERO.

FORMACION DE LAS POTENCIAS Y PROPIEDADES GENERALRS
A LAS RAICES DE UN GRADO CUALQUIERA.

A qué se llama potencia de un numero?

Potencia de un ntimero, segun se dijo (pag. 10) es el
producto que se obtiene tomando dichg numero por fac-
tor dos, tres, ¢ mas veces.

A qué se llama 7a/z de un niimero? 7 ;

Raiz cundrada de un nimero es otro numero que ele-
vado al cuadrado da el nimero propuesto.

Raiz enbica de un nimero es otro numero que elevado
al eubo produce el primero.

En general, se llama raiz de cierto grado de un ng-
mero otro numero que elevado & la potencia de igual
grado que la raiz da el numero propuesto. Las raices
se Indican con el signo V7, que se llama radical y se
pone en la parte superior el grado de que sea.

Cémo se forma una potencia algo crecida de un ni-
mero?

Se descompone la potencia Propuesta en varias parti-
das ¢ sumandos, ¥y formando eada una de estas poten-

9
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cias parciales en que el numero queda dividido, se mul-
tiplican estos resultados entre si.

DemosT. LXXIIL. Supongamos por ejemplo, que un ntimero {tal
como a, $e quiera elevar 4 la potencia p; descomponiendo p en los
sumandos m, n, », se tendra

p=m—n-7r.
Digo que se tiene aP =g™ . a®Ka.
En efecto
a™=a > a X a. . . . hasta m veces
ar = a X aX a. ... hastan veces
a" = a X aXa ... hastar veces,

y por consiguiente
arar Yot =aXa X axXa .. hasta (m—+n-7) veces
0 bien
am K et K at = antAET . —gb
(Oomo se eleva una potencia dada & otra nueva po-
tencial :
Multiplicando el esponente de la primera por el de la

segunda, despues de lo cual solo queda que elevar el nu-
mero propuesto & la potencia que indica aquel producto.

Desosr. LXXIV. Supongamos que o™ se quiere elevar & la po-
{encia n.

Se debe obtener (a™) "= a™""
En efecto (em)™ = a™ X a"Xa". - . . hasta n veces
y por lo tanto
{nm)n.__ am+n;+wn+. s eae ... hasta n vecos
& bien ‘
(am)n = gmin
que era lo que se queria demostrar.

Cémo se eleva un quebrado & una potencia cualquiera?
Blevando sus dos términos ddicha potencia.
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e,
Demosr. LXXV. Seq 7 un quebrado que se quiere elevar 4 la

potencia n.
Es evidente que se tiene

T e T :
(E_) =?><?><-5><. -« « hasta n veces
0 bien : ;
( a )" G St R S hasta » veces a*
L e v hasta n veces  gn

que era lo que se queria demostrar,

Qué son numeros conmensurables 6 raciongles?

Los que tienen una medida comun con la unidad.

Y qué son ntmeros tnconmensirables ¢ irracionales?

Los que no tienen medida comun con la unidad.

Lodo witimero entero que no es polencia exacta de ofro
entero tampoco podid serlo de un nUmero fraceionario Y
2or lo tanto el nimero propuesto no tiene raiz exacta de
aquel grado.

Dewosr, LXXVL = Sea un nimero & que suponemos que no tie-

e raiz exacta entera del grado m. :
Si admitimos que la raiz m de dicho ntimero puede estar repre-

a
sentada exactamente por el quebrado 7 tendremos

A o
\/N—'E

¥ elevando 4 la potencia m (LXXYV) resulta

Abora bien, como el quebrado% puede reducirse 4 sus meno-
Tes lérminos, g ¥ & serdn primos entre si, y lo mismo suceders con
a™y b"'(XXXVI[I, Corol.), luego gz‘ es un quebrado irreducible, ¥ se

seguiria que un namero entero podria ser igual 4 un nimero frac-
elonario lo que es absurdo.
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Una rais cualquiera de wi nikmero menor que 1, es
tambien menor que 1, pero mayor que dicho nimero.

" DeEmosr. LXXVIL. Sea a <{4; digo que Vo <1i.

- g
En efecto, no puede ser via =1 ni Va> 1, porque elevando
4 la potencia m2 saldria a =1 6 a > 1, resullados contrarios 4 lo su-
puesto.
-

= :
Tambien v @ > a, pues si fuese Vv @ =a, elevando 4 la potencia
m se tendria @=a", lo que es absurdo; tampoco podria tenerse

&7?<apues de aqui saldria e <a%, obien a <aXaXaXe. ...
hasia m veces, lo que esigualmente absurdo, pues siendo e un que-
brado el producto eXaXa Xa. . . ha de ser menor que a.

Una raiz cualquiera de un nimero mayor que 1 es
tambien mayor que 1, pero Mmenor qiue dicho numero.

‘Dexosr. LXXVIIL Sea un ndmero a > 4, serd Vg > i

m o

Con efecto, no puede ser V'a =4 ni v & <A, pues elevando 4
la potencia m se {endria a=1 6 a <1, que son resultados contra-
rios 4 la hipotesis.

" L] £

Se ha de tener tambien V' @ < @, pues si fuera Va=abVa>a,
elevando a la potencia m se tendria ¢ = a™ O a>a™, que son re-
sultados imposibles.

Si alyuno de los dos términos de un quebrado trrediu-
¢ible no es potencia perfecta del grado m, el quebrado no
puede tener raiz exacta de dicho grado.

Dexosr. LXXIX. Sea el quebrado irreducible%. cuyo numera-

dor suponemos que no sea potencia perfecta del grado m digo que
este quebrado no liene raiz m® exacla.
En efecto, no se puede admilir que la raiz sea un numero entero,
porque elevando dicha raiz d la polencia m se tendrd otro numero
’ 13 a
entero que no podri ser igual al quebrado "
a

b

¢ i
do 3 que supondremos ya reducido 4 su mas seneilla espresios

Supongamos ahora que la raiz m® exacta de — sea otro quebra-



se tendrd pues,

y elevando 4 la Potencia m*

@ ___c"‘
b a~

: e
El quebrado = °stambien irreducible (XXXVIII, Corol.) y por Io

tanto serd a=c™, § = dm  de donde se deduce que a es potencia
perfecta del grado m contra lo supuesto.

Lo mismo se haria 1a demostracion suponiendo que el denomi-
nador no luviese raiz ms exacla, 0 que no la tuviera ninguno de los
dos términos del quebrado propuesto. i

;Como se estrae la raiz me de un quebrado cuyos dos
términos son potencias perfectas del grado m?
Estrayendo la de cada uno de sus dos términos.

aﬂi
- Demost. LXXX. Sea un quebrado I del cual se quiere  es-

tracr la raiz m. Se debe tener

n S S S
a/a'“ a
'y
porque elevando los dos miembros 4 la potencia m se tiene
a- a-
7

¥ como esta igualdad es evidente, la anterior lo serd tambien en
virtud del axioma 7.° (pdg. 5). _

Cdémo se estrae la raiz me de un quebrado cuyo deno-
minador es potencia perfecta del grado m?
Se estrae la raiz entera del numerador ¥ se divide por
la del denominador.

Demosr, LXXXI. Sea un quebrado ?;T- Llamando 4 13 mayor
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raiz entera del ‘grado m contenida en a se tendrd

S % L8 L{rsd )
y dividiendo por 4™

pm a (7-+ )m
F<mp< T

y estrayendo la raiz m*
r LS
TII<‘/ S L

4 Aisey 1
Los dos quebrados o r-;_— difieren entre si en —; y como

L

@ % ¢ ¥ .
‘/ e esla comprendida entre ellos, se infiere que la raiz busca-

da difiere de %menos de lacantidad ?

Luego el error cometido siguiendo la regla establecida es menos
de una unidad dividida por la raiz m® del denominador del que-
brado PropuesLo.

;Es posible acercarse cuanto se quiera al valor de una
raiz m® de un numero?

Si, sefior; para esto se fija la aproximacion que se quie-
ra obtener; es decir, se determina si la aproximacion ha

de ser menor que Lo l, . . . Se multiplica el nu-

R i3
mero propuesto por la potencia . del denominador de la
aproximacion; se estrae la raiz m® del producto y 4 esta
raiz se le pone por denominador el mismo de la aproxi-
macion.

Demost. LXXXII. Sea ¢ un numero cuya raiz m® se quiere ob-

1 3 i : i
tener en menos de —; esto es, que la diferencia entre el numero
i

; : 1
pedido y la raiz verdadera de a sea menorque —.
Es evidente que se tiene
a X nt

=
nm




secbe

_Si suponemos que la raiz me de| Producto a x n™ esté com pren-
dida entre 7 y (r—1), se tendra segun |a demostracion anterior

it

i Sl L
Via= axXa™ g
AT

4
en menos de =

CAPITULO II.

FORMACION DEL CUADRADO Y ESTRACCION DE
LA RAIZ CUADRADA,

Qué productos entran en el cuadrado de un numero
compuesto de dos partes ¢ de la suma de dos ntmeros?
Tres que son: el cuadrado de la primera parte, el duplo
dela primera por la segunda y el cuadrado de Ia segunda.

Demost. LXXXIII, Sea ¢~ b un nimero compuesto de dos par-
les, el cual se quiere elevar al cuadrado; como para esto no
hay mas que multiplicar el ndmero por si mismo una vez, tendremos

a b
a -+ b
a* +ab
—+ab 02
a4 2 ab 45
Luego
(a b = a® -2ab 4+ p
que era lo que se queria demostrar.,

CoroLARIOs. 1.° Sj el ntmero dado estuviese descom-
{)uesto en decenas y unidades, siendo # las decenas y &
a8 unidades, podriamos decir que el cuadrado de umn ni-
mero formado de decenas y unidades consta: del coug-
drado de lus decenas, duplo de las decenas por las uni-
dades, y cuadrado de las unidades.

2 La diferencia de los cuadrados de dos nimeros
Consecutivos es igual al duplo del menor mas ung unidad.



N, ., W

En efecto sean @ y (o-4-1) dos ndmeros enteros consecutivos; se-
gun se ha demostrado se liene

(a+1P = 43a-+1
y restando a* de los dos miembros resulta

(a41)* —a* =2¢-+41
que era lo que se queria demostrar.

C¢mo se forman los cuadrados de log ntmeros 10, 100,
1000, 10000, cte.?

Agregando & la unidad doble ntmero de ceros de los
que tiene la raiz.

Cémo se estrae la raiz cuadrada de un nimero entero?

Se divide el nimero en secciones de dos cifras proce-
diendo de derecha & izquierda. Se estrae la raiz cuadra-
da del mayor cuadrado contenido en la primera seccion
de la izquierda, y se resta de ella el cuadrado de la cifra
que se encuentre. Al lado del residuo se baja la seccion
siguiente, se separa con un punto su ultima cifra y lo
que quede & la izquierda se divide por el duplo de la raiz
hallada. Bl cuociente se escribe & la dereeha del divi-
sor; el numero que asi se forme se multiplica por este
cuociente y el producto se resta de todo el dividendo. A
la derecha del nuevo residuo se baja la tercera seccion,
se separa su ultima cifra, y la parte que quede 4 la
izquierda se divide por el duplo de la raiz hallada; se es-
eribe ol cuociente 4 la derecha del divisor; se multiplica
ol numero asi formado por el cuociente y se resta el pro-
dueto de todo el nuevo dividendo, continuando de este
modo hasta haber bajado la wltima seccion. Si despues
de haber hallado la ultima cifra de la raiz no se obtiene
ningun residuo dicha raiz serd exacta y en el caso con=
trario serd inexacta y solo se obtiene su parte entera.

Demost. - LXXXIV. Pueden preseniarse tres €asos que son:
que el niumero  propuesio no tengal mas (que una & dos cifras,
que Lenga lres O cuatro, 3.0 que tenga was de cuallo.

L. easo. Si el numern no tiene mas de una 6 dos cifras seha-

i o
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llard su rajy tuadrada con solo sabey los cuadrados de los name-
ros digitos ;

2.2 €aso. . Sea un numero de cuatro cifras tal como 7086, Siendo
este nimero fhayor que 100 y menor que 10000 se tendrd

V100 < V7036 < V10000
0 bien
10 <V 7056 < 100.

Esto nos diee que la raiz_buscada ha de constar de dos cifras 6
sea de decenas ¥ unidades; pero como todo nimero es el cuadrado
de su raiz Cuadrada, segun la definicion, tendremos que el 111:1mer-rn
bropuesto 7056 conlendrs (LXXXHIL) el euadrado de las decenas de
la raiz, mas el duplo de las decenas por las unidades de la misma,
mas el cuadrado de ]as unidades. Pero comg el cuadrado de las
decenas ha de producip centenas, las dos cifras-de « VT0.56 =84
la derecha del nimero Propuesto, que componen 6160 5
36, no pueden formar Parle de dicho cuadrado, por __ b4

lo cual se las fépara con un punto; de este modo 656 [ 164
las 70 centenas contendrin el cuadrado de la cifra =
de las decenas de la raiz cuadrada buscada ¢ ade- 656

mds las eentenas que provengan de las ofras doy J e
Parles del cuadrado. Lg pajy cuadrada de 70 es § 0

que es la cifra de las decenas, pues siendo 802 6400 y 902 - 8100,
¥ estando e] numero Propuesto comprendidg enire estos dos eya.
drados, su raiz sers mayor que 80 y menor que 90. Ahopa bien,
st del nimero Propuesto restamos'80* ¢ 6400 (bien se ye que se
podrd restar 8% 6 64 de |a seceion propuesta Y bajar 4 la derechy
del nimero que forma el residuo la seecion siguiente), el residuo
656 contendrs el duplo de lag decenas por las unidades y el eua-
drado de las unidades, y como el duplo de lag decenas por [as
unidades ha de producir un nimerg exacto de decenag la cifra
6 de las unidades no podrd formar barle de dicho doble pro-
ducto; POT cuya razon se separa cop un. punto, y enlonces 65
conlendrd solamente el duplo de Ia cifra de lag decenas por
las unidades mas las decenas que dé el cuadrado de las unida-
des, De aqui se sigue que sj se divide 65 por el duplo de Ja g
fra de las decenas, que es 16, ¢] cuociente 4 sery lag unidades ¢ un
nimere mayor en razon d las decenas que hay en G3 Procedentes
del cuadrado de las unidades. Para comprobar esty cifra se la
eseribe 4 Ja derecha del divisor y el ntimero que se obtenga, 164,
se multiplica por dicha cifra, ya que asi queda formado e] duplo de
decenag por unidades y el cuadrade de unidades, pues ge liene

164 X 4= (16014 1 = (2 5 80~4-4) 3¢ 4
S2X 80X 4442
: 10
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Siendo 164 X 4 = 636 la cifra 4 es buena y la raiz exacta del nu-
mero propuesto es 84, Si 164 X 4 foese mayor que 656, habria

ue rebajar la cifra de las unidades; y si fuese menor, el numero
7056 1o seria cuadrado exacto de 84 y el residuo que se obtuviera
indicaria el numero de unidades en que 7056 escederia a dicho
cuadrado.

3¢ caso.  Sea un numero de mas de euatro cifras 568516 cuya
raiz cuadrada se quiere obtener; como se tiene

568516 > 10000y < 1000000
serd tambien

vV BB85T6 > V0000 6 100 y < V1000000 6 1000.

Luego la raiz cuadrada eonsla de tres cifras; pero aun se puede
suponer que se cOmpone de decenas y unidades. (Por ejemplo,
I8 — 4710--8 equivale & 47 decenas y g unidades.) Por consi-
guiente, el nimero propuesto se compondra del cuadrado de las
decenas, del duplo de las decenas por las unidades y del cuadrado
de las unidades; pero como el cuadrado de  /Ep 516 = Ti4

las deeenas ha de producir un numero exac- 19 &

to de centenas, 16 no podrd formar parte ;[ S e

este cuadrado y por consiguiente se separa 783 145 X 5

del resto del namero. 6016 1504 >4
Ahora bien, si se busea la raiz del mayor BO00-

‘euadrado eonienido en 5685, considerandolo como unidades sim-
ples, se tendrd el plimero de decenas de la raiz buscada. ILin efec-
{0, sea o la raiz del mayor cuadrado contenido en 5685; s claro
que la raiz pedida tendra por lo menos un numero o de decenas,
porque si a* se puede restar de 5685, a2x100 se podrd restar de
568500 y con mas razon de 568516, Por otra parle la raiz no pue-
de tener (a—-1) decenas; pues (a—+1)* es mayor que 5685, enuna
unidad euando menos y por tanto (a—1)* X 100 debe ser mayor
que 568500 al menos en una centena, y serd por consiguiente ma=
yor que 568316. Luego la raiz buscada se compone de ¢ decenas
mas un cierto nimero de unidades.

Queda pues reducida la cuestion & estraer la raiz cuadrada de
5685 considerado como unidades simples. Esta operacion, que ya
se sabe etectuar por lo dicho en el caso anlerior, da 75 por raiz ¥
60 por residuo.

Luego el namero de decenas de la raiz buscada es 75;-si al lado
del residiuo 60 se baja la seccion siguiente 16 que se habia separa-
do, claro es, que 6016 contendrd el duplo de las decenas POT las
unidades, mas el cuadrado de las unidades, y por iguales raciocl-
nios que en el caso anterior, se llega 4 determinar la cifra de las
unidades que es 4; por lanto [a raiz huscada es 704
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Si el numero luviese mas de sejs cifras se seguird una marcha
completamente andloga. :
Como se hace 14 prueba de [ estraccion de la raiy
cuadrada? - :
Elevando Ia raiz al euadrado, Y viendo si este, mas o]
residuo, dan el nimero propuesto. ;
Ll residuo de Iy raiz cuadrada de uwn nibmero entero
es imenor que el duplo de o raiy mas 1.
Denmosr. LXXXYV, Sea N un nimero cuya raiz cuadrada entera
es a y el residuo r, digo que debe sep <2 1.
En efecto, ya se sabe que se liene
.(',V=.'£l2 —+ .
Bi [uese » = 21 setendria
N=a"+4-94 44
pero como tambien se tiene
(@H12 = a? 4= 9y -1
s€ sigue que
N=(a+1)
¥ por consiguienle
vhal Vi N=a~d
. conlra lo que se habia supuesto. pop consiguienle, no se puede
lenerr = 9q 1, y es elaro que con nienos razon podrd ser r>2a~-1.
Luego r < 90 41,
Como se estrae la raiz cuadrada de un quebrado cuyos
dos términos la tienen exacty? :
Bstrayendo la de cada uno de sus términos (LXXX),
Y si el denominador es el tnico que tiene raiz exacta?
Se estrae la raiz entera del numerador y la del deng-
minador exacta, y se parten despues (LXXXT).
Y cuando ninguno de los términos son cuadrados per-
fectos? :
Se multiplican sus dos términos por el denominador,
con lo cual se obtiene un quebrado que esta comprendido
o0 la regla anterior. 3
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Cémo se estrae la raiz cuadrada de un numero con
nna aproximacion determinada?

Se multiplica el numero propuestro por el cuadrado
del denominador de la aproximacion; se estrae la raiz
cuadrada del mayor euadrado contenido en el producto
y 4 esta raiz se le pone por denominador el mismo de la
aproximacion (LXXXII).

Cuando el quebrado que marca la aproximacion sea
una fraccion decimal, ¢l multiplicar el numero propues=
to por el cuadrado de dicho denominador equivale &
agregar tantas veces dos ceros como cifras decimales se
pidan en la raiz 6 como ceros siguen 4 la unidad en el
denominador. Parala agregacion de estos ceros basta
colocar dos de ellos 4 la derecha de cada residuo,

Cuando el nimero propuesto sea una fraccion comun
¢ decimal se hace la misma operacion, estrayendo la
raiz de los enteros contenidos en el antedicho producto.
Si ol nimero es un quebrado comun y la aproximacion
es por decimales se reduce el quebrado propuesto a deci-
mal, obteniendo doble niimero de cifras del que se pide
en la raiz, y despues se esirae la raiz cuadrada de esta
fraceion decimal con la aproximacion pedida, lo cual
claramente se ve que entra en la regla general dada an-
teriormente.

CAPITULO L.

FORMACION DEL CUBO Y ESTRACCION DE LA RAIZ CUBICA.

Qué productos entrall en el cubo de un numero coili=
uesto de dos partes ¢ de la suma de dos numeros?
*Cuatro, que son: el cubo de la primera, triplo del cua-
drado de la primera por la segunda, triplo de la primerd
por el cuadrado de la segunda y cubo de la segunda.

Denost, LXXXYVL, Hea u--# un niunero compuesto de dos pat=



tes, el cual se quieye elevar al cubo; y como para esto hay que
multiplicar dicho nimero por su enadrado resulta

*4-2ah e
a b
@ 420 b g ?
+ b2 q g
@+ 3a b4 Bab® P

Luego (¢ 4 b)* - g8 +3a* b+ 3ab? 442, que era lo que se queria
demostrar.

CoroLArios. 1.° Si el numero dado estuviese des-
compuesto en decenas y unidades, siendo @ las decenas
¥ 0 las unidades, podriamos decir que el cubo de un -
mero formado de decenas y wwidades consta: del cibo de
las decenas, triplo del cuadrado de los decenas por las
unidades, triplo de las decenas wor el cuadrado de Jps
unidades y cubo de las unidades.

R.° La diferencia de los cubos de dos mimeros enteros
consecutivos es igual al triplo del cuadrado del menor,
mas el triplo del menor. mas uno.

En efecto, sean a Y {a— 1) dos niimeros enteros conseculivos; se-
-8un se ha demostrado se tiene

(@4 1 =0f 4- 802 230 -+
Y restando o de ambos miembros, resulta

(@a41)*—a® = 3a —-3a 41
que era lo que se queria demostrar,

Cémo se forman los cubos de los niimeros 10, 100,
1000, ete.?

Agregando 4 la unidad triple namero de ceros de los
que tiene la raiz.

Cdmo se estrae 1a vaiz cubica de un namero entero?

Se divide el niimers en secciones de tres cifras, proce-
diendo de derecha 4 Izquierda. Se estrae la raiz cibica
del mayor cubo contenido en la primera seccion de la iz-
quierda y se resta de ella el cubo de la cifra que se en-
cuentre. Allado'del residuo se baja'la seccion signien-
'8 separan con nn punto las dos Ultimas’ cifyas, 'l
que quede 4 1a. izguierda se divide por el triplo, del cuu-
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drado de la raiz encontrada, con lo cual se obtiene la se~
guuda cifra dela raiz. Qe multiplica esta segunda nota
por el divisor y se tendra el triplo del cuadrado de las
decenas por las unidades. e forma el triplo de las dece-
nas por el cuadrado de las unidades y el cubo de las uni-
dades, y estos productos se colgean debajo del primero
adelantando cadauno de ellos un lugar mas hacia la de-
recha. Se suman los tres y ol resultado se resta del di-
videndo incluyendo las dos cifras separadas. Al lado
del residuo que se obtenga seé baja la seccion siguiente,
operando con ella como con 1a anterior, y asien este or-
den hasta haberlas apurado todas.

Denost. LXXXVIL  Pueden presentarsé {ros casos, que son: 1.°
que el numero propuesto tenga menos de cuatro eifras; 2.° que
tenga cuatro, 6ineo O seis cifras; 3.° que lenga mas de seis cifras.

Lo tgso.  Si el numero tiene menos de cunatro eifras s hallard
su raiz ctibiea con solo saber 108 cuhos de los nimeros digitos.

9.0 pgeo.  Sea un namero 24384; como este niimero ¢s mayor que
1000 y menor gue 1000000 serd tambien

o bien
3 Rl
10 < V24380 <100

esto nos dice que la raiz buscada ha de constar de dos cifras O sea
de decenas y unidades; pero €omo todo numero es el cubo de
su raiz eubica, segun la definicion, lendremos que el nimero pro-
puesto 24389 contendra (LXXXVI) el eubo de las decenas de la
raiz mas el triplo.del cuadrado de las decenas por las unidades,
mas el triplo de las decenas por ol cuadrado de las unidades, as el
eubo de las unidades. Perc el cubo de las decenas ha de producir
millares, v por consiguiente las {res cifras de la devecha del ntumero |
ropuesto, que componen 389, n ueden formar . 598G
B 2.3 pe 89, no p v/ 51380 =29

parte de dicho cuho, por lo cual se las separa con 3000

un punto; de-este modo los 24 millares contendran oo 49
el cubo de la cifra de las decenas de la raiz eubica “33‘8? [
buscada y ademds los millares que provengan' de 16380

las demds partes del cubo. La raiz cubica de 24 0 :
es:2, que es exaclamente la cilra de las decenas, 108
pues siendo 9% = 8000 y 30° = 27000, ¥ estando el AB6
numero propuesto comprendido entre estos dos eu- 724
hos su raiz serd mayor que 20 y menor que AR R i 71

Ahora biew, si del iiiufiero propuesto restamos 202
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1 8000 (hien se ve que se puede restar 231 8 de la 1.* seccion ¥ ba-
Jar al lado del residuo la seccion siguienle) el residuo 16389 con-
tendrd el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades, el
triplo de las decenas pop el cuadrado de las unidades ¥ el eubo de
las unidades; y como el triplo del enadrado de las decenas por las
unidades debe producir un numero exaclo de centenas, las dos
cifras de la derecha que componen 89, no podréan formar parle de
esle triplo producto, por euya razon se Séparan con un punto, y
entonces 163 contendrs el triplo del cuadrado de la cifra de las de-
cenas por las unidades y ademds todas las centenas que dén las
oiras dos partes del cubo. De aqui se sigue que si se divide 163
por el triplo del cuadrado de la cifra de las deeenas, que es 12, el
cuociente 9 serd las unidades o up numero mayor en razon 4 las
cenienas que en el numero 163 existen Procedentes de las dos l-
timas paries del cubo.

Para comprobar esta cifra se forman las tres partes del cuho y
si su suma no se puede restar de 16389 serd demasiado erecida In
cilra que se ha supuesto para unidades. En el ejemplo que nos
ocupa si decimos 163 enlre 12 4 9 tendremos que formar

3 X 20° X943 20 % 92 J-9°

¥y se liene
3 X 20° %9 =10800 . . . 3X22XY9 =108
3X20 X9 = 4860 . . . 3X2 X9 = 18
Ol =i a8 165 5 Ohexiliiay
3X20° x93 X 20% Ro-9% =4538Y. .. . 16389

Cuyo resullado es igual al dividendo empleado y esto nos diee
que 29 es la raiz cubica exacta del nimero propuesto.

Los ceros que se han escrito sen indtiles y basta formar los pro-
duetos con el valor absoluto de cada cifra, éorriendo cada uno un
lugar & la derecha con relacion al precedente como se ve al lado.

Si la ultima operacion dejase algun residuo, esto nos probaria
que el nimero propuesto. no seria cubo exaclo de 29, y dicho re-
siduo indicaria el nimero de unidades en que 24389 escederia ai
cubo de 29,

3. caso.  8i el nimero propuesto luviese mas de seis cifras se
charia un razonamicnto andlogo al que se efectud en el 3. caso de
la demostracion LXXXIV, salvo las alteraciones consiguientes,

Obémo se hace la prueba de la estraceion de la raiz
clibica?
Elevando la raiz al cubo ¥ viendo si este mas el resi—

duo dan el niimero propuesto.
El residuo de la raiz ctibica de un mimero enferg eg



menor que el triplo del cuadrado de la raiz mas el triplo
de la misma mas 1. :

Demosr. LXXXVIL Sea /N un numero cuya raiz cubica entera
es a v el residuo r; digo que debe ser

r < Ba® +3a 1.
kn efeclo, ya se sabe que se tiene
N=ar.
Si fueser = 3a* +3a -1 se tendria
N = a® +3a® 4-3a -1
pero como tambien se liene

(a4-1)* =6 4-3a* +3a 41

se sigiie que

N={a-+-1)
y por consiguiente :
&T=a+4
conira lo que se habia supuesto. Luego no se puedc tener
r = do* 431
y es claro que con Menos razon podrd ser
7> 3a® +3a+-1.

Por consiguiente
r < 3a® 4-3a--1.

Cémo se estrae la raiz cubica de un quebrado cuyos
dos términos la tienen exacta?,

Estrayendo la de cada uno de sus términos (LXXX).

Y si ol denominador es el tinico que tiene raiz cubica
exacta? :

So estrae la del numerador aproximada y la del deno-
minador exacta y se parten despues (LXXXI).

Y cuando ninguno de los dos términos son cubos per-
fectos?

Se multiplican sus dos términos por el cuadrado del
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denominador, con 1o eugl Se obtiene un quebrado que
estd comprendido en 1, regla anterior.

Cdémo se estrae la raiz clibica de un ndmero con una
aproximacion determinads?

Se multiplica el niimero Propuesto por el cubo del de-
nominador de Ia aproximacion; se estrae la raiz cubica
del mayor cubo contenido en el producto Y & esta raiz se
da por denominador o] de la aproximacion (LXXXII).

Cuando el quebrado que marca la aproximacion es
una fraceion decimal, ] multiplicar el ntimero propues-
to por el cubo del denominador de Ia aproximacion equi-
vale & agregar tantas Vecos tres ceros como cifras deci—
males se pidan en la rajz ¢ COIO ceros sigan 4 la unidad
en el denominador, Paps la agregacion de estos Ceros
basta colocar #res de ellos 4 1a derecha de cada residuo.

6 decimal, se hace la misma, operacion, estrayendo la raiz
cubica de los enteros contenidos en el antedicho produc-
to. Si el numero es un quebrado comun y Ia aproxima-
cion es por decimales se reduce el quebrado propuesto 4
decimal, obteniendo triple niimero de cifras de] que se
Fide en la raiz y despues se estrae la raiz cibica de esta
raccion decimal con g aproximacion pedida.

Claramente se ve que todo lo dicho ‘entra en Ia regla
general dada anteriormente.

11
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LIBRO TV,

DE LAS APLICACIONES DE LA ARITMETICA.

CAPITULO PRIMERO.

DE LAS EQUIDIFERENCIAS Y PROPORCIONES.

Qué es razon aritmetica ¢ por diferencia?
La comparacion que se hace de dos numeros de 1gual
6specie para averiguar en lo que el uno escede al otro,
Qué es razon geomdtrica ¢ Por cuociente?
i hace de dos ntimeros de igual

otro. A este niimero es al que comunmente ge da el nom-
bre de razon ¢ relacion, llaméndole simplemente dife-
rencia cuando la razon es aritmética.

Qué nombre se da 4 log numeros que forman ung ra-
Zon, bien sea esta por diferencia ¢ por cuociente?

Al primero antecedente Yy al segundo consecuent,.

Qué es eguidiferencia? ' _ ;

La igualdad de dos razones aritméticas 0 la igualdad
de dos diferencias.

Cémo se representa en la eseritura una equidiferencis?

De dos modos; bien en forma de ecuacion ¢ igualdad,
6 bien separando con un punto los términos de cada pg..
Zon y con dos la primera de I segunda, de este modo:

8—6=7—568.6:7 5
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Heta ultima se lee: 8 es ¢ 6 como 7es db.

Qué nombre foman los términos de una equidiferencia?

Kl primero y cuarto se llaman estremos y el segundo
y tercero m6du0S.

Cual es la propiedad fundamental de toda equidife-
rencia?

Que la suma de estremos es igual 4 la de medios.

Demosr. LXXXIX. Sea la equidiferencia
a.blc.d

que equivale @ a—b=t—d.

Si agregamos & los dos miembros de-esta igualdad los dos con-
secuenles lendremos

a—-b.-l-b-i-d::c-—d-&-b-}-d

y puesto que —0b~ben el primer miembro y —d-4d en el se-
gundo son cantidades que se destruyen entre si, quedard la ultima

reducida 4
a+d=c—+b

que era lo que se queria demostrar.

Reciprocamente,  Si hay dos sumas iguales se puede formar una
equidiferencia.
Supongamos que se tiene

g4-d=c+ b.
Si restamos de los dos miembros b y d resulla
ad-d—b—d= e

de donde se obliene ]
a—b =c—1d.

Cuando en una equidiferencia no se conoce un estre-
mo ¢ un medio jedmo se encuentra! _

gi el término desconocido es un estremo, este serd igual
4 la suma de los términos medios menos el estremo €O-
nocido; y sl es un medio gera igual a la suma de estre-
mos menos el medio conoeido.

Denosr. XC.- Para demostrar la primera parte consideremos la
equidiferencia

a.05c.x
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en la que suponemos que 2 es o] término desconocido, Segun la
propiedad fundamenta (LXXXIX) tendremos

A2 =b4-¢
y restando a de los dos miembros
: E=bdr—y

con lo que queda prohada la primera parte.
Para probar la segunda consideremos la equidiferencia

a:cieid
de donde :
b U
yrestando ¢ de los dos miembros
T=ag4-d—¢

lo que demuestra Ia segunda parte.

Qué es equidiferencia continua?

Aquella en que los términos medios son ignales. i

Como se espresan en 1a escritura estas equidiferencias?

Anteponiéndoles este signo + que se lee como, y escri-
biendo los dos estremos Yy uno de los medios, separando
- un término de otro con un punto en esta forma

+8.6.4
que equivale 4 '
] 8.6:6.4.
Qué propiedad tienen lag equidiferencias continuas?
Que la suma de los estremos es igual al duplo del tér-
mino medio.

DEnost. XCI. Sea Ia equidiferencia continua

L b
0 bien
a3l b,
Segun la demostracion LXXXIX resulla
G4b =g
0 hien
L b-ap

que era lo que se queria demostrar.
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Cuando en la equidiferenecia continua no se conoce un
estremo 6 el término medio jeémo se encuentra?

Si es uno de los estremos se dupla el término medio
y se le resta el estremo conocido, y si es el término me-
dio el que se quiere hallar, se suman los estremos y &
esta suma se saca la mitad. :

DeMosT. XCII.  Sea la equidiferencia continua
2acbs @,

Suponiendo que es el término & el que queremos hallar, tendremos,
segun se acaba de ver,

o2 = 20
y restando « de los dos mizmbros
r=20—a

con lo que queda demostrada la primera parte.
Para demostrar la segunda parte, sea la equidiferencia continua

.. b

en la eual se quiere hallar el término medio, .
Se tiene, segun se sabe, ‘

Qe=a-+b
y dividiendo por 2 los dos miembros se obliene
b lgHd

que era lo que se queria demostrar.

De esto se deduce que para hallar wn medio propoy-
cional aritmélico entre dos mimeros, 0 el medio diferen-
cial de dichos niumeros, se suman estos y su mitad serd
el nikmero buscado. .

Qué es proporeion?

La igualdad de dos razones por cuociente; y como la
razon de dos nimeros no es otra cosa que el cuociente
que resulta de la division de dichos ntimeros, y por otra
parte un quebrado representa la division del numerador
por el denominador, se infiere que una proporcion no es
otra cosa que la igualdad de dos quebrados.

Cémo se escribe una proporcion?

De dos modos: 6 igualando los quebrados que se pue-
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den formar eop eady una de las razones, ¢ bien los dos
terminos de eaq, 4zon se separan con dog puntos, y la
primera‘razon__de la segunda con cuatro, de este modo:
S50 Ak Jieops
43 ODbien 8:4::6:3
que se enuncian 8 5 4 4 como 6 es ¢ 3.
Qué nombres toman los términos de ung proporeion?
Se llaman estpepos el primero y cuarto, Y medios el
segundo y terearg.
Cudl es la Propiedad fundamenta] de las proporciones?
Que el producto de los términog estremos es igual al
de los mediog.

DEmosr. X, Sea la proporeion
alb Terd

que segun se sabe equivale 4
a

(4

e
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por b x o
a)(é)(d_c}('bx d
T e
¥ reduciendo
aX d ==, /] Xe
que era lo que se queria demosirar,

REciPROCAMENTE. 8/ o7 producto de dos niineros es
lual al producto de otros dos hay proporeion entre ellos,
Siendo estremos de la Proporcion los factores de PO~

“elo y medios los factores del otro,

Sea jemplo
| o caXd=43e

Dividiendo los dos miembros e esta igualdad por 6 o r.esuﬁa

a X d_w 0¥ ¢
bXd txd
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y simplificando
@

C

b d
O bien
ashl leid

Cuando en una proporcion no se conoce utl medio 6

un estremo ;jc6mo se halla su valor?

Si el término desconocido es un estremo, este sera

igual al producto de los medios dividido por el estremo

conocido; y si el que se busca es uno de los medios sera

ignal al producto de los estremos dividido por el medio
conocido. :

Demost. XCIV. Para demostrar la primera parle consideremos
la proporcion
i e e

en la cual se quiere hallar el término .
Segun la propiedad fundamental se tiene

y dividiendo por los dos miembros resulta

b ¢
S
a

con lo que queda demostrada la primera parte.
Para demostrar la segunda consideremos la proporcion

atxs weid
en la cual se quiere hallar el término .
Se tiene
2 X e=aXd
y dividiendo por ¢ ;
PP aX.d

c

lo que demuesira la segunda parte.

Qué es proporeion continual

Aquella cuyos términos medios son iguales.

(Cémo se escriben estas proporciones?

Anteponiéndoles el signo = que se lee cowmo, y escri-
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~ERL
biendo los dog estremog ¥ un medio separados cada uno
de ellos con dogs puntos, en esta forms
b
que equivale & 8:4::4:3,
Qué propiedad tienen lag proporciones continuas?
Que el producto de Jog estremos es igual al cuadrado
del termino medio.
- DEnosT. XCV. Sea la proporeion conlinua
=alble
lo cual equivale 4
a;he Gl
Segun la propiedad fundamental (XCIV) se lieno
bXb=axe

P =axe
que era lo que se queria demos(rar.

0 lo que es lo mismo

Cuando en una proporcion continua no ge conoce el
término medio 6 uno de los estremos ieomo se podra
hallar?

Si es el término medio el que no se conoce sera igual
d la‘raiz cuadrada del producto de los estrernos: y si el
térming desconocido es un estremo serd igual al cuadra-
do del término medio dividido por el ofro estremo,

Demosr, XCV. Sea la proporcion continua
' s=alalh,
Sy
Se tieng segun se acaba de ver

et = e §
¥ Por consiguiente e
o V'u:}(b

€on lo ¢ual queda demostrada la primera parte.

Dediicese de aqui que para hallar vn medio Proporeig-
"l entre dos nthmeros  dados no hay mas que mllipli-
“ar dickos dos mimeros y estraer la raic cuadrada e
SU producto. -

12
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para demostrar la segunda parte consideremos la proporcion con-
tinua

qthx
en la cual no se conoce el término x. Segun se sabe se liene
B=aXx
y dividiendo por @ Jos dos miembros
2
a

peT
que era lo que se queria demostrar.

En toda proporcion se puede: 1.° Poner los estremos 6
los medios uno en lugar de otro, lo cual se llama com-
parar alternando. 9.0 Poner los estremos en lugar de
los medios y vice-versa, lo que se Llama comj.arar in-
virtiendo. 3. Multiplicar ¢ dividir por un mismo nu-
mero un estremo y un medio, sin que los nuevos nu-
meros dejen de formar proporeion.

pemosT. XCVIL Porque siempre se conserva el producto de
estremos igual al de medios.

Si dos proporciones tienen una razon comui, las olras
dos razones forman proporcion.

Demost. XCVIL  Sean las proporeiones
athtetd y alblimin

de las cuales se deduce
a ¢ @ m

— s

b d kR
y como dos cantidades iguales a4 una tercera son jguales entre si
(axioma 6.°, pag. 5) se tendrda
¢ 1

don
dbien
cid? tmin.
S5 los antecedentes o los consecuentes de dos projor-
ciones son respectivamente iguales, hoy proporeion entve
los otros cuatbro términos.



Demost. XQrx. Sean las dos Proporciones
ablieid y alm: ein

cuyos antecedentes son iguales.  Alternando log medios resulla
aic;lbid y azel tmin

" de donde se deduce = "
bidd tmn.

Lo mismo se haria Ia demostracion suponiendo que fuesen igua-
les los consecuentes,

S% se multiplican ordenadamente lps Lerminos de va-
ras proporciones los productos forman DPropoicion.

Demost. C.  Sean las proporciones

azshoed
@0 i
- 8ot st i
las cuales equivalen 4

i
i

Flaglaa

TR 8 e
I

Multiplicando estas ecuaciones miembro 4 miembr;
aXa’Xa,”_c ol
bxb’xb”"dxd'xw'

X AXa" XWX rex XA d X dr
que era lo que se queria demostrar.

6 bien

Las potencias 6 rajces tynales de los cuatro terminos
de una proporcion forman lambien proporeion.

Demost. €I, Sea la proporeion
ab: terd

que escrita bajo la forma de quebrado da
@

b d
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v st

elevando 4 una misma potencia m los dos ‘miembros de esta igual-
dad (axioma 7.° pag. 5) serd

kpideth

o (’im

o dm

y segun sesabe (LXXYV)

y por consiguiente
am ™y jemid™.
Por otra parte, estrayendo de los dos miembros de la igualdad

as la raiz m, se tiene
—_——laraiz se tiene
b= i

SR b
y por tanto (LXXX)
i e Ve
v Vi

de donde ‘
e ey W
VoV i¥ .V d
En toda proporeion la suma de los dos primeros 1ér-
minos es d la e 10S dos wltinios como el L.° al 3.° 0 co-
mo el 2.0 al 4.°
Demost. CIL.  Sea la proporeion
gebdoed
de la cual se deduce
a (4

e

be s d
gumando 1 4 los dos miembros se tiene

a ¢
I—*”I- -‘-‘E"i_l

é incorporando
a4-b_¢ +d
s = lng]
6 bien
a—630% e4-did
y ailernando los medios
at-ble-d: bld



.
tambien se sacaria y demostraria muy ficilmente
a~+be-de fate,
La diferencia de los dos Drimeros términos es i
los dos wtitimos como el 1.° @l 3.0 6 como el 2.° 4/ 4.
Demost. CIIL  Sea [a proporcion
aybsteid

i,de

que da
i e
b
‘Restando 1 de los dos miembrosse tiene
c

s o s |

b d
éi a @b g
ineorporando TR ‘
Escribiéndola en forma de Proporeion y alternando despues los
medios se obtiene ~
a—blo—d* *b2d.

Tambien se obtendria
o—bie=~ds Jaze.
£ toda proporcion ln Suma de los dos primeros tér-
Vunos es d su diferencia como suma de los dos lti-
mos es & su diferencia.

DEmosr. CIV. Seala proporgion
albsted
de la cual-se deduce (CIm)
a—-bicH-d: ate
¥ lambien (CIIT)
a—b}c==d? *ae,
Por Consiguiente se tendri (XCVIm)
a~-b:a—b3 ¢ ddle—d,

Ln toda proporcion 1.° La sum de antecedentes es d
i de lpg consecuentes como un anlecedente es @ St conse-
Citente. 2.° Lo diferencia de antecedentes es d ia de los
consecuentes como un antecedente es 4 su consecuente, 3.0

“ Suma de antecedentes es 4 su diferencia como la su-
Ma de consecuentes es d su. diferencia



e D) et
Demost. CV.  Sea la preporcion
atht ted
alternando los medios resulta
' atct thid.

Aplicando 4 esta las propiedades demostradas (CII, CIII y CIV) ten-

dremos
at-cb4d} ath O el
a—c b—d,ath 0 i lcd

B toda série de razones tguales la suma de todos los
antecedentes es & la de todos los consecuentes como un an-
tecedente es d Su CONSECUCTLE.

Demost. CVI. Supongamos una série de razones iguales
azbt teeds welfe gk
lo que equivale &
s les g

a — — —_—
Brod. fook
. a ‘ . ; .
Si hacemos—= ¢, todas las demds fracciones serdn tambien

iguales 4 ¢ puesto que loson a %, y se tendrad
a=bXq
¢ :d)(g
e=["Xq
Sumando estas ecuaciones miembro 4 miemhro resulta
a+€+€+g=q(b—|—d—+—f—|—k)
y dividiendo los dos miembros por b—d-}-f-h se obtiene

afefety
AN

poT Ser ¢ =% gse tendrd
et 2 g
bd+f+h b

O ‘bien
a+tc+e+gib+ d+f4h:alb

que era lo que se queria demostrar.
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CAPITULO 1I.
DE LA REGLA DE TRES.

Qué es vegin de (res Stmple?

La que se aplica & todas las cuestiones en que dos can-
tidades de una misma especie estan en proporeion con
otras dos tambien de igual especie entre si, siendo una
de estas incognita.

A qué se llaman datos?

A las dos cantidades conocidas de una misma especie.

Y resullados?

A las otras dos cantidades que completan la propor-
cion una de las cnales es la ineégnita.

Cudndo es directa 1a regla?

Cuando aumentando disminuyendo los datos aumen-
tan ¢ disminuyen Jog resultados.

Y cuindo es inversq?

Cuando aumentando Jos datos disminuyen los resul-
tados ¢ disminuyendo los datos aumentan los resultados.

Cémo se resuelve la directa?

Diciendo: dato del resultado conocido es al dato del
resultado incégnito como el resultado conocido es al in-
cognito, y se busca el cuarto término.

DEsost, CVIL.  Sea » el resultado conoeido, »” ¢l incognitoyd y d’

Sus respeclivos dalos, ;
" Biendo direeta Ia regla los resullados », »” aumentargn en pro-

porcion de los datos d, d'. :
Por consiguiente tomando un dato dos, (res..,. veces mayor o

menor se obtendrd un resultado dos, Ires.... veces mayor 6 menor,
Luego si el dato ¢ produce r, dividiendo uno y otro por d resultarg

que el dato 1 producird _g; y multiplicando estog por @' se lendrd

r it A
que el dato o’ producirei%‘xw O =3 bero como por hipétesis a

Produce » se tendrd

e

"= d
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de donde multiplicando por d
' X d==p X d"
y segun la reciproca de la demostracion (XCIIL)
(1 e o 8

C6mo se resuelve la inversa?
Diciendo; dato del resultado incégnito es al dato del
resultado. conocido como el resultado conocido es al in-

cdgnito, y se busca el cuarto término de esta proporeion.

DemosT. CVIIL. Sea » el resultado conocido, 7 el incognito, d, d*
sus respeclivos datos. "

Siendo inversa la regla los resultados aumentardn al par que
disminuyan los datos; esto es, que si se loma un dato dos, lres....
veces menor 6 mayor el resultado que se obtenga sera dos, lres....
veces mayor 0 menor. Luego si el dato d produce r, el dalo 1 pro-

n

duce » X d y el dato & producird 3. pero por hipotesis d' pro-

e
dl
duce " luego
,lrxd
d
de donde multiplicando por @'

P d=rxd
dregds iwts
que era lo que se queria demostrar.

Qué es regla de tres compuesta?

3 Aquella en que cada resultado depende de mas de un
ato.

C6mo se resuelve la regla de tres compuesta?

Se forma de cada dos datos de igual especie una razon
que debera invertirse si aquellos datos son inversos con
los resultados; se multiplican dichas razones y su pro-
ducto se compara con los resultados; quedando reducida
de este modo 4 una simple proporcion.

y de aqui

Dexost. CIX. Sea & el resultado eonocido que supondremos de-
pendiente de los datos D, d; A" ol resultado incognito, y £, d’ sus

d : Bt ; dimcta}
atos. Supongamos que los dd.lO-b{ }estan en mmn{invers&

i)
sl
con los resultados.
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aCostumbyry boner hajy formg sigujénte
D— g ——7
g
B: \ﬂl e e L] L
_ 7iq N
¥ ;

Esta operacion se

—

- Dxdxp
e

O que se hugeg,
s el pegy)

Este es el resultad ;

. Enefeco, hallemo tado » correspondiente 4 Unos datog
‘.4 ¥ se tendrg

b—g—p

L,

Como Jog resullados g, dependen do Un mismo datg ¢ podre-

mos hacer abstraceion de este y sepyg (Cv)

DD epey O (1) ;
‘  Pero como ¢ resultados p, gy dependen tambien de yy mismo da-
i 0 2 podemos Prescindir de & ¥ setendrg (CVIID)
@R (2)
|  Multiplicando ordenadamente los térmings de las dog Proporciones

- M)y (2 resulta
Dxcdr:pr

xd: :[{Xr_'rxii’
Porslos dos (ér

¥ dividiendy minos de la segunda razon (xXcovi, 3.9)
S¢ obliene

3 J)xd’:D'xd: SRR
de donge _
L <dx< R
A Dxar
do anteriormente,”

- qug es g mismo résullado obteni

CAPITULO mI.

DE LA REGLA DR COMPANIA .

Qué g egla de comparin?

A QUeensenia g dividip la ganancia ¢ pérdida de un
fond, €0 proporeion con los eapitales de los asociados.
; : : 1

1w
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En qué principios se funda la regla de compafiia’

En dos: 1.° Las ganancias 6 pérdidas de dos capitales
que estan un mis>o tiempo en la sociedad son propor-
cionales & los capitales. (Lste principio €s evidente por
si mismo).

9.° Las ganancias 6 pérdidas de un capital son pro-
porcionales 4 los tiempos que dicho capital esta en la
sociedad. (Este principio se admite como cierto, aunque
no lo es en realidad).

Do estos dos principios se deduce que las ganancias
6 perdidas de dos capitales diferentes que estan distintos
tiempos en la sociedad son proporcionales 4 los produc-
tos de los capitales por los tiempos.

Devost. CX. Sean €'y ¢’ dos capitales, 7'y 7' los tiempos Tes-
pectivos que han permanecido en fondoy G y G 1as ganancias O
pérdidas que han produeido. Sea ademas g la ganancia 0 pérdida

ue produciria el capital C" en el tiempo T.
En virtud del primer principio se tendrd

(A Ot
y en virtud del segundo
ol S
de donde se deduce
a0 A b & 1GxgigRE
5 dividiendo por g los dos t6rminos de la segunda razon
CxTCOXT:G6-

En cuéntas clases se divide la regla de compaiiia?
En dos: simple ¥ compuesta. La primera es aquella
en que los capitales de los asociados han pormanecido el
mismo tiempo en fondo, v la segunda aquella en gue
dichos capitales no ‘han pei‘manecido el mismo tiempo
en la asociacion.

Como se resuelve la regla de compaiiia simple? ‘

Formando esta proporcion: Fondo total es & la tota-
lidad de la ganancia ¢ pérdida €OmO el capital de cada
asociado es 4 la ganancia 0 pérdida que le corresponde:
(Esta regla es evidente en virtud del 1.7 prineipio)-
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[Cémo se resuelve la regla de compaiiia con tiempo?

Se multiplica el capital de cada asociado por el tiem-
po que ha estado en la compafiia: se consideran estos
productos como si fuesen los capitales y para cada uno de
ellas se forma la misma proporcion que en la regla de
compailia simple.

Denmost. CXI, Sean C,.C", C" tres capitales, 7, 7, 77 Ios tiem-
pos que han permanecido en fondo, G la ganancia 6 pérdida total
Y9, 4, g" las respectivas ganancias parciales. Es evidente que se
tiene (CX

] ax T, :C"X-T’:gr': 0 Vilha'id
de donde se deduce
OXTHCXTC"XT": 6 C X T 9
CXTHCX T TGO T iy

CXT+C X PC"% T 6! S0 ¢ ESTS
CAPITULO 1v.
DE LA REGLA DE INTERKS SIMPLE.

Qué es regla de dnferds simple?

La que tiene por objeto hallar el premio que debe per-
eibirse por una suma de dinero dada 4 préstamo bajo
ciertas condiciones, ¢ lo que es lo mismo el rédito de un
capital prestado.,

Como se estipula este rédito?

Designando el tanto por ciento, que es la cantidad
que debe redituar al afioc una suma de cien unidades, y
suponiendo que sea 5 se escribe asi 5 p. S

Cémo se resuelve esta regla?

Formando esta proporcion: 100 es al tanto por ciento
como el capital es al interés ¢ rédito. (Esta proporeion
es evidente en virtud del prineipio primero de la regla
de compafiia). :

- El rédito se busea siempre para un afio?

Algunas veces hay que hallarlo para cierto niimero
de meses ¢ de dias, advirtiendo para este Gltimo caso que
en el comercio se considera el afio de 360 dias,



e

Cdino se resuelve.en estos casos la regla de interés?
Se halla el rédito correspondiente & un afio por medio
de la proporcion ya citada, y luego se establece otra que

68: { 31(?0 } es al interés en un afio como el numero de

{ meses
{ dias
porcion es evidente en virtud del segundo principio de

la regla de compafiia). .
Estas dog proporciones que hay que resolver estan com-~

‘prendidas en la siguiente reg la. Para hallar el ré-

dito de un capilal ,:wZJgphgmaa este por el nitmero de

meses | = , A : o . ¢ 1200 7
{ i 53/}90/‘ el tanto por 100 y dividase poi ! 36000 |

} es al rédito que se busca. (Ksta iltima pro-

Drevost. CXIL.  Sea C el capilal, 7 el tanio por ciento, & el inte-
rés en un aio, ¢ el numero de meses, y » el interés correspondiente
a este tiempo.

Ya se sabe que se tienen que resolver las propoereiones

100; ¢2:CR

1976 200 v
Maultiplicando estus dos preporciones ordenadamenie y divi-
diendo por B un esiremo y un medio, se obliene i .

1200:7; .0 xtir

s w

de donde
_Oxiexi
1200,

Si el tiempo estuviese espresado en dias, la segunda proporcion
. se convertiria, sezun sc ha dicho, en :

3OS Ry,

Multiplicindola por la primera y suprimiendo el factor £, se
obtiene
36000%¢0 1COxtr
de donde
L ExiExE
- 36000.
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CAPITULO V.
DE LA REGLA DE DESCUENTO.

Qué es regla de descuonts?

La que ensefia 4 hallar la disminucion que debe ha-
cerse &4 una letra ¢ bagare cuando ze paga antes del tér-
mino en que cumple, euya disminueion debe ser el in-
terés qus se supone estap acumulado en la letra,

Como se resuelve 1 regle de descuento?

Formando la broporcion: 100 mas el tanto del descuen-
to esd 100 como el wvalop nominal de la letra eg 4 su
valor actual; y si se quiere hallar el descuento se dira:
100 mas el tanto da] descuento es 4 dicho tanto, como
el valor nominal de 1a letrs es al descuento,

Denosr. CXIIL.  Sea € el valor nominal de la letra, €’ su valor
actual, » e] descuento, ¢ el tanto por ciento.  Como cada 100 uni-
dades de dinero producen 7 en un ano, al ‘cabo de dicho afio, las

100 nnidades se habran convertido en 100 e reciproc_alncme, por
100~ unidades de Ia letra se deben tenep Loy 400 unidades ¥ por
consiguiente serd la proporeion

100--0:400; :C 0
¥ €0mo esto equivale § descontar i de cada 100+ unidades de la
letra, serd tambien

100—[-—3':2': 20y

que era lo que se queria demostrar.

Qué debe hacerse cuando el tiempo que falta };ara el
vencimiento de la letra no es Justamente un agg|
- Se halla primero el tanto por ciento del descuento que
orresponde al tiempo de que se trata, 1o que se consigue
; el bl :
POT medio de Ia proporcion: ! 360 f esal tanto por eien-

. { Ieses ; .
fo del descuento como el nimero de"! diag | quefaltan
3 < HL L)
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para que cumpla la letra es al tanto por ciento corres-
pondiente. (Esta proporeion es evidente en vista del se-
gundo principio de la rezla de compailia).

Despues se resuelve la misma proporcion que antes
empleando el tanto por ciento que se acaba de deter-
minar.

Es este el método que sé usa generalmente para el
descuento de letras?

No, sefior; en el comercio esth establecido por el uso
el emplear para el Jescuento el mismo método que s es-
plicé en la regla de interés.

CAPITULO VI

DE LA REGLA CONJUNTA Y DE LA DE CAMBIO.

Qué es regla conjuntal

La que ensefla & reducir cantidades de una especie 4
otra, con el auxilio de varias especies intermedias.

Csmo se. resuelve esta regla?

Formando una série de igualdades bajo el érden si-
guiente: 1. Que el primer miembro de la primera igual-
Jad sea el término desconocido, y el segundo de la mis-
ma la cantidad que se vaa reducir. '

9.° Que el segundo miembro de la tltima ecuacion
sea de la especie 4 que se va 4 reducir la cantidad pro-
puesta.

3. Que el primer miembro de cada igualdad sea de
la misma especie que el segundo de la anterior. Des-
pues no queda mas que hallar el valor de la incognita
que es izual al producto de todos los segundos miembros
dividido por el producto de las cantidades conocidas queé
constituyen los primeros.

La regla conjunta se funda en el teorema siguiente:
Si se multiplican ordenadamente varies equaralencis
(eomo las siguientes: & libras=3 duros, 8 duros==1 va-
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7as, 3 varas=3 fanegas), en las que in especie del pri-
mer miembro de cada una sea lo misma que la del se-
gundo miembro anterior, los productos serdn equivalen—
tes, siendo el primer producto de g primera especie y el
segundo producto de la dltima especie.

DEwost. CXIV. Pueden suponerse dos casos: 4.° que sean dos so-
las las equivalencias; 2.° que sea cualquiera el nimero de equiva-
lencias.

1.¢" caso. Sean las dos equivalencias:

Jae
Gr==ke
digo que
; X6 =5x8°
0 que
187 —=40¢ .

En efecto, multiplicando los dos miembros de la primera equi-
valencia por el nimero abstracto 6, y los dos de la segunda por el
numero abstracto 5, tendremos

18* =30° = 30* =40r

luego
18% =40 .
2.° cqso. Sean las equivalencias
3% = 4
Tb = 8':
14° = 54
94 =99
digo que

IXT 1439 =4 <8xB X22°%,

En efeclo, segun el primer caso, de las dos equ.ivalencias prime-
ras resulla
3pcye — 4380,
De esta y la 3. resulta, segun el primer caso
3XTX 14 =4 X8X57.

De estay de la 4.* resulta asimismo

3XTX14X0* =4 XBX5X22° .
Del mismo modo se continuaria, si hubiera mas equivalencias.
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Qué es regla de cambio y cémo se resuelve?
No es otra cosa que una regla conjunta aplicada 4 la
reduccion de monedas de unos paises 4 otros, y se resuel-
ve del mismo modo que aquella.

CAPITULO VII.
DE LA REGLA DE ALIGACION.

Qué es regla de aligacion?

La que ensefia & hallar el precio medio, ¢ precio de la
mezela de variag especies, conociendo las cantidades de
cada especie que deben enfrar.en la mezcla, y sus pre-
cios respectivos. :

Tambien ensefia 4 hallar las cantidades de cada espe-
cie que deben enfrar en una mezcla, conociendo el pre-
cio medio y los de las especies.

Cémo se determina el precio medio cuando se conocen
las cantidades y precios de las especies que se mezelan?
. Se hallan los valores de las cantidades que se mezelan
y la suma, que serd el valor de la mezcla, se divide por
la suma de las cantidades mezcladas: el cuociente serd
el valor de una unidad de la mezcla, 6 el precio medio.

Coémo se determinan las cantidades que se han de mez-
clar de cada especie, cuando se conocen sus precios res-
pectivos y el precio medio?

Se halla la diferencia entre cada precio y el precio
medio, despues de lo cual queda reducida la operacion &
una simple proporcion, puesto que las cantidades que se
han de tomar de cada especie estan en razun inversa de
las diferencias de sus precios al precio medio.

DemosT. CXV. Sean p, p/, los precios de dos especies que han de
mezelarse, P, el precio medio {que evidentemente estd comprendi-
do entre aquellos). Para fijar las ideas supondremos P> p P <y,
sean ademds.x, y las cantidades respeclivas que se han de tomar
de cada especie, ‘

Digo que se tiene xly} Jp'—P: P—p,

Lniefecto, = unidades de'la primera especie al precio p importan
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L X p, y al precio P imporlardn “ X P5 pero como se tiene P> by
€8 claro que habrd una ganancia espresada por 2 X P—z X p 6 bien
: (P—p) X .

Las y unidades de la segunda especie al precio P’ importan y x P
¥ como han de venderse a] precio P, se sacard por ellas ¥ X P; pero
tomo se tiene P <p’ se ha de tenep una pérdida espresada por
¥ X p'—y X P 6 bien (p—P) x y. §

Ahora bien, como ol precio medio ha de sertal que compense la
ganancia y la pérdida, se tendrd

(P=p) X z=(p'—P) x
de donde se deduce (X, reciprocamente)
Yo ' —P;P—p.

“Como esta proporeion conliene dos incognitas, se ve que la cues-
tion admite un sin nimero de soluciones; solo se puede determi-
nar la relacion que debe exjstip entre las cantidades de cada espe-
cie; por lo tanto multiplicando por 2, 3, 4.... ete. cada una de las
diferencias p'—p, P—p se obtendrén diversas soluciones, :

Si se conoce el nimero de unidades que se ha de tomar de una
de las especies, por ejemplo a unidades de la primera, g propor-
cion anterior se cambiard en

(AT :p’-—P:P—-p
0 bien V=P P—p: aly
proporcion que solo contiene una incognita y por Io tanto solo se
obtiene una solucion. - g

Si se da préviamente el nimero de unidades que ha de haber en
la mezela, S por ejemplo, el problema no admitird tampoco sino
una sola solucion. 3

En efecto, la proposicion demosirada (CII), da

Gy (P —P) - (P—p): 12— P
Tty (p'—P) - (P—p): WiP—p
¥ como se ha de tener Z—+y =8, serd tambien
S =P 4 (P—p) 22— p
S (B'—P)+(P—p): 2y P—p
"6 bien, como es mas usual
(P'—L)(P—p):S: =Py
(P'—P)4-(P—p):8: 2 P ply.






LIBRO V,
TEORIA DE LAS PROGRESIONES Y DE Los LOGARITMOS.
CAPITULO PRIMERO.

DE LAS PROGRESIONES POR DIFERENCIA.

Qué es progresion aritmética o P07 diferencia?

Una série de términos que de uno en otro y sin inter-
mision van creciendo disminuyendo en una misma
cantidad llamada razon ¢ diferencia.

Cdmo se forma una progresion por diferencia?

Agregando 4 cada término la razon y se obtendra el
siguiente, continuando del mismo modo hasta el infinito.

Udémo se escribe una progresion por diferencia?

Anteponiéndole el signo + que se lee como, y colocan-

do entre cada dos términos un punto que se lee es d.
. A qué es igual un término cualquiera de una progre-
sion por diferencia? i ik

Al primero mas tantas veces la razon como términos
le preceden. .

DeMosT. CXVI. Sea la progresion
s AT NS kil
en la cual supondremos que sea » la razon y n el numero de térmi-

nos hasta / inclusive. :
Segun la definicion se tiene

b=a-r
c:b+T‘
d= C—,—?‘

! = k47,
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fis evidente que aqui resultan (n—1) ecuaciones, que sumadas
dardn b-c—-d=......41 - a+-b-1-c, .. —Hhr(n—1).

Restando de authos miembros b, c, d,... k, resulla

l=a—+-r (n—1)
que era lo que se gueria demostrar.

‘Clomo se intercalan entre dos nimeros dados varios
medios proporcionales por diferencia?

Se resta del tiltimo término el primero y la diferencia
se divide por el numero de medios que se quieren inter-
calar mas uno; este cuociente gera la razon.

Deyost. CXVIL Supongamos que entrea y & s quieren interpolar
mmedios por diferencia. Si se conociese la razon no habria mas que '
agregarla al primer Lérmino y se obtendria el segundo; despues al
segundo y se hallaria el tercero y asi sucesivamente; de suerie
que todo consiste en hallar la razon, la eual podemos representar
por z. Puesto que entre a ly I se quieren interpolar m medios, claro
es que antes del término /[ se tendran estos m medios mas el tér-

mino dado a; esto es, que delante de 7 habrd en lodo (m--1) tér-
minos; por lo lanto, SL SUPONEMOS ya formada la progresion, se

tendrd (CXVI)
i l=a-4-x (m—1)
y restando a de ambos miembros:
l—a=z (m+-1).
Dividiendo los dos miembros por (m--1) se liene
T {-—a
i ;’:{“_4
que era lo que se queria demostrar.

Si entre cada dos lérminos conseculivos de una, pro=
gresion por diferencit, se interpola un wismo mimero de
Twedios diferenciales, todas las progresiones parciales que
asi se formen constituyen una sola progresion.

DemosT. CXVIIL En efecto, sea la progresion

fg.b.c.die.fo....
y sea m el mimero de medios que se quiere inlerpolar, primero ;
enlre a y b, luego entre by ¢, despues entre ¢ y d, ete. La razon
de las progresiones parciales serd (CXVII)
b—a  o—b  d—c

ma1 T om=1 ol
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Los numeradores ¢ sean las diferencias f—a, c—b, d—e, no re-
presentan otra cosa que Ia diferencia de cada dos lérminos conse-
cutivos de la progresion dada; y como esta diferencia ha de ser la
razon, que es un nimero constante, todos los numeradores serdn
iguales entre si; ¥ como los denominadores son log mismos, se si-
sue que todas aquellas cantidades serdn tambien iguales; esto es,

’

que todas las progresiones parciales lendrdn una misma razon; pero
como el dltimo término de cada una es ¢l primero de Ia siguiente,
lodas las referidas progresiones vienen 4 enlazarse ¥ 4 no formar
sino una sola, que era lo que se queria demostrar,

La swma de dos términos cualesquiera tomados d 4,10l
distancia de los estremos es tgual ¢ la suma de los es-
Lremos. :

Demost, CXIX. Sean « y L los dos estremos; z & y dos términos
lomados 4 igual distancia de aquellos; esto es que si delante de
hay (p—1) términos, despues de y haya tambien (p—1) términns.

Si consideramos la brogresion desde el término a hasta el {ér.
mino z inclusive, tendremos (CXVI) siendo 7 la razon.

r=a--r (p—1).
Considerando ahora la progresion desde el (érmino # (eomo pri-
mero de ella) hasta el tltimo término 4, se lendra tambien

ls=y~r (p—1).
Restando esta ecuacion de la anterior se obtiene
B—l= g—y
de donde se deduce (LXXXIX)
T=ly==a—-{
que era lo que se queria demostrar,

La suma de los términos de wna progresion por dife-
rencia es igual d la mitad del producto de la de los es-
tremos multiplicada por el nimero de terminos.

Demost. CXX. Seala progresion
SO el T R

cuyo namero de lérminos representamos por n.
Llamando § la suma tendremos

S=a-t+b4e. ... .. e S

Y escrila en orden inverso
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St.‘:l»-l—k—'-*d. ...... +c-—l—b+a.
Sumando ordenadamente

28 = (et B (BB 4ot i oo At )4+l
6 bien (CXIX)

98 =(a-+In
a-+Dn
Srrg:

y de aqui
N

CAPITULO IL

DE LAS PROGRESIONES POR CUOCIENTE.

Qué es progresion geométrica 6 por cuociente?

Una série de términos cada uno de los cuales contiene
al que le precede ¢ estad contenido en é1 un cierto nime-
ro de veces.

C¢émo se forma una progresion por cuociente?

Multiplicando cada término por la razon, y se obten-
dra el siguiente, continuando del mismo modo hasta el
infinito.

(émo se escribe nna progresion por cuociente?

Anteponiéndole el signo & que se lee como y colocan-
do entre cada dos términos dos puntos que se leen es d.

A qué es igual un término cualquiera de una progre=
sion por euociente?

Al primero multiplicado por la razon elevada 4 la po-
tencia indicada por el nimero de términog que hayan
de precederle.

Dewost. CXXI. Sea la progresion

Srathletds i tht
cuya razon suponemos (ue sea g, y 7 el namero de términos hasta
{ inelusive.
Segun la definicion se tiene
b=axyq
c=bXq
d=cXq

1=kXg.
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Multiplicando miembro & miemhro estas (n—1) ecuaciones resultard
bxexd. .. l=axbxe ., .. Xk gn=1
¥ suprimiendo los factores eontunes b, ¢, d... i se tiene
[:a xgn-q
que era lo que se queria demostrar,

Cdémo se intercalan entre ‘dos numeros dados varios
medios proporcionales por cuociente?

Se divide el ltimo por el primero y del cuocients se
estrae una raiz de grado igual al ntimero de medios que
se quieran interpolar mas uno.

Demogr, GXXII, Supongamos que entre a y ! se quieren inter-
polar m medios por cuociente. S Se conociese la razon no hahria
mas que multiplicarla por el primer término y se obtendria el se-
gundo; despues se multiplicaria por el segundo y se obtendria el
lercero, y asi sucesivamente; de suerte que todo estd reducido 4 de-
lerminar la razon, la cual podemos representar por x. Puesto que
entre o y / se quieren interpolar m medios, elaro es que ances del
término "/ se tendrin estos m medios mas el término dado a; esto
¢, que delante de / habrd en todo (m—-1) términos; por lo lanto,
si suponemos ya formada la progresion, se tendrd (CXXI)

{=a > pm+1
de donde '
: D
a
¥ estrayendo la raiz m—-1 serd
w1

e
] —
@

que era lo que se queria demostrar.

Si entre cada dos términos consecutivos de una pro-
gresion por cuociente se interpola un IASING numem de
medios proporcionales, todas las progresiones parciales
que asi se forman constituyen una sola progresion.

DEmosr. CXXIIL.  En efecto, sea la progresion

Sgilrprdr

Y sea m e] nimero de medios que se quieren interpolar, primere
entre a y 4, despues entre d y ¢, luego entre ¢ y d, ete.
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La razon de cada una de las progresiones parciales Sera respec-
tivamente
an-+14 m-41

g pL s
‘/ b ‘/ e ‘/ d
a b o
; : b
todas eslas espresiones son iguales, porque los quebrados o

d !
2 .. ..norepresenian otra cosa que la razon de la progresion da-

¢
b’

e

da, lo cual da 4 conocer que todas las progresiones parciales tienen
una misma razon; y como el ultimo término de cada una es el pri-
mero de la siguiente todas quedardn enlazadas y formardn una sola
progresion, que era lo que se queria demostrar.

Bl producto de dos lérminos cualesquiera tomados d
igual “distancia de los estremos es igual al producto de
los estremos.

Dexosr. CXXIV. Seana y ! los dos estremos, z & y dos términos
cualesquiera tomados d igual distancia de ellos; esto es, que si an-
tes de z hay (p—1) términos, tambien haya (p—1) despues de ¥
ademads sea dq Ia razon; es evidente (CXXI)que considerando la pro-
gresion desde el termino « hasta el término z, se tendrd

Z=aXg*—
y considerdndola desde el término y hasta el término / serd
=y =g~
Dividiendo estas dos ecuaciones, tendremos .
&'
1y
0 bien
i lely
de donde (XCHI)
Xy =ax!

gque era lo que se queria demostrar.

Bl producto de todos los términos de una proyresion
por cuociente se obtiene multiplicando los dos estremos,
elevando este producto d la potencia indicada por el ni-
mero de términos de la progresion y estrayendo loy raiz
cuadrada de este resultado.
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DEMOsT. CXXV. Sea la progresion
Halble. .. skl
cuyo numero de términos representamos por s,
Llamando P a] broducto serd
P=axbxe . . Xixkx!
Y éscrito en drden inverso
PEIXEXIX . . xexbxa,
Multiplicando ordenadamente resulia ;
P =(a. )@ hyx (.1, . X (o)X (hl) (1. a)
de donde (CXXIV)
b — (a.)n
v de aqui
LEvialry

La suma de todos 7oy terminos de una, proyresion por
cuociente es igual al wlino multiplicado poy la razow
menos el primero, dividido o7 la diferencia que existe
entre la razon y ln wnidad.

Demost. CXXVI. Sea la progresion:

adblet b
Llamando S la suma se tendrd
S=a4bfoy. . ., e
Multiplicando ambos miembros por la razon, la cuafrépresentare-
mos por g, y observando que eada (érmino multiplicado por la ra-
zon produce el siguiente se tiene
Sg=8Fe, . k-1 . ;
Restando de esta igualdad la anterior, y hadiendo las reducciones
sale
Sq—S8=lg—q
6 bien ;
S(g—1)= lg—a
¥ de aqui
S lt=a
g—1
que era lo que se queria demostrar,
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CAPITULO III.
DE LOS LOGARITMOS.

Qué son logaritmos?

Unos nimeros en progresion por diferencia, que cor-
responden término 4 término 4 otros que estan en pro-
gresion por cuociente; pero siempre con la condicion de
que el primer término de la progresion por cuociente sea
1 y el de la progresion por diferencia sea 0.

A qué se da el nombre de base de un sistema de loga—-
ritmos?

Al numero que ha servido de razon para formar la
progresion geométrica.

Qué propiedades e deducen de la condicion de que en
todo sistema de logaritmos el primer término de la pro-
gresion por diferencia sea 0 y el de la progresion por cuo-
ciente sea 1!

Que el logaritmo de la unidad es siempre cero y el de
la base es el nuimero que ha servido de razon para for-
mar la progresion por diferencia.

Cudntos sistemas de logaritmos pueden formarse?

Infinitos; porque son infinitas las bases que se pue-
den elegir para formar la progresion por cuociente, ¥y
por consiguiente un mismo ntmero tiene una infinidad
de logaritmos.

Cuél es la principal ventaja de los logaritmos?

Convertir algunas de las operaciones de la aritmética
en otras menos complicadas.

Cémo se multiplican dos nimeros por medio de los lo-
garitmos?

9 suman sus logaritmos y la suma serd el logaritmo
del producto; busquese esta suma entre log logaritmos
y el ntmero correspondiente serd el producto.

Demost. CXXVIL  Sea la progresion por cuociente que ha servi-
do para componer un sistema de logarilmos

oL I L R s

g g
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en la cual consideramos unicamente e] primer término 1, dos tér-
minos cualesquiera « Y b y otro término ¢, {a] que entre b y ¢ haya
el mismo namero de términos que entre 1 y @. Comeg en este caso
@ y b serdn dos términos equidistantes de Jos estremos se tendrg
(CXXIV)

I X}ec=axb
0 bien

c=axbh.

En la progresion por diferencia que ha servido tambien para 1a
formacion del sistema de logaritmos, consideremos los términos
correspondienles 4 los nimeros 1, a, b, ¢los cuales se pueden re-
presentar por 0, log a, log b, loge; y como loga y logd serdn tér-
minos equidistantes de los estremos 0 y loge se tendrs (CXIX)

0+-log e =log a—+-log b
0 bien
g log ¢ =log a--log b
¥ poniendo en lugar de ¢ su valor X, que se hally anles, serd
log (a X 8) =log a—-log b.

En general, el logaritmo del producto de varios factores es igual
d la suma de log logaritmos de los factores,

En efecto, sea un producto

aXoxexd oL
considerando ] producto bxexd. . . . como un solo nimero (en-
dremos:
log(a.b.c.d. . .):lag(axllcd...) =log a—+log bed. ..
Del mismo modo tendremos, considerando 4 cd... como un solo
nimero :
log (bed...) =log (6Xed...) =log b4-log (ed.. )
Tambien se tiene
log(cd...):logc—f—log i,

Luego serd

log(abcd...):[oga—]—log bt-log e—-logd-f-. . . |

Cdmo se parten dos nitmeros por medio de los loga-
ritmos?

Se resta el logaritmo del divisor del logaritmo del di-
videndo, y el residuo serd, el logaritmo del cuociente;
bisquese este residuo entre log Iogarltmo_s ¥ el nimero
correspondiente serd el cuociente que se busca.
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DEMOST. CXXVIIL, Sea c el cuociente de la division de a por &
sera

‘__ a€
ey
de donde
a=—bxc
y de aqui (CXXVII)
log a==log b-+-logc

y por cousiguienle
log e==log a—1log b,

: ' a ;
Poniendo en lugar de ¢ su valor 788 tiene

log—% =loga—log b.

U6mo se eleva un miimero 4 una potencia?

Se multiplicard su logaritmo por el esponente de la
potencia, y el producto serd el logaritmo de la potencia;
biisquese dicho producto entre los logaritmos y el nume-
ro correspondiente sera la potencia buscada.

DEﬁ[OS‘I‘. CXXIX. Supongamos quese quiere hallar el logaritmo
dec?m'm se tiene
am=aX X0 o oo o hasta m veces
serd lambien
loga™=log (a>aXa . . . J=log a-+logat-logat- . - . . .
. . . hasla m veces y por lanto
log a™==m log a.

C6mo se estrae una raiz cualquiera de un ntmero?

Se divide el logaritmo de dicho niimero por el indice
de la raiz, y el cuociente serd el logaritmo de la raiz
busquese dicho cuociente entre los logaritmos y el nume-
ro correspondiente seré la raiz que se desea.

Demost. CXXX. Supongamos que se quiere hallar el logaritmo
de V'@, y para simplificar haremos

i

Via=l
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Elevando 4 la potencia resulta

a=bH",
Tomando los logaritmos resulta
: loga==m log b
de donde se deduce
/
log b9

m
¥ poniendo en lugar de 6 su valor V'a se tendra

wo b dodd
log v/ g=-"
o IR
que era lo que se queria demostrar,

Cudles son 1lag progresiones adoptadas para la forma-
clon de las tablas?
Las siguientes:

%1110:100:1000:10000: . . . Numeros
H00 N 9T sl 4. . . . Logaritmos.

Estas progresiones dan solamente los logaritmos de log
numeros 1, 10, 100, 1000,. .. ¥y para hallar los de log
numeros intermedios se intercala un mismo niimero de
medios proporcionales entre cada dos términos de la pro-
gresion por cuociente. Suponiendo muy considerable
el numero de medios interpolados, eg evidente que enton-
ces se ird ascendiendo desde ] hasta 10, desde 10 hasta

(1] T por grados tan préximos que los nimeros 2, .
ENER RIS LUy L encontrarin entre dichos medios
sino exactamente, por lo menos con todo el grado de
aproximacion que se apetezca. Esto supuesto, si entre
los diversos términos de la progresion por diferencia se
interpola el mismo niimero de medios que se habia in-
terpolado en la progresion por cuociente, los que corres-
pondan 4 los numeros 2, 3, 4. .. soran losjlogaritmos de
dichos ntimeros.

Este método, impracticable 4 causa de las raices! de
grado tan elevado que habria que estraer, se simplifica
muchisimo por medio de raices cuadradas sucesivas, in-
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terpolando de cada vez un solo medio; pero aun de esta
manera y apesar de no tener necesidad de calcular sino
los logaritmos de los nimeros primos, puesto que de ellos
se derivan los demas (CXXVIID), queda lo muy suficiente
para desechar tal procedimiento. Otros métodos existen
mucho mas expeditos, pero no es posible darlos @ cono-
cer en la aritmética.

Qué consecuencias se deducen de las dos progresiones
adoptadas para formar las tablas?

Varias muy importantes: 1.* Todo logaritmo estd com-
puesto de una parte entera llamada caracteristica y de
una fraccion decimal llamada mantisa.

9.* Los logaritmos no crecen'en proporcion de los nu-
meros.

3. Los nimerosde una cifra, como comprendidos en-
tre 1 y 10 tienen sus logaritmos comprendidos entre 0
y 1 y por lo tanto su caracteristica es 0; los nimeros de
dos cifras, que son los comprendidos enire 10 y 100, tie-
nen sus logaritmos comprendidos entre 1 ¥ 2 y por con-
siguiente su caracteristica es 1. De donde se infiere que
la caracteristica del logaritmo de un numero consta de
tantas unidades menos una como cifras hay en dicho
ntimero antes del signo decimal. Y por la inversa, por
1a caracteristica del logaritmo se sabe cuantas cifras ha
e tener el numero antes del signo decimal, que han
de ser tantas mas una como unidades se cuenten en di-
cha caracteristica.

4* Siendo 1, 2, 8,... los logaritmos de 10, 100, 1000,
...y siendo el logaritmo de un producto igual & la suma

de los logaritmos de los factores, se infiere claramente
¢ multiplicando ;
Ay n g
que | dividiendo un namero por 10, 100, 1000,
aumentado ) ; :
A 2 a Lo nne
disminuido § " e
dades, operacion que solo recae sobre la caracteristica
permaneciendo invariable la mantisa. De aqui se dedu-
ce que todos los nimeros compuestos de unas mismas C1-

su logaritmo queda {

i
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fras, cualquiera que sea el lugar que el signo decimal
ocupa en ellos tienen una misma mantisa,

5." La simple inspeccion de las dos progresiones mnos
hace ver ademas que los logaritmos de los niimeros com-
prendidos desde el 1 hasta el 10 se dividen entre si una
unidad; los comprendidos entre 10 y 100 comparten tam-
bien entre si otra unidad, y asi sucesivamente; luego la
diferencia de los logaritmos de dos niimeros consecutivos
es tanto menor cuanto mayores son estos numeros.

Cémo se halla el logariimo de un quebrado?

Restando el logaritmo del denominador del logaritmo
del numerador, puesto que todo quebrado equivale 4 1a
division del numerador por el denominador; pero esta
sustraccion es imposible cuando el quebrado es propio y
entonces se aumenta el logaritmo del numerador en una
6 mas decenas (las suficientes para efectuar la sustrac-
cion), las cuales apareceran de mas en el residuo, 6 sea
el logaritmo del quebrado, A estas caracteristicas se les
Nama aumentadas, y se indican escribiendo el signo de-
cimal por la parte superior del nimero, si bien seria mas
propio y menos espuesfo 4 error acostumbrarse siempre
4 escribir delante de dichos logaritmos—10,—20,—30. .
segun tengan una, dos, tres,.... decenas de aumento.*

Qué debe advertirse en particzlar acerca de los loga-
ritmos de las fracciones decimales?

Que la mantisa se hallar4, conforme 4 lo que ya se ha
dicho, considerando la traccion como un nimero enteroy
la caracteristica se determina restando de 10 el lugar que
ocupa la primera cifra significativa despues de la virgu-
la; si la susiraccion fuera imposible habria que restar di-
cho lugar de 10, 20, 30, 40, .... quedando asi aumentada
esta caracteristica en una, dos, tres.... decenas,

P

Demosr. CXXXI, Sea # una fraccion decimal equivalente 4 i

se tendrd P
1o
"_-_'-'—-n-____._‘ . __.-_-_—-_
hablar sino de las caracteristicas aumentadas, dejando para el Al-

* Hemos ereido no deber :
gebra el tratar de las negativas, puesto que en ella es donde se pone Ia teorfa de as cantida-

€5 negativas,
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y tomando los logaritmos
log F==log p—n.

Suponiendo que el nimero p esté compuesto de (e-+1) cifras, su
logaritmo tendrd una caracteristica ¢ y una mantisa cualquiera tal
como m, de modo gue serd

log p—c—+m
y por ianto log F==cm—n=(c-—n)-+m;

como no es posible efectuar la suslraceion indicada por c—n, agre-
guemos 4 ¢ una deeena, que al mismo tiempo habrd que disminulr
para que no se altere la ecuacion y se tendrd

log F==(10-4-c —n)~+m—10
O bien Tog F=(40=—n~-¢)4-m—10.

Ahora bien, restar n y agregar ¢ equivale yisiblemente restar de
una vez la diferencia entre n y ¢y por consiguiente se tendra

log F=10—(n—C)4-m—10

gorho'el nimero n representa el niimero total de cifras de la frac-
cion propuesta, contada desde la primera decimal, y ¢ el nimero
de cifras significativas menos una, es evidenle gue la diferencia n—¢
indicara el lugar gne la primera cifra significativa ocupa despues
de la coma.

Si fuese 10 <it—c se restaria n—c de 20, y asi sucesivamente.

Luego la caracteristica es igual al lugar qoe la primera cifra’sig=
nificaliva ocupa despues: de la coma restado de 10, 20; 30, ... se-
gun se pueda, quedando aumentada en la misma cantidad.

Y por la inversa; cuando por resnliado de un edleulo se viene d
parar 4 un logaritmo con caraclerislica aumentada, ya estaremos
seguros de'que el numero correspondiente ha de ser una fraccion
decimal, y' solo quedard que averiguar el lugar que’ debe ocupar la
primera cifra significaliva despues de la coma, que serd igual al
nﬁmero en que esté aumeniada la caracleristica menos el valor de
ella,

Cémo se halla el logaritmo de una potencia cualquie-=
ra de una fraccion decimal? ‘

Lo mismo que si el nimero fuese entero (CXXIX);
pero la caracteristica resultante estard aumentada en
fantas decenas como unidades haya en el producto del
esponente por el numero de decenas en que esté aumen-
tada 1 caracteristica del logaritmo de'la fraccion pro-
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puesta. Si resultaran decenas en la caracteristica se su-
primirdn todas las que sea posible Y estas menos tendra
de aumento.

Deyosr. CXXXII,  Supongamos que se quiere hallar el logaritmo
de (0,0003473)" . Segun se sabe (CXXXI) se tiene
log (0,0003473)=—6"738225 4

en la inteligencia de que la caracteristica lleva una decena de au-

mento.
Tambien seri -

- log(0,0005473)" =6"7382254 7

O bien :

log (0,0005473)7 =47,1675778.

Ahora bien, como el logaritmo de la fraccion estaba aumentado en

una decena al multiplicar por 7 habra resultado el producto con 7

decenas mas; y como de 47 podemos quitar 40 6 4 decenas, nos

resultard 7 de caracteristica con 3 decenas de aumenlo, lo que

puede eseribirse asi

log (0,0003473)" ——30-4-7, 1675778,
El niimero correspondiente 4 este logaritmo, segun lo quc anles
se dijo, es

0,000 000 000000 000 000 000 0147.....

Cémo se halla el logaritmo de una raiz cualquiera de
una fraccion decimal? :

Hallese el logaritmo de la fraceion decimal propuesta
Y, agréguense # la caracteristica tantas decenas COIo
unidades tenga el indice del radical menos el niumero de
decenas en que esté aumentada la caracteristica de la
fraccion; dividase el resultado por el 'indice del radieal y
se obtendrd el logaritmo de la raiz aumentado en una
decena.

Demost. CXXXII. Supongamos f]ue se quiere hallar el logarit-
mo de !
V0,0089356.
Se tiene desde luego
l0g 0,0089356=7"9511237. -
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Si como prescribe la regla (CXXX) dividimos este logaritmo por
g, la decena que hay de aumento en su caracteristica quedard asi-

: S : 1
mismo dividida por 9, y el resultado estard aumentado eng de

de decena, lo que debemos evitar, pues estos aumentos deben ser
siempre de un numero justo de decenas.

Ahora bien, agregando 8 decenas 4 la caracteristica esta. se con-
vierte en 87, y si_antes lenia una decena escedente ahora tendra 9

al dividir por 9 solo tendra una decena de aumento.

Asi pues,

a0 8T
log vV 0,0089356:8_’95_5—142—31-—10=-—10+9,*1123411.

El numero correspondiente 4 este logaritmo es 0,59203417.
Podra suceder alguna vez que el numero de decenas en queé esté

aumentada la caracteristica sea mayor gue ¢l de unidades conteni-
das en el indice, en euyo €aso no €S aplicable la regla que se acaba
de demostrar. Entonces se agregan 4 la caracteristica dos, tres....
veces tantas decenas como unidades tiene el indice, menos el nu-
mero de decenas en que esté aumentada la caracteristica, 'y ‘divi-
diendo por el referido indice se obtendra el logaritmo pedido, cuya
caracteristica estard aumentada en dos, tres,... decenas.

Qué debe hacerse pard hallar el complemento de un
logaritmo cuya caracteristica esté aumentada?

Toémese el complemento de este logaritmo como si no
tuviese aumento ninguno y agréguense 4 la caracteris—
tica que se obtenga tantas decenas Menos una como sean
las decenas en que estuviera aumentado el logaritmo
antes de tomar el complemento.

Demost. CXXXIV. Supongamos que del logaritmo £, se quiera
restar otro logaritmo 1/, cuya caracteristica esté aumentada en ‘on
numero n de decenas.

El resultado de la operacion serd

L—(L7—10Xn).
Sumando 10Xn & minuendo y sustraendo se tiene
L410 X n—L'.
Tomando el complemento de L' y suponiendo que la caracteristica
de este logaritmo solo consta de una cifra, lo que siempre Uiene
lugar resulta
L4-10X n4-c.a. L/-—10

L-c.a. L'410 (n—1)

O bien
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donde se vé que despues de agregar el complemenio, fodayia se
deben agregar (n—1) decenas,

Como se halla el logaritmo de un Dlmero mayor que
el ultimo de las tablss?

Se coloca 6 se mueve ] coma decimal de modo que la
parte entera del nimero que resulte sea menor que el

cifras de la mantisa tomada de las tablas, y se tendrs la
mantisa del logaritmo buscado. La caracteristica se po-
De con arreglo al niimero de cifras de la cantidad pro-
puesta.

Demosr. CXXXV, Supongamosg que se quiere hallayr o] logaritmo
de 9475464, Ia mantisa del logaritme de este numero es la mis-
ma, segun se sabe, que Ia del logaritmo de 94754,64.

Las tablas dan
log. O&T54 = 9765976
log. 9KTS5 = 9766021,

N}()) se han escrito las Caracteristicas por ser intijes para nuestro
ohjeto,
{’a se sabe que los logaritmos no erecen Proporecionalmente 4 los
nimeros; pero cuando €stos son muy proximos §e puede conside-
rar que esta propiedad Hene lugar, como aparece de la inspeccion
de las {ablas, Fundados en esto restemos las mantisag anteriores
¥ veremos que por cada unidad que varian los ndimeros los logarit-
mos yarian 45, y eomo queremos hallar e] logaritmo de 94754,64,
cuya diferencia con 94754 es 0,64 tendremos
1452 0,64 0=28 8- 99 i error sensible,
Es decir, que pbara una diferencia de 0,64 entre los niumeros los
logaritmos difieren 29, y por lo tanto
log. O4T84,64 — 9765976129 = 9766003
0 bien log. 9475464 = 6,9766003.

Cdémo se halla el nimero correspondiente 4 un loga-
ri{mo cuya mantisa no S encuentra exactamente en las
tablas?
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Qe busea el numero correspondiente 4 la mantisa mas
proxima por defecto que se encuentre en lag tablas y se
dice: diferencic: que hay entre la mantisa tomada en las
tablas y la inmediatamayor en las mismas es 4 1, como
1a diferencia entre la mantisa menor y la dada es 4 la
diferencia entre el numero pedido yel correspondiente 4
1 mantisa menor. Hste cuarto término se reduce a deci-
males y las notas que 16 se unen 4 la derecha del ni-
mero de la mantisa proxima menor.

La reduceion 4 decimales 1o debe estenderse mas que
4 dos cifras por no haber ya exactitud en la tercera.

Demost. CXXXVL Supongamos que se quiere hallar el niimero
correspondiente al logaritmo 6,9766005.

Kl numero correspondiente hia de lener siete eifras; pero hacien-
do abstraccion de las caracterisiicas dan las tablas

9765976 = log. 94754
9766021 = log. 94TH5.

s

Los dos nimeros 94754 y 94T59 difieren enuna unidad y las man-
tisas de sus logarilmos difieren en 4B; y como queremos hallar el
ntmero correspondiente 4 la mantisa 9766005 cuya diferencia con
la primera es 29, tendremos con arreglo & lo mismo que ya se ha-
bia dicho

A5T42 129 5=0,64

Por lo tanto el numero correspondiente a la mantisa 9766005 es
QATHA, 64 0 atendiendo 4 gue la caracleristica es 6, el niimero cor-
respondiente sera 9475464,

Donado & la Biblioteca
Universitaria de Granada,
on memoria del malo~
grado noeta :

BALTASARM ARTINEZ DPURAN,
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TAB.A DE MULTIPLICAR.

e i 57
o T e O e B e
S A 6 e ohand 1 s T
3..4..6 | 9 |42 | 13118 |21 |9z [ a7
4| 8|12 |16 |20 |25 | 35 | % 36
‘ 5 |40 |15 (20| 257 |30 35| 20 |
6 {12 |18 | 24180 |36 | 42 | 48 | 51
T |44 |21 28735 |42 |49 |56 |63
Ja-ﬁ”% 32 1 40 | 48|36 |64 |72
o s o 13 | s e e 5

CUADRADOS Y €UBOS
DE LOS NUMEROS DIGITOS.

Numeros | 1 | 2|3 | 4 al=B81. 71 8] 9

Cuadrados TT__Q_E_PQB_SE_E)E_SE
Cubos | 1|8 197 125 343(512(729
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ANTIGUO SISTEMA DE MEDIDAS, PESASY MONEDAS.
Medidas lineales.

Estadales. Brazas. Vargs. Pies. Pulgadas. Lineas. Puntos.

) Sl L Buibabiee ¢ R RTINS 18l s 144, ... 1728 .. 20736
Loslii s B npen (R R wa . 864 .. 10363
L gty 36, ... 482 .. 5184
| bl SE S ABICLAE 1 - R 1728
oL a0 144
L. 12
Ttinerarias.

Leguas marinas. Millas. Varas.

15 s oy 3....6651

.. 2317

Medidas superficiales.

Varas cundradas. Pies cuadrados. Pulgadas cuadradas.

1 llllllllllll 9 llllll . L] - 1296
LRy e PPRE - -
Agrarias.

Estadales  Varas
Fanegas.  Aranzadas. Celemines. Cuartillos. cuadrados. cuadradas.

- —e -

Tasdaans L TR IR e 9216
........ 8% ....88%. ... 400,.....6400

Livere 4 TR v 768

1 b 192

i 16

Medidas de capacidad.

Varas cibicas.  Pies cabicos. Pulgadas cibicas.
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Para dridos.

Lastres, Cahiges, Fanegas, Celemines, Cuartillos,

W e 576.. ... 9304
e T 576
Aibiosen A3, .. 48
LYY 4

El lastre se usa para medir la sal,
Para liquidos,
Céntaras

Moyos. = 6 arrobas, Azumbreg, Cuartillos, Copas,
e LI e

1 1 Pl % e 812 ..., 2048
§sicin LY g2, ... 128

1 lllll . * e 16

1 LRI Y 4

Parg geeste,

Arrobas mensurales, Libras.  Panillas,

& ©e0i25,,,4.,100
s 9

Medidas ponderales.

Quintales, Arrobas, Libras, Marcos. Ongzas, Adarmes, Tomines,

e e e T e L RO e

Granos.

L..log..01100. 200 T600. 25600, . 76800 921600
Loio 25,0 507400, 6400 19900 230400

{5 24 18, 256,, 768

1..0 8., 198 " 3sq
i.. 18... 48
1. . 3
1
Medicinales.

Libras. Onzas. Dracmas, Escripulos,  Granos,
s e Vet g R R
1'.".]12-...‘.96lli..ill288 |||||| 6912
* 8800 "o 2 LA L] L] 576

.............. 72

9216
4608
576
36
12
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Para las monedas.

Marcos. Onzas.  Ochavas. Tomines. Granos.

L B30 Tieea by A4, L. ABE
AT T T RS
Wi e

R
Division del tiempo.

(S—

1 Tedeu 14407 86400, 5184000
[ e T 880l 216000

RS d e s < - g} o 7 3600

: $ .. 60

Dias. Horas. Minutos. Segundos.  Terceros.

Monetlas.

Duros
Gpesos fuertes. Reales: Maravedis.
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NUEVO SISTEMA DE MEDIDAS, PESAS
Y MONEDAS. '

Medidas lineales.

Miria- Heetd-  Dech- Deci-  Centime-
metros. Kdometros metros. metros. Metros. metros, tros. \[ih’mntms

—— e

SISO (R 1000 10000 100000 ]000000 10000008
oo . 100,100 1000 10000 100000 1000000

£, 10100 1000 10000 100000

1 10 100 1000 10000

1 10, 100 1000

1 10 100
1 10
Medidas superficiales,
Centidreas
Hectéreas. Decdreas. Areas. Deeifireas. ¢ metros cuadrados,

1, g g 10000
gy 10....100....... 1000
1 IR 100
Lok con ot 10

Metros Decimetros Centimetros Milfmetros
enadrados.  cuadrados, cuadrados.  cuadrados

T ey TN B 55 e i B L L —

) e LO00 " i 10000, 1000000

...... 100, 10000

1 100

Medidas de capacidad.

Metros  Decimetros Centimetros Milimetros

cibicos.  edbicos. ciihicos, ctlbicos,
L. 10005 1000000, i 1000000000
1 100 1000000
1000

17
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Para dridos y liquidos.

Kildlitros . Hectolitros. Decalitros. Litros. Dectlitros.  Centilitros.

il 1t 100 . ... 1000 ..10000 .... 100000
L asnies (U aales 1o 1000, 10000
120 s 00 B L

1as: 1o, 100

T 10

MEDIDAS PONDERALES.
Miltiplos del gramo.
Tonelada Quintales : Heetd-  Deci-

métrica. métricos. Miridgramos. Kildgramos. gramos. gramos. Gramos.

RO e 100 . ... 1000.. 10000 1000060 1000000
s 1 s 2 000, - 1000 10000 100000

o e e 100 1000 10000

1 10 100 1000

1 10 100
1 10
Submiltiplos del graino.
Glramos.  Declgramos. Centigramos.  Miligramos,
st e 1A 100Gt 1000
det el T T ehies 5 100
L SR 10

Division del tienipo.
Es igual 4 la del antiguo sistema.

Monedas.

Duros
6 pesos Tuertes. Reales. Céntimos.
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Relaciones entre las medidas y pesas del
antiguo sistema Yy las del nuevo.

Medidas lineales.

LN IR e 0,835905 metros,
Mt st SR A e 3,555556 kilémetros,

Medidas superficiales.

Sy 0,698739 metros cuadrados.
1 vere cuadrada, .. ..., {0:00698’7 P
S e e S 64395741 4peas.

Medidas de capacidad. .
Z U e e 0,584079 metros clibicos,

Pava drides,
1 fanega, ., ... e e 95,500056 litros,

Lara liguidos.

.............................. 16,132985 litros.
arroba de aceite equivale 4 . | teaveveen. 12,56300 litros,

Pt
g\
B
=
B
gl

Medidas ponderales.
.............................. 0,460093 kilégramos,
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Relaciones entre las medidas y pesas del
puevo sistema y las del antiguo.

Medidas fineales.
e e e e L SRR MR 1,196308 varas.

Medidas superficiales.

1 motro cuadeado i ey o f sy 1,431151 varas cuadradas.
N Lt e R A e LTS 0,015529 fanegas.

Medidas de capacidad.
1 metro GAbIEO . . v e une e 1,712095 varas cubicas.
Para dridos.
R TS e T SR e S 0,018018 fanegas.
Para liquidos.

B o e | e T DT Sl 0,061985 céntaras.
1 litro de aceite equivale e 0,079599 arrobas.

Medidas ponderales.
1 JAlOGramo o uu v rvesassonsroses 2,173474 libras.



—133—

Relaciones aproximadas entre las medi-
das y pesas de los dos sistemas.

Medidas lineales.

e O M e, 6 varas,
gl e T e e e 7 G

Medidus superficiales.

/. metros enadwdon . 00, b e 10 varas cuadradas.
Bilhbirens L 14 fanegas.
Medidas de capacidad.
C wotros cbison, . SRR 12 varas ctibicas.
Para dridos.
5 hectdlitros. ,, .. .. .. frrreesiieiaiaa 9 fanegas.

Para liguidos.

B TR I e R e i 1 cuartillo.
Lo Geguille oo 7 T 2 libras.

BTl grnInon « ..., oo 0 1o 13 libras.
46 ‘quintales nusvos.. ... el 100 qq. antiguos.
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