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INTRODUCCION

El presente trabajo se enmarca dentro del Analisis Estocastico en
el cual las funciones aleatorias constituyen un elemento totalmente
basico. Como es bien sabido, una funcién aleatoria es una funcion de
dos variables ¢(t,w) para la cual fijado el primer argumento se tiene
una variable aleatoria. Esto es, si (€, £, P) es un espacio probabilistico
completo, T un conjunto cualquiera y X un espacio de Banach real o

complejo. Una funcidn aleatoria X-valuada sobre T' es una funcién
p:TxQ= X
tal que, para cada t € T, la funcién
d: = X

definida por ¢y(w) = ¢(t,w) es una variable aleatoria X-valuada de
primer orden.
La funcién deterministica que se obtiene al fijar w € § recibe el

nombre de trayectoria de la funcién aleatoria X-valuada ¢.

En esta memoria analizaremos cémo determinadas condiciones de

regularidad en media (continuidad, integrabilidad, derivabilidad, holo-

morfia) de las funciones aleatorias se transfieren a las trayectorias y

viceversa.
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Respecto al comportamiento de las trayectorias para funciones
aleatorias satisfaciendo condiciones de regularidad en media cuadritica
la teoria es muy rica v ha sido extensamente desarrollada (véase [7],
[8], [15], [19], [20]).

Cuando las propiedades de regularidad vienen dadas en media de
orden p, siendo p > 1 no necesariamente igual a 2, la teoria deviene

bastante mas imperfecta e intratable como puede verse en [9].

Nuestro interés se ha enfocado justo en el caso de la media de
orden uno. En esta situacion la naturaleza del problema deviene ra-
dicalmente distinta. Ya no se dispone de la rica teoria de los espacios
de Hilbert como para el caso de la media cuadritica, ni tampoco se
cuenta con la reflexividad de los espacios de variables aleatorias que
si acontece siempre que la media sea de orden estrictamente superior

a uno.

La continuidad resulta ser una condicion de regularidad en media
que en general no se transfiere a las trayectorias. Este hecho puede

ser constatado con la funcién aleatoria:
¢:[0,1] x[0,1]] = R

definida como

S = { n?(n+ 1)3(L —3)(t - L )nw) ::

donde £, es la variable aleatoria dada por

&a(w):{l 5 #Swg%tl

0 en otro caso

siendo n = 2%+ j, donde k > 0y 0 < j < 2%,
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Esta funcién aleatoria es continua en media sobre el intervalo [0, 1]
y para cualquier versién suya casi todas sus trayectorias no son con-

tinuas en el cero.

Tampoco podemos asegurar nada acerca de la continuidad en me-
dia de una funcion aleatoria con todas sus trayectorias continuas. Si

consideramos la funcion aleatoria:
$:[0,1] x (0,1) 2 R

definida por

Sihw) = n?(n+1)3(2 _(t,))(t - n;-n)fﬂ(“) ql

si
donde £, es la variable aleatoria dada por
n? si 0<w<i
{nlw) = 0 en otro caso
Dicha funcién aleatoria tiene todas sus trayectorias continuas sobre el

intervalo [0, 1] y no es continua en media sobre éste intervalo.

Nos centraremos entonces en condiciones de regularidad mas fuertes

como son la derivabilidad en el sentido complejo y la derivabilidad real.

El primer capitulo lo hemos dedicade a presentar las nociones de
medibilidad e integrabilidad de funciones vector-valuadas que seran
requeridas a lo largo de este trabajo. También mostramos uno de
los grandes teoremas en la teoria de la medida: el Teorema de repre-
sentacion de Riesz, de los funcionales lineales y continuos del espa-
cio de las funciones continuas, que serd también utilizado en nuestra

memoria.
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En el segundo capitulo hacemos un estudio bastante minucioso a-
cerca de la holomorfia para funciones aleatorias vector-valuadas. Para
ollo hermos creido conveniente dedicar una seccién a introducir la holo-
morffa para funciones valuadas sobre un espacio de Banach. Se hace
inevitable el estudio de series de potencias con coeficientes en un espa-
cio de Banach dada su trascendental importancia dentro del Analisis
Complejo y que nos seran de vital utilidad en este capitulo. Re-
cuérdese que las series de potencias son un claro ejemplo de funciones
holomorfas sobre su disco de convergencia, que ademas tienen la vir-
tud de que su funcion derivada sigue siendc otra serie de potencias
cuyo disco de convergencia contiene al anterior. Ello permite asegurar
que una serie de potencias es infinitamente derivable sobre su disco

de convergencia.

Presentamos también algunos de los principios fundamentales de
la teoria de funciones holomorfas de una variable com pleja que seran

utilizados a lo largo del capitulo.

Dado nuestro interés por la holomorfia en funciones aleatorias se

hace necesario definir tal concepto.

Sea D un subconjunto abierto de C, X un espacio de Banach com-
plejo y ¢ una funcién aleatoria X-valuada definida sobre D). Diremos

que ¢ es holomorfa en media sobre D si para cada zp € D la funcién

9: ~ ¢
=20
tiene limite en media cuando = tiende a zg; ésto es, existe una variable
aleatoria de primer orden sobre X, que serd inica salvo equivalencias
y que razonablemente notaremos por d’;n’ de manera que
lim E b: = b

z—=z9 Z—2

~ ¢, =0.
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El teorema de Dunford clsico admite una muy interesante lectura

en este terreno aleatorio:

PROPOSICION 2.10. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una
funcién aleatoria compleja definida sobre D. ¢ es holomorfa en media
sobre D si, u sdlo si, para cada £ € Loo(P,C) la funcién complejo
valuada

2 Hd’z’f)

es holomorfa sobre D.

Este resultado es de gran utilidad dado que permite comprobar
la holomorfia en media para funciones vector-valuadas a partir de la
holomorfia de ciertas funciones complejo-valuadas de variable com-
pleja, pudiendo utilizar para tal fin todas las herramientas existentes

en el Analisis Complejo Clasico.

Para una funcién aleatoria la holomorfia en media puede no reper-
cutir en condiciones de regularidad de sus trayectorias. Si considera-
mos el abierto de C dadopor D = {a+iy e C: 0 < a2,y < 1}y
como espacio de probabilidad € tomamos el conjunto D dotado con

la medida de Lebesgue. La funcion aleatoria
¢0:DxQ=C

definida por

T -8 2=w
PEI=Y 0 & fw

es holomorfa en media sobre D y no tiene, sin embargo, ninguna

trayectoria siquiera continua sobre el abierto D.

Este ejemplo nos hizo desechar la idea de poder obtener condi-

ciones de regularidad sobre las trayectorias de las funciones aleatorias
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holomorfas en media generales. Ello nos hizo modificar el planteamien-
to y pensar que si bien sobre sus trayectorias no puede concluirse nada
tal vez hubiese alguna version con un comportamiento en las trayec-

torias satisfactorio.

Un primer avance en esta linea lo obtuvimos para series de poten-
cias con coeficientes aleatorios de primer orden convergentes en media
sobre un disco al probar que una tal serie de potencias converge casi
seguramente sobre diche disco. Pudiéndose definir una funcion aleato-
ria a partir de la suma de tal serie que posee unas muy interesantes

propiedades de integrabilidad.

LEMA 2.12.  Sea X un espacio de Banach complejo y Y. &z =
20)" una serie de polencias con coeficientes alcatorios X -valuados de
primer orden y radio de convergencia en media no nulo, R. Erxiste
entonces un conjunto de probabilidad nula A tal que, para cada w €
Q\A, el radio de convergencia de la serie de potencias ¥ &n(w)(z—20)"

es al menos R. Ademds, la funcidn

(z,0) — Y En(w)(z = 20)"

n=0

definida casi por doquier en D(zo, R) x Q y con valores en X es j x -
integrable sobre K x € para cualquier subconjunto compacto K de

D(zo, R) y cualquier medida de Borel finita p sobre K.

El anterior hecho fue clave para probar que toda funcion aleato-
ria holomorfa en media sobre un abierto del plano complejo y valuada
sobre un espacio de Banach cualquiera posee una versién con trayecto-
rias holomorfas sobre el abierto. Ademds dicha version va a satisfacer
propiedades de integrabilidad que darin pie a sorprendentes resulta-

dos.
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TEOREMA 2.14. Sea D un subconjunto abierto de C, X un es-
pacio de Banach complejo y ¢ una funcién aleatoria X -valuada holo-
morfa en media sobre D. Entonces eriste una version de ¢ cuyas
trayectorias son holomorfas sobre D que es ademds p X P-integrabdle
sobre cualquier conjunto de la forma K xQ para cualguier subconjunto

compacto K de D y cualquier medida de Borel finita p sobre K.

Las propiedades de integrabilidad encontradas para la version con
trayectorias holomorfas permite comprobar, para funciones aleatorias

complejas, que la correspondencia
WYy,
es una variable aleatoria.

COROLARIO 2.17. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una fun-
cidn aleatoria compleja holomorfa en media sobre D. Eriste entonces
una versién ¥ de ¢ cuyas trayectorias son holomorfas y para cada

subconjunto compacto K de D con interior no vacio, lu aplicacion

w (f’w"\'

es una variable aleatoria sobre el espacio de Banach A(K).

Para cada subconjunto compacto K de D con interior no vacio,
por A(K) notamos el espacio de Banach de las funciones complejas

continuas en K y holomorfas en int(K).

Una vez comprobado que la hoiomorfia en media se transmite
satisfactoriamente a las trayectorias de alguna version nos planteamos
probar el reciproco. En primer lugar probamos que el reciproco del

teorema 2.14 es cierto para funciones aleatorias complejo-valuadas.
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TEOREMA 2.19. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una
funcidn aleatoria compleja que posee una version ¥ cuyas trayectorias
son holomorfas sobre D y que es p x P-integrable sobre K x §2 para

* cualquier subconjunto compacto K de D y cualquier medida de Borel

regular p sobre K. Entonces ¢ es holomorfa en media sobre D).

Consecuentemente, hemos conseguido caracterizar la holomorfia
en media de una funcién aleatoria compleja basindonos en la holo-

morfia de las trayectorias.

COROLARIO 2.20. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una

funcion aleatoria compleja definida sobre D. Equivalen:
1. ¢ es holomorfa en media sobre D.

2. ¢ posee una versién Y con trayectorias holomorfas sobre D y
que €s pi X P-integrable sobre K x Q para cualquier suvconjunto

K C D y cualquier medida de Borel regular p sobre K.

También logramos sustituir la condicién de integrabilidad para ¢
por algunas condiciones de continuidad, que en algunas situaciones

podrian ser mas faciles de comprobar.

COROLARIO 2.21. Sea D un subconjunto abicrto de C y ¢ una

funcién aleatoria compleja definida sobre D. Son equivalentes:
1. ¢ es holomorfa en media sobre D.

2. La funcién E|l$.| es continua en D y ¢ posee una version B x X-

medible con trayectorias holomorfas.
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Si reemplazamos la condicién de integrabilidad del tecrema 2.19
o la condicién de continuidad y medibilidad del coroiario 2.21 por el
requisito de que la versién ¢, y consecuentemente ¢, sea continua en
media la tesis anterior de que ¢ es una funcién aleatoria holomorfa en

media sigue siendo vilida.

TEOREMA 2.23. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ unu
Juncién aleatoria compleja definida sobre D. Si ¢ posee una version o
continua en media cuyas trayectorias son holomorfas sobre D entonces

¢ es holomorfa en media sobre D.

Si hacemos balance de lo obtenido hasta ahora para las funciones
aleatorias complejas, notamos que hemos conseguido tres caracteriza-
ciones de la holomorfia en media tomando como base la holomorfia
de las trayectorias de alguna versién suya que satisfaga ciertos requi-
sitos bien de continuidad, medibilidad o integrabilidad. Estos logros

pueden recopilarse de la siguiente manera.

TEOREMA 2.25. Sea D un subconjunio abierto de C y ¢ una fun-
cién aleatoria compleja definida sobre D. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. ¢ es holomorfa en media.

2. ¢ posee una versidn cuyas trayectorias son holomorfas sobre D
y que es p X P-integrable sobre K x Q para cualquier subconjunto
compacto K de D y cualquier medida de Borel regular p sobre
K.

. La funcion E|¢.| es continua en D y ¢ posee una version B x X-

medible cuyas trayectorias son holomorfas sobre D.
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4. ¢ es continua en media y posee una versién cuyas irayectorias

son holomorfas sobre D.

Queda como linea de trabajo abierta una posible extension del

teorema anterior a funciones aleatorias definidas sobre un abierto de

C y valuadas en un espacio de Banach cualquiera.

El iiltimo objetivo que nos planteamos en este capitulo es la man-
era de cuantificar el nimero de trayectorias idénticas entre dos fun-

ciones aleatorias.

Supongamos que ¢; y ¢2 son funciones aleatorizs definidas sobre
algiin conjunto no vacio T'. Si nos fuese requerido algiin criterio, ra-
zonablemente expeditivo y basado exclusivamente en la observacion
de las variables ¢y, y ¢2,, para dilucdar la existencia de un con-
junto de probabilidad positiva de trayectorias idénticas entre ¢, y ¢3,
tendriamos que responder que ial pretensién es descabellada si las
trayectorias no son regulares. Si consideramas el abierto de C dado
por D={z+iy€C:0< 2,y < 1} y come espacio de probabilidad
Q tomamos el conjunto D dotado con la medida de Lebesgue. La
funcion aleatoria

¢p:DxN=C

definida por
=
c # w
verifica
P{p.=0}=1, Vz€D

y que sin embargo no posee ni nna séla trayectoria idénticamente nula.

No obstante si la cuestién requerida fuese razenablemente modificada,
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siendo ahora nuestra meta la deteccién de la existencia de trayectorias
comunes para convenientes versiones de ¢; y ¢,, entonces es muy

posible que sélo fuésemos capaces de dar dos respuestas.

Si P{¢y, = ¢2,} = 1, Vt €T, entonces ¢, posee una version cuyas
trayectorias son todas idénticas a las de ¢, a saber la propia funcion

P
En el extremo opuesto, si existe un punto f € T de manera que
lp{‘35" = fi?-zt} =0,

entonces tendremos la absoluta seguridad de que para cualesquiera
versiones de ¢, y &3, casi ninguna de sus trayectorias pueden llegar a

coincidir.

Nuestro proposito es estudiar la gran laguna que ha quedado entre
las dos anteriores respnestas; a saber qué sucede con las trayectorias
de las funciones aleatorias ¢; y ¢2 o de adecuadas versiones suyas

cuando se satisface la propiedad

P{d1, = ¢} >0, VEET.

Merece la pena observar que el requerimiento exigido es formidable-

mente débil. Tan sélo exigimos que para cada punto t de T el suceso

Ay = {w € Q: ¢y (t,w) = ¢a(t,w)}

pueda ocurrir.

En el caso de que las funciones aleatorias sean continuas en media

no es posible asegurar que las probabilidades P(A¢) estén acotadas
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inferiormente por una cantidad positiva y menos atin la existencia de
un subconjunto medible de probabilidad no nula sobre el que coincidan

las funciones aleatorias. Si consideramos la funcion aleatoria
¢:(0,1)x[0,1] 4R

definida como

$t) = (5 = 17t~ 1 = 6ale)

donde n el natural que satisface ;;i—] <t< % y &, la variable aleatoria

definida por

0 en otro caso

£n(w)={1 si #5:.;(%}‘1

gsiendon =2+j,donde k >0y 0 << 2k Las probabiiidades

P(A;) > 0¥t € (0,1) y no estdn acotadas inferiormente por ningin

nimero positivo.

Asombrosamente para las funciones aleatorias holomorfas en me-
dia sobre un abierto conexo de C valuadas en un espacio de Banach

cualquiera acontece un formidable fenémeno.

TEOREMA 2.33. Sea D un subconjunto abierto conezo de C, X
un espacio de Banach complejo y sean ¢y y ¢, funciones aleatorias
X -valuadas holomorfas en media sobre D. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. P(py, = ¢2,) >0 Yz € D.

2. Eriste A € ¥ con P(A) > 0 tal que, para cada z € D,
¢lz = ‘lbzz

casi sequramente sobre A.
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3. Erxisten versiones Y y g de ¢, y &2 respectivamente, cuyas
trayectorias son holomorfas sobre D y satisfacen
Y1, = Y2,

con probabilidad no nula.
Ademds,

inf{P(¢1, = ¢2.) : 2 € D} max{P(A):VYz € D, ¢1, = ¢2, ¢.5. en A}
Plw € 2: ¢y, = ta,)-

Un estudio analogo al llevado a cabo para holomorfia es realizado,

en el tercer capitulo de esta memoria, para derivabilidad real.

Con el proposito de estudiar la repercusion sobre las trayectorias
de una funcién aleatoria de la derivabilidad en media, requerimos en
primera instancia analizar lo que acontece con la integrabilidad en me-
dia, puesto que sera justamente ésta nuestra fundamental herramienta

de trabajo.

TEOREMA 3.1. Sean (T},Ty,71) y (T2, 'z, 72) dos espacios de me-
dida o-finita, X un espacio de Banach y ¢ : Ty xT; — X una funcién.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para cadat de Ty, ¢y € C1(72, X) y la funcidn t — [¢y] de T,
en Ly(72,X) es integrable.

9. Eriste una funcién ¢ € Li(my x 12,X) tal que para cadat € Ty,
¢¢ = Yy casi por doguier en Ts.
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Ademds, si se verifican las condiciones anteriores, entonces la fun-
cion medible [, wydry pertenece a la clase de equivalencia [, [¢¢]dr

para cada A € T'y.

Como el lector posiblemente sospechard, para un espacio de Ba-
nach X y una funcién aleatoria ¢ X-valuada definida sobre un inter-
valo real I, diremos que ¢ es derivable en media en un punto to de [

si la funcién

Pt = b

t—1tg
tiene limite en media cuando ¢ tiende a fg; ésto es, existe una variahle
aleatoria de primer orden sobre X que serd unica salvo equivalencias

'
y que notaremos ¢, de manera que

; Gt — bty
fim 2| - 4] =0

Diremos que la funcién aleatoria ¢ es derivable en media en I cuando

sea derivable en media en todos los puntos del intervalo I.

Contrariamente a lo que sucedia con la derivabilidad compleja, la
derivabilidad real en media puede no ser transferida a las trayectorias

de ninguna versién. Si consideramos la funcién aleatoria
¢:[0,1] x [0,1] > R

definida como

#(t,w) = { (- t)z(f-o* )% (w)

donde £, es la variable aleatoria dada por

1 si 4 <w< il
T
en otro caso
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siendon=2“+j,dondek130yﬂgj<‘2*.

Esta funcién aleatoria es derivable en media sobre [0,1] y para
cualquier version suya casi todas sus trayectorias no son derivables en

cero.

Asimismo la derivabilidad de las trayectorias, incluso cuando adi-
cionalmente existe continuidad en media, no garantiza la derivabilidad

en media. La funcién aleatoria
¢:[0,1]x(0,1) =R

definida por

o) { nt(n+ 1)%(1 - tzlz(t o Tlﬁ)z‘fn(w) i: ;:‘_‘f__tnﬁ L

donde &, es la variable aleatoria dada por

n? si 0<w<i

én(@) 0 en otro caso

tiene todas sus trayectorias derivables en [0,1] y no es derivable en
media sobre [0, 1].

A la vista de los anteriores ejemplos, poco parece que pueda ser
dicho respecto a la transferencia de la derivabilidad real en media a
las trayectorias y viceversa. Este pesimista pensamiento queda total-
mente alejado de la realidad. A diferencia con lo que acontecia con la
derivabilidad compleja, la relacién existente entre la derivabilidad real
en media de una funcién aleatoria y la derivabilidad de las trayectorias
de alguna de sus versiones es un poco mds imperfecta puesto que se

pierde un grado de regularidad en la transferencia.
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TEOREMA 3.5. Sea I un intervalo de R, X un espacio de Banach
y ¢ una funcidn aleatoria X -valuada definida sobre I. Si ¢ es de
clase C™ en media sobre el intervalo I, entonces ¢ liene una version
¥ cuyas tragectorias son de clase Crlenly Q;J#- es A x P-integrable
en [a,b] x ) para cualesquiera abelcona<byj=0,...,n-1

Las propiedades de integrabilidad para la versién, cuya existencia

garantiza el anterior teorema, permiten probar que la funcién
Wy,
es una variable aleatoria de primer orden.

COROLARIO 3.7. Sea [a,b] un intervalo de R, X un espacio de
Banach y ¢ una funcién aleatoria X -valuada de clase C™ en media
sobre [a,b]. ¢ posee entonces una version § cuyas trayectorias son de

clase C™~! en [a,b] y ademds la aplicacion
w—r Y,
de  en C"~1([a,b], X) s una variable aleatoria de primer orden.

No es posible obtener un resultado mds fuerte, en el sentido de no
poder asegurar que para una funcion aleatoria de clase C™ en media

exista una version cuyas trayectorias sean de clase superior a n — 1.

Consideremos como 2 el intervalo (0, 1) dotado con la medida de
Lebesgue.

Sea fo la funcion definida sobre el intervalo [0, 1] dada por

folt) = { i - ".)0(' ot <l neN
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Para cada natural & podcmos definir inductivamente

t
fult) = fﬂ fi-1(s)ds, ¥t € [0,1].
Sea {¢,} la sucesién de variables aleatorias definidas por

En(w)={l " gtus s

0 en otro caso
donde n = 2 + j, siendo k > 0,0 < j < 2%,

Para cada k € NU {0} definimos la funcion aleatoria ¢y : [0,1] x

2 = R como

fe(t)énw) i
0

si

¢k(t1w) = {

La funciones aleatorias ¢ son de clase C* en media sobre [0, 1] para
cada k € N. Sin embargo, cualquier version ¢ de @i no tiene casi

ninguna trayectoria de clase C* en [0, 1].

Finalmente analizamos la repercusién que sobre la regularidad en
media de una funcién aleatoria tiene la regularidad de las trayectorias

para alguna version suya.

TEOREMA 3.10. Sea I un intervalo de R, X un espacio de Banach
y ¢ una funcién aleatoria X -valuada definida sobre I. Si ¢ tiene una
versién y» cuyas trayectorias son de clase C™ en el intervale [ y %';—,',L
es integrable sobre [a,b] x Q para cualesquiera a,b € I con a < b,

entonces ¢ es de clase C*~' en media sobre I.

Realmente no se puede asegurar que una funcién aleatoria cuyas

trayectorias sean de clase C™ en un intervalo sea de clase C" en media
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sobre dicho intervalo. Si para cada k € N definimos la funcién aleatoria
éx : [0,1] x (0,1) = R como

= :
— w<t<l

¢k(t1w) - { h

en otro caso.

Todas las trayectorias de la funcion aleatoria ¢ son de clase C*k-!
sobre el intervalo [0, 1] y en cambio ¢ no es de clase C*-1 en media
sobre [0, 1].

Queda como linea de trabajo abierta una posible extension de
los anteriores resuitados para funciones aleatorias definidas sobre un

abierto de R y valuadas sobre un espacio de Banach.




Introduccién. xxi

Aprovecho esta oportunidad para expresar mi enorme gratitud al
que ha sido director de este trabajo, el prof. Dr. D. Armando R.
Villena Muiioz, quien con su brillantez cientifica, su gran valia humana
y su valentfa me ha transmitido el apoyo y dnimo necesarios para
superar todas las dificultades encontradas a lo largo de la realizacion
de este proyecto. Su amor por las matematicas ha despertado en mi
la curiosidad y el interés cientifico tan necesarios para seguir adelante

en el siempre duro pero fascinanie campo de la investigacion.

Quisiera también agradecer piiblicamente a los companeros de los
Departamentos de Andlisis Matemitico y de Estadistica e 1.O. que

me han brindado su ayuda justo cuando la necesitaba.

Finalmente, y de una manera muy especial me dirijo a mi familia

que a buen seguro ha sufrido con resignada paciencia las complica-
ciones de este proyecto cientifico y me ha prestado el apoyo y animo

necesarios para seguir adelante.

Fernando Martine:.




CapiTuLO |

FUNCIONES ALEATORIAS

El objetivo primordial de este primer capitulo de la memoria es
la presentacion de la nocién de funcién aleatoria vector-valuada. Con
este propdsito comenzaremos haciendo una breve revisién de algunas
cuestiones fundamentales acerca de la medibilidad e integrabilidad de
funciones vector-valuadas. Cuestiones que consideramos indispensa-

bles para el buen entendimiento de la presente obra.

I.1 MEDIDAS REGULARES: EL TEOREMA DE REP-
RESENTACION DE RIESZ

Para un espacio topologico compactoy Hausdorff K notaremos por
Cx(K) al espacio vectorial sobre K (R o C) de las funciones continuas
z : K — K. Este espacio se considera habitualmente provisto de la

norma

l[2lloo = max{Je(t)] : t € K},

1
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cuya convergencia asociada es la convergencia uniforme y que con-

vierte a Cg(K) en un espacio de Banach.

A continnacién mostramos el célebre teorema de representacion de
Riesz que identifica perfectamente en términos de adecuadas medidas
el dual topolégico de tan importante espacio de Banach. Presentare-

mos previamente estas adecuadas medidas.

Sea (T,T) un espacio medible. Una medida compleja (resp. real)

en T es una funcion
7:T3C(resp. 7: T =2 R)

verificando que
o

Z T(Ay)

n=1

para cualquier sucesién {A,} de elementos de T disjuntos dos a dos.

Para una tal medida se define su variacién, |r|, como

Irl(a) = sup{f (A : A €Ty 3 An= A},

n=1 n=1

donde por 7°2, A, prentendemos designar la unién de los subcon-

juntos {A,} que son ademds mutuamente disjuntos. || resulta ser

una medida finita sobre T. Existe ademas una funcién medible de T
Ll d d

en R o C segiin corresponda y que suele notarse ﬁ tal que |3|ﬁ(ﬂl =

1 VieTy

I
r(A}:] LT dgir) vAEeT.
a dir|
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Fara cualquier funcién f € £;(|r|,C) se tiene entonces que f 3‘%’ €

L1(|7],C) y definimos la integral de f respecto a la medida r por

_ frfdr:.[de—‘::—ldm. -

Recordemos que para cualquier espacio topolégico Hausdorff E, la
o-algebra B generada por los subconjuntos abiertos de E se denomina
o-algebra Borel de E. Cualquier medida definida sobre ésta recibe el

nombre de medida de Borel.

Si K es un espacio topoldgico compacto y Hausdorff, una medida
de Borel regular en K es una medida de Borel finita 4 en K que

satisface las propiedades de regularidad siguientes:
1. p(A) = sup{u(H) : H C A, H compacto },VAeB

2. p(A) = inf{pu(G) : A C G,G abierto }, VA € B.

Llamamos medida de Borel real o compleja regular en K a aquellas
medidas reales o complejas T para las que su variacion |7| es una

medida de Borel regular en K, en el sentido antes expuesto.

TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ 1.1. Sea K un espacio
topoldgico compacto y Hausdorff y =’ un funcional lineal y continuo
sobre Cx(K). Eriste entonces una iinica medida de Borel K-valuada

reqular 7 en K tal que

ey = f, 2(t)dr(t) Va € Cx(K).
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1.2 MEDIBILiDAD DE FUNCIONES VECTOR-VALUADAS.

En lo que sigue (Q, £, u) serd un espacic de medida. Creemos con-
veniente comenzar dejando maaifiesta nuestra adhesion a la habitual

terminologia en este terreno. Utilizaremos las expresiones
se verifica P(w) casi por doquicr en Q

o bien
se verifica P(w) para casi lodo w €

donde P(w) es una afirmacion que involucra a un punto genéricow €
Q, para indicar que el conjunto de puntos w para los que no se sa-
tisface P(w) estd contenido en un conjunto medible con medida nula.
Obviamente, en el caso de que la medida p sea completa la afirmacion
“se verifica P(w) para casi todo w € Q7 significa simplemente que

p{w : P(w) no es cierta } = 0.

Sea (X, || - ) un espacio de Banach sobre un cuerpo K, que po
dré ser en lo sucesivo indistintamente (salvo mencion expresa en otro
sentido) R 6 C. Se considerard provisto de su o-dlgebra de Borel B.
En este ambiente consideraremos funciones sobre §2 con valores en el
espacio de Banach X, y para éstas se presentaran adecuadas nociones
de medibilidad e integrabilidad.

Una primera nocién de medibilidad puede obtenerse de forma

constructiva a partir de funciones simples:

DEFINICION 1.2. Una funcién f : Q@ — X se dice que es una

funcién simple si puede expresarse en la forma:

f= E TiXq,
=1
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donde z;,...,7, € X y Q1,...,8 € E con (). p(Q) <00, ¥
como es usual ya representa la funcién indicadora del conjunto A.

DEFINICION 1.3.  Una funcién f : © — X se dice que es una
funcién medible Bochner (también llamada en ocasiones fuertemente
medible) si existe una sucesién {f,} de funciones simples de {2 en X

que converge a f casi por doquier; esto es

nl'l’lgo Mfu(w) = f(w)|| =0, para casi todow € Q.

El conjunto de todas las funciones medibles Bochner de §Q en
X sera denotado en lo sucesivo por Lo(u, X). Sobre este conjunto
hay definidas operaciones suma y producto por escalares que dotan a

Lo(p, X) de una estructura de espacio vectorial.

El concepto de funcién medible Bochner se corresponde con la
definicién ‘constructiva’ de funcion medible en el sentido clasico, donde
las funciones medibles toman valores en un espacio euclideo de di-
mensién finita. En el ambiente clasico, la definicién ‘descriptiva’ de
funcién medible es mas itil a la hora de probar de forma sencilla
muckas de sus propiedades. Si trasladamos la definicién ‘descriptiva’
de funcién medible a nuestro ambiente tendremos un nuevo concepto
de medibilidad:

DEFINICION 1.4. Una funcién f : Q@ — X se dice que es una
funcién medible Borel si la imagen inversa de todo conjunto Borel B

estd en ¥; ésto es, para todo B € B

f~Y(B)e L.

Las definiciones de funcién medible Bochner y Borel son equiva-

lentes en el caso de que la funcién tome valores en un espacio eu-
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clideo ([24, Theorem 5.3.A]). Consecuentemente, cuando tenemos un
espacio euclideo (por ejemplo, K*) sélo hay una nociéon de medibi-
lidad que puede establecerse de forma ‘descriptiva’ 6 ‘constructiva’.
Lamentablemente esta agradable situacién no acontece para espacios
de dimensi6n infinita. Existe ademds una tercera, y no menos im-
portante, nocién de medibilidad en este 4mbito. Exponemos ésta a

continuacion:

DEFINICION 1.5. Una funcién f : @ = X se dice que es una fun-
cién medible Pettis (o bien débilmente medible) si para cada funcional
lineal y continuo z’ sobre X, la funcién z'o f de 2 en K es medible,

ya en el sentido anterior.

En el siguiente diagrama hemos pretendido visualizar la relacion

existente entre los tres tipos de medibilidad mostrados:
Bochner =+ Borel = Pettis

y es importante destacar que en general no es vilido el reciproco de
ninguna de las anteriores implicaciones. También es muy importante
destacar que todas estas nociones de medibilidad resultan coincidir
cuando el espacio de Banach X considerado es separable; ésto es,
cuando X posee un subconjunto numerable y denso. Esta afirmacion

se hace al amparo del siguiente teorema:

TEOREMA 1.6 ([21, Theorem 3.5.3]). Sea (2, X, ) un espacio dc

medida, X un espacio de Banach y [ una funcion de Q@ en X. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es medible Bockner.

2. [ es medible Pettis y eziste un conjunto de medida nula o tal
que f(S2\ Qo) es separable.
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COROLARIO 1.7. Sea (2,5, ) un espacio de medida, X un espa-
cio de Banach separable y f una funcién de Q en X. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. f es medible Bochner.
2. [ es medible Borel.

3. [ es medible Pettis.

Si bien al estudiar una sola funcién medible Bochner no se pierde
generalidad al suponer separabilidad, basta considerar como espacio
de Banach f(§2) en lugar de X; no puede decirse lo mismo cuando tra-
bajamos con todo el espacio Lo(p, X), ya que puede no haber ningiin

espacio separable que contenga a todos los subespacios imagen de

cada funcién medible Bochner. Aunque la mayoria de autores pre-

fieren restringirse al caso separable por las muchas ventajas que en
él se obtienen (todos los conceptos de funcién medible coinciden),
olvidando el estudio del caso no separable, nosotros no impondremos
tal requerimiento sino que trabajaremos en un ambiente totalmente

general.

A continuacién presentamos algunas propiedades relativas a las

funciones medibles Bochner:

PROPOSICION 1.8. Sea (2, Z, p) un espacio de medida, X un espa-

cio de Banach y [ una funcion medible Bochner de (2 en X. Entonces
(i) W f\l es una funcién medible (real valuade).

- (i) Si T es un operador lineal y continuo de X en'Y entonces T f

es una funcién medible Bochner.
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Las funciones medibles Bochner mantienen la propiedad, que se
tenfa en el ambiente clisico, de que el limite casi por doquier de una

sucesién de funciones medibles es una funcién medible.

PROPOSICION 1.9 ([25, Proposition 2.2.7]). Sea {fa} una suce-
sién de funciones medibles Bochner de Q en X que convergc casi por

doquier a f. Entonces f es una funcién medible Bochner.

Hasta ahora el dnico tipo de convergencia del que disponemos
es la convergencia casi por doquier que hemos dado para funciones
definidas sobre un espacio de medida con valores en un espacio de Ba-
nach. Para funciones medibles Bochner definimos otra convergencia:

la convergencia en medida.

DEFINICION 1.10.  Una sucesién {f,} de funciones medibles

Bochner de Q en X converge en medida a otra funcion medible Bochner

[ si para cada € > 0 se verifica que

Jim gl < o) - [@)] > €] =0.

Cuando la medida p es finita, al espacio vectorial de las funciones
medibles Bochner vamos a dotarle de una topologia compatible con

su estructura vectorial, la asociada a la paranorma

[ MO 4 v o x
7= | T regiee ¥/ € Lol X)

Es ficil probar que la convergencia asociada a esta paranorma es la

de la convergencia en medida (véase [10, Section 11.1.3]).
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Sin embargo, cuando la medida 4 no es finita, la topologia aso-
ciada a la convergencia en medida no es compatible con la estructura
vectorial de Lo(p, X). (Véase [25, exercise 4.9.7]).

Cuando p es una medida de probabilidad al espacio de medida
es usual llamarlo espacio probabilistico. En un ambiente probabilis-
tico las funciones medibles reciben el nombre de variables aleatorias.
Teniéndose asi, en espacios de Banach generales, tres clases distintas
de variables aleatorias: Bochner, Borel y Pettis. En lugar de decir
que una propiedad se satisface casi por doquier se dird que se satis-
face casi seguramente. Igualmente no se hablara de convergencia en
medida sino de convergencia en probabilidad.

En lo que sigue por funciones medibles entenderemos las funciones
medibles Bochner. Anidlogamente por variables aleatorias entendere-

mos variables aleatorias Bochner.

Sobre el espacio vectorial de las variables aleatorias Bochner Lo(P, X)

tenemos la paranorma

e llz(@)]|
leflo 1= jn T ¥ € Co®.X).

cuya topologia asociada es la de la convergencia en probabilidad. Este

hecho lo resaltamos en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.11. La topologia para Lo(P, X) asociada a la para-

norma || - ||o es la topologia de la convergencia en probabilidad.

Con la paranorma || - ||o el espacio Lo(P, X) no es separado puesto
que
lzllo =04 2 =0c.s.
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El espacio cociente de Lo(P, X) con la relacién de equivalencia
casi seguramente lo notamos por Lo(P, X), y es un espacio vectorial
topolégico metrizahle. Dada z una variable aleatoria Bochner, no-

taremos por [z] a la clase de equivalencia de la variable aleatoria z.

Dadas dos variables aleatorias z e y, la cantidad P{w € Q : z(w) =
y(w)} es independiente de los representantes de [#] e [y] elegidos para

definirle y convenimos en escribirla como P[[z] = [y]].

A partir de la completitud de X se deduce que Lo(P, X) es com-
pleto. ([23, Section 2.1]). Teniéndose que Lo(P, X) es un F-espacio, al
ser un espacio vectorial topolégico metrizable y completo. Este hecho

lo recogemos en el siguiente teorema:

TEOREMA 1.12. Lo(P, X) tiene estructura de F-espacio.

1.3 INTEGRABILIDAD

En esta seccién vamos a definir la integral de Bochner de una
funcién medible. El procedimiento para ello es muy similar al cldsi-

camente utilizado para la construccién de la integral de Lebesgue.

Comenzaremos presentando la integral de una funcién simple.

DEFINICION 1.13.  Sea f : @ — X una funcién simple de

la formafz}_::r,-m., donde z,...2, € X y Q1,...,2 € X con

i=1
#(R1),. .., #(n) < 0. Se define la integral de f como

[ s = Y- zan(
2 i=1
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Puede comprobarse sin dificultad que la anterior definicion no de-
pende de la particular expresién }_ z,xn, elegida.

Previamente a definir la integral de una funcion medible conviene
recordar que es una sucesion convergente en media y de Cauchy en

media.

DEFINICION 1.14. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles

de Q en X. Decimos que {f,} es una sucesion de Cauchy en media si

lim_ [ 1fm(@) = fa@)llds =0

m,n—+400

Se dice que {f,} es una sucesién que converge en media a una

funcion f si

lim [ 1a(@) - f(@)ldu =0

Una funcién f : 2 = X se dice integrable si es el limite casi por
doquier de una sucesion {f,} de funciones simples que es ademds de

Cauchy en media.

En tal situacion se prueba que la sucesion { [ f,du} es convergente
y su limite, que resulta no depender de la sucesion {f,} elegida, se

conoce como integral de f y se notara

/n 1

(Véase ([25, Proposition 2.3.4]).

Ademas, es inmediato probar que cualquier funcién que sea igual
casi por doquier a una funcion integrable es también integrable y

ambas funciones tienen la misma integral.
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De ahora en adelante £;(p, X) denotard al espacio de todas las
funciones f : 2 = X integrables.

A continuacién recogemos una serie de propiedades de las fun-

ciones integrables Bochner (véase [25, Proposition 2.3.7)):

PROPOSICION 1.15.

(i) L1(p,X) es un espacio vectorial y la aplicacién f — [ fdp es

lineal.

(ii) Si f € L1(p, X), entonces || f|| € Lo R) ¥ || Jg fdpll < fo I lidn.

(iii) Sea f € L1(1, X) y Iflh = [qllflldu. Entonces Il -l es una
seminorma sobre Ly(p, X).

(iv) Sean X e Y espacios de Banach y T : X = Y un operador
lineal y continuo. Si f € Ly(p, X), entonces To [ € Li(p,Y) y
JoT o fdu =T(fg fdp).

(v) El subespacio de las funciones simples es denso en L (p, X) para

la topologia asociada a la seminorma || - ||1.

Es importante notar que la convergencia en media genera una
topologia para £, (i, X) que puede ser descrita por la seminorma -1l
No obstante, con la seminorma ||-|; el espacio £y (, X) no es separado

puesto que

Iflli =0« f =0 casi por doquier.

El espacio cociente de £y (u, X) con la relacién de equivalencia:

f = g &= [ = g casi por doquier
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deviene un espacio normado con norina definida por :

10730 = [ 111

La mas relevante propiedad de éste es que se trata de un espacio
de Banach, gracias ello al Teorema de Fischer-Riesz ([25, Théoréme
2.3.8]).

TeoreMA 1.16. (Ly(p, X), |l - {l1) es un espacio de Banach.

L.a convergencia en media no implica la convergencia casi por do-
quier, lo que si podremos asegurar es la existencia de una sucesion
parcial que converge casi por doquier al mismo limite al que se con-
verge en media. Este hecho lo recogemos en la siguiente proposicion
([25, Proposition 2.3.10]).

PROPOSICION 1.17.  Sea {f,} une sucesion de funciones inte-
grables que converge en media a la funcién integrable f. Ezxiste en-

tonces una sucesion parcial {fo(n)} que converge casi por doquicr a

i

El siguiente teorema, es uno de los grandes teoremas en la Teoria
de Integracién, nos permite para sucesiones de funciones integrables

permutar integral y limite bajo condiciones muy generales.

TEOREMA 1.18 (Teorema de la Convergencia Dominada).
Sea {f.} una sucesion de funciones X -valuadas integrables que
converge a la funcién f casi por doquier. S5t existe una funcion inle-

grable g tal que ||fa|| < g. Entonces la funcidn [ es integrable y

tim [ Wfa = fldu=0.
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En particular se tiene que

_/fd,u = nIme]fﬂdp.

Una consecuencia del Teorema de la Convergencia Dominada es la

siguiente caracterizacion de integrabilidad que es tomada en algunos

textos como definicion de la integrabilidad (por ejemplo, [21]).

TEOREMA 1.19. Una funcién f : 2 = X es integrable si, y solo
si, es medible y || f|| es integrable.

En ocasiones estamos interesados en la convergencia casi por do-
quier o en la convergencia en media de una serie de funciones inte-
grables. La siguiente proposicién ([25, Propoesition 2.5.1]) nos garan-
tiza la convergencia en ambos sentidos si la setie de las seminormas

es convergente.

PROPOSICION 1.20.  Sea {f,} una sucesién de funciones X-
valuadas integrables. Si Y220 ||falli < 0o entonces 3 fn converge

casi por doquier y en media a una funcidn integrable f.

Si € es un subconjunto medible de 2, una funcién medible f
con valores en X es integrable en §2 si xq, f es integrable. En caso

afirmativo, el valor de la integral de f sobre (g vendra dado por

[m fdu = L Yo fd

Teniendo en cuenta esta definicién, podemos dar otras dos propieda-

des relativas a las funciones integrables.




§3. Integrabilidad 15

ProposICION 1.21 ([25, Proposition 2.3.6]). Cualquier funcidn

integrable es integrable sobre cualquier subconjunto medible.

PROPOSICION 1.22 ([25, Corollaire 2.5.8]). Sea f una funcidn
integrable. Si para todo subconjunto medible Slo de Q se verifica que

Ju, frip = 0 entonces f = 0 casi por doquier.

En el dmbito probabilistico, (©2,X,P) un espaniu probabilistico
completo, a una funcién integrable £ la denominamos variable aleato-
ria de primer orden y al valor de su integral se denomina esperanza

de la variable aleatoria & y la denotamos por E(£), esto es

B(e) = [ e

Dado que la integrabilidad de una variable aleatoria y el valor de su
integral no dependen de su definicién sobre conjuntos de probabilidad
aula, podemos definir E([¢]) como E(§).

Por dltimo, consideramos el espacio de ias variables aleatorias e-
sencialmente acotadas, esto es: el espacio de las variables aleatorias z
tales que

inf{M €R: ||z} <M es.} < oo

Dicho espacio es notado por Lo(P,X) y su topologia propia viene

dada por la seminorma

Nzlloo := inf{M € R:Jjz|| < M cs.), 7€ Loo(P,X)

En algunas ocasiones no es necesario recurrir a la poderosa integral
anteriormente expuesta, pudiendo la mas familiar integral de Riemann

satisfacer nuestras necesidades. Exponemos a continuacion la nocién




16 Cap. |. Funciones Aleatorias

de integral de Riemann para funciones definidas en un intervalo [a, b]

de R y con valores en un espacio de Banach X y aprovechamos ésta
para introducir el concepto de integral a lo largo de una curva, muy

utilizada en el anélisis complejo.

DEFINICION 1.23.  Una curvaen el plano es una funcién continua
v : [a,B] = C, donde o, 8 € R,a < B. El punto y(a) es el origen y
4(B) el extremo de la curva v; cuando coinciden se dice que 7 es
cerrada. Notamos por v* a la imagen de v, esto es ¥* = {y(t) :a <
t < B}, y si G es un abierto del plano tal que v* C G, diremos que v

es una curva en G.

DEFINICION 1.24. Una funciér continua v de un intervalo com-
pacto [a. 3] de R en C para la que existe una particién finita de [, 3],
a=1ty<t; <+ <ty =70, de forma que y es de clase C'! sobre cada

itj=1,t;] se dice que es una curva reguiar a trozos.

TEOREMA 1.25 ([25, Proposition 2.7.13]). Sea f una juncién
definida sobre R, con valores en un espacio de Banach X, acotada y
con soporte compacto. f es Riemann integrable si, y sdlo si, el con-
junto de puntos de R donde esta funcidn no es continua, que siempre

es medible, es de medida de Lebesgue nula.

Sea X un espacio de Banach complejo, v : [a, 5] = C una curva
regular a trozos y notemos C(7*, X) al espacio de Banach de todas las
funciones continuas del compacto 4* en X con su norma usual dada

por

Ifllo = max{||f(2)I|: z € v"} V[ € C(y", X).
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Dada f € C(y*, X), la funcién t = f(y(t))¥'(t) de [a,[] en X

es Riemann integrable, basta aplicar la ant. rior proposicion a dicha

funcion.

Por tanto, para cada funcién continua f € C{y*, X) definimos la

integrai de f a lo largo de y por:

B
[ rieras = [ s

Adaptando [25, Proposition 2.7.12] a nuestro contexto tenemos

que:

DROPOSICION 1.26. Sea X un espacio de Banach complejo, 7 :
[@,8] = C una curva regular a trozos y f € C(v*,X). Para cada
¢ > 0, existe v > 0 verificando que para toda sucesion finita de puntos

to=a<t <. <t,=p, tal que:

sup (ti-1 —t;) <v
1<i<n
y cualesquiera y; € [ti,ti_1] tenemos que

n—

[ 1621 - 3 (- o) f )Y W) < €
g i=0

El lector interesado es referido a los textos [10,14,23,25], donde
encontrara una minuciosa exposicion de la teoria de medibilidad e

integracion de funciones con valores en un espacio de Banach.




18 Cap. |. Funciones Aleatorias

I.4 FUNCIONES ALEATORIAS

En lo que sigue notaremos por P una medida de probabilidad
completa y por (2,%,P) un espacio probabilistico completo que se

mantendra fijo en toda la memoria.

Sea T un conjunto cualquiera y X un espacio de Bana-h real o

complejo.

DEFINICION 1.27. Una funcién aleatoria X-valuada sobre T es

una funcion
¢:TxQ—= X

tal que, paracada t € T, la funcion
qbf Q- X

definida por ¢¢(w) = ¢(t,w) es una variable aleatoria X-valuada de

primer orden.

Una funcién aleatoria es una funcion de dos variables ¢(t,w), para
la cual fijado el primer argumento se tiene una variable aleatoria X-
valuada. Si fijamos el segundo argumento, ésto es para cada w € £, la
funcién deterministica t — ¢(t,w) definida sobre 7' y valuada en X,
sera denotada por ¢,, y recibiri el nombre de trayectoria de la funcion

aleatoria X-valuada ¢.

La relacion de equivalencia para variables aleatorias mediante la
identificacion usual casi seguramente proporciona una relacion de equi-
valencia natural para funciones aleatorias.

Sean ¢ y ¢ funciones aleatorias X-valuadas sobre T. Se dice que

¢ y ¢ son equivalentes, y lo notamos por f = g, si

P(or =) = 1
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para cada t € T. Dada una funcién aleatoria X-valuada sobre T, ¢,

cualquier funcién aleatoria equivalente a ¢ se dice que es una version

de ¢.

En esta memoria analizaremos cémo determinadas condiciones de
regularidad (continuidad, derivabilidad, holomorfia) en media, de las

funciones aleatorias se transfieren a sus trayectorias.

Sea E un espacio topologico, X un espacioc de Banach real o com-
plejo y ¢ una funcién aleatoria X-valuada definida sobre E. Diremos

que ¢ es continua en media en un punto zp € E si

lim El|¢, — ¢, = 0.

z=$2g
Condicion que obviamente equivale a la continuidad en zg en el sentido
tradicional de la funcion
z v+ @]
definida sobre E y con valores en el espacio de Banach L (P, X).

La funcion aleatoria ¢ se dira continua en media sobre F si lo es

en cada punto de E.

En el siguiente ejemplo mostramos una funcién aleatoria continua
en media sobre un intervalo real cuyas versiones tienen todas ellas casi

todas sus trayectorias discontinuas.
EiempLo 1.28. Consideremos como §2 el intervalo [0,1] dotado
con la medida de Lebesgue.

Sea {£,} la sucesion de variables aleatorias dada por

En(w)={l 4 'QJISWSJ;I}

0 en otro caso
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siendon=2%+j,donde k > 0y 0 < j < 2%,

Definimos la funcién aleatoria ¢ : [0,1] x 2 = R como

{ wi(n+ 123 -0t - Fplalw) i
0 si

o(t,w) =

W 1 . :
Puesto que la funcién (;— —t)(t - = l} es continua en el inter-
L

) e
nt+l'n

de ¢ en media en el intervalo (0,1] es clara.

valo abierto ( Jyseanulaent =1yt = la continuidad

o
n4l’
Para comprobar la continuidad en media sobre 0, consideremos

una sucesion {t,} de elementos de (0, 1] que converge a cero.

Dado t,, notamos por k, el nimero natural verificando — ]H <
n

ty £ ﬁ Por tanto

1 1
=k, 2 e =t ML, - - :
]Elétnl n (kﬂ + 1) (kn t")\t"l k" + l )”Ekn ”l

Teniendo en cuenta que

lim_[jge, 1 =0

1

)< =
b+ 10 =1

1
knz(kn + 1)2(}_ = tn)(“n 5

n
se sigue que ¢ es continua en media en 0.
Ahora vamos a probar que ¢ no posee ninguna version que tenga

un conjunto de trayectorias continuas de medida no nula.

Consideramos la sucesion {t,} de elementos del intervalo [0,1]
definida por t,, = FZ(,% que converge a cero. Si evaluamos ¢ en la

sucesion tenemos que

¢, (w) = %E,\(w), VneN Ywe Q.
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Dado w € 2, la sucesién {£,(w)} no converge. Si ¢ es una version
de ¢, para cada t,, existe un conjunto de probabilidad nula, A, tal
que

¥y, (W) = P, (w), Yw €Q\ A,

Si notamos por A al conjunto de probabilidad nula dado por A =
U2 An, se satisface

Hltas) = Bt 0) = 36a(0), Vn €T Yo €Q\A.

y por tanto si w € 2\ A la sucesion {tu(ta)} no converge. De ello
se sigue que no puede haber un conjunto de trayectorias continuas en

[0,1] que no sea de medida nula.

En el siguiente ejemplo mostramos una funcién aleatoria con todas
sus trayectorias continuas sobre un intervalo real y que no es continua

en media sobre dicho intervalo.
EijempLo 1.29. Consideremos como 2 el intervalo (0,1) dotado
con la medida de Lebesgue.

Sea {¢,} la sucesién de variables aleatorias dadas por

)= n? i 05w§%
mere 8 en otro caso

Definimos la funcion aleatoria ¢ : [0, 1] x 2 — R como

n?(n+1)2(L - 0)(t - Ap)balw) si Sy <t<

‘W"”}:{ g P

Para probar que las trayectorias son continuas, probaremos en

primer lugar que lo son en el intervalo (0,1).
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Sea fo € (0,1] y no el natural satisfaciendo L <t < 1 Bs
claro que las trayectorias de la funcion aleatoria ¢ sobre el intervalo
[ o] estén definidas como

du(t) =

nd(no +1)H(LE - t)(t - Zp)nd s 0Sw< 1
0 en otro caso

Con lo que es inmediato comprobar que en el punto g todas las trayec-

torias son continuas.

Para probar la continuidad en 0 de las trayectorias, consideremos w €
€ fijo y no un natural satisfaciendo ;.‘7 < w. Si {t,} es una sucesion
de elementos de [0, 1] que converge a cero, existird un natural m tal
que si n > m entonces i, < ;‘5. Sin mds que comprobar que para
n > m,d,(t,) =0 queda probada la continuidad de la funcion ¢, en

cero.

Por dltimo comprobamos que ¢ no es continua en media sobre el
intervalo [0, 1], para lo cual basta probar que no lo es en 0.
Consideramos la sucesién {t,} de elementos del intervalo [0,1]

1_ Esta sucesion converge a cero y para cada

definida por t, = 23(""+1

elemento t,,

1n?
4n’

Blou = [ 16(tm )P = J16ul =

C'onsecuentemente, ¢ no es continua en media en cero.

El objetivo de la presente obra sera probar que la consideracion
de condiciones de regularidad mas perfectas como puede ser la holo-
morfia o la de poseer derivadas de conveniente orden continuas si que

permite obtener una adecuada transferencia de la misma, tanto de la
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correspondiente regularidad en media hacia las trayectorias como de

las trayectorias a la propiedad en media.

La nocién de funcion aleatoria constituye un concepto totalmente

basico en el Analisis Estocdstico y es por tanto de obligaca referencia
en cualquier texto especializado en tal disciplina. Nos ha sido difi-
cil en consecuencia elegir entre la ingente cantidad de referencias al
respecto. Hemos seleccionado las que a continuacion listamos por su
cardcter general y adecuarse de alguna manera a nuestros propositos:
[5,7,8,9,13,15,17.18,24,26,27 ,28,33,34,35,36].
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HOLOMORFIA EN MEDIA

ALGUNOS PRINCIPIOS BASICOS EN LA TEORIA
DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Sea D un subconjunto abierto de C, X un espacio de Banach
complejo y f una funcién X-valuada definida sobre D. Diremos que
[ es derivable (en el sentido complejo) en un punto zp € D si la
funcion

f(2) = f(20)
Z =20
tiene limite cuando 2 tiende a 2g, ésto es, existe un elemento de X

que notaremos por f’(zg) de manera que

[(z) = f(20)

Z—=20

- 10| =0
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La funcién f se dice holomorfa sobre D si es derivable en cada

punto de éste.

Esta definicién de holomorfia para funciones vector-valuadas no
es mas que una extension de la definicién clisica de holomorfia para

funciones compliejo valuadas a este ambiente mas general.

Dedicaremos esta breve seccién a la exposicién de algunos de los
principios fundamentales de la teoria de funciones holomorfas de una
variable compleja que serdn utilizados a lo largo de este capitulo.

Referimos al lector al clasico texto de Hille y Phillips [21] para la

nocién de holomorfia de funciones vector valuadas o a {6,12] para la

teoria de funciones complejas de una variable compleja. Esencialmente

los resultados que seguidamente mostramos estin alli contenidos.

El siguiente teorema nos permite probar que una funcidn vector-
valuada es holomorfa comprobande que ciertas funciones complejo
valuadas son holomorfas. Este resultado fue probado per N. Dunford

y lo enunciamos como sigue:

TEOREMA 2.1. Sea D un subconjunto abierto de C, X un espacio
de Banach complejo y f una funcién X -valuada definida sobre D.

Equivalen:
1. [ es holomorfa sobre D.

2. Para cada funcional z’ lineal y continuo sobre X la funcidn z —
z'(f(z)) definida sobre D y con valores en C es holomorfa sobre

D.

Uno de los mas formidables acontecimientos que acaecen en la

teoria de funciones holomorfas, es la posibilidad de representar éstas
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localmente mediante series de potencias. Son éstas series funcionales

de la forma
Z an(z - 20)"™,

cuyos coeficientes ag,...,an,... pertenecen al espacio de Banach X
considerado, zo es un punto prefijadoen Cy z € C. Tales series
funcionales convergen de una forma especialmente perfecta, y toda la
informacién acerca de ésta es proporcionada por su denominado radio

de convergencia R definido como sigue:

1 ) 1
7 = limsup [lan %

(adoptando en la anterior identidad el convenio habitual % =00y
ElS = 0). Recopilaremos en el siguiente enunciado la informacion que
consideramos mas relevante acerca de la convergencia, y suma cuando
pracede, de una serie de potencias. Fijaremos previameite un poco

de notacion.

En lo sucesivo, dados zg € Cy 0 < i < 00, notaremos por
y = I

D(z0, R) al disco abierto de centro zp y radic R, ésto es

D(z0,R) = {z € C: |z - 20| < R}.

TEOREMA 2.2. Sea ¥ an(z — z0)" una serie de potencias con

coeficientes en X. Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:
1. SiR=0, T an(z — z9)" converge tinicamente en el punto zg.

2. 8i R+ 0, para cada z € D(z0, R) la scrie numérica

Y- llewlllz = 2ol
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es convergente y consecuentemente la serie

Z an(z — 20)"

converge en el espacio de Banach X. Ademds ésta convergen-
cia es uniforme en cada subconjunto compacto de D(z0,R) y la
funcidn
00
f(2) =) an(z = 20)"
n=0

Yz € D(z0, R) es holomorfa sobre este disco, con derivada

3= Z(n + Dapgr(z = z0)"
n=0
¥z € D(z,R). De hecho la funcidn tiene derivada de cualquier

orden cn todo punto de D{zo, R) con

(n+ k)!
n!

f®(z) = i

n=0

antk(z = 20)"

Vz € D(zo, R),Vk € N.

Como comentdbamos previamente, toda funcion holomorfz en un
abierto de C resulta tener el anterior aspecto en cada disco abierto

contenido en el dominin.

TEOREMA 2.3. Sea D un subconjunto abierto C, X un espacio de
Banach complejo y f una funcién X -valuada holomorfa en D. Para

cualquier 29 de D, la serie de potencias

(n)( ‘
 Jf I‘;‘““(! ) (z = 20)"
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tiene radio de convergencia mayor o igual que Ry = dist(zp,C\ D) y

se verifica que

X r(n)f .
f(:) = z .f__nf(l,'y_c‘)-(z = zﬂ)nv V:e D(:Ov RU)

n=0

La veracidad del enunciado antes expuesto puede ser obtenida al
amparo del célebre Teorema de Cauchy. Constituye éste, sin duda
alguna, uno de los mds importantes teoremas de la tearia de funciones
holomorfas, que en su version mds elemental puede ser enunciado en

los siguientes términos:

TEOREMA 2.4. Sea D un subconjunto abierto conv:zo de C , X un
espacio de Banach complejo y f una funcion X -valuada holomorfa en

D. Si v es cualquier curva cerrada y reqular a trozos en D, entonces
[ f(z)dz = 0.
Sy

Curiosamente el reciproco del teorema de Cauchy es también de
alguna forma vilido. Fsta es justamente la informacién que aporta el

siguiente teorema.

TEOREMA 2.5 (de Morera). Sea D un subconjunte abizrio de
C, X un espacio de Banach complejo y [ una funcion X -valuada

continua sobre D. Supongamos que

Lf(z)d: = ().

para cada curva cerrada y regular a trozos en ). Entonces f es holo-

morfa sobre D.
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A continuacién exponemos algunos otros resultados fundamentales

que nos seran de utilidad en algiin momento de esta memoria.

TEOREMA 2.6 (de las singularidades evitables de Riemann). Sea
D un subconjunto abierto de C, X un espacio de Banach complejo, zq
un punto de D y f una funcién X -valuada continua en D y holomorfa
en D\ {20}. Entonces [ es holomorfa en lodo D.

TEOREMA 2.7 (Principio de Identidad). Sea D un subconjunto
abierto y conezo de C, X un espacio de Banach complejo, [ y g fun-
ciones X -valuadas holomorfas en D. Supongamos que eriste una suce-

sién {2,} en D con limite cn D de manera que
f(zn) = 9(zn) V€N

Entonces

f(z)=g(z) Vz€D.

TeorEMA 2.8 (de Convergencia de Weierstrass). Sea D un sub-
conjurto abierto de C, X un espacio de Banach complejo y supon-
gamos que {f,,} es una sucesion de funciones X -valuadas holomorfas
en D que converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto

de D a una funcidn f. Entonces f es holomorfa en D y ademnds para

cada k € N la sucesion de funciones { f,(.k}} converge también a f¥)

uniformemenie sobre cada subconjunto compacto de D.

Sea D un subconjunto abierto de C y X un espacio de Banach
complejo. En lo sucesivo designaremos por C(D, X) al conjunto de
todas las funciones continuas de D en X. La convergencia uniforme

sobre los subconjuntos compactos de D genera una topologia lineal
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localmente cenvexa metrizable y completa sobre el espacio vectorial
C(D, X). Para cada subconjunto compacto K de D puede definirse
una seminorma py sobre C'(D, X) mediante

pr(f) = max{||f(2)] : 2 € K}.

Es conocido que la familia de seminormas {py } genera la topologia
antes descrita. Puede ésta también ser descrita por una familia menos
amplia de seminormas. Basta con considerar la sucesion {K,} de

subconjuntos compactos de D definida como:

1
K,={:€C:|z| <nd(z,C\ D) > ;},

que satisface
o0

I"n =D

n=1

K, Cint(Kpyq).

Es facil comprobar que la familia de seminormas {py,} genera
la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos com-

pactos de D.

Un subespacio especialmente relevante de C'(D, X) es el subespa-
cio H(D, X') de todas las funciones X-valuadas holomorfas sobre D.
El teorema de convergencia de Weierstrass garantiza justamente que
este destacado subespacio es cerrado en C(D, X) y consecuentemente
la convergencia uniforme sobre los compactos de D genera también
sobre H(D,X) una topologia lineal localmente convexa metrizable
y completa que puede ser engendrada por la familia de seminormas

{px.}. Notaremos simplemente por H(D) al espacio H(D,C). La
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compacidad en este espacio queda perfectamente descrita en el teo-
rema de Montel. Adheriéndonos a la terminologia clasica diremos que
un subconjunto ¥ C H(D) es normal si su clausura en H(D) es un

subconjunto compacto de H(D).

TEOREMA 2.9 (de Montel). Sea D un subconjunto abierto de
C y F un subconjunto de H(D). F es normal si, y sdlo si, estd

uniformemente acotado en cada subconjunto compacto de D.

1.2 TRANSFERENCIA DE LA HOLOMORFiA EN ME-
DIA A LAS TRAYECTORIAS

Sea D) un subconjunto abierto de C, X un espacio de Banach com-
plejo y ¢ una funcién aleatoria X -valuada definida sobre D). Diremos
que ¢ es holomorfa en media sobre D si para cada z9 € D la funcién

d’z = ¢‘zo
Z—=20
tiene limite en media cuando z tiende a zp; ésto es, existe una variable
aleatoria de primer orden sobre X, que sera iinica salvo equivalencias

'
y que razonablemente notaremos por ¢, , de manera que

z—+z0 I—2p

lim }:’ £ oy -¢'zol=0.

Es obvio que la holomorfia en media de una funcion aleatoria ¢ equi-
vale a la holomorfia, en el sentido tradicional antes expuesto, de la

funcion

2 [9.]
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definida sobre D y con valores en el espacio de Banach complejo
Li(P, X).

El teorema de Dunford admite entonces una muy interesante lec-
tura en este terreno aleatorio. Tengamos en cuenta para ello que cada
variable aleatoria complejo valuada esencialmente acotada { define un

funcional lineal y continuo f¢ sobre Ly (P, C) por

fe(€) = E(§C),
y la correspondencia
E— Je

define un isomorfismo lineal e isométrico de L (PP, C) sobre el dual

topolégico de Ly (P, C). Todo ello prueba el siguiente enunciado:

PROPOSICIGN 2.10.  Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una
funcién aleatoria compleja definida sobre D. ¢ es holomerfa en media
sobre D si, y sélo si, para cada & € Loo(P,C) la funcidn complejo
valuada

2 — E($£)

es holomorfa sobre D.
En particular la funcion compleja definida sobre D por
z +— E(¢:)

es holomorfa sobre D. Notemos que esta funcién puede ser razonable-

mente llamada esperanza de ¢ y serd denotada por E¢.

El anterior resultado manifiesta una gran utilidad por permitirnos

comprobar la holomorffa en media de una funcién aleatoria a partir
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de la holomorffa de ciertas funciones complejas de variable compleja,
pudiendo usar para este menester todas las herramientas disponibles

en el Analisis Complejo Clasico.

El hecho de que una funcién aleatoria sea holomorfa en media no
nos garantiza la holomorfia de sus trayectorias. Como puede verse
en el siguiente ejemplo, una funcién aleatoria puede ser holomorfa en

media y no tener ninguna trayectoria holomorfa.

EjempPLo 2.11. Consideramos el abierto de C dado por D =
{z4-iy € C:0 < z,y < 1} y como espacio de probabilidad {2 tomamos
el conjunto D dotado con la medida de Lebesgue.

La funcién aleatoria ¢ : D x 2 = C definida por

1 8i z=w

q‘)(z,w)z{ 0 si 24w

es holomorfa en media sobre D y no tiene, sin embargo, ninguna

trayectoria holomorfa.

Seguidamente probamos que cualquier serie de potencias con co-
eficientes aleatorios de primer orden que converge en media sobre un
disco, también lo hace casi seguramente sobre éste, definiendo ademas

una funcién que posee unas muy interesantes propiedades de integra-
bilidad.

LEMA 2.12. Sea X un espacio de Banach complejo y > €n(z —
z0)" una serie de potencias con coeficientes aleatorios X -valuados de
primer orden y radio de convergencia en media no nulo, R. Eriste

entonces un conjunto d~ probabilidad nula A tal Gue, para cada w €
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Q\A, el radio de convergencia de la serie de potencias Y én(w)(z=20)"

es al menos R. Ademds, la funcidn

(z,w) — i: Eale)(z = 20)"

n=0
definida casi por doquier en D(zo, R) x Q y con valores en X espxP-
integrable sobre K x §) para cualguier subconjunto compacto K de

D(zo, R) y cualquier medida de Borel finita yt sobre K.

Demostracién. Consideremos 0 < r < R. Por Teorema 2.2 la
serie " E||¢,||r" converge y por tanto, Proposicién 1.20, existe un
conjunto de probabilidad nula A, tal que, para cada w € R -
la serie Y&, (w)r" converge a una variable aleatoria X-valuada de
primer orden. Consecuentemente para cualesquiera w € LA ¥
2 € D(z0,r) la serie T €n(w)(z — 20)™ es convergente, de hecho ab-
solutamente convergente. Sea ahora {r,} una sucesion creciente y
convergente a Rcon 0 <r, < RYn € Nysea A =UpA,,. Es ob-
vio que P(A) = 0 y ademads para cualesquiera w € Q\Ayz € D(z,R)
la serie 3" €n(w)(z — 20)" es convergente, lo que prueba que cada una
de las series de potencias ¥_ &, (w)(z — 20)" tiene radio de convergencia

o menor que K.

Como quiera que cada uno de los sumandos

(z,w) — &a(w)(z = 20)"

de D(zo,R) x Q en X es de manera obvia B x E-medible podemos

concluir que la funcién

(z,w) — Z{,,(w)(z - z)"

n=0

definida casi por doquier sobre D(zg, R) x 2 es B x X-medible.
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Consideremos ahora un subconjunto compacto K de D(zo,R) y p
una medida de Borel finita sobre K. Seleccionemos r € R de manera
que 0 < r < Ry K C D(z2,r). Para cualesquiera w € 2\ A, y
z € D(zg,r) se satisface

|2 &)z - 00| < X gt
n=0 n=0

¥ consecuentemente

AT

Z L‘xn [|€n (@)||r"d(p x P)

n=0

([ ran) ([ tentorlee)

00

3 Enllrmp(K) < oo

n=0

Lo anterior prueba que efectivamente la funcion

(20) = 3 €nlw) (2 = 20)"

n=0

es p1 x P-integrable sobre K x 2. |

En el siguiente lema probamos que si ¢ y ' son funciones aleato-
rias equivalentes vector valuadas definidas sobre un espacio topoldgico
separable (ésto es, que contiene un subconjunto numerable y denso) y
sus trayectorias son continuas entonces son casi idénticas las funciones
aleatorias ¢ y . En el sentido de que casi todas sus trayectorias son

iguales.

LEMA 2.13. Sea E un espacio topolégico separable, X un es-

pacio de Banach real o complejo y sean ¢ y Y funciones aleatorias
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X -valuadas definidas sobre E cuyas trayectorias son continuas. Si ¢

y ¢ son equivalentes, entonces P¢, = ,] = 1.

Demostracién. Sea S un subconjunto de E' numerable y denso.
Al ser las funciones aleatorias ¢ y ¥ equivalentes, para cada s € S
existe un conjunto A, con probabilidad uno sobre el que las variables

aleatorias ¢, y 1, coinciden, ésto es
bs(w) = Yu(w) Vw € A,.
Si notamos por A al conjunto de probabilidad uno dado por

a={{A,

€S

se verifica
¢s(w) = ¥s(w)

para cualquier s € S y cualquier w € A. De la continuidad de las
trayectorias de las funciones aleatorias ¢ y v, se concluye que para

cada w € A se satisface
du(t) = Yuit) Vt € E.

Deducimos de ello que A C {w € Q: ¢, = ¥} y consecuentemente
Ii:D[Qsm = ‘l’w] =18

TEOREMA 2.14. Sea D un subconjunto abierto de C, X un es-
pacio de Banach complejo y ¢ una funcion aleatoria X -valuada holo-
morfa en media sobre D. Eziste entonces una version ¢ de ¢ cuyas
trayectorias son holomorfas sobre D que es ademds p x P-integrable
sobre cualquier conjunto de la forma K x ) para cualguier subconjunto

compacto K de D y cualquier medida de Borel finita y sobre K.
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Demostracidn. En el caso de ser D = C, la funcién z — [¢:]
puede desarrollarse en todo C como la suma en media de una serie
de potencias Y[¢n]z" con &, € Li(P,X) Vn € NU {0}. La serie
" £,2" satisface los requisitos del Lema 2.12. 5i A es el conjunto con
probabilidad nula dado por aquel lema, entonces definimos

o0 N -4
s { Do) s (2w) €Cx(@\)
0 en otro caso.
La funcién aleatoria 1 es obviamente una version de ¢ cuyas trayec-
torias son holomorfas sobre D que satisface, en virtud del Lema 2.12,

ademas la condicién de integrabilidad enunciada.

Si D # C, entonces consideramos el conjunto numerable
B={p+qi€D:pgeQ}

Para cada b € B, tomamos ry = inf{|z — b] : z ¢ D} y definimos los
conjuntos
Dy={z€C:|z-bl <r}

=
Cbz{:GC:]z—b|g§b}.

Para cada b € B podemos expresar [¢,] sobre Dy como la suma en
media de una serie de potencias 2[{5:’)]& — b)™ con E,(,b) € L,(P, X)
Vn € NU{0}. La serie ):{,(;b}(: — b)" satisface los requisitos del Lema
2.12. Denotamos por A, el subconjunto con probabilidad nula dado
por aquel lema y sea
oa gk =
iy(ew) = | Tl @)(E-0)" s (2) € Dy x (2\ &)
0 en otro caso.

La funcién v es holomorfa en media sobre D; y todas sus trayectorias

son holomorfas sobre Dy, ademas es equivalente a ¢ sobre D).
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Dados b,c € B con Dyn D, # O, ¥ y . son claramente equi-
valentes sobre Dy N D, y el Lema 2.13 asegura la existencia de un

conjunto con probabilidad nula Ap tal que
oy w) = Ye(ryw) Yw € QN Dpe.

Si tomaimos

A= |J A
b,ceB

y definimos la funcién y sobre D x €2 por

en otro caso.

¥(z,w) = { "b”(g'“’) si (zw) €Dy xQ\A

Entonces v es una funcién aleatoria bien definida sobre D, sus trayec-

torias son holomorfas sobre D y es equivalente a ¢.

Puesto que, por Lema 2.12, cada funcién

w(zw) = Y &P w)(z - )"

n=0
es medible sobre Dy x Q y D = UpepDs, podemos asegurar que Y
es medible sobre D x €. Dado que D = UepCy, si K C D es un
subconjunto compacto existe un recubrimiento finito para K de forma
que podemos elegir by,...,by € B paralosque K cCyu--uCy, . En
virtud del Lema 2.12 podemos concluir que cada una de las funciones
Yn,, y por tanto ¢, es p X P-integrabie sobre (K N Cy,) x §2, para
j = 1,...,N. Puesto que K x 2 = Uiz (K0 (,) x Q0 podemos

concluir que i es y x P-integrable sobre K x 2. i

La peculiar propiedad de integrabilidad encontrada para la version

i en el anterior teorema permitird obtener una formidable propiedad
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para la correspondencia
W H 'l’u.u

que resulia ser una variable aleatoria valuada en convenientes espacios

de Banach.

TEOREMA 2.15. Sea K un subconjunto compacto de C y ¢ una
funcién aleatoria real o compleja definida en K p x P-integrable so-
bre K x  para cualguier medida de Borel regular i en K y cuyas

trayectorias son continuas en K. Entonces la aplicacidn
Wi

es una variable aleatoria sobre Cx(K).

Demostracién. Sea T una medida de Borel K-valuada regular en
K. Significa ésto que su variacién p = |r| es una medida de Borel

regular en K y en consecuencia la funcion
(z,w) — ¥(z,w)

de K x Q en C es u x P-integrable. También serd p x P-integrable la
funcion

d
(2,w) — V’(Z‘W)EE-

El teorema de Fubini asegura entonces que la funcién

d
‘*’*—"'/h,'l’(i’aw)éd;f‘:]’\_'f’(szldf

es P-integrable en Q. Este hecho, junto con el teorema de repre-
sentacién de Riesz, teorema 1.1, garantiza entonces que la aplicacién
w =+ ¢, de 2 en Cg(K) es débilmente medible. Notemos finalmente

que el espacio de Banach Ck(K) es separable y consecuentemente la
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aplicacién considerada es automaticamente medible en cualquiera de

los sentidos: Borel o Bochner.

Para un subconjunto compacto K de C con interior no vacio no-
taremos por A(K) el espacio vectorial de las funciones complejas

definidas scbre K que son continuas en K y holomorfas en int(K).

El espacio C¢(K) provisto de la norma || - |l s un espacio de

Banach y a continuacién probamos que el espacio A(K) con la norma

que hereda de C¢(K) es también completo.

TEOREMA 2.16. Sea K un subconjunto compacto de C con interior

no vacio. (A(K),|| - llo) €s un espacio de Banach complejo.

Demostracién. Sea {fn} una sucesién de funciones pertenecientes
a A(K) que converge uniformemente a una funcién f, que por la
complitud de C¢(K) sabemos que es continua en K. Es claro que la
sucesion {f,} converge uniformente sobre cada subconjunto compacto
de int(K), a la funcién f. Dado que {f,} es una sucesion de funcicnes
holomorfas en int{ K') que converge uniformemente sobre cada subcon-
junto compacto de int(K) a la funcién f, el Teorema de Convergencia
de Weierstrass, Teorema 2.8, asegura que [ es holomorfa en int(K).
Por tanto f € A{K).

La conjuncién de los Teoremas 2.14, 2.15 y 2.16 proporcionan

ahora la siguiente valiosa informacién.

COROLARIO 2.17. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una fun-

cién aleatoria compleja holomorfa en media sobre D. Existe entonces
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una version 1 de ¢ cuyas trayectorias son holomerfas y para cada

subcongjunto compacto K de D con interier no vacio, la aplicacién

W ¢’le

es una variable aleatoria sobre el espacio de Banack A(K).

II.3 TRANSFERENCIA DE LA HOLOMORFIA DE LAS
TRAYECTORIAS A LA HOLOMORFIA EN MEDIA

Nuestro propdsito en la presente seccion es analizar la validez del
reciproco del Teorema 2.14. Comprobaremos que éste es cierto para
funciones aleatorias complejo-valuadas y para tal menester usaremos

el siguiente resuitado.

LEMA 2.18. Sea K un espacio topoldgico compacto y Hausdorff y
A un subconjunto de funciones complejas y continuas sobre K. Son

equivalentes:

1. A estd uniformemente acotada, ésto es

IM>0:|f(z)| <M Y:e K, VfeA

2. Para cada medida de Borel compleja p regular en K el conjunto

{[ rG)au: 1 e A}

estd acotado.




§3. De holomorfia en trayectorias a holomorfia en media 43

Demostracién. Si A estd uniformemente acotada, entonces para

cada [ € A tenemos que

Ijh,f(z)dﬂ’ £ [KII(z)|dp < M|u|(K).

Supongamos que se verifica 2. Una de las ms bésicas aplicaciones del
principio de acotacién uniforme nos permite asegurar que el conjunto
A esti acotado en el espacio de Banach C¢(K) si pa.ri cualquier fun-
cional lineal y continuo ' sobre C¢() el conjunto {'(f) : f € A}
esta acotado (véase 11, Corollary [11.14.3]). Si unimos ésto a la in-
formacion proporcionada por el Teorema de representacion de Riesz,

la veracidad de 1 est4 garantizada. i

TEOREMA 2.19. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una
funcién aleatoria compleja que posee una versién  cuyas trayectorias
son holomorfas sobre D y que es p x P-integrable sobre K x Q para
cualquier subconjunto compacto K de D y cualquier medida de Borel

regular p sobre K. Entonces ¢ es holomorfa en media sobre D.

Demostracién. Sea € € Lo(P,C) y probaremos que la funcién

1) = [ wawle@)dp v e D
es holomorfa sobre D,
Sean 20 € D y R > 0 de manera que D(20, R) C D. D(z0, R) es
un subconjunto compacto de D y por tanto la aplicacién
W+ Yo Bz0,R)

es una variable aleatoria sobre A(D(zo,R)). Por este motivo, para

cada natural n, el conjunto

2, = {w €: max |¢(zw)| < n}

|z=20|<R
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es medible. Obsérvese ademas que

Qp C Doyt YR EN

Fijemos n € N. Probaremos que la funcién
fuizes [ iz w)Ew)w

es holomorfa sobre D(zo, R). Probaremos para ello en primer lugar
que es continua. Sea w € D{zo, R) y {wx} una sucesion en D(zo, R)
convergente a w. Puesto que cada trayectoria de 1 es continua se

verifica:
{Vup} = Yu
y de ahi

{Yun 8} = Yl

casi por doquier en §2. Dado que
|V, (@) S 0 VYw € Ry Yk EN,
deducimos que

l'j’wk (‘-"){(‘*’) < ""f”oo

Yk € N casi por doquier en 2,.
El Teorema de la Convergencia Dominada, Teorema 1.18, prueba

en consecuencia que

jn e [ e,
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lo cual demuestra la continuidad en el punto w de la funcién
z— j Y EdP.
ln

Para cualquier curva cerrada y regular a trozos y en D(zo, R), el

teorema de Cauchy, teorema 2.4, prueba que

L¢(z,w)d: =9,

Fl teorema de Fubini permite obtener ahora

j; fal2)dz = L(Ln :jv(z.,w)f{w)d]p)d;

/n..([; lp(z,u)E(w)dz)d]P
J{z,. (L ¥z w)d=)E(w)dP

= /ﬂnouu)dm;o

La anterior informacién junto con la continuidad de f, y el teorema
de Morera proporcionan ya la holomorfia deseada de la funcion f, en

D(Zu, R)

Obsevemos ahcra que la sucesién {f,} converge puntualmente a
{ en D(z,R) y a partir de ello pretendemos deducir Ia holomor-
fia de f sobre D(zo, R). Si la convergencia fuese uniforme sobre los
compactos de D(z, R) el Teorema de Convergencia de Weierstrass,
teorema 2.8, nos proporcionarfa la informacién deseada. Lamentable-
mente desconocemos si esta convergencia se produce. Lo que si somos
capaces de probar es que la sucesion { f, } estd uniformemente acotada
en los compactos del compacto K = D(zo, R). Sea p cualquier medida

de Borel compleja regular sobre K y observemos que

o = 1] ()




Cap. Il. Holomorfia en media

- an

o . dp
..z lee) it <)
[ el (el x ?
K x{in
[ ot )il x?)
KxQ
€l [ Wleo)ld(ul x B) ¥ €Tl

El resultado anterior nos permite concluir que la sucesion {f.}
est4 uniformemente acotada sobre K, y el teorema de Montel, teorema
2.9, permite consecuentemente asegurar que la familia {f, : n € N}es
normal, ésto es el conjunto U:Té_ﬂ_} C H(D(zo, R)) es compacto.
Deducimos de ello la existencia de una sucesion parcial {fo(n)} con-
vergente uniformemente en los subconjuntos compactos de D{zy, R)
a una funcién holomorfa g en D(zo, R). Como quiera que { [} con-
verge puntualmente a f en D(zq, R), la sucesion {fy(n)} también lo
hard y en consecuencia f coincide con g en D(zo, R). Ello prueba que
f es holomorfa en D({zq, R). Dada la arbitrariedad del punto zo € D,

podemos afirmar que f es holomorfaen D.

Hemos probado por tanto que para cada § de Lo (P, C) la funcién

2 ]ﬂ b(z,w)E(w)dP

es holomorfa sobre D. La reformulacién que haciamos en el Teorema
2.1 del teorema de Dunford garantiza entonces que la funcién aleatoria
1 es holomorfa en media sobre D. Consecuentemente ¢ también lo

sera. il

La conjuncién de los teoremas 2.14 y 2.19 nos permite enunciar lo
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siguiente.

COROLARIO 2.20. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una

funcién aleatoria compleja definida sobre D). Equivalen:
1. ¢ es holomorfa en media sobre D.

2. ¢ posee una versign y» con irayectorias holomorfas sobre D y
que es pi X P-integrable sobre K x 2 para cualquier subconjunto
compacto K de D y cualquier medida de Borel regular u sobre
K.

A continuacién conseguimos sustituir la condicién de integrabili-
dad para ¢ por algunas condiciones de continuidad, que en algunas

situaciones podrian ser mas faciles de comprobar.

CORNLARIO 2.21. Sea D un subconjunto abierto de C y ¢ una

funcidn aleatoria compleja definida sobre D. Son equivalentes:
1. ¢ es holomorfa en media sobre D.

2. La funcién El¢,| es conlinua en D y ¢ posee una version B x L-

medible con trayectorias holomorfas.

Demostracién. Supongamos que ¢ es B x L-medibie, con trayecto-

rias holomorfas y la funcién E|¢.| es continua. Obsérvese ademds que
El¢.| = E|v.| ¥z € D. La continvidad de la funcion |4, | fuerza que

ésta sea p-integrable sobre K para cualquier medida de Borel regular

j1 sobre el compacto K y el Teorema de Tonelli nos permite asegurar
que la funcion aleatoria i es p P-integrable sobre K x 2. El teorema

2.19 garantiza entonces que ¢ es holomorfa en media sobre D.
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Reciprocamente, la holomorfia en media de ¢ nos lleva a la exis-
tencia de una version i cuyas trayectorias son holomorfas sobre D y
quees it x P-integrable sobre K x {2 para cualquier subconjunto K C D
y cualquier medida de Borel regular p sobre K. Teniendo en cuenta
que el abierto D puede expresarse en la forma D = U, K, con los
subconjuntos K, compactos, la B x S-medibilidad de ¢ es inmediata.
Ademis, la funcién

z |
es continua en media, por lo que concluimos que la funcion Ely.| es

continua. §

LEMA 2.22. Sea X un espacio de Banach complejo y ¢ una fun-
cién aleatoria X -valuada continua en media sobre un abierto D de C
con casi lodas sus trayectorias continuas sobre D. Si v es una curva
regular a trozos en D, entonces la funcién w = [, $(z,w)dz pertenece

a la clase de equivalencia [ [¢:]dz.

Demostracién. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que ¥

estd parametrizada en el intervalo [0, 1].

Por Proposicién 1.26 la sucesién {[L a1 L)Y (%)]} converge

en media a f1[¢z]dz. Entonces, Proposicion 1.17, existe una sucesion
estrictamente creciente {nx} de nimeros naturales tal que
{;ll—* Tk oy J_)y’ ( -,f;)} converge casi seguramente a una variable alea-
toria X -va.luaxfa, de primer orden. Por otro lado, al tener ¢ casi todas
sus trayectorias continuas la funcién t — ¢(y(t),w)v(t) definida de
[0,1) en Cees integrable casi seguramente. Por lo que, para casi todo
0 €9, (L T8, 6(1(),w)7 ()} converge a [, ¢(zw)d: y por o
tanto, de Teorema 1.16 y Proposicién 1.17, podemos concluir que la
funcién w — [, ¢(2,w)dz esta en f1[¢z]dz. ]
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TEOREMA 2.23. Sea DD un subconjunlo abierto de C y ¢ una
funcién aleatoria compleja definida sobre D. Si ¢ posee una version y
continua en media cuyas trayectorias son holomorfas sobre D entonces

¢ es holomorfa en media sobre D.

Demostracién. Sea zp € D, R > 0 de manera que D(z, R) C D.
Para cada curva cerrada y regular a trozos en D(zg, R) se verifica, en

virtud del teorema de Cauchy, teorema 2.4, que
f P(2)dz =0
=

para cada w € Q.

El Lema 2.22 nos garantiza ahora que

0= [ vule)iz e [ 1wz = [ g

EJ teorema de Morera, teorema 2.5, asegura entonces que ¢ es holo-
morfa en media sobre D(zo, R). Dada la arbitrariedad de zo podemos

concluir que ¢ es holomorfa en media sobre D. i

COROLARIO 2.24. Sea D un subconjunio abierto de C y ¢ una
funcidn aleatoria compleja definida sodre D. Son equivalentes las si-

guientes afirmaciones:
1. ¢ es holomorfa en media sobre D.

2. ¢ es continua en media y posee una versién cuyas trayectorias

son holomorfas sobre D.

En el siguiente teorema hacemos una recopilacion de los resultados

que hemos obtenido a lo largo de esta seccién.




Cap. Il. Holomorfia en media

TEOREMA 2.25. Sea D un subconjunte abierto de C y ¢ una fun-
cién aleatoria compleja definida sobre D. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. ¢ es holomorfa en media.

2. ¢ posee una version cuyas traycctorias son holomorfas sobre D
y que es p x P-integrable sobre I x §2 para cualquier subconjunto
compaclo K de D y cualquier medida de Borel regqular jt sobre
K.

. La funcién E|¢p,| es continua en D y ¢ posee una versién B x E-

medible cuyas trayectorias son holomorfas sobre D.

. ¢ es continua en media y posee una versién cuyas trayectorias

son holomerfas sobre D.

No podemos terminar la seccién sin poner de manifiesto que los
teoremas 2.19 y 2.23 han sido obtenidos para funciones aleatorias C-
valuadas y de manera obvia estos resultados seran también validos
para funciones aleatorias C"-valuadas. Desafortunadamente descono-

cemos si los referidos teoremas mantienen también su validez para

funciones aleatorias X-valuadas, para un espacio de Banach complejo

cualquiera de dimension infinita. Esta interesante cuestién puede ser

enunciada en los siguientes términos:

PROBLEMA ABIERTO. Sea D un subconjunto abierto de C, X
un espacio de Banach complejo de dimension infinita y ¢ una funcidn
aleatoria X-valuada definida sobre D.

i Es ¢ holomorfa en media sobre D en cualquiera de las situaciones

siguientes:?
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1. ¢ posee una versién cuyas trayectorias son holomorfas sobre D y
que es p x P-integrable sobre K x Q para cualquier subconjunto
compacto K de D y cualquier medida de Borel regular p sobre
K.

2. La funcién E||¢.|| es continua en D y ¢ posee una version B x I-

medible cuyas trayectorias son holomorfas sobre D.

3. ¢ es co. ‘nuaen media y posee una versién cuyas trayectorias

son holomorfas sobre D.

Estamos convencidos de que la respuesta dependerd muy sustan-
cialmente de la naturaleza del espacio de Banach X y muy posible-

mente sera en general negativa.

114 DETECCION Y CUANTIFICACION DE LA EXIS-

TENCIA DE TRAYECTORIAS IDENTICAS ENTRE
DOS FUNCIONES ALEATORIAS.

Supongamos que ¢y y ¢2 son funciones aleatorias definidas sobre
algéin conjunto no vacio T. Si nos fuese requerido algin criterio, ra-
zonablemente expeditivo y basado exclusivamente en la observacion
de las variables ¢;, y ¢2,, para dilucidar la existencia de un con-
junto de probabilidad positiva de trayectorias idénticas entre ¢y y ¢z,
tendriamos que responder que tal pretension es descabellada si las
trayectorias no son regulares. El ejemplo 2.11 muestra una funcion

aleatoria ¢ sobre D = {z +iy € C: 0 < z,y < 1} que verifica

P{¢,=0} =1, V2€D
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y que sin embargo no posee ni una séla trayectoria idénticamente nula.

No obstante si la cuestién requerida fuese razonablemente modificada,
siendo ahora nuestra meta la deteccién de la existencia de trayectorias
comunes para convenientes versiones de ¢ y ¢, entonces es muy

posible que sélo fuésemos capaces de dar dos respuestas.

Si P{¢1, = $2,} =1, Vt € T, entonces ¢7 posee una version cuyas

trayectorias son todas idénticas a las de ¢y, a saber la propia funcion

1.
En el extremo opuesto, si existe un punto ¢ € T' de manera que
P{1, = d2,} =0,

entonces tendremos la absoluta seguridad de que para cualesquiera
versiones de ¢, y $2, casi ninguna de sus trayectorias pueden llegar a

coincidir.

El propésito de esta seccién es estudiar la gran laguna que ha
quedado entre las dos anteriores respuestas; a saber qué sucede con
las trayectorias de las funciones aleatorias ¢, y ¢2 o de adecuadas

versiones suyas cuando se satisface la propiedad

P{¢y; = ¢2,} >0, VL T.

Merece la pena observar que el requerimiento exigido es formidable-

mente débil. Tan sélo exigimos que para cada punto t de T' el suceso
Ay = {w € Q: ¢1(t,w) = ¢2(t,w)}

pueda ocurrir; ésto es, que tenga probabilidad positiva. Llamamos
la atencién sobre el hecho de que tanto los sucesos A; como sus co-

rrespondientes probabilidades pueden variar libre y discolamente con




§4. Existencia de trayectorias idénticas entre funciones aleatorias 53

t, y que la cantidad de éstos es no numerable incluso en las mds
basicas situaciones. No es por tanto en absoluto esperable que las
probabilidades P(A;) estén minoradas por una cantidad positiva y
mucho menos esperable es que llegue a existir un subconjunto medible
A con probabilidad positiva en el que las funciones ¢1 y ¢ sean
equivalentes. Realmente este pensamiento no se aleja de la realidad

como muestra el siguiente ejemplo:

EjgMpLO 2.26. Consideremos como Q el intervalo [0,1] dotado
con la medida de Lebesgue.

Sea {£,} la sucesién de variables aleatorias definidas por

£n(w)={1 si A <w<if

0 en otro caso
siend0n=:2"+j,dondek20yﬂﬁj<2".

Definimos la funcién aleatoria ¢ : (0,1) x £ — R como

8(00) = (= ~ 02t = — 7)1~ £x(w)

siendo n el natural que satisface -1- <t < L.
n+l - n
Tal como estd definida la funcién aleatoria ¢ es continua en media

e incluso tiene todas sus trayectorias derivables en (0,1), démonos

1 1

=T +)es ciaramente continua

cuenta que dentro de cada intervalo (
y en los puntos 1 se anula.

Veamos que en todos los t € (0,1) las variables aleatorias ¢; se
anulan con probabilidad positiva.

Para cada n natural, P[p = 0] = 1 y si t € (735, 1) entonces

Pigy = 0] = Bl1 - 60 = 0] = Plfn = 1] = 3,

siendo 1= 25+ j, donde k > 0y 0 < j < 2.
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No existe sin embargo ninguna cota inferior no nula para las pro-
babilidades P[¢; = 0] y por tanto no es posible encontrar un suceso
no nulo sobre el que se anule la funcién aleatoria. Ademas ninguna
version de ¢ posee trayectorias identicamente nulas con probabilidad

positiva.

En el siguiente capitulo mostraremos que la anterior situacion
puede encontrarse incluso para funciones aleatorias altamente regu-

lares en un intervalo de R con trayectorias que también lo son.

Asombrosamente para las funciones aleatorias holomorfas en me-
dia sobre un abierto conexo del plano complejo valuadas en un espa-
cio de Banach cualquiera acontece un formidable fenémeno. En tal

situacién probaremos que
§ = inf(P{d1, = d2.} : 2 € D} >0

y existe un A € ¥ cuya probabilidad es justamente 4 tal que para
cadaz € D

b1, = b2, casi seguramente sobre A.

Existen ademas versiones ¥; ¥ ¥ de ¢; y ¢, respectivamente, cuyas
trayectorias son holomorfas y casi todas las trayectorias ¥y, ¥ Y2,

correspondientes a w € A son idénticas.

Una funcién aleatoria holomorfa en media sobre un dominio no
puede en consecuencia anularse a su antojo en cualquier punto de

éste, cosa que si puede suceder con otros tipos de regularidad. Parala

funcién aleatoria del ejemplo 2.26 las variables ¢y _, ¥ é1,., resultan
3 3

anularse, para cualquier ¢ suficientemente pequeno, sobre sucesos casi

complementarios.
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Para demostrar el teorema anunciado requerimos alguncs ingre-

dientes que seguidamente mostramos.

LEMA 2.27. Sea X un espacic de Banach y {£,} una sucesién
de variables aleatorias X -valuadas que converge en probabilidad a una

variable aleatoria &. Entlonces
lim sup P[¢, = 0] < P[§ = 0.
n-o0

Demostracién. Puesto que {£,} converge en probabilidad a &,

Proposicién 1.11, la sucesién {E(Tj-ﬁ%l.’:ﬂ)} converge a [E( ﬂlﬂ%") Dado
que

ally _ ok o . o
E(“ilfnll)"'f{.s.,ﬂ}1+||e,,||‘””-“’ff"¢°]-1 Pn = 0]

Vn € N, el limite de la sucesion {E(fall,) 1 satisface

nlLlrgo E(-—-"é‘—l-!w-—) = lim infE(-M) < luij’iollf (1-P[¢,=0]).

=400

1+ [|€all 1+ iall
Para cada nimero natural k repetimos la argumentacion anterior con
la sucesién {k€,} que converge en probabilidad a k€, para obtener
kil . :
Bl ———) <1-limsupP[ké, =0]=1-1 P, =0).
(1+kH£”) —_ P [ Eﬂ ] 1m 3up [ﬁﬁ ]
Haciendo tender k a infinito obtenemos finalmente

. . kil . !
P[{ # 0] = klglc.)lo E(m) <1- IlmSUPIF'[‘fn = 0]

y por tanto limsupP[¢, =0] < 1 -P[¢# 0] =P[¢ =0]. }

Dadas dos variables aleatorias X-valuadas € y ¢, la cantidad P{w €
Q: é(w) = ((w)} es independiente de los representantes de [€] y [(]

elegidos para definirla y convenimos en escribirla como P[[¢] = [(]].
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LEMA 2.28. Sea D un abierto de C, X un espacio de Banach
complejo y ¢ una funcidn aleatoria X -valuada holomorfa en media

sobre D. Si existe § € Rt de manera que
Plg.=0]>46 VYz€ D,

enlonces

Plp. = ¢.=0]> 68 Vz€ D.

Demostracién. Fijemos z € D y consideremos la funcién aleatoria

¢ definida sobre D por
= { (w=2)"Ypw—¢:) si w#:z

®, 8 W=z,

que por el Teorema de las singularidades evitables de Riemann Teo-
rema 2.6 es holomorfa en media sobre D. Entonces ¢, = ¢ + (w —
z)pw Yw € D y, para 0 < |w — z| suficientemente pequeno, tenemos

que
6 < Plpu= 0] = Plg. + (w— 2)pu = 0]
Plllé:]l = llewll = 01+ Plllg:Il = lw = 2| llpwll, ]| # 0).
Si hacemos tender w a z obtenemos

§ < limsupP{jig:]| = llewll = 0]
+li1:;jgpP[Il¢:il = jw = z| J|ewll: [|#: 1l # 0.
Observemos ahora que | [|¢: || — llowll | +[|¢w || converge en media y en

particular en probabilidad a | ||¢:| — 6.1l | + ||¢;}| cuando w tiende

a z. El lema anterior muestra entonces que

limsup {61 ~ llpull] + llpull = 0] <
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Plfigll - g l| + gl = )

Téngase ahora presente que

1621l = lpwll]| + llpull =0 &= lig:ll = llpull =0

[ = 60| + 162h =0 = gl = gl =0

para concluir que:
im supp16.| = llpull = 0] < PlI-l = ot =0}

Idéntica argumentacién permite también obtener

lim supP{lg2l = lw = 21 llull -1l # 0] = 6.

w—z

Por lo tanto

§ < P[llg:ll = lig:ll = 0).

TEOREMA 2.29. Sea D un subconjunto abierto conexo de C, X
un espacio de Banach complejo y » una funcidn aleatoria X -valuada

holomorfa en media sobre D. Si existe § € Rt de manera que
Pl¢.=0]2>6 Vze D,

eziste entonces un subconjunto medible A con P[A] > & tal que, para
cadaz € D
¢.=0

casi seqguramente sobre A.
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Demostracién. En primer lugar probaremos por induccién que
Plg. =g, = =4 =0] 24

Vz € Dy ¥n € N. Por el Lema anterior P[¢, = ¢, = 0] >dVze€
D. Supongamos por hipétesis de induccion que para n se verifica
Plp, = ¢, = -+ = o™ = 0] > 8 Vz € D y probémoslo para n -+
1. Definimos ahora una funcién aleatoria X"*1 valuada ¢ en D por
Pe = (@agnes ,¢£"’) que es holomorfa en media sobre D y satisface la
propiedad P[p. = 0] > 6 Vz € D. Teniendo en cuenta el lema anterior,

sabemos que

HD[WZ = lPi— = O]
Blou= ¢y = = 4 = 47 =)
para todo z € D.

Ya hemos probado que § < Plp, = -+ = o = 0] para todo
z € Dy neNU{0}. Fijemos zo € D y sea

A= ﬁ{we Q: oM (w) = 0}.

n=0

Acabamos de probar que P(A) > & y la funcién aleatoria ¢y, satisface
(¢ Xa )(:.;) =0

Vn € NU {0}. Deducimos de ello, en virtud del teorema 2.3, que la
funcién z — [¢.x,] es idénticamente nula sobre algin disco centrado
en zo y el principio de identidad, Teorema 2.7, asegura entonces que
[¢:x,] = 0,¥z € D lo cual demuestra que para cadaz:e D¢, =10

casi seguramente sobre A. 1
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Seguidamente presentaremos el resultado que hard posible conver-
tir la informacién P(¢, = 0) >0 Vz € D, a la mucho mas perfecta
P(¢.=0) >8>0 Vz€D, para conveniente positivo 4.

TEoREMA DE BAIRE 2.30 ([30, Theorem 2.2.(b)]). Sea E un
espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff y {Cy} una suce-
sién de subconjuntos cerrados de E tal que E = U2, Cn. Entonces

algunc de los subconjuntos C', tiene interior no vacio.

LEMA 2.31. Sea D un subconjunto de C, X un espacio de Banach
complejo y $ una funcion aleatoria X -valuada continua en media sobre

D. Entonces, para cada 6 > 0, el conjunto
Cs={:€D: P(¢.=0) > &}
es cerrado en D.

Demostracién. Sea {zn} una sucesion de Cj convergiendo a un
elemento z de D. Entonces, la sucesién {¢.,} converge en media y en
particular en probabilidad a ¢. y aplicando Lema 2.27 se obtiene

8 < limsup P[¢., = 0] < P[¢. = 0],

n—oo

lo que piueba que z € Cs ¥ deducimos de ello que Cs es cerrado. ]

TEOREMA 2.32. Sea D un subconjunto abierto conexo de C, X
un espacio de Banach complejo y ¢ una funcién aleatoria X -valuada

holomorfa en media sobre D. Supongamos que, para cada z € D
(¢, = 0] > 0.
Eriste entonces un subconjunto medible A con P(A) >0 tal que, para

cadaz € D
¢‘::0
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casi sequramente sobre A. Ademds el conjunto
{P(A):¥z € D ¢, = 0 casi seguramente en A}
tiene mdzimo, que coincide ademds con el infimo del conjunto

{P(¢: =0)::z € D).

Demostracién. Para cada k € N sea C el subconjunto de D dado
porCp = {z € D :P(p.=0) 2 1} que por el Lema 2.31 sabemos
que es cerrado. Puesto que D es un espacio localmente compacto
y Hausdorff y D = URZ,Ck, el Teorema de Baire 2.30, asegura la
existencia de un k € I, para el que Ci tiene interior no vacio y por

consiguiente contiene un disco abierto, Dp.

Nétese que L < P(¢. = 0) Vz € Dy. Del Teorema 2.29 deducimos

la existencia de un conjunto medible A con P[A] > L de manera
) k

que, para cada z € Do, ¢. = 0 casi seguramente en A. El principio
de identidad, teorema 2.7, garantiza ahora que, para cada : € D, es
¢, = 0 casi seguramente en A,

Denotemos g = inf{P(¢. = 0) : = € D}, ;2 = sup{P(B) : Vz €
D ¢, = 0 casi seguramente en A}. Sea {A,} una sucesion de sub-
conjuntos medibles de Q verificando Vz € D . =0 casi seguramente
en Ap, imP[A,] = m y A = U2, A, Entonces V:e D ¢, =0 casi
seguramente en A, asi que P[A,] < P[A] < 5z y por tanto P{A] = n2.
Asi el conjunto {P(A) : ¥z € D ¢, = 0 casi seguramente en A}, tiene
maximo y éste vale 1. Claramente g 2 17 y, por Teorema 2.29,

realmente se satisface que f; = 1;. |

El teorema anterior nos permite probar finalmente nuestra aseve-

racion inicial.
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TEOREMA 2.33. Sea D un subconjunto abierto conezo de C, X
un espacio de Banach complejo y sean ¢, y ¢ funciones aleatorias
X -valuadas holomorfas en media sobre D. Las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. P(¢y, = ¢2.) >0 Vz € D.

9. Eriste A € Y con P(A) > 0 tal que, para cada z: € D,
1, = P2

casi sequramente sobre A.

9. Eristen versiones ¥, y v de @, y ¢ respectivamente, cuyas
trayectorias son holomorfas sobre D y satisfacen
My, = V2,
con probabilidad no nula.

Ademds,

inf{P(¢1. = ¢2.) 12 € D} max{P(A): ¥z € D, ¢y, = ¢y, c.5. en A}
Plw € Q:vy, =¥,)-

Demostracion. La equivalencia de 1y 2 se tiene sin mas que aplicar
el anterior teorema a la funcion aleatoria ¢; — ¢;. Ademas se deduce

que

inf{P(¢y, = ¢2.) : 2 € D} = max{P(A):Vz € D, ¢;. = ¢, c5. en A}

Es ademés obvio que 3 implica 2

Supongamos ahora que se verifica 2. Existe entonces un conjunto
A € ¥ con probabilidad no nula tal que, paracada : € D, ¢, = b2,

casi seguramente sobre A. Sean ) y yu las versiones de ¢y y ¢2,
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respectivamente, con trayectorias holomorfas en D), y cuya existencia

nos asegura el Teorema 2.14. Para las funciones aleatorias v y 2 se

satisface, para cada z € D, . = ¢, casi seguramente scbre A.
Sea S un subconjunto numerable denso en D. Para cada s € S

existe un conjunto A, € T con probabilidad nula tal que
Y1,(w) = Y2, (w) Vw € A\ A,

Si notamos por Ag el conjunto de probabilidad nula dado por

Ag = U,es As ¥ sin mas que tener en consideracion la continuidad de

las trayectorias de ¥y y i, se sigue que
bi(zw) = da(z,w)
para cualquier z € D y cualquier w € A \ Ap. Se satisface ademas que
P(A) < Pfw € Q: ¢y, = ¥2,}.

La otra desigualdad es inmediata. |




CariTuLo II1

DERIVABILIDAD EN MEDIA

[II.1  INTEGRABILIDAD EN MEDIA

Con el propésito de estudiar la repercusion sobre las trayectorias

de una funcion aleatoria de la derivabilidad en media, requerimos en

primera instancia analizar lo que acontece con la integrabilidad en

media.

TeOREMA 3.1. Sean (1),T1,7;) y (T2, [z, 72) dos espacios de me-
dida o-finita, X un espacio de Banach y ¢ : Ty xT; =+ X una Juneion.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{. Para cada t de Ty, & € L1(72,X) v la funcién t — [¢] de T

en Ly(rg, X) es integrable.

9. Eriste una funcién ¢ € Ly(m x 12, X) tal que para cada t € Ty,

by = 1y casi por doguier en T3,

63
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Ademds, si se verifican las condiciones anteriores, entonces la fun-
cién medible [, yydry pertenece o la clase de equivalencia [, [¢]dT

para cada A € T'y.

Demostracidn. Supongamos que 1 se verifica. Existe entonces una
sucesion {®, } de funciones simples de Ty sobre L(r3, X)) que converge
casi por doquier en Ty a la funcion t -+ [¢] y satisface adicionalmente

la condicion

/ 1D — Bullidry = 0.
 JT,

Para cada n € N, &, puede expresarse como
Nn

¢, = Z[fl]\a‘

=1
para convenientes funciones & € £1(rz, X) y conjuntos medibles A; C
T, de medida finita para i = I,..., Ny. Podemos definir ahora una

sucesion {¢,} de funciones de £;(r x 72, X) mediante

Nn
$ =3 _LiXa,-
1=1

Obsérvese que estas funciones satisfacen la propiedad:

j I6m — dalid(ry xmzj € = ®nll1dr,
F.ng TI

y por ello {¢,} es una sucesion de Cauchy en Ly(ry x 73, X). Por
Teorema 1.16 la anterior sucesion converge en media a una funcion
¢ € L4(r x 13, X). Significa esto que

n—oo

im [ ([ lgn(t.5) = gt 9)ldra)in) = 0
Jr T,
y en consecuencia la sucesion { fr, [|¢n(:,s) = (-, s)lldr2} de funciones
de Ly(ry,B) converge en media a cero. Por tanto existe una suce-

sion parcial {¢q(n)} de {¢,} de forma que I1, 1ba(n) (2, 8) = o(t, 2)|idr,
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converge casi por doquier en T, a cero, esto es, existe So C T; con

11(So) = 0 tal que
lim / Painy(t,8) — t,s dra =0
n—oo J, I m ) = plt, s)lldrz

para todo t € Ty \ So. Por otro lado, dado que ®, converge rasi por
doquier en Ty a la funcién t — [¢] existe un subconjunto S; de T

conteniendo a Sg con 11(S;) = 0 y de manera que
i [ Won(t, ) = 60,5 =
para todo t € Ty \ Si. Es obvio que para cadat € T\ \ 51,
bt = i

casi por doquier en Tj.

La funcion v : Ty x Ty = X definida come

v’u.s):{ﬁp“'-" s teT\Si s€T

P(t,s) si LE€S), s€y

es claramente idéntica a ¢ en (Ty\ S) x T;. Como quiera que 51 x T,
posee medida nula y ¢ € L£y(m; % 72, X) podemos concluir que ¢ €
Ly () x 72, X). Obsérvese que Vt € Ty, ¥4 = ¢, casi por doquier en T3.

Queda de esta manera probada la segunda aseveracion del teorema.

Ademas, por definicion [4[¢¢Jdr) es el limite en media de la suce-

sion [ ®,dry. Notese que

N'I

./‘;ff)nd‘r] :Efifl(A.mA) € Lq’uflfl.

Ademas se verifica

/i',( jagb"“’s)dr‘ - LU’(E,-s}drl )rh'z
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= ./7', (I!Lén(t,s)drl - /Acp(t,s)dn )drg
gL(mema—mwmmea

s] n — Plld(ry x 72)
Ty XT2

que converge a cero y por lo tanto la funcion medible [, yydr, pertene-

ce a la clase de equivalencia [, [¢]dr;.

Supongamos ahora que se verifica 2. Para probar la primera afir-
macién en primer lugar vamos a comprobar que dada una funcion
simple @ sobre Ty x Ty, la funcién t = [¢,] de T; en Li(r2, X) es
medible. Para lo cual sélo necesitamos probar el caso 9 = ye, siendo
© C T, x T, un conjunto medible de medida finita. Expresamos
0 = UL, A, x Iy para una conveniente sucesion {A, x I',} de rec-
tangulos medibles disjuntos dos a dos. Entonces {Zﬁ:l[\,.*]\ak} es
una sucesion de funciones simples L,{r;, R)-valuadas que converge en
todo punto de Ty a la funcién [9], con lo cual queda probado que la

funcion ¢t — [@] de Ty en Ly(72,R) es medible.

Sea {t,} una sucesién de funciones simples sobre Ty x T, verifi-
cando que

lim [ ‘ v — wijid(m x 72) = 0.

JTy xT;
Es claro que lim [ |¢w(t,-) - ¥(t,-)|ldrz = 0 casi seguramente so-
bre Ty y, por consiguiente, la sucesion {W¥,} de funciones medibles
Ly(r2, X)-valuadas definidas sobre T como ¥ (t) = [¥alt,-)] con-
verge casi seguramente sobre Ty a [#]. Esto prueba que [¢,] es una
funcion medible Bochner L;(7;, X)-valuada. Ademas, el Teorema de
Fubini asegura que la funcién t — [ [b(t, s)||dr; es integrable, de lo

que se sigue que [¢] es Bochner integrable. i
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Si consideramos ahora una funcién aleatoria X-valuada definida
sobre un espacio de medida o-finita (7, T, ), es razonable considerar

la primera condicién del teorema anterior, ésto es la funcion

de T en L;(P, X) es integrable, como una condicién de integrabilidad

en media.

COROLARIO 3.2. Sea (T,T',7) un espacio de nedida o-finita, X un
espacio de Banach y ¢ una funcién aleatoria X -valuada integrable en
media sobre T. Eriste entonces una version y: de ¢ cuyas trayectorias

son integrables sobre T

[I1.2 TRANSFERENCIA DE LA DERIVABILIDAD EN
MED!A A LAS TRAYECTORIAS

En lo que resta de capitulo supondremos que I es un intervalo
real de longitud positiva que consideraremos provisto de la medida de

Lebesgue A.

Sea X un espacio de Banach y ¢ una funcion aleatoria X-valuada
definida sobre I. Diremos que ¢ es derivable en media en un punto to
de I si la funcion ‘

Ot — Pt

t— 1o
tiene limite en media cuando t tiende a ty; ésto es, existe una variable

aleatoria de primer orden sobre X que serd unica salvo equivalencias
'
y que notaremos ¢, de manera que

ﬁmﬁfﬁfﬁ

t—=tg t — {0

*ﬁm:&
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Diremos que la funcién aleatoria ¢ es derivable en media en I cuando

sea derivable en media en todos los puntos del intervalo /.

Es obvio que la derivabilidad en media de una fu ncioén aleatoria ¢

equivale a la derivabilidad, en el sentido tradicional, de la funcion
t— [gf),]

definida sobre I y con valores en el espacio de Banach Ly (P, X).

4 4 - v . . .y . .
Si ¢, esta definida y ¢ tiene una version ¥ con trayectorias deri-

' vt .ye
vables en tp, entonces = 3tow) .on probabilidad uno.
01 ) ot

Contrariamente a lo que sucedia con la derivabilidad compleja,
la derivabilidad real en media puede no ser transferida a las trayecto-
rias de ninguna version. Asimismo la derivabilidad de las trayectorias,
incluso euando adicionalmente existe continuidad en media, no garan-
tiza la derivabilidad en media. Mostramos a continuacion la veracidad

de estas aseveraciones con ejemplos.

EseMPLO 3.3. Consideremos como €2 el intervalo [0,1] dotado con
la medida de Lebesgue. Sea {€,} la sucesion de variables aleatorias

dada por

- < 1t
1 s f; <w< "i-r'
0 en otro caso

&n (“-’} =

siendon=2F+j,dondek>0y0<j< y

Definimos la funcion aleatoria ¢ : [0, 1] x 2 = R como
n7 (L =)t - 7)%n(w) s Ar<tg

Plfiw) = 0 si t=20
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Puesto que para cada natural n la funcion (-1- - )2t~ —i—l) es
derivabie en el intervalo (nH, i) y su derivada se anulaent = 1 syt=
n—— la derivabilidad de ¢ en media en el iatervalo (0, 1] es clara Para
comprobar la derivabilidad en media de ¢ en el cero, consideremos
una sucesion {£,} en (0, 1] convergente a ceto. Para cada naturai n,
notamos por k, un nimero natural que satisface ——--— €1y < g-. Pot

tanto

¢’ N k 2 (_" = ‘ll)z(f’ﬂ = "_I—_)2
E ;’—l = ? £t ||€k, s
y dado que

| € =g
177 dkp?(ka + 1)

1
o G Y, =
e

sl < 7

obtenemos

15

‘f’l" < kn? 2 “-n + ]) ku%
= 16k, (k, + 1) ka Bk, + 1)3

) ALY

que converge a cero puesto que la sucesion {k, } diverge positivamente.

De lo anterior puede concluirse que ¢ es derivable en media en 0.

Ahora vamos a probar que cualquier version de ¢ no posee casi

ninguna trayectoria derivable.

Consideramos la sucesion {t,} en [0,1] definida por t, = —‘n—t"‘ffn

que converge a cero. Si evaluamos # en la sucesion tenemos que

n

o, = 16(n + 1)*

£, Vnell

y por tanto
¢¢"(u) nt
ta,  8(2n+1)(n+1)?

§n(w).
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Para cada w € §2, es claro que la sucesion {ﬂ'fl“-L“'J} no es conver-
gente. Si ¢ es una version de ¢, para cada t,, existe un conjunto de
probabilidad nula, An, tal que

1, (W) = dr, (W), Yw € \ B

Si notamos por A al conjunto de probabilidad nula dado por A=

U2, Ay, se satisface

"%
!f’(tm""’) = dy(lmw) = 8(2n + 1)(n+ 1)

s€n(w), Vn€N Yw € Q\ A.

y por tantosi w € 2\ A la sucesion {M‘:—“-l} no converge. De ello
se sigue que el conjunto de trayectorias derivables en el punto 0 es de

medida nula.

En el siguiente ejemplo mostramos una funcion aleatoria con todas
sus trayectorias derivables sobre un intervalo real y que no es derivable

en media sobre dicho intervalo.

EjempLo 3.4. Consideremos como (2 el intervalo (0,1) dotado con
la medida de Lebesgue. Sea {£.} la sucesion de variables aleatorias

dadas por

L <w<i
E"(w]z{" si 0<Sw<s g

0 en otro caso

Definimos el funcién aleatoria ¢ : [0, 1] x 2 = R como

i) = ni(n 4+ DAL - )2t - S7)%6a(w) s o<l
iy 0 si t=0

Paia probar que las trayectorias son dJerivables, probaremos ea

primer lugar que lo son en (0, 1].
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Sea to € (0,1] y no el natural satisfaciendo —~ +1 <ty < no‘ para cada

te [W’ 1] se verifica

$(t,w) =

(o - e 8 05253
GHOTOC&SO

Con lo que es inmediato comprobar la derivabilidad de las trayectorias

en tp.

Para probar la derivabilidad de las trayectorias en cero, consideremos
w € 2 fijoy ng un natural sahsfa(lendo a <W Sea {t,,} una sucesion
en (0, 1] que converge a cero, existe m € N tal que si n > m entonces
n =

th < ;1;. Sin mas que comprobar que para n 2 m, P(tn,w) = 0 queda

probada la derivabilidad de la funcién ¢, en cero.

Por iltimo comprobamos que ¢ no es derivable en media sobre
[0, 1), para lo cual basta probar que no lo es en cero.

Consideramos la sucesion {t,} de elementos del intervalo (0,1]

2ntl

Tolag) que converge a cero. Para cada n,

definida por t,, =

dP = =

qbf" 3 [' d(ta,w) 1 .Zn n+1 ln2(n+1)
. —_ :

tn 8 2n+1

Consecuentemente, ¢ no es derivable en media en cerc.

A la vista de ios anteriores ejemplos, poco parece que pueda ser
dicho respecto a la transferencia de la derivabilidad real en media a
las trayectorias y viceversa. ste pesimista pensamiento queda total-
mente alejado de la realidad. A diferencia con lo que acontecia con la
derivabilidad conipleja, la relacion existente entre la derivabilidad real
en media de una funcién aleatoria y la derivabilidad de las trayecto-

rias de alguna de sus versiones es un poco mas imperfecta puesto que
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se pierde un grado de regularidad en la transferencia. Para formalizar
ésto introducimos a continuacion las derivadas de orden superior al

primero de una funcion aleaioria.

Si para algin n € 1" la funcion aleatoria ¢(") esta definida sobre un
entorno de o y ¢{") es derivable en media en 1o, entonces su derivada

es llamada la derivada (n + 1)-ésima en media de ¢ en tg, la notamos
como ¢:( A ), y decimos que ¢ es n + 1 veces derivable en media en
ts. Sila funcién aleatoria ¢ es n veces derivable en media sobre el
intervalo I y su derivada n-ésima ") es continua en media, entonces
& se dice que es clase C" en media sobre I. Decimos que la funcion
aleatoria ¢ es de clase C™ en media sobre [ si es de clase C™ en media

sobre [ para todon € N.

En el siguiente teorema probamos que una funcion aleatoria que
es de clase C'™ en media sobre [ tiene una versién cuyas trayectorias

son de clase C*~! en [.

TEOREMA 3.5. Sea I un intervalo de B, X un espacio de Banach
y ¢ una funcién aleatoria X -valuada definida sobre I. Si & es de

clase C™ en media sobre el intervalo I, en‘onces ¢ tiene una version

U cuyas trayectorias son de clase Crlenly %ﬁ- es A x P-integrable

en [a,b] x 2 para cualesquiera abelcona<byj=0,....n-1

Demostracion. Fijamos dos puntos a,b € [ con a < b. [#/] puede

expresarse como

n—1

[ E:;.“” v—m*+£i£"~-£””¢mﬁm

n=1 i

> el - 4 [ )




§2. De derivabilidad en media a derivabilidad en trayectorias 73

donde
= {(tyy.. tn) € [0, 0]" :a <t S gy k= o A
Dado que QSS:} es continuo en media, también lo es la funcién
(try-e s tn) — [H40)]

sobre [a,b]", que serd por tanto integrable en media sobre [a,b]". Por
el Teorema 3.1 obtenemos una versién suya ¥(ty,...,t,,w) integrable

en [a,b]" x Q. Es obvio que n(t,w) = Y(a,...,a,t,w) es una version

de :f)E:) integrable en [a,b] x Q y el Teorema 3.1 también prueba que

Dltn,@)d(ty, s t) € [ (#0711 ).
J De

Con lo cual la funcién aleatoria

n-—1
1 t ty tn—1
Z L|'bs’“ )k+] j / H“mw)'”n"'drl

es una version de ¢ sobre [a,b] y todas sus trayectorias son de clase

C™=1 en [a,b).

Sea ahora {[a,bi]} una sucesion de intervalos satisfaciendo

[ak, bx] C [ak1,bean] C 1

[ﬂk, hg'.] = I.
k=1

Para cada k € H existe una version 17 de ¢ sobre [a, b] cuyas trayec-
torias son de clase €™~ en [a,bi]. Sea S un subconjunto de ! nu-

merable denso. Para cada k € N se verifica

Pw : ¢x(t,w) = Yap(t.w) VE € [ak, ]} =
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donde
A={(ty,...,tn) € [a,b]" :a <t} < gy k=1, n}
Dado que gﬁs:) es continuo en media, también lo es la funcion
(t1y.eestn) — [qb{")

sobre [a,b]". que serd por tanto integrable en media sobre [a,b]". Por
el Teorema 3.1 obtenemos una version suya t(ty, ..., {,,w) integrable
en [a,b]" x 2. Es obvio que y(t,w) = ¢(a,...,a,t,w) es una version

de qﬁs::} integrable en [a,b] x 2 y el Teorema 3.1 también prueba que

/7](fn$w)d“‘lp"'atﬂ)G/[(bs:}}d“la"':»fn)'
A A

Con lo cual la funciéon aleatoria

n—1 t th-
Z A'¢(k) a)-’r +/ / I / ; 1}(tu,w)dln“'!ﬁ|

es una version de ¢ sobre [a,b] y todas sus trayectorias son de clase
C™1 en [a,b].

Sea ahora {[aj,bk]} una sucesion de intervalos satisfaciendo

{ak, bk) C [akgr,brs] C 1

U ap, by] =

Para cada k € N existe una version ¢ de ¢ sobre [aj, b] cuyas trayec-

torias son de clase C™~! en [aj,bx]. Sea S un subconjunto de I nu-

merable denso. Para cada k € N se verifica

Plw : ¢x(t,w) = Prgr (t,w) VE € [ax,bi]} =
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Plw: ¥ (s,w) = Yasa(5,0) Vs € SN [ag, bi]} = 1.

Por tanto, existe un subconjunto §2; de  con P(§2;) = 1 tal que
¥, (hw) = P(t,w) Yw €

para cada t € [a;,b;] siendo j < k.
La funcion aleatoria ¢ dada por

¥(t,w) = { . L
estd bien definida y es una version de ¢ cuyas trayectorias son de
clase C"=1 en I. En lo que respecta a la condicién de integrabilidad
enunciada, sipongamos que a,b € [ con a < b. Existe entonces k € I!
de manera que
ar <a<b<b

n--1
i

Witw) = 3 gttt - el

I=j

t fJ+| tn-1
+ / / n(tmw)dtn"'dfj-c-l-
Jag Ja

k Jag

paraj=0,...,n— 1yt € [agb]. Portanto
bl op(t, bl (t, -

[m; il Na = /F‘———r ‘!f“(’) dt

Ja ol a | ol

n-1 1

N (b — aryi-i+
S Tt On =)™

+ (b —ax)"™? / [In(t,w)|| d(A x ) < o0,

Ll LT x
para j = 0,...,n — 1. La propiedad de integrabilidad es por tanto

satisfecha. Nl
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Para cada n € HU{0}, por C*([a, b}, X) notamos al espacio vecto-
rial de las funciones f : [a,b] & X con derivada n-ésima continua en
el intervalo [a,b]. Los espacios C"([a,b], X') se considerardn siempre

provistos con la norma

17l =Y 1 ®e £ € C™([a,8], X),

k=0
dond.
| flloe = max{||f($)]| : ¢ € [a,b]},

que los convierte en espacios de Banach.

Definimos ahora el operador
Vo : Li(A X) = C([a,b], X)

dado por

t
(Vo)) = [ f(e)ds Vi € o8]

' es un operador lineal que satisface
t t
16O = | [ 11| < [ 1)l
b
[ 1 @lds = 171 ve € 8]

Consecuentemente ||Vof|lcc < ||fll1 ¥ ello prueba que V; es con-

tinuo,

Consideremos ademds para cada n € N el operador
V, : C"1([a,b], X) = C*([a,b], X)
definido también como

t
(Vaf)(t) = / f(s)ds ¥t € [a,B]
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Est4 obviamente bien definido, es lineal y se satisface
(Vaf)'(t) = f(t) V€ [a,b],

de donde obtenemos

Vafll = 3NV )) ¥l < (0= a+ D).
k=0

Consecuentemente el operador V,, es también continuo.

TEOREMA 3.6. Sea X un espacio de Banach y ¢ una funcion
aleatoria X -valuada definida sobre un intervalo real [a,b]. Suponga-
mos que las trayectorias de  son de clase C" en [a,b] y que la funcidn

(t,w) — l,l!}.,"’(!) es A x P-integrable en [a,b] x Q. Entonces la aplicacién
W= Yy

de ) en C"([a,b], X) es una variable aleatoria de primer orden.

Demeostracidn. El teorema 3.1 garantiza que la aplicacion

v, wr— !l?l(‘,")

de Q en Li(), X) es una variable aleatoria de primer orden.

Notamos por ¥ a la aplicacion w — ¢, de Q en C"([a,b], X), y
notamos que ésta puede ser reconstruida a partir de ¥, en la siguiente
forma: il &

s R k4 v
¥ = kz:,n E'i'“’ (a)(t — a)* + V_y -+ Vo¥,.

La Proposicion 1.15 garantiza entonces que W es una variable aleatoria
C™([a, b], X)-valuada de primer orden. §

COROLARIO 3.7. Sea [a,b] un intervalo de R, X un espacio de

Ranach y ¢ una funcién aleatoria X -valuada de clase C™ en media
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sobre [a,b]. ¢ posee entonces una version ' cuyas trayectorias son de

clase C"~! en [a,b] y ademds la aplicacién
w— iy,
de Q en C"=1([a,b], X) es una variable aleatoria de primer orden.

Hemos probado que una funcion aleatoria de clase C™ en media
sobre un intervalo posee una versién cuyas trayectorias son de clase
Sy

No es posible obtener un resultado més fuerte, en el sentido de no
poder asegurar que para una funcion aleatoria de clase C™ en media
exista una version cuyas trayectorias sean de clase superior a n — 1.
A continuacién probamos que para cada natural n existe una funcién
aleatoria de clase C™ en media cuyas versiones no tienen casi ninguna

trayectoria de clase C™.

EiempLo 3.8. Consideremos como 2 el intervalo (0,1) dotado
con la medida de Lebesgue.

Sea fo la funcion definida sobre el intervalo [0, 1] dada por

nhd-t)t-A) si dp<t<tnen
0

folt) = { 0 st

Para cada natural k podemos definir inductivamente

fe(t) = fut fr-1(s)ds, Vt € [0,1].

Sea {£,} la sucesién de variables aleatorias definidas por

sn(w)={' § wiud g

0 en otro caso

donde n = 2% + j, siendo k > 0,0 < j < 2F.
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Para cada k € MU {0} dcfinimos la funcién aleatoria ¢y : [0,1] x
Q — R como

f(Oéalw) s o
0 si

‘lbk(r'!"‘"} = {

La funcioén aleatoria ¢y asi definida es k veces derivable en media sobre
[0, 1], ademas s derivada k-ésima ¢ik) resulta ser 1a funcién aleatoria
inicial ¢o. La continuidad sobre el intervalo (0,1] de la funcién fo
evidencia la continuidad en media de ¢p en el intervalo (0, 1]. Para
comprobar la continuidad en media de ¢p en cero consideramos una
sucesion {t,} de elementos de (0, 1) convergente a cero. Para cada
n € N denotamos por ky el natural tal que ﬁi’ <t < ;‘:, se puede

n

comprobar que

14 ks Y -
t)| £ = t e
poiss(2) ve(Gmw)

EJU t! H kn I+

Dado que ia sucesion {E|¢x, |} es convergente a cero, queda probado
que la funcién aleatoria ¢g es continua en media en cero.

Todo lo anterior prueba que, para cada k € M, la funcion aleatoria
¢ es de clase C* en media sobre [0, 1].

Sin embargo, a continuacion probaremos que cualquier version
de estas funciones aleatorias no tiene casi ninguna trayectoria de clase
C* en [0,1].

: TR 1 n4l
Consideramos para ello la sucesion {m} que es convergente

a cero y verifica que

( ‘w
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para cada n € N y w € §2. Dado que la sucesion {£,(w)} no converge
para ningin w € Q se tiene que {‘i’ﬂ(ﬁ{’%‘ﬂ!”)} no converge para
ningiin w € §2. Si ¢ es una versién de ¢y entonces existe un conjunto
(o con probabilidad nula tal que

2n+1 2n+1
bl N e ], Wen\eVneN.
¢'°(2n(n.+1) "’) ‘!)0(211(11+1) “') stk ik

Sea ahora w € §2\ §, la sucesion {:J!g(r':"’ln*fl—,w)} no converge. Con
lo cual el conjunto de trayectorias de ¥y continuas en cero es de pro-

babilidad nula. Si ¥ fuese una version de ¢, con un conjunio A de

ko
probabilidad no nula de trayectorias de clase C™ en I, entonces a-%}'ﬂ

es una version de ¢ en A. Proporcionaria lo anterior un conjunto de
probabilidad no nula de trayectorias continuas para alguna version de

o, lo cual sabemos que no puede acaecer.

COROLARIO 3.9. Sea I un intervalo de R, X un espacio de Banach
y ¢ una funcién aleatoria X -valuada definida sobre . Si ¢ es de clase
(' en media sobre I entonces posee una version i cuyas trayectorias
son de clase C™ en I y para cualesquiera a,b € I cona < b % es
X x P-integrable en [a,b] x §2.

Demostracién. Al ser ¢ de clase C™ en media sobre el intervalo /,
para cada n € NU {0}, en virtud del Teorema 3.5, la funcién aleatoria
¢ posee una version i, cuyas trayectorias son de clase C™ en [ y que
es integrable sobre [a,b] x  para cualesquiera a,b € I satisfaciendo

a < b. Sea S un subconjunto denso numerable de I. Dado que
P{w : Yo(w) = (- w)Vn € N} =
P{w : o(s,w) = Yn(s,w)VR EN Vs € Sy=1,

existe un conjunto €; C  con P(€) = 1 tal que para cada wde £ la

trayectoria Vg, es de clase C™ en I. La funcién aleatoria ¢ definida
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o(t,w) si welly, tel
',l’(f,w) : '10( 1 ) 1y
0 en otro caso
es una version de ¢ cuyas trayectorias sen de clase C™ en [ y ademas
%:—,‘f— = _33"_;1'_;2 casi seguramente sobre [ x 2, lo cual prueba que %,‘f- es

integrable sobre [a, b] x §2 para cualesquiera puntos a y b de [ siendo
a<b 1l

PROBLEMA ABIERTO: Sea D un subconjunto abierto de R", X
un espacio de Banach y ¢ una funcion aleatoria X-valuada definida
sobre D. Si ¢ es de clase C'* en media sobre el abierto D, jexistird una
version de ¢ cuyas trayectorias son de clase C*~! en D, o de algiin otro
orden? Si ¢ fuese infinitamente derivable en media sobre D, ;tendra ¢

una versién cuyas trayectorias también sean infinitamente derivables

en D?

II1.3 TRANSFERENCIA DE LA DERIVABILIDAD DE
LAS TRAYECTORIAS A LA DERIVABILIDAD EN
MEDIA

En lo que sigue analizaremns la repercusion sobre la regularidad
en media de una funcién aleatoria de la regularidad de las trayectorias

para alguna version suya.

TEOREMA 3.10. Sea I un intervalo de B, X un espacio de Banach

y ¢ una funcion aleatoria X -valuada definida sobre I. Si ¢ tiene una

S 5 . s Gn o,
version i cuyas trayectorias son de clase C™ en el intervaio | y i(;f-,,i
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es integrable sobre [a,b] x Q para cualesquiera a,b € I con a < b,

entonces ¢ es de clase C™=' en media sobre I.

Demostracién. Fijamos a,b € I de modo que a < b. Para cada

t € [a,b] y w € Q tenemos que ¥, (t) puede expresarse como

n-~1 1

*y(a,w)
P(tw) =
,‘E_; atk

o [ [T R

Dado que M—'—','rﬂl es integrable sobre [a, b]" x £, se sigue del Teorema

3.1 ["EJT#"_] es lllii'gl‘dblt‘ en media sobre [a,b]" y

. i

n-1 1

* 1,
[bl=[w] = ) ] ‘““)k[ ("i:f‘ ]

k=0

1y tn—1 dﬂ!‘l,f
/ / / at, " il

Por consiguiente, ¢ es de clase C"™~! en media sobre [a, b] con

. o S *
W= = ¥ e ot 5]

ty41 th-1 (}“ B
+ / /J ] (_) dﬂ l”u df-_r+|.
i,

para j = 1,...,n =1yt € [a,b]. De esto se puede concluir que ¢ es

de clase €™~ en media sobre el intervalo 1. K

En el siguiente ejemplo mostramos una funcion aleatoria cuyas
trayectorias son de clase C™ en un intervalo real y sus derivadas de
orden n satisfacen la condicion de integrabilidad del Teorema 3.10 y

en cambio no es de clase C" en media en dicho intervalo.
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EJeMPLO 3.11. Consideremos como § el intervalo (0, 1) provisto
de la medida de Lebeczue.
Para cada k € N defirimos la funcién aleatoria ¢y : [0, 1] x (0,1) =

¢k(fw)={ st & wgrgl

0 en otro caso.

B como

Todas las trayectorias de la funcién aleatoria ¢ son de clase Ck-1
sobre el intervalo [0, 1], dvs,’)((],w) =0y fy IEI‘%%‘[ < 00 para j =
0,1,...,k — 1. Sin embargo, la funcién aleatoria ¢ no es de clase

(%=1 en media sobre [0, 1]. Puesto que si lo fuese, la funcion aleatoria

p{t, » . .

"';—L—“{l convergeria en media a cero cuando ¢ tendiese a cero. Lo cual
b t

no es posible ya que F}'f’—ﬁf“,’” = o

Del Teorema 3.10 se deduce de forma inmediata el siguiente coro-

lario.

COROLARIO 3.12. Sea I un intervalo de R, X un espacio de
Banach y ¢ una funcion aleatoria X -valuada definida sobre I. Si
¢ tiene una version ¢ cuyas trayectorias son de clase C'™ sobre el
intervalo [ y ‘;—'} es integrable sobre [a,b] x §) para todo k € N y
cualesquiera a,b € I con a < b, entonces ¢ es de clase C™ en media

sobre I.

Si suprimimos la hipotesis de integrabilidad en el corolario anterior

la tesis no es cierta, como puede verse en el siguiente ejemplo.

EieMpPLO 3.13. Sea la funcion aleatoria ¢ : [0,1] x (0,1) = R
definida como
B(t,w) = (w+ )72
para cada t € [0,1] y w € (0,1). Cada trayectoria de ¢ es de clase

(' en [0, 1] y sin embargo no es derivable en media en cero. De serlo,
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- . ’ ' - g
su derivada en media en cero seria ¢y(w) = w 3/2 con probabilidad

uno y es claro que la variable aleatoria {(w) = w=3/% po es de primer

orden.

PROBLEMA ABIERTO: Sea D) un subconjunto abierto de R", X
un espacio de Banach y ¢ una funcion aleatoria X-valuada definida
sobre D. Si las trayectorias de la funcion aleatoria ¢ son de clase
C* en el abierto D y todas sus derivadas parciales de orden k son
integrables sobre K x € para cualquier subconjunto compacto K de
D. ;Sera la funcién aleatoria ¢ de clase (k=1 sobre D, o de algin

otro orden?

Si las trayectorias de la funcion aleatoria ¢ son infinitamente deri-
vables en el abierto D y todas sus derivadas parciales de cualquier
orden son integrables sobre K x Q2 para cualquier subconjunto com-

acto K de D. ;Sera la funcién aleatoria ¢ de clase "™ sobre D?
p &

No podemos finalizar el capitulo sin poner de manifiesto que el
hecho de ser
Py =0)>0 Viel,

para una funcién aleatoria ¢ de clase ("™ en media sobre un intervalo
I, no garantiza que

E"[q‘),:ﬂ)gﬁ Viel
para adecuado nimero positivo 4. Las funciones aleatorias exhibidas

en el ejemplo 3.8 dan buena cuenta de ello.
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