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Introduccion

El trabajo pionero en el estudio de los polinomios ortogonales en espacios de Sobolev

corresponde a un articulo de D. C. Lewis [102] de 1947, en el que se considera la apro-
ximacion simultdnea por minimos cuadrados de una funcién y sus derivadas. Posteriormente,
en la década de los 60, diversos autores alemanes (P. Althammer, J. Brenner, W. Grébner,
... ) vuelven a considerar el problema estudiando casos puntuales de productos escalares en
espacios de Sobolev. Ha sido en los iltimos afios cuando el tema ha atraido la atencion de
una cierta cantidad de investigadores.

En estos dltimos afios, una de las lineas de trabajo en el campo de los productos escalares
llamados “Sobolev” ha consistido en encontrar propiedades de ortogonalidad para algunas
familias de polinomios bien conocidas en la literatura.

En efecto, se considera una familia de polinomios cldsicos asociados a un funcional lineal
definido positivo con pardmetros (Laguerre-Sonine o Jacobi), a partir de la expresién explicita
de estos polinomios se extiende el rango de los parametros, (ver G. Szegé [158]), y se buscan
propiedades de ortogonalidad para estos polinomios.

Consideremos un producto escalar definido a partir de una funcién peso cldsica, p(z),
definida sobre un intervalo I:

(f,y}=/lf(r)g(m)p($)dr- (1)

Denotaremos por { Py }a>0 a la sucesién (cldsica) de polinomios ortogonales asociada al pro-
ducto (1), en la que cada elemento es un polinomio P,(z) de grado n.

Las sucesiones clasicas de polinomios ortogonales asociadas a una funcién peso definida
sobre IR, vienen dadas en la siguiente tabla:

Nombre P.(z) I pz) Restricciones

Hermite Hp(z) | (-00,400) e
Laguerre-Sonine L,(f)(.?:) [0,+00) %7 a> -1

Jacobi P [-1,1] |a-200+2P] o8> -1

Consideremos, solamente las sucesiones de polinomios de Laguerre-Sonine y de Jacobi,
pues poseen restricciones en los pardmetros. Estas restricciones vienen dadas para asegurar
la existencia de los momentos.
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A partir de la expresién explicita de estos polinomios:

£e) = an(_l)]("”)wi, n 20,

7=0 J! n —j

o = S ()R e

1=0

es posible plantearse si el rango de valores de los parametros puede extenderse a mas valores
reales. Para poder dotar de propiedades de ortogonalidad a estas familias de polinomios sélo
necesitamos que el grado de cada polinomio sea exactamente n.

Definimos asi las familias de los polinomios generalizados de Laguerre y las familias de los
polinomios generalizados de Jacobi como las familias que representaremos, respectivamente,

por {LL,C.]}-HZQ, donde o € R tal que gr (L!f") =0, a>0y {P,ﬁa'ﬁ)}nzn, donde a, 4 € R

tal que gr (P,ﬁ“*‘”) =n, n>0
Ademas, unas simples manipulaciones en la expresién explicita de estos polinomios nos
permiten demostrar que satisfacen una relacién de recurrencia a tres términos:

P_.](.Z') =l P[)(.T):l,
IPn(-T} = Pn+1('r)+.BnPn(I)+7nPn—l('r)s n 2> 0.

En el caso de los polinomios de Laguerre el coeficiente 7, depende del pardmetro a y para
los polinomios de Jacobi este coeficiente depende de o y 3.

Cuando v,(a) # 0 en el caso Laguerre o bien y,(a,3) # 0 en el caso Jacobi, para todo
valor de n > 0, entonces el teorema de Favard asegura que los polinomios de Laguerre-Sonine
o los polinomios de Jacobi son ortogonales con respecto a un funcional lineal regular, que es
definido positivo cuando aplicamos las restricciones de los parametros.

Sin embargo, hay valores de estos parametros para los cuales el coeficiente 7,(a) o bien
Yn(a, 3) se anula, y el teorema de Favard no nos permite deducir propiedades de ortogonalidad
(estdndar) para estas familias de polinomios.

Recientemente, este problema ha sido estudiado por varios autores.

El caso Laguerre-Sonine, que proporciona el punto de partida de este tipo de trabajos,
fue iniciado por K. H. Kwon y L. L. Littlejohn en 1995 ([96]) donde abordan el caso en que
a = —N,con N > 1 un nimero entero dado. En este caso el coeficiente y5(—N) = 0, y estos
autores demuestran que los polinomios {Lgﬂ')}nzg, son ortogonales con respecto al siguiente
producto escalar de Sobolev:

g9(0)
g'(0)

+o0 s :
(f,9) = (£(0), £'(0),..., fN-1(0)) A + /0 M (2)g™M(z)e*dz,

g™¥-1(0)
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con A una matriz real simétrica de orden N x N.

Posteriormente, en 1996 ([146]) T. E. Pérez y M. A. Pifiar dan una versién unificada de
la ortogonalidad de los polinomios generalizados de Laguerre {LS—;.G)}HZ(), para cualquier valor
real del parametro a, probando su ortogonalidad con respecto al producto escalar de Sobolev
no diagonal:

; . 400 )
(£.9§ = [77 F@)M(K)G(@) T2+ e da, ()
donde K > 0 es un niimero entero dado tal que o + K > —1, M(K) es una matriz simétrica

y definida positiva de orden K + 1 y

Ftz) = (f(2), f1z)y .. S 52} ),
G(z) = (g(2),9'(z),...,8K)(z)).

En 1997 ([147]) los mismos autores deducen como se puede usar esta ortogonalidad para
obtener diferentes propiedades de los polinomios generalizados de Laguerre. En particu-
lar, prueban la existencia de un operador diferencial lineal, que notaremos por F(¥) que es
simétrico con respecto al producto (2). Ademds, esta propiedad del operador permitira ex-
presar el producto escalar (., .)‘S" @+K) on términos del producto escalar asociado al funcional
cldsico definido a partir de la funcién peso clasica p(z) = z0+tHK¢-2,

El caso de los polinomios de Jacobi es mas complicado aunque tambien hay resultados
de ortogonalidad para algunas familias de polinomios. En concrete, K. H. Kwon, y L. L
Littlejohn, [97], demuestran que los polinomios de Jacobi {P,g"'l’_”}nzg son ortogon.les con
respecto al producto escalar

1
(£:9)= 1 f(Ng(1) +e2f(~Dg(=1) 4 es [ F@)/(z)da,

donde ¢1, c3 y ¢3 son nimeros reales.
M. Alfaro, M. L. Rezola, T. E. Pérez y M. A. Piiiar estudian en 1997 ([7]) sucesiones de
polinomios que son ortogonales con respecto a la forma bilineal definida por

N i ;
BS,0) = (e Ple)seo S VIA L "7 |+ (u, s Mgy,
g¥-1)(e)
donde u es un funcional cuasi-definido en el espacio P, ¢ € R, N es un nimero entero positivo
Y A es una matriz real simétrica N X NV tal que cada uno de sus menores principales es regular.
En particular, deducen que los polinomios de Jacobi { i )},,20, cuando 8 4+ N no es un
entero negativo, son ortogonales con respecto al producto anterior, para u el funcional de
Jacobi definido a partir de la funcién peso p®¥+N)(z) = (1 4+ 2)P*N [ = [-1,1], e =1y
A = Q'D(Q")7, donde D es una matriz diagonal regular y Q es la matnz de las derivadas
de los polinomios de Jacobi evaluadas en el punto 1. Andlogamente, se obtiene que la sucesion
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de los polinomios de Jacobi {P},Q‘_M)}n;_,g, para a + M # —N, es ortogonal con respecto al
producto anterior, para u el funcional de Jacobi definido a partir de ptotM9(z) = (1—z)o+M
I=[-11,c=-1y A=Q'DQ "), donde Q es la matriz de las derivadas de ios
polinomios de Jacobi evaluadas en el punto —1.

El resultado principal para las familias de polinomios generalizados de Laguerre o para
las familias de polinomios generalizados de Jacohi es que, en ambos casos, dichas familias
de polinomios son ortogonales con respecto a un producto escalar de Sobolev, es decir, un
producto escalar en el que intervienen derivadas.

La Memoria que presentamos consta de siete capitulos, pero puede dividirse en dos partes
claramente diferenciadas. La primera parte, que comprende los capitulos 1, 2, 3 y 4, se ocupa
del estudio de las sucesiones de polinomios ortogonales asociados a productos escalares de
Sobolev. (Para referencias histéricas ver, por ejemplo, [107], [137] y [140]).

Es conocido que este tipo de productos escalares se expresan de forma general como sigue:

: K
(£.957) = 3 (ums, D™ fD4g), Vf,geP, (3)

m k=0

donde D representa el operador derivada, K > 0 es un nimero entero dado, y w,,  son
funcionales lineales, para m,k = 0,..., K, considerados como modificaciones polinémicas de
un funcional lineal de momentos u semiclasico y definido positivo, esto es

Um ik = A111,3:(1‘)?":‘

donde A, x(z) son polinomios reales en la variable z, para m,k = 0,..., K, satisfaciendo una
serie de restricciones que hacen que la matriz polinémica

ABYz) = (O s(2))E 2o

sea una matriz simétrica y definida positiva.

Diversos autores han estudiado productos escalares de la forma (3). Asi, en el caso K = 1,
se tiene como antecedente el trabajo de F. W. Schifke y G. Wolf [156]. En este trabajo los
autores consideran un funcional lineal clasico u con restricciones sobre los polinomios de la
matriz A%)(z), en el sentido de gue el producto escalar de Sobolev se reduce a un producto
escalar estandar cuando se integra por partes, y la constante de integracién se anula. P.
Lesky ({101}) estudia el producto (3) cuando la matriz A/®)(z) es una matriz diagonal y de
coeficientes constantes y el funcional lineal u es el funcional asociado a la medida de Lebesgue.

En 1994, en la Tesis Doctoral de T. E. Pérez ([144]) y en 1995 ([118]) F. Marcellan, T.
E. Pérez y M. A. Pifar estudian el producto escalar diagonal de la forma (3), cuando K = 1
para los funcionales semiclasicos ug y u; relacionados mediante una expresién de tipo racional.
Para este producto escalar, estos autores estudian detalladamente los polinomios ortogonales
de Sobolev cuando up = uy es el funcional lineal asociado a la medida de Gegenbauer ([117])
o a la medida Laguerre-Sonine ([119]).
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H.G. Meijer proporciona en [135] un ejemplo del producto (3), ceando {ug, #; } forman un

par coherente para u) = ug = u,donde u = e da+Mé(E),coné =0,a>0y M > 0.

En [138] establece la clasificacién de todos los pares coherentes. En particular, estudia los

. 1
pares coherentes en el caso Jacobi, considerando u; = ug = u, donde ¥ = ———(1—2)*" (14

|z - €]
z)?ldz + M6(€), para a, 3 > 0, M > 0y || > 1. En ambos casos, la matriz AM(z) es una

matriz diagonal de la forma:
Wi 4 le=E 9
A ((L‘) o ( 0 ¢($) L]

donde en el primer caso ¢(z) = z, y para el caso Jacobi #(z) = 1 — z2. De este modo, los
pares coherentes son un caso particular de los productos escalares de la forma (3).

Otro ejemplo de estos productos aparece en el caso en que {ug, u; } forman un par coherente
simétrico. T. E. Pérez demuestra en [144] que las componentes impares de los polinomios
ortogonales asociados a {ug, 41} verifican una relacién de ortogonalidad Sobolev no diagonal.

Recientemente, en un articulo de F. Marcellan, T. E. Pérez, M. A. Piiiar y A. Ronveaux
([120]) se estudia nn producto escalar de Sobolev donde la matriz AK)(z) es una matriz
diagonal y de coeficientes constantes.

Describiremos la estructura de la Memoria. El capitulo uno esti dedicado a establecer
las notaciones y resultados previos, necesarios para la comprension del resto de los capitulos
de la Memoria. Primero definiremos el concepto de sucesién de polinomios ortogonales, junto
con una serie de propiedades que verifican estos polinomios. Se enunciaran los principales
resultados de las cuatro familias de polinomios ortogonales cldsicos: Her- .ite, Laguerre, Jacobi
y Bessel. Y, finalmente, estudiaremos los funcionales semiclasicos.

En el capitulo dos se estudian productos escalares del tipo (3) y se deducen propiedades
para los polinomios ortogonales con respecto a (3), que se llaman, como es habitual, poli-
nomios ortogonales de Sobolev. Para este producto escalar, se define un operador diferencial
lineal definido sobre el espacio de los polinomios con coeficientes reales, que es simétrico con
respecto al producto escalar (3). Como una consecuencia del caracter simétrico del operador,
se obtienen relaciones explicitas entre los polinomios ortogonales de Sobolev y la sucesién
de los polinomios ortogonales semicldsicos asociados al funcional lineal v y, ademais, se de-
duce que los polinomios ortogonales de Sobolev verifican una relacién difero-diferencial y una
ecuacion diferencial de orden 2K + 2.

Los resultados obtenidos en este capitulo pueden verse como una generalizacién del caso
diagonal (ver [120]). En este sentido, este capitulo proporciona un marco comin para el
estudio de los polinomios ortogonales con respecto al producto escalar de Sobolev definido en

(3).

Los dos iltimos capitulos de esta primera parte estan dedicados a dotar de propiedades
de ortogonalidad Sobolev a dos familias de polinomios clasicos bien conocidos en ia literatura:
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“Nad
los polinomios de Laguerre {LLO)}n, con a € R, y los polinomios de Gegenbauer {(,7(l T )}n,

cuando N =1,2,3,...

En el capitulo tres damos propiedades de ortogonalidad a la sucesion de los polinomios
de Laguerre generalizados {Lif"},,zg, para cualquier valor real del pardmetro a. Tratamos en
este capitulo dar una visién global de los trabajos anteriormente sefialados ([96], [146], [147]),
aportando nuevas técniczs de demostracion, basadas en el capitulo anterior.

En concreto, fijado o € R, demostraremos que existen infinitos productos escalares de
la forma (3), donde K > max{0,[—a]}, u es el funcional de Laguerre definido a partir de la
funcién peso p(z) = z°tKe % y Am,k(z) son unas constantes que definiremos en el desarrollo
del capitulo.

Todos los resultados obtenidos de forma general en el capitulo 2 se podran aplicar a este
caso y, las especiales caracteristicas de los polinomios de Laguerre hardn que podamos deducir
algunas nuevas. Finalmente, estudiamos los ceros de los polinomios generalizados de Laguerre.

El propdsito del capitulo cuatro es dotar de propiedades de ortogonalidad no estindar

s ; : ; e : : A=N41
a otra familia conocida de polinomios clasicos: los polinomios de Gegenbauer {(,(i e )}nzg,
para N = 1,2,.... En este caso la simetria de los polinomios hace que las técnicas de
demostracion y los resultados que se deducen sean diferentes.

i : : (=-N41
Demostraremos que la familia de los polinomios de Gegenbauer {(,,(1 2)},1;_.0, son or-
togonales con respecto a un producto escalar de Sobolev:

1
(f,9)s = (FQIF(=1)) A (G)IG(-1))T + /_1 J@M ()N (2)(1 - 2*)Vde, =z €[-1,1],

con N > 1 un entero dado, A una matriz cuadrada simétrica y definida positiva de orden 2N
y

(FIF(=1)) = (£, £y, SNDAY, F(=1) L(=1)s..., FF-D(-1)).
Probaremos la existencia de un operador diferencial lineal, que notaremos por F(V) que es
simétrico con respecto al producto anterior. Este operador nos permitira relacionar la sucesion
de los polinomios de Gegenbauer {C,g_N+%)}n20, con la sucesion de los polinomios clésicos de
Gegenbauer {CLN%)},,ZU, asociada a la funcién peso p(z) = (1 — 22)V. El capitulo se acaba

con el estudio de los ceros de estos polinomios de Gegenbauer.

La segunda parte de esta Memoria, que se compone de los capitulos 5, 6 y 7, estd dedicada
al llamado “caso discreto”. En este caso estudiamos las sucesiones de polinomios ortogonales
asociados al producto escalar:

- I‘-
(£9%) = 3 (ump, A™fAFg), Yf,g€P, (4)
m k=0
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donde A representa el operador lineal en diferencias finitas hacia delante definido como

Af(z) = fz+1) - f(z), Vz€R,

y los funcionales u,, ; son, de nuevo, una modificacién polinémica de un funcional de momen-
tos discreto A-semiclasico definido positivo:

Up k= Am k(2 )0,

Observemos que el esquema del producto escalar (4) es el mismo que el del producto definido
en (3}, cuando se sustituye la derivada por el operador A. Por similitud con el “caso continuo”,
llamaremos a este tipo de productos productos escalares A-Sobolev.

El dnico antecedente del estudio de productos escalares en la forma (4), es un trabajo de
L. Area, E. Godoy y F. Marcellan [15] en el que estudian un caso particular del producto (4)

(£, 9% = (u, f(2)9(2)) + Mu, Af(2)Ag(2)), (5)

donde A es un nimero real positivo y u es el funcional A—clasico de Meixner. Estos autores
. . . . 1 .
hacen un estudio de los polinomios ortogonales asociados a (., .)‘(ﬁ), y los relacionan con los

polinomios ortogonales con respecto a u, los polinomios cldsicos de Meixner.

En el capitulo cinco recordaremos algunas propiedades de los operadores lineales en
diferencias finitas hacia delante y hacia atrds, que notaremos, respectivamente, por A y V.
Definiremos los conceptos de funcional lineal A-semiclasico y funcional lineal V--semiclasico,
asi como, la A-clase y la V-clase asociada a cada uno de los funcionales anteriores, respecti-
vamente, y deduciremos que ambos conceptos son equivalentes. Ademas, demostraremos una
serie de propiedades que relacionan los operadores en diferencias finitas hacia delante y hacia
atras, con un funcional lineal A-semiclasico dado. En la iltima parte del capitulo se estudian
los polinomios ortogonales clisicos de variable discreta.

Abordaremos, en el capitulo seis, el estudio de los polinomios ortogonales discretos
asociados a un producto escalar A-Sobolev. En este capitulo, haremos un estudio analogo al
del capitulo 2, pero con las particularidades del operador lineal A. De este modo, se define un
operador en diferencias definido sobre el espacio de los polinomios con coeficientes reales, que
es simétrico con respecto al producto escalar (4). A partir del caricter simétrico del operador,
se obtienen relaciones algebraicas entre los polinomios ortogonales de Sobolev y la sucesién
de los polinomios ortogonales A-semiclasicos asociados al funcional lineal u y, ademas, se
deduce que los polinomios ortogonales de Sobolev satisfacen una ecuacion en diferencias de
orden 2K + 2.

Obsérvese que es posible definir productos escalares andlogos a (4) para el operador V:

-

£, = S (U, V" fVEg).
m,k=0




10 Introduccion

De esta forma. todos los resultados que deduciremos tienen una versién dual para el operador

V.

Este capiiulo de ]a Memoria es una amplia generalizacién del producto (5), que se obtendrd
como caso particular.

El capitulo siete estd dedicado a dotar de propiedades de ortogonalidad a la sucesion
de los polinomios ménicos de Meixner, {ng’”)}nzo, con 0 < < 1y+5€R. Los resultados
obtenidos de forma general en el capitulo 6 se podrin aplicar a este caso y, ademas, las
especiales caracteristicas de los polinomios de Meixner hardn que podamos deducir algunas
nuevas.

Demostraremos que la familia de polinomios {M,(f"

H)}ngo es ortogonal con respecto a un

producto escalar A-Sobolev como el definido en (4). En concreto, fijado ¥ € R, deduciremos
que existen infinitos productos escalares de la forma (4), donde K > max{0,{-v+ 1]}, uesel
BTt & 49
T+ E)T(z+1)"

funcional de Meixner definido a partir de la funcién peso p(z) = A 402}

son unas constantes que definiremos en este capitulo.

Finalmente, estudiaremos los polinomios de Meixner {M,E_N‘")}n, para N > 1 un nimero
entero dado.

Las principales aportaciones de esta Memoria pueden resumirse en los siguientes pun-
tos:

Se hace un estudio completo de productos escalares de Sobolev de la forma (3) donde
Um k = Am k(Z)u, para u un funcional dado, semicldsico y definido positivo. Se obtiene
un operador diferencial lineal, F(K), simétrico con respecto al producto (3), que permite
expresar el producto escalar de Sobolev (3) en términos del producto escalar asociado al
funcional u. A partir de este resultado se obtienen relaciones algebraicas entre los poli-
nomios ortogonales asociados a (., .)(SA) y los polinomios ortogonales asociados a u, asi
como se deduce una relacién difero-diferencial que verifican los polinomios ortogonales
con respecto a (3).

Estudiamos el caso particular K = 1. Estamos interesados en productos escalares de
Sobolev en la forma (3) tales que el correspondiente operador diferencial F{!) no aumente
el grado de los polinomios. Esta situacién es muy interesante, ya que si F(!) conserva el
grado de estos polinomios, como consecuencia de la relacién difero-diferencial, se obtiene
que los correspondientes polinomios ortogonales de Sobolev son las funciones propias
del operador diferencial, esto es, estos polinomios verifican una ecuacién diferencial de
segundo orden.

Se obtienen condiciones necesarias para que el operador lineal F(!) conserve el grado de
los polinomios y, en particular, se deduce que el polinomio Ay, de la matriz polinémica
A()(z), tiene que ser una constante y el funcional u ha de ser clasico.

Para el “caso discreto” se aborda, por primera vez, el estudio completo de productos
escalares A-Sobolev definidos en (4) con los funcionales u,, » = A, k(z)u, para u un
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funcional A-semicldsico y definido positivo. De manera analoga al punto 1., se ob-
tiene un operador en diferencias, &) que es simétrico con respecto al producto (4),y
que permite expresar el producto escalar A-Sobolev en términos del producto escalar
asociado al funcional A-semicldsico u. Se deducen relaciones algebraicas entre los poli-
nomios ortogonaies asociados a (.,.)g‘) y los polinomios ortogonales asociados a u, y
una ecuacion en diferencias que verifican los polinomios ortogonales con respecto a (4).

Consideraremos el caso particular K’ = 1. En este caso, se estudian productos escalares
del tipo (4) de manera que el correspondiente operador en diferencias asociado, F(1),
no aumente el grado de los polinomios. Estamos interesados en estos tipos de ope-
radores porque, a partir de esta propiedad, tendremos que los polinomios ortogonales
con respecto a (4) son funciones propias del operador en diferencias (1) y, por lo tanto,
verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden. Ademis, cuando F(V) conserva
el grado, es posible dotar de propiedades de ortogonalidad A-Sobolev a familias cldsicas
de polinomios.

Deduciremos condiciones necesarias para que el operador en diferencias F(!) conserve

el grado de los polinomios. En particular, obtendremos que A; 0 — A1 tiene que ser una
constante y el funcional u ha de ser A—cldsice.

Se dota de propiedades de ortogonalidad no estindar a familias de polinomios cldsicos
ya conocidas en la literatura. En concreto, para la familia de los polinomios de La-

guerre {Lg’)}nzg, con pardmetro a € R, y la familia de los polinomios de Gegenbauer

{C-,(l_N+%}}n20, para N = 1,2,3,... En ambos casos se demuestra que estas familias
de polinomios son sucesiones de polinomios que son ortogonales con respecto a un pro-
ducto escalar que involucra derivadas. A partir de esta propiedad de ortogonalidad se
recuperan propiedades ya conocidas de estas familias de polinomios. Ademas, se hace
un estudio de los ceros de estos polinomios.

Finalmente, se dota de ortogonalidad no estindar a una familia cldsica de polinomios

discretos, los polinomios de Meixner {M,!f"’“)},i?o, con 0 < p < 1y~v € IR. En particular

se demuestra que los polinomios de Meixner son ortogonales con respecto a un producto
escalar A-Sobolev, esto @s, un producto escalar en el que intervienen operadores en
diferencias A. Esta nueva ortogonalidad permite deducir propiedades ya conocidas para
estos polinomios, y deducir algunas nuevas como las relaciones entre los polinomios de
Meixner con distinto parametro, y propiedades acerca de los ceros para los polinomios
(M}, con0<p<lyyeR.

Cada uno de los capitulos de la Memoria esta dividido en secciones, comenzando siempre
por una introduccién que describe el contenido del capitulo a tratar, y en algunas ocasiones
estas secciones, a su vez, estdn divididas en subsecciones.

La numeracién de los resultados obtenidos estd vinculada al capitulo y a la seccién a la
que corresponde tal resultado. Asi, por ejemplo, la notacion Proposicion 4.3.1 corresponde a
la primera proposicién de la seccion tercera del capitulo 4.
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Las referencias bibliograficas aparecen ordenadas por orden alfabético de autores y dentro
del texto las referencias se indican incluyendo entre corchetes ([ ]) el nimero de orden que le
corresponde en la bibliografia.




Capitulo 1

Polinomios ortogonales:
Preliminares

1.1 Introduccién

E] proposito de este capitulo es dar, sin demostrar, una serie de resultados conocidos
sobre la teorfa de polinomios ortogonales. Indicaremos solamente aquellos resultados que
utilizaremos en los siguientes capitulos de la memoria.

Estudiaremos, en particular, los polinomios ortogonales cldsicos y semicldsicos. Primero
definiremos estos tipos de polinomios y, luego, daremos solo las propiedades que posterior-
mente usaremos, que verifican estos polinomios.

La estructura del capitulo es la siguiente: Recordaremos, en la primera seccién, el con-
cepto de funcional de momentos asociado a una sucesién de nimeros reales, que notaremos
por u, junto con la definicién de sucesion de polinomios ortegonales asociada al funcional
u, que denotaremos SPO. Definiremos los funcionales de momentos regulares, dando una
caracterizacién sobre la existencia de SPO asociada al funcional regular de manera que de-
duciremos que esta SPO estd univocamente determinada salvo un factor multiplicativo no
nulo. Por iltimo, daremos el concepto de funcional definido positivo, junto con un resultado
que proporciona una caracterizacién para este tipo de funcional.

En la seccion segunda estudiaremos las propiedades que verifica una sucesién de polinomios
ortogonales. Asi, tendremos la relacién de recurrencia a tres términos, que por el teorema
de Favard serd una caracterizacion de la SPO. Introduciremos algunas propiedades sobre la
distribucion de los ceros de los polinomios que constituyen la SPO y, por iiltimo, recordaremos
la teoria de Sturm, ya que dicha técnica puede utilizarse, bajo ciertas condiciones, para
estudiar las propiedades de localizacién y separacion de los ceros de los polinomios ortogonales.

El apartado tercero lo dedicaremos al estudio de un caso particular de polinomios orto-
gonzles: los polinomios ortogonales cldsicos. En una primera parte, se definen los conceptos
de producto a la izquierda de un polinomio por un funcional y de derivada (distribucional)
del funcional. Definiremos la SPO cldsica y clasificaremos estos polinomios, dando lugar a
las cuatro familias cldsicas siguientes: Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel. Después, daremos
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una serie de caracterizaciones conocidas para una SPO clésica, con lo que tendremos que una
SPO es clasica si y sdlo si verifica alguna de estas propiedades:

a) Para cada n, existe una relacién entre el producto de un polinomio ¢ por la derivada de
un polinomio de la SPO, y otros tres polinomios de la SPO de grados consecutivos.

b) Son las tnicas SPO tales que la familia de sus derivadas es de nuevo una SPO.

c) Se verifica, para cada n, una relacion entre un polinomio de la SPO y, a lo mads, tres
polinomios consecutivos.

d) Es la idnica sucesién de polinomios que verifica una ecuacion diferencial de segundo orden
con coeficientes polinémicos independientes de n.

e) Los polinomios clasicos son los inicos que verifican una férmula de Rodrigues.

En la seccién cuarta estudiaremos los funcionales lineales semicldsicos. En primer lugar,
daremos la definicién de par admisible y, a partir de ella, definiremos el concepto de funcional
semicldsico. De este modo, diremos que un funcional u es semiclasico si existen dos polinomios
tales que u verifica una ecuacién diferencial distribucional. Estableceremos la nocién de clase
de un funcional semiclasico, junto con una serie de caracterizaciones para estos funcionales
semiclasicos.

La tltima parte del capitulo la dedicaremos a estudiar las derivadas de orden superior para

los funcionales semiclasicos. A partir de la definicion de funcional semicldsico, veremos que
la ecuacion diferencial que verifica se puede generalizar para derivadas de orden superior. En
este sentido, definiremos de forma recursiva los polinomios que intervienen en dicha ecuacion
diferencial, y obtendrenos una cota de su grado.
Esta seccién la terininamos deduciendo las expresiones explicitas de estos polinomios para
cada caso cldsico definido positivo. Ademds, a partir de sus expresiones explicitas, deter-
minaremos el grado de estos polinomios, en cada caso clisico, y obtendremos que, bajo ciertas
condiciones, este grado es exactamente el orden de derivacion de la ecuacién diferencial.

1.2 Sucesién de polinomios ortogonales asociada a un fun-
cional lineal

Se considera el espacio vectorial de los polinomios en una variable con coeficientes reales, que
notamos por IP.

Definicién 1.2.1 Sea {n}n>0 una sucesion de nimeros reales y

w: P — R
f i (“wf)

un funcional lineal definido sobre IP tal que

(e =gy, n=0,1...

Entonces, decimos que u es el “funcional de momentos” asociado a la sucesion {pi, }n>0. Para
cada valor de n, llamamos “momento de orden n” al nimero real fi,.
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Definicion 1.2.2 Sea u un funcional de momentos, decimos que una familia de polinomios,
{Pr}n>0, €s una “sucesion de polinomios ortogonales” asociados al funcional u, que se nota
por SPO, si para cada valor de n se verifican:

i) P, es un polinomio de grado n.

it) (u, PoPrm) = knbnm, paran,m=0,1,2,..., dondek, # 0.

A continuaciéon, damos, sin demostrar, una serie de resultados bien conocidos en la teoria
de los polinomios ortogonales, (ver T. S. Chihara [38], Capitulo 1).

Se considera u un funcional de momentos y {y,}n>0 su correspondiente sucesion de mo-
mentos. Notamos por A, la matriz de orden n + 1 de los 2n + 1 primeros momentos, y a su
determinante por H,, que es el determinante de Hankel:

Mo M1 ... g
1 M2 ... fingd

an 2
| Bn fngr -o. plon

En estas condiciones, se tiene

Definicién 1.2.3 Un funcional de momentos u se dice “reqular” o “cuasi-definido” si se
verifica que H,, #0, n=0,1,2,...

Proposicién 1.2.4 Sea u un funcional de momentos cuya sucesion de momentos es {jtn }n>o.
Una condicidn necesaria y suficiente para que ezista una SPO asociada a u, es que el fun-
cional u sea reqular. En este caso, los polinomios ortogonales son inicos salvo constante
multiplicativa.

En lo que sigue, supondremos que todos los funcionales de momentos son regulares para
garantizar la existencia de SPO.

Proposicién 1.2.5 Sea {P,},>0 una sucesion de polinomios ortogonales asociada a u. En-
tonces, para cada polinomio p de grado n, se verifica

p(z) =Y cPi(x),
k=0

(u’Pkp> €
b = W, para k=1,2,...,n.
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Por simplicidad para los calculos, en lo que sigue tomaremos los polinomios ortogonales
de la sucesion { P, },>0 ménicos, es decir, con coeficiente principal igual a uno, y diremos que
{Pp}n>0 es una sucesion de polinomios ortogonales monicos, que denotaremos SPOM.

Podemos dar una expresiéon de cada polinomio P, en términos de los determinantes de
Hankel, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.8 Sea {P,}.>0 la SPOM asociada al funcional de momentos regular u,
entonces, para cada n, el polinomio ortogonal P, viene determinado por la expresion:

Po(z)

Hr o ... Hn

1 H1 H2 .0 Pag

Pn(l') [I i

Hn-1 Hn ... M2n-1

1 e R

Definicion 2.2.7 Un funcional lineal regular u, se dice que es “definido positivo” si dado
cualquier polinomio p, no nule, se verifica que

piz) 20, VeeR = (u,p)>0.

Consecuentemente, si u es definido positivo, entonces

(w,PY>0, n:0
Ademas, se puede probar que un funcional regular u es definido positivo si y sélo si
H,>0, n>0.
Por el teorema de Hamburguer, (ver T. S. Chihara [38], pdg. 56), se verifica que si u es

un funcional lineal definido positivo, entonces admite una representacién integral en la forma
que muestra la proposicion siguiente.

Proposicién 1.2.8 Sea u un funcional lineal regular. Son equivalentes:
i) u es definido positivo.

it) Eriste una funcion p acotada y no decreciente para la cual todas las integrales (en el
sentido de Riemann-Stieltjes)

+0Q
By = (M ™) = / z"du(z),

=00

son finitas y tal que

+00
wp) = [ peuta), peP,
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1.3 Propiedades de los polinomios ortogonales

Denominamos sucesion de polinomios ortogonales monicos a la SPOM asociada a un funcional
lineal regular u. En esta seccién recordamos las propiedades mas importantes que verifican
este tipo de polinomios ortogonales.

1.3.1 Relacién de recurrencia a tres términos

Es conocido que, dada una base de IP, se puede construir a partir de ella una SPOM usando
el algoritmo de Gram-Schmidt. Sin embargo, este proceso es lento y costoso. En virtud a la
relacién de recurrencia a tres términos que verifican los polinomios de una SPOM, podemos
ir calculando los elementos de la SPOM de una forma mas eficaz.

Teorema 1.3.1 Sea u un funcional de momentos regular y { P, }n>0, la SPOM correspondien-
te. Entonces {Fp}n>0 verifica la siguiente relacién de recurrencia a tres términos:

el = 8 M=t _
3’Pn('z) = Pn+l(-r)+ﬂnpn(x)+TnPn—-l(z)f n >0,

donde vg es arbitrario y

(u,zP?)
O

pl
n 20, T":L)—#O, n2> 1.

A e
; ('"9‘03--1)

La existencia de esta relacién de recurrencia es una caracterizacién para las SPOM, tal y
como muestra el teorema de Favard.

Teorema 1.3.2 ([38], p. 21)(Teorema de Favard) Sean {fn}n>0 ¥ {Tn}n>0 dos sucesiones
arbitrarias de nimeros complejos, y sea {Py}n>0 la familia de polinomios ménicos definidos
por la relacion:

P—1($) - 0! PU(E) e 11
zPu(z) = Pagi(z)+ BuPu(z) + WmPoa(z), n 20,

Entonces eriste un tnico funcional de momentos u tal que

(o1 =90, {0, PalPn)=0, ngm, am=01,...

Ademds, u es un funcional regular y {Pp}n>0 €5 la SPOM asociada a u si y solamente si
n # 0. Y, el funcional u es definido positivo si y sdlo si v, es un nimero real y positivo.
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1.3.2 Propiedades de los ceros

Si el funcional u es definido positivo, podemos deducir el comportamiento de los ceros del
polinomio P, ortogonal de grado n. Para ello, recordamos el concepto de soporte del funcional
lineal u.

Definicion 1.3.3 Sea V un subconjunto de IR. Un funcional de momentos u se dice definido
positivo en V si y sdlo si (u,p) > 0, para todo polinomio real p no negativo en V y no
idénticamente nulo en V. Al conjunto V' se le ilama un “soporle” de u.

Teorema 1.3.4 ([38]) Para cada valor de n, se verifica

i) Las raices del polinomio P, son reales, simples y contenidas en la envolvente conveza
del soporte del funcional.

it) Los ceros del polinomio P, se intercalan con los ceros del polinomio P,4,. Es decir, si
notamos por Tp) < Tna < ... < Tpn, a los ceros del polinomio P,, se tiene que

Tntri < Tni < Tntlitt, =100

Por tanto, dos polinomios consecutivos de una SPOM no tienen ceros comunes.

Estas propiedades de los ceros pueden deducirse a partir de la llamada teorfa de Sturm. La
técnica de Sturm, (ver E. Isaacson y H. B. Keller [74]), permite determinar, bajo condiciones
adecuadas, los ceros de una funcién contenidos en un intervalo real. En primer lugar, definimos
lo que se conoce con el nombre de sucesion de Sturm.

Definicién 1.3.5 ([74]) Dado m > 0 un nimero entero, se consideran fo, fi, ..., fm,
m 4 1 funciones reales y continuas sobre el intervalo real [a,b], con f, € C'([a,b]). Se dice
que {fo, fi,..., fm} forman una “sucesion de Sturm” en el intervalo [a,b], si se verifican las
siguientes condiciones:

a) fm no tiene ceros miiltiples en [a, b).

b) fo(z) no se anula en [a,b].

¢) Si para algin r € [a,b] y algin j tal que 0 < j < m se tiene fj(r) = 0, entonces
fi=a(r).fiza(r) < 0.

d) Si para elgin r € [a,b), se iiene que f,(r) = 0, entonces f,(r)fm-1(r) < 0.

Nota. La tesis de la condicién d) puede sustituirse por f).(r)fm-1(r) > 0.

En esta situacion, se puede determinar el nimero de raices reales de la funcién f,, con-
tenidas en un intervalo real, tal y como se muestra en el siguiente resultado.
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Teorema 1.3.6 (Teorema de Sturm)([74]) Si {fo, fi,...,fm} €5 una sucesion de Sturm
en [a,b] y si a y b no son ceros de f,,, entonces el nimero de raices reales en (a,b) de la
Juncion fn, es igual a la diferencia en valor absoluto enire el nmimero de cambios de signo que

hay en {fo(a), fi(a),..., fm(a)} y {fo(b), f1(b),.... fm(b)}}.

Dicha técnica de Sturm puede utilizarse para estudiar las propiedades de localizacion y
separacion de los ceros de los polinomios ortogonales. La clave para la aplicacion de este
método reside en la relacion de recurrencia a tres términos que verifican estos polinomios.
De hecho, el cardcter positivo del coeficiente del polinomio de grado inferior, que aparece en
dicha relacion de recurrencia, garantiza que una sucesién de polinomios ortogonales ménicos
constituye una sucesion de Sturm.

1.4 Polinomios ortogonales clasicos

En esta seccion, estudiamos un caso particular de polinomios ortogonales: los llamados poli-
nomios ortogonales cldsicos. Designamos por SPOM cldsica a una sucesiéon de polinomios
ortogonales monicos cldsicos.

En primer lugar recordarenmos unas operaciones conocidas para los funcionales de momen-
tos, (ver, por ejemplo, [108]).

Definicién 1.4.1 Sea u un funcional de momentos y ¢ € IP. Definimos la “multiplicacion a
la izquierda” del polinomio ¢ por el funcional u como el funcional, que denotaremaos por du,
tal que

(¢"af)=(u!¢f>, felP

Definicién 1.4.2 En las condiciones anteriores, decimos que Du es la “derivada” (distribu-
cional) del funcional u, si es un funcional que verifica

(Du’f>z—("’f')9 IGP

1.4.1 Definicién de una SPOM cléasica

Definicién 1.4.3 Una familia de polinomios ortogonales se dice “cldsica” si el funcional de
momentos al cual estd asociada, u, verifica una ecuacion distribucional del tipo

D(¢u) = yu,
donde ¢ y ¢ son polinomios de grados gr(¢) < 2 y gr(y) = 1.

Se puede probar que, salvo un cambio de variable lineal, los polinomios ortogonales clasicos
coinciden con alguna de las cuatro familias siguientes: Hermite, Laguerre, Jacobi o Bessel.

La clasificacion de los polinomios ortogonales clasicos se debe a las distintas formas
candnicas que adopta e! polinomio ¢. En este sentido, tenemos :
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Caso Hermite: ¢(z) = 1.
Caso Laguerre: ¢(z) = z.
Caso Jacobi: ¢(z)=1-z?
Caso Bessel:  ¢(z) = z°.

Si el funcional de momentos u es definido positivo, a partir de la proposicién 1.2.8, sabemos
que u admite una representacion integral. Si, ademas, el funcional u es clasico, se verifica que

(u,p) = flpp(:r)dr, pelP,

donde p es una funcién peso, no negativa e integrable, con soporte en un intervalo real, I,
que verifica una ecuacién diferencial distribucional de tipo Pearson:

Pz) _ ¥(e) - #(z)
p(z) ¢(z)
con v y ¢ polinomios de grados respectivos gr(¢) = 1y gr(¢) = p < 2. En este caso, decimos
que p es una funcion peso cldsica.
Observemos que, la ecuacién diferencial de tipo Pearson puede escribirse:

D(¢p) = ¥p.

En la siguiente tabla damos las expresiones explicitas de los polinomios ¢ y ¥ asociados
a cada funcional cldsico, junto con las restricciones necesarias para garantizar la regularidad
del funcional.

Nombre | ¢(z) () Restricciones
Hermite -2z
Laguerre (a+1)—z a#-1,-2,-3,...

Jacobi 1l (B-a)-(a+p+2)z |a,fa+f+1#-1,-2-3,...

Bessel # (a+2)z+2 a#-2,-3,-4,...

A continuacién, mostramos en otra tabla los intervalos de definicién y las funciones peso
de estas familias de polinomios, junto con las restricciones en los parametros, necesarias en
los casos Laguerre y Jacobi, para garantizar el cardcter definido positivo del funcional de
momentos asociado ©. Recordemos que el funcional de Bessel es no definido positivo.

Nombre P.(z) 1 Restricciones
Hermite | H,(z) | (—o00,+)
Laguerre | L'®(z) [0,4-00) 2% a> -1

Jacobi | PPP(z)| [-1.1] (-2 +2f ]| apB>-1
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1.4.2 Caracterizaciones de una SPOM clasica

En el apartado antericr, hemos visto que una SPOM cldsica es aquella cuyo funcional de
momentos asociado verifica la ecuacion diferencial distribucional

D(¢u) = Yu, gr(¢)<2, gr(¥)=1.

Usando esta definicion es posible demostrar las siguientes caracterizaciones:

Proposicion 1.4.4 (Relacion de estructura) Sea {P,},>0 una SPOM asociada al fun-
cional de momentos u. Se verifica que la SPOM es cldsica si y solamente si se cumple la
relacion

¢(‘I)P1:(z) = anPn-!-l(w) o ann,(x) -+ cn.Pn—-l(x)s

donde ¢ es un polinomio de grado 2, a lo mds, y an, by, y ¢, son constantes reales con ¢, # 0.
(Ver T. S. Chihara [38], p. 152.)

La siguiente proposicién nos dice que las derivadas de polinomios ortogonales cldsicos
vuelven a formar una SPOM.

Proposicion 1.4.5 (W. Hahn [71]) Se considera u un funcional de momentos y { P, }n>0 su
correspondiente SPOM asociada. Se define

Qnlz) < M. (1.4.1)

n+1

Entonces, {Pn}n>0 es clisica si y solo si {Qr}n>0 €s una SPOM asociada al funcional de
momentos v

v = ou.

Como consecuencia de este resultado, tenemos que {@, },,>0 es también una SPOM clasica,
del mismo tipo que {P,}n>0, ya que v verifica la ecuacién distribucional:

D(¢v) = (¢ + ¢')v.

Aplicando este mismo razonamiento, deducimos que la sucesién de derivadas k—ésimas de
{ Px}n>0 normalizada, es decir,

P(kJ

n4+-k
{(n+1)(n+2)...(n-+—k}} :
n>0

es también cldsica del mismo tipo y su funcional de momentos correspondiente, w, cumple

D(¢w) = (¥ + k¢')w.
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El siguiente resultado, establecido por F. Marcellan, A. Branquinho y J. Petronilho en
[108], nos d4 una caracterizacion mediante una relacién entre un polinomio de la SPOM
{Pa}nz0y tres polinomios consecutivos de la SPOM {@, }n>0, definida en la anterior proposi-
cién. Nétese el paralelismo con la relacion obtenida en la proposicién 1.4.4.

Proposicién 1.4.6 Sea {P,}.>0 una SPOM asociada al funcional de momentos u. Se tiene
que {Pn}1¢20 es cldsica si y solamente si se verifica que

Py(z) = Qn(z)+TnQn—l(l‘)+3nQn-2(z)a n 22,
donde el polinomio @, viene definido por (1.4.1).

La caracterizacion siguiente nos dice que una SPOM cléasica es la dnica sucesion de poli-
nomios ortogonales que verifica una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes
polinémicos independientes de n.

Proposicion 1.4.7 (5. Bochner [24]) Si {Pp}n>0 €s una SPOM asociada al funcional de
momentos u, entonces {Pn}nzg es cldsica si y sdlo si, para cada n > 0, ezxiste una constante
An € C tal que el polinomio P, verifica la ecuacion diferencial

¢y" + vy' = My,

dond ‘\,=n [w' + n—a——lcﬁ"] , n>0.

La tltima caracterizacién que presentamos, establecida por F. Tricomi en [159], nos mues-
tra que las tnicas sucesiones de polinomios que verifican una formula de Rodrigues son las
clasicas.

Proposicion 1.4.8 Dado u un funcional de momentos y { P, },>0 una SPOM asociada a u,
se cumple que {Py}n>0 es cldsica si y solamente si el polinomio Py, para cada n > 0, verifica
la formula de Rodrigues

L
Pn(m) = ;’G—)'E;[(ﬁ (I).‘)('T)]a n 2 07

donde C,, es una constante que depende de n.

1.5 Funcionales lineales semiclasicos

La definicién de SPO clasica a partir de la ecuacién diferencial distribucional que verifica
el funcional de momentos asociado, sugiere una generalizacion inmediata. De este modo, se
buscan funcionales lineales que cumplan una ecuacién diferencial distribucional en la forma:

D(¢u) = 4,
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pero sin imponer restricciones en los grados de los polinomios, es decir,

gr(¢)=p20, gr(¢¥)=¢21

Detemos introducir previamente el concepto de par admisible para un par de polinomios

¢y .

Definicién 1.5.1 Sean ¢ y ¢ dos polinomios tales que gr(¢) = p > 0 y gr{(¢)) = q¢ > 1.
Supongamos que:

#x) = apz® + ..., wz)=byx? 4 ....

Decimos que (¢, ) es un “par admisible” si se verifica una de las siguientes condiciones:

”) p—l#Q!

ii) p—1=gq, entonces na,+b,#0, n>0.
Al ser ¢ > 1, existe un nimero natural s > 0 tal que:
1+ s =max{p-1,q}. (1.5.1)
Entonces, decimos que {¢, ) es un par s-admisible.

Definicién 1.5.2 (P. Maroni [128]) Un funcional regular u se dice que es un “funcional
semicldsico” si eristen dos polinomios ¢, y 1, tales que (¢,v) sea un par admisible, y u
verifica la ecuacion diferencial distribucional:

D(¢u) = yu. (1.5.2)

A la correspondiente SPOM asociada a u se le llama SPOM semicldsica.

Nota 1. La definicion anterior implica que gr(y) > 1.
Nota 2. El polinomio ¢ no puede ser nulo, ya que u perderia la condicién de regularidad.
Nota 3. Es necesario exigir que (¢, 1) sea un par admisible para asegurar el caracter regular

del funcional u.

Es claro que la relacion (1.5.2) no tiene por qué ser minimal, en el sentido de que los
polinomios ¢ y 1 no son tnicos. En efecto, si ¢ es un polinomio de grado ¢, se tiene:

D(pgu) = (¢'¢ + p¥)u,

con lo que se obtiene una nueva relacién del tipo (1.5.2). Ademas,

gr(we) =p+t,
gr(¢'¢+ o) = max{p+t-1,q+1t}.
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De esta forma, se deduce a partir de (1.5.1) que:

1+ s +t = max{gr(eg) - 1,gr(¢'d + ¢¥)}.

Asi, si u es un funcional semiclasico verificando (1.5.1) y (1.5.2), entonces, para cada t € IN,
existe un mimero natural § = s +¢ > s, y un par S-admisible (¢, ¢}, tal que

D(¢u) = pu.

En este sentido, se debe introducir la nocién de clase para un funcional lineal semiclasico.

Definicién 1.5.3 Sea u un funcional lineal semicldsico. Se llama “clase de v” al minimo
del conjunto de los enteros s tales que:

1+ s = max{gr(¢) — 1,97(¥)},

donde (¢, 1)) recorre el conjunto de pares admisibles para los cuales se verifica D(du) = u.

Si u es un funcional lineal semicldsico de clase s, a la correspondiente SPOM se le llama
SPOM semicldsica de clase s. Obsérvese que todo funcional clasico es semiclasico de clase 0.

Se puede probar que el par admisible (¢, ¢) que realiza la clase de u es {inico salvo constante
multiplicativa.

El concepto de funcional lineal semicldsico puede introducirse de otra forma: bien aten-
diendo a la férmula * estructura que verifica la SPOM { P, },>0 asociada a u, ya que son las
tinicas SPOM que verifican una relacion del tipo:

hi s T (n) ' (n)
¢(I)Pn+l('r) = E )‘k Pk(l‘)’ n2 s, ‘)‘n—s # 0,

k=n-s

o bien atendiendo al hecho de que la familia de polinomios ménicos definidos por:

!
{Pn}nzﬂ = {—Ei]'} )
n+1 A58

son cuasi-ortogonales con respecto al funcional lineal ¢u.
La siguiente proposicién nos muestra que los tres conceptos sor equivalentes:

Proposicién 1.5.4 Sea u un funcional lineal regular, y notemos por {P,}.>0 la correspon-
diente SPOM. Son equivalentes:

i) Eziste un par s-admisible (¢,v), tal que u es solucion de la ecuacion diferencial distribu-
cional:

D(¢u) =Yu, gr(¢)=p, gr(¥)=¢21,
donde s = max{gr(¢) — 2,gr(¢) - 1}.
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ii) Ezisten dos nimeros enteros s > 0 y 0 < p < s + 2, y eziste un polinomio ¢ de grado p

tales que:
n+p

#(z)Ppyy(z) = Z /\in)—Pk(-T), n2s, r\fln_ls#l).

=n-s

iii) Existe un funcional lineal @ tal que la familia de polinomios {13,1}“20 es cuasi-ortogonal
de orden s respecto a i, es decir, se verifica:

(y PacsP) #0, n2>s+1,

donde 4 = Qu.

1.6 Derivadas de orden superior de funcionales semicldsicos

Dado u un funcional lineal semiclasico, existen dos polinomios ¢ y ¢ tales que

D(du) = yu. (1.6.1)

Si se deriva esta ecuacién, se deduce

oDu = (¢ — ¢)u. (1.6.2)

Esta 1ltima ecuacién se puede generalizar para derivadas de 6rdenes superiores del funcional
u, como mostramos a continuacién, (ver F. Marcellan, T. E. Pérez, M. A Piiiar, A. Ronveaux
[120)).

Proposicién 1.6.1 Sea u un funcional lineal semicldsico, entonces para cada valor de n > 0,
se tiene que

¢"(z)D"u = P(z,n)u, (1.6.3)

donde los polinomios y(z,n) se definen recursivamente en la forma siguiente

%’1(1’,0) = 1,
P(z,n) ¢(E)¢’("Ea" = 1)+ ¢(z,n - 1)[P(z) - n‘ﬂ(*’”)]v n 21 (1.6.4)
Demostracion:
Demostramos el resultado por induccién sobre n. En los casos n = 0 y n = 1 se verifica

el resultado trivialmente. Supongamos que la ecuacién (1.6.3) es cierta para n — 1, esto es, el
funcional lineal u verifica que

¢" Yz)D" 'u = (2, n - 1)u, (1.6.5)
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Plz,n - 1) = ¢(z)P'(z,n - 2) + P(z,n - 2) [P(z) - (n - 1)¢'(z)] .

Si derivamos en (1.6.5), obtenemos

(n=1)¢" 4z)¢'(2)D" 'u+ ¢" Yz)D™u = ¢'(z,n - 1)u + ¥(z,n — 1)Du,
y despejando ¢"~1(xc)D"u, queda

" Ya)D™u = ¢'(z,n — 1)u + ¥(z,n — 1)Du - (n = 1)¢"(z)¢'(z) D" "u.

Si, ahora, multiplicamos ambos miembros de la identidad anterior por el polinomio ¢(z),
usando la hipdtesis de induccién, llegamos a

¢"(@)D"u = ¢(z)¢(z,n - Du+ ¢(z,n - 1)¢(x)Du - (n - 1)¢" " (z)¢'(z)D" 'u =
[B(2)¥'(x,n — 1) + $(z,n = D)[¢(z,1) = (n = 1)#'(z)]] u =
[¢(m)'¢"(z1n o 1) e lb(l‘a" = l)[‘/’(‘r) o n¢'("r)]] v. O

Lema 1.6.2 ([120]) En las condiciones anteriores, se verifica que

gr(Y(z,n)) <n(s+1), n20,
donde s denota la clase del funcional v definida en (1.5.3).
Demostracidn:

Denotamos por p = gr(¢) > 0,y ¢ = gr(v) > 1. A partir de la definicién de funcionales
lineales semiclasicos, deducimos, para cada valor de n

gr (¥ — n¢') < max{g,p—1} =s+1.

Demostramos el resultado usando un razonamiento inductivo. En los dos primeros casos,
tenemos que

= gr(l) =10,
= gr(p-¢)<s+1.

Suponemos que es cierta la tesis para el caso n — 1, y lo demostramos para n. Teniendo
en cuenta la expresion del polinomio ¥(z,n)

Y(z,n) = $(a)'(z,n = 1) + P(z,n ~ 1)[¥(2) - n'(2)),

y, usando la definicién de clase de un funcional lineal, se verifica que

gr($(z,n)) <max{p+(n-1)(s+1)-L(n-1)(s+1)+s+1} <n(s+1). O
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Observamos que la relacién (1.6.2) adopta la forma ¢(z)Du = ¢(z,1)u. Derivando (n—1)
veces en esta formula, obtenemos

#(z)D™u = f K” . 1) D1 i(a, 1) — (’;_‘ 11) Dﬂ-*¢(m)] Dia, (1.6.6)

=0

para n > 1, donde (::1) = 0 cuando m < 0. Multiplicando por ¢"~! y usando (1.6.3),

deducimos otra expresion recursiva para los polinomios ¥(z,n) :

¥z, ")

[( )D" (e, 1) - (’:_‘11)Dﬂ""¢(:c)]¢"-"i(z)¢(z,z‘), (16.7)

vélida para n >

Lema 1.6.3 Sean h, j > 0 dos nimeros enteros y u un funcional semicldsico dado. Se
verifica

¢" I (2)¥(z,j)DPu = Y(z,h)Diu, h > j. (1.6.8)

Demostracién:
Si consideramos k = j, la relacién (1.6.8) se verifica trivialmente. Supongamos que h > j.
Para demostrar (1.6.8) lo hacemos por induccion sobre h. En el caso h = 1y j = 0, queda

¢(z)Du = y(z,1)u,

resultado que es cierto por (1.6.3). Suponemos que se verifica para h — 1, es decir, u verifica

"1 (2)(e, ))D"'u = Y(z,h = 1) D, h—-1>j20, (1.6.9)

y lo probamos para h.
i) Para 0 < j < h — 1, derivando en (1.6.9) y multiplicando por el polinomio ¢, obtenemos
que

¢~ (x)y(z,5)D*u = $(z)¢'(z,h ~ 1)DIu + d(z)v(z,h - 1) DI+ u-
~(h = 1= )¢ (2)¢" 1 (z)y(z,5)D" " u - ¢"~I(a)/(z,5)D"u =
= ¢(z)¢'(z,h — 1) DI+ ¢(z)(z,h — 1)DHu —
~ [(h=1=j)¢(x)e(z,5) + $(x)¥'(x,5)] ¢" '~ (2) D" 'u

y, si tenemos en cuenta la relacion recurrente (1.6.4) y la hipotesis de induccién, concluimos
que
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"I (2)(x, 5)DMu = ¢(z)Y' (2, h — 1)DIu + ¢(z)y(z,h - 1) D u—

= [(h = 1= j)'(2)d(z, ) + ¥(z,5 + 1)-
- ¥(2,) [¥(x) - (G + V¢'(z)]] 9"~ (2) DM =
#(z)¥'(z,h — 1)Du + ¢(z)¢(z,h - 1)D+ u -
~ [#(a,5 +1) = ¥(,§) [¥(z) - he'(2)]] $*" (@)D" e =
d(z)'(z,h = 1) Du + ¢(z)p(a,h - 1) D1y -
—(x,j + 1)¢* 1 () D 'u + [¢(z) - he'(2)] ¥(z,h - 1)DIu =
{¢(2)¢'(2,h - 1) + (@, h - 1) [(2) - h¢!(2)] } D’ u +
+o(z)b(z,h — 1)D7 u — ¢(z, 5 + 1)¢" 19 (2) D" u =

= ¢(z,h)Du + ¢(x)(z,h — 1)D 1y — ¢(z)(x,h — 1) D1y =

= (z,h)Du.

ii) Si j = h — 1, multiplicando (1.6.6) por ¥(z,h — 1), usando la hipdtesis de induccién y
teniendo en cuenta la relacion (1.6.7), deducimos el resultado. O

Corolario 1.6.4 Dados los nimeros enteros 0 < h,j < K, y u un funcional semiclisico, se
liene que

"I (@)¥(2,)D"u = $K M (a)p(z, h)D . Lo

Demostracién: :
Multiplicando la relacién (1.6.8) por el polinomio ¢*~*, llegamos al resultado. 0

En los siguientes resultados deducimos la expresion del polinomio ¥(z,n) de la ecuacién
(1.6.3), para cada caso cldsico definido positivo.

Proposicion 1.8.5 Sea u el funcional cldsico de Hermite. Entonces u verifica la ecuacién

D" = yY(z,n)u, z€R, n20,

donde los polinomios Y(z,n) son

[%] (_l)m (2$)n—2m

d(a,n) = (~1)'n! Y

= ml (n-2m)

Demostracion:
Cuando u es el funcional de Hermite, tenemos que ¢(z) = 1 y ¢(z) = —2z, con lo que

sustituyendo en la ecuacién (1.6.3) junto con (1.6.4), obtenemos que

D™ = ¢(z,n)u, n>0,
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donde ¢(z,n) = ¥'(z,n — 1) - 2z¢(z,n — 1). En este sentido, basta probar que el polinomio
Y(z,n) es

!2! m n-2m

(n— 2m)!

Demostramos el resultado por el método de induccién

. 8in = 0, se verifica el resultado
trivialmente. Para n = 1, tenemos que

¥(z,1) ¥'(z,0) - 2z9(z,0) = -2z =

[Z% 21.)1 =2m

m! (1-2m)!

luego también se verifica. Suponemos que para n — 1 el resultado es cierto v lo probamos para
n. A partir de la hipdtesis de induccion, deducimos que

Yz, n) = ¢'(z,n — 1) - 2x9(

[=55],_1ym
n- -1)" 2(n - 1 - 2m) n—2-2m
) o 1) Z= (m! (S:— 1—21:;!(2:”) i

R -1)=

(2I )n—2m

ml

(=1)*}(n - 1!

- ‘"i I et

= m! (n-1-2mj

[%]“1 1 m-—1 ¢ n=2m
o ~1) (2z) 2
S e (n—1) 1)‘ ’ = (m-1)(n~-2m-1)! mT n-—?m] r
n(_l)[%]“ (2z)"-2l3]

[3]' (n-2[3])
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W BB S e [2]+1 (9pyn-2(3]
A= (22) (=1 (2z) (=)™ (2z)"°l2
A - D - ml (-2l T BT (n-2[2])

m=1

[%] m n=2m
n (_1) (21:)
(-1) n!mzzo e =]

Proposicién 1.6.86 Dado u el funcional clisico de Laguerre, se tiene que

z"D"u = Y(z,n)u, z€[0,+x), n>0,
. con Y(z,n) los polinomios siguientes

n

Y(z,n) = Z (:1) (a+1=(n—m))em(-2)™, a>-1

m=0

donde (c), denota el simbolo de Pochhammer definido como

(co=1, (c)n=clc+1)...(e+n-1), c€eR, Yn>1, (1.6.11)

y (Z) es el coeficiente binomial generalizado:

(a) _la-n+1)n (1.6.12)

n n!

Demostracién:

Si tenemos en cuenta que, cuando u es el funcional de Laguerre, los polinomios ¢ y 1 son,
respectivamente, z y a + 1 — z, entonces la ecuacion (1.6.3) junto con la expresién recurrente
(1.6.4) queda :

2" D% = Y(z,n)u, n>0,

con P(z,n) = 2y(z,n— 1)+ (a+ 1 -n - z)Y(z,n - 1). De esta forma, lo tinico que hay que
probar es que el polinomio ¥(z,n) se expresa como

n

b =3 (1)@t 1-(n=m)n(-2)", a> -1

m=0
Para ello, demostramos el resultado por induccion. En el caso n = 0, se verifica el resultado

trivialmente. Suponemos que para n— 1 el resultado es cierto y lo probaremos para n. Usando
la hipétesis de induccién, deducimos que

W(z,n) =z (z,n-)+(at1l-n-z)(z,n-1)=

n~1

5 J:Z (u;zl)(a.i.]_—(n—l_m))n_l_m(_m)(_m)m—l_*_

m=0
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nel o g
(0+1—n—~1‘)mz=:0( a8 )(a+.1—(rz-lvm))n__l_m(_x)m:
E (“—1)(a+1-(n—l—M))n—l—m(a-f-1-—n+m)(_1)mrm+
m=0 >
ﬂi:l(" 1 (a+1-(n—1-m))p-1-m(— 1)m+1xm+1:

m

m-U

(a+1=(n—m)p—m(-1)"2™ =

)
D)@t 1= (0= mam(-mam +
)

Y (2)@+1-(@=m)n(-2" o

m=0
Proposicion 1.8.7 Se considera la ecuacion (1.6.3) con u el funcional cldsico de Jacobi. Se
verifica que
(1-2z*"D™u = ¢(z,n)u, z¢€ [-1,1], n>0,
donde y(z,n) son los polinomios definidos como
=n! e “ ﬂ ) -1\ym m _ p\n—-m 5
¥(z,n) "'Eo(m) (2, ) comaeama-ar, a8>-1.

Demostracion:
En este caso, los polinomios son ¢(z) = 1—2z? y ¥(z) = f—a - (a+ B+ 2)z y, por lo
tanto, la ecuacién (1.6.3) y la expresion (1.6.4) las escribimos como

(1-2*)"D"u = ¢(z,n)u, n>0,

P(z,n) = (1 -2 (z,n - 1)+ [B-a - (a+ B +2 - 2n)z]y(z,n - 1).

Para demostrar que el polinomio ¥(z,n) es

P(z n)_n'z ( ) ( )(—1)’"(1+:c)"‘(1-z)“""‘,

m=0
lo hacemos por induccién. Cuando n = 0, el resultado se verifica trivialmente. Suponemos

cierto el resultado para n—1 y, lo vemos para n. Teniendo en cuenta la hipétesis de induccién,
concluimos que
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o

*”(“"“‘=(1-12)(n-1>!§( )( ; )(—1)mn[(1+m)"‘(1-xrﬁ-‘*m+

Tg L n—1-m

+ [ﬁ—a—(a+ﬁ+2-2n)rl(n—1)!2(;) (n_f_m)(—l)mx

(1 + :L‘)m(l b z)n—l—m Gt

(1-2%)(n - 1)! HE—] (;) (n > f_ m) (=1)™ [m(1 + 2)"~1(1 = )" 17"~

m=0

(n=m-1)1+z)"(1 - a,-)“-?*'"] +

a

‘ : n—1 ,B “
(208 +1-n)=(a+B+2-2)(1+2)|n- 1)!,,;0('") (n—l—m)(_l) X

(1 & .T)m(l S x)n—l—m s

(n— lanz-:l m (::1) ( 8 )(—1)"*(1 + o)1 =)™ 4

n—1-m
m=0

(n-1)!§(a—-m+ﬂ+l—n)(;)( B )(—1)'"“ X

e n—1-m
(1 g .’L‘)m+1(1 iz I)n—l—m +

(4

26+1-mn- 05 (2)(, 8, ) orae sy - oy

m -m
m=0 1

-1 m (,'f,’;) ( D) CUMA =2

e n—1-m

n-1-m

(n-l)!:go(a-m)(:,t)( 8 )(—1)’"+1(1+z)’"+1(1—x;“-l-m+

n-1
Bi-m)(l-z)n-11Y (2 e ~1™(14 )1 -z) " =
@+1-mi-ae-0 2 () (1) Comasara-o)

in- it g(m i . (;) (n_ f, m) (=1)™(1 + &)™(1 - 2)"™ +

(n—1)! i::(a+ 1—m) (m‘i 1) ( A )(-1)'"(1 )"l =)™ =

n—-m

i n!gu(:l)(n_m)(—l)m(l-i—z)m(l—;c)"-m. a

Resumimos, en la siguiente tabla, las expresiones de estos polinomios




1.6. Derivadas de orden superior de funcionales semicldsicos

Nombre | o(z)

m (22)""2"‘

Hermite 1 e

Laguerre i m))n-m(—2)™

Jacobi |1 - z? n!Z (

m=0

) (n fm) (1P ™

m

Haciendo unos simples calculos podemos demostrar que, en estos casos cldsicos, el grado del
polinomio ¥(z,n) es siempre n, con la restricccion a + 3 # 0,1,...,n — 1, 2n el caso Jacobi.
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Capitulo 2

Polinomios ortogonales asociados a
un producto de Sobolev no
diagonal con coeficientes
polinomiales

2.1 Introduccién

I : n este capitulo de la Memoria, se hace un estudio de los polinomios ortogonales asociados
a un producto escalar de Sobc ev no diagonal que, de forma general, se expresa como
sigue

-
Bl = 3 (s 20N, (2.1.1)
m,k=0
para cualesquiera dos polinomios f y g pertenecientes al espacio de los polinomios con coe-
ficientes reales, IP, donde K > 0 es un nimero entero dado, y u,, x son funcionales lineales,
para m,k=0,..., K.

El producto escalar de Sobolev no diagonal que se considera es el que se obtiene al 2scoger
en (2.1.1) una familia particular de funcionales lineales u,, x, para m,k = 0,....K. En
concreto, dado u un funcional lineal semicldsico definido positivo, se toman los funcionales
lineales u,, » como el producto de unos ciertos polinomios con coeficientes reales, A, , por el
funcional u, para m,k = 0,..., K, es decir,

Um k = Amk(Z)U, (2.1.2)

donde A, ; son polinomios reales, para m,k = 0,..., K, verificando una serie de restricciones
que hacen que la matriz polinémica

A“\)(-I} - (’\m.k(z))g,kzo’

35
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sea una matriz simétrica y definida positiva.

Los polinomios ortogonales con respecto a un producto escalar de Sobolev aparecen por
primera vez en 1947, en un trabajo pionero de Lewis [102]. En la década de los sesenta,
varios autores como P. Althammer, E. A. Cohen, W. Grobner, F. W. Schifke, J. Brenner,
..., estudian casos particulares del producto escalar (2.1.1). (Ver [8], [40], [69], [155], [28].)

El primer trabajo sobre el estudio de productos escalares de Sobolev no diagonales de
la forma (2.1.1), se debe a F.W. Schatke y G. Wolf, quienes en [156] consideran K’ = 1 y
un funcional lineal cldsico u con restricciones sobre los polinomios de la matriz A1)(z), en
el sentido de que el producto escalar de Sobolev se reduce a un producto escalar estandar
cuando se integra por partes, y la constante de integracion se anula.

En un trabajo de F. Marcelldn, T. E. Pérez y M. A. Pinar ([118]), se considera el producto
escalar de la forma:

1
(£,9)8) = 3 (i, fig), (2.1.3)
1=0
donde ug y u; son funcionales lineales semiclasicos definidos positivos relacionados mediante
una expresion de tipo racional. Pzra este producto escalar, estos autores esiudian detallada-
mente los polinomios crtogonales de Sobolev cuando up = u; es el funcional lineal asociado a
la medida de Gegenbauer ([117]) o a la medida Laguerre-Sonine ([119]).
H.G. Meijer proporciona en [135] ur ejemple del producioc (3), cuando {ug,u; } forman un

par coherente para u; = ug = v, donde u = ;———Er"e"r‘d:r: S MO(E),conf=0,a>0y M > 0.

En [138] establece la clasificacidn de todos los pares coherentes. En particular, estudia los

pares coherentes cn el caso Jacobi, considerando u; = up = u, donde u = ] ! a‘(l-—m)”‘_l(l-{-
T —

z)?~ldz + M6(€), paraa, 3> 0, M > 07 |€] > 1. En ambos casos, la matriz AM(z) es una

matriz diagonal de la forma:

donde en el primer caso ¢(z) = z, y para el caso Jacobi ¢(z) = 1 — 2%. De este modo, los
pares ccherentes son un caso particular de los productos escalares de la forma (3).

Otro ejemplo de estos productos aparece en el caso en que {ug, u; } forman un par coherente
simétrico. 1. E. Pérez deinuestra en [144] que las componentes impares de los polinomios
ortogonales asociados a {ug,u;} verifican una relacién de ortogonalidad Sobolev no diagonal.

El caso K > 1 es el menos tratado en la literatura, aunque se conocen algunos resultados.
En un trabajo de P. Lesky ([1C1]) se estudia este producto escalar cuando la matriz A(R)(z)
es una matriz diagenal y de coeficientes constantes y el funcional lineal u es el funcional
asociado a la medida de Lebesgue.

En [96], K. H. Kwon y L. L. Littlejohn demuestran la ortogonalidad de los polinomios de

-k . S
Laguerre {135L )}n>g, para k un nimero entero positivo, con respecto a un producto escalar
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en el que aparecen deltas de Dirac y derivadas. Estos mismos autores, en [97], estudian

los polinomios de Jacobi generalizados {P,(fl‘_”}nzg, y demuestran que son ortogonales con
respecto a un producto escalar diagonal en el que intervienen deltas de Dirac y primera
derivada.

Posteriormente, T. E. Pérez y M. A. Pifiar obtienen, en [146], un producto escalar de
Sobolev respecto del cual los polinomios de Laguerre, para cualquier valor real de a, son
ortogonales. Ademds, en [147], deducen cémo se puede usar la ortogonalidad Sobolev para
recuperar propiedades de los polinomios de Laguerre generalizados.

F. Marcelldn, T. E. Pérez, M. A. Pifiar y A. Ronveaux estudian en {120] un producto
escalar de la forma (2.1.1) donde la matriz A(®)(z) es una matriz constante y diagonal. Los
resultados que obtienen en este trabajo nos motiva una generalizacién al caso no diagonal.

En este sentido, este capitulo proporciona un marco comun para el estudio de los poli-
nomios que son ortogonales con respecto al producto escalar de Sobolev (2.1.1).

La estructura del capitulo es la siguiente. En la primera seccion, se define el producto
escalar de Sobolev (2.1.1), cuando los funcionales lineales u,, » que se consideran verifican
(2.1.2), para u un funcional lineal semicldsico y A,, x polinomios definidos sobre el espacio IP,
verificando ciertas restricciones entre si, con m,k=0,..., K.

En el siguiente apartado se introduce un operador lineal diferencial, que se denotard F(&),
definido sobre el espacio de los polinomios con coeficientes reales. Este operador permite
representar el producto escalar de Sobolev en términos del producto escalar estindar, bajo
ciertas restricciones. Ademads, se obtiene que dicho operador lineal F(X) es simétrico con
respecto a este producto de Sobolev.

A partir de este operador lineal se deducen, en la siguiente seccién, una serie de relaciones
entre los polinomios ortogonales asociados al funcional lineal u y los polinomios ortogonales
asociados a (2.1.1). A partir del cardcter simétrico del operador F(¥), se establece una rclacién
difero-diferencial que verifican los polinomios ortogonales de Sobolev, asi como una ecuacién
diferencial de orden 2K + 2.

El capitulo se termina con una serie de ejemplos para el caso en que K = 1. En este
apartado, estamos interesados en productos escalares de Sobolev no diagonales tales que
el correspondiente operador lineal diferencial F(!) no aumente el grado de los polinomios.
Esta situacién es muy interesante, ya que si F(!) conserva el grado de estos polinomios,
como una consecuencia de la relacién difero—diferencial, se obtiene que los correspondientes
polinomios ortogonales de Sobolev son las funciones propias del operador diferencial, esto es,
estos polinomios verifican una ecuacién diferencial de segundo orden.

Se obtienen condiciones necesarias para que el operador lineal F(!) conserve el grado de los
polinomios y, en particular, se deduce que el polinomio ), ;, de la matriz polinémica AM(z),
tiene que ser una constante y el funcional u ha de ser cldsico.
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2.2 Producto escalar de Sobolev continuo no diagonal

Sea K > 0 un mimero entero dado y u un funcional lineal semiclasico definido positivo. Dados
dos polinomios, f, g € IP, se define el producto escalar de Sobolev no diagonal en la forma
siguiente

- h-
£95 = 3 (Ani(z)u, fmgkh, (2.2.1)

m,k=0

donde A, . son pelinomios reales, para m,k = 0,... K, con z € I, el conjunto soporte del
funcional u. Estos polinomios deben verificar ciertas restricciones para obtener una forma
bilineal simétrica y definida positiva.

De hecho, si se escribe el producto de Sobolev (2.2.1) en forma matricial, se obtiene

»\0,1\'(3«’) g

-— g of : e Mgle) '
F® = @ £ o : G

Ak k() gl*

¥, si se denota por

Aop(z) Aoa(z) ... Aoxl(z)
AK ) = )‘1,?(1) ’\1,1.(_3:} -’!1,1{(1‘) :

Jacoke). Awskol o Asled

se deduce que una condicion suficiente para que (2.2.1) sea un producto escalar es que la
matriz A'X)(z) tiene que ser una matriz simétrica y definida positiva para z € I.

En el caso en que K =0y Agg(z) = 1, el producto escalar (2.2.1) es el producto escalar
estandar definido para el funcional lineal semiclasico Aoo(2)u, es decir

(f,9) = (£,9)9 = (u, fg).

Notaremos por {Qn}nz[) a la sucesion de polinomios ortogonales moénicos asociada al
producto escalar de Sobclev (2.2.1), y diremos que {Qn}>0 es una SPOM de Sobolev. La
norma al cuadrado de un polinomio @, se representa por ky, esto es,

kn = (Qn, @05, 720,

y, por definicién de producto escalar, siempre ko > 0.
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2.3 El operador lineal F¥)

En este apartado, se define un operador lineal diferencial sobre el espacio de los polinomios con
coeficientes reales, IP, que notaremos F'K), En primer lugar, se hace un estudio de este ope-
rador lineal, demostrandose a partir de su expresion explicita que, bajo ciertas restricciones,
se puede obtener una representacion del producto escalar de Sobolev, definido en (2.2.1), en
términos del producto escalar estindar definido a partir del funcional lineal semiclasico u.
Ademis, se demuestra que este operador lineal F(K) es simétrico con respecto al producto
escalar de Sobolev (2.2.1).

La iiltima parte del apartado, se dedica al estudio del grado del polinomio que se obtiene
al aplicar el operador F(¥) a un polinomio cualquiera de grado n.

Dado u un funcional semicldsico definido positivo, notemos por ¢(z) = apz? + ..., ¥
P(e) =bgx?+...,cona, #0y by #0, parap >0y g > 1, alos polinomios de la ecuacién
diferencial distribucional asociada a u:

D(¢u) = yu, (2.3.1)

s = min{max{p — 2,q— 1}, V(¢,¢) verificando (2.3.1)},

la clase del funcional u. Denotemos por 1(z,n) a los polinomios definidos recursivamente por

Y(z,0) 1,
P(z,n) ¢(m)¢'(zv” = 1)+ ¢(z,n - 1)[¢(z) - nﬁb’(“’)]’ n 21,

gr(Y(z,n)) <n(s+1), n20.

Obviamente, estos polinomios verifican

¢"(z)D"u = Y(z,n)u, (2.3.3)
(ver la proposicién 1.6.1 y el lema 1.6.2).
Se define el operador diferencial lineal F(K)
signiente forma

, para K > 0 un nimero entero dado, en la

K m m—i : A : :
e E Y (T) 2 (mf | l) i (@) a)(a, DM, (234)
J=

m, k=0 =0

donde D denota el operador derivada y los polinomios ¢ y 9(z,n) son los definidos anterior-
mente en (2.3.3).
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Nota 1. Si se considera, en el producto escalar de Sobolev (2.2.1), el caso en que K = 1,
el funcional lineal u es un funcional clisico, y la matriz AX)(z) es una matriz diagonal de
constantes entonces, el producto escalar (2.2.1) queda

(1) _ ( ' ’\00 0 g\,
(fvg)s _<ua(f1 f )( ,\1'1 ) (gf)}‘

Para este producto escalar de Sobolev, el operador diferencial lineal asociado, F(1), se
escribe en la forma

FO = xood(z)] - A1y [WL 1)D + ¢(£)D2] .

que es la expresion obtenida en [144], pig. 100.

Nota 2. Cuando se toma, en el producto escalar (2.2.1), la matriz polinémica A'¥)(z) como
una matriz diagonal y constante, con Agg(z) = 1, de (2.2.1) se tiene el siguiente producto
escalar de Sobolev

- K
S95) = (w, fg) + 3 A, fMg™) VS g € P,

m=1

cuyo operador diferencial asociado, F(X), se expresa como

.
FE) = oK () + ¥ (-1)" mmz ( ) ¢" =" (2)p(z, m — i) D™,
m=1

=0

Es decir, se obtienen el producto escalar de Sobolev y el operador lineal asociado que estudian
F. Marcelldn, T. E. Pérez, M. A. Pifiar y A. Ronveaux en [120].

Como ya se expuso en la proposicion 1.2.8, si el funcional lineal u es definido positivo
entonces existe una medida u tal que

(u, f) = jf f(z)du(z), Vf e P.

Supongamos que la medida u asociada al funcional semicldsico u puede expresarse por medio
de una funcién peso p, esto es, du(z) = p(z)dz. En estas condiciones, el operador diferencial
lineal F(K) admite una representacién mds compacta tal y como se muestra en el siguiente
resultado.

Proposicién 2.3.1 En las condiciones anteriores, se tiene

(h] ¢P(:(;;) L mDm(p(I))‘m k(I)Dk
m, k=0
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Demostracién:
Sea p la funcion peso asociada al funcional u, entonces p cumple la ecuacion diferencial

$(2)Di(p(2)) = ¥(z,j)plz), 2 0.

Despejando el polinomio (2, 7), en la ecuacién anterior, queda

"z,j) = %Dj(p(z)),

y, sustituyéndolo en la expresion (2.3.4), se deduce que

1=0 =

FE) = Z:; mi( )mz( YA e ita) ‘“(” DJ( (2)) D+ =
- i = Z;( )Z( j i)Ai;’i;““(z)nf(p(w))n’““.

m,k=0 i=0

Si, ahora, se aplica dos veces la férmula de Leibnitz, se llega a

o K I = 1
#) = £EL S a3 () D Ohmatalele)) D =

m, k=0 1=0

K K
‘bp(f Z ~1)"D"™ (p(z)Ama(z)D¥). ©
mk=

A partir de la expresién (2.3.5), deducimos que, en este caso, el operador FX) se puede
escribir en la forma matricial siguiente:

p(z)]

p(z)D

FK) = "5—9—)( I,-D,...,(-1)*D¥ ) A%} z) : ; (2.3.6)

p(z) .
p{z) DX

Nota. El operador lineal FK) es un operador diferencial de orden 2K, puesto que el poli-

nomio Ak x no es idénticamente cero, lo cual se deduce del cardcter definido positivo de la
matriz A¥)(z).

El siguiente resultado que se demuestra ficilmente por induccién, proporciona una relacién
entre las derivadas de dos funciones.

Lema 2.3.2 Sean f y g dos funciones tales que f sea m veces diferenciable y g sea (m + k)
veces diferenciable, para m y k dos nimeros enteros positivos. Entonces




Capitulo 2. Productos de Sobolev no diagonales

lm)g(k) = f:(—l)i (T) (fg(k+s'))(m—-‘}_

=0
En la siguiente proposicién, se muestra como el operador lineal F (K) permite obtener

una representacién para el producto escalar de Sobolev (2.2.1), en términos de las derivadas
sucesivas del funcional lineal semiclasico u.

Proposicién 2.3.3 Sean f y g dos polinomios cualesquiera de IP. Para 0 < h < K, se tiene
(¢5M @)z, h) f,9)§" = (D*u, fFK)g).
Demostracion:

A partir de la ecuacién (2.3.3), el lema 2.3.2, la férmula de Leibnitz y la relacién (1.6.10),
se obtiene

5
(-t @pia )0 = T Qi@ (65t h)f) ™ o) =

m,k=0

(=1 (7) e, (5@ iz mygah+) ") =

NE

Q
T
(=]

(D™ (Amp(2)u), 65 P (2)9(z, h) fgk+)) =

NgE

o
n
[ =]

(mf A @) DI, ¢F M2 )y(z, h) fg'*+)) =

o
-
i

s

=]
-
Il

)¢
) (6% M(z)p(z,h)D’u, f,\(m“"f}( glk+iy =

u f)‘(m-t—.;)(z)qu-,‘(xw(x,j)g(kq-i}) L

s

-

Teorema 2.3.4 El operador lineal FK) es simétrico con respecto al producto escalar de
Sobolev definido en (2.2.1), es decir

(FHE £, )5 = (£, FF)g){0).

Demostracion:
De la proposicién 2.3.3 y del lema 2.3.2, se deduce
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ok x)u’Z( 1) ( ) (f(k+i)f(h’)g){m—i)) o

m,k:ﬂ =0

K
Y el SO (7 K1) ™) =

mk=0
K A (K)
= (£FHg)Y. o

A continuacién, estudiaremos el grado del polinomio que se obtiene al aplicar el operador
diferencial lineal (%) a cualquier polinomio de grado n, con 7 > 0.

Proposicién 2.3.5 Para cada valor de n > 0, se liene

gr (F®)z™) <n+ max {gr(Ank)+p(K = m) +m =k + ms},

donde p = gr(¢) > 0, ¢ = gr(¢) 2 1 y s = max{g—1,p - 2}.

Demostracion:

Usando la desigualdad (2.3.2), de la expresién del operador lineal aplicado al polinomio
z", se deduce que

gr (F®)z") < max {gr(Amp)-m+i+j+(K=jp+i(1+s)+n—k-i)

0 <m=i,
D<|<m
0<m k(K

n+ max {gr(dmg)-m—k+Kp+j2-p+s))

(Amp)—m—k+ Kp+(m-i)(2-p+s)}

+0<m«}§K{yr(Am,k)— k+ Kp+m(l+s-p},

con lo que se tiene el resultado. O

A pesar de la desigualdad que aparece en la proposicién anterior, el operador lineal F(¥)
nunca reduce el grado de todos los polinomios.
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Proposicién 2.3.8 Eriste ng > 0 tal que

gr (f(h'}z"“) 2 ng.

Demostracion: -
Supongamos que el operador reduce el grado de los polinomios, esto es, gr (}' (8 }z.""') <n,

¥n. Entonces, se puede escribir el polinomio F(X)Q,, en términos de los polinomios ortogonales
de Sobolev {Q;}i=01,...n—1, en la siguiente forma

n-1
FEIQu(z) = ¥ 0n,iQi(2),

i=0
donde los coeficientes se calculan como sigue

o (K)
(-F(A)Qin)S :
i — T e, S

=
(Qi,Q:)%"

A partir de la simetria del operador lineal F{X) y de la ortogonalidad de los polinomios Q,

se obtiene

; (K)
(Qﬂaf(k)Qi)S :
Hei= =d +=0.....n=1,

(QiaQi)(SK)

y, entonces, F8)Q,.(z) =0, ¥n >0, lo cual es absurdo. O

Como se puede apreciar a partir de las proposiciones 2.3.5 y 2.3.6 y la expresi6én explicita
de FK) este operador lineal FX) generalmente, aumenta el grado de los polinomios en una
cantidad fija de unidades. De este modo, existe un niimero entero no negativo, que notaremos
por t, tal que

FR)gr = P(n)z™ + ...,

donde F(n) representa el coeficiente lider del polinomio F(¥)z", Nétese que este coeficiente
puede ser cero para ciertos valores de n.

2.4 Propiedades algebraicas de los polinomios ortogonales de
Sobolev

Como consecuencia directa de la proposicion 2.3.3, que relaciona el producto escalar de
Sobolev no diagonal, (., .)fs.K), con el producto escalar estindar definido a partir del funcional
lineal semiclasico u, se puede establecer una relacion entre los polinomios ortogonales de
Sobolev {Q,}., asociados al producto escalar (., .).(gK), y los polinomios ortogonales semiclasi-

cos {P,}n, asociados al funcional lineal u.
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Proposicién 2.4.1 Se verifican las siguientes propiedades

n+Kp

i) ¢K(@)Pa(z)= Y aniQi(z), n2t,

i=n—t
donde

g k
Qn it Kp = a:,\ v Cpn-t=Fln= t)ig
n—t

n+t
i) FRIQ(a)= ¥ BuiPilw), n2 Ky,

t=n—-Kp

donde

K kn
P

gn,n+t = F(n)» ﬂn,n—l’\’p =a kn—h’p.

Demostracion:
i)  Escribiendo el polinomio ¢% P, en términos de los polinomios ortogonales de Sobolev
{Qi}i>0, se obtiene

n4-Kp

K (@)Pu() = Y 2niQi(z).

=0

Usando la proposicién 2.3.3 en el cilculo de los coeficientes, se llega a

i (K)
K : >
o (d’ PnaQ;)-S = (U,Pn]j(h)Q{)
G905 ki
y, de la ortogonalidad de los polinomivs semicldsicos {P,},, se deduce que a,; = 0, para
0<i<n-t—1

L]

ii) Si se expresa el polinomio F(5)Q), en términos de los polinomios {Pi}i>o0, se tiene

n+t
FO0.(z) = 3 BniPile)

i=0

De nuevo, los coeficientes pueden calcularse a partir de la proposicién 2.3.3 y, por tanto,

_ {u, PFE)Q,) ("’Kﬂ,Qn)LK)

Bni

(u,iR) k;
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Finalmente, usando la ortogonalidad de los polinomios ortogonales de Sobolev {Q,}., se
obtiene que 3, ; =0, para0 < i< n— Kp- |, con lo que se llega al resultado. DO

A partir del caracter simétrico del operador lineal F{*) se deduce una relacién difero-
diferencial para los polinomios ortogonales de Sobolev. De esta forma, se pueden relacionar
entre s los polinomios ortogonales de Sobolev {Q }., a pesar de que en esta relacion interviene
un operador que involucra derivadas.

Proposicién 2.4.2 (Relacién Difero-Diferencial) Para cada valor de n > t, se verifica
la siguiente relacion entre los polinomios ortogonales de Sobolev

n+t

FRQuz)= Y 1:Qilz), (2.4.3)

i=n—t

k
Tnntt = F(n)u Tnn-t = F(n - t)it —.
n—t
Demostracidn:
Escribimos el polinomio F(¥)Q, en términos de los polinomios ortogonales de Sobolev

{Qi}izoi

Fas n+4t
fll{’Qn(I) o= Z 7n.iQi(-’E)s

i=0
y, del teorema 2.3.4, se obtiene
(K)

S

(799.,@)" (@ F®0Q))

@05 ki

Tni =

De la ortogonalidad de los polinomios @, con respecto al producto escalar de Sobolev, se
deduce que y,; =0 para 0 < i< n-1t-1, con lo que se tiene el resultado. O

En la signiente proposicion, para cada polinomio ortogonal de Sobolev Q,,, se deduce una
ecuacion diferencial de orden 2K + 2 cuyos coeficientes son politomios dependientes de n,
pero con grados fijos.

Proposicién 2.4.3 El polinomio ortogonal de Sobolev de grado n, Q,, verifica la siguiente
ecuacion diferencial de orden 2K + 2

A(z,n)D? (F¥IQa(2)) + B(z,n)D (F®)Qu(2)) + C(z,n)FH)Qu(z) = 0,

donde A(z,n), B(z,n) y C(x,n) son polinomios reales dependientes de n y con grados fijos.
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Demostracion:
Usando la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.1) para la sucesién de los polinomios
ortogonales semicldsicos {Py}n>0, la ecuacién (2.4.2) puede escribirse en la forma siguiente

FEQn(z) = Mo(z,n)Py(z) + No(z,n)Pr-1(z), (24.4)

donde Mg(z,n) y No(z,n) son polinomios que dependen de n.
Tomando derivadas en (2.4.4) y multiplicando por el polinomio ¢, se obtiene

$(2)D (FFIQu(2)) = ¢(z) [My(z,n)Palz) + Mo(z,n)Ph(z)+
+ Ny(@,n)Pacs(@) + No(z,n)Pi_y(2)] .

Si se usa, en esta expresion, la relacién de estructura (1.5.3) para los polinomios ortogonales
semiclasicos {Pp}n:

n+p-1
$(z)Po(z)= Y. bniPi(z), (2.4.5)

k=n—s-1

¥, de nuevo, la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.1), se tiene

$(2)D (FKIQu(2)) = Mi(z,n)Pu(z) + Ny(z,n) Pacs(2), (2.4.6)

donde M;(z,n)y N1(z,n) son polinomios dependientes de n. Volviendo a tomar derivadas en
(2.4.6), multiplicando por el polinomio ¢, y aplicando la relacién de estructura (2.4.5), queda

#(2)D (¢(z)D (F¥)Qu(2))) = Ma(z,n)Pa(z) + No(,n)Poi(2), (24.7)

donde M;(z,n) y Na(z,n) son poiinomios reales que dependen de n.
Si se impone la compatibilidad entre las ecuaciones (2.4.4), (2.4.6) y (2.4.7), se deduce
que el siguiente determinante tiene que anularse

FEIQ, () Mg(z,n) No(z,n)
6(@)D (FF)Qu(z))  Mia,n) Mi(z,n) | =0,
$(2)D (¢()D (FK1Qu(z))) Ma(z,n) No(z,n)

¥, desarrollando el determinante se liega a la ecuacién diferencial de orden 2K +2 que verifican
los polinomios ortogonales de Sobolev {Q,},. O

Nota. Este resultado nos muestra que existe un operador, S de orden 2K + 2 que puede
expresarse como composicién del operador diferencial lineal (%) y un operador diferencial
de segundo orden, M. Es decir, existe un operador S con § = MFX), tal que SQ,(z) = 0.
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2.5 Algunos ejemplos con K =1

En esta seccién del capitnle, se consideran algunos ejemplos para el producto escalar de
Sobolev no diagonal definido en (2.2.1) cuando K = 1. Este es el caso mas frecuente que
aparece en la literatura. En primer lugar, se obtiene la expresién del producto escalar de
Scholev en este caso particular, asi como la expresién del operador F(1) asociado a este
producto escalar. .

Posteriormente, se obtiene una condicién necesaria en términos de los elementos de la
matriz A{)(z) para que este operador diferencial no aumente el grado de los polinomios.
Dicha situacién es interesante porque si F(!) conserva el grado de estos polinomios, entonces
los correspondientes polinomios ortogonales de Sobolev verifican una ecuacion diferencial de
segundo orden. Ademds, nos permite dotar de propiedades de ortogonalidad Sobolev a ciertas
familias de polinromios ya conocidas.

En el caso en que K = 1, el producto escalar de Sobolev (2.2.1) se expresa como

o i [ Doolz) Amﬂr))(g)
) =, J, : 2.5.1
(f d)s ( (f f )( ’\1,0(3) )‘1,1(1:) ) gf ) ( )
para cualesquiera polinomios f y g pertenecientes al espacio IP, con u un funcional lineal
semicldsico.
De esta forma, la correspondiente matriz polinémica asociada 2l producto escalar (2.5.1),
es

[ Yo0(@) Hoa(a)
“W““(Aﬁw)ﬁhﬂ)'

Esta matriz ha de ser una matriz simétrica y definida positiva, esto es, los elementos de
AM(z) han de verificar las siguientes condiciones

doa(z) = Ao(e),  Aoo(z) >0, Aop(z)ha(z) = Aiy(z) >0, zel

El operador diferencial lineal (1) ascciado al producto escalar de Sobolev no diagonal
(2.5.1) viene dado por

FO = {8(2) [hool2) - Xoa(@)] = ¥(z, Do (@)} T -
= {#@1(@) + ¥(z,DMa(2)} D - 9(z)M1(x) D%, (25.3)

donde, como es habitual, I representa el operador identidad, D el operador derivada primera
y D? representa el operador derivada segunda.

Proposicién 2.5.1 Si el operador diferencial lineal F() conserva el grado de los polinomios,
entonces el funcional lineal u es cldsico. Ademds, en este caso, el polinomio \i; es una
constante.
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Demostracion:

Si se quiere un operador lineal, F(!), que conserve el grado de los polinomios a los que
se aplica, de la expresion de este operador dada en (2.5.3), se deducen ias siguientes tres
desigualdades

g7 {6 oo = Xoa| = ¥l@. DXes} = (2.5.4)

gr{oX, + vz, 1)} < (2.5.5)
gr{oA.1} . (2.5.6)

Teniendo en cuenta la desigualdad (2.5.6), aparecen tres casos posibles a estudiar:

(1) Supongamos que gr {A;1} = 0 luego, a partir de (2.5.6), se tiene que gr {¢} < 2. Si
sustituimos en (2.5.5), obtenemos que

g7 {8(2)\ 1) + ¥z, DAra(2)} = gr {9z, 1)} < 1,
¥, por lo tanto, el funcional u es clasico.

(2) Si gr {A1,1} = 1 entonces, de (2.5.6), tenemos que gr {¢} < 1. De esta forma, la desigualdad
(2.5.5) queda gr {¥(z,1)} = 0, es decir, ¥(z) = ¢'(z) + C = constante. Pero esto contradice
la regularidad del funcional u, ya que si u es regular entonces gr {¢} > 1.

(3) Cuando gr{M.1} = 2, teniendo en cuenta (2.5.6), deducimos que gr {¢} = 0. Si im-
ponemos que F(1) conserve el grado, de (2.5.5) tenemos que y(z,1) = 0, lo cual vuelve a
contradecir el cardcter regular de u. O

Se puede comprobar que el reciproco de la proposicién 2.5.1 no es cierto, es decir, si
se toma, en el producto escalar definido en (2.5.1), el funcional lineal « como un funcional
clasico y el polinomio A;;(z) = Ay constante, entonces el operador lineal asociado F(1)
puede aumentar el grado de los polinomios.

Como contraejemplo, consideremos el funcional clasico de Hermite y la matriz AV (z)

siguiente
A(l’(:c)—_ P Y
1 L ¢

Teniendo en cuenta que, para el funcional de Hermite los polinomios ¢(z) y ¢(z,1) de la
ecuacién (2.3.3) son, respectivamente, 1 y —2z, la expresién (2.5.3) del operador lineal F(!)
se expresa, en este caso, como

FO = {:22 + 2z + 2}I+2J:D =g

y, si se aplica al polinomio z™, se obtiene

Fgn = g2 4 92" § Xn 4 1)2" = n(n - 1)z""2,
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de donde, se concluye que el grado del polinomio FVz" es n + 2.

Sin embargo, a pesar de este hecho, en cada uno de los casos cldsicos es posible dar
condiciones sobre los polinomios de la matriz A{!)(z) que hagan que el operador diferencial
lineal 1) conserve el grado de los polinomios. Tomaremos el polinomio A; ;(z) = Ay como
una constante,

De esta forma, si queremos que F(!) conserve el grado de los polinomios, entonces la
expresion (2.5.3) la podemos escribir como

FO = C1f = (2, DAa D = (2)ha D2,

donde €1 = {¢() [oo(z) = 2,1(2)] - ¥(z, DIoa(2)}.

Proposicién 2.5.2 Si F(1) conserva el grado, los polinomios ortogonales con respecto al pro-
ducto escalar (2.5.1), que notaremos por {@,}n, verifican la ecuacion diferencial de segundo
orden siguiente:

#(2)Qn(z) + ¥(z, 1)@} (x) = n(by + az(n - 1))@n(z) = 0, (2.5.8)
donde ¥(x,1) = bz + by y &) = azz? + a1 + ay.

Demostracion:
Aplicando el operador F(!) al polinomio Q,, de (2.5.7), obtenemos que

FQn(z) = C1Qn(7) - (2, )M Q0() = ¢(2)M11Q0(2). (2.5.9)

Por otra parte, de la relacion difero-diferencial (2.4.3) para K =1y t = 0, se deduce que

FMQu(z) = [C1 = Apan(by + az(n - 1))] Qn(z). (2.5.10)

Igualando las ecuaciones (2.5.9) y (2.5.10) y eliminando la constante A; ;, resulta que

&(2)Qn(z) + ¥(z, 1)@ (z) — n(by + az(n - 1))Qn(z) = 0. O

Corolario 2.5.3 Se tiene
i) Si u es el funcional de Hermite en el producto escalar (2.5.1), entonces los polinomios
ortogonales con respecto a (2.5.1) son los polinomios cldsicos de Hermite.

ii) Cuando u es el funcional de Laguerre en (2.5.1) con pardmetro a > —1, los polinomios
ortogonales asociados son los polinomios generalizados de Laguerre { L _1)}n.

iii) Sea u el funcional cldsico de Jacobi con pardmetros a, 3 > —1. Los polinomios ortogonales
con respecto a (2.5.1) son los polinomios de Jacobi {P,ﬁ"“""”}n.
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Demostracion:

i) Se considera u el funcional clisico de Hermite. En este caso, los polinomios de la ecuacién
diferencial distribucional (2.3.3) son ¢(z) = 1 y ¥(z,1) = -2z, con ¢ € (~o0,+0). Si
sustituimos estos polinomios en la ecuzcion diferencial (2.5.8), tenemos

Qn(z) - 22Q(z) + 2nQ4(z) = 0,

es decir, los polinomios @, verifican la misma ecuacién diferencial de segundo orden que los
polinomios clasicos de Hermite y, por lo tanto, Q,(z) = H.(z).

ii) Para u el funcional de Laguerre, sabemos que ¢(z) = 2 y ¥(z,1) = a—=z, con z € [0,+),
con lo que la ecuacién (2.5.8) queda

Q! (z) + (a - z)QL(z) + nQn(x) = 0.

Por ser esta ecuacién la ecuacién diferencial de segundo orden que verifican los polinomios
. a=-1 . a-1
generalizados de Laguerre {LL )},,, concluimos que Q,(z) = le )(.r,).

iii) Si u es el funcional de Jacobi, entonces ¢(z) = 1 —z? y ¢(z,1) = (f — «) — (a + B)z, para
z € [-1,1], y, por tanto, la ecuacién (2.5.8) se escribe como:

(1-23)Qh +[(8-a)— (e + B)2]Q, + n(a+ 4 +n-1)Q, = 0.

Esta ecuacion diferencial de segundo orden es la ecuacién que verifican los polinomios de
Jacobi {P,(l“_l'ﬁ_”}n, luego Q,(z) = P,Eo_l‘ﬁ—”(x). |

A continuacion estudiaremos cada caso clisico por separado. Daremos condiciones sobre
los polinomios de la matriz A(V)(z) para que F(!) conserve el grado, y daremos la expresién
explicita de este operador.

2.5.1 El caso Hermite

Como es bien conocido, en este caso los polinomios de la ecuacién diferencial distribucional
(2.3.3) son ¢(z) =1y ¢(z) = -2z, con & € (-0, +00).
La expresién del operador lineal F(1) asociado al producto escalar (2.5.1) es

.7:(” = {AU'U(TL‘) - A:“(.T) +2$A0,](I)}I + 23’?/\1‘10 — /\t|1D2. (2.5.1 1)

Si se quiere que el operador F(1) conserve el grado de los polinomios, de (2.5.11), se deduce
que una condicion necesaria es que se verifique la siguiente relacion entre los polinomios Ag g
Yy Ao

gr (Moo(@) = 21(2) + 20)01(2)) = 0. (2.5.12)

(a) Una posible eleccion de los polinomios de la matriz AM(z), para obtener un operador
lineal (1) que verifique la igualdad (2.5.12), es
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A 0
1)y — 0,0
A (.l’,'; o ( 0 '\1,1 )a

con App ¥ Aj,1 constantes positivas para garantizar el cardcter definido positivo de la matriz
AM)(2).

(b) Otra eleccién, puede ser
2
(1) L 2e°+1 -z
A (-T:) S ( - ,\1‘1 Y

con Ay > % para que la matriz A()(z) sea definida positiva.

A partir del apartado i) del corolario 2.5.3 deducimos que, en cualquier caso, la co-
rrespondiente sucesion de polinomios ortogonales de Sobolev vuelve a ser la sucesion clasica
de Hermite.

2.5.2 El caso Laguerre

Cuando u es el funcional lineal de Laguerre, los polinomios de la ecuacion diferencial distribu-
cional son, respectivamente, ¢(z) =z y ¥(z,1)=a—-z,cona > -1y z € [0,+0).
En este caso, el operador lineal F(!) se expresa como

FO = {a[hoo(@) - 2.(2)] - (@ = 2)hoal®)} T -
- (a@=2)MD=-z), D2 (2.5.13)

Si se quiere que F(!) conserve el grado de los polinomios, es necesario que los elementos
de la matriz A(V)(z) verifiquen

gr (::: [)‘0'0(1:) = )\6'1(1:)] — (o - :r)/\g,l(.?:)) =0,

o0, equivalentemente,

2do0(2) + (2 — a)roi(2) — zAg (2) = constante.

gr(z [Mool(z) + Aoa(z)]) 14 gr(Xoo + Aoa),
ar (—MB,](r) = 01\041(3)) gr(Aoa),

se tiene que 1 4 gr (Aoo + Ao,1) > 97 (Xo,1), ¥ de (2.5.14), queda

gr(Xoo) = gr(A0,), (2.5.15)
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y, ademds, el coeficiente lider del polinomio Ag ¢ tiene que ser igual a menos el coeficiente lider
de )\0'1.
Por otra parte, para que la matriz A()(z) sea definida positiva, se ha de cumplir que

doo(z) >0, Ago(z)A1 — Aj1(z) >0, =z €[0,+00),

de donde la tnica posibilidad es que gr (Aog) = 0, es decir, la matriz AW (z) ha de ser una
matriz constante de la forma

A -\
Ay = 0,0 00 |}
(=) ( dap . dng
con 11 > Aoo > 0, para que AlY)(z) sea definida positiva.

Teniendo en cuenta ii) del corolario 2.5.3, se verifica que los polinomios de Sobolev @,
ortogonales con respecto al producto escalar

@) ' oo Ao g
(9 = (u (S f)(_,\o_o = )(g,)>,

son los polinomios generalizados de Laguerre L{* ™", (ver [146] y [147]).

2.5.3 El caso Jacobi

Se considera, a continuacién, como funcional lineal u el funcional cldsico de Jacobi.

Los polinomios de la ecuacién diferencial distribucional (2.3.3) son ¢(z) = 1 — 22, y
Y(z,1)=(f-a)-(a+P)z,cona, f>-1,yz€[-1,1].

Si se reemplazan las relaciones anteriores en la expresién (2.5.3) del operador lineal F(1),
se obtiene

FO = {1 2% [hoo(2) - 21(2)] = [(B= @) = (o + Baldon(e) } I -
— [(B-a)=(a+B)z]r1D - (121 D2 (2.5.16)

Para obtener un operador F(!) que conserve el grado de los polinomios, es necesario
distinguir dos casos: que bien a + [ se anule o bien que sea distinto de cero.

(A) Si @+ 8 =0, entonces el polinomio ¥(z,1) es 23, con lo que sustituyendo en (2.5.16)
queda

FO = {(1 - 2%) hoole) = Xp,1(2)] - 2830,(2)} I - 282011 = (1 - 2?)M\y 1 D2.

Para que F() conserve el grado necesitamos que

gr{(1 - %) [oo(e) = Xo4(2)] - 28X0(2)} = 0.
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De esta forma, aparecen dos casos a estudiar:

(A.1) Cuando 3 # 0, teniendo en cuenta (2.5.17), se ha de cumplir que

24 gr {f\o,o(ﬂ?) = '\:;,1(-"?)} =gr{Ao1},

es decir, como minimo el grado del polinomio Ag; tiene que ser dos. Si suponemos que
gr {Av1} = 2, de (2.5.17), deducimos que los polinomios Agg ¥ Ao, tienen que ser de la forma

/\0'0(.'1’.') =a41r - alﬁ, /\0]1(1‘) = %1-32 + b(\. ﬂ-],bo € R.

Si, ahora, imponemos el caricter definide positivo de la matriz A{!)(z), llegamos a que o bien
# < —1 0 bien @ < —1. En ambos casos se tiene una contradiccién y, por lo tanto, en este
caso, no es posible encontrar polinomios de la matriz A()(z) tales que el operador conserve
el grado.

(A.2) Para (8 = 0, obtenemos que (z,1) = 0, de donde usando (2.5.17), tenemos que la
tinica posibilidad es que Ago(z) = A ;(7) = 0. El caso mas sencillo es considerar el polinomio
Ao,o(z) = Agp como una constante positiva y Ag,; como el polinomio de grado uno

Ap,1() = Aoz + by,

donde by es un nimero real. Asi la matriz A(!)(z), se escribe como

A A b 1 b
A(”(-’E) = ( o O‘O;IT - ) — ‘\0,0( Lod I~+b0 ) ,

/\0,0.1.‘ + bo + b(] )‘1,1

- bo A1,
con bg = — y A3 = —.
Ao,0 Ao,0
Si se impone el caricter definido positive de la matriz, entonces es necesario que Apg > 0

:\1‘1> (m+50)2, 226[—1,1].

Luego, hay que buscar :\1‘1 tal que sea una cota superior en todo el intervalo [-1,1] de
una parabola que tenga una rafz doble en —by. De este modo, fijado by € IR, si se llama

-\ 2
p(z) = (:r + bg) , entonces el maximo de la pardbola p en [—1,1] serd p(—1) 6 bien p(1) y,

por lo tanto, es posible encontrar A; ; verificando que

11,1 > max{(f)u = 1)2, (60 + 1)2}1

esto es, para que la matriz A(Y)(z) sea definida positiva ha de cumplirse que Ao > 0 y

)\1‘1 > /\n‘{)maX{(E’Q - 1)2, (Bg + 1)2} 4
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Finalmente, de iii) del corolario 2.5.3 se deduce que los polinomios ortogonales de Sobolev
asociados al producto escalar

N : , 1 z+b \ (9
(f,9)s’ = )*o,o_/_l(f, f )( Ci ) (g,) dz, (2.5.18)

son los polinomios generalizados de Jacobi (ver [158], p. 63),{P,(f1'—”},120, definidos mediante
las siguientes expresiones

B = 1, AT @)=k,
o M-\ fn-1\/n-1 o o
PV () = ( ) Z( )( _m)(w+1) (@-1)"", n22

n m n
m=0

Nota. El producto escalar definido en (2.5.18) es el mismo producto escalar obtenido por K.
H. Kwon y L. L. Littlejohn en [97]. En efecto, desarrollando la expresién (2.5.18), queda

) Au.oj_ll(.f, f,)( jéo x;fﬁ ) (gg,)dxz

Ao n/-lx {f‘q T (m * 50) (fg'+ frg) + ;\1,1f'g'] dz =

Ao,0 ./_11 [(m + 50) fg]’d:r: + A1 f_ll flg'dz =
Yoo [(1+80) £(1)g(1) + (1 - bo) S(~Dig(=1)] + A [ 11 f'g'da,

que coincide con la expresién (4.12) en [97], tomando

€ Ao, (1 + 50) 5

2 = Ao (1 = bo) ;

C3 /\1 1.

(B) En el caso en que @ + 3 # 0, se verifica que gr {¢(z,1)} = 1. Entonces, si queremos que
F() conserve el grado, usando (2.5.16), es necesario que los polinomios Ao,0 ¥ Ao verifiquen
la siguiente relacion

gr{do} = gr {Moo} + 1. (2.5.19)

El caso mds sencillo aparece cuando el polinomio Ag es una constante positiva. Asi teniendo
en cuenta (2.5.19), el polinomio Ag; ha de ser de grado uno, esto es
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Aoa(z) = bz + by,

con b, y bg dos nimeros reales.

Para tener totalmente determinado el polinomio Ag, se calculan los coeficientes by y bp
en términos de la constante Agg. En este sentido, a partir de la expresion (2.5.16) se deduce
el siguiente sistema lineal

(@+B8+1)h = Aop (2.5.20)
(@ + B)bo (B~ a)by (2.5.21)
Moo= (B —a)bp— b constante. (2.5.22)

Si suponemos que a + 3 + 1 = 0 se tiene, usando la ecuacioén (2.5.20), que Ago = 0. Sin
embargo, este caso no se puede dar porque entonces la matriz A(Y)(z) no es definida positiva.
Por lo tanto, a + # + 1 tiene que ser distinto de cero.

Despejando by de la ecuacion (2.5.21) y by de (2.5.20), el polinomio Ap; ha de ser de la
forma

A £
o) = S (54 4 75):

S
AD(g) = Ao | | ; 5 a+ﬂ+1_( +a+ﬁ)],
a+ﬁ’+1(z+ ) o

a+pf

- A
donde Ay = :\i Imponiendo el caricter definido positivo de la matriz A(")(z), obtenemos
0,0

que

Mathy : (x+ﬂ"ay >0, rel-1,1]
0,0 l,l (a+ﬁ+ 1)2 a+ﬂ L] = £ ] L]

es decir, Agg > 0y
A (a+ﬁ+1)z > (1+ﬁ-a)2
i T atf)
Siempre se puede elegir :\1,1 como una cota superior de la parabola g en todo el intervalo
B-a
[—ls 1]1 con ¢(z) = |z +

2
T )@) ¥y, por alcanzar este maximo en ¢(—1) o bien en ¢(1),
tenemos que

3 2 43? 4a?
’\l,l(a+ﬂ+1) >mu{(a+ﬁ)2’(ﬂ+ﬂ)2}
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De esta forma, por ser la matriz A(!)(z) definida positiva ha de verificarse que Ao > 0 y

4Xo0
( +B8+1)%(a+[)?

En este caso, el producto escalar de Sobolev queda

max{4?,a?}.

B8 - a
oo a+3+1 \-T‘}' ﬁ)
(f,9)5 = Ty .
s a+ﬁ+l/ ( ﬂ+ﬁ) Male+B+1)

¥, la expresién del funcional lineal F(!) asociado al producto (2.5.23), es

( ;") de, (2.5.23)

4af
(e+B+1)(a+p)

que, obviamente, conserva ¢! grado de los polinomios.

Usando el apartado iii) del corolario 2.5.3, sabemos que los polinomios ortogonales con
respecto al producto escalar (2.5.23) son los polinomios de Jacobi, {P,sa_l‘ﬂ_l}}nzo, definidos
mediante las siguientes expresiones

FO =

)\()'UI - [(‘B - t’.’l!) - (C! + B)IL']A]JD - {1 - $2)/\1|1D2,

B -«

pla—1B=1) .y _ 1, pla-bP=t)e s oo :
0 (x) 1 (z)=2 a+p

ple-18-1)) = nl(n4+a+p-1) z": (n-1+a) (n;1+ﬂ

m

TRntatf-1) = -m )(” e

21 In+a+p-1) -n,-n—a+l|z4+1
( 2 )(ﬂ)nF(2n+a+ﬁ—1) 2Fl( 8 ;:'“:‘1'),
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Capitulo 3

Polinomios de Laguerre
Generalizados

3.1 Introduccién

L os polinomios de Laguerre han sido muy estudiados en la teoria de los polinomios clisicos

ortogonales. Si denotamos por {LS:') }n>0 2 la sucesién de los polinomios ménicos de
Laguerre, su propiedad crucial es la ortogonalidad con respectv a la funcién peso p(z) =
z%~%, con z € [0,+00), si el pardmetro n satisface la condicién —1 < a para poder asegurar
la convergencia de las integrales. Esto es, si u s el funcional cldsico de Laguerre definido a
partir de la funcién peso p, se verifica que

/ +o0
(u, LI L)) = / LY@ LeNz)z%e *dz = knbpm, n,m >0,
0

cona>-1yk,>0.
Para los polinomios ménicos clasicos de Laguerre, es bien conocida su expresién explicita
(ver G. Szego [158], p. 102):

L) = (-1 3 E (”“’)m‘, n>0. (3.1.1)

= & \n-g

A partir de la expresion (3.1.1) se puede definir una familia de polinomios ménicos, para

un valor arbitrario del pardmetro & € R. Estos polinomios los notaremos por {LS:’)},‘_;:O, y
los llamaremos polinomios de Laguerre generalizados. Obviamente, constituyen una base del
espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales, IP, ya que gr(LLa) J=n, V¥n>0.

Mediante un calculo directo en la expresion explicita (3.1.1), podemos deducir que estos
polinomios verifican la relacién de recurrencia a tres términos:

L(_ajl(x) = 0, Lg")zl,
sLP(z) = L)+ BOLO @)+ L (=), n 20,
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B =2n+a+1, 1 =n(n+a)

A partir del teorema de Favard, concluimos que la familia de los polinomios de Laguerre
{ L!.a)}nm para a & {-1,-2,...} constituye una sucesién de polinomiocs ortogonales ménicos
con respecto a un funcional lineal regular. Para —1 < a, este funcional lineal es definido posi-
tivo. Sin embargo, cuando a € {-1,-2,...}, no podemos deducir resultados de ortogonalidad
a partir del teorema de Favard, va que 'y,(f') se anula para algin valor de n.

En [96], K. H. Kwon y L. L. Littlejohn demuestran la ortogonalidad para los polinomios

de Laguerre generalizados {lenk)},.zg, para k un nimero entero positivo, con respecto a un
producto escalar en el que aparecen masas de Dirac y derivadas. Sin embargo, los polinomios
de Laguerre generalizados, para cualquier valor real del parimetro a, son ortogonales con
respecto a un producto escalar en el que intervienen derivadas, esto es, un producto escalar
de Sobolev, tal y como demuestran T. E. Pérez y M. A. Pifar en [146]. Posteriormente, en
[147], los mismos autores deducen cémo se puede usar la ortogonalidad Sobolev para recuperar
propiedades de los polinomios de Laguerre generalizados.

En el apartado ii) del corolario 2.5.3 del capitulo 2 de esta Memoria, hemos demostrado

que los polinomios generalizados de Laguerre {L&“””}n son ortogonales con respecto a un
producto escalar de Sobolev. De este modo, este caso particular nos permite dar propiedades

de ortogonalidad a los polinomios de Laguerre cuando el parametro a es cualquier nimero
real.

Nuestro objetivo en este capitulo es englobar las propiedades obtenidas para los polinomios
de Laguerre generalizados con un mismo enfoque. Ademas, se hace un estudio en profundidad
de los polinomios de Laguerre {LL_'N)}nag, para N = 1,2,3,..., obteniéndose los resultados
que deducen K. H. Kwon y L. L. Littlejohn en [96] como caso particular.

La estructura del capitulo es la siguiente: en la seccién 2, definiremos los polinomios
monicos de Laguerre generalizados para a € R, a partir de su expresién explicita. Asimismo,
mostraremos que muchas de las propiedades habituales que cumplen los polinomios clasicos
de Laguerre se siguen verificando cuando el pardimetro a es un niimero real cualquiera.

En la seccién 3, daremos propiedades de ortogonalidad globales para los polinomios
monicos de Laguerre generalizados {Lff)}nao. Para ello, definiremos un producto escalar
de Sobolev no diagonal obteniéndose una expresion recurrente para este producto escalar. A
partir de esta expresion, deduciremos que esta familia de polizomios es ortogonal con respecto
al producto escalar de Sobolev cuando se considera K > max{0,[-a]}.

Estudiaremos, en el siguiente apartado, el mismo operador diferencial F(X) definido en el
capitulo 2 de esta Memoria, en el caso particular de los polinomios de Laguerre. Obtendremos
una expresién recurrente para este operador, a partir de la cual, demostraremos que en este
caso, F(K) conserva el grado de los pclinomios. Como consecuencia de este hecho, deduciremos
que los polinomios moénicos de Laguerre generalizados son funciones propias del operador
FK), Por iltimo, daremos una serie de relaciones entre la sucesién de los polinomios de
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Laguerre generalizados {Lif'} },.20, ortogonales con respecto al producto escalar definido en ia
seccion 3, y la sucesion de los polinomios clasicos de Laguerre {Liﬁm}nzg, ortogonales con
respecto a la funcién peso p(2) = z°*Ke~7, cuando z € [0, +00).

La seccién 5 la dedicaremos a hacer un estudio de la familia de los polinomios de Laguerre

generalizados en el caso particular en que el pardmetro a es un nimero entero negativo, es
decir, {LL‘N’},QU, con N = 1,2,3,.... Estamos interesados en este tipo de polinomios de
Laguerre porque, en este caso, el coeficiente 7£—N' de la relacién de recurrencia a tres términos
(3.1.2) se anula cuando n = N y, por lo tanto, no podemos deducir propiedades de ortogona-
lidad para esta sucesién, a partir del teorema de Favard. Sin embargo, el producto de Sobolev
definido en la seccion 2 nos permitird, en este caso, obtener resultados de ortogonalidad para
estos polinomios.
Estudiaremos un caso particular del operador diferencial definido en la seccién 4. En concreto,
consideraremos K = N y a = —N, con lo que tendremos el operador diferencial F(¥), que
sera simétrico con respecto al producto escalar de Sobolev obtenido en la seccién 5. A partir
de este resultado, deduciremos relaciones algebraicas entre la sucesién de los polinomios de
Laguerre {LL_N)}QO, y la sucesion de los polinomios clasicos de Laguerre {L,(qo)}nzg, que son
ortogonales con respecto a la funcién peso p(z) = e, cuando z € [0, +00).

En la iltima seccion haremos un estudio de los ceros de los polinomios de Laguerre
{LL_N)}HZO, localizados en el interior y en el exterior del intervalo [0, +oc). Este estudio

ya lo hace G. Szeg6 en [158], p. 150-151, obteniendo que los polinomios de Laguerre i
de grado par no tienen raices reales y los polinomios de grado impar tienen una iinica raiz
real. Nosotros deduciremos este mismo resultado usando la técnica de Sturm, (ver capitulo 1
de esta Memoria).

3.2 Polinomios de Laguerre Generalizados
Sea o un nimero real arbitrario. El n-ésimo polinomio mdnico de Laguerre generalizado se

define en el texto de G. Szegd ( [158], p. 102), mediante la expresién

! n-j

LL“’(:):(—l)"n!En:(_—“ ("‘r"')xi, > 0. (3.2.1)
j=0

De (3.2.1), podemos observar que gr(LS,a)) = n, con n > 0, para cada valor real del
parametro a y, por lo tanto, podemos definir la familia de los polinomios de Laguerre ge-
neralizados {L?)}ﬂzg que constituyen una base del espacio vectorial de los polinomios con
coeficientes reales, IP.

A partir de la expresién explicita (3.2.1), es posible demostrar que la mayor parte de
las propiedades algebraicas que verifican los polinomios clasicos de Laguerre se siguen verifi-
cando para los polinomios de Laguerre generalizados. Mostraremos en las dos proposiciones
siguientes los resultados algebraicos que usaremos en este capitulo.
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Proposicion 3.2.1 Se considera o un nimero real dado. Entonces, los polinomios de La-
guerre {Lﬁf')}nzg, verifican las siguientes propiedades

i) Relacion de recurrencia a tres términos

L% =0, 1)=1,
2L®(z) = L + 8O LO(2) + 1L, (2), n >0,

donde ,(f') =2nt+a+l, 7,‘1“) =n(n + a).
ii) Relacion diferencial

dk
L) = (n - k+ YLEI(@), 0<k<n,

iii) Relacion de estructura

"”a%LL“’(z) = nL{®)(z) + n(n + )L, ().

iv)} Ecuacion diferencial de sequndo orden

zy" +(a+1-2)y +ny=0,
donde y = L,(f)(‘.r:) es la unica solucion polinomica de (3.2.5).
v) L(z) = Lt (2) + nLl®H(2),

Proposicién 3.2.2 En las condiciones anteriores, se verifica

k
L () = 3 (1) (k) D'LeP(z) = (I - D) LEM(z), Yk >0,
i=0

d
donde D = 7

Demostracién:
Aplicamos el proceso de induccién sob.e k. El caso k = 0 es trivial. Para k = 1, usando
la relacién diferencial (3.2.3) junto con (3.2.6), se tiene

! i (1Y rle=1v06) (a=1)7 . (a=1)y
S0 () EENO@ = Ko - (YY) =

i=0

LN (z) - nL!D, (2) = L(2).
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Supongamos que el resultado es cierto para k — 1, y lo probaremos para k. A partir de la
hipétesis de induccion, de (3.2.6) y de la relacién (3.2.3), deducimos que

k-1 ¥
lea)(m.) = Z( 1)z ( ) D:L(a k+1)(I)

1=0

k=1 o :

S0 (F7 1) 0 [£eR() - nrle5 )] =
1=0
k-1 k
Z(_l)l(kl )DL(G ‘L" Z 1)! 1( )DL(Q k)( )
t=0 i=1
k
Y o(-1) (’:) DL~y = (1 - DY Li*F(z). O

1=0

3.3 Ortogonalidad Sobolev para los polinomios {L{*},

Sea i’ > 0 un nidmero entero dado. Definimos la matriz triangular inferior L{ /'), de dimension
K + 1 como sigue

£
()

-: K =2 :1\'—1 = : K-
\(—1)"(}\.) (=1)" ‘(Kﬂl) (=15 ?( :

A partir de esta matriz, se define la matriz simétrica

A = L(K)L(K)T,
cuyos elementos vienen dados por

min{1,j} : K= p K= p
X5 (—l‘+-f(. )( ) 0<i,j<K.
B z_; P ip J\-p L
p_
Obviamente, AX) es una matriz definida positiva ya que la expresién (3.3.1) constituye la
factorizacion de Cholesky para AR ([157], p. 174).
Se considera la matriz AX) definida en {3.3.1), con K > 0 un nimero entero, y a > — K —1

(K.a+K)

un ndmero real. En estas condiciones, definimos la forma bilineal simétrica (-, -)g en la

forma siguiente
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- - +0o . =
(f,g)fs.!"“"'k) = f F(z)A®G(2) Tz Ke%dz, 1z €[0,+00), (3.3.2)
0

donde F(z) y G(z) son los vectores definidos por

(f@), f' (@), [ @)),
(9(2),d'(2),...,a®)(2)).

Como a+ K > -1, todas las integrales de esta expresion son finitas y, como consecuencia
del cardcter definido positivo de la matriz A‘X), se concluye que (3.3.2) es un producto escalar,
de hecho, es un producto escalar de Sobolev no diagonal, del tipo estudiado en el capitulo 2
y, por tanto, es posible aplicar todos los resultados alli obtenidos.

A partir de los elementos de la matriz triangular L(K'), se puede obtener otra expresion
mas compacta del producto escalar de Sobolev (3.3.2).

Proposicién 3.3.1 Sea a un nuimero real cualquiera y K > 0 un nimero entero tales que
a+ K > —1. Para cualesquiera polinomios f y g del espacio IP, el producto escalar de Sobolev
(3.3.2) se puede escribir en la forma:

o0 I" e £ X
s ™ = /0 " S (I - DY Dif(z)(I - D)X Dig(a)e*Ke~=dz.  (333)
j=0

Demostracion:
Teniendo en cuenta la definicién de la matriz L(K'), si se hace el producto F(z)L(K), se
tiene

(f(2),Df(z,,..., DX f(2) ) L(K) =

- iKY o =1 ; ¢
- (g(—l) (%) s Y (-1 e +‘f(z),...,D*‘*f(x)) -
=((I - D)¥ f(z),(I - DY*' Df(x),..., DX f(x)),
y, de esta forma, llegamos a (3.3.3). O

A partir de la relacién (3.3.3) se demuestra que el producto escalar de Sobolev no diagonal
definido en (3.3.2) se puede obtener de forma recurrente.

Proposicién 3.3.2 Se consideran f y g dos polinomios cualesquiera del espacio IP, a € IR,
y K > 0 un nimero entero tales que o + K > —1. Entonces, el producto escalar de Sobolev
(3.3.2) se expresa en la forma recurrente siguiente

(F9)F* = (1 = D) £, (1 - D))+ 1 [* D f(a) DX g(a)a™+¥e%da. (334
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Demostracién:
Teniendo en cuenta la relacion (3.3.3), se tiene

. ¥ 4oo K-1 e o B .
(£.9)§) = [77 3 (1 - DY~ Di f(a) (1 - DY Digla)e+¥eda+

f+oo DK f(z) DX g(z)z* K e %da =
+00ﬁ -1
f Z I- D)X= pi[(1 - D)f)(I - DY~ DI[(I - D)g]z*tKe%dx +

f DX f(2) DX g(2)e*+Ke~*dg =
0
3 ” 4000 i < E
(1= D) ,(T= D) ¥R 4 [77 D f(a) DR g(aye*K ewde.
0

La ortogonalidad Sobolev para los polinomios de Laguerre generalizados se demuestra
en [146], usando un razonamiente inductivo en el caso particular K = max{0,[—a]}. Sin
embargo, se puede demostrar que el resultado sigue verificindose para cada valor de K sa-
tisfaciendo a + K > —1.

En el siguiente resultado, se demuestra la ortogonalidad Sobolev para estos polinomios de
Laguerre usando la definicion del producto escalar (3.3.3).

Teorema 3.3.3 Sea o € IR. Entonces la sucesion de los polinomios monicos de Laguerre
generalizados { L,(f’}nzg es la SPOM con respecto al producto escalar de Sobolev no diagonal

(- )(f\ a+h)
donde K > max{0,[-a]}.

Demostracién:
Multiplicamos dos polinomios de Laguerre generalizados Lif'] y L), Usando las relaciones
(3.2.3) y (3.2.7), el producto de Sobolev (3.3.3) queda

(L(O‘) L(a))U‘ﬂH‘) / Z(I D) K-j DJL‘Q){I D) (~j DJL(a) atK =z g0

1=0
+oo K
f Z n = j+1)j(m = j + 1); (I = DY~ L&) (1 - py¥=3 [l otk g=2gy =

K iy
Z(n—j+1)j(m-j+1)j/ il ome Y
0

n=j
1=0
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LEG+K)($) = 0, cuando ¢ < 0. Finalmente, el resultado se ob-

tiene usando la ortogonalidad de los polinomios {Lz(-c”+ )},»20 con respecto a la funcién peso
gt -z o

donde suponemos que

Nota 1. Los resultados anteriores siguen siendo ciertos si consideramos una matriz AK)
definida por AK) = L(K)DL(K)T, donde D es una matriz diagonal con valores positivos en
la diagonal.

Nota 2. En el caso particular en que &' = 1 = —a en el producto escalar (3.3.2), del teorema

3.3.3 tenemos que los polinomios de Laguerre ey

escalar

son ortogonales con respecto al producto

(1089 = [ (S 1)) ( - ) [ e

Este resultado coincide con el que se obtiene en ii) del corolario 2.5.3, cuando se toma la

=4 7}

matriz

para a = 0.

3.4 El operador lineal F¥)

Siguiendo los resultados obtenidos en el capitulo anterior, sabemos que existe un operador
lineal F(K), que es simétrico con respecto al producto escalar de Sobolev (3.3.2). Las especiales
caracteristicas del funcional en este caso hacen que lo estudiemos con particular atencién. En
este sentido, se considera la expresién en forma matricial del operador lineal F(K) escrita en
términos de la funcién peso p para la matriz polinémica A(R)(z). Esto es, de (2.3.6), se tiene
que

plz)]
s - 85 pa)D

I, =D, .0, (=1)% DK j AHK)
e ( {=1) ) A ()

. (3.4.1)
p(z)DK

En el caso de los polinomios de Laguerre la matriz A(*)(z) es de coeficientes constantes
y, ademds, se verifica la relacién AK) = L(K)L(K)T. Teniendo en cuenta este hecho, junto
con la definicion de los elementos de la matriz L( k'), se obtiene una expresién mas simple del
operador lineal F(X) a partir de (3.4.1), en la forma siguiente

Xy K : e
FUE) _ % S (=DY (I + D)X p(x) (I - DY<~7 D, (3.4.2)
i=0
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donde ¢(z) = z, p(z) = 2*+Ke~" para a € R tal que e + K > —1, con z € [0,+00), es la
funcién peso Laguerre, I denota el operador identidad y D representa el operador derivada.

Nota. Si se considera K = 1 en (3.4.2) con p(z) = 2**'e~?, deducimos que

FO = P—Z( ~DY (I + D)'~ p(z)(I - D'~ D’ =

E‘S[”D p(z)(I = D) - D(p(z)D)] =

~(;~) [p(2) (I - D) + D (p(2))(I - D) + p(x) (D - D*) = D (p(2)) D - p(x)D?]
= [z+¢(2,1)] 1 -2¢(z,1)D - 22D? =
= (a+DI-2a+1-z)D-2zD?
pues en este caso ¥(z,1) = a+1—z. Esta expresién coincide con la que se obt:ene en (2.5.13)
para el operador F(1) cuando se toma Ao = 1= =do1, A1 =2y p(z) = zotle”
En el siguiente resultado se establece una ley recurrente para el operador FX) definido

en (3.4.2).

Proposicion 3.4.1 Sea K > 0 un nimero entero dado. Se verifica que

) = I
f(k) = (JE -~ 1)}'("—1)]) A5 :ED]:(R'—I)D %

K : i
%5 (I+ DY p(a)(I - D)X, K >1.

Demostracion:
De (3.4.2) con K = 0 se tiene que F©) = [ y, para K > 1, se verifica que

Fix-n _ #7(e) Ii](—D)j(I+ DY o)t = BY D (34.4)
i plz) j=0 ; . : 5
#(z)Dp(z)

plz)
y las expresiones ¢(z) =z y ¥(z) =a+ K + 1 -z, la relacion (3.4.2) queda

= ¥(z) - ¢'(x)

Por otra parte, teniendo en cuenta (3.4.4) junto con ¥(z,1) =

K
sy _ 95(@) S (=DY (I + D)™ p(x) (I - D) k=3 pi 4 @) (14 DK a1 - D)
A = pz)

¢K(3) - j K-j-1 _ myK=i=1 pi+1
= DS (~DY I+ DY o) (I =By DY 4
plz) |53
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ok (z ) K

r (I + D)" p(z)(I - D)
[ K S plz) (I - D) —i=1 pitl| o
oF(

=0

--1
[ 53(13 Y (I+ DY~ p(z) (1 - D)* =71 DI+ 4
i=0

¢"(2)
p
oK

(I + D)" p(e) (I - D)* =

()
~D [¢(2)FE-DD| + K¢'(2) FE-DD - gz, )FE-DD +

JQU+DVMmu DYk

[K¢/(x) - 9()] FED — g(z)D [FK~ ”Dk+%%?(ﬁ+oﬁpwur—ﬂﬁ

(@ = a-1)FE-Dp _ gpFE-1p 4 f@(]q-D)"'p(m)(I—- B¥. o

A continuacién, demostraremos que el operador lineal F(K) mantiene el grado de los
polinomios.

Proposicién 3.4.2 Sea 2™ un polinomio de grado n. Entonces, se verifica que

FHgn = F(n,K)z" +..., n2> K, (3.4.5)

K !
donde F(n,K) = Z E—;—g’—i)'—(a +n 4+ 1)g—; > 0, representa el coeficiente lider del polinomio
1=0 4

FK)gn,

Demostracién:
Teniendo en cuenta la expresién (3.4.3), demostramos el resultado por induccién.
K = 0 por ser F®) = [ el resultado se verifica. Cuando K = 1, hemos visto que

FY = (a+ 1) -2(a+1-2z)D-22D?,

que obviamente conserva el grado. Suponemos que el resultado es cierto para K — 1 y lo
probaremos para I{. Para ello, si llamamos

) = gF) 4 20,




3.4. El operador lineal F(X)

(¢—a-1)FE-VD 2D [.'F(K_I)D] :

f(a” + D)X p(z) (I - D)X

de la hipétesis de induccién tenemos que F; (K) conserva el grado. Asi, basta probar que }.2(1\’}
lo conserva, y lo haremos de nuevo por induccién en K. En el caso K = 0 se verifica el

resultado ya que }-éo} es el operador identidad. Si K = 1, deducimos que
FY = ;(%(I +D)p(z)(I - D) =(a+ 1) - (a+1-2z)D-zD?

luego tambien lo conserva. Para K — 1 supongamos que es cierto el resultado y lo vemos para
K. Sustituyendo ¥(z,1) = a + K — z, obtenemos que

f“"_-(—)(HD)(HD)" Lo(x)(I - DY*"'(I- D) =

7K1 -D)+

;(—)-D[(HD)" =1 ey (I - DY 2 (1 - D)]

(z-K+ ¢, ) FEVI-D)+D [ar}"zu‘ Her= D)] =
= oAV (U-D)+ D [pF* TV (1- D),

P T . .. . K
de donde, usando la hipétesis de induccion, concluimos que .}'-'é ) conserva el grado.
Identificando coeficientes lideres y aplicando recurrencia se deduce que

F(n,K) Z (a+n+1)h_,>0 (!

Usando la proposicion 2.3.3 y el teorema 2.3.4, en el caso particular de los polinomios de
Laguerre generalizados {LLO')},,?Q, para a € IR, se verifican los siguientes resultados.

Proposicién 3.4.3 Sean f y g dos polinomios cualesquiera de IP. Entonces, se verifica que

(KK+a)  [+oo . SN o
(“ra)y = AeF®gattetan,

Teorema 3.4.4 El operador lineal FK) es simétrico con respecto al producto escalar de
Sobolev definido en (3.3.3), es decir

(.F{K)f, )(I\ K+a) (f’}_(K)g)‘(SK,Ki—G) :
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A partir de la igualdad (3.4.5) y del caricter simétrico de FX), demostramos que los

polinomios de Laguerre generalizados {L&f"}}, para a € IR, son las funciones propias del
operador F(¥), resultado que se deduce de la relacién (2.4.3).

Proposicién 3.4.5 Parae cada valor de n > K, se verifica que
FELE)(2) = Fln, K)LE)2).

En el siguiente resultado establecemos unas relaciones diferenciales lineales entre los poli-
nomios de Laguerre generalizados {1'.)&.0')}ﬂ y los polinomios clasicos de Laguerre {L\"*" )}n,
a partir de las relaciones (2.4.1) y (2.4.2).

Proposicién 3.4.6 Se cumplen las siguientes relaciones:

; n+K
i) XLEt() = ¥ anill®(z), n>0,

donde apnik =1, apn= F(n,ﬁ')%ﬁ.

n

i) FELENz) = Fin, K)LN2) = ¥ Buil®)2), n> K,

i=n—-K

donde B n = F(n,K), Pon-x = z ;
n—K

Como consecuencia de la ortogonalidad Sobolev de los polinomios de Laguerre {Lgf’) Yos
obtenemos el siguiente resultado sobre los ceros reales de estos polinomios.

Proposicién 3.4.7 Para cada valor de n > K = max{0,[~a]}, el polinomio L'™ tiene, al
menos, (n — K') ceros reales de multiplicidad impar dentro del intervalo [0, +00).

Demostracion:
En primer lugar vemos que el polinomio Li{") tiene, al menos, una raiz. Para ello, usando
las proposiciones 3.4.3 y 3.4.5, deducimos que

.tK,L(") (K.K4a) = +00 f(h'}L(“)(z)m“"'Ke'fdz i
n s 0 n
400 A
F(n,K)/ L) (z)ztKe=2dz = 0,
0

luego el polinomio L) cambia de signo.
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: )Llamamos Ty, T3,...,&; & las raices reales positivas de multiplicidad impar del polinomio
Iy

g(z) = [J(z - =)
i=1

Volviendo a usar las proposiciones 3.4.3 y 3.4.5, obtenemos que

(K K+a)

+ : =
0

(+%g(=), L)

+00 3
F(n,K) f o(2) L) (2)e" K e~%dg # 0,
0

ya que q(m)LL“) >0, VYzé€][0,+),con lo que concluimos que r>n—- K. O

Nota. G. Szegd demuestra en [158], p.151, que el polinomio Lﬁf"), para a < —1, tiene (n— K)
ceros reales y simples dentro del intervalo [0,+00), y, para @ < —n no tiene raices reales
positivas.

3.5 Polinomios de Laguerre {L{ ™},

Esta seccién estd dedicada al estudio de los polinomios de Laguerre generalizados cuando
el parimetro a es un nimero entero negativo, es decir, « = —N, N = 1,2,3,.... En este
caso las especiales caracteristicas de los polinomios de Laguerre {LL'N’},QD, y del producto
escalar de Sobolev (3.3.2) permiten recuperar las propiedades descritas por G. Szegd en [158],
p. 102, asi como las que obtienen K. H. Kwon y L. L. Littlejohn en [96].

Los polinomios de Laguerre verifican, en este caso, las mismas propiedades descritas en las
proposiciones 3.2.1 y 3.2.2 y, a partir de su expresion explicita, es posible demostrar algunas
propiedades mas, que describimos a continuacién.

Proposicién 3.5.1 Sea N > 1 un nimero entero dado. Los polinomios ménicos de Laguerre
{LL_N)},I;_,O verifican las siguientes propiedades:

i) LEM0) = (N = n)a, n20.

i) LSV0)=0, n>N.

iti) DRLSM0) = (n = h + Da(N = n)ach, n 2 h.
iv) DMESM0)=0, 0<hR<N-1, n>N.

v) Lg{m(m) =zN,

Demostracion:
i) Teniendo en cuenta la expresién (3.2.1) paraa = —N y z = 0, queda
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M0 = (-0t (") = N+ D= (V-

it) Cuando n > N se tiene que (N — n), = 0, de donde, usando el apariado i) llegamos al
resultado.
iii) Si derivamos h veces en la relacién diferencial (3.2.3), para a = — N, v se usa i), deducimos

DMLEM(0) = (n - b+ 1)L (0) = (0 - b+ DAV = #)aohe

iv) En el casoen que 0 < h < N -1y n > N, se verifica que (N — n),,—, = 0, con lo que, a
partir de iii), concluimos el resultado.
v) Si tomamos n = N en (3.2.1) con a = — N, tenemos

- (-1¥ (N-N\
LM = (- 1)”N': J,)-(N )ei=

= (= l)NN'( 1) N=aV. B

En la siguiente proposicién, demostramos que el nolmomio de Laguerre generalizado g
es un miltiplo del polinomio clasico de Laguerre Ln ‘N (ver formula (5.2.1) en [158], p. 102).

Proposicién 3.5.2 Dado N > 1 un nimero entero, entonces el polinomio de Laguerre L™
cumple la siguiente relacion

L") =2V 1M\ (z), n>N. (3.5.1)

Demostracion:
El resultado lo demostramos por induccién sobre n — N. Para n = N, por v) de la
Proposicién 3.5.1, obtenemos que

LEM(z) = 2V LM (2).

Sin = N + 1, consideramos la relacién de recurrencia a tres términos pa.ra el polinomio

LEJN). Entonces de (3.2.2), teniendo en cuenta que 71(\1 e =0, H( M = ﬂ v usando v) de
la proposicién 3.5.1, tenemos

L) = (2 - 86™) £67) - A VLG @) = (1 - V) ¥ = VL)

Consideremos n > N + 1. Si escribimos la relacién de recurrencia a tres términos (3.2.2)
para los polinomios {L{")y}, deducimos que

LMy @) = (2= 8I) I (2) - AN Lo (), (3.5.2)
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donde

BV =2m-N) 4 N+1=2n-N+1=80N, /™) —am-N)=4M.

A partir de (3.5.2), usando un razonamiento inductivo, concluimos que la relacién de

N()

recurrencia a tres términos que verifican los polinomios z es la misma relacién de

recurrencia que verifican los polinomios LS, ), con lo que llega.mos al resultado. O
La siguiente proposicion nos muestra que es posible establecer una relacion diferencial
entre el polinomio de Laguerre LS:N), n > N, y el polinomio clasico de Laguerre LEL”N

Proposicién 3.5.3 Pare cada valor de n > N, el polinomio de Laguerre L N)(:s) verifica

(I-D)NDNL;—NJ(m)_( . ),Lff"’N( z). (3.5.3)

Demostracién:

Si derivamos N veces la relacién diferencial (3.2.3), para @ = —N, y usamos la propiedad
(3.2.7), con k = N, queda

-y D)= (- DY B a) = —~—-—-'—-—L(N) (z). O

(n-N)! N)' (n— ot coy

3.5.1 Producto escalar de Sobolev

Dado N > 1 un nimero entero, consideramos los polinomios de Laguerre {LS,—N)}nZO. De
la seccién 3, sabemos que esta sucesién de polinomios ménicos es ortogonal con respecto al
producto escalar de Sobolev definido en (3.3.3) para K > max{C,[N]} = N. En el caso
K = N, el producto de Sobolev (3.3.3) lo podemos escribir como

(198 = [ % (1 - DN Difa) (1 - DYV Dig(a)eds. (3.5.4)
i=0

En este apartado, vamos a demostrar que el producto escalar (3.5.4) se puede escribir, en
este caso particular, de un forma mas sencilla, en el sentido de que sélo aparece el valor de
las derivadas hasta el orden N — 1 de los polinomios f y g evaluadas en el punto cero y una
séla incegral en la que intervienen las derivadas de orden N de estos polinomios. Para llegar
a este resultado, son necesarios unos lemas previos.

Lema 3.5.4 Para cualquier polinomio f del espacio vectorial IP, se verifica

(=1)"e~*(I - D)" f(z) = D" (e™*f(z)), n20.
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Demostracién:
Cuando n = 0 el resultado es trivial. Si » = 1 tenemos que

-e"*({-D)f(z) = -e*f(z)+e"Df(x)=-€""f(x) + D (e~ f(z)) - f(z)De™"
= —e *f(z)+ D (e f(z)) + f(z)e™™ = D (e™" f(x)).

Suponemos que se verifica para n — 1 y lo probaremos para n. En efecto, usando la hipétesis
de induccién y lo visto para n = 1, deducimos

(-)"e*(I=D)* f(z) = - [(=1)"'e™*(I- D) f(a)-
(-1)"'e™* (I - D) Df(a)] =
= —D"' (e f(2)) + D" (e""Df(a)) =
= P *f(=)). B

Lema 3.5.8 Se consideran f y g dos polinomios del espacio IP. Entences, se verifica

e™* (I - D) f(z)(I - D)g(z) = 7" Df(z)Dg(z) - D [e™* f(x)g()] -

Demostracion:
Tenemos que

e " [(I - D) f(z)(I - D)g(z)] = e [f(2)g(z)-
- [f(2)Dg(z) + 9(z)D f(z)] + Df(z)Dg(z)] =
= e *[(I- D) f(z)g(z) + Df(z)Dg(x)] =
= -D(f(z)g(z)e”") + e"Df(z)Dg(z). O

Lema 3.56.6 Sea N > 1 un nimero entero y f y g dos polinomios arbitrarios del espacio
vectorial IP. Entonces, el producto escalar de Sobolev (3.5.4) se puede escribir en la forma

(5,98 = (1,95 + (01,094 + [ " DN f(2) DV g(z)edz.

9(0)
Dg(0
.f,g)gv"” = ( £(0), Df(0),...,DN- f(0)) AN g:( )

DN-14(0)
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Demostracion:
Teniendo en cuenta el lema 3.5.5, obtenemos que

+00 N 4 : .
(198 = [ 51 DN D f(a) (1 - DYV Dig(a)e e =
0

3=0

oo N=-1 L
/+ Z{I DW= D f(a)(I - DN Dig(a)e%dx +

/0 DV f(2) D" g(z)e~"dz =

oo N—1 sl e
o j: Z D [(I - DN pif(z)(I - D)1 D”‘g(:r}e'”] dz +

+ooN‘ N
/ Z I = DYN=17i Dt f(g) (I - D)N-1~3 Di*lg(z)e~"dz +

/0 DN f(z)DN g(z)e~*dz =

N-1 a
= ¥ |1 = D)N"1 Di fa) (1 - DYV Dig(zyee|
i=0

(01,0989 + [ DV () D¥g(a)e~wde =

=0

5y : i +c0
(f,y)gv 1)+(DJ,DQ)(5N 1'0)+/U DN f(z)DNg(z)e~%dz. O

Proposicion 3.5.7 En las condi: /mes anteriores, el producto escalar de Sobolev (3.5.4) se
puede escribir como:

(fa)s ™ = L(D £pigi Yy N+1)/ DV f(2)DNg(z)e %dz.  (35.5)

=0

Demostracién:
Basta iterar el lema 3.5.6, con lo que deducimos que

(198 = (1,057 + (01,08 + [ DX fla)pVg(e)edz =

+ e r+00
(5,00 4 (D1, D 1 (D*f, D)) > 1 2 j DN f(z)DN g(a)e " dz =

N-

= Z(D‘f Digfi1" 4 (N +1) / DN f(2)DNg(z)e *dz. O
=0
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Nota. Obsérvese que este producto escalar es similar al obtenido por K. H. Kwon y L. L.
Littlejohn en [96]. De hecho el producto obtenido por estos autores es el producto discreto
continuo dado por:

v +00
(f,9) = (f,g)g\_” +ju DY f(z)DN g(z)e " dz.

3.5.2 FEl operador FV)

Se considera el nimero entero N > 1y la expresién (3.4.2) del operador F(&), para K = N
y a = —N. Si efectuamos la suma en (3.4.2), usando el lema 3.5.4, deducimos que

NN R -
FON) = :T S+ D)W (=DY [ (1- D)V D] =
=0
N N

— Y (U+D)V [ (1~ DY (1 - DYV Di] =

-

) (-1)e=(I- Dy -D)N DI =

N-j

N -
NI-DNS DY (N;])(D—I)‘ =
=0

1=0

N »
NI-DNY DI+ D-DV =

=0

(N + 1)V (1 - D)V DV,

Entonces el operador diferencial F(V) se expresa como

FW™ = (N +1)zV (1 - D)N DV, (3.5.6)

De esta forma, el operador FV) es un operador diferencial de orden 2N que se anula para
cada polinomio de grado menor o igual que N — 1.

Nota. La constante N + 1 de la expresién (3.5.6) podemos omitirla ya que no afecta a las
propiedades que estudiamos, a continuacién, de este operador F(V),

De forma analoga a la seccién 4, haciendo un calculo directo en (3.5.6), deducimos que el
operador F(N) conserva el grado de los polinomios, esto es

FWNgh = P(n,N)z"+..., n> N, (3.5.7)
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donde F(n,N) denota el coeficiente lider del polinomio F{¥)z™, cuya expresion es

n!

F(n,N)=(N + 1)———,
(n—

Usando la proposicion 3.4.3, podemos obtener una representacién del producto escalar
de Sobolev (3.5.5), en términos del producto escalar asociado a la funcion peso p(r) = 77
Ademas, aplicando el teorema 3.4.4 en este caso particular, se verifica que el operador F! st
es un operador simétrico con respecto al producto escalar definido en (3.5.5).

De la igualdad (3.5.7) y del caricter simétrico de FN), deducimos que los polinomios de

. ~N); : ; . (N
Laguerre generalizados {LL '}. con n > N, son funciones propias del operador F(¥),

Proposiciéon 3.5.8 Para n > N, se verifica

1
, . ; : n! N
f(‘\jllff'\)(.r) =(N+ lj(—,——, \.)-1!-'5: '\’(I).
El siguiente resultado nos proporciona una serie de relaciones diferenciales lineales entre
14 proj

los polinomios de Laguerre generalizados y los polinomios clasicos de Laguerre, (ver (3.4.6) y

(3.4.7)).

Proposicion 3.5.9 Se cumplen las siguientes relaciones:

n+N n4+N-1

i ,r‘\';’,ff”(f)* Yrrn, fl',+\(.r)+ Z a1 (—.\](J"} n >0,

=n =n

it} Paran > N, se vertfica

n n-1

FOENE = 3 800 = (N + ) — 1“”1 1+ Y BuiliP(2). (359)

t=n~-N (n i=n-N

A partir de la expresion del operador diferencial (™!, podemos recuperar las propiedades
(3.5.1) ¥ (3.5.3).

Proposicion 3.5.10 Se verifica

i) LM 2) = r'\'LS;\_').x-{r), n >0,

n

. ' e
I- DY DI e) = e L) (2), n 2 N

(n- T)-' =
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Demostracion:
i) Escribimos el polinomio z

{LS_M},-?U, esto es

N L( N(a:) como combinacién lineal de los polinomios de Laguerre

n=1
N = -N
MM (2) = IEM() + Y ani LV @),
1=0

Usando la proposicién 3.4.3 y la expresién del operador FV), los coeficientes a,,; son

Ny (VDO . N Nel=N) —¢
(a7, - [) I AN Nty

n—-N? s =

g s e

(N+1)/ LN N (1 - DYV DV LM e de
(N0
(L( N) L M)(‘ )
s

M+1)j L™ I)DL“"’p(r)

l

y, por ser (I — DM D“ M) un polinomio de grado i — N, concluimos que si ¢ < n entonces,
s =10,

ii) Multiplicando la relacion del apartado i) por (N +1) usando la proposicion 3.5.8

n!
(n—-N)

y la expresion (3.5.6), deducimos que

N7 (N) ; n! (=N)
e Az N.
e _\ T b AT (N + 1)(n \’)'l" (z) =

FMLEN ) = (N + 1) (1 - D)V DV LM,

(N +1)

y, simplificando (N + 1)z, llegamos al resultado. O

3.6 Ceros de los polinomios {L{")},5

Esta seccion del capitulo la dedicamos a hacer un estudio de los ceros de los polinomios de
Laguerre generalizados {LL“ N)}nag, para N > 1 un nimero entero dado, y de su distribucion.

Para ello, tomamos la expresion explicita (3.2.1) con @ = —N del n-ésimo polinomio
moénico de Laguerre:

= (=1
LENz) = (-1)"n! ( .)J, >0,
s ( gﬂ i ] : n_"
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donde z € [0, +2c).

El estudio de las raices de estos polinomios de Laguerre lo dividimos en dos partes: en la
primera, consideramos la sucesién de los polinomios ménicos de Laguerre {LS{'N)}na N Y, en
la segunda parte, estudiamos los ceros para los N primeros polinomios de Laguerre, esto es,

-N
{L!'l ]}nzﬂ,l,....N—l'

3.6.1 Estudio de los ceros paran > N

En esta parte de la seccién hacemos el estudio de los ceros de los polinomios de Laguerre cuyo
grado es superior o igual a N.

Proposicién 3.6.1 (S:zegd [158]) Para cada valor de n > N, el polinomio de Laguerre il

tiene (n —~ N) ceros reales y simples dentro del intervalo [0,400) que se intercalan con los

(n+1— N) ceros reales del polinomio LL:_}:”

N.

y, ademds, tiene a 0 como raiz de multiplicidad

Demostracidn:
Basta recordar la relacién (3.5.1):

LEM(z) = 2N L) (),

n . . ’ . -N) ,. P
v, por lo tanto, deducimos que el polinomio de { sguerre generalizado L ) tiene a 0 como raiz
de multiplicidad N y que el resto de los ceros son los ceios del polinomio clasico de Laguerre
N ; , . E g :
Li_!,v, que tiene (n — N) ceros reales y simples localizados en el interior del intervalo [0, 4-00)

que se intercalan con las raices del polinomio LL +)1—N- (m]

3.6.2 Estudio de los ceros para 0 <n < N -1

Estudiamos los ceros de los pelinomios de Laguerre {LL—M};T_;O'.

En la siguiente proposicion
demostramos que los polinomios de Laguerre {Li,“M}._ para 0 < n < N — 1, no tienen raices

reales dentro del intervalo [0, 4+0).

Proposicion 3.6.2 El polinomio L™ no tiene raices reales positivas. Ademds, el cero
tampoco es raiz.

Demostracion:
A partir de la expresion explicita (3.2.1) para a = — N, podemos escribir

LiM() =3, (j) N - n)pja?, (3.6.1)
1=0 ¢

y, teniendo en cuenta que para 0 < n < N — 1, todos los coeficientes de (3.6.1) son positivos,

)

: o x pleN ; " o
deducimos que el polinomio 1™ no tiene raices reales positivas.
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Ademais, de (3.6.1) para ¢ = 0, obtenemos que, gl
no es raiz del polinomio de Laguerre. O
De este modo, estudiamos las raices reales de los N primeros polincmios de Laguerre
localizadas fuera del intervalo [0,+0), aplicando la técnica de Sturm (ver definicién 1.3.5 y
teorema (.3.6). La clave para la aplicacién de este método reside en la relacién de recurrencia
a tres términos que verifican estos polinomios.

(0) = (N = n), > 0, esto es, el cero

Sin embargo, aunque los polinomios de Laguerre L,(r._N)

rrencia a tres términos

verifican una relacion de recu-

LG = (2 - BEM) 15M) - 1ML (@),

n-1

-N e 24
con 'y{ ) = n(n — N), no puede constituir una sucesiéon de Sturm puesto que

WM <o, 0<n<N-1. (3.6.2)

De esta forma, es necesario definir una nueva familia de polinomios cuyas raices coincidan
i -N A ; ‘s
con las de los polinomios &0 <n <N -1,y que si formen una sucesién de Sturm.

Definicién 3.6.3 Se define el n-ésimo polinomio F, en la siguiente forma
Fu(z) = (-D)BILEM(z), 0<ngN-1.

A‘U' forman

n=

A partir de esta definicion, es posible probar que la familia de polinomios { F},}
una sucesion de Sturm.

Proposicién 3.6.4 La sucesion {F,,F,_1,...,Fp}, con 0 < n < N -1, constituye una
sucesion de Sturm en cualquier intervalo cerrado contenido en R\ {0}.

Demostracidn:

Vamos a comprobar que los polinomios F), verifican las condiciones necesarias para ser
una sucesion de Sturm, (ver definicién 1.3.5).
a) En primer lugar, necesitamos probar que el polinomio F;, no tiene ceros miltiples en R\ {0},
pero de la definicion 3.6.3, basta probarlo para el polinomio de Laguerre LL_N). Escribiendo
la ecuacién diferencial de segundo orden (3.2.5) para @ = — N, tenemos

d? d
(-N) — N = 2\—7(=N) (=N)zv = 0. 3.6.9
m_daﬁL" (z)+(1-N x)dmL" (z2)+ Ly (a)=0 (3.6.3)

Sea r # 0 una raiz doble del polinomio de Laguerre Lg_N}, y tomemos z = r en (3.6.3), con
lo que queda

r—dz—L(‘N’(r) =1 (3.6.4
dz2™ " e B4
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e o« . e ;
luego r es también raiz de ——;J-Lf,, N)(z), es decir, r es raiz triple. Si, ahora, derivamos en
T

d

(3.6.3) reiteradas veces y, aplicamos este mismo razonamiento, llegariamos a que r seria raiz
de la derivada de cualquier orden del polinomio LL—N)(Q‘) y, por lo tanto,

L") =(@-rn,
lo que contradice a (3.6.1).

b) En el caso en que n = 0, de la definicién 3.6.3, se tiene que Fy(z) = L(()_N)(;r) =1, con lo
que deducimos que el polinomio Fy no se anula en IR \ {0}.

c¢) Sea r € R\ {0} v supongamos que existe algin j con 0 < j < n, tales que Fj(r) = 0.
Hay que demostrar que F;_i(r) y Fj4+1(r) tienen signos opuestos. A partir de la relacién de

r- 3
,’:':01. es posible demostrar que

verifican la relacién de recurrencia a tres términos:

recurrencia a tres términos (3.2.2), para los polinomios {LS._N)}

Sy N-1
los polinomios {F,},, =

F_](.’L') 0, Fo(.l') =1,
Fun(a) = (=1 (2= BV) Fa@) + 2 MFasi(@), 0<n<N -1 (365)

De este modo, Fj1(7) = 7§_N)Fj_lfr), ¥, usando la relacién (3.6.2), concluimos que Fjqq(r)
y F;_y(r) tienen signos opuestos.

d) Sea r € R \ {0} tal que F,(r) = 0. Para demostrar que F!(r) y F,_1(r) tienen el mismo

signo (o signo opuesto), utilizamos la relacion de estructura para los polinomios {LL_M},,IN;OI

(3.2.4), escrita en términos de los polinomios {F‘,,}"N._Z'O1

2F!(z) = nFu(z) + (1) 'n(n = N)F,_1(z), 0<n< N - L. (3.6.6)

Sustituyendo = = r, obtenemos

rFi(r) = (=1)""n(n = N)Fn_1(r), (3.6.7)

luego

signo (rF(r)) = signo ((=1)"Fr-1(r)). (3.6.8)
Asi, si nes pary r > 0, de (3.6.8), tenemos que Fy,(r)Fr-1(r) > 0, y si r < 0, entonces F.(7)
y F,-1(r) tienen signos opuestos.
Cuando n es impar y r > 0, de la igualdad (3.6.8), deducimos que F}(r)F,_;(r) < 0;y
para r < 0, se verifica que Fj(r) y F,-1(r) tienen el mismo signo. De este modo, siempre se
cumple la condicién d). O

Estamos en condiciones de aplicar el teorema de Sturm, (ver teorema 1.3.6), a los poli-
nomios {F, }n, y deducir los ceros reales de los polinomios de Laguerre {Li:“’},,.
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Proposicion 3.6.5 Sea 0 < n < N - . Se verifica
i) Cuando n es un nimero par, el polinomio de Laguerre LE™ no tiene raices reales negativas.

. : ; = W) b - .
ii) Para n un mimero impar, el polinomio de Laguerre LS™ tiene una tinica raiz real negativa.

Demostracion:

Calculamos el signo del polinomic F, en cero.
a) Si tomamos z = 0 en la definicion 3.6.3, tenemos que F;,(0) = (-1)[%}L$;"N)(0), de donde
usando que LL_N){O) =N -n), > 0, queda

signo (F,(0)) = (-1)13],

¥y, por lo tanto,

signo ({ Fa(0), Fa_1(0),..., Fo(03}) = {(-D)F, (-)FF ... (-1)i2},

con lo que hay [n/2] cambios de signo al evaluar la sucesién de Sturm en cero.

b) Estudiamos, ahora, los cambios de signo de la sucesion de Sturm {Fu}ngu en —oc. En
lo que sigue, notaremos por f(-oc) al limite de la funcion f en —oc.

Usando la definicién 3.6.3 y el hecho de que los polinomios de Laguerre son moénicos,
obteneinos que

(—1)["2!], si n = par,
(-1)iEH sin = impar.

signo (Fu(~oc)) = {

De esta forma, deducimos que

signf)({Fn(—OO),an(—OO),. 5is ,F]{—OO), FO(_OO)}) =
= (=D, (=DM =DBEH (—D)E), sion = par,
{(-D)EH () (=0 (= )E), sion = impar,
y, por lo tanto, cuando n es un nimero par hay [n/2] cambios de signo y para n un mimero

impar hay [n/2] + 1 cambios de signo. Aplicando el teorema de Sturm y distinguiendo los dos
casos posibles para n, llegamos al resultado. O

Podemos resumir los resultados de las proposiciones 3.6.2 y 3.6.5:

Proposicién 3.6.6 Sea 0 < n < N — 1. Se verifica:

oA g F : . (-N
i) §i n es un nimero par, los polinomios de Laguerre Ly, )

no tienen raices reales.

i1) Los polinomios de Laguerre generalizados de grado impar tienen una iinica raiz real.

Nota. Los resultados obtenidos en esta iltima proposicion coinciden con los que obtiene G.
Szegd para los polinomios de Laguerre generalizados, en [158], p. 151.




Capitulo 4

Polinomios de Gegenbauer
N+
{Cn }n20

4.1 Introduccion

Los polinomios clasicos de Gegenbauer, {P,ﬁ'“}. los define G. Szegd, en [158] p. 80, como
aquellos polinomios que son ortogonales con respecto al producto escalar

! ek 1
(f.9)= [ f@hta)i -2 hde, A>3,
definido para cualesquiera polinomios f y ¢ del espacio vectorial de los polinomios con coefi-
cientes reales, IP.
Asimismo, es conocido, (ver (4.7.31) en [158], p. 84), que estos polinomios de Gegenbauer
admiten, para cada valor real del parimetro A > —%, la expresion explicita siguiente

(3] m
i (-1)"F(n—m+ A)
F(z) = Eﬂn,\)nm+1)r(n-2m+n

] e W . (4.1.1)

Llamando C{" al polinomio que se obtiene de multiplicar el polinomio P por el inverso
de su coeficiente lider. de {4.1.1), se deduce que la expresién explicita del n--ésimo polinomio
ménico de Gegenbauer viene dada por

2] =
(\) = n! < (_1) F(n —m + ,\) n—2m
) = 2nT(n+ A) z m!(n - 2m)! (22) ’

m=0

y simplificando las funciones Gamma que aparecen, se deduce que

C{,\)(z) - E}_ ly-il (-l)m (22,)1'1.-2m n> 0 A > _l‘
5 2 = (A+n—-m)uml(n - 2m)! i 2

83
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donde (A + n — m),, representa el simbolo de Pochhammer.

Podemos notar que esta expresién tiene sentido para cualquier valor real del pardmetro
A# =l ,conl = 1,2,3,..., lo cual, permite extender la definicion de los polinomios de
Gegenbauer.

Dado el pardmetro A € R tal que A # —1,-2,-3,..., se considera la expresion explicita
(4.1.3) que define a cada polinomio ménico de Gegenbauer ctM. A partir de esta expresion,
podemos deducir que estos polinomios verifican la relacién de recurrencia a tres términos

M) = 0, cMa)=1,
2CM(z) = CUz)+40ciz), n20,

(A _ n(n+21\— ])
T e N mer-1)

Si, ademads, el nimero real A verifica que A # —-%, -%, ..., se tiene que 1,({\) # 0 para todo

n > 1, y el teorema de Favard (ver el teorema 1.3.2), nos asegura que la sucesién {(_",({“},,)U
es ortogonal con respecto a un funcional lineal cuasi-definido. Para A > —%, el funcional
lineal es definido positivo y los polinomios son ortogonales con respecto a la funcién peso
(1- rz)"‘% en el intervalo [—1,1]. En el caso en que A = v%, —% v+ .y COMO 71‘1’\] se anula para
algin valor de n, no es posible deducir propiedades de ortogonalidad a partir del teorema de

Favard.

El propoésito de este capitulo es hacer un estudio de la familia de los polinomios de Gegen-

bauer {C’,(I—N+5)}n20, donde N > 1 es un nimero entero dado.

Describiremos, la estructura del trabajo. En la seccion 2 haremos un estudio de la sucesion
de los polinomios moénicos de Gegenbauer {Ci{\’}nzg, para A # —-1,-2,-3,.... En una
primera parte, se da la expresion explicita del n—€simo polinomio de Gegenbauer, C’,‘{\}, ob-
servandose que para valores reales del pardmetro A que no sean enteros negativos, se obtiene
una familia de polinomios de grado exacto n. Asimismo, a partir de esta expresién explicita,
para A # —1,-2,-3,..., demostraremos que, las propiedades usuales que verifican los poli-
nomios clasicos de Gegenbauer como son: relacién de recurrencia a tres términos, relacion
diferencial, ecuacion diferencial de segundo orden ..., se siguen verificando. En la segunda
parte de la seccién, deduciremos propiedades especificas cuando el pardmetro A = —N + %,
para N =1,2,3,...

A continuacién, en la seccién 3, demostraremos que la sucesion de los poiinomios de Gegen-

bauer {C L-N+§)}n20’ es ortogonal con respecto a un producto escalar discreto—continuo no
diagonal que involucra derivadas. De hecho, obtendremos que estos polinomios son ortogo-
nales con respecto a un producto escalar de Sobolev no diagonal.

De esta forma, dotaremos de propiedades de ortogonalidad a la familia de los polinomios de

-N4i
Gegenbauer {C'}. N+’)}n20, resultado éste que por el teorema de Favard no era posible, al
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: (-N+1) i ; i
anularse el coeficiente ¥, que aparece en la relacién de recurrencia a tres términos que

verifican estos polinomios.

El apartado 4 del capitulo lo dedicaremos al estudio de un operador diferencial, que
notaremos por FV) definido sobre el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes
reales IP, que es simétrico con respecto al producto escalar de Sobolev. A partir de este
operador, estableceremos una serie de relaciones diferenciales lineales entre los polinomios de

Gegenbauer {Cr - )}ﬂ y los polinomios cldsicos de Gegenbauer {C- i )}n.
En la iltima parte, haremos un estudio de los ceros de los polinomios de Gegenbauer

{C,(,—N+%)}n localizados en el interior y el exterior del intervalo [-1,1]. Este estudio se divide
en dos casos: primero se hace el estudio de los ceros para los polinomios de Gegenbauer con
grado superior o igual que 2N y, después, para les 2N primeros polinomios de Gegenbauer.
Los resultados que obtendremos coinciden con los que obtiene G. Szeg6 para los polinomios
de Jacobi generalizados, en [158], p. 144-146.

De este modo, deduciremos que: El polinomio de Gegenbauer C( ), para n > 2N, tiene

alya -1 como ceros de multiplicidad N, cada uno, y, ademads, tiene (n — 2N) ceros reales
1

y simples dentro del intervale [—1, 1] que se intercalan con los ceros del polinomio s i e

Si N+1<n<2N -1, tendremos que el polinomio de Gegenbauer tiene 2N — [g] raices

imaginarias puras y si n es impar, una de las raices es el cero. Ademas, cuando n — N es
par no tiene raices reales y si n — N es impar posee dos raices reales en R \ [-1,1]. Para

: . A=N+1) . S Eivih 2 ,
0 < n < N,el polinomio C, ~ " ?’ tiene todas las raices imaginarias puras y si n es un niimero
impar, una de las raices es el cero.

4.2 Los polinomios de Gegenbauer

Dado A > —% un nimero real, la expresion explicita del n—€simo polinomio ménico de Gegen-
bauer viene dada por (4.1.3):

ﬂ -2'}' —l)m n—2m
CW(z __2__2 s !(n—?m)!(QI) ™. w2 (4.2.1)

Es bien conocido que, para A > —% la sucesion {dl )}nzg constituye una sucesién de poli-

nomios ortogonales ménicos asociados a la funcién peso p(z) = (1 - 1:2)*’% sobre el intervalo
[-1,1].

Podemos observar que para cada valor real del pardmetro A £ -, con [ = 1,2,3,..., la
expresién (4.2.1) permite definir un polinomio moénico de grado exacto n. De este modo,
para A # -, con | = 1,2,3,..., tiene sentido definir la familia de los polinomios ménicos de
Gegenbauer { C,(l)‘)}n;.o que es una base del espacio vectorial de los polinomios con coeficientes
reales, IP. En lo que_sigue, los llamaremos polinomios de Gegenbauer generalizados.
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Ademds, de la expresion explicita (4.2.1), se deduce que los polinomios de Gegenbauer de
grado par sélo contienen potencias de z que son pares y los polinomios de grado impar, sélo
potencias impares de 2.

Haciendo unos simples calculos en la expresién explicita es posible demostrar que las
principales propiedades de los polinomios clasicos de Gegenbauer se siguen verificando, para
cada valor real del parametro A # —I, con { = 1,2,3,..., como mostramos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 4.2.1 Sea A un nimero real arbitrario con A # —I, paral = 1,2,3,... Luionces,

los polinomios de Gegenbauer {Cr(a./\)}nv verifican las siguientes propiedades:
i) Propiedad de simetria

CV(-2) = (-1)"CP(a).

ii) Relacion de recurrencia a tres términos

W)y = 0, cV@a)=1,

~(A ) A
€M) = CO\@) +9cW(2), n>0,

donde

(N _ n(n+2)\—l)
" T dmtAnsr=-1)

iii) Relacion diferencial

DC,(;\)(-J,) = nC,(l‘\_le)(.r),

d
donde D = y

z
iv) Si 0 < k < n es un nimero entero, se cumple que

!
p*cW(z) = G%E)’!ka’(z ).

v) Ecuacion diferencial de segundo orden

(1-2)y" = (2A + 1)zy' + n(n + 20 )y = 0,

donde y = C,(.A)(:r), es la tnica solucion polinomica de (4.2.6).
vi) Relacién de estructura
: n(n+2X-1)

d
L R ROt Ld L bl | T IR
(1-z )dxC" (z) nzCYM(z) 4 2t r=1) Crlilx)
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(-N+}) S : g
Hemos visto que, el pardmetro v,y , de la relacién de recurrencia a tres términos

(4.2.3), para A = =N + 1 3. se anula. Por lo ta.nto, a partir del teorema de Favard, no se pueden

“N+i
deducir propiedades de ortogonalidad para la sucesion {(7,{1 N+2’}n2(], con N =1,2,3.....
Con el fin de obtener propiedades de ortogonalidad para los polinomios ménicos de Gegen-

..N+l HE . s .
bauer {C,(, ’)}“, con N = 1,2,3,..., demostramos, a continuacion, algunas propiedades
mds para estos polinomios de Gegenbauer.

Proposicion 4.2.2 Sea N > 1, un nimero entero positive dado, entonces los polinomios

S =N+ e ;
monicos de Gegenbauer {C‘,(l +2)},, cumplen las siguientes propiedades:

g gy et T,
2N 4+ 1),
A-N+1 )(1)= ( l) :
2“('N+'§)ﬂ

(=N+1) 2N 4+n A=N+1
i) Cy 2(”=(-2~'-’r:2-1;—_1)('"_1 (1), n>1.

it) Cp n > 0.

ill)(',(. l)—(f(. N+’ —-1) =0, para n > 2N.
n! (=2N + 2k + 1)k

(n = k)2 =F(-N + k + 1)k

S e |
v) DNy = ,paran 2 k.

G Y e C k< K, s 2AN

Demostracion: 1
—N41
i) Se deduce de la propiedad de simetria (4.2.2) para los polinomios (,. e L

ii) Evaluando la expresion explicita (4.2.1) en el punto 1, tenemos que

(n +2A - l)
( (\)(l) n o (2)‘)71

p("+k-1) (M)

n

y, si sustituimos A por —N + % llegamos al resultado.

1
+5)

o A ; : -N ” ; 3
iii) qu.ndo el apartado ii), primero para el polinomio (’-',(1 y, después, para el polinomio

('(_ +3) ,con n > 1, deducimos que
-N+3) (~3N4+1)x (~2N +n) (=N 1.y
M~N+3h AU-N+2-2Y-N4+ D
(=2N +n) F(—N+5)(”
(=2N +2»-1) ™1 '

(1)
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1(

iv) En el caso en que n > 2N si usamos el apartado iii) tenemos que (1) =0y, por

la simetria, también Cn (—1) vale cero.

v) Basta tomar la relacién diferencial (4.2.5), para A = =N + -;—, evaluarla en 1 y, aplicar ii)
al] polinomio C" =Ny il
vi)Para0 < k < N y n > 2N, obtenemos que (—2N + 2k + 1),_, se anula, con lo que susti-
tuyendo en el apartado v) y, usando la simetria de los polinomios de Gegenbauer, concluimos
el resultado. O

Proposicién 4.2.3 Para cada valor de N > 1, el polinomio de Gegenbauer C;;;N+E
EIPresa como:

N+1)

eV ) = (22 - ).

Demostracion:
Del apartado vi) de la proposicion 1.2.2, para n = 2N, deducimos que

= L L
D) = el (-1 =0

para 0 < k < N, es decir, los puntos —1 y 1 son ceros de multiplicidad N del peolinomio
N
C ; N 2 ) o
El siguiente resultado nos muestra que, para cada valor de n > 2N, el polinomio ménico de
: -N4i o s : e o
(xegenbauer generalizado (.A,(l ) se expresa en términos del polinomio clasico de Gegenbauer

C¥e) (ver (4.7.35) en [158], p. 84).

T . - - : ot . -N+1
Proposicién 4.2.4 Dado n > 2N, el polinomio monico de Gegenbaver cl #2)

siguiente igualdad

verifica la

(=N+})

(111 1\+ }

(2) = (22 - YN (). (4.2.9)

Demostracion:
Si tomamos en la ecuacién (4.2.9), n = 2N |, claramente se verifica

(N+})

My - (g2 - M)y,

usando (4.2.8). Consideramos n = 2N + 1, en la relacion de recurrencia (4.2.3) para A =

(-N+4)

-N + %, si tenemos en cuenta que Y,y = 0 y usamos (4.2.8), obtenemos que

cl= N+1) (-N+3)

-N N
'ZN+1 (17 -—-TCzN 4 (I\ ( + }C( +2)

iy }-xC( N+3)

)= z(z? - DV, (4.2.10)
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2 A N+i
Por otra parte, de (4.2.3) paran =0 y A = N + 1, deducimos que C-'f +’)(J:) = z, de donde
multiplicando por el polinomio (2 — 1)V, queda
(‘ L :
(z* - l)‘vC£N+’)(x) = z(z? - 1)V,
¥, comparando con (4.2.10}, concluimos que

-N+1 ; N+1)
() = (22 - VN ),

Tomemos, entonces, n > 2N + 1. Escribiendo la relaciéon de recurrencia a tres términos

: 2 i N+i
(4.2.3) para los polinomios {C‘_;ﬁ')}ngzl\h tenemos que

N+1) (N+3) N+3) ~(N+3) :
IC};-:JE’ (2) = C i () + 7:;—233’ Cranoa(2), (4.2.11)

donde

SN (n-2N)n-2N+2(N+3)-1) _ (-N+})
"IN T 4n-2N+ N+ Dm-2N+N+1 -1 " :

Usando un razonamiento inductivo, deducimos, a partir de (4.2.11), que la relacion de recu-
; 2k ; : ; ; A(N+3 ; ‘i
rrencia a tres términos que verifican los polinomios (22 — 1)V C',(]_ﬂ@) es la misma relacién
i S : : 3 -N+&
de recurrencia a tres términos que verifican los polinomios (7,‘1 2
resultado. O

, con lo que ilegamos al

: 4 . . ke ;’V"f‘%
4.3 Ortogonalidad Sobolev para los polinomios {C § ')},,20
Sea N > 1 un entero dado. Se considera A una matriz simétrica y definida positiva de orden

2N. La expresion

4 1
(f,9)s = (F()IF(=1)) A{G()IG(-1))" + / . FONY(2)3CBN) (2)(1 - 2*)Ndz,  (4.3.1)

donde

(FOIF(=1)) = (£Q1), f'(1),..., FN=-D), f(=1), Fi(=1),..., FN-D(-1)),

define un producto escalar sobre el espacio vectorial de ics polinomios IP. Nuestro propdsito,
en esta seccién, es demostrar que es posible encontrar matrices A, tales que la sucesion de

(=N+4)
los polinomios de Gegenbauer {Cn, ig }n>0 sca ortogonal con respecto al producto escalar
(4.3.1).
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Proposicién 4.3.1 Sea N > 1, un niimero entero positivo dado. Entom‘es, existe una matriz

de orden 2N simétrica y definide positiva, A, tal que la sucesion {C" et ]}n>0 es ortogonal
con respecto al producto escalar de Sobolev definido ew (§.3.1).

Demostracion:
Usando el apartado iv) de la proposicién 4.2.2, tenemos que

N -N41
S O e MO

(‘
para n > 2N. Por otra parte, de la propiedad de diferenciacién (4.2.5), para k = 2N y
A=-=-N+ %, deducimos que

D-Z_NC"“—N-!-%}( )_ n! U\+ )

(n— QIV)' n-zN( ),

pata n > 2N. Por lo tanto, el polinomio C'( ). para n > 2N, es ortogonal al espacio

vectorial IP,,_ con respecto a un producto escalar de Sobolev como (4.3.1), para cada matriz
de orden 2N simétrica y definida positiva A.

En este sentido, lo dnico que hay que hacer es construir la matriz simétrica y definida
positiva A, para obtener la ortogonalidad para los 2N primeros polinomios de Gegenbauer

(-N+%) ! ; = ; 5
{Cn 2" }u=0,..28-1. Para ello, construimos otra matriz de orden 2N e inversible, que
llamaremos Q, cuyos elementos se obtienen a partir de los valores de las derivadas de los
polinomios de Gegenbauer en los puntos —1 v 1. Llamamos

Q ey { Q(U|Q(—1) }2_1\‘!-2‘,\' -

Q) = (prciMy)., 0. an-,

W=

Q-1) = (preSM oy ).

Se verifica que ia matrix Q es inversible ya que se puede expresar como el producto de otras

: ooy (=N+1) :
dos matrices regulares. Con este fin, expresamos los pelinomios {C, = " ?’}, en potencias del
polinomio z

-N
l +i )( )= an JI Pan 70, VYn2>0. {4.3.2)

Sea P la matriz regular formada por los coeficientes p,, ;, para0 < j<ny0<n <2N - 1:
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Proposicién 4.3.1 Sea N > 1, un niimero entero positivo dado. Entonces eziste una matriz

de orden 2N simétrica y definida positiva, A, tal que la sucesion {C( St '}n>0 es ortogonal
con respecto al producto escalar de Sobolev definido en (4.3.1).

Demostracién:
Usando el apartado iv) de la proposicion 4.2.2, tenemos que

(-N+}) H(=N+)
n

i

para n > 2N. Por otra parte, de la propiedad de diferenciacién (4.2.5), para k = 2N y
A=-N+ %, deducimos que

“(-1)=0,

(=N+}) (N+3)

e, (z)= (-——QWCW.:N (z),

i 2 -N+1 .
para n > 2N. Por lo tanto, el polinomio C,(! +2), para n > 2N, es ortogonal al espacio

vectorial IP,,_; con respecto a un producto escalar de Sobolev como (4.3.1), para cada matriz
de orden 2N simétrica y definida positiva A.

En este sentido, lo tinico que hay que hacer es construir la matriz simétrica y definida
positiva A para obtener la ortogonalidad para los 2N primeros polinomios de Gegenbauer

-N s g i .
{C( + )}n=g‘__,‘2N_|. Para ello, construimos otra matriz de orden 2N e inversible, que
llamaremos Q, cuyos elementos se obtienen a partir de los valores de las derivadas de los
polinomios de Gegenbauer en los puntos —1 y 1. Llamamos

Q = (QMIQAU-1) )ynx2n s

Q) = (e ™))

k=0,..., N-1
-N41
Q(_l) - ( DkCr(; +2}(—1) ) n=0,.,2N-1,
k=0,...,N
Se verifica que la matrix Q es inversible ya que se puede expresar como el producto de otras

+
dos matrices regulares. Con este fin, expresamos los polinomios {Cn )}n en potencias del
polinomio z

(-N44 s ;
. +2](.’L’) = an‘j;ﬂ, Pan 70, Y20 (4.3.2)

Sea P la matriz regular formada por los coeficientes p, j, para0 < j<ny0<n<2N -1




4.4. El operador iineal F(N)

Poo 0

Pio "
P= : |

P2N-10 P2N-11 --- P2N-12N-1

Consideramos la matriz, H(z) de dimensién 2N x N, formada por las N primeras derivadas
de los elementos de la base de Hamel del espacio vectorial IPan -1, es decir

H(z) = ( Dk(:cj) )i=0,... 281, ,
k=0,.. ,N—1
y denotamos por V, la matriz cuadrada de orden 2N, definida a partir de H(z) como sigue

V = (H(1)[H(-1)).

La matriz V es una matriz de Vandermonde generalizada y, por lo tanto, regular. Por otra
parte, usando la ecuacién (4.3.2), tenemos que Q = P.V, de donde deducimos que Q es
inversible. :

Dada una matriz diagonal, D, de orden 2N con elementos positivos en la diagonal, defi-
nimos la matriz A del producto escalar (4.3.1) como

A=Q'D(Q) .

Podemos comprobar ficilmente, que la matriz A es simétrica y definida positiva, y que la

v ; ; A -N+3
sucesién de los polinomios moénicos {C',(l +2}}n20 es ortogonal con respecto al producto
escalar (4.3.1). O

4.4 El operador lineal FV)

Dado N > 0 un niimero entero, definimos el operador diferencial F (N) sobre el espacio de los
polinomios con coeficientes reales, IP, en la forma siguiente

FWN) = (1 -2V D1 - 22N DN, (4.4.1)

donde D denota el operador derivada. En este sentido, F (N) es un operador diferencial de
orden 4N que se anula para cada polinomio de grado menor o igual que 2N — 1.

Un célculo directo nos muestra que, el operador lineal F(™) mantiene el grado de los
polinomios, de hecho tenemos que

FNigh = F(n,N)e" +..., n>2N, (4.4.2)

donde F(n,N) denota el coeficiente lider del polinomio F' e
A continuacién, se deduce la expresion de este coeficiente Fi(n, V).
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Proposicién 4.4.1 Si N 2> 1 es un nimero entero dado, entonces el coeficiente F(n,N) vale

n!

2
F(R,N)=(‘n_—‘w)‘) 5 n22N.

Demostracién: :
Aplicando el operador lineal FN) al polinomio z*, para n > 2N, de la expresién (4.4.1),
obtenemos que

}-(N)In i £ xZ)ND2N{ 1= I'Z)NDZan] =
n!

n__2N)'( Z)ND2N[(1 N = ZN]

Por otra parte, es conocido que

(1= = (1) - )Y Nz(“’) 1 (22)V -,
Sustituyendo la expresion (4.4.4) en (4.4.3), deducimos que

N

(N) .n n! ANy N N\ . \ipaNp -2
s e i JZ;;(.;)( ey

n'_ = N (n - 25)! n-2j-2N
TR £ )Z( ) (ﬂ-—2_] e

donde se considera, por convenio, que si n - 2j —2N < 0, entonces DW= = g™ =AW o
0. Identificando coeficientes lideres, llegamos a

n! AN Ny nl 3 n! .
mom VD (11—‘2N)!_((n~2N)!) ‘B

F(n,N) =

El siguiente resuitado nos muestra que este operador F (N) nos permite obtener una re-
presentacion del producto escalar de Sobolev no dlagonal (4.3.1), en términos del producto
escalar asociado a la funcién peso pV)(z) = (1 - 22)V.

Proposicién 4.4.2 Sean f y g dos polinomios arbitrarios de IP. Se verifica

(1= 1.0), = [ 1@ FMga)1 - 2V




4.4. El operador lineal F (N}

Demostracidn:
Como 1y —1 son ceros de multiplicidad N del polinomio (1 - z?)N entonces, de (4.3.1),
tenemos que

1
232N N i
(- ¥ 1.a), —le? [(1 = &2 {2 D g(a)(1 - a)Nida.

Si integramos por partes 2N veces, deducimos que

(A=210), = [ (1= )™ f)D™(DMg(a)(1 - 2)"]de =

f 11 f@)FMg(z)(1 - 2*)Vde. O

Teorema 4.4.3 El operador linecal FN) es simétrico con respecto al producto escalar de
Sobolev (4.3.1), es decir

(FM f,9)s = (f,FMg)s.

Demostracion:
Del producto escalar (4.3.1) y de la expresién (4.4.1) del operador lineal F (M) tenemos
que

(FM g5 = [ D™ [FY f(@)] DM g(a)(t - 2tV =
=
£ /11 DzN [(1 s IZ)ND2N[(1 i x?)ND'ZNf(x)]] DZNQ(I)(_I L mz)Nda:.

Integrando por partes 2N veces, queda

(FMf,9)s = [ (1= N DN - D @D [(1 - ) DVo(o)] da.

Como podemos ver, esta tltima expresién es simétricaen [y g, y el resultado se deduce de
intercambiar los papeles de estos polinomios. O

A partir de la ecuacién (4.4.2), en el siguiente resultado, demostramos que los polinomios
—N41
ménicos de Gegenbauer generalizados, {C',(1 Nh)}m son las funciones propias del operador
lineal FV),

Proposicién 4.4.4 Para n > 2N, se verifica

~-N41 n! ¥ =Nk
FOCEM ) = (o) " )
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Demostracion: .
; : -N+i Ly
Como el polinomio FN )Cjz 7) es de grado n, lo podemos expresar como combinacion
p p P

. e (-N+}) .
lineal de los polinomios {C; }i=0,....n, €s decir

FMCE M) = 3 gl i), (4.4.5)
1=0

donde los coeficientes 7, ; se calculan, usando el teorema 4.4.3, como
i 1 = 1 = 1 = L
(}“N)C,(l N o N+,}) (Ci N+ F)cl N+2})S

&
(C_(-N+‘g}’c_(—fv+%)) o (C(-N+%),C_(—N+%})

Tn,i =

S b

De la ortogonalidad del polinomio C,(,,_N+%), deducimos que v,; = 0, parai < n, y el resultado
se obtiene tras una simple inspeccién en los coeficientes lideres de (4.4.5). O

A continuacién, deducimos algunas relaciones diferenciales lineales interesantes entre los
polinomios de Gegenbauer generalizados.

Proposicién 4.4.5 Se verifican las siguientes relaciones:

1 n+4N o 1
) (1= @)= T ani (@), n2o0.

i=n

“N+1 s 1
i) AV 2 3 g M), n2an. (4.4.7)
t=n—4N

Demostracion: :
e . ; N+3 AR " ¢
i) Si expresamos el polinomio (1 — z? P C',‘1 +’){:c) en términos de los polinomios ortogonales

= 1
de Sobolev {C,( Nh]};zg, tenemos que

n+4N

1 N+l
(1—1‘2)2NC£;N+2)(I) = Z an,,-C( N+’](z:).
=

1

Si usamos la proposicion 4.4.2, los coeficientes ay,; son

n LRt

-N+1L —N41i
(Cf +’),C.-( +,))

1 s
/ D () PN D (@)1 - 22V do
=%

-N41 ~N41j 7
G

5 _

Opng =

S
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+)}

y, de la ortogonalidad del polinomio cldsico C‘ ) , deducimos que a,; = 0, para 0 < ¢ <
n-—1,

u) Escribiendo el polmormo }"N}C( =Kt

como combinacién lineal de los polinomios clasicos

f‘N)C( N+3 ) Z’H C.(N+ b

De nuevo, los elementos 3, ; los calculamos a partlr de la proposicion 4.4.2, como sigue

L —N+1L
[ Parmc ey - e (- aprel™ P o)

S

Bni =

o 1
/C,-(N+’)(a:)C,-(N+2)(a:)(l—zz)Ndu: [ @ D)1 - otz
-1 -1

~N41
usando la ortogonalidad del polinomio de Gegenbauer C,(l N+2), con respecto al producto

escalar de Sobolev, concluimos que 3,; =0,para0<i<n—-4N-1. O

N4l
4.5 Ceros de los polinomios {Ci N+2)}n20

En esta seccion del capitu]o, vamos a hacer un estudio de los ceros de los polinomios de

Gegenbauer {C( ¥4 )},1 y de su distribucién.

il s ; -N+} s
Se considera el n-ésimo polinomio ménico de Gegenbauer, CS; ?) , Cuya expresion

explicita cs

( l)m n—2m
= g N—l— +n-m)mm'(n—‘>m)’ :

A28, (451

Hemos visto que, por simetria, todos los polinomios de Gegenbauer de grado impar sélo
contienen potencias impares de x, luego, trivialmente, el cero es raiz de los polinomios de
Gegenbauer de grado impar.

4.5.1 Estudio de los ceros para n > 2N
~N+1
En esta parte de la seccién estudiamos los ceros de los polinomios de Gegenbauer Cr(; e
cuyo grado es superior o igual a 2N, para N = 1,2,3... En este caso, se verifica el siguiente
resultado.
—N4i

Proposicién 4.5.1 Para cada valor de n > 2N, el polinomio de Gegenbauer C,(1 N*2) tiene
al ya—1 como ceros de multiplicidad N, cada uno, y, ademds, tiene (n — 2N') ceros r.:ales

(-N

y simples dentro del intervalo [—1,1] que se intercalan con los ceros del polinomio C, +1
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Demostracién:
Cuando n > 2N, usando la ecuacién (4.2.9), tenemos que
( -N+%) (N+3)
(2) = (a® - VO pn (0)
de donde deducimos que el polinomio de Gegenbauer C,(;_N"")
plicidad N y a —1 como cero también de multiplicidad N.
Por otra parte, es conocido, (ver el teorema 1.3.4), que el polinomio cldsico de Gegenbauer

tiene a 1 como cero de multi-

N+l ! : i .
C,{l ‘), tiene n ceros reales y simples en el intervalo [—1,1] que se mterca,la,n con las raices

1
del polinomio C,(g:”) . De donde, aplicando este resultado al polinomio C'( 2N , concluimos
el resultado. O

Nota. El resultado de la proposicién 4.5.1 es el obtenido por G. Szegd en [158], p. 144-145,
cuando en este trabajo se consideran los polinomios de Gegenbauer generalizados.

4.5.2 Estudio de los ceros para 0 <n <2N -1

En este apartado hacemos el estudio de los ceros de los 2N primeros polinomios de Gegen-

—N+1 ; ; .
bauer {C,{‘ 2}},1:0,1,_,_,2‘\:_1. En la primera parte, estudiamos las raices reales para estos
polinomios y, en la segunda, determinamos las raices que son imaginarias.

CEROS REALES: Para estudiar los ceros reales de los polinomios de Gegenbauer vamos
a utilizar la técnica de Sturm, (ver definicién 1.3.5 y teorema 1.3.6). Para garantizar que una
sucesién de polinomios ortogonales ménicos constituye una sucesién de Sturm, es necesario
que el coeficiente del polinomio de grado inferior que aparece en la relacion de recurrencia a
tres términos sea positivo.

-N+})

En nuestro caso, aunque los polinomios de Gegenbauer C',(1 verifican la relacién de

recurrencia a tres términos

= 1 At 1
C(1N+’)() =09, ¢ =1,

i 1 =4 3 B 1
e = P+ T ), nay,
e -N+3) _ n(n — 2N)
i “@n-2N+1)2n-2N-1)’

(-N+1) -1, sin#N,
sngno( ) = {1’ dn=N. (4.5.2)

debido a que

-N+1 L
podemos observar que {Ci ’)}nzg,l,,,,,g,\r_l, no forma una sucesién de Sturm.
De esta forma, a partir de estos polinomios de Gegenbauer, definimos otra familia de
polinomios, que llamaremos {Dn}n=0,1,...2¥-1.




-N+1
ci-N+D
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Definicion 4.5.2 Dado el nimero entero N > 1, se define el n-ésimo polinomio D, como

ZN-n] (-N+§)

n -N 1 ;
D.(z) = (-nlEler M7 (), si0<n<N,
i (—1)[ 7 1Cn (z), siN+1<n<2N-1.

; : ) -N+3) . .
Evidentemente, ios ceros de los polinomios de Gegenbauer Cﬁ ?) coinciden con los ceros

de D,,.

Posteriormente, veremos que los polinomios {Dy}a=01,. 281, forman una sucesién de
Sturm. Para ello, en la signiente proposicion, demostramos que los polinomios D, verifican
una relacién de recurrencia a tres términos y una relacién de estructura similares a las que
verifican los polinomios de Gegenbauer.

Proposicién 4.5.3 Los polinomios D,, verifican las siguientes propiedades
i) Relacion de recurrencia a tres términos

i.l) Fara0<n < N -1

D_y(z) 0, Do(z)=1,
-1‘-"+%)

Dupi(z) = (~12Du(a) + 1 T2 Dyos(2),

7[—N+%) n(n —2N)
n

4n-N+3)n-N-3)
i.2) Cuandon = N
= -N41
Dysi(2) = (~1)¥"'2Dn(z) - 75 2 Dn-1(2),

~N+i
con ‘Y;(v N+ o N,

i3)SiN+1<n<2N -1
2 i
Dogi(2) = (1) 2Dp(z) + 1 TP D i(2),

—N41
donde el coeficiente 75‘ N+2) es el mismo de la expresion (4.5.4).

i1) Relacion de estructura
ii.1) Para0<n < N

(1- 32)-‘%Dn(1) = —nzDy(z) + (-1)*!

_n'(n—-ZN)

Dy _1(2).
2(n-N——%) s

i.2) SiN+1<n<2N -1
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- 2N)

el D,_ (4.5.8

(1—;:2)%0,1@):-:1;0"( )+ (- 1)

Demostracion: :

~-N+3
i) Usando la relacién de recurrencia a tres términos (4.2.3) para los polinomios C'n *’),
tenemos que

-N+1 JH-N+1 “N+1) (=N+%)
LA e T e el

z). (4.5.9)
at foNuL
i.1) Para el caso 0 < n < N - 1, se verifica que Dp(z) = (-—1)[516',(1 N+’)(:c). de la definicion

-N+1i
4.5.2. Despejando el polinomio de Gegenbauer C,(; s

que

y sustituyendo en (4.5.9), deducimos

(1) F1D,41(z) = (-1)[FzD,(2) - (LS Yy (4.5.10)

Por dltimo, multiplicando (4.5.10) por (—1)[12*'1'], obtenemos que
~N+1
Dasi(e) = (=1)"2Dale) + 0+ Da-i(e).

i.2) Si consideramos n = N en la relacion (4.5.9), tenemos

N+ -N N
5Tt a) = oM D) - 1M ),

Por otra parte, usando la definicién 4.5.2, y sustituyendo en (4.5.11), queda

(N+)

(=) Dy a(2) = (~1)FeDn(z) - 15 T D=1 F Dy (2),

luego

N+i )

(~)FHEF e Dy () = 2y T Dy-a(z) =
(

o N
(=1 1zDp(z) - 15 TP Dy s (2).

) 1
i.3) Enel caso N + 1 < n < 2N - 1, se verifica que D.(z) = (- ”{w ( N+2)(z) y,

si sustituimos en (4.5.9) los polinomios de Gegenbauer en términos de los polmomios Dy,
deducimos que

(=)ERD (@) = (-D)EFeDy(z) - (-)EFELID, ). @512)

Multiplicando por (—l)IzN?_l] en (4.5.12), obtenemos




-N+;+)}
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—N4+1
Dopi(z) = (=1 2Du(z) + 1 T2 Dy i(2).

ii.1) Consideramos la relacién (4.2.7), con A = =N + %, multiplicada por (-1)[% :

(1-2? —( RN (g) = _ne(-1)cTV e

de donde, teniendo en cuenta ia definicién 4.5.2, tenemos que, para 0 < n < N, el polinomio

D,, se expresa como D,(z) = (— 1)z ]C'( ! )(9:), con lo que llegamos a

n(n — 2N)
n(n —2N)
2n-N-1)

(-N+1)

(~-1e”, ") =

(]—mz)%Dn(z:) = -—nzD,(z)+

—naDa(z) + (=1)*"' Dpoa(2).

ii.2) Cuandon = N + 1 y A= —N + ] en la expresién (4.2.7), obtenemos que

(1-z )——C,‘\,j‘{* He) = = (N+1)zc,‘v“ﬁ+%’(x)+(N+1)(1-N)C}\,‘”+'5"(I),

y, teniendo en cuenta la definicion 4.5.2, se verifica que Dnyi(z) = (-1 ) ICRLH- ’(:r) y

Dn(z) = (- )[ ]C‘ = )(2:), de donde deducimos que

V4 Dva(@) = (N + DeDyaa(e)+ (N + 1)1 - N)(=DPPICSV(z) =

(1=2% T
= —(N 4+ 1)aDny(e) + (N + 1)(1 = N)(-1)V+' Dy(2).

Se considera, ahora, N + 2 < n € 2N - 1. Multiplicando (4.2.7), con A = -N + % por
( —I)IMR;E] y, teniendo en cuenta la definicién 4.5.2, concluimos que

- 2N)
2(n-N—2)
n(n — 2N)
n—N—--)

(1= L Dyz) = -naDa(a)+ My ok Ned)

[
T -(=1)

() =

—-nzD,(z)+ (=1)"Dp_1(z). O

Proposicién 4.5.4 La sucesion {D,,Dy_1,..., Do}, con0 < n < 2N -1, para N 2 1
un nimero entero dado, constituye una sucesion de Sturm en cualquier intervalo cerrado
contenido en IR que no contenga a1l ni a —1.
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Demostracion:

Comprobemos que los polinomios D, cumplen las propiedades necesarias para ser una
sucesién de Sturm, {ver definicidn 1.3.5).
a) Para probar que el polinomio D, no tiene ceros miiltiples en R, usando la definicion

N+3)

4.5.2, basta probarlc para el polinomio de Gegenbauer C,(l— . Si escribimos la ecuacion

= 1
diferencial de segundo orden (4.2.6) para el polinomio C',(1 N+2). obtenemos que

i 1 - 1 x 1,
(1=2)D2C NV D (2) 4+ 2V - D2 DTN (@) 4 n(n -2V + 1)V (@) = 0. (45.13)

N+l
Supongamos que r # —1,1 es una raiz doble del polinomio de Gegenbauer C',(1 i

si tomamos = = r en (4.5.13), queda

, entonces,

i -N41
(1-r)p2ci V() = 0, (4.5.14)
Gl 2-=N+3) : ;o ;
de donde tenemos que r es también raiz de D*C}, (z), es decir, r es raiz triple. Derivando
la ecuacién (4.5.13) reiteradas veces y, aplicando, este mismo razonamiento tendriamos que r
; " ‘ ; -N+1 : ;
serfa rafz de la derivada de cualquier orden de C,(1 s ), de donde, deducimos que no existen

-N4i
ceros miiltiples del polinomio de Gegenbauer C-',(, i

_N4l
b) Cuando n = 0, de la definicién 4.5.2, se tiene Dy(z) = <-é N+2)(I) =1 y, por lo tanto, el
polinomio Dy no se anula en R.

¢) Sea r € R\ {-1,1} y algin j tal que 0 < j < n verificando que D;(r) = 0. Hay que
demostrar que Dj_1(r) y Dj41(r) tienen signos opuestos. Para ello, tomamos la relacién de
recurrencia a tres términos que verifican los polinomios D,. Hay que distinguir los tres casos
siguientes:

_N4i
c.l) Para0 < j < N — 1, de (4.5.3) con = = r, queda Dj41(r) = v, N+2)Dj_1(r), de donde
teniendo en cuenta (4.5.2), deducimos que D;_1(r)D;41(r) < 0.

—N+1
¢.2) Enel caso j = N y z = r, de (4.5.5), obtenemos que Dy (r) = _'Yjv N+2)DN_1(T) ¥,

. -N+3) ; s ; ;
por ser el coeficiente 75\, ) un ndmero positivo, concluimos que D;_1(r) y D;41(r) tienen
signos opuestos.

¢.3) Cuando N + 1 < n < 2N — 1, tomando la ecuacién (4.5.6) para z = r, tenemos que
1

Djs(r) = 7;_N+2)DJ-_1(1') y usando (4.5.2), llegamos al resultado.

d) Sea r € R\ {~1,1} tal que D,(r) = 0. Para demostrar que D;(r) y Dy_1(r) tienen el

mismo signo {o signo opuesto). consideramos la relacién de estructura (4.5.7) y (4.5.8) que

verifican los polinomios Dy, con lo que aparecen dos casos a estudiar.

d.1) Sea 0 < n € N y z = r entonces, de (4.5.7), queda
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_1-n+1 n(n'_2N)

2An-N-1)
_nn-2N)
2(n-N-3)

d
(1- -J'Z)EEDn(-r') = { Dp_i(r). (4.5.15)

Teniendo en cuenta que, en este caso, el factor es un nimero positivo, de

la relaci6n (4.5.15), deducimos que

signo ((l - rz)d—i-Dn(r)) = signo ((—1}"‘+1Dﬂ_1(r)) : (4.5.16)

d
De esta forma, si n es par y r € (—1,1), sustituyendo en (4.5.16), tenemos que ED,,(F)

y D,_1(r) tienen signos opuestos y si r € R \ [-1, 1], entonces son del mismo signo.
En el caso en que n es un nimero impar v © € (—1,1), de (4.5.16), se verifica que
d ;
(—-—Dn(r)) (Dp-1(r)) > 0,y para r € R\ [-1,1], tenemos que

dz ; dr
signos opuestos.

D,(r) y Dy_1(r) tienen

d.2) Tomando N +1<n < 2N -1y z = r de (4.5.8), deducimos que

n(n — 2N)

d
.2 D R S T
it )cia: n(r) = (1) Q(n«—N—%)

Dp_1(r). (4.5.17)
n(n—2N)

En este caso, el coeficiente —————
; 2(n—-N - %)

es un nimero negativo, entonces de (4.5.17),

tenemos que

signo ((1 - TZ)E“%DR(T)) = signo ((—1.)“+‘Dn_1(r)) .

Esta iltima igualdad es la misma que (4.5.16) y, por lo tanto, lo que sigue es andlogo al
apartado d.1). O

Una vez que sabemos que {Dy, Dp_y,..., Do} es una sucesion de Sturm, podemos aplicar
el teorema de Sturm, (ver teorema 1.3.6). En la proposicion siguiente, demostramos el nimero
de raices reales que tienen los polinomios de Gegenbauer en el interior del intervalo [~1,1]

Proposicién 4.5.5 Se tiene

£

5 5 : : (-N+ ; 4
i) Cuando n es un nimero par, los polinomios de Gegenbauer Cp, no tienen raices reales

dentro del intervalo [—1,1].
ii) Para n un nimero impar, se verifica que los polinomios de Gegenbauer tienen al cero como
tinica raiz real en [-1,1].
Demostracion:
Es necesario estimar los valores del polinomio D, en —1 y en 1.

a) Usando la definicién 4.5.2 junto con
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{(-N+1) sil<n<N,

i 1,
signo (Cn = {(_1),1_;;1, BNl EneoN -1 (4.5.18)

si0<n<N,

signo(Du(l))={ siN+1<n<2N-1

esto es, signo(Dp(1)) = (—-1}[%;, con 0 < n < 2N - 1, de donde tenemos que

signo ({Da(1), Da-r(1),. .., Do(1)}) = {(-1E, (-], .. (- )lET},
y, por lo tanto, hay [n/2] cambios de signo al evaluar la sucesién de Sturm en uno.
b) Teniendo en cuenta la simetria de los polinomios de Gegenbauer, la relacién (4.5.18) y la
definicién 4.5.2, concluimos que
(-DiEl-1r, sO@<R<N,

(_1)[2‘2'"'1(_.1)"’, siN+1<n<2N -1,

signo (Dnp(-1)) = {

es decir, signo(D,(—1)) = (—-1)[%], donde 0 < n € 2N - 1. De esta forma, los signos de la
sucesién de Sturm evaluada en —1 son

5igno ({Dn, Dn_1,- .-, Do}) (-1) = {(~DPFL (- DIE .., (-]},

luego hay [(n + 1)/2] cambios de signo en —1.

Si, ahora, se hace la diferencia entre el nimero de cambios de signo que aparece en la
sucesion de Sturm evaluada en —1, es decir, en {D,(=1), Dp_1(~1),...,Do(-1)} y entre
{Dn(1), Dn=1(1),...,Do(1}}, esta diferencia vale

n+1 n 0, sin = par, Fi
[ 2 ] i [5] £ {1, si » = impar. e (4.5:18)
En la siguiente proposicién estudiamos el nimero de raices que tiene el polinomio de
e 1
Gegenbauer CM*2) fyera del intervalo [-1,1].

Proposicién 4.5.8 Se verifica:
1

i) Para 0 < n < N el polinomio de Gegenbauer C‘,(;N+§ no tiene raices reales fuera del
intervalo [-1,1).

ii) Cuando N + 1 < n < 2N - 1, aparecen dos casos

ii.1) Si n — N es un nimero par, entonces el polinomio de Gegenbauer no tiene raices
reales en R\ [-1,1].

= L
i1.2) Sin— N es un nimero impar, hay dos raices reales del polinomio C,(1 L fuera del
intervalo [—1,1].
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Demostracion:
En primer lugar, tomamos el intervalo [1,400). De la demostracién de la proposicion
4.5.5, sabemos que el nimero de cambios de signo en {Dyn(1), Dy1(1),...,Do(1)} es [n/2].
En lo que sigue, notaremos por f(+00) al limite de la funcién f en +oo.
Estudiamos, ahora, los cambios de signo\de la sucesién de Sturm en +oc. Para ello,
N+%)
(

teniendo en cuenta que signo (C',(;— +oo)) = 1, por ser ménicos, junto con la definicion

4.5.2, deducimos que
(-niE,  si0<n<N,

2N=n

(_1)[ p) ], 51N+15ng2N-1.

signo (Dy(4+00)) = {

De esta forina, tenemos

i) Si 0 < n < N, entonces signo (Dy(+0)) = (—1)[%] ¥, por lo tanto,

signo ({Dn(+00), Dp-1(+0),.. ., Do(+0)}) = (=B, (=)=, .., (- DE,

con lo que hay [n/2] cambios de signo en +0o, de donde deducimos que, en este caso, no hay
raices reales en [1,+00).

ii) Para N + 1 < n < 2N — 1, obtenemos que signo(Dp(+00)) = (-1)[2%3. que junto con el
resultado del apartado i), queda

signo ({ Dn(+00), Du_i(+00), ..., Dn(+00),. .. ,Do(+0)}) =
(G Ve N Eo Y et NP CO VR €5 DL B
i 1 =
y, de esta forma, hay ([l] - [2N n]) + [EJ =3 [i] - [2N2 n] cambios de signo en

2 2 2 2
+00. Entonces, por el teorema de Sturm, el nimero de raices reales del polinomio D, en

N 2N - n n
[1,+00) es 2,[?] - [ 5 ]-- [2] :
ii.1) Cuando n — N es un nimero par, aparecen dos casos:
ii.1.1) Si n y N son pares, entonces el nlimero de raices en [1,+00) es
N 2N -n n
2— - -=|=0.
2 ( 2 ) 2 -
ii.1.2) Si n y N son impares, queda

N-1 2N-n-1 n-1
2( 2 )'( 2 )" &

Iuego, en cualquier caso, para n — N un nimero par no hay raices reales del polinomio
D, en [1,+00l.

ii.2) Para n — N un niimero impar, se tienen
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ii.2.1) Si n es par y N es impar, entonces el nimero de ceros de D,(z) en [1,400) es

N-1 2N —n n
B loas gl

i1.2.2) Si n es impar y N es par, concluimos que hay

N 2N -u-1 n-1
‘2(_2”)_( 2 )' 2 l_l’
raiz en [1,+400).

Usando la simetria de los polinomios Dy, llegamos al resultado. O

Proposicion 4.5.7 Se tiene
(1) Cuando n es un nimero par, se verifica

“N41
(1.1) 5i0 < n < N el polinomio de Gegenbauer C',(l N+2) 1o tiene raices reales.

(1.2) Para N un nimero par tal que N+1<n <2N -1, el polinomio C,(l_N+%)
raices reales.

(1.8) Cuando N es impar y N +1 < n < 2N -1, el polinomio de Gegenbauer tiene dos
raices reales fuera del intervalo [-1,1].

no tiene

(2) Para el caso n un mimero impar, queda

(2.1) §5i0 < n < N el polinomio de Gegenbauer CSL-N+%) tiene una raiz real, para z = 0.

(2.2) Cuando N espar y N+1 < n < 2N — 1, el polinomio de Gegenbauer tiene tres
raices reales, dos fuera del intervalo [-1,1] y z = 0.

(2.8) En el caso en que N es un nimero impar tal que N +1 < n < 2N - 1, el polinomio

(=N+3) .. R ;
n liene una unica raiz real, pare © = 0.

CEROS IMAGINARIOS PUROS: Finalmente, queremos estudiar los ceros que son
imaginarios puros del polinomio de Gegenbauer. Para ello, a partir de este polinomio, se
define otro cuyas raices reales serdn raices imaginarias puras del polinomio de Gegenbauer.

Definicién 4.5.8 Sea N > 1 un nimero entero dado, se define el n-ésimo polinomio b
como

i 1
B leve e, disasy,
(~1r=N (=i (iz), siN+1<n<2N -1,

donde 2 € R.

Observemos que, debido a la simetria de los polinomios de Gegenbauer {C,(1
estos nuevos polinomios son reales y sus ceros reales seran los ceros imaginarios puros de los
polinomios de Gegenbauer. Posteriormente, veremos que los polinomios {Dn}n=01,..2N-1
forman una sucesién de Sturm.

En la siguiente proposicién deducimos la relacién de recurrencia a tres términos y la
relacién de estructura que verifican los polinomios D,.

—N+%)}




_N4l
4.5. Ceros de los polinomios {CS. v+2)}n20

Proposicién 4.5.9 Los polinomios D, verifican las siguientes propiedades
i) Relacién de recurrencia a tres términos

i1) Para0<n< N -1

Ij_l(z) = 1K DU(Z) = 1,
- e (-N+3) 7
Dny1(2) = zDu(2)+1m Dy-1(2),

N+i) n(n — 2N)
T (2n-2N+1)(2n-2N-1)
i.2) Cuandon = N

donde ‘75:

~ e —N+4) =
Dnaa(z) = —2Dn(z) =15V Dy a(2),

—N+41
con 7[ i N?

i3) SiN+1<n<2N -1

% 5 ~N+1y -
Daa(2) = —2Dn(2) 4295 T Dpa(2), (4.5.22)
(-N+3) _ n(n ~ 2N)

de ¥n = ;
i (2n— 2N +1)(2n - 2N — 1)
ii) Relacion de estructura

i.1) Para0<n< N

(14 2%)=—Dn(2) = nzD,(2) +
i.2) SiN+1<n<2N -1
(4.5.24)
Demostracién:
i) En primer lugar, obtenemos la relacién de recurrencia a tres términos para los poiinomios

—N+1
(—o)" 5. N+’}(iz). De la relacién (4.2.3) con A = —N + 1, tenemos que

-N+1 -N+1 —-N+Y) _(-N+1
(- i) = (i [k P - A PO i) =

P 1 et 1 —-N4.1
= =iy M i) - (cip iy el i) =

i - 1 s 1
(=i O D iz) 4+ VD i1 P i),
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de donde, teniendo en cuenta la definicién 4.5.8, llegamos al resultado.
ii) Aplicando la regla de la cadena, deducimos que

(N+)

(142 ( el (i2) = (14 (=)0 TN D iz)i =

= 1_(22) )nCI( N+ )(u)

y, si hacemos el cambio z = iz y se aplica la relacién de estructura (4.2.7), para A = -N + %,
queda

(1- ;1:)21'(-2)“(%

n(n — 2N) (N+)
s N_~)C ()]

,(1“N+%)(:c) =i(—1)" [—rer,g-N+%)(x)+

n(n - 2N) (-N+ )
2( '-JM_")C ( )
n(n —2N) _an=1 (-N+3)
2(n~—N—%)( o

= 1
i(=i)" [-n.-azc,ﬁ M2 iz) +

(N+]

(12) +

nz(-i)" (12},

de donde usando la definicién 4.5.8, concluimos el resultado. ©
El siguiente resultado establece que los polinomios {Dn}n=0,,.2N-1 constituyen una
sucesién de Sturm en cualquier intervalo cerrado real.

Proposicién 4.5.10 Sea 0 < n < 2N — 1. Entonces, {f)n,ﬁn_l,...,ﬁg} €8 una sucesion
de Sturm en cualquier intervalo cerrado contenido en IR.

Demostracion:
Para que {Dy,Dn-1,...,Do} sea una sucesién de Sturm, hay que probar que los poli-
nomios D, verifican las condiciones de la definicion 1.3.5.

a) Necesitamos que el polinomio D, no tenga ceros miiltiples en el intervalo cerrado real

pero, de la definicién 4.5.8, basta probarlo para el polinomio (- }"C( s )( z). Para ello,
se obtienen ]a. ecuacién diferencial de segundo orden cuya inica solucién es el polinomio

(=iyres " ).
Si se usa la regla de la cadena, se hace el cambio ¢ = iz y se aplica (4.5.13), queda
B [ aacl-Neh Y L d [ oncl-Neh
(142 )E (-)"Cn " *(iz) ) + 2N - 1)zd_z (—¢)"Cn (iz) | +

+ n(n—=2N+1)(-i)" ( i )(ez)
= (14 2 =)rC" TN (iz) + 2AN - 1))V (62) +
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a(n - 2N + 1)(=iPC M iz) =

(1 - (iz) )(-z)"c”‘““e’(iz) + 2N = V(i) (=i e N (iz) +
n(n = 2N + 1)(=i)"C N P (iz) =

(=i [(1 = D2 D @) 4 2N - 1)eDElV D (2)+

+ a2+ el 0] e,
esto es, la dnica solucién de la ecuacion

—(1+2%)D% +2(N - 1)zDy+ n(n-2N + 1)y =0, (4.5.25)

es el polinomio y = (— z)"C( ot )( z).

-N+1
Sea r una rafz doble real del polinomio (-—i)"‘C,(1 N+’)(iz), entonces sustituyendo z por r
en la ecuacién diferencial de segundo orden (4.5.25), obtenemos que

—(14 ?)D? ((—i)"cﬁ""’*%’(w)) =0,

de donde, usando que (14 r?) # 0, concluimos que D? (( —i)" ( ik )( )) =0, estoes, r es

una raiz triple del polinomio (—i)“C(_ +—){z'z) Si, ahora, derivamos (4.5.25) y aplicamos este
mismo ra.zonamlento llegamos a que 7 es raiz de la derivada de cualquier orden del pohnomm

(- )”Cﬂ i )(z 2) y, por lo tanto, no existen ceros miiltiples del polinomio (—i)"Cn (=1 g] (iz).

b) Cuando n = 0, a partir de la definicién 4.5.8, tenemos que Do(2) = ( _i)OC( N+3)

luego, el polinomio Dy no se anula en IR.

#iz) = 1,

c) Consideramos algin r € R y j tal que 0 < j <, verificando que D;(r) = 0, entonces hay
que probar que los polinomios D;j_i(r) y D_H.l(r) tienen signos opuestos. Usando la relacién
de recurrencia a tres términos para el polinomio D,, aparecen tres casos a estudiar.

c.1) Para 0 < j < N — 1, de la relacién (4.5.20), con n = j, queda

. & =N+ =~
Djyi(z) = zDj(2) + 'Yg 95,12,

de donde, tomando z = r, tenemos que

~ ~N+1) ~
Disa(r) = 22D ().

(-N+3)

De (4.5.2) se verifica que ¥; < 0y, por lo tanto, J+]('r) i-1(r) < 0.

¢.2) Si j = N y z =7 en la relacién (4.5.21), obtenemos que

X N
Dyya(r) = "“!}v o ]DN 1(r),
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-N+% . i s 2 = i :
Yy, por ser 1{ *3) un nimero positivo, concluimos que Dj4(r) y D;-1(r) tienen signos
opuestos.
¢.3) Por tltimo, cuando tomamos N +1 < n < 9N —1,n=jy 2z = r en la relacién de
recurrencia a tres términos (4.5.22), queda

- -N+1) -
Din(r) =2t Djalr),

y, si, ahora, usamos (4.5.2), llegamos al resultado.
d) Dado r € R tal que Dj(r) = 0, hay que probar que D;(r)bj_l(r) > 0. Para ello usamos
la relacién de estructura que verifica el polinomio D;, con lo que se tienen dos casos.
d.1) En el caso en que 0 < n < N, de la relacién (4.5.23) para j=nyz=r, deducimos
que
j(j = 2N)
2Aj-N-D

. ] J(j —2N)
Y, teniendo en cuenta que, en este caso, el nimero —————
Hi~N-3)

(14 r*)Di(r) = Dji(r),

es positivo, se verifica que

Di(r)Dj-a(r) > 0.

d.2) Para N + 1 < n < 2N - 1, consideramos la relacién (4.5.24) con j=ny z =7, esto
es,

#i=3N) -

(1 + ﬁ)ﬁ;('r) = _2(j N _12_ DJ'_I(T').

- 2N % .
Ahora, ﬁ-——}l—) es negativo y, por lo tanto, D}(r) y D;—i(r) tienen el mismo signo, 0O
J =N =

Una vez que hemos demostrado que {Du,fJn_-l, i I-)g} es una sucesion de Sturm, quer-
emos encontrar el nimero de raices reales del polinomio D, dentro del intervalo [0,400f,
aplicando el teorema de Sturm. Para ello es necesario un lema previo.

Lema 4.5.11 Se verifican:

. 7 ; nl—N+E) .
i) El valor del polinomio (—1)"Cn (12) en cero es

0, 8i n = impar,
n!

el 1y
(=N 0y = , sin= par.

2 (8)! (242 - W)

2
=L 1
ii) El signo de (—i)"C " T9(0) es
si n = impar,

0,
~N41 -
signo ((-—i)"cﬂ N+5)(0)) = {(—1)%, L sin=pary0<n<N,
(-1)N-2, sin=paryN+1<n<2N -1
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i1i) Se tiene que

: = _ [0, st n = impar,
o (D“(O)) - {(—1)12", 81 n = par.
iv) El signo del polinomio D, evaluado en infinito, es
: - 1, si0<n<N,
SWWU%”W0={FHPM siN<n<2N-1.

Demostracion:

i) Basta con sustituir £ = iz en la expresién explicita (4.2.1), multiplicarla por (-=1)" y luego
tomar z = 0.

ii) A partir de i), el resultado si n es impar es evidente. Si n es un mimero par, entonces el

signo sélo depende del signo que tenga (n ; s N )

B

Para 0 < n < N, obtenemos que

()

y,como N —n + -;— > 0, entonces signo (1‘—‘%1 - N)

En el caso n = N, queda

signo((‘N;- l)ﬁ) = signo((—l)

Finalmente, para N < n < 2N — 1, tenemos que

(n;I _ N)% 4 (ngl 5 N)N--g'(%)n_m = (

1
y, por ser (—\ > 0, llegamos a que
2/n-2

signo((n; . N)E) = signo ((n;l - N)N--'!) = (-1 5

2

iii) Basta usar ii) junto con la definicién 4.5.8.
N4+l
iv) De la definicién 4.5.8 y de (—1)“6‘,(1 N+’)(+oo) > 0, concluimos el resultado. O

524 1
Proposicién 4.5.12 (Raices reales de (—i)"Cy(z L

—N+i
i) Para 0 < n < N, el polinomio (—z')"CS1 N+2)(iz) tiene [n/2] raices reales en el interior de
[0, + o0l

(iz) en [0,400[) Se verifica:
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Ademds, para n un nimero impar z = 0 es una raiz del polinomio (=)™ C( o

ii) Si N+ 1< n < 2N - 1, el polinomio (- i"Cn o

dentro del intervalo [0, +00f.

(i2).

2'(iz) tiene N — n + [2] raices reales

7 ; . : N+
Ademds, z = 0 es una raiz del polinomio (— 1)“0( }(1‘ z), cuando n es un nidmero impar.

Demostracién:

Para encontar las raices reales del polinomio (—)"C. ,(1 N )( iz) en el interior de [0, 4-o0],
aplicamos el teorema de Sturm (ver teorema 1.3.6). Por lo tanto, es necesario estimar los
cambios de signo de la sucesién {Dn, j S Du} en cero y en infinito, con lo que, teniendo
en cuenta iv) del lema 4.5.11, aparecen dos casos a estudiar:

i) Para 0 < n < N, de iii) del lema 4.5.11, tenemos que

530 (a0, Bucs0---. Do) = { DY ol = mpar,

luego hay [n/2] cambios de signo.
Por otra parte, de iv) del lema 4.5.11, se verifica que
signo ({Dn(-hoo h-1(+00),. ,Dg(_-{-oo)}) = 2.1, .10

es decir, no hay cambios de signo.
Aplicando el teorema de Sturm, concluimos que el niimero de raices reales del polinomio
D,, dentro del intervalo [0, +00[ es [r/2].

ii) Cuando N + 1 < n < 2N ~ 1, de iv) del lema 4.5.11, deducimos que

signo ({[)ﬂ(‘*'oo)! Dn-—l(+°°)a ceny DN+1(+00), DN(-{-OO), B ,DOH-OQ)}) =
= {(_1)n—N,(_.1)n—N--1, i ’(_1)N+1—N, i 1}’

con lo que hay n — N cambios de signo.

Del teorema de Sturm, se llega a que hay [g—] - n+ N| raices reales del polinomio D,

en el interior de [0, 400l

Usando la simetria de los polmomlos (-1 C( o )(tz), podemos deducir que

Proposicién 4.5.13 (Raices reales de (- )“C,rl it )(zz) en R) Se verifica:

ey V()

i) Para 0 < n < N, el polinomio (-1 tiene n raices reales en .

ii) Si N +1 < n < 2N - 1, el polinomio (—1i)" .,,(,_N'I-’)(iz) tiene 2N — [g] raices reales en

R.

: ; : . ; -N+1) . : ] ;
Ademds, z = 0 es una raiz del polinomio (—t)“C,ﬁ 2)(zz), si n es un numero impar.
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A partir de los resultados de las proposiciones 4.5.7 y 4.5.13, concluimos que:

Proposicién 4.5.14 Se verifica

i ; . A=-N+Y) . N e :

i) Para 0 < n < N, el polinomio Ci i tiene todas las raices imaginarias puras. Si n es

un nimero impar, una de las raices es el cero.

i) Si N +1<n<2N —1, se tiene
—N4i

#.1) Para n — N par, C,(1 N+3) no tiene raices reales en R.

i1.2) Sin— N es impar, posee dos raices reales en R\ [-1,1].

£l ; n 4 : : A
i1.3) En todos los casos, tiene 2N — [5] raices imaginarias puras.

Ademds, si n es impar, una de las raices es el cero.

Nota. Los resultados obtenidos en la proposicion (4.5.14) coinciden con los que obtiene G.
Szegd para los polinomios de Jacobi generalizados, en [158], p. 145-146.
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Capitulo 5

Polinomios ortogonales de variable
discreta

5.1 Introduccion

E n este capitulo haremos una recopilacién de la teoria de los polinomios ortogonales clisicos
y semicldsicos de variable discreta definidos sobre la recta real.

La primera parte la dedicaremos = recordar la definicién de los operadores lineales en
diferencias finitas hacia delante y hacia atrds, que notaremos por A y V, respectivamente,
junto con una serie de propiedades que verifican estos operadores.

Definiremos, en la seccién segunda, las diferencias (distribucional) finitas hacia delante
y hacia atrds de un funcional. A partir de estas definiciones, deduciremos una serie de
propiedades que verifican los operadores en diferencias cuando actian sobre un funcional
lineal.

En la siguiente seccién daremos los conceptos de funcional lineal A-semiclasico y funcional
lineal V-semiclésico, asi como, la definicién de A-clase y V-clase asociada a cada uno de los
funcionales anteriores, respectivamente, y deduciremos que ambos conceptos son equivalentes.
Notaremos por SPOM A-semicldsica a la sucesién de polinomios ortogonales moénicos aso-
ciada a un funcional A-semicldsico. Ademds, demostraremos una serie de propiedades que
relacionan los operadores en diferencias finitas hacia delante y hacia atras, con un funcional
lineal A-semiclasico dado.

Los polinomios ortogonales clsicos de variable discreta se estudian en la dltima parte del
capitulo. En primer lugar, daremos la definicién de funcional lineal A-clésico y de su corres-
pondiente sucesidn de polinomios ortogonales monicos cldsicos, que notaremos por SPOM
A-clasica.

Estableceremos la clasificacién de estos polinomios, atendiendo al grado del polinomio que
aparece en la ecuacién en diferencias distribucional que verifica el funcional A-clsico. De
esta forma, se tienen las familias cldsicas en variable discreta de los polinomios de Charlier,
Kravchuk y Meixner, si el grado del polinomio es uno y, la familia de los polinomios de Hahn
si este grado es dos. Recordaremos el concepto de funcién hipergeométrica generalizada, que
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denotaremos ,Fy, y, a partir de ella, obtendremos las expresiones explicitas de las familias
de polinomios ménicos cldsicos en variable discreta. Finalmente, daremos la ecuacion en
diferencias de segundo orden que verifican estos polinomios.

5.2 Operadores en diferencias finitas A y V

En primer lugar, introducimos el concepto de operador lineal en diferencias finitas hacia
delante y hacia atrds, que denotaremos, respectivamente, por A y V, junto con algunas de
sus propiedades.

Definicién 5.2.1 Sea f cualquier polinomio del espacio IP. Definimos el “operador en dife-
rencias finitas hacia delante” como el operador lineal A tal que

Af(z)= f(x+1)- f(z), Vze R

Definicién 5.2.2 Dado el operador lineal V, s dice que V es el “operador en diferencias
finitas hacia atrds” cuando verifica

Vf(z)= f(z)- f(z-1), VfelP, VYzeRR.
Estos operadores lineales cumplen las propiedades que mostramos a continuacion.

Lema 5.2.3 Dado f cualquier polinomio, se verifican:
i) Af(z)=Vf(z+1).

ii) Sea n >0 un nimero entero dado, se liene

A%f(z) = f(z), A™f(z)=V"f(z+n)
iii) AVf(z)= VAf(z).
iv) AVf(z)= Af(z) - V().

Lema 5.2.4 Se consideran n > 1 un nimero entero dado y f cualguier polinomio de IP. Se
liene

n

) A"f(z)=)Y (-1 ('::;) Vf(z +1i). (5.2.1)

=1

i) V'f(z)=> (-1)* (':_'11) Af(z - ).

i=1
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Demostracion:

i) Vamos a demostrar el resultado por induccién. Para n = 1, se obtiene el apartado i) del
lema 5.2.3. En el caso n — 1, suponemos que es cierta la ecuacién (5.2.1), y lo probamos para
n. A partir de la hipétesis de induccién, la linealidad del operador A, y las propiedades i) y
iv) del lema 5.2.3, queda

Af@) = A(a" (@) = Z( = (12 ]) avite i) =
Ty (120 ase+i - 2(1”"( P) Vi i) =

i--l
(";_‘f)w(Hi) "

-1

Z( 1)"*"’(. )Vf($+1+z +Z

t=1

i(—l)n-—i (’::22) Viz+1i)+ g(_l)u—i ("::1 ) Vflz+1i)=

=2

g?(_l)n"i (T: # 11) Vf(z +i).

ii) La demostracién es andloga a la del apartado i) pero usando la definicién 5.2.2. O
En el siguiente resultado, se recuerdan las férmulas de las diferencias hacia delante y hacia
atrés de un producto de dos polinomios, junto con dos férmulas que son las analogas a la
férmula de Leibnitz.
Lema 5.2.5 ([10]) Sean f y g dos polinomios cualesquiera del espacio IP, se tienen
i) A(f(z)g(z)) = f(z)Ag(z) + g(z + DAf(z).
i)  V(f(z)g(z)) = f(z)Vg(z) + g(z - 1)V f(z).
iti) Dado n > 0 un nimero entero, se verifica

(@) = 3 (1) AU Hgle + k)

k=0
iv) Sea n > 0 un nimero entero, entonces
V' (f(z)9(z)) = D (’;) VE(f(2)V**(g(z - k)).
k=0

Demostracion:
i) Usando la definicién 5.2.1, obtenemos que
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f(z)Ag(z) + g(z + 1)Af(x) f(e)lg(z +1) - ]+91‘+1)[f9-"+1)—f z)) =
flz + 1)g(z + 1) ~ f(z)g(z)} = A(f(z)g(z)).
ii) Analoga a la demostracién del apartado i) pero usando la definicién 5.2.2.
jii) Utilizando el proceso de induccién sobre n, tenemos que, cuando n = 0 el resultado es

trivial y si n = 1 se obtiene la propiedad i). Supongamos que (5.2.3) es cierta para n — 1, es
decir, se cumple que

n-1 ,

i@ = X (M ) AU)A™IHate + k).

k=0
Utilizando el apartado i), la linealidad del operador A y la hipétesis de induccién, concluimos

) = A" (A(f(2)g(2)) = A" (f(2)Ag(z)) + A" (g(z + DAf(2)) =

= - 1) AX(F(z))A™1*(Ag(z + k) +

o 1) AHASE@NA™ Hgla + 1+ K) =

n-1
) A f(z)A™ g(z +K)+ 3 ( k 1) AM f(2)A" Ryl + 1+ k)

k=0

e 1) A*f(z)A™*g(z + k) + 3 (: # }) Ak f(2)AM*g(z + k)
k=1

iv) Se demuestra de forma similar al apartado iii). O

El resultado siguiente nos muestra cémo se relaciona una funcién real con su diferencia
finita hacia atras.
Lema 5.2.8 Dado f cualquier polinomio real y m > 0 un mimero entero positivo, se cumple

m

fz =m) =3 (-1 ( ) Vif(z) = (I - V)™ f(2). (5.2.5)

i=0

Demostracién:
Basta observar que:

z-1)= f(z) - Vf(z) = (I - V) f(z),
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y asi la relacién (5.2.5) se obtiene por iteracién del operador I - N DO

A continuacién, demostramos una férmula que relaciona las diferencias finitas hacia de-
lante de d-s funciones diferentes.

Lema 5.2.7 Sean f y g dos funciones reales que admitan diferencias hacia delante de orden
m y k + m, respectivamente, con m y k dos nimeros enteros positivos. Se verifica

am a)ateta) = (- () AT (@A iga - m). (520

1=0

Demostracién:
Cémo lo que tenemos que demostrar es:

™m

am fle)abg(e) = Y (-1) () A (fa) 89tz - m))

=0

basta probar por induccién sobre m que

™

A" fepha) = (=17 (T ) Am (f(e)ath(z = m)

=0

y después tomar h(z) = AFg(z).
Cuando m = 0 el resultado se verifica trivialmente. Si » = 1, usando i) del lema 5.2.5,
de (5.2.7) tenemos que

1

S0 (1) 4 (fe)a'he - 1) = Af@AG - 1)~ fe)dh(z - 1) =
=0
A(f(@))h(a).

Suponemos cierto para m — 1, y lo probamos para m. Usando la hipétesis de induccién, junto
con lo ya demostrado en el caso m = 1, deducimos que

A™ f(z)h(z) = A™" (Af(2)) h(z) =

= '(m;fl)am-i-* (Af(z)Aih(z - m + 1)) =

m-—1
1

) A" (A (f(z)A'(z - m)) ~ f(2)A™ h(z - m)) =

-1
i

) St (f(a:)Aih(m - m)) +
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T (T_‘ll) A= (f(@)AB(z - m)) =
=1

= gy (T) A" (f(@)Aih(e - m)). O

=0

5.3 Propiedades de los funcionales Au y Vu

En primer lugar, damos los conceptos de las diferencias finitas hacia delante y hacia atrds de
un funcional.

Definicién 5.3.1 ! Dado u un funcional lineal, decimos que Au es la “diferencia finita
(distribucional) hacia delante del funcional u”, si es un funcional lineal tal que

(Au, f(2)) = —(u,Vf(z)), Vf(z)€ P. (5.3.1)

Andlogamente, notamos por Vu, a la “diferencia finita (distribucional) hacia atrds del fun-
cional u”, definida como

(Vu, f(z)) = ~(v,Af(z)). Vf(z) € P. (5.3.2)

Lema 5.3.2 Sea u un uncional lineal y n > 0 un niimero entero. Se verifican las siguientes
propiedades

i) (A, f(2)) = (-1)"(w, V" f(2)), Vf(z) € P. (5.3.3)

ii) (V'u, f(z)) = (-1)"(u,A"f(2)), Vf(z)€ P (5.3.4)

En el siguiente resultado, a partir las relaciones (5.3.1) y (5.3.2), se da la expresion de la
diferencia hacia delante y hacia atrés del funcional f(z)u en términos de los funcionales u y
Auy Vu.

Proposicién 5.3.3 Dados u un funcional lineal y f cualquier polinomio de IP, se verifica

i) A(f(z)u) = f(z + 1)Au+ Af(z)u. (5.3.5)

ii) V(f(z)u) = f(z - 1)Vu+ Vf(z)u. (5.3.6)

1Esta definicién no coincide con la dada en [64], [154]. La definicién dada aqui se basa en el hecho de que
el adjunto del operador V es el operador —4, y el adjunto de A es =V.
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Demostracion:
i) Dado un polinomio g definido sobre el espacio IP, usando la identidad (5.3.1), tenemos que

(A(f(z)u),g(2)) = —(f(2)u, Vg(z)) = —(u, f(z)Vg(z)),
de donde, aplicando ii) del lema 5.2.5 y el apartado i) del lema 5.2.3, concluimos

(A(f(2)u),9(2)) = ={u, V(f(z + 1)g(x))) + (v, V(f(z + 1))g(2)) =
= (Au, f(z +1)g(2)) + (V(f(z + 1))u, 9(2)) =
(f(z +1)Au,g(2)) + (A(f())u, 9(2)) =
(f(z + 1)Au + A(f(2))u, 9(2))-

ii) Se demuestra de forma andloga a i), usando (5.3.2), junto con la propiedad i) del lema
5.2.5 y la relacién i) del lema 5.2.3. O

La proposicién anterior puede generalizarse para diferencias finitas hacia delante y hacia
atris de érdenes superiores del funcional u, tal y como mostramos a continuacién.

Proposicién 5.3.4 Se consideran n > 0 un nimero entero dado, u un funcional lineal y f
cualquier polinomio de IP. Se tienen

) A=Y ( ) f(z +n-F) At (5.3.7)
k=0

i) V" (f(z)u) = i( )V"(f:r—n-}-k))V" z " (5.3.8)

k=0

Demostracion:
i) Probamos el resultado por el proceso de induccién. El caso n = 1 es la expresion (5.3.5).
Para n — 1 suponemos que se verifica (5.3.7), es decir, el funcional u cumple

n-1 = =1 k n—-1-k
A (f(z)u)..:;( . \A fledn=1= Eyari-y
Vemos el caso n. Para ello, a partir de la relacién (5.3.5), la linealidad del operador A y de
la hipotesis de induccién, deducimos que

A" (f(z)u) = A" (A (f(2)w) = A (f(z + DAu) + A" (Af(2)u) =

z:: ( ) A¥f(z +1+n—1-K)A™*(Au) +
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A*Af(z+n—1-k)AM1Fy =

A¥f(z +n — E)A"Fu + (" % 1) AR f(z 4 n = 1— k)AM1-ky

A*f(z + 1 - k)A™*u 4 (:: 1) A in- BA =
k

A (f(z +n - k) A" Fa.

ii) Andloga al apartadoi). O

5.4 Funcionales lineales A—semiclésicos

En este apartado estudiamos los funcionales lineales A-semicldsicos. Para ello damos, en
primer lugar, el concepto de funcional lineal A-semiclasico junto con la definicién de A—clase
asociada a ese funcional.

Definicién 5.4.1 ([154]) Un funcional regular u se dice “A-semicldsico” si ezisten dos
polinomios o y ¥ tales que u verifica la ecuacidn en diferencias

A(o(z)u) = P(z)u, (5.4.1)
donde a(z) = apz? +..., 6, #0,p~ 0y(z)=bz?+..., by #0,conq21.

A la correspondiente sucesién de polinomios ortogonales ménicos asociada al funcional v, la
llamamos SPOM A-semiclasica.

Definicién 5.4.2 Dado v un funcional A-semicldsico y ¢ > 0 un numero entere, se llama
“A—clase” del funcional u al minimo del conjunto de los niimeros enteros s tales que

s = max{gr (¢) — 1,97 (o) - 2},
donde los polinomios v y o verifican la relacion (5.4.1).
El caso s = 0 corresponde al caso discreto cldsico.

A continuacién, damos las definiciones de funcional V-semicldsico y de V—clase asociada
a este funcional.

Definicién 5.4.3 ([1564]) Un funcional regular u se dice “V-semicldsico”, si ezisten dos
polinomios ¢ y k tales que u verifica la ecuacidn en diferencias

V(¢(z)u) = K(z)u, (5.4.2)
donde ¢p(z) =¢c;a" + ..., ¢ #0,720 yr(z)=dixt +...,di #0,¢ > 1.
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Definicién 5.4.4 Se considera u un funcional V-semiclisico y 3 > 0 un nimero entero.
Decimos que § es la “V -clase” del funcional u, si es el minimo del conjunto de los mimeros
enteros tales que

i = max{gr (k) - 1,97 (¢) — 2},

para £ y ¢ los polinomios de la ecuacion (5.4.2).

En el siguiente resultado mostramos que los conceptos de funcional lineal A-semiclasico
y funcional V-semiclasico son equivalentes.

Proposicién 5.4.5 Si v es un funcional regular dado, entonces u es A-semicldsico si y
solemente si u es un funcional V -semicldsico. De hecho, se liene que u verifica la ecuacion
en diferencias

A(o(z)u) = P(z)u,

si y solo si verifica la ecuacion

V(d(z)u) = (o),

donde ¢ = o + . En este caso, la A—clase de u coincide con la V-clase.

Demostracion:

Suponemos, en primer lugar, que u es un funcional A-semicldsico, esto es, u verifica la
ecuacién (5.4.1). Si aplicamos el operador V en ambos miembros de ia igualdad (5.4.1),
usando las propiedades iii) y iv) del lema 5.2.3 y la linealidad de estos operadores, obtenemos
que

V{v{z)u) = VA(a(z)u) = A(o(z)u) - V(a(z)u),

luego V((a(x) + ¥(z))u) = A(e(z)u). Si, usamos, de nuevo, la ecuacion (5.4.1) y la relacion
¢ = o + 9, llegamos a V(¢(z)u) = ¢(z)u.

Reciprocamente, sea u un funcional V-semicidsico. Aplicando A a la ecuacion (5.4.2) y
volviendo a usar iv) del lema 5.2.3, la linealidad de los operadores en diferencias y la relacion
¢ = o + 1, deducimos que

A((z)u) = AV(¢(z)u) = A(d(z)u) = V($(z)u) = Alo(z)u) + A(¥(z)u) - P(z)u

es decir, A(o(z)u) = ¥(z)u.
Ahora demostramos que la A-clase del funcional u coincide con la V-clase. Primero
vemos que 3 < 3. Para ello distinguimos las dos situaciones siguientes:

a.l) Sir > ¢ Usando la relacién ¢ = o + 9, obtenemos que p < max{r,q}, con lo que
deducimos que
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s = max{q - 1,p — 2} < max{q - 1,max{r,q} - 2} = max{g- 1,7 - =i

a.2) Cuando r < g, tenemos que § = max{g— 1,7 -2} = ¢ - 1, luego

s = max{q — 1,p — 2} < max{g — 1,max{r,q} - 2} = max{g-1,§-2}=q-1=3.

Demostramos ahora la otra desigualdad volviendo a distinguir dos casos:

b.1) Para p > g, de la relacién ¢ = o + ¢, sabemos que r < max{p,q}, ¥, por lo tanto,
concluimos que

§ = max{g — 1,7 — 2} < max{g — 1,max{p,q} - 2} = max{g - 1,p-2} =s.

b.2) En el caso p < g, se verifica que s = max{g—1,p - 2} = ¢ — 1, de donde llegamos a
que

§ = max{g — 1,7 - 2} < max{q - 1,max{p,¢} - 2} = max{g-L,¢-2}=¢~1=s. O

A partir del resultado de la proposicién 5.4.5, si aplicamos en la expresién (5.4.2) la
propiedad ii) de la proposicién 5.3.3, concluimos que u es un funcional A-semiclasico (V-
semiclasico) si y solamente si verifica

&z — 1)Vu = [¢(z) - V(z)] u. (5.4.3)

En la siguiente proposicién deducimos la generalizacién de la ecuacién (5.4.3) para diferencias
de érdenes superiores del funcional Vu.

Proposicién 5.4.6 Sea u un funcional lineal A-semicldsico, entonces para cada valor de n,
se tiene

n
H ¢z - j)V'u=8(z;n)u, n20, (5.4.4)
i=1
0
donde, por convenio, qu(z —j) =1 y los polinomios 8(z;n) se definen de forma recursiva

i=l
como

#(=;0) = 1,
#(z;n) o(z)V(z;n — 1)+ 8(z;n — 1) [¢(z — n) - o(z)], n21,

cong=0c+v, parac(z) =apzP+.... @ #0,p20y¢(z)=0b2"+..., by #0,92 1.
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Demostracién:

Aplicando el proceso de induccién a 7, tenemos que, si n = 0 el resultado es trivial y para
n = 1, la relacién (5.4.4) es la ecuacién (5.4.3). Suponemos que el resultado es cierto para
n — 1, es decir, el tuncional u verifica

n-1
I] ¢(z - 5)V* " u = 8(z;n = 1)u, (5.4.5)

=1

f(z;n — 1) = o(z)VO(z;n — 2) + 0(z;n — 2) [¢(z — n + 1) - o(z)).

Si aplicamos V a la ecuacién (5.4.5) y usamos la propiedad ii) de la proposicion 5.3.3, queda

i=1 i=1

n—1 n-1
v (H oz ~ j)) vrlut H H(z-j—1)V'u = VO(z;n—1)u+6(z-1;n-1)Vu, (5.4.6)

n-1
y si, ahora, despejamos H é(z — j = 1)V™u en (5.4.6), multiplicamos por el polinomio ¢(z —
j=1
1), usamos la relacién (5.4.3), la hipétesis de induccién y la expresién ¢ = o + 1, concluimos
que

n=1

dle-1) ][] ¢z -j-1)V'u=[] sz~ §)V'u=

=1 g

i=1

n-1
oz —1)[V8(z;n - Lju+6(z — 157 — 1)Vu] - ¢(z - 1)V (H d(z —j)) vi-ly

[p(z — 1)VO(z;n — 1) 4+ 8(z — 1;n - 1)8(z;1)]u -
n=-1

n-1

#(z-1) [T ¢z - ) - H¢(z—j-1)] vi-ly =
=1 J=1

[#(z — 1)VO(z;n — 1) + 0(z — 1;n - 1)8(z;1)]u -

n—-1 n

¢z - 1) [] ¢(z - )V u 4+ [[éz-)V*'u=
i=1 i=1

[¢(z = 1)V8(z;n - 1)+ 0(z — 1;n = f(z;1)]u +
n-1
[6(z —n)—d(z = )] [] ¢(z - ))V* " 'u =
=1
[¢(z = 1)VO(z;n - 1)+ 0(z - 1;n — 1)8(z;1) + 0(z;n — 1) [¢(z — n) = ¢(z — 1)]]u =
[(#(z = 1) - 8(z;1))V8(z;n — 1) + 8(z;n — 1)[0(z;1) + $(z — n) — $(z - D]ju =




Capitulo 5. Polinomios ortogonales de variable discreta

[(#(z) - B(2))V8(z;n — 1) +8(zin — 1) [¥(e) + d(z — n) - ¢(x)]] u =
[o(2)V8(z;n — 1) + 8(z;n — 1) [§(z = n) - o(2)] u =
= f(z;n)u. O

Podemos deducir un resultado analogo al de la proposicién 5.4.6, para diferencias de
érdenes superiores del funcional Au.

Proposicién 5.4.7 Dado u un funcional lineal A-semicldsico, para cada valor de n, se ve-
rifica

H o(z + j)A"u = e(z;n)u, n2>0, (5.4.7)
=

0

donde, por convenio, Hcr(:c +j) = 1 y los polinomios €(z;n) se definen recursivamente en la
i=1
forma siguiente

€(z;0) 1,
ez;n) = @(z)Ae(zin - 1)+ e(asn—1)[¢(z) - o(z+n)], n21,

condp=0c+1, pamo(:é):apr?-{-..., ap#0,p20y(z)=bz?+..., by#0,¢21
Lema 5.4.8 En las condiciones de la proposicion 5.4.6, se verifica que

gr(8(z;n)) < n(s+1), (5.4.8)
donde s = max{q — 1,p — 2} denota la A-clase del funcional u.

Demostracion:
Usamos el proceso de induccién sobre n. Si tenemos en cuenta que ¢ = o + 1, para los
dos primeros polinomios se verifica que

gr (8(z;0)) gr(1)=0,
gr(6(z;1)) gr(¥(z) - Ve(z)) =
gr(¥(z) - Vo(z) - Vi(z)) < max{g,p—1} = s+ 1.

Suponemos que el resultado es cierto para n — 1, es decir, el polinomio 8(z;n — 1) cumple que

gr(6(z;n—1)) < (n—1)(s+1).

Usando esta hipétesis de induccién y la relacién

8(z;n) = o(2)Vé(z;n — 1) + 8(z;n — 1) [¢(z — n) - o(z]],
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llegamos a

gr(B(z;in) < max{p+(n—1)(s+1)~1,(n—1)(s+1)+r(¢(z - n) - o(2)} <
< max{(n - 1)(s + 1) + (s + 1), (n = 1)(s + 1) + max{g,r - 1}} <
<

n(s+1). O

Podemos observar que (5.4.3) adopta la forma ¢(z — 1)Vu = 6(z;1)u. Aplicando el
operador V (n — 1) veces en esta relacién, obtenemos

#(z — n)Vu = E [(" 6 1) vr-l-ig(z - 451) - (’:‘: 11) Vrig(z - i)] Vi, (54.9)

i=0 !

n-1

para n > 1, supciendo que (:1) = 0 si m < 0. Multiplicando por Hé(a; — 7) y usando
j=1

(5.4.4), deducimos otra expresién recurrente para el polinomio B(z;n):

6(z;n) = "z—:l [(n : 1) vAl-ig(e — i3 1)-

1=0
n-1
- (321) viea-9) L ot i, (5.4.10)

para n 2 1.

Lema 5.4.9 Sean h, j > 0 dos nimeros enteros dados y u un funcional A-semicldsico. Se
verifica

h
TI #(z - $)0(z;5)V"u = 8(z;1)V'u, h2j20, (5.4.11)
s=j+1

b
donde H ¢(z — 8) = 1, por convenio.
s=j+1

Demostracion:
Cuando h = j, la relacién se cumple trivialmente. Si k > j demostramos el resultado por
induccién. Para h = 1 en (5.4.11), tenemos que

#(z — 1)Vu = 6(z;1)u,

resultado que es cierto por (5.4.4). Suponemos que se verifica para h — 1, es decir, u verifica
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h—1
I ¢z - 9)8(z;5)V"'u = O(z;h = 1)V?u, h-12j, (5.4.12)
s=7+1
y lo probamos para h.
i)Para0 < j< h—1,pasandodezaz+1y aplicando el operador V en (5.4.12), obtenemos
que

h-1
IT ¢(z- $)0(z; j)V u = V(z + 1;h = 1)VVu + 8(z;h - 1)V u—
=341

h-1
-V ( H dlz+1-3)0(z + l;j)) vhly =

s=j1+1
= Vé(z+ Lh=1)Viu+8(z;h - )V Hu -

h-1 A—1
- ( I #a+1-90+15)- I] ¢<m~s)a(z;j)) vh-ly,

s=j+1 s=j+1

y multiplicando por ¢(z — h) y usando la hipétesis de induccién, queda

h
II #(z - $)8(2;5)V"u = ¢(z — h)VB(z + 1;h — 1)Viu + ¢(z ~ h)8(z;h — 1)V u—

s=j+1

h-1 h \
- (W -k II ¢@+1-90(z+15) - [ #=- 8)9(1';3‘)} Vil =

s=j+1 s=j+1
é(z - h)VO(z + 1;h — 1)Viu + ¢(z - h)f(z;h - 1)V Hu -
—d(z - h)b(z + 1;h — 1)V u + ¢(z — h)b(z; h — 1)VIu =
é(z — h)0(z;h — 1)V H14, (5.4.13)

A continuacién demostramos que

&z - h)B(z;h — 1)V*u = B(z;h)Viu, h-1>j. (5.4.14)

Lo hacemos, de nuevo, por induccién. Si h = 1 el resultado se verifica trivialmente. Supong-
amos cierto para h — 1, es decir,

&z — h+ 1)8(z;h — 2)VHu = 8(z;h - 1)VPu, h-2>j,

y lo probamos para h. Pasandodez az +1y aplicando el operador V en la hipétesis de
induccién tenemos:
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O(z:h — 1)V = V(¢(z - h +2)8(z + 1;h - 2)) V' ust
+é(z ~ h + 1)0(z;h - 2)V+2u - V(2 + 1;h)Viu =
= ¢z-h+2)8(z+1;h-2)Vitu—g(z - h+1)8(x;h - 2)V'Hu
+é(z — h + 1)8(z;h - 2)Vit2u — VO(z + 1;4)V 4,

y si multiplicamos por ¢(z — h) y usamos la hipétesis de induccion, obtenemos:

#(z — h)B(z;h — 1)V u = d(z — h)d(z + 1;h — 1)VIu — ¢(z — h)B(z;h — 1)V7u
+é(z — h)d(z — h + 1)8(z;h — 2)V/ 2 -
—¢(z - h)VO(z + 1;h)Viu =

= &z - h)d(z — h+ 1)8(z; h - 2)V 24,

vy usando, de nuevo, la hipdtesis de induccién tenemos que

O(z;h - 1)Vitly = ¢(z — h + 1)0(z;h - 2)V7 20, h-1>j+1

Luego queda probada la relacién (5.4.14). Sustituyendo (5.4.14) en (5.4.13), concluimos el
resultado.

ii) Si j = h — 1, multiplicando la relacién (5.4.9) por el polinomio 0(z;h - 1), usando la
hipétesis de induccién junto con la expresién (5.4.10), llegamos al resultado. O

Corolario 5.4.1¢ Dados 0 < h,j,< K dos nimeros enteros y u un funcional A-semicldsico,
se tiene que

K K
[I ¢z - s)8(z;8)V'u= IT é(z - 5)6(z;5)V"u. (5.4.15)

s=h+1 s=j+1

Demostracion:
K

Si multiplicamos la relacién (5.4.11) por el polinomio H ¢(z — 8), liegamos al resultado.
s=h+1
]
En el siguiente resultado establecemos unas relaciones de estructura que verifican los poli-
nomios que constituyen la SPOM A-semicldsica. Estas relaciones de estructura son conocidas,
(ver [154]), cuando u es un funcional A-clasico.

Proposicién 5.4.11 Se considera v un funcional A-semicldsico y {Pp}n>0 la SPOM A-
semicldsica correspondiente. Entonces, para cada valor de n, el polinomio P, verifica las
siguientes relaciones de estructura:
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n+4r-1

i) H2)A(Pa() = D angPi(2) (5.4.16)

k=n-3s-1

n+p~-1
i)  o(@)V(Paz))= Y buxPile), (5.4.17)

k=n—s-1
donde r = gr(¢), p = gr(o) y s denota la A-clase del funcional u dada en la definicion 5.4.2.

Demostracion:
i) Escribimos el polinomio ¢A (Pn(z)) en términos de los polinomios { P }e>o:

n—-r—1

H2)A(Pa(z) = Y ankPile),

k=0
donde los elementos @, & son

{u, ¢PA (Pn(2)))
(ua PkPk) ;

Teniendo en cuenta la propiedad i) del lema 5.2.5, la relacién (5.3.1) y la proposicién 5.4.5,
deducimos que

Ak =

(u,¢(2)Pi(2)A (Pa(2))) = (¢(z)u, A (Pi(z — 1)Pa(2)) = A(Pi(a — 1)) Pu(2))
= —(V{g(z)u), P(z — 1)Pa(z)) — ($(z)u, A(Pi(z - 1)) Po(2)) =
= —(u,[¥(2)Pi(z — 1) + $(2)A (Pe(z - 1))] Pa(2))-
Finalmente, de la ortogonalidad del polinomio P, con respecto al funcional u, concluimos que

para 0 < k < n — s-- 1 entonces a, ; = 0.

ii) Andloga a la demostracién de i), usando ii) del lema 5.2.5 y la relacién (5.3.2). O

5.5 Polinomios ortogonales clasicos de variable discreta

Esta seccién la dedicamos a hacer un estudio de los polinomios ortogonales cldsicos de variable
discreta. Empezamos dando la definicién de funcional de momentos A—clasico.

Definicién 5.5.1 Dado u un funcional lineal, decimos que u es un funcional de momentos
“A —cldsico”, si ezisten dos polinomios o y ¢ tales que u verifica una ecuacién en diferencias
del tipo

A(o(z)u) = Y(z)u, (5.5.1)
con gr(o) <2 ygr(v) = 1.
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Notamos por SPOM A-cldsica a la sucesién de polinomios ortogonales ménicos clasicos co-
rrespondiente asociada al funcional u.

Los polinomios ortogonales clasicos de variable discreta, salvo un cambio de variable lineal,
coinciden con alguna de las cuatro familias siguientes: Charlier, Kravchuk, Meixner o Hahn.

La clasificacién de estos polinomios clasicos se debe a las distintas formas canénicas que
adopta el polinomio o. De este modo, obtenemos: el caso Hahn si el polinomio es de grado
dos de la forma a(z) = (N + a — ), y los casos Charlier, Kravchuk y Meixner cuando o es
el polinomio de grade~ no z.

Sea u un funcional A-clasico definido positivo que puede ser expresado mediante una
funcién peso p, esto es

(w.f) = fz)p(zi), VfeP, (5.5.2)
i€l
En estas condiciones, la ecuacién (5.5.1) escrita en términos de la funcién p, la escribimos
como

A(o(z)p(z)) = $(z)p(), (5.5.3)

o equivalentemente

ple+1) _ o(z) + ¥(z)
p(z) o(z+1)

En este caso, decimos que p es una funcion peso A-cldsica.

Mostramos en la siguiente tabla las expresiones explicitas de estos polinomios en cada
caso clasico, (ver [10], seccién 4):

Nombre o(z) ¥(z)
Charlier r p—z
Kravchuk T J\;p ::
Meixner T (p—1)z 4+ py

Hahn |[z(N+a-2)|[(B+1)(N-1)-(a+B8+2)z|(z+B+1)N-1-2z)

A continuacién, damos en otra tabla los intervalos de definicién y las funciones peso
A-clasicas de estas familias de polinomios, junto con las restricciones en los parametros,
necesarias para garantizar el caracter definido positivo del funcional de momentos asociado
u.
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Nombre Pp(z) I plz) Restricciones

. i e Fu®
Charlier C¥(z) [0,40c)

Tz +1) s

NpE(1 -
T(N+1-2)(z+1)

Kravchuk | K?2(z,N) [0, N] D<p<l,n<N-1

pI(y + z)

Meixner | M{")(z) | [0,+o0) Tz +1)

¥>0,0<pu<l

T(N+a-z)[(B+z+1)
TN —z)I'(z + 1)

Hahn | A (z;N) | [0,N - 1] a,f>-1L,n<N-1

Es conocido, (ver Nikiforov [142], seccién 2.7, p. 49), que podemos obtener una repre-
sentacion de las familias de polinomios ménicos clasicos en variable discreta, en términos de
la funcién hipergeométrica generalizada ,F,, definida como

&
F 11,a3,. 1ap ) (al)k ﬂ'?)k (ap)k _1_’
( b11b21 ; Z (b])k bz (bq)k k!

donde p y ¢ son niimeros enteros positivos dados, y a;, b; son nimeros reales, para 0 < ¢ < p
y0<j<gq
Las representaciones para cada uno de los casos cldsicos son las siguientes:

Ch(z) = (-p)" zFo('”ﬁfx ;), n > 0. (5.5.5)

Koo M) = G 25‘1( ) w20 (5.56)

Mg,u)(z)z(-,)n( ’jl) 2F1(‘"*‘°’” ' >0, (55.7)

i v

h(ﬁa.ﬁ)(az; N) i (1 e N)n(ﬁ'*' 1))71. 3F'2 ( —-z,a+ ﬂ +n+1l,—-n

(a+B+n+1), 1-N,B+1 1)- nze B

De este modo, a partir de la definicién de funcién hipergeométrica generalizada, simplifi-
cando convenientemente, obtenemos las expresiones explicitas de estas familias cldsicas:

1) Polinomios de Charlier: {C}}n>0

Co(@)
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2) Polinomios de Kravchuk: {K}(z, N )}n30

Kl(z,N) = 1, KI(z,N)z)=z-pN,

K%(z,N) = p" Z( ) N+kﬂ_k(r-—k+1)k = n>2 (5.5.10)

k=0

3) Polinomios de Meizner: {! ,(;"“)},.20

Mé‘h#)(w) = 1, M](’Y.M)(m):m_‘_ :"(7)

B
Mee) = (25)

p—1 i (:) (v + K-kl = k + 1) (1 = i)kn > 2. (5.5.11)

k=0

4) Polinomios de Hahn: {hgf"ﬁ)(.r;N)}nzo

at+p+2
heB Ny = (:) T Ll T Bk > 2.(5.5.12)

=0 (a+ﬂ+n+1+k)n—-k

Asfmismo, es conocido que cada una de estas familias de polinomios verifican la ecuacion
en diferencias de segundo orden siguiente:

o(z)AVy(z) + ¢(z)Ay(z) + Any(z) = 0, (5.5.13)
donde y denota la inica solucién polinémica de la ecuacion (5.5.13) y

n(n 1)

An = —nAy(z) - Ao(z),

con o y ¥ los polinomios anteriormente dados para cada una de las SPOM clasicas.
Teniendo en cuenta la relacién AV = A — V, la ecuacién en diferencias (5.5.13) puede
escribirse en la forma:

#(z)AVy(z) + ¥(z)Vy(z) + Any(z) = 0. (5.5.14)
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Capitulo 6

Polinomios ortogonales asociados a
productos escalares A—Sobolev

6.1 Introduccion

E studiaremos, en este capitulo, los polinomios ortogonales discretos asociados a un producio
escalar no diagonal que involucra operadores en diferencias, esto es, un producto escalar
en el que aparece el valor de la funcién y el de sus consecutivas diferencias hacia delante.

Si se cambia en (2.1.1) el operador derivada D por el operador lineal A, obtenemos que
la forma general de este tipo de productos escalares se expresa como sigue

. K
F¥) = 3 (wmp, A™ fARg), (6.1.1)

m,k=0

para cualesquiera dos polinomios f y g pertenecientes al espacio vectorial de los polinomios
con coeficientes reales, IP, donde K > 0 es un ndimero entero dado, uy 4 son funcionales
lineales discretos, para m,k = 0....,K, y A representa el operador lineal en diferencias
finitas hacia delante. A este tipo de productos los llamaremos productos escalares A-Sobolev.

Observemos que es posible definir productos escalares andlogos a (6.1.1), sustituyendo A
por el operador V:

: K
L5 = 3 (g, V™ [V).

m, k=0

De este modo, todos los resultados que deduciremos en este capitulo, tienen una version dual
para el operador V.

En este capitulo, haremos un estudio anlogo al de capitulo 2, pero con las particulari-
dades del operador lineal A. De este modo, estudiaremos productos escalares discretos no
diagonales de la forma (6.1.1) cuando se considera una familia particular de estos funcionales
lineales up, k. En concreto, tomaremos los funcionales u,, » como el producto de unos cier-
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tos polinomios con coeficientes reales, A, x, por un funcional lineal A-semicldsico definido
) o P
positivo. Esto es, si u es un funcional A-semicldsico definido positivo dado, entonces

ti b = Am (D), m,k=0,1,..., K, (6.1.2)

donde .. . son polinomios reales, para m,k = 0,1,..., K, sujetos a una serie de restricciones
m,k p P )
que hacen que la matriz polinémica

. K
A(I\)( )= (Am,k(m))m",,;c ;
sea una matriz simétrica y definida positiva.

Los primeros autores que abordan el estudio de productos escalares de la forma (6.1.1)

son 1. Area, E. Godoy y F. Marcellin. En [15], estos autores estudian el producto escalar
diagonal de la forma:

(f,9)s = (u,(f,Af)( (1, 2 ) (gg)), (6.1.3)

donde ) es un nimero real positivo y u es el funcional A-cldsico de Meixner. Este capitulo
de la Memoria es una amplia generalizacién del producto (6.1.3), que se obtendra como caso
particular.

A continuacién describiremos la estructura del capitulo, que es andloga a la del capitulo
2. La seccién 2 la dedicaremos a realizar un estudio del producto escalar (6.1.1) cuando los

funcionales lineales u,, ; verifican las relaciones (6.1.2). A partir de la expresién matricial de
este producto escalar, obtendremos las condiciones que han de cumplir los polinomios Ay, k
para poder garantizar que (6.1.1) sea un producto escalar.

En la seccién 3, daremos la expresion de un operador en diferencias definido sobre el
espacio de los polinomios con coeficientes reales IP, que llamaremos F (K), Demostraremos
que, bajo ciertas condiciones, este operador permite representar el producto escalar definido
en la seccién 2, en términos del producto escalar estdndar asociado al funcional u. Asimismo,
deduciremos que el operador F (K) es simétrico con respecto al producto escalar A-Sobolev.

En la siguiente seccién, a partir del operador F (K), obtendremos varias relaciones entre
la sucesién de polinomios ortogonales asociados al funcional u, y la sucesién de polinomios
ortogonales asociada al producto escalar A-Sobolev, que denotaremos {Qn}n>0. Por iltimo,
demostraremos que cada polinomio ortogonal @, verifica una ecuacién en diferencias de orden
2K + 2.

Consideraremos, en la iltima seccién del capitulo, una serie de casos particulares cuando
K = 1. Estudiaremos productos escalares no diagonales discretos de manera que el co-
rrespondiente operador en diferencias asociado, F (1), conserve el grado de los polinomios. Es-
tamos interesados en estos tipos de operadores porque, a partir de esta propiedad, tendremos
que los polinomios ortogonales {Qy}, son funciones propias del operador en diferencias F (1)
y, por lo tanto, verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden. Como consecuen-
cia probaremos que es posible dotar de propiedades de ortogonalidad A-Sobolev a familias
clésicas de polinomios.
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Deduciremos condiciones necesarias para que el operador en diferencias F (1) conserve el grado
¥ los polinomios. En particular, obtendremos que el polinomio A3 g— Aq,; de la matriz AM(z)
\iene que ser una constante y el funcional  ha de ser A—cldsico.

6.2 Producto escalar A—Sobolev

Se considera K > 0 un nidmero entero dado, u un funcional Lneal A-semiclasico definido
positivo y f y g dos polinomios arbitrarios de IP. En estas condiciones, definimos el producto
escalar:

K
(£98) = 3 Qmala)s, A™ f(2)Ag(2)), (6.2.1)
m,k=0
donde A, son polinomios reales, para m,k = 0,....K,y z € I, la envolvente convexa
del soporte del funcional u. Estos elementos deben verificar ciertas restricciones a fin de
garantizar que (6.2.1) sea un producto escalar.
Escribiendo el producto escalar (6.2.1) en forma matricial, obtenemos

/\0'0(3) 1\0,1(.’1:) AO'K(:C)
)\1_0(1‘) /\1!1(3) /\1']{(.’17)

(£,9%) = (u, F(z) G(z)T),

Aeole) Jaeale) o Awxle)

(fe)y Afle) oo, AEHa)),
(g(z), Ag(z), ..., AKg(:n)),

y denotando por

Mo(z) Aoa(z) ... Aox(z)
A¥)(z) = )\1‘0-(9:) )‘"1.(’") M,A"(:r)

?

Ako(z) Akalz) ... Akk(z)
deducimos que una condicién suficiente para que (6.2.1) sea un producto escalar es que
la matriz A)(z) tiene que ser una matriz simétrica y definida positiva. De esta forma,
Amk(Z) = Meym(2), para m,k = 0,..., K.
A los productos escalares discretos de la forma (6.2.1) los llamaremos productos escalares
A-Sobolev, por analogia con los productos escalares estudiados en el capitulo 2 de esta Memo-
ria.

En el caso en que K = 0 y Ago(z) = 1, el producto escalar (6.2.1) es el producto escalar
esténdar definido para el funcional lineal A-semicldsico u, es decir
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(f,9) = (£,9N = (u, f(z)g()).

En lo que sigue, notaremos por {Py }n>0 a la sucesién de polinomios oriogonales ménicos
con respecto al funcional u, (SPOM A-semicldsica), y por k, a la norma al cuadrado de un
polinomio cualquiera Py:

kn = (u, PaPn)y, kn>0, n20.

A la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto al producto escalar A-Sobolev
(6.2.1) la denotaremos {Qn}n>0, ¥ diremos que {@:}n>0 es una sucesion de polinomios or-
togonales monicos A-Sobolev, que notaremos por SPOM A-Sobolev. Representaremos por
E, ala norma al cuadrado de cualquier polinomio @, esto es,

j""n = (QnaQn)LKl, n 20,

donde siempre k. > 0, por definicién de producto escalar.

6.3 El operador en diferencias F*)

Recordemos que si u es un funcional lineal A-semiclasico definido positivo, entonces existen
dos polinomios ¢ y v, tales que u verifica la siguiente ecuacién en diferencias de tipo Pearson,
(ver (5.4.1)),

A(o(z)u) = ¥(z)u, {(6.3.1)
donde o(z) = apa® + ..., a, # 0y P(z) = bgz? +..., by #0,conp>0ygq21
Denotamos por s = max{g — 1,p — 2} a la A-clase del funcional u, (ver definicién 5.4.2).

Asfmismo, de la relacién (5.4.2), llamando ¢ = ¢ + ¥, se tiene que la ecuacion (6.3.1) es
equivalente a
¢(z = 1)Vu = [¢(z) - V()] . (6.3.2)

Si notamos por (z;n) a los polinomies definidos en forma recursiva mediante

6(z;0) 1,
0(z;n) = o(z)VO(z;n—1)+6(zin—1)[¢(z —n)- o(z)], n2>1,

entonces, la diferencias del funcional u verifican la ecuacién

I #(z = 5)V*u = b(zin)u, n20,
j=1

(ver la proposicién 5.4.6), y, ademds,
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gr(6(z;n)) < n(s+1). (6.3.4)

Nuestro propésito, ahora, es obtener un operador en diferencias FK) para K > 0 un
niimero entero dado, que serd simétrico con respecto al producto escalar A-Sobolev (6.2.1).
Para ello, deducimos la siguiente representacién para el producto escalar (6.2.1) en términos
de las diferencias sucesivas hacia atrds del funcional lineal u.

Proposicién 8.8.1 Sean f y g dos polinomios arbitrarios del espacio vectorial IP. Entonces,
para 0 < h < K, se verifica que

- (K)
(H ¢(r—8)9(x;h)f’9) = (Vi fF0g),

s=h+1 A

K

LN SV o] )"ﬁ;( ) 9 iz = )

m, k=0 1=0 3=0

K
IT oz - s)8(a; )ak+ (1 - V)™
s=j+1
con ¢ y O(z;n) los polinomios definidos anteriormente en (6.3.3).

Demostracion:
A partir de la definicién del producto escalar (6.2.1), junto con (5.2.6), la relacién (5.3.4),

para n = m — i, (5.2.5) y (5.4.15), deducimos que

- (K) - i
( H &z - 3)9(I;h)fs9) Am k(Z)u, A™ ( H é(z - S)G(m:h)f(m)) Akg(a))

s=h+1 A m.k:U s=h+1

K m e f K :
=3 &V ( ; ) (Am,k(@)u, A™ ( I1 ¢z - 9)8(=;h) f(2)A**g(z - m))) =

m,k=01=0 ; s=h+1
K m
= 2 T (T) (O e S2) I oz - 9)(a: A*Hg(z - m) =

m,k=0 1= s=h+1

Eerg(MECT)

m, k=0 i=0 =0
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d(z = 9)8(z; h) V7, f(@)V™ 7 (Amp(z — ) AF*g(z - m)) =

i Wiyt

( 1'[ &z — 8)8(z; )V, f(2)V™ " (A s(z = 1)) AFHig(z — m)) =

s=j+1

s Y -om 3 (™)

m, k=0 i=0

m—i

3 (") 974 st )

j=0

:
II ¢z - 9)8(z; A (I - V)" g(z)). O

s=j+1

Nota. Si tomamos, en el producto escalar (6.2.1), el caso en que K = 1, el funcional u es el
funcional A—cldsico de Meixner, y la matriz A(¥)(z) es una matriz diagonal de coeficientes
constantes, con Xoo(2) = 1y A11(z) = A > 0, entonces el producto escalar (6.2.1) se escribe
como:

o)) = (£ Af)( °)(Ag)>-

Para este producto escalar de Sobolev, la expresién del operador en diferencias asociado, F1),
es

FO = p(z+5 - DI+ A[(1 - p)z - p(y - 1)]A - AzAY,
que coincide con el operador obtenido por I. Area, E. Godoy y F. Marcellan, en [15].

Supongamos que el funcional lineal u es definido positivo y que existe una funcion peso p
asociada a u tal que

(u,f(2)) = 3 f(z)p(z), VfeP,

zel
con I el soporte del funcional u.
En estas condiciones, es posible expresar el operador en diferencias F (K) en forma compacta,
como muestra el resultado siguiente.

Proposicién 6.3.2 En las condiciones anteriores, se verifica que

K
H‘b(‘c_s) K

FK) = r—l_’)(;)_m'zkio(-l)mvm (Ami(@)p(z)A%).
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Demostracién:
Si p es la funcién peso asociada al funcional lineal u, entonces p cumple la ecuacion

I1 ¢(z - )¥"p(2) = 8(=; n)p(2),

s=1

o equivalentemente

I[ - 9)

8(z;n) = E————V"p(x). 6.3.7
(z;n) v p(z) (6.3.7)
Si, ahora, usamos (5.2.5), la relacién (6.3. 7) para n = j, junto con la férmula andloga &
la férmula de Leibnitz (5.2.4), en la expresién del operador F (K) aplicado a un polinomio
cualquiera g, de (6.3.5), deducimos que

m=i

K) & m [ m m—i g : S
FHg(z)= Y (-1) Z(i)Z( j )V‘" = Ama(z =) [I ¢z -s)

m,k=0 =0 3=0 s=j-F1

%rjd“%I V)" g(x) =

X:(l }%( )Si(mf')vm“’(md¢wﬁ)TI¢ﬁ—9)

J

m, k=0 =0 s=j+1

ﬁqb(:r—s)

sl

plz)
=

S B () (7 ) e e

s
V’p(a: V! (Ak z—m+1i)

H $r-8) g -

L4008 o (o) st (o)
Mée-o 4
E.Fm_).__ Y (-pmvrm (A,n_k(m)p(I)Akg(w))‘ .

m,k=0

Nota. La expresién (6.3.6) del operador en diferencias JF' (K), se puede escribir en forma
matricial:
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= I
H ¢(z iz 8) p((:))A
FE) = e (1,=9,.., (-9)) AMGe) s T (6.3.8)
o(2)AK

Teorema 6.3.3 El operador en diferencias FK) es simétrico con respecto al producto escalar
A-Sobolev (6.2.1), es decir

(T(K)f,g)(:} - (f,f‘K)g)(K} .

A

Demostracién:
A partir de la proposicién 6.3.1, para h = I, y de las relaciones (5.2.4), (5.3.4), con
n=m-1,(525)y (5.2.6), obtenemos

(F911,9) 0 = 3 o > (¥ ( (T mala - )

m,k=0 1=0 =0

’ (K)
II ¢z - s)(a;5)A* (1 - V)" f(:v),g(w)) =

s=3+1 A

m-—i

A"**’f(-v m)FF)g(2))
5 1735 (™) (77 Omalen) Az = m)FRg(2)) =

m,k=0 1=0

K m

5 S0 () Omata)u, A (FRg(2)aM (2~ m)) =
m,k=01=0

K

Y. (malz)u, A (FHK)g(a)) Akf(2)) =

m,k=0

(176)2". o

M=) (Wi, V™ (A i(z = 1))
J

Estudiamos, a continuacién, el grado del polinomio que se obtiene al aplicar el operador
F(K) a un polinomio cualquiera de grado n.
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Proposicién 6.3.4 Para cada valor de n > 0, se verifica que

gr (-F(K)In) <n+ osﬂi’f_ﬁ\-{g’"(’\m.kn + K max{p,q},
donde p = gr(o) y ¢ = gr (¥).

Demostracion:
Usando (6.3.4), junto con la relacién ¢ = o + ¢, deducimos que

gr (F®2") < max {gr(Amp)=m+i+j+(K - jgr(9)+i(s+1)+n-k-1)

m—
- )

nt  max {gr(hme) - m+ Kmax{p.q} + js + 2~ max{p,a)) <
o<i<m, |
ogm k<K

n+ max_ {gr(Amx)+ K max{p,q} + m(s +1 - max{p,q})} <
0<m,k<K
< n+ Og?nli)éh'{gr(Am‘k)} + K max{p,q}. O

El siguiente resultado muestra que, a pesar de la desigualdad que aparece en la proposicion
anterior, el operador en diferencias F (K) nunca reduce el grado de todos los polinoimios.

Proposicién 6.3.5 Eriste ng > 0 tal que
gr (’f(ma:"") > ng.

Demostracién:
Supongamos que F (K) reduce el grado de los polinomios, es decir, gr (}" L ):r:”) <n, Va

Entonces, si escribimos el polinomio F¥)Q,, en términos de los polinomios {Q;}i=0,1,...n-1;
tenemos que

n-1
}-(h)Qn(:") i z an,iQi(2),

=0

donde los coeficientes a,, ;, usando la simetria del operador F {K) son

(7%90,,0)"

o A

w FEIQ;) )
L mea) ().
(QfeQi)A k'l

De la ortogonalidad del polinomio @y, llegamos a que a,; = 0, para 0 < i<n-1,y, porlo
tanto, FK)Q.(2) =0, Vn 20, lo cual es absurdo. O

=0, t=0...,8=1
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A partir de los resultados obtenidos en las proposiciones 6.3.4 y 6.3.5, podemos observar
que el operador en diferencias F (K), generalmente, aumenta el grado de los polinomios en
una cantidad fija de unidades. De esta forma, existe un nimero entero no negativo, t, que
verifica

FE)gn = F(n, K)z"t +

donde F(n,K) denota el coeficiente lider del polinomio F (K)gn, Nétese que este coeficiente
puede ser cero para ciertos valores de n.

6.4 Propiedades algebraicas de los polinomios ortogonales

Temendo en cuenta la proposicién 6.3.1, en la que se relaciona el producto escalar A-Sobolev
{: ) , con el producto escalar esténdar definido a partir del funcional A-semicldsico u, pode-
mos establecer una relacién entre los polinomios ortogonales {Q,}n, asociados al producto

(. .) 5 , y los polinomios ortogonales A-semicldsicos { P, }n, asociados al funcional lineal u.

Proposicién 6.4.1 Si llamamos r = gr (¢) y ¢, al coeficiente lider del polinomio ¢, se tiene
que

n4+Kr

&
i) [Iéz-9)Pua)= ) oniQi(z), n2t, (6.4.1)

s=1 t=n-—t

donde

K i
QpntKr = €y Onn-t = F(n -1, K ) =
n—t

n4t
i) FEIgs)= 3. BiPde)l n2 K

i=n—-Kr

donde

5 kn
ﬂn,wH = F(ﬂ,I\ )1 ﬁﬂﬂ. Kr = (',I.\ k

n=Kr

Demostracion: -

i) Si expresamos el polinomio H ¢(z — 8)Pa(z) en términos de los polinomios {Qi};c N>
obtenemos que -

n+Kr

K
[[ ¢z - 9)Palz) = ¥ 0niQi(2).

s=1 i=0
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donde los coeficientes ay,; se calculan a partir de la proposicion 6.3.1

(K)

h.
(11 e s)P.,,Q,»)

a=1 el (U,Pn}-(K)Q,')
K i 8 :
(Qi, Q)% ki
Si, ahora, usamos la ortogonalidad del polinomio A-semicldsico Pn, deducimos que ay,; = 0,
para0<i<n-t-1.
ii) Escribimos el polinomio FK)Q, como combinacién lineal de los polinomios {P;};cN:

Oni =

¥

n+4t

FEQ.(z) = Zﬁn,fﬂ'(l’)-

i=0
Los coeficientes podemos calcularlos, de nuevo, a partir de la proposicion 6.3.1 y, de esta
forma, nos queda

K (K)

A R! n
('thif(K)Qn) T (u:] ¢('T" S) Q )
TR ki

Finalmente, de la ortogonalidad del polinomio @, con respecto al producto escalar A-Sobalev

A

ﬂu.i =

(. .)g"), obtenemos que B,; =0, cuando 0 <i<n-Kr-1. O

En la siguiente proposicién, demostramos que, a pastir del cardcter simétrico del operador
en diferencias F¥), podemos relacionar entre si los polinomios ortogonales {Qn}., a pesar
de que en esta relacién interviene un operador que involucra operadores en diferencias.

Proposicién 8.4.2 Para cada valor de n > t, se verifica la siguiente relacion

n+t

FEQ(z) = Y miQilz),

i=n-—t

. o T
Tnntt = F(H,I\' ), Tan-t = F(n -t K )j;: :

n~=t

Demostracién:
Si escribimos el polinomio F(¥)Q,, en términos de los polinomios {Q;}i>0, tenemos que

ntt

FEIQu(z) = 3 1:Qi(2),

i=0

de donde, usando el teorema 6.3.3, los coeficientes v, ; son
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’ (K) : (K)
(K) ; K)p.
(79990, Q)" (9nF®Q:),
K = C: :
(@i, Q05" ki
A partir de la ortogonalidad del polinomio @, con respecto al producto escalar A-Sobolev,
deducimos que ¥, ; = 0 para 0 < i < n —1 - 1, con lo que llegamos al resultado. O

Tng =

A continuacién demostramos que, para cada valor de n, el polinomio ortogonal @, verifica
una ecuacién en diferencias de orden 2K + 2 cuyos coeficientes son polinomios dependientes
de n, pero con grados fijos.

Proposicién 6.4.3 El polinomio ortogonal Q,, verifica la siguiente ecuacidn en diferencias
de orden 2K + 2:

A(z,n)AV (f(h’)Qn(m)) + B(z,n)A (F(K)Qn(m)) + C(Jt:,ﬂ)f(’")Qn(l‘) =0,

donde A(z,n), B(z,n) y C(z,n), son polinomios reales dependientes de n y con grados fijos.

Demostracién:

A partir de la relacién de recurrencia a tres términos (1.3.1) que verifica la sucesion de
los polinomios ortogonales A-semiclsicos { Pr }n>0, podemos escribir la relacién (6.4.2) como
sigue

FEIQu(z) = Mo(z,n)Pa(z) + No(z,n)Pay(z), (6.4.4)

donde My(z,n) y No(z,n) son polinomios de grados fijos que dependen de n.
Aplicando el operador lineal V en (6.4.4), multiplicando por el polinomio ¢ y usando el
apartado ii) del lema 5.2.5, tenemos que

o(2)V (FFIQu(x)) = V(Mo(z,n))o(x)Pale) + Mo(z = 1,1)0(2)V (Pa(z)) +
+ V(No(z,n))e(z)Pr-a1(z) + No(z — 1,n)a(x)V (Pr-a(x)).

Si, ahora, en esta expresién, usamos la relacién de estructura (5.4.17) para los polinomios
ortogonales A-semicldsicos {Py}n y, de nuevo, la relacién de recurrencia a tres términos
(1.3.1), llegamos a

o(@)V (F)Qu(x)) = M(z,n)Pa(2) + Na(2,n)Pra(2), (6.4.5)

donde Mj(z,n) y Ny(z,n) son polinomios de grados fijos dependientes de n. Aplicando el
operador A en (6.4.5), multiplicando por el polinomio ¢, teniendo en cuenta ii) del lema 5.2.5
y la relacién de estructura (5.4.16), nos queda

8(2)A (0(2)V (FFIQu(2))) = Ma(z,n)Pa(x) + No(z,n) Pa-a(2), (6.4.6)
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donde My(z,n) y No(z.n) son polinomios que dependen de n.
Finalmente, imponiendo la compatibilidad entre las ecuaciones (6.4.4), (6.4.5) y (6.4.6),
deducimos que el siguiente determinante tiene que anularse, esto es,

FE)Q,(z) Mo(z.,n) No(z,n)
a(z)V (fu")Qn(a:)) My(z,n) Niz,n) | =0,
o(z)A (a(:c)V (f(K]Qn(I))) My(z,n) N(z,n)

y, desarrollando el determinante obtenemos la ecuacidén en diferencias de orden 2K + 2 que
verifican los polinomios ortogonales {@Qn}n. O

Nota 1. Es posible demostrar de forma analoga, que los polinomios {Qn}n verifican las
ecuaciones en diferencias:

i) Az, n)eV? (FFIQu(2)) + Bla,n)V (FK)Qu(2)) + Cla,m)FHIQu(x) = 0,

i) Az,n)a? (FEIQu(a)) + Blz,m)A (FFIQu(@)) + C(a,m)FHIQu(z) = 0,
donde ﬁ(r, n), B(z,n), C(z,n), A(z,n), B(z,n) y C(x,n), son polinomios reales dependientes
de n y con grados fijos.

Nota 2. El resultado anterior nos muestra que existe un operador S, de orden 2K + 2,
tal que SQ,(z) = 0. Este operador podemos expresarlo como composicién del operador en
diferencias F(X) y un operador en diferencias de segundo orden, M, esto es, § = MF Y

6.5 Algunos ejemplos con K =1

Si se considera K = 1 en la expresién del producto escalar A-Sobolev (6.2.1), podemos
escribir (6.2.1) en la forma siguiente

(1) _ " Aoo(z) Aoa(2) g(z)
(f,9)a = {u,( f(z),Af(x) ()‘w(ﬁ) Malt] ) (Ag(z))>’ (6.5.1)

para f y g dos polinomios arbitrarios, donde u es un funcional lineal A-semicldsicoy z € I,
el soporte de u.
En este caso, la matriz asociada al producto escalar (6.5.1), es

_ [ Aoo(z) Aoa(z)
SCH bvelwe)]

con Ak, para m,k = 0,1, polinomios reales verificando que

Moa(@) = o), Aoo(z) >0, Kop()Aa(e) — A ol2) >0, z€I,

a fin de garantizar que (6.5.1) sea un producto escalar.
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La expresion del operador en diferencias F (1) asociado al producto escalar A-Sobolev
(6.5.1), viene dada por

FO = {Pop(e) - V(A1) ¢z = 1) = [M0(2) = V(M o(2))]8(z; 1)} T +
+ {V (@) = Male)) 9z — 1) = 8(z; )] + Mro(z) = Ma(e)]8(z; 1)}V +
+ [Molz) = Ma(z)] d(z - 1AV, (6.5.3)

donde I representa el operador identidad, y A y V denotan los operadores lineales en dife-
rencias finitas hacia delante y hacia atrés, respectivamente.

Queremos estudiar productos escalares de la forma (6.5.1) tales que el correspondiente
operador en diferencias asociado, F (M conserve el grado de los polinomios. Dicha situacion es
interesante porque si el operador conserva el grado, entonces los correspondientes polinomios
ortogonales A-Sobolev verifican una ecuacién en diferencias de segundo orden. Este resultado
nos permite dotar de propiedades de ortogonalidad A-Sobolev a ciertas familias de polinomios
clasicos discretos. De este modo, deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 8.5.1 Si el operador en diferencias F\!) conserva el grado de los polinomios,
entonces el funcional lineal u es A-cldsico y, ademds, A0 - A1,1 es una constante.

Demostracién:
Para que el operador F{!) conserve el grado de los polinomios, de la expresién (6.5.3),
tenemos que han de verificarse las siguientes tres desigualdades

gr {[rop(z) = V(Mo(z)]d(z — 1) = [A10(z) = V(A1 0(2))] 6(=; 1)} 0,(6.5.4)
g {V (M10(z) — Ara(2)) [#(z = 1) = 8(z; 1)] + [Ma(z) = A (2)]6(x; 1)} 1,(6.5.5)
gr {[Mo(z) = Ara(2)) d(z = 1)} 2.(6.5.6)

A partir de la desigualdad (6.5.6), aparecen tres casos:

(1) En el caso en que gr {A\1,0 — A1,1} = 0, usando (6.5.6), se tiene que gr {¢(z - 1)} €£2. De
esta forma, si sustituimos estas relaciones en (6.5.5), obtenemos que

gr IV (M 0(2) = Aa(2)) [$(z = 1) = 8(z; 1)) + [Mo(z) = Ara(2)}6(z; 1)} = gr {8(z; 1)},
de donde deducimos que gr {#(z;1)} < 1, y, por lo tanto, el funcional u es A—clasico.

(2) Cuando gr {M,0 — A1,1} = 1, a partir de (6.5.6), tenemos que gr {¢(z — 1)} £ 1, conlo que
la desigualdad (6.5.5) queda gr {6(z;1)} = 0, y, por lo tanto, ¥ = V(¢(z)) + C = constante.
Sin embargo, ésto no es posible porque contradice la regularidad del funcional u, ya que si u
es un funcional regular entonces gr {¢} > 1.
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(3) Supongamos que gr {A10 — A1,1} = 2. Teniendo en cuenta la desigualdad (6.5.6) deduci-
mos que gr {¢(z — 1)} = 0, y, si imponemos que F) conserve el grado, de (6.5.5) tenemos
que 8(z;1) = 0, lo cual vuelve a contradecir el cardcter regular de u. O

El reciproco de la proposicién 6.5.1 no es cierto. Esto es, si consideramos un funcional
A-clisico y los polinomios Ao y A1,1 tales que gr(Ayo — A1) = 0, en el producto escalar
(6.5.1), entonces el operador en diferencias asociado F(1) puede aumentar el grado de los
polinomios.

En concreto, tomamos como funcional A-cldsico u el funcional de Charlier y como matriz
A(M(z) la matriz de coeficientes constantes siguiente

A(l)(:r)z ( } ; )

Es conocido, (ver capitulo 5), que para el funcional de Charlier los polinomios ¢ y ¢ de la
ecuacién (6.3.1) son, respectivamente, z y p — &, con p > 0 un nimero real y z € [0,+00)
y, por lo tanto, ¢(z) = p y 0(z;1) = p — 2. De esta forma, la expresién (6.5.3) del operador
F) aplicada al polinomio z", para Ago(z) = Ao(z) = 1y Aia(z) = 2, queda

FUg" = (22 — p)z™*! + (2 - p)Va" — pAVa",

que obviamente aumenta el grado del polinomio z™.

A pesar de este hecho, es posible dar condiciones sobre los elementos de la matriz A()(z)
de manera que el operador en diferencias F (1) conserve el grado de los polinomios, para cada
caso clasico. En lo que sigue, tomaremos los polinomios Aj ¢ y A1 de la matriz AW(z) tales
que verifican la condicién

Ao(z) = Ma(z) = C, (6.5.7)

con C una constante distinta de cero para garantizar que el producto escalar A-Sobolev
(6.5.1) no se reduce al producto escalar estdndar. De esta forma, el operador en diferencias
FW) queda

FO = 11 + Ch(2;1)V + Cé(z - 1)AV, (6.5.8)
donde Cl = [Ao‘o(ﬂ:) = V()\LQ(.'E))} ¢(£L‘ = 1) i [AI,O(I) - V()\],‘Q(.’L‘))] 0(3,‘; 1)

Proposicién 8.5.2 Si F(!) conscrva el grado, los polinomios ortogonales con respecto al
producto escalar (6.5.1), que notaremos por {Qu}n, verifican la ecuacion en diferencias de
segundo orden

#(z — 1)AVQn(z) + 0(z;1)VQr(2) = n(br + az(n — 1))@n(2z) = 0, (6.5.9)
donde 8(z;1) = bz + bp y H(z — 1) = az? + a1z + ap.
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Demostracién:
Si aplicames el operador F' (1) a] polinomio @, usando (6.5.8), tenemos que

FMQ,(z) = C1Qn(z) + CO(z;1)VQn(z) + Cé(z — 1)AVQn(2). (6.5.10)

Por otra parte, de la relacién (6.4.3) con K = 1y t = 0, obtenemos:

FNQu(z) = [C1 + nC(bs + az(n — 1)) Qn(2)- (65.11)

Si igualamos las ecuaciones (6.5.10) y (6.5.11) y eliminamos la constante C, nos queda:

¢(z - 1)AVQn(2) + 0(2;1)VQn(z) — n(b1 + az(n - 1))Qn(z) = 0. O

Corolario 6.5.3 Se tiene:
i) Si en el producto escalar (6.5.1) se considerc u el funcional de Charlier, entonces los
polinomios ortogonales con respecto a (6.5.1) son los polinomios cldsicos de Charlier.

i) Para u el funcional de Kravchuk en (6.5.1), con 0 < p < 1, los polinomios ortogonales
asociados son los polinomios de Kravchuk {KP(z,N + 1)}n.

iii) Los polinomios oriogonales con respecto a (6.5.1) pera u el funcional cldsico de Meizner,
con pardmetros ¥ > 0 y 0 < p < 1, son los polinomios de Meizner generalizados {M,{.‘Y_l"“}}n.

iv) Sea u el funcional clisico de Hahn con pardmetros a, 3 > —1. Los polinomios ortogonales
con respecto a (6.5.1) son los polinomios de Hahn {hsf’"l‘ﬁ_l)(z; N+ D},

Demostracién:

i) Cuando se toma como funcional A-cldsico u el funcional de Charlier en el producto escalar
(6.5.1), hemos visto, que los polinomios de la ecuacién (6.3.3) son ¢(z—1) = py #(z;1) = p—r,
para u > 0 un nimero real y z € {0,+00). 5i sustituimos estos polinomios en la ecuacién
diferencial (6.5.9), tenemos

HAVQ, () + (4 = £)VQn(2) + 1Qn(z) = .

Es decir, los polinomios ortogonales @, verifican la misma ecuacion en diferencias de segundo
orden que verifican los polinomios cldsicos de Charlier y, por lo tanto, @n(z) = Ch(z).

ii) Sea u el funcional de Kravchuk. En este caso, los polinomios de la ecuacion en diferencias
son

(N+l)p-z
l-p
para p € R tal que 0 < p < 1, con z € [0, N] donde N > 1 es un nimero entero. Entonces,

la ecuacién (6.5.9) queda

#(z - 1) . B(z;1) =

?

_(N+1-z)p
e

(N+1-2)

— pAVQn(:C)"" (P(N+ )—I

1=p

) Vau(e) +

n
i an(Z;) =0,
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¥, por ser, esta ecuacién la ecuacién en diferencias de segundo orden que verifican los poli-
nomios de Kravchuk K?(z, N + 1), (ver (5.5.14)), concluimos que @.(z) = K}(z, N + 1).

iii) Si se considera u el funcional de Meixner, entonces sabemos que z-1)=pz+v-1)
y 8(z;1) = (u =)z +p(y—1), con v, p € R tales que y > 0y 0 < p < 1, con lo que de
(6.5.9) obtenemos

(@ +7 - DAVQn(2) + [(1 — D)z + p(y = 1)] VQn(2) + (1 — p)nGn(z) =

Esta ecuacién es la ecuacién en diferencias de segundo orden para los polinomios de Meixner
MO de donde llegamos a que Q,(z) = MO (),

iv) Para u el funcional A—cldsico de Hahn, tenemos que

dlz=1)=(z+B)N —=z), Oz1)=pN-(at+f)e,

paraa, B > -1y € [0,N — 1], con N > 1 un nimero entero. De esta forma, la ecuacion
(6.5.9) se escribe como

(z + B)(N — 2)AVQn(z) + (BN = (a + B)z) VQa(z) + n(a+ B+ n — 1)Qu(z) = 0,

y, como esta ecuacién es la ecuacién en diferencias de segundo orden para los polinomios de

Hahn A 29D (g N 4 1), (ver (5.5.14)), deducimos que Qq(z) = hiv """ V(z; N +1). O

A continuacién estudiaremos cada caso cldsico, y deduciremos expresiones para la matriz
A (z), y la expresién del operador F{1).

6.5.1 El caso Charlier

Tomando como funcional A-cldsico u el funcional de Charlier en el producto escalar (6.5.1),
el operador en diferencias F (1) viene dado por la expresién:

FO = {[Aoo(z) = Aro(@)] 1 + [Mo(z) = V(Mp(e))] 2} + C(p - 2)V + CpAV. (6.5.12)

Si queremos un operador F (1) que conserve el grado de los polinomios entonces, de (6.5.12),
es necesario que se cumpla que

g7 (Mo0(2) = Mo(2)) = g7 (Mp(z) = V (Mo(2))) + 1. (6.5.13)

Consideremos el caso mas sencillo, esto es, tomemos el polinomio A; p como una constante.
Dependiendo de que este nimero se anule o no aparecen los dos casos siguientes:

(1) En el caso en que A;p = 0, sustituyendo en (6.5.12), deducimos que Agp(z) = Aop es
también una constante, con lo que la matriz AM(z) es una matriz de coeficientes constantes
diagonal de la forma:
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A 0
A(l)(z) = ( 8’0 All ),

con Ago ¥ A1, dos nimeros reales positivos para garantizar el caricter definido positivo de
AN(z).

(2) Cuando Ao # 0, usando {6.5.13), tenemos que Ao es un polinomio de grado uno, es
decir,
Xoo(2z) = a1z + ag, ay,a0 € R.
Imponiendo que el operador F(!) conserve el grado de los polinomios, de (6.5.12), deducimos
que
’\1.0 = -4 i,

con lo que la matriz AM(z) es

A(l)(m) = ( G+ 80 ~ap ) :

—mp A

(01#)2

de manera que A())(z) es una matriz definida positiva en
ag

donde a3, ag > 0,y A1 >

el soporte de u.

A partir del apartado i) del corolario 6.5.3 tenemos que, en cualquier caso, la sucesién de
los polinomios ortogonales con respecto al producto escalar A-Sobolev (6.5.1) vuelve a ser la
sucesion clasica de Charlier, {C% }no0-

6.5.2 El caso Kravchuk

En este caso, los polinomios de la ecuacién en diferencias distribucional son olg) =z ¥

P(z) = ]\;p —pa:, para p € IR tal que 0 < p < 1, con z € [0, N] donde N > 1 es un nimero

entero, con lo que

Pz —1)= (—‘1\-{-*%;-”—”’, b(z;1) = Lh%i.

1
Consideramos el producto escalar A-Sobolev (6.5.1) con u el funcional de Kravchuk, y-
20,0, A1,0 ¥ A1,1 polinomios reales verificando (6.5.7) y (6.5.2).
De este modo, el operador en diferencias F(!) asociado al producto (6.5.1) lo expresamos
como
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0 = {Doola) - ¥ (ug(e))] e 1; D _ [rs(z) = ¥ o)) (—~———-—‘N J{f’i —

c ((ifl-_l_)—’;—‘f—) v+ C(ifl-:—”)”m. (6.5.14)

Para obtener un operador F(1) que conserve el grado de los polinomios, de (6.5.14), de-
ducimos que

gr (Aoo(z) = V(A1,0(2))) = gr (M0(z) = V (Ar0(2))) = g7 (M),

luego

g7 (A10) < 97 {Xop), (6.5.15)

y, ademés, el coeficiente lider del polinomio A; g tiene que ser el coeficiente lider del polinomio
Xo,0 multiplicado por p, con lo que de (6.5.15) v de (6.5.7), concluimos que

g7 (Ao0) = g7 (M,0) = g7 (M,1)- (6.5.16)
(1) Supongamos que Ago(z) = Ao es una constante positiva. Entonces, para que el operador

conserve el grado, usando (6.5.16), tenemos que los polinomios A0 y A1,1 son también nimeros
reales de la forma

Ao(z) = Aoops  Aa(2) = A1,

¥, por lo tanto, la matriz A(l)(m), es la matriz de coeficientes constantes:

A A
)= o 57 )

con 0 < p < 1 un nimero entero, Agg > 0y A1q > Xoop?, de manera que AM(z) es una
matriz definida positiva.

(2) Otra eleccién puede ser considerar Ao €l polinomio de grado uno:

)‘U'U(x) =r+ N(]' = p)!

con lo que a partir de (6.5.16), deducimos que los polinomios Ao y A1,1 son

Mo(e) =pz +be, Ma(z)=pz+co, bo,co€R.

Para determinar el coeficiente b, sustituimos estos polinomios en (6.5.14), y obtenemos que
bg = 0. Asi
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+N(1-
T

Si ahora imponemos el caracter definido positivo de la matriz A(M)(z), se ha de cumplir que

(z+ N(1-p))(pz +co) > p’z®, z€[0,N],

es decir, llamando py(z) = (z + N(1 - p))(p + co) y p2(z) = p*2?, buscamos co tal que estas
pardbolas verifiquen la desigualdad

m(z) > m(z), =z €[0,N],
luego una condicién suficiente es que el minimo en [0, N] de la pardbola p; tiene que ser
mayor que el miximo de p; en [0, N] y, de este modo coN(1 - p) > p>N?. Entonces para que
la matriz A()(z) sea definida positiva es suficiente que
N 2
co > P .
127
Usando ii) del corolario 6.5.3 se verifica que, en cualquier caso, los polinomios @, ortogo-
nales con respecto al producto escalar (6.5.1) son los polinomios de Kravchuk KZ(z, N + 1),
(ver 5.5.10)):

KXo, N+1) = 1, Kl(&,N+1)(2)=z-pN+1),

g = 1
ke N+1) = Y (1) N =14 Busle-k+ Dy 222
k=0

6.5.3 El caso Meixner

Consideramos, a continuacién, en (6.5.1) el funcional A-cldsico de Meixner u definido para
z € [0,400).
Los polinomios de la ecuacion (6.3.3) son

dz-D)=plz+y-1), Oz;1)=(u-1)z+p(y-1),

con vy, p€Rtalesquey>0y0<pu<l
Si sustituimos los polinomios anteriores en la expresién (6.5.3), obtenemos que el operador
en diferencias F(!) asociado al producto (6.5.1) es

FO = {Dop() = V(Mo(a))] (= - 14+7)-
[Mo(z) = V(Ao(@)] (k- Dz +ply - 1))}H +
C((p-Dz+p(y-1)V+Cpuz-1+7)AV. (6.5.17)
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Buscamos un operador F(1) que conserve el grado de los polinomios. Para ello, de (6.5.17),
necesitamos que se verifique la siguiente igualdad entre los polinomios de la matriz A(2)

g7 (Mop(2) = V (A10(2))) = gr (M 0(2) = V (M,0(2))) = g7 (A1),

es decir,

gr(M,0) < g7 (hop), (6.5.18)
y el coeficiente lider del polinomio ;o ha de ser igual al coeficiente lider de Agp multiplicado
por #—”T, de donde usando (6.5.18) y (6.5.7), tenemos que

g7 (Xop) = g7 (M10) = g7 (A1) (6.5.19)

(1) Sea Ago(z) una constante positiva. Entonces si sustituimos en (6.5.17) y tenemos en
cuenta (6.5.19), la matriz A)(z) es de coeficientes constantes de la forma

( Ao Moot \
A () — s
L €

Aok A1
p=1

2
donde 7> 0,0 < p <1, Ap>0y A1p > /\0,0( B 1) , para garantizar el carcter definido
positivo de la matriz AM)(z).

(2) Supongamos que Agg es un polinomio de grado r, con r > 0, esto es,

Aoo(z) =a2" +...,

con a; € R, para 0 < i < r. De ssta forma, usando (6.5.19), deducimos que gr(A1,0) =
gr (A1) = Ty, a partir de (6.5.17) y de (6.5.7), concluimos que

A]_‘Q(z) = ay ('u ’i 1) B 4 iy )\1‘1(1‘) = Aro(z) + co,

con cp un niimero real. Si imponemos el caricter definido positivo de la matriz AN (z),
tenemos que a4, >0y

2
(ae2” +...) (ar(#’:l)x’-#...-}-co) - (a,(pﬁl)m’-l—...) >0, ze€l0,400),

por lo tanto, el coeficiente lider de este polinomio ha de ser positivo en [0,40c), con lo que
obtenemos que
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es decir,

m I

T e ey
pero esto no es posible ya que 0 < u < 1.

De esta forma, la tinica posibilidad para obtener un operador en diferencias que conserve
el grado de los polinomios, es considerar el caso (1). De este modo, la expresién del producto
escalar (6.5.1) es

A()[Zl /\0,0P» ( )
: p-1 gz =
e (Ag(z))x VigeP,  (6520)
p-1
con u el funcional de Meixner, 7, 4 € R tales quey >0y 0 < p < 1y, Ao ¥ A1) ndmeros
2
reales tales que Ao >0y A1 > /\o'g(pli 1) i

(£,0)%) = (u,(f(2),Af(2))

1,1

De iii) del corolario 6.5.3, deducimos que la sucesién de los polinomios ortogonales asocia-

dos al producto escalar A-Sobolev (6.5.20) es la sucesion {M,(;’_l’")}nzg de los polinomios de
Meizner generalizados, (ver el capitulo 7 de esta Memoria), definidos mediante las siguientes
expresiones:

M{M(2) = 1, Mf‘*"""(z)=r+"—*—”g__ =

MY '(z) = (Eﬁ_ﬁ)nki (:) (Y=1+k-k(z—k+ 1) (1 ~
=0

6.5.4 El caso Hahn

Sea u el funcional A—clisico de Hahn. En este caso,

o(z)=z(N+a-z), ¥(z)=(B+1)(N-1)-(a+p+2),
paraa,B 2 -1y € [0,N — 1], con N > 1 un nimero entero. De esta forma

d(z—1)=(z+B)N -=z), 0(z;1)=pN - (a+f).
Estudiamos el producto escalar A-Sobolev (6.5.1).
El operador en diferencias F (1) asociado al producto (6.5.1) es

FO = {Doo(z) - V(Mo(2)](z+ )N - z)-
[Mo(z) = V(A 0(z)) (BN = (e + B)z)} +
C (BN - (a+B)z)V +C(z + B)(N — z)AV. (6.5.21)
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Si queremos un operador FM) que conserve el grado de los polinomios, de (6.5.21), de-
ducimos que hay que distinguir dos casos: el caso en que a + 3 sea cero y el caso contrario.

(A) En el caso en que @ + 3 = 0, entonces 8(z; 1) es el polinomio de grado cero 0(z;1) = BN,
con lo que sustituyendo en (6.5.21), obtenemos que la expresién del operador F1) se escribe
como

FO = {[oo(e) = V (Mo(2)](z + B)N - 2) — Aro(2)BN} T +
+ CBNV+C(z+ B)N - z)AV, (6.5.22)

y, por lo tanto, para que F' (1) conserve el grado es necesario que

gr ([Moo(z) = V (Mo(2))] (z + B)N = z) = Aro(z)8N) = 0. (6.5.23)

Dependiendo de que el valor del pardmetro 3 sea cero o distinto de cero, vuelven a aparecer
dos casos.

(A.1) 8i B # 0, usando (6.5.23), tenemos que

24 gr (Aoo(z) = V(A0(2))) = g7 (A10)

esto es, el grado del polinomio A1, como minimo es dos. Supongamos que gr (A1) = 2,
de donde usando (6.5.23), tenemos que Agp es un polinomio de grado uno y, ademds, las
expresiones de estos polinomios son

doo(z) = ar(-2z - B+ 1+ N(B+1)), Mio(z)=ai(z +B)(N - x) + bo,

con @y ¥ by nimeros reales. Teniendo en cuenta (6.5.7), el polinomio A; ; es

Ma(z)=ai(z+B8)N-=z)+c, € R,

y, por lo tanto, la matriz AC){z) se escribe como

A(l)(:c)— G1(-—2.’!‘-—ﬁ+l+N(ﬂ+1)) a](I-l-,L?)(N—T)-{-bO
g a(z + )N -2)+b  ai(z+B)(N-2)+c [/

Imponiendo que la matriz AW (z) sea definida positiva, es necesario, en primer lugar, que
Xoo(z) > 0, en [0, N — 1], con lo que obtenemos que

N+1
1—_5%7, y teniendo en cuenta que N+1> N -1,

tenemos # < —1, lo cual es una contradiccion.

N-3
ii) Si a; > 0, deducimos que 3 > o1
(A.2) Sea B =0, con lo que el polinomio #(z;1) es idénticamente cero. Sustituyendo este
polinomio en la igualdad (6.5.23), dedncimos que necesariamente Ago(z) = V (A10(z)) -

i) Para a; un nimero negativo, entonces § <
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Estudiamos el caso mds sencillo, es decir, tomamos Agg(z) = Ao, donde Ayo es una
constante positiva para asegurar que Ago(z) > 0, y consideramos Ay el polinomio de grado
uno

Mo(z) = Aot + bo, bo € R.

Usando (6.5.7), tenemos que

Aa(z) = Agpr + 0, c€R,

luego

Moot +bo AT+ o z+by z+6

AW(z) = ( Mg Aaot o ) = Ao ( ; £l ) )

dondeﬂom{-?r—‘ycbﬁ e

Ann.
Si ahora imponemos el caracter definido positivo de la matriz A)(x) es necesario que
4\0'0 >0y que

z+ ¢ > (:r:+5g)2, z€[0,N-1].

Esto es, hay que buscar ¢, de manera que la recta ry(z) = & + ¢ se sitie por encima de la

-2 L
pardbola, py(z) = (:r + bu) , para by un nimero real fijado, en [€, N — 1]. De esta manera
siempre podemos encontrar ¢p tal que

éo > ma.x{l')g, (N*-l-’riio)z—(N-— 1)}.

Entonces para que la matriz A)(z) sea definida positiva Mg tiene que ser una constante
positiva y, ademds, co tiene que verificar que

Co > AgpMmax {BE,, (N -1+ 50)2 — (N - 1)}.

En este caso, el producto escalar A-Sobolev (6.5.1), queda

(f9k) = Ao,o(u,(f(x),Af(z))( s ) ( 9(e) )), VigeP. (6.5.24)

z4+by 2+ Ag(z)
Finalmente, teniendo en cuenta iv) del corolario 6.5.3, concluimos que los polinomios orto-

gonales con respecto al producto escalar (6.5.20), son los polinomios de Hahn hifl"”(:r.; N+
1), (ver (5.5.12)), definidos mediante las siguientes expresiones:
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hg’l'—l)(:c; N+1) % h‘l_l’_n(m; N+1l)=2z-N,

(=1,=1)f e N n e (_N+k)n—k(k]n—k S
h; (z;N +1) kzﬂ(’“)u k+ 1)k ¥ e g n>2.

(B) Cuando a + 8 # 0, tenemos que gr(6(z; 1)) = 1. Para obtener un operador que conserve
el grado, de (6.5.21), deducimos que se tiene que verificar que

gr (M) = gr(Aop) + L. (6.5.25)

El caso mas sencillo que podemos considerar es cuando Ago() es una constante positiva,
esto es, Ago(z) = Agp > 0. Entonces, de (6.5.25), el polinomio A1,p tiene que ser de la forma

Ar0(z) = bz + bo,

donde b, y by son dos nimeros reales.

A continuacién, queremos determinar este polinomio Ay calculando los valores de by y
bo en términos de la constante Agg. Para ello, a partir de (6.5.21), deducimos el siguiente
sistema lineal

ba+8+1) 20,05 (6.5.26"
(N —Boo+(a+p)bo = (N+a+pBN)bh, (6.5.27)
(Aop — bo)BN constante. (6.5.28)

Supongamos que a + 3 + 1 = 0 entonces, usando (6.5.26), se tiene que Aoo = 0, pero
ésto contradice el cardcter definido positivo de la matriz AM)(z). Asi, a + 3 + 1 tiene que ser
distinto de cero.

Si despejamos los coeficientes by y by de (6.5.26) y de (6.5.27), respectivamente, obtenemos
que

By Ao0 Ao,0

=k e
at+B+1’ ° (a+PB)at+B+1)
entonces la expresion del polinomio Ay es

[(a+B)B+1)- Na],

y, a partir de la relacién (6.5.7),

A
)q,l( ) = E‘%U-i_—i“x‘l‘ Ccp, ©Co € R.

De este modo, en este caso, la matriz A1)(z) se expresa como
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+m+ﬁﬂﬂ+U—N0
a+j

T+ ¢

a+f+1

L (@+8)(B+1) - Na
£ a+f ]

cola + 5+ 1)
Ao

el cardcter definido positivo de la matriz A()(z), con lo que Agg tiene que ser un nimero

positivo y

donde ¢y = . Ahora, queremos determinar la constante ¢o. Para ello, imponemos

1 (a+8)B+1)—Na
(a+;3+1)?(er ar i

Esto es, necesitamos que se verifique que

2
z+ 6> ), r€[0,N -1].

(a4 841)2 (a+3)? :

i) 2
(a+mg3:;) Na) _(N_l)}_

1 mx{[(a +B)(B +1) - Naf?

(N—*1+

Usando el apartado iv) del corolario 6.5.3, tenemos que los polinomios ortogonales con
respecto al producto escalar A-Sobolev

T+ ¢

/\u,o /\1,0(55)
(£,9)8) = doolu,( f(2),Af(x)) ( ke o ) (L) s

a+p+1

A0,0 [I (a+3)B+1)- Na
at+fi+1 a+f
polinomios de Hahn generalizados hslo_l‘ﬁ—”(a:; N + 1), definidos como

para u el funcional de Hakn, y Ayo(z) = ], son los

Npj
a+f
(=N +Ek)pi(B+ K)n—tk
(a+B+n+k—1)ui’

hga-l'ﬁ_”(.t;N 4 1) 1, h(]o—-l.ﬁ-ll(z-,j\f + 1) = —

n > 2.

hﬁf‘“'ﬁ‘”(m;N-i—l) Z (:)(:::—kﬁ—l)k

k=0




Capitulo 7

Polinomios de Meixner
Generalizados

7.1 Introduccion

E n este capitulo estudiaremos propiedades de ortogonalidad para los polinomios de Meixner,
{M,(;"” )}n, con los parametros reales 0 < p < 1y+y € R.

Recordemos que los polinomios cldsicos de Meixner, que denotaremos por {M_.ﬁ”"‘"}m para
>0y 0 < u<1,son lafamilia de polinomios ortogonales con respecto al producto escalar:

pT(y + z)
I(y)(z +1)’

con v >0y 0 < p < 1 para asegurar la convergencia de la serie.

Es conocido, (ver la expresién (5.5.7)), que dados v y ¢ dos nimeros reales tales que ¥ > 0
y 0 < p < 1, la expresién explicita del n—€ésimo polinomio ménico de Meixner en términos de
la funcién hipergeométrica generalizada ,F;, se escribe como

400
(f.9) = f(z)g(x) z € [0,+00),

z=0

MP#(z) = (7)a (_f_‘_) 2Fl("""‘“" 1 20, (7.1.1]

pu-1 Y
donde z € [0,+00).

Sin embargo, a partir de ia expresién explicita (7.1.1), simplificando adecuadamente, es
posible considerar cualquier valor real del parametro 7, ya que el polinomio MO s de grado
n,conn > 0y v € R. De esta forma, tiene sentido definir familias de polinomios monicos de
Meixner {M,(f"”)}nzg, para cualquier y € Ry p € R tal que 0 < p < 1.

De esta expresion explicita, podemos deducir que los polinomios ménicos de Meixner
verifican, para cada valor real de v, la relacién de recurrencia a tres términos

MU = 0, M{N(z)=1,

159
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M{W(2) = MOD@) + B0 M)+ M e), n 20, (112)

g S PN Y mm-147)
; T (-1

Cuando v # 0,-1,-2,.., de (7.1.3) tenemos que '7,({"'”) # 0, para n 2 1, y del teorema
de Favard, (ver el teorema 1.3.2), podemuos asegurar que la sucesion {M,(f"”}}.n?g es ortogonal
con respecto a un funcional regular.

Si ¥ > 0, este funcional es definido positivo, y los polinomios de Meixner son ortogonales
con respecto a la funcién peso clasica

(7.1.3)

(ve) Sk “J:I"(.}, 5 I)
Al e T pea T

Paray =0,—1,-2,...,de la expresién (7.1.3), deducimos que paran = 1-7 el coeficiente

'7,(9"“ ) se anula. De este modo, a partir del teorema de Favard no podemos deducir propiedades
de ortogonalidad estandar para los poliromios de Meixner con parametros v = 0,-1,-2,....

El propésito de este capitulo es dotar de propiedades de ortogonalidad a la sucesion de
polinomios ménicos de Meixner, {M,(f“")}nzo, con 0 < p < 1y+v€IR. De hecho, vamos a
demostrar que estos polinomios son ortogonales con respecto a un producto escalar discreto
no diagonal que involucra operadores en diferencias, es decir, un productc escalar A-Sobolev,
como los estudiados en el capitulo anterior.

Resultados similares han sido materia de estudio en diversos trabajos, para diferentes
familias de polinomios cldsicos en ei caso continuo (ver p. e. [96], [97], [145], [146], [7], [12] ¥
los capitulos anteriores de esta Memoria.)

A continuacién, describiremos la estructura del capitulo. En la seccién 2 defiuiremos los
polinomios moénicos de Meixner, {M,({’f’“)}n, a partir de su expresién explicita, para ¥ € IR
y 0 < g < 1. Simplificando en esta expresion explicita, veremos que es posible demostrar
que las propiedades algebraicas que verifican los polinomios cldsicos de Meixner, se siguen
verificando para cualquier valor real del pardmetro 7.

Definiremos, en la seccién 3, un producto escalar discreto no diagonal A-Sobolev del tipo
(6.2.1) y, demostraremos que la sucesién de los polinomios de Meixner {M,S[V”u )}n>05 para
~€Ry0< < 1,es ortogonal con respecto a este producto escalar. &

La siguiente seccién la dedicaremos al estudio, en el caso particular de los polinomios de
Meixner, del operador en diferencias F (K) definido en el capitulo 6 de esta Memoria, para K >
max{0, [-7+1]}. Para este operador, obtendremos una expresién recurrente que nos permitird
demostrar que F(X) conserva el grado de los polinomios y, por lo tanto, deduciremos que los
polinomios de Meixner generalizados son funciones propias de este operador en diferencias.
Daremos, por dltimo, unas relaciones entre la sucesién de los polinomios de Meixner genera-

lizados {M{"™}.50, ortogonales con respecto al producto escalar A-Sobolev definido en la
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seccién 3, y la sucesién de los polinomios cldsicos de Meixner {M,S,"I+ “)}n‘ag, ortogonal con

respecto a la funcién peso cldsica p(1+H#),

En la seccién 5 realizaremos un estudio de la sucesién de los polinomios de Meixner gene-
ralizados {M,(:.N'“)}nzu, para N = 0,1,2,.... Demostraremos una serie de propiedades que
verifican estos polinomios y obtendremos, en este caso particular, una nueva expresion del
producto escalar A-Sobolev, que nos permitira dotar de propiedades de ortogonalidad no
estdndar a la sucesion {M,(.'N'” )}nzg, resultado que por el tecrema de Favard no era posible.
A partir del operador en diferencias definido en la seccién 4, estudiaremos el operador en
diferencias F(N+1) que serd simétrico con respecto al producto escalar A-Sobolev cuando
consideramos K = N +1y 7y = —N. Deduciremos una serie de relaciones entre la sucesion de
los polinomios de Meixner {M,(,_N'”)},,ZO y la sucesién de los polinomios clasicos de Meixner

{M,(,,l‘“)}uzg, ortogonales con respecto a la funcién peso P (z) = p®.

7.2 Definicién y Propiedades de los polinomios de Meixner
generalizados

Sean v y p dos niimeros reales tales que y >0y 0 < p < 1. Teniendo en cuenta la definicion
de la funcién hipergeométrica, la expresién explicita (7.1.1) del n-ésimo polinomio monico de
Meixner es equivalente a

7)ik! [0

MO () = (1)a (#—‘j—l) :z:ﬂ—)%(—‘—“’)—“ (1- 1)k, n20.

La suma que aparece en (7.2.1) es, en realidad, una suma finita y, gimnplificando conve-
nientemente, podemos escribir:

Mé“f'“)(x) g (_u_)ﬂ

i Xﬂ:(z)(ﬂk)n-k(:v—kﬂ)k(l-i)k, 20 (728

k=0

Se puede observar que la expresién (7.2.2) es vdlida para cada valor real del pardmetro
v, ¥, por lo tanto, esta expresién define un polinomio monico de grado n. De este modo,
para 7 € R, podemos definir familias de polinomios ménicos de Meixner {M,(f‘“}}nzg, que
constituyen una base del espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales, IP. Estos
polinomios los llamaremos polinomios de Meizner generalizados.

Haciendo unos simples cdlculos en la expresién explicita (7.2.2), podemos demostrar que
la mayoria de las propiedades algebraicas que verifican los polinomios cldsices de Meixner se
siguen verificando para cada valor real del pardmetro 7, tal y como mostramos en los dos
resultados siguientes.

Proposicién 7.2.1 Se considera 0 < p <1y~ cualquier nimero real. Entonces, los poli-
nomios de Meizner {M,(:”‘“}},.l verifican las siguientes propiedades:
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i) Relacién de recurrencia a tres términos

M) = 0, M{)N(z)=1,
sMI(z) = MO (2)+ B MEH (@) + 40 M (@), 20,

ﬁ(‘y,p) I 'ﬂ.(l + lu) + By (vo8) — ?#(n -1+ 7)
n o 1 2 ’ 71: CoF ( = 1)2 #
p m

it) Dado 0 < k < n, un nimero entero, se tiene que

id) APMI2) = (n-k+ DeMT(@),
ii.?) VkMT(;mu}(I) = (_n-k-!—l)kM?(;"_tk'“)(x—k)_

iii) Relaciones de estructura
v4+n-1

b=
i#2) SYM(z) = M{#(2) + (F*_‘_.l.) (1 - 7 )ME)(z).

1) (ZE7) amie) = Mpoie) + (22 ) ME2ce)
iv) Ecuacion en diferencias de segundo orden

sAVy + (g — 1)z + py]Ay + (1 - p)ny = 0,

donde y = M,(f‘”)(m) es la dnica solucion polinémica de (7.2.9).
v) A-representacion

1
MPW(a) = — MM (@) + TEo AMO N a), (248)

vi) V-representacion
MOH)(z) = 1 vMO (z) + 0 VM) (z).
i 851 le=p  °

Proposicién 7.2.2 En las condiciones anteriores, para k > 0, se verifica

k ; R i k
i) M,(;"'-“)(:E) = Z (k) (_L) A'M}:’_k"‘)(:ﬂ) = ([+ ;%TA) Mf(t'*‘k-“)(x).

=0 ¢ ﬂ—l
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k
i) MO(2) =Y (k) ( . 1) Vi MGk (e + k)
i=0

"‘_

k
= (I + ’,T%-_IV) M,.(‘w-k'u)(.l: + k). (7.2.13)

Demostracién:
i) Aplicamos irduccién. El caso k = 0 es trivial. Si tomamos k = 1 en (7.2.12), usando la
expresién (7.2.10) junto con la propiedad de diferenciacién (7.2.5), la sumatoria queda

1

Z( e ) pu ) = M)+ L AN =
M—-

1=

= S AMSEa) = MOVE)

Suponemos que la relacién (7.2.12) es cierta para k — 1, y probamos el resultado para
k. Para ello, aplicando la hipétesis de induccién, la propiedad de diferenciacién (7.2.5) y la
relacién (7.2.10), concluimos que

M(‘r.u) z-:(k 1 ( H )AM(’T k+l.u)($)
) o (e am) -

) Al (M('T k) (z) + ;I_E_lAMT(;r—k.ul(z)) =

Finalmente, usando que para cualquier polinomio f € IP, se verifica que
Ly
(1+ —*A) f(z) = Z (") (—“—) A f(z), (7.2.14)
imo\J p—1

deducimos el resultado.
ii) Se obtiene usando un razonamiento por induccién andlogo al anterior, junto con la relacién

(r+:459) )= s (—i;)J vif(z), (7.2.15)

i=0 s

donde f es un polinomio arbitrario del espacio P. O
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7.3 Ortogonalidad para los polinomios de Meixner

Sea € R tal que 0 < p < 1y K > 0 un nimero entero. Definimos la matriz triangular
inferior de dimensién K + 1, L{K), como:

(5 (%)

( 7 g
K
1

K
K

ALey |

K-1
1
K-1
K -1

1o

K -2
K-2

G H o LSl

Denotamos por A’ a la matriz simétrica definida, a partir de L(K'), mediante la expresion

A®) = LKL(K)T, (7.3.1)
luego, si A) = (A;; )Ry, entonces

parlvmdll

Evidentemente, la matriz A(¥) es una matriz definida positiva ya que la relacion (7.3.1)
es la factorizacién de Cholesky para AK), (ver [157], p. 174), y, ademds, se verifica que
det (AK)) = 1.

Si consideramos AX) la matriz definida en (7.3.1), K > 0 un ndimero entero y vy > - K,
un nimero real, podemos definir el producto escalar A-Sobolev de dos polinomios f, g € IP,
en la forma:

min{i,j}

A= 3, Y

p=0

K-p
o

K-p
j=p

M i+i—-2p
)77 ecigsk

; +o0 Z <
(£,9)F" = ¥ F@)AXIG(2)Tpr+EM)(g), € [0,+00),

=0

(7.3.2)

donde F(z) y G(z) son los vectores definidos por

F(z)
G(z)

sy A f(2));
o BHg(2)),

(f(z), Af(z),
(g(z), Ag(z),

WIr(y+ K +z)
I'(y+ K)I(z +1)

p(*:+1\".u)( z) =
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es la funcidn peso cldsica de Meixner.

Por ser ¥ + K > 0, todas las series que aparecen en (7.3.2) son convergentes y, como
consecuencia del caricter definido de la matriz simétrica AK), se concluye que (., )( ) o
un producto escalar, de hecho, (7.3.2) es un producto escalar discreto no diagonal A~ >obo]ev

como los estudiados en el capitulo 6.

Nota. En el caso en que & = 0 y, por lo tanto ¥ > 0, el producto escalar (7.3.2) es el
producto escalar estindar asociado a la funcién peso clasica pl1#) | es decir,

(f,9) = (f,9" = me)y(m )p¥(z), 2 € [0, +00).

=0

Para simplificar la notacién, en lo que sigue notaremos por p a la funcién peso clasica de
Meixner plrHEm),

Teniendo en cuenta los elementos de la matriz L(K'), es posible dar una representacion del
producto escalar (7.3.2) en términos del operador identidad I' y del operador en diferencias
finitas hacia delante A.

Proposicién 7.3.1 Se consideran los pardmetros ¥, p € R con0 < p <1, y K 2 0 un
nimero entero tal que v + K > 0. Entonces, dados f y g dos polinomios arbitrarios de IP, el
producto escalar (7.3.2) se puede escribir en la forma:

i K_ =
(F,g) M = ZZ(I+—A) A’f($)(1+ h#TlA) ' Ngla)p(e).  (733)

=0 3=0

Demostracién:
Usando la expresién (7.2.14), el producto F(z)L(K ), queda

(f(@), Af(2), ..., AFf(z))L(K)=

(i(f)(u—ﬁi)jmf(w)’ E(K;I)(Tﬁ_l)jym“”)’ Aﬁf(m))z

J=0

=((I+,J—ﬁfA)Kf(I)’ (’+,Tf“iA)K_l‘“f(“”* v BKSGE) ).

con lo que llegamos al resultado. C

En la siguiente proposicién establecemos una expresion recurrente del producto escalar
definido en (7.3.2), a partir de la relacién (7.3.3).

Proposicién 7.3.2 En las condiciones anteriores, se verifica que el producto escalar (7.3.2),
se puede escribir en la forma recurrente siguiente
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(f )M = ((1 ¥ u_’ii ) /, (I + ;‘i—la) g);ﬁ_l'ﬂ + f.ﬁ" f(2)AK g()p(z). (7.3.4)

=0

Demostracion:
Usando (7.3.3), tenemos que

—J

(o) = ZZ(H—A) A’f(w)(H——-A) Ag(z)p(z)

=0 j=0
400 K-1

302 (I +—A) Ajf(w)(1+ﬁl‘_—1 ) = sy

;c—GJ 0

Z AF f(z)a%g(z)p(z) =

=0

f hf (I+ ﬁA)K_H A ((r + p._ii-_lA) f(:r:))

z=0 j=0

([ = "’TA)K"J.HI A7 ((I # ”—‘i—lﬂ) g(w)) plz) +

400 3
Y- AR f(z)a% g(z)p(x) =
=0
+00

((1 + ﬁA) f, (I + “_’_‘I-A) g)“{_m) + Y AR f(2)AKg(z)p(z). O

& =0

Los polinomios de Meixner { M,(;”‘) }n, paray € Ry 0 < g < 1, son ortogonales con
respecto al producto escalar (7.3.3). El siguiente teorema nos muestra este hecho.

Teorema 7.3.3 Sean 7, p € IR con 0 < p < 1. Entonces la familia de los polinomios
ménicos de Meizner, {Mn el )}nzo es una SPOM con respecto al producto escalar A-Sobolev
()% donde K > max{0,[-7 + 1]}.

Dermostracion:
Calculamos el producto escalar de dos polinomios ménicos de Meixner Mn {ros) y M,(Tf )
A partir de (7.2.5) y (7.2.12), el producto escalar (7.3.3) queda

400 K

(M(-r.ul Mo #)) i =35 (I 4 —-———A) AjM,(""”)(:r)

r=0 ;=0 =
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u B h'—j i \
(I + FA) A MO (2)p(x) =
400 K

Y S (r-j+1)i(m—j+1); (I - —~A) M“*""’(m}
r=03=0

(14 258) " M @0io =

400 K

33 (0 -+ Dim - j + ;M09 @M @)p(e),
z=0j=0

donde suponemos que para ¢ < 0, entonces M,»('*"LK‘” ) = 0. Usando la ortogonalidad de los
polinomios de Meixner {M'.”'”‘"")},-ZQ con respecto a la funcién peso p, llegamos al resultado.
(=

Nota 1. Una forma alternativa para este mismo enuuciado, usando la misma matriz que en
el caso del operador A, se obtendrfa definiendo el producto escalar en la forma siguiente

(0¥ 2 F(2)ABG ()T prtE (), (7.3.5)

r=0

donde F(z) y G(z) son dos vectores definidos por

F(z) (f(z), Vfz+1), ..., VEf(z+K)),
G(z) = (g(z), Vg(z+1), ..., VFg(z+K)).

Nota 2. Otra forma en el caso del operador V usando una matriz diferente, podria ser
considarar el producto escalar

r +l‘m - - - -~ »
(£,9)%EM = T F(2)A®IG(2)Tpr+H)(z - K), (7.3.6)

=0

donde ahora £ (z)y G(z) son los vectores

F) = (f), V@), -, vk f(z)),
G(z) (g(z), Vg(z), ..., VEg(z)),

y A) es una matriz simétrica definida positiva cuyos elementos se definen como

minfid} o . i+j-2p
> (AN (TN ) o et
i=g i j=p i l=p

p=0
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Nota 3. Si tomamos K = 1y y = 0 en el producto escalar (7.3.2), a partir del teorema 7.3.3,

deducimos que los polinomios de Meixner {111’1&0”‘)}ﬂ son ortogonales con respecto al producto
escalar A-Sobolev

p
400 1 =
sat=Euearn| o, (o)
— p_-.l

Es decir, obtenemos el mismo resultado que en iii) del corolario 6.5.3 cuando escogemos ¥ = 1,

2
p "
= 1 — SIS A - — 3
Ao = 1, Aan ,u—ly 1 (“_1) +1

=1

7.4 El operador en diferencias (%)

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el capitulo 6, sabemos que existe un operador
en diferencias FK) que es simétrico con respecto al producto escalar A-Sobolev (7.3.2).
Estudiamos este operador en el caso en que se consideran los polinomios de Meixner, ya que,
en este caso, FU¥) tiene unas caracteristicas especiales.

Dado K > 0 un nimero entero, tomamos la expresién general (6.3.8) del operador en
diferencias FU) escrita en términos de la funcién peso p, para la matriz AK)(z). Esto es:

K >
fse 2
pE =l (1 -9 . (=1EVE AP %
- Eaat o e
p(z)AK
donde ¢ es el polinomio que aparece en la ecuacién (6.3.3) escrita en términos de la funcién
peso p, es decir

: (7.4.1)

#(z — 1)Vp(z) = 6(x;1)p(z). (74.2)

Hemos visto que para los polinomios de Meixner la matriz A®)(z) es una matriz de
coeficientes constantes que verifica AK) = L{K)L(K )T. En este sentido, si sustituimos los
elementos de la matriz L(K) y las relaciones (7.2.14) y (7.2.15) en (7.4.1), llamando

.
&(z; K) = [] #(z - ),

=1

obtenemos una expresién mas simple del operador en diferencias F' e

&) _ M@ K)o e N Y
e e p(z) ,-ZE,( vy (I+1_FV) ”("’)KI+,‘_1A) A, (7.4.3)
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donde, teniendo en cuenta la seccién 5 del capitulo 5, o(z) = &, ¥(z) = a(p — 1} + u(y + K),
dz)=pz+7+K)yb(z;1)=(p-D)e+pu(y+K-1),paray>0y0<pu<l

Nota. Un sencillo cdlculo muestra que en el caso K = 1, la expresién (7.4.3) coincide con
la obtenida en (6.5.17), para el operador F (1) tomando 7 + 1 y los polinomios de la matriz

2
A(l)(:r} los nimeros reales siguientes: Agg = 1, Agp = E—H—l My = (;}i—l) + 1.

La expresién (7.4.3) del operador en diferencias F (K) puede escribirse en forma recurrente,
como mostramos a continuacién,

Proposicién 7.4.1 Sea K > 0 un nimero entero dado. Se verifica que

e
FK) = [(1-p)e - py] FEVA - 2V (FE-DA) 4
®(z; K)

p(z)

K : \K
(I+ = V) p(.z)(I+E—‘:—1A) O EEL (4

Demostracion:
Para K = 0 se tiene, a partir de (7.4.3) que F(® = I. Deduzcamos la expresién recurrente.
Para ello, de (7.4.3) tenemos que

FE = 78 4 59,

vy (1+ Tf—HV)K_J p(z) (I + ;L%A) W,

- K K
- (I+ —“—v) o(z) (1 + LA) .
1-p g1
Por lo tanto, falta por probar que el operador flw) se puede expresar en términos de F (K-1),
Usando la ecuacién (7.4.2), obtenemos que

(K) _ ﬂ“") ( e ( # )""j_l sk -
F! (Z( vy (I+ v) olo) [T+ 558 A1) =

K-j-1
=7 (‘I’(I+1 Il) Z( vy (I+—V) p(z)

plz+1) i3

K-j-1 |
(I + -f‘—A) A"“)
u-1
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Siet LIRS o (1i v N
v (--——-—-1— -Vvy (I+ ——mV) T ( + ——-A) AJ“ =
-V ((=+ 1).?“"-1)A)

( U;)) Z( ~vy ( +ﬁV)K“i—1p(x) (I+ F‘i—la)ﬁ_j—lz\f“ =

-V ((z+1 }”{’"”A) it

e S 1220

K-j3-1
H i+
=l
- ( (2 + )FE-VA) +[o(z +1) - ¢(z - K)] FHVA =

[(1 - w)e - uy] FEDA - 29 (FE-DA). ©

En el siguiente resultado demostramos que el operador en diferencias F (K) es un operador
que mantiene el grado de los polinomios.

Proposicién 7.4.2 Sea z" un polinomio de grado n. Entonces, se verifica que
P po q

f(ﬂ-)j}n = F(R,I\-).’E“ Fieay M2 Ii',

F(n,K) Z(l—p)‘

!
prrd (n i)!

(—---Y‘ ‘(7+n) e~ >0,

representa el coeficiente lider del polinomio FlK)gn,

Demostracion:
Demostramos el resultado por induccién. A partir de la proposicién 7.4.1, tenemos que

FK) = }-(h)+;(f\)

[(1 - p)e — py] FEDA - 2V (FE-DA),

‘1’5;;1)1') (1 4 1—f—‘IV-)K plx) (I + “’i IA)K.
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Si K = 0 por ser (O = [ el resultado se verifica. Cuando K = 1, si en la expresion (6.5.17)

2
del operader F(!) tomamos Mg = 1, Ap = ;p_l Y Ap = (F#—I) + 1, obtenemos que

también este operador conserva el grado.

Suponemos que el resultado es cierto para K — 1. Entonces se verifica que el operador
F {K) conserva el grado. Por lo tanto, basta probar que el operador £, (K 1o conserva, y lo
haremos de nuevo por induccién en K.

En el caso K = 0, se verifica el resultado ya que féo) es el operador identidad. Si
consideramos K = 1, deducimos que

=S 112 1)

(z ~ 2
(D(:;(I)l) [.0(-1‘) 2 ‘L_l IP(E)A + i—’_l—‘;V(p(x)I) = l_f_;:) V(p(m)A)] =

[¢(z—1)+If“o(z:l)]u[”‘_‘]m—n_(%ﬁ)23(.r;1)]a+

2
+ 1# a(z)V - (l—f‘;) a(z)AV =

2 2
(ﬂ)f-(—i—) vA + —-‘“—N-( £ ) zAV,
1-p p-1 1-p 1-p

luege .?-'2(1) conserva el grado. Supongamos que el resultado se verifica para K — 1 y lo vemos
para K. Entonces tenemos:

K

e
piz; (I o —"_‘A) =

nuv)
(

”v) 1+—-—V e }(I+—A)K_1 (I+“’il-a)=

&(z; K) (
plx)

T g o)
+

-
l—f-ﬁfp;";‘—m’)‘)v((f —f—uv)h lp(.r)(f“l- #—‘i—la)ﬁ-_l (Hfi—l&)) =
#(z - K)FE- ”(1+# 1A)+

m ®(z + 1; K) ( u )’\'—1 ( m )ﬁ'-l (
v I+ -—V I+ ——A I
1-pn ( plz+1) +1-~,u plz) +p-1 +,u

p @(x+1;1f))( )" ( z \""‘(
,u—lv( p(z +1) ”1— L L

1
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&z - K)FEY (1 #‘ila) + 1f V((z+l Y FE=1 (1+ g IA)) ¥

+
R K-1 f\ 1
L A(‘I’(“"'I‘)) 1+ \7) 5 (I+ - A) (I+——A):
p— p-1
+

g1 plz) 1
L pe R p B (K-1) -y :
&z — K)F} (I p—lA)+1— V((.’r-i—l) (I+u_1.s))+

ey e RV (K-1) e
2 [:c+1 (s - K)) FS (I+——“_1A)_

R L) e~ B
e LR --A]f (I+————A)+
Lu_ z =] ‘15('5 )| Fa w1

1_ 2V (}'“‘ i (I-i A))

(luju)ﬂh 1) (1+ A)+1_ Y (:F“‘ ot (1+ “_‘IA)). (7.4.7)

Si, ahora, usamos la hipétesis de induccién, concluimos el resultado. Ademas, identificando
coeficientes lideres y usando 'recurrencia, deducimos que

( s )K_i (y+nr)k-i>0. O

(n. K) -2(1 Wi
Aplicando la proposicién 6.3.1 y el teorema 6.3.3, en el caso particular de los polinomios
de Meixner {Mn vy, cony € Ry 0< u< 1, deducimos los siguientes resultados.

Proposicién 7.4.3 Dados f y g dos polinomios arbitrarios de IP, se verifica que

(1K@ +xf9) " = 3 ) F®g(a)p(a)

r=0
#r(y+ K +z)

donde p(z) = I'(y+ K)(z+1)

con z € [0,+00).

Teorema 7.4.4 El operador en diferencias F\1) es simétrico con respecto al producto escalar
definido en (7.3.2), esto es

(F001,0) = (1.5%99) 5"

A

A partir de las relaciones (7.4.5) y (6.4.3), se verifica que los polinomios de Meixner
generalizados son funciones propias del operador en diferencias F(X), tal y como mostramos
a continuacién.

Propusicién 7.4.5 Para cada valor de n > K, se tiene

FEMOW () = F(n, K)M{)(z).
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Teniendo en cuenta (6.4.1) y (6.4.2), es posible relacionar los polinomios de Meixner gen-

K,
12'\+ u)}

eralizados {M,(»."‘“)}n y los polinomios clasicos de Meixner {M n~ en la forma siguiente:

Proposicién 7.4.8 Se verifican:

n+k
i) Kz +7)kMOHER ()= ) an; M z), n20,

i=n

; k.
donde G nsk = B%, ona = F(n, K)=.

n

i) FEOMO) = ¥ M), n2 K, (7.4.10)
i=n—-K
St i K
donde B, = F(n,K), Pan-k =H -.
k-
Como consecuencia de la ortogonalidad A-Sobolev podemos obtener propiedades acerca
de los ceros reales y positivos de los polinomios de Meixner {:'l'l,(l"'"]},,.

Proposicién 7.4.7 Para cada valor de n > K = max{0,[-7+1]}, el polinomio M) tiene,
al menos, (n ~ K) ceros reales de multiplicidad impar contenidos en el intervalo [0, +o¢).

Demostracion:
Usando la proposiciéon 7.4.3 y la relacion (7.4.8), tenemos que

s y AR K4+0)
ik gy T
(u" (2 + 1)k, M)

+0
Y FEIMO () =

r=0

+00
F(n,K) Z ﬁl,{i"“')(J(J') =0,
r=0
lo cual implica que el polinomio ML) cambia de signo en el intervalo [0,+0c).
Sea g(z) = H(r —z,), donde zy, 24, ...z, son las raices reales positivas de multiplicidad
1=1

impar del polinomio M) entonces

(K K+a) oo ;
¥ = Y @) F M p(z) =

r=0

+ 00
F(n,K)Y q(z)M{M)p(z) # 0,

r=0

(1" (2 + Dxalz). M)

puesto que q(.r}ﬁ.!,(f‘"] >0, Vze][0,+x),y, portanto,r 2> n - K. O
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Teniendo en cuenta (6.4.1) y (6.4.2), es posible relacionar los polinomios de Meixner gen-

eralizados {M{"*},, y los polinomios clasicos de Meixner {M,({HK'“)},,, en la forma siguiente:

Proposicién 7.4.8 Se verifican:

n+kK
) uK (e DkMOE () = Y aniM™(@), w20,

i=n

; ky
donde Onn+K = #I\ sy Qun = F(n, I‘)z"

n .
iy FEIMOME@) = Y BuiMIMN2), n2 K,
t=n—-K

kn

donde B, , = F(n,K), Pnn-k = ,uK S
kn-}\'

Come consecuencia de la ortogonalidad A-Sobolev podemos obtener propiedades acerca
de los ceros reales y positivos de los polinomios de Meixner { M,{f'“ ]}n.

Proposicién 7.4.7 Para cada valor den > K = max{0,[—v+1]}, el polinomio M tiene,
al menos, (n — K) ceros realcs de multiplicidad impar contenidos en el intervalo [0,+00).

Demostracion:
Usando la proposicién 7.4.3 y la relacién (7.4.8), tenemos que

(K.K+a) 2
L Zf(h)MT(lmu)p(x)___

=0

(ﬂK(I 4 7)A-,M,£"'"‘))

A

400
F(n,K)Y MP*p(z) =0,

r=0
lo cual implica que el polinomio M{*) cambia de signo en el intervalo [0, +00).
Sea g(z) = H(:c —1;), donde 21, Z3,...,Z, son las raices reales positivas de multiplicidad
=1
impar del polinomio M) entonces
(K,K+a)
S

+© -
Y a(a) P M p(z) =

r=0

400
F(n,K) Y q(z)M{"*)p(z) # 0,

=0

(W5 (@ + Vxa(x), ME™)

puesto que q(z)M™ >0, Vz € [0,+),y, por tanto,r 2n— K. O
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7,5 Polinomios de Meixner {M{-"#)},,

Esta seccién la dedicaremos al estudio de los polinomios de Meixner generalizados cuando
¥ = —N, para N = 0,1,2,.... Las especiales caracteristicas de los polinomios ménicos de
Meixner {1"4,(fN"u )}n, y del producto escalar A-Sobolev definido en (7.3.2), nos permitiran
deducir propiedades para estos polinomios.

Ademids de las propiedades dadas en las proposiciones 7.2.1 y 7.2.2, los polinomios de
Meixner verifican, a partir de su expresion explicita, algunas propiedades mas que mostramos
a continuacion.

Proposicién 7.5.1 Dado N > 0 un nimero entero, entonces los polinomios monicos de
Meizner {M,(l—N““ )}HZO verifican las siguientes propiedades:

) M) = (N (2

it) MN#(0)=0, n>N+1.

n—k
"“) Akfdf(z_N”u)(O) = (n -k + 1) (—‘V + k)n—’-‘ (ﬂ!i 1) [ n

iv) A*MUN#N0)=0, 0<k<N, n>N+1
v) MG (@) = (2 = N)n4r.
Demostracion:

i) Basta tomar en la expresion explicita de los polinomios ménicos de Meixner (7.2.2),y = =N
y#=10:

ii) Cuando n > N + 1 entonces (—N), = 0, y sustituyendo en i), tenemos el resultado.

iii) A partir de las relaciones i) y (7.2.5), para n > 0, se verifica que
I n—k
AFMENE0) = (n - k 4+ 1)MIYTM(0) = (= k 4+ (=N 4+ k)aei (%) ,

iv) Si consideramos 0 < k < N y n > N + 1, el simbolo de Pochhammer (=N + &),_j se
anula, de donde usando iii) tenemos que AkM,g_N“")(O) = 0.

v) Tomando n = N + 1 en la expresion explicita (7.2.2), con ¥ = — N, queda

=N,.
Afl}'v’-{-l g )(I)

N+1N+1 N+1 1 k
) Z ( : )(-1\'+k)N+1-k(x~k+1)k (1— *) =
k=0 ' K

) (ﬂ:—(N+1)-}-1)N+1 (1—;) I(I—N)N+1. ]
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Proposicién 7.5.2 Para cada valor de n > N + 1, el polinomio de Meizner M,(I_N'“} verifica
la siguiente relacion

MEN () = (@ = Ny MR (2 = N - 1), (7.5.1)

n=-

Demostracion:
Demostramos el resultado por induccién. Cuando n = N + 1, de (7.5.1), obtenemos gue

MGE(2) = (2 = Ny M (@ - N - 1),
Para n = N + 2, tomando la relacién de recurrencia (7.2.3) para los polinomios M}V—ﬂr'“).

; = N+1 s
teniendo en cuenta que ﬂ}vg‘”) S s ad R i T ﬂéN“'“) y 7§v+nlr’u)

= 0 y usando v)
1-p

de la proposicion 7.5.1, tenemos que

]&I-{-AZ'“){I}“ (J’.‘— Nel= ”\‘+2ﬂ)) Ml Nﬂ)( )_
= (5~ Nliws (z ~N-1-p"**) = (2 - M M8 o N < 1)

Consideremos n > N + 2. Escribiendo la relacién de recurrencia a tres términos para los

polinomios Mﬁ;?’*;)( z — N — 1) y usando que

e . N+2, -N N
BV = N 414 gD, AN =4 1R,

la relacién (7.2.3) queda

M@= N = 1) = (o= N =1- 31320 M3 - N - 1)-

N+2,u N+42,
( j\“'r'-’-il)M( + JJ)(I N-1)=

= (1‘ = BN MO E (2 = N = 1) =y CVIMIR) @ - N - 1), (752)

Si, ahora, usamos un razonamiento inductivo, de (7.5.2) deducimos que la relacion de recu-
N L
rrencia a tres términos que verifican los polinomios (z — 1'\’);\;“1"./!,(1 ‘{f‘“)( —N-1)esla

misma que la que verifican los polinomios Mi_N'“] con lo que llegamos al resultado. 0O

Nota. A partir de la relacién (7.5.1) y del teorema 1.3.4, deducimos que, para cada valor

de n > N + 1, el polinomio de Meixner M,(l N#) tiene N + 1 ceros reales di la forma z =

0.1.2,....N,y, ademas, tiene n — N — 1 raices reales y simples localizadas en el interior del
intervalo {0, +00).

En la siguiente proposmlon demostramos una relaciéon en diferencias entre el polinomio

ménico de Meixner M{™™*) con n > N 41, y el polinomio clésico de Meixner MLNJ:EI";) A
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Proposicién 7.5.3 Pare cada valor de n > N + 1, se verifica

(I ¥ =t ) VMM @) = (n - Nnn My @ - N =1). (753)
Demostracién:
Usando la propiedad de diferenciacién (7.2.6), parak = N+ 1y v = —N, y la relacién

(7.2.12), tenemos que

N+1
(I'*":TA) VN+1M( Nd-‘)( ) ( +L}_ ) s

(n = Ny MM _ (2= N=1) = (n = Ny M348 (g

7.5.1 Producto escalar A-Sobolev

Para N > 0 un nimero entero dado, consideramos la sucesion de los polinomios de Meixner
{..M,‘Z_N‘”)},,zg. Sabemos de la seccién 3, que esta sucesion de polinomios es ortogonal con
respecto al producto escalar definido en (7.3.3), para K > max{0,[-v + 1]} = N +1. Cuando
K = N + 1, el producto escalar A-Sobolev (7.3.3) queda

TF ke
400 N+1 N4l-j ; Rit—§ -
= ¥y ( ) A f(z) (I+ ﬂ"_ ]A) Alg(z)u®. (7.5.4)

=0 j=0

Nuestro proposito, en este caso particular, es obtener una expresion mas sencilia del producto
escalar (7.5.4). Para ello, son necesarios unos resultados previos.

Lema 7.5.4 Dado f un polinomio del espacio IP, se verifica:

T [ = ___1 nE
p (H-;;—lA) f(z) = A" (47 f(z), n>0.

(u =1y
Demostracidn:
Demostramos el resultado por induccion. Si n = 0 se verifica trivialmente. Para n = 1,
teniendo en cuenta que A(fg) = A(f)g + fA(g) + A(f)A(g) y que A(p™) = (- 1)p7,
tenemos que

AW SE) = AU + (1= D)+ (= DA @) =

;fp:m'T [(k = 1) f(z) + pA(f(2))] =
: p
7 (I + ,tt_:_lA) f(=).
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Suponemos cierto el resultado para n — 1 y, lo probamos para n. A partir de la hipétesis de
induccion y de lo demostrado para el caso n = 1, deducimos que

+ ) sy = (14 ;;"":t,"iﬁ)nvl[("*;“_“d)f ) =
1

= it n-~1 z _.’_‘_ ” T N e T T n
= (““_])n—l'l (“ ("*‘“__l-l)f(l))- B ””A (W f(x)). o

Lema 7.5.5 En las condiciones anteriores, se tiene

T (l+~—~]-+~\") fle) = (—’——) V' fle)), n>0.
p-1 -1

Demostracion:
La demostracion es andloga a la del lema 7.54. O

Lema 7.5.6 Se considera n > () un nimero entero y f y g dos polinomios del espacio IP. Se
tiene que

I : :
(! TR\ ~Alg= — [A(ﬂ‘fﬂ) + L afag|.
g1 pe1 p=1

Demostracion:

Tenemos que

wr (14 ;”“f‘") s(1+ ﬂ%{viA) g = [fy + - [AUg) - AfAgl+

+ (“ £ !-) _xf_\g] s

. (’ + _‘“___A) fg+ ___.’_—-ﬂ ‘AfAg =
-1 (p 1}

= ﬁ——l—w.}.{,u’fﬂ? + —*L_""l‘ ‘Afdg =
po- (= 1)

= [A(Ffrf!l)+“'Lﬂr'_\f—\ﬂ]' o
i p—1 J

H=

Lema 7.5.7 Dado N > 0 un numero entero y [ y g dos polinomios del espacio IP, entonces
el producto escalar (7.5.4) se puede eseribir en la forma:

! I
(f.q ]A\+| Ny 1_“_7£ [(f )m+ —(‘—\fd )('V -N+1) 4
+o0
ZAN-{-‘I(I)ANQJQ{I)H:

r=0
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9(0)
(£ o)) = (£(0),A£(0),..., AN f(0)) AN | A9(0)

ANg(0)

Demostracion:
Aplicando el lema 7.5.6 al producto escalar (7.5.4), queda

400 N+41 N+1-j N+1-j
(N-1,~- 1 H ] T
(f,9)a ;‘:,z_;;. (I+—A) Alf(:::)(H—F IA) Alg(z)n

+00 N N+1-j

N+1-j :
ZE(H—-—_—A) Jz:\.-"f(a:)(u ;‘i—lA) Alg(z)u” +

1=0 j=0

+00
> AN f(@)aNM g2y =

r=0

55 ) (14 -2a)"
I+———-A (1+-~— ) -
Z( B= p-1 f

.'L""G i=0

N-j
S I ¥ A i gu®
(I+ﬂ__1A)(I+“_ A) Algu® +

400
> AV f(@)aN ()t =

r=0
z A (Z ( - A)N_J aif (1+ ﬁA)Nﬂ' AJg,u”) +

I“U 1=0

+00 N N—-; ) o N-;
zZZ( ) N“f( = ) A*lgu +

r=0j=0
Z AN f(z) AN g(z)p* =

r=0

1

N u N—j u N-j T=+00
(I + ———A) Af (I + -——A) Algu® +
- -1 p-1

r=0

+00
( E(ah 800 + 3 AN ()aM g(ar =
r=0

= [958+ Eananl "] 4
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400
e ZAN+1f(I)AI\+lg(r)#z. O
=0

Proposicién 7.5.8 En las condiciones anteriores, el producte escalar (7.5.4) se puede es-
cribir como:

N

N+1—N) 1 M ; ip Ai(N=1)

N+1 i N\ oo
+ (}: (-(p . 1)2) ) > AN f(x)ANH g(z)u

1=0 =0

Demostracion:
Basta con iterar en el lema 7.5.7, con lo que el producto escalar (7.5.4) queda

R = - [1905” + S ar a0 4

1
400 44

+ Y AV @) AN g(a)® =
=0

1 (N) [ 1 [ (N=1) , B aty a2o(N=1=N+8)
e s | e i 1
l—uu 9)p +(u o b (Af,89)p +ﬂ__l(—\f 9)a +

+oc
Z AN+1f(I)AN+|y(I)M{| 4
r=0
400

3 AN f(z)aMH g(a)p =

.t'-l]

(108" + Ear a0 ™) +

2 ”
(J-ﬁm) (A1, 8%)0 T 4

. = Nl N4+1
(1+(.u 1)2)2 (@) AT g(am” =

1—;1

N

: }:(( - 2) (A'f,8%)5 " +

Hl_'”l':ﬂ ﬂ.—l)

N+1 W Ve
(Z ((,u = 1)2) ) Y- AN f(z)AN g(z)u

\ 1==0 £=0

Nota. Obsérvese que los polinomios de Meixner {M,(,"N'“) }, para n = 0,1,..., N, son los
polinomios de Kravchuk {KZ(z, N + 1)}, con pardmetro p dado por la relacién
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1 1
-=1--

P it

De este modo, el resultado anterior permite dotar de ortogonalidad A-Sobolev a los poli-
nomios de Kravchuk, puesto que en el producto A-Sobolev (7.5.5), el término correspondiente
a la suma infinita se anula para todo polinomio de grado menor o igual que N.

7.5.2 El operador FN+1)

En este caso particular, es posible encontrar una expresiéon compacta para el operador FIN+1)
definido en (7.4.3).
Recordemos que cuando K = N + 1y v = =N, se tiene

p(z) = 4%, &(z;N+1)=p" (2 - NN

De esta forma, si usamos los lemas 7.5.4 y 7.5.5, la expresién (7.4.3) se puede escribir como:

= N} N41-; N+1-5
FN41) _ (I“x’ N+1 E (=V) (I+_V) W (1+——‘u‘il ) Ai =

N1, _ N+l N41-5 N+1-j
M (:t N)N+1 Z (I_}_l__ff_p_v) VJ( ([+_'u__1&) AJ) =

N+1(, _ X ’V+ _ N+1-j : N41-j
”___(:_C__ﬂ’_v,t_ Z (-1) (1 & l-lf—‘uv) A (pI-J (I-{- ;;{—_IA) VJ)

Ed
u 1=0

N41(., _ N+1 ‘ N41-j
pr iz - N) 4 -'“) ﬂx(I

_H

r N+1 N+1 o
pN (2 — N)Ng1 (I + ——A) (
u_] 7=0
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5 (E‘: (1_f;)~+l-j{1-u)i) e Nistas (1+ - )NHVNH.

3=0

Por lo tanto, el operador en diferencias F (N+1) ge expresa como

N+1
FOD i, NY(a - N (14 =E578) 9%,

m’(qu‘)z(l_N)N*.lNzH( £ 2)‘--
i=0 (i»“‘l)

Nota. El operador F (N+1) o5 un operador que se anula para cada polinomio de grado menor
o igual que N.

Teniendo en cuenta la relacién (7.4.5), se verifica que el operador F (N+1) conserva el grado
de los polinomios, esto es,

FN+Un = P N+ 102" +..., n>2N+1, (7.5.7)
donde F(n, N + 1) denota el cceficiente lider del polinomio F(N+1z" cuya expresion es

F(I’l.j\' + 1) = m(ﬂ,lV)m

A partir del teorema 7.4.4, el operador F (N+1) g5 un operador simétrico con respecto al
producto escalar definido en (7.5.5), ademas, de la proposiciéon 7.4.3, podemos obtener una
representacion del producto escalar A-Sobolev en términos del producto escalar asociado a
la funcién peso p”.

Como consecuencia de la relacién (7.5.7) y del caracter simétrico del operador FIN4) los

G i . -N, A .
polinomios generalizados de Meixner {M,(. “}},,Z N+1, son funciones propias del operador en
diferencias FI¥N+1) tal y como mostramos en el siguiente resultado.

Proposicién 7.5.9 Dado el nimero entero N > 0, entonces, para cada valor de n 2 N + 1,
se verifica

n!

(N+1) (=N,u) = N
f f"!ﬂ (I} m(”, )(n e N s 1)!

M{N#)(z). (7.5.8)
Demostracion:

Basta tener en cuenta la relacién (7.4.8) en el caso K = N +1 junto con el teorema 7.4.4
e identificar los coeficientes lideres. O

El siguiente resultado nos proporciona una serie de relaciones entre los polinomios de
Meixner generalizados y los polinomios clasicos de Meixner, a partir de la proposicion 7.4.3.
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Proposicion 7.5.10 Se verifica

n+N
) (x= Nva M) = MUV (@) + Y aniM™V¥(2), n20,

i=n

ii) Para n > N + 1, se tiene

n—1
(_“‘__n_.N_”'Mi]""(xH Y MMz (750

t=n—-N-1

FN+UA N2y = m(p, N)

La ortogonalidad A-Sobolev de los polinomios de Meixner permite obtener determinadas
propiedades de dichos polinomios. En concreto, usando la expresion (7.5.6) del operador en
diferencias F(N+1), podemos recuperar las propiedades (7.5.1) y (7.5.3), como mostramos a
continuacién.

Proposicion 7.5.11 Dado n > N + 1, entonces se verifican

i) MUN(g) = (@ - Ny MY PP @ - N - 1),

N+1 !
43 M N+1ae(=Nud( ) = n. MWVt N
i) (1+“_1A) Vv M, (z) —_(n—N—l)! M, _n_ 7 (2= 1).

Demostracién: .
i) Escribimos el polinomio (¢ — N )x41 M,(i_;_ff)(r — N — 1) como combinacion lineal de los

polinomios de Meixner {M}"N'“)};Eo:

; N+2, = ~N.u),
(r—N)N.HMf:I,_‘;)(z—N—l)=Zan_,~M‘-‘ “](JJ-N—I).
=

Si usamos la proposicién 7.4.3 y la expresion del operador F (N+1) los coeficientes a,, ; son

N+1,-N
(= Ny M9 - ¥ = 1) My - )V

Oni = _N _N N+1-N
(ME¥N e - N - 1), MMz - N - 1))L ’

+00
Y MY - N - FNOMEN e - N -1y
z=N+1

2




7.5. Polinomios de Meixner {M,(l—N‘“)},LZg

1 s (N .
— N Y Mz = N = 1)(z - Ny
B r=N+1

ki

N+1 :
(I + E'”_la) VN“M}'N'“)(I S 1]‘“:-,’\»-1

3
de donde teniendo en cuenta la ortogonalidad del polinomio de Meixner AI,E‘EI;E‘I‘)(.i.- —-N-1)

> e
(2 = Nagap™" !

con respecto a , llegainos a que, para 0 < i < n, entonces a,; = 0.
p (N + 1)! g q p - 1,1

]
ii) Multiplicando i) por m(u,.-V)E———:,'—”‘ v, usando la relacién (7.5.8) junto con la ex-
n-N-1)!

presion (7.5.6), deducimos que

. n! . (N+2,1) ;
T”(,U.N )m(l‘ - N )N+1.E‘/IH_N_‘; (.l' -N- l) ==

'ﬂ! r N ~N.u
= m(u!N)(T__;\T_—_—T)T‘M!a-‘\'u'('r) = ]:(,\+I)1”i Ny )(‘r) =

K e N
= m(p, N}z - Njnvs (I + —lA) v ‘HM,(I“‘ “"(.r).
o=

Por 1iltimo, simplificando el factor m(yu, N)(x — N)n41, concluimos el resultado. 0O
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