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INTRODUCCION

Una coélgebra es un K-espacio vectorial C junto con dos aplicaciones lineales A : C' — C®C
y € : C — K verificando (I ® A)A(z) = (A DNA(x) y (I ®@ €)A(x) = (e®@ I)A(z) = =
para cada x € C. Y un C-comédulo a derecha es un par (M,wys) con M un K-espacio
vectorial y wyr : M — M ® C una aplicacion lineal llamada aplicacién estructura verificando,
(wy @ DNwyp(z) = (I @ A)wn(z) y (I ® €wam(r) = x para cada x € M, la categorfa la
denotaremos MY. Anélogamente se define ¢ M.

En una codlgebra C podemos definir el producto Wedge de dos subcodlgebras A, B C C
como

AN®B = Ker(C—*C®C — C/A®C/B)

ATH(C®B+A®C)
(A+BL)L

Una subcodlgebra P de C se dice que es coprima si para dos subcodlgebras Ay B de C tales que
P C AN B entonces P C Ao P C B. Las subcodlgebras simples son coprimas y las subcodl-
gebras coprimas de dimensién finita son las subcoalgebras simples, entonces podemos entender
que las subcoalgebras coprimas son la generalizacion infinito dimensional de las subcodlgebras
simples. Por otra parte existe una relacién biyectiva entre el conjunto de todas las subcoalge-
bras de C' coprimas Spec(C') y el conjunto de todos los ideales primos cerrados de C*. Entonces
en 2.4 se define por analogia la topologia de Zariski en Spec(C'), siendo la topologfa inducida
en el conjunto de todas las subcoélgebras simples Simp(C'), la topologia discreta. Observamos
en 2.5 que un morfismo de codlgebras coconmutativas f : C — D da lugar a una aplicacién
continua F' : Spec(C) — Spec(D) porque f(P) € Spec(D) para cada subcodlgebra coprima de
C, por desgracia no ocurre lo mismo cuando las subcodlgebras son no coconmutativas. Rela-
cionamos los espacios topoldgicos Spec(C) y Spec(C*), la aplicacién G : Spec(C) — Spec(C*)
definida por G(P) = P~ es continua y abierta; entonces si consideramos la topologia inducida
en el subconjunto Spec(C*) de Spec(C*), de los ideales primos y cerrados de C*; los espacios
topolégicos Spec(C) y Spec(C*) son homeomorfos (véase 2.6). Por otra parte si consideramos
la topologfa cociente en Spec(C*)/R para la relacién de equivalencia: PRQ < P+ = Q++;
podemos considerar una aplicacién continua y biyectiva « : Spec(C) — Spec(C*)/R, definida
por a(P) = [P1], pero por desgracia no es abierta, mientras que su inversa es una aplicacién
abierta pero no continua, 3 : Spec(C*)/R — Spec(C), definida por 3([P]) = P+. (Véase 2.7).

Una subcategoria densa C de A es localizante si el funtor 7' : 4 — A/C tiene un adjunto a
derecha S : A/C — A. En particular para una categoria de Grothendieck A, una subcategoria
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plena C cerrada para subobjetos, sumas directas, cocientes y extensiones es una subcategoria
localizante.

En [9], [12], [13] y [20] se estudian las subcategorias localizantes de MY desde distintos
enfoques. Nosotros desde [9] desarrollamos otro punto de vista que se sospecha en [20]. Las
subcategorias localizantes pueden describirse con comddulos inyectivos, en realidad y salvo
equivalencia (entendiendo que dos C-comédulos a derecha inyectivos, son equivalentes, si cada
uno de ellos se embebe en un producto directo de copias del otro) en 3.2 se establece una relacién
biyectiva entre las clase de equivalencia de comddulos a derecha inyectivos y las subcategorias
localizantes:

T +——> S(D); E+—=> Tp = {M € M® | Hom_c(M, E) = 0}

En cada clase de equivalencia podemos elegir como representante un comédulo inyectivo y
quasi-finito X = EBﬁeE E(Sp), donde A = {Ss}scp es un conjunto de representantes de cada
una de las clases de isomorfia de comédulos a derecha simples y B C B. Y asi tenemos una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de las subcategorias localizantes y P(A) (véase 3.6):

TX — {Sﬁ}ﬁeg; I'e P(A) — T@ E(S)

Ser
Ademés,
Tx = {M € M | los factores de composicién de M son torsién}.

Y asociado a X podemos considerar el contexto Morita-Takeuchi inyectivo (D, C, X,Y, f, g)
donde D = Coend_¢c(X) e Y = Cohom_c(X,C); entonces los funtores T = — Q¢ Y y
S = — Op X constituyen una localizacién de M respecto de la subcategoria localizante Tx
y el funtor localizacién serfa @ = ST. Y los bicomédulos localizantes (U, ¢), formados por un
C-bicomédulo y ¢ : €' — U un morfismo de C-bicomdédulos, que se estudian en [19], en 3.3
los obtenemos desde el contexto Morita-Takeuchi, siendo (YOp X, g) un bicomédulo localizante.

Una subcategoria densa es localizante si el funtor T tiene un adjunto a derecha, se dird que
es colocalizante si dicho funtor tiene un adjunto a izquierda, estas subcategorias se estudian en
[12], siendo todas ellas también localizantes. Utilizando el contexto Morita-Takeuchi asociado,
en 3.4 comprobamos que las subcategorias colocalizantes son ficilmente caracterizables, resul-
tando ademds que si una subcategoria colocalizante es perfecta (esto es, el funtor adjunto es
exacto) entonces (Y Op X, g) es una localizacién perfecta a izquierda.

En [9] se establece una relacién biunivoca que se concreta en [13] y en 3.5 desarrollamos con
detalle, entre subcategorfas localizantes de M y subcodlgebras coidempotentes de C:

T—— Y cf(M); Ar——> T ={M e M | cf(M) C A}
MeT

Del mismo modo en [20] y més detalladamente en [4] se establece a su vez una correspon-
dencia biyectiva con clases de semejanza de elementos idempotentes de C*. (Véase 3.9).
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Para X un C-comédulo a derecha quasi-finito e inyectivo, X¢ =2 C' — e para algtin idem-
potente e y definiendo el contexto Morita-Takeuchi (e — C — ¢,C,C — e,e — C, f,g) con
fie—-C—e=2(C—eldpe—-Cyg:(C —e— CUOcc_e C — e definida por
g(x) = Z(I) e — (1) ® T(2) — e, enlazamos con las clases de semejanza de idempotentes y
ademds Ker(g) es la subcodlgebra coidempotente. En realidad estos conjuntos biyectivos de los
que hablamos y en particular el conjunto de todas las teorias de torsién son reticulos isomorfos
y més concretamente son dlgebras de Boole isomorfas (véase 3.11).

En [11] se tiene una descomposicién para codlgebras como suma de componentes link-
indescomponibles, usando [7] podemos caracterizar las localizaciones estables (véase 3.8) y
en particular se caracterizan las localizaciones estables comprobando si o7(C®) es inyectivo
como C-comddulo a cualquier lado o suma de componentes link-indescomponibles. Ademas si
T =1,, para algin idempotente e € C* entonces, 7 es estable si y sélo si e es central.

En el caso especial en que tomemos elementos idempotentes centrales, el problema de la lo-
calizacién se simplifica como podemos comprobar en 3.10; y en particular cuando la codlgebra
es coconmutativa.

Dado un grafo orientado I' = (V, F') podemos considerar la estructura de codlgebra de
caminos sobre el espacio vectorial con base formada por todos los caminos de longitud finita
del grafo K@,

(x)=1, Alz)=zQu, sixeV
(@9)=0, A(Q)=2 epu @1 ®q2, sigEQ-V

Una codlgebra de caminos es una coalgebra punteada, pues sus simples se corresponden con los
espacios vectoriales 1-dimensionales generados por los vértices del grafo (elementos group-like),
V = Simp(KQ). Esta codlgebra puede interpretarse como la codlgebra tensorial y a su vez
cualquier coalgebra punteada puede identificarse con una subcodalgebra de una de caminos.

En las coalgebras punteadas y en particular en las de caminos, todas las simples son 1-
dimensionales, por tanto, es interesante buscar y estudiar como son las coalgebras de caminos

€
€

coprimas, en particular las subcodlgebras coprimas de una de caminos y con éstas las coalge-
bras coprimas punteadas. Buscamos propiedades, reducciones para identificarlas y cuando sea
posible las caracterizaremos.
El producto Wedge de dos subcodlgebras de una de caminos se estudia en 4.4 y tiene un com-
portamiento muy concreto, los simples o vértices de la subcodlgebra resultante del producto
wedge se calculan como la unién de los vértices V(A A B) = V(A) U V(B), es cerrada para
la concatenacién de caminos de A con caminos de B pero sélo en ese orden, las flechas que
comiencen en un vértice de A y terminen en uno de B también pertenecen a A A B, y lo mismo
podemos decir de la concatenacién de un camino de A, una flecha que comience en A y ter-
mine en B y un camino de B. Andlogamente ocurre para elementos (combinaciones lineales de
caminos) que no sean necesariamente caminos.

Una subcodlgebra coidempotente, A = AA A, es también codlgebra de caminos, de hecho si
V(A) es el conjunto de vértices de A, A es la mayor subcodlgebra de K@ cuyos vértices estdn
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en V(A), y existe una correspondencia biunivoca entre subcodlgebras coidempotentes de K@ y
subconjuntos de vértices, siendo A la coédlgebra de caminos asociada al grafo (V(A), {a € Q1 |
s(a),e(a) € V(A)}) (ver 183).

En 4.3 se comprueba que un grafo es conexo si y sélo si la codlgebra de caminos asociada
es indescomponible. Las codlgebras de caminos coprimas son indescomponibles, su grafo en
consecuencia es conexo, de hecho se pueden caracterizar en funcion del grafo por el teorema
189 como sigue: la codlgebra de caminos K (@) es coprima si y sélo si I' es un grafo fuertemente
conexo; esto es, dados dos vértices cualesquiera z,y € V existen caminos orientados del grafo
que parte de x y terminan en y, y viceversa. Asi determinar si una coalgebra de caminos es
coprima se reduce al estudio de su grafo en donde buscamos una propiedad que podemos com-
probar de forma intuitiva.

Sin embargo el problema resulta més complicado cuando consideramos una subcoalgebra
A de K(Q cualquiera y en particular cuando ésta no tenga una base compuesta sélo por ca-
minos. La dificultad reside en aquellos elementos de A que son combinaciones linealmente
independientes de caminos con tramos iniciales y finales comunes, estos elementos presentan la
particularidad de estar en la codlgebra sin que esto implique que los caminos p; que aparecen
en el elemento tengan que estar en la codlgebra. Por desgracia nos encontramos con algunas
subcodlgebras coprimas de K@ en las condiciones expuestas (ver ejemplo 201). Esta dificultad
impide encontrar una propiedad basada en caminos del estilo y tan sencilla como la que se
encuentra para codlgebras de caminos. Encontramos fuertes propiedades necesarias para que la
subcodlgebra sea coprima, (ver 188 y 4.10), también bajo ciertas condiciones, como ser cerrada
para la concatenacion, se puede caracterizar usando propiedades de caminos relativamente fa-
ciles de manejar (ver 209).

En general podemos reducir el estudio de subcodlgebras coprimas de una de caminos, a
aquellas que son subcodlgebras de una de caminos asociada a un grafo con sélo dos vértices (o
codlgebras con dos simples), para ello utilizamos elementos idempotentes, que como estudiamos
en otras secciones estdn muy vinculados a la localizacién y a subconjuntos de simples (vértices
en codlgebras de caminos). En realidad al estudiar la localizacién en coalgebras de caminos ob-
servamos que los idempotentes salvo semejanza son de la forma fx : KQ — K, con fx(z) =1
para cada x € X y fx(p) = 0 para cada p € @ — X donde X C V es un subconjunto de vér-
tices. Tenemos la biyeccion entre estos idempotentes, subconjuntos de vértices, subcodlgebras
coidempotentes y las localizaciones. La localizacion de una coalgebra de caminos salvo equiva-
lencia Morita son de la forma fx — K@Q — fx y las localizaciones también son coalgebras de
caminos (ver 198), de hecho son simplificaciones de K@ que resultan de ir eliminando aquellos
vértices que deseemos, sin perder los caminos que conectan los vértices que no simplifiquemos.
Para el estudio de coprimas en concreto resulta especialmente 1til, pues para un idempotente
e € C*, si P C C es coprima entonces e — P — e es coprima en la localizacién e — C' — e (ver
3.12).

Las subcategorias localizantes tanto en codlgebras de caminos como en codlgebras punteadas
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estan en relacion biyectiva con los subconjuntos de vértices y como podemos ver en 5.9, para
comprobar si un KQ-comédulo es torsién bastard con estudiar V(cf(M)), esto es, los vértices
o simples del comédulo. En definitiva, cualquier localizacién en la categorfa ME®? se reduce
a observar los vértices que son torsién. Para un subconjunto de vértices Y C )y tenemos el
C-comédulo a derecha inyectivo X = @, . E(S;) con S, el espacio vectorial generado por el
vértice x, tenemos el idempotente fy- definido por fy(x) = 1 para cada € Y y 0 en el resto
de caminos, con X = KQ — fy = Cohome_(fy — KQ,KQ) =2 K{q € Q | s(q) € Y}, la
codlgebra de caminos localizacién fy — KQ — fy = Coend_o(KQ — fy), vy la subcategoria
localizante sera
Ty = {M € MEQ | V(cf(M))nY = (}.

y en conclusién, todo depende del subconjunto de vértices Y que elijamos.
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1 Coalgebras y Comoadulos.

En este primer capitulo recopilamos y recordamos todos los conceptos y propiedades preli-
minares sobre coalgebras y comédulos, también fijamos las notaciones. Incluimos resultados
bésicos de codlgebras y comédulos asi como también algunos otros que seran necesarios en otros
capitulos. (Para més detalle ver [17] y [1]).

1.1 Coalgebras.

Una codlgebra sobre un cuerpo K es una terna (C, A, €), donde C' es un K-espacio vectorial,
A:C — C®C esla aplicacion lineal llamada comultiplicacién y € : C — K es la aplicacion
lineal llamada counidad; verificando la propiedad coasociativa y de la counidad:

cCeC
A
C A C®C I®e ex 1
A Al y CoK A K®C
ceC CeCxC
I®A
C

Si escribimos A = A, podemos definir inductivamente A™*! : C — C"*2 como A"t! =

(A®I™)oA™. Cuando haya posibilidad de confusién denotaremos por (C, A¢, €c) ala codlgebra.

Lema 1 Sea (C, A e€) una codlgebra, entonces

CRC=ACPKer(I®e)=AC® Ker(ex1I).
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Sigma Notacién.

Sea (C, A, €) una coélgebra. Sea ¢ € C, entonces A(c) = ) . c1; ® cz; con ¢j; € C. La sigma
notacién consistird en escribir

Z c1) ® ¢2) = A(c),
©)

es decir, suprimir el indice ¢ sin olvidar que los c(1) y ¢(2) representan los distintos cj;. Andlo-
gamente, usando la coasociatividad,

D ey ® ) @) = (AR DA(e),
)

y generalizando la notacién escribiremos:

D) @ B =A"D(e).
(©)

Morfismos de codlgebras.

Dadas dos coalgebras C' y D, una aplicacién lineal g : C' — D, serd un morfismo de coalge-
bras si los siguientes diagramas son conmutativos:

®
cecllpep o g b
Ac Ap y
€C €D
C D
g K

es decir si utilizamos la Sigma notacién estos diagramas conmutativos son equivalentes a:

Ap(g(e) = glca)) @ g(cw),
(e)

ep(g(c)) = ec(c)

conce C.

Lema 2 Sea f: C — D un morfismo de codlgebras, entonces

Ker(f® f) =C® Ker(f)+ Ker(f) ® C.
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O

Sea f : C'— D un morfismo de codlgebras, entonces Ker(f ® f) C C ® C, y utilizando el
resultado anterior tenemos:

Corolario 3 Ker(f® f) = [Ker(f @ f)NAC]| @ [Ker(f @ f)N Ker(I ® €)].

Coconmutatividad.

Una codlgebra (C, A, €) se dice que es coconmutativa si el diagrama

cCecC
A
C T
A
4
cCecC

es conmutativo, es decir,

A(C) = ZC(l) ® o) = ZC(Q) ® c(1)-
(c) (c)

1.2 Subcoalgebras y coideales.

Dada una codlgebra (C, A, ¢), se dice que un subespacio vectorial V' de C es una subcodlgebra
siA(V)C VRV, yental caso (V,A |y, € |y) es una codlgebra. Ademads, la aplicacién inclusién
i :V — C es un morfismo de codlgebras. Y si f : C — D es un morfismo de codlgebras,
entonces Im(f) es una subcodlgebra de D.

Por otra parte se dice que:
1. V es coideal si verifica:

@) AV)CVRC+CaV.
(b) (V) = 0.
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2. V es un coideal a derecha si A(V) CV ®C.
3. V es un coideal a izquierdasi A(V)C C® V.

Si V es un coideal, éste no tiene que ser coideal a derecha o coideal a izquierda. Un
coideal a izquierda y derecha es una subcodlgebra y no un coideal, salvo que V' = {0}, porque
VeaO)Nn(CeV)=VaV.

Proposicién 4 [17] Sea C una codlgebra, V un coideal y 71 : C — E = C/V la aplicacion
lineal sobreyectiva natural. Entonces:

1. F tiene una unica estructura de codlgebra tal que m es un morfismo de codlgebras.
2. Si f:C — D es un morfismo de codlgebras, entonces Ker(f) es un coideal de C.

3. SiV C Ker(f) entonces existe un tnico morfismo de codlgebras que hace conmutativo el
diagrama:

C d D

1.3 Dualidad entre algebras y coalgebras.

Si V es un espacio vectorial y V* = Homg(V,K), para f € V* v € V, denotaremos in-
distintamente < f,v >= f(v). Recordemos que p : V* @ W* — (V ® W)* definida por
<p(f®g),v@w>=< f,v >< g, w > es una aplicacién lineal inyectiva.

El algebra dual de una coalgebra.

Dada una codlgebra (C, A, €) entonces (C*, m,u) con producto m : C* ® C* — C* definido por
m(a®b) =(a®@b)A=(a®b)oA
para cada a,b € C* o equivalentemente
m=A%op

aunque generalmente denotaremos m(a ® b) = ab y cuya unidad es u = €*, es un &lgebra.
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Sea V es un espacio vectorial y sea S es un subespacio vectorial de V. Por S+ C V* enten-
deremos {z* € V* |< 2*, 5 >= 0} y lo llamaremos ortogonal de S.

Sea T C V*, T+ C V serd el conjunto {v € V |< T,v >= 0} y lo llamaremos ortogonal
de T.
Diremos que un ideal, subélgebra o subespacio T C C*, es cerrado, si T++ =T.

Proposicién 5 [17] Sea C una codlgebra,
1. St D C C es una subcodlgebra, entonces D+ C C* es un ideal de C*.
2. 8i I CC* es un ideal , entonces I+ C C es una subcodlgebra.

3. D C C es una subcodlgebra si y sélo si D+ C C* es un ideal de C*. En esta situacion
C*/D*+ = D* como dlgebras.

O

Proposicién 6 [17] Sea C una codlgebra,

1. Si J C C coideal a derecha (izquierda), entonces J* es un ideal a derecha (izquierda) de
C*.

2. Si I C C* ideal a derecha (izquierda) entonces I+ es coideal a derecha (izquierda) de C.

3. V. C C es coideal a derecha (izquierda) si y solo si V* es ideal a derecha (izquierda) de

C*.
O
Proposicién 7 [17] Sea C una codlgebra,
1. 8i J C C es un coideal entonces J* es una subdlgebra de C*.
2. Si I es una subdlgebra de C*, entonces I+ es un coideal en C.
3. V. .C C es un coideal si y sélo si V* es una subdlgebra de C*.
O

Proposicion 8 Sea C una codlgebra, entonces C es coconmutativa si y sélo si C* es conmu-
tativa.
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O

Si f:C — D es un morfismo de coalgebras, f* : D* — C* es un morfismo de algebras. Al
revés sélo podemos asegurar que ocurre si f : A — B es un morfismo de algebras con A y B
finito dimensionales.

La coalgebra dual de un algebra

Dada una K-dlgebra A, en general su dual no es una codlgebra, sélo podemos asegurar que
A* es una codlgebra si (A, m,u) es finita dimensional, en cuyo caso (A*, A, €) es un codlgebra
donde A = p~tom* y e = u*, siendo p: A* @ A* — (A® A)* el isomorfismo natural.

Si A no es finita dimensional, entonces podemos considerar A,, el semigrupo subyacente al
algebra A con su multiplicacién, K A,, es una codlgebra (véase 5.3) y (K A,,)* es su édlgebra
dual que denotaremos Mg (Ay,). f € Mk(Ay,) diremos que es una funcién representativa
de A, si dim(KA,,f) < oco. A la subdlgebra de Mg (A,,) formada por todas las funciones re-
presentativas de A, la denotaremos por Rx (An,). Rx(Am)NA* tiene estructura de codlgebra.

(Vedse [1])
Sea A una K-algebra, definiremos la K-coalgebra dual de A por:

A° = R (A,,) N A*.

Si A es finita dimensional, entonces A* = A°.

Proposicién 9 [1] Sea A un dlgebra y A° su codlgebra dual, entonces:
1. Si I es un ideal de A, entonces I+ N A° es una subcodlgebra de A°.

2. Si D es una subcodlgebra de A°, entonces D es un ideal de A.

Proposicién 10 [1] Sea A un dlgebra y A° su codlgebra dual, entonces:
1. Si B es una subdlgebra de A, entonces B+ N A° es un coideal de A°.

2. Si D es un coideal de A°, entonces D+ es una subdlgebra de A.
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1.4 Accién de C*-modulo sobre C.

Sea C' una codlgebra. Denotaremos por — (resp. —) a la accién de C*-mddulo a izquierda
(resp. a derecha) sobre C. Parace Cy f € C*, si Ac= Z(C) c(1) ®¢(2), la accién vendra dada

por:
[f—c= Zf(C(z))C(n,
@)

c— =Y flea)ew-
(c)

Proposicién 11 Sea C' una codlgebra, f,g € C* y x € C entonces:
1L Ac(f —=2) =Y 20 @ (f = 2(2)-
2. Ac(z —g) =3, (z(1) — 9) ®T(2).
5. Ac(f —a—=g) = (@q) —9) @ (f = z2))-
DEMOSTRACION.

1. En efecto,

Ac(f — )= AC(Z f(f(z))x(l)) = Zf(x(z))( Z Z(11) ® 50(12))

(=) (=) ()

pero por la coasociatividad de la comultiplicacién en C sabemos que (I ® Ag)Ag =
(Ac ® I)Ae, y como

(U1 f)(Ac®)Ac(z) =Ac(f — )

entonces
Ac(f—2)=I I3 )(I®Ac)Ac)(z) =

=Yz @ (> zenf(re) =Y xq @ (f = x@)-
(@) (x)

()
2. Anélogo al caso anterior utilizando la coasociatividad.

3. Utilizando los dos apartados anteriores,

Ac(f =2 —g)=0c((f =) —9) =D (xq) — 9) @ (f = z(2).
(@)
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Lema 12 Sea f : C — D un morfismo entre codlgebras, y sea A C C una subcodlgebra. Para
g € D*, si g(f(A)) =0 entonces g(D* — f(A)) =0.

DEMOSTRACION.  Sea x € D*f(A), v = Y .(0if(a;)) con o; € D* y a; € A, si Ala) =
2 () (1) ®a(2) € A®A, como f es un morfismo de codlgebras, A(f(a)) = >_(, f(aq))®f(a@),
luego 0 — f(a) =3_,) faq))o(f(a@)). Pero

g(o — f(a)) = 9> flag)oflaw)) =D 9(flam)o(f(aw)),
(a) (a)

luego como g(f(A)) = 0 entonces g(c — f(a)) = 0 para cada ¢ € D* y a € A, por tanto
g(x) =0. O
Proposicién 13 Sean x € C, €2 =e € C* y a, 3 € C*, entonces:

1. (0B)(@) = (0 ® ) 0 A)(x) = a(f — z) = Bz — a).

2. e(e — x) = e(x).

3. a(z) =¢(la—x) =¢elz — a).
DEMOSTRACION.

1. En efecto, si A(z) = >,y zq) @ z(2),

= > alew)Blae) anﬁ T(2))) = a(f — )

(2)

y analogamente

Za z(1))B(x(2)) 5(2 a(r1))z(2) = BT — a).
(z) (z)

2. Evidente.

3. En efecto, si A(z) =3, z(1) @ 2(2),

x) = a(z raye(z(2)) = Z a(zy)e(z)) = ez r(1))T(2)) = €(x — a)
(<)

(<)

anadlogamente sabiendo que z = Z(I) €(x(1))x(2) se obtiene la otra expresién.

Corolario 14 Sea A < C una subcodlgebra, entonces A+ = Ann(c-A).
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DEMOSTRACION. Sea € Ann(c+A), entonces para cada x € A, f(z) =¢(f —2) =¢(0) =0y
por tanto 5 € AL,

Sea a € At entonces para v € C*,

Y(a =)= (va)(r) = alr =) =

luego o — 2 = 0 y por tanto a € Ann(c+ A).
O bien se puede demostrar aplicando directamente que AL es un ideal bildtero. O

Corolario 15 Ann(c+A) = A+ = Ann(Ac+).

1.5 Indescomponibles, simples e irreducibles.

Una coalgebra C' diremos que es indescomponible si no existen A, B C C' subcoalgebras ta-
les que C' = A ® B; C se dice que es irreducible si cualesquiera dos subcoalgebras no nulas
suyas tienen interseccién no nula; C' se dice que es simple si no tiene subcodlgebras propias no
nulas; y C' se dice que es punteada si todas las subcoalgebras simples de C' son 1-dimensionales.

Denotamos por Simp(C), al conjunto de todas las subcodlgebras simples de C. Y para
S C C una subcoalgebra simple, denotaremos Cg a la mayor subcodlgebra de C' tal que
Simp(Cg) = {S}, Cs es irreducible. Andlogamente para I' C Simp(C) denotaremos por
Cr a la mayor subcodlgebra de C tal que Simp(Cr) =T.

Un elemento ¢ € C se dice que es un elemento group-like si A(c) =c®cy e(c) = 1. Al
conjunto de todos los elementos group-like de C' lo denotaremos por G(C).

Proposicién 16 [17] Sea C una codlgebra.

1. C es irreducible si y sélo si todas sus subcodlgebras no nulas son irreducibles.
Sean D, E C C subcodlgebras simples, entonces DNE ={0} o D =FE.
Cualquier subcodlgebra simple es finita dimensional.

Cualquier subcodlgebra contiene una subcodlgebra simple.

Srot o e

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces cualquier subcodlgebra coconmutativa
es punteada.
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6. C es irreducible si y sélo si C' contiene una unica subcodlgebra simple S. Ademds S estd
dentro de cualquier subcodlgebra de C.

7. G(C) estd en correspondencia biyectiva con el conjunto de todas las subcodlgebras de C
1-dimensionales.

8. Una codlgebra punteada es irreducible si y sdlo si G(C) tiene exactamente un elemento.

O
Proposicién 17 [1][17]
Sea C =>"C, con C,, subcodlgebra. Entonces:
1. Clualquier subcodlgebra simple de C' estd contenida en uno de los C,.
2. C es irreducible si solo si cada Cy es irreducible y NCy # 0.
3. C es punteada si solo si cada C, es punteada.
O

Una subcodlgebra D de C' es una componente irreducible si es una subcodlgebra méximal
irreducible. D se dice que es componente irreducible punteada si es una componente
irreducible cuyas tnicas subcodlgebras simples son 1-dimensionales. (Es decir, D es punteada).

Teorema 18 [1][17]
Sea C una codlgebra.

1. Cualquier subcodlgebra E de C contiene una componente irreducible.
2. Una suma de componentes irreducibles distintas es directa.
3. Si C' es coconmutativa, entonces

(a) C es la suma directa de sus componentes irreducibles.

(b) SiT C Simp(C), entonces
Cr = P Cs.

Ser

Corolario 19 [1][17] Sea C una codlgebra,
1. La suma de subcodlgebras simples distintas es directa.

2. C es irreducible (resp. irreducible punteada) si y sdlo si cualquier elemento de C estd
contenido en una subcodlgebra irreducible (resp. irreducible punteada,).
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Corolario 20 [17]
Una codlgebra coconmutativa punteada es la suma directa de sus componentes irreducibles
punteadas.

O

Veamos la relacién con los morfismos de codlgebras.

Teorema 21 [1][17]
Sea C' una codlgebra irreducible con S su unica subcodlgebra simple y sea f : C — E un
morfismo sobreyectivo de codlgebras.

1. Si F es una subcodlgebra no nula de E, entonces F N f(S) # 0.

2. f(S) contiene todas las subcodlgebras simples de E.

3. E es irreducible si y sdlo si f(S) es irreducible.

4. 8Si S es coconmutativo entonces E es irreducible y f(S) es su unica subcodlgebra simple.

O

Corolario 22 [17]
La imagen por un morfismo de una codlgebra irreducible punteada es irreducible punteada.

O

Analizamos a continuacién el comportamiento del producto tensor con irreducibles y simples.

Teorema 23 [1][17]
Sean C y E dos codlgebras irreducibles, y sean S y R sus respectivas unicas subcodlgebras
simples.

1. Si X es subcodlgebra no nula de C @ E entonces X N (S ® R) # 0.
2. §® R contiene a cualquier subcodlgebra simple de C ® E.

3. Si R es 1-dimensional (es decir, punteada) entonces C ® E es irreducible y su inica
subcodlgebra simple es S ® R.

O

Corolario 24 [17]

515 es una K -dlgebra simple y central, entonces CQFE es irreducible y su unica subcodlgebra
simple es S ® R.




12 TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

Lema 25 S es una codlgebra simple si y solo si S* es un dlgebra simple.

1.6 Comoddulos y bicomdédulos.

Sea C' una coalgebra sobre un cuerpo K, definimos un C-comédulo a derecha dualizando el
concepto de A-médulo a derecha para un dlgebra A. Un C-comédulo a derecha (M, wyy), es
un espacio vectorial M, junto con una aplicacién estructura:

wpy M —-MeC

tal que, los siguientes diagramas son conmutativos:

WM

w
M MeC Y M MeC
wMm I®A y Ioe
MeC MeCeC
wy @1 MeK

Anélogamente podemos definir C-comdédulo a izquierda (M, wyy), es un espacio vectorial
M, junto con una aplicacion estructura:

wpm M —C®M.

Dadas C'y D dos codlgebras un (C, D)-bicomdédulo, serd un espacio vectorial que es simulté-
neamente un C-comédulo a izquierda y un D-comdédulo a derecha, verificando:

we

M CeoM
wp I ®wp
M ® D CoM®D

we®I

donde weo y wp son las respectivas aplicaciones estructura. Es decir,
(I®wp)owe = (wec®I)owp

esto es, we es morfismo de D-comoddulos a derecha y wp es morfismo de C-comddulos a iz-
quierda. A un (C, C)-bicomddulo lo llamaremos simplemente C-bicomdédulo.
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Sigma notacién.

Podemos extender la notacién que se utiliza para codlgebras, y para un comédulo (M, wys) y
un elemento m € M, escribiremos:

wy(m) = Zm(g) @muy € M®C
(m)

donde m(g) € M y m(;) € C. Con esta notacién las propiedades de la aplicacién estructura se
expresarian:

(war ® Dwar(m) = (I @ Awpr(m) =Y mg) @ may @ mea).
(m)

m = Z m(o)e(m(l)).
(m)

Anélogamente se define la Sigma notacién para un C-comdédulo a izquierdas:

wyr(m) = Zm(,l) ®@me € C®M
(m)

donde myy € M 'y m(_y) € C.

Subcomaddulos.
Dado un C-comédulo a derecha (M, wys), cuando un K-subespacio vectorial suyo N C M
satisface la condicién
wu(N)C N C
entonces el par (N,wy) vuelve a ser un C-comédulo a derecha cuya aplicacién estructura wy,

es la restriccion de wy; a N y se llama C-subcomédulo a derecha de M. En particular
obsérvese que los subcomoddulos a derecha de C' son los coideales a derecha.
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Morfismos de comddulos.

Sean M y N dos C-comédulos a derecha, una aplicacién lineal f : M — N es un morfismo
de C-comédulos a derecha si el siguiente diagrama es conmutativo:

M f N
Whr wN
MeC N®C

fel

Si f: M — N es un morfismo de C-comédulos a derecha, entonces Ker(f) y Im(f) son
C-subcomédulos a derecha de M y N respectivamente. Si N C M es un C-subcomddulo a
derecha, M/N tiene una tdnica estructura de C-comddulo a derecha que hace a la proyeccién
un morfismo de C-comdédulos a derecha.

La categoria consistente en los C-comddulos a derecha y sus morfismos se llama categoria
de C-comédulos a derecha y la denotaremos por M®. Andlogamente podemos definir la
categoria de C-comédulos a izquierda y se denotard “ M. Dados M, N € M?, denotaremos
por Hom_c(M, N) al conjunto de todos los morfismos de C-comédulos a derecha de M en N.
Analogamente para M, N € M escribiremos Homc_ (M, N).

Dadas C' y D dos codlgebras y f : C' — D un morfimo de codlgebras, entonces cualquier C-
comédulo a derecha M, puede ser visto como D-comddulo a derecha con la aplicaciéon estructura:

I flowy: M ->MeC—-M®D

al cual se le denota por M;.

También se puede definir el funtor (—); : M — MP.

Estructura de C*-médulo a izquierda de M € M.

Obsérvese que si M es un C-comddulo a derecha entonces tiene también estructura de C*-
moédulo a izquierda, esto es, si f € C* y m € M, entonces:

f—m= Zf(m(l))m(o)-
(m)

De hecho dos C-comédulos a derecha son isomorfos si lo sélo si lo son como C*-mddulos a
izquierda.
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Andlogamente dado un C-comédulo a izquierda se define una estructura de C*-médulo a
derecha y al producto lo denotaremos por —.
Dados M, N € M® entonces

Hom_c(M,N) = Home~(M,N).

Modédulos racionales.
Sea C' una coalgebra y M un C*-mdédulo a izquierda, definimos

p: M —— Hom(C*, M)

mpF———-- p(m): C”

cF——c"—m

Observamos los siguientes embebimientos:
*ok 'f *
M®RC—M®C*"™ — Hom(C*, M)

MR ecH——=>mR ™ ———= fge-: CF - M

k%

= [ () =<, >m

Diremos que M es racional si p(M) C M ® C.

Proposicién 26 [17] Sea M un C*-mddulo a izquierda racional, entonces (M, p) es un C-
comédulo a derecha.

O

En particular, existe una relacién biyectiva entre C-comddulos a derecha y C*-mddulos a
izquierda racionales.

Proposicion 27 Sea C una codlgebra,
1. C es un C*-mddulo a izquierda (resp. a derecha) racional bajo — (resp. —).

2. e m~x=x—¢c=ux para cada x € C.
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3. C* — ¢ (resp. ¢ — C*) es el submddulo a izquierda (resp. a derecha) racional y finito
dimensional generado por c € C.

4. f—C (resp. C — f) es un coideal a izquierda (resp. a derecha) de C para cada f € C*.

0

1.7 Subcomddulo generado por un conjunto de elementos.

Sean X e Y dos K-espacios vectoriales, sean {{;}icr ¥ {n;};jcs bases respectivas de X e Y.
Entonces cualquier elemento u € X ® Y se puede escribir:

u:ij ®mn; = Z&@yi,
jeJ il
y los elementos z; € X, y; € Y estdn unicamente determinados por u. Si ahora consideramos

X', Y’ dos subespacios vectoriales de X e Y respectivamente, de forma que u € X' @ Y, en-
tonces todos los ; deben de pertenecer a X’ y todos los y; a Y.

Sea U = {ux}rea un subconjunto cualquiera de X ® Y, con subindices en el conjunto de

indices A. Para cada \ € A,
uy = ch,\j ®n; = Zﬁi ® Yni,
jeJ il
conzy; € X yyr € Y. Definimos la expansion a izquierda de U, y escribiremos £(U), como
el subespacio vectorial de X generado por todos los x;; andlogamente definimos la expansién
a derecha de U, y escribiremos R(U), como el subespacio vectorial generado por todos los
Yxri- De donde se sigue:

Loy= X |vcxeyy,  RU)={V|UCXeY'}
X'<X Y'Y

L(U) y R(U) son independientes de las bases de X e Y elegidas y ademas,
U< LU)@RWU).

Proposicién 28 [9] En las mismas condiciones del apartado anterior, si U = {u} tiene un
unico elemento y

n
uw=> " zp Oy,
h=1

conx; € X yy; €Y, entonces si n es longitud minimal entre todas las expresiones posibles de
u, {z1,...,xn} es una base de L(U) y {y1,...,yn} es base de R(U) y por tanto dim(L(U)) =
dim(R(U)) = n.
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Sea M un C-comédulo a derecha y sea S C M un subconjunto de M, entonces el menor
subcomédulo de M que contiene a S es el subcomédulo de M generado por S.

Lema 29 [9] Sea M un C-comddulo a derecha, entonces:
1. Si N es un subcomddulo a derecha de M, L(wpr(N)) = N.

2. 8i S es un subconjunto de M, entonces L(wn(S)) es el subcomodulo de M generado por
S. En particular para un elemento m € M, L(war(m)) es el subcomddulo de M generado
por m.

O

Sea M un C-comédulo a derecha, entonces M es localmente finito, para cualquier m € M,
el subcomédulo generado por m, es de dimensién finita.

Corolario 30 Sea C una codlgebra, sea x € C, entonces la subcodlgebra generada por z, C,
es de dimension finita.

O

Corolario 31 Sea S una codlgebra simple, entonces S es finito dimensional.

DEMOSTRACION.  Sea ¢ € S, ¢ # 0, entonces la subcodlgebra de S generada por ¢ es finita
dimensional y debe de ser S. O

Coalgebras finitas.

Vamos a analizar en esta seccién el caso finito, consideraremos C' una codlgebra de dimensién
finita con B = {z1, ..., x,} una K-base de C de forma que €(z1) =1y e(z3) = .... = €(x,) =0,
si no es asi tomamos combinaciones lineales para que ocurra. Una K-base de C' ® C sera
{zi®z;|i,j=1,2,...,n}, entonces escribiremos

n
Azy) = Z aﬁjxi ® xj,
ij=1

y por tanto,

n n
n k
T = E ai,jxie(xj):g a; 1T,
i=1

i,7=1
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de donde aL 1 =0paracadai#ky a’,j,l = 1. Deigual forma z, = >_, a¥ ij, en consecuencia
a’f)j =0 paracada j # ky a’f)k = 1. Definiremos las matrices Aé (a; J) es claro que la
estructura de C' queda determinada por completo por estas n matrices: A',...., A”. La primera
fila y la primera columna de cada A* es de la forma (0, ...., 1, ....,0) todo ceros excepto un 1 en
la, posicién k-ésima. Ademds C' es coconmutativa si y sélo si A!, ..., A” son simétricas.

Sea un elemento ¢ € C, de coordenadas respecto de la base B,

n
C:(Cl7"'7cn)B7 c= § CkTk
k=1
entonces
n n n
= E e A(zy) = E E a”xz®xj = E E a”ckxl ;= E dj ® x;
k=1 k=1 ij=1 =1 ik=
donde

n
E : k — (d. .
aiyjckaci = (dh? ....,djn)B
i,k=1

R n k . . : : L k .
con dj, =7, a; jcy, es decir si consideramos la matriz A_ ; = (A7), entonces:

djl C1
djz A Co
: - 77j
dj,, Cn
Analogamente podriamos definir las matrices 4; — = (ak j) y entonces tendriamos la situacién
simétrica:
n
c) = E T; e
i=1
donde
n
} : k _
amckxj = (61‘1, ceeey ein)B
Gok=1
con e;, = Y _._; af ;¢ y entonces
61‘1 C1
612 C2

€;

n
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Observacién 32 Sea ¢ € C y {x1,x2,.....,n} una base de C' en las mismas condiciones de
antes, entonces

Ale) = Zdj ® x;
j=1

Ac) = ixi ®e;
i=1

donde dj = A_ jc para cada j y e; = A;,—c para cada 1.

1.8 El espacio de coeficientes.

Sea M un C-comddulo a derecha, definimos el espacio de coeficientes de M, cf(M), por
cf (M) = R(wn (M)).

Es claro que c¢f(M) es un subespacio de C, y tenemos que

w]u(M) <M® Cf(M)

Lema 33 Sea C una codlgebra y M € MY un C-comédulo a derecha, cf(M) es la menor
subcodlgebra de C' tal que wp (M) C M & cf (M).

O

Lema 34 [9] Sean M, M’ € MC, entonces

1. Si f: M — M’ es un morfismo de C-comddulos a derecha, entonces cf(f(M)) < cf(M).
Si M y M’ son isomorfos, cf(M) = cf(M’).

2. Sea N < M un subcomddulo, entonces cf(N) < cf(M) y cf(M/N) < cf(M).
3. Si {Nx}rea es una familia de subcomddulos de M, entonces cf(>, Nx) =, cf(Nar).

O
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Lema 35 Sean M,N y W tres C-comédulos a derecha tales que la sucesion
0O—=N—-M-—-W

es exacta corta. Entonces cf(M) C cf(N) + cf(W).

DEMOSTRACION. Es claro porque cf (M) C cf(N + W) =cf(N) + cf(W). O

Proposicién 36 [9] cf(M) es una subcodlgebra de C.

Por tanto, ¢f(M) puede verse como un C-comdédulo a derecha.

Proposicién 37 [9] Sea I un coideal a derecha de C, entonces I < cf(I). Si I es una sub-
codlgebra de C, entonces I = cf(I).

O

Sea X un K-espacio vectorial cualquiera, entonces (X ® M, Ix ® wys) es un C-comébdulo
a derecha que denotaremos (X) ® M. Obsérvese que si {z;};c; es una base de X, entonces
(X) ® M puede verse como la suma directa de todos los subcomédulos z; ® M, cada uno de los
cuales es isomorfo a M.

Proposicién 38 [9] Sea M un C-comddulo a derecha y veamos cf(M) como otro C-comddulo
a derecha.

1. wyr, induce un monomorfismo de C-comddulos a derecha:
wy M — (M) ®cf(M).

2. Sea {m;}icr una base de M, y sea {f;}icr un conjunto de elementos de M* tales que
film;) = 6i5 (1,5 € I). Sea Mg el subespacio generado por {fi}ticr. Entonces existe un
epimorfismo de C-comddulos a derecha

¢:(My)oM—C
definido por ¢(f @ m) = (f @ Iwar(m) para cada m € M y f € Mg
O

Corolario 39 [9] Si la dimensidn de M es finita, entonces Mg = M*, M* @ M es un C-

bicomddulo, y la aplicacion ¢ induce un epimorfismo de C-bicomddulos, ¢ : M* @5 M — C.
(E = Endc(M)).

O
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La matriz invariante de un C-comddulo.

Sea M un C-comddulo a derecha, y sea {z;};cr una K-base de M, entonces obtenemos las
siguientes ecuaciones:
wi(zj) = Z% ® tij,
iel
donde cada t;; € C, la matriz T' = (t;;) se llama matriz invariante de A/ para C sobre la
base {z;}icr. Obsérvese que A(T) =TT y €(t;;) = 6;; donde 6;; es el simbolo de Kronecker.

Proposicién 40 [9] cf(M) es el K-subespacio generado por los coeficientes t;j.
0

Sea (M,wps) un C-comédulo a derecha finito dimensional como espacio vectorial, suponga-
mos que {x;}ier es una base de M como espacio vectorial, entonces {f;}icr, con f;(x;) = bi;
es una base del dual M™*, por ser de dimension finita.

M* es un C*-mddulo a izquierda, pero por ser de dimensién finita también es un C-comédulo
a izquierda con aplicacién estructura definida sobre la base {f; }icr,

Wi(f) =t ® f;
icl

donde (t;;) es la matriz invariante.

1.9 Comoddulos simples.

Sea C' una codlgebra y sea M un C-comddulo a derecha, diremos que M es simple si M # 0y
M no tiene subcomédulos, excepto M y 0. Al conjunto de todos los C-subcomddulos a derecha
simples de M, lo denotaremos Simp® (M).

Sea C* el algebra dual de C, consideremos un conjunto

{SB}QEB = A7

de representantes de las clases de isomorfia de C-comdédulos a derecha simples y denotemos por
mpg = dimK(Sg).

Proposicién 41 [9] Sea S un C-comddulo a izquierda simple entonces,

1. dim(S) es finita, D = Endc(S) es un dlgebra de division y el (C,C)-epimorfismo ¢ :
S*®@p S — cf(S) es un isomorfismo.

2. Sea n = dimp(S), entonces cf(S) es isomorfo, como C-comddulo a izquierda a una
suma directa de n copias de S. Ademds cualquier C-subcomddulo de C isomorfo a S estd
contenido en cf(S).
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3. S* es simple como C-comddulo a derecha y cf(S*) = cf(S) es isomorfo como C-comddulo
a derecha a una suma de n copias de S*. Y ademds cudlquier subcomddulo a derecha de
C isomorfo a S* estd contenido en cf(S).

4. cf(S) es un C-bicomddulo simple. Cada C-subbicomddulo simple de C' es igual a cf(S)
para algin C-comddulo a izquierda simple S.

O

Observemos que el conjunto A tiene tantos elementos como subcodlgebras simples tiene C,
de hecho podriamos elegir como conjunto de representantes {cf(S3)}gep que serfa el conjunto
de todas las subcoélgebras simples de C. Ademds es claro que dimg (cf(Sg)) = m%

Corolario 42 Sea C una codlgebra, entonces existe una relacion biyectiva entre C-comddulos
simples a derecha y C'-comddulos simples a izquierda.

O

Proposicién 43 Sea D < C una subcodlgebra, entonces Simp® (D) = Simp? (D).

DEMOSTRACION. Inmediata. O

Proposicién 44 [11] Sea C una codlgebra, entonces existe una biyeccion entre el conjunto de
las clases de isomorfia de C-comddulos a derecha simples y el conjunto de las subcodlgebras
simples de C'.

O

Zécalo y Semisimples.

Sea C una codlgebras y sea M un C-comédulo a derecha, definimos el zécalo de M, soc(M),
como la suma de todos los subcomddulos simples de M. Diremos que M es semisimple si
soc(M) =M.

Proposicién 45 [9] Sea M un C-comddulo a derecha, entonces M es semisimple si y sélo si
cf (M) C soc(C).

O
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Factores de composicion.

Sea M un C-comédulo a derecha, M # 0, una cadena finita de n 4+ 1 subcomdédulos de M
M=My>M >...>M,=0

se dice que es una serie de composicién de longitud n de M si M;_1/M; es simple
(i =1,2,...,n), es decir, cada término de la cadena es maximal en su predecesor. M se dird
que es de longitud finita si tiene una serie de composicién de longitud finita.

Sea M un C-comddulo a derecha de longitud finita y sea N < M un subcomodulo, si N es
un término de una serie de composicién de M, es decir, si N tiene un subcomédulo maximal
N’; al comédulo simple N/N’ se le llama factor de composicién de M. En general, para un
C-comédulo a derecha cualquiera M, llamaremos factores de composicion de M a los factores
de composicién de los subcomédulos a derecha de longitud finita de M.

1.10 Producto cotensor.

Sea C' una codlgebra, M un C-comédulo a derecha y N un C-comédulo a izquierda. Definimos
el producto cotensor de M y N, M Oz N como el niicleo de la aplicacién:

Wy QI —IRQwuy MAN ->MRC®N
Algunas propiedades del producto cotensor son:
1. Si C=K entonces M O N = M ®¢c N.

2. Si C es finito dimensional, M es un C-comédulo a derecha finito dimensional y N es un
C-comédulo a izquierda finito dimensional; entonces

(M O¢ N)* = M* ®c- N*.

3. El producto cotensor es asociativo.
4. Los funtores M g — y —Op N son exactos a izquierda y preservan sumas directas.

5. Si M es un (C, D)-bicomédulo y N es un (D, E)-bicomddulo para C, D, E codlgebras,
entonces M Op N es un (C, F)-bicomédulo.

6. Si X es un C-comddulo a izquierda finito dimensional y M un C-comédulo a derecha
entonces
MOc X 2 Hom_c(X*, M)

donde X* es el espacio dual que es C-comédulo a derecha con la aplicacion estructura:
X* — Hom(X,(C) 2 X*® C, definida por 2* — (I ® *)wx.
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7. El funtor M O — es exacto si y s6lo si M es un C-comddulo a derecha inyectivo.

Lema 46 Sea C una codlgebra, f € C* y W € M, entonces:
1. Ker(I®ec)N(MOc C)=0.
2. W2W0Oe C (W=COcW para W€ “M).

ww(f —2) e W (f — C) para cada x € W.

WOo (f =€) 2 f — (WO C) = (f — W),

Si e € C* es idempotente entonces
Whe(e—C)=e— WOcC) (e —W).

6. St D es una subcodlgebra de C' entonces W U¢ D es un D-comdédulo a derecha.
7. Si f € C* es central entonces W O¢ (f — C) es un (f — C)-comddulo a derecha.

8. Sean A€ M® y B € M tales que A C C como C-comédulo a derecha y B C C como
C-comdédulo a izquierda, entonces AOc B C AC.

DEMOSTRACION.

1. Sea
Zwi®yi eKerI@e)NWOe C
i

entonces sabemos que

(I®A)(in ®yi) = (ww ®I)(Z$z‘ @ i),

(I®6)(Zl’i ®y;) =0

es decir,

chi ®@Ac(y:) = wa(xi) ® Yi,
szf(yi) =0

aplicando A¢ y wywy,

Sz ww® W) => O (@) @ (@:)e) @
@ (vi) i (x4)
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y sabemos que

I ®I®ec)(3(X @) @ @i)@) @u) = (e (@i)a @ (@i)e) ®@ec(yi)

|
g
€

Luego
I@I®ec)} @Y (1)o@ H:)e)) =0

? (yi)

o lo que es lo mismo ), x; ® y; = 0 como queriamos demostrar.

2. Recordemos que la aplicacion estructura de W es wy : W — W ® C, definida por
ww () = 32, T(1) ® T(2). Observemos que Im(ww) € W Oc C porque

(I ®Ac) oww)(x) = ((ww ® 1) o ww)(x)

y la aplicacion estructura de C' como C-comddulo es Ag, entonces y salvo identificacién
consideramos
ww W —->W0OeC

que es monomorfismo porque (I ® €) o ww = Iy salvo el isomorfismo W @ K = W
por ser W un C-comédulo a derecha. Para terminar bastaria con ver que wyy salvo la
identificacién es sobreyectiva y por tanto isomorfismo. En efecto, sea ), z;®y; € WOcC
y llamemos z = (I ® €)(>_, x; ® y;) € W, entonces

(Zfﬂz ®y;) —ww(z) =0

porque
Oz @) —wu(2) € Ker(I@e)N MO C =0

y (O, i ® yi) = ww(2), y en consecuencia sobreyectiva. Obsérvese que (I ® €) |y, o es
la inversa de wyy salvo la identificaciéon que hemos hecho antes, en realidad tendriamos
que Im(ww) =M O¢ C.

3. En efecto,

ww(f =) = flea)ew (o) = Y F@a)(@en) @ze1) = 3 2o ® f(201))T01),
(z) (z) (=)

y como

((ww @I oww)(x) = (I ® Ac) oww)(x)

esto es,

Zﬂf(om Q@ x(o1) ®T(1) = Z T(0) ® T(11) ® T(12)
(x) (x)
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entonces

@) o) ® f(@a)zoy = (TI® ) ,) oo ®To1) @ z1))
(I®I® f)(Z(z) ) ®T11) @ x(lg))

= Z(w) T(0) ® f(ra2)T1)

= Z(I)x(o)(@(f—‘l‘(l)) eW®(f~C).

4. Es evidente que f — W = f — (W Q¢ C), y el isomorfismo viene dado por
ww |(p—wy: (f = W) — f = (WDc C)

usando
= (ww (@) =ww(f — ),
y el apartado 2.

Salvo el isomorfismo anterior pasamos a demostrar la inclusién:

Sea f — x € f — W entonces fww(x) =ww(f — ) € W f — C, recordemos que la
estructura de C-comédulo a izquierda de f — C viene dada por wy_.c = Ac restringida
a elementos de f — C, entonces es evidente por ser W un C-comdédulo a derecha que

(ww @1) = (I ®Ac))(ww(f —x)=0
y en consecuencia wy (f — ) € W e (f — C) para cualquier f — x € f — W.
5. Si e es idempotente entonces
Whe(e—=C)=e— W0 (e—C))Ce— (WDOcC)Xe—W
y por tanto tenemos la igualdad.
6. Si D C C es subcodlgebra, entonces es D-bicomddulo y por tanto es evidente.
7. Evidente.

8. Se demuestra de manera analoga.

O

Sea f : C'— D un morfismo de codlgebras, si vemos a C' como un (D, C)-bicomédulo, donde
la estructura de D-comédulo a izquierda de C' es la que resulta del cambio de codlgebras por
el morfismo, esto es, la dada por la aplicacién estructura (f ® I) o A. Entonces para cada
D-comodulo a derecha M, construimos el C-comédulo a derecha

Mf=MmOpC

que se llamard comdédulo inducido.
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Lema 47 (2.1 de [18] y 3.6 de [19]) Sea C una codlgebra y sea C una categoria K-abeliana. Si
F: %M —C (resp. F: M — C) es un funtor exvacto a izquierda que preserva sumas directas,
entonces existe un unico (salvo isomorfismos) C-comddulo a derecha (resp. a izquierda) M
que es un objeto de la categoria C tal que F es isomorfo al funtor cotensor M O¢ — (resp.
—O¢ M). En particular, si C = P M (resp. MP) para alguna codlgebra D, entonces M es un
(D, C)-bicomddulo (resp. (C, D)-bicomddulo).

O

1.11 Comoédulos quasi-finitos.

Un C-comédulo a derecha M es quasi-finito si Hom_c(N, M) es de dimensién finita para
cualquier C-comédulo a derecha N de dimension finita. Un C-comoddulo a derecha es finita-
mente cogenerado si es isomorfo a un subcomddulo de V ® C' para algun K-espacio V finito
dimensional. Un comddulo finitamente cogenerado es quasi-finito.

Lema 48 Sea M un (D, C)-bicomddulo. Entonces M es quasi-finito como C-comddulo a de-
recha si y sélo si el funtor — Op M : MP — MC tiene un funtor adjunto a izquierda que
denotaremos Cohom_c(M,—). Esto es, para N un C-comddulo a derecha y P un D-comddulo
a derecha,

Hom_p(Cohom_c((M,N),P) = Hom_c(N,POp M).

El funtor Cohom_c(M, —) se describe por,

Cohom_c(M,N) =lim Hom_p(N;, X)* = lim(M O¢ Ny)*

donde {N;} es la familia de todos los subcomédulos finito dimensionales de N.

Denotamos 6 : N — Cohom_c(M, N)Op M al morfismo de C-comédulos a derecha imagen
del morfismo identidad Cohom_c(M, N) — Cohom_c (M, N).

Sea M un (D, C)-bicomédulo, supongamos que M es quasi-finito como C-comédulo a de-
recha, entonces Coend_c (M) = Cohom_c(M, M) es una coélgebra cuya comultiplicacién es
la correspondiente por la adjuncién a (I ® ) 00 : M — Coend_c(M) ® Coend_c(M) @ M
con C = K, M = N y cuya counidad es la correspondiente a Ip;; la llamamos coalgebra
de coendomorfismos de M. Es claro que M es un (Coend_c(M),C)-bicomédulo, con
Weoend_c(M) = 0 para N = M.
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Sea M un (D, C)-bicomédulo con M quasi-finito como C-comédulo a derecha, entonces
existe un morfismo de codlgebras \ : Coend_c(M) — D tal que wp = (A®I)0. Reciprocamente
un morfismo de codlgebras A : Coend_c(M) — D convierte a M en un (D, C)-bicomédulo.

1.12 Comoédulos inyectivos.

Diremos que un C-comddulo a derecha I es inyectivo o C-inyectivo, si dados U,V dos C-
comédulos a derecha con U <V, cualquier morfismo de C-comédulos a derecha f: U — I se
puede extender a f: V — I. Algunas propiedades son:

1.

7.

Cualquier sumando directo de un comoédulo inyectivo es inyectivo, y si I < M un subco-
modulo e I es inyectivo, entonces I es un sumando directo de M.

. Un C-comdédulo a derecha M es inyectivo si y sélo si el funtor Cohom_c(—, M) es exacto.

. [5] Cohom_c(—, M) es exacto si y sélo si — Oc M es exacto

[5] Sea L un C-comdédulo a derecha y M un (C, D)-bicomédulo. Si L es C-inyectivo y M
es D-inyectivo entonces L o M es D-inyectivo.

. [5] Cualquier comddulo libre es inyectivo.

. [5] Si M es C-comédulo a derecha finito dimensional, entonces M es C-inyectivo si y sélo

si es inyectivo como C*-mdédulo a izquierda.

[9] La suma directa de C-comddulos a derecha (resp. a izquierda) inyectivos es inyectiva.

Para f: C' — D un morfismo de coalgebras, por 1.10 podemos considerar el funtor

(=) ==OpC:MP - M

Proposicién 49 [5] Sea f: C — D un morfismo de codlgebras, entonces son equivalentes:

1.

2.

3.

(=) = —0Op C es exacto.
C es inyectiva como D-comddulo a izquierda.

Cualquier C'-comddulo a izquierda inyectivo es inyectivo como D-comdédulo a izquierda.

O
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Proposicién 50 [9] Sea C una codlgebra y sean M, N dos C-comddulos a izquierda inyectivos,
entonces:

1. Cualquier morfismo de C-comddulos de M en N que induce un isomorfismo de soc(M)
en soc(N), es un isomorfismo.

2. M 2 N siy sdlo si soc(M) = soc(N).
|

Un morfismo de C-comédulos a izquierda ¢ : M — [ se dird que es un embebimiento
inyectivo minimal de M si I es inyectivo y ¢ induce un isomomorfismo soc(M) — soc(I),
cuando existe ¢ diremos que I es la envolvente inyectiva de M, y denotaremos I = E(“M).

Proposicién 51 [9] Sea M un C-comddulo a izquierda, entonces:

1. Si existen dos embebimientos inyectivos minimales, ¢ : M — I y ¢' : M — I' entonces I
e I' son isomorfos.

2. Eziste al menos un embebimiento inyectivo minimal de M y por tanto su envolvente
myectiva.

O

Comoddulos coplanos.

Un C-comoédulo a derecha M, se dird que es coplano si el funtor M [ — es exacto, por tanto
equivalen,

1. M es coplano.
2. Cohom_c(—, M) es exacto.
3. M es C-inyectivo.

Dado un morfismo de coalgebras f : C'— D se dird que es un morfismo coplano a izquierda
si C' es coplano (o inyectivo) como D-comdédulo a izquierda.

1.13 Contextos Morita-Takeuchi.

Un Contexto Morita-Takeuchi consiste en (D,C, M, N, f,g) donde D y C son codlgebras;
M es un (D, C)-bicomédulo, N un (C, D)-bicomédulo; f: D —- MOcNyg:C— NOp M
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son morfismos de bicomddulos verificando:

~

1%

M MOe C N NOpD
=~ IOg = rarf
DOp M MOcNOp M CO¢ N NOp MOc N

fOI

g1

SiS=—-0UcNyT=—0Op M entonces los morfismo f y g pueden ser identificados con
las transformaciones naturales, f : I — ST y g : I — TS, y los diagramas anteriores son
conmutativos si y solo si

Tf=gT:T—TST y fS=58g:5— STS.

Si f es un isomorfismo entonces el par (f~!: ST — I,g: I — TS) nos da una adjuncién S 4T
Entonces si f y g son isomorfismos se dird que D y C son equivalentes M-T y en tal caso
denotaremos D ~p_r C.

Proposicién 52 Sea (D,C, M, N, f,g) un contexto Morita-Takeuchi, entonces f es inyectiva
si y solo si M es inyectivo.

O

Se dird que un contexto Morita-Takeuchi (D, C, M, N, f, g) es inyectivo si f es inyectiva (o
M es inyectivo).

Proposicién 53 Sea (D,C, M, N, f,g) un contexto Morita- Takeuchi inyectivo, entonces:
1. f es un isomorfismo.
2. Los comddulos Mc, ¢ N son quasi-finitos e inyectivos.
8. Los comddulos pM, Np son cogeneradores.
4. Cohom_c(M,C) =2 N, Cohomc_(N,C) = M.

5. Coend_c(M) = D, Coendc_(N) = D.
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Observacién 54 [18] Sea M un C-comddulo a derecha quasi-finito, si D = Coend_c(M),
entonces M es un (D, C)-bicomddulo. Consideramos N = Cohom_c(M,C) que es un (C, D)-
bicomddulo. Sea

g=0:C—-NUOpM
(véase 1.11) y sea
f:D=Cohom_c(M,MOc C) — M Og Cohom_c(M,C) =M Oc N

entonces (D,C, M, N, f,g) un contexto Morita-Takeuchi; donde f es inyectiva si y sdlo si M es
inyectivo como C'-comddulo a derecha; y g es inyectiva si y sélo si M es un cogenerador como
C-comddulo a derecha.

Si M es quasifinito e inyectivo entonces resulta un contexto Morita-Takeuchi inyectivo.
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2 Coalgebras coprimas

Las coalgebras coprimas son una generalizacion de las codlgebras simples en el caso infinito
dimensional. Una subcodlgebra coprima finita dimensional es simple. Existen codlgebras como
las punteadas, en concreto las algebras de Lie, donde las subcoéalgebras simples aportan poca in-
formacién, en este capitulo describimos las subcodlgebras coprimas y sus propiedades. También
describimos la topologia de Zariski para coprimas. En capitulos posteriores describiremos como
son las subcodlgebras coprimas de las codlgebras de caminos y en particular de las codlgebras
punteadas.

2.1 El producto Wedge.

Sea C una codlgebra y X e Y dos subespacios vectoriales de C. Se define X AY y se le llama
producto Wedge, al nitcleo de la composicién:

A

C ceC

C/X®C/Y.
También lo podemos describir como:
XAY =AHCRY+X®(0),

O por
XAY = (XtyhH)*

Siempre que pueda existir duda escribiremos X A€ Y para denotar el producto Wedge en C.

Observacién 55 Atendiendo a las definiciones anteriores ndtese que si x € X NY y A(z) =
Z(I) T(1) @ T(2) entonces se puede escribir de forma que (1) € X o x(2) €Y.

O

Proposicién 56
1. El producto Wedge es asociativo:

(XAYVANZ=XANYANZ)=Ker(C—-C3—=C/X®C/Y®C/Z)
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2. 81 XCY yZCW entonces XNZCY ANW.
3. El Ker(e) es un elemento neutro para el producto Wedge:

X ANKer(e)=Ker(e) NX =X

4. SiY C Ker(e), entonces XANY C X eY ANX C X.

Proposicion 57

1. Si X es un coideal a izquierda (derecha) entonces X NY (Y AN X) es coideal a izquierda
(derecha) y X CY ANX (X CXAY).

2. 81 X es un coideal a izquierda e Y es un coideal a derecha entonces X ANY es una
subcodlgebra.

3. 51 X eY son subcodlgebras entonces X ANY es una subcodlgebra y

XANY DX 4+Y

4. Si X C Ker(e) entonces ), \" X es un coideal.

Una subcodlgebra D C C se dice que es coidempotente si D A D = D.

Proposicién 58 Sea D C C una subcodlgebra y sean X e 'Y subcodlgebras de D, entonces:
1. XAPY=(XA°Y)ND.
2. Si ademds D es coidempotente, X NCY = X AP Y.

DEMOSTRACION.

1. Consideremos K7 = Ker(A;) = X ANPY v Ky = Ker(Ag) = X ACY, donde A; es la
composiciéon

p_2p

D®D—~D/X®D/Y

y A es

o B¢

C®C—=C/XaC/Y
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entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
Ap
K -D D®D —~D/X®D/Y
? g
K, C CeC—C/X2C/Y
Ac
por tanto,
(X A°Y)ND = Ker(Ay) N D = Ker(Agi) = Ker(gA;)
y como g es monomorfismo,
Ker(gA1) = Ker(Ay);
luego (X A°Y)N D = Ker(A1) = X AP Y.
2. Tenemos que X A Y C DAY D =D, luego X A\PY = (X A°Y)ND=XACY.
]

Proposicién 59 Sean X,Y, D C C subcodlgebras, entonces (XACY)ND C (XND)AP (Y ND).

DEMOSTRACION. Bastarfa con demostrar (X A€ Y)N D C (X N D)AY (Y N D). Vedmoslo,
(XAY)ND=(X*YH+nD=XvyHtnptt = (xtyhH) +DhHt

C((X++DYHY*++ DY) =(XnD)H(YnD)H)t =(XnD)A® (YN D).

Proposicion 60 Sea f: C — D un morfismo de codlgebras, para cualesquiera dos subespacios

X eY de C, se verifica:
FXAY) C f(X)AFY).

DEMOSTRACION. Sea x € X AY, f(z) € f(X ANY), Af(z) = (f ® f)Azx porque f es morfismo
de codlgebras. Consideremos A(z) =Y, z;®@y; conz; € X oy; € Y, Af(x) =>, f(z:)® f(yi)

con f(z;) € f(X) o f(y;) €Y,y en consecuencia f(z) € f(X)A f(Y).

O

Proposicién 61 Sea f: C — D un morfismo de codlgebras, sean A, B C D dos subespacios

vectoriales, entonces:
1 f7YANB) 2 f7HA) A fUB).
2. Si f es sobreyectiva entonces f~1(AA B) = f~YA) A f~1(B).
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DEMOSTRACION.
1. Siz e f~Y(A) A f~Y(B), podemos escribir A(z) = 2 () T(1) ® T(2) con (1) € fT 1(A) o

x(9) € f~H(B), entonces A(f(z)) = > flx) ® f(z) con f(zm) € Ao f(z) € B
y por tanto f(z) € AA B.

2. Consideremos z € f~1(AA B) con Az =Y, z; ® y;, es decir, tal que f(z) € AA By por
tanto Af(z) € A® D+ D ® B, entoces Af(z) sera de la forma

=Y ai®di+)y deb;
i J

por otro lado Af(z) = (f ® f)Ax por ser f un morfismo de codlgebras, en consecuencia
como [ es sobreyectiva:

Doai@dity di @b =3 f(ri) @ fle) + 3 f(e) @ f(s5);

donde r; = f*(A) y s; € f~1(B).
Entonces
2= 2Qyi—Yy ri®c—y ¢;@s; € Ker(f® f)
i i J
y por el lema 2
Ker(f® f)=Ker(f)eC+CoKer(f) C fH(A)®@C+C f(B)

podemos decir que
Aw:g x¢®yi:5 7"1’®Ci+§ ¢ ®sj+z
i i j

con Y, ri@c € fHA)C, Y, c;es;eCof Y(B)yze fH(AeC+Cof1(B),
por tanto
Ar € fHA@C+Co fH(B)

yx e fTHANHB).

Proposicién 62 Sea C una codlgebra coconmutativa, entonces el producto Wedge es conmu-
tativo, para X,Y C C dos K-subespacios, X NY =Y N X.

O

Corolario 63 Sea C una codlgebra coconmutativa, sean X,Y C C dos subcodlgebras, si X N
Y = {0} entonces X N\Y =X @Y.

O
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Subcoailgebras y coideales cogenerados por un espacio vectorial.

Sea C una coalgebra y X C C' un subespacio vectorial de C, definiremos la subcoalgebra
de C cogenerada por X como la mayor subcoalgebra de C' que estd contenida en X. Y la
denotaremos por < X >. Andlogamente definimos el coideal a derecha (a izquierda) cogenerado
por X como el mayor coideal a derecha (a izquierda) contenido en X.

Proposicién 64 Dada una codlgebra C y un subespacio suyo X, entonces:
1. X AO (resp. 0N X) es el coideal a derecha (a izquierda) cogenerado por X.
2. Si C es coconmutativa entonces X N0 es la subcodlgebra cogenerada por X.
DEMOSTRACION.

1. Como 0 es un coideal a derecha (resp. izquierda), entonces X A0 (0 A X) es un coideal a
derecha (izquierda). 0 C ker(e), entonces X A0 C X (0A X C X). Por otra parte si YV’
es un coideal a derecha (izquierda) con Y C X entonces Y AOC X A0 (0AY COAX).

2. Bastaria con demostrar que es subcodlgebra, pero X A0 = 0 A X, por tanto es coideal a
derecha y coideal a izquierda, y en consecuencia es subcodlgebra.

Lema 65 Sea f : C — D un morfismo entre codlgebras coconmutativas, sea B C D una
subcodlgebra y sea A =< f~Y(B) >, entonces C* f*(B+) C AL.

DEMOSTRACION. Bastara con demostrar que f*(B+1) C A+ porque A+ es una algebra, sabemos
que

A=< 7B >= f{B)AO= (F (B O

Y ademads
f*(BY)={aeC*|a=f*(h),he B}

sea a € f*(B%), entonces a = f*(h) = hf y a(c) = 0 si f(c) € B, porque a(c) = hf(c) = 0,
por tanto

ae fUBYC FUBCTC (BT = At

luego f*(B+) C AL O
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2.2 Coalgebras coprimas.

Diremos que una subcodlgebra D C C (D # C) es coprima si D C AAB con Ay B
subcodlgebras de C implica D C A o D C B. Anélogamente diremos que C es coprima si
C =AAB implicaC=Ao0C=B.

Una subcoalgebra D C C diremos que es semicoprima si D C A" A implica D C A.

Un ideal H C C* es c-primo si para cualesquiera ideales cerrados I,J C C* tales que
IJ C H, tenemos que I C Ho JC H.

Proposicién 66

1. Si D es una subcodlgebra coprima de C entonces D+ es un ideal c-primo y cerrado de
C*.

2. Sea C un codlgebra, y sean I,J < C* dos ideales, entonces

I AJH =10t

3. Si D es una subcodlgebra coprima de C entonces D+ es un ideal primo y cerrado de C*.

4. P es un ideal primo y cerrado de C* entonces P+ es una subcodlgebra coprima de C.

5. Existe una biyeccion entre las subcodlgebras coprimas de C y los ideales primos cerrados
de C*.

DEMOSTRACION.
1. Dt es cerrado, en efecto, sean I,.J € C* ideales cerrados tales que IJ C D™, entonces

D C D+ C (1J)Y, como I y J son cerrados, por la definicién de producto wedge,
tendremos
D C (IJ)J_ _ (IJ_J_JJ_J_)J_ :IJ_ /\JJ'

por tanto D C I+ o D C J* porque es coprima, es decir, I C D+ o J C D+,

. Por definicién, I+ A J+ = (I++J+H)L y como I+ J+ D IJ entonces (I+HJ+H)L C

(IJ)*, sélo nos quedaria por demostrar la otra inclusion.
Sea x € (IJ)*, calculamos A(z) y lo escribimos de la siguiente forma:
n
A@) =) a; @b+ cs®d,
i=1 s

con {a; + 1+ a2 +1I+,... a,+ I} linealmente independientes en C/I+, y Y Cs®@dy €
It ® C. Por [1, 2.2.2], sabemos que para cada j existe f; € I tal que fj(a;) = &;;; sea
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g € J, entonces f;jg € I.J, por tanto como z € (I.J)=,
0= (F9)@) = Filanglb) + 3 fi(es)glds)
=1 s

pero fj(cs) = 0 para cada s porque ¢s € I+, entonces

(fi9)(z) =g(b;) =0

luego b; € J+ para cada j, y concluimos que A(z) e C® Jt + It ®@C,yxz € It AJE
como queriamos demostrar.

3. DL es cerrado. Sean 1,J € C* ideales tales que IJ C D+, entonces D C D++ C (IJ)J-,
y segiin hemos visto (I.J)* = I+ A J*, por tanto D C I+ A J*, luego D C I+ 0o D C J+,
y se concluye que I C I*++ C D+ o J C J+- C D

4. Sean X,Y C C subcodlgebras tales que P+ C X AY, entonces P+ C (XtY4H)l y
P=pP D (XtYH)H D XLyt Dedonde X+ C Po Y+ C Pt yentonces P- C X
oPLCY.

5. Evidente.

Proposicién 67 Toda subcodlgebra simple es coprima.

DEMOSTRACION. Sea S simple y supongamos que S C X AY. Si S Z Y, entonces SNY =0y
existe f € C* tal que f |s=€g y f |y=0. Por tanto para cada s € S, si As = Z(s) 5(1) @ 8(2)5

se tiene (ver 1.4):
f=s=) smf(se) =Y smes(se) =s.
(s) (s)
Pero, SCXAY,y A(S) CX®C+C®Y, luegoparas € S, As =), a;®c;i+ ) ;d; ®b; y
entonces:

s=f—s= Zaif(ci) +Zdjf(bj) = Zaif(ci) €X.
O

Proposicion 68 Sean D C E C C subcodlgebras. D es subcodlgebra coprima de E si y sélo si
D es subcodlgebra coprima de C.
DEMOSTRACION. Si D C X AC Y, entonces

DC(XAN°Y)NEC(XNE)AE (Y NE)

por tanto D C X NE oD CYNE,yen consecuencia D C X o D CY. La otra implicacién
es evidente. O
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Corolario 69 Sea D C C una subcodlgebra, entonces equivalen:
1. D es una subcodlgebra coprima de C'.
2. Para cada X,Y C D, siDC XANCY entonces X =D oY = D.

3. Para cada X,Y C D, si D = X APY entonces X =D oY = D; esto es, D es una
codlgebra coprima.

O

Corolario 70 Toda codlgebra coprima es indescomponible.

DEMOSTRACION. Supongamos D = X @Y con X,Y C D subcodlgebras, entonces D = X +Y C
XAY,yportanto D=X oD =Y. 0
Corolario 71 Toda codlgebra coconmutativa y coprima es irreducible.

DEMOSTRACION. En efecto, si C' es coconmutativa, entonces es la suma directa de sus compo-
nentes irreducibles @, C; con C; componente irreducible, como ), C; € A\;C; y C es coprima
concluimos que también es irreducible. O

2.3 Extension y contraccion.

Sean C'y D dos codlgebras y f : C — D un morfismo de codlgebras. Para A C C una
subcoédlgebra definimos el extendido de A por A¢ = f(A), y para B una subcoélgebra de D
definimos el contraido de B por B¢ =0 A f~1(B) A 0. Obsérvese que el contraido de B es la
subcodlgebra cogenerada por f~1(B), es decir, < f~1(B) >.

La siguiente proposicién resume las propiedades que verifican las extensiones y las contrac-
ciones.

Proposicién 72 Sea f: C — D un morfismo de codlgebras, entonces:
1. St B es una subcodlgebra de D entonces B¢ C B.
2. Si A es una subcodlgebra de C' entonces A C A°C.

Si B es una subcodlgebra de D entonces B¢ = B€.

St A es una subcodlgebra de C' entonces A¢ = Ac°c.

v e

St A y B son dos subcodlgebras de C' entonces

(a) (A+ B)® = A° + B,
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(b) (AN B)e C A° N Be,
(¢c) (AAB)e C A° A B,

6. Si A y B son dos subcodlgebras de D entonces

(a) (A+ B)° D A°+ B°,
(b) (AN B)¢ = A°N B¢,
(c) (AN B) D A° A B-.

DEMOSTRACION.
1. Se sigue de la proposicién 60,

B =fOANf Y (B)AO)COAFff Y (B)AOCOABAO=DB.

2. Es claro por

A =0Af1f(A)AODOANAND = A.
3. Por (1) y (2) es evidente.

4. Por (1) y (2) es evidente.

5.
(a) Es evidente:
(A+B)°*=f(A+B)=f(A)+ f(B) = A° + B*.
(b) Inmediato por f(AN B) C f(A)N f(B).
(¢) Es conocido que para dos subespacios cualesquiera de C' que f(XAY) C f(X)Af(Y),
en particular ocurre para Ay B.
6.

(a) Como (f~1(A) + f~%(B)) C f~(A+ B) entonces
OAN(f A+ ' B)ANOCOAF(A+B)A0O=(A+ B)°

pero OA(f~1(A)+ f~1(B)) A0 es la mayor subcoalgebra de C contenida en f~*(A)+
fHB).

Por otra parte A+ B¢ = (0A f=1(A) A0) + (0 A f~1(B) A0) es otra subcodlgebra
contenida en f~1(A) + f~1(B), por tanto A+ B° C (A + B)°.
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(b) (D) f~HANB) = f~1(A) N f~1(B), entonces
OANFfHANBYAO=0A(fHA) N fYB))AO.

Por otra parte AN B¢ = (0A f~1(A) A0)N (0 A f~1(B) A0) es una subcoalgebra
contenida en f~!'(AN B), por tanto

A°N B¢ C (AN B)-.
(C) Como f~1(A), f~Y(B) D f~*(ANB), entonces (ANB)° C Ay (AN B)¢ C B¢,
luego (AN B)¢ = A°N BC.
(c) (2) Aplicando a A = X¢, B =Y el apartado 5:
(XCAY)E CXCAYCCXAY

de donde
XANY C(XOAYO)*C(XANY)°

Extensién y contraccién para codlgebras coconmutativas.

Recordemos que si una codlgebra (C, A, €) es coconmutativa, para cualesquiera dos subespacios
Ay B de C tenemos:
ANB=DBAA.

Sean C'y D dos codlgebras coconmutativas y f : C — D un morfismo de codlgebras.
Entonces para B una subcodlgebra de D, el contraido de B es B¢ = 0Af~1(B)A0 = f~Y(B)A0 =
OA f~Y(B) =< f~YB) >.

Proposiciéon 73 Sea f : C — D un morfismo de codlgebras coconmutativas sobreyectivo,
entonces:
(AN B) = A° A B°.

DEMOSTRACION.  Si f es sobreyectiva entonces por la proposicién 61, f~1(AA B) = f~1(A) A
f~Y(B) y por tanto

(AANB)*=0Af"YHAAB)AO=0Af"Y A AFf 1 (B)AOD = A° A B°

Corolario 74 Dado un morfismo sobreyectivo f : C — D de codlgebras coconmutativas. Si C
es coprima entonces D es coprima.
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DEMOSTRACION. Supogamos dos subcodlgebras A y B de D tales que A A B = D entonces
A°ANB°=(ANB)=D‘=C

luego como C' es coprima, A° = C' o B¢ = C, si A° = C entonces A = C° = D y como

A€ C A, A= D;ysi B¢ =C de manera andloga podemos decir que B = D. O

Corolario 75 Dado un morfismo de codlgebras conmutativas f : C — E, si D C C es coprima

entonces f(D) es coprima.

DEMOSTRACION.  Consideramos f |p: D — f(D) y es claro. O

2.4 Topologia de Zariski para coprimas.

Sea C una coalgebra y A C C una subcodalgebra suya. Definimos los conjuntos:
Xo(A) ={D € Spec(C) | D Z A},
Ve (A) = {D € Spec(C) | D C A}.

Salvo que exista duda denotaremos X (A4) = X¢(A) y V(A) = Ve (A).

Lema 76 Dadas A C B C C dos subcodlgebras, entonces V(A) CV(B) y X(A4) 2 X(B).

Proposiciéon 77
1. V(C) = X(0) = Spec(C) y V(0) = X(C) = 0.

2. Si A,B C C son dos subcodlgebras entonces, V(ANB) = V(A)UV(B) y X(AAB) =
X(A)NX(B).

3. Si{As}a es una familia de subcodlgebras de C entonces V(NaAa) = NaV(4a) y X (NaAla) =
UaX (Ay)-

DEMOSTRACION.
1. Inmediata.

2. V(AANB) = {D € Spec(C) | D C ANB} C{D € Spec(C) | D C AoD C B} =
V(A) UV (B). Por otra parte (véase [17]) sabemos que A, B C A+ B C AAByen
consecuencia V(A) UV (B) C V(A A B). La otra demostracién es andloga.

3. Por una parte, si Q € V(Na4s), @ C Nuds vy por tanto @ C A, para cada a, y
Q € V(A,) para cada a. Por otro lado si @ € N, A,, entonces Q C A, para cada a y
por tanto @ € V (N, A, ). La otra demostracién es andloga.
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Corolario 78 Si A, B C C son dos subcodlgebras entonces, X(A+ B) = X(AAB) = X(A)N
X(B)yV(A+B)=V(AAB)=V(A)UV(B).

Corolario 79 {X(A) | A C C subcodlgebra} es una familia de abiertos y {V(4) | A C
C subcodlgebra} es una familia de cerrados.

O

A la topologia que define la familia de abiertos o la familia de cerrados se le llama Topologia
de Zariski. En lo que sigue consideraremos el espacio topoldgico Spec(C') con esta topologia.
Obsérvese que la clausura o cierre de Q € Spec(C) es @ =, {V(4a) | Q € V(Aa)} =V(Q) ¥
para H C Spec(C), H =, {V(A4a) | H C V(A,)}. Mientras que un entorno de P € Spec(C)
serfa X (Ap) con Ap C C una subcodlgebra cualquiera de C' tal que P Z Ap, y un entorno de
H C Spec(C) serfa |Jpey X (Ap).

Componentes irreducibles de una codlgebra coconmutativa.

Las componentes irreducibles de una coalgebra coconmutativa contienen una tnica subcoalgebra
simple, ademds cada coprima contiene también una unica simple, por tanto los conjuntos de
subcodlgebras coprimas de componentes irreducibles distintas son disjuntos y se caracterizan
por contener la simple de esa componente irreducible.

Proposicién 80 Sea C una codlgebra coconmutativa, con C = @, C; suma de sus componentes
irreducibles, entonces

X(C)={P|S; ¢ P}
V(Ci) ={P|S; C P}

donde S; es el unico simple de cada componente irreducible. Ademds X (C;) es abierto y cerrado
a la vez.
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Base topolégica de la topologia de Zariski.

Lema 81 Sea C' una codlgebra, f € C y sea £y = {A C C | f ¢ A}, entonces existe un
elemento mazimal en Y.

DEMOSTRACION.  Sea {A,} una cadena de elementos de X, esto es, A, € Ag 0o Ag C A,
para cada vy 8. Sea A = |JA,, si ¢ € A, entonces existe o tal que x € A,, luego A(x) €
Aa® A, C A® Ay por tanto A es una subcodlgebra de C. Ademds si f € A entonces existe «
tal que f € Ay y Aa & X5 lo cual es absurdo, por tanto A € ¥¢. Luego A es una cota superior
de la cadena y por el lema de Zorn, existe un elemento maximal en X . O

Lema 82 Sea C una codlgebra, f € C y A C C una subcodlgebra tal que f ¢ C, entonces
E? ={BCC|ACByf¢B} tiene un elemento mazximal.

DEMOSTRACION. Andloga al lema anterior. ]

Corolario 83 Si D € E? es maximal, entonces D es maximal en Xy.

DEMOSTRACION.  Supongamos que existe B € X3 tal que D C B, entonces como A C D C B,
B € Y4y DC Blo cual es absurdo. ]

Llamemos I'f al conjunto de todas las subcodlgebras maximales en X7 y FJ‘? al conjunto de

todas las subcodlgebras maximales en E}ix- Consideremos el conjunto de abiertos

{x@Ae |Jrp

feC
Proposicién 84 {X(A) | A€ U s} es base topoldgica.
DEMOSTRACION.
1. Sea P € Spec(C), entonces para cada f € Py para cada A €Ty, P € X(A).

2. Sean X(A) y X(B) dos abiertos cualesquiera de nuestro conjunto con P € X(A) N X (B)
con AeTl'yy BeTy, entonces como X(A)NX(B) = X(AAB), P £ ANBy existe h € P
tal que h ¢ A A B. Consideremos %1"B, y por los lemas anteriores tiene un elemento
maximal y ademas E;?AB C ¥, luego existe Ay, maximal en Xj, con AAB C Aj,. Entonces

P e X(4,) C X(AAB) = X(A) N X(B).

Corolario 85 Para cada A subcodlgebra de C,

X(A) = (J{X(A5) [ Ar €TF}
fec
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DEMOSTRACION. Si P € X(A) entonces P € A, luego existe f € P— Ay por tanto P € X(Ay)
para cada Ay € I‘j;‘. Por otro lado, A C Ay para cada f y para cada Ay € I‘j;‘ entonces
X(Af) € X(A) y Upecd X (4f) | Ay € T4} C X(A). 0

Obsérvese que para cada f € C' y para cada Ay € I'y se tiene:
X(Ap)2{P| fe P}
por tanto es un entorno abierto de {P | f € P}y
V(Af) c{P | f ¢ P}

Topologia de Zariski para simples.

Consideramos C' una codlgebra y Simp(C) el conjunto de todas las subcodlgebras simples de
C. Es evidente que Simp(C) C Spec(C). Consideremos la topologia inducida en Simp(C),
para cada subcodlgebra D C C,

X(D) = {S € Simp(C) | S ¢ D}
V(D) = {S € Simp(C) | S C D}

Entonces, {X(D) | D C C subcodlgebra} y {V(D) | D C C subcodlgebra} definen la Topolo-
gia de Zariski para simples inducida por la de Spec(C).

Proposicién 86 Sea C' una codlgebra, entonces la topologia de Zariski en Simp(C) es la to-
pologia discreta.

DEMOSTRACION.  Si I' € Simp(C') consideramos la subcodlgebra @g S, es claro que I' C
V(Bger S). Por otra parte, si So € V(g S) entonces Sy € @Pgr S, y como Sy es finito
dimensional estard en una suma finita de simples de I', por tanto serd uno de esos simples y
So el

Entonces cualquier subconjunto de simples es cerrado y por tanto también abierto, luego es

la topologia discreta.
O

2.5 Continuidad.

Dado un morfismo de codlgebras coconmutativas, f : C'— D sabemos que si P € Spec(C') en-
tonces f(P) € Spec(D), por tanto podemos definir una aplicacién entre los espacios topoldgico,

F : Spec(C) — Spec(D)
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por
F(P) = f(P),

ahora nos interesara saber cémo es esta aplicacion, y en particular es natural preguntarse si es
continua.

Lema 87 Sea C' una codlgebra coconmutativa y sea X C C un subespacio vectorial suyo. Si
A C C es una subcodlgebra tal que A < X > entonces A € X.

DEMOSTRACION.  Supongamos que A C X, entonces A+ D X1, pero como A+ es un ideal,
A+ D X1LC*, luego
AC (Xt =XAN0=<X >.

Proposicién 88 Sea f : C — D un morfismo de codlgebras coconmutativas, entonces F' :
Spec(C) — Spec(D) definida por F(P) = f(P) para cada P € Spec(C), es una aplicacion
continua.

DEMOSTRACION.  Ya se comprobé que f(P) € Spec(D), por tanto estd bien definida. Para de-
mostrar que es un aplicacién continua, consideraremos X (B) C Spec(D) un abierto cualquiera
de Spec(D), con B C D una subcodlgebra y veamos que F~1(X(B)) es un abierto de Spec(C),
bastara con demostrar que

FTH(X(B)) = X(< fY(B) >) = X(B).
Nétese que
F™HX(B)) = {P € Spec(C) | f(P) € X(B)} = {P € Spec(C) | f(P) L B}.
Demostramos por doble inclusién:

1. (C) Sea P € F~1(X(B)), es decir, f(P) € B. Supongamos que P ¢ X (< f~Y(B) >),
entonces
PC< 7Y (B)>=f"H(B)AOC f1(B)

f(P)C ff7'(b) C B,

que es absurdo.

2. (2) Sea P € X(< f~Y(B)) >), es decir, P Z< f~(B) >, entonces P ¢ f~1(B), y por
tanto f(P) € B, en efecto, si f(P) C B, tenemos que P C f~1f(P) C f~(B). Luego es
claro que P € F~1(X(B)).

O
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2.6 Relacién entre los espacios topoldgicos Spec(C') y Spec(C*).
Topologia inducida.

Podemos considerar el espacio topolégico Spec(C*) con la topologia de Zariski, es decir, para
P € Spec(C*) e I un ideal de C*, definimos:

X(I)={P € Spec(C*) | I £ P}; V(I)={P € Spec(C*) | I C P}

y como X (C*) = Spec(C*), X(0) =0, X(IJ) = X(I)NX(J) y X(Nals) = Ua X (I,), entonces
{X(I) | I <C*} es un familia de abiertos que define la topologia de Zariski.

Proposicién 89 La aplicacion G : Spec(C) — Spec(C*), definida por G(P) = P+, es conti-
nua.

DEMOSTRACION.  En primer lugar nétese que estd bien definida puesto que Pt es un ideal
primo y cerrado. Consideramos Spec(C) y Spec(C*) con las topologias de Zariski respectivas
y vamos a demostrar que es continua. En efecto,

G~ Y(Xc-(I)) = {P € Spec(C) | I £ P+} = Xc(I7)

y por tanto es continua. 0

Sea
Spec(C*) = {P € Spec(C*) | P = P++} C Spec(C*)

el conjunto de todos los ideales primos cerrados, y consideremos la topologia de Zariski inducida.
Corolario 90 Spec(C) y Spec(C*) son espacios topoldgicos homeomorfos.

DEMOSTRACION. G es abierta y por tanto Spec(C) y Spec(C*) son homeomorfos. En efecto,
sea Xc(A) un abierto cualquiera de Spec(C'), entonces

G(Xc(A) ={G(D) | D Z Ay ={D* | D Z A} ={D+ | A~ ¢ D*}

y este es el abierto asociado a A+ para la topologfa inducida de Spec(C*). O

2.7 Relacién entre los espacios topolégicos Spec(C) y Spec(C*).
Topologia cociente.

Definimos la siguiente relacién de equivalencia en Spec(C*), dados P, Q € Spec(C*),

PRQ = PJ_J_ — QJ_L,
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consideramos Spec(C*)/R el conjunto cociente con la topologia cociente, es decir, dada la
proyeccién:

7 Spec(C*) — Spec(C*)/R, =(P) = [P];

X C Spec(C*)/R serd una abierto si y s6lo si 771(X) es un abierto de Spec(C*). O lo que
es lo mismo, 771 (X) es abierto si existe algtin ideal I < C* tal que 7~ (X) = X (I), es decir,
X =7n(X(I). Por tanto, para cada abierto X de Spec(C*), existe un ideal I de C* tal que,

X =A{[PI|IZ P}

Dado una abierto X (I) de Spec(C*), m(X(I)) es abierto en Spec(C*)/R con la topologia
cociente si X (I) es saturado, es decir, si X(I) es una unién de clases de equivalencia del cociente,
en nuestro caso:

Lema 91 Sea I un ideal de C* tal que si I C P+ entonces I C P (o si I ¢ P entonces
I ¢ P++), en tal caso m(X(I)) es abierto en Spec(C*)/R.

DEMOSTRACION.  En efecto, X (I) = n~'n(X(I)) y por tanto es abierto. X(I) C 7~ 1m(X(I)),
faltaria comprobar la otra inclusion,

nln(X () = {r"Y([P) | I £ P}

sea [P] € m(X(I)), y demostremos que 7~ 1([P]) C X (1), sea Q € [P], sabemos que QRP y por
tanto P+ = Q1+, como I € P entonces I ¢ P++ = Q++, y por hipétesis entonces I Z @,
luego @ € X(I), [P] € X(I) como querfamos demostrar. O

Lema 92 Todos los abiertos de Spec(C*)/R son de la forma (X (I)) con I tal que si I C P++
entonces I C P (0 si I P entonces I ¢ P++).

DEMOSTRACION. Sea X un abierto de Spec(C*)/R, entonces 7~(X) = X(J) para algtin ideal
J de C* y m(X(J)) = X como ya sabemos. Si J € P, P € X(J), pero X(J) es la imagen
]

inversa por 7 de un abierto del cociente, luego es saturado y [P] C X (J), por tanto J € P++.
O

Corolario 93 Sea I un ideal de C*, y sea X(I) el abierto asociado de Spec(C*). Equivalen:
1. X(I) es un abierto saturado de Spec(C*) relativo a la topologia cociente de Spec(C*)/R
2. 8 I C Pt entonces I C P.
3. w7 in(X(I)) = X(I).

4. m(X(I)) es abierto en la topologia cociente.
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DEMOSTRACION. (1) y (3) son claramente equivalentes. Que (2) implica (3) y (2) implica (4)
estd hecho. (4) implica (2) es evidente por el lema anterior. Faltaria demostrar que (3) implica
(2), en efecto, si I € P entonces para cada Q € 7~ 1([P]) se tiene que I Z Q, en particular
¢ Pt O

Ahora definimos las aplicaciones,

a: Spec(C) — Spec(C*)/R, o(D) = [DH],

B : Spec(C*)/R — Spec(C), B([P]) = P*+.
Notese que:

1. (3 esta bien definida, en efecto, si [P] = [Q] si y s6lo si P++ = Q1+, y entonces

ﬂ([P]) — PJ_ _ PJ_J_J_ _ QJ_J_J_ _ QJ'-

2. ay (3 son la inversa la una de la otra, y por tanto biyectivas, en efecto:

(a0 B)([P]) = a(P) = [P++] = [P],

(Boa)(D) = pB([D+]) = D+ =D.

3. [ es abierta, en efecto, sea X C Spec(C*)/R un abierto, entonces existe un ideal I de C*
tal que por el corolario anterior,

BX)={P|IZ P} ={P"|IZ P} ={P"|P-ZI"})=X(I")
4. « no es abierta, en efecto, puesto que para X(A4) C Spec(C) un abierto,
a(X(4)) = {a(D) | DL A, D e Spec(C)} = {[D*] | D Z A D € Spec(C)} =

={[D*]| A* € D*, D € Spec(C)} = {[P] | A* £ P} = n(X(A7)).

Para que a fuese abierta, m(X(A")) deberfa ser un abierto de Spec(C*)/R, y sabemos
por el corolario anterior, que esto s6lamente ocurre cuando X (I) es saturado relativo a la
topologia cociente.

Proposicién 94 « es continua.
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2.8 Coradical de una coalgebra y el Producto Wedge in-
finito.

Dada una codlgebra C, se define el coradical de C como la suma de todas las subcodlgebras
simples de C' y lo denotaremos Corad(C).

Sea D una subcodlgebra de C, denotaremos por D, = /\M_1 D, y por D*® = U32,D,,
diremos que D es conilpotente si D>° = C. Para indicar que el producto Wedge es en C'
denotaremos D>(C),

Lema 95 [1] Sea D C C una subcodlgebra, entonces si D es irreducible, D> es irreducible y
ademdas es la componente irreducible de C' que contiene a D.

O
Lema 96 [1/
Sea D una subcodlgebra de C' conilpotente, entonces D+ C Rad(C™).
O
Teorema 97 [1] Sea C una codlgebra, entonces:
1. Rad(C*) = (Corad(C))*.
2. 8t D es una subcodlgebra de C conilpotente, entonces Corad(C) C D.
O
Corolario 98 [1] A" (Corad(C)) = (Rad(C*)"+1)L,
O
Proposicién 99 [17] Sea D una subcodlgebra de C' entonces Corad(D) = D N Corad(C).
O

Lema 100 Sean A < D < C subcodlgebras, entonces AX(C) o foo(D)

DEMOSTRACION. Evidente, como A%°(P) es la componente irreducible de D que contiene a A es
evidente que estd dentro de la componente irreducible de C' que contiene a A porque D C C.
O
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Proposicién 101 Sea D < C una subcodlgebra y R = Corad(D), entonces R®(C) = D>®(C),

DEMOSTRACION. Inmediata. O

Observacién 102 Para D una subcodlgebra conilpotente de C, { Dy, }nen es una filtracion de C'.
En particular para D = Corad(C) se tiene una filtracion que llamaremos filtracién corradical
de C.

O

Corolario 103 Sea D < C wuna subcodlgebra y R = Corad(D), entonces son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. D es coidempotente.
2. D= R,
]
Corolario 104 Sea D < C una subcodlgebra, R = Corad(D) yT =Tp => {A| A< D, es
coprima}. Entonces D™ =T = R™.

DEMOSTRACION.  Es evidente que Corad(D) C Tp, entonces R C Tg® C D™ y como ya
hemos visto D> = R*°. O

Lema 105 Sea D < C una subcodlgebra simple (esto es, coprima finito dimensional), entonces
para cualquier subcodlgebra A < C' tenemos que D < A si y sélo si D < A.

DEMOSTRACION. (=) Inmediata, por ser finito dimensional existe algtin n tal que D C /\"+1 A

y por ser coprima D C A. (<) Evidente. O

Corolario 106 Sea A, B < C dos subcodlgebras. Si X(A) = X(B) entonces A = B™®.

DEMOSTRACION. Evidente. O

Proposicion 107 Sea P C C una subcodlgebra coprima y finita dimensional, entonces P es
simple.
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DEMOSTRACION. Sea R = Corad(P), P = R>(P) — A"R por ser finita dimensional, entonces
PCR=5&..68,=5 A..AS,, también un nimero finito de simples por ser finita
dimensional, entonces P C 57 y es simple o P C Sy A ... A S,, y reiterando el proceso P es
simple. O

Corolario 108 Sea C una codlgebra coconmutativa, sea P C C una subcodlgebra coprima,
entonces P contiene una unica subcodlgebra simple.

O

Observacién 109 Si A y D son subcodlgebras con D coprima y A conilpotente entonces D C
A. Por tanto es evidente que si definimos

Conil(C) = m A
ACC conilpotente
entonces

Z P C Conil(C)

PeSpec(C)
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3 Localizacion en categorias de
comodulos

La localizacién en la categoria de comédulos es estudiada desde distintas perspectivas. En [9] y
més directamente en [13] se establece una relacién biunfvoca con subcoédlgebras coidempotentes.
Y en [20] se establece a su vez con subconjuntos de comddulos simples y elementos idempotentes
del &lgebra dual, esta tltima estudiada con mucho més detalle en [4].

A la vista de éstas y a partir de [9], desarrollamos y estudiamos otro punto de vista que se
vislumbra en [20], que clarifica la situacién relacionando todos los enfoques anteriores de manera
explicita, y que ademas hace méas manejable la localizacién, evidenciando el papel que juegan
los contextos Morita-Takeuchi y describiendo el funtor localizacién y la categoria cociente.

Para ello se clasifican las subcategorias localizantes en términos de comddulos inyectivos
quasi-finitos y en particular en términos de comédulos simples.

3.1 Subcategorias localizantes de M.

Sea A una categoria abeliana, una subcategoria plena C de A se dice que es densa si para cada
sucesién exacta en C:
0—-X -X—-X"->0

se verifica que X € C si y s6lo si X/, X" € C.

Entonces, en esta situacion, existe una categoria abeliana que denotaremos .A/C y un funtor
exacto T : A — A/C tnicos salvo equivalencia, de forma que T(X) = 0 para cada X € C y es
universal en el sentido de que dado H : A — A’ exacto verificando H(X) = 0 para cada X € C,
existe H : A/C — A’ tal que H = HT. A A/C se le llama la categoria cociente de A relativa
aC.

Se dice que una subcategoria densa C de A es localizante si el funtor 7' : A — A/C tiene
un adjunto a derecha S : A/C — C que se llama funtor seccién.

Reciprocamente, si T : A — A’ es un funtor covariante exacto entre categorias abelianas y
S: A — A es un adjunto a derecha pleno y fiel, entonces Ker(T) ={X € A | T(X) = 0} es
una subcategoria localizante de A y A’ es equivalente a A/Ker(T). (Ver [15]).

Si A es una subcategoria de Grothendieck y C es una subcategoria densa de A, C es loca-
lizante si y sélo si es cerrada para sumas directas, o equivalentemente, si cada objeto X € A
contiene un subobjeto maximal entre los subobjetos de X, que estd en C.
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Sea A una categoria de Grothendieck y sea C una subcategoria plena de A. Se dice que
C es cerrada o bien que es una pseudovariedad, si C es cerrada para subobjetos, objetos
cocientes y sumas directas, es claro que si ademas C es cerrada para extensiones, entonces es
una subcategoria localizante de A.

Para A una categoria de Grothendieck, M un objeto de A y C una subcategoria cerrada de
A, denotaremos o¢(M) como la suma de todos los subobjetos de M en C, entonces

oc: A— A

define un funtor exacto a izquierda, subfuntor de la identidad en A. Este funtor es llamado
funtor prerradical asociado a C; para M un objeto de A, si M = o¢(M) se dice que M
es C-torsion, y si 0 = o¢(M) se dice que es libre de C-torsién. Si C es una subcategoria
localizante de A entonces, o¢(M/oc(M)) =0y en tal caso o¢ es un radical.

M y € M son categorias de Grothendieck.

Dadas dos codlgebras C'y D, sean M¢ y MP las categorias de comédulos asociadas, diremos
que D es una localizacién de C si MP es equivalente a MY /T para alguna subcategoria
localizante 7 de M.

3.2 Comoédulos inyectivos.

En primer lugar veamos que para cada C-comddulo a derecha inyectivo podemos definir una
subcategoria localizante.

Lema 110 Sea E un C-comddulo a derecha inyectivo, entonces
Tp = {M € MY | Hom_c(M, E) = 0}
es una subcategoria localizante de M.

DEMOSTRACION.  Tendremos que demostrar que 7z es una subcategoria cerrada y densa. Fg
es inyectivo, luego el funtor Hom_c(—, E) es exacto y dada una sucesién exacta:

0—-U—-M-—->W—0
obtenemos la sucesién exacta:
0— Hom_¢c(U,E) — Hom_c(M,E) - Hom_c(W,E) — 0

donde Hom_¢ (M, E) es cero, esto es, M € Tg siy sélo si los términos laterales lo son (U, W €
7Tg). Por otra parte para demostrar que es una subcategoria cerrada bastard con demostrar
que es cerrada para sumas directas, sea {M;} una familia de C-comdédulos a derecha, entonces

Hom_c(@ M;, E) H Hom_c(M;, E)
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y en consecuencia @ M; estd en Ty si cada M; lo esté. O

Proposicién 111 Una subcategoria localizante cualquiera de M es de la forma Tg para algin
C-comdédulo a derecha inyectivo E.

DEMOSTRACION. Sea 7 una subcategorfa localizante cualquiera de MY, consideremos la
categoria cociente M /T y los funtores T : M® — M /T y S : M /T — M tales que T -
S. M /T es una categoria abeliana de tipo finito y usando [18, Th. 5.1] es equivalente a una
categorfa de comédulos, en particular M /7 posee un cogenerador inyectivo que llamaremos
D. Puesto que el funtor seccién preserva inyectivos [15, 4.4.7], obtenemos que E = S(D) es un
C-comédulo a derecha inyectivo. Ademds para un C-comddulo a derecha M, se tiene:

MeT < Hom_cMY/T(TM,D)=0 <
< Hom_o(M,SD) =0 < MeTg

O

Dados dos C-comédulos a derecha inyectivos Fy y Es, diremos que son equivalentes y
escribiremos F; ~ FEj5 si cada uno de ellos se embebe en un producto directo de copias del otro.

Lema 112 Dos C-comddulos a derecha inyectivos son equivalentes si y sélo si en su descom-
posicion en inyectivos indescomponibles aparecen los mismos, posiblemente con distinta multi-
plicidad.

O

Proposicién 113 Sean Fy y Es dos C-comddulos a derecha inyectivos, entonces Ty, = Tg, si
y solo si B ~ Ej.

DEMOSTRACION. Si 7 y Fs son equivalentes es claro que entonces las subcategorias localizantes
son iguales. Para demostrar la otra implicacién, consideremos Z = Hom_¢(E1, E3). Definimos
un morfismo f : By — EZ por f(x) = {a(x)}acz. Denotemos K = Ker(f) C Ei, entonces
Hom_c(K, Es) = 0, ya que por inyectividad, cada morfismo de K en FEs, puede extenderse a
uno de E; a Es. Ahora, puesto que 77 = 7o, entonces Hom_¢(K, F1) = 0y como K es un
subcomddulo de F1, entonces K = 0, con lo cual f es un embebimiento de F; en un producto
directo de copias de Fy. Andlogamente y por simetria se obtiene otro embebimiento de Es en
un producto directo de copias de FEj. O

Como hemos visto cada clase de equivalencia de C-comddulos a derecha esta determinada
por un conjunto de inyectivos indescomponibles.

Consideremos un conjunto {Ss}gep = A de representantes de clases de isomorfia de C-
comédulos a derecha simples como en 1.9.
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Lema 114 Cualquier C-comddulo a derecha inyectivo E es equivalente a uno de la forma
X =@;5 E(Sp) para un subconjunto B de B. Ademds un tal X es quasi-finito.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién es evidente por lo visto anteriormente y para la segunda,
basta con tener en cuenta que cada subcomddulo a derecha de C' es finitamente cogenerado y
en consecuencia quasi-finito [18, 2.1]. O

Entonces para cualquier subcategorfa localizante 7 de MC existe un C-comédulo a de-
recha inyectivo y quasi-finito X tal que 7 = 7Tx. Ademds asociado a X podemos cons-
truir el contexto Morita-Takeuchi inyectivo (D,C, X,Y, f,g) en donde D = Coend_c(X) e
Y = Cohom_qc(X,C).

En el siguiente resultado analizamos el importante papel que este contexto tiene en la
localizacién respecto a 7.

Teorema 115 Sea X un C-comddulo a derecha inyectivo y quasi-finito, entonces los funtores,
T=—0cY : M- MP;, S=—0OpX: MP - M
constituyen una localizacion de M, respecto de la subcategoria localizante Tx .

DEMOSTRACION. Como X es quasi-finito, entonces el funtor S = — dp X tiene un adjunto a
izquierda Cohom_c (X, —). Ademés por ser X¢ inyectivo el funtor Cohom_c(X, —) es exacto
y por [18, 2.1], tenemos que para cada W € MY, Cohom_c(X, W) = WOz Cohom_c(X,C) =
W Oc Y, es decir Cohom_c(X, —) es naturalmente isomorfo a T'= — O¢ Y. Para terminar
comprobamos que Ker(T) = Tx. Para ello observemos que si X 2 SD se tiene por la adjuncién
que para cada M € M,

Hom_c(M,X) < Hom_p(TV,D)

y por tanto:

MeTxy < Hom_c(M,X)=0 <&
& Hom_p(TM,D)=0 < TM =0 M € Ker(T)

Corolario 116 Sea T = Tx wuna subcategoria localizante con X un C-comddulo a derecha
quasi-finito e inyectivo. Denotemos U =Y Op X, entonces el funtor localizacion Q = ST :
MCE — M es salvo equivalencia Q = —Oc U. En particular, el funtor localizacion es exacto
si y solo si CU es inyectivo.

O

Y finalmente por 111, 113 y 115 obtenemos de forma inmediatas:
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Corolario 117 Eziste una biyeccion entre subcategorias localizantes de MC y clases de equi-
valencia de C-comddulos a derecha inyectivos, dada por:

E—>Ty  Tr+—> S(D)

donde S es el funtor seccion asociado a T y D es un cogenerador inyectivo de M€ /T.

3.3 Bicomddulos localizantes.

Recordemos de [19] que para una coélgebra C, un bicomdédulo localizante es un par (U, )
formado por un C-bicomédulo y ¥ : C — U un morfismo de C-bicomddulos tales que U Q¢ ¥
y ¥ O¢ U son isomorfismos. Un bicomédulo (U, 1) se dice que es una localizacién perfecta
a derecha si U es quasi-finito e inyectivo como C-comddulo a izquierda.

Dos bicomédulos localizacién (U, ) y (U’,9') se dice que son equivalentes si existe pu :
U — U’ un isomorfismo de C-bicomdédulos tal que 1 = 9 o p.

Y en [19] se establece una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismos de mono-
morfismos coplanos a izquierda ¢ : D — C'y clases de equivalencia de localizaciones perfectas
a izquierda (U, ).

Proposicion 118 Sea X un C-comddulo a derecha inyectivo y quasi-finito, consideremos el
contexto Morita-Takeuchi inyectivo (D,C, X,Y, f,g), entonces (Y Op X, g) es un bicomddulo
localizante.

DEMOSTRACION. Puesto que f: D = X ¢ Y y los diagramas,

(a3

1%

X XOc C Y YUOp D
DOp X XOpYOp X COo X YOp XOcY
01 g1

son conmmutativos, entonces g [1 Iy es isomorfismo por serlo Y7 O f y Ix (g lo es por serlo
fOIx. Sidenotamos U =Y p X tendremos que g1y = g0y OYx y [y Ug = 1,01xOg
también son isomorfismos. O
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3.4 Colocalizaciones.

Sea A una categoria abeliana y C una subcategoria de A densa, consideramos la categoria co-
ciente A/C y el funtor exacto T : A — A/C, recordemos que C es una subcategoria localizante
si T tiene un adjunto a derecha, entonces se dice que C es una subcategoria colocalizante si
T tiene un adjunto a izquierda H : A/C — A. Estas subcategorias son estudiadas en [12] donde
se prueba que si A es una categoria de Grothendieck entonces cada subcategoria colocalizante
es también localizante.

Una subcategorfa 7 colocalizante de MC se dice que es perfecta si el funtor adjunto a
izquierda H es exacto. Usando el teorema 115 obtenemos:

Proposicién 119 Sea T = Tx una subcategoria localizante de MC y sea (D,C,X,Y, f,g) el
contexto Morita-Takeuchi asociado. Entonces:

1. T es colocalizante si y solo si YP es quasi-finito.
2. T es colocalizante perfecta si y solo si YP es quasi-finito e inyectivo.
DEMOSTRACION.

1. Puesto que por el teorema 115 salvo equivalencia T' = — ¢ Y : M — MP; se obtiene
del lema 48.

2. El adjunto a izquierda de T = —O¢ Y es H = Cohom_p(Y, —), que siempre es exacto a
derecha y lo es a izquierda si y sélo si Y'? es inyectivo.

O

Teorema 120 Sea 7 una subcategoria de MC, si T es una colocalizacion perfecta entonces
(Y Op X, g) es una localizacion perfecta a izquierda. Donde T = Tx y (D,C, XY, f,g) es el
contexto Morita-Takeuchi asociado. Ademds la codlgebra cociente E = HT(C) es isomorfa a
Coend_c(Y Op X).

DEMOSTRACION. T = Tx es una colocalizacién perfecta si y sélo si Y es quasi-finito e
inyectivo, por la proposicién 118, denotando U =Y UOp X, (U, g) es un bicomédulo localizante.
Ahora como Y es quasi-finito, también los es UY = S(Y'P) ya que el funtor preserva quasi-
finitud (ver [19, 2.3]). Y siendo X e Y'P inyectivos, los funtores Y Op — y X Oc — son exactos
y también lo serd su composicién,

(YOp—)o(X0Oc—)=U0c —

con lo cual U es también inyectivo.
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Puesto que U® es quasi-finito e inyectivo, asociado habra un contexto Morita-Takeuchi in-
yectivo (D', C,U, D', ', g") con D' = Coend_c(U). Como la localizacién es perfecta a izquierda
consideramos ¢ : D' — C el morfismo coplano asociado, entonces T'= — o D’ = (—)? y puesto
que (—)y - (=), ha de ser H = (—),, y por tanto HT(C) = (CO¢ D')? = D'. O

3.5 Espacio de coeficientes y coalgebras coidempotentes.

Podemos describir las teorias de torsién en comoddulos directamente a partir del espacio de
coeficientes, recordemos que para un C-comédulo a derecha, cf (M) es la menor subcodlgebra
de C tal que,

wy (M) € M@ cf(M)

por tanto, es natural preguntarse si podemos relacionar las subcategorias localizantes con el
espacio de coeficientes.

Proposicién 121 Sea 7, una subcategoria localizante o clase de torsion en MS, M € M,
equivalen:

1. MeT,.
2. cf(M) C o(C%).

DEMOSTRACION. (1) = (2) Denotemos por D a cf(M) visto como un C-comédulo a derecha.
M € T, v D es como comddulo, el cociente de una suma directa de copias de M, luego D € 7,
y por tanto D C o(C%).

(2) = (1) Si D C o(CY), entonces D € 7, y M también es el cociente de una suma directa
de copias de D, por tanto M € 7. ]

Corolario 122 Sea 7, una subcategoria localizante en Mc, entonces

T, ={M € M | cf(M) Ca(C)}.

Corolario 123 Sea C una codlgebra y T, una subcategoria localizante, entonces

o(C) = Z cf(M).

MeT,




62 TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

DEMOSTRACION. Sea M € 7, entonces
cf (M) Ca(CO),

por tanto es evidente que Y, cf (M) C a(C). Por otro lado, o(C%) C cf(a(C®)) porque
es un coideal a derecha, entonces o(C¢) C > wer, ¢f (M). O

Proposicién 124 Sea C' una codlgebra, sea 1, una subcategoria localizante, entonces:
1. o(C%) es una subcodlgebra de C.
2. 0(CY) es una subcodlgebra coidempotente.

DEMOSTRACION.
1. Evidente a partir de lo anterior.

2. Para que A = 0(C°) sea coidempotente bastara con probar que A A A es torsién, como
A es torsién y o es un radical, es cerrado para extensiones, basta con ver que (A A A)/A
es torsion, en efecto, si

Wi (AAA)JA— (ANA)JA) @ C

es la aplicacién estructura de (A A A)/A visto como C-comédulo a derecha. Sixz € AN A
entonces podemos escribir A(x) = Z(I) r(1) @ () con x(1) € A 0 x(2) € A, por tanto

wx+A) = Z(x(l) + A) @ 23
()
con x(9) € A porque x € A A A; en consecuencia

wu (AN A)JA) € (ANA)/A) @ A

y AN A es o-torsién.

Proposicién 125 Sea A < C una subcodlgebra coidempotente, entonces
Ca={MecM%|cf(M)C A}
define una subcategoria localizante.

DEMOSTRACION. (4 es cerrada para subcomddulos, cocientes y sumas directas por 34, y también
es cerrada para extensiones por 35. 0

Como conclusién obtenemos una biyeccién entre las subcategorias localizantes (clases de
torsién) de M y las subcodlgebras coidempotentes de C' como ya sabfamos por [13].
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Corolario 126 [13] Existe una biyeccion entre las subcategorias localizantes de M y las sub-
codlgebras coidempotentes de C.

DEMOSTRACION. Sea A una subcodlgebra coidempotente de C, definimos la aplicacién A +— Cy4
y su inversa serd T, — o(C?), en efecto, C4 es una teorfa de torsién por el resultado anterior,
sea o 4 el radical asociado a C4, entonces 04(C) = A porque cf(A) = A. Por otra parte si 7,
es una teorfa de torsién, sea A = o(C®) entonces es claro que C4 = 7T,. O

Por otra parte, si (M,wys) € MY, entonces M = M O¢ C, también sabemos que cf (M) es
la menor subcodlgebra de C' tal que wy (M) C M ® cf(M). Sea ¢ = Z?:l Ry € MOc C,
entonces (wy @ I)(c) = (I Q@ Ag)(c) y

I®I®e)wy@)(c)=IRI®@ec)(IRA)(c)=c
luego ¢ € M ® ¢f (M) y por tanto podemos asegurar que
MOecC=M0Og cf(M)
En particular tenemos el siguiente lema,

Lema 127 Sea A C C una subcodlgebra y M € M, equivalen:
1. ¢f(M) C A.
2. MOc A= M.
DEMOSTRACION.  (1)=(2), es claro,
M2MOcC=M0Occf(M)=M0Oc A.

(2)=(1), por (2) wp (M) C M®A, entonces por minimalidad de cf (M), tendremos cf (M) C A.
(|

Y tendremos una nueva descripcién de Cy4,

Ca={MecM°|MOc A= M}.

Proposicién 128 Sea X un C-comddulo a derecha inyectivo y quasi-finito, consideremos el
contexto Morita-Takeuchi inyectivo (D,C,X,Y, f,g), entonces:

1. La torsion de C es ox(C) = Ker(g) una subcodlgebra coidempotente de C.
2. Tx = Cxer(g)-

DEMOSTRACION.
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1. T=-0¢Y y Tg = gUOc Iy es un isomorfismo, luego Ker(g) € Tx y por tanto Ker(g) C
ox(C). Para demostrar la otra inclusién recordemos que ox(C) = 3 cr, cf (M), por
tanto bastard con demostrar que para cada M € Tx se verifica cf (M) C Ker(g). Puesto
que M o — es un funtor exacto a izquierda entonces tenemos la sucesion exacta,

0— MOc Ker(9) » MOc C — MOcY Op X

y como M Oc C 2 M, MOcY Op X = 0, tendremos que M O¢ Ker(g) 2 M y por
tanto usando el lema 127, c¢f(M) C Ker(g).

2. Hemos visto que si M € Tx entonces cf(M) C Ker(g), esto es, M € Cger(qg)- Reciproca-
mente si M € Cgep(g), entonces M O Y = MUy AUOc Y = 0 porque A es Tx-torsion, y
asi M € Tx.

O

Esta descripcién de las subcategorias localizantes que aparece a partir del espacio de coefi-
cientes desde [9], en [13] se detalla equivalentemente como sigue:

Observacién 129 [13] Para A C C una subcodlgebra coidempotente, un C-comddulo a derecha
M € MY serd Ca-torsion si M € Ca, es decir, si wpy(M) C M ® A, por tanto la clase de
Ca-torsion es:

Ca=T,, ={MecM® | McCa}={Mec M| At M =0}.

Reciprocamente si T, es una subcategoria cerrada, A es una subcodlgebra que se obtiene a
partir del prerradical:
A=0o(CY).

Andlogamente ocurre para las subcategorias localizantes y en este caso o es un radical y A es
una subcodlgebra coidempotente.

Y en [19] se establece a su vez una correspondencia biyectiva entre las subcategorfas locali-
zantes C4 que son colocalizaciones y el conjunto de aquellas subcodlgebras coidempotentes tales
que C/A es un C-comdédulo a derecha quasi-finito.

3.6 Factores de composicion.

Lema 130 Sea X un C-comddulo a derecha quasi-finito e inyectivo, sea (D,C, XY, f,q) el
contexto Morita-Takeuchi inyectivo asociado. Para S un C-comddulo a derecha simple son
equivalentes:

1. S es X-torsion.
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2. Hom_¢c(S,X) =0.

3. Cohom_c(X,S) =0.
4. SOcY =0.

5. X Og S* = 0.

6. Home_(S*,Y) =0.
7. Cohome—_(Y,S*) = 0.

DEMOSTRACION.  La equivalencia entre las cuatro primeras condiciones son consecuencia in-
mediata de 115. Para la (5), bastard con tener en cuenta que X¢ es quasi-finito, entonces
Hom_¢(S, X) es de dimensién finita, y por tanto Hom_¢(S, X)* = X O¢ S*. Por simetria
obtenemos las equivalencias (6) y (7). O

Lema 131 Sea T = Tx una subcategoria localizante de MC. Entonces si M € MC equivalen:
1. M es Tx-torsion.
2. Los factores de composion de M son Tx -torsion.

DEMOSTRACION.  En M cada objeto es unién de sus subobjetos de longitud finita y como 7°
es una subcategoria localizante, es cerrada para limites inductivos, por tanto M es torsién si y
sélo si lo son cada uno de sus subcomdédulos de longitud finita y podemos por tanto suponer
sin pérdida de generalidad que M es de longitud finita. Supongamos que M € M de longitud
finita, y demostremos que, M € Tx si y sélo si cada factor de composicién de M es torsién.
Sea 0 = My C M; C ... € M, = W una serie de composiciéon de longitud n de M, entonces
demostremos que
MeTx & Mi/Mi,1 € Tx, Vi=1,..,n

(=) Evidente porque 7x es cerrada para subobjetos y cocientes.
(<) My € Tx y Ms/M; € Tx entonces My € Ty, por tanto como My /Msz € Tx, M3 € Tx
y reiterando el proceso M = M,, € Tx. O

Observacién 132 Sea M € M, entonces existe Byy C B de forma que {Sg}pep, es un
conjunto de representantes de clases de isomorfia de comddulos simples que son factores de
composicion de M. Entonces podemos rescribir el resultado anterior como sigue:

Sea X = Pyc5 E(Sp), entonces M € M es Tx-torsion si y sélo si Byy N B = ().
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Obsérvese también que

R = Corad(ox(C°)) =Y cf(S5)

3.7 Lateralidad.

De forma aniloga cada subcategorfa localizante de “ M serd de la forma y7 para Y un
C-comédulo a izquierda quasi-finito e inyectivo. Y asociada a ella tenemos un contexto Morita-
Takeuchi inyectivo (D, C, X,Y, f,g) donde D = Coendc_(Y) y X = Cohomc_(Y,C); siendo
la localizacién asociada,

M &, D pq
Proposicién 133 FEziste una biyeccion entre el conjunto de las subcategorias localizantes de
M y el conjunto de las subcategorias localizantes de © M, que a cada Tx le asigna yT donde
Y = Cohome—(X,C). Ademads:

1. MC/TX ~ MP &€ M/YT ~ PM.
2. El bicomddulo localizante asociado a Tx y y7T es el mismo.
3. 51 Tx = Cy entonces yT = AC.

DEMOSTRACION. X es quasi-finito e inyectivo, consideremos (D,C, X,Y, f,g) el contexto
Morita-Takeuchi inyectivo asociado, entonces sabemos por [18] que pY es quasi-finito e inyectivo
y el contexto Morita-Takeuchi asociado es el mismo, luego es evidente la relacién biyectiva. (1)
es inmediato y para comprobar (2) basta con observar que el bicomddulo localizante asociado
es (Y Op X,g). Y por tdltimo también sabemos que A = Ker(g), y asi Tx =Cay vT = aC.
O

3.8 Localizaciones estables.

Sea C' un coélgebra, una subcategoria localizante 7 de MY es estable si es cerrada para envol-
ventes inyectivas, esto es, si M € 7 entonces E(M®) € T. Recordemos que una subcategoria
localizante 7 = C4 es estable si y sélo si A es inyectivo como C-comdédulo a derecha (véase [13,
4.6]).
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En [11] se demuestra un teorema de descomposicién para codlgebras, para ello asociada a
una codlgebra C se define un grafo orientado I'c = (V, F') cuyos vértices son las subcodlgebras
simples de C' (V' = Simp(C)) y existird una flecha entre dos vértices S1, Sy € Simp(C) si
Sy A S 7551-‘1-52.

Una componente link-indescomponible de C es una subcodlgebra D de C' maximal
respecto a ser conexo el grafo I'p. Se dird que S1,.5 € Simp(C) estén conectadas si estédn en
la misma componente conexa de I'c.

Teorema 134 [11] C = @ C,, donde Cy son las componentes link-indescomponibles de C'.

O
Proposicién 135 [7] Sea Sy y So dos C-comddulos a derecha simples. Equivalen:
1. Hom_c(E(S1), E(S2)) # 0.
2. cf(S1), cf(S2) estdn en la misma componente conexa de T'c.
O

Dada una subcodlgebra localizante 7 de MY, denotaremos por k(7)) al conjunto de las
subcodlgebras simples T' de C tales que T es libre de 7-torsién. Como hemos visto anteriormente
podemos recuperar 7 desde k(7)) como sigue, 7 = Tx con X = Dreyr) BE(TC).

Teorema 136 Sea 7 una subcategoria localizante de M. Equivalen:
1. T es estable.
2. k(T) es unidn de componentes conexas de T'c.
o1 (C) es la suma directa de las componentes link-indescomponibles de C.

o7 (C) es inyectivo como C-comddulo a derecha.

SRS

or(C) es inyectivo como C-comddulo a izquierda.

DEMOSTRACION.  (1)=+(2): Supongamos que 7 = Tx con X = Prey7) E(TC).

Sea T una subcodlgebra simple de C' que no pertenece a k(7)) bastard con demostrar que
no puede estar en ninguna componente conexa que otra simple de k(7). T serd de la forma
cf(S1) para algin S;, C-comédulo a derecha simple 7-torsién. Como 7 es estable, entonces
E(S1) € T y por tanto Hom_c(E(S1), X) = 0, luego Hom_c(E(S1), E(S2)) = 0 para cada
C-comodulo a derecha simple Ss libre de torsion. Entonces por 135 obtenemos lo que queremos.
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(2)=(3): Siendo k(7) unién de componentes conexas de I'c, entonces X serd una suma de
componentes link-indescomponibles de C. Es decir,

C=@EPCa; X=@p Ca.
a€EA acN
Entonces @ ,45/ Ca serd torsion y (C/@,gn Ca) = X libre de torsién, luego or(X) =
@D.gza Ca es suma de componentes link-indescomponibles de C.

(3)=(4): Evidente.
(4)=(1): Usando ([13], 4.6) y la proposicién 128 es inmediato.
(2)<(5): Por simetria, ya que (2) no depende del lado que se considere.

Corolario 137 Sea A una subcodlgebra coidempotente de C. Equivalen:
1. A es inyectivo como C-comddulo a derecha.
2. A es inyectivo como C-comddulo a izquierda.
3. A es una suma de componentes link-indescomponibles de C.
4. A es un sumando directo de C' como codlgebra.

DeMOSTRACION.  Usando el corolario 126 cada subcodlgebra coidempotente A de C' es de la
forma o7 (CY) para alguna subcategorfa localizante 7. Y por el teorema anterior tenemos
(1)e(2)<(3).

(3)=(4): Inmediato por el teorema 134.

(4)=(1): Evidente. O

3.9 Localizacion y elementos idempotentes.

Consideremos {S3} gc A un conjunto de representantes de las clases de isomorfia de C-comédulos
a derecha simples.

Hemos visto que cualquier subcategorfa localizante de MC es de la forma 7 = 7T para
algiin C-comddulo a derecha inyectivo E. Ademds existe un C-comdédulo a derecha quasi-finito
e inyectivo de la forma X = ®Be§ E(Sp) para algin subconjunto B de B, con X ~ E y por
tanto 7 = Tx.

Denotaremos por £ al conjunto de todas las clases de equivalencia de C-comddulos inyecti-
vos a derecha.
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Como C¢ es inyectivo y Sg se embebe en C, X se embebe en C' y entonces existe un idem-
potente e € C* tal que X¢g =2 C — e.

Parece 16gico que para dos elementos idempotentes e, e’ € C* se pueda definir una relacién
de equivalencia de manera que C — e y C' — ¢’ sean dos C-comddulos a derecha inyectivos
equivalentes. En efecto, e y €’ se dice que son semejantes si los comdédulos inyectivos C' — e y
C — ¢’ tienen los mismos factores de composicién en su zdcalo (salvo multiplicidades). Consi-
deremos 7 el conjunto de las clases de semejanza de idempotentes en C*. Entonces los conjuntos
T y & son biyectivos.

Es claro que ademaés los conjuntos, partes de A e Z también son biyectivos y dicha biyeccién
para e € Z, viene dada por e — {S € A | e — S = 0} (véase [20]).

En resumen podemos decir que existe una biyeccion entre:

1. Subcategorfas localizantes de MC.
Clases equivalencia de C-comédulos a derecha inyectivos.
Subcodlgebras coidempotentes de C.

Subconjuntos de A (o de B).

A O

Clases de semejanza de idempotentes en C*.

Antes de continuar, en este apartado estudiamos y desarrollamos con detalle las estructuras
y propiedades de e — C' — ¢, e — C, C — ey e — M para e € C* idempotente. La mayor
parte de lo expuesto en esta seccién es conocido y puede verse en [4] o [20]

Estructura de coalgebra de e — C' — e.
Sea C' una coalgebra y e € C* un elemento idempotente. Definimos
I=1-e)—=C+C—(1-¢)

Obsérvese que este subespacio verifica que Ac(I) CT@C+C®1y e(l) =0, en efecto, si
x €1, entonces . = (1 —e) = y+ z — (1 —e) para algunos y,z € C'y
Ax:Zy(l) (1—e) =y +Zz (1-e)®z2eCRI+I®C.
’ (2)
e(x)=e((l—e) —y)+e(z—(1-¢))=0.

Consideramos el espacio vectorial cociente C'/I, este cociente tiene estructura de codlgebra,
en efecto, si x € C'y Ac(z) =3, T(1) @ 2(2), entonces




70 TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

1. La comultiplicacién es: Acyr(z +1) =2, (zq) +1) ® (z2) + ).
2. La counidad: ec/r(v + 1) = e(x).
Obsérvese que C/I no es cociente como codlgebras sino como espacios vectoriales y que tiene

estructura de codlgebra para la comultiplicacién y counidad que hemos definido.

Proposicién 138 Sea C una codlgebra y € = e € C* un idempotente, entonces:
1. e = C — e tiene una estructura de codlgebra.

2. Ademds e — C — e con la estructura de codlgebra del apartado anterior es isomorfa a la
codlgebra C/I.

DEMOSTRACION.
1. Definimos la comultiplicacién y la counidad,

(a) Siparaz € C, Ag(x) = Z(x) x(1) ® 2(2), la comultiplicacién sera:

Aeccle—x—¢)= Z(e —z1)—e)® (e — z(a) — e).
(z)

Esta bien definida, sean x,y € C tales que e — x — ¢ = ¢ — y — e, llamamos
t=x—y € I, entonces Ac(t) = Z(t) t1) @ty € I®C+C®I, entonces tq) € I o
t(2) € I, por tanto

A(eét;e):Z(eét(l) —e)® (e —t —e)=0.
(t)
La coasociatividad es evidente.

(b) La counidad se define:
€e—Cecle = x — ) = e(x).

Y en efecto verifica la propiedad de la counidad,

(I ® 6eAC’I—e)(AeACI—e(e — X = 6)) = Z(e — 1) — 6)6(%(2)) =
(x)

:eA(Z(e(x(Q))x(l))‘—eze—‘(6—\1‘)‘—626—\1“—6.
()
2. Definimos las aplicaciones lineales,
(a)
P C/I —»e—~(C~—c¢

definida por ®(z +I) = e — = — e, que estd bien definida puesto que si x € T
entonces e — x — e = 0.
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(b)

mie—C—e——C/I

definida por (e — x —e) = (e — x —e) + I.

Ambas aplicaciones son morfismos de codlgebras, en efecto los diagramas:

P
C/I *e—C—e
7r
Aecoe Acce
PP
C/lIxC/I (e—=C—e)®@(e—C—e)

TR

P
C/IZ e—C~—e
m
€c/1 €e—C—e
K

son conmutativos.

Y una es la inversa de la otra, en efecto, ®(m(e =z —e)) =e —az—ey m(P(x+1)) =

x + I porque (e — x — e) + I = x + I puesto que es claro que

C=(e—=C—e)+((1—€) = C—e)+(C—(1—e))

porquez =e¢ =z —e+(l—e) =z —e+x— (1 —e) para cualquier x € C.

O

Obsérvese que utilizando 11 podriamos haber definido la comultiplicacién de e — C' — e

directamente como
Ae—ce=(e1®er)Ac

donde ¢; y e, son las aplicaciones, e;(x) = e — x y e.(x) = © — e; en efecto, para un elemento

cualquiera (e =z —¢) € (e = C —e):

(e ®@e)Acle—x—e)=(® eT)(Z(x(l) —e)® (e~ 1)) = A—c—ele =z —e).

(2)

Proposicién 139 Sea C una codlgebra y e* = e € C* un elemento idempotente. Entonces

(e = C —e)* yeC*e son dlgebras isomorfas.
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DEMOSTRACION.  Si a € (e — C' — ¢)*, podemos definir @ € C* como
alz) =ale—xz—e)

observémos que a(e — x — e) = a(e? — 1 — e?) = ale — x — e) y entonces para cualquier
xzel,
eae(z) =ale —x—e)=ale =z —e) =a(z)

por tanto o = ecae.
Usando lo anterior podemos definir la aplicacién lineal:
v
(e = C —e)f ——eC"e

a———> a = eae

U es un isomorfismo de dlgebras, para demostrarlo comprobamos que sea biyectiva y morfismo
de anillos.

En efecto, dado 8 € C*, efe € eC*e,
(efe)(x) = (efe)(e =z —¢) = fle =z —¢)

por tanto, observamos que §: (e = C —e) — K,y fle — x — e) = (efe)(x), luego seria la

preimagen de efe y ¥ es sobreyectiva.

Sea a € Ker(¥), entonces @ = 0, luego a(e — x — e) = 0 para cada = € C, entonces o = 0

y U es inyectiva.

Observemos que

Lemo—ey (e =T =€) = €c—c—e)- (e =z — ) = e(x)

lecre = €lgre =cece =e
entonces W conserva el elemento 1,
U(lomcmey) = W(e) = =

y por otra parte si A(x) = Z(z) T(1) ® 2(2),

U(af)(x) = (af)(e = x —¢) = Za(e —x)—e)®(e—xp2) —e)=
(z)
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> alw)Blae) = ((cae)(efe)) ()
(@)

por tanto ¥(af) = U(a)¥(5), y ¥ es también morfismo de anillos. O

De hecho podriamos razonar mas directamente, si C' es una codlgebra y e? = e € C*,

C=e—C—e)@e—C—(1-e)@d(l-e)—C—e)d(1—e)—=C—(1-¢))
como Hompg (—, K) es inyectivo, entonces
C'=(e—=C—=e))ple—=C—N-e)'®a((l—-e—=C—e)®((1—e)—C—(1-¢))"

y es claro que
eC*e =e(eC*e)e = (e — C —e)".

El bicomdédulo ¢ — C.

Sea C' una codlgebra y e € C* un idempotente, entonces el subespacio vectorial e — C' tiene
estructura de (C,e — C' — e)-bicomédulo, en efecto, las aplicaciones estructura son,

Aec:i(le—=C)—(Cre—C)

p:le—=C)—((e—=C)®(e—C—e¢))
definida por p(e — x) = >, e = x(1) ® e — z(2) e donde A(z) = 3 ) (1) ® T(2). Como
Aje—c es evidente que es aplicacién estructura, demostramos que lo es p, por un lado,
(p®I)(p(e — x)) :Ze —T11) ®e— Ty —eRE—Tg) —e=
(2)

y por la coasociatividad de A,

= Ze — Ty ®e—Tpr) —e®e—T) —e=I®A_c—)(p(z))
()

y por otro lado

(I@e)(p(x) =Y (e —za)ele = @) —e) =Y (e —za)e(re) = —=
(z) (z)

Faltaria comprobar la compatibilidad,

(I®p)(Ae—cle — 1)) = Zx(l) ®We—xpe)®e— T —e=
(z)
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por la coasociatividad de Ac,

=Y Ta) ®e = rag ®e = 2(3) — ¢ = (Aemc ® 1)(p(x))
(z)

con lo que queda demostrado.

Anélogamente podemos comprobar que C' — e es un (e — C' — e, C)-bicomédulo.

Estructura de (¢ — C — ¢)-comédulo a derecha de ¢ — M.

Proposicién 140 Sea C una codlgebra, e = e? € C* un idempotente y M un C-comddulo a
derecha, entonces e — M es un (e — C — e)-comddulo a derecha.

DEMOSTRACION. Supogamos que wy; : M — M ® C es la aplicaciéon estructura de M.
Definimos w: (e = M) — (e = M) ® (e — C — e) por

wle—x) = Z(e — 2()) ® (e = (1) —¢€)
(z)

para wr () 32, T(0) ® 2(1)- w le da a e = M estructura de (e — C' — e)-comédulo a derecha,
en efecto, se tienen los diagramas conmutativos,

1.
eAML»(eAM)Q@(eAC—e)

I® €e—Ce

e— M

(I®€c—c—e)(w(e — x) Z e —z)e(xray) =e — (Z rye(rn)) =ele —=z) =e — 2.
(<) ()

e—~M ~e—M)®(e—C—e¢)

w I'® AeAC’f—e)

e—=M)®(e—=C—e)®(e—C—e)
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O

De forma parecida a cuando describimos la estructura de coalgebra de e — C' — e, podria-
mos haber definido la aplicacién estructura de e — M como:

We—n = (61 ® €) cwypy.
y en tal caso tenemos el siguiente funtor.

F: M

MeACl—e

(M,wp) —=> (e — M, (e; ® e,) owny)

Obsérvese que de forma analoga para M un C-comédulo a izquierda, M — e tiene estructura
de (e — C — e)-comédulo a izquierda, con aplicacién estructura:

Wrr—e = (61 ® €r) owpy.

Como ya hemos visto eC*e = (e — C — e)*, ademds para M € M sabemos que M es
también un C*-mdédulo a izquierda, y e — M es un (e — C — e)-comédulo a derecha, entonces
e — M también tendrd una estructura de eC*e-médulo a izquierda que podemos conseguir de
distintas formas:

1. Partiendo de la estructura de C*-médulo a izquierda de M, e — M es un eC*e-mddulo
a izquierda, en efecto, sea effe € eC*ey e — x € e — M entonces (propiedad pseudoaso-
ciativa de la accién 1.4)

(eBe) — (e — x) = (efe?) —x =€ — ((Be) — ) € e — M.

2. Por restriccién de escalares utilizando el isomorfirmo ¥ de 3.9. Sea o € (e = C — e)* y
e —x € e — M, entonces

a—(e—z)=U(a)— (e—2a)=(cae) ~x=e — (ae — z).

3. Partiendo de la estructura de (¢ — C' — e)-comddulo a derecha de (¢ — M). e — M es
(e —= C — e)-comédulo a derecha y por tanto es (e — C' — e)*-mddulo a izquierda, para
a€(e—=C—e)ffye—z€e— M, siweéM(x):Z(w)(eéx(o))@)(eéx(l) —e)
(por 140) tenemos

a—(e—x)= Z(e — x))ale =z —e) =
()
= Z(e — z(0))a(r(1)) = €0 — = = (eae) — x
(x)
Obsérvese que la estructura de (¢ — C' — e)*-mddulo a izquierda de e — M que obtenemos
por cualquiera de los métodos anteriores siempre es la misma.
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Localizacién.
Como ya hemos visto e — C € M~ ¢y C —ec =M. Podemos definir el funtor,
F: MY — Me—Ce, Mi—>e—M

que es lineal, exacto a izquierda y preserva sumas directas, por [18, 2.1] es naturalmente isomorfo
al funtor — O¢ (e — C). Por tanto, si M € MY, entonces tenemos el isomorfismo de (e —
C — e)-comédulos a derecha

e—-M==2MOce—C

~

y en particular C' —eOce — C = e — C — e. (Ver lema 46).

Lema 141 Sea A C C una subcodlgebra y e € C* un elemento idempotente entonces
e—~A=0A—e=0<¢e(A)=0.

DEMOSTRACION. Sea z € C y e € C*, si Ag(x) = Z(w) T(1) @ x(2), entonces e — T =
Z(w) x(l)e(x(Z)) y
e(le —x) = Ze(ac(l))e(x(g)) =e(x —e)
(»)
y por otro lado,

S elaelre) = 3 elrm)ele — 1) = e — 2) = efx)
(@) (@)

luego e(e — z) = e(x — e) = e(z) paracadaz € C'y e € C*.

Por tanto si e — A = 0, entonces e(A) = 0, luego para © € A, © — e = Z(x) e(r(1)))x(2)
con (1) € Ay en consecuencia e(x(l)) =0,asiquex —e =0y A — e =0. Por simetria se
obtiene la otra implicacion. O

Lema 142 Sea C' una codlgebra, e € C* un idempotente, entonces existe un morfismo de
C-bicomédulos,

ip:C_)eg\CDeAC‘—eC;e7 x'%zeg\x(l)@x(z);e'
(z)

Ademds Ker(v) es la mayor subcodlgebra anulada por e.

DEMOSTRACION.  Demostrar que ¥ es un morfismo de C-bicomédulos es facil usando la co-
asociatividad de Ag. Para demostrar que Ker(y) es la mayor subcodlgebra anulada por e,
primero comprobamos que e — Ker(y) = 0, en efecto, (I ® ec)(x) = e — x y por tanto
e — Ker(¢) = 0, por otra parte si e — A = 0 para alguna subcodlgebra A C C' entonces
A—e=e(A) =0y como Ac(A) C A® A, entonces ¥(A) =0y por tanto A C Ker(yp). O
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Proposicién 143 [4] Sea C una codlgebra y e € C* un elemento idempotente, entonces
(e—=C—eC,C—ee—C,f g)
es un contexto Morita-Takeuchi inyectivo, donde f:e = C —e=2C —elge—C y g =1.
O
Entonces y por la proposicién 128,
(e = COerge C —e,0)
es un bicomdédulo localizante, y
Ker(y) = o00-o(C)

es una subcodlgebra coidempotente de C'y ademés 7o = Cxep(y)-

Corolario 144
1. e = C—e>Coend_c(C — e) 2 Coendc—(e — C).
2. e = C = Cohom_c(C —e,C).
3. C — e = Cohomg_(e — C,C).
4. eeceC—eye— Co_c_. son cogeneradores.
O

Supongamos que tenemos una subcategoria localizante cualquiera 7x con X = ;.5 E(5p))
un C-subcomddulo a derecha inyectivo y quasi-finito, entonces X = C' < e para algin idempo-
tente e, de hecho,

Tx=Toe=T,, ={M e M| e—M=0}

En efecto, supongamos M € M tal que e — M = 0, entonces e — M = M Oce — C =0,
para el funtor T = —Oge — C, TM = 0 y por tanto M € Tx. Por otra parte si M € Tx,
entonces TM = M Oce —C=e— M =0y por tanto Tx =7, .

Corolario 145 M es torsion si y solo sicf(M) lo es (e — M =0 si y sdlo sie — c¢f (M) =0).

DEMOSTRACION. Si e — M = 0, M es torsién y entonces cf(M) C Ker(¢) donde ¥ es el
morfismo de (C, C)-bicomddulos del lema 142, luego e — cf(M) = 0y cf(M) es torsién. Si
e —cf(M) =, comowp (M) C M@cf(M)entoncessiz =e —x€e— M,z =(IQcc)wn(z)
ywupmle—z)eM®@e—=cf(M)luegox=e—x=0,e —~ M =0y M es torsién. O

Para e = €2 € C*, 0 e — I' C A, llamaremos subcodlgebra localizante C(©) = CT a la
mayor subcodlgebra de C' con todos sus factores de composicion en I'; esto es, la mayor sub-
codlgebra anulada por e. Es evidente por lo que hemos visto que las subcoalgebras localizantes




78 TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

de C' son exactamente las subcodlgebras coidempotentes de C.

Observamos que en efecto, A = 0.(C¢) = Ker(¢) es la mayor subcoélgebra de C' anulada
por e, es decir, A = C(©).

Para e € C* idempotente, MEC" es una subcategorfa localizante de MY, C(¢) es una sub-
codlgebra coidempotente y M/ MC s equivalente a M€ es decir, e — C — e serfa
una localizacién de C. Y entonces la codlgebra D es una localizacién de la coalgebra C, si y
sélo si, D es equivalente Morita a e — C' < e para algiin idempotente e € C*.

En definitiva, si 7 es una subcategoria localizante y X es un comddulo inyectivo y quasi-
finito tal que 7 = ZX con X =P 5E(Ss) =C —ey A= Ker(y) = c) = o(0) =
S ez cf(M) = CF es la subcodlgebra coidempotente asociada a T, donde o es el funtor
radical asociado a 7. Entonces podemos describir 7 como sigue,

T = {MeMC®|e—S=0VS factor de composicién de M}

{M e MC |e—cf(M)=0}

{M € M® | M O¢ Cohom_c(X,0)=MOce—C=e—M=0}=1T,,
{M € MC | Atcef(M) =0}

[M € MC | ef (M) C A}

(M eMC | MOz A= M}

{M e M® |wy (M) C M A}

{MeMC|A*tM =0}=T7,,=Ca

{M e M| Hom_c(M,X)=0} =Tx

{MeM®|BunB=0}="T5

Descripcién de C(©),

Sea C una coélgebra. Recordemos que C'(©) se define como la mayor subcodlgebra anulada por
el idempotente e € C*.

Proposicién 146 La mayor subcodlgebra A de C tal que e — A = 0 es A = (C*eC*)*.
(C(e) = (C*eC*)™*).

DEMOSTRACION.  Sea A = (C*eC*)*, veamos que e — A = 0, sea * € A, entonces para
cualquier f € C* tenemos

0=(ef)(x) = fle —x)

por tanto e — x = 0.
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Veamos que es la mayor, esto es, si X C C subcodlgebra tal que e — X = 0 entonces X C A,
en efecto, sea x € X y sea f,g € C* cualesquiera, entonces

(feg)(x) =Y flz))e(z@)g(aga) =0
(@)

porque e(z(2)) = €(e — x(2)) = 0. Luego C*eC* C X+ y por tanto X C A como querfamos
demostrar. |

Proposicion 147 Sea e € C* un elemento idempotente, entonces:
1. I = C*eC* es ideal idempotente de C*.
2. A =1+ es una subcodlgebra coidempotente de C.
3. 0.(C) = A.
4. Oc =04.
DEMOSTRACION.
1. I? C I siempre. Sea feg € C*eC*, entonces
feg = felg=eg € C*eC*eC™.
2. A C AN A porque A es subcodlgebra y por otra parte,
ANA=(ATANL = (L)L
y como I C I++, entonces IT C I++1++ esto es, (I1)* D (I++1+H)L, Tuego
(It cant =1 = A
Luego A = A A A es coidempotente.
3. Evidente.

4. Evidente.
Y como era de esperar y anunciabamos anteriormente:

Corolario 148 Sea C una codlgebra y A < C una subcodlgebra coidempotente, entonces existe
e € C* idempotente tal que A es la mayor subcodlgebra de C anulada por e, es decir, A =

(C*eC*)L = 0.
O
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3.10 Idempotentes centrales y localizacion.

Vamos a estudiar que ocurre cuando consideramos e € C* un idempotente central.

Lema 149 Sea C una codlgebra, C* su dlgebra dual y h € C*. Son equivalentes:
1. h € C* es central (fh = hf para cada f € C*).
2. h—x=x—h para cada x© € C.

DEMOSTRACION. Sabemos que:

(fh)(@) = flea)h(xz@) = f(h — )
(z)

(f)(@) =D hlz)f(z@) = fl@ —h)
(z)

entonces:
(2)=(1): Si h — x =z — h para cada = € C, entonces

(fh)(x) = (hf)()

para cada f € C* y x € C, entonces hf = fh para cada f € C*.
(1)=(2): hf = fh para cada f € C*, entonces dado = € C, f(h — x) = f(x — h) para
cada f € C*, por tanto (h — x) — (x — h) € (Ve Ker(f) =0, es decir, h ~x =z —h. O

Proposicién 150 Sea C' una codlgebra y e € C* un idempotente, entonces equivalen:
1. e es normal (eC* = C*e).
2. e es central.
3. e—=C=C—e=e— C—e=0 es una subcodlgebra de C.

DEMOSTRACION. (1)&(2): Si e es normal, para cada f € C*, existe ¢ € C* tal que
ef = ge y existe h € C* tal que fe = eh, entonces efe = gee = ge = ef y por otro lado,
efe = eeh = eh = fe, por tanto efe = ef = fe para cada f € C*. La otra implicacién es
evidente.

(2)=(3): Si e € C* es idempotente y central (o normal), entonces para x € C con Ag(x) =
@) T(1) ® T(2)*

E—TrT =T “—€e=€—T“—E¢€,
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asi que,
Ac(e — ) = L ®(e—2z@)
= Ac(x—e) = Z(w)(x(l) —e) @ x(2)
= Acle—z—e) = Y(@n —e)®(e—20)

= Z(w)(e —xq)—e)®(e— 2 —e)=Acccle =z —e¢)
Luego es evidente que e — C' = C — e = e — C — e tiene estructura de subcodlgebra de C,
Obsérvese que € |c—c= € |e—c= €c—c-
(3)=(2). Evidentemente e = C' — ¢ = (e — C) N (C — ¢), como
(e —=C—e,AeCc,€eCe)
es una subcodlgebra de (C, A¢, €c) entonces,
Acle —mx—e) =Aegele —x —¢)

es decir,

Z(x(l) —e)®(e— ) :Z(eéx(l) —e)®(e =z —e)
() (x)
Luego,
(I®ec)Acle —=x—e)=(I®ec)Aec—ecle =T —e)
yr—e=e—x—e,portantoC —eCe—-C—ecy(C—e=e—C—e=e—Cyees
central. 0

Si e € C* es un idempotente central, entonces e — C es una subcodalgebra, por tanto existe
un morfismo de e — C =e — C — e en C' y éste es el morfismo inclusién,

t:e—C—C

para este morfismo construimos el funtor,

F = (=) :MC° ME

(M,wpr) —> (M, (I ® i) owpy)

y el funtor,
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que es adjunto a derecha de F. (i es un monomorfismo, entonces por [13, 3.5], el morfismo
funtorial ((=)" o (=);) — 1aqc es un isomorfismo).

e — C es un C-comdédulo a izquierda inyectivo o coplano, entonces G es exacto.

Consideramos la subcategoria,
Ker(G) ={W e MY | WO¢ (e — C) =0}

que como G es exacto, entonces Ker(G) es una subcategoria localizante de M.

Corolario 151 Para e € C* un idempotente central, Ker(G) = T,,, la teoria de torsion
asociada a e.

O

Entonces,

MC//]:TS o~ MeéC‘—e
y podemos considerar el funtor localizacién

QUE . MC —GVMeACf—e F—VMC

Mr———e—-Mr——>e—M
y como Q,, (C) =C — e =e — C entonces
Qo (M)y=e—=M=2MDOc (e —C)=M0Oc Q. (C)

y la localizacién es perfecta.

Idempotentes centrales y estabilidad.

Lema 152 Sea C una codlgebra y sean e, f € C* elementos idempotentes tales que ef = fe,
equivalen:

l.e—=CCf—C.

2. ef =e.
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DEMOSTRACION. (1) = (2): Sea = € C, entonces:

(ef)(x) = (fe)(x) = e(f — (e = x))

comoe—z€(e—C)C(f—C)entonces f = (e—zx)=e—2xy
e(f = (e—x)) =ele = x) = e(x)

para cada x € C, por tanto ef = e.

(2) = (1): Es evidente, sea x € C entonces,

e—z=(f—=(e—a)c(f—=0).

Corolario 153 Sea C una codlgebra, sean e, f € C* idempotentes tales que ef = fe, si e —
C=f—C entoncese = f.

O

Lema 154 Sea A una subcodlgebra inyectiva como C-comédulo a ambos lados, entonces A =
e — C' — e para algin elemento idempotente y central e € C*.

DEMOSTRACION.  Por un lado A es sumando directo de C€ y por tanto A = C' — e; andloga-
mente, es sumando directo también de °C'y A = f — C con e, f € C* elementos idempotentes
y centrales.

A = C — e es una subcodlgebra de C, por tanto

C—e=e—(C—eCe—0C,

en efecto, consideremos z € C'y Ac(x) =37, T(1) ® T (2), entonces Ac(z —€) = Y, (za) —
e)®x(2) € (C —e)®(C —e) yentonces z — e = (I ®ec)Ac(z) = (3, zmec(ze)) —e=
(X zme(z@)) — e =e — x —e. Andlogamente f — C' es subcodlgebra de C'y entonces

f=C=f—-C=fcC—

LuegoC —e=A=f—C CC ~— f, por tanto ef = e, por otra parte f -~ C =A=C —
eCe—C,ef =fyenconsecuenciae= f. Asique A=e—~C—e=e—C=C+—cyees
central. 0
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Teorema 155 Sea 7 una subcategoria localizante de MC con T = T,. para algin idempotente
e € C*, equivalen:

1. T es estable.
2. e es central.
3. 0,(CC)=C©) =(1—e)—C.

DEMOSTRACION.  (1)=+(2): Supongamos que 7 = Tx con X = Prey7) E(T%), y como T
es estable usando el teorema 136, entonces X = @ ., Co es una suma de componentes link-
indescomponibles siendo C' = @, ., Co y X es una subcodlgebra de C' inyectiva a ambos lados
como C-comédulo, entonces X = f — C — f y al ser subcodlgebra de C, f es central. Si
llamamos e = 1 — f, entonces 07, (C) = P gp Ca = f — C = C©) =g, (C).

(2)=(3): Se deduce de lo anterior.

(3)=(1): 0.(C°) =C© = (1 —e) — C =C — (1 —e) es subcodlgebra inyectiva a ambos
lados, y por el teorema 136, 7,, = 7 es estable. O

Corolario 156 Sie, f € C* son elementos idempotentes centrales y semejantes, entonces e =

f.

DEMOSTRACION. (1 —€) = C =0.(C) =04(C)=(1—-f) —C,portantol —e=1—f. 0O

Observaciéon 157 Si C' es una codlgebra coconmutativa, entonces todo se simplifica, los ele-
mentos idempotentes semejantes son iguales porque son centrales, y ademds para un elemento
idempotente e € C*, tenemos que C(©) = C — (1 —¢) = Dscy EU) donde U = {S €
Simp(C) | e — S =0}. Y también tenemos una biyeccion entre elementos idempotentes de C*
y subcategorias localizantes de MC.

O

3.11 El reticulo de las teorias de torsién en MC.

Sea C' una codlgebra, denotaremos por C' — Tor al conjunto de todas las teorias de torsién
sobre C', entonces dadas dos teorias de torsién o,7 € C' — Tor diremos que o < 7 si y sélo si
o(M) C 7(M) para cada M € MC; o equivalentemente 7, C 7, (F, C F,).(Véase [8]).

Entonces, existen biyecciones:
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1. Entre C' — Tor y el conjunto de todas las subcodlgebras coidempotentes de C, si a o le
corresponde la subcodlgebra coidempotente A la llamaremos o0 = o4 y

Tpn ={M e M| At M =0}

2. Entre C — Tor y el conjunto de todas las clases de semejanza de elementos idempotentes
de C*, si a o le corresponde la clase de semejanza de idempotentes [e] la llamaremos
0 =0¢, Y
T,, ={M e M |e— M =0}

3. Entre C —Tor y P(A) o E el conjunto de todas las clases de equivalencia de C-comédulos
a derecha inyectivos, si a o le corresponde E € M inyectivo, la llamaremos 0 = o, o
si B~ X con X = @u5E(5) € MCE inyectivo y quasi-finito, también escribiremos
o =0%g;
Tx ={M € M | Hom_c(M,X) = 0}
Toe ={M € M° | BunB =0} =Tr
donde I' e P(A), ' = {Sﬁ}ﬁeﬁ'
Recordemos que 7 es el conjunto de todas las clases de elementos idempotentes semejantes
de C*, éste conjunto es un reticulo, para dos clases cualesquiera [e], [f] € Z, diremos que

le] <[f] & [ef] = le]
y el infimo y el supremo seran,
[e] A Lf] = [ef]
[e] V[f]=le+ [ —ef]
Observemos que si 0 = 04 =0 =0x y T =7 = Ty = 7x' con A, B C C subcodlgebras

coidempotentes, [e], [f] clases de idempotentes semejantes y X, X’ € € con X = Pg r E(S) y
X' = @ger E(S), entonces

o<t ACBe>[flel

Como acabamos de ver (C' —Tor, <), (Z,<) y (P(A), C) son reticulos isomorfos, es evidente
que (P(A),U,N) es una dlgebra de Boole, por tanto todos ellos son dlgebras de Boole isomorfas.
Ademas podriamos definir fécilmente un orden en £ el conjunto de todas las clases de equiva-
lencia de C-comédulos inyectivos o en D el conjunto de todas las subcodlgebras coidempotente
de C para los cuales también serian dlgebras de Boole.

Proposicién 158 Sea C' una codlgebra entonces (C'—Tor, <), (Z,<) y (P(A),C) son dlgebras
de Boole isomorfas.

O
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3.12 Elementos idempotentes y subcoalgebras coprimas.

Lema 159 Sean C' una subcodlgebra y e € C* un elemento idempotente, entonces ¢ : C —
(e = C — e) definida por ¢(x) = e — x — e para cada x € C es una aplicacion lineal que
verifica;

Accme(d(@) = (6© $)Ac(X) para cadax € C

Ademds también verifica:
1. Si A C C es una subcodlgebra, entonces p(A) C e — C' — e es una subcodlgebra.
2. Si D Ce— C — e es una subcodlgebra, entonces ¢~1(D) C C es una subcodlgebra.

3. Si A,B Ce— C — e son dos subcodlgebras, entonces
¢~ (AAB) C o~ (A) Ao~ (B).

4. Si A, B C C son dos subcodlgebras entonces (A A B) C ¢(A) A ¢(B).
DEMOSTRACION.

1. Para cada x € A,

Ae—oe(d(@) = (6@ 0)Ac(z) =Y d(2(1)) ® d(x(2)) € B(A) ® B(A).
(2)

2. Para cada z € ¢~1(D) tenemos que ¢(z) € D, entonces (¢®¢)Ac(x) Ae_ce(p()) €
H ® H, de donde, Ac(x)€(¢®¢)71(D®D)—¢ YD) ® ¢~ 1(D).
(

3. Sea z € ¢~ (A A B) entonces ¢(z) € AN B, es decir, Ap—c—c(¢p(x)) € AR (e — C —
e)+ (e — C —e) ® B, de donde Ac(z) € p~H(A) @ C+C ® ¢~ 1(B).

4. Para z € A A B tenemos que Ag(z) € A® C+ C® B, y por tanto A._.c._.(¢p(z)) =
(¢ ®9)Ac(z) € p(4) ® ¢(C) + ¢(C) @ $(B).

O

Proposicién 160 Sea C' una codlgebra y P C C una subcodlgebra coprima, sea e € C* un
elemento idempotente, entonces e — P — e es una subcodlgebra coprima de e — C' — e.

DEMOSTRACION.  Sean A, B C e — C — e dos subcodlgebras tales que e — D — e C AN B,
entonces D C ¢~ 1(e = D —¢) C ¢ Y (AAB) C ¢~ (A) Ap~1(B). Si D es coprima en C
entonces D C ¢~ (A) o D C ¢~ 1(B),luegoe =~ D—eC Aoe—D—eCBye—D—e
es coprima. 0




4 Coalgebras de caminos

En este capitulo estudiamos un caso particular de codlgebras, las llamadas codlgebras de cami-
nos, el estudio de las coalgebras de caminos, que también pueden interpretarse como codlgebras
tensoriales, resulta especialmente 1til para estudiar codlgebras punteadas y también para reco-
nocer algunas propiedades de los grafos orientados. Hacemos un especial énfasis en el estudio
de las codlgebras de caminos coprimas, generalizacién del concepto de coalgebra simple que
estudiamos en el capitulo 2. En el caso de las codlgebras de caminos, las subcoalgebras simples
se corresponden con los vértices (espacios vectoriales 1-dimensionales generados por un vértice)
y las codlgebras de caminos coprimas resultan ser aquellas asociadas a grafos fuertemente cone-
x0s. También reducimos el estudio de subcodlgebras coprimas en general de una codlgebra de
caminos al caso en que el grafo sélo tiene dos vértices, y con ellas también reducimos el estudio
de coalgebras coprimas punteadas en general.

Utilizando la localizacién de coédlgebras conseguimos simplificar los grafos y en consecuencia
las codlgebras de caminos, eliminando vértices o simples sin perder informacién alguna sobre las
conexiones entre los vértices restantes, o lo que es lo mismo, sobre los caminos que conectan los
vértices que no deseemos simplificar. Analizamos también como se interpretan los resultados
que hemos visto en capitulos anteriores en codlgebras de caminos.

4.1 Definicion.

SeaT' = (V, F) un grafo orientado con V el conjunto de sus vértices (no necesariamente finito)
y F el conjunto de sus flechas (no necesariamente finito). Para cada flecha o € F', denotaremos
por s(a) € V al vértice inicial y por e(a) € V al final respectivos de la flecha. A las flechas con
el mismo vértice como inicio y fin las llamaremos lazos.

Definimos el conjunto ),, como el formado por todos los caminos orientados, a los que
llamaremos simplemente caminos, de longitud n de I' que denotaremos por p = ajas...a,, con
a; € F para cada i y s(a;41) = e(a;) para cada i = 1,2, ...,n — 1, identificamos los caminos de
longitud 0 con los vértices de T, esto es, Qo = V' y andlogamente ()1 = F', consideramos

Q: UQn

neN
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es decir, el conjunto de todos los caminos de longitud finita de I'. Es claro que @ no tiene
que ser necesariamente finito. Para un camino p = ajae...qp, € @, definimos {(p) = n como la
longitud del camino p, obsérvese que la longitud de todos los caminos de @), aunque sea finita,
no necesariamente tiene que estar acotada. Un camino que pasa por cada vértice una séla vez
se dice que es propio. Denotaremos también s(p) = s(ay) y e(p) = e(ay,). Si s(p) = e(p)
diremos que p es un ciclo orientado, aunque habitualmente lo llamemos simplemente ciclo.
Un ciclo orientado p = ag...a, tal que los vértices {s(ay), ..., (o)} son todos distintos se dird
que es un ciclo propio.

Sea K un cuerpo, consideramos el espacio vectorial K() donde cada camino es un vector
basico. Los elementos de K@ son de la forma ¢ = Zle Aip; con p; € Q, definiremos la longitud
de ¢, como I(q) = max{l(p;) | i=1,2,...,k}. Entonces K@ es una coalgebra con coproducto y
counidad, definido sobre cada p = ajas...a, € @ por,

1.
n—1
A(p) = s(a1)®@p+ Z 01Q2...0 ® Q1.0 + D R e(ay).
i=1
2.
€(p) = dipy0

es decir, 1 si I(p) =0y 0 en otro caso.

La codlgebra (KQ, A, ¢€) es la codlgebra de caminos asociada al grafo T

4.2 Subcodlgebras de (KQ, A, ¢).

Sea (KQ, A, ¢€) la codlgebra de caminos asociada al grafo ', sea p = ajas...a, € @ un camino
cualquiera, diremos que ¢ € () es un subcamino de p si g es un vértice de p o ¢ = a;11...q;
con 1 <i<j<n,ydenotaremos g = p, y si p # q entonces escribiremos g < p.

Proposicién 161 Sea A C KQ una subcodlgebra, sip € ANQ entonces todos los subcaminos
de p pertenecen a A.

DEMOSTRACION.  Sea p = aqas...a, € ANQ, A(p) C A® A, entonces A(p) = s(a1) @p +
Z?:_ll 01Q2...0 @ Qjy1...0n + P ® e(an), ¥y puesto que s(aq), a1, arag, ..., p son todos caminos
distintos de @, son linealmente independientes y por tanto ..., @3...Qm, ..., On, e(@,) € A,
andlogamente s(ay), a1, a1, ..., a1...an—1 € A, esto es, todos los subcaminos de p que parten
de s(aq) o con fin en e(w;,) estdn en A. Si reiteramos el proceso sobre cada uno de los caminos
anteriores concluimos que todos los subcaminos de p estdn en A. O
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Como acabamos de ver todos los subcamimos de un camino de una subcodlgebra también
pertenecen a la subcodlgebra, sin embargo no todas las subcodlgebras de K@ estdn generadas
por caminos, véanse los siguientes ejemplos:

Ejemplo 162 Consideramos el grafo,

Qi Q2

as e%1

L2

y sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo. Consideremos el elemento ayag + agay €
KQ, entonces

A(a10é2 + a3a4) =T Q@i + 0] @ + Q10 @Ty+T1 Q gy + 3 @ Qg + gy Q T4 =

=11 ® (1as + agay) + a1 ® ag + as ® ay + (s + agay) @ x4

y por tanto el espacio vectorial generado por {x1,x2, T3, T4, 01,02, a3, 0y, 01 Q2 + a3y} €S sub-
codlgebra de KQ.

O

Ejemplo 163 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T, y sea o, B € Q1 dos flechas
que tiene el mismo origen y final, esto es, s(a) = s(8) =z y e(a) = e(B) = y, entonces el
espacio vectorial

A=K{z,y,a+ B}

es una subcodlgebra donde o, 3 & A.

De la misma forma que antes si existen a y B dos lazos de un vértice x, esto es,

entonces el espacio vectorial
B = K{z,a+ [}

es una subcodlgebra y o, B € B.
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O

En los ejemplos anteriores se obtienen subcodlgebras donde no todos sus vectores basicos
son caminos, obsérvese que estas subcodlgebras tienen como elementos, combinaciones lineales
de caminos con tramos comunes en el inicio y en el fin, en particular en los ejemplos, tenemos
dos caminos que conectan los mismos vértices, ayas y azay en el primero, o 'y § en el segundo,
esta propiedad del grafo es necesaria para que no todas las subcoalgebras de K () como espacios
vectoriales tengan una base formada por caminos.

Lema 164 Sea I' un grafo tal que dos vértices distintos cualesquiera mo estdn comectados o
lo estan sélo por un unico camino, esto es, el numero de caminos que conectan dos vértices
es menor o igual a 1 y cada vértice no tiene lazos o a lo sumo tiene un unico lazo. Sea Q
el conjunto de todos los caminos de longitud finita de I'. Sea D C K@ wuna subcodlgebra, si
Zle Aip; € D con py,ps, ..., pr linealmente independientes, entonces p; € D para cada 1.

DEMOSTRACION. Supongamos p,q € @ dos caminos cualesquiera, p = ajas..c0, y ¢ =
B1B2..-Brm,
n—1
AAp + pq) = A(s(a1) @ p+ Z 010 @ Qig1...0m + D R e(an))+
i=1

m—1
+/L(S(ﬁ1) ®q+ Z ﬁl---ﬁj ® ﬁj—i—l-"ﬁm +q¢® e(ﬁm))-

j=1

Por hipétesis s(ay) # s(081) o e(an) # e(Bm), supongamos que s(ay) # s(B1) (en el otro
caso se harfa igual), entonces As(ay) y ws(f1) son linealmente independientes y por tanto
p,q € D. La demostracion es idéntica para una combinacién lineal finita de caminos linealmente
independientes de la forma Zle AiDi- O

Corolario 165 FEn las condiciones del lema anterior, cualquier subcodlgebra D C KQ tiene
una base como espacio vectorial compuesta solo por caminos.

O

Aunque como hemos visto no siempre podamos asegurar que dado un elemento Zle A\iDi
de una subcodlgebra de K@, los caminos p; y en consecuencia todos los subcaminos de p; estén
en la subcodlgebra, si que podemos asegurar que al menos todos los vértices de p; estan en la
subcodlgebra. Para demostrar esto dltimo, en primer lugar analizamos el comportamiento de
los elementos que son combinaciones lineales de caminos con tramos iniciales y finales comunes
en una subcodlgebra, para ello analizamos que subcaminos o combinaciones de subcaminos del
elemento estan obligados a estar por la estructura de la misma en la subcodlgebra.
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Lema 166 Sea A C KQ wuna subcodlgebra, sea A\g1 + gz € A con g1 = Q1ae...a, Y g2 =
B182...0m (n,m > 1) dos caminos distintos que conectan los mismos vértices y de forma que

uno no es subcamino del otro, esto es, s(ay) = s(f1) y e(an) = e(Bm), a1 2 @2 ¥ @2 A @1,
entonces,

1.
Q.. Oy fi—1, O +20 4 3.0 € A.
2.
B1B2--Bm—k—1, Bi+2B143--Bm € A.
Donde
k{o Sian7éﬁm
max{z | Op—j4+10p—j41...0p = ﬁm—i—&-lﬁm—i—i—bnﬁm} st QAp = ﬁn
Y
[ — { 0 siay #
max{z | a10...00; = ﬁlﬁz...ﬁi} Sty = 51

DEMOSTRACION. Calculamos,

AAgr + pgz) = s(oa) @ (A1 + pgz)+
+a1 @ (Aag...an + 1B2...0m) + ... + a1...0q @ (A1-.0n + pB141---Bm )+
+A Q1.1 @ Qpgaen oo Q11 @ Qi )
+M(ﬂ1-'-ﬁl+l & ﬂl+2-'-ﬁm +...+ ﬁl'-'ﬂm—k—l & ﬂm—k-nﬁm)"‘
+()\a1~-~an—k + Nﬁl-"ﬁm—k ® an—k—i—l~-~an) + ...
oot (Aag a1 + pf1Pime1) @ ant
+(Aq1 + pge) @ e(an).

De donde por independencia lineal,
s(a1) = s(B1), a1 = f1,100 = B1 P2, ..., 1.0 = fr...F € A

Q1o Qg 1y ey Q1 Q15 B1-Big 1y -+, BreBk—1 € A
()\O‘lman—k + Nﬁl"'ﬁ’ln—k)v ceey ()\al-"-an—l + ,Uﬁl-"ﬁm—l) €A

que podemos resumir diciendo que
Q1.0 k1, 01...Bm—_k—1 € A.
Y por otra parte también por independencia lineal respecto de la otra coordenada,
e(an) =e(Bm); n = Bm, @n—10n = Bim—18m, -y Cn—kt1---0n = Bm—t+1---Bm € A

Qp—fer Oy e e ,al_,_z...an,ﬂm_k..ﬂm, Ce 7ﬂl+27 ...,ﬂm cA
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()\alH...an + uﬁlﬂ...ﬁm), ceey ()\O{Q....O&n + ,uﬁz...ﬂm) cA

que podemos resumir diciendo que

Aj42...00p, ﬁl+2-~-ﬁm €A

Observacion 167 El resultado anterior podria rescribirse para un elemento de la forma Zle Aiq; €
A con los q; linealmente independientes,

qi — alaz...ani

y s(ad) = s(af), e(al,) = e(a),,) para cada i,j. Llamemos A = {1,2,...k} y para mayor
comodidad en la notacion definimos los conjuntos

At = At/Rt
para cada 1 <t < M = max{l(g;) | i € A}, donde
A ={ieA[t<lg)}

y Ry es la relacion de equivalencia

J J

JJ
9.0

D ii i ]
1Rj & ajay..af = aqa

Entonces:

k k k
A Nia) = s0d) © (3 Xigs) + (3 hige) @ elo, )+

M
+> (Y (afab.ai® (Y Ajagy.af))

t=1 [i] €N, JEldle

donde en la primera coordenada todos son linealmente independientes porque todos son caminos
distintos y entonces,

e(ap,), Z Ajayq.0f € A

JElile

para cada [i]; € Ay y para cada t (las clases [i]; pueden ser el conjunto vacio).

Lo mismo podriamos hacer para la sequnda coordenada,

A =AYR
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para cada 1 <t < M = maz{l(g;) | i € A}, donde A = {i € A |t < I(q:)} es el mismo de
antes, y R es la relacion de equivalencia

L i — o J
WRj & oy g0, = Qg g0

Entonces:

k k k
A(Z Nigi) = s(a]) ® (Z Xiq:) + (Z Xii) ® e(ag, )+
i=1 i=1 i=1

M
+Z( Z (( Z a{a%"'aZLj—t) ® A"Laili—t-"-l"'a;illy)))

t=1 ;[i]€;A j€:[i]

donde en la seqgunda coordenada todos son linealmente independientes porque todos son caminos
distintos y entonces,

6(0(71“), Z /\ja{"'ang—t €A

J€eld]

para cada ([i] € Ay y para cada t (las clases ([i] pueden ser el conjunto vacio).

Denotaremos para un camino cualquiera p = ajqs...ay,,

V(p) = {s(a1), s(aa), ..., s(an), e(an)}

para un elemento cualquiera ¢ = > 1" ; Xip;,
n
Vig) = J V()
i=1

y para una subcodlgebra A C K@ denotaremos V(A4) = J,c4 V(9)-

Corolario 168 Sea A C KQ una subcodlgebra, sea Zle Aip; un elemento cualquiera de A,
entonces todos los vértices de cada p; estdn en A, esto es,

V(A) C A.

DEMOSTRACION. Sdlo existiria dificultad en el caso en que todos los caminos parten del mismo
vértice y terminan en el mismo vértice y usando la observacién anterior es evidente. ]

Corolario 169 Sea K@ una codlgebra de caminos, entonces las unicas subcodlgebras simples
de K@, son los espacios vectoriales 1-dimensionales generados por cada vértice.
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O

Para K@ la codlgebra de caminos asociada a una grafo I' y una subcodlgebra A C KQ,
podemos caracterizar el conjunto V(A) como el conjunto de todos los vértices de A, esto es,
V(A) = AN Q. Por lo visto anteriormente, todos los vértices que intervienen en elementos de
A son también elementos de A, V(A) C A. Anélogamente denotaremos por F(A) al conjunto
de flechas que intervienen en caminos que aparezcan en algin elemento de A, esto es, si ¢ =
Z:L:l Aip; € A es un elemento cualquiera de A,

F(g)= | J{aeQila=p}

i=1

F(A) = F(a)
geA
Es obvio que F(A) no necesariamente tiene que estar contenido en A. Aunque F(A) € A si
que podemos asegurar que cualquier flecha o € F(A) forma parte de una combinacién lineal
de caminos linealmente independientes que empiezan y terminan donde «, esto es, existe un
elemento de la forma a4+ Zle Aip; € A con {a, p1,pa, ..., pr} linealmente independientes y con
s(a) = s(p:), e(a) = e(p;) para cada i =1,2,...,n.

En realidad para una subcodlgebra cualquiera A C K@ podemos encontrar una base formada
por combinaciones lineales de caminos que tienen el mismo comienzo y el mismo fin:

Proposicién 170 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T', sea A C KQ una
subcodlgebra, entonces existe una base de A formada por combinaciones lineales de caminos que
tienen el mismo comienzo y el mismo fin.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € A un elemento cualquiera, consideramos la descomposicién ¢ =
> ¢; donde los ¢; son las combinaciones lineales de los caminos con igual inicio y fin, bastard
con demostrar que g; € A para cada i, en efecto, si consideramos la aplicacién f4,) € KQ™,
fs(a) : KQ — K definida por fy(,,)(5(¢:)) = 1y fs(q,)(p) = 0 para cualquier otro camino p € @,
entonces

q — fs(q) = @ + otro sumandos € A

y si andlogamente hacemos fe(y,) — q = fs(q;) = ¢ € A para cada i. O

4.3 Grafos conexos, subcoalgebras indescomponibles.

Dado I" un grafo orientado, un camino no orientado de I' de longitud n que une un vértice
a con otro b es una sucesion de vértices xg, x1, ..., T, y otra de flechas aj, ..., a, de forma que
a =29, b=1u,y {s(a;),e(a;)} = {x;—1,z;}. Diremos que dos vértices estdn conectados si
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existe un camino no orientado entre ellos. Llamaremos componente conexa de un vértice
a en el grafo I" al grafo cuyos vértices son todos aquellos que estan conectados con a incluido a
y cuyas flechas son todas aquellas cuyo origen y fin estén conectados con a o sean a. Diremos
que un grafo es conexo si todos sus vértices estdan conectados entre si. Un grafo conexo es
evidente que tiene una uUnica componente conexa.

Proposicion 171 Sea KQ una codlgebra de caminos asociada al grafo I', entonces KQ es
indescomponible si y sélo st I' es conexo.

DEMOSTRACION. (=) SiT'= (V, F') no es conexo, sean x,y € V tales que no estén conectados,
llamemos IV = (V' F') al grafo determinado por

V' ={v € V | v estd conectado con z},

F'={a€ F|s(a),e(a) e V'}

esto es, I' es la componente conexa de z; y I = (V — V', F — F’) es la componente conexa de
y. Llamemos @’ al conjunto de caminos de IV y Q" al conjunto de caminos de I entonces

KQ=KQ ® KQ".

(<) Supongamos que existen A, B C K@ tales que KQ = A @ B, entonces consideremos
xe€V(A) ey e V(B)y sea ai,as, ..., a, un camino no orientado que conecta = e y, entonces
existe a; tal que con un vértice en A y otro en B, esto es, s(a;) € Ay e(o;) € Bo s(a;) € B
y e(a;) € A, en cualquier caso, uno de los vértices de a; no estd en A y el otro no estd en B,
luego a; € A @ B, lo cual es imposible y por tanto K@ es indescomponible. O

4.4 El producto wedge.

En primer lugar analizamos los caminos que hay en el producto wedge de dos subcoalgebra y
después lo hacemos para elementos en general.

Proposicién 172 Sea A, B C KQ subcodlgebras, entonces:
1. V(AANB)=V(A)UV(B).
2. Sea o € Q1 tal que s(a) € A ye(a) € B, entonces « € AN B.

3. Sipp € ANQ yps € BNQ con e(pr) = s(pa), entonces pips € AN B (la concatenacion
de p1 Y p2).

4. Sipr € ANQ, p2 € BNQ ya € Q1 con e(p1) = s(a) y e(a) = s(p2), entonces
praps € AN B (la concatenacion de p1, a y p2).
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5. FLAAB)=F(A)UF(B)U{a € Q1] s(a) € Aye(a) € B}.
DEMOSTRACION.
1. Evidente.
2. Ala) = s(a) @ a+ a®e(a), como s(a) € Ay e(a) € B entonces o € AN B.
3. Evidente.
4. Evidente.
5. (2) Es evidente que F(A), F(B) C F(A A B) porque A, B C AA B y usando el apartado

(2) se termina la inclusién.

(C) Sea a € F(AAB), entonces existe Zle Ap; € AAB tal que a < p; para algin i. Pero
p; serd de la forma p; = p1p2 0 p; = p1aps como en (3) y (4) respectivamente con p; € A o
formando parte como combinacién lineal de caminos de un elemento de A, igual le ocurre
ape en B, entonces a € F(A)UF(B)sip;=pipaoa € {f€Q1|s(8) € Aye(B) € B}.
Por tanto se concluye la demostracion.

O

Proposicién 173 Sea KQ una codlgebra de caminos y A C KQ una subcodlgebra, entonces:

1. Sip1,p2, ..., pn € A son caminos de A tal que s(piy1) = e(p;) para cada i = 1,....n — 1,
entonces pips...pn € A\"A.

2. N®A es la codlgebra de caminos asociada al grafo T' = (V' F'), donde V' = V(A) y
Fi={aec@Q|s(a),e(a) e V(A)}.

DEMOSTRACION. Evidente. O

Corolario 174 A C KQ es una subcodlgebra coidempotente (N\2A = A) si y sélo si F(A) =
{a € Q| s(a),e(a) € V(A)}; ademds A es la codlgebra de caminos asociada al grafo TV =
(V(A4), F(4)).

Proposicién 175 Sea KQ una codlgebra de caminos, entonces:
1. KQoNKQo=K(QoUQ1) = KQo® KQ1,
2. (KQo® KQ1)N(KQo®KQ1) =K(QoUQR1UQ2UQ3) = KQo® KQ1 D KQ2 ® KQs,
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8. N"KQo = K (UL, Qi)

4 NP, KQ) =B KQ;

5 Py KQi NI KQ; = B2y KQu,
6. N°Qo = KQ.

DEMOSTRACION. Evidente. O

Corolario 176 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T', entonces existe una bi-
yeccion entre P(Qo) y el conjunto de todas las subcodlgebras coidempotentes de K Q.

O

Recordemos que las subcodlgebras simples eran los espacios vectoriales 1-dimensionales ge-
nerados por los vértices, por tanto acabamos de ver que P(Simp(KQ)) y el conjunto de las
subcodlgebras coidempotentes son biyectivos, como ya sabiamos por el capitulo 3.

Sean A, B C K@ dos subcodlgebras, definimos AB como el espacio vectorial generado por,
{x|x=ab, cona€e Aybe B}.

Andlogamente podemos definir para « € @1, con s(a) € Ay e(a) € B el espacio vectorial AaB
como aquel que esta generado por:

{z|x=aab, cona€ Aybe B}

Lema 177 Sean A, B C K(Q dos subcodlgebras, entonces:
1. ABC AANB.
2. Para cada o € Q1 tal que s(a) € A ye(a) € B, AaBC AN B.

DEMOSTRACION. Sea x € AB (resp. en AaB) entonces © = ab con a € Ay b € B (resp.
x = aabd) si

Aa) = Z a1y ® a(g)
con {a(z)} linealmente independientes y por tanto agy € Ay

A®) =Y by ®be)

con {b1)} linealmente independientes y por tanto by € B. Entonces,

A(z) = A(ab) =Y am) @ a@b+ Y aba) @b —a@b
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entonces * € AA B porque a1y € Ay by € B (resp. A(x) = Aaad) = Y an) ® a@yab +
Zaab(l)@)b(z) yx € AN B). O

Corolario 178 Sean A y B dos subcodlgebras de KQ, entonces

A+B+AB+ ) AaBCAAB
a€eF’

donde F' = {a € Q1| s(a) € A, e(a) € B}.

DEMOSTRACION. Inmediata. O

Lema 179 Sea z € KQ, x = Zle Aigi, st Alx) = Z(x) x(1) @ x(2) entonces

L Y zy@e) = Lima (@) + DAigi.
2. x()T(2) = Yseq it donde I C {1,2, ... k}.
DEMOSTRACION.
L Ax) = X1y MA(G) = Y #() @ 2 (), entonces
k 1(g:)

drmze =Y N> 6= Xilla) + D
(@) :

=0 j=0 i=1

2. Evidente.

O

Sixz € KQ es de la forma z = Zle Aiq; con los ¢; € @) caminos distintos y por tanto
linealmente independientes, denotaremos n(x) = k. Para una subcodlgebra A C K@, también
denotaremos

Oa={recA|lz= Zai,ai € A, n(x) > n(a;) para cada i}

Lema 180 Sea x € A C KQ, entonces

szy

yee’'COA

para algin subconjunto © C © 4, esto es, © 4 es una base de A como espacio vectorial.
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DEMOSTRACION.  Sea x € A, si © € ©4 entonces es evidente para ©' = {x}. Siz & O
entonces © = Zio a;, con n(zx) > n(a;,), si todos los a;, € ©4 habriamos terminado, en caso
contrario cada uno de los a;, que no estén en O 4, lo podemos poner escribir a;, = Zil a;, con
n(zx) > n(a;) > n(a; ) y asi sucesivamente, como es una sucesién estrictamente decreciente de
nimeros naturales, al final logramos demostrar lo que buscamos. O

Lema 181 Sea A y B dos subcodlgebras de KQ. Sea x € ©apnp con Az) = >, x; @ y;. Si
x; € A ey; € B para algin i entonces la concatenacion x;y; = v € AB.

DEMOSTRACION. Six = Zle Aigi con g; € Q, \; € K; recordemos que x;y; = ) ;- Aig; donde
I C {1,2,...,k}, en particular si z; € A e y; € B entonces x;y; € AB C A A B, entonces si
Ty = > e tiqi con I ={1,2,....k1} C {1,2,...,k} salvo reordenar los subindices, si k; < k

tendremos que si
k1

y=MNa+ Y (\p)/m)a) € P

=2

entonces t = y+ (x—y) yl(y) =k <k, l(x—y) <(k—1) cony,x —y € Py como x € Oanp
concluimos que x;y; = . O

4.5 Coalgebras asociadas a una subcoalgebra, las coalge-
bras KQ4 y KQju.

Para K@ la codlgebra de caminos asociada al grafo I', un elemento ¢ € K@ lo podemos escribir
como ¢ = quQ cqq con casi todos los ¢, € K nulos, puesto que ) es base. Sea A C K@ una
subcodlgebra entonces denotaremos,

A, ={ce KQ|c,=0}
Ay ={ce KQ|c, #0}
es claro que A, es un subespacio vectorial de A. Y denotaremos también,
Q' ={a| A #0 ={a€Q| A # A}

es evidente que Q4 C Q.

Lema 182 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T' y sea A C KQ una subcodlge-
bra, entonces,

1. Q4 es cerrado para subcaminos.

2. AC KQ4 es subcodlgebra de C.
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3. Fquivalen:
(a) A=KQA.

(b) A tiene una base formada por caminos.

(c) Q4 es base de A.
DEMOSTRACION.

1. Siq € Q* entonces q—i—Zf:l Xigi = x € Acon{q,q1,qa, ..., ¢ } linealmente independientes,
por tanto escribimos A(x) = Y, z; ® y; con {y;} linealmente independientes, entonces
x; € A para cada i, luego si ¢ = q1¢o entonces ¢; € Q4 porque q; aparece como sumando
en algtin z;, andlogamente se demuestra para ¢o y reiterando el proceso se consigue para
cualquier subcamino de ¢. Otra forma més directa, si ¢ = q1¢2, entonces sabemos que
existe g+ R € A donde R representa a otros sumandos linealmente independientes con ¢,
de forma que (¢1 + R1)(g2 + R2) = g + R entonces si calculamos la expresién minimal de
A(q + R) serd de la forma

(g1 + R1) ® (g2 + R2) + otros términos

por tanto q1 + Ri,q2 + Ro € Ay q1,¢2 € Q™.
2. Evidente por (1).
3. Evidente.

O

Observemos que Q* puede describirse de otra forma, si ¢ € A es un elemento cualquiera de A
entonces ¢ = Y-, A;p; es una combinacién lineal dnica de caminos linealmente independientes
de Q. Sillamamos Q7 = {p; € Q | i = 1,...,n} entonces entonces el subconjunto de @ que
hemos definido anteriormente y hemos llamado Q@ es,

=
geA

esto es,
Q4 = {q € Q| g es un camino que aparece no trivialmente en un elemento de A}

Es claro por las propiedades que hemos descrito de Q4 que KQ4 C KQ es una subcoalgebra
con base de caminos el conjunto Q4, sin embargo esta codlgebra no es necesariamente de caminos

y
ACKQ*CKQ

también es claro que F(A) = Q1 N Q™.
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Llamaremos grafo asociado a A al grafo I'y = (V(A), F(A)). Y ala codlgebra de caminos
asociada al grafo I" 4 la llamaremos K@ 4, entonces obsérvese que

ACKQ*CKQsCKQ

Teorema 183 Sea A C KQ una subcodlgebra de caminos, entonces equivalen:

1. A es coidempotente.
2. A es la codlgebra de caminos KQa asociada al grafo T'y = (V(A), F(A)).

3. A es la codlgebra de caminos generada por todos los caminos q € @ tales que V(q) C A,
esto es, la mayor subcodlgebra de KQ tal que contiene a V(A).

DEMOSTRACION.  (1)=-(2): Si A es coidempotente entonces F'(A) C A, llamemos KQ4 a la
codlgebra de caminos asociada al grafo I'4, es claro que A C K@ 4, bastard con demostrar que
un camino cualquiera p € Q4 pertenece a A, en efecto, p € Al® A = A y son iguales.

(2)=-(3): Evidente.

(3)=-(1): Si A es una subcoélgebra de caminos, siempre tenemos que A C AA A, supongamos
un elemento ¢ € A A A, ¢ es una combinacion lineal de caminos cuyos vértices estan en A,
entonces es una combinacién lineal de caminos de A, luego g € A. ]

Ahora para A, B C KQ estudiamos Q4\B:

Lema 184 Sea KQ una codlgebra de caminos, A, B C K@ dos subcodlgebras, sean p1 € A,

p2 € Byc=aj..an € Q tal quel(c) > 2, s(c) = e(p1), e(c) = s(p2) y conpron ¢ A, anps ¢ B,
entonces
picp2 € AN B.

DEMOSTRACION. Supongamos que [(c) = 2, ¢ = ajag, entonces
A(piep2) = prag ® agpe + otros términos que pertenecen a A® C+C ® B

entonces es evidente que p1a; ® agps € AR C 4+ C ® B,y por tanto picps € AN B.

Si l(c) =3, ¢ = ajasag, entonces
A(p1ep2) = prog @ asasps + prajas @ azps + otros términos que pertenecen a AQ C+C ® B

observemos que AA B C KQa N KQp y que prag & KQa, asps € KQp, Qa es base de A,
@p esbase de By Q4,Qp C Q que es base de KQ, por otra parte pyaq,p1aias € KQa y son
Li., agpa, asasps ¢ KQp y son li., entonces

Prag @ 0P +projas @aspr € AQC+C®B
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y en consecuencia, picps € A A B.

Inductivamente podemos demostrarlo para l(c) =n > 1.

Corolario 185 Sean A, B C KQ dos codlgebras, p € B (resp. en A), ¢ € Q tal que s(c) & A
(resp. e(c) & B) entonces cp &€ AN B (resp. pc).

DEMOSTRACION.  Andloga a la del lema anterior. O

Para A, B C K(Q dos subcodlgebra, definimos los conjuntos,
Q*'NQP ={q€Q|qe KQ* NKEQ"}
Q'Q” ={g€Qlqg=pip2, p1 € Q" y p2 € Q"}
y para cada a € F' = {a € Q1 | s(a) € A, e(a) € B}, definimos
Q*aQ” ={g€Q|q=piaps, p1 € Q" y p2 € Q"}
Del mismo modo aunque AB y AaB no son subcodlgebras entenderemos que
QAP = {q € Q| ¢ es un camino que aparece no trivialmente en un elemento de AB}

y analogamente para Q4“5 con o € F.

Proposicién 186 Sean A, B C KQ dos subcodlgebra de una de caminos, entonces:
1. QM"B 2 QAUQPURANP U (U, e @1P) donde F' = {a € Q1 | s(a) € A, e(a) € B},
QA UQBUQAQP U (U, Q4aQP) = QAN QE.
QANB C QA NQB.
KQAB es subcodlgebra de KQA N KQP.

Si A C B entonces Q4 C QF.

S S e

KQATP = KQ* + KQP.
DEMOSTRACION.
1. Esta inclusién es trivial.

2. Sea ¢ € KQA A KQP un camino, si ¢ € Q" y ¢ ¢ QF, entonces s(q) € A C Q4 y
e(q) € QF, consideremos ¢q; € Q4 y ¢2 € QP de longitudes méximas tales que ¢ = q1cqe,
entonces I(c) <1y q € Q*qQP o ¢ € Q“cQP. La otra inclusién es evidente.
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3. Si ¢ € QAP entonces q + Zle Xigi =z € AN B con {q,q1,42,...,qx} linealmente
independientes, por tanto A(z) = >_,) z(1) ® (2) con (1) € A 0 7(2) € B luego A(q) =

> 4) @ 4(2) con gy € Q* 0 g2y € QP.
4. Evidente.
5. Evidente.

6. Es claro que Q418 = Q4 U QP y por tanto inmediato.

4.6 Coradical de una coalgebra de caminos.

Sea K@ la codlgebra de caminos asociada al grafo I' = (V, F'), entonces el coradical de KQ es
el espacio vectorial que tiene por base al conjunto V' de todos los vértices,

R=Corad(KQ) =KV
En particular si A C C' es una subcodlgebra cualquiera entonces,
T = Corad(A) = KV (A)

Obsérvese como claramente R*FQ) = KQ, y ademds TKQ) es la codlgebra de caminos
asociada al grafo (V(A), F’) donde

F' ={a€ F|s(a),ela) e V(A)}

de hecho, es la mayor subcodlgebra de caminos de K@ coidempotente en K() que contiene
a todos los vértices de A. Ademds si definimos el elemento idempotente fy 4y € KQ* por
Jv(ay(z) =1 para cada x € V(A) y fy(a)(p) = 0 para cada p € Q — V(A), entonces

To(KQ) — (KQ)(fV(A))

es la mayor subcodlgebra de KQ anulada por fy(4).

4.7 Subcoalgebras de caminos coprimas.

Recordemos que una subcodlgebra P C K() es coprima si para cualesquiera subcoalgebras
A, BCKQ talque PC AN B entonces PC Ao P CB.
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Ejemplo 187 Sea KQ una codlgebra de caminos con tres flechas o, aa, a3 € Q1 y con s(a1) =
e(as) = x1, s(az) = e(ar) = z2 y s(a3) = e(aa) = x3, es decir, que forman un ciclo de longitud
3.

o’2

851 Qa2

° o3

ag

Consideremos el grafo T" = (V' E’) con V' = {z1,29,23} y F' = {a1,as,a3} y llamemos
P a la codlgebra de caminos asociada I'. Es claro que P C KQ es un subcodlgebra. Ademds P
es el espacio vectorial gemnerado por

U {e€Q|qC(arazasz)"}

neN—{0}
donde por (ajazas)™ entenderemos la concatenacion ajasas(ayaeaz)™ ™! para cada n > 1.
En efecto, P es coprima, supongamos que P C AN B para dos subcodlgebra A y B de KQ,
entonces tendremos que demostrar que P C A o P C B, para ello basta con demostrar que

{(araza3)™ | n € N—{0}} C A o B, supongamos que {(araza3)” | n € N—{0}} € B,
entonces existe un n tal que (a1azagz)™ € B, consideremos (a1azaz)" ™ € Py

A((alagag)”'”“) = (alagag)k ® (apaza3)*+ R

donde R es el resto de sumandos, es evidente que todos los caminos que aparecen en una
coordenada son linealmente independientes, entonces como (ajasas)” € B, (ajasas)® € A
para cada k > 0, luego P C A.

O

Para p € @ definimos o,(p) como el ndmero de veces que p pasa por a'y aa(Zle Aipi) =
maz{oa(p;) |1 =1,....k}.

Proposicion 188 Sea P C KQ una subcodlgebra coprima que no es simple, entonces:
1. P es de dimension infinita.

2. Para cada flecha o« € F(P), no podemos acotar Max{o,(y) | y € P} y por supuesto
tampoco la longitud de los caminos que pasan por c.

3. Para cada camino p € QF, existe otro camino q € QT tal que p < q,

4. Para cada elemento de la forma Aq1 +pg2 € P con q1,q2 € Q, y para cada n,m € N existe
un camino c € QT tal que ¢ pasa por q, y por qo al menos n y m veces respectivamente.
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5. Sea Yy \ipi € P un elemento cualquiera con pi,pa,...,pi linealmente independiente,
entonces existe un camino ¢ € Q¥ que pasa por cada p; tantas veces como queramos.

DEMOSTRACION.
1. Cualquier codlgebra coprima y de dimensién finita es simple.

2. Sea a € F(P). Sea A la codlgebra de caminos asociada al grafo I' = (Qo, Q1 — {a}),
es claro que P Z A porque a ¢ A y tampoco estd en A ningin camino que pase por «,
pero P C A A A, salvo que exista un camino p que pase por « al menos dos veces y sea
un elemento de P o up + Zle Aipi € P, esto es, sea parte de una combinacion lineal de
caminos que sea un elemento de P. (p € QF)

Reiterando el proceso anterior, no existe ningin n tal que no exista un camino p que pase
por a menos de n veces y p esté en P o forme parte de una combinacion lineal de caminos
que esté en P. Veamoslo con mas detalle:

Supongamos que existe m tal que o4(y) < m para cada y € P. Sea

Go={y | oaly) =n}

donde n = maz{o.(y) | y € P}, ahora nos quedamos con los caminos en los que aparece
o exactamente n veces,

k
G = U {p; €Q| Ua(z Aipi) = 0a(pj)}

k i—=
cada camino p € G; es una concatenacién de la forma

P = q10q2Qx...dn0Gn 41

donde g1, g2, ..., gn+1 € @ son caminos donde no aparece «, esto es, 0,(g;) = 0 para cada
1 =1,2,....,(n + 1). Recordemos que A es la codlgebra de caminos con V(4) = Qo y
F(A) = Q1 — {a}. Es evidente que P ¢ A. Obsérvese que gagqi+1 € N?A para cada
i = 1,2,...,n pero A?A no contiene ningiin camino que pase por o mas de una vez,
andlogamente A3A no contiene caminos que contenga a a mas de dos veces y AFA no
contiene caminos que contengan a a mas de k — 1 veces. Por tanto P ¢ A* A para cada
k < (n+ 1), por otra parte es evidente que P C A A pero P es coprima, luego no
puede existir n.

3. Supongamos que existe un elemento . ; A;p; tal que para el camino p; no ocurre, en-
tonces contruimos la subcodlgebra de K@ generada por todos los caminos de P menos p;,
pero si dejamos todos los subcaminos propios de p;, esto es, si

Ay = {pi; | pi;es un subcamino propio de p;}




106

TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

k
A= (U {psi ly = Z)\jpj}) —{pi}

yebP
A=K(A;UAy)

A es una subcodlgebra de K@ tal que Zle Aip; € A porque no existe ningtin camino de
longitud superior en cualquier otro elemento de A, de manera que al calcular A de ese
elemento, obtuviésemos una expresion donde apareciera p;. Y razonando igual que antes,

PZAyPCAMA.

(a) Supongamos que ¢1 Z ¢2 ¥y ¢2 Z q1. Y supongamos e(q1) = e(q2) v s(q1) = s(q2).
Definimos los conjuntos de caminos

Av={qeQla Zq}

By={¢€Q|q¥Zq}

y les anadimos todos los subcaminos de cada elemento,

A=Au JpeQlr=q

q€Ao

B=Byu | J{reQ|p=q}
g€ Bo

Es evidente que ¢ € Ay ¢1 € By ademéds KAy KB son subcodlgebras,
A +pgp e KA+ KBC KAANKB,

es claro que P Z KAy P € KB, entonces P £ KA + KB porque P es coprima,
pero los tnicos caminos que no estén en KA + K B son aquellos que contienen a ¢
v @2 simultdneamente, por tanto existe una camino ¢ que pasa por g1 y ¢2 al menos
una vez y ¢ € QF, esto es, forma parte de un elemento de P, existen py, pa,...px € Q
con ¢+ Zle Aipi € Py ¢,p1,p2, ..., linealmente independientes o ¢ € P. Como
q1 y g2 empiezan y terminan en el mismo vértice, entonces ¢ estd contenido en un
ciclo.

Ademiés concluimos que P A A B, pero entonces ¢ debe de pasar por ¢; 0 g2 més
de una vez porque los caminos que no estén en A A B son exactamente estos, y si
consideramos (A"A) A (A™B), como P Z A2A, P ¢ A"A e igual para B, entonces
debe de existir ¢ pasa por ¢q; v g2 tantas veces como queramos. Obsérvese ademas
que si cambiamos el orden en el producto wedge podemos encontrar ¢ pasando por
Py g tantas veces como queramos y en el orden que deseemos.
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(b) Siq1 <X g2 0¢g2 < q1 entonces ¢1, g2 € P, supongamos que ¢ es el mayor de ellos (en
el otro caso se haria igual), sea

Av={qeQla Zq}

A=4uU |J{peQla=p}

q€A0

razonando igual que antes para A" A se concluye la demostracion.

Sie(q1) # e(g2) 0 s(q1) # s(g2) entonces ¢1, g2 € Py de nuevo estamos en la situacién
anterior.

5. Igual que el apartado anterior.

O

Diremos que una grafo orientado es fuertemente conexo si para cada dos vértices cuales-
quiera existen dos caminos ¢,z tal que s(q1) = z, e(q1) = ¥, s(q2) =y y e(q2) = x, esto es,
existe un ciclo orientado que pasa por dos vértices cualesquiera del grafo.

Teorema 189 Sea P = KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I', entonces equivalen:
1. P es coprima.
2. T es fuertemente conexo.

DEMOSTRACION.  (1)=(2):

1. T es conexo. Evidente por 70 y 171. En efecto, supongamos que I' no es conexo, entonces
existe z,y € Qg no conectados, entonces definimos Ag como el conjunto de todos los
vértices conectados con z, es decir,

Ay ={z € Qo | existe p € Q, con e(p) = z,5(p) =z 0 e(p) =z, s(p) = 2},

definimos A; como el conjunto de todas las flechas de T tales que sus vértices estdn en Ay
y consideramos A la coélgebra de caminos asociada la grafo TV = (Ag, A1) (componente
conexa de x), es claro que es subcodlgebra propia de P. Por otra parte definimos la
codlgebra de caminos asociada al grafo I = (Qo — Ao, @1 — A1) (componente conexa de
y), que también es una subcodlgebra propia de P y tenemos que P = A+ B = AA B,
como P es coprima es imposible y en consecuencia x e y estdn conectados.

2. Cada flecha de T esta contenida en un ciclo orientado, en efecto; sea o € ()1 una flecha
cualquiera, entonces sabemos por ser P coprima que existe caminos que contienen a «
tantas veces como queramos, sea ¢ un camino que contenga a « dos veces, entonces ¢
serd la concatenacién giagaaqgs con qi,qa,qs € @ y légicamente I(g2) > 0, entonces aqs
claramente es un ciclo orientado.
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3. Dos vértices cualesquiera de I' estdan conectados por un camino orientado. En efecto, sean
xz,y € V, entonces existe un camino no orientado que conecta x con y, éste serd una suce-
sién de vértices {vy, ..., v, } y otra de flechas {ay, ..., } de manera que {s(«;),e(a;)} =
{vi—1,v;} yconvg = xy v, =y. Por (2) podemos considerar un ciclo orientado ¢; que pasa
por cada a;, serd de la forma, ¢; = b; 10305 2, consideremos el ciclo ¢; = a;b;20; 1 = ayb,
y construimos el camino que resulta de concatenar aquellos trozos de cada ciclo t; que
tienen la misma orientacién,

N Y si x; = s(ay)
ol by osia =e(q)

entonces ¢ = $183...8, €8 un camino orientado que conecta x con y.

4. T es fuertemente conexo. En efecto, sea x,y € Qo dos vértices cualesquiera, por (1)
sabemos que existe un camino que conecta a ambos, esto es, existe ¢ € @ tal que s(q) = =
y e(q) =y, o bien, s(q) =y y e(¢) = . Supongamos que s(q) = x y e(q) = y (para el otro
caso se harfa igual). Entonces ¢ = ajas...au,, por (2), para «; existe un ciclo orientado
¢; € @ que pasa por «; que serd de la forma

¢i = Pr--BiiBiy1.-.Bm € Q
consideramos los subcaminos b; 1 = B1...3; ¥ bi2 = Bi+1...6m, ahora construimos el ciclo,
di = a;b;2b; 1

observemos que e(b;2b; 1) = s(a;) y s(bi2bi,1) = e(a;), podemos en consecuencia consi-
derar el camino,
b= by 2bn10(n—1)2b(n—1),1---b1,2011

donde s(b) = e(q) y e(b) = a(q), por tanto el camino resultante de la concatenacién bg € @
es un ciclo y pasa por x e y.

(2)=(1): Supongamos que P no es coprima, entonces existen A y B dos subcodlgebras
propias de P tales que P = A A B. A C P entonces existe un elemento p = Zle Aip; € P
con p € A, por tanto existe un camino ¢; € @ tal que g1 € Py ¢1 ¢ A. Andlogamente existe
otro camino ¢; € @ tal que ¢ € Py qo & B. Sea x = e(q1) e y = s(g2) entonces como I es
fuertemente conexo existe un camino ¢ € ) con s(c) = x y e(c) =y, luego podemos concatenar
y construir el camino gicqs € Q y qicge € P = A A B. Ahora calculamos,

Aqiege) = e ® g2 + 1 ® cg2 + otros términos

entonces razonando como en 184, gi1c € Ao gy € B, yademds ¢ € Aocgs € B,peroqy € Ay
por tanto q1c € A, y andlogamente go, cq2 € B, luego q1cq2 € AN B y en consecuencia P debe
ser coprima. 0
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4.8 El algebra dual (K(Q)*, sus elementos idempotentes.
Sea K la codlgebra de caminos asociada al grafo T, (KQ)* = Hom(KQ, K) estd en corre-
pondencia biyectiva con el conjunto de todas las aplicaciones, Aplic(Q,K)={f|f:Q — K},
de hecho Hom(KQ, K) = K(Aplic(Q, K)) como espacios vectoriales, el producto de f,g €
Hom(KQ, K) viene dado por la aplicacién fq : KQ — K que para ¢ = ajas...ap, € Q estd
definida por,

n—1

(f9)(a) = f(s(ar)g(a) + Y flaraz...ai)g(@isr.an) + f(@)g(e(an))

i=1

Lema 190 Sea f € (KQ)* un elemento idempotente, entonces,

1. f(z) =0 o f(x) =1 para cada x € Qq.

2. Sea o € Qy, si f(e(a)) = f(s(a)) entonces f(a) = 0.

3. Sea g = ai...an € Q, si f(e(os)) = f(s(a1)) para cada i =1,2,...,n entonces f(q) = 0.
DEMOSTRACION.

1. Sea z € Qo, entonces f(z) = (ff)(z) = f(z)f(x) € K, por tanto f(z) =00 f(z) = 1.

2. Sea a € Qq,
fle) = (fH)e) = f(s(a)) f(a) + f(a)f(e(a))

de donde es evidente.

3. Supongamos que e(a;11) = s(a) = 1 en el otro caso serfa igual, f(«;) = 0 por el apartado
anterior, en particular f(a;) = 0, pero entonces —f(ajaz) = f(a1)f(asz), por tanto
f(agag) =0, por induccién supongamos que f(ay...a) = 0 para cada k < n entonces

n—1
F@) =2£(q) + > flar.ai) figr..an) = 2f(q) +0
=1

por tanto f(g) = 0.
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Ejemplo 191 Consideramos el grafo,

Z1

N
N A

y sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo. Consideremos el elemento f € (KQ)*
definido por

f(a1) = fla2) = f(B2) = flaraz) = f(B182) = 0,

f(x2) = flzs) = fza) = 1,

flon) = ki,

f(Br) = ko

con ky, ko € K dos escalares cualesquiera. f es idempotente y
T2, 23,74, 2, Ba, 102 + 3152 € (f — KQ)
Ty, a1, a1, By, B € (f — KQ)

Lema 192 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T', sea f € (KQ)* idempotente,
sea x € Qo Y sea ¢ = aqaa...a, € Q con s(e;) = x; para cada i = 1,2,...n y e(q,) = Tpi1-
Entonces,

1. e (f — KQ) siy sdlo si f(zx) =

q € (f = KQ) siysolosi f(q) = flaz...an) =...= flan) =0, f(#n4+1)) = 1.

v (f—KQ~— f) siysdlosi f(x) = 1.
4. a € (f = KQ = f) siysdlo si f(s(a)) = fle(a)) = 1.
5. g€ (f —KQ— f) siy sdlo si

f(@) = flaz..an) = ... = flan) =0,
flan) = flaqas) = ... = flapas...an—1) = 0,
f(ang1)) =1 = f(a).
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DEMOSTRACION.

1. Si xz € @y, entonces
ze(f-KQ) & (f—a)=veaflr)=ze flz)=1
Por tanto (f — KQ)NQo ={z € Qo | f(z) =1}.

g€ (f = KQ) & (f—q =q=s(1)f(q) + arflaz..an)) + ... + ¢f(zn+1) &
f(p) = flaz..an) = ... = flam) =0, f(#n41)) = 1.
3. Evidente.
4 ae@n(f—KQ—f) s(a) ==z e(a) =ysiysilosia= flx)rf(a)+ flx)af(y)+
f(@)yf(y), esto es, siy sélosi f(z) = f(y) =1y fla) =0.

5. Anéloga al apartado anterior.

Lema 193 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T', sean p,q € Q, ¢ = a1as...a,
yp = P152...0m dos caminos tales que e(a,) = s(61) y sea f € (KQ)* un elemento idempotente
tal que f — qp — f = qp,

q—f=aq f—=p=p

DEMOSTRACION. Evidente O

Proposicién 194 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo T'. Sea f € (KQ)* un
elemento idempotente,

1. f — K@ no es necesariamente una codlgebra pero contiene a la codlgebra de caminos
coidempotente asociada al conjunto de vértices

{reQol flz)=1}
Es un KQ-comddulo a izquierda.

2. KQY), la mayor subcodlgebra de KQ formada por elementos anulados por f, es la sub-
codlgebra coidempotente asociada al subconjunto de vértices

Vi={zeQu| f(z) =0},

esto es, la codlgebra de caminos asociada al subgrafo de T,

"= (Vi {a € Qi ] s(a), e(a) € Vi}).
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3. f— KQ — f contiene a la subcodlgebra coidempotente asociada al subconjunto de vértices

{reQol flz)=1}
Es una codlgebra, pero no necesariamente una subcodlgebra de KQ.
DEMOSTRACION.

1. Sea ¢ = ajag...a, € Q con s(a;) = x; para cada i =1,2,...,ny e(ay,) = ,41. Entonces,
es claro que si f(z1) = f(z2) = ... = f(Tpt1) =1,

f(@) = flag.an) = ... = fan) =0, f(zn41)) = 1.

Luego f — K@ contiene a la subcodlgebra de caminos asociada al subgrafo
I'=({zeQo]| flx)=1}{ae@i] f(s(e)) = fle(a)) = 1})

2. Llamemos A C K@ al conjunto de todos los elementos de K@ anulados por f. Un vértice
x € Asiy solo si e(x) = 0. Igual que antes se prueba que la subcodlgebra coidempotente
asociada al conjunto de vértices {x € Qg | f(z) = 0} estd contenida en A. De hecho
cualquier coalgebra contiene a todos los vértices que aparecen en sus caminos entonces
la codlgebra coidempotente anterior es la mayor que podemos encontrar que sea anulada

por f.

3. Igual que antes.

La estructura de codlgebra de f — K@ — f la podemos comprobar en 3.9.

O

Obsérvemos que para cada subconjunto de vértices H C P(Qo), existe un conjunto de
elementos idempotentes de (KQ)*,

Ig ={f € (KQ)*| f*=f, f(z) =0 para cada x € H}
que determinan la mismas subcodlgebras coidempotentes
KQY) = KQ

para cualesquiera f,g € Iy. Entonces los idempotentes de Iy deben de ser semejantes, esto
es, los comédulos inyectivos f — KQ y g — KQ deben tener los mismos factores de composi-
cioén, pero es evidente porque tanto las subcodlgebras simples como los comoédulos simples en
codlgebras de caminos son los espacios vectoriales 1-dimensionales generados por los vértices.

Lema 195 Sean f, f' € (KQ)* dos elementos idempotentes tales que f(x) = f'(x) para cada
x € Qo entonces [ — KQ y [/ — KQ tienen los mismos factores de composicion.
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DEMOSTRACION.  Los comédulos simples de K@M y de ME®? son al igual que en KQ los
espacios vectoriales 1-dimensionales generados por los vértices, entonces el lema es evidente. [

Por tanto los elementos idempotentes semejantes de (K Q)* son aquellos que coinciden en Q.

Consideremos fx € KQ* un idempotente que es distinto de cero sélo en un subconjunto de
vértices X C Qg.
Entonces:

1. fx — KQ es el KQ-médulo a izquierda generado por todos los vértices de X y todos los
caminos de () que terminan en un vértice de X, esto es,

fx = KQ=K{qeQ|e(q) € X}

Anidlogamente, KQ — fx es el KQ-mddulo a derecha generado por todos los vértices de
X y todos los caminos de @) que empiezan en un vértice de X, esto es,

KQ— fx = K{qeQ|s(q) € X}

2. Sea S, la subcodlgebra simple asociada al vértice € @, entonces E(¥2S,) la envolvente
inyectiva a izquierda de S, estd generada por todos los caminos de ) que termina en x,

E("9S,)=K{qeQlelq) ==} = f. — KQ

Andlogamente, E((S,)%?) la envolvente inyectiva a derecha de S, estd generada por
todos los caminos de () que empiezan en x,

E((8,)"?) =K{q€Q|s(q) =2} = KQ — .

3. KQx) la mayor subcodlgebra anulada por fx, estd generada por todos aquellos caminos
tales que todos sus vértices estan en X,

KQU®) = K{qe Q| V(g) € X}

4. fx — KQ — fx estd generada por todos los caminos de @) tales que su vértice inicial y
final estd en X,

(fx = KQNKQ— fx)=fx = KQ— fx =K{qeQ|s(q),elq) € X}

Entonces,

x — KQ =D E“( b EE€9

zeX SeKQU—fx)
(1—fx)— @ E"s.) = @ E(ES)
TEQo— SeKQUX)

viendo K@ € K@M y donde S, es la subcodlgebra simple asociada al vértice z.
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Proposicion 196 En las condiciones anteriores, equivalen:
1. fx es central.
2. KQUX) es inyectivo a izquierda y derecha.
3. KQUX) es una suma de componentes conezas de KQ.
DEMOSTRACION. Si fx es central, 1 — fx también es central, entonces
(1-fx) = KQ=KQ—(1-fx)=(1-fx) = KQ—(1- fx)=KQUY

por tanto KQ(x) = E(KQ(f)) a izquierda y derecha. El resto de la demostracion es evidente.
O

Definamos la siguiente relacién equivalencia en Z = {f € (KQ)* | f = f?},

eRf < f |Qo:e |Q0

Entonces Z/R es un algebra de Boole,

e<feoef=c¢
Donde la operacién infimo se define por,
en f=ef
y el supremo, B
eVf=e+f—ef

Anélogamente podemos hacer para el conjunto de subcoélgebras coidempotentes D = {A C
KQ | N2A = A}
A<B&V(A)CV(B)«ACB

y la operacién infimo seria,
AN B=KQ
donde @’ es el conjunto de todos los caminos del grafo

I"'=(V(A)NV(B){a€ Q1] s(a),e(a) e V(A)NV(B)}

y el supremo
AV B =KQ"

donde Q" es el conjunto de todos los caminos del grafo
I = (V(AUV(B),{a € Q1| s(a),e(a) € V(A UV(B)}

Proposicién 197 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada a un grafo T' = (V, F), entonces
(Z/R,V,N%), (D,V,N*) y (P(V),U,N) son dlgebras de Boole isomorfas.

DEMOSTRACION. Inmediata. O
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4.9 Localizacion de K(@)-comddulos. La coalgebra de ca-
minos fxy — KQ — fx

En el capitulo 3 se establecen relaciones biyectivas entre las subcategorfas localizantes de MC y
las clases de equivalencia de C-comédulos a derecha inyectivos, para cada clase de equivalencia
podemos elegir como representante un comédulo inyectivo quasi-finito que serd de la forma
C — f para cierto idempotente f € C*. También se establece una relacién biunivoca entre
las subcategorfas localizantes y las subcoalgebras de C' coidempotentes, asi como también con
clases de semejanza de elementos idempotentes de C*.

Sea K@ la coalgebra de caminos asociada al grafo I'. Las subcodlgebras coidempotentes
estan en relacién biyectiva con los subconjuntos de vértices, de hecho, la relacién biyectiva se
establece también entre subcategorias localizantes y subconjuntos de vértices del grafo. Como
hemos visto para cada clase de semejanza de idempotentes KQ* podemos elegir como represen-
tante al idempotente tal que fx(x) = 1 para cada x que pertenece al subconjunto de vértices
X del grafo T' (subconjunto de vértices asociado a una subcategoria localizante por la biyec-
cién) y fx es cero en el resto de elementos de la codlgebra K. Entonces para localizar un
K(@Q-comédulo a derecha, tendriamos que estudiar previamente la codlgebra fx — K@ — fx,
cuando fx es un idempotente tal que es distinto de 0 sélo en el subconjunto de vértices X.
Recordemos que salvo equivalencia Morita una localizacién de K@ es de la forma f — KQ — f
para f € KQ* un elemento idempotente, que salvo semejanza podemos suponer que es f = fx.
Entonces podemos concluir que las codlgebras que son localizaciones de K@) también son codl-
gebras de caminos:

Teorema 198 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafoT', sea fx € [g] con[g] € Z/R,
el idempotente tal que fx(x) = 1 para cada x € X C Qo y fx(p) =0 para cada p € Q — X,
entonces fx — KQ — fx es la codlgebra de caminos KQ asociada al grafo

I'=(Vi{p=aaz..0n € Q| fx(s(p)) = fx(e(p)) =1, fx(e(a;)) =0, V1 <i<n}).
DEMOSTRACION. Definamos el morfismo de espacios vectoriales,
¢: (fx = KQ— fx) — KQ

que definimos sobre cualquier camino g € fx — Q — fx por ¢(q) = ¢ donde si ¢ = ajs...a
obsérvese que

fx = q—fx =q=fx(s(@)afx(e(q) & fx(s(q)) = fx(e(q) =1 & s(q),e(q) € V
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y entonces q¢ = (310s...Gm con

51 = Qq1...0¢3, fX Sl

(s(
(e(

B2 = iy 1.0y Ix(s(a, +1)
(e(

B = iy e, Fx(s(an, o)) = Fx(ela, ) = 1
Ix(e(ai,_+1)) = fx(e(ai,_42)) = ... = fx(e(an—1)) =0

con
I1<ip<io<...<tm_1<n
Observemos que si fx — q¢ — fx =q € fx — KQ — fx ¥ ¢ = q1)q(2), la concatenaciéon de

Q1) = Q1.0 Y q(2) = Qky1...0y entonces fx — g1y — fx = fx — qq) (siempre es asi) y en
particular como fx(p) = 0 para cualquier camino de longitud mayor que cero,

g fe = f — g = G s fx(e(ar)) =1
fx —a0) — fx=Ffx —aqq) = { ! 1 ctelon)) =0 = It

y analogamente

e Jae st fx(e(ar)) =1 = fx(s(ania))
e = = e { 0 si f(e(an) =0 = fx(s(ansn)
Luego,
Apy—kQ—fx(q) = Z q1) ® q(2)
91)q(2)=9, fx (e(ar))=1
y ademas,

Awg(@) = > X
(1) q(2)=9, fx (e(ar))=1
Por otro lado,
€fx—KQ—fx (Q) = fx (Q)

ex5(@ = Ix(@)

en efecto, eK@(q) =1siysblosig eV, estoes, siysolosi fx(qg) =1,y en el resto de caminos
es cero al igual que fx.
Por tanto las dos codlgebras son isomorfas. O

La localizacién de un comédulo a derecha sobre una coalgebra de caminos asociada al grafo
I" es otro comoédulo a derecha sobre otra codlgebra de caminos, aquella que esta asociada al
grafo que resulta de simplificar el grafo I' tras quitarle algunos vértices, esto es, lo que hemos
llamado una localizacién de K@, hablamos de simplificacién porque el grafo resultante asociado
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a la codlgebra mantiene conectados de la misma forma y por el mismo nimero de caminos a
aquellos vértices que no hemos quitado, de manera que la localizacion respecto de un subcon-
junto de vértices o subcoalgebras simples es lo mismo que determinar el grafo que conserve la
informacién del grafo de partida en cuanto a conexién pero quitando los vértices que deseemos.

Ahora parece 16gico preguntarse cuando dadas dos codlgebras de caminos, podemos asegurar
que si una de ellas es K@, la otra es de la forma f — KQ — f, es decir, si una de ellas es la
localizacion de la otra; o bien, dados dos grafos cuando podemos decir que uno de ellos es la
simplificacién del otro tras eliminar algunos de sus vértices, el siguiente resultado nos da una
respuesta a este problema:

Teorema 199 Sean I'' = (V1 FY) y T2 = (V2 F?) dos grafos y sean KQ' y KQ? las codlge-
bras de caminos respectivas asociadas. Entonces equivalen:

1. KQ*>= f — KQ' — f para algin idempotente f € (KQ)*.
2. Existe ¢ : KQ' — KQ? aplicacién lineal sobreyectiva veirficando:

(a) Siqi,q2 € Q", q1 # a2 y d(q1) = B(ga) entonces (q1) = 0= ¢(gz).
(b) Siq € Q' entonces ¢(q) € Q2.
(c) (¢ ®¢)(A1(q) = A2(e(q)).

DEMOSTRACION.  (1)=>(2): Si KQ? es la localizacién de KQ' entonces existe g : KQ! — K un
idempotente definido por g(z) = 1 paracadax € V C V! y g(q) = 0 para cada ¢ € Q' —V y de
forma que KQ? es equivalente Morita a g — KQ' — g. Definimos ¢ : KQ' — (g — KQ' —
g) = KQ? por ¢(q) = g — q — g, es claro q ¢ es un morfismo de codlgebras sobreyectivo y
verifica las condiciones (a) y (b).

(2)=(1): Definimos el idempotente de (KQ')*, g : KQ' — K por

(q) = 1 paracada g€V ={z € V! | ¢(x) € V?},
9\ = 0 para cada ¢ € Q' — V.

Y definimos la aplicacién lineal ¢ : (¢ — KQ' — g) — KQ? por ¢'(q) = ¢(q) para cada
qg€Q'N(g— KQ' — g), estoes, g =g — ¢ — g = g(s(q))ag(e(q)), demostramos que ¢’ es
un isomorfismo de codlgebras.

¢ es morfismo de codlgebras, en efecto, sea ¢ = ay...a,, € Q' tal que g(s(q)) = gle(q)) =1
o lo que es lo mismo g — ¢ — g = q € g — KQ' ~— g, entonces si

n—1

Aggi(q) =s(q) ®q+q®e(q) + Z 01O @ Qpp1..-Qp;
i=1
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(¢ @ ¢ )Ag_kqgr—g(a) = ¢g—3(q) —9)@d(g—q—g)+
+é(g — q—9g) @ d(g — e(q) — 9)+
+30 09 — arear — 9) ® B9 — AhrrQn — g)
= ¢(s(q)) @ d(q) + é(q) @ d(e(q))+
+30 o9 — arear) © (A1t — )

Por otra parte como ¢ es una aplicacién lineal verificando (c),

Ak (¢'(9) = Ak (6(a)) = (6 © ) Akqi(q) =

= ¢(s(q)) ® d(q) + ¢(q) ® d(e(q)) + Z do...0k) ® P(Qht1.-0);

y &(g — ai..ar) = ¢lag...ar), d(ag...a, — g) = ¢(ay...a,,) para cada k por como hemos
definido g.

€1(g — q—g) =g(q) = 1siysélosi e(d'(q)) = e2(¢(q)) = 1.

¢ es sobreyectiva, en efecto, como ¢ es sobreyectiva para cada elemento de 0 # b € KQ?
existe a € KQ' tal que ¢(a) = b, entonces ¢'(g — a — g) = ¢(9 — a — g) y como 0 # a
entonces g — a — g = a y estaria demostrado.

@' es inyectiva, en efecto, sean q1 # ¢z, tal que q1,q2 € g — KQ' — g, ¢'(q1) = ¢'(q2), luego
d(q1) = ¢(q2) y usando (a) entonces g1 = ga2. Supongamos ahora dos elementos cualesquiera
a,b€ KQ', a# by de forma que ¢'(a) = ¢'(b). Por (b) podemos asegurar que ¢(q) € Q2 para
cualquier ¢ € Q*, por tanto ¢/(a) = ¢'(b) implica a = b.

O

Entonces si M € MX?, sea A C Simp(KQ) un subconjunto de simples y sea f € (KQ)*
el idempotente que es cero en cualquier elemento de K@) menos en los vértices asociados a los
simples de A, la localizacién de M serd f — M que es un (f — KQ — f)-comédulo a derecha,
o segtin hemos visto un K Q-comédulo a derecha.

Localizacién respecto de coprimas.

Recordemos que las subcoalgebras simples son en particular coprimas, si localizamos respecto de
una coprima, en realidad, estamos localizando también respecto de simples, es decir, respecto de
los simples contenidos en la subcodlgebra coprima, o lo que es lo mismo, respecto del subconjunto
de todos los vértices contenidos en la coprima. Lo importante es que la coprima se comporta
como un simple, es decir, como si fuese un Unico vértice por ser fuertemente conexa. Luego
seria igual que antes, pero en vez de quitar un vértice o varios vértices, quitariamos varias
coprimas completas, o lo que es lo mismo todos los vértices que estan dentro de las coprimas,
sin olvidar que cada coprima se comporta como un unico vértice al localizar y al quitar los
vértices desaparecen todos los caminos de la coprima.
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4.10 Subcoalgebras coprimas de una coalgebra de cami-
nos.

A partir de 188 se deduce inmediatamente el siguiente resultado:

Proposicion 200 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I', sea P C C' una sub-
codlgebra coprima entonces:

1. Para cualesquiera x,y € V(P) existe un ciclo orientado ¢ € QQ que pasa por x e y.

2. Existe D una subcodlgebra de KQ, que es codlgebra de caminos coprima (es decir, fuer-
temente conexa) y contiene a P.

DEMOSTRACION. Inmediata. O

No todas las subcodlgebras coprimas de una coalgebra K@ son coalgebras de caminos, y
como demuestran los siguientes ejemplos, existen subcodlgebras coprimas que estan generadas
por combinaciones lineales de caminos y no existe una base de ella compuesta exclusivamente
por caminos.

Ejemplo 201 Sea I el grafo,

o B1

T4

a2 B2

..,

Sea Q) el conjunto de todos los caminos de I'. Llamamos a = ajaoy y B = (182y. Definimos
recursivamente la siguiente funcion,

o1(a,8) = « +ﬂ
o2(a,B) = a®+af+fa+ = (a+p)
07L(a7 ﬂ) = a07z—1(a7 ﬂ) + ﬂo'n—l( 7ﬂ) = (Oé + ﬁ)n

podemos comprobar que

A(on(a, B)) = 71 @ 0on(a, B)+
+ Z:L 11 Uz(av 6) ® U’n—i(av 6) + Un(av 6) ® x1+
+ 30 o, Ban ® agyon—i—i1(a, B) + oi(a, )61 ® Boayon—i—1 (e, B)+
+ 30 o, B)(aras + BiB2) @ yon—i—1(a, B)

)
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y consideramos P la subcodlgebra de KQ generada por
{xlv T2, T3,T4,01, 2, ﬁlv 527 Y, 02 + 51527 az7, 527}U

U {O’n(Oé,ﬂ),O'n(Oé,ﬂ)Oél,O'n(Oé,ﬂ)ﬂl,

neN={0} Un(aa ﬂ)(a1a2 + ﬂlﬂZ)a 042’)/0”(0(, ﬂ)a OQ’YO'n(O‘? ﬂ)v VUn(Oéa ﬂ)}
entonces es evidente que o, & P y P es coprima, en efecto, supongamos A,B C K@

dos subcodlgebras tales que P C A A B, supongamos que P ¢ B, bastard con demostrar que

on(a, B) € A para cadan € N—{0} (el resto se haria lo mismo), es claro que existe k € N—{0}

tal que oi(a, B) € B, entonces

n+k—1

A(O'n—i-k(aaﬁ)) =11 ® O'n—i-k(a;ﬁ) + Z Ui(aaﬁ) ® O—7L+k—i(avﬁ) + Un-i-k(avﬁ) ®z1+ R
=1

donde todos los vectores de la primera coordenada son linealmente independientes e igual ocurre
en la seqgunda, entonces

Alopsn(a, B)) = on(a, ) @ on(e, 3) + Re ANB

donde R es el resto de sumandos, entonces o,(a,3) € A y P es coprima.

Ejemplo 202 Otra subcodlgebra coprima andloga se obtendria para dos lazos o, 8 € Q)1 de un
mismo vértice x € Qg si consideramos el espacio vectorial generado por

{z} U{(a+5)" [n e N—{0}}
O

Incluso aunque consideremos que P es coprima con una base formada s6lo por caminos, ésta
puede no ser una coalgebra de caminos como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 203 No todas las codlgebras coprimas generadas por caminos son codlgebras de cami-
nos. Supongamos que tenemos el siguiente grafo T' = (V, F) con V = {x1, 22} y F = {«, 3,7}
con
s(a) = e(8) = w1,
s(7) = e(7) = e(a) = 5(8) = z2.
Podemos considerar la codlgebra coprima generada por los caminos,

VUFU | J{re@Qlp< (a8)"}

neN
obsérvese que af € Q y af & Q.
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Corolario 204 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I'. P C KQ es una subcodl-
gebra con una base formada por caminos, entonces equivalen:

1. P es coprima.

2. Para cada py,ps € QF C P existe ¢ € Q¥ C P tal que p1,p2 = q. (Si consideramos
p1 = p2 entonces existe ¢ € QF tal que pasa por p1 al menos dos veces).

DEMOSTRACION.  (1)=>(2) Ya estd hecha.

(2)=(1): Si P tiene una base formada por caminos entonces P = KQ¥, supongamos que
P C AN B para A,B C K@ dos subcodlgebras, supongamos que existen a ¢ A, b € B,
claramente podemos suponer que a y b son caminos, entonces por (2) existe ¢ € P un ciclo
tal que a,b < ¢ y por tanto existe un camino ¢ = adb € P, pero adb ¢ A A B, que es una
contradiccion. O

Nos falta por estudiar las subcodlgebras coprimas que no son subcodlgebras de caminos. Sea
A C KQ una subcodlgebra, recordemos como definfamos A, en 4.5, entonces:

Proposicién 205 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I'. Sea P C AN B una
subcodlgebra de KQ, definimos

Aap={7€Q" |¢¢Q"UQ"}
st A # 0 entonces,
1. (A+B)NP CNyen Py
2. Si Zle Aiqi € ﬂqu P, entonces q; € QB para cada .
3. Siq1,q2 € A distintos, entonces Py, + Py, es una subcodlgebra.
DEMOSTRACION.

1. Seax =" \ipi € (A+B)NP, sea q € Ay p entonces x € P, porque en caso contrario,
si x € P, entonces p; = ¢ para algtin i con \; # 0,y ¢ € Q* U QP, por tanto z ¢ A + B.

2. Evidente.

3. Si P, +P,, no es subcodlgebra entonces existe p € Q" tal que ¢1,¢2 Cpy p € Q¥ C QAN
pero p € Ay g y por tanto p ¢ A A B porque contiene a dos caminos distintos de A p.

O
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Proposicién 206 Si P C KQ es una codlgebra coprima, entonces KQF tiene una base for-
mada por caminos pero no es necesariamente una codlgebra de caminos.

DEMOSTRACION. Véase el ejemplo 203. O

Proposicién 207 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafoI'. Sea P una subcodlgebra
coprima de K@, entonces,

1. P, no es subcodlgebra para cada q € QF.

2. KQF es coprima.

3. KQp es coprima.

4. PC KQFY C KQp y no necesariamente han de ser iguales.
DEMOSTRACION.

1. Evidente, si existe ¢ € A tal que P, es codlgebra entonces no existe nigin caminos p € Q¥
tal que g C p.

2. Evidente, KQT es fuertemente conexa o en el caso en que no sea de caminos tiene una base
formada sélo por caminos que por ser P coprima, verifica la condicién (2) del corolario
204.

3. KQp es una codlgebra de caminos fuertemente conexa.
4. Evidente.
O

Lema 208 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I'. Sea P C KQ una subcodlgebra
tal que para cualesquiera q1,q2 € QF no necesariamente distintos, existe p € QF tal que q1,qa <
p (st 1 = g2 entonces p pasa por q; al menos dos veces), sean A,B C KQ dos subcodlgebras
tales que P C A A B, entonces:

1. Aap =10, esto es, QF CQAUQP.
2.Q7 CQ* o QP CQP.
DEMOSTRACION.

1. Sean A, B C K@ dos subcodlgebras y sean qi,q2 € Aap = {qg € QF | ¢ € Q4 U QP}
caminos distintos, entonces existe un camino p tal que ¢1,¢q2 < p € QF, es claro que p € A,
v p € QF, pero p & QM B y como P C AA B, QF C Q4B 1o cual es absurdo.

Si A tuviera un unico elemento eligiriamos un caminos p que contuviese al camino dos
veces.
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2. Si A = (), entonces QF C QAU QB = Q415 entonces QF C Q4 0 QF C QF, en efecto,
si QF ¢ Q* entonces existe ¢ € QF tal que ¢ € Q*, y es claro que ¢ € QF, ahora
demostremos que Q¥ C QP sea ¢’ € QF, existe un camino p tal que ¢,¢' <pec Q- yp
no puede estar en Q4 luego p € QF y por tanto ¢ € Q5.

O

Podemos caracterizar cualquier subcodlgebra coprima cerrada para la concatenacion.

Teorema 209 Sea KQ una codlgebra de caminos, sea P C KQ una codlgebra cerrada para
concatenaciones, entonces:

1. P es coprima.

2. Para cada py,ps € QF C P existe ¢ € Q¥ C P tal que p1,p2 = q. (Si consideramos
p1 = p2 entonces existe ¢ € QT tal que pasa por p1 al menos dos veces).

DEMOSTRACION. (1)=>(2) Ya estd hecha.

(2)=>(1): Sean A, B C K@ dos subcodlgebras tales que P C A A B y supongamos que
P ¢ A entonces existe p € QF tal que p ¢ Q4 y existe p+> 1, \ip; € P— A con {p,p1,...,pn}
linealmente independientes y todos ellos con mismo inicio y fin. Anélogamente si P € B
existird ¢+ >~ uiq; € P — B. Por (2) podemos encontrar un elemento h = Zle n:h; tal que
e(h) = s(q) y s(h) = e(p), entonces la concatenacién de los tres elementos pertenece a P, pero
por como lo hemos construido no pertenece a A ® C' + C' ® B, y llegamos a una contradiccion.
O

4.11 Conilpotentes y coprimas.

Proposicion 210 Sea KQ una codlgebra de caminos asociada al grafo I'. Equivalen,
1. No ezxiste una subcodlgebra propia A C KQ tal que N"A = KQ para algin n.

2. KQ = ) ,c; P con P; una subcodlgebra coprima de KQ que ademds es codlgebra de
caminos para cada i € 1.

DEMOSTRACION.  (2) = (1) Si KQ = >°,.; P, y KQ = A" A entonces P; C A" A para cada
1€ 1, entonces P; C Aparacadai € ly KQ C A, por tanto KQ = A.

(1) = (2) Sea ¢ € @ un camino cualquiera, entonces existe ¢ € @) un ciclo orientado tal que
q = ¢, en efecto, supongamos que no existe, entonces si ¢ = ajQs...c,, existe ¢ tal que a; no




124 TEORIA DE ESTRUCTURA DE COALGEBRAS

estd en ningun ciclo (en caso contrario podriamos meter q en un ciclo, véase la demostracién
189). Definimos

A=KQ-{q€Q|ai=q})

Obsérvese que si a; < ¢ entonces ¢ = qra;q2 la concatenacion de ¢q1,q2 € Q v oy, con «; A q1
y a; A @2 porque «; no estd contenido en nigin ciclo. Entonces A C KQ y A # KQ pero
A2A = KQ porque a; € A%A, ésto es, si ¢ = qra;qe con q1, gz € A entonces ¢ € A2A.

Puesto que para cada camino ¢ € ) existe un ciclo orientado ¢ € @ tal que ¢ = ¢ conside-
remos la codlgebra de caminos

gePy=K( |J {peQlp=c}
neN—{0}

que es subcodlgebra de K@ y es coprima porque es fuertemente conexa o tiene una base de
caminos de manera que dos vértices cualesquiera estdn conectados orientadamente (en ambos
sentidos), y claramente

KQ=Y Py
q€Q

Proposicién 211 Sea KQ la codlgebra de caminos asociada al grafo I'. Llamamos Conil(KQ)
al conjunto de todas las subcodlgebras conilpotentes propias y llamamos Spec(KQ) al conjunto
de todas las subcodlgebras coprimas de KQ. Entonces:

N A= > r

AeConil(KQ) PeSpec(KQ)

DEMOSTRACION. (D) Evidente, si A"A = K@, P C A™A entonces P C A, es cierto para
cualquier codlgebra, véase la observacién 105.

(C) Como cualquier subcodlgebra coprima P estd contenida en otra subcodlgebra coprima
P C D pero con D subcodlgebra de caminos, por ejemplo D = KQp, entonces podemos
considerar que todas las subcodlgebras coprimas son de caminos para la demostracion. Sea
q ¢ P para cada P coprima, entonces ¢ no estd contenido en nigin ciclo, en caso contrario
existirfa una coprima con ¢ € P,). Sea a € (J1 con a X ¢ y no contenida en ningtin ciclo, y
I'" = (Qo, Q1 — {a}) entonces A la codlgebra de caminos asociada al grafo I es subcodlgebra
de K@, claramente es conilpotente y ¢ ¢ A. O
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4.12 Subcoalgebras coprimas, reduccién al estudio de gra-
fos de dos vértices.

Dada una coélgebra de caminos K@, denotamos por fg, 5, al elemento idempotente de PC(G)*

definido por fu,u, (1) = fay2.(22) =1y fr,2,(q) = 0 para cada ¢ € Q — {z1,z2}. En general
denotaremos por fx al elemento idempotente de (KQ)* definido por fx(x) = 1 para cada
x € Xy fx(q)=0paracadage KQ — X.

Siguiendo la demostracién para coalgebras coprimas de caminos del teorema 189 deducimos
el siguiente resultado:

Corolario 212 Sea I' = (V, F) una grafo orientado y sea P C KQ una subcodlgebra, entonces
son equivalentes:

1. P es coprima.

2. fx — P — fx es una subcodlgebra coprima de fx — KQ — fx para cada X CV NPy
card(X) < 4.

DEMOSTRACION. (1)=>(2): Ya estd hecha (ver 160).

(2)=(1): Sean A, B C P subcodlgebras tales que D C AA P. Sean a,b € P tal que a ¢ A
y b¢ B, sea X = {s(a),e(a), s(b),e(b)}, entonces fx — P — fx es coprima y

fx =P—fx Cfx = (AAB) — fx C (fx = A— fx) NXTKeIx (fx — B — fx)

comoa=fx —a—fx,b=fx—b—fxyfx ~A—fs CA fx =B~ fx C Bcomo
espacios vectoriales, por ser fx — P — fx coprima llegamos a una contradiccion. O

El resultado anterior reduce el estudio de codlgebras coprimas a estudiar subcodlgebras
coprimas de una codlgebra de caminos asociada a un grafo de 4 vértices, en realidad podemos
afinar un poco més y reducirlo al estudio de grafos con sélo dos vértices, como prueba el siguiente
resultado.

Teorema 213 Sea I' = (V, E) una grafo orientado y sea D C KQ una subcodlgebra, entonces
son equivalentes:

1. P es coprima.

2. frien — P — fr,z, €s una subcodlgebra coprima de fp,zo — KQ — fr 2, para cada
{1’1,1’2} CVnNnP.

DEMOSTRACION.  (1)=-(2): Ya estd hecha.
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(2)=(1): Sean A, B C P dos subcoalgebras de P tales que P C A A B, supongamos que P
no es coprima, en tal caso existen a,b € P elementos tales que a ¢ Ay b ¢ B. Podemos consi-
derar que a y b son combinaciones lineales de caminos con tramos iniciales y finales comunes.
Llamemos 21 = s(a) y 22 = e(a), entonces

a = fI1I2 —a-— fI1I2 € fwlwz — P — fwlwz c fI1I2 - (A /\KQ B) - fI1I2 -

C (farzs = A fayzy) Ne27RQT e (fo 0 — B fo,)
y por hipétesis entonces
Q€ foras — B — forny C B
y por tanto a € B. Andlogamente b € A, en realidad acabamos de demostrar que P C AU B,
pero entonces a +b € P C AU B, luego si a ¢ A entonces a € B y por tanto b € B. ]

El siguiente ejemplo demuestra que aunque KQF sea codlgebra de caminos coprima para
cierta codlgebra P, P no tiene serlo. Incluso aunque KQp = KQF sea coprima, la codlgebra
P no tiene que serlo.

Ejemplo 214 Dado el grafo T' = (V,F) con un inico vértice V.= {x} y con 4 lazos F =
{a1, s, a3, a4}, definimos A como la subcodlgebra de KQ generada por ay + ag,as + aq y
todas las posibles concatenaciones de estos, y definimos B como la subcodlgebra generada por
s + ag y todas sus potencias, claramente A y B son coprimas mientras que D = AN B no lo
es. Por otra parte observemos que KQP = KQ4 = KQ y por tanto coprimas.

4.13 Coalgebras punteadas.

Coalgebra cotensor.

Sea (C, A¢, ec) una codlgebra y sea M un C-bicomédulo con aplicaciones estructura we y cw.
Definimos la coalgebra cotensor como

To(M) =P M™"
n<0

donde Te(M)g = MP" = C, To(M); = MB' = M, To(M)y = MP” = M Oc M, y asf sucesi-
vamente para cada n € N.

La comultiplicacién y la counidad vienen dadas por:

I.SimeM conn>0,m=21 Q022 ... ® n,

n—1
A(m) =c w(xl)®x2----®$n+£€1®x2....®xn71®wc(xn)+Z(m1®...®xi)®(xi+1®...®:cn)
i=1
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donde 71 ® ... @ w; € MY y 211 ® .. @ 2y € M

e(m) =0.

2. Sime MZ entonces A(m) = Ac(m) y e(m) = e.(m).

Coalgebras punteadas.
Sea C' una codlgebra punteada, consideramos su filtracién corradical (véase [10, 5.4]):
1. Cyp = KG donde G es el conjunto de los elementos group-like.

2. Para g, h € G se define el conjunto de los elementos g, h-primitivos
Pyn(C)={ceC|Alc)=c®g+h®c}
entonces K (g —h) C Py n(C) N Py qe(C)NCo,

Ci=KG® ( @ P;,h(o))?
g,heG

donde P, ;, (C) es el subespacio vectorial de P »(c) tal que Py (C) = K(g—h)® P, ,(C).
3. CoNCy=C4, Cphy ANCy = Cy.

Proposicién 215 C es una subcodlgebra de la codlgebra cotensor Te,(C1/Cp) =2 KQ, donde
KQ es la codlgebra de caminos asociada al grafo T = (Cy, C1/Ch).

O

Como subcodlgebra de una de caminos encontramos algunas propiedades, no es una sub-
codlgebra cualquiera.

Proposicion 216 Sea C una codlgebra punteada. Sea KQ la codlgebra de caminos asociada
al grafo I tal que C' es su subcodlgebra. Entonces:

1. V(C) = Cy= Qo CC.
2. F(C)=C1/Co=Q1 CC.
O

Puesto que C es una subcodlgebra de una de caminos podemos trasladar algunas propiedades
de las codlgebras de caminos a C'.
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4.14 Localizacion en coalgebras punteadas.

Para una codlgebra cualquiera C' sabemos que existe una biyeccion entre clases de equivalencia
de comddulos inyectivos, entre subconjuntos de subcodlgebras simples de C' clases de semejanza
de elementos idempotentes de C*, subcoalgebras coidempotentes y subcategorias localizantes.

Supongamos que C' es una coalgebra punteada, en tal caso C puede ser vista como una sub-
codlgebra de la codlgebra cotensor Tc, (C1/Co) donde Cy = KG'y C1 = KGB(D, e 1 (0)),
con G el conjunto de los elementos group-like y si P; 1 (C) es el subespacio vectorial del espacio
vectorial Py ,(C) de todos los elementos g, h-primitivos de C, con Py (C) = KG @ P, ,(C).
Llamemos ® : C' — T¢,(C1/Cp) al morfismo de codlgebras inyectivo que existe entre ambos.
Por otro lado la codlgebra cotensor T, (C1/Cp) es isomortfa a la codlgebra de caminos asociada
al grafo T' = (Cy, C1/Ch), entonces C' puede ser vista como subcodlgebra de la codlgebra de
caminos K@, identificaremos ® con la composicién de ® y dicho isomorfismo. Las subcoalge-
bras de una codlgebra de caminos, o tienen una base como espacios vectoriales compuestas sélo
por caminos, o bien existen elementos de la forma Zle A:q; donde los caminos ¢; € @) tienen
el mismo vértice inicial y mismo vértice final, por tanto un elemento cualquiera de C es de la

k O .
forma )", Aic; € C con cada ®(¢;) € Cp, = C “0 pero ¢; no es necesariamente un elemento
de C, al ser una subcodlgebra de una de caminos si ¢; ¢ C entonces ®(c;) y ®(c;) con j # i,
deben de tener mismo vértice inicial y mismo vértice final como caminos del grafo T

Observemos que C' vista como subcodlgebra de K() contiene a todos los vértices y flechas
del grafo T', de modo que Simp(C) = Qo = G. Por tanto los subconjuntos de simples de C
podemos verlos como subconjuntos de vértices del grafo I'.

Subcoalgebras coidempotentes.

Sea K (@ una coalgebra de caminos asociada al grafo I', es clara la biyeccion entre subcodalge-
bras coidempotentes y subconjuntos de vértices y por tanto de subcodlgebras simples. Para
un subconjunto de vértices V C @y, la subcodlgebra de K@, coalgebra de caminos asociada al
grafo TV = (V,{a € Q1 | s(), e(a) € V'}) es una subcoélgebra coidempotente que denotaremos
KQV.

En C una codlgebra punteada, los simples son los mismos salvo el morfismo de codlgebras
inyectivo ®, Simp(C) = Simp(KQ) = Q. Un subconjunto de simples de C es en realidad un
subconjunto de vértices V' C G = Qg y la codlgebra coidempotente asociada, esto es, aquella
que tiene todos sus factores de composicién en V deberfa estar relacionada con KQV, en efecto,
KQV es la codlgebra de caminos asociada al grafo I'V | entonces podemos comprobar que si

KQVnc=cVv
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CV es coidempotente en C, en efecto:
CVACCY =V AEQCYYnC C(KQY AR KQYYnC =0V

y es obvio que CV C CV AC OV, con lo que CV es coidempotente en C y sus factores de
composicién estan en V.

Elementos idempotentes de C*.

Sea f € C* un elemento idempotente f2 = f, si establecemos la relacién de equivalencia en-
tre elementos idempotentes f,g € C*, fRg si y sélo si f — C y g — C tienen los mismos
factores de composicién (esto es, son semejantes) entonces el conjunto cociente de todos los
idempotentes bajo esta relacién de equivalencia, debe ser biyectivo por lo visto en el capitulo 3
con el conjunto de todas las codlgebras coidempotentes y por tanto con partes del conjunto de
todos los elementos group-like (o vértices), en efecto, dos elementos idempotentes f, g € C* son
semejantes si y s6lo si f |g= g |g, es decir, coinciden en el conjunto de elementos group-like
de C, asf pues, si llamamos Z¢ al conjunto de todos los elementos idempotentes, si [f] € Z¢/R
es una clase, existe un idempotente g € [f] tal que g(x) = 1 para cada € V C G para algin
subconjunto de elementos group-like (o vértices por el morfismo ®) y g(c) = 0 para cualquier
otro elemento ¢ € C.

Observemos que si f € KQ* entonces f [0y o® € C* y por tanto

Y f o) o® = g |oc) 0P siy sdlo si f(®(A)) = g(®(A)) = 0. Asi que al establecer la relaciéon
de equivalencia ser semejantes, da igual en C' = ®(C) que en K@ ya que obtenemos el mismo
numero de clases de equivalencia por tener el mismo nimero de simples (vértices) y para cada
clase de equivalencia el representante que elegimos es el idempotente que es cero en todos los
caminos de longitud mayor que cero, que también es idempotente en C*, en efecto, su restric-
cién a C = @(C) es idempotente y en consecuencia serd también el representante que elegimos
de cada clase de equivalencia en el cociente Z¢/R.

Es por tanto evidente la biyeccién entre Z¢ /R, subconjuntos de elementos group-like (vér-
tices) y el conjunto de todas las subcodlgebras coidempotentes de C.

Proposicién 217 Sea C una codlgebra punteada. Los conjuntos Zo /R, P(G) y D el conjunto
de todas las subcodlgebras coidempotentes de C, son tres dlgebras de Boole isomorfas.

O
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f — C — f en coalgebras punteadas.

En los apartados anteriores se establece con claridad la biyeccién entre las clases de idempotentes
semejantes, subconjuntos de subcodlgebras simple de C' y subcoalgebras coidempotentes:

Ic/R — P(Simp(C)), [f]——= {Kz| f(zx) =0,z € G}

P(Simp(C)) — I¢/R, A —— [f]a

donde si g € [f]a, g(x) =0paracadaz e VC GeonV ={zx € G| Kz € A} y g(z) = 1 para
el resto de = de G.

Sea C" la mayor subcodlgebra de cuyos factores de composicién estdn en A, entonces
Ccl) = cr =V = KQV N C donde KQV es la subcodlgebra de KQ coidempotente que
es la coalgebra de caminos asociada al grafo TV = (V,{a € Q | s(a),e(a) € V}).

Para f el representante de la clase de idempotentes semejantes que es 1 en los elementos
group-like que generan los simples del subconjunto y cero en el resto como ya hemos comentado.
Llamemos KQ a la codlgebra de caminos f — KQ — f, entonces f — C — f es una
subcodlgebra de KQ. En efecto, si consideramos ® : ¢ — KQ el morfismo inclusién y lo
restringimos a f — C — f entonces

f=C—f—+f—=KQ—[f=KQ
k k
i=1 i=1
que es morfismo inyectivo de coalgebras para las respectivas estructuras de codlgebra de f —
C—fyf—KQ~— fydonde Zle Aic; es un elemento cualquiera de f — C — f con
cada ¢; € Cy,/Cp,—1. De hecho, obsérvese que si ¢ = f — ¢ — f € (f — C — f), entonces
®(c) =0(f = c—[f)=f—®(c) — [y por tanto,

O(f=C=f)=f—=20C) = [f=(—KQ=[)nd({).

Se ha demostrado el siguiente resultado:

Teorema 218 Sea C una codlgebra punteada, sea KQ la codlgebra de caminos asociada al
grafo T' = (Cy, C1/Ch), sea A C Simp(C) y f € [f]a el idempotente tal que f(c) =0 para cada
c ¢ Cy, entonces:

1. A=V conV un subconjunto de vértices del grafo I

2.0 =N =V = KQV NC con CV coidempotente en C, y KQV la subcodlgebra
coidempotente de KQ asociada a 'V .
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3. f — C — f es una subcodlgebra de f — KQ — f = KQ,

f=C—=f=(—KQ—=[)ne(C).

Localizacion.

Sea C una codlgebra punteada, entonces para [f] una clase de idempotentes semejantes de C*,
tomamos como representante, aquel que es 1 en un subconjunto de elementos group-like y cero
en el resto de elementos bésicos, entonces la localizacién de M € M es f — M € MFI—C¢—f
con f — C — f la subcodlgebra de KQ,

KQnao(0)
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5 Otros ejemplos

En éste capitulo mostramos algunos ejemplos.

5.1 Diagramas de orden.

Consideremos un conjunto S con la relacién de orden R = {(z,y) € S x S | x < y}. Considere-
mos el espacio vectorial V' con base R. Y definimos las aplicaciones lineales:

1. Por una parte A : V — V ® V definida por

A(:L‘,y) - Z ([L’,Z) ® (z,y)

z<z<y

2. Y por otra
0stax
dwn={ 107

lstx=y

Entonces (V, A, €) es una codlgebra.

Obsérvese que si consideramos el grafo I' = (V, F') asociado al diagrama de orden, con

V={(z,z) |z €S}

F= {(xvy) €ER | A(x7y) - ([L’,%) ® (x,y) + (x,y) ® ([L’,%)}

entonces () = R y la codlgebra de caminos K R es la coalgebra que hemos definido en el ejem-
plo. Es evidente que las tnicas subcodlgebras coprimas son las simples (espacios vectoriales
1-dimensionales generados por un vértice) porque en un diagrama de orden no hay ciclos orien-
tados. La localizacién también se puede calcular de manera inmediata, si fx : KR — K
es el idempotente tal que f((x,x)) = 1 para cada (z,2) € X C V y f(x,y) = 0 para cada
(z,y) € R— X, entonces la localizacién fx — KR — fx es el grafo asociado al diagrama de
orden del subconjunto ' = {z € S| (z,z) € X} con el orden inducido por R.

Para ilustrar el ejemplo consideremos un conjunto con tres elementos, S = {a,b,c} con la
relacién de orden R definida por:
a<b<e.
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Entonces
R= {(CL, a)7 (CL, b)? (CL, C)? (bv b)v (b7 C), (C7 C)}

y V es el espacio vectorial con base R. Veamos como funcinan A y e:

A(a‘7 a) - (a‘7 a) ® (a7 a)a
A(a,b) = (a,a) ® (a,b) + (a,0) ® (b, b),
Afa, c) = (a,a) ® (a,¢) + (a,0) ® (b, ¢) + (a,c) ® (¢, c),
A(b,0) = (b,0) ® (b, ),
A(b,c) = (b,0) @ (b, ) + (b, ) ® (¢, 0),
Afe, ¢) = (¢, ¢) ® (¢, 0),
e(a,a) = e(b,b) = €(c,c) =1,
e(a,b) = e(a,c) = €(b,c) =0
Por tanto
Ker(e) = K{(a,b), (b,¢), (a,c), (a,a) — (b,b), (a,a) — (c,c)}
dim(Ker(e)) =5
y

AV = K{(a,a) ® (a,a), (a,a) ® (a,b) + (a,b) @ (b, ),
(a,a) ® (a,c) + (a,b) @ (b, c) + (a,c) ® (¢, c), (b,b) @ (b,b),

(0,0) ® (b,c) + (b,c) @ (¢, ), (¢c,c) @ (¢, ¢)}.

Efectivamente Ker(I®@ e) NAV =0y Ker(I @¢) @AV =V V.
La coasociatividad se expresaria:

IoA) oAy =Ael)oAlry)= Y (1,20(z)o ).

2<2<z'<y

La counidad:
(I® E)A(x7y) = Z (1’,2) ® (z,y) = (xvy)

z<z<y

Si analizamos las subcodlgebras de (V, A, €) tenemos las siguientes:

Vi =K{(a,a)},
Va :K{(b,b)},
Vs = K{(c,c)},
Vi= K{(a7 a)? (a>b)7 (b7 b)}v
Vs = K{(b7 b)? (b7 C)? (C, C)}v

y sumas de éstas.
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Podemos calcular el producto Wedge entre subcoalgebras facilmente, por ejemplo:

VinVa=Vo AV =V, DV @ Vs,

VoAV =V3AVo=V5; 2 Vo @ V3,
VinVs=VsAV; =V @ Vs,

VIANVE =VaAVI = Vo AVE=ViNVa =V,
VoAV =VsAVo=V3AVs =V AV3 =15,
Vs AVa=VaAVs=V3EVy,
ViAVs=Vs AV =V Vs,
Vi®Va AV =V50 V7,

Ker(e;) NV, =V; coni=1,2,3,4,5.

Las subcoélgebras simples son Vi, Vo y V5. Y las tnicas coprimas a la vista de como se
comporta el producto Wedge o por el razonamiento desde grafos del principio, son las simples.
Seria una coalgebra punteada. Si intentamos ver cuales son las subcodlgebras conilpotentes y
probamos con las V; obtenemos

AN'Vi=W
N'Vo=Vy
N Vs =V;
N'Vi=Vy
N'Vs =Vs

para cadan > 1, con lo que ninguna es conilpotente, si lo intentamos con V; +V,+ V3 obtenemos:
Vi+Va+Va)A(Vi+Va+V3) =Vi+ Vs

Vi+Vat+Va)A(Vu+V5)=V

por tanto, V7 + Vo + V3 es conilpotente, de hecho cualquier subcoalgebra de V' que contenga a
V14 Vo + V3 es conilpotente, y cualquiera que no la contenga no lo es. En éste ejemplo es claro
que

Vi+Vo+ V3= m{com'lpotentes},

es decir, la suma de coprimas es igual a la interseccion de conilpotentes.

Calculamos C* y sus elementos idempotentes, C' es un K-espacio vectorial de dimensién 6
con K-base

{(a,a),(a,b), (a,¢), (b,), (b,¢), (¢, 0)}

renombramos los vectores bésicos,

e1 = (a,a), e2=(a,b), es=(a,c),
es = (bb), es5=(b,c), es=(cc)

y consideramos la base del dual,

{<P1, ©2,P3, P4, P5, <P6}
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donde @;(ej) = 6;; (6 de Kronecker). Calculamos los productos de los vectores bésicos y
obtenemos la siguiente tabla:

— |1 P2 Y3 P4 Y5 Pe
b1l 2 3 0 0 0
2[00 0 0 w2 93 0
w3l 0 0 0 0 0 o3
a0 0 0 w1 95 O
(%) 0 0 0 0 0 %)
¥6 0 0 0 0 0 Y6
Ahora consideramos un vector cualquiera ¢ € C* que sera de la forma

6
¢ = Z a; P;
i=1

donde a; son las coordenadas de ¢ en la base dual, y comprobamos cuando es idempotente
utilizando la tabla anterior, esto es, ¢> = ¢, obtenemos seis ecuaciones:

a; = a?
a2 = a102 + Q204
asz = ai1a3 + azas + asae

ay = a3
a5 = a40a5 + a50a¢
ag = a2

A la vista de las ecuaciones observamos que aj,ay y ag sblo pueden ser 1 o 0, por lo que
estudiamos cada caso por separado y obtenemos para cada uno de ellos elementos idempotentes:

a1 a4 ag Idempotente
1 1 o1+ pstpe=¢
11 0| @1+ Aps+pa+ pps
L0 1| o1+ Ap2+ s + e
I 0 0 1+ Ap2 + s

0 1 1| ppa+Apz+es+ps
0 1 0 [Ap2+ Aups + @1+ pps
0 0 1 Ap3 + pps + @6

0O 0 O 0

donde g y A son pardmetros. Obsérvese como forman un algebra de Boole isomorfa a B3.

Ahora calculamos e — C — e para e € C* un idempotente, y vemos que por ejemplo
©1C01 = Vi,(pa + @) = C — (04 + ps) = Vs, (e = C — €) = C; observamos que de hecho,
e — C — e para e € C* un idempotente cualquiera es siempre una subcodalgebra de C.
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Calculamos ahora el centro de C*, para ello al igual que antes tomamos un elemento cual-
quiera ¢ € C* de la forma
6
0= aipi
i=1

y comprobamos que conmuta con todos los elementos de la base dual:

6 6
O i) = 0id_ aips),
=1 =1

para cada ¢ = 1,2, 3,4,5,6, obtenemos 6 ecuaciones y por la independencia lineal, concluimos
que las coordenadas de ¢ son as = a3 = a5 = 0y a; = a4 = ag = A\ para A un parametro,
entonces el centro serd el espacio vectorial generado por la counidad @1 + @4 + g = €.

De la misma forma que antes analizamos la localizacién para un conjunto ordenado de dos
elementos. Obtendriamos la siguiente coalgebra:

Consideremos C' la codlgebra con K-base {x,y, z}, donde la comultiplicacién y la counidad
se definen por:

Alx) =z @, e(z)=1;
Aly) =z@y+yz €y) =0;
Alz) =2® z, e(z) =1

Es evidente que,

o K K
(o %)

oo )(oo) (ot

basedualde{x,y,z},donde<(1) 8>(x):1y<(1) 8)@): (é 8>(z):o. %

con K-base:

andlogamente para los otros. Algunos elementos idempotentes de C* son, e = ( é 8 ),
0 0 11 0 1 10
(I_e)_(o 1)’f_(0 0)’h_(0 1>°e_<0 1)'
Notese que entonces e — z =z — e = x, e — y = ze(ay) +ye(z) =0, y — e =

e(x)y+e(y)z=y,e —z=z—e=0. Por tanto e — C = Kz y C — e = Kz + Ky; mientras
que e — C' — e = K« es un subcoalgebra, en efecto, e = C —e = (e = C)N(C — e).

Obsérvese que esta codlgebra es la codlgebra de caminos asociada al grafo I' = (V, F') con
V ={x1,22} y F = {a} con s(a) = 21 y e(a) = xo; ndtese que viendo a C' como codlgebra de
caminos la localizacion es inmediata.
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5.2 Algebras de Lie.

Sea L un dlgebra de Lie de dimensién finita, entonces C = U(L) es una codlgebra. La tnica
subcodlgebra simple de C' es S = K - 1, por tanto cualquier subcodlgebra de C' contiene a
S y en consecuencia contiene a 1. Sea x € L y consideremos la subcodlgebra de C, D, =
K{1,2,2% 2%,....}. Entonces D, es coprima y D} es prima. Recordemos que para A, B C C
subcodalgebras:

AANB = Ker(C A»(J@Oi»()/A@C/B)
¥y que

n

n _

Az" = E ( )x“@x” .

a
a=0

Para demostrarlo utilizaremos los siguientes lemas.

Lema 219 Sea C = U(L) con L un dlgebra de Lie. Sean A, B dos subcodlgebras de C y x € L.
Siz,2?,..,a" € Aconn € Nyam™t € ANB conm € Nym > n, entonces 2" € A o
z,.., 2" " e B.

DEMOSTRACION.  Cosideramos n fijo y lo demostramos por induccién sobre m. Por tanto
suponemos siempre que z,...x" € A.

1. Demostramos que es cierto para m = n+1. Entonces 2”12 € AAB, es decir, Az 2 = 0,

pero
n+2
n+2 -
WA.I}“+2 — WZ ( > % ®xn+2 a
a=0 a
y como 1,x,...,x™ € A,
n+2
n+2 _
:wZ( >xa®x"+2 e
a
a=0

y como 1 € B,

TL+2 n+1
=T _—0

entonces "1 € Aoz € B.

2. Supongamos que es cierto para m = (k — 1) > n + 2, es decir, que si z,...,2" € Ay
¥ € AA B, entonces 2" € Aoz, ..., 2*" 17" € B. Si 2" € A hemos terminado, por
tanto supondremos que z,...,z* 717" € B.

3. Lo demostramos para m = k, entonces z*t! € A A B, es decir, rAzF! =0,

k+1
T ApEt! :WZ ( k+1 >xa®xk+la

a
a=0
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como 1,x,...,x" € A,

k+1
—_ (kl_1>x“®xk+1“

a=n+1

y por hipétesis de induccién 1, z, ..., 2" € B
="t @) =0,
entonces 2"t € Ao 2¥ " € B.
O
Lema 220 En las mismas condiciones de antes, si 1,x,...,2°" € AN B conn > 0 entonces
z, 22 .. 2" € Aowx2? ..., 2" € B.
DEMOSTRACION. Demostramos por induccién sobre n.
1. Paran =1, 22 € A A B, entonces como
Ar? =22 @142 @)+ 1® 22,
TAz? =2z @) =0,
por tanto z € Ao x € B.
2. Supongamos que es cierto para n =k y que , ..., 2% € A, el otro caso serfa igual.

3. Vamos a demostrarlo para n = k + 1, entonces z, ..., 22D ¢ ANBy x,...,2" € A por
hipdtesis de induccién, entonces aplicando el lema anterior para m = 2k 4+ 1 tenemos que
2*tl e Aowx,...,2" € B. Si ¥t € A hemos terminado, supongamos que estamos en el
otro caso, , ...,x* € B. Como z2*+1) € A A B, entonces 7Az2*+1) =0, pero

2(k+1)
A2 _ Z ( 2(k +1) )xa 2 220+ —a
a
a=0

y como 1,x,...,x™ € A,

2(k+1)

=7 Z < 2(k;_ 1) >xa ®x2(k‘+1)7¢1
a=n+1

y como ademés 1,z,...,z" € B,

_ 20 +1) \ k41 o kg1
—7r< k1 )x QT =0

luego ¥t € A o 2¥*! € B, en cualquier caso z, ...,z € Ao x,...,2*! € B.
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O

Proposicién 221 Sea C = U(L) con L un dlgebra de Lie. Sean A,B subcodlgebras de C,
r€LyD,=K{l,z,2% ..} Entonces D} es primo y D, es coprima.

DEMOSTRACION. Si D, C A A B, entonces es evidente por el lema anterior que D, C A o
D, C By por tanto D, es coprima. Vamos a demostrar que Dy es primo, consideremos
a- 3 € D entonces existe un r minimo tal que a(z") # 0 y existe s minimo tal que 3(x*) # 0.

Pero
r+s

(O{.ﬁ)(errS): (a®ﬁ)z< T—!L-S )xa®xr+5a

a=0

r

("5 ) et 2o

Entonces a - 3 ¢ D+ y D O

Si L es de dimensién finita, podemos describir C' = U (L) utilizando subcodlgebras coprimas:

Proposicién 222 Si L es una K-dlgebra de Lie de dimension finita, entonces C = U(L) es
suma de n subcodlgebras coprimas,

C =Dy + ...+ D,,,

para {1, ..., T} una K-base de L.

5.3 Semigrupos.

Sea S un semigrupo con elemento identidad e € S, sea K un cuerpo, entonces K.S es una
K-élgebra, serfa la que resulta del K-mddulo generado por S con el producto,

(Z axq")(zbyy) = Z( Z azby)z.

€S yeSs €S zYy==2

(KS)* es un codlgebra, con comultiplicacién y counidad:

Af(x®y) = flzy)

para cualquier f € (K.5)*.
Por otra parte K S también tiene estructura de codlgebra, con comultiplicacién y counidad:

A(s)=s®s
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e(s)=¢e

y por tanto (KS)* tiene estructura de algebra (el dlgebra dual):

(f+9)(s) = f(s) +9(s)

5.4 Coalgebra coprima y no simple.

Sea S = {cp,c1,...}, sea C = KS el espacio vectorial generado por S sobre K, es claro que S
es una K-base de C. Definimos las aplicaciones lineales:

n
A(Cn) = Z Ci ® Cp—;
i=0
y €(cn) = bon, entonces (C, A, €) es una codlgebra coconmutativa.
Noétese que C' es la codlgebra de caminos asociada sl grafo T' = ({¢o},{c1}) con e(c1) =

s(c1) = ¢p y con la concatenacién n veces de c1, (¢1)” = ¢,. Claramente C' es una codlgebra
coprima que no es simple porque es de dimensién infinita y tiene una tnica simple Kcg.

5.5 Coalgebra simple de dimension mayor que 1.

Sea S ={s;; | 1 <1,j <n}, sea C' = KS el espacio vectorial generado por S sobre K, es claro
que S es una K-base de C. Definimos las aplicaciones lineales:

n
A(siy) = ZSz'k & Skj
k=1

y €(8:5) = ;5 entonces (C, A, €) es una codlgebra no coconmutativa. Obsérvese que dimg (C) =
n? y que ademds C es una codlgebra simple.

5.6 Coalgebra group-like.

Para S un conjunto cualquiera y K un cuerpo, consideramos el menor espacio vectorial sobre
K que contiene a S, esto es, el generado por S, lo denotaremos por C' = K S. Es obvio que S
es una base de C. Definimos las siguientes aplicaciones lineales sobre los vectores basicos:
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1. A:C — C®C definida por As = s® s para cada s € S.
2. €: C — K, definida por €(s) = 1 para cada s € S.

Noétese que es la codlgebra de caminos asociada al grafo I'= (V, F) con V =Sy F = {).

Entonces (C, A, €) es una codlgebra coconmutativa, en efecto, la comultiplicacién A es co-

asociativa, para x € C, entonces x = ) _gkss y

(@A) oA) ()= ki(s@s®s)=((AaI)oA) (),
ses
y la counidad e verifica,
(I®)A) =) ky(se(s)) =2 = (@ )A(w).
sES

Ademas es evidente que es coconmutativa.

Observemos que €(x) = > g ks, por tanto Ker(e) = {c = > gkss | D cgks = 0}. N6-
tese también que cualquier elemento ) . z; ®y; € C®C se puede escribir de manera tinica como
una combinacion lineal de vectores de la forma s®r con r, s € S'y que cada uno de ellos se puede
escribir de la forma s®@r = s®s+s® (r—s), esto es, que en efecto Ker(I®e)dA(C) = CC.

Si S = {s1,89,..., 8} es finito, entonces estarfamos en el caso finito (véase 1.7), de hecho,
bastarfa tomar {s1, s — 81,83 — $1,...., Sn, — 81} como base y definir A apropiadamente para
encontrarnos en un caso particular de 1.7. En este caso obsérvese que,

Ker(e) = K{s1 — 82,82 — 83, .0, Sn—1 — Sn }
y que dim(Ker(e)) = dim(C) — 1.
Volviendo al caso general, las subcodlgebras de C son los subespacios vectoriales generados
por subconjuntos de S, es decir, de la forma K A para A € P(S), las subcodlgebras simples son

los subespacios generados por un tnico elemento s € S, K{s} (por un vértice). El producto
Wedge de dos subcodlgebras KAy KB con A, B € P(S) ser4,

KANKB=K(AUB)= KA+ KB.

Las subcodgebras coprimas son las simples. La tinica conilpotente es C' que es semisimple y es
evidente que la suma de simples es la interseccién de conilpotentes.

Obsérvese que C* D K{f,: C — K | s € S}, con fs(x) =k, para cada x = >
El conjunto de todos los elementos idempotentes de C* es

IT={ea=)» f|AcP(9)}

sEA

seskss € C.
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Nétese que fsft =0si s, t € Sy s#t, por tanto para A, B € P(5),
ea<eps ACB

de hecho eg Aep =eanp yeaVep =eauny (Z,V,A) es un élgebra de Boole cuyo elemento 0
es el 0 de C*, cuyo elemento 1 es es = ) g fs y el complemento de un idempotente cualquiera

€4 €S e5_4A.

Todas las subcodlgebras son coidempotentes, KA AN KA = KA para cualquier A € P(S).
Obsérvese que para cualquier A € P(S) la subcodlgebra asociada es de la forma KA =eq —
C = C(¢s-4) vy como sabemos el conjunto de todas las subcodlgebras de C' es un &lgebra de
Boole, definiendo las operaciones KAAN* KB = K(ANB)y KAVKB = K(AUB). Es evidente
el isomorfimo de algebras de Boole con Z.

En este ejemplo X = Simp(C) = {K{s} | s € S}, observemos que cualquier abierto es
de la forma U = {K{s} | s € A} para algin A C S (un subconjunto de vértices), esto es,
U= X(es—a — C) = X(K(S—A)), como C es semisimple entonces E(K{s}) = {s} para
cualquier s € S, entonces @, ; E(K{s}) = C(¢s-4) y Open(X) con la unién y la interseccién
es también un algebra de Boole isomorfa a las anteriores como era de esperar.

Para cada A € P(S) consideramos el idempotente de C*, e4 = Y . fs, entonces conside-
ramos la teorfa de torsién asociada a e4 y la llamamos o ,, el funtor localizacién sera

QJEA(M)ZeAAMgMDC (ea — C)

con
Qs (C)=e4 — C=KA

5.7 Coalgebra punteada y no de caminos.

Sea S un conjunto cualquiera, consideremos A = {a; | i € A = {0,1,...,n,...} CT N} C §
un subconjunto de elementos distintos de S (Usaremos A en vez de todo N para considerar
simultdneamente también el caso finito). Sea C' = KS el K-espacio vectorial generado por S,
por tanto, S serd una K-base de C. Definimos las siguientes aplicaciones lineales,

A:C—-CxC
Aag) = ap ® ag
Alar) =a1 ®ar + a1 @ ag +ap ® ay
Alar) = (g a) @ (Tipa) — (T a) @ (Tig @) ke N, k>0
Alx) =2 @ Qe @) + Qier, @) @ VeeS—A I, ={0,1,...,n,} CN
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e:C —- K

e(ag) =1
e(x)=0 VreS—{ap}

En primer lugar nétese que

n

Z ZCLZ ZaZVnGA

=0
Y podemos demostrar,

1. A es coasociativa, en efecto, sea ¢ € C' entonces

c= E Qg8

seS

TRA)oA()=ITRA)( Y als® Y ait+ Y a;i@s)+

seS—A icls i€l

SD SRS SR ST DL TRR

0<keA =0
- Y ate(Tao Yat Dusto Vet Y aoor
sES—A i€l i€l i€l i€l i€l

+ Z Qg Zm@ZaZ@ZaZ Zm@Zal@Zal + gy (a0 ® ag @ ag)) =

0<keA i=0
= (A I)( Z as(3®zai+zai®8)+
s€ES—A i€l i€l
+ Z Qg Zaz®2al Z(h@z(zz + gy (ap ® ag)) =
0<keA i=0

=(A®I)oA(c).

2. También se verifica la propiedad de la counidad,

(I®e)oAle) = Z as(s® e(z a;) + Zai ®e(s))+

sES—A i€ls i€l

k—1
+ Z Qg Z%@EZ Zm@e Zaz + g, (ao ® €(ap)) = ¢,
i=0

0<keA i=0 =0
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y por otro lado

(e®I)oAlc) = Z as(e(s) ® Zai +6(Zai) ® s)+

s€S—A i€l iel,
k k k—1 k—1
+ Z Qg (e(z a;) ® Zai —e(» a;)® Y a;)+ agye(ag) ®ag) =c
0<keA i=0 i=0 i=0 i=0

Por tanto (C, A, €) es una codlgebra, ademas es evidente por como hemos definido A que es
coconmutativa.

Veamos como son sus codlgebras, es claro que K {Zf:o a;} para cada k € N es una subcodl-
gebra simple, y que C, = K{a; | i € N, i < k € N} para cada 2 < k € N es una subcodlgebra
semisimple, en efecto,

Cr = @ K{Zai}
0<i<k  j=0

Combinando todas las subcodlgebras simples podemos obtener otras subcoalgebras, por ejem-
plo, K{ag + a1,a0+ a1 + a2} = K{ao + a1,az}. Otras subcodlgebras podemos obtenerlas de la
forma K (BUR) con R un subconjunto cualquiera de S — A, y con {ay | k < maz{ns € A| s €
R}} CBCA.

Entonces,

k
Simp(C) = {Sk = K{)_a:i} | k € A}

i=0

Observemos ademads que
k k
E(K{Zai}) =K{seS—A|ns=k}U {Zai}
i=0 i=0

ademds cada E(K {Zi‘c:o a;}) es coidempotente, de hecho cualquier subcodlgebra de la forma

k

D EE{D w))

keICA i=0
es coidempotente. Y también es evidente que
n
PEED a})=KS=C
neA i=0

Por otra parte si estudiamos su dlgebra dual C*, observemos que C* 2 K{f, | s € S} donde
fs : C — K estd definida por fs(s) = 1y fs(x) = 0 para cada © € S — {s}. Nétese que
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fsft = 0 para cualesquiera s € S y t € S — A, mientras que si consideramos i,j € A con i < j
entonces f;fj = fi y fifi = fi es idempotente, por otra parte observese que (f;+f;)% = fi+3f; y
(fi—fj)? = fi— f; es también idempotente, de hecho los elementos idempotentes los obtenemos

para cualquier subconjunto I = {ig, 41, ..., in,....} C A con ig < iy < ... <ip < ....; y son los de
la forma
k
er = Z(_l) faik
irel

, N _ k
Ahora vamos a calcular la subcodlgebra ey — C, recordemos que er = 3, ;2 (—1)" fa,, con
i < ik + 1, vamos a realizar los cdlculos en varios pasos:

1. Para ello vamos a calcular en primer lugar f,, — C para cualquier ¢ # 0. Sea xz € C,
entonces T =Y g 4 Qs8+ D pcp Yy Qk, Y

Ns Ns k k k—1 k—1

AW = Y a2 DY wmst X an (Y oD D aeda)aus)

S—A =0 j=0 0£kEA Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0
luego

i
Jo, — = Y astaa,d )+ > agar
{seS—Ali<n,} j=0 i<keA

por tanto,

(fa, — C) :K({SGS—A|iSnS}U{Zak}U(A—{ao,al,....,ai})) =

k=0

=K({seS—Ali<n}U{d ai|i<teA})=

k=0
= P K{ses—Alt=n}u{d a})= P ESy.
i<teA k=0 i<tEA

2. De la misma forma que el apartado anterior es facil de ver que f,, — = = x para cualquier
xeC,estoes, foo =€e=1c+y fo, = C=C.

3. Ahora vamos a calcular (fq, — fo;) — C parai < j € A. Al igual que antes consideramos
x € Cy calculamos Az, entonces

(fai, 7fa]) —C= K({S € S—A | { S Ns <j}U{Zai7ai+17"'7aj—1}) =
k=0

= @ K({sESfA|k:ns}U{Zai}): @ E(S).
k=0

i<t<j i<t<j
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4. Y por tanto ey — C ser4,

(a) Si I tiene un ndmero n + 1 par elementos,

(n—1)/2
e = C= @ ((fai% - fai2k+1) —0)

k=0
(b) Si I tiene un ntmero n + 1 impar de elementos

(n/2—-1

e —C= @ ((faz% - fai2k+1) —0) EB(fan —O).

k=0
(c) Si I tiene infinitos elementos,

e —C= @((fai% - f“l‘akﬂ) —0).

keN

5. Entonces ef — C =

(a)
(n—1)/2

b p ES)

k=0 {teAlip<t<ik+1}
si I tiene un nimero n + 1 par de elementos.

(b)

(n—2)/2
P @uerici<iES)) & (D E(SY))
k=0 n<teA

si I tiene un nimero impar n + 1 de elementos.

(c)
b b EG)

keN {teAlip<t<ipy1}

si I tiene infinitos elementos.

Sabemos que la topologia de Zariski es la discreta, Open(X) = P(X) con X = Simp(C), si
tenemos un abierto U = X(D) € P(X) para alguna subcodlgebra D C C, entonces

U=X(e—0C)={SeX|S—e¢}

para algin idempotente e € C*, como los simples son de forma S = K {Zfzo a;} entonces
U ={S;,Siy,...-} con iy < igt1y ig,ix+1 € A, si consideramos I = {ig,ip + 1,41,i1 + 1,...}
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donde 7; y i; + 1 no necesariamente tienen que ser distintos) entonces el idempotente e; =
J J
Zk: faik - faik_+1 es tal que

U=X(1-er)—0C).

(Nétese que ey = ey donde J = {k € A | ix, +1 # ig41} C I estaria formado por elementos
distintos de A).

Resulta ya muy facil considerar el radical o., que podriamos llamar o; para cualquier
subconjunto I C A. Y el funtor localizacién asociado,

Qo,(M)=er—M=MDOc (e — O)

con
Q. (C)=e; —C

Tenemos ademads una biyeccion entre subconjuntos de A, subconjuntos de subcodlgebras
simples de C, subcodlgebras coidempotentes y elementos idempotentes de C*:

P(A)

P(X) = Open(X) - A -7

1= {’io,il,....,in,....} — U; = X(ej — C) — @ E(S) = (1 — 61) —Cr—>=ey= (1 — 61)
SeU

Recordemos que las subcoalgebras coidempotentes, los subconjuntos de subcodlgebras simples
y los elementos idempotentes de C* son isomorfos como algebras de Boole, y recordando 5.8
tendriamos que

erVej=er+ey—erey=eynv,

ef Nej=erej = eyuv

para cualesquiera idempotentes er,e; € Z, donde U,V € P(X) son los abiertos asociados a
er y ey por la biyeccién anterior, esto es U = X((1 —¢e;) = C)y V = X(1 —ey) — O).
También podemos definir el supremo y el infimo en A, si llamamos para I, J C A, consideramos
Ur,Uy € P(X), entonces

(I=ern) = O)A (1 —es) = C) = (1 = (er Vey)) = C),

(I=er) =)V (A -es) = C)= (1 = (er Ney)) = C).

De la misma forma tendriamos un infimo y un supremo,
UrvU; =U;UUy

UANU;=UrnNUy
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en Open(X). Y como se vié en 5.8, dotan de estructuras de dlgebras de Boole isomorfas a los
tres conjuntos.

Vamos a estudiar los siguientes tres casos particulares de este ejemplo,

1. Supongamos que A tienen un unico elemento, A = {ap}. Llamemos y = ag, entonces
C=KS, Ay=y®yy Az =xQy+yQ®ax para cualquier z € S—{y}; e(y) =1y e(x) =0
para cualquier x € S — {y}. (C, A, €) es una codlgebra coconmutativa. Sus subcodlgebras
son de la forma K (RU{y}) con R € P(S) y tiene una unica simple, Simp(C) = {(K{y})}.
Por otra parte obsérvese que K{y} A K{y} = C y por tanto no existe subcodlgebras
coidempotentes propias. Si analizamos C*, sera el dlgebra K{fs | s € S} con fs(x) =0
para cada x # s, x € S'y fs(s) = 1; los tnicos elementos idempotentes son f, =€y 0. En
este caso las biyecciones son triviales, tenemos que P(Simp(C)) = {0, { K{y}}, T = {0, €}
y A={0,C}, luego la situacidn es trivial, las dlgebras de Boole son isomorfas a Bs.

2. Supongamos que A tienen n + 1 elementos, A = {ag,a1,....,a,} y que n, = n para
cada x € § — A. Ahora tendriamos que A(ag) = ag ® ag, Ala) = Zf:o a; ® Zf:o a; —
Zi:ol ai®2f;01 a; para cualquier 1 <k <ny A(z) ="' jr®a;+a; ®x para cualquier
xeS—A Y elag) =1, e(x) = 0 para cualquier x € S — {ap}. Entonces si C' = K,
(C, A, €) es una codlgebra coconmutativa, sus subcodlgebras simples son

Simp(C) = {K{aop}, K{ag + a1}, ....,K{Zai}}

Podemos calcular otras subcodlgebras de la forma K(RU{} " ja;} UAy) con RC Sy
A ={aog,a1,...,a;} C A. Las subcodlgebras coidempotentes serdn de la forma

D B

SKeCSimp(C)

con S = K{Zfzo a;}, obsérvese que E(Sy) = Sy, paracada k <ny E(S,) = K(S— AU
{3 ya;}). Por otro lado C* = K{f, | s € S} y sus elementos idempotentes son de la
forma e; como en el ejemplo general, con la diferencia de que ahora I € P({0,1,...,n})
siempre es finito. Entonces el dlgebra de Boole resultante serd By . Obsérvese que en este

caso
% n
fao, = C=K(S - AU{> a;} Ufait1,aip2, ... an}) = D E(Sk).
j=0 j=i
3. Supongamos que A tienen n + 1 elementos, A = {ag, a1, ....,an} y que n, = 0 para cada

x € S— A. En este tiltimo caso A(ag) = ap®ag, Alag) = Zf:o a; @ Zf:o a; — Zf:_()l a; ®

Zf;olai para cualquier 1 < k <ny A(x) =z ®ay+a) @z paracadax € S— Ay
e como siempre. Las subcodlgebras simples son las mismas del caso anterior pero ahora
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E(Sp) = K(S—AU{ao}) y E(Sk) = Sk para cada 1 < k < n. Obsérvese también que en

este caso
fo—C= B S

i<j<n

para cada i > 1.

Nétese que llamando xy, = Zf:o a; para cada k € A, y considerando S' = (S — A)U{x, | k €
A}, C = KS = KS'. Pero con esta nueva base A quedarfa definida de forma muy sencilla
Az, =xp Q@ paracada k € Ay As =s®uy, + 2, ®s paracada s € S— A, y e(xy) = 1 para
cada k € A, €(s) = 0 para cada s € S — A. Aunque asi la definicién es sencilla, otros calculos
resultan méas complicados.

Sin embargo si definimos la codlgebra de caminos K@ asociada a

T = ({zx | k€ A}, S — A)

donde todos los elementos de S — A son lazos, entonces C' es la subcodlgebra de KQ que pode-
mos definir por K(QoUQ1). Es evidente que Simp(C) = Spec(C) y el cdlculo de la localizacién
ahora es inmediato.

Obsérvese también que podemos definir
Als)=s®@ap, +xj, ®s

para cada s € S — Ay (C, A, ¢) sigue siendo una coélgebra pero no coconmutativa. Anélo-
gamente se puede definir la codlgebra de caminos y C' serfa la subcodlgebra generada por los
vértices y las flechas que ahora no son lazos.

5.8 Las Algebras de Boole asociadas a una coalgebra co-
conmutativa.

Por 158 sabemos que &, D, Z, P(A) y C — Tor son dlgebras de Boole isomorfas para cual-
quier codlgebra C. Si consideramos una codlgebra coconmutativa C, entonces Z es el con-
junto de todos los elementos idempotentes de C* y para e € C*, tenemos la subcodlgebra
Dscvcsimpc) E(S) = (1 —€) = C, donde U = {S € Simp(C) [ e — 5 = 0}. Es claro que
las situaciones se simplifican considerablemente y en éste ejemplo comprobamos explicitamente
como son dichos reticulos.

Sea C una coalgebra coconmutativa y sea X = Simp(C), entonces (P(X), C) es una dlgebra
de Boole con UANV =UNV yUVV =UUYV para cada U,V € P(X).

Lema 223 Sea A= {@Pg.y E(S) |U € P(X)}, entonces (A,C) es un reticulo con,
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1. [Dsecv E9)VI[Dsev E(S)] = [@scv E(9)]+[@sey E(S)] = Dscpuy £(S) para cua-
lesquiera U,V € Open(X).

)
2. [Bscv EONNBsev E(S)] = [Bscy EONN[Dsev E(5)] = Dscunv £(S) para cua-
lesquiera U,V € Open(X).

DEMOSTRACION. La inclusién en A es una relaciéon de orden,

P ES) c P ES) « PES)NEP ES) = EW®)

SeU SeV SeU SeV SeU

y el lema es evidente. O

Corolario 224 (A,V,A) es un dlgebra de Boole.

Proposicién 225 Sea C' una codlgebra coconmutativa, sea e € C* un idempotente y U = {S €
Simp(C) | e — S =0}. Entonces X(e — C) =U.

DEMOSTRACION. (C) Sea S € X(e — C),

0
(Sne—C)=4{ o y (SN(l—¢)—C) =
S

n o o

porque S es simple. Por otro lado cualquier z € SC C=(e = C)® (1 —¢) — C), es de la
formaz=z+yconz €e—Cey € (l—e) — C,entoncese — z=x+0y (1—e) = z=1y, de
hecho S=e¢—S®(1—e) = S, e — Sy (1—e)— S son subcodlgebras de S, pero S es simple
y como S & (e — C) por hipétesis, entonces SN(e — C) =0, por tanto SNe — S=e— 5 =0
y también (1 —e) — S =5, luego es evidente que Se Uy SC (1—¢) —C.

(D) Si S € U entonces e — S = 0, luego si suponemos que S Ce — C,e— 5 =5=0 que
es absurdo, por tanto SZ e —Cy S € X(e — O). O

Lema 226 Sea Z el conjunto formado por todos los idempotentes de C*, consideramos la rela-
cion de orden,
e< feef=e

entonces para U,V € P(X), sean ey y ey los idempotentes asociados a U y V' respectivamente
por la biyeccion, entonces:
ey <ey <UDV
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DEMOSTRACION. (=) Sabemos que ey < ey, entonces eyey = ey, esto es, (epey) — & =€, —
x para cada x € C, entonces ey — C' C ey — C, y ademéas si S € V entonces ey — S =0y
v—S=(eypey) — S =0, por tanto V C U.

(<) Si V C U entonces

l—ev)=C=EPES)CEPES)=(1-ey)—~C
Sev Seu
luego ((1—ey) — z) = ((1—ey)(l—ey) — x) para cada x € C porque (1 —ey) es idempotente,
entonces €((1—ey) — z) = e((1—ey)(1—ey) — x) por tanto (1 —ey)(x) = ((1—ey)(l—ey))(x)
para cada € C, es decir, 1 —ey = (1 —ey)(l —ey) vy (1 —ey) < (1 — ey), pero entonces
quitando los paréntesis tenemos 1 —ey —ey +epey =1 —ey y ey < ey. [l

De forma andloga (1 —ey) <(l—ey) < U CV.

Lema 227 (Z,<) para la relacion de orden anterior, es un reticulo, donde
1. eNf=ef =ex(e—cyjux(f—c) para cada e, f € C*.
2. eVf=e+f—ef =exe—c)nx—c) para cada e, f € C*.

DEMOSTRACION. En primer lugar demostramos que el infimo para esta relacion de orden es el
producto, en efecto, es cota inferior porque como e y f son idempotentes, efe = ef y entonces
ef <eyademias ef f = ef y también tenemos ef < f, y es la mayor de las cotas inferiores,
consideremos otra cota, g < ey g < f, es decir, ge = gy gf = f, pero entonces gef = gf =g
y por tanto g < ef.

Ahora demostramos que e f = ex(e—c)nx(f—c), €n primer lugar si llamamos U = X (e —
C)yV =X(f —C), nétese que e = ey y f = ey, por tanto, en realidad queremos demostrar
ey N ey = eyuy. Por el lema anterior es evidente y por unicidad del infimo tenemos lo que
buscabamos.

En segundo lugar demostramos que eV f = e+ f — ef, en efecto, es cota superior porque
ele+f—ef)=ey fle+ f—ef)=f,y eslamenor de las cotas porque si consideramos otra

geC cone<gy f<gentonces (e+f—ef)g=eg+fg—efg=e+f—efy(et+tf—ef) <y
Al igual que antes y por el lema anterior es inmediata la segunda igualdad del supremo.
Es evidente que para dos idempotentes existe siempre el infimo y el supremo, por tanto

(I, <) es un reticulo. O

Corolario 228 (Z,V,A) es un dlgebra de Boole.
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O
Proposicién 229 Las dlgebras de Boole (A, V,N), (Z,V,N) y (P(X),U,N) son isomorfas.
DEMOSTRACION. Los isomorfismos de reticulos son,
o (P(X)vg) —V(A7g) 2 (A7g) (I7<)
Ur——> @ E®) P ES) — (1-ev)
Seu Seu
O

Acabamos de demostrar que Z, Ay P(X) son dlgebras de Boole isomorfas, pero segiin vimos,
estos conjuntos también son biyectivos al conjunto de todas las subcoalgebras coidempotentes
de C. Llamemos D al conjunto de todas las subcodlgebras coidempotentes de C' y definamos
las siguientes operaciones, para A, B € D, sabemos existen idempotentes e, f € C* de manera
tnica tal que A =C© y B=C),

Av B=C© vl =gl — glenf)

AN B =C© ax ) = oletf—ef) — o(ev)

(denotamos A* al infimo para distinguirlo del producto Wedge de codlgebras) En realidad
Cev) = @y E(S) v las operaciones que acabamos de definir son las mismas de A, enton-
ces (D, V, A) es evidente, utilizando lo anterior, que es un algebra de Boole isomorfa a Z y P(X).

Con lo visto es trivial establecer un isomorfismo con C — Tor.

5.9 Comoddulos torsién en coalgebras de caminos.

Sea K@ la codlgebra de caminos asociada al grafo I' = (V, F'), entonces para cada clase de
equivalencia de K @Q-comoddulos inyectivos a derecha, encontramos un representante quasi-finito
de la forma X = @ ;.5 E(Ss) para BC By A ={Ss}sep. Obsérvese que S € MX? es un
subcomodulo simple si y sélo si S es isomorfo a un espacio vectorial 1-dimensional generado
por un vértice, entonces podemos considerar que B =V y B es un subconjunto de vértices. De
hecho obsérvese que

X = @E(Sz) = @(KQ— fo) = KQ— fg
reEB z€B

donde S, es el espacio vectorial 1-dimensional generado por z, f, € KQ* es el elemento idem-
potente tal que f,(z) =1y f.(p) = 0 para cadap € Q, p # x, y de la misma forma, f5z € KQ*
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es el idempotente tal que fz(x) = 1 para cada x € By 0 en el resto de caminos.

Como las subcategorias localizantes estan en relacion biyectiva con las clases de equivalen-
cia de comddulos inyectivos, y acabamos de comprobar que estos a su vez lo estan, con los
subconjuntos de vértices y como vimos en 183, los subconjuntos de vértices lo estan con las
subcodlgebras coidempotentes como era de esperar.

En 198 vimos que fz — K@ ~— f7 es la coélgebra de caminos KQ asociada al grafo

(B:{a € Q| V(9)N(B) = {s(q),e(q)}}) y ademés por 144,
fz — KQ — f5 = Coend_c(KQ — f5) = Coende—(f5 — KQ) = KQ,
mientras que

fg— KQ = Cohom_c(KQ — fz KQ) = K{q€ Q|e(q) € B}

es el espacio vectorial con base formada por todos los caminos de ¢ € @ tales que e(q) € B,
andlogamente

KQ — fz = Cohome—_(f5 — KQ,KQ) 2 K{q € Q| s(q) € B}

es el espacio vectorial con base formada por todos los caminos de q € Q tales que s(q) € B.

Por otra parte en 195 se comprobé que en cada clase de elementos idempotentes semejantes
puede elegirse un representante de la forma f, y en efecto tenemos un contexto Morita-Takeuchi
para el idempotente fg, véase 143, definido por:

con

fi(fg—KQ~— f5) = (KQ — fz)Okq (f5 — KQ)

9:KQ — (fg — KQ)U(po—kq—rs) (KQ — f5)
definida por
9@) = Yppplz—0®0—fz

(F5 = 5(0) ® (¢ = f5) + L5 (f5 = 0104) @ (Qis1ocm — f)+
+(f5 — ) ® (elq) — f5)

para cada camino ¢ = ay...a,, € Q). Obsérvese que,
1. fg—q #0siysélosie(q) € B.

2. q2 — fg # 0siysolosis(q2) € B.

3. s(q2) = e(q1)-
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Luego es evidente que Ker(g)NQ = {¢ € Q | V(q)NB = 0}, esto es, Ker(g) es la codlgebra
de caminos asociada al grafo T's = (V — B, {a € Q; | s(a),e(a) ¢ B}) que es una subcodlgebra
coidempotente de KQ y ademés es KQUF), la mayor subcodlgebra anulada por el idempotente
J7 como esperdbamos.

Recordemos que M € MX® es torsién si y sélo si cf(M) lo es, donde cf(M) es la menor
subcodlgebra para la cual wy (M) C M ® cf(M). Sea V’ un subconjunto de vértices del grafo
I', como las subcategorias localizantes o clases de torsion estan en realcion biyectiva con los
subconjuntos de vértices, entonces V'’ « 7y/. Consideremos un subconjunto de vértices V* y
claramente una subcodlgebra A C KQ es torsién si y sdlo si V(A) NV’ =), y evidentemente,

Ty ={M € MEQ | V(cf(M))NV' =0}

es decir, se reduce el estudio de la torsién a observar los vértices.

Comddulos torsiéon en coalgebras punteadas.

Si C es una codlgebra punteada entonces existe K@ una codlgebra de caminos para un grafo
I'=(V,F) tal que C C KQ es subcodlgebra suya y de forma que Simp(C) =V = G donde G
es el conjunto de elementos group-like. Por lo visto anteriormente y por 4.14, las subcategorias
localizantes también estan en relaciéon biyectiva con los subconjuntos de vértices, y se pueden
describir de la misma forma.
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