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1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS

2. ALGEBRAS NORMADAS.

3. ALGUNOS RESULTADGS SOBRE Q-ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS.




DEFINICIONES Y CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS.

sta sercid se > r :
n se incluye para dotar de autonomia a nuestro trabajo

gervir de referencia « acili
al referencia que ftacilite su lectura. Nos hemos limitado a

exXponer agie Ble s e B :

I r aquellos conceptos y resultados algebraicos de la teoria de
= S - - L &

] a4

as algebras > rde b i ative '

! lgebras de Jordan no conmutativas que consideramos mas relevantes

para nuestro estudio. Las referencias basicas son [J], [M]

g gt :
1.1, DEFINICION. Un algebra sobre un cuerpo K es un K-espacio
vectorial o dotado de una aplicacion bilineal de 4 x 4 en o
llamada producto. Si el producto es asociativo el éalgebra se llama

asociativa.

Las definiciones de algebra con unidad, ideal izqui=rdo, aideal
(bilédtero), homomorfismo y de algebra cociente son las mismas que en
el caso asociativo.

Consideraremos solamente Algebras reales (K = R) o complejas

5 = L),

1.2 NOTACION, El1 producto en un algebra se nota usualmente por

vuxtaposicion, (a,b) — ab, y se utilizan notaciones especiales para

S ~ -  q 2 o ' 3 v ~ e [= un
aquéllos casos en lnos que s¢ considera mas de un n»nroducto sobre

mismo espacio vectorial.

galvo necesidad de mayores precisiones un Algebra se simboliza
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lcaci aones

Dada un
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A e ‘ (A) (u)
=1

tal1/2) L7 &
otra parte o s ', pars

a1 "58lo conogimiente del producto en

gseneral, recuperar el producto de 4, algebra

11ama dlgebra simetrizada A,

gl = (ab + f’»u).

Notaremos

multiplicacién por @

I lame unitize

comprueba ocus o - A,

todo

producto

nota

mutuamente,

ﬂilfai

o

Cuyo

Cuandeoe

pues

escalar &,

6

b a

el

tiene

e

g2}

producto

si

no

12

se nota

repiesenta

operador

por
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Algebra

que

= R

a

algebra

esta

AE1/2 el

lo

en
$

o

por

de




ideal de

ver que

algebra, se llama

onjunto # x # dotado de

+ )
(xa - Bb, ab + pa)

ad + &6H¢)

R-monomorfismec de #

identificamos # ' con

puede escribirse de modo




de un algebra flexible # seo

N
eMmos e

]

(g, &, @l = 0; sustituyvende o

galu ke, 4. a+ 61 2 o, 8§ ol ¥ . 8 a
Expresando esta 1igualdad mediante operadores, 3 tomando
variable, tenemos e
La identidad 141 e obtiene tomandog @ =& en. )y
En terminos de operadores la ley flexible se expresa:

0., Si sustituimos @ por a + 6, tenemos:

] le d 2
R”+& ; £”+“ e > Lﬂ ik [RK § Lu | , de donde

_i“F ], ¥ asi tenemos la

identidad iii).

De la identidad fL tenemos:

| i y g2 ! - i[\’.u, La 15

[Lg2s L,

& r tanto:
ademas [ L por tan

g
Lot

=R T &
a

\nalogamente se obtiene (L o

: : : 08
Tinalmente las dos identidades obtenidas, junto con 111/) n
©in: nte, las dos >

proporciona iv)




cada elemento a de un algebra «

En un algebra flexible 4 se .

verifica que % s 4
a a

Demostracio . - ‘
m racion. Teniendo en cuenta la Propogicidn . 1.5 ~ di), % In
» - LI . ] §

1de 1d ] 3 3
dentidad R ; 0, en un Algebra flexible se tiene:

v de aqui la demostracién

inmediata.

1.8. DEFINICION. Un algebra # en la que para todo par de elementos a
v & de # se verifican las igualdades:
ab = (conmutativa)
(a:&) g = a : (identidad de Jordan)
se llama 4algebra de Jordan.
Un algebra flexible y que verifica la identidad de Jordan se

llama 4dlgebra de Jordan no conmutativa.

Puesto que toda algebra conmutativa es flexible, la clase de las
Algebras de Jordan esta contenida enp la clase de las algebras de

. r 3 < o Al TR - 5 A Ty ~ 3 1 v
Jordan no conmutativas. También es claro que toda algebra asociativa
es un algebra de Jordan no conmutativa.
1.9. PROPOSICION. Un dlgebra flexible #d es de Jordan no conmutativa

un algebra de Jordan.

; : +
si y solo si 4 es

: i i L - :icion
: i SN , =5 .ne de acuerdo con la Proposic
Demostracion, Para 4 ¢ # se tiene «




en consecuencii

Como cac ar ular i L
O caso particular de la Proposiciér, Ly tenemos que sgi Y

es un algebra asociativ , ‘
ra asociativa, o es un algebra de Jordan; en este caso se

j +
dice que 3 8 & : i
que es el Algebra de Jordan subvacente a d, v el producto

se llama producto Jordan de #. Cuando un algebra de Jordan

3@ - = ¢ o o s [ r

es una subalgebra de un algebra # , con # asociativa, se le llama
a g *5 D ] £ oo ~ 7 ¢ ) . ’oq

algebra de Jordan esperial. Se sabe que existen algebras de Jordan no

especiales [J.; pg 11]; tales algebras se llaman &4lgebras de Jordan

excepcionales.

(™)

5 d es un algebra flexible ¥ A un escalar, « también es

+

(x)+ i ;
= #d , se obtiene como consecuencia de la

flexible, ¥ como )
Proposicion 1.9 que la clase de las &4lgebras de Jordan no
conmutativas es estable por a - mutaciones. En particular se tiene
que si # es un Aalgebra asociativa ﬂ(l) es un algebra de Jordan no
conmutativa; a tales algebras Se les 1lama casi-asociativas
estrictas. Conviene tener en cuenta también que la unitizacién ﬂl y
la complexificacion ﬁm de un algebra de Jordan no conmutativa 4
(respectivamente de Jordan o asociativa) es también un algebra de
‘respectivamente de Jordan, asociativa).

Jordan no conmutativa

{.10. DEFINICION, Sea # un algebra con unidad 1 sobre un cuerpo K,

.

2
si para todo € en 4 los elementos & , & €

d4 se dice cuadratica

i € : i« e S ia depir, exieten = ¥ § en K tales
I son linealmente dependientes, es decir, ex

2 <
que: 2 + o + PI =




851 un algebr: AR L y .
3 ra cladratics es flexible, como @ es corbinaciaon

1ne ‘] s ] - L4 o \d € Q', )
[ LB € ] 5€ Veril 1 ca quce { £ “z}) & & \y’) ‘4 t 1
1 ) 8¢

Cu \ ) . = y v .
mple también el axioma de Jordan, y en consecuencia d es de

Jordan no conmutativa.
Las 2lgebras cuadraticas 2d PAC i
adraticas quedan caracterizadas, en general, por
y i 1 o y T ¢ 2 2 :
el siguiente Lema de Osbhora [O]. Recuérdese que un algebra vV se

Llama anticonmutativa cuando @4 = - 4@, para todo @ e 4 en V,

Lddos - TEMA . Sea ¥ una K-dlgebra anticonmutativa, cuyvo producto
notamos @ A4 ; sea f wuna forma bilineal sobre ¥V, y sea # = V+KI
Entonces & con el producto:
(%) (@ + o) (4 + B) =ay + P + ey + aff + f(e,y),
es un algebra cuadratica sobre K.
Reciprocamente, toda algebra cuadratica sobre K se obtiene a
partir de una K-dlgebra anticonmutativa ¥ v de una forma bilineal

sobre V¥, como se ha indicado anteriormente.

Fl siguiente Lema es debido también a Osborn [O]

1.12, LEMA. - Sea A una K-4lgebra cuadraticaj ¥, AN & s50R;

‘ 11« . ¢ -ativ 5] oducto en dicha
respectivamente, el 4lgebra anticonmutativa, e€d PpPI d

asociados a d, como se ha dicho

4lgebra y la forma bilineal sobre ¥

e 1. ELE., Entonces:
i) A es flexible (es decir de Jordan no conmutativa) si y sélo

ey - = yara
i i es simétrica se verifica que fle, @ A 4§/ 0 F
o 3 X eI ;

cualesquiera @, 4§ €n Y.

1 3 ¥ =% = a7 A N ar v
ii) # es de Jordan si ¥ solo si es simétrica |




cualesquiler:
( Ul era ern o viene dado

CASO por:

oy +Pe +af + fle, 4).

Simbolicamente se escribe o = J(V; f, A) para denotar el algebra

de Jordan no conmutativa cuadratica cuvo espacio vectorial es ¥ + KI

cuyo producto viene dado como en (%), para la forma bilineal

simétrica ; y el producto anticonmutativo A Analogamente

notaremos & = J(¥, f) el algebra de Jordan

cuyo espacio vectorial es

¥ + KI y cuyo producto viene dado por (##); dicha algebra se llama

algebra de Jordan de la forama bilineal f sobre el espacio vectorial

¥. Es sabido que estas algebras son simples si y sdlo si dimensién de

¥ es mayor o igual que 2, ¥y " es8 no degenerada.

1:13. DEFINICION. [M]. Sea d uvn algebra de Jordan no conmutativa
con unidad; sea a € 4 . Se dice que a es inversible, con inverso b,
si se verifican las siguientes igualdades:

ab

2
a b

i 31 5 inversible e 4 entonces también es
Evidentemente, 31 a es inversible 34}
' i : Reciproce 5 ] a es
inversible en 4" con igual inverso. Reciprocamente., si
invers 2

1 A o @ == 10 - el
inversible en sd+ con inverso 6, entonces se tilene qu

) 2
ali 4 e - 21y ab + ba” = Z2a

de donde, debido a Foo iy e )y

i
o’

H‘u,;‘. - H( 2)

por tan a0




\“!"Ill'li-. Lo =

Luego es inversible

'Oh 1nverso

H{‘ ‘i‘!‘L(*IH' :

res Amos - ]

I no Po1 Inv(id) al conjunto de los elems ntos d A
. > s ae 5

:L““ i 1 ver ) i
L; nverso; € Q'-lll :U':{h.‘il]](ln‘ {l“ Negr. l“\(ig) l“\ ( Jq )
> * ' |\ h-‘i ra a €

Invisd) SU  1nverso en A e £+ 3]
y B coinciden. Estos hechos son

i”'l“":’ antes yva ll”é‘ S [ * ) " 3 ~
” A nos E"‘I'[Hl en I‘t‘dH(" S 1 € A e {
1 ] |‘l est ualo d ] : i
l 1 ¥ J = ] :]8 on

inverso de” al caso Jordan.

l.14. TEOREMA. [J; Theorem 13, Chap. 1]. Sea # un algebra de Jordan
con unidad; a, & en 4, entonces
Si a tiene como inverso %, & tiene como inverso a;
Equivalen las siguientes condiciones:
a es 1iInversible; UG es 1inversible en L{d);
inversible para cualquier n en N; I € ﬂa(ﬂ) i

Si a es inversible su inverso es unico, e 1gual a ﬂ_i(a).
= a

a v & son inversibles si y s6lo si ﬂa (%) es inversible.

Teniendo en cuenta las observaciones que preceden al Teorema 1.14

+ ; D .
v el hecho de que Hd = ﬂa tenemos que dicho Teorema es valido tambien

en algebras de Jordan no conmutativas con unidad.
La operacion llamada casi-producto juega un papel importante

en el estudio de la estructura de algebra. En un slgebra de Jordan no

conmutativa o el casi-producto de dos elementos a v & es el

elemento a6 de # definido por:
ab =a+ b - ab

: ] : L R - .1emento neutro de
o i prnplodadUS conocidas del casi-producto: que el elemento n

esta operacidn 28 03 r que, 81 o es un Aalgebra asociativa O
28 LE ? - &4 " ¥ i

conmutativa, el casi-producto también es asociativo O conmutativo.




CINICION, un algebr: | I
algebra de Jordan no conmutativa, a,

mentos de d: se g casi-j
€8 casl~-inverso de a cuando:

a4 boa = 0
(aeaj)ehs = Ho(asa) = a
un elemento @ tien: casi-inverso se le llama casi-inversible,
conjunto de todos los elementos casi-inversibles deli algebra # se
simboliza por q-inv(d).
Resumimos las propiedades inmediatas de los elementos

casi-inversibles S la siguiente proposicidn de comprobacioén

rutinaria.

116, PROPOSICION., Sed o un algebra de Jordan no conmutativa,
entonces:
il o tiene unidad I, un elemento a tiene como
casi-inverso & si y sélo si 1 - a tiene como inverso - b,
i1i1) Un elemento a tiene como casi-inverso & si y sélo si 1-a

tiene como Inverso 1 -6 en >d1.

+
iii) q-invi{d) = gq-invid ).

1.17. DEFINICION. Sea 4 un algebra de Jordan no conmutativa v 3 una

ubdlgebra de #; se dice que $ es una subdlgebra plena de # si B
5 € f ) SRS :

] : S ~asi-inversibles
~ontiene a todos los casi-inversos de sus elementos casl inversib
b L | -+ € = b s CA &

en #d, es decir:
q-inv(®) = g-inv(d) n B
inicic subs .bra plena que;
Son consecuencias de la definicion de subalgebra pl 1

i = =¢ ) ¢ s € )1
) l il ‘“ (835} h LS })! nas ( una "lll)‘]lg(“t a
1 “a INterse ( L (!f ¥ € LB € ‘ﬂ es




e suBaldake : )
ubalgebra plena de d v € eg un subalgebra pl
] S ) B B ena

»a gubaleg "
es subaleebra l}]“il.‘l de #,

es un 1 e Zi { ) k b
1 ‘ “ H | : ! I h 1 ] n \
> (1. ¥ l ( il) t ae ‘ﬂ - { eSS 28 ina

subalgebra plena de .
Sea B { 3 algebr: g
 una subalgebra plena en € y sca 8 una subalgebra de o
& , entonces 3 ez plena en §

) 4 es plena en su complexificacion ﬂ{]‘ .

YT 1| Y TN P - & f
PROPOSICION., Sea # un algebra de Jordan no conmutativa con
unidad y B una subalgebra de d, que contiene a la unidad de o
g ’

entonces: Inv(®) = Invid) nB s8i y s6lo si q-inv(®) = d-invid) n B,
Demostracidn. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 1.16.

Conviene indicar que, de acuerdo con la proposicidén anterior
auestro concepto de subalgebra plena es mas amplio que el concepto
aléaico  [B: Chap. I, 1.4}, Dicha proposicion sefiala que ambos

conceptos coinciden si # tiene unidad vy ® contiene a la unidad de

A,

1.19. DEFINICION. Sea A4 un algebra de Jordan no conmutativa compleja,

a € d: se llama espectro del elemento 4 al conjunto:

‘ X Fs :
spla/4) = g T . ¢ q——ln\(uﬂ}

niunto se le anade el elemento 0 si g no es inversible en 4,
J -

Cuando el algebra tiene unidad, la definiclon anterior puede

expresarse asi:

splofd) = {A €€ : 8 = M ¢ Inv(d);

ativa re se define el
En un algebra de Jordan no conmutativa real # se defl




[ ON =
Ne Sea # un Algebra de Jordan no conn f ‘
conmutativa y a en &;

S pDe vf’r“. i a1 aa i :
i il algebraico del elemento a al valor:

pliaim) 2 qux{ [X' : X € spla/d)

De Ins. defis i 3
i 1iciones adas ¥ a ) e ‘ '
dadas y del estudio de propiedades hecho

hasta aqui podemos e ' '

jui, podemos enunciar la siguiente proposicion.

ROPOS T TON Geos ; :

PROFCSTCION. Sea un algebra de Jordan no conmutativa
compleja, a un: elemento de 4, y B una subdlgebra plena de o Se

verifica:

1) spla/#) S}T!(G./&ﬁ+)

i1} 810 € % sp(a/®B) v {0} = spla/d) v {0}

Tii) plafdl)y = p(a/aﬂ+}; voai ae'B pla/d) = pla/B).

1.22. NOTA. Como se dira mas adelante todo elemento a de un algebra de
Jordan no conmutativa # esta contenido en una subAlgebra 3 de 4 que

es asociativa, conmutativa y plena en #. Como consecuencia de este

hecho y de la proposicién anterior resulta que el espectro de un

elemento cualquiera de un algebra de Jordan no conmutativa # rpuede

calcularse en una conveniente subalgebra asociativa ¥ conmutativa de

A.

{. 28, DEFINICION. En toda algebra de Jordan no conmutativa se

demuestra la existencia de un mads grande ideal casi-inversible
[M; Theorem 502 B £ este ideal S e le denomina radicel de
]




lo notaremos Rad(d).
que e ] "ll_‘r"t"l"!. eg

semisimple,

Ka conoc ( » *11¢
ocido que cuando # es un algebra asociativa el radical de «

oincide con la interseccién de los ideales primitivos de o

Proppeition 14,241,
Hogben y Mc.Crimmon introducen un concepto de ideal
primitivo algebras de Jordan. Pasamos a definir los conceptos

necesarios para una versitén Jordan no conmutativa de la anterior

caracterizacién del radical de un algebra asociativa.

1.24 DEFINICION. Un subespacio vectorial M de un algebra de Jordan #
se llama un ideal interior de 4 si ‘Ua(sﬂ) ¢ M para todo a € M.

En un algebra de Jordan con unidad todo ideal interior tambiin es
subalgebra:; esto no es cierto en general si el algebra no tiene
unidad. Se define por ello el concepto de ideal interior estricto de
un algebra de Jordan #: se llaman asi los ideales interiores M de o
que también son subalgebras de #; ello es equivalente a afirmar que
M c 4 es un ideal interior de la unitizacion 941 de 4.

Para cada par de elementos a, & de un algebra de Jordan no

conmutativa # se define el operador ‘Uq g Por

e

s - i,
uu.,{’a T - (ﬂu&»f‘ Y b

i ' * . .signar el elemento U ,(@).
usarse la notacion {a, @, b; para designar el elemen . B

4 3 ~ 4 1 i < raan
{ .25, DEFINICION. Un ideal intericr estricto M de un algebra de Jordar
e L0 1 : b i

para algun @ de 4, cuandu se cumple:

4 se llama #-modular,

: / 4 M
1) ﬂl*'d’, () ¢




unidad modu

: N 3 2 ‘ : :
ideal Iinterior (estricto) dular M de

Jordan # es propio 8i ne parcehens g5 M

.

Un ideal interior estricto M de un algebra de Jordan

paximal si es maximal entre todos los ideales

inter propios #-modulares de #. Se dice que M es

modular I si M es @#-maximal rara algin @ de 4.

DEFINICION. Sea # un algebra de Jordan y M un ideal interior
modular-maximal. Al mas grande ideal P de # contenido en M se le llama
ideal primitivo de 4.

de Jordan nc conmutativa, un ideal P de # es
primitivo si & s e¢rande ideal P c Y, para M ideal interior

modular-maximal de & .

TEOREMA. [H-M; Theorem A y [F-R; Theorem 11 Ef radical de
Tacobson-Mc.Crimmon de un é&algebra de Jordan no conmutativa coincide

la interseccion de sus ideales primitivos.

i A i : . yrdan 10 conmutativa
OEFINICION. | ’ abra de Jordan no  com

o 1 T 'K 3
primitiva cuando PELMI NS

ma anterior se desprende Jue,




ALGEBRAS NORMADAS.

L oy L : -
En esta seccion se exponen, por razones de complitud, algunos
conceptos y resultados basicos de la teoria de las algebras de Jordan

no conmutativas normadas. Para mayor informaciodn puede consultarse

iMal v [K1.

2.1, DEFINICION, Un Algebra # cuyo espacio vectorial esta dotado
una norma I se llama un algebra normada cuando el prgducto
continuo; es decir, existe un numero real positivo M tal que:
o Y s al I8 ta, &ed
Cuando M puede tomarse menor o igual que 1, esto es, si

l a6 | s ) « | | & ||, para a v & en 4, se dice que la norma de # es

submultiplicativa y también se dice que |.| es una norma de dlgebra

en A. Siempre puede ccnseguirse una norma submultiplicativa, ].L

equivalente a la dada sin mas que definir
Un algebra normada con unidad I tal que

submultiplicativa, se dice que es unital.

' s rmarce equivalentemente
Toda algebra normada con unidad puede renormars equivalen

e Sea in lli . i” € 1 b aso ll e \.‘lQ
il (_11 1 1 : caso AS0C1¢ 1VO S tlfit(i un
L€ )1 s ue =

= . Theore : . En el caso
recultado clasico que puede verse en [B~D; Theorem 4.1]

general este resultado esta probado en [Oects

ocupamos de cuestiones

s wmigue s6lo  Nos
Puesto que en lo que sS1gU




cont l‘}t['iu_

normada ( 0 espacid SR *
spacio de

algebra normada completa; 1 '
ra normada completa: denominacion de

P . P P 3 y
para el de las bras asociativas

espacio normade se representa por 3L algebra

‘mada * los operadores lineales continuos sobre Z.
Si £ es un Algebra rmacda y oo 88 e¢laro que L
a

an en BL(#) v que e :

L vaque | L, | <]a el 1y |
En consecuencia las aplicaciones =< L e T
: a

son continuas,

unitizacion # d un algebra normada # se

normada unital con la norma definida

ompleta

norma de ﬁ1 a 4 es la norma dada en 4.

de un resultado andlogo al anterior para el caso de

La obtencion

la complexificacion de un Algebra normada no es tan inmediato.

TEOREMA. [ B-D; 1”{"}1‘11!‘_‘\‘! Li1on

normada ; ﬂ4,]. la complexificacidn de A
funcional
envolvente absolutamente convexa e

de \f".nf\'-:l(':-»'}lx i de o BAtonces s veral




conmutativa

lemento a de

potencias
Y
elemento es

ce sigue

Banach
Theorem
onmutativas
Algebra se

uso de

de que, por

como consecuencila




por el Teorema

Queda just

as i

TEOREMA

conmutat

conmutativa,

un rumero o J{l(!.g:’l?‘,'\,u

inmediato que

Para ello puede

sabemos que el

que

siempre

fv) =

tenemos:
4
| 1

que

cago

L y g 29 inversible

i B

1

ficado que B(a,

ex ,f.‘—ifr'

suponerse

operado: 1=

“% =1 {6 )

Inv(d),

normada

tal que

lllii)i 10a Probemos que i1

que o es conmutativa.

continuo, es decir,

que @, 4 € dcon | & - ¢ | < &

o

comprueba que tomando

2
- & ] ¢

6 siempre que

»
&

siempre que

ﬂu-1 {6) inversible en

en hg.

luego Inv{#) es abierto.

Jordan no conmutativas una

os conceptos en subalgebras

nte en este sentido.

Sog d un 4dlgebra de Jordan no

una subdlgebra B asociativa,

tal que a € 3

1t ]'.]w:'[)::cinz

i




de
Jordan
trdades que para

una l)r\q]u'\f‘n

aan no conmutativa normada v
que 4 1 I <1, entonces

consecuencia

gque, bajo

topolcgicos no hay mas algebras

1SHOS

conmutativas cuadrat as normadas » Jlas algebras

{ ! normado, f una

{oynd un espac

irE pPodiic Lo




| eta | || 448 |,
de continuidad de
respectivame
Reciprocamente, £ e i ¢ algebra de Jordan no conmutativa
‘uadratica normada, sabemos por booliema 112 que B = MY PR
Veamos que 1 s un subespacio vectorial cerrado de #, siguiendo el
razonamiento 'SArTo 3 Pl ] Sea \'-d‘“} una sucesion de
elementos de X que com : 2+ Por la continuidad del

r[‘("\xh](“f'l en 4 se tiene que ;

T A Fle, &) + Zoe %+« Do
1

e la sucesio

»lementos de Kk, ¥y en consecuencia Zae

esta en K, y ademas {’d‘-n‘,{ t ‘J“fin}

cual implica que a = 0,
En c lineal de # en K dada po

] -
: al que |aj <
nua ,

¢ O &
entonc 4

luye que

1 enunciadoc.







3+ ALGUNOS RESULTADOS

Q-ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS.

Jordan

riones del mismo y

operaciones de unitizacidn,

ociente or un ideal cerrado. Hemos

ultados de tipo algebraico-topolégico que

Jordan no conmutativa es un algebra
que el conjunto de . lgs

1

elemento

lgebras de Jordan

antes  viate . lps
ilitamiento de la

consecuencia

de Jordan

Jordan




Jordan

onmutativa

@-algebra.

numero

Tomemos

Tenemos

Sl1guiente

Jordan no conmutativa

'| “ ) 8 una

8 proposicion es que en el estudio de las

conmutativas podemos suponer siempre que el

en todas aquellas cuestiones relativas al

un algebra de Jordan no conmutativa normada y

entonces # es una @-adlgebra de Jordan no

que :l—ir;\(ﬁ) es abierto

cumpliendo que B{O; q-inv(4).

4 tal Se tiene

1

que
part Por

ol [M{.‘ &1

también

j a i

o]




conmutati

nmuctativa y B una

lgebra plena de

asl-inverso de @,
Lhiverao de -4

que podemos

=1 2
“L : ~ e,

B n gq-inv{d) entonces

converge ey ¥ COND
i:u:ll_’lhﬂ“—‘. suponer qgue
poniendo

yiana
pien
L0 o g e

Proposici sigue que si #

d, existe una

J

@-algebra asociativa

sigue de la parte

L ¢ ] a

convenlientst

una




d Se

resultado

| - o e
ii+i) una @-algebra

como antes, debe ser

en. -que . Bno sencillo probar que c+di

ara ser inverso de !H('t{, es decir:
(a+BL) » (c+di) = 1

(af+('s4.:'.-[<+.'.~“|} = a+hdi,
tipo son frecuentes en la teoria de las

turalmente ] : obtencion de identidades en

algeb

algeb reduce la comprobacion de

ident problema estéd en pasar de

1qul orema a McDonald [J; pg.

est problema y vienen a
\tuitivos, que toda identidad en tres

en toda

en uno de ellos, que sea vdlida

elementos de

& e s
bra de Jordan espec valida en todu algebra

gel i




rema V a mi(

siguiente

resolver a 1C
e 1 anteriormente

Jordan real con unidad y # la

C

un elemento inversible de #.

Entonces,
[ guiente identidad:

(a-bil'] = okl g T

Demostracio - U s elementos que 1intervienen en
identidad que pertenecen a la subalgebra de
ngendrada

subalgebra es especial debido

Teorema de hirshov-Coh o inversos basta comprobar que

yrdan especiales. Lo cual

Jordan no conmutativa normada

lamente si su complexi ficacién normada




& \.]

también

Nna i« ones

ando BiliL;

por lo cuail -en

consecuencia @ € Invi(d#d).

Proposicién 2.7 y que | ‘UL{‘ % 3

s e f i~tastige 1l =] 1va 3__Jel” 5 3%
| \ f / : I

Nemos ¢ O + -
i l—ﬂu 1-a ﬂ- 1-6

Inv(s) d n ]I}\'(gﬂ{‘t),

slgue que

implica en particular que

i iones en el estudio de
rema  permi

mple




1 1/n
| ", para todo @ en o:
ra todo « en #:

una subalgebra plena en su completacidén normada :
una subalgebra plena de ¢ alg : > Jordan no
rmada completa;

ntonces « 1- ) a en 4.

tal que @ € q-inv(d) si | @ } ¢ r. Ba

. Sl : R e j )
facil comprobar gue sj S ec tal oue = { r entonces para
la unitizacion .\14] de #d se tiene que q—im'(gﬁl) siempre que

o que es igual si || 1-2 | < & entonces 2 € Inv(d ), asi

TRy id | yor la Proposicion 2.0 sﬂl ez una @-algebra

interior a

r, en consecuencia, tambieén

omo se indicé en la Proposicion 3.3 podemos

la Proposiciéon 3.4 que o

lgebra de Jordan; po?
9 que es compleja. Sea ¢ > U 4al

icion 3.9

tales que
1 -~ - y *
i < r tenemos:

cual A & spl@).

considerar que
flenemos
L‘ILM‘

n 1/n
& |




implica,
inversible

Invi{d)

Jordan

carac

en #, '

‘i‘d'\l

para

la unitizacion

4 de
1

hecha es valida

suponer que # tiene

tacion

de
A

Inv[BL ()],

normada sea a@ en #. Si

luego ?la(sq) es densa

I i

donde U
a

en «;

biian o tel que Esto

1-U (6H)
a

que (%) es

-1] £in o i

pl 'hrj( k\)

por ello a y & también son inversibles luego

~

= Inv(d) n &, v 4 es plena en su completacidon normada,

vi)., Es inmediato.

vii). Supdnemos # subalgebra plena de algun algebra

no conmutativa normada completa, sea J un de estas

completa: B(O, g-inv(J), segun se vio en la

(J) nd = gq-invi(«d).

q-inv(«d).

ica a ¢

entre

distincion
teri

zacion iii) nos permite

en el ambiente

v radio esneec

‘T=\3‘;1.‘1!| no conmutativas.

comsd consecuencla

«I px_\l)ﬁ

url







spla) tencmos

implica que:

implica

se dice

ecuacion

r )f'[ll."ic;:‘l




c{uln!(‘ Ii‘.\ '.Jl‘ 1|\]Ei

dimension: Luego pol la

inea h’"i’il‘_’:l‘hiﬁ'l, COmo

ideal interior @-modular propio

interior @-modular proplo.

cont illill\i(l'l fl"! |||\J‘.il]i'1‘.-

condiciones

supongamos que




de Jordan no

maximal de #d si M

es

conmutativa.

maximales de

conmutativas
de hecho a
cordan no

siguiente

conmutativa normada o




plena en #

queria demostrar.

version para

conmutativas

un.co ideal




deduce que existe

P. Ahora
tambiéen es
un ideal

£+1




que

homomorfismo con

unic 1dad

Banach. Mas

resultado que, para

onmutativas

que para

nara




a) /R ;a £

1eMos  asi Ut una aplicacién lineal
iendo para todo en #4; en estas

que ;’(f-] =ity para todo 5

ser % &-algebra, ¥ O eg

leal casi-inversible de 3,

de Jacobson

rl1mmorl

Jurdan no

semisimple,




COMPLEJAS ,

LA NORMA.




ALGEBRAS DE OPERADORES LINEALES CON ADJUNTO.

1c1on de un resultado

Llene gran ill!;)(:l'f:irlx‘iii

ona una caracterizacion

(& U €0 5 Hare ok
que  contienen

norma . LComenzamos

rpo [k
forma i a l s Sl 7} > 10 degenerada,
e N lCal . o A

cuale

mento @ en & define




{)

mas

un

normado

!.“:"U\‘l i\ill?ul,‘l%

apareamiento

normado las
~
P R — @

valuadas en los

ademas son continuas.

pareamiento. Dos operadores

tal que




analogame

algebras sean
algebras de
considera una
operadores, notada
para 8 en L&,
con dicha norma el

*1a El siguiliente

apareamiento

1 normza H . |i 501

d

radores




U,
amiento entonces

de la forma

ma que aparece en el libro de

un resultado que nos pareci6

igulente !t‘!l‘n‘i N que , COmo se '\'5'1':"1

apareamiento de Banach, ®
ar

para cualesquiera 4 € 7,

existe un numero

que también




hemos visto, tenemos que la

iasS; PpOP ser

que :

desigualdad que
por

que

tal







es
d

25 e

compieto de BL(Y) ¥y

o ||.||} e

tampbién una norma completa

A » los isomorfismcs de Banach
deduce que existe un
I(‘U! "T! <t >}1 Q

para




5]

2. TEOREMA DE ESTRUCTURA DE

LAS ALGEBRAS DE BANACH COMPLEJAS, PRIMAS

CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD LE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA

describen las Algebras de Banach comple jas

minimalidad de la topeclogia de la norma

que, en cierto sentido, dichas &lgebras estan

"parametrizadas” 'r apareamientos de Banach “especialmente buenos”.
Ello nos permite obtener, haciendo uso del Teorema principal de la

seccion anterior, que dichas algebras y sus subalgebras que contienen

l z6calo tienen minima topologia de la norma (Teorema 2.2) de lc cual

deducimos un teorema de continuidad automatica (Teorema 2.8
Finalmente damos una versidon Jordan del Tecrema 1.5 de la seccidn

anterior gque va a resultarnos de utilidad en el siguiente capitulo.

Sea # un algebra asociativa. Un idempotente e € # se llama un
idempotente de divisién si el Algebra ede es un algebra de divisidn.
Cuando # es semiprima el ideal engendrado por todo idempotente de

divisién es un algebra simple.
Es sabido que en un algebra asociativa semiprima, cuando existen

. . B o b av tdeales ¢ ~hos minimales ¥
ideales izquierdos minimales también hav ideales derechos minlme

i incide con 1a Sum: -« los segundos, que por
la suma cde los primeros colnclae con ia suma de los segundos, q p

‘ 1dc zoOCE , ' ado por soc(d)
tanto es un ideal de # llamado el zdcalo de 4 y notado p

i incide tambié € a suma de los ideales
[B-D: 301. Dicho ideal coincide tambien con la sume

' ' hote s de division. Las condiciones
que contienen idempotentes G divisiol

simples de o




adamente diciendo que 4 tiene écalo i
1 g L0OCH ) 10

e |
£ 405 su ‘ Ca ;
\ { uando A no uviene id*-’”i}“""lltl"& de

# es una subalgebr '
1a subalgebra de un Algebra LI, B o %)

o |

contenido er # entonces soc(d) = PLIXE, Y. ¢ 5
e ’ ] .

‘onveniente recordar VDA '
1 recordar que para un dlgebra asociativa semiprima
zocalo no cero las condiciones de ser prima y de ser primitiva son

e r1vnlan v ) + T
egquivalentes [0O-R: Theorem 1],

91 suponemos que en un apareamiento de Banach (%, ¥ ¢ '} 1n
ac . . :

inmersion candnica de ¥ en Y inducida por ¢, es homeomérfica,

entonces como consecuencia parcial del Teorema II. 1.5 se sigue que

toda subalgebra cerrada ® de BL(%) contenida en L&, ¥ < 21 ¥ oue
contenga a FL(X, Y, ¢« >) es un algebra de Banach compleja prima
zocalo no cero y minimalidad de la topologia de la nornma.

El siguiente Teorema muestra que este tipo de algebras se agota

en el ejemplo mencionado.

2.1. TEOREMA DE ESTRUCTURA. Sea & un algebra de Banach compleja prima
con zocalo no cero y minimalidad de la topologia de la norma. Entonces
existe un apareamiento de Banach complejo (%, Y, <, >), tal que las
inmersiones candnicas inducidas por la forma bilineal ¢, son
homeomérficas, de manera que # es topolcgicamente isomorfa a una
subalgebra cerrada de BL(X) contenida en LEX, W, ¢, ») ¥ gue contilens
B VLY, ¥, X 7).

1 ¢ 3 ides i ini de #. Es sabido
Demostracién. Sea % un ideal izquierdo minimal ‘

ed, es

que ¥ = de, donde € € # es un idempotente de division. Sea U =
X = de,

| subespacios cerra s de #, Para @ en L e en Y el
nlaro que ¥ e Y son subespacilos cerrados de ¢ Y




dr divisidn compleja

€ estd definida por

Un apareamiento de Banach:

>) definida por ¢(e)(z) := : 774

]

un homomorfismo inyectivo con

m < a4 " At A
f'odogs estos argurantos son conocidos ' pueden

Theorem 31.6].

La aplicacién 4 » ” ple)

H €s una norma de Algebra en 4, y
también | ¢(e) < 2 | para todo @ en #; ademas se sigue de la
minimalidad de la topologia de Aalgebra normada en o que existe un
numero f > O tal que: | @ | s B | o(e) |, « € &; ¥, por tanto, ¢ es un
isomorfismo topolégico de # sobre B :=z= o(d).

ik i X
Consideremos ahora ¢ (®){lz) =2 @, parsa tedo « € Y, @& € o:

1

i X _ ;
también tenemos | ¢ (@) | = | # ||, @ € 4; vy junto con el hecho de que

¥ i 4 i
g “ o (@) ” es también una norma de Algebra en 4 se puede afirmar

-igual que anteriormente- la existencia de un numero positivo a« > 0
. R §
(il gue: al el sid vie) 5, ¢4,
Combinando las desigualdades anteriores, resulta:
; ’o L s P Nie
a« || o) | s e(e | sB| o |, @c¢ ien:
e T B - G
a1 Bl T il para =i
Como ¢4« ©® v € B para todo 4 € &, v € 9, tenemos que, al considerar
agabre (X. Y ' : x § >) la implicacién ii) ==> 1i11) del
- " ey -4 J . .
Teorema 1.5, las inmersiones candnicas inducidas por la forma bilineal
son homeomérficas, como se queria demostrar.
mas

- f At L W o e 2 10 }]"1'\-
Hemos probado que, galvo isomorfismos topologicos, N« a,




areamiento

morficas.

sabemns

todas SUSs

t.wiux‘l\\ﬂé; d la

¢

TEOREMA. Se:

minimalida

subalgebra de 4 que

norma.

Podemos ahora g«

en el se establed

que

@-algebra asociativa

sea continuo.

TEOREMA. Todo b

algebra de Banach

de la de

topologia
continuo.
Demostiracidn. No

un ideal simple de 3

{0

Asi,

P = i

!)

3 prima. todo

subalgebras

rma.

neralizar

& compleja,

'y

M

ideal

primas cor
: no o minimalidad

las subalgebras cerradas & de un

fﬂ, |]Hn|il (bf, "E’., 8 un

las Ilnmersiones cendnicas son

i por Feorema +9, que tales Algebras

%,

que contienen a FL(X, Y. 3) tienen ®inias

Obtenemos as{ el siguiente Teorema.

Banach compieja prima con zocalo no

topologia de la norma, entonces tods

contenga al ‘alo tiene minima topologia de la

o
~

un Teorema de B. Yood [Y: Theorem 2.3]

una condicion para que un homomorfismo de una

4 en el algebra BL(X), con ¥ espacio de Banach

omomorfismo ¢ de una Q-algebra compleja # en un

prima con zoécalo no cero y minimalidad

la norma, verificando que soc(3) p(d), es

temos M soc(B), © = ¢(d). Por ser B prima M es

: & . : A =F e Grelae
también de 8. Sea P un ideal de 6. Es claro que

+r

[1

c An(M) = <0} por mer

= M. En el primer caso

no nulo de £ contiene M v, en consecuencila,




ll!l‘]li|:swf ente

lenemos

{ i‘i.‘ll' Ser h
\ i
{ I ¥ deducimos que :

€ 1 3 { '
( 1.Hlll:,u.’: 1 \lll‘EHi\()?;'jll'n de ‘-!i‘\'i‘éi('vh en B

probado asi auef o v 3 e :
inh = Prima con zooalo no cero, en consecuencia €
£ [k »

Drt 1+ v a i
primitiva | R]l, ¥ por tanto semisimple,

I : 1 : 3|
¥ como un epimorfismo de o sobre sabemos por 1la

12, que Ker(¢) es un ideal cerrado de o,
~

.vi,-]\e-:-(f;ﬁ} —3 B, definido por ¢{a + Ker(@)) := pla), para

un isomorfismo de algebras, en consecuencia

-1
ey wp | \ - wm > % . ¢
” i ,‘ con @ € 6, es una norma de algebra en €.
Por hipotesis soc (%) 5 luego el algebra 8 tiene segun lo
visto en el Teorema 2.2 minima topologia de la norma, ¥y por tanto

~
> D verificando | & | s o | »

(2) | para 2 € 8, o lo que es
iguanlt | ¢(a) || < o || a + Ker(¢) || para a € #,
Pero | @ + Ker’ b = a |, luego | ¢(a) | £ « o, ol ¥y

H v

s continuo.

THOREMA. Seg (X, U, < >) wun apareamiento de Banach. Las
gondiciones 1), 11), 111); iv) y v} del Teorema II. 1,5 eguivalen a:
. it i o .
vi) Toda subdalgebra 3 de BL(X) , verificando que 4 @ v € 8 para

todo w € £ y v € Y, tiene minima topologia de la norma de dlgebra de

Jordan normada.

Demostracién. Es claro que vi) implica iv) ya que el producto

3 ] : . : R =
especial # es continuo para cualquier nerma de

Jordan en un algebra
aAlgebra en 4.

: e : B g o : norma de algebra de
Veamos que ) implica vi). Sea |. | una no :




donde T»8

roducto Jordan

&R & en %
» 4 en 1 tenemos que

1 5 y
) €8s un elemento de B, v también:

e STH,. D

P tanto: . I, G Bl (T CREUN B I P

11 \J < H' il l ' i & x I, cony' T € B, a4
de estsa desigualdad,

siguiendo un razonamiento analogo al

» tenemos que existe M > 0 tal que

7\
H Te | s M | l | = |, para T en ® vy @ en X,
~

Como la inmersién € —— @ esg homeomérfica por hipdtesis, tenemos

~
existe un nimero p > 0 tal que: el zp]e I, € £, que junto

la desigualdad anterior da: 4 H T ” =M I i I " ® H. para @ € %,

M i ;
T &3, luego - #; lo que prueba que B tiene

minima topologia de la norma como algebra de Jordan normada.

La equivalencia entre las conciciones iii) vy vi) del Teorema 2.4
permite demostrar una primera generalizacién Jordandel Teorema 2.3.
Previo al enunciado del Teorema recordemos que s8i &€ y 3 son dos
algebras agociativas y ¢ : > & una aplicacion lineal, se dice que

. 2 A kg plab) = q)(u)-gp{&}
® es un homomorfisn Jordan cuando cumple que: plasb) =

para todo a, % € 4, donde la notacién @+4 denota el producto de Jordan

en 4 y 3&.

o b sociativa compleja, B algebra de
2 5. TEOREMA. Sea #d una @-algebra asociativa compieja, un alg :

v o

; ‘nimal idad o ilg
Banach compleja, prima con zocalo no cero | minimalidad d

1sm yrda > T
t logia d la norma, sea @ wun homomortfismo Jordamn entre z
OpPoiLloElLd (= ¢ { .

g ./ ; nces © es continuo.
verificando @(d) 2 soc(3), entonces ¢ '




+
Jordan «

p(d)., € eg semisimple (véase Nota al

onsecuenclila mnor la I"""“"l_‘i"lllin B :{.-': E'{l‘l‘“l‘} ey "='T‘}‘i1du.

Lomo consecuencia del Teorema 2.1 y del Teorema 2.4 [iii) some vili, B
. 2 A i m———— 1 ]
lene minima topologia de |

: horma. Por tanto a partir de agqui la

lemostracién puede concluirse igual que en el Teorema 2.3.

Nota. Puede [JI‘()h.’i rse que al é],gehpa de Jordan g = 'p{‘gd) es

semisimple como sigue. Por ser % prima, M = soc(®) es un ideal simple

de #. El algebra de Jordan M también es simple como consecuencia de

[Co¥i Lemma 2.4]. Sea I un ideal del algebra de Jordan €. Por ser M

ideal simple de € tenemos I n M = {0 o bien I nM =M., Si I n M= {0}

entonces como I*M ¢ I n M = {0} se tendria que I < An(M), por [C-Y:

Lemma 2.4]; pero An(M) = {0} por ser ® prima, luego si T n M = {0} ha
de ser I = {0}. Asi, todo ideal de € no nulo contiene a M.

Si ahora suponemos que 1 es un ideal de 8, que es casi inversible

inv(g inv(3) 7 n

en 6, entonces tenemos que c g-inv(3 ) g-inv(®), 7 e

consecuencia debera ser I = {0}, pues en caso contrario se tiene que

4 £ 2 . X 1 =
M clIcaqg-inv(®B), lo que contradice la semisimplicidad de 3.




CaPiTuLo III

b ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS COMPLEJAS ' NORMADAS

COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.

o

<. TEOREMA DE ESTRUCTURA PARA ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS,
COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD

DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA.




1. ALGE 5 ) D4 ' LGE
GEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS
)

PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.,

\ 1 ( 5 0o _ raohrao .
unque las algebras de Jordan no degeneradas primas con zécalo no

cero estan convenientemente descritas lO-R; Theorem 18] no existe, que
nosotros sepamos, un Teorema de representucion satisfactorio para
tales algebras cuando se afiade la hipétesis de aser complejas normadas
completas., Conseguir ese Teorema es el objetivo de esta secciédn.
Nuestro punto de partida se encuentra en los trabajos de
Osborn-Racine [0O-R], ¥ A. Fernandez [F] que permiten clasificar en una
primera aproximacién las Algebras de Jordan no degeneradas comple jas
normadas primas, con z6calo no cero. Al anadir a las condiciones
anteriores 1la hipdétesis de complitud conseguimos un Teorema de
representacién para esta clase de algebras que es un version para
algebras de Jordan del Teorema de representaciéon para algebras de

Banach complejas primas con zdécalo no cero [B-D; Theorem 31.6]1 y [R;

Theorem 2.4.17].

Sea « un algebra de Jordan:; un idempotente € € d se llama un
B SR gl -
idempotente de divisidon (o completamente primitivo) si Le(d), que es

un algebra de Jordan con unidad €, es un algebra de divisioéon. Se dice

que # es un algebra de Jordan no degenerada si para a # 0 se verifica

i e i a shre o degenerada
que ﬂu + 0. Se define el zbécalo de un Algebra de Jordan n g r:

i i 5 mini 3 - r se a por
como la suma de los ideales interiores minimales de 4 y se nota p

1 i “1OTEeS 1 1 B =]
soc(4) Por supuesto si # carece de ideales interiores minimales st




entiend: 11e
. Se prueb: B Y -
I Logque el idesn] endendrado
POr un idempotente de d '
( Alvision es un algebr ]
. ora simple y soc(d) coj '
h ) incide
Con la suma direct; i
£ a ‘:i(‘ ll]‘v“ !l’ll"i]l' 3 5
i ales simples de d que contic
3 onclenen

idempotentes de division,

Supocnga el ¥ : ]
] mos ahora que # es un algebra asociativa: teniendo en

cuenta que los idempotentes de divisién en o y

+
en & son los mismos,

que # es semiprima si v séle i i
1 es emiprima si y sdélo si € es no degenerada y que todo ideal

simple de « también es ideal simple de d [F-R; Proposition 6],

; +
N & A : £
deducimos aqaue & Yy o tienen exactamente los mismos idealesg simples que

contiene ide . e :
nen idempotentes de division v en consecuencia,

soc(d) = soc(«dh),

Si & es un algebra de Jordan no degenerada prima es claro que
soc(#d) es el uUnico ideal simple de # que contiene idempotentes de
divisioén. En particular si (%, ¥, <, >) es un apareamiento y # es una

ibalgebra de L(Z, Y, <, l>)+ que contiene a FL(ZX, ¥, <, >), entonces «
un algebra de Jordan no degenerada prima, y tenemos que
gocid) = FL{X, Y, <3 »).

Si # es un Aalgebra asociativa con involucién ¥, el conjunto

z u*} es una subalgebra de i y si 4 es semiprima
es sabido que * 2: Proposition 2.6], soc(Sim(d)) = Sim(soc(#)). En

particular, la situacién que pasamos a considerar es de interes para

nosotros.

Sea ¥ un espacio vectorial complejo y <, > una forma bilineal

< ye £ v ¥ —— €, no degenerada; en este caso el apareamiento de z

9 - - 4
: 3 - 5 e y se dice
consigo mismo respecto de <, > se representa por (X, ; S ¥

i: . . 3 ey 3 4 : < > g
q = } ; s & C 81 ldf’m'-]i-. es n()rm(l‘i(_) 1 es
ue ( ] < y > ) es un espaclc au -[)fil.‘ 1L s - s

" 4 il - r n S )
stk inus se dice que (X, <, ») €8 un espacio autodual normad:
o se » que ,




tanact , / ;
z'i.}.l 11 .m\mju.:/ 0g un espacio ;1”1,“{”.}! normado =
completo

[](ll{l' Ln esSPAC] L
1 gpacio aut { 3 [ & 3
I odual iy Ry iy representa al
conjunto de los operadores de L(¥) que tienen adjunto regpecto B s
. : = e o ’
1 g11e S ¢ . & d s ]
1gualmente, FLdE, ¢, ») representa el conjunte de los operadores en

L%,  « >) que

tienen rango Tinito, .

Kotese qua T . T €S una

involucion en i R R

] /

Con Bimfl(E%, < >)] notamos el conjunte de los operadores en

iy ?) que son simétricos, es decir, coinciden con su adjunto:

SimiLtE, <, 3§} =24 T e L1%, € %) B T*}.

Con la notacidén Sia[FL(Z, ¢y 2)] representamos al conjunto de los

operadores simétricos en L(%, ¢, ») que tienen rango finito.

Sim[L{(¥, <, >)] se considera siempre como Algebra de Jordan,
+

subadlgebra de L(X, <, >)

Segiin lo dicho antes:

soc[ SinfLilL, €. %1 } =rsinPFRL(E: s

Mas en general, si # es una subalgebra de Sim[L(%¥, <, »>)] que
contiene a Sim[FL(ZXZ, <, >)] entonces # es un algebra de Jordan no
degenerada prima y soc(d) = Sim[FL(ZX, <, >)].

Cuando (¥, ¢, »>) es un espacic de Banach autodual se tiene, como
consecuencia del Teorema de la Grafica Cerrada, que L(Z, <, >) es una

subalgebra de BL(ZX).

F‘.."J t.,d.r‘:?mns llltfjrega(i()f‘) en O F‘Spa{‘ 08 c'illl D iua}PS pf’lra 0s q B
€ . l S O« l u
1 i € 01 a t) I ea l € sime t 1 ca. & > - & > ara

cualesquiera # e 4 en T,

isimétrica: y = - @ >, para
ii) La forma bilineal es antisimétrica: <&, 4 / <4, el

cualesquiera @ e 4 en X.




10 autodual

TEOREM A i p ' : : "
EOREMA. Sea # yr algebra de Jordan compleja normada no

aegenerada prima con zdcalo no ro, entonces d estd en uno de los

un algebra de Jordan compleja finito dimensional simple.

el algebra de Jordan de una forma bilineal simétrica no

degenerada v continua sobre un espacio vectorial complejo normado

infinito dimensional.
iii) Existe un apareamiento de espacios vectoriales complejos

>) tal que A es (isuvmorfa a) una subalgebra del algebra

+ ;
de Jordan L(%, Y, <, >) que contiene a FL(Z, 1,

1v) Existe un espacio vectorial complejo autodual, simétrico o
antigimetrico,” (X; <. 3 tal que #d es (isomorfa a) una subdlgebra del

dlgebra de Jordan Sin{L{%, <, >)] que contiene & Sim{FL(Z, <, >)].

. - = B # 3 3 - T =¥ =] \'". ¢ <)
Demostracién. Sea J = soc(d); tenemos que J es un algebra de

: - e contiene idempotente de
Jordan comple ja simple normada que contienc wnl idempotente

: S > re s a alguna de las
givieion. BSe wverifica entonces qus J responde a alg :

siguientes descripcicnes: (véase [F; Lemma 1] y su demostracidn)

a) J estd en alguna de las situaciones T ii) ante
consideradas.

i o y 5 = jos
un qpf—.rl‘;irguiu“l:) de espacios vectoriales (,()m})li of 15

que J es (isomorfa a) FL(X, Y,

. : j € ; simetrico o
Exist un espacio vectorial complejo autodual, sim
ixiste 28 i : ,

s 2

. P 3im[BPLI( X
tal que J es (isomorfa a) Sim[FL(&%,

antisimétrico, (X, <, 2]




apartadq ; ;
Pa S rx‘,.1{“:{.‘4::

situacidn descrita por los apartados
16n puede extenderse siguiendo el argumento
un homomorfismo inyectivo de o
en HamiL(X, <, >)] en el caso

respectivamente, a los apartados 1ii) v iv} para

THOREMA . Sag @ (o |||I) un algebra de Jordan compleja normada
completa no degenerada, prima con zdcalo no cero. Entonces # estad en
alguna de las situaciones siguientes:

un algebra de Jordan compleja finito dimensional simple.
el algebra de Jordan de una forma bilineal simétrica no
degenerada y continua sobre un cspacio de Banach complejo infinito
dimensicnal.
|} Existe un apareamiento de Banach complejo (X, Y, <, >) tal
+
que ¢ es una subdlgebra del 4dlgebra de Jordan L{X, VY, <« > ) que

contiene a FLI(Z, Y, - la inmersion de (4 |) en

i, L ?I" ‘Uu i ki I . I.1 J es continua.
\

iv) Existe un espacio de Banach complejo autodual, simétrico o
-
>) tal que A es una subalgebra del algebra de
que contiene a Sim[FL(ZX, <, : v la Iinmersion
continua.
demostracion de

Demostracion. Es : Le { lacr :

Teorema, a la




espacio
Banach autodual,
ondiente espacio
€8 continua.
que obligan a considerar
sltuaciones para «. Fn
Teorema 1.2 eh tres

Jordan complieja

realizada como subalgebra de un
conteniendo a FLIZ. 1 ' >}, donde
vectoriales w,mp](:‘_jf\‘;;.

todo 4 en Y, @ 4 €

puede

1’;,

tenemos

t odo 4 ! k”:’ =




que

nul e .4

JO e

|1'\‘.].l

por

Tomando ¢ en

tenemos qQue, para @ en &y o8 e s

también es gonbrevect iva

y A g

én consecuencia,

somorfismo del espacio vectorial Otcliente

PP g y (F 1y ot h o«
rrad: E€ELn se ha visto, por lo gue

riente un espas normado completo, por ser

M . . = :
trasladar mediante isomorfismo anterior la norma

obtiene una norma completa en que notamos

P,

1y ¥

|
Gt

i
Z |

 dnfel T ¥ - T f Ta s

Notaremos 2 la subalgebra de dada

Definiendo para S en % tenemos que

algebra de Jordan cowpleja normada completa. Por otra

gue LY, X, En lo que sigue 9 es un vector

Por analogia con uacion antes

Y.

definiendo para

Y4 en
I T |

Banach.

l¢| := inf{ g g ¢ 9 9 3 = intd

se (‘,I[lt if“ﬂf‘ p:;'p;l -il\ \"]|.

I'IL]('

Vamocs a probar ahora que la forma bilineal

Ea!'w?)él e que

continua.

entonce

icacion i6n uniforme

%o hia
U de
z,
nicleo
dicha
&/ M

d/M con

censiderada, es

Y de

separadamente

aplicacidn

manera que

por lo que la

el subespacio

aplicacion
sobre I,

la norma

d completa. Al

de #d/M a % se

gue viene dada

por:

(B, |.1) es un

parte es claro

e nulo fijo en

facil ver que,

£ x Y en € es

continua
una

Banach,

la

concluir




para cualquier T en « ta] que Tuze
1 fe il
4 h | 1 l» para todo 4 en Y, T en o
tEl que Ty = ¢ > donde tomando infimos en Ja variable T de esta

=’!““‘ﬂ.i'_;liuli1.ixi, { 108 | ¢ - |
mos : ; : > ¢4 | |#|, para e en X, ¢4 en

Analogamente se prueba la desigualdad | <e, ¢ < 3| e o w I 14!,

X, g en ¥,

La primera de las desigualdades da la continuidad de <, > en la
primera variable, mieatras que la segunda desigualdad nos da la

continuidad de ¢, > en la segunda variable.

oe ha demostrado asi que (%, ¥, < >} es un apareamiento de

Banach.

ver es que L(¥, V¥, €, ») esté

Consecuencia de lo que acabamos de

contenida en BL(ZX) >) esta inrluida en BL{Y).

Simbolizamos por i| la norma de operadores en BL(Z) v en BhlY) . ¥y

¥
para T en L(X, ¥, cribimos MEx 4|74, 0T 10

Para concluir esta apartado I {fi probar que la inmersién de

"

i( FCE -l A3y ]|J s continua.

. i ; etoc SMOS ¢ icar
Puesto que ambos espacios normados son completos podemos aplice

5 £1 - T a sucesion cc rgente a
grafica cerrada. Sea *)il“} una sucesion onverg

1 Teorema de la

que {E F converge a F en ( e

n
En virtud acotacion

hecho que de




que 0

legeneraci ‘'orma

IT. Ea este apartado

algebra de

donde (X, >) es un

Para @ e en & sabemos

Y

operador sobre % definido

Como la forma

‘

(§ .B) (2) - <2 @ > ¢ =

cual & € & es

$* 9

resulta que este operador

esta en 4 para todo 2 en

51 % 80io 8 & =

S en #4 se puede

facil calcular que U% (@

y a6lo si
20

I

N, t

Dado un vector

que converge en (4,

i para todo 1 ¢

o BL(A),

en

&) .,

tod

.inki.lli;l:_'l de

par

bilineal,

consideramos

Jordan Sim[L(Z,

espacio

por

bilineal

simétrico,

esta

i

hacia

que

SLLE) lo

{1(.\?'

lene gue {T“ converge a Fe

tenemos que

Y para cada T o 4 en Y. Se

concluye

8 Ttodo # en % 4 en ¥, luego por la no

se sigue que F =

0

A4 realizada como subalgebra de un

>)] ¥ conteniendo a SimlFLEE, <. %],

vectorial complejo autodual simétrico.

que (& = 4 ©'@, donde 4 '@ es el

(4 @'¢) {(2) (&, 2 )

4.

,

<, > es simétrica tenemos que

: *
{4 ) (2], Asil (=& 4) 4 ® &, por lo

v como también es de rango finito

en #. En particular, el operador 2 © @

Ademas, por 1la no degeneracion de <, >,

0,

considerar el operador d — #, Es

HS :

S«, por lo cual u% (& @ @) 0 si

.

{s b de elementos de

n

en £ v una sucesion

un elemento S de # y verificando que

enemos por la continuidad de la aplicacion

= im ¥ : en particular
lim q ¢ [

U
S

9 = 0 todo
3

\hora bien, (@ @) para




Slgue

————

T

tal

iene que

El

nucieo

‘ﬂ d ,"1110

por
onam

que, defin

resulta que (Z, !

la

Veamos

norma anteriormente

Tomando normas

Gl

il B2 e 82 | <3 || 8

Por otro

e d, de donde

n

sigualdade

inf im

ymando

Tt

continuidad

i. Hi!-l,

tomando

o SR ' rector s
A 2 ser un vector no pulo, fije sn ¥ f.a

de o en ¢ es 1i : :
: & ineal v e g evean y i :
y es sobreyectiva, ya que, si

# 0 entonces a #

pertenece

0, tomando 2 en ¥ tal gque <z, 4 >

=:x Vrd

e

% estd en &, v Tu AL, PR+ U, @ >z @,

on lineal el

),

aplicaci es subespacio vectorial de

que va hemos visto que es cerrado en

iento igual al empleado en el apartado I anterior,

iendo para @ en &

f
1

le|] = inf{| s | d, Su = &5,

) es un espacio de Banach.

la forma bilineal > respecto de la

f‘]:‘

definida.

tiene:

£

en la igualdad “q (@ & ) Sa& Se, se

@ | para @ en &, S en 4,

T
|

| =

gi # esta en 2 (7 Foan Gl

normas simplificando resulta

L ¢

| ; i i S o
| Z h para Z en &.

tiene que:

1=

¥ v 8 en d. En particuisg




¥ 2 J| ¥ por tanto

|4|. Se ha demostrado

un espacio de Banach autodual,

Andiica & 3 :
ieduce gque Li(¥, <, ¢ BL(YX) ¥y, en particular

Veamos que la inmersia b v a .
1 ion de (4, [.]]) en (BL(%), 1.]) es continuo.

Como ambos espac son completos

se puede apiicar el Teorema de la
graf o o i Vo : i 5 e

grafica cerrads. Ses una sucesion de elementos de # que converge
B2 S.en (BL{LZ): |-1L Para @ en T en &gl

tomar i ‘mas en L gus ¢ ' i 1§ ]
OMAr normas 1 \ i1gualdad ?Q v simplificar,

donde se deduce que

rte, para @ en I tenemos que {8 @} converge a S@ en
n
por la continuidad de <, > se sigus <8 @, 4 > converge a
n
§ > para @€ e 4§ en &,

Teniendo en cueni.a que <S5 @, ) <@, ¢ > <5 ¢, e >, se
i 1

ni

cbtiene que <Se, ¢ ° (S 2 > . 4 >, para todo @ e § en ¥X;
ltiiapgn '8 = 8, ¥ 9 es un operador simerric

Como <Se@, # > = lim <S @, @« > = 0, para todo @ en X, obtenemos

n

gue lIa forma bilineal simétrica (&, §) —— <S¢, 4 > se anula en la

. G, - ar do € en I e
diagonal, y en consecuencia es nula: <Se, ¢ > = 0 para todo & en

; f : S A gse tiene que
4 en g, luego en virtud de la no degeheracion 8 : 1

. : . = Ale g ok e
i ‘iU"r"'“‘]“ e |'(}!1&1i‘!“"":1 94 ?'I‘Zilll'w’“';l COmo \‘l!}“|1—‘|’t|]!)l de in

: e S
I | S conteniendo a Sim[FL(ZX,
Joraan o 1




@), por

como es de rango

otemos tambien qu y:2
1 | en Simill .

>y por lo que <(Se, & >
un calculo sencillo permite obtener

4 - 4 £), ycomo @ @ 4 - g V@ =0

81 @ e 4 son linealmente dependientes se deduce que

= 81 v 5610 g1 (Sa, A om0y

de aqui se deduce,

forma andloga a como en el apartado 1, que el conjunto

Ker U cs cerrado en 4.
& e & '

En lo que sigue, ¢ denota un vector fijo no nuloc en ¥. La imagen
la aplicacién lineal T —— Tu de # en ¥ es el subespacio vectorial
e £ definido por ' ¥ : <&, 4 > = 0), Esto es asi porque, si @

o

en X es tal que <@ p 0, tomando Z# en % tal que <2, 4 >
resulta que (@ 7 Z G @, y por otra parie, si @ a8 de 18
forma T4 para algin T epn entonces seguin se ha visto antes, es
2 e e
Sea v en ¥ t: - L > = 1, v mantenemos fijo este elemento
que sigue. 2 en 2. el vector 4 = & - <@, 4 >0 osth eh W §

@ = a + <@, 4 > se deduce que Fo= WD

eo de la aplicacién lineal T —— Tu es el subespacio de o

. i an o % g cerrado en #,.
dado d o 8sui= 0 :’ que, segun s ha visto,

: Gy ‘1|1'l‘i':"|'“" esulta que , d'"’f“‘.tl“lldu
Razonando como en e LR i i :

| obtiene que
\""I




para 4 e b :
3 : LEene que

5 un espacio de Banach.

Vamos a probar la continuidad de la forma bilincal Copo > Pairta @ 8

caleculo sencillo nos permite obtener la igualdad
(@ © 4 -~ ®), de donde tomando normas se

- 4 @ | para
tomando normas en la igualdad
2 (Be, ¢ ) D 4 4 2), se obtiene que

¢, e gen ¥, 8 en ,

Z + M, Para todo 8 ep W tal due 8d = &
tenemos, haciendo uso de ultima desigualdad que

- 4 %4 | para 4 en £, S en 4, con

Tomando ahora infimos en la variable S en esta desigualdad se

uenc

REEERLE

sjucy-youls fvoy-vovl] el

la continuidad de ¢, > en la primera

A

De esta desigualdad se sigue

antisimétrica resulta que £, es

rariable, vy  COmOo

separadamente gcontinua, ¥ €h consecuencia es continua.

Se ha probado asi que ) es un espacio de Banach autodual.
Se he robado asi , )

0 ncia de 3 Gisme HIEED L %) egté incluido en BL(X), ¥ en
onsecuencilzs ;] bk = ju J

particular # ¢ BEA( &)

i sion de (o ' ") en
i 1dad , a inmersidon de (a4, [ o
Para probar la continuidad d¢ |

actend go de la
1 | ) razona COMO el ”]”-"‘1“'“{“ haciendo us
i Qe az ¢ (




Queda asi conecluida

la \fi-llll'l‘-‘Tl‘:ln'inll de |l

Teorema |




TEOREMA DE ESTR" *TURA DARA ALGEBRAS DE

JORDAN NO DEGENERADAS

COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD

DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA .

El objetivo de esta seccidn es mostrar que, cuando en el Teorema
se impone adicionalmente al Algebra # tener minimalidad de 1la
topologia de la norma, entonces los parametros de representacién de o
en dicho Teorema estan obligados a ajustarse a condiciones
restrictivas, que obligaran finalmente a o a tener, de hecho, minima

topologia de la norma.

LEMA ([B-D; Theorem 37.19 y Lemma 37.21] Dado un espacio normado
gttodual (X, <, ) tal gue fa"f&;, 4 ‘\f < ]'[ @ " j| y “
| para todo @ e 4 en £, existe una norma q sobre X
que verifica:
i o(e s & |, ©« en X.
ii) aie] = supl |de, ¥4 I e e X Hig! S ]
particular |<e, 4 >| s q{®) a(4), para @ e 4 en ¥.
iii) dade T € B8imn[11Y, £, 311 ¥ tal gue T € BL{R, l.ll) también se

<

o ol ; s ge ha notado
rifica que T € BL(E, q) y ademds q(T) s | T |, donde s
ver a8 L :

1 o] ) ) . 085,
l rma en £ v la correspondiente norma d¢ operadore
igual una norm: &

: . et dal]
i e en las referencias antes citaca
Conviene precisar que, r




no ""ill*‘.itil‘!;

embargo, un breve analisis de
argument e
| suficiente para que

]"‘Hillf:“{n;_ "-i"_'lll‘u

situacion arriba consi derada .

un espacio de Banach autodual,

Equivalen:

£ es minimal entre las normables que hacen

¥ ~
canopica de % en % ® ——— P

r L |

inducida por la

forma bilineal ¢, > es homeomorfica.

hacen

iii) La topologia de ¥ es minima entre las normables que

continua a la forma bilineal ¢

]

La aplicacidn } es un homeomorfismo sobre

Toda swbalgebra B de Sim]L{E, ¢ > ¥ que contenga a
>y tiene minima topologia de la norma,
Aleuna subdldebra B de SimiLiX, < »)] que contiene a

>)] tiene minimalidad de la tcpologia de la norma.

Demostrac . &n. sSalvo renormacion equivalente de ¥, podemos suponer
‘ ; | - : 0 consecuencia
cuando sea conveniente que |[<&, ¢ il Bl € | || ¢ | Com !

t i articular en que ¥ = Y, sabemos que
del Teorema II. 1.5, para el caso particular en que v,

También es claro que iii) implica i) y que

v )
4 demostrar que 1 implica 1ii) y que 11J

M R e las cuatro primeras
lica [ 1 cual resultan equivalentes las cCi :
implice /

. i ~1ip
3 1 BT 1 > mpilca
: ~nL~IH] L ];l (j(‘:“i‘r'-.l racion L 5 ”‘{«) (lllf ]f} 1 ]i i C
: . o D 1
rondicione




c|t"‘!:"—*l"';' I -
Wion q denotard 1 posme

Lema anterior, Notamos igual una

norma dual Y nhorma de oper

radores.,

implica i h i
:!‘i-‘; l“ r - > 3 1
| ontinua a la forma bi] ineal

. 1
\aemas {
Lcenemos poj hipétesis hecha que la

h{ (1 ¥ Ser e 1V
: ( . Mt o ? 3
! quivalente a || ; “ En consecuencia existe un numero

o81tivo o tal ' 4 - ‘
I O 1]l que “ & “ S5 « q(2) para todo @ en %.

~

Por 0O l i 5
| 2] := sup{ [<e, 45| : | ¢!
2 supd l<e S Gt
Py £, 4 yoagla) < IF-———q{f&} z
(€ 4
en donde se ha utilizado el Lema 2.1 - ii) para la dltima igualdad
5 ”

Aci o o ’ - "

Asi pues || e s o J| @ | para todo @ en %, corndlo sl 1.
inmersion {continua) de ¥ en % inducida por <, resulta se-
bicontinua.

ii) implica iii). Sea |.| una horma en %, ¥ supongamos que existe
M 0 tal que <&, ¢ V] M || |4| para todo @ e 4 en %. Queremos

provar la continuidad de 1la identidad de (X, 1.]] en (E, g1,

3 . e X
Consideremos la aplicacién 4 —— 4 de (%, "l!) en (X, |11 7 la

continuidad de esta aplicacién se obtiene facilmente haciendo uso del

Teorema de la grafica cerrada. Por tanto existe un numero B > 0 tal

=

Fat
que |g| ) n 44 || para todo 4 en Z,

~
Tenemos asi |<e, ¢ > = lg] |el = 8 || 4 1 |@]. ¥ por tanto

~

1l « || s 8 [=2].

existe k > 0 verificando que ]2 ® || z k " @® ||

¥y = = tal que
k

Como por hipdtesis

@ en ¥ se sigue que existe un numero positivo

< y || para todo @ en X, como se queria demostrar.

entre los cuatro primeros

Queda asi probada la equivalencia

enunciados del Teorema.




implicy suba | ; i
i | subAlgebra de Sim{L(Z, ¢ )] gl

contiene a Sim[FL(Z, Lo ‘ _
*{ Una norma de Algebra en 8. Se

onsideran entonces las siguientes desigualdades:

5 3
Te, ¢ >| < -3 |p| |

| |m'+4(;) : (frti+g\] * |{u:—q] {ﬂ:-yJ[J

simetrico, y

€|, para el caso antisimétrico, donde

estan en & v T en B,

estas desigualdades ya se obtuvo en la demostracién

del Teorema 2 La primera se deduce de la desigualdad ya conocida
’ 7 R . ; A et "
(i, = > = 3 |T | |4.£ © €| sin mas que tener en cuenta que, al ser

(¥ 93 —— (Te, ¢ > una forma bilincal simétrica, se verifica que

I'd

<T<£,g>:—i—)t<"r(f&:+q),4z+q>-~ <']‘(e—g),frr-y>J.

De acuerdo con las anteriores desigualdades s¢ concluye la
demostracién como en el apartado iii) == vi) del Teorema II. 2.4.
Finalmente veamos que vi) implica ii). Sea 3 una subdlgebra de
Sim[L(ZX, >3] que contiene a 8Sim{FL{X, 2y >)] ¥ que tiene
minimalidad de la topologia de la norma. Por la condicién iii) del
+ : _ '
Lema 2.1 tenemos que 3 es una subalgebra de BL(X, q) , y por tanto g
es una norma de Algebra sobre ®. Como ademas se verifica que
gir) = " T | para T en 8, por la hip6étesis hecha existe un numero k>0
tal que | T | s k q(T) para todo T en 3.
Fijemos 4 y # en £ verificando que <4, 4
antisimétrinro tenemos, para cualquier @ en ¥ que
gty e donde se sigue
(& ¢ @)(v) = & - <v, @ >4, de dac
) <
veel| o]+ lw e>| |ul]s

@®) || Y " + ql(v) ql2) ” U ||




tiene que dados
g i

Haciendo uso
que . / -
Jue q(z) ” z | obtenemos:

qle) qfu) | | + atm) | u | que) <

| « I 1 v (1 + 2k) ql(e),

i ST : " y
o bien § @ H S M gq(®) para # en X, donde M = || u | | I 11 + 2%y, De

esto se sigue Aaria A
gue, hacie ndo uso de 1la condicidn i) del Lema 1 que
ae JEME e ' 5

i) = 4up<!<€, Y \f sk i) A 1> ' sup{|<m, Y >l : “ 4 " = M}
=Msup{|<e, 25| : Jz|s1b=m]e],

% Fal

de donde, finalmente resulta que | @ " sM || @ | para todo @ en

~

cual prueba que (a aplicacién € —— @ tiene inversa continua

tanto es homeomérfica.
En el caso simétrico se razona igual que antes partiendo de la

iguajdad: (& © u U ® 2)(v) = @ + <v, @ > 4, y se llega igualmente a

+
~
” e | sA @ en L,

que H ‘& -

Con lo cual queda concluida la demostracién del Teorema.

Teniendo en cuenta que para un &algebra de Jordan cuadratica
4 = (£, f) las normas sobre # quz hacen continuo el producto inducen,
por restriccion, normas sobre ¥ que hacen continua a la forma bilineal
que, reciprocamente, toda norma sobre ¥ que hace continua a f
determina, salvo equivalencias, una Unica norma en # que hace continuo
el producto y cuya restriccién a ¥ coincide con la norma de part.da,

podemos enunciar como consecuencia del Teorema anterior el siguiente

Corolario.
de Banach autodual simétrico

5. 9. PDOROLARIO. Sea (%, £) un espacio

FA IR




‘rmiten enuhciar el

mpleja no degenerada,

minimalidad de la

isomorfismos

topologicos

compleja finito dimensional

o de Banach comple,jo

la inmersion canonica
b e
inducidas por la
manera que ®# es una

conteniendo




b 6

I
i

iersiones

norma

bicontinua; ademés es

equivalentes en «,

en
Puesto que

Teorema

h? l{l‘ 1

particuiar

£ iy %

norma. En 1la

orema la

condicidn
situacion

S€ concreta en que

homeoméorfica, En la

adicional de

implica, por una parte, que la

) cuya existencia

facil ver que |T|, |T*! y |T]

d

existen M ko O talegs

Pk %

&, para todo 4 en ¥, w

I G se obtiene las

que

inducidas por la forma

en la situacion iv) del

-de una parte- salvo

que

de SimlL{ws &, 21l gue

norma que contiere @

Teorema se aplica para

forma bilineal es

la




degenerada,

prima

minimalidad de ]a

norma. subalgebra ¢ g tel aue B o soc{d),

la norma.

amos ajo s potesis del Teorema 2, g

alguna de las cuatro

-

s1tuacion la tesis de nuestro Teorema es

cons<ccuencii finito dimensionalidad de 4

situacidén jii) soc(d) = d, por ser o simple y soc(#) un

ideeal no nulo; luego la afirmacién del Teorems es consecuencia del

Coradario 2. i Pl

Si # estda en la situacion iii), entonces se aplica el Teorema
directamente, justifica la Tesis del Teorema.

¥. finalmente, 81 # esta en la sithacion dvi, e} Teorens

vl] demuestra nuestra Tesis.




Capituro IV

1. UN RESULTADO SOBRE CONTINUIDAD AUTOMATICA.

2. ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS COMPLEJAS NO DEGENERADAS,

NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.




L. UN RESULTADO SOBRE CONTI)

NUIDAD AUTOMATICA.

'sultado ACETohH de Ta
que intervienen los
topologia de la norma.
resultado se utilizard en la
que aqui, como una consecuencia interesante
s
mos que las JB -algebras no conmutativas tienen

minima top de la norma

una @-algebra de Jordan no conmutativa compleja, B
un algebra le Jordan no conmutativa compleja, normada completa,
semisimple y con minimalidad de la topologia de la norma, y f un

epimorfismo de d sobre 3; onces ¥ es continuo,

mos por el rol: T 3.13 gue Keri(f) es un

cociente d/Ker(f) es una

i}u{‘.it-ii'!“

+

n I‘vs-‘H! La

homomao




:f.'fg.‘ [« ) S Q 1

af S LR Y, i g oontinua decir,
Numi

P

tal que |e 4 S(F)| s M| « I, para todo

el Teorems 1.3

ge verifica que rl

|(’£): 0
como (3, |. €8 una g-algebra, por

ma sple/B) eén consecuencia @

inversil tiene asi que un idea

L

de
rmado po -inversibles v por tanto:
2 n S(F) © Rad(®)
definir una nueva norma de algebra II sobre
fun acabamos de ver, tenemos que
i para tcdo & en 3.

Puesto > B tiene la propiedad de minimalidad de la topologia de

norma  se  sigu gue existe unh numero positive k ' tal dque

| s k161 para todo &

o lo que es igual:

;, para todo a en «,

continuidad

un Aalgebra de Jordan no
dotada de una involucion
p ¥ lineal di periodo dos)
@ & antiaut ) |

;f'i(-.l“.!‘ que 1 ¢ ‘:‘. I 1 | para todo

un resultado




conmutativa una norma de

una -algebra.

Demo FAC1ON . s la completacién de (o, .i) tenemos que

?;I.!(.]j’?w }' < Hrli}.": |A£ i Jolg :-‘!i)f’.-’/hﬂ) } = l"” ”{(1)

todo @

Por otra parte, es sabido que todo elemento simétrico

Gt X : * :
una JB -algebra no conmutativa engendra una C -algebra conmutativa, vy

un resultado l'il-"}‘-]t!.:

X : e
~algebra conmutativa 3 es minima

Kaplansky [Sa] afirma que la norma de wuna
g entre las iormas de aAalgebra

sobre 3. Dado a en # podemos aplicar este resultade a la

-algebra conmutativa % engendrada por elemento simétrico
] ¥ ¥
5> (@ a + aa ), para obtener que

'

]
“

Ll ; 1
También es sabido que —— !

2 % e
En consecuencia obtenemos que | a |° < 2}a sl £ 2la I |(1[,
todo @ en 4. Por tanto | un”" £ 2id ”] |ﬂ”} cualquiera sea n € N.

: i , . A e i - / -
Extravendo raices enésimas tomando limites, se sigue

-

(r'" ||('1,’}' : : r‘l,lfﬂi. y haciendo uso de que ol g

\

( : X \ ke 1
T ‘ R Ml o {aa) rp LG} con 1o
enemos Illl ”(”)] & I “ ”l” I 1 I {a) I " ” J bs ‘ ’

i

(a) para el . Yy en consecuent

; \ Teorems I
r“5| “i-l! = supq|A| ¢ 7 : ; ot
g

concluimos que ('Al

1 ] oV |
nmutativa 4 tiene minimalidad
{ B 1 ¢ [




ec i

lsometri &8s l‘f\lil‘}ll}ﬂ]tj&q que “ a ”

| |
;-ﬂ S0l normas equivalentes

v (Y 11+ ¢ 1 Tre - rAQ g
conmutativa # es semisimple, pues

: ; ¥
Rad(#) ¥y en consecuencia ia sa es casi

'Y
luego r{a «a) 0; ahora bien, para

radio espectral coincide con la norma,
que en virtud de la desigualdad antes usada

implica que

un resultado debido a
o ; S :
que toda C -algebra tiene minima topologia

yrma. De hech nuestro Teorema cuando se particulariza a una
; + ¥
algebra o , simetrizada de una ) bra #, nos di. e que toda norma

" * .y . :
de algebra en « induce % ygia mas fina que la de partida, y es

en consecuencié (1 . resultado citado de Cleveland.

TEOREMA ‘oda JB -dlgebra no conmutativa # tiene minima topologia

| ¥ O

norma.

H - 1
i S oF yrma irtud de los
Demostracior Sea | una norma i

de aplica la identidad

3 N
un nlimero positilV ’

nlendo




naturaleza
onmutativa o tiene
norma de algebra en «

Teorema de

ompleja normada completa ¥

elementos hermitianos de «
para d € & notamos por V(a) el
subconjunto de € dado por
Cuando se verifica que

No es dificil wver

una V-algebra

afirma que toda
On

mutative que con su norma Yy

Hid)), es una

producto de
Si 4 es una

pr-rn%u(-i O




unica

(W],

i

N

normas son equiva

para ambas normas,

‘orrespondientes normas

2 ‘. ' 1 ' ‘ ,
Como (d i-1) es una IB -41gebra

una V-algebra. De otra parte la

|.1) disminuye normas
que también disminuye rangos numéricos,
una V-algebra : por el Teorema

L S
una JB -algebra

X . : b
norma de una JB -algebra no conmutativa

I.| en ﬂ*t, y con mas razén |.l = |.]| en &,




ALGEBRAS DR i AT
n DE JORDAN NO CONMUTATIVAS (,'OMP].,E;J:\H, NORMADAS COMPLETAS

£y

NO DEGENERADAS PRIMAS CON ZOCALO NO CERO

algebras de

dificultad principal se centre
lasificar ias algebras de Jordan

ejemplo lo tenemos en este apartado, donde

vamos a dar un feorcma de representacién para &lgebras de Jordan no
onmutativas o« jas, normadas completas, no degeneradas primas y
n zocalo no cero: esto va a hacerse apoyandonos en un resultado de
\.Cobalea y A.Fernandez que, en esencia, nos permite limitar nuestro

studio a | ( conmutatiwv ya considerado en el Capitulo III, ¥

1gociativo va estudiado e i 151 lo: 1,

tiva 4 se dice no degenerada si el
rada. Se define el zocalo de un

degenerada # como el zdécalo del

egstas definiciones '8uvn

Capitulo II para algebras

+ 1 + - o
[F-R] que todo ideal simple de d es un

un ideal de 4,

rs c o formil | A gl g
iguiente [eorema una reformulacion

itado de obalea-Fern inde




lordan

1A aon entonces ‘ﬂ

situaciones:

117 i Y » " 1
L% 5 o é ! .Ii’!tf\h‘? no conmutativa t"<']].‘f’1"‘_?<‘i. normada

uadratica

(estudiada en el Teorema

un apareamiento de Banach comple j By
1

~—5— tal que A puede realizarse como subalgebra de

Ky 21 » un

qgue contiens g FLAE, . ¢ >} ¥ la inmersion de 4 en

es continua.

Demostracion. Teniendo en cuenta que toda algebra de Banach
compleja prima con zdécalo no cero 3 puede realizarse, para un
onveniente apareamiento de Banach complejo (X, Y, Cal 2 fy Peamo

gubalgebra de L(X, Y, >} con B o FLIX, Y, <, >) de mpnersa que la

inmersion de 3 en Wi 1 4 s ].1d} es continua (véase la

4

demostracion del Teorema II. 2.1), este Teorema es consecuencia de
[C-F; Theorem 2] segin el cual nuestra algebra d es o bien cuadratica
flexible simple -es decir como en el caso i)-, o es conmutativa -como
' ' VL s
el easo ii)-, bie g de‘la forme o 's @ con il

un algebra de Banach compleja prima con zocalo no cero.

yrema anterior la de minimalidad

i

anadi

en condiciones de enunciar el

compleja,

TEOREMA.
minimalidad

omp 1 ¢




un anaocio 4 i
‘! espaciliq 1nac 1“,‘.‘””““‘;‘.’

una forma bilineal simétrica

oaucto anticonmutativo continuo en

para do @ 2 en ¥. Ademas

no

-

la

+ 1 3 a ] ¥ . I 4
minimal e nioglas normables

unc de los cuatro tipos descritos en el Teorema

1} L rate In g £ el 1 3 ) * Q
J  Exiai un apareamiento de Banach complejo (%, Y, ¢,
b i T o e s : a ¥ ap
Gue ias i1nmersiones canonicas de ¥ en Y y de Y en £ ;nducicdas por
forma bilineal <, > son homeomdrficas, y un numero complejo X\ # —
4
ST . od e . B B : _ ) ;
manrnera que + una subalgebra cerrada de BL(ZX) contenida

Bl ¥ 4, D) ¥ conteniendo a FLIE. ¥, i >).
Demostracion. Estamos bajo las hipétesis del Teorema 2.1 con

condicién adicional de minimalidad de la topologia de la norma.

nuestra algebra reas a 8 si

dicho Teor

estamos demostrando se sigue de

ituacion descrita en el primer apartado

la veracidad de las afirmacicnes hechas

lo

cuenta ademas que, en esta

orrespondce | ¢ bivec Vi gue conserva el

ias normable ontinuos

de # gne hac

rnmi1t ¢
COoOnmu e

orden




PRO}

conmutativa

normables







iva como

conmutativa compleja

omple, normada completa,

topologia

Proposit ion anterior sabemos que

misimple. 81 considera @ como un




orm in some Banach
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noncommutatives

» ¥-Agebras,
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