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Presentacion

La investigacion que aqui se recoge pretende indagar en un proceso de
ensefianza/aprendizaje y tratar de analizar qué ocurre y como ocurre. En dicho
proceso, la ensefianza consiste en el trabajo con igualdades y sentencias numéricas'
basadas en relaciones aritméticas basicas, mediante una metodologia de trabajo en el
aula centrada en la discusion de las respuestas y estrategias de los alumnos’ y la
potenciacion del uso de multiplicidad de estrategias para resolver las igualdades y
sentencias consideradas, especialmente estrategias que hacen uso de relaciones y

propiedades aritméticas.

Al utilizar la expresion “trabajo con igualdades y sentencias numéricas” nos estamos
refiriendo, de forma abreviada, al tipo de actividades consideradas en este estudio,
consistentes en la resolucion de igualdades numéricas abiertas y sentencias
numéricas verdaderas y falsas, ambas basadas en propiedades aritméticas, a la
discusion de dichas respuestas y del modo en que son obtenidas por los alumnos, y a

la construccion de sentencias verdaderas y falsas por parte de los alumnos.

Se persigue conocer el modo en que los alumnos se enfrentan a este tipo de tareas
para analizar la comprension que evidencian, el tipo de estrategias y modos de
pensamiento que utilizan, el conocimiento que ponen en juego, las dificultades que
manifiestan y el aprendizaje que se produce. Se trata de una investigacion de disefio

y, por lo tanto, su finalidad ultima es producir conocimiento que ayude a guiar la

" En las actividades trabajadas con los alumnos en el aula solo se incluyen numeros naturales y las
operaciones suma y resta.

ZAlo largo de esta memoria vamos a utilizar el término alumnos (o nifios), en masculino, para referir
de forma general al colectivo de estudiantes y, de este modo, contribuir a la fluidez de la lectura del
documento. No obstante, en el Capitulo 8 se precisa el numero de alumnos de cada sexo que participa
en este estudio y, ocasionalmente, al referir a alumnos concretos, se especifica su sexo utilizandose el
término alumna o alumno.



Presentacion

practica educativa en el aula y a identificar practicas de ensefhanza-aprendizaje

eficaces, en este caso, en linea con la propuesta Early-Algebra (ver Capitulo 2).

En particular, la investigacion persigue ilustrar parte del potencial de la propuesta
Early-Algebra, al llevarse a cabo una intervencion de ensefianza que promueve la

algebrizacion de la aritmética.

Mas concretamente, el problema de investigacion que se aborda en este trabajo es e/
estudio del uso y desarrollo de pensamiento relacional y de los significados del signo
igual que los alumnos ponen de manifiesto, en el trabajo con igualdades y sentencias

numeéricas.

Con este objetivo, este trabajo de tesis extiende el trabajo de investigacion realizado
durante el periodo de investigacion tutelada (Molina, 2005). En dicho estudio se
analiz6 la comprension del signo igual de un grupo de alumnos de entre 8 y 9 afios,
que no habian recibido formacion especifica previa al respecto, y el desarrollo de
dicha comprension a lo largo de cinco intervenciones en el aula. Dichas
intervenciones estaban centradas en la resolucion y discusion de igualdades
numéricas abiertas y sentencias numéricas verdaderas y falsas, basadas en
propiedades aritméticas basicas. También se prestd atencidon, aunque en menor
medida, al estudio de la emergencia y el uso de pensamiento relacional en dicho

contexto.

Dicho trabajo muestra, en particular, la capacidad de alumnos de entre 8 y 9 afios de
desarrollar comprension® del signo igual como expresion de una equivalencia
numérica, partiendo de una comprension operacional de este signo, y describe las
dificultades manifestadas por los alumnos y las etapas que sigue su comprension, a lo
largo de dicho proceso de evolucion, asi como su capacidad de utilizar pensamiento
relacional en la resolucidon de igualdades y sentencias numéricas (ver resumen en el

Capitulo 5).

En el estudio que aqui se presenta se sigue profundizando en esta linea de
investigacion, prestando mayor atencion, en este caso, al estudio del uso y desarrollo

de pensamiento relacional, y trabajando de nuevo con alumnos de entre 8 y 9 afos

3 En el anexo A se detallan las acepciones de los términos comprensién y significado que se utilizan
en este trabajo.

2 Dpto. de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual

(tercero de Educacion Primaria) en la resolucion de igualdades y sentencias
numéricas. Este objetivo se ve favorecido por la comprension del signo igual como
expresion de una equivalencia numérica que manifiestan inicialmente la mayor parte
de los alumnos con los que trabajamos en el aula. Estos alumnos habian recibido
formacion previa sobre la comprension del signo igual, siendo la comprension de los

simbolos matematicos un aspecto destacado en la ensefianza del maestro del aula.

Pensamiento relacional

En nuestro estudio observamos que los alumnos de tercero de Educacion Primaria
tienen capacidad para utilizar pensamiento relacional en dicho contexto. En este
segundo trabajo decidimos profundizar en el estudio de esta capacidad y en el modo
en que los alumnos hacen uso de este tipo de pensamiento en el trabajo con
igualdades y sentencias numéricas basadas en propiedades aritméticas basicas.
Previamente profundizamos, de forma tedrica, en la definicion y caracterizacion de
este tipo de pensamiento y en su relaciéon con otros constructos como el sentido
numérico, el sentido operacional, el pensamiento cuantitativo flexible, el

pensamiento cuasivariable y las meta-estrategias procedimentales.

Tratamos de caracterizar diferentes usos del pensamiento relacional, por los alumnos,
en la resolucion de igualdades y sentencias numéricas, aportando informacion
detallada para facilitar la descripcidon operativa, identificacion y caracterizacion de

este tipo de pensamiento y completar su definicion teorica.

Existen pocos estudios que hayan analizado las caracteristicas de este tipo de
pensamiento y su uso, por parte de los alumnos, en el contexto de la aritmética. El
pensamiento relacional, como tal, ha recibido poca atencion por parte de la
investigacion en Educaciéon Matematica, lo cual lo identifica como un aspecto
novedoso y de interés para la investigacion. También es destacable como un
constructo que puede ayudar a articular ideas existentes dentro de la propuesta Early-

Algebra.

En la ensefianza de la aritmética suele enfatizarse el aprendizaje de las propiedades
matematicas, particularmente la propiedad conmutativa y asociativa y, sin embargo,
el desarrollo de estrategias de pensamiento no recibe tanta atencion (Thornton,

1978).

Marta Molina Gonzalez 3
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Desde nuestro punto de vista, asi como el de otros investigadores (Carpenter, Franke
y Levi, 2003, 2005; Koehler, 2004), el pensamiento relacional puede ayudar a
desarrollar un aprendizaje semdntico y estructural de la aritmética, lo que, como
sefala Booth (1989), es uno de los requisitos para el desarrollo de habilidad para
comprender y manipular las convenciones notacionales del algebra. El pensamiento
relacional tiene el potencial de favorecer y facilitar la algebrizacion de la aritmética,
al centrar la atencion en la estructura que subyace a ésta y favorecer el desarrollo y

uso de sentido numérico y de sentido operacional (ver Capitulo 3).

Centrar la atencion en el desarrollo y uso de este tipo de pensamiento ayuda, ademas,
a disminuir el enfoque computacional frecuente en la ensefanza de la aritmética, el
cual es considerado una de las principales causas de algunas de las dificultades que
experimentan los alumnos en el aprendizaje del algebra y, en especial, de su falta de
conciencia de la estructura de las operaciones aritméticas y de sus propiedades

(Liebenberg, Sasman y Olivier, 1999).

Comprension del signo igual

Al haber elegido como contexto la resolucion de igualdades y sentencias numéricas
por su potencial para promover el uso de pensamiento relacional, destacado por
Carpenter y colaboradores (Carpenter et al., 2003, 2005), la comprension del signo
igual se manifiesta como un elemento destacado a considerar. Ademas, esta
comprension es seflalada por variedad de autores, tales como Davis, (1964),
Herscovics y Kieran (1980), MacGregor (1996), Radford (2000), Carpenter et al.
(2003) y Freiman y Lee (2004), como un elemento importante en la transicion de la
aritmética al algebra, el cual presenta importantes dificultades a los alumnos (ver

Capitulo 5).

Nuestro interés, a este respecto, se centra en identificar los significados del signo
igual que manifiestan los alumnos, analizar el modo en que los utilizan y examinar la
evolucion de la comprension del signo igual de los alumnos a lo largo del trabajo con
igualdades y sentencias numéricas. Se analizan determinados aspectos locales de la
comprension del signo igual que manifiestan los sujetos, los cuales son puestos en
evidencia por las actividades consideradas en las intervenciones realizadas en el aula.
En este contexto también se presta atencion a las dificultades que manifiestan los

alumnos.
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Simbolismo aritmético

A diferencia de otros estudios, en esta investigacion no vinculamos el trabajo con el
simbolismo aritmético a contextos concretos que sirvan para dar significado a los
simbolos, sino que trabajamos en un contexto puramente simbolico. Esta eleccion la
hemos hecho de acuerdo con Resnick (1992), quien observa que la ensefianza de las
matematicas no puede estar siempre centrada en las relaciones entre cantidades
fisicas, ya que las matematicas también se refieren a cantidades abstractas como
nimeros, operadores, funciones,... El pensamiento matematico estd enteramente
ligado a un lenguaje formal especializado que impone restricciones en el

razonamiento matematico y le confiere de gran poder.

El razonamiento matematico depende de formalismos, siendo muy limitado el
pensamiento matematico que se puede hacer sin ellos, no s6lo en el algebra, donde se
hace mas evidente, también en la aritmética (Resnick, 1992). Dada la importancia de
la comprension del simbolismo en el aprendizaje de las matematicas, y en especial de
la aritmética y el algebra y de su estructura comun, destacamos la necesidad de

favorecer el desarrollo de dicha comprension.

Metodologia

La metodologia de investigacion utilizada coincide con la empleada en nuestro
estudio previo. Ambos estudios son experimentos de ensefianza trasformativos y
dirigidos por una conjetura; un tipo de estudios que se enmarca dentro del paradigma
de la investigacion de diseno. En esta memoria profundizamos en las caracteristicas
de este paradigma metodoldgico, el cual estd actualmente en desarrollo, detallando su
origen y evolucidn, sus principales caracteristicas, puntos fuertes, limitaciones, y

algunos de los criterios que permiten evaluar su calidad.

Estructura del trabajo de investigacion

Con la intencidn de facilitar la comprension del proceso de investigacion realizado,
dedicamos este apartado a describir la estructura del trabajo, el papel en la globalidad
del mismo de cada uno de los elementos considerados y las interrelaciones entre
estos. La Figura 0-1 presenta, de forma general, los elementos o partes de la

investigacion realizada, distinguiendo entre una parte tedrica y otra empirica.
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Parte Teorica

# [] problema de investigacion {Capitulo 1)
# Contextualizacion de la investigacion (Capitulos 1 v 2)
* Fundamentos tecricos,
o Aritmética vs dlgebra (Capitulo 2)
o Definicion del Pensamiento relacional { Capitulo 3)
o Comprension y significados del signo igual { Capitulo 4)

* Antecedentes (Capitulo 3)

Resumen v conclusiones (Capitulo 6) Vision del aprendizaje v
la ensefianza (Anexo A)

Metodologia de disefio v
experimentos de ensehanza
(Capitulo 7)

Parte empirica

Dizenoldel experimento de ensefanza ( Capitulo 8) Amnalisis de los datos
i Capitulo @)

—— » [|aboracion de la conjetura
¥ & Disciio de las actividades ﬂ
—lr s Enfoque de ensefianza

_ _ Conclusiones del
¢ Diseno de la recogida de datos 4 experimento de ensefanza

{Capitulo 107

Figura 0-1: Estructura general del trabajo y principales relaciones entre los elementos considerados
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Dentro de la parte tedrica destaca el planteamiento del problema de investigacion
considerado (Capitulo 1) el cual se contextualiza, de forma general, en la propuesta
Early-Algebra (Capitulo 2) y, méas concretamente, en relacion con un estudio
realizado por Carpenter y colaboradores sobre la integraciéon de la ensefianza y

aprendizaje de la aritmética y el algebra (Capitulo 1).

Los fundamentos teodricos de este trabajo se articulan en torno a la aritmética y el
algebra (Capitulo 2), la definicion del pensamiento relacional (Capitulo 3) y la
comprension y los significados del signo igual (Capitulo 4); considerandose,
adicionalmente, estudios empiricos previos que han sido realizados en relacion a
estos topicos (Capitulo 5). Todos estos elementos, junto con nuestra vision de la
ensefianza y el aprendizaje (Anexo A), constituyen el marco tedrico del trabajo de

investigacion realizado (resumido en el Capitulo 6).

Dentro de la parte tedrica de este trabajo, se ha realizado un estudio detallado de las
caracteristicas, origen y fundamentacion de la metodologia de disefio (Capitulo 7). Al
ubicarse el disefio de investigacion elegido dentro de este paradigma, se han
consultado diversidad de documentos tedricos que ayudan a delimitar los aspectos a
tener en cuenta tanto en la parte tedrica como empirica, y especialmente en la

articulacion de ambas partes.

La parte empirica incluye el disefio del experimento de ensefianza (Capitulo 8), que
se elabora tomando en consideracion las reflexiones y conclusiones extraidas del
estudio teorico— las cuales determinan, en particular, la conjetura que guia esta
investigacion asi como el enfoque de ensefianza elegido y las actividades realizadas
en el aula—, y la informacion disponible sobre la metodologia y del disefio
metodoldgico utilizado. Esta informacion condiciona, especialmente, el disefio de la

recogida de datos.

Esta parte también engloba el analisis de los datos recogidos, la discusion de los
resultados dentro del marco teérico delimitado en la parte tedrica y su contraste con
los estudios empiricos previos consultados (Capitulo 9). El modo de abordar este
analisis viene determinado por nuestro conocimiento de la metodologia utilizada asi

como por el tipo de datos recogidos y los objetivos de esta investigacion.
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El cierre de este trabajo lo constituyen las conclusiones generales extraidas a partir
de todo el proceso de investigacion (Capitulo 10), las cuales dan respuesta a los
objetivos de investigacion planteados y permiten, adicionalmente, delimitar algunas

cuestiones abiertas y perspectivas futuras de esta investigacion.

Estructura de esta memoria

El informe de esta investigacion se presenta, a continuacion, estructurado en diez
capitulos, seguido del listado de las referencias bibliograficas utilizadas y de los
anexos. Estos capitulos se estructuran en tres bloques diferenciados. En lineas
generales, el primer bloque (Capitulos 1 a 6) recoge el problema de investigacion y el
marco teorico; el segundo (Capitulos 7 y 8), el marco metodoldgico; y el tercero,

(Capitulos 9 y 10) el analisis de los datos y las conclusiones del trabajo.

Capitulo 1. Se detalla el origen y motivacion de este trabajo, se plantea el
problema de investigacion, indicandose los objetivos de investigacion concretos

abordados, y se justifica la pertinencia de este estudio.

Capitulo 2. Se describen las principales caracteristicas de la propuesta Early—
Algebra, en la que se contextualiza esta investigacion, y se abordan diversos
aspectos de interés, relativos a la vinculacion de la ensehanza y aprendizaje de la

aritmética y el algebra, destacandose algunas de sus conexiones y diferencias.

Capitulo 3. Se define y contextualiza uno de los términos clave del trabajo, el
pensamiento relacional, a partir de la consulta de documentos de Lengua,
Filosofia, Psicologia y Didéactica de la Matematica que abordan las nociones de
pensamiento y relaciones. Restringiendo este tipo de pensamiento al contexto de la
aritmética y el algebra escolar, se consideran otros constructos en conexion los
cuales comparten diversos aspectos con el pensamiento relacional: pensamiento
cuantitativo flexible, cédlculo mental, estrategias de calculo flexible, sentido
numérico, sentido operacional, sentido estructural, pensamiento cuasivariable y

meta-estrategias conceptuales.
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Capitulo 7. Se describe el paradigma metodologico en el que se localiza la
investigacion realizada, detallando su origen y evolucion, sus principales
caracteristicas, puntos fuertes y limitaciones, y algunos de los criterios que

permiten evaluar su calidad. Posteriormente se detallan las caracteristicas del

disefio de investigacion concreto utilizado.

Capitulo 8. Se detallan los aspectos metodologicos particulares del estudio: sus
caracteristicas generales, la conjetura que guia la investigacion, los sujetos
participantes, las condiciones del estudio, la recogida de datos realizada, y el

disefio de las intervenciones en el aula, entre otros.
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CAPITULO 1

El problema de investigacion:
Contextualizacion y objetivos de

investigacion

En los tltimos afios se ha investigado con intensidad la ensefianza y aprendizaje del
algebra, plantedndose diferentes propuestas para la mejora de su ensefanza, entre las
que destacamos la propuesta Early—Algebra. Esta propuesta, la cual describimos con
mayor detalle en el Capitulo 2, consiste en un cambio curricular basado en la
introduccion del algebra desde los primeros cursos escolares, de forma integrada con
la actividad matematica relativa a las diferentes sub-areas de las matematicas, propia
de esta etapa. Se basa en la argumentacion, de numerosos investigadores (Bastable y
Schifter, en prensa; Blanton y Kaput, 2005; Butto y Rojano, 2004; Carpenter et al.,
2003; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000; Kaput, 1995, 1998, 2000; NCTM,
2000; Warren, 2004), sobre la importancia de fomentar el desarrollo de pensamiento
algebraico desde los primeros cursos de la educacidn matemadtica escolar, con el
objetivo de promover un aprendizaje con comprension y facilitar el posterior estudio

formal del algebra.

Destacamos, en particular, un trabajo dirigido por Carpenter (Carpenter y Franke,
2001; Carpenter et al., 2003, 2005; Falkner, Levi y Carpenter, 1999), en el que se
aborda la integracion de la aritmética y el algebra, centrandose en el desarrollo de
diversos aspectos del pensamiento algebraico, entre los que se encuentran: la

comprension del signo igual, la observacion y generalizacion de relaciones
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numéricas y la elaboracion y representacion simbolica de conjeturas. Todo ello en un

contexto de igualdades numéricas y simbdlicas.

Este estudio forma parte de un programa de desarrollo profesional, conocido como
CGI (Cognitive Guided Instruction), basado en investigacion, que se centra en el
pensamiento matematico de los alumnos, no s6lo para comprenderlo sino también
para que sirva de contexto a los docentes en el desarrollo de su conocimiento
matematico, permitiéndoles reflexionar y revisar su practica de ensefianza. Una idea
fundamental de este programa es que los docentes tienen que tomar decisiones

instruccionales que estén basadas en el pensamiento de cada nifio.

Los autores siguen dos lineas de investigacion: una sobre cémo los nifios dotan de
significado a las operaciones aritméticas bdasicas y, otra, sobre como elaboran este
conocimiento cuando generan, utilizan, representan y justifican propiedades de estas
operaciones aritméticas. Esta segunda linea es la mas relacionada con nuestra
investigacion. Su enfoque combina la construccion de comprension matematica con
el desarrollo de habilidades, trabajando el célculo, con los alumnos, en el contexto de
la busqueda y generalizacion de patrones y relaciones matematicas. En dicho trabajo
los autores introducen el término pensamiento relacional como un enfoque para el
trabajo con numeros, diferente de la aplicacion de un procedimiento de calculo paso
por paso, que ayuda a los docentes a involucrarse en conversaciones con los alumnos
que promueven el uso de pensamiento algebraico. Definen el pensamiento relacional
como ‘“‘mirar a expresiones y ecuaciones en su totalidad y apreciar relaciones
numéricas entre y dentro de las expresiones y ecuaciones” (Carpenter et al, 2005, p.

6).

El principal objetivo, para estos autores, es que los alumnos aprendan a pensar
relacionalmente, y en segundo lugar, que utilicen pensamiento relacional para
aprender. Concretamente, se centran en tres aspectos: ver el signo igual como
expresion de una relacion (una equivalencia numérica), usar relaciones numéricas
para simplificar célculos y aprender nuevos conceptos y procedimientos
matematicos, y hacer explicitas relaciones generales, en particular, las relativas a

propiedades de las operaciones aritméticas.
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Estos autores aportan fragmentos de discusiones en el aula ilustrativos del modo en
que algunos alumnos manifiestan su comprension del signo igual, usan pensamiento
relacional en la resolucién de las igualdades y sentencias, elaboran y justifican
conjeturas e inician su representacion simbdlica. En particular, hacen manifiesta la
capacidad de algunos alumnos de Educacién Primaria de utilizar pensamiento
relacional en el contexto de la resolucion de igualdades y sentencias numéricas, y de
generalizar relaciones aritméticas a partir de la discusion de sentencias numéricas
basadas en dichas relaciones. Sin embargo, no aportan datos de las dificultades
encontradas por los alumnos en este proceso, ni de la proporcion de alumnos que
muestra comprension del signo igual como expresion de una equivalencia numérica o

de los que ponen de manifiesto cierto uso de pensamiento relacional.

1.1 Origen y motivacion de este trabajo de investigacion

Motivados por las evidencias del potencial de la propuesta Early-Algebra para
promover un aprendizaje con comprension de las matematicas, y siendo conscientes
de que la aritmética comprende gran parte de las matematicas abordadas durante la
Educacion Primaria, elegimos seguir la linea de investigacion descrita por los
trabajos de Carpenter y colaboradores y profundizar en el estudio del desarrollo de
pensamiento algebraico en el contexto de la aritmética, trabajando con igualdades y

sentencias numéricas.

Dichos trabajos nos condujeron inicialmente a plantearnos algunas cuestiones
relativas a dos de los aspectos del pensamiento algebraico, o del algebra, abordados
por estos autores: la comprension del signo igual y el pensamiento relacional. En
relacion con la comprension del signo igual nos preguntamos: ;De qué modo
evolucionara la comprension del signo igual de los alumnos a partir del trabajo con
igualdades y sentencias numéricas basadas en propiedades aritméticas? ;Tienen
capacidad, todos los alumnos de Educacion Primaria, para desarrollar comprension
del signo igual como expresion de una equivalencia numérica, a partir de dicho
trabajo? ;Qué significados del signo igual pondran de manifiesto los alumnos en este
contexto? ;Adoptaran los alumnos multiplicidad de significados para este simbolo o
exigiran unicidad de significado? ;Qué tipo de dificultades manifestaran los alumnos

en el desarrollo de su comprension del signo igual?
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Otras de las cuestiones que nos surgieron se referian al pensamiento relacional: {|Qué
caracteriza al pensamiento relacional? ;Puede este tipo de pensamiento tener lugar
en contextos no aritméticos o en otros contextos aritméticos diferentes a la resolucion
de igualdades y sentencias? ;Poseen todos los alumnos de Educacion Primaria
capacidad para utilizar este tipo de pensamiento en la resolucion de igualdades y
sentencias numéricas? ;Qué dificultades encuentran los alumnos en su uso y
desarrollo en este contexto? ;De qué modo se manifiesta el uso de pensamiento
relacional en la resolucion de las igualdades y sentencias por parte de los alumnos?
(Qué conocimiento sobre la estructura de la aritmética ponen de manifiesto los
alumnos al utilizar pensamiento relacional en este contexto? ;Qué relacion existe, en
el contexto de la aritmética, entre el pensamiento relacional y el sentido numérico o
el sentido operacional? ;Existen en la literatura otros constructos en conexion o que

ayuden a explicar y delimitar en qué consiste este tipo de pensamiento?

El trabajo de Carpenter y colaboradores, asi como por estas cuestiones, nos
condujeron inicialmente a la realizacion de un experimento de ensehanza que
constituyd el Trabajo de Investigacion Tutelada denominado “Resolucion de
igualdades por alumnos de tercer grado: Un estudio sobre la comprension del signo
igual y el desarrollo de pensamiento relacional” (Molina, 2005). Este trabajo
constituye un estudio piloto con respecto a la investigacion que se recoge en esta
memoria, en la cual, utilizdndose la misma metodologia, se sigue profundizando en
algunas de dichas cuestiones. A continuacion, detallamos los objetivos de

investigacion concretos que guian esta segunda investigacion.

1.2 Objetivos de investigacion

Nuestro objetivo general, como se ha comentado previamente, es el estudio del uso y
desarrollo de pensamiento relacional y de los significados del signo igual que los

alumnos ponen de manifiesto, en el trabajo con igualdades y sentencias numéricas.
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Este objetivo general se particulariza en los siguientes objetivos especificos:

Ol. Identificar las estrategias’ que emplean los alumnos participantes en la
resolucion de las sentencias numéricas consideradas y analizar, en especial, las
que estan basadas en cierto uso de pensamiento relacional.

02. Caracterizar el uso de pensamiento relacional que evidencian las producciones
e intervenciones de dichos alumnos, identificando los elementos en los que los
alumnos centran su atencion cuando hacen uso de pensamiento relacional.

03. Analizar y evaluar la comprension del signo igual que muestran los alumnos
participantes en el estudio al abordar la resolucion y construccion de igualdades
y sentencias numéricas.

0O4. Analizar la evolucion de los alumnos a lo largo de las sesiones en cuanto a la
comprension del signo igual y el uso de pensamiento relacional que ponen de

manifiesto.

Como parte del desarrollo del marco tedrico de esta investigacion se persiguen los

siguientes objetivos:

O5. Describir y caracterizar el pensamiento relacional en cualquier contexto, y en
especial, en el contexto del trabajo con expresiones aritméticas y algebraicas.

06. Analizar la vinculacién del pensamiento relacional, en el contexto de la
aritmética, con otros constructos existentes en la literatura de Educacion

Matematica con los que esté conectado.

Con respecto a la metodologia utilizada, al enmarcarse dentro de un paradigma
metodoldgico que estd actualmente emergiendo en la investigacion educativa, nos

planteamos los siguientes objetivos:

O7. Identificar los origenes, la fundamentacion y las principales caracteristicas de la
investigacion de disefio y, mas concretamente, del tipo de experimento de
ensefianza realizado.

08. Analizar la potencialidad y limitaciones de esta metodologia.

* Entendemos por estrategia cualquier procedimiento o regla de accion que permite obtener una
conclusion o responder a una cuestion haciendo uso de relaciones y conceptos, generales o
especificos, de una determinada estructura conceptual (Rico, Castro, Castro, Coriat, Martin, Puig, et
al., 1997).

Marta Molina Gonzalez 17



Capitulo 1. El problema de investigacion

09. Identificar, a través de la puesta en practica del disefio de investigacion elegido,

dificultades que emergen, propias de la metodologia utilizada.

1.3 Pertinencia de la investigacion

Reconociendo el potencial de la propuesta Early-Algebra, variedad de autores (ver
Capitulo 2) senalan, entre otras cuestiones, la necesidad de: a) explorar la puesta en
practica y el potencial de esta propuesta y analizar el desarrollo de pensamiento y
razonamiento algebraico por alumnos de Educacion Primaria, b) identificar qué
contenidos algebraicos pueden y deben ser presentados, promovidos y enfatizados en
el aula de Educacion Primaria y como pueden ser integrados en la ensefianza y
aprendizaje de otras sub-areas de las matematicas, c) analizar qué herramientas
(diagramas, notaciones, graficos) pueden conducir con éxito, a los alumnos, a
desarrollar modos algebraicos de pensar, asi como, d) estudiar la implicacion de la
aplicacion de esta propuesta para la ensefanza de las matemadticas en niveles

superiores (Lins y Kaput, 2004).

Algunas de estas cuestiones han sido abordadas en la investigacion de la ensefianza y
aprendizaje del algebra para el caso de los alumnos de la Educacion Secundaria, pero

resultan novedosas al ser consideradas en relacion a alumnos de niveles inferiores.

Por otra parte, en relacion con la transicion de la aritmética al algebra, Booth (1989)
sefiala la necesidad de examinar el reconocimiento y uso de conocimiento sobre
estructura de las matematicas, por parte de los alumnos, y como dicho
reconocimiento puede evolucionar. Asi mismo, insiste en la importancia de idear
nuevas actividades y ambientes de ensefianza para ayudar a los alumnos en dicha

transicion.

Estas observaciones subrayan la pertinencia del trabajo de investigacion recogido en
esta memoria. Por una parte, nuestro trabajo es de utilidad para mostrar el potencial
de la propuesta Early-Algebra, describiendo y analizando un enfoque particular, en el
contexto de las igualdades y sentencias numéricas, que ayuda a promover el
desarrollo de modos de pensamiento algebraicos. Ademas, centra la atenciéon en un

tipo de pensamiento que, como tal, no ha sido explorado en profundidad en la
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investigacion y que destaca por su potencial para algebrificar la actividad aritmética

y para favorecer un aprendizaje semantico de la aritmética.

El andlisis de la utilizacion de este tipo de pensamiento posibilita abordar, en parte,
las cuestiones planteadas por Booth (1989) al permitir explorar el conocimiento
sobre la estructura de la aritmética, de los alumnos, y el modo en que lo utilizan para
resolver igualdades y sentencias, asi como el potencial del trabajo con igualdades y
sentencias numéricas basadas en propiedades aritméticas basicas para favorecer el

desarrollo de este conocimiento.

La comprension del signo igual de los alumnos, otro de los elementos a analizar,
tiene también un papel destacado en la transicion de la aritmética al algebra,
habiendo sido objeto de analisis en diversidad de estudios previos, aunque, a
diferencia de nuestro trabajo, en la mayoria de los casos los alumnos en estudio no
manifestaron inicialmente comprension del signo igual como expresion de una
equivalencia numérica. Este trabajo describe los significados de este signo que los
alumnos ponen de manifiesto en el contexto de las igualdades y sentencias
numéricas, a lo largo de las seis intervenciones en el aula, ayudando a comprender el

modo en que desarrollan su comprension.

La informacion que se obtiene de esta investigacion, recogida en este informe, es de
utilidad tanto para investigadores como para docentes, pudiéndose aplicar

directamente a la préctica educativa en virtud de la metodologia utilizada.

Adicionalmente, la realizacion de este trabajo resulta de intereses para investigadores
interesados en la metodologia de disefio. El Capitulo 7 constituye una detallada
introduccion a este paradigma metodologico. Debido al caricter emergente de esta
metodologia, la descripcion y profundizacion en sus caracteristicas y fundamentacion
asi como la exploracion de su potencialidad y limitaciones a través de su puesta en
préctica en este estudio y de la consulta de documentos teoricos, son de destacado

interés para contribuir a su desarrollo y a su divulgacion.
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CAPITULO 2

Aritmética, Algebra y Early-Algebra

La ensefianza tradicional del algebra es ampliamente criticada por numerosos
investigadores (Booth, 1999; Kaput, 1995, 1998, 2000; Lee, en prensa). La critica
internacional se basa, principalmente, en el gran nimero de estudiantes que fracasan
en esta sub-area y dejan de estudiar matematicas, la falta de conexion entre el algebra
y las demas sub-areas de las matematicas, y la ausencia de significado en el

aprendizaje algebraico adquirido por los estudiantes.

Ya en 1980 Martin Kindt destacd tres de los grandes problemas de la ensenanza del
algebra: falta de atencion a la generalizacion y razonamiento, un salto demasiado
rapido al tratamiento formal del algebra, y la falta de claridad en para qué y para

quién es de utilidad el &lgebra (Van Reeuwijk, en prensa).

La insatisfaccion con la actual y tradicional ensefianza del algebra, el reconocimiento
de la importancia de los habitos mentales que estdn involucrados en actividades
algebraicas, y la preocupacion por hacer el estudio del algebra accesible a todos los
estudiantes, han conducido a buscar una forma mas efectiva de ensefiar algebra. En
los ultimos afios se ha investigado con intensidad la ensefianza y aprendizaje del
algebra llegandose a plantear diferentes propuestas para la mejora de la ensefianza de
esta materia. Una diferencia fundamental entre estas propuestas radica en donde se
pone el énfasis en el proceso de ensefianza seguido. Segun el caso, el enfoque se
sitia, por ejemplo, en la resolucién de problemas, en el uso de software especifico
como apoyo a la enseflanza, o en potenciar y fortalecer las habilidades aritméticas

(Freiman y Lee, 2004). Una de las propuestas mas ambiciosas es denominada Early—

Algebra.



Capitulo 2. Aritmética, Algebra y Early-Algebra

2.1 Early-Algebra

2.1.1 ;En qué consiste?

Esta propuesta consiste en un cambio curricular: la introduccion del algebra desde
los primeros afios escolares, no como una asignatura sino como una manera de
pensar y actuar en objetos, relaciones, estructuras y situaciones matematicas, como
guia hacia una ensefianza con compresion de las matematicas (Bastable y Schifter, en
prensa; Carpenter et al., 2003; Carraher et al., 2000; Kaput, 1995, 1998, 2000). En
términos de Kaput (2000), se refiere a la “algebrizacion® del curriculo”, es decir, la
integracion del razonamiento o pensamiento algebraico a lo largo de todos los cursos.
Este enfoque propone cultivar habitos de pensamiento que atiendan a la estructura

que subyace a las matematicas (Blanton y Kaput, 2005).

Segun la propuesta Early—Algebra, los docentes de todos los niveles deben promover
el pensamiento algebraico con el objetivo de facilitar el aprendizaje del algebra y
fomentar un aprendizaje con comprension de las matematicas. Los docentes han de
suscitar la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y crear un
ambiente escolar en el que se valore que los alumnos exploren, modelicen, hagan
predicciones, discutan, argumenten, comprueben ideas y también practiquen

habilidades de calculo (Blanton y Kaput, 2004, 2005).

Los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica son
considerados héabitos mentales importantes, que todos los alumnos deben de adquirir,
reconociéndose la necesidad para ello de un periodo prolongado de tiempo. Se afirma
que estos modos de pensamiento tienen el potencial de enriquecer la actividad
matematica escolar y, muy especialmente, el aprendizaje de la aritmética, y que

pueden emerger con naturalidad de las matematicas propias de esta etapa.

Algunos investigadores (Blanton y Kaput, 2005; Kaput, 1998) consideran que este
cambio curricular tiene el potencial de preparar a los alumnos para las matematicas
que son necesarias para este nuevo siglo, al favorecer el desarrollo conceptual de

matematicas mas profundas y complejas, en los alumnos, desde muy temprano.

> El término “algebrizar” (algebrafy) es introducido por Kaput (2000) y empleado por otros
investigadores para referir a la idea base de la propuesta Early-Algebra: la integracion del
pensamiento algebraico en las matematicas escolares.
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Segun Kaput (1998), esta integracion afiade coherencia, profundidad y poder a las
matematicas escolares, eliminando una introduccion del algebra tardia, abrupta y
“superficial” y abriendo espacio curricular para las matematicas necesarias en el
siglo XXI. Esta reforma puede favorecer el acceso de todos los alumnos a
importantes conceptos ¢ ideas matemadticas, ya que el algebra y la ensefianza
superficial de las matematicas se consideran dos de las principales barreras que
dificultan el acceso al aprendizaje de las matematicas (Kaput, 2000; Schifter, Monk,

Russell y Bastable, en prensa).

Esta algebrizacion es interpretada de dos formas diferentes. Algunos autores
consideran que se debe promover el desarrollo de los aspectos algebraicos que ya
posee el pensamiento de los nifios. Otros, en cambio, consideran que los cambios en
la forma de pensar de los nifios son promovidos, de mejor modo, mediante el uso de
herramientas, tales como notaciones y diagramas, que les permitan operar en un nivel

mas elevado de generalidad (Lins y Kaput, 2004).

Siguiendo una u otra perspectiva, una variedad de autores (Bastable y Schifter, en
prensa; Blanton y Kaput, 2005; Carpenter et al., 2003; Carraher, Schliemann y
Brizuela, 2001; Schifter, 1999; Sutherland, en prensa; Warren, 2001, 2003, 2004;
entre otros) han explorado, en la ultima década, la viabilidad de esta propuesta, sus
diferentes dimensiones, su interpretacion y puesta en practica por docentes, y las
capacidades y modos de pensamiento algebraicos que ponen de manifiesto los
alumnos de Educacién Primaria, entre otros aspectos. Estos autores plantean
cuestiones de mayor y menor especificidad como: ;Cual es el alcance de las
generalizaciones de los alumnos? ;Cuando es apropiado dar importancia al rigor de
las explicaciones de los alumnos sobre relaciones observadas? ;De qué modo y
cuando el contexto promueve o limita el razonamiento algebraico de los alumnos?
(Qué constituye una justificacion en los niveles de Educacion Primaria? ;Las
dificultades que ponen de manifiesto los alumnos, en el desarrollo de pensamiento
algebraico, son resultado de la practica educativa o de su desarrollo cognitivo? ;Qué
procesos cognitivos estan involucrados en el desarrollo, por los alumnos, de ideas

algebraicas?
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Early-Algebra y aritmética

Siguiendo la propuesta Early—Algebra, diversas investigaciones se han centrado en el
pensamiento algebraico que puede ser promovido en el contexto de la aritmética.
Siendo conscientes de que la separacion del algebra y la aritmética acentua y
prolonga las dificultades de los alumnos, numerosos investigadores proponen
trabajar con actividades que faciliten la transicion del aritmética al algebra (Carraher
et al., 2000, Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006; Kaput, 2000; Malara,
2003; Subramaniam, 2004; Warren, 2004). Los autores de dichas investigaciones
proponen un enfoque estructural que rompa con el énfasis computacional
predominante en los primeros cursos escolares, y que favorezca el desarrollo de
modos de pensamiento algebraicos. Dicho énfasis, como se ha mencionado
anteriormente, es sefialado como causa de la falta de conciencia de los alumnos sobre

las estructuras que subyacen a las operaciones matematicas y sus propiedades.

Recomiendan integrar ambas sub-dreas en el curriculo tan temprano como sea
posible. Desde esta consideracion, el trabajo de los alumnos con expresiones
numéricas se utiliza para la extraccién de patrones y de relaciones funcionales. El
objetivo es promover el pensamiento algebraico junto con el aritmético, enfoque que
conduce a una ensefianza de la aritmética mas atractiva y promueve un aprendizaje

con comprension.

Concretamente, desde este contexto, se ha abordado la introduccién del concepto de
variable previamente a la introduccion del simbolismo algebraico (Carpenter et al.,
2003; Fujii, 2003; Fujii y Stephens, 2001), el proceso de generalizacion y la prueba y
justificacion de conjeturas (Carpenter y Franke, 2001), el estudio de relaciones
funcionales (Brizuela y Lara-Roth, 2001), el desarrollo y uso de conocimiento
estructural de la aritmética (Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens, 2005;
Warren, 2001), la comprension del signo igual (Freiman y Lee, 2004; Koehler 2002;
Molina, 2005; Saenz—Ludlow y Walgamuth, 1998) y el uso de simbolismo
algebraico para representar funciones o propiedades (Carpenter et al., 2003; Carraher

et al., 2001), entre otras cuestiones.
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2.1.2 Origen de la propuesta

Ha sido recientemente cuando la comunidad de educadores matematicos ha
empezado a reconocer que los nifios desde muy jovenes pueden hacer mucho mas de
lo que se les suponia previamente. En general, hasta principios de los 90, la
investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra estaba centrada en lo que
los alumnos no podian hacer, mas que en explorar lo que eran capaces de hacer y los
modos de explotar su potencial de desarrollo. La mayoria de las investigaciones
sobre la ensefianza y el aprendizaje del algebra, realizadas durante la década de los
80 y 90, estaba dedicada a producir sistemas de etapas de desarrollo o a elaborar
catalogos de errores cometidos por los alumnos. Estas investigaciones contribuyeron,
en general, a la asuncién de que es mejor posponer el estudio del algebra para los

ultimos cursos escolares (Lins y Kaput, 2004).

A principios de los noventa algunas investigaciones comenzaron a mostrar una
perspectiva significativamente diferente: (a) al reportar cambios en la concepcion de
la educacién algebraica y el pensamiento algebraico, (b) al sugerir que los alumnos
jovenes pueden hacer mas matematicas de las que se pensaba en un principio, en
especial cuando se les provee de experiencias y ensefanza adecuada, y (c) al
incorporar las nuevas tecnologias a la ensefianza y aprendizaje del algebra (Lins y

Kaput, 2004).

Entre los autores que contribuyeron a este cambio de perspectiva destaca Mason
(1991, 1996a) cuyos trabajos reflejan una vision compartida por numerosos
investigadores de esta época: los alumnos llegan al colegio con capacidades naturales
de generalizacion y habilidades para expresar generalidad, y el desarrollo del
razonamiento algebraico es, en gran parte, cuestion de explotar estas capacidades
naturales de los alumnos. Mason y colaboradores (Mason, 1991, 1996a; Mason,
Graham, Gower y Pimm, 1985) proporcionan una amplia variedad de tareas y

principios didacticos que operativizan estas observaciones.

No obstante, en décadas anteriores se habian llevado a cabo algunos estudios
(Davydov, 1962; Freudenthal, 1974) que abordan la ensefianza del algebra en los
primeros cursos de la Educacion Primaria siguiendo la asuncion teérica propia de la

Escuela Soviética de que el aprendizaje precede al desarrollo (Lins y Kaput, 2004).
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Davis (1985, 1989) y Vergnaud (1988) también argumentaron la necesidad de
iniciar, en la Educacion Primaria, una ensefanza del algebra que prepare a los
alumnos para abordar los aspectos epistemologicos involucrados en la transicion de

la aritmética al algebra (Carraher et al., 2006).

Seglin expresa Davis (1985), en la carta de invitacion a la sesion del ICME-S5
dedicada al tema del algebra en la Educacion Primaria, investigaciones realizadas en
los 70 y 80 mostraron que el algebra, asi como la geometria y aplicaciones de las
matematicas, podia proveer a los alumnos con muchas oportunidades para la
resoluciéon de problemas y para el desarrollo de comprension profunda de las
matematicas, creatividad y originalidad. Al igual que se hace desde la propuesta
Early—Algebra, Davis insiste en que este algebra no se refiere al algebra formal
propia de los ultimos cursos de Educacién Secundaria sino “a una pensada

exploracion de ideas algebraicas” (p.196).

En la actualidad va en aumento el numero de educadores matematicos e
investigadores que consideran que el algebra deberia ser parte del curriculo propio de

la Educacion Primaria (Carraher et al., 2006).

La propuesta actual rompe con estudios previos en los que el algebra se ha
considerado fuera del alcance de las capacidades cognitivas de los alumnos joévenes.
En particular, Filloy y Rojano (1989) y Herscovics y Linchevski (1994) han sugerido
la existencia de un corte separador del pensamiento aritmético y el algebraico o de
una “ruptura cognitiva” (“cognitive gap”) entre la aritmética y el algebra,
respectivamente. Estas rupturas se basan en la incapacidad de los alumnos en operar
espontdneamente con variables y se apoyan en el paralelismo de las trayectorias de

aprendizaje de los alumnos y la evolucion histdrica del algebra.

Dificultades observadas en el aprendizaje del algebra tales como la limitada
interpretacion del signo igual, los concepciones erroneas de los alumnos sobre el
significado de las letras utilizadas como variables, el rechazo de expresiones no
numéricas como respuestas a un problema y la no aceptacion de la falta de clausura,
han sido atribuidas a la inherente abstraccion del algebra y a limitaciones en el
desarrollo cognitivo de los alumnos (Brizuela y Schliemann, 2003; Schliemann,

Carraher, Brizuela, Earnest, Goodrow, Lara-Roth et al, 2003).
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Otros investigadores (Blanton y Kaput, 2005; Booth, 1999; Brizuela y Schliemann,
2003; Carpenter et al., 2003; Carraher et al, 2006; Fujii, 2003; Kaput, 2000), en
cambio, sugieren que las dificultades de los alumnos con el algebra pueden ser
debidas al tipo de ensefianza recibida. Estudios empiricos recientes apoyan esta
afirmacién, al menos en relacion a ciertos contenidos y modos de pensamiento
algebraicos, dando muestras de la capacidad de alumnos de Educacion Primaria de
aprender y comprender nociones algebraicas elementales y utilizar modos de
pensamiento algebraicos. Concretamente se han aportado evidencias de que estos
alumnos pueden elaborar y simbolizar algebraicamente conjeturas sobre relaciones
aritméticas basicas (Carpenter et al., 2003), pensar sobre operaciones aritméticas
como funciones en vez de como célculos con niimeros particulares (Schliemann et al,
2003), trabajar con relaciones funcionales y usar notacidon algebraica para
representarlas (Carraher et al., 2000), usar representaciones algebraicas tales como
graficos, tablas y ecuaciones para resolver problemas (Brizuela y Schliemann, 2003),
y representar y analizar problemas involucrando cantidades desconocidas en ambos
miembros de una igualdad utilizando, en ocasiones, letras para representar dichas

cantidades (Brizuela y Schliemann, 2003), por citar algunos ejemplos.

Estos estudios han analizado la factibilidad y potencialidad de la introduccioén
temprana de algunas ideas algebraicas, mostrando, en particular, que “cuando la
enserianza esta fundamentada en las ideas matemdticas de los alumnos y en
promover su curiosidad matemdtica, los nifios tiende a exhibir maneras de pensar
algebraicas en el contexto de lecciones de aritmética, geometria o medida”

(Bastable y Schifter, en prensa, p. 2).

El NCTM también ha mostrado apoyo a la propuesta Early—Algebra. En la primera
version de los Estandares del NCTM (1989) se recomendaba la introduccion del
algebra como generalizacion de la aritmética en los dos ultimos cursos de Educacion
Primaria y dos primeros de Educacion Secundaria. Posteriormente, en la ultima
edicion de los Estandares del NCTM (2000), se recomienda que el desarrollo de

pensamiento algebraico sea abordado desde los primeros afios de escolarizacion:

viendo el algebra como una constante en el curriculo desde la educacion
infantil en adelante, los docentes pueden ayudar a los estudiantes a

construir una base solida de aprendizaje y experiencia como preparacion
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para un trabajo mads sofisticado en el dlgebra de los grados medio y

superior (p. 37).

Promovidos por las recomendaciones de los estandares del NCTM de integrar el
pensamiento algebraico en la educacion matemdtica de la Educacion Primaria
recientemente se han llevado acabo estudios empiricos que exploran este enfoque; la

mayoria de ellos en Estados Unidos (Lins y Kaput, 2004).

Estos trabajos, junto con los diversos estudios que han puesto de manifiesto que los
alumnos jovenes “pueden hacer mas”, han abierto el camino a la propuesta Early-
Algebra. Ademas, el interés por aspectos tales como el uso de la historia para
comprender las dificultades de los alumnos en el estudio del algebra o la
consideraciéon de aspectos epistemologicos y lingiiisticos del éalgebra y la
introduccion de las nuevas tecnologias, han contribuido a estimular una vision mas

flexible de la ensefianza y aprendizaje del algebra (Lins y Kaput, 2004).

De este modo surge la propuesta de introduccion temprana del pensamiento
algebraico, la cual estd guiada por la asuncion de que unas matematicas elementales
“algebrizadas” dardan poder a los alumnos, promoviendo un mayor grado de
generalidad en su pensamiento y aumentando su capacidad de expresion de

generalidad.

2.2 Enfoques de/para el algebra

La propuesta Early—Algebra va acompafiada de una amplia concepcion del algebra
que engloba el estudio de relaciones funcionales, el estudio y generalizacion de
patrones y relaciones numéricas (lo que incluye la aritmética generalizada), el
estudio de estructuras abstraidas de célculos y relaciones, el desarrollo y la
manipulacion del simbolismo y la modelizacion como dominio de expresion y
formalizaciéon de generalizaciones (Blanton y Kaput, 2004, 2005; Kaput, 1998, 2000;
Schliemann et al, 2003).

Esta vision se muestra paralela a los diferentes enfoques para el algebra propuestos

por la comunidad internacional de investigadores con el objetivo de que los alumnos
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desarrollen un aprendizaje con comprensién’. Dicha  propuesta  de
multidimensionalidad del 4lgebra deja a un lado el intento de definir “qué es algebra”
ante el convencimiento de la imposibilidad de alcanzar un consenso a este respecto

(Molina, 2005; Van Ameron, 2002).

Son de destacar las aportaciones de Bednarz, Kieran y Lee (1996) y Usiskin (1988)
sobre concepciones o enfoques para el dlgebra. Bednarz y otros distinguen cinco
concepciones diferentes: la generalizacion de patrones numéricos y geométricos y de
las leyes que gobiernan las relaciones numéricas, la resolucion de problemas, la

modelizacion de fendmenos fisicos y el estudio de las funciones.

Usiskin, por su parte, propone una categorizacion muy similar de las percepciones
del algebra: aritmética generalizada, el estudio de procedimientos para resolver
problemas, el estudio de relaciones entre cantidades (incluyendo la modelizacion y

las funciones) y el estudio de estructuras.

Otra vision del algebra, en la que se reconoce su multiplicidad de dimensiones o
componentes, es la del NCTM. Los estandares del 2000 distinguen como
componentes del estandar de algebra la comprension de patrones, relaciones entre
cantidades y funciones, la representacion de relaciones matematicas, el andlisis de
situaciones y estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos, el uso de
modelos matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas, y el

analisis del cambio.

Por otra parte, Drijvers y Hendrikus (2003) distinguen en la literatura existente,
cuatro enfoques del algebra que entienden como una categorizacion fenomenologica.
El primer enfoque se centra en el dlgebra como un medio para resolver problemas; el
segundo, en el estudio de las funciones, es decir, de relaciones entre variables. En
tercer lugar hacen referencia a un enfoque centrado en la generalizacion de

relaciones y el estudio de patrones y estructuras. El Gltimo enfoque se centra en el

6 Recogemos aqui la vision amplia del 4lgebra que caracteriza la propuesta Early—Algebra, sin
embargo, queremos sefialar que no todos los autores, ni en todo momento, han compartido esta vision.
Hasta hace algo mas de una década, segun Sutherland, Rojano, Bell y Lins (2001), en la investigacion
relacionada con la ensefianza y aprendizaje del algebra habia una asuncion mayormente implicita de
que el pensamiento algebraico, y, por tanto, el algebra, s6lo podia tener lugar en la presencia de
lenguaje simbolico. Actualmente el uso del simbolismo algebraico sigue considerandose un elemento
esencial del algebra escolar pero dentro de una concepcion mas amplia de esta sub-area de las
matematicas (Drijvers y Hendrikus, 2003; Sutherland et al., 2001).
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lenguaje, considerando el algebra como un medio de expresion de ideas matematicas,

en otras palabras, como un sistema de representacion.

Estos diferentes enfoques son sefialados para abordar la introduccion y ensenanza del
algebra escolar desde perspectivas muy diferentes, tales como la resolucion de clases
especificas de problemas, el estudio de estructuras algebraicas, las reglas para la
trasformacién y resolucion de ecuaciones, la generalizacion de leyes de los conjuntos
numéricos o la introduccion del concepto de variable y de funcion (Bednarz et al.,
1996). No obstante, como sefialan Drijvers y Hendrikus (2003), en la practica
educativa dichos enfoques no pueden ser separados radicalmente debido a que una
situaciébn o contexto a menudo provoca actividades algebraicas de diferentes

enfoques.

Citando a Bell (1988) y Vergnaud (1989), Bednarz et al. insisten en que s6lo un
equilibrio entre las diferentes componentes del dlgebra, y la consideracion de las
variadas situaciones que las hacen significativas, puede permitir a los alumnos
comprender en profundidad la pertinencia del algebra, su estructura, el significado de

los conceptos algebraicos fundamentales y el uso de razonamiento algebraico.

Para finalizar, mencionamos un quinto enfoque al que hacen referencia Bednarz et al.
(1996) y Drijvers y Hendrikus (2003), el enfoque historico, el cual no es considerado
como una manera alternativa de introducir o abordar el algebra sino como una
herramienta pedagégica 1til para investigadores y educadores. En particular, Drijvers
y Hendrikus destacan su utilidad para detectar las dificultades conceptuales de un

dominio especifico y sugerir una trayectoria de aprendizaje.

2.3 Aritmética y Algebra

Los numeros, como todos los objetos de los conocimientos humanos se pueden
considerar en general y en particular, es decir, bajo la relacion de sus leyes y
bajo la de sus hechos. Por ejemplo esta proposicion: la suma de dos numeros
multiplicada por su diferencia, es igual a la diferencia de sus cuadrados, es una
ley de los numeros, porque se aplica generalmente a todos ellos; mientras que
ésta: once multiplicado por cinco es igual a cincuenta y cinco, es un hecho de

dos numeros, porque solo se aplica a los numeros 11, 5y 55.
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Esta distincion divide a la ciencia de los numeros en dos ramos generales, de las
cuales el que trata de leyes, es el dlgebra, y el que trata de hechos es la

Aritmética (Vallejo, 1841, segun cita Gomez, 1995b).

La aritmética es definida como el estudio de los sistemas numéricos junto con sus
relaciones mutuas y sus reglas (Goémez, 1988). Por su parte, el dlgebra es considerada
como el estudio de conjuntos de elementos, cuya naturaleza puede no estar
especificada, y de las propiedades formales de sus leyes de composicion (Bouvier y
George, 2000). El algebra es, entre otras cosas, una herramienta para la comprension,
expresion y comunicacion de generalizaciones, para revelar estructura, para
establecer conexiones y para formalizar los argumentos matematicos (Arcavi, 1994;

Gomez, 1995b).

Ambas son sub-areas de las matematicas que estan muy relacionadas, siendo el
algebra considerada, en ocasiones, aunque bajo numerosas criticas, como
generalizacion de la aritmética (Lee, en prensa). En la propuesta Early—Algebra no se
hace esta identificacion pero si se reconoce la generalizacion de la aritmética como
un enfoque o componente fundamental del algebra. En palabras de Drijvers y
Hendrikus (2003), existe una relacién dual entre ambas sub-areas: el algebra tiene
sus raices en la aritmética y depende fuertemente de su fundamentacion aritmética,
mientras que la aritmética tiene muchas oportunidades para simbolizar, generalizar y
razonar algebraicamente. Gomez (1995b) enfatiza esta idea sefialando que el algebra
generaliza a la aritmética y la aritmética, por su parte, se apropia de su lenguaje
horizontal de igualdades y paréntesis. De hecho la mayoria de los trabajos
relacionados con el Early—Algebra se han centrado en la aritmética como acceso

clave al algebra (Warren, 2003).

Hewitt (1998) y Mason, Graham y Johnston—Wilder (2005) abordan la conexion de
la aritmética y el algebra desde una perspectiva diferente. Segun estos autores, el
algebra o el pensamiento algebraico subyace a la aritmética: “la aritmética necesita
del pensamiento algebraico” (Mason et al., 2005, p. 59), “la aritmética es imposible
sin algebra” (Hewitt, 1998, p. 19). La razén de estas afirmaciones es que la
aritmética no consiste en la memorizacion de cientos de hechos numéricos sino en el
aprendizaje de métodos (generalidades) para hacer célculos aritméticos. El

aprendizaje de la aritmética implica que los alumnos internalicen generalidades que
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se encuentran implicitas, relativas a la estructura de la aritmética y, en particular, del

sistema de numeracion decimal.

Segun Hewitt (1998), la aritmética se centra en la obtencion del resultado, siendo el
algebra lo que permite encontrar una forma estructurada de obtener dicho resultado.
De este modo, por ejemplo, ser capaz de contar requiere trabajar algebraicamente ya
que es necesario tener una forma, estructurada y organizada, de contar. Hewitt
explica que lo que estd involucrado en la actividad algebraica es un doble nivel de
conciencia, conciencia de la conciencia’ que la persona tiene, es decir, la conciencia
de la persona de las ideas, pensamiento, imagenes, conceptos,... que le vienen a la

mente en relacion a la situacion que esta considerando.

Estos autores coinciden en destacar, en el corazon del algebra, la expresion de
generalidad y, por tanto, la nocion de estructura. Dicha generalidad es relativa a
relaciones y su expresion conduce a la descripcion o captura de cierta estructura.
Segun estos autores, el algebra escolar consiste en la expresion de generalidad y el

desarrollo de confianza en la manipulacion de dichas generalidades.

Tradicionalmente la aritmética se situa en el curriculum escolar antes que el algebra,
al considerarse la generalizacion de la aritmética como un enfoque o componente
fundamental del algebra. Uno de los argumentos que sustenta esta organizacion es la
consideracion de la aritmética como mads concreta, y, por tanto, mas facil que el
algebra, que es mas abstracta. Esta vision es defendida alegando que el algebra
requiere de pensamiento formal mientras que la aritmética no, y que al corresponder
el pensamiento formal con una etapa de desarrollo posterior, el algebra debe

abordarse después de la aritmética (Lins y Kaput, 2004).

Dicho orden va acompafiado de una separacion estricta entre la aritmética, centrada
en los hechos numéricos, la fluidez en el célculo y los problemas verbales de valores
concretos, y el algebra, que se ocupa, entre otras cuestiones, del estudio y

simbolizacion de la generalizacion de la aritmética, las funciones, y las variables.

7 Ver el significado dado al término conciencia en el anexo A.
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De este modo, el dlgebra es tradicionalmente introducida cuando se considera que los
alumnos han adquirido las habilidades aritméticas necesarias, sin aprovecharse
significativamente la importante conexion existente entre ambas sub-areas, ni entre el
algebra y otras sub-areas de las matematicas. Se pretende que los alumnos adquieran
el conocimiento de la estructura de las operaciones a partir de su aprendizaje de la
aritmética y se asume que las relaciones matematicas, que son el verdadero objeto de
la representacion algebraica, son familiares al alumno por su aprendizaje de la
aritmética, dandosele poca atencion durante la ensefianza del algebra. Este enfoque
confia en la generacion inductiva, en vez del desarrollo directo de estos conceptos.
Con base en esta suposicion, la introduccion del algebra va enfocada al aspecto
sintactico, asumiéndose que las dificultades de los estudiantes son debidas a la

complejidad de su sintaxis (Booth, 1989).

Sin embargo, diversos estudios han mostrado que muchos alumnos poseen una pobre
comprension de las relaciones y las estructuras matematicas (Booth, 1989; Kieran,

1989; MacGregor, 1996; Schifter, 1999).

...una parte principal de las dificultades de los estudiantes es precisamente la
falta de comprension de las relaciones aritméticas. La habilidad de
comprender y utilizar el dlgebra con el manejo de las convecciones
notacionales requiere que los estudiantes adquieran primero una comprension

semantica de la aritmética (Booth, 1989, p. 58).

Lee y Wheeler (1989) evidencian la transmision de esta ruptura entre la aritmética y
el algebra observando que los alumnos no reconocen el interés de evaluar
expresiones algebraicas para determinar su veracidad o falsedad o de utilizar
simbolismo algebraico en situaciones aritméticas. Los alumnos entienden que los
numeros y las letras se comportan de manera diferente y aceptan que una expresion
algebraica sea verdadera ‘“en algebra” pero sea falsa al sustituir ciertos valores

aritméticos.

Trabajos mas recientes siguen indicando que muchos alumnos experimentan
dificultades al pasar de la aritmética al algebra debido a la falta de una base
aritmética adecuada y a la desconexion de sus conocimientos aritméticos y sus

conocimientos algebraicos (Carpenter y Franke, 2001; Warren, 2001, 2004). Segun
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Kieran (1989, 1992), la forma tradicional de introducir la aritmética no ha sido eficaz
en el desarrollo de las habilidades de los alumnos para reconocer y usar la estructura
matematica, dando lugar a una de las principales dificultades en la introduccion del

algebra®.

El énfasis predominante de lo computacional de los primeros cursos escolares es
sefialado como causa de la falta de conocimiento que muestran los alumnos sobre la
estructura que subyace a las operaciones aritméticas y sus propiedades (Kieran y
Chaloud, 1993; Liebenberg et al., 1999). La ensefianza de las matemadticas en la
Educacion Primaria se centra en gran medida en la forma correcta de realizar
procedimientos y obtener la respuesta correcta, dejando a un lado la reflexion sobre
las cantidades y las relaciones a las que se refieren las expresiones simbdlicas

(Resnick, 1992).

Posteriormente, en la ensefianza del algebra, se produce un cambio dréstico en el
significado de las operaciones y de la equivalencia, ocasionando a los alumnos
numerosas dificultades. Las operaciones pasan a describir relaciones entre elementos
(cantidades o variables) en vez de acciones, y el signo igual requiere una
interpretacion mas amplia. No es hasta entonces cuando las relaciones matematicas

son consideradas objeto de estudio.

Segun Kieran (1989), el énfasis, en la Educaciéon Primaria, en “encontrar la
respuesta” hace que los alumnos consigan desenvolverse con procesos intuitivos e
informales en la aritmética, pero cuando abordan el aprendizaje del algebra se le pide

que usen y reconozcan la estructura que han evitado a lo largo de la aritmética.

Concretamente se ha observado que los alumnos no poseen la capacidad de juzgar la
equivalencia entre expresiones numéricas sin la realizacion del célculo de las
operaciones implicadas, como consecuencia de la falta de conocimiento de la
estructura de la aritmética (Liebenberg et al., 1999). Otros estudios (Lindvall e
Ibarra, 1978; Riley y Greeno, 1978) muestran que los alumnos que pueden resolver
problemas verbales a menudo no son capaces de representar las relaciones

cuantitativas del problema mediante una igualdad o sentencia. Los alumnos

¥ Las otras dos dificultades en el aprendizaje del algebra, que sefiala Kieran (1989), son el significado
de las letras y el cambio de convenciones respecto de la aritmética.
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raramente escriben igualdades o sentencias para resolver un problema, y cuando se
les exige lo resuelven primero y, luego, intentan representar el problema con una

igualdad o sentencia numérica (Briars y Larkin, 1984, citado por Kieran 1989).

Kieran y Chalouh (1993) justifican parte de las dificultades que encuentran los
alumnos en hacer esta transicion, por la falta de oportunidades que tienen para hacer
explicitas conexiones entre estas dos sub-dreas matematicas. Segun Kieran (1992),
en la transicion de la aritmética al algebra, son cruciales el uso de simbolos para
representar cantidades y la conciencia explicita de los métodos matematicos que
estan siendo simbolizados mediante el uso de simbolos y nimeros. El conocimiento
de estructura matematica es considerado esencial para una exitosa transicion

(Boulton—Lewis, Cooper, Atweh, Pillay y Wills, 2000).

Conforme los alumnos evolucionan de un pensamiento aritmético a un pensamiento
algebraico, necesitan considerar las relaciones numéricas de una situacion, discutirlas
explicitamente en lenguaje cotidiano y, finalmente, representarlas mediante lenguaje

simbolico (Herscovics y Linchevski, 1994).

Segun MacGregor (1996), existen cinco elementos del conocimiento de la aritmética
que son esenciales para el aprendizaje del algebra: la capacidad de concentrarse en
un procedimiento en vez de en la respuesta, la comprension de las relaciones
existentes entre las operaciones, el conocimiento de las diversas interpretaciones del
signo igual, el conocimiento de las propiedades importantes de los numeros y la
capacidad de trabajar en el sistema de nimeros reales, sin limitarse al uso de

numeros pequenos.

2.4 Aritmética versus Algebra. Algunas diferencias a

destacar

En este apartado nos centramos en algunas diferencias existentes entre la aritmética y
el algebra escolar que hemos considerado de interés en relacion con esta
investigacion: el caracter procedimental u operacional de la aritmética frente al
caracter estatico—estructural del algebra, la dualidad proceso/objeto, el obstaculo de
la falta de clausura y la idea de estructura; aspectos que permiten describir y

profundizar en el caracter algebraico de nuestro trabajo en el aula.
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Estas diferencias, junto con otras como las que se recogen en la Tabla 2-1, han sido
identificadas en estudios de Kieran (1989, 1992), Linchevski (1995), Van Ameron
(2002) y Rojano (2002), entre otros.

Tabla 2-1: Principales diferencias entre la aritmética y el algebra escolar

Aritmética Algebra

Objetivo general: encontrar una solucion | Objetivo general: generalizar y

numérica simbolizar métodos de resolucion de
problemas

Generalizacion de situaciones relativas a | Generalizacion de relaciones entre

numeros concretos numeros, reduccién a la uniformidad

Manipulacién de nimeros fijos Manipulacién de variables

Los simbolos son etiquetas de medidas o | Los simbolos son variables o incognitas
abreviaciones de un objeto

Las expresiones simbolicas representan | Las expresiones simbdlicas son

procesos consideradas como productos y procesos

Las operaciones se refieren a acciones Las operaciones son objetos autdbnomos

Las operaciones son consideradas de Predomina una vision unitaria de las

forma unitaria y binaria operaciones al ser asignado el signo
operacional al término al que acompana.

El signo igual anuncia un resultado El signo igual representa equivalencia

Razonamiento con cantidades conocidas | Razonamiento con cantidades
desconocidas

Modo unidireccional de procesar la Modo bidireccional de procesar la

informacion informacion

Problemas lineales con una incognita Problemas con multiples incognitas

2.4.1. La dualidad operacional versus estructural

El aprendizaje de estructuras...es un objetivo superior [al aprendizaje de
hechos]. Los hechos a menudo pasan de moda, caen en el olvido por su falta de
coherencia. En una estructura los hechos tienen sentido; si una parte de la
estructura es olvidada, la parte restante facilita el recuerdo de la pérdida.
Merece la pena estudiar el modo en que trabajan las estructuras por su

importancia en el proceso del pensamiento. Pierre Van Hiele, 1986 (Prologo)

La aritmética se encuentra tradicionalmente ligada a las operaciones, entendidas
como acciones, caracterizandose por el predominio en su ensefianza de un enfoque

operacional (o procedimental), es decir, centrado en el calculo y en la obtencion de
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respuestas numéricas, siendo las expresiones aritméticas interpretadas como
procesos. En la aritmética, las operaciones son consideradas principalmente como
procesos que actiian sobre una colecciéon de numeros siguiendo una secuencia de
pasos para generar un unico numero, la respuesta. El algebra escolar, en cambio, se
caracteriza por un alto caracter estructural. Las expresiones algebraicas son
consideradas como objetos y la actividad se centra en simbolizar relaciones
numéricas generales y estructuras matematicas y en operar en esas estructuras
(Carpenter et al, 2005; Kieran, 1991, 1992; Socas, Camacho, Palarea y Hernandez,
1989; Van Ameron, 2002).

Dicha diferencia de perspectiva ha sido en ocasiones utilizada para distinguir entre el
pensamiento aritmético y el algebraico, afirmandose que en el pensamiento
algebraico la atencion se centra en los procesos, en los métodos, mientras que el
pensamiento aritmético se centra en la obtencion de la respuesta (Kieran, 1992;

Warren, 2004).

Esta dualidad procede de una dualidad inherente, segun Sfard, a todos los conceptos

matematicos, la distincion entre proceso y objeto (Kieran, 1991; Sfard, 1991).

Proceso versus objeto

Sfard (1991) afirma que la mayoria de los conceptos matematicos pueden ser
considerados de dos modos: como objetos y como procesos’. Por ejemplo, una
fraccion es un objeto si la consideramos como un niimero racional y es un proceso si
la consideramos como un cociente. De forma semejante, la simetria puede
considerarse como una propiedad estatica de una forma geométrica o como un tipo

de transformacion.

Ver una entidad matematica como un objeto requiere ser capaz de referirse a ella
como si fuera una cosa real y ser capaz de manipularla como una unidad global, sin
atender a los detalles. En cambio, interpretar una entidad matematica como un
proceso implica considerarla como algo potencial, constituido por una secuencia de

acciones, en vez de una verdadera entidad (Sfard, 1991). “Mientras que la

? Segtin Tall, Thomas, Davis, Gray y Simpson (2000), esta idea de la dualidad proceso/objeto surgio,
en los afios 50, a partir del trabajo de Piaget. Las ideas de Piaget sobre las acciones y operaciones que
se convierten en objeto de pensamiento y asimilacion han sido extendidas mas alla de las matematicas
elementales.
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concepcion estructural es estdtica..., instantdanea e integrada, la operacional es

dinamica, secuencial y detallada” (Sfard, 1991, p. 4).

Por tanto, al hablar de algo como un proceso, no quiere decir que se esté realizando
en el pensamiento sino que es representado cognitivamente como una operacion
matematica en vez de como un objeto; lo que no implica que haya inicamente una

forma de llevarlo a cabo (Gray y Tall, 1994).

Segun Sfard, la concepcion operacional es para la mayoria de la gente el primer paso
en la adquisicion de una nocidn matematica, siendo la habilidad de ver un concepto
matematico como un objeto y a la vez un proceso, indispensable para alcanzar una
comprension profunda de las matematicas. Estas dos consideraciones de una misma

nocidon matematica son complementarias.

En las aulas de Educacion Primaria y Secundaria, de forma semejante a como ha
ocurrido historicamente, los conceptos matematicos suelen ser introducidos
primeramente como procesos, siendo lenta y dificil la transicion a su consideracion
como objetos matematicos (Kieran, 1992). El modelo de desarrollo conceptual de
Stard (1991) describe como se produce esta evolucion, distinguiendo tres etapas:
interiorizacion, condensacion y reificacion. De la primera a la segunda etapa se va
produciendo un cambio gradual. En la primera etapa, interiorizacion, el proceso
matematico en cuestion es aplicado en objetos matematicos, de menor nivel, ya
conocidos. En la segunda etapa, condensacion, se produce una reduccion de las
secuencias de acciones, que componen el proceso, en unidades mas manejables.
Finalmente, la tercera etapa, reificacion, se produce cuando el proceso “ha
solidificado” y pasa a ser considerado como una estructura estatica, es decir, como
un objeto matematico, identificandose las distintas representaciones de dicho objeto
como una Unica entidad. En este momento, esta secuencia de tres etapas puede ser
iniciada de nuevo, realizdndose ahora procesos sobre este “nuevo” objeto

matematico.

Por ejemplo, en el caso de una funcion, en la primera etapa se aprende la idea de
variable y cémo evaluar una funcién. La funcion es entonces concebida como un
procedimiento con datos entrantes y salientes. A lo largo de la segunda etapa se va

aprendiendo a manejar una funcién sin prestar atencion a sus valores especificos. La
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persona es entonces capaz de investigar funciones, representarlas, combinar parejas
de funciones, calcular la inversa de una funcion,... Finalmente, en la tercera etapa, se
es capaz de resolver ecuaciones en las que las incognitas son funciones, considerar
propiedades de operaciones realizadas con funciones,...en definitiva, considerar las

funciones como objetos manipulables.

Este ciclo, denominado interiorizacion por Piaget y Beth (1980), reificacion por
Stard (1991), encapsulacion por Dubinsky (1991), objetivacion por Dorfler (1991) y
entificacion por Gray y Tall (1994), puede ser una herramienta util para analizar el
desarrollo a largo plazo de la comprension matematica. La consideracion de objetos
matematicos como tales y, en general, la consideracion de estructuras en matematicas
es de gran importancia para facilitar el almacenamiento, procesamiento y
manipulacion de los conocimientos matematicos. Probablemente la concepcion
estructural subyace a la comprension relacional definida por Skemp, mientras que la

concepcidn operacional conduce a la comprensién instrumental (Sfard, 1991)'°.

El caso de la Aritmética y el Algebra

Aunque las concepciones procedimental y estructural pueden tener cabida tanto en la
aritmética como en el algebra, tradicionalmente la aritmética se aborda desde una
perspectiva operacional y es en el dlgebra donde se combinan ambas concepciones
(Drijvers y Hendrikus, 2003; Hall, 2002). Ademas, la experiencia aritmética pre-
simbolica de los alumnos favorece la concepcidon operacional de la aritmética e
induce a los alumnos a interpretar los signos aritméticos +, — y = como acciones a

realizar (Kieran, 1981).

El éalgebra es introducida, en los niveles iniciales, desde una perspectiva
procedimental, como generalizacion de la aritmética, tratdndose las representaciones
algebraicas como generalizaciones de las operaciones aritméticas y siendo evaluadas
dichas generalizaciones para valores concretos de las variables. Sin embargo,
rapidamente pasa a ser considerada desde una perspectiva estructural. Entonces, las
representaciones algebraicas son concebidas como objetos matematicos en los cuales

se llevan a cabo operaciones estructurales, tales como combinacion de términos

1% Skemp (1978) define la comprension relacional como saber qué hacer y por qué, y la comprension
instrumental como saber qué hacer o conocer una regla y como usarla.
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lineales, factorizacion, u operar de igualdad modo en ambos miembros de una

ecuacion (Kieran, 1992).

Este cambio obliga a los alumnos a afrontar la necesidad de una comprension
estructural que, a menudo, no han experimentado en su aprendizaje matematico
previo. En el aprendizaje del algebra los alumnos deben tratar representaciones
simbolicas como objetos matematicos, y operar estos objetos con procesos que
habitualmente no conducen a la obtencion de una respuesta numérica. Por otra parte,
deben modificar sus interpretaciones previas sobre los simbolos y empezar a
representar problemas verbales con operaciones que, a menudo, son las inversas de

las que utilizan para resolver problemas similares en la aritmética (Kieran, 1992).

Los alumnos, ante este cambio, no s6lo encuentran importantes dificultades en
adquirir una comprension estructural, sino también en conjugarla con su
comprension procedimental del algebra; aspectos a los que, segun Kieran (1991,

1992) habitualmente no se les presta especial atencion en la ensefianza.

De este modo, la dualidad proceso/objeto causa un vacio ontogenético que ocasiona

la ruptura entre la aritmética y el algebra (Sfard y Linchevski, 1994).

Esta diferenciacion de concepciones permite observar que un aspecto clave en la
transicion de la aritmética al algebra es el proceso de reificacion de procesos en
objetos (Gray y Tall, 1994). El estudio del algebra, en la Educacion Secundaria,
puede ser interpretado como una serie de ajustes proceso—objeto que los alumnos
deben realizar para poder comprender los aspectos estructurales del algebra (Kieran,

1992).

La forma tradicional de abordar dicha transicion, introduciendo el algebra desde un
punto de vista operacional para pasar posteriormente a su concepcion estructural, no
ha sido eficaz en el desarrollo de las habilidades de los alumnos para reconocer y
usar la estructura matematica, segin diversos estudios, como ya se ha comentado.
Incluso los alumnos de nivel universitario muestran mayor comprension de
representaciones procedimentales que de representaciones estructurales (Kieran,
1992). Estas observaciones, asi como la falta de acuerdo respecto al orden en que

debe abordarse ambas concepciones (Sfard, 1991), conducen a sefalar la necesidad
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de desarrollar la comprension de los conceptos, estructuras y procedimientos

matematicos a la vez que se adquiere habilidad en su manejo.

Aspectos del lenguaje: la idea de precepto

La existencia de las perspectivas procedimental y estructural dentro del algebra
conlleva cierta ambigiiedad en la notacién algebraica, debido a que el mismo
simbolismo es utilizado para representar tanto un proceso como un objeto (Drijvers y
Hendrikus, 2003; Gray y Tall, 1994). Por ejemplo, la expresion 3 + 2 puede ser
considerada como el proceso de sumar 3 y 2 o como la suma de dichos ntimeros.
Gray y Tall denominan a este tipo de simbolismo un “procepto elemental”,
reservando el término “procepto” para referir a la coleccion de preceptos elementales
que tienen un mismo objeto, o, en otras palabras, a todas las representaciones

simbolicas de un mismo objeto.

Esta ambigiiedad en la notacion permite, a la persona que la comprende, flexibilidad
en su pensamiento para moverse, en la ejecucion de una tarea matematica, entre los
procesos y los conceptos a ser manipulados mentalmente como partes de un esquema
mental mas amplio. Segun Gray y Tall, la ambigiiedad de esta notacion evita la
consideracion constante de la complejidad de esta dualidad, siendo concretizado el
significado de dicho simbolismo s6lo cuando es necesario y en funcion del contexto.
Los autores aseguran que la ambigiiedad del simbolismo no puede ser utilizada si

continuamente se esta distinguiendo entre proceso y objeto.

A este modo de conjugacion del pensamiento procedimental y el pensamiento
estructural lo denominan proceptual, afirmando, a partir de un estudio realizado con
alumnos de siete a doce afios, que este tipo de pensamiento simplifica el modo en
que se abordan las actividades matematicas y estd asociado con una mayor riqueza
conceptual. En dicho estudio, Gray y Tall (1994) observan que los alumnos que
muestran una conducta procedimental estdn por debajo de la media en eficacia en el
calculo, mientras que, los que proceden de forma proceptual, se sitian por encima de
la media. Ademads, distinguen diferentes modos de abordar los célculos. Los
pensadores procedimentales tienden a centrarse en el procedimiento y en ayudas
fisicas o casi—fisicas que lo sustentan. Los nimeros son utilizados sélo como
entidades concretas que pueden ser manipuladas mediante procedimientos de conteo.

El énfasis en el procedimiento reduce el foco de atencion prestado a las relaciones
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entre los términos'' y el resultado. En cambio, los pensadores proceptuales ven los
nimeros como objetos los cuales componen y descomponen de formas flexibles.
Derivan hechos numéricos a partir de otros conocidos y reconocen y utilizan la

propiedad complementaria de la suma y la resta.

En relacion al lenguaje de las expresiones aritméticas y algebraicas, Pirie y Martin
(1997) sefialan la concepcion temporal que predomina en la consideracion de las
expresiones aritméticas, correspondiente a una lectura de izquierda a derecha en vez
de a un estado estatico. Esta temporalidad se encuentra implicita en la interpretacién
de expresiones aritméticas como procesos en vez de como objetos, y de forma
natural es transferida a las expresiones algebraicas, y en particular a las ecuaciones,

dificultando su comprension por parte de los alumnos.

Subramaniam y Banerjee (2004) sefalan un tercer significado de las expresiones
algebraicas y aritméticas, el significado de relacion. Por ejemplo, la expresion 12 + 7
denota un nimero que es siete unidades mas que 12. Segun estos autores, mientras
que las expresiones aritméticas son entendidas por los alumnos como preguntas a
resolver, las expresiones algebraicas tienen un triple significado, expresan un
proceso, un producto y una relacion. Este tercer significado de relacion es el que, por

generalizacion, da lugar a la idea de funcion.

2.4.2 La Falta de Clausura

La falta de capacidad para considerar expresiones, ya sean algebraicas o aritméticas,
como un objeto o totalidad, es denominado falta de clausura (“lack of closure”). Este
obstaculo est4 relacionado con el proceso de reificacion. Los alumnos no aceptan o
no son capaces de dar significado a expresiones que contienen signos operacionales y
no tienen un valor numérico, al menos a simple vista, es decir, escrito en la propia
expresion. Su dificultad es debida a que entienden que el proceso no esta cerrado.
Para ellos hay un trabajo, un calculo, por hacer y, por este motivo, no pueden
considerar estas expresiones como algo con entidad en si mismo. Este obstaculo es

causado por la expectativa de una respuesta numérica y es la causa de errores

""" Al considerar expresiones aritméticas y algebraicas denominaremos términos a los nimeros y
variables o incognitas que las componen, siendo los elementos de una expresion tanto los términos
como los demas signos o simbolos que la componen (ej., signos operacionales, el signo igual).
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cometidos frecuentemente por los alumnos al simplificar una expresion algebraica

como 3x + 5y en 8xy (Drijvers y Hendrikus, 2003; Socas et al., 1989).

Este obstaculo, lo consideramos en nuestro estudio en el contexto de la aritmética,
pues se pone de manifiesto cuando se trabaja con expresiones aritméticas sin atender
a su valor numérico. Sin embargo, en la literatura la mayoria de los autores utilizan
este término en relaciébn a expresiones algebraicas que, al incluir simbolos, no
permiten ser simplificadas hasta un término numérico. En el aprendizaje del algebra
los alumnos se ven obligados a extender su concepcion de las expresiones
algebraicas como procesos, a verlas como objetos, pues en la mayoria de los casos no
hay ninguin proceso que llevar acabo. En el aprendizaje de la aritmética, sin embargo,
no soélo suele ser posible realizar el proceso para trabajar con términos numéricos, en
vez de con expresiones, sino que, ademas, el computo de las expresiones es

fomentado desde la ensefianza.

2.4.3 Estructura en la Aritmética y el Algebra

El término estructura aritmética o algebraica se refiere, en general, a la estructura
matematica del sistema compuesto por los nimeros y/o variables numéricas, alguna
operacién u operaciones y las propiedades de dichas operaciones. En particular
Castro, Rico y Romero (1997) hacen referencia a las estructuras numéricas
definiéndolas como “un conjunto de entes abstractos expresados simbolicamente,
dotado de unas operaciones o modos de componer esos numeros y de unas
relaciones, mediante las que se comparan dichos entres” (p.362). Estos autores,
citando a Feferman (1989), destacan dichos entes, junto con sus operaciones y

relaciones como los aspectos que caracterizan una estructura numeérica.

En este sentido, el conocimiento de la estructura aritmética o algebraica comprende
el conocimiento del conjuntos de objetos matematicos (numeros y/o variables
numéricas), de las operaciones, de las propiedades y relaciones de y entre estos
objetos y operaciones (ej., equivalencia, desigualdad, asociatividad, conmutatividad,
distributividad), y de las propiedades de relaciones cuantitativas (ej., transitividad e

igualdad) (Kieran, 1989; Morris, 1999; Warren, 2001).

En particular, como senalan Kieran (1989) y Linchevski y Vinner (1990), este

conocimiento implica ser capaces de identificar todas las formas equivalentes de una
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expresion, asi como la habilidad de discriminar entre las formas que interesa

considerar para la actividad que se aborde.

Chaiklin y Lesgold (1984) se refieren al conocimiento de la estructura de una
expresion aritmética como conocimiento sobre las relaciones matemadticas entre los
elementos que la componen. Este conocimiento es necesario para realizar
operaciones matematicas en expresiones aritméticas y algebraicas. Por ejemplo,
saber cOmo interpretar expresiones aritméticas incluye saber que un operador sé6lo se
aplica al nimero dispuesto inmediatamente a su derecha, cuando no hay paréntesis, o

conocer que la expresion a +b+c¢ puede ser agrupada como (a+b)+c 6 como

at(b+c).

El conocimiento de la estructura de la aritmética se encuentra embebido en la
realizacion de variedad de tareas matemadticas tales como la interpretacion de
expresiones, el calculo de valores de expresiones, juzgar la equivalencia de
expresiones y realizar transformaciones que preservan la equivalencia (Chaiklin y

Lesgold, 1984).

Sefialando la importancia del reconocimiento y uso de estructura en la ensefianza del
algebra propia de la Educacion Secundaria, Kieran (1989) afirma que la experiencia
previa de los alumnos con la estructura de las matematicas, y especialmente con la
estructura de expresiones aritméticas, debe tener un efecto importante en la
capacidad de los alumnos en dar sentido al &lgebra. En particular sugiere la
representacion de problemas verbales mediante ecuaciones, la resolucion de
sentencias numéricas, y la simplificacién y comparacién de expresiones aritméticas

complejas, como actividades que permiten un enfoque estructural de la aritmética.

En relacion a la comprension y conocimiento de la estructura matematica, Morris
(1999) afirma, a partir de las evidencias de un estudio empirico, que la mayoria de
los alumnos requiere un largo periodo de tiempo para abstraer generalizaciones que
puedan ser aplicadas de unos contextos a otros, siendo mas recomendable una
ensefianza centrada en los conceptos de estructura que una larga experimentacion

procedimental con expresiones algebraicas.
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Pensamiento relacional

En las 4reas de Psicologia y Educacion Matemadtica el término pensamiento
relacional (relational thinking o relational thought) ha sido usado por algunos autores
(Gentner y Loewenstein, 2002; Ruesga, 2003) para referir al pensamiento sobre
relaciones o conceptos basados en relaciones, sin precisarse mas esta definicion. De
forma similar han sido empleados otros términos como razonamiento relacional
(razonamiento sobre relaciones) y conocimiento relacional (conocimiento sobre las

relaciones), por Andrews (1996) y Baroody (1999) respectivamente.

Esta denominacion parece proceder, en algunos casos del ambito de la Educacion
Matematica, de la distincion hecha por Skemp (1978) entre comprension relacional y
comprension instrumental que conduce a contraponer el término pensamiento
relacional al de pensamiento procedimental'’.

Uno de los primeros usos de este término en el area de la Educacion Matematica,
corresponde a O’Brien (1974) quien lo utiliza para referir al pensamiento que
conecta ideas de una persona, procedentes de su experiencia, y que analiza la
necesidad de dichas conexiones. Segiin O’Brien, una persona piensa relacionalmente
cuando ordena o clasifica cosas e ideas y también cuando conecta ideas de forma

exhaustiva para extraer conclusiones.

12 Skemp (1978) establece una distinciéon entre dos tipos de comprension: relacional e instrumental.
Denomina comprension relacional a lo que en muchas ocasiones es referido simplemente como
comprension, “saber que hacer y por qué” (p. 9), mientras que el término comprension instrumental lo
emplea para referirse a “conocer ciertas reglas y saber como aplicarlas” (p. 9). A partir de esta
distincion, Skemp diferencia entre matematicas relacionales e instrumentales, enseflanza de las
matematicas relacional e instrumental, conocimiento relacional e instrumental y pensamiento
relacional e instrumental.
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Mas recientemente, Doumas y Hummel (2005) utilizan el término pensamiento
relacional para referir a la capacidad de formar y manipular representaciones
relacionales, dando como ejemplos la capacidad de apreciar analogias entre objetos
o eventos aparentemente diferentes, la capacidad de aplicar reglas abstractas en
situaciones noveles, la capacidad de comprender y aprender un lenguaje e, incluso,

la de apreciar semejanzas perceptuales.

Dentro de la propuesta Early-Algebra, Koehler (2004) y Carpenter et al. (2003, 2005)
aportan aproximaciones a este término contextualizadas en la aritmética y en la
resolucion de igualdades numéricas, respectivamente. Koehler (2004) lo vincula con
“las muchas relaciones que los nifios reconocen y construyen entre numeros,
expresiones y operaciones” (p.2). Esta autora sefiala que el pensamiento relacional
involucra la reestructuracion de secuencias de operaciones para modificar el calculo
a realizar, la transformacion de secuencias numéricas haciendo uso de propiedades
aritméticas fundamentales, y la obtencion de hechos numéricos a partir de hechos

numéricos conocidos.

Por su parte, Carpenter et al. (2003, 2005) denominan pensamiento relacional a la
accion de considerar las expresiones e igualdades como totalidades, en vez de como
procesos a realizar paso por paso, y utilizar propiedades aritméticas y relaciones
existentes entre los términos que las componen, para resolver las igualdades,
manipular las expresiones o para construir sentencias basadas en relaciones
aritméticas (ej., 4 x 7=7 + 7 + 7 + 7). Este modo de proceder en la resolucion de

igualdades lo contraponen al calculo directo de las operaciones expresadas.

En nuestro caso, en el contexto de la resolucion de igualdades y sentencias,
utilizamos el término pensamiento relacional con significado semejante al descrito
por Carpenter y colaboradores. No obstante, ante la falta de definicion general de
este término y su importancia en esta investigacion acudimos a documentos de
Lengua, Filosofia, Psicologia y Ldgica, asi como de Educacion Matematica, que
abordan los términos pensamiento, pensar y relaciones, para precisar su significado.

A continuacidn, se recogen los resultados de dicha consulta.
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3.1 Pensamiento y pensar

Muchos autores insisten en la imposibilidad de definir el pensar por ser una actividad
que se manifiesta de muchas formas y ser éste un término al que se le asignan muy
diversos usos. Ademads, se considera un proceso dificil de aislar respecto de otras
actividades psiquicas (Ferrater, 1988). Teniendo en cuenta estas consideraciones,
recogemos a continuacion diversas definiciones de los términos pensamiento y

pensar, con la intencidn de precisar el uso que haremos de estos términos.

3.1.1 Definiciones lingiiisticas

El Diccionario de la Real Academia Espafiola (RAE, 1992) define pensamiento
como potencia o facultad de pensar, accion y efecto de pensar, conjunto de ideas
propias de una persona o colectividad; definiendo pensar como imaginar, considerar
o discurrir, reflexionar, examinar con cuidado una cosa para formar dictamen,

intentar o formar 4nimo de hacer una cosa.

El término pensamiento es definido en Moliner (1998) como accion y efecto de
pensar; ejercicio de la mente, inteligencia, mente, cosa que se piensa. Definiéndose
pensar como formar o relacionar ideas, tener una cosa en la mente e ir formando
ideas a proposito de ella, dedicar la mente al examen de una cuestion para formar una
opinioén o tomar una resolucion, reflexionar sobre una cosa antes de hacerla o decirla,

entre otras acepciones.

3.1.2 Desde la filosofia

Segiin Brugger (1965), el término pensar se refiere al modo sensible de conocer,
dirigido al ente en cuanto tal y a las relaciones implicadas en su sentido, no formando
parte del pensar los actos inconscientes que suceden en la compresion de datos y si
las conexiones intelectuales dotadas de sentido. El pensar sigue las leyes de las
asociaciones" y de los complejos (necesidad subjetiva del pensar) y, ademas, se
orienta por la conexion necesaria de los contenidos mismos (necesidad logica u

objetiva del pensar).

1 La asociacion consiste en el hecho de que, al coincidir determinadas imagenes simultaneamente o
en sucesion proxima en la conciencia, la presencia de la primera suscita la segunda sin que sus causas
productoras actiien (Brugger, 1965).
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El pensar esta intensamente ligado a los datos procedentes de nuestra experiencia
sensible y esta influenciado por los contenidos de pensamiento adquiridos, a los
cuales ha de incorporarse lo que va a entenderse por primera vez, y por la
personalidad de la persona que poseera un determinado estilo formal de pensamiento

(Brugger, 1965).

Segun Kant, pensar designa todo uso de conceptos; significa determinar mediante
conceptos la diversidad dada, construyendo con ellos la unidad de un objeto, lo cual

entiende como sinénimo de conocimiento (Brugger, 1965).

En el Diccionario de Filosofia de Ferrater (1988), se define pensamiento como lo que
se tiene en mente cuando se reflexiona con el propdsito de conocer algo, entender
algo, tomar una decision, etc. Ferrater distingue los términos pensar y pensamiento,
entendiendo pensar como un acto u operacion del sujeto, principalmente de cardcter
intelectual, y pensamiento como lo que contiene, o aquello a lo que apunta, dicho
acto u operacion intelectual llevada a cabo por el sujeto. Puede ser una imagen, un
concepto, una proposicion,... pero en todo caso es distinguible del acto de pensarlo;

es el resultado de dicho acto mental y es comunicable a otros sujetos.

Por su parte, Brentano define pensamiento como algo aprehendido por un sujeto en

el acto de pensar (Ferrater, 1988).

El pensar pretende alcanzar un saber, se hace con la intencion de salir de la duda en
la que se ha caido y llegar de nuevo a estar en lo cierto. Segun esto, el conocimiento

es una de las formas del pensamiento (Ferrater, 1988).

De forma similar, Serrano (1979) relaciona pensamiento y conocimiento y expone:
“todo cumulo de conocimientos que va pasando a través de las generaciones, se
puede realizar debido a los pensamientos que todos los hombres [...] han
concebido” (p.13). Este autor explica que el pensamiento puede ser considerado
desde dos puntos de vista: como la actividad intelectual mediante la cual el hombre
entiende, comprende y dota de significado a lo que le rodea, y como el resultado de
esta actividad intelectual. Reiterandose con esta distincion la posibilidad,
anteriormente mencionada, de distinguir o, por el contrario, identificar los términos

pensar y pensamiento.
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Una definicion muy general de pensamiento es la dada por Honecker, el cual lo
define como la actividad interna dirigida hacia los objetos y tendiente a su

aprehension, sefialando el caracter intencional del pensar (Ferrater, 1988).

Desde un punto de vista epistemoldgico, las diferentes formas en las que se ha
considerado el pensar han venido determinadas por la consideracion ontoldgica de
los pensamientos, ya sea como imagenes, como conceptos incorporados en las

imagenes, como conceptos abstraidos de las realidades,... (Ferrater, 1988).

Por otra parte, algunos fenomenologos han sefialado la necesidad de diferenciar entre
un sujeto (que piensa), el pensar del sujeto (un proceso psiquico temporal), el
pensamiento que el sujeto piensa al pensar (un objeto ideal) y aquello a que se refiere

el pensamiento (lo cual puede no ser un objeto real) (Ferrater, 1988).

Honderich (2001) define pensar como razonar, creer, reflexionar, calcular, deliberar.
Y mas concretamente sefiala: Pensar qué es p, es estar en un estado mental
susceptible de ser expresado con palabras diciendo que p, con la intencion de decir la
verdad. Segln esto, el pensar puede realizarse sin palabras (aunque en ocasiones esté
limitado por ellas) e implica un dominio de los conceptos, una respuesta mental

interna, que en un principio no puede atribuirse mas que a las personas.

De forma muy general, el pensamiento también es definido como toda clase de

actividad intelectual (Tododeidure).

Dewey (1989), por su parte, distingue diversos significados del término pensamiento:

- El fortuito transito de cosas por la mente, el cual es automatico y no esta
regulado. Este es el caso de los suefios y de las ensofiaciones o ensimismamientos
que experimentan las personas cuando estdn despiertas.

- La imagen mental o idea de algo que estd presente en la realidad. Siendo la
sucesion, coherente y sin rupturas de continuidad, de tales imagenes lo que
constituye el pensar.

- Creencia, idea preconcebida (no obtenida mediante actividad mental).

En contraposicion a estos significados, Dewey destaca un tipo de pensamiento, el

reflexivo, el cual implica una ordenacion secuencial de ideas, cada una de ellas
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resultado de la anterior, deliberadamente utilizada para llegar a una conclusion. “Lo
que constituye el pensamiento reflexivo es el examen activo, persistente y cuidadoso
de toda creencia o supuesta forma de conocimiento a la luz de los fundamentos que
la sostienen y las conclusiones a las que atiende” (p. 25). Lo que implica un esfuerzo

voluntario y consciente.

3.1.3 Desde la psicologia

Desde un punto de vista psicoldgico cabe destacar cuatro teorias que han tratado la
idea del pensar desde distintas consideraciones psicologicas, centrandose en la
cuestion de su génesis o de su estructura (Ferrater, 1988; Moya, 1998). Estas teorias

son:

- La Asociacionista: Considera que el pensar consiste en la combinacién de
pensamientos de acuerdo con las leyes de asociacion. Dichas leyes o principios
de conexion son tres: la semejanza, la contigiliidad (en el espacio y en el tiempo)
y la causa efecto.

- La Behaviorista o El Conductismo: Reduce el pensar a las reacciones organico—
fisicas, a simples relaciones de estimulos y respuestas.

- La Escuela de Wiirzburgo: Parte de la vision asociacionista del pensar
considerando la existencia, en la conciencia, de procesos sin contenido sensorial
denominados “estados de conciencia”. Considera la existencia de un pensamiento
sin imdgenes no descomponible en procesos mas simples.

- La Estructuralista o gestalista: Entiende el pensar como un proceso perceptivo
suscitado por un estimulo que se relaciona, formando un conjunto, con procesos

anteriores alojados en la memoria.

Los psicologos, en la mayoria de los casos, utilizan el término pensar para referir a
una actividad intelectual que tiene como finalidad encontrar una respuesta a un
problema o los medios para alcanzar una meta mediante el razonamiento (Moya,
1998). Para Myers (1999), pensar es formar conceptos que organizan nuestro mundo,

resolver problemas, tomar decisiones y emitir juicios de eficacia.

El pensar es entendido como una actividad dirigida a resolver problemas y planear
actividades, la cual estd estrechamente vinculada al lenguaje e intensamente

relacionada con la capacidad de representacion de la realidad en términos de
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conceptos mas o menos abstractos. En el pensamiento, la informacién almacenada y
los datos sensoriales se combinan y se trasforman para formar nueva informacion

(Moya, 1998).

Mayer (1986) destaca tres caracteristicas del pensamiento: 1) es cognitivo pero se
refiere a la conducta, 2) es un proceso que establece un conjunto de operaciones
sobre el conocimiento en el sistema cognitivo, y 3) es dirigido y tiene como resultado

la resolucion de problemas.

Garcia y Moreno (1998), también desde la psicologia, definen muy genéricamente el
término pensamiento como ‘“‘cualquier actividad mental que implique una
manipulacion interna de informacion” (p.97). El pensamiento es considerado como

uno de los tres origenes del conocimiento junto con la razén y los sentidos.

Segun explican estos autores, el pensamiento posee siempre un componente de
abstraccion, independientemente de que esté ligado a la presencia fisica de objetos o
de que se realice sin ningin soporte fisico (a partir, por ejemplo, de proposiciones
verbales o de iméagenes). Ademads, al igual que Dewey (1989), hacen observar la
existencia de pensamientos no intencionales, basados Uinicamente en la asociacion de

ideas, que actuan sin control por parte del sujeto.

En relacion con el caracter intencional del pensamiento, el cual es resaltado por
muchos autores como una de sus caracteristicas mas relevantes, Garcia y Moreno
(1988) explican que se manifiesta en situaciones de resolucion de problemas o en la
busqueda de la toma de una decision o extraccion de una conclusion, en las que el
sujeto construye representaciones y manipula la informacion con el fin de lograr un
objetivo. Este pensamiento incluye diversos tipos de actividades de pensamiento que
pueden clasificarse en deterministas o no deterministas, segin sean o no fruto de un
proceso en el que, en cada paso, la opcion posible venga determinada por el paso
anterior. Lo que los gestalistas denominan como pensamiento reproductivo o

productivo, respectivamente.

Cuando el proceso de pensamiento es no determinista entran en juego diversos tipos
de pensamiento como el razonamiento o la creatividad (segiin se conozca o no el

punto de partida del proceso de pensamiento).
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Dorsch (1985) define el pensamiento como la elaboracion interpretativa y
ordenadora de informaciones y el ejercicio de funciones intelectuales o cognitivas
como la formacion de conceptos y operaciones mediante esquemas de diferentes
grados de abstraccion (ej., conocimientos y estructuras cognitivas para reconocer,
descubrir o proponer relaciones entre ellos). En general, este término designa a las

operaciones dirigidas a la resolucion de problemas.

Ademas de esta acepcion, que se refiere a la capacidad de pensar, Dorsch define
pensamientos como las piezas mas pequefias de la vivencia del pensar. Segin este
autor, el término pensamiento queda restringido en psicologia a las siguientes
operaciones elementales: la cognicidon (reconocimiento, identificacion), el ejercicio
de la memoria, el pensamiento divergente (obtencion de diversas conclusiones
logicamente posibles), el pensamiento convergente (obtencion de una conclusion
logicamente necesaria) y la evaluacion o valoracion (verificacion de una hipdtesis)

(Dorsch, 1985).

3.1.4 El término pensamiento en este trabajo

Observamos en las definiciones recogidas que en ocasiones se considera el
pensamiento como una accion y, por tanto, como sinénimo de pensar, y en otros

casos como el efecto, el resultado o el objeto de dicha accion.

En este trabajo vamos a emplear el primero de estos significados, definiendo el

término pensamiento como:

La actividad intelectual (interna) mediante la cual el hombre entiende, comprende,
y dota de significado a lo que le rodea; la cual consiste, entre otras acciones, en
formar, identificar, examinar, reflexionar y relacionar ideas o conceptos, tomar
decisiones y emitir juicios de eficacia; permitiendo encontrar respuestas ante

situaciones de resolucion de problemas o hallar los medios para alcanzar una meta.

Estamos implicando en esta definicion cierta intencionalidad del sujeto descartando
acepciones del pensamiento que hacen referencia a las ensonaciones o el simple paso
de ideas o imdgenes por la mente. Esta definicion, extraida de la busqueda
bibliografica realizada, es suficientemente precisa y descriptiva para poderla aplicar

al contexto en el que se situa este trabajo.
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3.2 Relaciones

Las relaciones constituyen una parte esencial de las matematicas debido a que los
diversos conceptos o ideas matemadticas se encuentran organizados en estructuras
interrelacionadas (Castro, Rico y Castro, 1987; Vergnaud, 2003). De hecho algunos
autores (Alsina, Burgués, Fortuny, Giménez y Torra, 1996; Ruesga, 2003) definen
las matematicas como una ciencia cuyo objetivo es el estudio de relaciones. Ademas,
desde la perspectiva representacionalista del conocimiento se sefiala la importancia
de las relaciones en el desarrollo de la comprension y del conocimiento matematico

(Hiebert y Carpenter, 1992).

A continuacion, recogemos acepciones relativas al término relacion procedentes de la
consulta de documentos de Lengua, Filosofia, Logica, Matematicas y Educacion

Matematica.

3.2.1 Acepciones generales del término relacion

El Diccionario de la Real Academia Espanola (RAE, 1992) define el término
relacion como referencia que se hace de un hecho, conexion, correspondencia de una
cosa con otra, y en matematicas: resultado de comparar dos cantidades expresadas en

numeros.

Segtn el Diccionario de uso del Espafiol de Maria Moliner (1998), una relacion es
una situacion que se da entre dos cosas cuando hay alguna circunstancia que las une
en la realidad o en la mente. En su acepcion matematica la define como resultado
numérico de comparar dos magnitudes, cantidades o numeros, lo que también

denomina razoén.

Segun la Enciclopedia Oxford de Filosofia (Honderich, 2001), el término relaciones
se refiere a maneras en que las cosas pueden estar conectadas entre si (ej., algunos
cosas son mds viejas que otras) o consigo mismas (ej., cada cosa es idéntica a si

misma).
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3.2.2 El término relacion segun Aristoteles

El término relacién es una categoria'® segun Aristoteles, el cual define lo relativo
como la referencia de una cosa a otra (del doble al tercio, del exceso al defecto, de lo
medido a la medida, del conocimiento a la ciencia, de lo sensible a la sensacion)
(Ferrater, 1988). En palabras de Larroyo (1982): “los relativos son todas las cosas,
cualesquiera que ellas sean, que no se dicen sino de otras cosas” o “que se refieren,
de cualquier manera que sea, a otra cosa que ellas mismas” (p. 32). Por ejemplo,

“mas grande” se dice de un objeto con respecto a otra cosa.

Las cosas pueden ser relativas por si (ej., la igualdad), porque sus géneros lo son (ej.,
la medicina, por serlo su género que es la ciencia) o por accidente (ej., una cantidad

que es doble de otra) (Aristoteles, 1998).
Aristoteles (1998) distingue tres sentidos del relativo:

Primer sentido del relativo: Como el multiplo respecto del submultiplo (como el

doble respecto de la mitad) y lo que excede respecto de lo excedido. Este tipo de
relaciones se denominan numéricas y corresponden a afecciones de los niumeros, es
decir, a cualidades en las que los nimeros pueden alterarse. Estas relaciones pueden
ser determinadas (o definidas) e indeterminadas (o indefinidas). Por ejemplo, la
relacion “ser doble de” es determinada mientras que la relacion “ser multiplo de” es

indeterminada.

Entendemos que esta distincion se refiere a si las clases de equivalencia
determinadas por la relacion son finitas o infinitas, siendo una relacion determinada o
indeterminada respectivamente seglin esta distincion. Asi, la relacion de “ser doble
de” es determinada ya que cada clase de equivalencia estd formada por dos
elementos. En cambio, la relacion “ser multiplo de” relaciona un conjunto infinito de
nimeros con uno dado, por lo que las clases de equivalencia tienen infinitos

elementos.

' Aristoteles entiende por categorias términos o expresiones de enlace no ulteriormente analizables y,
a su vez, diversos modos de hablar del ser (Ferrater, 1988). Las categorias corresponden a las
diferentes cosas que pueden expresar las palabras cuando se toman aisladamente. Las diez categorias
que considera Aristoteles son sustancia, cantidad, cualidad, relacion, lugar, tiempo, situacion, estado,
accion y pasion (Larroyo, 1982).
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Segundo sentido del relativo: Como lo activo respecto de lo pasivo (como lo que es

capaz de cortar respecto de lo cortable). Estas son las relaciones segln la potencia, y
segun los actos de la potencia, algunas de las cuales se dicen también relativas segun
tiempos distintos (ej., lo que hizo respecto de lo que fue hecho, lo que hara respecto a
lo que sera hecho). Son relaciones debidas a la privacion de la potencia las que se
expresan mediante los prefijos in— o im—, tales como lo invisible, lo imposible, lo

impotente,...

Tercer sentido del relativo: Como lo mensurable respecto de la medida, lo

cognoscible respecto del conocimiento, lo sensible respecto de la sensacion, lo
pensable respecto del pensamiento. Estas cosas se dice que son relativos porque otra
cosa es relativa a ellas. Asi, pensable significa que hay pensamiento de ello, pero el
pensamiento no es relativo a aquello de que es pensamiento. De forma semejante, lo
visible se dice asi porque hay visioén de ello, pero la vision no puede definirse a su
vez por serlo de lo visible (Aristoteles, 1998). En cambio, en el caso de las relaciones
numéricas y las relaciones segun la potencia, lo que son se dice que lo son de otra
cosa y no porque otra cosa sea relativa a ellas (ej., ser hijo precisamente es ser hijo

del padre).

Propiedades de lo relativo

Segtin Larroyo (1982), Aristoteles distingue cuatro propiedades del relativo:

- Tienen la propiedad de los contrarios, es decir, cada relativo tiene su contrario y
¢éste es a su vez un relativo (aunque existen algunas excepciones)

- La mayoria son susceptibles de ser mas o menos

- Todos los relativos se aplican a cosas reciprocas, asi si w es el doble de z, z es la
mitad de w, o si z es esclavo de w, w es sefior de z.

- La mayoria de los relativos pueden existir simultaneamente (ej., doble y mitad

existen a la vez).

3.2.3 El término relacion desde la filosofia

Al igual que Aristoteles, otros autores han coincidido en incluir relacion como una
de las categorias, entre ellos podemos mencionar a Leibniz, Renouvier, Natorp, a
Plotino el cual la sefiala como una categoria del mundo sensible y a Kant quien, en

funcion de las formas 16gicas del juicio, distingue dentro de la categoria de relacion
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entre substancia y accidente, causalidad y dependencia, y comunidad o reciprocidad
entre agente y paciente. Kant presenta, ademas, una tabla de categorias de la
voluntad sobre las nociones de bien y de mal, dentro de la cual también incluye la

categoria de relacion (Ferrater, 1988).

En la ontologia se distingue entre relacion de lo real y relacion ldgica. La relacion se
considera logica cuando es solo de la mente, y de lo real cuando es una relacién
ontoldgica. Los escolasticos distinguen a su vez entre relaciones de lo real creadas y

relaciones de lo real increadas (Ferrater, 1988).

De entre los autores que han considerado la relacion desde un punto de vista
ontolégico, Ferrater destaca a James y Honecker. James sefala que las relaciones que
conectan las experiencias deben ser también experimentadas. Considera las
relaciones como algo real y las enumera de menor a mayor “intimidad”: estar con
(simultaneidad e intervalo temporal), ser adyacente en el espacio y distancia
(similaridad y diferencia), actividad (cambio, tendencia, resistencia) y causalidad

(sistema continuo del yo).

Por su parte, Honecker entiende las relaciones como hechos objetivos adscritos a dos
0 mas objetos (Ferrater, 1988), y las clasifica en relaciones mixtas (ej., relacion
mayor—menor) y relaciones fundamentales. Las relaciones fundamentales las
clasifica a su vez en relaciones de cualidad (ej., a y b son iguales, distintos,...) de
union (ej., a y b estdn unidos de algin modo), y relaciones no transformables en el

mismo sentido (ej., causa—efecto, medio—fin,...).

Por otra parte, Paci considera la relacion como modo de unién dindmica, es decir,

como un proceso (Ferrater, 1988).

Una cuestion ampliamente debatida con respecto a las relaciones, es su consideracion
como externas o internas a las cosas, es decir, si las cosas relacionadas o
relacionables poseen o no una realidad independientemente de sus relaciones o, por
el contrario, las relaciones constituyen las cosas y son previas a ellas (Ferrater,
1988). Diversos autores se han posicionado en cada uno de los extremos de este
debate. Honderich (2001), en cambio, considera la co—existencia de ambos tipos de

relaciones, explicando: Si A esta relacionado con B, y A no pudiera existir sin estar
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relacionado con B, la relacion es interna, pero, si ni la identidad ni la naturaleza de A
dependen de esta relacion, entonces la relacion es externa. Por ejemplo, 2 esta
relacionado internamente con 1 ya que ningiin nimero puede ser idéntico a 2 sin ser
mayor que 1, mientras que la relacion de un libro con el lector es externa pues el

libro es exactamente el mismo independientemente del lector que se considere.

De forma similar, Brugger (1965) explica que la relacién puede ser considerada
como relacion trascendental (o esencial) o como relacion predicamental (o
accidental). En el primer caso, la relacion forma parte de la constitucion esencial del
sujeto y, en el otro caso, alude a la referencia del sujeto a algo, afadiéndose como
determinante ulterior al sujeto ya completo en su constitucion esencial, siendo una

categoria del accidente.

3.2.4 El término relacion en la légica"

En la logica, la relacidon se examina como un predicamento, es decir, como una de las
clases o categorias a que se reducen todas las cosas y entidades fisicas (RAE, 1992),
y se define como el orden de una cosa respecto a otra (Ferrater, 1988). La relacion
predicamental es un accidente real referido a otra cosa, que requiere la existencia de
un sujeto real y de un término real distinto del sujeto para que la relacion pueda

existir a modo de interseccion entre los términos (Ferrater, 1988).

Desde la logica tradicional, la relacion se refiere al caracter condicionado
(proposiciones hipotéticas y disyuntivas) o incondicionado de los enunciados
(proposiciones categdricas). Para representar las relaciones se utilizan esquemas
cuantificables que son de la forma Fxy, Gxyz,... con una letra mayutscula y tantas
letras minusculas como elementos estén involucrados en la relacion. Asi, por ejemplo

“Jupiter es mayor que Mercurio” tendria un esquema de la forma Fxy.

Estos diagramas permiten distinguir los elementos que estan involucrados en una
relacion: los términos que se relacionan y el fundamento de la relacion (Ferrater,

1988).

"> Una parte de la logica que se conoce como algebra (booleana) de relaciones (analoga al algebra
booleana de clases) se centra en el estudio y manejo de las relaciones definiéndose sobre ellas la suma,
el producto, la inclusion, el complemento, la identidad de relaciones,... entre otros functores
(Sacristan, 1973).
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Relaciones diddicas o binarias. A las relaciones que involucran dos elementos, las

mas simples y las mas frecuentes en el lenguaje cotidiano, se les denomina diadicas o
binarias. Estas relaciones pueden ser representadas mediante esquemas relacionales
de la forma: S W (....s...... Ww....), que se lee “la relacion de todo s a todo w,

que....S...... w....” (Ferrater, 1988; Honderich, 2001).

Una notacion mas abreviada consiste en escribir X R z, que se lee “x tiene la relacion
R con z” 0 “x esta relacionado con z con la relacion R”. Un ejemplo de esta notacion
son los enunciados “Carlos ama a Inés” o “Irene es mas joven que Jose Luis”

(Ferrater y Leblanc, 1967).

Como podemos observar, las relaciones diadicas se definen a partir de la idea de
pares ordenados. Para este tipo de relaciones diadicas, segiin se indica en Ferrater

(1988) y Honderich (2001), se distinguen las siguientes propiedades:

- Reflexiva: todo elemento esté relacionado consigo mismo (ej., las relaciones “ser
del mismo color” y “tener la misma edad que” son reflexivas).

- Irreflexiva: ningin elemento estd relacionado consigo mismo (ej., las relaciones
“ser mas bajo” y “ser distinto de” son irreflexivas).

- No reflexiva: no es ni reflexiva ni irreflexiva, es decir, algunos elementos estan
relacionados consigo mismos y otros no (ej., las relaciones “querer a” es no
reflexiva).

- Simetrica: si una entidad w esta relacionada con una entidad z, entonces z esta
relacionada con w (ej., las relaciones “ser tan alto como” y “ser vecino de” son
simétricas).

- Asimétrica: si ningun par de elementos cumple la propiedad simétrica (ej., las
relaciones “ser mas pesado que” y “ser padre de” son asimétricas).

- Antisimétrica: si los Unicos pares de elementos que cumplen la propiedad
simétrica son los formados por elementos iguales (ej., la relacion “ser menor
que”).

- No simétrica: no es ni simétrica ni asimétrica (ej., la relacion “conocer el nombre
de” es no simétrica)

- Transitiva: si una entidad w esta relacionada con una entidad z, y €sta a su vez
estd relacionada con una entidad x, entonces w estd relacionada con x (ej., las

relaciones “ser mas largo” y “tener la misma edad que” son transitivas).
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- Intransitiva: si una entidad w esta relacionada con una entidad z, y ésta a su vez
esta relacionada con una entidad x, entonces w no estéd relacionada con x (ej., la
relacion de paternidad y la relacion “ser doble de” son intransitivas).

- No transitiva: no es ni transitiva ni intransitiva (ej., la relacion de amistad es no

transitiva).

Cuando una relacion diadica es reflexiva, simétrica y transitiva se dice que es una
relacion de equivalencia. Un ejemplo de relacion de equivalencia es la relacion

“tener la misma edad que”.

Otras relaciones de gran importancia son las relaciones de orden, que son aquellas
relaciones diadicas que son reflexivas, transitivas y antisimétricas. Un ejemplo de

relacion de orden es la relacion “ser mas alto o igual de alto que”.

Se puede distinguir también entre relaciones binarias de uno a muchos (ej., la
relacion de padre a hijo), de muchos a uno (ej., la relacion de hijo a padre) o de uno a
uno (ej., la relacion de nacién a capital). Lo cual se define formalmente como sigue;

denominando, en un esquema relacional xRz, a “x” relacionante y a “z” relacionado

(Ferrater, 1988).

- Relacion de uno a muchos: relacion en la que cada relacionado tiene exactamente

un relacionante.

- Relacion de muchos a uno: relacion en la que cada relacionante tiene

exactamente un relacionado.

- Relacién de uno a uno: relacion en la que cada relacionante tiene exactamente un

relacionado y viceversa.

En otros casos se distingue entre relaciones mutuas y no mutuas o unilaterales, y
relaciones en las que las dos partes son de la misma especie y otras en las que son de

distinta especie (Brugger, 1965).

3.2.5 El término relacion en la teoria de conjuntos

Dentro de las matematicas, concretamente en la teoria de conjuntos, el término

relacion se define formalmente como un subconjunto de un producto cartesiano:
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Una relacion R entre los conjuntos Aj, Aj,..., A, es un subconjunto R

cualquiera del producto cartesiano A;xAsx... XAy,

A los conjuntos A (i = 1,...n) se les denomina dominios de la relacion, al nimero de
elementos de R cardinalidad y al ntimero “n” grado de R. Para indicar
explicitamente el grado de la relacion se dice que R es una relacion n—aria (Farran,

2003).

Concretamente, para n = 2, una relacion binaria R entre dos conjuntos A y B es
cualquier subconjunto R de AxB. Equivalentemente una relacion binaria R entre dos

conjuntos A y B se puede definir como una correspondencia de A en B.

Dados (a, b) un elemento de R por convenio se denota aRb, y se lee “a estad
relacionado con b”. Cuando a y b son dos elementos de A y B, respectivamente, que
no pertenecen a R, se escribe /ﬁ b Y se dice que “a no esta relacionado con b”

(Lelong— Ferrand y Arnaudi¢s, 1979).

En general, las relaciones se denotan mediante un simbolo genérico como R o ~,

aunque en algunas relaciones especificas se usan otros simbolos como =, <, >, | , =

Las operaciones conjuntistas basicas que se pueden realizar con relaciones entre un
mismo grupo de conjuntos son la unidn, la interseccion, la diferencia y la

complementacion.

En muchas ocasiones se consideran relaciones entre un mismo conjunto, es decir, se
toma B = A, y se dice que R es una relacién binaria sobre A. En ese caso se
consideran las propiedades anteriormente definidas dentro de la logica: reflexividad,
irreflexibilidad, no reflexividad, simetria, asimetria, no simetria, transitividad,
intransitividad y no transitividad. Y, semejantemente, se definen las relaciones de

equivalencia y las relaciones de orden (ver apartado anterior).

3.2.6 El término relacion en este trabajo

En este trabajo manejamos dos acepciones diferentes del término relacion. Por una
parte, vamos a considerar la acepcion general de este término que nos va a conducir a

definir lo que entendemos por pensamiento relacional. Por otra parte, consideramos
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el concepto de relacion binaria y relacion de equivalencia, procedentes de la logica y
de la teoria de conjuntos, para abordar los conceptos de igualdad, equivalencia e

identidad dentro de las matematicas.

Como acepcion general del término relacion tomamos la siguiente definicion:

Conexion, correspondencia o situacion que se da de una cosa con otra o de una cosa
con si misma, en definitiva entre un par ordenado, ya sea en la realidad o en la

mente.

En el contexto de la aritmética las relaciones corresponden, por ejemplo, a
mismidad'® (ej., las expresiones 2 + 3 y 7 + 5 representan en ambos casos la suma de
dos numeros naturales, por lo tanto, se reconoce en ambas una mismidad de
operacion aunque aparezcan involucrados numeros diferentes), de no mismidad (ej.,
15 — 7 y 15 + 7 involucran los mismos términos pero una operacion diferente),
diferencia de magnitud entre dos nimeros (ej., “5 es dos unidades mayor que 3”),
correspondencia de dos niimeros por medio de una operacion (ej., 15 se relaciona con
3 por ser un divisor, o porque al multiplicar 3 por 5 se obtiene el numero 15), entre

otros casos.

Diferencia entre relacion y propiedad en las matematicas

Las propiedades son hechos siempre ciertos con respecto a los elementos de un
conjunto (Bult y Hobbs, 2001). Son ejemplos de propiedades las siguientes
afirmaciones: “la suma de los 4ngulos de un tridngulo es 180 grados”, “todo nimero
par es divisible por dos”, “las diagonales de un rombo se cortan formando un angulo

recto”, entre otras.

A diferencia de las propiedades, las relaciones se dicen de dos objetos matematicos
concretos. Las propiedades se encuentran en un nivel mas elevado que las relaciones
en cuanto a su grado de generalidad. “El reconocimiento de relaciones tiende a
centrarse en lo particular, mientras que la percepcion de propiedades supone un

movimiento hacia lo general” (Mason, 2004).

1 Utilizamos el término mismidad, por su brevedad, para referir a la condicién de ser alguien o algo él
mismo, acepcion tomada de Seco, Andrés y Ramos (1999).
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3.3 El término pensamiento relacional en este trabajo

Partiendo de las distintas acepciones de los términos pensamiento y relacion

recogidas anteriormente, nos encontramos en disposicion de precisar qué vamos a
. . 17 . . .

entender por pensamiento relacional *, definido como pensamiento sobre relaciones

y considerando el pensamiento como una accion.

El pensamiento relacional es la actividad intelectual (interna) consistente en
examinar objetos o situaciones matematicas, considerandolos como totalidades,
detectar de manera espontinea o buscar relaciones entre ellos, y utilizar dichas

relaciones con una intencionalidad, es decir, para alcanzar un objetivo'®.

Entendemos que cuando una persona piensa relacionalmente o, equivalentemente,
usa pensamiento relacional, no solo observa o detecta relaciones existentes entre los
objetos matematicos en cuestion, sino que estas relaciones pasan a ser consideradas
objeto de pensamiento para lograr un objetivo determinado. Dicho objetivo puede ser
resolver un problema, tomar una decision o aprender mas sobre la situacion o los
conceptos involucrados. Las relaciones son los conceptos e ideas en los que se centra

la atencion del sujeto.

Para clarificar en qué consiste el uso de pensamiento relacional describimos

detalladamente dicho proceso mediante varios ejemplos.

Por ejemplo, el uso de pensamiento relacional en la resolucion de la actividad
propuesta en la Figura 3-1 podria ser como sigue. Un primer acercamiento a la
actividad conlleva un andlisis o examen de la figura en el que se pueden distinguir la
totalidad de la figura y diversas partes de ésta, como las lineas que dividen la figura 6
la forma de la figura sombreada, dependiendo de donde se dirija la atencidn.
Entonces, guiados por la cuestion formulada, pueden buscarse relaciones entre el
tridngulo sombreado y el cuadrado total, o entre el triangulo y alguna parte del
cuadrado. Algunas de estas relaciones pueden no conducir a la obtencion de la

respuesta pero permitirdn conocer mas a fondo las caracteristicas y estructura de la

' El término relacional es definido como “propio de la relacidn entre personas o cosas” (Moliner,
1998), “perteneciente o relativo a la relacion o correspondencia entre cosas (RAE, 1992).

'® En el examen del objeto o situacion y en la busqueda de relaciones, la atencién puede ir variando de
la totalidad a ciertas partes o detalles del objeto matematico y viceversa, enfatizandose unos elementos
0 aspectos e ignorandose otros, en distintos momentos de dicho proceso (Mason, 2003).

62 Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual

figura y llevaran a explorar otras relaciones. Si se relaciona el area del triangulo con
la del cuadrado que lo contiene, de area 1/4 del total, puede observarse que la
proporcion entre estas areas es 4:1 (ver Paso 2 de la Figura 3-1), siendo éste un modo
de obtener la respuesta 1/16. En esta actividad el uso de pensamiento relacional es

promovido por el tipo de pregunta planteada que alude a relacion entre areas.

Paso 1 Paso 2

Figura 3-1: Actividad procedente de Mason (2006) en la que se pide calcular la proporcion del
area sombreada respecto del area total.

El pensamiento relacional puede ser asociado con cierta disposicion a analizar la
estructura y relaciones de los objetos matematicos pero también puede tener lugar de
forma espontanea. En ocasiones, es posible que, en el primer acercamiento al objeto
u objetos matematicos, ciertas caracteristicas o relaciones entre los objetos “emerjan
de ¢1”, es decir, que sin haber realizado una busqueda directa de relaciones éstas
vengan a la mente del sujeto y “se hagan visibles”. Asi, por ejemplo, al observar la
Figura 3-1 algunas personas pueden apreciar, “a simple vista”, que los cuatro
triangulos que se unen en el centro del cuadrado son iguales, o que el cuadrado esta
dividido en cuatro cuadrados iguales que se unen en el centro de la figura. De forma
similar, en la expresion 5 + 5 + 5 + 5 puede saltar a la vista del lector que todos los
términos involucrados son iguales, sin necesidad de haber realizado una busqueda

consciente de relaciones entre los elementos de dicha expresion.

Ciertas caracteristicas o relaciones “sobresalientes” de, o entre, objetos matematicos,

al ser detectadas de forma espontanea, pueden favorecer un enfoque relacional en vez
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de un enfoque computacional o centrado en la aplicacion de un procedimiento
aprendido, al inducir al sujeto a estudiar el modo en que las relaciones que detecta,
entre los objetos, le pueden conducir a la obtencion de la respuesta o de informacion
de interés sobre la situacion en estudio. De este modo, el pensamiento relacional se
presenta como una accion intelectual, alternativa a la aplicacion de procedimientos
estandares, centrada en la consideracion y exploracion de las relaciones y estructura

de los objetos o situaciones matematicas.

En el supuesto de una tarea de resolucion de la igualdad 12 + 7 =7 + [, el uso de
pensamiento relacional podria ser como se describe a continuacion. Primeramente el
sujeto observa la totalidad de la expresion y comienza a examinarla. Detecta algunas
de sus caracteristicas y discierne algunos de sus componentes, por ejemplo: tiene un
signo igual (lo que le confiere una estructura particular a la expresion), incluye dos

términos en cada miembro y el miembro derecho contiene un recuadro en blanco.

De manera espontanea, o cuestionandose directamente, detecta relaciones entre las
partes de la igualdad como la presencia de un siete en ambos miembros, asi como
que ambos miembros contienen una operacion de suma. Estas caracteristicas le
permiten saber que ha de resolver una igualdad de suma en la que se desconoce uno
de los sumandos del miembro derecho y, las relaciones observadas, le pueden
conducir a reflexionar sobre la manera en que esta informacion le ayuda a obtener la
respuesta: ...en uno de los miembros aparece la suma de 12y 7, y en el otro también
aparece una suma que involucra a un 7. Entonces, ;cudl puede ser el numero que ha
de ir en el recuadro? ;Qué conozco sobre sumas con términos iguales?... Mediante
dicho proceso de reflexion, o mediante el recuerdo espontdneo de la propiedad
conmutativa de la suma, el sujeto obtendra la respuesta 12 a dicha igualdad. Este
proceso, que aqui ha sido descrito detalladamente, ocurre, en general, en cuestion de
segundos, no siendo el sujeto explicitamente consciente de cada uno de los pasos

realizados.

El pensamiento relacional es un tipo de la variedad de pensamiento y acciones
intelectuales que tienen cabida en la actividad matematica. Este pensamiento puede
tener lugar tanto en una etapa intermedia o final, como en una fase inicial. Por
ejemplo, puede tener lugar tras un proceso de simbolizacion o representacion o puede

ser utilizado para reducir la situaciéon o problema a otro equivalente, que sea mas
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sencillo o de mayor utilidad. Asi, por ejemplo, al considerarse cadenas de

operaciones de fracciones (€j., %(? + %)% - %) el pensamiento sobre las relaciones

que existen entre los términos que la componen puede ayudar a simplificar el calculo
a realizar: E(E+1)E—l = (E+l) 1 :E.

33 225 2 3 2 2 3
Ademas, la busqueda de relaciones, dentro del uso de pensamiento relacional, puede
ser un proceso mas o menos complejo que involucre diversidad de modos de

razonamiento, en los que, no necesariamente, se utilice pensamiento relacional.

3.4 Pensamiento relacional en el trabajo con expresiones

aritméticas y algebraicas

Abordamos, a continuacion, el interés y potencial de este tipo de pensamiento en el
contexto de la aritmética y el algebra, centrandonos en el trabajo con expresiones
aritméticas y algebraicas. En este contexto nuestra concepcion de pensamiento

relacional se concretiza como:

La actividad intelectual de examinar expresiones aritméticas (algebraicas),
considerandolas como totalidades, detectar de manera espontinea o buscar
relaciones entre cllas o entre sus términos, y utilizar dichas relaciones con una
intencionalidad, como puede ser resolver un problema, tomar una decision o

aprender mas sobre la situacion o los conceptos involucrados.

En particular, este tipo de pensamiento puede tener lugar en situaciones de célculo
(transformacion de expresiones algebraicas) o en situaciones en las que se relacionan
expresiones aritméticas (algebraicas), por ejemplo, mediante relaciones de igualdad,

desigualdad o de orden.

Situaciones de Cdalculo

Por ejemplo, diremos que una persona usa pensamiento relacional para realizar el
calculo 14 + 9 cuando, tras examinar la expresion, busca o detecta relaciones entre
uno de los términos y algun otro nimero, que le facilitan dicho célculo. En este caso,
puede buscar un nimero que sumado a 14 dé 20. Tras encontrar el valor desconocido

en la sentencia /4 + n = 20, para poder completar el calculo, se necesita buscar qué
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relacion existe entre 6 y 9. Otra posibilidad, en este mismo ejemplo, es que se
relacione 9 y algun otro término, por ejemplo 10, y, puesto que 9+1=10, se reste
una unidad a 14 trasformando el calculo a realizar en su equivalente 13 + 10, mas

sencillo para el célculo.

En el caso del célculo del valor numérico de la secuencia 14+9+6 el uso de
pensamiento relacional puede permitir simplificar su calculo, al observarse que las
operaciones a realizar resultan mas sencillas cambiando el orden de los términos
(14+9+6=14+6+9=20+9=29) o descomponiendo alguno de ellos
(14+9+6=10+4+9+6=10+4+6+9=10+10+9=20+9=29).

De este modo, el pensamiento relacional puede ser utilizado para deducir respuestas
o resultados que no se conocen o no se recuerdan en un determinado momento, a
partir de otros que se conocen, o para resolver una secuencia de operaciones de
forma mas sencilla, transformdndola mediante la aplicacion de propiedades

aritméticas o haciendo uso de la estructura del sistema numérico decimal.

Observamos, por tanto, que el uso de pensamiento relacional en el célculo conlleva
el uso de estrategias flexibles, no usuales o informales, muy relacionadas con el
calculo mental y con el uso del sentido numérico. Pensar de este modo requiere que
los alumnos “miren” (consideren) la totalidad de la expresion para identificar
relaciones numéricas significativas, antes de empezar a calcular, y tengan conciencia,
al menos de manera implicita, de propiedades y relaciones aritméticas tales como la

conmutatividad o la asociatividad de la suma (Carpenter et al, 2005).

Expresiones aritméticas relacionadas
Por otra parte, se puede usar pensamiento relacional en situaciones en las que se
relacionan expresiones aritméticas, como en igualdades numéricas o expresiones

aritméticas relacionadas mediante los signos mayor que o menor que.

Una posibilidad es que se utilice pensamiento relacional para calcular el valor
numérico de una o ambas expresiones, o para averiguar la cantidad desconocida si la

hay. Este caso es de la misma naturaleza que el calculo anteriormente explicado.

Otra posibilidad de uso de pensamiento relacional, que es propia de este contexto,

tiene lugar cuando, en vez de calcular el valor numérico de las expresiones
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relacionadas, se comparan y se establecen relaciones entre ellas, o dentro de ellas,
que ayudan a obtener la respuesta. Por ejemplo, para resolver la igualdad numérica
abierta 8 + 4 = O + 5, se pueden comparar las expresiones que la componen, “8 + 4”
y “0O + 57, y reconocer que ambas contienen una suma y que una contiene un 4 y
otra un 5. Usando conocimiento de la propiedad de compensacion y usando sentido
numérico, mediante el cual se sabrd que 4 es una unidad menor que 5, puede

deducirse que la respuesta es una unidad menos que 8, por tanto, 7.

Otro ejemplo puede darse al valorar la veracidad o falsedad de una desigualdad tal
como 11 + 5> 13 + 5. En este caso, a partir del andlisis de las expresiones a ambos
lados del signo mayor que, el alumno puede detectar la repeticion de la operacion
suma y del nimero 5 y apreciar que 11 es menor que 13. La observacion de estas
relaciones le puede conducir a afirmar que la desigualdad es falsa puesto que a 5, se
le estd sumando, en el miembro izquierdo, un numero mayor que en el derecho. En
este caso se estaria haciendo uso de conocimiento sobre el efecto de la suma y sobre

la magnitud relativa de los nimeros 13 y 11.

Algebra

De forma similar, el pensamiento relacional puede tener lugar en contextos
algebraicos, en particular en la transformacion de expresiones, en la resolucion de
igualdades, ecuaciones, inecuaciones y desigualdades o en la comparacion de
expresiones. Por ejemplo, la ecuacién 3x +5 =2x +4 puede resolverse comparando
ambos miembros y observando las relaciones expresadas por 3x=2x+x y
5=4+1, y que, por tanto, la ecuacion dada es equivalente a x+1=0; lo que

permite obtener directamente la solucion de la ecuacion.

Esta estrategia conduce a trasformaciones semejantes a las utilizadas en los métodos
tradicionales de resolucion de ecuaciones, la diferencia subyace en el modo en que se
justifican las transformaciones realizadas en la ecuacién. En este caso el
razonamiento no se basa en la propiedad de la igualdad que permite sumar, restar,
multiplicar o dividir de igual modo en ambos miembros, sin que la igualdad se vea
alterada, aunque se haga uso de estas propiedades. El pensamiento se centra en las
relaciones que existen entre las expresiones de ambos miembros y en la relacion que

se fuerza entre ellas: la igualdad.
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De forma similar, si en vez de una ecuacion dicha expresion fuera la inecuacion
3x+5>2x+4, puede concluirse, a partir de las relaciones mencionadas

anteriormente, que la diferencia existente entre dichas expresiones (x +1) ha de ser

un nimero positivo, lo que conduce a la resolucion de la inecuacion.

En resumen, este tipo de pensamiento hace referencia a situaciones en las que la
aplicacion directa de un procedimiento es dejada en un segundo plano, y la persona
centra su atencion en relaciones existentes entre las expresiones involucradas o entre

partes de éstas.

Por ultimo, es importante observar que la contextualizacion de nuestra definicion de
pensamiento relacional en el ambito del trabajo con expresiones aritméticas y
algebraicas, es compatible con el uso que Koehler, Carpenter y colaboradores hacen
de este término, en el sentido en que coinciden las manifestaciones que se le

reconocen a este tipo de pensamiento.

3.4.1 Caracter algebraico

En los diversos ejemplos presentados se observa que el uso de pensamiento
relacional, en el contexto del trabajo con expresiones aritméticas, comprende varios

aspectos que evidencian el caricter algebraico de este tipo de pensamiento:

- La consideracion de expresiones aritméticas y algebraicas desde un punto de
vista estructural, promoviendo un enfoque no computacional de la aritmética al
alejar la atencion del valor numérico de las expresiones, es decir, de la obtencion
del resultado de las operaciones involucradas.

- La concepcion de las expresiones como totalidades susceptibles de ser
comparadas, ordenadas, igualadas y trasformadas, y, por tanto, la aceptacion de
la falta de clausura.

- El uso del lenguaje horizontal, tradicionalmente mas propio del dlgebra que de la
aritmética.

- El favorecer la interpretacion bidireccional de las igualdades y sentencias

- La potenciacién de la exploracion, identificacion y descripcion de patrones y
relaciones sobre los nimeros y operaciones, primeros pasos en el proceso de su

generalizacion.
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- El favorecer el desarrollo y uso de sentido numérico y de sentido operacional,
facilitando el avance hacia la concepcion de las operaciones y expresiones
aritméticas como objetos, y no s6lo como procesos.

- La potenciacion de un enfoque aplicable a la resolucion de ecuaciones, en el
contexto de la resolucion de igualdades. En el algebra, los alumnos deben
manejar expresiones que involucran operaciones que no es posible realizar (ej.,

3x+7y—4z). Tienen, por tanto, que pensar en relaciones entre expresiones, por

ejemplo, para averiguar el modo en que las ecuaciones pueden ser transformadas
para resolverlas o en que las expresiones pueden ser comparadas. A este respecto,
conjeturamos que el pensamiento relacional puede ayudar a los alumnos a
desarrollar métodos propios, personales y flexibles, para la resolucion de
ecuaciones. Algo que suele trabajarse en el aprendizaje de la aritmética pero no
en el aprendizaje del algebra.

- El promover la exploracion de la igualdad como la representacion de una relacion

estatica entre dos expresiones.

El pensamiento relacional se muestra de esta forma relacionado con la parte del
algebra relativa al estudio y generalizacion de patrones y relaciones, que es uno de
sus principales componentes. El trabajo centrado en el uso y desarrollo de
pensamiento relacional pretende que el alumno desarrolle su comprension de la
estructura del sistema de numeracion decimal y de las operaciones aritméticas, antes
de que sea necesario trabajar con variables e incognitas, y que se trabajen de manera
explicita las relaciones que subyacen a la aritmética, las cuales no son habitualmente

articuladas en el aula.

3.4.2 Importancia del pensamiento relacional

La descripcion de pensamiento relacional aportada permite vislumbrar la especial
importancia de este tipo de pensamiento por el papel que desde la perspectiva
representacionalista se le reconoce a las relaciones en el proceso de comprension y
desarrollo de conocimiento matematico (Hiebert y Carpenter, 1992). Este tipo de
pensamiento centra la atencion en las relaciones, una parte esencial del conocimiento
matematico. Las relaciones entre conceptos dan lugar a estructuras conceptuales que
constituyen la esencia del conocimiento matematico organizado. “Por ello debe ser

un elemento permanente de trabajo el establecimiento y reconocimiento de
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relaciones que se dan entre los conceptos que se esta trabajando” (Rico, Castro,
Fernandez, Fortuna, Valenzuela y Valldara, 1990, p.9). Las matematicas es una

disciplina de ideas conectadas (NCTM, 2000).

En el contexto de la aritmética, como se ha mostrado en el apartado previo, el trabajo
centrado en el uso y desarrollo de pensamiento relacional presenta variados aspectos
algebraicos que favorecen el desarrollo de una buena base para el posterior estudio
formal del algebra. Permiten abordar dentro de la ensefanza de la aritmética aspectos
que son habitualmente fuente de dificultades para los alumnos en el aprendizaje del
algebra, ayudando de este modo a prevenir algunas dificultades y a desarrollar modos

de pensamiento algebraicos.

Los alumnos pueden usar pensamiento relacional para: simplificar calculos,
construir y aprender conceptos, extender procedimientos a nuevos dominios

numéricos y, en general, dar sentido a la aritmética (Carpenter et al., 2005).

En el trabajo con expresiones aritméticas, el pensamiento relacional facilita la
integracion eficaz de las relaciones y propiedades aritméticas en la actividad
matematica y que el conocimiento y capacidades que los alumnos desarrollan durante
la Educacion Primaria estén mejor alineados con los conceptos y capacidades que
son posteriormente necesarios en el aprendizaje del algebra (Carpenter et al., 2005).
Se ha observado que los alumnos que utilizan propiedades y relaciones en contextos
numéricos, a lo largo de la Educacion Primaria, muestran mayor comprension en su
aplicacion general cuando estudian dichas relaciones de manera formal en el algebra

(Howden, 1989).

Los alumnos poseen una importante cantidad de conocimiento implicito sobre
propiedades aritméticas, pero generalmente no han examinado generalizaciones de
propiedades sobre numeros y operaciones de forma explicita, o pensado
sistematicamente sobre ellas. Las actividades centradas en el uso de pensamiento
relacional facilitan hacer explicito dicho conocimiento. Representan un cambio
fundamental de un foco aritmético (procedimental, centrado en el calculo de

respuestas) a un foco algebraico (estructural, centrado en examinar relaciones).
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El uso de pensamiento relacional ayuda a minimizar el calculo de operaciones y hace
que los alumnos piensen sobre las propiedades de las operaciones, la manipulacion
de expresiones numéricas y sobre como esta manipulacion afecta a las expresiones
(Koehler, 2004; Molina, 2005). En definitiva, persigue favorecer un aprendizaje
significativo de la aritmética (al enfatizar su consideracion como un sistema
matematico organizado segln ciertos principios), el desarrollo de fluidez en el
calculo y el desarrollo de una buena base para el estudio formal del algebra

(Carpenter et al., 2003; Koehler, 2004; Molina, 2005).

En particular, se considera que el estudio de las propiedades de las operaciones
puede ser un buen instrumento para desarrollar el pensamiento inductivo y

generalizador (Rico et al.,1990).

Considerando los principales objetivos del curriculo espafiol de matematicas en la
Educacion Primaria para el desarrollo de conocimiento matematico (Real Decreto
115/2004), se observa que este tipo de pensamiento puede ayudar a abordar, en el
contexto de la Aritmética, la comprension de los conceptos, propiedades y relaciones
de la estructura matematica relativas al sistema numérico decimal y a las operaciones
de las estructuras aditiva y multiplicativa asi como el uso adecuado del lenguaje

matematico para identificar relaciones.

En particular, contribuye al desarrollo del sentido numérico y de las capacidades de
estimar y juzgar la razonabilidad de los resultados de operaciones, y favorece la
exploracion y uso de patrones y relaciones numéricas, aspectos destacados en los
estandares del NCTM (2000) como elementos esenciales de la educacion matematica
en la educacion obligatoria. Ademads, ayuda a reconocer y usar conexiones entre
ideas matematicas, concretamente aritméticas, favoreciendo el desarrollo de una

vision de las matematicas como una disciplina de ideas conectadas.

3.5 Términos de la literatura en conexion con el

pensamiento relacional

En este apartado recogemos las definiciones y principales caracteristicas de diversos

términos relacionados con el pensamiento relacional y el aprendizaje de la aritmética
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y el algebra, lo que nos ayudara a establecer conexiones entre dicho término y otra

terminologia més habitual en la literatura.

3.5.1 Pensamiento cuantitativo flexible

Weaver (1957) hace referencia a la importancia del desarrollo de un pensamiento
cuantitativo flexible definiendo éste como “la habilidad de pensar y reaccionar ante
una situacion cuantitativa en formas diversas” (p.184). De este modo, se refiere al
uso de estrategias o patrones de pensamiento alternativos o no convencionales en el
contexto de la aritmética. El valor de la flexibilidad en el pensamiento radica, segiin
este autor, en la habilidad de seleccionar de, entre diversos modos de pensamiento o

de actuacion, el que es mas Util o eficaz para ciertas circunstancias cuantitativas.

En ocasiones los niflos muestran estrategias de pensamiento alternativas o no
convencionales que no les han sido explicitamente ensefiadas. Estos son ejemplos de
grados de flexibilidad que han desarrollado por propia iniciativa. Segun Weaver,
estos ejemplos son consecuencia indirecta, sino directa, de la naturaleza significativa

de las experiencias y actividades de aprendizaje.

En ocasiones estas estrategias empleadas por los alumnos no son apreciadas o
incluso aceptadas en el aula, al primarse el uso de estrategias convencionales que los
alumnos deben de aprender necesariamente. Los modos de pensamiento alternativos
a los convencionales suelen ser considerados poco importantes o, incluso, en

ocasliones innecesarios o indeseables.

Sin embargo, Weaver insiste en la importancia de la flexibilidad en el pensamiento
pues contribuye a un aprendizaje con comprension de las matematicas. Considera
esencial que en la ensefanza de la aritmética se acepte, se reconozca y se fomente la
flexibilidad de pensamiento, animando a los alumnos a descubrir y emplear modos
de pensamiento o procedimientos alternativos. Estas estrategias alternativas pueden
ser empleadas tanto en el manejo de materiales manipulativos como en el
pensamiento o en el empleo de notacion simbdlica. Sin embargo, Weaver sefiala que
el propodsito principal del maestro no debe ser la ensefianza de patrones de
pensamiento y actuacion alternativos, aunque en alguna ocasion esto puede ser

deseable, sino el crear situaciones que ayuden a los alumnos a descubrirlos, pudiendo
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ser recomendable que el maestro realice algunas sugerencias o indicaciones al

respecto.

El maestro puede facilitar el desarrollo de flexibilidad en el pensamiento y en
la accion mediante una enseiianza matematica significativa que ponga el
énfasis en las relaciones numéricas, las leyes basicas o los principios de

operacion con numeros, y similares (Weaver, 1957, p.187).

Ademas, Weaver recomienda que los alumnos compartan las estrategias empleadas y
debatan las ventajas de cada una de ellas, advirtiendo que unas estrategias pueden ser
mas utiles o eficaces para unos alumnos que para otros. No todos los alumnos pueden
desarrollar igual flexibilidad de pensamiento, pero todos pueden desarrollar cierto

grado de flexibilidad.

3.5.2 Calculo mental

En relacién con el pensamiento cuantitativo flexible se encuentra el calculo mental,
un aspecto de las matematicas al que investigadores y educadores le han reconocido,
y le reconocen, un papel destacado en la ensefanza matematica propia de la
Educacion Primaria e, incluso, de la Educacion Secundaria (Baroody y Coslick,
1998; Ewbank, 1977; Gémez 1988, 1995a, 2005; Roa, 2001; Trafton, 1978). Los
enfoques mas recientes se refieren principalmente a propuestas de disminucion de la
atencion prestada a los algoritmos estandares y, en menor medida, al caracter

utilitario, rapido y agilizador de la mente de este tipo de célculo (Gémez, 1995a).

En particular, el curriculum oficial espafiol de Educacion Primaria hace referencia a
la utilidad del céalculo mental para promover el entendimiento de la reversibilidad de
operaciones y favorecer el desarrollo de la capacidad intelectual (Real Decreto
115/2004). En el curriculo de la Educacion Secundaria se le sigue reconociendo su
importancia, siendo un criterio de evaluacién destacado, especialmente en los dos
primeros cursos, la eleccion de un tipo de célculo adecuado en la resolucion de
problemas; en particular el uso adecuado del calculo mental (Real Decreto

116/2004).

Se considera que el céalculo mental es importante para el desarrollo de Ia

comprension de los nimeros y de la capacidad de razonar con ellos, que puede
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conducir al descubrimiento y mejora de la comprension de propiedades y de la
estructura del sistema numérico y al desarrollo de flexibilidad del pensamiento
cuantitativo, y que es susceptible de ser utilizado por los educadores para evaluar la
comprension del numero, del sistema de numeracion y de las operaciones (Gomez,

1995a; Trafton, 1978).

Es, segiin Gémez (1989), el calculo que mas se utiliza en la vida cotidiana, es rapido,
es la base de los métodos de calculo sobre papel, es una herramienta para detectar
equivocaciones en calculos hechos mediante otros medios (ej., escritos, con

calculadora), y es una componente crucial del calculo estimado.

Trafton (1978) y Goémez (1989) utilizan el término célculo mental para referir a
cualquier procedimiento algoritmico, no estdndar, que permite dar respuestas de
calculo exacto que se realiza pensando, sin utilizar lapiz ni papel. Estos
procedimientos o estrategias no son basicamente diferentes de los métodos de céalculo
escrito que no corresponden al uso de algoritmos, con la salvedad de que no reciben
el apoyo del uso de la escritura para anotar pasos intermedios o resultados parciales
(Gomez, 2005). En otras ocasiones, Gomez (1995a) emplea el término célculo
mental con un significado mas amplio, para referir a cualquier calculo exacto que es
hecho de memoria, es decir, sin ayuda externa, incluyendo la emulacion y adaptacion

mental de los algoritmos estandares y de los métodos de recuento.

Gregorio (2004), por su parte, distingue dos tipos de calculo mental, el reflexivo y el
automatico. El primero de estos términos se refiere al cédlculo pensado mediante
estrategias numéricas diferentes a los algoritmos estandares. El calculo mental
automatico, en cambio, se refiere a los calculos que han sido memorizados, como
suele ser el caso de las tablas de multiplicar y numerosos hechos numéricos que

involucran nimeros pequenos.

El célculo mental, también denominado céalculo pensado, es caracterizado por Gomez
(1995a, 2005) a partir de los siguientes aspectos: es de cabeza, se puede hacer
rapidamente, es flexible (se adapta a los datos), se apoya en un conjunto limitado de
hechos numéricos, y requiere ciertas habilidades como conteos, recolocaciones,
compensaciones, descomposiciones, redistribuciones, etc., para sustituir o alterar los

datos iniciales y, asi, trabajar con otros mas comodos o mas féciles de calcular.
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Plunkett (1979, segun cita Gomez, 1989) afiade que es volatil, activo, global,

constructivo, iconico y no estd hecho para ser escrito.

Las bases del calculo mental son el dominio de la secuencia contadora y de hechos
numéricos conocidos, en combinacion con propiedades especificas del sistema
numérico; no solo el conocimiento de la existencia de determinadas estrategias, sino
también la reflexién sobre ellas para elegir o utilizar la mas adecuada en cada
situacion (Miras, 1994; Thompson, 1999). El célculo mental es una importante

aplicacion del sentido numérico (Baroody y Coslick, 1998).

Este tipo de célculo requiere que los alumnos sean capaces de, ante una situacion,
tomar decisiones sobre como tratar los nimeros, seleccionar una estrategia de calculo
adecuada para la situacioén y ejecutar los pasos necesarios para llevar a cabo dicho

enfoque (Trafton, 1978).

Estrategias propias del cdlculo mental.

Los algoritmos o estrategias propias del calculo mental son flexibles y personales,
estan en funcion del conocimiento que cada individuo tiene sobre los nimeros, las
operaciones y sus propiedades e, incluso, de sus preferencias individuales (Roa,

2001).

Existen muy variados procedimientos de célculo mental. Estos procedimientos
facilitan el recuerdo de respuestas parciales, permiten una interpretacion mas
significativa de los nimeros y suelen ser mas eficientes para el calculo mental que

los algoritmos estandares.

Dentro de la multitud de algoritmos que se pueden emplear en el calculo mental,
recogemos a continuacion algunos de ellos para el caso de la suma y de la resta,
varios de los cuales se basan en la descomposicion de alguno de los términos a

operar (Gomez, 1995a; Roa, 2001; Trafton, 1978).

De sumas:

- Completar un sumando hasta convertirlo en un multiplo de diez u otro tipo de

compensaciones (¢j., 19 +7 =20+ 6 = 26)
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- Separar las distintas unidades de cada sumando (ej., 24 + 63 = (20 + 60) + (4 + 3)
=80+7=87

- Descomponer s6lo uno de los sumandos (ej., 321 + 475 =21 + (300 + 475) = 21
+775=1+20+775)=1+795=796)

- Usar patrones o hechos conocidos (ej., 25 + 28 =25+ 25+ 3 =50 + 3 = 53).

De restas:

- Recorrer distancias del substraendo al minuendo o viceversa (ej., 456 — 125, de
125 a2 200 van 75 y de 200 a 456 van 256, luego 456 — 125 =75 + 256)

- Descomponer ambos o uno de los términos en unidades de distinto orden o de
forma conveniente segun la operacion a realizar (ej., 856 — 237 = (800-200) +
(56 —37)=600+ 19 =1619)

- Realizar el algoritmo estandar de izquierda a derecha

- Obtener la misma terminacion en ambos términos (ej., 461 — 166 = 661 — 161 — 5
=295)

- Usar patrones o hechos conocidos (ej., 75 —28 =75 —-25 -3 =50 -3 =47).

Por otra parte, destacamos algunas estrategias de calculo mental para sumas y restas
identificadas por Thompson (1999, 2000) a partir de entrevistas realizadas a 350
alumnos de Educacion Primaria que no habian recibido formacién explicita al

respecto.

En el caso de nimeros menores de 20, el autor distingue entre estrategias basadas en
el conteo y estrategias basadas en el uso y derivacion de hechos numéricos. Segin

Thompson, estas estrategias aparecen ordenadas por grado de sofisticacion:

Estrategias basadas en el conteo:

Para la suma: contar hacia delante desde el primer sumando, contar hacia delante
desde el sumando mas grande.

Para la resta: contar hacia atrds desde el minuendo tantos pasos como indique el
substraendo, contar hacia atras desde el minuendo hasta el substraendo, contar hacia

delante desde el substraendo hasta el minuendo (suma complementaria).
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Estrategias basadas en el uso o derivacidén de hechos numéricos:

Para la suma:

- Por la cercania a un hecho numérico de suma de dobles (ej., 8 + 5 =, “trece
porque ocho y ocho son dieciséis...se restan tres’’)

- Usando cincos (ej., 6 + 7 =, “trece porque tomo cinco del seis y cinco del siete y
me sobran tres”)

- Completando hasta diez (ej., 8 + 6 =, “si ocho es dos menos que diez...suma dos
del seis entonces todas las sobras de antes...las pones hasta catorce’)

- Por compensacion (ej., 9 + 5 =, “catorce porque diez y cinco son quince... y por
eso nueve y cinco serian catorce”)

- Por balance (ej., 7+ 9 =, es lo mismo que 6 + 10, luego es dieciséis).

Para la resta:

- Utilizar un hecho numérico de suma de dobles (ej., 18 — 9 =, “es nueve porque
nueve mas nueve son dieciocho”),

- Por la cercania a un hecho numérico de suma de dobles (ej., 9 — 5 =, “es cuatro
porque diez menos cinco es cinco... y nueve es uno menos que diez”),

- Viendo la resta como operacion inversa o complementaria de la suma (ej., 7 — 3
=, “cuatro porque se que cuatro y tres son siete... y yo solo quito tres”),

- Completando hasta diez (ej., 12 —4 =, “Ocho...yo se que si quitas dos es diez...

y tienes otros dos de sobra, y quitas eso y es ocho”).

En el caso de nimeros mayores de 20, Thompson (2000) identifica cinco estrategias
para el célculo mental de sumas y restas: particion, secuenciacion, un método
hibrido, compensacién y suma-complementaria. La primera de ellas, particion, es
una de las mas comunes tanto en la suma como en la resta y consiste en descomponer
cada término en unidades de distinto orden, operar las unidades de mismo orden vy,
después, agrupar los términos resultantes (ej., 63 + 56 =, “ciento diecinueve... sume
sesenta y cincuenta primero y entonces anadi tres al seis”; 86 — 39 =, “cuarenta y
siete... he quitado treinta de ochenta que da cincuenta, y entonces he quitado seis de

nueve...y luego he quitado los tres, lo que da cuarenta y siete”).

La estrategia de secuenciacion es menos frecuente y consiste en la descomposicion

del segundo término en unidades de distinto orden, las cuales son sumadas o restadas
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de forma secuenciada al primer término (ej., 55 + 42: “97...he sumado el 40 a 55 y
eso hace 95... y otro dos es 97”). El método mixto o hibrido combina parte de los
dos métodos anteriores, primeramente se descomponen los términos en unidades de
distinto orden, entonces se operan las unidades de mayor orden y, al resultado
obtenido, se le van realizando el resto de operaciones (ej., 37 + 45: “82... he sumado
40 y 30 lo que hace 70... y entonces he sumado 5 que hace 75...y entonces he
sumado 7 lo que da 827).

La estrategia de compensacion consiste en sumar o restar un nimero mayor del
indicado en la operacion a realizar (habitualmente el siguiente multiplo de diez) v,
después, modificar el resultado compensando la cantidad extra sumada o restada (ej.,
46 + 39: “85... he dicho que era 40... entonces 40 mas 46 es 86 y tienes que quitar

uno”).

La estrategia suma-complementaria, también llamada sumar hasta 10, consiste en
calcular hechos numéricos de resta afiadiendo términos al minuendo hasta obtener el
substraendo (ej., 73 — 68: “5... he sumado 2 a 68... y entonces eso hace 70, y

entonces he sumando otros 3”).

3.5.3 Estratégias de calculo flexible

Las afirmaciones anteriores relativas a la importancia del célculo mental y a los
conocimientos y habilidades que pone en juego, son generalizables para las
estrategias de pensamiento cuantitativo o de calculo flexible, también denominadas
personales o informales, independientemente de que sean realizadas mentalmente o
no. Estas estrategias incluyen, en particular, las estrategias de calculo mental que no

consisten en la imitacion de algoritmos estandares.

Investigadores de diferentes épocas (Baroody y Coslick, 1998; Gomez, 2005; Myers
y Thornton, 1977; Putnam, deBettencourt y Leinhardt, 1990; Rathmell, 1978;
Trafton, 1978) han sefialado repetidamente la importancia de este tipo de estrategias,
llegando en algunos casos a recomendar su ensefianza directa’”. Se ha prestado una
especial atencioén a su uso en la derivacion de hechos numéricos a partir de otros

hechos ya conocidos, en particular, en hechos numéricos de suma y resta. En dichos

' En el Capitulo 5, se resumen varios estudios que destacan la bondad de este tipo de estrategias y
algunos aspectos de su desarrollo por parte de los alumnos.
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casos son semejantes a las descritas anteriormente para el calculo mental de hechos
numéricos. Fuson, Hiebert, Murray, Human, Olivier, Carpenter, et al. (1997)
identifican estrategias similares para el caso de sumas y restas de términos con dos o

tres digitos.

Se considera que este tipo de estrategias son deseables y mas sofisticadas que los
simples procesos de conteo, porque se sustentan en la estructura y relaciones
existentes entre los nimeros. Ademas, son preferibles al uso sin comprension de
algoritmos estandares, ya que éste implica dejar de pensar en la magnitud de los

numeros y la naturaleza de las operaciones (Schifter, 1999).

En particular, Carpenter (1980) sefiala que este tipo de estrategias involucran varios
componentes importantes de la comprension de la suma y la resta: relacionar la
magnitud de diferentes combinaciones de numeros, saber coémo pueden
descomponerse sumas y restas, comprender la relacion existente entre la suma y la
resta, y comprender propiedades basicas tales como la propiedad conmutativa y la

asociativa de la suma.

Ashlock (1971) considera estas estrategias como un paso necesario entre el
desarrollo del concepto de las operaciones y la practica para el desarrollo de eficacia
en el calculo. Concretamente, distingue las relaciones entre los hechos numéricos
como uno de los tres niveles del aprendizaje de los hechos numéricos que deben
abordarse en la ensefianza de la aritmética, junto con la comprension y el dominio de

dichos hechos (entendiendo como dominio la capacidad de recordarlos).

Seglin este autor, mediante actividades que fomenten la observacion y
establecimiento de relaciones entre los hechos numéricos, se puede ayudar a los
alumnos a deducir unos hechos numéricos a partir de otros mas basicos. Por ejemplo,
puede ser de utilidad agrupar hechos numéricos segun una caracteristica comun,
aplicando ideas tales como la conmutatividad o las operaciones inversas o las
propiedades del 0 y del 1. Estas actividades permiten, ademads, la formulacion de

generalizaciones.

De forma similar, Rathmell (1978) destaca el papel de las estrategias de calculo

flexible como uno de los tres componentes de la ensefianza de los hechos numéricos,
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en este caso, junto al uso de materiales manipulativos y a las actividades de practica
repetida. Este autor considera esencial ensefiar a los alumnos estrategias de
pensamiento cuantitativo flexible para que, de este modo, aprendan estrategias
maduras que les sean Tttiles y eficientes para resolver los hechos numéricos mas
dificiles, haciendo observar que, segin parecen indicar numerosas investigaciones
(ej., Myers y Thornton, 1977), las estrategias de pensamiento son elementos clave en
la determinacion de la eficacia del uso de materiales concretos o en el aprendizaje de

los hechos numéricos.

Estas estrategias les permiten a los alumnos abandonar el uso de los materiales
concretos y trabajar con representaciones simbolicas, siendo también importantes
para ayudarles a recordar los hechos numéricos ya que facilitan la organizacion de la
informacion y dotan de coherencia al conjunto de los hechos numéricos (Rathmell,

1978).

Trafton (1978) propone abordar en la ensefianza, de forma regular y directa, el
desarrollo de estrategias especificas y patrones de pensamiento mediante actividades
orales en las que los alumnos expliquen su pensamiento y puedan escuchar los
patrones de pensamiento de sus compafieros. Estudios mds recientes (Baroody y
Coslick, 1998; Gomez, 2005; Koehler, 2004), recomiendan que la ensefianza
promueva su desarrollo de forma indirecta. El hecho de que estas estrategias tiendan
a ser personales, al ser unas mads intuitivas o mas eficaces para unos alumnos que
para otros, y que los alumnos difieran significativamente en su habilidad para
usarlas, en el nivel de pensamiento que emplean y en los procedimientos mediante
los cuales llegan a la solucion, implica, segun Baroody y Coslick (1998), que no
deban ensefarse directamente. En cambio, recomiendan promover en el aula la
discusion sobre diversas estrategias posibles para que los alumnos las conozcan y se

apropien de aquellas que les resulten de mayor utilidad.

Gomez (2005) sugiere una ensefianza

enmarcada en un programa orientado a un ‘calculo flexible’, que se proponga
disminuir el énfasis tradicional sobre el cdlculo escrito rigido, en favor de una

combinacion de calculo variado: mental, estimado, con calculadora o con

80 Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual

algoritmos estandar, segun convenga al momento, a la situacion y, al tamario y

caracteristicas de los numeros involucrados (p. 24).

Este autor desaconseja centrar el interés en la rapidez o la inmediatez del célculo, o
en la uniformidad en los procedimientos, recomendando como centro de atencion el
analisis de las situaciones numéricas y la compresion y adquisicion de los conceptos

relacionados con la operatoria y la numeracion (Gémez, 2005).

Koehler (2004) coincide con Gomez en observar la bondad de ensefiar a los alumnos
estrategias de calculo flexible y en que dicha ensefanza no persiga la memorizacion

de procedimientos sino su descubrimiento.

Para finalizar este apartado, nos referimos a un tipo de célculo flexible concreto, el
calculo estimado, el cual no implica el calculo exacto del resultado de las
operaciones consideradas sino que consiste en el juicio del valor del resultado de
operaciones aritméticas, o en la habilidad mental para hacer conjeturas en célculo

con una formacion previa (Segovia, Castro, Castro y Rico, 1989).

Este es un tipo de célculo de gran utilidad de la vida cotidiana y en la actividad
escolar, en el cual predomina una gran flexibilidad de actuacién ya que no se impone
una secuencia de actuacion obligatoria, sino que cada persona, ante un problema,
escoge la estrategia que considera mds conveniente. Aunque existen algunas
estrategias tipicas de la estimacion, este tipo de calculo es destacado como un dmbito
de las matematicas en el que promover el desarrollo de estrategia personales por

parte de los alumnos (Segovia et al., 1989).

3.5.4 Sentido numérico

Lo que actualmente es conocido por sentido numérico fue referido por primera vez
por Carpenter, Coburn, Reys y Wilson (1976), segin recoge Sowder (1992). Estos
autores, después de analizar unos datos sobre estimacion, concluyeron que para que
los estudiantes pudiesen realizar buenas estimaciones era necesario que desarrollasen
intuicién cuantitativa, un sentido que captase la “cuantia” de las cantidades

representadas por nimeros.
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Posteriormente, la concepcion de sentido numérico ha ido evolucionando, y ha sido
definida de formas mas o menos precisas por diversos autores, como se muestra a

continuacion.

Howden (1989) define el sentido numérico como una buena intuicién sobre nimeros
y sus relaciones, que se desarrolla gradualmente como resultado de la exploracion de
nimeros, su visualizacion en varios contextos y el establecimiento de relaciones de

formas no limitadas a los algoritmos tradicionales.

La importancia del sentido numérico la establece en relacion a su potencial para
mejorar la concepcion que tienen los alumnos sobre las matematicas, ayudandoles a
dotarlas de sentido y a no concebirlas como una simple coleccion de reglas. “Los
alumnos que pueden juzgar la razonabilidad de un resultado computacional y darse
cuenta de que hay mas de un modo de llegar a la solucion, ganan confianza en su

habilidad para hacer matemdticas” (Howden, 1089, p.7).

Hope (1989), en un intento de definir globalmente este término, hace referencia a

variados tipos de capacidades que considera caracteristica del sentido numérico:

- Un sentido sobre los numeros y sus variados usos € interpretaciones,

- Una apreciacion de los varios niveles de precision cuando se trazan figuras,

- Un enfoque basado en sentido comin en el uso de figuras para apoyar
argumentos,

- Produccidn de estimaciones razonables,

- Deteccion de errores de calculo,

- Eleccion del procedimiento de calculo més eficaz,

- Reconocimiento de patrones numéricos.

Muy genéricamente el sentido numérico aparece definido en los Estdndares de la
NCTM de 1989 como “Una intuicion sobre los numeros que esta trazada desde
todos los significados del numero” (NCTM 1989, p. 39). En este mismo documento

se identifican cinco componentes del sentido numérico:

- Comprension de los varios significados del numero (cardinal, ordinal, nominal y
de medida)

- Comprension concreta de las relaciones entre los nimeros
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- Comprensién de las magnitudes™ relativas de los niimeros, en otras palabras,
desarrollo de un sentido del tamafo de los numeros

- Comprension de los efectos relativos de las operaciones aritméticas sobre los
nimeros

- Relacionar medidas con referentes comunes (situaciones u objetos de la vida

cotidiana)

De forma mas genérica, Sowder lo define en 1988 como una buena organizacion
conceptual que permite relacionar propiedades de los numeros y de las operaciones,
y resolver problemas numéricos de formas flexibles y creativas (Sowder, 1992).

Posteriormente, esta misma autora lo define, mas detalladamente, como

la habilidad para descomponer numeros de forma natural, utilizar ciertos
numeros como 100 o Y como referentes, usar las relaciones entre las
operaciones aritméticas para resolver problemas, comprender el sistema de
numeracion decimal, estimar, dar sentido a los numeros y reconocer las

magnitudes relativa y absoluta de los numeros (Sowder, 1992).

Definicion que aparece recogida en la ultima version de los estandares del NCTM

(NCTM, 2000).

El término sentido numérico se refiere a unas capacidades importantes pero dificiles
de encontrar, las cuales incluyen un célculo mental flexible, buena estimacién
numérica y juicios cuantitativos. El calculo mental flexible implica el reconocimiento
de las equivalencias necesarias para reagrupar los numeros en un calculo mental. La
estimacion numérica, por su parte, implica el reconocimiento de valores numéricos
aproximados en el calculo. Los juicios cuantitativos son otro ejemplo de sentido
numérico referente a situaciones en las que es necesario juzgar las cantidades y hacer

inferencias sobre los valores numéricos.

2 Empleamos aqui el término magnitud con el significado que recogen Seco et al. (1999) “cualidad de
ser mas o menos grande”. Partiendo de esta definicion se distingue entre magnitud absoluta y relativa
de un niimero segln se considere éste de manera aislada o en relacion con otros nimeros.
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Sowder (1992) hace referencia a las siguientes posibles manifestaciones del sentido

numeérico:

- Habilidad para componer y descomponer numeros,

- Movimiento flexible entre distintas representaciones y reconocimiento de cuando
una representacion es mas util que otra,

- Habilidad para reconocer la magnitud de los niimeros. Esta habilidad incluye la
comparacion de nimeros y de resultados de operaciones,

- Habilidad para tratar la magnitud absoluta de los nimeros,

- Habilidad para utilizar puntos de referencia, por ejemplo, el uso de hechos
numéricos, y modificarlos (adaptarlos) como estrategia para resolver Ia
operacion,

- Habilidad para vincular la numeracion, operaciones y relacionar los simbolos de
manera significativa, la cual esté relacionada con el establecimiento de relaciones
entre las acciones sobre cantidades y las operaciones con nimeros.

- Comprender los efectos de realizar operaciones sobre los numeros, por ejemplo,
reconocer que efecto produce la modificacion de algiin nimero en una operacion,

- Habilidad para realizar calculos mentales mediante estrategias mentales que
aprovechen las propiedades de los nimeros y las operaciones,

- Usar los nimeros de manera flexible para estimar las respuestas numéricas a los
calculos y reconocer cuando una estimacion es apropiada,

- Realizar juicios sobre la racionalidad de las respuestas producidas.

En dicho trabajo Sowder recoge las acepciones de sentido numérico consideradas por
Trafton (1989), Marshall (1989) y Reys, Rybolt, Betsgen y Wyatt (1980). Trafton
considera el sentido numérico como un tipo de enfoque de la ensefianza destacando
su importancia en los aspectos que se refieren al modo en que los nifios procesan los
nimeros en situaciones cuantitativas, lo que incluye el reconocimiento de la
magnitud relativa de los nimeros, ser capaz de describir una cantidad en términos de
otras cantidades, y hacer juicios razonables en la resolucion de problemas y calculo

de operaciones.

Marshall coincide en sugerir la idea de red conceptual que senalaba Sowder,
entendiendo que el sentido numérico constituye los conectores de una basta red de

nodos de conocimiento matematico. Los estudiantes pueden tener conocimiento
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acerca de las propiedades y las operaciones de los nimeros naturales y que estas
ideas existan en la memoria sin ser conectadas. El sentido numérico es lo que las

pone en conexion.

Reys et al. (1980) indican que el sentido numérico se refieren a una “sensacion”
acerca de los niimeros: su variedad de usos y sus diferentes interpretaciones, una
apreciacion de los distintos niveles de exactitud donde aparecen, una habilidad para
detectar errores aritméticos cometidos y una aproximacion al sentido comin de como
y cuando usar los numeros. Por encima de todo, el sentido numérico se caracteriza
por un deseo de dar sentido a las distintas situaciones numeéricas, siendo la
comprension de los numeros su elemento mdas importante. Estos autores sefialan
cuatro aspectos involucrados en el desarrollo del sentido numérico: los distintos tipos
de nimeros (naturales, enteros, fracciones, decimales,...), el tamafo de los nimeros,

la comprension del valor posiciona y la idea parte—todo.

Arcavi (1994), por su parte, resumiendo a otros autores, define el sentido numérico

de la siguiente forma:

un sentir no algoritmico de los numeros, una profunda comprension de su
naturaleza y de la naturaleza de las operaciones, una necesidad de examinar la
razonabilidad de los resultados, un sentido de los efectos relativos de las
operaciones sobre los numeros, un sentir del orden de las magnitudes y la
libertad de reinventar maneras de operar con numeros de forma diferente a la

repeticion mecdnica de lo que fue enseriado y memorizado (p. 24).

Mclntosh, Reys y Reys (1997) definen el sentido numérico como la comprension
general de una persona sobre los nimeros y las operaciones, junto con la habilidad e
inclinacidn para usar esta comprension flexiblemente para hacer juicios matematicos

y desarrollar estrategias utiles y eficientes para trabajar con nimeros y operaciones.

Baroody y Coslick (1998) definen el sentido numérico como un sentido intuitivo
sobre los niumeros y sobre como funcionan, que guia de manera flexible e inteligente
las decisiones sobre el uso de los nimeros. Como ejemplos indican reconocer que 90
es mucho mayor que 10, es casi 100 y mucho més pequeiio que 1000, o que la suma

8 + 4 ha de resultar en algo mas grande que 8.
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Estos autores hacen referencia al sentido numérico como una brijula cognitiva que
ayuda a seguir la direccién correcta en las matematicas escolares. En particular
permite cambiar de manera flexible entre diferentes representaciones de numeros,
elegir de manera flexible entre estimacion o estrategias de calculo mental y juzgar la

razonabilidad de las respuestas obtenidas y detectar asi posibles errores de calculo.

En un trabajo mas reciente, Llinares (2001) define el sentido numérico como la
habilidad para operar con nimeros de manera flexible; una forma de pensar y usar
los nimeros cuyo dominio de aplicacion abarca diferentes tipos de nimeros y
relaciones y cuatro diferentes dominios de contenido curricular: numeracion,
magnitud de niimeros (absoluta o relativa), calculo mental y estimacién en calculo.
La idea de sentido numérico se basa en la posesion, por parte de los alumnos, de una
red conceptual que relaciona los conceptos de agrupamiento y valor de posicion con
la habilidad de utilizar las magnitudes absolutas y relativas de los numeros para,
entre otros aspectos, emitir juicios sobre la razonabilidad de resultados producidos en
problemas numéricos, generar algoritmos no convencionales y relacionar los

numeros por medio de las propiedades de las operaciones.

Zanocco, Baeza, Leon y Riveros (2006) utilizan el término sentido del numero, en

vez de sentido numérico, explicando:

Tener sentido del numero, significa manejar una red conceptual bien
estructurada, que nos brinda la posibilidad de relacionar las propiedades de
los numeros con las de las operaciones. Se refiere no solo a la capacidad de
hacer cdlculos, sino a la de establecer relaciones numéricas y a las
competencias necesarias, que nos brindan la posibilidad de usar estos
conocimientos en una forma flexible para hacer juicios matemdticos y
desarrollar estrategias, para resolver problemas, progresivamente mas

exigentes.

Dichas competencias que mencionan Zanocco y colaboradores son:

¢ Comprender el significado de la funcion representada por diversos nimeros, en

contextos y situaciones variados, significativos y complejos.
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* Analizar las regularidades del sistema de numeracion decimal, para facilitar la
comprension del conjunto de los numeros naturales, como un conjunto ordenado,
y la generacion y formacion de los niameros.

* Analizar el significado de las operaciones, las relaciones entre ellas y sus efectos
sobre los numeros, refutando resultados incoherentes, para lograr una aplicacion
eficiente a la resolucion de problemas.

¢ Estimar cantidades, mediciones y resultados numéricos, a través de diversos
procedimientos, los cuales deben ser analizados, para determinar si son o no
razonables.

* Evaluar y tomar decisiones sobre el procedimiento mas adecuado (estimacion,
calculo mental, algoritmo escrito o uso de la calculadora) para dar la respuesta a

un problema.

3.5.5 Sentido operacional

El término sentido operacional ha sido utilizado, por algunos autores, en paralelismo
con el sentido numérico, para referir a aspectos del sentido numérico relativos a las
operaciones aritméticas. Concretamente Baroody y Coslick (1998) lo utilizan para
referir al conocimiento del efecto de las operaciones sobre los numeros y la
capacidad de elegir entre el método de calculo mas adecuado en cada situacion,

considerandolo como un componente del sentido numérico.

Slavit (1995, 1999), en cambio, presenta una idea de sentido operacional mas
elaborada que surge de la aplicacion de la teoria de la reificacion (Sfard y
Linchevski, 1994) al anélisis de la comprension de la aritmética en conexion con el
desarrollo de “comprension algebraica”. Esta perspectiva teorica va dirigida al
estudio de la comprension de las operaciones matematicas, con un foco particular en
la transicion a maneras algebraicas de pensar, es decir, para comprender como las
competencias aritméticas de los alumnos pueden verse como raices de posteriores

. . 21
formas de pensamiento algebraico” .

I Aunque reconoce la multidimensionalidad del algebra, incluso en los primeros grados, Slavit se
centra en los procesos y acciones cognitivas asociadas con la abstraccion de calculos a ambitos mas
estructurales, lo que, segiin él, es comiinmente referido como aritmética generalizada. La idea de
sentido operacional permite analizar y medir el desarrollo de estas estructuras hasta un adecuado nivel
de abstraccion. Concretamente, los aspectos que sefala representan algunos de los mas importantes
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Partiendo de estas consideraciones, Slavit define el sentido operacional como la
habilidad de usar operaciones en al menos un conjunto de objetos matematicos, pero
sefiala que el sentido operacional involucra varios tipos de concepciones flexibles
que pueden ser interrelacionadas por el alumno, como son: la estructura que subyace
a la operacion, sus propiedades, su uso, sus relaciones con otras operaciones y
estructuras matematicas, sus generalizaciones potenciales y las varias formas y

contextos en los que la operacion puede existir.

Para clarificar esta definicion Slavit destaca diez aspectos del pensamiento
operacional que permiten vislumbrar, de forma general, esta nocion. Estos aspectos
son un intento de aislar caracteristicas matematicas, contextuales y simbolicas de las
operaciones que pueden ayudar el desarrollo cognitivo y sentido de una operacion
dada. Slavit hace observar que esta lista no es exhaustiva y que existe mucho mas en
la nocidn de sentido operacional de lo que puede ser contenido en cualquier lista, por

muy exhaustiva que ésta sea.

1. Conceptualizacidn de los elementos base del proceso

Este aspecto involucra la habilidad de descomponer la operacidon en sus componentes
base. Esta conceptualizaciéon comienza como una comprension dindmica de la
operacion, donde la operacion es inicialmente concebida como una accion. Por
ejemplo, la suma como contar, la multiplicaciéon como suma repetida y la derivacién

como proceso limite.

2. Familiaridad con las propiedades que posee la operacién

El conocimiento de propiedades, caracteristicas o no, de una operacion tales como la
conmutatividad, asociatividad, existencia de elemento neutro, etc., ayuda a clarificar
su naturaleza. En particular, es de vital importancia la conciencia sobre la

invertibilidad de la operacion.

La comprension de las propiedades de una operacion puede promover flexibilidad en
el pensamiento sobre el calculo, lo cual considera Slavit que, para ciertas
operaciones, puede conducir a formas de pensamiento algebraico, al permitir al

alumno actuar en la operacion en si misma, no s6lo en los elementos a operar. El

puntos de referencia en este desarrollo, asi como el tipo de interacciones entre éstos que conducen a
una mejor comprension.
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conocimiento y comprension de una operacion permite ver una tarea desde otro
punto de vista. Por ejemplo, una situacion de la forma _+ b = ¢ puede considerarse
equivalentemente como b + = c. Ademas, Slavit sefiala que resulta vital la
habilidad de comprender y hacer uso de las propiedades de las operaciones cuando

los alumnos encuentran el simbolismo algebraico.

Esta familiaridad con las propiedades de la operacion es facilitada por la experiencia
con diferentes operaciones matematicas actuando sobre diferentes objetos
matematicos. Por ejemplo, la conciencia de la propiedad conmutativa de la suma
suele ser adquirida de forma temprana mediante experiencias aditivas pero puede no

ser completamente apreciada hasta que se aprende la resta, que no es conmutativa.

3. Conocimiento de las relaciones de la operacion con otras operaciones

El reconocimiento de las relaciones entre distintas operaciones puede favorecer el
conocimiento de cada una de las operaciones (ej., la existencia de una operacion
inversa o complementaria). En este sentido los puntos 2 y 3 se encuentran
conectados, ya que la comparacion de las propiedades de las distintas operaciones
conduce a una mayor conciencia y apreciacion de las caracteristicas de cada

operacion.

4. Facilidad con los variados sistemas de simbolos asociados con la operacion

En la construccion del sentido operacional es esencial la construccion y la naturaleza
de las relaciones entre los simbolos y los objetos mentales asociados. Slavit explica
que la facilidad de los alumnos con un adecuado sistema simbdlico es esencial para
llevar acabo generalizaciones relativas a las propiedades. Es critico que las
generalizaciones de la operacion se hagan en el contexto de la actividad simbolica,
no unicamente en actividades sensorio—motoras, lo que exige que los datos de
entrada sean entendidos como objetos mentales y que el conocimiento de un sistema
de simbolos apropiado sea alcanzado de manera que permita actuar en la operacioén

misma.

5. Familiaridad con los contextos de la operacién

La experiencia con diferentes contextos asociados a la operacion provee varias
perspectivas desde las cuales un alumno puede desarrollar su sentido de esa

operacion. El aumento de las perspectivas con las que cuenta un alumno para “ver”
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una operacion desarrolla su capacidad para identificar el uso de dicha operacion en

contextos mas generales.

6. Familiaridad con los hechos de la operacidén

El conocimiento de hechos de una operacion permite enfoques mas avanzados para

una tarea dada, al disminuir la carga cognitiva de la tarea.

7. Habilidad para usar la operacion sin referentes concretos o situacionales

Cuando un alumno es capaz de comprender el significado de una operacién
matematica que act@la sobre valores numéricos abstractos, estd mostrando una
comprension de la operacion que va mas alla de los referentes concretos o
situacionales y, por tanto, posee un avanzado sentido del uso de esa operacion. Este

alumno esté realizando la operacion mediante mecanismos internos.

8. La habilidad para usar la operacion en elementos arbitrarios o desconocidos.

Un nivel superior de sentido operacional es alcanzado cuando se es capaz de operar
sobre elementos arbitrarios o desconocidos. Esto requiere actos de generalizacion y
sitia el foco principal en la operacion misma. Cuando las cantidades cuantitativas
son desconocidas el nivel de abstraccion aumenta. La operacion no solo debe ser
comprendida independientemente de acciones en elementos concretos, sino que es

necesario comprender su estructura.

Este aspecto del sentido operacional es habitualmente necesario en procesos de
justificacion donde se examina un caso arbitrario. Segun Slavit, este aspecto es el que
mas claramente conecta la aritmética con la parte del algebra que puede considerarse

aritmética generalizada.

9. La habilidad para relacionar el uso de la operacién entre diferentes objetos

matematicos
Un alumno que experimenta una operacion en distintos objetos matematicos (y
sistemas de simbolos) puede crear diferentes esquemas de accion que involucran la
misma operacién (ej., suma de vectores, fracciones, enteros, decimales,...). La
habilidad de ver los aspectos similares de una operacion en diferentes sistemas de

objetos, muestra un nivel elevado de sentido operacional.
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10. La habilidad de moverse entre las anteriores concepciones

Ver la operacion desde las diferentes perspectivas anteriormente sefialadas, ya sea de
forma simultanea o aislada, implica el maximo uso del sentido operacional. Ademas,

unos componentes del sentido operacional van a favorecer el desarrollo de otros.

3.5.6 Sentidos, Aritmética y Algebra

La denominacion de “sentido”, utilizada en los términos sentido numérico y sentido
operacional, y otros como sentido simbolico (Arcavi, 1994) y sentido estructural o de
estructura (Hoch, 2003; Hoch y Dreyfus, 2004, 2005, 2006; Linchevski y Livneh,
1999; Novotna, Stehlikovd y Hoch, 2006), procede de la consideracion de los
alumnos como pensadores, como personas capaces de comprender los dominios
matematicos. Son términos asociados a una vision de la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas, centrada en “darle sentido a las matemadticas”, es decir, en promover

su comprension (Arcavi, 1994; Piccioto, 1998).

Al igual que en el caso de los sentidos numérico y operacional, estas otras nociones
son dificiles de definir y delimitar. Arcavi (1994) introduce la nocion de sentido
simbolico, en paralelismo con la nocidn de sentido numérico, como guia para que la
ensefianza de 4lgebra no se centre Unicamente en el aprendizaje de las
trasformaciones simbolicas. Segun este autor, el sentido simbolico deberia incluir,
mas alld de la invocacidon de simbolos y su uso, la apreciacion de la elegancia, lo
conciso, la comunicabilidad y el poder de los simbolos para representar y probar

relaciones de una forma que la aritmética no puede.

Por otra parte, Linchevski y Livneh (1999) emplean el término sentido estructural o
sentido de estructura para referir al uso de estructuras equivalentes de una misma
expresion (algebraica o numérica) de forma flexible y creativa, y, en general, a la
comprension de la trasformacion de expresiones. Hoch (2003) utiliza este mismo
término para referir a una coleccion de habilidades, separadas de la habilidad de
trasformar expresiones algebraicas, que permite a un alumno hacer un mejor uso de
las técnicas algebraicas aprendidas previamente. Posteriormente, Hoch y Dreyfus
(2004, 2005) precisan algunas de las habilidades que engloba el sentido estructural
en el contexto del algebra escolar: ver una expresion o una sentencia algebraica como

una entidad, reconocer una expresion o sentencia algebraica como una estructura
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conocida, dividir una entidad en subestructuras, apreciar las conexiones mutuas entre

estructuras y reconocer qué trasformaciones es posible realizar y cuales de éstas son

de utilidad.

Como ejemplo estos autores indican que la ecuacion I—L—(l— ! )=L
n+2 n+2" 110

puede resolverse sin realizar ningun calculo, mediante sentido estructural, al observar

la repeticion de la expresion 1-— De forma similar puede deducirse la

n+
. . . 1 X 1 X
equivalencia de las ecuaciones — — -x=5+(—-—-——") vy -x=5, al
4 x-1 4 x-1
. . . L, 1 x
apreciar la presencia en ambos miembros de la expresion 2 -——
-

Otros ejemplos en los que los alumnos dan muestra de sentido estructural tienen

lugar al reconocer que la ecuacion (x+17)(x —12) =0 tiene la estructura ab =0, o

que la expresion 64x° —36y* es una diferencia de cuadrados.

En un trabajo mas reciente (Hoch y Dreyfus, 2006), estos autores presentan una
definicién de este tipo de sentido mds elaborada, contextualizada en el algebra
escolar’”. Un alumno muestra sentido estructural para el algebra de Educacion

Secundaria si puede:

- Reconocer una estructura familiar en su forma mas simple (ej., reconocer 81— x”
como una diferencia de cuadrados)

- Tratar un término compuesto como una entidad y, a través de una sustitucion
adecuada, reconocer una estructura familiar en una forma mas compleja, cuando

el término compuesto contiene un producto o potencia pero no una suma (€j.,

reconocer x* —y* como diferencia de cuadrados) o una suma y posiblemente
también un producto o potencia (ej., reconocer (x—3)*—(x+3)* como

diferencia de cuadrados)

%2 La nocién de sentido estructural ha sido reformulada por Novotna, Stehlikova y Hoch (2006) en el
contexto de conjuntos cualesquiera de elementos en los que hay definida una operacion binaria.
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- Elegir las manipulaciones adecuadas para hacer un mejor uso de estructura

cuando la estructura esta en su forma mas sencilla, como en el calculo de

1001° —999°, y cuando el término compuesto contiene un producto o potencia

pero no una suma o una suma y un producto o potencia, como en la factorizacion

de 24x°y* —150z® o en la demostracion de (x + y)* = (x — y)* +8xp(x* + 7).

Sentido numeérico versus sentido operacional

Pese a la generalidad de sus definiciones, y considerando que unos de los principales
objetos sobre los que act@ian las operaciones son los nlimeros, es clara la existencia
de aspectos comunes al sentido numérico y al sentido operacional (en el sentido de
Slavit) aunque ambas nociones estan centradas en aspectos diferentes, el numero y la

operacion, respectivamente.

La interseccion de ambos tipos de sentidos difiere segiin la nocion de sentido
numérico que adoptemos. Algunas de las caracterizaciones del sentido numérico
hacen referencia al conocimiento de las operaciones y sus propiedades,
especialmente a su efecto sobre los nimeros y su uso en la resolucion de problemas
numéricos. Dicho conocimiento ha de permitir elaborar diferentes estrategias para la
resoluciéon de un problema y juzgar la razonabilidad de los resultados. Otras
acepciones engloban también el conocimiento de las relaciones que existen entre las

operaciones. Estos aspectos vinculan al sentido numérico y al sentido operacional.

La principal diferencia que observamos entre ambos tipos de sentidos se refiere al
modo en que son consideradas las operaciones. Mientras que el sentido numérico
permanece dentro del ambito de la aritmética, el sentido operacional se considera en
parte algebraico. Dicha diferenciacioén no se reduce a que las operaciones se apliquen
sobre simbolos o niumeros, sino que radica en una diferente concepcion. En el sentido
numérico las operaciones son concebidas principalmente como acciones o0 procesos,
sin embargo, en el desarrollo del sentido operacional han de llegar a ser concebidas
como objetos pertenecientes a una estructura conceptual. El sentido operacional
comprende la evolucidon necesaria en el aprendizaje de las operaciones, entendida

como un proceso de reificacion.

La Figura 3-2 ilustra el modo en que concebimos la relacion existente entre estos dos

sentidos, el sentido simbolico y el sentido estructural.
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Figura 3-2: Sentidos relativos al aprendizaje y ensefianza de la
aritmética y el algebra

El sentido operacional comparte aspectos con el sentido simbolico y con el sentido
numérico, como consecuencia de que las operaciones actian sobre numeros y
simbolos. Picciotto (1998) afirma, incluso, que el sentido operacional merece ser
considerado en el nucleo de las matematicas escolares debido a que las operaciones

son la union entre la aritmética y el algebra.

El sentido estructural entendemos que comprende aspectos de los otros tres sentidos
en tanto que se centra en la estructura que subyace a las expresiones aritméticas y
simbolicas. No obstante, no es posible precisar el grado de coincidencia o de
conexion entre los sentidos estructural y simbdlico debido a que la definicién dada
por Arcavi es muy general. Es posible que muchas de las evidencias de sentido
estructural destacadas por Hoch y Dreyfus puedan ser reconocidas, también, como

evidencias de sentido simbolico.

3.5.7 Pensamiento cuasivariable

Fujii y Stephens han trabajado con expresiones numéricas generalizables (Fujii,
2003; Fujii y Stephens, 2001). Estos autores utilizan el término “cuasivariables” para
referir al uso de los nimeros en expresiones y sentencias numéricas que indican una
relacion matematica la cual es cierta para todos los numeros que se consideren (ej.,
78+49-49 =78). Ademas, hacen referencia al “pensamiento cuasivariable”
indicando que cuando un alumno explica la verdad de una expresion o afirmacion
basandose en sus propiedades estructurales esta poniendo de manifiesto este tipo de

pensamiento.
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Estos autores parecen referir como pensamiento cuasivariable al pensamiento que se
basa en la consideracion de los nimeros como variables, sefialando que “e/ uso de
expresiones numéricas para ilustrar relaciones variables, requiere de un cambio de
pensamiento, alejandose del cdlculo hacia la investigacion de patrones de

generalidad y complejidad creciente” (Fujii y Stephens, 2001, p. 264).

Fujii y Stephens insisten en la importancia de reconocer el potencial algebraico de la
aritmética y destacan el papel de los nimeros como cuasivariables como un elemento
clave para abordar problemas aritméticos de manera algebraica, sin requerirse un
conocimiento previo del lenguaje simbolico algebraico. Usandose los niimeros de
este modo, en expresiones generalizables, puede ayudarse a los alumnos a identificar

y discutir generalizaciones algebraicas, de forma previa al aprendizaje del algebra.

Ademas, el concepto de cuasivariable permite introducir la idea de variable en la
transicion de la aritmética al algebra. Este es uno de los aspectos mas destacados por
Fujii (2003) al haber observado que el concepto de incognita domina, frente al de

variable, en la Educacion Primaria y Secundaria.

El pensamiento cuasivariable en la matematica elemental implica atender a la
naturaleza simbolica de las operaciones aritméticas. Concretamente, Fujii sugiere tres
modos de suavizar la transicion de la aritmética al algebra: describir y hacer uso de
los procesos y propiedades estructurales generalizables, generalizar soluciones a
problemas aritméticos para facilitar el desarrollo, por los alumnos, del concepto de
variable en un sentido informal, y proveer oportunidades a los alumnos para discutir
sus estrategias de resolucion de estos problemas con la intencion de resaltar los

procesos e ideas matematicas fundamentales.

3.5.8 Meta-estrategias conceptuales y procedimentales

Hejny, Jirotkova y Kratochvilova (2006) diferencian entre meta-estrategias
conceptuales y meta-estrategias procedimentales. La principal distincion entre ambos
tipos de estrategias radica en que una meta-estrategia procedimental se basa en la
activacion, por parte del alumno, de ciertos procedimientos en su mente, tras haber
identificado el area a la que pertenece el problema. Sin embargo, se considera que un

alumno utiliza una meta-estrategia conceptual, cuando crea en su mente una imagen
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del problema como una totalidad, lo analiza para conocer su estructura interna, y

busca algunos elementos clave o relaciones para construir la estrategia de resolucion.

Mientras que el uso de meta-estrategias procedimentales hacen al alumno mas
competente en problemas del mismo tipo que el dado, el uso de meta-estrategias
conceptuales les conduce a una mayor comprension de la situacion abordada (Hejny

et al, 2006).

Como ejemplos del uso de ambos tipos de estrategias estos autores hacen referencia a

2i

dos modos diferentes de abordar el célculo de la expresion -1 (a) multiplicar

numerador y denominador por 3+2i y, posteriormente, calcular el modulo del

19
121‘ y (b) responder 1 al apreciar que el modulo del

nimero complejo resultante

numero complejo del numerador y el modulo del nimero complejo del denominador

son ambos +/13. El primer ejemplo corresponde, segin los autores, al uso de una

meta-estrategia procedimental y el segundo al de una meta-estrategia conceptual.

3.5.9 Conexiones de estos constructos con el pensamiento relacional

Meta-estrategias. Las meta-estrategias conceptuales, tal y como son definidas por
Hejny et al. (2006), pueden considerarse sinonimas al uso de pensamiento relacional.
En ambos casos el pensamiento del alumno se centra en la estructura de la situacion
o problema que se persigue abordar, siendo un aspecto destacado su consideracion
como totalidad. Ambos hacen referencia a modos flexibles de abordar la resolucion
de problemas o situaciones matematicas centrando la atencion en las relaciones y
elementos clave que lo definen para construir la estrategia de resolucion, dejando a

un lado la aplicacion de métodos estandares.

Pensamiento cuasivariable. En el contexto de la aritmética, cuando se consideran

sentencias numéricas que expresan relaciones numéricas ciertas para cualesquiera
numeros, el uso de pensamiento relacional puede ser identificado con lo que Fujii y
Stephens (2001) denominan pensamiento cuasivariable. No obstante, este tipo de
pensamiento es mas especifico que el pensamiento relacional ya que es aplicable solo

en expresiones y sentencias numéricas en las que los numeros son utilizados para
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expresar particularizaciones de propiedades matematicas. Ademads, el término
pensamiento cuasivariable es mas restrictivo en el modo en que las relaciones
apreciadas han de estar siendo concebidas por el sujeto, al exigirse su apreciacion

como casos particulares de propiedades.

Sentidos aritméticos y algebraicos. En el contexto del trabajo con expresiones

aritméticas y algebraicas cualesquiera, destacamos conexiones del pensamiento
relacional con los diferentes tipos de sentidos sefialados previamente. En particular,
se observa que el pensamiento relacional, en este contexto, implica el uso de sentido
numérico y de sentido operacional, al establecerse relaciones entre los numeros,
operaciones y expresiones consideradas y utilizarse conocimiento sobre la estructura
del sistema numérico, las propiedades de las operaciones, y las relaciones entre
operaciones, entre otros elementos. Este tipo de pensamiento también se encuentra
vinculado con el uso de sentido estructural ya que este sentido incluye la capacidad
de considerar las expresiones aritméticas o algebraicas asi como la totalidad de la
igualdad, sentencia o expresion como entidad; un componente clave en la definicion

del pensamiento relacional.

Adicionalmente, al examinarse objetos o situaciones matematicas y apreciarse o
establecerse relaciones, es necesario identificar subestructuras dentro de la totalidad
de la expresion (en especial cuando las expresiones son complejas), compararlas
entre si y apreciar conexiones entre ellas. Todos éstos, componentes propios del

sentido estructural segun la definiciéon dada por Hoch y Dreyfus (2004, 2005).

Calculo y pensamiento cuantitativo flexible. El pensamiento relacional en el contexto

del célculo puede entenderse como pensamiento cuantitativo flexible en el sentido de
Weaver en tanto que implica el uso de estrategias o patrones de pensamiento no
convencionales en el contexto de la aritmética. No obstante, el pensamiento

relacional es, en este caso, mas especifico.

También se observa que algunas de las estrategias propias del calculo mental o
algunas de las estrategias de calculo flexible son modos de célculo que corresponden
al uso de pensamiento relacional, en aquellos casos en los que el alumno no esta
utilizando estrategias aprendidas como procedimientos estandares, sino que esta

actuando de forma flexible, analizando la expresion a calcular como una totalidad,
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apreciando su estructura concreta, y haciendo uso de relaciones apreciadas para

realizar el calculo o trasformarlo en otro mas sencillo de resolver.
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CAPITULO 4

Igualdad y Signo Igual

Abordamos aqui otra de las ideas o pilares base de este trabajo, el signo igual y sus
significados. La consulta de los términos igualdad, equivalencia e identidad, de la
evolucion historica del signo igual y de los distintos significados que se le atribuyen
o se le han reconocido al signo igual, nos permiten profundizar en la comprension de

este simbolo y de las expresiones que lo contienen.

4.1 Las nociones igualdad, equivalencia e identidad

En este apartado se recogen las acepciones de los términos igualdad, equivalencia e
identidad de diversos autores, obviando las acepciones juridicas, morales o politicas.
Debido a la diversidad de relaciones que se reconocen entre estos términos, los
siguientes apartados han de ser considerados en conjunto y no independientemente,
pues en ningln caso se trata unicamente de la igualdad, identidad o equivalencia sino
que, en cada epigrafe, se da prioridad a uno u otro término para presentar de forma
organizada las concepciones de los diversos autores consultados. En unos casos
igualdad y equivalencia son considerados sindnimos, en otros, en cambio, lo son

igualdad e identidad.

4.1.1 Igualdad

La Real Academia Espafiola (RAE, 1992) define el término igualdad como
conformidad de una cosa con otra, en naturaleza, forma, calidad o cantidad,
correspondencia y proporcion que resulta de muchas partes que uniformemente
componen un todo; en matematicas: expresion de la equivalencia de dos cantidades.

Se define aqui igual como de la misma naturaleza, cantidad o calidad que otra cosa,
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del mismo valor y aprecio, constante, no variable, recogiéndose dos acepciones
matematicas: signo de la igualdad, formado por dos rayas horizontales y paralelas
(=), y dicese de las figuras que se pueden superponer de modo que coincidan en su

totalidad.

En el Diccionario del Uso de Espafiol de Maria Moliner (1998) se define igualdad
como cualidad de igual, circunstancia de ser iguales las cosas, definiéndose igual
como se aplica, con respecto a una cosa, a otra que tiene la misma forma o el mismo
aspecto, o que tiene comunes con aquella ciertos caracteres que son los que se
consideran, muy semejante, lo mismo, de la misma manera, signo de la igualdad,
entre otras acepciones. La acepcion matematica del término de igualdad que recoge
esta autora es formula con que se representa la equivalencia de dos expresiones,

sinonimo de ecuacidn.

Desde la Filosofia
Brugger (1965) define la igualdad como un tipo de identidad, la identidad ldgica,

entendiendo que dos entes son iguales cuando se refieren al mismo concepto.

Abbagnano, en su Diccionario de Filosofia (1974), define la igualdad como la
relacion de sustitucion entre dos términos, tomando la definicion de Leibniz: “Por lo
general dos términos se dicen iguales cuando pueden ser sustituidos uno por el otro
en el mismo contexto, sin que cambie el valor del contexto mismo” (p. 635). Esta
definicion general, segun Abbagnano, es aplicable tanto a las relaciones de igualdad

puramente formales como a las relaciones politicas, morales y juridicas.

Por su parte, Aristoteles (1998) considera la igualdad como una relacion numérica
solo aplicable a las cosas que son cantidades™, entendiendo que dos cosas son
iguales si su cantidad es una. Cuando las cosas no son cantidades entonces debe
hablarse de semejanza o desemejanza (Larroyo, 1982). Segun Aristoteles (1998), a
partir de la nocion de unidad, de lo Uno, surgen las relaciones numéricas igualdad,

semejanza y mismidad; entiendo que son lo mismo aquellas cosas cuya entidad es

2 Aristoteles entiende que algo tiene cantidad cuando es divisible en partes internas, cada una de las
cuales tienen entidad propia. La cantidad puede ser continua o discreta (Aristoteles, 1998).
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una, son semejantes las cosas cuya cualidad es una y son iguales aquellas cuya
24

cantidad es una™".
En este contexto, la igualdad de objetos matematicos es considerada como una
mismidad. Asi, dos lineas rectas iguales se dicen que son la misma linea, y dos

cuadrilateros con lados y angulos iguales se dicen que son el mismo (Aristoteles,

1998).

Otra de las fuentes filosoficas consultadas (Tododeiure), considera la igualdad como
una nocidén predominantemente matematica, que se aplica por extension en otros
dominios. Segln este autor, la igualdad consiste en la equivalencia de dos términos,
de manera que uno pueda ser substituido por otro exacta y perfectamente, de tal
suerte que después de la substitucion la equivalencia no haya sufrido aumento ni
disminucién. En este diccionario se hace hincapié en la distincion entre igualdad e
identidad, senalando que la identidad radica en la situacioén y propiedad ontologica de
que todo objeto es igual a si mismo, mientras que la igualdad es una equivalencia

l6gico-conceptual de dos 0 mas factores individualizados y distintos.

Desde la Logica

Frege expone que dos cosas son iguales si una de ellas puede ser sustituida por la
otra sin pérdida de verdad. Sobre la igualdad matematica expone que es una forma de
identidad, y no de igualdad, pues enuncia una relacion entre dos nombres para
objetos, no entre los signos que los designan. La igualdad matematica sefala
identidad de significado, no identidad de pensamiento, ni identidad de signos

(Kenny, 1997).

Segun Frege, una igualdad matematica es verdadera cuando los simbolos a ambos
lados del signo igual se refieren al mismo nimero. Las diferentes expresiones que
aparecen en los distintos lados de una igualdad verdadera, corresponden a diferentes

nociones y aspectos, pero no a diferentes objetos (Kenny, 1997).

# Por entidad se refiere a los sujetos wiltimos que ya no se predican de otra cosa, y a lo que siendo algo
determinado también es capaz de existir separadamente. Llama cualidad a las diferencias de la
entidad, a todas las afecciones de las entidades sometidas a variacion y, en el caso de las cosas
inmoéviles, como los objetos matematicos, a lo que comprende su entidad a parte de la cantidad
(Aristoteles, 1998; Larroyo, 1982).
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Fregoso (1977), por su parte, define la igualdad entre objetos como una relacion,

identificandola con la nocién de identidad:

Dados A y B dos entes, objetos o ideas cualesquiera, se dice que 4 es
igual a B, denotdndose A = B si toda propiedad que tenga A la tiene
también B vy, reciprocamente, toda propiedad que tiene B la tiene A. En
dicho caso también se dice que 4 es idéntico a B o que A es lo mismo que
B. En caso contrario se escribe A # B y se dice que A es distinto de B, A

no es igual a B o A es diferente de B.

. . ey .y , 25 ’ O
Partiendo de esta definicion, de su nocidon de simbolo™, y centrandose en la logica

.. . .. 2 .y
proposicional, Fregoso define la igualdad de proposiciones®, como una relacién
binaria definida sobre el conjunto de las proposiciones, nocion basada en la idea de

identidad numérica. Un elemento, un simbolo, va a ser tinicamente igual a si mismo.

Dadas A y B dos proposiciones, sean Ra y R sus respectivos recipientes
y Sa v S sus respectivos significados. Entonces, se dice que A y B son
iguales, y se escribe A = B, si tienen los mismos recipientes (R = Rp) y

los mismos significados (Sx = Sg) (Fregoso, 1977).

Desde las matematicas y la Educacion Matematica

En las matematicas, debido a los numerosos ambitos desde los cuales se puede
considerar un determinado objeto matematico, no existe una nocidén unica de
igualdad, siendo a menudo una cuestion de definicion. La igualdad entre dos objetos
va a quedar determinada por las relaciones especificas del dominio al que pertenecen.
(Freudenthal, 1994; Wilhelmi, Godino y Lacasta, en prensa). En ocasiones, cosas que
no son iguales, tales como las expresiones 2/3 y 4/6, pasan a ser iguales al definirse

una relacion de equivalencia que las agrupa en una misma clase.

De forma genérica, Bouvier y George (2000) definen la igualdad como una relacion

binaria que asocia simbolos que representan un mismo objeto matematico. Esta

» Fregoso (1977) define simbolo como una pareja formada por un objeto — el significante o
recipiente del simbolo —y una idea— el significado del simbolo. El significante, frecuentemente de
naturaleza material, es escogido arbitrariamente y suele carecer de significado por si mismo. Por otra
parte, el significado puede ser de naturaleza muy variada. Un simbolo es, en definitiva, la
materializacion de una idea.

%% Para Fregoso (1977) una proposicién es un simbolo cuyo recipiente es una oraciéon gramatical y
cuyo contenido es verdadero o falso.
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relacion, que se denota con el signo igual (=), es reflexiva, simétrica y transitiva, es
decir, es una relacion de equivalencia. Estos autores afirman que la igualdad es una
nocion primitiva de las matematicas como la pertenencia, la cual no se define mas
que por sus reglas de empleo que imponen que dos objetos matematicos iguales

tienen las mismas propiedades.

Garcia (1992) coincide en considerar la igualdad como una relacion que se expresa

e

con el signo “=”, pero la limita al &mbito del algebra y la aritmética al definirla como
una expresion de equivalencia entre dos cantidades, entendiendo la equivalencia
como mismidad de valor. El término valor adquiere aqui un significado que viene

determinado por el contexto en el que se trabaje.

Santamaria (1995), sin llegar a definir qué entiende por igual, define la nocion de
igualdad como “la relacion entre dos miembros iguales, entendiendo por miembros
las expresiones que van delante y detras del igual” (p.206). Esta autora distingue
diversos tipos de igualdades tales como la igualdad literal (igualdad algebraica) y la
igualdad de angulos, de numeros decimales, de segmentos y de tridngulos (criterios

de igualdad).

Vinogradov (1860) recoge los términos igualdad asintética (relativa a funciones),
igualdad de Parseval (relativa a la norma de un elemento en un espacio vectorial) e
igualdad gréfica (procedente de la teoria de algoritmos de Markov), junto con el de

ecuacion.

Diaz (1990) define de manera general la igualdad como una relacion expresada por el
signo igual, clarificando que dicha relacién es una relacién de equivalencia. Como

ejemplos menciona las expresiones L=2r y 3+4=7.

Dentro de la Aritmética. Chavez y Leon (2003) abordan la nocion de igualdad de

numeros naturales a partir de la idea de cardinal, definiendo: numeros iguales son los
que representan conjuntos entre los que se puede establecer una correspondencia
biunivoca. Esta relacion binaria, asi definida, es una relacion de equivalencia que se

denota mediante el signo igual.
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Postigo (1991) también da una definicion de igualdad restringida a contextos
aritméticos. Define la igualdad como el modo gréfico de representar en la escritura la

mismidad de valor entre numeros, para lo que se escribe entre ellos el signo igual.

Otros autores, como es el caso de Proyecto Sur (1997), denominan igualdades a las
expresiones aritméticas o algebraicas que contienen el signo igual, limitando el uso
de este signo, en la aritmética, a la expresion de relaciones verdaderas. Dentro de las
igualdades algebraicas estos autores distinguen dos tipos: identidades y ecuaciones,
seglin sean ciertas para todos los valores que se asignen a las variables o s6lo para

alguno o algunos.

En relacion con la nocion de igualdad, Wilhelmi y otros (en prensa) distinguen entre
tautologica logica y tautologia semantica de forma similar a como Fragoso, desde la
Logica, distingue entre equivalencia e igualdad. Una tautologica logica es una
afirmacion del tipo a = b donde ambos simbolos, a y b, representan al mismo objeto

sin necesidad de que ambos tengan la misma representacion (recipiente) (ej.,

Ja =—). La tautologia semantica es un tipo de tautologia ldgica en la que se

Ja

exige la mismidad de representante.

A partir de estos términos conciben la igualdad aritmética como una “identidad de
nombre” explicando que para probar que dos representaciones son el mismo numero
se hacen trasformaciones en ambas expresiones, que conserven la igualdad, hasta
obtener un mismo representante para ambas. La definicion aritmética de igualdad
remite, segun estos autores, a la relacion de equivalencia que clasifica al conjunto de
los niimeros reales en clases, pues no importa la representacion del nimero sino su

valor.

La distincion entre ambos tipos de tautologias nos permite distinguir dos tipos de
relaciones de igualdad dentro de la aritmética, ambas denotadas por el signo =. La
igualdad de dos numeros en el sentido de coincidencia de objeto matematico y de
representante (ej., 3 = 3), y la igualdad en valor numérico de expresiones aritméticas
tales como 5 + 7 y 6 + 6. En este ultimo caso, la igualdad relaciona distintas

representaciones de un mismo nimero.
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Dentro del Algebra. Godino y Font (2003) distinguen tres tipos de igualdades—

identidad, ecuacion y formula— entendiendo como tales expresiones que contienen
el signo igual e indican dos maneras de designar o escribir un mismo objeto
matematico. El primer tipo de igualdad, identidad, se refiere al caso en que aparecen
variables y la igualdad es verdadera para cualquier valor que tomen las variables.
Cuando la igualdad incluye variables, pero solo es cierta para determinados valores,
la denominan ecuacion. Por ultimo, las férmulas son aquellas igualdades que

expresan una relacion de dependencia entre dos o mas variables.

Garcia (1992), Diaz (1990) y Santamaria (1995) hacen referencia a las igualdades
condicionales o ecuaciones y recogen, ademads, el término “igualdades notables” que
asocian a igualdades referentes al desarrollo de determinadas potencias y productos,
concretamente el cuadrado, cubo y producto de suma por diferencia de un binomio, y

el cuadrado de un trinomio.

Dentro de la geometria. Se dice que dos figuras geométricas son iguales cuando

existe una isometria que hace coincidir una en otra (Bouvier y George, 2000;
Proyecto Sur, 1997). Por ejemplo, se dice que dos segmentos de igual longitud son

iguales, o que los siguientes trapecios son iguales:

_/

También se hace referencia a la igualdad de vectores cuando tienen igual modulo y

sentido.

De forma similar se puede considerar la igualdad de otros elementos propios del
estudio de la geometria, que se define en cada caso a partir de las caracteristicas
propias de dicho objeto o idea, aunque algunos autores (Bouvier y George, 2000)

consideran este uso del término igualdad un abuso del lenguaje.

4.1.2 Equivalencia

Segun la Real Academia Espaiiola (RAE, 1992) se denomina equivalencia a igualdad

en el valor, estimacion, potencia o eficacia de dos o mas cosas y, en geometria, a
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igualdad de areas en figuras planas de distintas formas, o de areas o volimenes en

soOlidos diferentes.

En el Diccionario del Uso de Espafiol de Maria Moliner (1998), es definida como
cualidad de equivalente, relacion entre cosas equivalentes. Definiéndose equivalente
como lo que equivale a otra cosa determinada y, equivaler, como tener una cosa el
mismo valor’’ que otra que se expresa, tener una cosa como consecuencia necesaria
otra que se expresa; sindnimo de representar, valer, ser lo mismo, suponer,

compensar, computar, convalidar, significar, ser igual.

En su acepcion matematica, esta autora recoge sobre el término equivalencia: se
aplica a las ecuaciones que tienen el mismo resultado y se aplica a las figuras o
cuerpos que, con distinta forma, tienen la misma area o el mismo volumen que otro

determinado.

Desde la Filosofia y la Logica

Honderich (2001) sefiala que el término equivalencia corresponde a una relacion
entre dos enunciados p y q cuando p implica q y q implica p. Seglin este autor, la
equivalencia es a veces interpretada como una relacion que exige la identidad de los

valores de verdad, otras la identidad de contenido y otras la identidad de significado.

Ferrater (1988) denomina equivalencia material o interpretacion material del
condicional a la relacion “si y solo si”, que suele denotarse con los simbolos =0 -,

principalmente con este ultimo.

Abbagnano (1974) define la equivalencia como relacion entre dos objetos que tienen
el mismo valor. Como ejemplo de objetos equivalentes sugiere dos figuras planas
que tengan la misma area o dos figuras solidas que tengan el mismo volumen. Otra
acepcion que le reconoce a este término es la de sindnimo de equipolencia, término
que define como la relacion entre enunciados diferentes que tienen el mismo valor de
verdad. Este autor recoge dos tipos de equipolencia (equivalencia): la equipolencia
gramatical y la equipolencia logica. La primera de ellas se refiere a frases que tienen

igual significado pero estdn compuestas de palabras diferentes; la segunda, a

" Valor es definido por Moliner (1998) como aptitud de una cosa para producir efecto, sinénimo de
efectividad.
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enunciados que son simultaneamente verdaderos o falsos en cuanto responden al
mismo objeto. Ademas, presenta la definicion que desde la logica moderna se le
reconoce al término equivalencia: coincidencia de dos enunciados en su valor de

verdad, la cual se simboliza con el signo =.

En contraposicién a dicha definicion del concepto de equivalencia, Fregoso (1977)
recoge la definicion tradicional. Situado en el contexto de la ldgica de proposiciones
y considerando el interés centrado en el significado de las proposiciones, define una
relacion de equivalencia distinta a la de igualdad: Dadas A y B dos proposiciones se
dice que son equivalentes si tienen el mismo significado (Sp = Sg). Segun esto, las
proposiciones “hoy es jueves” y “hoy es la vispera del Viernes” son equivalentes,

aunque no iguales al no tener el mismo recipiente (Fregoso, 1977).

Desde las matematicas y la Educacion Matematica

Bouvier y George (2000) recogen bajo el término equivalencia la nocion de relacion
de equivalencia en un conjunto y la de equivalencia logica. La primera de éstas se
refiere a una relacion binaria sobre un conjunto que es reflexiva, simétrica y
transitiva. La segunda, la equivalencia légica, es el conector - o <, también
denominado bicondicional o doble implicacion, que se lee “equivalente a”. A « B es
una abreviatura de A - By B— A. La proposicion A « B serd verdadera si y solo

si A'y B son los dos verdaderos o los dos falsos.

Garcia (1992), Diaz (1990) y Santamaria (1995) definen la equivalencia como ser
una cosa igual a otra en valor o eficacia, recogiendo las definiciones de relacion de
equivalencia y de clase de equivalencia. En particular, definen figuras equivalentes
como aquellas que poseen la misma superficie, fracciones equivalentes como
aquellas que tienen igual valor aunque distintos representantes y magnitudes
equivalentes, como las unidades de medida de las magnitudes capacidad, volumen y

masa que tienen un mismo valor (ej., 1dm’ =11=1 Kg.).

Observamos aqui la influencia del contexto en las nociones de igualdad o
equivalencia. Por ejemplo, en el caso de las fracciones se habla de igualdad cuando
se ven como elementos del conjunto de los nimeros racionales y, en cambio, se
habla de equivalencia cuando se consideran dichas fracciones como elementos del

conjunto de las fracciones.
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Vinogradov (1860) recoge, ademas de la definicidon de relacion de equivalencia, la de
equivalencia de afirmaciones o formulas. En esta ultima acepcion, la equivalencia
implica que, para cada conjunto admisible de los valores de ciertos pardmetros,
ambas afirmaciones son verdaderas o ambas son falsas. La equivalencia de las
ecuaciones, de las desigualdades y de sus sistemas significa coincidencia de los

conjuntos de sus soluciones.

Este autor recoge otras acepciones del término equivalencia dentro de las
matematicas tales como la equivalencia de algoritmos, la equivalencia de automatas,
la equivalencia de sistemas formales u otras pertenecientes al algebra no escolar (ej.,
equivalencia de categorias, equivalencia de Morita), a la topologia (equivalencia

topoldgica) 6 a la Probabilidad (la equivalencia estocastica).

Liebenberg et al. (1999) definen las expresiones numéricas (aritméticas) equivalentes
como aquellas que tiene el mismo valor numérico, “la misma respuesta”. En el
contexto del algebra distinguen entre expresiones algebraicas equivalentes (aquellas
que tienen el mismo valor numérico para cualquier asignacion de la variable dentro
del dominio de definicion de la expresidon) y expresiones numéricamente
equivalentes para un valor de la variable. Sefalan tres tipos de expresiones

algebraicas (con una Unica variable):

- Identidad algebraica: expresion cierta para todos los valores de x. (ej., 2x + 3x =
5x).

- Ecuacion: expresion cierta sélo para algunos valores de x (ej., 4x + 12 = 7x +
50).

- Expresiones que no son ciertas para ningun valor de x (ej., 10x +40 = 10x + 50).

Gattegno (1974) establece la siguiente distincion entre la identidad, la igualdad y la

equivalencia:

la identidad es un tipo de relacion muy restrictiva relativa a la mismidad real, la
igualdad se refiere a un atributo que no cambia, y la equivalencia se refiere a
una relacion mas amplia donde uno acuerda que para ciertos propositos es

posible reemplazar un objeto por otro (p.83).
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Segun Gattegno, la equivalencia es la relacion mas completa y la mas flexible y, por

tanto, la mas util.

4.1.3 Identidad

La Real Academia Espafiola (RAE, 1992) define este término como cualidad de
idéntico, hecho de ser una persona o cosa la misma que se supone o se busca,
definiendo idéntico como sigue: dicese de lo que es lo mismo que otra cosa con que
se compara, muy parecido. La acepcion matematica que recoge de la identidad es
igualdad que se verifica siempre, sea cualquiera el valor de las variables que su

expresion contiene.

En el Diccionario del Uso de Espafiol de Maria Moliner (1998) se define identidad
como cualidad de idéntico, relacion entre cosas idénticas. Definiéndose idéntico
como completamente igual, sindnimo de equivalente, exacto, intercambiable, mismo,
propio, uno, igual. La acepcién matematica que recoge esta autora es igualdad que se

verifica siempre, cualquiera que sea el valor de las variables que contiene.

Desde la Filosofia

Brugger (1965) expone en relacion al término identidad que dos cosas son idénticas
cuando se da a entender que no son dos sino una, advirtiendo que pese a ello la
identidad como relacién requiere por lo menos dos miembros. Bajo esta definicion

Brugger distingue varios tipos de identidades:

- identidad logica: entes que se refieren al mismo concepto. En este caso
recomienda emplear el término de igualdad.

- identidad real u objetiva: cuando coinciden varios contenidos de pensamiento en
un so6lo ente. Esta no es una relacion real, pues solo existe en la mente (ej., este
hombre es justo).

- identidad real (ontoldgica): se refiere a la existencia de un ente a través del
tiempo a pesar del cambio de apariencia.
identidad conceptual: conceptos de igual contenido distinguibles entre si

unicamente por el grado de claridad con el que se expresan.

El diccionario Oxford de Filosofia (Honderich, 2001) recoge dos acepciones del

término identidad, sehalandolo como sinénimo de igualdad: identidad numérica
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(cuando algo es nombrado dos veces refiriendo a un sélo ente), que es una relacion
de equivalencia, e identidad cualitativa (similaridad) que se puede dar en grados y
modos. Son ejemplos de identidad cualitativa tener exactamente el mismo aspecto y

ser aproximadamente del mismo peso.

La identidad, segin Honderich, es una relacion que viene determinada por los
criterios de identidad que especifican las condiciones de identidad de objetos de un
tipo dado, y que son diferentes segun el tipo de entes a los que se refieren. Una forma
comun de definir un criterio de identidad es la siguiente: siw esun K, y zes un K, w
es idéntico™ a z si y solo si w y z estan en la relacion R. Por ejemplo, un criterio de
identidad para rios puede ser: si w es un rio y z es un rio, w y z son el mismo rio si 'y

solo si w y z tienen el mismo origen y la misma desembocadura.

Wittgenstein, en cambio, niega que la identidad sea una relacion, haciendo alusion a
la paradoja de la identidad: decir que dos cosas son idénticas es un sinsentido, y decir
que una cosa es idéntica a si misma es no decir absolutamente nada (Honderich,

2001).

Ferrater (1988) identifica los términos de identidad e igualdad, y distingue varios
puntos de vista desde los que se han analizado. El primero es conocido como el
principio ontologico de la identidad, segtn el cudl toda cosa es igual a si misma. El
segundo se manifiesta en el principio loégico de identidad, el cual es considerado por
algunos como el reflejo logico del anterior, y por otros como “a pertenece a todo a”,
0 como “si p entonces p”. Algunos autores hablan también del principio psicoldgico
de identidad, entendiendo por ello la imposibilidad de pensar la no identidad de un

ente consigo mismo.

Los escolasticos distinguieron distintos tipos de identidad: real, relacional o formal,
numérica, especifica, genérica, casual, primaria, secundaria,...; definiendo

genéricamente la identidad como la conveniencia de cada cosa consigo misma.

Destaca el trabajo de Abbagnano (1974), el cual recoge tres definiciones

fundamentales de este término:

* Honderich (2001) emplea indistintamente las expresiones “ser idéntico a” y “ser lo mismo que”.
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1. Identidad como igualdad de sustancia. Esta es la definicion que le adjudica

Aristoteles al término identidad: Las cosas son idénticas sélo si es idéntica la
definicion de sus sustancias.

Aristoteles distingue varias formas dentro de la nocion de identidad: una unidad
de ser, unidad de una multiplicidad de seres o unidad de un sdélo ser tratado como
multiple. Y sefala que la identidad propiamente dicha es la de la unidad
numérica y que, en dicho caso, ambas cosas que se dicen idénticas pertenecen a
la misma categoria, tienen el mismo género, los mismos opuestos, atienden a los
mismos accidentes, y sus generaciones y destrucciones son las mismas (Larroyo,
1982).

Este concepto de identidad lo utilizan también otros autores. En particular, Hegel

define la identidad como coincidencia o unidad de la esencia consigo misma.

2. Identidad como sustituibilidad. Esta es la definicion de Leibniz que lo acerca a la

nocion de igualdad. Dos cosas se consideran idénticas si al sustituir una por otra
en una proposicion verdadera, ésta sigue siendo verdadera, y lo mismo ocurre
con cualquier otra proposicion. Una definicion analoga es la de Wolf que define
como idénticas las cosas que pueden sustituirse una a la otra permaneciendo a

salvo cualquiera de sus predicados.

3. Identidad como convencidn. En este caso se considera que la identidad puede ser

establecida o reconocida en base a cualquier criterio convencional. En este caso,
el significado de la identidad no es tnico sino que dependen del contexto en el
que se considere. Se entiende que el decir “x es idéntico a y” es una abreviacion
de “x es el mismo A que es y” donde A es un nombre que resulta del contexto.
Esta es, segin Abbagnano, la concepcion menos dogmatica de la identidad y la

que se adapta mejor a las exigencias del pensamiento l6gico—filoséfico.

Desde la Logica
A la logica pertenecen las definiciones de Leibiz y Wolf, recogidas anteriormente,

que hacen referencia a la identidad como sustituibilidad.

Por su parte, Frege distingue dos tipos de identidades: la identidad de contenido que

=9 2

denota con el simbolo y otra identidad que denota con el simbolo . Segun
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Frege, el signo igual de la aritmética puede ser utilizado para indicar que dos
expresiones aritméticas situadas a ambos lados denotan el mismo nimero. El
simbolo “=”, en cambio, puede ser colocado entre expresiones de variada indole
indicando que ambas expresiones nombran el mismo contenido, de cualquier clase

que sea (Kenny, 1997).

Si dos signos tienen idéntico contenido, entonces uno puede ser reemplazado por el
otro en una proposicion sin afectar al contenido de ésta. Sin embargo, Kenny sefiala
que Frege debe haberse referido a que dicho cambio o reemplazo no afecta a la
verdad o falsedad de la proposicion puesto que si afecta al contenido. Esta cierta
ambigiiedad procedente del uso del término contenido que sefiala Kenny (1997) es
aclarada por Frege al distinguir entre sentido y referencia de un signo. Dicha
distincion permite diferenciar las proposiciones a = a 'y a = b. Denomina sentido del
signo a la manera en como se representa el signo. El sentido de un signo se distingue
de su significado, que es a lo que denomina referencia. Segiin esta distincion, Frege

afirma que 2x2 y 12/3 tienen el mismo significado o referente pero distinto sentido.

La nocion de identidad es desarrollada en la l6gica de la identidad, empleandose los

2 (13 2 13 2 (13 2 (13

signos = (que se lee “es”, “es idéntico a”, “es igual a”, “es equivalente a”, “es lo

9 ¢ 9 ¢¢

mismo que”) y # (que se lee “no es”, “es distinto de”, “es diferente de”).

Ferrater y Leblanc (1967) recogen las leyes principales de la identidad:

- La ley de sustituibilidad: dos términos son idénticos cuando son mutuamente
sustituibles (lo que es verdadero para uno lo es para el otro).

- La ley de transitividad de la identidad: si dos entidades son iguales a una tercera,
entonces son iguales entre si.

- Ley de reflexividad: toda entidad es igual a si misma.

- Ley de la simetria: cuando una entidad es igual a otra, ésta es igual a la primera.

En el estudio de la identidad, dentro de la logica, destaca el Principio de identidad, el
cual es considerado como uno de los tres principios que rigen la deduccion logica
junto con el de no—contradicidn y el tercero excluido. Este principio afirma que toda

cosa es igual a si misma: A es A. De P siempre se infiere P (Ferrater, 1988).
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También de habla de identidad en el algebra de clases y en el algebra de relaciones
usdndose a si mismo el signo =. La igualdad o identidad de clases se define de la
forma siguiente: dadas A y B dos clases, A es idéntica a B si y s6lo si para todo
elemento X, X pertenece a A si sdlo si x pertenece a B. Por ejemplo, son iguales o
idénticas la clase de los nimeros primos y la clase de los numeros que s6lo son

divisibles por el numero uno y por si mismos (Ferrater, 1988).

En el algebra de relaciones la identidad o igualdad se define de la siguiente forma:
dadas R y S dos relaciones, R es idéntica a S si para cualesquiera elementos x ¢ v,
xRy si y solo si xSy. Por ejemplo, son iguales o idénticas las relaciones “ser criado

de” y “ser servidor masculino de”.

Desde las matematicas y la Educacion Matematica
Vinogradov (1860) define la identidad como un tipo de ecuacién® que tiene como
soluciones todos los nimeros del dominio de la ecuacion, es decir, todos los nimeros

que se admiten como valores de las variables.

Rojano (2002), por su parte, distingue entre identidades algebraicas y ecuaciones,
segun la expresion sea o no cierta para todos los valores de las incdgnitas. De forma
similar, Garcia (1992), Diaz (1990) y Santamaria (1995) definen la identidad como
una igualdad algebraica que se verifica siempre cualquiera que sea el valor de las
variables. También recoge la definicion de identidad de conjuntos basada en la

igualdad de sus elementos.

El término identidad es también utilizado en matematicas para denominar a ciertas
formulas algebraicas tales como la formula del Binomio de Newton o la féormula:

d'—b"=(@-b) @ +d"b+ .. +ab"? + ")

¥ La ecuacién es definida por Vinogradov (1860) como “la anotacion analitica del problema de
determinacion de los valores de argumentos (incognitas) con los que los valores de dos funciones
dadas son iguales” (p. 358). A dichos valores les denomina soluciones.
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4.2 Uso de los términos igualdad, equivalencia, identidad y

sentencia en este trabajo

A continuacion, resumimos brevemente las definiciones de los términos igualdad,
equivalencia e identidad aportadas por los diferentes autores y sefialamos el

significado de estos vocablos que es adoptado en este trabajo.

Igualdad. Las diferentes definiciones de igualdad nos hablan de entes u objetos
iguales cuando pueden ser sustituidos el uno por el otro sin pérdida de verdad,
cuando se refieren al mismo concepto, cuando la cantidad es s6lo una, cuando tienen

las mismas propiedades, o cuando son de la misma naturaleza, cantidad o calidad.

Dentro de las matematicas, la relacion de igualdad alude en ocasiones a la mismidad
de objeto, siendo en otros casos mds restrictiva exigiendo la mismidad de
representante. Dicha mismidad viene determinada por una convencion vinculada a un
contexto. Asi, por ejemplo, en contextos aritméticos la igualdad implica mismidad de
valor numérico, en contextos algebraicos mismidad de valor numérico para cualquier
asignacion dada a las variables, en contextos vectoriales mismidad de modulo y

sentido.

Esta definicion es equivalente a la acepcion de Bouvier y George, los cuales, al igual
que Aristoteles pero centrados en el contexto de las matematicas, definen la igualdad
como relacion entre simbolos que representan un mismo objeto matematico

(“mismidad” que viene definida por el contexto).

También se denomina igualdad a la expresion, formula o modo grafico de representar

en la escritura dicha relacion de igualdad.

Igualdad condicional o ecuacién. En la definicion de igualdad los autores difieren en

incluir o no las ecuaciones, para las cuales se utiliza el término “igualdad
condicional”, debido a que la mismidad de valor sélo se tiene en determinadas
condiciones, es decir, para determinados valores de la variable y, por tanto, las
expresiones de ambos miembros no necesariamente corresponden a distintas

representaciones de un mismo objeto matematico.
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Equivalencia. En la mayoria de los casos se define la equivalencia como mismidad
de valor, de significado o de contenido, considerandose en ocasiones como un tipo de
igualdad. Es considerada como una relacion donde se acuerda que, para ciertos
propositos, es posible reemplazar un objeto por otro. En otros casos es definida como

la doble implicacion (si y solo si), denominada equivalencia légica.

Dentro de las matematicas, este término, ademas de ser definido como la mismidad
de valor, es identificado con la igualdad de areas o volimenes y con ecuaciones,
afirmaciones o férmulas que son simultaneamente verdaderas o falsas para cada
conjunto admisible de valores de ciertos parametros. El uso de este término

corresponde a determinadas relaciones que son reflexivas, simétricas y transitivas.

Identidad. La identidad es definida, en ocasiones, como la igualdad de sustancia, en
otras, como la sustituibilidad y, en otras, como una convencién establecida en
funcidn a un criterio elegido. Dentro de las matematicas este término es identificado
con las expresiones algebraicas que contienen el signo igual y son ciertas para
cualquier valor de la variable perteneciente al dominio de la expresion, siendo

empleado, en ocasiones, para denominar a féormulas algebraicas particulares.

Partiendo de las acepciones anteriores, en este trabajo vamos a denominar:

- Igualdad al modo grafico de relacionar en la escritura dos expresiones o
representaciones que refieren a un mismo objeto matematico, escribiendo entre
ellas un signo igual, asi como a la relacion existente entre ellas. En el contexto de
la aritmética, dichas expresiones son cadenas de numeros ligados entre si por
signos operacionales.

- Egquivalencia a toda relacion que cumpla las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva. En particular, la igualdad es una relacion de equivalencia.
Especialmente destacamos la relacion de equivalencia definida para ecuaciones,
afirmaciones o férmulas, considerandose equivalentes cuando son
simultaneamente verdaderas o falsas para cada conjunto admisible de valores de
ciertos parametros.

- Identidad a las expresiones aritméticas o algebraicas que contienen el signo igual
e involucran en ambos miembros el mismo objeto, representado del mismo

modo.
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Segun estas definiciones, s6lo consideramos como igualdades algebraicas aquellas
expresiones que son ciertas para todos los valores de las variables, lo que otros
autores denominan identidades algebraicas. Distinguimos este tipo de expresiones
de aquellas que son ciertas s6lo para algunos o ningtn valor de la variable, para las

que se reserva el término de igualdad condicional o ecuacion.

Sentencias numéricas

De la definicion de igualdad adoptada se desprende que las igualdades aritméticas,
como representaciones escritas, estan formadas por dos expresiones aritméticas de
igual valor numérico (en otras palabras, dos representaciones diferentes de un mismo
nimero) escritas a ambos lados del signo igual. En esta definicion se aprecia que,
necesariamente, las igualdades han de ser proposiciones verdaderas. Por este motivo,
necesitamos adoptar otro término que englobe las expresiones aritméticas que

contengan el signo igual y expresen proposiciones falsas.

Vamos a denominar sentencias, a aquellas expresiones aritméticas que contienen el
signo igual y constituyen una proposicion o enunciado declarativo (expresion
completa sin ningun término por determinar). Las sentencias, por tanto, pueden ser
verdaderas o falsas. Son ejemplos de sentencias las igualdades 5+ 7=9 y el'=1. En

particular, toda sentencia verdadera es una igualdad.

4.2.1 Tipos de igualdades y sentencias numéricas

En este trabajo denominamos igualdades numéricas abiertas a aquellas igualdades
numéricas que presentan alguna incognita o término desconocido, e igualdades
numeéricas cerradas, a las que, por el contrario, incluyen todos los términos. En
nuestro caso, no consideraremos igualdades abiertas con mas de un término
desconocido. Segun esta clasificacion, las igualdades cerradas coinciden con las

sentencias verdaderas (ver Figura 4-1).

Por otra parte, distinguimos entre igualdades de accion o no—accidon de forma similar
a como lo hacen Behr, Erlwanger y Nichols (1980). Denominamos igualdades
numéricas de no—accion a aquellas igualdades numéricas que incluyen signos
operacionales en ambos miembros de la igualdad (ej., 3 + 5 =7 + 1) o que no

incluyen ningun signo operacional (+, —, X, +), es decir, igualdades de la forma a =
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a’” siendo a un numero natural. Las igualdades numéricas de accién son aquellas que
incluyen signos operacionales y éstos aparecen en tan s6lo un miembro de la
igualdad (ej., 13 — 7 = 6) (Ver ejemplos en Tabla 4-1). Esta denominacion es debida
a que este tipo de igualdades pueden ser interpretadas como la expresion de una
accion (ej., “quitar”, “afadir”’), mientras que las anteriores soélo pueden ser

consideradas como la expresion de una relacion.

IGUALDADES SENTENCIAS

Igualdades
cerradas

Sentencias
falsas

Igualdades
abiertas

Sentencias
verdaderas

Figura 4-1: Relaciones entre los tipos de igualdades y sentencias numéricas

Por lo tanto, toda igualdad numérica puede ser: abierta y de no-accion, abierta y de
accion, cerrada y de no-accion, o cerrada y de accidon. Toda sentencia puede ser
verdadera y de accion, verdadera y de no-accion, falsa y de accidn, o falsa y de no-

accion.

En este trabajo se consideran unicamente igualdades y sentencias formadas por
numeros naturales y las operaciones basicas de la estructura aditiva. Ademas, todas
las igualdades abiertas consideradas tienen solucion dentro del conjunto de los
numeros naturales. Denominamos igualdades o sentencias (numéricas) de suma a
aquellas en las que so6lo aparece simbolizada esta operacion, y de forma paralela,
denominamos igualdades o sentencias (numéricas) de resta a aquellas en las que
solo aparece simbolizada la operacion de resta, sin referir en ningin caso a la
operacion necesaria para resolver la igualdad o sentencia. Referimos a igualdades o
sentencias (numéricas) de suma y resta cuando ambas operaciones estan contenidas

en la igualdad o sentencia (ej., 12 — 4 + 4 = 12) (ver resumen en Tabla 4-1).

30 Aunque como aqui se indica las sentencias del tipo a = a son sentencias de no-accion, a lo largo de
este trabajo nos referiremos a ellas de forma independiente, distinguiéndolas del resto de sentencias de
no-accion en las que aparecen signos operacionales.
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Tabla 4-1: Tipos de igualdades y sentencias numéricas

Tipo Definicion Ejemplos
Abierta Igualdad incompleta (con un 23+0=30
Igualdad ermino a averiguar) 10+0=15+15
Cerrada Igualdad completa (sin 5+47=12
términos desconocidos)
————————————————— +11=11+
Verdadera Proposicion verdadera que Rit=11+12
Sentencia contiene el signo igual
Falsa Proposicion falsa que contiene | 9=5+5
el signo igual 13+5=14+6
De acciéon Igualdad o sentencia con 13-7=6
Tgualdad o operaciones en solo un lado del 34—+ 34
signo igual
Sentencia | De no-accion| Igualdad o sentencia con 3+5=0+1
operaciones en ambos lados _
. . : 3=3
del signo igual o en ninguno de
ellos

A continuacidn, describimos los distintos tipos de sentencias numéricas de suma y
resta que podemos distinguir atendiendo al nimero de términos que componen cada

miembro sin distinguir entre ellos.

Entre las sentencias bdsicas a que estamos haciendo referencia, las de mayor
sencillez (no se quiere decir las mas sencillas para los escolares) son aquellas que
solo tienen un numero a cada lado del signo igual y ninglin signo de operacion; son

de la forma a = b, pudiendo ser a y b el mismo niimero.

A partir de este tipo, se puede ir ampliando la sentencia con otros nimeros y signos.
Con un niimero mas y un signo operatorio mas que la anterior, estan las sentencias
compuestas por tres numeros y dos signos (el signo igual y uno de operacion).

Presenta dos formas que son a+b=¢;, a=b=*c.

Con cuatro numeros naturales y tres signos (dos de ellos operatorios), las

posibilidades de sentencias sontres: a+b+tc=d;, axb=c+d, a=b+tc+d.

Para cinco niimeros y cuatro signos (tres de ellos operatorios) se tienen cuatro
posibilidades:

atbtctd=e axtbtc=d+te, atb=ctdte, a=bxtcxtdzxe
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De este modo se obtiene la Tabla 4-2, en la que se aprecia que el nimero de
sentencias numéricas que existen en cada caso coincide con el nimero de signos y
que, a su vez, el numero de signos es uno menos que el numero de nimeros que
aparecen en la sentencia. Se puede razonar que esto es asi debido a que los signos
siempre han de estar entre dos numeros, por lo que se requiere uno mas. Para la
posicion del signo igual, que es la que determina la forma de la sentencia, hay tantas
posibilidades de cambio como signos se puedan poner. Todo esto sin distinguir entre

los signos operacionales de suma y de resta.

Tabla 4-2: Numero de términos, signos y
sentencias en correspondencia

N° de términos 2 13 415
N° de signos 1 |2 314

N° de sentencias 1 2 314

Si en vez de sentencias consideramos igualdades abiertas con una cantidad
desconocida obtenemos los siguientes casos. De la sentencia a = b se pueden obtener

las dos igualdades abiertas a=0 ; O=b

De las sentencias a+ b =cy a=b + ¢ se obtienen las igualdades abiertas:

axb=0; axO=c; Oxb=c¢c; O=bzxc; a=0O=xc; a=b=x0;

A partir de las sentencias a = b £ c =d; a=b +c+d; a+b = c+d; sepueden
obtener las siguientes igualdades abiertas:
atb+c=0; O+b+c=d; axtO+c=d; axt bx0O=d;
O=b+tc+d; a=0O+xc+d: a=b+0O=xd; a=b+c+0O

O+b=c=+d; atO=c+d; axb=0=d; axtb=czx0;

Se podria continuar de igual forma para las siguientes, pero es suficiente para
apreciar algunas relaciones. Ordenando los datos en una tabla (Tabla 4-3) se aprecian

patrones entre sus filas y sus columnas.
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Tabla 4-3: Numero de signos, nimeros y sentencias e igualdades de
cada tipo en correspondencia

N° de signos 1 |2 314
N° de numeros 213 415
N° de sentencias 1 |2 314
N° de igualdades abiertas 2 16 [12]20

Relacionando las filas, se observa que los nimeros que aparecen en la fila cuarta se
corresponden con el producto de los que aparecen en el mismo lugar en las filas

segunda y tercera, o primera y segunda.

De este modo, se observa que al poner en una sentencia un numero mas, el nimero
de sentencias crece también en una unidad. Si consideramos que son los términos de
una sucesion, la expresion del término general es a, = n, siendo n el numero de
signos considerados. Sin embargo, el crecimiento del nimero de igualdades abiertas
es producto de dos nimeros y como en el caso anterior se tiene ahora a,= n(n+1),

por lo que rapidamente la cantidad de las igualdades abiertas crece.

Si, ademas, consideramos que las sentencias pueden ser verdaderas y falsas, el
nimero de sentencias posibles se multiplica por dos. Todo ello sin distinguir entre

los signos de suma y resta.

4.2.2 Las igualdades y sentencias numéricas

La mayoria de los curriculos elementales de aritmética emplean el lenguaje de las
igualdades numéricas desde el inicio del estudio de las matematicas, siendo éstas un
componente importante del lenguaje matematico (Grouws, 1974; Lindvall e Ibarra,
1980). El trabajo con igualdades numéricas abiertas es considerado significativo,
dentro del aprendizaje de la aritmética, para que los alumnos comprendan las
operaciones basicas y la relacion existente entre ellas, ademdas de para modelizar y

resolver problemas (Lindvall e Ibarra, 1980; Weaver, 1972).

Asimismo, las igualdades numéricas son consideradas un buen contexto en el cual
introducir a los alumnos en la resolucion de ecuaciones (siendo la incégnita

representada mediante una linea o una figura) y trabajar la comprension del signo
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igual, un componente esencial del pensamiento algebraico (Davis, 1964; Carpenter et
al., 2003; Freiman y Lee, 2004; Herscovics y Kieran, 1980; McGregor (1996);
Radford, 2000). Segun Lindvall e Ibarra (1980), “Puede decirse que los alumnos no
poseen una verdadera compresion del signo igual y de las ecuaciones hasta que

muestran cierta maestria en las igualdades abiertas™ (p. 50).

Las igualdades y sentencias numéricas sirven como una herramienta para ayudar a
los alumnos a desarrollar su comprension al ir confrontando variadas concepciones
sobre el signo igual. Koehler (2002), a partir de su experiencia con alumnos de
segundo grado, sefiala la utilidad de las sentencias verdaderas y falsas para desafiar
las concepciones de los alumnos, establecer el significado del signo igual en este
contexto, y favorecer el desarrollo de variadas estrategias para justificar la veracidad

o falsedad de las sentencias.

Carpenter y colaboradores (2003), siguiendo el trabajo de Davis (1964), sugieren el
uso de igualdades numéricas abiertas y sentencias numéricas verdaderas y falsas para
trabajar en el aula la comprension del signo igual y el desarrollo de pensamiento
relacional, asi como otros aspectos del pensamiento algebraico a desarrollar desde la
ensefianza de la aritmética, cobmo hacer explicita la generalizaciéon de relaciones
aritméticas o representar generalizaciones mediante lenguaje natural y mediante

notacion algebraica.

Discusiones sobre diferentes tipos de igualdades y sentencias pueden ayudar a los
alumnos a aprender aritmética con comprension y desarrollar una base sélida para el
posterior estudio formal del algebra (Carpenter et al., 2003; Koehler, 2004; Molina,
2005; Molina, Castro y Ambrose, 2005). Seglin sefala Resnick (1992), este tipo de
representaciones parecen invitar y apoyar la discusion sobre nimeros, operaciones y

sus propiedades, mejor que otras representaciones.

Una vez que los alumnos empiezan a pensar en relaciones, las sentencias numéricas
verdaderas y falsas y las igualdades numéricas abiertas proveen de un contexto
flexible en el cual representar propiedades y relaciones aritméticas y, asi, focalizar la
atencion de los alumnos en ellas y favorecer la deteccion de patrones, la elaboracion

de conjeturas y la generalizacion.
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Constituyen un contexto especifico en el cual los alumnos puede hablar de su
comprension con respecto a ideas matematicas basicas, tales como las propiedades
de las operaciones o de la estructura de nuestro sistema numérico de base diez, por

ejemplo, con las igualdades 42 =40 + 2,2 +40=42,42 =30 + 12.

De este modo, los alumnos son conscientes de propiedades importantes de las
operaciones que les ayudan a ser mds eficientes al operar, a desarrollar estrategias
esenciales para la resoluciéon y manejo de ecuaciones y, en general, a aprender

importantes ideas matematicas.

De este modo, el contexto de las igualdades numéricas permite el desarrollo del
pensamiento algebraico al mismo tiempo que los alumnos aprenden aritmética, como

es recomendado desde la propuesta Early—Algebra.

Nuestro estudio previo, Molina (2005), confirma la utilidad de las sentencias
numéricas para promover la verbalizacion y discusion de las estrategias utilizadas
por los alumnos, la explicitacion de aspectos importantes de su conocimiento
aritmético y el desarrollo y uso de pensamiento relacional. Las igualdades
verdaderas y falsas ayudan a romper el hdbito operacional de los alumnos. Las
igualdades abiertas, en cambio, parecen ser adecuadas para evaluar la comprension

del signo igual de los alumnos (ver Capitulo 5).

Otros autores (Lindvall e Ibarra, 1978; Riley y Greeno, 1978) han recomendado el
uso de igualdades numéricas, al resolver un problema, para que los alumnos
aprendan a expresar su secuencia de pensamientos mediante igualdades o secuencias
numéricas, ya que raramente escriben secuencias para resolver un problema vy,
cuando se les pide que lo hagan, a menudo no son capaces de representar las
relaciones cuantitativas contenidas. De esta forma se puede ayudar a los alumnos a
vincular su conocimiento informal de la aritmética con las representaciones formales
y a dar sentido a la notacion aritmética, la cual puede ser introducida como una

forma econémica de comunicarse (Baroody y Coslick, 1998).

Por su parte, Herscovics y Kieran (1980) proponen la introduccién de las ecuaciones
(algebraicas) mediante la consideracion de identidades aritméticas tales como 5 x 4 =

4x5y5+5=2x5 apoyandose en el conocimiento aritmético de los alumnos para
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que capten intuitivamente los conceptos, de forma previa a ser formalizados
simbolicamente. La propuesta, que parte inicialmente de la construccion de
ecuaciones, por parte de los alumnos, a partir de identidades aritméticas dadas
(ocultando uno o varios términos), sigue la secuencia de representaciones
identificada por Bruner (1963): enactiva (basada en operaciones concretas), icOnica
(involucrando imégenes) y simbolica. En esta propuesta, mediante un proceso
gradual, el alumno va desarrollando significado para la ecuacion, usando primero un
recuadro y después una letra para representar al nimero desconocido dentro de una

expresion aritmética.

En este caso, se persigue que los alumnos desarrollen comprension del contenido
matematico (conceptos, reglas y relaciones) de forma previa a la introduccion de
nuevas formas matematicas (notacion y simbolismo utilizados para expresar el

contenido).

4.2.3 Propiedades aritméticas

En este apartado recogemos una coleccion de propiedades aritméticas que hemos
identificado como susceptibles de ser abordadas en el contexto de las sentencias
numéricas verdaderas y falsas e igualdades numéricas abiertas (con solucion en N)
formadas por numeros naturales y las operaciones suma y resta (no conteniendo
paréntesis). Estas propiedades pertenecen o se derivan de las propiedades que
caracterizan el conjunto de los niimeros naturales con las operaciones suma y resta
(conmutatividad, asociatividad, las propiedades del cero como elemento neutro, y la
presencia de inversos aditivos por la derecha) y de las definiciones de estas
operaciones, salvo la ultima de ellas que corresponde a la propiedad reflexiva de la

relacion de igualdad:

- Conmutatividad de la suma: a + b = b + a, siendo a y b nimeros naturales.

- No—conmutatividad de la resta: a — b # b — a, siendo a y b nimeros naturales
diferentes.

- Restriccion del dominio de la resta: si a > b entonces b — a no estd definido
dentro del conjunto de los nimeros naturales.

- Elemento neutro: a + 0 =a =0+ aya— 0 = a, siendo a un nimero natural.

- Elemento inverso (por la derecha): a — a = 0, siendo a un nimero natural.
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- Compensacion’
a+b=(a—c)+ (b+c)siendo a, by c nimeros naturales con a > ¢
a+b=(a+c)+ (b—c)siendo a, by c nimeros naturales con b > ¢
a—b=(a+c)—(b+c)siendo a, by c nimeros naturales con a > b
a—b=(a—c)—(b-c)siendo a, b y c numeros naturales cona > b > ¢
- Complementariedad de la suma y la resta: a + b—b =aya—-b+ b =aq,
siendo a y b numeros naturales y, en la segunda expresion, a> b.
- Composicién/descomposicién™:
Sim+n=kentonces atk=a+m+ny k+ta=m+n+a
Sim+n=kya>kentoncesa—k=a-m—n
Sim+n=kyk>aentoncesk—a=m+n—a
- Magnitud: relaciones aritméticas generales basadas en la magnitud” de los
nameros involucrados y el conocimiento de las operaciones bésicas de la
estructura aditiva, tales como
Sia > c entonces a + b > ¢ siendo a, b y c numeros naturales
Sia < c entonces a — b < ¢ siendo a, b y ¢ numeros naturales y a>b
a + b+#a+ csiendo a, by c nimeros naturales y b # c.
a—b +# a—csiendo a, by c nimeros naturales, b #c, a> by a > c.
- Propiedad reflexiva de la relacion de igualdad: a = a siendo a cualquier

numero natural o cualquier expresion aritmética.

Dichas propiedades van a delimitar el foco de atencion en nuestra intervencion en el
aula, al ser empleadas en el disefio de las igualdades y sentencias que componen las
actividades. En la Tabla 4-4 detallamos ejemplos de sentencias verdaderas y falsas y
de igualdades abiertas basadas en estas propiedades, indicando las operaciones

contenidas en éstas.

3! Esta propiedad es también denominada invariancia, para el caso de la suma, e invariancia de la
diferencia en el caso de la resta (Dickson, Brown y Gibson, 1988).

32 Esta propiedad corresponde, en algunos casos, a la propiedad asociativa de la suma.

33 Recordamos que se esta utilizando el término magnitud con el significado que recogen Seco et al.
(1999): cualidad de ser mas o menos grande.
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Tabla 4-4: Propiedades a ser trabajadas en el contexto de las igualdades y sentencias numéricas
formadas por sumas y restas y nimeros naturales, con solucion en N y no involucrando paréntesis.

Propiedad Operaciones Ejemplos de igualdades
involucradas | abiertas y sentencias V/F

Conmutativa de la suma Suma 12+11=11+12
12+7=7+0

No conmutativa de la resta Resta 24-15=15-24

Restriccion del dominio de la resta Resta 9-19=0

(trabajando en N) 2=8-10

Elemento neutro Suma o resta 23+0=24
O=15+0

Elemento Inverso (por la derecha) Resta 100—-100=1
100-0=0

Compensacion Suma o resta 51+51=50+52
8+5=0+7

Complementariedad de la suma y la resta | Suma y resta 27 +48 —48 =27
27+48-48=0

24-15=24-10-5
24-15=24-10-0

Seglin la estructura del
sistema de numeracion
decimal

Otras descomposiciones

Suma y/o resta

T+7+6=14+6
7+0+6=14+6

Suma y/o resta

Composicion/
descomposicion

Magnitud Suma y/oresta | 75— 14 =340
7+15=8+15
Reflexiva de la Igualdad Sin operacion, | 3 =3
sumay/oresta | 4+7=4+7
4.3 El signo igual

Uno de los elementos clave de este trabajo es el signo igual; el simbolo matematico
que da lugar a las igualdades y sentencias. Antes de hacer un recorrido por su
evolucion histdrica y analizar los diversos significados y usos que se le reconocen,
recogemos algunas consideraciones sobre las nociones de signo y simbolo que nos

ayudarén a precisar la naturaleza del signo igual.

4.3.1 Signo

El Diccionario de la Real Academia Espafiola (RAE, 1992) define signo como
objeto, fendmeno o accion material, que natural o convencionalmente representa o
sustituye a otro objeto, fendmeno o accidn; indicio, sefial de algo; cualquiera de los
caracteres que se emplean en la escritura y en la imprenta; el que nos hace venir en
conocimiento de una cosa por la analogia o dependencia natural que tiene con ella.
En su acepcion matemadtica: sefial o figura que se usa en los célculos para indicar, ya

la naturaleza de las cantidades, ya las operaciones que se han de ejecutar con ellas.
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Segun el Diccionario del uso del Espafiol de Maria Moliner (1998), este término se
define como cualquier cosa, accion o suceso que, por una relaciéon natural o
convencional, evoca otra o la representa; dibujo con que se indica o representa
convencionalmente algo, como las letras, los numeros y demas dibujos que se
emplean en matemadticas para indicar las operaciones o los dibujos del Zodiaco. Otra
de las acepciones que se destacan es sefia o sefial que indica algo. Se refiere como

sinonimo de simbolo.

A lo largo de la historia han sido numerosos los fildsofos, lingiiistas, antropdlogos y
psicologos, entre otros, que se han interesado por el tema de los signos, ddndole
distintos significados. Segun Ferrater (1988), para muchos autores antiguos, entre
ellos los estoicos y los escépticos, el signo era una sefial, y especialmente una senal

verbal, por medio de la cual se expresa algo.

En la légica, el signo era lo que se llamaba vulgarmente término, el cual podia
entenderse de varios modos: como representante de la cosa designada, como un signo
que condujera al conocimiento por medio de una similitud, o como un signo que
condujera al conocimiento de otra cosa mediante otra conexion distinta. En muchos
casos, los signos eran considerados como simbolos, y éstos eran interpretados como
los elementos conceptuales que correspondian a los elementos reales (Ferrater,

1988).

Por su parte, Guillermo de Occam considera el signo como aquello que siendo
aprehendido puede hacer pensar en algo anteriormente conocido (como el efecto que
se dice ser signo de la causa) y, mas especificamente, como aquello que puede hacer
pensar en algo y que puede hacerle de sustituto en una proposicion y en todo lo que
puede estar compuesto. De forma similar, Hobbes define signo como el antecedente
evidente del consecuente, y a su vez el consecuente del antecedente cuando se han
observado antes consecuencias parecidas. Segln esto, la persona con mas

experiencia posee mas signos (Ferrater, 1988).

En la denominada filosofia del sentido comun, el signo aparece como algo que no

ofrece similitud entre €l y lo representado, limitandose a sugerir.
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Por otra parte, segun Ferdinand de Saussure, el signo es una entidad psiquica que
tiene dos caras intimamente unidas, la imagen acustica y el concepto, a lo que
denomina significante y significado respectivamente, entendiendo como arbitraria la

union existente entre ambas (Ferrater, 1988).

Husserl hace una distincidon especial entre signo y significacion, sefialando que en
ocasiones el signo se limita a indicar y no a significar. “Los signos, en el sentido de
indicaciones (sefiales, notas, distintivos, ...), no expresan nada, a no ser que, ademas
de la funcion indicativa, cumplan una funcion significativa” (Ferrater, 1988, p.

3030). Por esto distingue entre signos indicativos (o sefialativos) y significativos.

Ogden y Richards definen signo como un estimulo similar a alguna parte de un
estimulo original, suficiente para hacer surgir una excitacion similar a la causada por
el estimulo original. Gottsched explica “cuando se concluye de una cosa a otra, la
primera se llama un signo y la segunda se llama lo designado” (Ferrater, 1988, p.
3029). Por otra parte, Lambert define signo como toda caracteristica dada facilmente
a los sentidos, por medio de la cual se da a conocer la existencia, la posibilidad, la

realidad u otra propiedad de una cosa (Ferrater, 1988).

Morris (1946), segun cita von Kutschera (1979), adopta una definicion behaviorista
del término signo al entenderlo como un estimulo sustitutivo que produce la misma
respuesta que suscitaria su referente, si estuviera presente. Definicion que
posteriormente amplia con la siguiente formulacion, para incluir los casos en los que
la respuesta no se produce por cuestiones circunstanciales o no es inmediata: si Z es
un estimulo que causa en un organismo la disposicion para reaccionar, en
determinadas circunstancias, mediante un comportamiento T (dirigido a un fin), y A

es un objeto que suscita el comportamiento T, entonces Z es signo de A.

Clasificaciones de los signos
Los distintos autores que han abordado el tema de los signos han propuesto distintas

clasificaciones. Entre ellas destaca la recogida en la Tabla 4-5.
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Tabla 4-5: Tipos de signos y ciencias que los estudian

Tipo de signo Ciencia que lo estudia
Signos de si mismos Gramatica pura
Signos relacionados con el objeto Loégica

e Iconicos
 Indices
e Simbolos

Signos relacionados con el sujeto Retorica pura

Los signos relacionados con el objeto se clasifican a su vez en iconicos o iconos,
indices y simbolos. Los iconicos son los signos que mantienen el caracter que los
hace significantes, incluso aunque no exista su objeto; los indices son los que pierden
dicho caricter cuando no existe el objeto pero no lo pierden cuando no existe el
interpretador; y los simbolos son aquellos signos que perderian el caracter que los

hace significantes si no existiera el interpretador (Ferrater, 1988).

Esta clasificacion es similar a la de Morris, quien clasifica los signos segliin estén
relacionados con otros signos, con el objeto designado por el signo o con el sujeto
que usa el signo. En el primer caso su estudio se denomina Sintaxis, en el segundo

Semantica y en el tercero se denomina Pragmatica (Ferrater, 1988).

Otras clasificaciones, entre ellas la de Reichenbach y la de Pierce, se limitan a
distinguir tres tipos de signos: indices, iconos y simbolos, de forma similar a como se
ha detallado previamente. Los signos—indice adquieren su funcion mediante una
relacion causal (ej., el humo como signo de fuego). Los iconos son similares al
significado, presentan alguna semejanza, fisica o de otro tipo, con su objeto (como la
fotografia como signo del objeto fotografiado). En el caso de los simbolos la relacion
del signo con el objeto es arbitraria y determinada mediante reglas o convenciones
(Ferrater, 1988; Radford y Grenier, 1996). Esta clasificacion ha sido, segiin Radford

y Greiner, universalmente adoptada por la semi6tica moderna.

4.3.2 Simbolo

Segun el Diccionario de la Real Academia Espafiola (RAE, 1992), un simbolo es una

representacion sensorialmente perceptible de una realidad, en virtud de rasgos que se
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asocian con ésta por una convencion socialmente aceptada. La acepcion matematica
que se recoge es letra o figura que representa un niimero variable o bien cualquiera

de los entes para los cuales se ha definido la igualdad y la suma.

Segun el Diccionario del uso del Espafiol de Maria Moliner (1998), este término se
define como cosa que representa convencionalmente a otra, considerandose sindénimo
de signo y de representacion. Otra de las acepciones que se recogen es signo con un
valor determinado utilizado en una ciencia; por ejemplo, la letra o letras con que se

representa cada cuerpo simple en la notacion quimica.

En el diccionario de Filosofia de Ferrater Mora (1988), se reconoce que este término
es, en ocasiones, empleado como sinénimo de signo, aunque explica que lo mas
comun es hacer distinciones entre ambos términos considerando signo como una
sefal natural (como el humo como sefial de que hay fuego) y simbolo como una
sefal no natural, sino convencional (como el uso del color rojo como sefial de fuego).
Esta distincidon no es tan transparente en muchos casos puesto que dependiendo del

contexto puede variar el grado de naturalidad o convencionalidad.

Es comun definir el simbolo de forma muy general, como un signo que representa
alguna cosa, ya sea directa o indirectamente, siendo asi de utilidad para cubrir todos
los casos: objeto representacion de una idea, objeto representacion de otro objeto,
idea representacion de otra idea,... Ademas, si se interpreta el término “representar”
de manera general, se puede relacionar el término simbolo con el de analogia

(Ferrater, 1988).

Fregoso (1977) define simbolo como una pareja formada por un objeto— el
significante o recipiente del simbolo —y una idea— el significado del simbolo. El
significante, frecuentemente de naturaleza material, es escogido arbitrariamente vy,
por si mismo, suele carecer de significado. Por otra parte, el significado puede ser de

naturaleza muy variada. Un simbolo es, en definitiva, la materializacién de una idea.

4.3.3 Los simbolos y signos en el lenguaje matematico

La progresion en el aprendizaje de la matematica escolar, se produce gracias a
la asimilacion y uso de simbolos y estructuras simbolicas cada vez mas

abstractas y jerarquizadas [...] El mayor o menor dominio de los codigos y de su
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operatoria a un determinado nivel sirve de acelerador o freno en el avance, en la

conquista del conocimiento matematico escolar” (Alcala, 2002, p.41).

Uno de los autores que ha estudiado ampliamente el simbolismo y el lenguaje
matematico es Pimm (1999). Concretamente, ha analizado los usos y aspectos de los
simbolos en las matemadticas escolares, no refiriendo en ningin caso al término
signo. Segin Pimm, los simbolos desempefian diversas funciones: ilustran la
estructura de las matematicas, facilitan la rutina de las manipulaciones, permite la
reflexion sobre las matematicas, y facilitan la compacidad y permanencia del
pensamiento. Especialmente sefala dos funciones de los simbolos matematicos:
significacion y “counterpart” (equivalencia). Este Gltimo término se refiere al uso de
los simbolos como sustitutos visibles o tangibles para la manipulaciéon. En las
matematicas, los objetos no son parte del mundo fisico, por lo tanto, no pueden ser
manipulados directamente, se hace necesario simbolizarlos mediante materiales
manipulativos o marcas en el papel, siendo los simbolos matematicos

predominantemente estimulos visuales (Pimm, 1995).

La otra funcion de los simbolos, significacion, nos permite nombrar algo y asi

hacerlo presente, ademés de permitir distinguir objetos o conceptos entre si.

Pimm (1995) considera la existencia de los significados antes que los simbolos,
admitiendo que también los simbolos y los nombres pueden dar lugar a significado.

En las matematicas a veces se requieren simbolos pero no significados.

En esta obra, Pimm hace referencia al origen de la palabra “simbolo” y recoge la
definicion de dos términos posiblemente relacionados “symbolom” y “simbolos”. El
primero de éstos se refiere a algo que no es completo en si mismo, sino que necesita
algo mas, una mitad de si mismo, para poder estar completo. Frye (1987, citado por
Pimm, 1995) define este término como algo que podria romperse en dos y
reconocerse por la identidad del corte. “Simbolos”, en cambio, se refiere a algo que

es demasiado complejo o misterioso para poder entenderse en una sola vez.

Este mismo autor propone en otra de sus obras (Pimm, 1999) una clasificacion para

los simbolos del lenguaje matematico:
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- Logogramas: Signos inventados para hacer referencia a conceptos totales. Estos
signos no tienen parecido alguno con lo que significan. Por ejemplo, las diez
cifras del sistema numérico decimal (0, 1, 2, 3,...9) o los simbolos operatorios y
relacionantes (ej., =, —, <, >).

- Pictogramas: Imégenes estilizadas del objeto en cuestion, pero interpretables con
toda claridad. Este es el caso de unos pocos iconos geométricos, como el signo de
angulo, de cuadrado o de triangulo.

- Simbolos de puntuacion: Simbolos tomados de la ortografia del lenguaje normal

escrito a los que se le ha asignado un significado especifico. Por ejemplo, “{}”,

‘G[ ]9, €e,” CC/” e 19
3

) <y ge e

- Simbolos alfabéticos: Letras tomadas del alfabeto romano o del griego que son
utilizadas con significado y finalidad muy diferente al alfabético. ¢j.,: A, B, C, x,

y, T, O,...

Para Rubenstein y Thompson (2001), los simbolos matematicos son el medio
mediante el cual escribimos matematicas y comunicamos significados matematicos,
al igual que, en otros lenguajes, se emplean las letras o caracteres. Usar simbolos con
fluidez es una condicidn necesaria para aprender matematicas. Algunos de los usos
de los simbolos matematicos son: nombrar un concepto, expresar una relacion,
indicar una operacion o funcioén con una entrada, indicar una operacion o funciéon con
dos o mas entradas, abreviar palabras, unidades, teoremas,... ¢ indicar

agrupamientos.

En relacion con los simbolos y el simbolismo, estos autores, y otros como Shuard y
Rothery (1988), sefialan algunos factores que producen dificultades a los alumnos en

la comprension de los simbolos escritos:

- La correspondencia de los simbolos escritos con las palabras con las que a ellos
se refiere, no es biunivoca. Un mismo simbolo se puede decir de diversas formas
o puede requerir usar varias palabras.

- La correspondencia de los simbolos y sus significados tampoco es uno a uno. Un
mismo simbolo tiene distintos significados, segiin el contexto, y un mismo
significado puede, en ocasiones, expresarse con distintos simbolos.

- El orden o disposicion de los simbolos puede implicar un significado diferente.
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- Su lectura procede de convenciones. Los simbolos no siempre se leen de
izquierda a derecha.
- Los simbolos pueden estar implicitos.

- Variables especificas son usadas en contextos especificos.

4.3.4 Uso de los términos simbolo y signo en este trabajo

Aunque, como se ha puesto de manifiesto, el significado de los términos signo y
simbolo varia dependiendo del autor considerado, siendo en ocasiones considerados
términos sinénimos, en este trabajo adoptamos la posicion reconocida en la semiotica
moderna de considerar los simbolos como un tipo de signos en los cuales la relacion
con el objeto, al que el signo se refiere, es arbitraria y determinada mediante reglas o
convenciones. Teniendo en cuenta esta definicion la mayoria de los signos
matematicos se reconocen como simbolos ya que su significado ha sido establecido

por medio de convenciones.

Dentro de las matematicas los signos y simbolos poseen una importancia destacada
hasta el punto de que la actividad matematica no es posible sin ellos, ya que, como
sefala Pimm, los objetos que se ponen en juego no son parte del mundo fisico y no
pueden ser manipulados directamente. De hecho, la “conquista” del conocimiento
matematico escolar estd condicionada por el manejo y comprension del simbolismo

matematico.

4.3.4 Historia del signo igual

El signo igual es uno de los pocos simbolos que ha sido adoptado de manera
universal (Cajori, 1993) y, segin Wheeler (1981), uno de los que ha sufrido en
mayor medida de un mal uso a lo largo de su evoluciéon. Como la mayoria de los
simbolos de la aritmética tuvo un origen algebraico (Meavilla, 2001). Robert
Recorde (c. 1510-1558), empled por primera vez este signo en 1557 en su libro de
algebra, “The Whetstone of Witte” (El aguzador del ingenio o la Piedra de afilar el
Ingenio). Esta obra es un tratado de algebra tipico del siglo XVI, el primer tratado
inglés del algebra, en el cual, ademés de las operaciones radicales, los caracteres

cosicos (simbolos para las potencias de la incdgnita) y la resolucion de problemas de
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primer y segundo grado, hay una parte dedicada a la aritmética (Boyer, 1986;

Stallings, 2000).

En la pagina que se muestra del citado texto (ver Figura 4-2), aparecié por primera
vez el signo moderno de igualdad, el cual, en su uso primero, era una version mas

larga de la que utilizamos en la actualidad.

The Arte

as theiy fnojkes boe extende ) to bifinac it ohely (nto
tivoo partes. S bereal the Airlte is, when one womber is
egnalle yuto one stber. AND the (econdc (8, Wwhen one wows
bar is compared as equalle vute. 2.0tbermombers,

Alwares ivilipng pou to remiéber, that you reduce
your nombers , to thetr lealte benominations, and
(mallefte fopmes,befoze you pocede any farther.

Anb again,if pour Eﬂ.ﬂin be (oche, that the grea-
tefte benomination Cefiike, be ioined to any parte of a
mmpbuumlt nomber , pou hall tourne 1t fo , that the
nommber of the greatefie Ogne alone , mate Fande as
equallc to the refle.

And thig is all that neadeth to be taughte , concer-
npng this Wwoozke.

1¥olobeit,fo; calic alteratid of eguetions. Y Wwill pyo-
pounbde a felve exaples;biraule theertrasion of their
raotes, maie the moze aptly bec woughte. Anbtoas
uoide the tevioule cepetition of thefe lvoodes: ises
gualle te: 3 Wil fette as I voe often in Wwooke ble,a
paire of pacralleles, 02 Gemoioe lines of onc lengthe,
thus:= —=, bicaule noe. 2. thpnges,can be moare
equalle. Andnoiv marke thele mombers.,

Te 14.28 . — 1 §.§==—=7 1.4\,

2. 20.22. 18 §=——=,102.9.

3 265 —t—loXp =——==0.%s Toxg ——2135.4.
4. 19%e —1—192.y~=—<l0Fp—}—IcB§—I19%
8 15.2.3‘——1——14.'?.--===E.5P.~+—:.E.

6. 34F——I2%p———=40%0 —}—4809—0o.3
T An the ficde theve appeareth, 2 . mombers ; that (s
14.50.

Figura 4-2: Primer uso del signo igual (Cajori, 1993).
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Las expresiones que aparecen en la Figura 4-2, segun Meavilla, (2001), se traducen

al simbolismo moderno de la siguiente forma:

1. 14x +15="71
2.20x-18 =102

3.26x> +10x = 9x*— 10x + 213
4.19x + 192 = 10x* + 108 — 19x
5.18x +24 = 8x* + 2x

6. 34x* — 12x = 40x + 408 — 9x°

Recorde justifico la adopcion de dos segmentos de recta iguales explicando “Pondreé,
como hago a menudo en el curso de mi trabajo, un par de paralelas o lineas gemelas

de una misma longitud, asi: ==, porque no hay dos cosas que puedan ser mds

iguales" (Boyer, 1986, p. 349).

Casualmente, a la vez que Recorde, un matematico en Bolonia empled el mismo
signo en sus manuscritos, los cuales fueron probablemente escritos entre 1550 y 1568

(Cajori, 1993).

Previamente al trabajo de Recorde y, especialmente, durante el algebra retorica
(cuando el 4lgebra se escribia utilizando el lenguaje ordinario), en la mayoria de los
libros de texto se empleaban palabras, tales como aequales, aequantur (a veces
abreviado como aeq), esgale, faciunt, ghelijck y gleich, para hacer referencia a la
igualdad. Después del trabajo de Recorde, y durante al menos cien afios, esta

notacion siguid siendo utilizada por la mayoria de los matematicos importantes.

Tras su primer uso, el signo igual no aparecio escrito de nuevo hasta 1618, cuando
fue utilizado en un apéndice andnimo, probablemente escrito por Oughtred, en la
traduccion al inglés por Edward Wright de la obra de Napier “Despcriptio” (Cajori,
1993). El reconocimiento general del signo de Recorde en Inglaterra se produjo mas
tarde, hacia 1631, al ser empleado en tres trabajos de gran influencia: “Artis
analyticae praxis” de Thomas Harriot, “Clavis mathematicae” de William Oughtred y
“Trigonometria” de Richard Norwood (Cajori, 1993). Posteriormente, fue utilizado

por John Wallis, Isaac Barrow, e Isaac Newton, facilitando su adopcion en Europa;
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siendo a finales del siglo XVII cuando se produjo la adopcion casi universal de este
signo al ser utilizado por Leibniz (1646-1716) en su notacion para el célculo

(Stallings, 2000).

A principios del siglo XVI, la rivalidad con otros signos ceso, siendo en la obra
postuma de Bernoulli “Ars Conjectandi” (1713) donde tiene lugar uno de los ultimos
usos del signo de Descartes para la igualdad; principal rival del signo de Recorde

(Ver Figura 4-3) (Cajori, 1993).
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Fi 1gura 4-3: Paglna de La geometrle de Descartes en la que se aprec1a el simbolo usado por
Descartes para denotar la igualdad (Cajori, 1993).

Otros predecesores del signo igual de Recorde
Previamente al trabajo de Recorde diversos autores habian empleado otros signos

para denotar la igualdad (Cajori, 1993; Meavilla, 2001; Stallings, 2000). Algunos de

ellos son:

- un signo bastante elaborado que aparece en el papiro de Rhind (1650 BC) el cual
significaba “da”,

- 1, usado por Diofanto (250 AD),

- pha, utilizado por matematicos indios (900 BC),

- un signo curvo parecido a una inversion del signo ¥, usado por Al-Qalasadi,

(1500 AD),
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un signo inspirado en la forma de la ultima letra de la palabra arabe que significa

“igualar” usado por al-Qalasadi (siglo XV),

- un guién horizontal, utilizado por German Regiomontanus en 1470 y Pacioli en
1494,

- ae (de aequalis), utilizado también por Pacioli en 1494,

- tres guiones horizontales, usados por Ghaligai en 1552,

- un espacio negro, empleado por el italiano Cardan en 1539.

Incluso después de que Recorde introdujera el signo usado en la actualidad, nuevos
signos para la igualdad siguieron siendo introducidos, tales como [, usado por Buteo
en 1559, dos lineas verticales (||), empleadas en 1575 por Whilhelm Holtzmann
(signo que fue adoptado por algunos matematicos Franceses y Daneses durante los
siguientes cien anos), )=(, usado por Leonard y Thomas Digges en 1590, 2|2 y un
signo como II, pero invertido, usado por Hérigone en 1634, y una linea vertical
utilizada por Reyher en 1698, entre otros (Cajori, 1993; Meavilla, 2001; Stallings,
2000).

El mayor rival del signo de Recorde fue el signo utilizado por Rene Descartes
introducido en 1637 en su obra “La Géométrie”, signo parecido al del infinito (o)
pero abierto por la izquierda, procedente de la contraccion de la palabra aequalis, que
significa igual (Cajori, 1993). Desde 1600 a 1800 éste fue el signo utilizado

frecuentemente para denotar la igualdad (Meavilla, 2001).

Fue con esta obra de Descartes cuando el algebra simbolica formal encontré su
culminacidn, tras afios de continuo avance, siendo éste el primer texto matematico en

el que toda la notacion empleada es semejante a la del algebra actual (Boyer, 1986).

’

Diferentes significados de “=" a lo largo de la historia
Junto con la existencia de otras formas para denotar la igualdad, la adopcion

9

universal del signo estuvo amenazada por el uso que se hacia de este signo con

otros significados (Cajori, 1993; Meavilla, 2001). Concretamente:

- Francois Vieta lo emple6 para la diferencia aritmética en 1591 en su “In artem

analyticen isagoge”, uso que adoptaron otros matematicos tras la traduccion de
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este texto. Vieta también utilizo el signo igual entre dos nimeros para indicar que
eran desiguales.

- Descartes en 1638 lo us6 para significar mas o menos (+)

- Caramuelis en 1670 lo empled como separacion entre la parte entera y decimal en
los nimeros decimales (ej., 102=857 denotaba 102.857)

- Paricius en 1706 us6 los signos =, — y : para separar numeros en la resolucion de
problemas aritméticos

- Dulaurens en 1667 y Reyher en 1698 lo usaron para representar dos rectas
paralelas

- Legendre lo emple6 para denotar la congruencia de numeros, lo que es

actualmente denotado con =, aunque también lo empleaba para denotar igualdad.

Variaciones en la escritura del simbolo de Recorde

Como hemos observado anteriormente (ver Figura 4-2), Recorde escribio este signo
con los segmentos muy largos y muy cercanos el uno al otro, forma que también ha
sido empleada por otros autores tales como Thomas Harriot, en 1631, y De Lagny, en
1733. Por su parte, Weigel en 1693 y Swedenborg en 1716, entre otros, escribieron
los dos segmentos muy cortos, y en el caso Swedenborg un poco inclinados hacia
arriba. En otras ocasiones este signo se ha representado de forma similar al actual
pero con los segmentos mas distanciados, y en su forma impresa también ha
aparecido escrito como dos unos (11) girados noventa grados a la izquierda (Cajori,

1993).

Variaciones en el uso del simbolo de Recorde
Un uso extraiio de este simbolo aparece en el trabajo de Deidier (Cajori, 1993) el

. 0+1+2=3 1 0.14.=5 1 1
cual escribe ——  —=— ' T =—_ 4
2+2+2=6 2 444=12 3 12

Otro uso inusual del signo igual, ha sido encontrado en un texto de aritmética
americano “The Columbian Arithmetician” (1811) donde se emplea para la
expresion de operaciones encadenadas de la forma: 1 + 6, =7, x 6 =42, + 2 =21

(Cajori, 1993).

Otros autores han modificado ligeramente este simbolo para denotar conceptos

relacionados con la igualdad. Concretamente, Wolfgang Bolilla, en 1832, usa el
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signo = con un punto sobre la mitad del segmento superior para denotar igualdad
absoluta, con un punto sobre la mitad del segmento inferior para denotar igualdad de
contenido y entre paréntesis A (=) B para indicar que cada valor de A es igual a
algtn valor o valores de B y viceversa. También escribid6 A ( = B para indicar que

todo valor de A es igual a alguno o algunos de B.

Por otra parte, Pasquier empled, en 1920, una sefial de doble igualdad escribiendo un
signo igual sobre otro, para denotar la igualdad por definicion, lo que en la actualidad
se denota a veces por “:=". En otras ocasiones se ha empleado el signo de Recorde
con una f debajo para denotar que la igualdad es s6lo formal y no aritmética. Otros
autores han empleado el signo igual de Recorde con un significado mas general para
denotar “es explicado por” o “estd asociado con”. Bellavitis, por su aparte, lo empleo
en 1832 para denotar la igualdad de vectores, aunque posteriormente adoptd otro

signo.

4.3.5 Significados del signo igual

Si nos centramos en el signo igual, o igual, y consultamos su definicion en
diccionarios de la lengua espafiola aparece definido como signo de la igualdad
formado por dos rayas horizontales y paralelas (=) (RAE, 1992), el signo que expresa
la igualdad (=) (Moliner 1998).

En su diccionario de Filosofia, Ferrater (1988) hace referencia a este signo junto a los
signos de pertenencia y de inclusion y los signos ~, =y #, entre otros. En relacion al
signo igual explica que se lee “es idéntico a” o “es igual”, “es lo mismo que”, y que
se usa en la logica de la identidad y en la légica de las relaciones, asi como en el
algebra de clases y en el algebra de relaciones. Ademads, hace referencia al signo “=

def” que se lee “se define” o “es definido por”.

Honderich (2001) recoge el signo igual como un simbolo 1égico con significado
“igual a” o “si y solo si” (equivalencia estricta). Ferrater y Leblanc (1967), por su
parte, sefialan el uso del signo igual para denotar las situaciones de identidad,
escribiéndose a ambos lados dos términos singulares, dos nombres de clases o dos

nombres de relaciones.
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En ocasiones, en variados ambitos, el signo igual es utilizado como abreviatura

tipografica de la expresion “igual que/a” o “es decir”.

Puesto que nuestro principal interés se centra en los significados y usos de este
simbolo en el contexto de la aritmética y el algebra, a continuacidon se recogen los
significados de este simbolo que distinguen diversos autores del area de Matemadticas
y de la Educacion Matemadtica en relacion con ambas sub-areas de las matematicas.
Estos significados no se refieren tUnicamente a aquellos reconocidos como
significados de referencia dentro de las matematicas; algunos de ellos son
significados otorgados a este simbolo por los alumnos o en los libros de texto de

matematicas utilizados en Educacioén Primaria.

Vergnaud (1984), centrandose en la aritmética, define el signo igual como una
identidad, en tanto a su significado, y como una equivalencia en tanto a su
representacion escrita. Considera que el nlimero a ambos lados del signo igual es el
mismo, aunque la secuencia de simbolos es diferente pero supuestamente
equivalente. Partiendo de esta distincion hace referencia a tres interpretaciones
diferentes de toda igualdad numérica, que verifican las propiedades simétrica y

transitiva:

- Identidad: el nimero a la derecha del signo igual es exactamente el mismo que el
nimero a la izquierda (considerando unicamente el significado de ambos
miembros y obviando las diferencias de representacion).

- Equivalencia de simbolos: la cadena de simbolos a la derecha del signo igual es
equivalente a la cadena de simbolos a la izquierda, es decir, puede ser sustituida
una por la otra y existen reglas que permiten trasformar una cadena en la otra.

- Equivalencia de operaciones: la naturaleza y propiedades de las operaciones

expresadas permiten deducir que ambas operaciones tienen un mismo resultado.

Por ejemplo, la igualdad 5+7 =8+4es entendida como una identidad al observar
que ambos miembros representan al nimero 12, como una equivalencia de simbolos
porque las expresiones aritméticas 5+ 7 y 8 +4 son equivalentes y podemos obtener
una a partir de la otra, 5+7=(4+1)+7=4+(1+7)=4+8=8+4 y como
equivalencia de operaciones porque las operaciones expresadas en ambos miembros

conducen a un mismo resultado.
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Ademas de estos significados, Vergnaud (1984), al igual que Vergnaud, Cortes y
Favre—Artigue (1987), sefiala el significado que la mayoria de los alumnos de los
primeros niveles de la Educacion Secundaria adjudican a este simbolo como
indicador del resultado de la operacion realizada. Con este significado, este simbolo
es usado, en ocasiones, de formas que violan las propiedades transitiva y simétrica de
la igualdad, encadendndose operaciones de izquierda a derecha como en la siguiente

expresion24 -6 =18-7 =11.

Considerando el signo igual como expresion de una relacion, Vergnaud et al. (1987)

distinguen dos significados de este simbolo:

- Igualdad de funciones, como en las expresiones 5+3(x+6)=3x+23 y

(a+b)* =a’> +b*> +2ab, en las que la igualdad de ambos miembros se verifica

para todos los valores de las variables. En este caso se estan considerando dos
funciones exactamente iguales.

- Igualdad de numero, como es el caso de la expresion5+3(x+6) =7x—17, en la

que se da la igualdad so6lo para valores adecuados de las variables.

En relacion a las igualdades algebraicas, Schoenfeld y Arcavi (1988) senalan la
importancia del contexto en la compresion del simbolismo matematico. Para ello
hacen observar la diferencia entre las dos expresiones siguientes:

1 1 2

para todo numero real x, - =—
x—-1 x+1 x" -1

, 2
para todo numero real X, ——— = -

x*-1 x-1 x+I
Aunque ambas expresiones contienen los mismos miembros y son ciertas para
cualesquiera valores de la variable x distintos de 1, en la primera igualdad se indica

el resultado de restar dos expresiones algebraicas, mientras que en la segunda se

representa la descomposicion de la fraccion en fracciones parciales.

x* -1

Grupo Azarquiel (1991) sefiala algunas de las diferencias de significado de este

simbolo entre la aritmética y el algebra. Entre ellas, el hecho de que en la aritmética
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siempre se usa en expresiones verdaderas, mientras que en el algebra puede ser
utilizado para indicar restricciones, como ocurre en el caso de las ecuaciones.
También sefiala el caracter unidireccional de este simbolo en el contexto de la

aritmética frente a su caracter bidireccional en el algebra.

Maurin y Johsua (1993) explican que el signo igual se utiliza para indicar dos
expresiones que corresponden a dos maneras de designar un mismo objeto o a dos

escrituras diferentes del mismo (Godino y Font, 2003).

Otro significado diferente del signo igual es mencionado por Freudenthal (1994).
Dicho significado corresponde al uso de este signo en libros de texto para plantear
actividades al alumnado que no necesariamente han de abordarse en el formato de
una igualdad numérica. Asi ocurre cuando se le presenta al alumnado expresiones

tales como 4+3 = 6 (a+b)(a—b)= como abreviacioén de las preguntas ;cuanto es

cuatro mas tres? y ;cuanto es el producto de a+b y a—b?, respectivamente. En
dichos casos, haciéndose un uso asimétrico del signo igual, se espera que el alumno
escriba, a la derecha del signo igual, el resultado a la operacion aritmética o
algebraica. Con este significado del signo igual, expresiones como a +b = carecen

de sentido al no poderse realizar ninguna operacion.

Freudenthal reconoce como significado convenido del signo igual el expresar que las
“cosas” dispuestas a ambos lados de dicho signo son iguales. Este significado es
simétrico y va a venir clarificado por el contexto. En particular, Freudenthal hace
observar que, en ocasiones, una expresion tal como a +b =c¢ (a) puede significar la
introduccion de un nuevo simbolo, ¢, para denotar la suma de a y b, (b) puede
expresar una relaciéon de dependencia que se cumple entre dichas variables, por lo
que c esta siendo explicado a partir de las variables a y b, o (c) puede expresar una
relacion de dependencia entre las variables que se impone limitando los valores a

tomar poray b.

Ademas, Freudenthal senala el uso del signo igual como un operador en contextos
aritméticos y algebraicos. La mayoria de los autores consultados (Behr et al., 1980;
Carpenter et al., 2003; Falkner et al., 1999; Kieran, 1981; Koehler, 2002; Linchevski,
1995; Rojano, 2002; Seo y Ginsburg, 2003; Van Ameron, 2002) hace referencia a

este significado en contextos aritméticos, es decir, como separacion entre una cadena
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de niimeros y operaciones a realizar y su resultado (ej., 12+ 7 =19). Sin embargo,
Freudenthal afirman que también en el dlgebra se enfatiza este significado cuando se
promueve un enfoque o modo de trabajo automatizado. “El dlgebra como un sistema
de reglas de transformacion conduce automdticamente a una interpretacion
asimétrica del signo igual como algo dirigido unilateralmente hacia una

‘reduccion’” (p. 77).

Linchevski (1995) distingue entre dos tipos de significado del signo igual, propios de
un pensamiento aritmético y de un pensamiento algebraico respectivamente. Segin
este autor, en aritmética el signo igual indica un procedimiento de trasformacion;
siendo una sefial unidireccional de izquierda a derecha. En cambio, en expresiones
tales como 2+3=1+4 y 2+3=3+2 el significado es diferente. Dichas
expresiones, segiin Linchevski, han de ser consideradas de un modo algebraico. En
estos casos, ambos miembros de la sentencia dan la misma informacion. El paso de
la aritmética al algebra implica el cambio de un modo unidireccional de procesar la

informacion a uno bidireccional.

Saenz—Ludlow y Walgamuth (1998) distinguen dos tipos de significados del signo
igual en igualdades y sentencias numéricas— mismidad nominal y mismidad
cuantitativa —segun los miembros sean idénticos (ej., 2+5=2+5) o, por el
contrario, las expresiones en ambos miembros correspondan a distintas

representaciones de un mismo namero (ej., 2+5=1+6).

Palarea (1998), en su trabajo de tesis doctoral sobre la adquisicion del lenguaje
algebraico, hace referencia a la diferencia de significados del signo igual en la

aritmética y en el algebra:

En la aritmética se entiende como un accion fisica. Es usado para conectar un
problema con su resultado numérico |...] con menor frecuencia, se utiliza para
relacionar dos procesos que dan el mismo resultado, 3 x 4 =4 + 4 + 4, y en
algunos casos relaciona la secuencia de pasos intermedios en un proceso que
conduce a un mismo resultado, por ejemplo, 3 x (5-2) +4=3x3 +4 =1,
donde cada eslabon de la cadena expresa una simplificacion o cambio en la
forma de su predecesor, es decir, ‘una reduccion’, pero en todos los casos los

supuestos que se establecen son siempre verdaderos (p. 68).
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Por su parte, Proyecto Sur (1997), en un libro de texto dirigido a segundo curso de la
Educacion Secundaria, hace referencia al signo igual como uno de los signos mas
utilizados en las matematicas, aunque no siempre con el mismo significado. En
particular sefiala su uso como sustitucion de la palabra “es” o “es igual” al pasar a

lenguaje simbolico expresiones (matematicas) verbales como las siguientes:

“El cuadrado de una suma es igual a la suma de los cuadrados de los sumandos
mas el doble del producto de estos” — (a +b)> =a’ +b* +2ab

“Nueve es ocho mas uno” — 9 =8 +1

Estos autores distinguen entre el uso del signo igual en la aritmética, en la geometria,

en el dlgebra y en las calculadoras y ordenadores.

En la aritmética reconocen a este signo un significado unidireccional siendo utilizado

para conectar el calculo a realizar con su resultado numérico. Se indica a la izquierda
la operacion y a la derecha el resultado. Algunas veces este signo es usado para
relacionar procesos (cadenas de operaciones) que dan lugar a un mismo resultado. En

todos los casos se expresan relaciones verdaderas.

Estos autores recogen el uso repetido del signo igual para unir expresiones, a lo que
denominan concatenacion (ej., 3 x 4 =4 + 4 + 4 = 12), recomendando al alumno que
no lo utilice para evitar confusiones en otros contextos y que, en su lugar, escriba

separadamente dichas expresiones (¢j.,3x4=4+4+4y4+4+4=12).

En la Geometria consideran figuras iguales aquellas que tienen la misma forma
(aunque su posicion sea diferente), es decir, aquellas para las que existe una

isometria que lleva una en la otra.

En el Algebra el signo igual tiene un significado bidireccional conectando dos

expresiones que son iguales, algebraicamente hablando, o que son iguales para

ciertos valores de la variable o variables.

En los ordenadores y calculadoras este signo tiene un uso muy concreto. En la

mayoria de las calculadoras la tecla que corresponde a este signo da la orden a la
maquina de que efectue los calculos previamente indicados, o, en algunos casos, de

que ejecute un programa. En los ordenadores este signo es utilizado para asignar un

Marta Molina Gonzdlez 143



Capitulo 4. Comprension del signo igual

valor a una variable, disponiéndose la variable a la izquierda del signo igual y el

valor a la derecha.

A partir de un estudio del uso del signo igual en libros de texto de tercer ciclo de
Educacién Primaria y primer ciclo de Educacion Secundaria®, Anglada (2000)
identifica variados usos del signo igual en actividades de Aritmética, Algebra y
Medida. Si bien estos usos no han de ser identificados como significados, son de
interés para discernir ¢ identificar distintos significados del signo igual. A

continuacion, se presentan en el modo en que son clasificados por Anglada.

[ - Unir la secuencia de pasos que conducen a un resultado final (ej.,
3x(8-1)=3x7=21).

- Enlazar una expresion y su transformacién. En particular se

distinguen dos casos segun se relacionen dos trasformaciones

distintas o dos descomposiciones (¢j., 6 x2=6+6y 4+7=2+9).

- Relacionar dos expresiones que representan un mismo nimero (€j.,

8
N 1
g —=0.5).
£ 2
< 7
- Enlazar dos notaciones alternativas (ej., 5 =7:5).
: . 42
- Designar equivalencia (ej., s = 5).
- Enlazar expresiones verbales con su traduccion numérica (ej., 20% de
4000 = 4000 x 20/100).
\ - Definir un objeto matematico (ej., 5° =1).
_% { - Enidentidades algebraicas y ecuaciones
=
<

3* Anglada analiza dos libros de texto de cada curso.
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p
- Relacionar cantidades adjetivadas por medio de unidades de medida
,'§ ) (ej., 100cm = Im).
é - Designar un objeto (ej., Area del rectangulo = a[B)
_ - Asociar a un objeto una cantidad adjetivada (ej., A = 30cm?)
( .. . . .
- Enlazar el significado de una expresion y su etiqueta (uso del signo
|72]
% igual en funciones)
é < - Comprobacion de resultados (consecuencia del principio de
o o, .
sustitucion) (¢j.,a+b=cy d+e=c—a+b=d+e)
- Expresar igualdad de conjuntos
\

Por otra parte, Rojano (2002) distingue cuatro significados diferentes del signo igual.
Uno de ellos es el que denomina significado aritmético, al que hemos aludido
anteriormente, que hace referencia al uso de este signo como operador, procediendo
de izquierda a derecha. Los demds significados se localizan en el contexto del

algebra:

- de equivalencia: 2(a+b)=2a+2b
- deigualdad restringida o ecuacion: 7x —4 =3x +8

- deigualdad funcional: y =3x—-2

Seo y Ginsburg (2003) hacen referencia a un significado, ya mencionado, al que
denominan indicacion de un paso siguiente. Este significado corresponde al uso del
signo igual en cadenas de expresiones aritméticas o algebraicas en las que se indica
los sucesivos pasos en el célculo o simplificacion de dicha cadena de operaciones

(¢j., 2° x (7—2)=4x5=20).

En nuestro estudio Molina (2005), identificamos un significado del signo igual que
extiende al significado operador. El significado expresion de una accion corresponde
a la extension bidireccional del significado operador, es decir, la interpretacion del
signo igual como un estimulo para dar una respuesta a una cadena de operaciones

dispuesta a derecha o izquierda del signo igual, es decir, como un simbolo separador
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entre una expresion aritmética y su valor numérico, disponiéndose ambas

indistintamente a cada lado de este simbolo.

Smith (2006) reconoce tres de los significados del signo igual ya mencionados, segun
este simbolo sea utilizado para dar una definicién (ej., f(x) = x> + 2x — 3), para

indicar el resultado de un calculo (ej., f(-3) = 0) 6 para expresar una relacion (ej.,

f(-3) = f(1)).

Significados imprecisos del signo igual.

Carpenter et al. (2003), junto con Wheeler (1981), hacen referencia a otro significado
un tanto impreciso del signo igual como indicador de la existencia de cierta relacion
o correspondencia entre expresiones ya sean matematicas o no. Por ejemplo, en

expresiones tales como Una bici = 35%, Tom = 13 afios o Edad de Tom = 13 afios.

Otro significado impreciso de este simbolo consiste en la abreviatura de una relacién
de correspondencia entre figuras y numeros (ver Figura 4-4). Carpenter et al. (2003)
sefialan que dicho uso del signo igual no corresponde al significado matematico de
este simbolo y que, por lo tanto, pueden ocasionar a los estudiantes dificultades en la

compresion del significado matematico del signo igual.

@ & aH
4 4 4

Figura 4-4: Uso del signo igual a evitar segiin Carpenter et al (2003)

También es frecuente en los libros de texto de los primeros cursos de Educacion
Infantil y Primaria, el uso de este signo entre imagenes (ver Figura 4-5), el cual

tampoco corresponde al significado matematico de este simbolo.
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Figura 4-5: Ejemplo de uso del signo igual en un libro de texto de Primer Curso de
Educacion Primaria (Pedro-Viejo, Marin, Lorenzo y Molina, 1994).

Estos usos imprecisos del signo igual pueden desencadenar posteriores dificultades
en la resolucion de igualdades pues dificultan que los alumnos perciban con claridad
el significado del signo igual en otros contextos y les conduce a adjudicar a este

¢

signo un significado de “unién multiuso”, de indicador de la existencia de cierta
conexion entre lo escrito antes y después de dicho simbolo (Carpenter et al., 2003;

Wheeler, 1981).

Significados o usos del signo igual matematicamente incorrectos.
Kieran (1981), Vergnaud et al. (1987), Wolters (1991), Rojano (2002) y Molina
(2005) han sefialado el uso del signo igual como separador de los pasos de resolucion

de un problema encadenando operaciones (ej., 12+3=15+21=36-9=25) o

expresiones (ej., Vx> +1=4/x =x? +1=x=x>—x+1=0).

En estos casos se estd haciendo un uso unidireccional de este signo. Para los alumnos
estas expresiones tienen sentido, probablemente, porque se corresponden con el
modo en que estas cadenas de operaciones son verbalizadas oralmente y el orden
secuencial en el que abordan el célculo. Como sefiala Rojano (2002), este
encadenamiento de expresiones es posible cuando se trabaja con identidades
simbolicas, es decir, con trasformaciones tautoldgicas, en cambio, no es permisible

en el trabajo con ecuaciones.

En algunos casos, sin embargo, Kieran (1981) sefiala que no se puede precisar si los

alumnos estan usando el signo igual como simbolo separador o estan usando un
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“atajo” en el trabajo procedimental. Como ejemplos toma de Byers y Herscovics
(1977) y Clement (1982) las siguientes producciones de alumnos de Educacion

Secundaria e Universidad respectivamente:

2x+3=5+x f(x) = x> +1

2x+3-3=5+x-3 = x>+ 1"
2x=5+x—-x-3 =15(x* + 1) 2 d, (x* +1)
2X—x=5-3 =15(x*+ 1) "2 (2x)
x=2 = x(x*+1) ”?

_ x

- x*+1

Clasificacion de los significados del signo igual

Partiendo de las distinciones realizadas por los distintos autores consultados en
relacion con el signo igual, clasificamos a continuacion los significados que se le
asignan a este simbolo en la aritmética y dalgebra escolar, estableciendo la

terminologia que vamos a utilizar en el resto del trabajo (Ver Tabla 4-6).

Distinguimos once significados: propuesta de actividad de cdlculo, operador,
separador, expresion de una accion, expresion de equivalencia condicional
(ecuacion), expresion de equivalencia, definicion de un objeto matemdtico, expresion
de una relacion funcional o de dependencia, indicador de cierta conexion o
correspondencia y aproximacion. El significado expresion de equivalencia se
subdivide a su vez en 4 acepciones diferentes, dando lugar a un total de catorce
significados diferentes del signo igual. Comentamos, a continuacidon, cada una de
estas acepciones. En la Tabla 4-6 se recogen ejemplos aritméticos y/o algebraicos de

cada una de ellas®.

1. Propuesta de actividad de cdlculo. Este es el significado que posee este simbolo

en expresiones incompletas que contienen una cadena de niimeros y/o simbolos,

% Algunos de los ejemplos propuestos involucran funciones. Aunque el estudio y trabajo con
funciones es considerado, en general, como parte del Analisis Matematico, una sub-area diferente de
las matematicas, en este caso lo incluimos dentro del algebra ya que estamos considerando la amplia
definicion de algebra utilizada en la propuesta Early-Algebra. Esta inclusion de las funciones en el
algebra es compartida por variados autores al restringirse a considerar las matematicas de la
Educacion Primaria y Secundaria.
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encadenados con simbolos operacionales, seguida a su derecha del signo igual (ej.,
16:3= , x(x+1)—-3x(x+5)=). Este tipo de expresiones se utilizan en actividades
de célculo de operaciones o simplificacion de expresiones, para proponer al alumno
una actividad a realizar que no necesariamente ha de abordarse en el formato de una

igualdad.

2. Operador. Significado del signo igual en igualdades o sentencias de accion,
unidireccionales, compuestas por una cadena de operaciones, dispuesta a su
izquierda, y su resultado, dispuesto a la derecha (ej., 4 x 5 = 20,

x(x—2)+3x> =4x” —2x). En estos casos el signo igual indica la respuesta a un

calculo o simplificacion; es interpretado como un operador. Este significado es
denominado por algunos autores como significado aritmético u operacional del signo
igual (Rojano, 2002; Van Ameron, 2002).

En ocasiones el signo igual es utilizado por los alumnos con este significado para
encadenar diferentes operaciones en el calculo de una cadena de operaciones (ej.,
12+43=15+21=36-9=25), dando lugar a expresiones matematicamente
incorrectas. En este uso del signo igual, la sentencia no esta siendo considerada como

una totalidad sino como una secuencia unidireccional de izquierda a derecha.

3. Separador. Significado del signo igual otorgado por los alumnos al hacer uso de

este simbolo en contextos algebraicos como separador de los pasos realizados en la

resolucion de una actividad (ej., Vx’+1=+x=x’+l=x=x>-x+1=0;
2 4 . . . . .

f(x)= x*= £(x)=x"). En este caso el signo igual relaciona expresiones algebraicas que

en el contexto considerado pueden no tener relacion alguna, siendo pasos sucesivos

en la resolucidn de la actividad en cuestion.

4. Expresion de una accion. Significado del signo igual en igualdades y sentencias
de accion, como un simbolo operador o separador de una cadena de operaciones y su
resultado, aceptandose que ambos se dispongan indistintamente a uno u otro lado de
este simbolo (ej., 2x=x(x—2)—x>+4x, x(x—2)—-x"+4x=2x, 24=12+12,
12+12=24). Este significado bidireccional extiende el significado operador

anteriormente descrito. Implica una interpretacion operacional del signo igual y la
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interpretacion de la sentencia numérica como la expresion de una accion (de ahi su

nombre).

5. Expresion de una equivalencia condicional (ecuacion). Este significado del
signo igual lo encontramos en el contexto del algebra en situaciones en las que la
equivalencia expresada por medio del signo igual sélo es cierta para algiin o algunos

valores de la wvariable o variables, pudiendo no existir ninguno (ej.,
2 _ . . ., .
x~ +4x =5x-6). Por tanto, estamos imponiendo que la ecuacion tenga un conjunto

finito de soluciones, pudiendo ser el conjunto vacio.

6. Expresion de una equivalencia. El siguiente significado del signo igual se refiere

al uso de este signo para relacionar dos representaciones diferentes de un mismo

objeto matematico. Este significado se particulariza en cuatro acepciones diferentes:
6.1. Equivalencia numérica: mismidad de valor numérico de las expresiones

aritméticas de ambos miembros de la igualdad (ej., 4+5=3+6,

243 :\/ﬁ). En este caso el signo igual es utilizado para conectar dos
representaciones de un mismo nimero. Este significado es denominado, en
ocasiones, significado relacional del signo igual, en contra posicion al
“significado operacional”, como algunos autores denominan al significado
operador.

Con este significado, el signo igual puede ser utilizado en diferentes
situaciones, por ejemplo, para expresar la descomposicion de una expresion
aritmética (ej., 3 x 4 = 4 + 4 + 4), para indicar la equivalencia de pasos
sucesivos en un calculo (ej., 3 x (4 + 2) = 3 x 6), o simplemente para
relacionar dos operaciones con igual valor numérico o dos representaciones

de un mismo nimero (¢j., 4+5=3+6).

6.2. Equivalencia simbdlica (identidad simbolica): mismidad en valor numérico
de las expresiones algebraicas a ambos lados del signo igual para cualquier
valor que tomen la variable o variables (uso del signo igual en expresiones
algebraicas tautolégicas) (ej., x° +2x = x(x —2)).

De forma similar al caso anterior, el signo igual puede ser utilizado en

diferentes contextos, por ejemplo, para expresar la descomposicion de una
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expresion algebraica (ej., 22 = _ ), para indicar la equivalencia
x*—=1 x-1 +1

de pasos sucesivos en la simplificacion de una expresion algebraica (ej.,
3(x—=5)(x +5)—3x" =3(x> —25)-3x?), o para expresar una propiedad
aritmética de forma simbdlica (ej., a+b =b+a, siendo a y b cualesquiera

nimeros naturales).

6.3. Identidad estricta. Significado restringido a expresiones donde los dos
miembros representan el mismo objeto matemdtico, usando el mismo
representante. Son, por tanto, igualdades de la forma a =a, siendo “a” una
expresion aritmética o simbolica (ej., 3 =3, x+5=x+5). Este significado
engloba algunos casos de equivalencia numérica o simbolica, sin embargo, lo

distinguimos por su especial naturaleza (Ver Figura 4-6).

Equivalencia Identidad Equivalencia
simbolica estricta numérica

Figura 4-6: Significados del signo igual
correspondientes a la expresion de una equivalencia.

6.4. Equivalencia por definicion o por notacion: equivalencia de dos expresiones

aritméticas o algebraicas por definicion o por equivalencia de significado de

o . 3_6 . 3 6 :

la notacion utilizada (ej., 2 = Py considerando 2 y Py como representaciones
. 36 1 . 7 . .

de una misma fraccion™, 5 =7:5 siendo 5 interpretado como cociente,

100cm =1m, —=ab™").

S RN

7. Definicion de un objeto matemdtico. En este caso el signo igual se utiliza para

definir o asignar un nombre a una funcidon u otro objeto matematico. En algunos

36 En este caso, 3/4 y 6/8 son consideradas como dos representaciones de una misma fraccion. En
cambio, si fueran consideradas como expresiones de cocientes entre nimeros naturales, el significado
del signo igual en la expresion 3/4 = 6/8 seria el de equivalencia numérica.
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contextos se utiliza el simbolo = en vez del signo igual, asi ocurre cuando se
. .y . . 0 _ .
considera la ecuacién o ecuaciones de una recta o plano (ej., @ =1 siendo a

cualquier nimero natural, r = ax + by + ¢ =0, f(x) =2x + 3).

8. Expresion de una relacion funcional o dependencia. Este significado del signo
igual se refiere al uso del signo igual para indicar cierta relaciéon de dependencia

entre variables o parametros (ej., / =2r, y =3x+2). Por ejemplo, éste es el

significado del signo igual en formulas del area de figuras geométricas.

9. Indicador de cierta conexion o correspondencia. Este significado impreciso del
signo igual se refiere a su uso entre objetos no matematicos o de distinta naturaleza,
como, por ejemplo, entre imagenes o figuras y numeros, o entre expresiones
matematicas y expresiones no matematicas (ej., @ é = 3; Precio bici = 3x + 5,

siendo x el precio de un balén de baloncesto).

10. Aproximacion. Este significado corresponde a las situaciones en las que este

simbolo relaciona una expresion aritmética y una aproximacion de su valor numérico

(ej., —=0.33). En estos casos el signo igual puede ser reemplazado por el simbolo ~.

1
3
11. Asignacion de un valor numérico. En este caso el signo igual asigna a un
simbolo un valor numérico. Por ejemplo, si se estd considerando una expresion
algebraica se puede hacer uso del signo igual para asignar un valor a la variable en el
cual evaluar la expresion (ej., sea x =4 ;cual es el valor de x* =5 ?). En otros casos,
como en la resolucion de ecuaciones, se utiliza el signo igual con este significado al
resolver la ecuacion, para indicar el valor de la incognita. Si dicha ecuacion esta
vinculada a un contexto, dicho valor numérico es acompanado, en ocasiones, de una

unidad de medida (ej., a =30cm?).
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Tabla 4-6: Ejemplos de los diferentes significados del signo igual identificados en el contexto de la

aritmética y el algebra.

SIGNIFICADOS DEL SIGNO IGUAL

Ejemplos (clasificados segun el tipo de
expresiones que contienen)

Aritméticos Algebraicos
Propuesta de actividad de cilculo 16+3= x(x+1)-3x(x+5)=
Operador 4x5=20 X(x=2) + 3x’= 4x*+ 2x
Separador f(x) = x*= f(x)=x"*
Expresion de una accion 24=12+12 2x = x(x-2) — x* + 4x
12+ 12 =24 X(x—2) — x>+ 4x =2x
Expresion de equivalencia condicionada X +4x=5x-6
(Ecuacion)
Equivalencia Numérica 4+5=3+6
2V3=V12
2/3=4/6
Expresion de | Equivalencia Simbdlica X2+ 2x = x(x-2)
equivalencia (@a+b)’=a’+ b+ 2ab
atb=b+a
Identidad estricta 3=3 X=X
Equivalencia por definicion o 3/4=6/8 ab=ab"
por notacién 7/5=7:5
100 cm = lm
Definicion de un objeto matematico 1°=0 a’= l,a#0
r=ax+by+c=0
fix)=3x+2

c=a+b (Definidosayb se
introduce el valor de una
nueva variable)

Expresion de una relacién funcional o de
dependencia

c=2nr

y =3x + 2 (cuando la variable
“y” ha sido definida a priori)

Indicador de cierta conexion o

Una bici = 50€

Unabici=3x+5

correspondencia o
FHbsd =3
Aproximacion 1/3=0.33
Asignacion de un valor numérico x=4
a=30cm’

Es importante observar que el contexto juega un papel principal en la determinacién

del significado del signo igual. En particular, en contextos no aritméticos, es en
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ocasiones dificil distinguir entre los significados operador y equivalencia simbdlica
. _ 2 . .

pues al encontrar expresiones tales como x(x+2)=x"+2x el signo igual puede

considerarse como separador de la cadena de expresiones x(x +2) y su resultado, o

puede entenderse como una equivalencia simbolica. Esta ambigiiedad radica en que
al operar expresiones simbodlicas no suele obtenerse un valor numérico sino una
expresion equivalente a la inicial. Segun esto, la consideracion del contexto es
indispensable para determinar el significado de este signo del que se esta haciendo

uso.

Se observa, ademads, que pueden hacerse mayores distinciones entre los significados
del signo igual en la aritmética y el algebra escolar si se consideran los diferentes
modos en lo que puede interpretarse una igualdad que exprese una equivalencia
numérica o una equivalencia simbdlica (ej., factorizacion, agrupacion, relacion entre

diferentes representaciones de un objeto).

En la Tabla 4-7 mostramos algunas de las caracteristicas que se aprecian en estos
significados del signo igual. Observamos que s6lo el significado equivalencia esta
basado en una relacion que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva,
en los demas casos, la relacion no es reflexiva, y a veces tampoco transitiva.
Ademas, se aprecia que al hacer uso del signo igual en el contexto de la aritmética y
el algebra escolar no sélo se obtienen igualdades numéricas o algebraicas, también
expresiones incompletas, ecuaciones e, incluso, expresiones que no se consideran

propias del lenguaje matematico o “igualdades imprecisas”.

En al menos seis de los significados del signo igual identificados, este simbolo se usa
de modo unidireccional, es decir, las expresiones que lo contienen son dotadas de
sentido mediante su consideracion de izquierda a derecha. Los significados son
bidireccionales cuando constituyen una expresion que puede ser interpretada tanto de

izquierda a derecha como de derecha a izquierda.
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Tabla 4-7: Algunas caracteristicas de los significados del signo igual

SIGNIFICADOS DEL Reflexivo |Simétrico | Transitivo| Se obtiene Direccion

SIGNO IGUAL

Propuesta de actividad No No No Expresion Unidireccional
incompleta

Operador No No No Igualdad o expresion [Unidireccional

no matematica

Separador No No No Expresion no Unidireccional
matematica

Expresion de una accion No Si No Igualdad Bidireccional

Expresion de una No Si No Ecuacion Bidireccional

equivalencia condicionada

= g Equivalencia numérica Si Si Si Igualdad Bidireccional

\E g | Equivalencia simbdlica Si Si Si Igualdad Bidireccional

g E Identidad estricta Si Si Si Igualdad Bidireccional
E % Equivalencia por Si Si Si Igualdad Bidireccional
definicion

Definicion de un objeto No No No Igualdad Unidireccional

matematico

Expresion de una relacién No Si Si Igualdad algebraica |Bidireccional

funcional

Indicador de cierta No Si Si Expresion no Segun el caso

conexion o correspondencia matematica

Aproximacion No No Si “Igualdad Unidireccional
imprecisa”

Asignacion de un valor No No No Igualdad algebraica |Unidireccional

numérico
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CAPITULO 5

Antecedentes

En este capitulo resumimos estudios previos relacionados con la resolucion de
igualdades numéricas abiertas, la comprension del signo igual, el uso y desarrollo de
pensamiento relacional, el aprendizaje y uso de las estrategias de pensamiento y
calculo flexible, y los conocimientos de los alumnos, principalmente de Educacion
Primaria, sobre la estructura de la aritmética. Todos estos trabajos nos permiten

ilustrar el estado de la cuestion en relacion con nuestro problema de investigacion.

El capitulo se subdivide en dos grandes partes, la primera de ellas relativa a la
resolucion de igualdades numéricas y la compresion del signo igual; la segunda, al
uso y desarrollo de pensamiento relacional y al conocimiento sobre la estructura de la

aritmética.

5.1 Estudios sobre la resolucion de igualdades numéricas

abiertas y la comprension del signo igual

Diversos investigadores han estudiado las estrategias que usan los alumnos y las
dificultades que encuentran cuando resuelven igualdades numéricas abiertas de suma
y resta de las formas a+b=c y c=azxb (Foster, 1994; Groen y Poll, 1973;
Grouws, 1972, 1974; Lindvall e Ibarra, 1978; Nesher, 1980; Nibbeling, 1981;
Weaver, 1971a, 1971b, 1972). Estos autores han analizado la variedad de respuestas
que producen los alumnos asi como la influencia de variados factores tales como la
operacion, la posicion de la incdgnita y la operacion, la existencia o no de solucion
en el conjunto de los nimeros naturales, la magnitud de los numeros, la disposicion
vertical u horizontal de dichas expresiones, y el método utilizado en la resolucion de

las igualdades.
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En otros estudios (Baroody y Ginsburg, 1983; Behr et al., 1980; Collis, 1974;
Denmark, Barco y Voran, 1976; Falkner et al., 1999; Freiman y Lee, 2004; Jones,
2006; Kieran, 1981; Knuth et al., 2005; Koehler, 2002; MacNeil, 2004; MacNeil y
Alibali, 2004; Molina, 2005; Perry, 1985; Saenz—Ludlow y Walgamuth, 1998; Seo y
Ginsburg, 2003; Shoecraft, 1989; Theis, 2005; Warren, 2003; Wolters, 1991) se han
considerado igualdades y sentencias con mas de un término en cada miembro con la
intencion de analizar la comprension de los alumnos del signo igual y las dificultades
que encuentran en la resolucion de este tipo de sentencias e igualdades. Otros autores
(Baroody y Ginsburg, 1983; Byers y Herscovich, 1977; Gallardo y Rojano, 1988;
Mevarech y Yitschak, 1983) analizan la comprension del signo igual que muestran

los alumnos en el contexto de las ecuaciones algebraicas.

Es de destacar la especial atencion que ha recibido la igualdad y mas concretamente
el signo igual dentro de la propuesta Early-Algebra como concepto fundamental en la
comprension algebraica. En particular, destacan en este contexto los trabajos de
Carpenter y colaboradores (Carpenter et al., 2003, 2005; Falkner et al., 1999),
Freiman y Lee (2004), los de Knuth, McNeil, Alibali y colaboradores (Knuth et al.,
2005; Knuth, Stephens, McNeil y Alibali, 2006; MacNeil, 2004; MacNeil y Alibali,
2004), y nuestro estudio previo Molina (2005).

En este apartado recogemos las principales aportaciones de todos estos autores,
resumiendo asi un importante nimero de estudios que abordan la resolucion de

igualdades y sentencias numéricas y la comprension del signo igual.

5.1.1 La resolucion de igualdades numéricas abiertas de tres
términos
Los primeros trabajos que hemos encontrado que abordan el estudio de la resolucion

de igualdades numéricas, realizados en la década de los setenta, se centran, en su

mayoria, en igualdades abiertas de tres términos de suma y resta’’.

Weaver (1971a, 1971b, 1972), Grouws (1972, 1974) y Lindvall e Ibarra (1978)

analizan el comportamiento de los alumnos en la resolucion de igualdades numéricas

37 S6lo tenemos constancia de un estudio de esta década, Grouws y Good (1976), en el que se
consideran igualdades numéricas abiertas de tres términos que contienen la multiplicacion y la
division.
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abiertas de tres términos, de suma y resta, estudiando la influencia de la operacién
(suma o resta), de la posicion de la operacion (a la izquierda 6 a la derecha del signo
igual) y de la incdgnita (en el lugar de a, b 6 ¢), y de la existencia o no de soluciéon en

el conjunto de los nimeros naturales.

Estos estudios aportan informacién sobre las dificultades que encuentran los alumnos
en la resolucion de este tipo de igualdades y los métodos de resolucion empleados y
su frecuencia. En particular, sefialan como principales factores en el rendimiento de
los alumnos, la forma de las igualdades, la oportunidad que los alumnos hayan tenido
para aprender los distintos tipos de igualdades y el método de resolucion empleado.

Concretamente Weaver (1971b) distingue los siguientes factores:

- El curso al que pertenecen los alumnos: indicador indirecto de la experiencia con
los distintos tipos de igualdades abiertas,

- La operacion contenida en la igualdad (siendo la suma la que va asociada a un
mayor porcentaje de acierto),

- La posicion del término desconocido (siendo la posicidn ¢, seguida de b, las que
causan un menor numero de dificultades a los alumnos),

- La posicion de la operacion a la izquierda o derecha del signo igual (siendo en las
igualdades de la forma a+b =c en las que se presenta un mayor porcentaje de
respuestas correctas),

- La existencia de solucion en el conjunto de los nimeros naturales.

Estos resultados permiten, en particular, observar que la propiedad simétrica de la

relacion de equivalencia no es obvia para los alumnos.

Estas conclusiones son resultado de un estudio en el que el autor presenta un
cuestionario de 8 igualdades de suma y resta, con numeros cuya suma esta
comprendida entre 10 y 18, a 3268 alumnos; aproximadamente un tercio de primero
de Educacion Primaria, otro de segundo y otro de tercero. Estos cuestionarios
incluyen igualdades de los 20 tipos posibles segin la posicion del término
desconocido, la posicion de la operacion, la operacion y la existencia o no de
solucion en el conjunto de los nimeros naturales. Manteniéndose dentro de estos
parametros, los cuestionarios de unos alumnos y otros eran diferentes. Dos de las

ocho igualdades no tienen solucidn en el conjunto de los nimeros naturales. La Tabla

Marta Molina Gonzdlez 159



Capitulo 5. Antecedentes

5-1 y Tabla 5-2, ambas tomadas de Weaver (1971b), resumen los resultados de este
estudio. La media de respuestas correctas fue de 12.8 en primero de Educacion

Primaria, 19.1 en segundo y 22.5 de tercero, del total de 32 igualdades.

Tabla 5-1: Numero y porcentaje de respuestas correctas segun la operacion involucrada y la posicion del
término “c” a derecha o izquierda del signo igual (Weaver, 1971Db).

Curso | Igualdades de suma | Igualdades de resta | Igualdades de la | Igualdades de la
(16 items) (16 items) formaaxb=c formac=azxb
(16 items) (16 items)

1 7.3 46% 5.5 34% 7.5 47% 53 33%

2 11.1 69% 8.0 50% 10.7 67% 8.4 53%

3 13.1 82% 9.4 59% 11.8 74% 10.7 67%
Tabla 5-2: Numero y porcentaje de respuestas correctas segiin la posicion del término desconocido
(Weaver 1971b)

érmino desconocido C B A

Curso (10 items) (12 items) (10 items)

1 4.9 49% 5.2 43% 2.7 27%

2 6.7 67% 7.7 64% 4.7 47%

3 7.6 76% 9.0 73% 5.9 59%

Los resultados obtenidos, segin Weaver (1971a, 1971b), reflejan en gran medida la
relativa atencion dada a los distintos tipos de igualdades abiertas en los curricula
escolares. Concretamente, los sujetos de este estudio habian practicado mas
igualdades de la forma a*b =c que de la forma ¢ =a+b, como suele ser habitual
en todos los curricula. Analizando los libros de texto de primer, segundo y tercero de
Educacion Primaria empleados en los colegios considerados, Weaver observa que, de
entre todos los tipos de igualdades, habian practicado menos las de la forma OO — b=c¢

y ¢ = O — b (igualdades con el término desconocido en la posicion de a).

En relacién con la existencia o no de solucion en el conjunto de los niimeros
naturales, aspecto que no habia sido trabajado en el aula con los alumnos, el nimero
de respuestas correctas de los alumnos de primero no estuvo afectado por este factor,
en cambio, en segundo y tercero el nimero de respuestas correctas fue un 15 %
menor cuando no existia soluciéon en el conjunto de los nimeros naturales (Weaver,
1971b, 1972). El nimero de respuestas correctas fue mayor en el caso de las

igualdades de suma. Segin Weaver (1972), estas diferencias pueden ser debidas a
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que los alumnos asumen erroneamente la conmutatividad de la resta y de este modo
consideran que toda igualdad de la forma ¢ — b = O con a <b tiene la misma
solucién que la igualdad » — @ = O. Ademas, Weaver observd que un nimero
considerable de alumnos tendia a leer algunas igualdades al revés de coémo estaban
escritas (ej., O + 2 = 7 como “siete igual a dos mas algo™) lo cual puede inducir a
errores en las igualdades de resta (ej., al leer O — 5 = 9 como “nueve igual a cinco

menos algo™).

Como conclusiones de este estudio, Weaver (1972) hace hincapié en la necesidad de
abordar en el curriculo la no conmutatividad de la resta, asi como igualdades de todas
las formas posibles, entre ellas igualdades con la operacioén en el miembro derecho e
igualdades que no tengan solucion en el conjunto de los numeros naturales, para
facilitar que los alumnos desarrollen su comprension de igualdades abiertas de suma

y resta.

Los resultados de Weaver son confirmados en un estudio de Foster (1994), citado por
Tall (2001), sobre la resolucion de igualdades abiertas de la forma a+b=c con
alumnos de primero, segundo y tercero de Educacion Primaria. En este trabajo Foster
observa que el 33% de alumnos de primero eran incapaces de resolver este tipo de
igualdades cuando el término desconocido ocupaba la posicion de a 6 de b. En
tercero, en cambio, dos tercios de la clase obtuvieron aproximadamente el 100% de
respuestas correctas mientras que el tercio restante obtuvo un 93% de respuestas
correctas cuando el término desconocido estaba en la posicion de ¢, un 73% cuando
el término desconocido estaba en la posicion de b y 53% cuando estaba en la
posicion de a. Segun Tall, estos resultados sugieren que este tercio de los alumnos de
tercero de Educacion Primaria operaban en un nivel mas procedimental que

proceptual.

Otros trabajos de interés sobre la resolucion de igualdades numéricas abiertas de tres
términos son los de Grouws (1972) y Lindvall e Ibarra (1978). Grouws (1972)
realizd un estudio sobre la resolucion de igualdades de las formas a+ O=¢, O+ b=c,
a— 0O =¢ yO-5b = ¢, habiendo observado que los nifios aprenden mucho antes a
resolver igualdades de la forma @ + b = O y @ — b = O, que otras en las que el

término desconocido ocupa la posicion de a o de b.
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En este estudio participaron 16 alumnos y 16 alumnas de un total de 9 clases de
tercero de Educacion Primaria, a los cuales se les propusieron 16 igualdades abiertas:
ocho con numeros entre 5 y 18 y otras ocho con niimeros entre 19 y 99. En total el
65% de los alumnos resolvieron correctamente las igualdades de la forma a + O = ¢,
60 % las igualdades de la forma O + b = ¢, 62% las igualdades de la forma a — O= ¢
y 37 % las igualdades de la forma OO — b = ¢, porcentajes que corroboran los

resultados del estudio de Weaver anteriormente comentado.

Ademas, se observd que el 78% de los alumnos resolvieron correctamente las ocho
igualdades con numeros comprendidos entre 5 y 18 y el 34 % resolvieron
correctamente las que contenian numeros comprendidos entre 19 y 99. Los errores
cometidos en estas ultimas igualdades fueron en su mayoria debidos al uso de una
operacion incorrecta o a un error en el uso de métodos informales de resolucion tales
como el anotar marcas para contar, y no a errores de cdlculo como podia esperarse.
Estas dificultades permiten afirmar que las diferencias en la eficacia en la resolucion
de las igualdades dependen en gran medida del tipo de método de resolucion

empleado.

Sabiendo que el uso de igualdades numéricas para la resolucion de problemas es una
técnica extendida, Grouws (1972) analiza el efecto del uso de problemas como ayuda
en la resolucion de igualdades numéricas abiertas, acompafiando la mitad de las
igualdades con un problema. A este respecto, los resultados no muestran una
influencia significativa del uso de los problemas. Las dos posibles causas de este
hecho identificadas por el autor son que los alumnos no encontraron la relacion entre
el problema en cuestion y la igualdad planteada o que el problema ayudo6 a entender

la relacion expresada por la igualdad pero no facilit6 su resolucion.

Lindvall e Ibarra (1978), por otra parte, realizaron una investigaciéon sobre los
procedimientos incorrectos, y su frecuencia, que emplean los alumnos en la

resolucion de igualdades o sentencias abiertas de las formas: a + O =¢, 0 + b = ¢,

a-O=c0O-b=cc=a+0,c=0+b,c=a-0.

El estudio, realizado con 101 alumnos de primero y segundo de Educacion Primaria,
de cinco colegios, estuvo dirigido a detectar capacidades que son necesarias para

resolver correctamente igualdades abiertas y para aplicarlas a problemas. Los
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procedimientos incorrectos utilizados por los alumnos fueron estudiados en cuatro

situaciones:

- La resolucion escrita de igualdades abiertas,

- La lectura de igualdades abiertas,

- Laresolucion de problemas que involucraban una determinada igualdad abierta,

- La modelizacion con materiales manipulativos de una igualdad (utilizado para

evaluar la comprension de las igualdades por parte de los alumnos).

En las igualdades de suma de las formas ¢ + O = cy O + b = ¢, la mayoria de los
alumnos no encontraron dificultades salvo en su aplicaciéon a problemas cuando
sumaron los dos niumeros dados o dieron uno de los nimeros dados como respuesta
(ver Tabla 5-3). En el caso de las igualdades de las formasa— O =cyO-b=¢, la
segunda de ellas fue resuelta correctamente por menos alumnos que la primera lo que
concuerda con los resultados de los estudios anteriormente comentados.
Concretamente, en el caso de dar respuesta a la igualdad escrita de la forma O — b =
¢ o de modelizarla con materiales, el porcentaje de respuestas correctas fue menor

del 35%, siendo superior al 75% para las igualdades de la forma ¢ — O = .

Tabla 5-3: Porcentaje de respuestas correctas. N = 101. Lindvall e Ibarra (1978).

a+tO=c|O+b=c|A-O=c|O-b=c
Respuesta
escrita 82% 85% 76% 26%
Lectura 95% 95% 95% 79%
Modelizacion 90% 86% 96% 36%
Resolucion de
problemas 68% 66% 78% 56%

Segun Lindvall e Ibarra (1978),

Para muchos alumnos las igualdades no son expresiones de una relacion y por
eso debe ser leidas en el orden secuencial dado, sino una lista de dos numeros
vy un signo de operacion, y la operacion debe ser aplicada a esos numeros en la

manera posible, y mdas conveniente (p.54).

Esta es, seglin estos autores, una de las principales razones de la diferencia en el

porcentaje de respuestas correctas en las igualdades de las formas a—O=c y O-b= ¢,
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pues este procedimiento so6lo da lugar a respuestas correctas en el primero de estos

tipos de igualdades.

La igualdad O — b = ¢, en su lectura y modelizacion, fue interpretada por algunos
alumnos como la igualdad » — OO0 = ¢ aunque la mayoria no mostr6 dificultades en la
lectura de dichas igualdades. En la resolucion de problemas la respuesta erronea mas

frecuente fue dar uno de los nimeros contenidos en la igualdad.

En relacion a la resolucion de igualdades con la operacion en el miembro derecho, se
examinaron las respuestas en situaciones escritas, de lectura y de modelizacion (ver
Tabla 5-4). Comparando la Tabla 5-3 y la Tabla 5-4 puede observarse como el
numero de respuestas correctas en igualdades de suma fue bastante menor en el caso
de situar la operacion a la derecha, forma menos convencional. El error mas comuan
fue sumar los dos nlimeros dados y en el caso de la lectura invertir el orden, es decir
leer la igualdad de derecha a izquierda, lo cual es interpretado como una lectura

incorrecta.

Tabla 5-4: Porcentaje de respuestas correctas. N = 101. (Lindvall e Ibarra , 1978).

C=a+0 |c=0+b |c=a-0
Respuesta
escrita 59% 74% 46%
Lectura 53% 44% 55%
Modelizacion 79% 74% 55%

Los autores entienden que la lectura es correcta cuando se realiza de izquierda a derecha

En las igualdades de la forma ¢ = @ — O, el procedimiento incorrecto mas frecuente
fue leer y modelizar la igualdad de derecha a izquierda, lo cual conducia a una
respuesta incorrecta debido a la no conmutatividad de la resta. Segun este estudio el
procedimiento incorrecto empleado por los alumnos depende del tipo de igualdad,
siendo las respuestas errdneas, en la mayoria de los casos, consecuencia de una
lectura incorrecta de la igualdad o de una comprension inadecuada de lo que
significa, lo cual deducen Lindvall e Ibarra de la incorrecta modelizacion de la

igualdad.
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Los datos de este estudio sugieren que ser capaz de leer la igualdad es un requisito
necesario aunque no suficiente para resolverla correctamente. Ademads, se observa
que no existe relacion entre la lectura de las igualdades y la resolucion de problemas
ya que los alumnos son capaces de resolver problemas sencillos sin hacer uso de

igualdades numéricas.

La relacion existente entre la resolucion correcta de las igualdades y la capacidad de
modelizarlas se observa sélo débilmente en los datos pues de 65 alumnos que no
pudieron modelizar la igualdad, 10 la resolvieron correctamente. Por otra parte 20
alumnos modelizaron correctamente las secuencias aunque no las resolvieron
correctamente. Ante la imposibilidad de explicar la resolucion correcta de igualdades
sin comprension de su significado los autores concluyen que la prueba de
modelizacion no mide adecuadamente la comprension de los alumnos (Lindvall e

Ibarra, 1978).

Las dificultades e inconsistencias que manifiestan los alumnos al leer igualdades
numéricas son consideradas posibles consecuencias de que no se trabaje la lectura de
igualdades en la ensefianza tradicional de la aritmética y de la existencia de dos
posibilidades a la hora de leer una misma sentencia como la descripcion de una
operacion (ej., “cuando sumamos 2 a 3 el resultado es 5°) o como la expresion de un
mismo nimero mediante dos representaciones diferentes (ej., “e/ numero 2 + 3 es el
mismo que 5). En este estudio los alumnos tendian a leer las igualdades como

descripciones de una operacion (Lindvall e Ibarra, 1978).

Kieran (1981) resume estudios de Groen y Poll (1973) y Nesher (1980) sobre la
resolucidn de igualdades numéricas abiertas. Segln estos autores, en igualdades de la
forma @ + O = ¢ 0 @ — O = ¢ los alumnos tienden a aumentar el sumando dado o
bien restar ¢ — a, lo que sea mas rapido. Los alumnos tardan mas tiempo en resolver

las igualdades no candnicas, y especialmente las que involucran la operacion resta.

En relacion con las igualdades numéricas de tres términos, Kieran (1981) observa
que a menudo son el marco en el que tienen lugar las primeras experiencias de los
alumnos con la manipulacién de cadenas de simbolos aritméticos, las cuales suelen
plantarse sin referencia a un contexto. Dicha falta de contexto hace que el nifio no

tenga informacion sobre la operacidbn que tienen que utilizar para resolver la
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igualdad. En la superficie la operacion puede ser de suma pero desde otra perspectiva
la operacion involucrada puede ser la resta (ej., 3 + O = 7). Ademas, Kieran sefiala la
diferencia entre relaciones y procesos como una posible dificultad en el uso de los

problemas para dar significado al simbolismo matematico.

Otro autor que analiza la resolucion de igualdades numéricas abiertas, de suma y
resta, de tres términos es Nibbeling (1981), el cual compara la eficacia de alumnos de
primero de Educacion Primaria en la resolucion de igualdades numéricas abiertas en
formato vertical y en formato horizontal. Este autor identifica tres modos diferentes
en que los alumnos de los primeros cursos proceden en la lectura de igualdades
numéricas abiertas que denomina inversion completa, filtracién e inversion y haz-lo-

que-dice-el-signo.

En el primer caso los alumnos hacen una lectura de la igualdad de derecha a
izquierda (ej., O - 7 = 3 leida en orden inverso tiene como respuesta 4 ya que
3=7-4). En el caso de filtracion e inversion, los alumnos buscan primero el signo
operacional de la igualdad y posteriormente leen los términos de derecha a izquierda
(ej., O + 3 = 4 seria considerada como la igualdad 4 + 3 = [0). En ¢l caso de haz-lo-
que-dice-el-signo, los alumnos consideran las igualdades como un signo operacional,
algunos nimeros y un recuadro, interpretando que la actividad consiste en operar los
numeros segun indica el signo operacional y escribir el resultado en el recuadro. En
este caso la posicion relativa de los términos en la igualdad no importa (ej., 3 + O=7
seria considerada como 7 + 3 a escribir en el recuadro dado).Estos diferentes tipos de
lecturas no son posibles en todas las igualdades numéricas y tampoco dan lugar a

respuestas erroneas en todos los casos.

En este estudio Nibbeling propone igualdades numéricas abiertas en formato vertical
y en formato horizontal a alumnos de primero de Educacion Primaria. Comparando
las respuestas el autor observa que las igualdades en formato horizontal (axb =c)
resultan mas dificiles a los alumnos, concretamente las que incluyen el término
desconocido en la posicion de a y de b, en dicho orden. A partir del analisis de las
respuestas, Nibbeling observa que las diferencias de rendimiento son menores del
1% si se consideran correctas las respuestas a las igualdades en formato horizontal
que puedan proceder de una lectura inversa completa o una filtracion e inversion. Por

este motivo concluye que las dificultades observadas pueden ser debidas a las
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diferentes capacidades perceptuales que son requeridas en cada uno de los tipos de

igualdades.

La lectura de la igualdad denominada haz-lo-que-dice-el-signo no produce
diferencias entre ambos formatos de igualdades. Por tanto, las respuestas erroneas
proceden de inversiones completas o filtraciones e inversiones. Segin Nibbeling, los
resultados parecen indicar que en el formato horizontal los alumnos son mas
propensos que en el caso del formato vertical a optar por un procedimiento
alternativo, mediante otras lecturas de la expresion, cuando encuentran igualdades

que les resultan mas dificiles.

A partir de estos resultados, el autor hace observar la especial dificultad que entrafian
las igualdades de la forma ¢ =a*b, ya que los alumnos deben realizar una lectura
de derecha a izquierda del igualdad, en tanto que el resultado de a+b es ¢, y una
lectura de izquierda a derecha del miembro derecho de la igualdad. Este modo de
proceder puede ser especialmente dificil para alumnos que realizan procesos de

inversion en la lectura de las igualdades.

Meétodos de resolucion de igualdades numéricas abiertas con tres términos

Grouws (1974) analiza los métodos empleados por alumnos de tercero de Educacion
Primaria en la resolucion de igualdades abiertas de las formas O + b =¢, a + O =,
a—0O=cyO->b = c apartir del analisis de sus respuestas a una bateria de 16
igualdades, 8 de operaciones sencillas y otras 8 involucrando nimeros de dos digitos
cuya suma o resta implica el reagrupamiento. Treinta y dos alumnos de un total de
tres colegios son entrevistados en dos ocasiones para resolver las 16 igualdades. Los

alumnos deben leer primero cada una de las igualdades y posteriormente resolverlas.

En este estudio el autor observa que en las igualdades mas sencillas el recuerdo de
hechos numéricos es usado tanto como los algoritmos, en cambio, en las otras
igualdades ningun alumno emplea el recuerdo de hechos numéricos y la mayoria de
ellos emplea algoritmos de céalculo. Otra observacion a destacar es el uso de la
relacion inversa de la suma y la resta, uso que es bastante frecuente en las igualdades
mas sencillas y es nulo en el otro caso. También se observa una importante relacion
entre el método empleado y la obtencion o no de la respuesta correcta. Los alumnos

que usan un menor numero de métodos responden correctamente a un mayor nimero
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de igualdades. Aquellos alumnos que resuelven correctamente la mayoria de las
igualdades utilizan en el 78% de las veces algoritmos para la resolucion. Los
alumnos utilizan méas métodos de resolucion no algoritmicos en el caso de igualdades
sencillas que en el caso de igualdades mas complejas (es decir con dos digitos y con
reagrupamiento). La Tabla 5-5 muestra los métodos detectados y su frecuencia de

aparicion (Grouws, 1974).

Segun el autor, estos resultados apoyan la hipdtesis de que los alumnos que
desarrollan y adquieren practica en el uso de métodos formales son capaces de
resolver igualdades abiertas de forma bastante eficiente. Sin embargo, advierte que
inicialmente debe fomentarse que los nifios desarrollen sus propios métodos, para
promover el desarrollo de pensamiento flexible y sea posteriormente cuando se

anime a los alumnos a usar métodos de resolucidén mas eficaces.

Tabla 5-5: Métodos de resolucion y su frecuencia en la resolucion de igualdades numéricas abiertas
de suma y resta con tres términos (Grouws, 1974)

Método de resolucion Numero de veces %
empleado
(Total 477)
— Recordando un hecho numérico 67 14
— Contando hacia delante o hacia atrds (ayudandose de los 57 12
dedos para luego saber cuantos pasos se ha dado al contar) 47 hacia delante 10

10 hacia atras 2
— Algoritmo tradicional (disponiendo los nimeros en vertical) 196 41
52enlasuma 11
144 en laresta 30

— Por adivinacion 11 2,5

— Recurriendo a una igualdad del mismo tipo pero mas sencilla 3
14

— Aplicando la relacion complementaria existente entre la suma 22 4,5

y la resta

— Contando mediante la anotacion de marcas en un papel 15 3

— Ensayo y error no sistematico 7 1,5

— Ensayo y error de manera sistematica 31 6,5

— Considerando una igualdad equivalente pero de otra forma 2,5

(por ejemplo resolviendo 42 — 28 = [0 en vez de [0 = 42 — 28). 11

— Obteniendo un digito de la respuesta en cada paso 28 6

— Balanceo/compensacion  (probando  distintos  valores 4

anadiendo o quitando a uno de los términos diversas cantidades

hasta obtener la otra cantidad dada) y otros métodos 18
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5.1.2 Comprension del signo igual y resolucion de igualdades y

sentencias numéricas

Numerosos estudios (Baroody y Ginsburg, 1983; Behr et al., 1980; Collis, 1974;
Denmark et al., 1976; Falkner et al., 1999; Freiman y Lee, 2004; Jones, 2006;
Kieran, 1981; Knuth et al., 2005; Knuth et al., 2006; Koehler, 2002; MacNeil, 2004;
MacNeil y Alibali, 2004; Molina 2005; Perry, 1985; Saenz—Ludlow y Walgamuth,
1998; Shoecraft, 1989; Seo y Ginsburg, 2003; Theis, 2005; Warren, 2003; Wolters,
1991) dan muestras de que los alumnos de primero a sexto de Educacion Primaria e,
incluso de Educacion Infantil, tienden a considerar el signo igual como un simbolo
que separa un problema (una cadena de nimeros y signos operacionales) y su
resultado, mostrando poca conciencia de la equivalencia que expresa. Cuando los
alumnos encuentran el signo igual en igualdades y sentencias numéricas tienden a
percibirlo como un simbolo operacional, en otras palabras, un simbolo para hacer
algo, y tienden a reaccionar negativamente ante expresiones que desafian su vision
operacional del significado del signo igual, como en el caso de las igualdades o

sentencias de la forma c=axbh,a=ay axtb=ctd.

Desde Educacion Primaria, y en ocasiones Infantil, los estudiantes encuentran el
signo igual en diversas actividades matematicas, no siendo habitualmente hasta el
aprendizaje de las ecuaciones lineales cuando su comprension de este simbolo,
desarrollada a partir de sus experiencias aritméticas, es desafiada. Hasta este
momento un significado operacional del signo igual ha sido, en general, suficiente en

la mayoria de los casos (Pirie y Martin, 1997).

Alumnos de Educacion Secundaria y Universidad contintian teniendo dificultades
para dotar de significado y usar este simbolo. Estudios de Byers y Herscovich
(1977), Mevarech y Yitschak (1983) y Gallardo y Rojano (1988) muestran que una
vez los alumnos han adoptado un significado operacional del signo igual esta

concepcion se mantiene bastante estable a lo largo de los afios.

Uno de los primeros estudios que aborda la comprension del signo igual de alumnos
de Educacion Primaria es el de Behr y colaboradores (1980). Estos autores dan
muestras de las reacciones de los alumnos ante igualdades numéricas abiertas y

cerradas de accion y de no—accion.
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En una serie de entrevistas no estructuradas realizadas a alumnos de seis a doce anos,
Behr et al. (1980) observaron que los alumnos percibian el signo igual como un
estimulo para dar una respuesta y tenian ideas definidas sobre como debian escribirse
las igualdades, rechazando las igualdades de forma no convencional, es decir,
diferentes de la forma a+b =c. Los alumnos no aceptaban igualdades tales como
O = 2 + 5 afirmando que estaban al revés (“la respuesta esta en el lado
equivocado”) y las modificaban escribiendo 2 + 5 =0 6 O + 2 = 5 en su lugar.
Ademas, rechazaban igualdades de no—accion convirtiéndolas en igualdades de

accion de forma semejante a como se indica en los siguientes ejemplos:

€.n.3+2=2+3 — 3+2+2+3=10
ej.,.3=3 — 3+0=306 3-3=0

Estos alumnos no percibian en las sentencias la expresion de una relacion de
equivalencia sino que las interpretaban como sentencias que indicaban una accion,
siendo el signo igual el que indica lo que la operaciéon ha dado como resultado.
Interpretaban una cadena de operaciones como una accion a realizar, como una

cuestion abierta, y no como la representacion de un numero.

Cuando las igualdades eran presentadas a los alumnos oralmente se observaron
diferentes reacciones. Una alumna centraba su atencion Unicamente en el orden de
los nimeros ignorando su posicién entre si y respecto del signo igual. Asi por
ejemplo, al decir la sentencia “cinco es igual a dos mas tres” explicd que no estaba
bien pues el tres debia ser un cinco, reaccionado de forma similar a cuando
encontraba las igualdades escritas. Esta alumna escribio 6 =4+10 leyendo “seis y
cuatro dan diez”. Otra alumna, en cambio, mostrd6 mayor aceptacion cuando las
igualdades le eran leidas, aunque no aceptaba escribirlas con la operacion en el
miembro derecho. Otros alumnos, alin respondiendo correctamente a igualdades de

la forma O = a + b, las leian siempre de derecha a izquierda.

En este estudio un alumno desarroll6 una notacidén alternativa para aplicar su
significado operacional del signo igual a las expresiones de la forma a = a. Por

ejemplo corrigid la sentencia 3 =5 escribiendo 3+=;5. De forma similar modific6 la

sentencia 3 =3 escribiendo 3+=,3. Ante sentencias de no-accion este alumno utilizo
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una notacion similar incluyendo en la sentencia el valor numérico de ambos

miembros: 1+2,=2+1,.

Los alumnos mostraron tendencia a interpretar las secuencias de nimeros y signos
operacionales como estimulos para llevar acabo una accidn, incluso sin la presencia
del signo igual, llegando a afiadir ellos mismos dicho simbolo: 3+5 escribiendo

3+5=.

Kieran (1981) por su parte hace observar dos nociones intuitivas de igualdad que
desarrollan los alumnos de Educacion Infantil. La primera de ellas es la nocion de
equivalencia numérica entre conjuntos que se basa en contar dos conjuntos de
objetos y ver si en ambos casos se obtiene el mismo resultado. Esta es una nocion
comparativa de igualdad. La otra nocion tiene lugar en la uniéon de conjuntos y es
utilizada cuando se introduce el signo igual: El cardinal de la uniéon de dos conjuntos
coincide con (es igual a) el resultado de combinar ambos conjuntos y contar la

totalidad de los elementos. Esta nocion de igualdad va asociada a una accion.

Posteriormente cuando los alumnos son introducidos al simbolismo aritmético
tienden a interpretar los signos +, —, =, como acciones a realizar, influenciados por
su experiencia pre—simbdlica (Ginsburg 1977, segun cita Kieran, 1981). Asi una
sentencia de la forma 3+5 =8 tienden a leerla como “tres y cinco dan ocho”. Como
consecuencia de la interpretacion de las igualdades y sentencias como acciones, los
alumnos encuentran dificultades para leer igualdades y sentencias numéricas que no
reflejan el orden de las operaciones como por ejemplo 00 = 3 + 5 0 que expresan
relaciones y no acciones como 3 =3 ; dificultades como las que observan Behr et al.
(1980). El signo igual es visto como un operador y no como un simbolo que expresa

una relacion; un simbolo que se define en términos de la respuesta.

Ademads, en ocasiones los alumnos hacen uso del signo igual en cadenas de
operaciones que expresan las operaciones en el orden en que son realizadas,
sirviendo para representar el proceso seguido en la resoluciéon de un problema
(concatenacion de igualdades). Un ejemplo es el siguiente procedente de Kieran

(1981):
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Problema: “En un bosque se plantan 425 arboles nuevos. Unos afios después se
cortan 217 arboles viejos dejando el bosque con 1063 arboles. ;Cudntos arboles

habia inicialmente en el bosque?

Produccion del alumno: 1063 +217= 1280 — 425 = 855

Este uso erroneo del signo igual en el que se expresan las operaciones en el orden en
que se piensan mentalmente, es muy frecuente no so6lo en niflos sino también en

adultos (Fennel y Rowan, 2001; Kieran, 1981; Ma, 1999).

Kieran senala una dificultad adicional en la comprensiéon de las igualdades y
sentencias: la aceptacion de la falta de clausura. Segiin un estudio de Collis (1974),
citado por Kieran (1981), trece afios es la edad a partir de la cual los alumnos®® son
capaces de emplear el signo igual como un simbolo que expresa equivalencia y usar
ecuaciones flexiblemente. Este autor afirma, basandose en la observacion del
comportamiento matematico de alumnos, que en edades comprendidas entre 6 y 10
afos los alumnos necesitan ver expresada en las igualdades y sentencias el valor
numérico de las expresiones no entendiendo sentencias tales como 4+5=3+6.
Posteriormente, entre los 10 y los 13 afos pueden ir perdiendo dicha dependencia de
ver la unicidad de resultados de ambos miembros, expresada en la igualdad o
sentencia, aunque aun estén limitados por la necesidad de la comprobacion empirica.
Posteriormente, sobre los 13 afios de edad, el alumno podra realizar inferencias mas

alla de los modelos fisicos y elaborar generalizaciones a partir de casos especificos.

Kieran (1979) también observa que los alumnos de primer curso de Educacion
Secundaria tienden a construir Unicamente sentencias de accidon, con una operacion
entre dos numeros a la izquierda y su resultado a la derecha (Herscovics y Kieran,

1980).

Estudios de Perry (1985) y Wolters (1991) coinciden en documentar la limitada
comprension del signo igual de alumnos de Educacion Primaria. En un estudio con
227 alumnos de cuarto y quinto de Educacion Primaria, Perry observa que el 88% de
los alumnos que resolvian correctamente problemas sencillos de suma fallaban en la

resolucion de sentencias numéricas de no—accion tales como 4 + 6 + 9 =0 + 9

3% Las argumentaciones de Collis (1974) se refieren a alumnos sin problemas cognitivos.
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(Perry, Church y Goldin—-Meadow, 1988). Por su parte Wolters detecta en los
alumnos la tendencia a considerar y construir inicamente sentencias e igualdades de
accion de la forma convencional a b =c; tendencia que es significativamente
menor en el caso de un grupo de alumnos que recibid ensefianza sobre relaciones y

propiedades de las relaciones trabajando primeramente en un nivel no numérico.

Wolters también recoge las reacciones de alumnos al ser introducidos a las
ecuaciones lineales de la forma 5 =2x — 3, las cuales verbalizan como “cinco da dos

veces algo menos tres” evidenciando una comprension operacional del signo igual.

En un estudio llevado acabo por Falkner et al. (1999), treinta clases de alumnos de
Educacion Primaria resolvieron la igualdad 8 + 4 = O + 5. Las respuestas mas
frecuentes fueron doce (el resultado de la suma 8 + 4) y diecisiete (el resultado de
sumar todos los niumeros que aparecen en la igualdad), detectandose, ademads, la
persistencia de una comprension limitada del signo igual en alumnos de todos los
niveles de Educacion Primaria. Incluso en un grupo de alumnos que habitualmente
escribia sentencias numéricas para mostrar como resolvian los problemas, la mayoria

respondieron 12 y 17 a esta igualdad.

Warren (2003) realiza un estudio longitudinal de tres afios con 76 alumnos de tercero
de Educacion Primaria en el que analiza su comprension de la igualdad como
equivalencia y su habilidad para expresar esta comprension en problemas de la vida
cotidiana. Warren plantea la igualdad 7 + 8 = [0 + 9 a los alumnos cuando estaban en
cuarto y quinto curso, obteniéndose como respuestas mas frecuentes las mismas
detectadas por Falkner et al. (1999): la respuesta correcta (26 y 37 %
respectivamente), la suma de los términos a la izquierda del signo igual (30 y 26 %
respectivamente) y la suma de todos los términos (25 y 24 % respectivamente). La
diferencia de un afo al siguiente no fue estadisticamente significativa. Al menos la
mitad de los alumnos mostrd una comprension operacional del signo igual. Todos los

alumnos fueron capaces de explicar como obtuvieron la respuesta.

Cuando los alumnos fueron capaces de proponer un problema verbal que ilustrara la
igualdad, dicho problema reflejaba en la mayoria de los casos el pensamiento
manifestado en su respuesta. En cuarto curso sélo uno de los veinte alumnos que

resolvio correctamente dicha igualdad fue capaz de proponer un problema verbal
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apropiado para dicha igualdad. Doce alumnos no fueron capaces de proponer ningiin
problema, otro propuso un problema que no se adaptaba a la igualdad aunque
involucraba todos los nimeros, cuatro alumnos propusieron un problema para cada
miembro de la igualdad y los dos restantes propusieron un problema en el que
encadenaban las operaciones del miembro izquierdo y del derecho
(7+8=15+9=0). En la mayoria de los casos los alumnos necesitaron resolver la

igualdad antes de proponer el problema verbal.

En quinto curso el tipo de problemas propuestos fueron similares aunque en este
casos diez de los veintinueve alumnos que resolvieron correctamente la igualdad
fueron capaces de proponer un problema adecuado para dicha igualdad. Segin la
autora, los datos contradicen la posible existencia de niveles o pasos en el desarrollo

de la capacidad de proponer problemas verbales a partir de una igualdad abierta.

En general, la mayoria de los problemas propuestos por los alumnos estan
estructurados de forma que la respuesta aparece a la derecha del signo igual; el tipo

de problemas que es mas habitual en el aula.

Seo y Ginsburg (2003) sefialan tres formas en las que la vision operacional del signo
igual limita la flexibilidad de los alumnos. Las dos primeras, ya mencionadas por
otros autores, son el rechazo de igualdades no canonicas y dificultades para
determinar los valores desconocidos de dichas ecuaciones. Ademas, estos autores
hacen referencia a las interferencias de esta comprension del signo igual con la
comprension de matematicas mas avanzadas; en particular puede dificultar o
interferir en el descubrimiento, la comprension, el recuerdo y el uso de propiedades
aritméticas tales como la propiedad distributiva o de procesos o principios
algebraicos tales como la escritura de expresiones y ecuaciones algebraicas o los

métodos formales e informales que se aplican para la resolucion de ecuaciones.

Estos autores realizan un estudio en el que analizan tres aspectos relacionados con la
comprension del signo igual de un grupo de dieciséis alumnos de segundo de
Educacion Primaria cuya maestra estaba intentando promover el desarrollo de la
comprension del signo igual como expresion de equivalencia mediante la

consideracion de variedad de actividades. Los aspectos analizados son: el modo en

174 Departamento de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada



Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual

que los libros de texto y la maestra presentan el signo igual y el modo en el que el

contexto afecta la interpretacion del signo igual por parte de los alumnos.

En el andlisis del libro de texto los autores observaron que el signo igual era
introducido unicamente en el contexto del calculo de operaciones, siendo muy escaso
el uso de este simbolo con el significado equivalencia numérica. La maestra, en
cambio, trabajé el signo igual en una mayor variedad de contextos: la comparacion
de nUmeros (5>3,6<8 y 5=5), el calculo de sumas y restas
(5+5+3+3+2=18), diferentes “nombres” para un mismo numero
(I1+4=5,2+3=5), medida (comparando regletas Cuisinaire 1 naranja = 2
amarillas), y monedas equivalentes (1 nickel = 5 céntimos). Ademas, trabajo el uso

de los términos “igual”, “lo mismo”, en contextos diversos de la vida cotidiana.

Para evaluar la comprension del signo igual de los alumnos, los autores realizaron
diversas entrevistas en las que les preguntaron por el significado de dicho simbolo
fuera de contexto y en el contexto de sentencias de la forma a + b = [, de sentencias
relativas a las regletas Cuisinaire y otras relativas a equivalencia de monedas.
También les cuestionaron por si tenian sentido algunas igualdades y sentencias no

canonicas (ej., 3=3y O =a £b).

Inicialmente, al preguntar a los alumnos por el significado del signo igual fuera de
contexto, s6lo dos alumnos dieron muestras de comprensioén del signo igual como
expresion de una equivalencia numérica y la mayoria expres6 un significado
operacional (ej., “la respuesta”, “el total”, “la suma”, “lo que es”). Al presentarles
sentencias candnicas los mismos alumnos evidenciaron una interpretacion
operacional del signo igual. Cuatro de ellos le asignaron diferentes significados
segln si se trataba de una sentencia de suma (“todo es”) o una sentencia de resta
(“queda”, “sobra”). En el caso de las sentencias de la forma c=a+*b y a=a, la
mayoria de los alumnos mostraron rechazo, entre ellos los alumnos que habian
mostrado el significado equivalencia. Su aceptacion de diferentes formas de

sentencias dependia de su experiencia previa y no de su comprension del signo igual.

En el contexto de las regletas Cuisinaire y la equivalencia de monedas la mayoria de
los alumnos mostraron comprension del signo igual como expresion de equivalencia,

aunque incluso en estos contextos, cuatro y tres alumnos, respectivamente,
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interpretaron el signo igual de forma operacional. Algunos alumnos reconocian y
explicaban que el significado del signo igual dependia del contexto, pudiendo actuar
como operador o ser expresion de una equivalencia, y aceptaban la desconexion de

estos significados.

A partir de estos resultados, Seo y Ginsburg observan que los alumnos no estan
limitados a una comprensioén operacional del signo igual pero su comprension del
signo igual como expresion de una equivalencia puede no ser integrada con su

comprension operacional.

Reconociendo la comprension del signo igual como un componente esencial del
pensamiento algebraico, Freiman y Lee (2004) realizan un estudio sobre el signo
igual con el objetivo de elaborar un instrumento que permita evaluar el pensamiento
algebraico de los alumnos. Se entiende que dicho instrumento deberd incluir otros
contenidos, ademas de la comprension del signo igual. Este estudio se centra en
detectar qué tipo de igualdades numéricas aportan mayor informacion sobre el
pensamiento de los alumnos y su evolucion en el tiempo, a partir del analisis de sus
respuestas a igualdades abiertas de diferentes formas (a =a,c=a+b,a+b=c y
a+b=c+d). Participaron treinta y cinco alumnos de Educacién Infantil, treinta y
un alumnos de tercero de Educacion Primaria y veintitrés alumnos de sexto de

Educacion Primaria.

Los resultados muestran que las igualdades de las formasa + b=d +Oyc=a + 0
ocasionaron importantes dificultades en todos los niveles. En Educacion Infantil y
tercero de Educacion Primaria ocasionaron un mayor numero de dificultades las
igualdades del tipo O =a + by a + b =0 + d, y en el caso de tercero y sexto de
Educacion Primaria las de la forma ¢ =0 + . La mayoria de los alumnos resolvid
correctamente las igualdades de la forma a+b =c (independientemente de la
posicion del término desconocido), y las de la forma a=a sbélo causaron
dificultades a los alumnos de Educacion Infantil. La mayoria de las respuestas
erroneas detectadas en este trabajo fueron: repetir uno de los términos, escribir la
suma o diferencia de dos de los términos de la igualdad y la suma de todos los

numeros de la igualdad.
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Como resultado de este estudio, aquellas igualdades que permitieron distinguir
mayormente entre unos alumnos y otros son propuestas para constituir parte de un
instrumento de evaluacion del pensamiento algebraico de los estudiantes. En orden
de importancia se sugieren las siguientes igualdades para un test apto para los
diferentes niveles de la Educacion Primaria: a + b =c +0,a + b =0 + d, c=a +0,

O=a+byc=0+b.

En otro estudio con ochenta alumnos de segundo y tercero de Educacién Primaria,
McNeil (2004) compara la resolucion de igualdades numéricas abiertas de no-accion
en dos grupos de alumnos, unos que habian recibido ensefianza previa sobre el
significado del signo igual equivalencia numérica, y otros que, en cambio, habian
estado trabajando en la resolucion de igualdades de accion. Los resultados de este
estudio muestran que la mayoria de los alumnos respondié incorrectamente a las
igualdades. La respuesta mas frecuente fue operar conjuntamente todos los términos,
especialmente en el caso de los alumnos que habian mostrado fluidez en el calculo en
una prueba previa y no habian recibido ensefianza relativa al significado del signo
igual equivalencia numérica. Otras respuestas detectadas fueron operar los términos

del miembro derecho de la igualdad y repetir uno de los términos.

El interés de esta autora es analizar si el conocimiento de los alumnos sobre las
operaciones aritméticas obstruye su habilidad para resolver igualdades abiertas
noveles tras un periodo de ensefianza. Los resultados muestran que los alumnos que
habian estado trabajando con igualdades abiertas de accion resolvieron

incorrectamente un mayor numero de igualdades de no-accion.

Esta autora sefala con este estudio el papel del conocimiento previo del alumno
como causa de dificultades en la adquisicion de nuevo conocimiento. En el caso de
las igualdades numéricas, el conocimiento previo de los alumnos favorece el uso de
la estrategia de operar conjuntamente todos los términos, la consideracion de la
estructura de las igualdades de no-accion convencionales como la tinica aceptable y

una interpretacion operacional del signo igual.

En relacion con este estudio destaca un trabajo de McNeil y Alibali (2004) en el que
analizan el papel, en la codificacion de igualdades por parte de alumnos de cuarto

curso de Educacion Primaria, de la estructura de una igualdad numérica y la
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estrategia utilizada en su resolucion. Por codificacion de las igualdades se refieren a
la representacion interna de las igualdades lo cual evaluan a partir de la
reconstruccion de igualdades abiertas, por parte de los alumnos, tras haberlas

observado durante 5 segundos.

Las igualdades abiertas consideradas son de accion con el término desconocido a la
derecha del signo igual y las operaciones en el miembro izquierdo (ej.,
3+4+5+3=0, 4+8+5+7=0), y de no-accion con el término desconocido en el
miembro derecho el cual estd formado unicamente por dos términos (ej.,
3+4+5=3+0, 3+4+5=0+5). Todas involucran unicamente la operacion suma

y numeros de una cifra.

En la codificacion de las igualdades los alumnos mostraron errores numéricos y
errores conceptuales, en términos de McNeil y Alibali. Los primeros corresponden a
la codificacion incorrecta de algunos de los términos que componen la igualdad, los
segundos a la codificacion incorrecta de la estructura de la igualdad. Por ejemplo, en
la codificacion de la igualdad 4+3+5=4+0 algunos errores numéricos fueron
manifestados por los alumnos al escribir las igualdades 4+3+6=4+0 vy
4+5+3=4+0. En esta misma igualdad algunos errores conceptuales son
ejemplificados al escribir los alumnos las expresiones4+3+5+4 =[],

4+3+5=40,y 4+3+5=0.

Los errores conceptuales fueron los més frecuentes. En las igualdades de accion el
error conceptual mas frecuente fue omitir el signo igual. En las igualdades de no-
accion este tipo de errores fueron mas variados: omitir el signo igual, omitir el signo
operacional del miembro derecho, omitir uno de los términos del miembro derecho u
omitir tanto el signo operacional como uno de los términos del miembro derecho. El
mayor numero de errores tanto numéricos como conceptuales tuvieron lugar en las
sentencias de no-accidn con el término desconocido en el lugar mas a la derecha del
signo igual (a+b+c=a+0). Segin las autoras la codificacion depende de
caracteristicas perceptivas de las igualdades, siendo la causa del menor rendimiento
en ese tipo de igualdades de no-accion la similitud perceptiva de su estructura con la

estructura de las igualdades de accion.
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En la resoluciéon de estas igualdades los alumnos dieron ocho tipos de respuestas: la
suma de todos los niimeros de la igualdad, la suma de los nimeros del miembro
izquierdo de la igualdad, cadenas de operaciones conectadas por medio del signo
igual, la repeticion de uno de los términos de la igualdad, el nimero que iguala el
valor numérico de ambos miembros (respuesta correcta), la suma de los nimeros del
miembro izquierdo de la igualdad menos el término del miembro derecho (respuesta
correcta), la suma o resta de dos de los términos del miembro izquierdo, y una

respuesta inventada.

Los resultados del estudio muestran que los alumnos que emplearon estrategias
correctas codificaron correctamente las igualdades en un mayor niimero de casos.
Las autoras observan en los resultados la confirmaciéon de que los resolutores
codifican inicamente las caracteristicas de una igualdad que les son necesarias para
guiar su accion. Asi, los alumnos que tendian a utilizar la estrategia de sumar
conjuntamente todos los términos, hicieron la codificacion de los nimeros mas

correctamente que la codificacion de la estructura (superficial) de la igualdad.

Ademas, observan que los alumnos que utilizaron una mayor variedad de estrategias
tuvieron un mejor rendimiento en la codificacion de las igualdades. Los resolutores
que tendian a utilizar una unica estrategia codificaban unicamente los elementos
necesarios para el uso de esa estrategia no prestando atencidon a otras caracteristicas
de importancia en la igualdad. Los alumnos que utilizaron una menor variedad de
estrategias cometieron menos errores numéricos mientras que los que utilizaron una

mayor variedad de estrategias cometieron menos errores conceptuales.

En particular estos autores concluyen que los alumnos de cuarto de Educacion
Primaria no tienen una buena comprension de la sintaxis de las igualdades, y en

especial tienen una comprension limitada del signo igual.

Knuth et al. (2005) realizan un estudio sobre la comprension de los conceptos de
equivalencia y variable con 373 alumnos de ultimo curso de Educacién Primaria y

dos primeros cursos de Educacion Secundaria. En este estudio los alumnos debian
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explicar cual es el significado del signo igual y comparar las soluciones de las

igualdades™ 2 x O+ 15=31y2x O +15-9=31-09.

En los resultados se detecta una tendencia lineal, estadisticamente significativa, en el
porcentaje de alumnos que verbaliza la interpretacion del signo igual como una
equivalencia, aunque, incluso en segundo de Educacién Secundaria, s6lo un 48% de
los alumnos expresan esta interpretacion. Los autores observan que los alumnos que
expresan una interpretacion del signo igual como equivalencia, muestran un mayor

rendimiento en igualdades abiertas de no-accion.

Respecto a la comparacion de las dos igualdades antes mencionadas, se observa que
aquellos alumnos que habian expresado el significado del signo igual equivalencia
numérica tienen un mejor rendimiento y son mas propensos a reconocer la
equivalencia de ambas igualdades a partir de la apreciacion de que la misma
operacion ha sido aplicada a ambos miembros (es decir, hacen uso de pensamiento
relacional), en vez de utilizar otras estrategias como calcular el término desconocido
de cada igualdad y comparar. Ambos aspectos fueron mdas frecuentes conforme

aumentaba el curso al que pertenecian los alumnos, siguiendo una tendencia lineal.

Es destacable el porcentaje de alumnos (24%) que reconocieron la equivalencia de
las igualdades mediante pensamiento relacional habiendo expresado previamente una
interpretacion operacional del signo igual. No obstante, consideramos que el modo
en que estos autores evallan la comprension del signo igual, peguntando
directamente por el significado de este signo a partir de la consideracion de la
sentencia 3+4 =7, puede haber obstaculizado la verbalizacion del significado del

signo igual equivalencia numeérica.

Estos mismos autores, analizan la comprension del signo igual de 177 alumnos de
quinto y sexto de Educacién Primaria y dos primeros cursos de Educacion
Secundaria y su relacidon con su rendimiento en la resolucion de ecuaciones lineares
(Knuth et al., 2006). En este estudio observan que relativamente pocos alumnos

comprenden el signo igual como expresion de una equivalencia numérica, no

39 Para distinguir el uso de la x como variable o incognita de su uso como simbolo de operacional de
la multiplicacion, en este Gltimo caso se separa el signo operacional de los factores involucrados por
medio de espacios a ambos lados de dicho signo.
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observandose mejora en dicha comprension a lo largo de los diferentes cursos

considerados, aunque si en la resolucion de las ecuaciones lineales.

A partir de los resultados de un test estandarizado se detecta una relaciéon positiva
entre la habilidad matematica medida por dicho test y la comprension del signo igual
como expresion de una equivalencia numérica. También se observa una fuerte
relacion positiva entre la comprension del signo igual de los alumnos y su
rendimiento en la resoluciéon de ecuaciones, incluso, cuando se controla la habilidad

matematica por medio de los resultados del test estandarizado.

Estos autores prestan especial atencion en el uso de estrategias algebraicas, es decir,
de métodos algebraicos tipicos para la resolucion de ecuaciones, diferenciandolo del
uso del ensayo y error o de la estrategia de deshacer el proceso expresado en la
ecuacion. El uso de este tipo de estrategias por los alumnos de segundo curso de
Educaciéon Secundaria se mostré en mayor medida en el caso de alumnos con

comprension del signo igual como una expresion de equivalencia numérica.

En un estudio reciente (Jones, 2006; Jones y Pratt, 2005), Jones y Pratt describen la
interpretacion operacional de alumnos de 12 afios y de 8-9 afios observada durante el
manejo de diferentes software matematicos. Mediante el uso con alumnos de 89
anos de “Equivalence Calculator” (la calculadora de equivalencia), un software
disefiado para dificultar la interpretacion operacional del signo igual, los autores
observan el rechazo de los alumnos a usar el signo igual con un significado no
operacional, apreciando sus dificultades en la construccion de sentencias de no—
accion. Los alumnos muestran rechazo o menor aceptacion de las sentencias
numéricas de la forma ¢ = a * b, siendo * cualquier simbolo operacional aritmético.
Pese a aceptar la bidirecionalidad de la calculadora de equivalencia, tienden a
escribir las sentencias de accion con las operaciones en el miembro izquierdo, no

trasfiriendo dicha bidireccionalidad a su uso del simbolismo aritmético.

Algunos alumnos expresan la imposibilidad de que se entiendan sentencias de no-
accion en las que no se expresa el valor numérico de ambos miembros, evidenciando
necesidad de clausura de las expresiones. Adicionalmente, los resultados del uso de
ambos software informativos, muestran que los alumnos construyen significados

diferentes del signo igual segun si lo trabajan con una u otra de estas herramientas.
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Compresion del signo igual en contextos algebraicos

En cursos superiores, de la Educacion Secundaria y de Universidad, los alumnos
siguen mostrando dificultades en la comprension del signo igual. Dicha comprension
no necesariamente es desarrollada a lo largo de su formacion aritmética y algebraica
pese a haber trabajado la resolucion de ecuaciones algebraicas y haber encontrado
igualdades de no—accion relativas a las propiedades conmutativa y asociativa. En la
mayoria de los casos estas dificultades no se hacen explicitas hasta la introduccion
del algebra. La mayoria de los alumnos se encuentra entonces con la necesidad de
concebir el signo igual como un simbolo de equivalencia, en particular para poder
comprender y aprender las estrategias algebraicas para la resolucion de ecuaciones

(Baroody y Ginsburg, 1983; Gallardo y Rojano, 1988).

Los alumnos de Universidad, pese a ser capaces de resolver ecuaciones sencillas de
una sola variable, muestra una inadecuada comprension del signo igual. En un
estudio realizado con 150 alumnos de Universidad, Mevarech y Yitschak (1983)
observan que el signo igual presenta a los alumnos mas dificultades que el signo <.
Mientras un 19% consider6 el signo “menor que” como un simbolo operacional, el
44% de los alumnos considero el signo igual como “una sefial para hacer algo”.
Apreciando también importantes dificultades en la comprension de las propiedades

reflexiva, simétrica y transitiva de la relacion de igualdad.

Byers y Herscovich (1977) observan que alumnos de dalgebra de Educacion
Secundaria emplean el signo igual incorrectamente como un simbolo separador, en
vez de como expresion de una equivalencia entre las expresiones a ambos lados,

como se muestra en los siguientes ejemplos:

2x+3=5+x f(x) = x*= £ (x)=2x
2x+3-3=5+x

2x=5+x-x-3

2x—x=5-3

Xx=2

También en relacion con el signo igual, Gallardo y Rojano (1988) observan que, a
partir de su experiencia aritmética, los alumnos tienden a construir la regla de que no

importa donde se realicen las operaciones expresadas en una ecuacion con tal de que
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se ejecuten alguna vez. Por ejemplo, consideran equivalente las ecuaciones
3x + 154 = 475 y 3x = 475 + 154. La preocupacion de los alumnos por operar de

inmediato les conduce a ignorar el signo igual.

5.1.3 Desarrollo de comprension del signo igual como equivalencia

Algunos de los estudios que consideran igualdades y sentencias de accidén y no—
accion, tales como Baroody y Ginsburg (1983), Sdenz—Ludlow y Walgamuth (1998),
Koehler (2002, 2004), Carpenter et al. (2003, 2005) y nuestro estudio previo Molina
(2005), dan muestras de la capacidad de los alumnos de Educacion Primaria de
desarrollar, en mayor o menor grado, una comprension del signo igual como
expresion de equivalencia numérica. Estos estudios permiten conocer algunas de las
dificultades que encuentran los alumnos en el desarrollo de la comprension del signo
igual en contextos aritméticos, asi como aspectos destacables de dicho proceso y

actividades que pueden favorecerlo.

Kieran (1981) recoge los resultados de un estudio de Denmark y otros (1976) en el
que analizan coémo alumnos de primero de Educacion Primaria interpretan el signo
igual después de haber realizado diversas actividades con una balanza. En dicho
estudio observaron que los alumnos tendian a interpretar el signo igual como un
comando para realizar una operacion, pero habian desarrollado su comprension
llegando a aceptar expresiones de la forma a =a, c=a*b y atb=c=*d. Estos
autores concluyen que tanto la instruccion como limitaciones cognitivas determinan

la concepcion del signo igual de los estudiantes.

Baroody y Ginsburg (1983) evaluaron la comprension del signo igual de tres grupos
de 15 alumnos de primero, segundo, y tercero de Educaciéon Primaria que habian
recibido ensefianza, durante al menos siete meses, con un curriculo que promueve la
comprension del signo igual como expresion de una equivalencia numérica en juegos
en los que en ocasiones los alumnos debian completar sentencias abiertas (Curriculo
Wynroth). Dichos juegos abordaban la practica del conteo, las relaciones mas que,
menos que, mismo nimero y relaciones de orden, el uso de los signos >, <, =, #, las
operaciones basicas de la aritmética, y la estructura del sistema de numeracion

decimal.
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Tras el periodo de implementacion del curriculo, los alumnos fueron entrevistados
individualmente sobre la veracidad o falsedad de sentencias numéricas de accion y
no—accioén, asi como sobre si la forma de las sentencias les era familiar. Los
resultados obtenidos muestran que la ensefianza fue parcialmente exitosa en el
desarrollo de comprension del signo igual como expresion de una equivalencia. Los
alumnos que mostraron dicha comprension lo hicieron en variadas ocasiones pero de
manera inconsistente, siendo mdas consistentes los alumnos de primero con una
diferencia estadisticamente significativa respecto de los de segundo. Dicha diferencia
puede ser debida, segun los autores, a la influencia de la ensefianza que los alumnos

de segundo habian recibido en los cursos anteriores.

Tras el periodo de ensefanza, los alumnos mostraron una actitud mas flexible hacia
sentencias de formas no convencionales, es decir, diferentes de la forma axb=c.
En particular, al encontrar sentencias de formas diferentes a las consideradas a lo
largo del proceso de ensefianza (ej., 7 + 6 = XIII, 7+ 6 =6 + 6 +1) aproximadamente
la mitad de los alumnos consideraron que dichas sentencias “tenian sentido”, es
decir, eran o parecian correctas. Aunque a lo largo de la instruccién los alumnos
habian encontrado una frecuencia considerable de sentencias de la forma c=a b,
solo el 47% de los alumnos de primero y el 20% de los alumnos de segundo
consideraron su forma familiar. Ademas, s6lo la mitad de los alumnos de segundo y
tercero indicaron familiaridad con la sentencia 7+6=6+6+1, habiendo

encontrado previamente diversas variaciones de la igualdad 5+5=2+ 6+ O.

La falta de clausura no mostr6é ser una dificultad relevante. Si se detectd cierto
conflicto entre la interpretacion del signo igual como equivalencia y una
interpretacion operacional. Ademas, los alumnos de primero encontraron importantes
dificultades en las sentencias de la forma a =5 = ¢ £ Oy, en mayor medida, en las de

laforma O =atbh.

A partir de este estudio, Baroody y Ginsburg concluyen que la instruccién puede
promover un significado del signo igual como expresion de equivalencia, y que mas
que limitaciones cognitivas o de desarrollo relativas a la edad, lo que limita la
comprension del signo igual de los alumnos es el proceso de asimilacion, en términos
de Piaget, es decir, el proceso de comprension del signo igual a partir de los esquema

de los que dispone el sujeto (Slavin, 2003). Afirman que tanto factores de ensefianza

184 Departamento de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada



Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual

como cognitivos contribuyen a la concepcién operacional del signo igual de los
alumnos. Segln estos autores, los alumnos inician su formacion matematica escolar
con una tendencia a considerar el signo igual como un simbolo operacional debido a
su experiencia informal con actividades de adicidn, y la ensefianza tradicional de este
simbolo refuerza esta concepcion. Una cuidada introduccion del signo igual que
aborde su significado expresion de equivalencia es sugerida para disminuir la
resistencia cognitiva de los alumnos a aprender el significado de equivalencia de este

simbolo y facilitar el aprendizaje de este significado necesario en niveles superiores.

Segliin Baroody y Ginsburg aunque matematicamente el signo igual sea simbolo de
equivalencia, psicolégicamente no puede ser separado de un significado operacional
en tanto que su uso, con la excepcién de las expresiones de la forma a = a, conlleva
el calculo del valor numérico de las expresiones de ambos miembros para establecer
la igualdad. Estos autores insisten en las diferencias psicologicas, aunque no
matematicas, de sentencias tales como 4+3 =7 y 7=4+3, en tanto que la primera
expresa la combinacion de dos términos y la segunda la descomposicion de un

término.

Sdenz—Ludlow y Walgamuth (1998) también han documentado la confusion que
experimentan los alumnos de tercero de Educacion Primaria cuando encuentran
igualdades de no—accién asi como la frecuente interpretacion del signo igual como
un comando para realizar una operacion. Los alumnos de tercero, con los que
trabajaron durante un afio, mostraron marcadas dificultades en la lectura de

igualdades de no-accion.

Los alumnos manifestaron diferentes interpretaciones de los miembros derecho e
izquierdo de las sentencias, explicando que los términos del miembro derecho no se
operan, en contraposicion con los del izquierdo que si lo hacen. También dieron
muestras de la necesidad de la falta de clausura al exigir que “la respuesta”

apareciera expresada en la sentencia.

En este experimento de ensefianza, los alumnos llegaron a desarrollar el significado
del signo igual equivalencia numérica mediante discusiones que favorecian el

intercambio y contraste del pensamiento de los distintos alumnos, considerandose
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algunas igualdades basadas en la propiedad reflexiva de la igualdad (ej.,

6 +6 = 6+ 6) para desafiar sus concepciones del signo igual.

Carpenter et al. (2003, 2005) centran su atencidon en cuatro aspectos del pensamiento
algebraico a desarrollar desde la ensefianza de la aritmética: la comprension del signo
igual, hacer explicitas las generalizaciones, la representacion de generalizaciones
mediante el lenguaje natural y mediante notacion algebraica, y la comprension de
niveles de justificacion y demostracion. Dicho trabajo ha dado lugar a un libro
(Carpenter et al., 2003) en el cual se exponen algunos de los resultados y se dan
recomendaciones a los docentes para que creen en el aula situaciones en las que se

promueva dichos aspectos del pensamiento algebraico.

En este libro, Carpenter y sus colaboradores enumeran una serie de etapas hacia las
cuales se puede trabajar en el desarrollo de la comprension del signo igual de los
alumnos. Dichas etapas son propuestas como una guia para el educador, habiéndose
observado que existe una gran variabilidad en la evolucion de los alumnos en la
comprension del signo igual y que no todos los estudiantes atraviesan estas cuatro

etapas.

Etapa 1: El alumno hace explicita su comprension del signo igual, es decir, da a
conocer su concepcion inicial del signo igual.

Etapa 2: El alumno acepta como verdadera alguna sentencia de no-accion.

Etapa 3: El alumno reconoce que el signo igual representa una relacion entre dos
nimeros iguales y compara ambos miembros de la sentencia realizando las
operaciones expresadas en cada miembro.

Etapa 4: El alumno es capaz de comparar las expresiones matematicas situadas a

ambos lados del signo igual sin necesidad de llevar acabo las operaciones.

En este estudio la comprension del signo igual fue abordada con el objetivo de poder
utilizar las igualdades y sentencias numéricas como contexto en el que explorar
como los estudiantes reflexionan sobre los procedimientos computacionales para
construir generalizaciones y representaciones abstractas de estos procedimientos y
estas generalizaciones. Los datos publicados se limitan a diversos didlogos o
fragmentos de discusiones en el aula, ilustrativos del modo en que algunos alumnos

manifestaron su comprension del signo igual, usaron pensamiento relacional en la
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resolucion de las igualdades y sentencias, elaboraron conjeturas o iniciaron su
representacion simbdlica. No se tienen datos, por tanto, de las dificultades
encontradas en este proceso ni del nimero de alumnos que mostraron avances en

dicho desarrollo.

Estos autores sugieren el uso de igualdades numéricas abiertas y sentencias
verdaderas y falsas para promover el desarrollo de la comprension de los alumnos del
signo igual y del uso de pensamiento relacional, sefialando que no es suficiente con
mostrarles a los alumnos el uso correcto del signo igual. Los alumnos necesitan
oportunidades para aplicar y desarrollar su comprension del signo igual, para poder

desarrollar una comprension robusta de este simbolo.

Koehler (2002) estudia el desarrollo de la comprension del signo igual de cinco
alumnos de segundo de Educacion Primaria, con los que trabajo, en pequefio grupo,
en la resolucion de igualdades y sentencias numéricas, durante cinco sesiones de 30 a
40 minutos repartidas a lo largo de un mes. Cuatro de ellos manifestaron inicialmente
una limitada comprension del signo igual, explicando que el signo igual significaba
que habia que sumar todos los niimeros o dar la respuesta a la operacién en el
miembro izquierdo de la igualdad. Los alumnos, ademads, expresaron que una misma

igualdad abierta podia tener mas de una solucion.

A lo largo de las distintas sesiones los alumnos mostraron una interpretacion del
signo igual variable, segin la sentencia considerada, desarrollando poco a poco
comprension de este simbolo como expresion de una equivalencia numérica en el
contexto de las sentencias numéricas verdaderas y falsas. Sin embargo, dicha
comprension no fue trasferida por tres de ellos a las igualdades abiertas donde,
repetidamente, volvian a interpretar el signo igual como un simbolo operacional. Una
de las alumnas mostr6 ser capaz de juzgar la falsedad de la respuesta que habia
propuesto pero no supo averiguar el nimero que hacia verdadera la igualdad. Estos

alumnos mostraron aceptar dualidad de significados para el signo igual.

En otro estudio de esta misma autora (Koehler, 2004), se aprecian dificultades por
parte de alumnos de segundo y tercero de Educacion Primaria en la comprension del
signo igual y en la resolucion de igualdades abiertas de accion en las que la cantidad

a averiguar se encuentra en el término mas a la derecha del miembro izquierdo, tales
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como 73+18-0 = 73. No obstante, el trabajo continuado con igualdades y
sentencias numéricas basadas en la propiedad conmutativa ayud6é a promover el
desarrollo de esta comprension ya que “los alumnos querian que ambos lados del

signo igual parecieran iguales” (p.32).

Theis (2005) se centra en el caso de un alumno de primero de Educacion Primaria el
cual, pese a su buen rendimiento escolar general, muestra numerosas dificultades en
el desarrollo de su comprension del signo igual. Este alumno acepta tnicamente
sentencias de accion con la operacion en el miembro izquierdo. El autor senala la
enseflanza previa recibida por los alumnos como posible origen de esta concepcion
operacional del signo igual, al observar que en el libro de texto predominaban las
igualdades de accion con las operaciones en el miembro derecho y que en el libro del
docente no se hacia mencidn especifica sobre la ensefanza de este signo. Ademas,
los docentes confirmaron no hacer intervenciones adicionales a las incluidas en el

libro de texto en relacion con el signo igual.

Tras el periodo de ensefianza de seis semanas, centrado en el trabajo con materiales
concretos en la resolucion de igualdades abiertas y sentencias verdaderas y falsas, el
alumno interpreto el signo igual como expresion de una equivalencia numérica en
sentencias e igualdades de no-accion. No obstante, el autor sefala la resistencia
inicial del alumno a modificar su comprension operacional del signo igual
(aceptando sentencias de accidon con las operaciones en el miembro derecho pero
realizando su lectura de derecha a izquierda) y su tendencia a utilizar esta
interpretacion del signo igual en ciertas situaciones, durante el periodo de ensefianza
y en una prueba realizada diez dias después. Los demas alumnos del aula también
mostraron cierto progreso en la comprension del signo igual y fragilidad o
inestabilidad en su comprension del signo igual. La intervencion realizada no ayudo

a los alumnos a superar por completo su limitada comprension del signo igual.

Por ultimo, recogemos los principales resultados de nuestro estudio previo Molina
(2005) en relacion a la comprension del signo igual. En dicho estudio llevamos a
acabo un experimento de ensefianza con un grupo de 18 alumnos de tercero de
Educacién Primaria. Durante cinco sesiones de trabajo en el aula, trabajamos la
resolucion de igualdades abiertas y sentencias verdaderas y falsas, mediante

discusiones y actividades escritas, promoviendo el uso y desarrollo de pensamiento
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relacional. Las igualdades estan compuestas por nimeros naturales y las operaciones
elementales de la estructura aditiva, involucrando relaciones o propiedades
aritméticas basicas. Uno de los principales aspectos abordados a lo largo de dichas

sesiones fue el estudio y desarrollo de la comprension del signo igual de los alumnos.

En este estudio se detectan tres etapas en la evolucion de la comprension del signo
igual de los alumnos, las cuales denominamos: operador o estimulo para una

respuesta, expresion de una accion y expresion de equivalencia.

La primera de estas etapas operador o estimulo para una respuesta (ER), se refiere al
uso del significado operador del signo igual al abordar cualquier tipo de igualdad o
sentencia. En esta etapa los alumnos tendian a resolver correctamente igualdades y
sentencias de la forma axb=c pero no las de formas menos convencionales
(a=a, c=axb, atb=ctb y atb=cxbte). Los alumnos en esta ctapa

tendian a centrarse en la parte de la sentencia de la forma a+b =c.

La segunda etapa, expresion de una accion (EA), se refiere al uso del significado del
signo igual expresion de una accion al abordar cualquier tipo de igualdad o
sentencia. En esta etapa los alumnos resolvian correctamente igualdades y sentencias
de la forma ¢ =a*b, pero encontraban dificultades en las expresiones de la forma
atb=cxbdando respuestas tales como: 17 en la igualdad 14 + O = 13 + 4
(centrandose en la parte 0 = 13 + 4 ¢ ignorando el 14) 6 O en 12 + 7 =7 + O
(centrandose en la parte 7 =7 + O e ignorando ¢l 12). En estos casos los alumnos se
centraban en una parte de la igualdad o sentencia que era de la forma c=azb,
ignorando el otro término. En otras igualdades los alumnos consideraron que el
término mas a la derecha del signo igual era “la respuesta”. Por ejemplo, un alumno
respondi6 5 a la igualdad 12 + 7 =7 + O, ignorando el 7 del miembro izquierdo de la
igualdad y centrandose en la parte 12 = 7 + 0. En esta etapa los alumnos también
dieron respuestas erroneas como las asociadas al uso del significado operador del

signo igual.

Los alumnos que mostraron este significado reconocian la propiedad simétrica de la
igualdad aunque no interpretaban el signo igual como la expresion de una

equivalencia. Pensaban en el signo igual como la expresion de una cadena de
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operaciones y su resultado pero aceptaban que el resultado podia estar en cualquiera

de los lados del signo igual.

En estas dos primeras etapas los alumnos representaban “la respuesta o resultado” de
la expresion contenida en la igualdad, lo cual atribuimos a la dificultad con la falta de
clausura de las expresiones anteriormente comentada. Estos alumnos consideraban

las igualdades y sentencias como expresiones de acciones y no de una relacion.

La ultima etapa, expresion de equivalencia numérica (EE), se refiere a la
interpretacion del signo igual como un simbolo que expresa una equivalencia de
valores numéricos entre las expresiones situadas a ambos lados. En esta etapa los

alumnos resolvian correctamente igualdades de todas las formas consideradas.

A lo largo de las cinco sesiones de trabajo en el aula, los alumnos mostraron
encontrarse en una de estas tres etapas en cada momento y su comprension fue
evolucionando tal y como se indica en la Tabla 5-6. La evolucién de ocho de los
alumnos siguid la trayectoria ER-EA—EE. La comprension de otros cinco alumnos
avanz6 del significado estimulo para una respuesta a la de expresion de una
equivalencia, saltando la etapa intermedia. So6lo la evolucion de tres alumnos fue en
contra de la trayectoria ER-EA—EE, al mostrar cierta regresion en su comprension
entre algunas sesiones (Ver Molina (2005) para una mayor descripcion de los

resultados).

Tabla 5-6: Evolucion de los significados del signo igual de los alumnos a lo largo de las cinco
sesiones

Significados del Igualdadesy | 1 Sesion | 2* Sesion| 3* Sesién | 5 Sesién
signo igual sentencias N=14 |N=15 |N=18 |N=15

resueltas

correctamente
Estimulo parauna| atb=c¢ 8 5 0 1
respuesta (ER)
Expresiondeuna [axb=c 4 5 3 1
accion (EA) y

c=azxhb
Expresion deuna |atb=c 0 3 12 12
equivalencia y
numérica (EE) c=azxb

y

axtb=cxd

No estable 2 2 3 1
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En particular este estudio da muestras de la capacidad de los alumnos de tercero de
Educacion Primaria para desarrollar el significado equivalencia del signo igual.
Concretamente, tres alumnos adoptaron rapidamente la concepcion expresion de una
equivalencia tras la primera sesion de intervencion en el aula. La mayoria desarrollo
esta concepcion hacia el final de la tercera sesion, y tres alumnos necesitaron al
menos de los cuatro dias para desarrollar el significado equivalencia del signo igual.

Dos alumnos retrocedieron en dicha comprension entre la tercera y la quinta sesion.

Algunos alumnos escribieron sentencias con tres o cuatro miembros formados por
expresiones equivalentes tales como 10+11=21=20+1 6
25+10=35=30+5=35. Conjeturamos que este tipo de sentencias facilitaron a
los alumnos la transicion de una comprension operacional del signo igual a una
comprension de este simbolo como expresion de equivalencia, ya que permiten
representar todos los pasos de su pensamiento y escribir la “respuesta”, o valor
numérico de las expresiones, en la propia sentencia sin violar el significado
equivalencia del signo igual. Este tipo de sentencias conjugan las sentencias de

accion con las de no-accion evitando la falta de clausura.

En el desarrollo de su comprension del signo igual los alumnos mostraron variadas
dificultades. Primeramente observamos que, para la mayoria de los alumnos, no fue
suficiente explicarles el significado equivalencia del signo igual para que lo
adoptaran como propio. Solo tres alumnos lo hicieron. El uso del signo igual en

sentencias de no-accion no les resultaba natural.

En las igualdades abiertas de accion los alumnos dieron inicialmente variedad de
respuestas: la respuesta correcta, la repeticion de uno de los términos, el resultado de
operar todos los numeros de la igualdad o la respuesta a una igualdad de tres
términos obtenida al ignorar uno de los miembros de la igualdad; siendo esta ultima
la respuesta mas frecuente. Los alumnos mostraron ser capaces de hallar valores
desconocidos permitiéndonos deducir que sus dificultades en la resolucion de las

igualdades y sentencias eran debidas a su limitada comprension del signo igual.

Inicialmente, en la resolucion de igualdades abiertas, detectamos una fuerte
tendencia computacional: los alumnos procedian inmediatamente a calcular sin llegar

a mirar la totalidad de la igualdad. Este comportamiento puede ser consecuencia de
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la fuerte orientacion al célculo que predomina en la ensefianza de la aritmética,
especialmente en los primeros cursos, como sefialan Kieran (1989) y Liebenberg et

al. (1999).

Algunas respuestas de los alumnos mostraron que no estaban seguros de qué hacer.
Simplemente las igualdades de la forma c¢=a+b confundian a los alumnos.
Observamos que, como sefialan Lindvall e Ibarra (1978), algunos alumnos
consideraban las igualdades o sentencias no como expresiones de relaciones sino
como una lista de numeros y simbolos operacionales, y aplicaban las operaciones a
los nimeros como consideraban posible o mas conveniente en cada caso. Un ejemplo
de esto lo observamos en la primera sesion cuando un alumno explicod su respuesta
26 alaigualdad 12 + 7 =7 + O: “Por que doce mas siete es diecinueve y entonces
hay igual a siete y entonces hay un mas de nuevo, pero si movemos este (7) aqui, es

doce mas siete mas siete”

Durante la sesion 2 los alumnos encontraron dificultades en las sentencias verdaderas
y falsas debido a la posicion del signo igual en mitad de la sentencia y a la falta de
operacion en las sentencias a = a . Explicaron que preferian ver el signo igual al final
de la sentencia. También reaccionaron negativamente ante las sentencias de la forma
c=a*b afirmando que eran falsas porque estaban al revés y cambiandolas a la

forma axb=c 6 cxa=bh.

Algunos alumnos usaron el signo igual incorrectamente para expresar cadenas de
operaciones. Para los alumnos tenia sentido encadenar las operaciones mediante el
signo igual, probablemente, porque este es el modo en que las sentencias suelen ser
expresadas verbalmente. Este uso inadecuado del signo igual, al que hemos

denominado previamente concatenacion de igualdades, se mostr6 bastante duradero.

Elementos del enfoque de enserianza claves en el desarrollo de la comprension del
signo igual de los alumnos. En este estudio, todos los alumnos mostraron
inicialmente una limitada comprension del signo igual. Para la mayoria de la clase
las actividades y discusiones de igualdades y sentencias numéricas basadas en
propiedades y relaciones aritméticas basicas, les facilité el desarrollo del significado
del signo igual equivalencia numérica. Varios elementos fueron claves en el enfoque

de ensefianza:
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- La consideracion de variedad de igualdades y sentencias que ayudaron a detectar
los significados del signo igual de los alumnos y a desafiarlos a reconsiderar sus
interpretaciones del signo igual.

- El uso de sentencias basadas en propiedades aritméticas, las cuales favorecieron
la disminucion de la tendencia computacional de los alumnos y la consideracion
de las igualdades como totalidades a ser analizadas.

- Las discusiones en las que se incit6 al intercambio de multiplicidad de modos de
resolucién de una sentencia o igualdad y al intercambio y escucha de las
opiniones de todos los alumnos.

- El uso activo del signo igual por parte de los alumnos para construir sentencias
de no—accion verdaderas y falsas fue también un elemento critico en el
aprendizaje de los alumnos segun los datos. Esta actividad les permitid utilizar su
comprension emergente del signo igual. El tener que crear sentencias con cuatro
términos, dos en cada lado del signo igual, y dos operaciones, iba en contra de su
concepcion de las sentencias numéricas como expresiones que involucran

operaciones Unicamente en un miembro.

5.1.4 Origen de la comprension operacional del signo igual

Considerando las numerosas dificultades que los alumnos presentan en la
comprension del signo igual puede cuestionarse si su origen radica en una
inadecuada comprension del concepto de igualdad entre cantidades. Sin embargo,
diversos autores (Falkner et al., 1999; Kieran, 1981; Schifter et al., en prensa;
Schliemann, Carraher, Brizuela y Jones, 1998) han demostrado que la mayoria de los
alumnos de Educacion Infantil y primeros curso de Educacion Primaria presentan
una correcta comprension del concepto de igualdad cuando consideran relaciones de
igualdad en experiencias fisicas de modelizacion o en problemas verbales. Las
dificultades en la comprension del signo igual parecen ser resultado de una limitada

interpretacion de dicho signo.

Un ejemplo puede observarse en la situacion presentada por Schifter y colaboradores
(en prensa) de un grupo de alumnos de segundo de Educaciéon Primaria discutiendo
sobre pares de numeros que dan lugar a la misma suma. En este ejemplo, los alumnos
reconocen la igualdad de expresiones tales como 13 +23 y 23 +13 por ser en ambos

casos la suma cuarenta y seis, pero, sin embargo, no consideran cierta la expresion
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13+23 =23+13 debido a la ausencia de una respuesta expresada en esta sentencia.,

y posiblemente su falta de familiaridad con este tipo de sentencias.

En general, han sido consideradas cuatro posibles causas de la limitada comprension
del signo igual de los alumnos: el uso de la calculadora, limitaciones cognitivas, el

conocimiento informal de los alumnos y la instruccion escolar.

El uso de la calculadora

En muchas calculadoras una tecla con el signo igual es empleada para “dar la orden”
del célculo de la respuesta. Por este motivo una posible explicacion a por qué los
alumnos interpretan el signo igual como un comando para hacer una operacion, es
que desarrollan esta nocion por su uso de la calculadora. Sin embargo, diversos
estudios (Sisofo, 2000; Weaver, 1971b) han aportado evidencias en contra de este

supuesto.

Weaver observd que un grupo de alumnos encontraba grandes dificultades en la
resolucion de igualdades de la forma OO = a + b, incluso antes de que comenzaran a

usar calculadoras en el colegio.

Mas recientemente Sisofo (2000) realizd un estudio con cuarenta y cinco alumnos de
primero y segundo de Educacion Primaria de un colegio en el cual no se usan
calculadoras hasta sexto de Educacion Primaria. En dicho estudio Sisofo presentd a
los alumnos cuatro cuestiones, dos de la forma a + » = O y otras dos de la forma
O = a + b, siendo una de cada formuladas oralmente refiriendo a un contexto
especifico, y las otras formuladas oralmente y por escrito, de forma puramente
simbolica. Un 80% de estos alumnos presentaron problemas Uinicamente al resolver
la cuestion de la forma O = a + b planteada simbodlicamente, debida al uso del
simbolismo y a la forma de la igualdad. Este resultado sugiere que el uso de la

calculadora no es la causa de las dificultades en la comprension del signo igual.

Limitaciones cognitivas
Baroody y Ginsburg (1983) y Sisofo (2000) plantean como otra posible causa de la
limitada compresion del signo igual de los estudiantes, una limitacién cognitiva

debida a la edad y al desarrollo de los alumnos, pudiendo depender de la
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consolidacién de su pensamiento operacional concreto o del inicio de un

pensamiento operacional formal mas abstracto (Baroody y Ginsburg, 1983).

Kieran (1981) y Collis (1974), segun citan Kieran (1981) y Baroody y Ginsburg
(1983), también hacen referencia a ciertas limitaciones cognitivas. Estos autores,
como se ha mencionado previamente, indican los trece afios como edad final del
periodo de transicion de un significado operacional del signo igual al significado
expresion de una equivalencia, distinguiendo como dificultad principal en este

desarrollo la aceptacion de la falta de clausura de las expresiones.

Los autores Denmark y colaboradores (1976) y Baroody y Ginsburg (1983)
coinciden en reconocer la existencia de dichas limitaciones a partir de los resultados
de sus estudios anteriormente comentados, reconociendo también el papel de la
instruccion en la comprension del signo igual de los alumnos. No obstante, puede
cuestionarse si las limitaciones cognitivas a las que se alude son la causa de las
dificultades observadas, siendo posible, segiin Sisofo (2000), que el desarrollo de la
concepcion del signo igual como expresion de equivalencia que promueven dichos
curriculos no fuera suficientemente explicito o estuviera demasiado ligado al

computo de operaciones.

Conocimiento informal de la aritmética

Un menor nimero de investigadores hacen observar el papel del conocimiento
informal de la aritmética en el desarrollo de la comprension de este signo, el cual
suelen encontrar los alumnos desde el principio de su formacién aritmética. Como se
ha descrito anteriormente, cuando los alumnos son introducidos al simbolismo
aritmético tienden a interpretar los signos +, —, =, como acciones a realizar,
influenciados por su experiencia pre—simbolica. Esta experiencia les conduce a dotar
de significado a este lenguaje a partir de sus esquemas de accion y, por lo tanto, les
induce a interpretar operacionalmente el signo igual (Seo y Ginsburg, 2003). Dicha
interpretacion, segun Kieran (1981), se ve también favorecida por la ensefianza, ya
que habitualmente el signo igual es introducido en relacion con el cardinal de la
uniéon de conjuntos, y, por lo tanto, con una concepcion de igualdad vinculada a la

accion.
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La instruccion escolar

Los diversos estudios empiricos que dan muestras de la capacidad de los alumnos de
Educaciéon Primaria de desarrollar el significado del signo igual equivalencia
numérica con una instruccion especifica, evidencian el papel determinante de la

ensefianza en el desarrollo de la comprension del signo igual.

La mayoria de los estudios consultados aluden a la ensefanza recibida por los
alumnos como la principal causa de la limitada comprension del signo igual que
muestran. Consideran que el curriculum tradicional no promueve una comprension
del signo igual como expresion de equivalencia, principalmente debido a la reiterada
consideracion de igualdades unicamente de la forma axb=c a lo largo del
aprendizaje de la aritmética (Behr et al., 1980; Carpenter et al., 2003; Denmark et al,
1976; Falkner et al., 1999; McNeil, 2004; Pirie y Martin, 1997; Saenz—Ludlow y
Walgamuth, 1998; Shoecraft, 1989; Seo y Ginsburg, 2003).

Seo y Ginsburg (2003) mencionan otros factores que favorecen una vision
operacional del signo igual. Argumentan que el signo igual suele considerarse
mayormente en contextos aritméticos, no dando oportunidad a los alumnos de ver y
usar este simbolo de formas diferentes, como por ejemplo para expresar
equivalencias entre unidades de medida. Ademas, la interpretacion operacional del
signo igual es matematicamente correcta en sentencias e igualdades tales como
2+3 =5, aunque no sea la Unica posible, y es la mas promovida en los libros de
texto y por los docentes. También hacen observar que, desde el punto de vista del
alumno, el signo igual requiere una operacion (o recuerdo de ella), incluso cuando se

asume una relacion de equivalencia.

Rojano (2000) senala la convencion lingiiistica de escribir de izquierda a derecha,
propia de numerosas lenguas, como otro posible factor que favorece el desarrollo de

una interpretacion operacional y unidireccional del signo igual.

Carpenter et al. (2003) hacen referencia a un uso incorrecto del signo igual que puede
ocasionar a los alumnos el desarrollo de concepciones errdneas sobre dicho simbolo.
Dicho uso corresponde a la utilizacion del signo igual como abreviacion de una
relacion de correspondencia o igualdad en cierto sentido entre figuras y nimeros; uso

del signo igual con el significado “expresion de cierta conexion o correspondencia”.
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Segun Carpenter y colaboradores, todo uso del signo igual como representacion de
relaciones que no correspondan a igualdades entre nimeros deberia ser evitado con
el objetivo de impedir que los alumnos adquieran, desde un principio, concepciones

erroneas sobre el significado del signo igual.

Otros aspectos a sefialar sobre la dificultad de comprension del signo igual son
aspectos generales relativos a la interpretacion de simbolos matematicos en general,
tales como la complejidad que entrafa la correspondencia no univoca entre simbolos
matematicos y expresiones verbales que describen el significado de dicho simbolo, la
dependencia del significado respecto del contexto y de su orden o disposicion, que su
significado sea una convencion, que su lectura no sea necesariamente de izquierda a
derecha, entre otros aspectos (Rubenstein y Thompson, 2001; Saenz—Ludlow y

Walgamuth, 1998).

Algunos de estos autores, entre ellos Shoecraft (1989) y Seo y Ginsburg (2003),
sugieren las siguientes recomendaciones a tener en cuenta en la ensefianza de la
Aritmética, dirigidas a favorecer el desarrollo de comprension del signo igual como

expresion de equivalencia:

- Evitar el uso del término igual al referir al resultado de un célculo,

- Comparar el término igual con otros términos que expresan relaciones (ej.,
diferente, menos alto, mas bajo, mas joven),

- Considerar sentencias numéricas de variadas formas

- Iniciar el uso del signo igual con numeros equivalentes y no equivalentes (ej.,
3=3, 4#5)y con conjuntos de objetos.

- Modelizar el significado de expresion de equivalencia del signo igual con
balanzas de diversos tipos y con el columpio balancin.

- Introducir el signo igual en contextos no aritméticos

- Usar un simbolo diferente para diferentes conceptos de igual pudiendo usar

inicialmente las representaciones informales que propongan los alumnos.

Sefialan, ademas, que los alumnos necesitan aprender los diferentes significados que
el signo igual puede tener en una expresion, asi como los diferentes contextos en los

que es utilizado este simbolo, ayudandoles a integrarlos o conectarlos, y que los
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docentes deberian ser conscientes de las diferentes interpretaciones de los alumnos

de actividades, tareas o situaciones.

5.2 Estudios sobre el pensamiento relacional y la vision

estructural de la aritmética

En esta segunda parte del capitulo recogemos las principales ideas y resultados de
variados estudios que, de una u otra forma, abordan aspectos relacionados con el
desarrollo y uso de pensamiento relacional en el contexto de las expresiones,
igualdades y sentencias numéricas, los cuales se presentan organizados en cuatro

apartados.

El primero de ellos recoge algunos trabajos que describen el modo en que los
alumnos desarrollan comprension y conocimiento de propiedades y relaciones
matematicas de forma previa y paralela a la introduccion del simbolismo aritmético,
prestando especial atencidon a las cuatro propiedades de la estructura aditiva: la
propiedad inversa de la suma y la resta, la propiedad conmutativa de la suma, la

propiedad asociativa de la suma, y la compensacion de la suma.

El segundo y tercer apartado recogen estudios que analizan el uso de pensamiento
relacional en el contexto del simbolismo aritmético: en el calculo de hechos
numéricos, aplicando de manera mas o menos implicita relaciones y propiedades

aritméticas, y en el contexto de las expresiones e igualdades numéricas.

Finalmente, en el cuarto apartado, se presentan estudios que analizan el conocimiento
de alumnos de Educacioén Primaria, y en menor medida de Educacion Secundaria, de
la estructura que subyace a la aritmética, tanto en contextos aritméticos como
algebraicos; todos ellos vinculados al simbolismo propio de ambas sub-areas de las
matematicas. Muchos de estos estudios utilizan como contexto la equivalencia de

expresiones aritméticas y algebraicas.

La mayoria de los estudios aqui resumidos se centran en el contexto de la estructura
aditiva, no obstante, algunos abordan aspectos relativos al conocimiento de las cuatro

operaciones aritméticas basicas, en general.
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5.2.1 Origenes y desarrollo del conocimiento de las propiedades

aritméticas

El desarrollo de conocimiento matematico, y concretamente de relaciones y
propiedades que subyacen a la Aritmética, ha sido modelizado por Resnick (1992) a
partir de la observacion de alumnos sin escolarizar y en los primeros afios escolares.
Esta autora distingue cuatro tipos de pensamientos matematicos a través de las cuales
considera que va evolucionando gradualmente el pensamiento de los nifios con el
tiempo y con practica intensa (ver Figura 5-1). Cada tipo de matematicas es una
manera de pensar adecuada a un conjunto particular de situaciones. En esta
diferenciacion utiliza el término protocantidades para referir a cantidades
cuantitativas informales, con las que se trabaja sin cuantificar, mediante la

consideracion de materiales fisicos.

v

Matematicas de las Matematicas de Matematicas Matematicas de
protocantidades las cantidades de los nimeros los operadores

Figura 5-1: Distintos tipos de matematicas que distingue Resnick (1992) y su ordenacion en el
proceso de aprendizaje de las matematicas del nifio.

Segiin Resnick, conforme se desarrollan las distintas formas de pensamiento
matematico las mas tempranas no son reemplazas, sino que forman parte del sistema
total de conocimiento del individuo, siendo esencial la capacidad de moverse de uno
a otro de estos tipos de pensamiento o tipos de matematicas para ser capaz de
relacionar el conocimiento matemdatico abstracto con las situaciones practicas.
Ademas, hace observar la existencia de estados intermedios, ya que la evidencia

muestra que los objetos mentales se desarrollan poco a poco.

En su evolucidn, a lo largo de los cuatro tipos de matematicas, los alumnos trabajan
con un mismo tipo de relaciones que son primero consideradas en términos
protocuantitativos, después cuantitativos, luego con numeros concretos y finalmente
con numeros en general, es decir, con cuasivariables, utilizando la denominacion de

Fujii y Stephens (Fujii, 2003; Fujii y Stephens, 2001).
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Por ejemplo, las distintas formulaciones de la propiedad conmutativa pueden
expresarse de la siguiente forma: “Algo mas otro algo es igual que eso otro algo mas
el algo inicial”, “3 peras + 5 peras = 5 peras + 3 peras”, 3+5=5+3 y finalmente
“En la suma el orden de los nimeros no importa”. Este Gltimo caso no involucra su
expresion simbolica (algebraica) en términos de » + m = m + n, sino su
consideracién como propiedad independiente de los nimeros que se sumen, es decir

su reconocimiento como propiedad cierta para todos los nimeros.

La autora considera que el conocimiento sobre relaciones aritméticas es reconstruido
en cada nivel sucesivo, usando lo que el alumno ya sabe, junto con conocimiento
nuevo (ej., la experiencia del calculo) (Baroody, 1999). En particular, esta autora
sugiere que los alumnos entienden las relaciones dindmicas entre las partes y el todo

antes de comprender que los numeros tienen estas mismas relaciones.

La primera propiedad de los nimeros que es probable que sea accesible a los
alumnos a partir de su esquema cuantificado de parte-todo es el principio de
composicion aditiva, es decir, la propiedad de que cada niimero es composicion
aditiva de otros nimeros. Esta propiedad provee de una base para la comprension de
propiedades fundamentales del sistema de numeracion como la propiedad
conmutativa y asociativa de la suma y la relacion complementaria de la suma y la
resta, y de las clases de equivalencia de pares aditivos. Segun Resnick, los nifios
entienden inicialmente estas propiedades como permisos (evidentes) para combinar

los nimeros en cualquier orden pero no como leyes o propiedades.

El razonamiento mas complejo que se desprende de la combinacion parte/todo
protocuantitativa y los esquemas de aumento y disminucion es “la compensacion’:
como el todo se puede mantener inalterable mediante cambios compensables en las
dos partes. Esta propiedad, que es inicialmente concebida por los alumnos como una
restriccion en las estrategias de descomposicion y composicion, juega un papel
esencial en “la llevada” en los algoritmos estandares de suma y resta asi como en el
desarrollo de los conceptos de equivalencia de expresiones. Las clases de
equivalencia son construidas por los alumnos cuando conciben las expresiones de la
suma o diferencia de un par de nameros (ej., 5+ 7, 4 —2) como entidades mentales

que pueden compararse entre si.
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Resnick sefiala que no es probable que las matematicas de los numeros y de los
operadores se desarrollen de manera informal ya que las situaciones que son
necesarias para su desarrollo no son parte de la vida cotidiana de la mayoria de los
nifios. Los nifios son capaces de establecer comparaciones desde la matematica
protocuantitativa y saber qué ocurre cuando se modifica el todo o una de las partes,
ya sea con un incremento o una disminucién, pero no es hasta las matematicas de los
nimeros cuando puede cuantificarse la diferencia existente entre distintas cantidades

no homogéneas o entre numeros.

Para el desarrollo de capacidades relacionadas con este tipo de matematicas, segln la
autora, es necesario participar en situaciones de razonamiento y discusion sobre
nimeros, operaciones, sus relaciones y propiedades, sin referencia inmediata a
cantidades fisicas. Los nimeros y las operaciones deben tomar el estatus de entidades
conceptuales. Resnick sugiere el uso de la notaciéon formal (ecuaciones numéricas)
para registrar los procedimientos de calculo pues parecen invitar y apoyar la
discusion sobre numeros, operaciones, sus relaciones y propiedades, mejor que otras
representaciones; siempre y cuando se preste especial atencion a la conexion de los

formalismos con la semantica de la situacion.

En estudios sobre el uso de algoritmos o estrategias inventadas en la resolucion de
problemas, Resnick y colaboradores (Resnick, Bill y Lesgold, 1992), asi como otros
investigadores (ej., Carpenter y Moser, 1984; Foxman y Beishuizen, 1999), han
observado que los nifios aprecian las propiedades conmutativa y asociativa y el
principio aditivo desde muy jovenes, utilizandolas cuando abordan calculos de
formas no estdndares o cuando inventan y discuten multiples soluciones de un
problema verbal. Estrategias similares han sido observadas en adultos sin escolarizar
(Resnick, 1992). Concretamente, al utilizar el principio de composicion aditiva y
descomponer y volver a componer los términos de una operacion de distintas formas,
los alumnos hacen un uso implicito de las propiedades conmutativa y asociativa de la

suma.

Completando el trabajo de Resnick, resumimos algunos estudios empiricos que
describen el conocimiento y comprension de relaciones matematicas que muestran

los alumnos en contextos no simbdlicos, y analizan la conexion de esta comprension
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y conocimiento con su andlogo en el contexto de las matematicas de las cantidades y

de los nameros.

Concretamente, Brush (1978) estudia el modo en que los alumnos interpretan
manipulaciones de conjuntos de objetos, que involucran cambios en la cantidad sin
realizar ningin tipo de cuantificacion, en situaciones de equivalencia y de no—
equivalencia semejantes a las que expresan sentencias numéricas verdaderas o falsas
basadas en la relacion de compensacion (ej., 14+1=14+2). Segin esta autora, la
mayoria de los nifios de 4 a 6 afios pueden identificar correctamente, de entre dos
grupos de objetos, cual tiene més elementos cuando se realizan operaciones de suma
o resta en ambos conjuntos. También en este contexto cuantitativo la mayoria de

estos alumnos reconocen la relacion inversa de la suma y la resta.

Otros autores han observado que los alumnos de 5 y 6 afios conocen que la suma de
dos numeros es mas grande que el primero de ellos y que la resta de dos numeros es
menor que el primero de ellos, a pesar de tener un conocimiento incompleto de
relaciones numéricas y cuantitativas. También se han detectado evidencias de cierta
transferencia de conocimiento parte-todo protocuantitativo a problemas numéricos y
de la dependencia de la comprension de los hechos numéricos derivados con respecto
al conocimiento de las relaciones entre las partes y el todo y el efecto, en el todo, de

los cambios compensatorios en las partes (Irwin, 1996).

Partiendo del trabajo de Resnick, Irwin (1996) explora la comprension de las
relaciones dinamicas entre las partes y el todo, de doce alumnos de 4 a 7 afios,
cuando se realizan cambios sobre una o varias de las partes. Considera las relaciones
de compensacion y de covariacion. Esta tltima se refiere a los casos en los que una

de las partes de un todo es aumentada o disminuida.

Esta autora observa que la mayoria de los alumnos de 4 afios muestran comprension
de los efectos de dichos cambios, considerando cantidades no cuantificadas, de
manera previa a ser capaces de predecir dichas relaciones para cantidades
cuantificadas. En el caso de los alumnos de 5 y 6 afios, mas de dos tercios podia
predecir el efecto de situaciones de covariacidon tanto en cantidades cuantificadas
como no cuantificadas, aunque muy pocos podian hacer tareas similares con

ecuaciones en el contexto del simbolismo aritmético. Los alumnos de 7 afios, en
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cambio, demostraron comprension del efecto de las situaciones de covariacion y de

compensacion en los tres contextos.

Los niflos que dieron respuestas incorrectas mostraron mayor tendencia a centrar su
atencion en las partes, mientras que los alumnos exitosos se concentraban en el todo
y en el cambio. La mayoria de los nifios de cinco y seis afios mostraron ser capaces
de tener en cuenta los efectos en ambas partes y en el todo. Ademas, se observaron
dificultades para expresar el modo en que los cambios afectaban al todo, en especial,
en las situaciones de compensacion, aunque las explicaciones de los alumnos

evidenciaron la observacion de dichas relaciones.

Los resultados de este estudio muestran que los alumnos tienen comprension de la
compensacion y la covariacion antes de empezar su educacion formal y dan

evidencias de la existencia de esquemas protocuantitativos para la compensacion.

A continuacion, resumimos algunos resultados de diversas investigaciones relativas a
la comprension de propiedades aritméticas concretas de la estructura aditiva: la
propiedad complementaria de la suma y la resta, la propiedad conmutativa de la

suma y la propiedad asociativa de la suma.

Propiedad complementaria de la suma y la resta

La propiedad complementaria de la suma y la resta es utilizada de manera implicita
por los alumnos mayores de siete afios al calcular hechos numéricos de resta a partir
de una suma, segun se aprecia en estudios de Svenson y Hedenborg (1979) y Woods,

Resnick y Groen (1975) (Resnick, 1992).

En el caso de los alumnos de menor edad (Educacion Infantil y primer curso de
Educacion Primaria), Baroody (1999) detecta dificultades en el reconocimiento de
esta propiedad en contextos simbolicos, especialmente por parte de aquellos alumnos

que no han recibido aun ensefianza formal sobre la resta, en estos contextos.

Incluso tras recibir, durante un periodo de 24 sesiones, ensefianza para el dominio de
combinaciones aditivas bésicas y el desarrollo de comprension de la propiedad
complementaria de la suma y la resta, s6lo una minoria reconoce que un hecho
numérico de suma (ej., 4 +3 =7) pueda ser de utilidad para responder a una resta

complementaria (ej., 7 —4). En este caso el dominio de hechos numéricos de suma
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no era necesario para descubrir y usar esta propiedad ya que los alumnos podian
observar el correspondiente hecho aditivo junto a la resta a realizar. No obstante, se
observa una influencia favorable de los hechos numéricos conocidos tales como las
restas complementarias a hechos numéricos de suma de dobles (ej., 8 —4 resta

complementaria de 4+4 =8).

Estos resultados muestran que la relacion complementaria de la suma y la resta, no es
obvia para los alumnos. Los alumnos no asocian automaticamente ambas

operaciones, al menos, no cuando se considera la resta con el significado de quitar.

Al observarse que a menudo los alumnos construyen primero una comprension
aislada de esta propiedad con los complementos de la suma de dobles (ej., 8 — 4,
10-5), se considera que el calculo puede ser un mecanismo mediante el cual los
alumnos descubren la propiedad complementaria de la suma y la resta a un nivel

numérico y lo relacionan con su conocimiento previo.

Propiedad conmutativa

Con respecto a la propiedad conmutativa de la suma cabe destacar un trabajo de
Baroody, Wilkins y Tiilikainen (2003) en el que se realiza una revision de la
literatura que aborda el desarrollo de conocimiento de esta propiedad, la cual es
articulada en torno al modelo teérico de Resnick. Baroody y Ginsburg (1986) y
Cowan (2003) resumen, también, algunos estudios sobre el aprendizaje de la

conmutatividad de la suma.

Estos autores sefialan la existencia de dos perspectivas sobre la relacion existente
entre el desarrollo de conocimiento sobre la propiedad conmutativa a nivel
cuantitativo y la experiencia computacional del alumno. La primera de ellas supone
la independencia de ambos aspectos: no es necesario tener practica computacional
para descubrir la propiedad conmutativa de la suma con cantidades, sino que ésta se
desarrolla a partir del esquema parte-todo. La otra perspectiva, defendida por
Resnick, considera que la propiedad conmutativa es construida en cada nivel
sucesivo de desarrollo del pensamiento matematico del alumno, desde las
matematicas protocuantitativas a las matematicas operacionales, utilizandose

conocimiento previo y conocimiento nuevo.
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Aunque existen estudios empiricos que sustentan ambas posiciones, Baroody y
colaboradores argumentan la inconsistencia de aquellos estudios que defienden la
independencia de la practica computacional y del desarrollo de la propiedad
conmutativa de la suma. Ademas, hacen referencia a un estudio (Baroody, Berent y
Packman, 1982) que muestra que los alumnos de primero de Educacion Primaria que
utilizan estrategias de célculo mas avanzadas, tienen mayor tendencia a mostrar
comprension de la propiedad conmutativa de la suma que aquellos que usan
estrategias menos eficaces. Otro estudio (Baroody, 1987) con alumnos con retraso
mental muestra que aquellos con mayor experiencia computacional tienen mayor

tendencia a usar la propiedad conmutativa en el célculo.

Los trabajos resumidos por Cowan (2003) y Baroody y colaboradores (Baroody et
al., 2003; Baroody y Ginsburg, 1986) junto con el estudio de Baroody, Ginsburg y
Waxman (1983), dan muestras del uso implicito, por los nifios, de la propiedad
conmutativa de la suma, al operar sin dar importancia al orden tanto al trabajar con
modelos fisicos como al operar mediante conteo. No obstante, se observa que el uso
de este tipo de estrategias no necesariamente garantiza el éxito de los alumnos en
tareas de conmutatividad (ej., juzgar si 3+7 y 7 +3 dan la misma respuesta). “La
competencia de utilizacion no necesariamente refleja competencia conceptual”
(Baroody y Ginsburg, 1986, p.80). La alteracion del orden de los sumandos al operar
parece ser simplemente una estrategia para disminuir el esfuerzo cognitivo de la

tarea, sin preocuparse por el modo en que pueda afectar al resultado de la operacion.

Los nifios parecen poseer nociones contradictorias sobre el efecto del orden de las
operaciones. Por una parte poseen una nociéon primitiva de conmutatividad,
denominada proto-conmutatividad, que les ayuda a simplificar el calculo de hechos
numéricos aditivos. Por otra, asumen que el orden de los nimeros supone una
diferencia en la definicion de una suma y, por lo tanto, en su resultado. Seglin esta
nocion, dos numeros pueden ser combinados en cualquier orden para producir
respuestas correctas, aunque no necesariamente se obtendran las mismas respuestas.
A diferencia de la conmutatividad, la proto-conmutatividad permite al orden de los
sumandos afectar al resultado de la suma. Los alumnos fallan al considerar la

relacion logica existente entre el método y el resultado (Baroody y Ginsburg, 1986)
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En linea con estas consideraciones, Baroody y Gannon (1984, segin cita Cowan,
2003) identifican cuatro niveles en el desarrollo de la comprension de la

conmutatividad de la suma en el contexto de las cantidades y numeros:

- Nivel 0: los alumnos tienen una comprension unitaria de la suma como un
cambio de estado que hace més grande un conjunto inicial.

- Nivel 1. Proto-conmutatividad: Los alumnos pueden no dar importancia al orden

al operar pero se muestran inseguros de la equivalencia de sumas tales como
2+4 y 4+2.

- Nivel 2. Pseudo-conmutatividad: Los alumnos aun tienen una concepcion

unitaria de la suma pero reconocen que sumas con sumandos igualdades tienen el
mismo resultado.

- Nivel 3. Verdadera conmutatividad: Los alumnos tienen una concepcion binaria

de la suma como la combinacion de dos conjuntos y una verdadera comprension

matematica de la conmutatividad.

En relacion con estos niveles Baroody y Ginsburg (1986) hacen observar cierta falta
de claridad existente en las evidencias que sustenta la afirmacion de que inicialmente
los alumnos poseen una concepciéon unitaria de la suma. No obstante, los datos
relativos al desarrollo de estrategias mentales de suma son compatibles con esta

hipotesis.

Canobi, Reeve y Pattison (2002) observan que, incluso antes de su escolarizacion, los
alumnos muestran conocimiento de la propiedad conmutativa en contextos fisicos.
Por otra parte, Baroody y otros (1983) sefialan que los alumnos de primero de
Educacion Primaria que no tienen una experiencia aritmética informal rica no suelen

usar la conmutatividad para simplificar sus calculos.

Segun Baroody y Ginsburg (1986) la conmutatividad puede ser apreciada de forma
separada por medio de la deteccion de regularidades en los procesos y resultados
computacionales, antes o después de la invencién de estrategias que no dan

importancia al orden de las cantidades o numeros.

Aunque Resnick afirma que la comprension de la conmutatividad aditiva es

inicialmente dependiente del contexto y del tamafio de los numeros, no siendo
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comprendida como un principio general hasta que es alcanzado el nivel operacional,
Baroody y colaboradores (2003) citan estudios que aportan evidencias

contradictorias al respecto.

Warren (2001) analiza la capacidad de generalizacion, de alumnos de tercero de
Educacion Primaria, de la propiedad conmutativa de la suma y no conmutatividad de
la resta, a partir de sus experiencias previas en el aprendizaje de la aritmética. De los
87 alumnos participantes en este estudio el 25 % da muestras de conocimiento de la
propiedad conmutativa de la suma y de la no conmutatividad de la resta, justificando
la veracidad de las sentencias 2+3=3+2 y 31+16=16+31, y la falsedad de las
sentencias 2—3=3-2 y 31-16=16-31. Otro 25 % de los alumnos afirma la
veracidad de todas estas sentencias aplicando la propiedad conmutativa tanto en la
suma como en la resta. Un 35% de los alumnos consideran falsas todas las sentencias
debido a que interpretan el signo igual como un operador. Otros 5 alumnos
encuentran dificultades en la resolucion de esta actividad debido a interferencias de
su reciente aprendizaje de las operaciones con llevada. Estos alumnos afirman no
poder sumar 16+32 porque el primer término es menor que el segundo. El resto de

los alumnos (cuatro) no es capaz de resolver la actividad.

En este estudio, los alumnos mostraron ser capaces de hacer generalizaciones de
relaciones numéricas, algunas matematicamente no correctas, y expresarlas con
lenguaje cotidiano. En la mayoria de los casos también fueron capaces de proponer
mas sentencias basadas en sus generalizaciones. Algunos alumnos generalizaron la
propiedad conmutativa al caso de la resta de forma intuitiva sin cuestionarse su
veracidad. Otros, en cambio, tras afirmar intuitivamente su veracidad dudaron de su

respuesta.

Segun Warren, la ensefianza previa recibida por los alumnos se mostr6 como un
obstaculo para abstraer la estructura de la aritmética, en particular la ensefianza de las
operaciones con llevada, la tendencia a centrar la ensefianza de la aritmética en la

obtencion de respuestas, y el habitual formato vertical de las operaciones.

En linea con la propuesta Early-Algebra cabe destacar el trabajo de Schifter et al. (en
prensa) los cuales exploran el desarrollo de conocimiento de las propiedades bésicas

de la aritmética, por parte de alumnos de Educacién Primaria, a partir de la
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observacion de regularidades en su practica aritmética. Dichas regularidades son
observadas conforme los alumnos aprenden las cuatro operaciones aritméticas
basicas: desarrollando comprension de los distintos tipos de situaciones que
modelizan, clasificando diferentes tipos de representaciones para ellas, y averiguando

como realizar los calculos.

Estos autores confirman, a partir de su experiencia, la afirmacion de Resnick de que
los alumnos desarrollan una comprension de la composicion aditiva, la

conmutatividad y la propiedad asociativa en el contexto de objetos fisicos.

En contextos numéricos, los autores observan que cuando los alumnos tienen
oportunidad de articular sus observaciones suelen expresar frecuentemente la idea de
que el orden de los sumandos no afecta a la suma. Inicialmente, el patron detectado
puede ser local, vinculado a un contexto. Las evidencias aportadas por estos autores
muestran que en ocasiones los alumnos generalizan sus observaciones locales, de la
no importancia del orden de los numeros, a cualquier problema, y a cualquier
operacion. Los alumnos parecen pensar Unicamente en los niumeros y no en las
operaciones. No obstante, algunos alumnos establecen limitaciones a esta

generalizacion.

Los autores destacan la complejidad del conocimiento de la propiedad conmutativa,
observando la tendencia de los alumnos a sobre-generalizar, a todas las operaciones,
la no importancia del orden de los términos, y las dificultades iniciales para apreciar

que esta propiedad de la suma es cierta para sumandos cualesquiera.

La sobre-generalizacion de la conmutatividad de la suma a otras operaciones, y en
especial a la resta, ha sido apreciada también por otros autores, entre ellos Mitchell,
(1983) y Dickson, Brown y Gibson (1988). Brown (1981) observa que de un grupo
de alumnos de 12 afios menos del 30% reconocia que la division no era conmutativa
y menos del 60% que la resta tampoco lo era (Dickson et al., 1988). Este
comportamiento de los alumnos de primeros cursos de Educacion Primaria se
encuentra, segun Mitchell, relacionado con la falta de conciencia que, en general,
muestran los alumnos sobre la importancia del orden de los nimeros en el calculo,

siendo los alumnos de primero los menos propensos a ignorar el orden de los
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términos, debido a que su pensamiento es mas concreto, mientras que el de los

alumnos de cursos superiores es simbolico.

Propiedad asociativa

En relaciéon con la propiedad asociativa, existen visiones diferentes sobre si se
encuentra o no separada de la propiedad conmutativa en las representaciones de los
nifios. A partir del estudio longitudinal de un alumno, Resnick (1992) considera que
ambos principios no son diferenciados en la comprension de los nifios, observando
que dicho alumno consideraba ambas propiedades como permisos evidentes de la

composicion aditiva.

Otros autores, entre ellos Canobi et al. (2002), observan que los alumnos desarrollan
una version primitiva de la propiedad conmutativa de forma previa a comprender la
propiedad asociativa, afirmando que las relaciones conceptuales que definen esta
propiedad en contextos concretos, mas que la mera presencia de tres conjuntos de
objetos, son lo que hace esta propiedad mas dificil de comprender. En un estudio
previo, estos mismos autores observaron que un aspecto clave de las diferencias
individuales de los alumnos en su conocimiento conceptual de la suma era su
tendencia a comprender las propiedades conmutativa y asociativa, comprender s6lo

la propiedad conmutativa o no comprender ninguna de estas propiedades.

Estos autores resumen algunos estudios previos sobre la comprension de esta
propiedad, en contextos simbdlicos o cuantitativos, que coinciden en observar que la
comprension de la propiedad conmutativa precede a la asociativa. No obstante, estos
resultados son cuestionables debido a que los problemas propuestos para evaluar la
comprension de la propiedad asociativa requerian mas carga cognitiva, necesaria
para recordar los pasos dados por el investigador e involucrar mas conjuntos,

cantidades o numeros.

Schifter y colaboradores (en prensa) observan que la agrupacion y reagrupacion de
sumandos son entendidas por los alumnos como una extension de la propiedad
conmutativa de la suma. Desde el punto de vista de los alumnos, la conmutatividad y
la asociatividad no son separables. Ambas propiedades responden a la cuestion de si

el orden de los sumandos importa. No obstante, observan que la propiedad
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asociativa, a diferencia de la propiedad conmutativa, no emerge de forma natural en

la exploracion de los nimeros y operaciones de los alumnos.

Compensacion de la suma

La propiedad denominada “compensacion” ha recibido una menor atencion, al no ser
considerada una propiedad fundamental de la estructura aditiva. No obstante, cabe
destacar un trabajo de Warren (2004) en el que realiza un estudio sobre la
comprension de la propiedad de compensacion de la suma con 45 alumnos de tercero
de Educacion Primaria. La autora trabaja con los alumnos el desarrollo de
comprension de esta propiedad a partir de su representacion en modelos de medida y
posteriormente en lenguaje simbolico aritmético, con nlimeros inicialmente menores

que 10 y después mayores que 10.

Warren observa dificultades debidas al lenguaje, a los nimeros y a la comprension
de conceptos matematicos como “igual”. Los alumnos mostraron dificultades para
expresar sus generalizaciones verbalmente, especialmente en el contexto del
simbolismo numérico. En sus explicaciones los alumnos omitian aspectos claves de
esta propiedad tales como la invariancia del todo o el hecho de que cada parte
aumenta o disminuye en la misma cantidad. Algunos, también mostraron una
limitada comprension de las operaciones, no siendo capaces de entenderlas como un

proceso que produce un cambio.

Warren observa la bondad del uso combinado de los contextos de medida y del
simbolismo numérico para trabajar la estructura de las matematicas, aunque reconoce
la necesidad de investigar el modo de transferir el conocimiento de un contexto a
otro. La exploracion de patrones en el contexto del simbolismo aritmético aumentaba
la carga cognitiva de la tarea ya que al parecer los alumnos necesitaban calcular
respuestas continuamente en su busqueda de patrones. El aumento del tamafio de los
numeros produjo una mayor carga cognitiva para algunos alumnos, aunque se les
permitia usar la calculadora, no obstante, para otros alumnos supuso el comienzo de

la observacion de la compensacion.

5.2.2 Pensamiento relacional en el calculo de hechos numeéricos

En los apartados de calculo mental y estrategias de calculo flexible, recogidos en el

capitulo 2, hemos sefalado la importancia de las estrategias de célculo flexibles, en
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particular las estrategias de calculo mental. Ademas, hemos descrito algunas de estas
estrategias segin han sido identificadas por Trafton (1978), Gémez (1995a), Roa
(2001) y Thompson (1999, 2000). Estos estudios, entre otros, enumeran variadas
estrategias de calculo utilizadas por alumnos de distintos niveles educativos, e
incluso adultos, dando muestras de su diversidad y de las relaciones y propiedades

aritméticas que involucran.

En algunos casos estas estrategias son descubiertas por los alumnos, de forma
espontanea, a partir de su experiencia aritmética (Carpenter y Moser, 1984; Foxman
y Beishuizen, 1999; Thompson, 1999, 2000). En otros, en cambio, son resultado de

su ensenanza directa (Thornton, 1978).

Los trabajos que abordan el estudio de las estrategias de calculo flexible destacan la
bondad de su uso en el aprendizaje de los hechos numéricos. (Myers y Thornton,
1977; Rathmell, 1978; Thornton, 1978). Dichos estudios muestran que la ensefianza
de este tipo de estrategias favorece el aprendizaje y retencion de hechos numéricos

basicos asi como la transferencia de este conocimiento a otros problemas.

Los estudios de Thiele (1938, segun cita Rathmell, 1978) y Rathmell (1978) detectan
importantes di