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Excmos. SrES.:
"SeforAs, SENORES:

La inflexible rigidez de un turno lleva hoy a ocupar esta
Cétedra prestigiada por el desfile de tantas eminencias al m4s
insignificante de los miembros de este Claustro sapientfsimo.
No quiero molestar vuestra atencién exponiéndoos cudn doble-
mente abrumado me siento, por vuestra sabiduria y por mi pe-
‘quefiez; pocrian parecer tépicos de falsa modestia lo que no
seria mds que la revelacidén sincerisima de un estado de dnimo.

El Destino ha querido que al empezar mi discurso rindiendo- .

culto a la tradicién académica de dedicar un recuerdo a los que
~nos abandonaron, o bien para siempre, porque rindieron ya su
jornada, o porque los rigores de la ley les obligaron a cesar por
su-edad en este noble sacerdocio del Magisterio, o porque pasa-
ron a continuarlo a otras Universidades, 'y un saludo cordial a
los que vienen a compartir con nosotros las tareas docentes,

tenga que referirme casi exclusivamente a amigos entrafiables,.

lo que si en algunos casos resulta para mf tristisimo, es por

venturosa compensacién motivo en otros de intima alegria.
Para siempre nos abandoné aquel gran sefior, que eso era

ante todo, D. Rafael Acosta Ingiott, Catedrdtico insigne de De-

recho Romano, Decano de la Facultad de Derecho y Alcalde de.

esta Ciudad a su fallecimiento. El tiempo transcurrido no ha
borrado la impresién. terriblz que nos produjo la inesperada
noticia de su fallecimiento a unos cuantos compafieros qué re-
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gresdbamos a la Peninsula de camplir una misién académica.
Toda ponderacién de las prendas cxcelsas de inteligencia, bon-
dad, y honda simpatia humana que adornaban a D. Rafael
Acosta y de la pérdida irreparable que su muerte ha supuesto
para la Ciudad de Granada, para su Universidad y para cuantos
nos honrdbamos con su amistad y con su afecto, resultaria
_pdlida y ociosa. _ ,
" Otra pérdida considerable, siquiera ésta por fortuna noirre-
parable, ha tenido la Facultad de Derecho con la marcha ala
Universidad de Valencia del eminente Profesor Corts Grau.
~ Como un sefalado privilegio de la fortuna considero el haber
tenido ocasién en los tdltimos afios de intimar con Cortsy de
haber tratado de cerca al Profesor insigne, pensador profundo,
literato culto y elegante, humorista fino, conversador ameno e
inolvidable camarada. El sabe bien cudnto hemos lamentado

todos su marcha.
Al hacer este recuento de bajas y altas del personal docente

' de la Universidad de Grana.a durante el curso 1940-41, he de .

citar por lo que se refiere a su Facultad de- Derecho a dos des-
tacadisimos Profesores, cuyos extraordinarios méritos han pro-
yectado sus personalidades desde el reducido ambito universi-
tario al otro mucho m4ds amplio de la vida Nacional; me refiero

a D. Alfonso Garcia Valdecasas, que ha pasado de esta Facul-

tad a la de Derecho de la Universidad Central y a D. Manuel

. Torres Lépez, trasladado de Salamanca a Granada. Seria a

mds de ocioso, pueril, que yo tratase de descubriros la relevan-
tisima personalidad de estos dos ilustres granadinos.

El Profesorado de la Facultad de Medicina se ha visto en el |

curso que acaba enriquecido con la valiosisimg aportacion de
dos insignes cirujanos: D. Juan Sdnchez Cézar y D. Enrique
Hernédndez Lépez y del ilustre Profesor de Farmacologfa don
Emilio Mufioz Ferndndez: Fui condiscipulo del primero en el
preparatorio de ‘Medicina, como entonces se llamaba, en la
Universidad Central y ya sabéis que nadie mejor que los com-
pafieros para juzgar los méritos y cualidades de un estudiante;
fuf pues testigo de mayor excepcion desde los comienzos de su
carrera de los relevantisimos que concurren en D. Juan Sdnchez
Cézar. Ya comprenderéis que me es particularmente grato dar
la bienvenida « esta ilustre Universidad, en un acto como el de
hoy, a mi dilecto y eminente condiscipulo, que fué, como el Pro-
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fesor Herndndez, alumno brillantisimo de esta Facultad de
Medicina. o . ‘

En cuanto al ilustre Profesor D. Emilio Mufioz Ferndndez,
no ha de coartar el afecto que le profeso el elogio y ponderacién
de sus méritos insignes; fué como alumno gala de esta Facultad
de Medicina y constituye uno de los legitimos motivos de orguillo
de la misma, a la que ya pertenecié como Profesor Auxiliar y a
la que ha de seguir prestigiando desde el mds elevado sitial que

- sus méritos relevantes le han permitido conquistar en plena

juventud. No se trata de una esperanza mds_ o menos fundada,
pues su extraordinaria capacidad le ha permitido obtener ya
triunfos resonantes en los mds diversos campos: el Laboratorio,
1a Clinica, la C4tedra, la Investigacién y la Industria.

A cambio de estas valiosisimas aportaciones, la Facultad de
Medicina de Granada se ha visto privada en el curso que ahora
acaba del inestimable concurso del joven y eminente- Profesor
Gay Prieto al que sus méritos han llevado a ocupar la Cétedra
de Dermatologia de la Universidad Central, dejando en este
Claustro un hueco dificil de llenar. ’ '

Estrellas fugaces han sido por su breve paso por esta Fa
cultad de Medicina los no menos ilustres Profesores: Lagunas
de Pediatria, Garcfa Miranda, de Oftalmologifa y Balén, de-
Higtene. A todos ellos les deseamos en las nuevas Cdtedras ga-
nadas por concurso los éxitos cientificos a que les hacen acree-
dores sus méritos.

He dejado de intento para el final a mi querida Facultad de

.Ciencias, la cual ha sido compensada con creces por el Destino

en el curso ultimo de desgracias pasadas. Efectivamente, hemos

tenido la fortuna singular de que por una vez no se aplicaran

los rigores de la Ley en el caso de la jubilacién por edad de ese
dechado de Maestros que se liama D. Juan Tercedor, el cual ha
podido mantener encendido durante el curso pasado el fuego
sagrado de la vocacién por las Matemdticas en un plantel de
entusiastas jévenes. Nunca agradecerd bastante la Facultad al
Sr. Ministro el servicio sefialadisimo que le presté el dia que
firmé la Orden autorizando al sabio Maestro, en la plenitud de
su vigor fisico e intelectual, para continuar en el ejercicio de la
funcién docente que tan a maravilla realiza.

Por si esto era poco, dos Profesores jévenes llenos de entu-

siasmo y de prestigio han venido a honrar a nuestra Facultad:
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el Profesor Burriel con el que me une antigua y entrafiable ca-
maraderia v el Profesor Solé, cuyo mejor elogio serd hacer
publico el temor que desde que vino sentimos por perderlo para

nuestra Facultad, donde la no existencia de Seccién de Natura-
les le dificulta el logro de la maxima aspiracion de un Maestro,

formar Escuela.

8

La eleccién de asunto para un discurso en un acto como
éste, es un arduo problema para un Profesor de Ciencias. Los
abstrusos temas de nuestra especializacién no son a propdésite
como lo son los de Historia, Arte, Literatura, Politica, etc., para
entretener al ptblico vario y heterogéneo de estos actos Cabe
si, hacer una vulgarizacién de un tema de actualidad c1ent1ﬁca

pero la dificultad estriba en que esta vulgarizacién suando,
original tenga la altura cientifica que exige esta Tribuna; las -

vulgarizaciones posibles han sido ya hechas de manera magis-

tral por los grandes artifices de la nueva Ciencia, que son los

dnicos verdaderamente capacitados para hacerlas, y estdn reco-
gidas en manualitos asequibles y que han obtenido una gran
difusién entre nosotros; tales por ejemplo en el tema siempre’
candente de la constitucién de la materia, uno de los capitales
de la disciplina que cultivo, 1as que han hecho el principe Luis
de Broglie en <Materia y Luz», Jean Thibaud en «Vida y trans-

. mutaciones de los 4tomos», Maurice de Broglie en - «Atomos, ra-

dioactividad, transmutaciones» o el matrimonio Joliot-Curie en
la conferencia sobre «Transmutacién» recientemente publicada
en la Revue des Sciences. Después de lo hecho por estas prime.
ras figuras de la Ciencia actual, serfa insensato en mi pretender
vulgarizar con originalidad en estos dominios. Como tampoco
se trata de dar una explicacién méds de Cdtedra, renunciando
por de contado a haceros pasar un rato ameno, de lo que me
considero incapaz, he querido siquiera, que de un discurso de
estos pudiera deducirse alguna utilidad para los estudiosos, y al
recordar que algunas veces. discursos de apertura de curso o
de ingreso en Corporaciones.sabias de mis Maestros me han
simplificado extraordinariamente la preparacién bibliogrdfica
de algtn tema dificil, tratado tnicamente en revistas poco ase-
quibles, he pensado, maestro como lo soy por vocacién entu-

<

siasta, prestar algin serv1c1o 4 mis discipulos resumiendo lo
mejor que he podido un asunto del que no hay bibliografia que
yo sepa en nuestra lengua y de la que es poco asequible la pu-
blicada en otros idiomas.

‘Todos sabéis que las grandes l‘eorxas de la Fisica actual,
o sea de la Fisica de nuestro siglo; la teoria de la Relatividad

‘de Einstein, la Mecdnica Cudntica absoluta de Heisenberg, Born.

y Jordan, la Mecdnica Ondulatoria de Schrodinger, la Mecdnica

, Ondulatoria relativista de Dirac, etc., han requerido el empleo
de algoritmos -matemdticos nuevos, que han tenido que crear,

los autores de las niievas teorias fisicas por no bastarles los de
la Matemdtica cldsica, o a los que se ha dado por lo menos por
dichos autores un nuevo desarrollo. Asi la Mecdnica relativista
requirié el empleo del Cdlculo diferencial absoluto; ia Mecdnica
cudntica absoluta o nueva Mecdnica cudntica de Heisenberg,
el Cdlculo de matrices (de las matrices de Hermite, el gran ma-
temadtico francés del siglo pasado), la Mecdnica ondulatoria de
Schrédinger, el cdlculo de.operadores y la mecdnica ondulataria
rélativista, que es la que mejor permite abordar los problemas
del electrdn, el Algebra simbélica o Algebra de los estados y
de los observables de Dirac, etc.

De estos diversos algoritmos se han ocupado entre nos-
otros: aquel sapientisimo Profesor; ya fallecido por desgracia

parala Ciencia espafiola, D. José M.* Plans, del Cdlculo diferen- .

cial absoluto; el cdlculo de matrices ha sido tratado en su mag-
nifico discurso de ingreso en la Academia de Ciencias_“por‘ mi
sabio Maestro D. Julio Palacios; de éste y del de operadores de
Schrédinger ce ocupa el excelente tratado de Castelfranchi tan
divulgado en nuestro pais «Fisica Moderna»; pero del Algebra

'simbélica de Dirac no se ha escrito nada en nuestro idioma, v a
llenar esta laguna de nuestra bibliografia se dirige esta modes-

ta d-isgrtacidn, que se limita pues 2 dar un resumen del nuevo
algoritmo matemdtico del joven y gran fisico inglés.




INTRODU‘CCION,

Como dice nuestro gran Ortega Gas:?e}ﬁ,_ desde 1901 y coin-
cidiendo peregrinamente con la fecha 1.n1c1al del nuevo S{glo
comienzan a elevarse sobre el horizonte intelectual pensamien-
tos de nueva trayectoria. Esto que puede obsgrvarse’ en casi
todas las ciencias, es especialmente cierto para la Frsma,- va
que la nueva Fisica teérica que empieza a levantarse a cemien-
zos de nuestro siglo y que tan portentoso ‘desarrollo ha adqui-
rido en los afios transcurridos del mismo, tlene' rﬁasgos y carac-
teristicas que la diferencian totalmente de la’Fxsxc‘a c}ésma.

Esta, como hace observar Dirac, habia considerado e.tl
Universo, como un conjunto de elementos obsex:vables, (parti-
culas, fldidos, campos, etc.,) que s€ mueven segun leyes dgﬁrltx—
das y del cual podiamos pues tener una imagen perfectamep e
determinada en’el espacio y en el tiempo. A esta concepcioén

del Universo corresponde una Fisica con un fin concreto: elegir.

entre todas las hipdtesis posibles relativas al mecanisrr}o y a las
fuerzas que unen a los elementos observabl.es entre sf, qquega
que nos permita darnos cuenta lo mds sencillamente posﬂ?l? e
su modo de comportarse. Pero en los tltimos tiempos los fisicos
han cafdo en la cuenta de que las leyes fundam.entales Fle la
Naturaleza no se refieren a nuestra imagen del Universo, sino a
1a realidad que aquella pudorosamente oculta, a ese 51'1bstratum
eternamente desconocido del cual no podemos f:on_strulr m%estra
representacién en el espacio y en el tiempo sin introducir ele-
mentos extrafios que no tienen nada que ver con e¥ fopdo de las
cosas, y que para llegar a formular estas leyes es indispensable
el empleo de la <teoria de las transformaciones», que nos per-
mite caracterizar los elementos importantes del Uplverso
asimildndolos a los invariantes de ciertas trangformacu?nes (o
mejor atin a magnitudes casi invariantes, es decir, a cantidades
que se transformen seguin leyes muy sencillas). Lgs hechos que
nosotros observamos no son mids que las relgcwnes de_estos
casi invariantes con un sistema de referencia determinado,

elegido generalmente de manera que se introduzcan simplifica-.

ciones cémodas, pero cuya eleccién no tiene ninguna importan-
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cia desde el punto de vista tedrico. La caracteristica esencial

de los métodos de la Fisica tedrica moderna consiste precisa-
mente en el empleo cada vez mds extenso de la teorfa de las
transformaciones, tal como fué aplicada primero a la teoria de
la relatividad y después a la de los Quanta; es mds, segin
todas las ‘apariencias esta caracteristica, es decir, este papel
preponderante, jugado por la teoria de las transformaciones en
la Fisica moderna habrd de acentuarse cada vez mds en ia

Fisica del porvenir. El progreso de dichos métodos consistird
en buscar ecuaciones que sean invariantes para transformacio-.

nes cada vez mds generales. .
Desde un punto de vista puramente filosofico esto significa

implicitamente que se tiene cada.vez mas en cuenta en su justo

valor el papel jugado por el observador, quien introduce en sus

observaciones las regularidades que en ellas se manifiestan, y .

prueba de este modo la ausencia de lo arbitrario en los proce-
dimientos de la Naturaleza.

Hecha abstraccion del andamiaje matemdtico y desde un
punto de vista puramente conceptual se comprueba que las
nuevas teorfas estdn construidas partiendo de conceptos que no

pueden ser descritos por medio de nociones intuitivas o que nos .

sean familiares y cuyo significado no se comprende perfecta-
mente hasta después de haberse familiarizado con sus propie-
dades y con su empleo. '

Sise abordan las nuevas teorfas desde el punto de vista

.matemadtico nos encontramos, como he dicho antes, con la nece-

sidad del empleo de algoritmos matemdticos nuevos. El Anilisis
matemdtico sigue constituyendo el instrumento. ideal para estu-
diar conceptos abstractos de cualquier naturaleza que seany
su potencia en este aspecto es ilimitada; por esta razén todo
tratado concerniente a la nueva Fisica que no se limite tnica-
mente a describir hechos experimentales debe ser necesaria-
mente un tratado. matemdtico: pero no hay que olvidar que las
Matemdticas no son para el fisico mds que un instrumento,
formidable y poderosisimo instrumento, pero instrumento al fin,

y hay necesidad de llegar a dominar las ideas fisicas funda-

mentales sin necesidad de recurrir constantemente a su expre-
sién analitica, manteniendo la Fisica en primer plano y descu-

- briendo siempre que sea posible el sentido fisico oculto bajo el

formalismo matemadtico.

@
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Por lo que se refiere a la forma matemdtica bajo la cual se
puede presentar la teorfa, pueden elegirse fios m‘étodo's,‘de ex-
‘posicion distintos. De una parte el método s1mbéhgo, utlhzanldo
directamente de una manera abstracta las magnitudes funda-
mentales (los invariantes de las transformaciones) y dg otra
parte el método de las coordenadas o de 1a§ representaciones,
que emplea sistemas de nimeros correspodientes a es.t'as mag-
nitudes Generalmente se expone la mecdnica cudntica, utili-
zando el segundo de estos métodos Se la designa con el nombre
de Mecdnica ondulatoria (Schridinger) o mecdnica de matrices
(Heisenberg) segtin que los elementos fisicos sobre los cuales se

fija principalmente la atencién sean los estados del sistema o

sus variables dindmicas. Tiene la ventaja de requerir conoci-
_mientos matemdticos mds asequibles y de seguir el desarrollo
" histérico de la teoria. Peroel método simbélico (Dirac), de cuyo

aparato matemdtico pretendemos hacer un resumen, penetra
m4s profundamente en la naturaleza de las cosas y en la esencia

intima de las nuevas ideas y permite expresar las leyes fisicas

de una manera elegante y concisa; su empleo es de esperar que

se generalice mds y mds a medida que el algontmo matemanco

por él requerido se desenvuelva mds.

LOS FUNDAMENTOS FISICOS DEL ALGORITMO

[. EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION.
Ondas y particulas. - , .

Como es sabido la Electrodindmica cldsica, esa bella y ele-
gante teoria, una de las mejor construidas de la Ffsica del siglo
pasado, se muestra en muchos aspectos inconciliable con l_o.s
hechos experimentales. En particular para explicar la estabili-
lidad de los edificios atémicos, sin la cual no podrian atribuirse
‘a la materia propiedades fisicas y quimicas determinadas, hubo
de renunciar Bohr a las leyes de la Electrodindmica y reempla-
zar la Mecdnica clédsica por una nueva disciplina, debida al
genio de Planck, a la que se di6 el nombre de Mecdnica Quanti-
ca, poryjue los rasgos mds llamativos (aunque no los mds impor-
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tantes), que la dlstmguen de la antlgua Meeémca son la varia-
cién discreta de ciertas variables dindmicas y Ia existencia de
descontinuidad en ciertos fenémenos fisicos.

Aunque parecfa imposible modificar la Electrodindmica
cldsica sin destruir completamgme su armonia y su coherencia,
puede decirse sin incurrir en exageracién que la- Mecamca
Cudntica sobrepasa en elegancia y en belleza a la teoria cldsica,

- gracias a que las modificaciones que ha sido necesario introdu-
cir en aquella, atin cuando fundamentales y suponiendo el em-
pleo de conceptos completamente nuevos, son poco numerosas
y a que las caracterfsticas de la teoria cldsica a que debia ésta
su atractivo pueden ser trasladadas sin cambios aprec1ab1es a
la nueva teoria.

La necesidad de una modificacién radical de las leyes y
conceptos de la Mecdnica cldsica se hace aun mds imperiosa
cuando se examinan los hechos experlmentdles referentes a la
naturaleza de la luz.

Desde el origen de la Ciencia dos concepcwnes fundamen-
talmente distintas se disputan la explicacién de dicha naturale-
za; 1a hipétesis corpuscular o de emisién y la hipétesis ondula-
toria. La primera sospechada ya por Empédocles (siglo V antes
de J. C.) en Grecia, ha sido expresada por Kepler. Laplace
y desarrollada sobre todo por Newton (1642-1727). La segunda,
que se remonta a Aristételes ha tenido como partidarios a
Descartes, Euler y sobre todo a Huyghens (1629- 1695). Segtin
Newton la luz estd formada por corptsculos extraordinaria-
mente pequefios, ligeros, proyectados por los cuerpos luminosos.

-Huyghens por el contrario consideraba la luz como un movi-
miento vibratorio de un medio eldstico, fliido infinitamente sutil,
el éter, que escapa a nuestros sentidos pero que estd extendido
por todas partes, hasta en el vacio mds perfecto. Las célebres
experiencias de Fresnel (1788-1827) sobre la interferencia, la
difraccién y la polarizacién y la experiencia de Foucault (1862)
sobre la velocidad de la luz en el aire y en el agua fueron deci-
sivas a favor de la teoria ondulatoria, que daba una explicacién
sencilla y natural de los fenémenos 6pticos m4s complicados
conocidos hasta fines del pasado siglo. Maxwell desarrollando
la teorfa de Faraday sobre propagacién a distancia de las ac-
ciones eléctricas y magnéticas, completd y precisé las ideas de
Huyghens creando la teorfa electromagnética de la luz. Segtin
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Maxwell un rayo luminoso debe ser consideradc como una

perturbacién electromagnética que se propaga por ondas. La
vibracién eléctrica y la vibracién magnética son perpendiculares
entre sy a la direcciéon de la propagacién de las ondas. Por

- otra parte toda perturbacién vibratoria de naturaleza electro-

magnética debe poseer todas las propiedades de la luz: inter-
ferencia, refraccion, polarizacién, velocidad de propagacién,
etc Desarrollando su teoria de cardcter principalmente mate-

‘mético y considerada como una de las mds bellas manifestacio- -

nes de la inteligencia humana (Boltzmann en el prélogo de una
obra suya dedicada a la teoria de Maxwell, sintetizé su admira-
cion por el prodigioso edificio que inmortalizé al gran fisico
inglés en ia siguiente frase: «Ist es ein Gorct der diese Zeichen
schrieb?), Maxwell dié las ecuaciones célebres que ligan las
propiedades eléctricas y 6pticas de los cuerpos materiales. Las
experiencias célebres de Hertz (1888) sobre las descargas osci-
lantes confirmaron brillantemente la teoria maxwelliana. Las
ondas electromagnéticas producidas por Hertz se propagaban
con la velocidad de la luz y poseian todas las propiedades pre-
vistas por Maxwell; no diferian de las radiaciones ordinarias
mds que por su longitud de onda mayor de un metro. Hoy en
T.S. H. se producen ondas hertzianas de varios kilémetros de
longitud. Se pueden por otra parte producir por descargas
eléctricas ondas que tienen aproximadamente la misma longitud
que los rayos infrarrojos. No hay duda de la identidad de natu-
raleza de las diversas radiaciones: ondas hertzianas, rayos.in-
frarrojos, radiaciones visibles y ultravioleta, rayos X, rayos v,
rayos ultrapenetrantes o césmicos. Todas estas radiaciones son
consideradas como v1brac1ones electromagnéticas de long1tudes
de onda diferentes.

La extensién hecha por Einstein de la teoria de los Quanta
de Planck admitiendo para la luz una naturaleza atomica al
considerarla compuesta de particulas de pequefifsimas dimen-
siones, llamadas «fotones», cada una de las cuales tiens una
cantidad de movimiento y una energia perfectamente definida,
‘funciones de la frecuencia, con una existencia tan real como los
electrones o como cualquier otro género de particulas de las
que estudia la Fisica, y que serian también indivisibles (no se
ha observado nunca una fraccién de fotén y podemos admitir
sin temor a equivocarnos que no existen dichas fracciones);

SN ————

—13 ~—

gracias a cuya teorfa de los fotones pueden explicarse fendme-
nos tan interesantes como- el efecto fotoeléctrico, el efecto -
Compton, la difusion de la luz por los electrones libres etc., que
no encuentran explicacién mediante la teorfa ondulatoria, su-
pone un retorno audaz a la teoria corpuscular de Newton y un
renunciamiento a la teorfa de Huyghens que considera a la luz
como un fenémeno ondulatorio. Pero por otra parte esta tltima

‘teoria es la dnica capaz de explicar numerosos fenémenos:

difracciéon, polarizacién, mterferenc1a, mco*nprenmbles en la
teoria corpuscular.
La interferencia, por ejemplo, considerada en la teoria

ondulatoria como una superposicién de varios movimientos

vibratorios con un efecto de reforzamiento o debilitacién ¢cémo

se podrfa explicar e interpretar en la teorfa de los Quanta?, ;de '
qué modo los fotones al encontrarse pueden reforzarse o debi-
litarse el uno al otro sin que varfen las cantidades de energia
correspondientes a cada quantum? Pues si- variase la energia

~ deberia variar también la frecuencia y se tendria el cambio de

una radiacién por otra, lo que no corresponde a la realidad.
¢Cudl es la significacién de la frecuencia misma en la teoria de
los fotones? |

Asi pues, en la fase moderna de la lucha entre las dos
teorias de la luz ocurre este hecho singular: por una parte
existen un conjunto de problemas perfectamente claros desde
el punto de vista corpuscular; por otra parte ocurre todo lo
contrario para otro grupo de fenémenos. En etecto todos los
problemas que se refieren a la absorcién o ala emisién de la
energia radiante, es decir, la totalidad de los fen6menos que
residen en los dtomos y las moléculas, estdn en contradiccién
completa con la teoria ondulatoria y se explican.perfectamente.
por la teoria cudntica.

Puede ilustrarse asi‘la extrafia situacién en que se encon-
traba la Fisica en 1926 y que se conoce con el nombre de «crisis
de la Fisica»>. Imaginemos dos cuerpos M y N separados por
una distancia arbitraria, todo lo que ocurre en My en N es el
campo de la teorfa cudntica, en tanto que lo que pasaentre My N
es el reino de la teorfa ondulatoria. En otros términos, el prin-
cipio y el fin del flujo luminoso pertenecen a los cuanta, el
medio a las oscilaciones y a las ondas. Es evidente, sin embargo,
que no se pueden introducir dos hip6tesis de cardcter comple-



tamente distinto para explicar las diversas partes de un mismo
fenémeno. Se trata de saber cémo hacen los quanta, los fotones
emitidos por el cuerpo emisor M para dispersarse en el espacio
en ondas v para replegarse luego de nuevo en el cuerpo absor-
bente. :

Pero hoy puede considerarse la crisis completamente ven-
cida; las nuevas mecdnicas: ondulatorias de Broglie y de
Schridinger, la nueva mecédnica cudntica de Heisenberg, Born
y Jordan, con respecto a la cual la teoria de Planck-Einstein se

llama ya teorfa cudntica cldsica, la ondulatoria relativista de
Dirac, han resuelto la dificultad permitiendo dar una teoria

coherente de la luz que engloba la explicacién de todos los
fenémenos conocidos, admitiendo una asociacién de ondas y
corpusculos, que no es tnica en el caso de la luz, sino que es
completamente general. Las ondas dirigen a los fotones y en
general a todas las particulas a ellas asociadas de una manera
incomprensible en la mecdnica cldsica, dando lugar en condi-
ciones apropiadas a fenémenos de interferencia y difraccién.

La influencia de las ondas sobre el.movimfento de las parti-
culas se hace sentir tanto menos cuanto mayor es la masa de

_éstas vy no puede ser demostrada facilmente més que en el caso

de las particulas mds ligeras, es decir, de los fotones. Las no-
ciones de onda y particula deben ser consideradas como dos
abstracciones utilizadas para describir una misma realidad
fisica. No se debe representar esta realidad como algo que
contenga a la vez ondas'y particulas que actian las unas sobre
las otras, ni tratar de construir un mecanismo que pueda des-
cribir correctamente sus relaciones reciprocas, pues toda ten-
tativa de este género irfa precisamente contra los principios
bé4sicos del progreso de la Fisica moderna. La Mecdnica cudn-
tica no hace m4s que intentar formular las lejes fundamentales
de tal manera que se pueda deducir de ellas sin ambigiiedad
lo que pasard en condiciones experlmentales dadas. Todo inten-
to de penetrar en el mecanismo de las relaciones entre ondas y
particulas mds profundamente de lo que exige este fin prec:so
y concreto, seria mutﬂ y desprovisto de sentido.

La polavizacidn de los fotones

A pesar. de la importancia considerable que en la Fisica
moderna tiene esta idea de la asociacién dec ondas y particulas
no es, sin embargo, mds que un caso particular de un principio
mucho mds general: «el principio de superposicion:, idea funda-
mental de la nueva Mecdnica cudntica, punto inicial, a partir del
cual empieza ésta a desviarse de la teoria cldsica.

Para analizar este principio, vamos a considerar un caso
partxcular muy sencillo, suministrado por el estudio de la pola-
rizacion de la luz.

Como quiera que cuando se provoca la emls16n de elec-
trones por medio de luz polarizada en un plano determinado,
existe una direccién privilegiada de emision electrénica, habrd
que considerar a un rayo de luz polarizada en una cierta direc-
cién. constituido por fotones polarizados en la misma direccién;
asi que en lo sucesivo diremos que cada fotén se encuentra en
un cierto <«estado de polarizacién». Veamos cémo podemos
explicar, mediante estas ideas, la resolucién de una luz dada en
sus componentes polarizados y la recombinacién de estos
componentes.

Supongamos que al pasar por un polarizador un rayo de

~luz polarizada enun plano dado, se resuelva en dos compo-

nentes, cuyos planos de polarizacién formen con el plano del
rayo incidente dnguloszy o - ; . Segtin la dptica cldsica, las

relaciones de las intensidades de los dos componentes a la inten-

sidad del rayo incidente serdn, respectivamente, cos.? = y
sen.?«. En nuestro lenguaje, diremos que en el rayo incidente
los fotones estdn en el estado de polarizacion 0, y enlos dos
componentes en los estados«y = - 7; . éC6mo explicar lo que
ocurre al atravesar un fotén el polarizador? ;Cémo los fotones
que estdn en el estado de polarizacién 0 se transforman en
fotones en los estados =y« —}—; ? Pero antes de resolver esta

cuestion, se nos plantea otra cuestion previa. (Podemos llegar
a conocer por medio de una experiencia lo que ocurre cuando
un forén atraviesa un polarizador? La experiencia mds directa

que podriamos disponer, consistiria en utilizar un rayo de luz .
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formado por un sélo fotén y medir la energia de cada uno de
los dos ravos en que se le puede descomponer. Conforme a las
previsiones de la Mecdnica cudntica, se obtendrd como resul-

» tado de 1a medida, que la totalidad de la energia del rayo inci-

dente estd concentrada: o bien en uno de los componentes,
o bief en el otro, pero nunca repartida entre los dos; la expe
riencia no revela jamds la existencia de fracciones de fotdn.
Si repitiésemos la experiencia un gran nimero de veces, en un
nimero de casos igual ala fracciéu cos. 2« del pimero total,
verfamos que toda la energia estarfa concentrada en el compo

nente 2y un ndmero de veces igual a la fraccién sen. %¢, la

energia estarfa acumulada en el componente = - ': ; 0 sea,

que el foton tiene la probabilidad cos. ® « de encontrarse en el
componente = y la probabilidad sen. ? = de apareccer en el

- componente z -} ,: : valoresde las probabilidades que conducen

cuando el nimero de fotones del rayo incidente es grande a la
distribucién de la energfa dada por la Optica cldsica.

La individualidad del fotén queda, pues, salvaguardada, si
bien es a expensas del determinismo. El resultado de una expe-
riencia no queda determinado por las condiciones iniciales, que
el observador puede modificar a su antojo, como exige la teoria
cldsica. A lo sumo, puede preveerse la probabilidad de obtener
un resultado u otro. Esta indeterminacién caracteristica de la
Mecdnica cudntica estd en contradiccién con las ideas cldsicas,
y parece indicar una derogacién del principio de causalidad.
Ahora bien, como la observacién experimental misma provoca
inevitablemente (segun las leyes generales de la Mecdnica
cudntica), un cambio de fase de magnitud indeterminada e
imprevisible, puede atribuirse 1a indeterminacién del resultado,
como ya hizo observar Bohr, a la incertidumbre de que estd
afectada la perturbacién producida por la medida, con lo cual
la aparente derogacién del principio de causalidad podria ser
atribuida a una imperfeccién teéricamente inevitable de nues-
tros medios de observacién. Observemos de pasada la impo-
sibilid.d de recombinar después de la medida, los dos compo-
nentes, de manera que se consigan efectos de interferencia.

Volvamos a nuestro primer problema y tratemos de des-
cribir lo que le ocurre al fotdn durante la experiencia; pero
advirtamos que no se trata de una descripcién al modo de las
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Ge la teorfa cldsica, por medio de' una imagen contfnua, sino
mds bien de un lenguaje convencional, ttil para ayudarnos a

- deducir los resultados experimentales y para recordarlos.

Es necesario suponer que entre los diferentes estados de
polarizacién de un fotdn, existe una relacién tal que un fotén
que se encuentra en estado 0, pueda ser considerado como si

se encontrase simultdneamente en parte en el estado =, y en

parte en.el estado « —1‘—;5 ; lo mismo podria considerdrsele en-

contrdndose en parte en el estado B, y en parte en el estado
- f; , siendo @ un dngulo de polarizacién cualquiera, o en dos

estados de polarizacién, correspondientes a dos direcciones, que
no formasen entre sf 4ngulo recto, o en mas de dos estados a la
vez; hay, pues, muchas maneras de describir un fotén: legitimas
todas y equivalentes desde el punto de vista teérico, aunque la
mads sencilla de todas es, naturalmeénte, la que lo sitia total-
mente en el estado 0. Cuando nos limitamos a decir que un
fotén se encuentra distribufdo entre dos o mads estados, no
damos mds que una descripcién puramente cualitativa, sin
embargo, en la teoria matemdtica del problema fisico tratado,

se la precisa cuantitativamente, introduciendo nimeros carac-

teristicos de cada distribucién y que fijan los «pesos» respec-
tivos de los diferentes estados.

Es muy dificilimaginarse un fotén que se encuentra simul-

tdneamente en parte en un estado y enjparte en otro estado
distinto, y atin mds dificil imaginarse esta situacién como equi-
valente ala del fotén, cuando se encuentra parcialmente en
otros dos estados distintos de los anteriores ofa la del fotén

cuando estd todo €l en un estado unico; no tenemos, sin em- .

bargo, mds remedio si queremos avanzar enlas nuevas ideas,
que familiarizarnos con estas relaciones entre los estados del
fotén y coordinar en una teorfa matemdtica coherente (preci-
samente la que pretendemos exponer) las leyes a que obe-
decen.

La interpretacién de la accién del polarizador en la expe-
riencia de polarizacién, antes descrita, es muy sencilla si se

considera que el fotén incidente estd en parte en el estado
«, y en parte en el estado « - ')' . El -polarizador separa los
n

dos componentes: « y « 4 © en dos rayos distintos, y diremos

3
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que el fotén que ha atravesado el polarizador estd en parte en
uno de los rayos con la polarizacién o,y en parte en el otro

con la polarizacién « —{- . Esta esla descripcién mds sencilla

posible de la expenencna en cuestién. Podria también suponerse
al fotén distribuido entre tres o mds estados.

Atendamos ahora a lo que ocurre cuando medimos la ener-
gia de uno de los componentes: obtenemos como resultado de
la medida o la energia total del fotén o 0; luego el fotén que
estaba en parte en uno de los rayos y en parte en el otro, debe
cambiar bruscamente y encontrarse entero en un sélo rayo;
cambio brusco que puede ser atribuido a la perturbacién intro-
ducida necesariamente por la medida; es imposible preveer en
qué rayo se encontrard el fotén,y lo tinico que podemos es

calcular las probabilidades de cada uno de los dos resultados

‘posibles, con arreglo a la distribucién del fotén en los dos rayos.
Ademds, esta manera de describir lo que le ocurre al fotén

durante la experiencia, conduce a una conclusién importante,

ya mencionada antes: la imposibilidad de hacer interferir de
nuevo los dos rayos, después de haber medido la energia de

uno de los dos componentes. Efectivamente, como demuestra

" la teorfa matemética, la interferencia tiene lugar por super-

posicién de los dos rayos, cuando el fotén se encuentra en
parte en uno de ellosy en parte en el otro; pero si las ope-
raciones gue nos conducen a la medida de su energia obligan
al fotén a pasar por completo a uno de los dos rayos, ne podré,
de ninguna manera, interferir con el otro, en el cual no hay
fotdn.

Véase, pues, cémo la idea nueva, un poco vaga quxzas de -

considerar al fotén en parte en un estado y en parte en otro
nos permite explicar la evolucién del fotén durante la expe-
riencia. A primera vista puede parecer que, en realidad, no
hemos resuelto nada con la introduccién de estas nuevas ideas,
gue todo se ha reducido al empleo de un nuevo lenguaje con-
vencional, que no nos ensefia nada que no supiésemos antes;
pero esta suposicién se desvanece al ver que esas ideas nos
permiten resolver todas las cuestiones que nos plantee la expe-
riencia, y con esto debemos conformarnos, pues a la verdad el
tinico objeto de la Fisica tedrica es calcular y cbtener resul-
tados comparables a los resultados experimentales. Ademds,

S S
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no son tan vagas mociones, que nos permiten precisar, como
hemos hecho antes, que cuando se mide la energia en uno de
los rayos, se introduce en él una perturbacién que imposibilita

. toda interferencia ulterior; eso, sin haber pasado del aspecto

cualitativo de la teorfa, que cuando aportemos:elementos cuan-
titativos, se verdn atin mds claramente las ventajas de la nueva

teorfa sobre las ideas verdaderamente vagas de las teorfas

cldsicas que, por otra parte, bastan para resolver en muchas
experiencias de Optica elemental los problemas relativos a los
resultados observados, y en estos casos la nueva teoria no tiene
nada que afiadir a lo ya conocido; pues el objeto de las nuevas
Mecénicas cudnticas es ensanchar el campo de las cuestiones,

que pueden explicarse por ella, pero no el dar soluciones mas
detalladas que las que la experiencia pueda revelar.

Supervposicidn e indetevminacion.

Para generalizar las nuevas ideas utilizadas en la descrip-
cién del fotén a un sistema atémico cualquiera, o sea, a un
conjunto de electrones y de niicleos atémicos sometidos a su
interaccién reciproca, hemos de empezar por generalizar el
concepto de <estado». Se dice que un fotén se encuentra en un
determinado estado de polarizacién cuando se le ha obligado a
atravesar ciertos y determinados aparatos de polarizacién; del
mismo modo, diremos que un sistema atémico estd en un estado
dado cuando ha sido preparado de una manera determinada,
que puede reproducirse a voluntad indefinidamente y cuyo

" métode de preparacién del sistema puede tomarse como defi-

nicién del estado considerado. Tenemos, ademds, que admitir
que entre los estados de un mismo sistema existe una relacién
tal, que un sistema que se encuentra en un determinado estado,
pueda también considerarse como si se encontrase en parte en
cada uno de dos o varios estados distintos. El estado inicial
debe también considerarse como resultante de dos o varios
estados mds, por medio de una especie de «superposicidns,

-inconcebible dentro del marco de las ideas cldsicas, y 1o mismo

otro estado cualquiera puede considerarse como resultado de la
superposicién de dos o varios estados distintos, y esto de una
infinidad de maneras diferentes. Inversamente, dos o m4s esta-
dos cualesquiera pueden superponerse para dar un nuevo
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estado, y asi, como ya dijimos, puede considerarse a un fotén
como estando enteramente en un estado tnico, aldn cuando se
encuentre en parte en el rayo de polarizacién « y en parte en el

rayo de polarizacién « 4 1;‘_ )

Las propiedades de un estado formado por la superpo-
sicién de otros dos son, en cierto modo, intermedias. entre las
de los dos estados componentes, a las que se aproxima, mds
o menos, segin el pess mayor o menor con que intervengan
estos estados en el proceso de superposicién. El nuevo estado
queda completamente - definido por los dos estados compo-
nentes, cuando se conocen sus pesos relativos y su diferencia
de fase; la significacion precisa de los términos «peso» y «fase»,

‘la veremos al estudiar mds adelante la teoria matemadtica.

Llegados a este punto, tenemos que modificar ligeramente
la significacién del término <estado». De ahora en adelante,
consideraremos el estado de un sistema definido por la situa-
cién de éste durante un: intervalo indefinido de tiempo y no por
su estructura en un instante determinado; la nocién de estado
no se refiere, pues, a una regién del espacio de tres dimensiones,
sino mds bien a una regién del Universo de cuatro dimen-
siones. : ' °

Un sistema que después de una preparacién adecuada se
encuentre en un cierto estado, permanecerd en este estado en
tanto que no ‘sea perturbado, lo cual no quiere decir que-no

sufra modificacién alguna revelable experimentalmente, sino .

que prosiguird su evolucién perfectamente definida, pasando
por una serie de transformaciones previstas por la teorfa de los
Quanta y que, por definicidn, se consideran como pertenecientes
al estado considerado. Cuando una causa cualquiera actda
sobre el sistema, se puede o bien considerar a éste como efec-
tivamente perturbado por un elemento extrafio, que ‘modifica
su estado. o bien, considerar a la influencia perturbadora como
si formase parte del sistema y contribuyese a definirlo; en este
iltimo caso, si englobamos igualmente en el sistema a los efec-
tos de la ‘perturbacién, puede decirse que aquél no hace mds
que proseguir su eyolucién enun estado unico y bien deter-
minado. En cada caso se escogerd de estas dos interpretaciones

‘1a que resulte méds cémoda.

Ejemplo de esto lo tenemos en el caso anteriormente discu-
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tido del fotén, que atraviesa un polarizador y se encuentra
luego parcialmente en cada uno de los rayos componentes.
Caben dos interpretaciones igualmente legitimas: o conside-
ramos al fotén perturbado por su paso a través del polarizador,
de manera que a la salida se encuentre en un estado diferente
del estado inicial o, por el-contrario, consideramos al polari-
zador como si formase parte integrante del campo en que se
mueve el fotén; en este tltimo caso, el fotén permanece en el

- mismo estado al principio, cuando estd atin en el rayo incidente,

gue luego, cuando se encuentra en parte en cada uno de los
rayos componentes, y lo que hace es prosegnir su evolucién
natural en ese estado; las leyes generales de la Mecdnica cuédn-
tica, son aplicables a cualquiera de estas dos interpretaciones.

~ Existen, sin embargo, dos casos en los cuales no tenemos més

remedio que admitir que la perturbacién modifica el estado del
sistema, que son: 1.° Cuando la perturbacién es una observa-
cién. 2.° Cuando la perturbacién consiste en una preparacién
del sistema para llevarlo a un estado determinado.

Después de haber establecido la significacién de «estado»
en el complejo espacio-tiempo, es necesario ahora precisar la
definicién de <observacién». Para conseguirlo, es necesario al
describir . una observacién, especificar el intervalo de tiempo
quz separa la preparacién del sistema del momento en que se
hace la observacién o del instante en que se pone en marcha el
aparato de observacién. Hay que advertir que se puede perfec-
tamente atribuir sentido a una observacion efectuada sobre un

‘sistema en un estado dado, en un instante anterior a la prepa-

racién de este estado. Supongamos que se prepare el sistema
en el instante t,, de manera que después de este instante esté
en un determinado estudo; podemos imaginarnos perfectamente

cudl deberia ser su estructura antes del tiempo t, para que,

abandonado a si mismo y no perturbado, evolucione de modo
gne se encuentre después de t, en el estado considerado.
Podemos, pues, suponer que el estado asf considerado se pro-
duzca anteriormente y atribuir una significacién precisa a una
observacién hecha antes de t, sobre el sistema en dicho estado.

Introduzcamos ahora, en el caso general, la indetermina-

_cién en las medidas de que ya nos hemos ocupado en el caso

de los fotones. En general. cuando se efectia una observacion
sobre un sistema atémico cualquiera, preparado de una cierta
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manera y que se encuentra, por consiguiente, en un cierto
estado, el resultado no serd completamente determinado; es
decir, si se repite varias veces la misma medida en condiciones
idénticas, se obtendrdn, en general, nimeros diferentes. Sin
embargo, si se repite la medida un gran nimero de veces, se
comprobard que un mismo resultado particular se encuentra
para un cierto estado un nimero de veces igual a una fraccién
determinada y siempre la misma del ntimero total de medidas;
podemos, pues, decir que cada vez que se repita la experiencia,
existe una probabilidad definida de obtener dicho resultado
particular; podemos calcular teéricamente esa probabilidad, la
cual puede, a veces, ser igual a la unidad, y en este caso des-
aparece totalmente la indeterminacién del resultado.

La indeterminacidn en los resultados de las medidas es una
consecuencia de las relaciones de superposicion entre los diver-
sos estados. Consideremos dos estados A y B del sistema, ele-
gidos de manera que exista una observacién que dé con certi-
dumbre un resultado determinado para el estado A,y que no
dé este mismo resultado para el estado B. A dos estados de esta
clase les llamaremos «estados ortogonales». Supongamos que
efectuemos una observacién estando el sistema en un estado
formado por la superposicién de A y B. El resultado no podrd
ser determinado mds que en el caso de que el peso de A o el de

B, en el proceso de superposicién, sean nulos. El resultado que

se obtiene con certidumbre para el estado A, tendrd ahora una
probabilidad p de producirse (siendo p el peso de A), y una pro-
babilidad 1 — p de no producirse. Variando de una manera con-
tinua los pesos relativos en el proceso de superposiciém,
podemos obtener una cerie continua de estados: desde A sélo
hasta B sélo, para los cuales la probabilidad de llegar al resul-
tado que se obtiene con certidumbre para A varia de una
manera continua desde 1 hasta 0.

Ya hemos dicho que una observacién no queda completa-
mente determinada, si no se indica al instante en que se efecria.
Ocurre, sin embargo. a veces, que el resultado de una medida,
o més bien, la probabilidad de obtener un resultado particular

cualquiera, no depende del instante en que se efectie. Un estado .

para el que ocurre esto, cualquiera que sea la observacién efec-
tuada sobre el sistema, se llama «estado estacionario» y nos lo
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imaginaremos como un estado en el cual la situacién del sistema
no varfa. ‘ ' _

"En Mecdnica cudntica la posibilidad de obtener nuevos
estados del sistema, por simple superposicién, estd ligada al

hecho de que las ecuaciones de definicién de los estados sean -

lineales, respecto a las incégnitas Es, pues, natural que se haya

tratado de establecer una analogia con los sistemas de la

Mecdnica cldsica, regidos por ecuaciones lineales y para los
cuales es vilido un cierto principio de superposicién (por ejem-
plo, con las cuerdas vibrantes o las membranas tensas). A causa
de estas analogias, espor io que se ha dadoa algunas de las
nuevas Mecdnicas cudnticas el nombre de Mecdnicas ondula-
torias. Hay que idsistir, sin embargo, en el hecho de que la
superposicién que aparece en Mecdnica cudntica es de natu-
raleza esencialmente distinta, que la que se encuentra en la
teoria cldsica. Las analogias podrian. pues, inducirnos a
error, como podemos ver en el siguiente caso particular:
Supongamos que se comparen los estados de un sistema atémico
a los estados de vibracién de una membrana. Cuando se super-
pone consigo mismo un estado de vibracién de una membrana,

.se obtiene un nuevo estado de amplitud doble. Por otra parte,

sise superpone segin la Mecdnica cudntica un estado atémico
consigo mismo, el estado resultante es exactamente igual al
estado inicial. El valor absoluto de la amplitud de la membrana
vibrante, considerado como elemento distinto de las amplitudes
relativas de sus diferentes puntos, no tiene andlogo en el caso
del sistema atémico.

Condpmz'bz'lz'dad de las obsevvaciones.

Cuando se efectia una observacién en un sistema dado,
este generalmente se perturba y su estado después de la obser-
vacion difiere del estado inicial. No hay mds que un sé6lo caso
en que la observacion pueda no modificar el estado del sistema:

aquel en que el estado inicial y la observacion son tales que

existe la probabilidad unidad, es decir,la certidumbre de obtener
por medio de esa observacién un resultado particular determi-
nado. Omitimos por brevedad el razonamiento un poco largo

‘que permite justificar esta conclusién.

R4
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Por consiguiente, cuando se ha efectuado una primera ob-
servacién sobre un sistema en un estado determinado, no se
puede admitir en general que una segunda observacién vaya a
encontrar al sistema en el mismo estado que la primera. La

primera observacién modifica el estado del sistema que debe

ser preparado de nuevo antes de poder sufrir una segunda ob-
servacién en las mismas condiciones. Sin embargo, puede
ocurrir que la primera observacién modifique el estado del sis-
tema de tal manera que la probabilidad de obtener un resultado
determinado por medio de la segunda no sea alterado. Llama-
remos a dos observaciones de esta naturaleza <observaciones
compatibles». Tres o mds observaciones son compatibles cuan-
do una cualquiera de ellas es compatible con todas las demds.
Dos o méds observaciones pueden ser compatibles, o bien con
relacién a un estado inicial determinado, o con relacién a cual-
quier estado inicial. En lo sucesivo nosotros nos referiremos
siempre (salvo advertencia en contrario) a observaciones com-
patibles de la segunda clase.

Segtn las leyes de la Mecdnica cudntica, la condicién de
compatibilidad de dos observaciones es una condicién simétrica

. con respecto a ellas. Sea «; una primera observacién hecha en

el instante t; y =, una segunda compatible con la primera y
efectuada en el instante t, posterior a t;; segtn la definicién
dada, la probabilidad de obtener un cierto resultado por medio
de la observacién 2, es la misma si se hace esta observacién

sobre el sistema en el estado inicial o si se la aplica al estado’

que sigue inmediatamente a la primera observacidn «,. Segin
la ley de simetria precedente, la probabilidad de obtener un
cierto resultado por medio de la observacién «, deberd ser la

misma, bien si se hace esta observacién «, sobre el sistema en -

el estado inicial, o bien si se la aplica al estado que sigue inme-
diatamente a la observacion o,.

Una de las principales propiedades de las observaciones
compatibles consiste en crear estados para los cuales se pueda
conocer con certidumbre el resultado de una cualquiera de
dichas observaciones.

El caso m4s interesante que se presenta en el estudio de
dos observaciones co’mpatibles es el yue se ofrece cuando se
efectian simultdneamente. La condicién de compatibilidad exige
en esté caso que si una de ellas se hace un intervalo de tiempo
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muy pequeilo antes que la otra, la probabilidad de obtener un
cierto resultado por medio de la segunda observacién sea la
misma que si la primera no se hubiese nunca efectuado.

Es a menudo cémodo considerar dos o varias observaciones
compatibles, sobre todo si son simultdneas, como siformasen’
una observacién dnica, cuyo resultado se expresar4 por dos o

varios nimeros. Frecuentemente hay que considerar en la
nueva teoria el nimero médximo de observaciones compatibles
independientes y simultdneas que se pueden hacer sobre un

- sistema; para abreviar se llama a este sistema de observaciones

englobadas en una sola «una observacién médxima». El estado
en el cual deja a un sistema una observacién mdxima estd com-
pletamente determinado por el resultado de esta observacién y
es independiente del estado inicial. Esta proposicién puede con-
siderarse o como un axioma o como una definicién m4s precisa
de la nocion de estado.

El estado de un sistema después de haber efectuado en él.
una observaciéon m&dxima se caracteriza por el hecho de que
existe otra observacién mdxima (precisamente la repeticion
mmechata de la que se acaba de hacer) tal que si la efectuamos
sobre el sistema en este estado final lo conduce con certidumbre
a un resultado determinado (el resultado anterior otra vez).

Asf, pues, un estado cualquiera del sistema puede definirse,
sin equivocos, como el estado que sigue a una observacién mzim-
ma que se ha efectuado en €l y por la cual se ha obtenido un re-.
sultado determinado. Podemos, pues, concluir que debe existir
para un estado cualqmera una observacién maxima que condu-
ce con certidumbre a un resultado particular determinado e
inversamente, si consideramos e} resultado de una observacién
méxima determmada, debe existir un estado del sistema, para
el cual este resultado pueda obtenerse con cemdumbre por
medio de la observacién considerada.

Mds sobre los fotones.

Cuando se aplica la Mecdnica cudntica a un sistema for-
mado por una sola particula, libre en movimiente, las ecua-
ciones que definen el estado de este sistema, son idénticas® las
ecuaciones cldsicas del movimiento ondulatorio, como se com -
prueba al estudiar la teorfa matemadtica de este asunto. Hsta

4
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circunstancia es la que confiere a la particula un gran nidmero

 de propiedades de las ondas, y es la que nos permite considerar

a un corpisculo en un estado determinado, como si estuviese
asociado a una onda o dirigido por ella.

Para precisar mds la naturaleza de las relaciones que exis-
ten entre las particulas y las ondas asociadas a ellas, vamos a
dar un ejemplo tipico, que ilustra el conflicto entre las teorias
corpusculares y ondulatorias de la luz, a que antes hicimos
referencia y que indica la solucién dada al caso por la Mecdnica
cudntica.

Consideremos un rayo.de luz; dividdmoslo en dos compo-
nentes de igual intensidad y produzcamos franjas de inter-
ferencia. Segun la antigua teoria corpuscular,cadauno de los dos
componentes contendria el mismo nidmero de fotones, y los
fotones pertenecientes a uno de ellos podrian interferir con los
del otro. En ciertas condiciones, dos fotones deberian, pues,
destruirse reciprocamente y, por el contrario, en otras circuns-
tancias deberfan producir cuatro fotones. Esto estd franca-
mente en contradiccién con la idea del fotén-corpusculo y,
ademds, no estd conforme con el principio de conservacién de

la energfa, el cual ha de satisfacerse no solamente de una

manera estadistica, sino también en el detalle de los fenémenos
fisicos.

La Mecdnica cudntica resuelve la dificultad, admitiendo
que un fotén cualquiera se encuentra parcialmente en cada uno
de los dos componentes, cosa factible si se aceptalaidea funda-
mental de la superposicién de los estados. Cada fotén interfiere
1inicamente consigo mismo; dos fotones diferentes no pueden
nunca producir interferencias. L'a solucién de las ecuaciones de
Maxwell, que dan la explicacién ondulatoria del-fenémeno, no
representa mds que un sélo fotén y no el conjunto de los foto-
nes considerados. Los valores relativos de la intensidad de la
luz en diferentes puntos del espacio, calculables a partir de
esta solucién, -determinan’ las probabilidades relativas de la
presencia del fot6n en estos puntos, cuando se intenta fijar expe-
rimentalmente su posicién en el espacio. Los tinicos elementos
importantes son las intensidades relativas en diferentes puntos;
a la nocién de intensidad absoluta, no puede ddrsele ninguna
interpretacién. No debe tratarse de establecer una relacién de

ninguna naturaleza que sea entre la intensidad absoluta de las

\
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ondas y el nimero de particulas; esto establece una diferencia
marcadisima entre las ideas modernas y las antiguas, referen-
tes a la conexion entre ondas y corptsculos.

Es evidente que esta manera de ver el fenémeno, que tiene
la nueva Mecdnica cudntica, no nos permite-imaginar un meca-
nismo con propiedades intermedias, entre las de los corptsculos
y las de las-ondus. Sin embargo, al suponer un fotén estd
parcialmente distribuido entre dos componentes, nos recuerda
la unién estrecha que existe entre ellas y nos impide llegar
intuitivamente a las conclusiones inexactas a que nos condu-
cirfa el admitir que cada componente posee sus fotones propios.
Por ejemplo, al exigir que la probabilidad total de presencia del
fotén en un punto cualquiera del espacio, sea constantemente
igual a la unidad, nos recuerda que cualquiera que sea la forma
en que los dos rayos interfieran; si se neutralizan en un punto,
deberdn sumarse en otro, de manera que el principio de conser-
vacién de la energfa no cajga nunca en defecto, quedando eli-
minadas las dificultades relativas ala aplicacién de este prin-
cipio a los fenémenos en detalle.

Definicion de la superposicidn de los estados

Vamos ahora a precisar la definicién de la superposicién de.
los estados. Diremos con Dirac que un estado A puede estar
formado por la superposicién de otros dos By C cuando no es
nula la probabilidad de que un resultado cualquiera obtenido

por medio de una observacién efectuada sobre el sistema en el

estado A, pueda obtenerse idénticamente por la misma obser-
vacidn efectuada sobre el sistema en uno, por lo menos, de los
estados By C.

El principio de superposicion afirma que pueden superpo-
nerse segin la precedente definiciéon dos estados By C para
formar un tercero A v que si se modifica 1a manera de efectuar
la superposicién pueden obtenerse una infinidad de estados A.
Este principio es el fundamental de la Mecénica cudntica y estd
en contradiccion absoluta con las ideas cldsicas. las cuales,
obligan a admitir por un lado que el resultado de una observa-
cién es siempre conocido con certidumbre y por otra parte que
dados dos estados diferentes de un mismo sistema se pued,
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siempre encontrar una observacion que aplicada sucesivamente
a cada uno de ellos, conduzca a resultados diferentes.

De la definicién dada de la superposicién de estados se
deducen inmediatamente algunos teoremas elementales de la
nueva Mecdnicg cudntica. Asi, los estados B y C no son ellos
mismos mds que casos particulares de estados formados por la
superposicién de B y de C.

Otro: Sea el estado Q formado por la superposicién de un
primer estado C y de un segundo P, resultado éste de la super-
posicién de los dos estados A y B. Supongamos que una obser-
vacién cualquiera efectuada sobre el sistema en el estado Q
conduzca-a un cierto resultado; existird por definicién en este
caso una probabilidad no nula de obtener el mismo resultado
efectuando la ubservacién considerada cuando el sistema se
encuentre en uno de los dos estados P y C,y por consiguiente,
una tal probabilidad existird del mismo modo cuando la obser.
vacion se haga sobre el sistema en uno por lo menos de los tres
estados A, By C. Esta propiedad del estado Q es, pues, simé-
trica respecto a los tres estados A, B y C, de modo que <¢]
orden de varias superposiciones sucesivas es inditerente-, lo
cual es absolutamente indispensable para que el término «su-
perposicién» tenga sentido.

Otra consecuencia: Cuando una cierta observacmn conduce
con certidumbre a un mismo resultado, tanto para un estado A
como para otro estado B del sistema, se puede afirmar que
conducird también con certidumbre a ese mismo resultado para
cualquier otro estado formado por la superposiciéon de A y de
B; efectivamente, no puede dicha observacién dar un resultado
distinto, porque la probabilidad de este resultado distinto para
cada uno de los dos estados A y B, es siempre igual a 0.

Se podria construir tedricamente toda la Mecdnica cudntica
a partir del principio fundamental de superposicién, introducien-
do el minimum indispensable de nuevas hipétesis, pero aunque
este procedimiento serfa el mds l6gico, no es el mds ventajoso,
por lo dificil y en todo caso lo artificioso que resultaria el plan-

“teamiento de este minimum de hipdétesis, a partir de las cuales

se pudiese ya deducir la totalidad de la teorfa. Es mejor dar de
primera intencién a las leyes generaies la forma que resulte
més sencilla para expresarlas y recordarlas, y analizar a conti-
nuacién sus consecuencias, o sea, deducir los resultados que se
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derivan de la idea fundamental de la superposicién y que son
indispensables para que la teoria tenga un sentido fisico preci-
so, cuya deduccién pondrd ademds de manifiesto la precisién y-
la coherencia de las hipé6tesis fundamentales,

EL ALGORITMO MATEMATICO

II. Er ALGEBRA SIMBOLICA DE LOS ESTADOS Y DE LOS OBSERVABLES.

La marcha que hay que seguir para establecer el nuevo
algoritmo es la siguiente: Hay que empezar por introducir un
cierto ntimero de simbolos con los que se designan los diversos
elementos fisicos estudiados, como las variables dindmicas o los
diversos estados del sistema considerado. Se establece a con-
tinuacién un cdlculo algebriaco de esos simbolos, partiendo de
ciertos axiomas enunciados explicitamente. Para completar la
teoria hay necesidad de fijar reglas que permitan traducir en
ecuaciones simbdélicas las condiciones fisicas que nos den, e
inversamente prever los resultados fisicos a partir de relacio-
nes entre los simbolos considerados. En estas condiciones, la
marcha del cdlculo para un problema determinado de Mecdnica
cudntica serd la siguiente: Supongamos que el sistema conside-
rado se encuentra en un estado en el cual ciertas variables di-
ndmicas tienen determinados valores. Estos datos nos permiten
escribir inmediatamente las ecuaciones del problema entre los
simbolos del estado y las variables consideradas. Aplicando
luego los axiomas del cédlculo simbédlico, deduciremos otras
relaciones, y a partir de estas, llegaremos finalmente a conclu-
siones de orden fisico. No habrd que especificar en ningtin mo-
mento la naturaleza exacta de los 'simbolos utilizados, cosa que
por otra parte seria perfectamente inttil. A lo largo del cdlculo

" bastard considerar a estos simbolos como magnitudes abstrac-

tas. Los unicos elementos necesarios para establecer dicho
cdlculo son los referidos axiomas algebrdicos y las reglas que
permiten pasar de las ecuaciones simbdélicas a los fenémenos
reales. Por otra parte al darnos en bloque el conjunto de dichos
axiomas y dichas reglas admitimos implicitamente un cierto
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nimero de leyes fisicés, a las que seria muy dificil llegar de

otra manera.

Adicidn de los estados.

Vamos a designar cada estado de un sistema dindmico por
el simbolo ¥ y a distinguir los diferentes estados por los subin-
dices de 4, por ejemplo: {;, $p, §s .. ... . La relacién entre tres
estados §,, U5, U, de los cuales el primero ¢, puede formarse por
superposicién de los otros dos ¢, ¢, Se expresard por una ecua-
cion del tipo: *

Yo==C1 % -} C2 s (1)

enla que ¢, y ¢, son nimeros reales o complejos. Dando a los
coeficientes ¢, y ¢, todos los valores posibles, se obtienen todos
los estados distintos que se pueden formar por la superposicion
de ¢, y ;. Se pueden siempre sumar de esta forma, con coefi-
cientes ¢, y ¢, arbitrarios, dos simbolos ¢, que designan dos es-
tados cualesquiera. La suma serd otro simbolo ¢, que designa
un estado que puede ser formado por la superposicién de otros
dos, salvo en el caso particular en que la suma es 0.

Supondremos que Ics axiomas de la adicién ordinaria siguen
siendo vélidos, es decir, que la adicién es conmutativa.

bt cah=cht+al
y asociativa:

(c1 + Ce Ya) + Cs d3 = C1 41 - (Ca 2 - Cs ¢s)

El primero de estos axiomas implica la perfecta simetria
del proceso de superposicién de dos estados, 1a cual es evidente
después de la definicién de superposicién dada. El segundo
axioma supone el teorema ya demostrado, segin el cual, el
orden de las superposiciones sucesivas es indiferente.

Hasta ahora, nuestras hipétesis son compatibles con la defi-
nicién de la superposicién de estados dada antes; veamos, sin
embargo, que van mds lejos que dicha definicién y contienen
nuevas leyes fisicas. Por ejemplo, podemos deducir de ellas que
si el estado ¥, puede estar formado por la superposicién de

¥, ¥ 4, de modo que la ecuacién (1) sea vilida, el estado ¢, podrd.

igualmente considerarse formado por la superposicién de ¢, y ¢,
(coq tal que ¢, ==0). En efecto, la condicién de superposicién (1)
es simétrica con respecto a §,, ¢; y ¢,, cosa que no podria dedu-
cirse de la definicién de superposicién dada en el.capitulo
anterior. Tres estados ligados simétricamente entre si por una
relacion del tipo (1) se llaman- «dependientes>. Podemos gene-
ralizar la definicion y decir que un ndimero cualquiera de esta-

dos ¢y, _gbz e Yo son dependientes o independientes, segtin
que exista o o entre ellos una relacién del tipo: '
b codat. ... .. '...—{—Cn% =0 (2

Ya hemos mencionado en el capitulo anterior, el hecho de
que cuando se superpone un estado a s{ mismo, el estado resul-
tante es idéntico al estado inicial. Debemos. pues, admitir como
regla de nuestro cdlculo simbdlico, que ¥; + ¥, 0 2 4, representan
el mismo estado que ¢;,. Adoptaremos atin una hipgtesis mucho
mds general que ésta, a saber: que {, y ¢ ¢, representan el
mismo estado, pudiendo ser ¢ un nimero cualquiera, incluso
imaginario, pero diferente de O. :

‘Se comprenderia quizds mejor la naturaleza de la conexién
que esta hipétesis establece entre los estados de un sistema y
los simbolos ¥, si se representasen los ¢ como vectores en un
espacio de un numero suficientemente grande de dimensiones.
El nimero de dimensiones necesarias es igual al nimero de los
estados independientes de que es suceptiblie el sistema, nimero
que, en general, es infinitamente grande. Una ecuacién del tipo
(1) o (2), puede ser considerada como una ecuacién vectorial,
siendo, en general, complejos los vectores. En estas condiciones:
un estado- debe ser considerado como completamente deter-
minado por la direccién de un vector; dos vectore:s de la misma
direccién, pero de longitudes diferentes, representan el mismo
estado.

Introduzcamos ahora otra serie de simbolos ®,, @, . . . . que
representan igualmente los estados de un sistema. Todo estado
designado por un simbolo ¢; puede serlo también por un sim-
bolo @ con el mismo indice &, . Dados tres estados cuyos ¢ satis-
fagan a la ecuacidn (1), los & correspondientes satisfardn por
hipétesis a

D, = ¢, B1 + ¢, Bs 3)
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designdndose, por las letras rayadas, nimeros complejos conju-

gados. Por hipdtesis, los simbolos ® gozan de las mismas propie-
dades que los ¢; la adicién es conmutativa y asociativa; ¢ @, re-
presenta el mismo estado que ®,, y un c1§rto nimero de esta-
dosd...... &, se llaman independientes, si toda relacién del
tipo : :

: PO T SN T T 4o Pn =0

es imposible, siendo las ¢ distintas todas de 0.

Toda la teorfa que va a desarrollarse es perfectamente
simétrica con relacién alas & v a las §; la suma de un ¢ yde
un ¢ no tiene significacién alguna y no figurard nunca en nues-
tros cdlculos. '

" Podria parecer superfluo introducir una segunda serie de
simbolos para representar los mismos estados de un sistema;
sin embargo, es indispensable hacerlo as{ para tener una per-
fecta simetria con respecto a las dos rafces cuadradas de —1,
desde que se admite que los coeficientes ¢, pueden tomar valo-
res imaginarios. Un proceso de superposicién como el (1) defi-

‘nido por dos numeros complejos ¢, y ¢, podrd ser definido

también por los dos nimeros complejos conjugados ¢, v ; tene-
mos, pues, que introducir la relacién (3) v tratarla lo mismo
que la (1). ,

Ya hemos dicho que se puede multiplicar & o ¢ por un
ntmero cualquiera, y que los simbolos as{ obtenidos ¢ ® oc d:
designan el mismo estado que se tenfa antes de la multipli-
cacién. Podemos, pues, poner

b=adr b=boos @

siendo a y b ntimeros arbitrarios distintos de 0, y utilizar 195
simbolos {* y * para designar estados en lugar de ¢ y &. SH{
embargo, las a y las b deben satisfacer a ciertas condiciones si
se quiere que {* y &* verifiquen relaciones andlogas a (1) y (3).
De estas tltimas relaciones se deduce:

*®

' a a
Lo o oy 21 % 4 |,
Yo C1 2 1 + Ca a, 2

by by
"EJO*T—'ClEq)l +C25’Zq)2.
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Para que los coeficientes de las dos ecuaciones sean dos a dos

complejos conjugados como en (1) y (3), debe de verificarse -

o
[y

3y by a,

f

=2

° Ao . L] a,

de donde:
br = fa, )

en que f es un nimero independiente de r. . ‘

La relacién que existe entre las ecuaciones (1) y (3) asi como
la condicién (5) que rige la transformacién mds general (4)y que
no altera esa relacién nos llevan a considerar cada &; como
proporcional a la magnitud imaginaria conjugada del §r corres-
pondiente, proporcionalidad que puede convertirse en igualdad
si se le aplica una transformacion del tipo (4), (5) con un valor
conveniente de f. Por tanto, si adoptamos para las ¢ una repre-
sentacion vectorial podremos considerar a todo ¢; como el vec-
tor imaginario conjugado del ®, correspondiente. Hay que ob-
servar sin embargo que la relacién entre 4y @ no es exacta-
mente de la misma naturaleza que la que existe entre dos
nimeros complejos conjugados ordinarios, porque no tiene sen-
tido alguno el separar en un 4 una parte real de una parte ima-
ginaria pura. En los nidmeros complejos ‘ordinarios la parte real
se obtiene tomando la media del nimero y de su complejo con-
jugado; no podemos hacer lo mismo con un simbolo ¢ porque la
adicién de un ¢ y un @ no puede realizarse. Vemos, pués, que
la relacién entre un ¢ y el @ correspondiente no es completa-
mente la misma que la que existe entre dos ntimeros conjugados.
Para recordar la diferencia que existe, vamos a reservar la
expresion <imaginarios conjugados» ‘para describir la relacién
entre ¢ y ® y utilizar por el contrario la expresién <«complejos
conjugados» para magnitudes que como los nimeros complejos
ordinarios pueden descomponerse en una parte real y una parte
imaginaria pura. :

Los vectores ordinarios del cilculo vectorial pueden tam-
bién descomponerse como los niimeros €n una parte real y otra
imaginaria pura; la representacién vectorial de los Yy los @ no
€s pués, rigurosamente correcta, aunque en ocasiones pueda
resultar muy ttil. Cuando utilicemos esta representacién vec-
torial debemos tener en cuenta que es imperfecta porque no se

5



opone a'la adicién de dos vectores ¥ y @ y por tanto confiere a
los ¢ y ® mds propiedades delas que la Mecénica cuz’mtlca exige
-y permite conferirles.

Multz'plz’cacz’dn de los estados.

Las tnicas funciones de ¢ o.de ®, que hemos considerado
hasta ahora, son combinaciones lineales con coeficientes numé-
ricos de las ¢ o de las @ solas. Introduzcamos ahora el producto
de una magnitud ¢ por otra magnitud ®; suponemos que este
producto existe y que representa, en general, un ntimero com-
plejo y 1o escribimos: siempre ® ¥, es decir, poniendo siempre a
la izquierda el ® y a la derecha el ¢. Expresiones como
$ @, d; 4y, &, ®, estdn desprovistas de sentido y no aparecerdn
nunca en nuestros cdlculos. Por hipétesis los productos @ ¢ obe-
decen a la ley distributiva:

(@1 + V) b =01 § D2} () Ot da)=04 @ % @)

y alaley:
®{cy)=c(®y)

donde ¢ es un nimero cualquiera. _
Si adoptamos la representacién vectorial, el nimero
® ¢ puede ser considerado como el producto escalar de los
vectores ® v ¢, con lo cual las condiciones (6) y (7) se cumplen.
Sin embargo, esta representacion nos conduciria tambi€n a
atribuirle a las expresiones @, ®, y ¢, 4, un sentido preciso;
comprobamos, una vez mds, que la representacién vectorial
atribuye alas ¢ y alas ® muchas mds propiedades de las que
ex1ge la Mecdnica cudntica. ,
Haremos atin dos nuevas hipétesis expresadas por las rela-
ciones siguientes:.

®, 415 == “(IT;!;-« (8) y o, ‘%’r >0 (9)

gue estdn de acuerdo con nuestra manera de considerar las
magnitudes § y ® como cantidades imaginarias conjugadas.
Poniendo enla primeras =r, deducimos que &, {; es real;la
segunda‘relacmn precisa que, ademds, esta cantidad es posi-

tiva. Para asegurarnos de la ]egmmldad de estas hipoétesis,

examinemos su comportamiento cuando se efectia una trans-
formacidn del tipo (4), (5). Se deduce de (8)

fa_; as (Dr*";Js* :‘t‘—fa:, ar (Ds* "!Jr*

y de la desigualdad (9), fa; a, ©,* & * ) O Si f es real y positivo,
estas dos relaciones dan @, * 4, * =& * 4, * y 0, * 4 * > (0. Luego,

- para que (8)y (9) sean invariantes para una transformamén,
- (4), (), es necesario imponer a esta ultima una determinada

restriccién (que f sea real Yy positivo).

En lo sucesivo, nos atendremos exclusivamente a 1a hipé-
tesis de que cada ® es exactamente igual a la imaginaria
conjugada del ¢ correspondiente; pues la hipétesis mds amplia
ae la proporcionalidad no ¢onduce a’ consecuencias intere-
santes. Esto significa que las ecuaciones (8) y (9) no deben ser
invariantes para transformaciones del tipo (4), mds que si se
tiene b, = a; , es decir, inicamente si en {§) f = 1. La restriccién
que hay que imponer a las transformaciones (4) para conservar
la invarianza de (8) y (9) estd comprendida en la precedente.

Se admite muy a menudo que un ¢, y su imaginario conju-
gado 9, satisfacen a ®; ;= 1, y se dice en este caso que estas
funciones estdn «normalizadas con respecto a la unidad» o sen-
cillamente «normalizadas». La desigualdad (9) demuestra que
es siempre posible «normalizar> un¢ o un ®, multiplicdndolo
por un niimero convenientemente elegido, cuyo médulo queda

. ya determinado, pero cuyo argumento queda al arbitrio.

De (9) se deduce el siguiente corolario: si se tiene &, ¢ =0

(10), cualquiera que sea $, se tendrd @, = 0 (10"). En efecto,

si ®; no fuese idénticaménte nulo, su imaginario conjugado
¢, seria un P, que no satisfarfaa @, =20, lo cual es contrarioa la
hipotesis. Es evidente que el teorema andlogo obtemdo permu~
tando ® con ¢, es igualmente cierto. ‘

Vamos ahora a demostrar que si ® y ¢, estdn normali-

‘zados, se tiene:

0.0 (=1 -

teniendo lugar la igualdad dnicamente cuando O,y ¢, repre-
sentan el mismo estado. Sea a un nimero real cualquiera y
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apliquemos la desigualdad (9)al estado ¢, — ei* s 0 O, — e—ia P, ,
tendremos:

( O, — e ié O, ) (’{)r — gia ’;’s ) >0
0O sea: ) ‘
e — 12 0y — eld @, | 0, b >0

de donde se deduce, ‘utilizando las condiciones de normali-
zacion, O, o, = O, ¢, = 1:

€t O b€ a0, g, < 2

los dos términos del primer miembro, son nimeros complejos
conjugados; luego la parte real de ez @ _d, es menor que la
unidad, y siesto tiene que ser cierto, cualquiera que sea a,
el médulo de ®; ¢, serd inferior a 1. La desigualdad se trans-
forma enigualdad si se escoge el nimero arbitrario a, de tal
modo, que ¢, — ei* 4, =0, lo que significa que ¢ y s designan
el mismo estado, con lo cual la proposicion (11) queda comple-
tamente demostrada. : :

Hasta ahora hemos tratado de la multiplicacién de ¢ por @,
desde un punto de vista puramente matemadtico, sin pre-
ocuparnos en absoluto de su sentido fisico; vamos a atribuir
ahora un sentido fisico a los productos de la forma o, ds . Con-
sideremos la observacién médxima del estado O, que conduce
con certidumbre a un resultado determinado; ya sabemos que
tal observacién existe siempre. Apliquemos ahora esta obser-

vaciéon méxima al sistema en el estado .. Ya no temflemos .

seguridad de obtener el mismo resultado que antes; habrd una
cierta probabilidad de obtenerlo, que llamaremos <probabi-
lidud de acuerdo» («probability of agreement», en el original
inglés), de ¢s con @, . Esta probabilidad es un ntmero que no
depende mds que de los estados 4,y ®., y que es igual al
cuando el estado 45 coincide con el estado ®,. Introduciremos
la hipétesis d= «que la probabilidad de acuerdo de s con o, es
igual a | @45 |2 estando @, y 4, normalizadas». Esta hipétesis
no tropieza con contradicciones. Acabamos, efectivamente, de
demostrar que [ ®; { | 2 no puede exceder de 1, cosa indispen-
sable para que pueda medir una probabilidad. También hemos
visto que la tnica transformacién del tipo (4) que se puede
efectuar en un ® o un ¥ normalizados, sin alterar la normali-
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zacién, consiste en una multiplicacién por un factér de médulo
igual a la unidad; esta transformacién no cambiard, pues, el
valor de | ©; ¢, | % que posee asilainvarianza necesaria para que
se le pueda atribuir un sentido fisico, perfectamente deter-
minado- , ‘

Ya una vez que el producto de un ¢ por un % ha adquirido
la significacién indicada, los axiomas y las hipdétesis (6), (7), 8) v
(9) se convierten en cierto modo en leyes ffsicas; en efecto se
pueden deducir de ellos consecuencias de orden fisico; asi por
ejemplo de (8) se puede deducir que la probabilidad de acuerdo
de 4s'con ¢, es igual a la de ¢, con ds . '

Podemos también darnos cuenta a partir de (6) y (7) de como
varfa la probabilidad de acuerdo. de un estado ¢, con un estado
¢y &+ ¢, 9, formado por la superposicién de otros dos ¢, y 4,
cuando se hacen variar los coeficientes c; y c,. Consideremos
el caso en que b; y 4, son ortogonales, es decir, el caso en que
existe una observacion que conduce con certidumbre a re-
sultados diferentes para los dos estados ¢, vy 4,, de manera
que su probabilidad de acuerdo sea 0; es pues necesario
que &, b, =0, ®,$, = 0. Para que ¢, ¢, -} ¢, ¥, esté normalizado
lo mismo que ¢, y ¢,, deberd verificarse:

1= (¢ 1 4o ©3) (Cy &y - Cy b3) =
:::]Cll2([)1(‘,)1—-}—[C2|2(D2¢2=I_C112—{-|c._,|2

Si consideramos ahora un estado ¢, ortogonal con 4, tendremos
para probabilidad de acuerdo-de ¢, con c; ¢, 4 ¢, ¢, €l valo:_‘

[ @y (Cidy Codp) | 2= | QO Cidy | 2= ! 2] Qg0 |®

igual a | ¢, | ® veces la probabilidad de acuerdo de 3, cond,. Asi,
en esta forma este resultado no puede ser considerado como una

consecuencia de orden fisico, pero si lo serfa si conociésemos

otro sentido fisico de | ¢, | %, lo' que nos permitiria igualar este
nimero a la relacién de la probabilidad de acuerdo de $, con
¢, §; -+ ¢y b, a la de 4, con ¢,. Sin embargo, el hecho de que esta

. relacién sea independiente del estado ¢,, con tal de que este sea

ortogonal con ¢,, constituye ya un resultado fisico y nos da»up
ejemplo de consecuencias de orden fisico que se pueden deducir
de los axiomas (6) y {7).
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Vemos también que estos axiomas permiten atribuir un sen-
tido fisico a los coeficientes que aparecen en el proceso de su-
perposicién -de estados o por lo menos a sus cuadrados. La
interpretacién mds sencilla se obtiene haciendo %, igual a $; o
a b, en el ejemplo anterior. Se deduce entonces que la probabi-
lidad de acuerdo de ¢, &, + ¢, 4, con ¢, es igual a|c,|%yla
de ¢, &; + ¢, ¥, con b, es iguala | ¢, | % La suma de estas dos

probabilidades es igual a la- unidad como se habria podido de- -

ducir de la definicién de superposicién dada en cl eapitulo an-
terior. | ¢, .2y | ¢, | ? pueden ser llamados los <pesos» de los

" estados ¢; y ¥, en el proceso de superposicién. El estado

¢, b + ¢, b, no queda completamente determinado por estos
pesos, pues queda arbitrario un «factor de fase», a saber, el
~argumento de c,/C,. Esta fase no tiene un sent1d0 fisico tan
sencﬂlo como los pesos. :

Algebra de los observables.

Introduzcamos ahora en los cdlculos las variables = dina-
micas. En mecdnica cldsica, para un estado cualquiera del
s1stema, una variable dindmica viene dada por una funcién de-

terminada del tiempo y por consiguiente representa algo que se-

refiere a todos los~instantes del intervalo durante el cual tiene
lugar el fenémeno. En la teorfa de los Quanta una variable di-
ndmica ya no viene dada. por una funcién del tiempo del tipo
habitual, si bien debe ser siempre un elemento que se refiera a
todos los instantes, si'es que quiere conservarse la analogia con
las variables dindmicas cldsicas. En Mecdnica cudntica es mds

comodo utilizar un elemento que se refiera a un instante deter-
minado, andlogo en cierto modo al valor que toma una variable -

para un valor particular del tiempo. Llamaremos a un tal ele-
mento «magnitud observable»> o sencillamente un «observable-.
Podremos ahora decir que lo mismo en Mecédnica cudntica que
en Mecdnica cldsica, toda observacién consiste en medir un
observable y que el resultado de la operacién es un nimero.
En mecdnica clésica, la medida de una variable dindmica para
un estado particular del sistema, conduciria a un resultado
expresado por una funcién del tiempo; por el contrario; en la
teoria de los Quanta, tal medida carece generalmente de
sentido.
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Designemos cada observable por un simbolo, por una letra,
por ejemplo, el valor de una deflas coordenadas cartesianas de
un electrdn en un instante determinado t; es un observable que
designaremos por el simbolo x (t,). Una variable dindmica como
x (t) puede ser considerada como un observable dependiente de
un pardmetro t que representa el tiempo. En el cdlculo utiliza-
remos los simbolos de los observables y los de los estados com-
bindndolos segtin las reglas y los axiomas siguientes:

Siempre se puede multiplicar un simbolo « que represente
un observable por un simbolo ¢ que designe un estado; el pro-
ducto debe escribirse « ¢, poniendo siempre el factor ¢ a la
derecha. Este producto tiene la naturaleza de un ¢ y puede ser
sumado a otros ¢. En'la representacién vectorial de los ¢ un
observable « puede ser considerado como un operador que
aplicado al vector ¢ darfa otro vector « .

Supondremos que la multiplicacién es distributiva, es decir,

que se verifica:

(<b1+v)-—a¢1+ ¢> (12)
y también: '

a(c)=c(*b) (13)

siéndo ¢ un ntimero cualquiera..En lenguaje vectorial esto sig-
nifica que « es un operador lineal que efectda rotaciones y dila-
taciones o compresiones uniformes del campo vectorial.

La multiplicacién de los ¢ por un ntimero, es una cperacién
que satisface a las condiciones anteriores; los ntimeros pueden

. pues considerarse como un tipo particular de observables; mas

adelante le atribuiremos sentido fisico a esta multiplicacién,
Admitiremos que si se verifica « ¢ =0, sea cual sea 9, el
observable « es nulo == a tal magnitud
queda completamente determinada cuando se da el valor del
producto obtenido multiplicdndola por un ¢ arbitrario; en efecto,

'si los productos de dos observables por un ¢ arbitrario son

iguales, su diferencia debe ser nula y los dos observables deben
necesariamente coincidir.

La suma o, 2, de dos observables % ¥y %, queda deﬁmda
por la condicisn:

n

(2 = 29) b == o ’*!"}‘”z b (14
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sea cual sea ¢, Las lejres conmutativa y asociativa de l1a adicién
se deducen de una manera inmediata de esta definicién, asf{
como de las leyes correspondientes de la adicién de los simbo-
los ¢ Definiremos a continuacién el producto «, =, de dos obser-
vables =, y =, por la condicién: (% 2,) & = «, (, 9), cualquiera que

“sea 9. La multiplicacién de los: observables es asociativa y dis-

tributiva como resulta de la definicién anterior; asi que tén-
dremos: ’ ‘ : ’

[(ay @) a] b=y oy (ag )= ’3".1 [% (23 ] =2 [(2, o3) o] =[x, (”z a)] &

y puesto que estas igualdades son vilidas cualquiera que sea
$, debe verificarse que: (v, o,) 23 = o, (o, u3).

En cambio por lo general la multiplicacién de los observa-
bles no es conmutativa, es decir, que generalmente o, 2, no es
igual a =, ;. En el caso particular en que esta igualdad se cum-
pla, diremos que «, conmuta con =, 0 que =, y o, conmutan o que
los dos son conmutables. Diremos que varios observables son
conmutables si cada uno conmuta con todos los demés.

Como la teorfa debe ser simétrica respecto alos ¢y alos @
debe ser posible efectuar el producto de un observable « por
un simbolo ¢. Este producto que debe escribirse ® =, poniendo
siempre el ® a la izquierda, tiene la naturaleza de un O; repre-
senta pues un estado y puede sumarse a otros 0. A .

Deben de verificarse las relaciones correspondientes
a(12) y (13): ‘

(@1 P o= o+ 0, y (C D) o= ¢ (D «)

Necesitamos ademds para el Algebra simbélica un axioma
suplementario que establezca la ley asociativa de la multiplica-
cién, segin la cual @ (« ¢) = (¥ 2) ¢, de modo que uno cualquiera.
de los dos ntimeros pueda escribirse ® « ¢ sin paréntesis. Este’
axioma nos permite demostrar que la suma o el producto de dos
observables definidos por (14) o (15), coincide conla suma o el
producto definidos de la misma manera a partir de los @, es
decir, por: : :

O (o ) =0 oy 4 Do, (16) y O (2 ay) = (P o) @y

cualquiera que sea ®. Para la suma, por ejemplo, puede dedu-
cirse de la definicién (14), utilizando la igualadad (6), que:

D (x Fo)b=0a b+ 0o [® (o +'¢2)'_ Do, — 0 a] d=0

e
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cualesquiera que sean ¢y ¢. Se deduce de ellas, teniendo en

~cuenta (10), que:

D (0 +oy) — QPoay — o, =0

que es justamente el resultado (16), que se pretendia obtener.
La demostracién en el caso del producto se hace de la misma
forma, ' ' ~

A partir del teorema, segtin el cual a = 0si« ¢ =0 par
cualquier valor de ¢, podriamos deducir por un razonamiento
andlogo que se tiene igualmente = = 0 si ®.« = O para cualquier
valor de O.

Observables complejos conjugados.

Resulta muchas veces ttil y cémodo considerar la suma y
el producto de dos observables como si fuesen también obser-
vables. Esto implica, como vamos a ver, una generalizacién de
la nocién de observable que, en lo sucesivo, englobard también

- a las funciones complejas de las variables dindmicas clasicas,

o mejor aun a los valorés que.tomail estas funciones en un
instante dado. Un observable no es, pues, necesariamente una
cantidad susceptible de medida directa por medio de una obser-
vacién tnica, sino mds bien un elemento, que se deduce de ella
por generalizacion. ' \

De una manera mds general puede considerarse como
observable todo operador cuya multiplicacién por los ¢ o los @,
obedece a 1as reglas anteriormente enunciadas. Podemos definir
asi un observable «, dando los valores de « ¢ para todo valor
de ¢ y estos valores pueden ser elegidos arbitrariamente con la
tnica restriccién (12). Consideremos un’ sistema completo de
estados independientes ¢, es decir, tal que un ¢ cualquiera
pueda expresarse linealmente en funcién de los miembros ¢, del

‘sistema. Se pueden elegir arbitrariamente los valores de « 9 ;

teniendo en cuenta (12) estos valores, determinan completamente
el valor de « ¢ cuando ¢ tiene cualquier valor, y de este modo
« mismo queda completamente determinado. Del mismo modo,
en lugar de dar los « ¢, se podria definir «, dando los nime-
ros ®s « ¢, que son completamente arbitrarios, si los @ y los ¢,
forman un sistema completo. De (10) se deduce inmediatamente

6



que por este procedimiento queda « determinado de una manera
univoca. Sea ahora « un observable y consideremos la ecuacién:

Goad—0 s (1)

en que ¢, ¢,son dosd cualesquiera, y @, ® sus imaginarios
conjugados. Podemos considerar esta ecuacién como la ecua-

- cion de definicién de un nuevo observable B. Efectivamente,

se puede primero suponer que (17) es vdlido para ¢;y s inde-
pendientes, que formen sistemas completos; comprobar luego
fadcilmente que si (17) es vdlido para dos valores de ¢,/ lo serd
también para toda combinacién lineal de estos valores, y final-

‘mente que (17) es vdlido de un modo general.

En efecto, si (17) es vdlido para $.=¢; y para ¢, __4)9, ten-
dremos las ecuaciones:

B0 b =0, b | By dy =0, B &
de donde podrerﬁos deducir'
T (Cy b Gu o) = Ci By wdy o Co By w by —
— T 0, b+ T 0, O, = (T O o ®) B 05

lo que prueba que (17) es también vélida para ¢, = ¢y d; -+ C5 $s.

El observable B definido por (17) se llamard el «observable,
complejo conjugado» del observable «, y lo designaremos por 4,
Tendremos, pues:

b o § = (Drv; ‘Ps (18) '

El observable complejo conjugado de « es « mismo. Se usa el

‘término «complejo conjugade» en lugar de <imaginario conju-

gado». porque un observable y su complejo conjugado son de
la misma naturaleza, y pueden, por tanto, sumarse; puede,
pues, separarse un observable « en una parte real Ya{« o) y
una parte imaginaria pura Yz (« — « ). La condicién para que un
observable sea real, estd dada por:

C b el =0 a )

En el caso particular en que el observable es un ndmero,
la cantidad compleja conjugada definida por (18}, es idéntica al
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numero comple;o con]ucrado correspondlente, definido por el
Algebra cldsica.
Demostremos ahora que si los, simbolos ¢, y ¢, son imagi-

_ narios conjugados, también lo serdn « ¢, y @, «, siendo o un.

observable cualquiera. Sea ¢ la imaginaria conjugada de « ¢;;
segtin (8), tendremos ® ¢, = &, « {; para un {. arbitrario. Pero
segtin la definicién (18) D,al, = &, 2 &, de donde ¢ 4 =
= @, « {, para un Y cualquiera; (10) da entonces ¢ = &, « (20),

-que era lo que queriamos demostrar.

Vamos ahora a ver cudl es la cantidad compleja conjugada
del producto «; a, de dos observables %y %,. La ecuacién que
define ¢, a,, es: :

(b Oy %y 'bq q) Ty %y 'fp . (21)

para uin ¢, v ®, arbitrarios. Si ponemos en (8) ¥ =,‘I>q o ¥
de =, 4y, lo que supone segtn (20) by = o, Uq, O, = ¥, ay,
tendremos @, o, a; g = D4 2,0, 4, . Puesto yue estas ecuacio-
nes son vdlidas para @, y dq arbltrarlos, tendremos comparando
con (21):

Oy Gy == Gy &y (22)

Luego, «la czmtldad compleja conjugada de un producto, se
obtiene tomando el complejo conjugado de cada factor e invir-
tiendo su orden primitivo». Esta regla es vdlida aun para los
productos de mds de dos factores, como puede verse, aplicdn-

dola repet1damente Se tiene, por ejemplo: a; oy ay = oz 0y a4y =
= ay u, ¢;. De ella se deduce el siguiente corolario: Si «; y «, son

dos observables reales, o, @, + o, o; es real y o; oy — o, @; €S

imaginaria pura,; ¢, ;' no es real, mds que si ¢, y «; conmutan,
La ecuacién (18) y el teorema que expresa la ecuacién (20), nos
dicen que, en general, cuando se quiere formar la cantidad
imaginaria conjugada o compleja conjugada de cualquier combi-
nacién de simbolos, que representen estados u observables,
basta invertir el orden de los factoresy tomar la imaginaria
conjugada o la cantidad compleja conjugada de cada factor.
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Intevpretacion fz’sz’ca del Algebra de los observables.

Los axiomas y las hipét_esis' adoptados para el cdlculo de los

observables han sido, hasta aquf, de cardcter puramente mate-

mdtico, sin significacién fisica alguna. Vamos ahora a indicar
cémo se puede establecer una relacién entre estos axiomasy
los fenémenos reales y transformarlos asf en leyes fisicas; bien
entendido, que nos vamos a referir por ahora umcamente a
observables reales. . ,
Supongamos que, al medir el observable « estando el sistema
en el estado particular ¢, , haya certidumbre de obtener como
resultado un nimero dado a; esta certidumbre implica que ¢ y ¢
no son completamente arbitrarios, sino que existe entre ellos

‘una cierta relacién. Por hipétesis, esta relacién serd:

o 'er == d Ll’r . (23)

Inversamente una ecuacién de este tipo serd susceptible

siempre de la siguiente interpretacion fisica: si. se hace una
medida para determinar el observable « estando el sistema en
el estado ¢, , habrd certidumbre de obtener como resultado el
numero a; puede aun decirse, utilizando el lenguaje de la Fisica
cldsica, admisible en este caso, que <el observable « tiene el
valor a para el estado ¢, ». La ecuacién (23),-equivale a:

G, 0=—=a O, } (24)

a condicién de que » sea un nimero real; (24) es, efectivamente,
la imaginaria conjugada de (23), segtin el teorema, expresado
por la relacién (20); subsiste, por tanto, el paralelismo estable-
cido entre ias magnitudes ® y 4. En el caso particular en que el
observable o es un ndmero, la ecuacién (23) es vélida para
cualquier- estado ¥, con el mismo valor de a; esto significa que
el resultado de una medida serd siempre el mismo, cualquiera
que sea el estado considerado del sistema.

. Desde ahora, podemos intentar deducir algunos resultados

~ fisicos de lateoria que acabamos de exponer. Por ejemplo, si

e eSS

e P
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para el estado ' el observable v, tiene el valor a;, y el obser-
vable o, el valor a,, se tienen las ecuaciones:

Cayh—a,d (25)
de las que se puede deducir:

(2 —+ @) = (a; 4 a,) ¥

Para el mismo estado ¢ el observable «, -} «, tiene el valor
a, - a, y el observable «, =, el valor a, a,; resultados necesarios
para que la teoria sea coherente. Del mismovmodo, admitiremos
que f (o) tiene el valor f (a) para el estado 4, siendo f una

o gy Y ==a, a, .

 funcién cualquiera desarrollable en serie de potencias y atdn’

pueden definirse funciones de un observable mds generales que
las desarrollables en serie de potencias, y el resultado prece-
dente serfa atn vdlido para estas nuevas funciones, lo cual
puede servir de base para la definicién de -dichas func1ones
generalizadas.

Si un observable « tiene el valor a para cada uno de los
estados ¢, y ¢,, podremos escribir las ecuaciones:

, : “%ma’%l ad{»£ﬁ%
de donde‘:
e (cy s + C2 by) = a (¢ ¢, Cs by).

El valor de « es, pues, siempre a para cualquier estado
obtenido por superposicién de ¢, y ¢,. Este resultado se obtuvo
va, a partir de la definicién de la superposicién de estados; el
hecho de que pueda deducirse de la teorfa matemadtica expuesta,
pone de manifiesto la coherencia de la misma.

En Mecdnica cldsica, una magnitud observable tiene siem-
pre un valor definido, cualquiera que sea el estado del sistema.
No ocurre lo mismo en Mecdnica cudntica, donde hace falta
que se cumpla una condicién del tipo de la (23), para que un
observable pueda tener un- cierto valor, estando el sistema en
un estado determinado. En general, la medida de un obser-
vable para un determinado estado, conducird a uno cualquiera
entrz un cierto nimero de valores posibles, segtin una ley de
probabilidad. El problema que vamos ahora a abordar es el de



ver lo que se puede decir en el caso general de un observable
c¢ualquiera, en sus relac:1ones con un estado . arbitrario del
sistema. :

Si se .da un observable « y se conslderan dos estados del
sistema @, d;,se puede formar el nimero @« ; esta es la
tinica manera de calcular un nimero que se refieraa la vez a

un observable dado y a dos estados determinados. Se puede asi.

adscribir a un observable dado un valor numérico determinado,
asociudo a cada grupo de dos estados; hay, pues, una diferencia
claramente marcada entrela nusva Mecdnica y la teoria cldsica,

en la cual se puede siempre atribuir a un observable un valor -

numérico, asociado a un sélo estado del sistema, a saber, el

.valor de este observable para el estado considerado.

Como caso particular del precedente, podriamos formar el
nimero @, « ¢, , tomando dos simbolos imaginarios conjugados
®, v 4., que representen el mismo estado. Tendriamos de este
modo un niimero completamente determinado para el obser-
vable « y para el estado tinico ¢, , a condicién de que @, y ¢, estén

normalizados; es facil ver que en estas condiciones & « ¢, es

invariante para cualquier transformacién del tipo (4), si se
cumple b, = a,, que no altera la normalizacién. Se podria,
pues, en rigor, asociar al observable « un valor numérico bien
determinado para un estado tnico ¢,, pero no seria correcto
definir este niimero como si fuese el valor del observable « para
el estado ¢, por la siguiente razdn: Si para un cierto estado.el
valor del observable «; es a, y el de a,, @,, serfa preciso que el
valor de «; + «, fuese a, + a, y el de o, oa,, a, a, La deﬁmcxén
anterior, permltm’a escribir:

a, =0, 2, 4 ay =0, a, {,
de donde puede deducirse:

a, + ady, == (I) ((7- ’+— O:‘)) be'

y, por tanto, .que el valor de —]— %, es igual a a, -} a,; pero no
podriamos deduc1r

a; 8y =0 oy o, g

Efectivamente, esta relacién es en general inexacta y es,

por tanto, imposible deducir que el valor de @ 23 es a, a:. Por
consiguiente, no podemos definir el valor de un observable «
para un estado ¢, por el ntimero ¥, « ¢, : tenemos que limitarnos
a la ecuacién (23) para dar la definicién de este valor en el caso
particular en que, efectivamente, exista. Sin embargo, como la
demostracién no cae en defecto més que en el caso del producto
a1 73, pero no en el de la suma = -} @2, esto nos permite consi-
derar a @« 95 como el «valor medio» del observable « para el
estado ¢, ; puesto que la media de una suma debe ser igual a la
suma de las medias, mientras que la media de un producto no
tiene por qué coincidir con el producto de las medias de los
factores. El Algebra simbélica que estamos desarrollando nos
permite, pues, definir el valor medio de un observable para un
estado particular del sistema, sin incurrir en contradicciones
Hagamos ahora la hipé6tesis importantisima de que 1a media
asi definida, es idéntica a la que se obtendria si se midiese e}
observable un gran nimero de ‘veces y se tomase la media de
los resultados obtenidos. Esta hipétesis es el lazo esencial que
liga nuestra Algebra simbolica con los fenémenos fisicos, del
que pueden deducirse como casos particulares los otros puntos’
de contacto, anteriormente mencionados; es decir, la hipotesis
de que | ©.¢s | *es la probabilidad de acuerdo ®;con s,y la

" hipétesis de que la ecuacién « ¢ = a  expresa la certidumbre de

obtener el resultado a cuando se mide el observable « sobre un
sistema en el estado ¢.

Si el observabile « tiene el valor a para el estado 4, , o sea
si 1a ecuacién. (23) es vdlida, se podrd escribir que:

Orad, =0 a2 =ab d =

estando @, y 4, normalizados. v
Se ve, pues, que el valor medio de « para el estado ¢, es,
precisamente, a, resultado indispensable para.que la interpreta-

“cién fisica que hemos dado sea coherente. Esimposible, evidente-

mente, establecer la reciproca, es decir, dedumr la relacién (23)

partiendo de &, a ¢, = a:

La teoria precedente pone, igualmente, de relieve los ni-
meros & = s, en que P,y ¥s designan dos estados diferentes;
estos niimeros no son susceptibles de una interpretacién directa
tan sencilla como los @, « ¢, . La Mecdnica cudntica, sin embargo,
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permite demostrar que, a parte de un .factor, | b, 2 ¢s |2 es



‘igual a la probabilidad de una transicién del estado 4, al estado

®, , provocada por una energia perturbadora, cuya integral en

‘el tiempo es «.

E jemplb de coilcu,lo' algebrdico de los observables.

Para dar un ejemplo de esta Algebra simbdlica, que aparte
de la no conmutatividad de la multiplicacién, sigue las mismas
reglas que el Algebra ordinaria, vamos a examinar las propie-
dades de dos observables, p v q, que satisfacen a la condicién

gp — pq =i (26), donde i es la unidad imaginaria, o sea, y—TI. -

Segin lo dicho, al hablar de los observables complejos conju-
gados, dos observables reales, p y q, pueden satisfacer a esta

condicién, Multiplicando (26) por q, primero ala izquierda y
después a la derecha, obtendriamos:

a®p — qpq =iq
qpq — pq®==1iq

que, sumadas, dan: q®p — pq? = 2iq. Este resultado puede ser
generalizado. Multipliquemos (26) una primera vez por ¢°~' a la

izquierda; la segunda vez por q°~2a la izquierda y por q a la ’

derecha; la tercera por @3 a la izquierda y por g* ala de-

recha, y asi sucesivamente, y finalmente la enésima vez por q*~*.

ala derecha, obtendremos las ecuaciones:

q" p— q"~' pq = igq*~!
Q"' pq — q"~? pge =ig"~!
qn—Z pq2 o qn—-—3 pq3 —_— lqn—'l L

apg"~t — pge = iqe~!
que sumadas dan:
q" p — pg" = nig*~!
resultado que ﬁuede también escribirse asf:

dgn
dq

Q" p—pqr=i

O A S SR

De donde se deduce que si f (q) es una funcién cualquiera
de q desarrollable en serne de potencaas, se tendra:
f;:)——pf":i;gl (27).,v
puesto que esta relacion es vdlida para todos los términos por
separado. ‘
Como caso particular, podemos poner en lugar de f la serie

o0

(ic)m gn
=S loa

!
n=0" n:

siendo ¢ un nimero ordinario. Llamemos, a esta funcién eica,
que gozard de las mismas propiedades que Ia funcién exponen-
cial cldsica, propiedades que se demuestran exactamente de la
misma manera que en An4lisis matemdtico ordinario. Con este
valor de f, (27) se convierte en:

. eicq p ._. pe;cq — __,__ c eicq - ‘
el p = (p — ) el (28

II1.—EsTADOS PROPIOS ¥ VALORES PROPIOS

Definiciones y propiedades elementales.

Vamos a estudiar en este capitulo algunas propiedades de
los observables reales, que dan lugar a la teoria de los estados
y valores propios de tan enorme importancia en ]as nuevas
Mecdnicas cudnticas y ondulatorias.

Dado un observable real cualqulera podremos escrlblr
la relacion:

i

wp=al (29)

en la que a es un niimero, y que podremos considerar como una
ecuacién entre las incégnitas a y 4. Sean a y ¢ una solucién

" cualquiera de esta ecuacién; lldmaremos a a un «valor propios>

7
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'y adun « propio» del observable «. Es fdcil ver que los valores”

propios son nimeros reales; basta multiplicar (29) por @, el ima-
ginario conjugado de ¢, obtendremos: ® « ¢ = a @ ¢; ahora bien,
® o ¢ v Y son los dos nimeros reales, segin se deduce de las
ecuaciones (19) y (18), si en ellas se hace r =s, luego a debe
ser también real

Podemos también escribir la ecuacion analoga a (29).

(30)

o=

siendo a y 4 una solucién de (29), el mismo valor de a y el ® ima-
ginario conjugado de ¢ serdn una solucién de (30), que esla

' ecuacién imaginaria conjugada de (29).

- Los & soluciones de (30) se llamardn «® propios», v los
estados caracterizados por los ¢ propios o los @ propios, serdn
los «estados propios». relativos al observable «. Cada ¢ o ® pro-
pio o cada estado propio estd asociado a un valor propio deter-
minado; diremos, desde ahora, que pertencce o corvesponde a

este valor propio.
La significacién fisica de los valores propios deriva del

hecho de existir un estado del sistema —el estado propio que

pertenece al valor dado— tal, que si se mide el observable «
cuando el sistema se encuentra en este estado particular, haya
certidumbre de obtener por resultado el wvaler propio consi-
derado. «Los valores propios de un observable son los resul-

“tados posibles de una medida efectuada en este observable:.

Todo resultado posible de la medida de un observable « tiene
que ser, necesariamente, un valor propio; en efecto, debe satis-
facer a (29), cuando en esta ecuacién se pone en lugar de ¢ el
sfmbolo del estado, en el cual se encuentra el sistema inmedia-
tamente después de la observacién '

El conjunto de los valores propios de' un observable puede

formar una sucesién discreta de niimeros o un counjunto contfnuo
o las dos cosas a la vez. El cdlculo de los valores propios consti-
tuye uno de los principales problemas de la Mecdnica cudntica.

En el caso particular en que el observable es un nimero -

ordinario, no tiene mds que sé6lo un valor propio, que es este
mismo ntimero y todos los estados posibles son estados propios.
Siendo « un observable y ¢ un ndmero, resulta inmediata-

"mente de las definiciones*dadas, que los valores propios de los -

..__51___

observables « 4 c y « difieren en ¢, y que los estados propios
correspondientes son idénticos. Del mismo modo, todo valor
propio de c «,’es igual a ¢ veces el valor propio correspondiente
de «, y todo estado propio de c« es igualmente un estado prop1o
para «,

Vamos ahora a demostrar el 51gu1ente teorema: <Dos esta-
dos propios, pertenecientes a valores propios dlferentes de un

~mismo observable, son ortogonales.

Sea ¢, un estado propio, perteéneciente-al valor propio a1 y ¢e
otro estado propio, pertenec:ente al valor a:. Tendremos las
ecuaciones: !

v

o ;= a; Y (31) - b, 2= a, O, (32)

multipliquemos (31) a la izquierda por ¥, y (32) a la derecha por
$;, con'lo que obtenemos:

Dy oy =a, &, ¢
b, 2 ¢ = a, @, §,

de donde restdndolas:
(a, —a,) ®, ¢, =0

de manera que sia:noes igual a a» setendrd ®: & = Oy, por
tanto, los dos estados ¢1 y ¢2 son ortogonales, como queriamos
demostrar.

Este teorema viene impuesto por el sentido fisico que le
hemos atribufdo a la nocién de estado propio. Efectivamente,
habiendo elegido dos estados propios pertenecientes a valores
propios diferentes, se puede siempre encontrar una observacion
que nos conduzca con certidumbre a resultados diferentes,
segln que el sistema se encuentre en uno u otro de los dos
estados; esta observacién consiste, precisamente, en la medida
del observable 2 y los dos estados serdn ortogonales por defi-
nicién.

Es evidente que si 41 y 4); son dos ¥ propios pertenecxentes al
mismo valor. propio, toda combmac1c’m lineal de la forma
¢1 $1 -+ co darepresentard un ¢ propio perteneciente a este mismo
valor. Vamos a demostrar que una combinacién lineal cual-
quiera de ¢ propios pertenecientes a valores diferentes, no
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puede representar un estado propio, es decir, que los ¢ propios,
q ue pertenecen a valores propios diferentes, son necesariamente

"independientes Si no fuese asi, deberia existir entre un cierto

numero de ¢ propios pertenecientes a valores proplos dife -
rentes, una relacién del tipo:

S ¢ b —0 L (33)

siendo los c, coeficientes numéricos; sin mengua de .la gene
ralidad, podemos suponer que no existe ninguna otra relacién
independiente del tipo (33) entre los e si existiesen otras
podriamos eliminar un cierto ntmero de ¢, entre ellas y ten-
driamos finalmente una sola relacién lineal entre los ¢ res-
tantes. Multiplicando (33) por «, tendremos: :

O‘:“E er)r:E Craﬁ{)r=§ Cra;"\br (34‘)

siendo a. el valor propio perteneciente i ¢.. Pero (34) es una
relacion lineal de coeficientes numéricos entre los ¢., que por
hip6tesis no puede ser independiente de (33). Esto exige que los
a; sean todos iguales lo que significa que los ¢ deben todos per-
tenecer al mismo valor propio. Puede también deducirse este
teorema de la definicién, dada en el primer capftulo, de la su-
perposicién de estados, teniendo en cuenta el sentido fisico de
los estados propios; puesto que una relacién del tipo (33) signifi-
ca que uno de los estados propios, por ejemplo ¢;, puede ser
obtenido por superposicién a partir de los otros estados ¢z, d3..;
por consiguiente,: el resultado de una observacién cualquiera
hecha en el sistema en el estado ¢, podrd también obtenerse con
una probabilidad distinta de 0 como resultado de la misma ob.

servaci<n efectuada cuando'el sistema se encuentra en uno por

lo menos de los estados ¢,, {3.. No seria asisi los ¢ pertene-
ciesen a valores propios diferentes y se eligiese como observa-

cién precisamente la medida del observable «. Luego la exis-

tencia de una relacién (33 es imposible.

g B S

Desarvollo en serie de los stmbolos .

En la teoria de los valores propios puede enunciarse enla
siguiente forma el teorema del desarrollo en serie: <Un simbolo
¢ cualquiera puede ser desarrollado en serie, segun los ¢ pro-
pios de un observable arbitrario», es decir, que puede escri-
birse:

= §p ¢ (35)

donde los 4, son los ¢ propios de un observable real =«

Un tal desarrcllo en serie es tinico, pues en caso contrario,
existirfa una relacién del tipo (33) entre los ¢ propios pertene-
cientes a valores propios diferentes, y ya vimos que esto es
imposible :

En el caso de que los valores propios de = no formen una
sucesién discreta, sino que constituyan un conjunto continuo,

. 0 sl existen a un tiempo una sucesién .discreta y un conjunto

continuo de valores propios, el conjunto de los ¢ propios que
aparecen en (33), puede no ser numerable o, dicho de otro
modo, puede haber tantos ¢ propios como puntos hay en una
recta. En este caco, para expresar del modo mds general, ¢ en
funcién de los ¢, , tendremos necesidad de una integral del tipo:

: / $pdp ‘ (36)

0 bxen, a un tiempo de una suma y de una integral.

La teorfa de los simbolos ¢ desarrollada en el capntulo ante-
rior, no nos da una definicién rigurosa para una integral del
tipo (36). Tal definicién haria necesaria la introduccién de un
cierto nimero de nuevas hipétesis, concernientes a las nociones
de limite y de continuidad para los simbolos 4. Para las nece-
sidades de la Fisica, es suficiente, sin tratar de establecer una
teorfa rigurosa, contentarse con algunas nociones intuitivas
aproximadas, referentes a limites y a continuidad, como las que
puede sugerir la representacién vectorial de los ¢. Estas nocio-
pes intuitivas muestran que si un simbolo ¢ es una funcién

N



continua de un pardmetro p, se le puede derivar e integrar con

- respecto a este pardmetro, y el resultado que se obtenga seré

también un simbolo ¢.

En tales condiciones, es absurdo buscar una demostracién
rigurosa del teorema del desarrollo en serie, basada en los
principios del Algebra simbdélica. Sin embargo, puede ‘darse el
siguiente razonamiento, Consideremos un simbolo ¢, 4, funcién
del pardmetro 7, que satisfaga a la ecuacién diferencial:

ID)

by —ialy @

[« 7]

T

Cuando se da el valor de {; para un valor determinado de ~ esta
ecuacién permite calcular Y, para un valor-de t, que difiera infi-
nitamente poco del anterior. Encontraremos, pues, una solucién
dnica para todo valor inicial dado de ¢, , es decir, para Y, 1gua1
aun Y, arbitrario para - = 0. Admitamos ahora que esta solu-
cién pueda desarrollarse en serie o en integral de Fourier; ten-
dremos, si tomamos el caso de la integral para fijar las ideas

w—-/ewz%dp )

donde {,es independiente de =, pero contiene el para’.me'trvo
p- Sustituyendo esta expresion en (37), tendremos:

fip eiP2g,dp =i¢/ei”<‘e;.dp
‘/peipz% dp:feipza¢pdp

Siendo esta ecuacién vélida para todos los valores de =, podre-
mos igualar los coeficientes de e r2 en los dos miembros, lo que
nos da:

0 Se€a:

pdp=12d,

b, €3, pues, un ¢ propio de «, perteneciente al valor propio p;

-~ — 55.._

"Poniendo = =0 ex: ), obtendremos:

Ao —\/;pdp

que expresa el §, arbitrario en funcién de los ¢ propios 4, , bajo
la forma (36). Si en lugar de la integral (38), se tuviese un de-
sarrollo en serie de Fourier, se obtendria una sucesién discreta
de términos como los que aparecen en (35).

El punto vulnerable del anterior razonamiento es ia hlpé-
tesis hecha de que se pueda desarrollar ¢; en serie o en integral
de Fourier (38). Consideremos la representacién vectorial de ¢, y
supongamos que este sea un vector que varie de una manera
continua; es natural suponer posible un cierto desarrollo de
Fourier, salvo cuando la magnitud del vecter tiende hacia el
infinito para © — <o, lo que puede ocurrir para una ecuacién de
movimiento del tipo (37). Podemos, sin embargo, excluir esta
posibilidad, utilizando el hecho de ser real el observable «. (Para
un observable complejo el teorema del desarrolio en serie no es
siempre cierto). El simbolo @, imaginario conjugado de ¢, satis-
fard a la ecuacidn diferencial imaginaria conjugada de (37)

o~

= — iy - (37)

ot

3, o
Como '8%((1’)3 by ) = @, > 4”' + 24y, sustxtuyendo en esta ecua-

A

cién los valores de C;‘;Z y de Ogi? dados por (37) y (37’) ten-

dremos:
| —r?%((pz".dz):(ﬁzi“%_Z.(Dz“"r‘zzo - (39)

lo cual nos dice que el cuadrado del médulo del vector ¢;, que
es igual a ®; ¢; , permanece constante.

La discusién sumaria que se ha hecho, indica que el teo-
rema del desarrollo en serie podria deducirse rigurosamente de
los principios del Algebra simbélica, completados con algunos

. axiomas convenientes, referentes a las nociones de limite y de

continuidad. Un teorema andlogo tendriamos para los ®.
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En lo sucesivo, nos referiremos a desarrollos en serie, pero
los teoremas que demostremos son también ciertos para las
integrales y se demostrarian de la misma manera, modificando
la forma, pero sin alterar el fondo de las demostraciones. Estas
modificaciones formales requieren, sin embargo, una notacién
nueva, que daremos en el capitulo siguiente. :

Funciones de un obsevvable.

El teorema del desarrollo en serie nos permite dar una defi-
nicién de las funciones de un observable real, que tiene el mismo
grado de generalidad que la de las funciones ordinarias de una
variable real. Sea = un observable real, y sea ¢,uno de sus
$ propios, pertenecientes al valor propio a,, de manera que
@by =2apby. . ‘ , g

Como se dijo en el capitulo anterior, si f (x) designa una fun-
cién cualquiera de x desarrollable en serie, se tiene: ‘

f (@) by == f (ap ) '“'.’11 (40)

‘relacién que podemos suponer sigue siendo. vdlida para fun-

ciones m4s generales. Sea f (x) una funcién cualquiera de una
variable real x, definida en un campo que contenga el punto
X = @a,; en este caso, el segundo miembro de (40) tiene unsen-
tido y podemos utilizarlo- para definir f (o) $,. La definicién no
nos lleva a contradicciones atin en el caso de que existan varios
b propios ¢, 47, ... L. pertenecientes al mismo valor propio
ap, de forma que existan entre ellos relaciones lineales del
tipo = ¢’ ¢, = 0, siendo ¢’ ntimeros; en efecto, la definicién dada,
nos dard: : '

f@=cdV,==cf@,== cfa,)d,=0.

Luego, siel ca‘mpb de existencia de la funcién f (x) encierra
todos los valores propios de « podemos atribuir un sentido pre-
ciso al producto de f (=) por un ¢ propio cualquiera de «. El pro-

ducto de f (») por un¢ cualquiera, estd también bien defini-

do, puesto que podemos desarrollar este ¢ arbitrario en serie

de ¢ propios y multiplicar por f («) cada término por sepa- -

rado.

Por consiguniente, se le puede asignar un sentido preciso a
f («), siendo f (x) una funcién (aunque sea irregular y discon-
tinua), de la variable real x, definida en un campo que contenga
todos los valores propios de «. . ‘

Estos resultados se deducen necesariamente de la signifi-
cacién fisica que hemos atribuido a los valores propios. Si = es
un observable, f («) serd una magnitud de l1a misma naturaleza,
-con tal de que f (x) sea una funcién de la variable real x, que
tenga sentido para todos los valores de esta variable, resultados
de posibles medidas, es decir, para todos los valores  propios;
en efecto, los mismos aparatos y las mismas experiencias -que
sirven para medir «, medirdn también f («).

De (40) se deduce que todo ¢ propio de zes un ¢ propio
para f(«) La recfproca no es cierta; es decir, todo ¢ piopio
de f («) no es, por lo general, un ¢ propio de (o), salvo cuando («)
es una funcién univoca de f (). Resulta también de (40) que los
valores propios de f («) son funciones de los valores propios

~de (=), estableciéndose su dependencia por la misma funcién t;

por ejemplo, los valores propios de «%son los cuadrados de los
valores propios de «. Estos resultados son indispensables si
queremos conservar para los valores propios y los estados
propios la significacién fisica que les hemos atribuido. Del

mismo modo, la suma o el producto de dos funciones de un

observable, asi como la funcién de funcién de un observable,
son igualmente funciones de este observable. Se puede deducir
todo ello ficilmente de la definicién (40); la interpretacion fisica
dada, hace tan necesarios =stos resultados como los anteriores.

Se puede definir f (), utilizando los ® propios en lugar de
los ¢ propios. Tendremos en este caso:

Oy f (2) =1 (ap) Dy

donde @, es un & propio de =. Ecuacién que es la imaginaria
conjugada de (40) y puede deducirse, por tanto, de ella. Las dos
definiciones de f («) son, pues, equivalentes.

Se puede también demostrar el siguiente teorema: «Cuando
un observable conmuta con «, conmuta igualmente con f (a)» y
su reciproco. «<Sea « un cierto observable real; si cada obser-
vable que conmuta con €l, conmuta igualmente con otro obser-
vable f, este tdltimo es necesariamente una funcién de «, f (2)».

8
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Omitimos, por brevedad, las demostraciones, muy elegantes,
debidas, como toda la teoria, a Dirac.

E;'emplos de funciones de un ohservable.

Vamos, ahora, a con51derar algunos ejemplos de funciones
elementales del observable real «. Si 0 no es un valor pl‘OplO de
un observable «, se puede siempre definir su inverso «~'. Por
definicion, esta funcién o~ !satisface a: -

ot g, = a, ~! %

- siendo % un ¢ propio de «, pertenemente al valor propio a,. De

esta igualdad se deduce:

m“_l%‘““ap .\=’{’p

y puesto que esto es cierto cua]quxera que sea ¢, debe verifi-

carse « a-1=1, y andlogamente z~'a==1, Una cualquiera de

estas ecuaciones basta para determinar completamente el in-
verso cuando este existe. Para probarlo supongamos que («™* )t
y (2=1), sean dos soluciones distintas de « a=.=1, de modo que

@ (e ) =1 et =1

' De estas se deduce: o £ =0 (41), siendo & = (a=1 ), — (+~1),. Si

existe un £ que sin ser idénticamente nulo satisfaga a (41) no
habrd inverso segtin la anterior definicién; pues si tal inverso
«—1 existiese, se tendrfa multiplicando (41) a la izquierda por a~":

0—otab=E

Luego £ =0, y las dos soluciones de o« o™ =1serdn idénticas.
Tomemos como segundo ejemplo la raiz cuadrada de «; estd

definida por:. -

—+ Va, §, - (42)

La rafz cuadrada de o« existe sxempre pero no constituye un
observable real m4s que si = no tiene valores propios negativos;
de (42) se deduce: .

lo Vo b “e=Va. Va. b, = a-
Vo Vody ==Va, la, b, =a1b,

e e A
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‘de modo que:
Va Vo == 0 . (43)

La rafz cuadrada de un observable queda hasta cierto punto
indeterminada a causa de la ambigiiedad que introduce el doble
signo en (42). Para determinar completamente una raiz cua-
drada, debemos elegir el signo para- cada uno de los valores
propios a,, introducidos en (42), lo que equivale a elegir un
signo determinado para la rafz cuadrada de una variable real,

‘cuyo campo de variacién esté constituido por los valores pro-

pios a,. En esta forma, la ecuacion (42) definird siempre un

observable yu, que satisface a (43) y que serd licito llamar la
raiz .cuadrada dc «. Supongamos que existen dos ¢ propios del
observable «, pertenecientes a un mismo valor propio aq; pode-

mos en este caso definir un observable y« por-la ecuacién (42),
tomando el signo -+ para uno Ce los dos ¢ propios y el signo —
para el otro y afectdndolo de un signo arbitrario para los ¢ pro-
pios, pertenecientes a valores propios distintos de a,. Tal obser-
vable cumpliria con la condicién (43), pero no seria una funcién
del observable o, segtin la definicién anterior, pues esta exige
que no haya méis que un sélo coeficiente para cada valor pro-

- pio ayen el segundo miembro de (42), o dicho de otro modo, que

este coeficiente sea una funcién univoca de la variable real a, .
Si esta condicién no se cumple, yzno podrd satisfacer, por ejem-

-plo, a la condicién de conmutar con todo observable que con-

mute con «. R

Contrariamente a lo que ocurre con la inversa aritmética,
la ecuacidn (43) no basta para definir 1a raiz cuadrada; es nece-
sario completarla con la condicién de que la funcién asf defi-
nida, sea efectivamente una funcién de «.

El nimero de funciones, «raiz cuadrada», diferentes es 2n,
siendo n el nimero de valores propios de «. La més titil es, gene-
ralmente, la que existe Unicamente cuando todos los valores
propios de « son positivos y para todos los cuales se toma siem-
pre el signo -+ en la raiz cuadrada. : '

Como ejemplo de funcién no analitica, citaremos el mo-
dulo | « | del observable «. Esta funcién queda definida por

|o|d,=1]a, | by constituye una magnitud observable pro-
piamente dicha, a pesar de que la funcion de variable real
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correspondiente tiene una derivada discontinua; se la puede,
pues, utilizar correctamente en los cdlculos.

Estados propios simultdneos.

Un mismo estado puede ser, a la vez, un estado propio
para dos observables: « y B, es decir, que puede satisfacer,
simultdneamente, a las dos condiciones: a ¢ =ady Bd=Db¢,
donde a y b son niimeros. Tenemos en €ste caso:

app=abi=Bad
0 sea:
(@f —Bo)$=0

Esto nos sugiere que las circunstancias méds favorables para
la existencia de un estado semejante se presentan cuando
2§ — B a=0; es decir, cuando = y B son conmutables.

Cuando « y f no conmutan, la existencia de un estado propio

simultdneo es posible, pero excepcional. Por otra parte, cuando

« y 8 conmutan, el nimero de los estados propios simultdneos es
tan grande, que se les puede utilizar. para desarrollar en serie
un estado arbitrario cualquiera. Este teorema es una genera-
lizacién del teorema del desarrollo en serie, anteriormente
demostrado. La proposicién reciproca de ésta es también cierta:
«Si se puede. desarrollar un ¢ arbitrario, segun los estados
propios simultdneos de dos observables dados « y {2, estas dos
maghnitudes son necesariamente conmutabless. _

. Hl concepto de estados propios simultdneos puede ser gene-
ralizado al caso de varios observables, y los teoremas enun-
ciados siguen siendo vdlidos, y lo mismo el teorema del de-
sarrollo en serie,” que es igualmente vdlido para un observable
sélo o para dos o varios observables que conmutan. Asf es, que
un grupo de dos o varios observables que conmutan, posee, en
conjunto, un gran nimero de propiedades, semejantes a las de
un observable tinico. La teoria de las funciones de un obser-
vable puede también aplicarse sin modificaciones a las fun-
ciones de dos o varios observables que conmutan. Siendo
2, £ ¥,..... un sistema de observables que conmutan, podemos
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definir una funcién general f (« B, v,.....) de estas variables por
la ecuacion A

£y By yye) dave o =1(a, b, Cyiee) Davc

en que ¢ apc... €5 un Y propio simultdneo de ¢, B, y,..... pertene-
ciente, respectivamente, a los valores propios a, b, ¢,..... ¥
f(a,b, c,....) una funcién de las variables reales a, b. ¢,..... cuyos
campos de variacién estdn formados, respecuvamente por los
valores propios de «, B, O CTTT
Los teoremas referentes a las funciones de un observable

dnico, son aplicables a las funciones de varios observables que
conmutan; por ejemplo, tendremos el siguiente teorema: <Todo
observable que conmuta con cada uno de los elementos de un
sistema de observables conmutables o, £, v,..... conmutard igual-
mente con una funcién de ellos f (¢, B, 7,-....)>.

- Si consideramos el nimero mdximo de observables inde-
pendientes conmutables (independencia que equivale a que
ninguno de ellos es funcién de los otros), no puede haber més
que un sélo estado propio simultdneo, para todos los obser-
vables, que pertenezcan a un sistema determinado de valores
propios. Luego, si el sistema o grupo de observables satisface
a las condiciones dichas, cada estado propio queda completa-

-mente determinado por los valores propios, a los cuales perte-

nece. Tal sistema se llama un sistema o grupo completo de
observables conmutables.

Teoremas de probabilidades.

i

Busquemos ahora cudl es la probabilidad de obtener un

-resultado determinado cuando el sistema en el cual se efectda

la observacién se encuentra en un estado dado. No utilizaremos
para ello mds- hipétesis fisica que la que expusimos al hablar

‘de la significacion fisica del A’!'gebra de los observables, refe-

rente al valor medio de un observable. Para determinar la pro-
babilidad de encontrar el valor a cuando se mide un observable
« en un sistema en el estado ¢, tendremos en cuenta el hecho de
que si se mide f (=), siendo f una funcién cvalquiera de «, el valor
medio obtenido serd @ f («) ¢, siendo @ el imaginario conjugado
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de { v estando ¢ y. ® normalizados.- Desarrollemos ® y ¢ segtn
los ® propios y los ¢ propios: -

O =S,0, : b= da (44)

'pefteneciendo ®, al valor propio ay ¢a al valor propio a’. La
expresién del valor medio de f () se convierte en: :

S 0@ Sete =Swf (@0 b =Saf @%b (4D

utilizando el teorema segtn el cnal los estados propios pertene-
cientes a valores a y a' diferentes, son ortogonales. SiP (a)
designa la probabilidad de encontrar a a como valor del obser-
~vable =, el valor medio de f () segun las reglas ordinarias
del cdlculo de probabilidades, aplicables en este caso, serd
S .f(a) P (a) Igualando esta expresién a (45), tendremos:

Eaf(a)P(a)—;Eaf(a) (Dad.)a

Esta ecuacién es vdlida cualquiera que sea la func_ién f (a) de la
variable real a, podemos pues igualar los coeficientes de f (a)
en los dos miembros, lo que da: '

P (a) = ®, ¥a (46)

Si se calcula por medio de esta expresion de P (a) la proba-.
bilidad de que «tenga uno cualquiera de todos los valores po-
sibles, se obtiene efectivamente la unidad, como es facil de
comprobar; en efecto, segin las condiciones de normalizacién
de @ y ¢ tenemos:

S.0,S. be =1quesereducea =, P@)==.0atd=1

Podemos darle otra forma a ia expresién (46) suponiendo

que @, y b, estdn también normalizados e introduciendv coefi-’

cientes numéricos en los desarrollos (44), que se convierten en:
®=.C0a p=w Caba
en cuyo caso tenemos para P (a)
P@=ca®acCaba=]cCa | 5

la probabilidad para que « tenga un valor dado es igual al cua-
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drado del modulo del coeficiente correspondiente en.el desarro-
llo del ¢ considerado segin los ¢ propios.

+ Se deduce inmediatamente de aqui que si ¢ es un estado
propio perteneciente al valor propio a, la probabilidad de que =
tenga el valor a es igual a la unidad. Luego el resultado ante-
rior, segin el cual « tiene con certidumbre el valor a si satisface

“ala condicién « & = a ¥, puede deducirse directamente de la

hipétesis sobre la expresién del valor medio de un observable.

Otra consecuencia inmediata es la siguiente: supongamos -

que midiendo el observable « sobre el sistema en el estado
¢, &, -+ ¢, ¥, se haya encontrado por resultado a, se puede en-
tonces afirmar que si se efectiia la misma medida sobre el
sistema en el estado §, o en el estado ¢,, la probabilidad de
obtener el resultado a, en uno de estos dos casos por lo menos,

serd distinta de 0. En efecto, si en el desarrollo de ¢, &+ C2 ¢ .

segin los ¢ propios de «, el término perteneciente al valor
propio a no es nulo, serd también distinto de 0 o en el desarrollo
de ¢, 0 en el de {,. Esto demuestra que. la definicién de super-

posicién dada en el primer capitulo es equivalente a la conteni--
‘. da implicitamente en el Algebra simbdlica, completada por la

interpretacién de ® o ¢ como valor medio de «.
Los resultados obtenidos siguen siendo vdlidos cuando se
reemplaza el observable « por un grupo dé& dos o mds observa-

" bles conmutables. Por ejemplo, si se desarrolla ¢ segin los ¢

propios simultdneos de dos observables « y f§ conmutables, es
decir, si se pone ¢ = ., $a» en donde ., representa un ¢

propio simultdneo perteneciente a los valores propiosadeay

b de 8, la probabilidad de obtener los resultadosa y b midiendo
oy £ sobre un sistema en el estado ¢, serd ®.y.4uy, estando @y
4 normalizados. ' ‘
La existencia de una probabilidad determinada, indepen-
diente del orden en que se hagan las medidas, exige una com-
pleta independencia de las observaciones, que no deben pertur-
barse una a otra y sugiere que <la condicién de conmutabilidad
de dos observables es equivalente a la condicién de que los dos

observables correspondientes sean compatibles:. De esta pro- -
posicién asf como de su reciproca: «Si las medidas de dos ob-

servables « y § constituyen dos observaciones compatibles, los
observables a y § son conmutables», se pueden dar demostracio-
nes rigurosas, que omitimos por brevedad.
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Conviene sin embargo dar una forma matemdtica a la con-
dicién que expresa que una observacién se ha efectuado con el
minimo-de perturbacién del sistema; condicién que hasta ahora
ha sido examinada umcamente desde un punto de vista cua-
litativo.

Sea una observacién consistente en la medida de un obser-
vable « aplicada a un sistema en el estado {. El estado del sis-
tema después de la observacién debe ser un estado propio de «
puesto que se sabe con certidumbre cudl serd el resultado de
una nueva medida de « para este estado. Supongamos ahora
que la observacién se haga de tal modo que el estado del siste-
ma después.de la medida esté siempre representado por uno de
los % propios que aparecen cuundo se desarfolla el ¢ inicial
segtin los ¢ propios de =, es decir, por uno de los ! dode b= E da .
Esto es siempre posible, puesto que en el desarroﬂo de ¢ hay
un sélo ¢ propio, ¢, , para cada valor propio a, susceptlble de
constituir el resultado de la medida y que tenga una probabili-
dad distinta de 0. Se puede considerar esta observacién de «
como aquella que provoca la perturbacién mfnima del sistema.
Las observaciones que provocan el minimum de perturbacién
son pues aquellas para las cuales el estado del sistema antes de
la observacién puede estar formado por superposicién a partir
de todos los estados posibles del sistema después de la medida;
puede también decirse que son las observaciones. para las
cuales todo resultado de una medida hecha sobre el sistema en

el estado inicial puede obtenerse por la misma observacién

efectuada sobre el sistema en uno de sus estados finales. Si se
admite la existencia de observaciones que posean esta propie-
dad, la validez del teorama del desarrollo en serie se hace fisi-
camente necesaria.

La identificacién de la condicién de conmutabilidad de los
observables con la de la compatibilidad de las observaciones

. nos permite dar una razén fisica para la validez del teorema

enunciado, segtin el que, un observable que conmuta con « con-
muta igualmente con una funcién arbitraria, f (), de «.

Este teorema podremos enunciario ahora en la siguiente
forma: «<Toda observacién compatible conla observacién de o,
lo es igualmente con la de f ()», bajo cuya forma el teorema es
fisicamente evidente puesto que efectivamente toda observacién
de = es igualmente una observacién de f («).

e
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De la hipétesis referente al valor medio de un observable
se puede también deducir que <el valor de la probabilidad de
acuerdo de-dos estados normalizados 4, y ®, es | @, ¢, | 2

Transfovmaciones de contacto.

Tiene gran importancia en la teoria de los valores propios
el siguiente teorema: «Siendo o un observable cualquiera y
S otro, sometido tnicamente a la condicién de que exista su
inverso S—!, el observable S « S—!tiene los mismos valores
propios que a»°
. Sea a uno de los valores propios de « y ¢, el ¢ propio corres-
pondiente, de modo que « ¥, = a $, . Tendremos que:

SaS1Sy,=Sad,=aS,

Luego, Sd,es un ¢ propio de S « S—!perteneciente al valor
propio a. Reciprocamente, puede demostrarse de manera and-
loga, que si a es uno de los valores propios de S« S-1y ¢ el
{ propio correspondiente, a serd igualmente un valor propio
de a, teniendo como ¢ propio S~ ¢.

El teorema es también vdlido atin cuando S no sea un obser-
vable real; en este caso, no puede ya definirse S—!, utilizando
la definicién general de funcién de un observable; pero si pode-
mos emplear las condiciones S S—! = S—! S =1, que bastan para

" la demostracion. S puede ser un observable cualquiera, con tal

de que exista un observable S—!, que satisfaga a estas condi-
ciones. Ni siquiera es necesario que o sea un observable real
para que el teorema sea cierto; sin embargc, el teorema no es
1itil mds que cuando « y S « S—! son los dos observables reales,
pues los dnicos valores propios que tienen interés en Mecdnica
cudntica, son los de los observables reales. Esta restriccion se
traduce por una condicién a la cual debe satisfacer S; efectiva-
mente, seglin ya vimos, siS o S—'es real, dl mismo tlempo
que ¢, debe verificarse:

SaS"#SaS—‘:S"’ «S=87T « 8

que exige, prescindiendo de factores numéricos: S—1 =5, S =

9



=5-T, siendo cada una de estas condiciones, consecuencia
de la otra. , ‘

La transformacién por la cual se pasa de un grupo de
observables «, a otro grupo . =S «. S—!', donde S satisface a
la anterior condicién, se llama una «transformacién de contacto»
por ser andloga a las transformaciones de contacto de la Mecd-
nica cldsica. Cada observable transformado B, tiene los mismos
valores propios que el observable inicial correspondiente o .
Ademds, la transformacién posee promedades muy notables,
como las mgmentes ,

«Si entre un cierto ntimero de observables «, existe una
relacién algebrdica cualquiera, la misma relacion subsiste entre
los observables § correspondientes», y

«Si uno de los « es una funcién de otro, segtn la definicién
general de funciones de un observable, la misma relacién fun-
cional ligard a los correspondientes fi». :

El resultado de dos transformaciones de contacto, apli-
cadas sucesivamente, es también una transformacién de
contacto. Efectivamente, consideremos la transformacién
Pr =S a S~'de - los zenB, y la transformacién y, =T §; T~ de
los Pen y. Tendremos, v =T S & S~ T-1, pero (T S) (5~ T—1)
=1y (S T-t) (T S) =1, luego podremos poner S—!T-!'=
= (T S)~'y la relacién, entre los « y los y serd entonces:
. = (L S)« (T S)~', que es también una transformacién de
contacto.

Si el observable S no difiere de la unidad mds que en un
infinitamente pequefio, la transformaciénf =S « S-'es una
transformacién de contacto infinitesimal. Supongamos que se
tenga S= 147 A, donde A es un infinitamente pequefio, y
cuyo cuadrado, por tanto, es despreciable. Tendremos:
S-t=1 — 7 A, puesto que asi, despreciando A? se cumple
que: S S—t= S!S =1. La ecuacién de transformacion se con-
vierte en:

B=(l4iA)ya(l—iA)
que d4, despreciandb como siempre A2
f—a=i(Aa—aAl)

que es la forma normal de una transformacién de contacto infi-
nitesimal.
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Para que 8 — « sea real al mismo tlempo que 2, A debe ser
también un observable real

Como aplicacién de la teoria de las transformaciones de
coutacto, vamos a obtener algunos resultados referentes a los
observables p y q, de que nos ocupamos al final del capitulo
anterior.

Apliquemos el teorema sobre la identidad de los valores

propios depy deS p S-t, haciendo S = e*a, en que ¢ es un

numero real, lo que 1mphca que S~ =S. Tendremos en vir-
tud de (28):

S P S—I == @itq p e——icq — (p - C)‘eicq e——icq =p—=C

Luego p tiene los mismos valores propios que p — ¢, que son
los de p disminuidos en c; iuego, si a es un valor propio de p,
& — ¢ serd otro; como esto es cierto para  cualquier valor de c,
los volores propios de p serdn todos los niimeros de — oo 3 4 oo.
De la misma manera se puede demostrar que-los valores pro-
pios de g son igualmente todos los nlimeros entre — oo y - o<,
resultados que aparecen como consecuencias obligadas de la

- relacién algebrdica Unica qp — pq = i ' '

IV.—REPRESENTACION DE LOS ESTADOS Y DE LOS OBSERVABLES.

Propiedades generales.

En los dos capitulos anteriores, hemos considerado ciertos
simbolos abstractos, que designan los estados o los observables
y que por hipétesis obedecen a ciertas y determinadas leyes.
En el presente, vamos a examinar las representaciones de estos’
sfmbolos abstractos, es decir, sistemas de ntimeros que tengan
exactamente las propiedades de los simbolos que’ representan.
Encontrada tal representacién y comprendida la naturaleza
exacta de la correspondencia entre ella y los simbolos abstrac-
tos considerados, se pueden obtener todas las propiedades de
éstos, sin introducir en los cdlculos méds que los sistemas de
nimeros que los representan y a los cuales se aplican los méto-
dos ordinarios del An4lisis matemdtico. De esta forma, es evi-
dente que no se obtendrdn otras relaciones entre los simbolos
abstractos que las que se podrian deducir directamente mediante



— 68 —

el Algebra simbdlica de estas magnitudes, sin haber recurrido
a su representacién. Sin embargo, estas representaciones nos
permiten llegar algunas veces a los resultados de una manera
mucho mds sencilla y mds cémoda; a parte de que son de una
gran utilidad en las aplicaciones de la teoria, puesto que los
niimeros que en ellas aparecen tienen a menudo una interpre-

‘tacién fisica inmediata.

Sea ¥, el término general de un sistema completo de ¢ inde-

pendientes; por ser completo el sistema, un cualquiera podrd .

ser expresado mediante una combinacidn lineal de los ¢,
=5 2 b (47)

en que los @, son ndmeros. Ademds, por ser los ¢, independien-
tes, el desarrollo (47) es tunico, puesto que si fuese posible es-
cribir otro desarrollo ~

v LI’ == E p a'p‘ d?p
obtendriamos restandolos:
0=§p (ap_ a,p) “PP

igualdad que no puede verificarse, siendo los ¢, independientes,
mds que si a, = a’, cualquiera que sea p.

Luego, segtin (47), cada ¢ determina de una manera unfvoca
una serie de niimeros a, , € inversamente toda serie de nimeros
arbitrarios a, determina un ¢. Entre ¢ y la serie de nimeros a,
existe, por tanto, una correspondencia biunfvoca.

Si ¢, corresponde a la serie de nimerosa,y ¢, a la serie
b,, se tiene: -~ :

ba==p a&p p bp ==, by ¢p

de donde: -
ba by =, (@, +Dbp) 4

{
lo que demuestra que $, + ¢, corresponde a la serie ap + bp .
Del mismo modo, siendo ¢ un nimero cualquiera, ¢ ¢; corres-
ponde a la serie ¢ a, . Luego las reglas de adicién y multipli-
cacién por un ndimero, que son vilidas para los 4, se aplican

también a las series de nimeros @, que les corresponden. Estas
nos proporcionan, pues, ura representacién de los 4, estando
cada ¢ representado por la serie de numeros deflnida en (47).
A los ¢, les vamos a llamar los ¢ fundamentales ‘de la represen-
tacién considerada. Cambiando el sistema de % fundamentales,
un mismo ¢ estard representado por una serie de nimeros dis-
tintos, y obtendremos asi una nueva representacién. Siempre
existe una representacién para cada sistema completo de ¢ in-
dependientes, puesto que se puede siempre tomar €stos ¢ como
¢ fundamentales En la representacién vectorial de los ¢, los
nimeros que los representan son los componentes de los vec-
tores § con relacién a un sistema de ejes, determinado por los
¢ fundamentales, y que, en general, pueden ser oblicuos. Las
diferentes representaciones de un mismo ¢ son, en este caso,
los componentes del mismo vector referidos a diferentes siste-
mas de ejes. Un estado queda definido solamente por las rela-
ciones entre los niimeros a, correspondientes de diversas series
posibles, puesto gue se puede multiplicar un ¢ por un ndimero
arbitrario, sin que deje de designar el mismo estado. ’

Vamos a ver dhora cémo se puede representar un obser-
vable «. Siendo ¢quno cualquiera de los ¢ fundamentales elegi-
dos para representar ¢, podremos formar el producto ¢ ¢qy de-
sarrollarlo, segiin éstos ¢ fundamentales, bajo la forma (47) '

bfi’q:Ep%“pq , (48)

siendo los «,, nimeros que dependen del {ndice g caracteristico
del ¢ del primer miembro, como indica por otra parte la nota-
cién. Hemos colocado en (48) los coeficientes apq a la derecha
de los ¢, respectivos, en lugar de colocarlos a la izquierda, como"
se hace de ordinario, para que sea mds fdcil recordar el orden
de los dos indices: el indice del ¢ y el indice del ¢y, mds préximo
al 4, son idénticos. o R :

Por medio de la ecuacién (48) cada observable « determina
de una manéra univoca un conjunto de nimeros g, € inversa-
mente un conjunto de nimeros oy, determina uu observable «.
Existe, pues, una correspondencia biunfvoca entre el conjunto
de numeros =,, y el observable «; este conjunto constituve,
pues, una representacién del cbservable examinemos ahora
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la correspondencia que existe entre las prop1edades de estos
conjuntos de numeros y las de los observables.

Todo conjunto que representa un observable es un con-
junto de dos dimensiones, a causa de los dos indices py q; la
manera mas cé6moda de escribirlo consiste en ordenar sus tér-
minos en forma de matriz; el nlimero «,, constituird en ella el
elemento de la matriz, colocado en la interseccién, de la fila p
con la columna q. Un observable queda, pues, representado per

una matriz. El nimero de filas y de columnas de ésta es igual a

los nimeros de los ¢ fundamentales de la representacién, y a
cada ¢ fundamental corresponde una fila y una columna. Una
fila y una columna relativas al mismo ¢ fundamental se corres-
ponden. El elemento de matriz, colocado en una fila y en una
columna que se corresponden, es decir, un elemento del tipo oy,
se llama un elemento «liagonal», porque todos los elementos de
este tipo se encuentran en la diagonal principal de la matriz
cuardo se han arreglado las ﬁlas y las columnas en el mismo
orden.

Es f4cil comprobar que si un observable « est4d represen-

-tado por una matriz «,q y otro 2 por la matriz ,,, €l observable

« - B estard representado por «,, -+ 8,4 v €l observableic « por
C dpq, Siendo ¢ un ndmero cualquiera. Estos resultados se ex-
presan simbdlicamente mediante las ecuaciones:

(@ 4 Bpa = %pq + Foq (49)
(c “)pq = C dpq (50)

que dan las reglas ordinarias de adicién de matrices o de su

_ multiplicacién por un ndmero. Si el producto « p estd repre-

sentado por la matriz (+ 8),,, se tiene por definicién:
b=, 6D

Pero como tenemos también:

(= B) ’!qu o (B dy )=« Er b Brq == (= b )ﬁrqzzpr d:’p “pr ﬁ'YQ' (52)

Igualando los coeficientes de ¢,en los dos segundos miembros
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de (51) y (52), lo que estd permitido, puesto que los  son inde-
pendientes, obtendremos:

(= Bpa= E r %pr Prg- (53)

Luego, la matriz que representa a = f5 es igual al producto de la
matriz que representa a « por la matriz que representa a p, efec-,

- tudndose la multiplicacién, segin las reglas ordinarias del

cdlculo de matrices.

Para que esta regla sea vdlida, es indispensable elegir de
una forma conveniente el orden en que deben escribirse los

- indices de apq enla ecuacién de definicién (48). Si en 1ugar de

(48) hubiésemos escrito:
% §g = Zp gy bp

hubiésemos encontrado para ley de la multiplicacién:

('1 frj)D.Q = z r %rg ﬁpr‘ (54)

menos cémoda que (53).

Las ecuaciones (49), (50) y (53), muestran que las propiedades
de las matrices reproducen fielmente las leyes de la adicién y la
multiplicacion de los observables, y justifican por tanto nues-
tra eleccién. Las matrices como los observables siguen todas
las reglas del Algebra ordinaria, a excepcién de la ley de con-
mutatividad de la multiplicacién.

Ya citamos el hecho de que un nimero puede ser conside-
rado como un caso particular de un observable. Los elementos .
de la matriz que representa un ptmero c estdn definidos por °
Cdy === P Cpq que da cp == ¢ Cpq = O (pq). Luegola
matriz que representa a ¢ es una matriz diagonal, es decir, que
todos sus elementos son nulos con excepcién de lo: elementos
diagonales que son iguales a c. Podemos poner cp; = ¢ 8, €s-
tando definido el simbols 8,4 por

Bpp = 1 Bpq=0(p=q) 155)

Los nimeros 8,, son los elementos de la matriz unidad, cuyo
producto a derecha o a izquierda por una matriz cua]quiera
es igual a esta misma matriz.

Vamos a deducir ahora la ley de multiplicacién entre las
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representaciones de un observable y de un simbolo. S’e'a’ a, La
sucesién de nimeros que representa a ¢, segtin la definicién (47)
y sea b, la que define el simbolo « Y, siendo =« un observable
cualquiera, de modo que a ¢ = = 4, by. Segiin (47)

o =a=pb 8= =pqPq 0 3

.

de donde igualando los coeficientes de ¢, obtenemos:
bg=p%p 2 (56)

que nos dd la léy de multiplicacién que .buscamos. Es’ta ley nos
sugiere la idea de considerar la sucesién de.los nimeros a,,’
como una matriz, cuyas filas corresponderian a los dlve’rsos d
fundamentales de la representacién, pero que no tendria mds
que una sola columna. La ecuacién (56) expresaria e:ntonces
sencillamente la ley de multiplicacién de una tal matriz por la
matriz ¢y, - - »

La correspondencia establecida entre las prop1edad?s de
los observables y de los ¢ de una parte y sus representaciones
de otra parte, y de la que hemos dado como ejemplo las rela-
ciones (49), (50), (53) y (56), nos permite 'tran‘sformar una ecua-
cién cualquiera entre dos magnitudes simbdélicas en una relacién

“entre sus magnitudes representativas. Supongamos por ejemplo

que se nos d4 la ecuacién:
wfd=vy+¢ (57)

‘donde o, B, y y son tres observables y ¢, V' y ¢~ tres estados del
sistema. Igualando las magnitudes representativas de cada
miembro, obtendremos aplicando la ley (56)

=, @ g)qp Qp==p,Tpadp+ 2%

en que a,,a’y,y a’q representan respectivamente a b, ¥y P
Utilizando la relacién (83) obtendremos:

»
= pr %or Bep 8p = =0T p 1 a7

Cada maghitud»abstracta de la ecuacién original (57) ha

sido reemplazada por su elemento representativo en el orden
correspondiente. Los indices estdn colocados segun r.eglas’ muy
sencillas y fdciles de recordar: Dos factores consecutivos tienen

siempre un fndice comuin; en la sucesién de los indices, los ndi-
ces comunes aparecen seguidos; el primer indice de cada térmi-
no es el mismo en todos los términos, y finalmente en cada
término se hace la suma con respecto a todos los indices que
aparecen dos veces. ' :

Como ejemplo de ecuaciones que pueden transformarse asi,
se puede tomar cualquiera de las ecuaciones de la teoria de los
valores propios expuesta en el capitulo anterior. Asi, la ecua-
cién (29) de este capitgu]o d4 por ejemplo:

2(] a‘pq aq == q ap

N

Cuando se conoce la matriz o,, estas ecuaciones constituyen

“un sistema cldsico de ecuaciones lineales y homogéneas entre

las incégnitas a, y a. Todo valor de a para el cual estas ecua-
ciones tienen una solucién (no idénticamente nula) puede lla-
merse un valor propio de la matriz «,,. Eliminando las inc6gnitas
a,, entre estas ecuaciones lineales y homogéneas, se obtiene,
para determinar los valores propios a, la ecuacién:

ay—a’ Cyg tys
Oy Ogg—3a © gy .
=0 (58
31 Uya dag—a (58)

Los valores propios de una matriz que representa un ob-
servable deben evidentemente coincidir con los valores propios
de este observable. ‘ ‘

Representaciones ortogonales.

No hemos considerado hasta aqui la representacién de los
simbolos @, los cuales pueden ser siempre tratados de una
manere andloga a los 4. Podemos, pues, elegir un sistema com-
pleto de ® independientes @,, que llamaremos los ® fundamen-

tales de la representacién 'y desarrollar un @ cualquiera segiin
estos @,.

P=3;2,"0, (59)



la sucesién de nﬁméros a,* constituird una representacién de .
Del mismo modo si = es un observable cualquiera el producto

de o por un ® fundamental o @, puede ser desarrollado qegun :

los ® fundamentales.

2Oy == 25 Py ‘ (60)

Los coeficientes «,, forman una matriz, que representard el
observable «. Se puede, facilmente, comprobar que las leyes de
adicién y de multiplicacién de las matrices (49), 60) y (53), son
también vélidas para las magnitudes representativas de los
observables, obtenidas a partir de una representacién basada
en un sistema de ¢ fundamentales. Un detalle hay que hacer

resaltar: el orden de los indices de los «,q, exige que los coefi-

cientes del segundo miembro de (60) se escriban ala izquierda
de los ® correspondientes, al contrario de lo que ocurria en la

ecuacién (48). El orden de los indices, adoptado para (60) como:
el elegido para (48) es indispensable para obtener la ley de

multiplicacién (53) que obedezca a la regla de los indices y
evitar la ley (54).

Podemos obtener pues de esta forma una representacmn de
los observables, basada, o bien en un sistema de ® fundamenta-

les, o bien en un sistema de ¢ fundamentales. El problema que

se nos plantea ahora es el de ver si se puede encontrar un sis-
tema de © y un sistema de ¢ fundamentales- que den cada uno
la misma representacién para un mismo observable cualquiera-
Si fuese asf, podriamos considerar los dos sistemas ccmo perte-
necientes a una misma representacién y tendriamos la posibili-
dad de reunir en una representacién tnica lo mismo los ¢ y los
b que los observables utilizados. Una condicién necesaria para
que’ ® y ¢ fundamentales diferentes puedan darnos la misma

representacién para un observable dado es que estén caracte-

rizados por el mismo sistema de indices p, q, r....; estos indices
caracterizardn ‘en este caso las filas y las columnas de las
matrices. Luegoa cada ¢ fundamental corresponderd un @ fun-

damental, que tendrd el- mismo {ndice. Segtin la notacién em-

pleada hasta ahora, un ® y'un ¢ con el mismo indice son simbolos

imaginarios conjugados que designan el mismo estado; esta

regla no serd ya vilida en lo sucesivo.
En (60) para caracterizar los ® fundamentales hemos em-

pleado los mismos fndices que para los ¢ en (48); podriamos, pues
utilizar estas ecuaciones para ver qué conclusiones se pueden
deducir cuando se supone que los coeficientes «,, son idénticos
en las dos expresiones para un observable cualquiera a.

Cambiemos en (60) el indice de: sumacion q por r y multipli-
quemos por ¢ a la derecha, obtendremos:

.q’ a9 ?q 2 r %pr O, q)q (61)

Andlogamente, si cambiamos en (48) el indice de sumacién p por
r y si multiplicamos por &, a la izquierda, obtendremos:

' (I)l' .OL (‘Pfl = 2 v (I)P (!)r Grg (62)

Los segundos miembros de las ecuaciones (61) y (62) no pueden
ser iguales para un observable arbitrario; es dec1r, para apq ar-
bitrarios, mds que si se verifica:

bq = 0 (p ==q) 63) y by by =

en que ¢ es un nimero independiente de p. Sin mengua dela
generalidad podremos tomar ¢ =1 y tendremos:

Dy '*E’p == 1 (64)

Las ecuaciones (63) y (64) pueden ser combinadas en una
ecuacién tnica:

(—Dp‘ ’*‘Hq = Spq - | (65) :

La cual expresa la condicién para que un sistema de ¢ funda-
mentales y un sistema de ¢ fundamentales nos den la misma
representacién.

Por medio de estas condiciones, se puede facﬂrnente obte-
ner, de una manera explicita, la expresién de los diversos nii-
meros que aparecen en las representaciones. Por ejemplo, para
determinar los coeficientes.a, , que aparecen en el desarrollo
(47) de un ¢ arbitrario, tenemos:

Dy d=0,=, apdy, == 8 %y = a4 " (66)
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Del mismo modo, el coeficiente general a3 en el desarrollo (59)
de un ¢ arbitrario, es: T

At =0, (67)
Por otra parte, tendremos a partir de (60):

‘DP 2 L!Jr = > q %pq (I)q by = Gpr (68)

que dd, explicitamente, los elementos de la matriz que repre-

senta a un observable cualquiera, resultado que podria también -

obtenerse a partir de (48).

Tratande de obtener una base tnica para la representacién
de los &, de los ¢ y de los observabies, nos hemos visto obli-
gados a abandonar nuestra notacion primitiva, enla cualun gy
un ¢ que tengan el mismo indice, son magnitudes imaginarias
conjugadas; la representacién que asi resultaba, es incémoda y
poco iitil. Puede, sin embargo, ocurrir como caso particular,
que los & y los ¢ fundamentales sean, efectivamente, imagina-
rios conjugados cuando sus indices son idénticos y que desig-
nen, por tanto, el mismo estado; en este caso particular no
conviene abandonar la notacién que hemos introducido al prin-
cipio. La representacién que de ella resultay que llamaremos
una «representacién ortogenal», es extraordinariamente 1til.

Llamaremos estados fundamentales de la representacion a

los estados cuyo simbolo es un & o un ¢ fundamental. La condi- -

cion (62) demuestra que son ortogonales, y la condicién (64) que
los @ y los ¢ que los representan estdn normalizados. La repre-
sentacién vectorial de los & y los ¢ nos proporciona una inter-
pretacién geométrica sencilla, de una representacién ortogonal.
Esta representacién vectorial designa el simbolo & y el simbolo
¢ imaginario conjugado por dos vectores complejos conjugados.
No hay ninguna incompatibilidad en suponer que cada ¢ funda-
mental de una representacién ortogonal y su imaginario conjuga-
d6 ¢ estén representados por el mismo vector real. Siendo asf, la
condicién (63) muestra que estos vectoressonperpendiculares en-
tre si, y 1a condicién(64),que tienen la longitud unidad;forman pues
la base de un sistema cartesiano de coordenadas rectangulares.

Los nimeros que representan un ® o un 4 arbitrario son,
pues, los componentes de estos vectores en este sistema de
coordenadas; siendo el sistema de coordenadas un sistema real,

tendrd que verificarse que los componentes de un ¢ y de su.
imaginario conjugado ¢ sean complejos conjugados y, por tanto,
que las series de nlimeros que representan a & y a ¢ sean tam-
bién complejas conjugadas, como se comprueba ficilmente
comparando las ecuaciones (66) y (67). Por tanto, un estado estd
representado por la misma serie de nimeros si estd definido
por un ® o por un ¢, conlaincertidumbre tinica del signo de y=1.
Si « es un observable real, los elementos de la matriz que lo
representa, satisfacen segtnla ecuacién (68) a apr == a,, , en el
caso de una representacion ortogonal. Una matriz, cuyos ele-
mentos cumplen tal condicién, se llama matriz <hermiticas. Si
ademds todos sus elementos son reales, tendremos: «, = o, €s
decir, la matriz serd simétrica. La relacién (68) nos prueba,
ademds, que el elemento diagonal «,, €s igual al valor medio del
observable para el estado fundamental correspondiente by,
segtn la definicién que se di6 al hablar de la interpretacién
fisica del Algebra de los observables. Si« no es real, los elemen-
tos de la matriz que representa al observable complejo conju-

gadoa definido en el capitulo II, estdn dados por uy = 2, (69). Se
puede llamar a la matriz a,, lamatriz compleja conjugada de o,,.

La funcidn 3.

Hasta aquf hemos admitido que el ndimero de ¢ fundamen-
tales es, si no finito, por lo menos infinito numerable, de modo
que cada uno de ellos pueda ser caracterizado por un fndice p
que no tiene mds que valores discretos. Esta condicién no la
llenan la mayor parte de los sistemas dindmicos que presentan
algtn interés; el nimero total de estados independientes es, en
general, infinito e igual al nimero de puntos de un segmento de
recta. En un caso semejante cada ¢ fundamental debe estar ca-
racterizado por un indice p que pueda tomar un valor cualquiera
de un campo. La condicién (47) que expresa que un ¢ cualquiera
es una funcién lineal de los ¢ fundamentales, debe ser escrita de
nuevo, reemplazando la suma por una integral en la forma:

b = ap‘ ¢, dp (70
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donde se sobreentiende que el campo de integracién es el campo
total de variacién del indice p utilizado para caracterizar los
y fundamentales; el coeficiente a,es una funcién de la variable
continua p. : . :

El teorema, segtin el cual un ¢ cualquiera puede ser escrito
bajo la forma (70), no es rigurosamente exacto, si se imp_one a
los a,la condicién de que han de ser finitos, que se admite impli-

_citamente cuando se afirma que forman una funcién de la varia-

ble continua p. Como resultaria muy incémodo tener que recor-
dar en los desarrollos ulteriores de la teoria que la férmula (70)
no es vdlida para ciertos ¢ excepcionales, soslayaremos la difi-
cultad, admitiendo que los coeficientes a, pueden hacerse infi-
nitos, segin ciertas leyes convenientemente elegidas para que
la relacion (70) siga siendo formalmente vélida en todos los
casos. Procedimiento andlogo al utilizado en Geometria, cuando

para evitarnos el decir que las paralelas hacen excepcidén a la

regla, segiin la cual dos rectas de un plano se cortan siempre
en un pumnto, se conviene en decir que se cortan también, efec-
tivamente, pero que el punto de interseccién estd en el infinito,

Nétese que en la hipétesis de los a, finitos, los ¢ que no son

de la forma (70), pueden siempre ser considerados como limite

de ¢, que tengan esta forma. Por ejemplo, ¢q puede ser es-
crito asf:

gg= lim fapn by dp

n—
satisfaciendo los coeficientes a,n, a:

lim fapn dp=1 lim ap, = O (parap ==q)

n — ce n-— oo

Ai aproximarnos al limite, ap se convierte en una funcién
de p, que vale 0 para todoslos valores de p, excepto para
‘aquellos que estdn en la proximidad inmediata de q, y para los

" cuales su valor llega a ser tan grande, que su integral es igual

a la unidad. Formalmente, podremos poner:

n-— oo

| b= [ap bpdp  (70) en que a,=lim a,,

Podemos decir que a,es una funcién singular de p, que se
anula para todos los valores de p, excepto parap==qy que
para este tultimo valor p = q, se hace infinita, de tal modo, que
su integral es igual a la unidad. Es, pues, una funci<n de dos
variables p ¥ q, que no depende mds que de su diferencia y
podremos poner: ' ’

8 =5(p—q) an .

| estando definida la funcisén singular o '(x)'por:

[ oo
j - d(x) dx=1 6 (x) =10 (para x == 0)

No hay que temer que la introduccién de la funcién & en
nuestros cdlculos haga menos rigurosa la teoria de lo que lo
era hasta ahora; en efecto, toda ecuacién que contenga la fun-
cién ¢ puede ser escrita bajo una forma equivalente, aunque
generalmente menos cémoda, en la cual la funcién & no figure
para nada. La funcién 8 constituye mds bien una notacién c6-
moda. La tinica falta real de rigor de la teorfa resulta del hecho
de que ciertas operaciones que efectuamos con los simbolos
abstractos utilizados, no estén' rigurosamente definidas, como
por ejemplo, la derivacién y la integracién con respecto a los
pardmetros que encierran estos simbolos. Cuando estas opera-
ciones tienen sentido, estudiando las representaciones de. los

‘simbolos abstractos; podsmos utilizar libremente la funcién 8,

como si fuese una funcién continua, sin que esto conduzca a
resultados erréneos. Podemos, incluso, darle un sentido preciso
a la funcién 3 de un observable por medio de la definicién
general de funciones de un observable, con tal de que los valo-
res propios de este observable formen una serie continua.
Anotemos algunas propiedades elementales de la tuncién 5,
que pueden deducirse de su definicién o que, por lo menos, no
estdn en contradiccién con ella. Tenemos: !

o (— X) =28 (X)
x3(x)=0 7

[ e aax 7
| f®ix—awdx—=f@ (73

o0
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siendo f (x) una funcién continua cualquiera’ de x, a un nimero

cualquiera y el campo de integracion un campo cualquiera que’

contenga el punto a; en la férmula (73) no se han introducido
limites particulares mds que para fijar las ideas. La operacién
«multiplicacién por & (x — a) e integracién con relacién a x»
equivale, pues, a sustituir x por a. Esto sigue siendo cierto
cuando se aplica esta operacién, no solamente a una funcion
ordinaria de x, f (x), sino también a un simbolo ¢y oa un obser-

vable que contenga el pardmetro x, con tal de que se trate de

una funcién razonablemente continua de x.
‘Otra propiedad de la funcién & est4 dada por:

/'+ . )
. _ (@ —x)dxd(x—b)=735(a—b) (74)

Para demostrarla consideremos al primer miembro como. una
funcién de b a la que llamaremns F (b). Se ve inmediatamente
que F (b) =0, si b 5= a; tenemos igualmente: :

/:j~ ‘NFa))db:,/A_}_ NE(a—«x).dx/+ WB(x“b)dbz
-
=/ cfa—x)dx=1

F (b) satisface, pues, a todas las condiciones que definen s (b — a)
y puede, por tanto, ser identificada aS8(b —a)o a’(a-— b). Se
habria podido obtener la ecuacién (74) partiendo de la (73) y sus-
tituyendo en ella f (x) por la funcién impropia § (x — b), lo que

- nos proporciona un ejemplo de cémo se puede utilizar la fun-

¢ion 8 como si fuese una funcién continua sin llegar a resulta-

~dos inexactos.

o dp
°q
rio utilizar la derivada & (x) de 3 (x). Es evidente que esta deri-

Para llegar a expresar bajo la forma (70) es necesa-

vada es una funcién atin mds discontinua y mds anormal que la -

misma funcién ¢ (x), pero en muchos casos se la puede utilizar
libremente como si fuese una funcién continua de x sin lle-

para toda funcién derivable de x que puede ser también un sim-

— 81 =
gar a resultados erréneos. Sus propiedades elementales son:
& (—x) =7 (x)

£ (x)=—3(x) - 75) vy

/+wf(x)8’(x—a)dx:-~f’(a) (76)

bolo ¢ o un observable que contenga a x como pardmetro. La
segunda y la tercera de estas propiedades pueden obtenerse
diferenciando respectivamente (72) con.respecto a x y (73) con
respecta a a. La tercera puede también comprobarse por medio
de una integracién por partes:

o0

/+.Nf(x)a’(x-ma)dxzzf(X)B(Xwa) B

—_ 0

fes B
——[ ) f(x)d' (x — a) dx = —_f’ (a) (76)
segin (73). .

Otra propiedad viene dada por:

_ /+ P a—wdxi(x—b=F@—b) (77

relacién que puede ser obtenida ciferenciando (74) con respecto
a a Puede también deducirse de (73) si se reemplazaaporby
f (x) por &' (a — x); lo cual proporciona un -ejemplo de cémo se
puede utilizar ¢, como si fuese una funcién continua.

~ Si en (76) sustituimos f (x) por ¢, la variable x por p y a por
q, obtendremos: : :

T e b\q)
/_ %‘o’(p—-q>dp=~5—§—

lo cual prueba que é—tﬁ puede ser expresada en la forma (70),
i1
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sustituyendo a, por —o’ (p — q') Utilizando derivadas de orden

2

o2 d) 2B
superlor de?, sepueden escribir en forma andloga —- q" LT et-

N

o q*
cétera.

Representacion de una sevie continua de estados
Jundameniales.

Podemos generalizar ahora la teorfa de la reptesentacién
de los estados y de los observables para hacerla aplicable a
sistemas que tengan tantos estudos independientes como puntos
hay en un segmento de recta. El 4 del primer miembro de (70)
estard representado por los nilimeros a,, que aparecen como
coeficientes en el segundo miembro o porla funcién a,de la
variable continua p. Del mismo modo, si 2 es un observable
cualquiera, podremos desarrollar o 4 en la forma siguiente, que
corresponde a (48):

)

% by =/ op dp 2pq

en que los «,, son nlimeros; el observable « estard representado

por estos nlimeros ¢y, que son funciones de las dos variables
continuas p y q. Resulta a menudo cé6modo llamar matriz a esta

.funcién de dos variables, con objeto de utilizar los mismos tér-

minos al tratar el caso (78) que el (48). El ntmero de filas y
columnas de una tal matriz, es igual al nimero de los puntos de
un segmento de recta. La ley de multiplicacién de estas matri-
ces correspondiente a la ley /53), es ahora:

(= B)pg = [ opr dr i?‘rq (79)

y puede ser demostrada lo mismo que (53).

Igualmente tenemos el teorema correspondiente a (56),
segun el cual la funcién byde q, que representa « 9, estd dada
en funcién de a,, que representa a ¢ por la relacion:

qu/ % dp @, (80)
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Si se considera el nimero ¢ como un observable su repre-
sentacién serd por definicién:

~

C 9q /"p dp Cpy 81
de modo que:
Cpa=Co(p—Qq) (82)

. La matriz que répresenta la .unidad es, pues, ahora aquella
cuyo término general es: 3 (p —q); como la de antes, tiene también

" la propiedad de dejar inalterada a toda matriz que la multiplica

sea a derecha o a izquierda. Comparando estos resultados con

los resultados correspondientes en el caso de una serie discreta

de ¢ fundamentales, comprobamos que la tnica diferencia con-
siste en que el simbolo % de dos indices, definidos por la (55), ha
sido reemplazado por una funcién s de la diferencia de estos dos
indices. Esta es una regla general: cada vez que se pasa de las
sumas a las integrales, el simbolo de dos indices ¢ debe ser re-
emplazado por la funcién &, como se ha indicado.

La relacion entre los ¢ fundamentales y. los ® fundamentales

que definen la misma representacién es ahora:

D, dq=23(p — Q) (83)

obtenida a partir de (65) reemplazando el simbolo & de dos indi-
ces segtin la regla -anterior. Implicitamente la 'condicién (83)
supone que ®, §, es infinito. Luego la ley segtin la cual el pro-
ducto de un sfrnbo]o @ por un simbolo ¢ existe siempre y es un
ndmero, debe ser ampliada de modo quz incluya la p051b111dad
de un producto infinito.

Cuando los ® y los ¢ fundamentales que tienen el mismo
indice son simbolos imaginarios conjugados que designan el

mismo estado del sistema, tendremos, como anteriormente, una:

representacion ortogonal. Consideremos el sentido de la ecua-
ci6n (83) para una representacién ortogonal.. La. condicion (83)
puede ser descompuesta en otras dos:

«=0(p=Fq (84 [ébpqaq dp=1 (85



— 84—

La primera que corresponde a (63), expresa que dos estados
fundamentales cualesquiera'son ortogonales. La segunda que
corresponde a (64) se utiliza a veces para definir la nor-
malizacién de ¢, cuando el indice q que caracteriza a los estados
independientes 4, toma una serie continua de valores; reempla-
za a la condicién &, ¢,= 1, que no seria en este caso de ninguna
utilidad en el cdlculo. ,

Ahora bien, al modificar de esta forma la definicién de nor-
malizacidén, es menester tener presente que las reglas utilizadas
para la interpretacién fisica de'la teorfa, no son vdlidas mas que

parala antigua definicién. La ley general, segun la cual ®qa ¢y "

es el valor. medio del observable « para el estado ¢,, a condi-
cién de que @,¢,=1 es vdlida en todos los casos, lo mismo para

. una serie continua que para una sucesién discreta de estados
fundamentales. Es bien cierto que en el caso de una serie con- .

tinua, ®,2 ¢, serd nulo, en general, si &,¢,=1; pero este resul-
tado es, precisamente el exigido por la Fisica. En este caso, las
Unicas magnitudes que presentan interés son las razones de las
medias de diferentes observables; la condicién de normalizacién
(85) es muy 1itil para el cdlculo de estos ntimeros.

A partir de (70), utilizando (83) y aplicando (73), obtenemos:

q)'1¢='q/az) ¥p dp=fapa(p"‘Q)dp=aq (86)

‘Este resultado, que corresponde a (66), d4 explicitamente los

coeficientes a,del segundo miembro de (70), que representan
a ¢ La imaginaria conjugada @ estd representada por los
niimeros a,= & §, correspondientes a (67), y que en el caso de
una representacién ortogonal, son los complejos conjugados de
los niimeros a,. Del mismo modo se obtiene, a partir de (78), la
relacién:

. D @ b= [(1)r % dp apq = o(r — p) dp Upq == %q (87)

que corresponde a (68) y que d4 explicitamente los elementos |
-de la matriz que representa a «. Sin embargo, el resultado de

antes, segtln el cual un elemento diagonal « representa el valor
medio de « para el estado ¢,en el caso de una representacion

ortogonal, no es ahora cierto, puesto que la condicién de norma-

lizacion (83), que utilizamos ahora no conduce ya a la interpre-=

tacién fisica correcta. Por ejemplo, si tomdsemos « = 1, llega-
riamos al valor 3 (q — q) = o, en tanto que es evidente que el
valor medio de 1a unidad debe ser la misma unidad,

La funcidn peso.

Resulta a menudo cémodo modificar las ecuaciones 70) y
(78) que definen las representaciones de un estado y de un
observable, introduciendo una funcién que juegue el papel de
«peso». Tomemos una funcién cualquiera p,de la variable p,
definida en todo el campo de variacién de p, que caracteriza a
los estados fundamentales y que no se anule -en todo ese campo
y reemplacemos (70) y (78), por:

b =fap $p op dp (8%) | y oy :f‘l’p op AP %pq (89

Podemos ahora convenir en que sean los ‘nuevos coeficientes

4, Y %pq l0S que representen el estado y el observable conside-
rado, y esto nos lleva a una generalizacién de la teoria de las
representaciones, ya que los nuevos coeficientes estdn ligados a
los coeficientes primitivos por relaciones muy sencillas. Se trata
m4s bien de un artificio de cdlculo, c6modo la mayor parte de
las veces, especialmente en ciertas aplicaciones de la teoria;
por ejemplo, para aumentar la simetria de las ecuaciones o para
hacer mds inmediata la interpretacién fisica de los elementos
representativos. Se podria introducir el mismo artificio en el
caso de una serie discreta de estados fundamentales; pero en
este caso no reporta el hacerlo utilidad alguna.

El peso g, as{ introducido, debe aparecer no s6lo en los
desarrollos (88) y (89), sino en todas las férmulas en que inter-
viene una integracién respecto al pardmetro p, que caracteriza
los ¢ fundamentales; aparecerd, por ejemplo, en la férmula que
d4 la ley de multiplicacion de dos observables, ecuacién (79,
que se convierte en:

(o B oo = [ e 70 AT g
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y en la de multiplicacién de un observable y un ¢, ecuacién (80),

que se convierte en:
q zl/“up e dp 3,

Del mismo modo, el nimero c considerado como un obser-
vable, no estd ya representado por el ségundo miembro de (82),
puesto-que la (81) debe ser modificada en esta forma:

CQ’q:/% gp AP Cpq

lo que d4 en lugar de (82):
Chq=Cp'3(p—q)=c eq 716 (p — Q)

La matriz unidad ¢ (p — q) se convierte en g,~' 3 (p — q).
Esto sugiere que la ecuacion (83) deberd ser modificada asi:

Oy dg =p,~' 3 (p— Q) (90)

conclusién confirmada al fijarnos en que la condicién de norma-
lizacién (85), debe escribirse:

[flj dy gp dp==1 (91)

Ya podemos ahora precisar cuales son los camblos que
sufren los elementos representativos de un estado o de un obser-
vable cuando se introduce la funcién peso. Para que los &, y
los ¢, de las ecuaciones (83)y (85) satisfagan a las ecuaciones

- (90) y (91), es necesario multiplicarlas por g,—%. Debemos,

pues, multiplicar por g, —'2 €l a, de la ecuacién (70) para que
satisfaga a (88) y por (p, pq)—"2 €l ayq de la ecuacién (78) para
que satisfaga a (89). Estos resultados son casos particulares de
la siguiente regla general: «Cuando se introduce el peso, todo
simbolo que enc1erra los indices p, q .., queda multlphcado
por {pp pq -..)—¥s Si se tiene en cuenta que la cantidad bajo

el signo [ de una integral relativa a p tiene dos veces el in-
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dice p, se ve que la regla anterior estd de acuerdo con la nece-

sidad de incluir el factor g, en una tal integral cuando se intro-
duce en ella la funcién peso. t

Representaciones en el caso geneval.

Enla mayor parte de las aplicaciones de la Mecdnica cudn-
tica, el sistemd atémico considerado encierra un ntimero de

estados independientes, mucho mayor que en los casos exami-

nados hasta ahora.

Los estados fundamentales de una representacién no pueden
ser caracterizados completamente mds que por medio de varios
indices py, p,...., que pueden tomar cualesquiera valores en un
campo dado de un espacio de n dimensiones: el espacio de las p-
Las generalizaciones que hay que hacer en la anterior teoria,
son evidentes Por ejemplo, en lugar de (70) y (78) tendremos

" que poner los desarrollos

¢ :f/ Apy pyeerr Opy pe APy APgers s (92)
% Doy ggerene ”“f/ Um par dpl dp' o Oip) pyeesse q Qe (93)

Un estado § estd representado ahma POT Ap,; pyee-es que es
una funcién de las n variables p; p,... y un observable « por
Gp; preee g sy MAtriz cuyas filas y columnas estdn caracteriza-
das por estas mismas variables. El sfmbolo ¢ de uno de los,
estados fundamentales &, ¢, estd representado por: '

o (p: — Q1) % (P2 — Qo) 8 (Pa— Qa) (%94)

" como puede facilmente comprobarse sustituyendo'esta expre-

si6én en lugar de a,, ,, en (92) v efectuando una a una las integra-
ciones, teniendo en cuenta (73).

El8(p — @) introducido anteriormente en el caso de una
sola dimensidn, estd siempre reemplazado por el producto (94).



— 88 —

o ;
’4’(1; qg*ro e (m == 1, 21.-- . n) esté re-

Del mismo modo, el simbolo 7q

presentado por:

— 5 (p1 — qy) o (ps — Qz) ---- 8 (pm—} — Qm=1) 5 (Pm — Qm)
- 8 (Pm4+t — Qm4 1) 5 (Pn—Gn) (95)

como puede f4cilmente comprobarse con ayuda de (76). A parte

~del signo — esta expresién no difiere de (94) mds que por el -

factor que ocupa el lugar m. : :

" Para englobar todos los casos que se presentan en la prac-
tica, debemos llevar atin mds lejos la generalizacién y ocuparnos
de los casos'en que sumas e integrales aparecen a un tiempo.
Tenemos, por ejemplo, en el caso de una dimensién: '

‘1’ = EP ap "I"PJF ap '!Jp dp (96)

Fl estado ¢ estd ahora representado por los nilmeros ar y @,
los unos forman una serie discreta ap, los otros una serie con-

tinua a,. Estos nimeros pueden ser considerados como los valo-

res de una funcién de una variable, cuyo campo.de variacién
est4 constituido por un segmento continuo y por algunos puntos
aislados. En el caso de varias dimensiones podemos tener sumas
para algunas de las variables e integrales para las otras. La
regla general, que se aplica a todos los casos, es la siguiente:
Un estado est4 representado por una funcién cuyo campo es tal,
que a cada uno de sus puntos corresponde un estado funda-
mental. No hay ninguna restriccién en cuanto al ndmero de

_ puntos de este campo o a su disposicién en el espacio de las p,

que los caracteriza. Este campo puede estar constituido por
una serie discreta de puntos y por un cierto nimero de regiones
continuas, teniendo cada una un ndimero cualquiera de dimen-
siones. Un observable est4 representado por una matriz cuyas
filas y columnas corresponden de una manera univoca a los
puntos de este campo. ,

Las ecuaciones de la anterior teoria de las representa-
ciones pueden ser transcritas sin dificultad a la nueva teoria;
no se puede, sin embargo, escribirlas en una forma que encierre
todos los casos posibles sin introducir una notacién adecuada y

muy complicada Tomaremos como ejemplo el caso m4s sen-
cillo en que es vélida la ecuacién (96).

La definicion de los elementos representativos de un obser-

vable viene ahora dada por:
, .
@ o ="p be uy+ j % dp ayq

“dy=Zr dp 2pq 'JF'/ $p dp opq

correspondientes a (48) y (78). Los coeficientes que aparecen en
la representacién de un observable son, pues, de cuatro tipos
dlstm!:os, designados por: #pq , %q , @pq, %pq , cOrrespondientes a
las diferentes clases de valores, discretos o continuos, que
toma'n los fndices. Del mismo modo, tendfemos para ley de
multiplicacién de las representaciones’de dos observables:

(o 2)pq == apr Prq -+ [ap, dr Brg
(2 Bhoq = S» % fra+ [ dr Brg
(,’7' p‘)Pq = E R %PR @Rq _]L ops dr qu

(@ B)pg = =& %R Prq + [op: Ar Brq

c9rrespondientes a (53) y-(79); en cada caso tenemos una suma-
cién con respecto a R y'una integracién con respecto ar. Las
condiciones (65) y (83) se convienten en:

Dp ’*!)Q = BPQ . (Dp (PQ =0
Op bg =0 ' Dy $g =3(p —q)

Estos ejemplos bastan para mostrar cémo habrd que inter-
pretar cada ecuacién en cada uno de los diferentes tipos de
representaciones,

Puede atin hacerse una tltima generalizacién introduciendo
12 '

.



la funcién peso en el caso general. Este peso p puede ser una
funcién arbitraria de las variables p que caracterizan los ¢ fun-
damentales, con la condicién de que no se anule en todo el
campo considerado Acompafiard siempre a las diferenciales

dpm en cada integracién y figurard igualmente en la matriz
unidad con la potencia — 1.

V.—La TEOR{A DE LAS TRANSFORMACIONES.

Empleo de los estados propios como estados fundamentales

de una rvepresentacion.

En el capitulo anterior, hemos introducido la nocién de
representacién de los sfmbolos abstractos, y la hemos tratado
desde un punto de vista general puramente matemdtico, siendo
los elementos representados en cierto modo los componentes
de los simbolos considerados referidos a un sistema general de
coordenadas. Vamos ahora a concentrar nuestra atencién en
ciertas representaciones particulares, es decir, en conjuntos de
componentes tomados con relacion a sistemas de coordenadas
particulares, elegidos y especificados de una manera perfecta-
mente determinada, y veremos que los elementos representa-
tivos considerados, tendrdn a menudo interpretaciones fisicas
inmediatas. En este capitulo no nos ocuparemos mds que de
representaciones ortogonales. Una.representacién ortogonal
estd construida sobre la base de un sistema completo de estados
ortogonales, que constituyen los estados fundamentales. Se
obtiene muy t4dcilmente un sistema semejante con ayuda de la
tecria de los valores propios, desarrollada en el capitulo 11I. Los
estados propios simultdneos de un grupo de observables reales
y conmutables forman un sistema completo, siendo dos cuales-
quiera de ellos, asociados a grupos de valores propios diferen-
tes, ortogonales. Si el grupo de observables que conmutan es un
grupo completo, no habrd mds que un sélo estado propio para
cada grupo de valores propios, como ya hemos demostrado;
todos los estados propios serdn, pues, ortogonales y podrdn,

(-
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por consiguiente, ser utilizadcs como estados fundamentales de
una representacién. Cada uno de ellos estd asociado a un grupo
de valores propios que se pueden emplear para caracterizarlos
en lugar de los indices arbitrarios p., del capitulo antenor que
no tienen mngun sentxdo fisico.

Sean £y, &»,. .. £. n observables que conmutan y que forman
un grupo completo y sean &'y, 5 n ... los valores propios de &, ;
un ¢ fundamental cualquiera puede esulbirse b (1, Eey.. E0) 0
sencillamente para abreviar ¢ (£’). Del mismo modo, un (D funda-
mental puede escribirse ® (£"). El ® fundamental imaginario
conjugado de ¢ (&) serd ® (£). Esta notacién, que utiliza los

acentos ’, 7, prima, segunda, etc., para designar los valores
propios de los observables es muy cémoda y es la que utiliza-

remos en lo sucesivo. Vamos a introducir ahora una nueva
notacién para designar las representaciones de los estados y

de los observables, que aumentar4d atin mds la simetria de nues-
tras ecuaciones.

Un simbolo ¢ cualquiera estd representado por una serie
de nimerus, asociados cada uno a uno de los ¢ fundamentales y,
por consiguiente, a un grupo de valores propios. El nimero
asociado al grupo de valores propios &1, £a.... £y se escribird en

lo sucesivo (£, P».... & | ) o sencillamente (£’|). Cuando sea

necesario espec1ﬁcar cual es el simbolo ¢ utilizado, precisando

el indice k, de gue estd afectado, podremos escribir este indice
ala derecha de la rayita vertical en la expresién que d4 el

elemento representativo de ¢y: (F1, &2 ... ¥n | K)o (¢ | k). Como
veremos mds adelante, 1a razén que nos hace adoptar esta nota-
cién es la simetria notable encerrada en ella, puesto que con-
tiene de una parte el grupo de ntimeros £ que se refieren a uno
de los ¢ fundamentales, y de otra parte el pardmetro k, que
especifica cudl esel ¢ representado, simetria puesta de mani-

fiesto perfectamente al escribir los £ ala izquierday elk ala
derecha. De una manera andloga, designaremos el elemento

representativo de un simbolo general ® por (|£) yel de un @
particular @, por (k | £). Por lo que se refiere a la representacién
de ui2 ebservable «, vamos a escribir el elemento de matriz ap,
asociado a los estados fundamentales ¢, y ¢, como sigue:
(E1, 2. En | o [ B, 8.  £71) 0 sencillamente (£ | « | £), siendo
los £ ylos £” los valores propios pertenecientes, respectiva-
mente, a los estados fundamentales ¢, y ¢, 0 & () y ¢ (£”), como
se escribirian en la nueva notacién.
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Para indicar cémo debe utilizdrsela, transcribiremos a la

nueva notacién algunas ecuaciones del capitulo anterior. Las
ecuaciones (49) y (50), se convierte en:

ElaetBIE)=E|«|E)+E86]2Y
Elcalf)=c&|=|E

Para fijar las ideas, escojamos el caso en que cada &', toma una

serie contfnua de valores; las ecuaciones (47) o (70), que definen
la representacién de un simbolo ¢, se convierten en:

'!szap(z’)dz’ 21 (98)
en donde se ha escrito para abreviar d £ en lugar del producto

d&1,dE2...dr,, y donde un sélo signo[indica una integracion

respecto a todas esas variables. Hay que hacer notar la manera
cémo se agrupan juntos en (98), todos los & cuando se coloca
convenientemente el d £, lo cual constituye la nueva forma que
toma la regla de los indices, enunciada al hablar de las propie~-
dades generales de la representacién de los estados y de los
observables. De la misma manera, las ecuaciones (48) y (78) del

capitulo anterior, que definen la representacién de un obser-

vable o, se convierien en:

o4 (5") mﬁ) €)d2 (E]=«ig) 99)

La ley de multiplicacién (53) o (79) de los elementos representa-
tivos de dos observables se convierte en:

F 1 fl2)= ﬁ EY R G IS

y la de la multiplicacién de un observable y de un ¢ (56) o
(80), en: ’

' - j—'m =1y ' # :
(=1 1)=/(: [«]27)dz” (" | k) (100)
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especificando k el simbolo ¢, y 1 el simbolo ¢ == = ¢, . La mag-

nitad compleja conjugada = de un observable «, estd repre.
sentada ahora por:

El12]8)=0E" 1% (101)

relacién que corresponde a (69); en fin, las representaciones
E 1)y (%) deund y de su imaginario conjugado ®, son canti-
dades complejas conjugadas. ,

La representacién que estaros analizando estd construida
a base de un cierto nimero de observables que conmutan
b, oy i Veamos ahora cémo se debe representar uno de
estos observables £,. Reemplazando en (99) « por ., se tiene:

Em b (E7) =ﬁ» () A (E 1En |E) (102)

Pero puesto que ¢ (£”) es un ¢ propio de £, perteneciente al valor

propio £”,, tendremos:
b ) =End )= [$E)AEELEE ~E) (103

en que & (£ — £”) designa el producto:
8 (8 —E") 8 (By—E")n 8 (Bn—E")

Igualando los coeﬁéientes de los segundos miembros de (102) y
(103), obtendremos:

g em [EN=End(E—E£") (104)

Esto es evidentemente igual a £, 8 (2 —£"), lo que hace la rela-

cion (104) simétrica con relacién a £’y a £”.
Silos £ no toman mds que valores discretos en lugar de
variar de una manera continua, tendremos en lugar de (104):

oy oe o2l myooo
(5 Sm Is)‘—“: O

.enque EE’ z» es una abreviatura de la expresion:
-

N

~
Ops n Gmr @ I
S1%1 %25 200 Snf
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Luego el observable £, estd represertado por una matriz dia-
gonal, cuyos elementos diagonales son los valores propios £'m- En
el caso de una serie continua de filas y de columnas, es cémodo
definir una matriz diagonal como una matriz cuyo elemento
general (£, £’) contiene la funcién & (¢’ —£”) de factor, como
por ejemplo, el segundo miembro de (104); en este caso, un
término cualquiera de la diagonal principal puede ser definido
como coeficiente de esta funcién ¢ (£ — £”). Con esta definicidn,

la ley de representacién de un £, que acabamos de enunciar, es

ya vdlida en todos los casos. El hecho de que la definicién dada
de una matriz diagonal contfnua, se adapte exactamente a las

exigencias del cdlculo, se debe a que no altera una de las pro-
piedades mas importantes de las matrices diagonales discre tas
a saber su conmutabilidad. Por esta razén, no hubiera sido sufi-
ciente generalizar y definir una matriz diagonal cont{nua como
una matriz, cuyo término general (£, £”) se anule, salvo cuando
los £” difieren infinitamente poco de los £

Por un razenamiento andlogo al que conduce a (104), se

encuentra que la representacién de una funcién cualquiera
f(£) de k£ es:

€ (0 O={E3E—-F) (105)

Es evidente que el coeficiente f (') tiene un sentido preciso,

.puesto que la funcion f debe estar definida para cada uno de los

valores propios de las L. Luego la representacién que toma
como estados fundamentales los ¢ propios simultdneos de un
grupo de observables £ es tal, que cada uno de estos observa-
bles, y también una funcién cualquiera de los mismos, estdn
representados por una matriz diagonal. Inversamente, en esta
representacién, toda matriz diagonal representa una funcién de
los &, cuya expresién estd dada por el término diagonal (2, 2'),
considerado como funcién de las variables £. Luego, dado un
grupo de observables que conmutan, existe una representacion,
en la cual cada uno de los observables estd representado por
una matriz diagonal. Si estos observables forman un sistema
completo, determinardn completamente la representacién, a
parte de ciertas fases arbitrarias; éstas aparecen por el hecho
de que se puede multiplicar un ¢ propio simultdneo por un factor
numérico cualquiera de mddulo unidad, sin alterar las condi-

— Q5 —

ciones que lo definen. Por ejemplo, podemos multiplicar cada

b (€") por exp [— i f ()], en que f (') es una funcién real arbitra-

ria de las £'. En este caso, cada elemento representativo de un

estado (£ | ) estard multiplicado por exp 7 f (¥') y cada elemento

representativo de un observable por exp i[f () — £ (”)]. Un

-término diagonal cualquiera (£ |« | %) no se altera por esta

transformacidén, como lo exige por otra parte su significacién
fisica, que es la de una media. Las fases arbitrarias que. apa-
recen de este modo en las representaciones, no tienen, general-
mente, importancia; podemos, pues, considerar que una repre-
sentacién estd completamente determinada cuando se dan los
cbservables que estdn en ella representados por matrices dia-
gonales. Nuestra notacién admite implicitamente esto. puesto
que las solas indicaciones que recuerdan la representacién, a la
cual pertenece el elemento considerado, son las letras que
designan los observables representados por matrices dia-
gonales.
Las representaciones que acabdmos de considerar y para

las cuales cada ¢ fundamental es un ¢ propio simultdneo de un
grupo de observables reales y conmutables, no constituyen
casos excepcionales; efectivamente, toda representacién orto-
gonal goza de la misma propiedad. Tomemos una repreqenta-
cién cualquiera en que los ¥ fundamentales sean ¢, , ¥, .... y for-
memos una matriz diagonal cualguiera, cuyvo elemento general
&) sea de la forma a, o (p — q); siendo a, una funcién de p,
podemos considerar esta matriz como representacién de un

observable . Este observable serd real si la representacidn es
ortogonal. Tenemos en ese caso:

- p ‘ . ~ )
3 q-/ﬁ[)p dp E—PCI: VI!JP dp dpo (p - Q)zaxl 4:’(1

y cada ¢ fundamental ¢4 es un ¢ propio de . En el caso de

varias dimensiones, hacen falta varios indices p.o q para carac-
terizar un ¢ fundamental; podemos tomar entonces varias matri-
ces diagonales, v cada una de ellas representard un obser-
vable £, cuyos ¢ propios serdn los ¢ fundamentales. De esta
manera, podemos obtener un nimero suficiente de observables
&, que tengan como ¢ propio los ¢ fundamentales, para constituir
un sistema completo de observables conmutables y para poder

<
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tratar el problema aplicdndole los métodos y notaciones des-
critos anteriormente.

Transformaciones candnicas.

Sean dos representaciones basadas, respectivamente: la una
en los ¢ fundamentales ¢ (£') que son, al mismo tiempo, los ¢ pro-
pios simultdneos de un grupo de observables que conmutan Zm,
y la otra en les ¢ fundamentales ¢ (v), que torman los ¢ propios
simultdneos de otro sistema de observables que conmutan 1. Un
b arbitrario tendrd dos representaciones (£ 1)y (¢ |); la pri-
mera funcién de las variables ', ¥y la otra funcién de las 7'm.

- Como ¥ estd completamente determinado por los elementos de
una sola representacién, debe existir una relacién entre los dos
elementos representativos (¢’ {)y (+) de manera que cada uno
de ellos esté determinado por el otro. Vamos a examinar que
forma tiene esta relacién. Para fijar las ideas tomemos el caso

de las integrales; segtin la definicién del elemento representati-
vo (%’ | ) tenemos: :

b= / p(ydw (4 |)
Pero un ¢ fundamental ¢ () de la representacién v puede ser
- representado por medio de la representacién £. El elemento que
le corresponde en esta representacién puede escribirse E17)

colocando el 7, que indica cual es el ¢ representado, a la dere-
cha; (£ | v') estd pues definido por la relacion:

¢ (n) =/¥ (E)deE ) (107)

Sustituyendo este valor en el segundo miembro de (106) se ob-
tiene:

b= //¢ @) Az E | de @ ])
que d4 poér comparacién con la ecuacién (98) que define (£’ | ):

€)= / Elw)ydw (@ ]) (108)
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(108) es la ecuacién de transformacién que da la representacién
£t de un simbolo ¢ en funcion de la representacién 4 del mismo
simbolo. Se puede demostrar de la misma forma que la ecuacién
que da (v’ | ) en funcién de (2’ | ) es:

W)= [wie)deE]) (109)

enla cual (4’ £’) es el elemento representativo del ¢ fundamental
b () en la representacién considerada. Uno cualquiera de los
dos elementos representativos (£ | ) y (2’ | ) es pues una funcién
lineal del otro. Las expresiones (£’ | 7)) y («' | £') que nos permiten
pasar de una a otra se llaman «funciones de transformaciéns;
son funciones de los dos grupos de variables v’ y £. Podemos
obtener explicitamente la expresién de (£' | n’) empleando un
procedimiento que corresponde al utilizado para llegar a la

ecuacion (86) y que consiste en multiplicar la ecuacién (107) por
O (£) a la izquierda. El resultado es:

E 7)) =0 E) b ) (110

Anélogamente se puede demostrar que:

(W[ E)=0 )¢ (®) (1t1)
de QOnde se deduce que (&' | #) ¥ (¢' | £), son nimeros complejos
conjugados.

Para que las relaciones (108) y (109) puedan ser simultdnea-
mente vdlidas, las funciones de transformacién deben satisfacer

a ciertas condiciones. Si sustituimos en (108) el valor de (7' | )
dado por (109), obtendremos: ’

€D =] f € 1) dw e |E)dE € 1)

Pero tenemos también;

1 )=/5 (&—E&”) dE” (E”])

Siendo estas ecuaciones vdlidas para una funcién
13

arbitraria
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(" | ) de las variables :”, podemos igualar los coeficientes de
(7 ]) en los segundos miembros; esto nos d4:

](.E’ [w)dn ([ &) =02 —&) (112)

Otra manera de obtener este mismo resultado consiste en
escribir la ecuacién (108) para el simbolo ¢ ("). El primer miem-
bro de la representacién £ de ¢ (£) es evidentemente & (£ — £7),
en tanto que el segundo miembro se convierte en:

f&’ [#)d« (4 | Z")puesto que la representacién v del simbolo
b &7y es (' |E)

De una manera semejante se puede obtener la ecuacidn
andloga a la (112) y que se deduce de ella permutando £y #:

ﬁfv 1) AT @ 1) =38 — ) (113)

Las relaciones (112) y (113) son las tnicas condiciones que
tas funciones de transformacién estdn obligadas a satisfacer
idénticamente. Son restricciones de la misma naturaleza que las
condiciones de ortogonalidad y de normalizacién.

Se puede tratar en la misma forma el asunto de la trans-
formacidén de las representaciones de los simbolos ®. Encontra-
riamos por ejemplo, como ecuacién de transformacién que nos

da el elemento representativo ( | #’) de un simbolo @ cualquiera
en funcidn de (| £), l1a ecuacién:

(1) 2/( [8Yd & E )

la cantidad (£ | ") est4d ahora definida por la representacién n
del ® fundamental ® (£'); es decir, por medio.de la ecuacién:

Q)= / ) d ()

Si multiplicamos esta ecuacién por 4 (') a la derecha se obtiene
como expresion explicita de (£ | #'):

O E) () =)

que es la misma (110). Luego la cantidad (£' | »') definida al dar
la representacion s de @ (£') es idéntica a la que habiamos intro-
ducido antes y que daba la representaeion £ de ¢ {%); la notacién
que utiliza el mismo simbolo para estas dos magnitudes queda
pues justificada. La simetria que existe entre la forma en que
(¢ | #') encierra las cantidades £ de una parte y « de la otra es
la misma sefialada al comienzo de este capitulo. En efecto, todo
elemento representativo (¢, k) de un simbolo ¢, determinado, si
estd convenientemente normalizado, puede ser considerado
como la funcién de transformacién que liga una representacién

E a otra representacién, en la cual ¢ es uno de los estados
fundamentales.

Existe algo arbitrario en la expresion de las funciones de
transformacién, que corresponde a lo introducido por las fases
arbitrarias que aparecen en las representaciones. Si se multi-
plican los estados fundamentales § () y ¢ (') por exp [—2f ()] y
exp [—i g (n")] siendo f y g funciones reales arbitrarias, la
funcién de transformacién (£ |«') quedard multiplicada por

exps—7[f(E)—g )] . Luego el médulo de la funcién de

transformacién estd bien definido y 1a indeterminacién proviene
tUnicamente de su argumento.

La relacién entre los elementos representativos de un mis-
mo observable « en dos representaciones diferentes puede ser
obtenida f4cilmente, por un gran nimero de procedimientos
distintos. Por ejemplo, podemos utilizar la expresion explicita
del elemento representativo de «, dada por la ecuacitin (87). Es-
cribiéndola para el caso de una representacién £ obtenemos:

Elale)=20(@E)dE

En el segundo miembro que consiste en un producto de tres
simbolos abstractos reemplacemos los factores por sus elemen-
tos representativos en la representacién 4, obtenemos:

€118 =//(E’ la)yda’ (& [e]n")da" (2" | £7) (114)

o
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qgue da la representacién ; en funcién de la representacién «. De
una manera andloga podemos obtener la relacién:

(" L] n?) :/j(”»’ 18)dg @[5 de”E" | +7) (119)

que da la representacién » en funcién de la representacién &.
Estas relaciones constituyen las ecuaciones de transformacién
de los elementos representativos de un observable. Uno cual-
quiera de estos elementos es una funcién lineal del otro, y para
pasar de uno a otro, es necesaric utilizar las mismas funciones
de transformacién que en el caso de los estados .

Si consideramos ahora una tercera representacidn %, ten.
dremos otras funciones de transformacion; de una parte (%' | £),
(] 2) que laligan a la representacién £ y de otra parte (Z' | v'),
(n' ] ¢') que la unen a «; entre todas estas funciones hay relacio-

nes sencillas. L.a ecuacién (110) en la que se ha reemplazado «
por &, da: :

E18)=20E) 4 E®)

Reemplacemos en el segundo miembro cada uno de los factores
de este producto de simbolos abstractos por sus elementos re-
presentativos en la representaciéon #; obtendremos:

»

¢ lm=le1manwin (116)

o

La relacion compleja conjugada de la anterior que puede
deducirse de la misma manera es:

=1 :/(’i’ fa)ds (" ]%) (117)

Las ecuaciones (116 y (117) dan las funciones de transfor-
macién £, Z en funcién de las %,y 7, =

3

Multipliquemos la ecuacién (114) por d £” (£’ | #), colocando

PIWEAY
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este factor a la derecha para no destruir la continuidad de la
notacién, e integremos respecto a d £”, obtenemos:

/(5’ pe 15 AETET ) =
=/[/(:’ fa)ydow (7 Jela”)dw” (47 [§7) A5 (57 | «7) =
. [/(E tw)da (1| =]=7)d "s"'a ("' —n"")
teniendo en cuenta (113!. De donde se dedﬁce: |
/G(E' a5 d, ("1 'fa"’)=/(§’ pw) da (@ fa [ a) (118)

Designaremos a cada uno de los miembros de esta ecuacién
por (8 [« ]| +"") y lo consideraremos como el elemento repre-
sentativo del observable a en la «representacién mixta» (%, %)
Estos elementos forman una matriz que basta para determinar
el observable « y que no difiere de las matrices anteriormente
consideradas, mds que en que sus filas y columnas se refieren a
dos sistemas distintos de estados fundamentales y que, por con-
siguiente, no se puede establecer entre ellas correspoundencia
biunfvoca como antes. Las matrices mixtas, que representan
dos observables, pueden ser sumadas con tal de que pertenez-
can a la misma representacion mixta; en otros términos se tiene:

SlotBla)=@& =)+ E[B])

Pueden también multiplicarse, aunque pertenezcan a dos
represcntaciones mixtas diferentes, a condicién de que luas
columnas del primer factor (indicadas por la letra de la dere-
cha) se refieran al mismo sistema de estados fundamentales que
las filas del segundo, y que, por tanto, se pueda establecer und
correspondencia biunivoca entre ellas; en otros términos, el
producto de (£ | « ') por (v | B | &) existe y es igual a:

(HiﬁﬂﬂmfoﬂﬁNﬁWlﬁid
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Notese que el elemento representativo de la unidad en la repre-
sentacién mixta (&, n), es decir, (£' | 1 |+#) es precisamente la
misma funcién de transformacién (' | '), como puede deducirse
inmediatamente de la definicién (118). Es evidente, que los tér-
minos «matriz diagonals o «<elemento diagonal», no tienen sentido
alguno cuando se trata de matrices pertenecientes a represen-
‘taciones mixtas. Los elementos representativos de las £ y de las

7 €n una representacién mixta (£, ») estdn dados par las expre-
siones:

(] Em | 1) =Em (] ) E Lt [ 1) = (F | 7)) 7' (119)

como puede comprobarse, utilizando sucesivamente el primero
y el segundo miembro de (118). Estos elementos pueden, pues,
expresarse directamente por medio de la funcién de tranes.
formaci<n. -

Todas las ecuaciones de este pdrrafo han sido escritas para
el caso en que los pardmetros £, ', que caracterizan los estados
fundamentales, no tomen mds que valores continuos. Se com-
prende, inmediatamente, cémo habrd que modificarlas cuando
todos esos pardmetros, o solamente un cierto nimero de entre
ellos, tomen valores discretos, o cuando sus campos de variacién

encierren simultdneamente series discretas y conjuntos conti- -

nuos. Si en una representacién &, los ¢, por ejemplo, varian de

-una manera contfnua, los pardmetros 7', de otra representacion

7, aplicada al mismo sistema dindmico, no tomardn necesaria-
mente valores continuos; pero si el nimero de estados funda-
mentales es finito en una representacion dada, lo serd también
para cualquier otra representacién.

Los pasos que hemos estudiado de una representacién a
otra se llaman «transformaciones canénicas». Hay que tener
cuidado en no confundirlas con las <«transformaciones de con-
tacto», estudiadas anteriormente, confusién que era muy co-
rriente en trabajos y memorias publicados en los primeros tiem-
pos de la nueva Mecdnica cudntica. Matemdticamente, los dos
tipos de transformacién tienen la misma forma, como puede
verse si se escriben simbdlicamente las ecuaciones (114) y (115)
de la transformacién canénica, reemplazando las funciones de

transformacién (£ | 7))y (v |E) por S y S—!; en el fondo tienen

significaciones completamente distintas. Una transformacién
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canonica transforma una representacién de un cierto nimero
de observables en otra representaciéon de los mismos observa-
bles; una transformacién de contacto es un paso de un sistema
de observables a otro sistema distinto del anterior. En el caso
de las transformaciones de contacto, las relaciones algebraicas
o funcionales de los observables iniciales son invariantes e
idénticas a las de los observables transformados. Por el con-
trario, en el caso de la transformacién canénica, los resultados
correspondientes a los anteriores, expresan sencillamente la
condicién necesaria “para que los elementcs representativos
trausformados puedan ser considerados como representativos
de los mismos observables. Como ya dijimos, la transformacién
de contacto tiene su andloga en Mecdnica cldsica; la transfor-
macién candnica, que esla mds importante de las dos para la
Mecé4nica cudntica, no la tiene, en cambio, porque la teoria cld-
sica no estudia las representaciones.

Amplitud de las probabz‘h‘dades.

Supongamos un sistema en un estado dado ¢ y que se efec-
tian observaciones en cada uno de los cobservables £, de un
grupo de observables que conmutan. Segtn lo dicho, al estudiar
en la teoria de los valores propios los teoremas de probabili-
dades, la probabilidad de obtener una cierta serie de resultados
es igual al cuadrado del médulo del coeficiente correspondiente
en el desarrollo de ¢, segtin los ¢ propios simultdneos de los
observables tn, estando todos los ¢ normalizados. Cuando los
observables £, forman un sistema completo, no habrd mds que
un sélo ¢ propio simultdneo para cada serie de-valores pro-
pios I'm; en este caso, los coeficientes del desarrollo de 4 cons-
tituyen una representacién de ¢ designada por (¢ | ). La proba-
bilidad de obtener una cierta serie de resultados £, serd
ahora (£ ]) |2 '

Existe, pues, una interpretacién fisica de la representa-
cién £ de un ¥ normalizado cualquiera o, por lo menos, una inter-
pretacion del médulo de los elementos representativos; lo cual
relaciona estos elementos con la probabilidad de obtener un
cierto resultado, por medio de una observacién mdxima, que
consista en medir el sistema comnleto de observables £,. Se
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puede atribuir el mismo significado fisico a los elementos repre-
sentativos de un ® normalizado cualquiera, que son- sencilla-
mente los complejos conjugados de los elementos representa-
tivos del ¥ imaginario conjugado de ®.

Consideremos ahora el caso en que nuestro ¢ es uno de
los 4 fundamentales ¢ (') de otra representacién ». La proba-
bilidad de obtener los resultados & estd dada en este caso
por {(E|+)]|? es decir, por el cuadrado del modulo de Ia
funcidén de transformacion. Pero 4 (') es el estado para el cual
se sube con certidumbre que los observables n tienen los valo-
res . Luego | (¢! | «') | 2 da la probabilidad para que los obser-
vables £ tengan los valores £, cuando se sabe. que los 4 tienen
los valores #’. Por esta razdén, Jordan ha llamado a la expresién
(£ | %) una «amplitud de probabilidad». Como se ha dicho antes,
el mdédulo de esta amplitud estd perfectamente determinado;
pero su argumento no lo estd. El cuadrado de este mdédulo es
una probabilidad ordinaria.

Puesto que:

FEIN 2= 1)@ D=1E18)1°

tendremos el teorema reciproco siguiente: «La probabilidad
para que los £ tengan los valores £', cuando se sabe que los 7 tie-
nen los valores #, es igual a la probabilidad para quelos » tomen
los valores v/, cuando se sabe que los £ tienen los valores £s.
Como ya hemos dicho, al considerar las series continuas de
estados fundamentales, cuando los £ toman valores que forman
una serie continua, es necesario multiplicar los ¢ fundamentales
de una representacién dada por un coeficiente numérico, infini-
tamente pequefio, con objeto de obtener la normalizacién indis-
pensable para la interpretacién fisica. Ademds, el teorema que
acabamos de invocar, y que nos da las probabilidades en fun-
cién de los coeficientes de un cierto desarrollo, no es vdlido
cuando este desarrollo en serie se transforma en integrul. Por
estas razones, la 2xpresién antes obtenida, y que da la proba-
bilidad de ciertos valores dados de £ para un estado determi-
nado, no es vdlida en el caso de una variacién continua. Pero
en este caso, en la préctica no tenemos necesidad de conocer
m4ds que la probabilidad de que las £ tengan valores compren-
didos entre determinados limites; la probabilidad de que tengan
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valores determinados es nula, como puede deducirse tedrica-
mente.

Vamos a buscar ahora para el caso em que los 4 funda-
mentales estén normalizados, segin las ecuaciones (83) o (85),
la relacién que existe entre los elementos representativos de
¢y la probabilidad de que los £ tengan valores comprendidos
entre limites determinados y muy préximos. El método que
vamos a utilizar consistird en obtener los resultados para el
caso de los £ continuos, como limite del caso en que los valores
de los £ sean discontfnuos, pero muy numerosos e infinitamente
préximos unos a otros.

Para fijar las ideas tomemos el caso de una sola variable &
y supongamos que tenga un gran ntmero de valores propios
discretos situados muy. cerca unos de otros. Sea s el niimeroc de
los valores propios por ,u.nzdad de longitud del campo de una
dimensién de &; s puede variar de un modo cualquiera con £'.
Sean ""E’ los ¢ propios convenientemente normalizados para la

interpretacidn fisica, es decir, tales que:

(I);Er dl)fy: 1 (120) .

y supongamos que un ¢ arbitrario normalizado, esté desarro-
llado en serie, segtin éstos ¢ propios, de manera que:

4 =§El CE'; "‘.)Ea (121)

En este caso, | Ce. | ® es la probabilidad de que £ tenga el valor
£ para este estado ¢. Podemos suponer que cE,varfa lentamen-

te de un valor £’ al siguiente, de modo que la probabilidad total

de que £ esté comprendido entre £ y £ - d &, serd aproxi-
madamente:

P=lcp|2sd®

siendo s’ el valor de s para el valor £ de la variable y siendo el
intervalo d £’ pequefio, pero muy grande atin comparado con el

intervalo entre dos valores propios consecutivos. Con el mismo
14
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grado de aproximacicn, la suma (121), puede ser reemplazada
por una integral, lo que nos da:

3

= )

Introduzcamos ahoralos ¢ propios § (£'), normalizados segin

la regla aplicable en el caso de variacion continua de los &,
es decir: ' '

/ O EYE AT =1 (123

o/

Este cambio dé la normalizacién de los ¢ fundamentales pro-
duce una modificacién de los elementos representativos, que es
de la misma naturaleza que la estudfada al tratar de la func_ién
peso y provocada por un cambio de esta funcién, con bla dife-
rencia de que aqui el cambio es infinitamente grande en el

limite. Para comparar (123) con -(120), saquemos de (120) la’
relacidon: _ '

S B danes ]

que d4, si se reemplaza !a suma por una integral:

-

/ Grrden sV d 20 =1
La cantidad, bajo el signo integral, se anula siempre, salvo
cuando &' ==%"

. ) 11
2", asf es que podemos reemplazar s” por (s’ s")".
Podremos por tanto poner:

. . =y . 1
& (E,\ — Sﬂ‘!g (1)‘,:) r;) (; ’) === S'” /2 .’é.'r:’.'
= -

y con estos valores la ecuacién 1123 queda?{x satisfecha. De
(122) deducimos:

'i’—‘-?:/ cpd(f)sthay r:f'l) EdgrE
»

L4

)

en que (£’ | ), elemento representativo de b, normalizado, segin
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las reglas vilidas

en el caso continuo, tiene el valor (] ) =
== Cprs S’ll'.!_ . .
g

La probabilidad P es ahora | (£ 1) |2 Luego, el cuadrado
del médulo del elemento representativo, da la probabilidad, por
unidad de campo de variacién de £, para que £ tenga un valor
determinado. En el caso de varios observables £, se puede de-

mostrar de la misma forma, que la probabilidad para que cada

£'m tenga un valor comprendido entre £, y £, -~d &, es:

P=1E A8’ dE, . A= ])]2dE @124)

En el caso de los £’ continuos, tomemos para ¢ uno de los ¢

fundamentales ¢ (+') de Ia nueva representacién y supongamos

que los 7' no tomen mds que valores discretos. Las condiciones
de normalizacién (112) y (113) se convierten ahora en:

S, W)@ 8 =0 E — ) (125)
y /(’Il! f E’) d E’ (5, l 72") == a’[" '/i” (126)

Con lo cual tenemos escritas las condiciones de normalizacién

en una forma, que nos permite aplicar directamente el resultado
(124). Efectivamente, por una parte la primera da:

PE)SE)=3F —E) (127)

(puesto que la ecuacién (125) no es mas que la ecuacién (127)
escrita con elementos representativos 7 en lugar de los simbolos
® y 4); esta relacién muestra que los ¢ fundamentales de la re-
presentacién £ satisfacen a la condicién ‘de normalizacién bajo
la forma (123). Por otra parte la segunda da por el mismo razo-

namiento: ' .
) (’l‘i’) ’;) (‘I,”) == 3_.4 _f‘s’
y demuestra que ® (2") ¢ () = 1 0 que 4 (v') estd normalizado de

una forma directamente utilizable para la interpretacién fisica.
De estos resultados deducimos que:

[2 ) ]2de (129)
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mide la probabilidad de que &' esté comprendido entre 2’ y
£’ 4+ d 7, cuando se sabe que los v tienen los valores . La fun-

cién de transformacién es una especie de amphtud de proba-
bilidad; (126) nos permite escribir:

/I<E’i-«’>|2dz’=1

lo que demuestra, que la probabilidad total de que %' tenga un
valor cualquiera, es igual a la unidad. Esto comprueba, quela
eleccién hecha de condiciones de normalizacién, no nos conduce
a ningtn absurdo.

Cuando lo mismo los #’ que los £’ no toman mds que valores
continuos, no se puede utilizar de ningitn modo la funcién de
transformacién, para obtener probabilidades absolutas; sin
embargo, esta funcién puede siempre darnos probabilidades
relativas. Adn si (£’ | v') no estd convenientemente normalizada

respecto a ', la expresién (129) dard siempre, a parte de un-

factor independiente de &', 1a probabilidad de que los valores
de £ estén comprendidos entre £ v £ 4+ d &. El conocimiento de

las probabilidades relativas, basta en la prdctica de las apli-
caciones.

Los dos tipos principales de problemas con que se tropieza
en Mecdnica cudntica, son: la previsién de los resuitados de

- ciertas experiencias y el cdlculo de la probabilidad de uno de

estos resultados, cuando se conocen las condiciones iniciales.
El primer tipo se resuelve calculando los valores propios de un
observable; el segundo se reduce siempre a busear una ampli-
tud de probabilidad o una funcién de transformacion y al cdlculo
del cuadrado de su moddulo. Cuando se dan ciertas relaciones
algebrdicas entre los £ y los 7, un método general de cdlculo de
la funcién de transformacién que relaciona el grupo de los £ con
el grupo de los 7, es el siguiente: Se obtienen primero las matri-
ces (£ | nm | £7), que representan los 7, en la representacién z; las
dnicas condiciones que estas matrices tienen que satisfacer son

las relaciones algebrdicas dadas. Ensegmda se pueden utilizar .

las ecuaciones: 2

/ | ZVAEE | 0)=(E|7) W

Rt

N

— 10g —

que se deducen inmediatamente de (118) y (119). Estas relacic-
nes son ecuaciones integrales lineales entre las incégnitas
(& | +), funciones de las variables 2. Constituyen, en realidad,
las ecuaciones fundamentales de la teoria de los valores pro
pios y sus soluciones normalizadas son, precisamente, las fun-

ciones de transformacién. Se llama, a menudo, a estas soluciones
las «funciones propias» de la matriz (8| w. | £"), que las deter-
mina. Estas ecuaciones integrales se reducen en ocasiones a
ecuaciones diferenciales, por la presencia en (£'| 7w, | £”) de la

funcién 3 y de sus derivadas.
Ejemplos: .

Ya hemos visto que para todo sistema de observables £, que
conmatan, existe una representacién llamada la representa-
cién’k, en la cual cada uno de estos observables estd represen-
tado por una matriz diagonal, que tenga como elementos dia-
gonales los valores propios correspondientes. Este hecho es de
una gran utilidad para las aplicaciones de la teoria, y consti-
tuye, generalmente, el punto de partida de todo cdlculo de
representaciones. Para mostrar como se puede utilizar, vamos

a dar dos ejemplos, que tienen una cierta importancia desde el
punto de vista fisico.

Prz'mero:

El primero de estos ejemplos tiene relacion con los obser-
vables p y q, de que nos ocupamos al hablar del cdlculo alge-
brdico de los observables, y que satisfacfan a la relacién
qp — pq =4 El'problema consiste en determinar los valores
propios de p? 4+ q?, suponiendo que p y q son observables rea-
les. Un razonamiento elemental nos permite demostrar en este
caso que p® - q* no puede tener valores propios negativos.
En efecto, los valores propios de p? no pueden ser negativos,
puesto que son los cuadrados de los valores propios de p, que
son reales. De donde se deduce que el valor medio de p? para
un estado ¢ cualquiera no puede ser negativo; del mismo modo
el valor medio de q* y, por consiguiente, el de p* - q* para este
mismo estado ¢ no puede ser negativo. Luego p? 4 q* no puede
tener valor propio negativo, puesto que en el caso contrario,
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tendria un valor medio negativo, igual a este mismo valor
propio para el estado propio correspondiente,
Sea:

Az(p+zfq)(p—iq)zp2+qa+z‘(qp~pq>=pz+qg~R'

tenemos que:

P—*¢q(Pp+iQ=p:+qQ+1=A42
de donde:

AP+7i9=pP+/9E—iqd(pp+iq=pP+7iq A +2)

Escribamos la ecuacién correspondiente, para los elementos
representativos de los simbolos considerados, en una represen-
tacién, en la cual A es matriz diagonal. Esto nos da:

S (ATATAMA” ] p+iq|A”) =
=4 WIp+7q| A (A TA42]A");
envirtud de (A’ | A | A7) = A’»E,y ,y?, esta relacidn se reduce a:
AN |p+iqlA)=A"Ip+ig| A" (A" +2
De donde se deduce:
obien, (A" | p+i | A")=0; o bien, A’ = A" 4 2

Aplicando directamente la ley de multiplicacién de matrices, se
tiene si A’ es vn valor propio cualquiera de A:

(Al p+4q)(p—iq|A)=
==+ A p+iag|A)A | p—igiA)  (130)

extendiéndose la sumacién a todos los valores propios A”.

Pero hemos visto que (A'|p + iq | A") se anula, salvo si
A’= A’— 2. Luego, todos los términos de la suma son nulos, a
excepcién de aquél para el cual A= A'— 2. Perosi A’—2no
es un valor propio de A, todos los términos dé la suma, sin
excepcion, serdn nulos y se'tendrd:

0= (A" | (p4-iq) (D —iq) | A) = (A" [ A | A") — A’

i, redtaes

— I1I1-—

El resultado obtenido puede expresarse diciendo que si A’ es un
valor propio cualquiera de A, o bien A=0, o bien A’— 2es
también un valor propio de A. Luego, siendo A’ un valor propis
cualquiera, A'— 2, A'— 4, A>—6....lo serdn también; esta
serie no puede extenderse hasta — oo, puesto que p? - g%, que
es igual a A 4+ 1, no puede tener valores propics negativos,
como ya hemos dicho. Esta serie debe, pues, terminarse v no
puede terminar mas que en el término 0. Luego los valores
propios de A, son: 0,2,4,6,....ylosdep*+4q*:1,3,5,7,....

Se pueden obtener, facilmente, lasrepresentaciones de p y q.
La ecuacién (130) se reduce a: ‘

A=A p+aqlA—2)(A—2p—i|A)

En virtud de la ecuacién (101) los dos factores del segundo
miembro son cantidades complejas conjugadas. Luego:

)

(A |p+ig] A —2=A" e
siendo ¥’ una funcién real de A’. Todos los elementos de la ma-

triz p +7q que no son de este tipo son nulos. El observable
complejo conjugado p — 7q estd representado por la matriz:

(A —2]p—iql A)=A" 7

y todos los elementos que no tengan esta forma, son nulos. Se
deduce de aqui:

(A Ipl A== A ef T (AT | q | A — 2= —1ai A2 &7

S(A—2 1 p | A) = A e T (AT =2 q | Ay=1p A ‘13;”'
(131)

siendo nulos todos los otros-elementos de las matricesp y q. La
aparicién de la fase arbitraria en la exprecién de los elementos
representativos de p y g, estd perfectamente de acuerdo con la
observacién hecha anteriormente, dé que una representacién
no estd completamente determinada por los observables repre-
sentados en ella por matrices diagonales.

Como ya hemos visto, los valores propios de A forman una
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sucesiéon discreta y, por consiguiente, el nimero de estados
fundamentales en una representacién, para la cual A es dia-
gonal, es infinito numerable. Esto es tanto m4s notable, si se
tiene en cuenta que se puede obtener otra repr esentacién, para
la cual el nimero de estados fundamentales. del sistema serd
igual al niimero de puntos de un segmento de recta; un-ejemplo
nos lo proporciona la répresentacidn, en la cual p est4 figurado
por una matriz diagonal, puesto que los valores propios de p
estdn formados por todos los niimeros de — = a - =, como ya
demostramos al hablar de las transformaciones de contacto.
Contando pues de varias maneras diferentes el nimero de esta-
dos independientes del sistema, podemos esperar encontrar
como resultado nimeros cardinales distintos.

Segundo ejemplo:

Nuesttro segundo ejemplo se refiere a tres observables que
satisfagan a:

By —yB—i= (13)
Yo —2y =t

Pongamos of 4 3% 4- v+ = 6. El problema consistird en determi-
nar los valores propios de ¢, 5,y y 8. Vamos a suponer que «, 8, y
son rea1e§. Por un razonamiento andlogo al hecho en el proble-
ma anterior podemos deducir que 4 no puede tener valores pro-
pios negativos. Se tiene:

vt — a2ty =(ya —ay)afa(ya—ay)=iBatiaf
en virtud de la tercera de las ecuaciones (132). Igualmente:

TE =y =GP —BDE+REGL—B=—daf—ifa
de donde: ,
Y ) — )y =
de modo que:
18 — by =0

luego I conmuta con vy y por razén de simetria también con = y

£ ‘% conmuta pues, con una funcién cualquiera de o, 2 y 7.

—_ 13—

Hemos encontrado, pues, un observable que conmuta con
todos los observables del problema. Cada vez que encontremos
un tal observable, tendremos motivos para poderlo tratar como
si fuese un nimero, puesto que haciéndolo asf, no incurriremos

en contradiccién con las relaciones algebrdicas a que satisface.

He aquf una demostracién formal de la legitimidad de esta ma-
nera de proceder. Utilicemos una representacién en la cual f,
asi como un cierto nimero de otros observables x, estén repre-
sentados por matrices diagonales; un observables cualquiera
P estard representado por: (¢ » |P 10" »”.. La condicién
6P —Pf=0nosda:

07 \GJ X’ I P ‘ 6») ?_3')- . (Q’ Z‘ | P l (jn xn) 61’ S O
de donde:

2| P67 =0

a menos que " =10". Luego, todos los elementos ‘de la matriz
que representa un observable cualquiera del problema se
anulan, a excepcién de aquéllos que son del tipo (#%’ | P-| " x7).
Se deduce de esto, que cuando se reemplaza una ecuacioén entre
observables por la ecuacién correspondiente entre sus.repre-
sentaciones, todos los elementos de matriz que se encuentran
en ella se refieren 2 un s6lo y dnico valor de #. Es, pues, intitil

indicar explicitamente este valor particular § cuando se escri- -

ben los elementos .de matriz (¥ »' | P | 0" »”); puede escribirse
sencillamente (' | P | #”). Todo ocurre como s1 utilizdsemos una
representacién definida dnicamente por las x, sin ayuda de las §;
las ecuaciones serdn exactamente de la misma forma que sil
fuese un ndmero 1gual a este i particular, lo que coincide con
el resultado esperado.

Apliquemos este método a nuestro ejemplo. Supondremos,
pues, que f.sea un numero perfectamente determinado v, a
partir de esta hipétesis, calcularemos los valores propios de v;
los de = y { serdn los mismos por razén de simetrfa. Toda valor
numérico de 6, que no esté en contradiccién con las relaciones
(132), sérd un valor propio de §. Siendo« y £ reales, el valor
medio de y* para cualquier estado, no podra ser mayor que f y,
por conSIgulente los valores propios de y2 deberdn ser inferiores
o iguales a 6. Los valores propios de vy no pueden, pues, ser
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1 . ) » .
mayores que 472 ni menores que — /2 Esta restriccion parece
razonable si se tiene en cuenta el hecho de que no podemos dar

P

a % mds que valores positivos o nulos, puesto gue, como ya

dijimos, sus valores propios no pueden ser mds que positivos o
nulos. Se deduce de (132):

(14—?,'&&7!—*{(a+i@):—-—i‘8—a—~(a~}—iﬁ) o}
(@42B) y=0f—Dlaif)
Expresemos este resultado en una representacién v; tendremos:
(' latip

de donde se deduce:

VY= =D e Fif )

o bien: y" =y’ — 1.

obien: (Y |a+i2|¥")=0
Ahora bien si v’ es un valor cualquiera de 7:
Fletid@E—iDlN =20 letif 10" 12~ 7)

extendiéndose 1a sumacién a todos los valores propios v”. Los
términos del segundo miembro son todos nulos, salvo aquel para

¢lcualy" =+ — 1. Siy'— 1 no fuese un vanr propio de v, son .

todos nulos sm excepcmn y tendremos:

wc@+zxww%rw~

Pero: .
Gt i) (@ —if) = 8 — i f—fx) =
= b By =y = O Yy (7 — 1)

Luegosiy’ — 1 no es un valor i)ropi'o de vy se tiene:
O=0"114Ys—G—" | V)=0F+Ys— (' —5) oy =Y+ k

siendo k la raiz cuadrada positiva:

k= (0 Ya)'% - (134

L‘uego si v’ es un valor prqpio, v —1,v' —2, etc, lo serdn tam-
bién y formardn una sucesién que debe tener fin, puesto que no

— 11§ =

puede haber términos menores que — ' El ditimo términc de
esta serie serd: o bien !z 4 k, o bien ! — k, y puesto que no
puede haberlos mayores que 62 y por consiguiente que Xk, se-
rd Y/, — k. i.uego los valores propios de v serdn 1/ — k, 3/, — k,
b/‘g ~— K .

Invirtiendo el orden de los factores en el producto repre-
sentado por el primer miembro de (133) podemos deducir por
un razonamiento andlogo, que si v’ es un valor propio cualquiera
de v,y -+ 1serd otro, o sinoy =1/, + k, de donde se deduce
que los valores propios de v serdn k — 1/, k — 33, k — %,...
Combinando estos dos resultados vemos que la diferencia entre
Y, — k y k — 1/, debe ser un mimero entero, o sea, que k debe
ser entero o la mitad de un entero impar. Los valores propios
de v serdn por consiguiente:

K — Yoyl — #o kK — g — k4 —k4Y (135)

lo que prueba incidentalmente que k no debe ser nulo, como
resulta también de su ecuacién de definicién (134). El valor
correspondiente de i es k* — ’4 y los valores propios de', son
todos de esta forma. '

Este ejemplo pone de manifiesto que sise tienen dos obser-
vables que conmutan y se escoge arbitrariamente un valor
propio de cada uno de ellos, no existird necesariamente un
estado para el cual el valor de cada observable sea el valor
propio escogido; es decir, un estado propio simultdneo, perte-
neciente a estos dos valores propios. Por ejemplo, los valores
propios de ¢ estdn formados por todos los nlimeros enteros e
iguales a la mitad de un entero impar y los de b por todoslos
ntimeros de la forma k* — 1/,, donde k es un ntimero entero dis-
tinto de 0 o igual a la mitad de un.ntmere¢ impar; sin embargo,
dnicamente en el caso en que ¥ esuno de los ntimeros (133)
existe un estado para el cual y y  tienen simultdneamente los
valores v y k* — /4. Estas restricciones, referentes a ia posibi-
lidad de existencia de estados propios simultdneos para dos o
varias variables que conmutan, no invalidan, de ningilin modo,
la teoria general que hemos expuesto.

o
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He aqui expuesto, siguiendo lo mds fielmente que nos ha
sido posible al mismo autor de la teoria, el instrumento mate-
" mético, con el cual el joven y gran fisico inglés Dirac, ha ela-
borado su Mecdnica cudntica racional o Mecdnica ondulatoria
relativista, que concilia en gran parte las concepciones relati-
vistas con las cudnticas y permite explicar importantisimos
hechos experimentales, hasta entonces deficientemente inter-
pretados por la via tedrica de la Mecdnica ondulatoria bajo su
forma inicial. Dirac descubrié que las condiciones cuantistas
para un sistema multiplemente periddico podfan expresarse por
medio de los llamados <paréntesis de Poisson», usados ya en
la Mecdnica cldsica, que tienen la propiedad de ser invariantes
con respecto a cualquier transformacién canénica de las co-

ordenadas y de los momentos, y con cuya ayuda pueden expre-

sarse todos los coeficientes diferenciales, que intervienen en las
ecuaciones de movimiento; con ellos se logra conservar en la
nueva Mecdnica cudntica la forma canonica o hamiltoniana de
las ecuaciones,

La teoria de Dirac permitié a su autor demostrar las fér-
mulas halladas por Heisenberg, Born y Jordan, referentes al
momento angular; hallé la férmula de la g de Landé (el Aufs-
paltungfaktor de LLandé, en el efecto Zeeman anémalo):

1 lEDESGAD =141
| 274D

y la férmula que d4 la energia perturbadora:

e 86 . 1 — Y k) — (2 — Y k) + (8 — s &)
smer ity P e

en este mismo efecto, y explicé la intensidad relativa de los
componentes de un multiplete en un campo magnético débil.

Aplicé su teoria al efecto Compton, obteniendo una concor-
dancia superior a la lograda por el propio Compton, al aplicar
la teoria de Einstein. '

" Explicé los estados de energia cinética negativa del elec-
trén, exigidos tedricamente por las ecuaciones que definen la
energia y los tinicos con los que se podia explicar la difusidn
de la luz porlos electrones, previendo asfla existencia de los
positrones, confirmada después experimentalmente por Ander-
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son, y dando una explicacién anticipada, con su conocido

“esquema de los «agujeros», de hechos experimentales, tan sen-

sacionales come la materializacién de los fotones y el aniquila-
miento de los positrones, que han venido a confirmar, de una
manera definitiva, la posibilidad de tan enorme trascendencia
filoséfica, de la transformacién de la materia en energfa y de
ésta en aquélla.

He llegado al fin de mi trabajo. Es para mf un grato deber,
que cumplo gustosfsimo, dar desde aquf, en nombre de la Uni-
versidad y en el mfo propio, las mds rendidas gracias a los
R.R P.P. Jesuftas del Colegio Mdximo de Cartuja y especial-
mente al R. P. Aldama, Rector, y al R. P. Sdnchez de Lamadrid,
Profesor del mismo, que han resuelto una de las mds graves difi-
cultades que se oponfan a la publicacién de este trabajo, cedién-
donos con la mayor gentileza los tipos griegos, necesarios para
su impresion. '

No quiero tampoco terminar sin haceros presente la expre-
sién de mi gratitud por la bondad con que habéis escuchado
tan fatigosa lectura, y sin dirigir mi felicitacién estusiasta a los
alumnos premiados en este acto Ellos son la gala de esta Uni-
versidad, el orgullo y la alegria de sus maestros y una de las
mds firmes esperanzas de la Patria.

Hg picHo.

N. B. Por dificultades tipograficas, ha habido que sustituir, en las piginas 48 y 49
de esta trabajo, la notacién tradicional en Matematicas de la unidad imaginaria / por i.



