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Nota sobre la nomenclatura: 

En la actualidad el inglés es la lengua vehicular de la Ciencia 
y la Tecnología, es el idioma en el que se publican la gran mayoría 
de los resultados de investigación y con el que frecuentemente se 
comunican entre sí los miembros de la comunidad científica 
internacional. Por ello, cuando se emprende la escritura de un texto 
científico o técnico en lengua castellana como la presente 
memoria, el autor puede encontrar dificultades para traducir 
adecuadamente los conceptos. Por este motivo se suele optar por 
una castellanización de la palabra o tomar la palabra directamente 
del inglés. 

Para evitar posibles confusiones del lector, en esta nota se 
indican los principales conceptos que se han mantenido con su 
denominación inglesa, y las traducciones que se han realizado: 

- Scattering: se ha usado la palabra inglesa para designar el 
proceso por el cual el portador cambia su estado como 
consecuencia de una interacción breve con un agente externo. La 
probabilidad por unidad de tiempo de que acontezca una de estas 
interacciones ha sido traducida por “tasa de scattering”, 
equivalente a “scattering rate”. 

- Interface: se ha usado la palabra inglesa para nombrar la 
superficie de separación entre dos materiales distintos. 

- Split-off: se ha usado la palabra inglesa para la banda 
desplazada como consecuencia de la interacción espín-órbita en la 
banda de valencia. 

- Spline: se ha usado la palabra inglesa para designar la 
técnica de ajuste usando polinomios a trozos. 

Sirva también esta nota para pedir disculpas si esta decisión no 
es del agrado del lector. 
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Introducción 

El conocimiento del comportamiento de los portadores en el seno de los 

semiconductores es una cuestión de gran interés desde el punto de vista de la ciencia y la 

tecnología. Por un lado, permite potenciar el desarrollo de los dispositivos electrónicos 

haciéndolos más eficientes y mejorando sus características al revelar las causas físicas que 

están relacionadas con los efectos indeseables en el dispositivo, dotando al investigador de 

recursos para ser capaz de proponer posibles alternativas que los eliminen. Por otra parte, 

permite explorar los caminos hacia nuevos tipos de dispositivos electrónicos, pudiéndose 

adquirir una visión del funcionamiento de los mismos antes de su fabricación. Por estas 

razones se dedican cada vez más esfuerzos a la investigación de los factores físicos que 

afectan a los portadores en los cristales y estructuras de semiconductores. Además, las 

técnicas computacionales actuales permiten considerarlos conjuntamente en la 

implementación de un simulador del transporte, y analizando los resultados que suministra 

el mismo es posible estimar los valores de determinadas magnitudes macroscópicas del 

sistema a partir de su descripción microscópica. Por ello, la simulación resulta muy útil 

tanto para comprobar modelos físicos como para obtener predicciones. 

En este trabajo se lleva a cabo un estudio sobre el transporte de los huecos en cristales de 

Si y de Ge a partir del análisis de los resultados proporcionados por un simulador basado en 

el método Monte Carlo. Este simulador fue desarrollado con la intención de que fuese 

capaz de suministrar resultados precisos en cortos tiempos de cálculo. Para este fin se 

requiere utilizar un modelo de banda de valencia que tenga en cuenta sus características 
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esenciales, como son la anisotropía, la no parabolicidad y la degeneración, y que al mismo 

tiempo sea sencillo de manejar. Por ello esta investigación se centra inicialmente en la 

obtención de un modelo de banda de valencia de Si y de Ge que cumple estos requisitos, y 

se comprueba que los mismos proporcionan resultados teóricos similares a los de 

investigadores que usan modelos de banda de valencia más complejos. A continuación se 

evaluan las tasas de scattering con los fonones ópticos y acústicos, por ser éstos los 

mecanismos que influyen en mayor medida en la dinámica de los portadores en cristales 

puros, así como las correspondientes a las impurezas ionizadas, que son especialmente 

relevantes en cristales dopados, y se describe brevemente el esquema del simulador. 

En este estudio se dedica una sección para mostrar los resultados de las simulaciones 

junto con los tiempos de cálculo necesarios para obtenerlos, llevandose a cabo asímismo 

una comparación con los datos experimentales y con los de otros autores que usan tecnicas 

numéricas más complejas, y que por tanto requieren un mayor esfuerzo computacional. 

Tras la investigación del transporte en cristales de Si y Ge, y después de haber 

observado que los modelos de banda de valencia presentados son adecuados, en este trabajo 

se aborda el estudio de la influencia de la no parabolicidad de la banda de valencia en las 

subbandas de energía y las funciones envolventes de los estados de los huecos en pozos 

cuánticos realizados con estos semiconductores con la idea de profundizar en el estudio del 

comportamiento de los dispositivos basados en la tecnología SOI (Silicon on Insulator), 

que pueden modelarse de esta forma. Con este mismo propósito se estima qué conjunto de 

subbandas de la estructura es el más adecuado para poder describir el transporte en este tipo 

de dispositivos, y por último se calculan las tasas de scattering de los huecos confinados 

con fonones ópticos y acústicos, así como las correspondientes a la rugosidad de las 

interfaces Si-O2 de puerta y de óxido enterrado. 

Por último, se exponen las conclusiones obtenidas en este trabajo. 
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Capítulo 1

Modelo de la Banda de Valencia 

La más larga caminata comienza con un paso 

(Proverbio hindú) 

1.1 Introducción 

El cálculo de la estructura de bandas de los sólidos en el contexto de la Física del Estado 

Sólido ha sido, y sigue siendo aún, el punto de partida de cualquier investigación que 

pretenda abordar el estudio del comportamiento de los portadores de carga en estos 

materiales y en estructuras diseñadas a partir de los mismos. Desde las primeras décadas 

del siglo veinte hasta nuestros días muchos investigadores han intentado llevar a cabo esta 

tarea usando diferentes procedimientos con distintos niveles de aproximación cada uno. 

Dentro del estudio de la estructura de bandas de los semiconductores, cabe destacar los que 

están basados en la Teoría de la Masa Efectiva [Luttinger, 1955a], en el Método del 

Pseudopotencial [Phillips, 1958] y en el Método de Tight-Binding [Slater, 1954] por su 

amplio uso por parte de la comunidad científica. En particular, el método pk r

r

⋅  es una 

técnica especialmente útil para calcular la estructura de la banda de valencia y que se 

referirá más adelante por ser el punto de partida del modelo de banda de valencia que se 

presenta en este estudio. Por lo común la aplicación de estas técnicas al cálculo de la 

estructura de bandas de un semiconductor no es una tarea sencilla, y las relaciones entre la 
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energía y el momento obtenidas son difíciles de manejar en un simulador de transporte, ya 

que se necesita almacenar una gran cantidad de información en matrices que tiene como 

resultado una ralentización del cálculo. Por este motivo, los autores que pretenden 

adentrarse en la simulación de los dispositivos recurren con frecuencia a simplificaciones y 

parametrizaciones de las estructuras de bandas [Pirovano, 2000] [Low, 2003]. 

El método pk r

r

⋅ , como ya se ha indicado anteriormente, ha sido muy usado para el 

estudio de la estructura de la banda de valencia. Este método es capaz de describir la no 

parabolicidad y la anisotropía de la banda adecuadamente, además de poder incorporar los 

efectos del acoplamiento espín-órbita. Basándose en dicho método, Kane [Kane, 1957] 

obtuvo una ecuación cuyas soluciones son los valores de la energía de cada una de las tres 

bandas que componen la de valencia para un determinado valor del vector de onda. De esta 

forma, la relación entre la energía y el momento de la banda de valencia se escribe como 

)ˆ,(
2

2
02 k

m
k εγ

h
= (1.1) 

donde k es el módulo del vector de onda del hueco y k̂  es su vector unitario asociado, 0m

es la masa del electrón en reposo, h  es la constante de Planck normalizada, ε  es la energía 

del hueco y γ  es una función cuyos valores se obtienen resolviendo la ecuación de tercer 

grado 

001
2

2
3

3 =+++ HHHH γγγ (1.2) 

en la que 

[ ] [ ] [ ] ),(
23

54),(32
2

2

2/32
222

3 φθφθ p
C

BB
C

BqBACBABAH




















++








+−−−−×+= (1.3) 

[ ] [ ]),(3 222
2 φθε qCBAH so ++−×−∆= (1.4) 

[ ]soAH ∆−= 231 εε (1.5) 

[ ]soH ∆−= εε
2

0 (1.6) 

siendo A, B y C tres constantes típicas del material, ∆so la energía de split-off, y las 

funciones 

θθφφθφθ 22224 sencossencossen),( +=q  (1.7) 

φφθθφθ 2224 sencoscossen),( =p  (1.8) 
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donde θ y φ son los ángulos azimutal y polar en coordenadas esféricas. 

La ecuación (1.2) tiene tres soluciones para la variable γ. Este hecho está íntimamente 

relacionado con la existencia de tres relaciones )(k
r

ε  diferentes en la banda de valencia que 

se denominan bandas de huecos pesados, ligeros y split-off. Además, dicha ecuación da 

como resultado una banda anisótropa y no parabólica, por lo que su solución es complicada 

de parametrizar en función de la energía y la dirección con el fin de obtener un modelo 

analítico. 

En este capítulo se mostrará el cálculo y parametrización de un modelo de banda de 

valencia derivado de la ecuación de Kane a partir del modelo de Dewey et al. [Dewey, 

1993] que mejora las características de éste. Basándonos en este modelo se desarrollará 

todo el trabajo posterior de simulación de transporte. 

1.2 Modelo de banda de valencia con anisotropía y 

no parabolicidad 

En su trabajo de 1993, Dewey y Osman [Dewey, 1993] estudiaron el transporte de 

huecos en un cristal de Si con un campo eléctrico aplicado a partir de un modelo de banda 

de valencia en el que la idea fundamental consistía en separar la anisotropía y la no 

parabolicidad en dos funciones distintas. Para la anisotropía se utilizó la función que 

habitualmente se usa para describir la misma en la banda de valencia [Jacoboni, 1983], 

mientras que la no parabolicidad se parametrizó usando una función que denominaron β(ε). 

Esta idea ya había sido propuesta por Ottaviani et al.[Ottaviani, 1975], aunque estos 

últimos autores propusieron usar un valor constante β para tener en cuenta la no 

parabolicidad de la banda en vez de una función de la energía. La función de no 

parabolicidad de Dewey y Osman fue calculada a partir de los valores de masa efectiva 

obtenidos por otros autores [Gagliani, 1975] [Madarasz, 1981] y parametrizada por medio 

del método de splines cuadráticos para las bandas de huecos pesados y ligeros. De esta 

forma, usaron en sus simulaciones la siguiente relación )(k
r

ε
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[ ] [ ])(1),(1
2

)(
0

22

εβφθε −×= g
m

Ak
k m

hr
(1.9) 

siendo 

( )θθφφθφθ 22224
22

sencossencossen),( +







+








=

A

C

A

B
g (1.10)

Los signos - y + se refieren a la banda de pesados y ligeros respectivamente. La 

parametrización de la función β(ε) que propusieron los autores fue 













≥

<≤+−

<≤+−

<≤+−

=−

eV 100.046087.0

eV 100.0040.02716.253521.46434.0

eV 040.0015.03117.1773632.148006.0

eV 015.001200431

)(1
2

2

2

ε

εεε

εεε

εεε

εβ (1.11)









≥

<≤+−

<≤+−

=−

eV 100.04286.0

eV 100.0050.037.26295.67946.0

eV 050.007.106419.141

)(1 2

2

ε

εεε

εεε

εβ (1.12)

La ecuación (1.11) es para la banda de huecos pesados, mientras que la ecuación (1.12) 

es la correspondiente a la banda de los huecos ligeros. El aspecto más útil de esta 

parametrización de la no parabolicidad es la sencillez con la que se puede obtener a partir 

de ella la función analítica que relaciona la energía del portador con el módulo de su vector 

de onda, y por consiguiente el cálculo de la energía de un portador tras un vuelo libre se 

puede hacer directamente, sin necesidad de cálculos iterativos. Sin embargo, un estudio 

más profundo muestra que el modelo anterior presenta serias deficiencias que deben ser 

eliminadas para poder describir convenientemente la física del problema. 

En primer lugar, la función β(ε) es continua, como cabría esperar. Sin embargo, en el 

ajuste que hicieron los autores no consideraron necesario imponer que la derivada fuese 

continua. Este hecho da lugar a comportamientos anómalos en la densidad de estados de la 

banda. Para ilustrarlo, supongamos una relación )(k
r

ε  isótropa que tenga la función de no 

parabolicidad anterior 

[ ])(1
2

)(
0

22

εβε −=

m

k
k

hr
(1.13)
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El número de estados por unidad de volumen del cristal en el intervalo de módulo de vector 

de onda comprendido entre k  y dkk + , D(k), cumple la siguiente relación 

dk
k

dkkD
2

2

)(
π

= (1.14)

donde se ha tenido en cuenta la degeneración de espín. Operando con las ecuaciones (1.13) 

y (1.14) , podemos calcular el número de estados por unidad de volumen del cristal en el 

intervalo de energías entre ε  y εε d+

εεε

π

εε d
m

dD )(
2

)(
3

2/3
0

2
ℑ=

h
(1.15)

siendo 

[ ] [ ]
[ ]

ε

εβ

εβ

ε

εβ
ε

d

d )(1

)(1)(1

1
)(

2/52/3

−

−

−

−

=ℑ (1.16)

La diferencia que introduce la no parabolicidad en la densidad de estados es la función 

)(εℑ , que en el caso parabólico es la unidad. Esta función está relacionada con la derivada 

de β(ε), y por consiguiente una discontinuidad en la derivada se manifestaría como una 

discontinuidad en la función )(εℑ  y en las magnitudes relacionadas con ella. En concreto, 

cuando se calculan tasas de scattering usando el modelo de Dewey y Osman se observan 

saltos en las curvas que no tienen sentido físico alguno. Por tanto, el modelo de Dewey y 

Osman es insuficiente para estudiar adecuadamente el transporte de huecos en Si, y es 

necesario investigar un modelo de banda que verifique la continuidad de la derivada en la 

función β(ε) que se proponga. 

Por ello nuestros primeros esfuerzos se encaminaron hacia el cálculo de una estructura 

de banda de valencia que proporcionase tasas de scattering continuas. Aprovechamos para 

ello la forma general de la relación )(k
r

ε  de Dewey y Osman, y usamos la misma función 

que describe la anisotropía por haber sido usada teóricamente en muchos trabajos anteriores 

y contrastada experimentalmente para los huecos pesados y ligeros [Dresselhaus, 1955], 

[Luttinger, 1955b], [Lax, 1958], [Ottaviani, 1975], [Jacoboni, 1983], [Helmholz, 2002]. 

Incluimos además la banda de split-off en nuestro modelo, a la que le asignamos un carácter 

isótropo y no parabólico. Como resultado de todas estas consideraciones, obtuvimos la 

siguiente estructura de bandas 
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donde som  es la masa efectiva de los huecos en el fondo de la banda de split-off. Con el 

propósito de simplificar la notación en el resto de este trabajo, en lo sucesivo 

denominaremos por )(,, εχ SLH  a las nuevas funciones que describirán la no parabolicidad 

de cada banda, siendo equivalentes a las funciones 1-β(ε) de Dewey y Osman. Por tanto las 

funciones )(εℑ  se redefinen de la siguiente manera 
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(1.18)

Por semejanza con la relación entre la energía y el momento en una partícula libre, en 

este trabajo se define la masa efectiva del portador en cada banda según las siguientes 

expresiones 

[ ] )(),(1
),,( 0

εχφθ
φθε

H
H gA

m
m

−

= (1.19)

[ ] )(),(1
),,( 0

εχφθ
φθε

L
L gA

m
m

+

= (1.20)

)(
)(

εχ
ε

S

so
S

m
m = (1.21)

siendo la masa efectiva una función de la energía y de la dirección. 

Para calcular la función )(εχH  de la banda de huecos pesados resolvimos 

numéricamente la ecuación (1.2) en 5000 direcciones hasta una energía de 1 eV. De los tres 

valores de γ encontrados para cada vector de onda se tomaron los valores más bajos, que 

son los que pertenecen a la banda de huecos pesados. Seguidamente se dividieron los 
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resultados obtenidos en cada dirección por [ ]),(1
2 0

22

φθg
m

Ak
−

h
. Por último, para obtener 

una función )(εχH  totalmente independiente de la dirección, se efectuó un promedio 

angular en todo el ángulo sólido. 

Un procedimiento paralelo se siguió para calcular )(εχ L . De las tres soluciones 

obtenidas de la resolución de la ecuación (1.2) para cada vector de onda, el valor 

intermedio es el correspondiente a la banda de huecos ligeros. Dividiendo los datos por  

[ ]),(1
2 0

22

φθg
m

Ak
+

h
 y efectuando el promedio angular se encontró la función )(εχ L

independiente de la dirección. 

Las anteriores bandas tienen determinada la masa efectiva del hueco para k=0 a través de 

los valores de A, B y C. En trabajos anteriores se discute el valor de los mismos, y siempre 

se sitúan en torno a unos valores típicos, habiendo un cierto acuerdo entre los autores 

[Dresselhaus, 1955], [Ottaviani, 1975], [Jacoboni, 1983]. Sin embargo, los valores de som

usados por los autores presenta grandes variaciones entre sí. Por este motivo, en la 

elaboración del modelo de banda de valencia calculamos un valor adecuado de som  a partir 

de la ecuación de Kane, ecuación (1.2). El procedimiento fue el siguiente: usando los 

valores de energía más altos de las soluciones de la ecuación (1.2), que son los 

correspondientes a la banda de split-off, les restamos la energía de split-off e impusimos que 

en el fondo de la banda la función )(εχ S  fuese la unidad, al igual que para las funciones 

)(εχH  y )(εχ L . De esta manera, efectuando un promedio angular fuimos capaces de 

encontrar un valor para som  que estaba en consonancia con el que proporcionaban algunos 

autores [Dresselhaus, 1955] [Yu, 2001]. Por último, la obtención de )(εχ S  se hizo de 

manera similar a la de )(εχH  y )(εχ L . 

Dicho procedimiento de cálculo se llevó a cabo para obtener la estructura de bandas del 

Si y del Ge. Usamos para ello los datos de la Tabla 1.1. 
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Magnitud Si Ge 

A (adimensional)a -4.22 -13.38 

B (adimensional)a -0.78 -8.48 

C (adimensional)a 4.80 13.14 

so∆  (meV)a 44 295 

0m

mso  (adimensional)b 0.237 0.075 

Tabla 1.1: Constantes de las bandas de valencia de Si y Ge 
a [Jacoboni, 1983] 
b Este trabajo 

Los resultados numéricos obtenidos se representan en la Figura 1.1 y Figura 1.2 

[Rodríguez-Bolívar, 2005a]. Se han comparado las funciones de no parabolicidad 

calculadas en este trabajo con los resultados de la parametrización de Dewey y Osman para 

Si, observándose un comportamiento paralelo en las funciones de no parabolicidad de 
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Figura 1.1: Funciones de no parabolicidad frente a la energía para Si (HH- huecos pesados, HL- huecos 
ligeros, HS- huecos split-off). Las curvas de líneas y símbolos son las funciones de no parabolicidad de 
Dewey y Osman. El detalle muestra las funciones a bajas energías, donde se dan las mayores variaciones. 
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huecos pesados y ligeros. Tales paralelismos se enumeran a continuación: 

- Tanto los resultados de este trabajo como los de Dewey y Osman en Si muestran que 

las funciones de no parabolicidad de las bandas de huecos pesados y ligeros disminuyen su 

valor en torno al 30-50% hasta 100 meV, lo que implica que las masas efectivas de los 

portadores casi se dupliquen en tan corto intervalo de energías. 

- La variación de las funciones de no parabolicidad es más fuerte a muy bajas energías, 

por lo que la no parabolicidad es un efecto que es necesario considerar incluso cuando los 

portadores se encuentren muy cerca del máximo de la banda de valencia. 

- Se observa un cruce entre las funciones  de los huecos pesados y ligeros en Si a una 

energía en torno a 70 meV según los cálculos de Dewey y Osman, y en torno a 40 meV 

según los cálculos de este trabajo. 

En cambio, los resultados de Dewey y Osman muestran una no parabolicidad más 

acusada que la que se presenta en este trabajo. 

Con respecto a la banda de split-off de Si nuestros cálculos indican que el 

comportamiento de la no parabolicidad en ella es el contrario al presentado por las de 
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Figura 1.2: Funciones de no parabolicidad frente a la energía para Ge (HH- huecos pesados, LH- huecos 
ligeros, SH- huecos split-off) 
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pesados y ligeros, duplicándose cuando aumenta la energía, lo que conlleva una 

disminución de la masa efectiva de los huecos de split-off importante. 

Con respecto al Ge, nuestros cálculos muestran tendencias similares a las observadas en 

Si, si bien es cierto que las variaciones de la no parabolicidad en torno a energías muy 

próximas al máximo de las bandas no son tan fuertes. No obstante, el caso de los huecos 

ligeros en Ge merece una mención especial, ya que a energías en torno a los 150-200 meV 

la función )(εχ L  experimenta variaciones muy importantes que tienen gran repercusión en 

la estructura de bandas. 

Por otro lado, un aspecto de gran interés a tener en cuenta es el comportamiento de las 

funciones )(εℑ . Dichas funciones, definidas en la ecuación (1.18), están relacionadas con 

la derivada de la funciones de no parabolicidad χ . Calculamos numéricamente dichas 

funciones para el Si y el Ge y las representamos en la Figura 1.3 y Figura 1.4 junto con los 

resultados obtenidos usando el modelo para Si de Dewey y Osman que se mostraron en las 

ecuaciones (1.11) y (1.12). 
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Figura 1.3: Funciones ℑ frente a la energía para el Si. Las líneas son las funciones ℑ evaluadas a partir de las 
funciones de no parabolicidad dadas por Dewey y Osman. Los símbolos son las funciones ℑ calculadas en 
este trabajo. Las discontinuidades de las funciones ℑ se manifiestan en las probabilidades de scattering como 
discontinuidades sin significado físico. Un modelo parabólico usaría ℑ=1 para todas las bandas. 
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Como se observa en la Figura 1.3, la parametrización de Dewey y Osman no 

proporciona funciones )(εℑ  continuas como consecuencia de que los splines cuadráticos 

que emplearon no fueron generados de manera que la derivada fuese continua. En cambio, 

las funciones )(εℑ  calculadas numéricamente en este trabajo son continuas, como cabría 

esperar. Las funciones )(εℑ  calculadas para huecos pesados y ligeros, tanto en Si y Ge, 

tienen un comportamiento creciente, mientras que las funciones )(εℑ  para huecos split-off

muestra un comportamiento decreciente. En ambos semiconductores, las variaciones de 

)(εℑ  son más fuertes en los huecos ligeros y split-off, mientras que para los huecos 

pesados la variación, aunque apreciable, es más suave. Merece la pena destacar la fuerte 

variación de la función )(εℑ  en los huecos ligeros del Ge, que se multiplica casi por 13 

entre el máximo de la banda y 1 eV por debajo de dicho punto. 

Habiendo quedado ya demostrada la importancia de la no parabolicidad de la banda de 

valencia de Si y Ge, el paso siguiente es obtener una parametrización adecuada de las 
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Figura 1.4: Funciones ℑ calculadas en este trabajo frente a la energía para el Ge. Un modelo parabólico usaría 
ℑ=1 para todas las bandas. Apréciese el fuerte cambio de la función ℑ de los huecos ligeros. Por claridad, se 
indican los valores de ℑ a la energía de 1 eV. 



14

funciones )(εχ  obtenidas numéricamente que sea capaz de reproducir las funciones )(εℑ

anteriores sin discontinuidades ni otros comportamientos anómalos. 

1.3 Parametrización de las funciones χ

Después de lo expuesto en el apartado anterior, se hace patente que la forma más 

adecuada de parametrizar las funciones de no parabolicidad que se calcularon de forma 

numérica con el procedimiento descrito debería tener las siguientes características 

[Rodríguez-Bolívar, 2005b]: 

- Conocido el vector de onda, sería deseable haber parametrizado las funciones de no 

parabolicidad de manera que la energía se pueda calcular fácilmente, como por ejemplo a 

través de una relación analítica. Ya que este tipo de cálculo se efectúa un gran número de 

veces a lo largo de una simulación, una relación analítica ahorraría tiempo y complejidad al 

simulador. 

- Sería suficiente establecer un ajuste hasta 1 eV, ya que solamente se sobrepasaría este 

límite para campos eléctricos muy grandes, y bastaría para estudiar la mayoría de los casos 

prácticos. 

- Sería necesario imponer la continuidad en la función de no parabolicidad y en su 

primera derivada para calcular la densidad de estados sin que aparezcan comportamientos 

anómalos como consecuencia de la parametrización. 

De esta manera, se encontró que una parametrización adecuada de las funciones de no 

parabolicidad que tiene las características anteriores se puede obtener usando funciones a 

trozos del tipo [Rodríguez-Bolívar, 2005b] 

1
)(

2

+

++
=

ε

εε

ε

d

cba
f (1.22)

Como se puede observar, dichas funciones contienen cuatro parámetros de ajuste en 

cada intervalo, frente a los tres de los splines cuadráticos. Esto facilita la tarea, ya que se 

puede imponer más condiciones para poder reproducir las funciones )(εχ  y )(εℑ

convenientemente. Además, para este caso particular presentan una ventaja fundamental 

frente a los splines cúbicos, que tienen el mismo número de parámetros de ajuste, pero que 
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en cambio presentan problemas cuando se pretende calcular la energía para un determinado 

valor del vector de onda. Los splines cúbicos dan lugar a una ecuación de tercer grado, 

mientras que las funciones propuestas limitan el cálculo a una ecuación de segundo grado, 

por lo que se puede efectuar la resolución analítica de una manera sencilla, satisfaciéndose 

así la primera de las características que se buscaban. 

Para obtener la mejor parametrización de las funciones de no parabolicidad, dividimos el 

rango de energías en cuatro intervalos: [ ]10 ,εε , [ ]21,εε , [ ]32 ,εε  y [ ]meV1000,3ε . La 

energía 0ε  fue definida como la energía del máximo de la banda para los huecos pesados y 

ligeros, que por convenio se tomará igual a cero, mientras que su valor se fijó igual a la 

energía so∆  para los huecos split-off. La excepción a esta regla fue la banda de huecos 

ligeros del Ge, que precisó de cinco intervalos para llevar a cabo el ajuste como 

consecuencia de la fuerte no parabolicidad de la misma (Figura 1.2 y Figura 1.4). Las 

funciones de ajuste en cada uno de los intervalos las denominaremos )(1 εA , )(2 εA , )(3 εA

y )(4 εA  respectivamente, y tienen la forma ya indicada en (1.22). 

En primer lugar se estableció el valor de la energía 1ε  como aquel donde la concavidad 

de las funciones χ  cambia. Las energías 2ε  y 3ε  se tomaron como parámetros para 

permitir un mejor ajuste. Se emplearon varios métodos para alcanzar las condiciones 

descritas, aunque merece la pena destacar sólo dos de ellos, que fueron capaces de dar 

buenos resultados: 

- El primero de los procedimientos consistió en asignar los siguientes valores a las 

funciones )(1 εA , )(2 εA , )(3 εA  y )(4 εA  en los extremos de los intervalos: 

i) )()( 001 εχε =A , ii) )()( 111 εχε =A , iii) )()( 112 εχε =A , iv) )()( 222 εχε =A , 

v) )()( 223 εχε =A , vi) )()( 333 εχε =A , vii) )()( 334 εχε =A , viii) )eV 1()eV 1(4 χ=A . 

Además, la derivada de )(4 εA  en 1 eV se igualó a la derivada de χ  a la misma energía, y 

por tanto ix) )eV 1(')eV 1('4 χ=A . Las ecuaciones vii), viii) y ix) se usaron para calcular los 

mejores a, b, c y d del cuarto intervalo. Una vez que la función )(4 εA  se ha determinado, 

se calcula su derivada en 3ε  de forma analítica, y se impone que la función )(3 εA  en 3ε

tenga la misma derivada que )(4 εA  en el mismo punto. Incorporando además las 
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condiciones v) y vi) se estimaron los mejores valores de los parámetros para la función 

)(3 εA . Repitiendo el mismo proceso se calcularon )(2 εA  y )(1 εA  sucesivamente. Por 

tanto, la idea fundamental en la que se basaba este método era imponer valores de las 

funciones de ajuste iguales a los valores de las funciones de no parabolicidad numéricas en 

los extremos de los intervalos, y una vez calculados los mejores ajustes, emplear las 

derivadas analíticas en los extremos de los intervalos para imponerlos en las funciones de 

los trozos siguientes. 

Para el segundo método se impusieron las siguientes condiciones: 

i) )()( 001 εχε =A ,ii) )(')(' 111 εχε =A , iii) )(')(' 112 εχε =A , iv) )(')(' 222 εχε =A , 

v) )(')(' 223 εχε =A , vi) )(')(' 333 εχε =A , vii) )(')(' 334 εχε =A , viii) )eV 1()eV 1(4 χ=A

ix) )eV 1(')eV 1('4 χ=A . Las últimas tres ecuaciones se usaron para calcular los mejores 

parámetros para el cuarto intervalo. Utilizando el valor de la función )(4 εA  en 3ε  e 

imponiéndolo como valor de )( 33 εA , junto con las demás condiciones para )(3 εA  que se 

han indicado, se calcula la mejor aproximación a las funciones de no parabolicidad en el 

tercer intervalo, y así sucesivamente se estimaron las funciones )(2 εA  y )(1 εA . La idea 

fundamental en la que se basaba este método era imponer el valor numérico de la derivada 

de la función de no parabolicidad en los extremos de los intervalos. Una vez que se ha 

determinado la función analítica de mejor ajuste en el intervalo, se emplea su valor en los 

extremos para imponer la continuidad de la función de no parabolicidad con el intervalo 

contiguo. 

Los dos métodos descritos son una buena forma de abordar el problema del ajuste de las 

funciones de no parabolicidad garantizando continuidad en la función y en su primera 

derivada. Sin embargo, hay que resaltar el hecho de que un buen ajuste de las funciones 

)(εχ  no garantiza que el comportamiento de las funciones )(εℑ  sea el esperado. La 

principal motivación de nuestro trabajo está en que éstas últimas también se puedan estimar 

convenientemente con las expresiones analíticas obtenidas tras el ajuste para que la 

densidad de estados de la banda pueda ser calculada a partir de ellas sin introducir efectos 

espurios debidos al ajuste. Por eso se impuso como condición para aceptar un ajuste 

determinado que la diferencia entre las funciones )(εℑ  calculadas a través de las 

expresiones analíticas y las calculadas a partir de los datos numéricos fuese suficientemente 
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pequeña. Por tanto, se eligió como indicador de la bondad del ajuste el máximo error 

relativo entre el valor de la aproximación analítica y los valores numéricos de la función 

)(εℑ . Dicho indicador es muy sensible a los cambios en las funciones de ajuste, ya que es 

posible efectuar ajustes precisos de las funciones )(εχ  que, sin embargo, presenten 

importantes diferencias entre sus funciones )(εℑ  y sus correspondientes numéricas debido 

a que éstas últimas contienen información sobre la derivada de )(εχ . 

Usando los métodos descritos calculamos los parámetros de las funciones de ajuste de 

las funciones de no parabolicidad )(εχ  para las bandas de huecos pesados, ligeros y split-

off. En la Tabla 1.2 se muestran los máximos errores relativos de las funciones )(εℑ  que se 

obtuvieron para los mejores ajustes [Rodríguez-Bolívar, 2005b]. 

  Máximo Error Relativo (%) 

100
Numérico

Analítico
×

ℑ

ℑ

Si Huecos pesados (HH) 1.43 

Huecos ligeros (LH) 1.93 

Huecos split-off (SH) 0.52 

Ge Huecos pesados (HH) 0.20 

Huecos ligeros (LH) 2.29 

Huecos split-off (SH) 0.10 

Tabla 1.2: Máximo error relativo entre las funciones ℑ obtenidas con el ajuste 
analítico y las funciones ℑ numéricas 

Se puede observar que en el peor de los casos el máximo error relativo entre las 

funciones )(εℑ  no superó el 2.30%. Por tanto, se puede afirmar que las funciones de ajuste 

son un buena aproximación para la descripción de la no parabolicidad de las bandas de 

valencia de Si y Ge. Los mejores valores del ajuste de los parámetros a, b, c y d se listan en 

el Apéndice A. Los ajustes de las funciones de la no parabolicidad se muestran en la Figura 

1.5 y Figura 1.6 comparadas con los correspondientes datos numéricos. En ellas queda 

puesto de manifiesto el excelente acuerdo entre los datos numéricos y las curvas analíticas 

obtenidas tras el ajuste. 
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Figura 1.5: Funciones de no parabolicidad frente a la energía para Si (HH- huecos pesados, HL- huecos 
ligeros, HS- huecos split-off) y sus correspondientes ajustes calculados en este trabajo. 
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Figura 1.6: Funciones de no parabolicidad frente a la energía para Ge (HH- huecos pesados, HL- huecos 
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Con la aproximación analítica que se ha propuesto es posible calcular magnitudes de 

interés de forma muy sencilla, como la relación )(k
r

ε  de las bandas de valencia y la 

densidad de estados de las mismas. La relación )(k
r

ε  se puede obtener a través de una 

ecuación de segundo grado en ε tal y como se comentó con anterioridad. Recordando la 

forma de las funciones de ajuste, ecuación (1.22), la relación )(k
r

ε  de la banda de valencia 

se puede escribir 

{
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siendo los factores ),( φθf

[ ]),(1
2

),(
0

2

φθφθ gA
m

f H −=

h
(1.25)

[ ]),(1
2

),(
0

2

φθφθ gA
m

f L +=
h

(1.26)

so
S m

f
2

2
h

= (1.27)

Estos factores contienen la anisotropía de la banda. Sólo el factor Sf  es independiente de la 

dirección por haberse considerado la banda de split-off isótropa en el modelo. 

En la Figura 1.7 y Figura 1.8 se muestran los resultados del ajuste de la relación )(k
r

ε  en 

la banda de valencia del Si y del Ge en las direcciones [100] y [111], comparándolos con 

los datos del modelo numérico de la banda. En estas figuras se observa también un 

excelente acuerdo entre ambos. 
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Figura 1.7: Relación )(k
r

ε  de la banda de valencia de Si en las direcciones [100] y [111] calculada a partir del 

modelo analítico que se ha elaborado en este trabajo y comparación con el modelo numérico. 
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Figura 1.8: Relación de )(k
r

ε  de la banda de valencia de Ge en las direcciones [100] y [111] calculada a partir 

del modelo analítico que se ha elaborado en este trabajo y comparación con el modelo numérico. 
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Con respecto al modelo de banda de valencia, el efecto de la anisotropía de los huecos 

pesados y ligeros en la estructura de bandas puede observarse en las mismas figuras cuando 

se representa la relación )(k
r

ε  en dos direcciones distintas. 

Por otro lado resulta de gran interés investigar la densidad de estados que proporciona 

este ajuste para la banda de valencia, ya que los de otros autores daban lugar a densidades 

de estados discontinuas [Dewey, 1993]. Usando el modelo de banda de valencia que se ha 

elaborado en este trabajo, la densidad de estados de cada una de las bandas de huecos se 

puede calcular con las ecuaciones  
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donde Ω es todo el ángulo sólido. Una de las ventajas de haber modelado las relaciones 

)(k
r

ε  por funciones separadas de la energía y de la dirección es que la densidad de estados 

se puede calcular de manera muy sencilla haciendo uso de un promedio de la masa efectiva 

en el ángulo sólido, que son los términos entre llaves de las ecuaciones (1.28) y (1.29). 

Dichas integrales se pueden entender como un promedio de la función angular de masa 

efectiva elevada a 3/2. Por eso definiremos las magnitudes 2/3
Hm  y 2/3

Lm  como 

[Rodríguez-Bolívar, 2005a] 
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m
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En la Figura 1.9 y Figura 1.10 se comparan las densidades de estados calculadas 

numéricamente con las evaluadas a través de la aproximación analítica. Se observa un 

acuerdo excelente entre ambas, que es una consecuencia de haber impuesto  en el  ajuste  la  
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similitud entre las funciones )(εℑ  numéricas y analíticas. Se ha incluido también en la 

Figura 1.9 las densidades de estados calculadas según el modelo de Dewey y Osman 

[Dewey, 1993] para los huecos pesados y ligeros en Si. 
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Figura 1.9: Densidad de estados en unidades arbitrarias calculada con los datos numéricos y con el modelo 
analítico para las bandas de huecos pesados, ligeros y split-off del Si. También se muestran las curvas de 
densidades de estados obtenidas a partir del modelo de Dewey y Osman para los huecos pesados y ligeros. 
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Figura 1.10: Densidad de estados en unidades arbitrarias calculada con los datos numéricos y con el modelo 
analítico para las bandas de huecos pesados, ligeros y split-off del Ge. 
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1.4 Resultados teóricos en equilibrio 

Para comprobar si el modelo de banda de valencia que se ha presentado es una buena 

aproximación para iniciar un estudio sobre el transporte de huecos establecimos 

comparaciones de los valores de las magnitudes físicas en el equilibrio con resultados 

suministrados por métodos más complejos de cálculo.

Conocida la relación )(k
r

ε , se puede calcular los valores en el equilibrio a través de 

integraciones. Con el modelo de banda desarrollado es posible evaluar las funciones de 

distribución del gas de huecos en equilibrio multiplicando las correspondientes densidades 

de estados, ecuaciones (1.28), (1.29) y (1.30), por la función de ocupación de las bandas. 

Usando la estadística de Fermi-Dirac para una temperatura T tales funciones de distribución 

serían 
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siendo )(Tµ  el potencial químico, que es función de la temperatura [Sze, 1981]. Para la 

estadística de Maxwell-Boltzmann, que es una aproximación aceptable para 

semiconductores no degenerados, se tiene 
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Un ejemplo de las magnitudes que pueden calcularse usando las anteriores funciones de 

distribución son las ocupaciones de cada una de las bandas, y de esta forma se podría 

estimar qué porcentaje de huecos se encuentran en forma de huecos pesados, ligeros o split-

off. Se efectua este cálculo a través de las ecuaciones siguientes 
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De estas igualdades se deducen directamente las poblaciones relativas 
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Estos porcentajes se calcularon en cristales puros de Si y Ge. Los resultados obtenidos se 

representan en la Figura 1.11 y Figura 1.12. 

En Si se observa que, del total de la población de huecos, los pesados representan 

alrededor del 85%, siendo los huecos ligeros cerca del 15%. Existe un máximo y mínimo 

de población para los huecos pesados y ligeros respectivamente en torno a 77 K. A partir de 

esta temperatura comienza a disminuir la importancia de los huecos pesados, frente a un 

ascenso en la población de ligeros y split-off. Estos últimos se encuentran en muy baja 

cantidad incluso a 450 K, donde representan alrededor del 2.5% del total. Sin embargo, los 

huecos de este tipo son susceptibles de alcanzar velocidades muy altas durante el arrastre 

del campo eléctrico debido a su baja masa efectiva, y su contribución a la movilidad puede 

ser relativamente importante. 
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Figura 1.11: Población relativa de las bandas de huecos pesados (HH), ligeros (LH) y split-off (SH) en Si 
hasta 450 K. 
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Figura 1.12: Población relativa de las bandas de huecos pesados (HH), ligeros (LH) y split-off (SH) en Ge 
hasta 450 K. 
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En Ge se encuentran mayores diferencias entre las poblaciones de huecos pesados y 

ligeros. Los primeros representan alrededor del 95.5% del total, mientras que los últimos 

sólo son entre un 4% y un 5%. Con respecto a los huecos split-off, la baja masa efectiva de 

los mismos junto con la gran diferencia de energías entre el máximo de la banda de 

valencia y el máximo de la banda de split-off (ver Tabla 1.1) dan como resultado una 

población relativa en esta banda excepcionalmente baja. En el mejor de los casos no llegan 

a representar el 0.0035% del total. 

Por otro lado, es posible estimar la energía media en cada una de las bandas a través de 

las siguientes integraciones 
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Para poder obtener la energía media total del gas de huecos se llevó a cabo una media 

ponderada, asignándole a cada valor de la energía media un peso proporcional a la 

población de la banda correspondiente. Se representan los datos en la Figura 1.13 junto con 

el valor de la energía media que se obtiene del principio de equipartición, TkT B
2

3
)( =ε . Se 

comprueba que uno de los efectos de la no parabolicidad es que no se verifique el principio 

de equipartición de la energía. 

Por último, en la Tabla 1.3 comparamos nuestros resultados de energía media del gas de 

huecos con datos suministrados por otros autores [Nguyen, 2003] que investigaron el 

transporte de huecos por el método del pseudopotencial. Como se observa en la tabla, existe 

un buen acuerdo entre nuestros resultados y los que proporciona el método del 

pseudopotencial, tanto para el Si como para el Ge. Pensamos, por tanto, que el modelo de 

banda de valencia que se presenta en este trabajo puede ser una herramienta de gran 

utilidad para emprender una investigación sobre el transporte de los huecos en estos 

materiales semiconductores, teniendo como principal ventaja frente a otros métodos su 
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menor complejidad, lo que reduce apreciablemente los tiempos de cálculo cuando se 

implementa el simulador. 
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Figura 1.13: Energía media del gas de huecos en equilibrio en función de la temperatura para el Si y Ge. Se 
comparan los resultados obtenidos con los del principio de equipartición. 

 T(K) Pseudopotencial 

(meV) 

Este Trabajo 

(meV) 

Equipartición 

(meV) 

Si 77 12 11.45 9.96 

300 47 45.18 38.81 

Ge 77 11 10.28 9.96 

300 42 42.02 38.81 

Tabla 1.3: Energías medias del gas de huecos en Si y Ge a 77 K y 300 K. En la última columna se indican los valores 
de energía media dados por el principio de equipartición. 
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Capítulo 2

Mecanismos de scattering 3-D 

Dame un pez y cenaré esta noche. Enséñame a pescar y 

cenaré siempre. 

(Proverbio Chino) 

2.1 Introducción 

La simulación del transporte de portadores en semiconductores mediante el método 

Monte Carlo consiste principalmente en la evaluación de una secuencia de dos tipos de 

procesos: arrastres y scatterings. En los procesos de arrastre el estado del portador varía 

como consecuencia de la aplicación del campo eléctrico externo. La ley que rige dicho 

cambio se obtiene a partir de la aproximación semiclásica, y se expresa en la ecuación  

dt

kd
EqF

r

h
rr
== (2.1) 

siendo F
r

 la fuerza externa aplicada sobre el portador, que en el caso considerado será Eq
r

, 

q la carga del portador y E
r

 el campo eléctrico aplicado. Para un campo eléctrico constante 

y uniforme la variación en el tiempo del vector de onda k
r

 es lineal (por tanto, continua), y 

se calcula con sencillez conociendo el valor inicial del vector de onda y el tiempo 

transcurrido desde el comienzo del arrastre. 



30

Además de los cambios que en el estado del portador ejercen los procesos de arrastre, 

los mecanismos de scattering que estén presentes también afectan a la evolución del estado 

en el tiempo. Estos mecanismos de scattering son procesos de interacción con el portador 

que cambian bruscamente su estado en un tiempo muy corto. Tales procesos se denominan 

elásticos cuando se conserva la energía del portador, e inelásticos cuando el portador pierde 

o gana energía en el proceso de scattering. Las tasas de scattering se estiman a partir de la 

Regla de Oro de Fermi, obtenida a través de un tratamiento perturbativo de primer orden 

del problema de la interacción, y de la que se extrae también información fundamental para 

determinar el estado final del portador tras el mismo. La Regla de Oro de Fermi 

proporciona la probabilidad por unidad de tiempo, P, de que se experimente un scattering

debido a un mecanismo en particular. En el caso de que dicho mecanismo sea de tipo 

inelástico, y por tanto que reste o añada una energía ∆ al portador, la probabilidad por 

unidad de tiempo de sufrir un scattering se calcula a través de la expresión  

)'(,'','
2

)',';,(
2

∆−= m
rr

h

rr
εεδ

π
ckHckckckP (2.2) 

siendo ck ,
r

 y ',' ck
r

 los estados inicial y final respectivamente del portador y del cristal, 

H′ el hamiltoniano de la interacción, ε y ε′ son las energías inicial y final del portador 

respectivamente, y la delta de Dirac expresa la conservación de la energía del sistema total 

formado por el cristal y el portador. De esta forma, el signo superior se emplea cuando el 

proceso es de ganancia de energía (absorción), mientras que se usa el signo inferior cuando 

el portador pierde energía (emisión). Cuando el mecanismo de scattering es elástico los 

cálculos son semejantes, con la diferencia de que ∆ es cero. 

El procedimiento de cálculo habitual consiste en trabajar con la transformada de Fourier 

del hamiltoniano de la interacción, )(' qH , de forma que desaparecen las coordenadas 

espaciales y son sustituidas por el vector de onda trasferido entre el agente del scattering y 

el portador [Jacoboni, 1983]. Las funciones de onda de los estados del sistema se pueden 

escribir como el producto de la función de onda del cristal, c , y la función de onda del 

portador en el mismo, rki
k eruNk

r

r

r

r

r ·2/1 )(−

= , siendo N el número de celdas unidad en el 
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cristal, k
r

 el vector de onda del portador y )(ruk

r

r  la función de onda de Bloch normalizada 

en la celda unidad. De esta manera, el término ckHck ,'','
rr

 de la ecuación (2.2) es 
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En la anterior expresión podemos llevar a cabo el cambio de variable ''rRr r

r

r

+= , siendo 

R
r

 un vector de la red directa y ''rr  un vector que variará en las dimensiones de la celda 

unidad. Con este cambio de variable, y aplicando la periodicidad de las funciones )(ruk

r

r  en 

cada celda unidad (c.u.), se obtiene 
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La sumatoria en R
r

 satisface la siguiente propiedad 
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siendo G
r

 un vector de la red recíproca. Éste será igual a cero para los procesos de 

scattering de tipo N (normales), y distinto de cero en los procesos de tipo U (umklapp). 

Esta relación se puede entender como la ley de conservación del cuasimomento del 

portador. 

Reuniendo los anteriores resultados encontramos la probabilidad de scattering por 

unidad de tiempo con un cierto mecanismo [Jacoboni, 1983] 
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siendo V el volumen del cristal y )(3 ϑDG  una función relacionada con el solapamiento de 

las funciones de onda de Bloch: 
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El argumento de la función DG3  es el ángulo de scattering ϑ, esto es, el ángulo formado 

por los vectores de onda inicial y final, que guarda la siguiente relación con las direcciones 

inicial ),( φθ  y final )','( φθ  del vector de onda 

)'cos('sinsin'coscoscos φφθθθθϑ −+= (2.8) 

La función )(3 ϑDG  habitualmente se toma igual a la unidad para el estudio del 

scattering de electrones, mientras que para el caso de los huecos se usan las expresiones 

aproximadas para el scattering intrabanda e interbanda entre los diferentes tipos de huecos 

dadas por Wiley [Wiley, 1971]. Tales expresiones son 

[ ]ϑϑ
2

intra3D, cos31
4

1
)( +=G (2.9) 

ϑϑ
2

inter3D, sin
4

3
)( =G (2.10)

En el estudio de Wiley se obtienen estas funciones considerando las transiciones entre 

las bandas de huecos pesados y de ligeros. En nuestro trabajo también se usarán para las 

transiciones con huecos split-off. 

Existen muchos factores que pueden romper la periodicidad de la red, como por ejemplo 

las vibraciones de la red (fonones), el resto de portadores [Matulionis, 1975], la existencia 

de impurezas, tanto en estado neutro [Erginsoy, 1950] como ionizadas, los defectos de la 

red [Bernholc, 1978], etc. Cada uno de estos factores puede ser considerado como un 

mecanismo de scattering en un simulador. Sin embargo, no todos ellos tienen la misma 

importancia en la dinámica de los portadores. En particular, los mecanismos de scattering

de mayor interés en la simulación de cristales tridimensionales son el scattering con 

fonones, tanto de tipo óptico como acústico, y el scattering con impurezas ionizadas 

cuando el cristal se encuentra dopado en concentraciones apreciables. El resto de 

mecanismos de scattering de tipo tridimensional no serán considerados en este trabajo por 

no tener tanta trascendencia en la dinámica de los portadores. 

El hecho de que los procesos de scattering sean tratados por medio de probabilidades 

hace que el método Monte Carlo sea una herramienta muy útil en este tipo de estudios, y 

por este motivo el simulador desarrollado en este trabajo se basó en esta técnica 

computacional. 
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2.2 Scattering con fonones 

Los fonones son los modos de vibración de la red de átomos de un sólido en torno a sus 

posiciones de equilibrio como consecuencia de la energía térmica del cristal, y por tanto 

suponen una ruptura del potencial periódico de la red. Los cristales de Si y Ge tienen una 

base formada por dos átomos en las posiciones (0, 0, 0) y (¼, ¼ , ¼). Debido a que la 

interacción entre los átomos de la base será diferente a la interacción entre el resto de 

átomos de las celdillas adyacentes, el cristal tendrá dos tipos de fonones distintos en su 

seno, que denominamos fonones ópticos y acústicos. Por este motivo se hace necesario el 

estudio de la interacción de cada uno de estos tipos de fonón con el portador. En este 

trabajo no se considerará el scattering con fonones polares, puesto que éstos no existen en 

los semiconductores compuestos por un único elemento químico. 

El cálculo de la relación entre la energía y el momento de los fonones de un cristal 

tridimensional, )(qph

r

ε , es un trabajo complejo, y se necesita un conocimiento profundo de 

las simetrías del cristal para poder llevarlo a cabo. Sin embargo, es posible hacer una 

simplificación de estas relaciones para los fonones ópticos y acústicos con el propósito de 

estudiar el scattering con los portadores. Para los fonones acústicos se puede demostrar que 

su relación )(qph

r

ε  es aproximadamente proporcional al vector de onda del fonón, q, para 

valores pequeños de éste, siendo la constante de proporcionalidad la velocidad del sonido 

en el material promediada en todas las direcciones, u, multiplicada por la constante de 

Planck. Por otro lado, los fonones ópticos tienen una energía que varía muy poco con el 

vector de onda del fonón, por lo que la relación )(qph

r

ε  puede aproximarse por un valor 

constante, independiente del vector de onda del fonón. La ecuación siguiente resume las 

relaciones )(qph

r

ε  de los fonones acústicos y ópticos que se van a usar en este trabajo. 
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En la Tabla 2.1 se muestran los valores usados en este trabajo para modelar las 

relaciones )(qrε  de los fonones en Si y Ge. La velocidad media del sonido, u, se obtuvo 

como el promedio 
3

2 tl uu
u

+

=  [Jacoboni, 1983], siendo tu  la velocidad transversal y lu  la 

velocidad longitudinal del sonido en el medio. 

Para comenzar la evaluación de las tasas de scattering por cualquier tipo de mecanismo 

es necesario plantear la forma de la perturbación que el mecanismo hace sobre el 

hamiltoniano periódico de la red. En el caso del scattering con fonones, la perturbación 

dependerá de la variación espacial del desplazamiento de los iones con respecto a su 

posición de equilibrio. Como punto de partida se toma la expresión del hamiltoniano dada 

por Kittel [Kittel, 1963] 

r

y
H

r

r

∂

∂
Ξ=
~' (2.12)

El factor de proporcionalidad entre el hamiltoniano de la interacción y las variaciones 

espaciales de la posición de los iones en el cristal alrededor de la posición de equilibrio es 

el tensor de deformación del cristal, Ξ~ . 

El desplazamiento de los iones con respecto a su posición de equilibrio, yr , puede 

escribirse en términos de los operadores de creación †
qa  y aniquilación qa

∑ −

+
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q

rqi
qq

q

eaa
V

y ξ
ωρ

rhr rr·†

2/1

)(
2

(2.13)

Si Ge Unidades

ul 9.0×105 5.4×105 cm/s 

ut 5.3×105 3.2×105 cm/s 

u 7.8×105 4.7×105 cm/s 

θop 735 430 K 

hωop 63.4 37.1 meV 

Tabla 2.1: Velocidad del sonido longitudinal (ul), transversal (ut) 
y promedio (u) en Si y Ge. Temperatura (θop) y energía (hωop) de 
los fonones ópticos en Si y Ge [Jacoboni, 1983] 
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donde ρ es la densidad de masa del cristal, ωq es la frecuencia del fonón con el que 

interacciona el portador y ξ
r

 es el vector unitario en la dirección de polarización del fonón. 

Introduciendo (2.13) en (2.12), y usando que 

1'

'

2†

2

+=

=

− qq

qq

Ncac

Ncac
(2.14)

siendo Nq el número medio de fonones en el cristal de momento qr  dado por la estadística 

de Bose-Einstein, que para una cierta temperatura T es 

1

1
)(

−

=

Tk

qq

B

ph

e

N
ε (2.15)

se tiene la siguiente probabilidad por unidad de tiempo de pasar de un estado k
r

 a otro 'k
r

mediante un scattering con fonones: 
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= (2.16)

donde ijΞ  es la componente ij del tensor de deformación, jq  es la componente j-ésima del 

vector de onda del fonón y iξ  es la componente i-ésima de la dirección de polarización del 

fonón. La parte superior de la ecuación se usa para la absorción, mientras que la inferior se 

usa para la emisión de fonones. 

En las siguientes secciones se elaborará la anterior ecuación para cada caso particular, 

efectuándose las aproximaciones convenientes. 

2.2.1 Fonones ópticos 

Los fonones ópticos son un tipo especial de modos de vibración de los átomos de la red 

cristalina en los que éstos se mueven en oposición de fase. Si bien es cierto que en principio 

se trata de oscilaciones de los átomos en torno a sus posiciones de equilibrio, y que por 

tanto deberían ser tratados con el formalismo expuesto en la sección anterior, el trabajo de 

Harrison [Harrison, 1956] muestra que, por las características particulares de este tipo de 
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fonones, el hamiltoniano de la perturbación debería ser proporcional al desplazamiento con 

respecto a la posición de equilibrio en vez de ser proporcional a la derivada de éste. 

Según el trabajo de Harrison, el término 
2

jiji qΞξ  de la ecuación (2.16) no dependería 

del vector de onda del fonón. En concreto, dicho término podría ser sustituido en primera 

aproximación por una constante [Jacoboni, 1983], que en este trabajo se simbolizará por D, 

denominada potencial de deformación óptico. Puesto que en este estudio se usa el modelo 

de relación )(qph

r

ε  para los fonones ópticos de la ecuación (2.11), éstos tendrán siempre el 

mismo valor de energía opωh , independientemente de su vector de onda. Por tanto, la 

probabilidad por unidad de tiempo de scattering con fonones ópticos es 

))()'('()(
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)',( 2
3 opD
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op

opt kkDG
N
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V
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π
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La probabilidad de scattering por unidad de tiempo para un hueco que se encuentre en 

un cierto estado k
r

 se calcula considerando todas las posibles transiciones que se pueden 

dar desde dicho estado inicial al conjunto de estados finales disponibles que satisfacen las 

leyes de conservación de momento y energía. Por tanto, tal probabilidad de scattering por 

unidad de tiempo se calcula efectuando la integración 

∫= KdVkkP
V

kP ')',(
)2(

)(
3

rrr

π

(2.18)

El factor 
3)2( π

V  está relacionado con la densidad de estados en el cristal, ya que hay un 

estado final posible por cada volumen 
V

3)2( π  del espacio K. Debido a que el espín es una 

magnitud que se conserva en las transiciones, se considera como estado final únicamente 

aquel que tenga idéntico espín que el inicial, por lo que no es necesario considerar el factor 

2 de la degeneración del espín en el anterior término. La prima en el diferencial de volumen 

indica que la suma se efectúa sobre los estados finales. Usando coordenadas esféricas en el 

espacio K

''''sin'' 2 dkddkdV K φθθ=  (2.19)

y así 
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La anterior expresión combina características del estado inicial y final. De esta forma, 

las integrales tendrán distinta forma dependiendo del tipo de transición que tenga lugar, 

existiendo nueve alternativas posibles de transición entre las bandas de pesados (H), ligeros 

(L) y split-off (S), a saber, HH, HL, HS, LH, LL, LS, SH, SL, SS, indicando cada par de 

letras el estado inicial y el final. Para llevar a cabo la integración, resulta más útil 

transformar la ecuación (2.20) en una integral en energías, puesto que de esta forma la 

función delta de Dirac se puede tratar directamente. 
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donde por simplicidad se han definido las siguientes funciones angulares 

[ ]),(1
),( 0

φθ
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≡ (2.24)

[ ]),(1
),( 0

φθ
φθ

gA

m
mL

+

≡ (2.25)

que pueden entenderse como la dependencia de la masa efectiva en el extremo de las 

bandas de huecos pesados y ligeros con la dirección. Seguidamente se lleva a cabo la 

integración en las energías finales, 
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De las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28) se puede obtener un resultado de gran 

importancia para implementar un simulador de Monte Carlo: cuando no se realiza la 

integración en los ángulos, las anteriores expresiones son funciones que dependen de la 

dirección. Tales funciones se interpretan como la probabilidad de que el vector de onda del 

estado final tenga una determinada orientación en el espacio. A partir de dichas ecuaciones, 

prescindiendo de los factores que no dependen de la dirección, se obtienen las siguientes 

funciones de probabilidad angular: 

'sin)()','()',',,( 3
2/3

,, θϑφθφθφθ DH
opt

SHLHHH GmP = (2.29)

'sin)()','()',',,( 3
2/3

,, θϑφθφθφθ DL
opt

SLLLHL GmP = (2.30)

'sin)()',',,( 3,, θϑφθφθ D
opt

SSLSHS GP = (2.31)

que pueden ser implementadas con sencillez en un simulador Monte Carlo. 

Cuando se pretende completar el cálculo de las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28) hay 

que integrar una función complicada cuyo resultado dependerá de la dirección inicial del 

vector de onda. Aunque es posible trabajar con tasas de scattering dependientes de esta 

magnitud, resulta mucho más cómodo manejar tasas que dependan únicamente de la 

energía del portador, y por ello aproximaremos la función )(3 ϑDG  por su valor promedio 

en todo el ángulo sólido [Costato, 1973]. De esta manera, la integral se simplifica 

considerablemente y su dependencia de la dirección inicial del vector de onda se elimina. 

El promedio angular de la función )(3 ϑDG  toma el mismo valor tanto para scattering

intrabanda como interbanda, ya que 2/1)()( inter3D,intra3D, == ϑϑ GG . Tras esta 



39

aproximación, la tasa de scattering se puede expresar en función de la energía inicial del 

hueco: 
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En anteriores trabajos [Rodríguez-Bolívar, 2005a] se usó un potencial de deformación 

que incluía el promedio angular de la función )(3 ϑDG . De esta forma, definiendo 

)(3
22*

ϑDGDD =  se obtuvieron las tasas de scattering siguientes 
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Es importante destacar que en las anteriores expresiones las tasas de scattering

correspondientes a los huecos split-off sólo están definidas para energías mayores que so∆ . 

En la tabla Tabla 2.2 se muestra el valor del potencial de deformación *D  que se han 

usado en este trabajo, obtenido a partir del ajuste de las curvas de velocidad de arrastre 

frente al campo eléctrico aplicado. La Figura 2.1 muestra las tasas totales de emisión y 

Si Ge Unidades 

D* 9.2×1010 1.02×1011 eV/m 

*
0Ξ 3.15 2.95 eV 

Tabla 2.2: Potenciales de deformación en Si y Ge para scattering de 
huecos con fonones ópticos y acústicos.  
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absorción del scattering con fonones ópticos en función de la energía usando un modelo 

parabólico para una banda con la masa efectiva igual a la del fondo de la de la banda de 

valencia y usando el modelo de banda de valencia presentado en este trabajo. Estas tasas 

representadas son las que experimentan los huecos pesados o ligeros indistintamente, ya 

que las tasas totales de scattering con fonones ópticos, calculadas como la suma de todas 

las de scattering con fonones ópticos que afectan a un determinado tipo de hueco, son 

coincidentes para ambos, según se desprende de las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37). Las 

mismas curvas son válidas para los huecos split-off a partir de la energía so∆ . 

La figura muestra grandes diferencias entre las tasas de scattering de los modelos no 

parabólico y parabólico. Para el primero, tanto las tasas de emisión como las de absorción 

son mayores, debido principalmente al incremento en la densidad de estados del modelo no 

parabólico. De esta manera se resalta nuevamente que resulta fundamental la consideración 

de la no parabolicidad en las tasas de scattering, puesto que se puede deducir que la 

dinámica de los huecos será muy distinta según un modelo u otro, no solamente por la 
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Figura 2.1: Tasas totales de emisión y absorción del scattering con fonones ópticos en Si a 300 K usando el 
modelo de banda de valencia que se ha presentado (NP) y un modelo de banda de valencia parabólico (P).
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inercia que éstos muestren a ser arrastrados por el campo, sino también por la distinta 

duración de los vuelos libres. 

2.2.2 Fonones acústicos 

Para obtener las expresiones equivalentes a las anteriores para los fonones acústicos es 

necesario repetir los mismos pasos anteriores pero considerando la relación )(qrε

correspondiente de la ecuación (2.11). Considerando un potencial de deformación isótropo 

para los fonones acústicos, 0Ξ , se tiene 
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Llegados a este punto existen varias aproximaciones que suelen realizar los autores para 

efectuar la integración sobre los estados finales posibles tras la transición. Una de ellas es la 

aproximación llamada de equipartición [Costato, 1973]. Consiste en despreciar la energía 

del fonón acústico, haciendo que el scattering sea de tipo elástico en el sentido que se 

indicó al comienzo de este capítulo, y aproximar el número de fonones con momento qr  de 

la ecuación (2.15) por su desarrollo en serie de Taylor en torno a energía cero hasta primer 

orden. Además, dentro de esta aproximación se desprecia la unidad frente a qN , y por 

consiguiente no existirá diferencia entre las tasas de emisión y absorción. 

Otra aproximación, denominada de punto cero, desprecia la absorción de fonones, y 

únicamente considera la emisión [Costato, 1973]. Esta aproximación es más fuerte que la 

de equipartición, y por ello se usa en menor grado en la simulación de la dinámica de los 

portadores en dispositivos. 

En la primera de las dos aproximaciones citadas el mecanismo de scattering por fonones 

acústicos es un proceso que simplemente aleatoriza la trayectoria de los portadores a lo 

largo de su vuelo dentro del semiconductor, sin restar ni añadir energía al mismo. Esta 

aproximación se usa con éxito sobre todo en la investigación del transporte de electrones en 

semiconductores y en estructuras hechas de semiconductores [Vasileska, 2003] [Fischetti, 

1993]. En cambio, en la aproximación de punto cero, el campo eléctrico es el responsable 
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de añadir energía al portador, mientras que el mecanismo de scattering sería el encargado 

de restar la energía, de manera que se alcance el estado estacionario. Muy pocos autores de 

la bibliografía que se ha consultado durante el desarrollo de este trabajo usan esta última 

aproximación en el estudio del transporte de los portadores. 

Sin embargo, algunos autores han mostrado la ineficacia de la aproximación de 

equipartición cuando se aborda el estudio del transporte de huecos [Fischer, 2000], ya que 

para estos portadores es necesario considerar el scattering con fonones acústicos como un 

mecanismo inelástico. Por ello, se ha pensado que la aproximación de Bufler et al. [Bufler, 

2001] es la más adecuada para la realización de este trabajo, que consiste en calcular una 

energía media de los fonones acústicos que se ponen en juego en el scattering y realizar el 

desarrollo de las tasas de scattering de una manera paralela a como se hizo para los fonones 

ópticos. De esta manera el mecanismo de scattering se modela como inelástico, y por 

consiguiente la descripción del mismo es más próxima al comportamiento real. A partir de 

esta idea, hemos generalizado el procedimiento para incorporar la no parabolicidad de la 

banda de valencia [Rodríguez-Bolívar, 2005a]. 

Cálculo de la energía media de los fonones acústicos 

Según el modelo de relación )(qrε  para los fonones acústicos que se mostró en la 

ecuación (2.11), el valor medio de la energía de los fonones acústicos que pueden intervenir 

en un scattering se puede calcular a partir del valor medio del módulo del vector de onda. 

Para calcular dicho valor medio en una cierta transición, primeramente se plantea la 

ecuación de conservación del momento, obteniéndose la igualdad 

ϑcos'2'22 kkkkq −+= (2.39)

válida tanto para los procesos de absorción como de emisión. A continuación realizaremos 

dos aproximaciones para proseguir el cálculo: i) se despreciará la anisotropía de las bandas, 

usándose un valor medio de la masa efectiva y ii) se considerará que la energía del fonón 

acústico es suficientemente pequeña como para ser despreciada en ciertas etapas del 

desarrollo de este cálculo. 

La primera aproximación permite obtener una masa efectiva independiente del ángulo a 

partir de los promedios 2/3
Hm  y 2/3

Lm  ya calculados de la siguiente forma 
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3/22/3
HH mm = (2.40)

3/22/3
LL mm = (2.41)

Con las aproximaciones i) e ii), la ecuación de conservación del momento se puede 

escribir de la siguiente forma general 

ϑεε cos)(2)(1 IFIF sskq −+= (2.42)

Las funciones )(εIFs  dependen de la energía inicial del portador, y tienen expresiones 

distintas para cada transición entre bandas en función del tipo de hueco inicial I y el tipo 

final F: 
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A continuación se efectúa el promedio angular de la ecuación (2.42) en todo el ángulo 

sólido, y de esta forma se obtiene el valor medio del momento que se transfiere en un 

scattering entre la banda inicial I y la banda final F para un portador con energía inicial ε, 

)(εIFq . 
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Seguidamente se promedia dicho valor usando la distribución de energías de los 

portadores en equilibrio a temperatura T, obteniéndose 
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siendo )(εID  la función de densidad de estados iniciales de las ecuaciones (1.28), (1.29) y 

(1.30) y minε  la energía mínima en la que es posible la transición, que siempre será cero 

salvo cuando el estado inicial o final sea de tipo split-off, en cuyo caso so∆=minε . Para la 

ocupación de los portadores hemos empleado la estadística de Maxwell-Boltzmann por 
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motivos de simplicidad de cálculo. No obstante, se pueden obtener con sencillez las 

expresiones correspondientes con la estadística de Fermi-Dirac para su uso en aquellos 

estudios en los que se considere más adecuada. 

Finalmente, de acuerdo con la ecuación (2.11), la energía media de los fonones acústicos 

para una cierta transición entre una banda inicial I y una banda final F es 

IFIFacu quh=ε (2.46)

Por consiguiente, el scattering con fonones acústicos se modelará a continuación 

siguiendo el paralelismo con los fonones ópticos, siendo la diferencia fundamental entre 

ambos el que la energía del fonón acústico será función de la temperatura, como 

consecuencia de la ecuación (2.45). 

Tasas de scattering 

Introduciendo los resultados anteriores en la ecuación (2.38) para el scattering con 

fonones acústicos desde una banda inicial I a una banda final F se tiene que 
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siendo 
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Efectuando la integración de la ecuación (2.47) en el espacio K de igual manera a como 

se hizo para el scattering con fonones ópticos se encuentra la siguiente integral 
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Esta ecuación es similar a la ecuación (2.20), con la única diferencia de los valores de 

las constantes multiplicativas. Por tanto, siguiendo el mismo procedimiento que allí, las 

tasas de scattering con fonones acústicos son un conjunto de ecuaciones semejante a las 

ecuaciones (2.21), (2.22) y (2.23). 



45

''''sin))()'('()()','()'('

1)2(

2
)(

3
2/3

243

2
0

,,

εφθθεεεδϑφθεε

ρπ

επ

ε

ε

dddkkGm

N

N

u
kP

IHacuDHH

IHacuacu
SHLHHH

IHacu

IHacu

m
rr

h

r

−ℑ

×














+

Ξ
=

∫∫∫

(2.50)

''''sin))()'('()()','()'('

1)2(

2
)(

3
2/3

243

2
0

,,

εφθθεεεδϑφθεε

ρπ

επ

ε

ε

dddkkGm

N

N

u
kP

ILacuDLL

ILacuacu
SLLLHL

ILacu

ILacu

m
rr

h

r

−ℑ

×














+

Ξ
=

∫∫∫

(2.51)

''''sin))()'('()()'('

1)2(

2
)(

3

243

2/32
0

,,

εφθθεεεδϑεε

ρπ

επ

ε

ε

dddkkG

N

N

u

m
kP

ISacuDSso

soISacuacu
SSLSHS

ISacu

ISacu

m
rr

h

r

−ℑ∆−

×














+

Ξ
=

∫∫∫

(2.52)

Se efectúa a continuación la integración en las energías finales, obteniéndose 
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A partir de las anteriores probabilidades por unidad de tiempo se extraen las funciones 

de probabilidad angular de scattering, que se usarán para estimar la dirección final del 

vector de onda tras una interacción. Tales funciones coinciden con las que se obtuvieron 

para los fonones ópticos, por lo que las funciones de probabilidad en este caso son también 

las expresadas en las ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31). Completando la integración de las 

ecuaciones anteriores con las mismas aproximaciones que se realizaron para el scattering

con los fonones ópticos, se obtiene 
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En anteriores trabajos [Rodríguez-Bolívar, 2005a] se usó un potencial de deformación 

que incluía el promedio angular de la función )(3 ϑDG . Definiendo )(3
2
0

2*
0 ϑDGΞ=Ξ  se 

obtuvieron las siguientes tasas de scattering, equivalentes a las expresadas en las 

ecuaciones (2.56), (2.57) y (2.58): 
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Las tasas de scattering correspondientes a los huecos split-off están definidas sólo para 

energías mayores que so∆ . 

En la Tabla 2.2 de la sección 2.2.1 se muestra el valor del potencial de deformación *
0Ξ

que se ha utilizado en este trabajo, obtenido a partir del ajuste de las curvas de velocidad de 

arrastre frente al campo eléctrico aplicado. La Figura 2.2 muestra las tasas totales de 

emisión y absorción del scattering de huecos pesados con fonones acústicos en función de 

la energía usando un modelo parabólico para una banda con la masa efectiva igual a la del 

fondo de la de la banda de valencia y con el modelo de banda de valencia desarrollado en 

este trabajo. La figura muestra significativas diferencias entre las tasas de scattering de los 

modelos no parabólico y parabólico, mostrando el primero unas tasas mayores de emisión y 

de absorción. Este ejemplo es, de nuevo, un indicador de la importancia de incluir la no 

parabolicidad en las tasas de scattering. 
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2.3 Scattering con impurezas ionizadas 

En los dispositivos electrónicos de semiconductor se emplean cristales en los que se ha 

introducido una cierta cantidad de impurezas para aumentar el número de portadores en el 

material, que por lo general implica que estos semiconductores así tratados tendrán 

conductividades mayores que cuando éstos se presentan en su estado puro. Sin embargo, la 

introducción de las impurezas rompe el potencial periódico de la red cristalina, y por tanto 

aparecen nuevos mecanismos de scattering. Se pueden distinguir dos tipos de scattering

debido a impurezas: scattering con impurezas neutras y scattering con impurezas ionizadas. 

El primero de ellos es de escasa importancia [Erginsoy, 1950], ya que a las temperaturas de 

interés para el funcionamiento de un dispositivo prácticamente la totalidad de las impurezas 

se encuentran ionizadas, y por tanto tal mecanismo puede ser despreciado. No ocurre así 

con el segundo de los procesos de scattering, que afecta de forma apreciable a la movilidad 

de los portadores en los dispositivos, y por tanto será estudiado en este trabajo. 
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Figura 2.2: Tasas totales de emisión y absorción del scattering de huecos pesados con fonones acústicos en Si 
a 300 K usando el modelo de banda de valencia que se ha presentado (NP) y un modelo de banda de valencia 
parabólico (P). 
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Cuando una impureza se ioniza, la nube de portadores libres incrementa su carga en Z

electrones o huecos, quedando la impureza con una carga neta de ±Z e  respectivamente, 

siendo e  la carga del electrón en valor absoluto. Por tanto, aparece un potencial 

electrostático alrededor de la impureza que altera el hamiltoniano periódico de la red: 

r

eZ
r

sπε
φ

4
)(

±
= (2.62)

siendo r la distancia entre la impureza ionizada y el portador, y sε  la constante dieléctrica 

del semiconductor. Ya que el hamiltoniano es el operador relacionado con la energía del 

sistema, la perturbación que introduce la ionización de las impurezas ionizadas se puede 

obtener multiplicando la ecuación (2.62) por la carga del portador. La interacción entre el 

portador y la impureza ionizada es de tipo elástico, por lo que el primero conservará su 

energía cuando sufra un scattering de este tipo. 

Cuando se profundiza en el estudio resulta de gran importancia incluir los efectos que se 

derivan del apantallamiento del resto de los portadores libres, que harán menos intensa la 

interacción entre las impurezas ionizadas y las cargas libres. Existen tres tratamientos 

alternativos del problema: el de Conwell-Weisskopf (CW) [Conwell, 1950], el de Brooks-

Herring (BH) [Brooks, 1951], y un tercer planteamiento, el de Ridley [Ridley, 1977], que 

encuentra la relación existente entre ambos y formula un método unificado para estudiar el 

scattering con impurezas ionizadas. 

El formalismo de Conwell-Weisskopf considera el apantallamiento de una forma muy 

simple: desprecia la interacción culombiana cuando el portador se encuentra a una distancia 

mayor que un cierto valor. El de Ridley, en cambio, considera el apantallamiento de una 

forma más complicada, aunque algunos autores consideran que éste se introduce ad hoc y 

que además carece de una base mecanicocuántica [Kosina, 1999]. 

El formalismo de Brooks-Herring resulta mucho más adecuado para describir los 

fenómenos de apantallamiento. En este modelo se considera que el potencial culombiano se 

atenúa exponencialmente con una longitud de apantallamiento 1−
sβ  que se puede calcular 

teóricamente. 
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En la formulación de Debye para semiconductores no degenerados la expresión de sβ  es 

Tk
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I
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ε
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2

= (2.64)

siendo In  la densidad de portadores libres en el cristal, Bk  la constante de Boltzmann y T

la temperatura del cristal [Jacoboni, 1983]. Esta aproximación está justificada cuando la 

longitud de apantallamiento es más grande que la longitud de de Broglie del portador, o 

más concretamente, 1/4 22
>>sk β . En el caso de semiconductores degenerados sβ  se 

calcula de forma diferente [Chattopadhyay, 1981]. 

)/(

)/(

2/1

2/1

2

TkETk

TkEne

BFBs

BFI
s

ℑ

ℑ
=

−

ε
β (2.65)

siendo )/( TkE BFjℑ  la integral de Fermi-Dirac de orden j evaluada en TkE BF / , donde 

FE  es el nivel de Fermi. Merece la pena destacar que el formalismo de Brooks-Herring 

únicamente introduce la forma del potencial de interacción, y la longitud de 

apantallamiento que se considere se estima por otros procedimientos a partir de modelos 

más o menos complejos. 

Para describir la interacción entre las cargas ionizadas del cristal y el hueco, partimos de 

la ecuación (2.2) teniendo en cuenta que en este caso el portador no altera su energía 

cuando la sufre ( 0=∆ ). La perturbación del hamiltoniano se puede desarrollar en serie de 

Fourier de la siguiente forma 
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donde cada uno de los términos )(' qH r se obtiene a partir de 
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El término de matriz ckHck ,'','
rr

 se calcula usando la expansión (2.66) de la siguiente 

forma 
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De esta ecuación se deduce la condición de conservación del momento en la interacción 

con la impureza ionizada, kkq
rr

r

−= ' , interpretándose el vector qr  como el momento 

transferido a la impureza tras el scattering [Jacoboni, 1983]. De esta forma, el único de los 

términos que queda en la sumatoria de la expansión es el correspondiente al qr  que 

satisfaga la conservación del momento. Para calcularlo en el caso de la interacción con 

huecos hacemos uso de la ecuación (2.67) 
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La integración proporciona el siguiente resultado 
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La tasa de scattering se obtiene incorporando el anterior resultado a la ecuación (2.6). Si 

en el semiconductor están presentes iN  impurezas ionizadas, estas tasas de scattering

deben ser multiplicadas por dicho valor. Definiendo la concentración de impurezas 

ionizadas como VNn ii /= , la probabilidad por unidad de tiempo de que el portador pase 

de un estado k
r

 a otro estado 'k
r

 es 
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Merece la pena destacar que, ya que el elemento de matriz cqHc )('' r  está elevado al 

cuadrado en la Regla de Oro de Fermi, tanto el signo del portador como el de la carga de la 

impureza ionizada es irrelevante en el cálculo, y por tanto en el caso de un dopado de tipo n 

como de tipo p las tasas de scattering son las mismas en el marco del estudio en el que se 

han desarrollado. 

El paso siguiente consiste en efectuar la integración de la ecuación (2.71) en todos los 

estados finales posibles para un cierto estado inicial con energía ε . Por conveniencia se 

usará en la integración un sistema de referencia cuyo eje Z coincide con la dirección del 

vector de onda inicial del portador, y por tanto el diferencial de volumen del espacio K en 

coordenadas esféricas se escribe ϕϑϑ ddkdkdVK 'sin'2=
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Integramos inicialmente en 'k . Efectuando el cambio de variable del módulo del vector 

de onda final por la energía final e integrando, se obtiene 
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A partir de las anteriores ecuaciones es posible establecer las funciones de probabilidad 

angular para estimar la dirección del vector de onda final del portador tras el scattering. 

Teniendo en cuenta todos los factores que dependen de las direcciones inicial y final del 

vector de onda del portador, estas funciones son: 
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La dependencia del vector qr  de las direcciones inicial y final del portador se obtiene a 

partir de la siguiente expresión 

[ ]ϑεφθφθεφθφθ cos),',',,(2),',',,(122
IFIF CCkq −+= (2.79)

Los subíndices I y F indican el tipo inicial y final del hueco en la transición 

respectivamente, y las funciones ),',',,( εφθφθIFC  se detallan a continuación [Gómez-

Campos, 2005c] 
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En los casos en que I o F sea un hueco pesado se usará para ),( φθIm  o )','( φθFm  la 

función definida en la ecuación (2.24). Para el caso en que I o F sea un hueco ligero se 

usará para tales funciones la ecuación (2.25). 

Es muy importante indicar en este punto que la probabilidad angular de las ecuaciones 

(2.76), (2.77) y (2.78) es muy alta para las direcciones próximas a la del vector de onda del 

portador antes del scattering, y notablemente menor para otros ángulos (sólo cuando el 

portador tiene energías muy bajas la probabilidad no presenta este comportamiento). Esta 

fuerte anisotropía de las funciones de probabilidad angular es un inconveniente para 

desarrollar un simulador de Monte Carlo rápido que trate semiconductores dopados, como 

se mostrará más adelante. Aún así, en este trabajo se propone un método para considerar las 

anteriores probabilidades angulares de scattering en un simulador de Monte Carlo sin que 

ésto implique pérdida significativa de tiempo de computación. 

La integración angular de las ecuaciones (2.73), (2.74) y (2.75) es muy costosa incluso 

en el sistema de referencia que se ha elegido para llevarla a cabo, puesto que en ella se 

mezcla el ángulo de scattering ϑ , que también está implícito en 2q , con los ángulos θ, φ, 

θ’ y φ’ del sistema de referencia canónico del espacio K. Por tanto, para simplificar el 

integrando resulta muy útil sustituir en todos los cálculos los factores )','( φθHm  y 

)','( φθLm  por las masas promedio calculadas a partir de las ecuaciones (2.40) y (2.41). En 

concreto, la ecuación de la conservación del momento, ecuación (2.79), quedará de una 

forma más sencilla, al poderse escribir en función de las funciones )(εIFs  definidas en la 

ecuación (2.43) en vez de usar las funciones ),',',,( εφθφθIFC , ya que la dependencia 

angular de éstas últimas se elimina. 

[ ]ϑεε cos)(2)(122
IFIF sskq −+= (2.81)
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Con esta aproximación, las integrales (2.73), (2.74) y (2.75) se pueden realizar 

analíticamente. En cada caso, y atendiendo a si la transición es de tipo intra o interbanda, se 

usa la correspondiente expresión de la función )(3 ϑDG  dada por las ecuaciones (2.9) y 

(2.10). Ya que las integrales no dependen de la variable ϕ, la integración da lugar a un 

factor 2π. Para obtener la integral en ϑ  es muy útil el siguiente cambio de variable 

[ ]ϑεεβ cos)(2)(122
IFIFs sskz −++= (2.82)

Con éste, las integrales se pueden calcular con los métodos analíticos habituales. Una vez 

evaluadas éstas se tienen las tasas de scattering con impurezas ionizadas, que se pueden 

escribir de una forma compacta como sigue 
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Los subíndices I y F se refieren al estado inicial y final del hueco respectivamente. Las 

funciones intraY  e interY  se usan en transiciones intra e interbanda respectivamente. 

Definiendo la variable 22 / βky ≡ , estas funciones quedan de la forma: 
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Como ejemplo, en la Figura 2.3 se muestran las curvas de las tasas de scattering con 

impurezas ionizadas para Si a 300 K con una concentración de impurezas 318 cm 10 −

=in . 

Para las transiciones HH, HL, LH y LL se puede observar un comportamiento común en las 

curvas, experimentándose un incremento abrupto de la tasa de scattering a muy bajas 

energías, y posteriormente un decaimiento que puede ser muy importante, como en el caso 

de las curvas LH y HL. Esto provoca que a bajas energías el mecanismo de scattering

dominante sea el de impurezas ionizadas, produciéndose muchas más interacciones de este 

tipo que de fonones. Sin embargo el hecho de que este mecanismo sea elástico y de 
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“pequeño ángulo” propicia que se necesiten decenas de miles de scatterings para que este 

mecanismo influya apreciablemente en la dinámica del hueco. 

El resto de transiciones tienen un comportamiento decreciente y, en general, no son tan 

importantes como las anteriores. 

2.4 Implementación de las probabilidades de 

scattering en el simulador Monte Carlo 

Una vez que se han desarrollado las expresiones teóricas de las probabilidades angulares 

y de las tasas de scattering de los mecanismos más relevantes procedemos a su 

implementación en un simulador basado en el método Monte Carlo. En esta sección se 
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Figura 2.3: Tasas de scattering con impurezas ionizadas en Si a 300 K para una concentración de impurezas 
de 1018 cm-3. Cada curva es la tasa de scattering de una transición en concreto indicada en la leyenda por dos 
letras, siendo la primera de ellas el tipo de hueco inicial y la segunda el tipo de hueco final tras el scattering. 
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describirá brevemente los pasos que se siguieron para implementar el simulador y se 

mostrarán los problemas que presentó esta tarea y cómo fueron resueltos. En particular se 

indicará cómo se consiguió resolver el problema de la lentitud del cálculo para seleccionar 

el estado final tras un scattering con impurezas ionizadas. 

2.4.1 Esquema de funcionamiento del simulador Monte 

Carlo 

Tiempo de vuelo libre 

Un portador que se encuentra en el seno de un semiconductor sometido a la acción de un 

campo eléctrico externo experimenta variaciones tanto en su vector de onda como en su 

energía de manera continua a lo largo del proceso de arrastre. Ya que a lo largo del vuelo 

libre el portador cambia su energía, las tasas de scattering de cada uno de los mecanismos 

considerados también varian a lo largo del vuelo, y por consiguiente la probabilidad de que 

un portador experimente un vuelo libre de duración t es 

[ ]∫−
t Total dttP

0
'))'((exp ε (2.86)

siendo )(εTotalP  la tasa total de scattering, que se obtiene sumando las tasas de scattering

de todos los mecanismos que se consideren. Resulta muy costoso desde el punto de vista 

computacional utilizar dicha expresión para estimar la duración del vuelo libre, por lo que 

habitualmente se usa la técnica del autoscattering, introducida por Rees [Rees, 1969], que 

consiste en la introducción de un mecanismo de scattering ficticio adicional que haga la 

tasa total de scattering igual a una constante Γ para todo el rango de energías en las que se 

va a mover el portador, Γ=)(εTotalP . Usando esta técnica se puede estimar de una forma 

muy sencilla la duración de un vuelo libre a partir de una variable aleatoria r que se obtenga 

a partir de la distribución de probabilidad constante en el intervalo ]0, 1] como 

Γ
−=

r
t

ln
(2.87)
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Arrastre en el espacio K

Conocido el vector de onda del hueco en su estado inicial, 0k
r

, se puede obtener el vector 

de onda tras el tiempo de vuelo libre integrando en la ecuación (2.1), recordando que la 

carga del hueco será + e , 

tE
e

ktk
r

h

rr
+= 0)( (2.88)

Determinación del mecanismo de scattering

Una vez que se ha simulado el arrastre durante el tiempo de vuelo, se determinará qué 

tipo de scattering se produce. Cada uno de los mecanismos de scattering afectará de forma 

distinta al portador, por lo que es necesario determinar cual de los mecanismos ha sido el 

causante del scattering para poder estimar convenientemente cómo se va a ver afectado el 

estado del hueco. Por eso se evalúan las tasas de scattering de cada uno de los mecanismos 

presentes para el valor de la energía final del portador tras el arrastre, incluyendo el 

mecanismo de autoscattering, y se le asigna a cada uno una probabilidad proporcional a su 

tasa de scattering. Finalmente se determina qué mecanismo de scattering ha interrumpido 

el proceso de arrastre a partir de tales probabilidades. 

Determinación del estado tras el scattering 

Para conocer el estado del portador tras el scattering es necesario determinar la energía y 

el momento de éste. El cálculo de la energía tras el scattering se resuelve de manera trivial 

sumando o restando la cantidad de energía correspondiente, dependiendo de si se ha 

producido una absorción o una emisión. En el caso de los mecanismos de scattering

elásticos la energía del portador no cambiará. 

Con respecto al momento del portador, su dirección final se determina a partir de las 

expresiones de probabilidad angular de cada uno de los mecanismos, ecuaciones (2.29), 

(2.30), (2.31), (2.76), (2.77) y (2.78). Para aplicarlas es necesario tener en cuenta que se 
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trata de la probabilidad de que el vector de onda tenga una dirección comprendida entre [θ’, 

θ’+dθ’] y entre [φ’, φ’+dφ’] tras el scattering.

'')',',,( φθφθφθ ddP (2.89)

El procedimiento inmediato para aplicar éstas sería obtener parejas de valores )','( φθ  y 

emplear la técnica de rechazo para aceptar o desechar tal dirección. No obstante, resulta 

mucho más eficiente efectuar una sencilla transformación en las anteriores probabilidades 

de scattering con el fin de usar (1-cosθ’) en vez de θ’ como variable aleatoria. Teniendo en 

cuenta que ''sen)'cos1( θθθ dd =− , la ecuación (2.89) es 

')'cos1(
'sen

)','cos1,,(
φθ

θ

φθφθ
dd

P
−

−

(2.90)

Por tanto, transformando las funciones de probabilidad angular de manera que éstas 

dependan de 'cosθ  en vez de 'θ , y dividiendo éstas por 'senθ , obtenemos una nueva 

función de probabilidad angular esencialmente idéntica a la anterior pero mucho más 

eficiente cuando se implementa la técnica de rechazo. Además, ya que el diferencial del 

ángulo sólido contiene el factor 'senθ , la transformación de la ecuación (2.90) se lleva a 

cabo sencillamente. 

Cuando las probabilidades de scattering se desarrollan en el sistema de referencia cuyo 

eje z coincide con la dirección del vector de onda inicial, la misma transformación puede 

llevarse a cabo sustituyendo en los anteriores razonamientos las coordenadas )','( φθ  por 

),( ϕϑ . 

Finalmente, si por el procedimiento de selección del mecanismo de scattering se 

determinase que se ha producido un auto-scattering, por el carácter ficticio del mismo se 

mantendrá inalterable el estado del portador y continuará el vuelo. 

Una vez que se ha determinado el estado final tras el scattering, se vuelve a determinar 

el tiempo de vuelo libre y se repite el procedimiento descrito. 
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2.4.2 Mejora en el algoritmo de determinación del 

estado final tras el scattering con impurezas 

ionizadas 

Las expresiones de probabilidad angular de scattering que se han desarrollado en este 

trabajo son demasiado complejas como para poder aplicar una técnica directa de 

determinación de valores aleatorios de acuerdo con ellas. Por eso se ha recurrido a la 

técnica de rechazo para poder aplicarlas [Jacoboni, 1983], y se han obtenido resultados en 

tiempos de computación cortos en simulaciones donde los mecanismos de scattering

presentes eran los debidos a los fonones óptico y acústicos. No obstante, cuando se 

implementaron las probabilidades angulares de scattering debidas a las impurezas ionizadas 

se observó que la técnica de rechazo era muy ineficiente. Como ya se indicó, la causa es la 

gran anisotropía de dichas probabilidades, ya que existe una probabilidad muy alta para 

ángulos de scattering muy pequeños y prácticamente nula para el resto de ángulos de 

scattering. Con el fin de ilustrar esta anisotropía estudiaremos las transiciones intrabanda 

de huecos pesados para varios valores de la variable auxiliar y definida en la sección 2.3. 

Por simplicidad se eliminará la dependencia angular de )','( φθHm  en la ecuación (2.76) y 

en la conservación del momento, ecuación (2.79), sustituyéndose por un valor promedio. 

Con estas aproximaciones la probabilidad angular se reduce a: 
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Esta expresión es mucho más sencilla de estudiar y sirve para analizar las características 

de “pequeño ángulo” del scattering con impurezas ionizadas. En la Figura 2.4 se ha 

representado (2.91) para varios valores del parámetro y. Se observa un máximo muy 

pronunciado para el ángulo de scattering cero, siendo dicho máximo más acusado cuanto 

mayor es el valor de y. En una simulación típica es frecuente que el parámetro y tome 

valores del orden de las unidades o decenas y, como se puede deducir de la figura, esto 

origina que se produzcan un gran número de rechazos cuando se aplica la técnica de 

rechazo con una probabilidad angular de este tipo. 
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Por este motivo otros autores han abordado este problema en trabajos anteriores usando 

otras técnicas para obtener valores según distribuciones de probabilidad del tipo de la 

ecuación (2.91) [Wenckebach, 2002]. En este sentido, la técnica combinada es un buen 

instrumento de cálculo [Jacoboni, 1983]. Esta técnica es similar a la de rechazo, con la 

diferencia de que los valores de las variables independientes y de la función de probabilidad 

no se obtienen de forma equiprobable en cada uno de los rangos de variación de estas 

magnitudes, sino que se emplea una función de probabilidad auxiliar para generarlos, supP , 

que tiene una serie de características: 

i) para los mismos valores de las variables independientes, la función de 

probabilidad auxiliar propuesta debe tomar siempre valores más altos que la 

función de probabilidad original. 

ii) La función de probabilidad auxiliar propuesta debe ser integrable, y después de 

efectuar la integración debe ser posible despejar el valor de la variable 

independiente.  

El objetivo de esta técnica es proporcionar valores aleatorios de acuerdo con la función 
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Figura 2.4: Probabilidad angular de scattering con impurezas ionizadas de la ecuación (2.91) frente al coseno 
del ángulo de scattering ϑ. Obsérvese la alta probabilidad que presenta cosϑ=1, que es equivalente a ϑ=0, por 
lo que lo más probable es que el vector de onda del hueco no cambie apreciablemente su dirección al 
experimentar el scattering. 
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de probabilidad auxiliar propuesta, y posteriormente se lleva a cabo la técnica de rechazo 

según la función de probabilidad original. 

Antes de proponer una función de probabilidad para usar la técnica combinada 

examinamos las probabilidades angulares de las ecuaciones (2.76), (2.77) y (2.78) para ver 

si es aceptable una aproximación que nos lleve a una probabilidad más sencilla, del tipo de 

la ecuación (2.91), y a partir de ésta aplicar la técnica combinada. En definitiva, lo que nos 

planteamos es estudiar el efecto que tiene la anisotropía en las probabilidades angulares de 

scattering. Si este efecto fuese despreciable, la función de probabilidad de la ecuación 

(2.91) podría ser considerada como una buena aproximación y podría ser tomada como 

punto de partida para el estudio. En la Figura 2.5 se muestran las probabilidades angulares 

de scattering en función de la dirección en el plano x-y para y=0.25 e y=1 en una transición 

HH partiendo de un hueco pesado con vector de onda inicial orientado según la dirección 

[100]. Para estos valores de la variable y las probabilidades angulares de scattering difieren 

significativamente, y aunque a altos valores de y las diferencias se atenúan, sería importante 

no despreciar los efectos de la anisotropía de la banda en los cálculos. Además, es 

importante destacar que un valor de y pequeño se corresponde con una energía pequeña, y 

es en la región de bajas energías donde el portador experimentará un número mayor de 

scatterings con impurezas ionizadas, por lo que la influencia de la anisotropía puede ser 

muy notable en los resultados. 

Se puede extraer la misma conclusión cuando se observan las probabilidades angulares 

de scattering HH representadas en tres dimensiones. En la Figura 2.6 se muestran las 

probabilidades angulares de scattering para varios valores de la variable y y direcciones 

iniciales del vector de onda. Para valores pequeños de y se observa claramente la influencia 

de la anisotropía de la banda. 

De esta forma queda probado que la aproximación de la ecuación (2.91) no es del todo 

adecuada, y que para un estudio de las probabilidades angulares de scattering de huecos 

con impurezas ionizadas más acorde con la física del problema debería partirse de las 

expresiones (2.76), (2.77) y (2.78). 
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Figura 2.5: Influencia de la anisotropía en la probabilidad angular de scattering del hueco para transiciones en 
las que el vector de onda inicial está orientado en la dirección [100] y el vector de onda final está contenido en 
el plano kz=0 (esto es, P[(k,0,0), (k’x, k’y, 0)]) para valores pequeños de la variable adimensional y. Se pueden 
observar diferencias notables entre la probabilidad angular de scattering exacta y la aproximada, que usa un 
promedio angular de la masa efectiva. Por simplicidad se ha tomado el máximo de la probabilidad igual a la 
unidad. 
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Figura 2.6: Probabilidades angulares de scattering para transiciones con vectores de onda iniciales orientados 
según [100] y [111] y para varios valores de la variable y en (a) banda esférica y (b) banda anisótropa de Si.
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Analizando con detenimiento las probabilidades angulares de scattering de las 

ecuaciones correspondientes, determinamos una función de probabilidad angular supP  que 

verifica las condiciones i) y ii) para llevar a cabo la técnica combinada. Por la condición i) 

es necesario que la función propuesta supP  sea siempre mayor que la funcion de 

probabilidad original. Por ello sustituiremos el numerador por su valor máximo 

2/3
max,max,3 FD mG , siendo max,3DG  el máximo valor de la función de solapamiento 

correspondiente )(3 ϑDG , max,Fm  es el máximo valor de la función angular de masa 

efectiva, ecuaciones (2.24) y (2.25), y siendo F el tipo final de hueco. En una segunda 

etapa, minimizamos el denominador de la función de probabilidad. La primera 

aproximación para hacerlo fue contemplar la peor posibilidad, esto es, scattering intrabanda 

con un ángulo de scattering ϑ = 0. Este caso implica que no habrá cambio en el vector de 

onda, y por tanto el momento trasferido en la interacción, qr , será nulo según la ecuación 

(2.79) de conservación de momento. Sin embargo, un serio inconveniente de esta 

minimización es que el denominador pierde su dependencia de y, y por tanto el algoritmo 

no sería eficiente. La técnica combinada es tanto más potente cuanto más parecidas sean la 

función de probabilidad propuesta y la función de probabilidad original, por lo que 

intentamos una segunda aproximación para obtener una expresión de supP  que mantenga la 

variable y en el denominador. En esta segunda aproximación minimizamos el denominador 

suponiendo que la función ),',',,( εφθφθIFC  puede tomar un valor cualquiera. De esta 

manera, podría usarse la misma función supP  para todos los tipos de hueco y para todos los 

semiconductores, independientemente de la forma que tome la anisotropía y la no 

parabolicidad de la banda. Con estas consideraciones se obtuvo la siguiente función 

),(sup ϑyP  [Gómez-Campos, 2004a], [Gómez-Campos, 2004b]: 
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Figura 2.7: Comparación del porcentaje de eficiencia en Si entre el modelo propuesto y la técnica de rechazo 
para (a) scattering intrabanda HH con vectores de onda iniciales orientados en las direcciones [100] y [111] y 
(b) scattering interbanda HL con vector de onda inicial orientado en la dirección [100] para dos valores 
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Los valores máximos de la ecuación (2.92) se pueden obtener sin dificultad al ser 

analíticas las funciones mencionadas. Esta función es integrable y es posible despejar el 

ϑcos  de las mismas. 

Con el propósito de mostrar las ventajas del uso de la técnica combinada usando la 

probabilidad angular auxiliar de la ecuación (2.92), se definió la eficiencia como el 

porcentaje de aceptaciones del total de intentos que se realizan a lo largo del cálculo. En la 

Figura 2.7 se comparan las eficiencias de la técnica de rechazo con la técnica combinada 

usando la función de la ecuación anterior para un amplio rango de valores de la variable y. 

Como se observa en las figuras, la técnica combinada aplicada usando la función de 

probabilidad de la ecuación (2.92) mejora notablemente la eficiencia de la técnica de 

rechazo, que presenta un gran número de rechazos para valores medios y altos del 

parámetro y. Para valores bajos de y la primera es el doble de eficiente que la segunda, 

mientras que para los valores más altos ilustrados en la Figura 2.7 la primera sería 

aproximadamente 103-104 veces más rápida que la de rechazo. 

2.5 Comprobación de la validez de las 

probabilidades de scattering a campo cero 

Una de las magnitudes de interés en el estudio del transporte de portadores en 

semiconductores es la movilidad óhmica. Para calcularla es deseable conocer de manera 

precisa los procesos físicos que tienen lugar en el seno del semiconductor a bajos campos y 

en un amplio rango de temperaturas. Por consiguiente, resulta conveniente hacer un estudio 

de estos procesos a campo cero y bajas temperaturas con el objetivo de poder modelarlos 

correctamente.  

Como se ha mostrado en la sección 1.4 es posible conocer teóricamente el valor de 

magnitudes del gas de huecos en equilibrio tales como su energía media o la población de 

cada una de las bandas. Un mecanismo de scattering correctamente modelado debe dar 

resultados semejantes a los teóricos cuando no se aplica campo eléctrico. Aunque este 

hecho no es suficiente para garantizar que el simulador va a dar buenos resultados en 

cualquier condición de trabajo, sí es necesario que esto se satisfaga. Por este motivo es 
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fundamental llevar a cabo un estudio en el equilibrio comparando los resultados del 

simulador con los teóricos antes de continuar esta investigación. 

Merece la pena destacar que, cuando en la sección 1.4 se obtuvieron los valores de las 

magnitudes en el equilibrio, no se hizo mención alguna a los mecanismos de scattering que 

se estaban considerando en el cristal, ya que es un resultado que depende exclusivamente 

de la estructura de bandas. Por tanto, los resultados teóricos deben reproducirse no sólo 

cuando actúan simultáneamente todos los mecanismos de scattering, sino también cuando 

lo hacen por separado. En este sentido, puede ya adelantarse el hecho de que el scattering

con impurezas ionizadas no debería incluirse en este análisis, ya que no será capaz de 

darnos información sobre las magnitudes en equilibrio. Si fuese éste el único mecanismo de 

scattering presente en una simulación de equilibrio observaríamos que la energía del 

portador permanece constante a lo largo de toda la simulación e igual al valor inicial de 

energía que se le hubiera asignado. Por tanto no aportaría datos sobre la energía media del 

gas de huecos, y tampoco lo haría para la población de las bandas, ya que no exploraría las 

bandas a lo largo de la simulación. De esta forma, el estudio en equilibrio debe centrarse en 

el análisis de las tasas de scattering con fonones ópticos y acústicos. La mayor parte de las 

simulaciones que se llevaron a cabo en este apartado incluyeron ambos mecanismos 

actuando simultaneamente. No obstante, en la sección 2.5.3 se dedica un apartado al 

estudio del scattering con fonones ópticos para comprobar que, por sí solos, son capaces de 

suministrar los valores adecuados de las magnitudes en equilibrio a pesar de sus altos 

valores de energía. 

En las simulaciones se han usado los valores de los potenciales de deformación ópticos y 

acústicos de la Tabla 2.2, que como se mostrará en la sección 2.6 fueron obtenidos 

ajustando las curvas de velocidad de arrastre frente a campo eléctrico aplicado con los 

resultados experimentales. Aunque algunos autores [Fischer, 2000] proponen 

procedimientos para calcular sin ambigüedad los valores de estos potenciales, al final de 

esta sección se demostrará que en el caso del equilibrio es posible hacer una elección 

arbitraria de estos potenciales sin que la misma influya en los valores de las magnitudes. 
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2.5.1 Estudio de la población relativa de las bandas en 

equilibrio 

Por el principio de ergodicidad se puede calcular la población relativa de una banda en 

un simulador Monte Carlo de una sola partícula teniendo en cuenta la fracción del tiempo 

total de simulación que el portador pasa en la misma. Esto será así siempre que todas las 

bandas sean accesibles, y en este estudio lo son. En la Figura 2.8 se muestran las 

8 3
8 4
8 5
8 6
8 7
8 8

1 2 .5
1 3 .0
1 3 .5
1 4 .0
1 4 .5
1 5 .0
1 5 .5

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0
0 .0
0 .5
1 .0
1 .5
2 .0
2 .5

S ilic io

H u e c o s  P e s a d o s  (H H )

 T e ó r ic o
 S im u la c ió n

H u e c o s  L ig e ro s  (L H )

P
ob

la
ci

ón
 R

el
at

iv
a 

(%
)

H u e c o s  S p lit-o f f

T e m p e ra tu ra  (K )

9 5 .0
9 5 .2
9 5 .4
9 5 .6
9 5 .8
9 6 .0

4 .0
4 .2
4 .4
4 .6
4 .8
5 .0
5 .2

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0
1 0 -1 5

1 0 -1 2

1 0 -9

1 0 -6

1 0 -3

G e rm a n io

H u e co s  P e s a d o s  (H H )

 T e ó r ic o
 S im u la c ió n

H u e c o s  L ig e ro s  (L H )

P
ob

la
ci

ón
 R

el
at

iv
a 

(%
)

H u e c o s  S p lit -o ff  (S H )

T e m p e ra tu ra  (K )

Figura 2.8: Poblaciones relativas teóricas y simuladas (con intervalos de error) para cada banda en Si y Ge. 
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poblaciones relativas de las bandas calculadas teóricamente, ecuaciones (1.41), (1.42) y 

(1.43), y a partir de los resultados del simulador de tiempo de permanencia en cada una de 

las bandas considerando el scattering con fonones ópticos y acústicos. 

Se observa un excelente acuerdo entre los resultados teóricos y del simulador. Con 

respecto a la banda de huecos split-off, su baja población hace necesarios tiempos de 

computación extremadamente largos para poder reducir el intervalo de error hasta valores 

razonables. No obstante, el buen acuerdo obtenido para los huecos pesados y ligeros hace 

pensar que el simulador también sería capaz de proporcionar poblaciones relativas de la 

banda de split-off de acuerdo con las teóricas si se llegasen a llevar a cabo las simulaciones. 

En consecuencia puede tomarse este resultado como un indicador de que los 

mecanismos de scattering han sido modelados adecuadamente, para tener en cuenta la 

estructura de banda de valencia con anisotropía y no parabolicidad. 

2.5.2 Estudio de las funciones de distribución de 

energías de las bandas en equilibrio 

De igual manera que se puede estudiar la población relativa de las bandas a partir del 

tiempo que pasa el portador en cada una de ellas, también se puede calcular la función de 

distribución en energías en equilibrio usando el simulador Monte Carlo a partir de los 

tiempos que pasa el portador en cada uno de los intervalos de energía. Puesto que el 

simulador no introduce los efectos del principio de exclusión de Pauli en los cálculos 

[Jacoboni, 1983], la función de distribución en energías teórica debería ser aquella que 

considera la ocupación de la banda usando la estadística de Maxwell-Boltzmann, 

ecuaciones (1.36), (1.37) y (1.38). Esto será válido para semiconductores puros o poco 

dopados, donde la naturaleza fermiónica de los huecos no va a manifestarse de forma 

importante. En la Figura 2.9 se representan tales funciones de distribución de energías 

teóricas y calculadas usando el simulador. 
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Existe un buen acuerdo entre las funciones de distribución de energías teóricas y las 

obtenidas con el simulador tanto a bajas como altas energías. Este hecho podría ya 

considerarse como definitivo para aceptar que las probabilidades de scattering que se usan 

en este trabajo van a ser adecuadas para la descripción de la física del sistema, al menos 

cuando se efectúen estudios no muy lejos del equilibrio. 
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2.5.3 Estudio de la energía media del gas de huecos 

Una vez que se ha comprobado que las funciones de distribución en energías obtenidas 

con el simulador Monte Carlo se ajustan a las teóricas, se puede deducir inmediatamente 

que también los resultados del simulador sobre energía media del gas de huecos estarán en 

acuerdo con los valores teóricos obtenidos a partir de las ecuaciones (1.44) y (1.45). Se 

llevaron a cabo varias simulaciones en Si y en Ge en un extenso rango de temperaturas i) 

inhabilitando las transiciones interbanda que cambiaran el tipo de hueco, con el fin de 

obtener la energía media de un gas de huecos pesados, ligeros o split-off y ii) habilitando 

todas las transiciones para obtener la energía media del gas de huecos en el semiconductor. 

Los resultados se compararon con los teóricos en la Figura 2.10 y se encontró un acuerdo 

excelente entre ambos. Con respecto al cálculo de la energía media de todo el gas, la 

comparación confirma el procedimiento que se siguió para su cálculo teórico, usando una 

media que ponderaba la energía media de cada uno de los tipos de hueco con su población 

relativa. 

Se observa que los valores de energía media de los gases de huecos se alejan de la 

relación TkB2

3
=ε  a temperaturas por encima de los 50 K como consecuencia de la no 

parabolicidad de las bandas. Los gases de huecos pesados y ligeros muestran energías 

medias siempre por encima de la energía media del principio de equipartición mientras que 

los huecos split-off tienen una energía media siempre por debajo de este valor. La 

explicación de esta tendencia es la diferente forma de las funciones )(εℑ . Si la función 

)(εℑ  de la banda es mayor que la unidad, el gas presenta una energía media por encima de 

los valores del principio de equipartición, y a la inversa si la función )(εℑ  de la banda es 

menor que la unidad. 
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Energía media del gas de huecos bajo la acción única del 

scattering con fonones ópticos 

Los fonones ópticos del Si y del Ge tienen una energía muy alta, y por tanto las 

absorciones y emisiones de fonones dan lugar a grandes cambios en la energía del hueco 

durante la simulación. Como se ha indicado, cada mecanismo de scattering actuando por 

separado debe dar lugar a los resultados teóricos de energía media y población de las 

bandas, pero esta comprobación no se puede hacer directamente para los fonones ópticos 

usando un simulador Monte Carlo. El principal inconveniente que se encuentra es que la 

energía del portador experimenta variaciones en saltos de energía opωh , existiendo tan solo 

un conjunto discreto de valores de energía permitidos muy separados entre sí, y que 

dependerán fuertemente del valor inicial que se le asigne al portador. Baste un sencillo 

ejemplo para comprender esta dependencia: ya que la energía de los fonones ópticos en Si 

que se ha usado en este trabajo es de aproximadamente 63 meV (ver Tabla 2.1), si 

seleccionásemos al comienzo de la simulación una energía inicial del hueco de 60 meV 

sería imposible obtener un valor medio de energía a lo largo de toda la simulación menor de 

60 meV, ya que la tasa de emisión de fonones ópticos a energías menores que opωh  es nula, 

incluso cuando la energía media teórica del gas de huecos sea de tan solo unos pocos meV. 

Por consiguiente, la comprobación de la idoneidad del modelo de fonones ópticos que se ha 

usado en este trabajo no podrá hacerse directamente con el simulador Monte Carlo. 

No obstante, hemos ideado el siguiente método para superar este inconveniente y 

comprobar si, en efecto, el modelo de scattering con fonones ópticos es capaz de describir 

correctamente el comportamiento físico del cristal en equilibrio. Si imaginamos un gas de 

huecos con una función de distribución inicial de equilibrio )(εf , función que se estimará 

teóricamente, sometido únicamente al scattering con fonones ópticos, los huecos que 

tuviesen inicialmente una cierta energía 1ε  evolucionarán a lo largo del tiempo moviéndose 

entre los niveles de energía permitidos por las transiciones de saltos de energía opωh , y si 

se calcula la energía media de estos huecos a lo largo de la simulación encontraremos un 

valor )( 1

__

εεT . De igual manera sucederá para cualquier otra energía inicial iε , que nos dará 
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una energía media )(
__

iT εε . Por tanto, es posible calcular numéricamente usando el 

simulador Monte Carlo la función )(
__

inicialT εε  que relacione la energía inicial que se le 

asigna al hueco con la energía media del hueco al cabo de varios miles de scatterings para 

la temperatura de estudio cuando se considera como único mecanismo de scattering el de 

fonones ópticos, y posteriormente, considerando la función de distribución de equilibrio 

)(εf , se estimará el valor de la energía media del gas de portadores a partir de la expresión 

∫
∞

=

0

__

)()()( inicialinicialinicialT dfT εεεεε (2.93)

De esta forma este método dará resultados de energía media del gas de huecos en 

equilibrio mezclando resultados teóricos, a través del cálculo de )( inicialf ε , con resultados 

que da el simulador para el scattering con fonones ópticos, a través del cálculo de 

)(
__

inicialT εε . 

En la Figura 2.11 se muestran las funciones )( inicialT εε  calculadas numéricamente para 

110 K, 300 K y 430 K para un gas constituido únicamente por huecos pesados que sufre 

scattering intrabanda con fonones ópticos en Si. Además, se representa en la figura la 

función de distribución en energías teórica de dicho gas, ecuación (1.36), que se usará en el 

cálculo de la energía media del gas tal y como se indica en la ecuación (2.93). 

Es interesante observar el comportamiento de las funciones )( inicialT εε , que se repiten 

periódicamente con un periodo igual a opωh . Se puede comprender este hecho debido a que 

el conjunto de energías iniciales opinicial n ωε h+ , siendo n entero y opinicial ωε h< , comparten 

los mismos niveles de energía accesibles, y por tanto dan lugar al mismo valor en la 

función de energía media. Asimismo se observa una variación más brusca en la función 

)( inicialT εε  entre el fin de un periodo y el comienzo del siguiente cuanto menor es la 

temperatura de estudio. Merece la pena señalar que a bajas temperaturas la función 

)( inicialT εε  tiene un comportamiento casi proporcional a inicialε  cuando opinicial ωε h< , 

condiciones en las que la práctica totalidad del gas tiene energías menores que opωh . 

Llevadas estas características a la ecuación (2.93) se encuentra la expresión usual de la 
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integral para calcular la energía media de un gas, hecho éste que respalda la formulación de 

este método. 

Como ejemplo de aplicación de esta técnica, en el Si se obtuvieron energías medias de 

16.11 meV, 43.95 meV y 62.24 meV a 110 K, 300 K y 430 K respectivamente al realizar 

las correspondientes integraciones de la (2.93) para las funciones ilustradas en la Figura 

2.11. Los valores teóricos para el gas de huecos pesados son 16.38 meV, 43.96 meV y 

61.95 meV a las mismas temperaturas, siendo, por consiguiente, valores muy próximos a 
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110 K, 300 K y 430 K. Se incluyen en las gráficas las funciones de distribución teóricas a estas temperaturas 
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los que se calculan usando la técnica descrita. De hecho, las pequeñas diferencias existentes 

entre los resultados podrían ser atribuidas al cálculo numérico que es necesario realizar para 

obtener estos datos, y pensamos que cálculos mucho más refinados (que necesitarían, por 

tanto, tiempos de computación excesivamente largos) darían lugar a resultados de energías 

medias idénticos por la via teórica y la simulación. 

Asimismo, este método podría ser usado también para analizar el modelo de scattering 

con fonones acústicos desarrollado en este trabajo. Sin embargo, dicho analisis se puede 

realizar directamente comparando los valores teóricos con los resultados del simulador, 

como, en efecto, se ha observado durante el desarrollo de este estudio. Esto es así debido, 

fundamentalmente, a las siguientes razones: 

- La función )(
__

inicialT εε  es prácticamente independiente de la energía inicial como 

consecuencia de los pequeños valores de la energía media de los fonones acústicos del 

modelo que se usa en este trabajo (solo unos pocos meV). 

- El hueco puede explorar por un conjunto contínuo de energías debido a la existencia 

de valores distintos de energía media de los fonones acústicos para cada una de las 

transiciones, 
IFacuε . 

Por consiguiente, la utilidad del método expuesto en esta sección es, principalmente, la 

de validar el modelo de scattering con fonones ópticos usado en esta investigación. 

2.5.4 Potenciales de Deformación en Equilibrio 

Antes de finalizar este estudio de los valores de las magnitudes de un gas de huecos en el 

equilibrio mencionaremos un aspecto interesante que presentan estas magnitudes en 

función de los potenciales de deformación óptico y acústico. Como se adelantó al comienzo 

de la sección 2.5, algunos autores han afirmado que la elección de los valores óptimos de 

los potenciales de deformación D  y 0Ξ  que describen la dinámica de los huecos en un 

amplio rango de temperaturas es única [Fischer, 2000]. No obstante, en este trabajo se 

demuestra que cualquier par de valores de D  y 0Ξ  suministrará los resultados teóricos de 

las magnitudes físicas cuando se analiza un estado de equilibrio. Para ello comenzaremos 
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suponiendo una secuencia de n valores ir  comprendidos en el intervalo ]0, 1], 

{ } { }nrrrrr ,...,, 321=  que tomaremos como la lista de números “aleatorios” que se irán 

tomando durante el cálculo Monte Carlo. En estas condiciones cabe observar que el 

cociente 0/ΞD  determina la secuencia de eventos de scattering. Para comprender esta 

afirmación, imaginemos dos simulaciones que difieran únicamente en el valor de los 

potenciales, aunque para ambas el cociente 0/ΞD  será igual. Al tener valores distintos de 

los potenciales de deformación, en general tendrán dos valores diferentes de Γ, y por 

consiguiente las duraciones de los vuelos libres serán distintas en una simulación y otra, 

aunque serán directamente proporcionales entre sí puesto que son obtenidas usando los 

mismos valores r. Por otro lado, la determinación de qué mecanismo de scattering actúa en 

cada momento es proporcional a la contribución del mismo a la Γ del problema para la 

energía del portador tras el arrastre. Si la razón 0/ΞD  es idéntica en ambas simulaciones, 

la aplicación de la misma secuencia de números “aleatorios” { }r  proporcionará la misma 

secuencia de eventos de scattering en ambas. Por lo tanto, la única diferencia estriba en la 

duración de los vuelos libres en cada simulación, aunque éstos guardan una relación de 

proporcionalidad directa entre ambas. Puesto que cada uno de los vuelos libres representa la 

misma fracción de tiempo con respecto al total en ambas simulaciones, la población de las 

bandas, las funciones de distribución y las energías medias de ambas serán idénticas. Así 

pues, se puede razonar que los valores de las magnitudes en equilibrio dependen del 

cociente 0/ΞD  y no de los valores concretos que tomen los potenciales de deformación. 

Con el objetivo de estudiar esta dependencia, llevamos a cabo simulaciones de un gas de 

huecos en Si a 77 K, 220 K y 430 K en equilibrio cambiando el cociente 0/ΞD  en el rango 

[ ]118 104,10 ×  m-1, esto es, en un amplio entorno del cociente 2.92×1010 m-1, que es el que se 

tiene cuando se usan los valores de los potenciales de deformación de Si que se han usado 

en este trabajo, recogidos en la Tabla 2.2, y observamos el valor de la energía media del gas 

de huecos para cada uno de los cocientes. Los resultados se muestran en la Figura 2.12. Se 

puede observar que no existe ninguna relación significativa entre el valor del cociente de 

los potenciales de deformación y la energía media que se obtiene en la simulación, y las 

diferencias entre los valores teóricos y obtenidos por simulación pueden atribuirse a 
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fluctuaciones estadísticas del método Monte Carlo. Por tanto, a partir de este estudio se 

puede afirmar que: 

- La obtención de un mismo valor de la energía media independientemente del 

cociente 0/ΞD  es un indicio de que el estado de equilibrio al que nos llevan los 

mecanismos de scattering es independiente de los valores de D  y 0Ξ . 

- Dicho estado de equilibrio coincide, al menos en su valor de energía media, con el 

teórico. 

- Las anteriores conclusiones contemplan también la posibilidad de 00 =Ξ , 0≠D

(sólo scattering óptico) y 0=D , 00 ≠Ξ  (sólo scattering acústico) como una forma 

de alcanzar el estado de equilibrio teórico. Por tanto, el estudio que se ha llevado a 

cabo sobre la capacidad del modelo de scattering con fonones ópticos de llevar al 

gas de huecos al equilibrio teórico, demostrado a través del método propuesto en la 

sección 2.5.3, queda justificado desde un nuevo punto de vista. 
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Figura 2.12: Energía media para un gas de huecos en equilibrio a 77 K, 220 K y 430 K frente al cociente 

0/ΞD . Se ha incluido en la figura el valor teórico de la energía media calculada usando la función de 

distribución de la ecuación (1.36) para comparar. 
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2.5.5 Conclusiones 

Los cálculos realizados en este apartado demuestran que unos modelos de scattering

desarrollados adecuadamente teniendo en cuenta las características de la banda dan lugar a 

los resultados teóricos que se deduzcan de ésta para el equilibrio. Por tanto, una buena 

comprobación para investigar la idoneidad de un cierto modelo de scattering es el estudio 

del estado de equilibrio al que nos lleva el mismo. Los modelos de scattering con fonones 

que se han desarrollado en este trabajo han superado dicha comprobación con éxito. Si bien 

es cierto que este estudio no es suficiente para garantizar que los modelos de scattering

sean los adecuados para el estudio fuera del equilibrio, como es el caso cuando se aplica un 

campo eléctrico externo, sí que es un aspecto que es necesario comprobar que se cumple 

antes de proseguir con el desarrollo del simulador.

2.6 Resultados 

En los anteriores apartados se ha presentado los modelos de las bandas de valencia de Si 

y Ge y las tasas de scattering con fonones ópticos, acústicos e impurezas ionizadas 

necesarias para las simulación del transporte de huecos en cristales puros o dopados de 

estos semiconductores. Con esto es posible implementar un simulador con el que se pueden 

obtener resultados de magnitudes tales como la velocidad de arrastre, la energía media o la 

población de las bandas frente al campo eléctrico aplicado. Además, también podemos 

estimar los valores de las movilidades óhmicas observando la relación entre la velocidad de 

arrastre y el campo eléctrico aplicado a bajos campos. 

En primer lugar, y puesto que se pretende hacer un estudio fuera del equilibrio, resulta 

esencial determinar qué valores de los potenciales de deformación D  y 0Ξ  son los 

adecuados. Una vez que se hayan determinado éstos, podemos llevar a cabo cualquier 

simulación fuera del equilibrio obteniendo resultados fiables de las distintas magnitudes. 

De acuerdo con el razonamiento de Fischer et al [Fischer, 2000] es posible obtener los 
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valores adecuados de los potenciales de deformación encontrando el valor de 0Ξ  que ajuste 

la velocidad de arrastre frente al campo eléctrico a 77 K para bajos campos, donde el 

scattering con fonones ópticos es despreciable, y una vez conocido éste, se estima el valor 

de D  ajustando la velocidad de arrastre frente al campo eléctrico a 300 K para bajos 

campos. Siguiendo un procedimiento análogo a éste obtuvimos los valores de los 

potenciales de deformación modificados *D  y *
0Ξ  de las ecuaciones (2.35), (2.36), (2.37), 

(2.59), (2.60) y (2.61) que proporcionaban el mejor acuerdo entre los resultados del 

simulador y los datos experimentales de velocidad de arrastre frente a campo eléctrico. Los 

resultados de este ajuste se recogen en la Tabla 2.2. Los valores de los potenciales de 

deformación D  y 0Ξ  pueden obtenerse a partir de los mismos multiplicándolos por 2 . 

En las primeras etapas del desarrollo de este trabajo se realizaron simulaciones usando el 

modelo de banda de valencia basado en las funciones )(εχ  numéricas, y una vez que éstas 

fueron parametrizadas, se utilizaron las funciones )(εχ  analíticas. La principal diferencia 

entre el uso de las funciones )(εχ  numéricas y analíticas es el tiempo de computación 

necesario para obtener resultados. Por este motivo se indicarán valores típicos de tiempo de 

cálculo para establecer la comparación. 

2.6.1 Resultados obtenidos usando las funciones )(εχ

numéricas 

En este apartado se presentan los resultados que se han obtenido sobre la velocidad de 

arrastre, la población de las bandas y la energía media de los huecos en función del campo 

eléctrico aplicado usando las funciones )(εχ  numéricas [Rodríguez-Bolívar, 2005a]. 

Velocidad de arrastre frente al campo eléctrico aplicado 

En la Figura 2.13 se muestran los resultados de velocidad de arrastre frente al campo 

eléctrico aplicado en las direcciones <100> y <111> en Si y Ge para varios valores de la  
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Figura 2.13: Comparación entre los datos experimentales y los resultados obtenidos con el simulador Monte 
Carlo de velocidad de arrastre frente al campo eléctrico aplicado para Si (panel superior) y Ge (panel 
inferior). Los símbolos representan los datos experimentales de Si [Ottaviani, 1975] y Ge [Reggiani, 1977] 
mientras que las curvas son los resultados de este trabajo. 
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temperatura que se obtuvieron con el simulador Monte Carlo usando los potenciales de 

deformación de la Tabla 2.2 comparándolos con los resultados experimentales publicados  

 [Ottaviani, 1975], [Reggiani, 1977]. Se observa un buen acuerdo con los datos 

experimentales en el rango de campos eléctricos y temperaturas estudiado. 

Además, se observa que el modelo de la banda de valencia y las tasas de scattering con 

fonones desarrolladas en este trabajo son capaces de describir la diferencia entre la 

velocidad de arrastre de los huecos en la dirección [100] y [111] a altos campos dada por 

los datos experimentales. En principio este comportamiento puede explicarse por la 

diferencia de las masas efectivas en estas direcciones de la banda más poblada, la de huecos 

pesados, ya que éstos presentan un valor mayor de esta magnitud en la dirección [111] que 

en la dirección [100]. No obstante se verá en el apartado de estudio de la población de las 

bandas de esta misma sección que existen otros factores que propician que se dé esta 

diferencia. 

Con respecto al tiempo de computación, el modelo permite obtener resultados de 

velocidad de arrastre en tiempos del orden de los minutos. En la Tabla 2.3 se recogen los 

tiempos de cálculo en simulaciones de Si y Ge  a 77 K y 300 K para tres valores diferentes 

del campo eléctrico. Con el propósito de ilustrar la precisión de los resultados obtenidos en 

estas simulaciones se indica el error relativo de los datos. Se realizaron cinco simulaciones 

en cada caso para obtener un valor medio de la velocidad de arrastre y la desviación típica 

de los cinco resultados. El error relativo es el cociente entre la desviación típica y el valor 

medio de la velocidad. Se puede observar que en la mayoría de los casos el error está por 

debajo del 1%. 

 Si Ge 

 77 K 300 K 77 K 300 K 
Campo 

Eléctrico 
(kV/cm) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 
0.3 ≈160 0.70 ≈116 9.44 ≈95 0.27 ≈125 3.89 
3 ≈90 0.37 ≈33 2.38 ≈33 0.32 ≈44 1.28 

30 ≈39 0.26 ≈28 0.76 ≈22 0.42 ≈23 0.93 

Tabla 2.3: Ejemplos de tiempos de cálculo usando un ordenador portátil con procesador Pentium 4 de 3.06 GHz, y 
552 Mb de memoria RAM DDR. Los errores relativos se refieren a los datos de velocidad de arrastre. 
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Población de las bandas frente al campo eléctrico aplicado 

En secciones anteriores se ha estimado la población de las bandas de huecos pesados, 

ligeros y split-off en equilibrio a través de cálculos teóricos, y se ha comprobado que éstas 

son también obtenidas por medio de simulaciones. Cuando se aplica un campo eléctrico al 

gas de portadores se rompe el equilibrio, siendo entonces especialmente útil el simulador 

Monte Carlo desarrollado en este trabajo para estimar la población de las bandas. En la 

Figura 2.14 se muestran las poblaciones relativas de cada una de las bandas en función del 

campo eléctrico para Si a 77 K y 300 K y para Ge a 40 K y 220 K. Los resultados indican 

que a bajos campos no existe dependencia entre las poblaciones de cada banda con la 

dirección de aplicación del campo. Este hecho es coherente con los estudios que se hicieron 

en equilibrio, ya que para un campo cero no tiene significado alguno la dirección de 

aplicación del mismo, y por tanto los resultados que se dieron en equilibrio eran 

independientes de la dirección. Cuando se aumenta el valor del campo eléctrico en Si a 77 

K surgen las primeras diferencias dependientes de la dirección. Para campos mayores que 

0.2 kV/cm se puede observar que la población de la banda de huecos pesados es mayor 

cuando el campo se aplica en la dirección [111] que cuando se aplica en la dirección [100]. 

Además, existe un máximo de población de la banda de huecos pesados en torno a 7 kV/cm 

tanto en el caso [111] como en el [100], que se corresponde directamente con un mínimo de 

población de la banda de huecos ligeros en las mismas circunstancias. Para campos  

mayores la población de la banda de huecos pesados decrece y los portadores comienzan 

a llenar las bandas de huecos ligeros y split-off. A 300 K la influencia de la dirección de 

aplicación del campo eléctrico en la población de las bandas se manifiesta para campos 

mayores de 10 kV/cm, y no es tan significativa como a 77 K. Se puede advertir que en estas 

condiciones la población de la banda de huecos pesados se incrementa ligeramente, 

mientras que se experimenta una disminución de población en la banda de huecos ligeros. 

La población relativa de la banda de split-off permanece prácticamente independiente de la 

dirección de aplicación del campo y de la intensidad de éste. 
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Para el Ge no se observa una influencia importante de la dirección de aplicación del 

campo eléctrico sobre la población de las bandas. Únicamente cabe hablar de una leve 

diferencia a 40 K de aproximadamente un 0.5% para los huecos pesados a partir de 0.02 

kV/cm, y al igual que en el caso del Si consiste en una mayor población relativa de éstos 
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Figura 2.14: Población relativa de las bandas frente al campo eléctrico aplicado para Si a 77 K y 300 K (panel 
superior) y para Ge a 40 K y 220 K (panel inferior)
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cuando el campo se aplica en la dirección [111] que cuando se hace en la dirección [100]. 

Para 220 K también puede observarse una leve diferencia en la población relativa de las 

bandas de aproximadamente 0.25% para campos superiores a 10 kV/cm, encontrándose que 

la banda de huecos pesados se halla ligeramente más poblada cuando el campo tiene 

dirección [111] que cuando tiene dirección [100]. Las diferencias a campos más pequeños 

pueden atribuirse a errores estadísticos. Para campos mayores de 6 kV/cm la población de 

la banda de huecos pesados decrece de manera importante, y los huecos tienden a ocupar la 

banda de huecos ligeros y, en mucha menor medida, la de split-off. De hecho esta última 

seguirá estando prácticamente vacía, ya que en el mejor de los casos sólo el 0.5% del total 

de huecos la ocuparán. 

Estos resultados sugieren una causa más por la que la velocidad de arrastre a altos 

campos es menor cuando el campo tiene la dirección [111] que cuando está orientado en la 

dirección [100], ya que cuando el campo tiene la dirección [111] la población de la banda 

de huecos pesados aumenta, y por consiguiente la velocidad de arrastre del gas de 

portadores se hará menor al haber más huecos pesados en él. 

Energía media del gas de huecos frente al campo eléctrico 

aplicado 

Otra magnitud interesante fuera del equilibrio es la energía media del gas de huecos. 

Cuando se aplica un campo eléctrico, la energía media de los huecos tiende a crecer. Este 

fenómeno ha sido ya estudiado por medio de simulaciones basadas en el método del 

pseudopotencial [Nguyen, 2002], [Nguyen, 2003], lo que nos permite comparar los 

resultados que proporciona nuestro método con los de éste. 

La Figura 2.15 muestra la dependencia de la energía media del gas de huecos frente al 

valor del campo eléctrico aplicado en la dirección <111> para 77 K, 300 K y 430 K en Si y 

para 77 K, 130 K, 190 K y 300 K para Ge. La figura muestra un buen acuerdo entre los 

resultados del modelo desarrollado en este trabajo y los que proporciona el método del 

Pseudopotencial de Nguyen et al., en especial para el Ge, en el que los resultados son muy 

similares. En Si se observa un fuerte calentamiento de los portadores en torno a 0.1 kV/cm 

en la curva correspondiente a 77 K mayor que el observado en los resultados de Nguyen et  
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al. Este comportamiento se puede explicar de la siguiente manera: el mecanismo de 

scattering que predomina a bajas temperaturas es el de fonones acústicos, el cual puede 

disipar energía a un ritmo lento debido a la baja energía de éstos. Por este motivo, un 

incremento del campo eléctrico aumenta rápidamente la energía media de los portadores 
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Figura 2.15: Comparación entre la energía media del gas de huecos frente al campo eléctrico aplicado en la 
dirección <111> obtenida en este trabajo y la obtenida por el método del pseudopotencial [Nguyen, 2003] 
para Si y Ge a varias temperaturas. En Si a 77 K el modelo desarrollado en este trabajo muestra un 
calentamiento más acusado que el pseudopotencial para campos próximos a 0.1 kV/cm. Para Ge los 
resultados de ambos métodos son prácticamente iguales. 
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hasta que el gas adquiere energías suficientemente altas y comienza a ser importante el 

mecanismo de scattering de fonones ópticos. Éstos, al ser mucho más energéticos, atenúan 

este calentamiento, y la energía media deja de aumentar aunque se incremente el valor del 

campo eléctrico. Finalmente, cuando éste es suficientemente intenso, la emisión de fonones 

ópticos deja de ser suficiente para mantener el mismo valor de la energía media y ésta se 

incrementa al igual que sucede a altas temperaturas. Por consiguiente resulta razonable que 

sean los valores de los potenciales de deformación los que marquen en qué punto comienza 

el scattering con fonones ópticos a ser relevante y, por tanto, para qué valor del campo 

eléctrico se observará el comportamiento de fuerte calentamiento seguido de una región de 

energía media casi constante. 

Los valores de los potenciales de deformación que se han usado en las simulaciones de 

Nguyen et al. [Nguyen, 2003] fueron de 55.50 =Ξ  eV y 10100.9 ×=D  eV/m, en 

comparación con 45.40 =Ξ  eV y 10101.13 ×=D  eV/m que son los usados en este trabajo. 

De esta forma, en nuestro trabajo atribuímos una mayor importancia al scattering con 

fonones ópticos al asignarle, en proporción, un mayor valor del potencial de deformación, 

lo que provoca que este mecanismo aparezca a campos más bajos y con una mayor 

intensidad en nuestros resultados. Además, la mayor relevancia del scattering con fonones 

acústicos en los trabajos de Nguyen et al. podría ser responsable de que el aumento de la 

energía con el campo eléctrico a bajos campos sea más suave que el de nuestros resultados. 

2.6.2 Resultados obtenidos usando las funciones )(εχ

analíticas 

En este apartado se mostrarán los resultados que se obtuvieron durante el desarrollo de 

esta investigación empleando el modelo analítico de banda de valencia. En primer lugar se 

representan las curvas de velocidad de arrastre frente a campo eléctrico para Si y Ge, que 

permiten comparar los resultados que proporciona este modelo y el numérico. 

Seguidamente indicaremos los tiempos de cálculo que son necesarios para obtener 
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resultados con el simulador Monte Carlo cuando se emplea el modelo analítico, con el fin 

de que queden patentes sus ventajas, y finalmente se muestran resultados relacionados con 

el cálculo de movilidades, tanto en semiconductores puros como en semiconductores 

dopados con distintas concentraciones de impurezas.

Velocidad de arrastre frente al campo eléctrico aplicado 

Las curvas de la Figura 2.16 [Rodríguez-Bolívar, 2005b] muestran un buen acuerdo con 

los datos experimentales, igual que se observaba en la Figura 2.13 usando el modelo 

numérico, lo que prueba que la parametrización de las funciones )(εχ  fue realizada 

adecuadamente, ya que ni la dinámica del portador durante el vuelo libre ni las 

probabilidades de scattering, relacionadas con )(εℑ , han sufrido cambios apreciables al 

usar un modelo u otro. 

En la Tabla 2.4 se muestran los resultados de tiempo de cálculo obtenidos con la 

variante analítica del modelo de banda de valencia siguiendo el mismo procedimiento con 

el que se obtuvieron los resultados de la Tabla 2.3. Comparando con los datos de ésta 

última podemos observar que en muchos casos el tiempo de computación para cálculos 

cuyo error relativo es del mismo orden se reduce en más de la mitad. En ninguno de ellos el 

tiempo de cálculo superó el minuto, obteniéndose en la simulación resultados aceptables 

con errores relativos pequeños. 

 Si Ge 

77 K 300 K 77 K 300 K 

Campo 
Eléctrico 
(kV/cm) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 

Tiempo de 
Simulación 

(s) 

Error 
Relativo 

(%) 
0.3 ≈60 1.02 ≈60 9.77 ≈53 0.21 ≈53 4.11 
3 ≈43 0.31 ≈20 2.60 ≈21 0.22 ≈18 1.23 

30 ≈25 0.23 ≈17 0.45 ≈21 0.31 ≈24 1.05 

Tabla 2.4: Ejemplos de tiempos de cálculo usando un ordenador portátil con procesador Pentium 4 de 3.06 GHz, y 
552 Mb de memoria RAM DDR. Los errores relativos se refieren a los datos de velocidad de arrastre. 
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Figura 2.16: Comparación entre los datos experimentales y los resultados obtenidos con el simulador Monte 
Carlo de velocidad de arrastre frente al campo eléctrico aplicado para Si (panel superior) y Ge (panel 
inferior). Los símbolos representan los datos experimentales de Si [Ottaviani, 1978] y Ge [Reggiani, 1977] 
mientras que las líneas son los resultados de este trabajo usando el modelo analítico de banda de valencia. 
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Movilidades óhmicas 

Para valores muy pequeños del campo eléctrico, la velocidad de arrastre es 

aproximadamente proporcional a la intensidad del campo, Ev Ohmd

r

µ= . La constante de 

proporcionalidad que los relaciona, Ohmµ , se conoce como movilidad óhmica de los 

portadores. Esta magnitud tiene una importancia fundamental en el desarrollo de un 

simulador de dispositivos, ya que influye directamente sobre el valor de la corriente que 

circula por ellos [Roldán, 1997]. 

Al ser una magnitud física de tipo macroscópico, se puede medir experimentalmente en 

muestras de cristales y comparar con los resultados suministrados por el simulador. En 

principio esta comparación puede resultar muy útil para confirmar que el simulador se ha 

implementado adecuadamente, y posteriormente se puede emplear éste para predecir 

valores de la movilidad óhmica en otras condiciones en las que ésta no ha sido medida. No 

obstante, a lo largo de este estudio se ha observado la dificultad que entraña la 

determinación de la movilidad óhmica usando un simulador Monte Carlo, que proporciona 

unos resultados en los que siempre existe una dispersión inherente a los procesos aleatorios 

que se simulan, mucho más grande cuanto menor es el valor del campo eléctrico aplicado 

como consecuencia del dominio de los mecanismos de scattering sobre el arrastre en la 

dinámica del portador. Además, el rango de campos eléctricos que se ha empleado para 

determinar experimentalmente la movilidad óhmica no siempre se hace explícito en los 

trabajos en los que se detallan los valores obtenidos de esta magnitud, por lo que no se 

puede afirmar con certeza si el simulador suministra los valores correctos o no cuando éstos 

no coinciden con los experimentales. 

Por ello, a lo largo de este trabajo hemos usado varios métodos de cálculo de la 

movilidad óhmica que describiremos a continuación con las ventajas e inconvenientes que 

hemos encontrado. 

En primer lugar se usó el método de extrapolación. Éste consiste en suponer la forma de 

la relación )( dd Ev
r

 en un amplio rango de campos en función de una serie de parámetros 

ajustables. Éstos pueden encontrarse a partir de los resultados de simulaciones a campos 

medios y altos, y una vez determinados los parámetros, la movilidad óhmica se deducirá de 
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la pendiente en el origen de la relación teórica )( dd Ev
r

. La principal ventaja de este 

método es la rapidez con la que se puede determinar la movilidad óhmica, ya que por lo 

general la velocidad de arrastre puede determinarse con bastante precisión para campos 

medios y altos con sólo unos minutos de cálculo. Este método ha sido usado con éxito en 

electrones por otros autores [Gámiz, 1994]. 

Sin embargo, nuestra experiencia sugiere que este procedimiento puede presentar 

inconvenientes. El principal de ellos es la dificultad que entraña proponer un modelo que 

reproduzca adecuadamente el comportamiento de la relación )( dd Ev
r

 en un amplio rango 

de campos eléctricos en cristales de diferentes materiales semiconductores, a diferentes 

temperaturas, con distintos niveles de dopado y válido para electrones y huecos. Con estas 

consideraciones lo más razonable es formular un modelo de relación )( dd Ev
r

 que sea 

aplicable dentro de unos rangos de validez de temperaturas, dopado y tipo de portador más 

o menos estrictos. No obstante, sería deseable que el rango de validez de campos eléctricos 

sí se extendiera hasta grandes campos, ya que en caso contrario las ventajas que el método 

de extrapolación ofrece no serían aprovechadas y el cálculo de la movilidad óhmica podría 

realizarse por métodos más sencillos, aunque necesitándose mayores tiempos de cálculo. La 

inadecuación de un cierto modelo a un caso particular se manifestaría como un 

comportamiento inestable, de forma que al añadir más puntos al ajuste, los parámetros del 

modelo variarían significativamente, no pudiendo garantizarse así que éste esté 

proporcionando resultados fiables. 

Aquí se usaron dos modelos de ajuste diferentes para aplicar el método de la 

extrapolación [Gámiz, 1994] 

]1[ ddOhmd EEv
rr

αµ +×= (2.94)

y 

d

dOhm

d
E

E
v r

r

β

µ

+

=

1
(2.95)

Con ellos pudimos efectuar estimaciones de los valores de la movilidad óhmica en 

semiconductores de Si y Ge puros que estuvieron en muchos casos en buen acuerdo con los 
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resultados experimentales y con resultados de otros autores. No obstante, se observaron 

inestabilidades del tipo indicado anteriormente que hacen pensar que los modelos anteriores 

no son del todo adecuados a la descripción de la relación )( dd Ev
r

 para los huecos en Si y 

Ge a 77 K y 300 K. Así pues deberían usarse modelos más complejos para el estudio de 

éste tipo de portadores. 

En segundo lugar, en este trabajo también se usó el método del ajuste lineal por la 

técnica de mínimos cuadrados. La velocidad de cálculo que se obtiene mediante el uso del 

modelo analítico de la banda de valencia permitió estimar la movilidad óhmica de los 

huecos por este procedimiento necesitándose relativamente poco tiempo de computación. 

La Tabla 2.5 muestra los valores de la movilidad óhmica que se obtuvieron en este trabajo 

para Si y Ge a 77 K, 130 K, 190 K y 300 K con sus correspondientes intervalos de error 

[Rodríguez-Bolívar, 2005b] usando este método. La tabla muestra un excelente acuerdo 

entre los resultados de este trabajo, los obtenidos por el método del Pseudopotencial y los 

datos experimentales. En el caso del Ge a 77 K el cálculo nos proporciona resultados en 

acuerdo con los experimentales y que mejora notablemente los valores que se obtienen con 

el Pseudopotencial. 

La principal ventaja que hemos encontrado en este método es que tiene una estabilidad 

mayor cuando se aplica al cálculo de la movilidad óhmica en semiconductores puros, 

proporcionando resultados de movilidad similares aunque se añadan nuevos puntos al 

ajuste. En cambio, su desventaja es el mayor tiempo de computación necesario, ya que las 

simulaciones se han de efectuar a campos bajos, donde se requieren cálculos más largos 

Movilidades óhmicas de los huecos (cm2/V s) 
Si Ge 

T (K) Este trabajo Pseudopotencial Experimental Este trabajo Pseudopotencial Experimental 
77 10707±934 12100±1090 11600 45302±1753 58600±1172 45840

130    16798±1085 16420±936 
190    6326±295 6010±480 
300 517±43 479±30 505 1891±100 1923±115 1900

Tabla 2.5: Movilidades óhmicas de los huecos calculadas en este trabajo y comparadas con los resultados de Nguyen 
et al. [Nguyen, 2003] y con los valores experimentales. Estos últimos son de [Madelung, 1991] para Si y de 
[Landoldt-Börnstein, 1982] para Ge 



92

para poder obtener resultados con errores aceptables. Además, aunque tenga una estabilidad 

mayor que el método de la extrapolación, se puede observar que el valor de la movilidad 

óhmica que proporciona decrece conforme se incorporan datos de campos eléctricos más 

altos debido al aumento de la energía media de los portadores. 

En tercer lugar se ha usado otro método basado en la definición de la movilidad óhmica que 

reduce los inconvenientes de la gran dispersión de los datos obtenidos en simulaciones de 

semiconductores impuros. Los valores de la movilidad óhmica calculados mediante la 

simulación del transporte de huecos en semiconductores dopados a campos muy bajos 

presentan dispersiones muy grandes debido al scattering con impurezas ionizadas. Así, el 

tiempo necesario para poder obtener datos con pequeños intervalos de error que permitan 

realizar el ajuste anterior es demasiado grande en la práctica. Por ello el método que se ha 

empleado en este caso es la simulación durante un tiempo largo para un único valor del 

campo eléctrico. Una única simulación de larga duración es capaz de dar un resultado con 

un intervalo de error muy pequeño, y calculando el cociente 
d

d

E

v
r

 se puede estimar el valor 

de la movilidad óhmica con bastante precisión. Este método ya ha sido utilizado por otros 

autores en trabajos anteriores de tipo experimental [Ottaviani, 1975]. La cuestión 

importante de este método estriba en la determinación de qué valor del campo eléctrico es 

el adecuado para hacer estos cálculos. Para resolver esta pregunta, se puede argumentar que 

mientras el gas de portadores tenga una energía media aproximadamente igual a la del 

equilibrio, la función de distribución será aproximadamente la de equilibrio y la movilidad 

obtenida en estas condiciones será la óhmica. Cuando el campo eléctrico calienta el gas 

hasta aumentar la energía media de los portadores, la función de distribución habrá 

cambiado y las tasas de scattering que sufren los portadores cambiaran significativamente, 

tendiendo a saturar el valor de la velocidad de arrastre, o lo que es lo mismo, curvando la 

relación )( dd Ev
r

 y alejándonos de la región lineal. En la Figura 2.17 se muestra el caso de 

Si a 77 K como ejemplo. Para campos eléctricos por debajo de 0.02 kV/cm la relación 

)( dd Ev
r

 es aproximadamente lineal. Por encima de este rango la curva comienza a 

curvarse, mostrando velocidades de arrastre menores que las que se corresponderían con el 

comportamiento lineal  de  bajos campos.  Comparando  la  Figura 2.17  con  la Figura 2.15  
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comprobamos que existe una relación entre el calentamiento de los portadores por el campo 

eléctrico y el alejamiento del comportamiento lineal de la relación )( dd Ev
r

. El campo 

eléctrico a partir del cual se puede considerar que la curva )( dd Ev
r

 deja de ser una línea 

recta es el mayor valor que se debería usar para determinar la movilidad óhmica, tanto por 

la vía teórica como por la vía experimental. Sin embargo, a bajas temperaturas este valor 

puede ser tan pequeño que los aparatos de medida experimentales no permitan llevar a cabo 

la medida en la práctica, y por consiguiente los valores experimentales de la movilidad 

óhmica que se publican son tan sólo aproximados [Ottaviani, 1975]. Así, las diferencias 

observadas entre los resultados teóricos y experimentales pueden deberse al rango de 

campos eléctricos usados en cada estudio. Por ejemplo, este hecho puede justificar el gran 
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Figura 2.17: Velocidad de arrastre frente a campo eléctrico en Si a 77 K para campos muy bajos y recta que 

muestra el comportamiento lineal de la relación )( dd Ev
r
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desacuerdo existente entre los resultados experimentales y teóricos de Nguyen et al.

[Nguyen, 2003] en Ge a 77 K (Tabla 2.5). 

De esta manera calculamos la movilidad óhmica en cristales de Si dopados con 

concentraciones de impurezas comprendidas entre 1015 cm-3 y 1020 cm-3 a 200 K, 300 K, 

400 K, 500 K y 600 K y en Ge con dopados comprendidos entre 1013 cm-3 y 1020 cm-3 a 77 

K y con dopados entre 1013 cm-3 y 1017 cm-3 a 300 K. Merece la pena destacar que, debido a 

que no todas las impurezas se encontrarán ionizadas, los valores de dopado y de 

concentración de impurezas ionizadas pueden diferir notablemente entre sí, así como la 

concentración de portadores libres que apantallarán el potencial de las impurezas. Por este 

motivo, para cada caso particular de semiconductor, dopado y temperatura se resolvieron 

las ecuaciones correspondientes para estimar el valor de estas magnitudes. 

En el caso del Si usamos un campo eléctrico de 0.5 kV/cm para todas las temperaturas, 

excepto para 200 K, donde se utilizó 0.1 kV/cm para evitar alejarnos de la zona lineal. En la 

Figura 2.18 se muestran los resultados obtenidos. Las curvas experimentales que se usaron 

son de Dorkel y Leturcq [Dorkel, 1981], [Ioffe Institute]. Los resultados que se obtuvieron 

mediante el simulador se especifican con sus correspondientes intervalos de error. Para 

cada temperatura, cada uno de los puntos representa un dopado diez veces superior al 

inmediatamente anterior.

El mejor acuerdo entre los resultados del simulador y los experimentales se encuentra en 

la curva de 300 K hasta una concentración de impurezas ionizadas de 1018 cm-3

aproximadamente. También existe un buen acuerdo entre los resultados del simulador y los 

experimentales a temperaturas más altas hasta una concentración de impurezas ionizadas 

similar a la indicada anteriormente. No obstante, aunque los datos de 200 K que suministra 

el simulador siempre son mayores que los experimentales, el comportamiento decreciente 

de la curva sigue el mismo patrón. Merece la pena reseñar que, cuando se usó un campo de 

0.5 kV/cm para realizar el cálculo, los resultados obtenidos estaban en buen acuerdo con los 

experimentales hasta una concentración de impurezas de unos 1018 cm-3. No obstante, para 

un campo de 0.5 kV/cm los efectos del calentamiento en los portadores son ya ligeramente 

apreciables (la energía media para este campo es de aproximadamente 31.8 meV, mientras 

que la energía media a 0.1 kV/cm es de unos 30.4 meV), y por tanto no es el mejor valor 

para calcular la movilidad óhmica, por lo que se optó por un valor más bajo para obtener 
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los datos representados en la Figura 2.18. El buen acuerdo entre los datos experimentales y 

los resultados de las simulaciones cuando se simuló un campo de 0.5 kV/cm se podrían 

atribuir a que los campos eléctricos usados en la determinación experimental de la 

movilidad óhmica a 200 K no fueron suficientemente bajos, y que por tanto dieron lugar a 

movilidades óhmicas menores que las que se encuentran en el presente estudio. 

Las importantes diferencias entre los resultados teóricos y los valores experimentales 

para altas concentraciones de impurezas ionizadas pueden deberse a que en esas 

condiciones el modelo de Brooks y Herring deja de ser válido. Para altos dopados, este 

modelo sobreestima el apantallamiento, y por consiguiente las tasas de scattering con las 

impurezas ionizadas son menores de lo que en realidad deberían ser. Por este motivo, otros 

autores [Nguyen, 2003] han incluido factores multiplicativos ad hoc en las tasas de 

scattering para reproducir los resultados experimentales. En este trabajo se ha optado por 

mostrar los resultados obtenidos y de ellos extraer el rango de validez de los modelos en 

vez de realizar este ajuste. 
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Figura 2.18: Movilidad óhmica experimental (curvas) [Dorkel, 1981] y obtenida en este trabajo (intervalos de 
error) en Si para el rango de temperaturas entre 200 K y 600 K frente a la concentración de impurezas 
ionizadas. 
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Con respecto al Ge, la Figura 2.19 muestra los resultados obtenidos mediante el 

simulador junto con valores experimentales [Brown, 1962], [Prince, 1953]. También en 

esta figura los resultados del simulador se corresponden con un dopado del cristal diez 

veces superior al punto anterior. 

El mejor acuerdo se encuentra a 300 K hasta una concentración de impurezas ionizadas 

de 1016 cm-3 aproximadamente. A 77 K los resultados del simulador reproducen con gran 

fidelidad el comportamiento decreciente de la movilidad con el incremento de la 

concentración de impurezas ionizadas, aunque los valores experimentales sean 

notablemente menores que los que proporciona el simulador. Esta diferencia puede 

atribuirse a circunstancias similares a las que hacían que los datos experimentales y teóricos 

en Si a 200 K no concordasen. De hecho, se trata del mismo tipo de discordancia, 

proporcionando el simulador en ambos casos movilidades superiores a las experimentales. 

Por otro lado, merece la pena destacar que éste último método de cálculo de la movilidad 
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Figura 2.19: Movilidad óhmica experimental (símbolos) [Brown, 1962] [Prince, 1952] y obtenida en este 
trabajo (intervalos de error) en Ge para 77 K y 300 K frente a la concentración de impurezas ionizadas. 
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óhmica proporciona un resultado en Ge a 77 K próximo al que daban Nguyen et al., que era 

discordante con el resultado experimental. 

Por último, la validez del simulador para Ge parece estar restringida para 

concentraciones de impurezas ionizadas menores que 1016 cm-3. Los resultados teóricos, de 

mayor valor que los experimentales para concentraciones por encima de esta cota, parecen 

también estar justificados en el caso del Ge por la sobreestimación del apantallamiento de 

las impurezas del formalismo de Brooks y Herring. 

2.6.3 Conclusiones 

El estudio que se ha realizado ha demostrado que el modelo numérico y analítico de la 

banda de valencia da lugar a resultados similares, validando el ajuste que se ha realizado. 

Además, los valores de las magnitudes físicas que se han obtenido con el simulador usando 

uno u otro modelo han estado en general en acuerdo con los resultados experimentales y 

con resultados de otros autores que emplean modelos de banda de valencia más complejos. 

 Por último, se ha investigado el cálculo de la movilidad óhmica usando el simulador a 

través de tres procedimientos de cálculo diferentes, comentándose las ventajas y 

desventajas que hemos encontrado en cada uno de ellos cuando se evalúa esta magnitud 

para los huecos en Si y Ge en amplios rangos de temperaturas y dopados. Esta 

investigación sugiere que el cálculo de la movilidad óhmica tanto por medio de la 

simulación como por medio de experimentos puede proporcionar resultados muy dispares 

en función de los campos que se empleen en su medida y del método de cálculo que se 

adopte, especialmente a bajas temperaturas donde la movilidad óhmica ha de calcularse 

para campos extremadamente pequeños. 
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Capítulo 3

Relaciones Energía-Momento y Funciones 

Envolventes en Pozos Cuánticos 

En lo tocante a la ciencia, la autoridad de un millar no es 

superior al humilde razonamiento de una persona. 

(Galileo Galilei) 

3.1 Introducción 

Los efectos cuánticos en el comportamiento físico de los portadores de los dispositivos 

electrónicos en los que se investiga en la actualidad cobran cada vez una mayor relevancia 

como consecuencia de las dimensiones nanométricas de las estructuras que los forman. Por 

este motivo, la simulación de estos dispositivos ha de considerar el estudio de la 

cuantización de los niveles de energía y la determinación de las funciones de onda de los 

mismos. En función de la estructura particular de cada dispositivo, los portadores se 

encuentra confinados en una, dos o tres dimensiones. El tratamiento matemático del 

problema en particular se deberá hacer, por consiguiente, siguiendo el formalismo del 

estudio de pozos, hilos y puntos cuánticos, respectivamente. 

En particular, los dispositivos basados en la estructura MOS y en estructuras de 

superredes son un caso particular de confinamiento en una dirección. El gas de portadores 
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en las mismas debe ser estudiado, por tanto, como un sistema bidimensional, y los efectos 

cuánticos de este confinamiento son relevantes en la mayoría de los casos [Ando, 1982]. 

Por este motivo, una gran parte de los trabajos publicados en las últimas décadas sobre 

estos tipos de dispositivos electrónicos y nanoestructuras consideran que es fundamental un 

estudio cuántico para avanzar en la comprensión del comportamiento de los dispositivos 

[Mori, 2004], [Wu, 2003] [Gámiz, 1998] [Low, 2003] [Sano, 2002], [Fischetti, 1993], 

[Imanaga, 1991]. 

Por ello es necesario abordar el problema de la simulación considerando el 

planteamiento y la resolución de la ecuación de Schrödinger del sistema. Dentro del marco 

del Teorema de la Masa Efectiva se han realizado trabajos para resolver la ecuación de 

Schrödinger con distintos grados de complejidad. Con respecto a la banda de valencia cabe 

citar el tratamiento del problema llevado a cabo por Luttinger y Kohn [Luttinger, 1955a], 

que consideran en su estudio el acoplamiento de las bandas de huecos pesados, ligeros y 

split-off. Por otro lado, Stern [Stern, 1972] plantea el problema desde un punto de vista 

mucho más simple. En su trabajo, Stern formula la ecuación de Schrödinger de los 

portadores basándose en dos aproximaciones: i) la masa del portador es su masa efectiva y 

ii) el potencial al que están sometidos los portadores es el electrostático aplicado a la 

estructura. Para el caso particular de un gas bidimensional de portadores la ecuación de 

Schrödinger puede simplificarse notablemente al tener en cuenta que la función del onda 

del portador, al no estar confinado en el plano perpendicular a la dirección de 

confinamiento y seguir bajo la acción del potencial periódico de la red, puede ser descrita 

con una onda plana en dicho plano cuyo vector de onda se denominará vector de onda 

paralelo, ||k
r

. Según el planteamiento de Stern, la componente de la envolvente de la 

función de onda en la dirección de confinamiento, )(zζ , ha de satisfacer la siguiente 

ecuación diferencial: 

)()()()(
2 2

2

*

2

zzzVz
dz

d

m zζεζζ =+−
h

(3.1) 

siendo *m  la masa efectiva del portador, )(zV  el potencial electrostático aplicado a la 

estructura y zε un autovalor de la ecuación diferencial relacionado con la energía del 

portador. La energía total del mismo, E, se obtiene sumando la energía asociada al vector 
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||k
r

 a cada zε , obteniéndose la relación )( ||kE
r

. Cada autovalor proporciona una subbanda de 

energía, por lo que el resultado final es una estructura de subbandas cuyo conocimiento es 

fundamental para el estudio de la dinámica del portador, y por tanto su evaluación tiene un 

gran interés. 

Con respecto al scattering, la envolvente de la función de onda del portador no es en este 

caso una onda plana en las tres direcciones. La interacción con los fonones de la red, con 

las impurezas, con las rugosidades de las interfaces entre barreras y pozos en la estructura, 

y en definitiva, con cada uno de los factores que provocan scattering en la trayectoria del 

portador, se deberá estudiar teniendo en cuenta la envolvente de la función de onda 

calculada según la resolución de la ecuación de Schrödinger. 

Sin embargo, cuando no hay un valor de masa efectiva determinado, sino que éste puede 

variar debido a la no parabolicidad de la banda o a su anisotropía, el procedimiento 

indicado no proporciona una solución para estudiar los efectos cuánticos en el 

comportamiento del portador. Por ello, es necesario hacer un estudio más profundo que 

considere estas características de la banda de una forma similar a la expuesta. 

Con esta motivación, al comienzo de la década de los ochenta varios autores [Miller, 

1984], [Yamada, 1985], [Hiroshima, 1986], [Nelson, 1987] intentaron introducir los efectos 

de la no parabolicidad de la banda de conducción en la ecuación de Schrödinger de masa 

efectiva. Sin embargo, entre ellos existían discordancias en algunos puntos de sus 

planteamientos, como por ejemplo en la aplicación de las condiciones de contorno. Por ello 

cada autor obtenía resultados distintos e incluso contradictorios con los de otros. Persson y 

Cohen [Persson, 1988] y Ekenberg [Ekenberg, 1989] propusieron nuevas formas de 

resolver la ecuación de Schrödinger de masa efectiva incorporando la no parabolicidad de 

la banda haciendo uso de aproximaciones de cuarto orden de la relación )(k
r

ε  en las 

cercanías de su fondo. Siguiendo un planteamiento similar, López-Villanueva et al. [López-

Villanueva, 1993] resolvieron sin necesidad de aproximaciones de un cierto orden la 

ecuación de Schrödinger de masa efectiva para un modelo ampliamente usado de la banda 

de conducción [Conwell, 1968]: 

*

22

2
)1(

m

kh
=+× αεε (3.2) 
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siendo α un parámetro usado para modelar el comportamiento no parabólico de la banda de 

conducción. Los resultados del trabajo de López-Villanueva et al. demuestran que los 

estudios en los que se limita hasta cuarto orden la expansión en serie de potencias de la 

relación )(k
r

ε  son insuficientes, especialmente cuando nos alejamos del fondo de la 

subbanda, donde las soluciones del método exacto y la expansión hasta cuarto orden 

presentan notables diferencias. 

Sin embargo, el modelo de la ecuación (3.2) tiene un límite de validez de unos 500 meV 

para Si, y es posible que para aumentar la precisión con la que se describa la banda de 

conducción posiblemente sea necesario emplear parametrizaciones de la banda diferentes. 

Y en relación al objeto de este trabajo, el modelo de banda de valencia que se ha 

desarrollado en la misma no ha podido ser parametrizado convenientemente siguiendo una 

estructura del tipo (3.2), sino que se ha optado por una parametrización del tipo (1.22), por 

lo que no fue posible aplicar el procedimiento de López-Villanueva et al. en nuestro 

estudio. Por este motivo, en este trabajo se han investigado las bases de los métodos de 

Persson y Cohen, Ekenberg y López-Villanueva et al. para obtener un método de resolver 

la ecuación de Schrödinger de masa efectiva para una banda cuya no parabolicidad se 

modele de una forma general, y de esta manera podremos aplicarlo al modelo de banda de 

valencia expuesto. 

3.2 Ecuación de Schrödinger de masa efectiva para 

bandas isótropas y no parabólicas 

Abordamos en esta sección el estudio de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva 

siguiendo los pasos de López-Villanueva et al. para una banda isótropa y no parabólica. 

Como se ha indicado previamente, para el estudio de dispositivos de tipo FET y superredes 

se admite que existe una dirección a lo largo de la cual hay una estructura de pozos y 

barreras que es la responsable de la aparición de efectos cuánticos, mientras que en el plano 

perpendicular a dicha dirección el semiconductor se comporta como un cristal 

perfectamente periódico. Identificaremos en este estudio esta dirección de confinamiento 
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con el eje Z de nuestro sistema de referencia. Por tanto, se puede admitir que las funciones 

envolventes de la función de onda del portador pueden escribirse 

)()()( ykxki yxezrF +

= ζ
r (3.3) 

siendo )(zζ  la función envolvente en la dirección de confinamiento, que ya fue presentada 

en la introducción de este capítulo. Como se puede observar, la estructura anterior para la 

función envolvente conserva el carácter de onda plana en el plano XY. 

La relación entre la energía y el momento, )(k
r

ε , de una banda isótropa y no parabólica 

puede escribirse en función de 2k , y por consiguiente es posible desarrollar ésta en serie de 

potencias de 2k  de la forma siguiente [Gómez-Campos, 2005d] 

∑
∞

=

=

0

2)(
n

n
n kbk

r

ε (3.4) 

Los términos nb  se calculan usando el teorema de Taylor. Además, ya que las relaciones 

)(k
r

ε  usuales son funciones matemáticas que no presentan singularidades, el desarrollo en 

serie de potencias de la ecuación (3.4) tiene radio de convergencia infinito. Por tanto, la 

relación )(k
r

ε  se puede considerar idéntica a su desarrollo en serie de potencias para 

cualquier valor del vector de onda. El término n=0 se incluye para considerar aquellos 

casos en los que la relación )(k
r

ε  toma un valor distinto de cero cuando 0=k
r

, como es el 

caso de la banda de huecos split-off. Según el Teorema de la Masa Efectiva, el vector de 

onda k
r

 puede sustituirse por el operador ∇− i  en la ecuación (3.4), y de esta forma se 

obtiene un operador )( ∇−iε
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siendo 
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2

2

2
2
|| yx ∂

∂
+

∂

∂
≡∇ . Cuando se aplica este operador a la envolvente de la función de 

onda de la ecuación (3.3) se obtiene 
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El nuevo operador ),(
2

2
22

|| z
kk z

∂

∂
−=ε  es una función del vector de onda paralelo, 

)0,,(|| yx kkk =

r

, y como operador diferencial sólo afecta a la componente z de la envolvente 

de la función de onda, ya que al aplicar el operador )( ∇−iε  sobre una función con la 

estructura de la ecuación (3.3) las derivadas en las componentes x e y del operador 2
||∇  de la 

ecuación (3.6) pueden sustituirse por el vector de onda paralelo al cuadrado. A partir de 

esta conclusión, se puede encontrar la forma del operador ),(
2

2
22

|| z
kk z

∂

∂
−=ε  como se indica 

a continuación: se desarrolla la relación )(k
r

ε  en serie de potencias de 2
zk  en torno a 

0=zk , y seguidamente se sustituye 
2

2
2

z
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donde se ha usado que 1
)(

)(
2

2

=

zkd

kd
, siendo 

)(

)(
2

2

zkd

kd
 la primera derivada de 2k  con respecto a 

2
zk . Para desarrollar la ecuación de Schrödinger de masa efectiva de una manera paralela a 

la planteada por los autores que previamente abordaron este problema [Persson, 1988], 

[Ekenberg, 1989], [López-Villanueva, 1993] identificamos el operador de la ecuación (3.7) 

con el operador energía cinética. Por tanto escribiremos la ecuación de Schrödinger de 

masa efectiva como [Gómez-Campos, 2005d]: 
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(3.8) 

siendo E la energía total de la partícula y )(zV  el potencial electrostático aplicado a la 

estructura. Al igual que la ecuación (3.1), la ecuación diferencial se plantea únicamente 

para la componente de la función envolvente en la dirección de confinamiento, )(zζ . 

En trabajos anteriores [López-Villanueva, 1993] se definieron dos conceptos útiles para 

la resolución de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva: la energía paralela, ||ε , que 

es el primer término de la sumatoria de la ecuación (3.8), 

0|| )(
=

≡

zk
k
r

εε (3.9) 
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y el autovalor zE , definido como 

||ε−≡ EEz (3.10)

Respecto al primer concepto, para un portador con un cierto vector de onda, su energía 

paralela puede calcularse sencillamente anulando la componente z de dicho vector y 

evaluando la relación )(k
r

ε  para el vector de onda resultante. Con respecto al segundo 

concepto, es el autovalor de la siguiente ecuación diferencial 

)()()(
)(

)(!

)1(

1
2

2

0
2

2

zEzzV
dz

zd

kd

d

l z
l

l

l

k
l

ll

z

ζζ
ζε

=+
−

∑
∞

= =

(3.11)

Esta ecuación se obtiene a partir de la ecuación (3.8), trasladando el primero de los 

términos de la sumatoria, la energía paralela, al miembro de la derecha. Se entiende la 

utilidad de zE  cuando se compara la anterior ecuación con la ecuación (3.1), puesto que se 

alcanza una forma para la ecuación de Schrödinger semejante en cierta manera a los 

planteamientos originales de Stern [Stern, 1972], y por tanto es posible establecer la 

comparación entre los resultados. Una de estas comparaciones da lugar a un hecho que 

merece la pena ser destacado por su importancia en el estudio de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva con no parabolicidad: mientras que una banda parabólica da 

lugar a una ecuación de Schrödinger cuyos autovalores zε  son constantes, la introducción 

de la no parabolicidad en la ecuación de Schrödinger de masa efectiva da como resultado 

un conjunto de autovalores zE  dependientes del valor del vector de onda paralelo, )( ||kEz . 

Por eso, el estudio de la ecuación de Schrödinger incorporando la no parabolicidad es más 

complejo, ya que para cada valor de ||k  hay que resolver la ecuación (3.11). 

3.3 Aproximación del potencial de pasos constantes 

La resolución analítica de la ecuación diferencial (3.11) para un cierto potencial general 

)(zV  puede ser una tarea prácticamente imposible. Por este motivo, el procedimiento que 

se empleará para resolverla se basa en la aproximación del potencial de pasos constantes. 

Dicha aproximación consiste en discretizar el potencial en intervalos, asignándole a cada 
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uno de ellos un valor constante V. De esta forma el proceso para resolver la ecuación 

diferencial (3.11) se simplifica, ya que se puede proponer en cada uno de estos intervalos la 

siguiente forma para la función )(zζ  [Gómez-Campos, 2005d] 

zikzik zz BeAez −

+=)(ζ , para VEz >  (3.12)

zz zz BeAez κκ

ζ
−

+=)( , para VEz <  (3.13)

siendo A y B dos constantes que se encontrarán a partir de las condiciones de contorno que 

se determinarán con detalle más adelante, y zk  y zκ  son, en principio, parámetros de la 

función que se calcularán como se verá a continuación. En lo sucesivo llamaremos pozos a 

aquellos intervalos en los que VEz >  y barreras a aquellos intervalos donde VEz < . El 

método de cálculo consistirá en suponer un valor de zE  y resolver la ecuación diferencial 

usando la aproximación del potencial de pasos constantes una vez que se haya prefijado el 

vector de onda paralelo para el que vamos a resolver la ecuación de Schrödinger. En 

función del número de nodos de la función )(zζ  se estimará si el nuevo valor que se 

proponga para zE  ha de ser mayor o menor que el anterior, o si por el contrario puede ser 

aceptado como resultado final si se encuentra dentro de unos márgenes de tolerancia que se 

establezcan. 

3.3.1 Solución en los pozos VEz >

Cuando se usa la forma de la función )(zζ  indicada en la ecuación (3.12) en la ecuación 

(3.11) para un intervalo de potencial constante V tal que VEz >  se obtiene 

VEVE
kd

d

l

k
zz

l k
l

ll
z

z

>−=∑
∞

= =

,
)(!1 0

2

2

2

ε

(3.14)

La sumatoria del miembro de la izquierda es el desarrollo de la relación )(k
r

ε  en serie de 

Taylor en la variable 2
zk  en torno a 0=zk  al que se la ha restado el primero de los 

términos, la energía paralela. De esta forma esta identificación nos conduce al siguiente 

resultado 
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||
222 )( εε +−=++ VEkkk zzyx (3.15)

La aplicación de esta igualdad a una relación )(k
r

�  en particular proporciona el valor de zk

del intervalo. 

3.3.2 Solución en las barreras VEz <

Para el caso de las barreras se analizarán dos procedimientos distintos. El primero de 

ellos, que llamaremos procedimiento directo, se basa en la obtención del valor de zκ  de la 

función envolvente igual a como se ha indicado para el caso de los pozos. El segundo de 

ellos consiste en suponer como válida una aproximación de relación )(k
r

�  parabólica en las 

barreras, y la denominaremos aproximación de parabolicidad en las barreras. A 

continuación se desarrollan ambas y se exponen sus ventajas e inconvenientes 

Procedimiento directo 

Para obtener zκ  en cada intervalo, introducimos la función )(z�  con la forma de la 

ecuación (3.13) en la ecuación (3.11), obteniéndose la siguiente relación 

VEVE
kd

d

l zz
l k

l

ll
z

l

z

<−=
−

∑
∞

= =

,
)(!

)1(

1 0
2

2

2

εκ

(3.16)

La sumatoria del miembro de la izquierda es el desarrollo de la relación )(k
r

�  en serie de 

Taylor en torno a 0=zk  menos la energía paralela, evaluado en 2
zk = 2

z�− . Por lo tanto 

||
222 )( εκε +−=−+ VEkk zzyx (3.17)

Este resultado se ha obtenido directamente, como en el caso de los pozos, sin necesidad de 

introducir ninguna aproximación adicional. No obstante, en los casos en los que se cumple 

que 0|| <+− �VEz , como por ejemplo cerca del fondo de las subbandas, donde 0|| ≈ε , la 

relación anterior implicaría evaluar la relación )(k
r

ε  dentro del gap, donde habitualmente 

los modelos de banda no están definidos. 
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Aproximación de parabolicidad en las barreras 

Otra alternativa para resolver la ecuación diferencial en aquellos intervalos en los que 

VEz <  es despreciar la no parabolicidad de la banda y usar una banda parabólica en la 

ecuación diferencial. Ésta podría ser, en principio, una alternativa útil para resolver la 

ecuación de Schrödinger de masa efectiva cuando no se conoce la relación )(k
r

ε  en el gap, 

aunque, a diferencia del procedimiento directo, no sería la solución exacta del problema. De 

esta forma, los efectos de la no parabolicidad de la banda se incorporarían en la ecuación de 

Schrödinger en los intervalos de pozos [Gómez-Campos, 2005d]. 

Dentro de esta aproximación, la ecuación diferencial es 

)()()(
)(

2 2

2

*

2

zEzzV
dz

zd

m
z��

�
=+−

h
(3.18)

Introduciendo la forma de la función envolvente de la ecuación (3.13) se obtiene 

)(
2

2

*
2

zz EV
m

−=
h

� (3.19)

Una primera aproximación que se puede llevar a cabo consiste en tomar como valor de 

masa efectiva *m  el valor en el fondo de la banda. 

3.4 Condiciones de contorno 

Una vez que se ha determinado los valores de zk  (en el caso de los pozos) o de z�  (en el 

caso de las barreras) para cada uno de los intervalos de la discretización del potencial, 

queda por calcular los valores de las constantes A y B en cada intervalo para que las 

funciones envolventes de las ecuaciones (3.12) y (3.13) estén determinadas. Como se 

indicó anteriormente, dichas constantes se obtendrán a partir de la imposición de las 

condiciones de contorno de la función envolvente. 

Durante las últimas décadas muchos autores han tratado el problema de las condiciones 

de contorno para las funciones envolventes cuando se trabaja dentro de las aproximaciones 

del Teorema de la Masa Efectiva, sin llegar a ninguna conclusión determinante [Foreman, 

1998]. Sin embargo, por su simplicidad y su utilidad en la descripción de los fenómenos 
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físicos, la mayoría de los trabajos sobre este tema admiten como válidas las siguientes 

condiciones de contorno: i) continuidad de la función envolvente y ii) continuidad de la 

corriente de densidad de probabilidad.  

Mientras que la imposición de continuidad en la función envolvente es trivial, para 

imponer la segunda condición de contorno es necesario hacer un estudio previo. Teniendo 

en cuenta que la relación existente entre la derivada de la componente z de la corriente de 

densidad de probabilidad y el hamiltoniano del problema [López-Villanueva, 1993] es 

[ ])()()()( ** zHzzHz
i

dz

djz ���� −=
h

(3.20)

se puede calcular la función de corriente de densidad de probabilidad para pozos y barreras 

como se detallará a continuación. 

3.4.1 Corriente de densidad de probabilidad en los 

pozos ( VEz > ) 

Combinando la relación (3.20) con el hamiltoniano de la ecuación (3.8) se obtiene 
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Usando la relación 
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encontramos la expresión que permite calcular la corriente de densidad de probabilidad 
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(3.23)

A continuación se introduce la función )(z�  del pozo, ecuación (3.12), teniendo en cuenta 

que se satisfacen las siguientes relaciones 
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La sumatoria sobre r de la ecuación (3.23) tiene l términos pares y l términos impares. 

Por consiguiente, a partir de las ecuaciones (3.23) y (3.24) se obtiene 
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El primer término entre corchetes se corresponde con la expansión en serie de potencias 

de la primera derivada de la relación )(k
r

�  con respecto a 2k  en torno a 0=zk , y por tanto 

la anterior ecuación puede escribirse de forma más sencilla como sigue 
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En esta expresión, el subíndice de la derivada indica el valor de 2k  en el que debe ser 

evaluada. Este resultado está en acuerdo con las conclusiones obtenidas por Nag [Nag, 

1991]. 

3.4.2 Corriente de densidad de probabilidad en las 

barreras ( VEz < ) 

Procedimiento directo 

Introduciendo las funciones envolventes en la barrera de la ecuación (3.13) en la 

ecuación (3.23) y razonando del mismo modo que para el caso de los pozos se encuentra 

que  
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Por tanto, la componente z de la corriente de densidad de probabilidad se corresponde con 

la siguiente expresión 
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Igualmente que en el caso de los pozos, el subíndice de la derivada indica el valor de 2k

en el que debe ser evaluada. Apréciese que la diferencia entre la corriente de densidad de 

probabilidad en los pozos y las barreras reside en este aspecto del cálculo. 

Aproximación de parabolicidad en las barreras 

Finalmente investigamos la corriente de densidad de probabilidad en las barreras 

suponiendo una relación )(k
r

�  parabólica. En este caso el cálculo de la corriente de 

densidad de probabilidad es directo 
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3.4.3 Conclusión 

En resumen, el procedimiento descrito sigue los siguientes pasos: i) inicialmente se 

impone el vector de onda paralelo, )0,,(|| yx kkk =
r

, para el que se quiere estimar la energía 

del portador, ii) se propone un valor de zE , iii) se calculan los valores de zk  y z�  para 

pozos (ecuación (3.15)) y barreras (ecuación (3.17) o (3.19)) respectivamente, iv) se 

calculan los valores de A y B para cada intervalo imponiendo las condiciones de contorno y 

v) viendo el número de nodos de la función envolvente )(z�  se estima un nuevo valor de 

zE  o se acepta el resultado como solución de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva. 

El método desarrollado hasta el momento ha sido comparado con el de López-

Villanueva et al. [López-Villanueva, 1993], y se ha comprobado que éste último constituye 

un caso particular del expuesto en este trabajo. 

Para clarificar cómo se ha de aplicar el método expuesto, en las siguientes secciones lo 

usaremos para resolver la cuantización de la energía en las bandas de valencia de Si y Ge 

en nanoestructuras.  
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3.5 Cuantización de la energía en las bandas de 

valencia de Si y Ge 

El método desarrollado hasta este punto en este capítulo se ha orientado a bandas 

isótropas y no parabólicas. Ya que el modelo de banda de valencia descrito en este trabajo 

incluye la descripción de la anisotropía de la banda, la aplicación del método de resolución 

de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva no es aplicable directamente al mismo. Sin 

embargo, podemos adaptar el modelo de banda de forma que mantenga el mismo perfil de 

no parabolicidad, pero desprecie los efectos de la anisotropía usando para ello una masa 

efectiva promedio, ecuaciones (2.40) y (2.41). Tras efectuar esta aproximación, el modelo 

de banda de valencia al que se aplica el método de resolución de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva en este apartado es el siguiente 
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(3.30)

3.5.1 Cálculo de la energía paralela 

Puesto que la incorporación de los efectos debidos a la no parabolicidad de la banda en 

la ecuación de Schrödinger tienen como consecuencia la dependencia del autovalor zE  con 

el vector de onda paralelo, el primer paso para emprender la resolución del problema es 

especificar el valor de )0,,(|| yx kkk =
r

 para el que se quiere resolver. Seguidamente, 

atendiendo a su definición en la ecuación (3.9) se calcula el valor de la energía paralela ||ε , 

dado por las siguientes relaciones: 
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A continuación se propone un valor de zE  para la ecuación diferencial. Conociendo ||k
r

, 

||ε  y zE  se puede calcular zk  (o z� ) en cada intervalo. 

3.5.2 Vector de onda en cada intervalo 

kz en los pozos 

En aquellos intervalos donde VEz >  el valor de zk  se obtiene de la función envolvente, 

ecuación (3.12), a partir de la relación (3.15), la cual indica que la energía en la relación 

)(k
r

�  debe hacerse igual a ||�+−VEz . Efectuando esa operación y despejando zk  se 

obtiene [Gómez-Campos, 2005d] 
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� z en las barreras 

Procedimiento directo

Si se elige para el cálculo el procedimiento directo, se determina el parámetro z�  de las 

funciones (3.13) para aquellos intervalos donde VEz <  a partir de (3.17) [Gómez-Campos, 

2005d] 
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Como se indicó en la sección 3.3.2, el procedimiento directo puede presentar problemas 

cuando 0|| <+− �VEz , ya que en ese caso las funciones �  no están definidas. No obstante, 

un valor suficientemente alto de ||�  evita este inconveniente, permitiendo aplicar el 

procedimiento directo para evaluar las regiones de altas energías de las subbandas. En la 

sección siguiente aprovecharemos este hecho para comparar los dos métodos de resolución 

de la ecuación de Schrödinger en las barreras planteados en este trabajo. 

Aproximación de parabolicidad en las barreras

La aproximación de una relación )(k
r

�  parabólica en las barreras proporciona 

trivialmente el siguiente resultado [Gómez-Campos, 2005d] 

)(
2

2

,,2
z

soLH
z EV

m
−=

h
�  (3.34)

3.5.3 Condiciones de contorno 

La primera condición de contorno que impondremos es la continuidad de la función 

envolvente. La segunda será la continuidad de la corriente de densidad de probabilidad j. 

En las secciones previas hemos desarrollado las expresiones de la corriente de densidad de 

probabilidad para los pozos y las barreras. Una característica común a todas las expresiones 

de la corriente de la probabilidad es la aparición de la primera derivada de la relación )(k
r

�

con respecto a 2k . Para el modelo de banda de valencia de la ecuación (3.30) esta derivada 

es [Gómez-Campos, 2005d] 
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Esta relación es general para todos los tipos de huecos, usándose en cada caso las 

funciones �  y �  correspondientes. 

Es posible simplificar el estudio de la continuidad de jz teniendo en cuenta las siguientes 

propiedades: i) en la expresión de jz en las ecuaciones (3.26), (3.28) y (3.29) aparece el 

término 
dz

zd
z

)(
)(* �

�  y su complejo conjugado; por tanto, si el primero de los términos es 

continuo, lo será también el segundo y ii) puesto que la función )(* z�  es continua por la 

primera condición de contorno, el estudio de la continuidad de 
dz

zd
z

)(
)(* �

�  es equivalente 

al estudio de la continuidad de 
dz

zd )(�
. De esta forma la continuidad en la corriente de 

densidad de probabilidad equivale a imponer la continuidad de otras funciones más 

sencillas de manipular matemáticamente que se indican en las secciones siguientes. 

Pozos 

Combinando las ecuaciones (3.15), (3.26) y (3.35), y teniendo en cuenta las propiedades 

i) y ii) anteriormente indicadas, se puede garantizar la continuidad de la corriente de 

densidad de probabilidad si la siguiente función es continua: 

dz

d

VEVEm zsoLHzsoLHsoLH

�
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11

||,,||,,,, +−�+−
(3.36)

Barreras 

Procedimiento directo
Combinando las ecuaciones (3.17), (3.28) y (3.35) se concluye que para garantizar la 

continuidad de la corriente de densidad de probabilidad en las barreras es también necesario 

hacer que la función de la ecuación (3.36) sea continua. 

Aproximación de parabolicidad en las barreras
Cuando se usa la aproximación de banda parabólica en las barreras, la función sobre la 

que ha de imponerse la continuidad es 
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Aplicando las condiciones de contorno que se han detallado anteriormente es posible 

determinar la función envolvente � (z) solución de la ecuación de Schrödinger de masa 

efectiva para el potencial en cuestión )(zV . Finalmente se aceptará el valor supuesto de Ez

observando el número de nodos de la función envolvente. 

3.5.4 Resultados 

En esta sección se realiza un estudio sobre la resolución de la ecuación de Schrödinger 

en estructuras hechas de Si y Ge, usando para ello la aproximación isótropa de la banda de 

valencia, ecuación (3.30). Podremos examinar así las consecuencias de tener en cuenta la 

no parabolicidad en la cuantización de los niveles de energía para los huecos en estructuras 

fabricadas con estos semiconductores. 

En primer lugar investigamos la importancia de la no parabolicidad a la hora de 

determinar la energía de los fondos de las subbandas. Para ello establecemos 

comparaciones entre los resultados que se obtienen en pozos infinitos de Si a través de 

aproximaciones parabólicas que usan el valor de masa efectiva del cristal en el fondo de la 

banda, y aquellos que se obtienen por medio del procedimiento descrito en este trabajo. En 

la Figura 3.1 se muestran las diferencias )0()0( ||parabno,||parab, =−= kEkE nn

rr
 para las cuatro 

subbandas de menor energía de huecos pesados y las tres subbandas de menor energía de 

ligeros y split-off. Tanto para los huecos pesados como para los ligeros estas diferencias 

son siempre positivas debido al mayor valor de la masa efectiva a grandes energías que a 

bajas. Se observa el comportamiento opuesto para las subbandas derivadas de la banda de 

split-off, ya que este tipo de huecos tiene mayor masa efectiva cerca del fondo de la banda, 

disminuyendo conforme aumenta la energía. Merece la pena destacar el hecho de que los 

efectos de la no parabolicidad en la cuantización de la energía son importantes en todas las 

subbandas cuando la anchura del pozo es menor de 10 nm. Estos efectos son más 

importantes en las subbandas más altas, puesto que la no parabolicidad provoca cambios 

notables en el valor de la masa efectiva con respecto a su valor en el fondo de la banda. 
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Figura 3.1: Diferencias entre la energía de los fondos de las subbandas en pozos infinitos de Si de espesores 
menores que 50 nm obtenidas a partir del modelo no parabólico presentado en este trabajo y de 
aproximaciones parabólicas de la banda usando el valor de la masa efectiva en el fondo de ésta. Las Figuras 
3.1(a), 3.1(b) y 3.1(c) muestran las diferencias en los fondos de las subbandas obtenidos para los huecos 
pesados, ligeros y split-off respectivamente. 



118

Además, cuando se calcula la subbanda completa, esto es, la relación )( ||kEn

r
, surgen 

grandes diferencias entre los resultados obtenidos para modelos de banda parabólica y no 

parabólica, siendo estas diferencias mucho más acusadas que cuando se establece la 

comparación únicamente para los fondos de las subbandas. Por tanto, la consideración de la  

no parabolicidad resulta esencial para poder determinar adecuadamente cada una de las 

subbandas. 

En la Figura 3.2 se muestran las relaciones )( ||kEn

r
 para un conjunto de subbandas en dos 

pozos infinitos de anchuras 7 y 15 nm respectivamente. Puesto que el modelo que se ha 

empleado para hacer el cálculo era una aproximación isótropa de la banda, los perfiles de 

las bandas representados frente al módulo del vector de onda paralelo serán los mismos 

para todas las direcciones del plano XY. Se aprecia que, cuando el vector de onda paralelo 

aumenta, los efectos de la no parabolicidad se hacen más importantes incluso en las 

subbandas más bajas, siendo estos efectos apreciables también para pozos de anchuras 

mayores de 10 nm. 

Hasta el momento se ha realizado un estudio de los autovalores de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva para potenciales constantes. Este tipo de potenciales dan 

como resultado autovalores zE  que siempre son mayores que el valor del potencial dentro 

del pozo. Pero cuando el potencial no es constante, como ocurre cuando existen campos 

eléctricos o heterostructuras, cabe la posibilidad de que existan zonas de barrera, regiones 

del espacio donde los autovalores zE  son menores que el potencial. En este capítulo se ha 

discutido sobre dos maneras distintas de tratar estas situaciones al resolver la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva, a saber, el método directo y la aproximación de 

parabolicidad en las barreras. A continuación se lleva a cabo un estudio más profundo sobre 

estas técnicas, aplicándolas a casos particulares. Se intenta determinar con el mismo en qué 

medida la aproximación de parabolicidad en las barreras proporciona resultados similares a 

los obtenidos por medio del método directo. Si ambas técnicas proporcionan resultados 

semejantes, la aproximación de parabolicidad en las barreras estaría justificada al menos en 

las regiones donde ambos métodos proporcionan soluciones, y se podría admitir que sus 

soluciones son una buena aproximación en aquellos casos en los que el método directo no 

es aplicable. 
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Con la idea de comparar ambos métodos se ha estudiado la solución de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva en una estructura artificial consistente en un pozo finito de 10 

nm de anchura y 100 meV de profundidad en el seno de un semiconductor de idénticas 

características a las del pozo, pero con el fondo de la banda desplazado. Las subbandas de 

menor energía de dicha estructura tendrán regiones de barrera, y por tanto permitirán 

establecer las comparaciones necesarias. Este estudio se ha realizado para estructuras de Si 

y de Ge. En la Figura 3.3 se muestran un conjunto de las subbandas de menor energía. La 

Figura 3.3(a) muestra los resultados obtenidos en Si, mientras que en la Figura 3.3(b) se ha 

representado los resultados obtenidos para el Ge. En lo concerniente a las barreras, la  

Figura 3.2: Dependencia de la energía total E con el vector de onda paralelo para dos pozos infinitos hechos 
de Si de espesores 7 nm (a) y 15 nm (b), obtenida usando la aproximación de parabolicidad (P) y no 
parabólica (NP). Las figuras muestran las cuatro subbandas de menor energía de los huecos pesados (HH), las 
dos subbandas de menor energía de huecos ligeros (LH) y la subbanda de menor energía de los huecos split-
off (SH). El significado de las líneas y de los símbolos es el mismo en ambas figuras, y por claridad éstos se 
indican únicamente en la Figura 3.2(b). 
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Figura 3.3: Dependencia de la energía total E con el vector de onda paralelo para un conjunto de las 
subbandas de menor energía en dos pozos finitos de 100 meV de profundidad y 10 nm de anchura hechos de
(a) Si y (b) Ge embebidos en un material similar al del pozo. 
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aproximación de parabolicidad siempre proporciona una solución, mientras que el 

procedimiento directo tiene la limitación de que, para ser aplicable, ||�+−VEz  ha de ser 

mayor o igual que cero. Por tanto, se pudo usar el procedimiento directo para evaluar sólo 

una parte de las subbandas, en particular para aquellos vectores de onda cuya energía 

paralela es lo suficientemente grande para satisfacer 0|| >+− �VEz . Los datos muestran 

que las partes de las subbandas que pudieron calcularse por medio del procedimiento 

directo son semejantes a los resultados que nos proporcionó la aproximación de 

parabolicidad en las barreras. Por lo tanto, como se sugirió en la sección 3.3.2, las 

relaciones )( ||kEn

r
 obtenidas usando el procedimiento directo y la aproximación de 

parabolicidad en las barreras son similares, al contrario de lo que sucede en los pozos, 

donde los efectos de la no parabolicidad marcan fuertemente el comportamiento de las 

mismas. Por esta razón, en cuanto al cálculo de las relaciones )( ||kEn

r
 de las subbandas en 

nanoestructuras de Si o Ge, la aproximación de parabolicidad en las barreras podría ser una 

alternativa adecuada, con la principal ventaja de que siempre es aplicable. 

3.6 Funciones envolventes 

La ecuación de Schrödinger de masa efectiva (3.8) es una ecuación de valores propios. 

Para cada vector de onda paralelo la ecuación de Schrödinger proporciona una energía 

propia, )( ||kEn

r
, y una función propia, )(z� . Como ya se ha mostrado, las energías propias 

obtenidas usando un modelo parabólico en las barreras están en acuerdo con las obtenidas 

usando el modelo exacto desarrollado en este trabajo en aquellos casos en los que ambos 

procedimientos son aplicables. No obstante, esta comparación no se ha efectuado para las 

funciones propias obtenidas y , por consiguiente, es necesario efectuar un estudio sobre la 

idoneidad de las mismas como solución de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva. 
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Para comenzar este estudio se observó el comportamiento de las funciones envolventes 

obtenidas por medio de la aproximación de parabolicidad en las barreras en pozos 

triangulares infinitos de Si de 10 nm de anchura, y se encontró que éstas cambiaban 

apreciablemente entre el fondo de la subbanda ( 0|| =k
r

) y un cierto valor del vector de onda 

paralelo, a partir del cual las funciones envolventes permanecían invariables [Gómez-

Campos, 2005e][Gómez-Campos, 2005f]. En la Figura 3.4 se han representado las 

funciones envolventes de las subbandas de menor energía de huecos pesados y ligeros en Si 

para los vectores de onda paralelos 0|| =k , 7
|| 10=k  cm-1 y 7

|| 105.2 ×=k  cm-1 obtenidas a 

partir de la aproximación de parabolicidad en las barreras. Las funciones envolventes de 

0|| =k  y 7
|| 10=k  cm-1 presentan importantes diferencias, mientras que las funciones 

envolventes de 7
|| 10=k  cm-1 y 7

|| 105.2 ×=k  cm-1 son prácticamente idénticas. 
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Figura 3.4: Funciones envolventes de las subbandas de menor energía de huecos pesados y ligeros en un pozo 
infinito de Si de 10 nm de espesor obtenidas usando el procedimiento directo (NP) y la aproximación de 
parabolicidad en las barreras (P) con un campo eléctrico aplicado de 50 kV/cm. La primera curva se 
corresponde con k||=2.5×107 cm-1, mientras que las otras curvas se calcularon para tres valores diferentes del 
vector de onda paralelo. 
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Para comprobar la idoneidad de la solución proporcionada por la aproximación de 

parabolicidad en las barreras es necesario comparar las funciones envolventes con las 

obtenidas a través del procedimiento directo. No obstante, tan sólo para el último de los 

valores del vector de onda paralelo se satisfacen la condiciones necesarias para poder 

aplicar dicho procedimiento. Así, calculamos la función envolvente obtenida a partir de la 

aplicación del método directo para este caso, 7
|| 105.2 ×=k  cm-1, y la representamos junto 

con las anteriores en la Figura 3.4. Se puede apreciar que entre la función envolvente 

evaluada por el procedimiento directo y la evaluada usando la aproximación de 

parabolicidad en las barreras existen discrepancias notables, especialmente para el caso de 

los huecos ligeros. Esta primera observación es un indicio de que la aproximación de 

parabolicidad en las barreras, aunque suministra relaciones )( ||kEn

r
 similares a las obtenidas 

por el método directo, puede estar suministrando funciones envolventes diferentes de las 

que proporcionaría éste. 

Siguiendo el estudio, intentamos determinar la causa que hace que las funciones 

envolventes obtenidas por la aproximación de parabolicidad en las barreras cambien con el 

vector de onda paralelo desde el fondo de la subbanda hasta un cierto punto, y luego 

permanezcan prácticamente invariables. Para ello calculamos el valor de Ez obtenido al 

resolver la ecuación (3.11) en los mismos casos representados en la Figura 3.4 en el rango 

de vectores de onda paralelos [0, 7105.2 ×  cm-1] usando la aproximación de parabolicidad 

en las barreras, y lo representamos en la Figura 3.5. En esta misma figura se indican los 

valores del vector de onda paralelo para los que se calcularon las funciones envolventes de 

la Figura 3.4. 

Los resultados obtenidos sugieren la existencia de una relación entre las variaciones de 

Ez y las variaciones de la función envolvente con ||k . Al igual que éstas últimas, Ez también 

varía entre el fondo de las subbandas y un cierto valor del vector de onda paralelo, 

permaneciendo invariable para valores mayores. De hecho, las funciones envolventes que 

difieren entre sí poseen distintos valores de Ez, mientras que las que son prácticamente 

iguales se encuentran en la zona donde Ez permanece constante [Gómez-Campos, 

2005e][Gómez-Campos, 2005f]. 
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A continuación se intentó determinar si este comportamiento se produce también en las 

funciones envolventes que suministra el procedimiento directo. Necesitamos para ello un 

perfil de potencial electrostático que proporcione una subbanda que verifique una serie de 

condiciones: 

- Debe tener una región espacial donde VEz <  (barrera) para todo valor de ||k . Si esta 

condición no se verificase no existiría ninguna región de barrera, y por tanto el estudio 

carecería de interés. 

- Su fondo debe estar cerca del máximo valor del potencial, de manera que 

max|| )0( VkEn ≈=
r

, siendo maxV  el máximo valor del potencial electrostático )(zV . 

Un potencial que verifica ambas condiciones es un pozo infinito de tipo triangular de 10 

nm de anchura con un campo eléctrico aplicado de 45 kV/cm, y por lo tanto el valor 

máximo del potencial es de 45 meV. Al resolver la ecuación de Schrödinger se estimó que 

la subbanda de menor energía de los huecos ligeros de Si tiene su fondo en torno a 3 meV 
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por debajo de maxV , reuniendo las condiciones necesarias para llevar a cabo el estudio de 

las funciones envolventes. 

A continuación calculamos las funciones envolventes en tres valores distintos del vector 

de onda paralelo, a saber, 6
|| 102×=k  cm-1, 7

|| 10=k  cm-1 y 7
|| 105.2 ×=k  cm-1. El primero 

de los tres valores es el más bajo del vector de onda paralelo para el que se pudo aplicar el 

procedimiento directo sin problemas. Las tres funciones envolventes se representan en la 

Figura 3.6. 

La figura muestra tres funciones envolventes prácticamente idénticas a pesar de sus 

distintos valores de ||k , al contrario de lo que se observó cuando se aplicó la aproximación 

de parabolicidad en las barreras. Seguidamente estimamos el valor de zE  a lo largo de la 

subbanda y lo representamos en la Figura 3.7. 

Los puntos señalan los valores del vector de onda paralelo para los que se calculó la 

función envolvente correspondiente. Se observa una fuerte variación de la función zE  a lo 
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largo de la subbanda, y la tendencia decreciente de la misma garantiza que la condición i) 

previamente reseñada siempre se verificará. 

Por consiguiente, el estudio realizado indica que las funciones envolventes 

proporcionadas por el procedimiento directo no cambian a lo largo de la subbanda a pesar 

de que zE  lo haga. De esta forma, las variaciones observadas en las funciones envolventes 

obtenidas por la aproximación de parabolicidad en las barreras son un efecto espurio del 

método de resolución y, por tanto, no han de ser tenidas en cuenta. Además, una conclusión 

importante de este estudio es que las funciones envolventes son prácticamente 

independientes del vector de onda paralelo. Por tanto, una alternativa adecuada para el 

cálculo de las funciones envolventes podría ser a través de la determinación de éstas por 

medio del procedimiento directo para un ||k  lo suficientemente grande que permita la 

aplicación del mismo, y usar la función obtenida como función envolvente para toda la 

subbanda [Gómez-Campos, 2005e][Gómez-Campos, 2005f]. 
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Figura 3.7: Ez para la subbanda de menor energía de huecos ligeros en las mismas condiciones que en el caso 
de la Figura 3.6. Los puntos indican los valores de k|| donde se calcularon las funciones envolventes de la 
Figura 3.6. 
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3.7 Ecuación de Schrödinger de masa efectiva para 

bandas anisótropas y no parabólicas 

En los apartados anteriores hemos desarrollado la resolución de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva para una banda isótropa con un perfil de no parabolicidad 

general. Siguiendo una línea de razonamiento similar podríamos incorporar la anisotropía 

de la banda a la ecuación de Schrödinger y de esta manera estudiar los efectos de la misma 

en la cuantización de la energía y las funciones envolventes en nanoestructuras. En este 

sentido, el trabajo de López-Villanueva et al. [López-Villanueva, 1993] incorpora en el 

desarrollo la anisotropía elipsoidal de la banda de conducción para aquellos casos en los el 

confinamiento sea en una dirección en la que haya simetría de las superficies 

equienergéticas, a saber, las direcciones longitudinales y transversales de los elipsoides. 

No obstante, la anisotropía de la banda de valencia es mucho más compleja que la de la 

banda de conducción, y aunque en el transcurso de esta investigación se ha intentado 

incorporar los efectos de la anisotropía en la ecuación de Schrödinger de masa efectiva, esta 

tarea está aún en desarrollo. Por ello, la línea de investigación se centrará en el futuro en 

este aspecto apoyándose en este trabajo. 

Como una primera aproximación, en este apartado describiremos un método simple para 

incorporar los efectos de la variación de la masa efectiva con la dirección en las bandas de 

huecos pesados y ligeros en la ecuación de Schrödinger de masa efectiva. Dicho método ha 

sido empleado anteriormente por varios autores [Hu, 1996], [Venugopal, 2003] para el 

estudio de bandas anisótropas y parabólicas. 

Para comenzar, definamos la función angular de masa efectiva ),( ��m , que para el caso 

de los huecos pesados y ligeros es, respectivamente, 
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Estas funciones contienen la información de la anisotropía, y por tanto son fundamentales 

en este estudio. La idea sobre la que se sustenta el método que se expone en esta sección es 

la sustitución de la relación )(k
r

�  de la banda por la siguiente aproximación: 
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siendo zm  el valor de ),( ��m  en la dirección de confinamiento y ||m  el promedio angular 

de la masa efectiva en torno al máximo de la banda de valencia en el plano perpendicular a 

la dirección de confinamiento. 

∫�
π

���
π

2

0|| ),(
2

1
dmm (3.41)

siendo �  la coordenada angular del sistema de referencia de coordenadas polares en dicho 

plano. Este último concepto es similar al *
dm  usado por Venugopal et al. [Venugopal, 

2003]. Con este modelo, se calcula la energía paralela como 
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La obtención de zk  en los intervalo de pozo se obtiene a partir de la ecuación (3.15), y 

para este modelo proporciona la igualdad 
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Por otro lado, en las barreras se usa la aproximación de parabolicidad, de forma que z�

en cada intervalo se calcula a partir de 
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2

2
2

z
z

z EV
m

−=
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� (3.44)

Para calcular los coeficientes de las funciones )(z�  de las ecuaciones (3.12) y (3.13) se 

impone la continuidad de las mismas y de la corriente de densidad de probabilidad. La 

imposición de continuidad de las funciones es una cuestión trivial. Sin embargo, la segunda 

condición requiere una elaboración semejante a la realizada en el caso isótropo para 

simplificar el cálculo. Por eso, se buscaron unas funciones que garantizan la continuidad de 

la corriente de densidad de probabilidad si ellas son continuas, de igual manera a como se 

obtuvieron las ecuaciones (3.36) y (3.37). Partiendo de las ecuaciones (3.26) y (3.29) se 
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encuentran tales funciones. En la aproximación que se ha presentado para tener en cuenta la 

anisotropía de la banda de valencia, la derivada 
)( 2kd

d�
 es 
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Y por tanto las funciones que han de ser continuas son las siguientes 
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A partir de este método es posible estudiar la cuantización de la energía y las funciones de 

onda de gases bidimensionales de huecos en estructuras hechas de Si y Ge con una 

dirección de confinamiento cualquiera. Esto es especialmente importante cuando se desea 

comparar las consecuencias de tomar una u otra dirección de confinamiento al diseñar un 

dispositivo [Gómez-Campos, 2005a] [Gómez-Campos, 2005b]. 

Para finalizar, como ejemplo de la aplicación de este método, se resolvió la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva para un pozo triangular infinito de 10 nm de espesor con un 

campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm con el confinamiento en las direcciones <100>, 

<110> y <111>. La Figura 3.8 muestra las relaciones )( ||kEn

r
 de algunas subbandas de 

bajas energías, en concreto las cuatro más bajas de huecos pesados, las tres más bajas de 

huecos ligeros y la de menor energía de huecos split-off. Como se discutirá en la sección 

4.3.3, este conjunto de subbandas es muy útil para el estudio del comportamiento de los 

huecos en la estructura SOI descrita. 

El análisis de los resultados mostrados en la Figura 3.8 conduce a una serie de 

conclusiones. En primer lugar, se observa que el cambio en la orientación de la dirección de 

confinamiento cambia el valor de la energía del fondo de las subbandas de huecos pesados 

y ligeros. Con respecto a los primeros, se observa una disminución en el valor de la energía 

de los fondos de las subbandas cuando el confinamiento se cambia de la dirección <100> a 

la <110>, y de la dirección <110> a la <111>. Además, mientras que en la dirección <100> 

las subbandas de huecos pesados aparecen muy separadas entre sí, con separaciones de más  
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Figura 3.8: Relaciones )( ||kEn

r  para un conjunto de subbandas de baja energía en un pozo infinito triangular de 

Si de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 10 kv/cm. La dirección de confinamiento se 
orienta según las direcciones cristalinas (a) <100>, (b) <110> y (c) <111>. El conjunto de subbandas está 
formado por las cuatro subbandas de menor energía de huecos pesados, las tres subbandas de menor energía 
de huecos ligeros y la subbanda de menor energía de huecos split-off. 
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de 50 meV entre ellas, al cambiar sucesivamente a las direcciones <110> y <111> esta 

separación se reduce significativamente. Con respecto a la curvatura de las subbandas de 

huecos pesados, se observa que ésta es mayor en la dirección <100> que en las otras dos 

estudiadas. Esto sugiere que la masa efectiva de los portadores en estas subbandas es más 

pequeña que cuando el confinamiento se realiza en las otras direcciones. 

Respecto a las subbandas de huecos ligeros, el comportamiento observado es el opuesto. 

La energía del fondo de las subbandas aumenta al cambiar la dirección de confinamiento de 

la <100> a la <110>, e igualmente cuando se varía desde la <110> a la <111>. Como 

también se puede observar, la distancia entre subbandas aumenta cuando se cambia la 

dirección de confinamiento de la forma anterior. Además, la curvatura de las subbandas 

también aumenta, con la consiguiente reducción en la masa efectiva en las mismas, de 

manera que la dirección de confinamiento <111> es la que presenta el valor más pequeño. 

La subbanda de split-off representada en las figuras es independiente de la dirección de 

confinamiento, como consecuencia de que la banda de split-off se considera isótropa en el 

modelo presentado en este trabajo. No obstante, merece la pena indicar que la Figura 3.8 

sugiere que esta subbanda podría desempeñar un papel más importante en el transporte 

cuando el confinamiento se realice en la dirección <100> y <110> que cuando éste sea en 

la <111>. En este último caso, el mayor número de subbandas de huecos pesados por 

debajo del fondo de la subbanda de split-off podría provocar que la mayor parte de los 

portadores se concentrasen en las subbandas de pesados, quedando la subbanda de split-off 

prácticamente vacía. Este aspecto se analizará con más profundidad en la sección 4.3.3. 

3.8 Paralelismo entre las soluciones de la ecuación 

de Schrödinger de masa efectiva y las soluciones de 

otros métodos de cálculo 

Como se mencionó al comienzo de este trabajo, la banda de valencia tiene 

particularidades que la hacen más difícil de estudiar que la banda de conducción. La causa 

principal de tales características especiales es su degeneración. La existencia de tres bandas 
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distintas dentro de la banda de valencia y el acoplamiento que se produce entre ellas, junto 

con la particular anisotropía de las mismas, complican significativamente el cálculo de la 

estructura de bandas de los huecos en nanoestructuras. 

Un método muy empleado por los autores para realizar investigaciones sobre la banda de 

valencia en nanoestructuras es el método pk rr
·  [Rodríguez-Bolívar, 1999], [Rodríguez-

Bolívar, 2000]. Este método proporciona estructuras de subbandas en dispositivos micro y 

nanométricos considerando los aspectos esenciales de la banda de valencia. No obstante, su 

implementación es más complicada y presenta problemas numéricos en la determinación de 

las subandas como consecuencia de los cruces entre las mismas. 

Por el contrario, los métodos expuestos en este trabajo no presentan problemas 

numéricos significativos y son relativamente sencillos de implementar. La principal ventaja 

de los mismos es el tiempo de cálculo, que se reduce significativamente con respecto a 

otros métodos. 

La comparación de los resultados obtenidos en este trabajo y los correspondientes al 

método pk rr
·  muestra diferencias que es necesario interpretar antes de proseguir este 

trabajo. La Figura 3.9 muestra ejemplos de relaciones )( ||kEn

r
 obtenidas por medio del 

método pk r

r

· . Al margen de los valores numéricos de las mismas, un aspecto interesante que 

debe ser destacado es la existencia de grandes acercamientos entre las subbandas asociados 

a fuertes cambios del valor de sus masas efectivas. Una subbanda de huecos ligeros puede 

cambiar su masa efectiva hasta convertirse en una subbanda de huecos pesados en un corto 

intervalo de valores del módulo del vector de onda mientras que, recíprocamente, una 

subbanda de huecos pesados puede convertirse prácticamente en una banda de huecos 

ligeros en el mismo intervalo. Además, este fenómeno puede darse más de una vez dentro 

de una misma banda. 

Como ya se ha mostrado en las figuras de resultados de los apartados previos, el método 

usado en este trabajo para calcular la estructura de subbandas en nanoestructuras no 

muestra este tipo de acercamientos entre subbandas, sino que en su lugar se observan cortes 

entre las subbandas. Esto es una consecuencia del desacoplamiento entre las subbandas que 

se asume en el presente tratamiento del problema. Sin embargo, es posible rectificar las 

relaciones )( ||kEn

r
 proporcionadas por el método desarrollado en este trabajo para obtener  
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relaciones semejantes a las del método pk r

r

· . Dicha rectificación consiste sencillamente en 

reordenar de menor a mayor los valores de la energía para cada valor del vector de onda y 

establecer que, para cada ||k
r

, la subbanda n-ésima es aquella que tiene el n-ésimo valor de 

la energía. Así, la subbanda fundamental de la estructura es aquella que para cada vector de 

onda tiene el menor valor de la energía. Se denominará )(~
||kEn

r
 a la estructura de subbandas 

rectificada. Esta interpretación de los resultados fue realizada anteriormente por otros 

autores que usaron modelos sencillos para el estudio de la estructura de subbandas de 

nanoestructuras de semiconductores [Crow, 2000]. 

Figura 3.9: Ejemplos de relaciones )( ||kEn

r
 en la dirección [100] (a) y [110] (b) en un MOSFET obtenidas 

usando el método pk r

r

· . Apréciese las zonas donde dos bandas se aproximan hasta casi cruzarse [Rodríguez-

Bolívar, 1999] 
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La estructura de subbandas rectificada es una herramienta de gran importancia en el 

estudio del transporte, ya que el campo eléctrico aplicado arrastra al portador dentro de una 

misma subbanda de esta estructura. Si se optase por emplear la estructura de subbandas sin 

rectificar para el transporte, los resultados obtenidos podrían presentar anomalías. Sin 

embargo, para otras aplicaciones, como el cálculo de las tasas de scattering o la densidad 

de estados, la estructura de subbandas sin rectificar puede seguir siendo muy útil. La 

principal ventaja de ésta última es que cada subbanda tiene un único carácter de hueco 

pesado, ligero o split-off y por este motivo es mucho más sencillo emplear )( ||kEn

r
 en el 

cálculo. Ya que físicamente los resultados de probabilidades de scattering y de densidad de 

estados serán idénticos usando una estructura de subbandas u otra, se propone emplear para 

el cálculo de las tasas de scattering la estructura de subbandas obtenida al resolver la 

ecuación de Schrödinger de masa efectiva, y emplear una estructura de subbandas 

rectificada similar a la que proporciona el método pk r

r

·  para el transporte. 
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Capítulo 4

Densidad de estados y probabilidades de 

scattering 2-D 

Más veces descubrimos nuestra sabiduría con nuestros 

disparates que con nuestra ilustración 

(Oscar Wilde) 

4.1 Introducción 

Para desarrollar un simulador de dispositivos nanométricos basado en el método Monte 

Carlo que considere los efectos cuánticos en el comportamiento de los portadores es 

necesario determinar la estructura de subbandas y las funciones envolventes. Estas 

magnitudes son necesarias para determinar la evolución del estado del portador causada por 

el arrastre del campo eléctrico y por los sucesos de scattering. Sin embargo, la estructura de 

subbandas que surge del estudio de la cuantización de la energía habitualmente es 

extraordinariamente complicada, ya que se tiene como resultado un elevado número de 

subbandas. No obstante, no todas contribuirán de igual manera a la dinámica de los 

portadores, puesto que hay subbandas que se encuentran muy pobladas y otras que están 

prácticamente vacías. Las primeras son las que marcan el comportamiento del dispositivo, y 

por tanto sería conveniente estimar cuáles son y usarlas en la simulación, despreciando el 
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resto. Un punto de partida para comenzar este estudio consiste en investigar la población de 

las subbandas en equilibrio y escoger para las simulaciones un conjunto de ellas que 

contenga un alto porcentaje del total. 

Una vez que se haya escogido ese conjunto adecuado de subbandas, el siguiente paso es 

el cálculo de las probabilidades de scattering bidimensionales. El carácter bidimensional 

del portador cambiará de manera significativa el valor de las probabilidades de scattering. 

Además, será necesario incluir en el estudio nuevos mecanismos de scattering

esencialmente bidimensionales, como es el caso de la rugosidad superficial, causada por las 

fluctuaciones del potencial electrostático debidas a las imperfecciones de la interface entre 

el óxido y el Si. 

En el comienzo de este capítulo se calculan las densidades de estados de las subbandas 

para un perfil general de no parabolicidad siguiendo un procedimiento similar al 

desarrollado por López-Villanueva et al. [López-Villanueva, 1994]. Usando estas 

densidades se calculan las ocupaciones de las subbandas en estructuras orientadas en las 

direcciones cristalinas más importantes, y de esta forma se halla un conjunto adecuado con 

el que simular el comportamiento de los portadores. Finalmente, se procederá al desarrollo 

de las tasas de scattering bidimensionales, tanto con fonones como con la rugosidad 

superficial de la interface. Las tasas de scattering con impurezas ionizadas no han sido 

consideradas en este trabajo puesto que los actuales dispositivos basados en la tecnología 

SOI poseen bajos dopados, y por consiguiente este mecanismo de scattering no será tan 

importante en el estudio de la dinámica como los primeros. 

4.2 Densidad de estados 2-D 

La densidad de estados de un gas bidimensional es una magnitud de gran importancia 

para determinar la población de las subbandas. Asimismo, existe una estrecha relación entre 

esta densidad de estados y las tasas de scattering de los mecanismos bidimensionales, al 

igual que entre la densidad de estados tridimensional y las tasas de scattering de los 

mecanismos tridimensionales. 
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En este apartado se estudia, en primer lugar, la densidad de estados de la estructura de 

subbandas que se obtiene para una banda isótropa y no parabólica. A continuación se 

adapta el resultado para aplicarlo a bandas anisótropas y no parabólicas. 

Siguiendo un desarrollo paralelo al que muestra López Villanueva et al. [López-

Villanueva, 1994], comenzamos este estudio a partir de la consideración de la estructura de 

subbandas de un pozo cuadrado infinito. Cada una de las subbandas de esta estructura está 

caracterizada por un cierto valor de zk  en su función envolvente )(z� , siendo los valores 

posibles de zk  aquellos que den lugar a una onda estacionaria en el pozo. La densidad de 

estados bidimensional, DD2 , se calcula a partir de  

�
π

� ddkkddkkD D ||||2||||2 )2(

2
= (4.1) 

donde se ha tenido en cuenta la degeneración del espín. Para escribir la anterior ecuación en 

términos de la energía, se parte de la siguiente relación, obtenida a partir de la combinación 

de las ecuaciones (3.15) y (3.30)  
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siendo V el valor del potencial en el fondo del pozo infinito. La primera igualdad se refiere 

a las subbandas obtenidas a partir de las bandas de huecos pesados y ligeros, mientras que 

la segunda es para aquellas subbandas que aparecen al cuantizar la banda de huecos split-

off. Diferenciando en la ecuación (4.2) se obtiene la siguiente relación 
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En un pozo cuadrado infinito zk  es una constante para cada una de las subbandas. Al ser 

independiente del valor que tome ||k , se tiene que 0
||

=
dk

dkz . Sin embargo, en un pozo 

general no existe un único valor de zk  para cada subbanda, sino que se tendrá en cada 

intervalo de la discretización espacial un valor distinto de este parámetro. El conjunto de 

los valores de zk  en cada uno de los intervalos marcará la forma de las funciones 
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envolventes )(z� . Si éstas no cambian apreciablemente a lo largo de la subbanda, se podría 

admitir que tampoco cambiarán notablemente los valores de zk  de cada intervalo, y por 

consiguiente 0
||

≈
dk

dkz . Esta circunstancia fue analizada en el apartado 3.6 y como ejemplo la 

Figura 3.6 muestra que la variación de la función envolvente a lo largo de la subbanda 

puede considerarse despreciable. Usando esta aproximación, la ecuación (4.3) se puede 

simplificar, obteniéndose 

dEVEVEdkk
m SLHSLH
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Sustituyendo en la ecuación (4.1) e integrando en la coordenada angular se obtiene 
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De esta manera, la densidad de estados bidimensional en la subbanda n del pozo cuadrado 

infinito es 
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Esta relación es la generalización del trabajo de López-Villanueva et al. [López-Villanueva, 

1994] para un perfil de no parabolicidad general.  

Por último, y con el propósito de extender la anterior expresión para un pozo general, se 

lleva a cabo una aproximación expuesta en el anterior trabajo citado, en el que sustituye el 

valor del potencial electrostático en el fondo del pozo por el valor promedio del potencial 

que experimentan los portadores de la subbanda n, nV , que se calcula a partir de 

∫
∞+

∞−
= dzzzVzV nnn )()()(* �� (4.7) 

y de esta manera finalmente se obtiene 
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Cuando se considera una banda anisótropa, la única modificación que se debe llevar a 

cabo en la anterior expresión es que la masa efectiva sea la de la densidad de estados 

bidimensional en el plano paralelo, ||m , calculada como se muestra en la ecuación (3.41). 
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4.2.1 Relación entre densidades de estados 2D y 3D 

El confinamiento de los portadores en un pozo cuadrado infinito es la causa por la que se 

produce la cuantización de zk  y su comportamiento como un gas bidimensional. Cuando 

este confinamiento desaparece y se hace tender a infinito la anchura del pozo, L, el gas de 

nuevo vuelve a ser tridimensional. Una forma de comprobar la idoneidad de la anterior 

densidad de estados bidimensional es buscar la conexión entre la misma y la densidad de 

estados tridimensional. Para un pozo cuadrado infinito con un potencial electrostático V=0 

la densidad de estados bidimensional de la subbanda n es 
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m
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πh
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No se ha particularizado la expresión para ningún tipo de hueco, ya que como se puede 

observar en la ecuación (4.8) esta expresión es común para las subbandas de huecos 

pesados, ligeros y split-off. Para calcular la densidad de estados en función de la energía de 

todas las subbandas de un determinado tipo de hueco es necesario considerar que entre el 

fondo del pozo y la energía del fondo de la primera subbanda, 0E , la densidad de estados 

es nula. Entre la energía del fondo de la primera subbanda y el fondo de la segunda, 1E , la 

densidad de estados del conjunto de subbandas es )()(
2

EE
m
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πh

. Entre la energía del 

fondo de segunda subbanda y el fondo de la tercera, 2E , hay dos subbandas contribuyendo 

a la densidad de estados, y ya que la misma sólo depende de la energía total, ambas 

contribuirán de igual manera, y por consiguiente la densidad de estados será 
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Ya que cada una de las subbandas viene caracterizada por un valor de zk , y este valor a 

su vez está cuantizado según 
L

n
k z

π
=  para tener una onda estacionaria en el pozo, 

podemos sustituir n en la expresión de la densidad de estados bidimensional de la estructura 

de subbandas, obteniéndose 
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mLk

ED z
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π h
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Esta ecuación resume la ecuación (4.10) cuando se usa el valor de zk  de la última banda 

incorporada. Si eliminamos el confinamiento de los portadores, zk  se vuelve continua y 

puede tomar cualquier valor, que se puede relacionar con el valor de la energía a partir de 
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La densidad de estados ahora no será de tipo bidimensional sino tridimensional, por lo 

que para poder hablar con propiedad de número de estados por unidad de volumen del 

espacio K es necesario dividir la densidad de estados de la ecuación (4.11) por la longitud 

del cristal en la antigua dirección de confinamiento. Efectuando las sustituciones en la 

ecuación (4.11) tenemos la densidad de estados tridimensional 
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4.3 Un estudio sobre la selección de un conjunto 

adecuado de subbandas para la simulación 

Cuando se resuelve la ecuación de Schrödinger de masa efectiva para encontrar los 

estados ligados del sistema en la dirección de confinamiento se obtiene un gran número de 

subbandas cuyo manejo puede ser una tarea muy costosa computacionalmente. Además, 
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cuando se tiene en cuenta un gran número de subbandas es necesario evaluar muchas tasas 

de scattering intra e intersubbanda y mantenerlas almacenadas, ocupando así grandes 

cantidades de memoria. El número de tasas de scattering que es necesario calcular crece 

como el cuadrado del número de subbandas incluidas en la estructura, por lo que resulta 

fundamental que ésta no contenga demasiadas. Es por esto por lo que se prefiere usar una 

estructura que incluya únicamente aquellas subbandas que sean las más representativas para 

el estudio del transporte [Imanaga, 1991]. Una forma de abordar el problema de la 

determinación de cuáles son las de mayor importancia es mediante el cálculo de la 

población relativa de las mismas en equilibrio. Resulta razonable suponer que aquellas que 

contengan un número mayor de portadores influirán en mayor medida en el 

comportamiento de todo el gas, siendo despreciable la influencia del resto en el transporte. 

El estudio de la población relativa de las subbandas más sencillo de realizar es el que 

considera al sistema en equilibrio, ya que la ocupación de éstas será en este caso la que 

proporciona la estadística de Maxwell-Boltzmann o la de Fermi-Dirac, usándose una u otra 

dependiendo del nivel de dopado del semiconductor. No obstante, en el caso de un 

transistor de tipo FET, para campos eléctricos longitudinales muy altos es posible que 

comiencen a poblarse significativamente subbandas que en equilibrio se encuentran 

prácticamente vacías, y por tanto una elección por medio de este procedimiento podría 

provocar que los fenómenos de portadores calientes no se manifestasen en las simulaciones. 

Aún así, el procedimiento constituye una buena aproximación de partida para llevar a a 

cabo el estudio. 

En esta sección vamos a usar dos métodos ligeramente diferentes para estimar un 

conjunto de subbandas adecuado para realizar la descripción del comportamiento de los 

portadores en el semiconductor. El primero de ellos se basa en las ideas de Imanaga et al.

[Imanaga, 1991]. Estos autores resolvieron la ecuación de Schrödinger para obtener la 

estructura de subbandas en una estructura MOS, y de la misma tomaron un conjunto de las 

de menor energía, considerando como estados de tipo tridimensional a aquellos que 

quedasen por encima de la energía del fondo de la primera subbanda despreciada, thE . Esta 

alternativa resulta muy útil cuando se pretende trabajar con un número reducido de 

subbandas, ya que la consideración de los estados tridimensionales suple la falta de 

información sobre las de mayor energía. 
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La población relativa de huecos contenida en un cierto conjunto de subbandas, esto es, el 

porcentaje de huecos para los que en el simulador se tendrán en cuenta sus características 

bidimensionales, se calcula a partir de la expresión 
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siendo MinE  la mínima energía de la estructura de subbandas, )(, ED ij  la densidad de 

estados bidimensional de la subbanda i-ésima obtenida a partir de la cuantización de la 

banda de huecos de tipo j, )(EN H , )(EN L  y )(EN S  son el número de subbandas de 

huecos pesados, ligeros y split-off de la estructura  que tienen su fondo por debajo de una 

cierta energía E , y )(EM H , )(EM L  y )(EM S  es el mismo concepto, aunque aplicado 

únicamente para aquellas contenidas en el conjunto de estudio, por lo que se satisfará la 

relación )()( ENEM jj ≤ . La estadística de Maxwell-Boltzmann se ha usado para tener en 

cuenta la ocupación de las subbandas. Ésta es válida puesto que el estudio realizado es para 

bajas concentraciones de impurezas y campos eléctricos bajos o moderados. Para valores 

del campo eléctrico muy altos se recomienda usar la estadística de Fermi-Dirac. La 

integración del denominador debería llevarse a cabo, en teoría, hasta una energía infinita, si 

bien se puede obtener una excelente aproximación numérica de la integral integrando hasta 

una energía para la que la población de las bandas sea despreciable. Para la mayoría de los 

casos prácticos 1 eV es suficiente. 

El segundo método consiste en la selección de las subbandas más representativas para el 

transporte de portadores sin considerar el resto de portadores como tridimensionales. Para 

alcanzar una descripción comparable con el método anterior, este segundo método 

necesitará usar un número mayor de subbandas de la estructura. En este método no existe 

una energía thE , y los estados son considerados como bidimensionales dentro de la 

subbanda entera, aunque se alcance energías mayores que la del fondo de la primera 

subbanda despreciada. Por ello, el porcentaje de portadores en el conjunto de subbandas 

considerado será  
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Con el propósito de mostrar los resultados obtenidos cuando se aplica cada método, en el 

presente estudio se usará el primero de ellos en el estudio de la determinación de las 

subbandas más relevantes en el transporte de huecos cuando se desprecia la anisotropía de 

la banda de valencia en la resolución de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva. El 

segundo método será empleado en el estudio de la determinación de las subbandas más 

relevantes en el transporte de huecos cuando se tenga en cuenta la anisotropía de la banda 

de valencia en la resolución de la ecuación de Schrödinger de masa efectiva siguiendo el 

procedimiento desarrollado en la sección 3.7. 

4.3.1 El modelo 

Como ejemplo vamos a estudiar una estructura SOI (Silicon on Insulator) modelada 

como un potencial triangular infinito con un campo eléctrico uniforme dentro del 

semiconductor, Figura 4.1. A la capa de Si se le asignó un espesor de 10 nm, y se despreció 

el dopado en la misma. Se realizó una investigación de la población relativa de las 

subbandas en equilibrio para campos eléctricos entre 1 kV/cm y 100 kV/cm, de acuerdo 

con los valores típicos que se pueden encontrar en este tipo de dispositivos. Este modelo 

proporciona una visión cualitativa suficientemente precisa de un dispositivo FD/SOI, (Fully 

Depleted Silicon on Insulator). 

Para simular el transporte de los portadores en esta estructura es recomendable tener en 

cuenta el scattering con fonones y el scattering debido a la rugosidad superficial con la 

puerta y con el óxido enterrado, considerándose que la rugosidad superficial será un 

mecanismo que únicamente afectará a los portadores bidimensionales. Este aspecto, y que 

será tratado con más profundidad más adelante en este capítulo. De esta manera, para un 

conjunto de n subbandas, el número de procesos de scattering distintos, y por tanto el 

número de matrices de scattering que sería necesario calcular, es )3)(2(6 ++ nn  cuando se 
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aplica el método de Imanaga et al. y 26n  cuando se aplica el segundo método de selección 

de subbandas, como a continuación se demuestra. 

Según el primer método, la estructura de subbandas estará formada por las n subbandas 

seleccionadas más las bandas de huecos pesados, ligeros y split-off donde los portadores 

tendrán carácter tridimensional. Atendiendo a las transiciones asistidas por fonones ópticos, 

ya que existen dos alternativas diferentes de pasar de una banda determinada a otra, a saber, 

por absorción o emisión, será necesario considerar un total de 2)3(2 +n  transiciones 

distintas. El mismo número es también aplicable a las transiciones asistidas por fonones 

acústicos. Con respecto al scattering debido a la rugosidad superficial, éste únicamente se 

producirá entre las n subbandas de portadores bidimensionales, y por el carácter elástico de 

la transición no existirán tasas de absorción y emisión como en el caso de los fonones, sino 

una única tasa de scattering para pasar de una banda a otra. No obstante, en una estructura 

SOI es necesario considerar como mecanismos de scattering tanto la rugosidad de la 

interface óxido de puerta-Si como la de la interface óxido enterrado-Si. Así pues la 

rugosidad superficial será responsable de 22n  transiciones distintas. Como ya se indicó, 

esto da lugar a )3)(2(6 ++ nn  matrices de scattering que han de ser consideradas en la 

simulación. 

Figura 4.1: Modelo simplificado de la estructura SOI de 10 nm de espesor. 
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Con respecto al segundo método de selección de subbandas, el cálculo difiere del 

anterior en que son 22n  el número de transiciones distintas asistidas por fonones ópticos (o 

acústicos) en vez de 2)3(2 +n , de donde se deduce que serán necesarias 26n  matrices de 

scattering para el estudio.

En las siguientes secciones se intentará determinar un conjunto adecuado de subbandas 

para el estudio de la dinámica de los huecos en este tipo de dispositivos cuando se desprecia 

la anisotropía de la banda de valencia en la resolución de la ecuación de Schrödinger y 

cuando ésta se tiene en cuenta. En éste último caso se podrá observar la influencia que tiene 

la orientación cristalina de la dirección de confinamiento en la población relativa de las 

subbandas de la estructura. 

La integración hasta una energía infinita en las ecuaciones (4.14) y (4.15) implica el 

conocimiento de la estructura de subbandas completa, algo que en la mayoría de los casos 

prácticos es una tarea imposible. Por ello resolveremos la ecuación de Schrödinger de masa 

efectiva para el modelo hasta una energía de 1 eV, suponiendo que esta energía es 

suficientemente grande como para ser considerada como el límite superior de las integrales. 

4.3.2 Banda isótropa y no parabólica 

Para comenzar se resolvió la ecuación de Schrödinger de masa efectiva descrita en la 

sección 3.5 usando la aproximación isótropa, y se obtuvo la estructura de subbandas hasta 1 

eV. La Figura 4.2 muestra la energía de los fondos de las subbandas de menor energía en 

función del campo eléctrico. En esta figura se aprecia que a partir de 10 kV/cm 

aproximadamente los fondos de las bandas incrementan su energía como consecuencia del 

mayor confinamiento al que son sometidos por el campo. También cabe destacar en esta 

figura la tendencia general de mantener el mismo orden de las subbandas. Sólo en muy 

raras circunstancias un fondo de una subbanda incrementa su energía hasta valores que 

superen al del fondo de una subbanda que a campos inferiores se encontraba por encima de 

la primera. Estas situaciones excepcionales pueden acontecer en aquellos casos de 

subbandas de fondos de energía muy similar a muy bajos campos. Un caso de este tipo se 

observa en la figura con la primera subbanda de tipo split-off y la segunda subbanda de los  
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huecos ligeros. 

Se tomaron varios conjuntos de subbandas designados por tres cifras: la primera 

indicando el número de subbandas de huecos pesados; la segunda, el número de ligeros y la 

tercera de la terna, el número de subbandas de split-off del conjunto. Por ejemplo, la terna 

321 indica que se tomaron las tres subbandas de energías más bajas de huecos pesados, las 

dos subandas de energías más bajas de huecos ligeros y la de energía más baja de los 

huecos split-off. Realizamos un estudio a 77 K y 300 K. La Figura 4.3 recoge los resultados 

de los cálculos llevados a cabo usando la ecuación (4.14). 

Una observación importante sobre la población relativa de los conjuntos de subbandas es 

que, en aquellos en los que se considera un número pequeño de subbandas, la población 

relativa de los mismos es significativamente dependiente del campo eléctrico transversal, 

mientras que los conjuntos que contienen un número mayor de subbandas tienen una 

población relativa que es prácticamente independiente del campo. 
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Figura 4.2: Fondo de las subbandas de menor energía de la estructura de la Figura 4.1 en función del campo 
eléctrico aplicado. 
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Como resultado de este estudio se sugiere como una opción adecuada tomar el conjunto 

310, ya que este conjunto contiene más del 70% de los portadores a 300 K y casi el 100% a 

77 K. Este conjunto junto con los estados de tipo tridimensional cuando el portador supera 

la energía del fondo de la segunda banda de ligeros se puede manejar sin dificultad en el 

simulador Monte Carlo, ya que implica usar 252 matrices de scattering, que es un número 

aceptable. 

No obstante, esta elección podría resultar insuficiente para la descripción del problema 

cuando se pretende hacer un estudio para campos longitudinales altos, donde las subbandas 

de mayor energía se pueblan y manifiestan sus características bidimensionales. Por ello, 

otra alternativa sería el conjunto 421, que contiene más del 94% de los portadores a 300 K 

y prácticamente todos los portadores a 77 K. Este conjunto implica el uso de una estructura 

de subbandas más completa que el anterior, y considerando los mismos mecanismos de 

scattering bidimensionales citados anteriormente se necesitarían 540 matrices. Este número 

aún sigue siendo un valor manejable en un simulador, y por tanto, es otra elección que 

puede resultar adecuada para el problema que se ha considerado. 

4.3.3 Banda anisótropa y no parabólica 

En este apartado llevamos a cabo un estudio similar al anterior, pero considerando la 

anisotropía de la banda de valencia en la ecuación de Schrödinger de masa efectiva de la 

manera en que se detalló en la sección 3.7. Además, haremos uso de la segunda técnica de 

determinación de las subbandas más relevantes en el transporte, despreciando la 

contribución de los estados del portador de tipo tridimensional. 

Resolvimos la ecuación de Schrödinger de masa efectiva en el sistema de la Figura 4.1 

tomando como dirección de confinamiento las direcciones <100>, <110> y <111>. En cada 

uno de los casos la estructura de subbandas que se encontró fue diferente. De acuerdo con 

los resultados mostrados en la sección 3.7, en términos generales observamos que cuando el 

confinamiento cambia de la dirección <100> a <110> y de la dirección <110> a <111> las 

subbandas de huecos ligeros se sitúan a energías cada vez más altas, mientras que el caso 

opuesto se observa para las subbandas de huecos pesados. La explicación de este hecho está 
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en la anisotropía: una masa efectiva mayor en la dirección de confinamiento da lugar a una 

disminución en la energía del fondo de la banda. Los huecos ligeros disminuyen su masa 

efectiva cuando nos movemos de la dirección <100> a la <110> y de la dirección <110> a 

la <111>, y el comportamiento inverso es el observado en los huecos pesados. 

Calculamos la población relativa en varios conjuntos de subbandas usando la ecuación 

(4.15) para campos eléctricos entre 1 kV/cm y 100 kV/cm y representamos los resultados 

en la Figura 4.4. Los conjuntos fueron generados atendiendo al orden de las subbandas de 

la estructura, incorporando sucesivamente subbandas de mayor energía. 

De nuevo aquí se puede observar que en los conjuntos que contienen un número 

pequeño de subbandas existe una importante dependencia de la población relativa con el 

campo eléctrico transversal, mientras que esta dependencia desaparece prácticamente 

cuando se incorpora un número mayor de subbandas al conjunto. 

Un ejemplo de la variabilidad de los conjuntos adecuados de subbandas cuando se 

cambia la dirección de confinamiento se puede extraer de la Figura 4.4. Para un dispositivo 

fabricado con la dirección de confinamiento <100> se puede admitir como válido el 

conjunto 331 para llevar a cabo simulaciones fiables. No obstante, este conjunto desprecia 

la cuarta y quinta subbanda de huecos pesados, que contienen aproximadamente el 10% del 

total de portadores cuando el dispositivo se fabrica con la dirección de confinamiento 

<111>. 

Considerando los resultados anteriores intentamos encontrar un conjunto de subbandas 

para ser usado para cualquier dirección de confinamiento. En la Figura 4.4 podemos 

observar que las cuatro subbandas de menor energía de los huecos pesados siempre 

presentan una población significativa. La quinta subbanda de huecos pesados no desempeña 

un papel tan importante cuando la dirección de cuantización es la <100>. No obstante, la 

incluiremos en el conjunto de subbandas porque sí lo es en las otras dos direcciones de 

cuantización. Algo similar ocurre para los huecos ligeros. La primera y segunda subbanda 

de menor energía de este tipo de huecos contienen una cantidad relativamente importante 

de portadores para todas las direcciones de cuantización. Sin embargo, cuando  la  dirección  

de cuantización es la <100>, la tercera subbanda también se  
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encuentra poblada con un porcentaje de huecos relativamente importante. Por ello 

incluiremos las tres subbandas de menor energía de huecos ligeros en el conjunto para 

poder describir adecuadamente el comportamiento físico de la estructura SOI para todas las 

direcciones de confinamiento. En todos los casos la subbanda de menor energía de los 

huecos split-off desempeña un papel relativamente importante, y se incluirá en el conjunto 
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Figura 4.4: Población relativa de los conjuntos de subbandas de energías más bajas en la estructura indicada 
en la Figura 4.1 en función del campo eléctrico aplicado. Cada panel se refiere a un caso distinto en el que la 
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de subbandas por su posible interés cuando se apliquen campos eléctricos longitudinales 

medios y altos. 

Por consiguiente, nuestra propuesta es usar el conjunto 531. Éste contiene más del 99% 

de los portadores a temperatura ambiente para cualquier dirección de confinamiento y en 

todo el rango estudiado de campos eléctricos transversales. Por tanto, será un excelente 

conjunto para el estudio de la dinámica de los huecos en dispositivos SOI. Además, a 

temperaturas más bajas la población relativa se hace aún más próxima al 100%, por lo que 

resulta razonable que se puedan llevar a cabo simulaciones muy fiables a bajas 

temperaturas con este conjunto. Con poblaciones relativas tan altas en este conjunto es 

posible despreciar la contribución de los estados tridimensionales. 

En cuanto a las matrices de scattering necesarias para efectuar simulaciones con este 

conjunto de subbandas, dado que se han seleccionado n=9 subbandas, el número total de 

matrices es 486. De esta manera el uso de este conjunto de subbandas resulta más ventajoso 

desde el punto de vista de la cantidad de memoria requerida para almacenar datos que la 

combinación de estados bidimensionales y tridimensionales propuesto por Imanaga. 

4.3.4 Conclusiones 

Del estudio realizado sobre la determinación de un conjunto adecuado de subbandas 

para describir fiablemente el comportamiento físico de los huecos en una estructura SOI de 

dimensiones nanométricas podemos obtener una serie de conclusiones:  

El procedimiento que combina estados bidimensionales y tridimensionales puede ser una 

forma adecuada de describir el problema del transporte en estructuras SOI haciendo uso de 

un número aceptable de matrices de scattering. También el que usa únicamente estados 

bidimensionales puede dar un conjunto de subbandas que contiene un elevado número de 

portadores en equilibrio usando un número similar de matrices de scattering, con la 

principal ventaja de que el comportamiento bidimensional de los portadores se tiene en 

cuenta en la simulación de la dinámica de los huecos en estructuras SOI. 

La elección de un conjunto de nueve subbandas para el estudio de la dinámica de los 

huecos despreciando la contribución de los estados tridimensionales es adecuada para 
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cualquier dirección de confinamiento y para todo el rango de valores típicos del campo 

eléctrico transversal aplicado en un dispositivo de tipo SOI de dimensiones nanométricas. 

El estudio realizado para una estructura con una lámina de Si de 10 nm conduce a esta 

conclusión. No obstante, cuando se reduzca el espesor de la lámina hasta unos cuantos nm 

para simular los dispositivos en los que actualmente se está investigando, las subbandas 

incrementarán su energía como consecuencia del mayor confinamiento, y el conjunto de 

nueve subbandas puede dar una descripción del comportamiento del dispositivo mucho 

mejor, pudiendo describir incluso los efectos de portadores calientes cuando se aplica un 

valor alto del campo eléctrico longitudinal. 

4.4 Tasas de scattering bidimensionales. Scattering 

con fonones 

El punto de partida para calcular las tasas de scattering de un cierto mecanismo es la 

Regla de Oro de Fermi, que fue presentada en el Capítulo 2. La principal diferencia que 

existe entre los mecanismos de scattering tridimensionales y bidimensionales se encuentra 

en la forma de la función de onda del estado del portador, que en la dirección de 

confinamiento presenta una forma distinta a una onda plana. Teniendo en cuenta las 

características bidimensionales de los portadores, en este apartado se desarrollará el cálculo 

de las tasas de scattering con fonones ópticos y acústicos. 

La expresión de la probabilidad de scattering por unidad de tiempo para un mecanismo 

asociado a una perturbación del hamiltoniano del cristal H’ es 
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π
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donde �  es la energía absorbida o emitida en la transición. Al igual que en el caso 

tridimensional, se acepta que el estado del sistema c,�  puede escribirse como un 

producto del estado del cristal c  por el estado del portador � , siendo este último es un 

autoestado del operador hamiltoniano que considera el potencial confinante. El siguiente 
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paso consiste en expandir la perturbación del hamiltoniano en serie de Fourier, 

obteniéndose 
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Se usa este desarrollo en la ecuación (4.16) para obtener el elemento de matriz 
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siendo rdr el diferencial de volumen del espacio real y )(' rr�  y )(rr�  las funciones de onda 

del portador en el estado inicial y final respectivamente, que contienen la información 

relativa al confinamiento bidimensional. La estructura de las mismas es en este caso: 
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siendo ..ucl  la longitud de la celda unidad en la dirección de confinamiento y ||N  es el 

número de celdas unidad en el plano perpendicular a la dirección de confinamiento. En el 

apéndice B se muestra el cálculo del factor de normalización 
||

..

N

l uc . De acuerdo con el 

Teorema de la Masa Efectiva [Luttinger, 1955a], la función de onda del estado contiene la 

función de Bloch en el fondo de la banda )(0, rui
r . El subíndice cero indica que es la 

correspondiente al vector de onda 0=k
r

, donde se encuentran los extremos de las bandas, y

el subíndice i se refiere a la banda a la que corresponde. La consideración de las funciones 

de Bloch )(0, rui
r  en la función de onda del estado, aunque es necesaria en el cálculo de las 

tasas de scattering como se verá a continuación, no debe ser tenida en cuenta como algo 

exacto, sino más bien como una forma aproximada de incorporar dentro de la función de 

onda del estado los efectos del potencial de la red de átomos de la manera más precisa que 

permite la teoría. En este sentido otros autores [Crow, 2000] han comprobado que la 

consideración exacta de las funciones )(0, rui
r  en la función de onda del estado conduciría a 

unas reglas de selección en las transiciones intra e intersubbanda que proporcionan 

resultados anómalos en el estudio del transporte. 
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Cuando se introduce la estructura de la función de onda del portador en la ecuación (4.18) 

se obtiene 
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siendo i y f las subbandas inicial y final en la transición, respectivamente. Se ha sustituido 

el vector qr por una suma de su componente en la dirección de confinamiento, zqr , más su 

componente en el plano perpendicular a ésta, ||qr . Además, se ha usado la siguiente 

identidad: kzrr ˆ
|| += rr , siendo k̂  el vector unitario del eje Z del sistema de coordenadas 

cartesianas. Para poder simplificar la anterior integral se proponen los siguientes cambios 

de variable: ''
|||||| rRr rrr += ; krkRkz zz

ˆˆˆ ''+= , siendo ||R
r

 y kRz
ˆ  vectores de la red directa y ''

||rr  y 

krz
ˆ''  vectores que variarán dentro de la celda unidad. La intención de estos cambios de 

variable es reducir la integral en todo el espacio a integrales en la celda unidad. 

Introduciendo los cambios de variable, obtenemos 
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Siendo ''
||rdr  el diferencial de área en el plano perpendicular a la dirección de confinamiento. 

Ya que las funciones envolventes )(z�  varían lentamente en distancias del orden de la 

celda unidad, es posible efectuar la simplificación

)()()()( *''''*
zizfzzizzf RRrRrR ���� ≈++ (4.22)

De esta forma se puede sacar el producto de las funciones envolventes de la integral en la 

celda unidad. Por otro lado, ya que las funciones 0,nu  son periódicas, repitiéndose en cada 

una de las celdas unidad del cristal, podemos efectuar la siguiente simplificación 
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(4.23)

Incluyendo en la ecuación (4.21) estas consideraciones llegamos al siguiente resultado 
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Tanto las sumas como la integral en la celda unidad que resultan de este cálculo son 

independientes entre sí. Con respecto a la primera suma se tiene 
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siendo ||G
r

 un vector de la red recíproca contenido en el mismo plano que los vectores de 

onda paralelos que definen los estados de los portadores. Esta relación expresa la 

conservación del momento en el plano perpendicular a la dirección de confinamiento. Con 

respecto a la segunda sumatoria podemos aproximarla por una integral 
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Reuniendo todos los anteriores resultados se obtiene 
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Por consiguiente, el término de matriz se escribirá como 
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Debido a que la probabilidad de scattering por unidad de tiempo está relacionada con el 

cuadrado del término de matriz, se definen por claridad 
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Por la complejidad de la función fi
qD z

G ,
,2 , en la notación se omitirán sus variables. De esta 

manera, la probabilidad de scattering por unidad de tiempo se escribe 
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Los portadores muestran características bidimensionales debido al confinamiento al que 

se ven sometidos por el potencial electrostático. Los fonones ópticos y acústicos de la 

estructura también sufrirán de alguna forma los efectos del confinamiento, difiriendo sus 

relaciones )(qr�  de las correspondientes tridimensionales. En un MOSFET convencional el 

confinamiento de los fonones es despreciable. No obstante, en los dispositivos SOI los 

fonones podrían presentar un comportamiento más próximo al bidimensional debido a que 

el semiconductor es sólo una estrecha lámina de Si entre los óxidos. En la actualidad se 

realizan investigaciones sobre este tema [Sotomayor-Torres, 2004], [Donetti, 2006]. Por el 

momento se estima que se puede realizar el estudio en una primera aproximación 

considerando los fonones como tridimensionales usando un potencial de deformación 

dependiente del espesor de la lámina de Si [Donetti, 2005]. 

En este trabajo se considera que los fonones de la estructura son tridimensionales. Se 

trata de una primera aproximación al problema, y en el futuro podría ser necesario 

incorporar en el estudio los efectos del confinamiento en los fonones, por lo que este 

trabajo queda aún abierto a futuras mejoras. 

Para ello se usa el hamiltoniano de la perturbación dado por Kittel [Kittel, 1963] de la 

ecuación (2.12), el mismo que se usó para el scattering tridimensional. A partir del mismo 

se obtiene [Jacoboni, 1983] 
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y finalmente 
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4.4.1 Scattering con fonones ópticos 

El estudio de este tipo de scattering se aborda de manera semejante a la seguida en el caso 

tridimensional, para el que se requería una modificación de las ecuaciones sustituyendo el 

factor 
2

�� ��� q�  por el potencial de deformación de los fonones ópticos al cuadrado, 2D , 

según el trabajo de Harrison [Harrison, 1956]: 
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Para calcular la tasa de scattering para un portador con un cierto vector de onda paralelo 

||k
r

 en una subbanda i es necesario integrar la probabilidad por unidad de tiempo de la 

ecuación (4.34) en todos los estados finales posibles. Cuando se lleva a cabo ese cálculo se 

emplea frecuentemente un sistema de coordenadas cilíndricas. En este sistema se usa el 

diferencial de volumen zdqddkk �|||| ''  para considerar todas las posibles transiciones. El 

factor �ddkk |||| ''  es el diferencial de área en el plano perpendicular a la dirección de 

confinamiento, donde se indica con la prima que la suma se efectúa en los valores finales 

de la transición. Por comodidad se tomará como origen de la variable �  la dirección de ||k
r

antes del scattering. El factor zdq  es el diferencial de la componente en la dirección de 

confinamiento del momento del fonón trasferido en el scattering. Por tanto, sumando en 

todos los posibles estados finales en el plano perpendicular a la dirección de confinamiento, 

y sumando en todas las posibles componentes zq  de los fonones, se está teniendo en cuenta 

todas las posibles transiciones que pueda realizar el hueco: 
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Efectuando la integración en las variables ||'k  y zq  y dejando sin integrar la variable 

angular � , se obtiene la expresión de las probabilidades angulares para ser usadas en las 

simulaciones, de forma equivalente a las ecuaciones (2.29), (2.30) y (2.31). En estas 

probabilidades resulta fundamental conocer las funciones fi
qD z

G ,
,2 . Como consecuencia del 
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desconocimiento que hay de las mismas, en la simulación de la dinámica de los electrones a 

menudo se asume tácitamente que estas funciones son la unidad por similitud con sus 

equivalentes tridimensionales [Fischetti, 1993]. Sin embargo, en la banda de valencia esta 

aproximación es demasiado burda puesto que sus equivalentes tridimensionales no son la 

unidad [Wiley, 1971]. Además, según las ecuaciones (2.9) y (2.10), dichas equivalentes 

tridimensionales dependen exclusivamente de � , que es el ángulo entre los vectores de 

onda inicial y final en el scattering. En el caso bidimensional no es posible usar las 

funciones tridimensionales, ya que dicho ángulo de scattering no está definido como 

consecuencia de la indeterminación de la componente z del vector de onda de los estados. 

Por este motivo, una posible alternativa que se propone en este trabajo es sustituir las 

funciones fi
qD z

G ,
,2  por valores constantes que actúen, en principio, como parámetros de 

ajuste. Con la idea de minimizar el número de parámetros en los cálculos, en este trabajo se 

usa la siguiente aproximación 

�≈fi
qD z

G ,
,2 (4.36)

siendo �  una constante de ajuste, que se puede interpretar como un promedio angular de 

las funciones fi
qD z

G ,
,2 . Se usará la misma constante para todos los procesos de scattering, 

tanto intrasubbanda como intersubbanda, tanto entre subbandas de un mismo tipo de hueco 

como entre subbandas de distintos tipos de huecos. Dicho parámetro de ajuste ha de ser 

menor que uno, ya que las funciones fi
qD z

G ,
,2  están acotadas [Costato, 1972]: 
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G (4.37)

Con esta hipótesis la ecuación (4.35) es 
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La primera integral puede calcularse de forma sencilla usando las propiedades de la 

transformada de Fourier [Price, 1981] 

∫∫ = dzzzdqqI ifzzfi

222

, )()(2)( ��π  (4.39)

La segunda integral está relacionada con la densidad de estados del nivel de energía final. 

En ella se puede hacer la transformación de la ecuación (4.4) 
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donde 'E  es la energía total del portador tras la transición, y se ha usado el valor efectivo 

del potencial electrostático en la subbanda final fV , ecuación (4.7), con el fin de que se 

pueda usar este cambio de variable para cualquier perfil de potencial electrostático. 

Integrando en los estados finales posibles, se obtiene 
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Y finalmente obtenemos las siguientes tasas de scattering con fonones ópticos 
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La parte superior (inferior) de cada una de estas ecuaciones es la probabilidad de 

absorción (emisión) de un fonón óptico por el portador. Por claridad, en esta etapa del 

cálculo se han sustituído los subíndices i y f, que expresaban en general el estado inicial y 

final en la transición, por subíndices compuestos por un primer subbíndice, que indica el 

tipo de hueco (H, L o S), y un segundo que designa el número de la subbanda dentro del 

conjunto correspondiente, siendo n para el estado inicial y n’ para el final. Por ejemplo, 

)(',;, EPOpt
nHnL �  es la tasa de scattering para transiciones cuyo estado inicial es la n-ésima 

subbanda de huecos ligeros y cuyo estado final es la n’-ésima subbanda de huecos pesados.

Acerca de las anteriores tasas de scattering, comentamos al comienzo de esta sección la 

posibilidad de que el valor del potencial de deformación de los fonones ópticos confinados 

en una estrecha capa de Si difiriese de su valor tridimensional. Por tanto, D  podría usarse 

como un parámetro de ajuste en el simulador. Sin embargo, también nos resulta 
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desconocido el valor medio de � . Combinando ambos parámetros desconocidos podemos 

definir un parámetro de ajuste �  que los englobe 

22 D��� (4.45)

El mismo concepto fue el que se empleó en la formulación de las tasas de scattering

tridimensionales, ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37), donde se usaba un potencial de 

deformación que incluía el promedio angular de la función )(�G . 

Usando esta definición, la expresión final de las probabilidades de scattering es 
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4.4.2 Scattering con fonones acústicos 

La ecuación (4.33) es el punto de partida del cálculo de las tasas de scattering con 

fonones acústicos. Esta expresión se simplifica de la misma forma que en el caso 

tridimensional usando un tensor de deformación isótropo, y por consiguiente 

22
0

2
qq jiji �≈�� . Con respecto a la constante de acoplamiento 0�  se puede hacer la 

misma observación que se hizo para la correspondiente a los fonones ópticos: en una 

estrecha lámina de Si su valor podría diferir notablemente del que presenta en un cristal 

tridimensional. Por otro lado, las funciones fi
qD z

G ,
,2  siguen siendo desconocidas, y se acepta 

que es válida la aproximación ya indicada en la ecuación (4.36). Con estas consideraciones 

se tiene que la tasa de scattering con un fonón acústico es 
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En esta sección se pretende formular unas tasas de scattering con fonones acústicos 

siguiendo un camino paralelo al que se siguió en el caso tridimensional. Recordemos que 

en el apartado 2.2.2 se usó un modelo de scattering inelástico donde se calculaba una 

energía media para el fonón acústico que era función del tipo de transición y de la 

temperatura del sistema. Con la misma intención se buscará a continuación el valor de la 

energía media de los fonones acústicos que interaccionan con los portadores en cada una de 

las posibles transiciones del scattering bidimensional. Tras este paso, el cálculo de las tasas 

de scattering será equivalente al que se ha seguido en la sección anterior para los fonones 

ópticos. 

Energía media de los fonones acústicos 

A partir del modelo de la relación )(qr�  de los fonones acústicos que se usa en este 

trabajo, ecuación (2.11), se puede admitir de partida que la energía media de los fonones 

acústicos que interaccionarán con los portadores en una transición entre una subbanda 

inicial i y una subbanda final f, D
fiacu

2
, �� , verifica la siguiente relación 

fiD

D
fiacu qu

�� =
,2

22
, h� (4.50)

donde 
fiD

q
�,2

2  es el valor medio del cuadrado del momento transferido por los fonones 

acústicos al portador en la citada transición. Dicho valor puede calcularse como 

fiDzfiDfiD
qqq
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(4.51)

siendo, así mismo, 
fiD

q
�,2

2
||  y 

fiDzq
�,2

2  los valores medios de los cuadrados de las 

componentes del momento transferidas al portador en el plano perpendicular a la dirección 

de confinamiento y en la dirección de confinamiento, respectivamente. 

Para calcular 
fiD

q
�,2

2
||  se parte de la conservación del momento en el plano 

perpendicular a la dirección de confinamiento 
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Conocidas las relaciones entre la energía y el momento de las subbandas inicial y final 

de la transición, que se denominan )( ||kEi  y )'( ||kE f  respectivamente, se puede conocer la 

energía total del portador antes y después del scattering. Sin embargo, para simplificar el 

cálculo se usa de nuevo la misma aproximación que se realizó para determinar la energía 

media de los fonones acústicos en el scattering tridimensional, esto es, en primera 

aproximación se supone que la energía del fonón acústico es pequeña comparada con la 

energía del hueco, y por consiguiente )'()( |||| kEkE fi ≈ . Esta aproximación hace posible 

que se pueda relacionar '
||k  con ||k  de la siguiente manera 

||,|| )(' kEk fi�= (4.53)

Las funciones )(, Efi�  dependen exclusivamente de la energía total del portador, y se 

pueden obtener a partir de las relaciones entre la energía y el momento de las subbandas 

inicial y final. Es necesario tener en cuenta que dicha relación sólo tiene sentido para 

energías mayores que minE , el máximo de los fondos de las subbandas inicial y final, donde 

ambos estados son mutuamente accesibles a través de un scattering elástico. Esta definición 

permite expresar la conservación del momento como 
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2
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y el promedio angular de esta magnitud en el plano es 

{ })(1)( ,
2
||

2
|| EkEq fifi

�+=
�

(4.55)

Este promedio depende de la energía total del portador. Por tanto, habrá que tener en cuenta 

la función de distribución en energías de los portadores en la subbanda inicial para estimar 

el valor de 
fiD

q
�,2

2
|| , que será independiente de la energía, equivalentemente a como se 

hizo en la ecuación (2.45). 
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Al igual que allí, se admite como válida la estadística de Boltzmann en este cálculo. 

Además, en este caso se ha usado la densidad de estados bidimensional de la subbanda 
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inicial i, )(,2 ED iD , que se mostró en la ecuación (4.8). Considerando también las relaciones 

indicadas en las ecuaciones (4.53) y (3.31), se deducen los siguientes resultados para una 

subbanda isótropa y no parabólica: 
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La ecuación (4.57) se aplica en todas las transiciones cuyos estados inicial y final sean de 

huecos pesados o ligeros. La ecuación (4.58) se refiere a transiciones desde subbandas de 

huecos pesados o ligeros a subbandas de huecos split-off, mientras que la ecuación (4.59) se 

refiere a las transiciones inversas, las que se inician en subbandas de huecos split-off y 

terminan en subbandas de huecos pesados o ligeros. Por último, la ecuación (4.60) se usa en 

las transiciones cuyos estados inicial y final se encuentren en subbandas de huecos split-off. 

La notación seguida señala todas estas consideraciones en el superíndice de la función 

fiD
q

�,2

2
|| . 
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Para realizar un estudio que considere la anisotropía de la banda de valencia, tal y como 

se mostró en la sección 3.7, debería usarse en la deducción de las ecuaciones anteriores i) la 

densidad de estados bidimensional que se deduce del modelo anisótropo y ii) la relación 

entre el módulo del vector de onda paralelo y la energía paralela expresada en la ecuación 

(3.42). Con respecto al primer punto, en el apartado 4.2 se comentó que las densidades de 

estados del modelo anisótropo se obtienen a partir de la ecuación (4.8) sustituyendo las 

masas efectivas de allí por los valores ||m  definidos en la ecuación (3.41). No obstante, este 

cambio no altera las expresiones para calcular las funciones 
fiD

q
�,2

2
||  del modelo 

anisótropo ya que, al realizar el cociente entre las integrales, se cancelan las constantes. Sin 

embargo, el segundo punto sí modifica el cálculo, obteniéndose las siguientes ecuaciones: 
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La ecuación (4.60) se mantiene aunque se realice un estudio usando el modelo anisótropo 

de banda descrito en este trabajo, ya que el modelo considera isótropa la banda de split-off. 

La energía paralela ||�  es una función de la energía total del portador, E, cuando se 

considera la no parabolicidad. De la ecuación (3.10) puede obtenerse dicha relación 

)(|| EEE z−=� (4.64)
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El hecho que complica notablemente el cálculo de las integrales es que los autovalores zE

de la ecuación de Schrödinger son a su vez funciones de la energía total del portador. No 

obstante, ya que la variación de zE  suele ser pequeña, podemos despreciar esta 

dependencia para efectuar este promedio y suponer que )0(,|| izEE +≈ � , siendo E  la 

energía total del portador y )0(,izE  el valor de zE  en el fondo de la subbanda i, que es un 

valor constante. Así, las ecuaciones (4.57), (4.58), (4.59) y (4.60) se transforman en:  
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y las ecuaciones (4.61), (4.62) y (4.63) se transforman en: 
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Una vez estimado el valor de 
fiD

q
�,2

2
|| , el siguiente paso será determinar 

fiDzq
�,2

2 . 

Este cálculo ha de tener en cuenta que la componente zq  de los fonones que interaccionan 

con los portadores no está perfectamente definida en una transición aunque se conozcan los 

estados inicial y final del portador. La causa de este comportamiento es que no existe una 

ley similar a la de conservación del momento en el plano perpendicular a la dirección de 

confinamiento, y por tanto hay muchos valores posibles de zq  que pueden efectuar la 

transición. Sin embargo, no todos son igualmente probables. La probabilidad de que un 

fonón con componente zq  entre en juego en una transición entre dos subbandas de 

funciones envolventes en la dirección de confinamiento i�  y f�  es proporcional, según la 

ecuación (4.49), a 
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(4.72)

Para simplificar esta expresión se puede admitir que qq NN ≈+1 , que será admisible dado 

que la energía de los fonones acústicos es pequeña. De esta manera se obtiene una 
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probabilidad independiente de si el proceso es de emisión o de absorción. Además, 

teniendo en cuenta la relación lineal entre la energía y el momento de los fonones acústicos 

que se ha usado en este trabajo, ecuación (2.11), la frecuencia q�  es proporcional al 

módulo del momento del vector de onda del fonón. Descomponiendo éste en sus 

componentes en la dirección de confinamiento y perpendicular a la misma, la ecuación 

(4.72) se transforma en 
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 (4.73)

Esta probabilidad depende del valor que tome 2
||q . En una primera aproximación se 

propone sustituir éste por su valor medio calculado anteriormente. 

En el caso de que se eliminase el confinamiento y las funciones i�  y f�  fuesen ondas 

planas con un momento definido en la dirección de confinamiento, la integral se 

transformaría en una delta de Dirac que expresaría la ley de conservación del momento en 

dicha dirección. Cuando hay confinamiento, esta ley no existe, y la anterior expresión 

considera la probabilidad de cada uno de los valores zq . 

Un hecho que puede pasar inadvertido, pero que es de gran importancia en la 

determinación de la energía media de los fonones acústicos, es la simetría par de la función 

de probabilidad )( zfi qp � . El argumento de esta función es la componente del fonón 

acústico en la dirección de confinamiento, y puede tomar tanto valores positivos como 

negativos. Como se puede comprobar, )()( zfizfi qpqp �� =− , y por lo tanto, si se calcula 

fiDzq
→,2

, obtendríamos siempre un resultado nulo. De esta forma, y para evitar trabajar 

con la función valor absoluto, se ha preferido un cálculo de la energía media de los fonones 

acústicos tal y como se expresó en la ecuación (4.50). 

Usando la anterior función de probabilidad se puede estimar el valor medio de 2
zq  en 

una transición entre dos subbandas 
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El denominador de la ecuación anterior es el factor que normaliza la función de 

probabilidad. Para implementar numéricamente el cálculo del promedio anterior se propone 

usar la siguiente igualdad: 

[ ] [ ]2*2*2* )sin()()()cos()()()()( ∫∫∫ += dzzqzzdzzqzzdzezz zifzif
ziq

if
z ������ (4.75)

que simplifica la tarea de efectuar el promedio, puesto que se evita trabajar con números 

complejos. 

Una cuestión importante que hay que destacar de la ecuación (4.74) es que el promedio 

fiDzq
→,2

2  depende únicamente de las subbandas inicial y final, y es por tanto 

independiente de la energía del portador. Además, la consideración de isotropía o 

anisotropía en el modelo de la banda de valencia está implícita en las funciones 

envolventes, por lo que la anterior ecuación es válida para ambos modelos. 

Combinando las ecuaciones (4.50) y (4.51) con las que se han demostrado en esta 

sección para obtener los valores de 
fiD

q
�,2

2
||  y 

fiDzq
�,2

2  se puede calcular el valor 

medio de la energía que se pone en juego en un scattering con fonones acústicos. 

Tasas de scattering 

Así pues, una vez que se ha determinado los distintos valores de las energías medias de 

los fonones acústicos para cada transición, se incorpora la aproximación de fonones 

acústicos de energía constante a la ecuación (4.49) efectuando las siguientes sustituciones: 
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La probabilidad por unidad de tiempo de experimentar un scattering se escribe tras la 

aproximación como 

)'()(
1

),;,( 2
,

2

,2

2
0

2
,'

||||

,2

2

,2

2

D
fiacuzfi

q

q
D

fiacuAcu EEqI
N

N

Vu
fkikP

fiD

fiD

�

�
−

��
�

�

�

��
�

�

�

+

�
=

�

� ��
�

π��
m

h

rr
(4.77)

Se obtienen las tasas de scattering integrando en los estados finales posibles. 
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La resolución de las integrales anteriores es idéntica a la que se llevó a cabo para el cálculo 

de las tasas de scattering con fonones ópticos, ecuaciones (4.39) y (4.41). Por consiguiente, 

las tasas de scattering con fonones acústicos serán 
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Cuando se estudiaron las tasas de scattering con fonones ópticos se comentó que tanto 

�  como la constante de acoplamiento de los fonones ópticos podrían considerarse como 

parámetros de ajuste. De la misma manera, tanto �  como 0�  pueden ser tratadas como 

parámetros de ajuste para los fonones acústicos, y por ello resulta útil combinarlas en un 

único parámetro. Definiendo 

2
0

2 ��� � (4.82)

las tasas de scattering anteriores se escribirán 
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4.4.3 Tasas de scattering bidimensionales. Scattering 

debido a la rugosidad superficial. 

En el estudio del comportamiento de los portadores en gases confinados en una 

dirección por un potencial electrostático el hamiltoniano que se propone considera dicho 

potencial superpuesto a otro que es perfectamente periódico en todo el plano perpendicular 

a dicha dirección de confinamiento. De hecho, las funciones de onda que se proponen para 

el portador, ecuación (4.19), mantienen la periodicidad característica de las funciones de 

Bloch en ese plano. No obstante, cuando la interface o interfaces presentes en la estructura 

no son perfectamente planas, el potencial en cada plano paralelo a las mismas pierde su 

periodicidad, y por consiguiente ni el hamiltoniano resuelto ni las funciones de onda 

propuestas serán las adecuadas. De esta forma surge un nuevo mecanismo de scattering, el 

scattering debido a la rugosidad superficial. 

Para describir la interface rugosa a partir de la interface plana del hamiltoniano no 

perturbado se define una función )( ||rr∆  que indicará la desviación de la primera interface

respecto a la segunda. Dicha función está definida en el plano XY, perpendicular a la 

dirección de confinamiento en el sistema de referencia que se ha usado en este trabajo. Si es 

positiva indica que el óxido se adentra en la capa de Si, y viceversa si es negativa. Como 

ejemplo, la Figura 4.5 muestra dos interfaces: la primera es plana, mientras que la segunda 

representa una modificación de la primera a la que se le ha añadido la rugosidad usando una 

función aleatoria arbitraria )( ||rr∆ . 
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Ya que la función )( ||rr∆  desempeña un papel esencial en la investigación del scattering

debido a la rugosidad superficial, su determinación es una cuestión de enorme interés. En 

las primeras investigaciones sobre este mecanismo de scattering, cuando aún no se conocía 

la forma de la rugosidad superficial de la interface, los estudios se apoyaban en postulados 

acerca de las funciones )( ||rr�  [Ando, 1982]. Posteriormente fue posible estimar 

experimentalmente una forma mucho más realista de la función )( ||rr�  usando la 

(a)

(b)

Figura 4.5: Representación esquemática de una interface entre Si y SiO2 plana (a) y rugosa (b).  
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Microscopía de Transmisión de Electrones de Alta Resolución (HRTEM) [Goodnick, 

1985]. Desde entonces muchos autores han basado sus estudios en los resultados de este 

último trabajo [Gámiz, 1999a]. En este trabajo también se ha optado por usar este modelo 

de rugosidad superficial de la interface Si-SiO2. 

Para comenzar el cálculo de las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial es 

necesario formular la perturbación del hamiltoniano, que está estrechamente vinculada a la 

función )( ||rr∆ . Para el estudio de transistores basados en la estructura MOS, Goodnick et 

al. [Goodnick, 1985] propusieron que el potencial electrostático en un punto del interior de 

la capa de Si de coordenadas ( )zr ,||
r  podía aproximarse usando el teorema de Taylor del 

siguiente modo: 

z

V
rzVrzV

∂

∂
�+≈�+ )()())(( ||||

rr (4.86)

A partir de esta aproximación se obtiene la perturbación del hamiltoniano debida a la 

rugosidad superficial, que para los huecos es: 

[ ] [ ]zEre
z

V
rezVrzVeHRS ˆ·)()()())(( ||||||

' rrrr −�=
∂

∂
�≈−�+≈ (4.87)

siendo E
r

 el vector campo eléctrico y ẑ  el vector unitario en la dirección del eje Z. Así 

pues, la perturbación del hamiltoniano propuesta por Goodnick et al. está relacionada con 

el valor del campo eléctrico.  

Sin embargo, aunque esta propuesta proporciona buenos resultados en la descripción de 

la física de transistores basados en la estructura MOS, no es una buena aproximación para 

el estudio de dispositivos donde la capa de Si tiene un espesor pequeño [Gámiz, 1999a], y 

se requiere un modelo más adecuado para el estudio de transistores basados en la estructura 

SOI. Con esta idea, Gámiz et al. propusieron una nueva forma de la perturbación del 

potencial electrostático que está en consonancia con lo que se observa en una estructura 

SOI [Gámiz, 1999a]: 

)(
)()(

)())(( |||| r
zVzV

zVrzV
m

m rr �
�

−�+
+≈�+ (4.88)

Siendo m∆  el valor cuadrático medio de la función de rugosidad )( ||rr� . De esta forma, el 

hamiltoniano de la perturbación es 
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donde se ha usado la siguiente definición: 

)()()( zVzVzV mm −∆+=∆ (4.90)

Esta aproximación proporciona una descripción adecuada de la perturbación del 

hamiltoniano debida a la rugosidad superficial en una estructura SOI tanto para la interface 

de puerta como para la del óxido enterrado. Según los ejemplos mostrados por Gámiz et al.,

hay una gran similitud entre el potencial electrostático calculado exactamente y el estimado 

usando la perturbación de la ecuación (4.88). Sin embargo, el potencial de Goodnick et al.  

en (4.86) muestra importantes diferencias con el potencial exacto. Estas evidencias apoyan 

el uso del modelo de Gámiz et al. en detrimento del de Goodnick et al. para la estimación 

de las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial en transistores SOI. En este 

trabajo se han desarrollado las tasas de scattering de acuerdo con este modelo de manera 

que se pueda disponer de ellas en el futuro para posibles investigaciones sobre estos 

dispositivos. 

Para calcular estas tasas de scattering considerando el modelo de banda de valencia 

expuesto en este trabajo partimos de la Regla de Oro de Fermi, ecuación (4.16). La parte 

fundamental del desarrollo es el estudio del elemento ckHck RS ,',' ' rr
. Usando las 

funciones de onda de los portadores que ya se han usado en apartados anteriores, ecuación 

(4.19), se obtiene 
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La rugosidad superficial )( ||rr�  se sustituye usando la siguiente relación basada en su 

transformada de Fourier, )( ||qr�

∫
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)( qdeq

S
r rqi rrr rr

(4.92)

siendo ||S  la superficie de la interface, ||qr  las frecuencias espaciales de la rugosidad 

superficial en el espacio recíproco y ||qdr  el diferencial de área en el mismo. 
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Al igual que se hizo en el estudio de las tasas de scattering con fonones, a continuación 

se realizan los siguientes cambios de variable: kzrr ˆ
|| += rr ; ''

|||||| rRr rrr += ; krkRkz zz
ˆˆˆ ''+= , 

siendo ||R
r

 y kRz
ˆ  vectores de la red directa y ''

||rr  y krz
ˆ''  vectores que variarán dentro de la 

celda unidad. De esta forma la integral espacial se transforma en 
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Se admite que, dentro de una celda unidad, la variación de las funciones envolventes )(zi�

y del potencial electrostático son despreciables 

)()()()()()( *''''''*
zizmzfzzizzmzzf RRVRrRrRVrR ���� �≈++�+ (4.95)

y teniendo en cuenta la periodicidad de las funciones )(0, rui
r  se puede aceptar que 
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El resultado final de estas aproximaciones al incorporarlas en la ecuación (4.94) es 
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(4.97)

El valor de la primera sumatoria viene dado por la ecuación (4.25), que expresa la ley de 

conservación del momento en el plano perpendicular a la dirección de confinamiento, y que 

además indica los valores de ||qr  que pueden realizar la transición para un par de estados 

inicial y final cualesquiera. Con respecto a la segunda sumatoria, se transforma en una 

integral de la misma manera que se hizo en el estudio para los fonones, ecuación (4.26). Por 

tanto, la ecuación (4.97) queda como 
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Introduciendo estos resultados en (4.93) obtenemos 
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Finalmente, la última integral se resuelve de forma trivial 

)()()'( |||||||||||||| qqdqGqkk rrrrrrr
�=�−−−∫� (4.100) 

donde se ha redefinido ||qr  como el momento transferido en el scattering que satisface la 

ecuación de conservación correspondiente ya demostrada. Usando el valor calculado para el 

elemento de matriz, la probabilidad por unidad de tiempo de sufrir un scattering debido a la 

rugosidad superficial es 
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Apréciese que en esta expresión aparece la función fi
DG ,

0,2  evaluada para 0=zq . El 

desarrollo de las tasas de scattering de fonones y de rugosidad superficial sugiere que 

siempre que el portador sufra un scattering debido a un agente tridimensional (como es el 

caso de los fonones), la función de solapamiento tendrá la forma fi
qD z

G ,
,2 , mientras que en 

aquellos mecanismos de scattering cuyo agente sea esencialmente bidimensional (como la 

rugosidad superficial) la función de solapamiento será igual a la tridimensional evaluada en 

0=zq . 

Para calcular las tasas de scattering, se integra en todos los posibles estados finales del 

portador. Éstos estan contenidos en un plano del espacio K, y por tanto en el cálculo será 

necesario usar la densidad de estados en el mismo, 2
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A continuación se realiza el cambio de variable mostrado en la ecuación (4.4), que 

transforma la anterior integral en '
||k  en una integral en la energía total final del portador, 

E’. La integración en esta variable es sencilla, ya que la única parte del integrando que 

depende de la misma es la delta de Dirac. Físicamente esta integración implica la 

conservación de la energía total del portador en el proceso de scattering. Conviene recordar 

por tanto que a lo largo del cálculo se han encontrado dos leyes de conservación para el 

scattering debido a la rugosidad superficial: la conservación del momento en el plano 

paralelo a la interface, ecuación (4.100), y la conservación de la energía total del portador 

que se acaba de ver. 

Como resultado de dichas leyes de conservación, para un determinado estado inicial el 

vector ||qr  es únicamente función del ángulo de scattering �  (ángulo entre el vector de onda 

paralelo inicial ||k
r

 y el vector de onda paralelo final '
||k
r

), y por consiguiente, 
2

|| )(qr�

dependerá del mismo. Además, las funciones fi
DG ,

0,2  podrían depender tambien del ángulo 

� , al igual que sus correspondientes tridimensionales. Se tiene entonces 
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En este punto se puede extraer la probabilidad angular de scattering debido a la rugosidad 

superficial a partir de la anterior ecuación. Cuando no se realiza la integración angular, se 

obtiene 
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D

RS
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0,2

2

|| )()( r�=� �  (4.104) 

Ya que las funciones fi
DG ,

0,2  no son conocidas, en este trabajo se aproximan por funciones 

isótropas según la ecuación (4.36). Así, la probabilidad angular de scattering se reduce a 

2

|| )()( qPRS
fi

r�=� �  (4.105) 

Continuando con el cálculo de las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial, y 

teniendo en cuenta la ecuación (4.37), podremos acotar el valor de la integral de la ecuación 

(4.103) por 
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y de esta forma en cada caso es posible encontrar un �  que verifique que 10 ≤≤ �  tal que 
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Hasta esta igualdad se puede llegar sin aproximaciones, aunque hay que resaltar que el 

desconocimiento de las funciones fi
DG ,

0,2  hace igualmente desconocidos los valores 

adecuados de los parámetros � . No obstante, siendo consistentes con la hipótesis que se 

realizó para las funciones fi
qD z

G ,
,2  en el caso del scattering con fonones, sería adecuado 

admitir �� = . Las tasas de scattering con la rugosidad superficial son, finalmente 
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Hasta el momento no se ha mencionado la forma de la función 
2

|| )(qr� , por lo que la 

ecuación anterior no está vinculada a un tipo particular de rugosidad superficial, y es una 

expresión general. Admitiendo el modelo de rugosidad superficial de Goodnick et al.

[Goodnick, 1985] usado por muchos autores y basado en estudios experimentales, 

admitiremos que la rugosidad superficial de la interface entre Si y SiO2 da lugar a la 

siguiente expresión de 
2
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donde corrL  es la longitud de correlación de la rugosidad superficial. Por tanto las tasas de 

scattering obtenidas con este modelo son 
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La ecuación (4.110) se transforma en la expresión de la tasa de scattering debido a la 

rugosidad superficial que proporcionan Gámiz et al. [Gámiz, 1999a] cuando se elimina la 

no parabolicidad de la banda ( 1)( =�� ; 1)( =� � ) y se supone que 1=� . Esta última 

ecuación no considera el apantallamiento que realiza el resto de portadores del 

semiconductor. Con respecto a esta cuestión, Gámiz et al. incorporan este apantallamiento 

introduciendo ad hoc una función )(� qr
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siendo S�  la constante dieléctrica del semiconductor y )(ˆ qF  la función definida como 
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donde el índice de la sumatoria �  recorre todas las bandas consideradas en el estudio. La 

introducción de la función )(� qr  en la ecuación (4.110), un procedimiento propuesto 

primeramente por Yamakawa [Yamakawa, 1996], ha de entenderse como una primera 

aproximación para tener en cuenta el apantallamiento del resto de portadores, ya que 

cuando se pretende usarla más allá de sus límites de validez puede presentar ciertos 

comportamientos no físicos. Incorporando los efectos del apantallamiento en las 

probabilidades de scattering con la rugosidad superficial, se obtiene la siguiente expresión: 
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En estas probabilidades se tienen hasta tres parámetros diferentes que se pueden usar 

como parámetros de ajuste cuando éstos nos sean desconocidos, a saber, � , corrL  y m∆ . 

Éste último aparece implícitamente en la expresión anterior dentro de la función )(zVm� . 

En la estructura MOS convencional los scatterings debidos a la rugosidad superficial 

estan causados, fundamentalmente, por la única interface Si-SiO2. En el caso de una 

estructura SOI, que es para la que se han desarrollado las tasas de scattering anteriores, 
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existen dos interfaces distintas de este mismo tipo, la interface de puerta y la interface con 

el óxido enterrado. Cada una de ellas poducirá scatterings en el portador durante su vuelo 

libre. En los apartados siguientes se mostrará el procedimiento de cálculo de las tasas de 

scattering de una y otra interface admitiendo que no existe correlación entre ambas [Gámiz, 

1999a]. 

4.4.4 Tasas de scattering debido a la rugosidad de 

puerta 

Para particularizar la ecuación (4.113) en una determinada interface es necesario 

considerar los valores de los parámetros corrL  y m∆  que describen su rugosidad. Además se 

requiere calcular el término 
2

* )()()(∫ �
L

imf dzzzVz ��  que contiene la información sobre las 

fluctuaciones del potencial en la dirección de confinamiento debidas a los cambios en la 

posición de la interface de puerta. Para ello es necesario calcular )(zVm∆  a partir de su 

definición en la ecuación (4.90). Esta función es la diferencia entre dos potenciales 

electrostáticos: )(zV , que es el potencial electrostático en la estructura no perturbada, y 

)( mzV ∆+ , que es el potencial electrostático en la estructura cuando la interface en 

cuestión se desplaza una distancia m� . Para estimarlos, se acepta como condición de 

contorno que la caída de tensión entre el óxido de puerta y el óxido enterrado es la misma 

en ambos casos. 

Para ejemplificar el procedimiento de cálculo, en la Figura 4.6 se ha dibujado 

esquemáticamente una estructura SOI con una función de rugosidad arbitraria. Se ha 

representado los potenciales electrostáticos )(zV  y )( mzV ∆+  correspondientes al modelo 

de pozo triangular que se ha usado en este trabajo. )(zV  es el potencial de la estructura sin 

rugosidad, calculado en una lámina de Si de espesor L. Aumentando la anchura de la 

lámina a un espesor mL ∆+  se calcula el potencial )( mzV ∆+  según el procedimiento de 
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Gámiz et al. [Gámiz, 1999a]. La interface entre el Si y el óxido enterrado se considera lisa 

en el cálculo de las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface del  

 óxido de puerta. Esto es así porque en este estudio se considera que los mecanismos de 

scattering asociados a la rugosidad de cada una de las interfaces están desacoplados. 

Finalmente, la función )(zVm∆  se calcula restando los dos potenciales en la región espacial 

que ocupa la lámina de Si en la estructura no perturbada, y se resuelve la integral anterior. 

4.4.5 Tasas de scattering debido a la rugosidad del 

óxido enterrado 

Para estimar las tasas de scattering debido a la rugosidad de la interface entre la lámina 

de Si y el óxido enterrado se han de considerar sus correspondientes valores de corrL  y m∆ . 

Por lo general, ya que la interface entre el Si y el óxido enterrado es del mismo tipo que la 

de puerta, se suele admitir que los valores del óxido enterrado son iguales en ambos casos. 

Figura 4.6: Representación esquemática del potencial electrostático en una estructura SOI sin rugosidad de 
puerta (línea oscura) y con rugosidad (línea gris). La línea discontinua en la estructura indica el valor 
cuadrático medio de la función de rugosidad que se ha ilustrado.  
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Además, es necesario estimar 
2

* )()()(∫ �
L

imf dzzzVz ��  para este mecanismo de scattering. 

El procedimiento de cálculo es similar al que se ha explicado en la sección anterior para la 

interface de puerta, con la única diferencia de que la función )(zVm∆  se obtiene como 

diferencia del potencial de la estructura no perturbada y el potencial de la estructura con la 

interface del óxido enterrado desplazada una distancia m� . 

Para ejemplificar el cálculo, en la Figura 4.7 se muestra un esquema de una estructura 

SOI con una función de rugosidad arbitraria en la interface del óxido enterrado. El 

potencial )( mzV ∆+  se obtiene considerando un aumento de m�  en la anchura de la lámina 

de Si. Para este mecanismo de scattering, la interface entre el Si y el óxido de la puerta se 

considera lisa, ya que no se tiene en cuenta la posibilidad de acoplamientos entre las 

rugosidades de las dos interfaces. Finalmente se evalúa )(zVm�  en la región espacial que 

ocupa la lámina de Si en la estructura no perturbada, y se resuelve la integral. 

Aunque en ambos mecanismos de scattering la perturbación se estima de manera 

semejante, aumentado la anchura de la lámina de Si una distancia m� , el hecho de que este 

Figura 4.7: Representación esquemática del potencial electrostático en una estructura SOI sin rugosidad en la 
interface del óxido enterrado (línea oscura) y con rugosidad (línea gris). La línea discontinua en la estructura 
indica el valor cuadrático medio de la función de rugosidad que se ha ilustrado.  
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aumento se realice en interfaces diferentes implica que la función )(zVm∆  sea distinta en 

cada caso, tomando sus valores mayores en las cercanías de la interface perturbada. 

4.5 Resultados 

En este apartado se muestran los resultados obtenidos al implementar las tasas de 

scattering bidimensionales desarrolladas en este trabajo, que tienen en cuenta el efecto de la 

no parabolicidad de la banda tanto en su desarrollo como en las funciones de onda que se 

emplean en las mismas y que han sido obtenidas de la resolución de la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva en el dispositivo considerando la no parabolicidad de la 

banda. 

En primer lugar se muestran las tasas de scattering bidimensionales en una estructura de 

tipo SOI, modelada como un pozo triangular infinito de Si de 10 nm de espesor con un 

campo eléctrico transversal aplicado de 10 kV/cm. Dichas tasas de scattering fueron 

calculadas para transiciones entre los estados del conjunto de subbandas 531 referido en la 

sección 4.3.3. No obstante, las tasas de scattering exactas deberían contener la contribución 

de las infinitas subbandas que componen la estructura, labor que es impracticable, y por 

consiguiente las tasas de scattering mostradas, aunque son suficientemente precisas para 

hacer un estudio de la dinámica de los portadores, pueden presentar comportamientos 

especiales para energías altas que deben ser aclarados antes de comenzar su estudio. Un 

ejemplo de éstos se observará en algunos casos, en los que a partir de una cierta energía, las 

tasas de scattering mantienen un valor prácticamente constante. Esta circunstancia podría 

indicar que ya se han considerado todas las transiciones posibles entre las subbandas del 

conjunto 531, y por ello las tasas de scattering despreciarían cualquier transición a las 

nuevas bandas que serían accesibles desde dichas energías. 

Para conocer con precisión el valor de las tasas de scattering es necesario realizar un 

profundo análisis del transporte en la estructura simulada y establecer una comparación con 

resultados experimentales para ajustar los valores de los parámetros �  (fonones ópticos), �

(fonones acústicos) y � . No obstante, hemos optado por estudiar los comportamientos de 

las tasas de scattering usando unidades arbitrarias, dejando para un posterior trabajo la 
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labor de ajuste de los parámetros. Por ello, en principio se ha asignado a los mismos los 

valores correspondientes a las tasas tridimensionales: *D=� , *
0�=�  y 1=� . 

La Figura 4.8(a) muestra las tasas totales de scattering bidimensionales con fonones 

ópticos para el conjunto de subbandas 531. Cada una de las curvas representa la suma de 

todas las tasas de scattering con fonones ópticos de un portador cuyo estado inicial se 

encuentra en la subbanda indicada en la leyenda, y cuyo estado final es cualquiera de los 

permitidos por el mecanismo de scattering perteneciente al conjunto 531. En la figura se 

observa el escalonado característico de las tasas de scattering bidimensionales como 

consecuencia de las discontinuidades de la densidad de estados, y como se puede observar, 

en algunos tramos se observa una cierta pendiente en las curvas procedente de la no 

parabolicidad de las subbandas. Se puede distinguir una importante diferencia entre los 

valores de las tasas de scattering a bajas y altas energías como consecuencia de la alta 

energía de los fonones ópticos, que provoca que la emisión no sea posible hasta alcanzar 

energías de unos 80 meV en el caso estudiado, a partir de la cual la emisión es el proceso 

que comienza a ser dominante. Como ejemplo que ilustra este hecho, en la Figura 4.8(b) se 

muestra la tasa de scattering para los portadores de la subbanda H0 junto con la suma total 

de tasas de emisión y la suma total de tasas de absorción. La absorción de fonones ópticos 

toma un valor prácticamente constante, con leves incrementos debidos tanto a la no 

parabolicidad de la banda como a la presencia de más subbandas a las que el hueco puede 

acceder absorbiendo un fonón. La emisión, en cambio, aumenta rápidamente a partir de su 

energía mínima, que coincide con la suma de la energía del fondo de  la  subbanda H0  y  la  

energía del fonón óptico. Estas características hacen de los fonones ópticos un importante 

factor de disipación de energía, de manera similar a como actúan en el transporte 

tridimensional. 

Respecto al scattering con fonones acústicos, la Figura 4.9(a) muestra las 

correspondientes tasas de scattering bidimensionales para el mismo conjunto de subbandas. 

En esta figura se observa también el escalonado característico. Sin embargo, debido a los 

pequeños valores de la energía de los fonones acústicos, la diferencia entre las tasas de 

emisión y absorción son pequeñas, y por consiguiente no hay una región de energías donde 

domine la absorción y otra donde lo haga la emisión, sino que ambas son prácticamente 

igual de importantes en cualquier energía. Por el mismo motivo, tanto  la  emisión como  la  
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Figura 4.8: (a) Tasas totales de scattering con fonones ópticos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un 
campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a una temperatura de 300 K para el conjunto de subbandas 531; (b) tasas de 
absorción y emisión de fonones ópticos de la subbanda H0 junto con la suma de ambas. 
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Figura 4.9: (a) Tasas totales de scattering con fonones acústicos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un 
campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a una temperatura de 300 K para el conjunto de subbandas 531; (b) tasas de 
absorción y emisión de fonones acústicos de la subbanda H0 junto con la suma de ambas. 
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absorción estarán presentes desde energías muy próximas al fondo de la estructura de 

bandas, lo que provocará el fuerte aumento de las tasas de scattering desde energías muy 

bajas. La Figura 4.9(b) refleja los comentarios anteriores, mostrando la tasa de scattering

con fonones acústicos para los portadores en la subbanda H0 junto con la suma de todas las 

tasas de emisión y todas las de absorción. 

Respecto al scattering con fonones acústicos, la Figura 4.9(a) muestra las 

correspondientes tasas de scattering bidimensionales para el mismo conjunto de subbandas. 

En esta figura se observa también el escalonado característico. Sin embargo, debido a los 

pequeños valores de la energía de los fonones acústicos, la diferencia entre las tasas de 

emisión y absorción son pequeñas, y por consiguiente no hay una región de energías donde 

domine la absorción y otra donde lo haga la emisión, sino que ambas son prácticamente 

igual de importantes en cualquier energía. Por el mismo motivo, tanto la emisión como la 

absorción estarán presentes desde energías muy próximas al fondo de la estructura de 

bandas, lo que provocará el fuerte aumento de las tasas de scattering desde energías muy 

bajas. La Figura 4.9(b) refleja los comentarios anteriores, mostrando la tasa de scattering

con fonones acústicos para los portadores en la subbanda H0 junto con la suma de todas las 

tasas de emisión y todas las de absorción. 

Respecto a la rugosidad superficial, se han calculado las tasas de scattering debido a la 

interface de óxido de puerta y de óxido enterrado. Éstas se han modelado usando unos 

valores típicos de Lcorr y m�  usados en otros trabajos [Gámiz, 1999a], 15=corrL  Å y 

5=� m  Å. La Figura 4.10 muestra las tasas de scattering para los portadores en cada una 

de las subbandas del conjunto estudiado. En todos los casos se observa un comportamiento 

característico: las tasas de scattering son crecientes cerca del fondo de las subbandas, 

alcanzando un máximo, a partir del cual son decrecientes. Esta tendencia sólo es alterada en 

ciertos casos cuando se rebasa una energía que supera el fondo de una nueva subbanda, 

donde la posibilidad de nuevas transiciones incrementa las tasas de scattering en el entorno 

de dicha energía. No obstante, la tendencia vuelve a ser decreciente en cuanto se excede en 

unos cuantos meV el fondo de la nueva subbanda. 

Aunque la representación se ha realizado en unidades arbitrarias, es posible comparar las 

tasas de scattering debido a la rugosidad superficial con la puerta y con el óxido enterrado,  
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Figura 4.10: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface de puerta (a) y óxido 
enterrado (b) en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a una 
temperatura de 300 K para el conjunto de subbandas 531. La rugosidad se ha modelado usando los valores 

15=corrL  Å y 5=� m  Å. 
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ya que ambas son proporcionales (el único parámetro de ajuste en ambas es � ). Las figuras 

muestran que la rugosidad de puerta es más importante  que  la  del  óxido enterrado  en  las  

subbandas más bajas, y tienen prácticamente la misma importancia en las subbandas más 

altas. Un análisis de los valores numéricos muestra que, para estas últimas, las tasas de 

scattering debidas a la rugosidad con el óxido enterrado pueden ser incluso mayores. La 

justificación de este hecho está en el comportamiento en las funciones envolventes, que 

influyen en las tasas de scattering a través de las integrales de solapamiento. En las 

subbandas fundamentales (H0, L0 y S0) la función envolvente tiene su centroide más 

próximo a la interface de puerta. Sin embargo, las subbandas excitadas tienen su centroide 

cada vez más cerca de la interface del óxido enterrado, por lo que la rugosidad del mismo 

tendrá mayor relevancia que la de puerta en estos estados. En el caso estudiado este efecto 

es pequeño. No obstante, éste se hace más visible cuando se incrementa el valor del campo 

eléctrico. Se volverá sobre esta cuestión en la sección 4.5.2. 

Una vez que se han mostrado las características más importantes de las tasas de 

scattering bidimensionales estudiadas en este trabajo, a continuación se analizará el 

comportamiento de las tasas de scattering en función de la temperatura, del valor del 

campo eléctrico transversal, de la anchura de la lámina de Si y de los parámetros que 

definen la rugosidad superficial de la interface Si-SiO2, tanto la correspondiente a la puerta 

como al óxido enterrado. Finalmente, se hará un estudio sobre cómo afecta el cambio de la 

dirección cristalina en la que se confinan los portadores a cada uno de los mecanismos 

tratados en este trabajo. 

4.5.1 Efecto de la temperatura 

Aunque la temperatura es un factor de gran importancia en las tasas de scattering con 

fonones, puesto que su población en el sistema depende de esta magnitud física, ésta no 

afecta en modo alguno a las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial, ya que la 

temperatura no se tiene en cuenta en el desarrollo teórico de las mismas que se ha llevado a 

cabo. Por este motivo, en este apartado sólo se analiza el efecto que tiene la temperatura en 

las tasas de scattering con fonones en la estructura SOI que se estudió en el apartado 
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anterior. Con el propósito de ver la influencia que tiene la forma de la función envolvente 

del estado en las tasas de scattering, en este apartado y en los siguientes se mostrarán los 

resultados obtenidos para las subbandas H0 y H2 como ejemplos de una subbanda 

fundamental y una subbanda excitada. 

Respecto al scattering con fonones ópticos, la Figura 4.11 muestra las tasas totales de 

scattering para los portadores en la subbanda H0 y H2 en un rango de temperaturas que 

comprende desde 77 K hasta 430 K. Se puede observar que en ambos casos las tasas de 

scattering se incrementan notablemente al aumentar la temperatura, de igual manera a lo 

que ocurre en el caso tridimensional. A temperaturas menores de 200 K, la tasa de 

scattering en energías más pequeñas que la energía umbral donde comienza la emisión es 

prácticamente despreciable, indicando este hecho que la agitación térmica debida a los 

fonones ópticos en los portadores de las subbandas más bajas será poco importante. No 

obstante, conforme aumenta la temperatura se incrementa la agitación térmica, ya que las 

tasas de absorción son importantes incluso en las subbandas de menor energía. Por ello, 

sería razonable que las tasas de scattering con fonones ópticos que hemos desarrollado en 

este trabajo conduzcan a una disminución de la movilidad de los huecos cuando se trabaje a 

temperaturas cada vez más altas. 

Respecto a los fonones acústicos, la Figura 4.12 muestra las tasas de scattering para las 

subbandas H0 y H2. Se observa igualmente que las tasas de scattering se incrementan al 

aumentar la temperatura. Sin embargo, en este caso el incremento es mucho más importante 

que para los fonones ópticos, siendo las tasas de scattering a 430 K notablemente más 

importantes que a 77 K. Este comportamiento puede justificarse de manera aproximada a 

partir de la aproximación de equipartición. Ésta, cuando se aplica al estudio del scattering

con fonones acústicos, admite que 
acu

B
qq

Tk
NN

�
≈≈+1 . Por tanto, las tasas aumentan 

linealmente con la temperatura. 

Debido a que el scattering con fonones acústicos es significativo desde energías muy 

bajas, será un mecanismo muy importante especialmente para el estudio del transporte a 

medias y bajas temperaturas. Además, el fuerte aumento de las tasas de scattering con la 

temperatura puede implicar una disminución en el valor de la movilidad de los huecos en 

de la estructura estudiada. 
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Figura 4.11: Tasas totales de scattering con fonones ópticos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un 
campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a temperaturas comprendidas entre 77 K y 430 K para las subbandas (a) H0 
y (b) H2 
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Figura 4.12: Tasas totales de scattering con fonones acústicos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un 
campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a temperaturas comprendidas entre 77 K y 430 K para las subbandas (a) H0 
y (b) H2. 
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4.5.2 Efecto del campo eléctrico aplicado 

El campo eléctrico transversal es una magnitud de gran importancia en el estudio del 

transporte de los portadores en una estructura de tipo SOI. Sus efectos son fundamentales al 

resolver la ecuación de Schrödinger de masa efectiva. Un campo eléctrico intenso tiende a 

elevar la energía de los estados como consecuencia del mayor confinamiento, y además 

puede desplazar los centroides de las funciones envolventes hacia la interface del óxido de 

puerta o la del óxido enterrado. Estos cambios pueden influir notablemente sobre los 

valores de las tasas de scattering de cada uno de los mecanismos. En este apartado se 

expone el estudio de cómo influye esta magnitud en un pozo de Si de 10 nm de anchura a 

una temperatura de 300 K. 

La Figura 4.13 muestra las tasas de scattering con fonones ópticos para los huecos en las 

subbandas H0 y H2. En ambos casos se observa un desplazamiento de las curvas hacia la 

derecha como consecuencia del mayor confinamiento, que provoca un incremento en las 

energías de los estados. De esta manera, los fondos de las subbandas se encuentran a 

energías más altas, y por consiguiente los escalones de las curvas se mueven hacia energías 

mayores. Este desplazamiento es casi exacto para la subbanda H2, mientras que en la 

subbanda H0 viene acompañado de un pequeño incremento en las tasas de scattering. Éste 

podría deberse a un aumento de los valores de las integrales de solapamiento de la ecuación 

(4.39) cuando se aumenta el campo eléctrico, ya que éstas toman valores más altos cuando 

el confinamiento de los portadores se intensifica. El significado físico de este 

comportamiento es la posibilidad de un número mayor de fonones que produzcan las 

transiciones, ya que al disminuir la indeterminación de la posición del portador, aumenta la 

indeterminación del momento del mismo en la dirección z. Por tanto, ya que el campo 

eléctrico produce un confinamiento más fuerte en los portadores de la subbanda H0 que en 

la subbanda H2, el scattering con fonones ópticos se hará un poco más intenso en el primer 

caso. 
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Figura 4.13: Tasas totales de scattering con fonones ópticos en una lámina de Si de 10 nm de espesor a 300 K con 
un campo eléctrico aplicado comprendido entre 1 kV/cm y 75 kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2. 
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Figura 4.14: Tasas totales de scattering con fonones acústicos en una lámina de Si de 10 nm de espesor a 300 K 
con un campo eléctrico aplicado comprendido entre 1 kV/cm y 75 kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2. 
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La Figura 4.14 muestra las curvas de las tasas de scattering con fonones acústicos en las 

subbandas H0 y H2. El comportamiento es semejante al de los fonones ópticos por los 

mismos motivos ya comentados. 

En resumen, un campo eléctrico mayor producirá un desplazamiento de las curvas de las 

tasas de scattering hacia energías más altas, junto con un pequeño incremento en los 

valores de las mismas que será apreciable tan sólo en las subbandas más bajas. 

Por otro lado, la Figura 4.15 y la Figura 4.16 muestran los efectos del campo eléctrico en 

las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial en las subbandas H0 y H2 tanto de 

la interface del óxido de puerta como de la del óxido enterrado,. La característica que 

tienen en común todos los casos mostrados es el fuerte incremento en las tasas de scattering

cuando se aumenta el campo eléctrico aplicado. La justificación de este comportamiento 

está, precisamente, en que la rugosidad superficial producirá perturbaciones más fuertes en 

el potencial cuando el campo eléctrico sea más intenso ya que potencial es proporcional al 

campo en un pozo triangular. No obstante, comparando los valores de las curvas 

correspondientes a los campos de 1 kV/cm y 75 kV/cm se observa una serie de hechos en 

ambas figuras. Para la subbanda H0, el incremento del campo entre los valores indicados 

provoca que las tasas de scattering con la rugosidad superficial de la puerta se multipliquen 

aproximadamente por 104; en el caso de la rugosidad superficial con el óxido enterrado, las 

tasas se hacen 2.5×103 veces mayores. Respecto a la subbanda H2, el scattering con la 

rugosidad de puerta se hace 5.5×103 veces más intenso, mientras que con la rugosidad del 

óxido enterrado las tasas de scattering se multiplican aproximadamente por 8×103. Esto 

sugiere que un campo eléctrico más intenso aumenta en mayor medida las tasas de 

scattering de la subbanda fundamental correspondientes a la rugosidad con la interface de 

puerta, mientras que las tasas correspondientes a la rugosidad del óxido enterrado se 

incrementan en mayor medida en las subbandas excitadas. La mayor importancia relativa 

del scattering debido a la rugosidad de la interface del óxido enterrado en las subbandas 

excitadas puede justificarse desde el punto de vista de las funciones de onda que 

proporciona la ecuación de Schrödinger. 
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Figura 4.15: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface del óxido de puerta en una 
lámina de Si de 10 nm de espesor a 300 K con un campo eléctrico aplicado comprendido entre 1 kV/cm y 75 
kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2. 
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Figura 4.16: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface del óxido enterrado en una 
lámina de Si de 10 nm de espesor a 300 K con un campo eléctrico aplicado comprendido entre 1 kV/cm y 75 
kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2. 
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Para justificar lo expuesto, la Figura 4.17 muestra la densidad de probabilidad en la 

dirección de confinamiento de los estados en las subbandas H0, H1 y H2 cuando se aplica 

un campo eléctrico de 75 kV/cm. Se puede observar que las funciones envolventes de las 

dos primeras subbandas  se  encuentran desplazadas  hacia  la interface  de  puerta, mientras  
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Figura 4.17: Densidades de probabilidad correspondientes a las funciones envolventes de las subbandas (a) H0, H1 
y H2 y (b) L0, L1 y L2 de una lámina de Si de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 75 kV/cm. 
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que la subbanda H2 se encuentra desplazada hacia la otra interface. Esta apreciación 

cualitativa puede corroborarse cuantitativamente calculando el valor esperado de la 

posición según las funciones de densidad de probabilidad. Este valor, en el caso del 

portador en la subbanda H0, es de 3 nm, lo que indica que el hueco se hallará más próximo 

a la interface del óxido de puerta. En la subbanda H1, el valor esperado es de 4.7 nm, 

mientras que para la subbanda H2 éste es 5.35 nm, por lo que el portador se encontrará más 

próximo a la interface del óxido enterrado que a la de puerta. Se ha observado que el valor 

esperado de la posición en subbandas por encima de las citadas es un poco mayor, por lo 

que el hueco estará aún más alejado de la puerta. El estudio de las funciones envolventes de 

las subbandas L0, L1 y L2 lleva a conclusiones similares. Así pues, esto parece indicar que, 

en efecto, la rugosidad de la interface del óxido enterrado tiene mayor relevancia para las 

subbandas más altas, mientras que la rugosidad de puerta será muy importante en las 

subbandas más bajas. 

Resumiendo las observaciones que se han realizado en este apartado, el estudio de las 

tasas de scattering de los mecanismos estudiados parece indicar que el transporte de huecos 

en estructuras de tipo SOI presentará una reducción en su movilidad cuando se aplique un 

campo eléctrico más intenso, principalmente como consecuencia del extraordinario 

aumento de las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial. 

4.5.3 Efecto de la anchura de la lámina de Si 

En este apartado se analizará la influencia que tiene la anchura de la lámina de Si en las 

tasas de scattering. Para ello se realizarán los cálculos en un pozo de espesor variable entre 

2.5 nm y 10 nm, a una temperatura de 300 K y con un campo eléctrico aplicado de 10 

kV/cm. El rango de anchuras que se ha estudiado puede ser descrito adecuadamente con el 

conjunto de subbandas 531, como ya se justificó en la sección 4.3. 

En primer lugar, la Figura 4.18 y la Figura 4.19 muestran las tasas de scattering con 

fonones ópticos y acústicos para portadores en las subbandas H0 y H2 para tres anchuras 

distintas de la lámina de Si. Observando los resultados es difícil determinar una tendencia 
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en las tasas de scattering cuando se varía el espesor de la lámina de Si. De hecho, las tasas 

observadas están influidas por dos efectos que se contrarrestan. En primer lugar, un pozo 

más estrecho confinará más a los portadores, y como consecuencia aumentará el valor de 

las tasas de scattering al existir un mayor número de fonones disponibles para realizar las 

transiciones [Gámiz, 1999b]. Esto está relacionado con el escalonado mucho más abrupto 

de las tasas de scattering en los pozos más estrechos. En segundo lugar, una lámina más 

estrecha tendrá subbandas más separadas entre sí, y por consiguiente deberá incrementarse 

notablemente la energía del portador para poder alcanzar el siguiente escalón. En definitiva, 

los grandes saltos de las tasas de scattering con fonones que se observan cuando la lámina 

reduce su espesor se compensan con el mayor espaciado de energías que hay entre los 

escalones de las curvas. 

En los casos mostrados en estas figuras se aprecia que las tasas de scattering suelen ser 

bastante menores en una lámina más estrecha, si bien es cierto que el escalonado hace que 

éstas se incrementen en gran medida, superando con frecuencia las tasas de scattering de 

los pozos más anchos. 

Un aspecto interesante que se puede destacar de las tasas de scattering representadas es 

que, cuanto más estrecho es el pozo, las tasas de scattering se mantienen más constantes en 

los intervalos de energía que median entre los saltos. Este hecho está vinculado con una no 

parabolicidad menos importante en cada una de las subbandas de la estructura en los pozos 

de menor espesor. Con respecto a esta observación, es conveniente no confundir la no 

parabolicidad de la banda de valencia con la no parabolicidad de cada una de las subbandas 

obtenidas al resolver la ecuación de Shrödinger de masa efectiva. Mientras que la no 

parabolicidad puede ser despreciable dentro de una subbanda por la forma que tenga la 

relación )( ||kEn , el cálculo de la misma no se puede realizar con fiabilidad si no se 

incluyen los efectos de no parabolicidad de la banda de valencia en el algoritmo. 
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Figura 4.18: Tasas totales de scattering con fonones ópticos en láminas de Si de espesores comprendidos entre 2.5 
y 10 nm a 300 K con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2. 
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Figura 4.19: Tasas totales de scattering con fonones acústicos en láminas de Si de espesores comprendidos entre 
2.5 y 10 nm a 300 K con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm para las subbandas (a) H0 y (b) H2 
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Figura 4.20: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface de puerta en láminas de Si 
de espesores comprendidos entre 2.5 y 10 nm a 300 K con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm para las 
subbandas (a) H0 y (b) H2  
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Figura 4.21: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface del óxido enterrado en 
láminas de Si de espesores comprendidos entre 2.5 y 10 nm a 300 K con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm 
para las subbandas (a) H0 y (b) H2 
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La Figura 4.20 y Figura 4.21 muestran las tasas totales de scattering de las subbandas 

H0 y H2 con las interfaces de puerta y del óxido enterrado para varios espesores del pozo. 

Se observa que cuanto menor es la anchura de la lámina de Si, menor es la tasa de 

scattering. La justificación de estos resultados es la siguiente: según el modelo que se ha 

usado en este análisis, el potencial electrostático en la estructura SOI del hamiltoniano sin 

perturbar es 

zEzV zz=)(  (4.114) 

siendo zzE  el campo eléctrico transversal. Si se perturba la interface del óxido de puerta o 

del óxido enterrado, los potenciales electrostáticos son, respectivamente 
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y por consiguiente, según la ecuación (4.90), la perturbación del potencial es 
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Estas expresiones se usan en la evaluación de las integrales ∫ �
L

imf dzzzVz )()()(* ��  que 

aparecen en el desarrollo de las tasas de scattering. Se puede observar que el valor absoluto 

de las mismas en ambos casos es aproximadamente 

2
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Puesto que en el estudio realizado se ha mantenido constante el campo eléctrico y el valor 

de m∆ , una reducción de la anchura L implica la disminución de las tasas de scattering

debido a la rugosidad superficial de ambas interfaces. 

También se puede destacar de las figuras el desplazamiento de las curvas hacia energías 

más altas como consecuencia del desplazamiento del fondo de las subbandas al aumentar la 

energía. Este hecho es extremo en la posición del fondo de la subbanda H2 en el pozo de 



206

2.5 nm, que tiene una energía mayor que la máxima representada, lo que causa que las tasas 

de scattering sean cero en todo el rango. A pesar de este hecho se ha preferido esta 

representación en vez de extender el rango de energías con el propósito de poder comparar 

con facilidad estas tasas con las de otras figuras.

4.5.4 Efecto de la rugosidad de la interface Si-SiO2

Las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial con la interface de puerta y de 

óxido son función de los parámetros m∆  y corrL  que describen la interface Si-SiO2. La 

variación de los mismos da lugar a tasas de scattering diferentes, y su implicación en el 

transporte puede inferirse de forma aproximada del estudio de cómo afectan estos a los 

valores de las tasas de scattering. 

Siguiendo el modelo de estructura SOI usado en este trabajo se puede estimar 

analíticamente la forma en que cambian las tasas de scattering cuando se varía el valor 

cuadrático medio de la rugosidad superficial m∆ . La ecuación (4.116) muestra las 

perturbaciones del potencial electrostático en un pozo triangular de anchura L que desplace 

una de sus interfaces una distancia m∆  manteniendo la otra fija. Cuando se introducen las 

correspondientes perturbaciones en las tasas de scattering de la ecuación (4.113) es posible 

extraer como valor constante el factor 
2
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�
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��
�

�
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�

m

m

L

E
, teniéndose que las tasas de scattering

serán proporcionales al mismo, de modo que un estudio de la influencia del valor 

cuadrático medio de la rugosidad superficial es especialmente sencillo. Para pequeñas 

perturbaciones ( 1<<
�

L
m ) se puede afirmar que las tasas de scattering verifican la siguiente 

relación 
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Por consiguiente un aumento en m∆  provocará un aumento de las tasas de scattering

proporcional al cuadrado de este parámetro. 

Respecto a la longitud de correlación, las tasas de scattering van multiplicadas por 2
corrL , 

y además este parámetro aparece en el interior de la integral angular de la ecuación (4.113), 

lo que hace más difícil estimar analíticamente las implicaciones de esta magnitud en las 
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Figura 4.22: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface de puerta en láminas de Si 
de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a 300 K y longitudes de correlación variables 
entre 1 Å y 100 Å para las subbandas (a) H0 y (b) H2   
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mismas. Por este motivo, se calcularon las tasas de scattering para varios valores de la 

longitud de correlación próximos a los típicos para determinar su influencia. Como 

ejemplo, la Figura 4.22 muestra las tasas de scattering debido a la rugosidad de puerta en 

las subbandas H0 y H2 para longitudes de correlación de 1 Å, 5 Å, 15 Å, 30 Å y 100 Å. 

Los efectos que se observen serán semejantes a los que se produzcan en las tasas de 

scattering correspondientes al óxido enterrado, ya que dicho parámetro influye en las tasas 

de scattering de ambos de la misma manera. Los resultados obtenidos sugieren que, cuanto 

menor es el valor de este parámetro, menor importancia tiene la rugosidad superficial. 

Conforme aumenta la longitud de correlación van aumentando las tasas de scattering de 

manera uniforme. No obstante, se observa que cuando la longitud de correlación es de 30 Å 

y 100 Å el aumento se concentra en la región de bajas energías, pudiendo observarse un 

pico muy agudo que decrece fuertemente hasta valores por debajo de curvas de longitud de 

correlación menor. Por consiguiente, los resultados parecen indicar que cuanto mayor es el 

valor de la longitud de correlación, mucho más intensa es la influencia de la rugosidad 

superficial en el transporte en las cercanías de los fondos de las subbandas. La justificación 

de este comportamiento podría estar en que cuanto menor es la longitud de correlación, 

menor es la aleatoriedad del ruido de la rugosidad superficial. Por tanto el portador se 

mueve experimentando cambios más uniformes en el potencial electrostático, y como 

consecuencia la perturbación introducida por la rugosidad superficial en el hamiltoniano del 

problema será menos importante. 

4.5.5 Efecto de la dirección de confinamiento 

Por último se lleva a cabo un estudio de las tasas de scattering de cada uno de los 

mecanismos tratados en este trabajo cuando la dirección de confinamiento se orienta según 

las direcciones cristalinas <100>, <110> y <111>. En primer lugar resolvimos la ecuación 

de Schrödinger de masa efectiva siguiendo el procedimiento indicado en la sección 3.7, y 

seguidamente se usaron los resultados obtenidos de relaciones )( ||kEn  y funciones 

envolventes en el cálculo de las tasas de scattering. 
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La Figura 4.23 muestra las tasas de scattering con fonones ópticos de las subbandas H0, 

H2, L0 y L2 de una estructura SOI de 10 nm de espesor y 10 kV/cm de campo eléctrico 

aplicado operando a 300 K de temperatura. Puesto que la anisotropía influye de manera 

diferente en los huecos pesados y ligeros, en esta sección se ha estudiado también el 

comportamiento de las tasas de scattering en estos últimos. 

Las curvas mostradas para las subbandas H0 y H2 indican que las tasas de scattering son 

menores cuando el confinamiento de los portadores se realiza en la dirección <100>, ya que 

la densidad de estados en el plano paralelo a la interface es menor. Cuando el 

confinamiento es en las direcciones <110> ó <111> las tasas de scattering toman valores 
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Figura 4.23: Tasas totales de scattering con fonones ópticos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un campo 
eléctrico aplicado de 10 kV/cm a 300 K para las subbandas (a) H0, (b) H2, (c) L0 y (d) L2 cuando la dirección de 
confinamiento se orienta según las direcciones <100>, <110> y <111>. 
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próximos, si bien es cierto que se encuentran tasas un poco más altas cuando el 

confinamiento es en la dirección <111>. 

Las curvas referentes a las subbandas L0 y L2 muestran comportamientos diferentes de 

los anteriores. En estos casos, las tasas de scattering menores se encuentran cuando la 

dirección de confinamiento es la <110>, mientras que las tasas más altas se dan en el caso 

en que dicha dirección es la <100>. 

En la Figura 4.24 se observan resultados similares en las tasas de scattering con fonones 

acústicos de las subbandas H0 y H2. Los cambios de los valores de las tasas al cambiar la 

dirección de confinamiento son del mismo tipo en estas curvas. Sin embargo, los datos 
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Figura 4.24: Tasas totales de scattering con fonones acústicos en una lámina de Si de 10 nm de espesor con un campo 
eléctrico aplicado de 10 kV/cm a 300 K para las subbandas (a) H0, (b) H2, (c) L0 y (d) L2 cuando la dirección de 
confinamiento se orienta según las direcciones <100>, <110> y <111>. 
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correspondientes a las subbandas L0 y L2 muestran una tendencia diferente de la observada 

en el estudio de los fonones ópticos. En este caso, la dirección de confinamiento en la que 

las tasas de scattering es menor es la <100>, mientras que la <111> muestra los valores 

más altos. 

Por consiguiente, el estudio realizado muestra que el cambio en la dirección de 

confinamiento es un factor que es capaz de alterar muy significativamente los valores de las 

tasas de scattering de fonones. Además, estas modificaciones pueden ser de distinto tipo en 

las subbandas de huecos pesados y de ligeros, e incluso las tasas de scattering con fonones 

ópticos y acústicos pueden tener tendencias diferentes. Por ello, en el análisis de las tasas 

de scattering que se ha realizado, aunque se muestran las caracterísiticas más importantes 

de cada uno de los mecanismos considerados, no permite establecer conclusiones claras 

acerca de cuál sería la dirección de confinamiento óptima para diseñar dispositivos basados 

en la tecnología SOI cuyos portadores mayoritarios fuesen los huecos. Para este fin sería 

necesario implementar la simulación del transporte en la estructura, un tema que se podría 

abordar en trabajos futuros. 

Por lo que respecta a las tasas de scattering debido a la rugosidad superficial de puerta y 

óxido enterrado, la Figura 4.25 y la Figura 4.26 muestran cómo cambian éstas en las 

subbandas H0, H2, L0 y L2 al cambiar la dirección de confinamiento. En las figuras se 

puede observar un comportamiento similar en las tasas de scattering de puerta y de óxido 

enterrado, siendo las curvas casi idénticas en algunos casos. En cada caso las variaciones de 

las tasas de scattering más importantes se encuentran en las subbandas excitadas, mientras 

que en las subbandas H0 y L0 las tasas de scattering sufren pequeñas modificaciones 

cuando se altera la dirección de confinamiento. 

Especialmente importantes son los picos que aparecen en las subbandas L2 cuando la 

dirección de confinamiento es la <100>, que duplican los valores de las tasas en otras 

direcciones. 

En general se puede apreciar que la dirección de confinamiento <100> es con frecuencia 

la que tiene una tasa de scattering mayor en todos los casos analizados. Así, los datos 

sugieren que esta dirección de confinamiento sería la menos favorable en la 

implementación práctica de los dispositivos cuando la rugosidad superficial sea un 

mecanismo de scattering importante. 
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Figura 4.25: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface de puerta en una lámina de Si 
de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a 300 K para las subbandas (a) H0, (b) H2, (c) L0 
y (d) L2 cuando la dirección de confinamiento se orienta según las direcciones <100>, <110> y <111>. 
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Figura 4.26: Tasas totales de scattering debido a la rugosidad superficial de la interface del óxido enterrado en una 
lámina de Si de 10 nm de espesor con un campo eléctrico aplicado de 10 kV/cm a 300 K para las subbandas (a) H0, 
(b) H2, (c) L0 y (d) L2 cuando la dirección de confinamiento se orienta según las direcciones <100>, <110> y <111>. 
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Conclusiones 

En este trabajo se ha presentado un modelo de banda de valencia de Si y Ge fácilmente 

generalizable a otros semiconductores que tiene en cuenta la anisotropía, la no 

parabolicidad y la degeneración de la misma. Éste se obtuvo a partir de la resolución 

numérica de la ecuación de tercer grado del modelo de Kane, basado en el método k·p. A 

partir de los resultados obtenidos se realizó un ajuste de los datos usando funciones a 

trozos. La estructura de tales funciones fue seleccionada de manera que satisficiera una 

serie de requisitos: i) simplicidad para calcular la energía conocido el vector de onda del 

portador; ii) ser útil para establecer un ajuste hasta 1 eV y iii) posibilidad de imponer la 

continuidad en la función a trozos y en su primera derivada. Ésta última condición fue 

impuesta con el propósito de obtener una función de densidad de estados que no presentase 

discontinuidades, a diferencia de los resultados previos de otros autores. Además, para que 

la función de densidad de estados obtenida por medio de la aproximación analítica fuese 

similar a la que se obtuvo con el modelo numérico, se eligió como parámetro indicador del 

ajuste la máxima diferencia entre las funciones )(��  calculadas con los datos numéricos y 

las mismas calculadas con las funciones a trozos. Finalmente se comprobó que el modelo 

numérico y la aproximación analítica proporcionaban resultados análogos tanto en las 

relaciones )(k
r

�  como en la densidad de estados. 
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Con el fin de comprobar la validez del modelo se realizó un estudio en el equilibrio, 

calculando valores de población relativa de las bandas y energías medias en función de la 

temperatura. Los resultados obtenidos tanto en Si como en Ge estuvieron en acuerdo con 

los de otros autores basados en el método del pseudopotencial. 

A partir del modelo de banda de valencia presentado evaluamos las tasas de scattering

de los huecos del cristal con fonones ópticos, acústicos y con impurezas ionizadas. 

Respecto al scattering con fonones acústicos, desarrollamos un método para tener en cuenta 

adecuadamente la inelasticidad de este mecanismo en el estudio del transporte de huecos, 

considerando todas las transiciones, tanto intra como interbanda, partiendo del trabajo de 

otros autores. 

En el estudio del scattering con impurezas ionizadas se propuso razonadamente una 

función para llevar a cabo la técnica combinada que permitió considerar la anisotropía 

angular de la banda de valencia reduciendo notablemente el número de rechazos que se 

obtenían al implementar la técnica de rechazo. 

También se llevó a cabo una comprobación de la validez de las tasas de scattering

desarrolladas a partir del estudio de los estados de equilibrio proporcionados por las 

mismas cuando se introducen en un simulador basado en el método Monte Carlo. Se 

estimaron las poblaciones relativas de las bandas, las funciones de distribución en energías 

de cada banda y la energía media del gas de huecos y se compararon con los resultados 

teóricos del modelo de banda de valencia, encontrándose un acuerdo excelente. Con el 

propósito de comprobar si las tasas de scattering con fonones ópticos actuando como único 

mecanismo de scattering satisfacían también el test, a pesar de que este hecho no se puede 

comprobar directamente debido a la gran energía que se pone en juego en un scattering de 

este tipo, se ideó un método que combinaba los resultados del simulador con la función de 

distribución en energías teórica de los huecos en equilibrio, y se comprobó que también 

eran capaces de proporcionar los valores teóricos de energía media en un amplio rango de 

temperaturas. Para concluir el test se examinaron los resultados que proporcionaba el 
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simulador en equilibrio para distintos valores de los potenciales de deformación óptico y 

acústico, observándose que estos parámetros no desempeñan ningún papel en el equilibrio. 

Seguidamente se mostraron los resultados obtenidos con los modelos de banda de 

valencia numérico y analítico. Con el modelo numérico se calculó la velocidad de arrastre 

frente al campo eléctrico en Si y Ge para varios valores de la temperatura, encontrándose 

un buen acuerdo con los resultados experimentales. Se calculó también la población 

relativa de cada una de las bandas y la energía media del gas de huecos en función del 

campo eléctrico aplicado. Ésta última se comparó con los resultados obtenidos por otros 

autores que usaron el método del pseudopotencial y se encontró que estaba en consonancia 

con los mismos. Finalmente se mostraron ejemplos de tiempo de cálculo típico. Con el 

modelo analítico se realizaron cálculos de velocidad de arrastre frente al campo eléctrico, 

encontrándose conformidad entre los resultados del modelo numérico y los experimentales. 

Se indicaron ejemplos de tiempo de cálculo típico, y se observó una importante reducción 

del mismo cuando se aplicó el modelo analítico. A continuación se realizaron cálculos de 

movilidades óhmicas en Si y en Ge en un amplio rango de temperaturas y para diversos 

valores del dopado del cristal y se compararon con los datos experimentales. Para cristales 

puros se obtuvo un buen acuerdo con los experimentos, mientras que los cristales dopados 

sólo pudieron ser adecuadamente descritos para bajas concentraciones de impurezas, hasta 

aproximadamente 1016 cm-3. 

A continuación se abordó el estudio de las implicaciones de la no parabolicidad de la 

banda de valencia en el confinamiento de los huecos en una dirección, siendo este trabajo la 

base para un estudio de más profundidad sobre los dispositivos basados en la tecnología 

SOI. Con esta intención, se desarrolló la ecuación de Schrödinger de masa efectiva sin 

imponer restricción alguna sobre la no parabolicidad de la banda. Posteriormente se 

comprobó que los trabajos de los anteriores autores sobre este tema podían considerarse 

como casos particulares del formalismo desarrollado en esta investigación. 

Para tratar aquellos casos en los que la energía de confinamiento del estado es menor 

que el potencial en alguna región del espacio (barreras) se propuso el uso de un modelo 
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parabólico. Esta aproximación es útil cuando se desconoce la relación entre la energía y el 

momento dentro de la banda prohibida. 

Tras el desarrollo teórico, se resolvió la ecuación de Schrödinger de masa efectiva 

aplicada al caso de las bandas de valencia del Si y del Ge. Se observó la importancia de la 

consideración de la no parabolicidad en la determinación de las subbandas de energía. 

Además, se comprobó la bondad de la aproximación parabólica en las barreras comparando 

los resultados con los obtenidos por el método directo. No obstante, un análisis en más 

profundidad mostró que las funciones envolventes obtenidas al resolver la ecuación de 

Schrödinger de masa efectiva usando la aproximación de parabolicidad en las barreras 

presentaban comportamientos anómalos en las proximidades del fondo de las subbandas. Se 

llevó a cabo un estudio sobre este aspecto, determinándose finalmente que las funciones 

envolventes que deberían usarse para toda la subbanda habrían de ser calculadas mediante 

el método directo en una energía en la que éste sea aplicable. El método expuesto también 

se extendió para aplicarlo al modelo anisótropo de la banda de valencia, y se estableció una 

comparación cualitativa entre las subbandas de energía obtenidas y las del método k·p, con 

el propósito de interpretar adecuadamente los resultados en la implementación del 

transporte de un gas bidimensional de huecos. 

En la última parte de este trabajo se abordaron cuestiones de gran importancia en el 

estudio de la dinámica de los huecos en una estructura SOI. Se desarrolló el cálculo de la 

densidad de estados para una banda con cualquier tipo de no parabolicidad. Posteriormente 

se llevó a cabo un análisis de la población relativa de ciertos conjuntos de subbandas de 

pequeña energía en una estructura SOI modelada como un pozo triangular de barreras 

infinitas de 10 nm de espesor. Los resultados sugieren que un conjunto adecuado de 

subbandas para estudiar la dinámica de los huecos en tales estructuras podría ser el formado 

por las cinco, tres y primera subbandas de menor energía de huecos pesados, ligeros y split-

off respectivamente. 

Otro aspecto importante para el transporte es el desarrollo de las tasas de scattering

bidimensionales con fonones ópticos, acústicos y con la rugosidad superficial de la 
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interface Si-SiO2 de la puerta y el óxido enterrado. Las tasas correspondientes al scattering

con los fonones acústicos se obtuvieron de manera similar a las tridimensionales, 

desarrollando un algoritmo que permite la consideración de la inelasticidad de dicho 

mecanismo de scattering. 

Finalmente se dedicó un apartado al análisis de las tasas de scattering obtenidas y sus 

posibles implicaciones en el transporte de huecos. El estudio se basó en una estructura SOI 

a 300 K con una lámina de Si de 10 nm de espesor y con un campo eléctrico transversal de 

10 kV/cm. Inicialmente se analizaron los comportamientos característicos de las tasas de 

scattering con cada uno de los mecanismos en cada una de las subbandas del conjunto 531 

en la mencionada estructura. Posteriormente se modificaron los valores de la temperatura, 

el campo eléctrico transversal, la anchura de la lámina de Si y los parámetros que describen 

la interface Si-SiO2 y se comentaron los cambios que dichas magnitudes provocaban en las 

tasas de scattering de las subbandas H0 y H2. Se eligieron éstas con el propósito de mostrar 

cómo influye la forma de la función envolvente del estado del hueco en cada uno de los 

mecanismos de scattering. Por último, se usó el formalismo desarrollado en este trabajo 

para considerar la anisotropía de la banda de valencia en la ecuación de Schrödinger de 

masa efectiva con la finalidad de estudiar las tasas de scattering de cada uno de los 

mecanismos cuando el confinamiento de los portadores se realiza en las direcciones 

cristalinas <100>, <110> ó <111>. 
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Apéndice A 

Constantes del modelo de banda de valencia de Si y Ge 

Valores de las constantes a, b, c y d del mejor ajuste del modelo de banda de valencia 

desarrollado en este trabajo. 

Si

Intervalo 

(meV) 

a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

0-8 4.979·10-4 -7.13·10-2 1 -6.250·10-2

8-50 4.300·10-5 7.025·10-3 1.033 2.292·10-2

50-100 1.075·10-6 4.550·10-2 1.241 8.124·10-2

100-1000 -8.79·10-9 5.110·10-2 1.292 9.067·10-2

Tabla A.1: Banda de huecos pesados de Si 

Intervalo (meV) a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

0-27 -7.69·10-5 -1.48·10-3 1 3.522·10-3

27-50 9.977·10-5 -1.86·10-2 1.059 -8.74·10-3

50-250 5.623·10-4 4.873 135.9 11.25 

250-1000 1.847·10-5 5.145 101.9 11.25 

Tabla A.2: Banda de huecos ligeros de Si 
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Intervalo (meV) a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

44-54 -1.64·10-4 1.302·10-2 0.337 -9.26·10-3

54-100 -3.93·10-5 3.964·10-2 -0.0696 1.370·10-2

100-200 -3.82·10-6 1.136·10-1 -1.72 5.494·10-2

200-1000 -2.46·10-8 2.383·10-1 -5.03 1.176·10-1

Tabla A.3: Banda de huecos split-off de Si 

Ge

Intervalo (meV) a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

0-62 -1.05·10-4 9.116·10-2 1 9.202·10-2

62-150 4.442·10-6 -4.54·10-3 1.005 -3.31·10-3

150-300 4.269·10-7 3.065·10-3 1.079 5.584·10-3

300-1000 1.651·10-9 5.840·10-3 1.161 9.419·10-3

Tabla A.4: Banda de huecos pesados de Ge 

Intervalo (meV) a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

0-176 -3.33·10-6 -2.06·10-3 1 -7.95·10-4

176-300 8.369·10-6 -6.15·10-3 1.403 -3.77·10-4

300-400 4.345·10-3 -2.477 1332.4 9.300 

400-600 1.564·10-4 7.633·10-3 110.34 1.239 

600-1000 1.845·10-4 1.552 554.55 11.25 

Tabla A.5: Banda de huecos ligeros de Ge 
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Intervalo (meV) a (meV-2) b (meV-1) c d (meV-1) 

295-298 -8.24·10-2 73.85 -11295 11.25 

298-400 -5.65·10-6 8.838·10-3 -0.915 6.785·10-4

400-500 -2.30·10-6 2.093·10-2 -2.99 6.780·10-3

500-1000 -3.61·10-7 5.377·10-2 -8.88 2.080·10-2

Tabla A.6: Banda de huecos split-off de Ge 
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Apéndice B 

Normalización de la función de onda 

Las funciones de onda )()()( |||| ·
0,

||

.. zeru
N

l
r n

rki
n

uc ��
rrrr =  han sido usadas en el desarrollo de 

este trabajo para representar el estado de un portador con vector de onda paralelo ||k
r

 en la 

subbanda n. Como ya se señaló, las funciones )(0, run
r  son las funciones de Bloch en el 

fondo de la banda n y )(zn�  son las funciones envolventes en la dirección de 

confinamiento, obtenidas como funciones propias de la ecuación de Schrödinger de masa 

efectiva. El propósito de este apéndice es justificar el uso de la constante de normalización 

||

..

N

l uc , siendo ..ucl  la longitud de la celda unidad en la dirección de confinamiento y ||N  el 

número de celdas unidad contenidas en el plano perpendicular a la dirección de 

confinamiento. 

La constante de normalización será independiente de la orientación del cristal, ya que el 

determinante jacobiano de una rotación es la unidad. Por consiguiente, una función de onda 

normalizada en un sistema de coordenadas lo seguirá estando cuando dicho sistema se rote 

con el mismo valor de la constante de normalización. Por simplicidad se supondrá que la 

dirección de confinamiento está orientada en la misma dirección que uno de los vectores de 

la red directa. Además, a las funciones )(0, run
r  y )(zn�  se les impondrán las siguientes 

condiciones de normalización 

∫ =
V

nn NdVruru )()( 0,
*

0,
rr

(B.1) 
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∫ =
L

nn dzzz 1)()(* �� (B.2) 

siendo V el volumen total del cristal, L la longitud del cristal en la dirección de 

confinamiento y N el número total de celdas unidad del cristal. La primera de las 

condiciones se impuso suponiendo implícitamente que la integral de )()( 0,
*

0, ruru nn
rr  en una 

celda unidad es la unidad, 

∫ =
..

0,
*

0, 1)()(
uc

nn dVruru rr
(B.3) 

Para comprobar si la constante de normalización que se ha usado es la correcta, se 

integra el módulo al cuadrado de una función de onda general en todo el cristal 

dVzzruru
N

l
nnn

V

n
uc )()()()( *

0,
*

0,
||

.. ��rr
∫ (B.4) 

El diferencial de volumen podrá escribirse como 

dzrddV ||
r= (B.5) 

donde ||rdr es el diferencial de área en el plano perpendicular a la dirección de 

confinamiento y dz  el diferencial de longitud en la dirección de confinamiento. Por tanto 

se considera que el recinto de integración V puede descomponerse en el área de integración 

del plano perpendicular a la dirección de confinamiento, ||S , y la extensión del cristal en la 

dirección de confinamiento previamente definida como L . Llevando a cabo la integración 

en el plano, y recordando la periodicidad en el mismo de las funciones )(0, run
r , se obtiene 

el siguiente resultado 

∫∫ =
..,

||0,
*

0,||||0,
*

0,

||||

)()()()(
ucs

nn

S

nn rdruruNrdruru rrrrrr
(B.6) 

Con esta igualdad se puede limitar el recinto de integración en el plano a la extensión de 

una única celda unidad. Cuando se integra en el plano, el resultado que se obtiene es una 

función que sólo depende de la variable z, y por consiguiente se define la función 

∫�
..,

||0,
*

0,0,

||

)()()(
ucs

nnn rdruruzU rrr
(B.7) 
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Esta función conserva el comportamiento periódico de las funciones )(,0 ru n
r  en la 

dirección z. Llevando estos resultados a la ecuación (B.4) se tiene 

∫∫ =
L

nnnucnnn

V

n
uc dzzzzUldVzzruru

N

l
)()()()()()()( *

0,..
*

0,
*

0,
||

.. ����rr
(B.8) 

Se efectúa ahora el cambio de variable krkRkz zz
ˆˆˆ ''+= , siendo kRz

ˆ  un vector de la red 

directa en la dirección de confinamiento y krz
ˆ''  un vector que variarán dentro de la celda 

unidad. Por la periodicidad de las funciones )(0, zU n  y la variación lenta de las funciones 

)(zn�  dentro de una celda unidad, se puede llevara cabo la siguiente aproximación 

∫∑∫ ×�
�

�
�
�

�
≈

..

)()()()()()( 0,
*

..
*

0,..

ucz l

n
R

znznuc

L

nnnuc dzzURRldzzzzUl ���� (B.9) 

El corchete puede aproximarse por la siguiente integral 

∫∑ ≈�
�

�
�
�

�

L

nn
ucR

znzn dzzz
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RR
z

)()(
1

)()( *

..

* ���� (B.10)

y según la ecuación (B.3)  

1)(
..

0, =∫
ucl

n dzzU (B.11)

Combinando todos los resultados anteriores se puede concluir que el factor de 

normalización 
||

..

N

l uc  es el adecuado para formular las funciones de onda. 
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