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Introduccion

Objetivos de esta Tesis

El objetivo principal de esta Tesis es el estudio de los procesos de di-
fusién Lognormal y Gompertz como herramientas para la modelizacién y
prediccion del crecimiento poblacional, y poder asi establecer el que mejor
se adectia a dicha evolucién de la poblacién. Para ello, se aplican diversos
modelos estocasticos a los datos observados de poblacién en Andalucia en
un amplio periodo, considerando ademads, la desagregacién por sexo e inclu-
so, utilizdndose en algin caso para modelizar el crecimiento poblacional en
las distintas provincias andaluzas. De cualquier forma, resulta una novedosa
forma de establecer o ajustar el crecimiento poblacional, ya que normalmen-
te se utilizan los modelos deterministicos de crecimiento, dependientes en su
mayoria de una tasa de crecimiento poblacional.

Estos modelos de crecimiento estan recogidos en el primer Capitulo de
este trabajo, en el que se exponen las principales medidas y modelos de
crecimiento de poblaciones. En el Capitulo 2 se introduce el proceso Log-
normal multivariante no homogéneo y a continuacién se establece el proceso
univariante como caso particular del anterior y que sera utilizado para su
aplicacién a datos reales. Los siguientes capitulos se centraran en la Difu-
sién de Gompertz: en el Capitulo 3 es analizado el proceso de Gompertz
univariante y multivariante en el caso homogéneo, considerando muestreo
discreto al realizar inferencia sobre el proceso. A continuacién, el Capitulo
4 se centra en la difusién gompertziana univariante homogénea, pero anali-
zando el caso de que el muestreo considerado sea continuo. Por iltimo, en
el Capitulo 5 se analiza el proceso estocastico de Gompertz no homogéneo,
es decir, considerando variables exégenas que permitan afinar y mejorar la
modelizacién de las observaciones. Ademas se realiza un ajuste comparati-
vo de los procesos estocdsticos Lognormal y Gompertz no homogéneos. De
esta forma, se realiza un analisis de estos dos procesos estocdsticos en cuan-
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Introduccién

to a la teorfa matematica y estadistica que llevan implicita en sus diversas
extensiones y tras ello, se aplica a datos reales de poblacion.

Antecedentes sobre el tema

Es bien sabido, que el estudio del crecimiento se aplicé en primer lugar a
poblaciones humanas, aunque actualmente son muchas las ramas cientificas
(Biologia, Economia, etc.), que utilizan modelos de crecimiento para refle-
jar el comportamiento de diversos fenémenos. Los modelos mas conocidos
y que, aunque fueron propuestos hace largo tiempo, tuvieron una gran re-
levancia en su momento son el modelo propuesto por Thomas R. Malthus
[39],[40],[1] que supone un crecimiento de la poblacién de tipo exponencial y
sin considerar ningtn freno a dicho crecimiento y el modelo de Pierre F. Ver-
hulst [50], que modifica el modelo de Mathus, mediante el establecimiento
de una cota o valor maximo alcanzable, surgiendo asi el modelo logistico de
poblacion, con lo que presupone que cualquier poblacion tiende a un estado
de equilibrio.

Estos modelos deterministicos no son de facil aplicaciéon en poblacio-
nes reales [4], ya que como es sabido, el volumen de una poblacién humana
depende intrinsecamente de otras muchas variables de indole socioeconémi-
ca, ya sea por el cambio en los habitos de fecundidad, por la mejora en la
condiciones de vida, relativas a la salud de los individuos y que produzcan
un aumento o disminucién en el nimero de anos que viven dichos indivi-
duos o por la bondad en las condiciones econémicas de éstos. No hay que
olvidar ademads la importancia en el crecimiento del fenémeno migratorio,
[47]; nuestro pais ha sufrido importantes variaciones de poblacién a lo largo
de su historia por el éxodo masivo de individuos a otros paises europeos
y latinoamericanos, y en la actualidad, es la inmigracién, el fenémeno que
mayor influencia puede tener sobre el volumen de poblacién, [3].

Es por ello, que surge la necesidad de utilizar otros modelos para el ajus-
te del volumen poblacional, como son los procesos de difusién, ampliamente
aplicados en la modelizacién del crecimiento, [2]. La inclusién de factores
exogenos en dichos modelos es una clara ventaja, ya que permiten incluir en
la tendencia, variables que influyen en el crecimiento, lo que permitirda una
clara mejora en la modelizaciéon del fenémeno.
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Respecto al proceso Lognormal, son numerosos los estudios tanto
tedricos como practicos realizados hasta el momento. Desde el punto de vis-
ta tedrico destacan las aportaciones de Gutiérrez y otros, [15], [27], Torres,
[49], Gutiérrez, Gonzalez y Torres, [16], Gutiérrez, Romén y Torres, [29],
que introdujeron este proceso a partir de las ecuaciones de Kolmogorov y
a partir de la ecuacién diferencial estocastica de Ito, desde la perspectiva
multidimensional, desarrollando el problema de la inferencia estadistica en el
caso de la inclusién de factores exégenos. En muchos de los trabajos anterio-
res se ha realizado una aplicacién en problemas reales, sobre todo utilizando
variables de tipo econémico, ([19], [21], [28]).

Respecto al proceso Gompertz, fue introducido por Riccciardi, [45],
[46] que considerd aplicaciones en el campo de la Biologia y por Crow y Shi-
mizu, [8]. Mas adelante ha sido Gutiérrez y otros, en varios trabajos, [17],[23]
quien realiza inferencia sobre dicho proceso considerando trayectorias dis-
cretas. En Ferrante, [9] se abordé el caso de la consideracién de trayectorias
continuas del proceso, aplicindolo al crecimiento tumoral y més reciente-
mente ha sido Gutiérrez, Gutiérrez-Sanchez y Nafidi,([22], [24]), quienes han
profundizado en la inferencia con trayectorias continuas, aplicindolo en el
caso de variables asociadas al consumo energético.

El caso no homogéneo en el proceso de Gompertz, mediante la conside-
racién de variables exdgenas en dicho proceso ha sido definido por Nafidi
en [41] en el contexto general y estudiado recientemente y aplicado a datos
reales por Gutiérrez y otros que han abordado el problema de la inferen-
cia considerando trayectorias discretas de dicho proceso. En [20] se aplica al
precio de la vivienda en Espana y en [18] al consumo eléctrico en Marruecos.

Organizacion de esta memoria y aportaciones

Esta memoria estd organizada en cinco capitulos, quedando los tres tlti-
mos dedicados al proceso de Gompertz, tema principal de esta Tesis.

En el Capitulo 1 se ofrece una visién general de los modelos de creci-
miento utilizados especificamente para poblaciones humanas. En primer lu-
gar, se muestran las principales medidas utilizadas en el campo demogréfico,
para establecer la intensidad del crecimiento en un periodo de tiempo y que
estan asociadas a distintos modelos en los que no se establece una cota a
dicho crecimiento, es decir, en los que se presupone un crecimiento ilimitado.

13



Introduccién

A continuacién se analizan otros modelos, con la finalidad de la introduc-
cién de la curva logistica en la que si se establece una cota al crecimiento
poblacional.

En el Capitulo 2 se hace una recopilacién de los resultados obtenidos
en lo que se refiere al proceso lognormal multivariante no homogéneo en
el que la tendencia queda afectada por una serie de variables denominadas
exogenas, e introduciéndolo a partir de las ecuaciones adelantadas y atra-
sadas de Kolmogorov y como solucién de la ecuacién diferencial estocdstica
de Ito. Se obtienen los estimadores de los pardmetros asociados al proce-
so y su distribucién en el muestreo, a partir de la funcién de verosimilitud
y por ultimo, se analizan los contrastes de hipdtesis méas usuales. En el
ultimo capitulo de esta memoria se realizard una aplicacién a datos reales
referentes a la poblacién andaluza introduciendo dos variables exdgenas: el
nimero de inmigrantes procedentes del extranjero y el Indicador Coyuntural
de Fecundidad, mediante la consideracion del proceso Lognormal como caso
particular del gompertziano. Esta aplicacién tiene como finalidad comparar
la bondad de los resultados obtenidos al tomar un modelo de Gompertz y
un modelo Lognormal.

En el Capitulo 3 se aborda el proceso de Gompertz homogéneo conside-
rando muestreo discreto. Primeramente se introduce el proceso univariante,
a través de las ecuaciones de Kolmogorov y como solucién de una ecuacion
diferencial estocéstica (EDE). A continuacién se desarrolla la teoria proba-
bilistica y estadistica asociada al mismo, obteniendo las probabilidades de
transicion, sus funciones momento y los estimadores de los parametros del
proceso. Por tdltimo se realizan dos aplicaciones reales; en primer lugar, se
modeliza la poblacién de la Comunidad de Andalucia y en segundo lugar, se
aplica a la poblacion de cada una de las ocho provincias andaluzas, a partir
de las observaciones en el periodo 1976-2005. La tltima parte de este capitu-
lo esta dedicada al proceso Gompertz multivariante, considerando también
muestreo discreto. Se obtienen las funciones momento y los estimadores de
sus parametros asociados.

El Capitulo 4 esta dedicado al proceso de Gompertz univariante y ho-
mogéneo, pero esta vez considerando un muestreo continuo. En primer lugar
se obtienen los estimadores de los pardmetros de la tendencia (drift) (« y
B) a partir de la funcién de verosimilitud. Hecho esto, se realiza una apro-
ximacion de dichos estimadores en tiempo discreto y se estudian diversos
métodos para la obtencién del estimador del parametro o. Ademés se abor-
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da el problema de la simulacién de trayectorias en este proceso y se muestra
la evolucién del valor del estimador de cada pardmetro 'y 8 y de o segin
los distintos métodos de estimacién. Comparando los resultados obtenidos
en este ultimo caso, es posible ver qué método ofrece un valor mas adecuado.
La 1ltima parte de este capitulo estd dedicada a realizar una modelizacién
del crecimiento de la poblacién andaluza en el periodo 1976-2005, calculando
las estimaciones de los parametros y los valores de las funciones tendencia
no condicionada y tendencia condicionada, comparando esta ltima con una
simulacién del modelo de poblacién obtenido.

Finalmente, en el Capitulo 5 se aborda el proceso de Gompertz uni-
variante no homogéneo, en el que se incluyen en la tendencia una serie de
variables exdgenas. En un primer lugar se obtiene la funciéon de verosimi-
litud, que plantea el inconveniente de la necesidad de conocer la expresion
implicita de las funciones ligadas a los factores exdgenos, para poder rea-
lizar inferencia sobre los parametros. Por esta razén se considera un caso
particular, facilitando asi la estimacién de estos pardametros. Por iltimo se
realiza un estudio exhaustivo en la aplicacién de los resultados tedricos an-
teriores; se toma de nuevo como variable endégena, la poblacion andaluza,
considerando como variables ex6genas el nimero de inmigrantes procedentes
del extranjero, la esperanza de vida al nacimiento y el indicador sintético de
fecundidad, tomando por separado hombres y mujeres y a continuacién la
poblacién de ambos sexos (periodo 1981-2002). Con esta ultima, se realiza
también una modelizacion mediante un proceso Lognormal no homogéneo a
fin de poder efectuar conclusiones sobre los resultados y poder establecer el
modelo éptimo para predecir.

Problemas abiertos

Durante el desarrollo de esta memoria se ha considerado la posibilidad
de realizar ampliaciones del analisis realizado en relacién a lo siguiente:

» En los ajustes de poblacion realizados, es posible la consideracién de
otro tipo de variables exd6genas que puedan mejorar dicho ajuste. En
esta Tesis se han tomado variables demograficas, aunque es muy pro-
bable que algunos indicadores econémicos influyan en gran medida en
el comportamiento del crecimiento poblacional; por ejemplo, en un
periodo de desarrollo o bondad econdémica es muy natural que los ni-
veles de fecundidad aumenten y por lo tanto, también el crecimiento
poblacional sea mayor.
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= Respecto a la inferencia estadistica sobre el proceso de Gompertz,
seria muy interesante conocer la distribucion de los estimadores de los
parametros obtenidos, ya que permitiria obtener intervalos de confian-
za para los mismos. Ya en desarrollo de esta Tesis se ha intentado
conseguir dicha distribucién mediante una metodologia que permite
conocer la distribucién asintética de los estimadores de los parametros
en un proceso de difusién y que puede consultarse en ([43]). En el caso
de proceso Gompertz no se ha conseguido obtener dicha distribucién,
por la aparicion de una matriz singular. Por lo tanto, es necesario
buscar otras formas de conseguirla.

» Considerar las versiones no homogéneas de otros procesos de difusion,
como por ejemplo, los de tipo logistico analizados en [14] y de Rayleigh
estudiado en [30], y aplicar estas extensiones a los datos reales de la
poblacion utilizados en esta memoria, lo que permitiria comprobar si
otros modelos estocasticos mejoran el ajuste poblacional.
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Capitulo 1

Modelos de crecimiento de
poblaciones

1.1. Introduccion

Es una necesidad imperiosa conocer la evolucién de la poblaciéon de una
regién o zona geografica y como va a cambiar el volumen de la misma en
un futuro. La Demografia, como ciencia, ha tratado de medir o cuantificar
la intensidad del crecimiento y de prever si va a aumentar o disminuir, te-
niendo en cuenta los multiples factores que pueden influir en ese aumento o
disminucion. Es bien sabido que los factores o fenémenos demograficos que
hacen que la poblacién aumente son la fecundidad, que contribuye a través
del nimero de nacimientos ocurridos en su seno; la mortalidad, a través del
nimero de defunciones y la migracién, por el nimero de entradas y salidas.

Por tanto, realizar un andlisis exhaustivo de la evolucién de una pobla-
cién debe pasar previamente por el estudio de los indicadores mas carac-
teristicos o relevantes de cada fenémeno; por ejemplo, el mejor indicador y
que mas informacién proporciona sobre mortalidad es la esperanza de vida
al nacimiento de una poblacién, ya que un aumento de la misma, llevard a
que los niveles poblacionales también aumenten debido a la longevidad de
sus habitantes. En fecundidad, suele utilizarse el indicador sintético o co-
yuntural de fecundidad, ya que proporciona el nimero de hijos por mujer en
edad fértil y por lo tanto, un aumento de este indicador también hard que
la poblacién aumente.

Ninguna poblacién varia su crecimiento de forma espontdnea, sino que
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existen mecanismos que facilitan o dificultan el mismo. Por ejemplo, el que
una poblacién tenga mayor poblacién femenina dentro de la vida laboral,
hara que los indicadores de fecundidad sean menores y por consiguiente, la
velocidad de crecimiento de la poblacién disminuya.

El crecimiento de la poblacion puede actuar como estimulo o impedimen-
to del desarrollo econémico de cualquier pais. Diversas teorias econémicas
han surgido a este respecto; algunas de ellas suponen una relacién negativa
entre el crecimiento poblacional y el econémico, afirmando que el crecimien-
to de la poblacién frena el desarrollo econémico en cuanto al output (Hoover
y Coale, 1958), a la renta per capita (Enke, 1971) o el ahorro (Leff, 1969);
otras fuentes de pensamiento se han dirigido sobre la base de que el aumento
poblacional facilita el econémico (Clarke, 1967 6 Easterlin, 1967), si bien es
cierto que ninguna de ellas han sido demostradas empiricamente. Los tra-
bajos empiricos de Kuznet (1967) y Thirlwall (1972) sobre una muestra de
27 paises en vias de desarrollo y 16 desarrollados demostraron que no existe
una relacion significativa entre ambas magnitudes, aunque en un analisis de
Hoyo y Garcia (1988) sobre el caso de Espana, reflejé que durante los anos
1965 a 1974, se produjo un aumento elevado de la tasa de crecimiento de
la renta, acompanado por el mayor aumento de la poblaciéon hasta entonces
(para ampliar, puede verse [6],[11] y [38]).

En la actualidad, es bien sabido tanto en el campo de la Economia co-
mo en el de la Demografia, que existe una relacion bidireccional entre las
variables econdmicas y demograficas. El comportamiento del nimero de na-
cimientos es consecuencia del ciclo econémico, aunque quizas con cierto re-
tardo. La bondad econémica hace que el niimero de matrimonios sea mas
elevado y por tanto, aumente la fecundidad.

Teorias cuantitativas de la poblacién

La primera teoria, a la que podemos clasificar como econdmica, sobre la
evolucién de la poblacién fue propuesta por Thomas Robert Malthus (1798),
que aseguraba que la poblacion tiende a crecer por efecto de una capacidad
reproductora constante, en progresiéon geométrica; aunque este crecimiento
es frenado por las subsistencias o recursos alimenticios que pueden crecer
solamente en progresién aritmética. Por otro lado, Verhulst(1838) creia que
la poblacién aumentaba en progresiéon geométrica, a razéon constante, pero
frenada por una serie de obstdculos que dificultan el crecimiento, con lo
cual aparece la curva Logistica que tiende asintéticamente a un maximo
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(condicién de equilibrio estacionario). Una tercera teoria surge de Carlos
Darwin (y desarrollada matemadticamente por Volterra), que considera la
influencia reciproca que dos especies (devoradora y no devoradora) ejercen
sobre el crecimiento de cada una de ellas; esto es, el crecimiento de la primera,
hace que se frene el crecimiento en la segunda y a su vez, este freno hace que
la primera también detenga su propagacién (teoria periddica). La dltima
teoria fundamental sobre poblacién es la (teoria ciclica), que concluye que
la poblacién tiende a seguir una marcha semejante a los organismos que la
componen, que atraviesan distintas etapas de desarrollo, estacionamiento e
involucién (ver [13]).

La Transicion Demografica

La teoria o perspectiva de la Transicién Demogréfica desarrollada por
Thompson (1929), comenzé siendo una descripcién de los cambios demo-
graficos sufridos en los paises desarrollados durante el siglo XIX al XX. Es
el proceso mediante el cudl la poblacién pasa de una situacién de altos indi-
ces de natalidad y mortalidad a otra caracterizada por unos indices muy
bajos, por lo que se produce un periodo de rapido crecimiento transicional.
Espana, como el resto de paises europeos ya ha superado dicha transicion,
[31].

ANTIGUO TRANSICION NUEVO
REGIMEN DEMOGRAFICA REGIMEN
DEMOGRAF. DEMOGR AF.

Figura 1.1: Transicién demografica
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El antiguo régimen demografico en Europa Occidental se caracteriza por
una alta natalidad y alta mortalidad; tanto el Estado como la Iglesia fo-
mentan los nacimientos. Con la revolucién industrial (Europa, siglo XIX) se
produce un desequilibrio transitorio ya que la natalidad sigue siendo alta,
pero debido a los avances médicos y otras aportaciones, comienza a dismi-
nuir la mortalidad. Esta situacién produce lo que se denomina ”explosion
demogréfica”. Por ultimo el nuevo régimen demografico se caracteriza por
una baja natalidad y baja mortalidad, ya que aparecen los métodos anticon-
ceptivos, la escolarizacion de los nifios, incorporacién de la mujer al mercado
de trabajo, etc. Por lo tanto, el crecimiento constante en un primer momen-
to, para sufrir un rdpido aumento hasta que se estabiliza de nuevo en la
dltima etapa de la Transicién demografica:

Explosion demogrifica :|

Figura 1.2: Crecimiento transitorio

En Europa Occidental estamos ya en la 3% fase de crecimiento (nuevo
régimen demografico) e incluso en algunos paises como el nuestro el creci-
miento es negativo; este crecimiento casi nulo deriva a un envejecimiento
de la poblacién, lo que supone unos gastos que repercuten en la poblacion
activa. Por esta razén en algunos paises se tiende a dar estimulos a la nata-
lidad (desgravacion fiscal, ayudas por hijo, etc). Otros paises se encuentran
en la fase de explosion demografica, que al no poder hacer frente a las nece-
sidades de todos sus habitantes, desarrollan politicas demograficas para el
control de la natalidad. Por ejemplo, China lanzé en 1979 la ¢ampana del
hijo 1inico” que consistia en la gratuidad de operaciones de esterilizacion y
de métodos anticonceptivos, e incluso la sancién del 1,5 del sueldo a la fa-
milia que tuviera mas de un hijo. Como hemos dicho anteriormente, muchos
de los paises de nuestro entorno, estan sufriendo niveles de fecundidad tan
bajos y un envejecimiento de la poblacién tan enorme, que se estan alejando
de la situacién de equilibrio que hemos visto en el "nuevo régimen demo-
grafico”. Esta situacion se estd empezando a denominar Segunda Transicién

20



Capitulo 1
Modelos de crecimiento de poblaciones

Demograéfica, fundamentalmente caracterizada por el decrecimiento de la po-
blacién (indicadores sintéticos de fecundidad muy bajos, retraso de la edad
media al matrimonio, tasas de mortalidad bajas y saldos migratorios practi-
camente nulos).

Por esta razén, muchos demégrafos vislumbran que la salida més rapida
de esta segunda transicién, seria fomentar las inmigraciones desde otros
paises que se encuentren en fase de explosién demografica.

1.2. Medidas de crecimiento poblacional

La primera cuestiéon importante es cudnto y con qué velocidad crece una
poblacion; las tasas de crecimiento responden a esta pregunta en un primer
lugar, aunque un andlisis més exhaustivo de la velocidad de crecimiento de
una poblacion debe contemplar los distintos factores que haran que la po-
blacién aumente o disminuya constantemente. Ninguna poblacién varia su
crecimiento de forma espontdnea, sino que existen mecanismos que facili-
tan o dificultan el mismo. Por ejemplo, el que una poblacién tenga mayor
poblacién femenina dentro de la vida laboral, hard que los indicadores de
fecundidad sean menores y por consiguiente, la velocidad de crecimiento de
la poblacién disminuya. Por este motivo, las tasas de crecimiento seran sélo
una primera aproximacion y se utilizaran para intervalos de tiempo relati-
vamente cortos.

Cualquier andlisis demografico basico tratarda de medir cuanto esta cre-
ciendo (o en algunos casos disminuyendo) la poblacién. Para ello, serd ne-
cesario disponer del volumen de poblacion en fechas sucesivas y del tiempo
transcurrido entre dichas fechas. Definiremos una tasa de crecimiento r como
el incremento de poblacién que se produce en un intervalo de tiempo ¢ por
cada unidad que constituye la poblacién. Segun el criterio de seleccion de la
poblacion de referencia, aparecen diversas soluciones, en las que la poblacion
explota o se extingue segun si dicha tasa es positiva o negativa:

1.2.1. Tasa de crecimiento aritmético r,

Toma como poblacién de referencia la que existe al comienzo del intervalo
de tiempo (el crecimiento se produce a ”interés simple”). Si Py es poblacién
al inicio del intervalo temporal considerado y P; la poblacién al final del
intervalo temporal de longitud t.
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Pa (11 - Pt B
i | I | |
o 1 2 Bmrind t-1 t
Figura 1.3: Linea de poblacion
En este caso:
P, — P,
Pr=Piy+ Pora=Po(l+1try) = rq = -2
tPy
7
Pl
i ™
| | ! :
0 1 - S 1 t

Figura 1.4: Crecimiento aritmético

1.2.2. Tasa de crecimiento geométrico r,

Toma como poblacion de referencia la que existe al comienzo del intervalo
de tiempo en estudio (el incremento se produce a ”interés compuesto”, es
decir la poblacién de cada periodo interviene en el crecimiento):

P,
Py=P 1+ Parg=P(l4ry) =ry=y F;_l
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frat

(=]
—
[ =]

Figura 1.5: Crecimiento geométrico

1.2.3. Tasa de crecimiento continuo r. (Modelo Malthusiano)

Se toma como poblacién de referencia la que existe al comienzo de ca-
da intervalo infinitesimal de tiempo (el incremento se produce a ”interés
compuesto”pero en cada instante):

1. (P
P, = Py’ = r, = ~In | =L
L= e e =% n<P0>

Figura 1.6: Crecimiento continuo
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1.3. Modelos de crecimiento poblacional: Curva
logistica
Loégicamente no podemos suponer un crecimiento de la poblacién ili-
mitado; en los modelos de crecimiento aritmético, geométrico y continuo,
la poblacién crece ilimitadamente. En ninguna poblacién humana el creci-

miento puede ser de este tipo (6 por lo menos no lo es si consideramos un
amplio periodo).

45.000.000

40.000.000

35.000.000

30.000.000

25.000.000

20.000.000

15.000.000
1900 1910 1920 1930 1840 1950 1980 1970 1980 1990

Figura 1.7: Poblacién espanola 1900-1990

7.500.000

7.000.000
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6.000.000

5.500.000

5.000.000

4.500.000

4.000.000

3.500.000

3.000.000
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Figura 1.8: Poblacién andaluza 1900-1990
Existen otros modelos de crecimiento, como la curva logistica propuesta

en 1838 por Verhulst, [50] y puesta en préactica por Pearl y Reed en 1920
(que obtuvieron empiricamente esta curva en el crecimiento de una colonia
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de moscas en una botella de leche), en la que se plantea un valor méximo
alcanzable por la poblacién, es decir, se establece un freno a la velocidad de
crecimiento.

Dichos modelos estdn basados en la suposicién de que el crecimiento en
un instante de tiempo depende del tamano de la poblacién y del tiempo, y
se modelizan de la siguiente forma:

oP
— =F(P

1.3.1. Modelo de Malthus

Segin Malthus, el crecimiento poblacional es constante, lo que haria que
la poblacién aumentara ilimitadamente ([39] y [40]). Malthus afirmé que el
unico freno insalvable es el crecimiento limitado de las subsistencias, ”sin
alimentos no hay poblacién”. A este obstdculo, anade ademads otras carac-
teristicas inherentes a cualquier poblacién humana, como son el vicio o li-
bertinaje y la moral. No obstante, en la formulacién de su ley poblacional,

elude la inclusién de estos factores.

En definitiva, Malthus, supone que la tasa de crecimiento es constante
hasta un instante t,, donde la poblacién alcanza su maximo tamano F,.
Por lo tanto a partir de t,, la tasa de crecimiento se hace O:

0 b
Figura 1.9: Tasa de crecimiento (modelo de Malthus)
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Su formulacién es la siguiente:

oP
=rP Vt<t,
ot
oP
— =0 VvVt >t
ot "
Entonces, la poblacién en cada instante sera:
1 0P
FE—T@P Poe™ Yt < t,,
oP
=0 P=PF, Vit>it,
ot
Veamos que lo anterior es cierto:

1 0P(t)
o ot W

Resolvamos la anterior ecuacién diferencial:

1 9P(t)
R dt—/ (t)dt

InP(t)+ k= /r(t)dt

Suponiendo la condicién inicial r(t) = 0 para t = 0, In P(¢t) + k = 0, por
lo que k£ = —1In P(0) y sustituyendo en la expresién anterior:

In P(t) lnP(O) /()
/’I"
<> P(0)el 70

por lo que si la tasa de crecimiento es constante, es decir, r(t) = r, tenemos
que:

P(t) = P(0)e" (1.1)

La ecuacion anterior se conoce normalmente con el nombre de Ecuacién
malthusiana y es utilizada (entre otras cosas) para predecir el volumen po-
blacional en un instante ¢ conocida la poblaciéon en el instante 0 y suponiendo
que la tasa de crecimiento va a permanecer constante.

26



Capitulo 1
Modelos de crecimiento de poblaciones

Figura 1.10: Crecimiento poblacional (modelo de Malthus)

1.3.2. Modelo de Verhulst

Este modelo es similar al anterior, aunque con la variacién de que cuan-
do la poblacién alcanza su maximo (P,,), la tasa de crecimiento descien-
de linealmente. Por lo tanto, hasta que la poblacién alcanza un tamano
"normal” (P,), r es constante (r9). Su formulacién es por tanto:

op

5 =ToP V<t P <P,
op

(t

o )P ¥ty <t <ty Pn <P < Py

el
Ty

P Pa

Figura 1.11: Evolucién de la tasa de crecimiento (modelo de Verhulst)
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12 Fase

El comportamiento en el crecimiento de la poblacién hasta que es alcan-
zado el tamano "normal” P, es conocido:

88]; =1roP < P(t) = P(0)e™"

Figura 1.12: Crecimiento "normal” (modelo de Verhulst)
22 Fase

En la segunda fase, el crecimiento desciende hasta alcanzar el tamano
maximo probable P,,; a partir de ese momento el crecimiento sera nulo.

T (B o)

(Pa.l]

o8 P

Figura 1.13: Poblacién versus tasa de crecimiento (modelo de Verhulst)

Simplemente calculando la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
(P, 0) y (Pn,70), se obtiene el valor de la tasa de crecimiento en esta fase:

-0
r—(]:iro (P—Pm)<:>7“=

P,—-P
P, — P, (P = P)

Pm_Pn
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por lo que el modelo quedara caracterizado en esta fase por la siguiente
ecuacion:
oP  ro(Pn— P)
ot Pn—P,
Resolviendo la ecuacién diferencial anterior (obviamos su demostracién
por ser bastante extensa), se llega a que:

14 ket

—1
. P, & 7Pmpfpn
a |\ P,—P, \P,

TOPm
Pm_Pn

P=P(t) (1.2)

siendo:

a =

de forma que:

lim P(t) = Py,

t—+00
lim P(t) =0

t——00
por lo que como puede verse, uniendo las dos fases aparece la curva logistica.
Si observamos la representaciéon grafica de esta funcién, vemos que su filosofia
de crecimiento supone que éste es rapido al principio y después comienza a
disminuir, cuando existen limitaciones al desarrollo; al fin, se establece un
equilibrio entre la poblacién y el medio en el que se desarrolla, por lo que
finalmente el crecimiento cesa.

Figura 1.14: Curva logistica (modelo de Verhulst)
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—_—-""'ﬂ

Leipeia)

"

Figura 1.15: Punto de inflexién en la curva logistica (modelo de Verhulst)

Otra variante de la curva logistica es la siguiente:

P

P(t) = P(O) + m

(1.3)

en la que se supone, como es logico, que cualquier poblacién no surge de la
nada, sino que el crecimiento se produce a partir de una poblacién inicial.
Estos modelos no son de facil aplicacién en problemas reales, por lo que se
utilizan casi exclusivamente en estudios tedricos de poblacién. A pesar de
ello, la curva logistica se ha utilizado en algunos casos para representar una
poblaciéon real, como es el caso de los Estados Unidos en el periodo 1780-
1940 (Theory of Econometrics, H.T. Davis) o el caso de Espana, en el que
Angel Alcaide publicé en 1955 una estimacion para el periodo 1860-1950.
Posteriormente volvid a utilizar la curva logistica para ajustar la poblacién
en el periodo 1950-2000. Los resultados de este autor, son discutibles, ya
que por ejemplo, su ajuste para el primer periodo mencionado no recoge de
ninguna manera la perturbacién sufrida en el crecimiento de Espana debida
a la 7gripe de 1918”. Para ampliar la informacién anterior puede verse [6].

1.3.3. Otras formulaciones del modelo de Verhulst

Tanto Pearl (1920) como Robertson (1923) consideraron el modelo de
Verhulst como el modelo que mejor explicaba el comportamiento de los orga-
nismos vivos, tras realizar numerosos estudios. La teoria de Quetelet (1825),
que suponia que la velocidad de crecimiento queda frenada por la limita-
cién de recursos alimenticios, siendo esta ultima proporcional al cuadrado
de dicha velocidad, hizo que Verhulst reformulara su modelo de crecimiento
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poblacional. Aparece asi la curva logistica de Robertson, dada por la ecua-
cion:
oP

ot

en el que el crecimiento poblacional depende de la poblacion existente en
cada instante, frenado proporcionalmente al cuadrado de la poblacién en
ese instante. Resolviendo la ecuacién diferencial anterior, aparece que la
poblacién en un instante t puede expresarse de la siguiente forma:

= aP — BP? (1.4)

o

a0

siendo k = i

Figura 1.16: Curva logistica de Robertson

Una variante més del modelo de Verhulst es la conocida como Ley de
Gompertz, cuya formulacién es:

31{';?) = —rP(t)In (Ifg))

Resolvamos la anterior ecuacién diferencial:

/P(tif((t)Pm):—/rﬁt

Pt

In [m (]f(n;))} A
P(t)

suponiendo la condicién inicial,

~

(t) = Py en t = 0, tenemos que k es:

(7))
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por lo que finalmente aparece la siguiente ecuacion:

y realizando algunas operaciones, aparece la solucién del modelo:

P=P(t) = Py exp {m (in) ert}

Py

Figura 1.17: Curva de Gompertz

En este caso, cuando el tamano de la poblacion es inferior a P,,, es de-
cir, 0 < P(t) < Py, éste se va incrementando hasta alcanzar el nivel de
estacionariedad P,,. Ademaés, una poblacién que comenzara con un tamafo
superior a P,,, decreceria hasta alcanzar dicho valor y a partir de aqui, el

incremento seria nulo.

Otros autores como Kingston, Amoroso, Gini, etc. también realizaron
formulaciones para recoger el crecimiento de las poblaciones. Todos estos
autores, tienen en comun el modelo general, en el que el crecimiento pobla-
cional depende directamente de una determinada funcién de la poblacién en

cada instante, es decir:

1 0P(t)
P o = fP®)
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La resolucién de dicha ecuacion no es siempre sencilla; dependerd de la
funcién de poblacion elegida para explicar el crecimiento.

hlalstms ,||Ir © imd

Figura 1.18: Diferencias entre algunos modelos de crecimiento

Podemos decir, como conclusién que existen gran nimero de modelos de
crecimiento que describen diversas situaciones o etapas en la evolucién de
cualquier poblacion de organismos vivos. Son muchos los autores que utili-
zan estos modelos en ramas de la Biologia o en investigacion clinica, para
describir por ejemplo el crecimiento celular (algunos estudios lo han aplicado
al crecimiento tumoral).

Desde el punto de vista demografico, si pretendiéramos describir la evo-
lucién de cualquier poblacién de nuestro entorno a lo largo de un periodo
muy amplio, (que haya pasado por una transicién demografica), tendriamos
que recurrir a un modelo de tipo logistico. En cambio, si el periodo de in-
terés es relativamente corto y la poblacion se encuentra en una situacién de
expansion demografica, el modelo logistico no seria el apropiado; un modelo
de Gompertz o de Gini recogeria mejor el crecimiento.

De todas formas, ninguna de la funciones vistas recogen las irregulari-
dades presentes en un pais o zona geografica, ya que normalmente una po-
blacién experimenta diferentes ritmos de crecimiento, que pueden ser tanto
positivos como negativos. Si es cierto que una funcién de tipo exponencial
puede recoger la tendencia poblacional, aunque no recoja las perturbaciones
que aparecen a lo largo del tiempo; el crecimiento demografico es poten-
cialmente exponencial, ya que cualquier generacién de individuos tiende a
reemplazarse a si misma por otra generaciéon mayor en cuanto a su numero.

33



M.D. Huete

Por otro lado, en todas las leyes de poblacién expuestas anteriormente,
se supone que la poblacién es una variable dependiente exclusivamente del
tiempo. Esto no es 1égico, puesto que el crecimiento de una poblaciéon de-
pende de una serie de variables que condicionan su comportamiento, tanto
de indole social como demografica.
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Proceso lognormal
multivariante con factores
exogenos

2.1. Introduccion

El proceso de difusion lognormal, cuya tendencia es exponencial se hace
de especial relevancia cuando se introducen en él algunas variables deno-
minadas exdgenas que afectan a su tendencia; las variables bajo estudio o
enddgenas, modelizadas por el proceso pueden quedar bajo la influencia de
otra serie de variables, con lo que conseguiremos afinar o mejorar el ajuste
que realicemos sobre las variables endégenas.

El caso que aqui nos ocupa, el proceso de difusién logaritmico normal
multidimensional con factores exdgenos, ha sido estudiado ampliamente y
de forma exhaustiva por diversos autores. Destacan los trabajos de Tintner,
[48] y de Gutiérrez, [15] , que trataron el problemas de la estimacién de
los parametros usando muestreo discreto para el caso de dos factores exége-
nos; Torres, [49], generalizé estos resultados al caso de ¢ factores exégenos
con (¢ > 2), e hizo importantes contribuciones sobre contrastes de hip6te-
sis. Otros problemas relativos a la inferencia como las bandas de confianza
son estudiados por Gutiérrez, Roman y Torres, [28], y Gutiérrez, Romén
y Torres, [29]. En estos trabajos pueden ampliarse los resultados que se
exponen a continuacién.
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2.2. El proceso lognormal multivariante: dos apro-
ximaciones

Existen dos formas de introducir el proceso lognormal multivariante:
como un proceso de difusién, considerando las ecuaciones de adelantadas
y atrasadas de Kolmogorov o como un proceso de difusién que surge de la
solucién de una ecuacién diferencial estocastica.

2.2.1. Ecuacién diferencial estocastica

Una de las formas de llegar a un proceso lognormal consiste en considerar
la solucién de la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

dX (t) = A(X(t),t)dt + B2 (X (t), t)dW, (2.1)
con la condicién inicial: X (tg) = H, to <t <T y siendo:

m Wytg <t <T un proceso Wiener k-dimensional con componentes in-
dependientes

» H es un vector fijo de (0, 400)*

» A(x,t) un vector k-dimensional dado por:

q
=0

donde:

e F;; i=1...,qson funciones conocidas continuas en [tg, T], que
toman valores en R con Fy(t) =1

o f = (fios---sfigr--+» fr0s- - frg) €s un vector real k x (¢ + 1)
dimensional

e 2 (0,+00)F Vi€ ty,T]
= B(z,t) es una matriz cuadrada de orden k:

Bij(w,t) = bijziz; i,j=1,...,k

donde B es una matriz de elementos b; > 0 simétrica y definida no
negativa
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Entonces, la ecuacién diferencial estocdstica (2.1) tiene como tunica so-
lucién un proceso de difusion (0, 00)* valuado, en el que la condicién inicial
es H y cuya media y varianza infinitesimales son respectivamente A(z,t) y
B(xz,t). Este proceso es el proceso logaritmico normal con k variables
endogenas y ¢ factores exégenos, siendo estos factores las funciones F; con
1=1,...,q.

2.2.2. Ecuaciones adelantadas y atrasadas de Kolmogorov

Consideremos {X(t);tp < t < T} un proceso de Markov definido en
(0, 4+00)F con trayectorias continuas casi seguro y con probabilidades de
transicién:
P(x,tly,s) = PIX(t) = [ X(s) = y]

siendo X (t) = (X(t1), X(t2),..., X(tr)), X(s) = (X (s1), X(52), ..., X(5%))'
y x,y vectores k-dimensionales. Suponemos las siguientes condiciones:

[ |
1
lim

— P(dx,t+ hly,s) =0
e R COTR

h|0 E

i /u-ygf” — )P(da,t+ hly,s) = f(at) =
fro+ 22020 fiiF5(t) ) o
| oo+ 20000 fo E5(8) ) 2
(fk() + 220 fkij(t)> ,
lim ! / (x —y)(z —y) P(dx,t + hly, s) = B(x,t)
lz—y|<e

= Los momentos infinitesimales de orden superior son nulos.

con los factores exdgenos Fj;j = 1,...,q, funciones continuas en [ty, T
y donde la matriz de covarianzas B(x,t) es simétrica definida no negativa
con elementos b;; (x,t) = bijx;xj y by > 0. Nétese que dichos factores exdge-
nos afectan solamente a la tendencia f(z,t) del proceso y no a la matriz de
covarianzas. Ademas se relacionan entre si linealmente en cada componente
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del vector tendencia.

Teniendo en cuenta las suposiciones anteriores, si denotamos por p a la
funcién de densidad de transicién condicionada, se pueden obtener las ecua-
ciones (atrasada y adelantada) de Kolmogorov asociadas a este proceso, bajo
ciertas condiciones de diferenciabilidad de la distribucién de probabilidad de
transiciéon P(z,t|y, s):

k
+ ; ZZ ij’byja (9 + Z (fz(] + ZleFl > =0 (2.2)
i=1 j=1
xlm P d(z;p) _
;; 15 6$ 83}J - (fzo + ; leFl(t)> 0z, =0 (2,3)

La solucién, tomando como condicién inicial p(z, s|ly, s) = d(z — y) es la
siguiente:

k
2

plestly ) = [ (I o) @IS = )5BIE | e(-5——Q) 24)

2(t —s)

siendo B una matriz de elementos b; > 0;¢ = 1,...,k y Q la forma
cuadratica:

Q=(log(x)—log() Bo(t — s) Zﬁz/ i(r > X
xB~! <(log(x)—log( ) — Bo(t — s) Z@/ i ( )

donde:

1 ! 1
Bo = <f1o — =bit, ..o, fro — Qbkk> = fo— gdiag(B)
ﬁi = (f1i> ey fki);’:17...,q

asi que la distribucién de transiciéon condicionada es del tipo lognormal:

X(t)/X(s) =xs ~ Ag

log(zs) + Bo(t — s) + Z ﬁl/ Fi(r)dr;(t —s)B
i=1 s
(2.5)
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2.3. Momentos de las variables endogenas

La tendencia puede ser estimada usando una muestra del proceso, al
igual que su varianza, que nos sirve como medida de dispersién de la esti-
macién de la tendencia.

Si observamos la ecuacién (2.5), inmediatamente tenemos que la variable
Z(t) =log X(t)| X (s) = x(s) se distribuye normalmente:

4q t
Z(t) ~ Ni <log(x(s)) + Bo(t —s) + Zﬁ,/ Fi(r)dr , (t— s)B) (2.6)
i=1 s
por lo que su funcién generatriz de momentos es:
E [eJ’Z(t)} _

= exp <o' llog<x(s>>+ﬂo<t—s>+2@- / Fi(r)dr| + (2.7)
i=1 §

1
+§(t - s)a’Ba) con o € R¥

2.3.1. Media o tendencia de las variables enddégenas

Para la obtencién de cualquier momento no centrado de orden r, toma-

(@)

mos o/ = (0,...,7,...,0) en la ecuacién (2.7). Por lo tanto, la tendencia
(@)

de la variable i se obtendrd considerando ¢’ = (0,..., 1,...,0), que resulta

ser:

E [eff’Z“)} = E[X:(t)| X (s) = 2(s)] =

t—s

bii | =
2

4q t
— exp  log(ai(s)) + Biolt — ) + 3 By / Fy(r)dr +
=1 s
4q t
= z;(s) exp fio(t—S)—i-Z,Bij/ Fj(r)dr i=1,...,k
=1 s

donde Bio = fio — %bii
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2.3.2. Covarianza de las variables endégenas

Si consideramos ahora o’ = (0, ... ,7(}1), e ’(I"JQ), ...,0) en la ecuacién (2.7),

podemos hallar los momentos no centrados entre cualesquiera dos variables ¢
y j. En particular, nuestro interés se basa en obtener la covarianza entre dos

(1) (9)
variables, tomaremos ¢’ = (0,...,1,..., 1,...,0) con lo que la esperanza
condicionada conjunta:

B {egfz(t)} =E[X;(t) X)X (s) =x(s)] =

= exp (log(z;(s)x;(s)) + (ﬁz‘o + Bjo)(t — s) +

+Z(ﬂil+ﬂjl)/t 1(r )dr—i— 5 (bzz+bﬂ+2bw)> =

=1

= zi(s)x;(s) exp (fio(t —s)+ Z ﬂil/ Fl(r)dr) .

=1
- exp (ij (t—s)+ Zﬁgl/ )d7"> exp (by(t — 5)) =
= zi(s)z;(s) exp ((f,g + fio)(t —s) + Z Bi + Bj1) / l(r)dr) exp (bi;(t — s))
=1

restando el producto de la esperanza eniy j, la covarianza sera Vi, j = 1,... k

Cov[Xi(t) X; ()| X (s) = (s)] = wi(s)z;(s) exp ((fio + fjo)(t — )+
Z Bi + Bji) / (T‘)dr> - lexp (bij(t — ) — 1]

y por lo tanto la varianza condicionada para la i-ésima componente queda:
Var[X;(t)| X (s) = z(s)] = (zi(s))? exp (2fio(t — s)+

2> B /th(T)dT) - [exp (bii(t — ) — 1]
I=1 5
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2.4. Estimacion de los parametros

Sea X(t) = (X(t(1)),...,X(¢t(k))) un vector k-dimensional y z(t) =
(z(t(1)),...,z(t(k))) una observacion; entonces X (t)| X (s) = z(s) es un pro-
ceso de difusién lognormal multivariante con ¢ factores exdgenos y por lo
tanto:

Z(t) = log(X(4)| X (s) = z(s))

se distribuye segin una normal k-dimensional:

Z(t) ~ Ni | log(z(s)) + Bo(t — s) + Zﬂj / Fi(r)dr , (t—s)B | (2.8)
j=1 s

siendo:

» By = fo — 3diag(B), con B una matriz k x k

m (3;;7=0,...,q son vectores paramétricos k-dimensionales
m ;5 =1,...,q son funciones real valuadas
» 5= (fo,..., ;) la matriz formada por los vectores paramétricos aso-

ciados al proceso, de dimensién k x (¢ + 1)

También podemos escribir (2.8) como:
Z(t|s) ~ N <10g(ac(s)) +6U(t) , (t— s)B) (2.9)

donde hemos considerado el vector:

U(t) = <t—3,/:F1(r)dr,...,/:Fq(r)dr>,

Si consideramos una nueva variable:

(log(X(t)) —log(X(s)))

N[

V(t) = (t—s)

y tomamos otro vector U(t) = (t — s)fé U(t), es decir:
L t t !
Ut)y=(t—s) 2 (t - s,/ Fi(r)dr, .. .,/ Fq(r)dr>
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entonces la distribucion de esta nueva variable es:
V(t) ~ N (BU(t) , B)

de forma que la densidad de X (), utilizando el cambio de variable anterior
y utilizando para U(t) y V(t) una notacién andloga a X (t), es la siguiente:

k
Fla(t),tlz(s),s) = (2m) "2 |B| "= (Hm(t))l) (t—s)"%-

=1

(2.10)
exp (= (000) ~ u(0) B 0(0) - pule))

y la densidad para V(¢):

I | 1 _
P00 to(5) ) = (2m) 3181 exp (— 0(0) ~ Bul) B 0(0) ~ pu(t)
(2.11)
Tenemos que conseguir una estimacioén de las matrices By (g+1) ¥ Brxk,
para lo cudl se utiliza el método de maxima verosimilitud. Para ello se con-
sidera un muestreo discreto del proceso en los instantes t1,...,t,:

(X (t1) =z(t1),..., X(tn) = z(tn))

siendo X(to) = (X (ta,1), ..., X (tax)) un vector k-dimensional y tomando
como condicién inicial P[X (t1) = z(t1)] = 1.

Aplicando la propiedad de Markov, la funcién de verosimilitud en este
caso utilizando (2.10), queda:

L(ZL‘l,...,CEn;ﬂ,B) = P[Cﬂl;tl],...,P[fl;n;tn|$n,1;tn,1] -
n

k
— =BT ] ( x(a,i)_1> (toa — ta_1)"5 x
1

a=2 \i=

1
X exp (—2(va — Bug)' B (vg — ﬁu@)
y considerando el cambio:

Vo = (ta - ta—l)_%[log(xa) - log(xa—l)]
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la funcién de verosimilitud tiene la siguiente forma:

(n—1)k n—1
2

B~ "z (2.12)

L(va,...,vn; 8,B) = (2m)~
C!;IQexp (;(va - Bua)'B_l(va - ﬂua)>

y por lo tanto, el logaritmo de esta expresion es:

log L(vs. .11 8. B) = ~ " W 1og(om) - " L1og )
1 - S
—itr {OCZQ(UQ — Buy)'B 1(va — ﬂua)}

Si calculamos la diferencial de esta expresion e igualamos a cero, obte-
nemos los estimadores de maxima verosimilitud de 3y B:

n n -1
3= Z Vo llh [Z uau’a] =CcA™! (2.13)
a=2 a=2

Z(Uoz - Bua)(va - Bua)/ (2.14)

siendo las matrices C y A:

n n

/ /

C= E VU, A= g U U,
a=2 a=2

Esta matriz A que aparece en el estimador de § (3.36) tiene la siguiente

forma:
n

n n
S (ta—tact) X Fla ... 3 Fia
a=2 a=2

a=2
n n n
Z F FroFia Foalra
A= a=2 e a= to—ta—1 a=2 toa—ta—1
n n n
Z F Flana anan
a=2 o a=2 ta—ta—1 a=2 ta—ta-1

ya que:
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2.5. Distribucién de los estimadores de los parame-
tros del proceso

2.5.1. Distribucién de 3

El estimador de la matriz 3 de orden kx (g+1), B se distribuye segin una
normal matricial de media 5 (lo que nos indica la insesgadez del estimador)
y matriz de covarianzas B ® A~!, es decir:

B~ N(3,B® A7) (2.15)
o de forma semejante:
Vee(') ~ Nigen)(Vee(), B A7) (2.16)

donde Cov(Vec(B')) = B® A~ serd la covarianza entre las filas de 3, y
siendo:

Bl — Aflwl
Vee(B) = (I ® A~ U)Vee(V')

con U= (ug,...,up), V= (ve,...,v,), dos matrices.

La covarianza entre las columnas de la matriz 3 o vectores cuyas com-
ponentes determinan la influencia de los factores exdgenos es:

Cov(Vec(B)) = A '@ B

siendo:

Vee(B) = (A 0 1)

Zvau’a]
i=2
2.5.2. Distribucién de B

El estimador de la matriz B, B = L (e — Bug)(va — Bug) es
independiente de la distribucién de 3, pero tiene el inconveniente de la no
insesgadez ya que:

(n—1)B ~ Wy(n —q—2,B) (2.17)

44



Capitulo 2
Proceso lognormal con factores exdgenos

-~

con E[(n — 1)B] = (n — ¢ — 2)B, por lo que se construye otro estimador

insesgado para B, que denotamos B y que tiene la siguiente forma:

n

Z(va - Bua)(va - B\ua)/

a=2

n n—1 EZ 1
n—q-—2 n—q—2

oy

La matriz de covarianzas asociada a este estimador es:

N 2

C [ B}:—————D_B B)(D;)
ov |v(B) n_q-2 r (B®B)(Dy)

siendo v(B) un vector tal que Vec(B) = Dyv(B) y D; la inversa genera-
lizada de Moore-Penrose de la matriz de duplicacion Dy. Con todo ello, la

matriz de covarianzas entre los estimadores 8 y B queda:

(B Al 0
X = ( 0 7n_§_2D;(B ® B)(D,;)’) (2.18)

2.6. Contrastes de hipdtesis sobre los parametros

Sobre los contrastes de hipétesis que se pueden plantear en relacién al
Proceso Lognormal Multivariante no homogéneo destacan por su relevancia
préctica, los relativos al estudio de la posible influencia o no de algin fac-
tor exdgeno introducido en el modelo, o de algin subconjunto de ellos, a
través de la contrastacion de la nulidad de los pardmetros §;; éstos son los
que se muestran en esta memoria y que fueron desarrollados por Torres,[49],
que ademads construyoé contrastes sobre la nulidad de las componentes de los
vectores (para verificar qué componentes del proceso quedan afectados por
la inclusién de factores exégenos) y sobre la independencia entre algunas de
las componentes.

El contraste que vamos a realizar es el siguiente:
Ho : By =B8] (2.19)
donde Bj resulta de realizar una particion en la matriz de parametros (:

ﬁ(kxqﬂ) = (B, (qu1)|BQ (quz)) i1t g=q+1

Las regiones del espacio asociadas a la hipdtesis alternativa y nula son:

k(k+1)

Q={(B,B): B>0}C R(a+1)k+ R

k(k+1)

w={(B,B):B=DB1,B>0}C RF2+=5—
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El criterio utilizado es el de razén de verosimilitudes, es decir, la bisque-
da de:

mgX]L(UQ, ey Un; B, B)

A:
méax L(va, ..., v,; 5, B)

Bajo la hipétesis alternativa, recordemos que los estimadores eran:

fo=0CA""
~ 1 & ~ ~
Bq = n—1 Z(Ua - ﬁua)(va - ﬁua),
a=2

por lo que maximizando la ecuacién (2.12), obtenemos:

(n—1)k ~ n—1 (n—1)k

méix]]_,(vg,...,vn;ﬂ, B)=(2m)" 2 |Bqg| 2z e 2 (2.20)

En el caso de la hipétesis alternativa, los estimadores quedan de la si-
guiente forma:

By, = (Cy — B1 A1) Ay

~ 1 & . .
B, = n—1 Z;(ya - BQwui)(yoz - BQwui)/
o=

siendo:
*, 1 2
Yo = Vo — Biug ~» Ni(Bau,, B)
donde se han considerado las siguientes particiones:

C = (C1]C)

Us = (g, tg)

n
A o — A A\ | = o)
N “Te Ao Azn) | 2.1 L2002
a=2 Z Up U, Z UpUg,
a=2 a=2

B = (B1|B>)

de forma que u), tiene dimensién ¢; y u2 tiene dimension go. La expresion
a maximizar es:

(n=1Dk ~ n—1 (n—1)k

max L(va,...,vn;8,B) = (27)" 2 |By|” 2 e 2 (2.21)
w
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asi que el criterio de la razén de verosimilitudes, utilizando (2.20) y (2.21):

2

A\ mng(vg,...,vn;ﬁ,B) - ‘EQ‘_'lzfl

, _1Zal ® 2.22
max L(vg, ..., v,; 3, B) ’Bw|—Tl ( )
w

Este criterio también puede expresarse, tras una serie de calculos matri-
ciales de la siguiente forma:

(n—1)Bo|"T"

A:KH—UarH@Q—@Muﬂﬁn—@H%l
o también:
AT = _ = 1Bl _ (2.23)
|(n = 1)Ba + [Bia — Bi]Aw1,2[Bio — Bi/'|
siendo:

Aj1a = A1l — A2 Ay Aoy — A1pAg) Aot + A1g Ayy Asg Ayt Ay

Si G y H son dos matrices independientes y distribuidas segtin una Wis-
hart Wi(n—1—(g+1), B) y una Wg(q1, B) respectivamente, la distribucién
del criterio es la misma que la de:

Gl

uk,ql,n—l—(q—l-l) = m (224)

2.6.1. Contraste Hy: Gy =0

En primer lugar, analizamos la nulidad de la primera columna de la
matriz 3. El criterio de la razén de verosimilitudes, tomando Bf =0y ¢; =1
y sustituyendo en la expresion (2.23), donde 509 es la primera columna de
la matriz 3, es el siguiente:

|(n —1)Bg|

2
A('r)zfl — . 2 _
|(n —1)Ba + BoaA11,20)q)]

(2.25)

cuya distribucién, sustituyendo en (2.24) es igual a la de Uy, 1 ,—1—(g41)-
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2.6.2. Contraste Hy: 3; =0

Queremos contrastar si un vector de la matriz de parametros § es nulo.
Si reordenamos las columnas de la matriz § cambiando la ubicacién de 3y
y ﬁh €s decir, /8 = (ﬁiaﬁl? ceey ﬁi*la ﬁ07/87§+17 s 76(1)7 se va a verificar que
Bi =0y ¢ =1, por lo que estaremos ante un contraste similar al anterior.
En este caso, el vector u, queda afectado ya que también se reordena de la

~ / .7

manera Uq = (Fia;, Fias-- s Fictia,ta—1 — ta), Fitia, - -+, Fya)', pudiéndose
expresar en términos de u, utilizando la siguiente matriz de permutacién:

(h+1)
siendo e, = (0,..., 1 ,...,0) para h =0,...,q, quedando en el caso que

nos ocupa con ¢ = 1:
Ug = T Uq

El criterio asociado a este contraste, sustituyendo en (2.23) es por lo

tanto: R
1 [(n — 1)Bg

A= =~ = =
|(n — 1)Bq + BinA11,20]

(]
_ donde hemos notado Bia a la columna (i+1)-ésima de la matriz 3y
Aj12, que surge de T;AT]. La distribucién de este criterio es igual a la de

(2.26)

Z/[k,l,n—l—(q—‘,-l) .

2.6.3. Contraste H() . Bil = ﬂig == ﬁih =0

En este contraste se propone comprobar la nulidad de una parte de la
matriz de pardmetros (x4, en particular las columnas i1, ..., 4. Para ello,
al igual que se ha hecho en el anterior contraste, se reorganiza dicha matriz,
como sigue:

/8 = (ﬁipﬁiw"' >ﬁih|ﬁih+17"' 7672(1)
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siendo B} = 0 de dimensién k x g; con ¢; = h. Igualmente, el vector u, queda
afectado ya que se reordena de la misma forma, apareciendo un nuevo vector
Uy, que se expresa en términos de u, utilizando la matriz de permutacion:
/
i1

12

Tiy,iny = | Cin

por lo que el nuevo vector queda, en funcién de uq, como ug = Ty, 4,1 Ua-

El criterio utilizado en este contraste, utilizando la expresién (2.23) es
por lo tanto:

el (n —1)Bo| (2.27)
{21,-..,lh} ‘(n — 1)BQ + B{il7'-'uih}QA11v2’g%i1,...,ih}Q’
donde 12{1172, que surge de la matriz T{Z-Lm’ih}/lT’i1 in} La distribucion de

este criterio es igual a la de U j 1 (g41)-
Observacion:

En algunos casos particulares de los contrastes anteriores, pueden obte-
nerse las distribuciones exactas para este criterio y la distribucién asintética
del mismo, en el caso de que lo anterior no sea posible [49]. Las distribuciones
exactas que pueden obtenerse son las que se muestran a continuacién:

Caso q1 = 1:
L —Upin-1-@g+1yn—(g+1) -k (2.28)
@yn—(g+1) -k Fon ot
Uk 1n—1-(g+1) k
Caso qi =2:
L= Vlkana@yn—(a+ 1) =k o
uk,Q,n—1—(q+1) k 2k,2(n—(q+1)—Fk)
(2.29)
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2.7. Caso particular: El proceso lognormal univa-
riante con un factor exégeno.

Sea {X(t),to <t < T} un proceso de difusién unidimensional homogéneo,
R- valuado y con funcién de densidad de transicion:

P(a,tly,s) = P (X(t) = 2|X(s) = y) (2.30)

Si consideramos como momentos infinitesimales del proceso respectiva-
mente:

a(x,t) = (fo + ALF(t))x
b(z,t) = ya?
donde v > 0 es una constante y F' una funcién continua en [to, T']. El proceso
de difusiéon lognormal unidimensional con un factor exdégeno queda carac-

terizado por el hecho de que la distribucién de transicién condicionada es
lognormal:

X(8)/X(s) = a(s) ~ Ay (1og<x<s>> +alt =)+ 61 [ Flrdrs(e - S)’y>

(2.31)
por lo que la variable Z(t) = log(X(t)/X(s) = x(s)) tendra distribucién
normal unidimensional:

Z(t) ~ N (log(x(s)) + Bo(t —s)+ f1 / F(r)dr; (t — s)’y) (2.32)

2.7.1. Obtencion de los momentos

Teniendo en cuenta lo anterior, pueden obtenerse los momentos de orden
r, a partir de la funcién generatriz de momentos de Z(t):

E [erZ(t)} = exp <r [log(m(s)) + Bo(t —s)+ p1 /: F(r)dr] + T;(t — s)’y)
(2.33)

Para obtener la tendencia condicionada del proceso, tomamos r = 1, que-
dando:

E[X(t)|X(s) = z(s)] = exp <[log(x(s)) + Bo(t — ) + B /: F(r)dr} + (’5‘23)7>
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y la varianza condicionada:

VX (1) X(s) = (s)] = exp (2 [1og<x<s>> + Bo(t — 3) + By / tF(T)dr} " 4“;”) -

— <exp <[log(m(s)) + Bo(t — 5) + f1 /: F(r)dr] + (’5_25)7»2 =

= (x(s))? exp <2ﬁo(t —5)+26 / t F(r)dr> . (ew(w _ 1)

2.7.2. Estimadores de maxima verosimilitud

Para proceder a la obtencion de los estimadores consideramos un mues-
treo discreto del proceso en los instantes tq,...,t,:

(X (t1) =z(t1),..., X(tp) = z(tn))

y bajo la condicién inicial de que P[X(t;) = =z(t1)] = 1, la funcién de
verosimilitud tiene la siguiente forma:

L(J;1,.. s Tns Bo, B1, ) =

1 1 2
t —ta— l) 2 exp ﬁva
ta

Vo = (10g(2a) — 10g(2a_1)) — Bote — ta_1) — B / " F(r)dr

ta—1

asi que la log-verosimilitud es:

Do) — " Liog(a) -
-3 toglna) - 5 D los(ta
a=2

> ( Bl o) 1o8) o)~

a=2

lOgL(l‘l,. . '7xn;607ﬁ177) =

2

ta
~Bolta — ta1) — B / F(r)dr

ta—1
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Calculamos la derivada de la anterior expresién respecto a cada parame-
tro e igualamos a cero:

810g]L<1’1, ce ,xn§/8076177) _

9Bo
_ f: (1 [log(:na) “log(za—1) — Bolta — ta1) — B /ta F(r)dr ) —0 =
a=2 v ta—1
% |og(ea) — log(aa-r) = B i1, F(r)dr]
= By = =2 - (2.34)
a22(toc - toz—l)

8logIL(a?1, cee 7xn;/807/617'7) _
3/31

B _Z< to —ta1) (/t:: F(r>dr> '

- llog(ﬂca) tog(za 1) — Bolta — ta1) — B / " B)dr

ta—1

>:H

Z (ta—ta 0 fia, F(r)dr [IOg(fUa) —log(7a-1) — BO(ta — tafl):|
n 2
622 m { tia—l F(r)dr]

= 061 =

(2.35)

alOgL(ifb s 73371;/607/617’7) _

07
_ n—l 2Z<

] [log(ra) —log(Ta-1))—

2
)H
n

Y (o lostee) —bostza-))-

_tal

ta
Bo(ta — to 1) —51/ F(r)dr
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2

~Bolta — ta-1) — B /ta F(r)dr (2.36)

ta—1

Puede comprobarse ademas que estos estimadores obtenidos por el méto-
do de méaxima verosimilitud son insesgados.

2.7.3. Matriz de covarianzas de los estimadores

Sabemos que Z(t) = log(X(t)/X(s) = z(s)) tiene distribucién normal
unidimensional:

Z(t) ~ N <log(m(s)) + Bo(t — s) + (1 / F(r)dr; (t — s)fy) (2.37)
Si llamamos:

ta
o v = 108(i2) ~ 08(z01) ~ lta —tamt) — 61 [ Flr)ir -

ta—1

~ N (0;9(ta — ta—1))

® wo = iva ~ M <0;7i(ta - tal))
a=2

a=2

1 /ta
0 Cy = Vyg—— F(r)dr ~
“ a(ta _toc—l) ta—1 ( )

2

2

1 fa
M|0gy— / F(r)dr
~ 1 fy(ta - ta—l) [ to s ( )

n 1 to
eva=Y = M [09> / F(r)dr
a—2 (toz - tafl) ta—1

a=2
1
o ko=——"704 ~ N (0;7)
(ta - tcv—l)2
k2~ xd
n
o la=> ki ~ i
a=2
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entonces:
V(G) =E [(Bo - 50)2} =

n 2
> [log(wa) —log(wa 1) = f1 Jyo, F(r)dr]
—E|| = — fo

Z (ta - ta—l)

V() =E [ - )] =

n 2
X Gt Jie F(r)dr log(ra) — log(za—1) = Bolta — ta—1)]
=B 2 5
S5t [, FOyar]

i Ca 2
- FE _ a=2
> by [ Foyar]
_ VY] .
(ai ot [ )dT'r)
_ ] gl

n o
aZZ:Q (ta— t‘“ 1) [ft" 1F ]
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V(@A) =
= E[A—7)] =
" (n 1 1 042::2 <(ta _1ta—1) log(wa) — log(za—1))—
¢ 2 2
—Bo(ta — ta—1) — A1 /t : F(r)dr — 5 _
: 1
:(n—l (ZkQ n_l ) ZWV[ZQ]:
1 2,}/2
:m2(n—1)72: 1

La covarianza entre 8y y 7, y f1 v 7 vale 0. Siguiendo un procedimiento
similar al anterior, la covarianza entre By y 31 es:

CO’U(B\OM/B\I) =
=E |(Bo — fo)(B1 — 51)] =
> Ji
a=2
Z (ta _ta—l) Z m |: tt:_l

a=2 a=2

F(r)dr} ’

De esta forma, podemos escribir la matriz de covarianzas:

Y Z fta 1 dr
-y
aZQ(tO,—ta 1) a§2(ta—ta,1)a§2m[ tt;,1 F(T)dr]Q
Y= v Z f F(r r ,
é (for—to—1) Z Gty [, o] az; oo i, Far]
0 0
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Observacion:

En el caso de que la funcién asociada al factor exégeno tome valores
constantes en cada intervalo de tiempo (funcién escalonada), es decir, que:

/t " P dr = Fo(ty — to_1)

a—1

y ademds, como es habitual en las aplicaciones practicas, los intervalos de
tiempo entre las distintas mediciones sean de amplitud 1 (to — to—1 = 1),
los estimadores de méxima verosimilitud y la matriz de covarianzas quedan
de la siguiente forma:

n

~ 1 R
bo=-"7> [105%(%) —log(za-1) — ﬁlFa} (2.38)
a=2
. 2 Fa [log(xa) — log(za-1) — //3\0]
fr=2= 7 (2.39)
> FE
a=2
- L3 1 Bo— BiFa]” 2.40
V_n_lo;[og(xa)_()g(xa1)—50— 1Fq (2.40)
¥ Fa
iy =5 0
(n-1) - F2
a=2
S=| 13 F (2.41)
Q:Q" n’y O
(n—1) 3 F2 S F2
a=2 a=2
0 0 27°

n—1

En el dltimo capitulo de esta memoria se realiza una aplicacién real, to-
mando como variable endégena, la poblacién andaluza y considerando otras
variables de tipo socio-demogréfico como exdgenas. Ademads se muestra una
comparacién de los resultados obtenidos respecto a la tendencia estimada
utilizando este modelo, con el modelo gompertziano.
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Capitulo 3

Proceso de difusion
Gompertz univariante y
multivariante homogéneo:
Inferencia mediante
muestreo discreto

3.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es la consideracion de la ley o modelo deter-
ministico de Gompertz como herramienta de gran aplicacién desde el punto
de vista de los modelos de crecimiento (en muchos casos es utilizado para
describir las dindmicas poblacionales o demogréficas, [42], aunque otras cien-
cias han encontrado en este modelo una gran utilidad: biologia, medicina,
etc.). Por ejemplo, en [37] se aplica a la mortalidad por cédncer de pulmén
en Espana. A continuacién se abordard la versién estocastica del mismo,
surgiendo asi el proceso de difusién de Gompertz univariante homogéneo
mediante la consideracién de su ecuacién diferencial estocéstica (EDE) y
de las ecuaciones atrasada y adelantada de Kolmogorov. Dicho proceso fue
introducido y analizado por Ricciardi [46] y por Crow y Shimizu, [8].

Se obtendra su funcién de densidad de transicién (fdt), sus funciones
momento y los estimadores de los pardmetros asociados al mismo, mediante

muestreo discreto (en particular, la funcién tendencia condicionada y no con-
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dicionada, que nos servira para observar la calidad de los ajustes que vamos
a realizar sobre la poblacién). También se analizard una generalizacién de
este proceso a través de la consideracién del caso multivariante homogéneo.

3.2. El modelo deterministico de Gompertz

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial:

dx(t)
dt
donde los parametros a y b son determinados a partir de una realizacién de
x(t) cont € [0, T]. Dichos pardmetros se relacionan con la tasa de crecimiento
intrinseco y con el factor de deceleracién del crecimiento, respectivamente.
Entonces, para una condicién inicial dada z(0), a y b, podemos encontrar la
solucién a esta ecuacién diferencial de primer orden (notamos x(t) = z):

dx
dt

= ax(t) — bx(t) log x(t) (3.1)

=ar — brlogzx

dx
ax — bxlog x

entonces,realizando el cambio logz = y e integrando

1 . 1 _ log(a—by)
/x(a—blogx)d _/(a—by)dy_ b

por lo que volviendo a la ecuacién que nos ocupa:

_log (a — blogz)
b

=t+c

y con la condicién inicial 2(0) = g tenemos que:

_log (a — blog zo)
b

sustituyendo:

log (a — blog x) log (a — blog xg)

_ —t—
b b

log (a — blogx) = —bt + log (a — blog z)

—bt(

a—blogx =e "(a—blogxp)
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y de ahi que la solucién a esta ecuacion sea:

T = exp {% + (log:ﬁo - %) e_bt} (3.2)

denominada Curva de Gompertz.

3.3. El proceso de difusion de Gompertz univa-
riante

3.3.1. Analisis del proceso como solucién de una ecuacién
diferencial estocastica

Consideremos la ecuacién diferencial (3.1) y supongamos que la tasa de
crecimiento intrinseco evoluciona en el tiempo de la siguiente forma:

0(t) = a+ on(t)

donde a es una constante (valor medio de 6(t)), o > 0 (coeficiente de difu-
sién) y n(t) es un ruido blanco gaussiano; de esta forma aparece una EDE
que caracteriza al proceso estocéstico gompertziano:

dz(t) = {ax(t) — bx(t) logx(t)} dt + oz (t)dw(t) (3.3)

con la condicidn inicial x(0) = z¢. El proceso W = {w(t),t € [0,T]} es un
proceso de Wiener estdndar y su diferencial es entendida en el sentido de
Ito. Resolvamos dicha ecuacién, [14]:

Definicion Sea x; una integral estocéstica de la forma:

y sea (t,z) — g(t,z) € R,t € [0,00],2 € R una funcién continua y dife-
renciable en [0,00] x R. Entonces la funcién y: = ¢(¢,z:) es una integral
estocastica:

8g(t,l’t) ag(t7xt) lazg(tht)
5 dt + o dxy + 5 0n2

denominada Férmula de Ito donde dtdt = dtdw; = dwdt = 0, (dw;)? = dt.
Si por comodidad, expresamos el modelo de Gompertz:

dyt = (dl’t)z (35)

dxy = {ax; — brylog xy } dt + oxidwy (3.6)
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y aplicamos la férmula de Ito a la siguiente funcién:

Yy = g(t, ) = et log x4

queda:
dys = be® log z,dt + ebtidwt + L et — L (day)?
Tt 2 ($t)2
bt
1 1
= beb log zydt + —dwy — =t dy)?
e’ log z¢dt + o Tt 26 (xt)g( )

bt
d(ebt logz;) = be’ log z,dt + c ({axy — bxylog x, } dt + oxpdwy)
Tt

14, 1
2% (w)?
1
= bett log x¢dt + aeldt — be' log z;dt + oetdw, — §azebtdt =

UQ(IIJt)th =

1
= aedt + Uebtdwt — 5026btdt =

2
<a — C;) ebtdt + Jebtdwt

Integrando:
t
/ d(e® log ;) = < U) bsds—i— Jebsdws
0 2
t
e log z; — log xg = <a — 0) (b b) + 0'/ e dw,
0

o2

_a t
logz; = e~ (a 7 2 (e — 1) +log x0> -+ 0’/ eP=9) g,
0

asi que la solucién (utilizando la notacién de (3.3)) es

2

_a _a t
x(t) = exp { ¢ 2 2 4 <log:v(0) - ab2> —bt 4 0/ e_b(t_s)dw(s)}
0
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3.3.2. Analisis a través de las ecuaciones de Kolmogorov

Sea {X (t),to <t < T} un proceso de difusién unidimensional homogéneo,
R- valuado y con funcién de distribucién de transicion:

Py, tlz,s) = P(X(t) = y|X(s) = x) (3.8)
Consideramos como momentos infinitesimales (coeficientes de tendencia

y de difusién) del proceso respectivamente:

a(x,s) = ax — Brlog(z) , b(z,s)=c’z?

donde o > 0 y «, 8 son constantes.

Si 8 = 0, el proceso de difusién que estamos analizando se corresponderia
con el proceso lognormal univariante.

El proceso de difusion de Gompertz unidimensional sin factores exdgenos
queda caracterizado por las ecuaciones adelantadas y atrasadas de Kolmo-
gorov (ecuaciones de difusion):

0 0 1 &

9t =g, (0w = Bylogw)p) + 555 (%) (39)
2

P ((ow— prioge) - L (02 T8 3

Con objeto de determinar la funcién de densidad de probabilidad de
transicién del proceso (fdt), podemos transformar el proceso X(t) a un pro-
ceso de Wiener, utilizando el siguiente teorema, que aparece en [45]:

Teorema de Ricciardi (1977)

La funcién de densidad de transicién (fdt) p(y,t|x,s), de un proceso
de difusién unidimensional {X(¢),¢ > tp} con momentos infinitesimales
a(z,s) y b(x, s), puede ser obtenida a partir de la fdt de un proceso Wiener
{W (), ¢ >y}, (v, )2, ¢"), utilizando una transformacién que relaciona
las ecuaciones de Kolmogorov de ambos procesos:

dp Op *p -
Ds + (a(z, s)) O + (b(z, s)) 2 0

ipI 82 p/

0s’ + or? 0
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La condicién necesaria y suficiente para que exista dicha transformacién

es que existan dos funciones arbitrarias c;(s) y ca2(s) dependientes de s que
verifiquen:

_ 19b(z,s) b(, ) }/I ea()b(z, ) + 2
alz,8) = i 0z 2 ci(s) + b(z,5)? dz

Si se cumple lo anterior, existe una transformacién del tipo:

siendo:

U(z, ) = exp {—; / CQ(z)dz] /m bz, )] "% do—
—% / c1(8) exp [—; /6 CQ(z)dz] do
B(s) = / exp {— /0 CQ(z)dz} do

de manera que ambas funciones estan relacionadas de la siguiente forma

ov(y,t ov(y,t

Pyt ) = 1) PN (g 0), @) (e, 5), B(s)) T
dy dy

Usando que la funcién de densidad de un proceso de Wiener es la de una

distribucién Normal, queda lo siguiente:

1 _ T.§ 2

(3.11)
Aplicacién del teorema al P. Gompertz

Utilizando el teorema de Ricciardi y aplicdndolo en el caso de que los
momentos infinitesimales asociados al proceso tengan la forma:

b(x,s) = ax — Bxlog(x)

a(z,s) = o’a?
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se obtiene que las funciones ¢1(s) y ca(s) existen y no dependen de s. Estas
constantes c¢1 y co resultan ser:

U(x,s) = 10%‘(37) b — 7<a ;02> eS8 D(s) = ﬁ (3.12)

por lo que se puede obtener la fdt del proceso X(t) a partir de la fdt del

proceso Wiener, sin més que aplicar el teorema de Ricciardi y con la trans-
formacién que se ha obtenido en la expresién (3.12):

p(y, tlz, s) = {271' [g; (1 - 6—25“—3))} }_; y~Ll. (3.13)

o2 2
1 [log(y) — e M) log(z) — a_ﬁT (1 — e‘ﬁ(t—s))}

- exp _5 % (1 _ 6725(1573))

De esta forma, tenemos que la funcién de densidad de transicién del pro-
ceso de Gompertz univariante {X (t);top <t < T}, coincide con la densidad
de una distribucién lognormal univariante Aj(m(s,t),v(s,t)) siendo:

2

_ oBlt-9) YT (Bl
m(s,t) =e log(x) + 3 (1 e )

2

v(s,t) = % (1 _ 6—25(t_5))

3.3.3. Momentos del proceso

La variable aleatoria X (t)/X (s) = x tiene distribucién lognormal Aj(m(s,t),v(s,t)),
por lo que utilizando la informacién conocida de esta distribucién podemos
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obtener los momentos condicionados de orden r de la siguiente forma:

2
E(X"(t)/X(s) =x) =exp {7" m(s,t) + 21}(3,1&)} =

exp {reﬁ(t‘s) log(z) + TOZ_ﬁU; (1 - 67ﬂ(t78)> + 7"22;; (1 - 62ﬂ(t3)>} =
= exp {re‘ﬁ(t_s) log(:v)} exp {7“;4 (1 - e_’g(t_s)) }

exp {4 (1-29) [ (1+e209) —2]}

En el momento condicionado de primer orden, r = 1, asi que:

E(X(t)/X(s) =) =
= exp {e‘ﬁ(t_s) log(:v)} exp {g (1 - e_ﬁ(t_s)) }

exp {—Z; (1 - e_ﬁ(t_s)>2}

Funciones tendencia

Utilizando la anterior expresién, la funcién tendencia condicionada para
una realizacién del proceso es:

E(X(t:)/X(tia) = i) =
= exp {eiﬁ(t"*ti*) log(xi_l)} exp {g (1 — e*ﬁ(tiftifl)) }

exp {—Z; (1 — e_ﬁ(ti_t"—l))2}

y considerando que P(X(0) = xg) = 1, la funcién tendencia no condi-
cionada es la siguiente:

E(X(t)/X(0) = z0) = E(X(t)) =

= exp {e*m log(xo)} exp {g (1 N efﬁt) }
exp {—Z; (1 - e—f@t)Q}
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Respecto a la varianza del proceso:

3.3.4. Estimacion de los parametros del proceso

Consideremos un muestreo discreto del proceso, es decir se realizan ob-
servaciones discretas del proceso en los instantes (tg,t1, ..., t,):

X<t0) = xtO;X(tl) = Tty ,X(tn) =4,

y para simplificar la notacién escribiremos xg, 1, ..., Ty, suponiendo la con-
dici6én inicial P(X(tgp) = zp) = 1. Vamos a estimar los pardmetros de
este proceso por el método de méxima verosimilitud. Si denotamos r; =
ti —tji—1, 7 =a-— %2, 0; = e~ Pi entonces la funcién de verosimili-
tud asociada vendra dada por la siguiente expresién, en la que se utiliza su
funcién de densidad de probabilidad (3.13):

n

L (an-Tla-- . axn|a’ﬂv 02) = Hp(xjatﬂxj*lvtjfl) =

=1

T for [ ()]} o
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Tomando logaritmos en la funcién anterior:

2 n n
1
) =Bl o () + St LSt 1)

5 & [lomtes) — e Pitog(a; 1) — 3 (1 - )]

0—2 j:l (1 _ 672[37‘]‘)

=—— 10g(27r) - —loga + —log 23) — Zlog xj) Zlog 1 — 02
3 {10g(wj) — 0, log(z; 1) — 2452 J)}

) 2
o 1 — 6
j=1 J

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros
v,0% v B, calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos e
igualamos a cero.

Para el parametro v tenemos que:

1-6;
dlog(L) 2 <& [log(-’ﬂj) — Ojlog(wj—1) — %]
oy o2 1+6; -
Y = j
" log(z;) — 0;log(w;_1)
- ; 146, Z 1+ 9
y por lo tanto se obtiene el estimador:
~ _1 ~
=16, " log(z;) — 6, log(z;_
F=p( Y 3 08(2;) — b;log(w;-1) (3.14)
=11+ 0 j=1 1 +6;
Para el pardmetro o2
1-0;)12
dlog(L) n 3 <& [log(xj) —0jlog(xj_1) — %}
To0? T 207 ol 1= 62 -

1-0,)12
)_ ( 3 J):|

n 3 [log(xj) —0jlog(z;j—1
= —— 4+

2 T4 — 2
20 aj:1 1 0]-

=0
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asi que el estimador queda:

B n |:10g €T )_ 9 log(x 1) M ?
A2 J J— B

3.15
Ty s 519

Respecto al parametro g:

dloglL) _ n & O 2.~ [lostes) — brlog(es ) - 250

I J _ 2~
s 20 ,211—02 o2 4 167

Oir: 1 —0rs
. {Gjrj log(w‘j—l) —’Y( jﬁr] - 52;?3)] +

Denotando B; = log(z;) — 6;log(z;—1) — %(1 —0;), queda:

Jdlog(L) n 927"J 1 & 32
o8 28 223 o? 2
28 O~ Bi [Tﬂj log(x;-1) —7( 3” - ”)] — Bir;t}
o? (1—62%)2
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Utilizando la ecuacién (3.15) tenemos que:

alog i 9]2'7"j 1 no”
aﬁ - 162 o2 20
28 <~ Bi [rﬂ log(zj—1) — 7 (ejgj — bg%”)} (1-63) - B2r]6?2
o2 et (1—63)2

0;r; 0;r
n QZTJ 23 n B [rjﬁj log(x]-,l) — 7( ]5] _ 16’7])} (1— 92) 32r]92
2

_§:1_92_

= (1—6%)2
1L 03y Bjri0;log(xzj_1)
z:l J JQ Z J = 92 i=l)
0;r
ﬁ i B2r
72 ( 1 _ 02) ) Z ]

Igualando a cero esta ultima expresién y sustituyendo los estimadores
de v y 02, obtenemos una ecuacién no lineal que puede ser resuelta por
métodos numéricos. Cuando se hace tender 3 a cero en la expresiones (3.14) y
(3.15), aparecen precisamente los estimadores de los pardmetros del proceso
lognormal univariante biparamétrico:

n
Z(log@cj) — log(a;_1))
=1
log(x;) — log(zj—1) — (tj — tj_l)‘y\]2
tj — tj_l

1
n — t0

)
I

IINH

Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular de gran interés en relacién a su utilidad practica es
aquél en el que los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en
el que se realizan las observaciones son iguales a la unidad, es decir, r; = 1.
En este caso, aparece una expresién explicita para todos los estimadores de
los parametros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver
ninguna ecuacién no lineal. Bajo esta consideracion los estimadores antes
calculados (3.14) y (3.15), se transforman de la siguiente manera:

A—ia ” og(z;) — e Plog(x;
”nu_e—B);(l () — ¢ log(wj1)) (3.16)
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n

02 = __¥ Z <log(xj) —e P log(zj—1) —

n(l - 6_23) j=1

(1-— eﬁ)>2 (3.17)

=)

Noétese que 8; = e Pparaj=1,...,n

Obtengamos ahora la expresién del estimador del parametro 3, denotan-
do:

B; = log(z;) — e Plog(zj_1) — 5 (1 — e P)

®I=2

La log-verosimilitud queda en este caso:

dlog(L)  nb? 200 -, '
25 1-0° 02(142)2:391%(%‘1”

257( 7

+ )ZBJ+ 1_922232

Jj=1

n
Puede comprobarse que ) B; = 0, por lo que utilizando la expresién (3.17)

j=1
tenemos que:
dlog(L)  nb? 200
B 1-F 21— ]Z:;B] log(xj—1)+
260  no?(1—6%) 230 -
_ B 1 ) =
T 28 o2(1 — 62) ; s log(rj-1) =0

Reemplazando B; y 6 por su valor y utilizando la ecuacién (3.16):

n

>~ (1ogta;) — ¢ loga; ) -

=1

‘1—e A)) log(z;_1) = 0 =

Q\Q>

= Z log(x;_1) log(z;) — e” ZlogZ(:cj,l)—
j=1

J=1
5 n

_# 1 — e~ Zlog x] 1 Z (log(:[]) — eié log(xj_1)> =0=
ﬂ(l —€ j=1
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n n
= Zlog(mj_l) log(x;) — e ZlogQ(xj_l) =
j=1 j=1

2

—Zlog i1 Zlog ;) —Ee Zlog Tj—1)

Con todo lo anterior, se obtiene el estimador del parametro 3:

3 log(z;-1) z log(x;) —n 3" log(a;1) log(z;)

3 =log{ = 5 =l (3.18)
j=1 j=1
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3.3.5. Aplicacion del proceso Gompertz al caso de la pobla-

cién andaluza

Vamos a obtener estimaciones de los parametros «, 3,0 tomando la in-
formacién sobre poblaciéon en Andalucia en varios afios, extraida de las es-
timaciones intercensales de poblaciéon hasta el ano 1997 y de las revisiones
padronales en el periodo 1998-2005 (Fuente: IEA). En la tabla siguiente se

muestran los datos recogidos durante los anos 1976-2005.

Ano | Poblacién 1/1 | Afio | Poblacién 1/1
1976 6159058 1977 6203459
1978 6254757 1979 6309483
1980 6367089 1981 6441247
1982 6513412 1983 6584900
1984 6669467 1985 6743617
1986 6801819 1987 6844709
1988 6868910 1989 6883737
1990 6903022 1991 6941576
1992 6983679 1993 7030137
1994 7071471 1995 7106734
1996 7130637 1997 7153392
1998 7236459 1999 7305117
2000 7340052 2001 7403968
2002 7478432 2003 7606848
2004 7687518 2005 7849799

Cuadro 3.1: Poblacién andaluza a 1 de enero

Graficamente (poblacién en millones de habitantes):

7.6
T4
T2
6.8
6.6
6.4
6.2

Figura 3.1: Evolucién de la poblacién de Andalucia

1980

1985

1990

71
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Si aplicamos las expresiones (3.16), (3.17), (3.18) de los estimadores de
los parametros, obtenemos lo siguiente:

5 = 0,00698
4 =0,02127 & = 0,02127
5% =1,21683 x 107

Nota: Para la obtenciéon de las estimaciones de los parametros y las fun-
ciones tendencia se han utilizado los datos observados hasta 2003 inclusive.
Los anos 2004 y 2005 se han reservado para realizar una prediccién y com-
parar asi el valor estimado con el valor observado. En capitulos posteriores
compararemos dichas estimaciones con las obtenidas suponiendo muestreo
continuo del proceso.

Si representamos los datos observados junto con la tendencia no condi-
cionada del proceso sujeta a las estimaciones de los pardmetros anteriores,
podemos apreciar que el ajuste es bastante aceptable en cuanto a que refleja
la evolucién de la poblacién de forma global. En cualquier caso, vamos a
obtener la tendencia condicionada, ya que va a mejorar el ajuste considera-
blemente.

Figura 3.2: Funcién tendencia (poblacién de Andalucia)
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B

(K]
'
n

I
'
1]

(k1]
'
I

(K11
'
[ )

Figura 3.3: Funcién tendencia condicionada (poblacién de Andalucia)
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Ano | Poblacién FTC

1976 | 6159058 | 6159060
1977 | 6203459 | 6211920
1978 | 6254757 | 6256390
1979 | 6309483 | 6307770
1980 | 6367089 | 6362570
1981 | 6441247 | 6420250
1982 | 6513412 | 6494510
1983 | 6584900 | 6566760
1984 | 6669467 | 6638330
1985 | 6743617 | 6722990
1986 | 6801819 | 6797210
1987 | 6844709 | 6855460
1988 | 6868910 | 6898390
1989 | 6883737 | 6922610
1990 | 6903022 | 6937450
1991 | 6941576 | 6956750
1992 | 6983679 | 6995330
1993 | 7030137 | 7037460
1994 | 7071471 | 7083950
1995 | 7106734 | 7125310
1996 | 7130637 | 7160600
1997 | 7153392 | 7184510
1998 | 7236459 | 7207280
1999 | 7305117 | 7290390
2000 | 7340052 | 7359070
2001 | 7403968 | 7394020
2002 | 7478432 | 7457960
2003 | 7606848 | 7532440
2004 | 7687518 | 7660870
2005 | 7849799 | 7741550

Cuadro 3.2: Observaciones y Funcién tendencia condicionada (Poblacién
andaluza
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3.3.6. Aplicacion a la poblacién provincial

Apliquemos de nuevo el modelo de Gompertz a la serie de valores de
poblacién en cada una de las provincias de Andalucia. Vamos en primer
lugar a estimar los pardmetros de dicho modelo y a continuacién a obtener
la funcién tendencia condicionada para cada provincia.

Parametros estimados

Las estimaciones conseguidas para cada una de las provincias se muestran
en la siguiente tabla:

Provincia o 3 o’
Almerfa | 0.04956 | -0.04548 | 4.35942 x10~°
Cédiz 0.00965 | 0.03589 | 9.28194 x10~°
Cérdoba | 0.00042 | 0.00800 | 8.56577 x10~6
Granada | -0.00080 | 0.01956 | 2.11751 x10~°
Huelva | -0.00523 | 0.01348 | 9.72862 x10~6
Jaén -0.10235 | 0.23229 | 1.80068 x10~°
Mélaga | 0.01768 | 0.02150 | 8.86347 x10~°
Sevilla | 0.01941 | 0.02186 | 9.54060 x10~—6

Cuadro 3.3: Pardmetros estimados por provincia

Funcion tendencia condicionada

Se ha estimado la tendencia condicionada en cada provincia tomando
los valores observados en el periodo 1976-2003. Los anos 2004 y 2005 se han
utilizado para realizar una predicciéon y comprobar la bondad del ajuste. Los
resultados son:
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Afio | Poblaciéon | FTC
1976 | 390350 | 390350
1977 | 393571 393064
1978 | 396829 | 396459
1979 | 400424 | 399895
1980 | 404536 | 403687
1981 412206 | 408026
1982 | 417661 416126
1983 | 422768 | 421891
1984 | 429836 | 427291
1985 | 436098 | 434770
1986 | 440991 441401
1987 | 444730 | 446585
1988 | 446482 | 450549
1989 | 447547 | 452406
1990 | 449967 | 453536
1991 455649 | 456102
1992 461231 462132
1993 | 466830 | 468058
1994 472240 474006
1995 | 477518 | 479757
1996 | 482737 | 485370
1997 | 487638 | 490923
1998 | 505448 | 496140
1999 | 512843 | 515120
2000 | 518229 | 523009
2001 533168 | 528759
2002 | 546498 | 544722
2003 | 565310 | 558983
2004 | 580077 | 579136
2005 | 612315 594977

Cuadro 3.4: Poblacién y FTC en Almeria
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Ano | Poblacién FTC

1976 939715 939715
1977 | 950249 950749
1978 959744 961029
1979 968751 970292
1980 978385 979075
1981 989584 988467
1982 | 1001555 999380
1983 | 1012727 | 1011041
1984 | 1026788 | 1021919
1985 | 1039583 | 1035604
1986 | 1049838 | 1048051
1987 | 1057980 | 1058024
1988 | 1064280 | 1065939
1989 | 1069577 | 1072062
1990 | 1074669 | 1077209
1991 | 1080399 | 1082156
1992 | 1086030 | 1087722
1993 | 1091921 | 1093191
1994 | 1096860 | 1098911
1995 | 1101248 | 1103706
1996 | 1102758 | 1107965
1997 | 1103795 | 1109431
1998 | 1107484 | 1110438
1999 | 1119802 | 1114018
2000 | 1125105 | 1125969
2001 | 1131346 | 1131113
2002 | 1140793 | 1137166
2003 | 1155724 | 1146325
2004 | 1164374 | 1160800
2005 | 1180817 | 1169180

Cuadro 3.5: Poblacion y FTC en Cadiz
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Ano | Poblacién | FTC
1976 720483 720483
1977 719115 722675
1978 718621 721313
1979 718588 720822
1980 719673 720789
1981 720838 721869
1982 725501 723028
1983 730421 727668
1984 737394 732563
1985 743572 739500
1986 747632 745646
1987 750409 749685
1988 751656 752447
1989 752280 753688
1990 752596 754309
1991 754362 754623
1992 755723 756380
1993 758407 757733
1994 760841 760403
1995 762504 762824
1996 762199 764478
1997 761920 764175
1998 767175 763897
1999 768676 769124
2000 769237 770616
2001 769625 771174
2002 771131 771560
2003 775944 773058
2004 779870 777844
2005 784376 781748

Cuadro 3.6: Poblacion y FTC en Cérdoba
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Ano | Poblacién | FTC
1976 746073 746073
1977 746968 749719
1978 749043 750601
1979 751989 752645
1980 755560 755548
1981 760261 759066
1982 764725 763697
1983 769711 768094
1984 775954 773005
1985 781160 779153
1986 785820 784279
1987 788553 788866
1988 789821 791557
1989 789974 792805
1990 789824 792956
1991 792988 792808
1992 796520 795922
1993 801131 799399
1994 804885 803936
1995 807213 807630
1996 808407 | 809921
1997 809313 811096
1998 801177 | 811987
1999 813061 803982
2000 809004 | 815674
2001 812637 | 811683
2002 818959 815257
2003 828107 | 821476
2004 841687 | 830474
2005 860898 843827

Cuadro 3.7: Poblacion y FTC en Granada
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Ano | Poblacién | FTC
1976 402820 402820
1977 | 404912 405641
1978 407413 407719
1979 410352 410204
1980 413439 413123
1981 418888 416189
1982 422107 | 421600
1983 425401 424797
1984 | 429010 428067
1985 432148 431650
1986 434803 434765
1987 | 437095 437400
1988 438748 439675
1989 439936 441315
1990 441080 442494
1991 443103 443629
1992 444849 445637
1993 446839 447369
1994 | 448280 449343
1995 449313 450773
1996 450397 | 451798
1997 | 451278 452873
1998 453958 453747
1999 457507 | 456406
2000 458998 459926
2001 461730 461405
2002 464934 464114
2003 472446 467291
2004 | 476707 | 474740
2005 483792 478964

Cuadro 3.8: Poblacion y FTC en Huelva

80



Capitulo 3

Proceso Gompertz homogéneo: muestreo discreto

Ano | Poblacién | FTC
1976 651393 651393
1977 647171 649777
1978 643007 | 646436
1979 639062 643137
1980 636648 640007
1981 637109 638090
1982 638610 638456
1983 640437 | 639648
1984 643953 641099
1985 646695 643887
1986 648094 | 646059
1987 647550 647167
1988 644984 | 646736
1989 641296 644704
1990 638403 641780
1991 637968 639484
1992 639137 | 639139
1993 641959 640067
1994 643962 642306
1995 645342 643894
1996 645047 | 644988
1997 644884 | 644754
1998 645792 644625
1999 649662 645344
2000 645711 648408
2001 645781 645280
2002 647387 | 645336
2003 651565 646607
2004 654458 649913
2005 660284 | 652220

Cuadro 3.9: Poblacion y FTC en Jaén
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Ano | Poblacién FTC

1976 920102 920102
1977 | 937599 938000
1978 956231 955454
1979 975310 974033
1980 994472 993050
1981 | 1018353 | 1012141
1982 | 1047859 | 1035923
1983 | 1074156 | 1065291
1984 | 1104804 | 1091450
1985 | 1130181 | 1121919
1986 | 1147141 | 1147135
1987 | 1157242 | 1163981
1988 | 1157119 | 1174011
1989 | 1151901 | 1173889
1990 | 1150234 | 1168708
1991 | 1155803 | 1167052
1992 | 1165835 | 1172582
1993 | 1175399 | 1182542
1994 | 1184079 | 1192036
1995 | 1193182 | 1200651
1996 | 1201576 | 1209685
1997 | 1211216 | 1218013
1998 | 1240580 | 1227576
1999 | 1258084 | 1256696
2000 | 1278851 | 1274048
2001 | 1302240 | 1294627
2002 | 1330010 | 1317797
2003 | 1374890 | 1345294
2004 | 1397925 | 1389710
2005 | 1453409 | 1412490

Cuadro 3.10: Poblacién y FTC en Malaga
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Ano | Poblacién FTC

1976 | 1388123 | 1388123
1977 | 1403874 | 1405033
1978 | 1423869 | 1420629
1979 | 1445009 | 1440422
1980 | 1464377 | 1461342
1981 | 1484008 | 1480502
1982 | 1495394 | 1499917
1983 | 1509279 | 1511175
1984 | 1521728 | 1524902
1985 | 1534180 | 1537207
1986 | 1547500 | 1549512
1987 | 1561150 | 1562673
1988 | 1575820 | 1576157
1989 | 1591226 | 1590647
1990 | 1606249 | 1605860
1991 | 1621304 | 1620691
1992 | 1634354 | 1635551
1993 | 1647651 | 1648430
1994 | 1660324 | 1661551
1995 | 1670414 | 1674053
1996 | 1677516 | 1684006
1997 | 1683348 | 1691010
1998 | 1714845 | 1696762
1999 | 1725482 | 1727817
2000 | 1734917 | 1738302
2001 | 1747441 | 1747601
2002 | 1758720 | 1759942
2003 | 1782862 | 1771055
2004 | 1792420 | 1794840
2005 | 1813908 | 1804250

Cuadro 3.11: Poblacién y FTC en Sevilla
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En los siguientes graficos se muestran los valores observados y los datos
ajustados a través de la tendencia condicionada en las ocho provincias an-
daluzas:

Almeria Cadiz
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Figura 3.4: Datos observados y FTC Almeria, Cadiz, Cérdoba y Granada
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continuacion...
Huelva Jaén
L
0.46 0.65 .
i 0.648
- 0.646
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Figura 3.5: Datos observados y FTC Huelva, Jaén, Mélaga y Sevilla
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Las predicciones para las poblaciones a 1 de enero de 2004 y 2005 son

por lo tanto:

Provincia 2004 2005
Almerfa | 759136 | 594977
Cadiz 1160800 | 1169180
Coérdoba | 777844 | 781748
Granada | 830474 | 843827
Huelva 474740 | 478964
Jaén 649913 | 652220
Midlaga | 1389710 | 1412490
Sevilla 1794840 | 1804250

Cuadro 3.12: Poblaciones estimadas en 2004 y 2005 por provincia

Si se comparan los datos anteriores con los datos reales de poblacion,
puede verse que el ajuste realizado es bastante aceptable, excepto en alguna
provincia como Jaén, que como se ha visto presenta una tendencia muy poco

estable.

Si bien es cierto, que el valor de la prediccion suele ser algo inferior al
valor observado en todas las provincias, es decir, la tendencia condicionada
ha sub-estimado la poblacién en los 1ltimos anos, quizds debido a que el
aumento poblacional ha sido méas acusado en estos anos como consecuen-
cia probablemente, de un aumento de la inmigraciéon y de la recuperacion
paulatina del nimero de hijos por mujer.
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3.4. El proceso de difusion Gompertz homogéneo
multivariante

3.4.1. Analisis a través de las ecuaciones de Kolmogorov

Sea {X(t),to <t < T} un proceso de difusién definido en (0, +00)* con
trayectorias continuas casi seguro y con probabilidades de transicién:

Py, ta,5) = P (X(t) =y X (5) = o) (3.19)
siendo:
X(t) = (Xes o, Xex)
X(s) = (Xs1,- -, Xar)
y x,y vectores k-dimensionales; entonces, si los momentos infinitesimales del
proceso son:

a1z — Pz log(zq)

asxy — Poxalog(xo)
a(t,z) = | .

aprr — Brry log(xy)

bw’(ﬁ?,t) = bijxixj (3.20)

siendo B = (bi;)1<i,j<k Una matriz simétrica, definida positiva y cuyos ele-
mentos b;; > 0, aparece el proceso de difusién de Gompertz multivariante
homogéneo, sin factores exdégenos.

Si denotamos:

ax = (a121,a222, .. ~aak$k),
zlog(x) = (v1log(x1), x2log(2), .. ., mp log(xk))’

entonces se puede expresar la tendencia del proceso en funcion de los vectores
anteriores, como:

a(z,t) = ax + Az log(x) (3.21)

siendo A la matriz diagonal e inversible:

S P | 0

0 —B3y - 0

a=| . 7
0 0 =B/
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Este proceso queda caracterizado por las ecuaciones de difusién (ecua-
cién adelantada y atrasada de Kolmogorov respectivamente), bajo ciertas
condiciones de diferenciabilidad de la distribucién de probabilidad de tran-
siciéon P(y, t|x, s):

9 _ Zk: O((ay; — Biyilog(yi))p) + 1 zk: b‘ag(yiyjp)

- = i 3.22

at i1 8y, 2i,j:1 J 8y18yj ( )
k k

op dp 1 &p

- = i — Bizilog(zi)) 5— — 5 bijriTj ——F— 2

B ;m 7i = Bii log(w:) 5 - = 5 le o (32)

con la condicién inicial p(y, t|x,s) = 0(y — ). A partir de estas ecuaciones
se obtiene la siguiente solucion:

p(y,trm,s>={< (s, ) Hy }1exp{—;@}

donde la forma cuadrética @, el vector m(s,t) y la matriz ®(s,t) tienen las
siguientes formas:

Q = (log(y) —m(s, 1))’ @~ (s,t) (log(y) — m(s,1))
m(s,t) = e log(z) — (I - eA(t_S)) A1y
t—s
D(s,t) :/ 4 Bef4dp
0
siendo y =a — 5 y b = diag(B). Ademé&s como la matriz A es diagonal, se
pueden poner los elementos de la matriz ® de la siguiente forma:

1 — o= (BitB))(t—s) 1— 6,0
Pl ) = b =g

siendo: 0; = e Pi(t=5) Segtin lo anterior, la distribucién de transicién condi-
cionada es lognormal:

X(t)/X(s) = x5~ Ak (m(s,t); D(s,t)) (3.24)
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3.4.2. Momentos del proceso

A partir de la ecuacién (3.24), podemos concluir que variable aleatoria
Z(t) =log(X(t)/X(s) = xs) tiene distribucién normal:

Z(t) ~ Ni (m(s,t); ®(s,1)) (3.25)
por lo que si denotamos por p' = (u1, p2, - - ., fx), la funcién generatriz de
momentos sera:

/ 1
E [e“ Z(t)} = exp {;/m(s, t)+ i,u/(I)(s, t)u} (3.26)

Funcion tendencia

Utilizando la expresion (3.26) podemos determinar los momentos no cen-
trados de cualquier orden r tomando p' = (0,...,0, (71"),0, ...,0) en dicha
ecuacién. Obtengamos en primer lugar la esperanza de la variable X;(¢),

seleccionando p/ = (0,...,0, i,O, .., 0):

B [eu’Z(t)} = E[Xi(1)|Xi(s) = is] = exp {mi(s,t) + %%(s, t)} =

= exp {Gi log(zs) + (1 — 9,~)% — :;Z(l — Gi)z} =

a; by

= 2% exp {(1 - 9")@ - mu - 91-)2}

por lo que:

e =atow {0 -0)% fon{-Toa-02) @

Covarianza
Obtengamos la covarianza entre las variables X;(t) y X;(t). Tomando

(1) ()
p' = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) en la ecuacién (3.26) queda que la
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esperanza condicionada conjunta es:
B [e70] = BIX,()X;(8) X ()] =

— exp {mi(s, £) +mj(s,1) + % (B(s, ) + B3 (5, £) + 2Dis (s, t))} _

= afiaf exp {(1 - 9);} exp {(1 — ej)gj}

Wi bjj — 0,0,
exp{—jﬁi(l—ﬂ-)2}exp{ 15, (1—9 )2}exp{ ij 5,55, }

por lo que restando el producto de la esperanza en i y j, la covarianza
entre la i-ésima y j-ésima (i,j=1,... k) componentes del proceso queda de la
siguiente manera:

Cov [Xi(t) X, (1)] = a2z’ exp {(1 o) g } exp {(1 - ej)gj} (3.28)

bii bi; — 0;0;
exp{—%(l —9.)2}exp{—4gj(1 —Qj)Q} (exp{ i ﬁz—l-ﬁj } 1>

y por tanto, la varianza de la i-ésima componente es:

Var [Xi(t)| X (s)] = 22% exp {2(1 - ai)gz} (3.29)

exp{ 5@(1_9) }<exp{b” 2_@02} 1)

3.4.3. Estimacion de los parametros

Consideremos un muestreo discreto del proceso considerado en los ins-
tantes (to,t1,...,tn), es decir, (X (to) = x4y, X(t1) = ¢y, ..., X(tn) = z4,,)
siendo X (t) = (Xi(ta),-- -, Xk(ta)), y que para simplificar notacién escri-
biremos X (o) = (X1(«),. .., Xk()), al igual que x4, = x4. La distribucién
condicionada X (t)/X(s) = x5 ~ Ag (m(s,t); ®(s,t)), por lo que la funcién
de verosimilitud, a través de la cual estimaremos los parametros tomando
como condicién inicial P(X (¢tg) = xg) = 1 es la siguiente:

n
]L(CC(),$1,.. xn,’y,A B IL’(),to H xaata’xa—lvttx—l) =

i 1)

i=1
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donde la forma cuadrética @), y la matriz ®, tienen la siguiente forma:

Qo = [log(a;a) — log(xa_l)eTO‘A - (I - eTaA)Aflfy] o x

«

x [log(wa) — log(wa_1)e™>" — (I — e™=4) A1)

, (3.30)
d, :/ P4 Befdo
0

siendo ry =ty — to_1. Si consideramos el cambio:

[, =e’od

Vo =log(zq) — log(zq—1)Ta — (I — 1“(1)141_1

entonces la funcién de verosimilitud queda como sigue:

n
nk 1
L (vi,...,vpn,7, A, B) )2 H <|<I>a|% exp{—Zv;q)alva}>

y la log-verosimilitud:
nk 1 1 o
IOg]L (/Ulv <oy Uny 7, Av B) = _? 10g(27T) - 5 az_:l log((pa) - 5 az::l vlaq)glvoz

Diferenciando la anterior expresién:

1 n 3 n 3
dlogL = — 3 Z tr {@aldq)a} - thr {v;q)aldva} —
- Ztr {an)a (d®,,) va} =
L {Z O (vav), — <I>a)®a1d<ba} —tr {Z v;%ldua}
a=1

a=1

(1) (2)
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Para obtener la diferencial anterior, usamos las propiedades del dlgebra
matricial. Definamos en primer lugar las siguientes matrices:

M, =0, (vav], — ®o)®, !

«

Ta
N, :/ ue Be'Adu
0

Calculemos en primer lugar d®,, usando (3.30):

dd, = / a(dA)ue“ABe“Adu + / i ue® B(dA)e" A du+
0 0
uA(dB)e* A du = (dA)/ i ue® Be*A du+
0
ue® Be'Adu(dA) + / ’ e"dB)e" A du =
0

— (dA)N,, + Na(dA) + / " AdB) e A du
0

El primer término de dloglL queda entonces:

1 n
-1 _ —
= tT‘{ Ua?) — a)q)a d(I)a} = §t7' {0?1 Madq)oc} =

tr{ZM (dA)N, + M, N, (dA)}

ftr {Z:/O : Mae“A(dB)e“Adu} =

{ZMN dA)}+2tr{Z/ sud g euAdu(dB)}

a=1
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y el segundo término:

(2) =tr {Z v'a@aldva} =tr {Z vh @t [—ra(dA) g (log(za—1) + A7 y)—
a=1 a=1

—(I = Ta)A™Y(dA)A™ y + (I = To) A (d7)] } =

= —tr {z": vh @, [~ra(dA) o (log(za1) + A1)+

a=1

(I~ To) A} (dA) AT ]} +
+ir {Z oM - ra>A-1<dv>} =
a=1

= —tr {Z ro(log(za_1) + A7 y)0 @ 1T (dA)+

a=1

@ AT —Ta) AT (dA) } +
+tr {Z v ®H (I — Fa)A_l(dy)} =
a=1

- {Z [rallog(za-1) + A19)0h @5 Toct

a=1

+yup @t ATHI —To) A7 (dA)} +
+tr {i: v @I - ra)A—l(d»y)}
a=1

Uniendo ambos términos, la expresién de dloglL es la siguiente:

n

dloglL =tr {Z [MaNa - Ta(log(xafl) + A_IV)U;(I);IFOA_

a=1
+yva @t ATHI —To) A7 (dA)} +

1 & ([T
+ itr {azl/o e“AMae“Adu(dB)} +

+ tr {Zn: v ®HT — FQ)A_I(d'y)}

a=1

(3.31)

Vamos a aprovechar el hecho de que la matriz A sea diagonal para solu-
cionar el problema de estimar dicha matriz, ya que se reduce a la estimacion
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del vector formado por su diagonal. Si tomamos:
k
A= Z E;Be]
=1

siendo:
Bx1) = diag(A) = (=P, .., =)’

@
€;(1x1~c) =(0,...,0,1,0,...,0)

por lo que si sustituimos:

k
dA =" E/(dB)e]
=1

en la ultima expresién obtenida para dloglL queda:

n
dloglL =tr {Z [MaNa —ro(log(za—1) + A_l'y)vgéq);lf‘a—i-

a=1

k
Fyup @ AT — Ty ) AT (Z E,(dB)e;> } +
=1

1 - e uA uA
+§t7‘ {;/0 e"“*Mye du(dB)}+

+tr {zn: v @ (I — Fa)A‘l(dy)} =

a=1

k n
- Z Vec{ (Z [MaNa — ro(log(za_1) + A7)0, ® T o+
=1

a=1

/
B AT — Ty A7) Ele,)’} dVec(B)+
n o !
+1Vec Z/ e“AMyettdu p (dVec(B))+
2 a=1"0

n /
+Vec {Z v O T — Fa)Al} dVec(v)

a=1
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Si igualamos a cero se obtienen las ecuaciones de verosimilitud:
n Ta . .
(1) Z/ e Mue'Adu =0
a=1"0
n
(i) Y v @, (I —Ta)A 1 =0
a=1
k n L R R
@iy Y {MaNa — rala®2 g (log(za_1) + A7)+

=1 a=1
—I—A\_lzﬁgl(f — fa)le\_l’uafy\/} Eie =0

La dltima ecuacion es equivalente a la siguiente:

o)
1
<)
=)
)1
!
S
e
o
09
8
Q
+
)
2

o lo que es lo mismo:
Dy =0,1<i<k

En definitiva, se obtiene un sistema de k ecuaciones no lineales con k
incognitas 51, e Bk, que debe resolverse usando procedimientos numéricos:

n ~

> [ e AM et Adu = 0

a=1

n ~ —~

VBT —Ty)A 1 =0 (3.32)

| o«

o=
0,1<

D;; = 1 <k
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Caso particular:

Consideremos el caso en el que la matriz Ay (diagonal, formada por
los elementos —f;. j—1,... k) v la matriz By, de elementos b;;, conmutan, es
decir:

bij(Bi — Bj) =0, Vi #j

Para que lo anterior se verifique, debe cumplirse que b;; = 06 §; = 3, Vi #
j. El primer caso no tiene interés préctico, ya que la matriz B seria diagonal
por lo que no considerariamos las covarianzas entre las distintas componen-
tes.

A continuacién centramos nuestro estudio en el caso de que 3; = 3 Vi #
j. Como la matriz A es diagonal y en la que todos sus elementos son iguales,
entonces dicha matriz se puede expresar de la forma A = —(1I por lo que la
estimaciéon de los k elementos de la matriz A, se reduce a la estimacién de
un solo pardmetro, 3. Si tenemos en cuenta todo lo anterior y sustituimos
en la expresién (3.33), queda:

n

dloglL = — d(f3)tr {Z [MoNo — ro(log(za-1) + A7)0, @, ' Tat

a=1

700 AT I~ Ta) AT} +

1 =\ [T
+ §tr {az::l/o e“AMae“Adu(dB)} +

+ tr {Zn: v @ (I — Fa)Al(dfy)} =
a=1

= —d(B)tr {Z [MaNo = ra(log(za—1) + A~ 7)v @, Tat

a=1

Y@t ATHIT — To) A7} +
n !/
1 T
+ VGC{Z/ e“AMae“Adu} dVec(B)+
2 a=1"0

n !/
+ Vec {Z v, O (T — Fa)A_l} dVec(y)

a=1

(3.33)
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Igualando a cero la anterior diferencial se obtienen las ecuaciones de verosi-
militud siguientes:

n

O (1 + e"‘aa) =0

a=1

n -1 ~ ~

(i3 QﬂB <Z ( —2ra6> UaU/Q> Bl —nBt=0
1

(131) tr{D} =

siendo:

n
SN 5 ~\ 2
D =23B7! E roe el (1 — 6_2%‘5) VUl —

SO 5 N\ —1 !
—23B7! Z roe "B (1 — 6_2”“6) Vo <log(xa1) — Z) +
a=1 ﬁ
n ~ \ —1
+ Z roe 2ref (1 - e_2r"5> I
a=1

Con las expresiones (i) y (ii) se extraen los estimadores 7 y B que vienen
expresados en funcién de 3:

~\ -1
o[ &1 el log(zy) — e~ 7"aﬁlog(aca 1)
) s s
a=1

1+ eral
93 -1
-2 (1 - e—%ﬁ> Ve (3.35)

y la ecuacién (iii) de la que extraemos el estimador 3, que debe resolverse
mediante métodos numéricos queda:

E o r 6_2r0"§ " r e_ma ~ !
- = aiA—i_Zﬁ tr {Bl’ua <log(xa_1) — %) }+
a=11—"¢€ a

2501 1+ ~2raf

27"a6 R
e wr{ Bt} =0
a=1 ( _QT‘*B>
(3.36)
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Capitulo 4

Proceso de Gompertz
univariante homogéneo:
inferencia a partir de
trayectorias continuas

4.1. Introduccién

En este capitulo se analiza el proceso de Gompertz como solucién de una
ecuacion diferencial estocastica (EDE). De esta forma se va a conseguir la
expresion de la funcién de verosimilitud, a través de la cudl se obtendran
los estimadores de los pardametros asociados al mismo (todo ello, consideran-
do muestreo continuo del proceso). Puede verse el trabajo desarrollado por
Ferrante, [9] y por Gutiérrez y otros, [22], que también han aplicado estos
resultados a datos reales. En el primer caso, a datos relativos al crecimiento
tumoral y en el segundo, a datos de tipo econémico.

A continuacién se aborda el problema de la aproximacion en tiempo dis-
creto de los estimadores, mediante la discretizacién del intervalo de tiempo y
con el objetivo de poder realizar aplicaciones a datos de tipo discreto; en este
caso, se han obtenido las funciones tendencia condicionada y no condiciona-
da para ajustar la poblacién de Andalucia durante el periodo 1976 — 2005.
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4.2. Definicién del proceso como soluciéon de una
EDE

Consideremos el proceso de Gompertz univariante como solucién de la
EDE de Ito:

dz(t) = {ax(t) — fx(t) log x(t)} dt + ox(t)dw(t) (4.1)

con la condicién inicial z(0) = xo y siendo W = {w(t),t € [0,T]} un pro-
ceso de Wiener estandar. Vamos a estimar el valor de los pardmetros o y
(3 suponiendo una realizacién continua del proceso X = {z(t),t € [0,T]}.
El pardmetro o se supone conocido o al menos, si es desconocido se asume
como una constante independiente de los pardmetros que deseamos estimar.
Esta suposicion se hace ya que solamente es posible estimar o a través de
una realizacion discreta del proceso.

Por lo comentado anteriormente es posible reducir el problema de la
estimacion de los parametros a y 3 al caso de:

dz(t) = {ax(t) — fx(t) log x(t)} dt + dw(t) (4.2)
o si denotamos a(0, t, x) al drift del proceso y b(t, ) al coeficiente de difusién:
dz(t) = a(0,t,x)dt + dw(t) (4.3)

conz(0)=zpy 0<t<T.

Supongamos que se ha observado el proceso X(t) en el intervalo de tiempo
[0,T]; sea IF’HT la medida de probabilidad generada por el proceso solucién
de (4.3) en el conjunto de funciones continuas en [0,7], para el valor del
parametro 6,0 € O. Sea IF’YV;, la medida de probabilidad inducida por el
proceso de Wiener y POT la medida de probabilidad inducida por Y donde
Y (t) = xo + w(t).

Si se verifica que:

T
P [/ a(f,t, X)%dt < oo] =1
0

T
P U a(f,t,Y)%dt < oo] =1
0
entonces:
dPT
dPT

NN

(X) =exp {/OT a(f,t, X)dx(t) — /OT a(e,t,X)th} (4.4)
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En el caso de que el coeficiente de difusién sea distinto de la unidad, se
toma en la ecuacién (4.4):

a(0,t,X) (« fﬁlogav(t))x(t).

PtX)  o2(2(t)?

por lo que queda:

dP} T a(6,t, X) 1 (T a(b,t,X)?
®o (X) = exp {/ bt X) oy — / 0.t X)” (4.5)
dP§ o (b(t, X))? 2Jo (b(t, X))?
Con lo anterior, la funcién de log-verosimilitud para el proceso que nos
ocupa tiene la siguiente formas:

dPT T (o= Blogz(t))z(t 1 (T [(a = Blogz(t))z(t)]?
gT((g):log(ﬁp%(X):/o ( 52(§(t)()2)) ()d.%'(t)—2/0 [( ﬁag(i(tg))z) ()] dt

por lo que simplificando:

T o — oqgxr T
00 (6) = % {/0 il(t)g(t)dz(t) _ ;/0 o — Bloga:(t)]2dt} (4.6)

4.3. Estimacién de los parametros a y 3

4.3.1. Estimacion del parametro o

Tenemos que maximizar la expresion (4.6) en «, por lo que vamos a
desarrollarla:

0r(6) = 2 {a/OT 1dm(t)—ﬁ/0T log r(t) ()~

T o2 (1) (1)

T T T
—% {/0 a2dt+ﬁ2/0 logQ:c(t)dt—Qaﬁ/O logx(t)dt}} =

1 N Tix B Tlogm(t)x B
‘02{ || st -8 [ 2o

T 9 /82 T 5 T
——af - = log® x(t)dt + a3 log z(t)dt
2 2 Jo 0

derivando respecto al parametro e igualando a cero:

oty [T 1 4 _
aa_/o x(t)dx(t)—ogT—i—ﬂ/O log z(t)dt = 0
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por lo que el estimador méximo-verosimil para el parametro o desconocido

h &= % {/OT :U(lt) )+ /6’/ log z(t dt} (4.7)

4.3.2. Estimacion del parametro

Realizamos de nuevo la maximizacién de la expresién (4.6) en 3, por lo
que derivamos en el desarrollo de la misma:

ol L Tlogac(t) .
5= a0

Sustituimos en la ecuacion anterior, la expresién del estimador del pardmetro
a (4.7):

T T
- p log? =(t)dt + a/ logz(t)dt =0
0 0

MT C[Tloga(t) o [T os2s
/0 FORE0 5/0 log? z(t)dt+
2

/ 7dac /Tlogx(t)dt—i—g{/OTlogx(t)dt} =0

con lo que aparece el estimador méximo-verosimil para el parametro (:
T log x(t) T T
5o TI o) = I yde(®) [ oga(t)i
2
{fo logw(t)dt} — T [ log? x(t)dt

Con todo ello, podemos sustituir la expresiéon del estimador ma&aximo-
verosimil de ( (4.8) en (4.7), quedando:

(4.8)

&:
T logz T r
I3[ s + TJo "5 et Jy et Jy tomaltyt [ st =
: -
TJo =(t) {fOTlogx(t)dt} — T [ log?w(t)dt ’

2

;/OT:U(lt) (t){/OTlogx(t)dt} —/OTm(lt)dx(t)/OTlog2x(t)dt+
+/OT loiégt)dx(t) /OTlogx(t)dt—;/OT x(lt)dx(t){/oTlogx(t)dt}2

/ [{/OTlog:r(t)dt}z —T/OTlong(t)dt]
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y simplificando la expresién anterior:

Jy A% da(t) [ loga(t)dt — [ Tyda(t) f; log%e(t)dt

{foTlOgm(t)dt}Q - TfOTlog%(t)dt

(4.9)

o =

4.4. Aproximacion en tiempo discreto de los esti-
madores a y (3

En la inmensa mayoria de las situaciones reales, los estimadores de maxi-
ma verosimilitud obtenidos no podran ser evaluados ya que no se dispon-
dré de realizaciones continuas del proceso X = {xz(t),t € [0,T]}, sino de
mediciones en tiempo discreto. Por este motivo es necesario encontrar una
aproximacion de la expresiéon de los mismos, que pueda aplicarse a datos
discretos. Supongamos entonces, que se dispone de mediciones del proceso
en:

O=to<t1i <...<tp, =T

Utilizamos la formula de Ito y el método del trapezoide para aproximar
las integrales estocasticas a integrales de Riemann. Consideremos la siguiente
EDE:

dz(t) = a(t, z(t))dt + b(t, z(t))dw(t)

y sea la funcién y; = g¢(¢,x(t)), entonces la diferencial estocéstica de y;
aplicando la férmula de Ito queda:

dg(t, =(t)) 10%g(t, x(t))

i = A+ S )+ 5 s
T x ? L
dye = %2 (tét 1) gt 89(%2 (t()t))dx(t) + ;bQ(t,m(t))wdt (4.10)

por integracién en (4.10) se tiene:

t
/ dys:
t

t 9g(s,x(s to s,xso 1 [t 92g(s. (s
- /to g(88())ds + /to de(s) + 2/t0 bz(s,x(s))wds
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por lo que:
Yt — Yo =
to s, x(s to s, x(s 1 [t 52 5. 2(s
:/to g(&s())ds+/t0 de(sHQ/to bZ(s,x(s))st

y asi aparece la expresiéon que utilizaremos méas adelante:

" 9g(s, x(s)) _
/to 92(5) dx(s) =

t 9g(s,z(s 1/t 9%g(s, x(s
Z?Jt—yto—/to mds—z/to bg(s,az(s))%(x(s)g))ds

En el caso de los estimadores de «, 3, tenemos que transformar dos in-
tegrales estocdasticas. La primera es:

[T loga(t)
() [ D

T

_ dg(s,a(s) _ loga(s)

' 9?g(s,2(s)) 1 —logx(s)

= g(s,2(s)) = = log? z(s);

ox(s) x(s) 2 022(s)  22(s)
Como tg =0y t=1T, queda:
Tlogx(t)
f,
T —logz
_ {210g2x(T) _ 1og2x(0)} _o0- 2/0 2,21 ] mlzi) () gy —

1 2 2 2 o [T
=3 {log® z(T) — log” z(0) — o*T'} + - log z(t)dt
0

v la segunda:

.
(11)/0 %dx(t)
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Paratg =0y t="1T:

Sustituimos entonces la expresién de las integrales (ii) y (ii) en los esti-
madores de « (4.9) y 3 (4.8):

{ {long — log® a( 2T}+ 2/OTlogyc(t)alt} /OTlogx(t)dt—

{ {ar(( } log” )dt} / [{/OTloz-zﬂc'(t)dt}2 —T/()Tlog2x(t)dt] -
[ " {(10%295 e o0 _ )"‘/OTlOgﬂﬁ(t)dt} /OTlog:U(t)dt—
(22} +22) [ ],

/!{/OTlogﬂc(t)dt}2 —T/(]Tlog2x(t)dt]

| —

1
2
T

BAT:|: {1{log 2(T) — log? 2(0) — 2:r}+(I2 /OTloga:(t)dt}—

fou{ 5} o]
([ vt [ ]
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2T2 TO'2

T T
= [ {log2 z(T) — log? x( 0)} — T log x(t)dt—
0

1og{i(£ } log (t )dt—/ log x( )dt}/

[{/(]Tlogx alt}2 T/OT10g2:U(t)dt] =

L flog? 2(T) — log® 2(0) } — "QQTZ —log {i((g)) } fOT log z(t)dt

{fOT log :U(t)dt}2 — TfOT log? x(t)dt

Se pueden aproximar las expresiones anteriores para una discretizacién
del intervalo [0,7], dividido en n intervalos de igual amplitud, ya que la
informacién disponible sera:

{(ti,l'(ti)) ;’i = 0, 1, e ,’I’L}

por lo que el incremento en el tiempo considerado es A = (t;41 —t;) = T/n.
Para realizar dicha aproximacién utilizamos la férmula trapezoidal:

1

’ — f(z(t; 2t
/0 Flade = 3 L) + Latin)

, 2
=0

y en el caso de que los intervalos tengan amplitud igual a la unidad (A = 1):

T n—1 ' ot
[ tatipan 3 Sl lettn)

=0

Otras aproximaciones muy utilizadas son la regla de Simpson:

/ fa

y la suma de Riemann, con diversas posibilidades de célculo:

22

f(a(tai1)) + f2(tn))

'Mwm

n_q
fa(to) +2)  fla(ta) +4
i=1

1

7

S = Z i) — 2(tio1))ei
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donde la funcién ¢;, puede tomarse de varias formas:

Izquierda — ¢; = f(z(ti-1))

Derecha — ¢; = f(z(t:))

Supremo — ¢ = sup|f(x(ti—1)), f(z(t;))]
Infimo — ¢; = inf[f(x(ti—1)), f(z(t:))]

4.5. Estimacién del pardmetro o>

En Ferrante [9] se ofrece una estimacién del coeficiente de difusién, ob-
tenida aprovechando las propiedades de la variacién cuadratica asociada al
proceso:

El (@(tip1) — 2(t:))?
5 =0 (4.11)
;) z(ti)?(tiv1 — ti)

Otros métodos de aproximacion que proporcionan mejores resultados
al estimar el coeficiente de difusién pueden encontrarse en Katsamaki y
Skiadas, [33], y son los siguientes:

1¢" método

Suponiendo que los parametros del drift del proceso:

dx(t) = {a — Blogxz(t)} x(t)dt + ox(t)dw(t)

son conocidos y usando la férmula de Ito podemos expresar:

1 1 2
; <<t>> E )i <<x<t>> ) (da(®))” =
dx(t ) 1 (dz(t))? de(t)  o?dt
0

)
T@)? 2 @02 (96(75))2 Tan T

04(zw) =

ya que si denotamos u = a — (log x(t)
(d(@(8)? = p*(x(8)*(dt)* + o*(x(t))* (dw(t))® — 2po(x(t))*dtdw(t) =

0+ 0%(x(t))2dt — 0 = ((d;(%))f = o2dt

oldt (4.12)
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Suponiendo las siguientes aproximaciones de las diferencias entre los ins-
tantes t — 1y ¢:

A () = a(t) — w(t — 1) ;d(&w>:a%)_xuin (4.13)

y despejando o en (4.12) queda la siguiente aproximacién de 6:

. 2(t) — z(t — 1) S| ) -2 -1)
o = |— | 5 or= - - (4.14)
| eome—v| " 2| et - or?
2° método
Recurriendo de nuevo la férmula de Ito:
T T 2
Logta(ty) — 2E®) _ 1@G0) w1

z(t) 2 (x(1)?

y utilizando la ecuacién diferencial estocéastica del proceso, tenemos:

d(wx(%)) = pdt + od(w(t)) 5 (d(z(t)))? = o (x(t))*dt

por lo que sustituyendo lo anterior en (4.15) y tomando d(log(x(t))) =
log(x(t)) — log(z(t — 1)) queda:
T
. |log(x(t)) —log(x(t — 1))‘ o N | log(x(t)) — log(x(t — 1))
ot = 1 ;0T = Z 1
t2 t=1 T2
(4.16)
3¢" método
Anteriormente se ha visto que:
d(x(t)) d(@(®)\* _
= pdt + od(w(t)) ; =o"dt
il =i+ adtw(v) « (SR =0
por lo que, considerando dz(t) = x(t) — x(t — 1):
d(x(t
it A0
a(t)
la aproximacién de o buscada es:
N xz(t) —x(t —1 . x(t) —x(t —1
o [P0 SN]e0) —ate ) )
x(t)t2 =1 x(t)T'2
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4° método

Otra aproximacion utilizada por Gutiérrez, [17], basada en la extensién
del procedimiento propuesto por Chesney y Elliot, [7] y que como veremos, es
la que mejores estimaciones del pardmetro proporciona, parte de lo siguiente
(visto en el 1¢" método):

YL @) | o
d(z(f))‘ @0)? T )

y utilizando las aproximaciones (4.13):

11 x)—a2(t-1) o? L
0 D @ e Y

Haciendo operaciones en la expresiéon anterior y con t —t — 1 = 1, queda:

T
G — lz(t) —z(t—1
T 1tz<x<t (t-1)

W= [~

| (4.18)

4.6. Simulacién en el proceso Gompertz

Recurrimos a la solucion de la ecuacion diferencial estocéstica asociada
al proceso:

o
2

z(t) = ex L og(x —ﬁ e Pt o te_ﬂ(t_s)ws
® p{ - +<1g<<o>> ﬁ> o | d()}

El intervalo [0,7] esta dividido en n intervalos de igual amplitud A =
(tix1—t;) =T/ncont;=1i-A; i=0,1,...,n. Puede aproximarse la tltima
integral de la ecuacién anterlor como sigue:

/Oe Bl=3) du(s Ze o) (w(tj4) — wity))

de forma que:

t t
/ e P=9) duy (s) WN<O,/ e_QB(t_e)dG)
0 0
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0

t n
/ e =) dup(s) ~s N (0, Z e~ 2Btimti-) (g, — ti1)>
i=1

Vamos a realizar la simulacién de una trayectoria del proceso de Gom-
pertz en [0, 7] considerando una discretizacién equidistante de dicho inter-
valo, tomando T' = 20; A = 0,1;0 = 0,1;a = 1;6 = 1 y comenzando en
zo = 2. La simulacion resultante es la siguiente:

Al
_3 L
13

26

rhs

10 1

ris
[
L

Figura 4.1: Trayectoria simulada del proceso de Gompertz
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En cuanto a la estimaciéon de parametros, la evolucién del estimador
del parametro o segin las cuatro aproximaciones vistas anteriormente es la
siguiente:

0.1 0.1
0.08 |
0.06
0.04

0.0z

o

bt
=
b
h
(=]
=
N
[
=
(o]
th
[
=

0.1 o.05 H||f
0.08 0.04

0.06 {! 0.03

0.04 0.0z

0.02 0.01

10 1 20 10 1

th
h
h

20

tn

Figura 4.2: Evolucién de la estimacion de o segin los cuatro métodos

v las estimaciones obtenidas en todos los casos son:
o = 116578 ; 61 =1,14614 ; 6 =1,04849 ; 6\ = 0,08575

Como puede apreciarse, es el ultimo método el que proporciona una
mejor estimacién del parametro o. La evolucion de los estimadores de los
parametros asociados al drift del proceso, tomando este tltimo método como
aproximacion de o, con el objetivo de poder sustituir su valor estimado en
las expresiones de los pardmetros a y (3, es la siguiente:

111



M.D. Huete

=
(¥ 1]

Figura 4.3: Evolucion de las estimaciones de «,(
de forma que las estimaciones de los pardmetros han sido:

Br = 0,48564 : G = 0,49182

4.7. Estimacion de los parametros del proceso de
Gompertz asociado al crecimiento de la po-
blacién

La informacién obtenida del Instituto de Estadistica de Andalucia (IEA)

sobre el comportamiento sociodemografico de la poblacion andaluza se mues-
tra en la siguiente tabla:
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Ano | Poblacién 1/1 | Ano | Poblacién 1/1
1976 6159058 1977 6203459
1978 6254757 1979 6309483
1980 6367089 1981 6441247
1982 6513412 1983 6584900
1984 6669467 1985 6743617
1986 6801819 1987 6844709
1988 6868910 1989 6883737
1990 6903022 1991 6941576
1992 6983679 1993 7030137
1994 7071471 1995 7106734
1996 7130637 1997 7153392
1998 7236459 1999 7305117
2000 7340052 2001 7403968
2002 7478432 2003 7606848
2004 7687518 2005 7849799

Cuadro 4.1: Poblacién observada en Andalucia.1976-2005
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En el siguiente grafico se muestra la evolucion de la poblacién andaluza,
en el periodo 1976-2003; los valores observados en los anos 2004 y 2005 se van
a utilizar para realizar predicciones, por lo que no se utilizan en la obtencién
de los estimadores de los pardametros:

7.6 .
T4 .
i) .

6.8
6.6 *
6.4 i

T

lgéﬂ 1955 lgbﬂ lgbf :Uhﬂ
Figura 4.4: Evolucién de la poblacién en Andalucia (1976-2003)

Si estimamos los parametros del drift previa aproximacién de o a partir
del cuarto método (en el que 67 = 0,00755343), obtenemos las siguientes
estimaciones:

Br = —0,00363771
a1 = 0,000814662

Si analizamos la funcién tendencia no condicionada del proceso tomando
como referencia los pardmetros anteriores obtenemos lo siguiente:

T.EB}

(K] (k11 (5]
' ' '
I T n

i
'
()

Figura 4.5: Datos observados y funcién tendencia
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Como se aprecia, aparecen algunas desviaciones respecto a la tendencia,
aunque si recoge el comportamiento global del crecimiento poblacional, por
lo que podria utilizarse para realizar predicciones de poblaciéon a medio pla-
zo. Obtengamos la tendencia no condicionada:

I

Figura

Los datos

183

| ]

m

(K]

il

]
=)
[ o]
o

: Datos observados y funcién tendencia condicionada

que se han obtenido aparecen en la siguiente tabla:
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Afio | Observaciones FT FTC

1976 6159058 6159058 | 6159058
1977 6203459 6205060 | 6205060
1978 6254757 6251577 | 6249957
1979 6309483 6298614 | 6301828
1980 6367089 6346179 | 6357168
1981 6441247 6394279 | 6415422
1982 6513412 6442922 | 6490417
1983 6584900 6492114 | 6563399
1984 6669467 6541865 | 6635700
1985 6743617 6592181 | 6721232
1986 6801819 6643070 | 6796231
1987 6844709 6694540 | 6855102
1988 6868910 6746599 | 6898486
1989 6883737 6799256 | 6922966
1990 6903022 6852519 | 6937964
1991 6941576 6906397 | 6957472
1992 6983679 6960897 | 6996472
1993 7030137 7016030 | 7039063
1994 7071471 7071803 | 7086061
1995 7106734 7128226 | 7127876
1996 7130637 7185308 | 7163550
1997 7153392 7243059 | 7187732
1998 7236459 7301488 | 7210753
1999 7305117 7360604 | 7294793
2000 7340052 7420418 | 7364258
2001 7403968 7480940 | 7399604
2002 7478432 7542180 | 7467275
2003 7606848 7604148 | 7539620

Cuadro 4.2: Poblacién observada y funciones tendencia
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Las predicciones obtenidas a partir de la tendencia condicionada para
los anos 2004 y 2005 son las siguientes:

Afio | Observacién | Prediccién
2004 7687518 7669560
2005 7849799 7751200

Realicemos una simulacién del proceso de Gompertz utilizando las esti-
maciones de los pardmetros calculadas para este modelo. Se han obtenido
100 trayectorias del proceso y se han representado graficamente, incluyendo
ademas los valores de la tendencia condicionada. El resultado es el siguiente:

[

st
[—]
ot
£
[
=
(&3
e

Figura 4.7: Simulacién del modelo de poblacion
Como puede verse, la tendencia condicionada obtenida para este caso

real se encuentra dentro del haz de trayectorias simuladas, lo que nos lleva
a concluir que la inferencia realizada sobre este proceso es adecuada.
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Capitulo 5

Proceso de difusion
Gompertz univariante no
homogéneo: Inferencia
mediante muestreo discreto

5.1. Introduccion

En algunos estudios, el proceso de Gompertz modeliza adecuadamente
una situacion pero a veces es necesario mejorar el modelo introduciendo en
él, variables externas que pueden ayudar a explicar su comportamiento, es
decir, pueden incluirse en la tendencia del proceso de Gompertz univariante
"factores exdégenos”que afecten al comportamiento de la variable enddge-
na. En principio serdan dos funciones continuas que dependeran de ciertos
parametros.

Son varios los autores que han estudiado este proceso considerando fac-
tores exdgenos. Por ejemplo en [20], se aborda el problema de la inferencia
en el caso no homogéneo. Ademds se ha aplicado a numerosas situaciones
reales, sobre todo a variables de tipo econémico como el consumo eléctrico,
precio de la vivienda, etc.([18],[30]).

En este capitulo se introduce dicho proceso no homogéneo via sus ecua-
ciones de difusion y se plantea la dificultad de la obtencién de los estimadores
de los parametros. Seguidamente se particulariza para una cierta forma de
las funciones que afectan al coeficiente de tendencia, con lo que se consiguen
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las funciones tendencia y las ecuaciones de verosimilitud asociadas. Todo
el desarrollo tedrico se aplica también al caso de la poblacién andaluza,
tomando algunas variables de tipo socio-demografico como exégenas.

5.2. Concepto y caracterizacion

Sea {X(t),to <t < T} un proceso de difusién unidimensional, R- valua-
do y con funcién de distribucién de transicion:

Py, tle,s) = P(X(t) = y|X(s) = z)

Si consideramos como momentos infinitesimales (coeficientes de tenden-
cia y de difusién) del proceso respectivamente:

a(t,z) = g(t)z — h(t)xzlog(x) , b(t,z) = o’x?

con h y g dos funciones continuas y paramétricas, es decir, que pueden
depender de cierto nimero de parametros y o > 0, se tiene el proceso de di-
fusién de Gompertz unidimensional con factores exégenos, con las siguientes
ecuaciones de difusion:

2
gi) = —;y ((g(t)y — h(t)ylog(y))p) + ;(;)yg (o*y*p) (5.1)
2
P (g~ hrtoa@) B - L) T8 )

donde p es la funciéon de densidad de transicion.

5.3. Densidad de transicion

El proceso Y (t) = log(X(t)), vendra caracterizado por los momentos
infinitesimales:

alt,x) = k(t) —h()z , bt,z) =0

donde:
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A continuacién, utilizamos el teorema de Ricciardi, [45] que permite ob-
tener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) mediante una transfor-
macién al proceso Wiener. En el caso que nos ocupa tendremos que:

o T co(s)o?
k(s) — h(s)z = 2{01(s)+/ E(Q))g dz}

ca(s) .

por lo que las funciones buscadas para que se verifique la condicién necesaria
y suficiente (existencia de las mismas) son:

Con ellos, la transformacién adecuada es:

U(z, ) = exp [—;/ —2h(z)dz] /gc 02 7% da

_;/szk(Q)eXp [—;/9 —2h(z)dz} do =

x ] h(z)dz _ ~ / ]{2 ] h(z)dzdg

D(s) :/ exp{ / —2h(z )dz] do =
_ /S e?fgh(z)dzde

Asi que la probabilidad de transicién del proceso Y(t) puede hallarse
utilizando esta transformacion de la siguiente forma:

[W(y,t) — ¥(x, )]2}0‘11(11,0
2[®(t) — ()] Ay

por lo que la probabilidad de transicién del proceso Y(t) es la densidad
de una distribucién normal unidimensional N (m(s,t),v(s,t)) siendo:

Py, tlz. s) = (2n[®(t) — (s)])"* exp {—

t ,
m(s,t) = log(z)e” JEn(z)dz +e JEn(z)dz / k(e)e];} h(2)dz g

t
’U(S, t) _ 0'26_2 f: h(z)dz / 62 fsg h(z)dzda
s
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a partir de lo cudl se deduce que la distribucién de X (t) es lognormal
A(m(s,t),v(s,t)) con funcién de densidad de transicién:

1
. t 2
P(y, t|ZC, S) _ <27T02€_2j5t h(z)dz / 62‘159 h(z)dzd9> y—l

. . . 2
1 |:10g(y) — log(x)e_ /st h(z)dz _ e lst h(z)dz fst k(@)e_ /(; h(Z)dZde]

exp | —= - —3
2 022 [ h(z)dz fs o2 Iy h(z)dz jp

5.4. Momentos del proceso

La variable aleatoria X (t)/X(s) = x sigue una distribucién lognormal
A(m(s,t),v(s,t)), asi que los momentos condicionados de orden r de las

variables enddgenas son:

2
BE(X"(t)/X(s) = z) = exp {rm(s,t) n gv(s,t)} -
t
= exp {rlog(m)e_ Jih@dz 4 = [ h(E)dz / k(0)e Jo h(=)d=gg

2 .2 t
+ %672 N h(z)dz/ 2 ff h(z)dzde}

s

Tomando » = 1 obtenemos inmediatamente el momento condicionado de

primer orden (funcién tendencia condicionada):

t -t t "t
E(X(t)/X(s) = z) = exp {1og(m)e—fs hedz 4 g Jo h(=)dz / k(0)e Jo M= dg 1

+ 0226—2 fst h(z)dz /t e2 f: h(z)dzde}
s
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y la varianza condicionada del proceso queda de la siguiente forma:

Var(X(t)/X(s) =x) =

t
= exp {2 log(x)e™ Jih@)dz 4 ge= [ h(z)dz / k(0)e~ Jo h(=)dzgg ¢
t t 0
+ 25262 s h(z)dz/ 2 Js h(z)dzde} .

t
—exp {2 log(z)e J: Mz 1 ge= Ji M=)z / k(0)e Jo M= gg 1

S

t
+ 022 fst h(z)dz/ 2 fsg h(z)dzde} _

S

t t t t
= exp {2 log(z)e~ Js M) 4 9p= [: hz)dz / k(0)e Jo M2z q9 1

s

t
+ o2 2 fst h(z)dz/ 2 fsg h(z)dzdg}

t
(exp {026—2 It h(z)dz/ o2 N h(z)dzde} _ 1)

5.5. Estimacion de los parametros

Para encontrar estimadores de los parametros del proceso, utilizamos el
método de maxima verosimilitud y consideramos muestreo discreto, es decir,
una realizacién del mismo en los instantes (tg,t1,...,t,):

X(to) = .Z‘Q;X(tl) =1;... ;X(tn) =X,
con la condicién inicial P(X (tp) = z9) = 1. Entonces, denotamos por:

ta _ [ta 2)dz to o
My = 10g(:ca_1)e_ Jeo W=z . [.o h(2)d / k(0)e~ I h(2)dz gg

to—1

la funcién de verosimilitud asociada sera:

n
L(«T07$17 . 7:1:71) = H P(xomta’xoc—lvtoa—l) =

a=1

NI

_ H (271’026_2 fttg—l h(z)dz /tﬂ 62 fté;—l h(z)dzd6> - x—l
a=1 ta—l ¢
1 log(za) — mal?

exp 202 2l n(z)de [t 2l 1)z gg
1

@
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y tomando logaritmos en la expresion anterior, nos queda finalmente:

log(L) (zo,x1,...,2n) = —Elog(27r) _n log(o?)—

2 2
n te
A St (s [ ) 3 gt
a=1 ta—1
1 ¢ log () — maP
202 ~ 6_2']:;*1 h(z)dz j:;a_l 2 ft Z)dzde

Légicamente para poder minimizar esta funcion respecto a los parame-
tros desconocidos, necesitamos conocer la forma de las funciones h y g; esto
no siempre es posible, ya que implicaria conocer la funcién que mejor se
ajusta a los factores exdgenos introducidos en el proceso y que a su vez,
tenga una integral que pueda ser resuelta. Nafidi, en [41] analiza 1a inclusién

de factores exégenos tomando como h(t) = <1i+t>9> yg(t) = +h( ). A

pesar de la simplicidad de estas expresiones, obtiene ecuaciones que deben
ser resueltas mediante métodos numéricos.

Por este motivo, se plantea la posibilidad de realizar inferencia conside-

rando casos particulares, en los que la funciones h y g sean de tal forma, que
sea posible trabajar analiticamente con la funcién de verosimilitud asociada.

5.6. Caso particular del proceso de Gompertz no
homogéneo

Supongamos que en el drift del proceso de difusién analizado anterior-
mente, las funciones h y ¢ tienen la siguiente forma:

h(t)=08 , g(t)=ao+ Z a;gi(t) (5.3)

donde las variables exégenas g;(t) son funciones continuas en [tg, T]. De esta
forma, la ecuacion diferencial estocdstica que caracteriza al proceso quedas:

dx(t) = {g(t)z(t) — Bz(t) logx(t)} dt + ox(t)dw(t) (5.4)

por lo que tenemos g + 3 parametros a estimar: 3, o, a;, 1 =0,...,q.
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5.6.1. Densidad de transicion

Recordemos la férmula de Ito:

_ Og(t,xz(t)) dg(t,z()) 19%g(t, x(t))
— o dt + D) dx(t)—i_ii@x(t)? (dz(t))?

dy:

Si aplicamos dicha férmula a la transformacién y; = e log(x(t)), tenemos
lo siguiente:

el
dy; = {ﬁeﬁt log x(t)} dt + %diﬁ(t) - ;(x(t))Q (da:(t))2

Reemplazando y;:

Pt
d (eﬂt log(:c(t))) = {ﬂeﬂt log x(t)} dt + 0] ({g(t)z(t) — Bz(t) logz(t) } dt+
et
+ow(t)dw(t) — ;W02(az(t))2dt -

1 2
= Plg(t)dt + aePldw(t) — §U2€Btdt = (9(75) - 02> e’dt + oe dw(t)
Integrando:

t 2 t
Y= Ys = / <g<£>—"2> edg + o / e’ dw(€)

s

Mlog(a(t) = M log(als)) + [ (a(6) = T ) e+ [ Haulg

S

de esta forma, si despejamos x(t) de la ecuacién anterior, obtenemos la
solucién de la ecuacién diferencial (5.4):

z(t) = exp {e—ﬁ“—s) log(z(s)) + / t <g(€) - "2> e Pt=8de 4+ o / t e—ﬁ@—f)dw(g)}

2 S
(5.5)
Como es sabido que la variable aleatoria (ver [12]):

t t
/ e—ﬁ(t—é)dw(g) ~ N (0’/ 6—25(t_5)d£>

entonces la variable:

X(t)/X(s) =x5~ Ay (u(s,t),azuz(s,t))
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siendo:

o2 t
s ) = e log(ay) = 5 (1= e 1 [ g(gee-Oug
203 .
1 - —S
V2($7t):%<1—6 p(t )>
y la fdt es por tanto:
-3, - 1 [log(y) — p(s, t, x4)]”
— 2.2 3 1 4
P(y,tle,s) = (2mo"v*(s,1)) *y eXp{ 2 0%2(s,0)

5.6.2. Funciones tendencia

Gracias al conocimiento de la distribucién de X (¢)|X(s) = x5, como
hemos visto anteriormente, sabemos que la funcién tendencia condicionada
de este proceso es la siguiente:

BE(X(t)/X(s) = 25) = exp {1og(a;seﬂ<”> + 20z (1 - e*ﬁ(H)) +

2 q t
+4(1Lﬁ (1 - ew(ts))} - exp {ZZ:; ai/s gi(f)eﬁ(t@df}

y la funcién tendencia, considerando la condicién inicial P[X (tg) = x| = 1:

0.2
E(X(t)) = exp {log(xo)eﬁ(tto) + OCO% (1 _ efﬁ(t7t0)> +
2

q t
tg(i-e® “”)} exp {Z a; /t 0 gi(i)eﬁ(t@dé}

=1

5.6.3. Estimacion de los parametros

Consideremos un muestreo discreto del proceso considerando los instan-
tes (to,t1,...,tn), por lo que tendremos mediciones:

X(to) = wo; X(t1) = z15...; X(tn) = zn

con la condicién inicial P[X (ty) = o] = 1 y suponiendo la amplitud de los
intervalos de tiempo iguales a la unidad, es decir, t; —t;—1 = 1 Vi.
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Notacion necesaria
Sea:
= =51 —e ) yus =550 -
2 /
Q= (()40— %,al,...,aq>

(g+1)x1

" Uip = Vﬁ_l(IOg(%‘) —ePlog(zi_1)),i=1,...,n

i . /
= u =y (75,&11 g1 (€)ePUi—O4e, .. ff;l gq(g)e*/g(ti*@dé“)(
,i=1,...,n

g+1)x1

m vg= (V18- UnB)hx1
. Uﬁ = (ul,,@a oo 7un,ﬁ)(q+1)><na de rango q+1.

La funcién de verosimilitud que utilizaremos para realizar inferencia so-
bre los pardametros desconocidos tiene la forma:

n

L(zg,x1,. .- ,xn,a,ﬂ,a2) = H P(xj,tj|lzj—1,tj—1)
j=1

y considerando las reparametrizaciones anteriores, puede escribirse:

_n 1
L(vi,...,vn,a,3,0%) = (QWUQVE;) 2 exp {—22
o

(vs— Ua) (vs U’ga>}

Diferenciando la log-verosimilitud respecto a a, o y 3, aparecen las siguien-
tes ecuaciones:

Ugvg = UﬁU’ﬁa
no” = (vg — Uja)'(vg — Uja)

ou
-1,— B
<I/ﬁ e Pl — alﬁ’ﬂ) (vg—Ujza) =0
siendo 1, = (log(z1),...,log(x,)" vy 88% la matriz formada por las deri-
vadas de los elementos de Ug respecto de 3. De este forma, se obtienen los
estimadores de méxima verosimilitud de a y de o2:

a— (UBU/B)_lUBVB (5.6)
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~2
ne® = V/BHU’BVB (5.7)

siendo:

_ T A 17T
HUﬁfIn—Uﬁ(UﬁUﬁ) Uﬁ

matriz simétrica e idempotente. El estimador de 3 se obtiene sustituyendo
(5.6) y (5.7) en la tercera ecuacién de verosimilitud, quedando la siguiente
expresion:
ou
—-1 — -1 B
(Vﬁ e ﬁl; - VBU,ﬁ(UBU/B) %) HU,BVB =0 (5.8)

Debido a que en la ecuacién anterior, aparecen las funciones g;(t), no es
posible una expresién explicita del estimador de (3, ya que dichas funciones
solamente pueden ser conocidas a partir de las observaciones discretas de
las variables exégenas:

vijyt=1,....,n; j=1,...,q

Por esta razén, normalmente se construyen los factores exdgenos a partir
de los valores observados de las variables a través de funciones poligonales:

9i(t) = yi-15 + Wig — yi-15)(t — ti1)
por lo que si denotamos:

B—1+e P

2ij(0) = yi-15 + Wig — yi_lﬂm

queda:

t;
/ 9;(€)e P70 de = y52;5(B)

ti—1
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5.7. Aplicacién del modelo de Gompertz no ho-
mogéneo al caso de la poblaciéon andaluza

Las variables recogidas (o factores exégenos) para ajustar el modelo no
homogéneo a la poblacion andaluza desagregada por sexo en el periodo 1981-
2002, han sido:

s Numero de inmigrantes procedentes del exterior.

= Esperanza de vida al nacimiento (eg), o niimero medio de anos que les
queda por vivir a los recién nacidos.

= Indicador coyuntural de fecundidad (ICF'), o nimero de hijos por
mujer en edad fértil.

La poblacién por sexo ha sido extraida de la base de datos del Instituto
de Estadistica de Andalucia, al igual que el ICF. La informacién sobre el
numero de inmigrantes procedentes del exterior ha sido proporcionada por el
Instituto Nacional de Estadistica (INE) por la explotacion de la Estadistica
de Variaciones Residenciales (hay que hacer notar que hasta el afio 1983, la
desagregacion por sexo es una estimacién del INE, ya que hasta esa fecha,
no se recogia el sexo del inmigrante).

Por otro lado, los valores de la esperanza de vida al nacimiento por sexo
son de elaboracién propia, como resultado de la construccion de las tablas de
mortalidad bianuales en dicho periodo, a partir de la informacién facilitada
por el IEA.

En la siguiente tabla, se ha obtenido el coeficiente de correlacién lineal
entre la variable enddgena y cada una de las exdgenas; es notorio que la
variable con mayor relacién lineal es la esperanza de vida. Por el contra-
rio, la inmigracion procedente del exterior parece no influir demasiado en
el aumento de la poblacion, aunque si analizamos el nimero de entradas,
realmente es en los ultimos anos cuando este fenémeno puede considerarse
importante en cuanto a su influencia en el crecimiento poblacional.

R2 Inmigr el ICF
Mujeres | 0,447 | 0,991 | 0,924
Hombres | 0,450 | 0,923 | 0,922

Cuadro 5.1: Relacién lineal entre los factores exdgenos y la poblacion
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Ano | Poblacién | Inmigr | eq ICF
1981 | 3272477 539 | 77,28 | 2,55
1982 | 3305417 723 | 77,82 | 2,46
1983 | 3338576 959 | 78,18 | 2,28
1984 | 3379971 1047 | 78,43 | 2,14
1985 | 3417472 869 | 78,74 | 1,99
1986 | 3447095 1256 | 78,88 | 1,89
1987 | 3469302 1037 | 79,05 | 1,82
1988 | 3482437 1836 | 79,19 | 1,76
1989 | 3491377 2789 | 79,40 | 1,69
1990 | 3503383 2375 | 79,59 | 1,66
1991 | 3525393 1667 | 79,78 | 1,61
1992 | 3546451 1983 | 80,14 | 1,58
1993 | 3570319 1894 | 80,36 | 1,52
1994 | 3590263 1983 | 80,48 | 1,41
1995 | 3607630 1922 | 80,76 | 1,35
1996 | 3619732 1363 | 80,87 | 1,30
1997 | 3631785 3361 | 81,03 | 1,31
1998 | 3645176 4514 | 81,15 | 1,28
1999 | 3656695 7408 | 81,13 | 1,32
2000 | 3672632 | 13275 | 81,34 | 1,34
2001 | 3700462 | 17671 | 81,71 | 1,35
2002 | 3746275 | 26176 | 81,90 | 1,36

Cuadro 5.2: Datos socio-demogréficos (Mujeres)
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Ano | Poblacién | Inmigr | eg ICF
1981 | 3168770 598 | 71,16 | 2,55
1982 | 3207995 4T | 71,47 | 2,46
1983 | 3246324 990 | 72,05 | 2,28
1984 | 3289496 1072 | 72,19 | 2,14
1985 | 3326145 885 | 72,19 | 1,99
1986 | 3354724 1302 | 72,35 | 1,89
1987 | 3375407 1158 | 72,57 | 1,82
1988 | 3386473 1984 | 72,68 | 1,76
1989 | 3392360 2919 | 72,63 | 1,69
1990 | 3399639 2495 | 72,51 | 1,66
1991 | 3416183 1791 | 72,50 | 1,61
1992 | 3437228 2163 | 72,81 | 1,58
1993 | 3459818 1932 | 73,12 | 1,52
1994 | 3481208 2148 | 73,35 | 1,41
1995 | 3499104 1997 | 73,53 | 1,35
1996 | 3510905 1474 | 73,59 | 1,30
1997 | 3521607 3606 | 74,01 | 1,31
1998 | 3533777 5030 | 74,27 | 1,28
1999 | 3542652 8263 | 74,19 | 1,32
2000 | 3556265 | 19470 | 74,60 | 1,34
2001 | 3589893 | 20571 | 75,12 | 1,35
2002 | 3637178 | 28728 | 75,31 | 1,36

Cuadro 5.3: Datos socio-demograficos (Hombres)
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Poblacion femenina
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Figura 5.1: Informacién observada en mujeres
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Poblacion masculina
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Figura 5.2: Informacion observada en hombres
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Respecto al Indice Sintético de Fecundidad, como puede apreciase en
el gréafico, ha sufrido una disminucién bastante acusada a lo largo de es-
te periodo, aunque en los anos mas recientes ha empezado a recuperarse

lentamente.

Bk
| B

Indicador Covunturalde Fecundidad

1.3 ¢
1.6 |
14¢

LFIE

Figura 5.3: Evolucion del Indicador Coyuntural de Fecundidad

Observacion:

En las aplicaciones que haremos a continuacion, se ha tomado tanto
en el caso de mujeres como de hombres este indicador (ICF) como variable
exdgena,; es cierto que puede calcularse el ICF masculino, pero es una medida
muy poco utilizada y que tampoco va a variar significativamente respecto

al femenino.
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5.7.1. Poblacion andaluza femenina

Se ha tomado como variable endégena la poblacién femenina andaluza
y como variables exdgenas, el nimero de mujeres inmigrantes extranjeras,
la esperanza de vida al nacimiento femenina y el indicador coyuntural de
fecundidad. Como se ha mencionado anteriormente, el periodo de observa-
ciéon ha sido 1981-2002, aunque los dos tltimos anos se han reservado para
realizar una prediccién y comprobar la bondad del modelo. Los parametros
del modelo estimados han resultado los siguientes:

Pardametro | valor estimado
& 0.0378191

ag — 0?/2 0.0507695
a; -0.0005712
as 1.2287000
as 0.0066227
o? 2.91204 x10~6

Cuadro 5.4: Pardmetros estimados (mujeres)

1982.5 1985 1987.5 1990 19921.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.4: Funcién tendencia no condicionada (mujeres)
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Afio | Poblacién | FTNC FTC

1981 | 3272477 | 3272477 | 3272477
1982 | 3305417 | 3304874 | 3312898
1983 | 3338576 | 3344472 | 3337334
1984 | 3379971 | 3375294 | 3368726
1985 | 3417472 | 3404392 | 3405763
1986 | 3447095 | 3429454 | 3438827
1987 | 3469302 | 3450434 | 3467368
1988 | 3482437 | 3470601 | 3489233
1989 | 3491377 | 3490490 | 3504330
1990 | 3503383 | 3512131 | 3513344
1991 | 3525393 | 3533451 | 3529166
1992 | 3546451 | 3558325 | 3550886
1993 | 3570319 | 3582817 | 3564336
1994 | 3590263 | 3599521 | 3589001
1995 | 3607630 | 3617261 | 3608717
1996 | 3619732 | 3634841 | 3621345
1997 | 3631785 | 3647641 | 3632821
1998 | 3645176 | 3659785 | 3640683
1999 | 3656695 | 3667704 | 3656099
2000 | 3672632 | 3677852 | 3677868
2001 | 3700462 | 3698353 | 3692882
2002 | 3746275 | 3717780 | 3714715

Cuadro 5.5: Observaciones y funciones tendencia (mujeres)

a3

1982.5 1985 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.5: Funcién tendencia condicionada (mujeres)
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5.7.2. Poblacion andaluza masculina

Asumimos de nuevo como variables exdégenas, el nimero de hombres
inmigrantes extranjeros, la esperanza de vida al nacimiento masculina y el
indicador coyuntural de fecundidad. El resultado se muestra a continuacion:

Parametro | valor estimado
Ié) 0.0797127

ag — a?/2 0.1031180
a1 -0.0029721
9 1.0394100
Qs 0.0271248
o? 3.32719 x1076

Cuadro 5.6: Pardmetros estimados (hombres)

b
th

4

A3t

1982.5 1985 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.6: Funcién tendencia no condicionada (hombres)
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Afio | Poblacién | FTNC FTC

1981 | 3168770 | 3168770 | 3168770
1982 | 3207995 | 3207432 | 3215892
1983 | 3246324 | 3252106 | 3248214
1984 | 3289496 | 3289434 | 3273296
1985 | 3326145 | 3313412 | 3312618
1986 | 3354724 | 3334850 | 3352952
1987 | 3375407 | 3361053 | 3377808
1988 | 3386473 | 3383690 | 3387820
1989 | 3392360 | 3395494 | 3397608
1990 | 3399639 | 3405962 | 3408095
1991 | 3416183 | 3420710 | 3423248
1992 | 3437228 | 3442833 | 3444903
1993 | 3459818 | 3469708 | 3460519
1994 | 3481208 | 3490701 | 3478065
1995 | 3499104 | 3506720 | 3497287
1996 | 3510905 | 3520944 | 3514334
1997 | 3521607 | 3534582 | 3527342
1998 | 3533777 | 3549299 | 3530344
1999 | 3542652 | 3555967 | 3542251
2000 | 3556265 | 3562783 | 3566666
2001 | 3589893 | 3585375 | 3578260
2002 | 3637178 | 3605295 | 3599872

Cuadro 5.7: Observaciones y funciones tendencia (hombres)

]
[ 1]

4t

33}

1982.5 1985 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.7: Funcién tendencia condicionada (hombres)
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5.7.3. Poblacion andaluza ambos sexos

Tomamos ahora solamente dos variables exdgenas: el niimero de inmi-
grantes totales y el indicador coyuntural de fecundidad. Si observamos el
resultado podemos concluir que el considerar la esperanza de vida al naci-
miento como factor exdgeno en el modelo de Gompertz es un acierto, ya que
al no hacerlo, hemos perdido precisién en el ajuste.

Parametro | valor estimado
I} 0.0511569

ag — 0?2 0.105643
oy 0.0027804
Qa9 0.0075213
o? 8.83397 x1076

Cuadro 5.8: Parametros estimados (ambos sexos)

=4
&

6.8

6.6

1982.5 1985 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000
Figura 5.8: Funcién tendencia no condicionada (ambos sexos)

La funcién tendencia condicionada representa mejor a las observaciones
poblacionales que la no condicionada, aunque la utilizacion de la FTNC,
que aunque no recoge pequenas fluctuaciones sufridas en el tiempo, es mas
ventajosa en el momento que se desee realizar predicciones futuras: en la ob-
tencion de la FTNC en un instante no es necesario conocer el valor observado
en el instante anterior. Esto puede facilitar la obtencion de predicciones fu-
turas de poblacién. Para ello, solamente tendriamos que establecer una serie
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Afio | Poblaciéon | FTNC FTC

1981 | 6441247 | 6441247 | 6441247
1982 | 6513412 | 6508362 | 6509470
1983 | 6584900 | 6573895 | 6576270
1984 | 6669467 | 6634276 | 6640415
1985 | 6743617 | 6687711 | 6725148
1986 | 6801819 | 6742621 | 6797173
1987 | 6844709 | 6796214 | 6856069
1988 | 6868910 | 6850694 | 6902926
1989 | 6883737 | 6908654 | 6918152
1990 | 6903022 | 6956171 | 6925254
1991 | 6941576 | 6994464 | 6946974
1992 | 6983679 | 7034371 | 6985578
1993 | 7030137 | 7074265 | 7023342
1994 | 7071471 | 7109861 | 7067846
1995 | 7106734 | 7143968 | 7104804
1996 | 7130637 | 7173981 | 7154546
1997 | 7153392 | 7218843 | 7183815
1998 | 7236459 | 7268209 | 7198406
1999 | 7305117 | 7308127 | 7285921
2000 | 7340052 | 7354451 | 7346108
2001 | 7403968 | 7393224 | 7372841
2002 | 7478432 | 7423564 | 7436502

Cuadro 5.9: Observaciones y funciones tendencia (ambos sexos)
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=l
-

-1

6.3

6.6

1982.5 1985 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.9: Funcién tendencia condicionada (ambos sexos)

de hipotesis para los valores de las variables exdgenas; de hecho, en cual-
quier proyeccién de poblacion es necesario previamente realizar suposiciones
sobre el comportamiento de los indicadores demogréficos basicos (esperanza
de vida, ICF, migraciones).

Se abre de esta forma un abanico de posibilidades, ya que podria incluso
estudiarse el comportamiento de la poblacién a cada edad (o en intervalos
de edad) y realizar predicciones por edad, aunque deberia resolverse el sesgo
de agregacién que apareceria al obtener la poblacién total.

Obtencién de la tendencia mediante un Proceso Lognormal

Comparemos las tendencias obtenidas anteriormente con las que apare-
cen si consideramos un proceso Lognormal no homogéneo, tomando como
variable enddgena la poblacién total y como exdgenas, el nimero de inmi-
grantes y el Indicador Coyuntural de Fecundidad. Para ello, basta con hacer
tender el parametro § a 0 dentro de las expresiones calculadas para la di-
fusién de Gompertz no homogénea, puesto que el proceso Lognormal es un
caso particular del de Gompertz. De esta manera se obtienen los siguientes
valores para los pardmetros del modelo Lognormal:
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Pardmetro | valor estimado
g — 02/2 0.0050816

aq 0.0026527
as -0.0385605
o2 10.3461 x10°6

Cuadro 5.10: Pardmetros estimados (P.Lognormal, ambos sexos)

Afio | Poblacién | FTNC FTC

1981 | 6441247 | 6441247 | 6441247
1982 | 6513412 | 6480953 | 6492975
1983 | 6584900 | 6532932 | 6567234
1984 | 6669467 | 6586847 | 6634534
1985 | 6743617 | 6636427 | 6721602
1986 | 6801819 | 6688235 | 6792275
1987 | 6844709 | 6736423 | 6851176
1988 | 6868910 | 6785235 | 6900560
1989 | 6883737 | 6840530 | 6914787
1990 | 6903022 | 6886146 | 6921221
1991 | 6941576 | 6923571 | 6943913
1992 | 6983679 | 6964511 | 6985723
1993 | 7030137 | 7008732 | 7034267
1994 | 7071471 | 7059428 | 7081929
1995 | 7106734 | 7111363 | 7115358
1996 | 7130637 | 7155423 | 7158210
1997 | 7153392 | 7207178 | 7186484
1998 | 7236459 | 7263549 | 7198369
1999 | 7305117 | 7309143 | 7283567
2000 | 7340052 | 7356648 | 7351421
2001 | 7403968 | 7403202 | 7381276
2002 | 7478432 | 7444704 | 7448204

Cuadro 5.11: Observaciones y funciones tendencia (P.Lognormal, ambos se-
X08)

Podemos apreciar, tanto en los valores de las tendencias, como en los
graficos de las mismas, que el proceso Lognormal ofrece un peor ajuste a los
datos observados; de ahi, que sea el proceso de Gompertz, el mas adecuado
para reflejar el comportamiento de poblaciones.
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Figura 5.10: Funcién tendencia no condicionada (P.Lognormal, ambos sexos)

1932.5 1935 1987.5 1990 1992.5 1995 1997.5 2000

Figura 5.11: Funcién tendencia condicionada (P.Lognormal, ambos sexos)
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Anexo de resultados

Vamos a comparar las estimaciones obtenidas segin los diversos modelos
utilizados a lo largo de esta memoria, utilizando los resultados obtenido al to-
mar como variable de analisis, la poblacion total. Para el caso homogéneo
se ha utilizado el proceso de Gompertz, tanto por muestreo discreto como
continuo considerando el periodo 1976-2005. Al introducir variables exége-
nas se han aplicado los modelos Lognormal y Gompertz no homogéneos,
tomando como exdgenas, el nimero de inmigrantes extranjeros y el ICF en
el periodo 1981-2002. Veamos cuéles han sido los resultados:

Difusién homogénea

En la siguiente tabla aparecen los valores estimados para la tendencia
condicionada en el caso de muestreo discreto y continuo. Se han tomado
solamente los ultimos afios, para que se aprecien mejor las diferencias entre
ambos muestreos:

Afo | Poblacién | FTC (Discreto) | FTC (Continuo)
1995 | 7106734 7125310 7127876
1996 | 7130637 7160600 7163550
1997 | 7153392 7184510 7187732
1998 | 7236459 7207280 7210753
1999 | 7305117 7290390 7294793
2000 | 7340052 7359070 7364258
2001 | 7403968 7394020 7399604
2002 | 7478432 7457960 7467275
2003 | 7606848 7532440 7539620
2004 | 7687518 7660870 7669560
2005 | 7849799 7741550 7751200
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Calculamos la diferencia entre el valor de poblacién observado y estima-
do:

Ano | Dif(Discreto) | Dif (Continuo)
1995 -18576 -21142
1996 -29963 -32913
1997 -31118 -34340
1998 29179 25706
1999 14727 10324
2000 -19018 -24206
2001 9948 4364
2002 20472 11157
2003 74408 67228
2004 26648 17958
2005 108249 98599

Parece que el muestreo continuo es el mas adecuado para estimar los
datos de poblacién ya que estas diferencias, parecen ser en general, inferio-
res. Si destaca el gran error cometido para el dltimo ano (2005), ya que la
poblacién en dicho ano ha experimentado un aumento muy notorio, quizas
debido a la recuperacion de la fecundidad que se estd experimentando en
la actualidad y por la regularizacién de inmigrantes, que hasta el momento
eran ilegales. A pesar de ello, en el resto de los anos, las estimaciones son
bastante aceptables.

Se ha calculado la media de estas diferencias o errores (en valor absoluto)
para estos anos y se ha obtenido 34755.1 en el muestreo discreto y 31630.6
en el muestreo continuo, lo que refuerza la afirmacion de que considerar el
muestreo continuo es la mejor eleccién.

El valor de los pardmetros estimados (para todo el periodo) en ambos
modelos ha sido:

Pardametro Discreto Continuo
3 0.00698 -0.00364
& 0.02127 0.00081
52 1.21683 x10~° | 7.55343 x1073

v la media de las diferencias en valor absoluto para todo el periodo ha
sido de 22440.2 en el muestreo discreto y de 22344.0 en el continuo.
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En la siguiente tabla se muestra el error cometido (%) en cada afo
de observacion, tomado como el cociente de la diferencia de la poblacion
observada y estimada en valor absoluto entre la poblacion observada:
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Ano | Discreto | Continuo
1976 0,00 0,00
1977 0,14 0,03
1978 0,03 0,08
1979 0,03 0,12
1980 0,07 0,16
1981 0,33 0,40
1982 0,29 0,35
1983 0,28 0,33
1984 0,47 0,51
1985 0,31 0,33
1986 0,07 0,08
1987 0,16 0,15
1988 0,43 0,43
1989 0,56 0,57
1990 0,50 0,51
1991 0,22 0,23
1992 0,17 0,18
1993 0,10 0,13
1994 | 0,18 0,21
1995 0,26 0,30
1996 0,42 0,46
1997 0,44 0,48
1998 0,40 0,36
1999 0,20 0,14
2000 0,26 0,33
2001 0,13 0,06
2002 0,27 0,15
2003 0,98 0,88
2004 0,35 0,23
2005 1,38 1,26

Como puede apreciarse, el error cometido solamente en 2005 alcanza el

1% de la poblacién observada.

Difusién no homogénea

Vamos a comparar los resultados obtenidos al considerar variables ex6ge-
nas, tomando los modelos Lognormal y Gompertz, para comprobar cuél es

el que mejor aplicacion tiene en el caso que estamos analizando.
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En el cuadro se muestran los valores estimados para la tendencia condi-
cionada para ambos modelos; igualmente se han tomado en primer lugar los
ultimos anos:

Ano | Poblacién | FTC (Gompertz) | FTC (Lognormal)
1995 | 7106734 7104804 7115358
1996 | 7130637 7154546 7158210
1997 | 7153392 7183815 7186484
1998 | 7236459 7198406 7198369
1999 | 7305117 7285921 7283567
2000 | 7340052 7346108 7351421
2001 | 7403968 7372841 7381276
2002 | 7478432 7436502 7448204
7.500.000
»
----- Pablac
—FTC_Gompertz / 5
— —FTC_Lognormal ‘,"
7.400.000 e
7.300.000 -
7.200.000 —
7.100.000
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Si calculamos la diferencia entre el valor de poblacién observado y esti-
mado:

Ano | Dif (Gompertz) | Dif (Lognormal)
1995 1930 -8624
1996 -23909 -27573
1997 -30423 -33092
1998 38053 38090
1999 19196 21550
2000 -6056 -11369
2001 31127 22692
2002 41930 30228

50.000

—— Diferencias en valor absoluto (Gompertz)
— —Diferencias en valor absoluto (Lognormal)

40.000 =

30.000

20,000 —

10.000 -

I 1 ] ) 1 I | I
1995 1996 1997 1998 1993 2000 200 2002

El promedio del valor absoluto de las diferencias para el periodo 1995-
2002 es de 24078.0 en el caso de Gompertz y de 24152.3 en Lognormal. Si
consideramos todo el periodo de estudio, es decir, 1981-2002, estas son de
17141.0 y de 18370.4 respectivamente.

El valor de los pardmetros estimados (para todo el periodo) en ambos
modelos ha sido:
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Anexo

Parametro Gompertz Lognormal
8 0.0511569

g — 0?/2 0.105643 0.0050816
a1 0.0027804 0.0026527
Qs 0.0075213 -0.0385605
o? 8.83397 x1075 | 10.3461 x10~°

El error cometido (%) en cada ano de observacion, respecto a la pobla-
cién observada es:

Ano | Gompertz | Lognormal
1981 0,00 0,00
1982 0,06 0,31
1983 0,13 0,27
1984 0,44 0,52
1985 0,27 0,33
1986 0,07 0,14
1987 0,17 0,09
1988 0,50 0,46
1989 0,50 0,45
1990 0,32 0,26
1991 0,08 0,03
1992 0,03 0,03
1993 0,10 0,06
1994 0,05 0,15
1995 0,03 0,12
1996 0,34 0,39
1997 0,43 0,46
1998 0,53 0,53
1999 0,26 0,29
2000 0,08 0,15
2001 0,42 0,31
2002 0,56 0,40

A la vista de los resultados anteriores podemos concluir que es el proceso
de Gompertz el que mejor recoge el crecimiento poblacional aunque como
puede apreciarse, al considerar factores exdgenos, las diferencias entre los
valores observados y estimados, en muy pocos anos alcanzan el 0.5 % de la
poblacién observada.
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