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INTRODUCCION

Las superficies maximales en el espacio de Lorentz-Minkowski L? = (R? ds* =
dzi+dx3 —dz3) son objetos de especial interés por situarse en la encrucijada de distintas
areas de la Matematica y de la Fisica.

Desde el punto de vista variacional, se corresponden con los puntos criticos del fun-
cional drea asociado a deformaciones por superficies espaciales (esto es, con métrica
inducida riemanniana). De hecho, representan maximos locales para este funcional (de
ahi su nombre).

Geométricamente estan caracterizadas como aquellas superficies espaciales de L?
con curvatura media nula, lo que permite extender por analogifa el concepto a hipersu-
perficies de ", n > 3 (aunque no la caracterizacién variacional). El que la curvatura
media se anule idénticamente equivale a decir que su aplicaciéon de Gauss, que toma
valores sobre la esfera de radio —1 de L3, es conforme. Como consecuencia, toda inmer-
siébn maximal es armoénica y admite una representacion conforme (denominada repre-
sentacion de Weierstrass, [Kob]). Esta propiedad es compartida con otras familias in-
teresantes de superficies, como las superficies minimales en R? [Oss], las superficies de
Bryant [Bry] o las superficies llanas en H* [GMM] , y permite incorporar técnicas propias
del analisis complejo en el estudio de estas superficies.
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Los grafos maximales u(z1, x2) sobre dominios del plano {z3 = 0} de L? ocupan un
lugar de privilegio en la teorfa de Ecuaciones en Derivadas Parciales, ya que satisfacen
la ecuacion quasilineal y eliptica:

Vu

) =0,
V11— |Vu|2)

donde |Vul*> < 1 por la condicién de espacialidad. El principio del maximo propio

div (

de este tipo de ecuaciones es una herramientas de gran utilidad en el estudio de las
superficies maximales, como veremos a lo largo de esta memoria.

Finalmente, desde el punto de vista fisico las superficies maximales, junto con las
espaciales de curvatura media constante, juegan un papel relevante en la Teorfa de la
Relatividad, ya que representan las condiciones iniciales naturales para las ecuaciones
de Einstein [MT]. Es también interesante comentar que las superficies maximales mo-
delan singularidades de tipo cénico, presentes en diversos fenémenos naturales [Ki]
(ciertos solitones en dindmica de fluidos, cosmologia, electromagnetismo, etc).

Durante afios, el desarrollo de la teoria de superficies maximales se ha circunscrito
al estudio del problema de Dirichlet. Propiedades bésicas de grafos maximales (exis-
tencia, unicidad, convergencia) fueron obtenidos por Bartnik y Simon [BS], entre otros.
Klyachin y Miklyukov ([KM], [KM2]) los extendieron al caso de superficies con singu-
laridades. Por otra parte, el problema de Bjorlink para estas superficies fue tratado por
Alias, Chaves y Mira en [ACM].

Nuestro interés se centrard en propiedades geométricas de naturaleza global, esto
es, con la completitud como hipétesis fundamental. Es conocido que una superficie es-
pacial completa es un grafo sobre cualquier plano espacial. En el caso maximal, Calabi
[Ca] para n = 3,4 y Cheng-Yau [ChY] para n arbitrario, probaron atin més:

Las tinicas hipersuperficies maximales y completas en L™ son los hiperplanos espa-
ciales.

Como consecuencia de este resultado, el desarrollo de la teorfa global de hipersuper-
ficies maximales en . (nosotros nos ocuparemos sélo del caso n = 3) ha de centrarse en
las hipersuperficies con puntos singulares (puntos donde la métrica degenera, o equiva-
lentemente, el hiperplano tangente es luminoso). En este &mbito hay que situar algunos
trabajos previos de Estudillo y Romero [ER].
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Figura 1: El helicoide (izquierda) y la parte de él que es maximal con su curva singular
(derecha).

Cobra por tanto relevancia la comprension de la geometria de las singularidades
asociadas a superficies maximales en L3. Como una primera aproximacion, sefialaremos
que los puntos singulares se presentan tanto de forma aislada o distribuidos a lo largo de
curvas analiticas sobre la superficie. Por ejemplo, el helicoide maximal (Figura 1) tiene
una hélice de singularidades, mientras que la catenoide lorentziana (Figura 2) tiene s6lo
un punto singular.

Figura 2: Catenoide Lorentziana

Umehara y Yamada [UY] han estudiado el comportamiento de una familia de su-
perficies maximales con conjunto de singularidades compacto, denominadas por estos
autores maxfaces, que en cierto sentido pueden considerarse como la generalizacién na-
tural de la familia de superficies minimales completas en R? con curvatura total finita.
Por otro lado, A. A. Klyachin [Kly] ha obtenido resultados de existencia y unicidad de
grafos maximales con conjunto de singularidades compacto, describiendo su compor-
tamiento en el infinito: son asintéticas a planos o a medias catenoides.
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El objetivo fundamental de esta memoria es el estudio de las superficies maximales
propiamente embebidas (esto es, sin autointersecciones) con singularidades aisladas en
L? y més generalmente en 3-variedades lorentzianas completas y llanas. Gran parte de
nuestro andlisis se extendera de forma natural al caso no embebido. Los principales re-
sultados obtenidos estdn recogidos en los trabajos de investigacién [FLS1], [FLS2], [FL1]
y [FL2].

La eleccién de esta familia de superficies es natural por diversas razones. Primero,
es bien conocido que la hipétesis de embebimiento resulta bdsica en el contexto de la
teoria de subvariedades. El estudio de la geometria y topologia subyacente a la familia
de superficies embebidas, al igual que ocurre en otros ambientes (superficies minimales
o superficies de curvatura media constante en 3-variedades riemannianas, por ejemplo),
es interesante en si mismo y resulta fundamental para la comprension de la geometria
de la variedad ambiente.

Ademas, las tnicas singularidades aisladas localmente embebidas son las cénicas,
que como explicamos anteriormente, estdn sustentadas por una evidente intuicién fisica.
Alrededor de una singularidad cénica la superficie es asintética a un semi-cono de luz,
el vector normal no estéd bien definido (sus valores asintéticos recorren todas las direc-
ciones luminosas) y la curvatura de Gauss explota a infinito.

Por dltimo, indicaremos también que la familia de superficies maximales embe-
bidas con singularidades aisladas es muy amplia, e incluye ejemplos con interesantes
propiedades geométricas. El ejemplo més representativo es la semicatenoide lorentziana
en L? (Figura 2), que se obtiene al girar la curva z = sinh(cy) alrededor del eje z. Ecker
[Eck] caracteriz6 a la catenoide como el tinico grafo maximal con un punto singular, y
Kobayashi [Kob] como la tnica superficie maximal con aplicacién de Gauss inyectiva.
Otra familia interesante son los ejemplos tipo Riemann descritos en [LLS] (Figura 3), una
familia 1-paramétrica de grafos maximales con dos puntos cénicos, asintéticos a planos
horizontales y foliados por circulos, rectas o puntos en planos horizontales, propiedad
esta ultima que los caracteriza.

Figura 3: Superficie maximal de tipo Riemann



PRESENTACION DE RESULTADOS
OBTENIDOS

A grandes rasgos, esta memoria consta de tres bloques bien diferenciados.

El primero tiene caracter preliminar. En él, tras establecer las definiciones y resulta-
dos bésicos para nuestro estudio posterior (Capitulo 1), estudiaremos las propiedades
locales de las superficies maximales alrededor de las singularidades (Capitulo 2). Con-
cretamente, clasificamos las singularidades aisladas en espaciales y luminosas, depen-
diendo del comportamiento de la estructura conforme de la superficie en la singular-
idad. La aplicaciéon de Gauss extiende de forma holomorfa a las singularidades espa-
ciales, y no lo hace a las luminosas. Topolégicamente, los puntos singulares se corre-
sponden con los puntos de ramificacién de la proyeccién ortogonal de la superficie so-
bre planos espaciales, excepcion hecha de los puntos cénicos (para los que esta proyec-
cién es uno a uno). Asi, una singularidad luminosa es embebida si y sélo si es de tipo
conico, y las singularidades espaciales nunca puede ser embebidas.

Obtendremos también informacién acerca de la estructura conforme subyacente a
una superficie maximal propiamente inmersa en L3, bajo ciertas condiciones geométri-

cas. Asi en el Teorema 2.3 se prueba que:
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Si la “norma” lorentziana sobre una superficie maximal en 1.3 (posiblemente con
frontera no vacia) es una funcién positiva y propia, entonces ésta tiene estructura
conforme parabdlica.

Uno de los conceptos fundamentales en esta memoria es el de superficie maximal
de tipo finito. Una superficie maximal propiamente inmersa en IL* se dice de tipo fini-
to si tiene topologia finita y un ntimero finito de singularidades. Estas superficies son
multigrafos enteros con un niimero finito de hojas, y sus puntos de ramificacién se co-
rresponden con las singularidades no embebidas de la superficie.

Este concepto se extiende de forma natural a superficies maximales propiamente in-
mersas en una 3-variedad de Lorentz completa y llana N. Es conocido que cualquier
variedad N como la anterior es isomorfa a un cociente L?/G siendo G un grupo de
isometrias de L? que acttia de forma propia y discontinua. Diremos que una superficie
maximal propiamente inmersa en AV es de tipo finito si tiene topologia finita, un namero
finito de singularidades, y existe una geodésica temporal completa en N que corta a la
superficie s6lo para valores finitos del pardmetro tiempo. El levantamiento a L de este
tipo de superficies es un multigrafo entero con un ntimero finito de hojas, y sus puntos
de ramificacién se corresponden con los levantamientos de las singularidades no em-
bebidas de la superficie. Reciprocamente, todo multigrafo satisfaciendo las condiciones
anteriores e invariante por un grupo discreto de isometrias G de L? actuando de for-
ma propia y discontinua en L?, induce en V' = L3/G una superficie de tipo finito. Asi,
las superficies maximales en 3-variedades completas y llanas estdn intimamente rela-
cionadas con las superficies maximales y periddicas de L*.

Dedicaremos el segundo bloque de la memoria (Parte I) a las propiedades de las
superficies de tipo finito en L?, y finalmente en la Parte II extenderemos este estudio a
las superficies de tipo finito en 3-variedades de Lorentz completas y llanas.

Asfi, en las Proposiciones 3.1 y 6.8 demostramos que los conceptos de “completitud”
y “ser propia” son equivalentes para inmersiones de tipo finito en L* y A respectiva-
mente, y a su vez, equivalentes a que el correspondiente multigrafo en L sea entero.
También probamos que la estructura conforme de una superficie maximal de tipo finito
es biholomorfa a la de una superficie de Riemann compacta menos una cantidad finita
de puntos (tipo conforme finito), y sus datos de Weierstrass (incluida la aplicacién de
Gauss) extienden de forma holomorfa a los finales topolégicos de la superficie. Ademéds
controlamos el comportamiento asintético en el infinito (Proposiciones 3.3 y 7.2) y es-
tablecemos férmulas de tipo Jorge-Meeks (Ecuaciones (3.1) y (7.7)) para este tipo de
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superficies. Como consecuencia, probamos un teorema de representaciéon (Teorema 3.5
en L? y Teorema 7.3 en ) que se muestra especialmente til para la construccién de
nuevos ejemplos. Todos estos resultados tienen un enunciado particularmente sencillo
en el caso embebido, en el que todas las singularidades son cénicas. En la Subseccion
3.3 construimos de forma explicita varias familias de superficies maximales embebidas
en L3 con un ntimero arbitrario de singularidades e interesantes propiedades geométri-
cas, en especial relativas a su simetria. Ejemplos periédicos pueden encontrarse en la
Subseccion 7.4.

En Capitulo 4 estudiamos el espacio de moduli de las superficies maximales em-
bebidas en L? con una cantidad finita de singularidades. Toda superficie de esta natu-
raleza es un grafo sobre el plano {z3 = 0} asintético a una catenoide o un plano. El
comportamiento asintético de la superficie estd por tanto controlado por el crecimiento
logaritmico del grafo, y de hecho el principio del méximo permite establecer que la posi-
cién de los puntos singulares y el crecimiento logaritmico determinan univocamente al
grafo.

Si denotamos por M,, al conjunto de los grafos maximales sobre {z3 = 0} conn + 1
puntos singulares, demostraremos en el Corolario 4.13 y el Teorema 4.15 que:

Los vectores de posicion de los puntos singulares y el crecimiento logaritmico de
un grafo proporcionan coordenadas analiticas sobre M,,, dotando a este espacio de
estructura de variedad analitica de dimension 3n + 4. La topologia subyacente a
M., coincide con la asociada a la convergencia uniforme de grafos sobre dominios
compactos del plano {x3 = 0}, y es equivalente a la convergencia de estructuras
conformes y datos de Weierstrass.

Ya en la dltima parte de la memoria, en el Capitulo 6 estudiaremos la influencia que
impone a la geometria de una 3-variedad de Lorentz completa y llana N la existen-
cia de una superficie maximal de tipo finito. Como estas variedades son de la forma
N = 1L3%/G, donde G es un grupo de isometrias actuando de forma propia y disconti-
nua sobre L3, la clasificacion de estas variedades se convierte en un problema de natu-
raleza geométrico-algebraica. Margulis [Mar] prob¢ la existencia de una familia amplia
de variedades N cuyo grupo fundamental G es libre no abeliano, mientras que Mess
[Mess] demostré que G no puede ser isomorfo al grupo fundamental de una superficie
topolégica compacta de caracteristica de Euler negativa. Estos hechos pueden ayudar
a entender por qué el problema general de clasificacién resulta bastante complejo (de
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hecho atin hoy permanece abierto). En este contexto, el siguiente resultado es quizas
uno de los mayores logros de esta memoria (Teoremas 6.7):

Sea N = 1.3 /G una 3-variedad lorentziana completa, llana, orientable y ortocrona,
y supongamos que existe una superficie maximal S propiamente inmersa y de tipo
finito en N'. Entonces G es un grupo de traslaciones espaciales de rango uno o dos.

Como consecuencia de este resultado, la teoria de superficies periodicas en L? con un
numero finito de singularidades en su regiéon fundamental se reduce al estudio de su-
perficies invariantes por grupos de traslaciones espaciales de rango uno (simplemente
periodicas) o dos (doblemente periodicas).

Concluimos esta memoria estudiando el espacio de moduli M,, de las superficies
maximales embebidas y simplemente periddicas con n + 1 puntos singulares en su re-
gion fundamental. Estas superficies son grafos sobre planos espaciales asintéticos a dos
semi-planos espaciales (finales tipo Scherk). El principio del maximo de nuevo nos dice
que estos semiplanos junto con la posicién de los puntos singulares determinan univo-
camente a la superficie. El andlisis es muy similar al que se hizo con las superficies en
L3, y nos permite concluir el siguiente resultado (Corolario 8.6 y Teorema 8.8):

Si normalizamos los grafos de M,, para que sean invariantes por la traslacion de
vector (1,0, 0) y el primero de los finales Scherk sea el semi-plano horizontal {z3 =
0, z2 < 0}, entonces los vectores de posicion de los puntos singulares y la pendiente
del segundo final Scherk del grafo proporcionan coordenadas analiticas sobre M.,
dotando a este espacio de estructura de variedad analitica de dimension 3n + 4. La
topologia subyacente a M,, coincide con la asociada a la convergencia uniforme de
grafos sobre dominios compactos del plano {z3 = 0}, y es equivalente a la conver-
gencia de estructuras conformes y datos de Weierstrass.

Finalmente, hemos querido acabar proponiendo una serie de problemas abiertos.
Algunos de ellos son continuaciéon natural del trabajo iniciado en la memoria, que por
limitaciones de tiempo no han podido ser debidamente desarrollados. Otros proponen
lineas de investigaciéon complementarias a las aqui desarrolladas, pero también de gran

interés.



PRELIMINARES

1.1. EL ESPACIO DE LORENTZ-MINKOWSKI L?

El espacio de Lorentz-Minkowski de dimension 3 es el espacio R? junto con el pro-
ducto escalar lorentziano candnico,

(fL’,?/> =T1Y1 + T2Y2 — T3 Y3, T = (331,352,1’3)7 y= <y17y2>y3) € R3.

Un vector v € L? \ {0} se dice espacial (resp. temporal, luminoso) si (v,v) > 0 (resp. < 0,
= 0). El vector v = 0 € L3 es espacial por definicién.

Anélogamente diremos que un plano o una recta afin de L? es espacial, temporal
o luminosa si la restriccién de la métrica a su variedad de direccién es una métrica
definida positiva, lorentziana, o indefinida respectivamente.

El conjunto de todas las rectas luminosas que pasan por un punto 7, € L? se denomi-
na el cono de luz de P,. El interior de dicho cono estd formado por las rectas temporales
que pasan por Fy, mientras que la parte exterior consta de las rectas espaciales que con-
tienen al punto.

Denotaremos por Iso(LL?) al grupo de todas las isometrias afines (0 movimientos
rigidos) de L?. Al subgrupo formado por las isometrias positivas lo denotaremos por
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Iso (L), mientras que Iso'(L?) representard el subgrupo de las isometrias ortocronas
(es decir, aquellas que conservan la orientacién temporal). Finalmente, Iso! (L?) =
Iso!(L3) N Iso, (IL?).

Una rotacién en L? es una isometria lineal y positiva cuyo subespacio de puntos fijos
es un recta. La rotacion se dice eliptica, hiperbdlica o parabdlica si dicha recta es tempo-
ral, espacial o luminosa respectivamente. Un movimiento helicoidal es un movimiento

rigido no lineal cuya parte lineal asociada es una rotacion.

Observacién 1.1 Cualquier isometria positiva R € Iso (L) que no sea una traslacion puede
ser escrita, para cierto sistema de referencia, de la siguiente forma:

cost sint 0 T 0
(1) R((x,y,z)) = | —sint cost 0 y|+ 10|, AeR,te€]0,2n], (caso eliptico).
0 0 1 z A
1 0 0 x A
(2) R((x,y,z)) = |0 ecosht esinht y|+]10], NeR e==x1,teR(t#0ife=
0 esinht ecosht z 0

1), (caso hiperbélico).

1 —1 t x 0
(3) R((z,y,2))= |t 1—t3/2 */2 y|l+10], NeR, t+#0, (caso parabélico).
t —t?/2 1+t3/2) \z A

El pardmetro t es llamado el angulo de R. Ademds, R es un movimiento helicoidal si y sélo si
A#0.

1.2. SUPERFICIES ESPACIALES

En general, una superficie inmersa en una variedad de Lorentz A se dice que es
espacial cuando la restriccion de la métrica de N a la superficie es una métrica riema-
nniana (i.e., definida positiva). Dicho de otro modo, una superficie espacial es aquella
en la que el plano tangente en cada punto es un plano espacial. Andlogamente, diremos
que una inmersioén ¢ : S — N es espacial cuando el pullback de la métrica de NV via v es
una métrica riemanniana.

Una superficie (o inmersion) espacial es completa cuando lo es como superficie rie-
manniana.
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Como cualquier superficie riemanniana orientable, las superficies espaciales orienta-
bles poseen una estructura compleja asociada a su métrica (son superficies de Riemann,
véase la Seccién 1.5).

Observacién 1.2 Contrariamente a lo que ocurre en el caso Riemanniano, una superficie es-
pacial y propia en 1L no tiene por qué ser completa. Por ejemplo considérese la superficie S =
{(s,t,|t| +e7 ) : s,t € R} C L® representada en la Figura 1.1. Esta superficie es propia (es de
hecho un grafo sobre el plano {xs = 0}) pero no es completa, ya que la curva a(t) = (0,¢,t+e"),
t > 0, es una curva divergente con longitud finita.

SR , .
plano luminoso S ={(s,t,[t| +e ) : st R}

plano luminoso

Figura 1.1: Ejemplo de superficie espacial propia y no completa en L.

En el caso particular de que la variedad ambiente sea L?, dada una inmersién espa-
cial ¢y : § — L? podemos considerar su vector normal unitario (o aplicacién de Gauss) N
que, debido al caracter espacial de la superficie, debe ser un vector temporal. Por lo tanto
N tomara valores en la esfera H?> = {p € L? : (p,p) = —1}. Denotaremos a las dos com-
ponentes conexas de H? por H2 = {p € H?; z3(p) > 0} y H> = {p € H* : x3(p) < 0}.
En particular las superficies espaciales de L* son siempre orientables. Puesto que siem-
pre trabajaremos con superficies conexas, supondremos que la superficie esta orientada
de forma que N toma valores en la componente conexa inferior de H?, N : § — H2.

El caracter espacial también implica, por ejemplo, que las superficies espaciales de
L son grafos locales sobre cualquier plano espacial, es decir, la proyeccién ortogonal
(en el sentido lorentziano) sobre cualquier plano espacial es un homeomorfismo local.
De hecho es facil demostrar el siguiente resultado:
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Propiedad 1.1 Una superficie espacial y completa en 1.3 ha de ser un grafo sobre cualquier
plano espacial. El mismo resultado es cierto si reemplazamos la hipétesis de completitud por la
de ser propia en IL3.

En particular las superficies espaciales completas (o propias) de IL* son siempre embebidas.

1.2.1. SINGULARIDADES AISLADAS

Definicién 1.1 Sea ¢ : S — N una aplicacion continua de una superficie diferenciable
S en una 3-variedad de Lorentz Ny F C S un subconjunto de puntos aislados en S.
Diremos que 1) es una inmersion espacial con singularidades en F si:

» Y|s\rp es una inmersién espacial,

m dado p € F', U C S un entorno suyo tal que F NU = {p}, y z un pardmetro
conforme en U \ {p} para el que la métrica inducida por |s\r se escribe como
ds* = h(z)|dz|?, se cumple que lim,_., h(z(q)) = 0.

Ademds diremos que un punto p € F es una singularidad embebida si la superficie 1)(S)
estd embebida en un entorno de ¢)(p). .

Nota ~~ En esta memoria nos centraremos exclusivamente en las superficies con singularidades
aisladas. Por tanto, de ahora en adelante todas las singularidades que consideremos serdn de este
tipo, aungue no lo digamos explicitamente.

Sea ¢ : S — N una superficie espacial borde con 0S (que puede ser vacio) y con sin-
gularidades aisladas en F' C IntS = S\ S. De la definicién anterior se desprende que
S\ F' posee una estructura conforme asociada a la métrica riemanniana inducida por 1.
Alrededor de un punto de F'la superficie puede ser biholomorfa a un disco punteado o
a un anillo. En otras palabras, S\ F' es biholomorfa a una superficie de Riemann S con
borde (en caso de que dS # () , menos una coleccién de puntos interiores {p; : j € J}
(que se corresponderian con las singularidades que son del tipo del disco punteado) o
de discos cerrados {D; : ¢ € I} (que se corresponden con las singularidades de tipo
anillo) contenidos también en el interior de S; y disjuntos dos a dos.

Definicién 1.2 (Soporte conforme) Sea i) : S — N una inmersion espacial con singu-
laridades aisladas en F' C S. Consideremos la superficie de Riemann con borde S| construi-
da anteriormente. Diremos que la superficie de Riemann con borde Sy = S|\ U;erInt(D;) es
el soporte conforme de la inmersion. La correspondiente reparametrizacion conforme serd de-
notada por 1)y : S — N (ver Figura 1.2.1).
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Nota ~ Es importante observar que, en caso de que la superficie S no tenga borde, el borde
de su suporte conforme S, consta de una unién disjunta de curvas de Jordan analiticas, que
se corresponden con las singularidades que son de tipo anillo. Cuando 0S # 0, el borde de S
consta de una union disjunta de curvas de Jordan analiticas, y otras curvas (también analiticas
y disjuntas de las anteriores) que se corresponde con OS.

S

w(p1) = volm) Y(p2) = Yol

o

Figura 1.2: Soporte conforme de una superficie espacial con dos singularidades de tipo
anillo.

El siguiente lema extiende (localmente) la Propiedad 1.1 al caso de superficies con
singularidades aisladas.

Lema 1.1 (Comportamiento local de las singularidades en L?) Sea ¢ : D — L3 una in-
mersion espacial definida en un disco cerrado D, y supongamos que 1) tiene una tinica singulari-
dad en un punto interior ¢ € D. Sea I un plano espacial de L* y = : L* — II la correspondiente
proyeccion ortogonal Lorentziana.

Entonces, localmente alrededor de q, 7 o 1) es un recubridor finito ramificado en la singular-
idad. Como consecuencia, la singularidad es embebida si y solo si, en un entorno de q, ¢ es un
grafo sobre cualquier plano espacial.

Demostracién : Después de una isometria de L* podemos suponer que IT = {z3 = 0} y
que P, = 1(q) coincide con el origen. Denotaremos D = (D).
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Afirmacion: Existe un disco cerrado U en {x3 = 0} centrado en el origen tal que la
componente conexa V de (m o ¢) "1 (U) que contiene a q verfica:

Y(OV\{q}) C 7 H(0U).

Demostracion de la Afirmacion: Supongamos , razonando por reduccién al ab-
surdo, que existe una sucesién {s;} — 0 de ntimeros reales positivos tales
que, para cada h, ¥(0V},) no esta contenida en 7~ *(9U},), donde Uj, es el dis-
co de radio s;, en II centrado en el origen y V}, es la componente conexa de
YYD N7 Y (U,)) que contiene a ¢. Por lo tanto, V}, es un dominio conexo
que contiene a ¢ y a una pieza de 9D en su frontera. Como consecuencia, el
conjunto ¥ (DN{(0,0,x) : = € R}) contiene una curva de Jordan uniendo
q y OD. Pero esto contradice que 1 es espacial en D \ {¢}, lo que demuestra
la afirmacion. o

Veamos ahora que o1 : V' \ (o)1 (0) — U \ {0} es un recubridor finito.

Puesto que 7 es espacial en D \ {¢}, la composicién 7 o ¢ es un difeomorfismo lo-
cal en este conjunto y por tanto o) : V \ (7 0o ¢)"}(0) — U \ {0} es también un
difeomorfismo local (recuérdese que (7 o ¢)(0V) estd contenida en OU). Por otro lado,
(mo1)~1(0) NV es compacto, porloque mo ) : V \ (o X)7}(0) — U \ {0} es propia.
Por tanto mo ¢ : V' \ (m o X)"1(0) — U \ {0} es un recubridor finito. Ademdas como
U\ {0} es un cilindro, también debe serlo V' \ (7 o ¢)*(0) por lo que deducimos que

(mo)=(0)NV ={q}.

Finalmente, notese que ¢ : V' \ (mro¢)~1(0) — L* es un embebimiento si y s6lo si la
aplicacion continua 3 separa las fibras del recubridor 7o) : V'\ (mo4)~1(0) — U\ {0}.
Esto es equivalente a decir que el recubridor es un homeomorfismo, es decir, D es un
grafo sobre {z3 = 0} en un entorno de la singularidad F, € D. O

1.2.2. SUPERFICIES ESPACIALES ENTERAS

Al comienzo de esta seccion vimos que las superficies espaciales de L* son grafos
locales sobre cualquier plano espacial. Sin embargo este hecho no es cierto cuando per-
mitimos la existencia de singularidades, a menos que las singularidades sean embebidas
(Lema 1.1). Es por esto que necesitaremos la siguiente definicién.
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Definicién 1.3 (Multigrafo entero) Diremos que una aplicacién continua 1 : S — L3
es un multigrafo entero sobre un plano espacial 11 C L* cuando al componer con la proyec-
cién ortogonal a dicho plano, 7 : L® — 11, la aplicacién resultante 7 o 1) es un recubridor
ramificado del plano 11

El niimero de hojas del multigrafo es, por definicion, el niimero de hojas del recubridor (que
puede ser infinito).

Obviamente, un grafo es un caso particular de multigrafo, cuando el nimero de ho-
jas del recubridor es uno.

En el caso de superficies espaciales el plano II no tiene un papel especial en la defini-
ciéon de multigrafo, ya que puede ser sustituido por cualquier otro plano espacial, como
muestra el siguiente resultado.

Lema 1.2 Sea ¢ : S — L?* una superficie espacial (posiblemente con singularidades). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) « es un multigrafo entero sobre un plano espacial,
(2) ) es un multigrafo entero sobre cualquier plano espacial.

En este caso, el niimero de hojas de 1) como multigrafo es independiente del plano espacial elegido.
Como consecuencia, la superficie es embebida si y solamente si todas sus singularidades son
embebidas. En este caso la superficie es un grafo sobre cualquier plano espacial.

Demostracion : Supongamos que 1 es un multigrafo entero sobre un plano espacial II,,
y denotemos por , : L* — II; la proyeccion ortogonal asociada.

Sea I otro plano espacial y 7 : L* — II la correspondiente proyeccién ortogonal. En
virtud de Lema 1.1 7o es un homeomorfismo local ramificado. Comprobemos ademés
que posee la propiedad del levantamiento de curvas. Para ello consideremos una curva
B :[0,1] — ITy unlevantamiento suyo « : [0, [— S via o). Supongamos por reduccién
al absurdo que « es inextensible, es decir, no existe lim;_,. a(?).

Veamos que si existe el limite de ¢/(a(t)) cuando t — €. En efecto, en caso contrario
(1(a(t)), v) seria oscilatorio o divergente, donde v € IT*. Por tanto [ [((Yoa)'(t), v)|dt =
+o00. Pero por otro lado, ¢ o @ es una curva espacial a trozos por lo que

/0 (@ 0 ) (), ) dt < L(B) < oo,
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lo que nos lleva a contradiccién. En particular, existe lim; (7 o ¢)(«(t)), lo que con-
tradice la propiedad del levantamiento de curvas para m o . Por tanto ¢ es un multi-
grafo entero sobre II, lo que termina la primera parte del lema.

Para la segunda parte supongamos que v es un multigrafo de k£ hojas sobre II. Sea
v € II* N H2 el vector unitario perpendicular a dicho plano apuntando al futuro, y
consideremos un punto p € II tal que (7ov))~*(p) conste de k puntos distintos. Para cada
uno de esos puntos consideremos un entorno V; suficientemente pequefio, j = 1,..., k.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 7(¢(V;)) es convexo para todo j.

Por tanto, para w € Hi suficientemente cerca de v, larecta ¢, = {p+tw : t €
R} verifica que 1 ~*(¢,) NV, consta de un tnico punto para todo j. Veamos que de
hecho existe un entorno W de v en Hi de forma que, para cada w € W, ¢~'(¢,,) tiene
también k puntos distintos. En efecto, de no ser asi existiria una sucesion {v, }neny — v
para la que existirfan puntos ¢, € ¥ '(¢,,) \ U;V;. En particular, {7 (¢(¢,))}nen — p, ¥
puesto que 7 o ¢ es una aplicaciéon propia, la sucesion {g,} deberia tener una parcial
convergente a algun punto de (7 o ¢)*(p) C U;V}, lo que nos lleva a contradiccién y
muestra que el nimero de hojas del multigrafo es localmente constante en v € H2, y
por tanto globalmente constante.

La parte final es consecuencia del Lema 1.1. O

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.4 (Superficie entera en L?) Diremos que una superficie espacial 1) : S —
L3 (posiblemente con singularidades) es entera si es un multigrafo entero sobre cualquier
plano espacial, o equivalentemente sobre un plano espacial.

Proposicién 1.3 Una supetficie espacial (posiblemente con singularidades aisladas) y propia en
IL3 es entera. Lo mismo ocurre si la superficie es completa.!

Demostracion : Supongamos que ¢ : S — L? es una superficie espacial. Sea IT C L? un
plano espacial y 7 : L3 — II la correspondiente proyeccién ortogonal. Por el Lema 1.1
sabemos que h := 7 o 1) es un homeomorfismo local ramificado en las singularidades
de la superficie. Comprobemos que h tiene ademads la propiedad del levantamiento de
curvas. Sea « : [0,1] — II una curva diferenciable y & : [0,¢[— S un levantamiento
(local) suyo via h. Veamos que a extiende de forma continuaa t = «.

!Como ya vimos en la Observacién 1.2, en el ambiente Lorentziano en general propia # completa.
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En el caso de que v sea propia, basta demostrar que la curva 1 o & tiene limite en «.
Para ello escribamos

Yoa=a— (Yoa,v)u,

donde v es un vector unitario (temporal) en II*-. Como ¢ es espacial salvo en puntos
aislados, (o/,a’)? > ((¢ o @)’,v)?%. Integrando esta relacion, y utilizando que a esta aco-
tada obtenemos que la funcién (¢ o a, v) también lo esta. Por lo tanto, la norma euclidea
de ¢ o & estd acotada y, puesto que dicha curva no puede acumularse a lo largo de un
segmento temporal de L3 (esto estaria en contradiccion con su caracter espacial) deduci-
mos que v o a extiende de forma continua a ¢t = ¢, lo que termina la primera parte del

lema.

Supongamos ahora que la inmersién es completa, y sean a y a como antes. Si deno-
tamos por dsj la métrica Riemanniana inducida en II por la métrica de L* y por ds* la

métrica en S entonces
(¢ om)*(ds3) > ds*.

Por lo tanto, la longitud de o en S es finita, con lo que no puede ser una curva diver-
gente. u

1.3. SUPERFICIES MAXIMALES

Una superficie espacial inmersa en una variedad Lorentziana se dice maximal si su
curvatura media es constantemente cero. En este trabajo nos centraremos principal-
mente en el caso en que la variedad ambiente sea L*, aunque también estudiaremos
superficies maximales en cocientes de L? debido a su estrecha relacién con aquellas (ver
Capitulo 5).

Sea 1) : S — L? es una inmersion espacial y conforme con aplicacién de Gauss N y
curvatura media H. Si denotamos por ¢ = (X, X, X3) a las funciones coordenadas de
1, se tiene la siguiente relacion:

Ay = (AX;, AXo, AX3) = 2H N,

donde A es el operador Laplaciano sobre la superficie. De aqui se deduce de forma
inmediata la siguiente propiedad.

Propiedad 1.2 Una inmersion espacial y conforme es maximal si, y solmente si, sus funciones
coordenadas son funciones arménicas.
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LA APLICACION DE GAUSS

La proyeccién estereogréfica de H? sobre C = C U {oc} se define como la aplicacién
o H2 - T\ {|2] = 1},

0(0,0,1) = oc.

o(x,y,2) =

Esta proyeccién aplica, de forma biyectiva y conforme, H2 en el interior del disco unidad,
y H2 en C \ {|z| < 1}, tal y como se indica en la Figura 1.3.

H2

Figura 1.3: La proyeccion estereografica de H?.

Propiedad 1.3 ([Kobl) Sea ¢ : S — LL? una inmersién maximal reqular (es decir, sin singu-
laridades) y conforme con aplicaciéon de Gauss N. Entonces la composicion g = oo N : S —
C\ {|z| = 1} es una aplicaciéon holomorfa.

Nota ~ A la aplicacion g = o o N la sequiremos llamando la aplicacion de Gauss de la super-

ficie.

LA REPRESENTACION DE WEIERSTRASS

Como vimos al principio de esta seccion, una de las principales caracteristicas de las
inmersiones maximales en IL? es que cada una de las tres coordenadas de la inmersion
es una funcién armonica. Esto da lugar a una representaciéon de las superficies maxi-
males en términos de datos meromorfos, utilizada por primera vez en [Kob], y que es
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denominada representacién de Weierstrass por su analogia con la representacion clasica
de las superficies minimales (véase por ejemplo [Oss] para més detalle).

Sea ¢ : S — L? una inmersiéon maximal regular y conforme. Denotaremos por 1) =
(X1, Xs, X3) alas funciones coordenadas de la inmersion. Puesto que X}, son funciones
armonicas, si definimos ¢, = dXj + i(xdX}), siendo el operador de Hodge, es claro
que estas 1-formas son holomorfas. En una carta holomorfa (U, z) en S se escriben como

X
o1, = %dz, k=1,2,3. (1.1)

Ademas la inmersién 1 se recupera como:

v = Re [ (61, 62 65) + ¥(p0). 12)

Po
siendo py € S un punto arbitrario.
De hecho, si g es la aplicaciéon de Gauss de la superficie, un calculo directo permite

comprobar que g = (i¢1 — ¢2)/P3, y por tanto

v, 1 -1,1
¢ = 5(; - g)<]§3, Py = 7(; +9)¢37 (1.3)
y ademads la métrica inducida sobre S se escribe como:
2 _ 1 2 2 _ 2y _ M i _ 2
dst = 5l + 16af” = I6of*) = 5= (17 = )" (14)

Llamaremos al par (g, ¢3) o la terna de 1-formas ® = (¢1, 2, ¢3) la representacion de
Weierstrass de la superficie.

Propiedad 1.4 Los datos de Weierstrass (g, ¢3) de una superficie maximal reqular® y conforme,
Y : 8 — L?, verifican las siguientes condiciones:

» La 1-forma vectorial ® = (¢y, ¢a, ¢3) es holomorfa en S y no se anula.
m |g|#1enS.
» Para cada curva cerrada v C S se tiene que Re f7 ¢ = 0.

Reciprocamente, si (g, ¢3) son datos meromorfos sobre una superficie de Riemann S verificando
las tres condiciones anteriores, entonces la aplicacion ¢ : S — 13 dada por (1.2) estd bien
definida y es una inmersion maximal.

2es decir, sin singularidades.
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Propiedad 1.5 (Superficie minimal asociada) Si & = (¢y, ¢o, ¢3) son los datos de Weier-
strass de una superficie maximal, es inmediato comprobar que (i¢1, g2, ¢3) definen localmente
una superficie minimal en R* (véase por ejemplo [Ossl), que llamaremos la superficie minimal
asociada. Ademds la aplicacion de Gauss meromorfa g de ambas superficies coincide.

Nota ~~ Obsérvese que la expresion (1.4) define una métrica riemanniana en S gracias a que
® no se anula y |g| # 1. La falta de una de estas dos condiciones provocard la aparicién de
singularidades, como veremos en la Seccién 2.1. Por el cardicter holomorfo de ®, ® = 0 sélo
puede darse en puntos aislados, sin embargo, |g| es unitario sobre curvas.

REPRESENTACION DE WEIERSTRASS PARA SUPERFICIES EN COCIENTES DE L3 POR TRASLA-
CIONES

Como ya explicamos al principio de esta seccién, a pesar de que nuestro estudio se
centrard en las superficies maximales en IL?, también necesitaremos algunas propiedades
de las superficies maximales en ciertos cocientes de L3, debido a su relacién con las su-
perficies periédicas de L*. Es por esto que nos seran de utilidad las siguientes observa-

ciones.

Es inmediato comprobar que los datos de Weierstrass son invariantes cuando apli-
camos una traslacién a nuestra superficie. Es decir, los datos de Weierstrass de las in-
mersiones ¢ y T o, siendo T una traslacion de L3, coinciden.

En consecuencia, si ¢ : & — L? es una superficie maximal invariante por un grupo
G C Iso(LL?) de traslaciones que acttia de forma propia y discontinua sobre L?, y con-
sideramos la inmersién maximal inducida entre los correspondientes cocientes 1) : S =
S/Gy — L3/G (G es el grupo de isometrias de S inducido por (), los datos de
Weierstrass de 1 se inducen a datos holomorfos sobre S, que seguiremos llamando los

datos de Weierstrass de la inmersion maximal ).

Como consecuencia de la Propiedad 1.4, los datos de Weierstrass (g, ¢3) de ¢ : S —
L3/G verifican las siguientes propiedades:

(a) La 1-forma vectorial ® = (¢1, ¢2, ¢3) es holomorfa en S y no se anula.
(b) lg| # Len S.

(c) Para cada curva cerrada v C S, la traslacion de vector v = Re f7 ® pertenece a G.
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(d) Salvo traslacion en L? /G, la inmersién viene dada por

P
V(p) =m (Re/ P), con p, € S arbitrario, (1.5)

Po

donde 7; : L* — 1L3/G denota la correspondiente proyeccion al cociente.

De la misma forma, el reciproco es cierto. Es decir, dados (g, ¢3) datos meromorfos so-
bre S verficando las dos primeras condiciones anteriores y tal que el grupo G formado
por las traslaciones de vectores de la forma v = Re f7 ®, siendo v C S una curva
cerrada, es un grupo que actia de forma propia y discontinua sobre L?. Entonces, la
Ecuacion (1.5) define una superficie maximal en la 3-variedad Lorentziana L?/G.

EL PRINCIPIO DEL MAXIMO

Los grafos maximales satisfacen una ecuacion quasilineal y eliptica. Concretamente,
si w:Q CR?*— R esuna funcién que define un grafo maximal (sin singularidades)
entonces |Vu| < 1 en 2 y se cumple:

Vu

i)

Como consecuencia de esto, las superficies maximales de L? satisfacen un principio

Lu= diV(

del maximo:

Propiedad 1.6 (Principio del maximo) Sean S, S, C L? dos superficies maximales conexas.
Supongamos que estas superficies son tangentes en un punto interior a ambas p € Int(S;) N
Int(S,). Escribamos, localmente alrededor de p, la superficie S; como grafo de una funcion u,;
sobre el plano tangenteen p, j = 1, 2.

Entonces, si uy > uy localmente alrededor de p, ambas superficies coinciden.

1.4. REGULARIDAD DE SOLUCIONES DE ECUACIONES ELIPTI-
CAS

Como hemos visto, las superficies maximales de L? admiten una representacion
meromorfa. Esto nos serd de gran utilidad en la Seccién 4.2 cuando estudiemos el espa-
cio de moduli de los grafos maximales superficies (Seccién 4.2).

A continuacién exponemos los resultados que precisaremos sobre convergencia de
funciones que satisfacen una ecuacioén eliptica. Primero estableceremos la notacién nece-
saria para hablar de limites de funciones.
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ESPACIOS DE FUNCIONES Y SUS NORMAS

Sea (2 C R™ un dominio abierto y acotado. El espacio de funciones continuas de 2
(resp. de ) en R" es usualmente denotado como C°(€2, R") (resp. C°(€2, R™)). De la mis-
ma forma, el espacio C*(Q2, R") representa el conjunto de funciones que tienen derivadas
de orden < k continuas en (), mientras que C*(€2,R") es el espacio de funciones de
C*(Q,R") cuyas derivadas parciales de orden < k tienen extensiones continuas a ().
Aqui incluimos también el caso k = oo. En adelante, y mientras no haya posibilidad de
confusién denotaremos C*(Q) = C¥(Q,R") y C*(Q) = C*(Q,R") .

Para simplificar la notacion de las derivadas parciales utilizaremos multi-indices. Es
decir, si 8 = (01, ..., 0n) con B; € NU{0}y |B| := >_, B; = k, entonces para una funcién
u € C*¥(Q, B) definimos
OFu

DPy = )
... Oxhy

Los espacios C*(€), k € NU {0}, son espacios normados con la norma || - ||;, definida
como:

[ullo == sup [ul,
Q

k k
||w||x ::Z sup||D’6u||:Z sup 8171p|Dﬁu|7 k> 0.

j=0 |B]=3 j=0 1Bl=i €

Una funcién v € C°(Q, B) se dice Holder continua de orden a €]0,1] si existe un
ntmero real positivo K tal que |u(z) — u(y)| < K |z — y|* para todo z,y € Q. Al espacio
de funciones Holder continuas de orden « sobre (2 lo denotaremos por C%“((2). Sobre él
consideraremos la siguiente norma:

(z) — u(y)|

lu _
HUHO,Q = Sup{ ’l’—y’a : l’,yEQ, l’%y}

Anélogamente, C*%(Q) representaré el espacio de las funciones de C*(€2) cuyas derivadas
k-ésimas son C**(Q2), dotado de la norma

[[ullka = ||ullk + sup [[D%]lo..
|B8|=F
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DEPENDENCIA DIFERENCIABLE DE LAS SOLUCIONES DE EDPS ELIPTICAS

En adelante supondremos que 2 C R™ es un dominio acotado y C*. Sea L un ope-
rador diferenciable de segundo orden sobre Q. Es decir, dada u € C*(Q2) = C*(Q, R),

Bum 3w g eV e

i,j=1

con a*,b',c : @ — R continuas, a*/ = a’". Se dice que L es un operador eliptico si
el minimo de sus valores propios A : 2 — R es una funcién estrictamente positiva.
Cuando ademds A(z) > Ay > 0 diremos que el operador es estrictamente eliptico.

Dadas H: Q2 — R y ¢: 00 — R continuas, consideraremos el siguiente problema

() Lu = H en (2
A T ) en 0f2

de valores iniciales:

Propiedad 1.7 (Estimaciones a priori,[GT, Teorema 3.7]): Sea u € C%*(Q) N C°(Q) una
solucién de (%), i 4, con L estrictamente eliptico y ¢ < 0.

Entonces,

sup |u| < sup|¢| + C sup |[H],
Q oN Q

donde C' > 0 es una constante que depende sélo de L y ).

Propiedad 1.8 (Estimaciones globales, [GT, Teorema 6.6]): Sea u € C?(2) N C°(QY) una
solucion de ()1, i » con L estrictamente eliptico. Supongamos que H € C**(Q) y ¢ € C>%(Q)
para cierto o € 10, 1].

Entonces

ullaa < € (lullo + N6z + 1/1lo.a )

donde C' > 0 es una constante que sélo depende de L, Q y .

Propiedad 1.9 (Teorema de regularidad global, [GT, Teorema 6.19]): Sea u € C*(Q) N
C°(Q) una solucion del problema ()1, i 4, siendo L estrictamente eliptico. Supongamos que los
coeficientes de L y la funcion H pertenecen a C**(Q), k > 0, y que ¢ € CF+2(Q),

Entonces u € CF22(Q)).
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1.5. SUPERFICIES DE RIEMANN

Una superficie de Riemann es una superficie diferenciable con un atlas de forma
que el cambio de carta es holomorfo. Es un hecho conocido que cualquier superficie de
Riemann es orientable.

Como ya explicamos en la Seccién 1.2, una superficie espacial posee una estructura
de superficie de Riemann asociada a su métrica (para superficies con singularidades
ver la Definicién 1.2). En el caso de que la superfice sea ademds maximal, esta estruc-
tura desempefia un papel fundamental, ya que sobre ella esta definida la representacién
de Weierstrass (Seccion 1.3). Es por este motivo que necesitaremos algunos conceptos

relacionados con estas superficies, que exponemos a continuacion.

Una superficie de Riemann R tiene tipo conforme finito si es biholomorfa a una su-
perficie compacta R menos una cantidad finita de puntos, R = R \ {P,,..., P}. Un
final en R es, por definicién, un entorno anular alrededor de uno de los puntos P; € R.
De hecho es frecuente denominar final de la superficie tanto al entorno anular como al
propio punto P;. Durante esta memoria ambas denominaciones seran utilizadas indis-
tintamente.

1.5.1. DIVISORES SOBRE UNA SUPERFICIE DE RIEMANN

Sea R una superficie de Riemann y f (resp. w) una funcién (resp. 1-forma) meromor-

fa sobre R con cerosen P, ..., P, de 6rdenes ny, ..., n; ypolosen @y, ..., Q) de érdenes
mi, ..., my. Por definicién la expresion:
n1 T
Pl S e e ® Pk
mi mp
1 T e e ® h

se denomina divisor principal asociado a la funcién f (resp. divisor canénico asociado a w).
Denotaremos por [f] (resp. [w]) al divisor de f (resp. de w).

En abstracto, un divisor sobre una superficie de Riemann R es una expresién formal

del tipo D = 51:::::5’: , con P; (); € R, no necesariamente distintos entre si. Cuando

P; # Q. para cualesquiera j y ¢, diremos que el divisor es irreducible y su grado sera el

entero degD = k — h. Diremos que un divisor irreducible es entero si h = 0.

Nota ~+ Es un hecho conocido que un divisor principal sobre una superficie compacta tiene
grado cero, mientras que si ‘R es una superficie de Riemann compacta de género n, los divisores
candnicos tienen grado 2n — 2 (para una demostracion de este hecho puede verse en [FK]).
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En el espacio de los divisores puede introducirse de forma natural una operaciéon de
multiplicacién que lo dota de estructura de grupo. Asi, si
P ... P Pl -...- P

D= ———=  Dy=——"—F&
T Qn TQ-..-q,

definimos D; - Dy como el divisor

P-... PP ... .- P

Qi Qn-Qy ... Q)

Esto nos permite también definir una relacién de orden entre los divisores. Diremos qble
1

un divisor D; es mayor o igual que otro divisor Dy, y lo denotaremos por Dy > D, si D,
2

Dl'DQZ

es un divisor entero.

Denotaremos por Div,(R) al conjunto de divisores enteros de grado & > 1. Este
conjunto puede ser identificado con el cociente de R¥ = Rx .*. xR bajo la accién
del grupo de permutaciones de orden k. Asi, el espacio Div,(R) tiene una estructura
diferenciable de dimensién real 2k (ver [FK] para mas detalle).

1.5.2. LA VARIEDAD JACOBIANA Y LA APLICACION DE ABEL-JACOBI

Sea R una superficie de Riemann compacta de género n > 1, y fijemos una base nor-
mal de homologia B = {a1,...,a,,b1,...,b,} de R, es decir, los ntimeros de interseccion
entre las curvas verifican (a;, b,) = 6,3, siendo §;, el simbolo de Kronecker. Es un he-
cho conocido (ver [FK]) que asociada a B existe una tinica base del espacio de 1-formas
holomorfas de R, B = {1, . ..,7,}, de forma que faj N = djn.

Denotaremos por II a la matriz de periodos correspondiente:

n Id, 0 /
= : T = :
0 (Trjvk)j,kzl n ],k bj b

..... J

n

Finalmente, sea L el reticulo de C" generado por los vectores {e',... e" 7' (v),...,7"(v)},
. ) ‘

donde el = (0,..., 1,...,0)ym = (m1;(0),...,70s(®), j = 1,....n.

El cociente J := C"/L es una variedad compleja de dimensién n que recibe el nombre

de variedad Jacobiana asociada a R.

A partir de la definiciéon de J es inmediato comprobar que la aplicacién:

p:R—J,
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©(p) ZP(/p:m,'--,/p:nn%

siendo p : C" — J la correspondiente proyeccién al cociente, estd bien definida (es

decir, las integrales anteriores no dependen del camino elegido). Esta aplicacién recibe
el nombre de aplicacién de Abel-Jacobi. Es un resultado clasico de la teoria de superficies
de Riemann que ¢ es un embebimiento (ver [FK]).

La aplicaciéon de Abel-Jacobi se extiende de manera natural al espacio de divisores
enteros sobre R, mediante
¢ :Divg(R) — J,

SD(Pl'---'Pk):ZSD(Pj),

y de la misma forma, si D; € Divy,(R), j = 1,2, definimos ¢ (g-;) = (D1) — p(Dy).

Propiedad 1.10 (Teorema de Abel) Sea R una superficie de Riemann compacta y ¢ su apli-
cacion de Abel-Jacobi. Entonces dos divisores enteros Dy, Dy € Divy,(R) verifican p(D,) =
@w(Dy) siy sdlo si existe una funciéon meromorfa f sobre R cuyo divisor asociado es [f] = g—; (es
decir, si y sélo si g—; es un divisor principal).

Como consecuencia, para cualesquiera 1-formas meromorfas wy y wo sobre R se cumple que
@([wi]) = e([wa)).

1.5.3. DOBLE DE UNA SUPERFICIE DE RIEMANN

En las subsecciones anteriores hemos enunciado los conceptos y resultados que nece-
sitaremos a lo largo de esta memoria. Sin embargo, estas herramientas son validas sobre
superficies de Riemann compactas sin borde, mientras que el soporte conforme de una
superficie maximal con singularidades aisladas es una superficie con borde (ver Defini-
cién 1.2). Por este motivo en muchas ocasiones consideraremos, no el soporte conforme

de la superficie, sino su doble.

Sea R, una superficie de Riemann con borde, y supongamos que el borde consta
de una unién de curvas de Jordan analiticas disjuntas dos a dos, 0Ry = Ujcsa;. Con-
sideremos una copia (a nivel topolégico) disjunta de R, que denotaremos por R}, y
definamos en ella la siguiente estructura conforme:
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paracada p* € Ry sea z: U C Rp — D = {|]z] < 1} C C una carta holomorfa
en R, centrada en el correspondiente punto p € Ry (es decir, con z(p) = 0).
Por definicién z : U — I, Z(p) = z(p), es una carta holomorfa en R} alrededor
de p*.

A partir de esto es claro que J : Ry — Rg, J(p) = p*, es una biyeccién antiholomor-
fa. Finalmente, consideremos la superficie & = (Ro U RE‘;) / ~, donde ~ es la relaciéon
que identifica cada punto p € 0R, con su correspondiente p* = J(p) € IR;. Esta nue-
va superficie S es una superficie de Riemann compacta sin borde (ver Figura 1.4), y la
aplicaciéon J definida enteriormente se extiende de forma obvia a una involucién an-
tiholomorfa J : & — &. Constltese [Str] para una descripcion més detallada de esta
construccion.

IR

Figura 1.4: Construccién del doble de la superficie R

En adelante nos referiremos a & como el doble de la superficie R, mientras que J
sera la simetria especular asociada.






SUPERFICIES MAXIMALES CON
SINGULARIDADES AISLADAS

En este capitulo estableceremos las propiedades bésicas de caracter local de las su-
perficies maximales con singularidades aisladas, antes de entrar en el caso completo,
que sera el objeto principal de nuestro estudio.

2.1. TIPOS DE SINGULARIDADES

En la Seccién 1.2.1 vimos cémo se comporta una superficie espacial de L? alrede-
dor de una singularidad (aislada). Cuando la superficie es ademds maximal la repre-
sentacion de Weierstrass (Ecuacioén (1.2)) nos permite un conocimiento mucho més de-
tallado de la geometria de la superficie alrededor de las singularidades.

Clasificaremos las singularidades en dos tipos: espaciales y luminosas.

Una singularidad ¢ € S es de tipo espacial cuando el tipo conforme de la superficie
alrededor de la singularidad es el de un disco punteado. Es decir, si consideramos un
entorno D en S alrededor de ¢ y que no contenga otras singularidades, entonces D\ {¢},
con la estructura conforme inducida por su métrica riemanniana, es biholomorfo a un
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disco punteado.

Figura 2.1: Singularidad espacial.

Cuando D \ {¢} es biholomorfo a un anillo A, := {z € C : r < |z| < 1}, para cierto
r > 1, diremos que la singularidad es de tipo luminoso. En este caso la singularidad se
corresponde con la curva v = {|z| = 1}. Nos referiremos a dicha curva como la curva
singular asociadaa g € S.

Figura 2.2: Singularidad luminosa (y embebida).

El nombre con que hemos bautizado a los dos tipos de singularidades se debe al
comportamiento de la aplicaciéon de Gauss de la superficie. En efecto, sig : D \ {¢} —
Hi = D es la aplicacién de Gauss alrededor de una singularidad espacial, el Teorema
de la singularidad evitable de Riemann nos permite extender g de forma holomorfa en
el punto singular y ademds el valor en dicho punto ha de estar en el interior de D. Dicho
de otra forma, se puede definir un plano tangente en la singularidad como limite de
los planos tangentes de cualquier sucesién convergiendo a ¢ y ademds dicho plano es
espacial. También la 1-forma ¢5 de la representacion de Weierstrass extiende de forma
holomorfa a la singularidad. De hecho ® = (¢, ¢2, ¢3) ha de tener un cero en ese punto,
en virtud de la expresion de la métrica de D \ {¢} dada en la Ecuacién (1.4).

Sin embargo, si D \ {¢} es biholomorfo a un anillo A, = {z € C : r < |z] < 1} el
comportamiento de los datos de Weierstrass es distinto. En este caso la correspondiente
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reparametrizacion conforme 1) : A, — L? extiende de forma continua a la curva sin-
gular con ¢y ({|z| = 1}) = 9¥(q) =: @ y por tanto la inmersién puede ser extendida de
forma analitica al anillo A = {1/r < |z| < r} mediante ¢yoJ = —1¢y + 2(Q , siendo
J(z) = 1/Z la reflexién de Schwartz respecto a {|z| = 1}. Esto implica que la repre-
sentacion de Weierstrass también puede ser extendida a A y verifica J*(¢x) = — b,
k =1,2,3,y por tanto g o J = 1/g. Es decir, |g| = 1 sobre la curva singular. Asi, en este
caso el vector normal extiende a la curva singular con valores en el cono luz.

Ademéds en este caso dg # 0 sobre la curva singular. En efecto, un punto critico de
g en el conjunto |g| (1) representaria un punto de corte entre las curvas nodales de la
funcién arménica log |g|, pero no hay curvas nodales de esta funciénen A\ {|z| = 1} ya
que ahi la superficie es espacial, y por tanto |g| # 1.

Observacién 2.1 Como consecuencia de lo anterior, el soporte conforme Sy de una superficie
maximal ¢ : S — L? con singularidad aisladas (ver Definicién 1.2) es una superficie de Riemann
con borde, correspondiéndose el borde con la unién de las curvas de las singularidades luminosas
y el borde de S (en el caso de que sea no vacio).

Por tanto, los datos de Weierstrass (g, ¢3) de una superficie maximal con singularidades ais-
ladas estdn bien definidos sobre el soporte conforme de la superficie. Ademds, si J es la simetria
especular asociada al doble de S, (Subseccion 1.5.3), (g, ¢3) pueden ser extendidos al doble me-
diante go J =1/g y J*(¢3) = —¢s.

Por tanto, a menudo consideraremos los datos de Weierstrass como datos meromorfos sobre
el doble de la superficie.

Como ya vimos en el Lema 1.1, las superficies espaciales con singularidades son
multigrafos sobre cualquier plano espacial, correspondiéndose las singularidades con
los puntos de ramificaciéon del multigrafo. Puesto que una parte importante de nuestro
estudio se centrard en el caso de que la superficie sea embebida, vamos a explotar un
poco més el comportamiento anteriormente descrito de la representaciéon de Weierstrass
alrededor de una singularidad, con el fin de caracterizar las singularidades embebidas.

Lema 2.1 Alrededor de una singularidad aislada, la proyeccion de una superficie maximal de
L3 sobre cualquier plano espacial es un homeomorfismo local ramificado en la singularidad con
indice de ramificacion r igual a :

» si la singularidad es espacial, k = n, siendo n el orden de la singularidad como cero de ®,
» si la singularidad es luminosa, K = m + k — 1, siendo n = 2k el niimero total de ceros de

® en la curva singular ~y contados con multiplicidad (que es siempre un niimero par) y m
el grado de g|, : v — S*.
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Como consecuencia, una singularidad es embebida si y sélamente si es de tipo luminoso, ¢s no
se anula en la curva singular y g es inyectiva a lo largo de dicha curva.

Demostracion : Consideremos una parametrizaciéon conforme de la superficie alrededor
de la singularidad, ¢y : U — L3, siendo U = {|z| < 1} en el caso de que la singularidad
sea espacial y U = {r < |z| < 1} si la singularidad es luminosa. En el primer caso el
punto singular es el origen, mientras que en el segundo la curva singular es v = {|z| =
1}. Denotaremos por B, al correspondiente punto singular de la superficie en L®.

Sea II un plano espacial, y 7 : L? — II la correspondiente proyeccién ortogonal. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que el plano espacial es el plano II = {z3 =
0}. Utilizando notacién compleja escribiremos

moty =X +i Xy = _72( %‘f‘/g%)-

Como vimos en el Lema 1.1, 7 o 7y es un homeomorfismo local ramificado en la sin-
gularidad. Para calcular el nimero de vueltas alrededor de este punto, consideremos
una circunferencia centrada en 7(F,), 3 : I = [0,L] — C parametrizada por el arco y
de radio suficientemente pequefio para que podamos levantarlaa U.Sea o : I — U la
curva tal que [(t) = (7o ¢g)(c(t)). Asi, si A representa la variacion del argumento de

3, el indice de ramificacién de 7 o ¢ en la singularidad coincide con kK = — — 1. Por
(i

otro lado, puesto que 3(t) estd parametrizada por el arco, es inmediato comprobar que

A coincide también con la variacién del argumento de '(1).

Supongamos primero que la singularidad es espacial. Después de una isometria en
L3 podemos suponer que g(0) # 0. Por definicién, el orden de la 1-forma vectorial & =
(01, 2, ¢3) en z = 0 es el minimo de los 6rdenes de las 1-formas ¢, k = 1, 2, 3. Por tanto
en este caso este orden coincide con el de ¢3. Escribiremos ¢35 = 2" f(z)dz, con f(z)

holomorfa y sin ceros en un entorno de z = 0. Asi, tenemos que:

g = <(X1—|—iX2)oa>/:—E(M—i—a”f(a)g(a)o/):

20 g()
_ _ioz”o/f(oz) (1 + a” f(Oé) O/‘g(a)|2>'
2 g(a) a" fa)of
) . a" fla) o 2
Ahora bien, como |g| < 1 en U, la parte real de la funcién 1 + T| gla)|” es
a" fla)d

positiva, por lo que la variacién de su argumento es igual a cero. Es decir, la variacién
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&h

na//()

del argumento de 3’ es igual a la de . Puesto que las funciones holomorfas f y

o
mii

a)
gno se anulan en z = 0, esta variacién es A = 27i(n+ 1), por lo que el indice de 7 o 1

alrededor de la singularidad es x = n.

Supongamos ahora que la singularidad es luminosa. En este caso consideraremos
un parametro conforme w alrededor de + para el que g se escriba como g(w) = w™. Si
escribimos ¢3 = F'(w)dw, con F'(w) holomorfa, entonces:

i

po= (<X1+iX2)004)/: _§(W+F(Q)am o/)

— —gFE (1 R o).

Como |a| < 1, razonando como en el caso de la singularidad espacial deducimos

F(a)d
a)

que la variacién del argumento de 1+ |a|*™ es igual a cero. Por tanto A coincide
/

con la variacién del argumento de la curva F(a)o/ a=™.
Seanay, ..., a,los ceros de ¢s en v, donde cada cero aparece tantas veces como indica
su multiplicidad.

Afirmacién: n es un niimero par.

Demostracién de la Afirmacion: Un cero de ¢3 en « corresponde a un punto
critico de la funcién arménica X3 = Re [ ¢3, y por tanto es un punto de corte
entre las curvas nodales de esta funcién. Ademas, el orden de este punto
como cero de ¢3 es igual al naimero de curvas nodales que se cortan en dicho
punto. Por el principio del méximo para funciones armonicas el ntimero de
curvas debe ser par, con lo que obtenemos que también n es par. o

En adelante escribiremos n = 2k. Asi,

Plu) = =20 )

para cierta funcién holomorfa f(w) que no se anula en . Ademas, si J(w) = 1/w es
la reflexién respecto de v = {|w| = 1}, puesto que J*(¢3) = —3, es facil deducir que
Flw) = f(J(w)) TTL, a;.

Por otro lado, puesto que |o| < 1y |a;| = 1 para todo j, y teniendo en cuenta la
simetrfa de la funcién holomorfa (sin ceros) f(w) descrita anteriormente, es facil ver que



26 SUPERFICIES MAXIMALES CON SINGULARIDADES AISLADAS

también f(a) [];(a — a;) tiene variacién del argumento igual a cero. Con lo que final-
mente deducimos que la variacién del argumento de 3 coincide con la de o/ a=(m+k+1),
que es A = 2im(m + k). Por tanto el indice de ramificaciéon de 7 o v, en la singularidad

esk=m-+k— 1. O

m =2

— 9
m=2 m=1 m=1
2

n=>0 o
n= n=2 n=4

Figura 2.3: Ejemplos de singularidades luminosas no embebidas con distintos indices
de ramificacion.

Como consecuencia del lema anterior podemos conocer con detalle el comportamien-
to de una superficie maximal alrededor de una sigularidad embebida.

Corolario 2.2 Alrededor de una singularidad embebida, una superficie maximal de IL? es asintética
a una de las dos componentes del cono de luz de la singularidad.

Demostracién: Sea v : A, = {r < |z| < 1} — L3 una parametrizacién conforme de la
superficie, siendo v = {|z| = 1} la curva singular.

Gracias al lema anterior sabemos que la 1-forma ¢3 de la representaciéon de Weiers-
trass de la superficie no se anula alrededor de la curva singular . Por tanto la superficie
se queda, en un entorno de la singularidad, por encima o por debajo del plano II =

f(w)

{z3 = 0}. Ademas, en un pardmetro conforme w adecuado g(w) = w, y ¢35 = —dw,
w

con f(1/w) = f(w). Utilizando coordenadas polares, w = re*, de la Ecuacion (1.2) se
dedude inmediatamente que, salvo traslacién,
f 86 —it i e—it

—18e", — —se”,Z),
S

2 (r e

de donde se tiene que

it
PG

————— — (sent, —cost, 1)|| =0,
r—l1 x3(¢0(7aezt) ( )H
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donde | - ||; es la norma C' en el espacio de las funciones C*([0, 27|, R?*). Esto demuestra
que la superficie es asintética a una de las componentes del cono de luz de () = 0. O

Este altimo resultado motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.1 (Singularidad cénica) Una singularidad conica es una singularidad ais-
lada y embebida de una superficie maximal.

Diremos que una singularidad cénica apunta hacia abajo (resp. hacia arriba) cuando la
supetficie sea asintotica a la componente inferior (resp. superior) del cono de luz del punto
singular.

Figura 2.4: Singularidad cénica apuntando hacia arriba.

2.2. EL CASO CON BORDE

A pesar de que este trabajo se centrara en las superficies maximales completas (sin
borde), dedicaremos esta seccién al estudio de algunas propiedades de las superficies
con borde. Concretamente estableceremos dos resultados, uno sobre la estructura con-
forme de estas superficies, y otro sobre la no-existencia de ciertas superficies maximales
embebidas y con borde. Es interesante resaltar que para estos resultados no es necesaria
ninguna hipétesis sobre la estructura del conjunto de singularidades de la superficie.

Una superficie de Riemann con frontera no vacia se dice que es relativamente parabéli-
ca si cualquier funcién arménica' acotada en la superficie estd determinada por sus va-
lores en la frontera. Esto es equivalente a la existencia de una funcién positiva, propia y
superarmoénica definida sobre la superficie ([Ahl], [Gry]).

Teorema 2.3 Sea ¢ : Sy — L3 una inmersion maximal conforme, propia y con borde (posi-
blemente con singularidades aisladas). Supongamos que la aplicacion n : Sy — R, n(p) =
((p), ¥(p)), es eventualmente positiva® y propia, donde (-, -) es el producto escalar Lorentziano.

1Es decir, armoénica en el interior y continua en la frontera.
2Es decir, positiva fuera de un compacto.
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Entonces Sy es relativamente parabdlica.

Demostracion : Sea K el compacto dadopor K = {p € Sy : 0 <n(p) < 2}, yobservemos
que Sy es relativamente parabdlica si y s6lo si Sy \ Int(K) lo es (ver [Ahl], [Gry]). Por
tanto, basta comprobar que la funcién

h:S\ Int(K) — R,

h(p) = log(n(p)),

que es propia y positiva, es ademds superarmonica.

Para ello consideremos parametros isotermos z = u + iv en Sy. Asi (¢, 1,) =
0 v (Yu,tu) = (¥, ¥,) = A\?. Ademads, como 1) es maximal y conforme, 1) es arménica
y por tanto

Ah = huu + hvv — 4 (<wv¢u>2 + W&%)Q _ \? ) ‘

Por otro lado,

Y= 5 (<600 > Yk <P > ) = <HN > N,

siendo N el vector normal, y por tanto

< >= g (ST + < >Y) — < N S,

lo que finalmente prueba que

(4, N)?
Wz =

y concluye la demostracion. O

Ah = —4)\?

Como consecuencia directa de este resultado, si una superficie maximal (con borde y
singularidades aisladas) propiamente inmersa en L? esta contenida en una regién cénica
del tipo {(z,73) € CXxR=R? : |z3] < ||z|/tan(B)} con 3 €]0, /4|, entonces la superficie
es relativamente parabdlica. Otra consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 2.4 Sea G C L una superficie maximal (posiblemente con singularidades aisladas)
propia y con borde. Supongamos que G es un grafo propio sobre una region estrellada cerrada en
el plano {x3 = 0} centrada en el origen.

Entonces, la superficie es relativamente parabélica.



2.2 EL CASO CON BORDE 29

Demostracion : Después de una traslacion vertical, supondremos que G contiene al ori-
gen.

En virtud del teorema anterior, basta demostrar que la aplicaciéon n definida en el
enunciado de dicho teorema es eventualmente positiva y propia. Ambos hechos son
consecuencia directa, por un lado del caracter espacial de la superficie salvo en puntos
aislados, y por otro del hecho de que sea un grafo sobre un dominio estrellado.

En efecto, gracias a esta ultima propiedad, dado ¢ € G \ {0}, podemos considerar
una curva § : [ = [0,1] — G uniendo p = 0 € G y ¢ de forma que la proyeccién de
G al plano {z3 = 0} sea un segmento. Después de un cambio de sistema de referencia,
podemos suponer que §(t) = (t,0,u(t)), para cierta funcién v : I — R. Puesto que la
superficie es espacial con singularidades aisladas tenemos que ||3(t)||* = 1 — u/(t)*> > 0,
t € I, ylaigualdad se da a lo mas en namero finito de puntos. Integrando esta condicién
obtenemos que |u(1) — u(0)| < 1, lo que nos garantiza que el vector que une p = (0)
con ¢ = (1) es espacial y por tanto n(g) > 0.

Comprobemos ahora que n es propia. Para ello observemos primero que las esferas
Lorentzianas H, := {z € L? : |jz|| = s}, s > 0, son asintéticas al cono de luz C; en el
siguiente sentido: limy_, 1 (rxs — 1) = 0, donde 744 == VE2 + s2 y ri := |k| son los
radios de los circulos euclideos concéntricos H, N {z3 = k} y Co N {x3 = k} respectiva-
mente. Por tanto, bastaria con demostrar que existe ¢ > 0 de forma que dist (p,Cy) > €
fuera de un compacto en G, donde “dist” se refiere a la distancia euclidea. Escribamos
G = {p(2) := (z,u(z)) : 2 € Qc C=R?}ysea( el cono de luz en el origen. Puesto
que (2 es estrellado respecto del origen, para cada ¢ € [0, 2], la funcién

fo(t) := dist (p(teia),Co)) ,

estd bien definida para ¢ € [0,t[, siendo ty := Sup{t € R : te? € Q} €0, +oc]. Como
hemos razonado antes, n es positiva en G \ {0}, por lo que f > 0 en |0,%y[. Ademas es
inmediato comprobar que
1 . )
fot) = —=Min {|t — u(te”)], [t + u(te”)|}, t€0,tq[.
V2

Puesto que [p(te®)|| > 0y [|4p(te)]| > 0, es inmediato comprobar que fy(¢) es no
decreciente en |0, t4].

De todo esto se desprende que, para cada ¢ €0, dist(0,09)[ ycadat >4, 8 € [0, 27],

fo(t) = fo(6) = € := Min{fy(0) : 0 € [0,2n]} >0,

lo que demuestra que n es propia y termina la prueba del corolario. 0
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Observacion 2.2 Utilizando la correspondencia entre las superficies maximales y minimales
establecida en la Propiedad 1.5, este resultado puede ser extrapolado al caso minimal:

Cualquier superficie minimal G C R? que sea un grafo sobre una regién plana ce-
rrada y estrellada con borde de clase C* es relativamente parabélica.

Finalmente, el siguiente resultado versa sobre el comportamiento asintético de grafos
maximales completos con singularidades. Estd motivado por el Teorema fuerte del semies-
pacio para superficies minimales (ver [HM]).

Teorema 2.5 Sea G C LL* un grafo maximal sobre {x3 = 0} propio, posiblemente con borde y
posiblemente con un conjunto aislado de singularidades interiores. Supongamos que todas las
singularidades apuntan hacia arriba (en el sentido de la Definicion 2.1), y supongamos también
que G estd contenido en una banda horizontal {0 < x5 < k} de forma que 0G C {x3 = k}.

Entonces G es un dominio plano de {x3 = k} (en particular, el conjunto de singularidades es
vacio).

Como consecuencia, una superficie maximal y embebida G con un conjunto aislado de sin-
qularidades (y sin borde) contenida en el semiespacio {x3 > 0} estd contenido en el menor
semiespacio horizontal {x3 > ko} que contiene al conjunto de singularidades que apuntan hacia
abajo. En particular, este conjunto no puede ser no vacio.

Demostracién : Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe un punto
Py € G\ {23 = k}. De hecho podemos suponer sin pérdida de generalidad que P es un
punto regular de G.

Sea Cy C {z3 < 0} una catenoide Lorentziana vertical con singularidad apuntando
hacia arriba en 7(FP), donde 7 : L? — {z3 = 0} es la proyeccién ortogonal Lorentziana.
Denotaremos por C; := Cj + (0,0,¢), t € R.

Por hipétesis, C; N G es un conjunto compacto para cualquier ¢, y no hay contacto en
el infinito. Ademas, si definimos A = {t > 0 : C; NG = 0}, es inmediato comprobar
que A es un conjunto no vacio acotado superiormente. Por lo tanto ¢, := Sup A < 400
yGnNC, #0.

Veamos ahora que C;, N G consta tinicamente del punto singular de C},. En efecto,
supongamos que C;, NG contuviese un punto regular de C,. Dicho punto deberia ser, o
bien un punto regular de G \ dG, o bien una singularidad de G que apunte hacia arriba.
La segunda posibilidad no puede darse ya que estamos ante el primer contacto de C, y
G (téngase en cuenta el comportamiento de la superficie alrededor de una singularidad
cénica que apunta hacia arriba descrito en el Corolario 2.2). Por otro lado, tampoco
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Figura 2.5: La superficie G y las catenoides C, y C}.

podemos estar ante un punto regular para G ya que esto contradice el principio del
maximo. Por tanto C;, NG = {n () + (0,0,ty)}. Ahora bien, G es un grafo con lo que en
realidad C;, NG = { Py} (es decir, x3(Fy) = to).

Esto quiere decir que G se queda por encima de cualquier catenoide Lorentziana con
singularidad (apuntando hacia arriba) en G\ {z3 = k}. Por lo tanto, si C es la catenoide
dada por C} = s-Cy + (0,0,t), puesto que lim,_, C; = {x3 = ¢} uniformemente sobre
compactos, es facil concluir que G C {z3 > ty}. Pero Py € GN{z3 = to}, lo que contradice
el principio del maximo (recuérdese que el punto F, era un punto regular del grafo) y
prueba la primera parte del teorema.

La parte final es obvia si tenemos en cuenta que las superficies espaciales completas y
embebidas de IL? con singularidades aisladas son grafos enteros sobre el plano {z3 = 0}
(Lema 1.2). O
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SUPERFICIES DE TIPO FINITO

En esta primera parte de la memoria nos ocuparemos de las superficies maximales
de L3 con un namero finito de singularidades. Concretamente, nuestro objeto de estudio
serdn las superficies de tipo finito:

Definicién 3.1 Diremos que una superficie maximal con singularidades b : S — 1.3 es
de tipo finito si

(I) S tiene topologia finita (es homeomorfa a una superficie compacta menos una cantidad
finita de puntos),

(1I1) el niimero de singularidades es finito,

(II1) <) es una superficie espacial entera (ver Definicion 1.4) con un niimero finito de hojas.

Nota ~» Como consecuencia de la definicion anterior, el soporte conforme (ver Subseccion 1.2.1)
de una superficie de tipo finito es biholomorfo a una superficie compacta con borde (el borde
estd formado por las curvas correspondientes a las singularidades luminosas) menos una canti-
dad finita de discos o puntos. En el Corolario 3.2 veremos que de hecho sélo el segundo caso es
posible.
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En la Proposicién 1.3 vimos que los conceptos de completitud o de ser propia en
L3 implican ser entera para superficies espaciales con singularidades aisladas. Cuando
ademds la superficie es maximal de tipo finito estos tres conceptos son de hecho equi-
valentes, como muestra el siguiente resultado.

Proposicion 3.1 (Comportamiento global) Para superficies maximales de L* con un
niimero finito de singularidades las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) la superficie es completa,

(ii) la superficie es de tipo finito,
(iii) la superficie es propia en 1.3,
(iv) la superficie es entera.

Ademds, en cualquiera de estos casos la superficie es embebida si y sélo si todas sus singu-
laridades son conicas.

Demostracién : Sea 1)y : Sy — L la reparametrizaciéon conforme de la superficie y (g, ¢3)
sus datos de Weierstrass.

(i) = (i1): Sea K C Sy un compacto encerrando todas las singularidades. Puesto que
la curvatura de Gauss de una superficie maximal regular es siempre no negativa, el Teo-
rema de Huber (ver [Hub]) nos dice que S \ K tiene tipo conforme finito. En particular
S tiene topologia finita. Ademds siguiendo las ideas de Osserman [Oss] deducimos que
la representacion de Weierstrass ¢ tiene polos en los finales.

Por otro lado, la Proposicién 1.3 nos asegura que la superficie es entera y, puesto
que el namero de singularidades es finito, el multigrafo debe tener un nimero finito de
hojas (Lema 2.1).

(¢1) = (u4i): Es trivial, ya que las superficies de tipo finito son, por dfinicién, recubri-
dores (ramificados) del plano con un ntimero finito de hojas.

(¢4i) = (iv): Es consecuencia de la Proposicién 1.3.

(iv) = (i): Sea K C &y un compacto encerrando todas las singularidades. Basta
demostrar que la restricciéon de 1y a Sy \ K es completa.



3.1 COMPORTAMIENTO EN LOS FINALES 37

Seaw : L3 — II = {z3 = 0} la proyecci6n al plano horizontal. Puesto que la superficie
es entera, la métrica inducida por 7 o 1y, que denotaremos por dsj, es completa. En
consecuencia la métrica dada por |% |? 1o es también gracias a la siguiente desigualdad:

5 = 1+ lonf < o+ Joof + onf = (0 + laPlenl < | 2P
Puesto que |% | es ademds una métrica llana en Sy \ K (viene dada por el médulo de
una 1-forma holomorfa), los resultados de Osserman y Huber mencionados al principio
de esta demostracion implican que S, \ K tiene tipo conforme finito, % tiene polos en
los finales y g extiende de forma holomorfa a los finales. Por lo tanto, si orientamos la
superficie para que |g| < 1 en S\ K, existe ¢ > 0 tal que |g| < 1—¢ en dicho subconjunto.
Y puesto que la métrica de la inmersién v, viene dada por

1.1 g2 qbg
ds* = |du” + [@al” = |sl” = 7 (7 = lgl)*lesl” = |17,
4"lg| 4
concluimos que la inmersién es completa.
Por ultimo, la parte final del enunciado es cierta gracias a la Proposicién 1.3. O

Ademads en el transcurso de la demostracién anterior hemos probado el siguiente
resultado sobre la estructura conforme de una superficie de tipo finito.

Corolario 3.2 (Estructura del soporte conforme) EI soporte conforme Sy de una su-
perficie de tipo finito en 1 es biholomorfo a una superficie de Riemann compacta con
borde analitico, que denotaremos por Sy, menos una cantidad finita de puntos interiores
{Py,...,P.} C S\ 0(Sy) a los que llamaremos los finales de la superficie. En esos puntos
los datos de Weierstrass extienden de forma meromorfa a los finales y ® tiene polos.

3.1. COMPORTAMIENTO EN LOS FINALES

En esta seccién vamos a profundizar en el estudio de la representaciéon de Weier-
strass de una superficie maximal de tipo finito en L*. En concreto vamos a dar una
interpretacion topolédgica del orden de los finales como polos de @, en la linea de la
dada por Jorge y Meeks [JM] para las superficies minimales de R®.

Esto nos permitird, por ejemplo, obtener una férmula que liga la topologia de la su-
perficie con los ceros/polos de los datos de Weierstrass (ver Ecuacién (3.1)). También
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sentaremos las bases para un teorema de representacién (ver Teorema 3.5 en Seccién
3.2), que nos permitird dar condiciones necesarias y suficientes para construir estas su-
perficies. Como consecuencia obtendremos nuevos ejemplos de superficies de tipo finito
(ver Seccién 3.3).

En adelante ¢ : S — L? representara una superficie maximal de tipo finito. Ademas
denotaremos por S; al soporte conforme, S; a su imagen especular, S al dobley J a la
reflexiéon especular (ver Subseccién 1.5.3).

Observacién 3.1 Recordemos que O(Sy) estd formado por una unién finita de curvas de Jordan
analiticas, disjuntas dos a dos, que se corresponden con las singularidades luminosas. En el Lema
2.1 vimos que, en un entorno de estas curvas, los datos de Weierstrass pueden ser reflejados a la
imagen especular de dichos entornos mediante J*(®) = —® (y por tanto g o J = 1/g). Esto nos
permite reflejar globalmente los datos de Weierstrass de la superficie a su imagen especular, S;.
A partir de ahora consideraremos que los datos de Weierstrass de la inmersion estdn definidos en
S.

Antes de estudiar el comportamiento de la superficie en los finales necesitamos
definir la compactificacién topolégica de S, que denotaremos por S. Esta superficie se ob-
tiene de S afiadiéndole los finales. Es decir, consideramos la compactificaciéon del so-
porte conforme So=8U{pP,...,P} y volvemos a identificar cada curva del borde de
Sp a un solo punto (ver Figura 3.1). Dicho de otra forma, S es la compactificaciéon de S
por k puntos.

Figura 3.1: La compactificaciéon de S.

Proposicion 3.3 (Comportamiento de los finales) Sea ) : S — 1L una inmersién maximal
de tipo finitoy sea S = SU{Py, ..., P} la compactificacion de S descrita anteriormente.
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Sea T C L? un plano espacial y m : 1L* — TI la proyeccion ortogonal (en el sentido
Lorentziano) a dicho plano. Consideremos ahora la composicion m oy : S — II = C que
sabemos que es un recubridor ramificado con un niimero finito de hojas (ver Definicién 3.1).

Entonces, 7 o 9 extiende a un recubridor ramificado h : S — M U {oo} = C mediante
h™*(o0) = {Py,..., P.}. Los puntos P; son puntos de ramificacion, y el niimero de vueltas del
recubridor en cada uno de ellos es

w; := Ordp,(®) — 1 = Max{Ordp,(¢r) : k=1,2,3} —=12>1,

donde Ordp,(¢y.) representa el orden de P; como polode ¢, j = 1,...,7.
Como consecuencia el niimero de hojas del recubridor es precisamente n = 3 3., w;.

Demostracion : Primero observemos que, puesto que 7 o ¢ es un recubridor (ramificado)
con un numero finito de hojas, en particular es una aplicacién propia y por tanto la
extension h definida en el enunciado es una aplicacion continua. Puesto que h[z (p, _ p;
es un recubridor ramificado es inmediato concluir que i también lo es.

Ahora veamos el comportamiento alrededor de un final P;. Salvo componer con
un movimiento rigido podemos suponer que g se anula en el final. Ademas podemos
suponer que el plano IT es el plano horizontal {z; = 0} C L? (ver Lema 1.2). Utilizando
notacién compleja podemos escribir

Woz/):%i( %—I—/ggbg)e{xg:O}EC

Esto nos dice en primer lugar, que ® no puede tener polo simple en P; ya que en ese
caso la integral anterior no estaria bien definida. En segundo lugar, si consideramos un

pardmetro conforme z centrado en el final, entonces

(e.¢] [e.e]
c i .
ToY = e + E a;z’ + E bz’

j=—m+2 j=—m+2

donde m > 1 es el orden de P; como polo de ¢. Utilizando la notacién del enunciado,
m = w; + 1. Por lo tanto h es un homeomorfismo local ramificado en z = 0 (es decir, en
P;) con indice de ramificacién w; — 1, lo que concluye la demostracion. O

En particular, hemos obtenido la siguiente caracterizacion para las superficies maxi-
males embebidas de tipo finito en términos del comportamiento de los datos de Weier-
strass (véase la Proposicién 4.1 para una descripciéon maés detallada del comportamiento
asintotico en el caso embebido).
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Corolario 3.4 Con la notacién anterior, una superficie de tipo finito es embebida si y solamente
sir =1y w, =1, es decir hay un tinico final y ® tiene un polo doble en él.

Otro Corolario: Una férmula tipo Jorge-Meeks

El conocimiento del comportamiento del recubridor ramificado m o) : S — II U
{oo} = C descrito en la proposicién anterior nos permite también obtener una relacién
entre la topologia de la superficie y el comportamiento de los datos de Weierstrass en
las singularidades y los finales, en la linea de la conocida férmula de Jorge y Meeks
[JM] para superficies minimales.

Para ellos utlizaremos la férmula de Riemann-Hurwitz (ver por ejemplo [FK]) para
un recubridor ramificado. Esta férmula nos da una relacién entre la ramificacién del
recubridor y la topologia de las superficies implicadas. En nuestro caso dicha relacion
es

X(S) =nx(C) - B=2n- B,

donde x denota la caracteristica de Euler de las superficies, n es el niimero de hojas del
recubridor y B el ntiimero total de ramificacién (es decir, la suma de todos los indices
de ramificacién). Puesto que los puntos de ramificacion tienen lugar sélo en las singu-
laridades y en los finales, podemos escribir B = B; + B, + B, siendo B, B, y B la
suma de los indices de ramificacién en las singularidades luminosas, espaciales y en los

finales respectivamente.

r

En la proposicién anterior vimos que B = > i (w; — 1) = n —r donde w; + 1 es el
;=1 (w; +

1). En adelante denotaremos por We, = »77_; (wj + 1) a la suma de los 6rdenes de los

orden del final P; comocerode ®,j =1,...,r. Porlotanto 2n— B, =n+r =)

tinales como polos de ®.

Por otro lado en el Lema 2.1 vimos cuédles eran los indices de ramificacién en las
singularidades espaciales y luminosas. De ahi concluimos que B; es la suma de los
6rdenes de los ceros de ® en las singularidades espaciales, que denotaremos por V;.
Para las singularidades luminosas lo que obtenemos es que B; = % +deg(g) — k1, donde
Vi esla suma de los 6rdenes de los ceros de ® en las curvas singulares (que es un nimero
par), deg(g) denota el grado de la aplicacién de Gauss g (vista como aplicacién de S en
C) y k1 es el nimero de singularidades luminosas.

Asi hemos obtenido la siguiente férmula
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— Vi
X(S) = Wa = Vi = 5 — deg(g) + . (3.1)

Nota ~~ Esta féormula puede ser obtenida también mediante la conocida relacion de que, dada
una 1-forma meromorfa sobre una superficie de Riemann compacta, el niimero de ceros menos el
niimero de polos (contados con multiplicidad) es igual a la caracteristica de Euler de la superficie.
Asi, si Sy es la compactificacion del soporte conforme de la superficie, podemos considerar su
doble! &, que es una superficie compacta con x(&) = 2(x(S) — ki). Consideremos la 1-forma
@3, que estd definida sobre S, para el computo del niimero de ceros y polos de ¢ basta tener en
cuenta las siguientes observaciones.

Salvo movimiento rigido podemos suponer que la aplicacion de Gauss g no tiene ceros ni polos
en las singularidades espaciales ni en los finales. Como consecuencia, el orden de los ceros (resp.
polos) de ¢3 en las singularidades espaciales (resp. en los finales) coincide con el de ®. Lo mismo
ocurre para las singularidades luminosas, ya que en esos puntos g toma valores unitarios. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que ¢s estd definida en el doble, por tanto también tendrd ceros
(resp. polos) en los reflejados® de las singularidades espaciales (resp. de los finales). Ademds ¢
debe tener ceros en los polos y en los ceros de g (y del mismo orden) para que la inmersién 1
esté bien definida (ver Ec. (1.3)). Por lo tanto el niimero total de ceros de ¢3 en & ha de ser
2Vi+Vi+£g710) + £ g (00) = 2V, + V) + 2deg(g) mientras que el niimero total de polos es
precisamente 2W .

3.2. REPRESENTACION ANALITICA

Como hemos visto, la representacion de Weierstrass ® de una superficie maximal
con singularidades ¢ : S — L? estd definida, no sélo en el soporte conforme S de la
superficie, sino también sobre su compactificacién S, y por tanto puede ser extendida
al doble de S, , que denotaremos por &, mediante J*(®) = —®, siendo J la simetria
especular asociada. A continuacién resumimos las propiedades de & que hemos visto
hasta ahora (ver Lema 2.1 y Proposicién 3.3).

(1) Jog=1/gylgl < 1enSy\ d(So).

!ver Subseccion 1.5.3.
2Es decir, en sus imagenes via la simetria especular J.
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(11) La 1-forma vectorial ® satisface J*(®) = —®.
(111) Todos los polos de ® tienen orden > 2 y ninguno de ellos pertenece a 9(Sy).

(Iv) Para cualquier curva cerrada v C S, se cumple Re f7 ¢ =0.

Ademads sabemos (Seccién 2.1) que los ceros de ® en S; \ 9(Sy) son las singularidades
espaciales de la superficie.

Finalmente observemos que las curvas que generan la homologia S, se pueden di-
vidir en las que generan la homologia de S junto con las curvas de 9S,. En particular la
condicién (IV) implica la siguiente

(IV)" Para cualquier curva cerrada v C S se cumple Re f7 d = 0.

Como veremos a continuacion, esta condicién (més débil que la anterior) basta para
garantizar que la correspondiente inmersién maximal estd bien definida.

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar que estas condiciones no s6lo son nece-
sarias sino también suficientes para la existencia de una superficie maximal de tipo fini-
to. Concretamente, aspiramos a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.5 Sea & una superficie de Riemann compacta (sin borde).

Supongamos que & admite una involucién antiholomorfa J : & — & de tal forma que el

conjunto de sus puntos fijos consista de ky curvas analiticas vy, . .., vy, disjuntas dos a dos

y tales que & \ U, tiene dos componentes conexas cuyas clausuras denotaremos por Sy y

35 = (30)-

Consideremos (g, ¢3) datos meromorfos satisfaciendo las condiciones (I), (1), (III) y (IV)’

anteriores, donde la superficie S de la 1iltima condicion es la que se obtiene de S, identifi-

cando cada curva del borde a un solo punto (ver Figura 3.2).

Definamos )
o Sy — LP o(p) :== Re/ o

Po

donde py € Sy es un punto arbitrario y Sy := So\{Py,..., P}, siendo {P,,...,P,} los

polos de ® en S.

Entonces, )y estd bien definida e induce una inmersion maximal de tipo finito de S en L>.

Dicha inmersion tiene ky + ko singularidades, siendo k el niimero de ceros ® en Sy \ U;;

contados sin multiplicidad.
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Figura 3.2: La superficie S se obtiene identificando cada curva del borde de Sj a un solo
punto.

Demostracién : Para que v, esté bien definida necesitamos comprobar la condicién (IV).
Si consideramos la superficie S construida en el enunciado del teorema, las curvas que
generan la homologia de S; son aquellas que generan la de S junto con las curvas de
0S8y. Las curvas v del primer tipo cumplen que Re f7 ¢ = 0 por hipétesis (condicion
(IV)’), mientras que la del segundo lo cumplen debido a que J(7) = ~, y por tanto

Re/(I):Re/J*(I):—Re/5:—Re/CI>.
¥ ¥ v ¥

Para ver que se induce en la superficie S basta comprobar que v aplica cada curva
7v; C 9(Sp) en un solo punto. Esto se deduce gracias a la propiedad (II) y al hecho de que
las curvas v; son curvas de puntos fijos de la aplicacién J. Por dltimo la propiedad (I)
nos dice que g es unitaria en estas curvas (y solamente en ellas), con lo que esas curvas
son precisamente las singularidades luminosas de la superficie.

Por dltimo comprobemos que la inmersién es de tipo finito. Puesto que el niimero de
singularidades es finito, en virtud de la Proposicién 3.1 basta comprobar que la inmer-
sion es completa. Esto se deduce de la expresion para la métrica inducida en Sy dada
por (1.4) junto con la propiedad (III). O

Si queremos construir superficies embebidas podemos prescindir de la condicién
(IV’) (se dard autométicamente) e imponer una condicién adicional, como muestra el

siguiente corolario.

Corolario 3.6 (Caso embebido) Sean &, J,y S, como en el teorema anterior, y suponganos
que Sy es homeomorfa a una esfera menos ki discos abiertos. Consideremos datos meromorfos
(g, ¢3) sobre & verificando las condiciones (1), (II) y (ILI) anteriores. Supongamos ademds que
la 1-forma vectorial ® tiene tinicamente dos polos P € Sy y J(P) € S;, y que se verifica una
de las dos condiciones siguientes:
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(V.1) ® no se anula en Sy (ks = 0) y gly, vy — S'esinyectiva¥Vj = 1,... k; (es decir,
deg(g) = k).

(V.2) Los dos polos de ® son de orden 2.

Entonces, la inmersion v, dada como en el Teorema anterior estd bien definida y define una
superficie maximal embebida de tipo finito con ky singularidades en 1.3.

Ademds en este caso el soporte conforme de la superficie Sy es biholomorfoa C = C U {oo}
menos una cantidad finita de discos abiertos cuyas clausuras son disjuntas dos a dos.

Demostracion : Obsérvese que en este caso S es homeomorfa a un plano, es decir, la
Unica curva que genera la homologia de S es aquella que encierra el final, con lo que la
condicién (IV)’ se verifica trivialmente a partir del teorema de los residuos. Por tanto,
estamos en las condicones del teorema anterior, con lo que ¢ : Sy — L3 es una superficie
maximal de tipo finito. Veamos ahora que cualquiera de las dos condiciones anteriores
nos garantiza que dicha superficie es embebida en L°.

Si se verifica la condicion (V.1): En virtud del Corolario 2.2, todas las singularida-
des son embebidas, con lo que por la Proposicién 1.3 concluimos que la superficie es
embebida.

Si se verifica la condicion (V.2): Aplicar el Corolario 3.4 y la Ecuacién (3.1).

La parte final del corolario es consecuencia de una extensiéon del Teorema de uni-
formizacién de Koebe establecido en [HS]. O

3.3. CONSTRUCCION DE EJEMPLOS

En esta parte vamos a construir, para cada n > 1, tres familias de ejemplos con n + 1
singularidades cénicas y con las siguientes propiedades:

» Familia I'S: invariantes por rotaciones verticales de orden n+1, su final es asintético
a una catenoide.

» Familia I'?’ (s6lo para n impar): invariantes por rotaciones verticales seguidas de
simetrias horizontales, su final es asintético a un plano horizontal.

» Familia T,,: todas sus singularidades estan contenidas en un plano vertical.

Para ello utilizaremos el Teorema de representacion 3.5. Es decir, daremos una super-
ticie de Riemann compacta (que resultard ser el doble de la superficie maximal obteni-
da), una involucién antiholomorfa (la simetria especular) con n + 1 curvas de puntos
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fijos (las curvas correspondientes a las singularidades), y unos datos de Weierstrass
definidos sobre la superficie.

Figura 3.3: Superficie de la familia I'S y su pieza fundamental.

LAS FAMILIAS T'C Y T'P
» Pardmetros:n € N,n > 1,ya €0, 1].

s Superficie de Riemann compacta: Para cada n y a como arriba denotaremos por
Y. a la superficie de Riemann compacta de género n asociada a la funciéon w =

n+1/ z(az—1)
z—a 7

es decir,

— —1
Yo ={(z,w) € C o wtl = M}

zZ—a
Un modelo para esta superficie puede verse en la Figura 3.4. Para construirlo se
toman n + 1 copias de C rajadas como se indica, y se identifican las curvas 3;
con B,y o conoy,,, j=1,...,n+1, con el convenio ., = B y 0,5 =
o, . Obsérvese que tras esta identificacién los puntos con z = 0,1/a, a, co de cada
copia determinan cuatro tnicos puntos en %, , que seguiremos denotando por

0,1/a,a, .
s Involucién antiholomorfa:

J = Jn,a : En,a - En,m J(Z,U)) = (

).

» Curvas de puntos fijos de J: son las n + 1 curvas de Jordan 4, ..., 7,41 que se
corresponden con las n + 1 ramas de "%/ % sobre la curva |z| = 1. (i.e., en el
modelo de la Figura 3.4, las curvas con |z| = 1 en cada una de las copias de C.

’

Q|| =
gl —

Ademas es facil ver que %, , \ U?jllfyj tiene dos componentes conexas, €2,, =

{(z,w) € Xpo ¢ 2| <1}y Jo(Qne) = {(z,w) € 8,0 = |2| > 1}
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COPIA 1

COPIA 2

COPIA n+1

Figura 3.4: Modelo para la superficie ¥, ,.

» Datos de Weierstrass para las superficies de I'C:

z—a na Az
g_gn,a:az_lw y ¢3:¢3 - Z. (32)
Sus divisores asociados son
~ (1/a)"-0 ~ (I/a)"-a”
=" v &)= 0o

» Datos de Weierstrass para las superficies de I'”: En este caso debemos suponer
que n = 2k + 1 es impar.

dz

z n,a __ -
g_gn,a—ﬁ Y ¢3_¢3 _Zwk+1(z_a,)

(3.3)

Sus divisores son

k. (k
ak - OF+2 — " - (1/a)" - 0" . ook,

[g] = Mo ooz Y (3]

Es inmediato comprobar que, en ambos casos, (X,.q, Jn.a, Gn.as @5 ) asi definidos
satisfacen las hipotesis del Teorema 3.5 y por lo tanto la aplicacién:

¢:¢n,a3§a\{0}—>L3

o -xe( [0
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define una superficie maximal completa y embebida con n + 1 singularidades y
asintética a media catenoide en el caso de las superficies de I'S o a un plano hori-
zontal en el caso de las superficies de I'?’3

Las simetrias de las superficies de I'C y T'”

Con la notacién establecida anteriormente, consideremos la aplicaciéon holomorfa
271

T . Zn,a — ETZ,GJ T(Z’ w) = (27 en+1w)'
Para cualquier superficie de I'{ sean (g, ¢3) sus datos de Weierstrass. De la ecuacién

(3.2) es inmediato ver que
goT =enig y T(¢s)= oy

Como ademas 7'(a) = a, la inmersiéon maximal asociada,

b= (X1, Xa, Xy) = Re/<¢1,¢27¢3>,

satisface
voT = Re [ (T"(61).7"(6:).T"(00) =
271 27 27 21
= (COS(n T 1) X — Sen(n—_H) Xg, Sen(n—H) X1+ COS(n T 1) XQ, Xg)

Es decir, las superficies de I'; son invariantes bajo la rotacién vertical de angulo ;2.

Ahora sean (g, ¢3) los datos de Weierstrass de una superficie maximal de la familia
I'? n =2k + 1, dados como en la Ecuacion (3.3), entonces

2mik *
goT =entig y T (¢3) = — 3.

Por lo tanto, razonando como antes obtenemos que estas superficies son invariantes por
una rotacién vertical de angulo 7%’“1 seguida de una simetria con respecto a un punto,
o equivalentemente, una rotacion vertical de angulo 2% seguida de una simetria hori-
zontal.

Por lo tanto el grupo de simetrias de estas superficies tiene al menos n + 1 elemen-
tos. En realidad se puede demostrar que estas superficies son las tinicas cuyo grupo de

simetrias tiene al menos 2(n + 1) elementos. *

3Véase la Proposicién 4.1 sobre el comportamiento en infinito de las superficies maximales y embe-

bidas.
“Esto es consecuencia de la Observacién 4.3 que veremos en el Capitulo siguiente.
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Figura 3.5: Superficie de la familia I'} y su pieza fundamental.

LA FAMILIA T,
» Pardmetros:n € N,n>1,ya = (aj,...as,) € (R\ {il})%, a; £ a;sii# j.

» Supetficie de Riemann compacta: Denotemos por A, la superficie de Riemann

asociada a la funciéon w = \/(z2 - 1) H?L(Z — a;), esto es,

2n

A, ={(z,w) € T ow?= (22 —1) H(z —a;)}
j=1
Un modelo topolégico para A, estd representado en la Figura 3.6. Se consideran
dos copias de C y se rajan como indica la figura (donde as,11 = =1y agpq2 =
1). Después de identifican las curvas 6]* con 3y f3; con a;r, j=1...,n+1,
obteniéndose una superficie compacta de género n.

COPIA1 ) )
3+ 35 3t
1 2 n+1
C” :3_ 02 :3_ Ozr-]»] f_ 02ﬂ
1 2 “n+1
COPIA 2 (7_'" (7+ (7+
1 2 n+1
O] 0__ 02 ? OQI’]*] — 02n
1 2 On+1

Figura 3.6: Modelo para la superficie A,,.

» Involucién antiholomorfa: Definamos J, : A, — A, como J,(z,w) = (Z, —W0).

» Curvas de puntos fijos de J: son las curvas de Jordan v; = {(z,w) € A, : z €
[agj_l, a2j]}, ] = 1, o, A+ 1, donde por convenio Aon41 ‘= -1 Yy Qop+2 ‘= 1.
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Como consecuencia, A \U?ﬂlfyj tiene dos componentes conexas, €2, y J, (2, ), cada

una de ellas correspondiendo a una rama univaluada de w.

» Datos de Weierstrass: Para cualquier permutacion 7 del conjunto {1, ...,2n + 2},
definimos los siguientes datos meromorfos sobre A,

n+1 2n—+2 n+1
w—TT12 (2 = argy) or  Imia(z = arxp) = [T (2 = arp)

w+H"H(z—aT ) Y B w

Ja,r =

Es inmediato comprobar que los datos & = A,, J = J, y (9, ¢3) = (Gar, P37 ) satis-
facen las hipétesis del Teorema 3.5 y por lo tanto la aplicacion:

1/} :¢a,7' : Qa\{poo} —L°

dada como en el teorema es una inmersién maximal completa y embebida con n + 1
singularidades.

Ademéds, como a; € R, la aplicaciéon 7'(z, w) = (Z,w) induce una isometria en la su-
perficie, T'(z1, x2, x3) = (—1, 2, x3). Puesto que los puntos a; son fijos por 7' deducimos
que todas las singularidades estan contenidas en el plano {z; = 0}.

Figura 3.7: Superficies de la familia 1.






EL CASO EMBEBIDO

En este capitulo estudiaremos las superficies maximales de tipo finito en L? que son
embebidas. Como ya sabemos, estas superficies son de hecho grafos enteros (y com-
pletos) sobre cualquier plano espacial y todas sus singularidades son de tipo cénico
(Proposicién 3.1).

Asi, a lo largo de este capitulo G C LL? representara un grafo (entero) maximal con
un numero finito de singularidades cénicas. Orientaremos la superficie de forma que
la aplicacién de Gauss verifique |g| < 1. Ademds supondremos, aplicando una rotacién
en L2 si es necesario, que el tnico final de G es horizontal, es decir, el limite del vector

normal en el final es vertical. Utilizaremos la siguiente notacion:
G, ={G : G esun grafo maximal conn + 1 singularidades cénicas y final horizontal }.

Como consecuencia de la Seccién 3.3, el espacio G,, es no vacio para cadan > 1.

A una ordenacién del conjunto de las singularidades de G € G, m = (qo,....¢s) €
(R?)™*!, 1a llamaremos una marca sobre G. Al par (G, m) lo llamaremos superficie marca-
da o grafo marcado. Para el conjunto de superficies marcadas utilizaremos la siguiente
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notacion:
M, ={(G,m) : GG, mmarcaenG}.

El presente capitulo estd organizado en dos secciones y un apéndice. En la primera
seccién estudiamos las propiedades geométricas de estas superficies, como el compor-
tamiento asintético, un teorema de unicidad de la superficie en términos de sus singu-
laridades y el comportamiento en infinito, y relaciones de equilibrio para los flujos y
torques. Como consecuencia de esto ultimo obtendremos resultados de no-existencia
de estas superficies, asi como una nueva caracterizaciéon de la catenoide Lorentziana.

Por ultimo, en la Seccién 4.2 describiremos la estructura del espacio G,, , n > 1. Con-
cretamente, demostraremos que G,, es una variedad real analitica de dimensién 3n+4. La
posicién de las singularidades en LL? y el crecimiento logaritmico (ver Definicién 4.1) son
coordenadas globales para este espacio, cuya topologia subyacente es la de la conver-
gencia uniforme de grafos sobre compactos. Ademds demostraremos que la estructura
conforme y los datos de Weierstrass de las superficies dependen de forma diferenciable
de estas coordenadas. Los resultados técnicos utilizados en esta seccién seran demostra-
dos en el apéndice.

41. COMPORTAMIENTO GLOBAL

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO EN INFINITO

Como vimos en la Proposicion 3.3, la 1-forma vectorial ® = (¢y, ¢2, ¢3) de la repre-
sentacion de Weierstrass de un grafo maximal con un nimero finito de singularidades
tiene un polo de orden 2 en el final.

Como consecuencia de esto, y siguiendo las ideas de Jorge y Meeks [JM] y R.Schoen
[Sch] en el contexto de las superficies minimales en R?, se puede demostrar el siguiente
resultado. Otra demostracioén de este hecho en el ambiente Lorentziano puede ser vista
en [Kly].

Proposicién 4.1 (Comportamiento asintético) Sea G = {(z1, z2,u(w1,22)) : (21,22) €
R?} un grafo maximal con un niimero finito de singularidades aisladas en 1L®. Entonces, salvo
un movimiento rigido de 1.3:

a171 + A2

(21, 22)|?

u(xy, x9) = clog|(xy, x2)| + b+ + O(|(x1, 22)|7?), 4.1)
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para ciertas constantes c, b, a; y ay € R. !

Por tanto, al normalizar las superficies de G,, para que la aplicaciéon de Gauss g tenga
un cero en el final, o bien ¢3 es regular en el final (si la multiplicidad del cero de g es > 1),
o bien ¢3 tiene un polo simple en el final (si el cero de g es simple). En el primero de los
casos la superficie es asintética a un plano horizontal, lo que se corresponde con el caso
c = 0en (4.1). En el segundo caso (c # 0) el desarrollo anterior nos permite concluir que
la superficie es asintética a media catenoide vertical, dicha catenoide apuntard hacia
arriba o hacia abajo dependiendo de que la constante ¢ sea positiva o negativa. De
hecho es facil comprobar que ¢ coincide con el residuo de ¢; en el final.

Definicién 4.1 (Crecimiento logaritmico) Al niimero real ¢ que aparece en el desarro-
llo asintético de un grafo maximal descrito en la Proposicion 4.1 se le denomina crecimiento
logaritmico de la superficie.

LOS VECTORES FLUJO Y TORQUE

Sea § un grafo maximal con singularidades aisladas en un conjunto ¥ C Gy ¢ :
S — L? una parametrizacién conforme suya. Orientaremos la superficie de forma que
la aplicacion de Gauss verfique |g| < 1 en S. Los vectores flujo y torque a lo largo de una
curva cerrada en la superficie se definen como sigue.

Definicién 4.2 (Flujo y torque a lo largo de una curva cerrada) Sea (s) : [0,L] — G\ F
una curva cerrada y orientada parametrizada por el arco. Sea v el vector conormal unitario a -y
tal que {v,~'} estd positivamente orientada con respecto a la orientacion de G.

El flujo de G a lo largo de ~y es, por definicion, el vector:

mientras que el vector torque a lo largo de y se define como:

T(y) = / B(3(5)) A v(s)ds,

donde A denota el producto exterior lorentziano.

'Aqui O(|(z1, 2)| %) representa una funcion f(z1, z2) tal que im|(z, )| — oo % =0.
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Es importante observar que las anteriores definiciones no dependen de la clase de
homologia de la curva 7. En el caso del flujo esto es consecuencia del Teorema de Stokes
y el cardceter armoénico de la inmersién. De hecho no es dificil comprobar que

F(7) =Im / ®, (4.2)

siendo ® = (¢, ¢2, ¢3) la representacion de Weierstrass de la superficie. Para el vector
torque, esta no-dependencia de la clase de homologia de la curva es consecuencia de
aplicar el teorema de la divergencia a la 1-forma vectorial a,(v) = ¥(p) A (xdi,(v)), 2
cuya divergencia es proporcional a la curvatura media de la superficie, y por tanto se
anula.

Por lo tanto para un grafo maximal entero sélo tiene sentido el flujo a lo largo de
curvas rodeando, o bien las singularidades, o bien el final. Asi si G € G, tiene singu-
laridades en el conjunto F' = {q,...,¢,} C G, consideremos un dominio compacto
QC G\ Ftal que 00 = 75 U7 U ... U, siendo v; el borde de un disco cerrado
en G que contiene a ¢; en su interior y no contiene a mds singularidades, j = 0,...,n,
y siendo 7. el borde de un disco cerrado conteniendo todas las singularidades en su
interior. La orientacién en (2 induce una orientacién en estas curvas de forma que, si
v; es el conormal unitario exterior de ;, la base {v;,7}} estd positivamente orientada,
j=1,...,n+1,00. Llamaremos F} (resp., T};) al flujo (resp., torque) de G a lo largo de la

curva~y;, 7=0,...,n,00.

Observacion 4.1 (Flujo y torque en las singularidades) Como se demuestra en [KM], para
todo j = 0,...,n, Fj es un vector temporal apuntando hacia abajo, en el caso de que la singu-
laridad apunte hacia abajo, y hacia arriba en caso contrario. Ademds, no es dificil comprobar que
T, =qi NF;, 7=0,...,n.

Observacion 4.2 (Flujo y torque en el infinito) Para una superficie con vector normal ver-
tical en el final, la Ecuacién (4.2) nos lleva a

Foo =27 (0,0, ¢), (4.3)

donde c es el crecimiento logaritmico.
Ademds, si el final es de tipo catenoide, T, = P, N Fu, siendo P, cualquier punto en
el eje de la catenoide. Si el final es plano pero no de tipo Riemann®, T, = 0, y para finales

2Aqui * representa el operador de Hodge.
3Por definicion, un final donde g = 0 se dice que es de tipo Riemann si la aplicacién de Gauss g tiene

un cero doble en el final (recuérdese que un final es asint6tico a un plano horizontal si es un cero de g con
multiplicidad de orden > 1).



4.1 COMPORTAMIENTO GLOBAL 55

planos de tipo Riemann, T, es un vector horizontal contenido en la recta asintética del final. La
demostracion de estos hechos es andloga a la del caso minimal ([Per] y [Kus]).

El vector conormal v puede interpretarse fisicamente como una fuerza que acttia
sobre cada punto de la curva . Por tanto el flujo a lo largo de una curva puede iden-
tificarse con la tensién que la curva ejerce sobre la superficie. El momento resultante
de la fuerza v respecto de un eje con vector director unitario v se define como M (v) =
(f,y(y(s) Av(s), v)ds)v por lo que M (v) = (T, v)v.

Proposicién 4.2 Utilizando la notacién anterior:
(1) Fouo+ 355 F; =0,

(2) Too + 05 Ty = 0.

Demostracion : (1) es consecuencia del cardcter armoénico de la inmersiéon maximal y el
teorema de Stokes.

Para (2), basta aplicar el teorema de la divergencia a la 1-forma vectorial o, (v) =
P(p) A (xdip,y(v)), que como hemos comentado antes tiene divergencia cero. 0

Como consecuencia de la férmula (1) obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.3 No existe ningiin grafo maximal entero con final plano y todas sus singulari-
dades apuntando hacia arriba (o todas hacia abajo). Andlogamente no existen grafos maximales
enteros con un final asintético a media catenoide apuntando hacia arriba (resp. abajo) y todas sus
singularidades apuntando hacia arriba (resp. abajo).

Y obtenemos también la siguiente caracterizacion de la catenoide Lorentziana.

Teorema 4.4 La catenoide Lorentziana es la tinica superficie maximal completa y embebida con
todas sus singularidades apuntando hacia abajo y todas con flujo vertical.

Demostracion : La demostracion de este hecho se basa en un resultado de A.Ros [Ros]
para superficies minimales. Concretamente se demuestra que la semi-catenoide eu-
clidea la tinica superficie minimal propiamente embebida cuyo borde consta de un con-
junto finito de geodésicas planas convexas con flujos verticales apuntando hacia abajo,
y con un final asintético a media catenoide vertical apuntando hacia arriba.
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Sea G C L? como en el enunciado, y sea F' C G el conjunto de sus singularidades.
Por la Proposicion 4.2 y el Corolario 4.3 sabemos que, salvo una isometria de L?, el final
de G debe ser asint6tico a una catenoide vertical apuntando hacia arriba.

Como ya sabemos, podemos encontrar una parametrizaciéon conforme de G, ¢ :
¥\ {00} — L3 donde ¥ C C es un dominio circular compacto*. Denotaremos por
ai,...,a,+1 alas componentes del borde, que se corresponden con las singularidades.
Veamos que la superficie minimal asociada a 1 (ver Propiedad 1.5) estd en las condi-
ciones del resultado citado anteriormente.

Primero observemos que, teniendo en cuenta (4.2), por hipétesis las 1-formas ¢ y ¢,
de la representacion de Weierstrass de 1) son exactas. Por tanto la inmersién minimal y
conforme Y : ¥\ {¢g} — R? dada por Y = Re [(i ¢1,7 ¢o, ¢3) estd bien definida.

Como a lo largo de las curvas a; la aplicaciéon de Gauss de Y es horizontal e in-
yectiva y z3 o Y es constante, entonces la curva Y (a;) es una geodésica plana convexa,
para cualquier j. Ademads el final de Y es asint6tico a media catenoide apuntando hacia
arriba.

Finalmente veamos que esta superficie es un grafo. Para ello consideraremos, para
cada j, el disco plano D; bordeado por Y (a;). Denotemos por S la superficie topoldgica
obtenida afiadiendo D; a ¥ (estamos identificando cualquier punto de a; con su imagen
via Y en Y(a;) C D;). Sea Z : S — R? la aplicacién continua dada por Z|x = Yy
Z|p, = 1d, para cualquier j. Si 7 : R* — {z3 = 0} denota la proyeccién ortogonal, no es
dificil comprobar que 7o Z : S — {x3 = 0} es un homeomorfismo local (recordemos que
podemos suponer que |g| < 1 en X\ 0X). Ademds, como el final de Y es una catenoide
vertical, m o Z es propia. Asi m o Z es un homeomorfismo. En particular Y (X) es un
grafo sobre {z3 = 0}. Por tanto, ¥ : ¥ — R? estd en las condiciones del resultado
anteriormente citado, lo que demuestra que Y define una catenoide euclidea y por tanto
1 (8S) es una catenoide lorentziana. 0

UN TEOREMA DE UNICIDAD

Como vimos en la Seccién 1.3, las superficies maximales regulares satisfacen un prin-
cipio del maximo. A pesar de que este principio falla cuando permitimos la existencia
de singularidades, podemos adaptarlo al caso de grafos maximales con singularidades,
obteniéndose el siguiente resultado.

Teorema 4.5 (Unicidad) Sean G, G, € G,,.

“Es decir, un dominio compacto de C bordeado por circunferencias disjuntas de C.
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Entonces Gy = G si y s6lo si sus crecimientos logaritmicos y la posicion de sus singularida-
des en 1.3 coinciden.

Demostracion : Supongamos por reduccion al absurdo que existen dos grafos maximales
distintos Gy, y G con singularidades en los puntos del conjunto F = {qo,...,¢,} C L?
y el mismo crecimiento logaritmico ¢ € R. Como consecuencia de esto tltimo es posible
trasladar verticalmente uno de los grafos, por ejemplo G, hasta que quede por encima
de G;. Es decir, si para cada t € R escribimos G,(t) = G2 + (0,0, t) , entonces el conjunto
{t > 0; G2(t) > G1}, donde el simbolo > significa estar por encima de , es no vacio. Sea t
su infimo.

Obviamente si G»(ty) N G1 contiene algtin punto regular, el principio del maximo
(Propiedad 1.6) nos asegura que ambas superficies coinciden, lo que es imposible.

Supongamos ahora que el contacto tiene lugar en el infinito, es decir, G»(ty) NGy = 0.
En este caso, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, G,(ty — €) N G; contiene una curva
de Jordan v encerrando a todas las singularidades (ver Figura 4.1). Consideremos los
vectores conormales exteriores v, y V2 de v en G; y gg(to — e) respectivamente. Es claro
que las terceras coordenadas de estos vectores satisfacen x3(v1) > 23(12), pero esto con-
tradice la Ecuacién (4.3) que afirma que f7 v; = (0,0,2mc), j = 1,2, con lo que este caso
tampoco es posible.

Ga(to)

Contacto en punto interior

5a(t) Ga(to)
Ga(t) Yallo 5
l G1 g

Gl . \g_
G — Gy(to — €) X 27
\’,—-\.I

Contacto en infinito

Contacto en las singularidades

Figura 4.1: Posibilidades para el primer punto de contacto
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Por tanto, la tinica posibilidad es que G2(ty) N G; conste exclusivamente de puntos
singulares. Esto lo que nos dice es que ty =0, GoNG, = F' y G, estd por encima de G .
Invirtiendo los papeles de G; y G llegamos de nuevo a contradiccion. O

Observacion 4.3 Como consecuencia, el grupo de isometrias de 1.3 que dejan invariante la
superficie coincide con:

= Las isometrias que fijan el conjunto de singularidades y que preservan el semiespacio que
contiene la superficie en caso de que el final sea de tipo catenoide.

» Las isometrias que fijan el conjunto de singularidades en caso de que la superficie tenga un
final horizontal.

4.2. ESTRUCTURA DEL ESPACIO DE MODULI

En esta seccién nuestro objetivo es estudiar la estructura subyacente en el espacio de
grafos maximales G,,. Para introducir coordenadas analiticas en este espacio serd nece-
sario introducirlas previamente en el espacio de grafos marcados M,,. Obsérvese que, si
denotamos por P, al espacio de permutaciones de orden n + 1, G,, puede ser visto como
el cociente de M,, por la accién

A M, xP, — M,,

)‘((g7 m)? T) = (g> T(m))

Con lo que, una vez que dotemos a M,, de estructura de variedad analitica, esta po-
dra ser inducida en G,,.

Por otro lado, el Teorema 4.5 nos sugiere unos candidatos naturales a ser las coorde-
nadas de M,,. En efecto, como consecuencia de aquel resultado la siguiente aplicacion,

[: M, — (R*)" xR

F<g7 m) = (mv C)?

donde c es el crecimiento logaritmico de la superficie (ver Definicién 4.1), es inyectiva.
Por lo tanto, si demostramos que I'(M,,) C R3"** es abierto, la aplicaciéon I' puede ser
utilizada como sistema de coordenadas analiticas globales en el espacio M,,.
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Demostrar este hecho requiere varios resultados previos, algunos de ellos intere-
santes por si mismos. Primero demostraremos que también es posible introducir en M,,
otra estructura de variedad, esta vez sdlo diferenciable, en términos de su estructura
conforme y sus datos de Weierstrass. Como consecuencia de esto, bastara demostrar
que I' es continua (de hecho veremos que es diferenciable) cuando consideramos esta
estructura diferenciable en M,,. Una vez visto esto, el Teorema de invarianza del do-
minio nos garantiza que I es abierta.

La seccién estd organizada como sigue: en la Subseccién 4.2.1 introduciremos la no-
tacion necesaria para los resultados posteriores. En la Subsecciéon 4.2.2 construiremos la
aplicacién que dotard a M,, de esta estructura diferenciable “auxiliar”. Finalmente en
la Subseccién 4.2.3 concluiremos la demostraciéon de que I' es abierta. Para establecer
todos estos resultados necesitaremos algunos lemas técnicos, que serdn demostrados
separadamente en el apéndice del final de este capitulo para no dificultar el seguimien-
to del hilo general de la demostracién.

4.2.1. ESTRUCTURA CONFORME Y REPRESENTACION DE WEIERSTRASS

Como vimos en el Corolario 3.6, el soporte conforme (Definicién 1.2) de una super-
ficie maximal y embebida de tipo finito en L? es biholomorfo a C menos una cantidad
finita de discos abiertos cuyas clausuras son disjuntas dos a dos. El punto z = co € C se
corresponde con el final de la superficie.

En otras palabras, si G C L? es un grafo maximal con un conjunto finito de singulari-
dades F' C G, entonces G \ F' es biholomorfo a Q2 \ {oo}, donde {2 es un dominio circular
en el sentido que se precisa en la siguiente definicién.

Definicién 4.3 (Dominio circular) Un dominio abierto Q2 C C = C U {oo} se dice que
es un dominio circular si su borde estd formado por un niimero finito de circulos disjuntos
dos a dos.

Obviamente un dominio circular viene caracterizado por los centros y radios de los
circulos de su borde. Ademads, después de un biholomorfismo se puede conseguir que
uno de estos circulos tenga centro en el origen y radio uno, y que otro de ellos esté cen-
trado en la direccién positiva del eje real. Por esto nos serd til la siguiente notacién.

Dadaunauplav = (cy,...,¢,71,...,7) €)1, +00[xC"! x (RT)" de centros y radios,
definimos las curvas a;(v) :=={z € C : |z—¢j| =r;},j=0,...,n,conel convenio ¢y =0
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Y7ro= 1.

Denotaremos por 7,, C]1, +oo[xC" ! x (R*)" C R* ! al conjunto de uplas v como la
anterior tales que los discos cerrados bordeados por por los circulos a;(v), j =0,...,n,
son disjuntos dos a dos.

Definicién 4.4 Utilizando la notacién anterior, para cada v € T, denotaremos por 2(v)
el dominio circular bordeado por las curvas | J;_, a;(v). Diremos que Q(v) es un dominio
circular marcado con marca v. También denotaremos por c;(v) y r;(v) los correspondientes
centros y radios de 092(v).

Diremos que dos dominios circulares marcados, 2(v1) y €2(v2), son iguales si y solamente si

V1 = Va.

Nota ~~ Al parametrizar el espacio de Teichmiiller de los dominios circulares® por la upla de
sus centros y radios, estamos imponiendo un cierto orden en los circulos del borde de estos do-
minios. Puesto que estas curvas se corresponden con las singularidades de la superficie maximal
correspondiente, esto implica un orden en el conjunto de las singularidades, lo que explica el por
qué de introducir el espacio de grafos marcados M,, en lugar de trabajar directamente con el
espacio G,,.

Por lo tanto, es inmediato ver que para cada (G, m) € M,, existe un tinico v € 7, tal
que se verifica:

» G\ F (F es el conjunto de singularidades) es biholomorfo a Q(v) \ {oco}.

» Existe una inmersiéon maximal y conforme ¢ : Q(v) \ {co} — L3 tal que ¥(Q(v) \
{o0}) = G y ademas ¢(a;(v)) = ¢;,j =0,...,n,siendom = (qo, . .., qn)-

En nuestro estudio sobre la estructura de los espacios M,, y G,, desempefiard un pa-
pel fundamental el doble de la superficie €, ya que las herramientas que utilizaremos se
refieren a superficies compactas (sin borde). El doble de una superficie con borde fue de-
scrito en abstracto en la Subseccién 1.5.3, sin embargo en el caso particular de dominios
circulares es posible simplificar esta construccién con algunas identificaciones.

En primer lugar recordemos que uno de los circulos que bordean {2 tiene centro cero
y radio uno, con lo que si definimos J : C — C como J(z) = 1/%, el dominio Q* :=
J(§2) es disjunto de €. Por tanto podemos identificar el doble de la superficie 2 con la
superficie & = QUQ*/ ~, donde ~ es la relacién que identifica cada punto de una curva
del borde de €2 con su correspondiente imagen via J. Utilizando esta identificacién la
simetria especular viene dada por la aplicacién J(z) = 1/Z. Esta construccién estd re-
presentada en la Figura 4.2.

5Es decir, el espacio de todos los dominios circulares salvo biholomorfismo.
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Q0) ~ 5 T ()

G O N

a;(v)
Q(v) sw) 9w

Figura 4.2: El dominio circular Q(v) y su doble.

En ocasiones serd necesario hacer referencia a la marca del dominio circular €2, es de-
cir, a la secuencia de centros y radios v € 7, tales que {2 = Q(v). En ese caso denotaremos
S(v) y J, al doble y la simetria especular asociadas.

También serd de utilidad para nuestros propésitos el tener cartas holomorfas univer-
sales para S(v) \ 09Q(v). Esto es, cartas que no dependan del punto v € 7, al menos
localmente.

Observacion 4.4 (Cartas holomorfas universales para &(v)) Sea vy € 7,, y consideremos
una bola V (¢) de radio € y centrada en vy en T, C R3"~1,

Consideremos un punto zy € Q(vy) C C. Para e suficientemente pequefio, existe un entorno
U de zy en C que estd contenido en Q(v) para todo v € V (¢). Diremos que (U, z = 1d|y;) es una
carta (holomorfa) universal alrededor de z, para S(v), v € T,.

Sizg € Q(vg)* = Jyy (2v0)), entonces existird un tinico z, € (vy) tal que zy = Jy,(21).
Consideremos una carta universal (U, z) alrededor de z,. Diremos que la carta (holomorfa)
(Jo(U), 2 0 ol ,r)) €s una carta universal para z, en &(v), v € T,,.

Por lo tanto, podemos ver los datos de Weierstrass (g, ¢3) de la superficie como datos
meromorfos en &. Ademds, puesto que estamos suponiendo que la superficie estd orien-
tada para que |g| < 1 en Q y que el final es horizontal, g se anula en z = oo, mientras
que ¢3 puede ser regular (en caso de final plano) o tener un polo (final catenoidal) en oco.
Ademas sabemos que g tiene grado n + 1 (Corolario 3.6), por lo que en total debe tener
n+1 ceros (contados con multiplicidad). Denotaremos por wy, . .., w, € {2 alos restantes
ceros. Como consecuencia, y teniendo en cuenta las simetrias Jog = 1/gy J*(¢3) = —¢3,
es facil ver que los divisores para g y ¢3 han de tener la siguiente expresion:

D D-J(D)

[¢5] = (4.4)

00 - J(0)’
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donde D es el divisor dado por D = w; - ... - w, € Div,(Q).
Nota ~ oo € D siy solamente si el final es plano.

El divisor D jugara un papel fundamental en la descripcién del espacio M,, de grafos
marcados. De hecho, la teorfa clasica de superficies de Riemann establece que D deter-
mina de forma tnica al par (g, ¢3) salvo constante multiplicativa. Por tanto, el dominio
Q(v) y el divisor D € Div,,(£2(v)) encierran toda la informacién de tipo conforme de la
superficie y de sus datos de Weierstrass.

Esto nos permitird identificar cada superficie del espacio M,, con su correspondiente
v € T,y D € Div,(Q(v)). Por otro lado, la aplicacién de Abel-Jacobi (ver Seccién 1.5)
permite caracterizar aquellos divisores para los que existen una funcién g y una 1-forma
¢3 meromorfas satisfaciendo la Ecuacién (4.4), lo que nos ayudara a ver los pares (v, D)
como cierta subvariedad de un fibrado de divisores. En la siguiente subseccion establece-
mos la notacién necesaria para definir rigurosamente estas correspondencias.

4.2.2. UNA BIYECCION PARA M,

DEFINICION DE LOS FIBRADOS DE DIVISORES Y JACOBIANO

Definicion 4.5 (Fibrado de divisores) Para cada v € T, y k € N sea Divy(2(v)) el
espacio de divisores enteros de grado k sobre Q)(v) (ver Seccién 1.5). Denotaremos por

Div, = | J Dive(Q(v)) = {(v, D) : v € T,, D € Diny(Q(v))},

veT,

Yy nos referiremos a él como el fibrado de k-divisores.

Nota ~~ Por comodidad, adoptaremos el convenio Divy = 7,.

Es un hecho conocido que el conjunto Div(/N) de divisores enteros de grado £ so-
bre una superficie de Riemann N tiene estructura de variedad analitica, ya que puede
ser identificado con el cociente de N* = Nx *). x N bajo la accién del grupo de per-
mutaciones de orden k. Por lo tanto, podemos inducir de forma natural una estructura
de variedad analitica en Div,. La siguiente observacién muestra como construir un en-
torno alrededor de un punto (v, Dy) en Divy.

Observacién 4.5 (Entornos para Div,) Sea (vy, Dy) € Divy. Consideremos una bola V' (¢) en
7, C R*"~! de radio e y centro vy. Escribamos Do = 2" -...- 2", con z; € Qvg), 2; # zn Si
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j # h. Consideremos entornos U;(e) C C centrados en z; y de radioe, j = 1,..., s, disjuntos
dos a dos. Para e suficientemente pequefio el conjunto U(e) = Uy(e)™ x ... x Us(e)™ C (o
estd uniformemente contenido en Q(v)" para todo v € V(e). De esta forma el conjunto V(e) =
V(e) x U(e) es un entorno de (vy, Dy) en Div,.

A continuacién vamos a definir el fibrado jacobiano asociado a las variedades jaco-
bianas de las superficies compactas S(v), v € 7,,. Como vimos en la Seccién 1.5, para
definir correctamente la variedad jacobiana de una superficie es necesario fijar previa-
mente una base de homologia de la superficie.

En nuestro caso la base B, de homologia de &(v) que consideraremos sera la si-
guiente: identificaremos los circulos a;(v) de 92(v) con sus correspondientes las clases
de homologia, j = 0,...,n. La primera parte de la base B, estard formada por estas
curvas. Para construir el resto de elementos de la base consideremos curvas y; en Q(v)
uniendo ag(v) con a;(v), j =1,...,n, de tal forma que la curva b;(v) que resulta de unir

7; con J,(7;) satisfaga
(bj(v),bp(v)) =0, (an(v),bj(v)) = dn;, Joh=1,...,n,

donde (-, -) denota el nimero de interseccién entre dos curvas y ¢, es el simbolo de Kro-
necker.® Obsérvese que la clase de homologia de b;(v) (que en lo sucesivo identificare-
mos con sus representantes) no depende de la eleccion de v, y que J,(b;(v)) = —b;(v) a
nivel de homologia.

Por tanto, para cada v € 7,,, en lo sucesivo adoptaremos la base

B, :={a1(v),...,an(v),b1(v),...,b,(v)}

como base candnica de homologia de la superficie compacta &(v) (ver Figura 4.3).

Una vez fijada la base de homologia de &(v), consideremos la correspondiente va-
riedad jacobiana, que denotaremos por J(v). Aunque en la Seccién 1.5 ya explicamos
cémo se construye esta variedad, revisaremos brevemente esta construccién para fijar
la notacién que necesitaremos en el resto del capitulo.

Asi, llamaremos B, = {7 (v), ..., 7,(v)} alabase del espacio de 1-formas holomorfas
sobre G(v) dual de B,, y II(v) representard a la matriz de periodos correspondiente:

Id,, 0
)= ( 0 (ﬂ-j:k(v))j,kzl,...,n> 7 () = /bj(v) o)

®Obsérvese que, puesto que la simetria especular J, fija las curvas a;(v) punto a punto, las curvas

b;(v) asi definidas son curvas cerradas.



64 EL CASO EMBEBIDO

Q(v) Q(v)

v
bi(@)

(13/'(1) ) LN 7

-

S(v)

Figura 4.3: Base de homologia canénica para &(v).

Por dltimo, L(v) representara el reticulo sobre Z generado por los vectores

{e',...,e", ' (v),...,7"(v)},

, () .
donde ¢’ = (0, ..., i,...,()) y 0 = (m,(v),...,m,;(v)). De esta forma,

J(v) =C"/L(v).

Definicion 4.6 (Fibrado Jacobiano) Para cada v € 7, sea J (v) la variedad jacobiana de
la superficie &(v) construida anteriormente. Al correspondiente fibrado sobre T,,,

J=J JW),

veT,

lo llamaremos el fibrado jacobiano.

Puesto que J (v) es una variedad analitica de dimensién (real) 2n, J,, puede ser dota-
do de forma natural de una estructura de variedad analitica de dimensién (3n—1)+2n =
on—1.

Para cada v € 7,, consideraremos la aplicaciéon de Abel-Jacobi sobre &(v),
o 6(v) = J(v)
eul) =l [ Tm(w). ),
donde p, : C" — J(v) = C"/L(v) es la correspondiente proyeccién canénica.

Nota ~~ Obsérvese que 1 € 02(v) C &(v) uniformemente en v € T, y por tanto ¢, estd bien
definida.
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Como explicamos en la Seccion 1.5 esta aplicacién puede ser extendida al espacio de
divisores enteros mediante ¢, (P; - ...  P;) = Z?:l oo (P;), k> 1.
Ademas, definimos
2 @'luk - jna

90(% D) = (Uv SOU(D))'

Como consecuencia del Teorema de Abel (Propiedad 1.10), cualquier divisor canénico
de &(v) es aplicado via ¢, en el mismo punto de la variedad Jacobiana, que denotaremos
por T'(v) € J(v). La correspondiente aplicacién v € 7, — (v,T(v)) € J,, serd denotada
por T.

Lema 4.6 Las aplicaciones o y T definidas anteriormente son diferenciables.

Debido a su caracter técnico, dejaremos la demostracién de este lema para el apéndice
situado en el final de este capitulo.
EL FIBRADO ESPINORIAL

Resumiendo lo que llevamos visto hasta ahora, dado un grafo marcado (G, m) € M,,
sus datos de Weierstrass de estan definidos en la superficie S(v) para cierto v € 7,,, y
ademas sus divisores satisfacen la Ecuacién (4.4). Por lo tanto, el Teorema de Abel nos
da las siguientes igualdades:

po(D-00) =@y (Juo(D) - Jo(00)) =0y @u(D - (D)) = pu(00 - Ju(00)) = T(v).
Juntando estas dos ecuaciones obtenemos
2(pu(D) = pu(Ju(00))) = T(v),
lo que motiva la siguiente definicién:
Definicién 4.7 (Fibrado espinorial) Denotaremos por

S,(v) :={D € Div,(Q(v)) : 2(<pU(D) — @U(Jv(oo))) =T(v)}

Su=|J Su(v) ={(v,D) : vE T, DeS(v)}.

’UETn

A este 1iltimo nos referiremos como el fibrado espinorial.
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El fibrado espinorial S,, es una subvariedad de Div,, de dimensién 3n — 1, como
afirma el siguiente teorema.

Teorema 4.7 (Estructura del fibrado espinorial) El espacio S, es una (3n — 1)-
subvariedad diferenciable del fibrado de divisores Div,,.
Ademas la aplicacion v : S,, — 7T,,, v(v, D) = v , es un recubridor finito.

La demostracion de este teorema es algo complicada y requiere varios lemas previos,
por lo que la expondremos en detalle en el Apéndice posterior. A grandes rasgos, la
demostracion se basa en que S,, puede verse como la imagen inversa de la subvariedad
de dimensién 3n — 1,0 = {(v,0) € J,, : v € 7,}, viala aplicacién

H: v, — J,,

H(v, D) = (v,2(pu(D) = ¢u(u(00))) = T(v)).

Por tanto, basta demostrar que H tiene diferencial biyectiva en cada punto ¢ = (v, D) €
S,.. Como veremos, esto es equivalente a que D € S,(v) no sea un divisor especial.

BIYECCION ENTRE EL ESPACIO DE GRAFOS MARCADOS Y EL FIBRADO ESPINORIAL

Como comentamos en la Subseccion 4.2.1, el divisor D € Div, (2(v)) que aparece
en la Ecuacién (4.4) caracteriza, salvo multiplicaciéon por constantes, los datos de Weier-
strass de un grafo maximal. Este “salvo multiplicacién por constantes” se traduce en que
un grafo marcado (G, m) € M,, estd univocamente determinado por el par (v, D) € S,
salvo movimientos rigidos y homotecias de L?. Para eliminar esta ambigiiedad debere-
mos fijar algunos elementos adicionales que nos ayuden a distiguir entre dos superficies
que difieran en uno de estos movimientos.

El factor correspondiente a las traslaciones en L? puede ser fijado eligiendo por ejem-
plo la primera de las singularidades ¢, de la marca del grafo, m = (qo,. .., ¢,). La parte
de las rotaciones (que deben tener por eje al eje x3, puesto que normalizamos las super-
ficies para que el final fuese horizontal) puede ser fijado a través del vector normal de la
superficie en uno de sus puntos, por comodidad elegiremos g(1) € S ya que 1 € 9Q(v)
uniformemente en v € 7,,. Por altimo, para distinguir entre superficies homotéticas o

que difieren en una simetria horizontal utilizaremos la siguiente notacién:
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Consideremos el pardmetro conforme z = Id|y (), donde

U(v) = (Qv) UQ(v)" U{|z[ = 1}) \ {00, Jo(c0)} (4.5)

}‘37(3)dz en este

es un entorno en G(v) alrededor del punto P = 1. Escribamos ¢; =
pardmetro, para cierta funcién holomorfa h3;. Obsérvese que de hecho h3(z) € R* sobre
la curva {|z| = 1} debido a la simetria J*(¢3) = —¢s. El elemento que fijaremos para

descartar posibles homotecias serd justamente h3(1) € R*.

Definicién 4.8 Con la notacion anterior definimos la siguiente aplicacion
E:M, =S, xR>xS"xR*,

£(G,m) = ((v,D),q,9(1), hs(1)).

Nota ~+ Recuérdese que hemos fijado una orientacion en los grafos maximales, aquella para la
que |g] < 1.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que realmente £ es una biyeccién entre el
espacio de grafos marcados M,, y el espacio S,, x R? x S' x R*. Esto puede no parecer en
principio una simplificacién de nuestro problema (que recordemos que es el de dar una
estructura a M,,), debido a la aparente complejidad del espacio S,,. Sin embargo, como
vimos en el Teorema 4.7, este espacio es en realidad una subvariedad diferenciable del
tibrado de divisores ®iv,, con lo que la aplicacién £ nos permitird dotar a M,, de la
estructura diferenciable inducida por esta aplicacion.

Para demostrar la sobreyectividad de £ (la inyectividad es consecuencia de los co-
mentarios previos a su definicién) necesitaremos un poco mds de notacién y un lema
previo.

Consideremos la base 1-formas holomorfas {7;(v),...,n.(v)} sobre &(v) dual de la
base de homologia B, = {ai1(v),...,a,(v),b1(v),...,b,(v)} utilizada para construir la
variedad jacobiana. Puesto que J, fl]a las curvas a;(v) C 0€(v) punto a punto, de-
ducimos que f m = 6 y por tanto J¥(n;(v)) = 1;(v), j = 1,...,n. Ademads
recordemos que J (b (v)) = —b;(v) con lo que 7;; = fb nj(v) es un ndmero imaginario
para cualesquiera j y k.

Como consecuencia, la siguiente aplicacion esta bien definida:

I, : J(v) — J(v)
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Ly(po(w)) = pu(w),

y es ademds una involucién analitica. Puesto que J,(1) = 1, es inmediato comprobar
que se satisface la igualdad

Yy 0 Jy = 1,0 p,.

Definiremos Z : J, — J, como Z(v,p,(w)) = (v,1,(p,(w))), y nos referiremos a
ella como la involucién especular del fibrado jacobiano. Obviamente Z es una aplicacion
analitica.

El siguiente resultado serd crucial para recuperar unos datos de Weierstrass a partir
de un elemento del fibrado espinorial.

Lema 4.8 Dado v € 7, denotemos por K;(v) € J(v), j = 1,...,2*, a las 2° soluciones
distintas de la ecuacion 2X =T(v), X € J(v).”

Entonces, I,(T(v)) =T(v) y I,(K;(v)) = K;(v), j=1,...,2%"

Como consecuencia, dado un divisor D € S,,(v) se tienen las siguientes igualdades:

SOU(D) + QOU(OO) - Sov(Jv(D)) - @v(t]v(oo)) = 07
(pv(D ’ JU<D>) - (,01}(00 ' Jv(OO)) = T(”)

Demostracion : Puesto que T'(v) no depende de la 1-forma meromorfa elegida, consi-
deremos por ejemplo wy = n,(v), la primera de las 1-formas de la base de 1-formas
holomorfas sobre &(v) que fijamos para la definicién de J(v). Como ya vimos, esta 1-
forma satisface J; (wy) = @y, por lo que el divisor de w, es invariante por J,. Esto implica
que

L(T®)) = L (2o([w0])) = @0 (Jullw])) = polfwn]) = T(w).

En el Lema 4.6 vimos que T es diferenciable, por lo que podemos suponer que las
aplicaciones v — Kj(v) tambiénlo son, j = 1,...,2?". Para demostrar que son invarian-
tes por Z notemos que, gracias a la ecuacion anterior, se tiene que

LK () = K (0) + b5 3 (mu(w)e! + my(0)a(0)) ).

donde my,(v), ny(v) € Z son funciones continuas de v. Pero de la propia definicién de 7,
se deduce que es conexo, con lo que m;(v) y n,(v) deben ser en realidad constantes. Esto

"Recuérdese que T'(v) es, por definicién, la imagen via ¢, de cualquier divisor canénico en &(v).
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implica que el segundo sumando de la expresién anterior es invariante por I, (recorde-
mos que los periodos 7; (v) son imaginarios) y por lo tanto, para cada j el conjunto:

Aj={veT, : L(K;{))= K;v)}

es, o bien vacio, o bien todo 7,,.
Por otro lado, K;(v) = Ki(v) + ¢;(v), con 2¢;(v) = 0, por lo que, razonando como
antes, 1,(q;(v)) = ¢;(v) y por tanto A; = 7,, para todo j siy sélo si A; = T,,.

Para demostrar esto tltimo vamos a encontrar un dominio circular €2 tal que su cor-
respondiente marca vy € 7, esté en A;. Consideremos la superficie de Riemann com-

pacta de género n,
2n+2

S ={(z,w)eC : w*= H(Z—Ci)}a

i=1

dondec; e Ry ¢ < ¢y < ... < capy0. Definamos la involucién antiholomorfa
J(z,w) = (Z,—w).

La funcién w tiene una rama bien definida w, sobre el dominio plano ¥ = C \
Ui_olcait1, C2ita), v €l dominio Q@ = {(z,w.(z)) : z € X} C & es biholomorfo a un
dominio circular §2(vy), vo € 7,,. Ademads, salvo biholomorfismo, & = S(v) y J = Jy,.

n—1

Sea w la 1-forma holomorfa w = []'"| (= — ¢;)%. Es f4cil comprobar que su divisor
estd dado por

donde, salvo las identificaciones anteriores, ¢; = (¢;,0) € &(vg). Como J,,(¢;) = ¢;, en-
tonces ko := @y, (c1 - ... cpm1) € J(vg) es invariante bajo I,,, y 2k = ¢, ([w]) = T'(vp). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que ky = K;(vg) y por tanto A; = 7,,, lo que
termina la primera parte de la demostracién.

Para la segunda parte, basta tener en cuenta que D € S,,(v) si y s6lamente si ¢, (D) —
ou(Jy(00)) = K;(v) para cierto j € {1,...,2%"}. Por lo tanto,

T(v) = K;(v) + Kj(v) = K;(v) + 1,(K;(v)) = pu(D) = ¢u(Js(00)) + ¢u(Jo(D)) — ¢u((00)),
y también
0= Kj(v) - Kj(v) = Kj(v) - IU(KJ(U)) = SOU(D) - @U(JU(OO)) - SOU(JU(D)) + (pv((OO)),

lo que nos da las igualdades deseadas. O
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Proposicién 4.9 La aplicacion € : M,, — S, x R* x S x R* definida en la Definicion
4.8 es biyectiva.

Demostracién: Sea x € S, x = (v, D). En virtud del Lema 4.8,

QDU(D> - @v(*]v(oo)) - (;Ov(t]v(D)) + @v(OO> =0

SOU(D ’ J’U(D)) - @v(‘]v(oo) ’ OO) = T(U),

con lo que el Teorema de Abel nos garantiza la existencia de una funcién f y una 1-forma
v meromorfas sobre &(v) cuyos divisores son

D - oo D-J,(D
=G M= Ty
Definamos
1
9= = 7y f
y observemos que g, o J, = 1/G, ¥ g.(1) = 1. Ademas, esta tiltima propiedad junto con
el hecho de que [g,] = 5-75%; caracteriza g, como funcién meromorfa sobre &(v).

Por otro lado, J:(v) = A7 para cierto A € S' (recuérdese que J, es una involucién),
con lo que la 1-forma ¢ = ﬁ v satisface J(¢) = —o.

Si consideramos la carta (U(v), z = Id|y(,)) utilizada para la definiciéon de £ (Ecuacién
(4.5)) y escribimos ¢(z) = h(z) &, z € U(v), se deduce facilmente a partir de lo anterior

que h(z) € R* sobre la curva |z| = 1. Definiremos

Las ecuaciones

[6s(2)] = hs(1) =1

00+ Jy(00)

caracterizan ¢3(z) como 1-forma meromorfa sobre G(v).

Con esta notacién, dado (z, go,0,7) € S, x R* x S* x R*, definamos

9:(0) =0g,,  o3(x, 1) =1 d3(x). (4.6)
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Puesto que g,(f) es holomorfa en Q(v) y |g| = 1 en 0£2(v), el principio del méximo
implica que |g| < 1 en Q(v), por lo que el Teorema 3.5 nos asegura que la aplicacién

wx(q()a 07T) : W\ {OO} - L37

(o, 0.7) (2) = qo+Re/1 (.0, 1),

nos proporciona un grafo maximal G, (qo, 0, ) := ¥, (qo, 0, 7) <Q(v) \ {oo}) € G,.

Por ultimo, si definimos la marca m,(qo,¢,7) correspondiente a G,(qo,6,7) como
¢ = ¥u(qo,0,7)(aj(v)), 7 = 0,...,n, es inmediato comprobar que £ *(z,q,0,r) =
{(Gx(qo,0,7), mx(q0,6,7))}, con lo que se demuestra que £ es una biyeccién. 0

El siguiente corolario es obvio a partir de la Proposicion anterior y el Teorema 4.7.

Corolario 4.10 La aplicacién € : M,, — S, x R® x S! x R* definida en la Definicion 4.8
induce en M,, una estructura de variedad diferenciable de dimension 3n + 4.

4.2.3. LA APLICACION I' ES ABIERTA

Como explicamos al comienzo de esta seccién, una vez demostrado que el espacio
M,, tiene una estructura de (3n + 4)-variedad diferenciable a través de la aplicacién &,
nuestro siguiente paso serd demostrar que la aplicacion I' es diferenciable, o equivalen-
temente, que I' o £ es diferenciable. Asi, y gracias al Teorema de la invariancia del
dominio, demostraremos finalmente que I' puede ser utlizada como carta global para
definir una estructura analitica en M,,.

Este sera el objetivo de la presente subsecciéon. Recordemos que, gracias al Lema 4.8
y el Teorema de Abel, dado un elemento (v, D) € S, existen una funcién y una 1-forma
meromorfas sobre G(v) cuyos divisores vienen dados por la Ecuacién (4.4). Nuestro
primer paso serd demostrar que estos datos meromorfos dependen de forma diferen-
ciable de (v, D) € S,,. Esto presenta una clara dificultad a priori, que es la formulacién
adecuada del concepto de dependencia diferenciable de los datos de Weierstrass con respecto a
un elemento del fibrado espinorial. Esta formulacion, no exenta de ciertos elementos técni-
cos, sera simplemente aquella que nos permita ver la aplicacion I'o 7! : S, — R+
como aplicacion diferenciable. Para poder establecerla adecuadamente necesitamos la
siguiente notacion.
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Definiciéon 4.9 Dado v € 7, llamaremos C(v) (resp. H(v)) al conjunto de funciones
(resp. 1-formas) meromorfas sobre &(v). El correspondiente fibrado serd denotado por

Cn = U,er, C(v) (resp. Hy = U, ez, H(v)).

Como hemos explicado antes, para demostrar que los datos de Weierstrass depen-
den de forma diferenciable de (v, D) € S, necesitaremos introducir un concepto de
diferenciabilidad para aplicaciones de Divy, , en C,, o ‘H,, que conserven las fibras ade-
cuado para nuestros propositos.

Definicion 4.10 Sea f : R™ x R™ — R una aplicacion continua. Diremos que f
es diferenciable con reqularidad de orden  en R™ si existen las derivadas parciales de

cualquier orden con respecto a las variables de R™ y pertenecen a C*(R™ x R™2).

Esta definicion se extiende de manera obvia a aplicaciones f : My x My — Mg, siendo M;
variedades diferenciables.

La siguiente definicién también serd de gran utilidad para demostrar la diferencia-
bilidad de I'.

Definicién 4.11 Sea vy € 7, y € > 0 suficientemente pequefio. Denotemos por V (¢) la bo-
la euclidea de radio € en 7T, centrada en vy. Como V(€) es simplemente conexo, argumentos
estandares de teoria de homotopia en geometria diferencial muestran la existencia de una familia
de difeomorfismos

{F, : 6(vy) = 6(v) : veVie},

tales que F,,, = 1d, F,(c0) = 00, J,0F,0J,, = F,,paratodov € V(e€),y F : V() xQ(vy) — C,
F(v,z) := F,(z), es diferenciable.

Por definicién, diremos que {F, : S(vy) — S(v) : v € V(e)} es una deformacion
diferenciable de & (vy). Ademds, nétese que, para e suficientemente pequefio, 9= # 0 en V(e) x
Q(vp) -

Asi, dada una aplicacion
h: ®iv, — C,,

que conserva las fibras, esto es, h(, py := h(v, D) € C(v) para cualquier (v, D) € Divy,
vamos a definir la nocién de diferenciabilidad con k-regularidad para h basandonos en la
Definicién 4.10.
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Definicién 4.12 Diremos que una aplicacion h : ®iv, — C,, que conserve las fibras es
diferenciable si se verifica lo siguiente:

Dado un entorno coordenado V(e) de Divy, denotemos por V (€) a su bola en 7T, asociada
(ver Observacion 4.5) y por vy a su centro. Consideremos una defomacion diferenciable de
S(vo), {Fy : 6(vg) = 6(v) : veT,}

Diremos que h es diferenciable en V(€) con r-regularidad si la aplicacién

~

h: V(e) x &(vy) — C,

~

h((vv D)? :L‘) = h(v,D)(Fv(x))a

es diferenciable con k-reqularidad en V(e).
Andlogamente, diremos que h es diferenciable con k-regularidad en Divy si lo es en
cualquier entorno coordenado suyo.

Nota ~~ Es ficil comprobar que esta definicion no depende de la deformacion elegida.

Ademas esta definicién puede ser extendida de forma natural a funciones h : W —
C,,, con W subvariedad de Div,,.

Definicion 4.13 Sea
w: Div, — Hn, (U, D) — W(v,D),

una aplicacion que conserva las fibras, esto es, w, py € H(v) para todo (v, D) € Divy.
Para cada (v, D) en un entorno V(e) C Divy, suficientemente pequefio consideremos una
carta uniforme (U, z) en &(v)* y escribamos

W(w,D) = f(lv,D)(Z)dZ + f(2v7D)(Z)d2

enU.

Diremos que w es diferenciable con regularidad de orden r si para cada carta (U, z), las
aplicaciones (v, D) € V(e) — f{v py € Cn , j = 1,2, son diferenciables con regularidad de
orden k, en el sentido que se precisé en la Definicion 4.10.

?Ver la Observacion 4.4.

Nota ~~ Teniendo en cuenta la Definicion 4.12, la definicion anterior es equivalente al hecho de
que, en una carta (U, z) de Q(vy) (no necesariamente uniforme), el correspondiente pull-back de
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w,p) via F, : &(vy) — &(v) se escriba como

F(ww,p)) = f(lu,p)(z)dz + f(Qv,D)(Z>d27

con fi:V(e)xU—C, fi((v,D,z) = f(];7D)(z) , diferenciables con reqularidad de orden
x en V(e), y esto para cada entorno V(e) de Divy.

Siguiendo la notacién de la Proposicién 4.9, dado x € S,, denotaremos por (g,, ¢3(z))
los datos de Weierstrass del grafo maximal marcado £7*(z,0,1,1) € M,,.

Proposicién 4.11 Utilizando la notacion anterior, las aplicaciones

T = gg .’L’l—>¢3(£€),

son diferenciables con reqularidad de orden 2 y orden 1 respectivamente.
Como consecuencia, la terna de 1-formas ®, = (¢1(x), p2(x), ¢3(x)) depende de forma difer-
enciable con reqularidad de orden 1 de x € S,,.

La demostracién de este hecho estd detallada en el Apéndice.

Teorema 4.12 (Estructura del espacio M,)) La aplicacion T' : M,, — R3>™ dada por
['(G,m) = (m,c = crecim. log.), es de clase C* cuando consideramos en M,, la estructura
diferenciable inducida por la biyeccion £ (ver Definicion 4.8).

Demostracion: Sean z = (v,D) € S,y X = (z,¢y,0,7) € S, x R® x S' x R*. Siguiendo
la notacién de la demostracion de la Proposicion 4.9 denotaremos por ¢.(qo,6,r) a la
inmersién maximal y conforme asociada al grafo marcado £'(X) € M,,. Como vimos
en dicha demostracioén,

¢$(q0) 97 T)T = A@,’r‘ . ¢x(0a ]-7 1)T + (QO7 07 O)T7

donde Ay, es una matriz cuadrada de orden 3 diferenciable en (0, ) (ver Ecuacién (4.6)).

Por tanto, basta demostrar que I'(€7'(z,0,1,1)) = (go(z), ..., gn(x), c(z)) depende
de forma diferenciable de x € S,,. Para ello trabajaremos en un entorno V(¢) de un punto
xo = (vg, Dy) (véase la Observacién 4.5).
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Para simplificar la notacién llamaremos v, = ¢,(0, 1, 1). También denotaremos por
$, ala terna de 1-formas de la representacion de Weierstrass. Asi,

Ve W\{OO} — L2, Y (P) :Re/l D,

Cada singularidad ¢;(z) es la imagen via 1, de un punto calquiera P;(v) € a;(v) C
0Q(v). Elegiremos estos puntos de forma que P;(v) = F,(P;(vy)), siendo {F, : S(vg) —
S(v) : v € V(e)} una deformacion diferenciable de &(vg) (ver Definicién 4.11). Por
tanto,

Pj(vo)
4)(2) = a(P;(v)) = Re / F(®,). 47)

Puesto que ®, depende de forma diferenciable con regularidad de orden 1 de = =
(v,D) € S, (Proposicién 4.11), de la propia definicién de diferenciabilidad dada para
1-formas (Definicién 4.13) y utilizando el teorema de derivacién bajo el signo integral,
la Ecuacion (4.7) nos permite concluir que ¢;(z) es de clase C' en z.

Finalmente, resta demostrar que el crecimiento logaritmico c¢(z) € R es también
diferenciable en z. Para ello recordemos que, como vimos en la Observacién 4.2,

Im/cb(x) =27 (0,0,c(x)),

donde 7 es una curva de Jordan en Q(v) C C encerrando el final. Es obvio que podemos
escoger v de forma que no dependa de = € S,,. Asi F), oy = v a nivel de homologia, por

Im/(I)x =Im o, = Im/F,:(CI)x).
gl Fuo(y) gl

Por tanto, utilizando el mismo argumento anterior, concluimos que ¢(x) es de clase C*

lo que

enx. 0O

Como consecuencia del resultado anterior y el Teorema 4.5, y gracias al Teorema de
invariancia del dominio obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.13 La aplicacion T' : M,, — R3¥"** es inyectiva y abierta, y por tanto induce
en M., una estructura de variedad real analitica de dimension 3n + 4.
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4.2.4. CONCLUSIONES

En la seccién anterior hemos visto que M,, es una (3n + 4)-variedad real analitica
y la aplicacion I' : M,, — R3"** que aplica cada grafo marcado en sus singularidades
(ordenadas segtin indica la marca del grafo) y su crecimiento logaritmico es una carta
global para M,,. En adelante, salvo mencién explicita de lo contrario, consideraremos
M,, con esa estructura.

Por otro lado, la biyeccion € : M,, — S, x R? x S' x R también induce una estructura
de variedad diferenciable en M,,. Como vimos en el Teorema 4.12, I" es diferenciable con
esta estructura, con lo que las topologias asociadas a ambas estructuras son la misma.
Es decir,

la convergencia de grafos (marcados) en M,, implica la convergencia de las estruc-
turas conformes subyacentes y de los datos de Weierstrass.

Como ya explicamos al comienzo de este capitulo, el conjunto de grafos maximales
con n + 1 singularidades, G, puede ser visto como el cociente del espacio de los corres-
pondientes grafos marcados, M,,, bajo la accién del grupo de permutaciones de orden
n+1,P,:

A M, x P, — M,,

/\<<g’ m), T) = ((gv T(m))

Esta accién puede ser utilizada para inducir en G, las estructuras diferenciable y
analitica de M,, que vimos en los Corolarios 4.10 y 4.13, como muestra el siguiente
resultado:

Teorema 4.14 La accion \ descrita anteriormente es propiamente discontinua. Como con-
secuencia, la correspondiente proyeccion al cociente p : M,, — G,, p(G,m) = G, es un
homeomorfismo local y puede ser utilizado para inducir en G,, una tinica estructura analitica
haciendo a p un recubridor de (n + 1)! hojas.

Demostracién : Sea (Gy,mg) € M, y escribamos mg = (qo, ..., ¢,) € R* . Considere-
mos un entorno U; de ¢; en R3, j =0,...,n talesque U;NU; =0 si i # j,ysea
U=Uyx...xU,.Asi, V=EYU x R) es un entorno de (Gy,my) en M,,.

Por otro lado, paracada ™ € P,, 7 #1Id, 7(U)NU =0, lo que prueba que A\(V,7) N
A(V,Id) = 0 y termina la demostracion. O
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Por otro lado, también podriamos inducir sobre G, la estructura diferenciable asocia-
da ala que £ induce en M,,. Como explicamos al principio de esta seccién, las topologias
subyacentes a ambas estructuras coinciden. El siguiente teorema muestra que ademas
esta topologia coincide con la asociada a la convergencia uniforme de grafos sobre con-
juntos compactos.

Teorema 4.15 (Topologia de G,) Sea {Gy.}ren una sucesion de grafos en G,,.
Entonces {G1} — Gy € G, en la topologia de G,, si y sélo si { Gy} converge a G uniforme-
mente sobre compactos.

Demostracién : Supongamos que {G;} converge a G, en la topologia de G, y elijamos
marcas my de G, y my de G, de forma que {(Gj, my)} — (Go, mp) en M,,.

Para cada k € N U {0} sea ®, la representacion de Weierstrass asociada y ¢, =
Re [ @, la correspondiente inmersién maximal y conforme, que estard definida sobre
Q(vy,) \ {00} para cierto vy, € 7,,. Obsérvese que por hipétesis, {vy}ren — o

Como consecuencia de la Proposicion 4.11 es facil concluir que lim,_.||[¢x(2)|[0 =
+00 uniformemente en &, siendo || - ||o la norma euclidea de R3.

Sea W C {x3 = 0} un compacto encerrando a la proyeccién de las singularidades de
m, como puntos interiores. Denotemos por W}, a los compactos definidos como

Wi =9 ' (W xR) C Q) \ {00} € C  keNU{0}.
La Proposicién 4.11 nos permite deducir las siguientes propiedades:
= ]Jos dominios W}, estdn uniformemente acotados en C,
s {WW,} — W, en la distancia de Hausdorff,
= 3, converge uniformemente a v, en W,

Para la dltima afirmacién, nétese que ¢, puede ser reflejada analiticamente con res-
pecto a los circulos de 9€2(vy), pudiendo ver asi las funciones ¢y, k € NU {0} definidas
en un dominio universal de C que contiene a V.

Por lo tanto, la funcién uy : {z3 = 0} = R* — R definiendo el grafo G, converge
uniformemente sobre IV a la funcién u, que define G,. Esto demuestra la primera parte
del lema.
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Para terminar supongamos que, utilizando la notacién anterior, u, : R? — R con-
verge uniformemente sobre compactos a v, y veamos que {G,} — Gy en G,. Esto es
equivalente a encontrar marcas my, de G;, k € NU {0}, de forma que I'(Gy, my,) = (my, ¢x)
converge a I'(Gy, mg) = (my, ¢). Este es el objetivo de las dos afirmaciones siguientes.

Afirmacién I: Las singularidades de G, son limites de sucesiones de puntos singu-
lares en los grafos Gy, k € N.

Demostracion de la Afirmacion I: Supongamos que py = (yo, uo(yo)) € Go €s un
punto singular. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p, es una
singularidad cénica apuntando hacia abajo (ver Definicién 2.1).

Teniendo en cuenta el comportamiento local de las singularidades cénicas
descrito en el Corolario 2.2, es claro que existe € > 0 suficientemente pequefio
tal que u, ! (333 < wuo(yo) + e) contiene una componente compacta Cy(€) con
borde regular y conteniendo y, como tnico punto singular (interior). Esta
situacion estd representada en la Figura 4.4.

/ b

Figura 4.4: La componente compacta Cj(¢).

Puesto que {ux} — wuo uniformemente sobre compactos, para & suficiente-
mente grande u; ' ({3 < ug(yo) + €}) debe contener una componente com-
pacta Cy(€) conteniendo y,. Ademds {Cj(e)} — Cy(e) en el sentido de Haus-
dorff, con lo que el principio del maximo implica que Cy(¢) debe contener al
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menos un punto interior singular y;, de u;. Puesto que podemos achicar € tan-
to como queramos, deducimos que los puntos singulares py, := (yx, ur(yx)) €

g, convergen a py. o

Como consecuencia de la Afirmacién anterior, es posible elegir marcas m;, de los
grafos Gy, k € NU {0}, de forma que {m;} — m,.

Afirmacion II: Si ¢, es el crecimiento logaritmico de Gy, k € N U {0}, entonces

{cx} — co.

Demostracién de la Afirmacién II: Sea  un circulo en R? encerrando todos los
puntos singulares de u en su interior (y por tanto, también los de u;, para k
suficientemente grande). Como ya explicamos en la Observacion 4.2

Fi(vy) = /Vk(sk)dé’k =27(0,0, cx),

donde v}, y s; son, respectivamente, el vector conormal y el pardmetro arco
de v en Gy, k € NU{0}. Por tanto basta estudiar la convergencia de la sucesion

{f7 Vi(sk)dsk fren-

Sea A un entorno tubular (cerrado) de v que no contiene puntos singulares
de uy. Truncando la sucesioén si es necesario supondremos que A tampoco
contiene puntos singulares de uj, para cualquier £ € N.

Es un hecho conocido de la teoria de operadores diferenciales que, dado L
un operador quasi-lineal eliptico y vy, v; dos funciones diferenciables, existe
otro operador eliptico L, tal que L(v;) — L(vg) = Li(v1 — vp). En particular
Ly(ur, — up) = L(ug) — L(ug) = 0 sobre A, para cierto operador L; lineal y

eliptico. Aqui L es el operador dado por L(v) = Div (\/%le)

Por otro lado, las funciones m, k € N, estdn uniformemente acotadas
sobre A (véase [BS]). Esto garantiza que los coeficientes de los operadores
Ly, estdn uniformemente acotados también. Por lo tanto, como por hip6tesis
{ux} — wp uniformemente sobre A, la estimaciones de Schauder (ver Secciéon
1.4) nos llevan a que {u,} — upenlanorma ||-||2 en el espacio de las funciones

C?(A). En particular,

{L Vi(sk)dsi ) — /WVO(So)dSO,

con lo que finalmente deducimos que {c;} — . o
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Por tanto, como consecuencia de las dos afirmaciones anteriores, I'(G, my) — ['(Gy, my) ,
con lo que finalmente deducimos que {G;} — G, en la topologia de G,,. O

EL ESPACIO COCIENTE POR SEMEJANZAS

Finalmente, estudiaremos el espacio de los grafos maximales salvo congruencias.
Diremos que dos grafos marcados de M, son congruentes si existe una semejanza
Lorentziana® de L* que lleva uno al otro (respetando el orden de las singularidades
establecido en las marcas). De las normalizaciones que hicimos para las superficies de
G, se deduce que el grupo R de las posibles semejanzas esta generado por traslaciones,
rotaciones respecto del eje vertical, simetrias respecto a un plano horizontal y homote-
cias en L®.

Denotaremos por M/\; = M, /R al correspondiente cociente:

(G1,my) ~ (Ga,my) & FJReR talque R(G1) =G, v R(my) =m,.

Como consecuencia del Teorema 4.5 sabemos que R € R aplica (Gi,my) en (Gy, mo)
si y s6lamente si aplica m; en my y E(0,0,cl) = (0,0,¢q), siendo R la parte lineal de

R y c; el crecimiento logaritmicode G;, j =1,2.
R3n+4

~

Denotaremos por

al cociente por esta relacion de equivalencia, es decir:

(g0, qn) ) ~ ((gh,---,q.),¢) & IRER talque R(g;) =¢, y £(0,0,¢)=(0,0,¢),

R3n+4

y por p: R — a la proyeccién asociada. Es facil comprobar que p no puede
ser utilizada para inducir una estructura analitica en este cociente, debido a la existencia
de puntos fijos para la correspondiente accién. Es por esto que necesitaremos “refinar”

el subconjunto de R*"** donde I" toma valores.

Para ello sea 7 : L® — {z3 = 0} la proyeccién ortogonal y denotemos por A**** C
R3" el abierto dado por

A" = { (g0, 00, €) € R XR ¢ mlgy) # m(an) 7 b},

y observemos que I'(M,,) C A3 . De hecho, sabemos que no pueden existir grafos
maximales en G,, con todas sus singularidades en un mismo plano y final plano (Obser-
vacion 4.3). Por tanto en realidad T'(M,,) C A"\ H, , donde

HO = {(<QO7(]17 ce 7qn)70) g € {*773 = 0}7 V]}

8Es decir, una composicién de movimientos rigidos de L? y homotecias.
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Por otro lado, es inmediato comprobar que p(A*"**\ Hy) = U] p(H;), siendo

H; :{((0,q1,...,qn),c) e A" g € {xy = 1,29 = 0}, x3(qj) > 0} j=1,...,n,

Hnﬂ:{((),ql,...,qn),c) c A" g e{xy =1,25 =0}, ¢ >0},

y ademas p|y, : H; — p(H;) es una biyeccién.
Por tanto, p(A*"** \ Hy) si tiene una estructura analitica que hace a p|jsn+4\ y, una
submersién. Como consecuencia de todo esto hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.16 (Estructura de M,,) La aplicacién T definida por el siguiente diagrama

Mn L) A3n+4 \ HO

L Lp
.//\/l\; RN p(A3n+4\HO)

estd bien definida y ademds es inyectiva y abierta, con lo que induce una estructura analitica
en M,, haciendo a la proyeccion M,, — M,, una submersion analitica (aqui estamos con-
siderando M,, con la estructura analitica inducida por T').

Nota ~~ Como sucede en el estudio de espacios de moduli de superficies, y en general en teoria
de Teichmiiller, el establecer un orden de ciertos elementos (en este caso las singularidades) sim-
plifica la comprension del espacio correspondiente cuando identificamos superficies que difieren
en congruencias. De hecho, nuestra estructura en M, = M,/R no puede ser inducida en
el espacio cociente de grafos maximales sin marcar G, /R, debido a la existencia de superficies
simétricas.

Observacion 4.6 También se puede inducir sobre M, la estructura diferenciable de M,, in-
ducida por la aplicacion £ (ver Definicion 4.8).
En efecto, como consecuencia de la Proposicion 4.9, la aplicacion & definida por el diagrama:

M, £, S, x R3 x S! x R*
! !

e &

M, — S,

estd bien definida y es una biyeccion entre M, y el fibrado espinorial S,, , por lo que induce una
estructura diferenciable de dimension 3n—1 en M,, . Ademds con esta estructura la proyeccion
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M, — M, es una submersion cuando consideramos sobre M,, la estructura diferenciable
inducida por €.



DEMOSTRACION DE LOS RESULTADOS
TECNICOS

A.1. DEMOSTRACION DEL LEMA 4.6

En esta primera secciéon demostraremos que las aplicaciones ¢ : Div, — J, y

T : 7T, — Divy,_5 son diferenciables tal como afirmaba el Lema 4.6. Denotaremos por
p, : C" — J(v) ala correspondiente proyeccion al cociente.

Puesto que ¢, (D) = @ (P -... - P) = Ele po( L7 (m(), ..., 1. (v))), la diferen-
ciabilidad de ¢ pasa por demostrar la de la aplicacién n; : v € 7, — n;(v) € H(v),
Jj =1,...,n, es diferenciable con regularidad de orden 1 en el sentido de la Definicién
4.13 (recordemos que 7,, = Div).

Por otro lado, es un hecho conocido de la teoria de superficies de Riemann que
T(v) = —2K(v), donde K (v) es el vector de las constantes de Riemann en &(v) (ver
[FK]):

n

K@ =Y (24, - |

j=1 3(v)

Pl (U))> :

siendo @, : Div,(2(v)) — C" un levantamiento de ¢, : Div,(Q2(v)) — J(v) = C*/L(v).
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Por lo tanto, la difrenciabilidad de 7'(v) = (v, T(v)) también pasa por demostrar la de
nj,7=1,...,n.

Para ello necesitaremos el siguiente lema sobre la dependencia diferenciable de las
soluciones de ciertas ecuaciones elitpicas. En este resultado se utiliza la notacién para
los espacios normados de funciones de clase C* y C* que fue establecida en la Seccién
1.4, asi como los teoremas referentes a las soluciones de ecuaciones elipticas enunciados
en dicha Seccién.

Lema A.I Sea Q) un dominio abierto en R? con borde reqular, B una bola Euclidea abierta en
R™y
H(t,x), ¢(t,z) :Bx Q—R

dos funciones continuas. Para cada t € B definamos las funciones H;, ¢ : Q — R,

Hy(z):=H(t,x), y ¢ux):=o¢(t ).

Supongamos que H; € C**(Q) y ¢, € C>*(Q), para cierto o €0, 1]. Supondremos ademds que
las aplicaciones t — H, y t— ¢, son de clase C*.

Consideremos una familia 1-paramétrica y diferenciable de métricas en Q, {ds? : t € B}
Consideremos una familia 1-paramétrica y diferenciable de métricas en Q, {ds?> : t € B} y
denotemos por A la familia de Laplacianos asociada. Para cada t € B sea u; € C*(Q2) N C°(QY)
verficando:

ANu, = H, en 1,
U = @ en 0X,

Por wiltimo, definamos u : B x @ — R como u(t, ) = u;(x). Entonces:

(1) Para cadat € B, u; € C*>*(Q). Ademds la aplicacion t € B +— u, € C>*(Q) es de clase
CL

(11) Si H y ¢ son diferenciables, entonces cualquier derivada parcial (de cualquier orden) de u
con respecto a las variables de t € B pertenece a C>*(0). Ademds t € B — u, € C>%(Q)
es diferenciable (de clase C*).

Como consecuencia, si H y ¢ son diferenciables, cualquier derivada parcial (de cualquier
orden) de u con respecto a las variables de t € B pertenece a C>*((B x Q) U T), donde T es
cualquier porcién diferenciable de O(B x Q).

En particular, u : B xQ — R es diferenciable con reqularidad de orden 2 en B, en el sentido
de la Definicion 4.10.
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Demostracion:
Demostracion de (I): Antes de nada, observemos que u; € C**(Q2) como consecuencia
directa del teorema de regularidad global establecido en la Propiedad 1.9 (Seccién 1.4).
Fijemos un punto ¢, € B, para cada ¢ la funcién u; — uy, verifica:

Ato (Ut — uto) = (Ato — At)ut + Ht — Hto en Q,
Pt — P en 042,

U — Uy,

y por tanto en virtud de la Propiedad 1.7 lim,_;, ||us — u, ||o = 0. Teniendo en cuenta este
hecho y la Propiedad 1.8 concluimos que lim;_.;, ||u; — wy||2,« = 0. Es decir, la aplicaciéon
t — u; € C>*(€)) es continua en t.

Veamos ahora que t — u, admite derivadas parciales continuas de primer orden.
Basta con demostrarlo para el caso m = 1 (el caso general es similar). Definamos las

Uy — Uy,

funciones w; = ° y veamos que lim, . ||w||2,o existe y coincide con la solucién

t— 1o
Yi, € C3*(Q) del problema:
0A O0H
Atoyto — M _t en Q
ot t=to ot t=t0 4.8
00 o (4.8)
Y = =Y en 0!l
° Ot |y,
Ay —A
En efecto, para t # t; definamos el operador diferencial L, := t—tto Asf las
— to
funciones w; son las soluciones del problema:
H, —H
Atowt = —Ltut + t—to en Q,
t—to
w, = (b; fto en 02
—to
Por tanto la funcién w; — y, verifica:
0N (uy,) H,— H 0H
Ay (wr —Yso) = —Leus + % » ;_ toto — att(tg), en {2
¢t gbto raY
Wy — Yy = - — en ()
0 t—to  Ot|,_,

Por lo tanto, razonando como antes se demuestra que w; converge a ¥, en la norma
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||+ ||2.o de C?2(Q). Por Gltimo sean ¢y, t, € B, y observemos que:

o 8At<utl) 8At(ut2) aHt aHt
Atl (yt1 th) - T s + T s ot — ot s (Atl At2)yt2u
0 0
(ytl - yt2) = 8_f<t1) — 8—25@2) en 02,

de donde, utilizando de nuevo las Propiedades 1.7 y 1.8, obtenemos la continuidad de

tsy, = % € C**(Q), lo que demuestra (I).

Demostracion de (II) : Supongamos ahora que H y ¢ son de clase C*. Las derivadas
parciales de primer orden de u; con respecto a las variables en t € B vuelven a estar en
las condiciones del lema (ver Ecuacién (4.8)), por lo que (I) también se mantiene para
estas funciones. Un argumento iterativo prueba que la aplicacién ¢ — u; es de clase C™,
lo que termina (II).

Por tltimo, para la parte final del Lema, sea D’u(t, z) una derivada parcial de u de
cualquier orden con respecto a las variables en B y sea f(¢,x) cualquier derivada par-
cial de DPu(t, z) de orden 2 con respecto a las variables en B x Q2. Es suficiente comprobar
que || f|lo.. estd acotada, donde || - ||o.» €s la norma de C%*(B x (2). Esto es consecuencia
de la siguiente desigualdad:

[ llo.o < Max{[|£(t, Moo = t EBY+C D [ 55 lo,
j=t 7

donde C es una constante positiva y || - ||o es la norma en C°(B x ). La regularidad
de clase C** de u y de todas sus derivadas parciales en ¢ en la porcion diferenciable de
(B x ) son también consecuencia del teorema de regularidad global. O

Como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente resultado. Como expli-
camos al principio de la seccién, el Lema 4.6 es consecuencia directa de éste.

Lema A.Il La aplicacion
nj : 7;1 - Hn
v 1;(v),
es diferenciable con regqularidad de orden 1 (ver Definicion 4.13).
Como consecuencia, las funciones v € T, — m;(v) :== [, ) ne(v) € iR, son diferenciables.
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Demostracion : Sea vy € 7, y consideremos una bola B centrada en v, y de radio ¢ en 7,.

Paracada j € {1,...,n} yv € B, sea h;, la tnica funcién arménica en Q(v) tal que
Rjolan(w) = Ojk-

Denotaremos por 7;(v) a las 1-formas 7;(v) = 0.h;,. Estas 1-formas estan definidas
sobre (2(v) pero, puesto que las funciones h,, son constantes sobre cada componente de
0Q(v), pueden ser extendidas por reflexién de Schwartz a todo S(v). Ademds es inmedi-
ato comprobar que {7;(v) : j=1,...,n} es una base del espacio vectorial complejo de
1-formas holomorfas &(v).

Afirmacién: La aplicacion 7); : B — H,, dada por v — 1;(v), es diferenciable con
regularidad de orden 1.

Demostracion de la Afirmacién: Por simplificar la notacién, durante la demostracién
de esta afirmacién denotaremos h;, = h,,.

Consideremos una deformacion diferenciable { F, : &(vy) — &(v), v € B} de
S(vp) (ver Definicién 4.11). Nétese que F,(aj(vo)) = a;(v)y F,(bj(vo)) = b;(v)
a nivel de homologia. De las Definiciones 4.13y 4.12 se deduce que basta
demostrar que la aplicaciéon

ﬁ:EXQ(Uo)—)R,

(v, 2) = hy(Fo(2)),
es diferenciable con regularidad de orden 2 en B.

Antes de nada observemos que §2(v) C C es conformemente equivalente al
dominio acotado ' = {1/z : = € Q(vo)} C R?, donde el biholomorfismo
viene dado por T : V' — Q(v), T(x) = 1/x.

Por lo tanto, si definimos
u:BxQ —R,
u(v, z) = (v, T(z)),
es claro que  es diferenciable con regularidad de orden 2 si y sélo si u lo es.

Consideremos ahora la tnica métrica ds? en €’ que hace que la aplicacién

F,oT : ¥V — Q(v) sea una isometria (cuando consideramos en §2(v) la métrica
inducida por la métrica canénica de C) y denotemos por A, a la familia de
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Laplacianos asociada. Entonces w,, := u(v, ) = h,(F,(7'(-))) es la solucién del
problema:

Avuv = 07

Uplooy = Pulagr,

donde la funcién ¢(v, z) = ¢,(x) es cierta funcién diferenciable en B x (V.

Aplicando el lema A.I deducimos que u es diferenciables con regularidad de
orden 2 en B, lo que demuestra la Afirmacion. o

Como consecuencia de la Afirmacién anterior, la aplicacion 7; : 7,, — H,, v —
7;(v) , es diferenciable con regularidad de orden 1. De aqui se deduce que las funciones
periodo v fah(v) 7j(v) son diferenciables en 7,,, y como

n

=3 (f L)),

h=1

deducimos que 7, . .., 7, son diferenciables con regularidad de orden 1 en 7,, .

A.2. ESTRUCTURA DIFERENCIABLE DEL FIBRADO ESPINORI-
AL S, (TEOREMA 4.7)

El objetivo de esta secciéon es demostrar el Teorema 4.7. Como ya explicamos, la de-
mostracion de este hecho pasa por ver que cierta aplicacion H : ®iv, — J, tiene
diferencial biyectiva en los puntos de S,,. Esto estd intimamente relacionado con que D
no sea un divisor especial en Div,,(&(v)).

Un divisor de orden n en una superficie de Riemann compacta N de género n, D, €
Div, (N), se dice que es especial si la aplicacién de Abel-Jacobi, ¢ : Div,(N) — J ,
no es un difeomorfismo local alrededor de D,. Es un resultado clasico de la teoria de
superficies de Riemann que D, es especial si solamente si existe una 1-forma holomorfa
w sobre N con divisor [w]| > D, (véase por ejemplo [FK]).

Lema A.III Si (vy, Dy) € S, entonces Dy no es un divisor especial en Div,,(S(vy)).
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Demostracién : Escribamos Dy = 21" -...-20'*, con z; # 2, si j # h. Como hemos explicado
antes, D es especial si y solamente si existe una 1-forma holomorfa w, en &(vy) que
tiene un cero en z; € Q(vy) C &(vp) de orden al menos m;, j = 1,...,s. Una aplicacién
directa del Teorema de Riemann-Roch nos da la existencia de una funcién meromorfa f
en &(vp) con polos en z; de orden alomdasm;, j = 1,...,s. Es decir,
/] <~ (49)
= Do

En particular, f tiene grado menor o igual que n. Puesto que .J,,,(c0) no es un polo de f,
después de sumar una constante adecuada podemos suponer que f(.J,,(c0)) = 0.

Por otro lado, como Dy € S,,(vp), el Lema 4.8 nos asegura que ¢, (Dg-00) =@y, (Ju, (Do
00)) = 0. Por lo tanto, una aplicacién directa del Teorema de Abel da la existencia de
una funcién meromorfa g de grado n + 1 en &(vy) cuyo divisor es

DO e
9= —F
J»L,()(Do : OO)

Ademas J,, es una involucién antiholomorfa con puntos fijos, por lo que no es dificil
comprobar que goJ,, = r/g, para cierto r > 0. Por lo tanto, multiplicando g por el factor
r~/2, podemos suponer que g o J,, = 1/g.

Para cada v € 7,, sea F, la familia de funciones meromorfas ~ sobre &(v), con grado
n+ 1, todos sus ceros en (v) y tales que ho J, = 1/h. Como consecuencia de lo anterior
g€ Fy,.

Afirmacién: Para cada A € C sea f la funcion meromorfa definida por

1L+ Af

Entonces, f\ no es constante para cualquier A € C*. Ademds g, := gf\ € F,, para
cualquier A € C.

Demostracion de la afirmacién: Supongamos por reduccién al absurdo que ex-
isteun A\ € C* talque f, = ¢, con ¢ € C*. Enese caso, 1 +\f = c¢(1+A(f 0 J,,))
y por tanto el divisor polar’ de f, que esta contenido en Dy (Ecuacion (4.9)),
es invariante por .J,,. Pero esto es imposible, ya que Dy € Div, (2(vg)) y
Q(vg) N Ty (2vg)) = 0.

9Esto es, el divisor formado por los polos de f, contados con multiplicidad.
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Para la segunda parte de la afirmacién, notemos que el divisor de g, is

D)\ - 00
J'UO(D/\) ’ JUO(OO)’

[QA] =

donde D, es un divisor integral de grado < n y por lo tanto el grado de g, es
<n+1, X € C. Ademds g, no es constante para cualquier A (de otra forma,
Jy, (00) seria un cero de 1 + A f, contradiciendo que f(.J,,(c0)) = 0).

Sea A:={\eC : g\ € F,}, yobservemos que 0 € A. Por tanto, basta
demostrar que A es abierto y cerrado.

La propiedad de ser abierto es una consecuencia elemental del teorema de
Hurwitz (estamos usando el hecho de que el grado de g, es alo més n + 1).
Por tltimo, veamos que A es cerrado. Sea Ay € A, y consideremos una suce-
si6n {\, }nen C A convergiendo a Ag. La sucesién {g,, := gy, }nen converge a
9o := g», uniformemente en S(vy). Veamos que gy € F:

Puesto que g, o J,, = 1/7,, , los ceros de g,, deben estar en Q(v), y por tanto
gn es holomorfa en 2(vg), n € N, con lo que lo mismo es cierto para go.
Ademés, |go| = 1 en 92(vy) y go €s no constante con lo que, por el principio
del maximo, |go| < 1 en Q(vy) y deducimos que gy no tiene puntos criticos en
0€,,. Como 09, consta de n + 1 circulos disjuntos, esto quiere decir que g
toma cada valor complejo § € S' por lo menos n + 1 veces. Por lo tanto, el
grado de g, debe ser n 4 1y gy € F,,, lo que concluye la demostracién de la
afirmacion. o

Finalmente, para obtener la deseada contradiccion, tomemos un punto P € 9€(vy)
tal que f(P) # 0, oo , y elijamos X' = %. Puesto que J,,(P) = P, la funcién meromorfa
g tiene grado menor que n + 1, con lo que X' ¢ A = C, lo cual es absurdo. O

Ya estamos en condiciones de demostrar la estructura diferenciable del fibrado es-
pinorial S,,.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.7

Antes de nada, observemos que S,, # () como consecuencia del Lema 4.8 y la Seccién
3.3. Consideremos la aplicacién H : Div,, — J,, dada por

H(U, D) = (U7 2¢U(D) - 2(101)(‘]1)(00)) - T(U>>
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Entonces, S, = H!(0), donde 0 = {(v,0) € J,, : v € 7,}. Por lo tanto, para de-
mostrar que S, es una subvariedad diferenciable de ®iv,, basta comprobar que dH, es
biyectiva para cualquier ¢y = (vo, Do) € S,..

Escribamos Dy = z{* -... 2" ,con z; € Q(vy), z; # 2z, Si J # h ysea V(e) un
1 S ] J y

entorno de (v, Dy) en Div,, (ver Observacion 4.5).
Asi, para que dH,, sea biyectiva basta que la aplicacién

Hy:U(e) = T(vo),  Ho(D) = 20 (D) = 2004 (i (00)) = T'(wo),

sea un difeomorfismo local alrededor de D. Para esto basta que ¢,,(D) sea un difeo-
morfismo local en D, € S(vy), lo cual estd garantizado por el Lema A IIL. Esto demuestra
que S,, es una subvariedad de Div,, de dimensién 3n — 1.

Demostremos ahora la segunda parte del teorema, que afirma que la proyeccién
v : S, — T, v(v,D) = v, es un recubridor finito. Para ello observemos que, co-
mo consecuencia de lo anterior, H|s, : S, — 0 es un difeomorfismo local, donde
0={(v,0) : veT,} CJ, Como consecuencia, lo mismo es cierto para v.

Para terminar veamos que v es propia. Para ello “rescataremos” la familia de fun-

ciones F, ya utilizada en la demostraciéon del Lema A.IIL

F, = {h funcién meromorfa sobre &(v), de grado n + 1,

con todos sus ceros en Q(v) y tales que ho J, = 1/h.}

En efecto, sea {(vk, D) }ren C S, una sucesion tal que {vy}ren converge a un punto
Voo € 7,,. El Lema 4.8 y el teorema de Abel nos dan la existencia de una funcién mero-

morfa g, € F,, con divisor
Dk e.¢)
‘]Uk (Dk ’ OO)

Vamos a comprobar que la sucesion {gy } ey converge a una funcién g, € F, . Re-

[gk] =

flejando con respecto a todas los componentes de 0€2(v;) podemos extender de forma
meromorfa g a un entorno abierto W), C C de m, k € N. Por continuidad, y para k
suficientemente grande, el conjunto W = Ny, W es un entorno de Q(v,,) . Criterios
cldsicos sobre familias normales muestran que, salvo tomar una parcial, {g; }xen con-
verge uniformemente en Q(v,,) a una funcién g,, que es meromorfa mas alld de Q(v.).
Es claro que |goo| = 1 en 0Q(vs ), |goo] < 1 €n Q(v0) ¥ goo(00) = 0. Esto prueba que g

es no constante y puede ser extendida por reflexién a &(vy,) mediante g, © Joo = 1/7o0.
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Puesto que deg(gx) = n + 1, el Teorema de Hurwitz implica que deg(g,) < n + 1. Por
el otro lado, |9« | = 1 solamente en 0€)(v.,), asi que g es inyectiva en cada componente
del borde de (v.,). Por lo tanto, el grado de g¢., debe ser exactamente n + 1, con lo que
Joo € Fo.-

Por tltimo, observemos que [g..] = J%OD&g—';‘fO@ donde D, € ®iv,,. Usando el Teorema
de Hurwitz deducimos que { Dy }reny — Do € Div,. Como S, es un conjunto cerrado de
Div,,, concluimos que D, € S,, lo que demuestra que v : S,, — 7, es propia y por tanto

un recubridor finito. O

A.3. DEPENDENCIA DIFERENCIABLE DE LOS DATOS DE WEIER-
STRASS (PROPOSICION 4.11)

En esta secciéon demostraremos la Proposicién 4.11 que asegura que los datos de
Weierstrass ¢, y ¢3(z) asociados al grafo maximal marcado £7!(z,0,1,1) € M,, depen-
den de forma diferenciable con regularidad 2 y 1 respectivamente de z € S,,. Recorde-
mos que, si x = (v, D), los datos (g,, ¢,) estdn caracterizados univocamente por las

ecuaciones
[gw] = %a gz © Jv - 1/§x> 91(1) =1 (410)
para g, y
)l = D ) =~ w0 =0 @

para ¢3(z) (recordemos que hj la funcion tal que ¢s(x) = hs(z)dz en la carta = = Id
alrededor de 1 € C).

Es un hecho conocido de la teoria de superficies de Riemann que es posible encon-
trar una expresion explicita para g, y ¢3(x) en funcién de ciertas 1-formas meromorfas
que dependen de D. Mas concretamente las 1-formas involucradas son las siguientes.

Dado D = [[j_, w;" € Divg(Q(v)), denotaremos por 7p(v) a la tnica 1-forma mero-
morfa sobre &(v) tal que

» 7p(v) tiene polos tinicamente en w; y J,(w;), j = 1,..., s, y son todos simples,
= Residuo,, (7p(v)) = —Residuo, ;) (7p(v)) = —my;, i =1,....s,

- [

(U)TD(U):O,j:L...,S.

J
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De la misma forma, sea Dy = [[;_, w}}, Dy = [[—; wy’y € Divi(Q(v)) y definamos

KDy,p,(v) como la tinica 1-forma meromorfa en S(v) tal que

" Kp, p,(v) tiene polos tnicamente en w; 1, wp 2, Jy(w;1) ¥ Jo(wh2),j =1,...,s, h =
1,...,r, yson todos simples,
= Residuo,,, (kp,,p,(v)) = Residuo,, w, ) (kp,,p,(v)) = —m;,

= Residuoy, , (kp,,p,(v)) = Residuoy, w, ,) (kp,,0,(v)) = ns, para todo j, h,
= faj(v) KD,.p,(v) = 0, para todo j.

Para la demostracién de la Proposicién 4.11 serd fundamental demostrar que 7 (v)
Y kp,.p,(v) dependen de forma diferenciable con regularidad de orden 1 de (v,D) y
(v, D1, D,), respectivamente. Puesto que xp, p, depende de dos divisores, por comodi-
dad introduciremos la siguiente notacién.

Para cada v € 7,y ki, ks € N definimos Divy, x,(2(v)) = Divy, (©(v)) x Divy,(2(v)),
y denotamos por

Divg, i, = U Divy, 1, (Q(v)) = {(v, D1, Ds) : v € T, D € Divy, (Q(v)) Dy € Divy, (Q(v))},

’UETn

al correspondiente fibrado sobre 7.

Nota ~» Como en el caso del fibrado de k-divisores, Divy, el espacio Divy, i, tiene una estruc-
tura natural de variedad diferenciable. De la misma forma, las definiciones de diferenciabilidad
con regularidad de orden r dadas en la Suebseccion 4.2.3 pueden ser extendidas a funciones
definidas en Divy, 1, y sus subvariedades.

La demostracién del siguiente lema sigue la linea de la del Lema A.Il, donde se pro-
baba lo anédlogo para la base de 1-formas holomorfas {n;(v) : j=1,...,n}.

Lema A.IV Las aplicaciones

T, — H, K @iUng — H,
(v, D) = 1p(v) (v, D1, D3) = kp, D, (V)

son diferenciables con regularidad de orden 1.1°.

10Recordemos que H,, se definia como el fibrado de 1-formas meromorfas en &(v), v € 7,, (Definicién
4.9)
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Demostracion : Por brevedad, demostraremos paralelamente la diferenciabilidad de am-
bas funciones.
Sea Xy = (vo, Dy) € Div, en el primer caso y Xo = (v, D1, D2g) € Divyy, en el
segundo, y consideremos un entorno V(¢) de X, de radio € > 0 (ver Observacién 4.5).
Escribamos D = [[,_, w”, Dy =[]’ w}7" y Dy = [} w;”, y denotemos por

!
A, p = Zlog |z —w;|™,
=1

h=1 Il

l2 I
Ay.py,p, =Im (/ (Z - T?j}ﬂ _ z; ZT—JI;)dz) :
2 5T
Noétese que A, p estd bien definida sobre Q(v) — {co, w1, ..., w;}, mientras que A, p, p,
lo estd en un entorno suficientemente pequefio de 9Q(v) formado por la unién de n + 1
anillos.
Sea h, p (resp. hy,p,,p,) la tinica funcién arménica en €2(v) tal que Ay ploaw) = Avp
(resp. hy.p, .0, lo0w) = Av.Dy.D,)-
Sean 7p(v) y Ap,,p,(v) las 1-formas meromorfas dadas por

7p(v) = 20, (hv,D - AU,D)J Rpy,p, (V) = 2i0, (hv,Dl,Dg - Av,Dl,Dg)-

Aunque estas 1-formas estdn definidas en ()(v), pueden ser extendidas mediante re-
flexion de Schwartz a todo &(v). Ademas es facil comprobar que 75 (v) y £p,,p,(v) tienen

los mismo polos (con los mismo residuos) que 75 (v) y £p,.p,(v) respectivamente.

Afirmacién: Las aplcaciones 7 : Vy(e¢) — H,, (v, D) — Tp(v), and i : V(e) —
Hpn, (v, D1, D2) — Kp, p,(v), son diferenciables con reqularidad de orden 1.

Demostracion de la Afirmacion: Para simplificar la notacién, a lo largo de la
demostracién de esta arfimacion denotaremos h;, = h,.

Consideremos una deformacion diferenciable { F,, : &(vy) — &(v), v € V(e)}
of &(vy) (ver Definicién 4.11). Nétese que para cada vy j, Fy,(a;(vo)) = a;(v)
y F,(bj(vo)) = bj(v) a nivel de homologia.

Seal : B — W una parametrizacién en Divy o Divy ;, alrededor de X, donde

W es un entorno contenido en Vy(¢) y escribamos I'(t) = (v(t), D(t)) o I'(t) =
(v(t), D1(t), D2(t)) en cada caso, t € B.
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Por brevedad, denotaremos F; := F,u) : Qvo) — Qv(t) y kv == hrg :
Q(v(t)) — R. Por lo tanto, de las Definiciones 4.13 y 4.12 se deduce que
basta demostrar que la aplicacién @ : B x Q(vg) — R, (t,z) — hy(F,(z)), es
diferencible con regularidad de orden 2 en B.

Para esto, observemos que Q(vy) C C es conformemente equivalente al do-
minio acotado de R?, ' = {1/z : = € Q(vy)} C R? donde el biholomorfis-

mo estd dado por T': ' — Q(vy), T'(x) = 1/x. Si definimos
u:BxQ — R,

u(t,z) = u(t, T(x)),

es claro que 4 es diferenciable con regularidad de orden 2 en B si y sélo si
lo es.

Para cada t € B sea ds? la tinica métrica en (' que hace que la aplicacién
F,oT : ¥ — Q(v(t)) sea una isometria (estamos considerando en Q(v(t))
la métrica inducida por la métrica canénica de 0), y sea A, la familia de
Laplacianos asociada, t € B. Entonces u; := h,(Fy(T(x))) es la solucién del
problema

Ay =0, en Q" y  wloar = iloar,
donde ¢(t,z) = ¢;(z) es una cierta funcion diferenciable en B x (V.

Bajo estas condiciones, el Lema A.I nos asegura que u es diferenciables con
regularidad de orden 2 en B, lo cual demuestra la Afirmacién. o

Ahora observemos que

k002 (0) = fipy oy (@) = 3 / o (@) mio)

h=1
Teniendo en cuenta el Lema A.Il, deducimos que 7 y « son diferenciables con regu-
laridad de orden 1. 0

Por dltimo, necesitaremos también el siguiente lema:
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Lema A.V Para cada v € T, existe una 1-forma holomorfa wy en S(v) con 2n — 2 ceros distin-
tos, ninguno de ellos en 0Q(v) y tal que J;;(wo) = Wo.

Demostracién : Sea w una 1-forma holomorfa no nula en &(v) satisfaciendo J}(w) = @.

De hecho, podemos elegir w de tal forma que no se anule en 9€2(v). En efecto, sea h
la tnica funcién armoénica en W tal que hly;) = dj0, j = 0,1,...,n, donde ;. es
el simbolo de Kronecker. Por el principio del maximo, h~'(0) = U}_,a;(v) y h~'(1) =
ao(v) . Puesto que estos conjuntos de nivel son regulares, i no tiene puntos criticos en
0Q(v). La 1-forma w = 0,h puede ser extendida a &(v) por reflexiéon de Schwartz y
satisface las porpiedades deseadas.

SeaD = [w]=P"-...- P J,(P)" -...-J,(Ps)" el divisor asociado a w.

Puesto que D tiene grado 2n — 2, no es dificil deducir, utilizando el Teorema de
Riemann-Roch, que el espacio vectorial complejo M (D) de funciones meromorfas sobre
S(v) con polos sélo en los puntos P;, J,(P;) de 6rdenes a lo mas n;, i = 1,...,s, tiene

dimension n.

Afirmacion: Existe una funcion f € M(D) de grado 2n — 2.

Demostracion de la Afirmaciéon: Supongamos por reduccién al absurdo que el
grado maximo d, de las funciones en M (D) es menor que 2n—2. En este caso
existirfa un divisor D’ de grado dy tal que D > D"y M(D’) = M(D), donde
M(D') se define andlogamente a M (D). Dado ) € &(v) tal que D/D’ > @),
entonces, M(D') C M(D/Q) C M(D).

Por tanto, M(D') = M(D/Q) = M(D) y en consecuencia M(D/(Q) tiene
dimensién n. De nuevo gracias al Teorema de Riemann-Roch deducimos
que el espacio vectorial complejo H de 1-formas holomorfas v’ verficando
(W) > D/Q tiene dimensién 2. Pero entonces, si ' € H es linealmente in-
dependiente con w, w/w' representaria una funcién meromorfa de grado 1
sobre G(v), lo que es imposible. o

Por tanto podemos considerar f € M(D) con deg f = 2n — 2. De esta forma el
divisor polar de f es D. Puesto que J,(D) = D, podemos encontrar Ay 1 € R tales
que fo :== ANf + foJ,) +iu(f — foJ,) tenga el mismo divisor polar que f y ademés
se verfique que fy o J, = fo. Como ninguno de los polos de f; estd contenida en 9 (v),
Jolaow) estd acotada. Por lo tanto, existe un niimero real r suficientemente grando para
el que f; + r tiene sélo ceros simples, y ninguno de ellos estd contenido en 0€2(v). Por
tanto, la 1-forma wy := (fy + r)w verifica la propiedad deseada. 0
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Los lemas A.IV y A.V nos permitiran finalmente demostrar la dependencia diferen-
ciable de los datos de Weierstrass.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4.11

Consideremos zq = (vg, Dy) € S,,. Como consecuencia del Teorema 4.7 existe una
bola abierta V' (¢) en 7,, centrada en v, de radio ¢ > 0 y un difeomorfismo local

V(e) = Sy,

— (v, D(v)),
con D(vy) = Dy. Por brevedad, denotaremos z(v) := (v, D(v)), para cada v € V (e).
Por lo tanto, la aplicacién V' (¢) — ®iv,; dada por v — (v, 00- D(v)) es diferenciable,
con lo que el Lemma A.IV permite deducir que la aplicacién

V(e) — Hp, V= Ty 1= Too.D() (V)

es diferenciable con regularidad de orden 1.

Consideremos una deformacién diferenciable de G(vy), {F, : G(vy) — S(v) : v €
V(e)} . Sea B(vg) = {ai(vo), ..., an(vo), b1(vp), ..., by(vo)} la base canénica de homologia
de S(vp) utilizada para la definicién de J(vy). En lo que sigue, consideraremos rep-
resentantes a;(vp), bj(vo), j = 1,...,n, de estas clases de homologia tales que &(vy) —
U_y(a;(vo) Ubj(vo)) sea simplemente conexo y contenga a los puntos del divisor co - Dy.
Asi, para e suficientemente pequeio, las curvas a;(v) := Fy,(a;(vo)) , bj(v) :== F,(b;j(vo))
no pasan por los puntos de co - D(v),v € V(e),j =1,...,n

A partir de las condiciones dadas por (4.10), el Teorema de Abel nos da la siguiente
expresion para g, (.):

92()(2) = Exp( /1 Z(Tu + Z m;(v)n;(v)))

para z € &(v) —U?_;(a;(v) Ub;(v)). En esta expresion el camino de integracion estd con-
tenido en (S(v ) U™ (a;(v) Ub;(v))) U{1}, y m;(v) € Z son los enteros determinados
por la ecuacién

Pu(00 - D(v)) = ¢y (Ju(00) - Jo(D(v))) = ij (v)7 (v)

donde ¢, es el levantamiento de ¢, en &(v) — Uj_;(a;(v) U b;(v)) que se anula 1.
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Puesto que m;(v) depende de forma continua de v, entonces m;(v) = m; € Zy por
tanto g, = g.() depende de forma diferenciable de v con regularidad de orden 2.

Ahora probaremos el resultado andlogo para la aplicacion V(¢) — H,, , dada por

v — ¢3(x(v)).

Consideremos la 1-forma holomorfa wy en &(vy) dada en el Lema A.V, y sea
v(vg) = wy = Z Ainj(vo),
j=1
donde \; € R. También definiremos
v(v) ==Y Am;(v).
j=1

Como consecuencia del Lema A.IV, la aplicacién v — v(v) es diferenciable con regular-
idad de orden 1. Por tanto basta demostrar que

. Gs(e(v)

v e V(e ()

c€C,

es diferenciable con regularidad de orden 2.

Por los teoremas de Hurwitz y de la funcién implicita, para e suficientemente pequefio
v(v) también cumple la tesis del Lema A.V. Ademds, como ya explicamos durante la de-
mostracion de este lema, la aplicaciéon

V(e) — Divy, o, v — (v, [v(v)])

es (al menos) de clase C' (aunque de hecho puede ser demostrado que es C*). Por lo
tanto, si escribimos

la aplicacion V(e) — Div,_;, dada por v — E(v) es también diferenciable y por lo
tanto, lo mismo es cierto para V'(¢) — Div,,,,, v — (v, 00 - E(v), D(v)).
Finalmente, el Lema A.IV nos permite deducir que

V(E) - Hna U = Ky '= Roo-E(v),D(v) (U)

es diferenciable con regularidad de orden 1. Razonando como antes, concluimos que

1

o) (2) = Bxp( /Z(’% + Z“g‘ﬁj(v)))v
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es una funcién meromorfa bien definida sobre &(v), para ciertos enteros n; que no
dependen de v y la aplicacién V(e) — C,, v — fy(), es diferenciable con regularidad de
orden 2. El divisor asociado a f(.) estd dado por

D(U) : Jv<D(v))
00 - E(v) - Jy(00) - J,(E(v))

Por tanto, si escribimos v(v) = hy(2)% en U(v), deducimos que ¢3,Eg(i§;))) = mm e

y como consecuencia v — ¢3(x(v)) es diferenciable con regularidad de orden 1. Esto

termina la demostraciéon de la Proposicion.






PARTE 11

SUPERFICIES MAXIMALES PERIODICAS Y
COMPLETAS EN L°







SUPERFICIES PERIODICAS DE
TIPO FINITO

Por definicién, diremos que una inmersion isométrica ¢ : 8’ — 13 es periédica cuan-
do (S’) es invariante por un grupo de isometrias G, discreto e infinito, que actta de
forma propia y discontinua sobre L. Estas isometrias inducen a su vez un grupo de
isometrias en S’ que continuaremos llamando G. También diremos que la superficie es
G-periddica cuando queramos hacer referencia explicita al grupo de isometrias que dejan
invariante la superficie.

Obviamente una superficie periédica nunca podra ser de tipo finito (el conjunto de
sus singularidades ha de ser invariante por el grupo de isometrias) con lo cual estas su-
perficies escapan al estudio realizado en los capitulos anteriores. Sin embargo, podemos
considerar sélo la pieza fundamental de la superficie, es decir, el menor subconjunto
de &' que mediante la accion de las isometrias de G nos recupera la superficie original.
Esto nos lleva de forma natural a ver las superficies periddicas como superficies en es-
pacios cocientes de L? donde si es posible que el nimero de singularidades sea finito. En
este capitulo detallaremos la equivalencia entre ambos puntos de vista y extenderemos
algunas de las definiciones y resultados vistos en el Capitulo 3.
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EQUIVALENCIA ENTRE SUPERFICIES PERIODICAS Y SUPERFICIES EN 3-VARIEDADES DE
LORENTZ COMPLETAS Y LLANAS.

Si &' es una superficie G-periodica en L? podemos considerar el cociente bajo dicha
acciéon S := §’'/G, que es una superficie inmersa de forma natural en la 3-variedad com-
pleta y llana L3/G.

Reciprocamente, supongamos ahora que tenemos una superficie ¢) : S — A inmersa
en una 3-variedad de Lorentz completa y llana. Es conocido que estas variedades son
isométricas a los cocientes de la forma L? /G, donde G C Iso(L?) es un grupo discreto e
infinito que acttia de forma propia y discontinua (ver por ejemplo [Wolf]).

Por otro lado, la aplicacién v induce un homomorfismo entre los grupos fundamen-
tales, ¢, : I1(S) — I;(NV) = II,(L?*/G) = G, cuyo nucleo denotaremos por Hy. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que el homomorfismo . es sobreyectivo, ya
que en otro caso simplemente reemplazamos la inmersién de S en L? /G por el corres-
pondiente levantamiento en el cociente L.? /Gy, donde Gy es la imagen de ..

Observacion 5.1 Como consecuencia de lo explicado anteriormente, a partir de ahora supon-
dremos que el homomorfismo 1, inducido entre los grupos fundamentales es sobreyectivo.

Usando teoria elemental de recubridores podemos definir de forma natural una in-
mersién ¢ : S — L3, siendo S el recubridor de S cuyo grupo fundamental es isomorfo
a Hy !, de forma que el siguiente diagrama sea conmutativo:

§ 4 L3
proy | 1 proy
s 413G

Ademas esta nueva inmersién (tinica salvo condiciones iniciales) es periddica, in-
variante precisamente por las isometrias del grupo G (debido a que el homomorfismo
1, es sobreyectivo).

Definicién 5.1 (Levantamiento) Dada una inmersién ¢ : S — L*/G de una superfi-
cie en una variedad cociente de 1.3, llamaremos a la inmersion G-periédica ¢ : S — L?
construida anteriormente el levantamiento de ).

He., S=38 /Hy, siendo S el recubridor universal de S.
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Nota ~~ A lo largo de esta memoria utilizaremos siempre la notacion b:8 — 13 para denotar
el levantamiento de la inmersion ¢ : S — L3 /G.

Nota ~ Obsérvese que vy : S — 1.3 /G es una superficie espacial (resp. maximal) si, y solamente
si, su levantamiento ¢ : 8 — L3 es también espacial (resp. maximal). De iqual forma, 1) tiene
una singularidad en q € S si y sélo si o tiene singularidades en ;' (q) € S, siendom, : S — S
la aplicacion recubridora.

Esto se debe a que la aplicacion recubidora es isometria local cuando consideramos en Sy S
las métricas pullback inducidas via i y n respectivamente.

Como ya explicamos al principio de este capitulo, va a ser mads ttil para nuestro estu-
dio el considerar las superficies periddicas como superficies en espacios cocientes de L?,
por ello precisamos de extender las principales definiciones que dimos para superficies
en L? al contexto de las superficies en L*/G.

Definicién 5.2 (Tipos de singularidades) Diremos que una singularidad de una super-
ficie maximal en 1.3 /G es espacial (resp. luminosa, cénica) si las correspondientes singula-
ridades en el levantamiento de la superficie a > son espaciales (resp. luminosas, conicas).

Definicién 5.3 (Superficie entera en L3 /G) Diremos que una superficie espacial (posi-
blemente con singularidades aisladas) ¢ : S — 1L3/G es entera si su levantamiento a L3,
¥:8 — L3 es un multigrafo entero.

Teniendo en cuenta que una superficie espacial periédica es propia (resp. completa)
siy s6lo si lo es la superficie cociente asociada, la Proposicién 1.3 puede ser facilmente

reinterpretada para superficies en cocientes de L? de la siguiente forma:

Proposicion 5.1 Una superficie espacial (posiblemente con singularidades aisladas) y propia en
una 3-variedad cociente de IL? es entera. Lo mismo ocurre si la superficie es completa.

Ademds, si la superficie es entera, entonces es embebida si y sélamente si todas sus singu-
laridades son embebidas. En este caso su levantamiento a 1.3 es un grafo sobre cualquier plano
espacial.

Observacion 5.2 Una superficie en un espacio cociente 1 : S — 1L? /G se dice incompresible si
el homomorfismo inducido entre los grupos fundamentales, 1, : 11, (S) — L3, es inyectivo.

En particular, si 1 es una superficie maximal entera y embebida, su levantamiento es un
grafo en L? y por tanto simplemente conexo. Puesto que el grupo fundamental de la superficie
levantada es justamente el niicleo de 1., deducimos que estas superficies son siempre incompre-
sibles.
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Como explicamos al comienzo de esta seccion, centraremos nuestro estudio sobre
superficies periddicas en aquellas que tienen un ntmero finito de singularidades en su
pieza fundamental, o lo que es lo mismo, aquellas cuyo cociente tiene un ntimero finito
de singularidades.

Definicién 5.4 (Supetficie de tipo finito) Diremos que una superficie maximal (posi-
blemente con singularidades aisladas) ¢ : S — 1L3/G es de tipo finito si verifica las sigu-
ientes propiedades:

= S tiene topologia finita (es difeomorfa al interior de una superficie compacta con bor-
de),

= el niimero de singularidades es finito,

m ) es entera y existe una geodésica temporal inextensible que corta a 1)(S) un niimero
finito de veces.

De igual forma, diremos que una superficie maximal G-periédica en L? es de tipo
finito si el correspondiente cociente en L? /G es de tipo finito.

Nota ~ La iiltima de las condiciones de la definicion anterior es equivalente a la siguiente:

= 1) es una supetficie entera y su levantamiento tiene un niimero finito de hojas.

A partir de la definicién de soporte conforme (Definicién 1.2) es claro que el soporte
conforme de una superficie de tipo finito en L? /G es biholomorfo a una superficie de
Riemann compacta con borde (el borde consiste de curvas de Jordan analiticas disjuntas
dos a dos que se corresponden con las singularidades luminosas) menos una cantidad
finita de puntos o discos cerrados. Para las superficies en L*? vimos que s6lo podia darse
el primer caso. En el caso peridédico ocurre lo mismo (Teorema 6.3), aunque la expli-
cacién es algo mds complicada y sélo podremos llegar a ella tras establecer algunos
resultados previos.
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En este capitulo nuestro objetivo serd describir los grupos discretos G C Iso(L?)
actuando de forma propia y discontinua que pueden ser grupos de isometrias de una
superficie maximal periddica de tipo finito (Definicién 5.4). Dicho de otra forma, car-
acterizaremos las 3-variedades de Lorentz completas y llanas (es decir, los cocientes de
IL3) que admiten superficies maximales de tipo finito.

La primera de las restricciones que nos encontramos para el grupo G C Iso(L?) es
que la correspondiente accién sobre L? sea propia y discontinua. Obviamente un grupo
G C Iso(IL?) que actie de forma propia y discontinua no puede contener isometrias con
puntos fijos. Es decir, todos los elementos de G han de tener parte traslacional. Pero esta
no es la tinica restriccién que pesa sobre el grupo GG. Como veremos a lo largo de este
capitulo, el hecho de que la variedad cociente L?/G contenga una superficie maximal
de tipo finito fuerza a que GG contenga exclusivamente de traslaciones espaciales y cierto
tipo de simetrias deslizantes (ver Teorema 6.10 para una descripciéon mas detallada).

La prueba de este resultado ocupara el presente capitulo, que esta organizado como
sigue: en la Seccién 6.1 demostraremos que G no puede contener movimientos heli-
coidales o traslaciones de eje luminoso o espacial. Un vez descartadas estas isometrias
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estaremos en condiciones de probar que las superficies maximales de tipo finito en L?/G
tienen tipo conforme finito (Seccién 6.2). Esto nos ayudard a estudiar el caso hiperbdlico
(Seccién 6.3). Finalmente en la Secciéon 6.4 enunciaremos y demostraremos el teorema
final de clasificacion de los grupos G' C Iso(IL?) tales que existe una superficie G-periodi-
ca de tipo finito o, equivalentemente, tales que L3 /G admite una superficie maximal de
tipo finito (Teorema 6.10). También en esta seccién demostraremos que dichas superfi-
cies son completas (Proposicion 6.8).

6.1. DESCARTANDO ISOMETRIAS ELIPTICAS Y PARABOLICAS

En esta seccién demostraremos que G no puede contener movimientos helicoidales
elipticos o parabdlicos, asi como traslaciones de vector no espacial. Esto requiere un
poco de notacién previa, que sera utilizada varias veces a lo largo de este capitulo, y
que exponemos a continuacion.

Sea ¢ : § — L? un multigrafo entero finito (ver Definicién 1.3). Para cada vector
v € H2 consideremos II, un plano afin de L* ortogonal a v. Definamos la siguiente
funcién:
uf 1, = R, wu,(p)=Max{t €eR : p+tve(S)}.

Llamaremos G (¢(S)) C ¢(S) el grafo entero sobre II, definido a partir de u; (ver
Figura 6.1),

G (W(S)) = {p+us(p)v : pell}.

Notese que la definicién del grafo G (1(S)) no depende del plano afin II, elegido.

Lema 6.1 Sea v : S — L? un multigrafo entero finito. Entonces el grafo G, (1(S)) construido
anteriormente verfica que, para cada p € G (¢(S)),

Gy (¥(8) \ {p} C Ext(C,), (6.1)

donde Ext(C,) denota el exterior del cono de luz centrado en p (ver Seccion 1.1).

Como consecuencia, G (1)(S)) es independiente de la eleccion del vector v € H?. Por lo
tanto esa superficie, que a partir de ahora denotaremos por Gt (1)(S)), es un grafo entero sobre
cualquier plano espacial. Ademds, si i es invariante por una isometria ortocrona (ver Seccion
1.1) entonces el grafo G (1(S)) es también invariante por dicha isometria.
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Figura 6.1: El grafo G/ (¢(S)).

Demostracion : La primera de las afirmaciones del lema es equivalente a demostrar que
dados p,q € G*(¥(S)), distintos, el vector que los une es un vector espacial. Como
G (¢(S)) es un grafo sobre el plano II, perpendicular a v podemos considerar una curva
v:I=1[0,1 — G*(¢(S)), uniendo p y ¢ cuya proyeccién a dicho plano sea un segmento.

Después de un cambio de sistema de referencia, podemos suponer que v = (0,0,1),y
que el segmento en el que se proyecta 7y estd contenido en el eje x1. Asi v se escribiré co-
mo (t) = (¢,0,u(t)), para cierta funcién Lipschitziana u : I — R. Puesto que ¢ es una
superficie espacial con singularidades aisladas tenemos que ||7/(t)]|> = 1 — /() > 0,
t € I, donde la igualdad se da a lo mas en namero finito de puntos. Integrando esta
condicién obtenemos que |u(1) — u(0)| < 1, lo que nos garantiza que el vector que une
p =7(0) con ¢ = (1) es espacial.

Para la segunda parte del lema, consideremos otro vector w € H? yseap € G (¢(S)).
Veamos que también p € G,/ (¢/(S)). Para ello consideremos la recta r,, (resp. r,) pasando
por p con direccién w (resp. v). Por como hemos definido G,/ (/(S)), p pertenecera a este
grafo siy sélo si, p es el punto mds alto de )(S) N r,, (es decir, aquel con mayor compo-
nente en w). Supongamos por reduccion al absurdo que no es asi. En este caso existiria
q € Y(S) Nry, que ademads estaria en la region interior del semi-cono C, N {z3 > z3(p)}.
Pero esto implica que hay un punto en G (¢/(S)) N 7, que estd a mayor altura que p, lo
que no es posible ya que p € G (¥(S)). Por tanto G (¢/(S)) C G (¥(S)), e intercambian-
do los papeles de v y w obtenemos G (¥(S)) = G, (¥(S)).
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Finalmente, la dltima parte del lema es trivial si tenemos en cuenta que si R €
Iso' (%), para cualquier v € H2 también R(v) € H?, siendo Rla parte lineal de R.
Por tanto, si R deja invariante el multigrafo ¢ es inmediato comprobar que

R(GT(¥(S))) = R(G, ((S))) = G, (R(¥(S)) = G ((S))-

O

La construcciéon del grafo G™(¢(S)) nos va a permitir reducir la demostracion de la
siguiente proposicion al caso en que la superficie es un grafo entero verificando la
propiedad dada por la Ecuacién (6.1).

Proposicién 6.2 No existen multigrafos espaciales enteros con un niimero finito de hojas in-
variantes por movimientos helicoidales elipticos o parabélicos, asi como traslaciones de vector no
espacial.

Demostracién : Supongamos por reduccion al absurdo que ¢ : S — L3 es una superficie
espacial entera con un nimero finito de hojas invariante por una isometria R € Iso(L?)
como en el enunciado. Obsérvese que R es siempre ortocrona, con lo que el grafo entero
G := G*(¢(S)) construido en el Lema 6.1 es también invariante por R.

La Ecuacién (6.1) nos dice que el vector que une dos puntos cualesquiera de G ha de
ser espacial, con lo que si R fuese una traslacion su vector de traslacion seria espacial.

El caso en que R es un movimiento helicoidal eliptico es imposible ya que G es un
grafo sobre el plano (espacial) perpendicular al eje de la isometria.

Por dltimo, supongamos R es un movimiento helicoidal de eje luminoso. Salvo isometria
supondremos que el eje de Res ¢ = {(0,s,s) : s € R}y que el vector de traslacién es
v = (0,0,\), A # 0 (ver Observacion 1.1). En el caso en que G N ¢ # () llegamos facil-
mente a contradiccién, ya que si p es un punto en G N ¢, tanto p como R(p) = p + v
serfan dos puntos del grafo G que estdn en la misma recta vertical, lo cual es imposible.
Supongamos por tanto que G N ¢ = ).

Afirmacién: Si G no corta a una recta luminosa ¢ entonces tampoco corta al plano
perpendicular (en el sentido Lorentziano) a dicha recta, I1,.

Demostracion de la Afirmaciéon: Supongamos por ejemplo que / estd por encima
de G. Sea q € 'y p, el punto de G que estd en la misma recta vertical que gq.
En virtud de la Ecuacién (6.1) G no corta a la componente conexa interior del
cono C,, que apunta hacia el futuro, que denotaremos por Int" (Cp,)- Puesto
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que ¢ estd por encima de p, también G N Int*(C,) = 0. Por tanto G omite el
conjunto U, Int*(C,) que coinicide justamente con uno de los semiespacios
determinandos por el plano II,. o

Por tanto G es disjunta del plano I, = {(x1,22,23) : 22 = z3}. Podemos suponer
que el grafo se queda por debajo del plano, es decir G C Hy = {2 > 23}. Pero entonces,
aplicando sucesivamente la isometria R obtendriamos que, para cualquier n € Z,

G =R"(G) C R"(Hy) = {xg > z3 — nA},

lo cual es imposible. O

6.2. ESTRUCTURA CONFORME DE UNA SUPERFICIE PERIODI-
CA DE TIPO FINITO

En esta seccién estudiaremos la estructura del soporte conforme de una superficie
de tipo finito en L3 /G. Recordemos que el soporte conforme S, de una superficie maxi-
maly : S — L3/G con singularidades aisladas es una superficie de Riemann con borde,
donde el borde consta de curvas de Jordan analiticas disjuntas dos a dos, que se corre-
sponden con las singularidades luminosas.

Para el caso de superficies de tipo finito en L? vimos en el Corolario 3.2 que el soporte
conforme era bihilomorfo a una superficie de Riemann compacta (con borde) menos
una cantidad finita de puntos (los finales de la superficie). En ese caso la demostracién
era una aplicaciéon mds o menos directa de los Teoremas de Huber [Hub] y Osserman
[Oss]. Ahora la demostracién es un poco mds compleja, y pasa por conocer con detalle
el comportamiento del multigrafo en el infinito.

Teorema 6.3 El soporte conforme de una superficie maximal de tipo finito en 1.3 /G, con
G C Iso(IL3), es biholomorfo a una superficie de Riemann compacta (con borde) menos una
cantidad finita de puntos, a los que llamaremos los finales de la superficie.

Demostracién: Sea ¢ : S — L*/G una superficie de tipo finito con G como en el enun-
ciado. Pasando a un recubridor de dos hojas si es necesario podemos suponer que
G C Iso (L?). Denotemos por V8 —L¥al correspondiente levantamiento G-periddi-
co. Recordemos que S se definia como el recubridor de S cuyo grupo fundamental H,,
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es isomorfo al niicleo del homomorfismo v, : II(S) — G. Denotaremos por p : S—Sa
la aplicacion recubridora.

Puesto que la superficie tiene topologia finita, su soporte conforme S, es biholomorfo
a una superficie de Riemann compacta con borde menos un ntimero finito de puntos o
discos cerrados. Veamos que el segundo caso no es posible.

Para ello consideremos un entorno anular A C S alrededor de uno de esos dis-
cos/puntos, lo suficientemente pequefio para que no contenga singularidades. Es un
hecho conocido de la teoria de superficies de Riemann que para ver que A tiene el tipo
conforme del disco punteado (tipo parabdlico) basta encontrar una funciéon H : A —
R armonica, propia y acotada superior o inferiormente (ver por ejemplo [Ahl]). Para
definir dicha funcién necesitamos primero profundizar un poco en el comportamiento
de la superficie, y de su levantamiento, alrededor del final.

La primera observacién es que el levantamiento del anillo A C S a S ha de ser
simplemente conexo. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que no es asi.
En ese caso A se levantaria a una cantidad infinita (ya que el grupo G lo es) de finales
anulares en S. Sea IT C L® un plano espacial y 7 : L3 — II la correspondiente proyeccion
ortogonal. Al ser 7o ¢ : 8§ — TI un recubridor ramificado con un ntmero finito de hojas
(y en particular una aplicacién propia) es facil ver, achicando A si es necesario, que la
restriccion o Rk A — Aacada componente conexa A de p~(A) es un recubridor
tinito. Pero esto contradice que el nimero de hojas de 7 o ' sea finito ya que, como
hemos razonado antes, p~!(A) tiene infinitas componentes conexas.

Por tanto, A se levanta a una cantidad finita de dominios simplemente conexos en
S.Sea A C S uno de esos dominios. Sea R € G la isometria tal que

A/(R) =
Puesto que G C Iso(LL?), y no puede contener movimientos helicoidales de tipo eliptico
o parabdlico (Proposicién 6.2), G consiste de traslaciones espaciales y movimientos he-
licoidales hiperbdlicos (es decir, con eje espacial). En consecuencia, salvo un cambio de
sistema de referencia de L? podemos suponer que R fija la direccién ;.

Consideremos % y o reparametrizaciones conformes de las correspondientes in-
mersiones maximales en L? /G y en IL? respectivamente, y denotemos por o = (X1, Xo, X3)
a las funciones coordenadas de la inmersion 72)\0

Puesto que 1 es un multigrafo existe ¢ € R tal que o(A)N{zy = c} £ 0, y por tanto
el siguiente conjunto es no vacio:

E=p(uy' ({o1 =ch)nA) =p(X;'(¢) N A) C A
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Afirmacién I: E contiene una curva divergente.

Demostracion de la Afirmacion 1. Puesto que la superficie es espacial, £ con-
sistird de una familia de curvas analiticas sin puntos de corte. Esto se debe
a que R acttia sobre el eje 1 mediante traslaciones, con lo que la 1-forma
¢1 de la representacién de Weierstrass de 1y es R-invariante, y por tanto se
induce a una 1-forma holomorfa en A. Un punto de corte en las curvas de £
representaria un cero de esta 1-forma, y puesto que |g| # 1 en E, esto provo-
caria una singularidad espacial en A. Pero esto es imposible ya que desde el
principio escogimos A de forma que no contuviese puntos singulares. Por lo
tanto £ consiste de curvas analiticas disjuntas dos a dos.

Supongamos por reduccién al absurdo que todas las curvas en £ son com-
pactas. Como X; es arménica ninguna de estas curvas puede ser una curva
interior de A homotépicamente trivial (ver curva ~; en Figura 6.2), ya que
el correspondiente levantamiento a A seria también una curva cerrada bor-
deando un dominio compacto, lo que contradice el principio del méaximo
para X;.

Por otro lado, puesto que {z; = ¢} N R({x; = ¢}) = 0, las curvas en E no
pueden atrapar homologia (ver curva v, en Figura 6.2), ya que en ese caso
la imagen via o del correspondiente levantamiento a A seria una curva R-
invariante contenida en el plano {z; = ¢}, lo cual no es posible.

Por lo tanto, la inica posibilidad es que todas las curvas de £ sean curvas ho-
motdépicamente triviales y conteniendo parte de d(A) (ver curva v; en Figura
6.2). Pero entonces 120(;1\) estarfa contenido, fuera de un compacto, en uno
de los dos semiespacios determinados por el plano {z; = c}. Esto contradice
que A sea invariante por R, con lo que se demuestra la Afirmacién. o

Sea v C A una curva tal que p(7y) es una curva divergente en E. Achicando Ay A
si es necesario podemos suponer que el punto inicial de vy estd en O(A). Sea Q la pieza
fundamental de A determinada por las curvas vy R(7). Es decir, Q es la clausura de la
componente conexa de Anp-! (A\p(7)) determinada por las curvas vy R(y) (ver Figura
6.3). Asi p es inyectiva sobre el interior de Q y p(€2) = A.

Sea 7 : L? — {z3 = 0} la proyeccién ortogonal al plano horizontal y definamos

h:T('O'(ZO.
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Figura 6.2: El final anular A y las posibles curvas de E.

Afirmacién II: Después de achicar A (y por tanto también A) convenientemente,
’(ZO(Q) es un grafo sobre una semibanda W C {x3 = 0} en la direccion del eje xs.
Como consecuencia, ) es relativamente parabélico con la estructura conforme in-
ducida por Do

Demostracion de la Afirmacién 1I: Puesto que X, es constante sobre las curvas
7Yy R(7), h(0(2)) bordea eventualmente (es decir, fuera de un conjunto com-
pacto) el borde de una semibanda W en la direccién del eje z5. Achicando A
(y por tanto A) convenientemente, podemos suponer que h(9(2)) = I(W).
Veamos que de hecho h(Q2) = V.

Para ello basta notar que % es propia y abierta, con lo cual 2(Q2) N ({z3 =
0} \ W) es abierto y cerrado en el conexo {z3 = 0} \ W y por tanto, o bien
h(2)N ({z3 =0} \ W) =0, 0obien h(Q) N ({z3 = 0} \ W) = {z3 = 0} \ W.
Pero este dltimo caso no es posible ya que si {z3 = 0} \ W C h(Q2), entonces
{z3 = 0} \ (7o R"(W)) C h(R™()), Vn € Z.! Pero entonces para cualquier
kE € N tenemos

k

0 # {23 =0} \ [J(mo R"(W)) € (AR (),

j=1
lo que contradice que h tiene un nimero finito de hojas.

En consecuencia, 2(2) N ({x5 = 0} \ W) = 0 y por tanto h(2) = W. Es
decir, h : 2 — W es un homeomorfismo local y propio, y por lo tanto un
recubridor. Pero W es simplemente conexo, de lo que deducimos que h/| es

recuérdese que estamos denotando con el mismo nombre tanto a las isometrias de L3 que dejan
invariante la superficie como a las isometrfas que inducen sobre la superficie S.
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Figura 6.3: El dominio (2

uno a uno, y por lo tanto () es un grafo sobre W (en particular es t|q es
un embebimiento).

Por ultimo veamos que (2 es relativamente parabolico. Para ello basta tener
en cuenta que, puesto que Uo(2) es un grafo sobre una semibanda en la di-
reccién del eje 5, la funciéon segunda coordenada de 121\0, X5, es una funcién
armonica propia y acotada superior o inferiormente sobre (2, lo que termina
la demostracién de la Afirmacioén 1L o

Ya estamos en condiciones de definir la funcién armoénica que nos daré la paraboli-
cidad del final anular A. Para ello consideremos la primera de las 1-formas de la repre-
sentacion de Weierstrass, ¢, y consideremos la aplicacién holomorfa

F:E—NC, F=/¢1=X1+’iXika

donde X7 denota la armoénica conjugada de X;. Obsérvese que F' estd bien definida
gracias a que Aes simplemente conexo. Veamos que ademads F|g, es inyectiva. Para esto
basta comprobar que X} es inyectiva sobre las curvas nodales de X; en 2. De no ser
asi existiria un punto donde la derivada de F' se anularfa. Pero esto representaria un
cero de ¢, y por tanto una singularidad espacial en Alo cual es imposible. Por tanto F'|q
es inyectiva y como consecuencia F(§2) C C es relativamente parabélico, de lo que se
deduce que X{|q es propia y acotada superior o inferiormente.

Por otro lado, puesto que la isometria R actia sobre el eje x; mediante traslaciones,
F o R = F + w para cierto w € C con Rew # 0, y por lo tanto la funcién holomorfa

2miF

Hy:A—C, Hy:=e5",

es R-invariante y puede ser inducida a una funcién holomorfa Hy : A = p(2) — C
de forma que Hyop = Hy. Ademés, como hemos visto antes, X} es propia y acotada
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superior o inferiormente, por lo que la misma propiedad es cierta para la aplicacién
armoénica H = log |Hy| : A — R (téngase en cuenta que Rew # 0). Esto prueba que A es
de tipo parabdlico (disco punteado) y acaba la demostracién del teorema. 0

Nota ~» Obsérvese que el hecho de que cualquier isometria del grupo G deja fija una recta
espacial de 1> ha jugado un papel fundamental en esta demostracion. Ese es el motivo de que
este Teorema no haya sido establecido hasta no descartar las isometrias elipticas y parabélicas.

Ademas en el transcurso de la demostracién hemos probado las siguientes propiedades:

Corolario 6.4 Sea ¢» : & — 1L3/G una inmersion maximal de tipo finito y denotemos por
¢ : 8 — L? a su levantamiento G-periddico. Sea A C S un final anular. Entonces,

» El homomorfismo de grupos (|a)« : II1(A) — I (L?/G) = G es inyectivo, es decir, los
levantamientos de A a S son simplemente conexos.

» Si denotamos por R € G la isometria tal que 1.(I1,(A)) = (R) C G, entonces la in-
mersion inducida Y : A — 1L?/(R) es propia y es un embebimiento fuera de un conjunto
compacto.

Demostracion : La primera de las propiedades la vimos al comienzo de la demostracion
del teorema, mientras que la segunda es consecuencia directa de la AfirmaciéonII. O

6.3. DESCARTANDO ISOMETRIAS HIPERBOLICAS

Una vez que hemos estudiado la estructura conforme de las superficies maximales
de tipo finito en las variedades L? /G estamos en condiciones de demostrar que el grupo
G no puede contener movimientos helicoidales hiperbdlicos (i.e., con eje espacial) or-
tocronos. En esta secciéon supondremos que G C Isol (I.?), es decir, G contiene sélo
isometrias positivas y ortocronas (ver Seccién 1.1).

En estas condiciones, por la Proposicion 6.2 sabemos que G consta de traslaciones
espaciales y/o movimientos helicoidales hiperbélicos. El siguiente lema nos muestra
que no pueden darse las dos posibilidades al mismo tiempo.

Lema 6.5 Sea ¢ : S — 1.3 /G una superficie maximal de tipo finito, G C Isol (IL?). Si el grupo
G contiene una traslacion (espacial), entonces G consiste sélo de traslaciones y su rango es a lo
mds 2.

Ademds en este caso (es decir, cuando el grupo G sea traslacional), S es compacta si y sélo si
G tiene rango dos.
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Demostracion: Sea T' € G dicha traslacion, y w su vector de traslacion asociado. Si
G = (T') el lema es trivialmente cierto. Supongamos por tanto que existe R € G alge-
braicamente independiente con 7. Veamos primero que G es un grupo abeliano de ran-
go 2. Por la Proposicién 6.2, R serd o bien una traslacién espacial, o bien un movimiento
helicoidal hiperbdlico. En caso de que R sea una traslacién llamaremos 7" := R, mien-
tras que si R es un movimiento helicoidal definiremos 7" := R~'oT o R. En ambos casos
T" es una traslacion espacial, cuyo vector de traslacién denotaremos por w'.

Veamos que w y w' han de ser linealmente independientes. Obviamente si 7" = R
esto es cierto. Supongamos por tanto que R es un movimiento helicoidal hiperbélico de
eje { y vector de traslacién v € /. En este caso es facil ver que w' = R~ !(w), por lo que
si w y w' fuesen linealmente dependientes w seria un vector propio de R, con lo que
el grupo G' = (T, R) actuaria (de forma propia y discontinua) sobre el eje ¢ mediante
traslaciones, y serfa por tanto un grupo ciclico. Es decir, existirfan n,m € Z \ {0} tales
que T™ = R" sobre la recta /, y por tanto 7™ o R™" seria una isometria lineal (distinta
de la identidad, ya que R es un movimiento hiperbdlico y ortocrono), lo que contradice
que la accién de G sea propia y discontinua.

Consideremos ahora el grafo entero G := G*(¢/(S)) definido a partir del multigrafo
finito ¢ como se indica en el Lema 6.1, que también es invariante por las isometrias de
G. Como G es un grafo entero sobre cualquier plano espacial, en particular lo serd sobre
el plano II generado por los vectores w y w'. Por lo tanto G/G; es un toro topoldgico,
siendo G; = (I,1"), y como consecuencia también lo es cualquier superficie que sea
recubierta por él, en particular G/G. Esto demuestra que G es un grupo abeliano de
rango 2.

También se deduce de esto que G es un subgrupo de indice finito en G, con lo que
si R fuese un movimiento hiperbélico existiria un n € N tal que R" € G;. Pero en ese
caso R" seria una traslacién, lo que es absurdo.

Finalmente, observemos que la compacidad de S = S/a equivale a la de G/G, ya
que G contiene exclusivamente traslaciones. Por tanto la tltima afirmacién del lema se
sigue de que G /G es compacta si y solo si G tiene rango dos. O

En la demostracion del resultado principal de esta secciéon juega un papel esencial el
siguiente teorema de Mess [Mess], que también puede ser encontrado en [GM]:

Teorema (Mess) Si G C Iso(IL?) es un grupo actuando de forma propia y discontinua sobre
L3, G no puede ser isomorfo al grupo fundamental de una superficie compacta de caracteristica
de Euler negativa.
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Proposicion 6.6 No existen superficies maximales G-periédicas de tipo finito con G' C Iso, (%)
conteniendo movimientos helicoidales hiperbdlicos.

Demostracion : Supongamos por reduccién al absurdo que existe una superficie ¢ : S —
L3 /G maximal de tipo finito, y sea ¥ : 8§ — L3 su levantamiento G-periddico.

La demostracion de la proposiciéon pasa por utilizar el resultado de Mess citado
anteriormente, es decir, construir una superficie compacta con caracteristica de Eu-
ler negativa y cuyo grupo fundamental sea G. Para ello consideremos el grafo entero
G := G*(4(8)) definido en el Lema 6.1. Puesto que todas las isometrias de G conservan
la orientaciéon temporal, G es también invariante bajo la accién de G, y por tanto G/G
es una superficie (topoldgica) cuyo grupo fundamental es GG. Para obtener la contradic-
cién sélo nos resta demostrar que dicha superficie es compacta y con caracteristica de
Euler negativa. Al ser G/G un subconjunto cerrado de S = S/G, para ver que G/G es
compacta basta ver que S lo es.

En el Teorema 6.3 vimos que la superficie tiene tipo conforme finito. Veamos que en
este caso no puede tener finales. En efecto, consideremos un final anular A C S que
no contenga puntos singulares y sea A C S un levantamiento suyo, que sabemos que
es un dominio simplemente conexo (Corolario 6.4). Por lo tanto existe R € G tal que
A /(R) = A (aqui estamos utilizando el mismo nombre para las isometrias de G y las
isometrias inducidas en ). Sea N : A — H? la aplicaciéon de Gauss de Dla, que es una
aplicacién conforme. Puesto que N o R = R o N podemos inducir de forma natural una
aplicacién conforme

N:A—H2/(R),

y ademas el correspondiente homomorfismo de grupos,
N, : i (A) = (R) — IL(H} /(R)) = (R),

es un isomorfismo de grupos.
Por la Proposicién 6.2 y el Lema 6.5 sabemos que G consta exclusivamente de movimien-

tos helicoidales hiperbélicos, por lo que R es una rotacién hiperbélica. Esto implica que
el cociente H? / (R) es conformemente equivalente a un anillo A = {z € C : 1 < |2| <
r}, para cierto r > 1. Por otro lado, S, tiene tipo conforme finito, con lo que sabemos
que A es biholomorfo a un disco punteado D* = D\ {0}. Por lo tanto la correspondiente
aplicacién, que seguiremos denotando por N : D* — A, es una aplicacién conforme en-
tre un disco punteado y un anillo. Como consecuencia del Teorema de la singularidad
evitable de Riemann, NV extiende de manera conforme al punto z = 0. Pero esto quiere
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decir que la imagen de la curva que genera la homologia de A = D* es homot6pica-
mente trivial, lo que contradice que [V, es un isomorfismo y demuestra que la superficie
S es compacta.

Para finalizar debemos asegurarnos de que G/G tiene caracteristica de Euler nega-
tiva. En efecto, obviamente G/G no puede ser una esfera y si fuese un toro, entonces
G = Z x Z. Veamos que esto no es posible. Para ello consideremos generadores Ry R’
de G que sean movimientos helicoidales hiperbdlicos. Del hecho de que Ry R’ conmu-
tan es facil ver que las partes lineales asociadas, R y R/, han de tener el mismo eje, que
llamaremos ¢, y que (tras un cambio en el origen del sistema de referencia si es nece-
sario) los vectores de traslacién de ambos movimientos, v y v/, estan en la direccién de
dicho eje. Pero entonces Ry R' acttian de forma propia y discontinua sobre la recta ¢
mediante traslaciones, con lo que existirdn n, m € Z tales que nv = muv'. Pero entonces,
o bien R" = (R')™ (lo que contradice que G = Z X Z), o bien R" o (R')™™ tiene puntos
fijos (lo que contradice que la accién sea propia y discontinua). Esto prueba que G/G
tiene caracteristica de Euler negativa y finaliza la demostracién. 0

6.4. CONCLUSIONES

Como consecuencia de las Proposiciones 6.2 y 6.6 y el Lema 6.5 demostrados en las
secciones anteriores hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 6.7 Sea v : S — L3 /G una superficie maximal de tipo finito, G # {Id}. Supon-
gamos que G C Iso, (IL%). Entonces G es un grupo de traslaciones espaciales de rango uno
0 dos.

Ademds S es compacta si y sélo si G tiene rango dos.

En esta seccion estableceremos algunas consecuencias de este resultado. En partic-
ular, demostraremos la completitud de las superficies de tipo finito en los cocientes
IL3/G y daremos una clasificacion general de los posibles grupos de isometrias de una
superficie maximal peridédica de tipo finito. Teniendo en cuenta la equivalencia entre
estas superficies y las superficies en 3-variedades cocientes de IL? descrita al comienzo
del Capitulo 5 esto es equivalente a clasificar las 3-variedades de Lorentz completas y
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llanas que admiten una superficie maximal de tipo finito.

Para un grupo G C Iso(L?) utilizaremos la siguiente notacién
G, =Gnlso (L?) G'=GnIso!(L?) Gl =GnIsol (L?).

Obsérvese que todos estos grupos tienen indice finito en G por lo que las correspon-
dientes 3-variedades L.?/G., L?/G' y L3/G. son recubridores finitos de I.3/G. Por lo
tanto, dada una inmersiéon maximal de tipo finito ¢ : S — L?/G podemos considerar
los correspondientes levantamientos ¢, : S, — L3/G,, ¢! : ST — L3/G", y ¢! : Sl —
13 /G, que siguen siendo de tipo finito.

Proposicion 6.8 Sea ¢ : S — L? /G una inmersion maximal de tipo finito. Entonces 1 es
completa y propia.

Ademds el soporte conforme S de 1) tiene tipo conforme finito, y en el caso de que G' C
Isol(]lﬁ) (es decir, G es un grupo de traslaciones), los datos de Weierstrass extienden a los
finales y ® tiene polos en estos puntos.

Demostracion : Pasando a un recubridor finito si es necesario (lo cual no afecta a la ho-
ra de probar el Corolario) podemos suponer que G C Iso! (IL?). Puesto que ¥ es un
multigrafo, en particular es una aplicacién propia y por tanto lo mismo es cierto para
1. Ademas sabemos que S es compacta si y solamente si G tiene rango dos (Teorema
6.7). En ese caso la completitud es trivial, por lo que supondremos que G es ciclico. La
demostracién de la completitud en este caso es una adaptacion de la utilizada en el caso
de superficies de tipo finito en .3 (Corolario 3.2).

Sea 12 : § — L3 el levantamiento G-periddico de ¢ y (g, ¢3) los datos de Weierstrass
de su reparametrizaciéon conforme, QZO : §0 — IL3. Puesto que estos datos son invariantes
por traslaciones, podemos inducirlos a unos datos, que seguiremos llamando (g, ¢3)
en el cociente ¢y : Sy — L?/G (ver Secciéon 1.3). Como S, tiene tipo conforme finito
(Teorema 6.3), para ver que la superficie es completa basta ver que cada final anular
AcC Syloes.

Por el Teorema de la singularidad evitable de Riemann g extiende a los finales con
lg| # 1. Supondremos que hemos orientado la superficie de forma que |g| < 1. Por lo
tanto, achicando A lo suficiente para que no contenga puntos singulares, |g|* < 1 —¢cen
A, e > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que G consiste de traslaciones
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horizontales, por lo que L?/G = A x R donde A es un cilindro espacial llano y R denota
la componente temporal. Denotaremos por © : L?/G = A x R — A a la proyeccién
canénica. Puesto que 7 o ¢ es un recubridor (ramificado) la métrica euclidea de A , ds?,
se levanta a una métrica completa en S. Como ademas

2

(m 0 0)(ds2) = |n]? + |6af? < ]%

Y

deducimos que la métrica \%F es completa y en consecuencia también lo es la métrica

de 1), restringida a A ya que

2 2

5_¢3
4

1
ds*|a = 7105”9l = 1/191)* = g

Ademads la completitud de ]%]2 implica que % (y por tanto también ¢3) extiende de
forma meromorfa a los finales (ver [Oss]). O

El siguiente lema nos ayudard a describir los generadores del grupo G en caso de
que no sea un grupo de isometrias positivas y ortocronas.

Lema 6.9 Sea G C Iso(LL?) tal que existe una superficie maximal G-periédica de tipo finito.
Dada R € G, R ¢ Iso!. (L3), existe cierto sistema de referencia de IL? en el que R se escribe como:

» Si R es positiva y no ortocrona, R((z1, x2, x3) = (1, —22, —23) + (4,0,0), 6 # 0.
» Si R es negativa y ortocrona, R(xy, xa, x3) = (21, —x2,x3) + (0,0,0), 6 # 0.
= Si R es negativa y no ortocrona, R(xy, xa, x3) = (1,22, —23) + (0, 6,0), 0 # 0.

Demostracién : Observemos que en todos estos casos R? debe ser una traslacion (Teore-
ma 6.7).

Si ademas R € Iso', (%), por la Proposicién 6.2 debe ser un movimiento hiperbélico.
Consideremos el sistema de referencia en el que R se escribe como detallamos en la
Observacion 1.1. Puesto que R? es una traslacion espacial, el angulo de R debe ser cero,
y por tanto R tiene la expresion descrita en el lema.

Supongamos que R € Iso_(L3). Como £? = (—R)? = Id, deducimos que —R €
Iso. (L?) es, o bien un movimiento hiperbélico de dngulo cero, o bien un movimiento
eliptico de dngulo 7, o bien una traslacion. En el primero de los casos R es una simetria
respecto de un plano espacial (caso no ortocrono), en el segundo es una simetria respec-
to de un plano temporal (R ortocrona), mientras que el tiltimo caso no es posible, ya que
R no tiene puntos fijos. De esto se deduce que es posible eligir un sistema de referencia
en el que R se escriba como en el enunciado del lema. 0
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Teorema 6.10 (Clasificacién general) Sea ¢ : S — L3/G una supetficie maximal de
tipo finito, G # {Id}, y supongamos que G # G'.. Definamos las siguientes isometrias:

Ro((z1,22,23)) = (x1 + 9, =22, —x3), Ri((21,22,23)) = (21 + 6, —22, 23),

Ry((x1, 29, 23)) = (21,22 + v, —23),

donde 6,v # 0.
Entonces existe un sistema de referencia de > en el que los generadores de G se escriben de

la siguiente forma:

CARACTER RANGO DE

ADEG Gl~ || re(Gl)=1 rg(G1)=2
(a) G=G, G=<Ry> | G=<Ry, Ty >
[Es @l =2 ) @l G=<R, > |G=<Ry,T >,
G =ca =l G=<Ry>, | G=<R,,T) >

[G:Gl]=4|(d) G contiene isometrias | noexisten | G =< Ry, Ry >
de todo tipo

donde Ty(x) = Ti(z) =z + (0,X,0) y To(z) = v + (A, 11,0), A # 0.

Demostracion: Sea G := G*(1)(S)) el grafo entero definido como en el Lema 6.1 y consi-
deremos las isometrias Ry, R; y R, definidas en el enunciado del teorema.

Supongamos que G es ciclico. En ese caso es facil ver que, si G\, tiene indice dos en
G (casos (a), (b) y (c)), G debe estar generado por un movimiento R tal que G, = (R?).
Dicho movimiento puede ser una isometria positiva y no ortocrona (si G estd en las
condiciones del caso (1)), negativa y ortocrona (caso (b)), o negativa y no ortocrona (ca-
so (c)). En virtud del Lema 6.9, existe un sistema de referencia en el que la expresién de
R coincide con la de Ry, R; 6 R, respectivamente.

Para concluir el estudio de los casos (a), (b) y (c) supongamos que G tiene rango dos.
En este caso es posible encontrar generadores 7', R para G de forma que G| = (T, R?)
y coincidiendo la expresion de R, en cierto sistema de referencia, con la de Ry, R; y
R, en cada uno de los casos (a),(b) y (c). Veamos ahora cudl es la expresion del vector
de traslacién v = (v, v9,v3) de T'. Para ello consideraremos la traslaciéon auxiliar 7" :=
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R'oToReG..

En el caso en que R = Ry, el vector asociado de 1" es (vy, —v2, —v3). Puesto que
T' € Gl = (T, R?) deducimos que existe n € Z tal que v; = nd. Por otro lado la isometria
Ty == T" o Ry™ € G no puede tener puntos fijos, lo que nos dice que n debe ser par.
Es decir, T}, es una traslacion de vector (0, v5, v3). Como ademads este vector ha de ser
espacial, después de un cambio de base que mantenga fijo el vector (1,0,0) (lo cual no
afecta a la expresion de R;) podemos suponer que el vector de traslacion es de la forma
(0, A,0), lo que termina el apartado (a) del teorema.

Si R = Ry, la traslacién 7" tiene ahora como vector asociado al vector (vy, —vq, v3).
Veamos que v, # 0. En efecto, si v, = 0 entonces 7" = 7" con lo que G seria conmutativo.
Por otro lado, puesto que en este caso G = G, el grafo § es invariante por G y podemos
considerar la superficie cociente G/G. Como R; es negativa y ortocrona revierte la orien-
tacién de G con lo que G/G es un botella de Klein. Por tanto su grupo fundamental, que
es isomorfo a G, no puede ser conmutativo. Esto nos dice que v, # 0y en consecuencia,
como T" € Gl = (R?,T), forzosamente v3 = 0y v; = nd para cierto n € Z. Ademas
Ty :=T"o R{" € G no puede tener puntos fijos, con lo que n debe ser par y por tanto 7}
es una traslacién de vector (0, A,0), donde A = v,. Con esto se demuestra el caso ().

Para el apartado (c) del Teorema (R = R»), el vector de 7" es de la forma (v, ve, —v3).
Veamos que v3 = 0. En efecto, como 7" € G| = (R3,T), si v3 # 0 entonces v; = 0y
v9 = nv para cierto n € Z. En consecuencia, la isometria 7" o R," es, o bien una simetria
con puntos fijos (cuando n es impar), o bien una traslacién de vector temporal (n par).
Ambos casos son imposibles, con lo que v; = 0. Por tanto eligiendo 7, = 7" obtenemos
la conclusién indicada en el teorema.

Finalmente, resta demostrar el caso (d). Supongamos primero que G, es ciclico, G| =
(T). En este caso G estard generado por una isometria R € G negativa y ortocrona tal
que R* = T. Por otro lado G = (R’) con R’ positiva y no ortocrona tal que (R')* =T =
R?, con lo que G = (R, R'). Fijemos un sistema de referencia para el que R’ = R, (Lema
6.9). Puesto que R debe ser una simetria deslizante respecto de cierto plano temporal
(Lema 6.9), y como R? = R2, deducimos que dicho plano contiene al eje x4, con lo cual,
después de un cambio de base que mantenga dicho eje (que no afecta a la expresién de
Ry) tenemos que R((z1,22,23)) = (21, —22,%3) + (J, A, 0). Finalmente observemos que
(RoR)? € G = (R2) conlo que A = 0. Pero esto implica que la isometria R~ o R, tiene
puntos fijos, lo que nos lleva a contradiccion.

Por dltimo, supongamos que Gl tiene rango dos. En este caso G = (R, R), con R
negativa y ortocrona. Ademas, puesto que Rj3 es una traslacion de vector (24, 0,0), de-
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ducimos que el subgrupo H de isometrias de G, que acttian por traslaciones sobre el eje
x1 es no trivial, y por tanto isomorfo a Z. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que H = (R2). Por otro lado, en virtud del Lema 6.9, & debe ser una simetria respec-
to de cierto plano temporal. Ademés como el grupo G := {S : S € G} tiene cuatro
elementos, en particular ha de ser un grupo abeliano, con lo que R y Ry conmutan. De
esto se sigue que, o bien el plano de simetria de R es el plano z; = 0, o bien el eje
x1 estd contenido en dicho plano. El primero de los casos no es posible, ya que de ser
asi R o Ry tendria puntos fijos. Por tanto la recta x; estd contenida en el plano (tempo-
ral) de simetria de K. Después de un cambio de base que conserve el eje 21 podemos
suponer que el plano es el z; = 0 (osérvese que esto no afecta a la expresién de Ry).
Por tanto R((x1,22,23)) = (z1, —22,23) + (v1,v2,v3), y ademds podemos suponer que
v; > 0. De hecho, salvo reemplazar R por R o R%", para cierto n € Z, podemos suponer
que 0 < v; < 2§. Veamos ahora que vz = 0. En efecto, como R?, R2 y (R o Ry)? per-
tencen a G, y dicho grupo que tiene rango dos, sus vectores de traslacién deben ser
linealmente dependientes. De esto se deduce que v,v3 = 0. Supongamos por reducciéon
al absurdo que v3 # 0. Entonces v, = 0y la traslacion R3 o R? o (Ry o R)™? € G tiene
como vector asociado (0,0, 2v3), lo que contradice la Proposicion 6.2, que afirmaba que
todas las traslaciones de G deben ser espaciales. Esto prueba que v3 = 0 y por tanto
R? € H = (R}), lo que implica que v; = md, m € Z. Por las simplificaciones hechas
anteriormente deducimos que v; = J (nétese que R no puede tener puntos fijos, por lo
que v; # 0). Asi, la isometria R o R, ! coincide con R, para A = vy, lo que finaliza la
demostracion. O



SUPERFICIES INVARIANTES POR
TRASLACIONES

En este capitulo estudiaremos las propiedades globales de las superficies maximales
periddicas y de tipo finito (ver Definicién 5.4) que son invariantes por un grupo gene-
rado por una (superficies simplemente periddicas) o dos (superficies doblemente periddicas)
traslaciones espaciales. De hecho como vimos en el Capitulo 6 que estas son las tinicas
superficies periddicas de tipo finito salvo recubridores finitos (Teoremas 6.7 y 6.10).

Andlogamente al estudio que hicimos en la Seccién 3.2 para las superficies de tipo
finito en L3, en esta parte de la memoria describiremos el comportamiento asintético
de estas superficies, daremos una férmula que liga ciertos invariantes asociados a este
comportamiento asintético con la topologia de la superficie, y estableceremos un teore-
ma de representacion analitica para estas superficies que nos permitird construir nuevos
ejemplos.

Antes de comenzar es conveniente resaltar que, como vimos en la Seccién 1.3, si
¢ : 8 — L3 es una superficie maximal invariante por un grupo de traslaciones G, sus
datos de Weierstrass son también invariantes por la accién de G y por tanto pueden ser
inducidos a datos holomorfos para la inmersién ) : S = S/G — 1L*/G, de forma que se
verfica la Ecuacion (1.5).
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~

Cuando la superficie ¢ (0o equivalentemente ) tiene singularidades aisladas, los
datos de Weierstrass estdn definidos sobre su soporte conforme, S;. Como vimos en
la Proposicién 6.8, cuando la superficie es de tipo finito (lo cual asumiremos a partir de
ahora) S, es biholomorfa a una superficie de Riemann compacta y con borde Sy, menos
una cantidad finita de puntos. Ademads los datos de Weierstrass extienden de forma
meromorfa a estos puntos y ¢ tiene polos en ellos.

Por otra parte, si denotamos por & al doble de Sy y por J : & — & a la reflexion
especular (ver Subseccién 1.5.3), puesto que la 1-forma vectorial ® verifica J*(®) = —®,
esto nos permite extender ® (y por tanto g y ¢3) a todo &.

7.1. FINALES DE UNA SUPERFICIE SIMPLEMENTE PERIODI-
CA

Como vimos en el Teorema 6.7, los cocientes de las superficies doblemente periddi-
cas son superficies compactas, con lo que el estudio del comportamiento asintético
carece de sentido. Sin embargo esto no es asi en el caso simplemente periédico, en el
que la superficie cociente si tiene finales.

Por lo tanto, durante esta seccién ¢ : S — L3/(T') denotara una superficie maximal
de tipo finito, donde (T') es un grupo ciclico generado por una traslacién espacial 7'
Como hasta ahora, ) : & — L? representara su levantamiento simplemente periddico,
mientras que S, serd el soporte conforme de ¢ y ¢ : Sy — L*/(T) la correspondiente
reparametrizacion conforme. Por dltimo denotaremos por (g, ¢3) los datos de Weier-
strass de 1y (definidos sobre S;).

Como vimos en la Proposicion 6.8, la 1-forma vectorial ® tiene polos en los finales
de Sy. Si orientamos la superficie de forma que |g| < 1 en Sy, el orden de @ en los finales

coincide con el de la 1-forma w =

3 .
g
Lema 7.1 La 1-forma w = % tiene polos simples en los finales.

Como consecuencia, alrededor de un final «) es asintética a un semi-cilindro espacial total-
mente geodésico en 1.3 /(T), posiblemente con multiplicidad (es decir, recubriéndolo un niimero
finito de veces).

Demostracion : Consideremos un final de la superficie. Después de aplicar una isometria
de L3 podemos suponer que el plano tangente de la superficie en el final es horizontal,
es decir g extiende al final con el valor cero.



7.1 FINALES DE UNA SUPERFICIE SIMPLEMENTE PERIODICA 127

Sea (D* = D\ {0}, z) una carta conforme alrededor de un final (» = 0 se corresponde
con el final) de forma que g(z) = 2 para cierto p € N, p > 1. Supongamos que el
desarrollo de la 1-forma w en este pardmetro z es de la forma

—+00

w=( Z c;7)dz, c; €C, c; #0, (7.1)
J=—q
para cierto ¢ € N, ¢ > 1. Veamos que ¢ = 1. Razonando por reduccién al absurdo
supongamos que q > 2.

Sea 1) : S — LL? el levantamiento de . Denotaremos por D* C S un levantamiento
de D*. En el Corolario 6.4 vimos que D" es simplemente conexo por tanto utilizaremos
la identificacién

D* = {uecC : Re(u) < 0},

con lo que el correspondiente recubridor vendra dado por
m D" = D", m(u) =e".

Asimismo, los datos de Weierstrass de ¢/ 5, (7, 53), vendran dados por el pullback de
los datos de v
Utilizando notacién compleja y gracias a la Ecuacién (1.2), podemos escribir

p= via el recubridor .

rod= ;(/(§2a+5)),

donde 7 : L? — {x3 = 0} = C es la proyeccion ortogonal correspondiente y & = 03/7.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la expresién de w en (7.1) tenemos que

(70 P)(u) = %e(lq)“ +hw)  Vue D 7.2)

para cierta funcién h : D* — C diferenciable y acotada tal que lim,,_., h(u) = 0 sobre las
bandas de la forma {u € D* : |[Im(u)| < C}, C € R*.
Como consecuencia de la ecuacién (7.2), para cada 6 € R,

lim arg((m o D) (r + i0)) = T arg(c_,) + (¢ — 1)6.

r——00 2
En particular, para cada k € Z el grafo

2k 2m(k+1)
qg—1 ¢q—1

Se=0(fueD : Im(u) €| 1}) c a(D")
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se proyecta via m en una regién del plano {z; = 0} = C que contiene, salvo por un con-
junto compacto, el complemento de un sector, de a&ngulo tan pequefio como queramos,
que tiene por bisectriz a la semirrecta {w : arg(w) = § — arg(c_,)}.

Pero esto contradice la segunda de las afirmaciones del Corolario 6.4, que asegura
que i es un embebimiento alrededor del final, y por tanto grafo sobre un dominio del
plano {z3 = 0} alrededor del final. Con esto queda demostrado que ¢ = 1, lo que acaba
la primera parte del lema.

Para la parte final, escribamos
— (¢ + E 2 e D* 7.3
w (z Cj2 ), z , (7.3)

donde ¢ € C*. Sea n € N el natural tal que ., (II;(D*)) = (T™) C G = (T'). Es decir,

+nv = J(u + 2mi) — z/p\(u), u € D,
donde v € L? es el vector de traslacion de T'. Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.2) y
(7.3) es inmediato comprobar que

+nv = Re(2miRes.—o®) = (—7¢,0) € R* = C x R. (7.4)

Después de un giro alrededor del eje 3 podemos suponer que el vector v esta en la
direccion positiva del eje 21, lo cual implica en particular que ¢ € R. Obsérvese que esto
no afecta a la simplificacién anterior de que el final es horizontal.
Integrando la representacion de Weierstrass obtenemos la siguiente expresion para
1//1\ en D* (salvo traslacion), o
-~ —11Cu
Pw) = (—
donde H : D* — R? = CxR es una funcién diferenciable y acotada tal que lim,, .o, H(u) =
(0, ) sobre las bandas de la forma {u € D* : |[Im(u)| < C}, C € R, para cierto p € R.
Por lo tanto, cuando Re(u) diverge a —oo la superficie es asintdtica a un plano horizon-

,0) + H(u), (7.5)

tal. Ademas las semirrectas con Im(u) constante son aplicadas en curvas asintéticas a
una semirrecta paralela al eje =, (el perpendicular al vector v), lo que termina la de-
mostracion del lema. 0

Este lema motiva las siguientes definiciones de multiplicidad y signatura de un final.
La multiplicidad es definida como el natural n € N tal que

. (A)) = (T") € G = (T), (7.6)
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siendo A C S un entorno alrededor del final. Cuando la multiplicidad es n = 1 diremos
que el final es de tipo Scherk.

Nota ~~ Puesto que cualesquiera dos levantamientos diferentes de A difieren por una traslacion
T™,0 < m < n, es inmediato concluir que 1 (y por lo tanto 1)) no es un embebimiento si algiin
final tiene multiplicidad mayor que uno.

Por su parte, la signatura es simplemente un signo que utilizaremos para distinguir
entre los dos posibles semi-cilindros a los que el final puede ser asintético.

Definicién 7.1 (Signatura) Sea A el plano (temporal) ortogonal al vector de traslacion de T
Fijemos una componente conexa A+ de ANExt(Cy). Dado un plano temporal ¥ C L? invariante
por T y orientado de forma que su vector normal v esté contenido en A, denotaremos por H*
y H~ a las dos componentes conexas de > \ ¥ que contienen a la direccion orientada dada por
vy —v respectivamente. Diremos que un final tiene signatura ¢ = 1 si, dado A C S un entorno
anular alrededor del final, (A) C H*/(T) fuera de un compacto y signatura ¢ = —1 en caso
contrario.

Notese que esta definicion no depende del plano temporal 3 elegido sino sélamente de la
eleccion de 1.

Como consecuencia de todo lo expuesto anteriormente obtenemos la siguiente proposi-
cién. Antes de enunciarla rescataremos la siguiente notacién, utilizada ya en la Seccion
3.1. Como ya sabemos S es biholmorfa a una superficie compacta (con borde) Sy menos
una cantidad finita de puntos interiores, donde el borde de S consta de una unién dis-
junta de curvas de Jordan analiticas, que se corresponden con las singularidades. En la
siguiente proposicion S representara la superficie compacta y sin borde obtenida de S
después de identificar cada curva del borde a un solo punto.

Proposicién 7.2 Sea ¢ : S — /(T una inmersion maximal de tipo finito, y sea S la com-
pactificacion de S descrita anteriormente.

Sea II C L? un plano espacial invariante por T' El cociente I1/(T") es naturalmente difeomor-
fo a una esfera menos dos puntos, que denotaremos' por oo, oo_. Por iltimo, sea 7 : I3 /(T') —
I1/(T") la correspondiente proyeccion ortogonal (en el sentido Lorentziano). Consideremos ahora
la composicion o) : S — I1/(T) que sabemos que es un recubridor ramificado con un niimero
finito de hojas (ver Definicion 5.4).

Entonces,

!los subindices + y — elegidos para estos dos puntos se corresponden con la eleccion de H y H~
establecida en la Definicién 7.1.
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(1) 7 o4 extiende de forma natural a un recubridor ramificado h : S — T1/{T) U {oco,,00_}
mediante h(P;) = oo si la signatura de P; es positiva y h(P;) = oo_ en caso contrario.

(11) Cada final P; es un punto de ramificacion de h, y el niimero de vueltas del recubridor
en él es justamente su multiplicidad n;. Por tanto, si reordenamos los finales para que
{Py,..., P}, s < r,sean los finales con signatura positiva, y { P4, ..., P.} los de sig-

T

natura negativa, el niimero de hojas del recubridor es 3%, m; = >_"_ .\ n;.

(111) La inmersion 1 es un embebimiento si y sélo si r = 2 y wy = wy = 1. Es decir, hay
solamente dos finales y son de tipo Scherk. En este caso, la envolvente convexa del grafo

15(8 ) es, 0 bien una banda (si los dos finales son paralelos), o bien una regién angular
paralela a una de las cuatro regiones delimitadas por los dos planos tangentes en los finales.

Demostracién : La primera de las afirmaciones es trivial a partir del Lema 7.1 y la Defini-
cion 7.1.

La segunda es consecuencia de que, dado un entorno anular A C S alrededor de
un final P;, del Corolario 6.4 y de la propia definicién de multiplicidad de un final se
decuce que ¢(A) estd embebido de forma natural en el cociente 1.3/(T™) y por tanto
tenemos la siguiente descomposicion:

mot|a: AL IL/(TY 22 1T,

donde la primera de las aplicaciones, h;, es inyectiva y la segunda es un recubridor
de n; hojas. Por lo que concluimos que el nimero de vueltas de h alrededor de P; es
n;. Como consecuencia, el nimero de hojas de h, que puede ser calculado contando el
namero total de vueltas alrededor del punto oo, coincide trivialmente con el indicado
en el enunciado de la proposicién.

Por dltimo, la tercera de las afirmaciones se deduce de forma inmediata de (II) y del

comportamiento asintético de los finales visto en el Lema 7.1. O
Observacién 7.1 De la proposicién anterior se deduce que, si { Py, ... Ps, Psy1, ..., P, } son los
finales de la superficie ordenados de manera que { Py, . .., Ps} sean los de signatura positiva y el

resto los de signatura positiva, entonces
S s
E n; = E n;.
=1 j=s+1

Esta relacion también puede ser deducida del hecho de que la suma de los residuos de ® en la
superficie compacta (con borde) S debe ser cero (formula de Stokes).
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En efecto, de las Ecuaciones (7.4) y (7.5) en la demostracion del Lema 7.1 se deduce que, si €;
es la signatura del final P; entonces

—¢ejn;v = Re(2miRes(®, P;)),

lo que nos lleva a la relacion anterior.

7.2. UNA FORMULA TIPO JORGE-MEEKS

A continuacién estableceremos una férmula para superficies maximales simple y
doblemente periddicas anédloga a la dada por la Ecuacién 3.1 en la Seccién 3.1 para
superficies de tipo finito en L. La idea es la misma, aplicar la férmula de Riemann-
Hurwitz para el recubridor ramificado h = 1o ¢ : § — II/G, siendo II C L? un plano
espacial invariante por las traslaciones de G y 7 : L3/G — II/G la correspondiente
proyeccion ortogonal.

Para aplicar esta féormula necesitamos que las superficies implicadas sean compactas.
Esto es trivial en el caso doblemente peridédico, mientras que, como vimos en la Proposi-
cién 7.2, en el caso simplemente peridédico (G = (T)) este recubridor extiende a los fi-
nales de la superficie, h : S — I1/(T) U {oco;,00_} = C, de forma que estos puntos son
de ramificacién.

Por tanto los puntos de ramificaciéon de & son los finales (en caso de que los haya) y
las singularidades de la superficie maximal ). Los correspondientes indices de ramifi-
cacion fueron descritos en el Lema 2.1 y la Proposicién 7.2. Un razonamiento analogo al
de la Seccién 3.1 nos lleva a la siguiente relacion:

X(8) = Wew — Vi — o} —deg(g) + b1 7.)

Donde x(S) es la caracteristica de Euler de la superficie compacta (con borde) S, V; es
la suma de los 6rdenes de @ en las singularidades espaciales, V; la de los 6rdenes de
los ceros de @ en las curvas singulares (que es un nimero par), deg(g) representa el
grado de la aplicacién de Gauss g (vista como aplicacién del doble de S,6,enC) y ki es
el nimero de singularidades luminosas. Por dltimo, en el caso simplemente periddico
Weo := 77 (n; — 1), siendo n; la multiplicidad de los finales de la superficie, mientras
que en el caso doblemente periédico W, := 0.
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Nota ~ De la misma forma que ocurria en la Ecuacién (3.1), la relacion anterior puede ser
deducida a través del computo del niimero de ceros y polos de la 1-forma ¢ de la representacion
de Weierstrass en la superficie de Riemann compacta &.

7.3. REPRESENTACION ANALITICA

En esta seccién estableceremos un teorema de representacion analitica para superfi-
cies simple y doblemente periddicas de tipo finito que nos permitird construir nuevos
ejemplos de estas superficies (Seccién 7.4).

Teorema 7.3 Sea & una superficie de Riemann (sin borde) compacta.

Supongamos que & admite una involucion antiholomorfa J : & — & de tal forma que el
conjunto de sus puntos fijos consista de k, curvas analiticas 71, . . ., vk, disjuntas dos a dos
y tales que & \ Uj; tiene dos componentes conexas cuyas clausuras denotaremos por Sy y
Sy = J(So).

Consideremos (g, ¢3) datos meromorfos satisfaciendo

= JOgI 1/§y ’g’ < 187’130\8(30).
» La 1-forma vectorial ® satisface J*(®) = —.
» O bien  tiene todos sus polos simples (Caso 1), o bien es holomorfa (Caso II).

» El grupo G formado por las traslaciones de vectores v = Re f7 ®, v C Sy curva
cerrada, es un grupo ciclico en el caso I, o un grupo de rango dos que actiia de forma
propia y discontinua en I3 (caso II).

Finalmente definamos Sy := So \ { P, ..., P,}, siendo { Py, ..., P,} los polos de ® (caso de
que existan), y
p
wO:SOHL?)/G @Z)@(p) = RE/ P
Ppo

donde py € Sy es un punto arbitrario.
Entonces, 1)y estd bien definida e induce una inmersion maximal de tipo finito de S en
L3/G, donde S se obtiene de Sy identificando cada curva del borde a un solo punto. Dicha
inmersion tiene ki + ko singularidades, siendo k, el niimero de ceros ® en Sy \ U;~y; contados
sin multiplicidad.
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Corolario 7.4 (Caso embebido) La superficie construida en el Teorema anterior es embebida
si, y solamente si, se verifica una de las siquientes condiciones adicionales:

(V.1) ® no se anula en Sy (en particular ky = 0) y g|,, : v; — S' es inyectiva ¥j = 1,... k;
(es decir, deg(g) = ki1). Es decir, todas las singularidades son de tipo cénico.

(V.2) (Solo en el caso simplemente periddico) Sy es biholomorfo a C* menos ky discos, siendo
ambos finales de tipo Scherk.

La demostracion de estos resultados es andloga a las del Teorema 3.5 y el Corolario
3.6 para el caso de superficies de tipo finito en L?.

7.4. CONSTRUCCION DE EJEMPLOS

Esta seccion estd dedicada a la construccion explicita de superficies maximales y em-
bebidas simple y doblemente periddicas de tipo finito. Para ello definiremos superficies
compactas & y datos meromorfos (g, ¢3) que estén en las condiciones del Teorema 7.3 y
el Corolario 7.4. Ademds veremos que ciertos cocientes de estas superficies proporcio-
nan ejemplos de todos los posibles casos para superficies maximales periddicas de tipo
tinito descritos en el Teorema 6.10.

FAMILIA I: SUPERFICIES SIMPLEMENTE PERIODICAS CON FINALES NO PARALELOS Y
UNA SINGULARIDAD EN EL COCIENTE (SUPERFICIES DE TIPO SCHERK)

7Consideremos la superficie de Riemann compacta & = C, con la reflexién antiholo-
morfa J(z) = 1/z. Para cada b €]0, 1[ definamos los siguientes datos meromorfos sobre
G:

zdz

@)=Y B e )

Observemos que, definiendo ¢, y ¢, como en (1.3), la 1-forma vectorial & = (¢1, ¢2, ¢3)
tiene polos simples en z = b, —b, 1/b, —1/b. Asi, si denotamos por So={z€C : |z| <
1}, es inmediato comprobar que se satisfacen las condiciones del Teorema 7.3 y Coro-
lario 7.4, siendo G el grupo generado por la traslacién 7' de vector v = Re(2miRes(®, b)) =
(*W(b2*21b)(b4*1) .0, 0)

Por tanto la aplicacion

V8o =38o\ {b,—b} — L*/(T),
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¥(p) =p(/0pq>)7

donde p : L? — L?/(T) es la proyeccién al espacio cociente, define una superficie ma-
ximal y embebida con una singularidad en LL?/(T). La figura 7.1 representa el levan-
tamiento a L? de una de estas superficies.

Figura 7.1: Superficie simplemente periédica en L? con finales no paralelos.

Ademas, la transformacién antiholomorfa de S, dada por A(z) := —Zz satisface
A*(¢1, ¢2, 03) = (1, —a, ¢3). Por lo tanto el levantamiento de la superficie en L? es

invariante por la isometria

A(0)
R([EhZEQ,J]g) = (1’1,—1’2,1‘3) +Re/ o = (ZEI,—ZL’Q,Z’g),
0

y por tanto el cociente de esta superficie por el grupo generado por la isometria R; :=
T'o R es una superficie maximal (y embebida) con una singularidad perteneciente al tipo
(b) descrito en la clasificacién dada en el Teorema 6.10.

FAMILIA II: SUPERFICIES SIMPLEMENTE PERIODICAS CON FINALES PARALELOS Y DOS
SINGULARIDADES EN EL COCIENTE

Para cada a,b € R* con b < a < 1, a > 0, consideremos la superficie de Riemann

compacta de género 1,

(z—a)(z—0) )
(az —1)(bz — 1)’

Gz{(z,w)eﬁ2 cw? =

con la involucién antiholomorfa J : & — &, J(z,w) = (1/z,1/w). El conjunto de puntos
tijos de J estd formado por dos curvas cerradas, correspondiendo a los dos curvas en &
con |z| = 1. Por tanto, si denotamos por S al dominio:

So={(z,w) €S8y : |2| <1}
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y definimos los datos

dz
w(az —1)(bz — 1)’

g(za w) =z y ¢3 =
el Teorema 7.3 y Corolario 7.4 aseguran que la inmersién
’Lb : 80 :30\{<Z,’Uj) S S(], Z # 0} —>]L3/<T>

dada como en el enunciado del teorema es una superficie maximal y embebida con 2
singularidades en L.3/(T"), donde T es la traslacion de vector v = Re(271iRes(®,0)) =

Re((75 \’/—Zlb, 0)). Notese que el vector v estd en la direccion del eje 21 si b > 0y en la di-

reccion del eje 5 sib < 0. Un ejemplo de estas superficies (visto como la correspondiente
superficie levantada en IL?) estd representado en la Figura 7.2.

Figura 7.2: Superficie simplemente peri6dica en L? con finales paralelos.

Ademés, si hacemos que b = —a, las siguientes transformaciones de Sy:
Ap(z,w) = (—z,w), Aq(z,w) = (z,w), Ay(z,w) = (—2z,w),

se levantan a las siguientes isometrias de L? que dejan inviariante el levantamiento de
la superficie:

Aop(a) v
Ry(x1, 29, 23) = (—x1, X9, —3) + Re/ O = (—xq, 29, —x3) + 5

Asz(a) v
Ry(x1,29,23) = (—x1,29,23) ¥ Ro(1,22,23) = (21, T2, —$3)+Re/ O = (21, 29, —$3)+§,

respectivamente. Asi, los cocientes de la superficie en L? por los grupos (Rg), (T o R;)
y (Ry) porporcionan ejemplos de las superficies descritas en los casos (a), (b) y (c) del
teorema 6.10 respectivamente.
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FAMILIA III: SUPERFICIES DOBLEMENTE PERIODICAS CON 2 SINGULARIDADES EN EL
COCIENTE

Para cada a4, a; € R*, a; # as, sea G la superficie de Riemann compacta dada por

(2% — a7)(2* — a3)
(afz? —1)(a32* — 1)

Gz{(z,w)ECQ:wQZ I3

junto con la involucién J : & — &, J(z,w) = (1/Z,1/w), de forma que el dominio
So = {(z,w) € & : |z| < 1} estd bordeado por las dos curvas de puntos fijos de J. Por
altimo consideremos:

zdz
w(a?z? —1)(a322 — 1)

gzw) =2y  ¢3=

Entonces, si denotamos por 7} y 75 las traslaciones de vectores v; = 2Re f% b, i =
1,2, siendo 7, (resp. 72) un arco simple en §; uniendo a; y —ay, (resp. a; y az). Es in-
mediato comprobar que de hecho v; = (0, A,0), y v2 = (g, 0,0), para ciertos A, p € R*.
La superficie en la Figura 7.3 muestra un ejemplo de estas superficies.

Figura 7.3: Superficie doblemente periddica en IL? con dos singularidades.

Como en los casos anteriores, las transformaciones Ay(z, w) := (z, —w), A1(z,w) :=
(z,w) y As(z,w) = (—z,—w) de S, inducen isometrias Ry, R; y Ry de L*, dejando al
levantamiento de la superficie invariante. Dichas isometrias son las siguientes:

Ro(xhl‘mxg) = (xl, —Ta, —$3), R1<5(71ax27933) = (—$1,$2,$3) y

Rz($1,372,333) = (1'1,9172 - )\/27 —953)-

De esta forma, los correspondientes cocientes de la superficie en L? por los grupos (T3 o
Ry, Th), (I1 o Ry, Ty), (Ry,Ty) v (15 o Ry, Ry) proporcionan ejemplos de las superficies
correspondientes a los casos (a), (b), (¢) y (d) resp. descritos en el Teorema 6.10.



SUPERFICIES EMBEBIDAS
SIMPLEMENTE PERIODICAS DE
TIPO FINITO

En este capitulo nos centraremos en las superficies maximales de tipo finito y embe-
bidas en los cocientes de la forma L?/(T") donde T es una traslacién de vector espacial.
Como ya vimos en el capitulo 5 estas superficies se levantan a grafos maximales con
singularidades cénicas en L? e invariantes por la traslacion 7. Ademads, en el Lema 7.1
demostramos cada uno de los dos finales de la superficie es asintético a un semi-cilindro
llano de L3 /(T').

A lo largo de este capitulo supondremos, aplicando una isometria y una homotecia
si es necesario, que la traslacién T estd dada por
T(p)=p+(1,0,0), pel?

y uno de los dos finales de la superficie, que denotaremos por Ej, es asintético al semi-
cilindro A = {z3 =0, , <0} C L?/(T). Asi definimos

G, = {G C L*/(T) maximal embebida con n+1 singularidades y un final asint6tico a A }.

Nota ~~ Como consecuencia de la normalizacion que hemos hecho sobre T, el limite del vector
normal en el otro final de una superficie G € G, (que denotaremos por E,) debe ser perpendicular
a (1,0,0). Es decir, la aplicacion de Gauss g en E, debe tomar valores en el intervalo | — 1, 1].
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Nuestro objetivo en este capitulo es describir el espacio G,. Al igual que ocurrié con
el espacio G, de grafos maximales con n + 1 singularidades en L?, demostraremos que
este espacio puede ser dotado de forma natural de una estructura de variedad analitica,
esta vez de dimension 3n + 2. Para ello seguiremos el mismo esquema que el desarrol-
lado en el Capitulo 4 para el espacio G,,. Asi denotaremos por

M, ={(Gm) : GeG,, me (L3/(T))"" marcadeG}

al espacio de superficies marcadas (es decir, con un orden en el conjunto de sus singu-
laridades).

El resultado de unicidad Teorema 4.5 dado para grafos maximales de tipo finito en
L3 tiene su anélogo para el caso simplemente peri6dico.

Teorema 8.1 (Unicidad para superficies de G,) Sean G1, Gy € G, Supongamos que ambas
tienen el mismo conjunto de singularidades y el final no normalizado es asintético al mismo
semi-cilindro de IL? /(T'). Entonces ambas superficies coinciden.

Demostracion: Sean Gy, Go C L?/(T) como en el enunciado del teorema. Puesto que la
traslacion T tiene como vector asociado el vector v = (1,0, 0), las traslaciones verticales
son isometrias bien definidas en L?/(T'). Para cualquier ¢ € R, escribamos Gy(t) = Gy +
(0,0,1).

Puesto que el comportamiento asintético en ambas superficies es el mismo, existe
t > 0 suficientemente grande de forma que G»(t) > G, es decir, Go(t) NGy = 0y Ga(t)
estd por encima de G;. Sea ty = inf{t > 0 : Gy(t) > G;}. Veamos que t, = 0. Para ello
supondremos por reduccién al absurdo que ¢, > 0.

El caso en que Gs(tp) N Gi # 0 contenga puntos regulares queda descartado por el
principio del méximo.

Por tanto supongamos que G»(tp) NG, = @ (contacto en infinito). Como los finales
de ambas superficies son asintéticos a semi-cilindros espaciales y 1llanos, para ¢ > 0
suficientemente pequefio, G»(ty — €) N G; es una variedad 1-dimensional conteniendo
una curva de Jordan I' bordeando dos anillos paralelos sin puntos regulares, £y C G, y
Ey, C Go(to—€), con EyNEy =T.Sean Fy = [,1n y F» = [ 1 los flujos alolargo de T’
en G y Ga(to — €) resp. (ver Definicién 4.2). No es dificil comprobar que F; es ortogonal a
v = (1,0,0) y al vector normal limite en el final ;. Ademads (F;, F;) = (v,v), y por tanto
deducimos que F; = Fj. Sin embargo, la tercera coordenada de v, es estrictamente
mayor que la de v, a lo largo de I', lo que lleva a contradiccién. Por tanto ¢y = 0, y
Gs > G;. Intercambiando los papeles de G, y G, se demuestra que ambas superficies son
en realidad la misma. O
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8.1. ESPACIO DE MODULI

En esta seccién demostraremos que el espacio G, puede ser dotado de una estructura
analitica de dimension 3n+ 2. Para ello notemos que G,, puede ser visto como el cociente
del espacio M,, por la acciéon del grupo de permutaciones de orden n + 1, por lo que
bastara introducir en M,, una estructura analitica y luego inducirla al espacio cociente.

Siguiendo la “estrategia” del Capitulo 4 para los grafos maximales en L? definimos
la aplicacién
D My — L) x] - 1,1],

(G, m) = (m, g(Ey)).

Como consecuencia del Teorema 8.1, esta aplicacién es inyectiva. Para demostrar que
ademés es abierta y puede ser por tanto utilizada para definir en M,, una estructura
analitica de dimensién 3n + 2, utilizaremos el mismo argumento que en la Seccién 4.2,
que trataba el mismo problema pero para el espacio G, de grafos maximales con n + 1
singularidades en IL? : definir en M,, una estructura diferenciable de forma que I sea
diferenciable. Asf el teorema de invariancia del dominio nos permitird concluir que I" es
abierta.

La organizacién de esta seccion es idéntica a la de la Seccion 4.2.

8.1.1. ESTRUCTURA CONFORME Y REPRESENTACION DE WEIERSTRASS

Como ya vimos, el soporte conforme de una superficie en G, es biholomorfo a un
dominio circular (ver Definicién 4.3) menos dos puntos, que se corresponden con los
finales (Corolario 7.4). Rescataremos la notacién de dominios circulares marcados es-
tablecida en la Definicion 4.4, aunque en este caso por conveniencia no normalizaremos
los dominios para que la primera de las componentes del borde sea la circunferencia de
centro 0y radio 1. !

Asi, a partir de ahora denotaremos por 7,, al abierto de R*"*! formado por las uplas
(co, €15y CnyT1, .o 1) €]1,+00[xXC" x (RT)™ tales que los discos cerrados delimitados

Esto se debe a que en este caso el nimero de finales es dos, por lo que serd fundamental fijar dos
puntos para que estén contenidos en todos los dominios marcados. Los puntos que elegiremos serdn
z =0, 00 € C, por lo que ninguna de las circunferencias del borde del dominio puede encerrar al origen.
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por los circulos a;(v) de centro ¢; y radio rj, con el convenio 7y := ¢y — 1, son disjuntos
dos a dos y no contienen al origen.

Para cada v € 7, denotaremos por Q(v) C C el correspondiente dominio circular
delimitado por los circulos a;(v), j =0, ..., n.

Nota ~ Obsérvese que para todo v € T,, se cumple que 1 € 9Q(v).

Por lo tanto, para cada (G, m) € Mn existe un tnico v € ﬂ tal que:

» G\ F (F esel conjunto de singularidades) es biholomorfa a 2(v) \ {0, co}.

» z = 0 corresponde al final F; normalizado para que fuese asintético a A.

» Existe una inmersiéon maximal y conforme ¢ : Q(v) \ {oo} — L3/(T) tal que

P(Qv) \ {0,00}) = G yademds ¢(a;(v)) = ¢;, 7 =0,...,n,siendom = (qo, ..., qn).

Como ya hicimos en la Seccién 4.2, para cada v € 7,,, denotaremos por &(v) al doble

de 2(v), que es una superficie de Riemann compacta de género n, y por J, : &(v) —
S(v) ala simetria especular asociada.

Asi, los datos de Weierstrass (g, ¢3) de la superficie son datos meromorfos en S(v).
Ademas, puesto que estamos suponiendo que la superficie estd orientada para que |g| <
1 en Q(v) y que el final z = 0 es horizontal, teniendo en cuenta las simetrias .J, 0 g = 1/
y J:(¢3) = —¢3 y que g tiene grado n + 1 (Corolario 7.4), es facil ver que los divisores
para g y ¢3 han de tener la siguiente expresion:

D-0 D-J(D)

“imm Y Y ey &b

donde D € Div,,(2(v)).

8.1.2. UNA BIYECCION PARA Mn

Como consecuencia de (8.1), si ¢, : S(v) — J(v) representa la aplicacién de Abel-
Jacobi de G(v) (ver Seccién 1.5), las ecuaciones para el divisor D € Div,,(€2(v)) son:

QDU(DO)_SOU(JU(DOO)) :0’ y QDU(DJU(D))_SDU(OOJU<OO)) :T(U)a

donde T'(v) es la imagen via ¢, de cualquier divisor canénico en S(v).
Sumando estas dos escuaciones llegamos a

2¢,(D - 0) = T(v) 4+ ¢,(0 - 00 - J,(0) - Jy(0)).



8.1 ESPACIO DE MODULI 141

Con lo esta vez el fibrado espinorial que definiremos sera

~

S, ={(v,D) € Div, : 2¢,(D-0) =T(v) + ¢, (000 J,(0) - J,(o0))}. (8.2)

Un argumento idéntico al empleado en la demostracion del Teorema 4.7 nos permite
obtener el siguiente teorema.

Teorema 8.2 S, es una subvariedad diferenciable de dimension 3n + 1 de Div,,.

Ahora definiremos la biyeccién que nos permitird dotar a M,, de una estructura
diferenciable. Como ocurria en el caso de las superficies de tipo finito en L?, dada una
superficie marcada Y = (G,m) € M, con datos de Weierstrass (g, ¢3) el correspon-
diente divisor (v, D) € S,, dado por la Ecuacioén (8.1) caracteriza a (g, ¢3) salvo multi-
plicacién por una constante. Esto se traduce en que la superficie Y estd univocamente
determinada por (v, D) salvo traslacién en L*/(T) y/o simetria con respecto al cilindro
llano {z3 = 0} C L3/(T).

Asi, para distinguir entre dos superficies que difieran en una traslacion fijaremos la
primera de las singularidades de la marca, ¢y € L?/(T'), mientras que la posibilidad de
que difieran en una simetria horizontal la evitaremos fijando el signo de la tercera coor-
denada del flujo (ver Definicién 4.2) en ¢y, ¢g € {£1} .

Con esta notacién definimos
E: M, — S, x L3/(T) x {—1,1},

é(ga m) = ((U’ D)v qo, E0)-

La inyectividad de £ es consecuencia de los comentarios anteriores. La sobreyectivi-
dad es consecuencia del siguiente lema, cuya demostracion es totalmente andloga a la
del Lema 4.8 para superficies de tipo finito en 3.

Lema 8.3 Sea (v, D) € S, entonces se cumplen
©u(D - 0) =y (J,(D-0)) =0, Y @o(D - Jy(D)) = py(00 - Jy(0)) = T'(v).

Proposicién 8.4 La aplicacién € es una biyeccion y por tanto induce una estructura diferen-
ciable sobre M,, de dimensién 3n + 4.
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La demostracion de este hecho es similar a la del correspondiente resultado en L3
(Proposicion 4.9). Sin embargo, hay un detalle més a tener en cuenta en este caso, y es
el hecho de que debemos garantizar que la inmersién que construimos a partir de un
punto X € S, debe tomar valores en el espacio L.?/(T), siendo T la traslacién de vector
v =(1,0,0).

Demostracion: Sea © € S,, = (v, D). En virtud del Lema 8.3, el Teorema de Abel
garantiza la existencia de una tnica funcién ¢ meromorfa sobre S(v) tal que

D-0

9] = J.(D-0)’ y  g(1)=1

Ademds, puesto que J,(1) = 1, es inmediato comprobar que ¢° o J, = 1/40.
Por otro lado, este lema también nos da la existencia de una 1-forma meromorfa ¢

en &(v) cuyo divisor es ODO:jzgfo)). Después de multiplicar por una constante adecuada
podemos suponer que J;(¢) = —¢. Si consideramos la carta (U(v), z = Id|y(,)), donde

Uv) = (Q(v) UQv)" U ao(v)) \ {0, 00, J,(0), J,(c0)},

dz
z—co(v)
que h(z) € R* sobre la curva ao(v) = {|z — ¢o(v)| = 10(v) = 1 — ¢o(v)}. Definiremos

y escribimos ¢(z) = h(z) , 2 € U(v), se deduce facilmente a partir de lo anterior

1

(@) = ) &
Las ecuaciones D - J,(D)
Bl = Sy Y =1

caracterizan ¢J(x) como 1-forma meromorfa sobre G(v).

Por ultimo, puesto que nuestra intencién es que la inmersién maximal que defi-
namos a partir de unos datos de Weierstrass (¢1, ¢2, ¢3) tome valores en L?/(T) debe-

mos garantizar que

Re/ (¢1, P2, #3) = (£1,0,0),
Yo

siendo vy una curva simple encerrando al final z = 0. Esto lo conseguiremos multipli-
cando ¢° por cierto numero 0, € S' y ¢9 por un real r, € R*. Asi, la condicién anterior
se expresa como:

1

6, 90

Im <Res|z:0 (E(

S5 — b gl mudh) ) = 2,
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1

—1
Im(ReS|Z:0(7(8—go + 0, gg)r:v ng)) =0,

Im(Res|Z:0 (ra ¢>g))) =0.

Puesto que ¢° tiene un cero simple en z = 0y ¢3 es regular, si llamamos ¢, =
95(z)
99

Res|.—o € C* la ecuacion anterior es equivalente a que ¢, y r, verifiquen:

r.0, = +1/(c,m). (8.3)

Observemos que esta ecuacién determina a §, € S* de forma tnica mientras que r,, € R*
estd determinado salvo un signo.

Por tanto, dado ¢y € {—1,1}, es inmediato comprobar que existen unos tnicos
0, € S' 'y 1. € R* verificando (8.3) y de forma que el signo de Im [, . 7., 95(2)
coincida con «.

Como consecuencia, si para cada X = (x, qo, €0) € S, x L3/(T) x {—1,1} definimos

Gz = ‘930 92 5 ¢3 (xa 60) =Tz QSg (:B)v (84)

el Teorema 7.3 nos asegura que la aplicacién

Ux s Qv) \ {0, 00} — L*/(T),
1 —1

Yx(2) :==qo + Re /12 <%(g_x —9x), 7(9%( +9x), 1> $3(X),

nos proporciona una superficie maximal Gy = ¢ x (W \ {0, oo}) € G,.

Por tltimo, definiendo la marca my correspondiente a Gx comomy = (go(X), ..., ¢.(X)),
con ¢;(X) = ¢¥x(a;(v)),j =0,...,n, esinmediato comprobar que £~(X) = {(Gx, mx)},
con lo que se demuestra que £ es una biyeccion. O

8.1.3. LA APLICACION ' ES ABIERTA

Teorema 8.5 La aplicacion T : M,, — (L3 /(T))"*'x]|—1,1[ dada por T(G, m) = (m, g(c0))
es de clase C' cuando consideramos sobre M,, la estructura diferenciable inducia por la biyeccién

~

.

Demostracion : Anédlogamente al caso de L? (Teorema 4.12), la demostracion se basa en
el hecho de que las aplicaciones

reS,— g, €Ch y reS, — ¢s(r,e0=1) € Hy,
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dadas por (8.4) son diferenciables con regularidad de orden 2 y 1 respectivamente (ver
Definiciones 4.12 y 4.13). Este hecho es consecuencia directa (ver la demostracién de
la Proposicion 4.11 en el caso de L?) de los Lemas A.Il y A.IV que demostramos en el
Apéndice del Capitulo 4. O

Y finalmente, aplicando el teorema de invarianza del dominio obtenemos el siguien-
te resultado sobre la estructura del espacio M.,,.

Corolario 8.6 (Estructura del espacio M,,) La aplicacion T : M,, — (IL3/(T))"*' x| —
1,1 es inyectiva y abierta, y por tanto induce en M,, una estructura de variedad real
analitica de dimension 3n + 4.

8.1.4. CONCLUSIONES

Finalmente, como consecuencia del Corolario 8.6 podemos obtener el siguiente re-
sultado sobre la estructura del espacio G, de superficies maximales embebidas simple-
mente periédicas con n + 1 singularidades. Su demostracion es totalmente anédloga a la
del Teorema 4.14 en el contexto de superficies de tipo finito en LL*.

Teorema 8.7 La accion \ : P, x M, — M,,, \(,(G,m)) = (G,7(m)) , es propiamente
discontinua. Como consecuencia, la correspondiente proyeccion al cociente p : Mn — Qn ,
p(G,m) = G, es un homeomorfismo local y puede ser utilizada para inducir en G, una
uinica estructura analitica haciendo a p un recubridor de (n + 1)! hojas.

La topologia subyacente en esta estructura coincide, no sélo con la topologia induci-
da por la aplicacién &, sino también con la de la convergencia uniforme sobre com-
pactos. La prueba de este hecho es de nuevo similar a la del correspondiente resultado
en L3 (Teorema 4.15).

Teorema 8.8 (Topologia de G,) Sea {Gy.}ren una sucesion de superficies en G,,.
Entonces {Gy} — Gy € G, en la topologia de G,, si y sélo si los grafos {G},} convergen a
G uniformemente sobre dominios compactos del plano {x5 = 0}.




PROBLEMAS ABIERTOS

= SOBRE LA ESTRUCTURA CONFORME DE LAS SUPERFICIES MAXIMALES:

Una cuestién que permanece abierta es la referente a la estructura conforme de la
superficies maximales con singularidades aisladas. Conviene resaltar que en es-
ta memoria hemos establecido algunos resultados parciales en este sentido. Bien
imponiendo hipétesis sobre el comportamiento en infinito de la superficie (Teore-
ma 2.3 y Corolario 2.4) o bien imponiendo cierta estructura en el conjunto de las
singularidades (Corolario 3.2 y Teorema 6.3), obteniéndose siempre que la estruc-
tura conforme subyacente es parabdlica (o relativamente parabélica en el caso con
borde). Sin embargo, el caso general permanece atin abierto.

= SOBRE EL ESPACIO DE MODULI DE SUPERFICIES EMBEBIDAS DOBLEMENTE PERIODI-
CAS:

Como hemos visto, los estudios de los espacios de moduli de los grafos maximales
de tipo finito en L? o simplemente periédicos y de tipo finito en L? son anélogos.
Sin embargo, este esquema no puede ser extrapolado (al menos no en un primer
momento) al caso doblemente periédico. La principal novedad de este caso res-
pecto a los anteriores es que ahora el soporte conforme de la superficie cociente
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no es biholomorfo a un dominio circular del plano, sino que tiene género uno, con
lo se complica el problema de periodos a resolver para poder obtener superficies
bien definidas. No obstante, si que se pueden utilizar las mismas herramientas
anteriores para establecer un principio de unicidad para estas superficies y dar
informacién sobre la estructura del correspondiente espacio de moduli.

EL BORDE DEL ESPACIO DE MODULI:

Referente al espacio de moduli de las superficies maximales hay otra cuestién que
no hemos tratado en esta memoria y que seria de gran utilidad para una mejor
comprencién del comportamiento de estas superficies. Se trata del estudio de la
frontera de estos espacios. Esto implicaria profundizar en el comportamiento de
las sucesiones de grafos maximales con un niimero fijo de singularidades cuando

un grupo de ellas colapsan en una sola singularidad.

ESTUDIO DE LAS SUPERFICIES MAXIMALES (NO PERIODICAS) CON UN CONJUNTO
INFINITO DE SINGULARIDADES AISLADAS:

Como ya citamos anteriormente, existen resultados sobre existencia de superficies
con un conjunto de singularidades compacto. En esta memoria hemos tratado el
caso con singularidades aisladas y en namero infinito, siendo la superficie periédi-
ca. No existen sin embargo, resultados de caracter general sobre superficies maxi-
males con una cantidad infinita de singularidades aisladas, tales como existencia,

estructura conforme, comportamiento asintético, etcétera.

SUPERFICIES PERIODICAS DE TIPO HELICOIDAL:

En nuestro estudio de superficies periddicas nos hemos centrado en aquellas de
tipo finito, lo que implica en particular que el multigrafo tiene un ntmero fini-
to de hojas. Por tanto este estudio excluye aquellas superficies invariantes por
movimientos helicoidales de eje temporal. Seria interesante obtener resultados de
unicidad para el helicoide maximal, en la linea de los ya obtenidos en el ambiente
riemanniano.

SUPERFICIES CON FLUJO VERTICAL:

Es conocido que la catenoide euclidea es la tnica superficie minimal no 1lana
propiamente embebida con curvatura total finita y flujo vertical. El resultado analo-
go en el ambiente lorentziano afirmaria que la catenoide lorentziana es el tinico
grafo minimal con flujo vertical en todas sus singularidades. Este problema per-
manece atin abierto, si bien en esta memoria hemos obtenido un resultado parcial
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(Teorema 4.4) imponiendo que todas las singularidades del grafo apunten hacia
abajo.






[NDICE ALFABETICO

aplicacion de Abel-Jacobi, 18

aplicaciéon de Gauss, 3

aplicaciéon de Gauss de una superficie max-
imal, 10

carta universal, 61

cono de luz, 1

crecimiento logaritmico, 53
curva singular, 22

datos de Weierstrass, 11
divisor
canonico, 16
especial, 88
principal, 16
doble de una superficie, 18
dominio circular, 59
marcado, 59

tibrado de k-divisores, 62
tibrado espinorial, 65
tibrado jacobiano, 64
involucién especular del, 68
tinal de tipo Scherk, 129
tinal de una superficie, 16, 37
flujo a lo largo de una curva cerrada, 53

grafo local, 3

grafo marcado, 52
Holder-continuidad, 14

inmersion
completa, 2
espacial, 2

levantamiento de una superficie, 104

marca
de un dominio circular, 59
de una superficie o grafo, 52
multigrafo, 7
multiplicidad de un final, 129

operador eliptico, 15
estrictamente, 15

parabolicidad relativa, 27
plano espacial, temporal o luminoso, 1

recta espacial, temporal o luminosa, 1
representacion de Weierstrass, 11

Scherk, final de tipo, 129
signatura de un final, 129
singularidad

aislada, 4



150 Indice alfabético

conica, 27
embebida, 4
espacial, 21
luminosa, 21
soporte conforme, 4
superficie
G-periddica, 103
completa, 2
de tipo finito, 35
doblemente periddica, 125
entera, 8, 105
espacial, 2
incompresible, 105
periddica, 103
simplemente periddica, 125
superficie marcada, 52

teorema de Abel, 18

tipo conforme finito, 16, 36

tipo finito, 35

torque a lo largo de una curva, 53

variedad Jacobiana, 17
vector de las constantes de Riemann, 83
vector espacial, temporal o luminoso, 1

Weierstrass, representacion de, 11



BIBLIOGRAFIA

[ACM]

[Ahl]

[BS]

[Bry]

[Ca]

[ChY]

[Eck]

[ER]

[FK]

[FL1]

L.J. Alias, R. Chaves, P. Mira: Bjorling problem for maximal surfaces in Lorentz-
Minkowski space. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.134 (2003), 289-316.

L. V. Ahlfors, L. Sario: Riemann surfaces. Princeton Univ. Press, Princeton, New
Jersey, 1960.

R. Bartnik, L. Simon: Spacelike hypersurfaces with prescribed boundary values and
mean curvature. Comm. Math. Phys., 87 (1982/83), 131-152.

R. Bryant: Surfaces of mean curvature one in hyperbolic space. Astérisque, 154-155
(1987) (1988), 321-347.

E. Calabi: Examples of the Bernstein problem for some nonlinear equations. Proc.
Symp. Pure Math., 15, (1970), 223-230.

S. Y. Cheng and S. T. Yau: Maximal space-like hypersurfaces in the Lorentz-
Minkowski spaces. Ann. of Math. (2), Vol. 104 (1976), 407-419.

K. Ecker: Area maximizing hypersurfaces in Minkowski space having an isolated
singularity . Manuscripta Math., Vol. 56 (1986), 375-397.

E. J. M. Estudillo, A. Romero: Generalized maximal surfaces in the Lorentz-
Minkowski space IL*> Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 111, (1992), 515-524.

H. M. Farkas, 1. Kra: Riemann surfaces. Graduate Texts in Math., 72, Springer
Verlag, Berlin, 1980.

I. Ferndndez, EJ. Lopez: Periodic maximal surfaces in the Lorentz-Minkowski space
LL3. Preprint. ArXiv e-print archive math.DG/0412461.



152

Bibliografia

[FL2]

[FLS1]

[FLS2]

[GMM]

[GT]

[GM]

[Gry]

[Hub]

[IM]

[HS]

[HM]

[Ki]

[Kly]

L. Fernandez, FJ. Lopez: Relative parabolicity of zero mean curvature surfaces in R3
and R}. Preprint. ArXiv e-print archive math.DG/0410435.

I. Fernandez, EJ. Lopez, R. Souam: The space of complete embedded maximal sur-
faces with isolated singularities in the 3-dimensional Lorentz-Minkowski space 1L3.
Math. Ann. 332 (2005) 605-643.

I. Fernandez, E. J. Lépez and R. Souam: The moduli space of embedded singly
periodic maximal surfaces with isolated singularities in the Lorentz-Minkowski space
IL3. Preprint. ArXiv e-print archive math.DG/0412190.

J. A. Galvez, A. Martinez, F. Milan: Flat surfaces in the hyperbolic 3-space. Math.
Ann. 316 (2000) 419-435.

D. Gilbarg, N. S. Trudinger: Elliptic partial differential equations of second order.
Springer-Verlag, (1977).

W. Goldman, G. A. Margulis: Flat Lorentz 3-manifolds and cocompact Fuchsian
groups. Contemp. Math. 262, Amer. Math. Soc., Providence, 2000, 135-145.

A. Grigor’yan: Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion
of the Brownian motion on Riemannian manifolds. Bull. Amer. Math. Soc 36 (1999),
135-249.

A. Huber:On subharmonic functions and differential geometry in the large. Com-
ment. Math. Helv.,, 32, (1957), 13-72.

L. Jorge, W.H. Meeks III: The topology of complete minimal surfaces of finite total
Gaussian curvature. Topology, 2 (1983), 203-221.

Z.-X. He, O. Schramm: Fixed points, Koebe uniformization and circle packings.
Ann. of Math. (2) 137 (1993), no. 2, 369-406.

Hoffman, D., Meeks, W.H., I1I: The strong half space theorem for minimal surfaces.
Inventiones Math., Vol. 101 (1990), 373-377.

R. M. Kiehn: Falaco Solitons. Cosmic strings in a swimming pool.
http:/ /www22.pair.com/csdc/pdf/falsol.pdf

A. A. Klyachin: Description of the set of singular entire solutions of the maximal
surface equation. Sbornik Mathematics, 194 (2003), no. 7, 1035-1054.



Bibliografia 153

[KM]

[KM2]

[Kob]

[Kus]

[LLS]

[Mar]

[MT]

[Mess]

[Oss]

[Per]

[Ros]

[Sch]

[Str]

V. A. Klyachin, V.M. Miklyukov: Geometric structures of tubes and bands of zero
mean curvature in Minkowski space. Annales Academia Scientiarum Fennicae
Mathematica, 28 (2003) 239-270.

A.A. Klyachin, V.M. Miklyukov: Existence of solutions with singularities for the
maximal surface equation in Minkowski space. Russian Acad. Sci.Sb. Math. 80
(1995), 87-104

O. Kobayashi: Maximal surfaces with conelike singularities. J. Math. Soc. Japan 36
(1984), no. 4, 609-617.

R. Kusner: Bubbles, conservation laws and balanced diagrams. Geometric Analysis
and Computer Graphics, Sci. Res. Inst. Publ., Springer-Verlag, 17, (1990), 103-
108.

E. ]J. L6épez, R. Lépez and R. Souam: Maximal surfaces of Riemann type in Lorentz-
Minkowski space IL*. Michigan J. of Math., 47 (2000), 469-497.

G. A. Margulis: Complete affine locally flat manifolds with a free fundamental group.
J. Soviet Math. 134, (1987), 129-134.

J. E. Marsden, F. ]. Tipler: Maximal hypersurfaces and foliations of constant mean
curvature in general relativity. Phys. Rep., Vol. 66 (1980), no. 3, 109-139.

G. Mess: Lorentz spacetimes of constant curvature. Preprint Institut des Hautes
Etudes Scientifiques (1990).

R. Osserman: A survey of minimal surfaces. Dover Publications, New York, sec-
ond edition, 1986.

J. Pérez: Riemann bilinear relations on minimal surfaces. Math. Ann., 310, (1998),
307-332.

A. Ros: Embedded minimal surfaces: forces, topology and symmetries. Calc. Var., 4,
(1996), 469-496.

R. Schoen: Uniqueness, symmetry and embeddedness of minimal surfaces. J. Differ-
ential Geometry, 18, (1983), 701-809.

K. Strebel: Quadratic Differentials. A series of modern surveys in Mathematics
5, Springer Verlag, Berlin, 1984.



154 Bibliografia

[UY] M. Umehara , K. Yamada: Maximal surfaces with singularities in Minkowski space.
Preprint.

[Wolf]  ]J. Wolf: Spaces of Constant curvature. McGraw-Hill, New York (1967).





