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Introduccion

En la teoria clasica de riesgo es usual la suposicion de independencia de riesgos.
Sin embargo, debido a la creciente complejidad de los productos de seguros y reasegu-
ros, los actuarios de estos han prestado mayor atencion a la modelizacién de riesgos
dependientes, como Dhaene y Goovaerts (1997), Miiller (1997), Ambagaspitiya (1999),
Denuit, Genest y Marceau (1999), Albrecher y Teugels (2004) y Cai y Li (2005), entre
otros, siendo una linea de interés en los ultimos anos, la obtencién de propiedades de

modelos de riesgo bivariante de tipo-fase, como los modelos exponenciales bivariantes.

En esta direccién, Cai y Li (2005) obtienen cotas para algunos tipos de probabili-
dades de ruina y analizan el efecto de la dependencia sobre las probabilidades de ruina
en el caso bidimensional. Asimismo, la descripcion de las caracteristicas del proceso
de superavit de una cartera de seguros en la teoria de riesgo, usualmente requiere la
suposicién de independencia entre las reclamaciones y los tiempos entre ocurrencia de
las mismas. Sin embargo, en muchas situaciones esta suposicion es demasiado restric-
tiva y son necesarias generalizaciones a escenarios dependientes. Por ejemplo, cuando
las reclamaciones se reciben segtin un proceso de renovacién con tiempo genérico entre
reclamaciones 1" y las cantidades reclamadas siguen otro proceso de renovacién gene-

rado por la variable aleatoria U, es decir, las cantidades de la cartera estan basadas
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en un proceso de renovacién bivariante generado por el par formado por las cantidades
reclamadas y los intervalos de tiempo entre ellas (U, T'); Albercher y Teugels (2004)
dan algunos casos especificos de modelos de probabilidad bivariantes, como el modelo

exponencial bivariante de Marshall y Olkin (1967), para generar dichos procesos.

Por otro lado, un procedimiento habitual de modelizaciéon econémica con riesgo
multidimensional, en presencia de dependencia asi como de independencia entre los
diferentes tipos de riesgos, consiste en la agregacion de los multiples parametros de
informacion en un estadistico agregado unidimensional que combina las distintas com-
ponentes en una medida de informacién univariante de dicho modelo. Esta agregacion
de las componentes define un simple estadistico utilizado para obtener soluciones o
cotas; la distribucion de este estadistico agregado y sus propiedades son de interés en
dichos planteamientos, ver entre otros Milgrom y Weber (1982), Blackorby y Schworm
(1984), Miravete (2001), Baron y Besanko (1999), Biais, Martimort y Rochet (2000) y

Chan, Yang y Zhang (2003).

Ademas, diversos autores han estudiado o asumido ciertas propiedades sobre al-
gunos estadisticos agregados, como supervivencia logconcava y densidad logconcava,
por ejemplo Caplin y Nalebuff (1991a) y (1991b), An (1995) y (1998), Chakraborty
(1999), Biais, Martimort y Rochet (2000) y Miravete (2001) y (2002). Una buena revi-
sién de estas propiedades con implicaciones cualitativas interesantes en muchas areas
de economia, en ingenieria industrial y en biologia, se encuentra en Bagnoli y Bergs-
trom (2005), tales como economia laboral, modelos de bisqueda de trabajo, teoria de

regulacién, andlisis de actuaciones y ciencias politicas.

En este contexto, los estadisticos extremos minimo y maximo, ademas de otras nu-
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merosas aplicaciones estadisticas, son estadisticos agregados que pueden utilizarse en el
estudio de modelos econémicos multidimensionales. Por ejemplo, en el campo del anéli-
sis de supervivencia en riesgo debido a diferentes causas inobservables, el estadistico
minimo es el tiempo observable de defuncién o muerte, y en la teoria de fiabilidad, los
estadisticos minimo y méaximo representan los tiempos de vida de los sistemas en serie
y en paralelo, respectivamente (ver Kaufmann, Grouchko y Cruon (1977) y Barlow
y Proschan (1981)); donde un sistema de dos componentes puede representar un par
de érganos de un ser vivo (0jos, rifiones, ...), los dos motores de un aeroplano, el par

cantidad y tiempo entre reclamaciones de una cartera de seguros, ...

En esta linea, varios autores han estudiado propiedades de logconcavidad para es-
tructuras dependientes especificas, ver entre otros Baggs (1994), Baggs y Nagaraja
(1996), Lynch (1999), Gupta y Gupta (2000) y (2001), Gupta y Warren (2001), Fin-
kelstein y Esaulova (2005) y Gupta (2005). En particular, los estadisticos extremos de
distintos modelos exponenciales bivariantes son predominantemente mixturas genera-
lizadas, también llamadas distribuciones hiperexponenciales generalizadas en el campo
de las ciencias de la computacion. La caracterizacion de tales mixturas ha sido anali-
zada por Stetuel (1967), Bartholomew (1969), Harris, Marchall y Botta (1992), Baggs
(1994) y Baggs y Nagaraja (1996), y sus propiedades de logconcavidad se estudian en

Baggs (1994), Baggs y Nagaraja (1996) y Nagaraja y Baggs (1996).

Uno de los objetivos de esta Memoria es profundizar en esta linea de investigacion,
estudiando la logconcavidad de los estadisticos extremos de algunos modelos exponen-
ciales bivariantes que permanecian incompletos en los trabajos mencionados, caracte-
rizando las mixturas generalizadas de distribuciones exponenciales y de distribuciones

gamma y exponenciales, asi como de las mixturas generalizadas de Weibull.
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Por otra parte, en el campo de la teoria general de valoracion, la tasacion de bie-
nes en ambiente de incertidumbre, es analizada frecuentemente mediante modelizacion
econométrica e indices de precios heddnicos, que tienen sus origenes en los trabajos
de Griliches (1961), Cowling y Cubbin (1972), més recientemente Banerjee, Gelfand,
Knight y Sirmans (2004), Deltas y Zacharias (2004), Benkard y Bajari (2005) y las
referencias dadas en ellos, como mejoras del método sintético clasico, el cual esta ba-
sado en la proporcionalidad del valor de mercado con respecto al indice de calidad; sin

embargo, es conocida la debilidad de tales técnicas en ausencia de datos.

No obstante, los métodos sintéticos clasicos tienen la ventaja de su sencillez para su
aplicacion por los profesionales de la tasacién, cuyos origenes, para algunos autores, se
remontan al antiguo Egipto, donde se valoraban las cosechas a partir del caudal del rio
Nilo con el fin de establecer los impuestos de cada agricultor (véase Caballer (2004));
estos métodos permiten disponer al tasador de una férmula para el valor de mercado

a partir de los valores del indice de calidad del bien, ver Ballestero y Caballer (1982).

En este contexto, el método de valoracién de las dos funciones de distribucién
(MVDFD) también ha sido utilizado para encontrar el valor de mercado de un bien
como mejora de las técnicas clasicas y como una alternativa a las metodologias que
requieren gran cantidad de datos. Este MVDFD fue introducido por Ballestero (1971)
y (1973) como método de valoracion de las dos distribuciones beta, y ampliado por
Caballer (1975) y Romero (1977); asimismo la utilidad practica de esta metodologia
cuando se dispone de pequenas cantidades de datos puede verse en Alonso y Lozano

(1985) y Lozano (1996).

En particular, la funcion de distribuciéon beta ha sido calificada como un modelo
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rudo en ausencia de datos para los problemas de valoracién de riesgo e incertidumbre,
ver Law y Kelton (1982), tales como las técnicas de revisién y evaluacién de proyectos
(PERT) y la valoracién de un bien a partir de un indice de calidad. Asi, Berny (1989)
propone una distribucién mas complicada que el modelo beta, aunque sus parametros
son mds intuitivos, y Williams (1992) y Johnson (1997) sugieren el uso de una distribu-
cién triangular como un modelo mas simple que la distribucion beta y que sélo requiere
de tres parametros, que pueden interpretarse como los valores pesimista, optimista y

mas probable.

En este sentido, el MVDFD permite valorar un bien bajo incertidumbre, cuando
el tasador solo dispone de los valores pesimista, optimista y mas probable, los cuales
pueden ser suministrados por un experto. Ademas, se reduce al método sintético clasico
cuando ambas distribuciones son uniformes, tanto la del valor de mercado como la del

indice de calidad.

En los tultimos anos, algunos autores han puesto mas atencién al estudio y gene-
ralizacion de los modelos de probabilidad imprescindibles en la teoria de valoracion y
en la metodologia PERT (entre otros, véase Williams (1992), Callejon, Pérez y Ramos
(1996), Johnson (1997), Johnson y Kotz (1999), Garcia, Cruz y Rosado (2000), Pala-
cios, Callejon y Herrerias (2000), Herrerfas, Garcia, Cruz y Herrerfas (2001), Herrerias
(2002), Herrerfas, Palacios y Herrerfas (2002), van Dorp y Kotz (2002a), (2002b) y
(2003), Nadarajah (2002) y (2005), Garcia y Garcia (2003), Herrerfas, Garcia y Cruz
(2003) y Orug y Bairamov (2005)); asi como en el analisis y desarrollo del MVDFD, ver
entre otros Garcia, Cruz y Anddjar (1999), Garcfa, Trinidad y Gémez (1999), Cruz,
Garcia y Garcia (2002), Garcia, Cruz y Garcia (2002), Garcia, Cruz y Rosado (2002),

Herrerias (2002), Garcia y Garcia (2003) y Garcia, Herrerias y Garcia (2003).
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Ademas, esta metodologia valorativa ha sido aplicada en diversas situaciones reales,
tales como bienes urbanos (inmuebles), agua de riego, arboles, empresas, acciones, ...
véase Romero (1989), Caballer (1994) y (1998), Canas, Domingo y Martinez (1994),
Caballer y Moya (1997), Guadalajara (1996), Caballer y Guadalajara (1998) y Balles-

tero y Rodriguez (1999).

En particular, el MVDFD ha sido extendido a la valoracién, cuando se considera
mayor informacion del bien mediante més de un indice de calidad, a través del uso de
distribuciones bivariantes y multivariantes para modelizar los distintos indices de cali-
dad que afectan simultaneamente al valor de mercado del bien, en donde destacamos,
entre otros, los trabajos de Garcia, Cruz y Rosado (2002), Herrerias (2002) y Garcia
y Garcia (2003). Desafortunadamente, el MVDFD produce pérdidas con respecto a las
valoraciones obtenidas a partir de cada componente del indice de calidad multidimen-
sional, y para corregir o ajustar la valoracion del bien resulta usual considerar modelos
de probabilidad ponderando las distintas componentes del indice de calidad, técnicas

habituales para reducir pérdidas en anélisis de riesgo.

Otro de los objetivos de esta Memoria consiste en analizar un nuevo método de
valoracion basado en las funciones de supervivencia, ampliar el abanico de los modelos
de probabilidad ponderados usados en valoracion en dos direcciones, una a través de las
funciones de supervivencia y otra mediante una nueva técnica para generar los pesos
de dichas ponderaciones; asi como proponer el uso de los estadisticos extremos en los

métodos de valoracién y de sus propiedades de logconcavidad.

Para llevar a cabo los objetivos planteados de esta Memoria, a continuacién comen-

tamos brevemente los contenidos de los diferentes capitulos.
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En el Capitulo 1, incluimos los modelos de probabilidad utilizados en esta Memoria.
En este sentido, definimos algunos modelos de probabilidad univariantes de interés
en el campo de la valoracién y de la metodologia PERT. También vemos algunos
modelos probabilisticos bivariantes usuales en valoracion, asi como las expresiones de

sus estadisticos extremos.

Ademas, damos diferentes extensiones bivariantes del conocido modelo exponencial
y los estadisticos minimo y maximo asociados a dichos modelos. Asimismo, introdu-
cimos algunas nociones béasicas sobre el comportamiento estocéstico de una variable
aleatoria, como la clasificacion del envejecimiento a través de sus propiedades de log-
concavidad que, para concluir este capitulo previo, aplicamos a los modelos de proba-

bilidad univariantes mencionados.

Algunas propiedades de este capitulo estan recogidas en los siguientes trabajos:
Callejon, Franco, Herrerias y Vivo (2005b), Franco, Callején, Herrerfas y Vivo (2005¢)

y Franco, Herrerfas, Vivo y Callején (2005b).

Posteriormente, en el Capitulo 2 estudiamos las mixturas generalizadas de distri-
buciones exponenciales, asi como las propiedades de logconcavidad de las mismas. En
este sentido, vemos la caracterizacion de las mixturas generalizadas de dos o tres dis-
tribuciones exponenciales dadas por Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996),
y la clasificacion de la logconcavidad de la funcion de supervivencia de dichas mixturas

de Baggs y Nagaraja (1996).

Asimismo, profundizamos en estas propiedades analizando la logconcavidad de la
funcion de densidad de las mixturas generalizadas de dos o tres distribuciones exponen-

ciales, asi como su aplicacion en la clasificacion de los estadisticos extremos de diversos
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modelos exponenciales bivariantes introducidos en el Capitulo 1.

Los resultados de este capitulo han dado lugar a los siguientes trabajos: Vivo (2000),

Franco y Vivo (2002) y (2004b) y Vivo y Franco (2001) y (2004).

A lo largo del Capitulo 3, completamos el estudio de las mixturas generalizadas de
distribuciones exponenciales, explorando el caso de combinaciones lineales no convexas

de cuatro exponenciales.

Asi, obtenemos la caracterizacion de tales mixturas generalizadas a través de con-
diciones sobre los pesos y parametros de las distribuciones exponenciales que las com-
ponen. Ademads, estudiamos la clasificacién de la logconcavidad de la funcién de su-
pervivencia de una mixtura generalizada de cuatro exponenciales y su aplicacion a los
estadisticos extremos de algunos modelos exponenciales bivariantes, lo que completa

la clasificacién en un caso propuesto en Baggs (1994) y Baggs y Nagaraja (1996).

Los resultados de este capitulo han dado lugar a los siguientes trabajos: Franco y

Vivo (2004a) y (2005a).

En el Capitulo 4, abordamos el estudio de algunas extensiones en la linea de los

problemas estudiados en los capitulos precedentes.

Por un lado, estudiamos las mixturas generalizadas de distribuciones gamma y ex-
ponenciales, que surgen en las distribuciones marginales y en los estadisticos extremos
de algunos modelos exponenciales bivariantes. Asi, caracterizamos las mixturas gene-
ralizadas de una distribucién gamma y una o dos distribuciones exponenciales a través
de los coeficientes de la mixtura y los parametros de sus componentes. También cla-
sificamos la logconcavidad de la funcién de supervivencia del estadistico méaximo del

modelo exponencial bivariante de Friday y Patil (1977), el cual es una mixtura generali-
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zada de distribuciones gamma y exponenciales para algunos valores de sus pardmetros,

completando otro de los casos propuestos en Baggs y Nagaraja (1996).

Por otro lado, analizamos la extension de las mixturas generalizadas a través de
distribuciones Weibull. En este caso, vemos algunos de los modelos Weibull bivarian-
tes definidos como extensiones de los modelos exponenciales bivariantes por Hanagal
(1996), (2004) y (2005), observando que sus estadisticos ordenados minimo y méaximo
son predominantemente mixturas generalizadas de distribuciones Weibull. Asi, obte-
nemos la caracterizacion de las mixturas generalizadas de dos o tres distribuciones
Weibull, damos la clasificacion de la logconcavidad de la funcion de supervivencia pa-
ra mixturas generalizadas de dos Weibull, asi como su aplicacién en los estadisticos

extremos de algunos modelos Weibull bivariantes.

Para finalizar este capitulo, incluimos las clasificaciones de la logconcavidad de los
estadisticos minimo y méaximo de algunos modelos de probabilidad bivariantes usuales
en valoracién dados en el Capitulo 1, asi como de un modelo exponencial bivariante
de Gumbel (1960), cuyos estadisticos minimo y maximo no se expresan como mixturas

generalizadas.

Los resultados de este capitulo han dado lugar a los siguientes trabajos: Franco y
Vivo (2005b) y Vivo y Franco (2005a) y (2005b), y algunas de las propiedades obtenidas
estan recogidas en los siguientes trabajos: Callején, Franco, Herrerias y Vivo (2005b),

Franco, Callején, Herrerfas y Vivo (2005¢), Franco, Herrerfas, Vivo y Callejon (2005b).

En el dltimo capitulo de esta Memoria, introducimos y estudiamos el método de
valoracion de las dos funciones de supervivencia (MVDFS) correspondientes a los dos

modelos de probabilidad del valor de mercado y del indice de calidad. Esta nueva técnica
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establece un punto de vista diferente en la teoria de valoracién, que nos permite corregir
las pérdidas producidas por el MVDFD con respecto a las valoraciones obtenidas a
partir de cada componente de un indice de calidad multidimensional, y por tanto
podria ayudar a valorar un bien a partir de un indice de calidad bajo incertidumbre,
mas ain cuando la dimension se reduce mediante componentes de calidad inobservadas

o desconocidas.

En este sentido, analizamos el comportamiento del MVDFS en ambiente de in-
certidumbre a través de un indice de calidad unidimensional y bidimensional, y en
general, multidimensional; comparando los resultados que produce el MVDFS con los
del MVDFD. Ademaés, estudiamos el comportamiento del MVDES frente a los proce-

dimientos de ponderacién utilizados para ajustar las valoraciones del MVDFD.

También, ampliamos el surtido de modelos de probabilidad ponderados mediante el
uso de las funciones de supervivencia marginales, y determinamos el comportamiento de
ambos métodos de valoracién frente a estos procedimientos de ponderacién alternativos.
Asimismo, incluimos las diferentes técnicas de generacion de los pesos de dichos modelos
de probabilidad ponderados, tanto en el caso de dependencia como de independencia
entre las componentes del indice de calidad, y analizamos las ventajas e inconvenientes
de cada una de ellas. En esta linea, abordamos el estudio de una alternativa para
generar estos modelos de probabilidad ponderados a través de una nueva técnica de
generacion de sus correspondientes pesos, basada en el promedio de los valores modales
de las distribuciones marginales, la cual corrige las criticas de la técnica conocida por

método de las modas.

Posteriormente, analizamos el uso de los estadisticos ordenados extremos, minimo
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y maximo, en ambos métodos de valoraciéon, MVDFD y MVDFS, como estadisticos
agregados que permiten reducir la dimensionalidad del indice de calidad de un bien.
Estos estadisticos constituyen una nueva herramienta en la metodologia valorativa,
que resuelve algunas dificultades de ambos métodos de valoraciéon cuando se dispone
de mayor informacion a través de mas de un indice de calidad. En esta direccién,
estudiamos las valoraciones y acotaciones que proporcionan estos estadisticos extremos
con respecto a los anteriores métodos de valoracion a partir del modelo de probabilidad
bivariante del indice de calidad. Ademas, exploramos la utilidad de las propiedades de
logconcavidad, de los estadisticos minimo y maximo del indice de calidad, en el proceso
de asignacion del modelo de probabilidad para el valor de mercado, o bien como analisis

de la aplicaciéon de los métodos de valoracién.

Para finalizar este capitulo, damos la aplicacion de las diferentes secciones que lo

componen, en dos casos practicos de valoracién bien conocidos.

Los resultados de este capitulo han dado lugar a los siguientes trabajos: Callejon,
Franco, Herrerfas y Vivo (2005a) y (2005b), Franco, Callején, Herrerias y Vivo (2005a),
(2005b) y (2005¢), Franco, Herrerfas, Vivo y Callején (2005a) y (2005b), Franco y Vivo

(2005¢).

Por 1ltimo, incluimos un resumen de las diversas conclusiones obtenidas a lo largo

del desarrollo de esta Memoria.
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Capitulo 1

Modelos de probabilidad de interés

economico

1.1. Introduccion

En este capitulo se introducen los modelos de probabilidad univariantes y bivarian-
tes necesarios para el desarrollo de esta Memoria, asi como algunas caracteristicas y

propiedades de dichos modelos que seran utilizadas en capitulos posteriores.

En primer lugar, a partir de una variable aleatoria X con funcién de distribucion
F(x), denotamos por S(z) a su funcién de supervivencia o fiabilidad definida por
S(z) = 1 — F(z), también llamada funcién de distribuciéon decumulativa por Yaari
(1987) en el campo de la teoria dual de eleccién bajo riesgo, y en el caso de una variable
aleatoria absolutamente continua, representamos por f(x) a su funcién de densidad.

Noétese que también se utilizara la notacion Fx(z), Sx(z) y fx(x).

19
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En este sentido, en la siguiente seccion, definimos algunos modelos de probabilidad
univariantes usuales en teoria de valoracion y la metodologia PERT, tales como los
modelos rectangular, triangular, trapezoidal, triangular generalizada, trapezoidal ge-
neralizada, beta y sus versiones beta PERT y beta Caballer (ver entre otros, Herrerias
(2002) y Garcia y Garcia (2003)), para las que estudiaremos sus propiedades de log-
concavidad en la tltima seccién de este capitulo; modelos y propiedades que seran de

interés en las aplicaciones del Capitulo 5.

Por otra parte, sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, cuyas componen-
tes no son necesariamente independientes ni idénticamente distribuidas, con funciones
de distribucién F;(x), funciones de densidad f;(z) y funciones de supervivencia S;(z),

i=1,2
Si denotamos por F'(x1,x2) a su funcién de distribucién conjunta dada por
F(xy1,20) = P(X1 <21, Xy < 29)
y S(z1,22) a su funcién de supervivencia
S(x1,x2) = P(X1 > 21, Xo > 19)

se establece de forma sencilla la relacion entre estas funciones a través de sus funciones

de distribuciéon marginales
S(Il,l’g) :F(ZEh.TQ)—Fl(l'l)—F2<l’2)+1 (]_].1)

0 bien

F(x1,29) = S(x1,29) — Si(x1) — Sa(2) + 1

es decir, la funciéon de supervivencia bivariante estd determinada por la funcién de

distribucion conjunta y sus marginales.
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Asimismo, representamos por 73 = min (X7, Xs) y 7o = méx (X3, X3) a los es-

tadisticos ordenados extremos, minimo y méaximo, a partir de un modelo bivariante

aleatorio (X7, X»), y sus funciones de distribucién, supervivencia y densidad las deno-

tamos por Fi;)(z), Su)(z) v fu)(x), i = 1,2, respectivamente.

Obsérvese que, a partir de un modelo bivariante, las funciones de supervivencia de

los estadisticos ordenados extremos estan definidas por

Suy(x) = P(X1>2,Xy >2) = 5(x, )

S(Q)(w) = Si(x) + Sa(x) — 5(1)(1‘)

o equivalentemente,

Foy(x) = P(Xy <2,X, <) =F(x,x)

Fuy(z) = Fi(z) + Fa(z) — F)(2)

Asimismo, si existen sus funciones de densidad, estan definidas por

_ dS(i) (ZL’)
dx

fiy(x) =

de donde se deduce que

foy (@) = fi(z) + falz) — fo)(x).

ver Baggs y Nagaraja (1996) y Nagaraja y Baggs (1996), entre otros.

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

En particular, en la Seccién 1.3 vamos a ver algunos modelos de probabilidad bi-

variantes de utilidad en la teoria de valoracién, como el cibico, rectangular-triangular
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y piramidal (véase Herrerias (2002)), asi como las distribuciones de sus estadisticos

minimo y maximo, que utilizaremos al final de los Capitulos 4 y 5.

Asimismo, en la Seccién 1.4 damos las definiciones de diferentes extensiones bi-
variantes del modelo exponencial, como las propuestas por Gumbel (1960), Marshall
y Olkin (1967), Friday y Patil (1977) y Raftery (1984). Las extensiones bivariantes
mas comunes del modelo exponencial se encuentran recopiladas en Hutchinson y Lai
(1990), Baggs (1994) y Kotz, Balakrishnan y Johnson (2000). También, veremos las
expresiones de las distribuciones de sus respectivos estadisticos ordenados, que seran

imprescindibles para el desarrollo de los Capitulos 2, 3 y 4.

Finalmente, vemos los conceptos de logconcavidad de la funcién de supervivencia
y de la funcién de densidad, y sus relaciones con las clases de envejecimiento IF R
(DFR) e ILR (DLR), respectivamente, véase por ejemplo Barlow y Proschan (1981)

v Ross (1996), los cuales serdn utilizados en todos los capitulos de esta Memoria.

1.2. Modelos de probabilidad univariantes usuales

en valoracion

En esta seccion definimos algunos modelos de distribuciones univariantes clésicas
utilizadas en la metodologia valorativa, a través de su funcién de densidad y, en los

casos que es posible, veremos su funcion de supervivencia.

Obsérvese que en la practica valorativa resulta comin la utilizacion de variables
estandarizadas, sin pérdida de generalidad, asi como de modelos de probabilidad con

soportes acotados, tanto en el caso univariante como bivariante. Por ello, utilizaremos
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las versiones estandarizadas de los modelos que damos a continuaciéon y en la siguiente

seccion.

Definicién 1.1 Sea X wuna variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que
sigue un modelo rectangular, si su funcion de densidad viene dada por
1 sixze(0,1)

fz) =

0 en otro caso

A partir de esta funcién de densidad del modelo rectangular, también conocido

como modelo uniforme (0, 1), se obtiene su funcién de supervivencia, dada por

)
1 siz <0

S@)=q 1-2 si0<z<1
\O siz>1

Definicién 1.2 Sea X una variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que si-

gue un modelo triangular con parametro m € (0,1), si su funcion de densidad estd dada

por
(

fn—”‘“ st0<zxz<m

fz) = zgl__ﬂf) sim<z<l1

| 0 en otro caso

A partir de esta funcién de densidad, se obtiene que la funcién de supervivencia del
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modelo triangular estd determinada por

(

1 siz <0

1—97”n—2 si0<z<m

_7)2 .
(11_2 sim<zx<l1

0 siz>1

Definicién 1.3 Sea X wuna variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que
sigue un modelo univariante trapezoidal con pardmetros (m, M), tales que 0 < m <

M < 1, si su funcion de densidad viene dada por

;

(l—i—]\/?—fm)m st0<zxz<m
1+M+m ssm<x< M
flz) =
2(1—x) .
T M=) (1=31) st M<x<l1
0 en otro caso

\

Asi, la funcién de supervivencia de un modelo trapezoidal viene dada por

(

1 sixz <0

2

1 - (1+J\;—m)m

si0<z<m

— 20—m  __ 1+M-—2x .
S(x) = 4 1—1+M_m—1+M_m sim<z<M

S ) M <2<l
1+ M—m)(1—M) sSIM =<

0 siz>1

\

Definicién 1.4 Sea X wuna variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que

sigue un modelo triangular generalizado con pardmetros (m,ny,ne), tales que m €
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(0,1), ny >0 yny > 0, si su funcién de densidad viene dada por

\

nin2
ni(l1—m)+nam

ning

(

1—x

ni(l—m)+nam

0

(

1-m

3: )n1—1
m

)712—1

si0<xz<m

sim<z<l

en otro caso

Obsérvese que esta distribuciéon es un caso particular del modelo trapezoidal ge-

neralizado de van Dorp y Kotz (2003). Ademds, para n; = ny se reduce al modelo

TPS (two-sided power) de van Dorp y Kotz (2002a) y (2002b), el cual incluye a la

distribucion triangular cuando ny = ny = 2, y a la distribucién rectangular o uniforme

cuando n; = ny = 1. También ha sido llamado modelo TSP generalizado en Nadarajah

(2002) v (2005).

Para este modelo triangular generalizado, se tiene que su funcién de supervivencia

Se expresa coimo

\

nam

— i (

ni(1—m)

1—x

ni(l1—m)+nom

0

(

1-m

z)nl
m

)nz

six <0

si0<z<m

sim<zr<l

six>1

Definicién 1.5 Sea X una variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que

sigue un modelo trapezoidal generalizado con pardmetros (m, M, ny, ne, «), tales que
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O<m<M<1,n >0 n,>0ya>0, sisufuncion de densidad viene dada por

;

—20"2”2 (%)nl_l si0<ax<m

e (14 (a— 1)) sim<z<M
flz) =

2”;1"2 (11_’]\”})”2_1 siM<z<l1

0 en otro caso

\

donde A = 2anom + (o + 1)(M — m)ning + 2(1 — M)n;.

Notese que la expresion de esta funcién de densidad estd modificada en los dos tra-
mos laterales con respecto a la expresién dada por van Dorp y Kotz (2003). Asimismo,

la funcién de supervivencia de este modelo trapezoidal generalizado puede escribirse

como

(
1 six <0
1 — Zomam ()™ si0<z<m

a—12M-—-m—=x
S(x)=1 1— 2an2m+2(%m)”mj(”TW) sim<x<M

2(1—M)n1 1—x \712 .
it (1o ) §M <<t
0 siz>1

\

Definicién 1.6 Sea X wuna variable aleatoria con soporte en (0,1) C R, se dice que
sigue un modelo beta de pardametros (p,q), tales que p > 1 y q¢ > 1, si su funcion de

densidad viene dada por

Pl (1—g)1 1! .
W sixz € (0,1)

fz) =

0 en otro caso
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En particular, incluimos dos subfamilias de la distribucién beta 3(p, ¢,0,1) con un

interés especial en las metodologias PERT y valorativa.

Definicién 1.7 Sea X una variable aleatoria con modelo beta de pardmetros (p,q), se

dice que sigue un modelo beta PERT, si sus parametros son

p=3+v2 y q=3-V2, sim>

N =

p=3—-V2 y ¢=3+V2, sim<

N =

Definicién 1.8 Sea X una variable aleatoria con modelo beta de pardmetros (p,q), se

dice que sigue un modelo beta Caballer, si sus parametros tienen la forma

p=h+vV2 y q¢q=hTV2, conh>1+2.

1.3. Modelos de probabilidad bivariantes usuales

en valoracion

En esta seccién incluimos tres modelos de probabilidad bivariantes utilizados en
el campo de la valoracién y llamados modelos de forma geométrica, asi como los es-
tadisticos ordenados minimo y méaximo asociados a dichos modelos, los cuales son una
muestra sencilla de las diferentes extensiones bivariantes que podrian considerarse a

partir de los modelos univariantes de la seccién anterior.

Definicién 1.9 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue

un modelo cibico, si su funcion de densidad viene dada por

1l ss0<z21<1,0<2<1
f($175(72):

0 en el resto
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Este modelo ctibico también es conocido como modelo bivariante uniforme (0, 1) x

(0, 1), siendo su funcién de supervivencia

S(flfl, 1'2) =

(1 — 131)(1 — Ig)

1—131
1—132
0

sixzg <0,29<0
si0<r<1,0<x<1
si0<r <1, 1<
sil<x,0<zy<1

sil§x1,1§x2

Obsérvese que se trata de un modelo de probabilidad bivariante de componentes

independientes y con idénticas distribuciones rectangulares o uniformes.

Ademas, a partir de la funcién de supervivencia de este modelo, de (1.1.2) y (1.1.3),

se obtienen las siguientes funciones de supervivencia de estos estadisticos minimo y

maximo

0

\

S(g)(x) =< 1— g2

0

(1—a)’

six <0

si0<z<1

sil<z

siz <0

sio<z<l1

sil<z

(1.3.1)

(1.3.2)

Definicién 1.10 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue

un modelo rectangular-triangular con pardmetro m € (0,1), si su funcion de densidad
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viene dada por

2%2 si0<x <1,0< 20 <M
m
fxy,29) = 21’—‘;3 si0<zi<1lm<zy<l1

0 en el resto

A partir de esta funcion de densidad, se obtiene la siguiente funcién de supervivencia

del modelo rectangular-triangular

1 sixzg < 0,29 <0

(1-%’1)(—3:—%) S10§I1<1,0§I2<m

m
1—a) &2 o< <lm<a <1
(1—mx) 5> si0<z <l m<uzy<
S(x1,29) = 1—x si0<z <1,1 <

2
1—% sil§x1,0§x2<m

2
Lz sil<m,m<zy <l
1 Silgwl,léﬂfg

Obsérvese que al igual que el modelo ciibico, este modelo de probabilidad bivariante
tiene componentes marginales independientes, pero en este caso, con distribuciones

rectangular y triangular de parametro m, respectivamente.
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Asimismo, utilizando de (1.1.2) y (1.1.3), se obtienen las funciones de supervivencia

de sus estadisticos extremos

—_

siz <0

L(l—z)(m—2?) si0<z<m

Sy (@) = 9 (1.3.3)
1%(1—:6)3 sim<z<l1
| 0 sil<uw
y

1 siz <0
%x:” si0<z<m

S@)(x) = 5 (1.3.4)
1—x( —ﬁ(l—mﬁ) sim<z<l1
0 sil<ux

Definicién 1.11 Sea (X3, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo piramidal de pardmetros (my, ms), tales que my,mo € (0,1), si su funcion

de densidad viene dada por

31 si (x1,29) € Ry

5_(1—a1) si(21,22) € Ry

1—-mq
f(xr,22) = 1_?;712(1 —x9) si(21,72) € R3
mill’l S? (ZL’l,JTg) € R4

0 en el resto
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donde las regiones R; estdn definidas por los siguientes triangulos del cuadrado unidad

Ry

(ma,m2)

Ry

1—

Ry

my <z < 1,

:Z—;xzéxlél—wxz,0<x2§m2}

ma2

mal=m1) <00 <] — (1—m2)(1—z1)}

1—-mq

1-mq

1—mo

Bo | Ry = {(@1,m) s 02D <y <1 = Ol iy <y < 1)

Ry = {(171,$2) 0 <@y Sy, e Sap <1 - ﬂ%}

mi

A partir de esta funcién de densidad, su funcién de distribucién F'(z1,x2) estd de-

finida por los siguientes casos

;

0
3x1m§ _ m1z‘;’
2meo 2m2
ma(l—z1)3 . $g + 3$g o 3z2(1—x1)?
2(1—mq)2 Qm% 2ma 2(1—m1)
(1—$2)3 m2(1—$1)3 . 3(1—332)2
L+ 2(1—ma2)? + 2(1—mq)? 2(1—mz2)
_ 3y(l—z1)?
2(1—my)
my(1—22)3 z$ + 3x2 _ 3z(l—=2)?
2(1—mg)2 2m? 2my 2(1—m2)

1 + 2(1—131):;2 + m1(1—$2)3 B 3(1—;1;1)2

r (1—-mq 2(1—m2)? 2(1—m1)
r1,T9) =
( 13 2) _ 3a(l—ax9)?
2(1—m2)
3x%12 _ m%azl
2mq 2m§
32f _ af
2mq Qm%
(1—z1)3 3(1—z1)?

L+ 2(1—m1)2 ~ 2(1—m)

a3 @)
2mo 2m%
(1—x2)3 3(1—z2)?

L+ 2(1—-m2)2 ~ 2(1—mg)

stz <006x9<0
si (371,1’2) € Ry

si (371,1’2) € Ry, 29 < Mgy

si (371,1’2) S Rg, Mo < X9 < 1

si (.731,.1'2) € Rg, r1 < Mm

si (.’131,1'2) S Rg, my <z <1

si (z1,m2) € Ry

si0 <z <mg, 1 <
simy <z <1,1 <
si0 < a9 <mo,1<um
sime < < 1,1 <1y

Si1§$1,1§$2
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Ademas, teniendo en cuenta que el corte de la diagonal con los tridngulos R; y Ro

viene dado por

ma

:1+m2—m1

y el corte de la diagonal con R3 y R, viene dado por

my

:1—|—m1—m2

apartir de (1.1.4) y (1.1.5) y usando la notacién m = min(my, ms) y M = méx(my, ms),

determinamos las funciones de distribucién de sus estadisticos extremos

Fay(x) = <

Fo)(z)

S

.

0 siz <0
mz(g;n{x) + 12(:23]]\‘/[4{96) — QﬁQ (3M —m) si0<z<m
z2(3M—x) 2+x—3m(1—x)>2 23 (3M —m) . M
L+ =0 = T Saomz SLm ST < 1y
1+ z2(3M—z)  24z—3m(l—=z)?  M(1-x)3
2M?2 2(1—m)2 2(1—m)? .M
<
p e a1 Sl = S 2 < M
‘oz —om T 2(1—m)
1— 24+z—3M(1—2)®>  24+z—3m(l—x)®  (1-z)3
2(1-M)2 2(1—m)? M <<
M(1—z)3 | 3(1—-z)2 | 3z(1—z)2 o
toammr T aaoan T 2w
| 1 sil<x
(1.3.5)
0 siz <0
T 10 <@ < =y
M(l—aj)S x3 32 35(3(1—.7,‘)2 . M
20—m)? 202 T 20 T 2(i-m) Sy, S v <M (1.3.6)
(1-x)3 M(1—2)3 3(1—x)2 3z(1—x)? .
L+ 502 + 200w — 20080 — otiom) S M<z<l
1 sil<x
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o equivalentemente, sus correspondientes funciones de supervivencia

’

1
z?(3m—=x x? —z x

L= 2o = S+ e (3M - m)
24z—3m(1—x)? + #3(BM-m)  z?(3M-—a)

2(1—m)2 2M? 202
24+x—3m(1—x)? + M(1-=2)®  z?(3M-x)

)2 —m)2 2
Sy (z) = 2(1—m) 2(1—m) oM

z3 3z(1—x)?

_ 322
2M?2 2(1—m) + o7

24+z—3M (1—z)2 24z—3m(1—x)2 -
2(1—M)? + 2(1—m)? + 2(1—M)?

M(1—2)3 3(1—x)2 3x(1—x)2

2(1-m)2 = 2(1-M)  2(1-m)

0
\
y
(
1
333 —m
1 - g
—T 3 €T x T\1l—o 2
Sor) =9 1- % o % + ﬁ + 32((117171))
3(1—x)? 3z(1—x)? (1-z)3  M(1—2)3

2(1—M) + 2(1—m) = 2(1—-M)2 2(1—m)?

0

\

siz <0
si0<z<m

: M
SLM ST < 1,

: M
St pag—m ST <M

siM<z<l1

sil<ux

siz <0

: M
S10<2 <

: M
St g ST <M
siM<z<l1

sil<z

1.4. Modelos exponenciales bivariantes

Veamos ahora algunas de las extensiones bivariantes

mas conocidas del modelo

de probabilidad exponencial, asi como las funciones de densidad de sus estadisticos

extremos.

Comenzaremos con los modelos exponenciales bivariantes propuestos por Gumbel
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(1960), con la caracteristica comin de que sus distribuciones marginales son exponen-

ciales.

Definicién 1.12 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo exponencial bivariante de Gumbel I (GBVE-I), si su funcidn de superviven-

cia viene dada por
S(x1,10) = e @ (1 4 (1 — e ™) (1 — e™2))  para todo x1, 29 > 0
siendo |a| < 1.
Obsérvese que para a = 0, este modelo GBVE-I corresponde a dos componentes
exponenciales independientes e idénticamente distribuidas.

Para este modelo GBVE-I se obtiene que sus estadisticos minimo y maximo, 7} y

T,, tienen funciones de densidad

fay(@) =2(1 + a)e ™ — 6ae™™" + dae™ ™

foy(x) =267 —2(1 + @)e ™ + 6ae " — dae™ ™

en donde observamos que ambas funciones de densidad son mixturas generalizadas de

exponenciales.

Definicién 1.13 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo exponencial bivariante de Gumbel II (GBVE-II), si su funcion de supervi-

vencia estd definida por

5
5 i
S(z1,m9) =exp | — [(%) + (?) ] para todo x1,x9 >0
1 2

siendo 01,0, >0 y0 <6 < 1.
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Notese que cuando § = 1, se obtiene el modelo bivariante con marginales exponen-

ciales e independientes.

Los estadisticos minimo y maximo asociados a este modelo GBVE-II tienen funcio-

nes de densidad

f(l) (ZL’) = )\6_>\x

siendo

1 179
1 5 1 5
= JE— _|_ P
[(91) (92) ]
las cuales corresponden a un modelo exponencial y una mixtura generalizada de expo-

nenciales, respectivamente.

Definicién 1.14 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo exponencial bivariante de Gumbel III (GBVE-III), si su funcion de super-

vivencia viene dada por
S(x1,m9) = exp (—x1 — 29 — Ox129)  para todo x1,x9 >0

stendo 0 < 0 < 1.

Notese que para 6 = 0, se obtiene el modelo bivariante con marginales exponenciales

independientes e idénticamente distribuidas.

Obsérvese que aunque este tercer modelo, introducido por Gumbel (1960) junto con
los dos anteriores, también tiene distribuciones marginales exponenciales, sus corres-

pondientes estadisticos minimo y maximo no corresponden a modelos exponenciales ni
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a mixturas generalizadas de los mismos, como se comprueba en las expresiones de sus

funciones de densidad

foy(@) = 2(1 + fz)e >0

foy(x) =2e7" =2(1 + fa)e 200"

A continuacién presentamos algunos modelos exponenciales bivariantes que nos
conducirdn a la extensiéon de Friday y Patil (1977), entre los que destacaremos los

estadisticos del modelo de Marshall y Olkin (1967).

Definicién 1.15 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que si-
gue un modelo exponencial bivariante de Freund (FBVE), si su funcion de densidad

conjunta viene dada por

.
arage”VTa)TImaaT G () < ) <

(21, 20) = 062(136_a3$1_(y_a3)$2 510 <y <1

0 en otro caso
\

siendo los parametros a; > 0,0 > 0,3 >0 y ay > 0, y donde v = a1 + as.

Definicién 1.16 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo exponencial bivariante de Marshall y Olkin (MOBVE), si su funcion de

supervivencia viene dada por

S(x1,m9) = exp (—A1x1 — Aoy — Ajgméx (z1,x2))  para todo x1,x9 >0

siendo sus parametros Ay > 0, Ao >0 y Ag > 0.
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Obsérvese que en este caso, el modelo MOBVE es una estructura de dependen-
cia pura, en el sentido de que no incluye la posibilidad de independencia entre sus

marginales como particularizacion de sus parametros.

Ademas, las funciones de densidad de sus estadisticos minimo y méximo son

f(l) (l‘) = )\6_/\x

f(g) (;p) S ()\1 + )\12) e~ (MitA2)z ()\2 + )\12) e~ (Ae2tAi2)z

donde A = A; + A2 + Aqp, por lo que tienen distribuciones exponencial y mixtura

generalizada de exponenciales, respectivamente.

Asimismo, Esary y Marshall (1974) proponen una ligera modificacién del modelo

MOBVE dada por
S(x1, ) = exp (—A1x1 — Aoy — méx (A3x1, \yz2))  para todo z1, 29 > 0

donde A\ > 0, >0, A3 >0y Ay > 0.

No obstante, esta modificacion supone una simple reparametrizacion y cambio de

escala del propio modelo exponencial bivariante de Marshall y Olkin.

Por otro lado, Block y Basu (1974) proponen otra extensién del modelo MOBVE;,
a través de una mixtura de dicho modelo con una parte singular. Del mismo modo,
Friday y Patil (1977) definen un modelo exponencial bivariante extendido, como una
mixtura del modelo de Freund (1961) y una parte singular, los cuales incluyen como
casos especiales a los modelos de Marshall y Olkin (1967) y Block y Basu (1974),

mediante una transformacién y restriccion en sus parametros.
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Definicién 1.17 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que si-
gue un modelo exponencial bivariante de Friday y Patil (FPBVE), si su funcién de

supervivencia estd definida por
S(z1,x9) = apSF (T1,22) + (1 — ) e VmE@LT2)  porg todo 1 > 0,29 > 0

donde 0 < a9 < 1 y Sp (21, 2) es la funcion de supervivencia del modelo FBVE.

Obviamente, en el caso especial oy = 1, coincide con el modelo FBVE, y parav = a3
6 v = ay, sus distribuciones marginales son mixturas de gamma y exponenciales (ver
Friday y Patil (1977)), asi que Baggs (1994) y Baggs y Nagaraja (1996) estudian este
modelo tnicamente bajo la restriccién v # as, ay. Veamos la expresion de la funcion
de supervivencia y de sus estadisticos ordenados para este caso particular del modelo

de FPBVE, aunque utilizaremos la misma notacién para ambos.

Definicién 1.18 Sea (X, Xs) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo exponencial bivariante de Friday y Patil, si su funcion de supervivencia

viene dada por

P e~ (vma)er—auzs (I—¢1)e 2 s 0<z <@y
S(xbe) =

oo~ (vas)e2—asz1 (I —¢o)e ™™ 510 <x9 <1

donde a; > 0 para i =0,...4, v =1 + g, o1 = J2%L y ¢p = 7222 siendo v # ag, .

Los estadisticos ordenados T} y T obtenidos del modelo FPBVE de la Definicion

1.18, tienen funciones de densidad dadas por

f(l) (x) = )\6_)‘&:
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fo) (@) = praue™ ™ + draze” ¥ 4 (1 — ¢ — @) ve™ "

las cuales son exponencial y mixtura generalizada de exponenciales, respectivamente.

Obsérvese que en la forma general del modelo FPBVE, pueden obtenerse los es-
tadisticos ordenados sin la restriccion v # ag, ay, en cuyo caso, el estadistico minimo
también tiene una distribuciéon exponencial. Sin embargo, el estadistico maximo no
es una mixtura generalizada de funciones de densidad exponenciales (véase Baggs y

Nagaraja (1996)), siendo su expresién dependiente de los valores de a3, oy y v,

Proue” T 4 poaze” T + (1 — ¢y — Ppo)ve ™ siv# as, 0y

drage” " + ((1 — ¢1)v — apas) 777 + apagrze ™" siv = ag # ay

vx

poaze” " + ((1 — o)V — ) €777 + aparzre ™ siv = ay # ag

vx

(1 — ) ve™ + agvze” Siv=oa3=ay

Para finalizar esta seccion, damos el modelo exponencial bivariante de Raftery

(1984), viendo en primer lugar la versién completamente parametrizada.

Definicién 1.19 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene
un modelo exponencial bivariante de Raftery (RBVE), si su funcion de supervivencia

viene dada por

1
S(x1, 1) = Zpijsij(xl,xg) para todo x1 > 0,29 >0
i,j=0
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stendo

S[)O(,Z'l, ,172) — e_A( 1_171—1 m1+ﬁm2)

S()l({L‘l,[EQ) = iei)\(lflﬂ x1+xz) — ﬂei)\(lflﬂ'l mﬂrﬁa@)
2 YUy
Slo({L‘l,[EQ) = iei)\(lerl*lﬁzu) — ﬂei)\(lflﬂ'l mﬂrﬁg@)
1 ]
2
Sll($17$2) — Lef)\x(g) _ Mefp%(% (CE(Q)*ﬂ'(z)x(l))
T(2) () (1 — mims)
_ (1 —1771) (1-— 7T2)e_’\(1—17r1 ml+1_1ﬂ2m2>
— M1 T

en donde x(1y = min (z1,r2), T(2) = MAX (21, %2), T(2) = Max (m, M), 7 = P (I; = 1)
parai=1,2, p;; = P(Iy = j, 1o = k) para j,k = 0,1 e {11, I5} son variables aleatorias
indicadores e independientes de las variables aleatorias exponenciales de las marginales

con pardametro \ > 0.

No obstante, el gran nimero de parametros, todos entre 0 y 1, que contiene este
modelo bivariante de Raftery ha limitado su aplicabilidad, a pesar de la amplia gama
de estructuras dependientes que incluye. Por ello, el propio Raftery (1984) propone
tres versiones més restrictivas como modelos exponenciales bivariantes: (i) m = 7y =
pu=m, (ii)m =m=myp1=0si7m<0.5yp;y =27 — 1 en otro caso, y (iii) m =

P11 =7.

Definicién 1.20 Sea (X, Xs) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene
un modelo exponencial bivariante de Raftery I (RBVE-I), si su funcidn de supervivencia

viene dada por

l1—m A 1l—7m _ =
— “iom(@ter) 4w (1 2% (22
S(z1,xs) 1+7Te +e ( 1+7r€



Capitulo 1. Modelos de probabilidad de interés econémico 41

para todo x1 > 0,25 > 0, donde A > 0 y 0 < 7 < 1, y siendo x1y = min (z1,22) y

T(2) = MAX (11, a).

A partir de la funcién de supervivencia conjunta de la Definicion 1.20, para este

modelo RBVE-I, se tiene que las funciones de densidad de sus estadisticos ordenados

sSon
20, 20
— —_— 1—7
f(l) (l’) 1—|—7'r6 + 1+7T€
y
2)\ Az 2A 2 z
fry — 1—m
foy (@) = 7€ 1 +r°

es decir, son mixturas y mixturas generalizadas de exponenciales, respectivamente.

Definicién 1.21 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene
un modelo exponencial bivariante de Raftery Il (RBVE-II), si su funcion de supervi-

vencia viene dada por

(
e~ Mrar+a) + e MertRe:) _ omiieite) g0 o <0.5

1om A ipeter) + 1om Azt ire2)
™

S(ZL‘h ZEQ) = &
A _ .
+27rT—1e—M‘<2) (1 — L—r_:e—l_ﬁ (z(2) fﬁ(l))) 5105 <m<1

2(27—1) -2 (z1+x
+ (A —1) e

\

para todo x1 > 0,25 > 0, donde A > 0 y 0 < 7 < 1, y siendo 1y = min (z1,22) y

T(2) = MAX (21, T2).

Asimismo, para este modelo RBVE-II, se obtienen las siguientes funciones de den-
sidad de los estadisticos ordenados

oAz A )r 2 i si0<m<05
foy (2) =

2)\217:;@*M + 2)\2—Tvrefk(1+ﬁ)z — 2)\%6*%“” si0bh<m<l1
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2)\e™ M — 2)\2:—267)\(1+ﬁ)x + %67%1 si0<m<0.5
foy (z) =

QA%J—F_:@—M _ 2/\2—TW€*A(1+ﬁ)x + /\ﬁef%m si0bh<m<1

Obsérvese que en este caso, ambos estadisticos extremos son mixturas generalizadas

de exponenciales.

Definicién 1.22 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene
un modelo exponencial bivariante de Raftery I1I (RBVE-III), si su funcion de supervi-

vencia viene dada por

7 (1= m)° A mtrtgee) | T2 =7 (£
S(.Ith) — L —— 1*7361 17_K2I2 + —6_ (EII_;'_J;Z)
T2 (1 — ’771'2) o

2
L e [ &e—ﬁﬂ% (2@ —2))
T2 1— YT

para todo x1 > 0,29 > 0, donde A > 0,0 < m <1 y0 <~y <1 tales que v < w9, y

siendo xy = min (1, x2) Y T(2) = max (1, 22).

Las funciones de densidad de los estadisticos minimo y maximo del modelo RBVE-

III vienen dadas por

2 — Ty — 1 1
foy (@) = )‘PV#@*M + A (1 — l) (1 + —) A1 )z

1 —ymy o 1—7
+ oy I —mo (2 - — 7T2) 67)\(171772+ﬁ)x
To(1 — ym2) I

fo) () = (1 + %) e — )\ (1 - %) <1 + ﬁ) A1+ )e

—>\")/ 1_7T2 <2_f}/_ﬂ-2> 6_)\<1—1ﬂ'2+ﬁ)x
mo(1 — ym2) -~

que como en la version anterior, son mixturas generalizadas de exponenciales.
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1.5. Definiciones y propiedades de logconcavidad

Sea X una variable aleatoria no negativa con funcién de supervivencia S(x), diremos
que X tiene funcién de supervivencia logcéncava (logconvexa) si log S(x) es coéncava
(convexa) en su soporte; también se dice que X tiene la propiedad de supervivencia

logeoncava (logeconvexa) en su soporte.

En el caso de una variable aleatoria absolutamente continua, esta caracteristica
también es conocida por funcién de razén de azar o tasa de fallo creciente (decreciente),
en donde la funcién de razén de azar o tasa de fallo es menos la primera derivada del

logaritmo de la funciéon de supervivencia

r(z) = _dlogS(:c) _ f(z)
dx S(x)

la cual representa la probabilidad de muerte o fallo en cada instante; es decir, la log-
concavidad de la funciéon de supervivencia estd determinada por la monotonia de la
tasa de fallo. Asi, la propiedad de supervivencia logcéncava también es conocida por
clase de envejecimiento I F'R (tasa de fallo creciente) y la supervivencia logconvexa por

clase de envejecimiento DF R (tasa de fallo decreciente).

Veamos ahora un resultado previo que utilizaremos en el estudio del comporta-
miento estocastico y envejecimiento de una variable a través de la logconcavidad de la

funcién de supervivencia (véase entre otros Barlow y Proschan (1981) y Baggs (1994)).

Lema 1.1 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de super-

vivencia S(x) y funcion de densidad f(z). Si

f'(x) - S(@)+ f(z)* 20
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para todo x, entonces X tiene funcion de supervivencia logconcava, es decir, X es [FR.

Andlogamente, si la desigualdad es en sentido contrario,
fl(@) - S(a) + fz)* <0
entonces la funcion de supervivencia es logconvexa, es decir, X es DFR.

Demostracién. Obviamente, la logconcavidad de la funcién de supervivencia S(z)
estd determinada por el signo de (log S(z))”, o equivalentemente, por el signo de su

numerador, es decir,

S"(x) - S(x) — S'(x)? = — (f'(2)S(x) + f(2)?)

y por consiguiente, se deducen ambos casos del enunciado. Il

Por otro lado, se dice que X tiene funcién de densidad logconcava (logconvexa) si
log f(z) es concava (convexa) en su soporte. Esta caracteristica también es conocida
por tasa de verosimilitud creciente (decreciente), en donde la tasa de verosimilitud es

menos la derivada del logaritmo de la funcién de densidad

_ dlogf) _ @)
N TR )

es decir, la logconcavidad de la funcién de densidad estd determinada por la mono-

tonia de la tasa de verosimilitud. Asi, la propiedad de densidad logcéncava también es
conocida por clase de envejecimiento I LR (tasa de verosimilitud creciente) o por den-
sidad de tipo PF5, y la densidad logconvexa por clase de envejecimiento DLR (tasa de

verosimilitud decreciente), véase entre otros Ross (1996).

Otro resultado técnico que serd de utilidad para comprobar la logconcavidad de la

funcién de densidad es el siguiente.
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Lema 1.2 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de den-

sidad f(x). Si

f(): fz) < fo(2)?
para todo x, entonces X tiene funcion de densidad logconcava.

Andlogamente, si la desigualdad es en sentido contrario, entonces X tiene densidad

logconvexa.

Demostracién. Evidentemente, la logconcavidad de f(z) estd determinada por la
monotonia de la tasa de verosimilitud, la cual viene dada por el signo del numerador
de su derivada, es decir, f*(z)- f(z) — f (x)?, y por tanto, si se mantiene la desigualdad

del enunciado, la tasa de verosimilitud es creciente, es decir, f (x) es logcéncava. [

Entre estas propiedades de logconcavidad de las funciones de densidad y supervi-
vencia, se mantienen las siguientes implicaciones, ver por ejemplo Ross (1996) y Franco,

Ruiz y Ruiz (2003).

Proposiciéon 1.3 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua. Si la fun-
cion de densidad es logconcava en su soporte entonces la funcion de supervivencia es

logconcava en el soporte.

Andlogamente, si X tiene densidad logconvezra con soporte no acotado superiormen-

te, su funcion de supervivencia también es logconvexa en el soporte.

Asimismo, se tiene la siguiente preservacion de la logconvexidad de las funciones de

supervivencias mediante mixturas, vedse Barlow y Proschan (1981) y (1996).
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Proposicién 1.4 La mixtura de funciones de supervivencia logconvezas tiene funcion

de supervivencia logconveza.

Para concluir estos conceptos sobre el comportamiento estocastico y envejecimiento

que utilizaremos a lo largo de esta Memoria, damos el siguiente lema técnico.

Lema 1.5 Sea g(z) una funcion real continua y derivable a trozos en su soporte. Si

g(x) es concava a trozos y ¢'(x—) > ¢'(x+), entonces es concava en su soporte.

Andlogamente, si g(x) es conveza a trozos y ¢'(x—) < ¢'(z+), entonces es convezra

en su soporte.

Demostracién. Obviamente, la concavidad de g(z) estd determinada por la mono-
tonfa de su derivada. De este modo, si g(z) es céncava a trozos, ¢'(z) es decreciente a
trozos, y teniendo en cuenta que la derivada por la izquierda de g(x) es mayor o igual
que su derivada por la derecha, ¢'(z—) > ¢'(z+), se obtiene que ¢'(x) es decreciente,

es decir, g(z) es céncava en su soporte. O

1.6. Aplicacion a modelos usuales en valoraciéon

En esta seccion establecemos las propiedades de logconcavidad de los modelos de
probabilidad univariantes presentados en este capitulo, que seran de interés en la aplica-

cién de la logconcavidad de los estadisticos extremos en valoracion del ultimo capitulo.

Proposicién 1.6 Las funciones de supervivencia y de densidad de un modelo rectan-

gular son logconcavas en su soporte.
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Demostracion. A partir de las funciones de supervivencia y de densidad de un modelo

rectangular dado en la Definicién 1.1, tenemos que
1
LI):— siz e (0,1)
x

y por tanto, S(z) es logconcava en (0, 1).

Ademas, para la funciéon de densidad

f'(@) .
=0 size (0,1
@ o
es decir, f(x) es logconcava y logconvexa en (0, 1). O

Proposicion 1.7 Las funciones de supervivencia y de densidad de un modelo trian-

gular son logconcavas en su soporte.

Demostracion. A partir de la funcién de supervivencia del modelo triangular, tene-

mos que la tasa de fallo es

f(l') mfIQ si0<x<m

T sim<zr<l
y por los Lemas 1.1 y 1.5, S(z) es logcéncava en (0, 1).

Por otro lado, la derivada de su funcién de densidad es

(
si0<zx<m

Jle

f'(x) =< —Lm sim<z<l1

0 en otro caso
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de donde
f/($) % si0<x<m
I’ p—
/() —= sim<z<1
y por el Lema 1.5, f(z) es logcéncava en (0, 1). O

Proposiciéon 1.8 Las funciones de supervivencia y de densidad de un modelo trape-

zoidal son logconcavas en su soporte.

Demostracion. A través de la funcién de supervivencia del modelo trapezoidal,

tenemos que

2 .
Triemm—? S0 <z <m

=
&

= 2 3
1T —32 sim<zx<M

=2
=
S~—

2 siM<z<l1

\ 11—z

de donde se deduce, por el Lema 1.5, que S(x) es logconcava en (0, 1).

Por otro lado, la tasa de verosimilitud de este modelo estd determinada por el

coclente )
% si0<z<m
/
;ég = 0 sim<r<M
\ —ﬁ siM<z<l1
y por tanto, como en los casos anteriores, f(z) es logcéncava en (0, 1). O]

Proposicién 1.9 La funcion de supervivencia de un modelo triangular generalizado

es logconcava en su soporte siny > 1.
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Demostracion. Siconsideramos la funcién de supervivencia de este modelo, se obtiene

que

ningx1 1

f(l') (n1(1—=m)4+nam)m

=t si0<z<m

L2 sim<zx<l1

Por un lado, si 0 < x < m entonces

<f(x)>' _ ninoz™ 2 ((ng — 1) (n1(1 — m) + nom) m™ =1 + nyx™m)
((n1(1 — m) + ngm) mm-1)

de donde obtenemos que la tasa de fallo r(z) es creciente en (0,m) cuando ny > 1,y

consecuentemente, la funcién de supervivencia es logconcava en (0,m) cuando ny > 1.
Por otro lado, si m < z < 1, también tenemos que S(z) es logcéncava.

Por tanto, del Lema 1.5, la funcién de supervivencia S(x) es logcéncava en (0, 1) si

Proposiciéon 1.10 La funcion de densidad de un modelo triangular generalizado es
logconcava en su soporte simy > 1 yng > 1.

Demostracion. A partir de la Definicién 1.4 del modelo triangular generalizado,

tenemos que

.
_mnp(m—l) (z\m—2 1 -
n1(1—m)+nam (m) m sid<z<m

! = ning(n2—1) 1oz \n2—2 1 .

/ (x) n1(1—m)+nam (1_m) Ty SIm <zr<l

0 en otro caso

\
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Por lo tanto,

m=l si0<zxz<m

f(:l:): —ml gim<zr<l

0 en otro caso

Obsérvese que f'(z) =0en 0 <z <msin =1,y fl(z) =0enm <z < 1si

n2:1.

De modo que si n; = 1 la funcién f(z) es logeéncava y logconvexa en (0,m),
si ny > 1 entonces f(z) es logcéncava en (0,m), pero si n; < 1 entonces f(x) es

logconvexa en (0, m).

Ademids, cuando m < x < 1 tenemos que f(z) es logcéncava y logconvexa para

ne = 1, logcéncava para ny > 1 y logconvexa para ny < 1.

Por consiguiente, del Lema 1.5, tenemos que f(z) es logcéncava en (0, 1) si ng > 1

Proposicién 1.11 La funcion de supervivencia de un modelo trapezoidal generalizado

M—n
1-M "

es logconcava en su soporte simy > 1 ya <1+ ne

Demostracién. De la Definicién 1.5, tenemos que

.

20¢n1n2(%)n171 i 0
W st0<ox <m
f(.T) 2n1n2<(a—1) Mg —i—l)
— — M—m .
S($) A—2an2m—2(m—m)n1n2(1+%%) sLm S r <M
= siM<z<l1
—z

\

siendo A = 2anom + (a + 1)(M — m)nins + 2(1 — M)n,, de donde se deduce que en

(0, m) la funcién de supervivencia es logconcava para ny > 1y logconvexa para n; < 1,
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y en [M, 1) la funcién de supervivencia también es logconcava. Ademds, en [m, M) la
tasa de fallo se puede expresar como

2(a=1) (M —x) +2(M —m)
(a—1)(M—x)2+2(M—m)(M_gg)+2W

n2

r(x) =

M—n
1-M>

donde se observa que el numerador de su derivada es no negativo si a < 1 4 ny

es decir, la funciéon de supervivencia también es logcéncava en este tramo intermedio

cuando a < 1+ ny QJ_ ~7- Por lo que del Lema 1.5, obtenemos que S(x) es logcéncava
en (0,1)sing >1ya<1+n52 O

Proposicion 1.12 La funcion de densidad de un modelo trapezoidal generalizado es

logconcava en su soporte cuando ny > 1, ng > 1 y < a <1+

m+(n1—1)(M—m)

(ng — 1) 114_7]\7/7;.

Demostracion. A partir de la derivada de la funcién de densidad de la Definicién 1.5

.
2aning ni—1 (l)nle
A m m

si0<zxz<m

/ — 2 -1 :
fi(w) = — <z o= sim<zx<M

—2 .
2nino no—1 ( 1—x )n2 si M S <1

\ A 1-M \1-M
tenemos que
.
nlx_l si0<zxz<m
f'(z)
- a—1 .
f(x) ) " (a—1)(M—z)+M-m sim<zx<M
_732—_; si M <z<l

utilizando un razonamiento similar al modelo triangular generalizado, obtenemos que

log f(x) es céncava en los dos tramos laterales cuando ny > 1y ny > 1.
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Ademds, en el tramo intermedio, log f(x) es céncava para todo a > 0. Por consi-

guiente, del Lema 1.5, tenemos que f(z) es logcéncava en (0,1) sing > 1, ng > 1y

m M—-—m
QE[ERHSWWET1+OM_1)kM]‘ -

Proposicién 1.13 La funcion de densidad de un modelo beta es logconcava en su

soporte.

Demostracién. A través de la funcion de densidad dada en la Definicion 1.6 para un

modelo beta, tenemos que

filz) p—1 q¢-1

f(z) x l—x

para0 <z <1

y por tanto, f(x) es logconcava en (0, 1). O

Corolario 1.14 La funcion de densidad de un modelo beta PERT es logconcava en su

soporte.

Corolario 1.15 La funcion de densidad de un modelo beta Caballer es logconcava en

su soporte.



Capitulo 2

Mixturas generalizadas de
exponenciales. Logconcavidad de

estadisticos extremos

2.1. Introduccion

Sea (X7, X3) una variable aleatoria bidimensional. Si consideramos que las com-
ponentes X; y X, son independientes e idénticamente distribuidas segin un modelo
exponencial, entonces su estadistico ordenado minimo 7; también esta exponencial-
mente distribuido, y por tanto, su funcién de supervivencia es logcoéncava y logconve-
xa, asi como su funcion de densidad, es decir, sus tasas de fallo y verosimilitud son

constantes.

Asimismo, el estadistico ordenado méaximo T, pertenece a la familia de variables

93
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aleatorias con funcién de supervivencia logconvexa, asi como su funcién de densidad.
Sin embargo, esto no es cierto para todo modelo exponencial bivariante, por ejemplo,

ver Baggs y Nagaraja (1996).

En este contexto, cabe destacar que los estadisticos ordenados minimo y maximo de
los modelos exponenciales bivariantes mas comunes, tienen predominantemente como
distribucion una mixtura generalizada de exponenciales, es decir, una combinacién

lineal no convexa de distribuciones exponenciales.

Por tanto, el estudio de propiedades de estas mixturas generalizadas de exponen-
ciales resulta de gran interés para determinar las propiedades de logconcavidad de los
estadisticos minimo y maximo, formados por dos componentes cuya distribucién con-
junta corresponde a un modelo exponencial bivariante, y en particular, a los modelos

GBVE, MOBVE, FPBVE y RBVE dados en la Secciéon 1.4.

De este modo, en la siguiente seccion, damos la definicién general de mixtura ge-
neralizada de distribuciones exponenciales, asi como las caracterizaciones en el caso de
dos y tres exponenciales de Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996). Posterior-
mente, analizamos las propiedades de logconcavidad de dichas mixturas generalizadas,

obteniendo como consecuencia los resultados de Baggs y Nagaraja (1996).

Para finalizar este capitulo, aplicamos los resultados de clasificacién de la logcon-
cavidad de la funcién de densidad de los estadisticos ordenados minimo y méaximo de
los modelos exponenciales bivariantes citados anteriormente, obteniéndose como con-

secuencia las clasificaciones de sus funciones de supervivencia.
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2.2. Mixturas generalizadas de exponenciales

En primer lugar, vemos el concepto de mixtura generalizada de exponenciales junto

con algunas propiedades bésicas.

Definicién 2.1 Sea X una variable aleatoria no negativa. Se dice que X es una mix-
tura generalizada de distribuciones exponenciales, si su funcion de densidad es de la

forma
n

flz) = Zaz‘fz‘@)

=1

donde f;(x) = bie %" para todo v > 0, con b; > 0 ya; € R, i = 1,....n, tal que

2imp @i = 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los parametros de las exponen-

ciales que forman esta mixtura generalizada, estan ordenados: 0 < by < by < ... < b,,.

En esta direccion, diversos autores han estudiado las mixturas generalizadas de
exponenciales, obteniendo condiciones sobre los coeficientes de la combinacion y los
parametros de las exponenciales, para que dicha combinacién sea una funcién de dis-
tribucion, asi como algunas propiedades de logconcavidad a partir de dichos coeficientes

y parametros.

En particular, Stetuel (1967) obtiene las condiciones necesarias para que f(z) sea

funcién de densidad: (i) a; > 0y (ii) >~ a;b; > 0.

Asimismo, Bartholomew (1969) obtiene que las condiciones suficientes para estas
mixturas generalizadas son » ;_, a;b; > 0 para r = 1,2, ...,n; siendo en el caso n = 2,

las condiciones necesarias y suficientes para que f(z) sea una funcién de densidad,
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problema también estudiado por Botta, Harris y Marchall (1987), Harris, Marchall y

Botta (1992), Baggs (1994) y Baggs y Nagaraja (1996).

En este sentido, enunciamos a continuacion las caracterizaciones de las mixturas
generalizadas de dos y tres distribuciones exponenciales de Bartholomew (1969) y Baggs

y Nagaraja (1996).

Proposicién 2.1 Sea f(x) = a1b1e ™% 4 asbee™® una mistura generalizada de dos
distribuciones exponenciales de parametros 0 < by < by < 00, donde ay,as € R tal que
a; +ay =1 yay > 0. Entonces, f(x) es funcion de densidad si y sdlo si verifica que

a161 + a262 Z 0.

Proposicién 2.2 Sea f(z) = aibie™% + asboe™"% + aszbse™"% una miztura generali-
zada de tres distribuciones exponenciales de pardmetros 0 < by < by < by < 00, siendo

ai,as,a3 € R tal que ay +as +a3 =1y a; > 0.

1. Sias,az > 0, entonces f(x) es funcion de densidad.

2. Siay € R yag <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sélo si se
verifica:

a1b1 + CLQbQ + agbg 2 0 (221)

3. Siay <0 yag > 0. Entonces f(x) es una funcion de densidad si y sélo si se

verifica alguno de los siguientes casos:

a) m<1ly(22.1)

b) m>1ylog(mi) > (bs —b1) (b2 — bS)il log(m)
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donde
_ —a3b3 (bg — bl) — a1b1 (bg — bl)
agbs (by — by) ! azbs (bs — 52)'

2.3. Logconcavidad de mixturas generalizadas de

exponenciales

En esta seccién estudiamos la logconcavidad segin los coeficientes y parametros de
las exponenciales de una mixtura generalizada de dos o tres distribuciones exponencia-

les, para lo que utilizaremos el Lema 1.2.

Obsérvese que Baggs y Nagaraja (1996) estudian la logconcavidad de la funcién de

supervivencia de estas mixturas generalizadas de dos o tres exponenciales.

2.3.1. Mixturas generalizadas de dos exponenciales

Teorema 2.3 Sea X una miztura generalizada de dos distribuciones exponenciales con
funcion de densidad f(x) y pardmetros by < by. Entonces, f(x) es logcéncava cuando

as < 0y f(x) es logconvera cuando ay > 0.

Demostracién. Dado que f(z) = a1bie "% + aybyeb2% se tiene que la primera y

segunda derivadas de esta funcion de densidad vienen dadas por

fl(z) = —a1b2e " — ayble™2"
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Asi, del Lema 1.2, f(z) es logcéncava si

2

2 2 2
Z aibf’e’bw Z a;bie b | < Z aib?e’bix para todo x > 0
i=1 i=1 i=1
es decir,
a?bte 1% 4 a1b3agbye 10T g ob3a biem BT 4 g 2plem e
< a?bi‘e_%”” + agb;‘e_gb” + 2a1b%azb§e_(bl+b2)x
donde simplificando esta desigualdad, tenemos que
e P22, b 1 agby (by — by)” <0,
y por tanto, obtenemos que f(z) es logcéncava cuando as < 0.

De manera analoga, se prueba que f(z) es logconvexa cuando ay > 0. Il

A partir de las implicaciones que relacionan la logconcavidad de la funcion de
densidad y de la funcién de supervivencia de una variable aleatoria de la Proposicion
1.3 y el Teorema 2.3, se obtiene como corolario el Teorema 1 de Baggs y Nagaraja

(1996).

Corolario 2.4 Sea X una mixtura generalizada de dos distribuciones exponenciales
con funcion de supervivencia S(x) y pardmetros by < by. Entonces, S(x) es logconcava

cuando ay < 0 y S(z) es logconvera cuando as > 0.

2.3.2. Mixturas generalizadas de tres exponenciales

Veamos ahora la clasificaciéon de la logconcavidad de la funcién de densidad de una

mixtura generalizada de tres distribuciones exponenciales.
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Teorema 2.5 Sea X una mixtura generalizada de tres distribuciones exponenciales,
con funcion de densidad f(x) = 3o, a;bie™* para x > 0 tal que 0 < by < by <
bg < 00, ay > 0 Y Q2,03 € R, Y sea S = alagblbg(bl — b2)2 + Cll(lgblbg(bl — b3)2 +

CLQCLngbg (bQ — b3>2.

1. Siay > 0,a3 >0, entonces f(z) es logconveza.

2. Siay > 0,a3 <0, entonces f(z) es logconvera si y sélo si s > 0. Ademds, f(x)

no puede ser logconcava.

3. Siay <0,a3 <0, entonces f(x) es logconcava si y sdlo si s < 0. Ademds, f(x)

no puede ser logconvexa.

4. Siay < 0,a3 > 0, entonces f(x) no puede ser logconvexa. Ademds, f(x) es

logconcava st y sélo si s <0y

7<0
]
g(r) <0
donde
S 1 log azbs (bs — by)
b3 — bl albl(bg — bl)
Y

9 (l') = a1&2b1b2(b1 - 62)267(b1+b2)x + alagblbg(bl — b3)267(61+53)3«”

+ &2@352[)3(62 — b3)26_(b2+b3)x.

Demostracion. De manera similar al razonamiento seguido en la prueba del Teorema

2.3, a partir del Lema 1.2, la logconcavidad de f(z) viene dada por la desigualdad

3 3 3 2
(Z aibg’e_b"x> (Z aibie_bix> < (Z aib?e_bi“T) para todo = > 0,
i=1 i=1 i=1
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desarrollando los productos de esta expresion y agrupando los términos adecuadamente,

la desigualdad anterior puede escribirse como

g(z) <0 para todo z > 0. (2.3.1)

Asi pues, por el Lema 1.2, es suficiente que se verifique (2.3.1) para que f(z) sea

logconcava. Andlogamente, f(x) es logconvexa si la desigualdad es en sentido contrario.

De manera que estudiaremos el signo de g(z), distinguiendo los distintos casos del

signo de los coeficientes de la combinacién de exponenciales.

Siay > 0,ay > 0,a3 > 0, todos los términos de g(z) son positivos, es decir, g(z) > 0.

Por lo tanto, f(z) es logconvexa.

En otro caso, observamos que

S = g(O) = alagblbg(bl — b2)2 + alagblbg(bl — b3)2 + azagbgbg(bg — b3)2.

En el caso (2), aj,as > 0y az < 0, consideramos la siguiente funcién

hla) = e (z)
= alagblbz(bl — b2)2 + alagblbg(bl — 63)2€(b2ib3)x + a2a362b3(62 — b3)26(blib3)x
que tiene igual signo que g(z), siendo h(0) = s. Teniendo en cuenta que h(x) es creciente
en r y su limite es positivo, lim, .., h(x) = ajasbiby(by — by)* > 0, obtenemos que

e si s > 0 entonces h(x) > 0 para todo z > 0, es decir, g (z) > 0 para todo

x > 0, y por tanto, la funcién f(z) es logconvexa.

e si s < 0 entonces h (z) cambia de signo, o lo que es lo mismo g (z) cambia

de signo, por lo que f(x) no mantiene su logconcavidad.
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Por otro lado, en el caso (3), a; > 0,a2 < 0y az < 0, tenemos que la siguiente
funcion
h(w) = 097 (z)
= CllCLlebg(bl — 62)26(b3_b1)x + a1a3b1b3(b1 — b3)2e(b2—b1)m + az(lgbgbg(bg — b3)2
tiene el mismo signo que la funcién g(x). Ademas, h(x) es decreciente en =, h (0) = s
y lim, ., h(x) = —o0. Por lo que,

e si s < 0 entonces h (x) < 0 para todo x > 0, asi g (0) < 0 para todo z > 0, y

por tanto, f(z) es logconcava.

e si s > 0 entonces la funcién h (z) cambia de signo, o equivalentemente g ()

cambia de signo, por lo que f(z) no mantiene su logconcavidad.

Finalmente, para probar el caso (4), a; > 0,a3 > 0y ay < 0, tomamos la funcién

() = 02y )

= ayasbiba(by — by)?e ™75 g iagbybg(by — bs)? 4 agasbybs(by — bs)2e(b27b1)e

siendo las funciones g(z) y h(x) de igual signo. Ademds, h(0) = sy lim,_,o, h(z) = —o0,
es decir, existe g tal que h (x) < 0 para todo x > z,. Entonces, g (z) < 0 para z > xy,

y por tanto, la funcién de densidad f(x) no puede ser logconvexa.

Asimismo, dado que h(0) = s, serd suficiente que s < 0y h(z) sea decreciente, pues

en tal caso, h(x) < 0 para todo = > 0, y por consiguiente, f(z) serd logcéncava.

Veamos ahora cuando se cumple que f(z) es logconcava. Para ello, es suficiente que
h(xz) < 0 para todo x > 0, asi g(x) < 0 para todo x > 0. Y teniendo en cuenta que

h(0) = s, necesitamos s < 0.
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Por tanto, si h(z) es decreciente en x é méx h(z) < 0, entonces f(x) es logcéncava.

Primero, calculamos la derivada de h(z) dada por

h, (ZL‘) = alagblbg (bl — b2)2 (bg — bg) e(bg_bQ)I — a2a3b2b3 (b2 — b3)2 (bg — bl) 6_(b2_b1)x

= asbsy (b2 - bl) (b3 - b2) (Glbl (bQ — bl) e(bg—bz)m — agbs (bS _ bg) e—(bg—bl)z)
la cual es negativa si y solo si
a1b; (bg — bl) e(bs—bz):c — azbs (b3 i b2) 6—(b2—b1)x >0

es decir,
by (b2 = b1) st
a3b3 (bg - b2)

o equivalentemente

1 a3b3 (bg — bg)
= lo <z
bg — bl & &1b1 (bg — bl)

-
donde 7 es la solucién de la primera derivada igualada a cero.

Por lo que, si 7 < 0, h(z) es decreciente en z > 0, y si 7 > 0 entonces h(1) =
max h(z). Asi que, g(x) es negativo si y sélo si se verifica que s < 0y 7 < 0, o bien
T>0y g(r) <0, pues g(7) < 0 equivale a h(7) <0.

Observar que cuando 7 > 0, g(7) < 0 implica que ¢g(0) = s < 0. Por lo tanto, f(z)

es logeoncava cuando s <0y 7 <06 g(r) <0. O

A partir de las implicaciones sobre la logconcavidad de la funcién de densidad y la
funcion de supervivencia de la Proposicién 1.3 y el Teorema 2.5, se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 2.6 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.5, siendo S(x) la funcion de supervi-

vencia de X, se verifica:
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1. Sia; >0 parai= 2,3, entonces S(z) es logconveza.

2. Sias > 0,a3 <0, entonces S(x) es logconvera cuando s > 0. Ademds, S(x) no

puede ser logconcava.

3. Siay <0,a3 <0, entonces S(x) es logconcava cuando s < 0. Ademds, S(x) no

puede ser logconveza.

4. Siay < 0,a3 > 0, entonces S(x) no puede ser logconvera. Ademds, S(z) es
logconcava cuando s <0 y71 <06 g(7) <0, donde T y g(x) vienen dadas por

el Teorema 2.5.

Observaciéon 2.1 El primer apartado del Corolario 2.6 corresponde a una miztura de
exponenciales, y teniendo en cuenta la Proposicion 1.4, una combinacion lineal convexa
de distribuciones cuyas funciones de supervivencia son logconvezras tiene funcion de

supervivencia logconveza, también se obtiene este caso.

Observacién 2.2 En (2) del Corolario 2.6, s > 0 implica 5 = ayas(by—bs)*+ayaz(by —
b3)? + asaz (by — b3)2 > 0, sin embarqo, el reciproco no es cierto. Asimismo, en (3) del
Corolario 2.6, si s <0 =735 < 0. Asi pues, (2) y (3) del Corolario 2.6 implican (ii) y

(1), respectivamente, del Teorema 8 de Baggs y Nagaraja (1996).

2.4. Aplicaciéon a los estadisticos extremos

En este apartado, veremos la aplicacion de las clasificaciones de la logconcavidad de

mixturas generalizadas de exponenciales de la seccién anterior, a los estadisticos orde-
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nados minimo y méaximo correspondientes a algunos modelos exponenciales bivariantes

dados en la Seccion 1.4.

2.4.1. Modelo exponencial bivariante de Gumbel 1

Los estadisticos minimo y maximo del modelo GBVE-I dado en la Definicion 1.12,

tienen funciones de densidad

fay(@) =2(1 + a)e ™ — 6ae™" + dae™ ™

foy(x) =27 —2(1 + a)e™™ + 6ae " — dae™ ™.

En primer lugar, si a = 0, estos estadisticos extremos proceden de dos componentes
exponencialmente distribuidas e independientes con media 1. Asi, su estadistico minimo
tiene una distribucion exponencial, por lo tanto su funcién de densidad es logconvexa
y logcéncava. Del mismo modo, el estadistico ordenado maximo es una mixtura gene-
ralizada de dos exponenciales con a; = 2 > 0y a; = —1 < 0, teniendo en cuenta el

Teorema 2.3, se tiene que su funcion de densidad es logconcava.

En el caso 0 < a < 1, el minimo es una mixtura generalizada de tres exponenciales
cuyos coeficientes a; = 1+ a > 0, as = —2a < 0y a3 = a > 0 verifican las condiciones
de (4) del Teorema 2.5, de modo que la funcién de densidad del estadistico minimo no
puede ser logconvexa. Ademas, tampoco puede ser logcéncava, ya que s = 4da (5 — a) >

0.

Asimismo, en el caso —1 < a < 0, T} es una mixtura generalizada de tres exponen-

ciales cuyos coeficientes a; > 0, as > 0 y az < 0 satisfacen las condiciones de (2) del
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Teorema 2.5, y por consiguiente, la funcién de densidad del minimo no es logconvexa

ni logcéncava, pues s < 0 en este caso.

Sin embargo, para o = —1, el estadistico minimo es una mixtura generalizada de
dos exponenciales con coeficientes a; = 2 y ay = —1. Asi, del Teorema 2.3, se tiene que

su funcién de densidad es logcéncava.

Por otro lado, en los casos 0 < a < 1y —1 < a < 0, el estadistico ordenado
maximo es una mixtura generalizada de cuatro exponenciales, y no podemos aplicar

los resultados de clasificacion anteriores.

Sin embargo, para o = —1, Ty es una mixtura generalizada de tres exponenciales
cuyos coeficientes son a1 = 2, as = —2 y ag = 1. Asi, de (4) del Teorema 2.5, se obtiene

que este estadistico maximo tiene funcién de densidad logconcava, puesto que s =0y
7T =0.
2.4.2. Modelo exponencial bivariante de Gumbel 11

A partir de las funciones de densidad del minimo y maximo del modelo GBVE-II,

que recordamos a continuacién

foy(@) = re™

siendo
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observamos que el estadistico ordenado minimo tiene una distribucion exponencial, es

decir, su funcién de densidad es logconvexa y logconcava.

Sin embargo, en el caso del méximo, si #; = 65, T; es una mixtura generalizada de
dos exponenciales con coeficientes a; = 2 y ay = —1, y por tanto, del Teorema 2.3 se

deduce que la funciéon de densidad del maximo es logconcava.

No obstante, cuando 6, # 65, se trata de una mixtura generalizada de tres exponen-
ciales con coeficientes a; = as =1 > 0y a3 = —1 < 0, por lo que de (2) del Teorema

2.5, la funcién de densidad del maximo no es logconcava. Ademas,

1 1 1 1 1 1 2
(=M (== (= (==A)+ == =) ==
’ (91 )(92 )(91 (91 )+92 (92 ) 9192><0

y consecuentemente, para dicho estadistico su funciéon de densidad tampoco puede ser

logconvexa.

2.4.3. Modelo exponencial bivariante de Marshall y Olkin

En este caso, de la Definicién 1.16, hemos obtenido las funciones de densidad de

sus estadisticos extremos

f(l) (x) = e

f2 ) = )\1_'_>\12 67(A1+)\12):v_|_ )\2+/\12 ef()\2+>\12):r_)\€7>\ac
2
donde A = )\1 + /\2 + /\12.

Por tanto, el minimo tiene como distribucién una exponencial, por lo que su funcion

de densidad es logconvexa y logconcava.
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En el caso A\; = Ay, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de dos ex-

ponenciales, con a; = 2y ag = —1. Asi, del Teorema 2.3, T5 tiene densidad logcéncava.

Por otro lado, si A\; # Ao, el maximo de este modelo MOBVE es una mixtura
generalizada de tres exponenciales, tal que sus coeficientes corresponden al caso (2) del

Teorema 2.5, dado que a; =a, =1 >0y a3 = —1 < 0, sin embargo
s = —2)\1)\2 ()\1 + )\12) ()\2 + )\12) — ()\1 + )\12) )\1/\3 — (/\2 + /\12) )\%)\2 <0

por lo que 75 no tiene funcién de densidad logconvexa ni logcéncava.

2.4.4. Modelo exponencial bivariante de Friday y Patil

Teniendo en cuenta el modelo FPBVE dado en la Definicion 1.18 y las funciones

de densidad de sus estadisticos 17 y 15,

f(l) (JZ) = )\6_>\$

f) (7) = graue™ ™ + goaze™ ™ + (1 — ¢y — ¢o) ve
observamos que el estadistico minimo esta exponencialmente distribuido, por lo que su

funcion de densidad tiene las propiedades de logconvexidad y logconcavidad.

Del mismo modo, el estadistico méximo es una mixtura generalizada de tres expo-
nenciales, y considerando v, ag y ay como los b; en el Teorema 2.5, se puede expresar

S COIMo

S = (U — 043) (?) — 044) (041@4 (U — 064) B+ Qo3 (U — @3) C)

siendo

B=(v—a3) (1= ) (v—g)v—ag ooy — azas))
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C=w—a4)((1—ag)(v—as)v—a(arag — aaz)).

En primer lugar, cuando v = b3, los coeficientes a; > 0 para i = 1,2 y (a1, as2) €

{(¢1,02), (P2, d1)}. Asi pues, si
A= (v—a3)(v—oay4) —apoy (v —az) —apae (v —ay) >0

entonces a3 = 1 — ¢ — ¢9 > 0, es decir, todos los coeficientes a; son positivos, y por el

caso (1) del Teorema 2.5, el méximo tiene funcién de densidad logconvexa.

Sin embargo, cuando A < 0, por (2) del Teorema 2.5, la funcién de densidad de

este estadistico no puede ser logcéncava. Ademas, si

B <0, paraagz>ay

C <0, paraaz<ay
se verifica que s < 0. Por lo tanto, no es logconvexa.

Por otro lado, cuando v = by, los coeficientes a; < 0 para i = 2,3 siendo (ag, a3) €

{(¢1,02) , (P2, 1)} En este caso, si

B >0, paraasz<ay

C >0, paraas>ay

se verifica que s < 0. A partir de (3) del Teorema 2.5, tenemos que la funcién de

densidad del maximo es logcéncava.
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Finalmente, cuando v = bg, los coeficientes a; > 0y a3 < 0 con (a1,a3) =
{(¢1,02), (P2, 01)}. Ademds, si a3 < ay, A < 0y C > 0, entonces s < 0. Por lo
tanto, de (2) del Teorema 2.5, la funcién de densidad del méximo no es logconcava ni

logconvexa.

Asimismo, si a3 < ag, A > 0y B < 0, tenemos que s < 0. Entonces, de (3) del

Teorema 2.5, es logconcava su funcion de densidad.

Andlogamente, si ag > ay, A < 0y B > 0, entonces s < 0. Por tanto, por (2) del

Teorema 2.5, la funcién de densidad del méximo no es logcéncava ni logconvexa.

Ademas, si ag > ay, A > 0y C <0, entonces s < 0. Por lo que, por la condicién

(3) del Teorema 2.5, el maximo tiene funcién de densidad logconcava.

2.4.5. Modelo exponencial bivariante de Raftery I

A partir de las funciones de densidad

2 Ty, 2N a2
e —e
1+ I1+m7

fo) (@) =

2 D 2\ ox

fry j— 1—m
Je (@) I+ 147

de los estadisticos ordenados del modelo RBVE-I, dadas en la Seccion 1.4, tenemos que
ambos estadisticos minimo y maximo son mixturas generalizadas de dos distribuciones

exponenciales.

Por consiguiente, del Teorema 2.3, tenemos que el minimo tiene funcién de densidad

;. , 11— _ 1—m
logconvexa y el méximo logeoncava, puesto que ax = 7 > 0y ag = —55 < 0,

respectivamente.
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2.4.6. Modelo exponencial bivariante de Raftery II

En el caso del modelo RBVE-II, hemos visto que sus estadisticos ordenados tienen

las siguientes funciones de densidad

oAz M(IH TR )e 2 i si0<7m<0.5
foy (z) =
e ATLe e 4 o) 2w M (IHR)T ) Zom o mi g 05 <1 < 1
y
" e —N2m e A(HER)r L D B < <05
feo) (x) =

2)\?;_:6—,\1 . 2A2_T”e_’\(1+ﬁ>z + )‘W(Q;Z;)e_%x si0h<m<l1

Obsérvese que el parametro 7 puede ser extendido a m = 0, en este caso, X; y X5 son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas a una exponencial, y
consecuentemente, 7T} sigue una distribucién exponencial y T, una mixtura generalizada
de dos exponenciales. Notar que los parametros de las exponenciales no tienen sentido
en el caso extremo m = 1. Por lo que, podemos considerar 0 < 7 en las funciones de

densidad dadas para este modelo.

Asi, cuando ™ = 0, el minimo tiene funcién de densidad logconvexa y logconcava,
por ser exponencial; mientras que la funcién de densidad del maximo sélo es logconcava

por el Teorema 2.3.

En primer lugar, para el modelo RBVE-II con 0 < 7 < 0.5, el minimo es una
mixtura generalizada de dos exponenciales con a3 = 2 > 0y az; = —1 < 0, y del

Teorema 2.3, se tiene la logconcavidad de su funcién de densidad.

Sin embargo, cuando 0.5 < 7 < 1, este estadistico minimo tiene como distribucién

una mixtura generalizada de tres exponenciales con a; = 221 > 0, ay = 21_7” >0y

2w
1+
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(2—m)(1—m)

it < 0, tal que

as = —

_AM(2 )

1— 7 <0

S =
por tanto, considerando (2) del Teorema 2.5, su funcién de densidad no es logconvexa
ni logconcava.

Por otro lado, el maximo de este modelo RBVE-II sigue una mixtura generalizada

de tres exponenciales en ambos casos, 0 <7 < 0.5y 0.5 <7 < 1.

En el primer caso, a3 =2 > 0,a3 = -2 <0y az =1 > 0, y usando (4) del Teorema

2.5,
AN
s=———— (4’ —47r+1) <0
(1—m)
y
1—m s
- 1 <0
TTANArn) Parna-m

por lo que, la funcién de densidad del méximo es logcéncava.

En el segundo caso, los coeficientes de la mixtura generalizada son a; = 2?;—2 > 0,

a2:—2%<0ya3:%>0,siendo

2\ (2 — 7)°
(147 (1 —-7n)° "

1—m 1

— 1 <
T 0T i =

es decir, la funcién de densidad del méximo también es logcéncava por (4) del Teorema

2.5.
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2.4.7. Modelo exponencial bivariante de Raftery III

En el dltimo caso de los modelos de Raftery, los estadisticos minimo y méaximo
tienen funciones de densidad

2y — 1
fu () =y 2T he > 4 (1 - l) A (1 + —) e M)
1-— YT

+ 7y L= m )\(2_7_@)@_)‘(11#;“17)”
7T2(1_77TQ)

1—n)? ] 1
fo) () = (1 + %) e 4 (1 — le) \ (1 + m) oMt 2s)z

+ Lo m ))\(2_7_7(2) e_)‘<1717r2+ﬁ)x

o (1 — 7y 1—7

De donde se observa que el estadistico minimo del modelo RBVE-III sigue una

mixtura convexa de tres exponenciales, con a; = fyzl_LY > 0,a, =22 >0y
—m1 T

asz = 77&%% > 0, y teniendo en cuenta (1) del Teorema 2.5, la funcién de densidad

de este estadistico es logconvexa.

Asimismo, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de tres exponenciales

(1—m1)?

1—ymi+(1—9)?
V=)

1—ym >0,a = -1 <0 y a3 = —

1

cuyos coeficientes, a; = < 0,

satisfacen (3) del Teorema 2.5, y dado que

AN
s=——F <0

(1)’

se deduce que el maximo de este modelo tiene funcién de densidad logconcava.



Capitulo 3

Mixturas generalizadas de cuatro
exponenciales. Logconcavidad de

estadisticos extremos

3.1. Introduccion

En este capitulo ampliamos el estudio de las mixturas generalizadas de distribucio-
nes exponenciales analizadas en el capitulo anterior, abordando la situaciéon de cuatro

exponenciales.

Obsérvese que los estadisticos ordenados de algunos modelos exponenciales biva-
riantes de la Seccion 1.4, como el estadistico maximo del modelo GBVE-I cuando su
pardmetro  # 0 y o # —1, y los estadisticos minimo y maximo del modelo RBVE (la

versién completamente parametrizada de Raftery (1984)), son mixturas generalizadas

73
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de cuatro distribuciones exponenciales.

En este sentido, caracterizamos las mixturas de cuatro exponenciales en la siguiente
seccién, dando las condiciones sobre los coeficientes y parametros de las componentes
de la mixtura generalizada, para que sea realmente un modelo de probabilidad. Esto
supone una ampliacion del estudio de estas mixturas generalizadas, continuando en la

direccion de los resultados de Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996).

Asimismo, analizamos la logconcavidad de estas mixturas generalizadas de cuatro
distribuciones exponenciales, obteniendo la clasificacion de dicha logconcavidad a través

de condiciones sobre sus coeficientes y parametros.

Finalmente, aplicamos estos resultados de clasificacion de la funcién de superviven-
cia a los estadisticos ordenados de los modelos GBVE-I y RBVE;, resolviéndose un caso

propuesto en Baggs y Nagaraja (1996).

3.2. Caracterizaciéon de mixturas generalizadas de

cuatro exponenciales

En esta seccién ampliamos las caracterizaciones de las mixturas generalizadas de
dos y tres exponenciales de Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996), respecti-

vamente, al caso de cuatro distribuciones exponenciales.

Para ello, en el siguiente resultado discutimos la mixtura arbitraria de cuatro dis-

tribuciones exponenciales

f(z) = aibie™ ™ + azbre " + agbze ™" + asbe ™, 2 > 0 (3.2.1)
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donde 0 < by < by < b3y < by < 00,y ay,as,as,a4 € R tales que a; +as +az3+as =1y

a; > 0.

Teorema 3.1 Sea f(x) dada por (3.2.1) una miztura generalizada de cuatro distribu-

ciones exponenciales.

~

Sias >0, a3 >0, ag > 0, entonces f(x) es una funcion de densidad.
Siay >0, a3 >0, ay <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sélo si

CL1b1 + (lng + a3b3 + a4b4 Z 0 (322)

Sias <0, a3 <0, ay <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y solo si

(3.2.2)

Siay >0, a3 <0, ay <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y solo si

my>06{m; <0y (3.2.2)}, con

myp = agbg(bg — bl) -+ agbg(bg — bl) + (Z4b4<b4 — b1> (323)

Siay <0, a3 >0, ay >0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y solo si

{m1 <0y (3.2.2)} 6 {m1 >0y my >0}, donde
Mo = a1b1 + a2b27_(b27b1)/(b37b2) + ClgbgT(b?’ibl)/(bsibﬂ + a4b47'(b47b1)/(b37b2) (324)
y 7 es la unica solucion en (0,1) de

agba(by — by) + asbs(bs — by)T + agby(by — by)70a702)/(ba=b2) — (3.2.5)

Siay <0, a3 <0, ag > 0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y solo si

{m1 <0y (3.2.2)} 6 {mi >0ymy>0}
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7. Sias >0, a3 <0, ay >0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sdlo si

{m3 >0y (3.2.2)} 6 {ms>0ymy >0}, donde

ms = CL1b1(b4 — bl) + CL2b2<b4 — bg) -+ a3b3(b4 — bg) (326)

my = aby G700/ Bs=b2) 4 by p(ba=be)/(ba=b2) | a3b37'(b47b3)/(b37b2) +ashy (3.2.7)
siendo T la inica solucion en (1,00) de

a161 (b4 — bl)T(bgibl)/(bsibg) + a2b2(b4 — bQ)T + G3b3<b4 — bg) =0. (328)

8. Siay<0,a3 >0, a4 <0, entonces f(z) es una funcion de densidad si y sélo si

se verifica una de las siquientes condiciones:

a) ms <1y ademds {m; <0y (3.2.2)} 6{my >0 ymy >0}
b) ms > 1y ademds {m¢g>11y (3.2.2)} 6 {m1 >0, my>0ymeg<1}

c) ms>1,mg <1, my <0, mg >0y (32.2), siendo T en (3.2.4) la unica

solucion de (3.2.5) tal que T > méb“_b?’)/(b‘*_bQ)

donde
a4b4(b4 - bl)(b4 - bS)
_— 3.2.9
5 CLQbQ(bQ — bl)(b?) - b2) ( )
Yy
g — 02022 = 01)(ba = ba) b 01t (3.2.10)

m
a3bs(bs - bl)(b4 - bS) i

Nétese que cuando la condicién (3.2.2) no es enunciada explicitamente, (3.2.2) es

implicada por las otras condiciones.
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Demostracién. Si todos los a; son positivos, (3.2.1) es una mixtura convexa de

funciones de densidad exponenciales, asi f(z) es una funcién de densidad, lo que prueba
(1).
Veamos ahora (2). La condicién f(z) > 0 para todo x > 0 es equivalente a go(x) > 0
para todo x > 0, donde go(z) = e** f(z) esta dada por
go(x) = a1be®tT 4 goboebimb2)T o opaelbazba)T g g,
y puesto que go(z) es no decreciente en = > 0, una condicién equivalente es (3.2.2).

Andlogamente, en el caso (3), el signo de f(z) es el mismo que g;(x) = e"®f(z), es
decir,

g1(z) = arby + asboe 2700 o opae=(bs=b)z 4 ) o= (ba=bi)e
que es no decreciente en x > 0. Por lo que, f(x) > 0 siy solo si (3.2.2).

Para probar el caso (4), observar que la primera derivada de g;(z) tiene el mismo

signo que la funcién hy(x) = )7 ¢! () dada por
hl (13) = —a2b2(b2 — bl) — a3bg(b3 — bl>€*(b37b2)w . a4b4(b4 . bl)ef(bzlsz)x

siendo no creciente en x > 0 y hy(x) converge a —agbs(by — b1) < 0 cuando tomamos

limite en el infinito.

Asi, cuando my > 0, entonces hi(x) < 0, o equivalentemente, la funcién g;(z) es no

creciente en x > 0, y como lim, ., g1(z) = a1b; > 0, tenemos que f(z) es no negativa.

Asimismo, cuando m; < 0, entonces h;(x) cambia su signo de positivo a negativo,
y por consiguiente, la funcién g, (z) alcanza su maximo en el punto x;, donde x; es la
tunica solucién de hy(x) = 0. Por lo que, cuando m; < 0, la funcién f(z) > 0 para todo

x> 0 siy solosi (3.2.2).
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Por otra parte, en el caso (5), la funcién h;(x) es no decreciente en x > 0. Por
tanto, si m; < 0, entonces hy(z) > 0, es decir, g1(z) es no decreciente en z > 0,y f(z)

es una funcién de densidad si y sélo si (3.2.2).

En el otro caso, cuando m; > 0, entonces hy(x) cambia su signo de negativo a
positivo, y por consiguiente, la funcién g;(z) alcanza su minimo en z;, donde z; es la
tunica solucién de hi(x) = 0. Asi, teniendo en cuenta que gi(x1) > 0 es equivalente a
mgy > 0, obtenemos que f(z) es una funcién no negativa si y sélo si my > 0 cuando
my > 0.

Para comprobar el apartado (6), la primera derivada de g;(z) tiene el mismo signo

b4—b1)m /

que la funcién hy(z) = el g1(z), es decir,

hQ(I) = —agbg(bg — bl)e(b4_b2)x — a3b3<b3 — bl>€(b4_b3)x — a4b4(b4 — bl)
siendo hg(z) no decreciente en x > 0.

Por lo que, cuando m; < 0, entonces hy(x) > 0, 0 equivalentemente la funcién g (x)

es no decreciente en x > 0, y por tanto, f(x) > 0 siy sélo si (3.2.2).

En caso contrario, si m; > 0, entonces la funcién hq(z) cambia de signo de negativo
a positivo, y por consiguiente, g;(z) alcanza su minimo en z;, donde z; es la tnica
solucién de ho(x) = 0. Teniendo en cuenta que g;(x1) > 0 equivale a ms > 0, obtenemos

que f(x) es una funcién no negativa si y sélo si ms > 0 cuando m; > 0.

De forma similar a (5), en el caso (7), la primera derivada de go(x) tiene igual signo

que la funcién hs(z) = e~ (b+75)7 gl (1) expresada por

hg(l’) = a1b1 (b4 — bl)e(bsibl)m -+ azbg(b4 — bg)e(bgibﬂx -+ a3b3(b4 — b3)

siendo hs(z) no decreciente en x > 0.
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Por tanto, cuando mg > 0, se tiene que hs(x) > 0, es decir, la funcién go(z) es no

decreciente en x > 0, y por consiguiente, f(x) > 0 siy sélo si (3.2.2).

En cambio, si m3 < 0, entonces la funcién hs(x) cambia de signo de negativo a
positivo, y consecuentemente, go(x) alcanza su minimo en zy, donde zy es la tnica
solucién de hs(z) = 0. Teniendo en cuenta que go(xg) > 0 es equivalente a la condicién

my > 0, obtenemos que f(z) es no negativa si y sélo si my > 0 cuando mg < 0.

bg*bl)x /

En el tltimo caso (8), consideramos la funcién hy(z) = e g1(x), que puede

escribirse como
h4(l’) - —a2b2<1)2 — bl)@(bg—bz)m . a3bg(b3 - bl) . a4b4(b4 . bl>€—(b4—b3)x

la cual tiene el mismo signo que la primera derivada de g;(z), donde hy(x) es convexa

en x > 0 y su limite es infinito cuando x tiende a ooc.

Por un lado, si ms < 1, tenemos que hy(x) es no decreciente en x > 0, por tanto
g1(x) es no decreciente en x > 0 cuando my < 0, y por consiguiente, f(x) > 0 siy sélo

si (3.2.2).

Asimismo, si ms < 1y my > 0, entonces hy(z) cambia de signo negativo a positivo,
y asi gi(z) alcanza su minimo en x4, donde z4 es la unica solucién de hy(z) = 0;
teniendo en cuenta que la desigualdad g;(x4) > 0 es equivalente a my > 0, obtenemos

que f(z) es no negativa si y sélo si mg > 0.

Por otro lado, si ms > 1, se tiene que la funcién h4(t) decrece primero y después
crece, es decir, hy(x) tiene un tnico minimo en x5 = (logms)/(by — by), v ademés
ha(xs) > 0 es equivalente a mg > 1. Por tanto, ¢g;(x) es no decreciente en x > 0 cuando

ms > 1y mg > 1, y por consiguiente, f(x) es no negativa si y sélo si (3.2.2).
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Finalmente, si mg < 1, tenemos que hy(z) cambia de signo negativo a positivo
cuando my; > 0, y sin embargo, hy(z) es primero positiva, después negativa y por

ultimo positiva cuando m; < 0.

Por lo que, cuando m; > 0, la funcién g¢;(z) decrece al principio y después es

creciente, es decir, f(z) > 0 si y s6lo si mgy > 0.

Ademads, cuando m; < 0, tenemos que la funcién g;(z) crece al principio, después
decrece y por iltimo crece otra vez, es decir, g;(z) alcanza su tinico minimo en x4 > xs,
y por consiguiente, f(z) es no negativa si y sélo si (3.2.2) y my > 0, donde 7 en (3.2.4)

es la unica solucién de (3.2.5) tal que 7 > mgb“b?’)/(b“*b”. O

3.3. Logconcavidad de mixturas generalizadas de

cuatro exponenciales

La logconcavidad de la funcién de supervivencia para mixturas generalizadas de dos
o tres distribuciones exponenciales ha sido estudiada en el Capitulo 2. Sin embargo,
cuando el estadistico minimo o maximo de un modelo exponencial bivariante es una

mixtura generalizada de cuatro exponenciales, su logconcavidad ain no esta clasificada.

Por ello, en el siguiente resultado estudiamos la logconcavidad de la funciéon de

supervivencia de las mixturas generalizadas de cuatro distribuciones exponenciales.

Teorema 3.2 Sea X una miztura generalizada de cuatro exponenciales con pardmetros

0<b <by<by<by<oo,yay,as, az as € R tales que a; >0 y a; +as+az+as = 1.
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1.

Stas >0, a3 >0, ag > 0, entonces X tiene funcion de supervivencia logconveza.

2. Sias >0,a3 <0, ag <0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia

logconcava. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconvexa si y solo i

dy >0 y ademds dy > 0 6 {dy <0, d3 > 0}, donde

alag(bQ — b1)2 + Cllag(bg — b1>2 + a1a4(b4 — b1)2 + a2a3(b3 — b2)2

d =
—i—a2a4(b4 - b2)2 + a3a4(b4 — b3)2 (331)
dg = alag(bg — b1)2(b4 — bl) + al(lg(bg — b1)2(b4 — bg + b2 — bl)
—|—a1a4(b4 — b1)2(b2 — bl) + a2a3(b3 — b2)2(b4 — b3)
+a3a4(b4 — b3)2(b2 - bg) (332)
_ba=bg+by—by _by—by
d3 = a1a2(b2 — bl)QTfl + alag(bg — b1)27'1 "4~ + G1(L4(b4 - b1)27—1 e
b3 —bo

(3.3.3)

_b4—b3 23772
+asaz(bs — b2)27'1 Pamhl asaq(by — 52)2 + agay(bs — b:%)zﬁbrb1

y 71 es la unica solucion en (0,1) de

_b3—bg
alag(bg — 61)2(54 — bl)Tl b4~h1 + alag(bg — bl)z(b4 — b3 + bg — bl)

ba—bp

by —b3

—|—a1a4(b4 - 51)2(52 - 51)71b4_b1 + a2a3(b3 - b2)2(b4 - 53)7'1b4_bl

+a3a4(b4 — b3)2(bg — bg)Tl = 0
(3.3.4)

3. Siay <0, a3 <0, ay >0, entonces X tiene funcion de supervivencia logconcava

si y solo st dy < 0 y ademds dy < 0 J {dy > 0, d3 < 0}. En cualquier caso, su

funcion de supervivencia no puede ser logconveza.
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4. Sias <0, a3 >0, a4 <0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia

logconvexra. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconcava si y sélo si

di <0 y se verifica una de las siguientes condiciones:

a)
b)

d)

£)

dy <0,d; <0y ademdsdy <0 6 {dy >0 yds <0}

dy >0,ds <0y ademds ds <0 6 {d3 <0 yds >0}, donde 7, en (3.3.3)

—(bg—b1)/(ba+bz—ba—b1)

es la tunica solucion de (3.3.4) tal que 71 < Ty y T2 esla

inica solucion de (3.3.8)
ds >0,d; <0y ademdsdy <0 6 {dy >0 yds <0}

dy >0, ds >0y ademds dg < 0 6 {d3 <0 y dg > 0}, donde 171 en (3.5.8)

—(bg—b1)/(ba+bz—ba—b1)

es la unica solucion de (3.3.4) tal que 71 < Ty y T2 esla

inica solucion de (3.3.8)

dy <0,dy <0,ds>0,d; >0y ademds dg <0 ¢ {d3 <0 ydg >0}, donde

71 en (3.5.3) es la tinica solucion de (3.3.4) tal que 1y < 7, P40/ (batbs=bambu)

siendo Ty > Tg(bﬁbrbrbl)/(brbz’) en (3.3.7) la unica solucion de (3.3.8)

dy > 0,dy <0,ds >0,d; >0yds <0, donde 71 en (3.3.3) es la

tnica o las dos unicas soluciones de (3.3.4) en (0,T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl)> U

<T’;(b47b1)/(b4+b37b27b1), 1), con 7'y < Ty las dos unicas soluciones de (3.3.8)

donde

d4 = alag(bg — b1)2(b4 — bl)(bg — bg) + a1a4(b4 — bl)Q(bg — bl)(bg — b4>
~|—a2a3(bg — b2)2(b4 — bg)(bl — bg) + a3a4(b4 — 63)2(172 — bg)(bl — b4)

(3.3.5)
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d5 = alaz(bg — 61)2(1)4 — b1>(b3 - bz)(b4 + bg - b2 — bl)

+-ayag(by — b1)?(ba — by) (b3 — by)(bs — by)

+a2a3(bg — b2)2(b4 — bg)(bl — bg)(b4 — bg) (336)
__ by—by
d6 = a1&4(b4 — 51)2(172 — b1)7'2 Patbs=ba=hy + a1a3(63 — bl)Q(b4 — bg + b2 — bl)
b3 —bg _ by —by
+a1a2(b2 — b1)2(b4 — b1)7'2b4+b3_b2_b1 + agag(bg — b2)2(b4 — 63)7'2 batb3—b2=01
_ bg—by
+(136L4(b4 - 63)2(b2 - b3)7’2 batbs=bamh (337)

y To €s la unica solucion en (1,00) de

aras(by — b1)*(bs — by)(bs — ba) 72 + agas(bs — bs)?(ba — b3)(by — bs)
__ba=by
+aras(by — by)*(ba — by)(by — by) 7y 372"

by —bo

Fasaz(bs — by)2(by — b3)(by — by)ryt ™27 =

(3.3.8)
_bytbz—by—by
d; = +ajas(by — by)?(by — by)(bs — bo)y "%
+aray(bs — b1)*(by — by)(bs — ba) 7y Ces
+agaz(bs — by)?(by — bs)(by — bo)75 !
+agas(bs — bs)?(bs — by)(bs — by) (3.3.9)

y T3 es la unica solucion en (0,1) de

ajas(be — 51)2(54 —by)(bg — ba)(by + bg — by — by)

+a1a4(b4 — b1)2(b2 — bl)(bg — b4>(b3 — b1)7'3
b3—by

+a2a3(bg — b2>2(b4 — b3)(b1 — bg)(b4 — b2>T3b47b2 =0 (3310)
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5 Siag >0, a3 >0, ag <0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia

logconcava. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconvexa si y sélo si

d1 > 0 y se verifica una de las siguientes condiciones:

a)

b)

d)

f)

ds > 0,ds >0,dy >0y ademds {do >0 ydy >0} 6{dy <0,d3 >0y

dy >0} 6{dy <0yds >0} d{ds >0,dy <0 yds <0}, donde 11 en

(3.3.8) es la tnica solucion de (3.5.4) tal que 1 < 7, 0470/ (batbsmbambn)

Ty es la dnica solucion de (3.3.8)

dg,<0,d8>0,dgEOyademcis{dgz()yd720}6{d2<0,d320y

d720}(5{d4§0yd620}(5{d320,d4§0yd6<0}, donde 1 en

(3.8.8) es la unica solucion de (3.5.4) tal que 7 < Tz_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1)

dy >0,dy >0,d; <0,d; <0,dg >0, dyg >0y ademds dg > 0 ¢ {d3 >

0 y ds < 0}, donde 171 en (3.3.3) es la unica solucion de (3.3.4) tal que

—(ba—b1)/(ba+bs—ba—b1)

T < Ty , T2 s la unica solucion de (3.3.8) tal que T >

Tg(bﬁbg_brbl)/(b“_bg) y 73 es la unica solucion en (0,1) de (3.5.10)

do < 0,dy >0,d;s <0,d; <0,dg >0,dy >0vyds >0 para 7, la

inica o las dos unicas soluciones de (3.3.4) en <0,T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl)) U

<7'/2_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1), 1) con 7'y < T las dos unicas soluciones de (3.3.8)

d8>0,d9<O,d10ZOyademds{dQZOyd420}0'{d2<(),d32()

ydy >0} 6{dy <0yds >0} d{ds>0,ds <0vyds <0}, donde 1, en

(8.3.3) es la unica solucion de (3.3.4) tal que 71 < T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1)

ds <0,ds >0,dy <0y ademds {ds >0 yd; >0} 6{dy <0,d3 >0y

d; >0} 6{dy <0yds >0} d{ds >0,dy <0 yds <0}, donde 1 en

(3.3.8) es la unica solucidn de (3.3.4) tal que 1, < 7, 400/ (batbs=ba=b1)
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g)

h)

i)

k)

Y

dQZO,d4>O,d5SO,d7<0,d8>0,d9<0yademdsd620(5{d32

0 y ds < 0}, donde 71 en (3.3.3) es la unica solucion de (3.5.4) tal que

—(bg—b1)/(ba+b3—b2—b1)

T < Ty , To es la unica solucion de (3.3.8) tal que 5 >

Tg(bﬁbrbrl’l)/(brb” y 73 es la unica solucion en (0,1) de (3.5.10)

d2<0,d4>07d5SO,d7<0,dg>O,d9<0yd320pamﬁla

inica o las dos unicas soluciones de (3.3.4) en <O, T;(b“*bl)/(bﬁbsfbrbl)) U

(T’Z_(b4_bl)/(b4+b3_b2_bl), 1) con 7'y < 19 las dos inicas soluciones de (3.3.8)

dy > 0,ds >0,dg >0,dy <0, digp <0y ademas {da > 0 y d; > 0}
0/{d2<0,d320yd720}6{d220,d620yd7<0}6{d220,

d3 > 0, ds < 0y d; < 0}, donde 11 es la unica solucion de (3.5.4) tal

—(ba—b1)/(ba+bz—ba—b1)

que T < Ty , To es la dnica solucion de (3.8.8) tal que

—(ba+bs—bz—b1)/(ba—b2)

Ty > Ty y 73 es la unica solucion de (3.3.10) tal que T3 <

(—araa(bs = b1)?/(azas by — ba)?)) """/ Gty

d2<0,d420,d5>O,d7<O,dg>0,dg<0,d10<0yd320pamﬁ

la dnica o las dos unicas soluciones de (3.3.4) en (O, Tg(brbl)/(bﬁbsfbrbl))

U <T’2_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1), 1) con 7'y < T las dos unicas soluciones de (3.3.8)

d4<0,d5>0,d8>0,d9<O,d10<0yademd8d6206{d320yd6<0},

donde 11 es la unica solucion de (3.3.4) tal que 7 < Tz_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1),

con Ty € <1,T'§(b4+b3_b2_bl)/(b4_b2)) U <T§(b4+b3_b2_b1)/(b4_b2),oo> la unica

solucion de (3.3.8) y 7’3 > 73 las dos tnicas soluciones de (3.3.10)

dy < 0,ds >0,dg >0,dy <0, dog <0, dgs <0 para 7’5, y ademds
dg > 0 6 {ds < 0y ds > 0} para 75, donde 11 es la tnica solucion de
(3.5.4) tal que 1 < 72_(64_b1)/(b4+b3_b2_b1), Ty es la unica solucion de (3.3.8)

tal que 7o > Tg(b4+b3_b2_b1)/(b4_b2), 7'y es la unica solucion de (3.3.8) tal que
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p)

7'y < T’g(b4+b3_b2_bl)/(b4_b2) y 7's > 13 las dos unicas soluciones de (3.3.10)

d3 > 0,dy <0,ds >0,dg >0,dy <0, dig <0 ydg <0 para 75,

donde 71 es la tnica solucién de (3.3.4) tal que 7y < 7, 400/ (batbs=bambu),

Ty €s la unica solucion de (3.3.8) tal que 75 > Tg(b”brbrbl)/(brbz’), 5 es la

tnica solucion de (3.3.8) en <T'§(b4+b3_b2_b1)/(b4_b2),Tg(b4+b3_b2_bl)/(b4_b2)) y

7's > 13 las dos unicas soluciones de (3.3.10)

dy <0,ds >0,ds >0,dy <0, dig <0, dg <0 para 7’5, dg > 0 para 7",

y d3 > 0, donde 1 es la unica o las dos unicas soluciones de (3.3.4) en

(0, T;(b4*b1)/(b4+b3*b2*b1)) U (T/l;(b4*bl)/(b4+b3*b2*bl)’ 7_/2*(54*b1)/(b4+b3*52*b1))’

Ty < 1"y < Ty las tres tinicas soluciones de (3.3.8) y T's > 73 las dos

unicas soluciones de (3.3.10)

dg <0,dy <0 yademds {dy >0 ydy >0} d{dy <0,dy >0yds >0}

6{dy <0yds >0} 6{ds >0,dy <0 yds <0}, donde 1 es la tunica

—(ba—b1)/(ba+bs—ba—b1)

solucion de (3.5.4) tal que Ty < T, Yy T2 es la unica solucion

de (3.5.8)

ds >0,ds <0,dy >0y ademds {do >0 ydy >0} 6{dy <0,d3 >0y

dy >0} 6{dy <0yds >0} d{d3s >0,dy <0 ydg <0}, donde 11 es la

—(bg—b1)/(ba+b3—b2—b1)

unica solucion de (3.3.4) tal que 7 < T, y Ty es la unica

solucion de (3.3.8)

d5<0,dSSO,d9>0yademds{d220yd720}6{d2<0,d320y

d7 >0} 6{dy <0yds >0} d{d3s >0,dy <0 yds <0}, donde 11 es la

(ba—b1)/(ba+bz—ba—b1)

inica solucion de (3.3.4) tal que 7 < 7y Y T2 es la unica

solucion de (3.3.8)
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q) do > 0,dy >0,d5s <0,d; <0,ds <0, dy >0y ademds dg > 0
6 {ds > 0 yds < 0} donde 71 es la dnica solucion de (3.3.4) tal que

—(bg—b1)/(ba+b3—b2—b1)

T < Ty , To es la unica solucion de (3.3.8) tal que 5 >

Tg(bﬁbrbrl’l)/(brb” y 73 es la unica solucion en (0,1) de (3.5.10)

r) do < 0,dy >0,d5 <0,d; <0,ds <0,dg >0yds >0 para 7 la
unica o las dos unicas soluciones de (3.53.4) en (O, T{(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl)> U

(T’;(brbl)/(bﬁbsfbrbl), 1) con 7'y < 1y las dos unicas soluciones de(3.5.8)

donde

dg:b4—b3—b2+bl

dg = a1a4(b4 — b1)2 + agag(bg — bg)z

le = a1a2<b2 - b1)2(b4 — bl)(bg — b2)<b4 _|_ b3 _ b2 _ bl) _ (b2 . bl)(b4 . bg)
by—bo
bi — by)2\ ~ Pa-b3—botby
- <a1a4(b4  b)2(bs — by) GM) INERE

a2a3(b3 - 52)2

b3—by
bi—b )2 T by—b3—botb;
by — by)2(by — by) [ —2104lba = 1) 3.3.11
+agaz(bs — b2)*(bs — ba) ( anas (b — bp)? ( )

6. Sias >0, a3 <0, ag >0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia
logconcava. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconvexa si y solo i
dy > 0 y se verifica una de las condiciones de (5), cambiando tnicamente el

sentido de las desigualdades de dsg.

7. Stay <0, a3 <0, ay <0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia
logconvexa. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconcava si y solo si
dy <0 y se verifica una de las condiciones de (5), cambiando el sentido de las

desiqualdades de todos los d;.
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8 Siay <0,a3 >0, ay >0, entonces X no puede tener funcion de supervivencia
logconvexra. Ademds, X tiene funcion de supervivencia logconcava si y sélo si
d; < 0 y se verifica una de las condiciones de (6), cambiando el sentido de las

desigualdades de todos los d;.

Demostracién. A partir de la funcién de densidad (3.2.1) de X, la logconcavidad de
su funciéon de supervivencia estd determinada por el signo de la segunda derivada de

su logaritmo, donde
_ —b1x —box —bsx —bax
S(z) = aze + ase + aze +ae ™, >0
es decir, por el signo de la funcién

g(x) = a1a2(b2 — bl>26—(b1+b2)l’ + alag(bg . 61)26—(b1+b3)x
+ajaq(by — b1)26—(b1+b4)m + asaz(by — b2)2€—(b2+b3)z

+asaq(by — b2)267(b2+b4)z + azaq(by — 63)267(b3+b4)m

que esta estrechamente relacionado a los pesos a; y los parametros b;, y por consiguiente,

la logconcavidad de la funcién de supervivencia depende de estos coeficientes.

Por lo que, X tiene funcién de supervivencia logconvexa (logcéncava) si y sélo si la
funcién g(x) es no negativa (no positiva). De modo que X no tiene una de estas dos

propiedades cuando g(x) cambia de signo. Notar que ¢(0) = d; y lim, ., g(z) = 0.

En el primer caso, (1), todos los términos de la funcién g(x) son positivos, por tanto
X tiene funcion de supervivencia logconvexa. Notar que este caso también se deduce

de la Proposicién 1.4.

Veamos ahora (2). Para ello, el signo de la funcién g(z) es el mismo que el de
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h(z) = et2t)74(2) dada por

h(QT) = Cl,laz(bg — b1)2€(b4_bl)x + alag(bg — b1)26(b4_b3+62_b1)x + a2a4(b4 — b2)2

—|—a1a4(b4 — b1>26(b2—b1)1' + a2a3(b3 . b2)26(b4—b3)m + a3a4(b4 . b3)26(b2—b3)x

siendo h(0) = d; y lim,_,o h(x) = 00, es decir, existe un zy tal que h(z) > 0 para todo
T > 1o, 0 equivalentemente, g(x) > 0 para = > zy, y asi, X no puede tener funcién de

supervivencia logconcava.

Ademas, cuando d; < 0, la funcién h(z) cambia de signo, y en tal caso, g(x) cambia

de signo, es decir, la funcién de supervivencia no mantiene su logconcavidad.

Cuando d; > 0, la primera derivada de h(z) tiene el mismo signo que la funcién

k(x) = er=batbs=bO)zp!/ (1) dada por

k(I) = a1a2(62 — b1>2(b4 — bl)e(b3_b2)x -+ alag(bg — b1)2(b4 — b3 + bg — bl)
—|—a1a4(b4 — b1)2(b2 — bl)e(b?’_b‘l)x —f- agag(bg — b2>2(b4 — bg)e(bl_bQ)x

Fasas(by — by)?(by — by)etr—ba)e

en donde todos los términos son no decrecientes, por lo que k(z) es no decreciente en x >
0. Asf que, cuando k(0) = dy > 0, la funcién k(z) es no negativa, y consecuentemente,
h(z) es no decreciente en > 0. Por tanto, cuando dy > 0 tenemos que g(x) es no

negativa, es decir, X tiene funcion de supervivencia logconvexa.

Sin embargo, si dy < 0, entonces k(x) cambia de signo negativo a positivo. En tal
caso, h(z) decrece y después crece. Por tanto, h(z) alcanza su minimo en la tnica
solucién de k(x) = 0, y por consiguiente, si min h(z) > 0 entonces g(z) es no negativa;

en caso contrario la funcién g(z) cambia de signo. Teniendo en cuenta que min h(z) >
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0 equivale a la condicién d3 > 0, obtenemos que X tiene funcién de supervivencia

logconvexa cuando dy < 0y ds > 0.

Anélogamente a (2), en el caso (3), ambas funciones g(z) y h(z) tienen el mismo
signo. Ahora, se cumple que h(0) = d; y lim, . h(z) = —o0, de donde se deduce que
existe un xy tal que h(x) < 0 para todo x > xg, o equivalentemente, g(z) < 0 para

x > T, es decir, X no puede tener funcién de supervivencia logconvexa.

Ademas, cuando d; > 0, la funcién h(x) cambia su signo, y en tal caso, g(z) también

cambia su signo, es decir, S(z) no mantiene el mismo tipo de logconcavidad.

Cuando d; < 0, la primera derivada de h(z) tiene el mismo signo que k(z), siendo

ademéds una suma de términos no crecientes, asi que k(x) es no creciente en x > 0.

De este modo, cuando k(0) = dy < 0, tenemos que k(z) es no positiva, y por
consiguiente, h(x) es una funcién no creciente en x > 0. Por tanto, cuando dy < 0
tenemos que la funcién g(x) es no positiva, es decir, X tiene funcién de supervivencia

logconcava.

No obstante, si do > 0, entonces k(x) cambia de signo positivo a negativo. En
tal caso, la funcién h(z) crece primero y después decrece. Por lo que, h(x) alcanza
su méaximo en la unica solucién de k(z) = 0, y consecuentemente, si méxh(x) < 0
entonces g(x) es no positiva; en caso contrario, g(x) cambia de su signo. Teniendo en
cuenta que la condicién méax h(z) < 0 es equivalente a d3 < 0, obtenemos que X tiene

funcién de supervivencia logcéncava cuando dy > 0y ds < 0.

En el caso (4), se tiene que el signo de h(z) es el mismo que el de la funcién g(z),
donde se verifica que h(0) = dy y lim,_.o, h(z) = —o0, por lo que existe un z tal que

h(z) < 0 para todo = > xg, o equivalentemente, g(z) < 0 para x > zy, es decir, X no
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puede tener funcién de supervivencia logconvexa.

Ademas, cuando d; > 0, la funcién h(x) cambia su signo, y en tal caso, g(x) cambia

de signo; consecuentemente S(x) cambia de logconcavidad.

Por otro lado, cuando d; < 0, la primera derivada de h(x) tiene el mismo signo
que k(z), donde k(0) = dy y lim, o k(z) = —o0. De esta manera, estudiamos los
signos de k(x), usando que la primera derivada de k(z) tiene igual signo que la funcién

m(z) = eI/ (1) dada por

m(%‘) = (I3a4(b4 — b3)2(b3 — bg)(b4 — bl) + a1a4(b4 _ 61)2<b2 . b1>(b3 . b4)e(b3*b1)z
+@1a2<b2 - b1>2(b4 - b1)(b3 — bg)e(b4+b3*b2’b1)x

+aza(by — 02)° (by — by) (b1 — by)e"* "

donde m(0) = dy y lim, . m(z) = —o0.

Asimismo, la primera derivada de m(z) tiene el mismo signo que la funcién n(x) =

e(bl+b2—b3—b4)$m/(:[;) dada por

n(x) = ajas(by — b1)*(by — b1) (b3 — ba)(by + bs — by — by)
Fayag(by — by)?(by — by)(bs — by) (b — by )e2~09)%

+asas(bs — b2)?(bs — bs) (by — ba) (by — by)e" %)

donde n(O) = d5 y h'mx_m n(az) = alag(bg — bl)z(b4 — bl)(bg — bg)(b4 + bg — bQ — bl) < 0,
que es una suma de términos no crecientes, por lo que n(x) también es no creciente en

z > 0.

Si ds < 0, entonces n(z) es una funcién no positiva, o equivalentemente, m(x) es

una funcién no creciente en x > 0. Por lo que, cuando dy < 0, la funcién m(z) es no
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positiva, es decir, k(x) es no creciente en x > 0, y usando un desarrollo anélogo a (3),
tenemos que X tiene funcién de supervivencia logcéncava cuando dy < 0, d5s < 0y

ademés do < 06 {dy >0y ds <0}.

Por contra, cuando dy > 0, la funcién m(x) cambia de signo positivo a negativo. En
este caso, la funcién k(x) crece al principio y después decrece, es decir, k(x) alcanza su
maximo en la unica solucién de m(z) = 0, ademéds si max k(z) < 0 entonces la funcién
h(z) es no creciente en = > 0, y teniendo en cuenta que d; < 0y max k(x) < 0 equivale
a la condicién dg < 0, tenemos que h(x) es una funcién no positiva, y por consiguiente,

X tiene funcién de supervivencia logeoncava cuando dy > 0, d5 < 0y dg < 0.

Asimismo, cuando dg > 0, la funcién k(z) cambia de signo, y por tanto, h(z) crece
primero y después decrece para dy > 0 o bien h(z) decrece primero, después crece y

por ultimo vuelve a ser decreciente para do < 0.

En cualquier caso, tenemos que X tiene funcion de supervivencia logconcava cuando
d3 <0,dy >0,d;s <0ydg >0, donde 71 en (3.3.3) es la tnica solucién de (3.3.4) tal

—(bg—b by+bs—ba—b
que7_1<7_2(4 1)/(ba+b3—b2 1)‘

Por otro lado, si d5 > 0 entonces la funcién n(x) cambia de signo positivo a negativo,
o equivalentemente, m(x) es creciente al principio y decreciente después, es decir, m(x)

alcanza su maximo en la Unica solucién de n(z) = 0.

Teniendo en cuenta que maxm(z) = d7, cuando d; < 0, tenemos que m(x) es no
positiva, es decir, la funcién k(z) es no creciente en x > 0, y utilizando un desarrollo
andlogo a (3), se deduce que X tiene funcién de supervivencia logcéncava cuando

ds >0,d; <0y ademds dy <06 {dy >0y ds <0}

En otro caso, la funcién m(x) cambia de signo, es decir, k(x) cambia de monotonia
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segin los signos de m(z). Por lo que, k(x) primero es creciente y después decrecien-
te para dy > 0, o bien k(z) decrece al principio, después es creciente y finalmente

decreciente otra vez para dy < 0y d7 > 0.

Asi, utilizando el razonamiento anterior para ds > 0, tenemos que X tiene funcién de

supervivencia logcéncava cuando dy > 0, ds > 0y ademéds dg < 06 {d3 < 0y dg > 0},
cuando 71 en (3.3.3) es la tnica solucién de (3.3.4) tal que 7 < T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1).

Ademas, cuando dy < 0y d; > 0, la funcién k(z) es no positiva si y sélo si

dy < 0y dg < 0 donde 7 en (3.3.7) es la unica solucién de (3.3.8) tal que 7 >

—(ba+bs—ba—b1)/(bs—b : . . :
T3 (batbs=b2=b1)/(ba 2), es decir, h(x) es una funcién no creciente en x > 0, y teniendo en

cuenta que d; < 0, obtenemos que h(z) es una funcién no positiva, y por consiguiente,

X tiene funcién de supervivencia logcéncava cuando dy < 0, dy < 0,d5 > 0,ds <0y
d7 > 0, siendo 75 > 75 C4TPemb2mb0)/(bamb2)

Asimismo, la funcién k(z) cambia de signo, es decir, h(x) cambia de monotonia
segtn el signo de dy. De aqui, la funcién h(x) es primero decreciente, después creciente

y por tultimo decreciente para dy < 0y dg > 0, donde 75 es la tinica solucién de (3.3.8)

—(ba+bz—by—b1)/(bs—b . .
tal que 7 > 73 (babs =b2=b1)/(bs 2), y consecuentemente, tenemos que X tiene funcién

de supervivencia logcéncava anadiendo que d3 < 0, donde 71 en (3.3.3) es la tnica
solucién de (3.3.4) tal que 1 < T;(b“*bl)/(bﬁbrbrbl).

Finalmente, si dy > 0, se obtiene que la funcién k(x) cambia su signo una o tres

veces, es decir, la funcién h(x) es una o dos veces creciente y después decrecien-

te, dependiendo del nimero de soluciones de (3.3.4) en (O,Tz_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1)> U

(T’;(brbl)/(bﬁbs*brbl), 1), con 7'y < 75 las dos tnicas soluciones de (3.3.8).

Por tanto, tenemos que X tiene funcién de supervivencia logcéncava cuando dz < 0
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donde 1 € (0, TQ_(b“_bl)/(bﬁb?’_bz—bl)) U (T'Q_(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1), 1) es la unica o las dos

unicas soluciones de (3.3.4).

Para probar el caso (5), las funciones g(x) y h(z) tienen el mismo signo, siendo
h(0) = dy y lim,_ h(x) = oo, por lo que existe un xy tal que h(z) > 0 para todo
x > xg, 0 equivalentemente, g(z) > 0 para x > xg, es decir, X no puede tener funcién

de supervivencia logconcava.

Ademas, cuando d; < 0, la funcién h(x) cambia de signo, en tal caso g(z) también

cambia de signo, y por consiguiente S(z) no mantiene su logconcavidad.

Cuando dy > 0, la primera derivada de la funcién h(x) tiene igual signo que la
funcién k(zx), siendo k(0) = do y lim, . k(2) = 0o. Asi, estudiamos los signos de k(x),
utilizando que la primera derivada de k(x) tiene el mismo signo que la funcién m(z),
para la que m(0) = dy y lim,_,o m(z) = 0.

Teniendo en cuenta que la primera derivada de m(z) tiene el mismo signo que la
funcién n(z), siendo n(0) = ds y lim, .o n(x) = ajaz(by — by)?(by — by) (b3 — ba)(bs +
b3 — by — by) > 0, y donde el signo de su primera derivada es el mismo que la funcién

u(z) = e+=22)%n/ () dada por
U(l‘) = (b4 — b3)<b2 — bl)(bg — bl)(b4 — bg) (a1a4(b4 — b1)2 -+ a2a3(b3 — b2)2€(b4_b3_b2+bl)m)

siendo su limite dependiente de dg. De modo que, lim, .. u(z) = oo para dg > 0,
im0 'LL(iL') = a1a4(b4 — b1)2(b2 — bl)(b4 — bg)(bg — b1>(b4 — bz) <0 para dg < O, y U(l’)

es constante para dg = 0, siendo signo(u(0)) = signo(dy).

En primer lugar, para dg > 0, la funcién u(z) es no decreciente en = > 0, asi que es

no negativa para dg > 0, es decir, la funcién n(z) también es no decreciente en x > 0,
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y cuando ds > 0, se tiene que n(z) es no negativa, o equivalentemente, la funcién m(x)

es no decreciente en x > 0.

Ademés, cuando dy > 0, esta funcién m(x) es no negativa, es decir, la funcién k(z)
es no decreciente en x > 0, y mediante un razonamiento andlogo a (2), tenemos que
X tiene funcién de supervivencia logconvexa cuando dy > 0, d5 > 0,dg > 0,dg >0y

ademéds dy > 06 {dy <0y d3 > 0}.

Sin embargo, cuando dy < 0, la funcién m(z) cambia su signo de negativo a positivo.
En tal caso, la funcién k(x) decrece y después crece, es decir, k(z) alcanza su minimo
en la tnica solucién de m(z) = 0, ademés, si min k(x) > 0 entonces la funcién h(x) es
no decreciente en x > 0, y teniendo en cuenta que d; > 0y min k(x) > 0 es equivalente
a la condicién dg > 0, tenemos que h(x) es no negativa, y consecuentemente, X tiene

funcion de supervivencia logconvexa cuando dy < 0, ds > 0, dg > 0, dg > 0y dg > 0.

Asimismo, cuando dg < 0, la funcién k(x) cambia su signo, y por tanto h(x) decrece
al principio y después crece para dy < 0 o bien h(x) crece primero, después decrece y

por ultimo vuelve a ser creciente para ds > 0.

En cualquier caso, tenemos que X tiene funcién de supervivencia logconvexa cuando
d3 >0,dy <0,d5 >0,ds <0,dg >0y dy >0, donde 71 en (3.3.3) es la tinica solucién

(ba—b1)/(ba+bz—ba—b1)

de (3.34) tal que 1y < 7 y T2 es la nica solucion de (3.3.8).

Por otro lado, si d5 < 0 entonces la funcién n(z) cambia de signo negativo a positivo,
o equivalentemente, la funcién m(z) pasa de ser decreciente a creciente, es decir, m(x)

alcanza su minimo en la tnica solucién de n(z) = 0.

Teniendo en cuenta que minm(z) = dy, obtenemos que m(z) es no negativa para

d; > 0, por lo que k(z) es no decreciente en x > 0, y en este caso, X tiene funcién



96 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

de supervivencia logconvexa cuando d; < 0, d7 > 0, dg > 0, dg > 0 y ademés dy > 0

En caso contrario, la funcién k(z) cambia una o dos veces de monotonia segin el
signo de la funcién m(x). Por lo que, k(x) decrece y después crece para ds < 0, o k(z)

crece primero, después decrece y finalmente crece otra vez para dy > 0y d; < 0.

Utilizando el desarrollo anterior para dy < 0, tenemos que X tiene funcién de
supervivencia logconvexa cuando dy < 0, d5 < 0, dg > 0y dy > 0 y ademéds dg > 0
6 {ds > 0, dg < 0}, donde 7, en (3.3.3) es la tnica solucién de (3.3.4) tal que 7, <

—(bg—b1)/(ba+b3—ba—b1)
7—2 .

Para dy > 0y d7 <0, la funcién k(z) cambia dos veces su monotonia. De modo que
k(x) es no negativa cuando dy > 0y dg > 0, donde 7 en (3.3.7) es la tnica solucién de

(b4 +bs—bo *bl)/(bzl *b2)

(3.3.8) tal que 75 > 75 y 73 es la tnica solucién en (0, 1) de (3.3.10),

es decir, la funcién h(z) es no decreciente en x > 0.

Teniendo en cuenta que d; > 0, obtenemos que la funcién h(x) es no negativa, y
por consiguiente, X tiene funciéon de supervivencia logconvexa cuando dy > 0, dy > 0,
ds < 0,dg>0,d; <0,dgs >0ydy>0.

Ademss, si do > 0y dg < 0 con 7 la tdnica solucién de (3.3.8) tal que 7 >
Ty (bartbs=ba=b1)/(04=b2) " optonces la funcién h(x) pasa de creciente a decreciente y otra
vez a creciente, y consecuentemente, obtenemos que X tiene funcién de supervivencia
logconvexa anadiendo la condicién d3 > 0, donde 71 en (3.3.3) es la unica solucién de

(3.3.4) tal que 1 < 7—2_(b4—bl)/(b4+b3—b2—bl)'

Sin embargo, si dy < 0, entonces la funcién k(z) cambia de signo una vez o

tres veces, es decir, la funcién h(z) pasa de decreciente a creciente una o dos ve-
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ces, dependiendo del nimero de soluciones de (3.3.4) en (0,7‘2_ (babr)/ (b4+b3_b2_b1)) U

(T’;(brbl)/(bﬁbs*brbl), 1), siendo 7’5 < 73 las dos tnicas soluciones de (3.3.8). Por tan-
to, se deduce que X tiene funcién de supervivencia logconvexa cuando ds > 0 donde 7

en (3.3.3) es la tnica o las dos tnicas soluciones de (3.3.4) en (0, T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1)> U

(T/;(b4*b1)/(b4+b3*bszl) ’ 1) '

En el caso de que dy < 0 cuando dg > 0, la funcién u(x) cambia su signo de negativo
a positivo, es decir, la funcién n(z) pasa de ser decreciente a creciente, y es no negativa

cuando djp > 0, o equivalentemente, la funcién m(x) es no decreciente.

Teniendo en cuenta el razonamiento anterior, para d, > 0, la funcién k(z) es no
decreciente, y por consiguiente, tenemos que X tiene funcién de supervivencia logcon-
vexa cuando dy > 0, dg > 0, dg < 0, d1g > 0y ademds dy > 06 {dy < 0y d3 > 0};
y para dy < 0, la funcién k(z) pasa de decreciente a creciente, por lo que X tiene
funcion de supervivencia logconvexa cuando dy < 0, dg > 0, dg < 0, dyp > 0 y ademas
de¢ > 06 {d; >0y ds <0}, donde 7y en (3.3.3) es la tinica solucién de (3.3.4) tal que

—(bg—0b by+bs—ba—b
7_1<7_2(4 1)/(ba+b3—b2 1)‘

No obstante, si d5 < 0 cuando dg > 0 y dy < 0, la funcién n(z) cambia de signo
negativo a positivo, es decir, la funcién m(x) pasa de ser decreciente a creciente, y por
tanto m(z) es no negativa para dy > 0, m(z) cambia una vez su signo para dy < 0, y
m(x) cambia su signo dos veces para dy, > 0y d7 < 0. En tal caso, la funcién k(z) es no
decreciente para d; > 0, pasa de decreciente a creciente para ds < 0, y crece después

decrece y por ltimo es creciente para dy > 0y d7 < 0.

Por lo que, llegamos a que X tiene funcién de supervivencia logconvexa cuando

d5§O,d720,dg>O,d9<0yademzisd220('){d2<0yd320}.
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Asimismo, X tiene funcién de supervivencia logconvexa cuando dy < 0, d5 < 0,

dg >0y dy <0yademds dg > 06 {ds >0y ds <0}, donde 71 en (3.3.3) es la tnica

solucién de (3.3.4) tal que 7 < T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl).

En el caso dy > 0y d7 < 0 cuando d5 < 0, también tenemos que X tiene funcion
de supervivencia logconvexa bajo las siguientes condiciones: cuando dy > 0, dy > 0,

ds <0,ds >0,d; <0,dg >0y dy <0 siendo 75 en (3.3.7) la tnica solucién de (3.3.8)

tal que 7 > T:;(bﬁbybrbl)/(brbﬂ y T3 es la tnica solucién en (0, 1) de (3.3.10); cuando
dy>0,d3>0,dy>0,ds <0,dg <0,dr <0,dg >0, dy <0, donde 71 en (3.3.3) es la

unica solucién de (3.3.4) tal que 7 < TQ_(b“_bl)/(b”b?’_bQ—bl)

, v ademads, cuando dy < 0,
d3 >0,dy >0,d5 <0,d; <0,ds >0, dy <0, donde 71 en (3.3.3) es la tinica o las dos
tunicas soluciones de (3.3.4) en (0 TQ_(b“_bl)/(bﬁbg’_brbl)) U (7’2_(64_b1)/(b4+b3_b2_b1) 1)

siendo 7’3 < 7 las dos tnicas soluciones de (3.3.8).

Sin embargo, para ds > 0y djg < 0, la funcién n(z) cambia dos veces de signo, es
decir, la funcién m(x) crece al principio, después decrece y finalmente vuelve a crecer.
Por lo que, la monotonia de la funcién k(z) puede cambiar tres veces dependiendo del

signo de m(x).

Asi, la funcion k(z) es decreciente cuando dy > 0y d7 > 0, donde 73 en (3.3.9) es la
_a1a4(b4—b1)2>‘b4—Z§:Z§+b1

a2s(bs—b)? , Y por consiguiente,

tnica solucién de (3.3.10) tal que 73 < (
X tiene funcion de supervivencia logconvexa cuando dy > 0, ds > 0, d7 > 0, dg > 0,

d9<0,d10<0yademésd2206{d2<0yd320}.

Asimismo, para dy > 0, ds > 0, d7 < 0,dg > 0, dyg < 0y dyp < 0, con 73 <
by—b
(_a1a4(b4b1)2>_b4b§b§+b1

anas (5s—5o)? , obtenemos que k(x) pasa de creciente a decreciente y otra

vez a creclente.
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Consecuentemente, también se tiene que la funcién de supervivencia de X es log-

convexa anadiendo {dy > 0y dg > 0} con 7» en (3.3.7) la unica solucién de (3.3.8)

tal que 7 > T§<b4+b3_b2_b1)/(b4_b2) y donde 73 es la tnica solucién en (0, 1) de (3.3.10),

6{dy >0,d; >0y ds <0} donde 7 en (3.3.3) es la tinica solucién de (3.3.4) tal que

T < Tz_(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl), 6 {dy < 0yds; >0} donde 71 en (3.3.3) es la inica o las dos

tnicas soluciones de (3.3.4) en (O,T;(b4_b1)/(b4+b3_b2_bl)> U (T’;(b4_b1)/(b4+b3_b2_b1), 1>

con 7'y < 75 las dos tnicas soluciones de (3.3.8).

Finalmente, para d4 < 0, la funcién k(z) cambia una o tres veces de monotonia de-

pendiendo del niimero de soluciones de la ecuacion (3.3.8) en (1, T 3_(b4+b3_b2_b1)/ (b4_b2)> U

<7':; (bartbs—ba=b1)/(ba—b2) oo) con 73 < 7’3 las dos tnicas soluciones de (3.3.10), dado que

la funcién k(x) pasa de decreciente a creciente una vez o dos veces.

Por lo que, obtenemos que X tiene funciéon de supervivencia logconvexa anadiendo

las condiciones dg > 0 6 {d3 > 0y dg < 0}, donde 7 en (3.3.3) es la tnica solucién

de (3.3.4) tal que 7 < Tz_(b4_b1)/(b4+b3_bz_bl)

(1’,7_/3*(64+b3*b2*b1)/(b4*b2)> U (T;(bﬁbrbrbl)/(brbz)’ Oo)

con 7o la unica solucién de (3.3.8) en

Ademss, si en (1,T’g(b4+"3‘b2‘bl)/(b4‘b2)) U (Tg(bﬁbg’_bz_bl)/(b“_bﬂ,oo) la ecuacién
(3.3.8) tiene dos soluciones, la funcién k(x) decrece, después crece, otra vez decrece y

por ultimo crece. En tal caso, si dg < 0 para 7’5 en (3.3.7) la tinica solucién de (3.3.8)

—(bg+b3—ba—b1)/(bsa—b2

tal que 7'y < T4 )y ademés dg > 0 6 {d¢ < 0y d; > 0} para 7

en (3.3.7) la tnica solucién de (3.3.8) tal que » > 73_(b4+b3_b2_b1)/(b4_b2) y siendo 7

—(ba—b1)/(ba+bs—ba—b1)

en (3.3.3) la tnica solucién de (3.3.4) tal que 7 < 7 , entonces la

funcién h(x) es no negativa, es decir, X tiene funcién de supervivencia logconvexa.

También S(z) es logconvexa cuando dg < 0 para 7”5 la tnica solucién de (3.3.8)
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en <7”§(b4+b3_bz_bl)/(b4_b2),Tg(b4+b3_b2_bl)/(b4_b2)> y d3 > 0 con 7 en (3.3.3) la tnica

solucién de (3.3.4) tal que 7y < 7, (P47 00)/ (batbs=ba=b),

Asimismo, se mantiene la logconvexidad de S(z) cuando dg < 0 para 7’9, dg > 0
para 7”9 y d3 > 0 donde 7, en (3.3.3) es la tnica o las dos tnicas soluciones de (3.3.4)

en (0’ Tz_(b4—bl)/(b4+b3—b2—bl)> U (7_//2—(174—51)/(174-‘:-l73—172—bl)7 7_/2—(b4—b1)/(b4+b3—b2—b1))‘

Por otro lado, para ds < 0y dy < 0, obtenemos que la funcién n(z) es no creciente
en z > 0, y asi k(z) es no creciente en x > 0 cuando ds > 0y dy > 0, y k(z) pasa de

decreciente a creciente cuando ds > 0y dy < 0.

Nétese que el caso ds < 0 no tiene sentido aqui, ya que la funcién n(x) es no

creciente en x > 0 y su limite es positivo.

Por tanto, X también tiene funcion de supervivencia logconvexa para ds > 0y
ademés dy > 0 6 {dy < 0y d3 > 0}, asi como para d; < 0 anadiendo las condiciones
d¢ > 06 {d3 >0y ds <0}, donde 7 en (3.3.3) es la tnica solucién de (3.3.4) tal que

—(bg—b1)/(ba+b3—ba—b1)

T < Ty y Ty es la tnica solucién de (3.3.8).

En el dltimo caso, dg < 0y dg > 0, la funcién n(z) pasa de ser creciente a decrecien-
te, y por consiguiente, si d5 > 0y dy > 0 entonces la funcién k(z) es no decreciente en
x> 0;ysids >0y dy <0 entonces la funcién k(x) es decreciente y después creciente.
Ademas, si d5s < 0y d; > 0 entonces la funcién k(x) es no decreciente; si d5 < 0y
dy < 0 entonces k(x) cambia de decreciente a creciente; y para ds < 0,dy >0y d7 <0

entonces k(x) crece al principio, después decrece y por tltimo crece otra vez.

Teniendo en cuenta los razonamientos anteriores dependiendo de la monotonia de
la funcién k(z), obtenemos que la funcién de supervivencia es logconvexa anadiendo

dy > 06 {dy <0y ds>0} cuando k(z) es no decreciente.
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Ademads, cuando k(z) cambia una vez de monotonia, la funcién de supervivencia
es logconvexa anadiendo dg > 0 6 {d3 > 0y d¢ < 0} donde 7y en (3.3.3) es la unica

solucién de (3.3.4) tal que 7y < 7, "0/ 0atbs=b2=b1) o 7 o 1a tinica solucion de (3.3.8).

Asimismo, si k(x) cambia dos veces de monotonia, X tiene funcién de supervivencia
logconvexa cuando anadimos {dy > 0y dg > 0} con 75 en (3.3.7) la tinica solucién de

(3.3.8) tal que 7, > 7.3*(64+b37b2—b1)/(b4,b2)

y 73 es la tnica solucién en (0, 1) de (3.3.10),
6{dy>0,d; >0y ds <0} donde 7 en (3.3.3) es la tinica solucién de (3.3.4) tal que
7 < gy OO/ batbs=b2mbe) S £ 0y dy > 0} donde 7, en (3.3.3) es la tnica o las dos
tnicas soluciones de (3.3.4) en (O,T;(brbl)/(b“brbrbl)) U (T’;(b‘rbl)/(bﬁbs*brbl), 1)

con 7'y < 73 las dos tnicas soluciones de (3.3.8).

Para comprobar (6), usando un desarrollo andlogo a (5), obtenemos que X no puede

tener funcién de supervivencia logcéncava.

Ademas, cuando d; < 0, la funcién h(x) cambia de signo, y en tal caso, g(z) también

cambia de signo, es decir, S(z) no mantiene su logconcavidad.

Por lo que, la funcién de supervivencia de X puede ser logconvexa tnicamente si

dy > 0.

Del mismo modo, en este caso la funcién u(x) es no creciente en x > 0 y su limite
es lim, . u(x) = —oo para dg > 0. Si dg < 0 entonces u(z) es no decreciente en x > 0
y h'mr_,oo U(ZE) = a1a4(b4 — b1>2(b2 — bl)(b4 — b3)(b3 — b1)<b4 - bQ) > (. Pero para dg = 0,

u(z) es una funcién constante, siendo signo(u(0)) = signo(dy).

En primer lugar, para dg > 0y dy < 0, la funcién n(z) es no creciente en x > 0, y

por consiguiente, d; < 0 no tiene sentido, pues lim, .. n(z) > 0.
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Para ds > 0, la funcién m(x) es no decreciente en z > 0, y a partir de la prueba del
caso (5), la funcién de supervivencia es logconvexa cuando anadimos dy > 0 y ademés
dy > 06 {dy <0y ds >0}, asi como para dy < 0y ademés dg > 06 {d3 >0y dg <0}
—(ba—b1)/(ba+b3—bz—b1) v

donde 7 en (3.3.3) es la unica solucién de (3.3.4) tal que 7y < 7

Ty es la unica solucién de (3.3.8).

Para dg > 0y dy > 0, la funcién n(x) pasa de creciente a decreciente, y a partir
de la comprobacién del caso (5), la funcién de supervivencia es logconvexa cuando
ds > 0 y se mantienen las condiciones correspondientes a dy > 0 6 dy < 0; asi como
para ds < 0, d; > 0y ademds dy > 06 {dy < 0y d3 > 0}; parad; < 0,dy <0y
ademds dg > 06 {d3 > 0y ds < 0} donde 7, en (3.3.3) es la tnica solucién de (3.3.4)

—(bg—b1)/(ba+b3—b2—b1)

tal que 7 < T, y T2 es la tnica solucién de (3.3.8), y para ds < 0,

dy >0, d; <0y ademds {dy > 0y dg > 0} con 7 en (3.3.7) la tnica solucién de

(bartbs=ba=b1)/(b4=b2) v 1 o5 ]a inica solucién en (0,1) de (3.3.10);

(3.3.8) tal que 7 > 75
6{dy >0,d3 >0y ds <0} donde 7 en (3.3.3) es la tinica solucién de (3.3.4) tal que
T < Tz_(b4_b1)/(b4+b‘°’_b2_bl); 6 {dy <0y ds >0} donde 71 en (3.3.3) es la tinica o las dos
tnicas soluciones de (3.3.4) en (0,TQ_(b“_bl)/(bﬁbg’_bQ—bl)) U (T’;(b‘l_bl>/(b4+b3_b2_b1), 1)

con 7'y < Ty las dos tnicas soluciones de (3.3.8).

Por otro lado, para dg < 0y dy > 0, la funcién n(x) es no creciente en = > 0, y
consecuentemente, si ds > 0 entonces la funcién m(z) es no decreciente en x > 0, y
m(z) pasa de decreciente a creciente cuando ds < 0. Asi, la funcién de supervivencia
es logconvexa bajo las mismas condiciones que el caso anterior dg > 0y dg > 0 de la

demostracion de (5).

Finalmente, para dg < 0y dy < 0, la funcién n(x) pasa de ser decreciente a creciente.
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Por tanto, la funcién m(z) es no decreciente para dig > 0; m(x) pasa de decreciente
a creciente para ds < 0, y m(x) crece al principio, después decrece y por tltimo crece
para ds > 0y dyg < 0. Por lo que, usando la demostracion de (5) para dg > 0y dg < 0,
deducimos que X tiene funcién de supervivencia logconvexa bajo las condiciones dadas

en dicho caso.

Para demostrar el caso (7), de manera similar a (3), el signo de h(x) es el mismo
que el de la funcién g(x), en donde se cumple que h(0) = dy y lim, o h(x) = —00, es
decir, existe un xq tal que h(z) < 0 para todo = > xy, o equivalentemente, la funcién

g(x) < 0 para x > xo, es decir, X no puede tener funcién de supervivencia logconvexa.

Ademas, cuando d; > 0, la funcién h(z) cambia su signo, y en tal caso, la funcién

g(x) también cambia de signo, es decir, S(z) cambia de logconcavidad.

Asi, para d; < 0, la prueba de este caso sigue con un desarrollo simétrico al caso
(5), v la logconcavidad de la funcién de supervivencia se obtiene cambiando el sentido

de todas las desigualdades de los d; de dicho caso (5).

Para concluir la demostracién vemos el caso (8). Analogamente al caso (7), la fun-
ciéon de supervivencia no puede ser logconvexa en este caso, y tampoco podria ser

logcéncava cuando dy > 0.

Ademas, cuando d; < 0, se deduce que X tiene funcion de supervivencia logcéncava
bajo las condiciones simétricas a las obtenidas en el caso (6), cambiando el sentido de

todas las desigualdades de los d; de dicho caso (6). O
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3.4. Aplicacién a los extremos de modelos exponen-

ciales bivariantes

En esta seccion, discutimos la logconcavidad de los estadisticos ordenados extremos,
minimo y maximo, de los modelos GBVE-1 y RBVE, a través de los resultados de
logconcavidad de la seccidén anterior, ya que estos estadisticos extremos son mixturas

generalizadas de cuatro distribuciones exponenciales.

3.4.1. Estadistico maximo del modelo exponencial bivariante

de Gumbel 1

Gumbel (1960) introdujo tres modelos exponenciales bivariantes con marginales
exponenciales, siendo en uno de ellos el estadistico médximo una mixtura generalizada

de cuatro distribuciones exponenciales.

En concreto, el estadistico maximo de dicho modelo GBVE-I, tiene funcién de

densidad
foy(x) =27 = 2(1 + a)e™™ + 6ae > —4dae™™, paratodox >0y |a| <1

y para los casos a = 0y o = —1, T5 es una mixtura generalizada de dos y tres
distribuciones exponenciales, respectivamente. Por lo que su logconcavidad en estos

dos casos ha sido obtenida en la Seccién 2.4.

Sin embargo, en los casos 0 < a < 1y —1 < «a < 0, este estadistico T, es una
mixtura generalizada de cuatro distribuciones exponenciales con pesos a; = 2 > 0,

ay = —(1+ ), a3 = 2y ay = —a. Ademads, d; = —2(1 + «), ds = —6(1 — a),
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dy = =6+ lda — 4a? y ds = 4(—6 + 4o + a?).

Asi, para 0 < a < 1, obtenemos que as < 0, a3 > 0y ay < 0,y de (4) del
Teorema 3.2, se tiene que el estadistico méaximo no puede tener funcién de supervivencia

logconvexa.

En particular, cuando 0 < a < 0.5 se verifica que dy < 0, dy < 0y ds < 0, pero

ds <0,y por (4.a), la funcién de supervivencia del estadistico méaximo es logconcava.

Sin embargo, si 0.5 < a < 1, entonces dy > 0; y teniendo en cuenta que dg =
1/2 ~1/2 2 —3/2

32a+6(1+a)Ba/(14+ )" —2a(10 + ) (3a/(1 + «)) + 20” (3a/(1 4+ o))
tiene el mismo signo que 24 (3a/(1 4 a))*? — (28 + a), obtenemos que existe un tinico
ap € (0.5,1) para el que dg¢ = 0. De manera que, dg < 0 cuando 0.5 < a < ag ~

0.940611; pero dg > 0 cuando ap < a < 1.

En este dltimo caso,

2 2
ds = — (—oz27'12/3 <7’11/3 — 1) + « <27’1 — 107'12/3 +87'11/3 — 1) — 1>
m

es negativo para todo 73 € (0,1), y por consiguiente, ds3 < 0 para la tinica solucién de
(3.3.4) tal que 7, < ((1+ )/(30))*%. Por tanto, a partir de (4.b) y 0.5 < o < 1, el

estadistico maximo también tiene funciéon de supervivencia logcéncava.

En cualquiera de los casos, el estadistico maximo 75 del modelo GBVE-I tiene

funcion de supervivencia logcéncava cuando 0 < a < 1.

Finalmente, para —1 < a < 0, obtenemos que as < 0, az3 < 0y ag > 0, y a partir
de (3) del Teorema 3.2, el estadistico maximo no puede tener funcién de supervivencia

logconvexa.

Ademas, d; < 0y dy < 0, y por tanto, el estadistico maximo tiene funcién de
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supervivencia logcéncava cuando —1 < o < 0.

3.4.2. Estadisticos minimo y maximo del modelo exponencial

bivariante de Raftery

En la Seccion 1.4 introducimos el modelo RBVE, en su version general completa-
mente parametrizada. Sin embargo, el propio Raftery (1984) propone tres modelos mas
restrictivos para facilitar su aplicabilidad, dados en las Definiciones 1.20, 1.21 y 1.22,
estudiados en Baggs (1994), Baggs y Nagaraja (1996) y Nagaraja y Baggs (1996), los

cuales hemos utilizado en el Capitulo 2.

No obstante, si analizamos la versiéon general del modelo RBVE de la Definicién

1.19, sus estadisticos ordenados minimo y maximo tienen funciones de supervivencia

2y — B Y ) xy
Soy(x) = py——t ey (1 - @) A )e (1 — @) )

1 — mymy T o
T+ T — 2mym i1
+ (pll : 2 172 —1) e ’\<1—"1+1—"2>x

1— 1T

" (}E B 1) e—)\(l—kﬁ)x n (1 B pnm + Ty — 2%17?2) 6—)\(171#1-1-171”2)96
T2

2— - - — |
S(2)(l‘) = (2 —2711—7T1 W2> e + (ZE — 1) e A(Hl—lw)

donde A >0,0<m <1,0<m<1,0<p1,m >p11,me>pnyl—m—me+py >0,
que como se observa son mixturas generalizadas de cuatro distribuciones exponenciales.
Ademas, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m; > 79, puesto que ambos
parametros son intercambiables en estas expresiones, y el caso de igualdad 7 = 7 se

reduce a una mixtura generalizada de tres exponenciales.
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En particular, el estadistico minimo del modelo RBVE es una mixtura generalizada

de cuatro distribuciones exponenciales con coeficientes

. 2—m —m -1 P11 -1 P11 _ Pu 1
ar=pun—F s =1l——7a3=1——7,04 = — —
1—7T17T2 1 9 (0%

T+ —2m T

siendo a =
mime(l—mime)

€ (mma, ). De donde se tiene que a; > 0, az > 0y az > 0.
Ademés, si p1; > «, también ay > 0, y por (1) del Teorema 3.2, el estadistico minimo

tiene funcién de supervivencia logconvexa.

Sin embargo, para p;; < «, tenemos que a4 < 0, por lo que de (5) del Teorema 3.2,
T no puede tener funcién de supervivencia logcéncava. Ademads, cuando p;; < w79,

se tiene que

dy = 202 (pn - 7T17TQ) <0
(]. — 7T1) (1 — 7T2)

y por consiguiente, la funcién de supervivencia tampoco es logconvexa.

Asimismo, el estadistico maximo del modelo RBVE es una mixtura generalizada de

cuatro distribuciones exponenciales con coeficientes

. 2—m — o _ bn _ bn _ pbn
a1—2—p11—,a2———1,a3———1,a4—1——
1—7T17T2 T T (67

siendo a; > 0, as < 0y az < 0.

Por un lado, si p;; > a, tenemos que a4 < 0, y a partir de (7) del Teorema 3.2, la

funcion de supervivencia de T; no puede ser logconvexa.

No obstante, para p;; < «, se tiene que ay > 0, y utilizando (3) del Teorema 3.2,

se verifica que

di — 2)\2(—1+7Tl+ﬂ'2—p11) <0
! (1—mp) (1 —mp)
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-3
(1 —7T1)2 (]_ —71'2)2
: (2 + mime — 2715 4 pu (Bma — 2) + M (—2 + P11 — 2puime + 775))

siendo dy < 0, y por tanto, la funcién de supervivencia del estadistico maximo es

logconcava.



Capitulo 4

Extensiones de mixturas
generalizadas. Propiedades de

estadisticos extremos

4.1. Introducciéon

En este capitulo abordamos la extension de algunos problemas analizados en los
capitulos anteriores, estudiando mixturas generalizadas de distribuciones gamma y ex-
ponenciales o bien mixturas generalizadas de distribuciones Weibull. También inclui-
mos en este capitulo la clasificacion de la logconcavidad en modelos de probabilidad

bivariantes particulares que no son mixturas generalizadas de distribuciones.

En primer lugar, observamos que los estadisticos ordenados del modelo FPBVE

estudiados en el Capitulo 2, corresponden a la restriccion de sus pardametros v # s, oy

109
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utilizada en Baggs (1994) y Baggs y Nagaraja (1996), aunque en estos trabajos se
incluye la expresion de sus funciones de densidad sin dicha restricciéon, sélo estudian
la logconcavidad en el caso mencionado, puesto que en los restantes casos, dichos es-

tadisticos son mixturas generalizadas de gamma y exponenciales.

Por este motivo, en la siguiente seccidon caracterizamos las mixturas generalizadas
de distribuciones gamma y exponenciales que incluyen los modelos de probabilidad del
estadistico maximo del modelo FPBVE, asi como la clasificacién de la logconcavidad

de este estadistico.

Por otro lado, es bien conocido que una extension natural del modelo exponencial
es el modelo Weibull. En este sentido, en la Secciéon 4.3 damos algunas versiones de
modelos Weibull bivariantes, introducidos por Hanagal (1996), (2004) y (2005) a partir

de los modelos exponenciales bivariantes.

Los estadisticos extremos de estos modelos son predominantemente mixturas de
distribuciones Weibull, por lo que estudiamos la caracterizacién de estas mixturas ex-
tendiendo los resultados de Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996) dados en la
Seccion 2.2, asi como la clasificacion de la logconcavidad de las mismas y su aplicacion

a los estadisticos extremos de dichos modelos Weibull bivariantes.

Ademas, en la tltima seccion de este capitulo, obtenemos la clasificacion de la
logconcavidad en modelos bivariantes particulares que no son mixturas generalizadas,
como los estadisticos ordenados del modelo GBVE-III y de los modelos de probabilidad
bivariantes usuales en valoracion dados en la Seccion 1.3, los cuales seran utilizados en
la Seccion 5.4 para analizar el comportamiento estocastico del modelo de probabilidad

de un indice de calidad bidimensional.
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4.2. Mixturas generalizadas de gamma y exponen-

ciales

A partir del modelo FPBVE dado en la Definicién 1.17, sin restricciones sobre sus

parametros, se obtiene que el estadistico minimo tiene funcién de densidad

bt 2044

foy(x) =ve

es decir, T7 es exponencial con parametro v, y asi, su funcién de supervivencia es

logconcava y logconvexa, es decir, la razén de azar o tasa de fallo es constante.

No obstante, la distribucién del estadistico méaximo 75 del modelo FPBVE toma
cuatro formas distintas dependiendo de los valores de as, a4 y v, tal como expresamos

a continuacion, para todo x > 0,

(
Prage” M + poaize” 3T + (1 — ¢y — o)ve ™" sl v # as,ay

prage” " + ((1 — ¢1)v — apas) 7% + apagrze™" siv = a3 # ay

poaze” " + ((1 — o)V — ) €77 + apoyrre ™" siv = ay # ag

vxr

(1 — ) ve™® + agvze” siv=a3=oy

(4.2.1)

donde ¢1 = o/ (v — ay) y 2 = apas/ (Vv — az), véase Baggs y Nagaraja (1996).

Obsérvese que f(2)(x) es una mixtura generalizada de tres distribuciones exponen-

ciales solo cuando v # ag, a4, y su logconcavidad ha sido clasificada en el Capitulo

2.

Sin embargo, cuando v = a3 = ay, T es una mixtura de una distribucién gamma(2)

y una distribucién exponencial, donde por distribucién gamma(2) denotamos a una
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distribucién gamma con pardmetros (2, 3).

Ademsds, en los restantes casos, v = ag # a4 6 v = a4 # a3, el estadistico maximo
T> es una mixtura generalizada de una distribuciéon gamma(2) y dos distribuciones

exponenciales.

Por ello, en el siguiente apartado, establecemos las condiciones basadas en los pesos
y pardmetros de las mixturas generalizadas de una distribucién gamma(2) y distribu-
ciones exponenciales para que sean modelos de probabilidad, y posteriormente, ana-
lizaremos la logconcavidad de la funcién de supervivencia del estadistico méximo del

modelo FPBVE.

4.2.1. Caracterizacion de mixturas generalizadas de gamma y

exponenciales

En este apartado, examinamos las condiciones sobre los pesos y parametros de las
mixturas generalizadas de una distribucién gamma y una o dos distribuciones expo-
nenciales, para que la mixtura generalizada sea un modelo de probabilidad, tal como
Bartholomew (1969) y Baggs y Nagaraja (1996) muestran para las mixturas generali-

zadas de dos o tres distribuciones exponenciales, respectivamente.

Ademas, estas mixturas generalizadas hacen mas flexibles los procedimientos de

estimacion de los pesos en aquellos problemas que se modelizan mediante mixturas.
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Mixturas generalizadas de gamma y exponencial

En primer lugar, damos la definicién de una mixtura generalizada de una distri-
buciéon gamma y una distribucién exponencial, y después establecemos las condiciones

necesarias y suficientes para que sea un verdadero modelo de probabilidad.

Definicién 4.1 Sea X una variable aleatoria con soporte (0,00). Se dice que X es una
miztura generalizada de una distribucion gamma(2) y una exponencial si su funcion de

densidad estd dada por
f(z) = arfi(x) + asfo(x)  para todo x>0 (4.2.2)

donde fi(z) = bie % y fo(x) = bixe=b2% son las funciones de densidad de una exponen-
cial de pardmetro by y una gamma de pardmetros (2,by), respectivamente, y ay,as € R

tales que a1 + as = 1.

Noétese que la funcién de densidad (4.2.2) se puede expresar como
f(z) = a;bre " + agnge’bzx para todo x > 0 (4.2.3)

donde by > 0, by > 0y aq,as € R tales que a; + as = 1.

Teorema 4.1 Sea f(x) una miztura generalizada de una distribucion gamma y una
distribucion exponencial definida por (4.2.3). Entonces, f(x) es una funcion de densi-

dad si y solo si a; > 0 y se verifica una de las siguientes condiciones

1. a9 > 0.
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2. a2<0,b1<b2y

2

log———==— < 1. 424
& ajby(be —by) — ( )

Demostracién. En primer lugar, teniendo en cuenta que ambas funciones, f;(z) =

bie 012 v fo(x) = bire 2% son funciones de densidad, es obvio que

/f(:v)d:v:alJraQ: 1
R

por lo que es suficiente probar que f(x) es positiva para todo z > 0, para que sea una

funcion de densidad.

Para ello, analizamos los pesos y parametros de las funciones de densidad de la
gamma y de la exponencial, tal que la mixtura generalizada (4.2.3) sea una verdadera

funcion de densidad.

En este contexto, observamos que ambos coeficientes a; y as no pueden ser ne-
gativos, ya que f(z) serfa negativa. Entonces, sélo uno de los a; podria ser negativo.
Ademas, f(0) = a;b; debe ser positivo, y por tanto, a; > 0, puesto que by > 0; es decir,

Unicamente podra ser negativo el coeficiente as.
Veamos ahora la no negatividad de la funcién f(z) segun el signo del coeficiente as.

Cuando ambos a; son positivos, a; > 0y ay > 0, entonces f(x) es una combinacién
lineal convexa de funciones de densidad, y por consiguiente, f(x) es una funcién de

densidad.

En el caso contrario, cuando ay < 0, discutimos las condiciones segtin la ordenacion

de los parametros by y bs.
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Si by > by, tomamos la funcién g(x) = €% f(z), la cual tiene el mismo signo que

f(z), por tanto, es suficiente que
g(x) = aybye®> 7% 4 q,b22 > 0 para todo = > 0.

Teniendo en cuenta que a; > 0, ay < 0, by —b; < 0, ambos términos de la funcién g(x),

ayb1e®272)7 v q,b22, son no crecientes, y de aqui se deduce que g(z) es no creciente en
x > 0.
Ademas, g(0) = a1by > 0 y lim, o g(x) = —o0, es decir, la funcién g(z) cambia

de signo positivo a negativo, y consecuentemente, f (x) no puede ser una funcién de

densidad para a; > 0, as < 0y by > bs.

Por otro lado, si b; < by, obtenemos que la funcién g(z) = €”% f(z) tiene el mismo

signo que f(z). Por lo que analizamos el signo de

ba—b1)x

g(z) = arby + agbize para todo x > 0

en donde ¢g(0) = a;b; > 0, y teniendo en cuenta que

lim ze 27tz — {y _;e—(bg—h)z -0
o T—00 by — by

obtenemos que lim, ., g(z) = a;b; > 0.

En este sentido, estudiamos el comportamiento de la funcién g(z) mediante su

primera derivada
g'($) = a2b§€7(b27b1)x . CLQb%I(bQ o bl>€7(b2fb1)x

1
= —azb%(bz — bl)ef(brbl)x (33 — by bl)

por lo que, ¢'(x) < 0 para x < (by — by)™' vy ¢'(x) > 0 para > (b — b)), es decir,

la funcién g(x) alcanza su minimo en zy = (by — by)~!. Por tanto, es suficiente probar
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que el signo de g(xg) es no negativo, para que g(z) sea no negativa, y por consiguiente,

f(z) una funcién de densidad.

Para determinar este signo, tenemos que
g(z0) = arby + azb3 (b — b)) "'e™ ' >0

si y sélo si (4.2.4), y por tanto, bajo estas condiciones, la funcién f(x) es una funcién

de densidad. H

Obsérvese que aunque la funcion de densidad del estadistico maximo a partir de
una distribucion poblacional es siempre una verdadera funcién de densidad, se podria
comprobar que el estadistico maximo del modelo FPBVE cuando v = a3 = a4 satisface

este Teorema 4.1.

Mixturas generalizadas de gamma y dos exponenciales

Veamos ahora las condiciones basadas en los pesos y parametros de una mixtura
generalizada de una distribucién gamma y dos distribuciones exponenciales, para que

sea un modelo de probabilidad.

Definicién 4.2 Sea X una variable aleatoria con soporte (0,00). Se dice que X es una
mixtura generalizada de una distribucion gamma(2) y dos exponenciales si su funcion

de densidad esta dada por
f(x) = ayfi(x) + as fo(x) + asfs(z)  para todo x> 0 (4.2.5)

donde fi(x) = bie "%, fo(x) = boe 2% y f3(x) = b3xe % son las funciones de densi-
dad de dos exponenciales de pardmetros by y by, y una gamma de pardmetros (2,bs),

respectivamente, y ai,as, a3 € R tales que a1 + as + az = 1.
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Nétese que la funcién de densidad (4.2.5) se expresa como
f(2) = a1b1e™" + agboe™" + agb2xe "  para todo x > 0 (4.2.6)

donde by > 0, by > 0, b3 > 0y ay,as,a3 € R tales que a1 + as + a3 = 1.

Ademas, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que los parametros de las dos

distribuciones exponenciales estan ordenados, b; < bs.

Teorema 4.2 Sea f(z) una miztura generalizada de una distribucién gamma y dos
distribuciones exponenciales definida por (4.2.6) con by < bs.
1. Sia;>0,as >0 yaz >0, entonces f(x) es una funcién de densidad.

2. Sia; >0, as <0 yasz >0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sdlo si
c1 > 0, donde

CcC1 = Cllbl -+ agbg. (427)

3. Sia; >0,ay <0 yaz <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sélo si

¢y > 0 y se verifica una de las siguientes condiciones:
a) Cuando by < by <bs y ademds co >0 6 {ca <0 y e3> 0}, con

Cy = (lgb% — agbg(bg — bl) (428)

¢ = apby + aghye” 20T 4 agbgTe_(b‘*_bl)T (4.2.9)

donde T es la Unica solucion de

CLQZ)Q(bQ — bl)e(bS*bZ)T + a3b§((b3 - bl)T — 1) =0. (4210)
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b) Cuando by < by < by y ademds {c4 < 1 ycy >0 d{ca <0 yecz>0}}
6{csa>1y{ca>0ycs <1} 6{c3>0yc; >1}}, con

_ a2b2(62 — b1>(b2 — bg)

4.2.11
“ a3b§(b3 - bl) ( )
5 = by = b _ log ¢4 (4.2.12)

bs — by

y T en (4.2.9) es la unica solucion de (4.2.10) tal que T > ﬁlogcm

4. Sia; >0,ay>0 yag <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y solo si

se verifica una de las siguientes condiciones:

a) Cuando by < by < by y c3 > 0, donde T en (4.2.9) es la unica solucion de
(4.2.10).

b) Cuando by < by < bs y ademds cg > 0 ¢ {cg <0 y c; > 0}, con

Ceg — a1b1 (bg - bl) + CL3Z)§ (4213)

cr = arb e®77 4+ goby + agbgTe_(b:”_b?)T (4.2.14)

donde T es la unica solucion de
a1b1(62 — b1>€(b37b1)7 -+ a:;b%(l — (bg — bQ)T) =0. (4215)

5. Siay <0, ay >0 yaz >0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sdlo
sic; >0, by <by yademds cog >0 6 {ca <0 ycg >0}, donde 7 en (4.2.9) es la

unica solucion de (4.2.10).

Demostracién. Al igual que en la demostracion del Teorema 4.1, es inmediato que

/f(m)dx:a1+a2+a3:1
R
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y por tanto, es suficiente probar que la funcién f(z) > 0 para todo x > 0 para que sea

una verdadera funcion de densidad.

Veamos las condiciones de los pesos a; y los parametros b; tales que la funcién f(z)

es no negativa.

Obviamente, todos los coeficientes a; no pueden ser negativos, ya que en tal caso la

funcién f(z) serfa negativa.

Anélogamente, los dos coeficientes de las componentes exponenciales a; y as no
pueden ser negativos, puesto que f(0) = aib; + asby = ¢; debe ser positivo. Por lo
que, cuando dos coeficientes de la mixtura son negativos, el otro peso que es positivo

corresponde a uno de las dos distribuciones exponenciales de la mixtura generalizada.

Ademas, el coeficiente as no puede ser el inico peso positivo, pues en este caso, la

funcién go(z) = e%? f(z)/x para todo x > 0, dada por

e(b3—b1)az e(b3—b2)az )
90(33) = alblT + aszT + asbs

tiene el mismo signo que f(z). De modo que, dependiendo de la posicién del pardmetro
b3 con respecto a los parametros de las distribuciones exponenciales, by < by, tenemos

los siguientes limites

lim go(z) = azb; < 0 cuando by < by

r—00

lim go(z) = —o0o0  cuando by < bg < by

lim go(x) = —oco  cuando by < bs,

r—00

es decir, en los tres casos la funcién f(z) serfa negativa cuando z — oo, y por tanto no

podria ser una funciéon de densidad. Consecuentemente, cuando sélo uno de los pesos
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es positivo, dicho peso debe ser a4, el correspondiente a la componente exponencial con

menor parametro.

Veamos ahora el signo de la funcién f(x) dependiendo de los signos de los coefi-

cientes a; en los casos restantes.

En el caso (1), todos los a; son positivos, entonces la funcién f(z) es una combi-
nacion lineal convexa de funciones de densidad, y por tanto, también es funcién de

densidad.

Para probar el caso (2), a; > 0,a5 < 0y ag > 0, estudiamos la no negatividad de la
funcién f(x) para las distintas ordenaciones de los pardmetros b;, teniendo en cuenta

que c; debe ser positivo.
En primer lugar, asumiendo que b3 < b; y tomando la funcién g;(z) = €% f(z)
dada por

g1(x) = arby + agbye” 27007 4 agnge(bl_bi*»)%‘

que tiene igual signo que f(z), se verifica que lim, ., g;(z) = co. Ademds, obtenemos

que su derivada
g (z) = elr=ba)e (—agba(by — by)e” 02750 4 qap2(1 4 (by — bs)x))

es no negativa en > 0, ya que as < 0y by < be. Por lo que, esta funcién g;(x) es no
decreciente en > 0, y como se cumple que ¢1(0) = f(0) = ¢; > 0, tenemos que la

funcién f(z) de la mixtura generalizada es una funcién de densidad.

En segundo lugar, cuando b; < bz < by, la funcién g (x) verifica que lim, ., g1(x) =

a;b; > 0, y su derivada tiene el mismo signo que hy(z) = e~ "17%)2¢ (), que podemos
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expresar Como
hi(x) = —agba(by — by)e™ 7% 4 agb3 (14 (b — b))
siendo hy(0) = —agby(by — by) + azb3 = ¢ > 0, puesto que as < 0, az > 0y by < by y
también verifica que lim, ., hy(z) = —o0.
Ademas, la derivada de hy(x) puede escribirse como

Wi () = agby(by — by)(by — bg)e™ 27097 L agb2(by — bs) < 0

por tanto, la funcién hi(x) es no creciente en x > 0, es decir, hy(z) cambia de signo
positivo a negativo. Asi que la funcién g;(z) pasa de ser creciente a decreciente, y
teniendo en cuenta que ¢1(0) = ¢; > 0 y su limite es no negativo cuando r — oo,

tenemos que g1(z) > 0 para todo = > 0, y por tanto, f(z) es una funcién de densidad.
En tercer lugar, para by < bz, consideramos la funcién go(z) = €% f(z) dada por
g2(x) = arbre BT 4 gobyePab2)e 4 asbsx

la cual tiene el mismo signo que la funcién f(z), siendo ademas, g2(0) = f(0) =¢; >0

y lim, .o go(z) = 00. De modo que la primera derivada de go(x) puede expresarse como
gh(z) = e7hy (1) 4 agb?
donde hy(z) esta dada por
ha(x) = a1by (b — by) + agby(bs — by)e™ 2707
y para esta funcién tenemos que lim, ., ha(x) = a1b1(bs — by) > 0.

Ademas, a partir de las desigualdades ¢; = a1b1 +agbs > 0y by < by < bs, se verifica

que

bs — by

a1by > —agsby > —agbgb >0

53— b
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lo que implica la siguiente desigualdad
arby (bg — bl) > —agby (bg — bg) >0

y de aqui, hg(O) = CL1b1(b3 — bl) + CLQbQ(bg — bg) > 0.

Asi, teniendo en cuenta que la funcién hy(z) es no decreciente en z > 0, se deduce
que es no negativa. Por tanto, usando azb3 > 0, tenemos la monotonfa de go(z), y por

tanto, ga(x) > 0 para todo x > 0, es decir, la funcién f(z) es una funcién de densidad.

Veamos ahora el caso (3), a; > 0,a3 < 0y az < 0, teniendo en cuenta que es
necesario que ¢; > 0. Para ello, analizamos el signo de la funcién g;(z) del caso ante-
rior, segun la posicion del pardametro bz con respecto a los parametros b; < by de las

distribuciones exponenciales.

Cuando b3 < by, entonces lim, .., g1(z) = —oo, y por tanto la funcién f(z) no

puede ser una funcion de densidad.

Para b3 > by, obtenemos que ¢;(0) = ¢; > 0y lim, .o g1(2) = a1by > ¢;. Ademés,
su primera derivada ¢} (z) = e~ ®»~*)%h (2) tiene el mismo signo que la funcién hy(x),
siendo lim, .o g1 (z) =0y hy(0) = ¢}(0) = ca.

Por lo que, para determinar la monotonia de la funcién ¢;(x), es decir, el signo de

hi(z), estudiamos el comportamiento de hq(z) en ambos casos: by > by y by < by < bs.

En este sentido, el limite de la funcién hy(x) es infinito cuando © — oo y su derivada

h(z) es positiva cuando bs > by, por lo que hi(x) es creciente en > 0, y en particular,

hl(ﬂf) Z hl(O) = C3.

Consecuentemente, si co > 0 entonces la funcién hy(x) es positiva y la funcién g, (z)

es creciente en x > 0, y por tanto, f(x) es una funcién de densidad.
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Asimismo, si ¢y < 0 entonces la funcién hy(z) cambia de signo negativo a positivo,
es decir, la funcién ¢;(z) alcanza su minimo en 7, donde 7 es la tinica solucién de
hi(xz) = 0. Teniendo en cuenta que ¢g;(7) > 0 es equivalente a la condicién c3 > 0,

obtenemos que f(z) es una funcién de densidad si y sélo si ¢3 > 0 cuando ¢y < 0.

No obstante, f(x) no puede ser una funcién de densidad cuando c3 < 0, ya que la

funcién g () cambia de signo en este caso.

Por otro lado, cuando b; < by < by, se verifica que lim, .o h1(z) = oo y hi(z) es
creciente. Por tanto, si A}(0) > 0 se tiene que A} (z) > 0, lo que implica que la funcién
hi(x) es creciente, y utilizando la equivalencia entre A} (0) > 0y ¢4 < 1, a través
del desarrollo anterior, tenemos que f(x) es una funcién de densidad cuando c; > 0

6{ca<0yc3>0}.

Ademas, cuando ¢4 > 1, se tiene que la derivada de hi(x), cambia de signo negativo
a positivo, es decir, hi(x) decrece y después crece, y por tanto, hy(x) alcanza su minimo

en

B 1 agbg(bg — bl)(bz - bg)
To = log 5
bg — b3 a3b3(b3 — bl)
Asimismo, teniendo en cuenta que la desigualdad hy(m) > 0 es equivalente a la con-
dicién c¢5 < 1, obtenemos que hy(x) es positiva cuando ¢5 < 1 o bien hy(z) es primero

positiva, después negativa, y por ultimo positiva cuando c5 > 1.

Por un lado, la funcién g;(z) es creciente cuando ¢4 > 1y ¢5 < 1, y asi, anadiendo

c2 > 0, deducimos que f(z) es una funcién de densidad.

Ademas, la funcién gy (z) pasa de ser creciente a decreciente y vuelve a cambiar a
creciente cuando ¢4 > 1y ¢5 > 1, o equivalentemente, g;(z) alcanza su minimo en 7,

donde 7 es la tnica solucién de hy(z) = 0 tal que 7 > 79, y por consiguiente, anadiendo
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c3 > 0, se tiene que f(z) es una funcién de densidad.

En el caso (4), a3 > 0,as > 0y ag < 0, se comprueba facilmente que ¢; > 0.
De manera que analizamos cuando f(x) es positiva para las diferentes situaciones del

parametro bs.

Para b3 < b, obtenemos que el limite de la funcién g,(x) = €% f(x) es menos
infinito cuando © — o0, y por tanto, f(z) no puede ser una funcién de densidad

cuando b3 < b;.

Ahora discutiremos el signo de la funcién g;(x) cuando by < bs. Asi, para by > by,
tenemos que g1(0) = a1by +agby = ¢1 > 0y lim, oo g1(z) = a1b; > 0. Ademas, el limite

de su derivada depende de la localizacion de by con respecto a bs.

De modo que cuando b; < by < by, consideramos la funcién hy(z) = e~z g (7)
que tiene igual signo que g; (z), en donde se verifica que hy(0) = —agba(by—by)+azbs < 0
y hi(x) converge a infinito cuando z — oo. Ademas, su primera derivada hi(z) > 0
para todo x > 0, es decir, hy(x) es creciente en x > 0, y por consiguiente, la funcién
g1(z) pasa de ser decreciente a creciente, o equivalentemente, g;(z) alcanza su minimo
en 7, donde 7 es la unica solucién de hy(x) = 0. Por tanto, f(z) es una funcién de

densidad si y sélo si ¢3 > 0.

Por otro lado, cuando bz > by, consideramos la funcién gs(z) = €% f(z) dada por

93(1’) = alble(b2fb1)x + a2b2 + a3b§x€7(b37b2)z

la cual tiene el mismo signo que f(x), y ademés verifica que g3(0) = aijby+aghy = ¢; >0

y lim, . g3(z) = 0o. Asimismo, la primera derivada de gs3(z) tiene igual signo que la
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funcién hs(z) = e®3=2)7 gl (1), dada por
hg([L‘) = Cllbl (bg — bl)e(bg_bl)x + agb§(1 - (b3 — bg)l‘)

siendo h3(0) = ayby(by — b1) + azb? = cg y lim, . hs3(x) = oo, puesto que by > bo.

Ademas, esta funcién hs(x) es creciente en z > 0, ya que

Ry () = arbi(by — by)(bs — by)e®* 7% — qgb2(by — by) > 0

Por tanto, si ¢g > 0, entonces la funcién hs(x) > 0 para todo x > 0, es decir, g3(x)
es creciente en « > 0, y teniendo en cuenta que ¢; > 0, tenemos que f(x) es una funcién

de densidad.

En caso contrario, si ¢g < 0, entonces hz(z) cambia de signo negativo a positivo, y
de aqui, gs(z) pasa de ser decreciente a creciente, es decir, g3(x) alcanza su minimo en
7, donde 7 es la tnica solucién de hs(z) = 0. Teniendo en cuenta que la desigualdad
g3(7) > 0 equivale a la condicién ¢; > 0, obtenemos que f(z) es una funcién de
densidad si y sélo si ¢z > 0 cuando ¢g < 0. Sin embargo, f(z) no puede ser una funcién

de densidad cuando ¢; < 0, pues en tal caso gs(z) cambia de signo.

Finalmente, estudiamos el caso (5), a1 < 0,as > 0 y ag > 0, que corresponde a
la tnica posibilidad de que a; sea negativo y donde también es necesaria la condicién

¢1 > 0 para que f(x) pueda ser funcién de densidad.

Tomando otra vez la funcién g (z) = e*? f(z), tenemos que ambas funciones, f(x)
y ¢1(x), tienen igual signo. Sin embargo, su limite depende de la posicién de by con

respecto a by.

En particular, para bg > by, obtenemos que lim, .., g1(z) = a;b; < 0, y por tanto,

f(x) no puede ser una funcién de densidad.
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Para b3 < by, se puede comprobar que lim, .. ¢1(x) = ooy ¢1(0) = ¢ > 0.

Asimismo, su derivada tiene el mismo signo que la funcién hy(z) = 2= ¢! (z) dada

por
h4(l’> = —agbg(bQ — bl) + CL3b§€<b2_b3)z (1 + (bl — bg) I)

en donde 1y (0) = —agby(by —by) +azb3 = ¢y y lim, o, hy(z) = co. Ademds, su derivada

es

Ry (z) = agb2e®>7%)% ((by — bs) (14 (bs — by) ) + (b1 — bs)) > 0

o equivalentemente, la funcién hy(z) es creciente en x > 0. De modo que, cuando
co > 0, tenemos que hy(z) es positiva, es decir, la funcién g () es creciente en x > 0,

y por consiguiente, f(z) es una funcién de densidad.

Por otro lado, cuando ¢, < 0, obtenemos que ¢, (z) pasa de ser decreciente a crecien-
te, es decir, ¢g;(x) alcanza su minimo en 7, donde 7 es la tnica solucién de hy(x) = 0.
Asi, teniendo en cuenta que hy(x) = 0 es equivalente a hy(x) = 0, y que la desigualdad
g1(7) > 0 equivale a la condicién ¢z > 0 donde 7 en (4.2.9) es la tnica solucién de
(4.2.10), obtenemos que f(x) es una funcién de densidad si y sélo si ¢3 > 0 cuando
c2 < 0. No obstante, f(z) no puede ser una funcién de densidad cuando ¢3 < 0, puesto

que en tal caso g;(z) cambia de signo. O

Obsérvese que en ambos casos, vV = ag # a4 y V = a4 # a3, mediante (1) 6 (2) del
Teorema 4.1, puede comprobarse sencillamente la funcion de densidad del estadistico

maximo del modelo FPBVE.
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4.2.2. Logconcavidad del estadistico maximo del modelo ex-

ponencial bivariante de Friday y Patil

En este apartado analizamos la logconcavidad de la funcién de supervivencia del
estadistico maximo del modelo FPBVE, tal como vimos en la Seccién 1.5, esto es

equivalente a estudiar la monotonia de la razén de azar o tasa de fallo.

Para ello, necesitamos la funcion de supervivencia del estadistico maximo del mo-
delo FPBVE. Teniendo en cuenta que su distribucion esta determinada a través de
(4.2.1), para cada valor del parametro v, obtenemos que su funcién de supervivencia

es

(

Gre” + e — (1 — g1 — o)e™" siv # ag,ay
Pre” " + (1 — ¢1) e + pagre™  siv= a3 # ay
Siay(x) = (4.2.16)

2™ 4+ (1 — o) e + poze™  siv=oay # a3

v

e " + agrze” Silv=a3=aqy

\

asi como la primera derivada de f(2)(z), que coincide con menos la segunda derivada

de S(Q)(I),

)
—prage ™ — gpaze” " — (1 — ¢y — o)™ siv# asz, oy

—pra2e” % — (1 — ¢y)v? — 2apaav) e77% — apagrze™® siv = a3 # oy

vx

—oa2e™ % — ((1 — ¢o)v? — 2apa1v) e™7% — qpa?re™" siv = a4 # a3

3 vx

Te siv = O3 = Oy
(4.2.17)

| —(1 = 2a0)v%e™" — agv

donde todos los parametros «; son positivos y ag < 1, siendo v = a; + g, ¢ =

apa1/ (Vv — ay) y ¢ = apae/ (v — az). Ademas, al comienzo de esta seccion, destacamos
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que solo en el caso v # ag, ay, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de tres
istribuciones exponenci us propi ncavi ili ueden
distribuciones exponenciales, y sus propiedades de logconcavidad o fiabilidad puede

verse en la Seccién 2.4.

Sin embargo, en los tltimos tres casos, la funcién f(2)(z) es una mixtura generalizada
de una distribucién gamma(2) y una o dos distribuciones exponenciales. Por lo que,

estudiamos aqui sus propiedades segun los valores de ag, ay y v.

Proposicién 4.3 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional segin un modelo

FPBVE con v = ag # a4. Entonces, su estadistico mdzimo tiene funcion de supervi-
. , 2

vencia logconcava para v < ay, y logconveza para v > ay + (oo + apay)” Jagay. En

otro caso, cambia su logconcavidad.

Demostracion. Para clasificar la logconcavidad del estadistico maximo 75, de este
modelo FPBVE, a partir del Lema 1.1, y las expresiones (4.2.1), (4.2.16) y (4.2.17),

calculamos

= (=grage™ ™" — ((1 — ¢1)v* — 2apa0v) €7" — apap’ze ")
. (¢le—a4m + (1 o ¢1) 6—1/m + ozoozgxe_”’”)

+ ((bloqe""” + (1 — ¢1)v — apag) €77 + Ozoagyxe’”x)Q
donde

fly(@) - Sy (@) = =gtafe ™ — 1 (1 = ¢1) (af + 1°) — 200a9v) e (@

— drapas (of + v7) ge~(atr)e _ (1= ¢1)** = 2(1 — ¢1)apaar) e 2*

2vx 2.2 .2 2 2vx

—2((1 = 1)V — apan) apagrze™ " — agasvae”
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2 —2a4T —(as+v)x
(foy ()" = dlage ™% + 20104 (1 — ¢1)v — aparz) e (@4H)
+ 2¢1a4a0a2ya76_(a4+”)‘” +((1—¢1)v — a0a2)2 e e

—2vzx 2 .22 2 2vx

+2((1 — ¢1)v — apag) apargrze + agosririe”

por lo que, g(x) puede expresarse como

g9(z) = agaje ™" — drogas (v — ay)’ we 4T

— ¢ ((1 —¢1) (v — 044)2 — 2apag (v — a4)) e~ (aatv)a

o equivalentemente,

g(l‘) = O‘(Q)O‘ge_Qm - ¢1 ((1 - le) (V — 044)2 — 2090 (]/ — 044)) 6—(a4+u)w
— Prapar (V - a4)2 pe—(eatr)z
Para discutir el signo de la funcién g(z), es decir, la logconcavidad de S (),

observar que esta funcién g(x) tiene el mismo signo que h(x) = e*%g(x), dada por

1- — ) =2
h(z) = a2al — prapas (v — ay)? (( 91) (v = ) = a0 + x) elv—aa)x

apas (V — ay)

v—ay)T (v—aq)x

= agas — apay (V — aq — apag — 2000) el — drapae (V — 044)2 ze

donde

h(0) = agag — é1 (v — aa) (1 = 61) (v — o) — 2a002)

y teniendo en cuenta que ¢ (V¥ — ay) = apaq, se puede reescribir como

2
h(0) = apay (044 + (2002 + aoen) - 1/)
(671851
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Por tanto, el signo de h(0) depende de la posicién del pardmetro v con respecto a
ay + (s + agan)® Jagas, tal que h(0) > 0 cuando v < ay + (s + agay)® fagas, y
h(0) < 0 cuando v > ay+(pas + agan)* Jagay. Ademés, la derivada de h(z) estd dada

por

h/<.§6) _ _¢1a0a2 (V . 044)3 <(1 - ¢1) (V — 064) - 20600(2 n x> e(llfa4):p

apas (V — ay)

— propas (v — 044)2 elv—oa)e

2 [V — 0y — Qo — QpQig _
= —agoay (v — ay) ( + x| ev)e
apas (V' — ay)

En este sentido, si v > ay, entonces

. ((1 — ¢1) (v — ay) — 2000z i :C)

e (V — ay)

eV=o)T — Iy gelv—04)®

r—00

= O

T—00

y por tanto, lim, . h(x) = —o0.

Ademss, cuando v < ay + (apas + apay)” /apay, tenemos que h(0) > 0, y por
consiguiente, h(x) cambia de signo, es decir, g(x) cambia de signo, de modo que la

funcién de supervivencia de Ty cambia su logconcavidad.

) 2
Sin embargo, cuando v > a4 + (pag + apay)” /apay, obtenemos que

(Oéoag -+ Oé(]Oél)2
[e7s105]

UV — 0y — Opgx; — gQlg — Qg1 — Qg

a5
= + agag > 0
[e7105]

por lo que, W' (x) < 0, es decir, h(z) es decreciente en x > 0. Entonces, h(x) < h(0) <0,
o equivalentemente, g(x) es negativa en x > 0, es decir, la funcién de supervivencia de

T, es logconvexa.

Por otro lado, si v < ay, entonces lim, .., h(z) = aga3 > 0. En particular, v <

oy + (s + agen)? Jagan, por lo que h(0) > 0. Asimismo, teniendo en cuenta que
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v < ay < ayg+ agas + agaq, obtenemos que

UV — Oy — Ol — gl

>0

apas (V — ay)
y por consiguiente, h/(z) < 0 para todo = > 0, es decir, h(z) es decreciente en x > 0.
Asi que h(z) > lim, ., h(z) = a2a3 > 0, lo que implica que h(z) > 0, es decir, g(z) es

positiva en x > 0, o equivalentemente, T, tiene supervivencia logconcava. 0

Proposicién 4.4 Sea (X1, Xs) una variable aleatoria bidimensional segin un modelo

FPBVE con v = a4 # ag. Entonces, su estadistico mdzimo tiene funcion de superuvi-
. . 2

vencia logedncava para v < as, y logconvera para v > az + (apoe + apay)” Jagay. En

otro caso, cambia su logconcavidad.

Demostraciéon. Este caso se comprueba de forma totalmente andloga al caso v =

a3 # ay, cambiando en el razonamiento los pardmetros (ag, au, ¢1) por los pardmetros

(041,0_/3,q52). UJ

Proposicién 4.5 Sea (X1, Xs) una variable aleatoria bidimensional segin un modelo
FPBVE con v = a3 = ay. Entonces, su estadistico mdzximo tiene funcion de superuvi-

vencia logconcava.

Demostracién. A partir del Lema 1.1, y de las expresiones (4.2.1), (4.2.16) y (4.2.17),

tenemos que

= (— (1 —20) Ve — aoy%e_”) (S_WU + ozoyxe_”)
+ ((1 — ) ve ™ + 0z01/2xe*’””)2

— OCSUZGfQVx
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siendo esta funcion no negativa para todo z, en particular para x > 0, y por consi-

guiente, la funcién de supervivencia de T5 es logconcava o su tasa de fallo es creciente.

O

Obsérvese que solo en este ultimo resultado, se podria aplicar el Caso 4 de Gupta
y Warren (2001), puesto que se trata de una mixtura (mixtura no generalizada), y

nuestra clasificacién coincide con la de ellos.

4.3. Extensiones a modelos Weibull bivariantes

En esta seccion, vemos algunas extensiones bivariantes mas conocidas del modelo
de probabilidad Weibull, en el sentido de Hanagal (1996), (2004) y (2005), a través de
la transformacién X; = Y,/ con ¢ > 0 para i = 1,2, siendo (Y7, Ys) uno de los modelos

7

exponenciales bivariantes de la Seccion 1.4.

Obsérvese que los estadisticos ordenados minimo y maximo de estos modelos Wei-
bull bivariantes, son predominantemente mixturas generalizadas de distribuciones Wei-
bull, lo que motiva el estudio de la caracterizacion de dichas mixturas generalizadas de

distribuciones Weibull.

En este sentido, damos las condiciones basadas en los coeficientes y parametros de
las mixturas generalizadas de dos y tres Weibull, para que sean verdaderos modelos de
probabilidad; resultados que extienden las caracterizaciones de Bartholomew (1969) y
Baggs v Nagaraja (1996), y flexibilizan la aplicacién de las mixturas y la estimacion

de sus pesos en las situaciones modelizadas mediante mixturas.

Para finalizar esta seccion, estudiamos la logconcavidad de la funcion de super-
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vivencia de las mixturas generalizadas de dos distribuciones Weibull, aplicando los
resultados en la clasificacion de los estadisticos extremos de algunos modelos Weibull

bivariantes.

4.3.1. Modelos Weibull bivariantes

Veamos ahora algunos modelos Weibull bivariantes, asi como sus estadisticos ex-

tremos.

Definicién 4.3 Sea (X1, X5) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo Weibull bivariante tipo Gumbel I (GBVW-I), si su funcion de supervivencia

viene dada por
S(z1,mq) = e_(xfﬂg) (1 +« (1 — e’zi) (1 - e’””g)) para todo x1,x9 > 0
siendo |a] <1 yc > 0.

Obsérvese que para a = 0, este modelo GBVW-I corresponde a dos componentes

independientes e idénticamente distribuidas con distribuciones Weibull.

Asimismo, los estadisticos minimo y maximo de este modelo GBVW-I tienen fun-

ciones de densidad

foy(@) = ez (201 + a)e ™ — 6ae™" + dae™**)

foy(@) = ca® ' (267 = 2(1 + a)e > + 6ae " — dae™*"")

en donde se observa que son mixturas generalizadas de Weibull.
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Definicién 4.4 Sea (X;, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue un
modelo Weibull bivariante tipo Gumbel II (GBVW-II), si su funcién de supervivencia

viene dada por

x$ s 5 g ’
S(z1,m9) =exp | — (6_1) + (9—2) para todo x1,x9 >0
1 2

siendo 01,0, >0, 0< 6 <1 yc>0.

Notese que si 6 = 1, se obtiene el modelo Weibull bivariante con marginales Weibull

e independientes.

Ademas, las funciones de densidad de sus estadisticos ordenados T; y 15 son

foy(x) = Aeale ™

1 = 1 e c
foy (@) =cz | —e 0 + —e"2 — NN
0, 0o

()@

las cuales corresponden a un modelo Weibull y una mixtura generalizada de Weibull,

siendo

respectivamente.

Definicién 4.5 Sea (X1, Xs) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo Weibull bivariante tipo Marshall y Olkin (MOBVW), si su funcién de su-

pervivencia viene dada por
S(x1, ) = exp (—A\x] — Agzy — Adjgméx (21, 25))  para todo x1,x9 >0

donde A\ > 0, 9 >0, A\j2 >0 yc>0.
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Para este modelo MOBVW, se obtienen las siguientes funciones de densidad de T}
y Ty

foy(z) = ezt e

f(2) (.CE) _ C.’L'C_l (()\1 + )\12) e—()\1-i-/\12)xC + ()\2 + )\12) 6—()\2+)\12)xc . )\e—/\a:.:)

donde A = A\{ + Ay + Aq9, es decir, T7 y T3 tienen distribuciones Weibull y mixtura

generalizada de Weibull, respectivamente.

Definicién 4.6 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue un
modelo Weibull bivariante tipo Friday y Patil (FPBVW), si su funcién de supervivencia
esta definida por

pre~(vmanTi—uTs L (1 _ ) eV g () < 1y < Ty
S (xl, I‘Q) =

o~ (vmaa)TE0sT L (1 o) e 5 () < 29 < 1y

donde v = a1 + @z, ¢1 = P22, Po = P22 a; > 0 para i = 0,....4, y ¢ > 0, siendo

U # ag, 0y.

A partir de este modelo FPBVW, sus estadisticos minimo y méximo tiene funciones

de densidad

foy (@) = Aex® e

fio) (x) = cx ! (¢1a46_a4”6 + Poaze” B 4 (1 —¢1 — o) Ue_“xc)

las cuales son Weibull y mixtura generalizada de Weibull, respectivamente.



136 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

Definicién 4.7 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que sigue
un modelo Weibull bivariante tipo Raftery (RBVW) con pardmetros X\ > 0, 71, w2, p11

y ¢ >0 st su funcion de supervivencia viene dada por

1
S(x1,29) = Zpijsij(xlaxQ)

i.j=0
stendo

. )\zf o )\zg

Soo(T1,2) =€ T-m1e 172

_ )\:0(1" 6_>\x§ 1 _— 7T2 _ )\:0(1" _ )\zg
Soi(z1,22) =€ T - e T-rie 172
T2 T2
c —\z¢ c c
_ Azg e 1 1 —_ ﬂ.l _ Az] _ Azg
810(1‘1, l’g) =e -7 — e T-mie 1I-m
T T
—Axf 2
2 — A J J
Sui(z1,20) = ¢ ® (1 W(Q)) e T (vt —m2fy))
7T(2) 7T(2)(1 — 7T17T2>

B (1—m)(1— Wg)e_lk_le e_lx_xi
1— 179

donde x(1y = min (z1,%2), Ty = Max (x1,22), m; = P([; =1) para i = 1,2, p;; =
P(Iy=i,I,=j) parai,j = 0,1 e {I1, 12} son variables aleatorias indicadores inde-
pendientes de las variables aleatorias Weibull de las marginales con parametros X > 0

yc>0.

No obstante, al igual que en los modelos exponenciales bivariantes de Raftery, uti-
lizaremos sus tres versiones reducidas (i) m =m =py; =m, (i) M =m =71y p11 =0
sim <0.5y p11 =27 —1en otro caso, y (iii) m; = p11 = 1, como modelos Weibull biva-
riantes tipo Raftery, para dar las distribuciones de sus estadisticos ordenados minimo

y maximo.

Definicién 4.8 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene

un modelo Weibull bivariante tipo Raftery I (RBVW-1), si su funcidn de supervivencia
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viene dada por

S(x1,22) = 1 ;Ze_ﬁ(l’f”g) + e M@ (1 _1- We_lktf(’”f%_‘”?l)))

para todo x1 > 0,25 > 0, donde ¢ >0, A >0y 0 <7 <1,y siendo vy = min (z1, 3)

Y T(2) = max (1, T2).

A partir de la funcién de supervivencia conjunta de la Definicion 4.8, para este
modelo RBVW-I, se tiene que las funciones de densidad de sus estadisticos ordenados

Son

e
1+

foy () =2——a""" (We_mc + 6_%$C>

A c c
fe (x) = 297— +C ¢t (e—“ — TRt >
™

es decir, son mixturas y mixturas generalizadas de Weibull, respectivamente.

Definicién 4.9 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene un
modelo Weibull bivariante tipo Raftery II (RBVW-II), si su funcién de supervivencia

viene dada por

4
e Mimai+as) | o A(eititnas) _ o252 (95498) g0 < 1 < 0.5

177re—,\(Lx§+xg) 4 1—_7r€—)\(xfi+ﬁx§)
™

_ 1-m
S(l’l, $2) = g N
_’_27r7r—1€_>\33f2) <1 _ L—r_;e—ﬁ(ﬂcfz)—xfl))) si05<m<1
2(2m—1) -2 (2§+as
L + <7r(1+7r) B 1> et ( ' 2)

para todo x1 > 0,25 > 0, donde ¢ >0, A >0y 0 <7 <1,y siendo () = min (z1, 3)

Y T(2) = max (7, T2).
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Asimismo, para este modelo RBVW-II, se obtienen las siguientes funciones de den-

sidad de los estadisticos ordenados

zfiﬂA(@—wyfV”%ﬁf—eﬁ%“> §i0<m<05
Joy () =
e 2eret (Ttete 4 2me () - o) 05 <m <1
y
. 2Acxt ! (e"\l’c — f:—:e_’\(“rﬁ)mc + #e_%xc) si0<mw<0.5
f(2) r) =

_ _ _ _ _1 \..c _ _ 2\ ..c .
2Acxtt (ir—ze Az 27”6 A(1+15)e + 22—”6 1-=® ) si0b<m<l1

Obsérvese que en este caso, ambos estadisticos extremos son mixturas generalizadas

de Weibull.

Definicién 4.10 Sea (X, X3) una variable aleatoria bidimensional, se dice que tiene
un modelo Weibull bivariante tipo Raftery III (RBVW-III), si su funcion de supervi-

vencia viene dada por

S(.’El,l’g) = Me—A<ﬁxf+lfﬂ2x§) + w _>‘( $1+$2)
( _77T2) o
2
_f_le_’\x&) 1 — Me_ 1)\ 7?2( 0~ (1))
o 1 —~my

para todo x1 > 0,29 > 0, dondec >0, A >0,0<7m <1 y0<~vy <1 tales que v < T,

y siendo w1y = min (x1, 23) Y T(2) = Max (1, x2).

Las funciones de densidad de los estadisticos minimo y méximo de este modelo

RBVW-III son

= gt (127 =) e (M=) 2= ) ()
vﬂ—ﬂﬁ@—v—ﬂﬂgwlzﬂgpj
(1 —ym2) (1 =)
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1 — T (1 =)

YA —m)(2—7- 7T2)6_A(1-1@+1—1w)xc)
(1 —yma) (1 =)

f(2) () = Aext L ((1 + M) o=t _ (m2 —7) (2 —17) e_)‘(l"'ﬁ)zc

que como en las versiones anteriores, son mixturas generalizadas de tres distribuciones

Weibull.

Ademas, cuando se mantiene la igualdad entre sus parametros v = 7y, este modelo
RBVW-III se reduce al modelo RBVW-I, y por tanto, sélo en tal caso los estadisticos

minimo y maximo son mixturas generalizadas de dos distribuciones Weibull.

4.3.2. Caracterizacion de mixturas generalizadas de Weibull

En primer lugar, veamos el concepto de mixtura generalizada de distribuciones
Weibull, y posteriormente la caracterizacion, en el caso de dos y tres Weibull, en funcion

de los pesos y parametros de las componentes de estas mixturas generalizadas.

Definicién 4.11 Sea X wuna variable aleatoria no negativa. Se dice que X es una
mixtura generalizada de distribuciones Weibull, si su funcion de densidad es de la

forma

n

f@) =Y aifila)

donde cada fi(r) = cbjzte % para todo x > 0, con b; > 0, ¢ > 0 y a; € R,

i=1,..,n, tales que Y. a; = 1.
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Evidentemente, esta definicién de mixtura generalizada se podria establecer a través

de su funcion de distribucién

Ademas, se suponen que todos los b; son distintos, i = 1,2,...,n, puesto que en
caso contrario, se reduce el nimero de componentes de la mixtura generalizada de
distribuciones Weibull hasta la cantidad de b; distintos. Por ejemplo, en el caso de dos
distribuciones Weibull idénticamente distribuidas, b = by = b, su mixtura generalizada

es en realidad una distribucién Weibull
S(x) = a1e™ + aye™ = (a1 + ag) e = 7"

con la misma distribucién que sus componentes.

Por consiguiente, sin pérdida de generalidad, asumimos que los parametros de las

Weibull que forman esta mixtura generalizada estan ordenados: 0 < by < by < ... < b,,.

Al igual que en las mixturas generalizadas de exponenciales, las condiciones nece-
sarias a; > 0y > ., a;b; > 0 de Stetuel (1967), siguen siendo condiciones necesarias

para las mixturas generalizadas de Weibull.

Proposicién 4.6 Sea f(z) =", a;ifi(x) una miztura generalizada de distribuciones
Weibull con parametros ¢ > 0, 0 < by < by < ... < b, ya; € R, 7 =1,....n, tales que

Yora;=1.5i f(x) es una funcion de densidad entonces ay >0y > - a;b; > 0.
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Demostracién. En primer lugar, observar que por ser cada componente f;(z) =

c—1_—b;x

e %" una funcién de densidad, es inmediato que

/Rf(x)dx— iai =1

1=

ch;x

por lo que la propiedad de ser una funcién de densidad se reduce unicamente a la
positividad de la funcién f(z), es decir, una mixtura generalizada de distribuciones

Weibull es una funcién de densidad si y sélo si es siempre positiva.
Asi, para que sea f(x) > 0 es necesario que f(0) > 0, es decir, >, a;b; > 0.

Para comprobar que a; > 0 es condiciéon necesaria, consideremos el caso contrario.

Si a; <0, la funcién f(z) puede expresarse como
f(@) = ca® e (arbre® "™ 4 agbye®n T 4 4 anby,)

siendo

lim (alble(b”*bl)ﬁ + agbgelbnb2)2® L 4 anby) = —00

por lo que existe un zg tal que aib;e®» =% 4 gobyebn=b2)2" 1 4 q b, < 0 para todo
x > xg, y por tanto, f(x) < 0 para todo = > x¢, lo que contradice que f(z) sea funcién

de densidad.
Por consiguiente, es necesario que a; > 0.

Obsérvese que no se tiene en cuenta a; = 0, puesto que a; representa el coeficiente

de la componente Weibull con menor parametro b; de la mixtura generalizada. ([l

Ademas, cuando utilizamos dos o tres Weibull, en los siguientes apartados, mostra-
mos las condiciones basadas en los pesos y parametros para que la mixtura generalizada

sea un modelo de probabilidad, condiciones equivalentes a las de Bartholomew (1969)
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y Baggs y Nagaraja (1996) para los pesos y pardmetros en el caso de mixturas genera-

lizadas de dos y de tres exponenciales.

Mixturas generalizadas de dos Weibull

Teorema 4.7 Sea f(z) = cx¢™! (@1ble_b1””c + ange_bﬂ’c) una miztura generalizada de
dos distribuciones Weibull de parametros 0 < by < by < 00, ¢ > 0 y ay,as € R tal que
a;+as =1 ya; > 0. Entonces, f(x) es una funcién de densidad si y sélo si se verifica

una de las siquientes condiciones:
1. ay > 0.

2. ay <0 Yy Cblbl -+ a,zbg > 0.

Demostraciéon. Obviamente, en el caso a; > 0 y ay > 0, se trata de una mixtura

de funciones de densidad Weibull, mixtura convexa, por lo que f(x) es funcién de

densidad.
Asimismo, cuando a; > 0y ay < 0, la funcién f(z) puede expresarse como
f(z) = ca®te " (@11716(1’271’1)“36 + ngg)
por lo que la condicién f(x) > 0 es equivalente a
arby e 707 L gob, >0 para todo = > 0

(b2=b1)2° o creciente, y por consiguiente

pues ¢ > 0. Ademads, como b; < by, tenemos que e
arbye®2 7P 1 aoby > ayby + agbs

Por tanto, si a1b; +asby > 0 tenemos que f(z) > 0, es decir, es una funcién de densidad.
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Sin embargo, si a;b; + asby < 0 entonces la funcién f(x) cambia de signo, es decir,

no puede ser funcién de densidad. [l

Mixturas generalizadas de tres Weibull

Teorema 4.8 Sea f(r) = cax! (alble_blxc + agbye 027 a3b3€_b3xc) una miztura ge-
neralizada de tres distribuciones Weibull de parametros 0 < by < by < by < o0, ¢ > 0

Yy ai,as, a3 € R tal que ay +as +a3 =1 y a; > 0.

1. Sias,az >0, entonces f(x) es una funcion de densidad.

2. Siay € R yaz <0, entonces f(x) es una funcion de densidad si y sdlo si

a1b1 + (lzbg + a3b3 2 0 (431)

3. Sitas <0 yasz > 0. Entonces, f(x) es una funcion de densidad si y sélo si se

verifica uno de los siguientes casos:

a) m<1y(4.51)

b) m>1 ylog(my) > (by — by) (by — bs) " log(m)

donde
—agbg (bg — bl) albl (bZ - bl)

m = —=.
agbg (bQ — bl) ! a3b3 (bS - b2)

Demostracién. En primer lugar, si todos los coeficientes a; son positivos, f(z) es una

mixtura convexa de funciones de densidad Weibull, por lo que se trata de una funcion

de densidad.
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En el caso (2), cuando a3 < 0, estudiamos la no negatividad de f(z) segin el signo

de 9.

Si as > 0, la funcién f(z) puede expresarse como f(z) = cx® te %%°g(x), donde

a1 (l’) = alble(b?’_bl)xc + agbge(b?’_bz)xc + &3b3

teniendo f(x) y ¢g1(z) igual signo, y donde

g1 (O) = a1b1 + a262 + Clgbg

Ademss, gi(x) es creciente para x > 0, por lo que si g1(0) > 0, es decir, (4.3.1), se

tiene que g;(x) > 0, y por consiguiente, f(x) es una funcién de densidad.

Obsérvese que en el caso contrario, si ¢;(0) < 0 entonces g;(z) cambia de signo, y

por tanto f(z), es decir, f(x) no puede ser funcién de densidad.

Asimismo, si ay < 0, la funcién f(x) tiene el mismo signo que la funcién gs(x), dada

por

g2(x) = arby + azbye” 7P 4 aghge P30

c—1 —b19:

puesto que f(z) = cx®le % gy(z). Ademds, go(x) verifica que go(0) = a1b;+asby+azbs
y es creciente. Por tanto, si g2(0) > 0, o equivalentemente (4.3.1), entonces ga(x) > 0,

y consecuentemente, f(x) es una funcién de densidad.

En caso contrario, cuando no se cumple (4.3.1), g2(0) < 0, la funcién go(x) cambia

de signo, y por tanto, f(x) no puede ser funcién de densidad.
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Finalmente, para probar (3), a; > 0,a2 < 0y az > 0, observamos que la funcién

f(z) tiene el mismo signo que go(x), siendo su derivada

g5(x) = —(by — bi)ex® agboe 7PV — (by — by)exagbge (P30

=~ ((b2 - bl)a2b2€7(b27bl)xc + (bs — bl)a3b3€7(b3fb1)xc)

Teniendo en cuenta el signo de los sumandos entre paréntesis extendidos a toda la
recta real, se deduce que existe un z tal que gh(x) > 0siz > xo y gh(x) < 0si z < w,
siendo xg el inico punto en donde se cruzan ambos términos exponenciales

. < L o (s = br)asty )”C _ < 1 logm) e
bs — by —(bg — by)ashy bs — by

a3b3(b3—b1)
—azbz(bg—bl) :

con m =

De este modo, si m < 1, entonces la funcién go(z) es creciente para todo z > 0, y
por tanto gs(z) > g2(0). En tal caso, bajo la condicién (4.3.1), la funcién f(x) es una

funcién de densidad, y si no se cumple (4.3.1), entonces f(x) cambia su signo.

Asimismo, si m > 1 tenemos que la funcién go(x) pasa de ser decreciente a creciente
en la semirecta positiva, por lo que alcanza su minimo en xy > 0, es decir, go(z) >
g2(x0). De forma que f(z) cambia de signo cuando gs(zg) < 0, y es funcién de densidad

cuando ga(zg) > 0.
Ademas, go(xg) se puede expresar como

g2(0) = a1y + asbpe” @270 4 gapye(bamb)IS

= ayby 4 e~ B30T (a252€_(b2_b3)m8 + a3b3)

por lo que, sustituyendo el valor de z, la condicién go(xo) > 0 es equivalente a

_b3—by byt be — b
_albl S m bgibQ (a2b2m + CL3b3) = a3b3m bg*bz M +1
—(b2 — by)
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es decir,

_aba=b) e
asbs(bs — be) —

my

y tomando logaritmos, se tiene que gs(xg) > 0 equivale a

Obsérvese que cuando as < 0y ag > 0, las condiciones m > 1 y log(m;) >

(bs — by) (by — b3) ™" log(m) implican (4.3.1). O

4.3.3. Logconcavidad de mixturas generalizadas de Weibull

En este apartado estudiamos la logconcavidad segtn los coeficientes y parametros
de las componentes Weibull de la mixtura generalizada de dos distribuciones Weibull,
para lo que utilizaremos el Lema 1.1, lo que supone una extensién del Teorema 1 de

Baggs y Nagaraja (1996).

Teorema 4.9 Sea X una mixtura generalizada de dos distribuciones Weibull con fun-

cion de supervivencia S(x) y pardmetros by > by >0 y ¢ > 0.

1. Siay > 0, entonces S(x) es logconvexa si y solo si ¢ < 1. Ademds, S(x) es

logconcava si y solo si se verifica que ¢ > 1 y una de las siguientes condiciones:

a) c>1+ a10a(ba-br) Yy az < ap (bl/b2)1/2

a%bl—agbg

b) w>0

2. Siay < 0, entonces S(z) es logconcava si y solo si ¢ > 1. Ademds, S(x) es

logconveza si y solo si se verifica que ¢ < 1 y una de las siguientes condiciones:
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a) c< 1+ aiaz(ba—b1)

a% b1 —a% bo

b) w>0

donde

o a1a9 (bg — bl)C
c—1

w = aiby + aibym? + ajay (by + b)) T TlogT (4.3.2)

stendo

1/2
Qg (bQ_bl) c—1\2
=——" 11 14 4bb 1 4.3.
T Sarby (e — 1) + + 40109 — > (4.3.3)

Demostracion. Teniendo en cuenta la funcién de supervivencia de una mixtura

generalizada de dos Weibull
S(z) = a1 4 age 2"
y sus dos primeras derivadas

S/(SL‘) = —f(x) — —C$071 (alblefblxc + asze’bﬁC)

§"(x) = —cz ((c = 1) (arb1e™™* + agboe ™) + ca® (arbie " + asbje "))
a partir del Lema 1.1, la logconcavidad de S(x) estd determinada por el signo de
S"(2)S(x) — S'(x)? = —cat2e” (brFb2)2" g ()
donde g(z) estd definida por

g(z) = (c—1)abe® ™™ 4 (¢ — 1)aZbye(b2tr)e"

+(C — 1)a1a2 (bl + bg) — CZL‘Ca,lCLQ (b2 — b1)2
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es decir, si g(x) > 0 entonces S(x) es logconcava y si g(z) < 0 entonces S(x) es

logconvexa. En otro caso, S(x) cambia de logconcavidad cuando g(x) cambia de signo.

Ademas, del Teorema 4.7, para que dicha mixtura generalizada sea un modelo de
probabilidad, se necesita que ay > 0 0 bien as < 0y a1by + asbs > 0, es decir, cuando
as < 0 sereduce a los valores entre [—“2—2’“, 0) . Por lo que, el analisis de la logconcavidad

de S(x) sélo tiene sentido para as >0y 0 > ag > —%.

Para explorar el signo de g(z) en ambas regiones de ag, tenemos en cuenta que
9(0) = (c—1) (a%bl + a3bs + aras (b + bz))
cuyo signo depende de ¢, al igual que el lim, ., g(x).

Ademsds, consideramos los casos 0 < ¢ < 1y ¢ > 1, ya que para ¢ = 1, la funcién

g(w) se reduce a g(x) = —waraz (by — bi)” y por tanto
S//(.I)S(x) _ S,(l’)2 = aja9 (b2 i b1)2 6_(b1+b2)m

es positiva o negativa segin el signo de asg, es decir, S(x) es logconvexa si ay > 0y

logcéncava si as < 0.

En primer lugar, si as > 0, entonces X es una mixtura de distribuciones Weibull, y
teniendo en cuenta que una distribucién Weibull con funcién de supervivencia Sy (z) =
% es logeéncava si ¢ > 1y logeconvexa si ¢ < 1, pues su tasa de fallo es ry (x) = cbz®™L.
De la Proposicién 1.4 sobre mixturas de distribuciones logconvexas, tenemos que S(z)

es logconvexa cuando ¢ < 1. Ademas, para ¢ < 1 la funcién de supervivencia no puede

ser logcéncava, puesto que en este caso lim, .o, g(z) = —o0.

Sin embargo, para as; > 0 cuando ¢ > 1, tenemos que g(0) > 0 y lim, ., g(x) = oo,

es decir, S(x) no puede ser logconvexa.
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Veamos ahora bajo que condiciones g(z) mantiene su signo positivo. Para ello,

calculamos su derivada dada por
g () = c(by — b)) 2 'h(x)
donde
h(z) = (c— 1)a%b16(b2_b1)$c — (¢ — 1)a§bge_(b2_b1)”c — ajaz (by — by)

siendo ambas funciones, h(x) y ¢'(x), del mismo signo. Ademads, h(x) es creciente, pues

c>1y b <by, porlo que
ha) > h(0) = (e — 1) (a; — a3bs) — aras (b — by)

y teniendo en cuenta la posicién de ag respecto del valor aq (bl/b2>1/2, sias < a; (bl/b2>1/2
entonces h(0) > 0 si y sélo si ¢ > 1 + 2220 No ghstante, en cualquier otro caso,

2] 7
aibi—asb2

se mantiene que h(0) < 0.

Asi, para ay € (O,al (b1/52)1/2) ye>1+ % la funcién h(zx) es siempre
positiva, o equivalentemente, ¢’(x) es positiva, es decir, g(x) es creciente, y por tan-

to, g(x) > ¢(0) > 0, de donde se obtiene que la funcién de supervivencia S(z) es

logcéncava.

En caso contrario, la funcién h(z) cambia su signo de negativo a positivo, es decir,
g(x) pasa de ser decreciente a creciente, y por tanto, alcanza su minimo en z, la inica
solucién de h(zg) = 0 con x5 > 0. Ademas, teniendo en cuenta que la tnica solucién
de h(zg) =0 es xg = (ﬁlog 7') e donde 7 > 1 estd dada por (4.3.3), g(x¢) > 0 es

equivalente a la condicién w > 0.

De forma que, si w > 0 entonces g(x) es positiva, y por consiguiente, S(z) es

logcéncava. Sin embargo, cuando w < 0, la funcién g(x) cambia de signo, es decir, la



150 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

funcion de supervivencia no puede ser logconcava.

Para probar (2), as € [— a;?,O), cuando ¢ > 1, observamos que g(0) > 0, puesto
que si consideramos ¢(0) como un polinomio de grado dos en as es estrictamente cre-

ciente y positivo en dicho intervalo [—%, O) . Ademsds, en este caso lim, ., g(x) = oo,

por lo que la funcién de supervivencia no puede ser logconvexa.

Por un lado, la derivada de g(x) tiene igual signo que h(z), y como en el caso

anterior, h(x) es creciente.

Asimismo, teniendo en cuenta que 0 < by < by y a1 + as = 1, es facil ver que
0< (Ilbl = a1b1 (a1 + az) = afbl + (11(1261

multiplicando ahora en la desigualdad —all)—i’l < ag por —asby > 0, se tiene que ai1bras <

—a%bg, de donde resulta
2 2 2
0< albl + ajasby < albl — CL2b2

y por consiguiente, ~(0) > 0. Asi, h(z) > 0y por tanto g(z) creciente, siendo g(0) > 0,

es decir, la funcién S(z) es logcéncava.

Finalmente, cuando 0 < ¢ < 1, observamos que ¢g(0) < 0y lim, . g(z) = —o0,
por lo que la funcién de supervivencia no puede ser logcéncava. Ademas, la derivada

de g(z) y h(z) tiene el mismo signo, siendo en este caso h(x) decreciente, y por tanto,

h(z) < h(0) = (c — 1) (a?by — a3by) — ajas (by — by).

Asf, para ¢ < 1422220 9 tenemos que h(0) < 0,y por tanto la funcién h(zx) es

a% b1 —a%bg

siempre negativa, o equivalentemente, g(z) es decreciente, y por tanto, g(z) < ¢(0) <0,

de donde se obtiene que la funcién de supervivencia S(x) es logconvexa.
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En caso contrario, la funcién h(x) cambia su signo de positivo a negativo, es decir,
g(x) pasa de ser creciente a decreciente, y por tanto, alcanza su maximo en z, la inica
solucién de h(zg) = 0 con zp > 0. Ademds, teniendo en cuenta que g(zg) < 0 es

equivalente a la condicién w > 0, donde 7 > 1 en (4.3.2) estd dada por (4.3.3).

Si w > 0 entonces g(x) es negativa, y por consiguiente, S(z) es logconvexa. Sin
embargo, cuando w < 0 la funcién g(x) cambia de signo, y la funcién de supervivencia

no puede ser logcéncava. O

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos como corolario el Teorema 1
de Baggs y Nagaraja (1996) sobre logconcavidad de la mixtura generalizada de dos
distribuciones exponenciales, que también obtuvimos en el Corolario 2.4, asi como una
extensién de la clasificacion de la logconcavidad de los estadisticos minimo y maximo
de dos componentes exponenciales independientes e idénticamente distribuidas al caso

de dos componentes Weibull.

Corolario 4.10 Bajo las condiciones del Teorema 4.9. Si ¢ = 1, entonces S(x) es

logconvexa (logeoncava) si y sdlo si as >0 (ay < 0).

Corolario 4.11 Sea (X1, X3) una variable aleatoria bidimensional formada por dos
componentes independientes y con idéntica distribucion Weibull de parametros b > 0 y
c > 0, siendo sus funciones de supervivencia Si(z) = e~ para todo x > 0, i = 1,2.

Sean T\ y Ty sus estadisticos ordenados minimo y mdxrimo, respectivamente. Entonces,

1. T tiene funcion de supervivencia logconvexa para ¢ < 1 y logconcava para ¢ > 1.

2. T tiene funcion de supervivencia logconcava si y solo si ¢ > 1. Ademds, Ty tiene

funcion de supervivencia logconvexa si y solo si se verifica que ¢ < 1 y wy; > 0,



152 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

donde

w1:1+272—37—lc

Tlog T

1+<1+8(1—c)2)1/2
4(1—c)

siendo T =

Demostracién. A partir de la funcién de supervivencia de la variable (X;, X3), bajo

independencia e idéntica distribucién, dada por
S (331,.23'2) == Sl(ﬂfl)SQ(ﬂfQ) = e_b($§+$§)

y utilizando (1.1.2) y (1.1.3), se obtiene la funcién de supervivencia de sus estadisticos

minimo y maximo

Seay(z) = 2e7 " — 720

Por tanto, el estadistico minimo tiene distribucion Weibull de parametros 2b > 0 y

¢ > 0, por lo que su supervivencia es logconvexa para ¢ < 1 y logcdéncava para ¢ > 1.

Asimismo, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de dos Weibull con
pesos a; = 2y ay = —1, y pardmetros by = by by = 2b, por lo que aplicando (2) del
Teorema 4.9, tenemos que S(z)(z) es logeéncava si y sélo si ¢ > 1. Ademds, teniendo en
cuenta que w > 0 en este caso es equivalente a w; > 0, S(g)(x) es logconvexa si y sélo

1

sic<1yw >0, siendo en 7 la tnica solucién de 272 — 7T—1=0con7>1 O

4.3.4. Aplicacién a los estadisticos extremos

En este apartado, vemos la aplicacién de la clasificacion de la logconcavidad de

mixturas generalizadas de dos distribuciones Weibull del apartado anterior, a los es-
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tadisticos ordenados minimo y méaximo de algunos modelos Weibull bivariantes dados

al inicio de esta seccion.

Modelo Weibull bivariante tipo Gumbel I

A partir del modelo GBVW-I dado en la Definicién 4.3, observamos que para a = 0,
este modelo corresponde a dos componentes independientes e idénticamente distribui-
das con distribuciones Weibull. Asi, por el Corolario 4.11, obtenemos la clasificacion de

la logconcavidad de la funciones de supervivencia de sus estadisticos minimo y maximo.

En otro caso, los estadisticos T} y 1o son mixturas generalizadas de mas de dos
distribuciones Weibull, con funciones de supervivencia
Say(z) = (14 a)e™ — 2ae™" + ae ¥

Sey(x) =27 — (14 a)e ™ + 2ae " —ae ™™

excepto en el caso @ = —1, en donde sélo el estadistico minimo corresponde a una

mixtura generalizada de dos distribuciones Weibull.

Asi, para a = —1, la funcién de supervivencia del estadistico T se reduce a
Say(z) =27 — e " para todo z > 0

es decir, a; = 2 > 0, as = —1 < 0, by = 3y by = 4, y utilizando (2) del Teorema
4.9, se tiene que T tiene supervivencia logcéncava inicamente para ¢ > 1. Asimismo,
la funcién de supervivencia del estadistico minimo es logconvexa para ¢ < 3/4. Sin

embargo, para ¢ € (3/4,1), su logconvexidad depende del valor de ¢, siendo S1)(z)
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logconvexa cuando

1/2
24672 —Tr —

1+ (1+48(1 —¢)?
TlogT >0, conT = +< +48( C))
1-c¢ 12(1—¢)

Modelo Weibull bivariante tipo Gumbel 11

Para este modelo GBVW-II dado en la Definicién 4.4, se obtiene que T} y T5, tienen
funciones de supervivencia

S(l)(I) = e M

c

Se)(r) = e F feE — e

1 196
siendo A = {(%) "+ (%) 6}

Por consiguiente, el estadistico ordenado minimo del modelo GBVW-II tiene una

Ax€

distribucién Weibull, es decir, su funciéon de supervivencia es logconvexa para ¢ < 1y

logconcava para ¢ > 1.

Ademads, si #; = 60,, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de dos
distribuciones Weibull, con coeficientes a; = 2 y ay = —1, y por tanto, de (2) del
Teorema 4.9, se tiene que 75 tiene supervivencia logcéncava unicamente para ¢ > 1.
Asimismo, la funciéon de supervivencia del estadistico maximo es logconvexa para ¢ <

6—1_ . .
S%Té, y en otro caso, la logconvexidad de 75 se mantiene cuando

(I-c)(2=27)(27—1)+2c(2°—1)7logT <0

1/2
(20— 1) 1—c\?
= 14+ (1422 (—
TTi1—o +< * (26—1)

siendo
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Modelo Weibull bivariante tipo Marshall y Olkin

En este caso, de la Definicion 4.5, los estadisticos minimo y maximo del modelo

MOBVW tienen funciones de supervivencia

c

S(l)(x) =

S(g) ($) _ e—(/\1+)\12)ccc + e—(/\2+)\12)a;c . e—/\acC

donde A\ = /\1 + )\2 + )\12.

Por tanto, el minimo tiene como distribucién una Weibull, por lo que su funcién de

supervivencia es logconvexa para ¢ < 1 y logconcava para ¢ > 1.

Por otro lado, para A\; = Ay el estadistico T, es una mixtura generalizada de dos
distribuciones Weibull, siendo sus coeficientes a; = 2 y a; = —1, y por tanto, de (2)

del Teorema 4.9, obtenemos que el maximo tiene supervivencia logcéncava tinicamente

21

para ¢ > 1. Asimismo, S(9)(x) es logconvexa si ¢ < 1— VIV

, V en otro caso, T, tiene

supervivencia logconvexa si
(I—c)(1—=27)(2(AM +A2)7T—A) +2cA7logT <0

siendo

A 1 2\ V2
1 — C

T= T+ [ 1+4N(A + A

4()\1+)\12) (]_—C) ( ( ! 12)( )\1 ) )
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Modelo Weibull bivariante tipo Friday y Patil

Los estadisticos ordenados 17 y T5 obtenidos del modelo FPBVW de la Definicion

4.6, tienen funciones de supervivencia

Say (z) = e

Sy (z) = 167" + goe™ ™" 4+ (1 — ¢y — o) ve ™™

con v # ag, Q.

Asi, el estadistico minimo de este modelo tiene distribucién Weibull, por lo que su

funcién de supervivencia es logconvexa para ¢ < 1 y logconcava para ¢ > 1.

Por otro lado, para az = ay, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de

dos distribuciones Weibull, y su funcién de supervivencia se reduce a

Seay () = (¢1 + ¢2) ™ + (1 — ¢y — o) ve "

donde ¢y = 29 ¢y = X2 v y = ;1 + an; de donde resulta ¢y + ¢ = 22 por lo

v—ag’ v—asg v—asg’

que para aplicar el Teorema 4.9 tenemos que discutir la posicion de v con respecto a
Qasg.

_ (l—ag)v—as
o v—ag

En primer lugar, si v < az, se tiene que a; >0yay =¢1+ ¢y <

0, siendo by = v y by = as. Por lo que de (2) del Teorema 4.9, se deduce que el

estadistico T3 tiene supervivencia logcéncava tinicamente para ¢ > 1. Asimismo, S)()

(1—ap)(as—v(2a0—1))
az—v(l—ap)?

es logconvexa si ¢ < , y en otro caso, T, tiene supervivencia logconvexa
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si wy > 0, donde

w = (1-e)’v(adasy —ag(az +v) (g —v (1 —ag)) T+ (a3 — v (1 — ap))* 72)
_ (1=
cap (a3 —v) (az — v ( ao))TlOgT
1—-c
siendo
1/2
@ (a3 — V) 1+ (144 L=c’
T = e 2Y%
2(as —v(1—a)) (1 —c¢) o —v
Por otro lado, si v > as, se tiene que a1 = ;22 > 0y ay = %, siendo

by = a3 y by = v. Por lo que, el signo de ay es negativo si v < lf‘io y es positivo para

v >

a3
11—«

0

]
1—

Por tanto, cuando v < $22-, de (2) del Teorema 4.9, se deduce que el estadistico Ty

tiene supervivencia logcéncava tinicamente para ¢ > 1. Asimismo, S(z)(z) es logconvexa

sic< (1—ap)(az—v(2a0—1))

s (o) , v en otro caso, Ty tiene supervivencia logconvexa si wy > 0,

donde
Wy = Q(Q)O[?,VTQ —ap(ag+v)(ag—v(l—ag)) 7+ (a3 —v (1l — ozg))2
_ cag (v—oa3)(ag—v(l— aO))TlogT
1—c¢
siendo

r= mgelts —r (o co) 1+ <1+4043”( — >2>1/2

2apa3v (1 —¢) vV — Q3

&}

3
(1—a0)2 ’

4.9, se deduce que el estadistico T, tiene supervivencia logconvexa tunicamente para

Asimismo, cuando %2 - <v< se tiene que ay > 0, y de (1) del Teorema

1

(1—ap)(az—v(2a0—1))

¢ < 1. Asimismo, Si)(z) es logconcava si ¢ > P r——

, v en otro caso, 15

tiene supervivencia logcéncava si wy > 0.
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(1—ap)(as—v(2a0—1))
az—v(l1—ap)?

a3
(1—ao)?’

Sin embargo, cuando v > se tiene que as > 0y < 1,
por lo que de (1) del Teorema 4.9, se deduce que el estadistico Ty tiene supervivencia

logconvexa para ¢ < 1y logeéncava para ¢ > 1.

Modelo Weibull bivariante tipo Raftery I

A partir de las funciones de supervivencia de los estadisticos ordenados del modelo

RBVW-I dado en la Definicién 4.8,

S = _1—7Tx
@ () 1+7r€ + 1+7T6
y
2 c 1—7T 2\ ¢
S, = —Az® “iR®
@ (z) 1—}—7r6 1+7

observamos que ambos son mixturas generalizadas de dos distribuciones Weibull.

2

_ 1
1+7r>0ya2_

En particular, el estadistico minimo tiene coeficientes a; = T

por lo que de (1) del Teorema 4.9, se deduce que el estadistico T} tiene funcién de
supervivencia logconvexa para ¢ < 1,y Siy)(x) es logecéncava para ¢ > 1 cuando 7 < %

Sin embargo, cuando 7 € [0.5, 1), el estadistico minimo tiene supervivencia logcéncava

1-37
1-27?

ara ¢ > en caso contrario, si se verifica w; > 0, donde
) )

wi=(c-1)(1+772r—1)+73r—1)—cr(1+7)7logT)
siendo

- 1+7r+((3_7T)2_160(1—71‘)—{—862(1—71-))1/2
N 4(c=1)7

T

Asimismo, el estadistico maximo es una mixtura generalizada de coeficientes a; =

= > 0yay = —}jr—; < 0, y utilizando (2) del Teorema 4.9, se tiene que S(z)(x) es
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logeéncava para ¢ > 1. Ademads, S2)(z) es logconvexa si se verifica w, > 0, donde
wy=1-¢)(t=1)2r =147 —c(l+m)7logT

siendo

_ 1+7+ ((3—71')2_160(1—7)+862(1_W))1/2

4(1—rc)

T

Modelo Weibull bivariante tipo Raftery II

De la Definicién 4.9 del modelo RBVW-II, se observa que los estadisticos minimo y
maximo son mixturas generalizadas de distribuciones Weibull, pero sélo el estadistico
minimo es mixtura generalizada de dos Weibull cuando 7 < 0.5, siendo en tal caso su

funcién de supervivencia

2—7 ., .c 2\ ..c

Sy (z) = 2e M= _ g7 Tr"

es decir, a; =2 > 0y ay = —1 < 0. Por tanto, de (2) del Teorema 4.9, se tiene que el

estadistico minimo tiene funciéon de supervivencia logcéncava para ¢ > 1. Ademas, T}

3(1—m)
3—2m

tiene supervivencia logconvexa cuando ¢ < y en otro caso si w; > 0, donde

w=1-¢c)2r—=1)(2—m)7—1) —cnrlogT
siendo

T+ ((4—#)2 —16¢(2 — ) + 8¢ (2 —7'('))1/2
4(1=c¢)(2—m)

T =



160 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

4.4. Propiedades de logconcavidad de otros mode-

los de probabilidad bivariantes

Para completar el estudio de la logconcavidad de los estadisticos ordenados corres-
pondientes a los modelos de probabilidad bivariantes dados en el Capitulo 1, en esta
seccién analizamos la clasificacién de los estadisticos minimo y maximo del modelo
GBVE-III, los cuales no son mixturas generalizadas de exponenciales, ni de gamma
y exponenciales, ni de Weibull. Asi como la logconcavidad de los estadisticos extre-
mos de los modelos ctibico, rectangular-triangular y piramidal, como muestra de las

distribuciones bivariantes usuales en la metodologia valorativa.

4.4.1. Modelo exponencial bivariante de Gumbel 111

A partir de las funciones de supervivencia de los estadisticos minimo y maximo del

modelo GBVE-III, dadas en la Secciéon 1.4,

Smy(z) = e~2*=%*  para todo z > 0

Se)(r) =27 — e~27%*  para todo z > 0

siendo 0 < 6 < 1, se observa que unicamente en el caso # = 0, se corresponden con
los modelos exponencial y mixtura generalizada de dos distribuciones exponenciales,

respectivamente.

En tal caso, X7 y X5 son mutuamente independientes, el estadistico minimo esta ex-

ponencialmente distribuido, por lo que su funcién de supervivencia es logconcava y log-
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convexa. Asimismo, el estadistico maximo tiene funcién de supervivencia logcéncava

por los Corolarios 2.4 6 4.10, puesto que a1 =2 >0y ay = —1 < 0.

En caso contrario, 0 < 6 < 1, la tasa de fallo del estadistico minimo del modelo
GBVE-III viene dada por

ray(x) =2 (14 6x)
que es creciente, es decir, T7 es I F'R o 1o que es lo mismo, su supervivencia es logcéncava.

Por otro lado, para el estadistico maximo

2¢=" — 2 (1 + fz) e~ 2202 1+ 202
T'(2) (33’) = e~ — p—2z—02? =1+ 1 — 2ex+02?

de donde se deduce que su derivada es positiva, es decir, T5 tiene funcion de supervi-

vencia logconcava.

Por otra parte, para analizar la logconcavidad de las funciones de densidad de ambos
estadisticos extremos de este modelo GBVE-III, cuando 8 = 0, la funcién de densidad
del estadistico minimo es logconvexa y logconcava, y del Teorema 2.3, el estadistico

méaximo tiene densidad logconcava.
Asimismo, cuando 0 < 6 < 1, los logaritmos de las funciones de densidad de estos

estadisticos, 17 y 15, son

log f1y(z) =log?2 + log (1 + ) — 2z — O

log f2)(z) = log2 — = + log (1 — (14 6x) e—x—egﬂ)

siendo sus derivadas
[ (/1)(55) 0

= —2—20x
f(l)(x) 1+ 0x
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fio) (@) L 1-0+30z+ 20222
f(g) (I‘) N ertoz? _ (1 + Q.T)

de donde se obtiene que

" _02

(log foy ()" = e
y
. 9(z)
(log fiz) ()" = (ex+02 — (1 + Oz))?
donde

g(w) = e (1= 40+ 6. (5 — 60) w + 86°2” + 46°2%) + 0 (2 + 6) + 46%x + 26%

Por tanto, el estadistico minimo tiene funciéon de densidad logconcava.

Ademas, la logconcavidad de f(2)(x) estd determinada por el signo de g(x), de forma

que T3 tiene densidad logcéncava si g(z) > 0 para todo x > 0.

Y

N

Para analizar el signo de esta funcién g(z), resulta trivial comprobar que si 6 <

g(x) > 0, pues todos sus términos son no negativos.

No obstante, para cualquier § € (0, 1], se obtiene que
g(0)=(1-6°>0
siendo su derivada
g (z) = "0 (146 —66%+ 6 (7+20) x + 180°2* + 200°2” + 86*z*) + 46% (1 + 6x)
para la que se verifica que

gO0)=1-0>4+6(1-0)>0
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y la segunda derivada de g(x) puede expresarse como

g'(x) = 40° + e (1480 — 462 + 0 (9 + 400 — 126°) o
+326% (14 26) 2 + 46 (9 + 56 + 86) 2® + 480"x" + 166°°)
cuyos términos son todos positivos cuando 6 € (0, 1], por lo que ¢'(x) es creciente siendo

¢'(0) > 0, de donde se deduce que la funcién g(z) es creciente, y teniendo en cuenta

que g(0) > 0, resulta que g(z) es positiva. Por tanto, T tiene densidad logcéncava.

4.4.2. Modelo cubico

Veamos ahora la logconcavidad de los estadisticos extremos del modelo ciibico dado

en la Definicion 1.9.

Proposicion 4.12 Los estadisticos extremos minimo y mdximo de un modelo cubico

tienen funciones de supervivencia logconcavas en su soporte.

Demostracion. A partir de las funciones de supervivencia de los estadisticos minimo y
méximo de este modelo ctbico, dadas en (1.3.1) y (1.3.2), se tienen sus correspondientes

funciones de densidad
21—2z) si0<z<1

0 en el resto

2 si0<ax <1

0 en el resto
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Ademas, las tasas de fallo de estos estadisticos extremos son

folz) 2z
S(g) (l’) N 1 — a2

ambas crecientes en (0, 1), y utilizando el Lema 1.1, que relaciona la logconcavidad de
una funcién de supervivencia con la monotonia de su tasa de fallo, obtenemos que las

funciones de supervivencia S(;(x), ¢ = 1,2, son logcéncavas en (0, 1). O

Proposicién 4.13 Los estadisticos extremos minimo y maximo de un modelo ciubico

tienen funciones de densidad logconcavas en su soporte.

Demostracion. A partir de las funciones de densidad de los estadisticos de este

modelo, dadas en la demostracion anterior, se tiene que

o T /_f(ll)(x) _ 1
(log fu () = fol@)  1-a
y
o T /_f(IZ)(I)_l
(log feo ()" = foy(z) =

siendo ambas decrecientes en (0, 1), y por tanto las funciones de densidad del minimo

y del maximo son logcéncavas en (0, 1). O

4.4.3. Modelo rectangular-triangular

Proposiciéon 4.14 Los estadisticos extremos minimo y mdximo de un modelo de pro-
babilidad rectangular-triangular tienen funciones de supervivencia logconcavas en su

soporte.
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Demostraciéon. A partir de las funciones de supervivencia de los estadisticos minimo
y maximo de este modelo rectangular-triangular de la Definicién 1.10, dadas en (1.3.3)

y (1.3.4), se tienen sus correspondientes funciones de densidad

1-2Br—-2) si0<z<m

fo@ =< 2-(1-2° sim<az<l
0 en el resto
\
y
%xQ si0<x<m
folr)=9 1- - (1-2)(1-3z) sim<z<l1
0 en el resto

Ademas, las tasas de fallo de estos estadisticos extremos son

m—x(3x—2) .
f(l)(x) ) O=a)(m—=) si0<xz<m
S(l)(x) & Sm<a<l
y
32 .
f(Q)(x) m—z3 si0d<zx<m
S () - Iom—(1-2)(1282) &y < g < 1

17mfx(17m7(17x)2)

en donde observamos que la tasa de fallo del estadistico minimo en (0,m) se expresa

CcOo1mo

() 1 n 2z
roy(x) =
M 1—2 m— 22

y la tasa de fallo del estadistico maximo en |[m, 1) puede escribirse como

1 N 2 —1
l—z 1-m+z(l—2x)

7”(2) (ZL‘) =

y por tanto, ambas tasas de fallo de los estadisticos minimo y méximo son crecientes

en cada tramo de (0,1). Asi, utilizando el Lema 1.1, que relaciona la logconcavidad



166 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

de una funciéon de supervivencia con la monotonia de su tasa de fallo, obtenemos
que las funciones de supervivencia Sp)(z) y Se)(x) son logcoéncavas en cada tramo, y
del Lema 1.5, obtenemos que estas funciones de supervivencia del minimo y méaximo,

respectivamente, del modelo rectangular-triangular son logcéncavas en (0, 1). [

Proposicion 4.15 Los estadisticos extremos minimo y mdximo de un modelo de pro-

babilidad rectangular-triangular tienen funciones de densidad logconcavas en su soporte.

Demostracion. A partir de las funciones de densidad de los estadisticos de este

modelo, dadas en la demostracion anterior, se tiene que

fll (ZE) _2% Si O <r<m
(1) —% sim<z<l
y
floy (@) 2 si0<z<m
(2) 2(2—3z) sim<z<l1

1-m—(1—z)(1-3z)

siendo ambas decrecientes en cada parte del intervalo (0,1), y por tanto, del Lema 1.5,

tenemos que las funciones de densidad del minimo y del maximo son logconcavas en

0,1). O

4.4.4. Modelo piramidal

En este tdltimo apartado, damos la logconcavidad de los estadisticos extremos del
modelo piramidal de la Definicién 1.11. Para ello, estudiamos primero la logconcavidad
de las funciones de densidad de dichos estadisticos, y como consecuencia, tendremos la

logconcavidad de sus funciones de supervivencia por la Proposicion 1.3.
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Proposicion 4.16 Los estadisticos extremos minimo y mdximo de un modelo pirami-

dal tienen funciones de densidad logconcavas en su soporte.

Demostracién. A partir de las funciones de distribucién (1.3.5) y (1.3.6) de los
estadisticos minimo y maximo del modelo piramidal, se obtienen las siguientes funciones

de densidad

;

s (2mM(M +m) — (M? +m*(3M —m+ 1)z) si0<z<m

3 (2M(mM + (1 —m)?)z + (1 — 2m)M?

2(1—m)2M?2 si <1< WL_m
foy(@) = —(M2+ (1 =m)*(3M —m +1))z?)
3(2—3m+M)(1—x)? : M
2(1—m)?2 SU T =m <z<l
\ 0 en el resto
y
( 2
= (;Jﬂ\jgm) si0<z< 1+1\A447m
3 3M(1—x)? 322 3(1—4x+322) . M
fooy () = M 20-m)?2  2MZ T 2(1-m) Sl < v <M
9 =
3(1—x) 3(1—x)? 3M(1—x)2 3(1—4x+322) .
DR T A= T aiom? T atomy . SIM <a <1
0 en el resto

\

Ademds, teniendo en cuenta que la logconcavidad de cada f(;(x) viene deter-

minada por la concavidad de log(f(;(x)), o equivalentemente por la monotonia de

(log(fu) (:p)))/ = %, calculamos sus derivadas

F23%4(Fz—2mM)? :
— ot (Fo—2mM) si0<z<m

; / (2mM (M+m)z—Fz2)?
M — _ 2H(1-2m)M?+2?H?+(G—zH)* . <pe M
f(l) (ZE) (1—2m)M24+2Gz— Hz?)? S1m = ¥ 1+M—m
- si 1 <z<l

(1—z)? 1+M—m
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y
(
, _x% si O <zr< MLfm
f(’2) (x) B <(Ax+M(M+1—m)2)2+M2(M+1—m)(1—m)2(3M—m)) .
foy(x) ] ) 2 (Aa2—2M(M+1-m)*e+M2(M+1-m))" St st <M
_2((cx—3)2+32+20D) SM<z<l

(2D+2Bz—Cax2)?

Ve

siendo

= M+ (1-m)*+3(1 —m)M?
= M(M —m)*>+2(1—M)(1—m)
= (1-=m)?+ (1 —M>*M+3(1—-m))
5 [0 =m0 20) 4+ (1= MY (1~ M — )]
= M?+m*(3M —m+1)

= M[mM + (1 —m)?]

T Q=3 T QW
I

= M?*+(1—m)*(3M —m)

Por tanto, la logconcavidad de cada f(;y(x), ¢ = 1,2, en cada uno de los tramos en los
que esta definida, esta determinada por los signos de los numeradores correspondientes

de las expresiones anteriores, en donde se observa que todos son negativos.

Por consiguiente, cada f(;)() es logcéncava en cada tramo de su soporte, y teniendo
en cuenta que cada log f(;)(x) verifica las condiciones del Lema 1.5, se obtiene que las

funciones de densidad de los estadisticos minimo y méaximo son logeéncavas en (0, 1).

O

Corolario 4.17 Los estadisticos extremos minimo y mdrimo de un modelo piramidal

tiene funciones de supervivencia logconcavas en su soporte.
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Demostracién. Consecuencia inmediata de las Proposiciones 1.3 y 4.16. U
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Capitulo 5

La funcion de supervivencia y los
estadisticos extremos en los

meétodos de valoracion

5.1. Introduccion

En este capitulo estudiamos un método de valoracién basado en las funciones de
supervivencia correspondientes a los modelos de probabilidad del valor de mercado de
un bien y de su indice de calidad; introducimos el uso de las funciones de supervivencia
en las técnicas de ponderacion usuales en valoracién, y una nueva técnica para generar
modelos de probabilidad ponderados a partir de las distribuciones marginales del indice
de calidad. Asimismo, analizamos los estadisticos extremos del indice de calidad en los
métodos de valoracion para encontrar el valor de un bien, asi como la utilidad de sus

propiedades de logconcavidad.

171
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En primer lugar, analizamos este nuevo método de valoracion de las dos funciones
de supervivencia (MVDFS) en el caso de la valoracién en ambiente de incertidumbre
a través de un indice unidimensional de calidad del bien, estableciendo su equivalencia

con el método de valoracién de las dos funciones de distribucién (MVDFD).

También, en la siguiente seccion, estudiamos la valoracién del bien a través de es-
te nuevo método basado en la funcion de supervivencia correspondiente al modelo de
probabilidad del valor de mercado y la funcién de supervivencia bivariante correspon-
diente a un indice de calidad bidimensional, asi como para la funcién de supervivencia
de un indice de calidad multidimensional; utilizando para ello un desarrollo en la mis-
ma direccién que Herrerfas (2002) y Garcia y Garcia (2003) en el MVDFD. Ademaés,

se comparan las valoraciones obtenidas por ambos métodos.

Asimismo, con objeto de reducir la depreciacién que produce el MVDFD respecto
de las valoraciones de mercado del bien con cada una de las componentes del indice
de calidad, cuando se dispone de més de un indice de calidad, Herrerfas (2002) y
Garcia y Garcia (2003) estudian técnicas basadas en la ponderacién de las funciones
de distribucién marginales de dichas componentes; estas técnicas seran utilizadas en la

Seccion 5.3 para analizar el comportamiento del MVDFS.

En esta misma linea, en dicha Seccién 5.3, vemos otros procedimientos de ponde-
racion basados en las funciones de supervivencia marginales que nos permiten reducir
la apreciaciéon que produce el MVDFS con respecto a los valores de mercado del bien
a través de cada una de las componentes del indice de calidad, y también estudiamos

el comportamiento del MVDFD en estos casos.

Ademads, analizamos una nueva técnica de generacion de los pesos en dichas pon-
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deraciones, lo que amplia ain mas el surtido de modelos de probabilidad ponderados

que pueden utilizarse para encontrar el valor de mercado de un bien.

Por otro lado, en la Seccion 5.4 proponemos el uso de los estadisticos minimo y
maximo en los métodos de valoracién para encontrar el valor de mercado de un bien a
partir de un indice de calidad bidimensional, puesto que permiten reducir la deprecia-
cién producida por el MVDFD con respecto de las valoraciones con cada componente
del indice de calidad, asi como evitar los inconvenientes que se presentan al usar mo-

delos de probabilidad ponderados.

En este sentido, analizamos las valoraciones proporcionadas mediante los estadisti-
cos minimo y maximo, estableciendo el comportamiento de dichas valoraciones y sus
comparaciones con respecto a las obtenidas mediante el MVDFD a través del modelo
de probabilidad bivariante del indice de calidad. Asimismo, estudiamos las valoraciones

y acotaciones a través de ambos estadisticos extremos con respecto al MVDFS.

Para finalizar dicha seccién, utilizaremos las propiedades de logconcavidad de los
estadisticos extremos correspondientes a los modelos de probabilidad bivariantes mas
usuales en valoracion, estudiadas en el capitulo anterior, como un mecanismo de infor-

macién del comportamiento estocastico del indice de calidad bidimensional.

En la dltima secciéon, llevaremos a cabo la aplicacion practica de los resultados
obtenidos a lo largo de este capitulo, a través de dos ejemplos clasicos de valoracion de

fincas agricolas.
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5.2. Método de valoracion de las dos funciones de

supervivencia

5.2.1. Indice de calidad unidimensional

En la practica valorativa de un bien, es usual la suposicién de unas condiciones o
reglas logicas de juego en el mercado. En particular, si se desea estudiar el valor de
mercado de un bien a través de un indice de calidad del mismo, se asume la siguiente
condicién: el bien con mayor medicion del indice de calidad tendra mayor valor de

mercado, lo que puede enunciarse como:

Sean j y k dos bienes con valores i; e 7, de su indice de calidad, y valores

de mercado v; y v, respectivamente. Si i; < 45 entonces v; < vj.

Esta condicion también es conocida como principio basico de valoracion. Bajo este
principio bésico, a partir de la funcién de distribucién Fy (v) del valor de mercado V' del
bien, y la funcién de distribucién F;(i) del indice de calidad de dicho bien, el MVDFD

se basa en la igualdad de ambas funciones de distribucion
F Vv (’U) = F [(Z)

de donde se obtiene que para un bien con un indice de calidad I = i, el valor de mercado

correspondiente a dicho bien mediante MVDFD viene dado por el siguiente modelo

vp = ¢p(i) (5.2.1)

donde ¢p = F‘;l o Fy.
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En este sentido, cabe pensar en otras técnicas valorativas en las cuales prevalezca
el principio basico de que a un bien con mayor indice de calidad le corresponde mayor
valor de mercado. En particular, a partir de la funcién de supervivencia Sy (v) del valor
de mercado V' del bien, y la funcién de supervivencia Sy(i) del indice de calidad de

dicho bien, el MVDEF'S se basa en la igualdad
Sv(v) = 51(i)

de donde se obtiene que para un bien con un indice de calidad I = i, el valor de mercado

correspondiente a dicho bien mediante MVDEF'S viene dado por el siguiente modelo
vs = ¢s(i) (5.2.2)
donde ¢g = S‘}l o Sy, v las funciones de supervivencia definidas por
Sy(v)=1—Fy(v) vy Si(i)=1- F;(i)

son decrecientes, por lo que las valoraciones obtenidas a través de este método satisfacen

el principio bésico de valoracién.

Ademas, en este caso unidimensional, los métodos de valoracién de las dos funciones,
MVDFD y MVDEFS, definidos por (5.2.1) y (5.2.2), respectivamente, son equivalentes,

como vemos en el siguiente resultado.

Teorema 5.1 Sea I = i el valor del indice de calidad del bien, siendo vp su valor de

mercado mediante MVDFD y vg su valor de mercado mediante MVDFES, entonces
Up = Vg.

Demostracion. Es inmediata, a partir de las siguientes equivalencias

vs = 851 (S1(0)) = (1= Fy) (1 = Fy(i)) = By (F1(0)) = wp (5.2.3)
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OJ

Consecuentemente, en el caso de un indice de calidad unidimensional, el MVDFS
es simplemente un nuevo enfoque o perspectiva del propio MVDFD, lo que motiva el
estudio del MVDFS y el andlisis de este nuevo enfoque en la metodologia valorativa a

través de un indice calidad bidimensional y multidimensional.

5.2.2. Indice de calidad multidimensional

En los tltimos anos, diversos autores (Garcia, Cruz y Rosado (2000) y (2002),
Herrerias (2002) y Garcia y Garcia (2003)) han estudiado y aplicado el método de las
dos funciones de distribucion en este problema, la valoraciéon de mercado de un bien a
partir de mas de un indice de calidad del mismo, cuya idea principal es la expuesta en

el caso unidimensional.

Para analizar el método de valoracién de las dos funciones de supervivencia cuando
se dispone de mas de un indice de calidad del bien que se pretende valorar, es decir, un
indice de calidad bidimensional o multidimensional cuyas componentes son los distin-
tos indices disponibles para la valoracién del bien, se presupone el principio basico de
valoraciéon de que a un bien con mayor indice de calidad (bidimensional o multidimen-
sional) le corresponde mayor valor de mercado, en donde se entendera que un indice

de calidad es mayor que otro si asi lo son cada una de sus componentes.

En este contexto, vemos el caso de un indice de calidad bidimensional, y posterior-

mente extenderemos los resultados al caso multidimensional.
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Indice de calidad de dos componentes

En este caso, el principio basico de valoracion se puede establecer como sigue:

Sean j y k dos bienes, con (i1;,425) € (i1x, i2x) sus valores del indice de cali-
dad, siendo v; y vy, sus valores de mercado. Si (i1, %2;) < (41x, i2x) entonces

V; < Vg

A partir de la funcién de distribucién Fy (v) del valor de mercado V' del bien, y la
funcién de distribucién Ff (iq, 1) del indice de calidad bidimensional de dicho bien, el

MVDFD se basa en la igualdad de ambas
Fv(?]) = F[ (il,ig)

de donde se obtiene que para un bien con un indice de calidad I = (iy,45), el valor de
mercado correspondiente a dicho bien mediante MVDFED estd definido por el siguiente

modelo
vp = ¢p(i,i2) (5.2.4)
donde ¢p = F} ' o Fy.
Obsérvese que en este caso bidimensional, la funcién de distribucién bivariante del
indice de calidad Fj (i1,42) queda determinada por las funciones de distribucién mar-
ginales de sus componentes y la relacién existente entre ambas (estructura de depen-

dencia), entre otros véase Herrerias (2002). Teniendo en cuenta que para toda funcién

de distribucién bivariante se verifica

Fi(iy,io) < Fi(in) y  Fi(iy,ie) < Fy(ia)
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siendo F} (i1) y F5 (i) las funciones de distribucién marginales de las dos componentes

del indice de calidad, o equivalentemente

F](il,’ig) S ll’lf{Fl(’Ll),FQ(ZQ)} (525)

Si se utiliza el MVDFD para obtener valores de mercado del bien a través de cada

una de las componentes del indice de calidad, denotando por
vip = Fy (Fi(i))  y  vap = Fy ' (Faliz))
y por la monotonia de Fy (v), se obtiene la siguiente desigualdad
vp < inf{vip,vap} (5.2.6)

es decir, el MVDFD proporciona un valor de mercado del bien inferior a las valoraciones
que se obtendrian individualmente con cada componente del indice de calidad del bien,
lo que puede interpretarse como una depreciacion en el valor de mercado del bien al

considerar una mayor informaciéon mediante dos indices de calidad de dicho bien.

En Herrerfas (2002) y Garcia y Garcia (2003) se estudian algunas modificaciones en
la direccién de reducir la depreciacion en el mercado que sufre el bien cuando se dispone
de mas de una componente del indice de calidad a través del MVDFD, procedimientos
de modelos de probabilidad ponderados que también analizaremos a través del MVDF'S

en la Seccién 5.3.

En este contexto, la utilizacion de un método de valoracion alternativo al MVDFD,
en el cual prevalezca el principio basico de valoracion y que en caso de un indice de
calidad unidimensional resulta ser el mismo MVDFD, adquiere mayor relevancia si
ademas nos permite evitar la depreciacion del bien en el mercado cuando se dispone

de mas de un indice de calidad (depreciacién observada en (5.2.6)).



Capitulo 5. La funcién de supervivencia y los estadisticos extremos en los métodos de valoracién 179

A partir de la funcién de supervivencia Sy (v) del valor de mercado V' del bien, y la
funcién de supervivencia Sj (i1,12) del indice de calidad bidimensional de dicho bien,
el método de valoracién de las dos funciones de supervivencia se basa en la igualdad
de ambas

Sy (v) = Sy(iy, is)
de donde se obtiene que para un bien con un indice de calidad I = (iy,12), el valor
de mercado correspondiente a dicho bien mediante MVDEFS esta determinado por el

modelo
vs = ¢ (i1, iz) (5.2.7)

donde ¢g = S‘jl 0 Sy, vy dado que la funcién de supervivencia bivariante definida por
Stlir,iz) = P (I > (i1,42))

es decreciente, las valoraciones obtenidas a través de este método satisfacen el principio

basico de valoracion.

Teniendo en cuenta que para toda funciéon de supervivencia bivariante se verifican

las siguientes desigualdades
Si(i,i2) < S1(i1) y  Si(in,d2) < Sa(i2)

y por consiguiente

S[(il, 22) S mf{Sl (Zl), 52(22)} (528)

en el siguiente resultado se establece que el MVDEFES proporciona un valor de mercado
del bien superior a las valoraciones que se obtendrian individualmente con cada com-
ponente de su indice de calidad, lo que puede interpretarse como una apreciaciéon en

el valor de mercado del bien al considerar una mayor informacién mediante més de un

indice de calidad de dicho bien.
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Teorema 5.2 Sea I = (iy,i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vg su valor de mercado mediante MVDFS y v1s y vags sus valores de mercado

para cada componente del indice, entonces

vs > sup{vig, vas}. (5.2.9)

Demostracién. Inmediata a partir de (5.2.8), utilizando la notacién
vis = Sy (Si(in)) ¥ vas = Sy (Sa(in))

y la monotonia decreciente de Sy (v), consecuentemente de su inversa. OJ

Cabe destacar que esta metodologia de valoracién alternativa, que podria calificarse
de dual del MVDFD, constituye una nueva perspectiva para afrontar la valoracién de
mercado de un bien cuando se dispone de méas de un indice de calidad, que no es

equivalente al MVDFD cuando aumenta la dimension del indice de calidad del bien.

Ademas, el MVDFS proporciona un valor de mercado del bien superior al del
MVDEFD, es decir, este MVDEFS evita la depreciacién observada con el MVDFD; més
aun, cuando se dispone de mayor informacién mediante dos caracteristicas de calidad

del bien, se produce una apreciacién del bien en el mercado.

Teorema 5.3 Sea I = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vp su valor de mercado mediante MVDFD y vg su valor de mercado mediante
MVDEFES, entonces

vp < vg. (5.2.10)

Demostraciéon. A partir de la equivalencia entre los dos métodos dada en el Teorema

5.1 para cada una de las componentes del indice de calidad, tenemos que

UVis =UVip Yy VU5 ="V2D
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por lo que las denotaremos vy y vq, respectivamente. De donde, por (5.2.6) y (5.2.9),

se deduce la siguiente cadena de desigualdades entre los valores de mercado del bien

vg > sup{vy, vo} > inf{vy,v2} > vp.

Indice de calidad de miiltiples componentes

Anélogamente, se extienden los resultados del apartado bidimensional al caso de un
indice de calidad multidimensional [ = ([y, ..., I,) con n > 2, para el valor de mercado

del bien. En este caso, el principio basico de valoracion se establece como sigue:

Sean j y k dos bienes con indices de calidad (i1j,...;%;) € (Z1ks --es Tnk),
siendo v; y vy sus valores de mercado, respectivamente. Si (i1, ..., 1pj) <

(414y -y k) €DEODCES V; < V.

Asi, a través del MVDFED, para un indice de calidad I = (iy,...,i,) se obtiene la

valoracién mediante el modelo

Up = (bD(ila ey ’ln)

donde ¢p = F}, Lo Fy, a partir de la funcién de distribucién Fy(v) del valor de mer-
cado V' del bien y la funcién de distribucién Fy (iy, ..., ,) multivariante del indice de
calidad de dicho bien, y teniendo en cuenta la acotacién de una funcion de distribucién

multivariante por las funciones de distribucién marginales de sus componentes

Fi(in, oyin) < inf{Fy(i1), ..., Fy(in)} (5.2.11)
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siendo F}(i;) la funcién de distribucién marginal de la componente j del indice de

calidad, j = 1, ..., n, resulta la acotacion
vp < inf{vy,...,v,} (5.2.12)

donde cada v; = Fy,'(Fj(i;)) es el valor de mercado mediante el MVDFD a través de

cada componente individual del indice de calidad (ver entre otros Herrerias (2002)).

Al igual que en el caso de indice de calidad bidimensional, resulta de interés la
utilizacion del MVDEFES, que satisface el principio basico de valoracion y nos permite
evitar la depreciacién del bien en el mercado cuando se dispone de mas de un indice

de calidad.

En este sentido, de forma totalmente analoga al caso bidimensional, a través del
MVDFS determinado por la igualdad entre la funcién de supervivencia Sy (v) del valor
de mercado V' del bien y la funcién de supervivencia multivariante Sy (i1, ..., 4,) de su

indice de calidad, se obtiene el siguiente modelo
Vs = Og(i1, ey in) (5.2.13)
con ¢pg = S‘;l o S, y teniendo en cuenta la acotacion
Sr(iny ey in) < inf{S1(i1), ..., Sn(in)} (5.2.14)

siendo S;(i;) la funcién de supervivencia marginal de la componente j del indice de
calidad, j = 1, ...,n, y la notacién v; = S;,'(5;(i;)) el valor de mercado por el MVDFS
mediante cada componente individual del indice de calidad, obtenemos que el MVDF'S
proporciona una apreciacion del valor de mercado del bien con respecto a las valoracio-

nes que se obtendrian individualmente con cada componente de su indice de calidad.
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Teorema 5.4 Sea I = (iy,...,1,) el valor del indice de calidad n dimensional del bien,
siendo vg su valor de mercado mediante MVDES, y vy, ..., v, sus valores de mercado

para cada componente del indice, entonces

vs > sup{vy, ..., v, }. (5.2.15)

Asimismo obtenemos la siguiente comparacién entre las valoraciones proporciona-
das por ambos métodos en el caso multidimensional, que establece la reduccion de la

depreciacién producida por el MVDFD cuando utilizamos el MVDFS.

Teorema 5.5 Sea I = (iy,...,1,) el valor del indice de calidad n dimensional del bien,
siendo vp su valor de mercado mediante MVDED y vs su valor de mercado mediante
MVDFS, entonces

vp < vg.

Por consiguiente, la extension al caso multidimensional del MVDFS satisface el
principio bésico de valoracién, como hemos observado anteriormente coincide con el
MVDEFD en el caso unidimensional, y produce una apreciacién del bien en el mercado
cuando se dispone de mayor informacién mediante mas de un indice de calidad del

bien, evitando la depreciacion sufrida por el MVDFD en esta situacion.

5.3. Comportamiento mediante procedimientos de

ponderacién

En la seccién anterior, mencionamos los trabajos de Herrerias (2002) y Garcia y

Garcia (2003) sobre el MVDFED para la valoracién de mercado de un bien a partir de
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mas de un indice de calidad del mismo, en la direcciéon de reducir la depreciacién que
sufre dicho bien cuando aumenta la informacién disponible del mismo a través de la

dimension del indice de calidad.

En lineas generales, para reducir dicha depreciacion con respecto a las valoraciones
que se obtienen separadamente con cada indice individual de calidad (es decir, con
respecto a las valoraciones a través de cada una de las componentes del indice de calidad
multidimensional), es frecuente el uso de una funcién de distribuciéon multivariante
ponderada, tanto en el caso de independencia como de dependencia entre los distintos
indices de calidad disponibles, a partir de las funciones de distribuciéon marginales;
técnica usual en la practica valorativa de un bien cuando unos indices de calidad tienen

mayor peso que otros.

En esta seccién vamos a analizar el comportamiento del MVDFS mediante el proce-
dimiento de ponderacién de las marginales. En primer lugar, a través de la ponderacién
de las funciones de distribucién marginales, utilizado por Herrerias (2002) y Garcia y
Garcia (2003) para el MVDFD, estudiaremos el comportamiento del MVDF'S, compa-

rando los resultados con los obtenidos a través del MVDFD por dichos autores.

Posteriormente, utilizando un desarrollo paralelo al de Herrerias (2002) y Garcia y
Garcfa (2003), estudiamos el comportamiento de ambas técnicas valorativas a través de
la ponderacién de las funciones de supervivencia marginales, lo que supone un punto

de vista alternativo para generar modelos de probabilidad ponderados.

Finalmente, incluimos las distintas técnicas de calculo y estimacién de los pesos
de dichos modelos ponderados, y damos una nueva técnica para la obtencion de los

pesos, lo que permite generar otros modelos de probabilidad ponderados utilizados
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para corregir y ajustar las valoraciones.

Para este estudio, nos vamos a centrar, sin pérdida de generalidad, en el caso bi-
dimensional, teniendo en cuenta que el caso multidimensional se obtiene mediante un

simple cambio en la notacion.

5.3.1. Ponderacion de las funciones de distribucion marginales

Utilizando el procedimiento de Herrerias (2002) para la ponderacién de las funcio-
nes de distribucion marginales de cada una de las componentes del indice de calidad
bidimensional, distinguiremos entre los casos de independencia y dependencia, y en

cada caso veremos el comportamiento de ambos métodos de valoracion.

Indice de calidad de dos componentes independientes

En primer lugar, si las dos componentes del indice de calidad son independientes,
la funcion de distribucién bivariante del indice de calidad del bien se expresa a partir

de las funciones de distribucién marginales como
F[(il,ig) = FI(ZI) . FQ(ZQ) S inf{Fl(i1>, FQ(ZQ)}

siendo la ponderacién utilizada para reducir la depreciacion del valor de mercado del
bien

Fywp(ir,iz) = F{(iy) - F)(ia) (5.3.1)

con 0 < o < 1 que representa el peso asociado a la primera componente del indice de

calidad, y los mecanismos para su determinacion se trataran en el Apartado 5.3.3, por
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lo que se satisfacen las siguientes desigualdades

f{F (i), Fa(in)} < Fwp(ir,iz) < sup{Fy(i1), Falis)} (5.3.2)

de este modo, llamando vpy p al valor de mercado del bien por el MVDFD correspon-
diente al modelo de probabilidad ponderado con funcién de distribucién Fyp(iy, o)

dada en (5.3.1) del indice de calidad bidimensional, se obtiene la siguiente acotacién

inf{vy,vo} < vpwp < sup{vy, v} (5.3.3)

es decir, el valor de mercado del bien vpy p esta acotado por las valoraciones obteni-
das individualmente con cada componente del indice de calidad del bien mediante el

MVDED. Asi, uniendo las desigualdades (5.2.6) y (5.3.3)

vp < inf{vy, v} <vpwp

donde se observa que, con este procedimiento de ponderacién, ha sido reducida la
depreciacién en el valor de mercado del bien cuando se dispone de un indice de calidad

bidimensional del mismo (ver por ejemplo Herrerias (2002)).

Por otra parte, aplicando el MVDFS para la funcién de supervivencia bivarian-
te Swp (i1,12) asociada al modelo ponderado (5.3.1), del Teorema 5.3, se obtiene el

siguiente resultado.

Corolario 5.6 Sea I = (iy,1i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes independientes, siendo vpwp Y Vswp Sus valores de mercado a través del
MVDFD y MVDFS, respectivamente, mediante el modelo de probabilidad ponderado

(5.3.1), entonces

UVpwD < VSWD-
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Consecuentemente, en el caso de un indice de calidad bidimensional con compo-
nentes independientes, a partir del modelo de probabilidad ponderado que reduce la
depreciacion del bien en el MVDFD, el MVDFS proporciona un valor superior de mer-

cado de dicho bien.

Ademas, a partir de este modelo de probabilidad ponderado de las funciones de
distribucién marginales que reduce la depreciacién del bien en el MVDFD, el MVDFS
proporciona una mayor apreciacion en el valor de mercado del bien, como se enuncia

en el siguiente resultado.

Teorema 5.7 Sea I = (iy,i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes independientes, siendo vs su valor de mercado a través del MVDES vy
vswp su valor de mercado a través del MVDFS mediante el modelo de probabilidad
ponderado (5.3.1), entonces

Vs < Uswp. (5.3.4)

Demostraciéon. Teniendo en cuenta que la funcién de supervivencia asociada a la

funcién de distribucion Fyp (i1, 1) del modelo (5.3.1), viene dada por
Swo(ir,ia) = (1 — F'(i)) - (1 = F;7%(i2)) (5.3.5)
donde 0 < a < 1, se verifica que
Swp(i1,172) < Sp(i1,02)
y por consiguiente, a través del MVDFES obtenemos (5.3.4). O
Asimismo, del Teorema 5.7, se tiene la siguiente comparacion entre las valoraciones

obtenidas a través de las distribuciones marginales del indice de calidad y el valor

producido por el MVDFS mediante el modelo ponderado.
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Corolario 5.8 Sea I = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes independientes, siendo v, y vy sus valoraciones para cada componente del
indice de calidad, y vewp su valor de mercado a través del MVDFS mediante el modelo

de probabilidad ponderado (5.3.1), entonces

sup{vy, v2} < vswp.

Finalmente, comparamos el valor de mercado del bien a través del MVDFS para
un indice de calidad bidimensional con componentes independientes, con las valoracio-
nes a través del modelo de probabilidad ponderado de sus funciones de distribucién

marginales.

Teorema 5.9 Sea I = (iy,is) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes independientes, siendo vs su valor de mercado a través del MVDFS, y
UpwD Y Vswp Ssus valores de mercado a través del MVDED y MVDFS, respectivamente,

mediante el modelo de probabilidad ponderado (5.5.1), entonces

Upwp < Vs < Uswp-

Demostracién. A partir de (5.2.3) para los valores de mercado del bien con cada
una de las componentes del indice de calidad, la siguiente cadena de desigualdades es
inmediata

vp < inf{vy,ve} < wvpwp < sup{vy,va} <vs <wvswp

uniendo (5.2.6), (5.2.9), (5.3.3) y (5.3.4). O

En este 1ltimo resultado, se observa que para un indice de calidad bidimensional con

componentes independientes, el valor proporcionado por el MVDEFS esta acotado por los
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valores de mercado obtenidos por ambos métodos a partir del modelo de probabilidad

ponderado que reduce la depreciacion del bien en el MVDFD.

Indice de calidad de dos componentes dependientes

En el caso dependencia entre las dos componentes del indice de calidad, la ponde-

racion utilizada para reducir la depreciacion del valor de mercado del bien es

siendo 0 < p < 1 que representa el peso asociado a la primera componente del indice de
calidad, y los mecanismos para determinar el parametro de la ponderacion p se veran

en el Apartado 5.3.3.

Para este modelo de probabilidad ponderado se satisface las mismas desigualdades

que en el caso independiente dadas en (5.3.2)

inf{F(i1), F2(i2)} < Fwp(ir,d2) < sup{Fi(i1), Fa(iz)}

Por tanto, si se aplica el MVDFD a partir del modelo ponderado (5.3.6), se obtiene

la siguiente acotacion
vp < inf{v, v} < wvpwp < sup{vy,ve} (5.3.7)

al igual que en el caso de independencia, donde vpwp es el valor de mercado por el
MVDFD a través de la funcién ponderada Fyyp(i1, i) dada en (5.3.6) para el indice de
calidad bidimensional. Como se observa en (5.3.7), se reduce la depreciacién en el valor
de mercado del bien cuando se dispone de un indice de calidad bidimensional (ver por

ejemplo Herrerfas (2002)).
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No obstante, cabe senalar que el modelo ponderado de las componentes del indice de
calidad en (5.3.6) no es un modelo de probabilidad bivariante, esto es, la funcién pon-
derada Fyyp(i1,42) no es una funcién de distribucién bivariante (ver Herrerfas (2002)).

Por ejemplo, es facil comprobar que las marginales correspondientes a esta funcién

Fwpi(i1) = lim Fwp(ir,x) = pFi(i) + (1 — p)

r—00

Fwps(iz) = lim Fyp(x,iz) =p+ (1 — p)Fa(is)

—00

no convergen a cero, sino que convergen a uno menos su peso en el modelo ponderado

lim FWDl(il) =1 — P

11— —00

lim FWDQ(i2> =Dp

12——00

A pesar de ello, al igual que se estudia la valoracion con el MVDFED en esta situacion,
si analizamos el comportamiento del MVDFS necesitamos de la supuesta funcion de
supervivencia asociada al modelo bivariante ponderado (5.3.6) de las componentes del
indice de calidad, que denotamos por Sy p(i1,is), sabiendo que no se corresponde

realmente con una funcién de supervivencia bivariante.

Utilizando la expresién (1.1.1) de la funcién de supervivencia de un modelo biva-
riante a través de la funcion de distribucién conjunta y sus correspondientes marginales,

en este caso Fyyp(i1,iz) dada por (5.3.6), se obtiene que

Swp(ir,i2) =0 (5.3.8)
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es decir, la supuesta funcién de supervivencia asociada al modelo ponderado (5.3.6)

es constante e igual a cero para cualesquiera que sean los valores (i1,i5) del indice de

calidad del bien.

Asi, en el siguiente resultado obtenemos que, bajo dependencia a partir del mode-
lo de probabilidad ponderado que reduce la depreciacion del bien en el MVDFD, el

MVDFS alcanza el mayor valor posible de mercado del bien.

Teorema 5.10 Sea I = (iy,1i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes dependientes, y vswp su valor de mercado a través del MVDES mediante
el modelo ponderado (5.3.6). Para cualquier valor (iy,iz) del indice de calidad de un
bien, se verifica

vswp = sup(V). (5.3.9)

Demostracién. Teniendo en cuenta (5.3.8) y que la funcién de supervivencia Sy (v)
del valor de mercado V' del bien alcanzaré el cero en el extremo superior del soporte de

su modelo de distribucién, utilizando el MVDFS obtenemos que vsywp = sup(V). 0O

Ademés, de (5.3.7) y (5.3.9), se deduce la siguiente cadena de desigualdades
vp < inf{vi,va} <wvpwp < sup{vi,va} < vs < vswp = sup(V)

donde se observa que, a partir del modelo de probabilidad original del indice de calidad
bidimensional, el MVDFS proporciona un valor de mercado del bien cuyo supremo se
alcanzaria con el modelo ponderado que reduce la depreciacién del bien en el MVDFD,
lo que puede interpretarse como la maxima apreciacién en el valor de mercado del bien

que podria producir el MVDEFS al considerar una ponderacién en las componentes del

indice de calidad de dicho bien.
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5.3.2. Ponderacion de las funciones de supervivencia margi-

nales

En este apartado utilizaremos el procedimiento de ponderacion de las funciones de
supervivencia marginales, a través de un razonamiento similar al apartado anterior,
distinguiendo entre los casos de independencia y dependencia de las componentes del
indice de calidad bidimensional, y en cada caso estudiamos el comportamiento tanto
del MVDEFS como del MVDFD, y la comparacién entre ambos a partir de este tipo de

ponderaciones.

Indice de calidad de dos componentes independientes

En el caso de independencia entre las dos componentes del indice de calidad del

bien, la funcién de supervivencia bivariante viene dada por
S1(ir, 1) = S1(i1) - Sa(iz) < inf{S1(41), Sa(iz)}

En este sentido, consideramos la siguiente ponderacion de las funciones de supervi-
vencia marginales

Swl(ir,ia) = SP(i1) - Sy~ *(ia) (5.3.10)

siendo 0 < a < 1 el peso asociado a la primera componente del indice de calidad,

donde este parametro de ponderacion « se puede determinar por las mismas técnicas

usadas en la ponderacion de las funciones de distribucion marginales, que veremos en

el Apartado 5.3.3.

Ademas, a partir del modelo de probabilidad ponderado de las funciones de su-

pervivencia marginales, vemos a continuacion que la valoracién a través del MVDFS
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esta acotada por las valoraciones que se obtienen con cada una de las componentes del

indice de calidad.

Teorema 5.11 Sea I = (iy,iz) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes independientes, siendo vsws su valor de mercado a través del MVDFS
mediante el modelo de probabilidad ponderado (5.3.10), y vy y vy sus valoraciones para

cada componente del indice de calidad, entonces

inf{vy,vo} < vews < sup{vy,va}. (5.3.11)

Demostracién. Observar que (5.3.10) define una funcién de supervivencia bivariante

tal que satisface las siguientes desigualdades

inf{Sl(il), SQ(ZQ)} S SWS(ih 22) S sup{Sl(il), 52(22)} (5312)

cuya comprobacién se realiza con el mismo razonamiento que el utilizado en Herrerias
(2002) para (5.3.2), de donde se obtiene la acotacién (5.3.11) del valor de mercado al

utilizar el MVDFS. OJ

Asimismo, este procedimiento de ponderacién de las funciones de supervivencia
marginales reduce la apreciacién del bien en el MVDFS con respecto a la del modelo
de distribucién original del indice de calidad del mismo, como muestra el siguiente

resultado.

Teorema 5.12 Sea I = (i1,12) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes independientes, siendo vg su valor de mercado a través del MVDFS
Y Vsws su valor de mercado a través del MVDFES mediante el modelo de probabilidad

ponderado (5.53.10), entonces

Vsws < Ug.
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Demostracién. De (5.2.9) y (5.3.11) resulta inmediato que

vews < sup{vy,v2} < vg

Por otro lado, para aplicar el MVDFD a partir del modelo de probabilidad pon-
derado (5.3.10), obtenemos su correspondiente funcién de distribucién bivariante, que

viene dada por
Fivs(inyiz) = (1= (1= Fi(i2))") - (1 = (1 = (i)' ™) (5.3.13)
donde 0 < a < 1, por lo que se verifica que
Fys(in, ia) < Fr(in, i)

y por consiguiente, a través del MVDFD para obtener valores de mercado del bien a

partir de cada una de estas funciones de distribucion, se tiene la siguiente desigualdad
Upws < Up (5.3.14)

es decir, a partir del modelo de probabilidad ponderado que reduce la apreciaciéon del
bien en el MVDFS, el MVDFD proporciona un valor de mercado del bien inferior al
que se obtendria con el modelo de distribucion original del indice de calidad del mismo,
lo que puede interpretarse como una mayor depreciacion en el valor de mercado del
bien al considerar una ponderacion en las funciones de supervivencia marginales de las

componentes del indice de calidad de dicho bien.

Ademss, las valoraciones obtenidas a través de esta ponderacion acotan al valor
producido por el MVDFD para el modelo de probabilidad bivariante original, como

vemos en el siguiente resultado.
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Teorema 5.13 Sea I = (iy,iz) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes independientes, siendo vp su valor de mercado a través del MVDFD y
Upws Y Vsws sus valores de mercado a través del MVDED y MVDES, respectivamente,

mediante la funcion de supervivencia ponderada (5.3.10), entonces
Upws < Up < Usws-

Demostracién. A partir de (5.2.3) para los valores de mercado del bien con cada una
de las componentes del indice de calidad, de (5.2.6), (5.2.9), (5.3.11) y (5.3.14), resulta

inmediata la siguiente cadena de desigualdades

vpws < vp < inf{vy, va} < vews < sup{vy,va} < vg

Indice de calidad de dos componentes dependientes

En el caso dependencia entre las dos componentes del indice de calidad, para reducir
la apreciacion del valor de mercado del bien, consideramos la siguiente ponderacion de

las funciones de supervivencia marginales

Sws(i1,i2) = pSi(i1) + (1 — p)Sa(ia) (5.3.15)

siendo 0 < p < 1 el peso asociado a la primera componente del indice de calidad, donde
el parametro de ponderacién p se puede determinar por las mismas técnicas usadas en
el caso de ponderacion de las funciones de distribuciéon marginales, que veremos en el

Apartado 5.3.3.
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Obsérvese que la funcién bivariante ponderada (5.3.15) satisface las desigualdades
(5.3.12) al igual que en el caso independiente, con un razonamiento igual al utilizado

por Herrerfas (2002) a partir de (5.3.6).

Sin embargo, cabe destacar que este procedimiento de ponderacion de las funcio-
nes de supervivencia marginales de las componentes del indice de calidad produce una
funcién Sy (i1, i2) dada en (5.3.15) que no es realmente un modelo de probabilidad bi-
variante, al igual que ocurre con el modelo ponderado (5.3.6) que reduce la depreciacién
del valor mediante el MVDFD. Por ejemplo, es facil comprobar que las supervivencias

marginales correspondientes a esta funcion

Swsi1(i1) = ml_lzf_ﬂoo Sws(i,x) = pSi(i1) + (1 —p)

Swe2(iz) = lm Sws(z,i2) =p+ (1 —p)Sa(iz)

r——00

no convergen a cero, sino que convergen a uno menos su peso en el modelo ponderado

lim SWSl(il) =1 —p

i1 —00

h’m Swsg(ig) =P.

192—00

En cualquier caso, al igual que se estudian las valoraciones a través de ambos
métodos mediante el modelo ponderado de las funciones de distribucion marginales
bajo dependencia, estudiaremos el comportamiento de ambos métodos mediante este
modelo ponderado de las funciones de supervivencia marginales bajo dependencia,

sabiendo que no se corresponde realmente con un modelo de probabilidad bivariante.
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Obteniéndose los resultados que mostramos a continuacién, cuyas demostraciones son

similares al caso de independencia.

Teorema 5.14 Sea I = (iy,iz) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes dependientes, siendo vy y vy sus valores de mercado a través de cada
componente del indice de calidad y vsws su valor de mercado a través del MVDFS

mediante el modelo ponderado (5.53.15), entonces

inf{vy,ve} < wvews < sup{vy,va}. (5.3.16)

Obsérvese que en el resultado anterior se obtiene la misma cadena de desigualdades
que en el caso independiente, donde vgy g es el valor de mercado por el MVDES a
través de la funcién ponderada Sy g(ir,i2) dada en (5.3.15) para el indice de calidad
bidimensional. Ademas, a partir del Teorema 5.14, en el siguiente resultado se establece
que este procedimiento de ponderacién reduce la apreciacion en el valor de mercado

del bien cuando se dispone de un indice de calidad bidimensional del mismo.

Teorema 5.15 Sea I = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes dependientes, siendo vs su valor de mercado a través del MVDFS y
vsws Su valor de mercado a través del MVDES mediante el modelo ponderado (5.3.15),

entonces

vsws < Ug.

Asimismo, uniendo estos dos tultimos resultados, obtenemos que el valor a través
del MVDFS mediante la ponderacién, estd acotado por las valoraciones obtenidas a

partir del modelo de probabilidad bivariante original del indice de calidad.
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Corolario 5.16 Sea I = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien
con componentes dependientes, siendo vp y vs sus valores de mercado a través del
MVDFD y MVDEFES, respectivamente, y vsws su valoracion a través del MVDFS me-

diante el modelo ponderado (5.3.15), entonces

vp < vsws < Us.

Por dltimo, para analizar el comportamiento del MVDFD en este caso, aunque
hemos observado que el modelo ponderado (5.3.15) no es realmente un modelo de
probabilidad bivariante, necesitamos la supuesta funcion de distribucién asociada a
este modelo bivariante ponderado, Fyys(i1,i2), sabiendo a priori que no se corresponde
con una funcién de distribucion bivariante, al igual que ocurre con el modelo ponderado

que se utiliza en (5.3.6).

Para ello utilizando la expresién (1.1.1) que determina la funcién de distribucion a
través de la funcion de supervivencia conjunta y sus correspondientes supervivencias

marginales, en este caso a través de Sy s(i1,i2) dada por (5.3.15), se deduce que

Fs (i1, i) =0 (5.3.17)

es decir, la supuesta funcién de distribucién asociada al modelo ponderado (5.3.15)
es constante e igual a cero para cualesquiera que sean los valores (i1,1i3) del indice de

calidad del bien.

Teorema 5.17 Sea I = (iy, i) el valor del indice de calidad bidimensional del bien con
componentes dependientes, y vpws su valor de mercado a través del MVDFED mediante

el modelo ponderado (5.53.15). Para cualquier valor (iy,1s) del indice de calidad de un
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bien, se verifica

UDWS = IIlf(V)

Demostracién. Teniendo en cuenta (5.3.17) y que la funcién de distribucion Fy (v)
del valor de mercado V' del bien alcanzara el cero en el extremo inferior del soporte de

su modelo de distribucién, utilizando el MVDFED obtenemos que vpyg = inf(V). O

Ademas, de (5.3.16) y (5.3.17), se deduce que
inf(V) = vpws < vp < inf{vy, v2} < wvsws < sup{vi,va} < vg

donde se observa que, a partir del modelo de probabilidad original del indice de calidad
bidimensional, el MVDFD proporciona un valor de mercado del bien cuyo infimo se
alcanzaria con el modelo ponderado que reduce la apreciacion del bien en el MVDEFES, lo
que puede interpretarse como la maxima depreciacion en el valor de mercado del bien

que podria producir el MVDFD al considerar una ponderacién en las componentes del

indice de calidad de dicho bien.

Observacion 5.1 Tanto en caso de independencia como de dependencia en un indice
de calidad bidimensional, hemos obtenido que el valor proporcionado por el MVDFD
para el modelo ponderado que reduce la depreciacion estd acotado por las valoraciones
obtenidas con cada componente del indice de calidad, al igual que el valor proporcionado
por el MVDFS para el modelo ponderado que reduce la apreciacion. Sin embargo, no po-
demos comparar ambos valores, puesto que provienen de modelos ponderados diferentes

sobre el mismo indice de calidad bidimensional.

Observacion 5.2 Los resultados del comportamiento de ambos métodos de valora-

cion tratados en este apartado, se mantienen en el caso multidimensional, tanto en
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la ponderacion de las funciones de distribucion marginales de un indice de calidad n

dimensional, como en la ponderacion de sus funciones de supervivencia marginales.

5.3.3. Meétodos de generacién de modelos de probabilidad pon-

derados en valoracion

En el apartado anterior hemos estudiado el comportamiento del MVDFS mediante
los procedimientos de ponderacion utilizados para corregir la depreciacion que produce
el MVDFD, asi como la extensiéon de estas técnicas de ponderacién usuales a través de
las funciones de supervivencia marginales del indice de calidad y el comportamiento de

ambos, MVDFD y MVDFS, mediante estas tltimas.

En cualquier tipo de ponderacién, distribuciones o supervivencias marginales, tanto
en el caso de independencia como de dependencia, surge la necesidad de determinar los
pesos de la ponderacién, es decir, los parametros « y p en los modelos de probabilidad
ponderados. Herrerfas (2002) y Garcia y Garcfa (2003) analizan tres técnicas principales
para la generacién de los pesos, y por consiguiente, para la generacién del modelo
de distribucién ponderado: subjetivas (suministrada por un experto), modas (relacién

entre los valores modales) y econométricas (ajuste lineal entre los modelos).

En este contexto, Herrerias (2002) comenta que bajo independencia de las compo-
nentes del indice de calidad pueden utilizarse los tres procedimientos, con las ventajas e
inconvenientes de cada uno de ellos; sin embargo, bajo dependencia entre las componen-
tes del indice, estos procedimientos de generacién de los pesos se reducen al subjetivo

y econométrico.

No obstante, no hemos encontrado ningtin motivo particular por el que descartar el
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método de las modas bajo dependencia, excepto los mismos inconvenientes y criticas

de esta técnica en el caso de independencia.

Por un lado, en el método subjetivo, el experto (perito o tasador) suministra la
informacion sobre los pesos de los indices, donde cabe senalar los inconvenientes de la

subjetividad del mismo, comentada en Herrerias (2002).

Veamos ahora las ideas generales y algunos comentarios sobre estos procedimientos
de ponderacion, asi como una nueva técnica que permite generar modelos de pro-
babilidad ponderados a partir de las componentes del indice de calidad y utilizando

unicamente la informacién proporcionada por dicho indice.

Método econométrico

La generaciéon de los pesos de la ponderacion del método econométrico se basa en

la estimacion de los modelos

log Fy (v;) = aclog Fy(i1;) + Blog Fa(iar) + uy

en el caso de independencia, y

Fy(v) = pFi(ine) + qF (o) + we

en el caso de dependencia, mediante minimos cuadrados restringidos, puesto que a+3 =

1y p+q=1, respectivamente.

De forma similar, podriamos generar los modelos de probabilidad ponderados me-

diante el ajuste lineal de las correspondientes funciones de supervivencia, es decir,

log Sv(v) = alog Si(ine) + Blog Sa(iar) + w
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en el caso de independencia, y
Sy (ve) = pSi(ire) + ¢S (i) + uy

en el caso de dependencia. Al igual que en el caso anterior, utilizando la estimacion de

minimos cuadrados restringidos, puesto que a + =1y p + ¢ = 1, respectivamente.

No obstante, la principal ventaja de los métodos de valoracion de las dos funciones
(MVDFD y MVDFS), frente a otras metodologias valorativas, consiste en la escasa
informacion en la préactica, lo que reduce la utilidad de los modelos de regresion en tal
situacion, y por consiguiente, en la estimacion de los pesos en los modelos anteriores
que buscan el mejor ajuste entre las distribuciones o supervivencias, para mejorar las
valoraciones. Ademas, pueden provocar la acumulacién de los posibles errores de la
estimacion de los pesos con los propios del ajuste de los modelos de probabilidad tanto

del valor de mercado del bien como de su indice de calidad.

Método de las modas

El método de las modas para generar los pesos de la ponderacion, se basa en la
igualdad de los valores modales entre las funciones de distribucion del valor de mercado

y del modelo ponderado de los indices de calidad
Fy(m) = Fwp(mi,ma)
que en el caso de independencia entre los indices de calidad se reduce a

Fy(m) = F{!(m1) Fy~*(my)

No obstante, en el MVDFD no se impone la proporcionalidad entre el indice de

calidad y el valor de mercado, como sucede en el método de valoracion sintético clasico,
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excepto en los valores extremos de sus soportes, por lo que al indice modal no tiene
por que corresponderle la valoracién modal, véase Ballestero y Rodriguez (1999) y

Herrerias (2002).

Ademas, si resolvemos la ecuacion de los valores modales, se tiene que

o= (Fms)

de donde se deduce que si Fi(m;) = Fy(msy), la ecuacién tiene sentido tinicamente
cuando Fy(m) = Fi(my) = Fy(my). Este hecho supone un inconveniente para esta

técnica, puesto que se impone una fuerte restriccion sobre el valor modal de mercado.

En el caso Fi(my) # Fa(ms), entonces

o log Fyy/(m) — log F3(my)
IOg F1 (ml) — 10g Fg(mg)

en donde se puede observar que dicho peso podria ser negativo o mayor que uno, por
ejemplo:

» si Fy(m) < Fa(mg) < Fi(my), entonces a < 0

» si Fy(m) < Fi(my) < Fy(msy), entonces a > 1

De forma que se observa otro inconveniente del método de las modas, puesto que

para generar pesos factibles, es necesario imponer la siguiente restriccion sobre el valor

modal de la distribucién del valor de mercado

Fy(m) € [Fi(m;), Fj(m;)] (5.3.18)

con i# j € {1,2} tales que F;(m;) < Fj(m;).
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Por otra parte, bajo dependencia de los indices de calidad, la técnica de las modas
viene dada por

Fy(m) = pFi(ma1) + (1 — p)Fa(my)

o equivalentemente,
EFy(m) — Fo(m2) = p (Fi(ma1) — F2(m2))

de donde se deduce que si Fj(m;) = Fy(msy), la ecuacién tiene sentido tnicamente

cuando Fy(m) = Fi(my) = Fy(my), al igual que en el caso de independencia.

En el caso Fi(my) # F»(msy), entonces

_ Fy(m) — F3(mo)
P= Fm) = Fy(my)

podria ser negativo o mayor que uno, como en los ejemplos del caso de independencia,
por lo que es necesario imponer la misma restriccién (5.3.18) sobre el valor modal de

la distribucion del valor de mercado.

Obsérvese que los inconvenientes y criticas encontradas para esta técnica, bajo
dependencia de las componentes del indice de calidad, son las mismas que en el caso

de independencia.

Analogamente, si planteamos la técnica de las modas a través de las funciones de

supervivencia para generar los pesos de la ponderacion
Sy (m) = Sws(my,ms)
en el caso de independencia entre los indices de calidad se reduce a

Sy (m) = S (my) S5 (my)
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de donde resulta que

S ()

y al igual que en la ponderacion de las funciones de distribucion marginales, cuando
Si1(my) = Sa(msg) o equivalentemente Fj(my) = Fy(ms), la ecuacién tiene sentido
unicamente para Fy (m) = Fi(my) = Fy(my), obteniéndose la misma critica para esta

técnica, puesto que se impone una fuerte restriccion sobre el valor modal de mercado.

Por otro lado, si S1(my) # Sa(mas), es decir, Fy(my) # Fy(ms), entonces

o log Sy (m) — log S3(mns)
log S1(m1) — log S2(mo)

el cual podria ser negativo o mayor que uno, en un sentido dual a los casos de la

ponderacion de las distribuciones marginales, por ejemplo:

» si Sy(m) > Se(mg) > Si(my), es decir, Fy(m) < Fy(mg) < Fi(my), entonces

a>1

w si Sy(m) > Si(my) > Sa(ms), es decir, Fyy(m) < Fi(my) < Fy(ms), entonces

a<0

Es decir, se obtiene la misma critica del método de las modas, puesto que para
generar pesos factibles, es necesario imponer la restriccion (5.3.18) sobre el valor modal

de la distribucién del valor de mercado.

Asimismo, en el caso de componentes dependientes del indice de calidad, la técnica

de las modas, mediante las funciones de supervivencia, viene dada por

Sy(m) = pSi(m1) + (1 — p)Sa(my)
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es decir,

Sy (m) — Sz(m2) = p (S1(m1) — Sa(my))

o equivalentemente,

Fy(my) — Fy(m) = p (Fa(ma) — Fi(my))

obteniéndose la misma ecuacién para el peso que al ponderar las distribuciones margi-

nales.

Por tanto, los inconvenientes encontrados para esta técnica al ponderar las super-
vivencias marginales bajo dependencia de las componentes del indice de calidad, son
los mismos que al ponderar las distribuciones marginales, y en ambos casos coinciden

con las criticas en el caso de independencia.

Método de la media modal

Con el objeto de evitar los inconvenientes de la subjetividad, de los métodos eco-
nométricos en ausencia de datos y de la no proporcionalidad de las modas, se puede
plantear un método basado en los valores modales de los indices de calidad, que nos
permita generar modelos de probabilidad ponderados mediante las funciones de dis-
tribuciéon marginales, los cuales reducen la depreciacion del MVDFED, o modelos de
probabilidad ponderados mediante las funciones de supervivencia marginales que redu-
cen la apreciacion del MVDEFS, puesto que para cualquier ponderacion con 0 < o < 1
(bajo independencia) y 0 < p < 1 (bajo dependencia), el correspondiente modelo

ponderado se encuentra acotado por los modelos de probabilidad marginales.

Por ejemplo, para la ponderaciéon de las funciones de distribuciéon marginales, para
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todo (?;1, 22)

1nf{F1(21),F2(12)} S FWD(il,iQ) S Sup{Fl(il),FQ(ig)}

y en particular, para el indice de calidad modal (my, ms)

inf{Fl(ml),FQ(mg)} S FWD(ml,mQ) S sup{Fl(ml),Fz(mg)}

es decir, el valor modal de la funcion de distribuciéon ponderada se encuentra entre
los valores modales de las funciones de distribucién marginales (en términos de las
funciones de densidad, el maximo valor de la densidad ponderada se sitia entre los

maximos valores de las densidades marginales).

En este sentido, con el objetivo de corregir las valoraciones mediante un modelo de
probabilidad ponderado, proponemos utilizar aquella ponderacién de los pesos (a 6 p)
que minimizan en algtin sentido la distancia entre estos tres valores modales, es decir,
aquellos pesos para los que el valor modal de la funcién de distribucién ponderada es

la media de los dos valores modales de las funciones de distribucién marginales

F1<m1) + Fg(mg)
2

FWD(mme) =

Noétese que esta técnica de la media modal proporciona un modelo ponderado para
los indices de calidad usando tinicamente la informacion disponible sobre dichos indices,
por lo que no esta afectado por la eleccién del modelo de distribucion que se le asigne

al valor de mercado.

Asi, en el caso de independencia, el método de la media modal viene determinado

por

Fi(mq) + Fa(my)
2

F(my)Fy =% (my) =
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es decir,

(B - Sty

de donde se obtiene que si Fj(m;) = Fy(ms) entonces o puede tomar cualquier valor
en (0,1), y si Fi(my) # Fy(ms) entonces
log <—F1(m1)gF2(m2)> — log F(my)

o= € (0,1).
log F1(m1) — log Fy(msy) (0,1)

Ademas, si aplicamos esta técnica en caso de dependencia entre los indices de cali-

dad,
Fy(my) + Fy(my)

pFi(my) + (1 — p)Fa(mg) = 5

es decir,
Fl(m1> — F2<m2)
2

p(Fi(m) — Fa(mo)) =
de donde se obtiene que si Fj(my) = Fy(msy) entonces p puede tomar cualquier valor

en (0,1), y si Fi(mq) # Fa(ms) entonces p = 3.

Obsérvese que bajo dependencia, el método de la media modal proporciona el mismo
peso a cada uno de los indices de calidad, lo que nos indica la coherencia de esta
técnica, puesto que la propia estructura de dependencia entre las componentes del
indice incluye el predominio e importancia de una sobre la otra, y por tanto resultaria

contraproducente asociarles pesos distintos en el modelo ponderado.

Anélogamente, para la ponderacién de las funciones de supervivencia marginales,

y en particular, para el indice de calidad modal (mq,ms), se verifica que
inf{.S1(m1), Sa(ma)} < Sws(mi, me) < sup{Si(mi), Sz2(m2)}

es decir, el valor modal de la funcién de supervivencia ponderada se encuentra entre

los valores modales de las funciones de supervivencia marginales.
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Por lo que, proponemos utilizar aquella ponderacién con los pesos (a 6 p) que
minimizan en algin sentido la distancia entre estos tres valores modales, es decir,
aquellos pesos para los que el valor modal de la funciéon de supervivencia ponderada es

la media de los dos valores modales de las funciones de supervivencia marginales

Sl (ml) + 52<m2>
2

Sws(mi,mg) =

De modo que en el caso de independencia, el método de la media modal esta de-

terminado por

() - gt

de donde se obtiene que si Si(m;) = Sa(msg) o equivalentemente Fy(my) = Fa(ma),

entonces a puede tomar cualquier valor en (0, 1), y si S1(my) # Sa(ms) entonces

= g (= Fim)) e (= Fimy)) <OV

log (1 - —Fl(m1)+F2(m2)> —log (1 — Fy(my))

Asimismo, bajo dependencia entre los indices de calidad, se establece la relacion

Sl (ml) + 82<m2)
2

pS1(m1) + (1 —p)Sa(my) =

es decir,
Sl(m1> — Sg(mg)
2

p(S1(m1) — Sz(m2)) =
o equivalentemente,

Fl(ml) — FQ(mz)
2

p(Fi(mi) — Fa(my)) =

de donde se obtiene que si Fj(my) = Fy(msy) entonces p puede tomar cualquier valor

1

en (0,1), y si Fy(my) # F>(mg) entonces p = 5.
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Obsérvese que, al igual que en el caso de ponderacion de las funciones de distribucién
marginales bajo dependencia, el método de la media modal proporciona el mismo peso
a cada uno de los indices de calidad, ya que la propia estructura de dependencia entre

ellos incluye el predominio e importancia de uno sobre el otro.

5.4. Estadisticos extremos en los métodos de valo-

racion

En las dos secciones anteriores hemos estudiado los métodos de valoracion de las
dos funciones, introduciendo un nuevo método para encontrar el valor de mercado de
un bien, asi como el comportamiento de estas metodologias a través de las técnicas de
ponderacién utilizadas para reducir la depreciacién (apreciacién) producidas por estos
métodos de valoracion en un ambiente de incertidumbre, junto con algunos inconve-

nientes de los mismos.

Por ejemplo, las distintas técnicas de ponderacion, son procedimientos para obtener
valores de mercado del bien acotados por las valoraciones con cada una de las com-
ponentes del indice de calidad. No obstante, estos modelos ponderados, constituyen
desviaciones del verdadero modelo de probabilidad bivariante del indice de calidad, a
partir del cual su valor de mercado real puede ser tanto superior como inferior. Mas
aun, los modelos ponderados considerados bajo dependencia entre las componentes del

indice de calidad no son verdaderos modelos de probabilidad bivariantes.

En este sentido, resulta de utilidad disponer de otros mecanismos que nos permitan

abordar la reduccién de la depreciacién (apreciacion) de estos métodos en el caso de
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mas de un indice de calidad.

Por ello, en esta secciéon nos proponemos utilizar los estadisticos extremos, minimo
y maximo, del indice de calidad bidimensional, como estadisticos agregados que redu-
cen la dimensionalidad del indice de calidad, para obtener valores de mercado mediante
los métodos de valoracion de las dos funciones, a través de sus modelos de probabili-
dad univariantes, que reducen la depreciacién (apreciacién) en el mercado del bien, o
considerarse como simples acotaciones para las anteriores valoraciones basadas en la

variable bidimensional del indice de calidad.

Ademas, la reduccién de la dimensionalidad a través de los estadisticos extremos,
permite ampliar el principio bésico de valoracion a todo el conjunto de posibles valores
para sus indices, utilizando como ordenacion de los pares de indices la correspondiente a
sus medidas agregadas mediante los estadisticos extremos; dado que el principio basico
de valoracién para un indice de calidad bidimensional no establece la ordenacion entre
los valores de mercado de dos bienes con indices (i1;,a;) € (41x, tox) tales que i35 < iy,

e igj > 19.

Obviamente, si uno de los estadisticos extremos del indice de calidad de un bien
es mayor, los métodos de valoracién de las dos funciones le asocian un mayor valor de
mercado. Asi, a partir de los estadisticos extremos del indice de calidad bidimensional,
para cualesquiera que sean sus indices de calidad, se puede asegurar previamente la

ordenacién entre los valores de mercado correspondientes a dichos bienes.



212 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

5.4.1. Estadistico maximo en el método de valoracion de las

dos funciones de distribucién

En este apartado nos centraremos en el estadistico maximo como medida de agrega-
cion del indice de calidad bidimensional que combina las distintas componentes en una
medida de informacién univariante. De este modo, analizaremos el comportamiento de
las valoraciones obtenidas a partir del estadistico extremo maximo con respecto a las

del MVDEFD, teniendo en cuenta la siguiente notacion.

Dado un valor (Iy,1s) = (i1,42) del indice de calidad bidimensional de un bien,
se representa por i, e iy la minima y maxima componente de este punto (iy,is),

respectivamente.

En este contexto, a partir de la funcién de distribucion Fi,)(i) del estadistico maxi-
mo dada en (1.1.4), las valoraciones mediante el MVDFD estédn determinadas por el

siguiente modelo

V2ym = P(2)(im)

V)M = P2 (inr)

donde ¢y = Fy, Lo Fl9), para las que se verifica trivialmente la desigualdad

V2ym < V(2)M-

Ademas, estas valoraciones no tienen por que coincidir con los valores de mercado
minimo y méaximo del bien, simplemente son valoraciones de dicho bien con indice de
calidad (i1,172) correspondientes al estadistico méximo de su modelo de probabilidad

bivariante F7 (i, ).
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Estas valoraciones correspondientes al estadistico maximo mediante los métodos
de valoracién de las dos funciones nos proporcionan la acotacién de la valoracién de
dicho bien mediante MVDFD correspondiente al modelo de probabilidad bivariante del
indice de calidad, es decir, las dos cotas obtenidas a través del estadistico ordenado
méaximo pueden interpretarse como un aumento y una reduccion, respectivamente, de la
depreciacién en el mercado sufrida por el bien mediante el MVDFD cuando se dispone

de méas de un indice de calidad del mismo.

Teorema 5.18 Sea I = (i1,12) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vp su valor de mercado a través del MVDED y viym y veym sus valores de
mercado a través del estadistico ordenado mdximo en cada una de las dos componentes

del indice, entonces

V2)ym < Up < Veo)M-

Demostracién. A partir de la funcién de distribucién del méximo (1.1.4), y los valores

(11,12) de los dos indices de calidad de un bien, es inmediato que
Fooy(im) = Fr(im, im) < Fi(iv,i2) < Fr(in, iv) = Froy(ing)
siendo (i1,42) = (i, ip) cuando iy < io, € (i1,42) = (ipr, i) cuando i3 > 5. De donde

se deduce el enunciado. O

Ademas, se obtienen las siguientes desigualdades entre los valores de mercado del
bien correspondientes al estadistico maximo y las valoraciones del mismo obtenidas a

través de cada una de las componentes del indice de calidad bidimensional.

Teorema 5.19 Sea I = (i1,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,

siendo vy y vy sus valores de mercado a través del MVDFD para las componentes I; e
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I, respectivamente. Sean v(a), Y v2m los valores de mercado a través del estadistico

ordenado mdximo en cada una de las dos componentes del indice, entonces

Voym < inf{vy, v}y vem < sup{vr, va}.

Demostracién. Evidentemente, de la funcién de distribucién del maximo (1.1.4), y

los valores (i,i2) de los dos indices de calidad de un bien, se tiene que
F(Q)(Zm) = F](Zm,lm) S Fj(il,iz) S inf{Fl(il), FQ(ZQ)}

siendo (i1,12) = (im,ipr) cuando iy < ig, e (i1,42) = (i, ) cuando iy > io; de donde

resulta que v(y, < inf{vy,vs}.

Asimismo, para la distribuciéon del maximo en el mayor valor de las componentes
del indice
Fioy(ine) = Fr(in,ine) < inf{Fy(ine), Fo(ing)}
por tanto, Fio)(iar) < Fi(i1) cuando iy = iy y Flo)(inr) < Fa(iz) cuando iy = iy, es
decir

Foy(inr) < sup{Fi(ir), Fa(i2)}

y por consiguiente, vy < sup{vy, va}. O

Consecuentemente, el estadistico maximo de un indice de calidad bidimensional
proporciona en su menor componente una mayor depreciacion del valor de mercado,
y en su mayor componente produce una valoracion que no supera a la mayor de las
obtenidas individualmente con las distribuciones univariantes de cada una de las com-

ponentes de dicho indice mediante el MVDFD.

A partir de estos resultados, surge la siguiente cuestion: la reduccion de la depre-

ciacion del bien en el mercado al utilizar el estadistico méaximo en lugar del indice
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de calidad bidimensional mediante el MVDFD llega a incluirse entre las valoraciones

obtenidas a través de cada una de las componentes del indice de calidad, es decir,

i, inf{vg, ve} < vy ?

En general, no se puede asegurar esta acotacién, por lo que la valoraciéon maxima
producida por el estadistico maximo no siempre esta entre los valores de mercado
obtenidos por cada componente del indice de calidad, como se prueba en el siguiente

resultado.

Teorema 5.20 Sea I = (i1,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo v Yy vo sus valores de mercado a través del MVDFD para las componentes I
e Iy, respectivamente, y vy el valor de mercado a través del estadistico ordenado

mazrimo en la mayor componente del indice. Entonces,

inf{vi,va} < vom < sup{vr,va}

si se verifica que Fy(iy,11) > Fy(iz) cuando iy > iy 6 Fr(ia,i9) > Fi(i1) cuando iy < is.

5.4.2. Estadistico minimo en el método de valoracion de las

dos funciones de distribucion

En este apartado utilizaremos el estadistico minimo como medida de agregacion del
indice de calidad bidimensional que combina las distintas componentes en una medida
de agregacién univariante y estudiaremos el comportamiento de las valoraciones a través

de este estadistico con respecto a las del MVDFD.
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Para ello, a partir de la funcién de distribucién F1)(i) del estadistico minimo dada
en (1.1.5), las valoraciones mediante el MVDFD estan definidas a través del siguiente

modelo

V(1ym = o) (im)

vy = ¢a)(in)

donde ¢y = Fy, 1o F (1), para las que se cumple la siguiente desigualdad
V(1ym < V(1)M-

Al igual que el estadistico maximo, el minimo proporciona valoraciones del bien con
indice de calidad (iy,4z2), y éstas no tienen por que coincidir con los valores extremos

del mercado de dicho bien.

Asimismo, a partir del estadistico minimo se obtienen valores de mercado del bien
mediante los métodos de valoracion de las dos funciones mayores que la valoracion del
mismo mediante el MVDFD utilizando el modelo de probabilidad bivariante del indice
de calidad, los que pueden interpretarse como reducciones de la depreciacion en el mer-
cado sufrida por el bien mediante el MVDFD cuando se dispone de méas de un indice de
calidad del mismo, es decir, ambos valores de mercado obtenidos mediante el estadistico

ordenado minimo reducen la depreciacion del MVDFD en el caso bidimensional.

Teorema 5.21 Sea [ = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vp su valor de mercado a través del MVDED y vy, Yy vaym sus valores de
mercado a través del estadistico ordenado minimo en cada una de las dos componentes

del indice, entonces

Up < V1ym < VM-
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Demostracién. A partir de la funcién de supervivencia del minimo (1.1.5), y los

valores (iy,1i2) de los dos indices de calidad de un bien, es inmediato que
S)(im) = St(imsim) > Si(i1,12) > Si(ine, ing) = Say(inr)
siendo (i1,43) = (im,ip) cuando iy < iy, € (i1,72) = (ipr,4,,) cuando i; > is, 0 equiva-
lentemente,
Fay(im) <1 = 51(i1,42) < Fay(im)

y utilizando (1.1.1), tenemos que
Fr(iy,i2) <1 —S1(i1,42) < Fray(inm)
por lo que, vp < vy

Para la otra desigualdad, tenemos que comprobar si Fy(i1,i2) < F{1)(in,). Para ello,

es suficiente ver que la distribucién del minimo dada en (1.1.5) puede expresarse como

F(l)(im) = (Fl(lm) - Fl(irmiM)) + (F2<im) - FI(iMa Zm))
+ (Fr(imying) — Fr(im,tm)) + (F1(iar, im) — Fr(im, im))
+Fr (i, im)

donde cada sumando es no negativo, y la distribucién bivariante del indice de calidad

puede escribirse como

F](il,ig) _ (Ff(im7iM) - FI@maim)) + Ff(imaim) sl (il,ig) = (im,iM)

(F](ZM,’lm> — F](Zm,lm>> + F[(Zm,lm) si (il,ig) = (ZM,Zm)

y por tanto, vp < v(1)m- [

Ademas, se obtienen las siguientes desigualdades entre los valores de mercado del
bien correspondientes al estadistico minimo y las valoraciones del mismo obtenidas a

través de cada una de las componentes del indice de calidad bidimensional.
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Teorema 5.22 Sea I = (iy,i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vy y vy sus valores de mercado a través del MVDFD para las componentes I, e
I, respectivamente. Sean vy, y vaym los valores de mercado a través del estadistico

ordenado minimo en cada una de las dos componentes del indice, entonces
Vym > inf{vy,ve} ¥y vy > sup{vr, va}.

Demostracién. Evidentemente, de la funcién de distribucién del minimo (1.1.5) y

los valores (i1,1i5) de los dos indices de calidad de un bien, se tiene que
Fay(invg) = Fi(ing) + Foling) — Fr(ing, ing) 2> sup{Fi(inr), Fo(ing)}

siendo (i1,92) = (im,ip) cuando iy < g, € (i1,42) = (ipr,4y) cuando i1 > iy; y por
consiguiente,
Fy(iar) > sup{Fi(i1), F2(i2) }

de donde resulta que vy > sup{vi, va}.

Asimismo, para la distribuciéon del minimo en el menor valor de las componentes

del indice
Fay(im) = Fi(im) + Fao(im) = Fi(im, im) 2 sup{Fi(im), Fa(im) }
de donde se obtiene que
Fay(im) = inf{F(i1), Fo(i2)}

y por tanto, v(1ym > inf{vy, va}. O

Este ultimo resultado muestra que el mayor valor a través del estadistico minimo es

superior a la mejor de las valoraciones obtenidas individualmente con las distribuciones
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marginales del indice de calidad, es decir, una apreciacién del bien en el mercado.
Ademas, el menor valor a través del estadistico minimo es superior a la peor de las

valoraciones obtenidas con cada componente.

De forma analoga al estadistico maximo, las anteriores desigualdades de los valores
de mercado basados en el estadistico ordenado minimo del indice de calidad bidimen-
sional, conducen a la siguiente cuestion: la menor valoracién del bien en el mercado al
utilizar el estadistico minimo en lugar del indice de calidad bidimensional mediante el
MVDFD llega a incluirse entre las valoraciones obtenidas a través de cada una de las

componentes del indice de calidad, es decir,
& V(ym < SUP{U1, U2} ?

En general, no se puede asegurar esta acotacién, por lo que la valoracién minima
producida por el estadistico minimo no siempre esta entre los valores de mercado obte-
nidos para cada componente del indice de calidad, como se comprueba en el siguiente

resultado.

Teorema 5.23 Sea I = (iy,i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vy y vy sus valores de mercado a través del MVDED para las componentes I
e I, respectivamente, y vy, el valor de mercado a través del estadistico ordenado

minimo en la menor componente del indice. Entonces,
inf{vy, v2} < vaym < sup{vr, v}
si se verifica que St(iy,11) > Sa(ia) cuando iy < iy d Si(is,iz) > Si(i1) cuando iy > is.

Por otro lado, combinando el Teorema 5.20 correspondiente al estadistico méximo y

el Teorema 5.23 de las valoraciones con el estadistico minimo, tenemos que no siempre
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se verifica que inf{vi,v2} < veym y que vay, < sup{vi,vs}. Por tanto, cuando no se

cumplen las condiciones de uno de los Teoremas 5.20 y 5.23, se verifica que

V)M < V(1)m

en este caso, la valoracion maxima que proporciona el estadistico maximo es inferior

al menor valor de mercado que produce el minimo estadistico.

No obstante, no podemos asegurar dicha desigualdad para cualquier par de indices
de calidad del bien a valorar, es decir, el menor valor de mercado a partir del estadistico
minimo puede ser inferior al mayor valor de mercado a través del maximo, en cuyo caso,
ambos se encuentran acotados por las valoraciones obtenidas individualmente con cada

una de las componentes del indice de calidad, resultado que se establece a continuacion.

Teorema 5.24 Sea I = (i1,42) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo v(1y, su menor valor de mercado mediante el estadistico ordenado minimo y

V)M su mayor valor de mercado mediante el estadistico ordenado mdzimo. Entonces,

V(1)ym < V@2)m

si se verifica que:

Fy(iy) — Fi(ig,i2) + Fi(ia, i1) — Fi(iy,41) o _
St 11 < 19
<inf{F(is,i1) — Fr(ir, 1), Fa(ia) — Fr(ia, ia) + Fi(ia,i1) — Fa(i1)}
Fy(io) — Fr(in,iv) + Fr(ia, i1) — Fr(ia, ia) o ,
8111 > 19
\ <iAnf{Fj(i9, 1) — Fi(i2,12), F1(i1) — Fr(t1,11) + Fi(iz, 41) — Fi(i2)}
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5.4.3. Estadisticos minimo y maximo en el método de valora-

cion de las dos funciones de supervivencia

En este apartado, analizamos los valores de mercado del bien correspondientes a
los estadisticos extremos, minimo y maximo, mediante los métodos de valoracién de
las dos funciones, los cuales proporcionan acotaciones para la valoraciéon de dicho bien

mediante el MVDFS en el modelo de probabilidad bivariante del indice de calidad.

En primer lugar, las valoraciones obtenidas por el estadistico minimo constituyen
cotas inferiores y superiores del valor de mercado a través del MVDFS, lo que puede
interpretarse como una reduccion y un aumento, respectivamente, de la apreciaciéon en
el mercado sufrida por el bien mediante el MVDFS cuando se dispone de mas de un

indice de calidad del mismo.

Teorema 5.25 Sea I = (iy,i2) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vs su valor de mercado a través del MVDFS y vy, y vaym sus valores de
mercado a través del estadistico ordenado minimo en cada una de las dos componentes

del indice, entonces

V(1ym < Us S VM-

Demostracién. A partir de la funcién de supervivencia del minimo (1.1.2), y los

valores (iy,1i2) de los dos indices de calidad de un bien, es inmediato que
Sy(im) = St(im,im) = St(ir,i2) = Srlinr, ine) = Sy (inr)

siendo (i1,12) = (i, ip) cuando iy < iy, e (i1,12) = (ipr, i) cuando i; > ig; y por la
monotonia decreciente de la inversa de la funcién de supervivencia, se deduce la cadena

de desigualdades entre las valoraciones. O



222 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

Asimismo, a partir del estadistico maximo se obtienen valores de mercado del bien,
mediante los métodos de valoracion de las dos funciones, inferiores a la valoracion del
mismo mediante el MVDEFS utilizando el modelo de probabilidad bivariante del indice
de calidad, lo que puede interpretarse como reducciones de la apreciacién en el mercado
sufrida por el bien mediante el MVDFS cuando se dispone de mas de un indice de
calidad del mismo, es decir, ambos valores de mercado obtenidos mediante el estadistico

ordenado méaximo reducen la apreciacién del MVDEFES en el caso bidimensional.

Teorema 5.26 Sea I = (iy,i3) el valor del indice de calidad bidimensional del bien,
siendo vs su valor de mercado a través del MVDFS y vy, y veoym sus valores de
mercado a través del estadistico ordenado mdzrimo en cada una de las dos componentes
del indice, entonces

V2ym < vo)m < Us.
Demostraciéon. Inmediata a partir del Teorema 5.19 y la acotacién del valor de
mercado mediante el MVDFS por sus valoraciones con cada una de las componentes

del indice de calidad bidimensional, vg > sup{v,vs} del Teorema 5.2. O

5.4.4. Logconcavidad de estadisticos extremos en valoracién

Para finalizar esta seccion dedicada al uso de los estadisticos extremos en la va-
loracién de un bien, vemos la utilidad de las propiedades de logconcavidad de dichos
extremos, dadas en la Seccion 4.4, como una herramienta en el proceso de decision
de la idoneidad o adecuacién en la aplicacion de los métodos de valoracion o bien en
el proceso de seleccién y asignacion de un modelo de probabilidad para el valor de

mercado.
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En este sentido, el MVDFD requiere un comportamiento estocastico similar entre
el valor de mercado y el indice de calidad en el caso unidimensional, como por ejemplo
tener el mismo tipo de simetria o asimetria (véase Garcia y Garcia (2003)). No obstante,
para comparar el comportamiento estocastico de la variable aleatoria unidimensional
del valor de mercado con el correspondiente a la variable aleatoria bidimensional del
indice de calidad necesitamos alguna otra caracteristica adicional a la sencilla medida
de asimetria, como las propiedades estocasticas de logconcavidad de sus estadisticos

extremos, minimo y maximo.

En primer lugar, la logconcavidad de los estadisticos extremos podemos conside-
rarla como un primer paso o prueba de idoneidad a posteriori de la aplicacién de los
métodos de valoracién de las dos funciones (MVDFD y MVDEFS), comprobando si la
logconcavidad de la variable del valor de mercado es del mismo tipo que la de uno de

los estadisticos extremos del indice de calidad, o de ambos estadisticos.

Por otro lado, la logconcavidad de los estadisticos extremos del indice de calidad
también proporciona restricciones en la familia de modelos de probabilidad asociables
al valor de mercado, reduciendo dicha familia a una subfamilia de distribuciones con
el mismo tipo de logconcavidad que dichos estadisticos extremos, asi como para la

asignacion de un modelo concreto en esta subfamilia.

En particular, los modelos de probabilidad bivariantes méas comunes en la metodo-
logia valorativa, como los dados en la Seccion 1.3, estan basados en las distribuciones
univariantes usuales en el andlisis PERT y las distribuciones con forma geométrica

dadas en la Seccién 1.2.

Ademas, los estadisticos extremos, minimo y maximo, de estos modelos de proba-
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bilidad bivariantes tienen funciones de supervivencia y de densidad logcéncavas en sus
soportes, como por ejemplo los contenidos en la Seccion 4.4. Por consiguiente, si el
indice de calidad bidimensional se ajusta a uno de estos modelos de probabilidad, se
deberia utilizar para el valor de mercado una distribucion con esta misma caracteristica
o propiedad, es decir, con funciones de supervivencia y de densidad logcéncavas en el

soporte.

Ejemplo 5.1 Para aplicar los métodos de valoracion de las dos funciones (MVDFD y
MVDEFS) a partir de un indice de calidad con un modelo piramidal dado en la Definicion
1.11, utilizando un modelo triangular generalizado dado en la Definicion 1.4 para el

valor de mercado, deberiamos analizar sus propiedades de logconcavidad.

Asi, teniendo en cuenta la Proposicion 4.16 y el Corolario 4.17, los estadisticos
minimo y mdzrimo del indice de calidad piramidal tienen funciones de supervivencia y
de densidad logconcavas en sus soportes. Ademds, de las Proposiciones 1.9 y 1.10, para
que el valor de mercado mantenga las mismas propiedades de logconcavidad, es decir,
sus funciones de supervivencia y de densidad sean logconcavas, deberiamos reducir la
asignacion de un modelo triangular generalizado mediante las restricciones ny > 1 y
ne > 1, es decir, seleccionar para el valor de mercado un modelo de la subfamilia de

triangulares generalizadas con pardmetros (m,ny,nq) tales que ny > 1 y ny > 1.

5.5. Aplicaciones practicas

En esta seccion, llevamos a cabo la aplicacion practica de los resultados desarrolla-

dos a lo largo de este capitulo.
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En primer lugar, aplicamos la nueva metodologia valorativa de las dos funciones de
supervivencia, como una alternativa al MVDFD, obteniendo en dos casos practicos las
valoraciones a través de ambos métodos, donde se aprecian algunas de las desigualdades

establecidas en la Seccién 5.2.

Asimismo, también se comprueba, mediante uno de los ejemplos practicos, las com-
paraciones entre las valoraciones de ambos métodos en los procedimientos de pon-
deracién, estudiados en la Seccién 5.3, tanto en presencia de dependencia como de

independencia entre las componentes del indice de calidad.

Finalmente, veremos la utilidad de las propiedades de logconcavidad de los estadisti-
cos extremos de la seccion anterior, para reducir la familia de distribuciones asignables
al valor de mercado, asi como las valoraciones que se obtienen utilizando los estadisticos
minimo y maximo en ambos métodos de valoracién, mostrando en la préactica algunas

desigualdades de la Seccion 5.4.

5.5.1. Meétodo de valoraciéon de las dos funciones de supervi-

vencia

En este apartado, utilizamos el caso practico n® 2 de Guadalajara (1996), en el que
se valora una finca dedicada al cultivo de uva de mesa en la comarca del Vinalopé Medio
de la provincia de Alicante. Los indices de calidad considerados para explicar el valor de
mercado (€/m?) son la produccién bruta de uva (kg/m?) y el porcentaje de contenido

de arena en la tierra de la finca.

En la Tabla 5.1 se recogen los datos correspondientes a los valores minimo, maximo y

moda para cada variable, siendo el objetivo la valoracién de una finca de 12010.3833m?
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(2.5 jornales) con una produccién bruta de 2.0399kg/m? y un contenido de arena del

32 % en su tierra.

Minimo | Maximo | Moda

V =Valor de mercado (€/m?) | 0.8132 | 1.5012 | 1.0634

I, =Produccién bruta (kg/m?) | 1.5611 | 2.6019 | 1.8734

I, =Contenido de arena (%) 15 50 25

Tabla 5.1: Valoracion de una finca de uva de mesa

Herrerias (2002) obtiene la valoracién de esta finca en seis casos diferentes, corres-
pondientes a las distribuciones utilizadas tanto para el valor de mercado como para el

indice de calidad bidimensional.

En nuestro caso, para la aplicaciéon y comparacion practica entre ambos métodos
de valoracién, nos centraremos en los casos 1 y 4 de Herrerias (2002) en los que asume
que el indice de calidad bidimensional formado por la produccién bruta de uva y el
contenido de arena en la tierra siguen un modelo de distribucion piramidal, y el valor
de mercado se distribuye segiin un modelo triangular y trapezoidal, respectivamente,
en donde la distribucién trapezoidal utilizada, cuando sélo se disponen de estos datos
(pesimista, optimista y mas probable), es la version trapezoidal CPR de Callejon, Pérez

y Ramos (1996).

En la Tabla 5.2 se presentan las valoraciones mediante ambos métodos correspon-
dientes a dichos casos (multiplicadas por los 12010.3833m? que tiene la finca), los cuales
reflejan las desigualdades entre los dos métodos y constituyen una muestra de los dife-
rentes modelos que podrian considerarse tanto en el valor de mercado como en el indice

de calidad bidimensional.
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Vv Up inf{vy,ve} | sup{vy,v2} vs
Triangular | 12587.1 | 13539.2 13747.4 15033.8
Trapezoidal | 12773.2 | 13785.0 13983.3 15198.9

Tabla 5.2: Indice de calidad piramidal

Como menciona Herrerias (2002), es l6gico pensar que la produccién bruta de uva
esté correlada con el contenido de arena en la tierra, aunque esta correlaciéon no debe
ser elevada. En cualquier caso, si se asume la independencia entre ambos indices de
calidad, como ejemplo para aplicar los métodos de valoracién bajo independencia, y

ambos segin un modelo triangular, se obtienen los siguientes valores de mercado de la

Tabla 5.3.
1% Up inf{vy,ve} | sup{vy,va} Vg
Triangular 12787.3 13775.7 14018.9 15441.2
Trapezoidal | 12994.2 | 14010.0 14239.9 15583.8

Tabla 5.3: Indice de calidad de componentes independientes y triangulares

No obstante, para mostrar una exposicién mas clara del comportamiento entre estas
valoraciones, utilizando ambos métodos, MVDFD y MVDFS, a partir de un indice de
calidad bidimensional, y dar una mejor comparaciéon con respecto a las valoraciones
obtenidas mediante cada componente de dicho indice, realizamos dos gréaficas corres-
pondientes al modelo de distribucién triangular para el valor de mercado de esta finca
agricola, para ambos modelos de probabilidad bivariantes de su indice de calidad (pi-

ramidal o formado por componentes independientes y triangulares).

La Figura 5.1 representa las valoraciones cuando el indice de calidad tiene un mo-
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delo piramidal y la Figura 5.2 muestra las valoraciones cuando el indice de calidad
tiene componentes independientes y con distribuciones triangulares, en donde se puede

apreciar las desigualdades de los Teoremas 5.2 y 5.3.
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Figura 5.2: Valoraciones a partir de componentes independientes y triangulares

Notese que, para ambas componentes, se ha considerado un recorrido simultanea-
mente desde los infimos a los supremos de sus soportes, para realizar estas graficas en

el plano y hacer mas facil su interpretacion.
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5.5.2. Valoracién mediante los procedimientos de ponderacion

En este apartado consideramos el ejemplo de las transacciones de fincas agricolas
en las comarcas Tierras de Campos y Centro de la provincia de Valladolid relativas
al periodo 1977-1982 dado en Alonso y Lozano (1985) y Garcia y Garcia (2003). Los
indices de calidad considerados para explicar el valor de mercado (€) son los ingresos

por hectarea (€/Ha) y la inversa de la distancia a Valladolid (1/km).

En la Tabla 5.4 se recogen los datos correspondientes a los valores minimo, maximo
y moda para cada variable, siendo el objetivo el valor de mercado para una finca cuyos

ingresos por hectérea son 194.31€ y se encuentra a una distancia de 24km de Valladolid.

Minimo | Méaximo | Moda

V' =Valor de mercado (€) 1502.53 | 3005.06 | 1953.29

I, =Ingresos por hectarea (€/Ha) | 120.20 | 300.51 | 195.33

I, =Inversa de la distancia (1/km) 1/70 1/10 1/50

Tabla 5.4: Transacciones de fincas agricolas

En este caso, Garcia y Garcia (2003) asumen la independencia entre ambas com-
ponentes del indice de calidad bidimensional, y obtienen la valoracién de esta finca
correspondiente a las distribuciones triangulares tanto para el valor de mercado como
para cada una de las componentes del indice de calidad bidimensional, utilizando un
modelo ponderado de las funciones de distribucion de los indices para reducir la de-
preciaciéon del MVDFED con respecto a los valores obtenidos individualmente con cada

uno de los indices de calidad, siendo los pesos otorgados por un experto del 75 % a los
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ingresos por hectdrea y del 25% al inverso de la distancia.

Para la comparacion practica entre ambos métodos de valoracion, exponemos en
la Tabla 5.5 los valores de mercado mediante los dos métodos bajo la suposicion de
independencia entre las dos componentes del indice de calidad bidimensional, tanto en

el caso triangular como trapezoidal CPR para el valor de mercado.

1% Up inf{vy,ve} | sup{vy, ve} Vg

Triangular | 1874.45 | 2035.71 2119.5 2322.21

Trapezoidal | 1909.94 | 2093.39 2182.06 2372.86

Tabla 5.5: Indice de calidad de componentes independientes y triangulares

Asimismo, la Tabla 5.6 muestra las valoraciones a través del modelo ponderado de
las distribuciones de ambos indicadores de calidad de la finca con las ponderaciones
obtenidas a partir del modelo triangular para el valor de mercado (al igual que Garcia
y Garcia (2003)), donde los pesos de los métodos de ponderacién marcados con (S)
son los obtenidos mediante estas técnicas de ponderacién a través de las funciones de

supervivencia correspondientes.

Obsérvese que ha sido utilizada la misma ponderacion cuando el modelo del valor de
mercado es trapezoidal, para que se reflejen las diferencias entre ambas distribuciones

del valor de mercado bajo el mismo modelo del indice de calidad.

Ademas, a través de la ponderacién de las funciones de supervivencia marginales
y utilizando los mismos pesos tanto en el caso triangular como trapezoidal para la
distribucion del valor de mercado, obtenemos las valoraciones de la Tabla 5.7 mediante
ambas metodologias valorativas, siendo los pesos de las ponderaciones marcadas con

(S) los correspondientes al uso de las funciones de supervivencia en dichas técnicas.
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Método ponderacion «Q Vv UDWD VSWD

Subjetivo 0.75 Triangular | 2054.33 | 2655.11
Subjetivo 0.75 Trapezoidal | 2113.79 | 2681.07
Econométrico 0.615456 | Triangular | 2064.94 | 2609.91
Econométrico 0.615456 | Trapezoidal | 2125.23 | 2639.22
Modas 0.82074 | Triangular | 2048.92 | 2695.77
Modas 0.82074 | Trapezoidal | 2107.90 | 2718.71
Media modal 0.702754 | Triangular | 2058.01 | 2635.08
Media modal 0.702754 | Trapezoidal | 2117.77 | 2662.52
Econométrico (S) 0.671763 | Triangular | 2060.45 | 2624.5

Econométrico (S) 0.671763 | Trapezoidal | 2120.40 | 2652.73
Modas (S) 0.612085 | Triangular | 2065.21 | 2609.22
Modas (S) 0.612085 | Trapezoidal | 2125.52 | 2638.58
Media modal (S) 0.441782 | Triangular | 2079.29 | 2598.49
Media modal (S) 0.441782 | Trapezoidal | 2140.51 | 2628.65

Tabla 5.6: Modelo ponderado de las funciones de distribucion marginales

De forma andloga al apartado anterior, presentamos dos graficas sobre el compor-

tamiento de ambos métodos, MVDFD y MVDEFS, a través de los modelos ponderados,

en los cuales el valor de mercado de la finca agricola sigue un modelo de distribu-

cién triangular y el indice de calidad esta formado por componentes independientes y

distribuciones triangulares.

Asi, la Figura 5.3 describe las valoraciones a partir de la ponderacién de las funciones

de distribucién marginales, en donde se puede observar las relaciones de los Corolarios
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Método ponderacion « Vv UpWS VS S

Subjetivo 0.75 Triangular | 1689.98 | 2057.37
Subjetivo 0.75 Trapezoidal | 1707.88 | 2117.09
Econométrico 0.615456 | Triangular | 1711.83 | 2068.83
Econométrico 0.615456 | Trapezoidal | 1731.8 | 2129.40
Modas 0.82074 | Triangular | 1669.16 | 2051.29
Modas 0.82074 | Trapezoidal | 1685.07 | 2110.49
Media modal 0.702754 | Triangular | 1699.95 | 2061.41
Media modal 0.702754 | Trapezoidal | 1718.79 | 2121.44

Econométrico (S) 0.671763 | Triangular | 1705.06 | 2064.05

Econométrico (S) 0.671763 | Trapezoidal | 1724.39 | 2124.28

Modas (S) 0.612085 | Triangular | 1712.13 | 2069.12

Modas (S) 0.612085 | Trapezoidal | 1732.14 | 2129.70

Media modal (S) 0.441782 | Triangular | 1714.64 | 2083.42

Media modal (S) 0.441782 | Trapezoidal | 1734.89 | 2144.86

Tabla 5.7: Modelo ponderado de las funciones de supervivencia marginales

5.6 v 5.8.

Asimismo, la Figura 5.4 representa las valoraciones a partir de la ponderacion de
las funciones de supervivencia marginales, y en ella se muestra las desigualdades del

Teorema 5.11.

Finalmente, aunque se supone independencia entre ambas componentes del indice de
calidad, como ejemplo del comportamiento de ambos métodos a través de los modelos

ponderados bajo dependencia, las Figuras 5.5 y 5.6 representan las valoraciones de
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propiedades agricolas cuando el valor de mercado es triangular y el indice de calidad

sigue un modelo piramidal, utilizando ambos modelos ponderados (5.3.6) y (5.3.15),

respectivamente.
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Figura 5.3: Valoraciones a partir de ponderacion de las distribuciones marginales
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Figura 5.4: Valoraciones a partir de ponderacion de supervivencias marginales

Asi, en la Figura 5.5 se comprueba el Teorema 5.10 y la Figura 5.6 muestra las

desigualdades de los Teoremas 5.14 y 5.17.
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Figura 5.5: Ponderacién de distribuciones marginales del modelo piramidal
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Figura 5.6: Ponderacion de supervivencias marginales del modelo piramidal

5.5.3. Valoracion mediante los estadisticos extremos

Para concluir esta seccion, presentamos las valoraciones correspondientes al caso
practico n°® 2 de Guadalajara (1996) utilizado en el Apartado 5.5.1, con los métodos

de las dos funciones a través de los estadisticos minimo y méaximo.
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Para ello, nos vamos a centrar en la aplicacién de estos estadisticos en los métodos
de valoracion de las dos funciones a través de un modelo de probabilidad del valor
de mercado en la familia triangular generalizada, suponiendo que el indice de calidad
formado por la producciéon bruta de uva y el contenido de arena en la tierra siguen un

modelo de distribucién piramidal, como en Herrerfas (2002).

Con el objetivo de utilizar un modelo de probabilidad triangular generalizado de
pardmetros (m,ni,ng) para el valor de mercado de un bien, a partir de un modelo
piramidal correspondiente al indice de calidad, del Ejemplo 5.1, reducimos la asignacién
de un modelo triangular generalizado mediante las restricciones de los parametros ny >
1y ny > 1, para que dicho modelo de probabilidad tenga el mismo tipo de logconcavidad

que los estadisticos minimo y méaximo del indice de calidad piramidal.

Asi, la Tabla 5.8 contiene las valoraciones para un conjunto de valores distintos
de los parametros del modelo triangular generalizado, n; y ng, con recorridos mayo-
res o iguales a uno, y estan multiplicadas por los 12010.3833m? de la finca que se
pretende valorar. En todos los casos se observa que ambos estadisticos permiten obte-
ner valoraciones reduciendo las pérdidas obtenidas mediante el MVDFD con respecto
a la valoracién para cada componente del indice de calidad, asi como las restantes

desigualdades de la Seccion 5.4.

Asimismo, como se menciona en el Apartado 5.5.1, la correlacion entre la produccién
bruta de uva y el contenido de arena en la tierra, no debe ser elevada. En cualquier caso,
si asumimos independencia entre ambas componentes del indice de calidad utilizadas
para la valoracién de la finca, las dos segin un modelo triangular, y el valor de mercado

con distribucién triangular generalizada, a partir de la logconcavidad de los estadisticos
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extremos del indice de calidad, también deberiamos restringir, la asignacion de un
modelo triangular generalizado para el valor de mercado, a los parametros n; > 1y

TLQZl

De este modo, en la Tabla 5.9 damos las valoraciones de la propiedad agricola
para diferentes valores de los pardmetros n; y ns; donde en todos los casos se puede

comprobar las comparaciones establecidas en las secciones anteriores.

No obstante, para exponer de forma mas clara el comportamiento entre estas valo-
raciones, utilizando los estadisticos extremos en los métodos de valoracion, y comparar
mejor las valoraciones con respecto a las obtenidas a través de ambos métodos a partir
del indice de calidad bidimensional, presentamos algunos graficos correspondientes al
modelo triangular generalizado para el valor de mercado de esta finca y para ambos
modelos de distribuciones bivariantes del indice de calidad (piramidal o componen-
tes independientes y triangulares), tomando los distintos pardmetros n; y ny en una

pequena muestra de valores.

Noétese que, al igual que en las graficas anteriores, ambas componentes del indice
de calidad han sido tomadas simultdaneamente desde los infimos a los supremos de sus

soportes, para facilitar la interpretacion de estos gréaficos en el plano.

La Figura 5.7 muestra las desigualdades entre las valoraciones mediante el estadisti-
co maximo y las obtenidas a través del MVDFD, dadas en el Teorema 5.18, en donde
puede observarse las acotaciones de las valoraciones del MVDFD a partir de un indice
de calidad bidimensional, las cuales son peor y mejor, respectivamente, a las producidas

por el MVDFD cuando el tasador dispone de mas de un indice de calidad.

Asimismo, la Figura 5.8 representa las valoraciones mediante el MVDEFS y las ob-
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tenidas a través del estadistico minimo, en donde se comprueba las acotaciones del
Teorema 5.25 a partir de un indice de calidad bidimensional, las cuales son peor y
mejor, respectivamente, a las proporcionadas mediante el MVDFS cuando més de un

indice de calidad estd a disposicién del tasador.

Finalmente, la Figura 5.9 muestra las diferentes valoraciones utilizando los estadisti-
cos minimo y maximo en los métodos de valoracién, en donde se reflejan algunas com-
paraciones con respecto a las valoraciones obtenidas a través de cada componente de
un indice de calidad bidimensional dadas en los Teoremas 5.19 y 5.22, asi como las
desigualdades de los Teoremas 5.20, 5.23 y 5.24, las cuales dependen de los valores
(i1,142) de la produccién bruta de uva y del contenido de arena en la tierra, es decir, la
menor valoracién a través del estadistico minimo puede ser inferior a la mayor valora-
cién a través del estadistico maximo, y también segun el valor particular (iq,7) puede
ser superior a la mejor de las valoraciones obtenidas a través de las distribuciones

marginales.
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m |n2 |v@m | VD vm  |inf{vr, va} sup{vr, va}| vym | vs VM

1 1 |12249.6 | 12413.7 | 12594.7 | 14194.6 | 14541.9 16190.4 | 16322.7 | 16440.6

1 1.5 11723 | 11852.3 111994.9 | 13267.2 | 13559.3 15111.7| 15253.4 | 15382.7

1 |2 |11459.711571.6 | 11695 |12785.8 |13028.9 14398.1 | 14531.2 | 14654.1

1 2.5]11301.7|11403.1 {11515 | 12504 12718.8 13918.4 | 14039.3 | 14151.9

1 3 [11196.4|11290.9|11395.1|12316.2 | 12516.2 13584.5 | 13693.8 | 13795.9

1.5 |1 [12950.3 |13094.5|13253.6 | 14659.5 | 14964.7 | 16413.4 |16529.7 | 16633.3

1.5 |1.5|12412.7 | 12528.1 | 12652.6 | 13769.2 | 14030.5 15419.3 | 15546 | 15661.7

1.5 12 |12124.1|12226.9 | 12337.8 | 13274.8 | 13495.2 14736.8 | 14857.4 | 14968.9

1.5 12.5|11942.2 | 12037 |12139.4|12974.8 |13163.2 14262.1 | 14373 | 14476.1

1.5 |3 |11816.5|11905.9 | 12002.3 | 12781.2 | 12944.6 13921.4 | 14022.3 | 14116.8

1 ]13300.7|13434.9 | 13583 | 14892 15176.1 16524.9 | 16633.2 | 16729.6

1.5112774 | 12874 |12985.4|14031.6 |14276.8 15580 | 15699 | 15807.5

2 112498.3 | 12587.1 |12681.9 | 13539.2 | 13747.4 14919.9 | 15033.8 | 15139.1

NN NN

2.5112318.5|12401.5|12490.1 | 13231.1 | 13409.9 14453.1 | 14558.3 | 14656.3

2 |3 112191.3|12270.2 |12354.4 | 13025.7 | 13181.5 14112.7] 14209 | 14299.1

25 |1 |13510.9|13639.2 | 13780.7 | 15031.4 | 15303 16591.8 | 16695.3 | 16787.4

2.5 11.5]12986.5 | 13082.4 | 13189.3 | 14193.2 | 14428.4 15679 | 15793.2 | 15897.4

2.5 12 [12720.3|12797.1|12882.1 | 13705.6 | 13906 15035.1 | 15144.8 | 15246.2

2.5 12.5]12550.9|12623.1 | 12699.7 | 13395.3 | 13567.9 14575.5 | 14677.1 | 14771.7

2.5 |3 |12428.8112497.9 | 12571.1 | 13184.7 |13335.6 14237.2 | 14330.4 | 14417.6

3 |1 |136561 |13775.3|13912.5|15124.4 |15387.6 16636.4 | 16736.6 | 16825.9

1.5|13130.6 | 13223.8 | 13327.6 | 14302.8 | 14531.4 15746.2 | 15857.1 | 15958.3

2 | 12861.8 | 12935.7 | 13018.5 | 13820.2 | 14015.3 15114.5 | 15221.3 | 15320

2.5 112701.5|12764.7 | 12833.3 | 13509.7 | 13678.1 14660.8 | 14759.9 | 14852.2

W W W w

3 | 12586.6 | 12647.4 | 12711.6 | 13296.7 | 13444.2 14324.9 | 14416 | 14501.2

Tabla 5.8: Indice de calidad piramidal
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n1 [ n2 | vom vp viym  |inf{vr, va} [sup{vr, va k| via)m vs V()M

1 1 12620 |12802.7|13004 |14587.9 |14970.3 16625 | 16755.4|16873.8
1 1.5 12014.8 | 12158.8 | 12317.4 | 13598.7 | 13933.3 15591.6 | 15745 | 15888.7
1 2 | 11712.2|11836.8 | 11974.1 | 13062 13346.1 14855.9 | 15006.9 | 15150.7
1 2.5 111530.6 | 11643.6 | 11768.1 | 12747.2 | 12990.3 14338.5 | 14479.6 | 14615.4
1 3 [11409.6 | 11514.8 | 11630.7 | 12542.7 | 12762.8 13966.4 | 14096.3 | 14222.1
1.5 |1 |13275.8|13436.4 | 13613.3 | 15005.2 | 15341.2 | 16795.3 | 16909.9 | 17014

1.5 | 1.5 |12669.7 | 12792.5 | 12927.8 | 14065.8 | 14365.1 15848.6 | 15985.8 | 16114.4
1.5 12 12353.1 | 12462.4 | 12580.2 | 13525.2 | 13782.8 15151.9 | 15288.8 | 15419.2
1.5 [2.5|12153.5| 12254.3 | 12363.1 | 13188.9 | 13411.7 14647.1 | 14776.5 | 14900.9
1.5 |3 |12015.6|12110.7|12213.2|12967.1 | 13162 14274.3 | 14394.4 | 14510.6
2 |1 |13603.7|13753.213917.9 | 15213.8 | 15526.6 | 16880.4 | 16987.2 | 17084

2 1.5 113001 13114.9 | 13241.9 | 14309.8 | 14590.7 15982.9 | 16111.7 | 16232.4
2 2 12694.9 | 12787.3 | 12889.2 | 13775.7 | 14018.9 15311.9 | 15441.2 | 15564.3
2 2.5 112502.3 | 12588.5 | 12680.6 | 13434.4 | 13645.8 14818.6 | 14941.4 | 15059.5
2 3 12365.9|12447.8 | 12535.3 | 13203 13388.7 14449.3 | 14563.7 | 14674.5
2.5 |1 [13800.4 |13943.3 | 14100.7 | 15339 15637.9 16931.5 | 17033.5 | 17126.1
2.5 | 1.5]13204.3 | 13313.6 | 13435.4 | 14460.2 | 14729.7 16065.6 | 16189.2 | 16305

2.5 (2 12894.1 | 12981.6 | 13079.7 | 13933.3 | 14167.6 15412.6 | 15537.1 | 15655.7
2.5 12.5]12710.2 | 12784.2 | 12866 | 13591.6 |13795.8 14928.5 | 15047.1 | 15161.1
2.5 |3 | 12581.1|12651.8 |12726.9 |13356.3 | 13536.2 14563 | 14673.9 | 14781.1
3 1 13931.6 | 14070 | 14222.5|15422.4 |15712.1 16965.6 | 17064.4 | 17154.1
3 1.5 13342.2 | 13448.3 | 13566.7 | 14562.2 | 14824 16121.8 | 16241.8 | 16354.3
3 2 113030.2 | 13115.3 | 13210.9 | 14041.9 | 14269.9 15482 | 15603.2 | 15718.6
3 2.5 112843 |12913.8|12993.5|13701.2 |13900.4 15005.1 | 15120.7 | 15232

3 3 112720.3 | 12782.2 | 12850.4 | 13464.4 | 13640.1 14643.2 | 14751.5 | 14856.3

Tabla 5.9: Indice de calidad de componentes independientes y triangulares
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Figura 5.7: Valoraciones a través del estadistico mdximo



Capitulo 5. La funcién de supervivencia y los estadisticos extremos en los métodos de valoracién
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Figura 5.8: Valoraciones a través del estadistico minimo
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Figura 5.9: Valoraciones a través de ambos estadisticos y marginales



Conclusiones

Para finalizar esta Memoria, resumimos a continuacion las diversas conclusiones

que se han obtenido a lo largo de los capitulos que engloba el presente trabajo.

En primer lugar, se ha observado que los modelos de probabilidad univariantes
usuales en las metodologias PERT y valorativa, tienen funciones de supervivencia y de
densidad logcéncavas en sus soportes, como son el rectangular, triangular, trapezoidal,

triangular generalizado, trapezoidal generalizado, beta PERT y beta Caballer.

Por otro lado, la mixtura generalizada de dos distribuciones exponenciales tiene
funcién de densidad logconcava o logconvexa segun el signo del peso de la compo-
nente exponencial con mayor pardmetro. También se ha establecido la clasificacion
de la logconcavidad de la funcién de densidad de las mixturas generalizadas de tres
distribuciones exponenciales a partir de ciertas condiciones basadas en sus pesos y
parametros. Como consecuencia, se ha obtenido la logconcavidad de los estadisticos
minimo y maximo de diversos modelos exponenciales bivariantes, como los de Gumbel,

Marshall y Olkin, Friday y Patil y Raftery.

En esta direccion, se ha establecido la caracterizacion de las mixturas generalizadas

de cuatro distribuciones exponenciales mediante condiciones entre sus coeficientes y los
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parametros de las componentes de dichas mixturas. Ademas, se ha obtenido la clasifica-
cion de la logconcavidad de la funcién de supervivencia de estas mixturas generalizadas

de cuatro exponenciales.

En particular, el estadistico maximo del modelo exponencial bivariante de Gumbel
I es una mixtura generalizada de cuatro exponenciales, obteniéndose que su funciéon de
supervivencia es logconcava. Asimismo, los estadisticos minimo y maximo del modelo
exponencial bivariante de Raftery (en su versién general) son mixturas generalizadas
de cuatro exponenciales, y la logconcavidad de sus funciones de supervivencia también

ha sido discutida a través de condiciones de sus parametros.

Por otra parte, el estadistico méaximo del modelo exponencial bivariante de Friday
y Patil, sin restriccién sobre sus parametros, es una mixtura generalizada de gamma
y exponenciales. Por ello, se ha obtenido la caracterizacién de las mixturas generali-
zadas de una distribucion gamma y una o dos distribuciones exponenciales segin los

coeficientes y parametros de dicha mixtura.

Ademas, se ha clasificado la logconcavidad de la funcién de supervivencia de dicho
estadistico maximo en sus dos formas de esta version general de Friday y Patil. Por
ejemplo en su forma mas sencilla, es una mixtura de una gamma y una exponencial,

siendo su funcién de supervivencia logcéncava.

También se ha extendido la caracterizacion de la mixturas generalizadas al caso
de distribuciones Weibull, estableciéndose las condiciones necesarias y suficientes para
que una mixtura generalizada de dos o tres distribuciones Weibull sea un modelo de
probabilidad. En este caso, se ha obtenido la clasificacién de la logconcavidad de la

funcion de supervivencia de una mixtura generalizada de dos distribuciones Weibull.
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En particular, los estadisticos minimo y maximo de los modelos Weibull bivarian-
tes, en la direccion dada por Hanagal, son predominantemente mixturas generalizadas
de distribuciones Weibull, y como consecuencia de la clasificaciéon de la funcién de
supervivencia de las mixturas generalizadas de dos Weibull, se ha establecido la log-
concavidad en algunos casos de los estadisticos minimo y maximo de estos modelos
Weibull bivariantes, como tipo Gumbel, tipo Marshall y Olkin, tipo Friday y Patil y

tipo Raftery.

Por otro lado, los estadisticos minimo y méaximo de algunos modelos de probabi-
lidad bivariantes no se corresponden con mixturas generalizadas, como son el modelo
exponencial bivariante de Gumbel IIT y modelos bivariantes usuales en valoracién (por
ejemplo, cubico, rectangular-triangular y piramidal). Para los estadisticos extremos de
estos modelos también se ha obtenido sus propiedades de logconcavidad, siendo en

todos ellos las funciones de supervivencia logconcavas en sus soportes.

En el campo de la teoria de valoracion, se ha propuesto el nuevo método de valo-
racién de las dos funciones de supervivencia, correspondientes al valor de mercado e
indice de calidad de un bien, estableciéndose su equivalencia en el caso de un indice de
calidad unidimensional con el conocido método de valoracién de las dos funciones de

distribucién.

No obstante, en el caso de un indice de calidad bidimensional o multidimensional,
el método de valoracion de las dos funciones de supervivencia proporciona un valor
de mercado del bien superior al del método de valoracion de las dos funciones de
distribucion, por lo que reduce la depreciacién experimentada por este ultimo. Ademas,

el nuevo método propuesto proporciona una apreciacion del bien con respecto a las
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valoraciones que se obtendrian al considerar individualmente cada componente del

indice de calidad.

En este contexto, se ha determinado el comportamiento del método de valoracion
de las dos funciones de supervivencia a través de los procedimientos de ponderacion
utilizados para corregir y ajustar el valor de mercado. En general, el método de valo-
racion de las dos funciones de supervivencia aumenta la apreciacién del bien, llegando
a alcanzar el maximo valor posible del mismo cuando las componentes del indice de

calidad son dependientes.

Asimismo, se ha ampliado el abanico de modelos ponderados utilizados para dicho
fin, considerandose las ponderaciones de las funciones de supervivencia marginales,
modelos para los cuales se ha establecido el comportamiento de los valores producidos
por ambos métodos de valoracion, de las dos funciones de supervivencia y de las dos
funciones de distribucién. En general, el valor producido por el método de valoracion de
las dos funciones de supervivencia esta acotado por las valoraciones obtenidas para cada
componente del indice de calidad. Ademaés, el método de valoracion de las dos funciones
de distribuciéon aumenta la depreciacién del bien, llegando a alcanzar el minimo valor

posible del mismo cuando las componentes del indice de calidad son dependientes.

Ademas, se ha propuesto y analizado un nuevo mecanismo de generacion de dichos
modelos ponderados, a través de la determinacién de los pesos correspondientes a las
componentes del indice de calidad, llamado el método de la media modal, basado en la
informacion proporcionada por el propio indice de calidad para generar los pesos del
modelo ponderado para dicho indice, evitdndose la proporcionalidad requerida por el

conocido método de las modas.



Conclusiones 247

En otra direccion, se ha propuesto el uso de los estadisticos extremos, minimo
y maximo, en los métodos de valoracion, con el objetivo de encontrar el valor de
mercado del bien a partir de un indice de calidad bidimensional. Los valores producidos
a través de ambos estadisticos han sido analizados, estableciéndose su comportamiento
y comparacion con los valores obtenidos por los dos métodos de valoracién a partir del

modelo de probabilidad bivariante del indice de calidad.

En general, cabe destacar que el estadistico méaximo permite acotar el valor sumi-
nistrado por el método de las dos funciones de distribucion, y por tanto, reducir la
depreciacién experimentada por el mismo. El estadistico maximo proporciona cotas
inferiores para el valor obtenido mediante el método de valoracién de las dos funciones
de supervivencia, es decir, reduce la apreciacion del mismo. Ademas, el mayor valor
a través del estadistico maximo no supera a la mejor de las valoraciones de las dos

componentes del indice de calidad.

Asimismo, el estadistico minimo permite acotar el valor producido por el método
de valoracién de las dos funciones de supervivencia, es decir, reducir la apreciacion del
mismo. El estadistico minimo proporciona cotas superiores para el valor suministrado
por el método de valoracion de las dos funciones de distribucion, es decir, reduce
la depreciacién experimentada por dicho método. Ademas, el menor valor producido
mediante el estadistico minimo es mayor que la peor de las valoraciones de las dos

componentes del indice de calidad.

Finalmente, se ha propuesto la utilizaciéon de las propiedades de logconcavidad de
los estadisticos extremos en el proceso de seleccién de un modelo de probabilidad para

el valor de mercado, o como una primera prueba de idoneidad de la aplicacién de los



248 Propiedades de Extremos en algunos Modelos Probabilisticos Bivariantes para la Economia

métodos de valoracién, a través de la comparaciéon del tipo de logconcavidad del valor

de mercado y de los estadisticos extremos del indice de calidad.
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