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Introduccion

El estudio de las superficies minimales en R? se remonta a los origenes del Calculo
Variacional y de la Geometria Diferencial clasica, en tiempos de Euler y Lagrange,
cuando las superficies minimales se veian como los puntos criticos del funcional area.
En 1740, Euler [12] encontré la inica superficie minimal de revolucién, salvo el plano
(Bonnet [3]): la catenoide, a la cual él llamé alysseide, que se genera por revolucién
de la catenaria (ver la Figura 1 izquierda). Esta fue la primera superficie minimal
conocida, distinta del plano. Lagrange [33] formulé la ecuacién que ha de satisfacer
una funcién v = u(x, y) para que su grafo sea minimal, e hizo esto desde su estudio
del Célculo de Variaciones. Explicitamente, la ecuacién que se obtiene es la siguiente:

(1+ ugz,) Uy — 2l + (14 z) tyy =0, (1)

donde los subindices x,y denotan las correspondientes derivadas parciales. Nos
referiremos a la ecuacién (1) como ecuacion de los grafos minimales. Por tanto,
una superficie es minimal si se puede expresar como grafo de una solucién de (1)
alrededor de cualquiera de sus puntos.

Fue Meusnier, en 1770, quien caracterizdé geométricamente las superficies mini-
males como aquellas cuya la curvatura media se anula constantemente, e histori-
camente, esta caracterizacion ha pasado a tomarse como definicion de superficie
minimal.

Definicién 0.0.1 Una superficie M C R3 se dice minimal si su curvatura media H
es idénticamente cero.

Ademads, Meusnier descubrié una nueva superficie minimal: el helicoide (ver la
Figura 1 derecha). El helicoide, junto con el plano, son las unicas superficies mini-
males regladas (Catalan [5]) y son ademads las tinicas superficies minimales propias,
sin autointersecciones y simplemente conexas (Meeks y Rosenberg [45]).

La ecuacién de los grafos minimales era demasiado complicada para las herra-
mientas de las que se disponia a finales del s. XVIII. Matematicos de la talla de Mon-
ge [46, 47|, Legendre [36], Lacroix o Ampere integraron la ecuacién (1), obteniendo
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Figura 1: Catenoide (izquierda) y helicoide (derecha).

férmulas para las funciones coordenadas de las superficies minimales en términos
de funciones analiticas. Aunque hasta 1835 no se descubrieron nuevos ejemplos, de-
bidos a Scherk [65]. Este dio las ecuaciones explicitas de las superficies minimales
simple y doblemente periddicas que llevan su nombre (ver la Figura 2). Por aquellas
fechas, también se descubrié una importante relacion entre la teoria de superficies
minimales y la teoria de funciones arménicas (ver la Seccién 1.1):

Una superficie M C R?® es minimal si, y sélo si, sus funciones coorde-
nadas son armonicas, respecto de la estructura conforme asociada a la
métrica inducida en M a partir de la métrica llana de R3.

Plateau [57] dio una interpretacion fisica de las superficies minimales: éstas se
pueden obtener como la pelicula creada por un alambre previamente sumergido en
una disolucion jabonosa. De ahi que el problema de determinar si existen super-
ficies minimales (con cierta topologia prefijada) bordeadas por una curva cerrada
prescrita (o por un sistema de curvas de este tipo), se conozca en la literatura co-
mo el problema de Plateau. Este atractivo, pero complicado, problema atrajo la
atencién de muchos matemadticos importantes de la época. En 1865, Schwarz [67]
obtuvo métodos para resolver el problema de Plateau con borde un cuadrilatero pre-
fijado, lo cual llevé al descubrimiento de nuevas superficies minimales triplemente
periédicas. También Riemann [59, 60] estudi6 el problema de Plateau para algunos
sistemas de curvas frontera formados por rectas y/o circunferencias, y clasificé to-
das las superficies minimales foliadas por rectas y/o circunferencias. Estas son: el
plano, la catenoide, el helicoide, y los elementos de una nueva familia uniparamétri-
ca de superficies minimales que obtuvo, y que en la actualidad se conocen como
ejemplos minimales de Riemann (ver la Figura 3 izquierda). Los descubrimientos
de estos nuevos ejemplos se basaron en las formulas de representacion dadas por
Weierstrass [72, 73] y Enneper [11], obtenidas a partir de funciones meromorfas
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Figura 2: Superficies minimales de Scherk simple y doblemente periddicas.

definidas sobre una superficie de Riemann verificando ciertas condiciones de com-
patibilidad que daremos en la Seccién 1.2 (esta representacién permitio el uso de
potentes técnicas del Anélisis Complejo y de la emergente teoria de superficies de
Riemann). Enneper [11] encontrd, ademds, una nueva superficie minimal bordeada
por una curva de Jordan (ver la Figura 3 derecha). El problema de Plateau (en su
versién mas sencilla, para discos) no fue resuelto hasta principios del siglo XX, entre
los anos 1929 y 1933, por Douglas [10] y Radé [58]. Gracias a estos trabajos sobre
el problema de Plateau, Douglas gané una de las dos primeras medallas Fields, en
1936 (la otra fue para el analista Ahlfors).

A principios del s. XX, Bernstein [1, 2] demostré que las tinicas soluciones u de
(1) definidas en todo R? son las afines; es decir, los tinicos grafos minimales com-
pletos son los planos. Este resultado ha sido un vinculo de unién entre la teoria
de superficies minimales con la teoria de ecuaciones en derivadas parciales (de tipo
casilineal eliptico). Como la imagen por la aplicacién de Gauss de un grafo esta con-
tenida en un hemisferio, podemos interpretar el teorema de Bernstein como una
primera aproximacién al problema de la imagen esférica, que consiste en encontrar
el nimero méximo de puntos que puede omitir la aplicacién de Gauss de una super-
ficie minimal, completa y no llana de R?. Todas las superficies minimales completas
y no llanas conocidas, tienen por imagen mediante la aplicacién de Gauss a la esfera
menos a lo mas 4 puntos, en clara correspondencia con los teoremas de variable
compleja de tipo Picard. Sobre el problema de la imagen esférica se obtuvieron re-
sultados parciales (Osserman, Xavier, Lopez, Ros), hasta que, en 1988, Fujimoto [14]
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Figura 3: Una superficie minimal de Riemann (izquierda) y la superficie de Enneper
(derecha).

cerro el problema obteniendo que

la aplicacion de Gauss de una superficie minimal completa y no llana en
R3 no puede omitir 5 puntos distintos de S>.

En los anos 60 del s. XX, Osserman dio un gran empuje a la teoria de superficies
minimales completas, dando una versiéon mas global de la representacion para su-
perficies minimales dada por Enneper y Weierstrass. Ademas, llamé la atencién de
la comunidad cientifica sobre la importante subfamilia formada por las superficies
minimales completas con curvatura total finita, donde la curvatura total de una su-
perficie se define como la integral sobre la superficie de su curvatura de Gauss (ver
la Seccién 1.3). Para ello, fue de gran importancia el siguiente resultado debido a
Huber [26, 74].

Una superficie minimal completa M C R3, con curvatura total finita
y OM = 0, tiene la estructura conforme de una superficie de Riemann
compacta M menos una cantidad finita de puntos, a los que llamaremos
finales de M.

(Dichos finales, como veremos en la Seccién 1.3, se corresponden con los finales
topoldgicos de M, como espacio topoldgico no compacto). Osserman [49] también
observo que la aplicacién de Gauss (proyectada estereograficamente) de una tal su-
perficie minimal M, se extiende a una funcién meromorfa sobre la compactificacion



Introduccion \Y%

Figura 4: Superficie minimal de Costa.

conforme M de M. Estos resultados nos dicen que a M se le puede asociar un
género (el de su compactificacién conforme M), un nimero de finales, y el grado de
su aplicacion de Gauss extendida. En algunos casos, algunas de estas tres cantidades
determinan la superficie (ver por ejemplo los Teoremas 1.7.1 y 1.7.2). Schoen [66]
probo que los finales minimales, completos, con curvatura total finita y sin autoin-
tersecciones de M han de ser asintéticos a medias catenoides o a planos. Las tnicas
superficies minimales completas, sin autointersecciones y con curvatura total finita
que se conocian entonces eran el plano y la catenoide. Como en mas de dos siglos no
se habian encontrado mas de estos ejemplos, se empezaron a perseguir teoremas de
unicidad para el plano y la catenoide, en este sentido. De ahi la revolucién que supuso
el sorprendente descubrimiento por Costa [7], en 1984, de una nueva superficie mini-
mal completa, sin autointersecciones, con género 1y 3 finales (ver la Figura 4). En
realidad, Costa produjo la superficie, pero fueron Hoffman y Meeks [22, 23] los que
probaron que la superficie de Costa no tenia autointersecciones, y la generalizaron
para género arbitrario. A partir de entonces, se ha encontrado una enorme cantidad
de nuevas superficies minimales completas y sin autointersecciones [4, 21, 31]. Dada
esta abundancia de ejemplos, en la actualidad uno de los principales objetivos es
obtener resultados de clasificacién o de no existencia para superficies minimales sin
autointersecciones con ciertos tipos topoldgicos o comportamiento asintético prefija-
do en los finales; y otro objetivo importante es describir la estructura de espacios de
moduli de superficies minimales con topologia y geometria prescritas [6, 18, 37, 41].

Un tipo destacado de superficies minimales M C R? sin autointersecciones y
propias son las periddicas, que se definen como aquellas invariantes por un grupo
(no trivial) P de isometrias de R?, que actiia propia y discontinuamente. Una tal
M se puede ver en la 3-variedad llana, completa y no simplemente conexa M /P.
Dicha variedad se puede recubrir (con un nimero finito de hojas) por R*/S(6) (en
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cuyo caso diremos que M es simplemente periddica), T? x R (M es doblemente
periddica) o T3 (M es triplemente periddica), donde S(f) denota un movimiento
helicoidal de dngulo 6 € [0, 7] alrededor del eje x3, y T2 T* son toros llanos de
dimension 2, 3 respectivamente (nétese que 7' = S(0) es una traslacién). Por tanto,
el estudio de las superficies minimales periddicas se puede reducir al estudio de las
superficies minimales propias y sin autointersecciones de R?/S(6), T? x R, T®. En los
espacios ambiente R3/S(0) y T? x R, al igual que ocurre en R3, no existen superficies
minimales compactas y sin borde. El caso del espacio ambiente T? es completamente
opuesto: todas las superficies minimales propias en T? son compactas, y por esa razén
las técnicas en su estudio son distintas (Meeks [38, 39] y Pirola [56]).

Meeks y Rosenberg [42, 44] obtuvieron propiedades generales de las superficies
minimales simple y doblemente periddicas que tienen topologia finita en el cociente,
estudiando su geometria, estructura conforme y comportamiento asintético en el
infinito (ver las Secciones 1.8 y 1.9). En concreto, probaron (Teorema 1.8.1) que si
M es una superficie minimal propia y sin autointersecciones de R?/S(#) o T? x R,
equivalen que M tenga curvatura total finita y que M tenga topologia finita (esta
propiedad no se da en R?® como pone de manifiesto el helicoide); y si M tiene
curvatura total finita, entonces su estructura conforme es la de una superficie de
Riemann compacta M menos una cantidad finita de puntos, que se corresponden
con los finales de M. En particular, podemos definir el género de M como el género
de su compactificacién conforme M. Ademads, cuando M es simplemente periddica,
sus finales s6lo pueden ser asintéticos a planos (en cuyo caso se dice que los finales son
planos), a anillos llanos (finales de tipo Scherk) o a helicoides (finales helicoidales),
ver el Teorema 1.8.2. Y si el espacio ambiente es T? x R, entonces sélo es posible
un numero finito de finales de tipo Scherk para M (Teoremas 1.8.3 y 1.9.4). En el
espacio ambiente T x R, destacaremos las siguientes cuatro familias de ejemplos de
superficies minimales propias:

* La familia uniparamétrica de superficies doblemente periédicas de Scherk [65]
(ver la Figura 2 derecha), con género 0 y 4 finales en el cociente por su reticulo
de periodos més fino". Estas superficies se pueden construir a partir de grafos de
Jenkins y Serrin sobre cuadrados o rombos (ver la Seccién 1.6 para la definicién
de dichos grafos), tomando valores frontera 400 sobre dos lados opuestos, y —oo
sobre los dos lados restantes. La superficie que se obtiene, contiene 4 rectas en su
borde, correspondientes a los vértices del cuadrilatero. Por el Principio de reflexion
de Schwarz (Teorema 1.1.1), rotando la superficie un dngulo 7 alrededor de dichas
rectas, se obtiene una superficie minimal doblemente periédica, llamada superficie

“Sea ¥ C R® una superficie minimal doblemente periédica. Dados dos reticulos Py, Pa de pe-
riodos de X, diremos que P; es mas fino que Py si Py C Py.
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de Scherk. El parametro de la familia es el angulo que forman los lados consecutivos
del paralelogramo; o equivalentemente, el angulo que forman los finales superiores
de la superficie obtenida (los correspondientes al valor frontera +00) con sus finales
inferiores (correspondientes a —o0).

* Karcher [30, 31| definié en 1988 otra familia uniparamétrica de superficies
minimales doblemente periddicas, a las que llamé toroidal halfplane layers. Para
ello, considerd el grafo GG conjugado de un cierto grafo de Jenkins y Serrin definido
sobre un rectangulo (ver el Teorema 1.6.3). El borde 0G del grafo (no acotado) que
obtuvo, consistia en la unién de 3 curvas contenidas en los planos coordenados de R?
y una recta r. Mediante simetrias respecto de los 3 planos coordenados y la rotacién
de dangulo 7 alrededor de r, obtuvo una superficie doblemente periédica, con género 1
y 4 finales paralelos en el cociente por su reticulo de periodos méas fino. Ademas,
expuso dos deformaciones independientes, obteniendo nuevas superficies minimales
doblemente periddicas.

* En 1989, Meeks y Rosenberg [42] obtuvieron superficies minimales doble-
mente periddicas, por argumentos totalmente distintos a los anteriores. Previamente,
Meeks [38, 39] habia descrito analiticamente el espacio de moduli de las superficies
minimales triplemente periddicas, no orientables en el cociente y con caracteristica
de Euler —2; y habia dado una construccién, usando un método de minimax, que
prueba que todo toro llano T?, contiene un nimero infinito de superficies minimales
propias, sin autointersecciones y no orientables. Meeks y Rosenberg tomaron limites
de algunas de dichas superficies triplemente peridédicas, hasta obtener superficies
minimales doblemente periddicas, que admiten como cocientes a botellas de Klein
con 2 finales paralelos. Como recubridores de dichas botellas de Klein, obtuvieron
toros con 4 finales paralelos en T? x R.

* Hoffman, Karcher y Wei [20, 21| afirmaban la existencia de una familia uni-
paramétrica de superficies minimales doblemente periddicas con género 1 y 4 finales
no horizontales en su reticulo de periodos mas fino, de las que se servian para tomar
limites, y con ello construir un helicoide de género 1 en el cociente. Estas superficies
se pueden considerar como la desingularizacion de dos familias de semiplanos (de
forma anéloga a las superficies de Scherk doblemente periédicas, pero con asas). El
parametro, al igual que en la familia de superficies de Scherk doblemente periédicas,
es el angulo entre los finales no paralelos. Realmente, s6lo hay una demostracion
matematica de la existencia de esta superficie para angulo 7/2. La evidencia de la
existencia del resto de las superficies de la familia es tan sélo grafica.

Existen otros ejemplos de superficies minimales doblemente periddicas con género
mas alto, que no vamos a tratar aqui (consultar [69, 71]).
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En este trabajo, nosotros construimos una familia triparamétrica K = {Mp . 5}
de superficies minimales doblemente periddicas, con género 1 y 4 finales paralelos en
el cociente por su reticulo de periodos més fino. Dicha familia incluira los ejemplos
dados por Karcher y por Meeks y Rosenberg descritos anteriormente; de ahi que
llamemos a las superficies My o g ejemplos KMR. Obtenemos dichos ejemplos como
recubridor ramificado de la esfera S? por su aplicacién de Gauss. La configuracién
esférica de un ejemplo KMR, definida como la posicién de los valores de ramificacién
de su aplicacién de Gauss en S? nos permitird dar explicitamente los datos de
Weierstrass de la superficie; y a partir de ellos, obtendremos informacion detallada
de la superficie en cuestion. Esto serd a lo que dedicaremos el Capitulo 2.

Teorema 1 ([61]) Euziste una familia 3-paramétrica KK = {Mynp} de superficies
minimales doblemente periddicas de R3, con género 1 y 4 finales paralelos en el
cociente. Se puede dotar a esta familia con una estructura de variedad analitica
real de dimension 3, con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.
Ademds,

1. Los posibles limites (no triviales) de las superficies en K son: la catenoide,
el helicoide, cualquier superficie minimal de Riemann, y todas las superficies
minimales simple y doblemente periodicas de Scherk.

2. El grupo de isometrias de cada My p € K es isomorfo a (Z/2Z2)?, a (Z/27)3
0 a (Z/2Z)* (hay ejemplos KMR con cada una de estas opciones), y siempre
contiene una involucion sin puntos fijos que invierte la orientacion. En par-
ticular, todas las superficies de IC admiten un cociente a una botella de Klein,
con 2 finales paralelos.

3. La familia K es autoconjugada, en el sentido de que la superficie conjugada’
de un elemento de K pertenece de nuevo a IC.

Claramente, podemos considerar cocientes de cada superficie de Scherk doble-
mente periddica por ciertos reticulos de periodos menos finos, obteniendo una su-
perficie minimal con género 0 y 2k finales en T x R (siendo T un toro llano 2-
dimensional), para cualquier £ € N. Y andlogamente, podemos obtener ejemplos
KMR con género 1 y 4k finales en T x R, para todo k£ € N. Veremos mas adelante
que estas son las tnicas posibilidades en estos ambientes.

* . .. . . . .
Dos superficies minimales My, My C R3 se dicen conjugadas si las funciones coordenadas de
M son las conjugadas armonicas de las funciones coordenadas de M.
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Como antes comentabamos, los teoremas de no existencia y de clasificacion de
superficies minimales tienen una gran importancia en esta teoria. Para obtener tales
resultados en ambientes simplemente periédicos (resp. doblemente periédicos), se
suele fijar un género y un comportamiento asintotico en los finales para superficies
minimales propias y sin autointersecciones en R3*/S(6), con 6 € [0, 7] (resp. en
T xR, con T un toro llano de dimensién 2). Uno de los teoremas de clasificacién mas
importantes en esta linea, es el dado en 1998 por Meeks, Pérez y Ros [41], que nos dice
que las tinicas superficies propias y sin autointersecciones en R? /T, donde T' = S(0)
es una traslacion no trivial, con género 1 y un niimero finito de finales planos, son las
superficies minimales de Riemann (Teorema 1.8.4). Previamente, Pérez y Ros [52]
habian demostrado que, cuando 6 # 0, no existen superficies minimales propias y
sin autointersecciones en R?/S(#), con género 1 y un nimero finito de finales planos.
Estos dos resultados nos permiten concluir que:

Los ejemplos minimales de Riemann son las unicas superficies simple-
mente periodicas que tienen género 1 y un numero finito de finales planos
en el cociente.

Ademads de en el enunciado, la importancia del teorema de unicidad de los ejem-
plos minimales de Riemann obtenido por Meeks, Pérez y Ros [41] radica en la técnica
desarrollada en su demostracién. Modificaciones de dicha técnica (la cual explicare-
mos a continuaciéon) han permitido obtener nuevos teoremas de clasificaciéon, como
son el Teorema 1.8.6, el Teorema 1.8.7 o el siguiente teorema, que es el resultado
central en esta memoria:

Teorema 2 ([51]) Supongamos que M C R? es una superficie doblemente periddica
con finales paralelos. Si M tiene género 1 en el cociente, entonces M coincide con
un ejemplo KMR.

Con la notacién que introduciremos para los ejemplos KMR, My, 3, los toroidal
halfplane layers de Karcher coinciden con la familia uniparamétrica de ejemplos
KMR {Mjyoo}, v las deformaciones que este mismo autor dio de estos ejemplos
son {Myao}t vy {Mpop}; vy la familia 2-paramétrica de ejemplos dados por Meeks y
Rosenberg no es otra que {Mp 5} Estas son dos de las subfamilias mds simétricas
de ejemplos KMR. Ademas, como el Teorema 1 nos dice que todos los ejemplos KMR
admiten un cociente a una botella de Klein, el Teorema 2 se puede ver también como
un teorema de clasificacion de todas las botellas de Klein minimales, propias, sin
autointersecciones y con finales paralelos en cocientes doblemente periddicos de R3.
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A continuacién, demos una idea de la demostracién del Teorema 2. Por un re-
sultado previo de Meeks y Rosenberg [42] (Teorema 1.9.2), si superficie minimal
M C T xR propia y sin autointersecciones tiene finales paralelos, entonces el nimero
de finales de M ha de ser un multiplo de 4. Para k € N fijo, denotamos por S el espa-
cio formado por todas las superficies minimales doblemente periddicas, con género
1 y 4k finales en el cociente; y sea IC la familia de ejemplos KMR, con género 1
y 4k finales en el cociente. Obtendremos que I es una componente conexa de &
(ver la Observacién 2.2.5). Nuestro objetivo es probar que & = K, lo cual haremos
por reduccion al absurdo. Supongamos que S — K = (). La idea principal consiste en
asociarle a cada superficie en § unos invariantes geométricos, y estudiar propiedades
de la aplicacion que asocia a cada M € § esos invariantes. Desgraciadamente, para
poder definir rigurosamente estos invariantes geométricos, debemos no solo consid-
erar superficies en S, sino superficies marcadas; es decir, parejas (M, [7]), siendo M
una superficie de S y [y] una clase de homologia de M no nula en la compactificacién
de M y con vector periodo 0. Consideramos el espacio S de superficies marcadas,
y sea K la familia de ejemplos KMR marcados, K C S. Definimos la aplicacion
C:S8 — R* x C (ala que llamaremos aplicacion clasificadora) que, a grandes ras-
gos, le hace corresponder a cada (M, [y]) € S la longitud del periodo en los finales de
M v la parte horizontal del flujo de M a lo largo de v, que dependera de la clase de
homologia de v en M (consultar la Seccién 1.2 para la definicién de periodo y flujo
de M alo largo de una curva). La demostracién consta de tres puntos importantes:

(1) Cls_g es una aplicacion propia (Teorema 7.0.7). Es decir, si {M,, [Vn])}n €s
una sucesion de superficies marcadas en S — K tales que los periodos de las
M, convergen a un vector no nulo de R?, y los flujos de las M,, a lo largo de
las 7, convergen, entonces existe una parcial de {M,,, [y,]) }n convergiendo en
S — K. Para ello, necesitaremos obtener estimaciones locales del area y de la
curvatura de Gauss de las superficies M,,.

(2) Cls_g es una aplicacion abierta (Teorema 7.0.8). Esto nos dice que cada su-

perficieen § — K se puede deformar localmente en S— IC, moviendo su periodo
en los finales y su flujo a lo largo de la clase de homologia destacada. De estos
puntos (1) y (2), se puede deducir que moviendo el valor de C', podemos de-
formar cualquier superficie marcada en g — Aljé hasta llegar a cualquier punto
del borde de su componente conexa en & — K.

(3) Unicidad de ejemplos KMR alrededor de un cierto punto de dS : Identificare-
mos qué posibles limites tienen las sucesiones divergentes {M,, [y.])}n en
S, viendo tales limites como puntos del borde de §; y estudiaremos dichos
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limites en funcién del comportamiento de C. Uno de estos puntos de dS es
la catenoide, que corresponde al caso en el que C(M,,[v,]) — (0,00) (lla-
maremos a este caso el limite catenoide). En esta situacién, probaremos que
si {(My, [a])}n es una sucesién en S, con C(M,, [1a]) — (0, 00), entonces M,
ha de pertenecer a IAC, para n suficientemente grande (Capitulo 6).

A partir de los dos primeros puntos, se obtiene facilmente que C'|g_g es una apli-
cacién sobreyectiva, lo que contradice (3). Y esta contradiccién prueba el teorema.

El punto (1) anterior es sin duda el de mayor dificultad en el esquema de la
demostracion del Teorema 2. Para probarlo, estudiaremos todos los posibles limites
de superficies marcadas en S con curvatura de Gauss acotada (Seccién 4.2), daremos
una estimacién de curvatura bajo ciertas condiciones en términos de C' (Seccién 4.2),
y también necesitaremos una nueva unicidad de ejemplos KMR, esta vez alrededor
de las superficies de Scherk simplemente periddicas, vistas como elementos de 9S8
(dicha unicidad se probara en el Capitulo 5). Este ultimo ingrediente se debe a
que dada una sucesion {(M,, [y,])}» en S convergiendo a una superficie de Scherk
simplemente periédica, se tiene que {C(M,, [yn])}n converge en R* x C, luego la
aplicacion C' : S — R* x C no es propia (ésta es una diferencia fundamental con
respecto a la situacion que se da en [41]).

Para conseguir el punto (2) del esquema, veremos S como un subconjunto analitico
dentro de una variedad compleja VW de dimension 4k, consistente esencialmente en
todos los posibles datos de Weierstrass en este ambiente. Este espacio W lo es-
tudiaremos en el Capitulo 3, donde definiremos también una aplicacién holomorfa
L : W — C* (nos referiremos a L como aplicacion ligadura), siendo L| 5 = C. Usan-
do (1) y el Teorema de la aplicacién abierta para varias variables (Teorema 3.1.4),
llegaremos a que L es una aplicacién abierta; de donde deduciremos (2) de la relacién
entre C'y L.

En cuanto al punto (3), su consecucién estd basada en una modificacién de las
técnicas usadas para la unicidad de ejemplos KMR alrededor del limite Scherk sim-
plemente periédico que habiamos usado en el punto (1) anterior, y que explicamos a
continuacién. En primer lugar, buscaremos una carta local de W alrededor de S,. Co-
mo las imdgenes por L de las superficies marcadas en S préximas al limite Scherk S,
estan acotadas, podemos aplicar el Teorema de extension de Riemann para varias
variables (Teorema 3.1.1), obteniendo asi una extension holomorfa de la aplicacién
ligadura L a S,. La unicidad la obtendremos como consecuencia del Teorema de la
funcién inversa aplicado a L. Sin embargo, este planteamiento no es aplicable paso a
paso para probar la unicidad de los ejemplos KMR alrededor del limite catenoide, ya



XII Introduccion

que su imagen por la aplicacién ligadura no esta acotada, propiedad imprescindible
para aplicar el Teorema de extensién de Riemann. Por tanto, modificaremos la apli-
cacion ligadura, definiendo una nueva aplicacion holomorfa definida en un entorno
del limite catenoide en W a la que aplicaremos el razonamiento anterior en este caso
(esto lo haremos en el Capitulo 6).

Una vez demostrado el teorema de unicidad (Teorema 2), el siguiente paso natural
es preguntarse por la estructura topoldgica de la variedad analitica real K formada
por los ejemplos KMR. Claramente, podemos reducir dicho estudio al caso en el
que k = 1, siendo 4k el nimero de finales de cada superficie en K. El Capitulo 8
estara dedicado a este problema. En concreto, demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3 ([61]) El espacio K de ejemplos KMR marcados es difeomorfo a R x
(R? — {(£1,0)}).

La demostracion de este resultado, que sigue una técnica parecida a la explicada
anteriormente, puede verse como una continuacion de la demostracién del Teorema 2,
ya que usamos todas las herramientas alli definidas. Como se dijo anteriormente, la
aplicacion ligadura L se extiende de forma holomorfa a los limites Scherk simple-
mente periddicos S, € OW. Sea § el espacio formado por todos estos limites Scherk,

y dotaremos a WW =)W U S de estructura de variedad compleja de dimension 4k
(L es una carta holomorfa alrededor de cada S,). La correspondencia entre L y la
aplicacion clasificadora C, nos asegurard la extension diferenciable de C' al espacio
K =K US, al que se puede dotar de estructura de variedad analitica real de dimen-
sion 3. A partir de aqui, cabe destacar dos pasos importantes en la demostracion
del Teorema 3:

(i) C: K — R+ x C es una aplicacién propia.
(i) C': K — Rt x C es un difeomorfismo local.

Como C(8) consistird en dos curvas divergentes, disjuntas y difeomorfas a R, el
Teorema 3 es una simple consecuencia de (i) y (ii).

Con esto, se acaba la exposicion de los contenidos de esta memoria. Quisiéramos
concluir esta introduccién enunciando algunos de los problemas abiertos relaciona-
dos con los resultados obtenidos en la tesis.
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PROBLEMA 1: El ejemplo KMR My z (resp. My z =) se puede obtener por
simetrias a partir de un grafo G de Jenkins y Serrin definido sobre un rectangu-
lo, con valores frontera consecutivos 0,400, 0, +0o (resp. 0,+00,0, —c0), ver [31].
Por el principio de reflexion de Schwarz, podemos extender G' a un grafo definido
sobre una banda del plano, con valores frontera alternados +oo sobre segmentos
de igual longitud en el borde de dicha banda. Cabe pensar que los ejemplos KMR
de la subfamilia {Me,a,g}a, son grafos de Jenkins y Serrin definidos sobre bandas
del plano (evidencias graficas lo avalan), y que dependen de forma continua de los
parametros 0, a (el pardmetro « indicaria la posicion relativa de segmentos sobre los
que se toman valores frontera +oo, y € nos daria informacion sobre la anchura de la
banda). En caso de demostrar que lo anterior es cierto, dichos grafos definidos sobre
la banda podrian usarse como barrera en arguments que usen principios del méximo.

PROBLEMA 2: Actualmente, se ha despertado el interés por la construccion de
superficies minimales completas y sin autointersecciones de R? con curvatura total
infinita en el cociente por su reticulo de periodos més fino (dada una superficie mi-
nimal no periédica M C R?, convendremos en decir que M es periédica, con reticulo
de periodos asociado {0}). En 1993, Hoffman, Karcher y Wei [20, 21] descubrieron
un helicoide (no periédico) de género 1, que tiene curvatura total infinita. Aunque
ha sido en 2001 cuando Hoffman, Weber y Wolf [25] han demostrado que existe
una superficie de este tipo sin autointersecciones, usando herramientas sofisticadas
de espacios de Teichmiiller. Recientemente, Hauswirth y Pacard [32] han construi-
do el primer ejemplo de superficie minimal completa y sin autointersecciones, con
topologia infinita y no periddica, pegando convenientemente una deformacion de la
superficie de Costa con dos medias superficies minimales de Riemann. Esta super-
ficie de Hauswirth y Pacard tiene género 1 y dos finales limite (correspondientes a
los medios ejemplos minimales de Riemann). También han obtenido, en el mismo
trabajo, ejemplos de género mas alto. Usando esta técnica de “pegar”superficies, es-
peramos conseguir en colaboracién con Hauswirth, superficies minimales con género
finito y dos finales limite en R? x S!, a partir de ejemplos KMR. Usando técnicas
completamente distintas, hemos construido en colaboracién con Traizet [62], una su-
perficie minimal simplemente periddica, con género 0 y un final limite en el cociente
por su reticulo de periodos mas fino. Para ello, hemos adaptado los argumentos que
Sa Earp y Rosenberg [64] usan para resolver el problema de Dirichlet en dominios
no acotados (también se puede seguir un razonamiento similar al original de Jenkins
y Serrin [28]).

PROBLEMA 3: Estudiar la existencia y posible unicidad de los toros doblemente
periédicos de Hoffman, Karcher y Wei [20] con finales no paralelos, para angulo ar-
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bitrario entre sus finales no paralelos.

PROBLEMA 4: Un problema mas ambicioso es la clasificacién de las superficies
minimales propias, sin autointersecciones y con género 0 de la 3-variedad completa
y llana R? x S'. Por el Principio del méximo, excepto los ejemplos llanos (i.e. los
planos y los cilindros llanos contenidos en R? x S'), todos los finales (simples) de
una superficie minimal M C R? x S! propia, sin autointersecciones y con género 0,
son helicoidales o de tipo Scherk. Ademads, se sabe que si una tal M tiene topologia
finita, entonces M ha de tener un nimero par de finales. En el caso en el que los
finales de M sean helicoidales, un teorema de Pérez y Ros [52] (Teorema 1.8.8) nos
dice que M ha de ser un helicoide. Y si M tiene un ntimero finito de finales de tipo
Scherk, entonces M es una superficie de Scherk simplemente periddica o un “saddle
tower”de Karcher (Pérez y Traizet [55], Teorema 1.8.6). Los Teoremas de unicidad
de las superficies de Scherk doblemente periédicas de Lazard-Holly y Meeks [35]
(Teorema 1.8.4) y de los ejemplos KMR [51] (Teorema 2), nos dicen que las tnicas
superficies M en las condiciones anteriores que proceden de superficies minima-
les doblemente peridédicas son levantamientos de superficies de Scherk doblemente
periédicas y los levantamientos de ejemplos KMR. Ademés, como hemos citado en el
Problema 2 anterior, existen ejemplos de superficies minimales M C R? x S! propias,
sin autointersecciones, con género 0 y un final limite, que no proceden de ejemplos
doblemente periddicos. Luego la familia a considerar en este ambiente es més rica
que en el caso del ambiente de R3.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades

Sea. M una superficie diferenciable, y X : M — R3 una inmersién de M en
R3. Consideramos en M la métrica riemanniana ds? inducida por X a partir de
la métrica llana (.,.) de R? (as{, X es una inmersién isométrica). Diremos que la
inmersién es completa cuando el espacio métrico (M, ds?) sea completo, y que X es
propia si la preimagen por X de un compacto cualquiera de R3, es un subconjunto
compacto de M.

Dada una funcién f : M — R de clase C?, denotaremos por Af su laplaciano
respecto de la métrica ds?. Y definimos el laplaciano de X asociado a ds? como
AX = (Axy, Azy, Axs), siendo (x1, o, x3) las funciones coordenadas de X. Supon-
gamos que la superficie diferenciable M es ademds orientada, y sea N : M — S? su
aplicacion de Gauss. Es bien sabido que

AX =2HN | (1.1)

donde H es la curvatura media asociada a N (consultar, por ejemplo, [50] pag. 28,
o [8] pag. 204).

Una inmersién X : M — R3 se dice minimal si su curvatura media H se anula
idénticamente. Luego deducimos de (1.1) que una inmersién X : M — R? es minimal
si, y solo si, sus tres funciones coordenadas son armoénicas. Otra consecuencia de la
minimalidad de X es que la curvatura de Gauss K de (M,ds?) no puede tomar
valores positivos, y que su aplicacién de Gauss N : M — S? es una aplicacién
conforme. De hecho. esta tltima propiedad caracteriza a las inmersiones minimales
y a la esfera.

Lo anterior es un ejemplo de la estrecha relacion que existe entre la teoria de
superficies minimales y el Analisis. Otra muestra de ello es la siguiente versién del
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Principio de reflexion de Schwarz para superficies minimales.

Teorema 1.1.1 (Principio de reflexién de Schwarz [19]) Si una superficie mi-
nimal M de R® contiene un segmento rectilineo r, entonces M es invariante por la
rotacion de dngulo w alrededor de la recta que contiene a r. Ademds, si M con-
tiene en su frontera un segmento rectilineo r, entonces M se puede extender por
la rotacion de dngulo 7 alrededor de la recta que contiene a r, obteniendo asi una
superficie minimal que contiene a r en su interior.

Observacién 1.1.2 Dada una inmersion minimal X : M — R3, estamos abusando
de la notacién identificando M con su imagen en R?, y hablaremos de una superficie
minimal inmersa M C R3.

Como dijimos anteriormente, las funciones coordenadas de una inmersion mini-
mal X = (x1, 79, 73) : M — R? son arménicas. Para cada j = 1,2, 3, denotamos por
r} la conjugada armoénica de z;, definida en un recubridor M de M (27 estd bien
definida en M salvo constantes aditivas). Definimos la inmersion minimal conjugada
X*: M — R3 de X como aquella cuyas funciones coordenadas son las conjugadas
armonicas de las x;, X* = (27, 25, 23). Por lo general, X* es una inmersiéon multival-
uada sobre M (estd bien definida salvo traslaciones), por lo que, aunque X + i .X* es
una curva holomorfa definida de M en C3, su diferencial ® = d(X +iX*) estd glo-
balmente bien definida en M. Esta 1-forma holomorfa ® es la que recibe el nombre
de forma de Weierstrass; y su tercera componente, que unas veces denotaremos por
¢3 y otras por dh, es alo que llamaremos diferencial altura. Claramente, Re [ ® = X
salvo constante aditiva. En particular, Re [ ¢35 = x3, de ahi el nombre de diferencial
altura para dh.

1.2. Representacion de Weierstrass

En esta seccién vamos a presentar una herramienta muy poderosa en la teoria
de superficies minimales de R?: la representacién de Weierstrass (o de Enneper-
Weierstrass). Esta fue obtenida por Weierstrass [72, 73] en 1860, e independiente-
mente por Enneper [11] en 1864, y nos permite representar superficies minimales,
usando lineas de curvatura como lineas de parametros. Estas férmulas cayeron en
un letargo, hasta que fueron recuperadas por Osserman [49] un siglo mas tarde,
dando asi un gran impulso al estudio de las superficies minimales completas. Como
veremos, la representacién de Weierstrass es un vinculo entre la teoria de superficies
minimales de R3 y el Anélisis Complejo (de una variable). Los resultados que siguen
se pueden encontrar en [50].
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Dada una inmersién minimal e isométrica X = (z1, 22, z3) : M — R3? denotamos
por ® = (1, P2, ¢3) la forma de Weierstrass asociada a X. Usando las ecuaciones de

Cauchy-Riemann para cada ¢; (j = 1,2, 3), llegamos a que ¢; = (%i; — 2883;’) dz,
donde z = z + iy es una coordenada local holomorfa (i.e. (z,y) son pardmetros
isotermos); luego

dd = d(X +iX*) = (— i

A partir de esta expresion, y teniendo en cuenta que X es una inmersion conforme,

es facil comprobar que
2
0X 0X
—2i({ —,— ) =0,
ox 8y

" Lo

O + 3 + ¢ =

oy

y o o1+ ool + o] =

P3
¢r—igy’

®=(%(é—g)¢s,%(é+g)¢s,¢s)- (1.2)

Y por tanto, podemos recuperar la inmersién X como sigue:

womnef (3o s o)ee) s

para ciertos zg € M, C € R?. Usando (1.3), un cdlculo directo nos lleva a que la
métrica inducida por X en M a partir de la métrica llana (.,.) de R?, viene dada
por

Tomando g = que es una funcién meromorfa sobre M, llegamos a la

expresion

1 2 2 |¢3|2 2
b= 5 (ol + 1P+ fou?) = 20 (gl ) (14)

De aqui deducimos que X definida como en (1.3) es una inmersién si, y sélo si, se

cumple:

zo € M es un cero o un polo de g de orden m < zy es un cero de ¢3 de orden m.

(1.5)
Por otra parte, %—X A %_); es un campo normal a la superficie. Luego una aplicacion

de Gauss para M viene dada por

BX 0X
N 0%, _ (2Re(g) 2Im(g) |g]* -1 (1.6)
‘aanX‘ gl + 17 [g]* + 1" [g[* + 1
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que no es mas que la imagen inversa por la proyeccion estereografica desde el Polo
Norte de g. Por tanto, identificando por la proyeccion estereografica, g es la apli-
cacion de Gauss de la superficie. Ademas, las curvaturas principales asociadas a la
aplicacién de Gauss N obtenida en (1.6) vienen dadas por

gl g
I (L+ 1g?)* I (L+ 1g?)*

de donde llegamos a que la curvatura de Gauss de M es igual a

o (chsl Ialg|)2 __ 16]gs[*|dg*

ki

) = - L (17)
ds (& +191)

El siguiente teorema nos da, ademas, condiciones para que, a partir de una fun-
ciéon meromorfa g : M — C y una 1-forma holomorfa ¢3 definidas sobre una super-
ficie de Riemann M, construyamos una inmersiéon minimal y conforme X, definida
como en (1.3).

Teorema 1.2.1 ([50])

1. Sea X : M — R? una inmersion minimal isométrica, g su aplicacion de Gauss
(proyectada estereogrdficamente) y ¢3 su diferencial altura. Entonces, podemos
expresar X como en (1.3).

2. Reciprocamente, sea M una superficie de Riemann, g : M — C una aplicacion
meromorfa, ¢z una 1-forma holomorfa sobre M cumpliendo (1.5), y ® la forma
de Weierstrass definida en (1.2). Si se cumple que

Re/ ®=0, para toda curva cerrada I’ C M, (1.8)
r

entonces X = Re [ @ define una inmersién minimal y conforme, cuyas apli-
cacion de Gauss y diferencial altura son, respectivamente, g y ¢s.

Observacion 1.2.2

(1) La condicion (1.5), que equivale a que sea |¢d1|? +|da|* + |p3]* # 0, nos asequra
que X es una inmersion (no ramificada). Una inmersion ramificada es una
aplicacion diferenciable X : M — R3 definida sobre una superficie diferencia-
ble, que es una inmersion salvo en un conjunto discreto de puntos, donde se
anula dX. En general, dada una aplicacion meromorfa g y una 1-forma holo-
morfa sobre una superficie de Riemann M cumpliendo (1.8), la expresion (1.3)
define una inmersion minimal ramificada de M en R3.
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(ii) La condicion (1.8) nos dice que X es univaluada sobre M. Por tanto, si no
se cumple (1.8), entonces (1.3) define una inmersion minimal (posiblemente
ramificada) sobre algin recubridor de M en R>.

Definicién 1.2.3 Llamaremos datos de Weierstrass asociados a X, al par (g, ¢3)
que aparece en el enunciado del Teorema 1.2.1 para X. Y se dice que unos datos de
Weierstrass (g, ¢3) cierran periodos cuando cumplen la condicién (1.8).

Es inmediato comprobar que los datos de Weierstrass asociados a la inmersion
(multivaluada) conjugada X* de X vienen dados por (g,i¢3).

Sea M una superficie de Riemann, g : M — C una aplicacién meromorfa, ¢
una 1-forma holomorfa sobre M, y ® la forma de Weierstrass asociada a los datos
de Weierstrass (g, ¢3). Se definen, respectivamente, el vector periodo y el vector flujo
de X (o de (g,¢3)) alo largo de una curva cerrada y orientada I' C M como

Pp:Re/® y Fp:Im/Q. (1.9)
r r

El vector flujo Fr a lo largo de I' coincide con la integral sobre I' del conormal
unitario interior v a lo largo de la curva: Fr = fr v ds, donde ds denota el elemento
de longitud. Por supuesto, el signo de FT depende de la eleccion del conormal v. No
es dificil ver que el vector periodo (resp. el vector flujo) de X* a lo largo de una
curva cerrada y orientada I' C M, coincide con el opuesto del vector flujo (resp. el
vector periodo) de X a lo largo de T

Claramente, fr ® s6lo depende de la clase de homologia de I' en M (Teorema de
la Divergencia). Asi, si denotamos por Hi(M,Z) al primer grupo de homologia de

M, entonces la aplicacién

Hi(M,Z) - RS

[T — Pr

es un homomorfismo de grupos. Sea G = Y(H,(M,Z)). La condicién (1.8) se co-
rresponde con el caso G = {6} Supongamos ahora que G esta generado por 1, 2 o
3 vectores linealmente independientes. Denotaremos por P al grupo de isometrias
de R? formado por las traslaciones de vectores en G. Entonces, (1.3), que define
una inmersién minimal multivaluada de M en R3, la podemos ver como una inmer-
sion univaluada y minimal de M en la 3-variedad completa, llana y no simplemente
conexa R3/P. Esta superficie minimal M C R?/P se levanta en R? a una superfi-
cie minimal M /invariante por las traslaciones de P. Dependiendo de si el rango de
P es 1,20 3, M serd simple, doble o triplemente periddica, respectivamente (ver
Seccién 1.8 para la definicién de superficie minimal periddica).
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Reciprocamente, si una superficie minimal inmersa M C R3 es invariante por
un grupo de traslaciones P de R?® que actia propia y discontinuamente, entonces
su aplicacién de Gauss induce una aplicacién de Gauss en el cociente M = M /P,
y la diferencial altura estd bien definida sobre M. Con todo esto, no es dificil com-
probar que el Teorema 1.2.1 sigue siendo cierto, cambiando el espacio ambiente R?
por R3/P (i.e. tomando X : M — R3/P), y cambiando la condicién (1.8) por
que G = Y(H{(M,Z)) sea un subgrupo de P; y siguen siendo validas las expre-
siones (1.4), (1.6) y (1.7), respectivamente, para la métrica inducida por X en M,
la aplicacién de Gauss N de M y la curvatura de Gauss asociada a M.

Cuando una curva cerrada I' C M satisface Pr = 0, diremos que I' cierra perio-
dos. Al estudio de si todas las curvas cerradas contenidas en M cierran periodos, o
bien los periodos de dichas curvas cerradas generan un grupo generado por 1, 2 0 3
traslaciones, es a lo que se suele llamar resolver el problema de periodos.

Algunos ejemplos clasicos:

* Los datos de Weierstrass g = 1 y ¢3 = dz definidos sobre M = C, definen un
plano vertical.

* SiM =C*=C—{0}, g(z) = 2y ¢3 = %, obtenemos una catenoide vertical,
ver la Figura 1 izquierda. El helicoide es la superficie minimal (multivaluada
en C*) conjugada de la catenoide, luego sus datos de Weierstrass son g(z) = z
y 3 = z'% sobre C*, ver la Figura 1 derecha. Si queremos representar el
helicoide de forma univaluada, basta levantar al recubridor universal de C*,
obteniendo g(w) = e™ y ¢3 = i dw.

* SiM =C, g(z) =z y ¢35 = zdz, obtenemos la superficie de Enneper, ver la
Figura 3 derecha (ésta es una superficie con autointersecciones, aunque no se
aprecien en la Figura 3 por ser la porcion de superficie representada demasiado
pequena).

x Para cada ¢ € (0, 7], a partir de los datos de Weierstrass g(z) = z y ¢3 =

(22_62i9§é2_6,2i9), definidos sobre M = C — {£e*}, obtenemos la superficie de

Scherk doblemente periédica de dngulo” 6, ver la Figura 2 derecha. La super-
ficie de Scherk simplemente periédica de angulo 6 (ver la Figura 2 izquierda)
es la superficie minimal obtenida al conjugar la superficie de Scherk doble-
mente periddica de angulo 6. Por tanto, sus datos de Weierstrass asociados
son g(z) =2y ¢3 = (zz_emi)z(czlé_e,m), definidos sobre M = C — {Ze*?}.

“Llamaremos dngulo de una superficie de Scherk simple o doblemente periédica al 4ngulo for-
mado entre sus finales no paralelos.
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* Los ejemplos minimales de Riemann, que forman una familia uniparamétri-
ca {Rx}a>0, son superficies minimales simplemente periddicas, definidas sobre
toros doblemente punteados. Para cada A > 0, la superficie minimal de Rie-
mann Ry se define sobre el toro doblemente punteado Ty = {(z,w) | w? =
z2(z = M)Az + 1)} — {(0,0), (00, 00)} mediante g(z) = z y ¢35 = £, ver la
Figura 3 izquierda. La familia de superficies minimales de Riemann es auto-
conjugada; es decir, al conjugar un ejemplo minimal de Riemann obtenemos

otro ejemplo de la familia (salvo congruencias).

La representacién (1.3) nos permite construir y representar superficies minimales
(ver, por ejemplo, el Capitulo 2). Para resolver el problema de periodos correspon-
diente a unos datos de Weierstrass (g, ¢3) dados, es ttil conocer las isometrias de
la métrica ds® asociada a (g, ¢3), como ocurrird en el Capitulo 2. También es titil
conocer dichas isometrias al representar la superficie, ya que puede que sélo baste
representar un “trozo conveniente’de ésta, y obtener el resto como imagen de di-
cho trozo por las isometrias de la superficie. La proposicion siguiente, junto con el
Principio de reflexién de Schwarz, nos ayuda a descubrir las isometrias asociadas
a ds®.

Proposicién 1.2.4 Denotaremos por T' al vector tangente de la curva T’ C M.

dg . .
1. Si —g(F) ¢3(I') € iR = T estd contenida en una recta.
g

dg - :
2. i —g(F) ¢3(I') € R = T estd contenida en una geodésica plana (de simetria).
g

Con esto, se puede comprobar que la conjugacion lleva lineas rectas en curvas
planas de simetria, y viceversa.

1.3. Superficies minimales con curvatura total finita

Entre las superficies minimales completas de R?, las que mejor se conocen son
aquellas con curvatura total finita. Fue Osserman [50] quien descubrié la importancia
de la curvatura total en la familia de superficies minimales completas.

Diremos que M es propia cuando la inmersién X sea propia, que es embebida
cuando no tenga autointersecciones, y que es propiamente inmersa (resp. propia-
mente embebida) cuando ademas de ser propia es inmersa (resp. embebida).
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Se define la curvatura total de una superficie minimal M como

C(M) = /M K dA,

donde estamos denotando por K la curvatura de Gauss de M, y dA es el elemento
de drea asociado a la métrica ds? inducida en M de la de R®. La minimalidad
de M implica que K < 0, luego siempre se cumple C'(M) < 0. Se dice que M
tiene curvatura total finita si C(M) > —oo. El siguiente resultado reduce, via la
representacion de Weierstrass, el estudio de las superficies minimales completas con
curvatura total finita a la teoria de superficies de Riemann compactas.

Teorema 1.3.1 ([16, 26, 29, 50]) Sea M C R* una superficie minimal inmersa,
completa, y con curvatura total finita. Entonces, se cumple:

1. M es conformemente equivalente a M — {py,...,p.}, siendo M una superficie
de Riemann compacta y py,...,pr € M, r > 1, una cantidad finita de puntos a
los que llamamos finales de M. En particular, la caracteristica de Fuler x(M)
de M wviene dada por

X(M) =2 — 2género(M) —r.
2. M es propia.

3. La aplicacion de Gauss g de M (compuesta con la proyeccion estereogrifica)
extiende a una aplicacion meromorfa sobre M; y su diferencial altura dh ex-
tiende a una 1- forma meromorfa sobre M. Sequiremos denotando por g, dh a
dichas extensiones.

4. St M tiene r finales, entonces
C(M) < 2m (x(M) —r) .

Ademads, cuando M es embebida en entornos de sus finales, entonces se da la
wqualdad en la desigualdad anterior.

Observacion 1.3.2 Sea Y una superficie no compacta, y consideremos el conjunto
A={y:[0,00) = X |~ es un arco propio}. Definimos en A la siguiente relacion de
equivalencia: vy, ~ 7o si para cualquier compacto C' C X, v, y Y2 caen eventualmente
(i.e. salvo un trozo compacto) en la misma componente conexa de 3 — C'. Llamamos
final de ¥ a cada clase de equivalencia en A/ ~. Los puntos p; de los que habla el
apartado 1 del teorema anterior se pueden identificar con los finales (topoldgicos) de
M como espacio no compacto.
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Llamaremos género de una superficie minimal M en las condiciones del Teore-
ma 1.3.1, al genero de su compactificacién M. Ademads, como la aplicacion de Gauss
g de M extiende a una aplicacion meromorfa sobre M, podemos definir el grado de
g como el grado de dicha extension. Es facil comprobar que |C'(M)| coincide con el
area esférica de la imagen de la aplicacién de Gauss N de M, contando multiplicidad
(va que K = det(dN)). Asi,

C(M) = —4m grado(g) . (1.10)

Corolario 1.3.3 Sea M C R? una superficie minimal e inmersa. Se cumple:
(i) St M tiene curvatura total finita, se tiene que
M es completa < M es propia.

(i) Si M es propia, embebida en entornos de sus finales y tiene curvatura total
finita, entonces

grado(g) = género(M) + #(finales) — 1.

Otra consecuencia importante de la condicién de curvatura total finita, es que
nos permite conocer el comportamiento asintético de los finales de una superficie
minimal completa e inmersa en R? (es decir, el comportamiento de la superficie en
el infinito). El caso maés sencillo es cuando dichos finales son embebidos, y queda
recogido por el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.4 [50, 66] Los finales embebidos de una superficie minimal de
R3 completa, inmersa y con curvatura total finita, deben ser asintéticos a medias
catenoides o a planos.

Decimos que un final de una superficie minimal es catenoidal (o de tipo catenoide)
si es asintotico a media catenoide, y que es plano si es asintético a un plano.

1.4. Principios del maximo

Muchos argumentos de los que usaremos a lo largo de la tesis se fundamentaran
en los principios del méaximo que enunciamos a continuacién. La obtencién de dichos
principios se debe a que, localmente, podemos expresar una superficie minimal en
R?* como grafo de una solucién de (1), que es una ecuacién en derivadas parciales
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de segundo orden, casilineal y eliptica. Este hecho nos permite usar trasladar herra-
mientas de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales a la teoria de superficies
minimales de R3.

Sean M; y M, dos superficies minimales de R? para las cuales existe un punto
p € MiNMs; donde ambas superficies son tangentes (i.e. T,M; = T,,M>). Supongamos
que My, M, vienen dadas alrededor de p como grafos de respectivas soluciones uy, us
de (1) definidas sobre un entorno del plano tangente comin en p. Diremos que M;
se queda a un lado de My alrededor de p si se cumple que u; < ug (y escribiremos
M, < M), o bien uy > ug (M; > M,). Una demostracién del siguiente teorema,
debido a Hopf, se puede encontrar en [66].

Teorema 1.4.1 (Principio del maximo) Dadas dos superficies minimales My, Mo
de R3, supongamos que se da una de las dos siguientes situaciones:

1. p es un punto interior de My y My, con T,M, = T,Ms.
2. p es un punto interior de OM; N OMs, con T,My = T,My y T,0M; = T,0Ms,.

Entonces, My > My en un entorno de p si, y solo si, My = My en dicho entorno.

Es un ejercicio comprobar que el siguiente resultado se obtiene por una aplicacion
directa del Principio del méximo (a menudo, nos referiremos al Corolario 1.4.2 como
Principio del Maximo).

Corolario 1.4.2 Sean My, M, C R? dos superficies minimales (conezas) cerradas y
posiblemente con borde. Supongamos que My N My contiene un conjunto con interior
no vacio. Si la interseccion de OM, con el interior de My es vacia (lo cual se produce,
en particular, cuando OMy = (), entonces My C M.

Existe una version més general del Principio del maximo debida a Meeks y
Rosenberg [43], y a Langevin y Rosenberg [34], que nos dice que dos superficies
minimales propiamente inmersas en R3, nunca pueden ser asintéticas.

Teorema 1.4.3 (Principio del maximo en el infinito) Sea M;, My dos super-
ficies minimales disjuntas, propiamente inmersas en R3, y con frontera compacta
(posiblemente vacia). Entonces,

1. Si OM, # 0, entonces existen p € OM; y q € M, tales que distrs (M, My) =
lp — q| (donde estamos denotando por |.| la norma usual de R?).

2. SiOM; = OM; =0, entonces M, y My son dos planos paralelos.



1.5 Limites de superficies minimales 11

1.5. Limites de superficies minimales

En esta seccién vamos a dar condiciones para que converja una sucesion { M, },, de
superficies minimales propiamente embebidas en R3. Primero, vamos a ver qué que-
remos decir con que una tal sucesion converja. Para ello, necesitamos introducir
cierta notacién. Sea M C R? una superficie minimal propiamente embebida y con
aplicacion de Gauss N, y p un punto de M. Dados 7, > 0, denotaremos

D(p,r) ={p+v|veDM o] <rj,

Wip,r,e)={q+tN(p) | g€ D(pr), [t| <e}.

Es decir, D(p,r) es el disco tangente afin a M en p de radio r, y W(p,r,£) es un
entorno tubular de D(p,r) de radio e.

Definicién 1.5.1 Decimos que una sucesion de superficies minimales { M, },, propi-
amente embebidas en R? converge (uniformemente sobre compactos) con multipli-
cidad finita a una superficie minimal M C R?® propiamente embebida (y no nece-
sariamente conexa), y escribiremos M, — M, si M es el conjunto de puntos de
acumulacion de las M,,, y para cada p € M, existen r,e > 0y m € N tales que

(o) M NW(p,r,e) se puede expresar como grafo de una solucién u : D(p,r) — R

de (1).

(ee) Para cada n suficientemente grande, M, "W (p, r, €) consiste en m grafos sobre
D(p,r) de funciones que convergen a u uniformemente en D(p, 7).

Sobre cada componente conexa € C M, el natural m que cumple (ee) en la
definicién anterior, es comin a todos sus puntos. Llamamos multiplicidad del limite
sobre €2 a dicho natural.

Teorema 1.5.2 ([54]) Sea {M,}, una sucesion de superficies minimales propia-
mente embebidas en R3. Supongamos que existe un punto de acumulacion de las
M, vy que, para cualquier bola B C R3, se tiene que tanto el drea de M, N B como
la restriccion de la curvatura de Gauss de M, a M, N B, estdn acotadas por una
constante que no depende de n (abreviaremos diciendo que se tienen cotas locales
uniformes del drea y de la curvatura de Gauss). Entonces, erxiste una parcial de
{M,}, que converge con multiplicidad finita a una superficie minimal propiamente
embebida en R® (no necesariamente coneza), siendo la convergencia uniforme sobre
subconjuntos compactos de R3.
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Una superficie minimal M C R3, se dice estable si cada compacto contenido
en M es un minimo del area en el conjunto de superficies minimales “cercanas”
con igual frontera. El siguiente resultado nos dice que la multiplicidad del limite de
una sucesién de superficies minimales propiamente embebidas en R3, es uno cuando
dicho limite no sea estable.

Proposicién 1.5.3 ([54]) Sea {M, },, una sucesion de superficies minimales propi-
amente embebidas en R3, convergiendo con multiplicidad finita a una superficie mi-
nimal M (coneza y orientable) propiamente embebida en R®. Si esta convergencia
tiene multiplicidad m > 2, entonces M es estable.

Por un Teorema de Carmo y Peng [9], o de Fischer-Colbrie y Schoen [13], saber
que dicho limite no es estable es tanto como saber que no es un plano (ver el
Teorema 1.5.4).

Teorema 1.5.4 ([9, 13]) La tnica superficie minimal (orientable) completa, es-
table y sin borde de R? es el plano.

1.6. Grafos minimales

Sean 2 un dominio del plano y u € C?%(Q). El grafo de u es una superficie minimal
si, y s6lo si, u cumple la ecuacién casilineal eliptica de segundo orden (1). En la teoria
de superficies minimales, el Problema de Dirichlet consiste en encontrar soluciones
u € C%(Q)NC(Q) de la ecuacién (1) con valores frontera prefijados u|sq = f, siendo
f una funcién continua sobre 02, y estudiar la unicidad de solucién. Una version
geométrica del Problema de Dirichlet es el llamado Problema de Plateau, que consiste
en encontrar superficies minimales cuya frontera es una curva de Jordan prefijada.

Volvamos a nuestro dominio Q C R2, que supondremos acotado. Sea f una
funcién continua a trozos en 92 (es decir, continua en 0 salvo en un subconjunto
finito) y acotada. Podemos considerar el Problema de Plateau asociado a la curva de
Jordan I' formada por f(9€2) més convenientes segmentos verticales sobre los puntos
de 02 donde f no es continua. Sabemos que admite solucién M (Teorema 1.6.1).
Si M es el grafo de una funcién u definida sobre €2, entonces u es una solucion al
Problema de Dirichlet sobre €2 con valores frontera f.

Teorema 1.6.1 (Douglas [10] y Radé [58]) Dada una curva de JordanT C R?,
existe un disco minimal cuya frontera es I'. Ademds, si la proyeccion de I" sobre algin
plano bordea un dominio convexo (acotado) 2, y I' se puede escribir como grafo de
una funcion continua sobre 0S), entonces existe una unica superficie minimal M con
OM =T, y ésta se puede escribir como grafo sobre 2.
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Existe una generalizacion del Problema de Dirichlet, consistente en admitir valo-
res frontera infinitos en segmentos contenidos en 0€2. El siguiente teorema resuelve
dicho problema en casos particulares.

Teorema 1.6.2 (Jenkins-Serrin, [28]) Sea (2 un dominio convexo y acotado, cuya
frontera 02 consiste en una cantidad finita de segmentos rectos {A;}i, {B;}; y un
numero finito de arcos {Cy}, tales que ningin par de segmentos A; (resp. Bj) tienen
un extremo comun. Sea P el conjunto formado por todas las poligonales cerradas y
simples P cuyos vértices son extremos de los A;, B;. Para cada P € P, denota-
mos por y(P) al perimetro de P, a(P) =3, -p |Ail y B(P) = >_5,cp |Bj|, siendo
|A;l, |Bj| las longitudes de los segmentos A;, Bj, respectivamente. Consideremos los
valores frontera f : 00 — R dados por f|u,a, = +00, flu,B, = —00, ¥y flu.c, una
funcion continua y acotada prescrita.

1. Si{Cy}r # 0, entonces existe una solucidn de la ecuacion (1) definida sobre
Q y con valores frontera f si y solo si

2a(P) <~y(P) y 2p5(P)<~(P), paratodoPe€P. (1.11)
Y en caso de existir, dicha solucion es unica.

2. Si UCy = 0, entonces existe una solucion de la ecuacion (1) en Q si y sélo
st a(0)) = [B(0N) y ademds se cumple (1.11) para cualquier otro poligono
(propio) de P. Si existe dicha solucion, es unica salvo constante aditiva.

3. Stu,v:Q — R son dos soluciones del Problema de Dirichlet planteado en el
apartado anterior y cumplen u > v sobre los arcos Cy, entonces u > v sobre
todo €.

Acabamos esta seccion con un resultado que nos dice que, al conjugar un grafo
minimal que esta definido sobre un convexo, obtenemos un nuevo grafo minimal.
Este resultado se debe a Krust, y se puede encontrar demostrado en [31]. Este
teorema permite la obtencién de nuevas superficies minimales por conjugacién (ver,
por ejemplo, [30]).

Teorema 1.6.3 Si M es una superficie minimal que se obtiene como grafo sobre un
dominio convexo de un plano, entonces la superficie minimal conjugada M* eziste,
y ademads se puede expresar como grafo sobre otro dominio del mismo plano.
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1.7. Algunos resultados importantes

A continuacion, enunciemos algunos resultados destacables que han usado en su
demostracion como herramientas fundamentales lo presentado hasta ahora. A partir
de la Proposicién 1.3.4, no es dificil deducir que la tnica superficie minimal de R3
propiamente embebida, con curvatura total finita y un tnico final, es el plano. Por
tanto, el estudio de las superficies minimales M C R? propiamente embebidas y con
curvatura total finita, se reduce al estudio de aquellas que tienen dos o mas finales.
Si M tiene exactamente 2 finales, Schoen [66] probé que M ha de ser la catenoide,
aplicando el método de Alexandrov y usando el Principio del maximo.

Teorema 1.7.1 (Schoen, [66]) Si M C R? es una superficie minimal propia-
mente inmersa, con curvatura total finita y 2 finales embebidos, entonces M es
una catenoide.

Otra caracterizacién de la catenoide, fue dada por Lépez y Ros [37]. En su
demostracion, estudiaron una deformacién uniparamétrica de la superficie minimal
en términos de los datos de Weierstrass asociados a la superficie, deformacién que
existe si todas las curvas cerradas de la superficie tienen vector flujo apuntando en
una sola direccién, digamos vertical. Esta deformacién, que actualmente se conoce
con el nombre de deformacion de Loépez-Ros, conserva la estructura conforme y la
diferencial altura.

Teorema 1.7.2 (Lépez y Ros, [37]) Si M C R? es una superficie minimal com-
pleta, embebida, con curvatura total finita y género 0, entonces M es un plano o una
catenoide.

Ademsés, un importante teorema de Collin [6] reduce el estudio de las superficies
minimales propiamente embebidas en R?, con topologia finita y al menos 2 finales,
al caso mejor conocido en el que las superficies tienen curvatura total finita.

Teorema 1.7.3 (Collin, [6]) Si M C R? es una superficie minimal propiamente
embebida, con al menos dos finales, entonces M tiene topologia finita si, y solo st,
M tiene curvatura total finita.

Otras aplicaciones mas o menos sofisticadas de los principios del maximo dados
en la Seccion 1.4, derivan en los siguientes resultados.

Teorema 1.7.4 (Teorema del semiespacio, [24]) Si una superficie minimal M
propiamente inmersa en R3 estd contenida en un semiespacio, entonces M ha de
ser un plano.



1.8 Superficies minimales periodicas 15
A partir del Teorema 1.7.4 se obtiene el siguiente

Teorema 1.7.5 (Teorema fuerte del semiespacio, [24]) Dos superficies mini-
males propiamente inmersas de R o bien son dos planos paralelos o bien se cortan.

1.8. Superficies minimales periédicas

Las superficies minimales peridédicas surgen de forma natural en el estudio de
las superficies minimales propiamente embebidas de R? y, en diversas ocasiones,
modelizan fenémenos de la naturaleza. Meeks y Rosenberg propiciaron un gran
avance en la teoria de superficies minimales periddicas, como se pondra de manifiesto
en esta y en la préxima seccion.

Una superficie minimal conexa y propiamente embebida se dice periddica cuan-
do es invariante por la accién de un grupo discreto G de isometrias de R3, que
actia propia y discontinuamente. Dichos grupos estan clasificados, y pueden tener
1,2 o 3 generadores. Cuando G tiene 1 generador (resp. 2 o 3 generadores), se dice
que la superficie es simplemente periddica (resp. doble o triplemente periddica). Las
superficies periédicas se pueden considerar en el cociente R?*/G, que es una varie-
dad completa, llana y no simplemente conexa, de dimension 3. De la clasificacién
de variedades completas y llanas de dimensién 3 que no son simplemente conexas
(ver [75]), llegamos a que un recubridor finito de R3/G es isométrico a R3/S(6),
T? x R o T3, siendo S(#) un movimiento helicoidal de dngulo 6 € [0, 7] (es decir,
la composicién de una rotacion de angulo 6 alrededor de un eje con una traslacién
no trivial en la direccién de dicho eje), T? un toro llano de dimensién 2, y T3 un
toro llano de dimensién 3. No perdemos generalidad suponiendo que el eje r del
posible movimiento helicoidal S(#) coincide con el eje x3. Nétese que cuando 6 = 0,
T = S(0) no es més que una traslacién vertical.

Reciprocamente, dado un grupo G'y una superficie minimal propiamente embe-
bida y no llana M C R?/G, el levantamiento M de M a R? es una superficie minimal
doblemente periddica, gracias al Teorema fuerte del semiespacio (dicho teorema nos
asegura que el levantamiento M es conexo, supuesto que M no es llana). Por tan-
to, equivale estudiar superficies minimales periédicas de R? y superficies minimales
propiamente embebidas en los espacios cociente R?/G descritos anteriormente.

Sea M una superficie minimal propiamente embebida y no llana en uno de los
espacios ambiente R? /T, T? x R o T3, y sea M su levantamiento a R?. Como puntos
homélogos en M tienen el mismo plano tangente y el mismo vector normal, se induce
una aplicacién de Gauss bien definida en el cociente. De hecho, como comentamos en
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la Seccidn 1.2, en estos espacios ambiente se tiene una representacion de Weierstrass
bien definida. .

Observemos que toda superficie minimal M C R? periédica y no llana, tiene
curvatura total infinita. Aunque al verla en R3/G, puede que M = M /G si tenga
curvatura total finita, en cuyo caso sabemos por un Teorema de Huber [26] que la
estructura conforme de M es la de una superficie de Riemann compacta y finitamente
punteada. El reciproco, que no es cierto en R? (como pone de manifiesto el helicoide),
fue probado en R?/G por Meeks y Rosenberg [44].

Teorema 1.8.1 ([44]) Sea M wuna superficie minimal propiamente embebida en
una 3-variedad completa, llana y no simplemente conexa. Entonces,

M tiene curvatura total finita < M tiene topologia finita.

Como T? es un espacio compacto, todas las superficies minimales de T? serdn
también compactas, y por tanto no tienen finales. A partir de ahora, suponemos
que no se da este caso; es decir, supondremos que R?®/G es de la forma R3/S()
o T? x R. Sea M C R?/G una superficie minimal propiamente embebida y con
topologia finita. La estructura conforme de M es, por Huber, la de una superficie de
Riemann compacta finitamente punteada, M — {py,...,p,}, 7 > 1. A esos puntos p;
(0, en ocasiones, a entornos de dichos puntos) los llamamos finales de M, como en
la Seccién 1.3. Meeks y Rosenberg [44, 42] han estudiado la geometria de M en sus
finales (es decir, el comportamiento asintético de M).

Teorema 1.8.2 ([44]) Sea M C R3/S(0) una superficie minimal propiamente em-
bebida con topologia finita, para cierto 6 € [0, 7|. Entonces, se da una de las siguien-
tes alternativas:

1. Todos los finales de M son asintdticos a planos paralelos (se dice que los finales
son planos), y se levantan a finales minimales planos en R3. Si 6 # 0, entonces
dichos planos han de ser horizontales (recordemos que estamos suponiendo que
S(0) es un movimiento helicoidal alrededor del eje x3).

2. Todos los finales de M son asintdticos a anillos llanos verticales, y se levantan
a finales minimales asintdticos a semiplanos de R3 (en este caso, se dice que
los finales son de tipo Scherk). Este caso sdlo puede darse cuando 0/m es un
numero racional.

3. Todos los finales de M son asintdticos a finales de helicoides verticales (y
diremos que los finales de M son helicoidales o de tipo helicoide).
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Teorema 1.8.3 ([42]) Si M C T? x R es una superficie minimal propiamente
embebida, no llana y con topologia finita, entonces sus finales son asintdticos a

anillos llanos que se levantan a semiplanos de R® (diremos que los finales de M son
de tipo Scherk).

A continuacion, damos algunos ejemplos de superficies minimales periddicas con
los distintos comportamientos asintéticos descritos en los dos teoremas anteriores.

* Los ejemplos minimales de Riemann, que son superficies minimales simple-
mente periddicas con finales planos (apartado 1 del Teorema 1.8.2, para 6 = 0),
ver la Figura 3 izquierda.

* Las superficies de Scherk simplemente periddicas, que tienen finales de tipo
Scherk (apartado 2 del Teorema 1.8.2), ver la Figura 2 izquierda. De aqui el
nombre que se le da a los finales con este comportamiento.

* El helicoide (apartado 3 del Teorema 1.8.2), ver la Figura 1 derecha.

* Las superficies de Scherk doblemente periédicas (Teorema 1.8.2), ver la Figu-
ra 2 derecha.

Conocida la estructura conforme y la geometria de los cocientes de las superficies
simple y doblemente periédicas de R3, el siguiente paso natural consiste en caracteri-
zar los ejemplos conocidos. Hay importantes teoremas de unicidad de los ejemplos
simple y doblemente periédicos nombrados en los puntos anteriores, algunos de los
cuales enunciamos a continuacién. Los Teoremas 1.8.4, 1.8.6 y 1.8.7 se han probado
siguiendo la técnica descrita en la introduccion, con ciertas modificaciones. Dicha
técnica, original de Meeks, Pérez y Ros [41], es también la que usamos nosotros para
probar el Teorema 2 de unicidad que enunciabamos en la introduccion.

Teorema 1.8.4 ([41]) Sea M C R*/T, siendo T una traslacién de vector no nulo,
una superficie minimal propiamente embebida, con género 1 y un numero finito de
finales planos. Entonces, M es un cociente de un ejemplo minimal de Riemann.

Teorema 1.8.5 ([52, 70]) Para cualquier traslacion no trivial T', la unica super-
ficie minimal propiamente embebida en R®/T, con género 0 y un mimero finito de
finales helicoidales, es el helicoide.

Teorema 1.8.6 ([55]) Sea M una superficie minimal completa y embebida en R? /T,
con género 0 y un numero finito de finales de tipo Scherk, donde T = (0,0,1). En-
tonces, M es una superficie de Scherk simplemente periodica o un “saddle tower”de
Karcher (ver [30, 31] para la definicion de los “saddle towers”).
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Teorema 1.8.7 ([35]) Sea M C T? x R una superficie minimal propiamente em-
bebida y con género 0, para algin toro llano T? de dimension 2. Entonces, M es
un cociente de una superficie de Scherk doblemente periodica. Ademds, la aplicacion
que le hace corresponder a cada superficie doblemente periodica de Scherk el dngulo
0 € (0,m) entre sus finales no paralelos, es un difeomorfismo.

Aunque no vamos a usar el siguiente resultado a lo largo de esta memoria, no
nos resistimos a incluirlo en esta seccién de teoremas de clasificacion, ya que es
uno de los teoremas mas importantes de los tltimos veinte anos en la teoria de
las superficies minimales. El caso periédico del resultado que sigue fue probado por
Meeks y Rosenberg [44] en 1993. Recientemente, los mismos autores han demostrado
el mismo resultado sin la hipdtesis de periodicidad.

Teorema 1.8.8 ([45]) La dunica superficie minimal simplemente coneza, propia-
mente embebida y no llana de R? es el helicoide.

Acabamos esta seccion de superficies periddicas con el siguiente resultado de
existencia de entornos tubulares para superficies minimales peridédicas, cuya de-
mostracién es idéntica a la prueba del Lema 4 en [63].

Lema 1.8.9 Sea M C R? una superficie minimal periédica, con curvatura acotada

y finales planos o de tipo Scherk, y sea ¢ = max |K|. Entonces, existe un entorno
tubular de M en R® de radio 1/+/c.

1.9. Superficies minimales doblemente periédicas

Recordemos que una superficie minimal M C R3 es doblemente periodica si es
propiamente embebida e invariante por dos traslaciones de vectores T, T, € R? line-
almente independientes. Las traslaciones T} y Ty generan un grupo P de isometrias
de R? , que actia propia y discontinuamente, y que M induce una superficie minimal
M = M /P propiamente embebida en R*/P = T x R, donde T denota un toro llano
2-dimensional. A los vectores T4, 15 se les suele llamar periodos de M ,y a P reticu-
lo de periodos de la superficie. Como dijimos en las Secciones 1.2 y 1.8, estudiar
superficies minimales doblemente periédicas de R? equivale a estudiar superficies
minimales propiamente embebidas en cocientes T x R, donde se tiene definida una
representacién de Weierstrass. Recordemos que la estructura conforme de una su-
perficie M C T x R propiamente embebida y con topologia finita, es la de una
superficie de Riemann compacta finitamente punteada (Teorema 1.8.1). En este es-
pacio ambiente T x R, tenemos ademés un teorema para superficies propiamente
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embebidas con curvatura total finita, andlogo al Teorema 1.3.1 para superficies mi-
nimales completas con curvatura total finita. Denotaremos por ¢ : M — C a la
funcién meromorfa obtenida al componer la aplicacién de Gauss N : M — S? de
M con la proyeccion estereogréfica, a la cual seguiremos llamando aplicacién de
Gauss de M (recordemos que la aplicacién de Gauss del levantamiento M de M a
R3 inducfa en el cociente una aplicacién de Gauss bien definida para M).

Teorema 1.9.1 ([42]) Sea M C T x R una superficie minimal propiamente embe-
bida y con curvatura total finita (o equivalentemente, con topologia finita). Entonces,

1. M es conformemente equivalente a M — {py,...,p.}, siendo M una superficie
de Riemann compacta y p1,...,pr € M, r > 1 (a los puntos p; se les suele
llamar finales de M ). En particular, la caracteristica de Euler x(M) de M
viene dada por

X(M) =2 —2género(M) —r,
donde se define el género de M como el género de M.

2. Tanto la aplicacion de Gauss g como la diferencial altura dh extienden de
forma meromorfa a todo M. Ademds,

C(M) = —4mwgrado(g),

donde definimos el grado de g como el grado de su extension a M (sequimos
denotando por g a dicha extension).

En la situacion del Teorema 1.9.1, supongamos que el reticulo de periodos P
de M es horizontal. Denotaremos por x3 : M C T x R — R a la proyeccion de la
inclusién M C T x R sobre el factor R (y la llamaremos tercera funcion coordenada
de M), que es una funcién armonica univaluada sobre M. Como T es compacto y
M propia, 3 diverge a 00 en cada final de M. Podemos distinguir dos tipos de
finales: finales superiores 'y finales inferiores, dependiendo respectivamente de si x3
tiende a +00 0 —oo en el final. Todos los finales superiores (resp. inferiores) son
paralelos entre si, ya que M es embebida y éstos son finales de tipo Scherk (ver
el Teorema 1.8.3). Ademads, como estamos suponiendo la superficie orientable, debe
haber un nimero de par de finales superiores (resp. inferiores). En particular, la
superficie tiene un numero par de finales mayor o igual a 4 (por el Principio del
maéximo, M tiene que tener al menos un final superior y uno inferior). El siguiente
teorema recoge informacion adicional sobre la geometria global de una superficie
minimal propiamente embebida en T x R y con curvatura total finita.
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Teorema 1.9.2 ([42]) Sea M C T x R una superficie minimal propiamente embe-
bida con curvatura total finita. Entonces,

1. La curvatura total de M wviene dada por
C(M) = 2m x(M),
donde x(M) denota la caracteristica de Euler de M.

2. Se puede parametrizar conformemente M alrededor de cada uno de sus fi-
nales por el disco unidad punteado {z € C | 0 < |z] < 1}, de forma que
x3(z) =clnl|z| + ¢, conc,d € R, ¢ #0.

3. Los finales superiores (resp. inferiores) de M, que sabemos que son de tipo
Scherk, son asintoticos a anillos llanos paralelos, todos ellos distintos.

4. Silos finales superiores son paralelos a los inferiores, entonces el nimero de
finales superiores coincide con el numero de finales inferiores; en particular,
el numero de finales de M es un mailtiplo de 4.

5. St los finales de M no son paralelos, entonces los normales limite de M en sus
finales son horizontales. Ademds, el cociente de las longitudes de dos genera-
dores del reticulo de periodos de M es un niumero racional.

Observacion 1.9.3 Sea M una superficie minimal en las condiciones del Teore-
ma 1.9.2. En la parametrizacion alrededor de los finales de M descrita en el aparta-
do 2 de dicho teorema, la diferencial altura se escribe como dh = c%. Usando la
expresion de la métrica (1.4), y teniendo en cuenta que los finales no son ni ceros
ni polos de g (ya que estamos suponiendo que P es horizontal), llegamos a que ds*

tiene un polo doble en el final.

El siguiente nos dice que si M C T x R es una superficie minimal propiamente
embebida, entonces tiene un nimero finito de finales.

Teorema 1.9.4 ([40]) Toda superficie minimal propiamente embebida en T x R
tiene un numero finito de finales.

Por lo tanto, si M C T x R es una superficie minimal propiamente embebida,

M tiene curvatura total finita < M tiene topologia finita < M tiene género finito.
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El caso mas sencillo que aparece en este ambiente es, por tanto, el de una superfi-
cie minimal M de T x R propiamente embebida y con género cero. El Teorema 1.8.7
nos dice que la unica posibilidad para una tal M es que sea un cociente de una
superficie de Scherk doblemente periédica. Nos planteamos, por tanto, qué sucede
cuando M tiene género 1. Aqui se conocen algunos ejemplos, tanto con finales par-
alelos ([30, 42]) como con finales no paralelos ([21]). Nosotros nos vamos a centrar
en el caso en el que los finales de M son paralelos, e intentaremos describir todas las
superficies minimales M en estas condiciones. Por el apartado 4 del Teorema 1.9.2,
sabemos que M tiene un nimero de finales que es miltiplo de 4.

Ahora que hemos descrito el problema que nos interesa, vamos a hacer ciertas
normalizaciones sobre las superficies a considerar. Para k& € N fijo, denotaremos
por S el espacio de las superficies minimales propiamente embebidas en cocientes
doblemente periédicos de R?, R®/P = T x R para cierto toro 2-dimensional T (que
depende de la superficie), con género 1 y 4k finales horizontales de tipo Scherk.
Noétese que al tomar los finales horizontales, P no puede ser un reticulo horizontal, y
por tanto el factor R en la 3-variedad ambiente T X R no es ya vertical; esto es, x3 no
es univaluada sobre M (pero la funcién altura de R? ortogonal al reticulo P si que
induce una funcién univaluada sobre M). Normalizamos las superficies en S para
que uno de los generadores de sus reticulos de periodos P apunte en la direccion del
eje To.

Dada M € S, recordemos que estamos denotando respectivamente por Pr € P
y FT a los vectores periodo y flujo de M a lo largo de una curva cerrada y orientada
' € M (ver la Seccién 1.2), que sabemos dependen de la clase de homologia de T’
en M. Los vectores periodo H y flujo F' en un final de M (definidos como los vec-
tores periodo y flujo a lo largo de pequenos lazos alrededor del final, con el conormal
interior al disco que contiene el final) son horizontales y estéan relacionados por la
ecuaciéon F' = H A Ny, donde N es el normal limite (vertical) en el final. En particu-
lar, H es horizontal. Como hemos normalizado para que uno de los generadores de P
apunte en la direccién del eje x5, deducimos que H es de la forma H = £(0, 7a, 0),
para cierto a > 0; y por tanto, F' = £(7a, 0,0). Decimos que el final de M es un final
izquierda si F' = (—7a,0,0), y es un final derecha si F' = (7a,0,0) (observemos que
estos nuevos conceptos de finales izquierda y derecha sustituyen a los que teniamos
anteriormente de finales superiores e inferiores). Como M es una superficie embe-
bida, cada familia de finales izquierda (resp. finales derecha) se puede ordenar de
forma natural por alturas. De hecho, la distancia entre dos finales izquierda (resp.
derecha) consecutivos es estrictamente positiva por el Principio del maximo en el
infinito (Teorema 1.4.3), y un argumento de separacién nos dice ademds que sus
normales limite son opuestos.
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Denotaremos por g : M — C = CU{oo} a la aplicacion de Gauss de M (proyec-
tada estereograficamente). Como M tiene curvatura total finita, el Teorema 1.9.1
nos asegura que g se extiende de forma holomorfa (meromorfa, si consideramos g
valuada en C) al toro conforme M obtenido al unirle a M sus finales. Claramente, g
toma los valores 0,00 en los finales de M. Por otro lado, como el reticulo de perio-
dos P no es horizontal, la tercera funcion coordenada x3 del levantamiento M de M
a R3, es una funcién multivaluada sobre M, aunque la diferencial altura dh = %dz
define una diferencial meromorfa univaluada sobre M (aqui, z es una coordenada
holomorfa sobre M). Como M tiene curvatura total finita y finales horizontales, dh
se extiende a una diferencial holomorfa sobre M.

El siguiente resultado recoge propiedades elementales de cada superficie M € S.
Denotaremos por M C R? a la superficie minimal (conexa) doblemente periédica
obtenida al levantar M. Y dado v € P — {0}, M /v serd la superficie simplemente
periddica obtenida al hacer cociente de M por la traslacion de vector v. En la
siguiente proposicién, II C R? denotard un plano horizontal.

Proposicion 1.9.5 Dada M € S, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. La aplicacion de Gauss g : M — C tiene grado 2k y numero total de ramifi-
cacion 4k. Ademds, g no toma direcciones verticales sobre M, y no es ramifi-
cada en los finales de M.

2. Los wvectores periodo en los finales de M coinciden salvo signo. Denotamos
por H = £(0,7a,0), con a > 0, a dicho periodo en los finales. Entonces, el
reticulo de periodos P de M estd generado por H vy por otro vector T € R3 no
horizontal, siendo T el periodo de M a lo largo de una curva cerrada v, C M
cuya clase de homologia es no nula en Hy(M,Z).

3. St denotamos por & al conjunto de finales de tipo Scherk de M/H, entonces

(M/H) U € es conforme a C* = C—{0}, y su diferencial altura puede escribirse
sobre C* como dh = c%, para cierto c € R* = R — {0}.

4. Sill/H no es asintdtico a ningin final en &, entonces el corte (]T/[/ﬂ IN)/H
es transversal y conexo. Ademds, el vector periodo de M/H a lo largo de
(M NTI)/H vale 0 0 +H.

5. Dividimos los finales de € en finales izquierda y finales derecha, dependiendo
de si el flujo en el correspondiente final (con el conormal interior al disco que
contiene al final) es (a,0,0) o (—a,0,0), respectivamente. SiI1/H es asintdtico

a un final en &, entonces (M NIL)/H consiste o bien en un arco I' propiamente
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embebido, en cuyo caso los dos extremos de I' divergen al mismo final en &;
o bien en dos arcos propiamente embebidos, ambos uniendo un final izquierda
con un final derecha de E.

6. FEziste una curva vo C M embebida y cerrada tal que {[m], [y2]} forman una
base de homologia de H,(M,Z), y ademds P,, = 0. Salvo orientacion, s
representa la inica clase de homologia no trivial en Hy (M, Z) con periodo cero
y un representante embebido.

7. Sea [y] € Hi(M,Z) la clase de homologia con un representante embebido que
genera el grupo de homologia de (]T/[/ /H)UZE. Entonces, la tercera componente
(F,)s del flujo de M a lo largo de [y] ni se anula ni depende de [y] (salvo
orientacion).

Demostracion. Estamos suponiendo que los finales son horizontales, luego son ceros
y/o polos de la aplicacién de Gauss g de M. Como dh no tiene polos en el toro
M, entonces no puede tener tampoco ceros (ya que sobre un toro, una l-forma
meromorfa tiene el mismo nimero de ceros que de polos). Teniendo en cuenta la
expresion (1.4) de la métrica de M en funcién de sus datos de Weierstrass, deducimos
que los tnicos ceros y polos de g son los finales; y por la Observacion 1.9.3, g no
puede ser ramificada en los finales (ya que éstos no son ceros de la diferencial altura).
Finalmente, como M tiene 4k finales, deducimos que el grado de g es 2k, y por la
formula de Riemann-Hurwitz, el nimero total de ramificacion de g es 4k. Esto
prueba 1.

Denotemos por 1,75 dos generadores de P, siendo 75 horizontal. Como los
finales de M son horizontales, T} no puede ser horizontal. Por tanto, 7T} es el vector
periodo de M a lo largo de una curva cerrada v3 C M con [y # 0 en Hy(M, Z),
y el vector periodo en cada final £ de M es de la forma H = nll5, para cierto
n € Z — {0}. Si probamos que n = =1, habremos acabado la demostracién del
apartado 2, tomando 7" = 7). Supongamos por reduccién al absurdo que |n| > 2,
y sea € el levantamiento a R?® de un representante del final F. Para cada d € R,
podemos considerar un plano vertical P = {x; = d} C R?® que contenga un vector
paralelo a H. Tomando |d| suficientemente grande, podemos asegurar que P/H corta
transversalmente a 0/ H, y que (PN{2)/H consiste en una curva cerrada y embebida
A que genera el grupo de homologia de P/H. Es mas, A se puede ver como el
cociente por H de una curva arbitrariamente proxima una recta horizontal contenida
en P, de la forma A(z) = (d,z, f(z)), siendo f = f(z) : R — R una funcién
periddica, de periodo |H|. Supongamos que f(z) # f(x — |T3|), para todo = € R.
No perdemos generalidad suponiendo que f(z) < f(x — |T3|) siempre. Tomamos
o € R cumpliendo que f(zo — |T3]) = rglel’[g&l flz —|Ts]) = rglel’[g&l f(z). Pero entonces,
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llegamos a que f(zg) < ml’[g&l f(z), contradiccién. Por tanto, existe cierto = € R para
HAS

el cual f(z —|Ts]) = f(x). Como M es una superficie embebida, deducimos que
f(z —|Ts]) = f(x), para todo = € R. Es decir, que |T5| es un periodo de f, luego
A+T, = A. Asi, la restriccién a €2 de aplicacion de Gauss de M induce una aplicacion
bien definida en el cociente por Ty, g : /Ty — C. Nétese que /75 es conformemente
un disco menos su centro, al que llamaremos ¢, y que g(q) € {0,00}. Como |n| > 2,
esto implica que la aplicacion de Gauss de E = E /H tiene nimero de ramificacién
mayor o igual que |n| —1 > 0 en el final £. Pero esto no es posible, ya que la
aplicacion de Gauss g de M no es ramificada en los finales. Esta contradiccién
prueba el apartado 2 de la proposicién.

Como M es conformemente un toro finitamente punteado, la superficie simple-
mente periddica M /H es conformemente un cilindro infinitamente punteado. La
tercera funcién coordenada 3 es una funcién arménica bien definida sobre M /H,
que se extiende de forma diferenciable a €. Asi, obtenemos una funcién arménica y
propia sobre (M /H) U E. Por tanto, (M /H) U € es conformemente C* = C — {0}, y
x3(z) = cln|z| + ¢ sobre C*, donde ¢ € R* y ¢ € R. Esto acaba el tercer apartado
de la proposicién.

La anterior descripcion de x3 implica que (]T/[/ N1I)/H se corresponde en C* con
un circulo C,. = {|z| = r} posiblemente punteado, para cierto r > 0. Las hipétesis en
el apartado 4 de la proposicion se corresponden con el caso en el que C). no contiene
finales en €. De aqui, se deduce inmediatamente /. Bajo las hipétesis de 5, C,
contiene a lo mas dos finales en €: uno izquierda y/o uno derecha, ya que los finales
izquierda (resp. derecha) estd separados por una distancia estrictamente positiva.
De esto, se deduce directamente 5.

Para probar 6, tomemos una curva cerrada 3 C M a altura constante. Sabemos
que (3 genera el grupo de homologia de (M/H) U & = C*. Como el vector periodo
T = P, no es horizontal, concluimos que {[1], [3]} es base de Hy(M, Z). Si Pg = 0,
entonces se cumple la primera afirmacién del apartado 6 de la proposicion, con
Yo = (. 81 Pg # 0, entonces Ps = +H por el apartado 4 anteriormente probado, y
entonces elegimos como 7, una curva cerrada embebida en M que sea homoéloga a
B en C*, y tal que el dominio acotado de C* encerrado por (3 U v, contenga sélo un
final de M, y que el vector periodo en dicho final sea —FPs. Finalmente, probemos la
unicidad que aparece en el apartado 6. Supongamos que [['] € H; (M, Z) — {0} tiene
un representante I' embebido (que podemos asumir contenido en M), con Pr = 0.
Como H,(M,Z) esté generado por ;1,72 y pequenos lazos oy, .. ., aq alrededor de

los finales, entonces
Ak

[T] = arfm] + as[ra] + > bjlay] en Hi(M,Z) (1.12)

J=1
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para ciertos ay, as, by, . .., by, € Z. Tomando periodos en (1.12), y teniendo en cuen-
ta que P, = T y que el vector periodo en los finales es +H, obtenemos que
0= a;T + bH, donde b € Z. Como T, H son linealmente independientes, deducimos
que a; = 0. Ahora, (1.12) implica que [['] = as|ys] en H;(M,Z); y como estamos
suponiendo que I' es embebida, entonces a; = £1, lo cual prueba 6.

Finalmente, recordemos que anteriormente hemos probado que cualquier seccién
horizontal compacta [ de M es una curva cerrada embebida tal que {[y1], [3]} forma
una base de Hy (M, Z). Como la tercera coordenada del conormal de M a lo largo de
( tiene signo constante (ya que M no contiene puntos con normal vertical), entonces
(F3)s # 0. Nétese que si vy C M es una curva cerrada, embebida y homdloga a 3 en
(M /H)UE, entonces yU 3 encierra un numero finito de finales en &, cuyos flujos son
todos horizontales. De aqui deducimos que (F})s = (Fj3)s, vy la proposicién queda
probada. O

Observacion 1.9.6

(i) En general, no podemos esperar que la curva vo que aparece en el apartado 6
de la proposicion anterior sea una seccion horizontal compacta de M, como
pone de manifiesto el ejemplo KMR My =z o que se estudiard en el Capitulo 2,

cuyas secciones horizontales son todas arcos abiertos cuando las vemos en R?
(ver Figura 2.7 derecha).

(ii) Con la notacion de la Proposicion 1.9.5, el hecho de que todos los flujos en los
finales de M € S apunten en la direccion del eje x1, implica que la sequnda
componente (F,)s del flujo de M a lo largo de y no dependa (salvo orientacion)
de la clase de homologia [y] € Hi(M,Z) en las hipdtesis del apartado 7 de la
Proposicion 1.9.5.

Dada una superficie M en S, la Proposicién 1.9.5 destaca una clase de homologia
no trivial en H;(M,Z) con un representante embebido v2 C M, tal que P, = 0
y (F,)3 > 0. En lo que sigue, normalizaremos las superficies en S para que sea
(F,,)s = 2m, lo cual se puede conseguir tras una homotecia. Observemos que dicha
normalizaciéon no depende de la clase de homologia [y2] € Hi(M,Z) (salvo ori-
entacién), ver apartado 7 de la Proposicién 1.9.5.

Definicién 1.9.7 Denotamos por S el conjunto de superficies marcadas, que son
listas de la forma (M, py, ..., Dok, q1, - - -, Qok, [12]), donde

1. M esunasuperficie en S cuyo reticulo de periodos estd generado por H, T € R3,
con H =(0,a,0) y T = (T, T3, T3) para ciertos a, T3 > 0;
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2. SigH0) ={p1,...,pa} vy g (0) = {q,...,qu}, entonces las listas orde-
nadas (p1,q1, - - - Pk Gk)s (Pk+1, Qkt1s - - -, P2k, G2k) son las dos familias de finales
a izquierda y a derecha de M, ambas ordenadas por alturas en el cociente, de
forma creciente y ciclica;

3. [1e] € Hi(M,Z) es la clase de homologia de una curva cerrada v, embebida
en M, cumpliendo P,, = 0y (F,,)s = 2m. Ademds, imponemos que v, se
levante a una curva contenida en un dominio fundamental del levantamiento
M doblemente periédico de M comprendido entre dos planos horizontales
ILIT+T.

Identificaremos dos superficies marcadas en S que difieran en una traslacién,
que preserve tanto la orientacion, como las familias de finales izquierda y derecha, y
las clases de homologia en la tiltima componente. Nétese que una misma superficie
geométrica en S puede producir distintas superficies marcadas en S, sin méas que
considerar distintos ordenes admisibles en las familias de finales asociadas, o una
clase de homologfa distinta en la 1iltima componente de la superficie marcada. Abre-
viaremos notacion escribiendo M = (M, p1, ..., pak, G1, - - - G2k, [72]) € S, siempre y
cudndo no lleve a confusion. De forma natural, podemos dotar a S con la siguiente
topologia: una sucesion de superficies marcadas {M,,},, C S converge a M € S si la
sucesién de superficies minimales asociada {M,,}, C S converge uniformemente en
subconjuntos compactos a M € §, las listas de finales asociadas a las M, conver-
gen a la lista de finales asociada a M, y las clases de homologia [y2,| € H1(M,,Z)
en la tltima componente de las superficies marcadas M,, tienen representantes que
convergen uniformemente a un representante de la clase de homologia en la 1lti-
ma componente de M, como superficie marcada. En esta topologia, una superficie
geométrica M € S produce un numero discreto de superficies marcadas en S.

Sea M € S con aplicacion de Gauss g y diferencial altura dh. Un calculo elemental
nos da los periodos P, P, y flujos F,,., Fy,. de M en los finales como sigue:

dh
B, +iF,, = mRes,, (—) (i,—1,0), P, +iF,, = —7mResy(gdh)(i,1,0), (1.13)
g

donde Resy denota el residuo de la correspondiente diferencial meromorfa en el
punto A. El hecho de que F,,, F;; apunten en la direccion del eje xo se traduce en
que Res,, (97" dh), Resy, (g dh) € R.Y teniendo en cuenta el orden de los finales de
M como superficie marcada, tenemos

dh\ B a (1<y
Res,, (?) = —Res,, (g dh) = { “a (htl (1.14)
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para cierto a € R* (si @ > 0, entonces py, ..., Dk, q1,- - -, ¢ son los finales derecha de
M). Recordemos que P,, =0y (F,,); = 2. Entonces,

/%:/ gdh, /dthm’. (1.15)
72 g 72 72

1.10. Algunos resultados sobre el operador de Jacobi

Sea M C T x R una superficie minimal orientada, embebida, completa y con
curvatura total finita, y sea N : M — S? su aplicacién de Gauss. Por el Teorema 1.9.1
sabemos que M es conformemente equivalente a una superficie de Riemann compacta
M menos una cantidad finita de puntos, que se identifican con los finales de M, y
que la aplicacién de Gauss N se extiende a una aplicacién holomorfa N : M — S2.
Denotamos por ds? la métrica inducida en M de la métrica llana de T x R. Un
teorema de Hauswirth y Traizet [18] (ver también Pérez y Ros [53]) asegura la
existencia de una métrica ds? en M para la cual se puede escribir ds®> = \2ds?,
donde A es una funcion diferenciable definida en M y que diverge en los finales de
M. Consideramos el operador lineal eliptico y autoadjunto

L=A+]|VN|?

definido sobre C'(M), donde estamos denotando respectivamente por A y V los
operadores laplaciano y gradiente asociados a la métrica ds?. No es dificil probar que
L =ML, donde L = A — 2K es el operador de Jacobi cldsico definido en M (aqui,
A es el laplaciano en M respecto de ds?, y K su curvatura de Gauss). Definimos el
espacio nulidad de L como

N(N) =ker(L) = {u € C*(M) | Lu = Au+ |[VN[*u =0} .

Por regularidad eliptica, toda funcién de Jacobi” sobre M que sea acotada, extiende
a una funcién en N(N), y por tanto N(N) coincide con el espacio de funciones de
Jacobi acotadas sobre M. Por la holomorfia de N, se cample que AN+ |V NN = 0.
De donde deducimos que las combinaciones lineales de las componentes de N son
funciones de Jacobi en N(V); es decir,

L(N)={(N,a) | a € R*} C N(N).

Sea B(N) C M el conjunto de puntos de ramificacién de N, y sea M(N) el
espacio vectorial formado por todas las inmersiones minimales, posiblemente ramifi-
cadas, X : M — B(N) — R3, completas y con curvatura total finita (incluyendo las

“Una funcién u € C>(M) se dice de Jacobi si cumple Lu = 0.
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aplicaciones constantes), cuya aplicacién de Gauss coincide con N. Nétese que, a
partir de una aplicacién holomorfa cualquiera N : Ml — S? sobre una superficie de
Riemann compacta, se pueden definir los espacios N(N), L(N), M(N) anteriores de
forma andloga. El siguiente teorema de Montiel y Ros [48] nos da la relacién entre

los espacios N(N) y M(N), en el caso general de cualquier aplicacién holomorfa
N:M— S2

Teorema 1.10.1 ([48]) Dadas una superficie de Riemann compacta M y una apli-
cacion holomorfa N : Ml — S?, existe una aplicacion lineal que le hace corresponder
a cada u € N(N), una inmersion minimal X,, € M(N) cuya funcion soporte es u
(i.e. (Xyu, NY =u), y dicha aplicacion lineal cumple que uw € L(N) si, y sélo si, X,
es constante; Ademas, esta aplicacion lineal induce un isomorfismo

N(N)/L(N) = M(N)/{constantes}.

Usando este tipo de técnicas, Montiel y Ros probaron también el siguiente resul-
tado:

Teorema 1.10.2 ([48]) Sea N : Ml — S* una funcién holomorfa definida sobre
una superficie de Riemann compacta M. Si los valores de ramificacion de N estin
contenidos en un ecuador esférico, entonces N(N) = L(N).



Capitulo 2

Construccion de los ejemplos
KMR

Dedicamos esta seccién a la construccion de la familia 3-paramétrica K que
aparece en el Teorema 1. Denotaremos por My , g a las superficies en K, y las llamare-
mos ejemplos KMR. Cada My, g serd una superficie minimal doblemente periddica
de R?, con 4 finales horizontales y género 1 en el cociente; y por tanto, con 4 va-
lores de ramificacion, que no coinciden con los Polos Norte y Sur, ya que estamos
asumiendo que los finales son horizontales y no son ramificados. Tomaremos parejas
de puntos antipodales D” = —D, D" = —D' en S?, a partir de los cuales construi-
remos los ejemplos KMR, cuyos valores de ramificacién seran esos cuatro puntos
D,D' D", D". Denotaremos por e C S? al ecuador que contiene a D, D', D" D"y
por P € e al punto que biseca el angulo 20 entre D y D', 6 € (0, 3), ver la Figu-
ra 2.3 izquierda. Llamaremos configuracion esférica a {D, D', D" D"} cumpliendo
lo anterior.

2.1. Construccion de los ejemplos M

Los ejemplos My oo que vamos a construir en esta seccién se corresponden con los
dados por Karcher en [30], a los cuales bautiz6 con el nombre de toroidal halfplane
layers.

Con la notacién anterior y para ¢ € (0, %) fijo, tomamos el ecuador e como la
preimagen por la proyeccion estereogréfica (desde el Polo Norte) del eje imaginario
iR c C,y P =(0,0,1), ver Figura 2.1 izquierda. Proyectando estereogréficamente,
obtenemos

D = —Xi, con A= \() = cot &.

2

29
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an

1
g(n)/_\ z€iR {lz2l=1} zeiR {]z|=1}

z€R

_/)y zeiR Nodp e, For -y Fix(S;)
— R st

z€R ool 1‘%2 014" -1 Fix(S2)
2 € iR XA D' MDY il pix(5y)
0 A" —1 0 A’ 1 FIX(S2)

Fix(S93) Fix(Rp) Fix(Ss) Fix(Rp)

Figura 2.1: Izquierda: Configuracién esférica de My . Centro: El biholomorfismo &
entre las regiones sombreadas ¢(2) y R. Derecha: El toro conforme 3y, donde Fix(x)
denota el conjunto de puntos fijos de *.

Los demés valores de ramificacién de la aplicacién de Gauss de Mpy o coinciden con
las cuatro raices del polinomio (2% 4+ A?)(2% + A~2). Por tanto, la compactificacién
conforme de la superficie Mpy o que queremos construir es el toro rectangular

Yy = {(z,w) e T | w?= (22 4+ A2)(2% + /\‘2)} : (2.1)

y la aplicacion de Gauss de My extendida a Xy es la aplicacién g(z,w) = z, de
grado 2. Como asumimos que los finales de My o son horizontales, éstos se correspon-
den con (0,=£1), (00, +00) € 3. Finalmente, sabemos que el espacio de 1- formas
holomorfas sobre ¥y tiene dimensién compleja 1 y que dz/w es un generador de
dicho espacio. Deducimos entonces que la diferencial altura de My es de la forma
dh = pdz/w, para cierto p = u(f) € C* a determinar. En lo que sigue, tomamos
pu € R*. Comprobaremos que los datos de Weierstrass (g, dh) asi definidos cierran
periodos.

Nos sera 1til trabajar con un modelo de ¥y obtenido como cociente del &-plano C
por un reticulo rectangular. Sea €2 C > una de las dos componentes conexas de
g '({lz] > 1,5 < arg(z) < 0}). Topolégicamente, Q es un disco cuya frontera
contiene al punto de ramificacién correspondiente al valor de ramificacién D de g, y a
un final correspondiente con un polo de g. Denotamos por R a un rectangulo abierto
contenido en el &-plano con vértices consecutivos A, B,C, D € C. Podemos asumir
que el segmento AB € R es horizontal. Sea & : {|z| > 1,-% < arg(z) < 0} - R
un biholomorfismo con £(c0) = A, £(1) = B, {(—i) = C y {(—Xi) = D. Es claro
que £ o g define un biholomorfismo entre €2 y R que se puede extender a través de
las curvas frontera hasta obtener un biholomorfismo desde ¥y hasta el cociente del
&-plano por el reticulo obtenido a partir de cuatro veces los lados del rectangulo R.
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Abusamos de notacién denotando por D, D', D", D" a los puntos del &-plano que se
corresponden con los valores de ramificacion de g.

Observacion 2.1.1 Como el espacio de 1-formas holomorfas sobre ¥y es de di-
mension 1, sabemos que dh = pd§, para cierto p € C. Un cdlculo directo nos dice
que la diferencial altura toma valores en iR sobre las rectas verticales del &-plano
correspondientes a z € iR o |z| =1 (ver la demostracion del Lema 2.1.2), de donde
deducimos que x3 = 0 sobre dichas rectas, y p € R. En particular, distintos cocientes
de rectas verticales en el £-plano se corresponden con curvas en R? a distinta altura.

A veces, también sera tutil ver ¥y como el recubridor ramificado 2 : 1 dg @_a
través de la aplicacion (z,w) +— z. Es decir, identificamos > con dos copias Cy, Cy
de C pegadas a lo largo de los cortes comunes a lo largo de iR que van desde D

hasta D' y desde D" hasta D". La aplicacién cambio de hoja (z,w) A (z,—w) de
Y9 se corresponde en el &-plano con la rotacién de angulo 7 alrededor de cualquiera
de los 4 puntos D, D', D", D"

Lema 2.1.2

1. El conjunto {(z,w) € ¥q | |z| = 1} se corresponde en My oo con dos geodésicas
cerradas contenidas en sendos planos horizontales de simetria. Las simetrias
respecto de dichos planos inducen la misma transformacion conforme Sz de ¥g:
la reflexion respecto del cociente de la recta que pasa por B,C (o de su traslada-
da por medio periodo horizontal), ver Figura 2.1 izquierda.

o {(z,w) € Xy | z € R} se corresponde en My con cuatro geodésicas que viajan
desde un cero hasta un polo de g, y que estan contenidas en dos planos de
simetria ortogonales al eje xo. Las simetrias respecto de ambos planos inducen
la misma transformacion conforme Sy de ¥g: la reflexion respecto del cociente
de la recta que pasa por A, B (o de su trasladada por medio periodo vertical).

o {(it,w) |t € R,A™! < |t] < A} se corresponde en Mygo con dos geodésicas
verticales (cerradas en el cociente) que coinciden con el conjunto de puntos
fijos de una simetria de My, respecto de un plano ortogonal al eje xi. La
transformacion conforme Sy de Xy inducida por dicha simetria es la reflexion

respecto del cociente de la recta que pasa por D, D" (o de la que pasa por
D', D").

o {(it,w) | |[t| < X' ot| > A} se corresponde en Mpoo con cuatro lineas
rectas paralelas al eje x1 que cortan ortogonalmente en los cuatro puntos de
ramificacion de g a las geodésicas descritas en el apartado 3. Las rotaciones de
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angulo 7 alrededor de dichas rectas inducen la misma transformacion conforme
Rp de 3y: la reflexion respecto del cociente de la recta que pasa por D, D" (o
por D" D).

Demostracién. Si consideramos la curva y(t) = e, con t € R, entonces

PO =loggon)(t) =2 =i, v

dh(ﬁ) _ 1A (1) _ piet _ i ‘
V2R ((H)24A72) ety /(A 2+e2it)(e2it+A-2)  \/A2+A-242 cos(2t)

Como p es real, llegamos a que dg—g(ﬁ) dh(7) € R, y por la Proposicién 1.2.4 obtenemos
que 7y es una geodésica plana de simetria. Ahora bien, fijindonos en la imagen por la
aplicacién de Gauss de 7, deducimos que v es horizontal en R3. El apartado 1 queda
probado sin més que tener en cuenta que hay dos curvas en ¥y con z = v(t): la
recta vertical que pasa por C, B y su trasladada por medio periodo horizontal; y que
dichas curvas vistas en R? han de estar a distinta altura, por la Observacién 2.1.1.

Para probar 3y 4, consideremos la curva y(t) = it, parat € R. Es facil comprobar
que

. . . R, si Al <[t <A
dg -1 — p ’ — — Y
g =1,y dh(7) V22 (A212) < { iR, sift] <A lolt] >\,

Por la Proposicién 1.2.4, v|;< -1 (resp. v|ig=») son dos rectas de R? paralelas al eje
21 que pasan por un punto de ramificacion de g y que viajan desde un final izquierda
hasta un final derecha, ambos correspondientes a ceros (resp. a polos) de g. En ¥,
se pueden ver dichas rectas como el cociente de las rectas verticales que pasan por
D, D’y por D", D". Esto prueba 4, y nos dice ademads que x; diverge en los finales.

También se deduce de la Proposicién 1.2.4 que hay dos geodésicas planas de
simetria correspondientes a 7y|_y<t<_x-1 (resp. a y[x-1<t<)) con extremos comunes
D, D" (resp. D', D). Por tanto, {(it,w) | t € R, A"t < [¢t| < A} se corresponde en
My 0 con dos geodésicas cerradas de simetria contenidas en un plano ortogonal al
eje xy (si dichas geodésicas estuviesen contenidas en distintos planos ortogonales al
eje x1, deducimos de 4 que habria infinitas curvas cuya imagen por la aplicacion
de Gauss estarfa contenida en iR, que sabemos que no es posible), lo cual acaba
el tercer apartado del lema. Vistas en Yy, dichas geodésicas se corresponden con el
cociente de las rectas horizontales que pasan por D, D" y por D', D".

Finalmente, consideremos 7(t) = ¢, con t € R, para probar 2. En este caso,

dg (- L B
g (7) dh(7) t/(22422) (12422) €k,
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de donde deducimos que {(z,w) € ¥y | z € R} se corresponde con cuatro geodésicas
que viajan desde un cero hasta un polo de g contenidas en planos de simetria orto-
gonales al eje x5, que se pueden ver en Yy como el cociente de la recta que pasa por
A, B (o su trasladada por medio periodo vertical). El hecho de que haya dos y no
cuatro planos de simetria se deduce de 3. O

El lema siguiente describe el grupo Iso(Mpy) de isometrias de My (es decir,
isometrias de la métrica inducida por los datos de Weierstrass (g, dh) asociados
a M97070).

Lema 2.1.3 Iso(Mpyo,0) coincide con el grupo de transformaciones conformes de ¥g,
que es isomorfo a (Z/27)* y estd generado por Si,Ss, Sz, Rp.

Demostracion. Consideramos el modelo de Yy como cociente del &-plano. Hay 8
transformaciones conformes de 3y que son holomorfas: 4 traslaciones (identidad,
Dw— D', Dw— D"y D~ D")y 4 giros (alrededor de A, B,C' o D). Si suponemos
que B estd situado sobre el origen del &-plano, entonces Sy se corresponde con la
conjugacién ¢ — &. Las transformaciones antiholomorfas de Xy las podemos obte-
ner como composicion de una holomorfa con Ss, luego concluimos que en total hay
16 transformaciones conformes de Y4. Por otro lado, no es dificil comprobar que el
subgrupo de isometrias de My o generado por Sy, Ss, Sz, Rp es isomorfo a (Z/27)*,
luego tiene 16 elementos. Como todas las isometrias de Mpy o se pueden ver como
transformaciones conformes de >y, el lema queda demostrado. O

Para los cédlculos que siguen a continuacién, serd necesario conocer los pullbacks
por S, 53,53, Rp de la forma de Weierstrass

@ = (¢1,82.09) = (34— 9), 5(1 +9).1) dh

asociada a My o o. Vamos a hacer los célculos para S; (los demas se obtienen siguiendo
un razonamiento similar). Como S; es antiholomorfa, g o S; serd de la forma ¢ o g,
para cierta transformacion de Maobius . Teniendo en cuenta que

p(00) = (pog)(A) = (g0 51)(A) = g(A") = o0,
p(1) = (pog)(B)=(g9051)(B)=~-1,y
p(i) = (pog)(C) = (g0 51)(C) = —i,

deducimos que ¢(z) = —z, y go S; = —g. Por otro lado, sabemos por la Obser-
vaciéon 2.1.1 que ¢3 = pd€ para cierto p € R, luego S}¢s = ¢3. Asi,

Si6r = 1k g0 8) Si0s = —3(L — )7 = 71
Si¢s=—3(5 —9) 3= 2.
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En general, se puede probar que

Sior =—¢1;  Sige = ¢2;  Sids = s

Szp1 = ¢1;  Sigp =—¢2;  Sids = ¢s; (2.2)
Sip1 = d1;  Sige = @i Sids =—¢s; '
Rpyor= ¢15  Rpoe=—0¢2; Rppz=—¢3.

Recordemos que ¢3 = ,u%, para cierto u = u(f) € R*. Vamos a normalizar para
evitar homotecias de la superficie. Fijamos

/ ¢3 = 27-”.7 (23)
Y2

donde v, C Yy denota la curva cerrada obtenida como cociente de la recta vertical
del &-plano que pasa por C, B (ver Figura 2.1), condicién que determina el valor
de p. Usando (2.2) para Si, Sz, y parametrizando 1o (t) = e, t € R, obtenemos que

/ b5 = / (65 — S3s) = 20 Tm Gy =2iTm | (ds— Sids) =
Yo [$1+B,B] [S1.B,B] [C,B]

0 it
€
dilm | ¢ =4w'1m/ . . dt = 2sin 0 K (sin® O) i
cn “x /(€2 + 22) (et + A2) (sin”6)

donde [X,Y] denota la curva contenida en ¥y que va desde X hasta Y y que se
corresponde en el &-plano con un segmento recto, v K es la funcién integral eliptica
de primer orden definida como

u, 0<m<l1.

2 1
% (m) = / d
0 V1—msin®u
De lo anterior deducimos que

mesel

K(sin? ) (2.4)

= p(f) =

Una vez fijado el valor de u, ya estamos en disposicién de abordar el problema

de periodos (en el sentido doblemente periddico) para Mgg. Sea 74 un pequeno

lazo alrededor del final A = (00, 4+00) € ¥y de Mpyo. Denotamos respectivamente

por P,, y F,, el periodo y flujo de Moo en A, ie. Py, +1F,, = fm ®. Como ¢
es holomorfa en Yy, se tiene que f“ ¢3 = 0. Ademas,

/ 01 =2mi Respgp1 =i,y / 0o = 2mi Resapy = mu,
VA VA
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donde Resy denota el residuo en A. De aqui obtenemos que
P =0,7mp0) v F, = (mu00). (2.5)

Teniendo en cuenta las isometrias de la superficie, observamos que los deméas periodos
y flujos en los finales de My se pueden obtener a partir de los de A. Si denotamos
por D = S; 0 Rp el cambio de hoja y £ = 51 0 .55 053, entonces

A =E(A), A"=D(A), A" =DA), (2.6)

ver Figura 2.1 derecha (observemos que podriamos haber escrito A" = (57 o S5)(A),
A" = S1(A) y A" = S3(A’), pero preferimos (2.6) porque sigue siendo cierto para
My 3, con 0, a, 3 arbitrarios, ver Seccién 2.2). Teniendo en cuenta que el residuo
de ¢3 en los finales se anula, deducimos de (2.2) y (2.6) que

Resg® = —Resgy® = —Resan® = Resym ®. (2.7)

Claramente, a partir de (2.5) y (2.7) podemos obtener los vectores periodo y flujo
de Mppoen A', A", A" que claramente son linealmente dependientes con P, , y F,,,
respectivamente. En particular,

P.

YA

=P

Yar =

-P

YAl -

_P’*/A/// y F’*/A:_F’*/A/ :_F

YAl

=F

Yarr -

Estudiemos ahora el problema de periodos en homologia. Para ello, consideramos
la curva v, C Xy obtenida como cociente de la recta horizontal que pasa por D, D"
ver Figura 2.1. Es claro que {71,72} es una base de H;(Xy,Z).

Como f«ﬂ ¢ = f«ﬂ Sik@ = f«ﬂ(_a> %7 %) y f«ﬂ ¢ =— f«ﬂ Sékq) = f«ﬂ(_a> _%7 %),
deducimos que f o1 €iR, fﬁﬂ b =0y fﬁﬂ ¢3 € R. Ademés, como [y1] = [Sa,11] —
va] — [yaw] en Hl(Mg(] 0, Z), entonces se tiene que

luego F,, = —F,,. Por tanto,

’ F (_7TIU> 0 0)

7 )
P, =0=1(0,0,0), E,, = (0,0,27), (28)

siendo

fi=fi(0) = [ﬂ ¢3 = —4,u/1 TE e < 0. (2.9)
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Lema 2.1.4 My es una superficie minimal doblemente periddica, con reticulo de
periodos generado por P, ,, P, , y con género 1 y 4 finales horizontales de tipo Scherk
en el cociente.

Demostracion. De (2.5), (2.7) y (2.8) concluimos que Mpyg o es una superficie mini-
mal completa e invariante por el grupo generado por las traslaciones de P,, y P,,.
Por construccién, sabemos que My tiene 4 finales horizontales (de tipo Scherk) y
género 1 en el cociente. Ademas, Mpy o se puede descomponer en 16 trozos congruen-
tes, ver Figura 2.4 izquierda. Karcher [30] prob6 que cada uno de estos trozos es el
grafo minimal obtenido al conjugar un grafo de Jenkins y Serrin definido sobre un
rectangulo. En particular, My o es embebida. Como Mjy o es completa y embebida,
y sus finales son de tipo Scherk, llegamos a que Mjy o es propiamente embebida, y
por tanto doblemente periddica. O

Por 1ltimo, estudiamos las superficies minimales que obtenemos como limite de
la familia {Mg o0 | 0 € (0,5)}.

Lema 2.1.5 (Ver Figura 2.2).

(i) Cuando 6 — 0, My o converge a dos catenoides verticales con flujo (0,0, 27).

(i) Tras hacer un cambio de escala, Mo converge cuando 6 — 5~ a dos super-
ficies de Scherk doblemente periodicas con 2 finales horizontales y 2 finales
verticales.

Demostracion. Cuando 6 — 07 se tiene que () — +oo. Si cambiamos las variables
(z,w) de ¥y por (z,w), donde wyA(f) = w, nos queda

S = {(z,w1) €C | w? = (22A2 + 1)(22 + A\ 2)}.

Por tanto, ¥y degenera cuando § — 0% en {(z,w;) | w? = 2%}, que son dos esferas.
Claramente, la aplicacién de Gauss de My queda invariante al tomar limites.

Y ademss, % — 1 cuando 6§ — 07, luego la diferencial altura dhy de My o converge
a i—zl = i—%. De aqui se deduce que si § — 01, entonces My converge a dos

catenoides verticales con flujo (0,0, 27).

Cuando 6 — 37, se tiene que A() — 1,y ¥y degeneraen {(z, w) | w® = (2°+1)*},
que son dos esferas. La aplicacion de Gauss limite vuelve a ser g(z,w) = z, pero
ahora la diferencial altura se anula en el limite, ya que () — 0 cuando ¢ — 7. Por
tanto, cambiamos de escala para poder pasar al limite. Consideramos la homotecia
Moo Mooo = %Me,o,o- Asi, si 0 — §~, entonces ﬁdh — i—zfﬁ; y My, con-
verge a dos superficies de Scherk doblemente periddicas con 2 finales horizontales y

2 finales verticales. t
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Figura 2.3: Izquierda: configuracion estérica de My , . Derecha: El modelo de Xy en
el &-plano, donde la linea punteada representa la isometria F = Rpo.Sy0S3 = E0D;
yae(0,3),5€0,5,0< 0 <0<y <3

2.2. Construccion de los ejemplos My, 3

Para cada a € [0,5] y 8 € [0, 5], denotaremos por ¢, la rotacién de S* C R? de
angulo « alrededor del eje x5 y por ¢ la rotacién de angulo 3 alrededor del eje ;.

Dados # € (0,%), « € [0,3] vy 8 € [0,5] con (a,3) # (0,6), consideramos
e = waleg), donde estamos denotando por e; al ecuador obtenido como preim-
agen del eje imaginario iR por la proyeccién estereogrifica desde el Polo Norte;
vy P = (pa0¢?)(0,0,1), ver la Figura 2.3 izquierda. Nétese que la configuracién
esférica {D, D', D", D"'} asociada a 6, «, f no es otra que la imagen por la trans-
formacion de Mobius 1, 5 = ¢q 0 ¢ de la configuracién esférica asociada a M g .
Obsérvese también que hemos tomado («, 3) # (0,6), ya que (a, 3) = (0,0) se co-
rresponde con el caso en el que D’ coincide con el Polo Norte, que no esté permitido
en este ambiente (ya que sabemos que los finales no son ramificados). Por tanto, apli-

cacion de Gauss g = gg. 3 del ejemplo My, 3 que queremos construir estard definida
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sobre el toro conforme ¥y dado en (2.1), y vendra dada por g = 14,30 gp.0,0; s decir,

z (i cos(252) + cos(2E2)) + sin(252
cos(252) + i cos(252) — z (i sin(®

B) +isin(2£2)
) + sin(*372))’

g(Z,’LU) = (Z,’LU) € 2.

l\)‘lw

Consideramos la mima clase de homologia [vs] € Hy (X9, 7Z) que en la Seccién 2.1.
De nuevo, vamos a tomar la diferencial altura dh = p% de My, cumpliendo
f“{z dh = 2mi, luego p queda determinada por (2.4). Nétese que ni la compactifi-
cacion conforme Yy ni la diferencial altura dh dependen de «, (3, y que los datos de
Weierstrass de My, 3 coinciden con los de My cuando oo = 3 = 0.

Como ¢ asi definida depende analiticamente de «, 3, 1o mismo les ocurre a los fi-
nales {A, A, A", A"} = g7 ({0, 00}) de My, 5 (consideramos una eleccién continua
de cada uno de ellos). Como se mantienen las relaciones (2.6) entre los finales, deter-
minada la posicion de A en el toro, quedaran también determinadas las posiciones
de A’, A", A”. Cuando («, ) varia en [0,5]* — {(0,0)}, A = A(w, 3) se mueve en

R = S5(R)—{D'} como se describe a continuacién, ver Figura 2.3 derecha (seguimos
la notacién de la seccién anterior).

Afirmacion 2.2.1

e Cuando o = 0 y B varia desde 0 hasta 0, A se mueve verticalmente hacia
abajo desde la esquina superior izquierda A(0,0) de R (posicion descrita en la
seccion anterior) hasta coincidir con D' (caso que no se considera, ya que los
finales no pueden ser ramificados).

o Sia=0y B varia en (0,%], A se mueve horizontalmente hacia la derecha
desde D' cuando 3 = 0 (que no se considera) hasta llegar a la esquina inferior

derecha A(0,5) de R cuando 3 = 7

o 513 =7 yawvaria desde 0 hasta 3, A se mueve verticalmente hacia arriba
la esquma inferior derecha A(0, %) hasta la esquina superior derecha A(%, %)

de R.

e Si dejamos ahora 3 constante, 3 =0, y hacemos variar a desde 0 hasta 3, en-
tonces A se mueve horizontalmente desde la esquina superior izquierda A(0,0)
hasta la esquina superior derecha A(%,0) de R.

™

o Cuando a = %, entonces Mp,z 3 no es otra cosa que la imagen rotada de My z o
por un dngulo 3 alrededor del eje x3, luego reducimos el estudio al caso 3 =0,
descrito anteriormente (A cae en la esquina superior derecha de R ).
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e Los valores del borde descritos arriba se extienden de forma continua y biyec-
tiva desde (0,%)* hasta el interior de R.

Demostracion. Sobre Xy, conocemos los z-valores de los puntos, ver Figura 2.1.
Por tanto, para obtener la posicion de A = A(a, ) en Yy, estudiamos los valores
que z = w;}ﬁ o g toma sobre oo (donde ¥, s estd definida como al comienzo de
esta seccién). Para ello, es ttil pensar sobre S?: fijamos la configuracién esférica
{D,D',D", D"} y estudiamos el movimiento relativo de A respecto de ella (aqui,
estamos abusando de notacién denotando de nuevo por A al valor que toma la apli-
cacién de Gauss N sobre el final A). o

Estudiemos ahora el grupo Iso(My . ) de las isometrias de la métrica inducida
por (g, dh), ver (1.4). Recordemos (Lema 2.1.3) que el grupo de las transformaciones
conformes de ¥y coincide con Iso(Mpy ). El siguiente lema nos dice que Iso(Mpy . 3)
coincide con el conjunto formado por los elementos de Iso(Mp o) que dejan inva-
riante el conjunto de ceros y polos de la aplicacién de Gauss g de My, 3.

Lema 2.2.2 Iso(Mya ) = {¢ € Iso(Myoyp) | ¢ deja invariante a {A, A’, A", A"} }.

Demostracion. Llamamos A = {w € Iso(Mpp0) | ¢ dejainvariante { A, A’, A", A’“}},
y go serd la aplicacién de Gauss de Mpygo. Por el Lema 2.1.3, es inmediato que
Iso(My.a.) C A. Por tanto, sélo hay que probar la inclusiéon A C Iso(Mpa); es
decir, dada ¢ € A, probemos que

(# g ow|) [ dh| = (i ; |g|) dh.
lg 01| 9|

Como dh sélo depende de 6 y ¢ € Iso(Mpp), entonces |¢p*dh| = |dh]|, por lo que
sélo tenemos que verificar (@ +]go w|) = (ﬁ + | g|) Recordemos que los finales

A AAT A de My s son los ceros y polos de g. Observando la distribucién de
A A A A" en el toro (Afirmacion 2.2.1), vemos que o bien v lleva ceros en ceros
(y por tanto también polos en polos), o bien lleva los ceros en los polos, y viceversa.
Si 1 lleva ceros en ceros y polos en polos (resp. ceros en polos y viceversa), la fun-
cién % (resp. (go1))g) es una funcién holomorfa sin ceros ni polos, luego constante.
Si probamos que dicha constante tiene médulo 1, habremos acabado. Teniendo en
cuenta que goD = gy que para i = 1,2,3, goS; se corresponde en S? con la simetria
respecto al ecuador obtenido como imagen por v, g del ecuador ortogonal al eje x;
(en particular, & = S} 0S5 0 S5 se corresponde con la aplicacién antipoda de S?, que
deja invariante la configuracién esférica de My, g), no es dificil encontrar un punto

finito de ¥y donde |g o ¢| = |g| (resp. |go¢| = ﬁ) Por tanto, |g o 9| = |g| (resp.
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lgo| = ﬁ) sobre todo Xy, como queriamos probar. O

El grupo de isometrias Iso(Mp, 3) de la métrica inducida por (g,dh) siempre
contiene el cambio de hoja (z,w) — (z,—w), i.e. D = S; o Rp. Ademas, la apli-
cacién antipoda de S? deja invariante la configuracién esférica de My, 5, por lo
que Iso(Mp . 3) también contiene dos involuciones antiholomorfas sin puntos fijos:
E =510850853y F = EoD. Con esto en mente, resolvamos el problema de periodos
para Mp o . Un razonamiento similar al seguido en la seccién anterior nos lleva a
que los vectores periodo y flujo de My, 3 en el final A vienen dados por

Py, = musinf (i E(0,0.0),0), F, =musind (E(0,0,6),0),  (210)

donde estamos identificando R?* = C x R de la forma usual, (a,b,c) = (a +ib,c), y

1
EO,a,3)= .
( h) V/sin?  cos? o + (sin a cos 3 — isin ()2

Los vectores periodo y flujo en los demas finales A’ = £(A), A” = D(A)y A” = F(A)
se pueden obtener de las ecuaciones (2.7), que siguen siendo validas.

Para resolver el problema de periodos en homologia, consideramos las clases
1], [2] € Hi(X¢,Z) definidas como en la seccién anterior (nétese que incluso
podemos tomar los mismos representantes embebidos 71,72 que tomabamos para
a = 3 =0, salvo cuando o = § o # = 7). En particular, la tercera coordenada
(P, )3 del vector periodo de Mjy 0 a lo largo de la curva vy, es fi # 0, definida como
en (2.9), y por tanto, P,, y P,, son linealmente independientes. También se cumple
que

Eo=-0, Em=-m—7a—qan,  Ep =, (2.11)

donde estamos denotando por ® a la forma de Weierstrass de My, 3. Las igualdades
(2.11) y (2.7) implicanque [ @ = [ &+ [ &—[ @y [ & =—[ ®, dedonde
obtenemos que

F.

i y P, = (0,0,0). (2.12)
De todo esto, se deduce que My, 3 es una superficie minimal inmersa, comple-
ta, invariante por el reticulo de traslaciones generado por P,,, P,,, con género 1
y 4 finales (de tipo Scherk) en el cociente. Ademds, como My es una superfi-
cie embebida y las alturas de los finales de My, 3 dependen de forma continua de
(o, B) € [0, 5]*—{(0,0)} (que es un conexo), entonces deducimos que My o g estd tam-
bién embebida fuera de un compacto fijo. Por otro lado, es facil ver que si una familia
de superficies minimales con autointersecciones converge a una superficie minimal

embebida, entonces ésta ha de ser un recubridor de su imagen. Todo esto nos permite
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Figura 2.4: Izquierda: My, con 6 = 7 /4. Derecha: My g, con § = w/4y = m/8.

concluir que el conjunto I = {(e, 3) € [0,5]* —{(0,0)} | Mp,a,s es embebida} es un
abierto. Como [ es trivialmente cerrado (ya que el limite de superficies minimales
embebidas es embebido), llegamos a que I = [0, Z]> — {(0,6)}. Y por tanto, My g
es una superficie minimal doblemente periédica para todos los valores de 6, «, 3.

A continuacién, estudiamos el grupo de isometrias de My, g para los diferentes
valores de 0, «, 3, usando el Lema 2.2.2 y la Afirmacién 2.2.1. Como hemos dicho
anteriormente, Iso(My, ) siempre contiene al subgrupo {identidad, D, &, F}, que
es isomorfo a (Z/27Z)* con generadores D, F. En R?, D representa una simetria
central respecto de uno de los cuatro puntos de ramificacion de g, y F consiste en
una traslacién de vector (P,, + P,,)/2. En particular, el cociente de My o3 por esta
traslacion define una botella de Klein en un T x R. Recordemos que si 0 < 8 < 7

y 0 < a < 7, el final A cae en el rectangulo abierto R = S2(R), ver Figura 2.3

derecha, y por el Lema 2.2.2, Iso(Mpy,3) = {identidad, D, &, F}. Estudiemos los
casos a € {0, 5}y 8 € {0, 5}

Afirmacion 2.2.3

(1) Sia=p=0, vimos en la Seccidn 2.1 que Iso(Mygyp) es isomorfo a (Z/27)*
con generadores Sy, 59,53, Rp.

(2) Sia=0y0< 3<%, B#0, Iso(Myop) es isomorfo a (Z/2Z)* con genera-
dores Sy, Rp, Ry = S20S3. EnR3, Sy representa (como en la Seccion 2.1) una
reflexion en un plano ortogonal al eje x1, y Ry se corresponde con una rotacion
de dngulo 7 alrededor de una recta paralela al eje x1 que corta ortogonalmente
a la superficie. Si 0 < 38 < 0 (resp. 0 < 3 < 5 ), entonces My 3 contiene 4
(resp. 2) rectas paralelas al eje xy, ver Figura 2.4 derecha y Figura 2.5 izquier-
da. En ambos casos, Rp es la rotacion de angulo w alrededor de una de dichas
rectas.
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Figura 2.5: Izquierda: Mpops, para 0 = 7/4 y 3 = 3m/8. Derecha: My z para
0 =m/4

(3)

(4)

(5)

Figura 2.6: Mpq,z, con = a = m/4.

En el caso extremo en el que « = 0 y B = 3, se tiene que Iso(Mgoz) =

Iso(My), en cuyo caso Ss (resp. Sa) representa en R? una rotacion de dngulo
7 alrededor de una de las 4 (resp. 2) rectas paralelas al eje xo (resp. eje x3)
que estan contenidas en la superficie.

Cuando 0 < o < § y B = %, entonces S3 es isometria de (g,dh), luego
Is0(Mp,a,x) es isomorfo a (Z/2Z) con generadores S, D, Ry = S10S,. Ahora,
S3 representa en R® una rotacion de dngulo 7 alrededor de una de las 4 rectas
paralelas al eje x5 que estdn contenidas en la superficie, y Rs es la composicion
de una reflexion respecto de un plano ortogonal al eje xo con una traslacion
de medio periodo horizontal (en la direccion del eje x1).

Si0 < a<Zypf =0, entonces Iso(Myayp) es isomorfo a (Z/27)°, con
generadores Sy, D, Ry = S1 0 S3. Como ocurria para Mgoo, S2 representa
en R? una reflexién respecto de dos planos ortogonales al eje x2, y Ry es una
rotacion de dngulo m alrededor de una recta paralela al eje xo que corta la
superficie ortogonalmente, ver Figura 2.7 izquierda.
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Figura 2.7: Izquierda: Mp,q,0 para 0 = o = 7 /4. Derecha: My = o para 0 = /4.

(6) Cuando a = 7, obtenemos que Iso(Mp,z g) =Iso(Mpo,0). Como My = 5 es la
superficie obtenida al rotar Mgz o un dngulo (3 alrededor del eje x3, podemos
reducirnos al caso 3 = 0. En dicho caso, Sy representa en R® una simetria
respecto de un plano ortogonal al eje x4, Ss (resp. S1) representa una rotacion
de angulo 7 alrededor de una de las 4 (resp. 2) lineas rectas paralelas al eje
x1 (resp. x3) que estdn contenidas en Moz o, y Rp se corresponde con una

simetria respecto de un plano horizontal, ver Figura 2.7 derecha.

Observacion 2.2.4 Hasta ahora, hemos definido la familia 3-paramétrica de su-
perficies minimales doblemente periddicas {Mynp | (0,c,3) € T}, con

n={0.a.9 € (0.3) x [0,3]" | (@.8) # (0,0)}.

Para ese rango de pardmetros, (0,c,3) € 1y, el final A = A(0,«, 3) recorre to-
dos los puntos de R (recordemos que R es el rectangulo cerrado que aparece en
la Figura 2.8 salvo la esquina D', que se corresponde con un punto de ramifi-
cacion). Recordemos que también podemos ver Ly como el recubridor ramificado
2 : 1 de C a través de la aplicacion (z,w) w z. Via dicha aplicacion, pode-
mos identificar conformemente R con la region de C correspondiente a un octante
de S?. Extendemos el rango de los pardmetros 0,c, 3 de forma que A recorra to-
dos los valores de C menos D, D', D", D". Para esto, tomamos (0,a, 3) varian-
do en T = {(0>O‘aﬁ) € (07 g) X [‘%%] X [_7T>7T] | (O‘>ﬁ) 7é (07 i0)> (0,:}:(7‘(‘— 0))}:
y definimos My o p para (0,a,3) € I de forma similar a como lo hicimos para
(0, a, B) € I, aunque estas nuevas superficies que obtenemos no aportan nada nue-
vo. En efecto,
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o My, _p coincide con la superficie obtenida al reflejar My, 3 respecto de un
plano ortogonal al eje xs.

o My _,p es la superficie obtenida al reflejar My 5 respecto de un plano orto-
gonal al eje xy.

o My pin coincide con My, 3.

Observacion 2.2.5 Hemos definido la familia K = {Mpnp | (0,0,08) € I} de
ejemplos KMR. Por construccion, los valores de ramificacion de la aplicacion de
Gauss N de cada My . 5 estdin contenidos en un ecuador de S*. Por tanto, un teorema
de Montiel y Ros [48] (Teorema 1.10.2) nos asegura que el espacio de funciones de
Jacobi acotadas definidas en My 3 coincide con el espacio de funciones lineales
de N, {{N,v) | v € R3} (en particular, dicho espacio tiene dimension 3). Esta
propiedad se suele abreviar diciendo que My, 3 es no degenerada. Como todos los
ejemplos KMR son por tanto no degenerados, Hauswirth y Traizet [18] aseguran que
IC es una variedad analitica real de dimension 3. En particular, se tiene que K es
un abierto de S, salvo normalizaciones. Ademads, por el Lema 2.2.6 que probamos a
continuacion, llegamos a que IC es un cerrado de S, luego una componente conexa
suya. El Teorema 2 nos dird que IC es la inica componente conexa de S.

Lema 2.2.6
1. Cuando  — 0, My converge a un ejemplo minimal de Riemann.

2. Cuando 6 — 07 y (o, B) — (0,0), Myap converge a dos catenoides con flujo
vertical (0,0, 27), ver Figura 2.2 izquierda.

3. Cuando 0 — 07 y (o, B) 4 (0,0), My.n s converge a dos superficies de Scherk
simplemente periddicas (iguales) con cuatro finales, dos de ellos horizontales,
y dngulo arc cos(cos acos (3), ver Figura 2.8.

4. Cuando 0 — T~ y (a,B) — (0,5), Mpap converge (después de hacer un

cambio en la escala) a dos helicoides verticales, ver Figura 2.9.

5. Cuando 0 — 5~ y (o, 3) / (0,%), Mpaps converge (después de hacer un
cambio en la escala) a dos superficies de Scherk doblemente periddicas (iguales)
con cuatro finales, dos de ellos horizontales, y dngulo arc cos(cos asin (3), ver

Figura 2.2 derecha.
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A’

1

Figura 2.8: My s rotada (izquierda), y dos copias de media superficie My s rotada
(derecha), con § = 500 y 8 = 950.

Demostracion. Todos estos limites se pueden calcular directamente a partir de los
datos de Weierstrass, similarmente a lo hecho en la demostracién del Lema 2.1.5.

Si B — 6, entonces la aplicaciéon de Gauss de My 3 converge a g(z,w) = (z +
itan £)(1 +iztan §)~', definida sobre el toro Xy, y se mantiene igual la diferencial
altura, dh = p(f)dz/w. No es dificil comprobar que estos datos de Weierstrass
definen una superficie minimal simplemente periddica M, con finales planos y género
1 en el cociente. Por el teorema de unicidad de Meeks, Pérez y Ros [41], llegamos a
que My es una superficie minimal de Riemann, y queda probado 1.

Si (a, B) — (0,0), entonces My, g converge a Mpgo. El apartado 2 queda de-
mostrado a partir del Lema 2.1.5.

Estudiemos ahora el limite de Mp, s cuando § — 07 pero (o, 3) # (0,0). Como
vimos en la demostracién del Lema 2.1.5, cuando 6§ — 07 se tiene que Xy converge
a {(z,w1) | w? = 2%}, donde w1 A\(0) = w, y dh — dz/w, = +dz/z. Por tanto, sobre
cada una de las esferas limite tenemos cuatro finales: dos obtenidos como limite de
los finales de los ejemplos KMR (i.e. el cero y el polo de la restriccion a dicha esfera
de la aplicacién de Gauss limite) y z = 0, 00. Ademads, mediante un calculo directo
obtenemos que los periodos en los finales coinciden (salvo signo). Con todo esto, no
es dificil deducir que este limite consiste en dos superficies de Scherk simplemente
periédicas de angulo arc cos(cos v cos [3), lo cual prueba 3.

Como vimos también en la demostracién del Lema 2.1.5, ¥y degenera cuando
0 — 2~ en dos esferas {(z,w) | w* = (2* + 1)*} y, tras hacer un cambio de es-
cala (tomamos 11(6) ™" My, siendo p() — 0 cuando § — Z7), obtenemos como
diferencial altura limite +dz/(z* + 1). Si ademés (a, 8) # (0, %), sobre cada una de
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Figura 2.9: My para § = &% y § = 2.

las esferas limite obtenemos cuatro finales: dos obtenidos como limite de los finales
de los ejemplos KMR (i.e. el cero y el polo de la restriccién a dicha esfera de la
aplicacién de Gauss limite) y z = +i. En este caso, My, 3 converge a dos superfi-
cies de Scherk doblemente peridédicas con cuatro finales, dos de ellos horizontales,
y angulo arccos(cosasin3) entre sus finales no paralelos, luego obtenemos 5. Si
por el contrario (a,3) — (0,7%), entonces el cero (resp. el polo) de la aplicacién
de Gauss limite es justo —i (resp. i), y My 3 converge a dos helicoides verticales
(recordemos que el helicoide se puede obtener como limite de superficies de Scherk
doblemente periddicas, tomando el angulo tendiendo a 0). Con esto, queda probado

el Lema 2.2.6. O

Observacion 2.2.7 Por el Lema 2.2.6 y la Observacion 2.2.4, tomando limites de
ejemplos KMR se pueden obtener todos los ejemplos minimales de Riemann y todas
las superficies minimales de Scherk simple y doblemente periddicas.

Estudiemos ahora la familia de las superficies conjugadas de los ejemplos KMR.
Si (g, dh) son los datos de Weierstrass de Mp o g, entonces denotaremos por My, 5
a la superficie minimal (posiblemente multivaluada) determinada por los datos de
Weierstrass (g, idh), y la llamaremos conjugada de My ., 5. Nétese que, en particular,
Mpapy Mg, 5 tienen la misma compactificacion conforme Xy.

Lema 2.2.8 My , 5 es una superficie minimal doblemente periddica, con reticulo de
periodos generado por I, F.,, con género 1 y 4 finales horizontales de tipo Scherk
en el cociente.

Demostracion. Es facil comprobar que el vector flujo (resp. el periodo) de la superfi-
cie conjugada My, 5 a lo largo de una curva v C Xy coincide con el periodo (resp. el
opuesto del vector flujo) de la superficie original My, g a lo largo de la misma curva
7. Deducimos entonces de (2.7), (2.10) y (2.12) que My , 5 es una superficie mini-
mal completa, inmersa, invariante por el reticulo de periodos generado por el vector
horizontal P}, = —F,, y por P, = —F,, (cuya tercera coordenada es —27, luego
{P;,, P} son linealmente independientes), con género 1 y 4 finales horizontales de
tipo Scherk en el cociente. Ademds, como My, , es embebida (M 4 se puede obte-
ner simetrizando un grafo de Jenkins y Serrin, ver [30]), un razonamiento anélogo
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al seguido para My, 3 nos dice que My, 5 es embebida, y por tanto doblemente
periddica. O

Por (2.12), sabemos que se anula el vector periodo de My, ; a lo largo de
¥ =7 + 74, ¥y que la tercera componente del vector flujo de My, 5 a lo largo
de 3 vale fi(0), donde f; se defini6 en (2.9). El siguiente lema, junto con la Ob-
servacién 2.2.4, nos asegura que las familias £ y K* = {Mj, ;5 | (0,2, 8) € T}
coinciden tras considerar ciertas normalizaciones que identifican dos superficies que
se diferencian en una homotecia y una rotacién alrededor del eje x3. Es decir, tras
ciertas normalizaciones, C es una familia autoconjugada.

Lema 2.2.9 Para cada (9, «, 8) € T1, la superficie Mz _go 5z coincide con My, 5
salvo una homotecia y una rotacion alrededor del eje xs.

Demostracion. Como ¥z 5 = {(Z,w) | w* = (22 — 1)* + 42%sec? 0}, y la trans-

formacion de Mobius ¢(z) = 12—_1'; aplica biyectivamente los puntos de ramificacion

de la z-proyeccion de Xy en los puntos de ramificacién de la z-proyeccion de Yz g,

deducimos que O(z,w) = (p(2),w(p(z))) es un biholomorfismo entre Xy y Yz 4.
Por otro lado, no es dificil comprobar que gg. 5 = gz—0,0,6-% O O y que @*dhz_g =

,u(G_t_aflG idhy = g((smze idhg, donde estamos denotando por gy, (resp. dhy) a

la aplicacién de Gauss (resp. diferencial altura) de My, . De aqui, se deduce facil-
mente el Lema 2.2.9. O
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Capitulo 3

El espacio VV de datos de
Welierstrass

En el capitulo anterior hemos descrito el espacio K ={ My 3 | (0,a,5) € Z} de
ejemplos KMR (el conjunto de indices Z definido como en la Observacién 2.2.4), que
son superficies minimales doblemente periddicas con género 1 y 4 finales horizontales
en el cociente. El reticulo de periodos de cada My, g esta generado por el periodo
P4 en sus finales y el periodo P,, de Mp, 3 alo largo de una clase de homologia no
nula en el toro compactificado. Si consideramos el cociente de My, 3 por el reticulo
de periodos generado por P4 y k P,,, con k € N, obtenemos una superficie minimal
doblemente periédica con género 1 y 4k finales horizontales en el cociente. A esta
superficie minimal, a la que seguiremos llamando ejemplo KMR, la denotaremos de
nuevo por My, 3. De aqui en adelante, K denotara el espacio de ejemplos KMR
con 4k finales, donde k es un natural fijo. Salvo una rotacion alrededor del eje x3,
podemos ver My , g como un elemento de S; es decir, K C S. En la Observacién 2.2.5,
vimos que K es una componente conexa de S cuando k = 1. Claramente, esto sigue
siendo cierto para k € N arbitrario; es decir, el espacio IC de ejemplos KMR con 4k
finales, es una componente conexa de §. Por otro lado, cada ejemplo KMR induce
un numero discreto de superficies marcadas en §. Denotaremos por K al espacio
formado por estas superficies marcadas procedentes de ejemplos KMR, a las cuales
llamaremos ejemplos KMR marcados. El Teorema de unicidad 2 es equivalente a
probar que S = K.

Veremos cada superficie marcada en S como un elemento de una variedad com-
pleja W de dimensién finita, por medio de una técnica llamada esquemas de Hurwitz.
Este es un método usado en Geometria Algebraica para parametrizar el espacio de
aplicaciones meromorfas de cierto grado predeterminado sobre una superficie de
Riemann compacta (que depende de la aplicaciéon meromorfa) de género también
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prescrito (ver [15] para més informacién). En nuestra situacién, la aplicacién mero-
morfa sera la aplicacion de Gauss de unos datos de Weierstrass admisibles para
nuestro problema, y la construccién general es bastante simple, como veremos a
continuacion.

3.1. Definicion y propiedades de W

Definimos W como el espacio formado por listas (M, g, p1, - . ., Poks @15 - - - G2k, [7]),
donde g : M — C es una funcién meromorfa de grado 2k definida en un toro
M = ¢g~'(C), con ceros {pi,...,pa} y polos {qi,...,qux}, ninguno de éstos pun-
to de ramificacién de g, y [y] € Hi(g7'(C*),Z) es una clase de homologia con un
representante embebido que no es trivial en H; (M, Z). Nétese que una misma apli-
cacion g en las condiciones anteriores puede verse como infinitos elementos de W, sin
mds que considerar distintos érdenes de los p;, g; y/o distintas clases de homologia
(7] € Hi(g7'(C*),Z). Abreviaremos denotando sélo por g a los elementos de W, y
los llamaremos aplicaciones meromorfas marcadas.

A continuacién, dotaremos a YV de una topologia para la cual el conjunto (infini-
to) de aplicaciones meromorfas marcadas asociadas a una misma aplicacién mero-
morfa g : M — C es discreto. En primer lugar, nétese que por la férmula de Riemann-
Hurwitz, cada g € W tiene numero total de ramificacién 4k (i.e. tiene 4k valores de
ramificacién, contando multiplicidad). Sea g € W y sean by, ..., b € C* sus valores
de ramificacion, [ < 4k. Consideramos [ discos disjuntos Dq,...,D; C C*, donde
cada D; estd centrado en b;; y sea 2 = C- Ué»:le. Tomando los radios de los D;
suficientemente pequenos, podemos suponer que 0,00 ¢ D;, que cada componente de
g H(D;) es un disco, y que tanto © como ¢ (Q) son conexos. Asi, g : g7 () — Q
es un recubridor (no ramificado) de 2k hojas. Ademads, aplicdndole la féormula de
Riemann-Hurwitz a g|p,, se puede probar que cada componente de g~ *(D;) contiene
a lo mas un punto de ramificaciéon de g. Consideramos en W la topologia definida
por el sistema de entornos descrito a continuacién. Fijados Dy, ..., D; en las condi-
ciones anteriores y Q = C — Ul_1 D;, definimos el entorno U(g) de g en W como el
conjunto formado por aplicaciones meromorfas marcadas f € VW que cumplen:

(1) flf-1 no tiene puntos de ramificacion, y las restricciones f: f71(Q) — Q y
g: 9 Q) — Q son isomorfas como aplicaciones recubridoras. Obsérvese que
esto permite identificar conformemente f~(€2) con ¢g7'(2). En particular, los
ceros (resp. polos) de g se identifican con los ceros (resp. polos) de f.

(2) El orden en la lista de ceros y polos de f coincide con el orden en la lista de
ceros y polos de g, via la identificacion descrita en el apartado anterior.
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(3) Cada componente de f~1(D;) es un disco. Ademsds, los discos de f~'(D;) estdn
en correspondencia biyectiva con los discos de ¢'(D;) mediante la identifi-
cacién descrita en (1); y coinciden los nimeros de ramificacién de las restric-
ciones de f y g a dichos discos.

(4) Siempre puede elegirse un representante v embebido de la clase de homologia
(7] € Hi(g7'(C*),Z) contenido en g~ (2). Por (1), puede verse vy como un ciclo
embebido en f~(2) que induce una clase de homologia [y] € Hy(f~'(C*),Z)
no nulaen H,(f~1(C),Z). La clase de homologia asociada a la aplicacién mero-
morfa marcada f coincide con [7].

A continuacién, dotamos a W de una estructura de variedad compleja de dimen-
sion 4k. Con la topologia definida anteriormente, si los 4k valores de ramificacién de
cierta g € W son distintos, entonces cada f € W en un entorno U(g) de g suficien-
temente pequeno tendra también los 4k valores de ramificacion distintos. Y en tal
caso, la aplicacién que le hace corresponder a cada f € U(g) la lista de sus valores
de ramificaciéon (fijado un cierto orden) es una carta local de W alrededor de g. Si
el nimero de valores de ramificacion distintos de g es menor estricto que 4k, la co-
rrespondencia anterior no seria una carta local. Por tanto, le hacemos corresponder
a cada g € W la lista (01(g),...,04x(g)), donde estamos denotando por o;(g) al
polinomio elemental simétrico de orden j de los 4k valores de ramificacién (no ne-
cesariamente distintos) de g, 1 < j < 4k. Dichos polinomios elementales simétricos
se pueden ver como funciones holomorfas o; : W — C, 1 < j < 4k, y la aplicacién
(o1,...,04) : W — C* es un biholomorfismo local. En particular, YW se puede ver
via dicho biholomorfismo local como una subvariedad (abierta) de C**.

Recordemos ahora ciertos resultados de la Teoria de Variable Compleja que
usaremos posteriormente aplicados a W (dichos resultados se pueden encontrar
en [17] para C"). Se dice que un subconjunto V' de una variedad compleja N es
una subvariedad analitica si para cada punto p € N existe un entorno U de p en
N y un nimero finito de funciones holomorfas fi,..., f, definidas en U tales que
UnV={qeU]fi(q)=0,1<j<r}

Teorema 3.1.1 (Teorema de Extensién de Riemann [17], pdg. 9) Sea U una
variedad compleja y V' una subvariedad analitica suya, V #U. Si f :U—-V — C una
aplicacion holomorfa acotada, entonces f se extiende a todo U de forma holomorfa.

Teorema 3.1.2 (Teorema de la aplicacién propia [17], pag. 395) Supongamos
que Uy — Uy es una aplicacion holomorfa entre dos variedades complejas Uy, Us.
Si 'V C U, es una subvariedad analitica tal que f|y es una aplicacion propia, en-
tonces f(V') es una subvariedad analitica de Us.
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Corolario 3.1.3 Las unicas subvariedades analiticas compactas de VW son los sub-
conguntos finitos.

Demostracion. Paracadaj =1,...,4k,sea o : YW — Clafuncién holomorfa defini-
da anteriormente, y sea V' C W una subvariedad analitica compacta. Como 0|y es
claramente una aplicacién propia, el Teorema 3.1.2 nos dice entonces que o;(V) es
una subvariedad analitica de C, y por tanto un subconjunto discreto. Y por com-
pacidad, deducimos que ¢;(V) C C es un conjunto finito, para j = 1,...,4k. Asi,
el conjunto formado por todos los valores de ramificacion de las aplicaciones mero-
morfas marcadas de V es finito. En particular, V' es discreto en la topologia de W,
y por tanto finito. o

En general, una aplicacion holomorfa entre variedades complejas de la misma
dimensién no tiene por qué ser abierta. Ahora bien, el resultado si es cierto si la
aplicacion es ademas finita.

Teorema 3.1.4 (Teorema de la aplicacién abierta [17], pag. 667) Sea U una
variedad compleja de dimensionn, y f : O — C" una aplicacion holomorfa. Supon-
gamos que xo es un punto de U tal que f~1(0) = {xo}, donde estamos denotando
0=(0,...,0) € C". Entonces, existe un entorno abierto O de xo en U tal que f|o
es una aplicacion abierta.

Una vez estudiada la estructura compleja de W, justifiquemos el titulo de este
capitulo; es decir, comprobemos que W se corresponde con el espacio de los datos
de Weierstrass en las condiciones del Teorema 2. Para ello, vamos a ver que ca-
da g € W determina de forma tnica una 1-forma holomorfa, que jugara el pa-
pel de diferencial altura. Como el espacio de diferenciales holomorfas sobre un
toro tiene dimension compleja 1, para cada aplicacion meromorfa marcada g =
(M, g, p1, -+ s D2k, Q1s - - -5 Q2ks [¥]) € W existe una tnica 1-forma holomorfa ¢ = ¢(g)

de M cumpliendo
/ ¢ = 2mi. (3.1)
y

Se puede probar que ¢ depende de forma holomorfa de g, en el sentido de que existe
un entorno U(g) de g en W para el que la aplicacién (f, z) € U(g) x g71(Q) — %(z)
es holomorfa. El par (g,¢) se puede ver como los datos de Weierstrass de una
hipotética superficie minimal en el ambiente del Teorema 2, definidos sobre M =
g1 (C*), con aplicacién de Gauss g y diferencial altura ¢. La ecuacién (3.1) nos dice
que el vector periodo (resp. flujo) de (g, ¢) a lo largo de 7 es horizontal (resp. tiene

tercera coordenada 27). Diremos que g € W cierra periodos si, tomando dh = ¢
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y 72 = 7, se cumple la primera ecuacién de (1.15), y existe a € R* cumpliendo
las ecuaciones que aparecen en (1.14) (nétese que la segunda ecuacion de (1.15) se
cumple por definicién de ¢).

Lema 3.1.5 Si g € W cierra periodos, entonces (g, ¢) son los datos de Weierstrass
de una superficie minimal M propiamente inmersa en T X R, siendo T un toro llano
2-dimensional, M con curvatura total 8km y 4k finales horizontales de tipo Scherk.
Ademas, el flujo en los finales p1,qi, ..., Pk, qx €s opuesto al flujo en los finales
DPk1s Qht1, - - - > D2k Gok, € tgual a (wa,0,0), donde a es el positivo que satisface (1.14).

Demostracion. Supongamos que g € WV cierra periodos. Se deduce facilmente de
(1.14) que los periodos de (g, ¢) en los finales valen +(0, wa, 0). Y ademas, el periodo
P, de (g,¢) a lo largo de v se anula, por (1.15). Por tanto, basta comprobar que si
a C g 1(C*) es una curva cerrada tal que {[a], [y]} es una base de H,(¢g~'(C),Z),
entonces el vector periodo P, asociado a « y (0,7a,0) son linealmente indepen-
dientes. Pero esto es inmediato, ya que ¢ es una diferencial holomorfa no nula,
{[a], [¥]} es una base de homologia de ¢g7*(C) y Re fﬁ/gb = 0, de donde deducimos

que Re fa ¢ # 0. Por tanto, P, tiene tercera coordenada no nula. O

Como hemos dicho anteriormente, para que g € VW cierre periodos, se tienen
que satisfacer las 4k ecuaciones que aparecen en (1.14), para dh = ¢. Pero como
los residuos de una diferencial meromorfa definida sobre una superficie de Riemann
compacta deben sumar 0, basta que (1.14) se cumpla para 1 < j < 2k — 1, con
lo cual quedan 4k — 2 ecuaciones. Por otro lado, para que g € VW cierre periodos
también se ha de satisfacer la primera ecuacién de (1.15) para 72 = 7y (i.e. el periodo
de (g,¢) a lo largo de v se tiene que anular), en cuyo caso la parte horizontal del
flujo de M a lo largo de ~ viene dada por

F(v) = z'/ggb € C=R%. (3.2)

3.2. Las aplicaciones ligadura y clasificadora

Definicién 3.2.1 Definimos la aplicacion ligadura L : W — C** como la aplicacién
que le asocia a cada g € W la lista

N ¢ ¢ ¢
L(g) = (Res;,,1 (g) ,...,Resp, | (g) ,Res,, (g9), ... ,Resq%l(ggb),[/g,[{ggb) .
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Como ¢ depende de g de forma holomorfa y las componentes de L se pueden calcular
a partir de integrales en curvas contenidas en g~!(€2) (ver la definicién de la topologia
de W), concluimos que L es holomorfa.

Consideramos el subconjunto de VW formado por aquellas aplicaciones meromor-
fas marcadas que cierran periodos,

M ={geW | L(g9) = Ly, para ciertos a € R*, b € C},

donde Lqp) = (a,...,a,—a,...,—a,—a,...,—a, a,...,a,b,g) € C*. Es facil ver
—— ~~ -~ ~~ e

1<j<k  k+1<j<2k—1  2k<j<3k—1 Bk<j<4k—2
que M es cerrado en W.

Observacion 3.2.2 Como L es holomorfa, se tiene que M(a,b) = {g € W | L(g) =
Loy} es una subvariedad analitica de W, para cada a € R* y cada b € C. Por
definicion de L, M(a,b) coincide con el conjunto de superficies minimales inmersas
marcadas cuyo vector periodo en los finales es +(0,ma,0) y cuyo vector flujo a lo

largo de la clase de homologia dada en la iltima componente de la superficie marcada
es (ib, 2m).

La aplicacién J definida a continuacién se podra ver como una inyeccién canénica
del espacio § de superficies marcadas definido en la Seccion 1.9, en M,

(M7p17 <oy P2k 41 - - - Q2K [72]) = J(M) = (g_l(@)mgaph <oy P2k 41 - - - Q2K [72])7

donde estamos denotando por g a la aplicacion de Gauss de M. No es dificil com-
probar que J asf definida es una aplicacion inyectiva. En efecto, supongamos que
M, M son dos superficies marcadas en S tales que J(M;) = J(M;). En particular,
tanto las compactificaciones conformes como la aplicaciones de Gauss de My, My
coinciden, de donde deducimos que My, M> son la misma superficie geométrica. Co-
mo ademds J(M;) = J(Ms) nos dice que también coinciden los érdenes de ceros
y polos de la aplicacion de Gauss y las clases de homologia destacadas de My, Mo,
concluimos que M; = M, como superficies marcadas; y por tanto, J es inyectiva.
Nétese que el Lema 3.1.5 da la existencia de una inversa de J por la izquierda,
J1:J(S) — S (i.e. J7toJ =identidad, aunque Jo J~! no coincide necesariamente
con la identidad).

Lema 3.2.3 La aplicacion J : S — M es un embebimiento topoldgico, considerando
en M la topologia inducida de W. Ademds, si identificamos S con J(S), entonces
S es un conjunto abierto y cerrado en M, luego una componente conexa suya.
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Demostracion. Sea {M,}, una sucesién en S que converge a una superficie marcada
M € S. En particular, la aplicacién de Gauss g, de M, converge uniformemente
sobre compactos cuando n — oo a la aplicacion de Gauss g de M. A partir de
esto y usando razonamientos similares a los que siguen, llegamos a que para n
suficientemente grande, J(M,) cae en un entorno tan pequeno como queramos de
J(M) en la topologia de W. Esto prueba la continuidad de J.

Para probar que J es una aplicacién cerrada, tomemos una sucesién{M,}, en S
cuyas imagenes por .J convergen con la topologia de VW a una aplicacién meromorfa
marcada g € M, y veamos que g = J(M), para cierta M € §. Como J(M,) € M,
y M es un cerrado en la topologia de W, tenemos que g € M. Luego g representa
una superficie minimal propiamente inmersa marcada M (Lema 3.1.5). Se trata de
probar que M es realmente embebida. Como J(M,) — ¢ en la topologia de W,
fijado un entorno U(g) de g en W arbitrariamente pequeno, J(M,) € U(g) para
todo n suficientemente grande. En particular, los valores de ramificacion de la apli-
cacion de Gauss g, de M, son arbitrariamente proximos a los de g, e incluso se les
puede asociar un orden, fijado un orden en los valores de ramificacién de g (ver la
definicién de U(g)). De aqui se deduce que el toro conforme obtenido como recubri-
dor ramificado de C a través de g, es arbitrariamente préximo al toro conforme
obtenido como recubridor ramificado de C a través de ¢g. O equivalentemente, como
dichos toros conformes son topolégicamente el mismo toro T, si consideramos g, g
definidas sobre T, tenemos que las g, convergen uniformemente a g. Y por tanto,
las M, convergen uniformemente en compactos de R* a M. Falta probar que M
estd embebida en R3, lo cual se obtiene a partir del Lema 4.0.8 que probaremos en
el capitulo siguiente: Como el limite uniforme de superficies minimales compactas y
embebidas es embebido, tenemos que M esta embebida fuera de un entorno de sus
finales. Ahora bien, la convergencia uniforme de las representaciones de Weierstrass
de las M,, a la representacion de Weierstrass de M nos dice que la sucesion de sus
curvaturas de Gauss esta uniformemente acotada, y el Lema 4.0.8 nos asegura en-
tonces la existencia de un entorno tubular de M,,, de radio uniforme. En particular,
la distancia entre finales consecutivos de M,, esta acotada inferiormente, luego dos
finales de M,, no pueden colapsar produciendo un mismo final en el limite, de donde
deducimos que un entorno de los finales de M estd embebido; y por tanto, M es
una superficie embebida. Es decir, M € S. Con esto, obtenemos que .J (S) es un
cerrado en M, y que J es una aplicacién inyectiva, continua y cerrada, luego un
embebimiento topolégico.

Para terminar la demostracion del Lema 3.2.3, falta probar que J (S: ) es un abier-
to de M. Sea M € g, y sea {g,} una sucesién en M que converge a g = J(M). Es
decir, para n suficientemente grande, g,, cae en un entorno U(g) de g arbitrariamente
pequeno. Consideramos {2 = @—Uélej, siendo Dy, ..., D; C C* los pequenos discos
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centrados en los valores de ramificacién de g asociados a U(g). Denotamos por M, la
superficie minimal inmersa marcada que nos da el Lema 3.1.5 aplicado a ¢,, y sea P,
el reticulo 2-dimensional de periodos asociado a M,,. Para n suficientemente grande,
podemos parametrizar conformemente la compactificacion M, de M,, salvo pequenos
discos alrededor de los puntos de ramificacién de g, por ¥, : g;1(Q) — R3/P.; vy
similarmente para M, ¢ : g71(Q) — R3/P. Por definicién de U(g) dada al princi-
pio del capitulo, llegamos a que 1,(g,(2)) converge uniformemente a ¥ (g~*(Q)).
De particular, los 4k finales de las M,, convergen a los 4k finales de M, de donde
podemos deducir que 9, es un embebimiento para n suficientemente grande. Ahora
bien, podemos tomar el radio de los discos D; suficientemente pequeno de forma
que g1(D;) se pueda escribir como grafo. Para n grande, cada g, '(D;) es un disco
cuya frontera estd arbitrariamente préxima a la de ¢g~!(D;); y como su imagen por
la aplicacion de Gauss cae en D;, que es un disco de radio arbitrariamente pequeno,
concluimos que el disco g, Y(D;) estd embebido. Asi, M, es una superficie embebida
(i.e. M, € S) para n suficientemente grande, luego J(S ) C M es abierto, y el lema
queda probado. O

De aqui en adelante, identificaremos J con la aplicacion inclusion, y veremos S
como un subconjunto de M.

Observacion 3.2.4 Como el espacio K de ejemplos KMR _con 4k finales es una
componente coneza de S y la topologia inducida de VW en S coincide con la de la
convergencia uniforme en compactos de R (Lema 3.2. 5’) concluimos que K es una
componente conexa de S. El Teorema 2 nos dird que S no tiene mds componentes
conexas.

Corolario 3.2.5 Para cada vector H € R3 — {0} paralelo al eje x9 y cada F € C,
el conjunto formado por las superficies marcadas M € S con vector periodo en los
finales +H y flujo (F,2m) € C x R =TR? a lo largo de la clase de homologia [y2] en
la dltima componente de M, es una subvariedad analitica de VV.

Demostracion. Consideremos a # 0 tal que H = (0,7a,0), y b = —i F.. Como
el conjunto de superficies minimales inmersas marcadas M con vector periodo en
los finales £H y flujo (F,27) a lo largo de la clase de homologia destacada de M
como superficie marcada no es otro que M(a,b), deducimos que el conjunto al que
se refiere la Proposicién 3.2.5 coincide con S(a,b) = S N M(a,b). Por tanto, esta
proposicion es un corolario del Lema 3.2.3 y la Observacion 3.2.2, ya que un abier-
to y cerrado de una subvariedad analitica es claramente una subvariedad analitica. O
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A continuacion vamos a definir una aplicacion sobre S , que asocia a cada super-
ficie marcada la longitud de su periodo en los finales y la parte horizontal del flujo
a lo largo de una clase de homologfa no nula de periodo 0. Esta aplicacion, a la cual
denotaremos por C', nos permitira demostrar el Teorema 2 en el Capitulo 7. Ademas,
una vez probada la unicidad de los ejemplos KMR de la que habla dicho teorema
(i.,e. § = K), estudiaremos en el Capitulo 8 la topologia del espacio K, usando de
nuevo dicha aplicacién C'. De hecho, C' permitira clasificar los ejemplos KMR, de
ahi su nombre: aplicacién clasificadora. A partir de esto, obtendremos (Capitulo 8)
una descripcién del espacio de moduli de las superficies doblemente periédicas de R3
con finales paralelos y género 1 en el cociente; o lo que es lo mismo, una descripcién
del espacio de moduli de los ejemplos KMR.

Definicién 3.2.6 Los valores que la aplicacion ligadura L toma sobre las superficies
marcadas M € S quedan determinados por dos numeros a € R*, b € C tales que
Res,, (¢7'dh) = ay F,, = (ib, 27). Llamamos aplicacién clasificadora a la aplicacién
C:8 — R* x C dada por C(M) = (a,b).

Observacion 3.2.7 Cada superficie minimal (geométrica) M € S se puede ver
como dos (o mds) superficies marcadas distintas My, My € g, sin mds que asociar-

le clases de homologia [y2(M)], [v2(M2)] € Hi(M,Z) distintas tales que [ya(M;)] =
[v2(Ms)] en Hi(M, Z) (aqui M es la compactificacion de M ). Entonces, yo(My) — ~2(Ms)
es homaologo a un ciclo de periodo cero formado por un niumero par de lazos alrededor

de finales. Luego las componentes de C' (M), C'(Ms) cumplen a(M;) = +a(Ms) € R*,

y b(M,y) = b(Ms) + twa(My) para cierto t € Z par.
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Capitulo 4

Limites y estimacion de curvatura

En este capitulo, vamos a estudiar condiciones en términos de la aplicacion clasi-
ficadora C' para que una sucesién de superficies en S tenga curvatura de Gauss
uniformemente acotada. En lo que sigue, denotaremos por Ky a la curvatura de
Gauss de una superficie 2. También estudiaremos los posibles limites de parciales
de una sucesion { M, },, en S cuya sucesién de curvaturas de Gauss { Ky, },, estd uni-
formemente acotada. Por el Teorema 1.5.2, para asegurar en este caso la existencia
de una parcial de {M,},, convergente, basta obtener una cota local del area (siem-
pre es posible obtener un punto de acumulacion, puesto que estamos identificando
por traslaciones las superficies en §). Dicha cota local del drea se obtiene como
consecuencia del siguiente lema.

Lema 4.0.8 Sea P un reticulo 2-dimensional de R, y sea ¥ C R3/P una su-
perficie minimal (orientable) propiamente embebida, no llana, con topologia finita
y 4k finales horizontales de tipo Scherk. Denotamos por H, T dos generadores de
P, y asumimos que H apunta en la direccion del eje xo. Supongamos ademds que
|Kx| < ¢, para cierta ¢ > 0. Entonces, se tienen las siguientes propiedades:

(i) Tanto ||H|| como la separacion vertical entre dos finales izquierda (resp. derecha)
consecutivos de 3, es mayor o igual que 2/\/c. En particular, la tercera coor-
denada Ty de T cumple |T3| > 4k/+/c.

(ii) El radio de inyectividad de R3/P estd acotado inferiormente por 1/\/c, y ¥
admite un entorno tubular (abierto) de radio 1/\/c en R3/P.

Demostracion. Denotemos por 3 al levantamiento de X a R3, que es doblemente
periddico. Sabemos, gracias al Teorema del Semiespacio de Hoffman y Meeks (Teo-
rema 1.7.4), que S es una superficie conexa. Como |Kg| < ¢ y los finales de 5 son

59
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asintoticos a semiplanos horizontales, el Lema 1.8.9 nos dice que 5, admite un en-
torno tubular Y(g) de radio e = 1/4/c. En particular, la separacién vertical entre dos
finales izquierda consecutivos (resp. derecha) de S es mayor o igual que 2¢. Y como X
tiene 2k finales izquierda, deducimos que |T3| > 4ke. Ahora, consideremos un punto
pE 3> donde la aplicaciéon de Gauss apunte en la direccién del eje z2. Alrededor de p,
podemos expresar localmente 3 como grafo G sobre un disco contenido en el plano
tangente a Y en p. Claramente, si expresamos Y como grafo alrededor de p + H
obtenemos G + H. Razonando como antes con G y G + H en vez de con dos finales
izquierda consecutivos, obtenemos que || H|| > 2. Esto prueba (7).

Sea r el radio de inyectividad de R?/P. Como R?/P es un espacio llano, sus
geodésicas no tienen puntos conjugados, luego 2r coincide con el minimo de las
longitudes de las geodésicas cerradas contenidas en R?*/P. Y por tanto,

2 4k 2

2r= min |jv|| > min(||H|,|75]) >min | —, — | = —.
o] win(l 7). 7 2 min (2 22) = 2

De lo anterior, también se deduce que dos puntos p,q € R? homdlogos en P (es
decir, que el vector p — ¢ es un elemento de P) estdn separados por una distancia
mayor o igual que 2r. Asi, concluimos que ¥(¢)/P es un entorno tubular de ¥ de

radio 1/4/c. O

4.1. Limites de superficies marcadas en S

A continuacién, describimos todos los limites posibles de sucesiones {M,,},, de
superficies en las hipdtesis del Teorema 2, cuya curvatura esté uniformemente aco-
tada. Antes, fijemos la notaciéon. Por la Proposicién 1.9.5, el reticulo de periodos P,
de cada M, esta generado por el periodo H,, = (0, 7a,,0) en los finales, con a,, > 0,
y un vector no horizontal T;, = P,,(,) # 0, siendo 7, (n) C M, una curva cerrada
cuya clase de homologia es no nula en Hy(M,,,Z), donde estamos denotando por M,
a la compactificacién de M,,.

Proposicion 4.1.1 Sea {]T/[/n}n una sucesion de superficies minimales doblemente
periddicas en R3, cuyo reticulo de periodos P, estd en las condiciones descritas
anteriormente. Supongamos que para cada n, M, = M, /P, tiene género 1 y 4k
finales horizontales de tipo Scherk, que Mn pasa por_el origen 0 € R y que
max |[Ky; | = |Kz\7n(6)| = 1. Entonces, una parcial de M, converge uniformemente

en compactos de R3 y con multiplicidad 1 a una superficie minimal M, propiamente
embebida en R® en la lista siguiente:
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1. My es una catenoide vertical con flujo (0,0,27). En este caso, las sucesiones
de periodos {Hy}y,{Tn}n no estin acotadas, para cualquier eleccion de T, en
las condiciones de arriba.

2. My es un helicoide vertical con vector periodo (0,0, 2mm), para algin m € N.
En este caso, {H,}, no estd acotada, pero podemos elegir T,, de forma que
T, — (0,0,27m) cuando n — oo.

3. M es una superficie minimal de Riemann con finales horizontales. Ademds,
{H,}n no estd acotada, y cierta eleccion de las T,, converge al vector periodo

de My, cuando n — 0.

4. My es una superficie de Scherk simplemente periddica con dos finales hori-
zontales. Ademds, cualquier eleccion de las T,, se tiene que la sucesion {1y},
no estd acotada, mientras que {H,}, converge al vector periodo Hs, = (0, a,0)
de ]T/[/oo (donde a > 0), y ]T/[:X,/Hoo tiene género 0.

d. Moo es una superficie de Scherk doblemente periddica, y tanto {H,}, co-
mo {T,}, convergen respectivamente a los vectores periodo Hy,, T, de M.
Ademds, el cociente ]\//\[;/{HOO,TOO} tiene género 0, al menos dos finales hori-
zontales, y exactamente dos finales no horizontales.

6. My es una superficie minimal doblemente periodica, con género 1 y 4k finales
horizontales de tipo Scherk. En este caso, H, — Ho y T, — T, donde
Ho., T satisfacen la Proposicion 1.9.5 para M.

Demostracion. Por el Lema 4.0.8, existe una cota local del area para las M,,. Como
por hipétesis {|Kg; |}, estd uniformemente acotada y 0 es un punto de acumulacién

de {Mn}n, el Teorema 1.5.2 nos asegura la existencia de una parcial de {Mn}n (que
seguimos denotando por {]T/[/n}n para abreviar notacién) convergiendo uniforme-
mente en subconjuntos compactos de R? a una superficie minimal ]T/[/oo propiamente
embebida, con 0 € My v |KA700(6)| = 1. En particular, M, es completa, orientable
y no llana, luego no puede ser estable por el Teorema 1.5.4. Y por tanto, la mul-
tiplicidad de la convergencia de {M,},, a M, es 1 (Proposiciéon 1.5.3). Ademsds,
como la aplicacion de Gauss de cada Mn omite las direcciones verticales, lo mismo
le ocurrira para My, por el Teorema de la Aplicacion Abierta. Asi, M., tendra al
menos dos finales con normal limite vertical, correspondientes a un cero y un polo
de la aplicacion de Gauss go, de My,. A continuacion, discutimos los distintos casos,
dependiendo de si las sucesiones { H, },,, {1}, de periodos estédn o no acotadas.
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e Supongamos que ni {H,}, ni {T,}, estdn acotadas, para cualquier posible
eleccion de T;,. Tras pasar a una parcial, podemos asumir que la longitud de cualquier
vector no nulo del reticulo P, diverge cuando n — oo. Entonces, M., puede verse
como el limite de superficies con frontera ¥, de género 0 contenidas en dominios
fundamentales de las M,,, de donde deducimos que M, tiene curvatura total finita
y género 0. El Teorema 1.7.2 de Lopez y Ros nos dice que M, es una catenoide,
que ha de ser vertical, ya que la aplicacion de Gauss de M., omite las direcciones
verticales. Como ademds sabemos que el mdximo valor de |[Ky; | es 1, concluimos

que el flujo de M., debe ser (0,0,27), y obtenemos 1.

e Supongamos que la sucesion {H,}, no estd acotada, pero existe una elec-
cién acotada de {7,},. Pasando a una parcial, podemos asumir que H, — ooy
T, — Tw, € R3. Por el Lema 4.0.8, se tiene que [(T},)3| > 4k para todo n, luego
|(Ts)s| > 4k; en particular, T, # 0. Asi, Mo, es invariante por la traslacién de
vector T,,. Ademas, MOO/Too estd propiamente embebida en R3/T,, y su aplicacién
de Gauss tiene a lo sumo grado 2k, deducimos que Moo /T tiene topologia fini-
ta, luego M, es simplemente periédica. Entonces, los finales de M, /Ts tienen
que ser planos, helicoidales o de tipo Scherk, todos ellos con igual comportamiento
asintdtico. Y recordemos que al menos dos de sus finales tienen normal limite verti-
cal. Descartamos que los finales de M, /T, sean de tipo Scherk, ya que al menos dos
de ellos serfan horizontales, lo cual forzaria a que T, fuese horizontal, contradiccion.
Por tanto, los finales de M., /T pueden ser asintéticos a planos horizontales o a
finales de un helicoide vertical.

Supongamos que los finales de M, /T, son asintéticos a helicoides verticales, y
probemos que entonces Moo ha de ser un helicoide vertical. En este caso, la diferencial
altura dh, de M, /T no tiene ceros, y tiene polos simples en los finales de My, /T .
Si llamamos P al numero de finales de ]T/[/oo /Ty G al género de su compactificacion,
entonces tenemos que P + 2(G — 1) = 0, de donde deducimos que P =2y G = 0.
Por el Teorema 1.8.8, llegamos a que M., es un helicoide vertical. Ademds, como
| K| alcanza su maximo en el origen con valor 1, el vector periodo de My, es de
la forma (0,0, 2rm) para algin m € N. Esto prueba 2.

Ahora vamos a ver que si los finales de Moo /Ts son planos, entonces Moo /Teo
es un ejemplo minimal de Riemann. Como los finales de Moo /Tw son horizontales
y la distancia entre dos finales consecutivos es mayor o igual que 2, deducimos
que My /T tiene una cantidad finita de finales. Veamos que My, /Ty no puede
tener género 0. Si fuese asf, Moo serfa una superficie minimal de R?® con género 0.
En particular, My tendria una cantidad finita de finales, ya que en caso contrario
podriamos construir una curva contenida en My, uniendo dos finales homélogos por
Tw (puesto que My, /Ty tiene una cantidad finita de finales), y por tanto dicha
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curva tendria periodo no nulo, en contradiccion con que M., tiene género 0. Pero no
es posible que M, tenga una cantidad finita de finales, por el Principio del Mdximo.
Asi, llegamos a que M, /T, es una superficie propiamente embebida con género 1 y
un numero finito de finales planos. El Teorema 1.8.4 de Meeks, Pérez y Ros nos dice
que M /T es un ejemplo minimal de Riemann con finales horizontales, obteniendo
asi 3.

e Supongamos ahora que { H, },, estd acotada, pero cualquier eleccién de {7}, },, no
lo esta. Podemos asumir que H,, — H,, = (0, a,0), para ciertoa > 0, y T,, — 0o. Por
el Lema 4.0.8, sabemos que ha de ser a > 2, luego Moo es invariante por la traslacion
de vector Hy, # 0. Como la aplicacién de Gauss goo de My /Hs tiene grado a
lo sumo 2k, deducimos que Moo /Hs tiene curvatura total finita. En particular,
]T/[/oo es simplemente periddica. Y como sabemos que ]T/[/oo /Hs tiene al menos dos
finales con normal limite vertical, deducimos que los finales de Moo /Ho o bien son
de tipo Scherk, con al menos dos de ellos horizontales, o bien son asintéticos a
planos horizontales o helicoides verticales, todos ellos con el mismo comportamiento
asintotico. Pero como H, es horizontal y M., /H., es propia, los finales de M, /H
no pueden ser ni planos ni helicoidales. Por tanto, los finales de Moo /Ho son de
tipo Scherk, al menos dos de ellos horizontales. Ademds, sabemos por el Principio
del Maximo que My, /H tiene al menos dos finales no horizontales (uno superior y
otro inferior), luego la diferencial altura dh., de Moo /Ho tiene al menos dos polos.
El hecho de que la aplicacion de Gauss de ]T/[/oo /Ho no tome direcciones verticales
nos dice que dh,, no tiene ceros en puntos finitos; y por la Afirmacion 4.1.2 que
probaremos mds adelante, dhs, tampoco tiene ceros en su compactificacion. Asi, si
llamamos P al nimero de finales no horizontales de M., /H, (que son polos simples
de dhs) v G al género de la compactificacion de M, /Hoo, entonces P+2(G—1) = 0,
de donde deducimos que P = 2 y G = 0. Por tanto, MOO/Hoo es una superficie
propiamente embebida con género 0 y finales de tipo Scherk, siendo al menos dos
de ellos horizontales y exactamente dos de ellos no horizontales. En esta situacion,
el Teorema 1.8.6 de Pérez y Traizet nos asegura que M., /H., es una superficie de
Scherk simplemente periddica de género 0, de donde obtenemos 4.

e Si tanto {H,}, como {T,}, estdn acotadas para cierta elecciéon de las T,
pasando a una parcial podemos suponer que H,, — H,, = (0,a,0) v T,, — T,
cona > 2y |(Tw)s] > 4k. Asi, M, es una superficie doblemente periédica, con
reticulo de periodos P, generado por H, T,,. Ademas, sabemos que Moo /Pso tiene
género 0 o 1, y un numero finito de finales de tipo Scherk, al menos dos de ellos
horizontales. Ademds, la Afirmacién 4.1.2 nos dice que la diferencial altura dhe
de My /P no se anula en los finales horizontales, luego es una 1-forma sin ceros.
Entonces, P 4+ 2(G — 1) = 0, donde P es el nimero de finales no horizontales de
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M, /Ho v G es el género de la compactificacion de M, /Hw. Hay dos posibilidades:
o bien Moo /Ps tiene género 0 y exactamente dos finales no horizontales (i.e. P = 2
y G =0), o bien ]T/[/oo/Poo tiene género 1 y todos sus finales horizontales (i.e. P =0
y G = 1). En el primer caso, el Teorema 1.8.7 de Lazard-Holly y Meeks asegura
que M, /Ps es una superficie de Scherk doblemente periddica, lo cual nos da 5. Por
tanto, supongamos que Moo /Ps tiene género 1. Como cada M,, tiene curvatura total
8k, M, /Pso puede tener a lo sumo curvatura total 8k7. Por la férmula de Meeks y
Rosenberg [42], deducimos entonces que M, /Ps tiene como mucho 4k finales. Por
otro lado, la distancia entre los finales izquierda (resp. derecha) estd uniformemente
acotada inferiormente por 2 (por el Lema 4.0.8). Y como las secciones horizontales
no compactas de las M /H convergen a secciones horizontales no compactas de

My /Ho, llegamos a que M, /Ps tiene exactamente 4k finales horizontales. Esto
prueba 6, y acaba la demostracién de la proposicion. O

Afirmacién 4.1.2 Sea H un vector horizontal no nulo, y sea ¥ C R3/H una su-
perficie minimal propiamente embebida con finales de tipo | Scherk (al menos dos de
ellos horizontales), obtenida como limite de superficies M /H,, con M y H, en
las condiciones de la Proposicion 4.1.1. Entonces, la aplicacion de Gauss g de ¥ no
es ramificada en los finales horizontales (equivalentemente, los finales de X no son
ceros de la diferencial altura dh de 33).

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que un final p de ¥ es un cero
ramificado de g (si p fuese un polo ramificado de g se razonaria de forma analoga).
Como sabemos que la aplicacion de Gauss g, de Mn /H,, no es ramificada en sus
finales, debe haber [ > 2 ceros py(n),...,p(n) de g, que convergen a p (podemos
pensar en entornos de los finales de las compactificaciones de las superficies definidos
en un disco comuin D centrado en p, luego pi(n),...,p(n) € D a partir de cierto
nog € N). En particular, las alturas de los finales py(n),...,p(n) de Mn/Hn conver-
gen a la altura del final p de X/H. Por el Lema 4.0.8, la tunica posibilidad es que
s6lo haya dos finales p;(n), p2(n) que converjan a p (i.e. [ = 2) uno izquierda y otro
derecha. En particular, tanto los periodos como los flujos de M, /H, en pi(n),p2(n)
son opuestos, de donde se deduce que el periodo y el flujo de X/H en p se anulan,
contradiccion. o

Observacion 4.1.3 La demostracion de la Proposicion 4.1.1 nos dice que podemos
cambiar la hipdtesis méx |Ky; | = [Ky; (0)] = 1 por que { Ky, }n esté uniformemente

acotada y que la superficie limite de las Mn no sea llana.
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Observacion 4.1.4 El Lema 2.2.6 nos dice que todos los limites del enunciado de
la Proposicion 4.1.1 se alcanzan. Ademds, se alcanzan todos los ejemplos minimales
de Riemann y todas las superficies de las familias de Scherk simple y doblemente
periodicas (Observacion 2.2.7).

4.2. Estimacion de curvatura

A continuacién probaremos una estimacién de curvatura que serd crucial para
demostrar en el Capitulo 7 que la aplicacion clasificadora C' es abierta y propia al
restringir a ejemplos que no sean KMR.

Proposicién 4.2.1 Sea {M,}, C S una sucesion de superficies marcadas, y de-
notemos C(M,) = (an, b,) € R* x C para cada n € N. Supongamos que se cumplen
las dos siguientes condiciones:

1. {an}n estd acotada inferiormente por un niumero estrictamente positivo.
2. A{|ba|}n es una sucesion acotada.
Entonces, la sucesion { Ky, }n de curvaturas de Gauss estd uniformemente acotada.

Demostracion. Supongamos que A, := maxy, \/|Ky,| — oo cuando n — oo, y
lleguemos a una contradiccién. Consideremos la superficie ¥, = A\, M,, C R*/\,P,,,
donde estamos denotando por P, al reticulo de periodos de M, generado por
{H,,T,}, v H, es el periodo de M, en los finales (salvo signo). A lo largo de toda
la demostracion, denotaremos por S y 3, los levantamientos de ¥, a R? /ATy
R3 respectivamente.

Tras una traslacion, podemos suponer que K = alcanza su méximo en el origen.

Por la Proposicién 4.1.1, una parcial de {&,}, (que seguiremos denotando igual)
converge a un superficie minimal H; propiamente embebida en R3, que debe caer en
uno de los seis casos descritos en dicha proposicién. Como por hipétesis a,, /4 0y
estamos suponiendo que A, — 00, la longitud del vector periodo de ¥, en sus finales,
que es igual a |\, H,| = \,a,, diverge. En particular, H; es una catenoide vertical,
un helicoide vertical o un ejemplo minimal de Riemann con finales horizontales.
Por otro lado, la parte vertical del flujo de ¥,, a lo largo de una seccién horizontal
compacta vale 2w\, — oo (ver el apartado 7 de la Proposicién 1.9.5), luego la tinica
posibilidad es que H; sea un helicoide vertical de vector periodo T' = (0,0, 27rm),
para cierto m € N. Ademads, la Proposicion 4.1.1 nos permite elegir los vectores
periodo T}, de las M, cumpliendo A\, 7T, — T
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Denotaremos por I : R3*/\,T,, — R3/\, P, a la proyeccién médulo A, H,,
por m, : R3/\,P, — {x3 = 0}/\, P, la proyeccién lineal en la direccién de Ty,
y por D C {x3 = 0} al disco unidad centrado en el origen. De ahora en adelante,
consideraremos n suficientemente grande de forma que A\, 7T;, sea un vector préximo a
T,y Hi(n) =3, Nm, Y(D/N\,P,) sea conexo y arbitrariamente préximo a un entorno
del eje del helicoide H;. Sea X, el toro obtenido al pegarle a ¥, sus 4k finales. Como
H1(n) no separa a X, F, = %, — H1(n) es un anillo compacto, que ademds contiene
los 4k finales de 3,,.

Vamos a ver que la aplicacion de Gauss N,, de X, toma valores horizontales en F,,
para n suficientemente grande. Sea I',, la interseccion de 2, con un cilindro horizontal
totalmente geodésico contenido en R3/\, P, a distinta altura que los finales de %,,.
Vista en in, [, es una curva homotépicamente no nula que interseca a Hi(n) y
F, en dos arcos abiertos con extremos comunes A, B,,. Como H;(n) estd préximo
a un entorno del eje de un helicoide vertical, deducimos que N,,(A,,), N,(B,) caen
en distintos hemisferios norte y sur de S?. Por continuidad, existe algiin punto de
I',, N F, cuya imagen por N, se aplica en S!, siendo S! el ecuador horizontal de S2.
En particular, F, N N 1(S') # (), como queriamos probar.

Ahora vamos a ver que, de hecho, N,|z, toma todos los valores de S!, para n
suficientemente grande; es decir, para cada 6 € S' y cada n € N suficientemente
grande, F, N N7 1(0) # 0. Nétese que (Ny|x, ) L (S?) es el eje de Hy. Como Hi(n)
estd proximo a un entorno de (N, |y, ) "H(S'), entonces (Ny |3, () " (S') debe ser una
curva cerrada y simple contenida en X, que, via N,, recubre a S' un nimero finito
de veces (vista en R?, (N, |4, (n)) " (S') es un arco abierto y embebido cuyos extremos
distan \,7T;,). Como hemos visto antes que F,, tiene puntos con normal horizontal,
llegamos a que el nimero de hojas de dicho recubrimiento de S! es menor estricto
que 2k, lo cual implica que para cada 6 € S', F, N N, 1(0) sea no vacio, como
queriamos.

A continuaciéni vamos a obtener otro helicoide Hs a partir de otras traslaciones
(distintas) de las X,. Como el nimero de ramificacién total de cada N,, es 4k, de-
ducimos por compacidad que los valores de ramificacién de las N,, convergen a un
niimero finito de puntos de S?. Por tanto, podemos tomar un disco esférico Dgz (6, €)
centrado en cierto § € S' y de radio € > 0 que no contiene ningiin valor de rami-
ficaciéon de las N, para n suficientemente grande. Como hemos visto en el parrafo
anterior, podemos suponer que n es suficientemente grande de forma que siempre
exista un punto p, € 3, N N, 1(#) cuya proyeccién sobre R3/\, P, caiga en F,. Las
superficies trasladadas in — pp tienen area uniformemente acotada y vector normal
en el origen, y la sucesién de sus curvaturas de Gauss {Kg _, }» estd uniformemente

acotada. Por tanto, pasando a una parcial, {3, — p, }, converge uniformemente en
subconjuntos compactos de R? a una superficie minimal H; propiamente embebida,
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y con plano tangente vertical en el origen. Vamos a probar que Hz no es llana. Si Hp
fuera llana, podriamos construir un arco &, C {z € ¥, | dg_(,pn) < 3||T|} de for-

ma que el vector periodo de in — pn alo largo de a,, fuera A\, T,,. Por construccion,
Ny (o) € Dg2(0,¢). Y como Ds2(0,¢) no contiene valores de ramificacién de N,
N, Y (Ds2(6,¢)) consistirfa en discos disjuntos contenidos en ¥, uno de los cuales
contendria a «,, = &, /A, Py,. Pero esto contradice el hecho de que a;, es homotdpi-
camente no trivial en X,,; y por tanto, Hs no es llana. Entonces, la Proposicién 4.1.1
(ver la Observacion 4.1.3) y argumentos similares a los usados anteriormente para
H1, nos aseguran que H; es un helicoide vertical. Ademds, como tanto H; como Hs
han sido obtenidos como limite de traslaciones de las »,,, deducimos que el vector
periodo de Hy es de nuevo T' = lim,, A\, T,.

Sean Dy (n), Dy(n) dos discos disjuntos de radio r,, contenidos en {z3 = 0} /\,,P,, C
R3 /X, Py, v tales que para i = 1,2, se tiene que H;(n) = X, N, (D;(n)) es un anillo
arbitrariamente proximo a una copia trasladada del helicoide H;/T" menos un en-
torno de sus finales (ndtese que esta definicién de H;(n) no coincide necesariamente
con la que tenfamos anteriormente, aunque sigue cumpliendo todas las propiedades
ya obtenidas para ¥, N7 }(D)). Tras pasar a una parcial, podemos suponer que 7,
cumple

(i) La sucesion {r,}, diverge, aunque méas lentamente que {\, },;
i.e. 7, — ooy i — 0 cuando n — oo.
n

(ii) El angulo que forma el normal a ¥, a lo largo de las curvas helicoidales en
OH;(n) con la direccién vertical menor que +, para i = 1,2.

Probemos ahora que N,, aplica X, — (H1(n) U Ha(n)) en los discos esféricos de
radio % centrados en los Polos Norte y Sur de S2. Como N,, es una aplicacién abierta,
basta probar que %, — (H1(n) U Ha(n)) no tiene puntos con normal horizontal, por
la condicién (i) anterior. Supongamos que existen puntos de X, — (H;(n) UHz(n))
con normal horizontal. Entonces, siguiendo los mismos argumentos que demostra-
ban la existencia de Hsy llegamos a que distintas traslaciones de X, convergen a
nuevos helicoides verticales Hs, ..., Hs de periodo T (nétese que s < 2k, ya que
la curvatura total de cada H; es menor o igual que —4k, y la curvatura total de
cada X, es —8kw). Consideramos los discos disjuntos D;(n) C {x3 = 0}/, P, de
radio 7, para i = 1,...,s, de forma que H;(n) = X, N7, (D;(n)) sea un anillo
arbitrariamente proximo a una traslacién del helicoide H; menos entornos de sus
finales. Es facil comprobar que todo lo obtenido anteriormente para H;(n), Ha(n)
sigue siendo cierto para cada H;(n). Podemos suponer que N, no toma valores
horizontales en Y, — US_,H;(n); es decir, que s es el maximo posible. Asf, ¥, —
(Hi(n)U...UHs(n)) consiste en s anillos cerrados Fi(n),...,Fs(n) cuya imagen
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a;,1(n) 2 (n) N
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Figura 4.1: f,; es una aplicacién entre las regiones sombreadas. En este caso, s = 3,
y el nimero de hojas del recubridor f,; es #; = 2, ya que F; contiene 4 finales de
PING

por N, consiste en pequenios entornos de los Polos Norte y Sur de S?. Suponemos
que los H;(n) y los Fi(n) estan ordenados ciclicamente de forma que F;(n) es con-
secutivo a H;(n), H;+1(n), ver la Figura 4.1. Restringida a cada F;(n), la proyeccién
m, se extiende de forma diferenciable a los finales, obteniendo la aplicacion

Am=0ju{e}
AP

fri = Talmm) + Fi(n) Ui—1Dj(n).

La aplicacién f,; asi definida es un difeomorfismo local y propio, y por tanto una
aplicacién recubridora con un nimero finito #; de hojas. Como 0F;(n) consta de
dos componentes, deducimos que s = 2, contradiccién. Por tanto, N, [, — (H;(n)U
Hz(n))] C Ds2(*,1/n), donde * = 0, 00, como querfamos probar. Del razonamiento
anterior deducimos también que para i = 1,2, F;(n) es un anillo cerrado que con-
tiene 2#; finales de X,,: #; izquierda y #; derecha. Y como los H;(n) no contienen
finales de X, tiene que ser #; + #2 = 2k. Ademas, f,; aplica respectivamente las
componentes «;1(n), a;2(n) de 0F;(n) (que son dos hélices) sobre las circunferen-
cias 0D;(n), 0D2(n) con multiplicidad #;. Como a su vez oy ;(n), as j(n) son las dos
componentes de OH;(n), para j = 1,2, deducimos que #; = #». En particular,
tanto Fi(n) como Fo(n) contienen 2k finales de ¥,,: k izquierda y k derecha.

Veamos en qué se traducen estas propiedades de las ¥, en las M,,. Para n su-
ficientemente grande, M, estd formada por dos regiones ﬁHl(n), ﬁHg(TL) arbi-
trariamente préoximas a los helicoides verticales Hi, Hs contraidos por A,, y dos
regiones de conexién ﬁ]—](n), ﬁfg(n) cuya imagen por la aplicacion de Gauss de

M, esté contenida en los discos esféricos de radio % centrados en los Polos Norte
y Sur de S?. No perdemos generalidad asumiendo que ﬁ]—] (n) (resp. ﬁfg(n)) se

aplica en un entorno del Polo Norte (resp. del Polo Sur) de S?. Ademés, sabemos
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Ly(n) ol L) ] —:> Li(n)
G i = Tat = e T
T(n) z*("“) LEL
x, Hi(n) ;a2 (n)

Figura 4.2: Vistas frontal y superior de dos helicoides forméandose en la direccion de
L(n) que converge a la direccién del eje xo. En la vista frontal, los finales izquierda
y derecha estan situados delante y detras del dibujo.

que cada ﬁ]—}(n) contiene k finales izquierda y k finales derecha de M,,, y que

fot 31 Fi(n) U Fa(n)] — L2 — 3Dy (n) U Dy (n)

n

es una aplicacién recubridora de 2k hojas.

Vamos a construir, uniendo cuatro arcos consecutivos, una curva embebida I',, C
M, cuya clase de homologia no sera trivial en la compactificacion de M,. Sea
L(n) C {x3 = 0}/P, el segmento que minimiza la distancia desde 3-0D;(n) has-
ta +-0Ds(n), orientado en dicho sentido, y sean L;(n), Ly(n) dos levantamientos
de Ln(n) por la aplicacién recubridora f, contenidos en hojas consecutivas, con
la orientacién inducida por la de L(n), ver la Figura 4.2. Podemos asumir que
Li(n) C ﬁfl (n), lo cual obliga a que sea Ly(n) C ﬁfg(n) (tener en cuenta hacia
dénde apunta el normal). Fijemos i = 1,2. Podemos unir los extremos de Li(n) y
Ls(n), contenidos en ﬁam(n), mediante un arco [3;(n) C ﬁHl(n) formado como
union de tres arcos consecutivos: el primero a altura casi constante, el segundo en
N 1(SY), y el tercero casi horizontal (ver la Figura 4.2). Orientamos los arcos [3;
con una orientacién compatible con la orientacién ya fijada de los L;(n) de forma
que T, = Li(n)™! % B1(n) x La(n) * B2(n) sea una curva orientada. Nétese que T,

asi definida es una curva cerrada y embebida. Nétese que H;(n) = 7! <ﬁDZ(n)),

siendo ahora 7, : R3/P, — {z3 = 0}/P, la proyeccién médulo T}, que el radio de

los discos %Dl(n) vale = — 0, y que la tercera coordenada de T}, estd proxima a
n n
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2j\r—m, que converge a 0 cuando n — oo. Concluimos entonces que la longitud de los
n

arcos [3;(n) se va a 0 cuando n — oo. En particular, el limite del flujo de M, a lo
largo de T, coincide con el limite del flujo de M,, a lo largo de Li(n) U Ly(n), de
donde concluimos que

lim F(I',) = lim [F(Li(n)) + F(Ly(n))]

y M (Fr,)s = Mm [(Frm)s + (FLym)s] - (4.1)

Recordemos que M,,, como superficies marcada, tiene una clase de homologia
destacada: [y2(n)] € Hi(M,,Z), y que el flujo de M, a lo largo de v2(n) viene dado
por F, ) = (iby, 2m), donde (an,b,) = C(M,). Vamos a estudiar la relacién entre
[I,] v [72(n)]. Denotaremos por g, a la aplicacién de Gauss de M,, (proyectada es-
tereograficamente). Como I',, es una embebida, cerrada, y [y2(n)] # 0 en Hy (M, Z),
la Proposicién 1.9.5 asegura que podemos orientar a I',, cumpliendo [I',] = [y2(n)]
en H,(g;1(C),Z). Vistas en Hy(M,,Z), las clases [['], [2(n)] se diferencian en una
cantidad finita de lazos alrededor de finales de M,,, de donde obtenemos que la parte
horizontal del flujo de M, a lo largo de I',, viene dada por

F(T,) =ib, + t(n)ma, € C, (4.2)

con t(n) € Z (recordemos que, salvo signo, la parte horizontal del flujo en los finales
es igual a 7a, € R). Tanto I';, como ~2(n) se pueden elegir en el mismo dominio
fundamental del levantamiento ]T/[/n de M, comprendido entre dos planos horizon-
tales I, IT + T,,; y como I',,72(n) estan embebidas, deducimos que ¢, < 2k, para
todo n. Pasando a una parcial, podemos suponer que t = ¢(n) no depende de n.
Ademas, como los periodos de M,, a lo largo de I',,, 72(n) se anulan, llegamos a que
t es un entero par (ver la Observacién 3.2.7). Esto junto con el apartado 7 de la
Proposicion 1.9.5 nos dice que (Fr,)s = (F,m))s = 2. Por otra parte, como para
i = 1,2 se tiene que el normal a F;(n) a lo largo de L;(n) forma con la vertical un
angulo menor o igual que 1/n, deducimos que la tercera componente del conormal
a lo largo de L;(n) es menor o igual que sin(1/n). Usando la segunda ecuacién de
(4.1), llegamos a que

1 2|L(n
2 = 1 [(Fuy)s + (Fiago)s] < lim 2|L(n)] sin+ < 1 220
n—oo n—oo n n—oo n
De aqui se deduce claramente que |L(n)| diverge cuando n — oo.
Por otro lado, como el normal se hace arbitrariamente vertical sobre ﬁ]—}(n),
entonces el conormal a lo largo de L;(n) se hace arbitrariamente horizontal. Con-

siderando la orientacién de Ly (n), La(n), llegamos a que F(Ll("ﬁL)z;I;'(LZ("))

converge a
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un complejo de médulo 2, 2¢™ para cierto 6 € [0, 27). Teniendo en cuenta ademas
(4.1), (4.2) y que por hipétesis la sucesion {b,}, estd acotada, se obtiene

it — gy L)+ F(Le() o FT) L an
2 Jim |L(n)| A |L(n)| T |L(n)|

Asi, t # 0y a, — +o0o cuando n — oo. Por otra parte, como a,, € R*, las tinicas
posibilidades para € son 0, 7. Né6tese que de aqui se deduce que L(n) converge a una
recta paralela al eje x5 (ver la Observacion 4.2.2).

Consideremos ahora un levantamiento E(n) de L(n) a M, /T,,yparai=1,2 sea
D;(n) un levantamiento de D;(n) a M, /AT, de forma que Z(n)Uﬁ [151 (n) U Dy(n)

caiga en el mismo dominio fundamental de ]T/[/n /T,. Denotamos por L+ (n) al segmen-
to orientado contenido en {x3 = 0}/7,, que minimiza la longitud desde ﬁ@Dg(n)

hasta ﬁ@ﬁl(n) + H,,. Construimos una curva I’ C M,, de forma analoga a lo hecho
para I',,; es decir, I'* = Li(n) ™' % 85 (n) * Li(n) * 85(n), donde Li(n) y Li(n) son lev-
antamientos de L*(n)/H, a hojas consecutivas de ﬁ [F1(n)UFa(n)] via el recubridor
fn, con Li(n) € ﬁfg(n) y Li(n) € ﬁ]—] (n), y cada f3;(n) es un pequefio arco con-
tenido en ﬁHj(n) formado como unién de tres arcos: dos de ellos casi horizontales,
y tomamos el arco central exactamente igual a 3;(n) N N, *(S'). Orientamos I}, de
forma que I',,, T comparten orientacién a lo largo de 3;(n) NN, (S'), j = 1,2. Vis-
tas en H,(g;'(C),Z), se tiene que [[',] = —[], ver la Figura 4.3 izquierda. Como
en (4.2), pasando a una parcial se cumple

F(T}) = —ib, + t*ma, (4.3)

para cierto par t* # 0. Por otro lado, como el conormal unitario a lo largo de Lo(n)
se proyecta horizontalmente en el mismo lado que el conormal unitario a lo largo de

L3(n), llegamos a que gg”g converge a un real positivo, luego £ > 0 (¢ y ¢* tienen

el mismo signo).

Vamos a llegar a una contradiccion con (4.2) y (4.3). Para ello, vamos a construir
dos nuevas curvas (,, ¢ C M, como sigue. Sean (,,(: C M, las curvas cerradas y
embebidas definidas como

Go = Li(n)™" * ha(n) * Ly(n) x ha(n) y (= Li(n)™" * hi(n) * La(n) * hy(n)

siendo h;(n) (resp. hj(n)) una hélice contenida en ﬁ@Hi(n) que une Li(n)~! con

Li(n) (resp. Li(n)~! con La(n)). Nétese que para i = 1,2, f, aplica de forma difeo-
morfa tanto a h;(n) como a hf(n) sobre un arco contenido en ﬁaDi(n) arbitraria-
mente proximo a una semicircunferencia, y que h;(n), hf(n) son casi diametralmente
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Figura 4.3: Izquierda: Las curvas I',,, I'". Derecha: La curva ¢, = 0A,,.

opuestas en ﬁ@Hi(n) con respecto al eje del casi helicoide ﬁHl(n) Consideramos
Cn, ¢ con las orientaciones inducidas por la orientacion de I'y, o de I'} a lo largo
de sus arcos comunes con (,, (¢ respectivamente, ver la Figura 4.3 derecha (hemos
tenido cuidado de orientar I',,, I} para que ambas orientaciones induzcan la misma
orientacién en ¢, y en ().

Se puede ver (,, como la frontera de un disco A,, contenido en ﬁ [F1(n) U Fa(n)],
que es la region sombreada en la Figura 4.3 derecha. No perdemos generalidad
suponiendo que A, C ﬁ]—](n). Como f, aplica de forma difeomorfa (, en una
curva contenida en {z3 = 0}/P,, de periodo H,, deducimos que A, contiene un
unico final de M,,. En particular, F'((,) = +H, = +ma,. Andlogamente, se obtiene
que F(¢*) = +ma,. Ademds, como el conormal unitario a lo largo de L;i(n)™! se
proyecta horizontalmente en el mismo lado que el conormal unitario a lo largo de
Ly(n), llegamos a que F((}) = F(G).

Recordemos que para i = 1,2, |5;(n)] — 0y |Bf(n)] — 0 cuando n — oo.
Anélogamente se puede probar que |h;(n)| — 0y |hj(n)] — 0 cuando n — oco. Asi,
los limites de F/(I',) + F(T'%) v F(¢,) + F(C) = 2ema, cuando n — oo coinciden, y

F(T,) + F(T* —2ib,, T
2:lim( (Tn) + (")):h’m iby, + (t + t*)ma
n—0o0 ETTAy, n—0o0 ETAp

=c(t+1t").

Pero esto contradice que t,t* sean dos niimeros pares distintos de 0, ambos con el
mismo signo. Dicha contradiccién demuestra la Proposicion 4.2.1. O

Observacion 4.2.2 Si quitamos la hipdtesis (i1) de la Proposicion 4.2.1, entonces
es posible encontrar superficies en S conteniendo dos anillos arbitrariamente proxi-
mos helicoides verticales, lo cual hace que sus curvaturas sean arbitrariamente grandes.
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Basta considerar las superficies My /o estudiadas en el capitulo 2, con 0 /" /2,
que convergen a dos helicoides cuyos ejes se pueden unir por una curva horizon-
tal en la direccion del vector periodo en los finales; o las superficies My 3, con
B<O<m/2yp /72, que también tienen trozos arbitrariamente proximos a dos
helicoides verticales, cuyos “ejes”se unen mediante una curva horizontal, esta vez
ortogonal a la direccion del vector periodo en los finales.
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Capitulo 5

Unicidad alrededor del limite
Scherk simplemente peridédico

Sabemos por la Observacion 2.2.7 que se alcanzan todos los ejemplos de Scherk
simplemente periddicos como limites de superficies marcadas en I C §. En este
capitulo probaremos que la aplicacion ligadura L se extiende de forma holomorfa
a estos limites Scherk. En particular, la restriccion de L a § no es una aplicacion
propia; o equivalentemente, la aplicacién clasificadora C': § — R* x C no es propia.
Esta es una diferencia fundamental con la situacién que se da al probar la unicidad de
los ejemplos minimales de Riemann [41], y debido a esto, tendremos que introducir
una modificacion en la estrategia original de Meeks, Pérez y Ros: veremos que la
restriccién de C' al espacio de superficies minimales (embebidas) marcadas que no
provienen de ejemplos KMR (i.e. C'|z_g), es una aplicacién propia (Teorema 7.0.7).
En un primer paso para demostrar este teorema, obtendremos en este capitulo un
resultado de unicidad de superficies KMR alrededor de un limite Scherk simplemente
periddico; es decir, veremos que las tinicas superficies marcadas en_S que tienen
como limite una superficie de Scherk simplemente periédica estan en K. La siguiente
proposicién describe la geometria de ciertas superficies minimales marcadas en S
préximas a limites Scherk simplemente periédicos.

Proposicién 5.0.3 Sea {M,},, una sucesién de superficies marcadas en S. Denote-
mos por P, = ({H,,T,}) el reticulo de periodos asociado a M,, donde H, es un
vector que apunta en la direccion del eje xo. Supongamos que H,, — Hy, = (0,7a,0)
para cierto a € R* y T,, — oo para cualquier eleccion de T,, (ver Proposicion 4.1.1).
Si existe b € C tal que C(M,) — (a,b) cuando n — oo, entonces se tiene que para
n suficientemente grande, las superficies (geométricas) M, estin arbitrariamente
prozimas a 2k copias de una region compacta de una superficie de Scherk simple-
mente periodica, con género O y dos finales horizontales, unidas por 2k regiones de

75
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conexion Cy,(1),...,Cy(2k). Ademds, cada Cy,(7) es un anillo que contiene dos pun-
tos de ramificacion simple de la aplicacion de Gauss g, de M, que se puede expresar
como grafo sobre la interseccion de I1/H, con cierta region horizontal, donde 11 es
un plano no horizontal R®* que no depende de n ni de j.

Demostracion. Noétese que basta probar que existe una parcial {M,},, que cumple
la tesis de la proposicion. Como el niimero total de ramificaciéon de la aplicacién de
Gauss N,, de M, es 4k (no depende de n), podemos tomar ¢ > 0 suficientemente
pequenio y 6 € S N {xy = 0} tales que el disco esférico Dg2(, ) no contenga
valores de ramificacién de N,,, para n suficientemente grande (claramente, podemos
asumir que Dg2 (6, €) tampoco contiene los Polos Norte y Sur de S?). En particular,
N-1(0) consiste en 2k puntos distintos p,(1),...,p,(2k) € M,. Denotamos por M,
al levantamiento de M,, a R? y por p,(i) al levantamiento de p,(i) a un entorno
fundamental fijo de M,, i = 1,...,2k. Como {C(M,)}, converge en R* x C, la
Proposicién 4.2.1 nos dice que la sucesién {M, — p,(1)}, admite una cota uniforme
de la curvatura de Gauss; y por el Lema 4.0.8, las superficies Mn — Pn(1) admiten
cotas locales uniformes del drea (es decir, el area de su interseccién con cualquier
bola fija estd acotada). El Teorema 1.5.2 nos asegura la convergencia uniforme en
compactos de R? de una parcial de Mn — pn(1) (que seguimos denotando igual, por
abreviar notacién) a una superficie minimal ]T/[/oo(l) C R? propiamente embebida (no
necesariamente conexa). Como hemos tomado § € SN {xy = 0} y Hy, apunta en la
direccién del eje z9, deducimos que el plano vectorial ortogonal a 6 contiene a H,.
Un razonamiento similar al usado en la demostracion de la Proposicién 4.2.1 para
probar que Hs no era llana (cambiando T, porH,), nos permite ahora deducir que
]T/[/oo(l) no es llana. Como H,, converge, pero cualquier eleccion de las T, diverge, la
Proposicién 4.1.1 y la Observacién 4.1.3 implican que ]T/[/oo(l) es una superficie de
Scherk simplemente periddica con género 0 en el cociente y dos finales horizontales.

Sea Q(1) = (M (1) N C)/Hu, donde estamos denotando por C C R?® a un
cilindro (infinito) alrededor del eje xo. Si el radio de C es muy grande, entonces
(]T/[/oo(l)/Hoo) — Q(1) consiste en un entorno de los 4 finales de Moo (1)/Hu. Por tan-
to, para d tan pequenio como queramos, podemos tomar el radio de C suficientemente
grade de forma que la restriccién a (Mo (1)/Hs ) — ©(1) de la aplicacién de Gauss de
Moo (1)/Hae caiga en discos esféricos de radio 8. Si definimos €, (1) = [M,—p,(1)]NC,
entonces €,(1) = Q,(1)/H, converge uniformemente a (1) cuando n — oo.
Ademas, como la aplicacién de Gauss de €2(1) es inyectiva, deducimos que la apli-
cacién de Gauss de ,(1) es también inyectiva para n suficientemente grande. En
particular, p, (i) — p,(1) & Qn(l), con 2 < ¢ < 2k. El argumento anterior nos per-
mite concluir que las sucesiones {M, — pn(2)}n, - .., {My — Dn(2k)}, (tras pasar a
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una parcial comin a todas ellas) convergen respectivamente a superficies de Scherk
simplemente periédicas Moo@), - ,Mm(%), cada una de ellas con género 0 en el
cociente y dos finales horizontales. Notese que todas las M. (7) tienen el mismo vec-
tor periodo H.,. Para cada i = 2,3,...,2k, definimos (i) = (Moo(z) N C)/HOo y

(i) = [M,, — pn(i)] N C. Tomando el radio de C suficientemente grande, podemos
suponer que (M (i)/Hoo) —€2(i) consiste en entornos casi llanos de los cuatro finales

Scherk de Muo(i)/Hso. Como antes, €,(i) = O, (i)/H, converge uniformemente a
Q(i). Y por la inyectividad de la restriccién de la aplicacién de Gauss de M,, a €, (1),
llegamos a que [(fln(l) +p(1))U... U (fln(Qk‘) + Pn(2k))]/H, se embebe en M,.

Como las secciones horizontales compactas de cada €2,(7) son curvas cerradas,
y sabemos por el apartado 4 de la Proposicion 1.9.5 que las secciones horizon-
tales compactas de M,, son conexas, deducimos que las [2,(i) + p,(i)]/H, estan
a distintas alturas. Més rigurosamente, si denotamos por S, (i) a la banda” hori-
zontal de R3/H, més pequefia que contiene a [Q, (i) + Pn(i)]/Hy, entonces Sy(i) N
Sn(j) = 0, para cada i # j. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
]T/[/oo(l), e Mm(%‘) estan ordenadas en altura de forma creciente; es decir, podemos
suponer que min ($3|5n(i+1)) > max (l’3|5n(i)), paracadanycadai=1,...,2k —1,
donde estamos denotando por 3 la tercera funcién coordenada de R?*/H,,. Como
podemos tomar el radio de C tan grande como queramos, concluimos que tanto (75,)3
como el ancho de las bandas 5,,(7), divergen cuando n — oc.

Vamos a ver a continuacién que My (1),..., My (2k) coinciden. Claramente,
basta probar que el angulo que forman con la horizontal los finales no horizon-
tales de M (i) no depende de i; o equivalentemente, que los vectores flujo de las
M. (7) alrededor de sus finales no horizontales tienen todos la misma direccién.
Denotamos por C,(j) la componente conexa de M, — (U, (S,(i)/T,)) que une
[Q.(5) + Dn(5)] /P con [Q,(j + 1) + Pu(j + 1)] /P,. Como Cy(j) es un anillo com-
pacto contenido en M,,, el Teorema de la Divergencia asegura que los flujos de C,,(5)
a lo largo de sus dos curvas frontera son opuestos. Como ademds dichos flujos con-
vergen respectivamente al flujo de My (j)/H alrededor de su final superior (no
horizontal) y al flujo de M (j + 1)/Hs alrededor de su final inferior (no horizon-
tal), y esto es valido para j = 1,..., 2k arbitrario, deducimos por un razonamiento
ciclico que los flujos de todas las Mo (7) alrededor de sus finales no horizontales
tienen la misma direccién (un razonamiento alternativo para probar esto usa que la
aplicacion de Gauss N, de M,, restringida a U?ilCn( Jj) toma valores en un conjunto

“Llamaremos banda de R? a la regién conexa de R® comprendida entre dos planos paralelos, y
el ancho de la banda sera la distancia entre dichos planos paralelos. En un cociente R3/G de R3,
una banda sera el cociente por G de una banda de R3.
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de S? de 4rea arbitrariamente pequeiia, lo cual se deduce de que la curvatura total
de cada M, es 8km, mientras que la curvatura total de cada una de las 2k superficies
de Scherk limite es 47). Asi, M (1) = ... = M (2k).

Como la aplicacion de Gauss de una superficie de Scherk simplemente periddica
de no tiene puntos de ramificacién finitos, llegamos a que los 4k puntos de ramifi-
cacién (contando multiplicidad) de IV,, deben estar contenidos en C,,(1)U. . .UC,, (2k).
Para cada j = 1,...,2k, la restriccién de N,, a cada una de las dos componentes
conexas de JC,(j) es una biyeccién sobre el borde de un pequeno disco esférico
alrededor del vector normal limite N(j) de Mu(j) en su final superior (sabemos
que N(j) coincide con el vector limite de Mo(j + 1) en su final inferior). Si le
pegamos a C,(j) dos discos Dy, Dy a lo largo de 0C,(j), podemos extender N,
a una aplicaciéon holomorfa de grado 2 definida sobre la esfera C,(j) U Dy U Do,
G : Cu(j)U Dy U Dy — S% De la férmula de Riemann-Hurwitz deducimos que el
numero total de ramificacién de G es 2. Y como el grado de G es 2, llegamos a que G
tiene exactamente dos puntos de ramificacion simples, que han de estar contenidos
en C,(j). Finalmente, sea IT C R? un plano paralelo a los finales no horizontales de
Moo(1) (i.e. un plano ortogonal a N(j), para cualquier j = 1,...,2k). Como sabe-
mos que, para n suficientemente grande, N, |¢, ;) estd contenido en un disco esférico
centrado en N (j) y de radio arbitrariamente pequeno, concluimos que podemos ex-
presar C,(j) como multigrafo sobre (I1/H,,)NS! (j), siendo S/ (j) la banda horizontal
de R?/H,, comprendida entre S, (j) y S,(j+1). Ademds, la restriccién de N,, a cada
una de las dos componentes conexas de dC,(j) es inyectiva, de donde deducimos
que Cy(7) es en verdad el grafo de una funcién w,(j) : (IL/H,) NS/ (j) — R, lo cual
acaba la demostracién de la Proposicion 5.0.3. O

5.1. Datos de Weierstrass alrededor del limite
Scherk simplemente peridédico

Denotaremos por S, C R*/H,, a la superficie de Scherk simplemente periédica
que aparece como limite de las superficies marcadas M,, € S en las condiciones de
la Proposicién 5.0.3, donde H,, apunta en la direccion del eje x5 y se obtiene como
limite de los vectores periodo de las M, en sus finales. Podemos asumir que los nor-
males limites de S, en sus finales se proyectan estereograficamente en 0, 0o, p, —1/p,
para cierto p € (0, 1]. Asi, los datos de Weierstrass asociados a S, vienen dados por

cdz —
g(Z) =%, dh = (z—p)(pz—l—l)’ COHZEC_{0>OO>p>_1/p}> (51)
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para cierto ¢ € R*. Para determinar el valor de ¢, nétese que la interseccion de
S, con el cociente por H,, de un plano horizontal a gran altura, consiste en una
curva compacta I' a lo largo de la cual S, tiene periodo £H,,. Esta curva I' se puede
obtener como limite uniforme de secciones horizontales compactas I'(n) de las M,, (a
distintas alturas, ya que en la demostracion de la Proposicién 5.0.3 trasladabamos
antes de tomar limites). Como para todo n se tiene que la parte vertical de los
vectores periodo y flujo de M, a lo largo de I'(n) son respectivamente 0 y 27,
entonces

2mi = ¢ / dz = 2mic Res dz = 2mic
r (2= p)(pz+1) "(z=p)pz+1) P2+

de donde obtenemos que ¢ = p* + 1 (hemos asumido que el normal limite de S, en
su final superior es p, y hemos orientado I' de forma que la segunda igualdad de
arriba es cierta; estas elecciones determinan el signo de c).

Observacion 5.1.1 Para p > 1, la construccion anterior nos da una superficie de
Scherk simplemente periddica, S,, que se puede ver como la imagen de otra superficie
de Scherk Sy, con p' < 1, por una simetria respecto de un plano ortogonal al eje
x1. Todos los resultados obtenidos en este capitulo aplicados Sy, se trasladardn a S,
mediante dicha simetria.

A continuacién, damos una carta local para W alrededor de S, € 9W (co-
mo punto de W, S, representa 2k copias de la superficie de Scherk simplemente
periddica descrita anteriormente). Sea D(x,¢) C C un pequeno disco de centro
x = p,—1/p y radio € > 0. Dadas 2k parejas (desordenadas) de puntos distintos
agj—1,b25-1 € D(p,e) v agj,be; € D(—1/p,e), 1 < j < k, podemos construir una
aplicacién meromorfa marcada g € VW asociada a dichas parejas como sigue. Con-
sideramos 2k copias C;, Cs, ..., Cy, de C. Cortamos C; a lo largo de pequefios arcos
disjuntos (1, B2, con [3; uniendo a; con b;, para j = 1,2 (nétese que, en particular,
podemos suponer que 3; no pasa no 0, 00); cortamos Cy a lo largo de (2 y a lo largo
de un pequefio arco (5 uniendo as con bs; y pegamos C; con Cs a lo largo del arco
comun [ de forma estandar (consultar [68] para una informaciéon més detallada
sobre este tipo de construcciones). Repetimos el proceso, hasta pegar Cy;, con C; a
lo largo del arco comun 3. Pegando asf las 2k copias de C, obtenemos una superficie
de Riemann M de género 1. El pardametro complejo estdndar z sobre cada C; nos
da una aplicacién meromorfa bien definida sobre M, g : M — C, de grado 2k y
con valores de ramificacién aq, by, . .., as, bai, donde cada pareja a;, b; cae entre las
copias C;_1 y C; de C. A cada lista (a1, by, . . ., as, bay) podemos, por tanto, asociar-
le la aplicacién meromorfa marcada g = (M, g,04,. .., 0, 001, ..., 009, [I']) € W,
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Figura 5.1: La curva I' C C; es un representante embebido de la clase de homologia
Il € H; (M, Z) cuando p = 1, ver la Observacién 5.1.2.

donde los subindices de los 0;, 00; se refieren a la copia @j de C que los contiene, y
[T] € Hi(g7*(C*),Z) es la clase de homologia de I' = {z € C; | |z] = 1} orientada
en el sentido contrario al de las agujas del reloj (claramente, [I'] # 0 en Hy (M, Z)).

Observacion 5.1.2 Notese que el toro conforme M no depende de p. Para cada
p € (0,1), la curva I' definida anteriormente estd embebida en S,, y el vector periodo
de S, a lo largo de I' es 0. Cuando p = 1, debemos deformar ligeramente I' en M
para sequir obteniendo una curva embebida y cerrada en S,, cuya clase de homologia
en el toro punteado g~ ({0, 00, p, —1/p}) es constante para valores de p prézimos a
1, ver la Figura 5.1.

Si cambiamos de orden una pareja aj, b;, volvemos a obtener con la construccién
anterior la misma g € W, luego la aplicacién (ay,by, ..., as,box) — g € W no
es inyectiva. Para solventar la falta de inyectividad, consideramos los polinomios
elementales simétricos en dos variables de cada pareja a;, b;. O lo que es equivalente
(va que el par (a; + b;, a;b;) cae en un entorno de (2p, p*) o de (—2/p,1/p*), donde
la aplicacién (u,v) — (u/2,1/v) es un difeomorfismo local), consideramos las medias
aritmética y geométrica de aj, bj,

1
vy =5l +b5), ¥ = Vab;.
Asi, (xj,y;) cae en un entorno de (p, p) o de (—1/p,1/p), segin la paridad de j.
k
Para cada ¢ > 0, denotamos U(e) = [D(p, g) X D(p,e) x D(‘T},e) X D(%,»s)

2 2 o l L . 2 o e . . . .7 .
Como x5 —y5 = 7(a;—0b;)*, la condicién a; # b; necesaria en la construccién anterior
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equivale a x3 # y2. Definimos
'A = {($17y17 s 7$2kay2k) | l? = yj2 para alguna ] =1... ?2]{‘}

Claramente, A asf definida es una subvariedad analitica de C**. Adem4s, para cierto
¢ > 0 suficientemente pequeno, la aplicacion

zZ = (Ilayla' e 7$2kay2k) € u(gl) _'A = N(Z) =g € W
define una carta local para WV alrededor de S,,.
Observacion 5.1.3

(i) Si una aplicacion meromorfa marcada g = N(z) produce una superficie mar-
cada M € g, entonces la lista ordenada (01, . .., 09,001, ..., 009) N0 coincide
necesariamente con el orden de los finales de M (como superficie marcada).
Como el orden de los finales de M no afectard a los argumentos que siguen,
abreviamos la notacion asumiendo que la lista ordenada de los finales de M
es (01,...,02k,001,...,002k).

(ii) Sea {My,}n C S una sucesién con C(M,) = (an,by) — (a,b) € R* x C y
T, — oo cuando n — oo (para cualquier eleccion de T, ). Por la Proposi-
cion 5.0.3, sabemos que las superficies geométricas M, convergen uniforme-
mente a 2k-copias de una superficie de Scherk simplemente periodica S, parametriza-
da como en (5.1) para cierto p € (0,1]. Sea I' la curva {|z| = 1} vista en una
de las copias de S,. Claramente, se puede ver I' como el limite uniforme de
una sucesion de curvas I'(n) C M, con Pry,y = 0. Cambiando la clase de
homologia de la superficie marcada M, por [I'(n)|] € Hi(M,,Z), podemos ver
la misma superficie geométrica M, como una nueva superficie marcada M/,
dentro del dominio de la carta N para n suficientemente grande. La sequnda
componente de C(M)) difiere de b, en un mailtiplo entero par (fijo) de may,
(ver la Observacion 3.2.7).

5.2. Extension holomorfa y unicidad local

Cuando z € A, podemos extender de forma continua el proceso de cortar y
pegar copias de C explicado anteriormente, obteniendo una superficie de Riemann
con nodos (ver la pagina 245 de [27] para la definicién de una superficie de Riemann
con nodos), donde cada nodo se corresponde con el punto a; = b; entre las copias
C;_1,C;. La correspondiente diferencial ¢ se extiende también a través de z como
sigue.
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Proposicion 5.2.1 Cada z € A produce | esferas Si,...,S; unidas por | nodos
P;,Q; € S; (aqui estamos suponiendo que @QQ; = Pjy1 y que los subindices son cicli-
cos), y g degenera en | aplicaciones meromorfas g(j) : S; — C no constantes, cuyos
grados suman 2k, y cada g(j) toma los valores p y/o —1/p en los puntos P;,Q;.
La 1-forma holomorfa ¢ degenera sobre cada S; en la unica 1-forma meromorfa ¢;
sobre S; que tiene exactamente dos polos simples en P; y (); con residuos 1 y —1 re-
spectivamente (dichos residuos quedan determinados por la ecuacion f|z|:1 ¢ =2mi).
Finalmente, tanto g como ¢ dependen de forma holomorfa de todos los pardmetros
(incluyendo los puntos de A).

Demostracion. Dada z € A, tomamos una sucesion {z, },, C U(e) — A convergiendo
a z. Cada 2z, determina una aplicacion meromorfa marcada,

gn = N(Zn) = (Mn> 9nsPins -5 P2kns Qiny - -+ 5 Q2k,n, [F(n)]) € W>

y una 1-forma holomorfa ¢, tal que fF(n) ¢n = 2mi. Sean cy,...,¢, € C* los pun-
tos (distintos) obtenidos como limite cuando n — oo de los valores de ramificacién
A1y D1y - -y A2k, bogn de las g, (nétese que m < 4k, ya que al menos una pareja
A7y bry colapsa en un Unico punto al tomar limites, por ser z € A). Para cada
l=1,...,m,sea D; C Cun pequeno disco centrado en ¢, siendo D; N D; = () para
todo [ # i, y sea Q = C — U™, D;. Por cémo se define la topologia de W (ver la
Seccién 3.1), los valores de ramificacion ar ,, by, € UL, Dy, paratodo T =1,...,2ky
n suficientemente grande. Asi, gn|,-1q) : g, 1(Q) — Q es un recubridor (no ramifica-
do) de 2k hojas, y todos estos recubridores g, | g () SON isomorfos. Notese que cada
9,1 () tiene | componentes conexas Qi ,, ..., ,, donde [ es el niimero de parejas
Qrp, brp que colapsan al tomar limites. Via el isomorfismo de recubridores entre
los gy,| gl podemos identificar las componentes (2;,, con subconjuntos abiertos €2;
contenidos en esferas S;, j = 1,...,[, sobre las que hay definidas [ aplicaciones mero-
morfas g(j) : S; — C, con valores de ramificacién contenidos en la lista {cy, . .., ¢}
y tales que 2221 grado(g(j)) = 2k. Ademés, podemos considerar mediante la iden-
tificacién anterior, cada 2; como subconjunto de M, para todo n suficientemente
grande, y la restriccién de g,, a cada €, la podemos identificar con g(j). Salvo dos
de ellas, todas las componentes de 9€2; bordean discos en el toro M,,. Las dos curvas
restantes de 0€2;, son homoélogas a I'(n) en M, y cada una de ellas es borde de un
disco D; que contiene una pareja de valores de ramificaciéon a,, b, , que coinciden
en el limite (i.e. ar, — br,, — 0). Observamos que si achicamos el radio r de los
discos D, los dominios §2; se hacen cada vez mas grandes, hasta obtener la esfera
S; finitamente punteada, S; — Z;, cuando » — 0. Las dos curvas de 0€2; no triviales
en M, determinan dos puntos distintos P}, (); € Z; en los cuales g(j) toma valores p
y/o —1/p. Consideramos una curva I';(n) C ©; homoéloga a I'(n) en M,. Asi, I';(n)
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es un generador de la homologia de S; — {P;,Q;}. Sea C el cilindro que recubre a
M, cuyo grupo fundamental esta generado por I'j(n), y parametrizamos C' por C*
deforma que I'j(n) se levanta al grupo de homotopia de {|z| = 1} en C*. Entonces,
la inclusion de €2; a M, se levanta a una funcién holomorfa e inyectiva f,, : 2; — C*.
Un resultado analitico (Lema 7 de [41]) nos dice que, pasando a una parcial, asegura
la existencia de una sucesién {\,},, en C* tal que {\, f,}, converge uniformemente
en compactos de €2; a una funcién holomorfa inyectiva f : Q; — C*. Tomamos los
radios de los discos D; convergiendo a 0, con los que €, converge a S; — {F;, Q;}.
Y por un proceso diagonal, podemos tomar la sucesién {\,}, y la funcién limite f
independientes de €;; es decir, A\, f, : S; — {P},Q;} — C* converge uniformemente
en compactos de S;—{P;,Q;}a f : S;—{P;,Q,;} — C*, que es un funcién holomorfa
e inyectiva. Luego f extiende a un biholomorfismo entre S; y C.

Por otro lado, ¢, se levanta a % en C* (que es la unica 1-forma holomorfa
cumpliendo f{|z|:1} ¢n = 2mi), por lo que la restriccion de ¢, a €; coincide con

f;:% = d(/\’\n#;:j), que converge a ¢ = %. De nuevo tomando limites en los domi-
nios (2;, llegamos a que ¢, converge a ¢ sobre S; — {P;,Q;}; v ¢ es una l-forma
meromorfa con sélo dos polos simples en P;, (); con residuos +1. Fijamos P; como el

polo de ¢ cuyo residuo es 1. Esto completa la demostracion de la Proposicion 5.2.1. O

Lema 5.2.2 La aplicacion ligadura L se extiende de forma holomorfa a U(e).

Demostracion. Como U(e) N A es una subvariedad analitica de U(e) y L es una
aplicacién holomorfa en U(g) — A, basta probar que L es una aplicacién acotada en
un entorno de U(e) N A, por el Teorema de Extension de Riemann (Teorema 3.1.1).
Consideramos una sucesién {g, = N(z,)}, de aplicaciones meromorfas marcadas,
con z, € U(e) — A convergiendo a z € U(e) N A. Nétese que cada componente de
L(gy) se puede escribir como una integral de una 1-forma holomorfa ¢,, a lo largo de
una curva « contenida en una de las esferas doblemente punteadas S; —{ P}, Q);} que
aparecen en la Proposicién 5.2.1 (podemos asumir que o no depende de n), y que
{¢n}n converge uniformemente sobre o cuando n — oo a una 1-forma holomorfa ¢
en S; — {P;,Q;}. De aqui se deduce directamente que L(g,) esta acotada, como se
queria probar. O

Teorema 5.2.3 Ly es un biholomorfismo para e > 0 suficientemente pequerio.

Demostracion. Dada unalistaz = (21,41, . . ., Tog, Y2r) € U(e)—.A, denotaremos por
g =N(z) = (M, g,04,...,09,001,...,009, [I']) ala aplicacién meromorfa marcada
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Figura 5.2: Es la parte del toro asociado a g = X(z), con z € U(g) — A, correspon-
diente a las copias Cqj_1, Cyj, Cyjyq de C.

asociada az. Paraj =1,..., k,seaI'y;_; la curva cerrada contenida en g Y(C) que se
corresponde con el lazo {z € Cy;_1 | |2| = 1} (si p = 1, modificamos levemente dicho
lazo como mencionamos en la Observacién 5.1.2). Consideramos en I'y la orientacién
de T, y orientamos las deméds I'y;_; para que sean homélogas a I'y en el toro g~ (C),
ver la Figura 5.2. Asi, el Teorema de los Residuos nos dice que

Resozj(g) + Resozjﬂ(g) = i </F ¢ _ ?)

2mi 2j+1 9 Toj—1 9

1
y Res,, (90) + Reseo,; , (99) = 9 < /F | 9¢ — . gcb),

donde recordemos que estamos denotando respectivamente por 0;, 00; al cero e in-
finito de la copia C; de C. Por tanto, podemos escribir la composicion de L con
cierta transformacién lineal y biyectiva de C* como L : U(g) — C*, donde

Z(z) (Resozj 1<¢) Resooy; 1 (99), /1“ 7 /1“

1<j<k 1<j<k

Por el Teorema de la Funcion Inversa, basta probar que la diferencial de L en el
punto (p, p, pl ;) € C" correspondiente a S, € W, es un automorfismo de C**.

8L

Fijemos j = 1,..., k. Para calcular 5 (Sp), derivamos en x = p la composicion

de L con la curva
I’ED(p7€)’_)Xp: (p?p7_71 ;7"'7%7I?p7_71717"'7p7p7_p1 ;) Eu( )

donde z esta situada en la (4j — 3)-ésima componente de x,. Como hemos probado
en el Lema 5.2.2, x, produce 2k — 1 esferas 51,59, ...,52j-2,52;,...,5% y 2k —
1 aplicaciones meromorfas g1, g2, . . ., g2j—2, G2j; - - - , g2k, cada g, definida sobre S,,,
cumpliendo:
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Coj1

Figura 5.3: La esfera doble Sy;_2 (j =1,...,k).

1. Para cada m = 1,...,2k, m # 2j —2,2j — 1, gm : Sy — C es un biholo-
morfismo. Por tanto, podemos parametrizar S,, sobre C mediante g,,(z) = z
(a estas esferas las llamaremos esferas simples). En dicha parametrizacién, los

nodos de S, se corresponden con p, _71, y ¢ = c(z_p?ﬁ, donde ¢ € C* queda
P

determinada por la ecuacién f|z|:1 ¢ = 2mi (en particular, ¢ no depende de x).

2. Laaplicacién meromorfa gaj_o : Sa;—» — C tiene grado 2. Podemos parametrizar
Saj_9 sobre {(z,w) € C’ | w? = 22—222+p}, donde w = w, = /22 — 222 + p2
estd bien definida (Nos referiremos a Spj_5 como esfera doble). Fijamos el signo
de la raiz cuadrada de w? cumpliendo w ~ z — p sobre @Qj_l ywn~ —(z—p)
sobre Cy;_). Denotemos por @ (resp. P) al punto correspondiente a z = —1/p

en Cy;_; (resp. Cyj_s), ver la Figura 5.3. Aqui, g(z,w) = 2 y ¢ = c() (zﬁ)w,
P

siendo @) @)
c(x)dz c(x
—1 = Resg¢ = Resg Gt %)w = w(Q) (5.2)

Como para m # 27 — 2,25 — 1, las componentes de Z|5m no dependen de z, las co-
rrespondientes derivadas respecto de x se anulan. Falta por calcular Lls,, ,, L|s,;_, -

. R%%jl(g):zc@gR%%jl<z(‘” ):: G

z+ %)wm Wy (095-1)

zdz
» ResSe,, =c(x RGSOOZF1
J (9¢) ( ) <(z+%)\/m>

dg
= —pc(z) Resg=o =~z
pel)fiess <ﬂp+®v1—mf+ﬁ9> @
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O\ _ i Rear [ 92\ _ zpela) _
= Resg (g) = ( )R @ <Z(Z+%)wm> wm(Q) g

= ¢ = —2m ResQ? = —27ip .
Toj—1 g g
zdz —c(x)
= Resg(g¢) = ¢(z)Res = S
¢ Q(z + %)wm pwy(Q) p
. ) 1
= g¢ = —2mi [Resq(9¢) + Resoey,_, (9¢)] = 2mi (c(:c) — —) :
ngfl p
Como w, = (2 — p)?, de (5.2) obtenemos que ¢(p) = —w(Q)]s=p = ”2:1, y d(p) =
— % v we(Q) = _wi{g) = p21+1. Por tanto,
- (2j-1) (2j) (2h+2j-1) (2k-+25)
2L (S,) = (0, 0, -1,-1,0,...,0, 0 , 2m , 0,...,0)
Anélogamente llegamos a que
(2j—1) (24) (2k+2j—1) (2k+27)
-~ 2 2 1 2 .
sl (5) = Fm (0015 1 00, 0, 2 ,0,...,0);
oL _ 2 ~ .
2L(S,) = £ (0,...,0, 1, 1 .,0....0, 21 , 0 ,0,...,0),
oL _ (P12 1 :
(s, =2 0,0, 1 000, 2w, 00 ,0,...,0),

Asi, el valor absoluto del Jacobiano de L en el punto S, (que es el valor absoluto

del determinante de la matriz de filas 832?1 (S,), 8;2?1 (S,), 8;2?1 (S,), %(Sp) cal-

culadas anteriormente), es igual a (27)2*, lo cual prueba el teorema. O

Corolario 5.2.4 Las unicas superficies marcadas en S alrededor de un elemento de
OW correspondiente a dos copias de una superficie de Scherk simplemente periodica
S, (para cualquier p € (0,1]), con género 0 en el cociente y dos finales horizontales,

estan contenidas en K.

Demostracién. Sea {M,}, una sucesién en S convergiendo a S, € OW (caso 4 de la
Proposicion 4.1.1). Por el Lema 5.2.2, la aplicacién ligadura L se extiende de forma
holomorfa a S,. Concretamente, si identificamos L con su composicién con la carta
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local 8 : U(e) — A — W alrededor de S,, donde ¢ es un real positivo suficiente-
mente pequeno, entonces L se extiende de forma holomorfa a todo U(e). Ademas,
el Teorema 5.2.3 asegura la existencia de un € > 0 suficientemente pequeno para el
cual Ly es un biholomorfismo (identificaremos U(e) = R(U(¢))). En particular,
el espacio U(e) N M tiene dimension real 3 (M es el espacio de superficies inmersas
marcadas definido en el capitulo anterior). Por otra parte, de la Observacion 2.2.5
y del apartado 3 del Lema 2.2.6 se deduce que la dimensién (real) de K alrededor
de S, es 3; y por tanto, U(s) "M =U(e) N K. Por otro lado, la Observacién 5.1.3
nos asegura la existencia de una superficie marcada M/ € U(e) tal que M, M/ co-
inciden como superficies geométricas, para n suficientemente grande (M,, y M/, sélo
se diferencian en la clase de homologia destacada como superficies marcadas) Asi,
M € IC de donde obtenemos también que M,, € IC como queriamos probar. O
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Capitulo 6

Unicidad alrededor de la catenoide

Cuando una sucesién {M,}, € S degenera en una catenoide vertical (caso 1 de
la Proposicién 4.1.1), los residuos que aparecen en la aplicacién ligadura L divergen
cuando n — oo. En este capitulo, modificaremos la definicion de L para poder
obtener una extensiéon bien definida y localmente invertible alrededor de dicho punto
de OW. Esto nos dard una unicidad local de ejemplos KMR alrededor del limite
catenoide.

Proposicién 6.0.5 Sea {M,}, una sucesion en S, con C(M,) = (an,b,) — (00, 0)
cuando n — oo. Entonces, para n suficientemente grande, la superficie geométri-
ca M, esti proxima a 2k copias trasladadas de una region compacta arbitraria-
mente grande contenida en una catenoide de flujo (0,0, 27), junto con 2k regiones
de conexion Cyn(1),...,C,(2k), donde cada C,(j) es un anillo doblemente punteado
que contiene un final izquierda y un final derecha de M,, y dos puntos de ramifi-
cacion (distintos) de la aplicacion de Gauss N,, de M,,. Ademds, cada C,(j) se puede
escribir como grafo sobre su proyeccion horizontal en {xs = 0}/H,,, donde estamos
denotando por H, = (0, ma,,0) al vector periodo de M, en sus finales.

Demostracion. Seguiremos un razonamiento similar al de la demostraciéon de la
Proposicién 5.0.3. Nétese que basta comprobar que existe una parcial de {M,},
cumpliendo la tesis de la Proposicién 6.0.5. Para cada n € N suficientemente grande,
denotamos por p,(1),...,pn(2k) € M, los 2k puntos distintos que se aplican por
N,, en un valor regular prescrito § € S? N {zy = 0} tal que el disco esférico Dg2 (6, €)
centrado en 6 y de radio €, no contiene ni valores de ramificacion de NN, ni los Polos
Norte y Sur de S?, para € > 0 suficientemente pequeiio. Sea M, el levantamiento
doblemente periddico de M,, a R?, y sea p, (i) el levantamiento de p, (i) a un entorno
fundamental fijo de Mn, i = 1,...,2k. Por la Proposicién 4.2.1 y el Lema 4.0.8,
sabemos que la sucesién {M,, — p, (1)}, tiene curvatura uniformemente acotadas,

89
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y admite cotas locales uniformes del area. Por tanto, tras pasar a una parcial, se
tiene que {M,, — p, (1)}, converge uniformemente en subconjuntos compactos de R?
a una superficie minimal propiamente embebida Moo(l) C R3. Los mismos argu-
mentos que en las Proposiciones 4.2.1 y 5.0.3 prueban que ]T/[/oo(l) no es llana, luego
Moo(l) estd en uno de los seis casos de la Proposicién 4.1.1 (de nuevo aqui hemos
usado la Observacién 4.1.3). Como a,, — oo cuando n — oo, descartamos los tres
ultimos casos de dicha Proposicién. Supongamos que Moo(l) es un helicoide vertical
(caso 2 de la Proposicién 4.1.1), y consideremos una recta horizontal r C ]T/[/oo(l).
Podemos tomar arcos v, contenidos en secciones horizontales compactas de las M,
convergiendo a r, ya que H, — oo. Recordemos que hemos normalizado de forma
que la parte vertical del flujo de M,, a lo largo de secciones horizontales compactas
es 2m. Como la parte vertical del conormal de M, no puede anularse a lo largo de
secciones horizontales (puesto que M,, no contiene puntos con normal vertical), de-
ducimos que la parte vertical del vector flujo de M, a lo largo de ~,, es menor o igual
que 27. Tomando limites, llegamos a que la tercera coordenada del flujo de M, (1)
a lo largo de r es menor o igual que 27, contradiccion. Por tanto, ]T/[/oo(l) no puede
ser un helicoide vertical. Supongamos ahora que Moo(l) es una superficie minimal
de Riemann, y denotemos por F' € C* a la parte horizontal de su flujo a lo largo
de una seccién horizontal compacta (sabemos que F' # 0 por un Teorema de Pérez
y Ros [52]). Existe una curva cerrada I'(n) C M, — pn(1), para n suficientemente
grande, tal que F'(I'(n)) converge a F' cuando n — oo. Pero

F('(n)) —ib, = t(n)ra,

para cierto entero par t(n), ver la Observaciéon 3.2.7. Esto nos lleva a una contradic-
cién al tomar limites, ya que por hipétesis se tiene que (ay,, b,) — (00, 0), y ademads
t(n) no puede converger a 0 (porque F # 0). Por tanto, Ma(1) es una catenoide
vertical con flujo (0,0, 27).

Como en la demostracién de la Proposicion 5.0.3, llegamos a que para n sufi-
cientemente grande, los puntos p, (i) — p,(1), con 2 < i < 2k, caen fuera de un
dominio compacto de Mn — pn(1) arbitrariamente préximo a una catenoide vertical;
y que pasando a una parcial, {]T/[/n —n(2) by, {]T/[/n — pn(2k)},, convergen de nue-
VO a ]T/[/oo(l). Como podemos aproximarnos uniformemente a una regién compacta
QC ]T/[/oo(l) arbitrariamente grande por regiones compactas Qn(z) c M, — Dn(i), de-
ducimos que (7},)3 — oo cuando n — oo, donde estamos denotando por T}, cualquier
generador no horizontal del reticulo de periodos P, asociado a M,,. Tomamos las

bandas [€2,(7) + pn(7)] en un mismo dominio fundamental de M,,. Nétese podemos

elegir [Q,(1) + pn(7)]/H, como la interseccién de M, /H,, con regiones horizontales
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disjuntas S, (i) C R*/H, cuya anchura diverge cuando n — co. Suponemos que las
regiones S, (i) estan ordenadas por alturas, de forma creciente.

Paracadaj =1,...,2k, sea C,(j) la componente conexa de M, — (U?ﬁl (Sn(z)/Tn))
que une [Q,(5) + pn(5)]/Pn con [, (j + 1) + Pn(j + 1)]/Pn. Usando la inyectividad
de la aplicacién de Gauss de la catenoide, podemos probar andlogamente a lo hecho
en la demostracién de la Proposicion 5.0.3 que cada C,(j) se puede compactificar
anadiendo dos finales e;(n), ea(n) de M, obteniendo asi un anillo compacto con
dos puntos de ramificacion simples de la aplicacién de Gauss N,, de M, v que N,
aplica de forma biyectiva cada curva de 0C,(j) en la frontera de un pequeno dis-
co esférico centrado en (0,0, £1). Como la suma de los flujos de M,, alrededor de
e1(n), ea(n) se anulan (por el Teorema de la Divergencia, y porque los flujos de M,
a lo largo de las curvas en la frontera de C,(j) tienden a un vector vertical de lon-
gitud finita, mientras que el flujo de M,, en sus finales es siempre horizontal y de
longitud arbitrariamente grande), deducimos que e;(n), e2(n) son respectivamente
un final izquierda y un final derecha de M,, (o viceversa), ambos con el mismo vector
normal limite. Finalmente, la proyeccién horizontal de C,,(j) sobre {x3 = 0}/H,, se
extiende de forma diferenciable a e;(n), ea(n), dando lugar a un difeomorfismo local
y propio, luego a una aplicacién recubridora. Como C,,(7) contiene exactamente un
final izquierda y un final derecha, deducimos que dicha aplicaciéon recubridora tiene
una hoja. Esto nos dice que C),(j) es un grafo sobre {x3 = 0}/H,, vy acaba la de-
mostracion de la Proposicién. O

6.1. Datos de Weierstrass para el limite catenoide

Vamos a seguir el esquema de la Seccion 5.1 del capitulo anterior. En primer
lugar, vamos a obtener una carta local de W alrededor del punto de OW descrito
en la Proposicion 6.0.5. Para cada i = 1,..., k, elegimos puntos distintos as;_1, bg;_1
(resp. ag;, be;) en un pequeno disco punteado alrededor de 0 (resp. de 0o) contenido
en C. Dichos puntos ai, by, ..., asy, bar, pueden ser considerados como los valores de
ramificacion de una aplicacién meromorfa g de grado 2k, y un proceso de “cortar y
pegar” andlogo al descrito en la Seccion 5.1, da lugar a una aplicacién meromorfa
marcada g € VV. Como se pueden intercambiar los papeles de a;, b;, para definir una
carta local de W tomamos como parametros

l’j: 1

b
a;b;

%(aj +0b;), sijesimpar; { a;bj, sij esimpar;
B si j es par.

4 Yi =
%(ai—l-bi), si j es par; ’
J

J
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Noétese que todos los pardmetros x;, y; estan proximos a 0, y que la condicion a; # b;
(resp. aj, b; # 0,00) se traduce en y; # l’? (resp. y; # 0). En lo que sigue, abreviare-
mos escribiendo x = (x1,...,29%) ey = (Y1, . .,Y2x). Dado € > 0, denotaremos

D(0,e)" = {(x,y) € C* | |z;], |yj| < € para todo j =1...,2k},

B ={(x,y) € D(0,e)" | 3 = y;, para algin j =1...,2k},

A~

B={(x,y) € D(0,¢)" | y; =0, para algtin j = 1...,2k}.
Claramente, B U BcC D(0, £)** es una subvariedad analitica, y la aplicacién
(x,y) € D(0.)" — (BUB) = x(x,y) =g €W

es una carta local para W. En adelante, denotaremos (0,0) = (0,...,0) € D(0,¢).

Observacion 6.1.1 Como en la Observacion 5.1.3, dada una sucesion {M,}, C S
con C(M,) — (00,0), existe otra sucesion de superficies marcadas {M]}, en la
imagen de la carta x tal que para cada n, M, y M) se corresponden con la misma
superficie geométrica; y si C(M,) = (an,byn), entonces C(M!) = (an, by, + manty,),
para cierto entero par t,.

A continuacién, buscamos ecuaciones que indiquen cuando una aplicaciéon mero-
morfa marcada en la imagen de la carta local x produce una superficie minimal

inmersa marcada en M. Fijemos g € y ((X,y) € D(0,e)* — (BU g)), y sea C;

la copia j-ésima de C, y I'; la curva {z € C; | |2| = 1}, orientada positivamente
(resp. negativamente) cuando j es impar (resp. par). Asi orientadas, dichas curvas
son todas homdélogas en el toro g~'(C), y [I'1] es la clase de homologia destacada
en la aplicacién meromorfa marcada g. Denotaremos respectivamente por 0;, co; a
los puntos z = 0, z = oo de C;, ver la Figura 6.1 para el caso en el que j es impar.
Recordemos que ¢ es la inica 1-forma holomorfa cumpliendo fﬁ/ ¢ = 2mi. Para cada
1 < j <2k definimos

Q .o . .
Y { frj ., sij esimpar;
i= .
frj+1 g, sij es par;
Reso,_, (%) Reso, <¢) , sl j esimpar;

g

B; =
Ress, , (9¢) Resw, (g¢), sij es par.
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Figura 6.1: En este caso, j es impar.

En las definiciones anteriores y en lo que sigue, consideraremos los subindices orde-
nados ciclicamente; es decir, cuando 7 = 1 entenderemos que j — 1 = 2k.
Supongamos que j es impar. El Teorema de los Residuos afirma que

Aj— Aj_o =2m1 {Resoj (?) + Reso,_, (?)} ,
9 9

Ajy1 — Ajo1 = 2mi [Reso,,, (9¢) + Ress, (990)] - (6.1)

Esto, junto con (1.14) y (1.15), nos dice que g cierra periodos si y sélo si existen
a € R* y b € C cumpliendo

Agi1=b vy Ay =0, paratodoi=1,...,k, (6.2)

Bj = —a?, para todo j = 1,...,2k. '

Observacion 6.1.2 Fijemos j impar (resp. j par). No hay una forma natural de
distinguir entre los dos ceros 0;_1,0; (resp. los dos polos 0co;_1,00;) de g que estin
cerca de los valores de ramificacion a;,b;. De hecho, los subindices dependen de la
eleccién de la curva (3; comin a las copias C;,Cj_1 que une aj,b;, que no depende de
forma continua de los pardmetros. En otras palabras, los residuos de g~ ¢ en 0,1, 0;
(resp. de g¢ en 00,_1,00;) no son funciones bien definidas de los pardmetros. Pero
como las parejas (desordenadas) de ceros {0;_1,0,} (resp. de polos {o0;_1,00;})
st dependen continuamente de los pardmetros, consideramos la suma y el producto
de los residuos de g~ ¢ en 0;_1,0; (resp. de g en 00;_1,00;). Esencialmente, éstas
son las definiciones de A; y Bj, ver (6.1).

6.2. Extension holomorfa y unicidad local

Cuando existe j = 1, ..., 2k tal que a;—b; — 0 (o equivalentemente, y; — [L’? — 0),
entonces la superficie de Riemann asociada a la aplicacion meromorfa marcada
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g € W obtenida en el procedimiento anteriormente descrito degenera en una su-
perficie de Riemann con nodos, con al menos un nodo entre las copias C;_1, C;. De
forma similar a lo hecho en la Proposicién 5.2.1, se puede probar que cada (x,y) € B
produce:

= Una superficie de Riemann con nodos, consistente en [ esferas S, ..., S; unidas
por puntos F;, ;. Estamos denotando por P11 = (); al nodo entre las esferas
Sj,Sjt1, para cada j =1,...,1.

= [ aplicaciones meromorfas (no constantes) g(j) : S; — C, para j = 1,...,1,

con _;deg(g(j)) =2k y 9(j)({ P}, Q;}) C {0, 00}

= [ diferenciales meromorfas ¢(1), ..., ¢(l), donde cada ¢(j) estd definidaen S; y
tiene s6lo dos polos simples en P; y en (), con residuos 1 y —1 respectivamente.

Si existe cierto j impar (resp. par) para el cual a; = 0y b; # 0, o viceversa (resp.
aj = 0oy bj # 00, o viceversa), entonces la estructura conforme entre las copias
@j_l, @j no degenera en un nodo, aunque g tiene un cero doble (resp. un polo doble)
en a;. Asi, cada (x,y) € B-nB produce un toro Ml y una aplicacién meromorfa
g : M — C de grado 2k, con al menos un cero o un polo doble. En este caso, ¢ se
extiende a la unica diferencial holomorfa definida sobre M cumpliendo fl“l ¢ = 2mi.

Observacion 6.2.1 Los puntos (xy,0) € B — B, conx) = (A, =X, ..., A\, =) para
cierto A > 0 pequeno, representan los puntos de OVV correspondientes a los ejemplos
minimales de Riemann proximos a catenoides.

Proposicion 6.2.2 Tanto g como ¢ dependen de forma holomorfa de los pardmet-
ros (x,y) en un pequeno entorno de (0,0) (incluyendo los puntos de BUB).

Demostracion. Similar a la demostracion de la Proposicién 5.2.1. O

No es dificil comprobar que B; — oo cuando y; — 0, por lo que no cabe esperar

que Bj; se extienda de forma holomorfa a B. Vamos a comprobar que la fuerza con
la que B; diverge cuando y; — 0 es la de 1/y;.

Proposicién 6.2.3 Para cada 1 < j < 2k, las funciones A; y éj = y;B; admiten
extensiones holomorfas definidas sobre todo D(0,¢)*.

Demostracion. La extensién de A; a los puntos de la forma (xg,y,) € BU B se
obtiene como corolario de la Proposicién 6.2.2, ya que las curvas I'y;_; se quedan
fuera de los posibles nodos de la superficie de Riemann limite.
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Figura 6.2: Izquierda: 2 es el anillo sombreado, con curvas frontera I';_q, T';.

Para Ej ya no podemos aplicar la Proposicion 6.2.2 directamente, ya que los
puntos 0;-1,0; (o 0oj_1,00;, segin corresponda) en los que se calculan los residuos
pueden ser o bien nodos de la superficie de Riemann limite (cuando (xg,y,) € B) o
bien puntos de ramificacién de g (cuando (Xo,y,) € B - B).

Fijamos j impar (para j par se razona andlogamente). Sea (x,y) € D(0,¢)
(BU g), para cierto € pequeno, y g = N(x,y) (escribiremos (x,y) ~ (0,0) para in-
dicar que (x,y) esta proximo a (0, 0)). Denotamos por €2 el anillo bordeado por I';_;
y I'; en g71(C) que contiene a los puntos de ramificacién a = a; ~ 0y b= b; ~ 0 de
g, ver la Figura 6.2. En primer lugar, vamos a obtener una representacion conforme

de € como anillo estandar contenido en C. Consideramos las siguientes funciones
definidas sobre €2,

4k

z—a 1+u

w=u) =220y e=elw =t
y fijamos el signo de la rafz de forma que u ~ 1 sobre I'; (y por tanto, u ~ —1
sobre I';_1). Como u/(z) = ab y a,b # 0 (puesto que (x,y) & B ),

2(2—b)y/(z—a)(2—b)
concluimos que u es un biholomorfismo de €2 en un anillo contenido en la esfera
{(z,u) | u? = z:g}, ver la Figura 6.2 centro. Y como v es una transformacién de
Mobius de u, llegamos a que v es un biholomorfismo del anillo anterior en cierto

anillo v(u(Q)) que calcularemos a continuacién. Sobre I';, podemos escribir z = €.
b0 e
Usando que l_l(bfﬁ converge a 1 cuando a,b — 0, y que ﬁ y A son infinitésimos

equivalentes de orden 1 cuando A — 0, se concluye:

(= a)e (b= @) S
— 1 E— e 4 1 - ~U 1 _ —0 ~ 1 - o i .
! \/ - 1 —be * 1—(b—a)e V1+(b—a)e +2(b a)e
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Asi, u(I';) es una curva préxima a la circunferencia dD(1,r/2) C C de centro 1y
radio r/2, con r = |b — a|] ~ 0. Como sobre I';,_; cambia la rama de la raiz que
aparece en la definicién de wu, llegamos a que u(I'j_1) ~ 0D(—1,7/2) (ademsds, se
comprueba que las orientaciones inducidas en u(I';), u(I';_;) son opuestas). Como
u(9) es el dominio de C con curvas frontera u(T';), u(T'j_1) que contiene a u(a) =0y
u(b) = 0o, deducimos que u(£2) es un dominio préximo al dominio exterior a los dis-
cos D(%1,7/2) en C. Luego la imagen por vou de €2 estd préxima al anillo centrado
en 0 € C de radios 4/r,r/4; es decir, v(u(Q2)) ~ D(0,4/r) — D(0,r/4). Podemos
entonces escribir la serie de Laurent de ¢ con respecto a la variable v sobre el anillo

D(0> 1/T) - D(0>T),
o= chv"dv,

donde ¢, = 2iri f|v| | —2_ depende de forma meromorfa de todos los pardmetros.
Acotemos |c,|, para cada n € Z. En primer lugar, nétese que f|v|:1 v,j% =

frj v,j% = fr;l v,j% Como ¢ admite una extensién meromorfa a la superficie con
nodos, y I';_1, I'; pueden verse como curvas compactas en dicha superficie de Rie-
mann que no pasan por los polos de ¢, las integrales de |¢| sobre I'; y sobre I';_;
estan acotadas por cierta constante C' > 0, que no depende de a ni de b. Ademas,
|u| > 1/r sobre I'; (ya que |v| ~ 4/r sobre I';), de donde obtenemos que si n+1 > 0,

entonces
/ ,Un—l—l

Sobre I';_1, se tiene que |v| ~ r/4, luego |v| < r. De aqui, se tiene que

/ |¢||,U||n+1| < C,r,|n+1|
] 1

9]
< O™t
27r r, Jortt = "

|n|_27r

1

|cen| < o

cuando n + 1 < 0. En resumen, hemos obtenido que

| < Ot para todo n € Z. (6.3)

A continuacién calculamos los residuos que aparecen en la definiciéon de B;. Para
ello, nétese que z = 0 si y sélo si v € {«,1/a}, siendo

_ L++/afb
1= alb

. _ v—1 . uzb—a
Concretamente, se tiene que u = ;=5 y 2z = ‘7=, de donde se llega a que
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_a—=b(, 20b+a) _a—b 1
g=z=— (v+ — v+1)— e (v a)(v a)'

Con todo esto, se tiene que

e (g):m—b)é—ua)%%“n - T

neZ
y Res,_1 (—) - E .
"\ neZ O/H'l

Como a = W y é _ (\/E—\/E)Z’ entonces max {|a|, |Cly—|} < 217 Con todo esto,

¢ " ¢
‘Resv:a (5)‘ \/_Z|Cn||04| < \/_Z2|n+1| \/y—j’

nez
Res,_1 (?)‘ < g
“\g Vi

Asi, tanto VUi Reso, (%) como ,/y;j Reso, (%) son funciones acotadas. Deducimos

para cierta constante C>0.Y analogamente, se prueba que

que B; = y;B; es una funcién acotada en D(0, £)* — (B u g) (i.e. cuando y; # 27,

y; # 0). Como BU B es una subvariedad analitica de D(0,)*, el Teorema de Ex-

tension de Riemann para funciones holomorfas (Teorema 3.1.1) asegura que B; se
puede extender de forma holomorfa a todo D(0, )%, como querfamos probar. O

Proposicion 6.2.4 Para cada j = 1,...,2k, se tiene que

4;(0,0)=0, B;(0,0) = -1,

A A
a&;l(O 0) = 2mi, aa%h(O 0) = 0 para todo h # j — 1,
A
Yy 86 h(O 0) = 0 para todo h.

Demostracién Abreviamos escribiendo (x,y); = (0,...,0,2,;,0,...,0,9;,0,...,0),
con y; # :17 e y; # 0. La superficie de Riemann asoc1ada a (x, y) tiene 2k — 1
nodos que la divide en 2k — 1 esferas doblemente punteadas. En 2k — 2 de dichas
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esferas (esferas simples), la correspondiente aplicacién meromorfa g, tiene grado 1.
Si consideramos las esferas simples como copias de C, cada ¢, coincide con el valor
del pardmetro complejo estdndar z sobre dicha copia de C, y la diferencial altura ¢
restringida a la correspondiente esfera simple es %. La esfera restante (esfera doble),
que denotaremos por S, se obtiene al pegar las copias C;_;,C; de C.

En primer lugar, consideremos que j es impar. Entonces, podemos parametrizar
S como {(z,w) € (o | w? = (2—a)(z—b)}, donde a+b = 2z, y ab = y;. Aqui, la corre-
spondiente aplicaciéon meromorfa (de grado 2) es g(z,w) = z,y w = /(2 — a)(z — b)
es una aplicacion bien definida. Fijamos la rama de la raiz que aparece en la defini-
cién de w de forma que sea w ~ z en C; y w ~ —z en C,_;. Asf, ¢ tiene dos polos
simples en los nodos 00;_1,00; con residuos 1, —1 respectivamente. Como

d
Resooj—z = Res,— - =—1,
w 21— 2x;/z 4 y;/2?
concluimos que ¢ = dz/w, luego
dz , dz
Ai(x,y); = . u —27i Resooj% =0 (6.4)
y
zdz zdz
Ai1(xy); = / —— = 2mi Reswo, = 2mix;. 6.5
R S (69)

De (6.4) y (6.5) deducimos que A;(0,0) = 0 para todo j =1,...,2k (no necesaria-
mente impar). Calculemos ahora las derivadas parciales de las A; (j impar). Para
cada h =1,...,2k, se tiene que

Si h # j — 1,j, entonces la integral que aparece en la definicién de Ap(x,y); se

puede calcular sobre una esfera simple. Como esta esfera simple no depende de z;,

entonces %(0 0) = 0, para todo h 7é j —1,75. De (6.4) obtenemos directamente

que a 4 (0, 0) =0.Y (6.5) implica que a] £(0,0) = 27i. Ademds, un razonamiento
s1m11ar al anterior nos dice que 88’2;? (0,0) = 0, para todo h.

Finalmente, calculemos B;(0, 0). Como

e () =L v e (%)=
9) Vi 9/ VY
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entonces éj(x, y); = —1. Tomando limites z; — 0,y; — 0, obtenemos claramente
que éj(O, 0) = —1. Esto termina la demostracién de la Proposicién 6.2.4 en el caso
en el que j es impar.

Supongamos ahora que j es par. Recordemos que en el caso 7 impar ya obtuvi-
mos que A;(0,0) = 0 (era para todo j). Este caso (j par) es andlogo al anterior,
cambiando respectivamente w y ¢ por

v z a 2 b))\ 22 z Yi Y 2w

Asi, calculamos

Aj(x,y); = [ —= = 2miResy,— =0,
r, fW ZW

—dz dz
Aiq(xy),; = / —— =2mi Resy,_ = 2mix;,

de donde concluimos facilmente que las parciales respecto de las x;,y; se anulan
8Aj,1
Ox;

(0,0), que vale 27i. El valor de éj(O, 0) lo obtenemos a partir de

todas salvo

Resooj (g¢) = %?7 Resoog‘ﬂ (g¢) = \;—yi 0
J J

Para cada j = 1,...,2j, se tiene que 1/B; = yj/éj. Como éj se extiende de
forma holomorfa al polidisco D(0, €)** (Proposicién 6.2.3) y éj(O, 0) = —1 (Proposi-
cién 6.2.4), deducimos que 1/B; se extiende de forma holomorfa a D(0,¢)*. Asi, la
aplicacién © : D(0,¢)* — C* definida por

1 1
=(A, ..., Aoy, —, ..., — .
© ( 1, s L12Fk; Bl’ 5 sz) (6 6)

es una aplicacién holomorfa, y ademas ©(0,0) = (0, 0).

Teorema 6.2.5 Erxiste ¢ > 0 tal que la restriccion de © a D(0,¢)* es un biholo-
morfismo sobre su imagen.

Demostracion. De la Proposicion 6.2.4, obtenemos que

oB;!
y;

(07 0) = _5hj )
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donde dp,; es la delta de Kronecker. Esto, junto con los valores de las derivadas par-
ciales de las Ay, en (0,0) (Proposicién 6.2.3), nos dice que la matriz jacobiana de ©
en (0,0) es invertible. A partir de esto, el teorema se obtiene como consecuencia del
Teorema de la Funcién Inversa. a

Corolario 6.2.6 Las tnicas superficies marcadas M, € S con C(M,) — (0,0)
cuando n — oo, son ejemplos KMR marcados.

Demostracion. La Proposicién 6.0.5 nos dice que M,,, para n suficientemente grande,
estd préxima como superficie geométrica al limite catenoide. Consideramos una car-
ta local de W alrededor de dicho limite catenoide como la que definfamos en la
Seccién 6.1, x : D(0,e)* — (BU B) — W. Por la Observacién 6.1.1, para n su-
ficientemente grande, existe una superficie marcada M/ € S que cae en la ima-
gen de la carta y, para cierto € > 0 suficientemente pequeno, y que coincide con
M,, como superficie geométrica. Mediante y, podemos identificar M con cierto
(x,y) € D(0,e)* — (BU g) Tomamos € > 0 cumpliendo el Teorema 6.2.5.

Por otro lado, como consecuencia del Teorema 6.2.5 se tiene que para cada t < 0
suficientemente pequenio y cada b € C, b ~ 0, existe un tnico (x,y) € D(0,e)** tal
que O(x,y) = (b,b,...,b,b,t,...,t). Esta lista (b,b,...,b,b,t,... t) corresponde,
segin (6.2), a la condicién de cerrar periodos para una superficie marcada en la im-
agen de . Por tanto, deducimos de (6.2) que el espacio de superficies minimales inm-
ersas marcadas en un pequeno entorno U del punto de WV correspondiente al limite
catenoide descrito en la Proposicién 6.0.5, es triparamétrico (i.e. dimg (M NU) = 3).
Como consecuencia de la Observacion 2.2.5 y del apartado 2 del Lema 2.2.6, deduci-
mos que la dimensién (real) de K alrededor de dicho lfmite catenoide es 3; y por
tanto, M NU = KNU. En particular, M/ € IC para todo n suficientemente grande.
Luego como superficie geométrica y para estos indices n, M, es un ejemplo KMR,
como queriamos probar. O
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Unicidad de los ejemplos KMR

Recordemos que estamos denotando por K - S al espacio de ejemplos KMR mar-
cados, y que K es una componente conexa de S (Observacién 3.2.4). El Teorema 2
equivale a probar que . K= S lo cual obtendremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que S—K 7é (), y lleguemos a una contradiccién. Probaremos en los
Teoremas 7.0.7y 7.0.8 que C' :Ng — K = R*xCesuna aplicacion abierta y propia, de
donde deducimos que C'(S — K) es un subconjunto abierto y cerrado en R* x C. Co-
mo es inmediato comprobar que C' (§ — /%) contiene puntos en las dos componentes
conexas de R* x C (dada una superficie marcada (M, p1, ..., pak, G1, - - - G2k, [72]) € g,
basta considerar (M, Pri1,. -y D2k, D1y« s Phs Qhtls - - 5 G2k G1s - - - Qks [12]) € S5 las
iméagenes por C de estas dos superficies marcadas caen en distintas componentes
conexas de R* x C), llegamos a que C|g_z es una aphcacmn sobreyectiva. En par-
ticular, podemos encontrar superficies marcadas M, € S — K con C(M,) — (c0,0),
pero esto contradice el Corolario 6.2.6, y prueba el Teorema 2.

Teorema 7.0.7 La aplicacion clasificadora C' : S—K—-R*xC es propia.

Demostracién. Sea {M,}, una sucesiéon en S — K, con C(M,) — (a,b) € R* x C,
y veamos que existe una parcial de {M,}, que converge a una superficie marca-
da M, € S—K. Por la Proposicién 4.2.1, la sucesion de curvaturas de Gauss
{Km, }n estd uniformemente acotada. Denotamos por N, a la aplicaciéon de Gauss
de M,, y por M, al levantamiento doblemente periédico de M, a R3. Un razon-
amiento andlogo al de la demostracién de la Proposicién 5.0.3 nos permite tomar
un punto p, € N, *(S? N {zy = 0}) a distancia (esférica) positiva de los valores de
ramificacién de N,, y de los Polos Norte y Sur de S?, de forma que una parcial de
{M — Pn}n converge a una superficie minimal M propiamente embebida en R?
y no llana, donde p,, € M es un levantamiento de p, a R3. Asi, ]\/[oo cae en uno
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de los seis casos descritos en la Proposicién 4.1.1. Como K es un abierto de g, el
teorema quedara probado si llegamos a que M., se corresponde con el caso 6 de
dicha proposicion.

Como el vector periodo H, de M, en sus finales converge a H,, = (0,7a,0),
M no puede caer en ninguno de los casos 1, 2, 8 de la Proposicién 4.1.1. El Coro-
lario 5.2.4 nos permite también descartar el caso 4, ya que las M,, no son ejemplos
KMR. Supongamos que M, cae en el quinto caso de la Proposicién 4.1.1, y llegue-
mos a una contradiccion. Es decir, supongamos que M, es una superficie de Scherk
doblemente periddica, con género 0, al menos dos finales horizontales y exactamente
dos finales no horizontales en el cociente. Sea I' la curva obtenida al cortar My, con
un plano horizontal {x3 = ¢} a diferente altura de los finales (horizontales) de M.
Como Moo tiene exactamente dos finales no horizontales, I' es una curva embebida
en forma de U, con dos ramas infinitas asintéticas a dos semirrectas. Si denotamos
por II C R? al plano vectorial paralelo a los finales no horizontales de M., en-
tonces el conormal a M, a lo largo de cualquiera de las dos ramas divergentes de I"
estd arbitrariamente préximo al vector unitario n C II ortogonal a II N {z3 = ¢}
y con tercera coordenada positiva. Como {M — Dn} converge a Moo, concluimos
que M, contiene un arco horizontal I',, con I';, — p, — I' (en particular, la longitud
de I';, es arbitrariamente grande a partir de cierto natural n). Y si denotamos por 7,
el conormal de M, a lo largo de I',,, entonces 7, — 7. En particular, la integral
de la tercera componente de 1, a lo largo de I';, es arbitrariamente grande. Notese
que I',, no produce una curva cerrada en M,, pero el conormal no puede cambiar el
signo de su tercera componente (porque M, no tiene puntos con normal vertical),
de donde deducimos que la parte vertical del flujo de M,, a lo largo del cociente de
la seccién horizontal que contiene a I',, es arbitrariamente grande. Esto contradice
la normalizacién de las superficies en S, y prueba el Teorema 7.0.7. O

Teorema 7.0.8 La aplicacion clasificadora C' : S—K — R*xC es una aplicacion
abierta.

Demostracion. Fijemos una superficie marcada M € 5 — K. Basta probar que la
restricciéon de C' a un entorno abierto de M en & — K es una aplicacion abierta.
Sea (a,b) = C(M) € R* x Cy M(a,b) = L™ (Lap) C M (con la notacién del
capitulo 3.2). Como K es abierto y cerrado en S del Lema 3.2.3 deducimos que K es
también un abierto y cerrado de M. Y como M(a, b) es una subvariedad analitica
de W (Observacién 3.2.2), llegamos a que (S — K)(a,b) = (S — K)NM(a, b) es tam-
bién una subvariedad analitica de W; y ademas, contiene a M. Por el Teorema 7.0.7,
sabemos ademas que (S — K)(a,b) = (Cls /c) (a,b) es un compacto, luego es un
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subconjunto finito (Lema 3.1.3). Podemos por tanto tomar un entorno abierto U de
M en W tal que (S — K)(a,b) NU = {M}. En términos de la aplicacién ligadura
L:W— (C4k, para U suficientemente pequeno, podemos escribir esta ultima igual-
dad como L™ (Lip) NU = {M} ya que (S — K) es abierto y cerrado en M, luego
podemos tomar U cumpliendo (S — K)(a,b) NU = M(a,b) NU. El Teorema de la
Aplicacién Abierta para aplicaciones holomorfas finitas (Teorema 3.1.4) nos asegura
la existencia de un abierto O C U tal que L|o es una aplicacién abierta. Finalmente,
la relacion entre L y C' nos permite concluir. O
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Capitulo 8

Topologia de IC

En el capitulo anterior hemos probado que el espacio S de superficies minimales
doblemente periédicas de R3, con 4k finales paralelos y género 1 en el cociente, coin-
cide con el espacio K de ejemplos KMR. Para k = 1, los ejemplos KMR, los cuales
denotdbamos por My, g, fueron estudiados en detalle en el Capitulo 2 (seguiremos la
notacién de dicho capitulo en lo que sigue). Si denotamos por H el vector periodo en
los finales de My, g, y consideramos el levantamiento de Mpy . 5 a R*/H, obtenemos
una superficie simplemente periddica, que denotaremos por j/\jg@ﬁ, con género 0 e
infinitos finales horizontales de tipo Scherk. Recordemos que, para k € N arbitrario,
las superficies en K son los cocientes con 4k finales (horizontales) de estas superfi-
cies simplemente periédicas j/\jg@ﬁ. En este capitulo, queremos estudiar el espacio
de moduli K, para lo que nos podemos restringir al caso k = 1; es decir, a lo largo
de todo el capitulo supondremos que las superficies en X = {My .5 | (0,a,5) € T},
tienen exactamente 4 finales horizontales, siendo

1= {(eaaaﬁ) € (07 %) X [_375] X [_7T>7T] | (O‘>ﬁ) 7é (07 i9)> (O,i(ﬂ _9))}

Como dijimos al principio del Capitulo 3, tenemos que rotar cada ejemplo KMR
My o p alrededor del eje x3, para conseguir que el periodo en sus finales apunte en
la direccién del eje xo. En particular, rotamos para que el periodo P,, en su final A
sea de la forma (0, ma,0), para cierto a > 0. Usaremos la aplicaciéon C' dada en la
Definicién 3.2.6 para distinguir entre superficies de K, de ahi el nombre que recibe
C': aplicacion clasificadora. Recordemos que, a grandes rasgos, C' : K — R* x C le
hace corresponder a cada ejemplo KMR marcado la longitud de su periodo en los
finales y la parte horizontal del flujo a lo largo de una clase de homologia no trivial
cuyo periodo se anula. Como ahora conocemos explicitamente las superficies sobre
las que se define C', podemos fijar un orden en los finales de cada ejemplo KMR
marcado, y dar explicitamente la clase de homologia en la ultima componente de

105



106 Cap.8 Topologia de IC

cada Mpy, 3. En particular, podemos fijar un orden de los finales de cada ejemplo
KMR para que C' tome valores en R x C. Como superficie marcada, consideraremos

M97a76 = (297 96,a.5 A/// = f(A)> A/ = g(A)> A7 A// - D(A)> [72]) 5
donde todo se define como en la Seccion 2.2.

Observacion 8.0.9

(i) Hasta ahora, habiamos considerado C valuada en R* x C, que no es conezo.
No perdemos generalidad restringiéndonos la imagen a una componente conexa
R*xC, ya que lo tinico que estamos haciendo es impedir ver la misma superficie
geométrica con drdenes distintos de los finales. Al tomar C' : K — Rt x C, el
orden en los finales de cada My, 5 estda ya obligado.

(ii) Para o = 3 =0, habiamos descrito explicitamente la curva embebida vy C Xy
en la Seccion 2.1 (ver la Figura 2.1 derecha). Recordemos también que estamos
denotando por A = A(a, 5), A" = Al(a, 5), A" = A"(a, B), A" = A" (o, B) €
Y los finales de My 3, y que vistos en la compactificacion conforme Xy de
My o 3, los puntos A, A'; A”; A" dependen continuamente de o, 3. De este mo-
do, para los demds valores de «, (3, podemos considerar un representante em-
bebido o C 3g —{A, A", A", A"} de la clase de homologia [7y2] dependiendo de
forma continua de o, 3, tal que o se puede levantar en R a un dominio fun-
damental del levantamiento doblemente periodico de My 3 comprendido entre
dos planos horizontales, y tal que su clase de homologia [y2] permanece con-
stante en Hy (X9 — {A, A", A" A"} Z), ver la Figura 8.1. Ndotese que se puede
tomar 2 como para el caso a = 3 =0 cuando || < .

En este capitulo nos convendré ver Yy como el recubridor ramificado 2 : 1 de C.
Recordemos que identificibamos ¥y (tras la Observacion 2.1.1) con dos copias C,,C,
de C pegadas a lo largo de los cortes comunes a lo largo de iR que van desde D
hasta D’ y desde D" hasta D". No perdemos generalidad suponiendo que R C Cy,
ver la Figura 2.3 derecha. Definimos I'; = {z € C; | |z| = 1}, para i = 1,2 (ver la
Figura 8.2 izquierda). Orientamos I'; de forma que I'y = 75 cuando o« = =0, y
consideramos la orientacién en I'y para que sea [I'y] = [I'1] € Hq(Xy, Z) (Figura 2.1).
Dado un punto X € ¥4, denotamos por yx a un pequeno lazo contenido en g
alrededor de X orientado en el sentido contrario al de las agujas del reloj. Se puede
comprobar que, vistas como clases de homologia en el toro punteado, se tiene

{ (2] = '] st |f] <

[l = [To] + [yar] + [ya] -, si[B] > (8.1)

ISIEINIE
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Figura 8.1: Para cualesquier valores de los parametros 6, «, 3, siempre es posible
escoger uno de estos representantes embebidos para la clase de homologia [y2] en la
ultima componente de la superficie marcada Mp , 3.

Superior izquierda: « =0y —7+ 6 < 3 < —7. Superior derecha: a = 3 = 0.
Inferior izquierda: « =0y 5 <8 <7 — 0. Inferior derecha: a =0y 3 = .
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Nétese que cuando |3| = 7, tanto I'y como I'; pasan por finales de My 4 5. Como [72]
solo intervendra a lo largo del capitulo en el calculo de vectores periodo y flujo de
My o3, y tanto el periodo como el flujo en A’ son opuestos a los de A”, tomaremos

(V2] = [T2] + [yar] — [yaw], cuando |G| > Z,

que tiene un representante embebido contenido en una misma copia de C. Como
dijimos en la Observacién 2.2.4, las superficies (geométricas) Mp o3y Mp o gir CO-
inciden, con |3] < 7. Ahora estamos viendo que, como superficies marcadas, no son
iguales.

Sea & la familia uniparamétrica de superficies de Scherk simplemente periddicas
con género 0 en el cociente, 2 finales horizontales, vector periodo en la direccién
del eje x5 y parte vertical del flujo en sus finales que no son horizontales igual a
2m. La Observacion 2.2.7 nos dice que podemos ver todas las superficies en 8 como
limite de ejemplos KMR (geométricos). Vamos a asociarle a cada superficie de Scherk
S € § un orden en sus finales y una clase de homologia (en S) que permita ver S
como superficie marcada en ¥V. En concreto, vamos a tomar el orden en los finales
inducido al tomar limites en el orden en los finales de las superficies marcadas en K
que se corresponden con los ejemplos KMR (geométricos) préximos a S, y lo mismo
para la clase de homologia destacada. De este modo, se tendra S € oK.

Para cada p € R", denotaremos por S,; a la superficie de Scherk simplemente
periédica marcada obtenida a partir de la construccion descrita en la Seccion 5.1, a
la que denotdbamos por S,. Es decir,

Sp,l = (Mm g, 027 017 A1, X2, [7(1)]) ) donde:

= M, es una superficie de Riemann con nodos construida al pegar dos copias
C4,Cy de C, con nodos p, _71;

g : M, — C le asocia a cada punto de M, su valor del pardmetro complejo z
asociado como punto de C;, j = 1,2 (en particular, g es de grado 2);

0; v 0o, denotan respectivamente el cero y el infinito de C;, j = 1, 2;

(1) ={z€Cy | |z| = 1}.

La superficie marcada S, asi definida se corresponde con dos copias de la super-
ficie de Scherk simplemente periddica en § cuyos normales limite en sus finales no
horizontales se proyectan estereograficamente en p, =%. No es dificil comprobar que
S,,1 se obtiene al tomar limites 6 — 0 a partir de ejemplos KMR marcados Mg 3,
con |3| < § (recordad las igualdades entre las clases de homologia dadas en (8.1),
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Figura 8.2: Izquierda: El toro Xy visto como recubridor ramificado 2 : 1 de la esfera C.
Derecha: La superficie de Riemann M, con nodos p, —%, y las curvas v(1) C C; y

1(2) € Ta, para p < 1; aqui, [1(2)] = (o] + 7).

y tener en cuenta el orden de los finales dado en Mp, 3 como superficie marcada).
Si consideramos My, g4r ¥y tomamos limites § — 0, obtenemos una nueva superficie
marcada S, € JK que coincide con S, ; salvo en la clase de homologia de la tultima
componente:
Sp,2 = (Mm g, 02> 01> 001, 02, [7(2)]) )

siendo [7(2)] = [7(2)] + [Voos) — [70,]- Definimos el espacio de superficies de Scherk
simplemente periédicas marcadas S = {Sp1,Sp2 | p> 0}. Por construccion, se tiene
S C oK C ow.

El Lema 5.2.2 y el Teorema ?? (que fue probado para S, = 5,1, aunque se
puede probar analogamente para S,2), nos dicen que la aplicacién ligadura L se
puede extender de forma holomorfa a g, y que dicha extensién es un biholomorfismo
local en un entorno de 8§ en W (recordar las definiciones de la variedad compleja W
y la aplicacién ligadura L dadas en la Seccién 3.2). En particular, obtenemos que
W = WU S tiene estructura de variedad compleja de dimensién 4 (las restricciones
de L a entornos de las superficies marcadas de g, son cartas locales para W) Ademas,
podemos calcular explicitamente los valores de L en las superficies marcadas de S:

2 2 . .
L(S,1) = <1+Tp,—1+7”,—27rpz,27rpz) y (8.2)
L(S,2) = (H;)pz, —#, %, —%) , para todo p € R™.

Otra consecuencia de la holomorfia de L en W es que K=KUSCW esuna
subvariedad analitica de V. Por otro lado, sabfamos que K es una variedad analitica
real de dimension 3. Esto, junto con la extensién de L a W, produce sobre K una
estructura de variedad analitica real de dimensién 3.
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8.1. La aplicacion clasificadora extendida

Recordemos que toda la informacion relativa a L[z estd contenida en la aplicacién

clasificadora C. Ahora extendemos C a la variedad analitica real K de dimensién 3,
basdndonos en la extension anterior de la aplicacion ligadura. Recordemos (ver la
Definicién 3.2.6) que L(M) = (a,—a,b,b) podemos reescribirlo en términos de C
como C(M) = (a,b), para cualquier superficie marcada M € K. Por tanto, teniendo
en cuenta (8.2), definimos para cada p € R,

1+p° . 1+p* 21,
C(Sp1) = ( pp ,—27T,02), C(Sy2) = ( pp ,%z) . (8.3)

De esta forma, tenemos una extension C' : K — R* x C, que es diferenciable, puesto
que L es holomorfa. Como, ademés, L es un biholomorfismo local en un entorno de
8 en W, concluimos que C' es un difeomorfismo local en un entorno de 8 en K.

Si identificamos RT x C = RT x R? entonces C(8) tiene dos componentes

conexas: (] = {(%,0, —27Tp) | p € ]R*} y Cy = {(%,0, 27”) | p € ]R*}. Cada
Cj, j = 1,2, es una curva divergente contenida en el semiplano ortogonal al eje .

Proposicion 8.1.1 La aplicacion clasificadora C' : K — R+ xC es propia.

Demostracion. Tomemos una sucesiéon { M, }, en K cuya imagen por C converge,
C(M,) = (an,b,) — (a,b) € RT x C, y probemos que existe una parcial de {M,},
convergiendo a una superficie marcada contenida en K.

En primer lugar, supongamos que pasando a una parcial, podemos suponer que
{M,}, C K. Es decir, supongamos que M, = My, , 3, para todo n € N, sien-
do (0, an, B,) € Z. Pasando a una parcial, podemos suponer que {(0,, a,, B,)}n
converge a (0, oo, Bc) € [0,5] x [=F, 5] X [=7,7]. Podemos deducir de (2.10)
que la primera componente a(M,) de C(M,) es igual al médulo del vector P,, =
w(0y,) sin, E(0,, ay, B,) € C. En particular,

» Si 0y = 7, entonces a(M,) — 0 cuando n — oo, contradicciéon con que a # 0.
B Si e =0y foo € {+00, 2(m—04)}, entonces a(M,,) — oo, que no es posible.

Por tanto, las inicas posibilidades son o bien 65, = 0y (@, O) € {(0,0), £(0,7)},
que nos da una superficie marcada en S (ver el Lema 2.2.6); o bien (6, 0o, Boo) € Z,
que se corresponde con el ejemplo KMR marcado My__ o ... Por tanto, la parcial
{M,}, converge en I%, como queriamos probar. Esto se podria haber probado tam-
bién usando un argumento mas tedrico, similar al de la demostracion del Teore-

ma 7.0.7.
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Podemos por tanto suponer que {M, }, es una sucesién contenida en S. De (8.3)
se obtiene claramente que la restriccién C'|s es una aplicacion propia. Esto completa

la demostracion de la Proposicién 8.1.1. O

Teorema 8.1.2 C : K — R* x C es un difeomorfismo local.

Demostracién. Como C' es un difeomorfismo local en un entorno de § en I%, s6lo
falta probar que C|z es también un difeomorfismo local. El espacio tangente a K
en M se puede identificar con el espacio vectorial (ver [18])

TuK = {u = (%‘0 M, N) ‘ {M;}; C K es una variacién normal de Mo = ]T/[/} ,

donde M es el levantamiento doblemente periodico de M a R?, y N es su aplicacién
de Gauss. En particular, las funciones de T,K son funciones de Jacobi” en M, que en
general no inducen funciones univaluadas en el cociente M (depende de la variacion
del reticulo de periodos de ]\Z) Ademads, como los finales de M, son asintéticos
a semiplanos horizontales, puede probarse que cada v € T WK es acotada en un
entorno de cada final de M;. Por tanto, para ver que C|g es un difeomorfismo local,
bast probar que la tinica funcién de Jacobi en ker(dC)y,) C T, WK es la idénticamente
nula. Para ello, consideremos un ejemplo KMR marcado M & 1%, y comprobemos
que la unica funcién de Jacobi contenida en el nicleo de dC), es la idénticamente
nula. .

Denotemos por M al levantamiento doblemente periédico de M (vista como
superficie geométrica) a R3, y sea u : M — R una funcién de Jacobi en ker(dCy).

Probemos que u = 0. Podemos escribir u = (%‘0 My, N), para cierta variacién M,

de M:O — M en K. Sea P; el reticulo de periodos asociado a ]\Z, M, = ]\Z/Pt, y
(a, b)) = C(M;) € RT x C. Como u € ker(dC)y), entonces

%‘t:e a; =0 y %‘t:O by =0. (8.4)

Por el Lema 2.2.9 (tras una normalizacién), llegamos a que la aplicacién * : £ — K
que asocia a cada ejemplo KMR su superficie conjugada, es una aplicacién bien
definida. Ademas, * es claramente diferenciable, ya que es la restriccién a I de la
aplicacién (g, ¢) — (g,i¢) definida en el espacio de todos los datos de Weierstrass

“Sea ¥ C R?® una superficie minimal, y sea u : M — R una funcién diferenciable. Recordemos
que se dice que u es una funcion de Jacobisi cumple Au—2Ku = 0 (ecuacién de Jacobi), donde A
es el operador laplaciano y K es la aplicacién de Gauss de M. Es decir, si es un cero del operador
de Jacobi L = A —2K = A + |VN|2
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permitidos en este ambiente (sabemos que dicho espacio se identifica con el espacio
W estudiado en la Seccién 3.1). También se cumple de manera trivial que la com-
posicién * o * coincide con la identidad en K, de donde deducimos que * es un difeo-
morfismo. Luego basta probar que v = (dx), = 0. Ndtese que v = (%‘tzo M, N),
siendo ]\Z* la superficie conjugada de M,. En particular, v es una funcién de Jacobi
de M*. Como M; tiene finales horizontales, v es ademads acotada.

Supongamos en primer lugar que v es invariante por el reticulo de periodos
asociado a M*. En este caso, v induce una funcién de Jacobi (acotada) en el cociente
M* de M* por su reticulo de periodos, a la que seguiremos llamando v. Por la
Observacién 2.2.5, sabemos que v = (N, V), para algin vector V € R3. Denotamos
por M al espacio lineal formado por todas las inmersiones minimales ramificada en
R3 (incluyendo las aplicaciones constantes) cuya aplicacién de Gauss es N, y tienen
curvatura total finita y finales planos (ver la Seccién 1.10). Un el Teorema 1.10.1
de Montiel y Ros, existe un unico elemento X, en M cumpliendo que (X, N) = v.
Como la constante V' cumple lo anterior, ha de ser X, = V, constante. Por tanto,
v se corresponde con una traslacién de M* en R3. Como estamos identificando los
ejemplos KMR por traslaciones, llegamos a que v = 0, como queriamos probar. Por
tanto, basta probar que v baja al cociente M™.

Recordemos que el vector flujo de M; en sus finales es (salvo signo) F; =
(rat,0,0), v que el flujo a lo largo de la clase de homologia en la ultima compo-
nente del ejemplo KMR marcado M; viene dado por F, = (iby,2m) € C x R = R5.
Por tanto, el vector periodo de ]\Z* (antes de normalizarla para verla en IAC) estd ge-
nerado por Hy = F, y T} = F,. Parametrizamos ]\Z* por ¥y : M — ]\Z*, y denotamos
respectivamente por S, Sa : M — M los difeomorfismos inducidos por H;,T}; es
decir, aquellos que satisfacen

) o S =) + Hy y YioSar = Y; + Tt (8.5)

. d _ d N
Las ecuaciones en (8.4) aseguran que E‘t:o Hy = 4 ‘t:O T, = 0. Con esto,

voSio = (g V) oSio= (], (0 0 510). V)
= (L] LN+ (] HiN) =0,

En la segunda igualdad hemos usado que %‘t:O Py oSy = (%‘t:O wf) oS0+
(dvg) 3z (% ‘ 0 SM), y este segundo término no aparece porque va multiplicado por
el normal a la superficie. De forma analoga, v o Sy = v, luego v baja al cociente
M*. El Teorema 8.1.2 queda asi probado. O

Demostracion del Teorema 3: R
Deducimos de la Proposicién 8.1.1 y el Teorema 8.1.2 que C' : K — R*xC = RT xR?
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difeomorfismo local y propio, luego es una aplicacion recubridora. El hecho de que
R* x R? sea un conjunto simplemente conexo, nos permite concluir que la apli-
cacion clasificadora C' es un difeomorfismo. En particular, C' permite clasificar las
superficies marcadas en K. Como C(8) consiste en los dos arcos (disjuntos) Cy, Cs,
que son divergentes y propios en Rt x R2, obtenemos que el espacio K de ejemplos
KMR marcados es difeomorfo a RT x R? — (C; U Cy), que a su vez es difeomorfo a
R x (R* — {(£1,0)}). Esto prueba el Teorema 3. O

Con esto, tenemos explicitamente descrito el espacio K de ejemplos KMR marca-
dos. Es natural preguntarse por la estructura del espacio K de superficies geométri-
cas, médulo las identificaciones naturales por simetrias de las que hablabamos en
la Observacion 2.2.4 y en la Afirmacién 2.2.1 para el caso « = 7/2 (en particu-
lar, estamos viendo repetido en K cada ejemplo KMR geométrico, ya que se cumple

My o p+r = My.o s como superficies geométricas). Esto es, vamos a estudiar la familia
K1 = {Ms | (6,0, 8) € T}, siendo

n={@.a.8) € (0.3) x [0,5]" | (@.0) # (0,60)}.

Pues bien, Iy puede obtenerse como cociente de K por ciertas identificaciones, que
se corresponden con las isometrias de R?® bajo las que estamos identificando super-
ficies geométricas KMR. Dichas isometrias son: rotaciones alrededor del eje x5 o las
simetrias respecto de planos ortogonales al eje x; 0 al eje xo, (ver la Observacion 2.2.4
y la Afirmacion 2.2.1). Por ejemplo, identificamos My, 5 con My, g, ya que una
se obtiene como imagen de la otra mediante una simetria de R? respecto del plano
ortogonal al eje x5. En concreto,

o =a=5yl0 =0,
o bien o = a,

o bien (' = —p,

o bien (' = [+ .

K = /%/ ~, siendo Myap~ My o p <

Como algunos ejemplos KMR admiten a estas simetrias como isometrias de la su-
perficie; esto se traduce en que el cociente Ky de I por tales simetrias no es una
variedad diferenciable, sino que tiene estructura de orbifold de dimension 3.
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