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Introducción

El estudio de las superficies minimales en R3 se remonta a los oŕıgenes del Cálculo
Variacional y de la Geometŕıa Diferencial clásica, en tiempos de Euler y Lagrange,
cuando las superficies minimales se véıan como los puntos cŕıticos del funcional área.
En 1740, Euler [12] encontró la única superficie minimal de revolución, salvo el plano
(Bonnet [3]): la catenoide, a la cual él llamó alysseide, que se genera por revolución
de la catenaria (ver la Figura 1 izquierda). Ésta fue la primera superficie minimal
conocida, distinta del plano. Lagrange [33] formuló la ecuación que ha de satisfacer
una función u = u(x, y) para que su grafo sea minimal, e hizo esto desde su estudio
del Cálculo de Variaciones. Expĺıcitamente, la ecuación que se obtiene es la siguiente:

(1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0 , (1)

donde los sub́ındices x, y denotan las correspondientes derivadas parciales. Nos
referiremos a la ecuación (1) como ecuación de los grafos minimales. Por tanto,
una superficie es minimal si se puede expresar como grafo de una solución de (1)
alrededor de cualquiera de sus puntos.

Fue Meusnier, en 1770, quien caracterizó geométricamente las superficies mini-
males como aquellas cuya la curvatura media se anula constantemente, e históri-
camente, esta caracterización ha pasado a tomarse como definición de superficie
minimal.

Definición 0.0.1 Una superficie M ⊂ R3 se dice minimal si su curvatura media H
es idénticamente cero.

Además, Meusnier descubrió una nueva superficie minimal: el helicoide (ver la
Figura 1 derecha). El helicoide, junto con el plano, son las únicas superficies mini-
males regladas (Catalan [5]) y son además las únicas superficies minimales propias,
sin autointersecciones y simplemente conexas (Meeks y Rosenberg [45]).

La ecuación de los grafos minimales era demasiado complicada para las herra-
mientas de las que se dispońıa a finales del s. XVIII. Matemáticos de la talla de Mon-
ge [46, 47], Legendre [36], Lacroix o Ampère integraron la ecuación (1), obteniendo
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ii Introducción

Figura 1: Catenoide (izquierda) y helicoide (derecha).

fórmulas para las funciones coordenadas de las superficies minimales en términos
de funciones anaĺıticas. Aunque hasta 1835 no se descubrieron nuevos ejemplos, de-
bidos a Scherk [65]. Éste dio las ecuaciones expĺıcitas de las superficies minimales
simple y doblemente periódicas que llevan su nombre (ver la Figura 2). Por aquellas
fechas, también se descubrió una importante relación entre la teoŕıa de superficies
minimales y la teoŕıa de funciones armónicas (ver la Sección 1.1):

Una superficie M ⊂ R3 es minimal si, y sólo si, sus funciones coorde-
nadas son armónicas, respecto de la estructura conforme asociada a la
métrica inducida en M a partir de la métrica llana de R3.

Plateau [57] dio una interpretación f́ısica de las superficies minimales: éstas se
pueden obtener como la peĺıcula creada por un alambre previamente sumergido en
una disolución jabonosa. De ah́ı que el problema de determinar si existen super-
ficies minimales (con cierta topoloǵıa prefijada) bordeadas por una curva cerrada
prescrita (o por un sistema de curvas de este tipo), se conozca en la literatura co-
mo el problema de Plateau. Este atractivo, pero complicado, problema atrajo la
atención de muchos matemáticos importantes de la época. En 1865, Schwarz [67]
obtuvo métodos para resolver el problema de Plateau con borde un cuadrilátero pre-
fijado, lo cual llevó al descubrimiento de nuevas superficies minimales triplemente
periódicas. También Riemann [59, 60] estudió el problema de Plateau para algunos
sistemas de curvas frontera formados por rectas y/o circunferencias, y clasificó to-
das las superficies minimales foliadas por rectas y/o circunferencias. Éstas son: el
plano, la catenoide, el helicoide, y los elementos de una nueva familia uniparamétri-
ca de superficies minimales que obtuvo, y que en la actualidad se conocen como
ejemplos minimales de Riemann (ver la Figura 3 izquierda). Los descubrimientos
de estos nuevos ejemplos se basaron en las fórmulas de representación dadas por
Weierstrass [72, 73] y Enneper [11], obtenidas a partir de funciones meromorfas
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Figura 2: Superficies minimales de Scherk simple y doblemente periódicas.

definidas sobre una superficie de Riemann verificando ciertas condiciones de com-
patibilidad que daremos en la Sección 1.2 (esta representación permitió el uso de
potentes técnicas del Análisis Complejo y de la emergente teoŕıa de superficies de
Riemann). Enneper [11] encontró, además, una nueva superficie minimal bordeada
por una curva de Jordan (ver la Figura 3 derecha). El problema de Plateau (en su
versión más sencilla, para discos) no fue resuelto hasta principios del siglo XX, entre
los años 1929 y 1933, por Douglas [10] y Radó [58]. Gracias a estos trabajos sobre
el problema de Plateau, Douglas ganó una de las dos primeras medallas Fields, en
1936 (la otra fue para el analista Ahlfors).

A principios del s. XX, Bernstein [1, 2] demostró que las únicas soluciones u de
(1) definidas en todo R2 son las afines; es decir, los únicos grafos minimales com-
pletos son los planos. Este resultado ha sido un v́ınculo de unión entre la teoŕıa
de superficies minimales con la teoŕıa de ecuaciones en derivadas parciales (de tipo
casilineal eĺıptico). Como la imagen por la aplicación de Gauss de un grafo está con-
tenida en un hemisferio, podemos interpretar el teorema de Bernstein como una
primera aproximación al problema de la imagen esférica, que consiste en encontrar
el número máximo de puntos que puede omitir la aplicación de Gauss de una super-
ficie minimal, completa y no llana de R3. Todas las superficies minimales completas
y no llanas conocidas, tienen por imagen mediante la aplicación de Gauss a la esfera
menos a lo más 4 puntos, en clara correspondencia con los teoremas de variable
compleja de tipo Picard. Sobre el problema de la imagen esférica se obtuvieron re-
sultados parciales (Osserman, Xavier, López, Ros), hasta que, en 1988, Fujimoto [14]
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Figura 3: Una superficie minimal de Riemann (izquierda) y la superficie de Enneper
(derecha).

cerró el problema obteniendo que

la aplicación de Gauss de una superficie minimal completa y no llana en
R3 no puede omitir 5 puntos distintos de S2.

En los años 60 del s. XX, Osserman dio un gran empuje a la teoŕıa de superficies
minimales completas, dando una versión más global de la representación para su-
perficies minimales dada por Enneper y Weierstrass. Además, llamó la atención de
la comunidad cient́ıfica sobre la importante subfamilia formada por las superficies
minimales completas con curvatura total finita, donde la curvatura total de una su-
perficie se define como la integral sobre la superficie de su curvatura de Gauss (ver
la Sección 1.3). Para ello, fue de gran importancia el siguiente resultado debido a
Huber [26, 74].

Una superficie minimal completa M ⊂ R3, con curvatura total finita
y ∂M = ∅, tiene la estructura conforme de una superficie de Riemann
compacta M menos una cantidad finita de puntos, a los que llamaremos
finales de M .

(Dichos finales, como veremos en la Sección 1.3, se corresponden con los finales
topológicos de M , como espacio topológico no compacto). Osserman [49] también
observó que la aplicación de Gauss (proyectada estereográficamente) de una tal su-
perficie minimal M , se extiende a una función meromorfa sobre la compactificación
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Figura 4: Superficie minimal de Costa.

conforme M de M . Estos resultados nos dicen que a M se le puede asociar un
género (el de su compactificación conforme M), un número de finales, y el grado de
su aplicación de Gauss extendida. En algunos casos, algunas de estas tres cantidades
determinan la superficie (ver por ejemplo los Teoremas 1.7.1 y 1.7.2). Schoen [66]
probó que los finales minimales, completos, con curvatura total finita y sin autoin-
tersecciones de M han de ser asintóticos a medias catenoides o a planos. Las únicas
superficies minimales completas, sin autointersecciones y con curvatura total finita
que se conoćıan entonces eran el plano y la catenoide. Como en más de dos siglos no
se hab́ıan encontrado más de estos ejemplos, se empezaron a perseguir teoremas de
unicidad para el plano y la catenoide, en este sentido. De ah́ı la revolución que supuso
el sorprendente descubrimiento por Costa [7], en 1984, de una nueva superficie mini-
mal completa, sin autointersecciones, con género 1 y 3 finales (ver la Figura 4). En
realidad, Costa produjo la superficie, pero fueron Hoffman y Meeks [22, 23] los que
probaron que la superficie de Costa no teńıa autointersecciones, y la generalizaron
para género arbitrario. A partir de entonces, se ha encontrado una enorme cantidad
de nuevas superficies minimales completas y sin autointersecciones [4, 21, 31]. Dada
esta abundancia de ejemplos, en la actualidad uno de los principales objetivos es
obtener resultados de clasificación o de no existencia para superficies minimales sin
autointersecciones con ciertos tipos topológicos o comportamiento asintótico prefija-
do en los finales; y otro objetivo importante es describir la estructura de espacios de
moduli de superficies minimales con topoloǵıa y geometŕıa prescritas [6, 18, 37, 41].

Un tipo destacado de superficies minimales M ⊂ R3 sin autointersecciones y
propias son las periódicas, que se definen como aquellas invariantes por un grupo
(no trivial) P de isometŕıas de R3, que actúa propia y discontinuamente. Una tal
M se puede ver en la 3-variedad llana, completa y no simplemente conexa M/P.
Dicha variedad se puede recubrir (con un número finito de hojas) por R3/S(θ) (en
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cuyo caso diremos que M es simplemente periódica), T2 × R (M es doblemente
periódica) o T3 (M es triplemente periódica), donde S(θ) denota un movimiento
helicoidal de ángulo θ ∈ [0, π] alrededor del eje x3, y T2,T3 son toros llanos de
dimensión 2, 3 respectivamente (nótese que T = S(0) es una traslación). Por tanto,
el estudio de las superficies minimales periódicas se puede reducir al estudio de las
superficies minimales propias y sin autointersecciones de R3/S(θ),T2×R,T3. En los
espacios ambiente R3/S(θ) y T2×R, al igual que ocurre en R3, no existen superficies
minimales compactas y sin borde. El caso del espacio ambiente T3 es completamente
opuesto: todas las superficies minimales propias en T3 son compactas, y por esa razón
las técnicas en su estudio son distintas (Meeks [38, 39] y Pirola [56]).

Meeks y Rosenberg [42, 44] obtuvieron propiedades generales de las superficies
minimales simple y doblemente periódicas que tienen topoloǵıa finita en el cociente,
estudiando su geometŕıa, estructura conforme y comportamiento asintótico en el
infinito (ver las Secciones 1.8 y 1.9). En concreto, probaron (Teorema 1.8.1) que si
M es una superficie minimal propia y sin autointersecciones de R3/S(θ) o T2 × R,
equivalen que M tenga curvatura total finita y que M tenga topoloǵıa finita (esta
propiedad no se da en R3, como pone de manifiesto el helicoide); y si M tiene
curvatura total finita, entonces su estructura conforme es la de una superficie de
Riemann compacta M menos una cantidad finita de puntos, que se corresponden
con los finales de M . En particular, podemos definir el género de M como el género
de su compactificación conforme M. Además, cuando M es simplemente periódica,
sus finales sólo pueden ser asintóticos a planos (en cuyo caso se dice que los finales son
planos), a anillos llanos (finales de tipo Scherk) o a helicoides (finales helicoidales),
ver el Teorema 1.8.2. Y si el espacio ambiente es T2 × R, entonces sólo es posible
un número finito de finales de tipo Scherk para M (Teoremas 1.8.3 y 1.9.4). En el
espacio ambiente T × R, destacaremos las siguientes cuatro familias de ejemplos de
superficies minimales propias:

? La familia uniparamétrica de superficies doblemente periódicas de Scherk [65]
(ver la Figura 2 derecha), con género 0 y 4 finales en el cociente por su ret́ıculo
de periodos más fino*. Estas superficies se pueden construir a partir de grafos de
Jenkins y Serrin sobre cuadrados o rombos (ver la Sección 1.6 para la definición
de dichos grafos), tomando valores frontera +∞ sobre dos lados opuestos, y −∞
sobre los dos lados restantes. La superficie que se obtiene, contiene 4 rectas en su
borde, correspondientes a los vértices del cuadrilátero. Por el Principio de reflexión
de Schwarz (Teorema 1.1.1), rotando la superficie un ángulo π alrededor de dichas
rectas, se obtiene una superficie minimal doblemente periódica, llamada superficie

*Sea Σ ⊂ R3 una superficie minimal doblemente periódica. Dados dos ret́ıculos P1,P2 de pe-
riodos de Σ, diremos que P1 es más fino que P2 si P2 ⊂ P1.
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de Scherk. El parámetro de la familia es el ángulo que forman los lados consecutivos
del paralelogramo; o equivalentemente, el ángulo que forman los finales superiores
de la superficie obtenida (los correspondientes al valor frontera +∞) con sus finales
inferiores (correspondientes a −∞).

? Karcher [30, 31] definió en 1988 otra familia uniparamétrica de superficies
minimales doblemente periódicas, a las que llamó toroidal halfplane layers. Para
ello, consideró el grafo G conjugado de un cierto grafo de Jenkins y Serrin definido
sobre un rectángulo (ver el Teorema 1.6.3). El borde ∂G del grafo (no acotado) que
obtuvo, consist́ıa en la unión de 3 curvas contenidas en los planos coordenados de R3

y una recta r. Mediante simetŕıas respecto de los 3 planos coordenados y la rotación
de ángulo π alrededor de r, obtuvo una superficie doblemente periódica, con género 1
y 4 finales paralelos en el cociente por su ret́ıculo de periodos más fino. Además,
expuso dos deformaciones independientes, obteniendo nuevas superficies minimales
doblemente periódicas.

? En 1989, Meeks y Rosenberg [42] obtuvieron superficies minimales doble-
mente periódicas, por argumentos totalmente distintos a los anteriores. Previamente,
Meeks [38, 39] hab́ıa descrito anaĺıticamente el espacio de moduli de las superficies
minimales triplemente periódicas, no orientables en el cociente y con caracteŕıstica
de Euler −2; y hab́ıa dado una construcción, usando un método de minimax, que
prueba que todo toro llano T3, contiene un número infinito de superficies minimales
propias, sin autointersecciones y no orientables. Meeks y Rosenberg tomaron ĺımites
de algunas de dichas superficies triplemente periódicas, hasta obtener superficies
minimales doblemente periódicas, que admiten como cocientes a botellas de Klein
con 2 finales paralelos. Como recubridores de dichas botellas de Klein, obtuvieron
toros con 4 finales paralelos en T2 × R.

? Hoffman, Karcher y Wei [20, 21] afirmaban la existencia de una familia uni-
paramétrica de superficies minimales doblemente periódicas con género 1 y 4 finales
no horizontales en su ret́ıculo de periodos más fino, de las que se serv́ıan para tomar
ĺımites, y con ello construir un helicoide de género 1 en el cociente. Estas superficies
se pueden considerar como la desingularización de dos familias de semiplanos (de
forma análoga a las superficies de Scherk doblemente periódicas, pero con asas). El
parámetro, al igual que en la familia de superficies de Scherk doblemente periódicas,
es el ángulo entre los finales no paralelos. Realmente, sólo hay una demostración
matemática de la existencia de esta superficie para ángulo π/2. La evidencia de la
existencia del resto de las superficies de la familia es tan sólo gráfica.

Existen otros ejemplos de superficies minimales doblemente periódicas con género
más alto, que no vamos a tratar aqúı (consultar [69, 71]).
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En este trabajo, nosotros construimos una familia triparamétrica K = {Mθ,α,β}
de superficies minimales doblemente periódicas, con género 1 y 4 finales paralelos en
el cociente por su ret́ıculo de periodos más fino. Dicha familia incluirá los ejemplos
dados por Karcher y por Meeks y Rosenberg descritos anteriormente; de ah́ı que
llamemos a las superficies Mθ,α,β ejemplos KMR. Obtenemos dichos ejemplos como
recubridor ramificado de la esfera S2 por su aplicación de Gauss. La configuración
esférica de un ejemplo KMR, definida como la posición de los valores de ramificación
de su aplicación de Gauss en S2, nos permitirá dar expĺıcitamente los datos de
Weierstrass de la superficie; y a partir de ellos, obtendremos información detallada
de la superficie en cuestión. Esto será a lo que dedicaremos el Caṕıtulo 2.

Teorema 1 ([61]) Existe una familia 3-paramétrica K = {Mθ,α,β} de superficies
minimales doblemente periódicas de R3, con género 1 y 4 finales paralelos en el
cociente. Se puede dotar a esta familia con una estructura de variedad anaĺıtica
real de dimensión 3, con la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos.
Además,

1. Los posibles ĺımites (no triviales) de las superficies en K son: la catenoide,
el helicoide, cualquier superficie minimal de Riemann, y todas las superficies
minimales simple y doblemente periódicas de Scherk.

2. El grupo de isometŕıas de cada Mθ,α,β ∈ K es isomorfo a (Z/2Z)2, a (Z/2Z)3

o a (Z/2Z)4 (hay ejemplos KMR con cada una de estas opciones), y siempre
contiene una involución sin puntos fijos que invierte la orientación. En par-
ticular, todas las superficies de K admiten un cociente a una botella de Klein,
con 2 finales paralelos.

3. La familia K es autoconjugada, en el sentido de que la superficie conjugada*

de un elemento de K pertenece de nuevo a K.

Claramente, podemos considerar cocientes de cada superficie de Scherk doble-
mente periódica por ciertos ret́ıculos de periodos menos finos, obteniendo una su-
perficie minimal con género 0 y 2k finales en T × R (siendo T un toro llano 2-
dimensional), para cualquier k ∈ N. Y análogamente, podemos obtener ejemplos
KMR con género 1 y 4k finales en T × R, para todo k ∈ N. Veremos más adelante
que estas son las únicas posibilidades en estos ambientes.

*Dos superficies minimales M1, M2 ⊂ R3 se dicen conjugadas si las funciones coordenadas de
M1 son las conjugadas armónicas de las funciones coordenadas de M2.
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Como antes comentábamos, los teoremas de no existencia y de clasificación de
superficies minimales tienen una gran importancia en esta teoŕıa. Para obtener tales
resultados en ambientes simplemente periódicos (resp. doblemente periódicos), se
suele fijar un género y un comportamiento asintótico en los finales para superficies
minimales propias y sin autointersecciones en R3/S(θ), con θ ∈ [0, π] (resp. en
T×R, con T un toro llano de dimensión 2). Uno de los teoremas de clasificación más
importantes en esta ĺınea, es el dado en 1998 por Meeks, Pérez y Ros [41], que nos dice
que las únicas superficies propias y sin autointersecciones en R3/T , donde T = S(0)
es una traslación no trivial, con género 1 y un número finito de finales planos, son las
superficies minimales de Riemann (Teorema 1.8.4). Previamente, Pérez y Ros [52]
hab́ıan demostrado que, cuando θ 6= 0, no existen superficies minimales propias y
sin autointersecciones en R3/S(θ), con género 1 y un número finito de finales planos.
Estos dos resultados nos permiten concluir que:

Los ejemplos minimales de Riemann son las únicas superficies simple-
mente periódicas que tienen género 1 y un número finito de finales planos
en el cociente.

Además de en el enunciado, la importancia del teorema de unicidad de los ejem-
plos minimales de Riemann obtenido por Meeks, Pérez y Ros [41] radica en la técnica
desarrollada en su demostración. Modificaciones de dicha técnica (la cual explicare-
mos a continuación) han permitido obtener nuevos teoremas de clasificación, como
son el Teorema 1.8.6, el Teorema 1.8.7 o el siguiente teorema, que es el resultado
central en esta memoria:

Teorema 2 ([51]) Supongamos que M ⊂ R3 es una superficie doblemente periódica
con finales paralelos. Si M tiene género 1 en el cociente, entonces M coincide con
un ejemplo KMR.

Con la notación que introduciremos para los ejemplos KMR, Mθ,α,β, los toroidal
halfplane layers de Karcher coinciden con la familia uniparamétrica de ejemplos
KMR {Mθ,0,0}, y las deformaciones que este mismo autor dio de estos ejemplos
son {Mθ,α,0} y {Mθ,0,β}; y la familia 2-paramétrica de ejemplos dados por Meeks y

Rosenberg no es otra que {Mθ,0,β}. Éstas son dos de las subfamilias más simétricas
de ejemplos KMR. Además, como el Teorema 1 nos dice que todos los ejemplos KMR
admiten un cociente a una botella de Klein, el Teorema 2 se puede ver también como
un teorema de clasificación de todas las botellas de Klein minimales, propias, sin
autointersecciones y con finales paralelos en cocientes doblemente periódicos de R3.
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A continuación, demos una idea de la demostración del Teorema 2. Por un re-
sultado previo de Meeks y Rosenberg [42] (Teorema 1.9.2), si superficie minimal
M ⊂ T×R propia y sin autointersecciones tiene finales paralelos, entonces el número
de finales de M ha de ser un múltiplo de 4. Para k ∈ N fijo, denotamos por S el espa-
cio formado por todas las superficies minimales doblemente periódicas, con género
1 y 4k finales en el cociente; y sea K la familia de ejemplos KMR, con género 1
y 4k finales en el cociente. Obtendremos que K es una componente conexa de S
(ver la Observación 2.2.5). Nuestro objetivo es probar que S = K, lo cual haremos
por reducción al absurdo. Supongamos que S −K = ∅. La idea principal consiste en
asociarle a cada superficie en S unos invariantes geométricos, y estudiar propiedades
de la aplicación que asocia a cada M ∈ S esos invariantes. Desgraciadamente, para
poder definir rigurosamente estos invariantes geométricos, debemos no sólo consid-
erar superficies en S, sino superficies marcadas; es decir, parejas (M, [γ]), siendo M
una superficie de S y [γ] una clase de homoloǵıa de M no nula en la compactificación

de M y con vector periodo ~0. Consideramos el espacio S̃ de superficies marcadas,
y sea K̃ la familia de ejemplos KMR marcados, K̃ ⊂ S̃. Definimos la aplicación
C : S̃ → R∗ × C (a la que llamaremos aplicación clasificadora) que, a grandes ras-

gos, le hace corresponder a cada (M, [γ]) ∈ S̃ la longitud del periodo en los finales de
M y la parte horizontal del flujo de M a lo largo de γ, que dependerá de la clase de
homoloǵıa de γ en M (consultar la Sección 1.2 para la definición de periodo y flujo
de M a lo largo de una curva). La demostración consta de tres puntos importantes:

(1) C|S̃−K̃ es una aplicación propia (Teorema 7.0.7). Es decir, si {Mn, [γn])}n es

una sucesión de superficies marcadas en S̃ − K̃ tales que los periodos de las
Mn convergen a un vector no nulo de R3, y los flujos de las Mn a lo largo de
las γn convergen, entonces existe una parcial de {Mn, [γn])}n convergiendo en

S̃ − K̃. Para ello, necesitaremos obtener estimaciones locales del área y de la
curvatura de Gauss de las superficies Mn.

(2) C|S̃−K̃ es una aplicación abierta (Teorema 7.0.8). Esto nos dice que cada su-

perficie en S̃ −K̃ se puede deformar localmente en S̃ −K̃, moviendo su periodo
en los finales y su flujo a lo largo de la clase de homoloǵıa destacada. De estos
puntos (1) y (2), se puede deducir que moviendo el valor de C, podemos de-

formar cualquier superficie marcada en S̃ − K̃ hasta llegar a cualquier punto
del borde de su componente conexa en S̃ − K̃.

(3) Unicidad de ejemplos KMR alrededor de un cierto punto de ∂S̃: Identificare-
mos qué posibles ĺımites tienen las sucesiones divergentes {Mn, [γn])}n en

S̃, viendo tales ĺımites como puntos del borde de S̃; y estudiaremos dichos
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ĺımites en función del comportamiento de C. Uno de estos puntos de ∂S̃ es
la catenoide, que corresponde al caso en el que C(Mn, [γn]) → (0,∞) (lla-
maremos a este caso el ĺımite catenoide). En esta situación, probaremos que

si {(Mn, [γn])}n es una sucesión en S̃, con C(Mn, [γn]) → (0,∞), entonces Mn

ha de pertenecer a K̃, para n suficientemente grande (Caṕıtulo 6).

A partir de los dos primeros puntos, se obtiene fácilmente que C|S̃−K̃ es una apli-
cación sobreyectiva, lo que contradice (3). Y esta contradicción prueba el teorema.

El punto (1) anterior es sin duda el de mayor dificultad en el esquema de la
demostración del Teorema 2. Para probarlo, estudiaremos todos los posibles ĺımites
de superficies marcadas en S̃ con curvatura de Gauss acotada (Sección 4.2), daremos
una estimación de curvatura bajo ciertas condiciones en términos de C (Sección 4.2),
y también necesitaremos una nueva unicidad de ejemplos KMR, esta vez alrededor
de las superficies de Scherk simplemente periódicas, vistas como elementos de ∂S̃
(dicha unicidad se probará en el Caṕıtulo 5). Este último ingrediente se debe a

que dada una sucesión {(Mn, [γn])}n en S̃ convergiendo a una superficie de Scherk
simplemente periódica, se tiene que {C(Mn, [γn])}n converge en R∗ × C, luego la

aplicación C : S̃ → R∗ × C no es propia (ésta es una diferencia fundamental con
respecto a la situación que se da en [41]).

Para conseguir el punto (2) del esquema, veremos S̃ como un subconjunto anaĺıtico
dentro de una variedad compleja W de dimensión 4k, consistente esencialmente en
todos los posibles datos de Weierstrass en este ambiente. Este espacio W lo es-
tudiaremos en el Caṕıtulo 3, donde definiremos también una aplicación holomorfa
L : W → C4k (nos referiremos a L como aplicación ligadura), siendo L|S̃ ≡ C. Usan-
do (1) y el Teorema de la aplicación abierta para varias variables (Teorema 3.1.4),
llegaremos a que L es una aplicación abierta; de donde deduciremos (2) de la relación
entre C y L.

En cuanto al punto (3), su consecución está basada en una modificación de las
técnicas usadas para la unicidad de ejemplos KMR alrededor del ĺımite Scherk sim-
plemente periódico que hab́ıamos usado en el punto (1) anterior, y que explicamos a
continuación. En primer lugar, buscaremos una carta local de W alrededor de Sρ. Co-

mo las imágenes por L de las superficies marcadas en S̃ próximas al ĺımite Scherk Sρ
están acotadas, podemos aplicar el Teorema de extensión de Riemann para varias
variables (Teorema 3.1.1), obteniendo aśı una extensión holomorfa de la aplicación
ligadura L a Sρ. La unicidad la obtendremos como consecuencia del Teorema de la
función inversa aplicado a L. Sin embargo, este planteamiento no es aplicable paso a
paso para probar la unicidad de los ejemplos KMR alrededor del ĺımite catenoide, ya
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que su imagen por la aplicación ligadura no está acotada, propiedad imprescindible
para aplicar el Teorema de extensión de Riemann. Por tanto, modificaremos la apli-
cación ligadura, definiendo una nueva aplicación holomorfa definida en un entorno
del ĺımite catenoide en W a la que aplicaremos el razonamiento anterior en este caso
(esto lo haremos en el Caṕıtulo 6).

Una vez demostrado el teorema de unicidad (Teorema 2), el siguiente paso natural
es preguntarse por la estructura topológica de la variedad anaĺıtica real K formada
por los ejemplos KMR. Claramente, podemos reducir dicho estudio al caso en el
que k = 1, siendo 4k el número de finales de cada superficie en K. El Caṕıtulo 8
estará dedicado a este problema. En concreto, demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3 ([61]) El espacio K̃ de ejemplos KMR marcados es difeomorfo a R ×
(R2 − {(±1, 0)}).

La demostración de este resultado, que sigue una técnica parecida a la explicada
anteriormente, puede verse como una continuación de la demostración del Teorema 2,
ya que usamos todas las herramientas alĺı definidas. Como se dijo anteriormente, la
aplicación ligadura L se extiende de forma holomorfa a los ĺımites Scherk simple-
mente periódicos Sρ ∈ ∂W. Sea S el espacio formado por todos estos ĺımites Scherk,

y dotaremos a W̃ = W ∪ S de estructura de variedad compleja de dimensión 4k
(L es una carta holomorfa alrededor de cada Sρ). La correspondencia entre L y la
aplicación clasificadora C, nos asegurará la extensión diferenciable de C al espacio
K̂ = K̃ ∪S, al que se puede dotar de estructura de variedad anaĺıtica real de dimen-
sión 3. A partir de aqúı, cabe destacar dos pasos importantes en la demostración
del Teorema 3:

(i) C : K̃ → R+ × C es una aplicación propia.

(ii) C : K̃ → R+ × C es un difeomorfismo local.

Como C(S) consistirá en dos curvas divergentes, disjuntas y difeomorfas a R, el
Teorema 3 es una simple consecuencia de (i) y (ii).

Con esto, se acaba la exposición de los contenidos de esta memoria. Quisiéramos
concluir esta introducción enunciando algunos de los problemas abiertos relaciona-
dos con los resultados obtenidos en la tesis.
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Problema 1: El ejemplo KMR Mθ,0,π
2

(resp. Mθ,π
2
,π
2
) se puede obtener por

simetŕıas a partir de un grafo G de Jenkins y Serrin definido sobre un rectángu-
lo, con valores frontera consecutivos 0,+∞, 0,+∞ (resp. 0,+∞, 0,−∞), ver [31].
Por el principio de reflexión de Schwarz, podemos extender G a un grafo definido
sobre una banda del plano, con valores frontera alternados ±∞ sobre segmentos
de igual longitud en el borde de dicha banda. Cabe pensar que los ejemplos KMR
de la subfamilia {Mθ,α,π

2
}α, son grafos de Jenkins y Serrin definidos sobre bandas

del plano (evidencias gráficas lo avalan), y que dependen de forma continua de los
parámetros θ, α (el parámetro α indicaŕıa la posición relativa de segmentos sobre los
que se toman valores frontera +∞, y θ nos daŕıa información sobre la anchura de la
banda). En caso de demostrar que lo anterior es cierto, dichos grafos definidos sobre
la banda podŕıan usarse como barrera en arguments que usen principios del máximo.

Problema 2: Actualmente, se ha despertado el interés por la construcción de
superficies minimales completas y sin autointersecciones de R3 con curvatura total
infinita en el cociente por su ret́ıculo de periodos más fino (dada una superficie mi-
nimal no periódica M ⊂ R3, convendremos en decir que M es periódica, con ret́ıculo
de periodos asociado {~0}). En 1993, Hoffman, Karcher y Wei [20, 21] descubrieron
un helicoide (no periódico) de género 1, que tiene curvatura total infinita. Aunque
ha sido en 2001 cuando Hoffman, Weber y Wolf [25] han demostrado que existe
una superficie de este tipo sin autointersecciones, usando herramientas sofisticadas
de espacios de Teichmüller. Recientemente, Hauswirth y Pacard [32] han construi-
do el primer ejemplo de superficie minimal completa y sin autointersecciones, con
topoloǵıa infinita y no periódica, pegando convenientemente una deformación de la
superficie de Costa con dos medias superficies minimales de Riemann. Esta super-
ficie de Hauswirth y Pacard tiene género 1 y dos finales ĺımite (correspondientes a
los medios ejemplos minimales de Riemann). También han obtenido, en el mismo
trabajo, ejemplos de género más alto. Usando esta técnica de “pegar”superficies, es-
peramos conseguir en colaboración con Hauswirth, superficies minimales con género
finito y dos finales ĺımite en R2 × S1, a partir de ejemplos KMR. Usando técnicas
completamente distintas, hemos construido en colaboración con Traizet [62], una su-
perficie minimal simplemente periódica, con género 0 y un final ĺımite en el cociente
por su ret́ıculo de periodos más fino. Para ello, hemos adaptado los argumentos que
Sa Earp y Rosenberg [64] usan para resolver el problema de Dirichlet en dominios
no acotados (también se puede seguir un razonamiento similar al original de Jenkins
y Serrin [28]).

Problema 3: Estudiar la existencia y posible unicidad de los toros doblemente
periódicos de Hoffman, Karcher y Wei [20] con finales no paralelos, para ángulo ar-
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bitrario entre sus finales no paralelos.

Problema 4: Un problema más ambicioso es la clasificación de las superficies
minimales propias, sin autointersecciones y con género 0 de la 3-variedad completa
y llana R2 × S1. Por el Principio del máximo, excepto los ejemplos llanos (i.e. los
planos y los cilindros llanos contenidos en R2 × S1), todos los finales (simples) de
una superficie minimal M ⊂ R2 × S1 propia, sin autointersecciones y con género 0,
son helicoidales o de tipo Scherk. Además, se sabe que si una tal M tiene topoloǵıa
finita, entonces M ha de tener un número par de finales. En el caso en el que los
finales de M sean helicoidales, un teorema de Pérez y Ros [52] (Teorema 1.8.8) nos
dice que M ha de ser un helicoide. Y si M tiene un número finito de finales de tipo
Scherk, entonces M es una superficie de Scherk simplemente periódica o un “saddle
tower”de Karcher (Pérez y Traizet [55], Teorema 1.8.6). Los Teoremas de unicidad
de las superficies de Scherk doblemente periódicas de Lazard-Holly y Meeks [35]
(Teorema 1.8.4) y de los ejemplos KMR [51] (Teorema 2), nos dicen que las únicas
superficies M en las condiciones anteriores que proceden de superficies minima-
les doblemente periódicas son levantamientos de superficies de Scherk doblemente
periódicas y los levantamientos de ejemplos KMR. Además, como hemos citado en el
Problema 2 anterior, existen ejemplos de superficies minimalesM ⊂ R2×S1 propias,
sin autointersecciones, con género 0 y un final ĺımite, que no proceden de ejemplos
doblemente periódicos. Luego la familia a considerar en este ambiente es más rica
que en el caso del ambiente de R3.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades

Sea M una superficie diferenciable, y X : M → R3 una inmersión de M en
R3. Consideramos en M la métrica riemanniana ds2 inducida por X a partir de
la métrica llana 〈. , .〉 de R3 (aśı, X es una inmersión isométrica). Diremos que la
inmersión es completa cuando el espacio métrico (M,ds2) sea completo, y que X es
propia si la preimagen por X de un compacto cualquiera de R3, es un subconjunto
compacto de M .

Dada una función f : M → R de clase C2, denotaremos por ∆f su laplaciano
respecto de la métrica ds2. Y definimos el laplaciano de X asociado a ds2 como
∆X = (∆x1,∆x2,∆x3), siendo (x1, x2, x3) las funciones coordenadas de X. Supon-
gamos que la superficie diferenciable M es además orientada, y sea N : M → S2 su
aplicación de Gauss. Es bien sabido que

∆X = 2HN , (1.1)

donde H es la curvatura media asociada a N (consultar, por ejemplo, [50] pág. 28,
o [8] pág. 204).

Una inmersión X : M → R3 se dice minimal si su curvatura media H se anula
idénticamente. Luego deducimos de (1.1) que una inmersiónX : M → R3 es minimal
si, y sólo si, sus tres funciones coordenadas son armónicas. Otra consecuencia de la
minimalidad de X es que la curvatura de Gauss K de (M,ds2) no puede tomar
valores positivos, y que su aplicación de Gauss N : M → S2 es una aplicación
conforme. De hecho. esta última propiedad caracteriza a las inmersiones minimales
y a la esfera.

Lo anterior es un ejemplo de la estrecha relación que existe entre la teoŕıa de
superficies minimales y el Análisis. Otra muestra de ello es la siguiente versión del

1
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Principio de reflexión de Schwarz para superficies minimales.

Teorema 1.1.1 (Principio de reflexión de Schwarz [19]) Si una superficie mi-
nimal M de R3 contiene un segmento rectiĺıneo r, entonces M es invariante por la
rotación de ángulo π alrededor de la recta que contiene a r. Además, si M con-
tiene en su frontera un segmento rectiĺıneo r, entonces M se puede extender por
la rotación de ángulo π alrededor de la recta que contiene a r, obteniendo aśı una
superficie minimal que contiene a r en su interior.

Observación 1.1.2 Dada una inmersión minimal X : M → R3, estamos abusando
de la notación identificando M con su imagen en R3, y hablaremos de una superficie
minimal inmersa M ⊂ R3.

Como dijimos anteriormente, las funciones coordenadas de una inmersión mini-
mal X = (x1, x2, x3) : M → R3 son armónicas. Para cada j = 1, 2, 3, denotamos por

x∗j la conjugada armónica de xj, definida en un recubridor M̃ de M (x∗j está bien
definida en M salvo constantes aditivas). Definimos la inmersión minimal conjugada

X∗ : M̃ → R3 de X como aquella cuyas funciones coordenadas son las conjugadas
armónicas de las xj, X

∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3). Por lo general, X∗ es una inmersión multival-

uada sobre M (está bien definida salvo traslaciones), por lo que, aunque X + iX∗ es

una curva holomorfa definida de M̃ en C3, su diferencial Φ = d(X + iX∗) está glo-
balmente bien definida en M . Esta 1-forma holomorfa Φ es la que recibe el nombre
de forma de Weierstrass; y su tercera componente, que unas veces denotaremos por
φ3 y otras por dh, es a lo que llamaremos diferencial altura. Claramente, Re

∫
Φ = X

salvo constante aditiva. En particular, Re
∫
φ3 = x3, de ah́ı el nombre de diferencial

altura para dh.

1.2. Representación de Weierstrass

En esta sección vamos a presentar una herramienta muy poderosa en la teoŕıa
de superficies minimales de R3: la representación de Weierstrass (o de Enneper-
Weierstrass). Ésta fue obtenida por Weierstrass [72, 73] en 1860, e independiente-
mente por Enneper [11] en 1864, y nos permite representar superficies minimales,
usando ĺıneas de curvatura como ĺıneas de parámetros. Éstas fórmulas cayeron en
un letargo, hasta que fueron recuperadas por Osserman [49] un siglo más tarde,
dando aśı un gran impulso al estudio de las superficies minimales completas. Como
veremos, la representación de Weierstrass es un v́ınculo entre la teoŕıa de superficies
minimales de R3 y el Análisis Complejo (de una variable). Los resultados que siguen
se pueden encontrar en [50].
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Dada una inmersión minimal e isométricaX = (x1, x2, x3) : M → R3, denotamos
por Φ = (φ1, φ2, φ3) la forma de Weierstrass asociada a X. Usando las ecuaciones de

Cauchy-Riemann para cada φj (j = 1, 2, 3), llegamos a que φj =
(
∂xj

∂x
− i

∂xj

∂y

)
dz,

donde z = x + iy es una coordenada local holomorfa (i.e. (x, y) son parámetros
isotermos); luego

dΦ = d(X + iX∗) =

(
∂X

∂x
− i

∂X

∂y

)
dz .

A partir de esta expresión, y teniendo en cuenta que X es una inmersión conforme,
es fácil comprobar que

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 =

∣∣∣∣
∂X

∂x

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣
∂X

∂y

∣∣∣∣
2

− 2i

〈
∂X

∂x
,
∂X

∂y

〉
= 0 ,

y |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 =

∣∣∣∣
∂X

∂x

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂X

∂y

∣∣∣∣
2

6= 0 .

Tomando g =
φ3

φ1 − i φ2
, que es una función meromorfa sobre M , llegamos a la

expresión

Φ =

(
1

2

(
1

g
− g

)
φ3 ,

i

2

(
1

g
+ g

)
φ3 , φ3

)
. (1.2)

Y por tanto, podemos recuperar la inmersión X como sigue:

X(z) = Re

∫ z

z0

(
1

2

(
1

g
− g

)
φ3 ,

i

2

(
1

g
+ g

)
φ3 , φ3

)
+ C, (1.3)

para ciertos z0 ∈ M , C ∈ R3. Usando (1.3), un cálculo directo nos lleva a que la
métrica inducida por X en M a partir de la métrica llana 〈. , .〉 de R3, viene dada
por

ds2 =
1

2

(
|φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2

)
=

|φ3|2

4

(
1

|g| + |g|
)2

. (1.4)

De aqúı deducimos que X definida como en (1.3) es una inmersión si, y sólo si, se
cumple:

z0 ∈M es un cero o un polo de g de orden m⇔ z0 es un cero de φ3 de orden m.
(1.5)

Por otra parte, ∂X
∂x

∧ ∂X
∂y

es un campo normal a la superficie. Luego una aplicación
de Gauss para M viene dada por

N =
∂X
∂x

∧ ∂X
∂y∣∣∣∂X∂x ∧ ∂X
∂y

∣∣∣
=

(
2Re(g)

|g|2 + 1
,
2 Im(g)

|g|2 + 1
,
|g|2 − 1

|g|2 + 1

)
, (1.6)
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que no es más que la imagen inversa por la proyección estereográfica desde el Polo
Norte de g. Por tanto, identificando por la proyección estereográfica, g es la apli-
cación de Gauss de la superficie. Además, las curvaturas principales asociadas a la
aplicación de Gauss N obtenida en (1.6) vienen dadas por

k1 =
4 |dg|

|f | (1 + |g|2)2
, k2 =

−4 |dg|
|f | (1 + |g|2)2

,

de donde llegamos a que la curvatura de Gauss de M es igual a

K = −
(
|φ3| |dg|
ds2

)2

= − 16 |φ3|4 |dg|2(
1
|g| + |g|

)4 . (1.7)

El siguiente teorema nos da, además, condiciones para que, a partir de una fun-
ción meromorfa g : M → C y una 1-forma holomorfa φ3 definidas sobre una super-
ficie de Riemann M , construyamos una inmersión minimal y conforme X, definida
como en (1.3).

Teorema 1.2.1 ([50])

1. Sea X : M → R3 una inmersión minimal isométrica, g su aplicación de Gauss
(proyectada estereográficamente) y φ3 su diferencial altura. Entonces, podemos
expresar X como en (1.3).

2. Rećıprocamente, sea M una superficie de Riemann, g : M → C una aplicación
meromorfa, φ3 una 1-forma holomorfa sobre M cumpliendo (1.5), y Φ la forma
de Weierstrass definida en (1.2). Si se cumple que

Re

∫

Γ

Φ = 0 , para toda curva cerrada Γ ⊂M , (1.8)

entonces X = Re
∫

Φ define una inmersión minimal y conforme, cuyas apli-
cación de Gauss y diferencial altura son, respectivamente, g y φ3.

Observación 1.2.2

(i) La condición (1.5), que equivale a que sea |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 6= 0, nos asegura
que X es una inmersión (no ramificada). Una inmersión ramificada es una
aplicación diferenciable X : M → R3 definida sobre una superficie diferencia-
ble, que es una inmersión salvo en un conjunto discreto de puntos, donde se
anula dX. En general, dada una aplicación meromorfa g y una 1-forma holo-
morfa sobre una superficie de Riemann M cumpliendo (1.8), la expresión (1.3)
define una inmersión minimal ramificada de M en R3.
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(ii) La condición (1.8) nos dice que X es univaluada sobre M . Por tanto, si no
se cumple (1.8), entonces (1.3) define una inmersión minimal (posiblemente
ramificada) sobre algún recubridor de M en R3.

Definición 1.2.3 Llamaremos datos de Weierstrass asociados a X, al par (g, φ3)
que aparece en el enunciado del Teorema 1.2.1 para X. Y se dice que unos datos de
Weierstrass (g, φ3) cierran periodos cuando cumplen la condición (1.8).

Es inmediato comprobar que los datos de Weierstrass asociados a la inmersión
(multivaluada) conjugada X∗ de X vienen dados por (g, iφ3).

Sea M una superficie de Riemann, g : M → C una aplicación meromorfa, φ3

una 1-forma holomorfa sobre M , y Φ la forma de Weierstrass asociada a los datos
de Weierstrass (g, φ3). Se definen, respectivamente, el vector periodo y el vector flujo
de X (o de (g, φ3)) a lo largo de una curva cerrada y orientada Γ ⊂M como

PΓ = Re

∫

Γ

Φ y FΓ = Im

∫

Γ

Φ . (1.9)

El vector flujo FΓ a lo largo de Γ coincide con la integral sobre Γ del conormal
unitario interior ν a lo largo de la curva: FΓ =

∫
Γ
ν ds, donde ds denota el elemento

de longitud. Por supuesto, el signo de FΓ depende de la elección del conormal ν. No
es dif́ıcil ver que el vector periodo (resp. el vector flujo) de X∗ a lo largo de una
curva cerrada y orientada Γ ⊂ M , coincide con el opuesto del vector flujo (resp. el
vector periodo) de X a lo largo de Γ.

Claramente,
∫
Γ

Φ sólo depende de la clase de homoloǵıa de Γ en M (Teorema de
la Divergencia). Aśı, si denotamos por H1(M,Z) al primer grupo de homoloǵıa de
M , entonces la aplicación

H1(M,Z)
Υ−→ R3

[Γ] 7−→ PΓ

es un homomorfismo de grupos. Sea G = Υ(H1(M,Z)). La condición (1.8) se co-
rresponde con el caso G = {~0}. Supongamos ahora que G está generado por 1, 2 o
3 vectores linealmente independientes. Denotaremos por P al grupo de isometŕıas
de R3 formado por las traslaciones de vectores en G. Entonces, (1.3), que define
una inmersión minimal multivaluada de M en R3, la podemos ver como una inmer-
sión univaluada y minimal de M en la 3-variedad completa, llana y no simplemente
conexa R3/P. Esta superficie minimal M ⊂ R3/P se levanta en R3 a una superfi-

cie minimal M̃ invariante por las traslaciones de P. Dependiendo de si el rango de
P es 1, 2 o 3, M̃ será simple, doble o triplemente periódica, respectivamente (ver
Sección 1.8 para la definición de superficie minimal periódica).
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Rećıprocamente, si una superficie minimal inmersa M̃ ⊂ R3 es invariante por
un grupo de traslaciones P de R3 que actúa propia y discontinuamente, entonces
su aplicación de Gauss induce una aplicación de Gauss en el cociente M = M̃/P,
y la diferencial altura está bien definida sobre M . Con todo esto, no es dif́ıcil com-
probar que el Teorema 1.2.1 sigue siendo cierto, cambiando el espacio ambiente R3

por R3/P (i.e. tomando X : M → R3/P), y cambiando la condición (1.8) por
que G = Υ(H1(M,Z)) sea un subgrupo de P; y siguen siendo válidas las expre-
siones (1.4), (1.6) y (1.7), respectivamente, para la métrica inducida por X en M ,
la aplicación de Gauss N de M y la curvatura de Gauss asociada a M .

Cuando una curva cerrada Γ ⊂M satisface PΓ = ~0, diremos que Γ cierra perio-
dos. Al estudio de si todas las curvas cerradas contenidas en M cierran periodos, o
bien los periodos de dichas curvas cerradas generan un grupo generado por 1, 2 o 3
traslaciones, es a lo que se suele llamar resolver el problema de periodos.

Algunos ejemplos clásicos:

? Los datos de Weierstrass g = 1 y φ3 = dz definidos sobre M = C, definen un
plano vertical.

? Si M = C∗ = C−{0}, g(z) = z y φ3 = dz
z
, obtenemos una catenoide vertical,

ver la Figura 1 izquierda. El helicoide es la superficie minimal (multivaluada
en C∗) conjugada de la catenoide, luego sus datos de Weierstrass son g(z) = z
y φ3 = i dz

z
sobre C∗, ver la Figura 1 derecha. Si queremos representar el

helicoide de forma univaluada, basta levantar al recubridor universal de C∗,
obteniendo g(w) = eiw y φ3 = i dw.

? Si M = C, g(z) = z y φ3 = z dz, obtenemos la superficie de Enneper, ver la
Figura 3 derecha (ésta es una superficie con autointersecciones, aunque no se
aprecien en la Figura 3 por ser la porción de superficie representada demasiado
pequeña).

? Para cada θ ∈ (0, π
4
], a partir de los datos de Weierstrass g(z) = z y φ3 =

z dz
(z2−e2iθ)(z2−e−2iθ)

, definidos sobre M = C−{±e±iθ}, obtenemos la superficie de

Scherk doblemente periódica de ángulo* θ, ver la Figura 2 derecha. La super-
ficie de Scherk simplemente periódica de ángulo θ (ver la Figura 2 izquierda)
es la superficie minimal obtenida al conjugar la superficie de Scherk doble-
mente periódica de ángulo θ. Por tanto, sus datos de Weierstrass asociados
son g(z) = z y φ3 = iz dz

(z2−e2iθ)(z2−e−2iθ)
, definidos sobre M = C − {±e±iθ}.

*Llamaremos ángulo de una superficie de Scherk simple o doblemente periódica al ángulo for-
mado entre sus finales no paralelos.
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? Los ejemplos minimales de Riemann, que forman una familia uniparamétri-
ca {Rλ}λ>0, son superficies minimales simplemente periódicas, definidas sobre
toros doblemente punteados. Para cada λ > 0, la superficie minimal de Rie-
mann Rλ se define sobre el toro doblemente punteado Tλ = {(z,w) | w2 =
z(z − λ)(λz + 1)} − {(0, 0), (∞,∞)} mediante g(z) = z y φ3 = dz

z w
, ver la

Figura 3 izquierda. La familia de superficies minimales de Riemann es auto-
conjugada; es decir, al conjugar un ejemplo minimal de Riemann obtenemos
otro ejemplo de la familia (salvo congruencias).

La representación (1.3) nos permite construir y representar superficies minimales
(ver, por ejemplo, el Caṕıtulo 2). Para resolver el problema de periodos correspon-
diente a unos datos de Weierstrass (g, φ3) dados, es útil conocer las isometŕıas de
la métrica ds2 asociada a (g, φ3), como ocurrirá en el Caṕıtulo 2. También es útil
conocer dichas isometŕıas al representar la superficie, ya que puede que sólo baste
representar un “trozo conveniente”de ésta, y obtener el resto como imagen de di-
cho trozo por las isometŕıas de la superficie. La proposición siguiente, junto con el
Principio de reflexión de Schwarz, nos ayuda a descubrir las isometŕıas asociadas
a ds2.

Proposición 1.2.4 Denotaremos por
.

Γ al vector tangente de la curva Γ ⊂M .

1. Si
dg

g
(
.

Γ)φ3(
.

Γ) ∈ iR ⇒ Γ está contenida en una recta.

2. Si
dg

g
(
.

Γ)φ3(
.

Γ) ∈ R ⇒ Γ está contenida en una geodésica plana (de simetŕıa).

Con esto, se puede comprobar que la conjugación lleva ĺıneas rectas en curvas
planas de simetŕıa, y viceversa.

1.3. Superficies minimales con curvatura total finita

Entre las superficies minimales completas de R3, las que mejor se conocen son
aquellas con curvatura total finita. Fue Osserman [50] quien descubrió la importancia
de la curvatura total en la familia de superficies minimales completas.

Diremos que M es propia cuando la inmersión X sea propia, que es embebida
cuando no tenga autointersecciones, y que es propiamente inmersa (resp. propia-
mente embebida) cuando además de ser propia es inmersa (resp. embebida).
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Se define la curvatura total de una superficie minimal M como

C(M) =

∫

M

K dA,

donde estamos denotando por K la curvatura de Gauss de M , y dA es el elemento
de área asociado a la métrica ds2 inducida en M de la de R3. La minimalidad
de M implica que K ≤ 0, luego siempre se cumple C(M) ≤ 0. Se dice que M
tiene curvatura total finita si C(M) > −∞. El siguiente resultado reduce, v́ıa la
representación de Weierstrass, el estudio de las superficies minimales completas con
curvatura total finita a la teoŕıa de superficies de Riemann compactas.

Teorema 1.3.1 ([16, 26, 29, 50]) Sea M ⊂ R3 una superficie minimal inmersa,
completa, y con curvatura total finita. Entonces, se cumple:

1. M es conformemente equivalente a M− {p1, . . . , pr}, siendo M una superficie
de Riemann compacta y p1, . . . , pr ∈ M, r ≥ 1, una cantidad finita de puntos a
los que llamamos finales de M . En particular, la caracteŕıstica de Euler χ(M)
de M viene dada por

χ(M) = 2 − 2 género(M) − r .

2. M es propia.

3. La aplicación de Gauss g de M (compuesta con la proyección estereográfica)
extiende a una aplicación meromorfa sobre M; y su diferencial altura dh ex-
tiende a una 1- forma meromorfa sobre M. Seguiremos denotando por g, dh a
dichas extensiones.

4. Si M tiene r finales, entonces

C(M) ≤ 2π (χ(M) − r) .

Además, cuando M es embebida en entornos de sus finales, entonces se da la
igualdad en la desigualdad anterior.

Observación 1.3.2 Sea Σ una superficie no compacta, y consideremos el conjunto
Λ = {γ : [0,∞) → Σ | γ es un arco propio}. Definimos en Λ la siguiente relación de
equivalencia: γ1 ∼ γ2 si para cualquier compacto C ⊂ Σ, γ1 y γ2 caen eventualmente
(i.e. salvo un trozo compacto) en la misma componente conexa de Σ−C. Llamamos
final de Σ a cada clase de equivalencia en Λ/ ∼. Los puntos pj de los que habla el
apartado 1 del teorema anterior se pueden identificar con los finales (topológicos) de
M como espacio no compacto.
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Llamaremos género de una superficie minimal M en las condiciones del Teore-
ma 1.3.1, al genero de su compactificación M. Además, como la aplicación de Gauss
g de M extiende a una aplicación meromorfa sobre M, podemos definir el grado de
g como el grado de dicha extensión. Es fácil comprobar que |C(M)| coincide con el
área esférica de la imagen de la aplicación de Gauss N de M , contando multiplicidad
(ya que K = det(dN)). Aśı,

C(M) = −4π grado(g) . (1.10)

Corolario 1.3.3 Sea M ⊂ R3 una superficie minimal e inmersa. Se cumple:

(i) Si M tiene curvatura total finita, se tiene que

M es completa ⇔ M es propia.

(ii) Si M es propia, embebida en entornos de sus finales y tiene curvatura total
finita, entonces

grado(g) = género(M) + #(finales) − 1 .

Otra consecuencia importante de la condición de curvatura total finita, es que
nos permite conocer el comportamiento asintótico de los finales de una superficie
minimal completa e inmersa en R3 (es decir, el comportamiento de la superficie en
el infinito). El caso más sencillo es cuando dichos finales son embebidos, y queda
recogido por el siguiente resultado.

Proposición 1.3.4 [50, 66] Los finales embebidos de una superficie minimal de
R3 completa, inmersa y con curvatura total finita, deben ser asintóticos a medias
catenoides o a planos.

Decimos que un final de una superficie minimal es catenoidal (o de tipo catenoide)
si es asintótico a media catenoide, y que es plano si es asintótico a un plano.

1.4. Principios del máximo

Muchos argumentos de los que usaremos a lo largo de la tesis se fundamentarán
en los principios del máximo que enunciamos a continuación. La obtención de dichos
principios se debe a que, localmente, podemos expresar una superficie minimal en
R3 como grafo de una solución de (1), que es una ecuación en derivadas parciales
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de segundo orden, casilineal y eĺıptica. Este hecho nos permite usar trasladar herra-
mientas de la teoŕıa de ecuaciones en derivadas parciales a la teoŕıa de superficies
minimales de R3.

Sean M1 y M2 dos superficies minimales de R3 para las cuales existe un punto
p ∈M1∩M2 donde ambas superficies son tangentes (i.e. TpM1 = TpM2). Supongamos
que M1,M2 vienen dadas alrededor de p como grafos de respectivas soluciones u1, u2

de (1) definidas sobre un entorno del plano tangente común en p. Diremos que M1

se queda a un lado de M2 alrededor de p si se cumple que u1 ≤ u2 (y escribiremos
M1 ≤ M2), o bien u1 ≥ u2 (M1 ≥ M2). Una demostración del siguiente teorema,
debido a Hopf, se puede encontrar en [66].

Teorema 1.4.1 (Principio del máximo) Dadas dos superficies minimales M1,M2

de R3, supongamos que se da una de las dos siguientes situaciones:

1. p es un punto interior de M1 y M2, con TpM1 = TpM2.

2. p es un punto interior de ∂M1 ∩ ∂M2, con TpM1 = TpM2 y Tp∂M1 = Tp∂M2.

Entonces, M1 ≥M2 en un entorno de p si, y sólo si, M1 = M2 en dicho entorno.

Es un ejercicio comprobar que el siguiente resultado se obtiene por una aplicación
directa del Principio del máximo (a menudo, nos referiremos al Corolario 1.4.2 como
Principio del Máximo).

Corolario 1.4.2 Sean M1, M2 ⊂ R3 dos superficies minimales (conexas) cerradas y
posiblemente con borde. Supongamos que M1∩M2 contiene un conjunto con interior
no vaćıo. Si la intersección de ∂M1 con el interior de M2 es vaćıa (lo cual se produce,
en particular, cuando ∂M1 = ∅), entonces M2 ⊂M1.

Existe una versión más general del Principio del máximo debida a Meeks y
Rosenberg [43], y a Langevin y Rosenberg [34], que nos dice que dos superficies
minimales propiamente inmersas en R3, nunca pueden ser asintóticas.

Teorema 1.4.3 (Principio del máximo en el infinito) Sea M1,M2 dos super-
ficies minimales disjuntas, propiamente inmersas en R3, y con frontera compacta
(posiblemente vaćıa). Entonces,

1. Si ∂M1 6= ∅, entonces existen p ∈ ∂M1 y q ∈ M2 tales que distR3(M1,M2) =
|p− q| (donde estamos denotando por |.| la norma usual de R3).

2. Si ∂M1 = ∂M2 = ∅, entonces M1 y M2 son dos planos paralelos.
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1.5. Ĺımites de superficies minimales

En esta sección vamos a dar condiciones para que converja una sucesión {Mn}n de
superficies minimales propiamente embebidas en R3. Primero, vamos a ver qué que-
remos decir con que una tal sucesión converja. Para ello, necesitamos introducir
cierta notación. Sea M ⊂ R3 una superficie minimal propiamente embebida y con
aplicación de Gauss N , y p un punto de M . Dados r, ε > 0, denotaremos

D(p, r) = {p + v | v ∈ TpM, |v| < r} ,

W (p, r, ε) = {q + tN(p) | q ∈ D(p, r), |t| < ε} .

Es decir, D(p, r) es el disco tangente af́ın a M en p de radio r, y W (p, r, ε) es un
entorno tubular de D(p, r) de radio ε.

Definición 1.5.1 Decimos que una sucesión de superficies minimales {Mn}n propi-
amente embebidas en R3 converge (uniformemente sobre compactos) con multipli-
cidad finita a una superficie minimal M ⊂ R3 propiamente embebida (y no nece-
sariamente conexa), y escribiremos Mn → M , si M es el conjunto de puntos de
acumulación de las Mn, y para cada p ∈M , existen r, ε > 0 y m ∈ N tales que

(•) M ∩W (p, r, ε) se puede expresar como grafo de una solución u : D(p, r) → R
de (1).

(••) Para cada n suficientemente grande, Mn∩W (p, r, ε) consiste en m grafos sobre
D(p, r) de funciones que convergen a u uniformemente en D(p, r).

Sobre cada componente conexa Ω ⊂ M , el natural m que cumple (••) en la
definición anterior, es común a todos sus puntos. Llamamos multiplicidad del ĺımite
sobre Ω a dicho natural.

Teorema 1.5.2 ([54]) Sea {Mn}n una sucesión de superficies minimales propia-
mente embebidas en R3. Supongamos que existe un punto de acumulación de las
Mn y que, para cualquier bola B ⊂ R3, se tiene que tanto el área de Mn ∩ B como
la restricción de la curvatura de Gauss de Mn a Mn ∩ B, están acotadas por una
constante que no depende de n (abreviaremos diciendo que se tienen cotas locales
uniformes del área y de la curvatura de Gauss). Entonces, existe una parcial de
{Mn}n que converge con multiplicidad finita a una superficie minimal propiamente
embebida en R3 (no necesariamente conexa), siendo la convergencia uniforme sobre
subconjuntos compactos de R3.
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Una superficie minimal M ⊂ R3, se dice estable si cada compacto contenido
en M es un mı́nimo del área en el conjunto de superficies minimales “cercanas”
con igual frontera. El siguiente resultado nos dice que la multiplicidad del ĺımite de
una sucesión de superficies minimales propiamente embebidas en R3, es uno cuando
dicho ĺımite no sea estable.

Proposición 1.5.3 ([54]) Sea {Mn}n una sucesión de superficies minimales propi-
amente embebidas en R3, convergiendo con multiplicidad finita a una superficie mi-
nimal M (conexa y orientable) propiamente embebida en R3. Si esta convergencia
tiene multiplicidad m ≥ 2, entonces M es estable.

Por un Teorema de Carmo y Peng [9], o de Fischer-Colbrie y Schoen [13], saber
que dicho ĺımite no es estable es tanto como saber que no es un plano (ver el
Teorema 1.5.4).

Teorema 1.5.4 ([9, 13]) La única superficie minimal (orientable) completa, es-
table y sin borde de R3 es el plano.

1.6. Grafos minimales

Sean Ω un dominio del plano y u ∈ C2(Ω). El grafo de u es una superficie minimal
si, y sólo si, u cumple la ecuación casilineal eĺıptica de segundo orden (1). En la teoŕıa
de superficies minimales, el Problema de Dirichlet consiste en encontrar soluciones
u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) de la ecuación (1) con valores frontera prefijados u|∂Ω = f , siendo
f una función continua sobre ∂Ω, y estudiar la unicidad de solución. Una versión
geométrica del Problema de Dirichlet es el llamado Problema de Plateau, que consiste
en encontrar superficies minimales cuya frontera es una curva de Jordan prefijada.

Volvamos a nuestro dominio Ω ⊂ R2, que supondremos acotado. Sea f una
función continua a trozos en ∂Ω (es decir, continua en ∂Ω salvo en un subconjunto
finito) y acotada. Podemos considerar el Problema de Plateau asociado a la curva de
Jordan Γ formada por f(∂Ω) más convenientes segmentos verticales sobre los puntos
de ∂Ω donde f no es continua. Sabemos que admite solución M (Teorema 1.6.1).
Si M es el grafo de una función u definida sobre Ω, entonces u es una solución al
Problema de Dirichlet sobre Ω con valores frontera f .

Teorema 1.6.1 (Douglas [10] y Radó [58]) Dada una curva de Jordan Γ ⊂ R3,
existe un disco minimal cuya frontera es Γ. Además, si la proyección de Γ sobre algún
plano bordea un dominio convexo (acotado) Ω, y Γ se puede escribir como grafo de
una función continua sobre ∂Ω, entonces existe una única superficie minimal M con
∂M = Γ, y ésta se puede escribir como grafo sobre Ω.



1.6 Grafos minimales 13

Existe una generalización del Problema de Dirichlet, consistente en admitir valo-
res frontera infinitos en segmentos contenidos en ∂Ω. El siguiente teorema resuelve
dicho problema en casos particulares.

Teorema 1.6.2 (Jenkins-Serrin, [28]) Sea Ω un dominio convexo y acotado, cuya
frontera ∂Ω consiste en una cantidad finita de segmentos rectos {Ai}i, {Bj}j y un
número finito de arcos {Ck}k, tales que ningún par de segmentos Ai (resp. Bj) tienen
un extremo común. Sea P el conjunto formado por todas las poligonales cerradas y
simples P cuyos vértices son extremos de los Ai, Bj. Para cada P ∈ P, denota-
mos por γ(P ) al peŕımetro de P , α(P ) =

∑
Ai⊂P |Ai| y β(P ) =

∑
Bj⊂P |Bj|, siendo

|Ai|, |Bj| las longitudes de los segmentos Ai, Bj, respectivamente. Consideremos los
valores frontera f : ∂Ω → R dados por f |∪iAi = +∞, f |∪jBj = −∞, y f |∪kCk

una
función continua y acotada prescrita.

1. Si {Ck}k 6= ∅, entonces existe una solución de la ecuación (1) definida sobre
Ω y con valores frontera f si y sólo si

2α(P ) < γ(P ) y 2β(P ) < γ(P ) , para todo P ∈ P . (1.11)

Y en caso de existir, dicha solución es única.

2. Si ∪kCk = ∅, entonces existe una solución de la ecuación (1) en Ω si y sólo
si α(∂Ω) = β(∂Ω) y además se cumple (1.11) para cualquier otro poĺıgono
(propio) de P. Si existe dicha solución, es única salvo constante aditiva.

3. Si u, v : Ω → R son dos soluciones del Problema de Dirichlet planteado en el
apartado anterior y cumplen u ≥ v sobre los arcos Ck, entonces u ≥ v sobre
todo Ω.

Acabamos esta sección con un resultado que nos dice que, al conjugar un grafo
minimal que está definido sobre un convexo, obtenemos un nuevo grafo minimal.
Este resultado se debe a Krust, y se puede encontrar demostrado en [31]. Este
teorema permite la obtención de nuevas superficies minimales por conjugación (ver,
por ejemplo, [30]).

Teorema 1.6.3 Si M es una superficie minimal que se obtiene como grafo sobre un
dominio convexo de un plano, entonces la superficie minimal conjugada M∗ existe,
y además se puede expresar como grafo sobre otro dominio del mismo plano.



14 Cap.1 Preliminares

1.7. Algunos resultados importantes

A continuación, enunciemos algunos resultados destacables que han usado en su
demostración como herramientas fundamentales lo presentado hasta ahora. A partir
de la Proposición 1.3.4, no es dif́ıcil deducir que la única superficie minimal de R3

propiamente embebida, con curvatura total finita y un único final, es el plano. Por
tanto, el estudio de las superficies minimales M ⊂ R3 propiamente embebidas y con
curvatura total finita, se reduce al estudio de aquellas que tienen dos o más finales.
Si M tiene exactamente 2 finales, Schoen [66] probó que M ha de ser la catenoide,
aplicando el método de Alexandrov y usando el Principio del máximo.

Teorema 1.7.1 (Schoen, [66]) Si M ⊂ R3 es una superficie minimal propia-
mente inmersa, con curvatura total finita y 2 finales embebidos, entonces M es
una catenoide.

Otra caracterización de la catenoide, fue dada por López y Ros [37]. En su
demostración, estudiaron una deformación uniparamétrica de la superficie minimal
en términos de los datos de Weierstrass asociados a la superficie, deformación que
existe si todas las curvas cerradas de la superficie tienen vector flujo apuntando en
una sola dirección, digamos vertical. Esta deformación, que actualmente se conoce
con el nombre de deformación de López-Ros, conserva la estructura conforme y la
diferencial altura.

Teorema 1.7.2 (López y Ros, [37]) Si M ⊂ R3 es una superficie minimal com-
pleta, embebida, con curvatura total finita y género 0, entonces M es un plano o una
catenoide.

Además, un importante teorema de Collin [6] reduce el estudio de las superficies
minimales propiamente embebidas en R3, con topoloǵıa finita y al menos 2 finales,
al caso mejor conocido en el que las superficies tienen curvatura total finita.

Teorema 1.7.3 (Collin, [6]) Si M ⊂ R3 es una superficie minimal propiamente
embebida, con al menos dos finales, entonces M tiene topoloǵıa finita si, y sólo si,
M tiene curvatura total finita.

Otras aplicaciones más o menos sofisticadas de los principios del máximo dados
en la Sección 1.4, derivan en los siguientes resultados.

Teorema 1.7.4 (Teorema del semiespacio, [24]) Si una superficie minimal M
propiamente inmersa en R3 está contenida en un semiespacio, entonces M ha de
ser un plano.
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A partir del Teorema 1.7.4 se obtiene el siguiente

Teorema 1.7.5 (Teorema fuerte del semiespacio, [24]) Dos superficies mini-
males propiamente inmersas de R3 o bien son dos planos paralelos o bien se cortan.

1.8. Superficies minimales periódicas

Las superficies minimales periódicas surgen de forma natural en el estudio de
las superficies minimales propiamente embebidas de R3 y, en diversas ocasiones,
modelizan fenómenos de la naturaleza. Meeks y Rosenberg propiciaron un gran
avance en la teoŕıa de superficies minimales periódicas, como se pondrá de manifiesto
en esta y en la próxima sección.

Una superficie minimal conexa y propiamente embebida se dice periódica cuan-
do es invariante por la acción de un grupo discreto G de isometŕıas de R3, que
actúa propia y discontinuamente. Dichos grupos están clasificados, y pueden tener
1, 2 o 3 generadores. Cuando G tiene 1 generador (resp. 2 o 3 generadores), se dice
que la superficie es simplemente periódica (resp. doble o triplemente periódica). Las
superficies periódicas se pueden considerar en el cociente R3/G, que es una varie-
dad completa, llana y no simplemente conexa, de dimensión 3. De la clasificación
de variedades completas y llanas de dimensión 3 que no son simplemente conexas
(ver [75]), llegamos a que un recubridor finito de R3/G es isométrico a R3/S(θ),
T2 × R o T3, siendo S(θ) un movimiento helicoidal de ángulo θ ∈ [0, π] (es decir,
la composición de una rotación de ángulo θ alrededor de un eje con una traslación
no trivial en la dirección de dicho eje), T2 un toro llano de dimensión 2, y T3 un
toro llano de dimensión 3. No perdemos generalidad suponiendo que el eje r del
posible movimiento helicoidal S(θ) coincide con el eje x3. Nótese que cuando θ = 0,
T = S(0) no es más que una traslación vertical.

Rećıprocamente, dado un grupo G y una superficie minimal propiamente embe-
bida y no llanaM ⊂ R3/G, el levantamiento M̃ de M a R3 es una superficie minimal
doblemente periódica, gracias al Teorema fuerte del semiespacio (dicho teorema nos

asegura que el levantamiento M̃ es conexo, supuesto que M no es llana). Por tan-
to, equivale estudiar superficies minimales periódicas de R3 y superficies minimales
propiamente embebidas en los espacios cociente R3/G descritos anteriormente.

Sea M una superficie minimal propiamente embebida y no llana en uno de los
espacios ambiente R3/T, T2×R o T3, y sea M̃ su levantamiento a R3. Como puntos

homólogos en M̃ tienen el mismo plano tangente y el mismo vector normal, se induce
una aplicación de Gauss bien definida en el cociente. De hecho, como comentamos en
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la Sección 1.2, en estos espacios ambiente se tiene una representación de Weierstrass
bien definida.

Observemos que toda superficie minimal M̃ ⊂ R3 periódica y no llana, tiene
curvatura total infinita. Aunque al verla en R3/G, puede que M = M̃/G śı tenga
curvatura total finita, en cuyo caso sabemos por un Teorema de Huber [26] que la
estructura conforme deM es la de una superficie de Riemann compacta y finitamente
punteada. El rećıproco, que no es cierto en R3 (como pone de manifiesto el helicoide),
fue probado en R3/G por Meeks y Rosenberg [44].

Teorema 1.8.1 ([44]) Sea M una superficie minimal propiamente embebida en
una 3-variedad completa, llana y no simplemente conexa. Entonces,

M tiene curvatura total finita ⇔ M tiene topoloǵıa finita.

Como T3 es un espacio compacto, todas las superficies minimales de T3 serán
también compactas, y por tanto no tienen finales. A partir de ahora, suponemos
que no se da este caso; es decir, supondremos que R3/G es de la forma R3/S(θ)
o T2 × R. Sea M ⊂ R3/G una superficie minimal propiamente embebida y con
topoloǵıa finita. La estructura conforme de M es, por Huber, la de una superficie de
Riemann compacta finitamente punteada, M−{p1, . . . , pr}, r ≥ 1. A esos puntos pi
(o, en ocasiones, a entornos de dichos puntos) los llamamos finales de M , como en
la Sección 1.3. Meeks y Rosenberg [44, 42] han estudiado la geometŕıa de M en sus
finales (es decir, el comportamiento asintótico de M).

Teorema 1.8.2 ([44]) Sea M ⊂ R3/S(θ) una superficie minimal propiamente em-
bebida con topoloǵıa finita, para cierto θ ∈ [0, π]. Entonces, se da una de las siguien-
tes alternativas:

1. Todos los finales de M son asintóticos a planos paralelos (se dice que los finales
son planos), y se levantan a finales minimales planos en R3. Si θ 6= 0, entonces
dichos planos han de ser horizontales (recordemos que estamos suponiendo que
S(θ) es un movimiento helicoidal alrededor del eje x3).

2. Todos los finales de M son asintóticos a anillos llanos verticales, y se levantan
a finales minimales asintóticos a semiplanos de R3 (en este caso, se dice que
los finales son de tipo Scherk). Este caso sólo puede darse cuando θ/π es un
número racional.

3. Todos los finales de M son asintóticos a finales de helicoides verticales (y
diremos que los finales de M son helicoidales o de tipo helicoide).
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Teorema 1.8.3 ([42]) Si M ⊂ T2 × R es una superficie minimal propiamente
embebida, no llana y con topoloǵıa finita, entonces sus finales son asintóticos a
anillos llanos que se levantan a semiplanos de R3 (diremos que los finales de M son
de tipo Scherk).

A continuación, damos algunos ejemplos de superficies minimales periódicas con
los distintos comportamientos asintóticos descritos en los dos teoremas anteriores.

? Los ejemplos minimales de Riemann, que son superficies minimales simple-
mente periódicas con finales planos (apartado 1 del Teorema 1.8.2, para θ = 0),
ver la Figura 3 izquierda.

? Las superficies de Scherk simplemente periódicas, que tienen finales de tipo
Scherk (apartado 2 del Teorema 1.8.2), ver la Figura 2 izquierda. De aqúı el
nombre que se le da a los finales con este comportamiento.

? El helicoide (apartado 3 del Teorema 1.8.2), ver la Figura 1 derecha.

? Las superficies de Scherk doblemente periódicas (Teorema 1.8.2), ver la Figu-
ra 2 derecha.

Conocida la estructura conforme y la geometŕıa de los cocientes de las superficies
simple y doblemente periódicas de R3, el siguiente paso natural consiste en caracteri-
zar los ejemplos conocidos. Hay importantes teoremas de unicidad de los ejemplos
simple y doblemente periódicos nombrados en los puntos anteriores, algunos de los
cuales enunciamos a continuación. Los Teoremas 1.8.4, 1.8.6 y 1.8.7 se han probado
siguiendo la técnica descrita en la introducción, con ciertas modificaciones. Dicha
técnica, original de Meeks, Pérez y Ros [41], es también la que usamos nosotros para
probar el Teorema 2 de unicidad que enunciábamos en la introducción.

Teorema 1.8.4 ([41]) Sea M ⊂ R3/T , siendo T una traslación de vector no nulo,
una superficie minimal propiamente embebida, con género 1 y un número finito de
finales planos. Entonces, M es un cociente de un ejemplo minimal de Riemann.

Teorema 1.8.5 ([52, 70]) Para cualquier traslación no trivial T , la única super-
ficie minimal propiamente embebida en R3/T , con género 0 y un número finito de
finales helicoidales, es el helicoide.

Teorema 1.8.6 ([55]) Sea M una superficie minimal completa y embebida en R3/T ,
con género 0 y un número finito de finales de tipo Scherk, donde T = (0, 0, 1). En-
tonces, M es una superficie de Scherk simplemente periódica o un “saddle tower”de
Karcher (ver [30, 31] para la definición de los “saddle towers”).
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Teorema 1.8.7 ([35]) Sea M ⊂ T2 × R una superficie minimal propiamente em-
bebida y con género 0, para algún toro llano T2 de dimensión 2. Entonces, M es
un cociente de una superficie de Scherk doblemente periódica. Además, la aplicación
que le hace corresponder a cada superficie doblemente periódica de Scherk el ángulo
θ ∈ (0, π) entre sus finales no paralelos, es un difeomorfismo.

Aunque no vamos a usar el siguiente resultado a lo largo de esta memoria, no
nos resistimos a incluirlo en esta sección de teoremas de clasificación, ya que es
uno de los teoremas más importantes de los últimos veinte años en la teoŕıa de
las superficies minimales. El caso periódico del resultado que sigue fue probado por
Meeks y Rosenberg [44] en 1993. Recientemente, los mismos autores han demostrado
el mismo resultado sin la hipótesis de periodicidad.

Teorema 1.8.8 ([45]) La única superficie minimal simplemente conexa, propia-
mente embebida y no llana de R3 es el helicoide.

Acabamos esta sección de superficies periódicas con el siguiente resultado de
existencia de entornos tubulares para superficies minimales periódicas, cuya de-
mostración es idéntica a la prueba del Lema 4 en [63].

Lema 1.8.9 Sea M ⊂ R3 una superficie minimal periódica, con curvatura acotada
y finales planos o de tipo Scherk, y sea c = máx |K|. Entonces, existe un entorno
tubular de M en R3 de radio 1/

√
c.

1.9. Superficies minimales doblemente periódicas

Recordemos que una superficie minimal M̃ ⊂ R3 es doblemente periódica si es
propiamente embebida e invariante por dos traslaciones de vectores T1, T2 ∈ R3 line-
almente independientes. Las traslaciones T1 y T2 generan un grupo P de isometŕıas
de R3, que actúa propia y discontinuamente, y que M̃ induce una superficie minimal
M = M̃/P propiamente embebida en R3/P ≡ T×R, donde T denota un toro llano

2-dimensional. A los vectores T1, T2 se les suele llamar periodos de M̃ , y a P ret́ıcu-
lo de periodos de la superficie. Como dijimos en las Secciones 1.2 y 1.8, estudiar
superficies minimales doblemente periódicas de R3 equivale a estudiar superficies
minimales propiamente embebidas en cocientes T × R, donde se tiene definida una
representación de Weierstrass. Recordemos que la estructura conforme de una su-
perficie M ⊂ T × R propiamente embebida y con topoloǵıa finita, es la de una
superficie de Riemann compacta finitamente punteada (Teorema 1.8.1). En este es-
pacio ambiente T × R, tenemos además un teorema para superficies propiamente
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embebidas con curvatura total finita, análogo al Teorema 1.3.1 para superficies mi-
nimales completas con curvatura total finita. Denotaremos por g : M → C a la
función meromorfa obtenida al componer la aplicación de Gauss N : M → S2 de
M con la proyección estereográfica, a la cual seguiremos llamando aplicación de
Gauss de M (recordemos que la aplicación de Gauss del levantamiento M̃ de M a
R3 indućıa en el cociente una aplicación de Gauss bien definida para M).

Teorema 1.9.1 ([42]) Sea M ⊂ T ×R una superficie minimal propiamente embe-
bida y con curvatura total finita (o equivalentemente, con topoloǵıa finita). Entonces,

1. M es conformemente equivalente a M− {p1, . . . , pr}, siendo M una superficie
de Riemann compacta y p1, . . . , pr ∈ M, r ≥ 1 (a los puntos pi se les suele
llamar finales de M). En particular, la caracteŕıstica de Euler χ(M) de M
viene dada por

χ(M) = 2 − 2 género(M) − r ,

donde se define el género de M como el género de M.

2. Tanto la aplicación de Gauss g como la diferencial altura dh extienden de
forma meromorfa a todo M. Además,

C(M) = −4π grado(g) ,

donde definimos el grado de g como el grado de su extensión a M (seguimos
denotando por g a dicha extensión).

En la situación del Teorema 1.9.1, supongamos que el ret́ıculo de periodos P
de M es horizontal. Denotaremos por x3 : M ⊂ T × R → R a la proyección de la
inclusión M ⊂ T ×R sobre el factor R (y la llamaremos tercera función coordenada
de M), que es una función armónica univaluada sobre M . Como T es compacto y
M propia, x3 diverge a ±∞ en cada final de M . Podemos distinguir dos tipos de
finales: finales superiores y finales inferiores, dependiendo respectivamente de si x3

tiende a +∞ o −∞ en el final. Todos los finales superiores (resp. inferiores) son
paralelos entre śı, ya que M es embebida y éstos son finales de tipo Scherk (ver
el Teorema 1.8.3). Además, como estamos suponiendo la superficie orientable, debe
haber un número de par de finales superiores (resp. inferiores). En particular, la
superficie tiene un número par de finales mayor o igual a 4 (por el Principio del
máximo, M tiene que tener al menos un final superior y uno inferior). El siguiente
teorema recoge información adicional sobre la geometŕıa global de una superficie
minimal propiamente embebida en T × R y con curvatura total finita.
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Teorema 1.9.2 ([42]) Sea M ⊂ T ×R una superficie minimal propiamente embe-
bida con curvatura total finita. Entonces,

1. La curvatura total de M viene dada por

C(M) = 2π χ(M),

donde χ(M) denota la caracteŕıstica de Euler de M .

2. Se puede parametrizar conformemente M alrededor de cada uno de sus fi-
nales por el disco unidad punteado {z ∈ C | 0 < |z| ≤ 1}, de forma que
x3(z) = c ln |z| + c′, con c, c′ ∈ R, c 6= 0.

3. Los finales superiores (resp. inferiores) de M , que sabemos que son de tipo
Scherk, son asintóticos a anillos llanos paralelos, todos ellos distintos.

4. Si los finales superiores son paralelos a los inferiores, entonces el número de
finales superiores coincide con el número de finales inferiores; en particular,
el número de finales de M es un múltiplo de 4.

5. Si los finales de M no son paralelos, entonces los normales ĺımite de M en sus
finales son horizontales. Además, el cociente de las longitudes de dos genera-
dores del ret́ıculo de periodos de M es un número racional.

Observación 1.9.3 Sea M una superficie minimal en las condiciones del Teore-
ma 1.9.2. En la parametrización alrededor de los finales de M descrita en el aparta-
do 2 de dicho teorema, la diferencial altura se escribe como dh = c dz

z
. Usando la

expresión de la métrica (1.4), y teniendo en cuenta que los finales no son ni ceros
ni polos de g (ya que estamos suponiendo que P es horizontal), llegamos a que ds2

tiene un polo doble en el final.

El siguiente nos dice que si M ⊂ T × R es una superficie minimal propiamente
embebida, entonces tiene un número finito de finales.

Teorema 1.9.4 ([40]) Toda superficie minimal propiamente embebida en T × R
tiene un número finito de finales.

Por lo tanto, si M ⊂ T × R es una superficie minimal propiamente embebida,

M tiene curvatura total finita ⇔ M tiene topoloǵıa finita ⇔ M tiene género finito.
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El caso más sencillo que aparece en este ambiente es, por tanto, el de una superfi-
cie minimal M de T×R propiamente embebida y con género cero. El Teorema 1.8.7
nos dice que la única posibilidad para una tal M es que sea un cociente de una
superficie de Scherk doblemente periódica. Nos planteamos, por tanto, qué sucede
cuando M tiene género 1. Aqúı se conocen algunos ejemplos, tanto con finales par-
alelos ([30, 42]) como con finales no paralelos ([21]). Nosotros nos vamos a centrar
en el caso en el que los finales de M son paralelos, e intentaremos describir todas las
superficies minimales M en estas condiciones. Por el apartado 4 del Teorema 1.9.2,
sabemos que M tiene un número de finales que es múltiplo de 4.

Ahora que hemos descrito el problema que nos interesa, vamos a hacer ciertas
normalizaciones sobre las superficies a considerar. Para k ∈ N fijo, denotaremos
por S el espacio de las superficies minimales propiamente embebidas en cocientes
doblemente periódicos de R3, R3/P ≡ T × R para cierto toro 2-dimensional T (que
depende de la superficie), con género 1 y 4k finales horizontales de tipo Scherk.
Nótese que al tomar los finales horizontales, P no puede ser un ret́ıculo horizontal, y
por tanto el factor R en la 3-variedad ambiente T×R no es ya vertical; esto es, x3 no
es univaluada sobre M (pero la función altura de R3 ortogonal al ret́ıculo P śı que
induce una función univaluada sobre M). Normalizamos las superficies en S para
que uno de los generadores de sus ret́ıculos de periodos P apunte en la dirección del
eje x2.

Dada M ∈ S, recordemos que estamos denotando respectivamente por PΓ ∈ P
y FΓ a los vectores periodo y flujo de M a lo largo de una curva cerrada y orientada
Γ ⊂ M (ver la Sección 1.2), que sabemos dependen de la clase de homoloǵıa de Γ
en M . Los vectores periodo H y flujo F en un final de M (definidos como los vec-
tores periodo y flujo a lo largo de pequeños lazos alrededor del final, con el conormal
interior al disco que contiene el final) son horizontales y están relacionados por la
ecuación F = H ∧N0, donde N0 es el normal ĺımite (vertical) en el final. En particu-
lar, H es horizontal. Como hemos normalizado para que uno de los generadores de P
apunte en la dirección del eje x2, deducimos que H es de la forma H = ±(0, πa, 0),
para cierto a > 0; y por tanto, F = ±(πa, 0, 0). Decimos que el final de M es un final
izquierda si F = (−πa, 0, 0), y es un final derecha si F = (πa, 0, 0) (observemos que
estos nuevos conceptos de finales izquierda y derecha sustituyen a los que teńıamos
anteriormente de finales superiores e inferiores). Como M es una superficie embe-
bida, cada familia de finales izquierda (resp. finales derecha) se puede ordenar de
forma natural por alturas. De hecho, la distancia entre dos finales izquierda (resp.
derecha) consecutivos es estrictamente positiva por el Principio del máximo en el
infinito (Teorema 1.4.3), y un argumento de separación nos dice además que sus
normales ĺımite son opuestos.
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Denotaremos por g : M → C = C∪{∞} a la aplicación de Gauss de M (proyec-
tada estereográficamente). Como M tiene curvatura total finita, el Teorema 1.9.1
nos asegura que g se extiende de forma holomorfa (meromorfa, si consideramos g
valuada en C) al toro conforme M obtenido al unirle a M sus finales. Claramente, g
toma los valores 0,∞ en los finales de M . Por otro lado, como el ret́ıculo de perio-
dos P no es horizontal, la tercera función coordenada x3 del levantamiento M̃ de M
a R3, es una función multivaluada sobre M , aunque la diferencial altura dh = ∂x3

∂z
dz

define una diferencial meromorfa univaluada sobre M (aqúı, z es una coordenada
holomorfa sobre M). Como M tiene curvatura total finita y finales horizontales, dh
se extiende a una diferencial holomorfa sobre M.

El siguiente resultado recoge propiedades elementales de cada superficie M ∈ S.
Denotaremos por M̃ ⊂ R3 a la superficie minimal (conexa) doblemente periódica

obtenida al levantar M . Y dado v ∈ P − {~0}, M̃/v será la superficie simplemente

periódica obtenida al hacer cociente de M̃ por la traslación de vector v. En la
siguiente proposición, Π ⊂ R3 denotará un plano horizontal.

Proposición 1.9.5 Dada M ∈ S, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. La aplicación de Gauss g : M → C tiene grado 2k y número total de ramifi-
cación 4k. Además, g no toma direcciones verticales sobre M , y no es ramifi-
cada en los finales de M .

2. Los vectores periodo en los finales de M coinciden salvo signo. Denotamos
por H = ±(0, πa, 0), con a > 0, a dicho periodo en los finales. Entonces, el

ret́ıculo de periodos P de M̃ está generado por H y por otro vector T ∈ R3 no
horizontal, siendo T el periodo de M a lo largo de una curva cerrada γ1 ⊂M
cuya clase de homoloǵıa es no nula en H1(M,Z).

3. Si denotamos por E al conjunto de finales de tipo Scherk de M̃/H, entonces

(M̃/H) ∪ E es conforme a C∗ = C−{0}, y su diferencial altura puede escribirse
sobre C∗ como dh = cdz

z
, para cierto c ∈ R∗ = R − {0}.

4. Si Π/H no es asintótico a ningún final en E, entonces el corte (M̃ ∩ Π)/H

es transversal y conexo. Además, el vector periodo de M̃/H a lo largo de

(M̃ ∩ Π)/H vale ~0 o ±H.

5. Dividimos los finales de E en finales izquierda y finales derecha, dependiendo
de si el flujo en el correspondiente final (con el conormal interior al disco que
contiene al final) es (a, 0, 0) o (−a, 0, 0), respectivamente. Si Π/H es asintótico

a un final en E, entonces (M̃ ∩Π)/H consiste o bien en un arco Γ propiamente
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embebido, en cuyo caso los dos extremos de Γ divergen al mismo final en E;
o bien en dos arcos propiamente embebidos, ambos uniendo un final izquierda
con un final derecha de E.

6. Existe una curva γ2 ⊂ M embebida y cerrada tal que {[γ1], [γ2]} forman una
base de homoloǵıa de H1(M,Z), y además Pγ2 = ~0. Salvo orientación, γ2

representa la única clase de homoloǵıa no trivial en H1(M,Z) con periodo cero
y un representante embebido.

7. Sea [γ] ∈ H1(M,Z) la clase de homoloǵıa con un representante embebido que

genera el grupo de homoloǵıa de (M̃/H) ∪ E. Entonces, la tercera componente
(Fγ)3 del flujo de M a lo largo de [γ] ni se anula ni depende de [γ] (salvo
orientación).

Demostración. Estamos suponiendo que los finales son horizontales, luego son ceros
y/o polos de la aplicación de Gauss g de M . Como dh no tiene polos en el toro
M, entonces no puede tener tampoco ceros (ya que sobre un toro, una 1-forma
meromorfa tiene el mismo número de ceros que de polos). Teniendo en cuenta la
expresión (1.4) de la métrica deM en función de sus datos de Weierstrass, deducimos
que los únicos ceros y polos de g son los finales; y por la Observación 1.9.3, g no
puede ser ramificada en los finales (ya que éstos no son ceros de la diferencial altura).
Finalmente, como M tiene 4k finales, deducimos que el grado de g es 2k, y por la
fórmula de Riemann-Hurwitz, el número total de ramificación de g es 4k. Esto
prueba 1.

Denotemos por T1, T2 dos generadores de P, siendo T2 horizontal. Como los
finales de M son horizontales, T1 no puede ser horizontal. Por tanto, T1 es el vector
periodo de M a lo largo de una curva cerrada γ1 ⊂ M con [γ1] 6= 0 en H1(M,Z),
y el vector periodo en cada final E de M es de la forma H = nT2, para cierto
n ∈ Z − {0}. Si probamos que n = ±1, habremos acabado la demostración del
apartado 2, tomando T = T1. Supongamos por reducción al absurdo que |n| ≥ 2,
y sea Ω el levantamiento a R3 de un representante del final E. Para cada d ∈ R,
podemos considerar un plano vertical P = {x1 = d} ⊂ R3 que contenga un vector
paralelo a H. Tomando |d| suficientemente grande, podemos asegurar que P/H corta
transversalmente a Ω/H, y que (P ∩Ω)/H consiste en una curva cerrada y embebida
Λ que genera el grupo de homoloǵıa de P/H. Es más, Λ se puede ver como el
cociente por H de una curva arbitrariamente próxima una recta horizontal contenida
en P , de la forma Λ̃(x) = (d, x, f(x)), siendo f = f(x) : R → R una función
periódica, de periodo |H|. Supongamos que f(x) 6= f(x − |T2|), para todo x ∈ R.
No perdemos generalidad suponiendo que f(x) < f(x − |T2|) siempre. Tomamos
x0 ∈ R cumpliendo que f(x0 − |T2|) = mı́n

x∈R
f(x− |T2|) = mı́n

x∈R
f(x). Pero entonces,
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llegamos a que f(x0) < mı́n
x∈R

f(x), contradicción. Por tanto, existe cierto x ∈ R para

el cual f(x − |T2|) = f(x). Como M es una superficie embebida, deducimos que
f(x − |T2|) = f(x), para todo x ∈ R. Es decir, que |T2| es un periodo de f , luego

Λ+T2 = Λ. Aśı, la restricción a Ω de aplicación de Gauss de M̃ induce una aplicación
bien definida en el cociente por T2, g : Ω/T2 → C. Nótese que Ω/T2 es conformemente
un disco menos su centro, al que llamaremos q, y que g(q) ∈ {0,∞}. Como |n| ≥ 2,

esto implica que la aplicación de Gauss de E = Ẽ/H tiene número de ramificación
mayor o igual que |n| − 1 > 0 en el final E. Pero esto no es posible, ya que la
aplicación de Gauss g de M no es ramificada en los finales. Esta contradicción
prueba el apartado 2 de la proposición.

Como M es conformemente un toro finitamente punteado, la superficie simple-
mente periódica M̃/H es conformemente un cilindro infinitamente punteado. La

tercera función coordenada x3 es una función armónica bien definida sobre M̃/H,
que se extiende de forma diferenciable a E. Aśı, obtenemos una función armónica y
propia sobre (M̃/H) ∪ E. Por tanto, (M̃/H) ∪ E es conformemente C∗ = C−{0}, y
x3(z) = c ln |z| + c′ sobre C∗, donde c ∈ R∗ y c′ ∈ R. Esto acaba el tercer apartado
de la proposición.

La anterior descripción de x3 implica que (M̃ ∩ Π)/H se corresponde en C∗ con
un ćırculo Cr = {|z| = r} posiblemente punteado, para cierto r > 0. Las hipótesis en
el apartado 4 de la proposición se corresponden con el caso en el que Cr no contiene
finales en E. De aqúı, se deduce inmediatamente 4. Bajo las hipótesis de 5 , Cr
contiene a lo más dos finales en E: uno izquierda y/o uno derecha, ya que los finales
izquierda (resp. derecha) está separados por una distancia estrictamente positiva.
De esto, se deduce directamente 5 .

Para probar 6 , tomemos una curva cerrada β ⊂M a altura constante. Sabemos
que β genera el grupo de homoloǵıa de (M̃/H) ∪ E = C∗. Como el vector periodo
T = Pγ1 no es horizontal, concluimos que {[γ1], [β]} es base de H1(M,Z). Si Pβ = ~0,
entonces se cumple la primera afirmación del apartado 6 de la proposición, con
γ2 = β. Si Pβ 6= ~0, entonces Pβ = ±H por el apartado 4 anteriormente probado, y
entonces elegimos como γ2 una curva cerrada embebida en M que sea homóloga a
β en C∗, y tal que el dominio acotado de C∗ encerrado por β ∪ γ2 contenga sólo un
final de M , y que el vector periodo en dicho final sea −Pβ. Finalmente, probemos la
unicidad que aparece en el apartado 6. Supongamos que [Γ] ∈ H1(M,Z)−{0} tiene
un representante Γ embebido (que podemos asumir contenido en M), con PΓ = ~0.
Como H1(M,Z) está generado por γ1, γ2 y pequeños lazos α1, . . . , α4k alrededor de
los finales, entonces

[Γ] = a1[γ1] + a2[γ2] +
4k∑

j=1

bj[αj] en H1(M,Z) (1.12)
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para ciertos a1, a2, b1, . . . , b4k ∈ Z. Tomando periodos en (1.12), y teniendo en cuen-
ta que Pγ1 = T y que el vector periodo en los finales es ±H, obtenemos que
~0 = a1T + bH, donde b ∈ Z. Como T,H son linealmente independientes, deducimos
que a1 = 0. Ahora, (1.12) implica que [Γ] = a2[γ2] en H1(M,Z); y como estamos
suponiendo que Γ es embebida, entonces a2 = ±1, lo cual prueba 6.

Finalmente, recordemos que anteriormente hemos probado que cualquier sección
horizontal compacta β de M es una curva cerrada embebida tal que {[γ1], [β]} forma
una base de H1(M,Z). Como la tercera coordenada del conormal de M a lo largo de
β tiene signo constante (ya que M no contiene puntos con normal vertical), entonces
(Fβ)3 6= 0. Nótese que si γ ⊂M es una curva cerrada, embebida y homóloga a β en

(M̃/H)∪E, entonces γ∪β encierra un número finito de finales en E, cuyos flujos son
todos horizontales. De aqúı deducimos que (Fγ)3 = (Fβ)3, y la proposición queda
probada. 2

Observación 1.9.6

(i) En general, no podemos esperar que la curva γ2 que aparece en el apartado 6
de la proposición anterior sea una sección horizontal compacta de M , como
pone de manifiesto el ejemplo KMR Mθ,π

2
,0 que se estudiará en el Caṕıtulo 2,

cuyas secciones horizontales son todas arcos abiertos cuando las vemos en R3

(ver Figura 2.7 derecha).

(ii) Con la notación de la Proposición 1.9.5, el hecho de que todos los flujos en los
finales de M ∈ S apunten en la dirección del eje x1, implica que la segunda
componente (Fγ)2 del flujo de M a lo largo de γ no dependa (salvo orientación)
de la clase de homoloǵıa [γ] ∈ H1(M,Z) en las hipótesis del apartado 7 de la
Proposición 1.9.5.

Dada una superficie M en S, la Proposición 1.9.5 destaca una clase de homoloǵıa
no trivial en H1(M,Z) con un representante embebido γ2 ⊂ M , tal que Pγ2 = ~0
y (Fγ2)3 > 0. En lo que sigue, normalizaremos las superficies en S para que sea
(Fγ2)3 = 2π, lo cual se puede conseguir tras una homotecia. Observemos que dicha
normalización no depende de la clase de homoloǵıa [γ2] ∈ H1(M,Z) (salvo ori-
entación), ver apartado 7 de la Proposición 1.9.5.

Definición 1.9.7 Denotamos por S̃ el conjunto de superficies marcadas, que son
listas de la forma (M,p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ2]), donde

1. M es una superficie en S cuyo ret́ıculo de periodos está generado por H,T ∈ R3,
con H = (0, a, 0) y T = (T1, T2, T3) para ciertos a, T3 > 0;
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2. Si g−1(0) = {p1, . . . , p2k} y g−1(∞) = {q1, . . . , q2k}, entonces las listas orde-
nadas (p1, q1, . . . , pk, qk), (pk+1, qk+1, . . . , p2k, q2k) son las dos familias de finales
a izquierda y a derecha de M , ambas ordenadas por alturas en el cociente, de
forma creciente y ćıclica;

3. [γ2] ∈ H1(M,Z) es la clase de homoloǵıa de una curva cerrada γ2 embebida
en M , cumpliendo Pγ2 = ~0 y (Fγ2)3 = 2π. Además, imponemos que γ2 se
levante a una curva contenida en un dominio fundamental del levantamiento
M̃ doblemente periódico de M comprendido entre dos planos horizontales
Π,Π + T .

Identificaremos dos superficies marcadas en S̃ que difieran en una traslación,
que preserve tanto la orientación, como las familias de finales izquierda y derecha, y
las clases de homoloǵıa en la última componente. Nótese que una misma superficie
geométrica en S puede producir distintas superficies marcadas en S̃, sin más que
considerar distintos órdenes admisibles en las familias de finales asociadas, o una
clase de homoloǵıa distinta en la última componente de la superficie marcada. Abre-
viaremos notación escribiendo M = (M,p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ2]) ∈ S̃, siempre y

cuándo no lleve a confusión. De forma natural, podemos dotar a S̃ con la siguiente
topoloǵıa: una sucesión de superficies marcadas {Mn}n ⊂ S̃ converge a M ∈ S̃ si la
sucesión de superficies minimales asociada {Mn}n ⊂ S converge uniformemente en
subconjuntos compactos a M ∈ S, las listas de finales asociadas a las Mn conver-
gen a la lista de finales asociada a M , y las clases de homoloǵıa [γ2,n] ∈ H1(Mn,Z)
en la última componente de las superficies marcadas Mn tienen representantes que
convergen uniformemente a un representante de la clase de homoloǵıa en la últi-
ma componente de M , como superficie marcada. En esta topoloǵıa, una superficie
geométrica M ∈ S produce un número discreto de superficies marcadas en S̃.

SeaM ∈ S̃ con aplicación de Gauss g y diferencial altura dh. Un cálculo elemental
nos da los periodos Ppj , Pqj y flujos Fpj, Fqj de M en los finales como sigue:

Ppj + i Fpj = πRespj

(
dh

g

)
(i,−1, 0), Pqj + i Fqj = −πResqj(g dh)(i, 1, 0), (1.13)

donde ResA denota el residuo de la correspondiente diferencial meromorfa en el
punto A. El hecho de que Ppj , Pqj apunten en la dirección del eje x2 se traduce en
que Respj (g−1 dh), Resqj(g dh) ∈ R. Y teniendo en cuenta el orden de los finales de
M como superficie marcada, tenemos

Respj

(
dh

g

)
= −Resqj(g dh) =

{
a (1 ≤ j ≤ k)

−a (k + 1 ≤ j ≤ 2k),
(1.14)
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para cierto a ∈ R∗ (si a > 0, entonces p1, . . . , pk, q1, . . . , qk son los finales derecha de
M). Recordemos que Pγ2 = ~0 y (Fγ2)3 = 2π. Entonces,

∫

γ2

dh

g
=

∫

γ2

g dh,

∫

γ2

dh = 2πi. (1.15)

1.10. Algunos resultados sobre el operador de Jacobi

Sea M ⊂ T × R una superficie minimal orientada, embebida, completa y con
curvatura total finita, y sea N : M → S2 su aplicación de Gauss. Por el Teorema 1.9.1
sabemos queM es conformemente equivalente a una superficie de Riemann compacta
M menos una cantidad finita de puntos, que se identifican con los finales de M , y
que la aplicación de Gauss N se extiende a una aplicación holomorfa N : M → S2.
Denotamos por ds2 la métrica inducida en M de la métrica llana de T × R. Un
teorema de Hauswirth y Traizet [18] (ver también Pérez y Ros [53]) asegura la
existencia de una métrica ds2 en M para la cual se puede escribir ds2 = λ2ds2,
donde λ es una función diferenciable definida en M y que diverge en los finales de
M . Consideramos el operador lineal eĺıptico y autoadjunto

L = ∆ + |∇N |2

definido sobre C∞(M), donde estamos denotando respectivamente por ∆ y ∇ los
operadores laplaciano y gradiente asociados a la métrica ds2. No es dif́ıcil probar que
L = λ2L, donde L = ∆ − 2K es el operador de Jacobi clásico definido en M (aqúı,
∆ es el laplaciano en M respecto de ds2, y K su curvatura de Gauss). Definimos el
espacio nulidad de L como

N(N) = ker(L) =
{
u ∈ C∞(M) | Lu = ∆u+ |∇N |2u = 0

}
.

Por regularidad eĺıptica, toda función de Jacobi* sobre M que sea acotada, extiende
a una función en N(N), y por tanto N(N) coincide con el espacio de funciones de
Jacobi acotadas sobre M . Por la holomorf́ıa de N , se cumple que ∆N+|∇N |2N = 0.
De donde deducimos que las combinaciones lineales de las componentes de N son
funciones de Jacobi en N(N); es decir,

L(N) =
{
〈N, a〉 | a ∈ R3

}
⊂ N(N).

Sea B(N) ⊂ M el conjunto de puntos de ramificación de N , y sea M(N) el
espacio vectorial formado por todas las inmersiones minimales, posiblemente ramifi-
cadas, X : M − B(N) → R3, completas y con curvatura total finita (incluyendo las

*Una función u ∈ C∞(M ) se dice de Jacobi si cumple Lu = 0.
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aplicaciones constantes), cuya aplicación de Gauss coincide con N . Nótese que, a
partir de una aplicación holomorfa cualquiera N : M → S2 sobre una superficie de
Riemann compacta, se pueden definir los espacios N(N),L(N),M(N) anteriores de
forma análoga. El siguiente teorema de Montiel y Ros [48] nos da la relación entre
los espacios N(N) y M(N), en el caso general de cualquier aplicación holomorfa
N : M → S2.

Teorema 1.10.1 ([48]) Dadas una superficie de Riemann compacta M y una apli-
cación holomorfa N : M → S2, existe una aplicación lineal que le hace corresponder
a cada u ∈ N(N), una inmersión minimal Xu ∈ M(N) cuya función soporte es u
(i.e. 〈Xu, N〉 = u), y dicha aplicación lineal cumple que u ∈ L(N) si, y sólo si, Xu

es constante; Además, esta aplicación lineal induce un isomorfismo

N(N)/L(N) ∼= M(N)/{constantes}.

Usando este tipo de técnicas, Montiel y Ros probaron también el siguiente resul-
tado:

Teorema 1.10.2 ([48]) Sea N : M → S2 una función holomorfa definida sobre
una superficie de Riemann compacta M . Si los valores de ramificación de N están
contenidos en un ecuador esférico, entonces N(N) = L(N).



Caṕıtulo 2

Construcción de los ejemplos
KMR

Dedicamos esta sección a la construcción de la familia 3-paramétrica K que
aparece en el Teorema 1. Denotaremos porMθ,α,β a las superficies en K, y las llamare-
mos ejemplos KMR. Cada Mθ,α,β será una superficie minimal doblemente periódica
de R3, con 4 finales horizontales y género 1 en el cociente; y por tanto, con 4 va-
lores de ramificación, que no coinciden con los Polos Norte y Sur, ya que estamos
asumiendo que los finales son horizontales y no son ramificados. Tomaremos parejas
de puntos antipodales D′′ = −D, D′′′ = −D′ en S2, a partir de los cuales construi-
remos los ejemplos KMR, cuyos valores de ramificación serán esos cuatro puntos
D,D′,D′′,D′′′. Denotaremos por e ⊂ S2 al ecuador que contiene a D,D′,D′′,D′′′, y
por P ∈ e al punto que biseca el ángulo 2θ entre D y D′, θ ∈ (0, π

2
), ver la Figu-

ra 2.3 izquierda. Llamaremos configuración esférica a {D,D′,D′′,D′′′} cumpliendo
lo anterior.

2.1. Construcción de los ejemplos Mθ,0,0

Los ejemplosMθ,0,0 que vamos a construir en esta sección se corresponden con los
dados por Karcher en [30], a los cuales bautizó con el nombre de toroidal halfplane
layers.

Con la notación anterior y para θ ∈ (0, π
2
) fijo, tomamos el ecuador e como la

preimagen por la proyección estereográfica (desde el Polo Norte) del eje imaginario
iR ⊂ C, y P = (0, 0, 1), ver Figura 2.1 izquierda. Proyectando estereográficamente,
obtenemos

D = −λi, con λ = λ(θ) = cot θ
2
.

29
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Figura 2.1: Izquierda: Configuración esférica de Mθ,0,0. Centro: El biholomorfismo ξ
entre las regiones sombreadas g(Ω) y R. Derecha: El toro conforme Σθ, donde Fix(?)
denota el conjunto de puntos fijos de ?.

Los demás valores de ramificación de la aplicación de Gauss de Mθ,0,0 coinciden con
las cuatro ráıces del polinomio (z2 + λ2)(z2 + λ−2). Por tanto, la compactificación
conforme de la superficie Mθ,0,0 que queremos construir es el toro rectangular

Σθ =
{

(z,w) ∈ C2 | w2 = (z2 + λ2)(z2 + λ−2)
}
, (2.1)

y la aplicación de Gauss de Mθ,0,0 extendida a Σθ es la aplicación g(z,w) = z, de
grado 2. Como asumimos que los finales deMθ,0,0 son horizontales, éstos se correspon-
den con (0,±1), (∞,±∞) ∈ Σθ. Finalmente, sabemos que el espacio de 1- formas
holomorfas sobre Σθ tiene dimensión compleja 1 y que dz/w es un generador de
dicho espacio. Deducimos entonces que la diferencial altura de Mθ,0,0 es de la forma
dh = µdz/w, para cierto µ = µ(θ) ∈ C∗ a determinar. En lo que sigue, tomamos
µ ∈ R∗. Comprobaremos que los datos de Weierstrass (g, dh) aśı definidos cierran
periodos.

Nos será útil trabajar con un modelo de Σθ obtenido como cociente del ξ-plano C
por un ret́ıculo rectangular. Sea Ω ⊂ Σθ una de las dos componentes conexas de
g−1({|z| > 1,−π

2
< arg(z) < 0}). Topológicamente, Ω es un disco cuya frontera

contiene al punto de ramificación correspondiente al valor de ramificaciónD de g, y a
un final correspondiente con un polo de g. Denotamos por R a un rectángulo abierto
contenido en el ξ-plano con vértices consecutivos A,B,C,D ∈ C. Podemos asumir
que el segmento AB ∈ ∂R es horizontal. Sea ξ : {|z| > 1,−π

2
< arg(z) < 0} → R

un biholomorfismo con ξ(∞) = A, ξ(1) = B, ξ(−i) = C y ξ(−λi) = D. Es claro
que ξ ◦ g define un biholomorfismo entre Ω y R que se puede extender a través de
las curvas frontera hasta obtener un biholomorfismo desde Σθ hasta el cociente del
ξ-plano por el ret́ıculo obtenido a partir de cuatro veces los lados del rectángulo R.
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Abusamos de notación denotando por D,D′,D′′,D′′′ a los puntos del ξ-plano que se
corresponden con los valores de ramificación de g.

Observación 2.1.1 Como el espacio de 1-formas holomorfas sobre Σθ es de di-
mensión 1, sabemos que dh = ρ dξ, para cierto ρ ∈ C. Un cálculo directo nos dice
que la diferencial altura toma valores en iR sobre las rectas verticales del ξ-plano
correspondientes a z ∈ iR o |z| = 1 (ver la demostración del Lema 2.1.2), de donde
deducimos que x3 = 0 sobre dichas rectas, y ρ ∈ R. En particular, distintos cocientes
de rectas verticales en el ξ-plano se corresponden con curvas en R3 a distinta altura.

A veces, también será útil ver Σθ como el recubridor ramificado 2 : 1 de C a
través de la aplicación (z,w) 7→ z. Es decir, identificamos Σθ con dos copias C1,C2

de C pegadas a lo largo de los cortes comunes a lo largo de iR que van desde D

hasta D′ y desde D′′ hasta D′′′. La aplicación cambio de hoja (z,w)
D7→ (z,−w) de

Σθ se corresponde en el ξ-plano con la rotación de ángulo π alrededor de cualquiera
de los 4 puntos D,D′,D′′,D′′′.

Lema 2.1.2

1. El conjunto {(z,w) ∈ Σθ | |z| = 1} se corresponde en Mθ,0,0 con dos geodésicas
cerradas contenidas en sendos planos horizontales de simetŕıa. Las simetŕıas
respecto de dichos planos inducen la misma transformación conforme S3 de Σθ:
la reflexión respecto del cociente de la recta que pasa por B,C (o de su traslada-
da por medio periodo horizontal), ver Figura 2.1 izquierda.

• {(z,w) ∈ Σθ | z ∈ R} se corresponde en Mθ,0,0 con cuatro geodésicas que viajan
desde un cero hasta un polo de g, y que están contenidas en dos planos de
simetŕıa ortogonales al eje x2. Las simetŕıas respecto de ambos planos inducen
la misma transformación conforme S2 de Σθ: la reflexión respecto del cociente
de la recta que pasa por A,B (o de su trasladada por medio periodo vertical).

• {(it, w) | t ∈ R, λ−1 ≤ |t| ≤ λ} se corresponde en Mθ,0,0 con dos geodésicas
verticales (cerradas en el cociente) que coinciden con el conjunto de puntos
fijos de una simetŕıa de Mθ,0,0 respecto de un plano ortogonal al eje x1. La
transformación conforme S1 de Σθ inducida por dicha simetŕıa es la reflexión
respecto del cociente de la recta que pasa por D,D′′′ (o de la que pasa por
D′,D′′).

• {(it, w) | |t| ≤ λ−1 o |t| ≥ λ} se corresponde en Mθ,0,0 con cuatro ĺıneas
rectas paralelas al eje x1 que cortan ortogonalmente en los cuatro puntos de
ramificación de g a las geodésicas descritas en el apartado 3. Las rotaciones de
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ángulo π alrededor de dichas rectas inducen la misma transformación conforme
RD de Σθ: la reflexión respecto del cociente de la recta que pasa por D,D′ (o
por D′′,D′′′).

Demostración. Si consideramos la curva γ(t) = eit, con t ∈ R, entonces

dg
g
(
.
γ) = (log g ◦ γ)′(t) = γ′(t)

γ(t)
= i, y

dh(
.
γ) = µ γ′(t)√

(γ(t)2+λ2)(γ(t)2+λ−2)
= µ i eit

λ eit
√

(λ−2+e−2it)(e2it+λ−2)
= µ i√

λ2+λ−2+2 cos(2t)
.

Como µ es real, llegamos a que dg
g
(
.
γ) dh(

.
γ) ∈ R, y por la Proposición 1.2.4 obtenemos

que γ es una geodésica plana de simetŕıa. Ahora bien, fijándonos en la imagen por la
aplicación de Gauss de γ, deducimos que γ es horizontal en R3. El apartado 1 queda
probado sin más que tener en cuenta que hay dos curvas en Σθ con z = γ(t): la
recta vertical que pasa por C,B y su trasladada por medio periodo horizontal; y que
dichas curvas vistas en R3 han de estar a distinta altura, por la Observación 2.1.1.

Para probar 3 y 4, consideremos la curva γ(t) = it, para t ∈ R. Es fácil comprobar
que

dg
g
(
.
γ) = 1

t
, y dh(

.
γ) = µ i√

(λ2−t2)(λ−2−t2)
∈
{

R, si λ−1 ≤ |t| ≤ λ ;
iR, si |t| ≤ λ−1 o |t| ≥ λ .

Por la Proposición 1.2.4, γ||t|≤λ−1 (resp. γ||t|≥λ) son dos rectas de R3 paralelas al eje
x1 que pasan por un punto de ramificación de g y que viajan desde un final izquierda
hasta un final derecha, ambos correspondientes a ceros (resp. a polos) de g. En Σθ,
se pueden ver dichas rectas como el cociente de las rectas verticales que pasan por
D,D′ y por D′′,D′′′. Esto prueba 4, y nos dice además que x1 diverge en los finales.

También se deduce de la Proposición 1.2.4 que hay dos geodésicas planas de
simetŕıa correspondientes a γ|−λ≤t≤−λ−1 (resp. a γ|λ−1≤t≤λ) con extremos comunes
D,D′′′ (resp. D′,D′′). Por tanto, {(it, w) | t ∈ R, λ−1 ≤ |t| ≤ λ} se corresponde en
Mθ,0,0 con dos geodésicas cerradas de simetŕıa contenidas en un plano ortogonal al
eje x1 (si dichas geodésicas estuviesen contenidas en distintos planos ortogonales al
eje x1, deducimos de 4 que habŕıa infinitas curvas cuya imagen por la aplicación
de Gauss estaŕıa contenida en iR, que sabemos que no es posible), lo cual acaba
el tercer apartado del lema. Vistas en Σθ, dichas geodésicas se corresponden con el
cociente de las rectas horizontales que pasan por D,D′′′ y por D′,D′′.

Finalmente, consideremos γ(t) = t, con t ∈ R, para probar 2. En este caso,

dg
g
(
.
γ) dh(

.
γ) = µ

t
√

(t2+λ2)(t2+λ−2)
∈ R,



2.1 Construcción de los ejemplos Mθ,0,0 33

de donde deducimos que {(z,w) ∈ Σθ | z ∈ R} se corresponde con cuatro geodésicas
que viajan desde un cero hasta un polo de g contenidas en planos de simetŕıa orto-
gonales al eje x2, que se pueden ver en Σθ como el cociente de la recta que pasa por
A,B (o su trasladada por medio periodo vertical). El hecho de que haya dos y no
cuatro planos de simetŕıa se deduce de 3. 2

El lema siguiente describe el grupo Iso(Mθ,0,0) de isometŕıas de Mθ,0,0 (es decir,
isometŕıas de la métrica inducida por los datos de Weierstrass (g, dh) asociados
a Mθ,0,0).

Lema 2.1.3 Iso(Mθ,0,0) coincide con el grupo de transformaciones conformes de Σθ,
que es isomorfo a (Z/2Z)4 y está generado por S1, S2, S3, RD.

Demostración. Consideramos el modelo de Σθ como cociente del ξ-plano. Hay 8
transformaciones conformes de Σθ que son holomorfas: 4 traslaciones (identidad,
D 7→ D′, D 7→ D′′ y D 7→ D′′′) y 4 giros (alrededor de A,B,C o D). Si suponemos
que B está situado sobre el origen del ξ-plano, entonces S2 se corresponde con la
conjugación ξ 7→ ξ. Las transformaciones antiholomorfas de Σθ las podemos obte-
ner como composición de una holomorfa con S2, luego concluimos que en total hay
16 transformaciones conformes de Σθ. Por otro lado, no es dif́ıcil comprobar que el
subgrupo de isometŕıas de Mθ,0,0 generado por S1, S2, S3, RD es isomorfo a (Z/2Z)4,
luego tiene 16 elementos. Como todas las isometŕıas de Mθ,0,0 se pueden ver como
transformaciones conformes de Σθ, el lema queda demostrado. 2

Para los cálculos que siguen a continuación, será necesario conocer los pullbacks
por S1, S2, S3, RD de la forma de Weierstrass

Φ = (φ1, φ2, φ3) =
(

1
2
(1
g
− g), i

2
(1
g

+ g), 1
)
dh

asociada aMθ,0,0. Vamos a hacer los cálculos para S1 (los demás se obtienen siguiendo
un razonamiento similar). Como S1 es antiholomorfa, g ◦ S1 será de la forma ϕ ◦ g,
para cierta transformación de Möbius ϕ. Teniendo en cuenta que

ϕ(∞) = (ϕ ◦ g)(A) = (g ◦ S1)(A) = g(A′′′) = ∞,
ϕ(1) = (ϕ ◦ g)(B) = (g ◦ S1)(B) = −1, y
ϕ(i) = (ϕ ◦ g)(C) = (g ◦ S1)(C) = −i,

deducimos que ϕ(z) = −z, y g ◦ S1 = −g. Por otro lado, sabemos por la Obser-
vación 2.1.1 que φ3 = ρ dξ para cierto ρ ∈ R, luego S∗

1φ3 = φ3. Aśı,

S∗
1φ1 = 1

2
( 1
g◦S1

− g ◦ S1)S
∗
1φ3 = −1

2
( 1
g
− g)φ3 = −φ1 ;

S∗
1φ2 = − i

2
( 1
g
− g)φ3 = φ2 .
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En general, se puede probar que

S∗
1φ1 =−φ1 ; S∗

1φ2 = φ2 ; S∗
1φ3 = φ3 ;

S∗
2φ1 = φ1 ; S∗

2φ2 =−φ2 ; S∗
2φ3 = φ3 ;

S∗
3φ1 = φ1 ; S∗

3φ2 = φ2 ; S∗
3φ3 =−φ3 ;

R∗
Dφ1 = φ1 ; R∗

Dφ2 =−φ2 ; R∗
Dφ3 =−φ3 .

(2.2)

Recordemos que φ3 = µdz
w

, para cierto µ = µ(θ) ∈ R∗. Vamos a normalizar para
evitar homotecias de la superficie. Fijamos

∫

γ2

φ3 = 2πi, (2.3)

donde γ2 ⊂ Σθ denota la curva cerrada obtenida como cociente de la recta vertical
del ξ-plano que pasa por C,B (ver Figura 2.1), condición que determina el valor
de µ. Usando (2.2) para S1, S2, y parametrizando γ2(t) = eit, t ∈ R, obtenemos que

∫

γ2

φ3 =

∫

[S1∗B,B]

(φ3 − S∗
2φ3) = 2i Im

∫

[S1∗B,B]

φ3 = 2i Im

∫

[C,B]

(φ3 − S∗
1φ3) =

4i Im

∫

[C,B]

φ3 = 4µ i Im

∫ 0

−π
2

ieit√
(e2it + λ2)(e2it + λ−2)

dt = 2 sin θK(sin2 θ)µ i ,

donde [X,Y ] denota la curva contenida en Σθ que va desde X hasta Y y que se
corresponde en el ξ-plano con un segmento recto, y K es la función integral eĺıptica
de primer orden definida como

K(m) =

∫ π
2

0

1√
1 −m sin2 u

du, 0 < m < 1.

De lo anterior deducimos que

µ = µ(θ) =
π csc θ

K(sin2 θ)
. (2.4)

Una vez fijado el valor de µ, ya estamos en disposición de abordar el problema
de periodos (en el sentido doblemente periódico) para Mθ,0,0. Sea γA un pequeño
lazo alrededor del final A = (∞,+∞) ∈ Σθ de Mθ,0,0. Denotamos respectivamente
por PγA

y FγA
el periodo y flujo de Mθ,0,0 en A, i.e. PγA

+ i FγA
=
∫
γA

Φ. Como φ3

es holomorfa en Σθ, se tiene que
∫
γA
φ3 = 0. Además,

∫

γA

φ1 = 2πiResAφ1 = πµi , y

∫

γA

φ2 = 2πiResAφ2 = πµ,
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donde ResA denota el residuo en A. De aqúı obtenemos que

PγA
= (0, πµ, 0) y FγA

= (πµ, 0, 0). (2.5)

Teniendo en cuenta las isometŕıas de la superficie, observamos que los demás periodos
y flujos en los finales de Mθ,0,0 se pueden obtener a partir de los de A. Si denotamos
por D = S1 ◦RD el cambio de hoja y E = S1 ◦ S2 ◦ S3, entonces

A′ = E(A), A′′ = D(A), A′′′ = D(A′), (2.6)

ver Figura 2.1 derecha (observemos que podŕıamos haber escrito A′ = (S1 ◦ S3)(A),
A′′ = S1(A) y A′′′ = S3(A

′), pero preferimos (2.6) porque sigue siendo cierto para
Mθ,α,β, con θ, α, β arbitrarios, ver Sección 2.2). Teniendo en cuenta que el residuo
de φ3 en los finales se anula, deducimos de (2.2) y (2.6) que

ResAΦ = −ResA′Φ = −ResA′′Φ = ResA′′′Φ. (2.7)

Claramente, a partir de (2.5) y (2.7) podemos obtener los vectores periodo y flujo
de Mθ,0,0 en A′, A′′, A′′′, que claramente son linealmente dependientes con PγA

y FγA
,

respectivamente. En particular,

PγA
= PγA′ = −PγA′′ = −PγA′′′ y FγA

= −FγA′ = −FγA′′ = FγA′′′ .

Estudiemos ahora el problema de periodos en homoloǵıa. Para ello, consideramos
la curva γ1 ⊂ Σθ obtenida como cociente de la recta horizontal que pasa por D,D′′′,
ver Figura 2.1. Es claro que {γ1, γ2} es una base de H1(Σθ,Z).

Como
∫
γ1

Φ =
∫
γ1
S∗

1Φ =
∫
γ1

(−φ1, φ2, φ3) y
∫
γ1

Φ = −
∫
γ1
S∗

3Φ =
∫
γ1

(−φ1,−φ2, φ3),

deducimos que
∫
γ1
φ1 ∈ iR,

∫
γ1
φ2 = 0 y

∫
γ1
φ3 ∈ R. Además, como [γ1] = [S2∗γ1] −

[γA] − [γA′′′ ] en H1(Mθ,0,0,Z), entonces se tiene que

∫

γ1

φ1 =

∫

S2∗γ1

φ1 −
∫

γA

φ1 −
∫

γA′′′

φ1 =

∫

γ1

S∗
2φ1 − 2

∫

γA

φ1 = −
∫

γ1

φ1 − 2

∫

γA

φ1,

luego Fγ1 = −FγA
. Por tanto,

Pγ1 = (0, 0, f1), Fγ1 = (−πµ, 0, 0),
Pγ2 = ~0 = (0, 0, 0), Fγ2 = (0, 0, 2π),

(2.8)

siendo

f1 = f1(θ) =

∫

γ1

φ3 = −4µ

∫ λ

1

dt√
(t2 − λ−2)(λ2 − t2)

< 0. (2.9)
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Lema 2.1.4 Mθ,0,0 es una superficie minimal doblemente periódica, con ret́ıculo de
periodos generado por PγA

, Pγ1 , y con género 1 y 4 finales horizontales de tipo Scherk
en el cociente.

Demostración. De (2.5), (2.7) y (2.8) concluimos que Mθ,0,0 es una superficie mini-
mal completa e invariante por el grupo generado por las traslaciones de PγA

y Pγ1 .
Por construcción, sabemos que Mθ,0,0 tiene 4 finales horizontales (de tipo Scherk) y
género 1 en el cociente. Además,Mθ,0,0 se puede descomponer en 16 trozos congruen-
tes, ver Figura 2.4 izquierda. Karcher [30] probó que cada uno de estos trozos es el
grafo minimal obtenido al conjugar un grafo de Jenkins y Serrin definido sobre un
rectángulo. En particular, Mθ,0,0 es embebida. Como Mθ,0,0 es completa y embebida,
y sus finales son de tipo Scherk, llegamos a que Mθ,0,0 es propiamente embebida, y
por tanto doblemente periódica. 2

Por último, estudiamos las superficies minimales que obtenemos como ĺımite de
la familia {Mθ,0,0 | θ ∈ (0, π

2
)}.

Lema 2.1.5 (Ver Figura 2.2).

(i) Cuando θ → 0+, Mθ,0,0 converge a dos catenoides verticales con flujo (0, 0, 2π).

(ii) Tras hacer un cambio de escala, Mθ,0,0 converge cuando θ → π
2
− a dos super-

ficies de Scherk doblemente periódicas con 2 finales horizontales y 2 finales
verticales.

Demostración. Cuando θ → 0+, se tiene que λ(θ) → +∞. Si cambiamos las variables
(z,w) de Σθ por (z,w1), donde w1λ(θ) = w, nos queda

Σθ = {(z,w1) ∈ C2 | w2
1 = (z2λ−2 + 1)(z2 + λ−2)}.

Por tanto, Σθ degenera cuando θ → 0+ en {(z,w1) | w2
1 = z2}, que son dos esferas.

Claramente, la aplicación de Gauss de Mθ,0,0 queda invariante al tomar ĺımites.

Y además, µ(θ)
λ(θ)

→ 1 cuando θ → 0+, luego la diferencial altura dhθ deMθ,0,0 converge

a dz
w1

= ±dz
z
. De aqúı se deduce que si θ → 0+, entonces Mθ,0,0 converge a dos

catenoides verticales con flujo (0, 0, 2π).
Cuando θ → π

2
−, se tiene que λ(θ) → 1, y Σθ degenera en {(z,w) |w2 = (z2+1)2},

que son dos esferas. La aplicación de Gauss ĺımite vuelve a ser g(z,w) = z, pero
ahora la diferencial altura se anula en el ĺımite, ya que µ(θ) → 0 cuando θ → π

2
−. Por

tanto, cambiamos de escala para poder pasar al ĺımite. Consideramos la homotecia
Mθ,0,0 7→ M̃θ,0,0 = 1

µ(θ)
Mθ,0,0. Aśı, si θ → π

2
−, entonces 1

µ(θ)
dh→ ± dz

z2+1
; y M̃θ,0,0 con-

verge a dos superficies de Scherk doblemente periódicas con 2 finales horizontales y
2 finales verticales. 2
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Figura 2.2: Mθ,0,0 para θ = π/50 (izquierda) y para θ = 24π/50 (derecha).

Figura 2.3: Izquierda: configuración esférica de Mθ,α,β. Derecha: El modelo de Σθ en
el ξ-plano, donde la ĺınea punteada representa la isometŕıa F = RD ◦S2◦S3 = E ◦D;
y α ∈ (0, π

2
), β ∈ [0, π

2
], 0 < β1 < θ < β2 <

π
2
.

2.2. Construcción de los ejemplos Mθ,α,β

Para cada α ∈ [0, π
2
] y β ∈ [0, π

2
], denotaremos por ϕα la rotación de S2 ⊂ R3 de

ángulo α alrededor del eje x2 y por ϕβ la rotación de ángulo β alrededor del eje x1.

Dados θ ∈ (0, π
2
), α ∈ [0, π

2
] y β ∈ [0, π

2
] con (α, β) 6= (0, θ), consideramos

e = ϕα(e0), donde estamos denotando por e0 al ecuador obtenido como preim-
agen del eje imaginario iR por la proyección estereográfica desde el Polo Norte;
y P = (ϕα ◦ ϕβ)(0, 0, 1), ver la Figura 2.3 izquierda. Nótese que la configuración
esférica {D,D′,D′′,D′′′} asociada a θ, α, β no es otra que la imagen por la trans-
formación de Möbius ψα,β = ϕα ◦ ϕβ de la configuración esférica asociada a Mθ,0,0.
Obsérvese también que hemos tomado (α, β) 6= (0, θ), ya que (α, β) = (0, θ) se co-
rresponde con el caso en el que D′ coincide con el Polo Norte, que no está permitido
en este ambiente (ya que sabemos que los finales no son ramificados). Por tanto, apli-
cación de Gauss g = gθ,α,β del ejemploMθ,α,β que queremos construir estará definida
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sobre el toro conforme Σθ dado en (2.1), y vendrá dada por g = ψα,β ◦gθ,0,0; es decir,

g(z,w) =
z
(
i cos(α−β

2
) + cos(α+β

2
)
)

+ sin(α−β
2

) + i sin(α+β
2

)

cos(α−β
2

) + i cos(α+β
2

) − z
(
i sin(α−β

2
) + sin(α+β

2
)
), (z,w) ∈ Σθ.

Consideramos la mima clase de homoloǵıa [γ2] ∈ H1(Σθ,Z) que en la Sección 2.1.
De nuevo, vamos a tomar la diferencial altura dh = µdz

w
de Mθ,α,β cumpliendo∫

γ2
dh = 2πi, luego µ queda determinada por (2.4). Nótese que ni la compactifi-

cación conforme Σθ ni la diferencial altura dh dependen de α, β, y que los datos de
Weierstrass de Mθ,α,β coinciden con los de Mθ,0,0 cuando α = β = 0.

Como g aśı definida depende anaĺıticamente de α, β, lo mismo les ocurre a los fi-
nales {A,A′, A′′, A′′′} = g−1({0,∞}) de Mθ,α,β (consideramos una elección continua
de cada uno de ellos). Como se mantienen las relaciones (2.6) entre los finales, deter-
minada la posición de A en el toro, quedarán también determinadas las posiciones
de A′, A′′, A′′′. Cuando (α, β) vaŕıa en [0, π

2
]2 − {(0, θ)}, A = A(α, β) se mueve en

R̃ = S2(R)−{D′} como se describe a continuación, ver Figura 2.3 derecha (seguimos
la notación de la sección anterior).

Afirmación 2.2.1

• Cuando α = 0 y β vaŕıa desde 0 hasta θ, A se mueve verticalmente hacia
abajo desde la esquina superior izquierda A(0, 0) de R̃ (posición descrita en la
sección anterior) hasta coincidir con D′ (caso que no se considera, ya que los
finales no pueden ser ramificados).

• Si α = 0 y β vaŕıa en (θ, π
2
], A se mueve horizontalmente hacia la derecha

desde D′ cuando β = θ (que no se considera) hasta llegar a la esquina inferior

derecha A(0, π
2
) de R̃ cuando β = π

2
.

• Si β = π
2

y α vaŕıa desde 0 hasta π
2
, A se mueve verticalmente hacia arriba

la esquina inferior derecha A(0, π
2
) hasta la esquina superior derecha A(π

2
, π

2
)

de R̃.

• Si dejamos ahora β constante, β = 0, y hacemos variar α desde 0 hasta π
2
, en-

tonces A se mueve horizontalmente desde la esquina superior izquierda A(0, 0)

hasta la esquina superior derecha A(π
2
, 0) de R̃.

• Cuando α = π
2
, entonces Mθ,π

2
,β no es otra cosa que la imagen rotada de Mθ,π

2
,0

por un ángulo β alrededor del eje x3, luego reducimos el estudio al caso β = 0,
descrito anteriormente (A cae en la esquina superior derecha de R̃).
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• Los valores del borde descritos arriba se extienden de forma continua y biyec-
tiva desde (0, π

2
)2 hasta el interior de R̃.

Demostración. Sobre Σθ, conocemos los z-valores de los puntos, ver Figura 2.1.
Por tanto, para obtener la posición de A = A(α, β) en Σθ, estudiamos los valores
que z = ψ−1

α,β ◦ g toma sobre ∞ (donde ψα,β está definida como al comienzo de
esta sección). Para ello, es útil pensar sobre S2: fijamos la configuración esférica
{D,D′,D′′,D′′′} y estudiamos el movimiento relativo de A respecto de ella (aqúı,
estamos abusando de notación denotando de nuevo por A al valor que toma la apli-
cación de Gauss N sobre el final A). �

Estudiemos ahora el grupo Iso(Mθ,α,β) de las isometŕıas de la métrica inducida
por (g, dh), ver (1.4). Recordemos (Lema 2.1.3) que el grupo de las transformaciones
conformes de Σθ coincide con Iso(Mθ,0,0). El siguiente lema nos dice que Iso(Mθ,α,β)
coincide con el conjunto formado por los elementos de Iso(Mθ,0,0) que dejan inva-
riante el conjunto de ceros y polos de la aplicación de Gauss g de Mθ,α,β.

Lema 2.2.2 Iso(Mθ,α,β) =
{
ψ ∈ Iso(Mθ,0,0) | ψ deja invariante a {A,A′, A′′, A′′′}

}
.

Demostración. Llamamos ∆ =
{
ψ ∈ Iso(Mθ,0,0) | ψ deja invariante {A,A′, A′′, A′′′}

}
,

y gθ será la aplicación de Gauss de Mθ,0,0. Por el Lema 2.1.3, es inmediato que
Iso(Mθ,α,β) ⊂ ∆. Por tanto, sólo hay que probar la inclusión ∆ ⊂ Iso(Mθ,α,β); es
decir, dada ψ ∈ ∆, probemos que

(
1

|g ◦ ψ|
+ |g ◦ ψ|

)
|ψ∗dh| =

(
1

|g|
+ |g|

)
|dh|.

Como dh sólo depende de θ y ψ ∈ Iso(Mθ,0,0), entonces |ψ∗dh| = |dh|, por lo que

sólo tenemos que verificar
(

1
|g◦ψ| + |g ◦ ψ|

)
=
(

1
|g| + |g|

)
. Recordemos que los finales

A,A′, A′′, A′′′ de Mθ,α,β son los ceros y polos de g. Observando la distribución de
A,A′, A′′, A′′′ en el toro (Afirmación 2.2.1), vemos que o bien ψ lleva ceros en ceros
(y por tanto también polos en polos), o bien lleva los ceros en los polos, y viceversa.
Si ψ lleva ceros en ceros y polos en polos (resp. ceros en polos y viceversa), la fun-
ción g◦ψ

g
(resp. (g◦ψ)g) es una función holomorfa sin ceros ni polos, luego constante.

Si probamos que dicha constante tiene módulo 1, habremos acabado. Teniendo en
cuenta que g◦D = g y que para i = 1, 2, 3, g◦Si se corresponde en S2 con la simetŕıa
respecto al ecuador obtenido como imagen por ψα,β del ecuador ortogonal al eje xi
(en particular, E = S1 ◦S2 ◦S3 se corresponde con la aplicación ant́ıpoda de S2, que
deja invariante la configuración esférica de Mθ,α,β), no es dif́ıcil encontrar un punto
finito de Σθ donde |g ◦ ψ| = |g| (resp. |g ◦ ψ| = 1

|g|). Por tanto, |g ◦ ψ| = |g| (resp.
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|g ◦ ψ| = 1
|g|) sobre todo Σθ, como queŕıamos probar. 2

El grupo de isometŕıas Iso(Mθ,α,β) de la métrica inducida por (g, dh) siempre
contiene el cambio de hoja (z,w) 7→ (z,−w), i.e. D = S1 ◦ RD. Además, la apli-
cación ant́ıpoda de S2 deja invariante la configuración esférica de Mθ,α,β, por lo
que Iso(Mθ,α,β) también contiene dos involuciones antiholomorfas sin puntos fijos:
E = S1 ◦S2◦S3 y F = E ◦D. Con esto en mente, resolvamos el problema de periodos
para Mθ,α,β. Un razonamiento similar al seguido en la sección anterior nos lleva a
que los vectores periodo y flujo de Mθ,α,β en el final A vienen dados por

PγA
= πµ sin θ (i E(θ, α, β), 0) , FγA

= πµ sin θ (E(θ, α, β), 0) , (2.10)

donde estamos identificando R3 ≡ C × R de la forma usual, (a, b, c) ≡ (a+ ib, c), y

E(θ, α, β) =
1√

sin2 θ cos2 α + (sinα cos β − i sinβ)2
.

Los vectores periodo y flujo en los demás finalesA′ = E(A),A′′ = D(A) yA′′′ = F(A)
se pueden obtener de las ecuaciones (2.7), que siguen siendo válidas.

Para resolver el problema de periodos en homoloǵıa, consideramos las clases
[γ1], [γ2] ∈ H1(Σθ,Z) definidas como en la sección anterior (nótese que incluso
podemos tomar los mismos representantes embebidos γ1, γ2 que tomábamos para
α = β = 0, salvo cuando α = π

2
o β = π

2
). En particular, la tercera coordenada

(Pγ1)3 del vector periodo de Mθ,α,0 a lo largo de la curva γ1 es f1 6= 0, definida como
en (2.9), y por tanto, PγA

y Pγ1 son linealmente independientes. También se cumple
que

E∗Φ = −Φ, E∗γ1 = −γ1 − γA − γA′′′ , E∗γ2 = γ2, (2.11)

donde estamos denotando por Φ a la forma de Weierstrass de Mθ,α,β. Las igualdades

(2.11) y (2.7) implican que
∫
γ1

Φ =
∫
γ1

Φ+
∫
γA

Φ−
∫
γA

Φ y
∫
γ2

Φ = −
∫
γ2

Φ, de donde
obtenemos que

Fγ1 = −FγA
y Pγ2 = (0, 0, 0). (2.12)

De todo esto, se deduce que Mθ,α,β es una superficie minimal inmersa, comple-
ta, invariante por el ret́ıculo de traslaciones generado por PγA

, Pγ1, con género 1
y 4 finales (de tipo Scherk) en el cociente. Además, como Mθ,0,0 es una superfi-
cie embebida y las alturas de los finales de Mθ,α,β dependen de forma continua de
(α, β) ∈ [0, π

2
]2−{(0, θ)} (que es un conexo), entonces deducimos queMθ,α,β está tam-

bién embebida fuera de un compacto fijo. Por otro lado, es fácil ver que si una familia
de superficies minimales con autointersecciones converge a una superficie minimal
embebida, entonces ésta ha de ser un recubridor de su imagen. Todo esto nos permite
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Figura 2.4: Izquierda: Mθ,0,0, con θ = π/4. Derecha: Mθ,0,β, con θ = π/4 y β = π/8.

concluir que el conjunto I = {(α, β) ∈ [0, π
2
]2−{(0, θ)} |Mθ,α,β es embebida} es un

abierto. Como I es trivialmente cerrado (ya que el ĺımite de superficies minimales
embebidas es embebido), llegamos a que I = [0, π

2
]2 − {(0, θ)}. Y por tanto, Mθ,α,β

es una superficie minimal doblemente periódica para todos los valores de θ, α, β.
A continuación, estudiamos el grupo de isometŕıas de Mθ,α,β para los diferentes

valores de θ, α, β, usando el Lema 2.2.2 y la Afirmación 2.2.1. Como hemos dicho
anteriormente, Iso(Mθ,α,β) siempre contiene al subgrupo {identidad,D, E,F}, que
es isomorfo a (Z/2Z)2 con generadores D, F . En R3, D representa una simetŕıa
central respecto de uno de los cuatro puntos de ramificación de g, y F consiste en
una traslación de vector (PγA

+ Pγ1)/2. En particular, el cociente de Mθ,αβ por esta
traslación define una botella de Klein en un T × R. Recordemos que si 0 < β < π

2

y 0 < α < π
2
, el final A cae en el rectángulo abierto R̃ = S2(R), ver Figura 2.3

derecha, y por el Lema 2.2.2, Iso(Mθ,α,β) = {identidad,D, E,F}. Estudiemos los
casos α ∈ {0, π

2
} y β ∈ {0, π

2
}.

Afirmación 2.2.3

(1) Si α = β = 0, vimos en la Sección 2.1 que Iso(Mθ,0,0) es isomorfo a (Z/2Z)4

con generadores S1, S2, S3, RD.

(2) Si α = 0 y 0 < β < π
2
, β 6= θ, Iso(Mθ,0,β) es isomorfo a (Z/2Z)3 con genera-

dores S1, RD, R1 = S2 ◦S3. En R3, S1 representa (como en la Sección 2.1) una
reflexión en un plano ortogonal al eje x1, y R1 se corresponde con una rotación
de ángulo π alrededor de una recta paralela al eje x1 que corta ortogonalmente
a la superficie. Si 0 < β < θ (resp. θ < β < π

2
), entonces Mθ,0,β contiene 4

(resp. 2) rectas paralelas al eje x1, ver Figura 2.4 derecha y Figura 2.5 izquier-
da. En ambos casos, RD es la rotación de ángulo π alrededor de una de dichas
rectas.
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Figura 2.5: Izquierda: Mθ,0,β, para θ = π/4 y β = 3π/8. Derecha: Mθ,0,π
2

para
θ = π/4.

Figura 2.6: Mθ,α,π
2
, con θ = α = π/4.

(3) En el caso extremo en el que α = 0 y β = π
2
, se tiene que Iso(Mθ,0,π

2
) =

Iso(Mθ,0,0), en cuyo caso S3 (resp. S2) representa en R3 una rotación de ángulo
π alrededor de una de las 4 (resp. 2) rectas paralelas al eje x2 (resp. eje x3)
que están contenidas en la superficie.

(4) Cuando 0 < α < π
2

y β = π
2
, entonces S3 es isometŕıa de (g, dh), luego

Iso(Mθ,α,π
2
) es isomorfo a (Z/2Z)3 con generadores S3,D, R3 = S1◦S2. Ahora,

S3 representa en R3 una rotación de ángulo π alrededor de una de las 4 rectas
paralelas al eje x2 que están contenidas en la superficie, y R3 es la composición
de una reflexión respecto de un plano ortogonal al eje x2 con una traslación
de medio periodo horizontal (en la dirección del eje x1).

(5) Si 0 < α < π
2

y β = 0, entonces Iso(Mθ,α,0) es isomorfo a (Z/2Z)3, con
generadores S2, D, R2 = S1 ◦ S3. Como ocurŕıa para Mθ,0,0, S2 representa
en R3 una reflexión respecto de dos planos ortogonales al eje x2, y R2 es una
rotación de ángulo π alrededor de una recta paralela al eje x2 que corta la
superficie ortogonalmente, ver Figura 2.7 izquierda.
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Figura 2.7: Izquierda: Mθ,α,0 para θ = α = π/4. Derecha: Mθ,π
2
,0 para θ = π/4.

(6) Cuando α = π
2
, obtenemos que Iso(Mθ,π

2
,β) =Iso(Mθ,0,0). Como Mθ,π

2
,β es la

superficie obtenida al rotar Mθ,π
2
,0 un ángulo β alrededor del eje x3, podemos

reducirnos al caso β = 0. En dicho caso, S2 representa en R3 una simetŕıa
respecto de un plano ortogonal al eje x2, S3 (resp. S1) representa una rotación
de ángulo π alrededor de una de las 4 (resp. 2) ĺıneas rectas paralelas al eje
x1 (resp. x3) que están contenidas en Mθ,π

2
,0, y RD se corresponde con una

simetŕıa respecto de un plano horizontal, ver Figura 2.7 derecha.

Observación 2.2.4 Hasta ahora, hemos definido la familia 3-paramétrica de su-
perficies minimales doblemente periódicas {Mθ,α,β | (θ, α, β) ∈ I1}, con

I1 =
{

(θ, α, β) ∈
(
0, π

2

)
×
[
0, π

2

]2 | (α, β) 6= (0, θ)
}
.

Para ese rango de parámetros, (θ, α, β) ∈ I1, el final A = A(θ, α, β) recorre to-

dos los puntos de R̃ (recordemos que R̃ es el rectángulo cerrado que aparece en
la Figura 2.3 salvo la esquina D′, que se corresponde con un punto de ramifi-
cación). Recordemos que también podemos ver Σθ como el recubridor ramificado
2 : 1 de C̄ a través de la aplicación (z,w) 7→ z. Vı́a dicha aplicación, pode-

mos identificar conformemente R̃ con la región de C̄ correspondiente a un octante
de S2. Extendemos el rango de los parámetros θ, α, β de forma que A recorra to-
dos los valores de C̄ menos D,D′,D′′,D′′′. Para esto, tomamos (θ, α, β) varian-
do en I =

{
(θ, α, β) ∈ (0, π

2
) × [−π

2
, π

2
]× [−π, π] | (α, β) 6= (0,±θ), (0,±(π − θ))

}
,

y definimos Mθ,α,β para (θ, α, β) ∈ I de forma similar a como lo hicimos para
(θ, α, β) ∈ I1, aunque estas nuevas superficies que obtenemos no aportan nada nue-
vo. En efecto,
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• Mθ,α,−β coincide con la superficie obtenida al reflejar Mθ,α,β respecto de un
plano ortogonal al eje x2.

• Mθ,−α,β es la superficie obtenida al reflejar Mθ,α,β respecto de un plano orto-
gonal al eje x1.

• Mθ,α,β+π coincide con Mθ,α,β.

Observación 2.2.5 Hemos definido la familia K = {Mθ,α,β | (θ, α, β) ∈ I} de
ejemplos KMR. Por construcción, los valores de ramificación de la aplicación de
Gauss N de cadaMθ,α,β están contenidos en un ecuador de S2. Por tanto, un teorema
de Montiel y Ros [48] (Teorema 1.10.2) nos asegura que el espacio de funciones de
Jacobi acotadas definidas en Mθ,α,β coincide con el espacio de funciones lineales
de N , {〈N, v〉 | v ∈ R3} (en particular, dicho espacio tiene dimensión 3). Esta
propiedad se suele abreviar diciendo que Mθ,α,β es no degenerada. Como todos los
ejemplos KMR son por tanto no degenerados, Hauswirth y Traizet [18] aseguran que
K es una variedad anaĺıtica real de dimensión 3. En particular, se tiene que K es
un abierto de S, salvo normalizaciones. Además, por el Lema 2.2.6 que probamos a
continuación, llegamos a que K es un cerrado de S, luego una componente conexa
suya. El Teorema 2 nos dirá que K es la única componente conexa de S.

Lema 2.2.6

1. Cuando β → θ, Mθ,0,β converge a un ejemplo minimal de Riemann.

2. Cuando θ → 0+ y (α, β) → (0, 0), Mθ,α,β converge a dos catenoides con flujo
vertical (0, 0, 2π), ver Figura 2.2 izquierda.

3. Cuando θ → 0+ y (α, β) 6→ (0, 0), Mθ,α,β converge a dos superficies de Scherk
simplemente periódicas (iguales) con cuatro finales, dos de ellos horizontales,
y ángulo arc cos(cosα cosβ), ver Figura 2.8.

4. Cuando θ → π
2
− y (α, β) → (0, π

2
), Mθ,α,β converge (después de hacer un

cambio en la escala) a dos helicoides verticales, ver Figura 2.9.

5. Cuando θ → π
2
− y (α, β) 6→ (0, π

2
), Mθ,α,β converge (después de hacer un

cambio en la escala) a dos superficies de Scherk doblemente periódicas (iguales)
con cuatro finales, dos de ellos horizontales, y ángulo arc cos(cosα sin β), ver
Figura 2.2 derecha.
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Figura 2.8: Mθ,0,β rotada (izquierda), y dos copias de media superficie Mθ,0,β rotada
(derecha), con θ = π

2
00 y β = 9π

2
0.

Demostración. Todos estos ĺımites se pueden calcular directamente a partir de los
datos de Weierstrass, similarmente a lo hecho en la demostración del Lema 2.1.5.

Si β → θ, entonces la aplicación de Gauss de Mθ,0,β converge a g(z,w) = (z +
i tan θ

2
)(1 + iz tan θ

2
)−1, definida sobre el toro Σθ, y se mantiene igual la diferencial

altura, dh = µ(θ)dz/w. No es dif́ıcil comprobar que estos datos de Weierstrass
definen una superficie minimal simplemente periódicaM∞ con finales planos y género
1 en el cociente. Por el teorema de unicidad de Meeks, Pérez y Ros [41], llegamos a
que M∞ es una superficie minimal de Riemann, y queda probado 1.

Si (α, β) → (0, 0), entonces Mθ,α,β converge a Mθ,0,0. El apartado 2 queda de-
mostrado a partir del Lema 2.1.5.

Estudiemos ahora el ĺımite de Mθ,α,β cuando θ → 0+ pero (α, β) 6→ (0, 0). Como
vimos en la demostración del Lema 2.1.5, cuando θ → 0+ se tiene que Σθ converge
a {(z,w1) | w2

1 = z2}, donde w1λ(θ) = w, y dh → dz/w1 = ±dz/z. Por tanto, sobre
cada una de las esferas ĺımite tenemos cuatro finales: dos obtenidos como ĺımite de
los finales de los ejemplos KMR (i.e. el cero y el polo de la restricción a dicha esfera
de la aplicación de Gauss ĺımite) y z = 0,∞. Además, mediante un cálculo directo
obtenemos que los periodos en los finales coinciden (salvo signo). Con todo esto, no
es dif́ıcil deducir que este ĺımite consiste en dos superficies de Scherk simplemente
periódicas de ángulo arc cos(cosα cos β), lo cual prueba 3.

Como vimos también en la demostración del Lema 2.1.5, Σθ degenera cuando
θ → π

2
− en dos esferas {(z,w) | w2 = (z2 + 1)2} y, tras hacer un cambio de es-

cala (tomamos µ(θ)−1Mθ,0,0, siendo µ(θ) → 0 cuando θ → π
2
−), obtenemos como

diferencial altura ĺımite ±dz/(z2 + 1). Si además (α, β) 6→ (0, π
2
), sobre cada una de
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Figura 2.9: Mθ,0,β para θ = 19π
40

y β = π
2
.

las esferas ĺımite obtenemos cuatro finales: dos obtenidos como ĺımite de los finales
de los ejemplos KMR (i.e. el cero y el polo de la restricción a dicha esfera de la
aplicación de Gauss ĺımite) y z = ±i. En este caso, Mθ,α,β converge a dos superfi-
cies de Scherk doblemente periódicas con cuatro finales, dos de ellos horizontales,
y ángulo arc cos(cosα sinβ) entre sus finales no paralelos, luego obtenemos 5. Si
por el contrario (α, β) → (0, π

2
), entonces el cero (resp. el polo) de la aplicación

de Gauss ĺımite es justo −i (resp. i), y Mθ,α,β converge a dos helicoides verticales
(recordemos que el helicoide se puede obtener como ĺımite de superficies de Scherk
doblemente periódicas, tomando el ángulo tendiendo a 0). Con esto, queda probado
el Lema 2.2.6. 2

Observación 2.2.7 Por el Lema 2.2.6 y la Observación 2.2.4, tomando ĺımites de
ejemplos KMR se pueden obtener todos los ejemplos minimales de Riemann y todas
las superficies minimales de Scherk simple y doblemente periódicas.

Estudiemos ahora la familia de las superficies conjugadas de los ejemplos KMR.
Si (g, dh) son los datos de Weierstrass de Mθ,α,β, entonces denotaremos por M∗

θ,α,β

a la superficie minimal (posiblemente multivaluada) determinada por los datos de
Weierstrass (g, idh), y la llamaremos conjugada de Mθ,α,β. Nótese que, en particular,
Mθ,α,β y M∗

θ,α,β tienen la misma compactificación conforme Σθ.

Lema 2.2.8 M∗
θ,α,β es una superficie minimal doblemente periódica, con ret́ıculo de

periodos generado por FγA
, Fγ2, con género 1 y 4 finales horizontales de tipo Scherk

en el cociente.

Demostración. Es fácil comprobar que el vector flujo (resp. el periodo) de la superfi-
cie conjugada M∗

θ,α,β a lo largo de una curva γ ⊂ Σθ coincide con el periodo (resp. el
opuesto del vector flujo) de la superficie original Mθ,α,β a lo largo de la misma curva
γ. Deducimos entonces de (2.7), (2.10) y (2.12) que M∗

θ,α,β es una superficie mini-
mal completa, inmersa, invariante por el ret́ıculo de periodos generado por el vector
horizontal P ∗

γA
= −FγA

y por P ∗
γ2

= −Fγ2 (cuya tercera coordenada es −2π, luego
{P ∗

γA
, P ∗

γ2
} son linealmente independientes), con género 1 y 4 finales horizontales de

tipo Scherk en el cociente. Además, como M∗
θ,0,0 es embebida (M∗

θ,0,0 se puede obte-
ner simetrizando un grafo de Jenkins y Serrin, ver [30]), un razonamiento análogo
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al seguido para Mθ,α,β nos dice que M∗
θ,α,β es embebida, y por tanto doblemente

periódica. 2

Por (2.12), sabemos que se anula el vector periodo de M∗
θ,α,β a lo largo de

γ∗2 = γ1 + γA, y que la tercera componente del vector flujo de M∗
θ,α,β a lo largo

de γ∗2 vale f1(θ), donde f1 se definió en (2.9). El siguiente lema, junto con la Ob-
servación 2.2.4, nos asegura que las familias K y K∗ = {M∗

θ,α,β | (θ, α, β) ∈ I}
coinciden tras considerar ciertas normalizaciones que identifican dos superficies que
se diferencian en una homotecia y una rotación alrededor del eje x3. Es decir, tras
ciertas normalizaciones, K es una familia autoconjugada.

Lema 2.2.9 Para cada (θ, α, β) ∈ I1, la superficie Mπ
2
−θ,α,β−π

2
coincide con M∗

θ,α,β

salvo una homotecia y una rotación alrededor del eje x3.

Demostración. Como Σπ
2
−θ = {(z̃, w̃) | w̃2 = (z̃2 − 1)2 + 4z̃2 sec2 θ}, y la trans-

formación de Möbius ϕ(z) = 1−iz
z−i aplica biyectivamente los puntos de ramificación

de la z-proyección de Σθ en los puntos de ramificación de la z̃-proyección de Σπ
2
−θ,

deducimos que Θ(z,w) = (ϕ(z), w̃(ϕ(z))) es un biholomorfismo entre Σθ y Σπ
2
−θ.

Por otro lado, no es dif́ıcil comprobar que gθ,α,β = gπ
2
−θ,α,β−π

2
◦ Θ y que Θ∗dhπ

2
−θ =

− µ(π
2
−θ)

µ(θ) tan θ
idhθ = −K(sin2 θ)

K(cos2 θ)
idhθ, donde estamos denotando por gθ,α,β (resp. dhθ) a

la aplicación de Gauss (resp. diferencial altura) de Mθ,α,β. De aqúı, se deduce fácil-
mente el Lema 2.2.9. 2
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Caṕıtulo 3

El espacio W de datos de
Weierstrass

En el caṕıtulo anterior hemos descrito el espacio K = {Mθ,α,β | (θ, α, β) ∈ I} de
ejemplos KMR (el conjunto de ı́ndices I definido como en la Observación 2.2.4), que
son superficies minimales doblemente periódicas con género 1 y 4 finales horizontales
en el cociente. El ret́ıculo de periodos de cada Mθ,α,β está generado por el periodo
PA en sus finales y el periodo Pγ1 de Mθ,α,β a lo largo de una clase de homoloǵıa no
nula en el toro compactificado. Si consideramos el cociente de Mθ,α,β por el ret́ıculo
de periodos generado por PA y k Pγ1 , con k ∈ N, obtenemos una superficie minimal
doblemente periódica con género 1 y 4k finales horizontales en el cociente. A esta
superficie minimal, a la que seguiremos llamando ejemplo KMR, la denotaremos de
nuevo por Mθ,α,β. De aqúı en adelante, K denotará el espacio de ejemplos KMR
con 4k finales, donde k es un natural fijo. Salvo una rotación alrededor del eje x3,
podemos verMθ,α,β como un elemento de S; es decir,K ⊂ S. En la Observación 2.2.5,
vimos que K es una componente conexa de S cuando k = 1. Claramente, esto sigue
siendo cierto para k ∈ N arbitrario; es decir, el espacio K de ejemplos KMR con 4k
finales, es una componente conexa de S. Por otro lado, cada ejemplo KMR induce
un número discreto de superficies marcadas en S̃. Denotaremos por K̃ al espacio
formado por estas superficies marcadas procedentes de ejemplos KMR, a las cuales
llamaremos ejemplos KMR marcados. El Teorema de unicidad 2 es equivalente a
probar que S̃ = K̃.

Veremos cada superficie marcada en S̃ como un elemento de una variedad com-
pleja W de dimensión finita, por medio de una técnica llamada esquemas de Hurwitz.
Éste es un método usado en Geometŕıa Algebraica para parametrizar el espacio de
aplicaciones meromorfas de cierto grado predeterminado sobre una superficie de
Riemann compacta (que depende de la aplicación meromorfa) de género también
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prescrito (ver [15] para más información). En nuestra situación, la aplicación mero-
morfa será la aplicación de Gauss de unos datos de Weierstrass admisibles para
nuestro problema, y la construcción general es bastante simple, como veremos a
continuación.

3.1. Definición y propiedades de W
Definimos W como el espacio formado por listas (M, g, p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ]),

donde g : M → C es una función meromorfa de grado 2k definida en un toro
M = g−1(C), con ceros {p1, . . . , p2k} y polos {q1, . . . , q2k}, ninguno de éstos pun-
to de ramificación de g, y [γ] ∈ H1(g

−1(C∗),Z) es una clase de homoloǵıa con un
representante embebido que no es trivial en H1(M,Z). Nótese que una misma apli-
cación g en las condiciones anteriores puede verse como infinitos elementos de W, sin
más que considerar distintos órdenes de los pj, qj y/o distintas clases de homoloǵıa
[γ] ∈ H1(g

−1(C∗),Z). Abreviaremos denotando sólo por g a los elementos de W, y
los llamaremos aplicaciones meromorfas marcadas.

A continuación, dotaremos a W de una topoloǵıa para la cual el conjunto (infini-
to) de aplicaciones meromorfas marcadas asociadas a una misma aplicación mero-
morfa g : M → C es discreto. En primer lugar, nótese que por la fórmula de Riemann-
Hurwitz, cada g ∈ W tiene número total de ramificación 4k (i.e. tiene 4k valores de
ramificación, contando multiplicidad). Sea g ∈ W y sean b1, . . . , bl ∈ C∗ sus valores
de ramificación, l ≤ 4k. Consideramos l discos disjuntos D1, . . . ,Dl ⊂ C∗, donde
cada Dj está centrado en bj; y sea Ω = C − ∪lj=1Dj . Tomando los radios de los Dj

suficientemente pequeños, podemos suponer que 0,∞ 6∈ Dj, que cada componente de
g−1(Dj) es un disco, y que tanto Ω como g−1(Ω) son conexos. Aśı, g : g−1(Ω) → Ω
es un recubridor (no ramificado) de 2k hojas. Además, aplicándole la fórmula de
Riemann-Hurwitz a g|Dj , se puede probar que cada componente de g−1(Dj) contiene
a lo más un punto de ramificación de g. Consideramos en W la topoloǵıa definida
por el sistema de entornos descrito a continuación. Fijados D1, . . . ,Dl en las condi-
ciones anteriores y Ω = C − ∪lj=1Dj , definimos el entorno U(g) de g en W como el
conjunto formado por aplicaciones meromorfas marcadas f ∈ W que cumplen:

(1) f |f−1(Ω) no tiene puntos de ramificación, y las restricciones f : f−1(Ω) → Ω y
g : g−1(Ω) → Ω son isomorfas como aplicaciones recubridoras. Obsérvese que
esto permite identificar conformemente f−1(Ω) con g−1(Ω). En particular, los
ceros (resp. polos) de g se identifican con los ceros (resp. polos) de f .

(2) El orden en la lista de ceros y polos de f coincide con el orden en la lista de
ceros y polos de g, v́ıa la identificación descrita en el apartado anterior.
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(3) Cada componente de f−1(Dj) es un disco. Además, los discos de f−1(Dj) están
en correspondencia biyectiva con los discos de g−1(Dj) mediante la identifi-
cación descrita en (1); y coinciden los números de ramificación de las restric-
ciones de f y g a dichos discos.

(4) Siempre puede elegirse un representante γ embebido de la clase de homoloǵıa
[γ] ∈ H1(g

−1(C∗),Z) contenido en g−1(Ω). Por (1), puede verse γ como un ciclo
embebido en f−1(Ω) que induce una clase de homoloǵıa [γ] ∈ H1(f

−1(C∗),Z)
no nula en H1(f

−1(C),Z). La clase de homoloǵıa asociada a la aplicación mero-
morfa marcada f coincide con [γ].

A continuación, dotamos a W de una estructura de variedad compleja de dimen-
sión 4k. Con la topoloǵıa definida anteriormente, si los 4k valores de ramificación de
cierta g ∈ W son distintos, entonces cada f ∈ W en un entorno U(g) de g suficien-
temente pequeño tendrá también los 4k valores de ramificación distintos. Y en tal
caso, la aplicación que le hace corresponder a cada f ∈ U(g) la lista de sus valores
de ramificación (fijado un cierto orden) es una carta local de W alrededor de g. Si
el número de valores de ramificación distintos de g es menor estricto que 4k, la co-
rrespondencia anterior no seŕıa una carta local. Por tanto, le hacemos corresponder
a cada g ∈ W la lista (σ1(g), . . . , σ4k(g)), donde estamos denotando por σj(g) al
polinomio elemental simétrico de orden j de los 4k valores de ramificación (no ne-
cesariamente distintos) de g, 1 ≤ j ≤ 4k. Dichos polinomios elementales simétricos
se pueden ver como funciones holomorfas σj : W → C, 1 ≤ j ≤ 4k, y la aplicación
(σ1, . . . , σ4k) : W → C4k es un biholomorfismo local. En particular, W se puede ver
v́ıa dicho biholomorfismo local como una subvariedad (abierta) de C4k.

Recordemos ahora ciertos resultados de la Teoŕıa de Variable Compleja que
usaremos posteriormente aplicados a W (dichos resultados se pueden encontrar
en [17] para Cn). Se dice que un subconjunto V de una variedad compleja N es
una subvariedad anaĺıtica si para cada punto p ∈ N existe un entorno U de p en
N y un número finito de funciones holomorfas f1, . . . , fr definidas en U tales que
U ∩ V = {q ∈ U | fj(q) = 0, 1 ≤ j ≤ r}.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Extensión de Riemann [17], pág. 9) Sea U una
variedad compleja y V una subvariedad anaĺıtica suya, V 6= U . Si f : U−V → C una
aplicación holomorfa acotada, entonces f se extiende a todo U de forma holomorfa.

Teorema 3.1.2 (Teorema de la aplicación propia [17], pág. 395) Supongamos
que f : U1 → U2 es una aplicación holomorfa entre dos variedades complejas U1,U2.
Si V ⊂ U1 es una subvariedad anaĺıtica tal que f |V es una aplicación propia, en-
tonces f(V ) es una subvariedad anaĺıtica de U2.
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Corolario 3.1.3 Las únicas subvariedades anaĺıticas compactas de W son los sub-
conjuntos finitos.

Demostración. Para cada j = 1, . . . , 4k, sea σj : W → C la función holomorfa defini-
da anteriormente, y sea V ⊂ W una subvariedad anaĺıtica compacta. Como σj|V es
claramente una aplicación propia, el Teorema 3.1.2 nos dice entonces que σj(V ) es
una subvariedad anaĺıtica de C, y por tanto un subconjunto discreto. Y por com-
pacidad, deducimos que σj(V ) ⊂ C es un conjunto finito, para j = 1, . . . , 4k. Aśı,
el conjunto formado por todos los valores de ramificación de las aplicaciones mero-
morfas marcadas de V es finito. En particular, V es discreto en la topoloǵıa de W,
y por tanto finito. �

En general, una aplicación holomorfa entre variedades complejas de la misma
dimensión no tiene por qué ser abierta. Ahora bien, el resultado śı es cierto si la
aplicación es además finita.

Teorema 3.1.4 (Teorema de la aplicación abierta [17], pág. 667) Sea U una
variedad compleja de dimensión n, y f : O → Cn una aplicación holomorfa. Supon-
gamos que x0 es un punto de U tal que f−1(0) = {x0}, donde estamos denotando
0 = (0, . . . , 0) ∈ Cn. Entonces, existe un entorno abierto O de x0 en U tal que f |O
es una aplicación abierta.

Una vez estudiada la estructura compleja de W, justifiquemos el t́ıtulo de este
caṕıtulo; es decir, comprobemos que W se corresponde con el espacio de los datos
de Weierstrass en las condiciones del Teorema 2. Para ello, vamos a ver que ca-
da g ∈ W determina de forma única una 1-forma holomorfa, que jugará el pa-
pel de diferencial altura. Como el espacio de diferenciales holomorfas sobre un
toro tiene dimensión compleja 1, para cada aplicación meromorfa marcada g =
(M, g, p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ]) ∈ W existe una única 1-forma holomorfa φ = φ(g)
de M cumpliendo ∫

γ

φ = 2πi. (3.1)

Se puede probar que φ depende de forma holomorfa de g, en el sentido de que existe
un entorno U(g) de g en W para el que la aplicación (f, z) ∈ U(g) × g−1(Ω) 7→ φ(f)

φ(g)
(z)

es holomorfa. El par (g, φ) se puede ver como los datos de Weierstrass de una
hipotética superficie minimal en el ambiente del Teorema 2, definidos sobre M =
g−1(C∗), con aplicación de Gauss g y diferencial altura φ. La ecuación (3.1) nos dice
que el vector periodo (resp. flujo) de (g, φ) a lo largo de γ es horizontal (resp. tiene
tercera coordenada 2π). Diremos que g ∈ W cierra periodos si, tomando dh = φ
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y γ2 = γ, se cumple la primera ecuación de (1.15), y existe a ∈ R∗ cumpliendo
las ecuaciones que aparecen en (1.14) (nótese que la segunda ecuación de (1.15) se
cumple por definición de φ).

Lema 3.1.5 Si g ∈ W cierra periodos, entonces (g, φ) son los datos de Weierstrass
de una superficie minimal M propiamente inmersa en T×R, siendo T un toro llano
2-dimensional, M con curvatura total 8kπ y 4k finales horizontales de tipo Scherk.
Además, el flujo en los finales p1, q1, . . . , pk, qk es opuesto al flujo en los finales
pk+1, qk+1, . . . , p2k, q2k, e igual a (πa, 0, 0), donde a es el positivo que satisface (1.14).

Demostración. Supongamos que g ∈ W cierra periodos. Se deduce fácilmente de
(1.14) que los periodos de (g, φ) en los finales valen ±(0, πa, 0). Y además, el periodo
Pγ de (g, φ) a lo largo de γ se anula, por (1.15). Por tanto, basta comprobar que si
α ⊂ g−1(C∗) es una curva cerrada tal que {[α], [γ]} es una base de H1(g

−1(C),Z),
entonces el vector periodo Pα asociado a α y (0, πa, 0) son linealmente indepen-
dientes. Pero esto es inmediato, ya que φ es una diferencial holomorfa no nula,
{[α], [γ]} es una base de homoloǵıa de g−1(C) y Re

∫
γ
φ = 0, de donde deducimos

que Re
∫
α
φ 6= 0. Por tanto, Pα tiene tercera coordenada no nula. 2

Como hemos dicho anteriormente, para que g ∈ W cierre periodos, se tienen
que satisfacer las 4k ecuaciones que aparecen en (1.14), para dh = φ. Pero como
los residuos de una diferencial meromorfa definida sobre una superficie de Riemann
compacta deben sumar 0, basta que (1.14) se cumpla para 1 ≤ j ≤ 2k − 1, con
lo cual quedan 4k − 2 ecuaciones. Por otro lado, para que g ∈ W cierre periodos
también se ha de satisfacer la primera ecuación de (1.15) para γ2 = γ (i.e. el periodo
de (g, φ) a lo largo de γ se tiene que anular), en cuyo caso la parte horizontal del
flujo de M a lo largo de γ viene dada por

F (γ) = i

∫

γ

gφ ∈ C ≡ R2. (3.2)

3.2. Las aplicaciones ligadura y clasificadora

Definición 3.2.1 Definimos la aplicación ligadura L : W → C4k como la aplicación
que le asocia a cada g ∈ W la lista

L(g) =

(
Resp1

(
φ

g

)
, . . . ,Resp2k−1

(
φ

g

)
,Resq1(gφ), . . . ,Resq2k−1

(gφ),

∫

γ

φ

g
,

∫

γ

gφ

)
.
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Como φ depende de g de forma holomorfa y las componentes de L se pueden calcular
a partir de integrales en curvas contenidas en g−1(Ω) (ver la definición de la topoloǵıa
de W), concluimos que L es holomorfa.

Consideramos el subconjunto de W formado por aquellas aplicaciones meromor-
fas marcadas que cierran periodos,

M = {g ∈ W | L(g) = L(a,b), para ciertos a ∈ R∗, b ∈ C},

donde L(a,b) =
(
a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

1≤j≤k

,−a, . . . ,−a︸ ︷︷ ︸
k+1≤j≤2k−1

,−a, . . . ,−a︸ ︷︷ ︸
2k≤j≤3k−1

, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
3k≤j≤4k−2

, b, b
)
∈ C4k. Es fácil ver

que M es cerrado en W.

Observación 3.2.2 Como L es holomorfa, se tiene que M(a, b) = {g ∈ W | L(g) =
L(a,b)} es una subvariedad anaĺıtica de W, para cada a ∈ R∗ y cada b ∈ C. Por
definición de L, M(a, b) coincide con el conjunto de superficies minimales inmersas
marcadas cuyo vector periodo en los finales es ±(0, πa, 0) y cuyo vector flujo a lo
largo de la clase de homoloǵıa dada en la última componente de la superficie marcada
es (ib, 2π).

La aplicación J definida a continuación se podrá ver como una inyección canónica
del espacio S̃ de superficies marcadas definido en la Sección 1.9, en M,

(M,p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ2]) 7→ J(M) = (g−1(C), g, p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ2]),

donde estamos denotando por g a la aplicación de Gauss de M . No es dif́ıcil com-
probar que J aśı definida es una aplicación inyectiva. En efecto, supongamos que
M1,M2 son dos superficies marcadas en S̃ tales que J(M1) = J(M2). En particular,
tanto las compactificaciones conformes como la aplicaciones de Gauss de M1,M2

coinciden, de donde deducimos que M1,M2 son la misma superficie geométrica. Co-
mo además J(M1) = J(M2) nos dice que también coinciden los órdenes de ceros
y polos de la aplicación de Gauss y las clases de homoloǵıa destacadas de M1,M2,
concluimos que M1 = M2 como superficies marcadas; y por tanto, J es inyectiva.
Nótese que el Lema 3.1.5 da la existencia de una inversa de J por la izquierda,
J−1 : J(S̃) → S̃ (i.e. J−1 ◦J =identidad, aunque J ◦J−1 no coincide necesariamente
con la identidad).

Lema 3.2.3 La aplicación J : S̃ → M es un embebimiento topológico, considerando
en M la topoloǵıa inducida de W. Además, si identificamos S̃ con J(S̃), entonces

S̃ es un conjunto abierto y cerrado en M, luego una componente conexa suya.
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Demostración. Sea {Mn}n una sucesión en S̃ que converge a una superficie marcada

M ∈ S̃. En particular, la aplicación de Gauss gn de Mn converge uniformemente
sobre compactos cuando n → ∞ a la aplicación de Gauss g de M . A partir de
esto y usando razonamientos similares a los que siguen, llegamos a que para n
suficientemente grande, J(Mn) cae en un entorno tan pequeño como queramos de
J(M) en la topoloǵıa de W. Esto prueba la continuidad de J .

Para probar que J es una aplicación cerrada, tomemos una sucesión{Mn}n en S̃
cuyas imágenes por J convergen con la topoloǵıa de W a una aplicación meromorfa
marcada g ∈ M, y veamos que g = J(M), para cierta M ∈ S̃. Como J(Mn) ∈ M,
y M es un cerrado en la topoloǵıa de W, tenemos que g ∈ M. Luego g representa
una superficie minimal propiamente inmersa marcada M (Lema 3.1.5). Se trata de
probar que M es realmente embebida. Como J(Mn) → g en la topoloǵıa de W,
fijado un entorno U(g) de g en W arbitrariamente pequeño, J(Mn) ∈ U(g) para
todo n suficientemente grande. En particular, los valores de ramificación de la apli-
cación de Gauss gn de Mn son arbitrariamente próximos a los de g, e incluso se les
puede asociar un orden, fijado un orden en los valores de ramificación de g (ver la
definición de U(g)). De aqúı se deduce que el toro conforme obtenido como recubri-
dor ramificado de C a través de gn es arbitrariamente próximo al toro conforme
obtenido como recubridor ramificado de C a través de g. O equivalentemente, como
dichos toros conformes son topológicamente el mismo toro T, si consideramos gn, g
definidas sobre T, tenemos que las gn convergen uniformemente a g. Y por tanto,
las Mn convergen uniformemente en compactos de R3 a M . Falta probar que M
está embebida en R3, lo cual se obtiene a partir del Lema 4.0.8 que probaremos en
el caṕıtulo siguiente: Como el ĺımite uniforme de superficies minimales compactas y
embebidas es embebido, tenemos que M está embebida fuera de un entorno de sus
finales. Ahora bien, la convergencia uniforme de las representaciones de Weierstrass
de las Mn a la representación de Weierstrass de M nos dice que la sucesión de sus
curvaturas de Gauss está uniformemente acotada, y el Lema 4.0.8 nos asegura en-
tonces la existencia de un entorno tubular de Mn, de radio uniforme. En particular,
la distancia entre finales consecutivos de Mn está acotada inferiormente, luego dos
finales de Mn no pueden colapsar produciendo un mismo final en el ĺımite, de donde
deducimos que un entorno de los finales de M está embebido; y por tanto, M es
una superficie embebida. Es decir, M ∈ S̃. Con esto, obtenemos que J(S̃) es un
cerrado en M, y que J es una aplicación inyectiva, continua y cerrada, luego un
embebimiento topológico.

Para terminar la demostración del Lema 3.2.3, falta probar que J(S̃) es un abier-

to de M. Sea M ∈ S̃, y sea {gn} una sucesión en M que converge a g = J(M). Es
decir, para n suficientemente grande, gn cae en un entorno U(g) de g arbitrariamente
pequeño. Consideramos Ω = C−∪lj=1Dj , siendoD1, . . . ,Dl ⊂ C∗ los pequeños discos
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centrados en los valores de ramificación de g asociados a U(g). Denotamos por Mn la
superficie minimal inmersa marcada que nos da el Lema 3.1.5 aplicado a gn, y sea Pn

el ret́ıculo 2-dimensional de periodos asociado a Mn. Para n suficientemente grande,
podemos parametrizar conformemente la compactificación Mn deMn salvo pequeños
discos alrededor de los puntos de ramificación de gn por ψn : g−1

n (Ω) → R3/Pn; y
similarmente para M , ψ : g−1(Ω) → R3/P. Por definición de U(g) dada al princi-
pio del caṕıtulo, llegamos a que ψn(g

−1
n (Ω)) converge uniformemente a ψ(g−1(Ω)).

De particular, los 4k finales de las Mn convergen a los 4k finales de M , de donde
podemos deducir que ψn es un embebimiento para n suficientemente grande. Ahora
bien, podemos tomar el radio de los discos Di suficientemente pequeño de forma
que g−1(Di) se pueda escribir como grafo. Para n grande, cada g−1

n (Di) es un disco
cuya frontera está arbitrariamente próxima a la de g−1(Di); y como su imagen por
la aplicación de Gauss cae en Di, que es un disco de radio arbitrariamente pequeño,
concluimos que el disco g−1

n (Di) está embebido. Aśı, Mn es una superficie embebida

(i.e. Mn ∈ S̃) para n suficientemente grande, luego J(S̃) ⊂ M es abierto, y el lema
queda probado. 2

De aqúı en adelante, identificaremos J con la aplicación inclusión, y veremos S̃
como un subconjunto de M.

Observación 3.2.4 Como el espacio K de ejemplos KMR con 4k finales es una
componente conexa de S y la topoloǵıa inducida de W en S̃ coincide con la de la
convergencia uniforme en compactos de R3 (Lema 3.2.3), concluimos que K̃ es una

componente conexa de S̃. El Teorema 2 nos dirá que S̃ no tiene más componentes
conexas.

Corolario 3.2.5 Para cada vector H ∈ R3 − {0} paralelo al eje x2 y cada F ∈ C,

el conjunto formado por las superficies marcadas M ∈ S̃ con vector periodo en los
finales ±H y flujo (F, 2π) ∈ C × R ≡ R3 a lo largo de la clase de homoloǵıa [γ2] en
la última componente de M , es una subvariedad anaĺıtica de W.

Demostración. Consideremos a 6= 0 tal que H = (0, πa, 0), y b = −i F . Como
el conjunto de superficies minimales inmersas marcadas M con vector periodo en
los finales ±H y flujo (F, 2π) a lo largo de la clase de homoloǵıa destacada de M
como superficie marcada no es otro que M(a, b), deducimos que el conjunto al que

se refiere la Proposición 3.2.5 coincide con S̃(a, b) = S̃ ∩M(a, b). Por tanto, esta
proposición es un corolario del Lema 3.2.3 y la Observación 3.2.2, ya que un abier-
to y cerrado de una subvariedad anaĺıtica es claramente una subvariedad anaĺıtica. 2
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A continuación vamos a definir una aplicación sobre S̃, que asocia a cada super-
ficie marcada la longitud de su periodo en los finales y la parte horizontal del flujo
a lo largo de una clase de homoloǵıa no nula de periodo ~0. Esta aplicación, a la cual
denotaremos por C, nos permitirá demostrar el Teorema 2 en el Caṕıtulo 7. Además,
una vez probada la unicidad de los ejemplos KMR de la que habla dicho teorema
(i.e. S̃ = K̃), estudiaremos en el Caṕıtulo 8 la topoloǵıa del espacio K̃, usando de
nuevo dicha aplicación C. De hecho, C permitirá clasificar los ejemplos KMR, de
ah́ı su nombre: aplicación clasificadora. A partir de esto, obtendremos (Caṕıtulo 8)
una descripción del espacio de moduli de las superficies doblemente periódicas de R3

con finales paralelos y género 1 en el cociente; o lo que es lo mismo, una descripción
del espacio de moduli de los ejemplos KMR.

Definición 3.2.6 Los valores que la aplicación ligadura L toma sobre las superficies
marcadas M ∈ S̃ quedan determinados por dos números a ∈ R∗, b ∈ C tales que
Resp1 (g−1dh) = a y Fγ2 = (ib, 2π). Llamamos aplicación clasificadora a la aplicación

C : S̃ → R∗ × C dada por C(M) = (a, b).

Observación 3.2.7 Cada superficie minimal (geométrica) M ∈ S se puede ver

como dos (o más) superficies marcadas distintas M1,M2 ∈ S̃, sin más que asociar-
le clases de homoloǵıa [γ2(M1)], [γ2(M2)] ∈ H1(M,Z) distintas tales que [γ2(M1)] =
[γ2(M2)] en H1(M,Z) (aqúı M es la compactificación de M). Entonces, γ2(M1) − γ2(M2)
es homólogo a un ciclo de periodo cero formado por un número par de lazos alrededor
de finales. Luego las componentes de C(M1), C(M2) cumplen a(M1) = ±a(M2) ∈ R∗,
y b(M1) = b(M2) + tπa(M1) para cierto t ∈ Z par.
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Caṕıtulo 4

Ĺımites y estimación de curvatura

En este caṕıtulo, vamos a estudiar condiciones en términos de la aplicación clasi-
ficadora C para que una sucesión de superficies en S̃ tenga curvatura de Gauss
uniformemente acotada. En lo que sigue, denotaremos por KΣ a la curvatura de
Gauss de una superficie Σ. También estudiaremos los posibles ĺımites de parciales
de una sucesión {Mn}n en S̃ cuya sucesión de curvaturas de Gauss {KMn}n está uni-
formemente acotada. Por el Teorema 1.5.2, para asegurar en este caso la existencia
de una parcial de {Mn}n convergente, basta obtener una cota local del área (siem-
pre es posible obtener un punto de acumulación, puesto que estamos identificando
por traslaciones las superficies en S̃). Dicha cota local del área se obtiene como
consecuencia del siguiente lema.

Lema 4.0.8 Sea P un ret́ıculo 2-dimensional de R3, y sea Σ ⊂ R3/P una su-
perficie minimal (orientable) propiamente embebida, no llana, con topoloǵıa finita
y 4k finales horizontales de tipo Scherk. Denotamos por H,T dos generadores de
P, y asumimos que H apunta en la dirección del eje x2. Supongamos además que
|KΣ| ≤ c, para cierta c > 0. Entonces, se tienen las siguientes propiedades:

(i) Tanto ‖H‖ como la separación vertical entre dos finales izquierda (resp. derecha)
consecutivos de Σ, es mayor o igual que 2/

√
c. En particular, la tercera coor-

denada T3 de T cumple |T3| ≥ 4k/
√
c.

(ii) El radio de inyectividad de R3/P está acotado inferiormente por 1/
√
c, y Σ

admite un entorno tubular (abierto) de radio 1/
√
c en R3/P.

Demostración. Denotemos por Σ̃ al levantamiento de Σ a R3, que es doblemente
periódico. Sabemos, gracias al Teorema del Semiespacio de Hoffman y Meeks (Teo-

rema 1.7.4), que Σ̃ es una superficie conexa. Como |KΣ̃| ≤ c y los finales de Σ̃ son

59
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asintóticos a semiplanos horizontales, el Lema 1.8.9 nos dice que Σ̃ admite un en-
torno tubular Σ̃(ε) de radio ε = 1/

√
c. En particular, la separación vertical entre dos

finales izquierda consecutivos (resp. derecha) de Σ̃ es mayor o igual que 2ε. Y como Σ
tiene 2k finales izquierda, deducimos que |T3| ≥ 4kε. Ahora, consideremos un punto

p ∈ Σ̃ donde la aplicación de Gauss apunte en la dirección del eje x2. Alrededor de p,
podemos expresar localmente Σ̃ como grafo G sobre un disco contenido en el plano
tangente a Σ̃ en p. Claramente, si expresamos Σ̃ como grafo alrededor de p + H
obtenemos G +H. Razonando como antes con G y G +H en vez de con dos finales
izquierda consecutivos, obtenemos que ‖H‖ ≥ 2ε. Esto prueba (i).

Sea r el radio de inyectividad de R3/P. Como R3/P es un espacio llano, sus
geodésicas no tienen puntos conjugados, luego 2r coincide con el mı́nimo de las
longitudes de las geodésicas cerradas contenidas en R3/P. Y por tanto,

2r = mı́n
v∈P−{0}

‖v‖ ≥ mı́n(‖H‖, |T3|) ≥ mı́n

(
2√
c
,

4k√
c

)
=

2√
c
.

De lo anterior, también se deduce que dos puntos p, q ∈ R3 homólogos en P (es
decir, que el vector p − q es un elemento de P) están separados por una distancia

mayor o igual que 2r. Aśı, concluimos que Σ̃(ε)/P es un entorno tubular de Σ de
radio 1/

√
c. 2

4.1. Ĺımites de superficies marcadas en S̃
A continuación, describimos todos los ĺımites posibles de sucesiones {Mn}n de

superficies en las hipótesis del Teorema 2, cuya curvatura esté uniformemente aco-
tada. Antes, fijemos la notación. Por la Proposición 1.9.5, el ret́ıculo de periodos Pn

de cada Mn está generado por el periodo Hn = (0, πan, 0) en los finales, con an > 0,
y un vector no horizontal Tn = Pγ1(n) 6= 0, siendo γ1(n) ⊂ Mn una curva cerrada
cuya clase de homoloǵıa es no nula en H1(Mn,Z), donde estamos denotando por Mn

a la compactificación de Mn.

Proposición 4.1.1 Sea {M̃n}n una sucesión de superficies minimales doblemente
periódicas en R3, cuyo ret́ıculo de periodos Pn está en las condiciones descritas
anteriormente. Supongamos que para cada n, Mn = M̃n/Pn tiene género 1 y 4k

finales horizontales de tipo Scherk, que M̃n pasa por el origen ~0 ∈ R3, y que
máx |KM̃n

| = |KM̃n
(~0)| = 1. Entonces, una parcial de M̃n converge uniformemente

en compactos de R3 y con multiplicidad 1 a una superficie minimal M̃∞ propiamente
embebida en R3 en la lista siguiente:
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1. M̃∞ es una catenoide vertical con flujo (0, 0, 2π). En este caso, las sucesiones
de periodos {Hn}n, {Tn}n no están acotadas, para cualquier elección de Tn en
las condiciones de arriba.

2. M̃∞ es un helicoide vertical con vector periodo (0, 0, 2πm), para algún m ∈ N.
En este caso, {Hn}n no está acotada, pero podemos elegir Tn de forma que
Tn → (0, 0, 2πm) cuando n→ ∞.

3. M̃∞ es una superficie minimal de Riemann con finales horizontales. Además,
{Hn}n no está acotada, y cierta elección de las Tn converge al vector periodo

de M̃∞ cuando n→ ∞.

4. M̃∞ es una superficie de Scherk simplemente periódica con dos finales hori-
zontales. Además, cualquier elección de las Tn se tiene que la sucesión {Tn}n
no está acotada, mientras que {Hn}n converge al vector periodo H∞ = (0, a, 0)

de M̃∞ (donde a > 0), y M̃∞/H∞ tiene género 0.

5. M̃∞ es una superficie de Scherk doblemente periódica, y tanto {Hn}n co-

mo {Tn}n convergen respectivamente a los vectores periodo H∞, T∞ de M̃∞.

Además, el cociente M̃∞/{H∞, T∞} tiene género 0, al menos dos finales hori-
zontales, y exactamente dos finales no horizontales.

6. M̃∞ es una superficie minimal doblemente periódica, con género 1 y 4k finales
horizontales de tipo Scherk. En este caso, Hn → H∞ y Tn → T∞, donde
H∞, T∞ satisfacen la Proposición 1.9.5 para M∞.

Demostración. Por el Lema 4.0.8, existe una cota local del área para las M̃n. Como
por hipótesis {|KM̃n

|}n está uniformemente acotada y ~0 es un punto de acumulación

de {M̃n}n, el Teorema 1.5.2 nos asegura la existencia de una parcial de {M̃n}n (que

seguimos denotando por {M̃n}n para abreviar notación) convergiendo uniforme-

mente en subconjuntos compactos de R3 a una superficie minimal M̃∞ propiamente
embebida, con ~0 ∈ M̃∞ y |KM̃∞

(~0)| = 1. En particular, M̃∞ es completa, orientable
y no llana, luego no puede ser estable por el Teorema 1.5.4. Y por tanto, la mul-
tiplicidad de la convergencia de {M̃n}n a M̃∞ es 1 (Proposición 1.5.3). Además,

como la aplicación de Gauss de cada M̃n omite las direcciones verticales, lo mismo
le ocurrirá para M̃∞ por el Teorema de la Aplicación Abierta. Aśı, M̃∞ tendrá al
menos dos finales con normal ĺımite vertical, correspondientes a un cero y un polo
de la aplicación de Gauss g∞ de M̃∞. A continuación, discutimos los distintos casos,
dependiendo de si las sucesiones {Hn}n, {Tn}n de periodos están o no acotadas.
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• Supongamos que ni {Hn}n ni {Tn}n están acotadas, para cualquier posible
elección de Tn. Tras pasar a una parcial, podemos asumir que la longitud de cualquier
vector no nulo del ret́ıculo Pn diverge cuando n → ∞. Entonces, M̃∞ puede verse
como el ĺımite de superficies con frontera Σ̃n de género 0 contenidas en dominios
fundamentales de las M̃n, de donde deducimos que M̃∞ tiene curvatura total finita
y género 0. El Teorema 1.7.2 de López y Ros nos dice que M̃∞ es una catenoide,
que ha de ser vertical, ya que la aplicación de Gauss de M̃∞ omite las direcciones
verticales. Como además sabemos que el máximo valor de |KM̃∞

| es 1, concluimos

que el flujo de M̃∞ debe ser (0, 0, 2π), y obtenemos 1.

• Supongamos que la sucesión {Hn}n no está acotada, pero existe una elec-
ción acotada de {Tn}n. Pasando a una parcial, podemos asumir que Hn → ∞ y
Tn → T∞ ∈ R3. Por el Lema 4.0.8, se tiene que |(Tn)3| ≥ 4k para todo n, luego

|(T∞)3| ≥ 4k; en particular, T∞ 6= ~0. Aśı, M̃∞ es invariante por la traslación de

vector T∞. Además, M̃∞/T∞ está propiamente embebida en R3/T∞ y su aplicación

de Gauss tiene a lo sumo grado 2k, deducimos que M̃∞/T∞ tiene topoloǵıa fini-

ta, luego M̃∞ es simplemente periódica. Entonces, los finales de M̃∞/T∞ tienen
que ser planos, helicoidales o de tipo Scherk, todos ellos con igual comportamiento
asintótico. Y recordemos que al menos dos de sus finales tienen normal ĺımite verti-
cal. Descartamos que los finales de M̃∞/T∞ sean de tipo Scherk, ya que al menos dos
de ellos seŕıan horizontales, lo cual forzaŕıa a que T∞ fuese horizontal, contradicción.
Por tanto, los finales de M̃∞/T∞ pueden ser asintóticos a planos horizontales o a
finales de un helicoide vertical.

Supongamos que los finales de M̃∞/T∞ son asintóticos a helicoides verticales, y

probemos que entonces M̃∞ ha de ser un helicoide vertical. En este caso, la diferencial
altura dh∞ de M̃∞/T∞ no tiene ceros, y tiene polos simples en los finales de M̃∞/T∞.

Si llamamos P al número de finales de M̃∞/T∞ y G al género de su compactificación,
entonces tenemos que P + 2(G − 1) = 0, de donde deducimos que P = 2 y G = 0.

Por el Teorema 1.8.8, llegamos a que M̃∞ es un helicoide vertical. Además, como
|KM̃∞

| alcanza su máximo en el origen con valor 1, el vector periodo de M̃∞ es de
la forma (0, 0, 2πm) para algún m ∈ N. Esto prueba 2.

Ahora vamos a ver que si los finales de M̃∞/T∞ son planos, entonces M̃∞/T∞

es un ejemplo minimal de Riemann. Como los finales de M̃∞/T∞ son horizontales
y la distancia entre dos finales consecutivos es mayor o igual que 2, deducimos
que M̃∞/T∞ tiene una cantidad finita de finales. Veamos que M̃∞/T∞ no puede

tener género 0. Si fuese aśı, M̃∞ seŕıa una superficie minimal de R3 con género 0.
En particular, M̃∞ tendŕıa una cantidad finita de finales, ya que en caso contrario
podŕıamos construir una curva contenida en M̃∞ uniendo dos finales homólogos por
T∞ (puesto que M̃∞/T∞ tiene una cantidad finita de finales), y por tanto dicha
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curva tendŕıa periodo no nulo, en contradicción con que M̃∞ tiene género 0. Pero no
es posible que M̃∞ tenga una cantidad finita de finales, por el Principio del Máximo.
Aśı, llegamos a que M̃∞/T∞ es una superficie propiamente embebida con género 1 y
un número finito de finales planos. El Teorema 1.8.4 de Meeks, Pérez y Ros nos dice
que M̃∞/T∞ es un ejemplo minimal de Riemann con finales horizontales, obteniendo
aśı 3.

• Supongamos ahora que {Hn}n está acotada, pero cualquier elección de {Tn}n no
lo está. Podemos asumir queHn → H∞ = (0, a, 0), para cierto a ≥ 0, y Tn → ∞. Por

el Lema 4.0.8, sabemos que ha de ser a ≥ 2, luego M̃∞ es invariante por la traslación
de vector H∞ 6= ~0. Como la aplicación de Gauss g∞ de M̃∞/H∞ tiene grado a

lo sumo 2k, deducimos que M̃∞/H∞ tiene curvatura total finita. En particular,

M̃∞ es simplemente periódica. Y como sabemos que M̃∞/H∞ tiene al menos dos

finales con normal ĺımite vertical, deducimos que los finales de M̃∞/H∞ o bien son
de tipo Scherk, con al menos dos de ellos horizontales, o bien son asintóticos a
planos horizontales o helicoides verticales, todos ellos con el mismo comportamiento
asintótico. Pero como H∞ es horizontal y M̃∞/H∞ es propia, los finales de M̃∞/H∞

no pueden ser ni planos ni helicoidales. Por tanto, los finales de M̃∞/H∞ son de
tipo Scherk, al menos dos de ellos horizontales. Además, sabemos por el Principio
del Máximo que M̃∞/H∞ tiene al menos dos finales no horizontales (uno superior y

otro inferior), luego la diferencial altura dh∞ de M̃∞/H∞ tiene al menos dos polos.

El hecho de que la aplicación de Gauss de M̃∞/H∞ no tome direcciones verticales
nos dice que dh∞ no tiene ceros en puntos finitos; y por la Afirmación 4.1.2 que
probaremos más adelante, dh∞ tampoco tiene ceros en su compactificación. Aśı, si
llamamos P al número de finales no horizontales de M̃∞/H∞ (que son polos simples

de dh∞) y G al género de la compactificación de M̃∞/H∞, entonces P+2(G−1) = 0,

de donde deducimos que P = 2 y G = 0. Por tanto, M̃∞/H∞ es una superficie
propiamente embebida con género 0 y finales de tipo Scherk, siendo al menos dos
de ellos horizontales y exactamente dos de ellos no horizontales. En esta situación,
el Teorema 1.8.6 de Pérez y Traizet nos asegura que M̃∞/H∞ es una superficie de
Scherk simplemente periódica de género 0, de donde obtenemos 4.

• Si tanto {Hn}n como {Tn}n están acotadas para cierta elección de las Tn,
pasando a una parcial podemos suponer que Hn → H∞ = (0, a, 0) y Tn → T∞,

con a ≥ 2 y |(T∞)3| ≥ 4k. Aśı, M̃∞ es una superficie doblemente periódica, con

ret́ıculo de periodos P∞ generado por H∞, T∞. Además, sabemos que M̃∞/P∞ tiene
género 0 o 1, y un número finito de finales de tipo Scherk, al menos dos de ellos
horizontales. Además, la Afirmación 4.1.2 nos dice que la diferencial altura dh∞
de M̃∞/P∞ no se anula en los finales horizontales, luego es una 1-forma sin ceros.
Entonces, P + 2(G − 1) = 0, donde P es el número de finales no horizontales de
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M̃∞/H∞ y G es el género de la compactificación de M̃∞/H∞. Hay dos posibilidades:

o bien M̃∞/P∞ tiene género 0 y exactamente dos finales no horizontales (i.e. P = 2

y G = 0), o bien M̃∞/P∞ tiene género 1 y todos sus finales horizontales (i.e. P = 0
y G = 1). En el primer caso, el Teorema 1.8.7 de Lazard-Holly y Meeks asegura

que M̃∞/P∞ es una superficie de Scherk doblemente periódica, lo cual nos da 5. Por

tanto, supongamos que M̃∞/P∞ tiene género 1. Como cada Mn tiene curvatura total

8kπ, M̃∞/P∞ puede tener a lo sumo curvatura total 8kπ. Por la fórmula de Meeks y

Rosenberg [42], deducimos entonces que M̃∞/P∞ tiene como mucho 4k finales. Por
otro lado, la distancia entre los finales izquierda (resp. derecha) está uniformemente
acotada inferiormente por 2 (por el Lema 4.0.8). Y como las secciones horizontales

no compactas de las M̃n/Hn convergen a secciones horizontales no compactas de

M̃∞/H∞, llegamos a que M̃∞/P∞ tiene exactamente 4k finales horizontales. Esto
prueba 6, y acaba la demostración de la proposición. 2

Afirmación 4.1.2 Sea H un vector horizontal no nulo, y sea Σ ⊂ R3/H una su-
perficie minimal propiamente embebida con finales de tipo Scherk (al menos dos de

ellos horizontales), obtenida como ĺımite de superficies M̃n/Hn, con M̃n y Hn en
las condiciones de la Proposición 4.1.1. Entonces, la aplicación de Gauss g de Σ no
es ramificada en los finales horizontales (equivalentemente, los finales de Σ no son
ceros de la diferencial altura dh de Σ).

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que un final p de Σ es un cero
ramificado de g (si p fuese un polo ramificado de g se razonaŕıa de forma análoga).

Como sabemos que la aplicación de Gauss gn de M̃n/Hn no es ramificada en sus
finales, debe haber l ≥ 2 ceros p1(n), . . . , pl(n) de gn que convergen a p (podemos
pensar en entornos de los finales de las compactificaciones de las superficies definidos
en un disco común D centrado en p, luego p1(n), . . . , pl(n) ∈ D a partir de cierto

n0 ∈ N). En particular, las alturas de los finales p1(n), . . . , pl(n) de M̃n/Hn conver-
gen a la altura del final p de Σ/H. Por el Lema 4.0.8, la única posibilidad es que
sólo haya dos finales p1(n), p2(n) que converjan a p (i.e. l = 2): uno izquierda y otro

derecha. En particular, tanto los periodos como los flujos de M̃n/Hn en p1(n), p2(n)
son opuestos, de donde se deduce que el periodo y el flujo de Σ/H en p se anulan,
contradicción. �

Observación 4.1.3 La demostración de la Proposición 4.1.1 nos dice que podemos
cambiar la hipótesis máx |KM̃n

| = |KM̃n
(~0)| = 1 por que {KMn}n esté uniformemente

acotada y que la superficie ĺımite de las M̃n no sea llana.
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Observación 4.1.4 El Lema 2.2.6 nos dice que todos los ĺımites del enunciado de
la Proposición 4.1.1 se alcanzan. Además, se alcanzan todos los ejemplos minimales
de Riemann y todas las superficies de las familias de Scherk simple y doblemente
periódicas (Observación 2.2.7).

4.2. Estimación de curvatura

A continuación probaremos una estimación de curvatura que será crucial para
demostrar en el Caṕıtulo 7 que la aplicación clasificadora C es abierta y propia al
restringir a ejemplos que no sean KMR.

Proposición 4.2.1 Sea {Mn}n ⊂ S̃ una sucesión de superficies marcadas, y de-
notemos C(Mn) = (an, bn) ∈ R∗ × C para cada n ∈ N. Supongamos que se cumplen
las dos siguientes condiciones:

1. {an}n está acotada inferiormente por un número estrictamente positivo.

2. {|bn|}n es una sucesión acotada.

Entonces, la sucesión {KMn}n de curvaturas de Gauss está uniformemente acotada.

Demostración. Supongamos que λn := máxMn

√
|KMn | → ∞ cuando n → ∞, y

lleguemos a una contradicción. Consideremos la superficie Σn = λnMn ⊂ R3/λnPn,
donde estamos denotando por Pn al ret́ıculo de periodos de Mn generado por
{Hn, Tn}, y Hn es el periodo de Mn en los finales (salvo signo). A lo largo de toda

la demostración, denotaremos por Σ̂n y Σ̃n los levantamientos de Σn a R3/λnTn y
R3 respectivamente.

Tras una traslación, podemos suponer que KΣ̃n
alcanza su máximo en el origen.

Por la Proposición 4.1.1, una parcial de {Σ̃n}n (que seguiremos denotando igual)
converge a un superficie minimal H1 propiamente embebida en R3, que debe caer en
uno de los seis casos descritos en dicha proposición. Como por hipótesis an 6→ 0 y
estamos suponiendo que λn → ∞, la longitud del vector periodo de Σn en sus finales,
que es igual a |λnHn| = λnan, diverge. En particular, H1 es una catenoide vertical,
un helicoide vertical o un ejemplo minimal de Riemann con finales horizontales.
Por otro lado, la parte vertical del flujo de Σn a lo largo de una sección horizontal
compacta vale 2πλn → ∞ (ver el apartado 7 de la Proposición 1.9.5), luego la única
posibilidad es que H1 sea un helicoide vertical de vector periodo T = (0, 0, 2πm),
para cierto m ∈ N. Además, la Proposición 4.1.1 nos permite elegir los vectores
periodo Tn de las Mn cumpliendo λnTn → T .
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Denotaremos por ΠH
n : R3/λnTn → R3/λnPn a la proyección módulo λnHn,

por πn : R3/λnPn → {x3 = 0}/λnPn la proyección lineal en la dirección de Tn,
y por D ⊂ {x3 = 0} al disco unidad centrado en el origen. De ahora en adelante,
consideraremos n suficientemente grande de forma que λnTn sea un vector próximo a
T , y H1(n) = Σn∩π−1

n (D/λnPn) sea conexo y arbitrariamente próximo a un entorno
del eje del helicoide H1. Sea Σn el toro obtenido al pegarle a Σn sus 4k finales. Como
H1(n) no separa a Σn, Fn = Σn−H1(n) es un anillo compacto, que además contiene
los 4k finales de Σn.

Vamos a ver que la aplicación de Gauss Nn de Σn toma valores horizontales en Fn

para n suficientemente grande. Sea Γn la intersección de Σn con un cilindro horizontal
totalmente geodésico contenido en R3/λnPn, a distinta altura que los finales de Σn.
Vista en Σn, Γn es una curva homotópicamente no nula que interseca a H1(n) y
Fn en dos arcos abiertos con extremos comunes An, Bn. Como H1(n) está próximo
a un entorno del eje de un helicoide vertical, deducimos que Nn(An), Nn(Bn) caen
en distintos hemisferios norte y sur de S2. Por continuidad, existe algún punto de
Γn ∩ Fn cuya imagen por Nn se aplica en S1, siendo S1 el ecuador horizontal de S2.
En particular, Fn ∩ N−1

n (S1) 6= ∅, como queŕıamos probar.
Ahora vamos a ver que, de hecho, Nn|Fn toma todos los valores de S1, para n

suficientemente grande; es decir, para cada θ ∈ S1 y cada n ∈ N suficientemente
grande, Fn ∩ N−1

n (θ) 6= ∅. Nótese que (Nn|H1)
−1(S1) es el eje de H1. Como H1(n)

está próximo a un entorno de (Nn|H1)
−1(S1), entonces (Nn|H1(n))

−1(S1) debe ser una
curva cerrada y simple contenida en Σn que, v́ıa Nn, recubre a S1 un número finito
de veces (vista en R3, (Nn|H1(n))

−1(S1) es un arco abierto y embebido cuyos extremos
distan λnTn). Como hemos visto antes que Fn tiene puntos con normal horizontal,
llegamos a que el número de hojas de dicho recubrimiento de S1 es menor estricto
que 2k, lo cual implica que para cada θ ∈ S1, Fn ∩ N−1

n (θ) sea no vaćıo, como
queŕıamos.

A continuación, vamos a obtener otro helicoide H2 a partir de otras traslaciones
(distintas) de las Σ̃n. Como el número de ramificación total de cada Nn es 4k, de-
ducimos por compacidad que los valores de ramificación de las Nn convergen a un
número finito de puntos de S2. Por tanto, podemos tomar un disco esférico DS2(θ, ε)
centrado en cierto θ ∈ S1 y de radio ε > 0 que no contiene ningún valor de rami-
ficación de las Nn, para n suficientemente grande. Como hemos visto en el párrafo
anterior, podemos suponer que n es suficientemente grande de forma que siempre
exista un punto pn ∈ Σ̃n ∩N−1

n (θ) cuya proyección sobre R3/λnPn caiga en Fn. Las

superficies trasladadas Σ̃n−pn tienen area uniformemente acotada y vector normal θ
en el origen, y la sucesión de sus curvaturas de Gauss {KΣ̃n−pn

}n está uniformemente

acotada. Por tanto, pasando a una parcial, {Σ̃n − pn}n converge uniformemente en
subconjuntos compactos de R3 a una superficie minimal H2 propiamente embebida,
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y con plano tangente vertical en el origen. Vamos a probar que H2 no es llana. Si H2

fuera llana, podŕıamos construir un arco α̃n ⊂ {x ∈ Σ̃n | dΣ̃n
(x, pn) <

3
2
‖T‖} de for-

ma que el vector periodo de Σ̃n − pn a lo largo de α̃n fuera λnTn. Por construcción,
Nn(α̃n) ∈ DS2(θ, ε). Y como DS2 (θ, ε) no contiene valores de ramificación de Nn,
N−1
n (DS2(θ, ε)) consistiŕıa en discos disjuntos contenidos en Σn, uno de los cuales

contendŕıa a αn = α̃n/λnPn. Pero esto contradice el hecho de que αn es homotópi-
camente no trivial en Σn; y por tanto, H2 no es llana. Entonces, la Proposición 4.1.1
(ver la Observación 4.1.3) y argumentos similares a los usados anteriormente para
H1, nos aseguran que H2 es un helicoide vertical. Además, como tanto H1 como H2

han sido obtenidos como ĺımite de traslaciones de las Σ̃n, deducimos que el vector
periodo de H2 es de nuevo T = ĺımn λnTn.

Sean D1(n),D2(n) dos discos disjuntos de radio rn contenidos en {x3 = 0}/λnPn ⊂
R3/λnPn, y tales que para i = 1, 2, se tiene que Hi(n) = Σn∩π−1

n (Di(n)) es un anillo
arbitrariamente próximo a una copia trasladada del helicoide Hi/T menos un en-
torno de sus finales (nótese que esta definición de Hi(n) no coincide necesariamente
con la que teńıamos anteriormente, aunque sigue cumpliendo todas las propiedades
ya obtenidas para Σn ∩ π−1

n (D)). Tras pasar a una parcial, podemos suponer que rn
cumple

(i) La sucesión {rn}n diverge, aunque más lentamente que {λn}n;
i.e. rn → ∞ y rn

λn
→ 0 cuando n→ ∞.

(ii) El ángulo que forma el normal a Σn a lo largo de las curvas helicoidales en
∂Hi(n) con la dirección vertical menor que 1

n
, para i = 1, 2.

Probemos ahora que Nn aplica Σn − (H1(n) ∪ H2(n)) en los discos esféricos de
radio 1

n
centrados en los Polos Norte y Sur de S2. Como Nn es una aplicación abierta,

basta probar que Σn − (H1(n) ∪H2(n)) no tiene puntos con normal horizontal, por
la condición (ii) anterior. Supongamos que existen puntos de Σn − (H1(n) ∪H2(n))
con normal horizontal. Entonces, siguiendo los mismos argumentos que demostra-
ban la existencia de H2 llegamos a que distintas traslaciones de Σ̃n convergen a
nuevos helicoides verticales H3, . . . ,Hs de periodo T (nótese que s ≤ 2k, ya que
la curvatura total de cada Hi es menor o igual que −4k, y la curvatura total de
cada Σn es −8kπ). Consideramos los discos disjuntos Di(n) ⊂ {x3 = 0}/λnPn de
radio rn, para i = 1, . . . , s, de forma que Hi(n) = Σn ∩ π−1

n (Di(n)) sea un anillo
arbitrariamente próximo a una traslación del helicoide Hi menos entornos de sus
finales. Es fácil comprobar que todo lo obtenido anteriormente para H1(n),H2(n)
sigue siendo cierto para cada Hi(n). Podemos suponer que Nn no toma valores
horizontales en Σn − ∪si=1Hi(n); es decir, que s es el máximo posible. Aśı, Σn −
(H1(n) ∪ . . . ∪Hs(n)) consiste en s anillos cerrados F1(n), . . . ,Fs(n) cuya imagen
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Figura 4.1: fn,i es una aplicación entre las regiones sombreadas. En este caso, s = 3,
y el número de hojas del recubridor fn,i es #i = 2, ya que Fi contiene 4 finales de
Σn.

por Nn consiste en pequeños entornos de los Polos Norte y Sur de S2. Suponemos
que los Hi(n) y los Fi(n) están ordenados ćıclicamente de forma que Fi(n) es con-
secutivo a Hi(n),Hi+1(n), ver la Figura 4.1. Restringida a cada Fi(n), la proyección
πn se extiende de forma diferenciable a los finales, obteniendo la aplicación

fn,i := πn|Fi(n) : Fi(n) → {x3 = 0} ∪ {∞}
λnPn

− ∪sj=1Dj(n).

La aplicación fn,i aśı definida es un difeomorfismo local y propio, y por tanto una
aplicación recubridora con un número finito #i de hojas. Como ∂Fi(n) consta de
dos componentes, deducimos que s = 2, contradicción. Por tanto, Nn[Σn− (H1(n)∪
H2(n))] ⊂ DS2(∗, 1/n), donde ∗ = 0,∞, como queŕıamos probar. Del razonamiento
anterior deducimos también que para i = 1, 2, Fi(n) es un anillo cerrado que con-
tiene 2#i finales de Σn: #i izquierda y #i derecha. Y como los Hi(n) no contienen
finales de Σn, tiene que ser #1 + #2 = 2k. Además, fn,i aplica respectivamente las
componentes αi,1(n), αi,2(n) de ∂Fi(n) (que son dos hélices) sobre las circunferen-
cias ∂D1(n), ∂D2(n) con multiplicidad #i. Como a su vez α1,j(n), α2,j(n) son las dos
componentes de ∂Hj(n), para j = 1, 2, deducimos que #1 = #2. En particular,
tanto F1(n) como F2(n) contienen 2k finales de Σn: k izquierda y k derecha.

Veamos en qué se traducen estas propiedades de las Σn en las Mn. Para n su-
ficientemente grande, Mn está formada por dos regiones 1

λn
H1(n), 1

λn
H2(n) arbi-

trariamente próximas a los helicoides verticales H1,H2 contráıdos por λn, y dos
regiones de conexión 1

λn
F1(n), 1

λn
F2(n) cuya imagen por la aplicación de Gauss de

Mn está contenida en los discos esféricos de radio 1
n

centrados en los Polos Norte
y Sur de S2. No perdemos generalidad asumiendo que 1

λn
F1(n) (resp. 1

λn
F2(n)) se

aplica en un entorno del Polo Norte (resp. del Polo Sur) de S2. Además, sabemos
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Figura 4.2: Vistas frontal y superior de dos helicoides formándose en la dirección de
L(n) que converge a la dirección del eje x2. En la vista frontal, los finales izquierda
y derecha están situados delante y detrás del dibujo.

que cada 1
λn
Fi(n) contiene k finales izquierda y k finales derecha de Mn, y que

fn : 1
λn

[F1(n) ∪ F2(n)] → {x3=0}∪{∞}
Pn

− 1
λn

[D1(n) ∪ D2(n)]

es una aplicación recubridora de 2k hojas.
Vamos a construir, uniendo cuatro arcos consecutivos, una curva embebida Γn ⊂

Mn cuya clase de homoloǵıa no será trivial en la compactificación de Mn. Sea
L(n) ⊂ {x3 = 0}/Pn el segmento que minimiza la distancia desde 1

λn
∂D1(n) has-

ta 1
λn
∂D2(n), orientado en dicho sentido, y sean L1(n), L2(n) dos levantamientos

de L(n) por la aplicación recubridora fn contenidos en hojas consecutivas, con
la orientación inducida por la de L(n), ver la Figura 4.2. Podemos asumir que
L1(n) ⊂ 1

λn
F1(n), lo cual obliga a que sea L2(n) ⊂ 1

λn
F2(n) (tener en cuenta hacia

dónde apunta el normal). Fijemos i = 1, 2. Podemos unir los extremos de L1(n) y
L2(n), contenidos en 1

λn
∂Hi(n), mediante un arco βi(n) ⊂ 1

λn
Hi(n) formado como

unión de tres arcos consecutivos: el primero a altura casi constante, el segundo en
N−1
n (S1), y el tercero casi horizontal (ver la Figura 4.2). Orientamos los arcos βi

con una orientación compatible con la orientación ya fijada de los Li(n) de forma
que Γn = L1(n)−1 ∗ β1(n) ∗ L2(n) ∗ β2(n) sea una curva orientada. Nótese que Γn

aśı definida es una curva cerrada y embebida. Nótese que Hi(n) = π−1
n

(
1
λn
Di(n)

)
,

siendo ahora πn : R3/Pn → {x3 = 0}/Pn la proyección módulo Tn, que el radio de
los discos 1

λn
Di(n) vale rn

λn
→ 0, y que la tercera coordenada de Tn está próxima a
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2πm
λn

, que converge a 0 cuando n → ∞. Concluimos entonces que la longitud de los
arcos βi(n) se va a 0 cuando n → ∞. En particular, el ĺımite del flujo de Mn a lo
largo de Γn coincide con el ĺımite del flujo de Mn a lo largo de L1(n) ∪ L2(n), de
donde concluimos que

ĺım
n→∞

F (Γn) = ĺım
n→∞

[F (L1(n)) + F (L2(n))]

y ĺım
n→∞

(FΓn)3 = ĺım
n→∞

[
(FL1(n))3 + (FL2(n))3

]
. (4.1)

Recordemos que Mn, como superficies marcada, tiene una clase de homoloǵıa
destacada: [γ2(n)] ∈ H1(Mn,Z), y que el flujo de Mn a lo largo de γ2(n) viene dado
por Fγ2(n) = (ibn, 2π), donde (an, bn) = C(Mn). Vamos a estudiar la relación entre
[Γn] y [γ2(n)]. Denotaremos por gn a la aplicación de Gauss de Mn (proyectada es-
tereográficamente). Como Γn es una embebida, cerrada, y [γ2(n)] 6= 0 en H1(Mn,Z),
la Proposición 1.9.5 asegura que podemos orientar a Γn cumpliendo [Γn] = [γ2(n)]
en H1(g

−1
n (C),Z). Vistas en H1(Mn,Z), las clases [Γn], [γ2(n)] se diferencian en una

cantidad finita de lazos alrededor de finales de Mn, de donde obtenemos que la parte
horizontal del flujo de Mn a lo largo de Γn viene dada por

F (Γn) = ibn + t(n)πan ∈ C, (4.2)

con t(n) ∈ Z (recordemos que, salvo signo, la parte horizontal del flujo en los finales
es igual a πan ∈ R). Tanto Γn como γ2(n) se pueden elegir en el mismo dominio

fundamental del levantamiento M̃n de Mn comprendido entre dos planos horizon-
tales Π,Π + Tn; y como Γn, γ2(n) están embebidas, deducimos que tn ≤ 2k, para
todo n. Pasando a una parcial, podemos suponer que t = t(n) no depende de n.
Además, como los periodos de Mn a lo largo de Γn, γ2(n) se anulan, llegamos a que
t es un entero par (ver la Observación 3.2.7). Esto junto con el apartado 7 de la
Proposición 1.9.5 nos dice que (FΓn)3 = (Fγ2(n))3 = 2π. Por otra parte, como para
i = 1, 2 se tiene que el normal a Fi(n) a lo largo de Li(n) forma con la vertical un
ángulo menor o igual que 1/n, deducimos que la tercera componente del conormal
a lo largo de Li(n) es menor o igual que sin(1/n). Usando la segunda ecuación de
(4.1), llegamos a que

2π = ĺım
n→∞

[
(FL1(n))3 + (FL2(n))3

]
≤ ĺım

n→∞
2 |L(n)| sin

1

n
≤ ĺım

n→∞

2 |L(n)|
n

.

De aqúı se deduce claramente que |L(n)| diverge cuando n→ ∞.
Por otro lado, como el normal se hace arbitrariamente vertical sobre 1

λn
Fi(n),

entonces el conormal a lo largo de Li(n) se hace arbitrariamente horizontal. Con-

siderando la orientación de L1(n), L2(n), llegamos a que F (L1(n))+F (L2(n))
|L(n)| converge a
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un complejo de módulo 2, 2eiθ para cierto θ ∈ [0, 2π). Teniendo en cuenta además
(4.1), (4.2) y que por hipótesis la sucesión {bn}n está acotada, se obtiene

2eiθ = ĺım
n→∞

F (L1(n)) + F (L2(n))

|L(n)|
= ĺım

n→∞

F (Γn)

|L(n)|
= tπ ĺım

n→∞

an
|L(n)|

.

Aśı, t 6= 0 y an → +∞ cuando n → ∞. Por otra parte, como an ∈ R∗, las únicas
posibilidades para θ son 0, π. Nótese que de aqúı se deduce que L(n) converge a una
recta paralela al eje x2 (ver la Observación 4.2.2).

Consideremos ahora un levantamiento L̂(n) de L(n) a M̃n/Tn, y para i = 1, 2, sea

D̂i(n) un levantamiento de Di(n) a M̃n/λnTn, de forma que L̂(n)∪ 1
λn

[
D̂1(n) ∪ D̂2(n)

]

caiga en el mismo dominio fundamental de M̃n/Tn. Denotamos por L̂∗(n) al segmen-

to orientado contenido en {x3 = 0}/Tn que minimiza la longitud desde 1
λn
∂D̂2(n)

hasta 1
λn
∂D̂1(n)+Hn. Construimos una curva Γ∗

n ⊂Mn de forma análoga a lo hecho

para Γn; es decir, Γ∗
n = L∗

1(n)−1 ∗β∗
1(n)∗L∗

2(n)∗β∗
2(n), donde L∗

1(n) y L∗
2(n) son lev-

antamientos de L̂∗(n)/Hn a hojas consecutivas de 1
λn

[F1(n)∪F2(n)] v́ıa el recubridor

fn, con L∗
1(n) ∈ 1

λn
F2(n) y L∗

2(n) ∈ 1
λn
F1(n), y cada β∗

j (n) es un pequeño arco con-

tenido en 1
λn
Hj(n) formado como unión de tres arcos: dos de ellos casi horizontales,

y tomamos el arco central exactamente igual a βj(n) ∩N−1
n (S1). Orientamos Γ∗

n de
forma que Γn,Γ

∗
n comparten orientación a lo largo de βj(n)∩N−1

n (S1), j = 1, 2. Vis-
tas en H1(g

−1
n (C),Z), se tiene que [Γn] = −[Γ∗

n], ver la Figura 4.3 izquierda. Como
en (4.2), pasando a una parcial se cumple

F (Γ∗
n) = −ibn + t∗πan (4.3)

para cierto par t∗ 6= 0. Por otro lado, como el conormal unitario a lo largo de L2(n)
se proyecta horizontalmente en el mismo lado que el conormal unitario a lo largo de
L∗

2(n), llegamos a que F (Γn)
F (Γ∗

n)
converge a un real positivo, luego t

t∗ > 0 (t y t∗ tienen

el mismo signo).
Vamos a llegar a una contradicción con (4.2) y (4.3). Para ello, vamos a construir

dos nuevas curvas ζn, ζ
∗
n ⊂ Mn como sigue. Sean ζn, ζ

∗
n ⊂ Mn las curvas cerradas y

embebidas definidas como

ζn = L1(n)−1 ∗ h1(n) ∗ L∗
2(n) ∗ h2(n) y ζ∗n = L∗

1(n)−1 ∗ h∗1(n) ∗ L2(n) ∗ h∗2(n) ,

siendo hi(n) (resp. h∗i (n)) una hélice contenida en 1
λn
∂Hi(n) que une L1(n)−1 con

L∗
2(n) (resp. L∗

1(n)−1 con L2(n)). Nótese que para i = 1, 2, fn aplica de forma difeo-
morfa tanto a hi(n) como a h∗i (n) sobre un arco contenido en 1

λn
∂Di(n) arbitraria-

mente próximo a una semicircunferencia, y que hi(n), h∗i (n) son casi diametralmente
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Figura 4.3: Izquierda: Las curvas Γn,Γ
∗
n. Derecha: La curva ζn = ∂∆n.

opuestas en 1
λn
∂Hi(n) con respecto al eje del casi helicoide 1

λn
Hi(n). Consideramos

ζn, ζ
∗
n con las orientaciones inducidas por la orientación de Γn o de Γ∗

n a lo largo
de sus arcos comunes con ζn, ζ

∗
n respectivamente, ver la Figura 4.3 derecha (hemos

tenido cuidado de orientar Γn,Γ
∗
n para que ambas orientaciones induzcan la misma

orientación en ζn y en ζ∗n).
Se puede ver ζn como la frontera de un disco ∆n contenido en 1

λn
[F1(n) ∪ F2(n)],

que es la región sombreada en la Figura 4.3 derecha. No perdemos generalidad
suponiendo que ∆n ⊂ 1

λn
F1(n). Como fn aplica de forma difeomorfa ζn en una

curva contenida en {x3 = 0}/Pn de periodo Hn, deducimos que ∆n contiene un
único final de Mn. En particular, F (ζn) = ±Hn = ±πan. Análogamente, se obtiene
que F (ζ∗n) = ±πan. Además, como el conormal unitario a lo largo de L1(n)−1 se
proyecta horizontalmente en el mismo lado que el conormal unitario a lo largo de
L2(n), llegamos a que F (ζ∗n) = F (ζn).

Recordemos que para i = 1, 2, |βi(n)| → 0 y |β∗
i (n)| → 0 cuando n → ∞.

Análogamente se puede probar que |hi(n)| → 0 y |h∗i (n)| → 0 cuando n → ∞. Aśı,
los ĺımites de F (Γn) + F (Γ∗

n) y F (ζn) + F (ζ∗n) = 2επan cuando n→ ∞ coinciden, y

2 = ĺım
n→∞

(F (Γn) + F (Γ∗
n))

επan
= ĺım

n→∞

−2ibn + (t+ t∗)πan
επan

= ε(t+ t∗).

Pero esto contradice que t, t∗ sean dos números pares distintos de 0, ambos con el
mismo signo. Dicha contradicción demuestra la Proposición 4.2.1. 2

Observación 4.2.2 Si quitamos la hipótesis (ii) de la Proposición 4.2.1, entonces
es posible encontrar superficies en S conteniendo dos anillos arbitrariamente próxi-
mos helicoides verticales, lo cual hace que sus curvaturas sean arbitrariamente grandes.
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Basta considerar las superficies Mθ,0,π/2 estudiadas en el caṕıtulo 2, con θ ↗ π/2,
que convergen a dos helicoides cuyos ejes se pueden unir por una curva horizon-
tal en la dirección del vector periodo en los finales; o las superficies Mθ,0,β, con
β < θ < π/2 y β ↗ π/2, que también tienen trozos arbitrariamente próximos a dos
helicoides verticales, cuyos ”ejes”se unen mediante una curva horizontal, esta vez
ortogonal a la dirección del vector periodo en los finales.
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Caṕıtulo 5

Unicidad alrededor del ĺımite
Scherk simplemente periódico

Sabemos por la Observación 2.2.7 que se alcanzan todos los ejemplos de Scherk
simplemente periódicos como ĺımites de superficies marcadas en K̃ ⊂ S̃. En este
caṕıtulo probaremos que la aplicación ligadura L se extiende de forma holomorfa
a estos ĺımites Scherk. En particular, la restricción de L a S̃ no es una aplicación
propia; o equivalentemente, la aplicación clasificadora C : S̃ → R∗×C no es propia.
Esta es una diferencia fundamental con la situación que se da al probar la unicidad de
los ejemplos minimales de Riemann [41], y debido a esto, tendremos que introducir
una modificación en la estrategia original de Meeks, Pérez y Ros: veremos que la
restricción de C al espacio de superficies minimales (embebidas) marcadas que no
provienen de ejemplos KMR (i.e. C|S̃−K̃), es una aplicación propia (Teorema 7.0.7).
En un primer paso para demostrar este teorema, obtendremos en este caṕıtulo un
resultado de unicidad de superficies KMR alrededor de un ĺımite Scherk simplemente
periódico; es decir, veremos que las únicas superficies marcadas en S̃ que tienen
como ĺımite una superficie de Scherk simplemente periódica están en K̃. La siguiente
proposición describe la geometŕıa de ciertas superficies minimales marcadas en S̃
próximas a ĺımites Scherk simplemente periódicos.

Proposición 5.0.3 Sea {Mn}n una sucesión de superficies marcadas en S̃. Denote-
mos por Pn = 〈{Hn, Tn}〉 el ret́ıculo de periodos asociado a Mn, donde Hn es un
vector que apunta en la dirección del eje x2. Supongamos que Hn → H∞ = (0, πa, 0)
para cierto a ∈ R∗ y Tn → ∞ para cualquier elección de Tn (ver Proposición 4.1.1).
Si existe b ∈ C tal que C(Mn) → (a, b) cuando n → ∞, entonces se tiene que para
n suficientemente grande, las superficies (geométricas) Mn están arbitrariamente
próximas a 2k copias de una región compacta de una superficie de Scherk simple-
mente periódica, con género 0 y dos finales horizontales, unidas por 2k regiones de

75
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conexión Cn(1), . . . , Cn(2k). Además, cada Cn(j) es un anillo que contiene dos pun-
tos de ramificación simple de la aplicación de Gauss gn de Mn, que se puede expresar
como grafo sobre la intersección de Π/Hn con cierta región horizontal, donde Π es
un plano no horizontal R3 que no depende de n ni de j.

Demostración. Nótese que basta probar que existe una parcial {Mn}n que cumple
la tesis de la proposición. Como el número total de ramificación de la aplicación de
Gauss Nn de Mn es 4k (no depende de n), podemos tomar ε > 0 suficientemente
pequeño y θ ∈ S2 ∩ {x2 = 0} tales que el disco esférico DS2(θ, ε) no contenga
valores de ramificación de Nn, para n suficientemente grande (claramente, podemos
asumir que DS2 (θ, ε) tampoco contiene los Polos Norte y Sur de S2). En particular,

N−1
n (θ) consiste en 2k puntos distintos pn(1), . . . , pn(2k) ∈Mn. Denotamos por M̃n

al levantamiento de Mn a R3, y por p̃n(i) al levantamiento de pn(i) a un entorno

fundamental fijo de M̃n, i = 1, . . . , 2k. Como {C(Mn)}n converge en R∗ × C, la

Proposición 4.2.1 nos dice que la sucesión {M̃n − p̃n(1)}n admite una cota uniforme

de la curvatura de Gauss; y por el Lema 4.0.8, las superficies M̃n − p̃n(1) admiten
cotas locales uniformes del área (es decir, el área de su intersección con cualquier
bola fija está acotada). El Teorema 1.5.2 nos asegura la convergencia uniforme en

compactos de R3 de una parcial de M̃n − p̃n(1) (que seguimos denotando igual, por

abreviar notación) a una superficie minimal M̃∞(1) ⊂ R3 propiamente embebida (no
necesariamente conexa). Como hemos tomado θ ∈ S2∩{x2 = 0} y H∞ apunta en la
dirección del eje x2, deducimos que el plano vectorial ortogonal a θ contiene a H∞.
Un razonamiento similar al usado en la demostración de la Proposición 4.2.1 para
probar que H2 no era llana (cambiando T∞ porH∞), nos permite ahora deducir que

M̃∞(1) no es llana. Como Hn converge, pero cualquier elección de las Tn diverge, la

Proposición 4.1.1 y la Observación 4.1.3 implican que M̃∞(1) es una superficie de
Scherk simplemente periódica con género 0 en el cociente y dos finales horizontales.

Sea Ω(1) =
(
M̃∞(1) ∩ C

)
/H∞, donde estamos denotando por C ⊂ R3 a un

cilindro (infinito) alrededor del eje x2. Si el radio de C es muy grande, entonces(
M̃∞(1)/H∞

)
− Ω(1) consiste en un entorno de los 4 finales de M̃∞(1)/H∞. Por tan-

to, para δ tan pequeño como queramos, podemos tomar el radio de C suficientemente
grade de forma que la restricción a

(
M̃∞(1)/H∞

)
− Ω(1) de la aplicación de Gauss de

M̃∞(1)/H∞ caiga en discos esféricos de radio δ. Si definimos Ω̃n(1) = [M̃n−p̃n(1)]∩C,

entonces Ωn(1) = Ω̃n(1)/Hn converge uniformemente a Ω(1) cuando n → ∞.
Además, como la aplicación de Gauss de Ω(1) es inyectiva, deducimos que la apli-
cación de Gauss de Ωn(1) es también inyectiva para n suficientemente grande. En

particular, p̃n(i) − p̃n(1) 6∈ Ω̃n(1), con 2 ≤ i ≤ 2k. El argumento anterior nos per-

mite concluir que las sucesiones {M̃n − p̃n(2)}n, . . . , {M̃n − p̃n(2k)}n (tras pasar a
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una parcial común a todas ellas) convergen respectivamente a superficies de Scherk

simplemente periódicas M̃∞(2), . . . , M̃∞(2k), cada una de ellas con género 0 en el

cociente y dos finales horizontales. Nótese que todas las M̃∞(i) tienen el mismo vec-

tor periodo H∞. Para cada i = 2, 3, . . . , 2k, definimos Ω(i) =
(
M̃∞(i) ∩ C

)
/H∞ y

Ω̃n(i) = [M̃n − p̃n(i)] ∩ C. Tomando el radio de C suficientemente grande, podemos

suponer que
(
M̃∞(i)/H∞

)
−Ω(i) consiste en entornos casi llanos de los cuatro finales

Scherk de M̃∞(i)/H∞. Como antes, Ωn(i) = Ω̃n(i)/Hn converge uniformemente a
Ω(i). Y por la inyectividad de la restricción de la aplicación de Gauss de Mn a Ωn(i),

llegamos a que
[(

Ω̃n(1) + p̃n(1)
)
∪ . . . ∪

(
Ω̃n(2k) + p̃n(2k)

)]
/Hn se embebe en Mn.

Como las secciones horizontales compactas de cada Ωn(i) son curvas cerradas,
y sabemos por el apartado 4 de la Proposición 1.9.5 que las secciones horizon-
tales compactas de Mn son conexas, deducimos que las [Ω̃n(i) + p̃n(i)]/Hn están
a distintas alturas. Más rigurosamente, si denotamos por Sn(i) a la banda* hori-

zontal de R3/Hn más pequeña que contiene a [Ω̃n(i) + p̃n(i)]/Hn, entonces Sn(i) ∩
Sn(j) = ∅, para cada i 6= j. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

M̃∞(1), . . . , M̃∞(2k) están ordenadas en altura de forma creciente; es decir, podemos
suponer que mı́n

(
x3|Sn(i+1)

)
≥ máx

(
x3|Sn(i)

)
, para cada n y cada i = 1, . . . , 2k − 1,

donde estamos denotando por x3 la tercera función coordenada de R3/Hn. Como
podemos tomar el radio de C tan grande como queramos, concluimos que tanto (Tn)3

como el ancho de las bandas Sn(i), divergen cuando n→ ∞.

Vamos a ver a continuación que M̃∞(1), . . . , M̃∞(2k) coinciden. Claramente,
basta probar que el ángulo que forman con la horizontal los finales no horizon-
tales de M̃∞(i) no depende de i; o equivalentemente, que los vectores flujo de las

M̃∞(i) alrededor de sus finales no horizontales tienen todos la misma dirección.
Denotamos por Cn(j) la componente conexa de Mn −

(
∪2k
i=1(Sn(i)/Tn)

)
que une[

Ω̃n(j) + p̃n(j)
]
/Pn con

[
Ω̃n(j + 1) + p̃n(j + 1)

]
/Pn. Como Cn(j) es un anillo com-

pacto contenido en Mn, el Teorema de la Divergencia asegura que los flujos de Cn(j)
a lo largo de sus dos curvas frontera son opuestos. Como además dichos flujos con-
vergen respectivamente al flujo de M̃∞(j)/H∞ alrededor de su final superior (no

horizontal) y al flujo de M̃∞(j + 1)/H∞ alrededor de su final inferior (no horizon-
tal), y esto es válido para j = 1, . . . , 2k arbitrario, deducimos por un razonamiento

ćıclico que los flujos de todas las M̃∞(i) alrededor de sus finales no horizontales
tienen la misma dirección (un razonamiento alternativo para probar esto usa que la
aplicación de Gauss Nn de Mn restringida a ∪2k

j=1Cn(j) toma valores en un conjunto

*Llamaremos banda de R3 a la región conexa de R3 comprendida entre dos planos paralelos, y
el ancho de la banda será la distancia entre dichos planos paralelos. En un cociente R3/G de R3,
una banda será el cociente por G de una banda de R3.
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de S2 de área arbitrariamente pequeña, lo cual se deduce de que la curvatura total
de cada Mn es 8kπ, mientras que la curvatura total de cada una de las 2k superficies
de Scherk ĺımite es 4π). Aśı, M̃∞(1) = . . . = M̃∞(2k).

Como la aplicación de Gauss de una superficie de Scherk simplemente periódica
de no tiene puntos de ramificación finitos, llegamos a que los 4k puntos de ramifi-
cación (contando multiplicidad) deNn deben estar contenidos en Cn(1)∪. . .∪Cn(2k).
Para cada j = 1, . . . , 2k, la restricción de Nn a cada una de las dos componentes
conexas de ∂Cn(j) es una biyección sobre el borde de un pequeño disco esférico

alrededor del vector normal ĺımite N(j) de M̃∞(j) en su final superior (sabemos

que N(j) coincide con el vector ĺımite de M̃∞(j + 1) en su final inferior). Si le
pegamos a Cn(j) dos discos D1,D2 a lo largo de ∂Cn(j), podemos extender Nn

a una aplicación holomorfa de grado 2 definida sobre la esfera Cn(j) ∪ D1 ∪ D2,
G : Cn(j) ∪ D1 ∪ D2 → S2. De la fórmula de Riemann-Hurwitz deducimos que el
número total de ramificación de G es 2. Y como el grado de G es 2, llegamos a que G
tiene exactamente dos puntos de ramificación simples, que han de estar contenidos
en Cn(j). Finalmente, sea Π ⊂ R3 un plano paralelo a los finales no horizontales de

M̃∞(1) (i.e. un plano ortogonal a N(j), para cualquier j = 1, . . . , 2k). Como sabe-
mos que, para n suficientemente grande, Nn|Cn(j) está contenido en un disco esférico
centrado en N(j) y de radio arbitrariamente pequeño, concluimos que podemos ex-
presar Cn(j) como multigrafo sobre (Π/Hn)∩S ′

n(j), siendo S ′
n(j) la banda horizontal

de R3/Hn comprendida entre Sn(j) y Sn(j+1). Además, la restricción de Nn a cada
una de las dos componentes conexas de ∂Cn(j) es inyectiva, de donde deducimos
que Cn(j) es en verdad el grafo de una función un(j) : (Π/Hn)∩ S ′

n(j) → R, lo cual
acaba la demostración de la Proposición 5.0.3. 2

5.1. Datos de Weierstrass alrededor del ĺımite

Scherk simplemente periódico

Denotaremos por Sρ ⊂ R3/H∞ a la superficie de Scherk simplemente periódica

que aparece como ĺımite de las superficies marcadas Mn ∈ S̃ en las condiciones de
la Proposición 5.0.3, donde H∞ apunta en la dirección del eje x2 y se obtiene como
ĺımite de los vectores periodo de las Mn en sus finales. Podemos asumir que los nor-
males ĺımites de Sρ en sus finales se proyectan estereográficamente en 0,∞, ρ,−1/ρ,
para cierto ρ ∈ (0, 1]. Aśı, los datos de Weierstrass asociados a Sρ vienen dados por

g(z) = z, dh =
c dz

(z − ρ)(ρz + 1)
, con z ∈ C − {0,∞, ρ,−1/ρ}, (5.1)
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para cierto c ∈ R∗. Para determinar el valor de c, nótese que la intersección de
Sρ con el cociente por H∞ de un plano horizontal a gran altura, consiste en una
curva compacta Γ a lo largo de la cual Sρ tiene periodo ±H∞. Esta curva Γ se puede
obtener como ĺımite uniforme de secciones horizontales compactas Γ(n) de las Mn (a
distintas alturas, ya que en la demostración de la Proposición 5.0.3 trasladábamos
antes de tomar ĺımites). Como para todo n se tiene que la parte vertical de los
vectores periodo y flujo de Mn a lo largo de Γ(n) son respectivamente 0 y 2π,
entonces

2πi = c

∫

Γ

dz

(z − ρ)(ρz + 1)
= 2πic Resρ

dz

(z − ρ)(ρz + 1)
=

2πic

ρ2 + 1
,

de donde obtenemos que c = ρ2 + 1 (hemos asumido que el normal ĺımite de Sρ en
su final superior es ρ, y hemos orientado Γ de forma que la segunda igualdad de
arriba es cierta; estas elecciones determinan el signo de c).

Observación 5.1.1 Para ρ > 1, la construcción anterior nos da una superficie de
Scherk simplemente periódica, Sρ, que se puede ver como la imagen de otra superficie
de Scherk Sρ′, con ρ′ < 1, por una simetŕıa respecto de un plano ortogonal al eje
x1. Todos los resultados obtenidos en este caṕıtulo aplicados Sρ′, se trasladarán a Sρ
mediante dicha simetŕıa.

A continuación, damos una carta local para W alrededor de Sρ ∈ ∂W (co-
mo punto de ∂W, Sρ representa 2k copias de la superficie de Scherk simplemente
periódica descrita anteriormente). Sea D(∗, ε) ⊂ C un pequeño disco de centro
∗ = ρ,−1/ρ y radio ε > 0. Dadas 2k parejas (desordenadas) de puntos distintos
a2j−1, b2j−1 ∈ D(ρ, ε) y a2j, b2j ∈ D(−1/ρ, ε), 1 ≤ j ≤ k, podemos construir una
aplicación meromorfa marcada g ∈ W asociada a dichas parejas como sigue. Con-
sideramos 2k copias C1,C2, . . . ,C2k de C. Cortamos C1 a lo largo de pequeños arcos
disjuntos β1, β2, con βj uniendo aj con bj, para j = 1, 2 (nótese que, en particular,
podemos suponer que βj no pasa no 0,∞); cortamos C2 a lo largo de β2 y a lo largo
de un pequeño arco β3 uniendo a3 con b3; y pegamos C1 con C2 a lo largo del arco
común β2 de forma estándar (consultar [68] para una información más detallada
sobre este tipo de construcciones). Repetimos el proceso, hasta pegar C2k con C1 a
lo largo del arco común β1. Pegando aśı las 2k copias de C, obtenemos una superficie
de Riemann M de género 1. El parámetro complejo estándar z sobre cada Cj nos
da una aplicación meromorfa bien definida sobre M, g : M → C, de grado 2k y
con valores de ramificación a1, b1, . . . , a2k, b2k, donde cada pareja aj, bj cae entre las
copias Cj−1 y Cj de C. A cada lista (a1, b1, . . . , a2k, b2k) podemos, por tanto, asociar-
le la aplicación meromorfa marcada g = (M, g, 01, . . . , 02k,∞1, . . . ,∞2k, [Γ]) ∈ W,
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Figura 5.1: La curva Γ ⊂ C1 es un representante embebido de la clase de homoloǵıa
[Γ] ∈ H1(M,Z) cuando ρ = 1, ver la Observación 5.1.2.

donde los sub́ındices de los 0j,∞j se refieren a la copia Cj de C que los contiene, y
[Γ] ∈ H1(g

−1(C∗),Z) es la clase de homoloǵıa de Γ = {z ∈ C1 | |z| = 1} orientada
en el sentido contrario al de las agujas del reloj (claramente, [Γ] 6= 0 en H1(M,Z)).

Observación 5.1.2 Nótese que el toro conforme M no depende de ρ. Para cada
ρ ∈ (0, 1), la curva Γ definida anteriormente está embebida en Sρ, y el vector periodo
de Sρ a lo largo de Γ es ~0. Cuando ρ = 1, debemos deformar ligeramente Γ en M
para seguir obteniendo una curva embebida y cerrada en Sρ, cuya clase de homoloǵıa
en el toro punteado g−1({0,∞, ρ,−1/ρ}) es constante para valores de ρ próximos a
1, ver la Figura 5.1.

Si cambiamos de orden una pareja aj, bj, volvemos a obtener con la construcción
anterior la misma g ∈ W, luego la aplicación (a1, b1, . . . , a2k, b2k) 7→ g ∈ W no
es inyectiva. Para solventar la falta de inyectividad, consideramos los polinomios
elementales simétricos en dos variables de cada pareja aj, bj. O lo que es equivalente
(ya que el par (aj + bj, ajbj) cae en un entorno de (2ρ, ρ2) o de (−2/ρ, 1/ρ2), donde
la aplicación (u, v) 7→ (u/2,

√
v) es un difeomorfismo local), consideramos las medias

aritmética y geométrica de aj, bj,

xj =
1

2
(aj + bj), yj =

√
ajbj.

Aśı, (xj, yj) cae en un entorno de (ρ, ρ) o de (−1/ρ, 1/ρ), según la paridad de j.

Para cada ε > 0, denotamos U(ε) =
[
D(ρ, ε) ×D(ρ, ε) ×D(−1

ρ
, ε) ×D(1

ρ
, ε)
]k

.

Como x2
j−y2

j = 1
4
(aj−bj)2, la condición aj 6= bj necesaria en la construcción anterior
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equivale a x2
j 6= y2

j . Definimos

A = {(x1, y1, . . . , x2k, y2k) | x2
j = y2

j para alguna j = 1 . . . , 2k}.

Claramente, A aśı definida es una subvariedad anaĺıtica de C4k. Además, para cierto
ε > 0 suficientemente pequeño, la aplicación

z = (x1, y1, . . . , x2k, y2k) ∈ U(ε′) −A 7→ ℵ(z) = g ∈ W

define una carta local para W alrededor de Sρ.

Observación 5.1.3

(i) Si una aplicación meromorfa marcada g = ℵ(z) produce una superficie mar-

cada M ∈ S̃, entonces la lista ordenada (01, . . . , 02k,∞1, . . . ,∞2k) no coincide
necesariamente con el orden de los finales de M (como superficie marcada).
Como el orden de los finales de M no afectará a los argumentos que siguen,
abreviamos la notación asumiendo que la lista ordenada de los finales de M
es (01, . . . , 02k,∞1, . . . ,∞2k).

(ii) Sea {Mn}n ⊂ S̃ una sucesión con C(Mn) = (an, bn) → (a, b) ∈ R∗ × C y
Tn → ∞ cuando n → ∞ (para cualquier elección de Tn). Por la Proposi-
ción 5.0.3, sabemos que las superficies geométricas Mn convergen uniforme-
mente a 2k-copias de una superficie de Scherk simplemente periódica Sρ parametriza-
da como en (5.1) para cierto ρ ∈ (0, 1]. Sea Γ la curva {|z| = 1} vista en una
de las copias de Sρ. Claramente, se puede ver Γ como el ĺımite uniforme de
una sucesión de curvas Γ(n) ⊂ Mn con PΓ(n) = 0. Cambiando la clase de
homoloǵıa de la superficie marcada Mn por [Γ(n)] ∈ H1(Mn,Z), podemos ver
la misma superficie geométrica Mn como una nueva superficie marcada M ′

n

dentro del dominio de la carta ℵ para n suficientemente grande. La segunda
componente de C(M ′

n) difiere de bn en un múltiplo entero par (fijo) de πan
(ver la Observación 3.2.7).

5.2. Extensión holomorfa y unicidad local

Cuando z ∈ A, podemos extender de forma continua el proceso de cortar y
pegar copias de C explicado anteriormente, obteniendo una superficie de Riemann
con nodos (ver la página 245 de [27] para la definición de una superficie de Riemann
con nodos), donde cada nodo se corresponde con el punto aj = bj entre las copias
Cj−1,Cj . La correspondiente diferencial φ se extiende también a través de z como
sigue.
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Proposición 5.2.1 Cada z ∈ A produce l esferas S1, . . . , Sl unidas por l nodos
Pj , Qj ∈ Sj (aqúı estamos suponiendo que Qj = Pj+1 y que los sub́ındices son ćıcli-
cos), y g degenera en l aplicaciones meromorfas g(j) : Sj → C no constantes, cuyos
grados suman 2k, y cada g(j) toma los valores ρ y/o −1/ρ en los puntos Pj , Qj.
La 1-forma holomorfa φ degenera sobre cada Sj en la única 1-forma meromorfa φj
sobre Sj que tiene exactamente dos polos simples en Pj y Qj con residuos 1 y −1 re-
spectivamente (dichos residuos quedan determinados por la ecuación

∫
|z|=1

φ = 2πi).

Finalmente, tanto g como φ dependen de forma holomorfa de todos los parámetros
(incluyendo los puntos de A).

Demostración. Dada z ∈ A, tomamos una sucesión {zn}n ⊂ U(ε)−A convergiendo
a z. Cada zn determina una aplicación meromorfa marcada,

gn = ℵ(zn) = (Mn, gn, p1,n, . . . , p2k,n, q1,n, . . . , q2k,n, [Γ(n)]) ∈ W,

y una 1-forma holomorfa φn tal que
∫

Γ(n)
φn = 2πi. Sean c1, . . . , cm ∈ C∗ los pun-

tos (distintos) obtenidos como ĺımite cuando n → ∞ de los valores de ramificación
a1,n, b1,n, . . . , a2k,n, b2k,n de las gn (nótese que m < 4k, ya que al menos una pareja
aτ,n, bτ,n colapsa en un único punto al tomar limites, por ser z ∈ A). Para cada
l = 1, . . . ,m, sea Dl ⊂ C un pequeño disco centrado en cl, siendo Dl ∩ Di = ∅ para
todo l 6= i, y sea Ω = C − ∪ml=1Dl. Por cómo se define la topoloǵıa de W (ver la
Sección 3.1), los valores de ramificación aτ,n, bτ,n ∈ ∪ml=1Dl, para todo τ = 1, . . . , 2k y
n suficientemente grande. Aśı, gn|g−1

n (Ω) : g−1
n (Ω) → Ω es un recubridor (no ramifica-

do) de 2k hojas, y todos estos recubridores gn|g−1
n (Ω) son isomorfos. Nótese que cada

g−1
n (Ω) tiene l componentes conexas Ω1,n, . . . ,Ωl,n, donde l es el número de parejas
aτ,n, bτ,n que colapsan al tomar ĺımites. Vı́a el isomorfismo de recubridores entre
los gn|g−1

n (Ω), podemos identificar las componentes Ωj,n con subconjuntos abiertos Ωj

contenidos en esferas Sj, j = 1, . . . , l, sobre las que hay definidas l aplicaciones mero-
morfas g(j) : Sj → C, con valores de ramificación contenidos en la lista {c1, . . . , cm}
y tales que

∑l
j=1 grado(g(j)) = 2k. Además, podemos considerar mediante la iden-

tificación anterior, cada Ωj como subconjunto de Mn, para todo n suficientemente
grande, y la restricción de gn a cada Ωj la podemos identificar con g(j). Salvo dos
de ellas, todas las componentes de ∂Ωj bordean discos en el toro Mn. Las dos curvas
restantes de ∂Ωj, son homólogas a Γ(n) en Mn, y cada una de ellas es borde de un
disco Dl que contiene una pareja de valores de ramificación aτ,n, bτ,n que coinciden
en el ĺımite (i.e. aτ,n − bτ,n → 0). Observamos que si achicamos el radio r de los
discos Dl, los dominios Ωj se hacen cada vez más grandes, hasta obtener la esfera
Sj finitamente punteada, Sj −Zj , cuando r → 0. Las dos curvas de ∂Ωj no triviales
en Mn determinan dos puntos distintos Pj, Qj ∈ Zj en los cuales g(j) toma valores ρ
y/o −1/ρ. Consideramos una curva Γj(n) ⊂ Ωj homóloga a Γ(n) en Mn. Aśı, Γj(n)
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es un generador de la homoloǵıa de Sj − {Pj , Qj}. Sea C el cilindro que recubre a
Mn cuyo grupo fundamental está generado por Γj(n), y parametrizamos C por C∗

deforma que Γj(n) se levanta al grupo de homotoṕıa de {|z| = 1} en C∗. Entonces,
la inclusión de Ωj a Mn se levanta a una función holomorfa e inyectiva fn : Ωj → C∗.
Un resultado anaĺıtico (Lema 7 de [41]) nos dice que, pasando a una parcial, asegura
la existencia de una sucesión {λn}n en C∗ tal que {λnfn}n converge uniformemente
en compactos de Ωj a una función holomorfa inyectiva f : Ωj → C∗. Tomamos los
radios de los discos Dl convergiendo a 0, con los que Ωj converge a Sj − {Pj , Qj}.
Y por un proceso diagonal, podemos tomar la sucesión {λn}n y la función ĺımite f
independientes de Ωj ; es decir, λnfn : Sj − {Pj, Qj} → C∗ converge uniformemente
en compactos de Sj−{Pj, Qj} a f : Sj−{Pj, Qj} → C∗, que es un función holomorfa
e inyectiva. Luego f extiende a un biholomorfismo entre Sj y C.

Por otro lado, φn se levanta a dz
z

en C∗ (que es la única 1-forma holomorfa
cumpliendo

∫
{|z|=1} φn = 2πi), por lo que la restricción de φn a Ωj coincide con

f∗
n
dz
z

= d(λnfn)
λnfn

, que converge a φ = df
f
. De nuevo tomando ĺımites en los domi-

nios Ωj , llegamos a que φn converge a φ sobre Sj − {Pj , Qj}; y φ es una 1-forma
meromorfa con sólo dos polos simples en Pj, Qj con residuos ±1. Fijamos Pj como el
polo de φ cuyo residuo es 1. Esto completa la demostración de la Proposición 5.2.1. 2

Lema 5.2.2 La aplicación ligadura L se extiende de forma holomorfa a U(ε).

Demostración. Como U(ε) ∩ A es una subvariedad anaĺıtica de U(ε) y L es una
aplicación holomorfa en U(ε)−A, basta probar que L es una aplicación acotada en
un entorno de U(ε)∩A, por el Teorema de Extensión de Riemann (Teorema 3.1.1).
Consideramos una sucesión {gn = ℵ(zn)}n de aplicaciones meromorfas marcadas,
con zn ∈ U(ε) − A convergiendo a z ∈ U(ε) ∩ A. Nótese que cada componente de
L(gn) se puede escribir como una integral de una 1-forma holomorfa ϕn a lo largo de
una curva α contenida en una de las esferas doblemente punteadas Sj−{Pj, Qj} que
aparecen en la Proposición 5.2.1 (podemos asumir que α no depende de n), y que
{ϕn}n converge uniformemente sobre α cuando n → ∞ a una 1-forma holomorfa ϕ
en Sj − {Pj, Qj}. De aqúı se deduce directamente que L(gn) está acotada, como se
queŕıa probar. 2

Teorema 5.2.3 L|U(ε) es un biholomorfismo para ε > 0 suficientemente pequeño.

Demostración. Dada una lista z = (x1, y1, . . . , x2k, y2k) ∈ U(ε)−A, denotaremos por
g = ℵ(z) = (M, g, 01, . . . , 02k,∞1, . . . ,∞2k, [Γ]) a la aplicación meromorfa marcada
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Figura 5.2: Es la parte del toro asociado a g = ℵ(z), con z ∈ U(ε) −A, correspon-
diente a las copias C2j−1,C2j,C2j+1 de C.

asociada a z. Para j = 1, . . . , k, sea Γ2j−1 la curva cerrada contenida en g−1(C) que se
corresponde con el lazo {z ∈ C2j−1 | |z| = 1} (si ρ = 1, modificamos levemente dicho
lazo como mencionamos en la Observación 5.1.2). Consideramos en Γ1 la orientación
de Γ, y orientamos las demás Γ2j−1 para que sean homólogas a Γ1 en el toro g−1(C),
ver la Figura 5.2. Aśı, el Teorema de los Residuos nos dice que

Res02j(
φ

g
) + Res02j+1(

φ

g
) =

1

2πi

(∫

Γ2j+1

φ

g
−
∫

Γ2j−1

φ

g

)

y Res∞2j
(gφ) + Res∞2j−1(gφ) =

1

2πi

(∫

Γ2j+1

gφ−
∫

Γ2j−1

gφ

)
,

donde recordemos que estamos denotando respectivamente por 0l,∞l al cero e in-
finito de la copia Cl de C. Por tanto, podemos escribir la composición de L con
cierta transformación lineal y biyectiva de C4k como L̂ : U(ε) → C4k, donde

L̂(z) =
(

Res02j−1

(φ
g

)
,Res∞2j−1(gφ)

︸ ︷︷ ︸
1≤j≤k

,

∫

Γ2j−1

φ

g
,

∫

Γ2j−1

gφ

︸ ︷︷ ︸
1≤j≤k

)
.

Por el Teorema de la Función Inversa, basta probar que la diferencial de L̂ en el
punto (ρ, ρ, −1

ρ
, 1
ρ
)k ∈ C4k correspondiente a Sρ ∈ ∂W, es un automorfismo de C4k.

Fijemos j = 1, . . . , k. Para calcular ∂L̂
∂x2j−1

(Sρ), derivamos en x = ρ la composición

de L̂ con la curva

x ∈ D(ρ, ε) 7→ xρ =
(
ρ, ρ, −1

ρ
, 1
ρ
, . . . , 1

ρ
, x, ρ, −1

ρ
, 1
ρ
, . . . , ρ, ρ, −1

ρ
, 1
ρ

)
∈ U(ε),

donde x está situada en la (4j − 3)-ésima componente de xρ. Como hemos probado
en el Lema 5.2.2, xρ produce 2k − 1 esferas S1, S2, . . . , S2j−2, S2j, . . . , S2k y 2k −
1 aplicaciones meromorfas g1, g2, . . . , g2j−2, g2j, . . . , g2k, cada gm definida sobre Sm,
cumpliendo:
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Figura 5.3: La esfera doble S2j−2 (j = 1, . . . , k).

1. Para cada m = 1, . . . , 2k, m 6= 2j − 2, 2j − 1, gm : Sm → C es un biholo-
morfismo. Por tanto, podemos parametrizar Sm sobre C mediante gm(z) = z
(a estas esferas las llamaremos esferas simples). En dicha parametrización, los
nodos de Sm se corresponden con ρ, −1

ρ
, y φ = c dz

(z−ρ)(z+ 1
ρ
)
, donde c ∈ C∗ queda

determinada por la ecuación
∫
|z|=1

φ = 2πi (en particular, c no depende de x).

2. La aplicación meromorfa g2j−2 : S2j−2 → C tiene grado 2. Podemos parametrizar

S2j−2 sobre {(z,w) ∈ C2 | w2 = z2−2xz+ρ2}, donde w ≡ wx =
√
z2 − 2xz + ρ2

está bien definida (Nos referiremos a S2j−2 como esfera doble). Fijamos el signo
de la ráız cuadrada de w2 cumpliendo w ∼ z − ρ sobre C2j−1 y w ∼ −(z − ρ)
sobre C2j−2). Denotemos por Q (resp. P ) al punto correspondiente a z = −1/ρ
en C2j−1 (resp. C2j−2), ver la Figura 5.3. Aqúı, g(z,w) = z y φ = c(x) dz

(z+ 1
ρ
)w

,

siendo

−1 = ResQφ = ResQ
c(x) dz

(z + 1
ρ
)w

=
c(x)

w(Q)
. (5.2)

Como para m 6= 2j − 2, 2j − 1, las componentes de L̂|Sm no dependen de x, las co-

rrespondientes derivadas respecto de x se anulan. Falta por calcular L̂|S2j−2 , L̂|S2j−1 .

Res02j−1

(
φ

g

)
= c(x)Res02j−1

(
dz

z(z + 1
ρ
)wx

)
=

ρ c(x)

wx(02j−1)
= −c(x) .

Res∞2j−1(gφ) = c(x)Res∞2j−1

(
z dz

(z + 1
ρ
)
√
z2 − 2xz + ρ2

)

= −ρ c(x)Resξ=0

(
dξ

ξ(ρ + ξ)
√

1 − 2xξ + ρ2ξ2

)
= −c(x) .
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ResQ

(
φ

g

)
= c(x)ResQ

(
dz

z(z + 1
ρ
)wx

)
=

−ρ c(x)
wx(Q)

= ρ

⇒
∫

Γ2j−1

φ

g
= −2πiResQ

φ

g
= −2πiρ .

ResQ(gφ) = c(x)ResQ
z dz

(z + 1
ρ
)wx

=
−c(x)
ρwx(Q)

=
1

ρ

⇒
∫

Γ2j−1

gφ = −2πi
[
ResQ(gφ) + Res∞2j−1(gφ)

]
= 2πi

(
c(x)− 1

ρ

)
.

Como wρ = (z − ρ)2, de (5.2) obtenemos que c(ρ) = −wx(Q)|x=ρ = ρ2+1
ρ

, y c′(ρ) =

− d
dx

∣∣
x=ρ

wx(Q) = − 1/ρ
wρ(Q)

= 1
ρ2+1

. Por tanto,

∂L̂
∂x2j−1

(Sρ) = 1
ρ2+1

(
0, . . . , 0 ,

(2j−1)

−1 ,
(2j)

−1,0 , . . . , 0
(2k+2j−1)

, 0 ,
(2k+2j)

2πi , 0 , . . . , 0
)
.

Análogamente llegamos a que

(2j−1) (2j) (2k+2j−1) (2k+2j)

∂L̂
∂y2j−1

(Sρ) = ρ2

ρ2+1

(
0, . . . , 0,1 − (ρ2+1)2

ρ4
, −1 ,0, . . . , 0, 0 , 2πi , 0, . . . , 0

)
;

∂L̂
∂y2j−1

(Sρ) = ρ2

ρ2+1

(
0, . . . , 0, 1 , 1 , 0, . . . , 0, 2πi , 0 , 0, . . . , 0

)
;

∂L̂
∂y2j

(Sρ) = (ρ2+1)2−1
ρ2+1

(
0, . . . , 0, 1 , 1

1−(ρ2+1)2
,0, . . . , 0, 2πi , 0 , 0, . . . , 0

)
.

Aśı, el valor absoluto del Jacobiano de L̂ en el punto Sρ (que es el valor absoluto

del determinante de la matriz de filas ∂L̂
∂x2j−1

(Sρ),
∂L̂

∂y2j−1
(Sρ),

∂L̂
∂y2j−1

(Sρ),
∂L̂
∂y2j

(Sρ) cal-

culadas anteriormente), es igual a (2π)2k, lo cual prueba el teorema. 2

Corolario 5.2.4 Las únicas superficies marcadas en S̃ alrededor de un elemento de
∂W correspondiente a dos copias de una superficie de Scherk simplemente periódica
Sρ (para cualquier ρ ∈ (0, 1]), con género 0 en el cociente y dos finales horizontales,

están contenidas en K̃.

Demostración. Sea {Mn}n una sucesión en S̃ convergiendo a Sρ ∈ ∂W (caso 4 de la
Proposición 4.1.1). Por el Lema 5.2.2, la aplicación ligadura L se extiende de forma
holomorfa a Sρ. Concretamente, si identificamos L con su composición con la carta
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local ℵ : U(ε) − A → W alrededor de Sρ, donde ε es un real positivo suficiente-
mente pequeño, entonces L se extiende de forma holomorfa a todo U(ε). Además,
el Teorema 5.2.3 asegura la existencia de un ε > 0 suficientemente pequeño para el
cual L|U(ε) es un biholomorfismo (identificaremos U(ε) ≡ ℵ(U(ε))). En particular,
el espacio U(ε)∩M tiene dimensión real 3 (M es el espacio de superficies inmersas
marcadas definido en el caṕıtulo anterior). Por otra parte, de la Observación 2.2.5

y del apartado 3 del Lema 2.2.6 se deduce que la dimensión (real) de K̃ alrededor

de Sρ es 3; y por tanto, U(ε) ∩M = U(ε) ∩ K̃. Por otro lado, la Observación 5.1.3
nos asegura la existencia de una superficie marcada M ′

n ∈ U(ε) tal que Mn,M
′
n co-

inciden como superficies geométricas, para n suficientemente grande (Mn y M ′
n sólo

se diferencian en la clase de homoloǵıa destacada como superficies marcadas). Aśı,

M ′
n ∈ K̃, de donde obtenemos también que Mn ∈ K̃, como queŕıamos probar. 2
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Caṕıtulo 6

Unicidad alrededor de la catenoide

Cuando una sucesión {Mn}n ∈ S̃ degenera en una catenoide vertical (caso 1 de
la Proposición 4.1.1), los residuos que aparecen en la aplicación ligadura L divergen
cuando n → ∞. En este caṕıtulo, modificaremos la definición de L para poder
obtener una extensión bien definida y localmente invertible alrededor de dicho punto
de ∂W. Esto nos dará una unicidad local de ejemplos KMR alrededor del ĺımite
catenoide.

Proposición 6.0.5 Sea {Mn}n una sucesión en S̃, con C(Mn) = (an, bn) → (∞, 0)
cuando n → ∞. Entonces, para n suficientemente grande, la superficie geométri-
ca Mn está próxima a 2k copias trasladadas de una región compacta arbitraria-
mente grande contenida en una catenoide de flujo (0, 0, 2π), junto con 2k regiones
de conexión Cn(1), . . . , Cn(2k), donde cada Cn(j) es un anillo doblemente punteado
que contiene un final izquierda y un final derecha de Mn, y dos puntos de ramifi-
cación (distintos) de la aplicación de Gauss Nn de Mn. Además, cada Cn(j) se puede
escribir como grafo sobre su proyección horizontal en {x3 = 0}/Hn, donde estamos
denotando por Hn = (0, πan, 0) al vector periodo de Mn en sus finales.

Demostración. Seguiremos un razonamiento similar al de la demostración de la
Proposición 5.0.3. Nótese que basta comprobar que existe una parcial de {Mn}n
cumpliendo la tesis de la Proposición 6.0.5. Para cada n ∈ N suficientemente grande,
denotamos por pn(1), . . . , pn(2k) ∈ Mn los 2k puntos distintos que se aplican por
Nn en un valor regular prescrito θ ∈ S2 ∩ {x2 = 0} tal que el disco esférico DS2(θ, ε)
centrado en θ y de radio ε, no contiene ni valores de ramificación de Nn ni los Polos
Norte y Sur de S2, para ε > 0 suficientemente pequeño. Sea M̃n el levantamiento
doblemente periódico de Mn a R3, y sea p̃n(i) el levantamiento de pn(i) a un entorno

fundamental fijo de M̃n, i = 1, . . . , 2k. Por la Proposición 4.2.1 y el Lema 4.0.8,
sabemos que la sucesión {M̃n − p̃n(1)}n tiene curvatura uniformemente acotadas,

89
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y admite cotas locales uniformes del área. Por tanto, tras pasar a una parcial, se
tiene que {M̃n− p̃n(1)}n converge uniformemente en subconjuntos compactos de R3

a una superficie minimal propiamente embebida M̃∞(1) ⊂ R3. Los mismos argu-

mentos que en las Proposiciones 4.2.1 y 5.0.3 prueban que M̃∞(1) no es llana, luego

M̃∞(1) está en uno de los seis casos de la Proposición 4.1.1 (de nuevo aqúı hemos
usado la Observación 4.1.3). Como an → ∞ cuando n → ∞, descartamos los tres

últimos casos de dicha Proposición. Supongamos que M̃∞(1) es un helicoide vertical

(caso 2 de la Proposición 4.1.1), y consideremos una recta horizontal r ⊂ M̃∞(1).
Podemos tomar arcos γn contenidos en secciones horizontales compactas de las Mn

convergiendo a r, ya que Hn → ∞. Recordemos que hemos normalizado de forma
que la parte vertical del flujo de Mn a lo largo de secciones horizontales compactas
es 2π. Como la parte vertical del conormal de Mn no puede anularse a lo largo de
secciones horizontales (puesto que Mn no contiene puntos con normal vertical), de-
ducimos que la parte vertical del vector flujo de Mn a lo largo de γn es menor o igual
que 2π. Tomando ĺımites, llegamos a que la tercera coordenada del flujo de M̃∞(1)

a lo largo de r es menor o igual que 2π, contradicción. Por tanto, M̃∞(1) no puede

ser un helicoide vertical. Supongamos ahora que M̃∞(1) es una superficie minimal
de Riemann, y denotemos por F ∈ C∗ a la parte horizontal de su flujo a lo largo
de una sección horizontal compacta (sabemos que F 6= 0 por un Teorema de Pérez

y Ros [52]). Existe una curva cerrada Γ(n) ⊂ M̃n − p̃n(1), para n suficientemente
grande, tal que F (Γ(n)) converge a F cuando n→ ∞. Pero

F (Γ(n)) − ibn = t(n)πan

para cierto entero par t(n), ver la Observación 3.2.7. Esto nos lleva a una contradic-
ción al tomar ĺımites, ya que por hipótesis se tiene que (an, bn) → (∞, 0), y además

t(n) no puede converger a 0 (porque F 6= 0). Por tanto, M̃∞(1) es una catenoide
vertical con flujo (0, 0, 2π).

Como en la demostración de la Proposición 5.0.3, llegamos a que para n sufi-
cientemente grande, los puntos p̃n(i) − p̃n(1), con 2 ≤ i ≤ 2k, caen fuera de un

dominio compacto de M̃n− p̃n(1) arbitrariamente próximo a una catenoide vertical;

y que pasando a una parcial, {M̃n− p̃n(2)}n, . . . , {M̃n− p̃n(2k)}n convergen de nue-

vo a M̃∞(1). Como podemos aproximarnos uniformemente a una región compacta

Ω ⊂ M̃∞(1) arbitrariamente grande por regiones compactas Ω̃n(i) ⊂ M̃n− p̃n(i), de-
ducimos que (Tn)3 → ∞ cuando n→ ∞, donde estamos denotando por Tn cualquier
generador no horizontal del ret́ıculo de periodos Pn asociado a Mn. Tomamos las
bandas [Ω̃n(i) + p̃n(i)] en un mismo dominio fundamental de M̃n. Nótese podemos

elegir [Ω̃n(i) + p̃n(i)]/Hn como la intersección de M̃n/Hn con regiones horizontales
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disjuntas Sn(i) ⊂ R3/Hn cuya anchura diverge cuando n→ ∞. Suponemos que las
regiones Sn(i) están ordenadas por alturas, de forma creciente.

Para cada j = 1, . . . , 2k, sea Cn(j) la componente conexa deMn−
(
∪2k
i=1(Sn(i)/Tn)

)

que une [Ω̃n(j) + p̃n(j)]/Pn con [Ω̃n(j + 1) + p̃n(j + 1)]/Pn. Usando la inyectividad
de la aplicación de Gauss de la catenoide, podemos probar análogamente a lo hecho
en la demostración de la Proposición 5.0.3 que cada Cn(j) se puede compactificar
añadiendo dos finales e1(n), e2(n) de Mn, obteniendo aśı un anillo compacto con
dos puntos de ramificación simples de la aplicación de Gauss Nn de Mn, y que Nn

aplica de forma biyectiva cada curva de ∂Cn(j) en la frontera de un pequeño dis-
co esférico centrado en (0, 0,±1). Como la suma de los flujos de Mn alrededor de
e1(n), e2(n) se anulan (por el Teorema de la Divergencia, y porque los flujos de Mn

a lo largo de las curvas en la frontera de Cn(j) tienden a un vector vertical de lon-
gitud finita, mientras que el flujo de Mn en sus finales es siempre horizontal y de
longitud arbitrariamente grande), deducimos que e1(n), e2(n) son respectivamente
un final izquierda y un final derecha de Mn (o viceversa), ambos con el mismo vector
normal ĺımite. Finalmente, la proyección horizontal de Cn(j) sobre {x3 = 0}/Hn se
extiende de forma diferenciable a e1(n), e2(n), dando lugar a un difeomorfismo local
y propio, luego a una aplicación recubridora. Como Cn(j) contiene exactamente un
final izquierda y un final derecha, deducimos que dicha aplicación recubridora tiene
una hoja. Esto nos dice que Cn(j) es un grafo sobre {x3 = 0}/Hn, y acaba la de-
mostración de la Proposición. 2

6.1. Datos de Weierstrass para el ĺımite catenoide

Vamos a seguir el esquema de la Sección 5.1 del caṕıtulo anterior. En primer
lugar, vamos a obtener una carta local de W alrededor del punto de ∂W descrito
en la Proposición 6.0.5. Para cada i = 1, . . . , k, elegimos puntos distintos a2i−1, b2i−1

(resp. a2i, b2i) en un pequeño disco punteado alrededor de 0 (resp. de ∞) contenido
en C. Dichos puntos a1, b1, . . . , a2k, b2k pueden ser considerados como los valores de
ramificación de una aplicación meromorfa g de grado 2k, y un proceso de “cortar y
pegar” análogo al descrito en la Sección 5.1, da lugar a una aplicación meromorfa
marcada g ∈ W. Como se pueden intercambiar los papeles de aj, bj, para definir una
carta local de W tomamos como parámetros

xj =





1
2
(aj + bj) , si j es impar;

1
2

(
1
aj

+ 1
bj

)
, si j es par;

yj =

{
ajbj , si j es impar;

1
ajbj

, si j es par.
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Nótese que todos los parámetros xj, yj están próximos a 0, y que la condición aj 6= bj
(resp. aj, bj 6= 0,∞) se traduce en yj 6= x2

j (resp. yj 6= 0). En lo que sigue, abreviare-
mos escribiendo x = (x1, . . . , x2k) e y = (y1, . . . , y2k). Dado ε > 0, denotaremos

D(0, ε)4k = {(x,y) ∈ C4k | |xj|, |yj| < ε para todo j = 1 . . . , 2k},

B = {(x,y) ∈ D(0, ε)4k | x2
j = yj, para algún j = 1 . . . , 2k},

B̂ = {(x,y) ∈ D(0, ε)4k | yj = 0, para algún j = 1 . . . , 2k}.

Claramente, B ∪ B̂ ⊂ D(0, ε)4k es una subvariedad anaĺıtica, y la aplicación

(x,y) ∈ D(0, ε)4k − (B ∪ B̂) 7→ χ(x,y) = g ∈ W

es una carta local para W. En adelante, denotaremos (0,0) = (0, . . . , 0) ∈ D(0, ε)4k.

Observación 6.1.1 Como en la Observación 5.1.3, dada una sucesión {Mn}n ⊂ S̃
con C(Mn) → (∞, 0), existe otra sucesión de superficies marcadas {M ′

n}n en la
imagen de la carta χ tal que para cada n, Mn y M ′

n se corresponden con la misma
superficie geométrica; y si C(Mn) = (an, bn), entonces C(M ′

n) = (an, bn + πantn),
para cierto entero par tn.

A continuación, buscamos ecuaciones que indiquen cuándo una aplicación mero-
morfa marcada en la imagen de la carta local χ produce una superficie minimal

inmersa marcada en M. Fijemos g ∈ χ
(
(x,y) ∈ D(0, ε)4k − (B ∪ B̂)

)
, y sea Cj

la copia j-ésima de C, y Γj la curva {z ∈ Cj | |z| = 1}, orientada positivamente
(resp. negativamente) cuando j es impar (resp. par). Aśı orientadas, dichas curvas
son todas homólogas en el toro g−1(C), y [Γ1] es la clase de homoloǵıa destacada
en la aplicación meromorfa marcada g. Denotaremos respectivamente por 0j , ∞j a
los puntos z = 0, z = ∞ de Cj , ver la Figura 6.1 para el caso en el que j es impar.
Recordemos que φ es la única 1-forma holomorfa cumpliendo

∫
γ
φ = 2πi. Para cada

1 ≤ j ≤ 2k definimos

Aj =

{ ∫
Γj

φ
g
, si j es impar;

∫
Γj+1

gφ, si j es par;

Bj =





Res0j−1

(
φ
g

)
Res0j

(
φ
g

)
, si j es impar;

Res∞j−1 (gφ) Res∞j (gφ) , si j es par.
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Figura 6.1: En este caso, j es impar.

En las definiciones anteriores y en lo que sigue, consideraremos los sub́ındices orde-
nados ćıclicamente; es decir, cuando j = 1 entenderemos que j − 1 = 2k.

Supongamos que j es impar. El Teorema de los Residuos afirma que

Aj −Aj−2 = 2πi

[
Res0j

(
φ

g

)
+ Res0j−1

(
φ

g

)]
,

Aj+1 −Aj−1 = 2πi
[
Res∞j+1(gφ) + Res∞j(gφ)

]
. (6.1)

Esto, junto con (1.14) y (1.15), nos dice que g cierra periodos si y sólo si existen
a ∈ R∗ y b ∈ C cumpliendo

{
A2i−1 = b y A2i = b, para todo i = 1, . . . , k,

Bj = −a2, para todo j = 1, . . . , 2k.
(6.2)

Observación 6.1.2 Fijemos j impar (resp. j par). No hay una forma natural de
distinguir entre los dos ceros 0j−1, 0j (resp. los dos polos ∞j−1,∞j) de g que están
cerca de los valores de ramificación aj, bj. De hecho, los sub́ındices dependen de la
elección de la curva βj común a las copias Cj,Cj−1 que une aj, bj, que no depende de
forma continua de los parámetros. En otras palabras, los residuos de g−1φ en 0j−1, 0j
(resp. de gφ en ∞j−1,∞j) no son funciones bien definidas de los parámetros. Pero
como las parejas (desordenadas) de ceros {0j−1, 0j} (resp. de polos {∞j−1,∞j})
śı dependen continuamente de los parámetros, consideramos la suma y el producto
de los residuos de g−1φ en 0j−1, 0j (resp. de gφ en ∞j−1,∞j). Esencialmente, éstas
son las definiciones de Aj y Bj, ver (6.1).

6.2. Extensión holomorfa y unicidad local

Cuando existe j = 1, . . . , 2k tal que aj−bj → 0 (o equivalentemente,yj − x2
j → 0),

entonces la superficie de Riemann asociada a la aplicación meromorfa marcada
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g ∈ W obtenida en el procedimiento anteriormente descrito degenera en una su-
perficie de Riemann con nodos, con al menos un nodo entre las copias Cj−1,Cj. De
forma similar a lo hecho en la Proposición 5.2.1, se puede probar que cada (x,y) ∈ B
produce:

Una superficie de Riemann con nodos, consistente en l esferas S1, . . . , Sl unidas
por puntos Pj, Qj. Estamos denotando por Pj+1 = Qj al nodo entre las esferas
Sj, Sj+1, para cada j = 1, . . . , l.

l aplicaciones meromorfas (no constantes) g(j) : Sj → C, para j = 1, . . . , l,
con

∑
j deg(g(j)) = 2k y g(j)({Pj, Qj}) ⊂ {0,∞}.

l diferenciales meromorfas φ(1), . . . , φ(l), donde cada φ(j) está definida en Sj y
tiene sólo dos polos simples en Pj y en Qj, con residuos 1 y −1 respectivamente.

Si existe cierto j impar (resp. par) para el cual aj = 0 y bj 6= 0, o viceversa (resp.
aj = ∞ y bj 6= ∞, o viceversa), entonces la estructura conforme entre las copias
Cj−1,Cj no degenera en un nodo, aunque g tiene un cero doble (resp. un polo doble)

en aj. Aśı, cada (x,y) ∈ B̂ − B produce un toro M y una aplicación meromorfa
g : M → C de grado 2k, con al menos un cero o un polo doble. En este caso, φ se
extiende a la única diferencial holomorfa definida sobre M cumpliendo

∫
Γ1
φ = 2πi.

Observación 6.2.1 Los puntos (xλ,0) ∈ B̂ − B, con xλ = (λ,−λ, . . . , λ,−λ) para
cierto λ > 0 pequeño, representan los puntos de ∂W correspondientes a los ejemplos
minimales de Riemann próximos a catenoides.

Proposición 6.2.2 Tanto g como φ dependen de forma holomorfa de los parámet-
ros (x,y) en un pequeño entorno de (0,0) (incluyendo los puntos de B ∪ B̂).

Demostración. Similar a la demostración de la Proposición 5.2.1. 2

No es dif́ıcil comprobar que Bj → ∞ cuando yj → 0, por lo que no cabe esperar

que Bj se extienda de forma holomorfa a B̂. Vamos a comprobar que la fuerza con
la que Bj diverge cuando yj → 0 es la de 1/yj .

Proposición 6.2.3 Para cada 1 ≤ j ≤ 2k, las funciones Aj y B̃j = yjBj admiten
extensiones holomorfas definidas sobre todo D(0, ε)4k.

Demostración. La extensión de Aj a los puntos de la forma (x0,y0) ∈ B ∪ B̂ se
obtiene como corolario de la Proposición 6.2.2, ya que las curvas Γ2i−1 se quedan
fuera de los posibles nodos de la superficie de Riemann ĺımite.
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Figura 6.2: Izquierda: Ω es el anillo sombreado, con curvas frontera Γj−1, Γj.

Para B̃j ya no podemos aplicar la Proposición 6.2.2 directamente, ya que los
puntos 0j−1, 0j (o ∞j−1,∞j, según corresponda) en los que se calculan los residuos
pueden ser o bien nodos de la superficie de Riemann ĺımite (cuando (x0,y0) ∈ B) o

bien puntos de ramificación de g (cuando (x0,y0) ∈ B̂ − B).
Fijamos j impar (para j par se razona análogamente). Sea (x,y) ∈ D(0, ε)4k −

(B ∪ B̂), para cierto ε pequeño, y g = ℵ(x,y) (escribiremos (x,y) ∼ (0,0) para in-
dicar que (x,y) está próximo a (0,0)). Denotamos por Ω el anillo bordeado por Γj−1

y Γj en g−1(C) que contiene a los puntos de ramificación a = aj ∼ 0 y b = bj ∼ 0 de
g, ver la Figura 6.2. En primer lugar, vamos a obtener una representación conforme
de Ω como anillo estándar contenido en C. Consideramos las siguientes funciones
definidas sobre Ω,

u = u(z) =

√
z − a

z − b
y v = v(u) =

1 + u

1 − u
,

y fijamos el signo de la ráız de forma que u ∼ 1 sobre Γj (y por tanto, u ∼ −1

sobre Γj−1). Como u′(z) = a−b
2(z−b)

√
(z−a)(z−b)

y a, b 6= 0 (puesto que (x,y) 6∈ B̂ ),

concluimos que u es un biholomorfismo de Ω en un anillo contenido en la esfera{
(z, u) | u2 = z−a

z−b

}
, ver la Figura 6.2 centro. Y como v es una transformación de

Möbius de u, llegamos a que v es un biholomorfismo del anillo anterior en cierto
anillo v(u(Ω)) que calcularemos a continuación. Sobre Γj , podemos escribir z = eiθ.

Usando que 1−be−iθ

1−(b−a)e−iθ converge a 1 cuando a, b→ 0, y que λ
1−λ y λ son infinitésimos

equivalentes de orden 1 cuando λ→ 0, se concluye:

u =

√
1 +

(b− a)e−iθ

1 − be−iθ
∼

√
1 +

(b− a)e−iθ

1 − (b− a)e−iθ
∼
√

1 + (b− a)e−iθ ∼ 1+
1

2
(b−a)e−iθ .
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Aśı, u(Γj) es una curva próxima a la circunferencia ∂D(1, r/2) ⊂ C de centro 1 y
radio r/2, con r = |b − a| ∼ 0. Como sobre Γj−1 cambia la rama de la ráız que
aparece en la definición de u, llegamos a que u(Γj−1) ∼ ∂D(−1, r/2) (además, se
comprueba que las orientaciones inducidas en u(Γj), u(Γj−1) son opuestas). Como
u(Ω) es el dominio de C con curvas frontera u(Γj), u(Γj−1) que contiene a u(a) = 0 y
u(b) = ∞, deducimos que u(Ω) es un dominio próximo al dominio exterior a los dis-
cos D(±1, r/2) en C. Luego la imagen por v ◦u de Ω está próxima al anillo centrado
en 0 ∈ C de radios 4/r, r/4; es decir, v(u(Ω)) ∼ D(0, 4/r) − D(0, r/4). Podemos
entonces escribir la serie de Laurent de φ con respecto a la variable v sobre el anillo
D(0, 1/r) −D(0, r),

φ =
∑

n∈Z

cnv
ndv,

donde cn = 1
2πi

∫
|v|=1

φ
vn+1 depende de forma meromorfa de todos los parámetros.

Acotemos |cn|, para cada n ∈ Z. En primer lugar, nótese que
∫
|v|=1

φ
vn+1 =∫

Γj

φ
vn+1 =

∫
Γj−1

φ
vn+1 . Como φ admite una extensión meromorfa a la superficie con

nodos, y Γj−1, Γj pueden verse como curvas compactas en dicha superficie de Rie-
mann que no pasan por los polos de φ, las integrales de |φ| sobre Γj y sobre Γj−1

están acotadas por cierta constante C > 0, que no depende de a ni de b. Además,
|v| ≥ 1/r sobre Γj (ya que |v| ∼ 4/r sobre Γj), de donde obtenemos que si n+1 ≥ 0,
entonces

|cn| =
1

2π

∣∣∣∣∣

∫

Γj

φ

vn+1

∣∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫

Γj

|φ|
|v|n+1

≤ Crn+1.

Sobre Γj−1, se tiene que |v| ∼ r/4, luego |v| ≤ r. De aqúı, se tiene que

|cn| ≤
1

2π

∫

Γj−1

|φ||v||n+1| ≤ Cr|n+1|

cuando n+ 1 ≤ 0. En resumen, hemos obtenido que

|cn| ≤ Cr|n+1|, para todo n ∈ Z. (6.3)

A continuación calculamos los residuos que aparecen en la definición de Bj . Para
ello, nótese que z = 0 si y sólo si v ∈ {α, 1/α}, siendo

α =
1 +

√
a/b

1 −
√
a/b

.

Concretamente, se tiene que u = v−1
v+1

y z = u2b−a
u2−1

, de donde se llega a que



6.2 Extensión holomorfa y unicidad local 97

g = z =
a− b

4v

(
v2 +

2(b+ a)

b− a
v + 1

)
=
a− b

4v
(v − α)

(
v − 1

α

)
.

Con todo esto, se tiene que

Resv=α

(
φ

g

)
=

4

(a− b)(α− 1/α)

∑

n∈Z

cnα
n+1 =

−1√
ab

∑

n∈Z

cnα
n+1 ,

y Resv= 1
α

(
φ

g

)
=

1√
ab

∑

n∈Z

cn
αn+1

.

Como α = (
√
a+

√
b)2

b−a y 1
α

= (
√
a−

√
b)2

b−a , entonces máx
{
|α|, 1

|α|

}
≤ 1

2r
. Con todo esto,

∣∣∣∣Resv=α

(
φ

g

)∣∣∣∣ ≤
1√
ab

∑

n∈Z

|cn||α|n+1 ≤ C√
ab

∑

n∈Z

1

2|n+1| =
C̃
√
yj
,

para cierta constante C̃ > 0. Y análogamente, se prueba que

∣∣∣∣Resv= 1
α

(
φ

g

)∣∣∣∣ ≤
C̃
√
yj

.

Aśı, tanto
√
yj Res0j−1

(
φ
g

)
como

√
yj Res0j

(
φ
g

)
son funciones acotadas. Deducimos

que B̃j = yjBj es una función acotada en D(0, ε)4k −
(
B ∪ B̂

)
(i.e. cuando yj 6= x2

j ,

yj 6= 0). Como B ∪ B̂ es una subvariedad anaĺıtica de D(0, ε)4k, el Teorema de Ex-

tensión de Riemann para funciones holomorfas (Teorema 3.1.1) asegura que B̃j se
puede extender de forma holomorfa a todo D(0, ε)4k, como queŕıamos probar. 2

Proposición 6.2.4 Para cada j = 1, . . . , 2k, se tiene que

Aj(0,0) = 0, B̃j(0,0) = −1,

∂Aj−1

∂xj
(0,0) = 2πi ,

∂Ah

∂xj
(0,0) = 0 para todo h 6= j − 1,

y
∂Ah

∂yj
(0,0) = 0 para todo h.

Demostración. Abreviamos escribiendo (x,y)j = (0, . . . , 0, xj, 0, . . . , 0, yj, 0, . . . , 0),
con yj 6= x2

j e yj 6= 0. La superficie de Riemann asociada a (x,y)j tiene 2k − 1
nodos que la divide en 2k − 1 esferas doblemente punteadas. En 2k − 2 de dichas
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esferas (esferas simples), la correspondiente aplicación meromorfa gm tiene grado 1.
Si consideramos las esferas simples como copias de C, cada gm coincide con el valor
del parámetro complejo estándar z sobre dicha copia de C, y la diferencial altura φ
restringida a la correspondiente esfera simple es dz

z
. La esfera restante (esfera doble),

que denotaremos por S, se obtiene al pegar las copias Cj−1,Cj de C.
En primer lugar, consideremos que j es impar. Entonces, podemos parametrizar

S como {(z,w) ∈ C2 |w2 = (z−a)(z−b)}, donde a+b = 2xj y ab = yj. Aqúı, la corre-

spondiente aplicación meromorfa (de grado 2) es g(z,w) = z, y w =
√

(z − a)(z − b)
es una aplicación bien definida. Fijamos la rama de la ráız que aparece en la defini-
ción de w de forma que sea w ∼ z en Cj y w ∼ −z en Cj−1. Aśı, φ tiene dos polos
simples en los nodos ∞j−1,∞j con residuos 1,−1 respectivamente. Como

Res∞j

dz

w
= Resz=∞

dz

z
√

1 − 2xj/z + yj/z2
= −1,

concluimos que φ = dz/w, luego

Aj(x,y)j =

∫

Γj

dz

zw
= −2πiRes∞j

dz

zw
= 0 (6.4)

y

Aj−1(x,y)j =

∫

Γj−1

z dz

w
= 2πiRes∞j−1

z dz

−z
√

1 − 2xj/z + yj/z2
= 2πixj. (6.5)

De (6.4) y (6.5) deducimos que Aj(0,0) = 0 para todo j = 1, . . . , 2k (no necesaria-
mente impar). Calculemos ahora las derivadas parciales de las Aj (j impar). Para
cada h = 1, . . . , 2k, se tiene que

∂Ah

∂xj
(0,0) = ĺım

yj→0

d

dxj

∣∣∣∣
xj=0

Ah(x,y)j.

Si h 6= j − 1, j, entonces la integral que aparece en la definición de Ah(x,y)j se
puede calcular sobre una esfera simple. Como esta esfera simple no depende de xj,
entonces ∂Ah

∂xj
(0,0) = 0, para todo h 6= j − 1, j. De (6.4) obtenemos directamente

que
∂Aj

∂xj
(0,0) = 0. Y (6.5) implica que

∂Aj−1

∂xj
(0,0) = 2πi. Además, un razonamiento

similar al anterior nos dice que ∂Ah

∂yj
(0,0) = 0, para todo h.

Finalmente, calculemos B̃j(0,0). Como

Res0j

(
φ

g

)
=

1
√
yj

y Res0j−1

(
φ

g

)
=

−1
√
yj
,
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entonces B̃j(x,y)j = −1. Tomando ĺımites xj → 0, yj → 0, obtenemos claramente

que B̃j(0,0) = −1. Esto termina la demostración de la Proposición 6.2.4 en el caso
en el que j es impar.

Supongamos ahora que j es par. Recordemos que en el caso j impar ya obtuvi-
mos que Aj(0,0) = 0 (era para todo j). Este caso (j par) es análogo al anterior,
cambiando respectivamente w y φ por

w̃ =

√(
1

z
− 1

a

)(
1

z
− 1

b

)
=

√
1

z2
− 2xj

z
+ yj y φ̃ =

−dz
z2w̃

.

Aśı, calculamos

Aj(x,y)j =

∫

Γj

−dz
zw̃

= 2πiRes0j

dz

zw̃
= 0,

Aj−1(x,y)j =

∫

Γj−1

−dz
z3w̃

= 2πiRes0j−1

dz

z2
√

1 − 2xjz + yjz2
= 2πixj,

de donde concluimos fácilmente que las parciales respecto de las xj, yj se anulan

todas salvo
∂Aj−1

∂xj
(0,0), que vale 2πi. El valor de B̃j(0,0) lo obtenemos a partir de

Res∞j (gφ) =
1

√
yj
, Res∞j−1 (gφ) =

−1
√
yj
. 2

Para cada j = 1, . . . , 2j, se tiene que 1/Bj = yj/B̃j. Como B̃j se extiende de

forma holomorfa al polidisco D(0, ε)4k (Proposición 6.2.3) y B̃j(0,0) = −1 (Proposi-
ción 6.2.4), deducimos que 1/Bj se extiende de forma holomorfa a D(0, ε)4k. Aśı, la
aplicación Θ : D(0, ε)4k → C4k definida por

Θ =

(
A1, . . . , A2k,

1

B1
, . . . ,

1

B2k

)
(6.6)

es una aplicación holomorfa, y además Θ(0,0) = (0,0).

Teorema 6.2.5 Existe ε > 0 tal que la restricción de Θ a D(0, ε)4k es un biholo-
morfismo sobre su imagen.

Demostración. De la Proposición 6.2.4, obtenemos que

∂B−1
h

∂yj
(0,0) = −δhj ,
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donde δhj es la delta de Kronecker. Esto, junto con los valores de las derivadas par-
ciales de las Ah en (0,0) (Proposición 6.2.3), nos dice que la matriz jacobiana de Θ
en (0,0) es invertible. A partir de esto, el teorema se obtiene como consecuencia del
Teorema de la Función Inversa. 2

Corolario 6.2.6 Las únicas superficies marcadas Mn ∈ S̃ con C(Mn) → (0,∞)
cuando n→ ∞, son ejemplos KMR marcados.

Demostración. La Proposición 6.0.5 nos dice queMn, para n suficientemente grande,
está próxima como superficie geométrica al ĺımite catenoide. Consideramos una car-
ta local de W alrededor de dicho ĺımite catenoide como la que defińıamos en la
Sección 6.1, χ : D(0, ε)4k − (B ∪ B̂) → W. Por la Observación 6.1.1, para n su-

ficientemente grande, existe una superficie marcada M ′
n ∈ S̃ que cae en la ima-

gen de la carta χ, para cierto ε > 0 suficientemente pequeño, y que coincide con
Mn como superficie geométrica. Mediante χ, podemos identificar M ′

n con cierto

(x,y) ∈ D(0, ε)4k − (B ∪ B̂). Tomamos ε > 0 cumpliendo el Teorema 6.2.5.
Por otro lado, como consecuencia del Teorema 6.2.5 se tiene que para cada t < 0

suficientemente pequeño y cada b ∈ C, b ∼ 0, existe un único (x,y) ∈ D(0, ε)4k tal
que Θ(x,y) = (b, b, . . . , b, b, t, . . . , t). Esta lista (b, b, . . . , b, b, t, . . . , t) corresponde,
según (6.2), a la condición de cerrar periodos para una superficie marcada en la im-
agen de χ. Por tanto, deducimos de (6.2) que el espacio de superficies minimales inm-
ersas marcadas en un pequeño entorno U del punto de ∂W correspondiente al ĺımite
catenoide descrito en la Proposición 6.0.5, es triparamétrico (i.e. dimR(M∩U) = 3).
Como consecuencia de la Observación 2.2.5 y del apartado 2 del Lema 2.2.6, deduci-
mos que la dimensión (real) de K̃ alrededor de dicho ĺımite catenoide es 3; y por

tanto, M∩U = K̃ ∩ U . En particular, M ′
n ∈ K̃, para todo n suficientemente grande.

Luego como superficie geométrica y para estos ı́ndices n, Mn es un ejemplo KMR,
como queŕıamos probar. 2



Caṕıtulo 7

Unicidad de los ejemplos KMR

Recordemos que estamos denotando por K̃ ⊂ S̃ al espacio de ejemplos KMR mar-
cados, y que K̃ es una componente conexa de S̃ (Observación 3.2.4). El Teorema 2

equivale a probar que K̃ = S̃, lo cual obtendremos por reducción al absurdo.
Supongamos que S̃ − K̃ 6= ∅, y lleguemos a una contradicción. Probaremos en los

Teoremas 7.0.7 y 7.0.8 que C : S̃ − K̃ → R∗×C es una aplicación abierta y propia, de
donde deducimos que C(S̃ − K̃) es un subconjunto abierto y cerrado en R∗×C. Co-

mo es inmediato comprobar que C(S̃ − K̃) contiene puntos en las dos componentes

conexas de R∗×C (dada una superficie marcada (M,p1, . . . , p2k, q1, . . . , q2k, [γ2]) ∈ S̃,

basta considerar (M,pk+1, . . . , p2k, p1, . . . , pk, qk+1, . . . , q2k, q1, . . . , qk, [γ2]) ∈ S̃; las
imágenes por C de estas dos superficies marcadas caen en distintas componentes
conexas de R∗ × C), llegamos a que C|S̃−K̃ es una aplicación sobreyectiva. En par-

ticular, podemos encontrar superficies marcadas Mn ∈ S̃ − K̃ con C(Mn) → (∞, 0),
pero esto contradice el Corolario 6.2.6, y prueba el Teorema 2.

Teorema 7.0.7 La aplicación clasificadora C : S̃ − K̃ → R∗ × C es propia.

Demostración. Sea {Mn}n una sucesión en S̃ − K̃, con C(Mn) → (a, b) ∈ R∗ × C,
y veamos que existe una parcial de {Mn}n que converge a una superficie marca-

da M∞ ∈ S̃ − K̃. Por la Proposición 4.2.1, la sucesión de curvaturas de Gauss
{KMn}n está uniformemente acotada. Denotamos por Nn a la aplicación de Gauss

de Mn, y por M̃n al levantamiento doblemente periódico de Mn a R3. Un razon-
amiento análogo al de la demostración de la Proposición 5.0.3 nos permite tomar
un punto pn ∈ N−1

n (S2 ∩ {x2 = 0}) a distancia (esférica) positiva de los valores de
ramificación de Nn y de los Polos Norte y Sur de S2, de forma que una parcial de
{M̃n − p̃n}n converge a una superficie minimal M̃∞ propiamente embebida en R3

y no llana, donde p̃n ∈ M̃n es un levantamiento de pn a R3. Aśı, M̃∞ cae en uno

101
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de los seis casos descritos en la Proposición 4.1.1. Como K̃ es un abierto de S̃, el
teorema quedará probado si llegamos a que M̃∞ se corresponde con el caso 6 de
dicha proposición.

Como el vector periodo Hn de Mn en sus finales converge a H∞ = (0, πa, 0),

M̃∞ no puede caer en ninguno de los casos 1, 2, 3 de la Proposición 4.1.1. El Coro-
lario 5.2.4 nos permite también descartar el caso 4, ya que las Mn no son ejemplos
KMR. Supongamos que M̃∞ cae en el quinto caso de la Proposición 4.1.1, y llegue-
mos a una contradicción. Es decir, supongamos que M̃∞ es una superficie de Scherk
doblemente periódica, con género 0, al menos dos finales horizontales y exactamente
dos finales no horizontales en el cociente. Sea Γ la curva obtenida al cortar M̃∞ con
un plano horizontal {x3 = c} a diferente altura de los finales (horizontales) de M̃∞.

Como M̃∞ tiene exactamente dos finales no horizontales, Γ es una curva embebida
en forma de U , con dos ramas infinitas asintóticas a dos semirrectas. Si denotamos
por Π ⊂ R3 al plano vectorial paralelo a los finales no horizontales de M̃∞, en-
tonces el conormal a M̃∞ a lo largo de cualquiera de las dos ramas divergentes de Γ
está arbitrariamente próximo al vector unitario η ⊂ Π ortogonal a Π ∩ {x3 = c}
y con tercera coordenada positiva. Como {M̃n − p̃n} converge a M̃∞, concluimos
que Mn contiene un arco horizontal Γn con Γn − pn → Γ (en particular, la longitud
de Γn es arbitrariamente grande a partir de cierto natural n). Y si denotamos por ηn
el conormal de M̃n a lo largo de Γn, entonces ηn → η. En particular, la integral
de la tercera componente de ηn a lo largo de Γn es arbitrariamente grande. Nótese
que Γn no produce una curva cerrada en Mn, pero el conormal no puede cambiar el
signo de su tercera componente (porque Mn no tiene puntos con normal vertical),
de donde deducimos que la parte vertical del flujo de Mn a lo largo del cociente de
la sección horizontal que contiene a Γn, es arbitrariamente grande. Esto contradice
la normalización de las superficies en S, y prueba el Teorema 7.0.7. 2

Teorema 7.0.8 La aplicación clasificadora C : S̃ − K̃ → R∗ × C es una aplicación
abierta.

Demostración. Fijemos una superficie marcada M ∈ S̃ − K̃. Basta probar que la
restricción de C a un entorno abierto de M en S̃ − K̃ es una aplicación abierta.
Sea (a, b) = C(M) ∈ R∗ × C y M(a, b) = L−1(L(a,b)) ⊂ M (con la notación del

caṕıtulo 3.2). Como K̃ es abierto y cerrado en S̃, del Lema 3.2.3 deducimos que K̃ es
también un abierto y cerrado de M. Y como M(a, b) es una subvariedad anaĺıtica

de W (Observación 3.2.2), llegamos a que (S̃ − K̃)(a, b) = (S̃ − K̃)∩M(a, b) es tam-
bién una subvariedad anaĺıtica de W; y además, contiene a M . Por el Teorema 7.0.7,

sabemos además que (S̃ − K̃)(a, b) =
(
C|S̃−K̃

)−1
(a, b) es un compacto, luego es un
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subconjunto finito (Lema 3.1.3). Podemos por tanto tomar un entorno abierto U de

M en W tal que (S̃ − K̃)(a, b) ∩ U = {M}. En términos de la aplicación ligadura
L : W → C4k, para U suficientemente pequeño, podemos escribir esta última igual-
dad como L−1(L(a,b))∩ U = {M}, ya que (S̃ − K̃) es abierto y cerrado en M, luego

podemos tomar U cumpliendo (S̃ − K̃)(a, b) ∩ U = M(a, b) ∩ U . El Teorema de la
Aplicación Abierta para aplicaciones holomorfas finitas (Teorema 3.1.4) nos asegura
la existencia de un abierto O ⊂ U tal que L|O es una aplicación abierta. Finalmente,
la relación entre L y C nos permite concluir. 2
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Caṕıtulo 8

Topoloǵıa de K

En el caṕıtulo anterior hemos probado que el espacio S de superficies minimales
doblemente periódicas de R3, con 4k finales paralelos y género 1 en el cociente, coin-
cide con el espacio K de ejemplos KMR. Para k = 1, los ejemplos KMR, los cuales
denotábamos por Mθ,α,β, fueron estudiados en detalle en el Caṕıtulo 2 (seguiremos la
notación de dicho caṕıtulo en lo que sigue). Si denotamos por H el vector periodo en
los finales de Mθ,α,β, y consideramos el levantamiento de Mθ,α,β a R3/H, obtenemos

una superficie simplemente periódica, que denotaremos por M̂θ,α,β, con género 0 e
infinitos finales horizontales de tipo Scherk. Recordemos que, para k ∈ N arbitrario,
las superficies en K son los cocientes con 4k finales (horizontales) de estas superfi-

cies simplemente periódicas M̂θ,α,β. En este caṕıtulo, queremos estudiar el espacio
de moduli K, para lo que nos podemos restringir al caso k = 1; es decir, a lo largo
de todo el caṕıtulo supondremos que las superficies en K = {Mθ,α,β | (θ, α, β) ∈ I},
tienen exactamente 4 finales horizontales, siendo

I =
{
(θ, α, β) ∈ (0, π

2
) × [−π

2
, π

2
]× [−π, π] | (α, β) 6= (0,±θ), (0,±(π − θ))

}
.

Como dijimos al principio del Caṕıtulo 3, tenemos que rotar cada ejemplo KMR
Mθ,α,β alrededor del eje x3, para conseguir que el periodo en sus finales apunte en
la dirección del eje x2. En particular, rotamos para que el periodo PγA

en su final A
sea de la forma (0, πa, 0), para cierto a > 0. Usaremos la aplicación C dada en la
Definición 3.2.6 para distinguir entre superficies de K, de ah́ı el nombre que recibe
C: aplicación clasificadora. Recordemos que, a grandes rasgos, C : K̃ → R∗ × C le
hace corresponder a cada ejemplo KMR marcado la longitud de su periodo en los
finales y la parte horizontal del flujo a lo largo de una clase de homoloǵıa no trivial
cuyo periodo se anula. Como ahora conocemos expĺıcitamente las superficies sobre
las que se define C, podemos fijar un orden en los finales de cada ejemplo KMR
marcado, y dar expĺıcitamente la clase de homoloǵıa en la última componente de
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cada Mθ,α,β. En particular, podemos fijar un orden de los finales de cada ejemplo
KMR para que C tome valores en R+×C. Como superficie marcada, consideraremos

Mθ,α,β = (Σθ, gθ,α,β;A
′′′ = F(A), A′ = E(A), A,A′′ = D(A), [γ2]) ,

donde todo se define como en la Sección 2.2.

Observación 8.0.9

(i) Hasta ahora, hab́ıamos considerado C valuada en R∗ × C, que no es conexo.
No perdemos generalidad restringiéndonos la imagen a una componente conexa
R∗×C, ya que lo único que estamos haciendo es impedir ver la misma superficie
geométrica con órdenes distintos de los finales. Al tomar C : K̃ → R+ × C, el
orden en los finales de cada Mθ,α,β está ya obligado.

(ii) Para α = β = 0, hab́ıamos descrito expĺıcitamente la curva embebida γ2 ⊂ Σθ

en la Sección 2.1 (ver la Figura 2.1 derecha). Recordemos también que estamos
denotando por A = A(α, β), A′ = A′(α, β), A′′ = A′′(α, β), A′′′ = A′′′(α, β) ∈
Σθ los finales de Mθ,α,β, y que vistos en la compactificación conforme Σθ de
Mθ,α,β, los puntos A,A′, A′′, A′′′ dependen continuamente de α, β. De este mo-
do, para los demás valores de α, β, podemos considerar un representante em-
bebido γ2 ⊂ Σθ −{A,A′, A′′, A′′′} de la clase de homoloǵıa [γ2] dependiendo de
forma continua de α, β, tal que γ2 se puede levantar en R3 a un dominio fun-
damental del levantamiento doblemente periódico de Mθ,α,β comprendido entre
dos planos horizontales, y tal que su clase de homoloǵıa [γ2] permanece con-
stante en H1(Σθ − {A,A′, A′′, A′′′},Z), ver la Figura 8.1. Nótese que se puede
tomar γ2 como para el caso α = β = 0 cuando |β| < π

2
.

En este caṕıtulo nos convendrá ver Σθ como el recubridor ramificado 2 : 1 de C.
Recordemos que identificábamos Σθ (tras la Observación 2.1.1) con dos copias C1,C2

de C pegadas a lo largo de los cortes comunes a lo largo de iR que van desde D
hasta D′ y desde D′′ hasta D′′′. No perdemos generalidad suponiendo que R̃ ⊂ C1,
ver la Figura 2.3 derecha. Definimos Γi = {z ∈ Ci | |z| = 1}, para i = 1, 2 (ver la
Figura 8.2 izquierda). Orientamos Γ1 de forma que Γ1 = γ2 cuando α = β = 0, y
consideramos la orientación en Γ2 para que sea [Γ2] = [Γ1] ∈ H1(Σθ,Z) (Figura 2.1).
Dado un punto X ∈ Σθ, denotamos por γX a un pequeño lazo contenido en Σθ

alrededor de X orientado en el sentido contrario al de las agujas del reloj. Se puede
comprobar que, vistas como clases de homoloǵıa en el toro punteado, se tiene

{
[γ2] = [Γ1] , si |β| < π

2

[γ2] = [Γ2] + [γA′′ ] + [γA′ ] , si |β| > π
2

(8.1)
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Figura 8.1: Para cualesquier valores de los parámetros θ, α, β, siempre es posible
escoger uno de estos representantes embebidos para la clase de homoloǵıa [γ2] en la
última componente de la superficie marcada Mθ,α,β.
Superior izquierda: α = 0 y −π + θ < β < −π

2
. Superior derecha: α = β = 0.

Inferior izquierda: α = 0 y π
2
< β < π − θ. Inferior derecha: α = 0 y β = π.
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Nótese que cuando |β| = π
2
, tanto Γ1 como Γ2 pasan por finales de Mθ,α,β. Como [γ2]

sólo intervendrá a lo largo del caṕıtulo en el cálculo de vectores periodo y flujo de
Mθ,α,β, y tanto el periodo como el flujo en A′ son opuestos a los de A′′′, tomaremos

[γ2] = [Γ2] + [γA′′ ] − [γA′′′] , cuando |β| > π
2
,

que tiene un representante embebido contenido en una misma copia de C. Como
dijimos en la Observación 2.2.4, las superficies (geométricas) Mθ,α,β y Mθ,α,β+π co-
inciden, con |β| ≤ π

2
. Ahora estamos viendo que, como superficies marcadas, no son

iguales.
Sea S la familia uniparamétrica de superficies de Scherk simplemente periódicas

con género 0 en el cociente, 2 finales horizontales, vector periodo en la dirección
del eje x2 y parte vertical del flujo en sus finales que no son horizontales igual a
2π. La Observación 2.2.7 nos dice que podemos ver todas las superficies en S como
ĺımite de ejemplos KMR (geométricos). Vamos a asociarle a cada superficie de Scherk
S ∈ S un orden en sus finales y una clase de homoloǵıa (en S) que permita ver S
como superficie marcada en ∂W. En concreto, vamos a tomar el orden en los finales
inducido al tomar ĺımites en el orden en los finales de las superficies marcadas en K̃
que se corresponden con los ejemplos KMR (geométricos) próximos a S, y lo mismo

para la clase de homoloǵıa destacada. De este modo, se tendrá S ∈ ∂K̃.
Para cada ρ ∈ R+, denotaremos por Sρ,1 a la superficie de Scherk simplemente

periódica marcada obtenida a partir de la construcción descrita en la Sección 5.1, a
la que denotábamos por Sρ. Es decir,

Sρ,1 = (Mρ, g, 02, 01,∞1,∞2, [γ(1)]) , donde:

Mρ es una superficie de Riemann con nodos construida al pegar dos copias
C1,C2 de C, con nodos ρ, −1

ρ
;

g : Mρ → C le asocia a cada punto de Mρ su valor del parámetro complejo z
asociado como punto de Cj, j = 1, 2 (en particular, g es de grado 2);

0j y ∞j denotan respectivamente el cero y el infinito de Cj, j = 1, 2;

γ(1) =
{
z ∈ C1 | |z| = 1

}
.

La superficie marcada Sρ,1 aśı definida se corresponde con dos copias de la super-
ficie de Scherk simplemente periódica en S cuyos normales ĺımite en sus finales no
horizontales se proyectan estereográficamente en ρ, −1

ρ
. No es dif́ıcil comprobar que

Sρ,1 se obtiene al tomar ĺımites θ → 0 a partir de ejemplos KMR marcados Mθ,α,β,
con |β| < π

2
(recordad las igualdades entre las clases de homoloǵıa dadas en (8.1),
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Figura 8.2: Izquierda: El toro Σθ visto como recubridor ramificado 2 : 1 de la esfera C.
Derecha: La superficie de Riemann Mρ con nodos ρ,−1

ρ
, y las curvas γ(1) ⊂ C1 y

γ(2) ⊂ C2, para ρ < 1; aqúı, [γ(2)] = [γ∞2 ] + [γρ].

y tener en cuenta el orden de los finales dado en Mθ,α,β como superficie marcada).
Si consideramos Mθ,α,β+π y tomamos ĺımites θ → 0, obtenemos una nueva superficie
marcada Sρ,2 ∈ ∂̃K que coincide con Sρ,1 salvo en la clase de homoloǵıa de la última
componente:

Sρ,2 = (Mρ, g, 02, 01,∞1,∞2, [γ(2)]) ,

siendo [γ(2)] = [γ̃(2)] + [γ∞2] − [γ02]. Definimos el espacio de superficies de Scherk

simplemente periódicas marcadas S̃ = {Sρ,1, Sρ,2 | ρ > 0}. Por construcción, se tiene

S̃ ⊂ ∂K̃ ⊂ ∂W.
El Lema 5.2.2 y el Teorema ?? (que fue probado para Sρ = Sρ,1, aunque se

puede probar análogamente para Sρ,2), nos dicen que la aplicación ligadura L se

puede extender de forma holomorfa a S̃, y que dicha extensión es un biholomorfismo
local en un entorno de S̃ en W (recordar las definiciones de la variedad compleja W
y la aplicación ligadura L dadas en la Sección 3.2). En particular, obtenemos que

W̃ = W ∪ S̃ tiene estructura de variedad compleja de dimensión 4 (las restricciones

de L a entornos de las superficies marcadas de S̃, son cartas locales para W̃). Además,

podemos calcular expĺıcitamente los valores de L en las superficies marcadas de S̃:

L(Sρ,1) =
(

1+ρ2

ρ
,−1+ρ2

ρ
,−2πρi, 2πρi

)
y (8.2)

L(Sρ,2) =
(

1+ρ2

ρ
,−1+ρ2

ρ
, 2π i
ρ
,−2π i

ρ

)
, para todo ρ ∈ R+.

Otra consecuencia de la holomorf́ıa de L en W̃ es que K̂ = K̃ ∪ S̃ ⊂ W̃ es una
subvariedad anaĺıtica de W̃. Por otro lado, sab́ıamos que K̃ es una variedad anaĺıtica
real de dimensión 3. Esto, junto con la extensión de L a W̃ , produce sobre K̂ una
estructura de variedad anaĺıtica real de dimensión 3.



110 Cap.8 Topoloǵıa de K

8.1. La aplicación clasificadora extendida

Recordemos que toda la información relativa a L|K̃ está contenida en la aplicación

clasificadora C. Ahora extendemos C a la variedad anaĺıtica real K̃ de dimensión 3,
basándonos en la extensión anterior de la aplicación ligadura. Recordemos (ver la
Definición 3.2.6) que L(M) = (a,−a, b, b) podemos reescribirlo en términos de C

como C(M) = (a, b), para cualquier superficie marcada M ∈ K̃. Por tanto, teniendo
en cuenta (8.2), definimos para cada ρ ∈ R+,

C(Sρ,1) =

(
1 + ρ2

ρ
,−2πρi

)
, C(Sρ,2) =

(
1 + ρ2

ρ
,
2π

ρ
i

)
. (8.3)

De esta forma, tenemos una extensión C : K̂ → R+×C, que es diferenciable, puesto
que L es holomorfa. Como, además, L es un biholomorfismo local en un entorno de
S̃ en W̃ , concluimos que C es un difeomorfismo local en un entorno de S̃ en K̂.

Si identificamos R+ × C ≡ R+ × R2, entonces C(S̃) tiene dos componentes

conexas: C1 =
{(

1+ρ2

ρ
, 0,−2πρ

)
| ρ ∈ R+

}
y C2 =

{(
1+ρ2

ρ
, 0, 2π

ρ

)
| ρ ∈ R+

}
. Cada

Cj, j = 1, 2, es una curva divergente contenida en el semiplano ortogonal al eje x2.

Proposición 8.1.1 La aplicación clasificadora C : K̂ → R+ × C es propia.

Demostración. Tomemos una sucesión {Mn}n en K̂ cuya imagen por C converge,
C(Mn) = (an, bn) → (a, b) ∈ R+ × C, y probemos que existe una parcial de {Mn}n
convergiendo a una superficie marcada contenida en K̂.

En primer lugar, supongamos que pasando a una parcial, podemos suponer que
{Mn}n ⊂ K̃. Es decir, supongamos que Mn = Mθn,αn,βn para todo n ∈ N, sien-
do (θn, αn, βn) ∈ I. Pasando a una parcial, podemos suponer que {(θn, αn, βn)}n
converge a (θ∞, α∞, β∞) ∈ [0, π

2
] × [−π

2
, π

2
] × [−π, π]. Podemos deducir de (2.10)

que la primera componente a(Mn) de C(Mn) es igual al módulo del vector PγAn
=

µ(θn) sin θn E(θn, αn, βn) ∈ C. En particular,

Si θ∞ = π
2
, entonces a(Mn) → 0 cuando n→ ∞, contradicción con que a 6= 0.

Si α∞ = 0 y β∞ ∈ {±θ∞,±(π−θ∞)}, entonces a(Mn) → ∞, que no es posible.

Por tanto, las únicas posibilidades son o bien θ∞ = 0 y (α∞, β∞) 6∈ {(0, 0),±(0, π)},
que nos da una superficie marcada en S̃ (ver el Lema 2.2.6); o bien (θ∞, α∞, β∞) ∈ I,
que se corresponde con el ejemplo KMR marcado Mθ∞ ,α∞,β∞. Por tanto, la parcial

{Mn}n converge en K̂, como queŕıamos probar. Esto se podŕıa haber probado tam-
bién usando un argumento más teórico, similar al de la demostración del Teore-
ma 7.0.7.



8.1 La aplicación clasificadora extendida 111

Podemos por tanto suponer que {Mn}n es una sucesión contenida en S̃. De (8.3)
se obtiene claramente que la restricción C|

S̃
es una aplicación propia. Esto completa

la demostración de la Proposición 8.1.1. 2

Teorema 8.1.2 C : K̂ → R+ × C es un difeomorfismo local.

Demostración. Como C es un difeomorfismo local en un entorno de S̃ en K̂, sólo
falta probar que C|K̃ es también un difeomorfismo local. El espacio tangente a K̃
en M se puede identificar con el espacio vectorial (ver [18])

TMK̃ =
{
u = 〈 d

dt

∣∣
0
M̃t, N〉

∣∣∣ {M̃t}t ⊂ K es una variación normal de M̃t=0 = M̃
}
,

donde M̃ es el levantamiento doblemente periódico de M a R3, y N es su aplicación
de Gauss. En particular, las funciones de TMK̃ son funciones de Jacobi* en M̃ , que en
general no inducen funciones univaluadas en el cociente M (depende de la variación

del ret́ıculo de periodos de M̃t). Además, como los finales de M̃t son asintóticos

a semiplanos horizontales, puede probarse que cada u ∈ TMK̃ es acotada en un
entorno de cada final de M̃t. Por tanto, para ver que C|K̃ es un difeomorfismo local,

bast probar que la única función de Jacobi en ker(dCM ) ⊂ TMK̃ es la idénticamente

nula. Para ello, consideremos un ejemplo KMR marcado M ∈ K̃, y comprobemos
que la única función de Jacobi contenida en el núcleo de dCM es la idénticamente
nula.

Denotemos por M̃ al levantamiento doblemente periódico de M (vista como

superficie geométrica) a R3, y sea u : M̃ → R una función de Jacobi en ker(dCM).

Probemos que u = 0. Podemos escribir u = 〈 d
dt

∣∣
0
M̃t, N〉, para cierta variación M̃t

de M̃t=0 = M̃ en K. Sea Pt el ret́ıculo de periodos asociado a M̃t, Mt = M̃t/Pt, y
(at, bt) = C(Mt) ∈ R+ × C. Como u ∈ ker(dCM), entonces

d
dt

∣∣
t=0

at = 0 y d
dt

∣∣
t=0

bt = 0 . (8.4)

Por el Lema 2.2.9 (tras una normalización), llegamos a que la aplicación ∗ : K → K
que asocia a cada ejemplo KMR su superficie conjugada, es una aplicación bien
definida. Además, ∗ es claramente diferenciable, ya que es la restricción a K de la
aplicación (g, φ) → (g, iφ) definida en el espacio de todos los datos de Weierstrass

*Sea Σ ⊂ R3 una superficie minimal, y sea u : M → R una función diferenciable. Recordemos
que se dice que u es una función de Jacobi si cumple ∆u−2Ku = 0 (ecuación de Jacobi), donde ∆
es el operador laplaciano y K es la aplicación de Gauss de M . Es decir, si es un cero del operador
de Jacobi L = ∆ − 2K = ∆ + |∇N |2.
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permitidos en este ambiente (sabemos que dicho espacio se identifica con el espacio
W estudiado en la Sección 3.1). También se cumple de manera trivial que la com-
posición ∗ ◦ ∗ coincide con la identidad en K, de donde deducimos que ∗ es un difeo-
morfismo. Luego basta probar que v = (d∗)u = 0. Nótese que v = 〈 d

dt

∣∣
t=0

M̃∗
t , N〉,

siendo M̃∗
t la superficie conjugada de M̃t. En particular, v es una función de Jacobi

de M̃∗. Como M̃∗
t tiene finales horizontales, v es además acotada.

Supongamos en primer lugar que v es invariante por el ret́ıculo de periodos
asociado a M̃∗. En este caso, v induce una función de Jacobi (acotada) en el cociente

M∗ de M̃∗ por su ret́ıculo de periodos, a la que seguiremos llamando v. Por la
Observación 2.2.5, sabemos que v = 〈N,V 〉, para algún vector V ∈ R3. Denotamos
por M al espacio lineal formado por todas las inmersiones minimales ramificada en
R3 (incluyendo las aplicaciones constantes) cuya aplicación de Gauss es N , y tienen
curvatura total finita y finales planos (ver la Sección 1.10). Un el Teorema 1.10.1
de Montiel y Ros, existe un único elemento Xv en M cumpliendo que 〈Xv, N〉 = v.
Como la constante V cumple lo anterior, ha de ser Xv = V , constante. Por tanto,
v se corresponde con una traslación de M̃∗ en R3. Como estamos identificando los
ejemplos KMR por traslaciones, llegamos a que v = 0, como queŕıamos probar. Por
tanto, basta probar que v baja al cociente M∗.

Recordemos que el vector flujo de M̃t en sus finales es (salvo signo) Ft =
(πat, 0, 0), y que el flujo a lo largo de la clase de homoloǵıa en la última compo-

nente del ejemplo KMR marcado Mt viene dado por F̃t = (ibt, 2π) ∈ C × R ≡ R3.

Por tanto, el vector periodo de M̃∗
t (antes de normalizarla para verla en K̃) está ge-

nerado por Ht = Ft y Tt = F̃t. Parametrizamos M̃∗
t por ψ∗

t : M̃ → M̃∗
t , y denotamos

respectivamente por S1,t, S2,t : M̃ → M̃ los difeomorfismos inducidos por Ht, Tt; es
decir, aquellos que satisfacen

ψ∗
t ◦ S1,t = ψ∗

t +Ht y ψ∗
t ◦ S2,t = ψ∗

t + Tt. (8.5)

Las ecuaciones en (8.4) aseguran que d
dt

∣∣
t=0

Ht = d
dt

∣∣
t=0

Tt = ~0. Con esto,

v ◦ S1,0 = 〈 d
dt

∣∣
t=0

ψ∗
t , N〉 ◦ S1,0 = 〈 d

dt

∣∣
t=0

(ψ∗
t ◦ S1,t), N〉

= 〈 d
dt

∣∣
t=0

ψ∗
t , N〉 + 〈 d

dt

∣∣
t=0

Ht, N〉 = v.

En la segunda igualdad hemos usado que d
dt

∣∣
t=0

ψ∗
t ◦ S1,t =

(
d
dt

∣∣
t=0

ψ∗
t

)
◦ S1,0 +

(dψ∗
0)M̃

(
d
dt

∣∣
t=0

S1,t

)
, y este segundo término no aparece porque va multiplicado por

el normal a la superficie. De forma análoga, v ◦ S2,0 = v, luego v baja al cociente
M∗. El Teorema 8.1.2 queda aśı probado. 2

Demostración del Teorema 3:
Deducimos de la Proposición 8.1.1 y el Teorema 8.1.2 que C : K̂ → R+×C ≡ R+×R2
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difeomorfismo local y propio, luego es una aplicación recubridora. El hecho de que
R+ × R2 sea un conjunto simplemente conexo, nos permite concluir que la apli-
cación clasificadora C es un difeomorfismo. En particular, C permite clasificar las
superficies marcadas en K̃. Como C(S̃) consiste en los dos arcos (disjuntos) C1, C2,

que son divergentes y propios en R+ × R2, obtenemos que el espacio K̃ de ejemplos
KMR marcados es difeomorfo a R+ × R2 − (C1 ∪ C2), que a su vez es difeomorfo a
R × (R2 − {(±1, 0)}). Esto prueba el Teorema 3. 2

Con esto, tenemos expĺıcitamente descrito el espacio K̃ de ejemplos KMR marca-
dos. Es natural preguntarse por la estructura del espacio K de superficies geométri-
cas, módulo las identificaciones naturales por simetŕıas de las que hablábamos en
la Observación 2.2.4 y en la Afirmación 2.2.1 para el caso α = π/2 (en particu-
lar, estamos viendo repetido en K cada ejemplo KMR geométrico, ya que se cumple
Mθ,α,β+π = Mθ,α,β como superficies geométricas). Esto es, vamos a estudiar la familia
K1 = {Mθ,α,β | (θ, α, β) ∈ I1}, siendo

I1 =
{

(θ, α, β) ∈
(
0, π

2

)
×
[
0, π

2

]2 | (α, β) 6= (0, θ)
}
.

Pues bien, K1 puede obtenerse como cociente de K por ciertas identificaciones, que
se corresponden con las isometŕıas de R3 bajo las que estamos identificando super-
ficies geométricas KMR. Dichas isometŕıas son: rotaciones alrededor del eje x3 o las
simetŕıas respecto de planos ortogonales al eje x1 o al eje x2, (ver la Observación 2.2.4
y la Afirmación 2.2.1). Por ejemplo, identificamos Mθ,α,−β con Mθ,α,β, ya que una
se obtiene como imagen de la otra mediante una simetŕıa de R3 respecto del plano
ortogonal al eje x2. En concreto,

K1 = K̃/ ∼ , siendo Mθ,α,β ∼Mθ′ ,α′,β′ ⇔





α′ = α = π
2

y θ′ = θ,
o bien α′ = α,
o bien β ′ = −β,
o bien β ′ = β + π.

Como algunos ejemplos KMR admiten a estas simetŕıas como isometŕıas de la su-
perficie; esto se traduce en que el cociente K1 de K por tales simetŕıas no es una
variedad diferenciable, sino que tiene estructura de orbifold de dimensión 3.
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