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Leccion 1

Estructura euclidea de R”. Curvas

1.1. Producto escalar. Bases ortogonales.

Voy a recordarte algunas cosas que ya debes conocer. Como sabes, R" es un espacio vectorial en
el que suele destacarse la llamada base canoénica formada por los vectores {ejy, ez, ...,e,} donde ek es
el vector cuyas componentes son todas nulas excepto la que ocupa el lugar k que es igual a 1.

Dados dos vectores X = (x1, X2, ..., Xn), ¥ = (J1, Y2, ..., ¥n) se define su producto escalar (x|y) por:

n
(xlyy=Y xjyj=xiy+xy2+-+Xnyn
j=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo. Observa que el producto escalar de dos
vectores no es un vector sino un namero real. La notacién x.y es frecuentemente usada en los libros
de Fisica para representar el producto escalar de los vectores x e y. Las dos notaciones son ttiles y las

usaremos en lo que sigue.

Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen facilmente de la definicién:
« (x]y)=(ylx) para todos x,y€ R" (simetria).
o (ax+Pylz) =ax|z) +p(ylz) para todos «, PR y para todos x,y,zeR" (linealidad).

La norma euclidea de un vector x se define por

Ixll =/ (xI%) =4/ ) x%
k=1

En libros de fisica es frecuente representar la norma euclidea por |x| y se le llama médulo o magnitud
o longitud del vector x. También es frecuente seguir el convenio de que una letra en negrita, por
ejemplo v, representa un vector (digamos, la velocidad); y la misma letra pero en tipo normal, v,
representa su norma (que seria la rapidez o celeridad). Ni que decir tiene que este convenio da lugar

a muchisimas confusiones. Advertido quedas.



Ejercicios 2

Dados dos vectores x e y, el nimero ||x — y|| se llama la distancia (euclidea) entrex eyy.
Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todos x,yeR" se verifica que |(x|y>| < x| ||y|| . Ademds, supuesto quex ey no son nulos, la igual-
dad |<x|y>| = |Ix|| ||y|| equivale a que hay un niimero A€ R tal quex = Ay (es decir, los vectoresx ey
estdn en una misma recta que pasa por el origen).

Desigualdad triangular.

Para todos x,y € R" se verifica que |[x+y| < IxIl + |y|. Ademds, supuesto que x ey no son nulos, la
igualdad |x+y| = IIxll + ||y| equivale a que hay un niimero X > 0 tal quex = Ay (es decir, los vectoresx
ey estdn en una misma semirrecta que pasa por el origen,).

1.1 Definicién. Se dice que los vectores x e y son ortogonales, y escribimos x L y, cuando su producto
escalar es cero. Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E < R” cuando x es
ortogonal a todo vector en E. Un conjunto de vectores no nulos que son mutuamente ortogonales
se dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademads, los vectores tienen todos norma 1 se
dice que es un conjunto ortonormal de vectores. Una base vectorial que también es un conjunto
ortogonal (ortonormal) se llama una base ortogonal (ortonormal).

Six ey son vectores no nulos, el vector

_&ly)
=Y

se llama proyeccién ortogonal de x sobre'y.

Puedes comprobar que el vector x—[]y(x) es ortogonal ay. En particular, siy es un vector unitario
(de norma 1) entonces el vector x— (x|y)y es ortogonal a y.

1.1.1. Ejercicios

1. Pruebala desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuacién (x—Ay|x—Ay) = 0, en la que A es un numero real
arbitrario y X e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo grado en la
variable A. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores o iguales que cero
(;por qué?) lo que proporciona informacién sobre su discriminante.

2. Pruebala desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclideas es elevar al cua-
drado. La desigualdad ||x + y||2 < (Ixl+ ||y|| )2 es equivalente a la desigualdad triangular pero es
muy facil de probar desarrollando el término ||x+y||* = (x+y|x+y) y usando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz.

3. Teorema de Pitagoras. Prueba que los vectores X e y son ortogonales si, y solo si,
2 2
[yl = i + v

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Ejercicios 3

4. Prueba que el vector x - []y(x) es ortogonal a y.

Las componentes de un vector en una base ortonormal son muy ficiles de calcular. Sea
B = {uy,uy,...,uy} una base ortonormal de R” y sea xe R". Puedes comprobar que

n
x=) (x|uj)y; (1.1
j=1

Es decir, x es la suma de sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base. Las componentes
de x en dicha base son, por tanto, (x|uy), (X|ug),...(X|uy)).

El producto escalar y la norma es invariante por cambios de base ortonormales. Es decir, si
B = {uy,uy,...,uy} es una base ortonormal de R”; x = (x1, X2,..., X»), Y= (¥1, V2, -, ¥n) son vectores de
R” cuyas coordenadas en la base B son, respectivamente, (a1, 00z,...,05,) ¥ (B1,P2,...,Pr), entonces se
verifica que:

n n
(xly) = lejyj = Zlo‘jf)j
= =

En particular,

n n
2
X|| = X

g
1 J

1

J

1.1.2. FEjercicios
1. Comprueba la igualdad (1.1) y prueba las dos afirmaciones anteriores.

1.2 Definicién. Sea H es un subespacio vectorial de R" y {v;,Vs,...,vi} una base ortonormal de H.
Dado un vector xe R", el vector de H definido por

K
Ma® =) (xlvj)v (1.2)
j=1

se llama la proyeccién ortogonal de x sobre H.

Es inmediato que el vector x - [;;(x) es ortogonal a cada uno de los vectores vj, 1 < j < k'y, por la
linealidad del producto escalar, deducimos que x —[];;(x) es ortogonal a H.

1.3 Teorema (Distancia minima de un punto a un subespacio). Sean H un subespacio vectorial de
R” y {v1,Va,...,Vk} una base ortonormal de H. Dado xeR", se verifica que la distancia minima dex al

subespacioH es igual a
k

X— Y (xIvj)Vj

j=1

(1.3)

Demostracion. Llamemos [y (x) = Zlle (xlvi>vi. El vector []y(x) estd en H. Queremos probar que
Ix-[Tg®I < ||x —y|| para todo ye H. En efecto, para todo ye H se tiene que el vector [[y(x) —y tam-
bién estd en H por lo que los vectores x — [ (x) y [I (X) — y son ortogonales y, usando el teorema de

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Producto vectorial en R3 4

Pitdgoras, deducimos que

Ix=y|? = | (x- [T ®) + (Ta @ - ) |* = Ix- [Tre 1 + | Ta 0 - y|*

esta igualdad implica que [x-Tlg®| < |x-y||, y la igualdad se da solamente cuando
y =[Ig ), esto es, la distancia minima de x a H se alcanza solamente en el punto [ [y (X). O

Cuando la dimensién de H es grande, puede calcularse facilmente el vector x — [[y (x) de la si-
guiente forma. Se amplia la base {v;,vs,..., vk} a una base ortonormal B = {vy,vy,..., Vi, U], ..., Up}
de R". De la igualdad

n

x=é(x|vj>vj+ Y. (xluj)y;

j=k+1
se sigue que
k n
x-Ta® =x- 3 (xlvj)vj= ) (xluj)u
j=1 Jj=k+1

Este proceder es muy ttil cuando k = n— 1 y permite calcular ficilmente la distancia de un punto
a un hiperplano (subespacio vectorial de dimensién n —1). Teniendo en cuenta que la distancia es
invariante por traslaciones, este resultado te permite calcular la distancia de un punto a una recta o
la distancia de un punto a un plano.

1.4 Definicién. Supuesto que x# 0, y # 0, la desigualdad de Cauchy-Schwarz puede escribirse en la

forma:
< <X|y> <1
I ||y
La medida en radianes del dangulo que forman los vectores no nulos x e y se define como el tinico

ndamero ¢ € [0, ] que verifica la igualdad
(xly)
IxI |yl

Naturalmente, como consecuencia de esta definicion, se verifica que (x|y) = [Ix| | y| cos .

cost=

1.1.3. Producto vectorial en R3

En fisica se representan los vectores de la base canénica de R3con las letras i,j, k. Es decir:
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)
Naturalmente, si (x, y, z) es un vector de R3 se tiene que (x, ,2z) = xi+ yj+ zk.

En Matemaéticas se prefiere la expresion (x, y, z) y en fisica se prefiere xi+ yj+ zk. Debes tener
bien claro que son dos formas de escribir lo mismo.

1.5 Definicién. En R3 se define el producto vectorial de dos vectores x = (X1, X2,X3), V = (J1, Y2, ¥3)
como el vector:

X2 X3
Y2 )3

X1 X3
i Js

X1 X2
yi )2

’

XXy = ( ) = ()Czyg - X3y2)i+ ()ngl - X1 yg)j + (x1 Yo - )Czyl)k

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Producto vectorial en R3 5

No es imprescindible memorizar esta definicién pues se verifica que:

i j ok
XXy=[X1 X2 X3|= ()Czyg—X3y2)i+(X3y1 —xlyg)j+ (xlyz—xzyl)k
yr o y2 ys3

Donde el determinante de la matriz se ha calculado formalmente considerando i, j, k como simbolos
algebraicos. De aqui se deduce que el producto vectorial xxy es nulo cuando los vectores X e y son
linealmente dependientes (suele decirse que son paralelos).

Las siguientes propiedades del producto vectorial son faciles de comprobar.

e Xxy= —yxX (es anticonmutativo).
o (ax+Py)xz=axxy)+p(yxz) (linealidad).
o Elvector xxy es ortogonal a los vectoresx e'y.
Usando estas propiedades y sabiendo que ixi = jxj = kxk =0, ixj =k, jxk = i, kxi = j, es facil
calcular productos vectoriales. Una precaucién que debes tener al trabajar con productos vectoriales

es no usar la propiedad asociativa porque, en general, es falsa. Por ejemplo ix(ixj) = ixk = —j pero
(ixi)xj=0xj=0.

Vamos a calcular la norma euclidea del producto vectorial. Tenemos que:

||X><Y||2 = (XZJ’3 - xBJ/Z)Z + (xB.Vl - x1y3)2 + (xlyz - xz)’1)2 =
= (<} + B+ 8) (F+15+ 1)~ (ay +xeya +xsps)” =
= IxI1?||y||* - (x1y)* = 1= |y||* — Ix? |[y[|* cos? £ = Ix? ||y||* sen® ¢

siendo ¢ la medida en radianes del &ngulo que forman los vectores x e y. Como 0 < £ < 7, se tiene que
sent =0, y deducimos que

Jrxy] = Il y] sen

De aqui se sigue que el niimero ||xxy|| es igual al 4rea del paralelogramo construido sobre los vec-
toresxey.

Realmente, antes hemos probado la bonita identidad de Lagrange:
Il [y])* = (el + <y

que relaciona la norma, el producto escalar y el producto vectorial.

También usaremos de aqui en adelante las letras i, j para representar los vectores de la base ca-
nénica de R?, es decir, los vectores (1,0) y (0, 1). El contexto indicard claramente cudndo dichas letras
representan vectores de R? o de R3.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejemplos 6

1.1.4. Ejemplos
En la definicién de muchas magnitudes fisicas intervienen el producto escalar o el producto vec-
torial. Los siguientes ejemplos son significativos.

o Trabajo. El trabajo, W, realizado por una fuerza constante F (recuerda que la fuerza es un vector)
al mover un objeto un desplazamiento d (vector desplazamiento) viene dado por el producto escalar
W =F.d.

e Momento de una fuerza (par de torsién). El momento, T, también llamado par de torsién, de una
fuerza F que actiia en un punto A del espacio con vector de posicién r, respecto de un punto B con
vector de posicion ry, estd dado por el producto vectorial T = (r, —rp,) xF.

¢ Momento cinético (0 momento angular). Sea una particula de masa m, con una velocidad v
situada en un punto cuyo vector de posicién es r. El momento cinético, L, (respecto al origen) de
dicha particula se define como L = rx mv.

» Fuerzamagnética ejercida por un campo magnético sobre una carga. Una carga g que se mueve
con velocidad v en un campo magnético constante B, experimenta una fuerza magnética, F,,;, dada
por F;,, = gvxB. De hecho, estaigualdad se usa para definir el vector B (que se llama también densidad
de flujo magnético).

1.6 Definicién. El producto x.(yxz) se llama triple producto escalar de los vectores x, y, z.

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores x, y, z es igual a |x. (yxz) |

1.1.5. Ejercicios

1. Calcula el 4rea del paralelogramo de vértices (0,0, 0), (5,0,0), (2,6,6),(7,6,6).

2. Calcula el 4rea del tridngulo de vértices (-1,1,2),(1,-1,3),(2,3,-1).

3. Calcula el 4rea del paralelogramo en R? de vértices (0,1),(3,0), (5,-2), (2, —1).

4. Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores (1,0, 6), (2,3, —8), (8,—-5,6).

5. Calcula el volumen del paralelepipedo con aristas concurrentes AB,AC,AD siendo A= (1,1,1),
B= (2)0)3)) C = (4) 117)1 D= (3) _1) _2)~
6. Prueba que la minima distancia de un punto P = (a, b,c) al plano Ax+By+Cz+D =0esigual a

|Aa+Bb+Cc+D|
(A, B, Q)

Sugerencia. Haz una traslacién. Ten en cuenta que el vector (A, B, C) es ortogonal al plano.
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1.2. Curvas en el plano

En todo lo que sigue consideraremos funciones de una o varias variables con derivada continua
o con derivadas parciales de primer orden continuas respectivamente.

Una curva I' en el plano puede venir dada de tres formas.

a) Como la grafica de una funcién f:1 — R donde I es un intervalo de R:
I'={(x, f(x):xel}.
b) De forma implicita como el conjunto de puntos donde se anula una funcién, g, de dos variables:
I'={(x,y)eR*: g(x,y) =0}
c) Por medio de ecuaciones paramétricas y(t) = (x(), y(t)) donde telsiendo I un intervalo de R:
L=y ={x(,y®): tel.

Observa que a) es un caso particular de b) pues la gréfica de una funcién f es el conjunto de puntos
donde se anula la funcién de dos variables g(x, y) = f(x) — y, y también es un caso particular de c)
pues la grafica de una funcién f tiene como ecuaciones paramétricas y(x) = (x, f(x)).

1.2.1. Rectatangente en un punto de una curva plana

El célculo de la recta tangente depende de c6mo venga dada la curva. Consideremos los tres casos
posibles.

a) La tangente en un punto (a,b) = (a, f(a)) €T es la recta de ecuaciéon y—b = f'(a)(x — a). El
vector (1, f'(a)) es tangente a I en el punto (a, b) y el vector (f'(a),—1) es ortogonal a T en el punto
(a,b).

b) La tangente en (a,b) €T es la recta de ecuacion implicita (Vg(a,b)|(x—a,y—b)) = 0. Donde
Vg(a,b) es el vector gradiente de g en (a, b). Se supone que Vg(a, b) # (0,0), pues en otro caso la
tangente en (a, b) no estd definida. El vector gradiente Vg(a, b) es ortogonal a I" en el punto (a, b).

c) Supuesto que y "(ty) # (0,0), la tangente a y en fj es larecta de ecuaciones paramétricas (x, y) =
Y(to) + ty'(tp). El vector y'(tp) = (x'(y), y' (o)) es tangente a y en t; (suele decirse, aunque no es del
todo correcto, vector tangente a I' en y(Z)). En los puntos en los que el vector derivada es el vector
cero no estd definida la tangente.

Podemos interpretar una curva y(f) = (x(t), y(¢)) como la trayectoria que recorre un moévil cuyo
vector de posicion en el instante ¢ viene dado por y(¢) = (x(t), y(¢)). En tal caso, el vector derivada,
Y'() = (x' (1), y'(1)), es la velocidad del mévil en el instante ¢ y la norma euclidea de dicho vector,
[y’ = VX" (0% + y'(£)? es la rapidez o celeridad del mévil en el instante ¢.
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La distancia recorrida por el mévil desde el instante ¢ = a hasta el instante ¢ = b se obtiene, como
b
es natural, integrando la rapidez y viene dada por f || v/ (0 || dt. Dicho de otra forma: la longitud de
a
b
la curva y(1) = (x(2), (1)), donde a < t < b, viene dada por f ly'| de.
a

Una curva y(f) = (x(1), y(¢)) se dice que es suave si tiene derivada y ") = (x'(n), y’ (1)) continuay
que no se anula nunca. En tal caso se define el vector tangente unitario como

Y'(®)
ly (o)l

T(1) =

Como (T(#) | T(2)) = 1, se deduce que (T'(#)|T(#)) = 0, es decir, supuesto que T'(¢) # (0,0), el vector
T’(t) es ortogonal al vector tangente. Se define por ello el vector normal unitario a la curva como

N( = (0
IT' (D)l
1.2.2. Ejercicios
1. Justifica que (T'(2)|T(¢)) =0.
2 yz
2. Calcula las rectas tangente y normal a la elipse de ecuacién —+ 2 =1,(a>0,b>0), enun
a

punto genérico (u, v) de la misma.

3. Sea y(1) = (B—t,t2-1). Representa graficamente la curva y para —3 < ¢ < 3. Calcula la recta
tangente a y para t =0 y para ¢ = 1. Observa que y(0) = y(1) = (0,0). Comprueba que y es una
curva suave. Observa que la expresion tangente a y en (0,0) es ambigua porque la curva pasa
dos veces por (0,0) y, en cada caso, lo hace con distinta velocidad.

Los siguientes ejercicios ponen de manifiesto que la forma geométrica de una curva no pro-
porciona informacion sobre la derivabilidad de la misma ni sobre su longitud. Lo importante
de una curva es como se recorre dicha curva, es decir, la funcion que la define.

4. a)Seay(r) = (t,|t]). Representa graficamente la curva y para —1 < ¢ < 1. Calcula la recta tangente
ay paraun valor ¢ < 0y paraun valor ¢ > 0. ;Es y derivable en ¢ = 02.

b) Sea y(¢) = (23, £2|t]). Representa graficamente la curva y para —1 < t < 1. Calcula la recta
tangente a y para un valor ¢ < 0 y para un valor ¢ > 0. ; Es y derivable en ¢ = 0? ; Es y una curva
suave?.

5. Sea y(t) = (cost,sent), A(t) = (cos3t,sen3t) donde 0 < t < 2n. Representa graficamente las
curva y y A. Calcula el vector derivada y la rapidez de cada curva. Calcula la longitud de y y la
de A.

6. Sea y(t) = (cos® t,sen® r) donde 0 < 7 < 2. Representa graficamente la curva y. ;Tiene y deriva-
da continua? ;Es y una curva suave? Calcula la longitud de y.
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Si f(x,y) es un campo escalar de dos variables, las curvas de ecuacién implicita f(x,y) = c o, lo
que esigual f(x,y) —c =0, donde c es una constante, se llaman curvas de nivel. De lo dicho antes, se
sigue que el vector gradiente V f(x, y) es ortogonal en todo punto (x,y) (en el que Vf(x,y) # (0,0))
ala curva de nivel que pasa por dicho punto.

1.2.3. Curvas paramétricas en el espacio. Velocidad, aceleracion, curvatura.

Las definiciones que hemos dado antes para curvas paramétrica en el plano pueden generalizarse
sin esfuerzo a curvas paramétricas en R”. Como en las aplicaciones fisicas el caso n = 3 tiene especial
importancia, consideraremos en lo que sigue curvas en R® aunque la mayoria de los conceptos que
vamos a estudiar se generalizan facilmente a R".

Por definicién, una curva en R3 es una aplicacién continua y : [a, b] — R3. La funcién y debe ser
de la forma
Y(0) = (x(0), y(1), 2(0) = x(Di+ y(D)j + z(Dk

En lo que sigue supondremos que las funciones x(#), y(¢), z(f) son derivables con derivada continua
en el intervalo [a, b]. El punto y(a) se llama punto inicial de la curva u origeny el punto y(b) se llama
punto final o extremo. Cuando y(a) = y(b) se dice que la curva es cerrada. Una curva se dice que es
simple si pasa una sola vez por cada uno de sus puntos, es decir si no se corta a si misma o, lo que es
igual, la funcién y es inyectiva en [a, b], o sea, y(u) # y(v) siempre que u,v€[a, b] y u # v. Una curva
cerrada se dice que es simple si y es inyectiva en [a, b[. Una curva cerrada y simple se llama una curva
de Jordan.

Podemos interpretar una curva Y(t) = (x(#), y(t), z(t)) como la trayectoria en R® que recorre un
movil cuyo vector de posicién en el instante ¢ viene dado por y(#) = (x(£), y(¢), z(¢)). Se dice entonces
que Yy es la funciébn de trayectoria del moévil. En tal caso, el vector derivada
Y'(0) = (x'(1),y'(1), 2" (1)) es la velocidad del movil en el instante ¢y la norma euclidea de dicho vec-

tor, ||y 40 || =/x'(0)2+ y'(£)2 + z'(£)? es la rapidez o celeridad del mévil en el instante ¢. Debes tener
clara la diferencia entre estos conceptos.

Una curva y(£) = (x(1), y(2), z(1)) se dice que es suave si tiene derivada y'(1) = (x'(1), y'(1),2' (1))
continua y que no se anula nunca. En tal caso se define el vector tangente unitario como
!
t

T(t) = Y/i()

Iy (Dl
Como (T(1) | T(#)) = 1, se deduce que (T' (1) |T(t)> =0, es decir, supuesto que T'(¢) # (0,0,0), el vector
T’(t) es ortogonal al vector tangente. Se define por ello el vector normal principal unitario a la curva

como
T'(1)

Tl

Se define el vector binormal como el producto vectorial del vector tangente unitario por el vector

N(7)

normal principal unitario
B(t) = T(£)xN(?)
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Es claro, por las definiciones dadas, que, en todo instante ¢, el sistema {T(¢),N(z),B(#)} es una base
ortonormal de R® que se llama el triedro intrinseco de la curva y.

La distancia recorrida por el mévil desde el instante ¢ = a hasta el instante ¢ = b se obtiene, como

b
es natural, integrando la rapidez y viene dada por [ || Y/ (D) || dz. Dicho de otra forma: la longitud de

la curva y(¢) = (x(8), y(t),z(¢)),donde a< t < b, Vierale dada por

b b
f”y’(t)” dt:f \/x’(t)2+y’(t)2+z'(t)2dt
a a

La funcién s: [a, b] — R definida para todo t € [a, b] por

t b
s(t)=f ||y’(u)|| du =f \/x’(u)2+y’(u)2+z’(u)2du

se llama funcién longitud de arco y nos da la distancia recorrida por el mévil hasta el instante ¢. Por
su definici6n, es claro que s(¢) es una primitiva de ||y'(2)|, es decir, s'(#) = |y'(#)||. Observa que la

igualdad s'(¢) = v/x'(1)2 + y'(1)2 + z/(1)? tiene una interpretacion fisica clara: la derivada del espacio
recorrido respecto al tiempo es la rapidez. Esta igualdad suele expresarse en la forma

ds=\/dx?+dy? +dz?
y a ds se le llama elemento diferencial de longitud de arco.

Se define la aceleracién como la derivada de la velocidad, es decir, la derivada segunda, y" (1) =
(x" (1), y"(1),2" (1)), de la funcion de trayectoria. En fisica son frecuentes las siguientes notaciones.

» r(#) pararepresentar la funcién de trayectoria que hemos representado por y(t).
r(8) = (x(1), y(1), 2(1)) = x(Di+ y(Dj + z(Hk
Es un vector.
o v(t) pararepresentar la velocidad.
V() =r'(t) = (x"(0),y'(),2"(1) = x'(Di+ y (Dj+ 2" (Dk

Es un vector.

e v(t) pararepresentar la rapidez.

v(t) = V(D) = /X (02 + ¥ (12 + 2/ (1)

Es un numero.

e a(r) pararepresentar la aceleracion.
a)=v' ) =r"()=x"(0,y"®),z" @) =x"®i+y"Dj+z"(Hk

Es un vector.

Seguiremos estas notaciones de aqui en adelante.
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1.2.4. Componentes tangencial y normal de la velocidad y de la aceleraciéon

Como en todo instante ¢ el triedro intrinseco {T(#),N(t), B(f)} forma una base ortonormal de R3,
podemos referir a dicha base cualquier vector ue R? y sabemos que dicho vector es igual a la suma de
sus proyecciones ortogonales sobre los elementos de dicha base, esto es:

u = (u|T(0)T(#) + (u[N(®))N() + (u|B(2)) B()

Como el vector velocidad tiene la direccién del vector T(t) se sigue que (v(#) IN(?)) = (v(?) |B(#)) =0,
por lo que

V(1)
vl
Es decir, las componentes del vector velocidad en el triedro intrinseco son (v(¢),0,0).

V() = (v(D) I T()T(2) = <V(t)| >T(t) = [Iv(OIT@) = v(O)T(1)

Derivando la igualdad anterior obtenemos:
a(t) =v'(0) = v (OT([@) + v(OT'(1) = v'(OT(D) + v(OIT' () IN(2)

que es la expresion del vector aceleracion en el triedro intrinseco. Esta igualdad nos dice que el vec-
tor aceleracién estd siempre situado en el plano engendrado por los vectores T(#) y N(#) por lo que
@@ |B(®) =0, @@®)|T®) =v'@®)y @B IN®) = v@OIT ()]

El vector ay(r) = v/(£)T(¢), que es la proyeccion ortogonal de la aceleracion sobre el vector tan-
gente unitario, se llama aceleracién tangencial.

El vector an (1) = v(2) | T'(¢)|IN(¢), que es la proyeccion ortogonal de la aceleracion sobre el vector
normal principal, se llama aceleracién normal.

Es decir, las componentes del vector aceleracion en el triedro intrinseco son (v’ (1), v(£) [T’ ()], 0).

Advertencia. En muchos textos de fisica se llama aceleracién tangencial a la norma del vector
ar (1) = v/(1)T(¢) y la representan por ar(t) = v'(1), es decir, la aceleracion tangencial es la derivada
de la rapidez. Esta aceleracién representa la variacién de la velocidad en la direccion del movimiento
y cuando un vehiculo acelera es la que hace que tu espalda se pegue al asiento.

Asi mismo, es frecuente llamar aceleracién normal y también aceleracién centripeta a la norma
del vector ay(1) = v(2) | T'(1)IIN(¢) y representarla por ax(t) = v()|T'(¢)||. Esta aceleracion representa
la variacion de la direccién del vector tangente unitario, tiene la direccién de la normal a la curva y es
la responsable de que cuando un vehiculo toma una curva te sientas empujado contra una puerta.

Expresiones ttiles para las aceleraciones tangencial y normal se deducen de las igualdades si-
guientes.

('@ () = v a@) ={(v(OT@) | v (OT® + vOIT' (OIN@)) = v()v'(1)

r'(O)xx" (1) =v(t)xa(t) = v(OT@) x (v (OT@® + v(OIT (DIND)) = v(O*IT' (D) IB(D)
de donde
v(nla@) ('O (1)

n=v'(t)=
ar)=vih="—"/0 TXG]
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Iv@xa®ll _ e’ (&) xx" ()l
v(r) e’ (D)l

1.7 Definicién. La curvatura de una curva suave r(t) es, por definicién, el nimero

an() =vOIT' (DIl =

Ie' () xe” (1)
H=———
KO= P

En consecuencia, obtenemos la siguiente expresion para la aceleracién normal
_ 2
an(t) =x(v(r)

Obtenemos asi la expresion
a(t) = v (OT() + k(D v(H)*N(1)

El radio de curvatura se define como

k(1)
Por tanto, también podemos escribir
p(r)

Observacion. En algunas de las férmulas anteriores interviene el producto vectorial. Te recuerdo que
este producto solamente estd definido para vectores de R® por lo que dichas férmulas solamente
tienen sentido para curvas en el espacio. Pueden particularizarse dichas férmulas para curvas en R?
de la forma que sigue. Dada una curva en R2, y(t) = (x(1), y(¢)), podemos asociarle una curva en R3
por laigualdad A(f) = (x(1), y(2),0) es decir, se trata de la misma curva planay vista dentro del espacio
tridimensional. Podemos ahora particularizar las expresiones anteriores para A y asi obtenemos las
siguientes igualdades.

La curvatura de una curva plana suave r(¢) = (x(t), y(¢)) viene dada por

B e (D) xx" (D) @,y (0,0x(x" (60, y" (0,01 |x'(0)y" (&) -x"@)y' (1]
K(f) = 7 3 = 7 7 3 - 3/2
Ix' (D)l Il (x" (), y"(£),0)ll (x' (0% +y'(1)?)

Si en la tltima expresién suprimimos el valor absoluto se obtiene lo que se llama curvatura con signo.
Podemos particularizar la expresién obtenida para el caso de que la curva venga dada como la gréfica
de una funcién f, es decir, por medio de una funcién del tipo y(x) = (x, f(x)). En este caso es facil
obtener que la curvatura (con signo) viene dada por

~ ()
K(x) = —(1 T 2

En este caso la curvatura es positiva donde la curva es convexa (f”(x) > 0) y es negativa donde la
curva es concava (f" (x) <0).

La (norma de la) componente normal de la aceleracion de una curva plana suave
r(1) = (x(1), y(1)) viene dada por

v xa@)l _ e’ () xx" (1) _ X" (0 y" () —-x"(0)y (D]

Nt =vOITol===q i@ (' (02 + y'(02) 2
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Finalmente, te recuerdo la segunda ley del movimiento de Newton, F(t) = mal(t), donde F(t) es la
resultante de todas las fuerzas que actiian sobre un objeto de masa m y a(t) es la aceleracién que
experimenta dicho objeto en el instante ¢. Conociendo la aceleracién es fécil calcular, por integraciéon
componente a componente, la velocidad y la funcién de trayectoria.

1.2.5. Ejercicios

1. Lafuncién de trayectoria de un movil viene dada por y(t) = (3cos t,3sent, 1).
a) Calcula su velocidad y aceleracion.
b) Calcula las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
c) Calcula el triedro intrinseco de la trayectoria.

2. Lafuncién de trayectoria de un mévil viene dada por y(f) = (¢, £2).
a) Calcula su velocidad y aceleracioén.
b) Calcula las componentes tangencial y normal de la aceleracién.
c) Calcula el vector tangente unitario y el vector normal unitario.

3. Movimiento circular.
La funci6n de trayectoria de un mévil viene dada por r(z) = (Rcos0(r), Rsen6(z)) donde 6(r)
es la medida en radianes del dangulo que forma el vector de posicién r(¢) con la parte positiva
del eje de abscisas. La velocidad angular del movil se define como w(f) = 8'(¢) (la rapidez de
variacion del dngulo 6(¢) respecto del tiempo). La aceleracién angular se define como w’(r).
Cuando w'(r) = 0 se dice que se trata de un movimiento circular uniforme.
a) Calcula su velocidad y aceleracion.
b) Calcula la aceleracién tangencial y la aceleraciéon normal.
c) Calcula el vector tangente unitario y el vector normal unitario.
d) Supuesto que el mévil tiene masa m, calcula la fuerza necesaria para producir el movimiento.
e) Particulariza los resultados obtenidos para el caso de un movimiento circular uniforme.

4. a) Calcula la curvatura de la elipse y : [0,27] — R2, Y(t) = (acost,bsent), donde 0 < b < a. ;En
qué puntos la curvatura alcanza sus valores mdximo y minimo?
b) Calcula la curvatura de la pardbola de ecuacién y = x%. ;En qué punto de ella la curvatura
alcanza su maximo valor? ;Alcanza la curvatura algtin valor minimo?
c) Calcula la curvatura de la ctibica alabeada y (1) = (t, 2, t3).

5. Un proyectil se dispara desde el origen con dngulo de elevacion a y rapidez inicial vy. Supo-
niendo que la tnica fuerza que acttia sobre el proyectil es la de atraccién gravitatoria, calcular
la funcién de trayectoria. ;Qué valor de a hace méximo el alcance del proyectil? ;Qué valor de
o hace que la altura alcanzada sea maxima y cudl es el valor de ésta?

6. Consideremos un péndulo ideal. Se trata de un punto material de masa m sujeto por una va-
rilla perfectamente rigida de longitud L y masa despreciable que puede girar sin rozamiento
alrededor de un punto fijo O. Suponemos que el movimiento ocurre en el plano XY. Elegimos
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el punto O como origen de coordenadas y notamosi= (1,0), j = (0, 1) los vectores de la base ca-
noénica. Notamos por y(t) la medida en radianes del angulo que forma la varilla con el semieje
negativo de ordenadas (la vertical por O). Los dngulos se miden hacia la derecha con valores
positivos y hacia la izquierda con valores negativos. Inicialmente se supone que el péndulo esta

en el punto (0, -L).

y(®)

mg

a) Escribe la ecuacién de la trayectoria que sigue el péndulo en funcién de y(¢).
b) Aplicando la segunda ley del movimiento de Newton deduce que y(¢) verifica la ecuacién

diferencial y" (1) + %sen(y(t)) =0.
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Leccion 2

Campos vectoriales. Integrales de linea

2.1. Campos vectoriales

Un campo escalar de n variables es una funcién f: A — R donde A es un subconjunto de R".
Un campo vectorial es una funciéon que a cada punto de una regiéon de un espacio vectorial ha-
ce corresponder un vector de dicho espacio. Concretamente, un campo vectorial de n variables es
una aplicacién F: A — R” donde A es un subconjunto de R”. Dicha funcién debe ser de la forma
Fx) = (F1x),F2(x),...,F;(x)) donde Fy, F»,...,F, son campos escalares de n variables llamados com-
ponentes de F. Se dice que F es continuo o que tiene derivadas parciales o que es de clase C* (tiene
derivadas parciales de orden k continuas) cuando todos los campos escalares componentes de F tie-
nen la correspondiente propiedad. Por ejemplo, las funciones

F(x,y) = ad ) )— al i y j
V= 1+x2+y2 1+x2+y2) 1+x2+y2 1+x2+y2]
-x -y -z x .y . =z
Gx» »Z = ) ) = - 1— -
(x.3,2) 1+x2" 1+ )2 1+z2) 1+ x2 1+y2] 1+ 22

son campos vectoriales de 2 y 3 variables de clase C* definidos en R? y en R? respectivamente. Como
puedes ver, nada nuevo hay en el concepto de campo vectorial pues se trata de un tipo particular de
funciones vectoriales. Ahora bien, cuando decimos que una funcién F: A — R” donde A c R" es un
campo vectorial, es porque la visualizamos de una forma especial y consideramos que dicha funcién
hace corresponder a cada vector x€ A el vector F(x) con origen en el puntox.

En general, los campos vectoriales de 2 variables son funciones de la forma
F(x,y) = (P(x,1),Q(x, ) = P(x, )i+ Q(x, y)
Y los campos vectoriales de 3 variables son funciones de la forma
F(x,5,2) = (P(x,5,2),Q(x,y,2),R(x,y,2)) =P(x,y,2)i+Q(x, 5,2 j+ R(x, 5, 2) k

15



Ejemplos 16

2.1.1. Ejemplos

o Campo gravitacional. La ley de la gravitacion de Newton establece que la norma euclidea (la mag-
nitud se dice en fisica) de la fuerza (no olvides que la fuerza es un vector) de atraccioén gravitacional,

F, entre dos objetos de masas m y M es
IEll = m—l\;IG
,

donde r es la distancia euclidea entre dichos objetos y G es la constante gravitacional universal. Si
el objeto de masa M se encuentra en el origen y el objeto de masa m se encuentra en un punto r =
(x,y,2), entonces r = |r|.. Como, ademds, la fuerza ejercida por el objeto de masa M sobre el objeto
de masa m estd dirigida desde éste hacia el origen y un vector unitario en dicha direccion es —r/||r],
deducimos que dicha fuerza viene dada por

mMG

Fr)=——r
I3

Esta igualdad vectorial puede escribirse también en la forma:

mMGx ; mMGy . mMGx
(x2+y2+z2)3/2 (x2+y2+z2)3’2] (x2+y2+z2)3/2

F(xryrz) ==

e Campo eléctrico producido por una carga. La ley de Coulomb establece que la norma euclidea
(la magnitud se dice en fisica) de la fuerza (no olvides que la fuerza es un vector), F, ejercida entre dos

cargas eléctricas gy Q es
|9Q]
Amer?
donde r es la distancia euclidea entre dichas cargas y € es una constante. Si la carga Q se encuentra

IFll =

en el origen y la carga g se encuentra en un punto x = (x, y, 2), entonces r = ||x|l. Como, ademss, la
fuerza ejercida por la carga Q sobre la carga g actta en la direccién del segmento de recta que une
ambas cargas y es atractiva o repulsiva segiin que ambas cargas sean de distinto o de igual signo, y un
vector unitario en la direccién del vector x es x/ [|x]l, deducimos que dicha fuerza viene dada por

qQ
F) = —— 1<
) 4me |x|°

X

La fuerza ejercida por unidad de carga es, por definicién, el campo eléctrico, E, creado por la carga Q

que viene dado por
CF® 1 Q
q  4me x|

o Campos de gradiente. Sea f : A — R donde A es un subconjunto de R” un campo escalar de n
variables. El gradiente de dicho campo escalar en un punto x = (x1, X, ..., X,) € A es, por definicién,
of . of of

Vf(X) = a—xl(X)’G—xz(X)““’E(X)

La aplicacién Vf : A — R que a cada x€ A hace corresponder el gradiente de f en x se llama campo

el vector

vectorial gradiente de f.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Integrales de linea 17

2.2. Integrales delinea

2.2.1. Integral delinea de un campo escalar
2.1 Definicién. Sea y:[a, bl — R" una curva con derivada continua y sea f : A — R un campo escalar

continuo definido en un conjunto A ¢ R"” que contiene a la imagen de Y, esto es, y([a, b]) < A. La
integral de linea de f sobre la curva y es el ntimero

b
ffo Foyly’ olde @2.1)
Y a

Para n =2, poniendo y(#) = (x(1), y(#)), la integral (2.1) se expresa en la forma

b
ff=f fx@), y(eN\/ x'(0)2+ y' ()2 dt
Y a

Para n = 3, poniendo y(t) = (x(t), y(t), z(#)), la integral (2.1) se expresa en la forma

b
ff=f f(x(t),y(t),z(t))\/x’(t)2+y’(t)2+z’(t)2 de
Y a

2.2.1.1. Observaciones

Suelen usarse distintas notaciones para las integrales de linea de campos esdcalares. Es frecuente
la notacién

ff(x,y)ds
Y

en la cual el simbolo ds indica que se integra respecto al elemento diferencial de longitud de arco.
Esta notacién estd de acuerdo con el hecho de que cuando la funcién f es la funcién constantemente

b
f1:f1ds=f Iy (Ol de
Y Y a

Cuando la curva y es una curva cerrada a algunos les gusta usar el simbolo 95 f(x,y)ds paraindi-

Y
car la integral de linea de f sobre y. No necesito decirte que no debes preocuparte por el simbolo que

igual a 1 se tiene que

esla longitud de la curva y.

se usa sino que lo importante es comprender bien la definicién de lo que dicho simbolo significa.

Cuando la funcién f es positiva, el valor de la integral de linea (2.1) puede interpretarse como el
drea de un lado de una cortina que cuelga de un alambre cuya forma viene dada por la curva y y cuya
altura en cada punto y(t) viene dada por f(y(#)).

Otra posible interpretacién es cuando f(y(#)) es la densidad lineal en el punto y(t) de un alambre
cuya forma viene dada por la curva y; en tal caso la integral (2.1) nos da la masa total del alambre. El
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Integral de linea de un campo escalar 18

centro de masas del alambre es el punto de coordenadas («, ) dadas por:

fxf(x,y)ds fyf(x,y)ds
Y _Jy

o=+ p=X
I’ I
Y Y
Cuando la densidad es constante el centro de masas se denomina centroide (que es una propiedad
geométrica de la curva).

Una integral de linea depende de dos funciones: la funcién f y la funcién y. Necesitas conocer
dichas funciones para poder calcular la integral. Cuando se integra sobre curvas sencillas como, por
ejemplo, un segmento o una circunferencia la funcién y se da por sabida. Esto puede dar lugar a
confusiones. Intentaré aclarar este punto.

Calculemos la integral de la funcién f(x,y) = x?> + y?> sobre la circunferencia unidad
T = {(x,y) €R? : x? + y?> = 1}, es decir, la circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Dicha cir-
cunferencia viene dada por la funcién y(¢) = (cos t,sen t) para —n < t < . Tenemos que

T

L
ff: f(cost,sen 1)y (—sen £)2 + cos? tdt:f 1dt =27
Y -7

-7

Pero también la funcién A () = (cos(2¢),sen(2t)) para —n < ¢ < n tiene como imagen la circunferencia
unidad T, esto es A([-m,mt]) =T, y se tiene que

T

[f = | f(cos(2t),sen(2t))V/ (—2sen(2t))? +4cos?(2t) dt :f 2dr =4n
A -7

-7

;Cudl de estas dos integrales es la que nos piden cuando nos dicen que calculemos la integral de la
funcién f(x,y) = x> + y? sobre la circunferencia unidad? Lo usual es que nos pidan la primera de las
dos integrales. Observa que la funciéon y(t) = (cos t,sent) donde —n < ¢ < 7 recorre la circunferencia
unidad una sola vez, mientras que la funcién A(t) = (cos(2t),sen(2t)) donde —n < t < 7 recorre la cir-
cunferencia unidad dos veces. Es decir, para calcular una integral de linea de una funcién sobre una
curva lo importante no es la imagen geométrica de la curva (en este ejemplo una circunferencia)
sino la funcién que la representa, es decir, c6mo se recorre dicha curva (en este ejemplo la funcién
A recorre la circunferencia con rapidez doble que y).

[r

Para representar la integral de linea de un campo escalar f sobre una curva definida como un subcon-

Por esta misma razén una notacién como

junto, esto es, T ¢ R", no tiene sentido salvo que especifiquemos antes la forma en que dicha curva
se recorre. En resumen, no debes confundir una curva y, que es una funcién, con su imagen, I', que
es un conjunto de puntos.

Como las integrales de linea en segmentos y en circunferencias aparecen mucho conviene intro-
ducir una notacién apropiada para ellas y precisar su significado.
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2.2.1.2. Circunferencias

En adelante representaremos por C((a, b), r) la circunferencia de centro (a, b) y radio r. Dicha
circunferencia es la imagen de la aplicacién y : [-7,71] — R2, Y(t) = (a+ rcost,b+rsent). Como

||y "1 || = \/(—rsen 12 +r2cos?t =r,si f es un campo escalar definido en los puntos de dicha cir-
cunferencia tenemos que

T
f f=r fla+rcost,b+rsent)dt
C((a,b),r)

-7

Debido a la periodicidad de las funciones seno y coseno, podemos reemplazar en la integral anterior
el intervalo [—mt, ] por cualquier intervalo de longitud 2x; por ejemplo, [0, 27].

2.2.1.3. Segmentos

Dados dos vectores x e y en R” (1 = 2), representaremos por [x,y] el segmento que une x con y esto
es, el conjunto {(1 — H)x+ ty: 0 < ¢ < 1}. Dicho segmento es la imagen de la aplicacién y: [0,1] — R",
Y() = (1 - x+ ty. Como |y’ (9| = |y—x]|, si f es un campo escalar definido en los puntos de dicho
segmento tenemos que

1
f= ||y—XI|f f1-px+ty)de
[x,y] 0

Con frecuencia hay que integrar sobre segmentos en R? que son verticales u horizontales. En estos

casos podemos simplificar un poco los cédlculos como sigue.

Un segmento horizontal es el que une dos puntos de la forma (a, u), (b, u). Una parametrizaciéon
natural de dicho segmento es Y : [a, b] — R?, y(¢) = (¢, u). Tenemos asi que

b
f f:f ft,wde
[(a,u),(b,u)] a

Un segmento vertical es el que une dos puntos de la forma (u, a), (¢, b). Una parametrizaciéon natural
de dicho segmento es y: [a, b] — R2, Y(t) = (1, t). Tenemos asi que

b
f f:f fu,ndt
[(u,a),(u,b)] a

Con frecuencia es necesario calcular integrales de linea sobre curvas que no tienen derivada con-
tinua pero que pueden expresarse como una yuxtaposicion de curvas con derivada continua. Estas
curvas se llaman curvas con derivada continua a trozos o caminos. Por ejemplo, si unimos varios
segmentos uno a continuacién de otro obtenemos una poligonal que es un tipo frecuente de camino.
Otro ejemplo puedes verlo en la grafica siguiente.

En esta grafica las curvas yi, Y2, Y3 se yuxtaponen para formar un camino que llamaremos y. En

f\(f:j;lf+j;2f+ st
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Es decir, para integrar una funcién sobre un camino se suman las integrales de dicha funcién so-
bre las curvas con derivada continua que forman dicho camino. Por ejemplo, si usamos la notacién

[z1,22,...,2,] paraindicar una poligonal cuyos vértices son z1, 2y, ..., Z,, entonces
[ N R Sy
[21,22,..020]  J21,22] [22,23] [2n-1,2n]

2.2.1.4. Ejercicios

1. Calcula las siguientes integrales de linea de la funcion f sobre la curva y.

a) f(x,y)=x*>-y% y(t)=(cost,sent) donde 0 < <.

b) f(x,y)=2x,y()=(t,t*) donde0< t<1.

¢) f(x,y,z)=ysenz, y(t) = (cost,sent, t) donde 0 < t < 2m.
d) f(x,y,2) =xz,Yy(t) = (6t,3vV2t%2t%) donde 0< t< 1.

2. Calcula el 4rea de la parte del cilindro x? + y? = ax que se encuentra dentro de la esfera x? +

y?+ 22 = a’.

3. Calcula la masa total de un alambre cuya forma es la de la curva y =logx comprendida entre
x1 =1y x2 = e, siladensidad lineal (gr/cm) en cada punto del alambre es igual al cuadrado de
su abscisa.

4. Calcula la integral de la funcién f(x, y) = xy alo largo de la poligonal [(1,0), (0,1), (—1,0), (1,0)].

2.2.2. Integral de linea de un campo vectorial

Sea y: [a, b] — R" una curva suave y sea F: A — R" un campo vectorial continuo definido en un
conjunto A c R” que contiene a la imagen de v, esto es, y([a, b]) € A. La componente tangencial de F
sobre Y en un punto y(¢) es la proyeccién ortogonal del vector F(y(¢)) sobre el vector tangente unita-
rio a y en el punto Y(?), es decir, es el vector (F(y(t)) |T(t)>T(t) donde T(#) = y'()/ly' (1) |l. Es usual
representar por F.T el campo escalar que a cada punto de la curva y hace corresponder el producto
escalar (F(y(1)) IT(1)).

2.2 Definiciéon. Laintegral de linea de F sobre y se define como la integral de linea del campo escalar
F.T sobre v, esto es, el nimero dado por

b b
fp:fm:f (F(Y(t))IT(t)>Ily’(t)||dt=f (Fy)1y'(1)) dt (2.2)
Y Y a a
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Expresando el campo vectorial y la curva por medio de sus funciones componentes
Fx) = (Fix),F2(x),...,F,®) y Y(8) = (Y1(8), Y2(2),..., Yn (D), tenemos que

b n b
fF:f F(1).y'(r)dt = Zf Fr(y(O))yi' (1) dt
Y a k=1va

2.2.2.1. Observaciones

Para esta integral suelen emplearse las notaciones

[F.Tds, [F.dy
Y Y

No olvides que con frecuencia en Fisica se usa la letra r en lugar de y para representar la curva

sobre la que se integra.

Para n =2, poniendo y(¢) = (x(1), y(#)) = x(D)i+ y(0)j, F(x,y) = (P(x,¥),Q(x,y)) =P(x, )i+ Q(x, y)j,
la integral (2.2) se expresa en la forma

b b
szf (Fx(0), y() | (x'(2), y'()) dt =f (P(x(0), y(0)x'(6) + Q(x(8), y(1) y' (1)) dt
Y a a
En este caso son frecuentes la notaciones
fP(x,y)dx+Q(x,y)dy, dex +Qdy
Y Y

para representar la integral de linea del campo vectorial F(x, y) = P(x, y)i+ Q(x, y)j sobre y.
Para n = 3, y(1) = (x(9), y(1),z(1) = x(Di+ y(Dj+ z(D)k, F(x,y,2) = (P(x,¥,2),Q(x,¥,2),R(x,y,2)) =
P(x,y,2)i+Q(x, y, 2)j+ R(x, y, 2)k, y tenemos que

b
fF=f (F(x(1), y(1), 2(0) | (x"(2), y' (), 2" (1)) dt =
Y a

b
=f (P(x(0), y(1), () x" (1) + Q(x(1), y(1), 2(£) y' (1) + R(x (), y (1), (1) 2’ (1)) At
En este caso son frecuentes la notaciones

fP(x,y,z) dx +Q(x,y,2)dy +R(x,y,2)dz, dex +Qdy +Rdz
Y Y

para representar la integral de linea del campo vectorial F(x, y, z) = P(x, ¥, 2)i+ Q(x, y, 2)j + R(x, y, 2)k

sobre .

Laintegral de linea de un campo vectorial sobre una curva suave depende de la orientacién de
la misma. Precisemos esta idea. Toda curva y : [a, b] — R" tiene una orientacién natural que es la
que establece el sentido de recorrido de la curva conforme el punto y(¢) se desplaza desde y(a) hasta
Y(b) a medida que el parametro f aumenta desde ¢ = a hasta ¢ = b. La curva ~ Y : [a, b] — R" definida
por ~ y(t) =y(a+ b—t) paratodo t€[a, b], se llama curva opuesta de y. Observa que ~ y es la misma
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curva y recorrida en sentido contrario pues el punto ~ y(t) se desplaza desde y(b) hasta y(a) a medida
que el parametro f aumenta desde ¢ = a hasta ¢ = b. Teniendo en cuenta que (~Y)'(f) = -y (a+b-1),

tenemos que
b b
fF:f (F(Y(a+b—t))|—Y’(a+b—t))dt:[a+b—t:u]:—f (F(Wu))ly’(u))duz—fF
~Y a a Y

Laintegral de linea de un campo vectorial sobre un camino formado por yuxtaposicién de curvas
suaves se define como la suma de las integrales de linea de dicho campo vectorial sobre las curvas

suaves que forman el camino.

2.2.2.2. Ejemplos

» Trabajo. Consideremos un camino r : [a, b] — R" cuya imagen estd en una regiéon A c R” en la
que esta definido un campo vectorial F : A — R” que a cada punto x € A asigna un vector F(x) que
interpretamos como una fuerza que acttia en x. El trabajo, W, realizado por el campo de fuerzas F al
desplazar una particula a lo largo del camino r viene dado por la integral de linea de F sobre r.

W:fF.dr
r

o Leyde Ampere. Se comprueba experimentalmente que un largo alambre recto que lleva una co-
rriente estacionaria I produce un campo magnético B. La relacién entre la corriente I del conductor y
el campo magnético (densidad de flujo magnético) B producido por la misma, viene dada por la ley
de Ampére que establece que la integral de linea de B sobre cualquier curva de Jordan suave r que

fB.dr = Mol
r

e Circulacién de un campo vectorial a lo largo de un camino. Consideremos un camino

rodee al conductor es igual a L.

r: [a,b] — R" cuya imagen estd en una regiéon A < R” en la que esta definido un campo vectorial

F: A — R". Lacirculacién de F a lo largo del camino r es el ntimero dado por f F.dr.
r

Como acabamos de ver, dependiendo de su naturaleza, la circulacién de un campo admite dis-

tintas interpretaciones.

2.2.2.3. Ejercicios

1. Calcula la integral de los siguientes campos vectoriales, F, a lo largo de los caminos r que se
indican en cada caso.
a) F(x,y)=x*y3i-yvxj, r(t) = ?i—-13%,0<t<1.
b) F(x,y,2) = xyi+yzj+zxk, y(t) = ti+ ?j+ Pk, 0< t < 1.

c) F(x,y,z) =xi+yj+zk, y(t) =senti+costj+tk 0<t<2m.
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d) F(x,y,2)=yi—-xj+k, y(t) = cos® ti+sen? tj+ (3/2mk, 0< t < V2m.
2. Calcula las siguientes integrales
a) fxydx + (x—y)dy, donde r es la poligonal [(0,0), (2,0), (3,2)].
r

b) f xy/ydx+2yvxdy, donde r es el camino formado por la yuxtaposicion del primer cua-
drante de la circunferencia unidad y el segmento [(0,1), (4,3)].

c) f(xy +logx)dy, donde r es el segmento de la pardbola y = x* desde el punto (1,1) al

punto (3,9).
d) fyzdy+xydz,r(t) =Vti+tj+1t’k,0<r<1.
r

3. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y) = (x + y, x — y) para llevar un punto
material desde el origen de coordenadas hasta el punto (2,0) en cada uno de los siguientes
casos.

a) Através del segmento que une dichos puntos.
b) A través de la semicircunferencia (x—1)?>+y?>=1, y=0.
©) Através de la semicircunferencia (x—1)2+y* =1, y <0.
4. Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas G(x, y, z) = (x, y, z) para llevar un punto

material desde el origen de coordenadas hasta el punto (1,1,1) en cada uno de los siguientes

Ccasos.

a) A través del segmento que une dichos puntos.

b) A través de la poligonal [(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)].

5. Calcula el trabajo realizado por el campo gravitacional creado por una masa M situada en el
origen de coordenadas para trasladar una particula de masa unidad desde el punto (1,1,1) al
punto (2,2,2) a través del segmento que une dichos puntos.

2.3. Campos conservativos

Recuerda que una integral de linea de un campo vectorial depende de dos funciones: el campo
vectorial Fy el camino y; hay que conocer dichas funciones para poder calcular la integral. Para ello,
todo lo que necesitas es obtener una primitiva, G, de la funcién g(z) = (F(y(t)) ly’ (t)) y aplicar la
regla de Barrow

b b
fF:f (F(y() 1Y'(5)) dr :f g(t)dt = G(b) - G(a)
Y a a

Observa que la funcién g depende del camino y. Puede ocurrir que dos caminos y; y Y2 tengan los

mismos puntos inicial y final pero las integrales f Fy f F sean distintas. El siguiente importante
Y1 Y2
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resultado nos dice que los campos vectoriales con la propiedad de que sus integrales de linea so-
bre cualquier camino dependen solamente de los puntos inicial y final del camino son campos de
gradiente, y nos muestra como calcular una integral de linea de un campo de gradiente.

2.3 Teorema. SeaF:A — R", donde A es un conjunto abierto en R", un campo vectorial continuo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) Para todo camino cerradoy en A se verifica que f F=0.

Y
b) La integral de linea deF es independiente del camino, es decir, cualesquiera sean los caminos Y1 y Y2

en A con los mismos puntos inicial y final se verifica quef F= f F.
Y1 Y2

¢) F es un campo de gradiente, es decir, existe un campo escalar f : A — R con derivadas parciales
continuas tal que F(x) = V f (x) para todoxeA.

Si el campo F verifica alguna de estas afirmaciones, en cuyo caso las verifica todas, se dice que es un
campo conservativo (en A).

Demostracién. Es facil probar que a) es equivalente a b). No es tan facil probar que b) implica c) y
no lo haremos aqui. Probaremos que c) implica b). Para ello supongamos que hay un campo escalar
f : A — R con derivadas parciales continuas tal que F(x) = Vf(x) para todo x€ A. Sea Y : [a, b] — R"
una curva suave en A, entonces, por la regla de la cadena, se tiene que la funcién G(¢) = f(y(?)) es
derivable y

G'(t) =(VfyIY'(0)) = (B ) y'(®)

Es decir, G(7) = f(y(#)) es una primitiva de (F(y(#)) | y'(£)), luego

b b
fF=f (Fy() Iy'(n) dt =f G'(ndt =G(b) - Gla) = f(y(b) — f(y(a)
Y a a

Lo que prueba que la integral de F a lo largo de y solamente depende de los puntos inicial y final de ,
por tanto cualesquiera sean los caminos y; y Y2 en A con los mismos puntos inicial y final se verifica

que f F= f F. O
Y1 Y2

2.4 Definicién. Un conjunto abierto A c R” con la propiedad de que dos puntos cualesquiera de A

pueden unirse por medio de una curva contenida en A se llama un dominio.

Si F es conservativo en un dominio A, el campo escalar f : A — R de clase C! tal que
F(x) = Vf(x) para todo x€ A estd determinado de manera Ginica salvo una constante aditiva y se llama
una funcién potencial de F en A. Si y : [a, b] — R" es un camino en A y F(x) = V f(x) para todo x€ A,
segin hemos visto en la demostracién del teorema (2.3), se verifica que

[Y F= [ Vf.dy = f(y(h) - f(v(@)

2.5 Ejemplo. El campo eléctrico producido por una carga puntual Q situada en un punto (a, b, ¢)
viene dado por

E(x»y,Z)=& (x_a'y_va—C)

AME ((x— )2 + (y - b)2 + (z— 0)?)

3
520 (61,2 R\ {(a, b, )}

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Conservaci6n de la energia en un campo de fuerzas conservativo 25

Es facil comprobar que la funcién

1
f(x) J/; Z) = _4&
e S+ (y-b)? + (2 o2
es una funcién potencial para E en R3\{(a,b,c)}. ¢

Andlogamente se prueba que el campo gravitacional producido por un objeto de masa M es con-
servativo.

La ley de Ampére nos dice que el campo magnético producido por una corriente eléctrica esta-
cionaria no es conservativo.

2.3.1. Conservacion de la energia en un campo de fuerzas conservativo

a) Supongamos un objeto de masa m que recorre una trayectoria r : [a, b] — R® de modo que en
cada punto r(#) de la trayectoria acttia sobre el mévil una fuerza total F(r(#)). En virtud de la segunda
ley de Newton del movimiento, se verificard que la fuerza total F(r(¢)) que acttia sobre el mévil en
cada punto de la trayectoria estd relacionada con la aceleracién a(¢) = r”(¢) por la igualdad F(r(r)) =
mr" (). En consecuencia, el trabajo realizado por dicha fuerza es

b

b b m d
W=[F.dr =[ F(r(0).r'(t)dt =f mr"(t).x'(r)dt = ?f E(r’(t).r’(t))dt =

I 12 e 12 = L 21 2
=Z (IrdI = [r@|) = 5 mv®)” -2 mo(a

donde hemosrepresentado con v(#) = ||r'(#)|| larapidez del mévil en el instante ¢. La cantidad 3 mv(t)?
se llama energia cinética. Hemos probado asi que el trabajo que realiza una fuerza sobre un mévil
es igual al incremento que experimenta la energia cinética del mismo debido a la accién de dicha
fuerza.

b) Supongamos que un mévil se mueve en un campo de fuerzas conservativo F, (x, y, 2) = Vf(x, , 2)
donde f es un campo escalar. En estas condiciones se define la energia potencial en un punto (x, y, z)
por la igualdad P(x, y,z) = —f(x, y, z), y por tanto F.(x, y,z) = —VP(x, y, z). En esta situacién, por lo
visto en el teorema (2.3), se verifica que

W, = ch.dr = —fVP.dr =P(r(a)) -Px(bh))

r
Igualdad que expresa que el trabajo realizado por un campo de fuerzas conservativo al mover un

objeto alo largo de un camino es igual ala diferencia de la energia potencial del objeto en los punto
inicial y final del camino.

¢) Si ademas de las fuerzas del campo conservativo F. actia sobre el mévil en cada punto r(z) de
su trayectoria una fuerza exterior F,, entonces la fuerza total que actia sobre el mévil serd F=F; +F,
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y el trabajo realizado por dicha fuerza viene dado por

1 1
WZE mv(b)z—imv(a)2=fF.dr :ch.dr +fFe.dr =

r r r

=P(r(a)) —P(x(b)) + fFe. dr

Tr

de donde se sigue que el trabajo realizado por las fuerzas exteriores al campo viene dado por

[Fe.dr = (% mu(b)? +P(r(b))) - (% mv(a)® + P(r(a)))

d) En particular, si sobre el mévil no actian fuerzas exteriores, F, = 0, y el mévil se desplaza debi-
do solamente a la accién del campo F. deducimos que

% muv(b)? +P(r(b)) = % mv(a)® +P(r(a))

Igualdad que expresa que la suma de la energia cinética y de la energia potencial del objeto perma-
nece constante. Este resultado se conoce como ley de conservacién de la energia y es vilida para

campos conservativos.

2.3.2. Condiciones necesarias para que un campo sea conservativo

El siguiente resultado, facil de probar, proporciona condiciones necesarias para que un campo
sea conservativo.

2.6 Proposicién. Sea A c R" un abiertoyF: A — R" un campo vectorial de clase C'. Pongamos F(x) =
(F1(x),Fa(x),...,Fu(x)). Condiciones necesarias para que F sea conservativo en A es que se verifiquen
las igualdades

F; oF; .
—(@x)==—(x) VxeAl<i<jsn (2.3)
ax]' axi

Igualdades que equivalen a que la matriz jacobiana de F sea simétrica.

Para el caso de un campo vectorial de dos variables F(x, y) = (P(x, ¥),Q(x, y)) las condiciones (2.3)
se reducen a
op (x,y) 0Q (x,y) (2.4)
—(x, ) = —(x, .
oy ¥ ox ¥

Para el caso de un campo vectorial de tres variables F(x, y, z) = (P(x, y, 2),Q(x, ¥, 2),R(x, , 2)) las con-
diciones (2.3) se reducen a

a—P(x z)—a—Q(x z) a—P(x z)—a—R(x z) a—Q(x z)—a—R(x z) (2.5)
ay ;J/; - ax ;J/; ’ aZ ryr - ax )_V) ’ aZ )_V) - ay ryr .

Es natural preguntarse si estas condiciones necesarias son también suficientes para que un cam-
po sea conservativo. La respuesta es que, en general, no son suficientes. Por ejemplo, el campo F:
R2\{(0,0)} — R dado por

- 5 2.
x2+y2 x2+y2 (2.6)

F(x,y) =
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satisface las igualdades (2.4) pues

oP 6( -y )_ y? - x? 0
oy Y oy x2+y2)  (x2+y2)2  ox

X )_GQ

m —a(%)’)

Sin embargo la integral de dicho campo en la circunferencia unidad es igual a

TU TU
f F= ((—sent,cost)|(—sent,cost)ydt = dt =2n#0
C((0,0),1)

-7 -7

lo que prueba que el campo no es conservativo.

Por tanto, las condiciones necesarias (2.3) no son en general suficientes para asegurar que un
campo que las cumpla sea conservativo en A. Cuando un campo vectorial verifica las condiciones
(2.3) se dice que es localmente conservativo en el abierto A.

2.7 Definicién. Un dominio se llama simplemente conexo cuando todo camino cerrado en el do-
minio puede deformarse de forma continua sin salirse del dominio hasta convertirlo en un punto del
dominio.

La formalizacién matemaética de la idea intuitiva de deformacion continua es complicada y con-
sidero innecesario precisarla aqui. Intuitivamente, un dominio simplemente conexo en R? es un do-
minio que no tiene agujeros. Pero esta idea intuitiva ya no sirve para dimensiones mayores que 2. Si a
R? le quitamos un punto (o un conjunto finito de puntos) obtenemos un dominio que no es simple-
mente conexo; si esto mismo lo hacemos con R?® el dominio que obtenemos es simplemente conexo.
Un ejemplo de dominio simplemente conexo en R? es una region acotada del plano cuya frontera es
una curva cerrada y simple.

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para que un campo localmente conser-
vativo sea conservativo.

2.8 Teorema (Condiciones suficientes). Sea A c R" un abiertoy F: A — R" un campo vectorial de
clase C! que es localmente conservativo en A. Entonces se verifica queF es conservativo en todo dominio
simplemente conexo D c A.

Un resultado que es equivalente al anterior y muy ttil para calcular integrales de linea de campos
vectoriales es el siguiente.

2.9 Teorema. Sea A < R" un abiertoy F: A — R" un campo vectorial de clase C' que es localmente
conservativo en A. Sean Y1 y Y2 dos caminos cerrados en A (o bien dos caminos con los mismos puntos
inicial y final) tales que es posible deformar continuamente el camino Yy, en el camino Y, sin salirse
de A (manteniendo fijos los puntos inicial y final), entonces se verifica que

[r]r
Y1 Y2
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2.3.3. Ejercicios

1. Estudia si los siguientes campos son conservativos en el dominio que se indica en cada caso.
Cuando el campo sea conservativo calcula la funcién potencial que se anula en el origen.
a) F(x,y) = (x—pi+(y+y*x)j, A=R>.
b) F(x,y) = (x®+3y?x)i+ (=¥ +3yx?)j, A=R2.
¢) F(x,y) = (2xcosy— ycosx)i+ (—x>seny—senx)j, A=R.

d) F(x,y,2) =2xy32%+3x?y? 24+ 4x? y3 2%k, A=R3.

. . 1 2 2 y .
2. a) Justifica que el campo vectorial F(x, y) = Elog(x + y°),—arctg = | es conservativo en el
X
abierto Q = {(x, y): x> 0}.

b) Sean x > 0, yeR (puedes suponer que x > 1 e y > 0). Pongamos a = (1,0), b = (x,0), ¢ =

f(x,y):f F.dr+[ F.dr
[a, b) [b, c]

y comprueba que es una funcién potencial de F en Q.

(x,y). Calcula la funcién

—2xy 1+ x?

es conservativo en
1+x2)2+y2" 1+x2)2+y2

3. @) ]Justifica que el campo vectorial F(x, y) = (
R?.

b) Pongamos a = (0,0), b = (x,0), ¢ = (x, y). Calcula la funcién

f(x,y):f F.dr +f F.dr
[a, b] [b, c]

)

y comprueba que es una funcién potencial de F.

4. Calcula las siguientes integrales de linea.

17) fydx +xdy, r(t)=(t+ 1)cos* ti+ (¢/m+sen* Dj 0st<m.
r

b) f(z3 +2xy)dx + x*dy +3xz%dz, r(H) = [(1,1,2),(1,1,1),(0,1,1),(1,2,2),(2,1,1)].
r

c) f(sz+seny)i+xcosyj+x2k, r(f)=costi+sentj+tk, 0<t<2m.
r

7)) f4xezi+cosyj+2x2ezk, r(r)=ti+%j+t*k, 0<t<1.
r

5. Indica algunos dominios en los que el campo F: R?\ {(0,0)} — R? dado por

v o

F ) = G )
x, ) 212 a2y

sea conservativo. Calcula la integral de dicho campo sobre la circunferencia de centro (1,1) y
radio 1.

2xy y? - x?

(x2 + y2)2 ’ (x2 + y2)2
tivo en R? \ {(0,0)} (ten en cuenta que R2\ {(0,0)} no es un dominio simplemente conexo).

6. Estudia si el campo F: R?\ {(0,0)} — R? dado por F(x,y) = ( es conserva-

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Teorema de Green 29

2.4. Teorema de Green

La version més elemental del teorema de Green relaciona una integral de linea sobre una curva
cerraday simple en R? y una integral doble sobre la regién acotada por la curva. Se dice que una curva
Y cerrada y simple en R? est4 orientada positivamente cuando se recorre en sentido contrario a las
agujas del reloj. En otras palabras, cuando recorremos la curva y en el sentido que indica su vector
tangente en cada punto, la regién interior de y queda siempre a nuestra izquierda.

Observa que estamos usando un resultado, conocido como teorema de la curva de Jordan, que
afirma que una curva y en R? cerrada y simple divide al plano en dos regiones disjuntas cuya frontera
comun es la curva. Una de las regiones estd acotada y se llama interior de y y la otra se llama exterior
de y. Este resultado tan intuitivo es muy dificil de demostrar. Nos apoyamos en él mas que nada por
comodidad de lenguaje pues para lo que estamos haciendo puede evitarse su uso.

Una definicién matemadtica més precisa de lo que se entiende por orientacién positiva es la si-
guiente. Sea y una curva suave cerrada y simple; llamemos D a la regi6n interior de y y sea Pey un
punto de y. La curva y tiene en P dos vectores normales unitarios que son opuestos entre si. Sea N
un vector normal unitario a y en P. Se dice que N es la normal interior a y en P si hay un ntimero
0>0talque P+ tNeD y P - tNOD siempre que 0 < ¢ < § (esta condicidn expresa que si se avanza un
poquito desde P en la direccién de N se entra en D y si se avanza en la direccién opuesta a N se sale de
D). Se dice que y estd orientada positivamente cuando el determinante de la matriz cuya primera fila
es el vector tangente unitario a y en un punto ¢ y cuya segunda fila es el vector normal interior a y en
un punto ¢ es siempre positivo (de hecho, igual a 1). Esto es lo mismo que exigir que el giro que lleva
el vector tangente unitario al vector normal interior sea siempre en sentido contrario a las agujas del
reloj.

La siguiente grafica muestra un ejemplo de una curva cerrada simple positivamente orientada.
Observa que el giro que lleva el vector tangente (en azul) al vector normal interior (en verde) es siem-
pre en sentido contrario a las agujas del reloj.

2.10 Teorema (Teorema de Green). Sea Y un camino cerrado y simple en R? que estd orientado positi-
vamentey seaD la regién del plano limitada pory. Sean P, Q campos escalares con derivadas parciales
de primer orden continuas definidos en un abierto que contiene a D. En estas condiciones se verifica
que la integral de linea del campo F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x, y)j sobre el camino y es igual a la integral
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0 oP
doble de la funcion a—?c (x,y) - a (x,y) sobreD. Es decir

fYF=fYP(x,y)dx +Q(x,y)dy=ffl)(2—2(x,y)—g—i(x,y) d(x, y)

Es frecuente representar con 0D la curva frontera de D, es decir v, orientada positivamente.

El teorema de Green permite facilitar el cadlculo de algunas integrales de linea (o de integrales
dobles) transforméndolas en integrales dobles (o en integrales de linea).

Una aplicacién del teorema de Green es para calcular dreas. Como el 4rea de la regién D viene da-

da por f f 1d(x, y) podemos transformar esta integral doble en una integral de linea sobre la frontera
D

0 oP
0D sin més que elegir funciones P, Q tales que G_Q (x,y)— 37 (x, y) = 1. Hay muchas posibilidades pe-
X

ro las mds sencillas son P(x,y) =0, Q(x,y) = x; P(x, ) ==y, Q(x,») =0; P(x,y) = —y/2, Q(x,y) = x/2;
por lo que obtenemos las siguientes expresiones para el drea:

p 1
Area(D):ff ld(x,y):f xdy =- ydx:—f xdy —ydx
D aD aD 2 Joap

El teorema de Green también es vélido para regiones acotadas por caminos de Jordan en las que
se han hecho agujeros, es decir regiones acotadas cuya frontera estd formada por varios caminos de
Jordan que no tienen puntos comunes siempre que cada camino frontera esté orientado de modo
que la regién quede siempre a la izquierda cuando se recorre dicho camino. Esto significa que el
camino frontera mas exterior de todos (aquel en cuyo interior se encuentra contenida la regién) debe
tener orientacién positiva y los restantes caminos frontera (los que forman los agujeros — la regién
se encuentra en el exterior de los mismos) deben tener orientacién negativa (recorrido en el sentido
de las agujas del reloj). En otras palabras, representando por I' la unién de todas las curvas frontera,
debe ocurrir que el determinante de la matriz cuya primera fila es el vector tangente unitario a I' en
un punto ¢y cuya segunda fila es el vector normal interior a I en un punto ¢ es siempre positivo (de
hecho, igual a 1).

2.11 Teorema (Teorema de Green para dominios con agujeros). Sea F(x,y) = P(x, )i+ Q(x,y)j un
campo de clase C' definido en un abierto A cR?. Seany, Y1, Y2, ..., Y, curvas de Jordan en A disjuntas
dos a dos tales que:

* Y1, Y2 ---, Yk Se encuentran en el interior de Y.
* Yi Seencuentraen el exteriordeyYj parai# j.
o Todas las curvasy, Y1, Y2, ---» Yk, estdn orientadas positivamente (sentido antihorario).

Sea D la region obtenida por la interseccién del interior de Y con el exterior de cada una de las
curvasyi, Yo, -.-,Yk- En estas hipotesis se verifica que

k 0Q oP
F.dy — F.d =ff (—(x, )= —x, ) | dix, 1) @2.7)
fY Y ]Z:1 BRIl [N P2t i y
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En particular, si el campo F(x,y) = P(x, )i+ Q(x, y)j es localmente conservativo en un abierto que
contiene aD, se verifica que

k
f F.dy=) [ F.dy (2.8)
Y j=17Y;

Observa que en el enunciado del teorema hemos supuesto que todas las curvas tienen orientaciéon
antihoraria y por eso, en la igualdad (2.7), las integrales sobre las curvas interiores se restan en lugar
de sumarse.

La igualdad (2.8) es muy util porque permite reducir el cdlculo de una integral de linea de un
campo conservativo sobre una curva y que puede ser complicada, al cdlculo de una o varias integrales
sobre curvas sencillas (por ejemplo, circunferencias).

La siguiente gréfica muestra un ejemplo de un dominio como el que se considera en el enunciado
del teorema.

Naturalmente, la razén de considerar dominios con agujeros es porque se supone que en esos
agujeros el campo tiene algan tipo de singularidad. Con frecuencia un agujero estd producido por un
punto en el que el campo se hace infinito.

2.4.1. Ejercicios

1. Comprueba la validez del teorema de Green en cada uno de los siguientes casos.

a) F(x,y)= xyzi— yxzj, Y(t) = (cost,sent), 0<t<2m.
b) F(x,y) = xyi+y°x%j, y=1(0,0),(1,0),(1,2), 0,0)].
o) F(x,y) = (x* + y?)i+2xyj, y es el camino obtenido por la yuxtaposicién del segmento de

parédbola y = x? de (0,0) a (2,4) y de la poligonal [(2,4), (0,4), (0,0)].

2. Utiliza el teorema de Green para calcular el drea de las regiones del plano limitadas por las
siguientes curvas.
a) Laelipse, y(t) =(acost,bsent), 0<t<2m,dondea>0, b>0.
b) Laastroide, y(t) = (acos® t,asen®t), 0 < t < 2m, donde a > 0.
¢) Un arco de cicloide, y(f) = a(t —sen t)i+ a(l —cos t)j, 0 < t < 2m, donde a > 0.

d) Unapoligonal cerrada orientada positivamente y = [(x1, 1), (X2, y2), (X3, ¥3), ..., (Xn, ¥Yn), (x1, Y11
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3. Utiliza el teorema de Green para calcular las siguientes integrales de linea.

a) fey dx +2xe”’ dy donde y=1(0,0),(1,0),(1,1),(0,1),(0,0)].
Y

b) fxzyzdx +4xy3dy donde y=1(0,0),(1,3),(0,3),(0,0)].
Y

C) f (y+ exs) dx + (2x+cos( yz)) dy donde y esla curva frontera de la region limitada por las
Y
pardbolas y = x?, x = y°.
7)) f (x> =¥ dx + (x®* + y*)dy donde Y es la curva frontera de la regién limitada por las
Y

circunferencias x*>+y? =1y x*>+y?>=9.
1 1 x?
e) f (cosx— gxz ¥ dx + (Ex3 y?+2e”)dy donde y es la elipse positivamente orientada T +
Y

MY

9
H f (e* —y®)dx +(e” +x%)dy. DondeT esla frontera positivamente orientada de la region

del plano Q limitada por las circunferencias y; = C((0,1),1) y y2 = C((0,2),2).

4. El centroide de una regién plana D c R? se define como el punto (c, ¢2) cuyas coordenadas
vienen dadas por

1 1
= = d y ) == d y
“a Area(D) ffDx ) K Area(D) fny )

Supuesto que D es la regién limitada por un camino cerrado simple, v, justifica que

1
cl=,7fx2dy, cz=—,7fy2dx
2Area(D) Jy 2Area(D) Jy
a) Calcula el centroide del tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1).

b) Calcula el centroide de un semicirculo de radio R.

5. Haz uso del teorema de Green para dominios con agujeros, o bien del teorema (2.9), para probar
que la integral de linea del campo F: R? \ {(0,0)} — R? dado por

F(x,y) =

x2+y2 X2+ 92
sobre cualquier curva cerrada simple que rodee el origen es igual a 2.

Prueba de la misma forma que la integral de linea del campo

2xy y? — x? )

F(x,y) = ((x2 22 2t 2

sobre cualquier curva cerrada simple que rodee el origen es igual a 0.
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Lecciéon 3

Rotacional y divergencia

3.1. Rotacional y divergencia de un campo vectorial

Para dar una interpretacién intuitiva del significado fisico del rotacional y de la divergencia de un
campo vectorial es conveniente considerar en primer lugar campos bidimensionales.

Sea F(x, y) = P(x, )i+ Q(x, y)j un campo vectorial de clase C!, sea y un camino cerrado simple
positivamente orientado y D la regién del plano limitada por y. El teorema de Green afirma que

fF_ff (G_Q(x )_G_P(x )| d(x, ) 3.1
Y - D ax ’y ay ’y ’y .

Como ya sabes, la integral fYF se llama circulacién del campo F a lo largo de y. Para dar una in-
terpretaciéon de dicha integral consideremos que el campo F(x, y) = P(x, )i+ Q(x, y)j es el campo de
velocidades de un fluido plano, esto es, F(x, y) es el vector velocidad del fluido en el punto (x, y). Se
supone que la velocidad no depende del tiempo sino solamente de las coordenadas espaciales del
punto, es decir, que se trata de un fluido estacionario. En cada punto y(¢) del camino y la velocidad
del fluido es F(y(?)); la proyeccién ortogonal de dicho vector sobre el vector unitario tangente a y en
el punto y(#) es el vector (F(Y(t)) |T(t)>T(t), donde T(¢) = y'(1)/ ||Y "(t) || Este vector tiene el mismo
sentido que el vector tangente si el niimero (F(y(t)) ly’ (t)) es positivo y distinto sentido cuando di-
cho niimero es negativo; en el primer caso la velocidad del fluido en el punto y(¢) va en el mismo
sentido que el del recorrido de la curva y en el segundo caso la velocidad del fluido en el punto y()
va en sentido opuesto al del recorrido de la curva.

La siguiente grafica muestra un campo vectorial.
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La siguiente grafica muestra una curva cerrada simple positivamente orientada (una elipse); en
dos puntos de la misma se representan los vectores del campo anterior en rojo, los vectores tangen-
te en azul y las proyecciones ortogonales de los primeros sobre los segundos en negro. En uno de
los puntos la proyeccién ortogonal tiene el mismo sentido que el vector tangente y en el otro tiene
sentido opuesto.

| >

Puesto que fYF = f : (F(Y(t)) ly’ (t)) dz, si el valor de esta integral es positivo esto nos dice que el
fluido circula a lo largo de la curva y en el mismo sentido que el definido por la orientacién de y y si el
valor de esta integral es negativo entonces el fluido circula a lo largo de la curva y en sentido opuesto
al de la orientacion de y. Si el valor de la integral es nulo es porque no hay circulacién neta del fluido
alolargodey.

Supongamos que fYF > 0. En tal caso, por la continuidad del campo, se verificara también que
J5 F >0 para todo camino cerrado simple o positivamente orientado que esté “suficientemente pro-
ximo” al camino y. Deducimos que en este caso se formara en las proximidades de y un pequefio
tubo que el fluido recorrera en sentido antihorario.

Consideremos la igualdad (3.1) y supongamos que en un punto (a, b) es 2—2(01, b) — g—i(a, b) > 0.
Entonces, por la continuidad de las derivadas parciales, se tendra que 2—3()6, V) — g—l;(x, y) > 0 para
todo punto (x, y) en un disco centrado en (a, b) de radio suficientemente pequefio. Si y es cualquier
camino de Jordan contenido en dicho disco, se deduce de dicha igualdad que la circulacién del campo
alo largo de dicho camino serd en sentido antihorario y concluimos que en el punto (a, b) se formara
un pequefio remolino.

Una propiedad, facil de justificar, de las integrales dobles afirma que si & es una funcién continua
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Rotacional y divergencia de un campo vectorial 35

en unaregion del plano D cerrada y acotada entonces hay algtin punto (a, b) € D para el que se verifica
la igualdad ffD h(x,y)d(x,y) = h(a, b)Area(D).

Usando esta propiedad y teniendo en cuenta la igualdad (3.1) es facil probar que

1 1 0Q oP
lim —f F=1im —f P(x,y)dx +Q(x,y)dy = —(a,b)— —(a,b)
p—0 mpYc((a,b),p)  P—0 TPYC((a,b),p) Y Q. y)dy 0x oy

El nimero g—S(x, ¥ — 2_5 (x,y) se llama rotacién del campo F en el punto (x, y). Se dice que el campo

es irrotacional cuando 2—8 (x,y) - 2_5 (x,y) = 0 para todo punto (x, y) de su dominio de definicién.

Como consecuencia también del teorema de Green, sin mds que cambiar Q por P y P por —Q, se
verifica la igualdad

_ oP 0Q
fYP(x,y) dy —Q(x,y)dx —ffD(ax (x, )+ 3y (x,y)) d(x,y) (3.2)

Pongamos y(t) = (x(1), y(1)), a < t < b. Tenemos que:

b
fP(x,y)dy—Q(x,y)dx =f (P(x(8), y(0)y' (1) = Q(x(8), y())x' (1)) dt =
Y a

b "(Pi-—x' (D
= f <P(x(t),y(t))i+Q(x(t),y(t))i|m

b
=f (Fey@®) In() |y dt:fp,n
“ Y

>||X’(t)i+y’(t)j|| dr =

Donde hemos representado por n(#) el vector unitario normal a la curva y en el punto y(#) que apun-
tan hacia el exterior de la misma. Supuesto que la curva estd orientada positivamente, n(t) viene dado
por:
n(f) = ¥y (Di-x'(1)j _ ¥y (Di-x'(1)j
[y @i-x'@j| [|x'@i+y @j

La siguiente grafica muestra una curva cerrada simple positivamente orientada (una elipse); en dos

puntos de la misma se representan los vectores del campo antes considerado en rojo, los vectores
normales unitarios exteriores en azul y las proyecciones ortogonales de los primeros sobre los se-
gundos en negro. En uno de los puntos la proyeccién ortogonal tiene el mismo sentido que el vector
normal exterior y en el otro tiene sentido opuesto.

Al igual que la proyeccion ortogonal del vector campo sobre el vector unitario tangente a la curva
mide la circulacién del fluido a lo largo de la curva, 1a proyeccién ortogonal del vector campo sobre
el vector unitario normal exterior a la curva mide el flujo de fluido a través de la curva, por ello, se
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define el flujo del campo a través del camino y como la integral f F.n. Si dicha integral es positiva

Y
eso significa que sale mas fluido del que entra (por lo que dentro de la curva debe haber manantiales)
y si es negativa significa que sale menos fluido del que entra (por lo que dentro de la curva debe haber
sumideros).

Hemos justificado la igualdad

fP(xy)dy Q(x,y)dx = an f[( (xy)+ (xy) d(x, y)

A partir de aqui podemos razonar como lo hicimos anteriormente para obtener que

1
lm—f F.n =—( ,b)+a—Q(a,b)
p—0 tpc((a,b), p) 0x

El nﬁmero (x, ¥+ 3(x, ¥) se llama divergencia del campo F en el punto (x, y). Donde la diver-

gencia es posmva hay manantiales y el fluido “diverge” hacia otros lados y donde la divergencia es
negativa hay sumideros y el fluido “converge” hacia ellos. Se dice que el campo es incompresible
cuando su divergencia es idénticamente nula.

En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto lo que acabamos de afirmar.

T e e [ T S —a

\\\\\\/////,;/ ! \\\W/

2/ NSNS Ve Zr NN

/%K\\\‘\\ i //'///' frmtss

——m U 2] N TS N

/ﬂ\\\\
\W//

AR NN\ A BN R N\t

SN
=\, 7

= Ny

Observa que hay puntos a los que los vectores de este campo parecen dirigirse (por ejemplo, los
puntos (3.1,1.6), (3.1,-4.7) y sus simétricos respecto al eje de ordenadas) y hay otros puntos de los que
los vectores de este campo parecen parece estar alejandose (por ejemplo, los puntos (0,1.5), (0,-1.5),
(0.5,-4.5)). Si este campo lo interpretamos como el campo de velocidades de un fluido estacionario,
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las zonas hacia donde se dirigen los vectores son sumideros y las zonas de donde los vectores se alejan
(divergen) son manantiales. Es decir, el fluido fluye de los manantiales a los sumideros. La divergencia

es una medida de la magnitud de un manantial o de un sumidero.

La siguiente gréfica es una representacién por curvas de nivel de la divergencia del campo ante-
rior. En las zonas mads claras la divergencia es positiva (fuentes o manantiales) y en las mds oscuras es

negativa (sumideros).

A continuacién nos proponemos generalizar los conceptos anteriores. No hay dificultad ninguna
en extender el concepto de divergencia para campos vectoriales de n variables.

3.1 Definicién. Sea F: A — R un campo vectorial con derivadas parciales de primer orden definido
en un abierto A ¢ R”. Sea F(x) = (F;(x),F2(X),...,F,(X)). Se llama divergencia de F en un punto x =
(x1,%2,...,x,) €Ay se nota divF(x) al namero

divF(x )_6_( )+@( )+

Observa que la divergencia de un campo vectorial es un campo escalar. Suele usarse una notacion
simbdlica para representar la divergencia. Para ello se define el operador nabla, V, como

( 0o o0 0 )

V| — — o, —

0x; 0x» 0xy,

Este operador cuando actta sobre un campo escalar, f, produce su gradiente.

0o 0 of f of
V = ) )" - ) )
f&) (6x1 0xo ax,,)f( )= ( & ) ( b "9x n( X)
La divergencia de un campo vectorial F en un punto x puede escribirse como el producto escalar

simbdlico del vector V por el vector F(x).

0o 0 0
ox; 0x,” ' 0x,

0F,
0xy,

. ( ) 0F; 0F,
divF(x) = V.F(x) = (F1(x),Fo(1),..., Fp(®) = — @)+ — &+ + — ()
6x1 axg

Comprobaremos mds adelante que la divergencia de un campo en R? tiene un significado fisico que

generaliza lo visto para el caso de campos bidimensionales.
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Es conveniente enunciar ahora, para referencia posterior, un resultado obtenido anteriormente
como consecuencia del teorema de Green.

3.2 Teorema (Teorema de la divergencia en R?). Sean y un camino cerrado simple positivamente
orientado yD la regién del plano limitada por Y. SeaF : A — R? un campo vectorial de clase C' definido
en un abierto que contiene a D. Notemos por n el vector normal unitario exterior a Y. Entonces se
verifica que

f F.n= f divE(x, y)d(x, y) (3.3)
Y D

Este resultado puede generalizarse, al igual que el teorema de Green, para dominios con agujeros.

En el caso particular de que el campo F sea el campo de gradiente de un campo escalar f, F=Vf,
la igualdad anterior nos dice que

3f f
fon ff div(Vf)(x, ) d(x,y) = f/ ( 5 (X, y)+ 5 (x5, )| d(x, y)

Como n es el vector unitario normal exterior a y; en cada punto (x, y) de y el producto escalar
Vf(x,y).n(x,y) esla derivada del campo escalar f en el punto (x, y) en la direccién del vector unita-

0
rio normal exterior a y en dicho punto. Suele usarse la notacién Vf(x, y).n(x, y) = —f(x, ¥), con ello

on
0*f f
ff( 5 (x ,y)+ 5 (6, )| d(x, y)

La generalizacion del concepto de rotacién de un campo bidimensional vamos a hacerla para cam-

obtenemos la igualdad

pos vectoriales en el espacio. Para ello nos vamos a guiar por el teorema (2.8) de la leccién anterior
que afirma que una condicién necesaria y suficiente para que un campo vectorial F(x, y) = P(x, y)i+
Q(x,)j de clase C! definido en un abierto A c R? sea conservativo en todo dominio simplemente
conexo D c A es que para todo (x, y) € A se verifique la 1gua1dad (x V=5 9, ¥) o, lo que es igual,
a(x, y)— a—y(x, ¥) = 0; esto es, con la terminologia introducida m4s arriba, que el campo sea irrota-
cional.

El resultado andlogo para un campo de tres variables F(x, y, z) = P(x, y, 2)i+ Q(x, y, 2)j+ R(x, y, 2)k
establece las condiciones

a—R(x z)—a—Q(x z)—a—P(x z)—a—R(x z)—a—Q(x z)—a—P(x z)=0
ay )_V) Gz )_V) - Gz )_V) ax ryr - ax ryr ay ryr -

Estas ideas llevan a la siguiente definici6n.

3.3 Definicién (Rotacional de un campo vectorial). Sea F(x, y, z) = P(x, y,2)i+ Q(x, ¥, 2)j + R(x, y, 2)k
un campo vectorial con derivadas parciales de primer orden definido en un abierto A c R3. Se define
el rotacional de F en un punto (x, y, z) € A como el vector

tF( ) = GR( ) GQ( )) +(6P( ) aR( ))'+(6Q( ) aP( ) |k
rotF(x,y,z FYRCRE Rt CON R 02 -—(xyz — X, y2-—(x )z
y y y oz Y ox VA NT T LY 3y y
(3.4)
Se dice que un campo es irrotacional cuando su rotacional es idénticamente nulo.
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Para recordar esta definicién se acostumbra a representar simbdélicamente el rotacional por me-
dio del operador nabla en tres dimensiones

_(aaa) 3. d. 0

N~ A '~ _ | T A —ij _k
dx' 8y’ 0z) " dx oy oz

Con ello podemos escribir el rotacional como el siguiente producto vectorial simbélico

i j k
0 0 0
tF(x,y,2) =VxF(x,y,2)=| — — — |=
rotF(x, y,z) xF(x,y,2) o 3y oz
P Q R
= a—R(x z)—a—Q(x z))i+(a—P(x z)—a—R(x z))‘+ a—Q(x z)—a—P(x z))k
- ay )_V) Gz ryr aZ ryr ax )_V) ] ax ryr ay ryr

Podemos también definir el rotacional de un campo de dos variables, F(x, y) = P(x, )i+ Q(x, y)j, por
el convenio de asociar a dicho campo el campo de tres variables Fs(x, y,z) = P(x, )i+ Q(x, y)j y de-
finir rotF(x, y) = rotF3(x, , 2). Con ello, resulta que rotF(x, y) = (g—g (x,y) - g—g (x, y)) k. Observa que el
teorema de Green puede escribirse en la forma:

fF=ff rotF(x, y).kd(x, y) 3.5)
Y D

Comprobaremos mds adelante que el rotacional de un campo en R® tiene un significado fisico que

generaliza lo visto para el caso de campos bidimensionales.

Teniendo en cuenta el teorema (2.8), las igualdades (2.4) y la definicién de rotacional, obtenemos
el siguiente resultado.

3.4 Teorema. SeaF(x,y,z) =P(x,y,2)i+Q(x,y, 2)j+R(x, y, 2)k un campo vectorial de clase c! definido
en un abierto A c R®. Una condicién necesaria y suficiente para que dicho campo sea conservativo en
todo dominio simplemente conexo contenido en A es queF sea irrotacional en A.

3.1.1. ejercicios

Los ejercicios de esta leccién son los propuestos en el libro de James Stewart Cdlculo Multivariable
4Ed. en la secci6én 16.5 (pagina 1081) nameros: 1-8, 12, 19, 23-29, 30, 31, 33, 34 y 36.
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Leccion 4

Coordenadas curvilineas

4.1. Coordenadas polares
La funcién g(p,0) = (pcosO,psen0) es una biyeccion de Q = R* x] —, 7] sobre R? \ {(0,0)}. Los

nameros p y 6 dados por x = pcos, y = psen6 donde p > 0, -n < 0 < 7 se llaman las coordenadas
polares del punto de coordenadas cartesianas (x, y).

Y

€o €,

y=psSene e — - -————— p

Figura 4.1: Coordenadas polares

En vez de elegir el intervalo |1 — n,n] para medir en radianes el 4ngulo polar 6, podemos elegir
cualquier otro intervalo semiabierto de longitud 2w, por ejemplo [0, 27[. La eleccién mds conveniente
desde un punto de vista matemadtico, por razones de célculo (definicién del arcotangente) y de sime-
tria, es ] — m, m]. Observa que lo que hacemos es medir dngulos en sentido antihorario desde la parte
negativa del eje de abscisas. Los valores de 0 en el intervalo | — w,0[ corresponden a puntos situados
en el semiplano inferior (y < 0) y valores de 8 en el intervalo ]0, [ corresponden a puntos situados
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en el semiplano superior (y > 0). Los valores de 0 en el intervalo ] — t/2, n/2[ corresponden a puntos
situados en el semiplano de la derecha (x > 0) y valores de 0 en |n/2, m]u] — 7, —n/2[ corresponden a
puntos situados en el semiplano de la izquierda (x < 0).

En muchos textos se afirma que el 4ngulo polar, 0, viene dado por la igualdad 6 = arctg(y/x),
debes tener claro que eso es falso cuando x < 0. Recuerda que la funcién arcotangente toma valores
en el intervalo | — /2, 7/2[. Para (x, y) en el segundo cuadrante (x < 0, y > 0) el &ngulo polar esté en el
intervalo |n/2, [ y es igual a arctg(y/x) + 7, y para (x, y) en el tercer cuadrante (x <0, y < 0) el &ngulo
polar estd en el intervalo ] — , —m/2[ y es igual a arctg(y/x) —m.

Viendo (x,y) como el nimero complejo x + iy, el &ngulo polar de (x, y) no es otra cosa que el
argumento principal de x +iy.

Cuando se utiliza el sistema de coordenadas polares los vectores se refieren a una base ortonor-
mal {e,, eg} que se ha representado en la figura anterior. En el lenguaje tipico de los textos de fisica, se
dice que el vector e, es un vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta
p manteniendo 0 constante, y el vector eg es un vector unitario en el sentido en que se mueve el pun-
to P cuando aumenta 6 manteniendo p constante. En términos matematicos, quizds més precisos,
observa que el vector de posicién del punto P es g(p,0) = (pcosH,psenB), su variacién con respec-
to a p manteniendo 0 constante es la derivada parcial respecto a p y su variacién con respecto a 0
manteniendo p constante es la derivada parcial respecto a 0.

g

0
a—p(p,ﬂ) = (cosH,senB), a—‘g(p,e) = (—psenB,pcos0) 4.1)

0 0
Observa que estos vectores son ortogonales a—g (p, 6).6—‘3 (p,0)=0.
p

Para obtener una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es normalizar-
los. El primero tiene norma igual a 1y el segundo tiene norma igual a p. Por tanto, los vectores

e, = (cos0,sen0), eg=(—senb,cosO)

forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan coordena-
das polares.

Observa que los vectores de esta base dependen del dngulo polar 6, es decir, no se trata de una
base fija. Una notacion mads correcta para estos vectores, para indicar su dependencia de 0, seria e, (0)
y € (0). Pero esta notacion no suele usarse. En textos de Fisica es frecuente usar las notaciones e, = p,
eg = 0. Ademas, a estos vectores se les llama versores.

En general, la expresion en la base {ey,eg} de un vector v = (x, y) se obtiene por el método usual
(igualdad (1.1)) calculando sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base.

v=(v|ey)e,+(v|eg)ey 4.2)

Observa que si escribimos v en la forma v = (pcos6,psen®) entonces (v|e,) = p y (v|ep) = 0. Dicho
de otra forma, si (p, 0) son las coordenadas polares de un punto (x, y), se verifica que (x, y) = pe,.
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Recuerda que la matriz jacobiana de una funcién de R? en R?, F(x, y) = (F1(x,y),F2(x,3)) es la
matriz cuyas filas son los vectores gradiente de las funciones componentes de F y, en consecuen-
cia, sus columnas son las derivadas parciales de F respecto a cada una de sus variables. Se entiende,
claro estd, que la derivada parcial de un campo vectorial respecto de una de sus variables, es el vec-
tor formado por las derivadas parciales de los campos escalares componentes de F respecto a dicha

variable.

Las columnas de la matriz jacobiana de g(p,0) las hemos obtenido en (4.1). Las normas euclideas
de las columnas de la matriz jacobiana se llaman factores métricos o factores de escala del cambio
a coordenadas polares y son {1, p}.

4.1.1. Expresion de la velocidad y la aceleracién en coordenadas polares

Consideremos un mévil cuya trayectoria en el plano viene dada por r(¢) = x(8)i+ y(#)j. Sean
(p(2),6(2)) las coordenadas polares de r(#) de forma que r(¢) = (p(£) cos0(z), p(r) sen6(r)) = p(r)ey (1)
donde e, (¢) = (cosB(1),senB(1)). Observa que e, () = 0'(£)(—senB(¢),cos6(1)) = 0'(t)eg(£), donde eq(¢)

(—senB(7),cosB(1)). Tenemos asi que
r'(1) =p'(ey (1) +p(t)eg (1) = p'(t)ey (1) +p(£)0'(1)eq (1) (4.3)

que es la expresion de la velocidad en coordenadas polares.

Esta igualdad suele escribirse con notacién mads clasica en la forma
dr = dpe, +pdbeg

Imaginemos ahora que r es la funcién de trayectoria de un mévil y que r(a) es su punto inicial; en-
tonces la distancia, s(t), recorrida por el mévil en cada momento ¢ viene dada por

t t t
s(r)=f ||r’(t)||dr=f ||p’(t)ep(r)+p(r)e’(r)ee(t)||dr=f \/(p’(t))2+(p(t)e’(r))2dt

Y, por tanto, s'(t) = \/ (0’ ()% + (p(£)8'(1))2. Esta igualdad suele escribirse en la forma
(ds)* = (dp)? +p*(d0)* (4.4)

y se llama elemento diferencial de longitud en coordenadas polares. Observa que aqui aparecen los
factores de escala 1 y p elevados al cuadrado y multiplicando a las correspondientes diferenciales
(dp)*y (d6).

Derivando la igualdad (4.3) y teniendo en cuenta que eg(t) = -0’ (t)ey (1), puedes comprobar que

la aceleracién viene dada por:

()= (p" (1) —p(t)(ﬂ’(t))z)ep(t) +(20"(00'(1) + (18" (1)) ey (1) (4.5)
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4.1.2. Expresion de la divergencia en coordenadas polares

Sea f(x, y) = (fi(x, ), f2(x,y)) un campo vectorial de dos variables. La divergencia de este cam-
po es el campo escalar dado por divf(x,y) = %(x, y)+ %(x, ¥). Consideremos la expresion de f en

coordenadas polares:
F(p,0) =f(pcosh, psend) = (fi (pcos6,psend), f2(pcosh,psend))

y calculemos las componentes F,, (p, 0) y Fg(p, 0) de F(p, 0) respecto de la base {e, e}, esto es, F(p,0) =
Fy(p,0)e, + Fg(p,0)eq. Sabemos que dichas componentes viene dadas por las correspondientes pro-
yecciones ortogonales:

Fo(p, 0)
Fo(p,0)

(F(p,0)ley) = fi(pcosO,psend) cosO + f>(pcosO,psend) send (4.6)

(F(p,0)leg) = —fi(pcosB,psenB)send + fo(pcosB,psend) cos 4.7)

Para obtener la expresion de la divergencia de f en coordenadas polares debemos expresar la igual-
3

dad divf(pcosB,psenB) = % (pcosB,psenB) + a_y2 (pcosB,psen0) en términos de las funciones F,, Fq
y de sus derivadas parciales. Hay dos formas de hacer esto.
De forma indirecta

Derivamos en las igualdades anteriores haciendo uso de la regla de la cadena (derivacién de una

funcién compuesta). Tenemos que:

oF
a—;(p,e) = %(p cosB,psend) cos20 + Z—];(p cos0,psenB) cos sen B+

3 0
+a—]:f(p cos 0, psenB) cosO send + a—];f(pcos 0, psen6) sen® 0

oF 0 0
—e(p,e) = _on (pcosB,psenB)(—psenB)sen6 — i(p cos0,psenB)pcosO sen O+
00 ox oy

of: 0f:

+a—2(p cos0,psenB)(—psenB) cosH + 6_2 (s cos.e,psenﬂ)pcos2 0
X y

—fi(pcosB,psenB) cosO — fo(pcosH,psenB)send

Sumando estas igualdades, después de dividir por p la segunda de ellas, se deduce que

OF 10F 0 0 1
a—pp(p,ﬂ) + Ea—ee(p,e) = a—é(pcose,psenﬂ) + a—];f(pcosﬂ,psenﬂ) - EFp(p,G)

Es decir
0 0 OF 10F 1
divf(pcosB,psenB) = a—];l(p cos0,psend) + a—];f(pcosﬂ,psene) = a—pp(p,ﬂ) + Ea—ee(p,e) + BFp(p,B)

igualdad que suele escribirse en la forma

oF 1 OF 1
divf=—L+-—2,_F

- _ 4.8
op p69+pp (4.8)
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E incluso més condesado, en la forma

1 aFe
p 90

10
divf= 2 (PFp) +
po

que es la expresion de la divergencia de f en polares.

De forma directa

El camino que hemos seguido antes para obtener la expresién de la divergencia en coordena-

das polares es un camino indirecto, pues hemos calculado las derivadas > ap y aa%" y, al hacerlo, nos

hemos dado cuenta de que podiamos hacer una operacién sencilla con ellas para relacionarlas con
(pcosB psenf) +2 dy / (pcosH,psenB).

Un camino mds natural consiste en expresar fi(x, y) y f2(x, y) en funcion de F,(p,0) y Fg(p,0); es
decir, se trata de obtener las coordenadas cartesianas (fi(x, y), f2(x,y)) del vector f(x, y) en funcién

de las coordenadas de dicho vector respecto de la base {ey, ep}. Basta para ello tener en cuenta que:

0 —send \[ Fy(p,0
(fl(x,y),fz(x,y))=Fp(p,e)ep+Fe(p,e)ee=(COS sen )( (P ))

sen® cosB Fg(p,0)

Es decir, la matriz cuyas columnas son los vectores €, y eg es justamente la matiz del cambio de base
que necesitamos. Naturalmente, en esta igualdad debemos ver a p y a 6 como funciones de x e y,

o(x,y) =v/x2+y2, 0(x, y) = arctg(y/x)!. Tenemos que

cos(8(x, y)Fy(y/ x? + y2,arctg(y/x)) —sen(0(x, y))Fo(/ ¥ + y?,arctg(y/x)) (4.9)

filey)

sen(0(x, y))F,(\/ x2 + y2,arctg(y/x)) + cos(B(x, y))Fe(/ ¥ + y?,arctg(y/x)) (4.10)

Ll

Una vez que disponemos de fi(x,)) y f2(x,y) en funcién de Fy(y/x%+ y? arctg(y/x)) y de

Fo(y/x% + y?,arctg(y/x)), todo lo que tenemos que hacer es calcular, aplicando la regla de la cadena,
9f 9fa
(1), 3

propongo que hagas esto en un e]erc101o.

las derivadas parciales 3 (x y) sumarlas, simplificar y sustituir (x, y) por (pcos6, psen0). Te

Este método tiene el inconveniente de que los célculos pueden ser mds largos pero tiene la gran
ventaja de que puede seguirse en cualquier situacién similar. Es decir, cualquier operacién sobre un
campo vectorial f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)) que haga intervenir a las funciones componentes fiy fo y
a sus derivadas parciales de los 6rdenes que sean, puede expresarse en coordenadas polares usando
las igualdades (4.9) y (4.10).

1Ten en cuenta que aunque 0(x, y) se puede diferenciar de arctg(y/x) en una constante (+7) esto no influye para nada
en el cdlculo de las derivadas parciales de 0(x, y) que es lo que ahora nos interesa.
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4.1.3. Gradiente en coordenadas polares

Sea f un campo escalar de dos variables. Sabemos que el gradiente de f es el campo vectorial da-
doporVf(x,y) = % (x, y)i+ % (x, y)j. Hagamos en esta igualdad (x, y) = (pcos0,psenB) para obtener

0 0
Vf(pcosBO,psenB) = %(pcosﬂ,psene)ﬂ a—i(pcose,psenﬂ)j

La expresion del gradiente de f en polares es Vf(pcos0,psen0) = f,(p,0)e, + fo(p,0)eg donde f, y fo
son las componentes del vector V f(pcos6, psen0) en la base {e,, ep}. Dichas componentes sabemos
que vienen dadas por las igualdades (4. 6) y (4.7) donde las componentes f; y f> del campo F deben re-

emplazarse por las componentes 2§ Y3y L del campo V f. Por ello, podemos escribir dichas igualdades

en la forma
0 0 0 0
fop,0) = —f(pcose psenﬂ)(p—p) a;}t(pcosﬂ psene)(ane) = a—f(pcosﬂ,psene)
0 0) o 0 0 1

folp,® = p (pcose psenﬂ)(pc—eos) f(pcosﬂ psene)(pLen) ik 35/ (pcosB,psenb)

Hemos obtenido asi que
0 10
Vf(pcosB,psenB) = &f(pcose,psenﬂ)ep + B%f(pcosﬂ,psene)ee (4.11)

Es conveniente introducir la funcién h(p,0) = f(pcosB,psenB) con lo que la igualdad anterior se es-
cribe mejor en la forma

Vf(pcosB,psend) = (p,e)ep L9 (p,B)ee (4.12)

Observa que en esta igualdad a la izquierda tenemos el gradiente de f calculado en la expresion de
f en coordenadas cartesianas y evaluado en el punto (pcos0,psen8), y a la derecha lo que tenemos
son las derivadas parciales de la funcién compuesta h(p,0) = f(pcos0, psen8) evaluadas en el punto
(p,0). En los textos de Fisica es frecuente que no se distinga entre la funcién f y la funcién & (pues,
en definitiva, son la misma funcién expresada en distintas coordenadas) y que escriban la igualdad
(4.11) en la forma

o, L,
Vf= 50+ 530 (4.13)

igualdad que constituye la expresién del gradiente en polares.

Observa que en la expresion anterior del gradiente aparecen los inversos de los factores de escala
multiplicando a las derivadas parciales a las que estd asociado cada uno de ellos. Como sabes, los
factores de escala son {1,p}; el primero de ellos, 1, estd asociado a la primera columna de la matriz
jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivacién parcial respecto a la primera
variable, p; el segundo de ellos, p, estd asociado a la segunda columna de la matriz jacobiana del
cambio de coordenadas que corresponde a la derivacién parcial respecto a la segunda variable, 6.
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4.1.4. Significado de los factores de escala

Consideremos la matriz jacobiana de la funcién que introduce las coordenadas polares.

cosf —psinB
sin® pcosO

Esta matriz define una aplicacién lineal de R? en R?> que a cada vector (x, y) hace corresponder el
vector «/.(x, ¥). Un cdlculo facil proporciona

||a¢.(x,y)|| =1/ x2 +p2y?

Deducimos que para vectores situados en el eje de abscisas, es decir, de la forma (x, 0), se verifica que
leZ.(x,0)] = II(x,0)]l y, por la linealidad, se sigue que ||«/.(x,0) —<f.(z,0)] = lI(x,0) — (z,0)|l, esto es, la
aplicacién (x, y) — &/.(x, y) conserva distancias en el eje X. Pues bien, este es el significado de que el
factor de escala asociado a la primera variable sea igual a 1.

Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje de ordenadas, es decir, de la
forma (0, y), se verifica que ||,sz¢‘ .0, || =p || 0,y) || y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que
||,sz¢.(0, y)—<£.(0,2) || = || 0,y)-1(0,2) ||, esto es, la aplicacion (x, y) — <f.(x, y) multiplica distancias por
p en el eje Y. Pues bien, este es el significado de que el factor de escala asociado a la segunda variable
seaigual a p.

En resumen, los factores de escala indican las dilataciones a lo largo de los ejes que hace la apli-
cacion lineal asociada a la matriz jacobiana de la aplicacién g(p,0) = (pcos0,psen8). Suele decirse
que la aplicacién g es la que, a escala infinitesimal, produce esas dilataciones. La expresién “escala
infinitesimal” se entiende de la siguiente forma. Supongamos que fijamos valores p = py y 0 = 0y y sea
8 un ntimero muy pequerio (o que en los siglos XVII y XVIII se llamaba un infinitésimo; terminologia
que todavia usan algunos textos de Fisica). Entonces, por la definicién de derivada, tenemos que

=8

0
|| &(po +8,80) — g(po,00) || =& Ha—i(Po»eo)

=dpo

0
|| (Po, 80+ 8) — g(po,B0) | = & H a—g (0, 00)

La primera igualdad nos dice que si efectuamos “incrementos infinitesimales” en la primera variable
la aplicacién g conserva distancias y la segunda igualdad nos dice que si efectuamos “incrementos
infinitesimales” en la segunda variable la aplicacién g multiplica las distancias por el correspondiente
valor de la primera variable.

La expresion (4.4) del elemento diferencial de longitud en coordenadas polares tiene en cuenta
dichos factores de escala.

Naturalmente, para calcular la longitud de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas po-
lares r(#) = (p(t) cosB(2),p(t)senB(t)), a < t < b, lo que se hace es integrar la rapidez con que dicha

curva se recorre:

[r' ()] = \/(p’(t) cos0(r) —p(1)0' (1) sen0(1)2 + (p' (£)senB(r) +p(1)0' (1) cosB(1))% = \/p’(t)z +p(1)20'(1)?
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en consecuencia, la longitud de r viene dada por

b b
[”r'(t)” dt:f Vo' (02 +p(020' (12 d1

Observa que el valor obtenido para H r'(1) || podiamos haberlo calculado directamente usando la igual-
dad (4.3) yrecordando que la norma euclidea es invariante por cambios de base ortonormales.

Al igual que cada factor de escala mide la dilatacién infinitesimal a lo largo de un eje, el producto
de los factores de escala, en nuestro caso p, mide el cambio en el drea de un rectdngulo a escala
infinitesimal. El producto de los factores de escala es justamente el determinante jacobiano. Recuerda
que la férmula del cambio de variables a coordenadas polares en una integral doble afirma que si f
es un campo escalar continuo en un conjunto A c R? se verifica que

ffAf(x,y)d(x,y) :ffo(pcosﬂ,psene)pd(p,B)

donde B = {(p,0) : (pcosB,psenB) e A}. Observa que B es la expresion del conjunto A en coordenadas
polares, es decir A = g(B), y que en la segunda integral se multiplica por p. Si particularizamos la
igualdad anterior para la funcién constante f(x, y) = 1 obtenemos

Area(g(B)) =ffA1d(x,y) =fprd(p,6)

Si B es un rectdngulo muy pequeno (un rectdngulo infinitesimal) se verifica que

fprd(p,G) =pfde(p,e)=pArea(B)

Deducimos que Area(g(B)) = pArea(B). En los libros de fisica se dice que pdp dO es el elemento dife-
rencial de drea en coordenadas polares.

4.2. Coordenadas esféricas

La funcion g(r,0,¢) = (rsenbcosd, rsenOsen, r cos) es una biyeccion de Q = R* x [0, 7] x] — 71, 7]
sobre R3\{(0,0,0)}. Los nimeros (r, 0, ¢) dados por x = rsenfBcosd, y = rsenBsend, z =r cosd donde
r>0,0<0<m,-n<d<mn,sellaman las coordenadas esféricas del punto de coordenadas cartesianas
(x,,2).

Nota. Lanotacién y el orden en que se escriben las coordenadas esféricas varia de unos textos a otros.
En muchos textos los papeles de ¢ y 6 estdn intercambiados con respecto a los nuestros.

Por lo que se refiere al intervalo ] —m, nt] elegido para medir en radianes el &ngulo ¢, podemos hacer las
mismas observaciones que las hechas para las coordenadas polares. Con frecuencia dicho intervalo
se sustituye por [0,2n[ lo que, dicho sea de paso, complica las férmulas del cambio de cartesianas
a esféricas. Cuando en un libro se usen coordenadas esféricas debes comprobar c6mo se definen
dichas coordenadas.

Cuando se utiliza el sistema de coordenadas esféricas los vectores se refieren a una base orto-
normal {er, ey, €y} que se ha representado en la figura anterior (trasladada al punto P). En el lenguaje
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Z e
eZ=I COSO r
\\\\ €y
P

I
I
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| €o

e |

r=\x2+y2+z2

I
I
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I
| y=rsenesen¢ vy
; o
|
I
]
I

Figura 4.2: Coordenadas esféricas

tipico de los textos de fisica se dice que el vector e, es un vector unitario en el sentido en que se mueve
el punto P cuando aumenta r manteniendo 0 y ¢ constantes, el vector eg es un vector unitario en el
sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta 6 manteniendo r y ¢ constantes y el vector eg
es un vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta ¢ manteniendo r y
0 constantes. En términos matematicos, quizds mas precisos, observa que el vector de posicién del
punto P de coordenadas esféricas (r,0,¢) es g(r,0,¢) = (rcosdsenB, rsendsenb, r cos0); su varia-
cién con respecto a r manteniendo 0 y ¢ constantes es la derivada parcial respecto a r, su variacién
con respecto a @ manteniendo r y ¢ constantes es la derivada parcial respecto a 0 y su variacién con
respecto a ¢ manteniendo r y 0 constantes es la derivada parcial respecto a ¢.

0
u = a—f (r,0,¢) (cos P senB,senP sen0,cos0)

0
uz = a—g(r,e,q)) (rcosd cosB, rsendcosB, —rsenb)

_%8
-5

Es facil comprobar que estos vectores son ortogonales dos a dos, u;.u; = 0, para i # j. Para obtener

ug (,0,0)

(—rsen¢dsenb, rcosPpsend,0)

una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es normalizarlos. Se calculan
facilmente sus normas [[u; || = 1, |luzll = r, llugll = r sen6. Deducimos que los vectores

e, = (cosdpsenB,send senB,cosO)
ep = (cosdcosB,sendcosh,—senB)
ep = (—sen@,cos,0)

forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan coordena-
das esféricas. Observa que los vectores de esta base dependen de la posicién del punto, es decir, no
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se trata de una base fija. Fijate en que si (7,0, ¢) son las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z), se
verifica que (x, y, z) = re;. En general, la expresion en la base {e;, eg, ey} de un vector ve R® se obtiene
por el método usual calculando sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base:

v=(v|eryer+ (v|ep) ey +(vley)ey 4.14)

Observa que si escribimos v en la forma v = (rsenfcos ¢, r senBsen, r cos0), entonces (vie,) =ry
(vieg) = (viey) =0.

Recuerda que la matriz jacobiana de una funcién de R® en R, f = (fi, f>, f3) es la matriz cuyas
filas son los vectores gradiente de las funciones componentes de f'y, por tanto, sus columnas son las
derivadas parciales de f respecto a cada una de sus variables; entendiendo, claro estd, que la deri-
vada parcial de un campo vectorial respecto de una variable es el vector formado por las derivadas
parciales de sus componentes respecto de dicha variable.

Las columnas de la matriz jacobiana de la aplicacién g que introduce las coordenadas esféricas
son los vectores uy, ug, ug. Las normas euclideas de las columnas de la matriz jacobiana se llaman
factores métricos o factores de escala del cambio a coordenadas esféricas y son {1, 7, r sen6}.

~

Nota. En algunos libros de fisica se usa la notacién e; = t, eg = 3 yep = .

4.2.1. Expresion de la velocidad y la aceleracion en coordenadas esféricas

Consideremos un mévil cuya funcién de trayectoria viene dada por r(f) = x(0)i+ y(0)j + z(H)k.
Sean (r(1),0(1), d(1)) las coordenadas esféricas de r(¢) de forma que

r(t) = (r(t)cosd(t)senB(t), r(t) send(t) senB(t), r(t) cosO(1)) = r(t)ey(t)
donde e, (1) = (cos d(t) senB(t),send(¢) senB(r),cosO(r)). Es facil comprobar que
e/ (1) =0'(Deg(r) + ¢’ (r)senB(t)ey (1).
Deducimos que
r' (1) =r'(Dec(r) + r(Ded (1) = r'(Dec(t) + r(1)0' (Heg (1) + r (1) senB(H) P’ (Heq (1) (4.15)
que es la expresion de la velocidad en coordenadas esféricas.
Esta igualdad suele escribirse con notacién mas clasica en la forma
dr = dre,+rdbeg+rsenOddeg ()

La distancia, s(#), recorrida por el mévil, desde un tiempo inicial a hasta el tiempo ¢ viene dada por

t t
s(t):f e’ || dt:f \/(r’(t))2+(r(r)e’(r))2+(r(t)sene(r)<p’(t))2dt
a a

Y, por tanto, s'() = \/(r’(t))2 + (r(t)e’(t))2 +(r senﬂ(t)q)’(t))z. Esta igualdad suele escribirse en la
forma
(ds)? = (dr)? + r2(d8)? + (rsen8)?(d)? (4.16)
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y se llama elemento diferencial de longitud en coordenadas esféricas. Observa que aqui aparecen los
factores de escala 1, r y r sen0 elevados al cuadrado y multiplicando a las correspondientes diferen-
ciales (dp)?, (d8)?y (d¢)?.

Derivando la igualdad (4.15) puedes comprobar que la aceleracién viene dada por:

r'(1) = (r"(0) - @O’ ()% - r0)d'(1))*sen®0(r) e (1) +
+(2r'(0)0' (1) + (00" (1) — (1) (' (1)* senO(¢) cos (1)) eg (1) +
+(2r' (D¢ (1) senB(1) +2r(1)$'(1)0' (1) cosB(2) + r (1) (£) senB(1) ey (1)

4.2.2. Expresion de la divergencia en coordenadas esféricas

Seaf(x, y,z) = (fi(x, ¥, 2), f2(x, ¥, 2), f3(x, y, z)) un campo vectorial de tres variables. La divergencia
de este campo es el campo escalar dado por divf(x, y, z) = %(x, ¥,2)+ %—j;z(x, ¥, 2) + %(x, ¥,z). Consi-

deremos la expresion de f en coordenadas esféricas:
F(r,0,¢) =f(rsenBcos ¢, rsenBsend, r cos0)

y sean F.(r,0,}), Fg(r,8,p) v Fq,(r,ﬂ,(p) las componentes de F(r, 0, ) respecto de la base {er,eq, €0},
esto es, F(r,0,¢) = F.(,0,0)e; + Fg(p,0, d)eg + Fq,(r,ﬂ,(p)eq). La expresion de la divergencia de f en
coordenadas esféricas consiste en expresar la igualdad

0fi

divF(r,0,¢) =divf(rsenBcosd,rsenBsend,rcosf) = a—(r senBcosd, rsenBsend, r cosB)+
X
0 0
+a—f2(r senBcosd, rsenBsend, rcosh) + a—fg(r senBcos$, rsenBsen, r cos0)
y z
en términos de las funciones F, (1,0, }), Fo(r,0, ), Fy(r,0,d) y de sus derivadas parciales. El camino
indirecto consistente en calcular derivadas parciales de F, Fg y F(, para tratar de relacionarlas con
divF(r,0, ) no se ve nada claro (puedes intentarlo para convencerte). Seguiremos el camino directo
como hicimos para las coordenadas polares. Para ello expresaremos las componentes cartesianas del
campo f en funcién de sus componentes F,, Fg y F¢, en la base {er, ey, e,}. La matriz del cambio de
esta base a la base canoénica es la que tiene como columnas los vectores ey, €y, y €.

(fl (x) J/; Z)rfz(xryr Z))f?)(xryr Z)) = Fr(rrer(-p)er +F6(p;9;¢)e9 +F(])(p)9)¢)) =

cos¢psend cosPpcos® -—send E,(r,0,)
=| sendpsenB sendcosO cosd Fo(p,0,d)
cos6 —sen0 0 Fy(p,0,P)

Naturalmente, debemos considerar r, 8 y ¢ como funciones de x, y, z.

ro=rya =V +22

z

Vx2+y2+ 22

¢ =¢(x,y, 2) =arctg(y/x)

0 =0(x,y 2) =arccos

Las igualdades anteriores permiten expresar fi(x,y,z), fo(x,¥,2) y f3(x,y,2) en funcién de
Fr(r(x,y,2),0(x,y,2),d(x, y,2), Fo(r(x, y,2),0(x, y,2),d(x, y,2) y Fp (r (x, y, 2), 0(x, , 2), d(x, y, 2)). Aho-
ra
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h 9fs

hay que calcular, aplicando la regla de la cadena, las derivadas parciales 3-(x,y,2), 3 y 62y
af3 =~ (x,1,2) sumarlas, simplificar y sustituir (x, y, z) por (rsenfcos,rsenfBsend,rcos0). Los célcu-

los son largos pero mecdnicos. El resultado final es el siguiente.

divf(r senBcosd, rsenBsend, rcosO) =

1 0
? a (rzFr(r» e» q)))

G
—F(1,0,)

0
—(senOFq(1,6,d)) + 2630

no 00

Observa que en esta igualdad a la izquierda tenemos la divergencia de f calculada en la expresion de
f en coordenadas cartesianas y evaluada en el punto (r sen0cos ¢, rsenfsen, r cos0), y ala derecha
lo que tenemos son las derivadas parciales de las componentes de la funcién compuesta F(r,0, })
evaluadas en el punto (7,0, }).

4.2.3. Gradiente en coordenadas esféricas

Sea f un campo escalar de tres variables. Sabemos que el gradiente de f es el campo vectorial
dado por
0 0 0
Vfx,y2) = a—];(x,y, 2)i+ %(x, Y, 2j+ a—];(x,y, 2)k
La expresion del gradiente de f en esféricas viene dada por
Vf(rsenBcosd,rsenBsend, rcos0) = fi(r,0,db)er + fo (1,0, d)eg + fo, (1,0, p)ey

donde f;, fo y fp son las componentes del vector Vf(rsen0cosd, rsenBsend,rcos0) en la base
{er,ep, €p}. En virtud de la igualdad (4.14), tenemos que

fr(1,0,0) =(Vf(rsenbcosd,rsenbsend,rcosb)|e;)
fo(r,8,0) =(Vf(rsenbcos,rsenBsend,rcos0)|ey)
fo(1,8,0) =(Vf(rsenBcosd,rsenbsend,rcos)|ey)

Haciendo estos productos escalares y teniendo en cuenta la regla de la cadena se obtiene facilmente
la igualdad siguiente.

0
Vf(rsenBcos¢,rsenBsend,rcosb) = a—f(r senBcosd, rsenBsend, r cosH)e,+
r

10
+;£f(rsenecos¢),rsenﬂsenq),rcose)e9+ ~— f(rsenBcos®, rsenOsen, rcosb)e

1

sen® 0
Es conveniente introducir la funcién h(r, 0, $) = f(r senBcos P, r senBsen, r cos) conlo que laigual-
dad anterior se escribe mejor en la forma

oh 10
Vf(rsenBcosd, rsenbsend, rcosf) = E(r,9,¢)er+ ——(r 0,p)eg + (r 0,p)ey

eaq>

En los textos de fisica es frecuente que no se distinga entre la funcién f y la funcién h (pues, en defi-
nitiva, son la misma funcion expresada en distintas coordenadas) y que escriban la igualdad anterior
en laforma

of laf 1 of
Vf=—"er+-—-
/ 6re+ 00 +rsen96q)
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igualdad que constituye la expresién del gradiente en coordenadas esféricas.

Observa que en la expresion anterior del gradiente aparecen los inversos de los factores de escala
multiplicando a las derivadas parciales a las que estd asociado cada uno de ellos. Como sabes, los
factores de escala son {1, r,rsen8}; el primero de ellos, 1, estd asociado a la primera columna de la
matriz jacobiana del cambio de coordenadas que corresponde a la derivacién parcial respecto a la
primera variable, r; el segundo de ellos, r, estd asociado a la segunda columna de la matriz jacobiana
del cambio de coordenadas que corresponde a la derivacién parcial respecto a la segunda variable,
0, el tercero de ellos, r sen 6, estd asociado a la tercera columna de la matriz jacobiana del cambio de
coordenadas que corresponde a la derivacién parcial respecto a la tercera variable, ¢.

4.2.4. Significado de los factores de escala

Consideremos la matriz jacobiana en un punto genérico (r,0, ) de la funcién que introduce las
coordenadas esféricas.

cosdpsend rcosBcosd -—rsenBsend
& =|senfsen¢d rcosBsend rcosPpsentd
cos0 —rsenf 0

Esta matriz define una aplicacion lineal de R3 en R3 que a cada vector (x, y, z) hace corresponder el
vector #.(x, y,z). La norma euclidea de la imagen de un vector en dicha transformacién viene dada
por la igualdad siguiente.

|- (x,y,2)| = \/x2 +712y2 + r2sen?0 z2

Deducimos que para vectores situados a lo largo del eje X, es decir, de la forma (x,0,0), se verifica
que [|.#.(x,0,0)| = I(x,0,0) |l y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que la aplicacién (x, y, z) —
& .(x,,z) conserva distancias en el eje X. Pues bien, este es el significado de que el factor de escala
asociado a la primera variable sea igual a 1.

Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje Y, es decir, de la forma (0, y,0), se
verifica que ||,¢ .(0,,0) || =r || 0,y,0) || y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que la aplicacién
(x,y,2) — Z.(x, ¥, z) multiplica distancias por r en el eje Y. Pues bien, este es el significado de que el
factor de escala asociado a la segunda variable sea igual ar.

Deducimos también que para vectores situados a lo largo del eje Z, es decir, de la forma (0,0, z), se
verifica que [.#.(0,0, z) || = rsen81/(0,0, z) || y, teniendo en cuenta la linealidad, se sigue que la aplica-
cion (x,y, z) — & .(x, y, z) multiplica distancias por r sen6 en el eje Z. Pues bien, este es el significado
de que el factor de escala asociado a la tercera variable sea igual a r sen6.

En resumen, los factores de escala indican las dilataciones a lo largo de los ejes que hace la apli-
cacion lineal asociada a la matriz jacobiana de g(r,0,¢) = (rsenBcos}, rsenBsend, r cos0). Suele
decirse que la aplicacion g es la que, a escala infinitesimal, produce esas dilataciones.

Al igual que cada factor de escala mide la dilatacién infinitesimal a lo largo de un eje, el producto
de los factores de escala, en nuestro caso r2sen6, mide el cambio en el volumen de un ortoedro a
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escala infinitesimal. El producto de los factores de escala es justamente el determinante jacobiano.
Recuerda que la férmula del cambio de variables a coordenadas esféricas en una integral triple afirma
que si f es un campo escalar continuo en un conjunto A c R3 se verifica que

[ff fx,y,2d(x,y,2) :ff[ f(rsen®cosd, rsenBsend, r cos0)r’sendd(r, 0, p)
A B

dondeB = {(r,0,¢) : (rsenBcosd, r senBsend, r cosB) € A}. Observa que B es la expresion del conjunto
A en coordenadas esféricas, es decir A = g(B), y que en la segunda integral se multiplica por r2sen0.
Si particularizamos la igualdad anterior para la funcién constante f(x, y, z) = 1 obtenemos

Volumen(g(B)) :fff 1d(x, y, 2) =fff rzsenﬂd(r,e,q))
A B

Si B es un ortoedro muy pequefio (un ortoedro infinitesimal) se verifica que

ff[ r*senBd(r,0, ) = rzsenﬂfff d(r,0,$) = r* senBVolumen(B)
B B

y obtenemos Volumen(g(B)) = r? sen 8Volumen(B). Suele decirse que r>sen0dr dO d¢ es el elemento
diferencial de volumen en coordenadas esféricas.

4.3. Coordenadas cilindricas

La funcién g(p, 0, z) = (pcos 0, psend, z) es una biyeccion de Q = R™ x]m, 1] x R sobre B3\ {(0,0,0)}.
Los nimeros (p, 8, z) donde x =pcosB, y=psenB, con p >0y —n <0 < m, se llaman las coordenadas
cilindricas del punto (x, y, ).

4 €

€

Figura 4.3: Coordenadas cilindricas

Cuando se utiliza el sistema de coordenadas cilindricas los vectores se refieren a una base or-
tonormal {e,, ey, e} que se ha representado en la figura (4.3) (trasladada al punto P). En el lenguaje
tipico de los textos de fisica se dice que el vector e, es un vector unitario en el sentido en que se mue-
ve el punto P cuando aumenta p manteniendo 8 y z constantes, el vector eg es un vector unitario en
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el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta 6 manteniendo p y z constantes y el vector
e, es un vector unitario en el sentido en que se mueve el punto P cuando aumenta z manteniendo p
y 0 constantes. En términos matemaéticos, quizds mas precisos, observa que el vector de posicion del
punto P es g(p,0, z) = (pcosB,psend, z) su variacion con respecto a p manteniendo 0 y z constantes
es la derivada parcial respecto a p, su variacién con respecto a 8 manteniendo p y z constantes es
la derivada parcial respecto a 0 y su variacién con respecto a z manteniendo p y 0 constantes es la
derivada parcial respecto a z.

0
u = a_i (p,0,2) (cos0,sen0,0)

0
up = a_g(p,e,z) (-psen6,pcos0,0)

0
uz = a—i(p,e,Z) 0,0,1)

Es féacil comprobar que estos vectores son ortogonales dos a dos, uj.u; = 0, para i # j. Para obtener
una base ortonormal a partir de ellos todo lo que tenemos que hacer es normalizarlos. Se calculan
facilmente sus normas [|u; || = 1, |[uzll = p, llugll = 1. Deducimos que los vectores

e, = (cos0,send,0)
eg = (—senB,cos0,0)
e, = (0,0,1)=k

forman una base ortonormal. Es a dicha base a la que se refiere un vector cuando se usan coordena-
das cilindricas. Observa que los vectores de esta base dependen de la posicion del punto, es decir, no
se trata de una base fija. Fijate en que si (p, 0, z) son las coordenadas cilindricas de un punto (x, y, z),
se verifica que (x, y, z) = pe, + zk. En general, la expresion en la base {ey, ey, k} de un vector ve R3 se
obtiene por el método usual calculando sus proyecciones ortogonales sobre los vectores de la base:

v=(vley)e,+ (v|ep)ep+(v|k) k 4.17)

Observa que si escribimos v en la forma v = (pcos0,psen®, z), entonces (vlep> =p, (vieg) =0,y
vlk) = z.

4.3.1. Ejercicios

1. Completa el estudio de las coordenadas cilindricas conforme al esquema seguido en el estu-
dio de las coordenadas polares y esféricas. Es decir, debes calcular la velocidad, aceleracion,
divergencia y gradiente en coordenadas cilindricas y hacer una interpretacion de los factores
de escala y de los elementos diferenciales de longitud y volumen.

4.4. Coordenadas curvilineas ortogonales

Sean Ay B dos subconjuntos de R® y sea g : A — B una biyeccién de A sobre B. Representaremos

por (x, y,z) un punto genérico de B y por (u, v, w) un punto genérico de A. La biyeccién g permite
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describir los puntos de B mediante puntos de A, pues dado un punto (x, y, z) € B hay un tinico punto
(u,v,w) € Atal que g(u, v, w) = (x, y, z); diremos que dicho punto (u, v, w) son las g-coordenadas del
punto (x, y, z) y también diremos que la aplicacién g introduce en B un sistema de coordenadas cur-
vilineas. Naturalmente, para que estas coordenadas definidas por g sean ttiles hay que suponer que
la funcién g tiene buenas propiedades analiticas. Suele suponerse como condicién minima para g
que sea de clase C!, es decir que sus funciones componentes tengan derivadas parciales continuas y
también se supone que el determinante jacobiano de g no se anula nunca. Estas condiciones asegu-
ran que la biyeccién inversa de g es una funcién de clase C! en B. Las funciones que verifican estas
propiedades (biyecciones de clase C! cuya biyeccién inversa también es de clase C!) se llaman difeo-
morfismos. Suele exigirse también que la matriz jacobiana de g calculada en cualquier punto de A
tenga la propiedad de que sus vectores columna sean dos a dos ortogonales. Cuando la aplicacién g
verifica estos requisitos (es un difeomorfismo de Asobre Bcuya matriz jacobiana tiene columnas or-
togonales) se dice que dicha aplicacion define un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales
en B.Las coordenadas esféricas y las cilindricas son ejemplos de coordenadas curvilineas ortogona-

les (y también lo son las coordenadas polares en el plano).

4.1 Ejemplo. Consideremos la aplicacion
g, v, w) = (u” — v*,2uv, w?)

Es evidente que dicha aplicacién no es biyectiva en todo su dominio natural de definicién que es R3.
Para obtener un conjunto en el que sea una biyeccién debemos restringir su dominio de definicion.
Para ello vamos a considerar el conjunto A = {(u, v, w) : u >0, v > 0, w > 0}. En el conjunto Alafuncién
gtoma valores en el conjunto B = {(x, y,z) : y > 0,z > 0}. Sea (x, y, z) un punto cualquiera de B. Es facil

—x+/x2+ y2(x+ /2% +y?) 1
V=XV Y+ J/,\/x R

__+_
v2y

comprobar que el punto

(u,v,w) = |1 5t3

estien Ay g(u,v,w) = (x,y,z). Por tanto g esuna biyeccién de Asobre B. Es claro que la funcién g

es de clase C*™. Su matriz jacobiana es

2u -2v 0
2v  2u 0
0 0 2w

Y el determinante jacobiano es igual a 8u?w + 8v?w.Deducimos que g es un difeomorfismo de A
sobre B. Ademds las columnas de la matriz jacobiana son ortogonales.

Concluimos que la aplicacién g introduce un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales
en B. Las g-coordenadas de un punto (x, ¥, z) € B son la tnica terna (u, v, w) € A tal que g(u, v, w) =
(x,y,2). ¢

Volvamos a la situacién general y supongamos que g : A — B define un sistema de coordenadas
curvilineas ortogonales en B. En tal caso los vectores columna de la matriz jacobiana de g, es decir
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las derivadas parciales de g normalizados constituyen una base ortonormal de R3 que notaremos
por {ey,ey,ey}. Se dice que esta base estd asociada al sistema de coordenadas dado y es a esa base a
la que se refieren los vectores en el sistema de coordenadas definido por g En general los vectores
de la base dependen de las coordenadas (u, v, w), no es una base fija. Las normas euclideas de los
vectores columna de la matriz jacobiana de g se llaman factores de escala o factores métricos, los

representaremos por {a, b, ¢} (son funciones de u, v, w).

Para expresar el vector gradiente de un capo escalar f dado en coordenadas cartesianas

_of . Of ., of
Vflx, 2= Y (x,y,2)i+ dy (x,y,2)j+ 32 (x,y,2)k

en g-coordenadas, lo que hacemos es calcular las componentes del vector (V f)(g(u, v, w)) en la base
{eu, ey, ey}. Llamemos (fy, fy, fu) alas componentes del vector (V f)(g(u, v, w)) en la base {ey, ey, ey}.
Sabemos que

fulw,v,w)  ={(VAI(gu,v,w))ey)

fow,v,w)  ={((V)(gu,v,w)ley)

fow,v,w) ={((V)(gu,v,w)lew)

Teniendo en cuenta la regla de la cadena para derivadas parciales y las definiciones dadas, puedes

comprobar que

(V1)@ v, w)) = -2 Flgiu, v, whew + = Flg(u, v, w)ey + ~ - F(gl, v, w)
Niglu,v,w —aaufgu,v,w €y bayfgu,v,w ey Cawfgu,v,w ey

Debes entender bien lo que significa esta igualdad: a la izquierda aparece la funcién gradiente de f
evaluada en el punto g(u, v, w), a la derecha figuran las derivadas parciales de la funcién compuesta
h(u,v,w) = f(g(u, v, w)) dividida cada una de ellas por el factor de escala que corresponde a su varia-
ble y multiplicada por el correspondiente vector de la base asociada a las nuevas coordenadas (y no
olvides que dichos vectores dependen de u, v, w). La expresiéon obtenida para el gradiente es vélida
para todo sistema de coordenadas curvilineas ortogonales.

4.4.1. FEjercicios

1. Completa el estudio general de las coordenadas curvilineas ortogonales conforme al esque-
ma seguido en el estudio de las coordenadas polares y esféricas. Es decir, debes calcular la
velocidad y el elemento diferencial de longitud, la aceleracién y divergencia en coordenadas
curvilineas ortogonales y hacer una interpretacion de los factores de escala y de los elementos

diferenciales de longitud y volumen.
2. Representa la superficie cuya ecuacién en coordenadas esféricas es r = 1.
3. Representa una parte de la superficie cuya ecuacién en coordenadas esféricas es 6 = /4.
4. Representa una parte de la superficie ecuacién en coordenadas esféricas es ¢ = /4.

5. Representa una parte de la superficie cuya ecuacion en coordenadas cilindricas es r = 1.
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6. Representa una parte de la superficie cuya ecuacién en coordenadas cilindricas es
0=mn/4.

7. Representa una parte la superficie cuya ecuacion en coordenadas esféricas es r = 1.
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Leccion D

Superficies. Integrales de superficie

En todo lo que sigue consideraremos funciones de una o varias variables con derivada continua
o con derivadas parciales de primer orden continuas respectivamente.

5.1. Superficies en R®

Una superficie S en el espacio R® puede venir dada de tres formas:

a) Como la gréfica de una funcién z = f(x, y) donde (x, y) € A siendo A un conjunto de R.
S={(x,y fx,y): (x,y)eA}

b) Por medio de ecuaciones paramétricas, es decir, se trata de una superficie de la forma
S = y(A) donde Y es una funcién de dos variables con valores en R3. La funcién y transforma un
subconjunto A c R? en una superficie en R3. En este caso se acostumbra a interpretar los puntos
del conjunto A como pardmetros que describen la superficie. Si notamos (s, t) € A un elemento
genérico de A, la funcién y debe ser de la forma

Y(s, 8) = (x(s, ), y(s, 1), 2(s, ) = x(s, i+ y(s, 0)j + z(s, Dk

y, por tanto
S=y(A) ={(x(s,0,y(s,1),2(s,1) : (5, 1) €A}

¢) De forma implicita como el conjunto de puntos g(x, y,z) = 0 donde se anula un campo escalar

diferenciable de tres variables.

S={y 2)eR3:g(x,y,2) = 0}

Observa que a) es un caso particular de c¢) (basta considerar g(x, y,z) = f(x,y) — z) y también es un
caso particular de b) (basta considerar y(x, y) = (x, , f (x, ))).

58
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5.1.1. Plano tangente en un punto de una superficie

Se dice que un vector we R es tangentea una superficie Sen un punto (a, b, ¢) €S si se verifica que
w es el vector tangente en el punto (a, b, ¢) a una curva contenidaen S y que pasa por dicho punto. Se
dice que un vector weR3 es ortfogonal a una superficie S en un punto (a, b, ¢) €S si se verifica que w
es ortogonal a todo vector tangente a S en el punto (a, b, ¢).

Se verifica que el plano tangente a la superficie en el punto (a, b, ¢) contiene a todos los vectores
tangentes a la superficie en dicho punto. El calculo del plano tangente depende de c6mo venga dada
la superficie. Consideremos los tres casos posibles.

La superficie viene dada por ecuaciones paramétricas.
Sea S = Y(A) donde AcR?y
Y(s, 1) = (x(s, ), y(s, 1), 2(s, 1)) = x(s, Di+ y(s, Dj + z(s, Dk

Para calcular el plano tangente en un punto Y(sg, fo) = (a, b, ¢) €S, basta darse cuenta de que las cur-
vas a(s) = y(s, tp) y P(t) = y(so, t) estdn contenidas en S y pasan por el punto (a, b, ¢). Los vectores
tangentes a dichas curvas en (a, b, ¢) vienen dados por

, oy 0x oy 0z 0x . Oy . 0z
o'(Sp) =——{(so,0) = (30, to), (SO, to), (30, to) | = = (80, to)i+ == (S0, f0)j + = (S0, to)k
0s os 0s os

B’ () ZG—Y(SOJO) (6 (Soyto),a (Soyl‘o),a (Soyto)) ax(Soyto)i+g(soyto)i-i-%(So,to)k
ot ot ot ot

que son los vectores columna de la matriz jacobiana de y en (sg, f). Se supone que dichos vectores
son linealmente independientes pues en otro caso el plano tangente aS en (a, b, ¢) no estd definido. El
plano tangente a S en (a, b, ¢) es la traslaciéon a dicho punto del plano vectorial engendrado por estos
dos vectores. En consecuencia, el plano tangente tiene las ecuaciones paramétricas siguientes:

oy oy
(x,y,2) = (80,to)+s (80,to)+t (SO,IO), (s,teR)

La superficie estd dada implicitamente.

Se trata de una superficie dela forma S = {(x, y,z) € R3: g(x,y,z) =0} donde g es un campo escalar
de tres variables. Para calcular el plano tangente a S en un punto (a, b, ¢) €S, basta observar que el
vector gradiente de g calculado en (a, b, ¢) es ortogonal a todo vector tangente a S en (a, b, c¢). Ello
es consecuencia de que si a : [a, b] — R® es una curva contenida en la superficie S que pasa por el
punto a(ty) = (a, b, ¢), entonces se tiene que g(a(t)) = 0 paratodo t€[a, b], por lo que la derivada de la
funcién compuesta g(a(t)) es idénticamente nula, es decir {(Vg)(x(1))|a'(¢)) = 0 para todo t€[a, b].
En particular, para t = £y obtenemos que (Vg(a, b,¢)|a’(tp)) =0.

Deducimos que el plano tangente a S en (a, b, c) es el plano que tiene como vector ortogonal
Vg(a,b,c) y que pasa por el punto (a, b, c). Se supone que Vg(a,b,c) # (0,0,0) pues en otro caso, el
plano tangente en (a, b, ¢) no estd definido. En consecuencia, el plano tangente es el plano de ecuacién
cartesiana

(Vgla,b,c)|(x—a,y—b,z- c))——(abc)(x a)+ (abc)(y b)+—(abc)(z )=
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La superficie es la grafica de una funcién.

SeaS ={(x,y, f(x,y) e R3: (x, y)€A} donde A c R? y f:A— R es un campo escalar de dos varia-
bles. Entonces dicha superficie estd definida implicitamente por la ecuacion g(x,y,z) = f(x,y) —z =
0. Como consecuencia de lo visto en el punto anterior, el plano tangente en un punto (a,b,c) =

(a, b, f(a, b)) €S es el plano de ecuacion (Vg(a, bc)l(x—a,y—b,z— f(a, b))) =0y, como, Vg(a,b,c) =
f

0 0
(6_£ (a,b), a (a,b), —1), se sigue que la ecuacién del plano tangente es

_of .o _
z c—ax(a,b)(x a)+ay(6l,b)(y b)

Observa que S tiene como ecuaciones paramétricas y(x,y) = (x,, f(x,¥)) por lo que los vectores

0 0
(1, 0, a—f (a, b)) y (0, 1, a—f (a, b)) son tangentes a S en el punto (a, b, c). Puedes comprobar que el vector
X y
0 0
(a—]; (a,b), é (a,b), —1) es ortogonal a dichos vectores, como debe ser segtin lo dicho anteriormente.

Si g(x,y,2) es un campo escalar, las superficies de ecuacion implicita g(x,y,z) = c o, lo que es
igual g(x,y,2) — ¢ = 0, donde c es una constante, se llaman superficies de nivel (cuando el campo se
interpreta como un potencial se llaman superficies equipotenciales). De lo dicho antes, se sigue que el
vector gradienteV g(x, y, z) es ortogonal en todo punto (x, y, z) (en el queVg(x, y, z) # 0) a la superficie
de nivel que pasa por dicho punto.

Una forma interesante de ver la gréfica de una funcion es mediante curvas de nivel. Por este mé-
todo lo que se hace es representar la grafica de una funcién en R® proyectando sobre el plano XY las
curvas interseccién de dicha superficie con planos paralelos al plano XY ( curvas de nivel). Las cur-
vas de nivel unen los puntos de la superficie que tienen la misma altura. Estds acostumbrado a ver
estas representaciones porque los mapas topograficos representan el relieve del terreno por curvas
de nivel. Esta representacion permite ver las zonas donde la funcién varia mds rdpidamente porque
las curvas de nivel estdn més préximas entre si.

5.1.1.1. Ejercicios

1. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el punto P, indicado.

Z2—2x*-2y*—12=0, Py=(1,-1,4)
z-log(x*+y* =0, Py=(1,0,0)

¥+ )P +28-2x+4y+32+1=0, Py=(3,4,-3)
4-x*-4z°=y, Py=(0,0,1)
zZxy-1)—-(x+y)=0, Pp=(,2,3)
z+e“+2x+2y—x*—y*-3=0, Py=(1,1+Ve1)
Y(u,v) =(u+v)i+ucosvj+vsenuk, Py=(1,1,0)

Y(u,v) = (u+v,3u?,u—v), Py=(23,0)
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2. Halla la ecuacién de la tangente en el punto (3,-2,1) a la curva dada como interseccién del

elipsoide x? +4y? + 22> = 27 y el hiperboloide x? + y> —22z? = 11.

3. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la interseccién de las superficies
z=xYy, x>+ y*>—-2z=4en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado expresando la curva por
sus ecuaciones paramétricas.

4. Calculala ecuaciéon de la recta tangente a la curva definida por la interseccién de las superficies
4xz=(x+2)y, 3z°+y=>5xenel punto (1,2,1).

5.2. Areade unasuperficie

Sea una superficie S = Y(A) donde Y(s, ) = (x(s, 1), y(s, 1), 2(s, 1)) = x(s, )i+ y(s, )j+ z(s, ) ky A es
un subconjunto de R2 que, por sencillez, supondremos que es de la forma A = [a, b] x [c, d]. En todo
lo que sigue se supone que la parametrizacion y es buena en el sentido de que recubre la superficie
una sola vez. Esto es tanto como exigir que y sea una funcion inyectiva aunque puede permitirse que

en S haya algunas curvas que se recubran mas de una vez por y.

Consideremos particiones a =sp < §1 <2 <...<Sp_1<Sp=byc=fH <1< <...<tp1<tm=d
de los intervalos [a, b] y [c, d] respectivamente. Tenemos que
S=y(A) = Y( U Lsj—1, 871 % [tr-1, t&] ) U v(lsj—1, 871 % [2r-1, 1)

1<j<n 1sjsn
1<sksm 1<sksm

Teniendo en cuenta la propiedad aditiva del 4rea, se sigue que
n m
Area(8) = Z Z Y(Isj-1, 850 x [tx—1, 241)) (5.1)

A continuacién calcularemos de forma aproximada el d&rea de un pequefio trozo de la superficie. Para
ello sean h y k numeros “muy pequefios” y consideremos el trozo de superficie
So = y([so, So+ hl x [ty, to + k]). Aproximaremos dicha superficie por el paralelogramo con vértice en
Y(so, to) engendrado por los vectores vl = y(so + h, ty) — Y(So, fo) V V2 = Y(So, to + k) — Y(s0, tp). Sabe-
mos que el drea de dicho paralelogramo viene dada por la norma del producto vectorial de v1 por v2.
Teniendo en cuenta la definicién de derivada parcial, podemos hacer las siguientes aproximaciones:

oy oy
1=h—{(sg, ), 2 ~ k—(Sp, L
v Gs(so 0) v at(So 0)

por lo que
vl x v2|| = hk

- (80» Io) >< (SOv fo)

Observa que lo que estamos haciendo es aproximar el &rea de Sg por el drea de un paralelogramo
contenido en el plano tangente a Sy en el punto y(sy, f). Es decir, para medir el drea de Sy lo que
hacemos es sustituir Sg por su proyeccion sobre dicho plano tangente.
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Esto no debe de extrafiarte. Tt vives sobre la superficie de la tierra que es parecida a una esfera
pero te comportas como si vivieras sobre un plano: el plano tangente a la Tierra en tu lugar de resi-
dencia. Por ejemplo, para medir el drea de una regién cuadrada cuyo lado es de 5 kilémetros, no se
tiene en cuenta la pequena curvatura de dicha regién y afirmamos que el 4rea es de 25 kilémetros
cuadrados; lo que hacemos es aproximar un trozo de la esfera “Tierra” por un trozo de su plano tan-
gente. El error que se comete es muy pequefo. Si pudiéramos tapizar la superficie de la Tierra con
teselas de 1 centimetro de lado, bastaria conocer cudntas teselas se necesitan para tener una buena
aproximacion del drea de la superficie total de la Tierra. La siguiente grafica ilustra estas ideas.

Figura 5.1: Aproximacién local de una superficie por su plano tangente

Teniendo ahora en cuenta la igualdad (5.1), deducimos que

p h 0 0

Area(S)= ) Area(y([sj-1,sj1x[tk-1, ti])) = D (8j—Sj—0) (tx—1tr-1) —Y(Sj—b T—1) % —Y(Sj—b lk-1)
1sjsn 1<j<n os ot

1<sksm 1<ksm

En el limite estas sumas convergen a la integral doble [[,

%(s, r) x %(s, 1) “ d(s, t).Esto lleva a definir
el drea de una superficie S dada paramétricamente por

Area(S) = ff
A

0 0
El vector G_Y (s, 1) x 6_1 (s, t) recibe el nombre de producto vectorial fundamental.
s

ﬂ(s, 1) x a—Y(s, 1) ” d(s, 1) (5.2)
0s ot

Si la superficie es la grafica de una funcién S = {(x, , f(x,y)) € R? : (x,y) € A} donde A c R? y
f :A— R es un campo escalar de dos variables, entonces dicha superficie tiene como ecuaciones
paramétricas y(x, y) = (x,¥, f(x,¥)) por lo que %(x, y) = (1,0, %(x,y)), %(x, y) = (0,1, %(x,y)). En

este caso tenemos que

freacs) = [] | S <3y = Jfo+ (] (S
Area(S)—ffA”ax(x,y)xay(x,y)” d(x,y) = A 1+ ax(x,y) + ay(x,y) d(x, y) (5.3)

5.2.1. Ejercicios

1. Calcula las siguientes areas.
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X z
a) Delapartedel plano —+ JE/ +—=1,(a>0,b>0,c>0) que se encuentra en el primer octante.
a c

b) Dela grafica dela funcién f: A — R?, definida por f(x, y) = x?>+ y? paratodo (x, y) € A donde
A es el circulo de centro el origen y radio 1.

c¢) Delaparte de la semiesfera z = \/R2 — x2 — y2 limitada por el cilindro circular recto x? + y? =
r? (se supone que R > r).

d) De la superficie (un toro) S = y([0,2mn] x [0,2n]) donde

Y(s,8) = ((R+rcost)coss,(R+rcost)sens, rsent) (0<r<R)

2 2
x

e) De la parte de la esfera x* + y* + z* = a* que se encuentra dentro del cilindro — + y
a

— =1,
bz
b<a,z=0.

f) Delasuperficie r(u,v) = ucosvi+usenvj+ vk, 0<su<1,0sv<m.

g) De la superficie r(u, v) = uvi+ (u+ v)j+ (u— v)k, donde u? + v> < 1.

5.3. Integral de superficie de un campo escalar

Supongamos ahora que f es un campo escalar definido en una regién del espacio que contiene
a la superficie S = y(A). Para definir la integral de f sobre S, procedemos como antes dividiendo la
superficie en pequefios parches S ;. = v(ls -1, Sj1 % [t—1, 1), evaluamos la funcién f en un punto de
cada parche, por ejemplo en y(s;-1, fx—1), y formamos la suma

I X F(v(sjo1, te-1))Area(y([sj-1, 551 % [tx-1, k) =

0 0
=Y Xl (s = s (e = ) F(y(sj-1, tk—1) HG_Z(S]'—I» lk-1) % a_:(sj—ly k-1)

(5,0 x 35, des, 0. Defini-
mos, por tanto, la integral del campo escalar f sobre la superficie S como

En el limite estas sumas convergen a la integral doble [f, f(Y(s, 1) ‘

0 0
ff f(x,,2)dS = f f Fly(s, ) H—Y(s, % 2r(s,1) H d(s, 1) (5.4)
S A os ot

En el caso particular de que la superficie sea la grafica de una funcién S = {(x, y, h(x, y)) €R3: (x, y) €A}
donde AcR?y h:A— R es un campo escalar de dos variables, tenemos que

fff(x )ds—fff(x h(x, ) 1+(a—h(x ))2+(a—h(x ))Zd(x ) (5.5)
S ;J/;Z - N )_V) ry ax ’y ay ’y ’y *

Te recuerdo que estamos suponiendo que todas las funciones que consideramos son de clase C!, es

decir que tienen derivadas parciales de primer orden continuas. Las superficies definidas por funcio-
nes de clase C! que tienen plano tangente en todo punto se llaman superficies suaves. Con frecuencia
es preciso calcular integrales sobre superficies que tienen aristas y no son suaves pero que son sua-
ves a trozos esto es, que se obtienen “pegando” varias superficies suaves; por ejemplo, la superficie
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formada por las caras de un poliedro. En tal caso, la integral sobre una superficie suave a trozos se
define como la suma de las integrales sobre cada una de las superficies suaves que la forman.

Naturalmente, el valor de la integral (5.4) no debe depender de la forma en que representemos la
superficie. Efectivamente, esto es asi debido a una propiedad muy especial del producto vectorial.

Sea pues, una superficie S dada por y(s, 1) = (x(s, 1), y(s, 1), z(s, t)) donde (s,t)eA R?, e intro-
duzcamos pardmetros nuevos (u,v) por s = a(u,v), t = p(u, v) donde (u,v) € B siendo B = {(u, v) :
(a(u, v),B(u, v)) € A}. Pongamos ¢(u, v) = y(a(u, v),p(u, v)) la nueva parametrizacién de S. Probare-
mos que

e sefaso-
[Lf(y(s, 1)) H as(s, 1) x at(s, t)H d(s,t) = Bf((b(u, v))

En virtud del teorema del cambio de variables, tenemos que

— (u,v) x a—(u, V)| d(u, v) (5.6)
ov

ou

‘64) ¢

oy 0y N
ffAf(ws, 1)) ”&(s, 1) x a(s, 1) H d(s,t) =

o(a, )
o(u,v)

d(u, v)

= ffB (&, v)

Donde hemos representado por

0y oy
‘a(a(u, v),p(u, v)) x a(a(u, v),P(u, V))H '

o(a,B)

o(u,v)
(5.6) la obtenemos ahora como consecuencia de la siguiente igualdad

o o _ 0(,p) dy ay
3y x 30 u,v) = 3w v) aS(O((u, v),p(u,v)) x at((x(u, v),p(u, v)

el determinante jacobiano de la transformacién. La igualdad

que td mismo puedes comprobar o hacerlo con el programa Mathematica.

5.3.1. Ejemplos

5.1 Ejemplo (Centro de masa de una superficie). Sea S = y(A) una superficie yseap:S — R una fun-
cién continua que representa la densidad superficial de una ldmina cuya forma es la de la superficie
S, esdecir, p(x, y, z) esla densidad de S en el punto (x, y, z) €S medida en unidades de masa por super-
ficie (por ejemplo, en gr/cm?). La masa total de la superficie viene dada por la integral de superficie
de la funcién p sobre S. El centro de masa de S es el punto (a, b, ¢) definido por

ffxp(x,y,z)ds ffyp(x,y,z)ds ff zp(x,y,2)dS
q= 28  p= 2 =S
ff p(x,y,2)dS ff p(x,y,2)dS ff p(x,y,2)dS
S S S

Cuando la densidad es constante el centro de masas se denomina centroide (que es una propiedad

geométrica de la superficie). ¢

5.2 Ejemplo (Férmula de Pappus para el 4rea de una superficie de revolucion). Este resultado es-
tablece que el drea de la superficie de revolucién obtenida girando una curva plana simple alrededor
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de unarecta que no la corta situada en su mismo plano es igual al producto de la longitud de la curva
por la longitud de la circunferencia que describe el centroide de la misma.

Vamos a probar la afirmacién anterior. Supongamos, por comodidad, que la curva esté contenida
en el plano XZ y viene dada por a(t) = (x(¢), z(¢)) donde a < t < b. Suponemos también que z(t) > 0
para todo € [a, b]. Observa que estas hip6tesis no son restrictivas pues el caso general puede redu-
cirse a éste mediante un giro y una traslacién que son movimientos del espacio que conservan las
dreas. Al girar la curva alrededor del eje X se obtiene una superficie de revolucién S que esta dada por
Y(s, 1) = (x(8),z(t) cos s, z(t)sens) paraa < t < b, 0 < s < 2m. Deducimos que, el drea de la superficie S
viene dada por

a—Y(s, t) x %(s, t)

2n b b
Area(S) :ff 3s d(s, 1) :f [ z(t)\/x’(t)2+z’(t)2dt] ds :27[[ zZ(OVX'()2+Z'(1)2dt
A 0 a a

Recordemos que la segunda coordenada del centroide de la curva a viene dada por

b
fzds fzds f zZ(OVx' (D2 + 2z (H2dt
o _Ja

p=

a pr—
f ds A(Q) Ala)
x

donde A(a) es la longitud de la curva a. Concluimos que Area(S) = 2npA(a) y 27p es la longitud de la
circunferencia que recorre el centroide al girar la curva alrededor del eje X. ¢

El siguiente resultado, aunque no estd directamente relacionado con este tema, lo incluyo aqui

por complitud.

5.3 Ejemplo (Férmula de Pappus para el volumen de un sélido de revoluciéon). El volumen de un
sélido de revolucién obtenido girando una figura plana alrededor de una recta que no la corta situada
en su mismo plano es igual al producto del drea de la figura plana por la longitud de la circunferencia
que describe el centroide de la misma.

Vamos a probar la afirmacién anterior. Supongamos, por comodidad, que la figura plana, F, esta
contenida en el plano XZ y su frontera es una curva dada por a(#) = (x(t),z(¢)) donde a < t < b.
Suponemos también que x(t) > 0 para todo t€[a, b]. Observa que estas hip6tesis no son restrictivas
pues el caso general puede reducirse a éste mediante un giro y una traslaciéon que son movimientos
del espacio que conservan los volimenes. Al girar la figura plana, F, alrededor del eje Z se obtiene un
sélido de revolucion Q) que estd limitado por la superficie dada por y(s, t) = (x(t) cos s, z(t) sen s, z(1))
paraa<t<b,0<s<2m.

El volumen de Q viene dado por ff f o 1d(x, y,2z) . Haciendo un cambio de variables a coordenadas
cilindricas, tenemos que Volumen(Q) = ([, d(x,y,2) = [[[zpd(p,0,2) donde

B=1{(p,0,2): (pcosH,psenB, z2)eQ} ={(p,0,2) : (p,2)eE0 <0 <2m}

En consecuencia, usando el teorema de Fubini, tenemos que

21
Volumen(Q) :ff d(x, y,2) =ff pd(p,8,z) =f [f pd(p,2)
Q B 0 F

= anf od(p, 2) :Zn(xff d(p, z) = 2naArea(F)
F F

dé =
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donde

ff pd(p, z)
F

A=

f f d(p, z)
F

es la abscisa del centroide de F. ¢

5.3.2. Ejercicios

Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart Cdlculo Multivariable 4Ed., en la
seccidn 16.7 (pagina 1103), ejercicios 5-18.

1. Calcula el centroide de la semiesfera x> + y? + z2 =R?, z = 0.

2. Calcula la masa de un embudo delgado en forma de cono z = y/x? + y2, 1 < z < 4, cuya funcion
de densidad es p(x, y,z) = 10—z (gr/ cm?).

5.4. Integral de superficie de un campo vectorial

Sea S = y(A) una superficie donde Y(s, ) = (x(s, 1), y(s, 1), 2(s, £)) = x(s, )i+ y(s, Dj+ z(s, H)ky A es
un subconjunto de R2. Sea F(x, ¥,2) = P(x,y,2) i+ Q(x, y,2)j + R(x, y, z)k un campo vectorial de tres
variables definido en un abierto de R® que contiene a la superficie S. Recuerda que para definir la
integral de F sobre una curva lo que se hacia era considerar un campo de vectores sobre la curva, a
saber, el campo vectorial que a cada punto de la curva hace corresponder el vector tangente unitario
en dicho punto. Ahora necesitamos hacer algo parecido. Necesitamos definir un campo vectorial de
tres variables sobre la superficie S. Puesto que en un punto de una superficie hay muchos vectores
tangentes pero hay solamente dos vectores normales unitarios opuestos entre si, parece natural elegir
uno de dichos vectores en cada punto de la superficie y de esta forma obtenemos un campo vectorial
que podremos multiplicar escalarmente por F lo que nos va a llevar a la integral que queremos definir.

Nos vemos asi llevados a la necesidad de elegir en cada punto de una superficie uno de los dos
vectores unitarios normales a la superficie en dicho punto. Representaremos por n(x, y, z) un vector
normal unitario a S en el punto (x, , z) €S. El otro vector normal unitario serd —n(x, y, z).

5.4 Definicién. Diremos que una superficie S es orientable cuando es posible definir un campo vec-
torial continuosobre S que a cada punto de S asigne uno de los vectores unitarios normales en dicho
punto. Cuando dicho campo vectorial existe se llama una orientacién de S.

Es claro que una superficie “de un solo trozo” orientable tiene dos posibles orientaciones.

Las superficies orientables tienen dos caras porque, intuitivamente, lo que hace una orientacién
es definir en cada punto de la superficie una direccién hacia arriba que es aquella direccién en la que
apunta el vector normal y la direccién opuesta define una direccién hacia abajo. Por tanto podemos
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distinguir una cara de S hacia arribay otra cara de S hacia abajo. La mayoria de las superficies usuales
son orientables pero hay algunas superficies que no lo son y suelen llamarse superficies de una sola
cara. La mds conocida es la llamada banda de Moebius. Aqui la tienes.

Figura 5.2: Una superficie no orientable

Se dice que la superficie S = y(A) es simple cuando la funcién y es inyectiva en A. La banda de
Moebius no es una superficie simple.

Supuesto que S es una superficie suave y simple, se verifica que la funcién definida para todo
(x,y,2)€S por

oy oy
&(3) t) X E(S) t)

n(x,y,z) = ’ donde y(s, 1) = (x,,2) €S (5.7

oy oy
aS(s,t)xat(s,t)

es continua sobre S por lo que la superficie S es orientable. La orientacion definida por (5.7) se dice
que estd inducida por la parametrizacién y. En particular, sila superficie es la gréfica de una funcién
S = {(x, ¥, h(x, y)) eRr3: (x, y) €A} donde A c R? v h: A — R es un campo escalar de dos variables,
entonces dicha superficie tiene como ecuaciones paramétricas y(x, y) = (x,y, h(x,)) (y es simple y
suave) por lo que %(x, y) = (1,0, g—z (x, y)), g—;(x, y) = (0, 1,88 (x, y)). En este caso tenemos que

’ 9y
oy oy on oh
=~ A PRS2 T i-= ’ j k
n(x, 3, h(x, ) = TR T i L Tl L
'Y (x,y))_ aY aY - oh 2 oh 2 (5.8)
Ha—(x,y)xa—(x,y)H — x| +| =&y +1
x y dx oy

Cuando la superficie esta definida implicitamente por una ecuacion, es decir, se trata de una super-
ficie de la forma S = {(x,y,2) € R3: g(x,y,z) = 0} donde g es un campo escalar de tres variables cuyo
gradiente no se anula nunca en S, entonces una orientacién en S viene dada por

_ Vgx,y,2)
R TPy 59)

5.5 Definicion. La integral de un campo vectorial F(x, y,z) = P(x, y, 2)i+ Q(x, 3, 2)j + R(x, ¥, z)k sobre
una superficie S que suponemos simple y suave, se define por

ff F.dS =ff F(y(s,)).n(y(s,1))dS (5.10)
S S

donde n(Y(s, t)) viene dado por la igualdad (5.7) en el caso de que S = Y(A) o por la igualdad (5.8) en
el caso de que S sea la grafica de una funcién h.
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Es decir, la integral de superficie de un campo vectorial sobre una superficie S es igual a la inte-
gral de superficie del campo escalar F(y(s, )).n(y(s, 1)) sobre S. Teniendo en cuenta la definicién de
integral de superficie de un campo escalar, cuando S = y(A) tenemos que

_ N s xdY )
ffs F.dS —ffAF(y(s, t)).(as(s, fx 3, (s0]ds, D (5.11)

y cuando S es la gréfica de una funcién h tenemos que

oh . Oh )
[st.dS —[LF(x,y,h(x,y)).(—a(x,y)l—a(x,y)lﬁtk) d(x, y)
oh oh
ffA (—P(x, ¥, h(x, y))a(x, ¥)-Q(x,y hlx, y))@(x, ¥)+R(x, y h(x, y))) d(x,y) (5.12)

En fisica suele llamarse a la integral [fF.dS flujo de F a través de S.

Con frecuencia es preciso calcular integrales sobre superficies que tienen aristas y no son suaves
ni orientables en el sentido que acabamos de definir pero que son suaves y orientables a trozos es-
to es, que se obtienen “pegando” varias superficies suaves y orientables; por ejemplo, la superficie
formada por las caras de un poliedro. En tal caso, la integral de un campo vectorial sobre una su-
perficie suave y orientable a trozos se define como la suma de las integrales sobre cada una de las
superficies suaves y orientables que la forman.

Para una superficie cerrada, esto es una superficie que es la frontera de un dominio acotado en
R3, se conviene que la orientacién positiva es aquella en la que los vectores normales apuntan siem-
pre hacia el exterior de la superficie. Si una superficie cerrada viene dada por una parametrizacion,
puede ocurrir que la orientacién inducida por dicha parametrizacién no sea la orientacién positiva.
Cuando esto ocurre basta intercambiar las variables para que la orientacién inducida sea la orienta-
cién positiva.

5.4.1. Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

Consideremos que el campo v es el campo de velocidades de un fluido que se mueve en una re-
gién del espacio, esto es, v(x, , z) es el vector velocidad, del fluido en el punto (x, y, z). Suponemos,
por comodidad, que la velocidad no depende del tiempo sino solamente de las coordenadas espacia-
les del punto, es decir, que se trata de un fluido estacionario (en el caso general en que la velocidad
también depende del tiempo, las consideraciones que siguen permanecen vélidas en cada instante
1). Supongamos también que usamos el metro como unidad de longitudes y el segundo como unidad
de tiempo.

Consideremos una superficie S orientada por un campo de vectores normales unitarios n(x, y, z).
Suponemos que dicha superficie no impide el paso del fluido el cual puede fluir libremente a través de
ella. Queremos calcular el volumen total de fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo,
es decir, el flujo (volumétrico) del fluido a través de S. Es evidente que dicho flujo depende de la
posicion de la superficie respecto al campo de velocidades del fluido, el flujo serd maximo cuando el
campo sea normal a la superficie y serd nulo cuando el campo sea tangente a la superficie. Es por ello

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Ejercicios 69

por lo que precisamos tener una orientacién en la superficie pues de esta forma podemos precisar la
posicién de S respecto al campo de velocidades.

Consideremos el caso més simple en que la superficie S es un paralelogramo plano engendrado
por los vectores a y b y el campo de velocidades, v, es constante. En este caso tan sencillo, el flujo a
través de S es igual al volumen (con signo) del paralelepipedo engendrado por los vectoresa, byv, que
sabemos es igual al producto mixto v.(a x b). Pues el fluido que en un instante dado se encuentra en
el paralelogramo, al cabo de un segundo se encontrard en otro paralelogramo trasladado del primero
mediante el vector v. Recuerda que a x b es un vector normal a S cuya norma es igual al drea de S.
El niimero v.(a x b) se expresa en metros ctibicos por segundo. El signo de dicho ndmero indica si el
flujo es saliente (signo positivo cuando el vector vy el vector a x b forman un dngulo agudo, esto es
apuntan en la misma direccién) o entrante (signo negativo cuando el vector vy el vector a x b forman
un dngulo mayor de 90 grados, esto es apuntan en direcciones opuestas).

Volviendo al caso general, el vector v(x, y,z) puede descomponerse en cada punto (x,y,z) de
la superficie S como suma de dos vectores ortogonales de los cuales uno de ellos estd en el plano
tangente a S en el punto considerado y el otro se obtiene como la proyeccién ortogonal del vec-
tor sobre el vector normal unitario n(x, y, z), es decir, es el vector (v(x, ¥, 2).n(x,y, z))n(x, ¥,2). La
componente tangente a S no atraviesa dicha superficie (lo que hace es establecer una circulacion
del fluido sobre la misma) y su contribucién al flujo es nula. Por ello, para calcular el flujo sola-
mente se considera la componente del campo v(x, y,z) que es normal a la superficie, esto es, el
vector (v(x,y,z).n(x,y,2))n(x, y,z). Ya puedes suponer lo que sigue: dividimos la superficie en pe-
quefios parches y aproximamos el drea de cada parche como lo hemos hecho al definir la integral
de superficie y en cada uno de esos parches aproximamos el flujo por el volumen de un parale-
lepipedo engendrado por los vectores tangentes a la superficie en un punto del parche y el vector
(v(x,y,2).n(x, y,2))n(x, y, z) calculado en ese punto; hacemos la correspondiente suma y obtenemos
una aproximacion del flujo a través de S. Estas aproximaciones convergen a la integral de superficie
del campo v(x, y, z) sobre S. Por tanto, el flujo a través de S viene dado por ff gV.dS.

Las consideraciones anteriores también sirven para justificar que el flujo de masa a través de S
viene dado por ff spv.dS, donde p(x, y, z) es la funcion de densidad del fluido.

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie tiene gran importancia en el estudio de
campos eléctricos y campos magnéticos. Si E es un campo eléctrico, la integral de superficie ([ E.dS
se llama flujo eléctrico de E a través de S. La ley de Gauss establece que la carga eléctrica neta que
hay en el interior de una superficie cerrada viene dada por Q =€ [[ E.dS.

5.4.2. Ejercicios

Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart Cdlculo Multivariable 4Ed., en la sec-
cién 16.7 (pagina 1103), ejercicios 19-28.
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Lecciéon 6

Teoremas de Stokes y de Gauss

6.1. Teorema de Stokes

El teorema de Stokes es una generalizaciéon del teorema de Green para superficies en el espacio:
el teorema de Green establece una igualdad entre integrales dobles e integrales de linea y el teorema
de Stokes establece una igualdad entre integrales de superficie e integrales de linea. Veremos que en
el caso particular de que la superficie sea una superficie plana situada en el plano XY con normal
unitaria igual a k el teorema de Stokes se convierte en el teorema de Green.

Sea S una superficie que suponemos orientada por un campo continuo de vectores que a cada
punto (x, y, z) €S hace corresponder un vector unitario normal a S que notaremos n(x, y, z). Supone-
mos que la superficie S es una superficie abierta y representamos por 0S su borde. Observa que 0S
puede ser una curva cerrada o puede estar formado por varias curvas cerradas disjuntas (por ejem-
plo, la superficie S puede ser un trozo de cilindro circular recto sin tapaderas en cuyo caso su borde

son dos circunferencias).

La orientacién en S definida por el campo de vectores normales n(x, y, z) induce una orientacién
en 0S que se llama orientacion inducida. En términos familiares, la orientacién inducida en dS es
aquella en la que al recorrer caminando 0S en el sentido que indica el vector tangente en cada punto
de dS y con la cabeza apuntando en el sentido que indica el vector normal n, la superficie S queda a
nuestra izquierda.

Una definiciébn matemadtica més precisa de lo que se entiende por orientacion inducida es la
siguiente. Sea P € 0S un punto en el borde de la superficie S. La curva 0S tiene en P dos vecto-
res normales unitarios que son tangentes a la superficie S en P; estos vectores son opuestos en-
tre si. Sea N uno de dichos vectores. Representemos por H el plano tangente a S en P. Sea B(P¢€)
una bola centrada en P de radio € > 0 suficientemente pequefo. Definamos G = B(Be) NS, y sea
D =[]y(G) la proyeccién ortogonal de G sobre H. Observa que []y deja invariante a N y a P porque
ambos estdn en H. Ademds, como []j conserva la ortogonalidad, el vector N es normal en el punto P
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ala curva (0S)g =[Iy (68 NBPP, e)). Observa que D es un dominio plano y que (8S)y es parte de oD.
Pues bien, si el vector N es la normal interior a 9D en P (en el sentido que definimos al estudiar el teo-
rema de Green) se dice que N es el vector unitario normal a 0S en P que apunta hacia dentro de S. La
orientacion inducida en 0S por la orientacién dada de la superficie S es aquella en la que, notando
por N(x, y, z) el vector unitario normal que apunta hacia dentro de S y por T(x, y, z) el vector tangente
unitario a dS en el punto (x, y, z) €0S, se verifica que la base ortonormal {T(x, y, z), N(x, ¥, ), n(x, y, 2)}
tiene determinante positivo (de hecho igual a 1) para todo (x, y, z) € 3S. Observa que, cualquiera
sea el vector tangente unitario T(x, y,z) se tiene que N(x, y,z) = n(x,y,z) x T(x,y,z) o N(x,y,2) =

-n(x, y,2) xT(x, y, 2).
Cuando S es una superficie suave y orientable a trozos se conviene en que la orientacién de cada
parte suave y orientable de S se haga de forma que en cada curva vy, que sea frontera comun de dos

partes suaves orientables, las respectivas orientaciones inducidas en y sean opuestas.

Las siguientes graficas te ayudaran a entender estas ideas.
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En todos los casos se han representado en rojo los vectores normales a 0S que apuntan hacia
dentro de S, en verde los vectores normales que orientan la superficie y en azul los vectores tangentes

a 0S que proporcionan en cada caso la orientacion inducida en 0S.

Observa que las orientaciones inducidas en 0S por las orientaciones de las semiesferas superior
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e inferior son opuestas. En el caso del cilindro su borde esta formado por dos circunferencias cuyas
orientaciones son opuestas. La tltima de las superficies estd formada pegando dos superficies (un
casquete esférico y un cono) orientables cuyas orientaciones se eligen de forma que induzcan orien-
taciones opuestas en su borde comuin.

Comprueba que en todos los casos si andas sobre la curva borde en el sentido que indica su tan-
gente (vector azul) y con tu cabeza apuntando en el sentido que indica la normal que orienta la su-
perficie (vector verde), la superficie queda a tu izquierda.

El teorema de Stokes afirma que el flujo del rotacional de un campo a través de una superficie suave
y orientable a trozos es igual a la circulacién del campo en el borde de la misma.

6.1 Teorema (Teorema de Stokes). SeaS una superficie suavey orientable a trozos con una orientacion
definida por el campo de vectores normales unitarios n(x, y, z) y representemos por dS™ el borde de S
con la orientacion inducida. Sea F un campo vectorial de clase C' definido en un abierto que contenga

f F.dr =ff rotF.ndS (6.1)
oS+ S

Un caso frecuente es cuando la superficie S viene dada en la forma S = y(A) donde A < R? y para
(s,t)eAes

aS. Entonces se verifica que

Y(s,8) = (x(s, 1), y(s, 1), 2(s, 1)) = x(s, )i+ y(s, Dj+ z(s, Dk

y la orientacion de S viene dada por

oy oy
a_(sy t) X E(sv t)
n(x,y,z) = ai donde y(s, ) = (x,y,2) €S

oy

a(s, ) x a(s, t) ”
Consideremos en el espacio de los pardmetros la orientacién positiva s — ¢ es decir, el eje de abscisas
representa la variable sy el de ordenadas la variable ¢. En esta situacion se verifica que la orientacién
positiva de la frontera de A (en el sentido que vimos al estudiar el teorema de Green) se corresponde
con la orientacion inducida en 0S. Esto quiere decir que si s = s(u), t = t(u) donde a < u < b, son las
ecuaciones paramétricas de la frontera de A con la orientacion positiva, que notaremos 0A™, entonces
I'(u) = y(s(u), t(u)) es una representacion paramétrica de oS*t.

El teorema de Green es un caso particular del teorema de Stokes. Supongamos que nuestra super-
ficie es un dominio plano D contenido en el plano XY y que la orientamos por la normal al plano
XY en la direccion del eje Z positivo. Es claro que en esta situacién la normal unitaria es k = (0,0, 1)
y que el borde de D con la orientacién inducida es precisamente el borde de D orientado positiva-
mente (en el sentido que vimos al estudiar el teorema de Green) que representamos por 0D*. Sea
F(x,y) = (P(x,¥),Q(x, )) un campo vectorial definido en D. Aplicando el teorema de Stokes al campo
vectorial F3(x, y,2) = (P(x, ),Q(x, y),0) obtenemos

f F3.dr:[f rotF3.kdS
aD* D
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Es claro que
f F3.dr :f P(x,y)dx+Q(x,y)dy
oD* oD*
Por otra parte tenemos que

0Q

tF3(x,y,2).k=—
rotF3(x, y,2) ox

( )_G_P( )
X,y ayx,y

Concluimos que

_ 0Q oP
faD+P(x,y)dx+Q(x,y)dy—ffD(ax(x,y) ay(x,y) d(x,y)

6.2. Teorema de la divergencia

Ya conocemos una versién del teorema de la divergencia para campos vectoriales de dos varia-
bles. En la generalizacién de dicho teorema para campos vectoriales de tres variables se consideran
dominios regulares en R3. Recuerda que un dominio es un conjunto abierto y conexo. La frontera de
un dominio acotado es una superficie cerrada. Sea D un dominio acotado en R3, diremos que D es un
dominio regular cuando su frontera, que representaremos por 0D, esté formada por trozos de super-
ficies que tienen plano tangente en todo punto. No excluimos la posibilidad de que en las uniones de
dichas superficies haya aristas en cuyos puntos no esté definido un plano tangente. El interior de una
esfera o de un ortoedro son ejemplos de dominios regulares el segundo de ellos con aristas.

Las superficies cerradas que son frontera de un dominio regular se orientan mediante la normal
exterior, concepto éste que, aunque tiene un significado intuitivo para las superficies cerradas mas
usuales, es facil de precisar mateméaticamente. En cada punto de 8D (excepto quizas en las aristas si
las hay, pero estos conjuntos de puntos son tan pequefios que no influyen para nada en la integral)
estdn definidas dos normales unitarias que son opuestas una de otra. Sea x€ dD y sea N un vector
normal a 8S en x. Se dice que N es normal exterior a 0S en x si para 6 > 0 suficientemente pequeo y
para 0 < f < d se verifica que:

x—tNeD, x+tNOD

condiciones que expresan que si a partir del punto x nos desplazamos un poquito en la direccién de
N salimos de D y si nos desplazamos en la direccién opuesta a N entramos en D. Se verifica que 0D
es una superficie orientable y suave a trozos y la aplicacién x — n(x) que a cada punto x€ 0D (con la
salvedad indicada) hace corresponder la normal exterior a D en dicho punto define una orientacién
que se llamar4d la orientacién positiva de dD.

6.2 Teorema (Teorema de la divergencia). Sea D un dominio regular en R®, F un campo vectorial
de clase C! definido en un abierto que contiene a D UdD y consideremos la superficie D orientada
positivamente. Entonces se verifica que

ff F.ndS :ff[ divF(x, y,2)d(x,y, 2) (6.2)
oD D

Es decir, el flujo del campo F a través de la frontera 0D del dominio D es igual a la integral de la diver-

gencia del campo en D.
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Este teorema relaciona una integral de superficie con una integral de volumen. El teorema de
la divergencia tiene dos autores Gauss y Ostrogradsky los textos atribuyen su autoria a uno u otro
segun las simpatias del autor de turno aunque lo mds justo, como hacen muchos textos, seria llamarle
teorema de Gauss-Ostrogradsky.

Aplicando el teorema de la divergencia al dominio B(x, €) formado por una bola de centro x yradio
€ se deduce facilmente que

1
lim—ff F.ndS =divF(x, y,2)
e—0 Vol(B(x,€)) JJaBx,e)

lo que permite interpretar la divergencia como el limite del flujo por unidad de volumen. Claramente,
cuando divF(x, y, z) > 0 entonces para todo € > 0 suficientemente pequeno se tiene que ([ xc F-ndS >
0 de modo que el flujo neto a través de 0B(x,€) es en sentido hacia afuera. Andlogamente, cuando
divF(x, y,z) <0 el flujo neto a través de 0B(x, €) es en sentido hacia dentro.

6.3. Aplicaciones de los teorema de Stokes y de la divergencia

Este apartado sigue muy de cerca los apuntes de Andlisis del profesor de la Universidad de Valen-
cia Dr. Carlos Ivorra. Puedes descargar dichos apuntes y otros muchos, todos ellos excelentes, de su
péagina Web http://www.uv.es/~ivorra.

6.3.1. Elrotacional en hidrodinamica

Empezaremos viendo una interpretacién de la circulacién de un campo en el contexto de la hi-
drodindmica. Supongamos que V es el campo de velocidades de un fluido. Esto significa que si libera-
mos una particula de masa despreciable en un punto p el fluido la arrastrara con velocidad V(p) (no
excluimos que V pueda depender del tiempo ademds de hacerlo de la posicién). Supongamos aho-
ra que en el fluido situamos una bolita sujeta por una varilla rigida a un eje, respecto al cual puede
girar a lo largo de una circunferencia de radio r. Es claro que si la bolita se encuentra en el punto
p el fluido la hard moverse con velocidad igual a la proyeccién de V(p) sobre la recta tangente a la
circunferencia en p, pues la componente normal de la velocidad serd cancelada por las fuerzas que
mantienen rigida a la varilla que sujeta la bola. Imaginemos ahora que el eje sujeta a la varilla por el
centro y que ésta tiene una bolita en cada brazo como se muestra en la siguiente figura. Si las boli-

Vi

Vo V(p)

P2 P1
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tas se encuentran en los puntos p; y p2, entonces su velocidad (que en médulo ha de ser la misma
para ambas a causa de la rigidez de la varilla) estard determinada por los vectores V(p;) y V(p2). Al
igual que en el caso anterior en realidad dependerd sélo de las proyecciones vy = V(py).T(p1)T(p1) ¥
va = V(p2).T(p2)T(p2) (donde hemos notado por T(p) el vector tangente unitario a la circunferencia
en el punto p). Por ejemplo, en el caso indicado en la figura, donde V(p;).T(p1) =2 y V(p2).T(p2) =1,
la velocidad resultante serd el promedio de ambas: la varilla girard en sentido contrario a las agujas
del reloj con velocidad (2—-1)/2 = 1/2. La justificacién de esto es la siguiente. Se trata de un problema
de conservacion de la cantidad de movimiento. De hecho es equivalente al siguiente: dos cuerpos de
la misma masa se aproximan frontalmente de modo que sus velocidades son v; y v». Si tras el choque
se mueven conjuntamente, ; a qué velocidad lo hacen? La respuesta es que la cantidad de movimien-
to del sistema es mv; + mvy al principio y 2mv al final. Igualando resulta que v = (v; +v2)/2. El fluido
comunica una cantidad de movimiento a las bolitas y la varilla se limita a unificar las velocidades sin
alterar la cantidad de movimiento.

Supongamos ahora que en vez de una varilla con dos bolitas tenemos un molinillo con 7 aspas.
Entonces el valor numérico de la velocidad resultante serd

1
- (V(p1)-T(p1) + V(p2).T(p2) + -+ V(pn).T(pn))

Que podemos escribir en la forma

1

2nr 2mr 2nr
— | —V(p1).T(p1) + —V(p2).T(p2) +--- + —V(pn).T(pPn)
2nr\ n n n

donde r es el radio de la circunferencia. Esto equivale a considerar la circunferencia dividida en n
partes iguales de longitud As = 2nr/n, multiplicar la longitud de cada parte por el valor de V.T en
uno de sus puntos, sumar y luego dividir el resultado entre la longitud completa de la circunferen-
cia. Finalmente, si en lugar de un molinillo ponemos un disco S de radio r, el valor numérico de la
velocidad que le imprimir4 el fluido vendra dado por

1 1
v=— V.Tds:—fV.dr
2nr Jc 2nr Jc

La velocidad v corresponde a una velocidad angular w, = v/r. Asi pues, representando por C la cir-
cunferencia del disco S orientada positivamente, tenemos que

1
W, = V.dr
" omr2 fc

Sea ahora n un vector unitario normal al disco. En virtud del teorema de Stokes se verifica que

fV.dr:ff rotV.ndS
C S

Si el centro del disco es el punto p y el radio r es suficientemente pequeio se verifica que

ff rotV.ndS = nr?rotV(p).n
S

y por tanto
1

1 1
W, = chv, dr = Wffs rotV.ndS = ErotV(p).n
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En el limite se tiene la igualdad
1
li = —rotV(p).
ané Wy > rotV(p).n
Asi pues, la velocidad angular que adquirird la rueda es (aproximadamente) la mitad de la proyeccién

del rotacional sobre el eje de giro. Claramente el rotacional indica la direccién en que hemos de situar
el eje para que la velocidad de rotacién sea maxima.

6.3.2. Laecuacion de continuidad de la hidrodinamica

Sea V(x,y,z,t) el campo de velocidades de un fluido y sea p(x, y, z,t) su densidad (en general
ambos dependen de la posicion (x, y, z) y del tiempo £). Sea p = (x, y, 2) un punto cualquiera y S una
esfera de centro p. La cantidad de fluido contenida en S en un instante dado es la integral de p sobre
la bola B de frontera S, luego la variacién de esta masa (debida a la variacién de la densidad del fluido

dtff p(x, ¥,z 0)d(x,y,2) = f/f — (2 0dx,y,2)

En la leccién anterior vimos que el flujo del campo pV a través de S se interpreta como la masa de

respecto al tiempo) es

fluido que sale de S por unidad de tiempo. Sea r el radio de B y definamos

vr(p 1) :fff @(x,y,z, nd(x, y,2) +ff p(x, 3,2, 0)V(x,¥,2,1).n(x,y,2)dS =
S
fff — x5z 0dx,y,2) +ff div(p(x, y,z, OV(x, y,2,0))d(x, y,2) =
f( (x,y,2,0) +div(p(x, y, 2, )V(x, ¥, 2, t))) d(x,y,z)
B

donde en la segunda igualdad hemos usado el teorema de la divergencia (se entiende que el operador
divergencia indica derivacion respecto a las variables espaciales x, y, z. Es claro que v, (p, t) es el in-
cremento de la masa de fluido en B por unidad de tiempo menosla cantidad de masa que entraen B
através de S por unidad de tiempo. Por consiguiente W (p, t)/Vol(B) es la cantidad de masa neta que
se crea en B por unidad de tiempo y de volumen (el aumento o la disminucién de masa en B que no
entra ni sale por su frontera). Un razonamiento ya varias veces repetido permite probar facilmente
que

\Pr(p; t) a_p .
- ® - 5, B0 a 1) +div(p(x, y, 2, HV(x, ¥, 2, 1))

donde y(p, t) representa la cantidad de fluido que se crea alrededor de p por unidad de tiempo y de

y(p, 1) = l

volumen. La ecuacion 3
w(p, 1) = divip(p, HV(p, 1) + a—‘;(p, )

se denomina ecuacién de continuidad de la hidrodinamica.

Los puntos donde y > 0 se llaman fuentes (son puntos donde aparece fluido) y los puntos donde
v < 0sellaman sumideros (en los cuales desaparece fluido). Si no hay fuentes ni sumideros, es decir,
cuando la masa neta se conserva, se tiene que W es idénticamente nula y la ecuacién de continuidad
adopta la forma més usual

. op
div(p(p, HV(p, 1)) + a(p, 1)=0
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Sila densidad p es constante el fluido se llama incompresible y entonces la ecuaciéon de continuidad
se reduce a y(p, t) = pdivV(p, t) que nos dice que pdivV(p, t) es igual a la cantidad de fluido que se
crea alrededor de p por unidad de masa y de volumen. Si ademdés no hay fuentes ni sumideros, la
ecuacion de continuidad se reduce a divV = 0.

6.3.3. Laleyde Gaussy la ecuacién de Poisson en electrostatica

Recuerda que el campo eléctrico creado por una carga puntual Q situada en un punto a€ R? viene

dado por
1 _Q
47e |x—a|3

donde € es la permisividad del medio. Recuerda que E(x) es la fuerza que experimentaria una carga

E(x) = x-a) (xeR®x#a)

positiva de 1 culombio que estuviera situada en el punto x. Es facil comprobar por célculo directo que
divE(x) = 0 para todo x€ R3, x # a. En consecuencia, el teorema de la divergencia nos dice que el flujo
eléctrico neto a través de cualquier superficie cerrada que no rodee al punto a es nulo. Observa que si
la superficie cerrada contiene al punto a entonces no podemos aplicar el teorema de la divergencia
porque el campo no estd definido en ninglin abierto que contenga a dicha superficie y a su interior.
Estudiemos lo que ocurre en este caso. Sea G un dominio regular que contiene al punto a y tome-
mos una bola B centrada en a'y de radio r > 0 de manera que esté contenida en G. Consideremos el
dominio D = G\ B que se obtiene quitandole a G la bola B. Es claro que el dominio D no contiene a
y que 0D = 0B U 0G. La orientacién positiva en 0G es la misma respecto a G y respecto a D y viene
dada por la normal exterior a G, mientras que la orientacién positiva en 0B como parte de la frontera
de D = G\ B es la dada por el vector normal que apunta hacia dentro de B, es decir, la opuesta a su
orientacion positiva como frontera de B. En consecuencia tenemos que

:fff divE(x)dx:ff Ex).n(x)dS :ff Ex).n(x)dS —ff EX).n(x)dS
D oD oG 0B
ff E(x).n(x)dS=f/ EX).n(x)dS
oG 0B

Pero la dltima integral es inmediata porque para xe 0B se tiene que

1 1 1
E(.n(x) = _g(x a).n(x) = _g( - )(x v_ L9
4me r 471 Cdmer

[ s -t ], B F ne-

Esteresultado se generaliza inmediatamente para el campo electrico producido por un niimero finito,

de donde

luego

n, de cargas puntuales q; situadas en los puntos aj € R3. Dicho campo viene dado por la suma vectorial
de los campos creados por cada carga

E S R ;
0= — ]ZIHX_ ]”3(x a)  (xeR’,x#ay)

Se tiene que divE(x) = 0 para todo xe R3, x # a;. En consecuencia, el teorema de la divergencia nos
dice que el flujo neto de E a través de cualquier superficie cerrada que no encierre a ninguno de los
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puntos aj es nulo. Mientras que si la superficie S encierra algunos de dichos puntos y es Q la suma de

[f EX).nx)dS = 9
S €

Consideremos ahora que tenemos una distribucién continua de cargas en un dominio regular Q del

las cargas que encierra se tiene que

espacio. Es decir, tenemos una funcién continua p : Q@ — R llamada densidad de carga que se anula
fuera de Q tal que la carga neta contenida en un conjunto E c Q viene dada por [[[; p(x) dx. En este
caso, la suma que corresponde a una distribucién finita de cargas se convierte en una integral y el

_ b Py 3
)—Meﬂfg IIX—Y||3(X ydy (xeR?)

donde se entiende que la integral de una funcién vectorial es el vector formado por la integral de cada

campo viene dado por

una de sus componentes. Fijate en que si xe Q el integrando no esté definido en x pero se demuestra
que la integral tiene sentido. En este caso la ley de Gauss adopta la forma siguiente: si D es un dominio
regular con frontera S = dD se verifica que

ff EX).nx)dS = lff[ p(x) dx
S € D

Usando ahora el teorema de la divergencia tenemos

[ s ] e
ff[ (dlvE( )—&) dx =0

Como esta igualdad tiene que ser valida para todo dominio regular D, concluimos que

o lo que es igual

divE(x) = p(x)

Es sabido que el campo eléctrico es conservativo. En el caso que nos ocupa se verifica que la funcién

p(y) 3
" 4ne fﬂ;} Ix-yll dy xR

es una funcién potencial para E, es decir, se verifica la igualdad E(x, y,z) = —VV(x, y,z). En conse-

cuencia
p(x,y,2)

div(VV)(x, y,2) = — .

que es la ecuacién de Poisson.

Un sencillo cdlculo permite comprobar que para cualquier campo escalar f de clase C?se verifica

que
2 2 2
div(V)(x,y,2) = f(x ¥,2)+ ay]; (x,y,2) + f(x ¥,2)
La expresion
2 2 2
Af(x,y,2) = f(x ¥,z + ay]; (X, y,2) + 3 f(x V%)

se llama laplaciana del campo escalar f. El operador A: f — A f se llama operador de Laplace. La
ecuaciéon de Poisson para el potencial eléctrico suele escribirse en la forma condensada
AV =—ple.
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6.4. Funciones armonicas

Sea f un campo escalar de clase C> definido en un abierto Q c R3. Se dice que f es una funcién

armoénica en Q si para todo (x, y, z) €Q se verifica que

2 2 2
o°f o°f f
ox =~ (X y,Z)+ay2(x y,Z)+ 5 (X, ),2) =

Dicho en otras palabras, las funciones armoénicas en Q son las soluciones de la ecuacién de Laplace
Af(x,y,2)=0en Q.

Es facil comprobar que la funcién f definida para todo (x, y, z) # (0,0,0) por
1

1
Iy /xZ+ 2+ 22

fl,y2)=

es armonica en R3 \ {(0,0,0)}.

El teorema de la divergencia para un campo conservativo F(x, y, z) = -V f (x, y, z) adopta la forma

ff F(x,y,2z).ndS = — ff Vf(x,y,2).ndS =— ff (xy,z)dS—

b divE(x, y,2)d(x, y,2) = = [[[p divVf(x,y,2)d(x,y,2) = —fffD Af(x,y,2)d(x,y,2)

f/ —(x,%2)dS = fff Af(x,y,2)d(x,y,2)
oD

donde hemos tenido en cuenta que el producto escalar del gradiente de un campo escalar por un

Esto es

vector unitario es igual a la derivada de dicho campo escalar en la direccién dada por dicho vector,
porello Vf(x,y,z).n= g_ﬁ (x,y,2) esladerivada de f en el punto (x, y, z) en la direccién de la normal
exterior a la superficie dD en dicho punto.

En particular, deducimos que para toda funcién f arménica en un abierto que contenga al domi-
nio regular D y a su frontera se verifica que

ff —(x,5,2)dS =0

6.4.1. Ejercicios

Hacer los ejercicios propuestos en el libro de James Stewart, Cdlculo Multivariable 4Ed., en las
secciones 16.8 (ejercicios 2-6, 7-10, 13-15 de la pdgina 1109) y 16.9 (ejercicios 3-6, 7-16, 19-28 paginas
1116y 1117).

1. Sea S la parte del paraboloide z = x* + y> que queda bajo el plano z = 2x, y sea r la curva
interseccién de ambos. Calcular la circulacién del campo vectorial F(x, y, z) = (z,x, y) alo largo
der.

a) Usando el teorema de Stokes (considera S orientada por la normal con componente z > 0).

b) Directamente (considera la orientacién apropiada parar).
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2. Calcula el flujo saliente del campo F(x, y,z) = (xz, yx, zy) a través de la superficie cerrada for-
mada por la parte del cilindro (con sus dos tapaderas) x>+ y? = 4 comprendida entre los planos
z=0yz+y=2.

a) Directamente (elige las orientaciones adecuadas para cada superficie).
b) Usando el teorema de la divergencia.
3. Sea S la parte del paraboloide z = 4 — x> — y* que queda sobre el plano z=4-2y, ysea r la

curva interseccién de ambos. Calcula la circulacién del campo vectorial F(x, y, z) = (z,x,y) alo
largo der.

a) Usando el teorema de Stokes (considera S orientada por la normal con componente z > 0).
b) Directamente (considera la orientacién apropiada parar).
4. Calcula el flujo saliente del campo F(x, y,2) = (y + x,x — y,2) a través de la superficie cerrada

formada por la parte del cono z = y/x?+ y? que queda bajo el plano z = 1 yla parte de la esfera
x%2+y%+(z—-1)? = 1 que queda sobre dicho plano.

a) Directamente (elige las orientaciones adecuadas para cada superficie).

b) Usando el teorema de la divergencia.
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Leccion ¢

NUmeros complejos

7.1. Operaciones basicas con naumeros complejos

7.1 Definicién. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y producto definidas por
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones asi
definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Ademas, (—a, —b)
es el opuesto de (a, b), y todo (a, b) # (0,0) tiene inverso

(a,b) | —— = (1,0
a2+ b2 a2+ p2)

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?, +,-) (Iéase “el conjunto R? con las operacio-
nes de adicién y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simboélicamente por C y sus
elementos se llaman niimeros complejos.

7.1.1. Forma cartesiana de un niimero complejo

El simbolo usual (a, b) para representar pares ordenados no es conveniente para representar el
ntimero complejo (a, b). Para convencerte calcula (1,—1)*. Representaremos los niimeros complejos
con un simbolismo mads apropiado. Para ello hacemos la identificacién (a,0) = a y el nimero com-

plejo (0,1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que

i*=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1

81
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Ahora podemos escribir
(a,b) = (a,0) +(0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a+ bi

Se dice que a esla partereal y b es la parte imaginaria del niimero complejo z = a+iby escribimos
a = Re(z), b = Im(z). El producto ahora es muy f4cil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac+i’bd+i(ad+bc) = ac—bd +i(ad + bc)
7.1.2. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo de un niimero complejo
Es usual interpretar el nimero complejo x + iy como el vector del plano (x, y) y, en ese sentido,

se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical recibe el
nombre de eje imaginario. Si z = x + iy es un nimero complejo (con x e y reales), el conjugado de z

7
[SKF—== ==

\ )
Az=x—1y

Figura 7.1: Representacién de un ntimero complejo

se define por Z = x — iy, y el médulo o valor absoluto de z, se define por |z| = \/x2 + y2. Geométri-
camente z es la reflexion de z respecto al eje real, mientras que |z| es la distancia euclidea del punto
(x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (x, y) (ver figura 7.1). La distancia
entre dos nimeros complejos z y w se define como |z — w|.

La representacion grafica de la suma es conocida. Dos nimeros complejos z=a+ibyw =c+id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 7.2) es z + w. Se comprueba facilmente que

<

[

8
+__________
[~4

Figura 7.2: Suma de nimeros complejos

si zy w son nimeros complejos se verificaquez=z,z+w=z+wyzw=2zw.
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La igualdad 1z|? = zz que se deduce directamente de la definicion de médulo de un niimero

complejo, permite probar con facilidad que para todos z, weC es
a) lzwl=lzllw| y b) lz+w|<|z|+|wl
También son de comprobacién inmediata las desigualdades

max{|Rez|,|Imz|} <|z| < |Rez| +|Imz| (7.1)

7.1.3. Forma polar y argumentos de un niimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los célculos con productos de ntimeros
complejos. Para cualquier nimero complejo z = x + i y # 0 podemos escribir

Z=IZI(i+il)

lz| |zl

X . . . .
Como (ﬁ' I_yl) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma
zl| |z
Xy
= L
lz|" |z|

(

) = (cos 9, sen?d)
para algiin nimero Y €R. Resulta asi que
z=|z|(cos9+isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpretacién
grafica vemos en la figura 7.3. Dado z€C, z # 0, hay infinitos niimeros t €R que verifican la igualdad

Figura 7.3: Forma polar de un ntimero complejo

z=z|(cos t,sent) cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de todos los
argumentos de un niimero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) ={teR:z=|z|(cost+isent)}

Observa que

cos(t) = cos(s)
s, teArg(z) < { } <= s=t+2kmn paraalgin keZ

sin(#) = sin(s)
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Por tanto, conocido un argumento t, € Arg(z) cualquier otro es de la forma ¢, +2kn para algin ke Z,
es decir, Arg(z) = t, +2nZ.

De entre todos los argumentos de un ntimero complejo z # 0 hay uno tnico que se encuentra en
el intervalo | — m, ], se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z.

No es dificil comprobar que el argumento principal de z = x + iy # 0 viene dado por:

arctg(y/x)-m siy<0,x<0
-m/2siy<0,x=0

arg(z) = { arctg(y/x) six>0
n/2siy>0,x=0

arctg(y/x)+m siy=0,x<0

7.1.4. Formula de De Moivre

Veamos como la forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros complejos. Consi-
deremos dos nimeros complejos no nulos
z=|z|(cos9+isend)
w =|w|(cosy +iseny)
Entonces
zw =|z|lw|(cosV+isend)(cosy+iseny) =
=|zw|[(cosDcos —senVseny) + i(sendcosy + cosVsen )] =

=lzw|(cos@+@)+isen(®+@))

Es decir: para multiplicar dos ntimeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus ar-
gumentos.

Acabamos de probar que si z, w son complejos no nulos, D€ Arg(z), ¢ € Arg(w), entonces 9 + @ € Arg(z + w).
Es ahora facil demostrar mediante induccién la siguiente férmula, muy 1til, conocida como férmula
de De Moivre.

7.2 Proposicién (Férmula de De Moivre). Siz es un complejo no nulo, © es un argumentode z y n es
un niimero entero, se verifica que ndeArg(z"), es decir:

z"=(lzl(cos9+isend))” =|z|" (cos nd + isen nd)

7.1.5. Raices de un namero complejo

Dados un nimero complejo, z # 0, y un nimero natural, n = 2, se verifica que hay n ntmeros
complejos w que verifican la igualdad w™ = z. Dichos ntimeros se llaman raices n-ésimas de z y
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vienen dados por

argz+2km argz+2kmn
§s——— +isen———

zi =1z1""[co k=0,1,2,...,n—1

Si los representamos obtenemos #n puntos sobre una circunferencia de centro (0,0) y radio v/|z| que

forman un poligono regular de » lados.

Figura 7.4: Raices novenas de la unidad

De entre todas las raices n-ésimas de z vamos a designar con el simbolo {/z a la raiz n-ésima
principal, que se define por

argz .  argz
Vz= Izllm(cos—g+zsen—g)
n n

Observa que en el caso particular de que z sea un ntimero real positivo, entonces la raiz principal de
z (considerado como ntmero complejo) coincide con la raiz de z (considerado como niimero real
positivo).

En general no es cierto que dados dos nimeros complejos z y w, el producto de las raices n-
ésimas principales de z y de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw. Lo que si es cierto es que
el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de z y de w es una raiz n-ésima de z w. Por tanto,
{/z{/w, es una raiz n-ésima de z w pero no tiene por qué ser la principal. Es facil probar que

Vz{w = zw < —n < arg(z) + arg(w) < 1 < arg(z w) = arg(z) + arg(w)
SiRez >0 Rew >0, entonces —7t < arg(z) + arg(w) < 7 por lo que, en este caso, /zV/w = V/zw.
Para n=2y z=w = -1, tenemos que
arg(—1) +arg(-1) =2n #0=arg(l) = arg((—l)(—l))
y no se cumple la condicién anterior. En este caso
VIV=1=-1#1=vV1=V(-D(-D

es decir v—1v—1 = —1 es una raiz cuadrada de 1 (porque 1 = (—1)(—1)) pero no es la raiz cuadrada
principal de 1.
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Ahora ya sabes donde est4 el error en lo que sigue:

“1=i’=ii=v-1V-1=V( D)) =v1=1

7.1.6. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ i b.

D 7-20643) i) G-DP Qi) TFDCIDGH) i) —
. . . 2+1
y GZOUZSD g ey L vii) 121+ )®
—-1+2i 2—1

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

_ 1 1 +1i
a) f1i(z)=Z* b) folz)=2" C)fg(Z)=; d)f(Z)=rZ2 e)f4(Z)=Z—.

z—1i
3. Calcula las siguientes cantidades.

4-3i
2-iv5

a) [A+)2-l b) ’

O [a+®] & |VZ+iV2+1)

, . 1+z
4. Calcula los nimeros complejos z tales que 12 es:
-z

a) Un nimero real; b) Un niimero imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes niimeros complejos.

) ) 3 1+iv3
a) —V3-i b) -V3+i 9= Ve

6. Expresa los siguientes niimeros en la forma a + i b:

s \6
F) c)(lj“,/g) d) (-V3+)13

a) (-1+iv3)" b)

7. Calcula arg(z w) y arg (%) supuestos conocidos arg z y arg w. Sugerencia: hay que distinguir varias
posibilidades.

8. Seaz=x+1iy.Supuestoque |z|=1,z#1, z# —i, pruebaque

arg

z—l) n/4  si 1-x+y>0

z+i -3n/4 si 1-x+y<0

9. Resuelve la ecuacion cuadrética az® + bz + ¢ =0 donde a, b, ¢, son ndmeros complejos conocidos
ya#0.
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10. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)z22=1+i bzi=i 00Z2=-1+ivV3 d)zf=1 e 2+V32iz-6i=0

11. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz+wl+|z—wP =2(zf +|\w*) (zweC)

y explica su significado geométrico.

z
12. Pruebaque ’ 1

a
’<1 silzl<1ylal<1ytambiénsi|z|>1ylal>1.

Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigualdades entre mddulos de nimeros comple-
jos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

13. Sea x un nimero real que no es multiplo entero de 2n. Prueba las igualdades

(n+1 )
sen X
2

a) l+cosx+cos2x+---+cosnx cos(—x)

X
2 sen(g)
(n+1 )
" sen > X
b) senx+sen2x+---+sennx = sen(Ex)ix
sen|—
)

Sugerencia: Si llamamos A ala primera suma y B a la segunda, calctlese A + iB haciendo uso de
la férmula de De Moivre.

14. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) sen3p =3sen®—4 sengcp, b) cos4¢p =8 cos4(p -8 cosch +1

15. Representar graficamente los conjuntos de ntimeros complejos z que verifican:

|lz—=3|<3; 2<|z—-1|<3; |argz|<n/6; lz=il+|z+il=4
z—1

lz—1|=|z-2il; ‘ -1 =2; Im(z2) > 6; lz—il=Imz+1
z+2i

7.2. Sucesionesy series

Esta seccion tiene un prop6sito esencialmente teérico; voy a intentar explicarte de la forma mas
sencilla posible los conceptos de sucesién convergente y de serie convergente. Son conceptos funda-
mentales del Andlisis Matematico y los encuentras en todas partes: series de Taylor, series de Fourier,
series de potencias complejas, transformada z, ... Los procesos iterativos, tan frecuentes en los algo-
ritmos de cdlculo, no son sino sucesiones. Las senales discretas son sucesiones. La convolucion de
sefales discretas viene dada por una serie. Las ecuaciones en diferencias finitas estan relacionadas
con un tipo especial de sucesiones que se llaman recurrentes. Muestreando a intervalos regulares de
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tiempo una sefal analdgica obtienes una sucesién. Muchas funciones importantes estdn definidas
por medio de una serie. Por todo ello creo que es imprescindible que tengas ideas claras sobre estos
temas.

Dos conceptos son fundamentales: el de sucesién y el de limite de una sucesién convergente.
Empezaremos con ellos.

7.2.1. Sucesiones

Sea A un conjunto no vacio. Una sucesion de elementos de A es una aplicacién del conjunto N
de los nimeros naturales en A. Una sucesién de ntimeros reales (complejos) es una aplicacién del
conjunto N de los nameros naturales en el conjunto R (C) de los nimeros reales (complejos).

Dada una sucesion ¢ : N — A suele emplearse una notacion especial para representarla. Para neN
suele notarse ¢(n) en la forma x,= ¢@(n) (naturalmente la letra “x” nada tiene de especial y puede
sustituirse por cualquier otra). La sucesién misma se representa por ¢ = {x,},en, €s decir, el simbolo
{xn}nen debe interpretarse como la aplicacién que a cada n €N hace corresponder el elemento x;,.
Cuando no hay posibilidad de confusién escribimos simplemente {x,} en vez de {x,} ,en-

En lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de nimeros complejos y, por tanto, repre-
sentaremos por {z,} la aplicacién de N en C dada por n — z,. Como R c C, en el caso particular de
que para todo n eN se tenga que z, € R entonces {z;} es una sucesién de niimeros reales. Es decir,
las sucesiones de niimeros complejos incluyen, como caso particular, a las sucesiones de ntimeros
reales.

Naturalmente, dos sucesiones {z,} y {w,} son iguales cuando para todo neN se verifica que z,, =
wy. No hay que confundir la sucesién {z,}, que es una aplicacién, con su conjunto imagen, que
es el subconjunto de C formado por todos los nlimeros z;, el cual se representa por {z, : n € N}. Por
ejemplo, {(—1)"} y {(—1)"""1} son sucesiones distintas con el mismo conjunto imagen. El ntimero z,, se
llama término n-ésimo de la sucesion; para n = 1, 2, 3 se habla respectivamente de primero, segundo,
tercer término de la sucesion.

Una forma correcta de imaginar una sucesién es como un vector con infinitas componentes. La
sucesion {z,} puedes verla como el vector (zy, z2, z3,...).

Introduciremos ahora una notacién muy ttil en lo que sigue.

Dados ae Cyr >0, el conjunto
D(a,r)={zeC:lz—al<r}

se llama disco abierto de centro a y radio r. Observa que un disco abierto no puede ser vacio.

Si a=a+ip tenemos que:

D(a,r)={x+iyeC:|x+iy-a-if|< rh={(x, ) eR*: (x—)? + (y-P)* < r?}
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es el circulo de centro (o, p) y radio r excluida la circunferencia que lo limita.

7.3 Definicion (Sucesion convergente). Se dice que una sucesion {z,} converge a un nimero ze€C
cuando en cualquier disco abierto D(z,€) estdn todos los términos de la sucesién a partir de uno de
ellos en adelante.

Con més detalle: una sucesion {z,} se dice que converge a un niimero z si, dado cualquier nt-
mero real € > 0, existe un nimero natural m, tal que si n es cualquier nimero natural mayor o igual
que mg se cumple que |z, — z| < €. Simbdlicamente:

Ve>0 dme.eN :n=2m. > |z,—z| <€

Se dice también que el nimero z es limite de la sucesién {z,} y se escribe lim {z,} = z o, simple-
n—oo
mente, lim{z,} = z e incluso, si no hay posibilidad de confusién, {z,} — z.

Se comprueba facilmente que una sucesion convergente tiene un tinico limite.

En Mateméticas se dan definiciones para introducir nuevos conceptos y saber de qué estamos
hablando, pero las definiciones no suelen ser ttiles para el célculo. Por eso no debes preocuparte
si la definicién anterior te parece dificil de aplicar en casos concretos. Debes hacer un esfuerzo por
comprenderla pero no tendrds que usarla para hacer célculos.

Observa que, en virtud de la definicién dada, se verifica que
{Zn}_’z — |Zn—Z|—>0
Recordemos que méax{|Re z|, |Im z|} < |z| < |Re z| + [Im z|. Gracias a esta desigualdad tenemos que
|IRez, —Rez|
<l|z,—z|<|Rez, —Rez|+|Imz, —Imz|
Imz, —Imz|

Deducimos que |z, — z| — 0 si, y s6lo si, |[Rez;, —Re z| = 0y |Im z,, — Im z| — 0. Hemos probado asi el
siguiente resultado.

7.4 Proposiciéon. Una sucesion de ntimeros complejos {z,} es convergente si, y solo si, las sucesiones de
niimeros reales {Re z ,} y {Im z,} son convergentes. Ademds, en dicho caso

lim{z,} =z<=Rez=Ilim{Rez,;} y Imz=Ilim{lmz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de nimeros complejos se reduce a estudiar la
convergencia de dos sucesiones de ntimeros reales.

El siguiente resultado relaciona las operaciones algebraicas con el concepto de limite. Su demos-
tracion es un sencillo ejercicio.

7.5 Proposicion. Si{z,} — z y {w,} — w, entonces{z,+ w,} — z+w y {z,wp} — zw. Ademds, si
zp #0 paratodoneNy z#0, entonces{l/z,} — 1/z.
El siguiente resultado es quizas el mds til para calcular limites de sucesiones de ntimeros reales.

7.6 Proposicién. Sea f una funcion real de variable real, y sean a,LeR U {+oo} U {—oco}. Supongamos
quelim,_., f(x) = L. Entonces para toda sucesion {x,} — a se verifica que { f (x,,)} — L.
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7.2.2. Series

Dada una sucesion, {z,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S,}, cuyos términos se
obtienen sumando consecutivamentelos términos de {z,}, es decir:

S1=21,S2=21+2,S3=21+20+23,...,Spy=z21+22+ -+ 2,,...

La sucesion {S,} asi obtenida se llama serie de término general z, y es costumbre representarla por

Z zn 0, mas sencillamente, ) z,. El nimero S;, se llama suma parcial de orden n de la serie ) z;,.
n=1

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para sucesio-
nes conservan su misma significacion cuando se aplican a series. En particular, es innecesario volver
a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una serie Z Zp €s con-

n=1
o0

vergente se usa el simbolo Z zp para representar el limite de la serie que suele llamarse suma de la
n=1

(o]
serie. Naturalmente )_ z, es el nimero complejo definido por
n=1

i n
z, =1im{S,} = lim 2k
n=1 " " oo ICZ::1

Como caso particular de la proposicién 7.4, 1a serie Z zy converge si, y s6lo si, las series de nlimeros
nz1

Z Rez, vy Z Imz,

n=1 n=1

reales

n n-1
son convergentes. Observa que si la serie }_ z, converge entonces la sucesién z, = Z zj— Z zj es
j=1 j=1
diferencia de dos sucesiones que convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

7.7 Proposicion. Para que la serie )’ z, sea convergente es necesario quelim{z,} = 0.

7.8 Ejemplo (Serie geométrica). Dado z€C, la sucesion {1+2z+ z%+---+2z™ se llama serie geométrica
de razén z. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los términos de la suce-

sién {1, z,22,2%,...,2", .. } Es costumbre representar la serie geométrica de razén z con el simbolo
. . . . . . 1
Z z". Dicha serie converge si, y s6lo si, |z| < 1, en cuyo caso su limite es igual a -7
-z

n=0
Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si z # 1, se tiene:

n K ) 1 Zn+1
z¥=14z+z"++2"'=— - (7.2)
=0 1-z 1-z
n+1
si |z] <1 entonces lim =0y obtenemos que
n—oo]l-—z
Y z2"=1lim ) z'=—  (lzl<])
n=0 0 k=0 1-z

Si |z| = 1 entonces la sucesion {z"} no converge a 0, por lo que, en virtud de la proposicion anterior,

deducimos que la serie Z z"" no converge. ¢
n=0
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Antes de ver el siguiente ejemplo hay que precisar lo que se entiende por sucesién divergente
porque este término se utiliza mal con frecuencia.

7.9 Definicién (Sucesiones divergentes). Una sucesion de niimeros reales {x,} se dice que es posi-
tivamente divergente, y escribimos lim{x,} = +oo, si para todo niimero real K>0 existe un nimero
natural mge€N, tal que para todo neN con n=my se verifica que x, =K.

Una sucesion de numeros reales {x,} se dice que es negativamente divergente, y escribimos

lim{x,} = —oo, si {—x,} — +o0.

Una sucesion de niimeros complejos {z,} se dice que es divergente, y escribimos lim{z,} = oo si
lim{|z,|} = +oo.

7.10 Ejemplo (Serie arménica). Se llama asi la serie de término general 1/n; es decir, la serie Z —

n=1 n
Se verifica que la serie armoénica diverge positivamente
X1
Y —=lm {1+1/2+---+1/n}=
n=1 1 n—oo
En efecto, para todo neN tenemos que
i+l jt11 n-11 1 1 1
logn:f —dx—z —dx\z —dx =) —<l+=+-+ +—
1 J = 2 n-1 n
y por tanto
S|
lim {1+1/2+---+1/n} > lim logn = +co = Z — =+00
n—oo n—oo =1 n
¢

_1yn-1
7.11 Ejemplo (Serie arménica alternada). Se llama asi la serie de término general ———; es decir,
n
_ )n—l
la serie Z —— . Se verifica que la serie armodnica alternada es convergente y su suma es igual a
n=1

log2.

oo (_1\n—1
Z L = logz
n=1 N
En efecto, sustituyendo z por —x en la igualdad (7.2), obtenemos la siguiente igualdad valida para
todo neNytodo x # —1:

1 xn+1
—— =l x+ X (D) A (-] — (7.3)
1+x 1+x

integrando esta igualdad entre 0 y 1 tenemos que:

0o 1+x o 1+x

1 ,n+l 1
f X dx <f xn+1 — 1
o 1+x 0 n+2
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de donde se deduce que

5 Dkt $* -p"!
lim |log2—- ) ———|=0=log2=
oo k=1 k n=1

El siguiente ejemplo te ayudaré a entender el concepto de serie convergente.

Reordenando términos en la serie armoénica alternada podemos obtener otra serie con distinta

suma.

Como hemos vista, la serie armdnica alternada es la sucesiéon que se obtiene sumando consecutiva-
mente los términos de la sucesién

(-pnt 11 11 11 11 1 1 1
e lr__r_)__)_r__r_)__)_r__r_r__) ------ (7~4)
n 23 45 67 89 1011 12
Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesién poniendo uno positivo seguido de dos
negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos asi la sucesiéon

(7.5)

[N R » T T A

85

’

1 11 1 11 1 11 1 1 }
2" 4’3 6 100 12’7 14

Cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamentesus términos, es la sucesion {S,} dada por:

S =1
S, =1 L
2 2
S. = 1 1 1
5T 2 4
1 1 1
S = 1————+—
2 4 3
1 1 1 1
S = 1—-———4+—-———
2 4 3 6
1 1 1 1
S¢ = 1—-———4+—-—————
2 4 3 6 8
1 1 1 1 1 1 1 1
Sg = 1-———4+——-—-——-4+-———— —
2 4 3 6 8 5 10 12
1 1 1
T ]
mi\2j—1 4j-2 4j
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Tenemos que

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
SSn = 1l-————4—=—=— + - — - 4. + - _
2 4 3 6 8 5 10 12 2n—-1 4n-2 4n
( 1) 1 1 1) 1 (1 1) 1 ( 1 1 ) 1
— 1-—-|-—4+[-——==-|--= +|-———— 4. + _ — —
2] 4 \3 6/ 8 \5 10/ 12 2n—1 4n-2J) 4n
1 1 1 1 1 1 1 1
= —_ -t ——— 4+ — — — 4 .. o ——t T —
2 4 6 8 10 12 22n-1) 4n
1( 1 1 1 1 1 1 1)
= —|l1l-—-4+—-———4+—=———=F-ceee. + -
2 2 3 4 5 6 2n—-1 2n
_ li( )/~
25
Deducimos que .
) 1 (-p/!
lim S3, = = lim Z - = —log2
n—oo 211—»00].:1 J

1
Es claro que lim {S3,, —S3,—1} = lim{S3, — S3,-2} = 0 de donde se sigue que lim{S ,} = —log2. Es decir,
hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie armodnica alternada por el

criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su suma es 2 log2.

Este ejemplo pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergente no es una
suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de ntimeros. Observa que
los conjuntos de nimeros (7.4) y (7.5) son los mismos pero las series correspondientes tienen distinta
suma; la primera tiene sumalog?2 y la segunda %logz. Si la suma de una serie consistiera en sumar
los infinitos términos de una sucesién, entonces el orden en que los sumdramos seria indiferente
porque la suma de ntimeros tiene la propiedad conmutativa. Debes tener claro, por tanto, que cuando
calculas la suma de una serie no estds haciendo una suma infinita sino que estés calculando un limite
de una sucesién cuyos términos se obtiene sumando consecutivamente los términos de otra sucesion
dada. Insisto: calcular la suma de una serie no es una operacion algebraica, no consiste en sumar
infinitos términos, es un proceso analitico que supone un limite.

7.2.2.1. Laparticularidad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del milln: si las series no son nada mds que sucesiones, ;por qué de-
dicarles una atencién especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las series hay
una hipdtesis implicita que los libros silencian. A saber: se supone que las series son sucesiones de-
masiado dificiles de estudiar directamente. La caracteristica que distingue el estudio de las series es
la siguiente: se trata de deducir propiedades de la serie {S,} = {z; + 2o + - + z,}, a partir del com-
portamiento de {z,}; es decir, los resultados de la teoria de series dan informacién sobre la sucesién
{S} haciendo hipétesis sobre la sucesion {z,}. ;Por qué esto es asi?, ;no seria mds légico, puesto que
lo que queremos es estudiar la serie {S,}, hacer hipo6tesis directamente sobre ella? La razén de esta
forma de proceder es que, por lo general, no se conoce una expresién de S, = z; + zp + -+ + 2, que
permita hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma z; + z + - - - + z; no es posible “realizarla”
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en la préctica. Por ello, en el estudio de las series se supone implicitamente que la sucesion {z,} es el
dato que podemos utilizar. Naturalmente, esto hace que el estudio de las series se preste a muchas
confusiones porque, aunque su objetivo es obtener propiedades de la serie {S,}, las hip6tesis hacen
siempre referencia a la sucesion {z,}. Si bien lo pensamos, esta forma de proceder no es del todo nue-
va. Ya estds acostumbrado a usar la derivada de una funcién para estudiar propiedades de la funcién;
pues bien, la situacién aqui es parecida: para estudiar la serie {z; + zp +--- + z,;} (la funcién) estudia-
mos la sucesion {z,} (la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los siguientes criterios de
convergencia.

7.2.3. Algunos criterios de convergencia para series de términos positivos

Una serie ) a, tal que a, = 0 para todo neN, se dice que es una serie de términos positivos. Ob-
serva que una serie de términos positivos es una sucesién creciente por lo que o bien es convergente
o0 es positivamente divergente.

. L £ . . An+l
Recuerda que la serie geometrica de término general a, = x”, donde x > 0, converge S1 =
a

n
x < 1. Esto nos lleva a considerar, en el caso general de una serie de términos positivos }_ a,, el com-
portamiento de la sucesion {a,.1/a;}.

Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)
Supongamos que a, >0 para todo neNy que existe

., an+1
Iim

=LeR} U {+oo}
an

Entonces se verifica que:

a) Si L <1 laserie ) a, es convergente;

b) Si L>1 osiL =+oo, entonces Y a; es divergente.

Anélogamente, puesto que la serie geométrica de término general a, = x”, donde x > 0, converge
si Va, = x <1, esto nos lleva, en el caso general de una serie de términos positivos Y a;, a considerar

el comportamiento de la sucesion {{/a;}.

Criterio de la raiz o de Cauchy (1821)
Supongamos que para todo neNes a, = 0, y que existe

lim {/a, = LER{ U {+o0}.

Entonces se verifica que:

a) Si L<1 laserie }_ a, es convergente;
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b) Si L>1 osiL=+oo, entonces Y a, es divergente.

Unas series de términos positivos muy importantes son las siguientes.

Series de Riemann
Dado un ntimero real o, la serie {1+1/2%+1/3%+---+1/n%} se llama serie de Riemann de exponente
a. Dicha serie es convergente si, y s6lo si, a > 1.

La importancia de las series de Riemann es consecuencia del siguiente criterio de convergencia.

Criterio limite de comparacién
Dadas dos series de términos positivos Y a, y Y. by, tales que {a,/b,} — LER{ U {+oo} se verifica:

a) SiL=+oc0y) b, esdivergente también ) a, es divergente.
b) SiL=0y ) b, es convergente también }_ a, es convergente.

c) SiLeR™" lasseries ) a, y Y by, son ambas convergentes o ambas divergentes.

Los criterios anteriores pueden aplicarse para estudiar la convergencia absoluta de una serie.
Precisemos este concepto.

7.12 Definicién. Se dice que una serie de niimeros complejos )z, es absolutamente convergente
si la serie de términos positivos )|z ,| es convergente.

El siguiente resultado es muy importante en el estudio de las series.
7.13 Proposicién. Si una serie de niimeros complejos }_ z,, es absolutamente convergente entonces

dicha serie también es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho més fuerte que el de con-
vergencia. La serie armonica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es absolutamente
convergente.

Cuando una serie no es absolutamente convergente se utilizan los siguientes criterios para estu-
diar su convergencia.

7.14 Teorema. Sea{a,} una sucesion de niimeros reales y {z,} una sucesion de niimeros complejos.

Criterio de Dirichlet. Si{a,} es monétonay converge a ceroy la serie) z, tiene sumas parciales aco-
tadas, entonces Y. a,z, converge.

Criterio de Abel. Si{a,} es monétona y acotada y la serie )z, converge, entonces ) a,z, es conver-
gente.
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Para estudiar la convergencia de una serie }_ z;,, de nimeros complejos lo primero que debes hacer

es estudiar la convergencia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos positivos ) |z,|,

paralo que se aplican los criterios de convergencia para series de términos positivos. Sila serie }_ | z;|

converge hemos acabado. Cuando la serie }_|z,| no converge se aplican los criterios de Dirichlet o de

Abel para estudiar directamente la convergencia de la serie Y z,.

7.2.4. Ejercicios

1. Estudia la convergencia de las sucesiones:

) zp=Vn+ina"

. 1
iii) z,=Ya+isen—

.. _2” in
(aeR,lal<1) i) z,= 74_2_”
. 1 . 1
(@>0) iv) z,=nsen—+5icos—
1+i)n ) ( ! .
vi) z,= —
2 S+

2. Sea {z;} una sucesién de nimeros complejos no nulos y para todo neN sea ¢, € Arg(z,). Supon-

gamos que {@,} — @y {lz,|} — p. Justifica que la sucesién {z,;} — p(cos + i sen¢).

3. Calcula el limite de la sucesién z,, = (1 +

n

V2+iZ )n

Sugerencia: Expresa z,, = |z,| (cos@, + i sen@,) y usa el ejercicio anterior.

4. Calcula el limite de la sucesion z, =n (\"/5 (

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesion n( V2 -

n

T n
cos — +isen—) —1).
2 2n

1) es bien conocido.

5. Sea z€ C, con |z| = 1, z # 1. Prueba que la sucesién {z"} no converge (;qué pasa si supones que

converge?). Deduce que si ¢ es un ntimero real que no es un multiplo entero de 7, las sucesiones

{cos(ny)} y {sen(n¢)} no convergen.

6. Explica lo que quiere decir la igualdad siguiente.

o en(2knx)

1
LR Ve

7. Estudia la convergencia de las series:

i)

iif)

V)

vii)

Y L ii)

o (d+0)n

cosn+isenn .
Z—z iv)
n=1 n

2+nH" 1 .
Y vi)
1 1+20)" n

oo i
Z (cos — +isen —2) viii)
n n

n=1

para todo x€]0,1[

cosn+isenn

n=1 n

FLETY I
cosn+lsenn

n=1 n

y L 1+iv3
n=1VnN 2
Z 3 +4i)”
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o0 [e.0]
8. SeapeRcon |p| < 1y9eR. Calcula los limites Z p"cos(nd)y Z p"sen(nv).

n=0 n=0

9. Estudiala convergencia absoluta de las siguientes series.

z" n+1)"
a) ) — b)z%z” o Y n%z"
nz1 n>1 1 n>1
n" 3-5---3n+1 P
d ) —=z" e Z#z” Hy
a1 ! ns1 5-10---5m 11+ 1/2+---+1/n

Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferencia unidad.

7.3. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mds que las funciones definidas en subconjuntos de R? con va-
lores en R? cuando en R? consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A c C, a toda
funcién compleja f: A — C se le asocian dos funciones reales: la funcién u = Re f “parterealde f”y
la funcién v =Im f “parte imaginaria de f” definidas para todo (x,y) = x+iy € A por:

ulx,y)=Ref(x+iy), v(x,y)=Imf(x+1iy)

Naturalmente, f(z) =Re f(z) +i Im f(z).

7.3.1. Lafuncién exponencial

Una de las formas de definir la exponencial de un ntimero real x es mediante el limite

. x\"
e’ = lim (1+—)
n—oo n

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un nimero complejo seria calcular el
anterior limite para z = x + i y€ C. Pues bien se puede probar con facilidad que

x+iy

n
lim 1+ =e* +isen
n—»oo( ) e"(cosy+iseny)
Definimos, por tanto, la exponencial compleja como

x+iy
n

ex+iy

n
:exp(x+iy):r}g1go(1+ ) =e*(cosy+iseny)

Observa que
le*| = eR®%,  ImzeArg(e?)

En particular, obtenemos la llamada férmula de Euler:

e'! =cost+isent (paratodo f € R)
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que establece una relacion entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De la for-
mula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

eil foit eilf _oit
cost=——-, sent=— (teR)
2 21

Se prueba facilmente que e**" =

keZes

e“e" para todos z, weC. Se deduce que para todo zeC y todo

e? = ez+2km

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funcién periédica con periodo 2ni. Naturalmen-
te, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una funcién inyectiva. Observa que
la exponencial no se anula nunca pues |e? | = e?¢% > 0.

7.3.2. Logaritmos complejos

Dado un ntimero complejo z # 0, hay infinitos nlimeros complejos w que satisfacen la ecuacién
e = z. Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos
por Log z y es el conjunto:

Logz ={loglz|+i(arg(z) +2kn), ke Z}

De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

logz=log|z|+iarg(z) paratodozeC*

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2kn para algin entero k. Es impor-
tante que observes que la igualdad

logzw =logz+logw

que es vdlida para los logaritmos de los nimeros reales positivos, no es siempre cierta para nimeros
complejos. Por ejemplo:

log (/273 = iz?ﬂ, log (/¥4 = i%, log (/273 /374 = log (¢/177/12) = log (e~ 17012} = —i%

Lo que esta claro es que el nimero log z +log w € Log(z w), es decir, log z +log w es un logaritmo de
zw pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de z w.

7.3.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos ntimeros reales a > 0 y beR, la potencia de base a y exponente b se

define como a”

= ¢P1°8¢_ Ahora, dados a,b € C, con a # 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
de a, todos ellos son de la forma loga + i2km, con k€ Z. Por ello, cualquier niimero complejo de la
forma e?1°84+2kM qonde ke Z, es una potencia de base a y exponente b. Representamos por [a”] el

conjunto de todas ellas.
[db] — {eb(loga+i2kn) . kEZ}
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Se destaca una:

ab — eblogu

que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si b = 1/n donde
neN, el niimero

1 1
a''" = exp(—loga) = exp(ﬂ + iw) = IZII/”(cosw +isen arga)
n n n n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por {/a.

7.3.4. Ejercicios

1. Expresalos 8 nimeros +1+i, +v/3+i enlaformare'®.

2. Calcula el médulo y los argumentos principales de los niimeros 1+ e'?, 1—e!®, —ae'®?, donde
lp|<mya>o.

3. Calculalogz y Logz cuando z es uno de los nimeros siguientes i, —i, e, e, 4, ~5e, 1 +1i.

_1 _—
4, Calculalog(3i)+log(—1+i\/§)ylog(3i(—1+i\/§)).Calculalog(—l—i)—logiylog( . l).
i
5. Calcula [(—4)'], i3, [i%/™), [i7], 1%, 3170, (=)D, A+ D).

6. Estudia, para zeC* y neN, las igualdades:

a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(2)) = z; ¢) log(¥/z) = log$; d) log(z™) = nlog(z).

7. Explica donde estd el error en las igualdades siguientes: i = D2 = (-3 = (-1)32 =3 = —i.
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Leccion 8

Conceptos basicos de la teoria de Series de Fourier

8.1. Andlisisy ssintesis

Esencialmente la teoria de Series de Fourier persigue dos propositos:

» FEl andlisis o descomposicién de una sefial como suma o superposiciéon (en general infinita) de

sinusoides.

= La sintesis o recomposiciéon de una sefal a partir de sus sinusoides.

Habrés notado que estoy empleando la palabra “sefial” como sinénimo de “funcién” y asi lo seguiré
haciendo a lo largo de esta leccién con las precisiones que considere necesarias. En anélisis arménico
las sefiales mds simples son las sinusoides a las que nos hemos referido antes. Conviene darles un

repaso.

8.1.1. Sinusoides

Una sinusoide es una senal de la forma
Asen(2nvi + ).

El ntimero A > 0 es la amplitud, v > 0 es la frecuencia medida en ciclos por segundo o Hercios (Hz),
-7 < ¢ < 1 es la fase (fase inicial), w = 2nv es la frecuencia medida en radianes por segundo (que se
llama a veces frecuencia angular). El periodo es el tiempo que necesita la sinusoide para completar
un ciclo completo, es decir, el periodo es T = 1/v segundos.

Asen(2nv(t+1/v)+¢) =Asen(2nvi+2n+d) =Asen(2nvi+ ).

En general, una funcién f : R — C se dice que es periddicacon periodoT si f(t +T) = f(¢) paratodo t€
R. En tal caso cualquier multiplo entero de T es también un periodo de f, esto es, f(t+kT) = f(¢) para

100
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todo teR, k€ Z. Por convenio, una funcién constante se considera peridédica con cualquier periodo.
Salvo este caso, cuando se dice que una funcién es periédica de periodo T se sobreentiende que T es
el niimero positivo mas pequefio que verifica la igualdad f(¢+T) = f(¢) paratodo teR.

En la representacion grafica de la sefial f(¢) = Asen(2nv ¢+ ) se interpreta f(¢) como la amplitud
de la senal en el instante ¢. La amplitud A representa la maxima altura que alcanza dicha gréfica, esto
es, el maximo absoluto de la funcién f (el minimo absoluto es —A). La frecuencia es el nimero de
veces (ciclos) que se repite la grafica en un segundo. El periodo es el tiempo necesario para que la
grafica complete un solo ciclo.

8.2. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier

Un polinomio trigonométrico de orden N es una funcién de la forma

N
Y Apsennmt/T +¢y) 8.1)
n=0
En una suma de este tipo el niimero T es el periodo fundamentaly v = 1/T es la frecuencia fundamen-
tal (en hercios). A cada uno de los sumandos individuales, cuyas frecuencias son multiplos enteros
de la frecuencia principal, se les llama armonicos. Esta forma de una suma trigonométrica tiene la
ventaja de mostrar explicitamente la amplitud y la fase de cada uno de ellos pero es muy incémoda
para los célculos. Por ello es més frecuente escribir esta suma en la forma:
a N
0
-+ Y (ancos@nnt/T)+bysen2nnt/T)) (8.2)
n=1
la raz6n de escribir el término constante en la forma a,/2 es para simplificar las férmulas de los
coeficientes que veremos en seguida.

Se trabaja con mucha més comodidad con estas sumas si usamos la exponencial compleja. Usan-
do las ecuaciones de Euler tenemos que:

2nint/T+e—2nint/T 2nint/T_e—2nint/T
cos@nnt/T) = , sen(2nnt/T) = -
2 20
con ello la suma (8.2) puede ser escrita como:
N .
Z Cn eZT[ln[/T (8.3)

n=-N

Larelacion entre estas tres formas distintas de escribir una misma funcién viene dada por las siguien-
tes igualdades vélidas paratodo n=1,2,3,...:

a,—ib a,+ib
Cp= % Cop= % (8.4)
anp=Apsend, b, =A,cosdy, (8.5)
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Supongamos que f es una sefial que podemos representar como un polinomio trigonométrico con
periodo T:
N
f(t) — Z CneZnint/T
n=-N
entonces se verifica que los coeficientes en esta expresién estan determinados de forma tnica por f
y vienen dados por:

T .
Cn=_f e—2nlnt/Tf(t)dt
T Jo

Las consideraciones anteriores motivan a las siguientes definiciones.

8.1 Definicién. Sea f : R — C una sefial de periodo T integrable en [0, T]. Se definen los coeficientes

de Fourier de f por:
1 (T .
Cp = —f e 2T fndr  (nez) (8.6)
T Jo
El polinomio trigonométrico:
N .
SN(t) — Z CneZT[lnt/T (8.7)
n=—N

donde los coeficientes c;, vienen dados por (8.6), se llama polinomio de Fourier de orden N de f. La
sucesion de los polinomios de Fourier de f se llama serie de Fourier de f y la representamos por

Z cpe?™ "I Cuando dicha serie converge escribimos:
nez

(o]
lim Sn(H= Y ¢t
N—oo n=-o0o

Teniendo en cuenta 8.4 se deduce que las igualdades 8.6 y 8.7 pueden escribirse de forma equiva-

lente:
aop N
Sn()=—+ Y (apcos@nnt/T) + by sennn t/T)) (8.8)
n=1
donde:
2 T
an:¥f cos@nnt/T)f()dt n=0,1,2,... 8.9
0
2 T
b":ff sen2nnt/T)f()dt n=1,2,... (8.10)
0

Los ay se llaman coeficientes cosenoy los b, coeficientes senode f.

8.2.1. Observaciones

= También se utilizan las notaciones c,(f) y f(n) para representar los coeficientes de Fourier ¢,
de f.
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Para calcular los coeficientes de Fourier de una sefial de periodo T podemos integrar en cual-
quier intervalo de longitud T. Suele ser frecuente, por razones de simetria, elegir el intervalo
(-T/2,T/2].

Observa que nada hemos dicho atin sobre la relacién entre una funcién f y su serie de Fou-
rier. La pregunta ;de qué modo la serie de Fourier de f representa a f? no tiene una respuesta
facil porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presentaremos algunos resultados en este
sentido.

Observa que si cambias una funcién en un ntmero finito de puntos esto no afecta para nada
a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio de integrales. Igualmente, tam-
poco debe preocuparnos que una funcién no esté definida en un conjunto finito de puntos
porque eso no afecta para nada a su integrabilidad ni al valor de su integral.

A diferencia de la serie de Taylor de una funcioén, la cual solamente esta definida si dicha funcién
es indefinidamente derivable, la inica condicién para que la serie de Fourier de una funcién
esté definida es que la funcién sea integrable en un intervalo. Te recuerdo que hay funciones
integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto de serie de Fourier es mucho
menos restrictivo que el de serie de Taylor y esa es una de las grandes ventajas de la teoria de
series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.

En contradelo que pudiera parecer a primera vista, la hip6tesis de periodicidad no es restrictiva
parala aplicacion de la teoria de series de Fourier.

En efecto, si queremos representar una funcién f en un intervalo [a, b] por medio de una serie
de Fourier, lo Gnico que se necesita es que dicha funcién esté definida y sea integrable en dicho

intervalo. En tal caso la serie de Fourier ) ¢, 2" int/(b=a) cuyos coeficientes son
nezZ
L (P oninew
Cn = f e 2intlb=a ¢(1ydt  (nez)
b—ala

representa (cuando se dan las condiciones de convergencia apropiadas) una funcién periédica
de periodo b — a que coincide con f en el intervalo ]a, b[.

Podemos considerar esto desde otro punto de vista. Si estamos interesados en representar por
medio de una serie de Fourier una funcién f definida e integrable en un intervalo [a, b] pode-
mos extender dicha funcién a todo R de manera que la extension sea una funcién periédica de
periodo T = b — a. Para ello basta repetir la grafica de f en intervalos de longitud T = b —a (si
f(b) = f(a+T) # f(a) serd preciso cambiar el valor de f en uno de los extremos del intervalo
[a, b]).

Debes tener en cuenta que en los ejercicios suele definirse una funcién en un intervalo [a, b]
y se dice que dicha funcién se considera extendida por periodicidad fuera de dicho intervalo.
Pero esto tiltimo casi nunca se hace por lo que, para calcular los coeficientes de Fourier debes
integrar la funcién en el intervalo [a, b] donde dicha funcién se define y no en otro.
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= La consideracién de funciones complejas, si bien desde un punto de vista tedérico no presenta
ninguna dificultad e incluso hace que la teoria sea més elegante y facil de desarrollar, desde un
punto de vista préactico no afiade nada pues en las aplicaciones siempre se consideran sefales
reales.

8.2.2. Ejemplos

8.2 Ejemplo. Calcular la serie de Fourier de la funcién 2n-periédica

0, si—-m<x<-7/2
flx)=

1, si—m/2<x<m

De acuerdo con la definicién de los coeficientes de Fourier

TJ-m/2 2
n-1
T X=T (_1) 2 . .
1 sen(nx) sen (nm/2) si n es impar
a,=— cos(nx)dx = ——— == nmn
)52 1151 S nmn

0 sinespar

=T —cos(nm) . cos (nm/2)

x=—7/2 nn nm

1 (" -
TJ-mn/2 nm

1 . .
—, sinesimpar
nm

1
—[-1+(-1)"?] sinespar
nm

Por tanto la serie de Fourier de f es

3 1 1 1

—+ —[cos(x) +sen(x) —sen(2x) — —cos(3x) + —sen(3x) +...| =

4 7 3 3

31 1 -

= —+=) (D" " cos(2n—1)x) +sen(2n — 1)x) —sen((4n — 2)x))
4 7w x2n-1
¢
8.3 Ejemplo. Sea f:[4,6] — R definida como
1, sid<x<5
fx)=
2, sib<x<6
Vamos a calcular sus coeficientes de Fourier:
5 6
a0=f dx+f 2dx =3
4 5
Paran=1:
5 6
an :f cos(nmnx) dx +f 2cos(nnx) dx =0,
4 5
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5 6 0, sinespar
by, :f sen(nmx) dx+[ 2sen(nnx)dx =< _2
4 5 —, sinesimpar
nin

Por tanto la serie de Fourier de f es

Tsen (2n-Dnx)

le
=l|l\>

T

¢

8.4 Ejemplo (Funcién impulso rectangular). Se llaman impulsos rectangulareslas sefiales que son
nulas salvo en un determinado intervalo de tiempo en el que son constantes. El ejemplo tipico es la
funcionII:R—R

1, silx|<1/2

I(x) =

0, enotrocaso
Con més generalidad, dado un nimero a > 0 podemos considerar la funcién I1, definida por I1,(x) =
[1(x/a), conlo que

1, silx|<al2
g (x) =
0, enotro caso
Dado un nimero T > a podemos considerar la extensién periédica de I1, con periodo T cuya gréfica

es de la forma

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
i i
-5 -3 -1 1 3 5

Figura 8.1: Periodizacién con periodo 4 de Il

Llamemos f a dicha funcién. Los coeficientes de Fourier de f son

T/2

2 _
e = L Floye2mint/T dt:l[a/ o-2mint/T g, _ _~1 [e—znint/T t=alz_
! T J-1r2 T J-ar2 21in t=—al2
_ -1 (e—ninalT_enina/T)_sen(nna/T)
T nn 2i a mn
para n distinto de cero, y
1 T/2 1 al2 a
Co=— f(t)dtz—f 1dt = —.
T J-1/2 TJ-ar T
¢
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8.5 Ejemplo (Funcién triangular). La funcién “triangular” es la funcién A : R — R definida por

1-|x| silx|<1,
Ax) =

0 paralx|>1.
Con mas generalidad, dado un niimero a > 0 podemos considerar la funcién A, definida por A,4(x) =
A(x/a), conlo que

X
1—|—|, silx|<a
Aa(x) = a

0, paralx|>a.
Dado un niimero T > 0 podemos considerar la extensién periédica de A, con periodo T.

1

-8-7-6-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 8.2: Periodizacién de periodo 3 de Ay

Calculemos sus coeficientes de Fourier.

1 rT/2 . 0 t . a
¢, = — f(l.)e—ZTrlnt/T dr :f (1+_)e—2nlnt/T dl_+f
12

1_£)e—2“i””T dr =
a

TJor —-a a 0
2 ra t 2 T t t=a 1 pa

= —f 1-—|cos@unt/T)dt = ——— 1-—|sen(nnt/T) +—f sen(2nnt/T)dt | =
T Jo a T2nn a =0 aldo
T(1-cos@nnal/T)) B sen?(nnalT)

2n2n2a n2n2alT
Es inmediato comprobar que

8.2.3. Series de Fourier seno y coseno
Los coeficientes seno de una funcién par son nulos ylos coeficientes coseno de una funcién impar
son nulos. Esto lleva a definir las series de Fourier seno y coseno de una funcién como sigue.

Sea f una funcion definida e integrable en el intervalo [0,L]. Podemos extender f al intervalo

[-L,L] de las formas siguientes:

—f(=x), -L<x<0
filx) =
fx), 0<sx<L
y
fl=x), -L<x<0
fHx) =
fx), 0<sx<L
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez

Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Convergencia de las series de Fourier 107

Es claro que f esimpary f; es par y coinciden con f en [0,L]. La funcién f; es llamada la extension
impar de [y f, esllamada la extensién par de f.

= La serie de Fourier de la extension de periodo 2L de f; se llama la serie de Fourier seno de 'y
viene dada por:

2 L
Y bpsen(mnt/L), by = i[ f(Hsen(mnt/L)dt
0

n=1

= La serie de Fourier de la extension de periodo 2L de f> se llama la serie de Fourier cosenode f'y
viene dada por:

ap
— +

2 L
5 Y apcos(mnt/L),  a,= i[ f(H)cos(mnt/L)dt
0

n=1

8.2.4. Convergencia de las series de Fourier

Una funcién f se dice que es continua a trozos en un intervalo [a, b] si hay una particién a = xo <
X1 < X2 <...<Xp-1 <X, = bdelintervalo [a, b] de forma que

= f escontinua en cada intervalo | x;, x;4+1[, parai =0,1,2,...,n—-1,y
= f tiene limites laterales en los puntos x;, i =0,1,...,n.

Diremos que una funcién f es derivable a trozos en un intervalo [a, b] si hay una particién a =
lh<t <b<..<ty<ty=D>bdelintervalo [a, b] de forma que

= f esderivable en cada intervalo | ¢;, t;41[, parai =0,1,2,..., m—1,y

» Lafuncién derivada f' tiene limites laterales en los puntos #;, i =0,1,..., m.

Diremos que una funcién es suave a trozos en un intervalo [a, b] si es derivable a trozos en dicho
intervalo y su derivada es continua a trozos.

Toda funcién derivable a trozos en un intervalo también es continua a trozos en dicho intervalo.
Las funciones continuas a trozos en un intervalo son integrables en dicho intervalo. Ademads, la inte-
gral la podemos calcular como suma de integrales en cada uno de los intervalos donde la funcién es
continua.

El siguiente resultado nos dice que en condiciones razonablemente generales la serie de Fourier
de una funcién converge puntualmente a dicha funcién.

8.6 Teorema (Riemann, Dirichlet). Sea f : R — C una sefial periédica con periodoT derivable a trozos
en [0, T]. Entonces se verifica que:

1. En todo punto teR donde f sea continua

o 2nint/T
Z Cne mint =f(l.)

n=-—00
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2. Si f no es continua en un punto t entonces se verifica que:
OZO: c e2nint/T_f(t+)+f(t_)
. =4 - 4 7

n=—oo 2

donde f(t+) y f (t—) son, respectivamente, los limites por la derechay por la izquierda de f en t.

En particular, una funcion continuay derivable a trozos estd determinada de manera tinica por su serie
de Fourier.

8.2.5. FEjercicios

1. a) Sea f(t) =sen(t/3)+sen(t/4). ;Es f periddica? En caso afirmativo, ;cudl es su periodo?

b) Sea f(t) =sen(At)+sen(ut). Prueba que para que f sea periédica es necesario y suficiente
que A/p sea un niimero racional.

¢) ;Es periddica la funcion f () = sen(10¢) +sen ((10 + 1) ¢)?

2. Considera las distintas formas de escribir la serie de Fourier de una funcién real periédica de
periodo 1:

o0
+ ) aycos(2nnt) + bysen(2nni)

ap
|

o0 omi
Z cpe nint
n=-—o0

ap
—+

o0
Y Apsennnt+dp)
2 n=1

Indica con detalle como se pasa de una a otra, es decir, las relaciones que hay entre los distintos
coeficientes.

3. Sea f una sefial derivable a trozos, c;, sus coeficientes de Fourier, a, s y b, sus coeficientes
coseno y seno respectivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:
a) fesreal < c_,=7¢, (neN) < a,eR, b,eR (neN)
b) f espar c_p=c¢, (neN) < b, =0 (neN)
¢) fesimpar <= c_,=-c, (neN) < a,=0 (neN)
d) frealypar < c_,=c,eR (neN)

e) frealeimpar < c_;=-c€iR (neN)

4. Dauna demostracién aceptable de la igualdad de Parseval:

1 T 2 00 )
— | Ifo]*de="Y lcal
T Jo n=—oo
5. Prueba quesi f:R — C es una funcién suave a trozos con periodo 2n se verifica que ?T(k) =
ikf(k) para todo ke Z. En otros términos: la serie de Fourier de la derivada de f se obtiene
derivando término a término la serie de Fourier de f.
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X
6. Sea f:R — C periddica y suave a trozos. Definamos F(x) = f f(t)dt paratodo xeR. Prueba
0

que la funcién G: R — C dada por G(x) = F(x) — f(O)x, es periddica y expresa sus coeficientes
de Fourier por medio de los de f.

7. Calcula las series de Fourier de las extensiones periédicas de las siguientes funciones:

0, —-n<x<0 0, -2<x<0
fx) = fx)=

m, O0sxs<sm X, 0sx<2

8. Calcula la serie de Fourier coseno de la funcién f(x) = x para x€[0,n].
9. Calcula la serie de Fourier seno de la funcién f(x) =1 para x€[0,n].
10. Calcula la serie de Fourier seno de la funcién f(x) = cosx para x€[0, 7.

11. Sea a€R, a # 0. Si los coeficientes de Fourier de una sefial f son ¢y, scudles son los coeficientes
de Fourier de la sefial trasladada g(¢) = f (¢t — a)? ;Y los de la sefial h(¢) = f(at)?.

12. Calcula las series de Fourier de las funciones |sen ¢| y |cos t].

13. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 1 dada por f(#) = ¢ para
0<t<lyf(t+1)= f(¢) paratodo t€R, justifica la igualdad

14. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 2w dada por f(f) = t? para
—n<tsny f(t+2mn) = f(¢) para todo t€R, justifica la igualdad

15. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 2 dada por f(t) = |£| para
-1<t<1y f(t+2) = f(t) paratodo t€R, justifica la igualdad

00 1 T[2
n; @n-12 8
16. Dado a€R, alZ, se define la funcién de periodo 2 f(r) = e/ %! para—1<t<1y f(£) = f(£+2).

Calcula la serie de Fourier de f y utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

00 1 T[Z

oo (a—n)? - sen?(ma)
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17. Sea f(x) = x(1 —x), (0 < x < 1) y consideremos la extensiéon impar de f de periodo 2.
a) Calcula la serie de Fourier seno de f.

( 1)n+l T[3
b) Justifica que nzl (2—)3 3z

¢) Calcula la serie de Fourier coseno de f'(x) = 1-2x, (0 < x < 1); y la serie de Fourier de
fx)=-2
d) deduce que:

t 2

; —1)4 ~ 96’ ; —1)2 )

8.3. Geometria de las series de Fourier

La teoria de las series de Fourier estd estrechamente relacionada con los aspectos algebraicos y
geométricos de los espacios euclideos. Lo caracteristico de la geometria euclidea es el concepto de
ortogonalidad o perpendicularidad y sus consecuencias.

8.7 Definicién. Representaremos por L?(a, b) el espacio de las funciones f : R — C que son periédicas
con periodo b — a y de cuadrado integrable en [a, b]. Este conjunto con las operaciones usuales de
suma de funciones y producto por escalares complejos es un espacio vectorial complejo.

Para todo par de funciones f, g€ L?(a, b) definimos su producto escalar por:

1 b
(flg)—mfu f(ngde (8.11)

y definimos la norma de fe L%(a,b) por:

b
I£1l= v Wﬂj/ﬁfu |f)? dr 8.12)

8.8 Definici6n. Dos funciones f,ge L%(a,b) se llaman ortogonales si (f | g) = 0 en cuyo caso escri-

bimos fL g. Un conjunto de funciones B c 1?(a, b) se dice ortogonal si para cada par de elementos
distintos f, g€ B se tiene que fL g. Si, ademads para toda funcién feB es || f || =1 se dice que B es
un conjunto ortonormal de funciones. Un conjunto ortonormal, B, con la propiedad de que la tini-
ca funcién que es ortogonal a todas las funciones del mismo es la funcién nula, se llama una base
ortonormal.

8.9 Ejemplo. En el espacio L?(0,T) un ejemplo de base ortonormal de funciones especialmente im-
portante es la formada por las exponenciales complejas:

&= {eannt/T }’lEZ}
Otro ejemplo de base ortonormal es la formada por las funciones trigonométricas:

T = {1,\/§cos(2nn t/T), \/Esen(Znn t/T): nel\l}
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De hecho, tenemos las siguientes igualdades:

0 sinZm
1 (T 1 .
ff cos@nmnt/T)cos@mmt/T)dt = 2 sin=m#0
0
1 sin=m=0
1 .
1 1T — sin=m#0
—f sen2nmnt/T)sen@mmnt/T)dt =< 2
T Jo 0 en otro caso

1 T
T[ sen@nnt/T)cos@mmnt/T)dt =0 Vn,meN
0

¢

8.10 Proposiciéon. Supongamos que B = {ey:1 < k < n} es un conjunto de n funciones ortonormales
enl?(a,b) y seaM el subespacio vectorial engendrado por B. Dada una funcién f € 12(a, b) la funcién:

n
Pv() =D (fleje;
j=1
se llama la proyeccién ortogonal de f sobre M y tiene las propiedades siguientes:

1. Pp(feM.
2. f—=Py(f) esortogonal a M.

3. min{|f - g|: geM} = £ -Pu (]|

Demostraciéon. La primera afirmacién es evidente porque por su definiciéon Py (f) es combinacién
lineal de los vectores e; que forman una base de M.

Para probar la segunda afirmacién basta observar que:
n
(f=Pm(Nler)=(fler)— Z(f|ej)(ej|ek) =(flex)—(flexr)=0
j=1

lo que prueba que f —Py(f) es ortogonal a los vectores ey y, por tanto, también es ortogonal a cual-
quier combinacién lineal de ellos, es decir, a cualquier vector de M.

Para probar el punto 3 basta observar que para toda g€ M se verifica que los vectores f —Py(f) y
Py (f) — g son ortogonales, por lo que:

17 -&l* = 1(f =PaD + (N =7 = | £ =Puc(H|* + [Pac () - g[* = | £ = Prc( D)

Deducimos que ||f Py () || < ||f - g|| y que la igualdad se da si, y s6lo si, g = Py (f). O

Particularicemos el resultado anterior al espacio L2(0,T) cuando se consideran conjuntos orto-
normales particulares.
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Dado NeN, consideremos el conjunto ortonormal

EN:{eZ"i”t/T:—Ns nsN}

2nint/T

En este caso, representando por ey la funcién ¢ — e , esto es ey (1) = ™! ntiT 1a proyeccion

ortogonal de f sobre £y es la funcién

X N 1 T — N 1 T —2nikt/T 2nikt/T N 2nikt/T
E (f lewex(n) = § —(f f(t)ek(t)dt)ek(t)= E —(f fe ™ dt)e’” = 2 crer™
k=-N k=~ 1T Jo k=~ 1 \Jo k=—-N

Donde los coeficientes c; viene dados por (8.6). Pero esta funcién es justamente el polinomio de
Fourier (8.7) de orden N de f .

Dado NeN, consideremos el conjunto ortonormal
Tn = {1, V2sen@nnt/T),V2cos@nnt/T):-N<n< N}

En este caso, poniendo por uy,(f) = vV2cos@2nn t/T) y va(f) = v2sen(2n n t/T), tenemos que la pro-
yeccién ortogonal de f sobre Ty es la funcién

N N
FID+ Y (flugun(®) + Y (f | Vo)Vn(0) =
n=1 n=1

T N T
= %f fde + Z% f f(t)\/zcos(Znn t/T)dt)\/Ecos(gnnt/T) +
0 n=1 0

+

M=z

T
% (f f(t)\/zsen(ZJTnt/T)dt) V2sen@nnt/T) =
1 T o

Q=

N N
= ?0 + ) apcos@unt/T)+ ) bpsenuint/T)
n=1 n=1

Donde los coeficientes a,, b, viene dados por (8.9) y (8.10). Pero esta funcién es justamente el poli-
nomio de Fourier (8.8) de orden N de f.

El siguiente resultado es uno de los mds notables de la teoria de series de Fourier.

8.11 Teorema (Teorema de Riesz-Fisher). Para toda funcién f € L2(a,b) se verifica que su serie de
Fourier converge a f en la norma del?(a,b):

b
=0 < lim[
N—'OO a

La convergencia en la norma de L2(a, b) se llama convergencia en media cuadrdtica . Terminare-

2

N
f(t)— Z CkeZHth/(b—u) dr =o.
k=—N

N

lim Ck eZTI ikt/(b—a)
N—oo N

-
k

mos esta seccién con un resultado muy ttil conocido con el nombre de “igualdad de Parseval’.

8.12 Proposicién (Igualdad de Parseval). Para toda funcién f €12 (a, b) se verifica que

1 b 2 o] )
ﬂf lf@|"de= ) leal (8.13)
- a

n=—o00

La igualdad de Parseval 8.13 tiene una interpretacién interesante. El niimero |c,|? se interpreta

. 1 L
como la energia del armonico ¢, e’ !, mientras que la integral o f | f (t)|2 d¢ se interpreta como
TJ-m

la energia de la sefial (en este sentido se dice que las funciones de L2(—m, ) tienen energia finita). La
igualdad de Parseval expresa, pues, que la energia de la sefial es igual a la suma de las energias de sus
armonicos componentes.
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8.3.1. Suavidad de una sefial y convergencia de su serie de Fourier

La primera afirmacion del siguiente resultado es consecuencia directa de la igualdad de Parseval.

8.13 Proposicién. Sean {c,} los coeficientes de Fourier de una funcion f.

1. Si f es una funcién de cuadrado integrable, en particular si es continua a trozos, se verifica que
lim{c,} = 0.

2. Si f tiene k — 1 derivadas continuas y tiene derivada de orden k continua a trozos entonces se
verifica quelim nke,=0.

8.3.2. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia

Una sefial analégica dada por medio de una funcién f(#) se dice que estd dada en el dominio del
tiempo. Supongamos que dicha sefal es T-periddica y derivable a trozos, entonces

00
f(t) — Z cn eZmnt/T

n=-—oo

en todo punto de continuidad de f. Las frecuencias de los arménicos complejos que forman esta se-
rie son n/T. El espectro de f se define como el conjunto de pares {(n/T, ¢,;) : n€Z}. El conocimiento
del espectro de la sefial determina a dicha sefial. Podemos considerar una funcién f definida en el
conjunto de las frecuencias {n/T: neZ} por f(n/ T) = ¢,. Se suele decir que dicha funcién represen-
ta a la sefial f en el dominio de la frecuencia. La “grafica” de la funcién |f| se llama el espectro de
amplitudes, y la “gréfica” de la funcién argf se llama el espectro de fases.

Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

(o]
Apsennmvi+dy)
n=0
donde A, = 0 es la amplitud del arménico n-ésimo y ¢, es su fase, entonces, en virtud de las igual-
dades 8.4 y 8.5, se verifica que ¢, = 5tA, e!® = 1A, e/@=2); y eligiendo ¢, €] - 1/2,31/2] resulta
que ¢, — /2 = arg(cy), lo que justifica la terminologia empleada. Ten en cuenta que para una sefial
real se verifica siempre que c, = c_; lo que explica el aspecto de las siguientes “graficas”. El espectro

lc-1l lc1l

|c_s] [cal
|CI—3| ‘ lcol ‘ |TC3| A
2 1 1 2
-+ -t 0 1 %

|
3 4
T T

=l

Figura 8.3: Espectro de amplitudes

de amplitudes consiste en lineas espectrales regularmente espaciadas en las frecuencias n/T. Para
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w
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Figura 8.4: Espectro de fases

n =1y n = -1 las lineas corresponden a la frecuencia fundamental. Las demds lineas son llamadas
armonicos de la sefial.

Lo interesante de estas representaciones es que para manipular una sefial analégica es mas facil
hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, si la sefial es un sonido las frecuencias bajas
corresponden a los tonos graves y las altas a los agudos, mientras que las amplitudes representan la

intensidad del sonido del arménico correspondiente.

8.3.3. Ejercicios

1. Usando las propiedades algebraicas del producto escalar en L? (0, T), prueba las siguientes igual-
dades:

@ |+l =171°+]gl*+2Re(f 1 2
b | f+el*+1r-gl*=2]f*+2]g?
o |r-igl’=1rI*+lgl*-2m1 g
a af19=(|f+gl*-1r-gl*)+i(lf+igl*- £ -ig|”)

2. Comprueba que el conjunto formado por las funciones trigonométricas:

{1,cos(@nnt/T),sen@nnt/T): neN}

es ortogonal en L?(0,T).

8.4. Introduccion ala Transformada de Fourier Discreta

Usualmente lo que conocemos de una sefial es una muestra, esto es, una seflal podemos verla
como un vector cuyas componentes son valores de la sefial en determinados instantes. Si el tama-
flo de la muestra es N, este vector esta en el espacio vectorial N-dimensional CN. En términos muy
generales puede afirmarse que el andlisis de esta sefial consiste en representarla en diferentes bases
de CN. Estas bases se eligen de forma que la correspondiente representaciéon pueda ser ficilmente
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interpretada y proporcione informacioén ttil sobre la sefial. Un ejemplo de esto es la Transformada de

Fourier Discreta que vamos a ver a continuacion.

Supongamos que conocemos N muestras de una sefial periédica f de periodo T las cuales se han

tomado en instantes #; igualmente espaciados a lo largo de un periodo, es decir, t; = KT/N, donde

k=0,1,2,...,N—1. Conocemos, pues, los N numeros!:

fT/N) =y, k=0,1,2,...,N—1

y sabemos que f tiene periodo T. Usando esta informacién queremos calcular una buena aproxima-
cion de los coeficientes de Fourier de f.

Como tenemos N datos parece légico calcular N coeficientes c,,. Sabemos que bajo hip6tesis muy
generales se verifica que lim{c,} = 0, esto es, la sucesién de los coeficientes de Fourier converge a
cero. Por ello los coeficientes més significativos vienen al principio. Teniendo esto en cuenta, vamos
a tratar de calcular los coeficientes ¢, para n = —=N/2,...,N/2 -1 (o un intervalo centrado si N es

impar). Este calculo podemos hacerlo de dos formas.

Calculando de forma aproximada el valor de la integral

c —lfo(t)e—Zinnt/T dr
n=
T Jo

Para ello podemos proceder como sigue:

Cn = NZ_:1 l f(k+1)TlN f(t) e—Zinnt/T dr ~ NZ_:l lf(kT/N) e—2innk/N
" T N &N

lo que nos lleva a tomar como una aproximacién de los coeficientes ¢, los niimeros

,1E g 2im/N N N
cn:NZykm” donde w=e“"™", ——<sn<s—-1 (8.19)
k=0 2 2

Otra forma de proceder es calcular coeficientes ¢, por la condicién de que el polinomio trigono-
meétrico
N/2-1 .
P(r) = Z EneZlnnt/
n=-N/2

interpole a f en los puntos fy, es decir, verifique que P(kT/N) = yx parak=0,1,2,...,N—1. Pues bien,
se comprueba que ¢, = ¢}, para —% sns< % — 1. Definiendo

, N
cp Osns—--1
Yn = N 2
! —<ns<N-1
Podemos escribir (8.14) en la forma
1 N-1 .
Ya=s Y yro n=01,2,...,.N-1, @ =e?™N (8.15)

1Es usual en este contexto trabajar con indices que empiezan en 0. La gran mayoria de los textos lo hacen asi.
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Definamos
wk:(l,wk,ka,...,wk(N_D), k=0,1,2,... N-1 o = e2im/N

Recuerda que en CN el producto escalar euclideo estd dado por:
N-1
(z|w) = Z zZjw;j z = (z9,21,...,2N-1), W= (Wp, W1,..., WN-1)
j=0

Teniendo en cuenta que w" = 1, es facil comprobar que los vectores w (0 < k < N—1) son ortogonales
y tienen norma igual a v'N. Dichos vectores forman una base ortogonal de CN.

Observa que podemos escribir las igualdades (8.15) en la forma

1 .
Vo= Wlon),  ¥=0015.0 1), 0= (1Lo" 0™, 00, 0 =N (8.16)

de donde se deduce facilmente que (Y, Y3, ..., YN—1) sonlas coordenadas del vectory = (9, y1,.--» YN-1)
enlabasew 0<ksN-1)

8.14 Definicién. La transformacién % : CN — CN que a un vector y = (yg, y1, ..., ¥n-1) € CN hace co-
rresponder el vector Y = (Yp, Y3,...,Yn-1) € cN dado por las igualdades (8.15) se llama la Transformada
de Fourier Discreta (DFT) en CN.

La DFT es una biyeccién lineal de CN en CN cuya inversa viene dada por

N-1
y,,=ZYkm”k n=0,1,2,....N-1, @=e?™N
k=0

8.4.1. Observaciones

» La definicién que hemos dado de la DFT es la méas usual aunque adolece de cierta falta de
simetria debido al factor de escala 1/N que figura en la transformada directa pero no en su
inversa. De hecho, la definicién de la DFT puede variar de unos textos a otros. Es frecuente
ortonormalizar la base formada por los vectores w , esto es, considerar la base ortonormal
formada por los vectores ﬁw k- Con ello se consigue que en las formulas anteriores figure

como factor de escala en ambas 1/v/N.

= Aunque hemos supuesto al principio que el vector y se obtenia tomando N valores igualmen-
te espaciados de una funcién periédica a lo largo de un periodo, es claro que se trataba nada
mads que de una motivacién inicial. La TFD (transformada de Fourier discreta) no tiene ningu-
na limitacién: el vector y puede ser cualquier elemento de CN. De hecho, la TFD se utiliza para
intentar averiguar las frecuencias presentes en series de datos de cualquier naturaleza. Pero
hay un convenio que se sigue siempre cuando se trabaja con la TFD y que consiste en consi-
derar que el vector y = {0, y1,¥2,..., yN-1} €s una muestra de una sucesion infinita periédica
de periodo N. Es decir, dado un entero arbitrario k € Z, definimos y; = y, donde 0 < g <N -1
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es el resto de la division de k por N. Con este convenio es inmediato comprobar que el vector
Y = Z(y) verifica que YN = Y, es decir, es periddico con periodo N. Esta propiedad se expresa
diciendo que la TFD transforma sefiales periddicas discretas en el dominio del tiempo en sefiales
periddicas discretas en el dominio de la frecuencia.

» Elespectro de la sefial y es el conjunto {(n/N,Y,,) : n€Z}. Los espectros de amplitudes y de fases
son, respectivamente, los conjuntos {(n/N,|Y,|): neZ}y {(n/N,Arg(Y,,)) : nEZ}. Dichos con-
juntos suelen representarse por segmentos de linea que unen los puntos (n/N,0) con los pun-
tos del espectro correspondiente. Debido a la periodicidad de los Y, es suficiente representar
dichos espectros para N valores consecutivos de n.

» Para sefales y reales se verifica que Y_,, = Y,, donde la barra indica complejo conjugado. Como
Y_; = Yn-, haciendo n = N/2 — k obtenemos que Yn/2+k = Yn/2—k de donde se deduce que

IYnjoikl = Ynre—kl y  Arg(Ynjzex) = Arg(Ynyzo—k) = —Arg(Ynsz—k)

esto es el espectro de amplitudes es simétrico respecto a N/2 y el espectro de fases es antisimé-
trico respecto a N/2. Por esta razén, como en la practica siempre se trabaja con sefiales reales,
es costumbre representar solamente la mitad més uno de los puntos de dichos espectros co-
rrespondientes a los valores 0,1,2,...,N/2. Los cuales son suficientes para recuperar la senal
original combindndolos con sus conjugados que representan frecuencias negativas.

= Hay una estrecha analogia entre la DFT y las series de Fourier.

¢ Series de Fourier.

o Se considera una seflal continua en el dominio del tiempo, f, con periodo T y, por
tanto, con frecuencia 1/T expresada en Hercios (ciclos por segundo).

o Se trata de descomponer dicha sefial como una serie de sefiales con frecuencias n/T
(multiplos enteros de la frecuencia fundamental). La sefial modelo con frecuencia
n/T (ciclos por segundo) es sen(2nnt/T). La forma compleja de dicha sefial es la
funcion e,, (1) = 2" nt/T,

o El peso que la componente de frecuencia n/T tiene en nuestra sefial viene dado por
el producto escalar:

1 (T :
T Jo

o0

o Laserie que representa alasenal fes Y (f]ep) e?™ k1T Dicha serie proporciona
n=-o0o0
el espectro de la sefial y constituye la representacion de la sefial en el dominio de la

frecuencia.

o En el contexto de las series de Fourier las igualdades:

o~ T .

fn) = %f f(pe 2/t gy (8.17)
0

f@O = Y fermintt (8.18)

se llaman, respectivamente, las ecuaciones de andlisis y de sintesis.
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¢ Transformada de Fourier Discreta.

o Se considera una sefial discreta y = (39, y1,... ¥n—1) formada por N valores que se in-
terpretan como un periodo de una sefial discreta periédica de periodo N.

o Se trata de descomponer dicha sefial como una suma de sefiales con frecuencias n/N
(multiplos enteros de la frecuencia fundamental 1/N). La sefial continuamodelo con
frecuencia n/N (ciclos por segundo) es sen(2nn ¢/N). La forma compleja de dicha
senal es e?™ /N Puyesto que de la sefial original solamente conocemos un periodo
formado por N valores consecutivos, lo que hacemos es discretizar la sefial 2™ /N

evaludndolaen r=0,1,2,...,N—1 y obtenemos asi el vector

Op = (1’62nln/N’62nln2/N’“.’eann(N—l)/N)

o El peso que la componente de frecuencia n/N tiene en nuestra sefial viene dado por
el producto escalar:

1 N-1 .
(Y| Wy) = — Z yke—ZLnnk/N
N =

o Lasuma que representa a la sefial discreta y es ZI,;];& (y | @ p)wp. Dicha suma se inter-
preta como la representacion de la sefial en el dominio de la frecuencia.

o Los coeficientes Y, se llaman coeficientes espectrales de la sefial y. Las igualdades:

1N—1 .
Y, = NZyke—z”‘”k”\f, n=0,12,...,N-1 (8.19)
k=0
N-1 )
Yn o= Y YpetmENG o 20,1,2,.. ,N-1 (8.20)
k=0

se llaman, respectivamente, la ecuacién de andlisis y la ecuacion de sintesis. La fre-
cuencia fundamental en (8.20) es w = 1/N.

8.4.2. Convoluciény DFT

Como acabamos de explicar, interpretamos los elementos de CN como sucesiones periédicas con
periodo N. Esto justifica la siguiente definicién.

Dadoy = (o, ¥1,---, Yn—1) €CN y un entero arbitrario k€ Z, definimos y; = Vqdonde0< g<N-1
es el resto de la divisiéon de k por N.

Se define la convolucién? (llamada a veces convolucién circular o periédica o ciclica) de dos ele-
mentos de CN, x = (xg, X1,..., XN-1) €Y= (J0, Y1,---, YN—1) como el elemento z = (zy, z1,...,2x-1) de CN

definido por:
N-1

Zk= ) XqVk-q  KkeZ
q=0

2Este es uno de los distintos tipos de convolucién mas frecuentes. Las operaciones de convolucién son muy usadas en
el procesamiento de sefiales digitales. Los tipos de filtros mds frecuentes actiian sobre la sefial de entrada “input” haciendo
una convolucién con la funcién “respuesta impulsiva” del filtro.
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Esinmediato que z; es una sucesién periédica con periodo N. Escribiremos simbdlicamente z = xoy.

Fijado un vector y = (o, y1,---, ¥N-1), la aplicacién que a un vector x = (xp, x1,..., Xxny—1) hace co-
rresponder el producto de convolucién z = y©x es una aplicacién lineal de CN en CN que podemos
escribir en forma matricial como sigue:

4| Yo YN-1 JYN-2 N X0

21 N Yo YN-1 2 X1

Z |=| ) N Jo )3 X2 8.21)
ZN-1 YN-1 YN-2 YN-3 - Yo) \XN-1

Las propiedades del producto de convolucién se deducen facilmente de la siguiente importante
propiedad.

Dados dos vectores a = (ag, a1,...,an-1) Y b = (by, by,...,bn-1) €n CN notaremos por abeCN su
producto puntual:
ab = (apby, a1 by,...,an-1bn-1)

8.15 Proposicién. Sean x = (xp, X1,...,Xn-1), Y = (Yo, V1,-.-, YN—1) Vectores en CN. Entonces se verifica
que:
F(x0y)=NF®ZF(y), Fkxy)=FxOoF(y) (8.22)

8.4.3. Ejercicios

1. Comprueba que los vectores
mk=(l,mk,mZk,...,mk(Nfl)), k=0,1,2,....N-1 @=e?"N
forman una base ortogonal de CN.

2. Recuerda que consideramos los elementos de CN como sucesiones periédicas con periodo N.
Explicitamente: dado y = (yo, J1,..., yn-1) € CN y un entero arbitrario k € Z, definimos y; = Vq
donde 0 < g < N —1 es el resto de la divisién de k por N. Por ejemplo, y_1 = yN-1, V-2 = ¥N-2,
YN =DYo, YN+1=)1-

Se dice que la sucesién (y,) es par si y_, = y, vy se dice que es impar si y_, = —y, para todo
nez.

Supongamos que (y;,) Z, (Yp). Prueba que:
D (y-n) 2 (Y_p)
b T V-p)
0 ) (V)
d) (yn)espar (impar) <= (Y,) es par (impar).

e) (yp)esreal — Y_, :?n paratodo neZ.
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) (yn) esrealypar <— (Y,)esrealy par.

g (yn)esrealeimpar <= (Y,) esimaginario puro e impar.
3. Calcula la transformada de Fourier discreta de las siguientes sucesiones:

a (1,1,1,1,1,1,1,1)
b (1,1,1,1,0,0,0,0)
? (0,01,1,1,1,0,0)
a 1,1,-1,1,-1,1,-1,1)
e (0,0,1,0,0,0,1,0)

Nl Nl
4. Justificaque ) Yol == > |ya|"
n=0 N n=0

5. SeaZ =% (% (y)). Calcula las componentes Z; de Z en funcién de las componentes y, dey.

8.5. Transformada de Fourier

8.16 Definicién. La transformada de Fourier de una funcién f:R — C es la funcién f=Ff:R—C
definida por:

(e )

f(s)z&"f(s):f e St f(dr (seR) (8.23)

—00
8.5.1. Comentarios

» Usaremos las notaciones fy Jf para representar la transformada de Fourier de la senial f. A
veces conviene escribir Jf en la forma J(f) para indicar claramente que Jf es la transformada
de Fourier de la funcién f.

= Elpardmetro “s” enla definicién 8.23 se interpreta como frecuencias. La funcién f se interpreta
como la representacion de la sefal f en el dominio de la frecuencia.

= La transformada de Fourier convierte una sefial, f(t), dada en el dominio del tiempo en otra
sefial, f(s), en el dominio de la frecuencia.

[e.0]
» Representaremos por L!(R) el espacio de las funciones f:R — C tales que f | f (t)| dt < oo.
(o.0]

Para que la definicién 8.23 tenga sentido es condicién suficiente que feL!'(R).

= Para calcular la transformada de Fourier de una funcién tenemos libertad para modificar como
queramos dicha funcién en un conjunto siempre que ello no afecte al valor de la integral. Por
ejemplo, podemos cambiar el valor de la funcién en cualquier conjunto finito de puntos. Por
eso, para calcular la transformada de Fourier de una funcién no es imprescindible que la fun-
ci6én esté definida en todo R, es suficiente, por ejemplo, que esté definida en todo R excepto en
un conjunto finito de puntos.
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= No hay acuerdo undnime sobre la definicién de la transformada de Fourier. Algunos detalles
sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en la exponencial,
multiplicar la integral por 1/2m o por 1/v/2mw, incluir o no incluir 2r en el exponente de la expo-
nencial.

8.5.2. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una sefial f por sus componentes de frecuencia. El
conjunto Q(f) = {seR: f(s) # 0} se llama espectro continuo de la senal f. Cada frecuencia s € Q(f)
tiene como amplitud |f(s)| y su fase es argf(s). La sefial f queda caracterizada completamente por
f en el sentido de que el conocimiento de fpermite recuperar f.

8.17 Definicién. La transformada inversa de Fourier de una funcién g:R — C esla funcién g:R— C
definida por:

gm:f e iSlg(s)ds  (teR) (8.24)

Es usual usar la notacién g = F~'g para representar la transformada de Fourier inversa de g. Se
verifica el siguiente importante resultado.

8.18 Teorema (de inversion de Fourier). Si f es una sefial suave a trozos tal que f € LYR) y también
FeL (), se verifica que:

— o . ~
fun i) =f St f(5)ds  (teR) (8.25)
2 -o0
En particular, en todo punto teR en el que f sea continua es
8} . ~
f) = f e ISt f(s)ds (8.26)
—0o0

La igualdad (8.23) se llama la ecuacion de andlisis y 1a igualdad (8.26) se llama ecuacién de sin-
tesis. Observa que la ecuacién de sintesis permite reconstruir una sefial no periédica a través de sus
componentes de frecuencia y puede verse como una “versién continua” de la representacién de una
sefal periddica por su serie de Fourier.

Explicitamente, la igualdad (8.26) afirma que:

f(r):f_:

Evidentemente, es mas comodo escribir esta igualdad en la forma:

00 . .
f e—2nlsuf(u)du e2mist q¢ (8.27)

—00

F=343% (8.28)

Es notable la simetria que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente se dife-
rencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también la igualdad:

g=FF g (8.29)
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La transformada de Fourier es una operacién que regulariza y suaviza las funciones. Esto es lo

que dice el siguiente resultado.

8.19 Teorema. La transformada de Fourier de una sefial integrable, f € L' (R), es una funcién continua,
acotaday lim Ff(s)=0.
[—+o00

8.5.3. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente con la
hipétesis de que las funciones que en ellas intervienen estén en L! (R) para que sus correspondien-
tes transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipoétesis adicionales en las que no
vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades como un formalismo 1til para calcu-
lar transformadas de Fourier. Para ello tendrds que memorizar las transformadas de Fourier de unas
pocas funciones bdésicas y a partir de ellas aplicando las propiedades que siguen, sin necesidad de
calcular integrales, podras deducir las transformadas de Fourier de muchisimas funciones mas.

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que si a y f son nt-
merosy f, g sefiales, se verifica la igualdad:

Flaf+pg) =aFf +pFg

Propiedades de simetria

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y su inversa:

?f(s):[ e_zm”f(t)dt:[ cos(27[st)f(t)dt—i[ sen(2mst) f(r)dr

—00 —

(e

3'"_1f(s):f e ISt F(p)dt =f cos(2nst)f(t)dt+if sen(2mst) f(r)dt

—00 —00 -

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes propiedades de
simetria.

1. Ff(s)=FLf(~s).
2. Regladeinversion. F (Ff)(s) = f(-s).

3. Sila funcioén f es par entonces se tiene que:

(o] a
f sen(2nst)f(r)dt = al_igl@f sen(2nst) f(H)dt =0

por lo que
(0]

?f(s):?_lf(s):f cos(2nst)f(t)dt=2f cos(2nst)f(r)dt
00 0

y la transformada de Fourier de f coincide con su transformada inversa y es una funcién par.
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4. Anélogamente, si f es impar su transformada de Fourier también es impar y:

Ff(s)=-F f(s) = if sen(2nst) f(r)dt :21’[ sen(2mst)f(1)
—00 0

5. Si f esreal entonces Ff(—s) = Ff(s).
6. Si f esreal y par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f esreal e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios puros.

Las siguientes dos propiedades se obtienen facilmente con un sencillo cambio de variable.

Traslacién en el tiempo. Dado un niimero a€R y una sefal f, definimos la sefial 1, f por:
Tof ()= f(t—a)

Se verifica que:
?67(8) - e—ZT(iasf(s)

Es decir, una traslacién en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.

Cambio de escala o dilatacién. Dado un nimero a€R* y una senal f, definimos la senal o, f por:
oqf (1) = f(at)

Se verifica que:

— 1 s
oaf (9=—f(—
|a| (a)
Es decir una dilatacién (a > 1) o una compresién (a < 1) en el dominio del tiempo se corresponde con
una compresion o dilatacién en el dominio de la frecuencia més un cambio de escala.

Propiedad de modulacién. Dado a<R, y una sefial f, se verifica que la transformada de Fourier de la
funcién g(1) = e2™4! (1) es la funcién T, f.

Esta propiedad es inmediata pues:

§(5)=f e—ZHiStf(t)GZT[iut dt:f

—00

(e o]

e Zﬂi(s—u)tf(t)dt =f(s_a)

La aplicacién de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se basa en la
siguiente propiedad.

Propiedad de derivacién

FF)(s) =2nisTf(s)  F(=2intf())(s) = (Ff)(s)

Igualdad de Parseval

0o - [e]

f fgpde :f Ff(s)Fg(s)ds
—00 —0o0
En particular
° 2 o 2
f |fo|" dr =f |Ff(s)|" ds
—0o0 —0o0
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8.5.4. Ejemplos

8.20 Ejemplo (La funcién pulso rectangular). Es la funcién dada por

1 [t <1/2
I1(¢) =
0 [t >1/2
Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha funcién en los puntos i% pero,
para recuperar esta funcién por medio de una transformada de Fourier es necesario definir su valor
en dichos puntos igual a 1/2. Como se trata de una funcién par su transformada de Fourier viene

dada por:
_ o0 172 sen2nst) 7Y% sen(ns)
Im(s)y=2 II(t)cos@mst)dt =2 cos@nst)dt =2 —— =—
0 0 21s =0 s
¢
8.21 Ejemplo (La funcién “cardinal seno” o “funcién de muestreo”). Es la funcién dada para todo
teR por
sen(m )
senc(t) = ———
nt

por supuesto, senc(0) = 1.

La transformada de Fourier de esta funcién se deduce facilmente de que, segtin acabamos de ver,

I1 = sency, como la funcién I1 es par, obtenemos

Fsenc=F (FI) =F(F ) =11

¢
8.22 Ejemplo (Decaimiento exponencial truncado). Es la funcién dada por
0, t<0
(1) =
! { e !, t>0
Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:
. 00 ) oo . e te2mis [—+00 1
f(s):f e—sttf(t)dt:[ e(—ZTrls—l)t dr = |- : — :
—00 0 1+2mis |49 1+2mis
¢

8.23 Ejemplo (La funcién de Laplace). Esla funcién dada por

g(t) — e—|f|

Para calcular su transformada de Fourier observamos que g(¢) = f(t) + f(—t) donde f es el decai-
miento exponencial truncado. Deducimos que:

1 2
— + — =
1+2nis 1-2mis 1+4n?s?

gs)=f(s)+ f(=9) =

¢
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8.24 Ejemplo (La funcién gausiana unidad). Es la funcién definida por:
f( t) — e—Tl' tz

Esta funcién tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier: su trans-
formada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de que f'(¢) = —2ntf(f) y
tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad con lo que, en virtud de la propie-
dad de derivacion, resulta:

2misf(s) = %f’(s)

Es decir
fl)+2nsf(s)=0

Deducimos de aqui que la funcién ]A‘(s) ™’ tiene derivada nula por lo que
FO=FOe™ =™ = f(s)

o0
Donde hemos usado el resultado bien conocido f (0) = f e dr=1.

—00

8.5.5. Ejercicios

1. Supongamos que reproduces en un magnetofén una cinta a velocidad doble de la velocidad
a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de cambio de escala o

dilatacién de la transformada de Fourier.

2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer integrales, la trans-
formada de Fourier de las siguientes funciones:

d) I (l.)_ 1) |t|<a/2
T o dtlz a2
b) f(t)=T1((¢-b)/c) donde I es la funcién “pulso rectangular”.
e -b
¢) f(#) esuna funcion escalonada f () = )_ axll (x - n )
k=1 n
1, 0<x<1
d f(n=< 2, 1<x<2
0, x<0ox>2
cos(nt), |tl<al2
e ) =
O { 0, It]=al2
1 N
() = —— e I-W7/20
N V2no
g) () =cos@npr)e /0
h = ——
) J0 1+2nit
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i) f(r)=2re ™

3. Calcula mediante integracién la transformada de Fourier de la “funcién tridngulo” definida por:

1-1t], |tI<1
A(r) =
0, [t]>1

4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una sefial f, calcula la transformada de
Fourier de la sefial g(t) = f(¢) cos(2nat).
b) Calcula la sefial (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene la grafica
siguiente.

8.6. Convolucion y transformada de Fourier

Procesar una sefial consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la sefial es analdgica
y su transformada de Fourier es
donde 9(s) = argf (s), podemos estar interesados en modificar las amplitud |f (s) |, o las fases argf (s)
correspondientes a cada frecuencia s, para obtener una nueva sefial que podemos representar en la

forma:
p(s) |-/f\(s)|eltp(5) elﬁ(s)

donde la funcién p(s) = 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la funcién e’ *® da cuen-
ta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la funcién p(s)e’®®) y a concluir que
f (s)p(s) e’ ®® esla transformacién mds general que podemos hacer sobre nuestra seial modificando
amplitudes y fases. Es natural interpretar la funcién p(s)e’®) como la transformada de Fourier de
una sefial analégica g(t), por tanto g(t) = 7~ X(p(s)e!®?®))(¢), y a preguntarnos qué operacién debe-
mos hacer con las sefales f(¢) y g(¢) para obtener una nueva sefial cuya transformada de Fourier sea
precisamente g (s)f (s). Estéa claro que dicha operacién serd el modelo més general del procesamien-
to de senales. Calculemos g (s)f (s).

f g(t) e—Znist dtf f(x) e—2nisx dx Zf [f g(t) e—2m’ste—2nisx dr
f [f g(1) e—2m's(t+x) dr f(x) dx =f [f g(u—x)f(x) e—2m’su du

f [f f(x)g(u—x)e_zmsudx du=/ f fogu-x)dx

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la funcién

g&Ff(s) fx)dx =

dx =

e—2msu du

h(u) :f fglu—x)dx
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8.25 Definicién. La convolucion de dos sefiales fy g esla funcién

h(t):f glt—x)f(x)dx reR

dicha funcién se representard por f * gy se llama la convolucién de fy g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresa que la convolucién en el dominio del
tiempo se corresponde con la multiplicacién en el dominio de la frecuencia.

8.26 Teorema (de convolucion). F(f * g)(s) = Ff(s)Fg(s).

Teniendo en cuenta la simetria entre la transformada de Fourier y su inversa, también se verifica
la igualdad:
F U+ =@ 'HEF g
y, lo que es mads interesante:
Ffg) =3f+Tg
es decir, la multiplicacién en el dominio del tiempo se corresponde con la convolucién en el dominio
de la frecuencia.

8.6.1. ;Qué eslaconvolucién?

Es la segunda vez que aparece en este curso la operacién de convolucién. En la leccién anterior
vimos la convolucién ciclica de dos sefiales periddicas discretas y ahora surge la convolucién de dos
sefales continuas no periédicas. Entre ambas hay ciertas analogias y ambas se comportan igual res-
pecto a las respectivas transformadas de Fourier discreta o continua. No son estos los tinicos tipos de
convolucién que se consideran. La convolucién de funciones es una herramienta muy versatil que
tiene distintos significados en distintos campos y no admite una interpretacién tnica. Se trata de una
operacién que no es facilmente visualizable y que tiene cierta complicacién: para calcular el valor
de la convolucién de dos funciones en un solo punto hay que usar todos los valores de ambas fun-
ciones y realizar una integracién. En la figura 8.5 tienes un intento de visualizacién del célculo de la
convolucién de la funcién pulso rectangular, I, consigo misma en el punto x =0. 75.

Observa que aunque la funcién pulso rectangular es discontinua en los puntos +1/2 su convolu-
cion es la funcién tridngulo que es continua. Esta es una propiedad importante de la convolucién: la
convolucion de dos funciones es una funcién al menos tan buena como la mejor de ambas.

Podemos ver la convolucién como una operaciéon para promediar y suavizar una funcién por
medio de otra. Consideremos que g es una funcién positiva, concentrada cerca de 0, con drea total
igual a 1:

f gx)dx =1

Por ejemplo, g podria ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0. En tal caso, la funcién
x— g(t— x) estd concentrada cerca de ¢ y sigue teniendo drea total 1. La integral

f glt—x)f(x)dx
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Figura 8.5: Graficas de I1(x) (azul), [1(0. 75 —x) (verde), II(x)I1(0. 75 —x) (azul), I * I1(x) (rojo). El punto azul es el valor
I+ I1(0. 55)

puede interpretarse como un promedio de los valores de f(x) cerca de x = t ponderado por los valores
de x — g(t— x). Si nos movemos a otro punto t' cercano a ¢ y calculamos el valor, f * g(t'), de la
convolucién en t/, repetiremos la operacién anterior, es decir, calcularemos una media ponderada de
los valores de f cerca de ¢’ y dicha media incluird, si ¢’ estd cerca de t, valores de f que ya se usaron
en el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los valores de la convolucion f = g() y f * g(t')
estén mds proximos que f (1) y f(¢'). Es decir, f * g(t) suaviza f.

Por otra parte, este proceso de promediar y regularizar es lo que hacen los instrumentos de medi-
da. Por ejemplo, cuando usamos un termémetro para medir la temperatura en un punto del espacio
lo que estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe a que el termémetro no mide la
temperatura solamente en un punto, sino que la informacién que proporciona es realmente un pro-
medio de las temperaturas en una pequena regiéon del espacio. La manera de realizar este promedio
depende de las caracteristicas fisicas del instrumento y dicho promedio se realiza de igual forma en
cualquier punto donde situemos el termémetro. De esta forma se entiende que los datos que propor-
ciona el termémetro son el resultado de una convolucién de la funcién temperatura con otra funcioén,
que podemos interpretar como una funcién de densidad de probabilidad - una gausiana -, que es ca-
racteristica del instrumento concreto que usemos. Cuanto mds preciso sea el termémetro mas altay
estrecha serd esta gausiana y més “concentrada” seré la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolucién aparece en contextos tan diversos. En
algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauracion de imagenes, lo que se quiere es invertir el
proceso antes descrito, es decir, se dispone de una sefial f que estd “contaminada” por su convolucién
con otra sefial g de manera que lo que nosotros recibimos es la sefial h = f * g. La sefial g se interpreta
como un “ruido” y pueden hacerse hipétesis sobre su naturaleza para intentar separar la sefial f del
ruido g que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere es invertir un proceso de convoluci6n.

Aqui puedes ver dos fotografias de una comadreja. La primera de ellas estd “corrida” debido a
un pequefio movimiento de la cdmara que tomo la foto. Esto es una convolucién. La segunda es el
resultado de someter los datos de la foto a una de-convolucién.
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120 - 120
100 100
80 80
60 60
40 40
20 20
0 0
0 250 0 50 100 150 200 250

8.6.2. Propiedades de la convolucién

La operacién de convolucién se comporta de forma parecida a la multiplicacién. Concretamente,
se verifican las siguientes propiedades:

= Conmutativa. f*xg=g=f.

= Asociativa. (f*g)*h= f (g h).

= Distributiva. (f+g)«h=f*h+g=h.

La ultima propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia facil del teorema de convolu-

cion.

8.6.3. Convoluciény Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

Un sistema es cualquier proceso que transforma senales de entrada en sefiales de salida. En tér-
minos matemadticos, podemos representar un sistema por un operador L que al actuar sobre una
sefal x produce una sefial y, lo que se escribe y =L x.

Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Ejemplos de sistema son:

= Los instrumentos que usamos para comunicarnos: teléfonos, radios, televisores, cdmaras foto-
gréaficas,... Todos ellos aceptan cierto tipo de sefiales de entrada y producen nuevas sefales de
salida.

= Todo proceso matemético en el que una funcién se transforme en otra. Por ejemplo, las ecua-
ciones diferenciales, la convolucién con una funcién dada.

Se distinguen distintos tipos de sistemas segtn el tipo de sefial de entrada y de salida. Los mds intere-
santes para nosotros son:

= Sistemas analogicos los que transforman sefiales analégicas en sefiales analégicas.

= Sistemas discretoslos que transforman senales discretas en sefiales discretas.

Para que un concepto tan general sea realmente ttil hay que suponer que se cumplen ciertas
propiedades.
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8.6.3.1. Propiedades de los sistemas

» Linealidad. Se dice que un sistema L es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es decir, cuales-
quiera sean las sefales de entrada x e y y los ntimeros «, § se verifica que:

Llax+py)=aLx+pLy
Esta propiedad suele llamarse principio de superposicion.

= Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistema L es invariante en el tiempo si un adelanto o
retraso de la sefal de entrada produce el mismo efecto en la sefial de salida.

Representando por 1,x la sefal (1,x)(f) = x(t — a), la invariancia en el tiempo se expresa por la
igualdad:
L(tgx)=14Lx

De manera madas explicita, si es y(t) = (Lx)(t) la sefial transformada de x y es
z(t) = (L(t4x)) () la sefial transformada de 1,x, se verifica que z(t) = y(t — a).

» Estabilidad. Se dice que un sistema L es estable cuando es lineal y continuo. Matematicamente
esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe dotarse de significado mate-
matico preciso):

[e.0] [e.0]
L ( Z x,,) = Z Lx,
n=0 n=0
También suele expresarse la estabilidad por la condicién de que el sistema transforme sefiales
acotadas (Bounded Inputs) en salidas acotadas (Bounded Outputs). A estos sistemas les llaman
BIBO en los textos de procesamiento de sefales.

» Causalidad. Se dice que un sistema L es causal cuando se verifica que
u®=v) Vi<ty= Luw) @) =Lv)() Vi<t
Dicho en términos familiares, un sistema es causal cuando su respuesta depende solamente
del pasado.
Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo.
Un filtro es un sistema LTT que ademads es estable.

Nuestro propésito es ver que los filtros lo que hacen es una convoluciéon de la sefial de entrada
con una funcién que se llama la respuesta impulsiva del filtro. Consideremos primero filtros discretos
y después filtros analégicos.

8.6.3.2. Respuesta impulsiva de un filtro discreto

Representaremos las sefiales discretas por funciones definidas en Z con valores en C. Dadas dos
sefales u, v: Z — C se define su convolucién como la sefial z dada por

zZm= )Y ulvin-k) (nez)

k=—00
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supuesto, claro estd, que dicha serie converge para todo ne Z. La sefal z se llama la convolucién de
las sefales u y v y se representa por u * v. Esta convolucién de sucesiones tiene anédlogas propiedades
ala convolucién de funciones por medio de una integral.

Lasenal §: Z — C definida por 6(n) = 0 para n # 0y 6(0) = 1 se llama sefial impulso unidad o senal
delta de Dirac discreta. Dada una sefial discreta x : Z — C, para todo ne Z se verifica la igualdad:

x(n) = i x(k)6(n—k)
k=—o0
pues dicha suma consta realmente de un tinico sumando no nulo que se obtiene para k = n. Re-
presentaremos por 8 la funcién d;(n) = 8(n — k), es decir, con la notacién ya usada varias veces,
O = 110. La igualdad anterior nos dice que la sucesion de funciones xy = lej:_Nx(k)Sk converge
puntualmente ala funcién x.

Supongamos ahora que L : X — Y un filtro donde X e Y son espacios vectoriales normados de
sucesiones y que se verifica que xy converge a x en la norma de X (es decir, || xx — x|l — 0). Entonces,
la linealidad y continuidad de L permite escribir:

N N o)
Lx= L( lim ) x(k)8k) =1lim ) x(k)L&= ) x(k)L&
N=oop 7N N=oop "N k=—oc0
Como L esinvariante en el tiempo se verifica que L6y = L(140) = 14(L ). Poniendo y = L x, yllamando

h =139, laigualdad anterior nos dice que para todo neZ se verifica que:

o0 o0

ym= Y x(h)m= ) x(kh(n-k)
k=-o00 k=-o00
Es decir, y = x * h. En consecuencia, la funcién £, que es es la respuesta del filtro a la funcién impulso
unidad, caracteriza al filtro. Dicha funcién se llama la funcién respuesta impulsiva del filtro.

8.6.3.3. Respuesta impulsiva de un filtro anal6gico

Para un filtro analégico se demuestra que hay una funcién h llamada la respuesta impulsiva del
filtro con la propiedad de que la respuesta, y(¢), del filtro a una entrada x(¢), viene dada por la con-
volucién

[e.0]
y(1) =f x($)h(t—s)ds = (x * h) (1)
(e 0]

Resulta asi que todo filtro actia por convolucion.
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Lecciéon 9

Funciones holomorfas. Integracién en el campo complejo

9.1. Derivada de una funcion de variable compleja

En lo que sigue, representaremos por Q2 un conjunto abierto en C. Se dice que una funcién
f:Q — C es derivable en un punto a € A si existe el limite

im L@@

z—a Z—a

C.

El valor de dicho limite se representa por f'(a) y se llama derivada de f en el punto a.

La tnica novedad de la definicién es que se estd utilizando el producto complejo y eso, como
veremos, hace que la condicién de derivabilidad en sentido complejo sea mucho mads fuerte que la
derivabilidad para funciones reales.

Observa que hay una completa analogia formal entre el concepto de funcién derivable para fun-
ciones de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de deriva-
cién conocidas para funciones de una variable real son también validas, con las mismas demostra-

ciones, para funciones de variable compleja.

9.1 Proposicién (Reglas de derivacién). Sean dos funciones f, g : Q) — C. Entonces:

» En todo punto z € Q) donde f y g sean derivables se verifica que las funciones f + gy f g son
derivables y
f+8)'@=f'(2+g'(a), (f9'(a=[f"(2g(2)+f(2)g'(2)

= Si g(z) #0 para todo z € Q) entonces en todo punto ze ) donde f y g sean derivables se verifica

que la funcion f1g es derivable y

Y, . fl2g@)-f2g' )
=1(2) = >
§ (g(2)

132
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» Regla de la cadena. Sean f : QO — C y g : B — C tales que f(Q) < B, y consideremos la funcion
compuesta h = go f : QO — C. Supongamos que f es derivable en zeQ y g es derivable en w =

f(z)eB. entonces h es derivableen z y

h'(2)=g'(f(2)f'(2) =g'(w) f'(2)

9.1.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho mas restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.

9.2 Teorema (Relacion ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real). Sea Q  C un con-
junto abierto, a un punto de Q y f : Q — C una funcion de Q en C. Notemos a = a+ip, u(x,y) =
Re f(x+1iy), v(x,y) =Im f(x +iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f esderivable (en sentido complejo) en a =a+if.

ii) Las funciones u(x,y)=Re f(x+iy), v(x,y) =Im f(x + iy) son diferenciables en («,p) y ademds

0 ov
S-(@p)= = (@p)
y Ecuaciones de Cauchy—Riemann
9 ) = -2 ()
oy ' ox

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene
ou ov
, _ , . _ .
fl@=fa+ip)= —ax(a,ﬁ) + z—ax(a,ﬁ)

Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo mucho, una funcién compleja en la forma
fx+iy)=u(x,y)+iv(x,y) lo més probable es que, a pesar de lo buenas que puedan ser las funcio-
nes u y v, la funcién asi definida no sea derivable. Pues las funciones u y v no tienen por qué verificar
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque esta es una idea dificil de precisar) que las
funciones complejas derivables son “auténticas funciones complejas” en el sentido de que si la fun-
cion f(x+1y) = u(x,y) +iv(x,y) es derivable entonces la expresién u(x, y) + iv(x, y) debe depender
Unicamente de la variable z. Los siguientes ejemplos son ilustrativos.

9.3 Ejemplos.

= f(x+iy)=x no esderivable en ningtin punto.
» f(2) = z|z|? sélo es derivable en cero.

» f(x+iy)=e"(cosy+iseny)esderivable en todo Cy f'(z) = f(z) paratodo z€C.
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9.1.2. Propiedades de las funciones holomorfas

9.4 Definicién. Sea Q2 un abierto de C. Una funcién f : Q — C se dice que es holomorfa en Q si f
es derivable en todo punto de Q. En tal caso la funcién definida para z€ Q por z— f’(z) sellama
funcién derivada de f. Notaremos por #°(Q2) el conjunto de todas las funciones holomorfas en Q.
Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman funciones enteras.

9.5 Ejemplos.

= Las funciones polinémicas, es decir, las funciones de la forma
p(2)=co+C12+Coz? +--+pz"
donde cx€C para 0 < k < n, son funciones enteras. La funcién derivada de p viene dada por
p'(2)=c +2002+3032% + -+ ncyz™ ! (zeQ)

= Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) = % donde p(z) y q(z) son
z

funciones polinémicas, son holomorfas en su dominio natural de definicién Q = {z eC:q(z) # 0}.
La funcién derivada de R viene dada por

p'(2)q(2) - p(2)q'(2)
q(z)?

R'(2) = (zeQ)

= La funcién exponencial compleja, exp(z) = €%, es una funcion entera 'y exp’(z) = exp(z) para
todo zeC.

= Lafunciénlogaritmo principal, log z, es una funcién holomorfa en el dominio Q = C\{xeR: x < 0}
y su derivada viene dada por

1
log’(2) = -
0g '(2) 2

La funcioén log z es discontinua en los puntos del eje real negativo porque en ellos el argumento
principal salta de —m a 7.

9.6 Proposicion. Una funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo punto es cons-
tante.

9.7 Corolario. Sidos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio y coinciden en
un punto son iguales.

La siguiente proposicién vuelve a poner de manifiesto que la condicién de que una funcién sea
holomorfa es mucho maés restrictiva que la derivabilidad real.

9.8 Proposicion. Sea Q un dominioy f € #(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:

(1) Re f es constanteen Q
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(1) Im f es constante en Q
(11) La funcién compleja conjugada de f, f, es holomorfa en Q
(v) f esconstanteen Q)

V) |f| es constante en Q)

Observa que estas propiedades de las funciones holomorfas estin muy lejos de ser ciertas para
funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una funcién de R?> en R? diferenciable que no se
anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una funcién diferenciable cuyo médulo (norma
euclidea) es constante.

9.2. Series de potencias complejas

Dada una sucesion de nimeros complejos {c,}xen, Y un nimero a € C, la sucesion
2 n
{co+ciz—a)+c(z—a)” +-+cplz— )"}

se representa por Z cn(z—a)" y se llama serie de potencias centrada en a. La sucesion {c,} recibe
n=0
el nombre de sucesion de coeficientes de la serie.

9.9 Lema. Supongamos un niimero positivo p > 0 tal que la serie Z lcnlp™ sea convergente. Entonces
n=0
se verifica que la serie ) _ cn(z—a)" converge absolutamente en el discoD(a, p).
n=0

Dada una serie de potencias Z cn(z—a)" puede ocurrir:
n=0

1) Laserie solamente converge para z = a. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial.
2) Laserie converge absolutamente para todo z€C.

3) Hayun ntimero 0 < R < +oo0 tal que la serie converge absolutamente en D(a,R) y no converge para
|z —al > R. El disco D(a,R) se llama disco de convergencia de la serie.
Al ndmero R se le llama radio de convergencia de la serie. En el caso 1) convenimos en que R=0yen
el caso 2) R = +o0.
Dada una serie de potencias no trivial, lamaremos dominio de convergencia de la serie al con-
junto
» O=Csi R=4c0

= Q=D(a,R) si RER*
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Para obtener el radio de convergencia de una serie de potencias de forma préctica podemos apli-
car alguno de los criterios siguientes.

9.10 Teorema (Criterio del cociente o de D’Alembert). Dada una sucesioén de ntimeros complejos {c,}
supuesto que

» ¢, # 0 para todo n a partir de un indice en adelante, y que

[Cnsl
[cpl

—Le [R(J)r U {+00}
entoncesR = 1/L con los convenios:R=0 siL=+oo yR = +oo siL =0.

Demostracion. Para obtener este resultado basta aplicar el criterio del cociente a la serie Z | cn(z—a)
n=0

Tenemos

|Cn+1(Z— a)n+1| _ lcn+1l

- |z—a|l|— L|z—al
lcn(z—a)?| lcnl

Deducimos que:

» SiL|z—al<1laserie converge.

» SiL|z—al>1laserie no converge.

y concluimos que R = 1/L con los convenios anteriores.
De forma andloga se obtiene el siguiente resultado.

9.11 Teorema (Criterio de la raiz o de Cauchy). Si{+/Ic,l} — L€ IR{(J)r U {+oo} entonces R = 1/L con los
mismos convenios anteriores.

El siguiente lema es muy util para calcular la suma de algunas series.

9.12 Lema (de Abel). Supongamos que la serie Z cn 2" converge en un punto zg de la frontera de su
n=0
disco de convergencia. Entonces se verifica que:

o0 [e.0]

2 n _ n

llir% ch(rzo) = Z CnZy
0<r<1 =0 n=0

9.13 Teorema (de derivaciéon de una serie de potencias). Sea a un ntimero complejo, Z cn(z—a)"

n=0
una serie de potencias no trivial y Q su dominio de convergencia. Sea f : Q2 — C la funcién suma de la

serie, esto es,

f@=) chz—a)" z€Q
n=0

Entonces f es indefinidamente derivable en Q) y para cada k €N su derivada k-ésima se obtiene deri-
vando k veces la serie término a término, esto es:

f(k)(z):Zn(n_l)...(n_k+1)Cn(z_a)n—k zeQ
n=k

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Series de potencias complejas 137

En particularf(k) (a) = k!ci o, lo que es lo mismo

(k)
Cr = % para todo keNuU {0}

9.14 Definicién. Sea f una funcién indefinidamente derivable en un abierto Q c Cy sea a€Q. La
serie de potencias

f(n)(d)
2

(z—a)"
n!

n=0

se llama serie de Taylor de f en el punto a.

9.15 Corolario. Las tinicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su funcion suma).

El siguiente resultado es uno de los resultados més sorprendentes de la teoria de funciones holo-
morfas. Para que comprendas bien su alcance conviene que tengas en cuenta los siguientes ejemplos.

= Una funcién real derivable una vez pero no dos veces derivable.
Sea f:R— R la funcién dada por:

£ —x2/2 six<0
x) =
x2/2 six=0

La funcién f es derivable y su derivada viene dada por:

—-X six<0

f’(x)={

X six=0
Es decir, f'(x) = |x|, que no es derivable en x = 0.

» Una funcién real indefinidamente derivable cuya serie de Taylor en un punto no converge a la
funcion.

Sea f:R— R la funcién dada por:

six<0
six=0
La funcién f es indefinidamente derivable y sus derivadas en x = 0 son todas nulas,

£ (0) = 0 para todo neN. Por tanto la serie de Taylor de f en x = 0 es la serie nula. Sin embargo
f no es nula en ningtin intervalo abierto que contenga a 0.

El siguiente resultado nos dice que para funciones complejas derivables estas situaciones no se
pueden dar.

9.16 Teorema (Teorema de Taylor). Sea Q) c C un abiertoy f : Q — C una funcién derivable (holo-
morfa) en Q). Entonces se verifica que:
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a) f es indefinidamente derivable en Q);

b) Para cada punto a€Q la serie de Taylor de f en a converge por lo menos en el disco mds grande
centrado en a y contenido en Q y su suma en dicho disco es igual a f . Es decir

> @ n
f@=) p (z—a) para todo zeD(a,r) c Q
n=0 :

Este resultado pone de manifiesto la gran diferencia que hay entre la derivabilidad en el campo
real y en el campo complejo.

Del teorema de Taylor puede deducirse el siguiente ttil resultado.

9.17 Lema (Lema de Riemann). Si una funcién compleja es continua en un abierto y sabemos que es
derivable en todos los puntos de dicho abierto excepto en un conjunto finito de puntos (en los que sélo
sabemos que es continua) entonces se verifica que dicha funcién es derivable en todos los puntos del
abierto.

9.2.1. Ejercicios

1. Estudiala convergencia de las siguientes series de potencias.

(n+ 1"
2y s R 0 Y ne”
n>1 n=1
Bn+1) z"
d _n e —n
)n; z ),;1 5-10---5n - ),;11+1/2+ +1/n

Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferencia unidad.

1 . . .
2. Expresa — como suma de una serie de potencias centrada en un punto a # 0 e indica en dénde es
z

vdlida dicha igualdad.

como suma de una serie de potencias.

1
3. Expresa
p 1-2)3

G n
— — | 2" Calcula su dominio de convergencia y su suma.

4. Seala serie de potencias Z (irn2n  3m
n

n=0

5. Prueba que
e} (_1)n+1
log(1+2)=)_ Tz” VzeD(0,1)

n=1

a) Deduce que para todo 0 €] — i, n[ se tiene:

Y
b) Cambiando z por —z, deduce que para todo 6 €]0,2n/[ se tiene:

°°cos(n6) sen(ne) n-06
Z:: —log(Zsen) Z =

)I’l+1 )n+1

cos(n0) =log (2 Cos —~ ) Z sen(nb) = -
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6. Dada la serie de potencias

Y (n2+%)(z—1)”

n=1

Calcula su radio de convergencia y su suma.
7. Calcula el desarrollo de Taylor en a = 0 de la funcién

z2-3z+1
z2-5z+6

fl2)=

e indica su dominio de convergencia.
Sugerencia. Usa la descomposicién en fracciones simples.

8. Seala serie de potencias Z n*1

n=0

—n)z". Calcula su dominio de convergencia y su suma.

9.3. Integracion en el campo complejo

Una curva en C no es mds que una curva en R? cuando los vectores de R? los vemos como niimeros
complejos. Concretamente, una curva en C es una aplicacién continua v : [a, b] — C. Dicha funcién
serd de la forma y(t) = x(¢) + i y(¢). Hay que distinguir entre la curva y su imagen (también llamada
traza o soporte), gue notaremos por ymb* =y ([a, b]). Al punto Y (a) se le llama punto inicial de la
curva y y a 'y (b) punto final. Ambos reciben el nombre de extremos de la curva.

Se dice que Y es una curva cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es, Y (a) =Y (b).

Diremos que una curva es regular si la aplicacion que la define es derivable con derivada conti-
nua, esto es, es de clase €.

9.18 Definicién (Curvas regulares a trozos o caminos). Una curva Y : [a, b] — C es regular a trozos,
y la llamaremos un camino, si hay una particién de [a,b], a=tp < t; < < t—1 < t, = b de manera
que Y|4, 1) esregularparal <k<n.

9.19 Definicién. Sea y:[a,b] — C un caminoy f : y* — C una aplicacién continua. Definimos la
integral de f alo largo del camino y como el niimero complejo

b
ff(z) dz =f fly®)y'(ndr
Y a
Pongamos f(z) = f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y) y Y(t) = x(¢) + iy(f) donde a < ¢ < b. Tenemos que

b b
ff(z)dz =f f(y(t))y’(t)dt=[ (u(x(t),y(t))+iv(x(t),y(t)))(x’(t)+iy’(t))dt:
Y a a

b

b
:f (u(x(t),y(t))x’(t)—v(x(t),y(t))y’(t))dt+if (e, y0)y' @)+ v(x(e), y(0)x' () de =

a

:fu(x,y)dx—v(x,y)dy+ifv(x,y)dx+u(x,y)dy:fF.dr+ifG.dr 9.1
Y Y Y Y
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Donde las dos ultimas integrales son las integrales de linea (en el sentido real que ya conocemos) de
los campos vectoriales de dos variables F(x, y) = (u(x, y),—v(x, ), G(x,y) = (v(x, y), u(x, y)) alo largo
del camino y(#) = (x(?), y(1)). Por tanto, calcular una integral de linea compleja equivale a calcular dos
integrales de linea reales. En consecuencia, las integrales de linea complejas se comportan como las
integrales de linea de campos vectoriales en R.

La siguiente acotacion bésica es muy ttil.

9.20 Proposicion (Acotacién bésica).

|ff(z)dz| <méx{|f(2)]: zey*}e(y)
Y

Donde hemos representado por £(y) la longitud de y.

9.3.1. Existencia de primitivas

9.21 Definicién. Dada una funcién f : Q — C, se dice que F es una primitiva de f en (, si F es holo-
morfaen Q, y F'(z) = f(z) paratodo z€ Q.

Observaciones

* Recuerda que, como consecuencia del Teorema Fundamental del Célculo, toda funcién real con-
tinua en un intervalo tiene primitivas. La cosa es completamente diferente para funciones complejas.
Una condicion necesaria que tiene que cumplir una funcion compleja f : Q — C para tener primitivas
es que sea holomorfa. Pues si F es una primitiva de f en Q, entonces F' = f en Q, y sabemos, por el
teorema de Taylor, que toda funciéon holomorfa es indefinidamente derivable, luego F’ = f es deri-
vable, esto es, f es holomorfa en Q. Pero esta condicién necesaria no es suficiente como enseguida
veremos.

Un caso fécil en el que puede asegurarse la existencia de primitivas es el siguiente.
9.22 Proposicién. La funcién suma de una serie de potencias no trivial tiene primitivas en el dominio
de convergencia de la serie.

Demostracion. Supongamos que . .., ¢,(z— a)" es una serie de potencias no trivial. Sea Q su domi-

o0

n=0

nio de convergencia y para z € Q sea @(z) = ) c¢,(z—a)" la funcién suma. El teorema de derivacion
n=0
. . . .. Cn e .
de series de potencias nos dice que la funcién F(z) = ‘;ZO,O 1 (z—a)™! esuna primitiva de ¢ en
n+

0.

Como consecuencia de este resultado y del teorema de Taylor deducimos el siguiente resultado.

9.23 Corolario. Toda funcién holomorfa en un abierto Q2 tiene primitivas en cualquier disco contenido
en Q.
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El cdlculo de una integral curvilinea es inmediato si se conoce una primitiva de la funcién que
integramos.

9.24 Teorema (Regla de Barrow para integrales curvilineas). Sea Q2 < C un abierto, f una funcion
continua en Q y supongamos que hay una funcion F € #(Q) tal queF'(z) = f(z) para todo z € Q. Sea
Y:[a, bl — C un camino enQ (esto es, y* < Q), entonces

| r@dz=r(ym) -F(r@)
Y

Demostracion. No es restrictivo suponer que Y tiene derivada continua en [a, b]. Por la regal de la
cadena tenemos que para todo t€|[a, b] se verifica

Foy)'=F'(y@)y'®)=f(y®)y'(®

Luego, por la regla de Barrow para funciones de variable real, tenemos

b
[ r@dz= [ i)y ode =y t) - F(y@)
Y a
como pretendiamos demostrar.

Deducimos de aqui otra condicién necesaria para la existencia de primitivas.

9.25 Corolario (Condicién necesaria para la existencia de primitivas). Si una funcién continua f en
un abierto Q admite una primitiva en Q, entonces la integral curvilinea de f es la misma para todos
los caminos en Q) que tienen los mismos puntos inicial y final. En particular, para todo camino cerrado
Y en Q se verifica quefo(w) dw=0.

1
9.26 Ejemplo. Sea f(z) = — para z € C*. Tenemos que
z
T o] .
f(z)dz :f —ie'ldt =2ni #0
co,1) —nell

luego f no tiene primitiva en C*.

Observa que f es una funcién holomorfa en el dominio C*. ¢

El anterior corolario nos dio una condicién necesaria para la existencia de primitiva de una fun-
cion. Esta condicion es también suficiente.

9.27 Teorema (Caracterizacién de existencia de primitivas). Sea f una funcién continua en un abierto
Q. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) f tiene primitivas en Q.

b) La integral de f sobre todo camino cerrado en Q) es nula.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Fundamentos Matematicos I — Ing. de Telecomunicaciéon



Existencia de primitivas 142

Este resultado recuerda a la caracterizacién de los campos vectoriales conservativos. Acabamos
de ver que el hecho de que una funcién sea holomorfa en un dominio no garantiza que dicha funcién
tenga primitivas en dicho dominio. La situacién aqui es muy parecida a lo que ocurria con los campos
vectoriales localmente conservativos. De hecho, tenemos el siguiente resultado.

9.28 Proposicion. Sea f : Q — C holomorfa en Q. Pongamos f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y), y sean
F(x,y) = (u(x, »),—v(x, y)), G(x,y) = (v(x, »), u(x, y)). Entonces se verifica que los campos vectoriales
F y G son localmente conservativos en (.

Demostracion. Basta tener en cuenta las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

%(x )—@(x ) —%(x )—%(x ) (x,y)€Q 9.2)
ox 'y_ay ¥ 0x ’y_ay Y Y )

La primera de ellas nos dice que G es localmente conservativo, y la segunda nos dice que F es local-
mente conservativo en Q.

El siguiente resultado deja ya claras las cosas.
9.29 Teorema. Toda funcion holomorfa en un dominio simplemente conexo tiene primitivas en dicho

dominio.

Demostracién. Sea Q un dominio simplemente conexo en C. Intuitivamente, Q es un dominio “sin
agujeros”. Sea fe A (Q), f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y),yseayuncamino de Jordan cerrado contenido
en Q. Por ser Q simplemente conexo, la regién interior del camino y queda dentro de Q. Llamemos
D a dicha regién. En esta situacién, podemos aplicar el teorema de Green a los campos vectoriales
F(x,y) = (ulx, y),-v(x, ), G(x,y) = (v(x,), u(x,y)) (pues tiene derivadas parciales continuas en un
abierto que contiene a DU Y ™) y, teniendo en cuenta las condiciones de Cauchy-Riemann (9.2), ob-

fF dr—ff (—@(x )_G_u(x ))d(x ) =0
v . — b ax ,J/ ay ;J/ ry -

ou ov
fYG.dr—ffD(a(x,y)—a—y(x,y)) d(x,y) =0

Teniendo en cuenta la definicién de integral de linea compleja (9.1), se sigue que fY f(z)dz = 0. Po-

tenemos que

demos ahora aplicar el teorema (9.27) que nos dice que f tiene primitivas en Q.

Este resultado nos dice que si Q es un dominio simplemente conexo, entonces se verifica que

ff(z)dz:O
Y

para toda funcidén fe.7#°(Q) y para todo camino cerrado y en Q.
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9.3.2. Indice de un punto respecto a un camino cerrado

Vamos a cambiar ahora el punto de vista y, en vez de fijarnos en el dominio Q, vamos a fijarnos
en el camino y.

Problema. Sea Q) un abierto cualquiera en C. ; Qué condiciones debe verificar un camino cerradoy en
Q para que la integral de foda funcién holomorfa en Q sobre dicho camino y sea nula?

Por ejemplo si Q = C*, y y = C(0,1) (la circunferencia unidad), entonces y es un camino en Q, la
funcién f(z) = 1/z esholomorfaen Q,y fY f(2)dz = 2mi # 0. Por tanto este camino no satisface lo que
queremos. Observa que este camino rodea un punto (el origen) que esté fuera de Q.

Veamos que el problema que hemos planteado tiene mucho interés. Supongamos que y es un
camino cerrado en un abierto Q y se verifica que f f(z)dz =0 para cualquier funcién f holomorfa

en Q. Sea f una funcién holomorfa en Q y elijamos un punto z € Q por el que no pasa el camino Y,
esto es zUy *. Dicho punto estara fijo en lo que sigue. La aplicacién h:Q — C dada por

flw)-f(2) Wz
h(w): w-—-2z
f'(2) w=z

es holomorfa en Q (pues es continua en Q y holomorfa en Q\ {z} por lo que el lema de Riemann (9.17)

nos asegura que es holomorfa en todo Q) y debera ser f h(w)dw = 0. Tenemos asi que
Y

fh(w)d ff(w) 1@ 4 fmdw—f(z)f;dw
w-—-2z YLU—Z YW—Z

f(z)f—d f(w) dw  (zeQ\y") 9.3)

de donde

Observa que esta es una formula de representacion pues permite calcular los valores de f en puntos
zeQ\y* conocidos los valores de f sobre el camino y*. Dicha férmula nos dice que los valores
de una funcién holomorfa en un dominio estdn determinados de manera tinica en cuanto que los
conozcamos sobre los puntos de una curva. Claro estd, que para que esta formula sea eficaz debemos

1
f dw
Y w—-—2a

De hecho, nuestro préximo objetivo es calcular esta integral.

saber lo que significa la integral

9.30 Proposicién. Seay:l[a,b] — C un camino cerrado en C, para cada punto z€ C por el que no pasa
el caminoyy, esto es zUY™, definimos

F(z) = dw (zeC\y™) 9.4)

27‘[1 yw—2z

Entonces se verifica que F(z) es un niimero entero.
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Demostracion. Llamemos o(¢) = y(f) — z al camino trasladado de y. Tenemos que

1 1 1 1 1 bo'(n
F(z) = — dw = ; w = ;
2niJyw—z 2ni Jo w 2niJa o(r)
Observa que o(t) # 0 para todo € [a, b]. No es restrictivo suponer que y, y por tanto también o, tiene
derivada continua en [a, b]. Haciendo el cociente indicado, podremos escribir

o'(1)
o(t)

=oa(t)+ip (1)

donde o y p serdn funciones continuas reales en [a, b]. Sabemos que una funcién real continua e un
intervalo tiene primitivas. Sean A(?), B(¢) primitivas de a y  en [a, b]. Definamos h(t) = A(z) + iB(#).

Tenemos que
o'(n)
o(?)

Es decir, h(t) es una primitiva de la funcién que integramos, por lo que

h'(t)y=A"(t)+iB'(t) = a(r) + ip (1) =

1 (bo'(r) h(b) — h(a)
F(z) = — = ;
2ni Ja o(p) 2mi

9.5)

Calculemos h(b) — h(a). Tenemos que

o'(1)

o o)+o'(®)]|=0

d, _ _ _
Deducimos que e "D (1) =e "D g(q) paratodo t€[a, b]. Como h estd determinada salvo una cons-
tante aditiva, podemos suponer que e g(a) = 1. Hemos obtenido que

o(f) =e "® rela, bl

Esto nos dice que h(f) es un logaritmo de o () y, por tanto, tiene que ser de la forma h(¢) =log(lo(£)])+
i0(1), donde 0(#) es un argumento de o (¢), 8(¢) e Arg(o(¢)). Ademds como £ es derivable, las funciones
log(lo (1)) y ©(¢) han de ser derivables y, por tanto, continuas. Resulta asi que

h(b) — h(a) =log(la(b)|) + iB(b) —log(lo(a)l) +i6(a) = i(B(b) —0(a))

Donde hemos tenido en cuenta que, al ser la curva y cerrada, o(a) = y(a) —z = y(b) — z = 6(b). Como
0(a) y 8(b) son dos argumentos de un mismo ntimero complejo (o(a) = o (b)), deben diferenciarse en
un multiplo entero de 2w, luego tiene que haber un entero k€ Z tal que 8(b) —0(a) = 2kn. Con ello
tenemos que h(b) — h(a) = 2kni. Finalmente, de (9.5), obtenemos que F(z) = ke Z.

;Qué representa el valor del entero dado por (9.4)? Observa que en la demostracion anterior he-

mos obtenido que
0(b)-0(a)

27
La funcién 0(¢) e Arg(o(t)) es un argumento que varia de forma continua cuando recorremos los pun-

F(z) =

tos de la curva o(t). Cada vez que damos una vuelta completa el argumento aumenta 27, por tanto
0(b)—06(a)

5 es igual al ntimero de veces que la curva o rodea al origeny, como, o(t) = Y(¢) — z, es igual
o
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también al nimero de veces que la curva y rodea al punto z. Dicho niimero se llama indice de z
respecto a y y se representa por Indy (z). En resumen, la integral

1 1
IndY(z) = —f dw (9.6)
2niJy w—z

es un nimero entero que es igual al nimero de veces que la curva y rodea al punto z.

Ya puedes adivinar que la integral que figura en (9.6) no hace falta calcularla porque, en la prac-
tica, siempre integramos sobre curvas sencillas y sabemos cudntas veces rodean a cada punto del
plano.

9.3.3. Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo que es con-
veniente introducir la terminologia de “cadenas”. Una cadena es una suma formal finita de caminos,
I'=vy1+Y2+ -+ Y5 El simbolo “+” que hemos escrito en la expresion anterior no representa a la
suma de funciones ni a la yuxtaposicién de caminos, es una manera de decir que la cadena I estd
formada por varios caminos. Por ejemplo podemos considerar la cadena

I'=C,1)+C(i,2)-2C(1+1,1/2)

que estd formada por tres circunferencias, la tiltima de ellas considerada dos veces y recorrida en
sentido contrario.

Por definicién, para integrar una funcién sobre una cadena se integra la funcién sobre cada uno
de los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.

[rf(z)dz:z f(z)dz

=1y,

Dadas dos cadenas I'y X = 0} + -+ + 0, entonces su suma es otra cadena compuesta por todos los
caminos que forman I" y todos los que forman X,

'+Z=y1+--+yyp+0o1+---+0opy,

Evidentemente se cumple

f f(z)dz:ff(z)dz+ff(z)dz
r+x r b3
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Como caso particular de cadenas tenemos los ciclos. Un ciclo es una cadena formada por caminos
cerrados. En el ejemplo anterior I era un ciclo pues estaba formado por circunferencias.

SiT es un ciclo se define el indice de un punto z ¢ I' * respecto a I' como la suma de los indices del

punto z respecto a cada uno de los caminos cerrados que forman el ciclo.
n
Indr(z) = ) Indy,(2)
j=1

9.31 Definicién. Dado un abierto Q c C y un ciclo I en Q, diremos que I' es nulhomélogo respecto

de Q si el indice de I' con respecto a todo punto que no esté en ( es cero:

Indr(z) =0 paratodo ze C\Q

9.4. Teorema de Cauchyy fé6rmula de Cauchy

Pero volvamos a nuestro problema. Supongamos que y es un camino cerrado en un abierto Q y

se verifica que f f(2)dz =0 para cualquier funcién f holomorfa en Q. Entonces si z es un punto que
Y

no estéa en Q, como la funcién w —

es holomorfa en Q, deberd cumplirse que

1
f dw =0
yw—-2z

Es decir, Indy (z) = 0 para todo z[0Q. En otros términos, el camino cerrado y no puede rodear a ningin

w—-z

punto fuera de Q. Dicho de otra forma y debe ser nulhomélogo respecto a Q. Esta condicién necesaria
resulta ser también suficiente.

9.32 Teorema (Teorema de Cauchy y Férmula Integral de Cauchy). Sea Q) un abiertoenC, I" un ciclo
en Q nulhomélogo respecto de Q). Entonces para toda funcion holomorfa, f, en Q se verifica:

1) ff(z)dz =0
r

1
1) f(z) Indr(z) =— M dw, paratodo ze€ Q\T* (férmula de Cauchy)
2niJrw—z

k!
I11) f(k) (2) Indp(z2) = — f ﬂ dw, paratodoz € Q\T'* y para todo keN (férmula de Cauchy
2718 Jr (w — z)k+1
para las derivadas)

9.33 Corolario. Sea Q un abierto en C, f € #(Q) y supongamos que D(a,R) c Q. Entonces para todo
zeD(a,R) y para todo keN se verifica que

1 (w)

D fl2)=-— /

21i Je@ar wW—2

|

2mi Joa,r) (w—2)k+1

dw (Férmula de Cauchy para una circunferencia)
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El siguiente resultado establece una relacion entre dominios simplemente conexos y caminos
cerrados.

9.34 Teorema. Un dominio Q) es simplemente conexo si y sélo si todo camino cerrado en Q es nulho-
méologo respecto de Q).

Es cémodo introducir la siguiente terminologia.

9.35 Definicién. Dos ciclos I, Z en un abierto Q se dicen homolégicamente equivalentes respecto
de Q si se verifica que
Indr(z) = Indx (2) paratodo zeC\Q

El teorema de Cauchy afirma que si T, Z son ciclos en un abierto Q homolégicamente equivalen-
tes respecto de (2, entonces f f(z)dz = f f(z)dz paratoda funcién fe A (Q). Este teorema permite

r p2
reducir el célculo de integrales de funciones holomorfas sobre caminos cerrados al célculo de inte-
grales sobre circunferencias.

El siguiente ejemplo es ilustrativo de esto. Sea el abierto Q el plano complejo C al que le hemos
quitado tres puntos a, by c. Pretendemos calcular la integral de una funcién holomorfa en Q a lo

largo del camino I' que se presenta en la figura 9.1
0 P
Figura 9.1: Un camino complicado

Teniendo en cuenta que el indice de los puntos a, by c respecto de I es el nimero de veces que
I' los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los rodea en sentido contrario al de las
agujas del reloj), a la vista de la figura tenemos:

Indr(a) =1, Indr(b) =2, Indr(c) =-1

Consideremos las circunferencias C(a,p), C(b,p) y C(c,p) que se presentan en la figura y forme-
mos el ciclo
2 =C(a,p)+2C(b,p) - Clc,p)

El ciclo X es homolégicamente equivalente al ciclo I" respecto de Q. El teorema de Cauchy nos dice
que en estas condiciones para cualquier funcién holomorfa en Q, f, se cumple que

[f(z)dz:ff(z)dz:[ f(z)dz+2f f(z)dz—f f(z)dz
T > C(a,p) C(b,p) Clc,p)
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De esta forma hemos reducido el célculo de la integral de cualquier funcién holomorfa sobre el ca-

mino I' a tres integrales sobre circunferencias. Observa que podemos tomar los radios de estas circun-

ferencias arbitrariamente pequeiios. Esto nos dice que la integral f f(z)dz va a depender solamente
T

del comportamiento de f en los puntos a, b, y c.

9.4.1. Singularidades aisladas. Teorema de los residuos
9.4.1.1. Singularidades aisladas

Sea 2 un abierto en C, a un punto de Q y sea f una funcién holomorfa en Q\ {a} (el abierto Q
puede muy bien ser un disco abierto centrado en a). En esta situacion se dice que el punto a es una
singularidad aislada de f. Pueden ocurrir los siguientes casos:

= Existe ;1_12 f(2) = weC. En tal caso, definiendo f(a) = w tenemos, en virtud del lema de Rie-
mann, que f es holomorfa en Q. Se dice que a es un punto regular de f o que a es una singu-
laridad evitable de f.

= Existe lim f(z) = co. En tal caso se dice que a es un polo de f.
zZ—a

= No existe el limite de f en a. Se dice entonces que a es una singularidad esencial de f.

9.36 Definiciéon. Sea Q un abierto en C, a un punto de Q y sea f una funcién holomorfa en Q\ {a}.
Supongamos que D(a, r) = Q. Se define el residuo de f en a como

1
Res(f(z),a) = %f f(z)dz

C(a,r)

Observa que la integral en esta definicién no depende de r pues si consideras otro disco D(a, s) € Q,
el ciclo I = C(a, r) — C(a, s) es nulhomodlogo respecto de Q\ {a} y, como f es una funcién holomorfa

f(z)dz =f f(z)dz.

en O\ {a}, el teorema de Cauchy nos dice que | f(z)dz =0, es decir,
T C(a,s)

C(a,r)

9.37 Teorema (de los residuos). Sean () < C unabierto,S = {ay, ay, ..., ag} un conjunto finito de puntos
enQ ysea [ una funcion holomorfaen Q\S. SiT es un ciclo en Q nulhomalogo respecto de Q) entonces

Res(f(2); aj) Indr(aj)
1

q
Jj=

[f(z)dz:Zni
r

Idea de la demostracién. Tomamos p > 0 de forma que D(a,p) € Q y D(ay,p) N A = {ay} para k =
1,...,q.Para cada k llamamos mj = Indr(ag) y Y x = mk C(ag, p). Construimos el ciclo

k
=) yj
j=1

Es facil probar que el ciclo I'-X es nulhomoélogo respecto del abierto Q\S. En consecuencia, podemos
aplicar el teorema general de Cauchy a dicho abierto para el ciclo I'- X y la funcién f obteniendo que

0= f(z)dz:ff(z)dz—[f(z)dz
r b3

r-z
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despejando obtenemos

q
ff(z)dz=ff(z)dz=z f(z)dz =
r z j=1Jv;
q
f(z)dz =2mi ) Indr(aj)Res(f(z);a;)
) =1

J

Claj,p

que es la férmula que queriamos probar.

La utilidad del teorema de los residuos depende de que seamos capaces de calcular los residuos
de una funcién holomorfa en sus singularidades aisladas.

9.4.2. Calculo de residuos

Sea Q un abierto en C, @ un punto de Q y sea f una funcién holomorfa en Q\ {a}.

= Supongamos que a es un punto regular de f. Entonces Res(f(z), a) = 0. Pues podemos definir
fla)= ;m}l f(z) conlo que f esholomorfaen Qysi D(a,r) c Q, como consecuencia del teorema

de Cauchy tenemos que f f(z)dz =0.
Cla,r)

= Supongamos que a es un polo de f. Entonces se verifica que hay un ntimero natural k€N tal
que ii_l}(ll(z - a)kf(z) = w # 0. Se dice que a es un polo de orden k de la funcién f. Sea g(z) =
(z—a)* f(2) para zeQ, z # a, y sea g(a) = w. Entonces, por el lema de Riemann, g es holomorfa
en Q. Sea D(a, r) = Q. Por el teorema de Taylor sabemos que

g(z) = Z d,(z—a)" zeD(a,r)

n=0
(n)
donde d,, = g '(a) . Deducimos que
f(z)—kz_“lLﬁL i d (z—a)”_k zeD(a,r)\{a} 9.7)
n=0 (Z_a)k_n n=k " ’ -

Es usual emplear la siguiente notacién para la serie 9.7. Dicha serie se escribe en la forma

o0

flz)= Z chlz—a)” zeD(a,r)\{a} 9.8)
n=—k

Observa que con ello tenemos que c_; = dj._;.
Si ahora integramos f(z) en la circunferencia C(a,r) y tenemos en cuenta que (z — a)" tiene
zZ—a n+1
primitiva 1 para todo n € Z con n # —1 por lo que f (z—a)"dz = 0 para todo
n

Cl(a,r)
entero n # —1, obtenemos que las integrales de todos los términos de la serie 9.8 son nulas

excepto la que corresponde al sumando para n = —1. Por tanto

o0
C-1 .
f fladz= ) cn(z—a)”dz:f dz =2mic_,
C(a,r) n=—k JCla,r) Clar) 2—a
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Deducimos que

c-1 f(z)dz =Res(f(2),a)

B 27 l C(a,r)

Lo interesante es que podemos calcular c_; = dy_; derivando. Pues

(k-1) k-1
g N 1 . d o
(k-1 (k—1)!l1—r»13; L1 G- @ (2]

C-1

Hay que calcular el limite indicado porque al evaluar la derivada [(z—a)* f(2)] enel pun-

k-1
z
to a suele aparecer una indeterminacion.

= Supongamos, finalmente, que a es una singularidad esencial de f. Entonces se prueba que es
posible representar a la funcién f por medio de una serie del tipo siguiente.

o0

f(z2)= Z chlz—a)? zeD(a,r)\{a} 9.9)

n=-—o0o

donde hay infinitos coeficientes c_, distintos de cero. Razonando igual que antes también se
obtiene en este caso que c_; = Res(f(z), a). Aunque ahora no disponemos de una forma para
calcular c_; que no sea obtener el desarrollo 9.9.

9.38 Definicién. Una serie del tipo {Z’,ﬁj nCr(z— a)*} se dice que es una serie de Laurent centrada
en a. Dichas series son una generalizacién de las series de potencias. Cuando dicha serie converge el
limite se nota por

n k +00
lim —a) = -a)"
lim 3 cz—a)*= ) anz-a)
=—n n=-—00

Usaremos la notacién A(a; r,R) para indicar el anillo abierto de centro a radio interior r y radio
exterior Rdonde 0 < r <R < +oo.

Ala;r,R)={zeC:r<|z—al <R}
El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de Taylor.

9.39 Teorema (Desarrollo en serie de Laurent). Sean0<r <R < +oo, a€ Cy f una funcién holomorfa
en el anillo A(a; r,R). Entonces hay una tinica serie de Laurent centrada en a verificando que

+00

f(z2)= Z chlz—a), para todo z € A(a; 1,R)

n=-o0o0
Ademds los coeficientes de la serie vienen dados por:

1 fw)

=— ———dw, nez
" 2mi Joap) (w— @)t

C

siendor <p <R.
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9.4.2.1. Polos de cocientes de funciones holomorfas

= En muchas ocasiones la funcién que integramos viene dada como cociente de dos funciones
8(2)

h(z)
Q. En tal caso las tinicas posibles singularidades de f son los ceros de h. Supongamos que a€Q

holomorfas f(z) = donde suponemos que g, h son funciones holomorfas en un abierto

y que la funcién h y sus derivadas hasta la de orden k — 1 se anulan en el punto ay la derivada
de orden k de h es distinta de cero en a (se dice entonces que h tiene un cero de orden k en
a). Supongamos también que g(a) # 0. Entonces, en virtud del teorema de Taylor, podemos
escribir para zeD(a,r) c Q:

& h"(a) & " (a) “’”(a)

a S _
ha)=Y ——@-a"=) ——z-a" Z ~a)"k
n=0 * n:k M :
_ h" (a) Tk iy
Poniendo para zeD(a,r) ¢(z) = X7 a0 (z—a)"~*, la funcién ¢ es holomorfa en D(a,r) y
¢(a) #0. Deducimos que '
lim(z— )" f (2) = lim £ () 8@

—~ap(z)  ¢a)

por lo que f tiene en a un polo de orden k.

= Supongamos que lim,_.,(z — a) f(z) = w, entonces se verifica que Res(f(z),a) = w. En parti-
cular, supongamos que f(z) = %Z; donde g, h son funciones holomorfas en un abierto Q, y
z

suponemos que g(a) # 0 y h tiene un cero simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces, segtin
acabamos de ver, f tiene un polo simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces tenemos que

g(2) z-—a gla)
R ’ _l Py
es(f(z),a) 1m(z 61) h(z) = 8la )z —a h(z) h'(a)

9.5. Aplicaciones del teorema de los residuos para calcular integrales reales

T

9.5.1. Integrales del tipo f R(cost,sent)dt

—T
Suponemos que R es una funcién racional de dos variables continua en la circunferencia unidad. La
idea para calcular esta integral por el método de residuos es convertirla en una integral sobre C(0, 1)
de una funcién compleja que también va a ser racional. Para ello recordemos que

pil _o—it g2t _ eil 4 o—il @20l 4]

1
sent = - =— cost= = .
21 2iell 2 2ell

Por tanto, se verifica que

Z2+1 Z2-1) 1 m i
R ,—— —dz = R(cost,sint)dt.
C(,1) 2z 2iz iz —
Z2+1 z22-1

2z ' 2iz
por lo que sus tnicas posibles singularidades son polos. Para calcular la integral s6lo nos interesan

En consecuencia, si notamos f(z) =

) —. Tenemos que f(z) es una funcién racional
iz
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OI

los polos que estan dentro del disco unidad. Supongamos que estos son {zi, 2y, ..., z4}. El teorema de
los residuos nos dice que

n q
f R(cost,sint)dt =2mi ) Res(f(2),z;)

—n =
T 1
9.40 Ejemplo. Se trata de calcular la integral I = f ——dt. Seglin acabamos de ver
_ntb+4cost
1 1 1 1 1 1
I:f —2,—dZ:—,f Z—dZ:—,f —dz
C(0,1) 5+2Z +1 1z 1 Jco,1) 2z“+5z+2 1 Jco,1) 2z+1)(z+2)
z
Por tanto
1. 1 -1 1 ) 1 2
I=-2niRes| ————,— | =2n lim (z+1/2)7=n Iim =—T7
i 2z+1)(z+2) 2 z——1/2 2z+1)(z+2) z—-1/2(z+2) 3
¢
© P(x
9.5.2. Integrales del tipo P
—00 Q(X)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) = grado(P) + 2.

3. Q(x) #0paratodo xeR.

En estas condiciones si {z1,2,,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estdn en el
semiplano superior se verifica que
+00 P X
) ——dx =2ni ZRes( (2) )
oo Qx) Q@)

j=1
P(2)

Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funcién f(z) = m en el abierto Q = C. Sea
z

I' la poligonal I'(a, B,p) = [—a, B, p + ip, —a + ip, —a] donde q, B y p son nliimeros positivos que toma-
mos suficientemente grandes para que todos los ceros del polinomio Q que estdn en el semiplano
superior queden en el interior del rectdngulo I' de modo que Indr(qp,p)(2;) =1 paral < j <gq.

El teorema de los residuos nos dice que

f P(Z) ZRes( (2) )
T(f,p) Q(Z) ; Q2)’

j=1
Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de «, § y p. Por tanto, serd sufi-
ciente para nuestros propdsitos probar que cuando «,  y p tienden hacia +oo se verifica que

+00
f @ dz — _P(x) dx
I(ap,p) Q(2) —00 Q(x)
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—a+ip i Y2 B+ip

73 4!

Figura 9.2: I'(a, B, p)

Por la hipétesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen nimeros K>0yM >0

tales que
P(z)

Q(2)

En lo que sigue, suponemos que «, § y p son mayores que K.

M

lz|=K=>|f(2)| = |Z|2

(9.10)

Pongamos ahoray; = [3,p+ipl, Y2 =[p+ip,—a+iplyYs=[-a+ip,—a] (ver figura9.2) y notamos
Ik:f f(z)dz. Tenemos
Yk

anZRes(P(z) ) f @dz: @dx+11+12+13
j=1 Q(z) F(a,ﬁ,p)Q(Z) —a Qx)
Asi,
P(2) ) PP
2 R ——dx| < |i|+ || +]T 9.11
ij:l es(Q() ke Ty |+ To] + |15 (9.11)

Acotamos ahora I;. Para z€ [3,p + ip] * tenemos que z = + it para ¢ € [0,p]. Ademds, como es
B >Kserd |z| =K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.10, se tiene que

F@f=1r®+inl< g

Por tanto,

t15° Mn
arctan — <——
o P2

|11|:'fopf(ﬁ+it)idt B,

M
§

P . P M
S/(; |f(ﬁ+lt)|dt$j; Wdl’:

) . Mn
La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3| < — >
a

Por tltimo, para acotar I, se usa que para z€ [ +ip,—a+ip]* tenemos, por ser p >K, que |z| =K

por lo que, en virtud de la desigualdad 9.10, se tiene que | f(2)| < W Por tanto
z

p P M
< t+ip)|dt <
[ raviolars [ o

En vista de 9.11 y de las acotaciones anteriores se tiene que

|IZ|:U¢3 f(2)dz

[B+ip,—a+ipl]

M
dr < (0(+[5)¥

Mn

(z) B P(x)
( ) e

2mi ). e Q@ )" ) ow

ME+((x+[’>)
j=1 a2
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Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos fijar a y By
tomar limite cuando p — +oo con lo que obtenemos

q
2mi ) Res
j=1

9.12)

=

(P(z) ) B P
—zj|- | =—=d
Q(2) —a Q(x)

T

Tomando ahora limite paraa — +ooy f — 400 en la expresion de la derecha, se obtiene que la funcién

P(x
P es impropiamente integrable en R y ademds

Q)

+00 q
mdx =2mi ) Res(@,zj)
00 Q) j=1 Q(2)

Observa que la acotacién 9.12 proporciona una cota del error que se comete al aproximar la integral

+oo p b p
P dx por una “integral parcial” P dx.

—00 Qx) ~a Q(x)

9.41 Ejemplo. Queremos calcular la integral

+00 1
1= d
f_oo (x2 + a?)(x2 + b?) .

donde suponemos que a > 0y b > 0 son distintos. La funcién que integramos tiene dos polos simples
en el semiplano superior en los puntos i a, i b. Segtin acabamos de ver

1

, 1
(22 + a?)(z2+ b?)’ ! “)

,ib
(22 + a?)(z2 + b?) !

I=2HiRes( +2mniRes

Tenemos que

1

Res
(22 + a?)(z2

1
N i o
+b2)'m) dm i) S i 2 DY)

1 1
=1 =
et Z+ia) (2402 2ialb?—a?)

-

Andlogamente

1 ]
R iple— L
es((zz+a2)(z2+b2) ! ) 2i b(a2 - b?)

1 1 b
I=2mi =
T (Zia(bz—az) * Zib(az—bz)) abla+Db)

Luego

+00 niAX P
9.5.3. Integrales del tipo f e P dx
oo Q)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes y A > 0.

2. grado(Q) = grado(P) + 1.
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3. Q(x) #0 paratodo xeR.

En estas condiciones si {z1,2y,...,2,4} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estdn en el
semiplano superior se verifica que

+00 i)\xP q i)\ZP
f ei(x)dxzbtl'ZRes(e (Z),zj)

o Q) j=1 Q(z)
. : y e’ P(z) :
Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funcién f(z) = T en el abierto Q = C.
z
Sea I la poligonal I'(a,B3,p) = [-«, B, p + ip, —a + ip, —a] donde «,  y p son ntimeros positivos que to-

mamos suficientemente grandes para que todos los ceros del polinomio Q que estdn en el semiplano
superior queden en el interior del rectdngulo I' de modo que Indr(qp,p)(2;) =1 paral < j <gq.

—a+ip i Y2 B+ip
73 71

Figura 9.3: T'(«a,f,p)

El teorema de los residuos nos dice que

iz q iz
P P
f e7(Z)dz=2ﬂiZRes ei(z)’zj
rgp Q2 i1 Q(2)
Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de «, § y p. Por tanto, serd sufi-
ciente para nuestros propdsitos probar que cuando «, f y p tienden hacia +oo se verifica que

ei)\ZP(Z) +ooei)\xP(x)
[P e G
Tapp Q2) —co Q)

Por la hipétesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen nimeros K >0y M > 0

tales que

P(2) M
< (9.13)

Q@| Izl

En lo que sigue, suponemos que «, § y p son mayores que K.

|z| =zK=>

Pongamos ahoray; = [3,p+ipl, Y2 =[p+ip,—a+iplyYs=[-a+ip,—a] (ver figura9.3) ynotamos

Ik:f f(z)dz. Tenemos

Yk
q e\ P(z e!MP(z P elAp(x
o ¥ e[ S [ R PR
= Q(2) rapp Q2 —« Q)
Asi,
q elr2p(z P eiAXp(x
2mi ) Res 7(),4 [P e g, <Ll +1L2] + (13 (9.14)
j=1 Q(z) —a Q)
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Acotamos ahora I;. Para z€ [3,p + ip] * tenemos que z =+ it para ¢ € [0,p]. Ademds, como es
B >Kserd |z| =K por lo que, en virtud de la desigualdad 9.13, se tiene que

P(2) B PP+ir) - M <M
Q| |Q@+in| |p+it B
Ademds |e/AP+D| = =M Por tanto,
P P P Me M M[e*]™" Mi-e M
I = +it)idt sf +it dtsf dt=— < —
R N L R | i e

La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3]| < o
o

Por tltimo, para acotar I, se usa que para z€ [ +ip,—a+ip]* tenemos, por ser p > K, que |z| =K

M M

por lo que, en virtud de la desigualdad 9.13, se tiene que | f (z)| < izl < E Ademas, para z€ [ +
z

iAz

ip,—a+ip]l* esImz=p. Por tanto |e | = e P, Deducimos que

B B Me-AP M
Sf |f(t+lp)|dt<f © dt:((x+5)_e—)\p
—a P 0

L) = ‘ f f(2)dz
&}

[P+ip,—a+ip]

En vista de 9.14 y de las acotaciones anteriores se tiene que

a eirep B elMp(x _M M M
ZniZRes(J, j) e~ Plx) Ap

o tarp—
= Q@) W Qm |SEA arbge

Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos fijar ay By

tomar limite cuando p — +oo con lo que, teniendo en cuenta que A > 0, obtenemos
e/AP(z) B e AP (x) 1(M M
——Zj| - | Y dx|<s |+ — (9.15)
Q(Z) - Q(X) A ﬁ o

Tomando ahora limite paraa — +ooy f — 400 en la expresion de la derecha, se obtiene que la funcién
i \x
e'P(x

Qx)

q
2ni Z Res
j=1

es impropiamente integrable en R y ademds

+00 ei)\xP x q ei)\ZP z
f ¥dx:2niZRes —(),zj
0 Q) =1 Q(2)
Observa que la acotacién 9.15 proporciona una cota del error que se comete al aproximar la integral

+00 ei)\xP(x) B o [§} ei)\xP(x)
f dx por una “integral parcial —_—

o Q) -« Qx)

. . 0 cos(Ax)
9.42 Ejemplo. Queremos calcular la integral I = f ——— dx. Suponemos que a >0y A > 0.

oo A%+ x?

+00 ei)\x
I:Re[ ﬁdx
P e §
eiAx

Calcularemos J = f ——— dx. Segtin acabamos de ver, teniendo en cuenta que la funcion
oo A*+X

Como

2

a’+z?

solamente tiene un polo simple en el semiplano superior en el punto ai, se sigue que

iAz iAz iAz e—)\a
J=2miRes ﬁ =2ni lim (z— al)i—anhm (z— ai) - — =T
ac+z z—ai 2 4 z2 z—ai (z—ai)(z+ai) a
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—0  xQXx)

e—Aa

Luegol=m

+00 A P
9.5.4. Integrales del tipo f sen(A0P(x) dx
—0  XQ(x)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas con coeficientes reales sin factores comunes, P(0) #0, y A > 0.
2. grado(Q) = grado(P).

3. Q(x) #0paratodo xeR.

En estas condiciones si {z1,2,,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estdn en el
semiplano superior se verifica que

+00 q iAz iz
f 7sen()\x)P(x) dx =Im|2mni Z Res ¢ 9 P() ,Zj|+miRes ¢ 9 Pl ,0
—o0 xQ(x) zQl(z z

La forma de proceder es muy parecida a la anterior con una pequeia diferencia y es que ahora
consideraremos el camino de integraciéon I'(a, B, p, €) que puedes ver en la siguiente figura.

—a+ip i Y2 B+ip
3 71
-
—Q —€ £ ﬂ

Figura9.4: I'(a,,p,€)

ei Az P(z
Procediendo como en el caso anterior, considerando ahora la funcién f(z) = Q—(()) teniendo
zQ(z
en cuenta que Indr(gp p,¢) (0) = 0, el teorema de los residuos nos dice que
e!MP(z q e'MP(z
f 7()dz=2ﬂiZRes 7(),zj
Tappe) 2Q(2) j=1 zQ(2)

Las acotaciones que hemos obtenido antes en los segmentos Y1, Y2 ¥ Y3 siguen siendo vélidas (ob-
serva que grado(zQ(z)) = grado(P(z)) + 1) por lo que obtenemos facilmente la siguiente acotacion
andloga a la acotacién 9.15 del caso anterior:

q e b 1(M M
2niZRes(f(z),zj)—f fx)dx - f(z)dz—f flx)dx|<— —+—)
j:1 - Y8 € A 5 (04
Tomando en esta desigualdad limites para o« — +oo y f — +oo se deduce que
q € +00
21i ) Res (f(z),zj)—f flz)dz =f fx)dx +f fx)dx (9.16)
j=1 Ye —00 €
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—0  xQ(x)

PO
Sea w =Res(f(2),0) =lim;_gz f(2) = L Teniendo en cuenta el sentido de recorrido de Y tenemos

Q(0)
que
f(z)dz+niw:—f (f(se”)—l.t)iee”dt
Ye 0 eel
Como )
‘f(ee”)—i.t :—'ee”f(ee”)—w|

cel €

deducimos que
ff(z)dz+7riw sf 'z—:e”f(ee”)—w'dtsnméx{|zf(z)—w|:|z|:e}
¢ 0

y como lin(l)(zf(z) —w) =0, se sigue que méx{|zf(z) - w| Yzl = s} — 0 cuando € — 0.
Z—>

Hemos probado asi que liné f f(z)dz = —miw = —niRes(f(z),0). Teniendo en cuenta la igual-
£— Ye

dad 9.16 deducimos que
€ +00 q
lin% (f fx)dx +f fx) dx) =2mni ) Res(f(2),z;)+miRes(f(2),0) 9.17)
£~ —00 € j=1

Tomando ahora partes imaginarias y teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficientes reales

¢ oo € +00
Im([ f(x)dx+[ f(x)dx):[ wmf senANP() \
—0o0 € e

—o  XQ(x) xQ(x)
. . . sen(Ax)P(x) . . )
y teniendo en cuenta también que la funcién x — W es continua en x = 0 sin mas que

P(0
definirla en 0 igual a )\(—) por lo que
Q(0)

) € sen(Ax)P(x) o0 sen(Ax)P(x) o0 sen(Ax)P(x)
hmf 7dx+f ———dx =f ———dx
e—~0\J-00 xQ(x) € xQ(x) -0 xQ(x)
concluimos que
+00 Ax)P q
f SenAOPL) e —tm[2ni Y Res(f(2), 2;) + i Res(f(2),0)
0 X¥Qx) im
9.43 Ejemplo.
+o0 gen x ez el?
f dx:Im(niRes(—,O)):Im(nilimz—):n
—o00 X z z—0 z
¢
*00 gl AP ()
9.5.5. Integrales del tipo V.P. f ——dx
—o  XQ(X)
Suponemos que
1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes, P(0) #0, y A > 0.
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2. grado(Q) = grado(P).

3. Q(x) #0paratodo xeR.

Para este tipo de integrales el método anterior se aplica exactamente igual hasta llegar a la igual-

ei Ax P(x
dad 9.17. La dificultad ahora es que la funcién T() no es continua en 0 (de hecho dicha funcién
X

(x)
+00 ei Ax P (x)
se comporta en 0 como la funcién 1/x) y la integral impropia f m dx no existe. Todo lo que
—00

podemos obtener en este caso es lo que afirma la igualdad 9.17:

€ +00 q
HII(I)([ f(x)dx+f f(x)dx):27[1'ZRes(f(z),zj)+HiRes(f(z),0)
£~ —00 € j=1

El lado de la izquierda de esta igualdad se llama valor principal de Cauchy de la integral impropia y

+o0 @i AX P (y)
se representa por V.P. f m dx. En consecuencia, podemos afirmar que
—00

vpfmmdx —2m‘iRes(f(z) zj) +miRes(f(2),0)
XL oo xQ(x) - ]:1 ’ ] ’

9.6. Aplicacion del teorema de los residuos para sumar series

+00 P(n)

9.6.1. Seriesdel tipo —
P = Q(n)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) = grado(P) + 2.

3. Q(k) #0paratodo keZ.

En estas condiciones si {21, 2,..., 24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que

T P(n) 9 P(2)
—oo—Q(n) = —;Res ncotg(nz)@,z]

Para probarlo consideremos la funcién ncotg(nz). Dicha funcién tiene un polo simple en cada entero
keZy lirrllc(z — km)ncotg(nz) = 1.
—

P
Aplicamos el teorema de los residuos a la funcién f(z) = ncotg(nz)% y al camino cerrado (es
z

un cuadrado)

1 ) 1 . 1 . 1 . 1 .
I'y=[n+ 5)(—1 —i),(n+ 5)(1 —i),(n+ E)(l +1i),(n+ E)(_l +1i),(n+ 5)(—1 -1l
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(n+3)(—1+1i) (n+ 51 +4)

(n+3)(-1—1) (n+3)(1—1)

Figura 9.5: Camino I';,

y obtenemos para n suficientemente grande que

J f(z)dzzzni( >, Res(f(2) k)+ZRes<f<Z) 2j) 619
T, k=-n j=
Como para keZ es
P(z) Pk cos(mz)
Res(f(2), k)_hm(z k)mcotg(nz )m Q(k) i_,k( ~ ko sen(mz)
P(k) z—k P(k) 1 P(k)
= — 1 N PN =
Q™ M entma ~ o™ eostem T Q)

y, en las hip6tesis hechas, se comprueba que %im f f(z)dz =0, deducimos de la igualdad 9.18 que
—00 rn

L Pk =P q P(2)
hm k;nRes(f(z) k) = hm :_nQ(k) = =2 am = —jZ:lRes (ncotg(nz)@,zj)

9.44 Ejemplo. Sea a > 0.

. e = Res[otana i e rootgns o o7 -1
—— es|mcotgnmz———,ia|—Res|mcotgnz———,—ia|=
oon2+0(2 SRR I SRR I

T e +e o

- & QT _ g—am

De donde
i 1 l(ﬂ ey am 1)
“n2yoa? 2\ edm—eam o2
Ahora deducimos que
°Z°: 1 g i 1(m e¥T+e @™ 1] G
— =1lim |- ——- =—
—n? a=0 2 n?+ o +0(2 a—»O 2\la edM—e @™ 2] 6
donde el dltimo limite puede calcularse por la regla de LHoépital. ¢
p p g p
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Q(n)
9.6.2. Seriesdel tipo +io(—l)”m
.6.2. 2 am

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) = grado(P) + 1.

3. Q(k) #0paratodo keZ.

En estas condiciones si {z1, 2y, ..., z4} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que

+00 q
;O(_ )ng((n)) _]ZIRes ncosec(nz)g((z)) zZj

9.6.3. Ejercicios

1. Calcula la integral fﬁ paray=C(1/4,1/2), y=C(1,1/2), y=C(2,3).

2. Calcula la integral f paray=C(0,1/3), y=C(1,1/3), y=C(0,2).

z%(z— 1)
sen(2z)
01 (z—1/4)2(z2+9)

dw
on(w—-a)(w-bm

3. Calcula f
C

4, Calcula[ donde meNy |b| <1 <|al.
C

5. Dado n €N, calcula las siguientes integrales:

senz e?—e % log z
f dZ; [ - dz; [ iﬂ dz
con 2" con 2 cal) z

6. Sean a, beC tales que |a| < |b|. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
= C\{a,b
f(@ —ae-n € {a, b}
en cada uno de los anillos : A(0; |al, |bl), A(0;|bl], +00), A(a;0,|b—al) y A(a;|b — al, +o0).
7. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1
fl2)= m (zeC\{-1,1})

en cada uno de los anillos siguientes: A(1;0,2) y A(1;2, +00).
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Clasificar las singularidades de las funciones f:Q — R siguientes:

a) f(2) = 1_(;—?13(2) Q=C" (neN),

b) f(z):z”sen% Q=C* (neN),

c) f(z)= log(zl—2+z) Q=C\{xeR:x<-1},

d) f(z) = Q=C\z,
V4

(1- eZT[iZ)

e fla)=—— Q=C\Z
“ tgmz B '

. Prueba, usando el teorema de los residuos, que para 0 < b < a se tiene:

fﬂﬂdtzl(a—w/az—bz),
0

a+bcost b?

Prueba que, para0 < a < 1, se tiene:

fzn cos?3t a¢—a+1
T
o l+a?-2acos2t l-a

Prueba que, para neN, se tiene:

f2“(1+2003t)”cosntdt_ 271(3 VB
X )

3+2cost NG

Prueba que, para neN, se tiene:

2m 27
f cos(nt—sent)exp(cost)dt = —-
0 n!

Prueba que, para cualesquiera a, b > 0, se tiene:

f*"o dx 3 n(a+2b)
oo (X2+a)(x2+ D22 2ab3(a+b)?’

Prueba que, para a > 0, se tiene:

f+oo xG _ 37.[\/5

—_— x —_
o (x*+a%)? 8a

Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera del sector circular

% 27
{zEC 1|z|<R, 0< arg(z)<—}
n

con R>0 suficientemente grande, calcular la integral

+00 xq
dx ,neN,n—qg=2).
fo 1+ x" (a q>2)
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e3iz_3el% 42

16. Integrando la funcién f(z) = 3 a lo largo de la mitad superior del anillo A(0;€,R) de-
z
ducir que
f+°° sen x\3 3n
(0 - 20
0 X 8
T sen(Ax
17. Calcula la integral f _sen@Ax)_ dx dondeA>0ya=>0.
o x(x?2+a?
18. Prueba que, para a, t > 0, se tiene:
+oo costx bl
————dx=—=1+at)e .
f_oo (x? + a?)? 2a3 ( )
19. Prueba que:
[ oo xsenmx
—————dx=-5m.
—o0 X2—5Xx+6
20. Sea a > 1. Integrando a lo largo de la poligonal [-n,,t+ in,—n+in,—n] (neN) la funcién z —
z
— , Prueba que:
a-e'?
T xsenx 27 1+a
——————dx=—log|—|.
-nl+a=—-2acosx a a
1 _ 2iz
21. Integrando la funcién z — >— alolargo de la frontera de la mitad superior del anillo A(0, ¢, R),
z
Prueba que:
+o0gen®x I
f S—dx=—.
0 X 2
22. Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera de la mitad superior del
anillo A(0,¢,R), Prueba que, para —1 <a < 3, a # 1, se verifica:
too x* b T
———dx=—(1-a)sec—.
0o (1+x2)?2 4 2
23. Pruébese, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal cerradaI'(a, b) =
[-a, b, b+2ni,—a+2ni, —al (a>0,b>0), que
+00 eax o1e
f dx=
—o0 1+e* sen (o)
donde a es un pardmetroreal y0 <a < 1.
24. Pruebaque, para0 < a <2, a # 1, se verifica:
+oo g1 +00 o0x 2 sen 3 (1-a)
f L dt:f —  _dx==
o l1+t+t¢t —oo l+eX+e’* V3  senna
25. Pruébese, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera de la mitad su-
perior del anillo A(0;€,R) (0 <€ <R), que
+00 xO( T
[
0o 1+x? 2cos(%)
donde a es un pardmetrorealy -1 <a < 1.
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1 +2z
26. Integrando la funcién f(z) = %) a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo
z?
A(0;¢,R),0<e<1<R,Prueba que
*Jog (1 + x?
f log(l + 1) dx=mlog2.
0 1+x2

27. Integrando una conveniente funcién alo largo de la poligonal [a, b, b+ni, a+7i, a],donde a<0< b,

00 X _ p=X 1 en/Z _ e—n/Z
—co € +e72X V2 et+e T

prueba que

28. Integrando la funcién

alo largo de la frontera de la mitad superior del anillo A(0; €, R), Prueba que
+00 4 _
f X—senx dx ¢
0

x3 4

29. Pruébese, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal cerradaI'(a, b) =
la, b, b+7i, a+mni, al (a<0<Db), que

+0o0 ecxx b1
f dx=
oo €5+ e7X 2cos(5a)
donde a es un pardmetrorealy -1 <a < 1.
bl
30. Definamos, para cada zeC*, h(z) =log(—iz) + iE' Dado a€] -1, 1], intégrese la funcién

exp(ah(z)) h(z)
1+ 22

fla)=

a lo largo de la frontera de la mitad del anillo A(0;¢,R), 0 < € <1 <R, que estd contenida en el
semiplano superior para obtener el valor de las integrales

+00 xcx lOg(.X') f+00 xO(
——d da
j(; 1+x2 vy o 1+x2 .

31. Justifiquese que, excepto para ciertos valores de a (que se precisaran en cada caso), se verifican las

siguientes igualdades:

1(m 1
a —cothnma- —|;
) Zn2+a2 Z(a az)

1 T
b) Z n4—a4 = 5 ~ 7.3 Cotgma+cothna);
2
T
),,Z’oo(n a)? ~ sen?na’
(-n" 1 U
d —t—
) Z 112+a2 2a? 2asenhma
(=D" 1 T 1 1

)Z

—_ + .
n4—a4 2a* 4a3 \senma senhmna
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