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INTRODUCCION

En este trabajo introducimos el andlisis de
dos mitodos de resolucidén de problemas provenientes de
la FTsica (Métodos de Elementos), y de la Mecédnica de
Fluidos (Métodos de Vortex con Elementos). En Fisica el
concepto de elemento estd Tntimamente relacionado con la
ecuacidén que se considera; por ejemplo en el caso de la
Mecinica de Fluidos un elemento es una seccién de un tu-
bo que es tangente en cada uno de sus puntos al vector -

vorticidad, es decir,al rotacional de la velocidad.

E1 fundamento de ambos métodos es comin y con-
siste en aproximar la condicién inicial del problema me-
diante una combinacidn lineal de medidas localizadas so-
bre elementos. Esta aproximacidn permite sustituir el es
tudio del sistema de Ecuaciones en Derivadas Parciales -
(E.D.P.) por el de un sistema de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (E.D.0.), cuya resolucidén proporciona la trayec
toria aproximada de los elementos considerados, pudiendo
con ellas construir, en cada tiempo t, la solucidén de las

E.D.P,

Los Métodos de Vortex con Elementos estdn conte
nidos dentro del esquema general de los Métodos de Vortex,
y pueden ser considerados como un caso particular del es-
quema general de los Métodos de Elementos cuando nos res

tringimos a probiemas que surgen en Mecdnica de Fluidos.

En numerosos problemas de interés en Mecdnica de
Fluidos la parte del fluido en la que el vector vorticidad
es no nulo ocupa solamente una pequefa fraccidon del volu-
men tota! del fluido y, para fluidos incompresibles, es su
ficiente seqguir s6lo la evolucidn de la verticidad en es-
tas regiones. El vector velocidad es calculado entonces -

mediante la aplicacidén de la ley de Biot-Savart a partir




de la vorticidad. De esta forma, fluidos complejos no =
lineales pueden ser representados por un nimero relati-
vamente pequeio de elementos de vortex. La configuracion
de estos elementos, en un tiempo dado, determina, por -
tanto, la velocidad del fluido en dicho tiempo. Este es

el modelo de aplicacién de los Métodos de Vortex.

En e] caso bidimensional la aplicacidén de un

Método de Vortex Puntual se presenta de forma natural, ya
que un andlisis de las ecuaciones de Euler en 2-D mues--
tra que la vorticidad es transportada mediante la veloci
dad a través de las caracteristicas que tienen por base
vortices infinitesimales, es decir, puntos o particulas.
El movimiento de estas partfculas es regido POr un sis
tema Hamiltoniano de E.D.0. Utilizando la solucidén en -
cada tiempo de este sistema Hamiltoniano construiremos
la solucién de las ecuaciones de Euler. El andlisis ma-
temidtico de los M&todos de Vortex Puntuales ha sido de-
sarrollado de forma considerable en los Gltimos afios. -
Cabe destacar las aportaciones de Hald, Beale, Majda,

Raviart, Cottet,...

En el caso tridimensional la aplicacidn de
los Métodos de Vortex Puntuales presenta una serie de
dificultades con respecto al caso bidimensional. Esto
es debido a la inclusidn en las ecuaciones de Euler en
3-D del llamado término de deformacidn que hace que 1z
vorticidad no sea conservada a lo largo de las trayecto
rias de las partfculas, De esta forma,la aplicacién de
los Métodos de Vortex Puntuales en tres dimensiones con

lleva la resolucidn de un segundo sistema diferencial -

que nos determina el peso de cada partfcula en un momen

to concreto.




En dimensidn 3 la vorticidad es transportada
a lo largo de filamentos. Esta propiedad hace introducir
de forma natural un método que tiene por base el estudio
de la evolucién de un nimero finito de filamentos en lu
gar de seguir la trayectoria de partfculas., Este tipo -
de ideas es el furdamento del Método de Vortex con Ei=

lamentos.

En este trabajo se presenta un primer andlisis
matemidtico sobre la convergencia del Método de Vortex -
con Filamentos mediante un estudio intrfnseco de ios fi
lamentos y no una discretizacién a priori de estos. Es-
te anilisis intrfnseco no tiene sélo un interés tedrico.
En las aplicaciones se necesita una discretizacion de -
los filamentcs. Al plantear esta discretizacidn a poste
riori en el esquema, el término de deformacién queda im
plicitamente evaluado, lo cual no ocurre si partimos en

nuestro analisis de una discretizacidn a priori.

Los Métodos de Particulas pueden ser vistos -
como una extensién de los Métodos de Vortex Puntuales -
al estudio de un gran nimero de fendmenos fisicos (re--
cientemente en la interaccién plasma fisico-!aserL y a
la construcciédn numérica de la solucidn de ecuaciones -
tales como Boltzman , Vlasov, Folker- Planck,.. Aquf =
planteamos un nuevo método para el estudio de estos pro
blemas: el Método de Elementos. Este método puede ser -
considerado como una generalizacidn del Método de Partl
culas, y, en ciertos problemas, puede presentar ventajas

con respecto a este Gltimo, en el mismo sentido que las

que e]l Método de Vortex con Filamentos presenta con res

pecto a los Métodos de Vortex Puntuales.

Analizamos matem3ticamente la convergencia y
estimacién del error del Método de Elementos para el ca

so de ecuaciones y sistemas hiperbdlicos de primer orden,
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planteado, al igual que en el Método de Vortex con Fila-
mentos, un estudio intrinseco de los elementos en lugar

de una discretizacidn a priori.

Un instrumento fundamental que nos permite ana
Vizar estos Métodos es la férmula de cubatura sobre varie
dades contenidas en la regidn de integracidn, cuyo estu-
dio introducimos aqui y que se presenta como una alterna
tiva y/o un complemento a las férmulas de cuadratura con

nodos en varias variables.

El plan de este trabajo es el siguiente:
En el Capftulo | se introduce el estudio de las férmulas
de cubatura sobre variedades, definiéndose el concepto -
de férmulas Gaussianas para esta clase de aproximacién.
Finalmente damos un teorema de representacidn sobre la =
existencia de este tipo de formulas de cubatura. Por sim
plicidad en la exposicién nos restringimos al caso bidi-
mensional y consideramos como variedades en nuestra for-
mula de cubatura unicamente las rectas.

En el Capftulo Il se presenta el Método de Ele
mentos mediante el estudio de ecuaciones y sistemas ==

perbdlicos de primer orden, Se estudia la aproximacién -

de funciones mediante combinaciones de medidas localiza-

das sobre elementos. Esta aproximacién aparece relaciona
da de forma natural con las férmulas de cubatura median-
te variedades cuyo estudio retomamos en el caso general.
Las propiedades de este tipo de aproximacidn permite un

anilisis de la convergencia (concistencia vy estabilidad)
del Método de Elementos. Los resultados generales obteni
dos sobre la aproximacién de funciones por combinaciones
de medidas sobre elementos y sobre la convergencia del -
Método de Elementos pueden ser aplicados a otro tipo de

problemas como se muestra en los Capitulos Il y IV,




En el Capltulo |11 se extienden los resulta-

dos del Capftulo Il a sistems de Conveccidon=-Difu--

siéon, obteniéndose estimaciones de error y conver--
gencia del mismo orden que para los sistemas hiper-

bélicos estudiados en el Capitulo II.

Finalmente, en el Capftulo IV se analiza el =
Método de Vortex con Filamentos. En primer lugar se
plantea el esquema que define el método, discutien-
do algunos aspectos de la eleccién de filamentos. =
Las propiedades de consistencia se basan en l&s oro
piedades de las formulas de cubatura con filamentos
y en la definicién de ciertas medidas vectoriales -
que hacen conservar la estructura en filamentos de

la solucién del problema.

Las técnicas expuestas en este trabajo han -
sido aplicadas recientemente al estudio de las ecua
ciones de Navier-Stokes tridimensionales vy al de los
Métodos de Contornos Dindmicos. Podria ser planteado,
mediante las ideas aquf desarrolladas, el tratamien-
to de otros problemas; por ejemplo, en Mecanica de -
Fluidos, la simulacidn de turbulencia, la descomposi
cién o ruptura de un elemento de Vortex, los llama--

dos métodos de 'Vortex in cell', ...
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CUBATURA CON LINEAS

En este capitulo introducimos el estudio de -
1a aproximacidn de integrales sobre regiones contenidas
en espacios de dlmen51on superior a uno mediante combi
naciones lineales de integrales definidas sebre varie
dades de dimensidn inferior e incluidas en la regidn -
de integracidn. Esta aproximacidn se presenta como una
alternativa y/o complemento a las formulas, desarrolla
das a partir de las ideas de Misovskikh, que tienen no
dos ecomo datos. Definimos la nocidn de fdrmulas Gau551a
nas y caracterizamos la minima representacidn de esta
aproximacidn.

|.1. introduccién

La teorfa de aproximacién de integrales en lo
que se refiere a funciones de una variable, que puede -
encontrarse, por ejemployen los libres de Krylov [29],..
est3 en su fundamento bastante desarrollada, aunque en -
algunos aspectos ailin sigue siendo objeto de analisis y
aportaciones. El correspondiente estudio para funciones

de varias variables estd lejos de estar completo, esto

es debido, principalmente,a la complejidad de R" compa

rado con R ., En primer lugar, existen un nimero inde--
; : n
terminado de regiones acotadas y conexas en R que no
sor equivalentes =-via una transformacién affn- y, por tan
to. la integracidn sobre cada regidn plantea diferentes
problemas. En segundo lugar, la teorfa de polinomios or
togonales es mucho mds complicada que en el caso de una

variable y es actualmente motivo de estudio.

La generalizacién de los resultados conucidos -
en una variable o son triviales o muy complicados. En -
una variable las fdrmulas Gaussianas tienen la importan
te propiedad de minimizar el nimero de nodos enrtre las

f5rmulas de cuadratura de un grado fijo de exactitud.




En orden a construir férmulas de cubatura es
interesante encontrar la caracterizacidn de las férmulas
para las que con un ndmero minimo de nodos se alcance -
un grado de exactitud fijado: las fdérmulas Gaussianas,
Resultados en este sentido fueron obtenidos por Misovs-
kikh [ 49] y posteriormente extendidos por Schmid[ 49]. -
Sin embargo, la caracterizacidén dada por Misovskikh es
aplicable a algunos funcionales particulares, Caracteri
zaciones de férmulas de cubatura Gaussianas a una clase
maés amplia de funcionales pueden encontrarse en los tra
bajos de Moller [43][44] y Schmid [50) , donde el gra-
do de exactitud debe ser disminuido o el nimero de nodos

aumentado,

Para construir férmulas de cubatura parece ra
zonable hacer el salto de una a varias variables tan sua
ve como sea posible, En este sentido, la aproximacidn de
una integral mediante combinaciones lineales de integra-
les de la funcién definidas a lo largo de variedades con
tenidas en la regidn de integracidn se ajusta a este or-

den de ideas.

Esta clase de férmulas, ademds del interés de -
reducir el dominio de integracidn en un nimero finito de
subdominios, pueden ser consideradas como un caso interme

dio hacia la blsqueda de férmulas con nodos como datos,

El propdsito de este capitulo es dar una intro-
duccidén a este tipo de anadlisis para formulas de cubatu
ra. Mediante este anadlisis formulas de cuadratura y cu-
batura quedan conectadas, asi como los polinomios ortogo

nales en una y varias variables.

Los resultados de este capitulo pueden ser ex-
tendidos al caso mds general de dimensiones arbitrarias.

En la Seccién 3 del Capitulo Il enunciaremos un resul-

n ; s -
tado general en R . Por simplicidad en este capitulo con

_]5_




cideraremos el caso dos dimensional y tomaremos cOmo sub
regiones rectase.

Sea (! una regidon de RZ i (x,y) un punto de & v
sea E( n) &) espacio de las funcjones continuas defini=
das sobre Q y con valores reales, Definimos el funcio--

nal lineal

G 12 B0 Rl ¢ f___.?(f)

Nuestro objetivo es aproximar 1(f) por sumas del tipo

4 U
1{f) =5 &, J f(x,y) dx dy, a. >0,
i=0 ‘
(.12 Ti

N: = H gim 1. -y cos Wy ® #ge 0, aie R, %€ [0,7],

de forma que la aproximacién sea exacta para todo polino

mio del espacio Pm(n ) , donde P_(R) es el espacio de -

todos los polinomios de grado inferior o igual a m res-

: ; 2
tringidos a QC R . Denotaremos YizY(wi‘ai)'

De ahora en adelante, supondremos que todos los
polinomios y las lineas que estudiaremos estdn considera-

dog solamente en su restriccion a .
Por tanto, podemos plantear el problema en el -
siguiente camino: ;
Sea
T 2 Pm( Q)-——vR ;p-—»l (p)r

un funcional no trivial y estrictamente positivo. Busca-

mos una representacion de 1 de la forma

(1ate3) Hip)® $ uij pl» ,y)dx dy= > GEJ p Yi)dU ('Yi)'
i=0 i=0

Yi T

donde

@ > € Qi
i Oi p Pm( )!

c(yi) es la medida de arco de Y., linea definida por
Y, Eox Blim ¥, » ¥ co8 ¥, & &; = 0, aie R, WIE[O,E],
Vamos a estudiar en la seccién 2 este problema

de aproximacion desde un punto de vista algebrdico exclu

-16-




sivamente. En la seccidn 3 lo caracterizaremos desde un

punto de vista analitico.

.2, Férmulas Gaussianas con un nimero minimo de lineas

Estamos interesados en obtener férmulas de cu~

batura de! tipo (1.1.3) que requieran una mfnima repre-
sentacidn.

Teorema 1.2.1, Sea g el minimo nimero de lineas ¥i

requeridas para hacer la férmula de cubatura exacta

en Pm' Entonces se verifica que

f1.2.4) % ;{ "
L 2]

Dem, Es siempre posible construir un polinomio p de gra

=

+ 1

do K que se anule sobre K lineas.

- . . ] E
Adem3s, no existe un polinomio p&E P m/ﬂ que

se anule sobre todas las lineas de (1.,1,3). Si existiera

2.
‘(P') =0,
lo que supone una contradiccidn con la estricta positi-

vidad del funcional 1. Por tanto,

[m
8 Zp=—|+ 1 &
2]
Asf, dadas n+1 lineas, 2n+1 es el grado maximo
de exactitud que es posible alcanzar con una férmula del

tipe f1.1.3).

Caracterizaremos esta minima representacién, -

es decir, las férmulas Gaussianas,en el teorema 1.2.4,

Denotamos por li(x,y) los polinomios de grado

uno de 1a forma

li(x,y) = x sin v, = vy cos Vo o+ oag, wie [@,%] aie R.

Definimos el polinomio w por

(1:5:,80 w= g T byl

i=0

De ahora en adelante notaremos

_u=n'.m=2n+1,

y consideraremos las relaciones de ortogonalidad con
respecto al producto escalar asociado a |1,

=13=

Teorema 1.2.2. Si la formula de cubatura con lineas

(1.1.3) es exacta en P2n+1( Q), entonces w es -

ortogonal al espacio Pn(Q =

Dem. w es un polinomio de grado n+1. Para todo polino-
mio p€p_(2), w.p€5P2n+1(Q }. Par tante, (1.)1.3} o8 -

exacta para w.p, es decir

r
n
J W.p » z q‘iJ (W-p)(Yi) d U(Yi) °
Q i=0 Yi
Pero el segundo término de esta igualda es cero y, por

tanto, obtenemos el deseado resultado. O

Teorema 1.2.3.[31]. Sea 22una regidén dada conteni-
(N+n
n+l
(2 ) que son or-

N ; . : .
da en R . Existe un sistema de ) polinomios -

linealmente independientes en Pn+1

togonales a P (9 ).

n O

En nuestro caso particular, QC Rz, existe un sistema
de n+2 polinomios de Pn
P (2).

+1(Q ) que son ortogonales a -

Estos pclinomios son de! tipo (para 0<h< n+i)
_ g R e b
(1 B30 P, (ay) = 'y # p Un,p), Ptj=as1, plE P (B ]},
Si w es ortogonal a Pn(ﬂ } ¥ weEPn+1(ﬂ ), entonces
w pertenece a la variedad engendrada por los anteriores

polinomios p Por tanto, w debe ser de la forma

h L]
n+1
(.2, b4}

Ademds, w es exactamente de grado n+l, Como
consecuencia al menos uno de los a, de los de la expre
sidn (1.2.4) de w es no nulo. Supongamos que para h=t,

t
posibilidades del polinomio w y, por tanto, uno entre =

a,=1, Fijar a priori a,= 1 es elegir una de las n+2




los posibles diferentes sistemas de n+l lineas Y; que in-

tersectan a @& y verifican las condiciones requeridas.

Sea M la variedad engendrada por los polinomios

" xcydw . con e*@®=0,, .40, k= 1,...,dim P

c d
T TR R Beb, .. ,n%l, hét,

T
d
T e

Tk dlmPn.

Teorema 1.2.4. La fdrmula de cubatura (I.1.3) es exac-

ta para todo polinomio de grado inferior o igual a -

2n+1 si y solo si las dos siguientes condiciones son

satisfechas:

(i) La férmula es exacta en P“(Q);
(ii) 1(T)=0, YTEM.

Ademas, si la fdrmula de cubatura (I.1.3) es exacta em

P2n+l o si se verifica (i) y (ii), los coeficientes

a, son todos positivos.

Dem.- La condicidn suficiente se sigue del hecho que, apli-
cando (i), n es una cota inferior de exactitud; y gracias

al Teorema I.2.1, 2n+l es una cota superior.
Si p€P2n+], lo podemos escribir en la forma
= &
p= T + P+ €O% TEM ¥y P, Pn.

Integrando estos polinomios y aplicando las condiciones -

(i) y (ii), deducimos facilmente la exactitud en P2n+l'

En cuanto a la condicidn necesaria, (i) se deduce -
trivialmente y (ii) es una consecuencia de las propiedades

de los polinomios P ¥ W h=0, ... 8%,

La positividad de los coeficientes a, se sigue inte-

grando los polinomios

2
1.(xEP, ().
§=0 ] = 2n )
j#i




1.3, Teorema General de Representacion.

Pretendemos encontrar un polinomio que perte<

nezca al espacio P (p ), sea or:ogonal a Pn( Q) y pue-

n+1
da ser descompuesto como productc de lineas polinomicas

cuyos polinomios asociados sean de grado 1. Esto es, bus
camos un polinomio que pertenezca a la interseccidgn de =

los conjuntos

fi.3.3) G o (WE P {n |

n+1

(13,4 ¢, = twel__ (a]

Dependiendo de la geometrfa de la regién Q, estos dos -

conjuntos pueden ser disjuntos.

.a 2
Sea Q una reqgidn cerrada y acotada de R con -

interior conexo. Supongamos que la interseccion de C!t

y €, =5 no vacifa y denotemos nor | dicha interseccion.

C2 es compacto, Para ¥ € [0,7] fijado, el -
conjunto de los a talesaue y(y,a)ne# @ (debido a la -
propiedad de conexiéndef®)es un intervalo real que deno
taremos por R(Y¥ ). Gracias a la compacidad de Q R(¥ )

es cerrado.

Sea H el conjunto definido por

il . s JER s ¥elunl , 2 €Rix T,
Consideramos la sucesion {(?k,ak) }kEIN de
.« * n
elementos de H y la sucesion {(xk’yk)}kEIN € Y(Wk,ak) Q,

tales que

& Y a (xk,yk) + (x,y) cuando k-»=,

k y
Gracias a la acotacion de los Wk deducimos que YE[ 0,7] .
Ademds, es clarc que (x,y)Ey(¥,a) N Q. De esta forma a€R(VY).

Por tanto, (Y,a) Hy en consecuencia H es cerrado.

Como Q@ es compacto los intervalos R(Wk)es-

tan acotados y las lineas Yy que generan los pares de
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4 estan uniformemente acotadas.
: ; n+l
Por tanto H es compacto. Esto implica que H
n+1 s s
& H e s %R ¥ C2 son también compactos.
C1t es una variedad lineal.

De esta forma deducimos que

pefinims sobre | el funcional

n
: 2
P2, 3] F(ao,...,an, LPLRRER wn) = ingo li(x,y)dx dy.

El funcional F es ccntinuo vy esta definido sobre | que

es compacto, por tanto, alcanza su minimo.

Lo deducido hasta ahora, junto con el siguiente

teorema, nos permite establecer el Teorema General de -

kepresentacion, (teorema 1.3.2}).

Teorema 1.3.1. [3ﬂ Supongamos que tenemos dada

la factorizacion de pn+1(z)CPn+1(Q)

o t8) = oy (lehebay 18- ipagy R

n+1 n+1,

siendo ademas pn+1(z) ortogonal a Pn(Q). Supon gamos

que todos los factores son reales e irreducibles en

el campo real. Entonces todos los P+l I.(z) son dis

tintos y las lineas asociadas a p ., i(z) no estéan
I o e

completamente fuera de , para i=1,...,k. o

Ademas, las lineas y, que minimizan el funcional (1.3.3)
intersecan e! interior de Q2. En efecto, si yiﬂ QO£ 08 v
YN interior (R) = @, definimos ;i = e R de forma -
que la interseccidn de ?i y el interior de Q sea no -

nulo. Entonces para |e| suficientemente pequedo

Fi. -
Woag ,an)> FNOF%? ,a '1ai-1'ai5'ain"“=a)

’

o] n' o™ n

lo que prueba por contradiccidén que las lineas vy, inter
' —

secan el inteior de Q.

Teorenma |.3.2. Sea Q una reqgion de Rz cerrada y -

acotada con interior conexo. Sean C1t y C2 dos con

juntos definidos como en (1.3.1) y (1.3.2) respee-




tivamente. Si | = es no vacio, entonces =

existen pares | V., a,

funcional (1.3.3) enm wa .1

...,n que minimizan el

Ademds, estos pares y sus correspondientes i

neas X sen Wi -y cos ?i + a, = 0 son todos dife

rentes e intersectan al interior de Q . O

La evaluacién del minimo tiene un adicional -
interés cuando nos interesa obtener una estimacién del

error para férmulas del tipo (1.1.2).

Una vez conocida la existencia del minimo -
(cuando la interseccién de C1t y Cz es ro vacia), vamos
a intentar encontrar condiciones necesarias para que -

| # #, asT como un método para obtener las rectas Y.

Buscamos los valores extremos del funcional

n
3 2

Fla.,.i.,2 , Viio-2, 0 § = J I . dx dy
0 n 0 n Qi=0 i

cuando las variables estdn relacionadas mediante las =

condiciones

J w.p dx dy = 0, pE P
Q

n

Consideramos las funciones 9; definidas

j WeP; dx dy ,
Q

+
el = 0""! n, iaogl.O, (,n+1)(_n 2)

2
es decir, p, forman una base de P .

El método de Lagrange nos proporciona el si--
guiente sistema cuya resolucién conlleva la obtencidn -

del mfnimo deseado del funcional F
(
20

aa (ao l.-,an."yo,ooo. - i=0"oc'n'
’

28 \
—5-\ﬁ (agreeera s ¥oreons =0, 000y,

g.

\




donde @ estd definido como sigue
(n+1) (n+2)

n

2
ﬂ(ao,...,an.wo,...,wn)= Jﬂizo li dxdy +

1.4 Apéndice

En este capftulo hemos estudiado la aproximacidn
de integrales de funciones de varias variabhles mediante -

combinaciones lineales de integrales de linea (rectas).

En una forma muy similar podemos plantearnos el
estudio de la aproximacién de | usando expresiones de la
forma

1
it yl= B @, T T
(=t il il il

]
i

air{ f(cir) do (Cir) )

C.
ir

donde Cij son curvas (superficies o voldmenes en varias

variables) del tipo pj(x,y) = 0 con pje PJ(QJ), ng o .
Fijadas el ndmero de curvas Cij podemos dar un

método simfilar para determinar un sistema de Cij que ha-

gan (1.4.1) de méxima exactitud.,

Puede enunciarse en este Caso Uun similar Teore
ma de Representacién (ver sacetdn 3, CapTeule 1L} cem =
una demstracion semejante.

En la expresion (1.,4,1) es interesante escoger
las curvas de forma que se adapten a los atributos de la

regidén, en caso contrario el funcional(!.4,1) podrfa com

plicarse.
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I.5. Aplicaciones

. d
Veamos algunos ejemplos concretos de formulas de cubatura
con lineas, no todas rectas. En el capitulo siguiente estudia-

remos estimaciones de error para este tipo de aproximacidn.

1.5.1 Veamos que verdaderamente existen regiones pa
ra las que | # @ y calculemos un sistema de rectas que
nos permitan construir férmulas de cubatura en estas rg

giones con las propiedades descritas.

Sea % una regidn de R> que viene definida por

(1.5.1] g = {(x,y)€ R? : x,y€[-1,1])

Nuestro objetivo es calcular una minima repre
sentacidén del tipo (1.1.3) que sea exacta para cada fun

cién del espacio de polinomios P2n+](ﬂ 1.

Si suponemos que las rectas toman la forma
=0!'-'| n,
el funcional definido por (1.3.3) puede escribirse como

n 7 1 n 2
n (x+ai) dxdy= zj n (x+ai) dx.

™
F(a | ,.Er- o-a,—zj
0’ ng’ 2" Jai=0 i =0

-1

Teorema !.5.1. [32] Consideramos el sistema de poli

nomios n
wo.q(x)E Pn+1(x), wn+](x) = iEO(x+ai)-
Entonces la condicidén necesaria vy suficiente para -

que wn+](x) minimice [_] 2

wn+](x)dx es que

wn+l(x) sea ortogonal a Pn(x).

m]

n
Si wn+](x)?{0(x+ai) es ortogonal a Pn(x) con respecto al

producto escalar J ]

- W4y o P dx , pE€ Pn(x)

entonces wn+1(x) es ortogonal a Pn(x,y) para el producto
escalar

Iﬂwn+1 . p dxdy , pE Pn(x,y).

De esta forma las condiciones (!.3.4) se reducen a las
equivalentes para la evaluacidon de los nodos de Gauss en

dimensidén uno.




Asi, las lineas x = a, {con a. los nodos de -
Gauss en el intervalo (-1,1)) forman un sistema de 11
neas que proporcionan una Edrmala del tige 11.1.3) =

exacta en P para ® dado por (1.5.1).

2n+1

1.5.2.- 0tras ap1icaciohes al cuadrado usando for-

mulas de cubatura con lineas no todas paralelas son -

posibles.

Para n = 2 las lineas x+y = 0, x-y = 0 hacen =

la formula de cubatura asociada exacta en P3(Q).

Para n = 3 es facil probar que existen tres =
rectas que interseccionan en cero, tales que la formu
la de cubatura asociada es exacta en PS(Q).

Para r = 4 las lineas 715 x2+y2--é =0, Y2§ x-y=0,

5

Y3=x+y=0 , hacen la fdérmula de cubatura

1 1
fx,y)dx dyz% (J fx,x)dx + I flx -xdx) +
-1

(1.5.2)
) -1

f

2

_ f(y,)daly,)
+1rr(3r2-]) [Y] Y1 a Yl

donde . =% - exacta en P7(n).

Similarmente, otros ejemplos son posibles. S
embargo, cuando n es grande los cdlculos al gbraicos se

complican.

Cubatura con n lineas de grado 2n-2 pueden -

obtenerse de forma similar.

Las znteriores férmulas de cubatura, usadas como
paso intermedio en 1la bGsqueda de férmulas con nodos, -
nos conducen a nuevasya conocidas formulas de cubatura.
En particular, la mencionada férmula para n = 3 nos -
permite deducir la férmula de Radon de grado 5 con 7
nodos. Otras férmulas bien conocidas pueden también -

ser obtenidas de forma simple.




1.5.3. Aplicacliéan al disco gnltaris. %ea @ &1 =

disco cerrado unitario. Anadlogamente a la aplicacidn
|.5.1 puede ser probado que si ci(x,y) estan definidos
PR s P 0 3

ci(x,y) mok Ry SR g &, a0,

la férmula de cubatura asociada a las lineas ci(x,y) =

es exacta en P,+ (), siendo r. los valores que mini-

n+3

1 n
J .H(sz- r%)2 d5

i
0 i=0 1

mizan

Consideramos una Gnica circunferencia (ro= —

que hace la fé6rmula cubatura asociada exacta en Pz(nl.
Discretizamos la circunsferencia € ¥ obtenemos la si-

guiente férmula minimal para el disco

m™
(6.5,3) j f(x,y)dx dy= E{f(1/2,t/2+F(1/2,-1/2) + f{-1/2, 1/2) +
Q

+ f(-1/2, -1/2)y,

la cual es exacta para polinomios de grado menor o igual
a tres.

Usando como datos las rectas asociadas con los
pares (n/4,0) y (3n /4, 0), obtenemos una fdérmula exac-
ta en PB(R). Discretizando estas nuevas integrales ha--

11amos (1.5.3) de nuevo.

La férmula (1.5.3) es obtenida en [35] de una -

forma diferente.




CAPITULO IL:

UN ANALISIS DE LOS METODOS DE ELEMENTOS PARA
ECUACIONES LINEALES HIPERBOLICAS Y

SISTEMAS HIPERBOLICOS DE PRIMER ORDEN




UN ANALISIS DE LOS METODOS DE ELEMENTOS PARA
FCUACIONES LINEALES HIPERBOLICAS Y
SISTEMAS HIPERBOLICOS DE PRIMER ORDEN

En este capitulo damos una intrcduccidn mate=
mitica al estudio de los Métodos de Elementos. Este es=
tudio es aplicado a las ecuaciones hiperbdlicas lineales
y a los sistemas hiperbdlicos de primer orden. Se anali
za la aproximacidén de funciones mediante combinaciones
lineales de medidas de Dirac sobre elementos (puntos, =
filamentos, superficies, volfimenes], la cual estd relacio
nada con las f3rmulas de cubatura sobre variedades. Re-
sultados previos concernientes a la convergencia de los
Métodos de Particulas son generalizados y adaptados a =
los Métodos de Elementos, siendo obtenida una misma esti
macidén de error.

l1.1. Introduccidn

Recientemente algunos métrdos numéricos de -
aproximacién de Ecuaciones en Derivadas Parciales (E.D.
P.), especialmente de aquellas que proceden de la Mecdni
ca de Fluidos y de la Ffsica, han sido importantemente
desarrollados: los Métodos de Vortex y los métodos de -

Partfculas.

Los M8todos de Vortex han sido estudiados pa-
ra la simulacién de fluidos en movimiento. En Mecédnica
de Fluidos un elemento (punto, filamento, superficie, -
volumen,...) es una seccién de un tubo de vortex (es de
cir, un tubo tangente en cada uno de sus puntos al vec-

tor vorticidad).

Los M&todos de Vortex con Elementos se basan
en una aproximacién de la solucién de un problema, en
cada tiempo t, mediante una combinacién lineal de medi-
das localizadas sobre elementos. Un estudio de estos Mé
todos, y referencias acerca de su estudio tanto fisico -

como matemitico, serd dado en el Capitulo IV.




Las [deas bdsicas que llevan a los Métodos de
Partfculas son similares a la de los Métodos de Vortex
Puntuales. En Ffsica los Métodos de Partfculas han sido
utilizados para construir la solucidén numérica de ecua-
ciones, como las de Boltzman, Fol ker-Planck, Vlasov-Poisson
(ver [ 25 ], [ 261 ). Una extensién a problemas de Conveccidn

-Difusién puede ser vista en [ 46] .,

El propdsito de este Capftulo es dar una intro
duccidn matemstica al andlisis de los Métodos de Elemen-
tos, los que podrfTamos incluir dentro del mismo orden de
ideas que los Métodos de Vortex con Elementos. El estudio
de los M&8todos de Elementos es aquf aplicado a ecuaciones
lineales hiperbdlicas y sistemas hiperbélicos de primer

orden,

La importancia de los Métodos de Elementos ra-
dica en que para construir la solucidén de un problema en
tiempo t basta con conocer las posiciones de los elemen-

tos iniciales en dicho tiempo t.

Basindose en las propiedades de las férmulas -
de cubatura con elementos vamos a dar un tratamiento in-
trinseco de estos,y no una discretizacién a priori como
ocurre en trabajos precedentes (Ffsica 6 Mecdnica de -

Fluidos) .
La generalidad de los ejemplos empleados en

te Capftulo para introducir este tipo de Métodos hace
que se pierdan en parte sus propiedades. Algunas técni
cas aquf desarrolladas serin empleadas en el Capfitulo

IV, en el andlisis del Método de Vartex con Filamentos; -

y en el Capftulo Ill, en el caso de sistemas parabdlicos

de primer orden.,




l1.2. La caracterfstica de un elemento. Solucidén de me-

dida de una ecuacidn lineal hiperbélica.

Consideramos el problema de Cauchy para una -
ecuacién lineal de primer orden escrita en forma conser

vativa

B 4
at

N N
z a(a]u)+au=f, xERY. > 0,

3%, 0
G 2.1) e !

ul(x,0) = uo(x)

El método de las caracterfisticas nos permite
hallar u en forma implfcita. Supongamos que

(11.2.2) s & Lo, T: w TN, 1S IS K,

1

Entonces podemos definir las caracterfisticas

asociadas al operador diferencial de primer orden
Lit.2.3)

Sea | un dominio abierto de R® con s< Ny -
sea g un pardmetro que varfa en |, Definimos la confi_
guracidn espacial de un elemento (curva o filamento, -
superficie, volimen o hiperplano en general) mediante

la aplicacidn
y 1€l — v(g)e RY.
Entonces el elemento H estd definido por
H=fxeR :Hgel,y (g =x}.

Es claro que la definicion de H es independiente de la

parametrizacién escogida. La nocidn ffsica de los ele--
mentos consiste en considerarlos como secciones {(puntos
lineas, superficies, ...) de un tubo de R" que es tan--

gente en cada tiempo t a uf(.,t).




Denotaremos por y(g) la expresién de un pun
to genérico de H. Supongamos que y if € l—> ylele RN

es suficientemente regular,

Entonces podemos considerar el sistema

Cil 2.0) EHLE—':—L atrlel. el

donde

a = (-a],-o-,aN) Y ko= (-r]l"'!rn)n
Como consecuencia de (I1.2.2), existe una finica solucién
de (11.2.4) que satisface la condicién inicial
(11.2.5) ritgl = ¥ 18],
- . 1 w
y esta solucidn se encuentra en el espacio W '’ (O,T)N.

Escribiremos r(t ;y (%), to) para denotar la
solucién del problema (11,2.4) - (r1.2,5).

Entonces por H(t) denotamos el conjunto defi-
nido por

Hie) = prles wl£), tg) = y(Zle #} .

Si suponemos que
(28] 2,8 L7(0,7; 2 (pNy), 151 N,

% N
para algln entero m >1, entonces, para todo a€ N con

1€|a| < m+1, se cumple
a

t-un—aay r](t:.,.)e c°«o,T);L”(m”x (0,7T))), 1S 1SN |

Denotamos por J(t;y,to) el determinante

or.
= st [ &
(11.2.7)  J(t;y,ty) = det ( ayj(t’ Y, tg)).
Es un resultado cldsico que

(11.2.8) eiy,rg) = 3(e,y,t) (div a) (rlesy,eg) o).
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Ademas como J(to;y,to) = 1, tenemos J(t;y,t
yEH y t € 9,7l

0)> 0

Llema 11.2.1, {h?]. Supongamos que la hipdtesis -

(11.2.2) se verifica. Entonces existe una cons--
tanté C = C(T)> 0 tal que

t11.2.9) exp(-clt-tol) < J(t;y.to)é exp(CIt-tol)
-1 i

(11.2,10) €  |y-7IS| eltiv, tgd-rltsg e )l SC |y-7 |

para todo y,¥E& RN y tedo t& [G,T] o

Si los datos ay, 1< IS N, ug ¥ f son suficien
temente regulares, entonces de (11,2.4), Lkl .2.5) ¥ -

(11.2.8) podemos deducir que la Unica solucidon clasica

del problema (11.2.1) es dada por
t
uly,t)= uo(r(O;y,t))J(O;y,t) exp(-[ ao(r(e;y,t),e)de +
(11.2.11) : 0t
+J f(r(e;y,t),e)J(e;y,t)exp(-J ao(r(c;y,t),c)do)de
1] 0

Resul tados acerca de la existencia y unicidad de
soluciones débiles de! problema (11.2.1) pueden verse en
[47].

De ahora en adelante supondremos que los coeficien
tes a;, 1< <N, y los datos wu, vy f son suficientemente
regulares, de form que 13 solucién u satisfaga las propie

dades de regularidad que le serdn requeridas.

En las secciones 2 y 4 vamos a describir el Méto
do de Elementos cuando (como en el caso del Problema -
11.2.1) la solucién la conocemos en forma explicita. -
Con este propdsito necesitamos considerar soluciones me
dida del problema. En la seccidén 5 estudiaremos una si-

tuacidn mas general.
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Denotamos por ﬂ?(RN) el espacio de medidas defi
nido sobre RN, y por <.,.>la dualidad entrelthN) oo
CO(RN). Buscamos soluciones del problema (11.2.1) en el
espacio n?(RN w6, F1).

Supongamos que
(11.2.12) a,€ 2 m® «lo,T1), 1€ 1SN,

Una medida u€M(RM x [0,T]) es una medida solu

cidon de (11.2.1) si verifica

<y, 0> =< F,8> + <uy,8(.,0>, ey x(0,T0)

0’
donde

3 B

2 dy —=

1=1 1 axl

ugE M@®") y fFeM®RN x (0,T1)

o

+ao

Teorema 11.2.1. [47]. Supongamos que las condiciones

(11.2.2) v (11.2.12) se verifican. Entonces si
u,eM®N) y f€ M) (RNx[ 0,T1), el problema (11.2.1)
tiene una dnica solucién medida uEﬂNRN x [0,T]) da

da por
T t
(u,ﬂ>=<u0.y_.[ ﬁ(r(t;y,O),t)exp(—{ a.(r(g;y,0),0)dg)dt>
Jo Tl
(11:2.13)

T t
+<f.(v.r}->j ﬁ(r(t;y,‘r)exp(-J ag ({o3y,1) ) ddo)dt>
T

= 0 N d
para todo @ LCO(R x[0,T ).

Medida de Dirac localizada sobre un elemento

Sea H un elemento diferenciable a trozos defini
do por : H={ x€ER:Tt €1, vy (g ) = x} ,

donde | es un dominio abierto de RS, sS N, v es la apli

cacion definida por

Y P EE | —y (g )E[RN,




Denotamos por H(t) la variedad definida por

Hie) = CedeswlE ),0) &+ y(E)ER, € 1} .

En el caso general,consideramos una funcion conti-

nua definida sobre H(t),u € C(H(t))L, L= 1
Vamos a introducir la medida uéH(t}definida para

todo BE cg(m”)L, L> 1, por

<y a;(t).ﬁi>=flui(r(t;v(a),o))ﬁi(r(t;y(g),o)) Qﬂ_;gv,(_z)g)_ i

donde Br(t;;é&),O)ldE denota la diferencial de la medi-

da del elemento H(t)y donde r(t;y (£),0) es la solucibn

del siguiente sistema

dr(t)

srm———t

dt
r(0)

s 1€ &, L&,
Cuando L=1 1y GH(t) es la medida de Dirac localiza
da sobre H(t).

La medida udH(t) definida de esta forma es inde-
pendiente de la representacidn paramétrica. Por tanto,

(11.2.14) puede ser escrito en la forma

<us g> = pix) B(x,t) dH(t).

IH(t)

El siguiente corolario nos proporciona el instru-

Hit)®

mento preciso para definir el Método de Elementos. Por -
simplicidad suponemos que la densidad u es constantemen-

te igual a uno.

Corolario 11.2.1.- Ej Uug = GH gy F & 0, la medida

solucién del problema (11.2.1) viene dada por

U(X,t) = t)‘.(H,t) GH(t)
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donde la funcién olH,t) es definida por

t
ay(r(sx(),0,5)8) 2E |

Ht|___.._x_(§—)-—0-|=epr' az

0
Dem.
Este corolario puede ser visto como una consecuen

cia del Teorema I11.2.1.

Otra demostracidon posible se basa en el concepto

de medida solucidn. Si suponemos que
U(X,t) =G(H,t) 6H(t)

entonces _tenemos

T & ¥
E o a0 (28 ¥a B o ) (rleiy(e),00,0 | 20808 Mgg,
o)1 oy T8 B e,

Podemos escribir

S8 (tv(8),0,0) = (53 gigI)(r(m(s).o),t).

Ademds la siguiente relacion se verifica

t
3% (0(r(e (£),00,0) expl- [ ag(rlsin(e),0),5)ds)) =

: t
= -(8(r3v(€),0), 1)) exp(-J 2(r (3iv(5),0),5)d5)-

t
- (o ao)(r(t;y(e).O).t) exp(-fo ao(r(s;y(g),o),s)ds).

Por tanto
T 4
<u,L*ﬁ>=J J dt @(r(t;y(g),0),t)exp(- f af r(siy (€),0), s)ds)IaY(E)| dg dt
140

=J’I ﬂ(y(&),ﬂ)l 2y (£) Idg <y 8(.,0> .

Observemos que la funcidn t-——qG(H,t) puede ser vista como

la solucién de la ecuacidn diferencial

d

ma (K6 + alh, ) (ag(r(tiv(e),0), 1)) ¢zt 1og ([2(E

{11.2.15)
a(H,0)=I

ar(t;y(E),O))==0



Similarmente a lo que ocurre con la apro ximacidn
mediante el Método de Partfeulas, la aplicacion de nues~
tro método alas ecuaciones lineales hiperbdlicas conlle-
va la inclusidn de un coeficiente a(H,t) en la solucidn

del problema (I11.2.1).

sars tede 15,7 . wl. 8] es proporcional a
la medida cuya trayectoria coincide con la de la caracte
ristica que pasa por el elemento Hen t = 0. Acsi, es pro
porcional a la medida de Dirac localizada sobre el elemen
to H(t). Diremos que una tal medida solucidn es una so-

iucién por elementos del problema 1121,

Nota (1.2, 1 En la préctica las funciones r(t;y,0) vy

t — wa(H,t) pueden ser determinadas numéricamente median
te la solucién aproximada de sus ecuaciones diferenciales

asociadas.

I1.3. Aproximacidn de funciones mediante medidas de Dirac

localizadas sobre elementos

Sea g una funcidn continua definida sobre RN.

Vamos a aproximar g por una medida de la form:

(ht.3:1) g. =
h &4

donde, para todo jJE€ J, aj3>0, los elementos Hj estan

definidos por
N
H, = {y ER" ¢ y= JEE .Y . El
] y Ll E,J EJ J}

S .

jed, es un abierto de R J, s,¢ N

donde |
E|

b ]

i
y h es un parametro de discretizacion a especificar.
Esta aproximacion es equivalente a un problema -

de cubatura con elementos éen el siguiente sentido:

Dada una funcidén BE Cg(RN), comparamos

<g,0> = f g @ dx
RN




Y

= dH..

Por tanto el problema de aproximar g por g, g8 %

equivalente a obtener el &ptimo en s>0 para que la

formula de cubatura siguiente sea exacta en el espacio

de nolinomios PS(RN). s2 0,

try.3.2) ] pde = 3 “'J p di., peP (RY) .
RN jE J J J S

H.
J

Al igual que ocurre con las férmulas de cubatura, -~

parece interesante construir medidas de la forma (11.3.1)
en lugar de aproximar g PpOor medidas puntuales de Dirac
con la intencién de hacer tan suave como sea posible el
salto de una a varias variables. Ademds, la aproximacidn
{41.3.1) puede ser considerada como paso intermédio hacia
aproximaciones puntuales. Esta clase de ideas han sido -
usadas con éxito para aproximar la solucion de las ecua-
ciones de Euler en 3 dimensiones mediante el Método de -

Vorte x con Filamentos (ver Capitulo V).

Vamos ahora a extender los resul tados del Capitu
lo 1 a dimensidédn N y obtener algunas estimaciones de =

error que serdn usadas en todo lo que sigue.

Convergencia y estimacidn de error para las formulas de

cubatura con elementos.

sea q una region de RY y sea Pm(n ) el espacio
de polinomios definido sobre o de grado inferior o -

igual a m.

Dado un conjunto de nolinomios him contenidos en

Pm definimos los elementos oolinomiales H. contenidos -
rm
en @ , como
= {xe0 : h, (x) = 0}
im

Obviamente him puede representar uno o varios polinomios
contenidos en PP(Q). El grado del elemento polinomial -
Him queda determinado por la suma de lns grados de las

funciones polindmicas definidas por h. .
Im
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Sea pE PS(Q ), s> 0. Consideremos la aproxima-

cion de J p dx por sumas de la forma
Q

; k
(hL 50 3 aimj s a8, > N
i=1 H.
Im
Notemos que (11.3.4) es una simplificacidn de la -
expresion
: $1 4 sr ! Sm
pdx = 3 u.J' o dif. *.. by u.J' pdi, +...+%a [ p dH,
[Q 21 il Hii il o H‘Hir ir i=lim'H. im

donde Hir es un elemento polinomial de grado r.

Definimos k' = Sgxl ¥ k = 5

r=1 J

La aproximacién (11.3.4) es exacta a lo mas -
para s = 2k'-1, es decir, sobre PZk'-I(Q )

Buscamos una representacion minimal de (11.3.4)
en el sentido de, fijados k' vy s_, para cada r, encontrar
polinomios h. (elementos Him) y coeficientes aim,tal -

que (11.3.4) sea exacta en PZk'-l(Q 1. 4 € rM.
Definimos el polinomio wE Pk,(Q) mediante

k
LB him
j=1
De forma similar a lo demostrado en el Capitulo |, es fa
cil probar que si la férmula de cubatura {11.3.8) s =
exacta en PZk'-l(Q)' entonces w es ortogonal al espa

cio Pk‘- 49).

| -
Dado QC RV, existe un sistema de 2z = (N+t, l)

po1inomio$ linealmente independientes en Pk,(ﬂ) que son
ortogonales a Pk,_t(Q). Denotemos por p,, !=1,..., 2z,
los polinomios linealmente independientes de Pk,(Q) que

son ortogonales a Pk,_l(n).

Por tanto, w pertenece a la variedad generada -

por los polinomios Py» €S decir, w puede ser escrito -




4 Py»

donde al menos uno de los coeficientes a, es no nulo.
Fijar a priori a, =1 es5 elegir w entre 2 posibilida-
0
des.
Asi, buscamos un polinomios w que pertencé a -

los conjuntos

C 1, ={ wE[Pk.(Q)

c. ={ wEUP,, ()

2 k'

El siguiente teorema nos proporciona una represen
tacién y caracterizacion de las formulas Gaussianas del

tipo (11.3.4).

Teorema |1.3.1.%a Q una reqion abierta, acotada y conexa

de R¥, & su clausura, y sea C y C, definidos -

como anteriormente. Si | = C | ncz es no vacio, exis

ten k polinomios m due minimizan el funcional

—

k
donde w = I himel . Ademds, estos polinomios y sus

i=1 o
correspondientes elementos son diferentes e intersecan a Q,

Ademis, cuando la férmula de cubatura (11.3.4) es -

exacta en sz_l(ﬂ) los coeficientes o, ~ son todos

positivos. o

El Teorema I!1.3.1 d3 una condicién necesaria para la exis-
tencia de una representacidn minimal de (11.3.4). Una -
vez conocida la existencia del minimo, para obtener -
los polinomios him v los coeficientes L aplicamos -
el método de Lagrange a F con las condiciones de orto -

nalidad de w con Pk,_‘(ﬁ).

Dado un parametro hs, 0, recubrimos R" con una red
N
)

uniforme de medida (2h Sea




- N
Bl 5= Upevead d ¥ 3y ® BLEEE T T ,...,N}= (22)

Para todo ] EZ: definimos la regidn
q - (x€R: (j - thg xy<(Jy*#)h, T<IKN i

Consideramos también la region
Q = {x€ RN : XE (=1,1] , 1€S¥E N} = (ot 41"

En las regiones en las gque nos interesa aplicar
nuestro esquema de aproximacion, es decir en Qj y @, es
facil demostrar (ver Capitulo 1), como una aplicacién =
det Teorems 11.3.1. (o= Q), que EXisteEn sistemas de po
linomios que minimizan el funcional F: las k variedades
de grado m <N (rectas, planos,...),ortogonales a uno de
los ejes coordenados en cada nodo de Gauss (elementos -
Gaussianos), hacen la expresidn (11.3.4) exacta en el es

pacio de polinomios PZkLI(Q).

Consideremos cualquier representacién minima so
bre cada Qj de (11.3.4). Para simplificar la notacién
supongamos que consideraciones sobre el orden y el nime
ro de filamentos, superficies o voldGmenes han sido implT
citamente incluidas en el fndice i. Por tanto, estudia-

remos, para cada J€ Z:, la aprdximacién

(i9.3.5%) qu_

dx = : 4 dH.. + E. , Vee Cc(Q,
J Bdx i 1aljj B (5 J(B) RE (QJ)
H
¥
donde Hij esta definido por

H..={x€Q, : dg. € 1,., abierto de Q,, x = o b
1] QJ g'J ) QJ Y‘J E‘:‘J
y para toda funcidn RE C(Qj) denotamos por EJ(B) el fun

cional

(11.3.6) E.(8)
J.




Por tanto se verifica

(11.3.7) Jusdx- }:N 2 8. - EJ.(B)
R jek, j€ ZN

El funcional (11.3.6) se anula para todo para todo

pC[PZk'-l(Qj) y es lineal y continuo sobre C(QJ.)

Presentamos ahora el Teorema debidc a Bramble y
Hilbert, que serd importante en la bisqueda de estimacio-
nes de error de nuestra formula de cubatura y cuya demos
tracién puede verseen [20]. Por simplicidad en la nota--

cién suponemos k' = k

Tesrema 11.3.2. Sea O un subconjunto de A™ abierto

y acotado con una frontera Lipschitziana y sea

L:P——L(P) wuna forma lineal y continua definida -

sobre W “*P(Q), k »1, p € [1,2] . con norma||L|| que

satisface
~ . ki =98, ¥VeEe o 0l

Entonces, existe una constante C>0 tal que

e < CIl] IPl o o o VP EVCP@.

Como consecuencia del Teorema |1.3.2. obtenemos:

Lema I1.3.1.- Existe una constante C> 0 independiente

de h y de j tal que

N

N
N 2k, N
¢ K" 518l Yg €w p(QJ.), k>1, p> 5

2k,p, QJ..

E.(B) < 1= 4.
J Ch

I 2k'1,p N
p18|2k".,p,Q. ALS (QJ.). K31, p 2=

J

1
donde + — =1
p*

e

Denotamos por E(B) la siguiente expresién

“k
E(R) = fQ B(g) dg - i>=:l o - B (Hij) d (Hij).
]




Este operador ée anula para todo BE sz'](Q) y es lineal
y continuo sobre CO(Q)- Como k=1 el teorema de embebi-
miento de Sobolev nos asegura que NZk'p(Q)C c®(Q) en -
tanto que p sea superior a-%?. Se siguedel teorema - -

11.3.2. que

T - 5 ulkep N
|E(B)]< c {Blg, . o X Eew 1 0HE, pomp,
Dada una funcidon g definida sobre Qj' podemos -

definir B8 sobre Q como

Bt B(x) = 8{....(J,+ g)h,...).

si  pEW "’,;p('q.). la funcién geW ™P(qQ) y ade
z = m-
h
i IBL")pvQ -p-|6|m;P-Qj-
Por tanto vemos que

k
EJ(B)=qu g (x)dx -iETaij[ B(Hij) d (HU.) -

usando el cambio de Vdriable X, = ( £,

N( = & Neip =42 ;
=hJ B EJaE- Ze .. h g(A..) d (..
Q ij i ij

: J
i=1 Hig

w.l - 5 5! -
UEICR O I LY
Q i=t 'J

i

i

como h es un pardmetro destinado a tender a cero
supongamos que h St, Ademas, es claro que a..= % b

i i j
= W BB,

En consecuencia obtenemos que

N

N
= = N = = 2k+ —,
EJ(B) = h" E{B)S e h ]sIZk'p'Q = ¢ h

p‘.f
1812k, 5,0,
J
De una forma muy s ijmilar obtenemos la otra acotacién. O
Si hacemos &k wvariable obtendremos una estimacién
parecida a la del Lema 11.3.1 para cada BEW m’p(QJ), p>-% 7

Hacer k variable es natural (ver nota 11.3.1) y depender3

de la regularidad de B8




El siguiente resultado, consecuencia del Lema -

f1.3.1, es muy importante en nuestro esquema de aproxima

cion

N
Tegrema 11.3.3.- Sea mxa1 un entéro ¥ seg P ==

con 1 +—L¢ = 1., Entonces existe una constante C
p*

independiente de h tal que para toda funcidn
N
)

gew™P @M ™11 (g

se verifica la siguiente relacién

N
pn
R € i=

k m+ —.
(||.3.8)|I N B(x)dx - I Z aijJ R (Hij)dHiji Ch jézﬂlslm,p,QJ o

i
Nota 11.3.1 .- A priori, hacer k variable con respecto a la
diferenciabilidad de g puede ser costoso. En la practica,
si suponemos que los elementos son periddicos de periodi
cidad Qj y no dependientesde h, es usada la siguiente -

version.

Para un nimero fijo k de elementos que hagan - -

(11.3.5) exacta en PS(QJ) puede ser provado (ver [47] pa

ra el caso de formulas de cuadratura) que existen constan

tes a, tales gque

N

m+ 7%
lE.(q.) = z a J 3% dx|< ¢ h 1 gt
J a Q

J s+1<|a|<m-1 j m,pﬂj

como g€ W™ (rY) e cumple que
J N 3%8dx = 0, s+1<|ml< m-1,
R

por tanto, obtenemos un resultado an3dlogo al del Teorema
I 1.3:3 . (m]




Convergencia de la aproximacién de funciones mediante me

didas de Dirac sobre elementos.

Como consecuencia del Teorema |1.3.3. podemos es
tablecer la convergencia de la aproximacion de funciones
de Dirac localizadas sobre superficies, vollimenes o fila

mentos en el siguiente sentido:

Sea g € c® (V) y sea

definida por la expresién

g, una aproximacion de g

k

(11.3.9) gle) = & _ T a,. g8, (x
& jezy i=1 "5 1 hEag

Hij elegidosen las condiciones anteriores al igual que les

a;; que verifican la condicion
J

(11.3.10) aij:>0.

Corolario 11.3.1.- Sea g ECO(RN) Y 94 E“XRN) defini-
das por (11.3.9) y (11.3.10). Entonces g, converge
debilmente enrﬂ(RN) hacia g cuando h tiende a cero,

es decir, para toda funcién @€ CE(RN} se verifica

lim < 9," 9> g> =0
h—0

Corolario I1.3.2.- Bajo las mismas hipbtesis que en

el Teorema 11.3.3., existe una constante C >0, tal -

que

N< ChmHg“mpmN, Vg W™ P (gN)

||gh*g|]~m,p,ﬂ

Para todo # ECE(RN)

= & E,(g @)
jezy

Es claro que g €W m'I(R
Holder

Ny, Aplicando 1a desigualdad de




’ m
<o 9 1< 6y 07 00l g LBl 91 e

m,p” ;o N
La anterior desigualdad se verifica para todo g EW P (R")

con A +'%m = |, Por tanto tenemos
P

| <g=gp,,8>| &
9,-9 = 4su Tl bt )
” h ”-m,p.RN ﬂ‘ewg’p(RN) ”ﬂnm,p,p.f%h ngm'p’RN 0

Nota 11.3.2 .- En nuestro desarrollo, la Gnica condicion

sobre la eleccién de los elementos es que la formula de
cubatura asociada a tal eleccién sea exacta al menos en
P . Esto nos permite introducir en el esquema algunos -
elementos cuya evolucidn es interesante sequir (los ele-
mentos fisicos), y afadir cuantos elementos sean necesa~-
rios con la anterior Gnica condicién. La nocién fisica -
(mec3nica) de los elementos consiste en considerarlos co
mo secciones de un tubo generalizado en BN que es tangen
te en cada tiempo al vector ul(.,t).

Fijado un arbitrario conjunto de K elementos Hij’

para cada j& lﬁ, si escogemos los coeficientes LEY de

forma que se verifique

Y, .

NLos Y1 |
(11.3.11) (2h) " = a; . —— £
1 ")y fae, . I
iJ i

entonces la formula de cubatura asociada es exacta al me-
nos en P (Q.). Por tanto,podemos utilizar cualquier siste
ma de elZnnitos y escoger los coeficientes % bajo ia -
condicién (11.3.11).

Otra posibilidad de introducir los elementos fi-
sicos en nuestro eéquema es suponer que existe un difeo
morfismo que los transforma en elementos Gaussianos (ver

Capitulo IV) y podemos usar estos como base del esquema.

Observemos finalmente que si tomamps sobre cada

un mismp y Gnico elemento Gussiano de orden s, entonces

podemos aplicar el resultado contenido en la Nota I1.3.1,

deduciendo que a i =(2h)N-s IE Zz , obteniendo as? un

1
resul tado analogo al Teorema |1.3.3. O
En lo sucesivo supondremos que los elementos y -
coeficientes han sido elegidos por cualquiera de las vias
descritas en la Nota I11.3.2., con la condicidon de obtener

un resultado analogo al! Teorema |1.3.3.

Il. 4 - Convergencia del Método de Elementos | .-

Consideramos el problema (11.2.1) con f = 0. Su-
pongamos que la condicidn inicial uJE Cg(RN) y que usan
do la malla introducida en la Seccién I1.3. apro ximamos

la funciodn u, mediante u° definida por

h
(r1.8.1) uz(x)=2 Za,,
J

je #,a_. I'=1
donde

(11.4.2) a, . >0, VE,VJ..

U

y donde los Hi_son escogidos, para cada jE Z:, en las -
condiciones del Teorema |1.3.1. Aplicando e! Corolario -
11.2.1, la solucidn del problema 11.2.1 con condicién -
inicial u: queda definida por

k
(11.4.3) uh(x,t) =je?zN aij(t) uofvij)d Hi}t) (x),

donde @ ij(t) viene definido por la condicidn (11.2.15)
Y

(11.4.4) rij(t) = r(t; Yij(E), 0)

Es facil demostrar que se verifica, para tode -

t €[ 0,T), una relacién de la forma

(11.4.5) < ulx,t) - uh(x,t), g>= T _|E.(p(x,t))],
je

oS
w




donde p esta definida por

t
(11.4.6)  ply,t) = uo(y) exp('J ao(r(c,y,O).o )do) 8 (r(t;y,0)),
o]

siendo resultado de comparar (11.4.3) con (11.2.11) habien
do sido utilizado el cambio de variable y-—=r(0,y,t), -
es decir,

t
j N ulx,t) #(x) dx =[ uo(y) exp(-J a (r(o3y,9),0)do)B(r(t;y,0))dy
R RN s °

Entonces una consecuencia del Corolario I1.3.1 es el si-

guiente Teorema.

Teorema I1.4,1.- Sean u € CO(RN) Y uﬁ definidos -

por I 1_(II.&.2). Entonces si u es una solu--

cién débil del problema (11.2.1) con f =0 y u, es -

la solucidn por elementos de (11.2.1) definida por -
(ri1.4.2), (11.4.3) y (11.4,4), se verifica para toda
funcidn @ GCg(RN)

im <u(.,t) - uh(.,t), g> = 0, uniformemente en -

—
€

0
(

0,T1], |

La medida u, ~es de interés cuando queremos calcular la -

aproximacidn numérica de la solucién u en un punto, fi-
lamento, superficie o volumen. Para aproximar u en un

sentido mas cl3sico, asociamos a la medida'uh la funcidn

[

. € . .
En orden a construir u introducimos la

n 1 N 1 N i
funcidon cut -off kE c'(R)NL (R") tal que

k dx = 1
| o

Para todo € >0 definimos

1

(11.4.7) ke (x) == “(%)

continua u

Finalmente definimos uE como

alx,t) = (o Cyt) 2 k) (%)




Por tanto u, puede ser escrita en la forma

11.4.8) uf‘(x,t) = X (t) u (v, )k (x-r. t)l l d€; |
i) BE

Cuando consideramos un nimero no limi tado de -
Elementos, (11.4.8) puede no tener sentido. Esta dificul
tad no se presenta en la prdctica ya que normalmente =

existen condiciones sobre u 6 sobre k de forma que -
l.lE -
h
plo, si suponemos que k tiene soporte compacto, enton-

u; €C°(RN x [0,T]), ver [47]). De ahora en adelan-
te supondremos que esta condicién se verifica.

quede definida como una funcidn continua. Por ejem=

ces

Descripcidon del Método de Elementos para un sis-

tema lineal hiperbdlico.

Cuando la solucién de un problema puede ser da-
da de forma explficita, la aplicacidn del Método de Elemen
tos, descrito en las anteriores Secciones no presenta di-
ficultad. E) propbdsito de esta Seccidn es establecer una
extension del Método aplicable a situaciones mas genera-
les. .

Dado T >0, denotamos (. = RN x]0,Tl y por s (R")

el espacio de las L x L matrices con coeficientes reales.

Introducimos N+1 aplicaciones

1 l(x

At (x,0€ @ ——A'(x,1) ESRY), 0 SISN,

que verifican las siguientes propiedades:

v Aler (e s®Y)), o<1 <N

i
!(..)—-“- (o S®Y), 1<1,n <N,

l (111) A'(x,1) = Al(x,0)7 1< IS N,

La tercera condicién puede ser generalizada a sistemas -

simetrizables.




Dadas dos funciones uo: xE RN-——»uo(x)-

fi(x,t)€ QT-~——»f(x.t)E RL buscamos una funcién

L ik ; o
gen,t)€ QT—---——-—-vu(x,t)e R solucidon del sistema simé-
trico de primer orden, escrito en forma conservativa

du !

(i1 .5.2) — ¢ (A
§¢ 18 %

: u) + 8% = F , en Q

unido a la condicidn inicial

(11.5.3) ulx,0) = uo(x), « ef™

Denotamos por lz(RN) al espacio LZ(RN)L. El -
oroblema (11.5.2) = (11.5.3) estd bien planteado en L2(R")
y f GLI(O,T: EZ(RN)). En este caso el problema (11.5.2) :
-(11.5.3) tiene una dnica solucidon débil uGCO(O,TH?(RN)).
Supondremos, de ahora en adelante, que los coeficientes -
A], 0 <SISN vy los datos u, Y f son suficientemente re
gulares de forma que u satisfaga las propiedades de re
gularidad que le serdn requeridas. Por simplicidad omiti

remos la referencia a cada componente.

Para facilitar el andlisis de este problema, in-

troducimos el sistema de coordenadas méviles.

(11.5.4) i’ = a,l + B! 1< 1< N,

donde | es la matriz identidad de S(RL) y las funciones

a. estian definidas sobre QT, con valores reales y satis-

]
facen, adem3s, la cocndicién (11.2.2).

Similarmente a lo realizado en la Seccion 2 de -
este Capitulo, podemos definir jos elementos caracteris-

ticos asociados en el operador di ferencial de primer or-

den

A, ¥
at




Nuestro objetivo es buscar una aproximacion de -

la solueidn del problema (11.5.2) = (11.5.3) en 1a forma:

(i1.5.5) Iih(x,t)= 5 E

a, () u.(2) & (x)
i€ Zg i i ij H.,

1 ij(t)

o equivalentemente en forma continua.

o gt . ari.(t)
(11.5.6) TElx,0) = %, J'u a0 up () kgleer, ()| |
donde uij(t) es una aproximacidn de ulr. (t),t) (en un

[ :
sentido a especificar mds tarde) y aij(tf =a; ; J(HYEJ(Q.O)

En el caso en que ui.(t) coincida con ufr (t),t), denotare
]

J
mos. (11.5.5) y (11.5.6) por u 'y u; respectivamente.

Vamos a introducir una forma discreiizada del
problema (11.5.2) - (11.5.3) cuyas incdgnitas son las
funciones t———auij(t); Usando (Il.S.Q), la ecuacidn
(11.5.2) puede ser escrita como
a, sg“ (a,u) + ; -—Q-(B]u) s = fF, e .

X 1 T

t o= 1=1 9%

Como consecuencia de (11.2.4) es facil comprobar -
que si u, ests dada por (11.5.5), la siguiente igualdad

se verifica en el sentido de las distribuciones sobre QT{

i.j dt I ij

N
(5.7 25, + 2 B (ag5) = B Slag () w0y (g

=1 0
1=1 X)
Para completar la discretizacidon de nuestro pro-

blema debemos encontrar aproximaciones de

f. En primer lugar aprox imamos B

1 1

=2, a;. :
B = I, aj;(t) BiJ(t) aHU(t)
r..
I
K. .

1 ok
(11.5.9) 38 =5 || o (0) B (D5 EGxory(0)

] ]

donde B:j d(rij(t).t)- Asi para aproximar

-50-




lo hacemos mediante la expresidn

|

1_ a 1.3 -  of
(11.5. 10)——(3 )- ax h+B 3 O = — Oy
* | Bx]

Por tanto, usando (11.5.8) y (11.5.9) podemos escribir
(11.5.10) en la forma

EE1.5. 1] a—i— R3 O?J'a;j(t)aop(t)(B:j(t)uij(t)mo;(t)uij(t))'
op

Ok ‘ ar
..5;](rij(t)-rop(t))sHij(t)(x45€§2-

; : o 6 - .
En el mismo camino aproximamos A a, vy f mediante

. . Gij(t) A (t) u; (t) 5, |j(t)
(1.5.12]
: (t) £, (t) b 1)

(]

?J.(t) = AO(rij(t).t) y fij(t) = F(rij(t).t)

Vamos ahora a analizar algunas posibles e]eccio-
nes de u, (t) . Primeramente, consideramos uij(t) como
una aproxlmaCIon de u en cada punto de HI'(t). Entonces
usande {11.5.7), {ri.5.11), 141.5,12) obtenemos una for
mulacidn semidiscretizada del problema (11.5.2)-(11.5.3)

dada por el siguiente sistema integral

d ar. .
[ “g't(“ij(t) uij(t) ) (rij(t))la_g:j (t)\ i *

N
] !
.aij(t)'EpJI g (e} Z (Bij(t)uop(t)+Bop(t)uij(t)) .

v 9P 1=1
i
ke (t) (t)
x( L(t)- £ (t))\ 'dg lﬁ(r (t))I dgij

| AEij

(A9, (2)u, il
o 07000 8 (r(0) aEij | e -
ij
i a0 £ 8 ¢ 1L
aq st .. (t) r d
ll'j ij i] aEU E:

1J$

.




para toda funcidn @€ 52(A). donde A es un abierto conte
nido en el soporte de ke y de form que el dnico elemen
to que estd en A es Hij(t). Un conocido resultado gene-
ral de teorfa de distribuciones nos permite obtener la
siguiente formulacidn de (11.5.13) que es muy similar a

la equivalente para el Método de Particulas.

d
= (aij(t) uij(t)) +

i 1
+ Gij(t){ z iJ.(t) uop(t) + Bop(t) uij(t))'

0,p J,
op
ok _ ar_ (t)

"a:;“ij(t) - rop(t))l

:
—a%i—l dE

)

" “ij(t) A‘i’j(t) uij(t) = “ij(t) fij( ),

(11.5.15) uij(o) = uo(Yij)

Otra posible eleccidn de uij(t) es considerarla
constante a lo largo de Hij(t), obteniéndose un sistema
<imilar al (11.5.15). La condicién inicial puede ser -
reemplazada, por ejemplo, por la media a lo largo de -
Hij de Ug: El sistema resultante de esta eleccidon pue-
de ser estudiado de forma similar que (11.5.14)-(11.5.15).

Las funciones ri.(t) y “ij(t) quedan caracte
rizadas como las soluciones de las ecuaciones diferen--
ciales

f:iiffl = ale, At) s £)

ij

dt
(11.5.16)

(11.5.17)




donde Hii Yooy estin escogidos en las condiciones del
Teorema 11.3.3.

Por otra parte, cada solucién débil dECO(OJ}l1mN))

de (11.5.2) satisface la siguiente propiedad de conserva-

cion

-3
dt RN

ulx, t)dx +[ ;

A (x,t)ulx,t)dx = [
R

fx,t)dx
RN

Por tanto, serfa deseable que en la practica una propie-
dad similar fuese verificada para cualquier solucidn o
aproximada de (11.5.2). Diremos que el esquema numérico
(11.5.14)-(11.5.15) satisface la propiedad de conservacion

si la siguiente condicidn se verifica
;5 Kb . -Za, (A0 (t)y, -
|J(t)u|J(t)6Hij(t)(X) ijG|J(t)A|J(t)ulj(t)GHij(t)(’0

Notemos que si la funcién k es par, es decir

N

{11.5:19) k(x) = k(-x), x€ER",

entonces el esquema numdrico (11.5.14) satisface la pro-

piedad de conservacién (11.5.18).

Nota I1.5.1.- Pueden obtenerse otras aproximaciones de -

(11.5.11) cuyos correspondientes esquemas serdn o no con
servativos y pueden ser estudiados en el mism camino -

que el esquema (11.5.14). =]

Nota 11.5.2.- En el caso en que L =1 volvemos a la situa

cién de ecuaciones lineales hiperbdlicas ya descrita. Por
tanto el estudio de las propiedades de convefgencia para

sistemas puede ser aplicable al caso de las ecuaciones. O




Nota I1.5.3.- Si escogemos k=1 y por polinomios las cons

tantes que sobre cada Qj coinciden con un punto fijo de
Qj' en particular con el centro, el Método de Elementos
se transforma en el Método de Particulas. Asi, puede ser
visto éste como un caso particular del esquema con Ele-~-
mentos. =
En orden a probar que el probiema (11.5.14)-
-(11.5.15) tiene una dnica solucidn, introducimos el es-
i P N < i &
pacio 2 (INx ), 1S ps =, :e sucesiones v (VtﬂijGIxZQ
donde | x Zg ={1,...,k} x Z, con valores en R". Dotamos

a Qp con la siguiente norma con dependencia en tiempo

p 19y..
J(tsy. v, | |—2| dg.. 1/
|iJ_I ( Ylj'qvijl lag. dElJ ) P

Denotamos por Eo y f las siguientes expresiones

(11.5.20) |ivl; o = ¢ ?j | J

T (uo(yij)) i

¥
Fle) = (F, (D).

Veamos ahora que nuestro esquema de aproximacion

conduce a la obtencidén de una unica solucion.

Teorema 11.5.1.- Supongamos que la condicién (11.2.2)

es satisfecha y que la funcidn cut-off k pertene-

ce al espacio CA(RN). Bajo las condiciones

h
(11.5.21) " <¢C , a=1
' [

(r1.5.22) |5 ]l 5 h.0 < + oo

- &
(11.5.23) Io|[f(tﬂ| o b,k de<+

el problema (11.5.14)=(11.5.15) tiene una dnica soly
)

—

cion t—su(t) que es continua de [0,T] en ¢

Dem.~

e

La ecuacién (11.5.14) puede ser eduivalentemente

escrita en la forma




r 1 L (D|ar°°‘ll\a .
(l). ga J(t)u (t)ed (e, (0)) T, Fpoieham e —g?:: Sab

w0t A°(!}(dlva) (r, (), t) = F, (¢
i i ij

Para todo t€ [0,T] introducimos el operador li-

neal o{t) : ve€ Ep-—-—+¢(t)-v€ Ep, cefinido por

N ak de (v)
{a(thv) = 2 T =55
Vi Jt °°°mm“ (v .8 plthv; ) > I.J(n-ropu))-,,—"!—lazw

3
o
op i

+ Yij A°J(tl + v, (divl) (r”(t).t).

Provemos que ¢(t) € £ (eP,2P). Usando (11.5.1)

(i) y (11.2.2), obtenemos la siguiente acotacion

(¢k)v) . . |<C N( (t) ki ) 2Top
. t e —_—
| v ij ]g 1 ]El O?p[ I GOD VOD 'a—ii; I"i ] l’op asop Eop

op

0 ar
12| e £(r, 0 op)| = 1d; ) # €y,
op) | . op dx op 220 op ij
op

Por tanto, usando la desigualdad de Holder, aplicando la
p,h,t-norma y gracias a que[ |<|J t; vl g}, 0)“ obtene

mos

h /e
(15,20 Jele)v]] <€ Iz uf —(] |aij((’| Hvllg t|| a. TN 5"”:"" ‘la iJ) ¢, )9
=1 Ju” !

.a_k‘ 1 8 | Wp
(Jhajm“iﬂ I?ax|('aj"o-p)!|1,h e agy 4y S
|ij

+ € Hlvllgn,e

« I ,.._1_.1-
ij u.-?

donde ©p denota que la correspondiente norma se ha efec-
tuado en las variables op y se ha aplicado la acctacion
| J(t;y (€),0) <C|Y al




k tiene soporte compacto. Supongamos que el soporte de k
(supp (k)) estd contenido en la esfera de centro 0 y ra-
die 1 (5(0:1)). Por tanto supp(kﬁ)C s(0; ¢). Consideramos

el conjunto de indices j tales que

Qj(t)n Supp(x——f—+k(x-rop(t))(:S(rop(t),E)

S(l‘op(t),s) = U S{y, €

e
y rop(t)

y QJ(t) es el trasladado de Q por (11.2.4)-(11.2.5).
Como diam (Q. (t)‘;csh se 5|gue que estos fndices j -

pertenecen al conjunto:

— * N‘
={je I, 1 QJ.(t) C S(rop(t),e £ hC).

Usando el Lemma |1.2.1 y que la medida de Qj(t)§2C5hN

concluimos

‘N
i .5,35] Card JS C (1 + —E—)

Ademas, las siguientes desigualdades se verifican

aY-. 1/P
€(r. . (t)-r () ]] [EASLEEY . L <
'] SR s,h,t 0 2
'l Ij

ns)"PHj—kﬁ( () -r ()]
.« (Cad J 7% Fi th-ras(thls h,t

(-r (] < I |3, (00 )]
t)- t - D t)-rg (t)
rap oot ax I r

iy 1




donde - + l}
S S
Sustituyendo en (11.5.24) y usando (11.5.21) ob-

tenemos

bl

1
< Cs(: + l)|| V”p,h,t

y U

El problema (11.5.14) - (11.5.15) es equivalente

al problema

3, o(e) T(e) = Flo)

(i).5.27)

u(0) = u,

Gracias a las hipdtesis (11.5.22) - (11.5.23) es claro -
que (-a(t) ult) + F(t)ELY . Para cada w(t) y w(t)€LP,
t €[0,7 obtenemos

[lae) @(e) -0 (0 ()] =llel) @(R-TeD ], o <

< L ||w(e) - V(t)l]ph .

donde L = c(‘—+ 1).
E

Por tanto, utilizando el Teorema de Cauchy-Picard-Lipschitz,
el problema diferencial lineal (11.5.27) tiene una dnica

solucidn t—i(t) y,ademés,ﬁ(t)EECI(O,T;R P(1 x Z:). O

- . - - -E . .
Nos interesa construir la funcién uy definida

por (11.5.5) y que pertenezca a C(O,T;l(mN)).

Proposicioin 11.5.2.- La aplicacién

_——— v

= (Vij)

=-z: J.
ij Iij

es continua de 2P (i «x Zz)en lp(RN) y existe una constan

ijetl x 2V




Aplicando la desigualdad de Holder obtenemos

Bri.(t)l ’<

a‘j(t) V.

. d .
1] Eii

i J

vi;(o ke(x-r”(t))IL;;—‘U’{\ 45, |

S fl%f.pog P emrgtedill, y

donde —T—+-1-,.: = 1.
P p
Usando (11.5.25) y (11.5.26) obtenemos

]* ([I \“ij k_(x-r. (tﬂ}g-ll 4 5

g=14, 2
i .

& l/p

0y
[ ‘ i d ., )’F"h (x-r. |(1+ eyN/p* <
' Ii.i ag

¥

N/ N
B h /p supp lk(x-

i

(o)

ij

Por tanto obtenemos

17,50l oS & 0o IV o supp[ k, (xery (0P )

l/p

1
c3(h+a)“/p" N/p* |jp( [[k(x-r, lle vl o
E

Ademis, como llk(.,rl.j)”Lpi Cho hallamos el resultado desea

do (11.5.28). 0




11.6. Convergencia del Mé »do de Elementos 11.-

El siguiente Teorema de Comparacidn entre ﬁL y
u muestra que, en el limite, la solucidn ‘del Problema
(11.5.14)=(11.5.15) coincide con la solucidn del proble
ma (11.5.2)-(11.5.3). Los argumentos usados en la demos
tracién si gien la misma linea desarrollada en Secciones
precedentes, usando al mismo tiempo ideas técnicas
desarrolladas en[ 471 . Un Teorema de Convergencia simi
lar al aqu? expuestb,que estd desarrollado para el esty

dio del Método de Partficulas, puede ser visto en [ 46] .

Teorema |1.6.1.- Supongamos que la funcidn cut-off

k satisface las siguientes hipdtesis:

(i) k € CT(RN) pertence ademds a! espacio

wmf"l(RN) para algin entero m> N,

(ii)Existe un entero r21 tal que

k dx
e

(11.6.1) [N x® k dx = 0, o€ INN, con 1 <lay< r-1
R

(iii) La condicidn (11.5.19) se verifica.

Supongamos , ademds, que los parametros h y e satisfi

cen la relacion

(11.6.2)

Supongamos, finalmente, que la solucidon exacta u per-

tenece al espacio C°(0,T; W””(RN)L) donde
- N

up = max(r+1,m) y satisface para algfmy>-i- y para

todo BG[NN con |B|~‘§u la condicidn

N

(|1.6.3)\33u(x,t)|< c(1+x)7 Y, xR, t €00,T].

Entonces existe una constante C = C{u ,T)>0 tal que

(., e) - (. <c(e" + =P <7,
|lu( ; ) uh( ,t)n 12 cle + - ), O< t<T

m+1




“n lo sucesivo supongamos que se verifica la condicidn

(11.2.6) alG L* (o0, T; ymtle (m”)); o< 1< N,

Para demostrar el Teorema 11.6.1 vamos a comenzar
dando algunos resultados relacionados con la consisten-
cia y estabilidad del método. Empezamos por exponer el

siguiente resultado de consistencia.

Lema I1.6.1.-[47]. Supongamos que la funcidn cut-off

satisface la condicién (I11.6.1) para algin entero

r =>1. Entonces, existe una constante C>0 tal que

para toda funcidn B‘GWr’p(RN), 1<p <% se verifica

-R& ! d
(11.6.4) | |8=8% k_|| pgy<C e sl . gN.

Como una consecuencis3 del Corolario (11.3.2) obtenemos

Lema 11.6.2.- En las condiciones del Teorema (16.3.4)

supongamos ademds que la funcidén cut-off k pertene

ce al espacio W para algin enteros = 0. -

Entonces, existe una constante C = c(T)> 0 tal que

para toda funcidn vE€ wm’p([RN), 1 <Sp<%, tenemos

hm

m+s““' Hm,p,IRN' 0< t<T.

<¢C
€

Notemos que si f Ew-m,p(RN) y g€ wm'I(RN), obte

nemos que f * g€ Lp(RN) y se verifica

t g |

| < C f N
ILp(RN) 1|I J|_m’p’R ‘Igi|m’1,mN

Asi como k€ Wm+s'1(RN)

Corolario 11.3.2 obtenemos para la| <s

, con m>N ys =20, gracias al -




L% (v * k

Eyv.a0
= [|(v-v})%d kEHLP

€ -Vh) ” Lp( N)

R ®") <

[12% i ||

| el
< 2 N m,1,R

N

<o Wl Il k]

m.p,& & mJ,mN

m
< Ch :anVHm'p’]RN . g

Establezcamos ahora el siguiente resultado general
de aproximacién que en el caso en que uij(t) = u(rij(t),th
(1a ecuacién lineal hiperbdlica antes expuesta, por ejem-
plo), es un Teorema de Convergencia y una estimacidén de -

error.

Teorema 11.6.2.- Sea m >N un entero. Supongamos Jue

la hipbtesis (11.2.6) se verifica. Supongamos, ademds,

que la funcion cut-off k€ C;(RN) satisface la condi

cién (11.6.1) para algin entero r 21 y pertenece al

espacio Nm+s’1(RN) para algiin otro entero s= 0. En-

tonces existe una constante C = c(T)> 0 tal que -
N
)

para toda funcién vE W “’p(m , U = max (r + s,m),

1< p< o, y t €0,T], se cumple

r "
y<clel vl " — v »)

(11.6.5) |v-v
s,p,R r+s,p,R € m,p,R

h

Para todo a € NN con|a| =s , podemos escribir
£y _ A0 _AO( K. _ .E
hl = 3 v-2 (v ke) + 3 (v ke vh).

Aplicando el Lema I1.6.1 es claro que

[18% - 3% k|| < ¢

LP(RY) ‘

E

del Lema 11.6.2. obtenemos




m
ar., . - yE el
[ 13% (v = k Vh)HLp(RN)SCZ Em+s‘”‘"Hn't..D;[RN

Por tanto la conclusidn del Teorema se deduce facilmente.

Corolario Il1.6.1. - Supongamos que se verifican -

las hipotesis del Teorema I1.6.2., Sea v una funcién

de W (rN), p = max (r+s,m), que satisface para -
algdny >0 y para todo BENN.IBIQ;J ’

(11.6.6) |38 v(x)[< c(1 +] x|)7 , xerV.

Entonces existe una constante C = C(T)>0 tal que -

para todouemN,,a[ = 1, tenemos

(11.6.7) |a% (v-v9 (x) < c(e Hm)( X 1) N
.6.7) 3% (v Vi x)I E e}l # , XxER".
3

Denotamos bpor Oa(x) el entorno de x definido por
X + supp ke . Notemos que (v-v;)(x) depende s6lo de la
restriccion de la funcion v a Oe(x).Por tanto, 15l'i'aio las
hipotesis del Teorema I1.6.2, para todo vE wh ¢ (Oe(x)).

tenemos

’ 3% (v-v ) (x)] <, (& +

m

. m+5) HVHU ,w,og (x)

vE wu’w(iRN) satisface (11.3.10) obtenemos

gC {1 +x)™"
”V”u’m,oe(x) 2 x|

y el resuitado (11.6.7) queda deducido.

Denotamos por eij(t) y e(t) las expresiones

(t1.6.8) eij(t) =u(ri.(t),t)-u.. e..(t))

AsT, obtenemos la relacién

(11:6.9) (GBI = 2

0

- - N
j _ ‘ ije IxZy




Destaquemos que la si giiente igualdad se verifi

ca para todo t€ [0,T]

:—t(u(r(t;y,o)st) J(t;y,0) =

0J
+ ] ]-g%)(r(t;y,o).t)J(t;y,0)+u(r(t;y,O),t)g‘{(t;y.o) =

A
t

=%—‘: + 1-5-?(—1 (a]u))(r(t:y,O).t)J (t;y,0).

|

Por tanto, la solucién u del problema (11.5.2)-(11.5.3)

satisface
2 e, () ulr, fed,t) +
dt %] AL

op
op

: ! | ak dr
(ri.6.10) ¢ + a'.J.(t) Ie uop!t) Ir-l(Bi](:)u(rop(t).t)oaop(t)u(r,j(t).t))';:"(rij.(t)-rop(t))[-a—:jl’(t)[ de opl

‘°;j{') A‘:J(t) ulr (0,0 =ay (D (F (0 « 9 (0),

N estda definida mediante
x Iy

3
1 %

£ d_ (! !
( ) Eﬂ:; (B (.,t) - (Bh)ﬁ(--t))(rfj(t))”(rij(t)’t)}

vij(t) = -

I
{Bij(t) 3

(u(eat)=up (L, 00 (r, (1) +
i

$i restamos (11.5.14) de (11.6.10) obtenemos

d
d't—(uufﬂ eiJ(t)) +

* .18 ar
5. IR c (! ‘ iy i
(11.6.12)8%, (¢ {°-°| Toplt) T, 1 (he (1) &8 0de, (61) 5L (ry) rop)]T-PE:J o, }
op

+ n,j(t) A?J{:) c”{t) - u”(l) wiJ(t),

y utilizando (11.5.15) obtenemos también la siguiente con-

dicidén inicial

(11.6,13)




Para probar el Teorema !l.6.1 es necesario estimar

||e(t)|]2 h ¢ + Vamos a exponer un Lema que nos serd -
L) ’

Gtil para establecer una desigualdad de estabilidad pa-

ra e(t) que quedar3d manifiesta en el Teorema II.6,3.

Lema !1.6.3.- Supongamos que la funcidn cut-off
k ECQ(RN). satisface la condicidn (11.5.19), Enton

ces existe una constante C = C(T)>0 tal que para

todo vegz(i X 1:) tenemos

ak
|2 T | a (t»u (08 (v o) = (r oo "op !I‘C Bt
Hl l' J ] . W acopil £y '

(11.6.14)
<cHdhht. < 9.

donde para cada apy Y bijJaij' bi') estd definido

(aij'bij) =I| |J(t;Yij' ; ||T—J'l dg ij .

ij i

por

Dem. -
Como resultado de la propiedad de simetria de la

matriz B y gracias a (11.5.19) se sigue

! ik Ar )
Lz a; (tha_ () (8! (1) B A | r
7] o'p J'ULOD 1'% pjle)e on(t)lvu. v”) 3',("] rop)]—a—l_ ‘[j |l s_cf:] dtoo dt” i

Por tanto, deducimos que

T s 5 ai}.(!)‘[ m(n”vop it " (ryy**op) IrJ-H;—-let.,
hj

I, o.p
up

( ( ﬁs Br' ar
e SCHERIRCIDRONE - (rtj'fop”at—lj'”ﬁfﬂ ey, 9,
op




As? , podemos escribir

' Kk Bri. ar
1 t - T—J —2R14
151 ovel, 1. T tlag (I8 v evy ) iy &l tu“"‘oul ‘oo
‘o ij’ op

>
T) oo

i)
So6 i) TBE

YO ov |B!..
1] op 1)

Yo, .
]
el

3

or
= . oD
“ep © Mopl; [¥op J(t’YOP'O)” %op
7N

IJ.(t)- B;p(t) | es 1a norma espectral de la matriz
Y g
Boplt).
Fijado ij, conocemos que el nimero de fndices op

tales que rii(t)-r p(t) pertenece al supp(ke) estdn -

i o)
-acotados por C1(f%N . Ademias, B‘ es una funcidn matri-

c¢ial lipschitziana -on derivadas acotadas sobre QT.

Por tanto, para rij = Fea = éupp(kt) se verifica

| 6] (0-8) ()] < mex e (0-r (0]<Ce

e Eh ij,0n

Adem3s, las siguientes acotaciones son conocidas

Ya.. .« Ya <¢C h”
P j op

|

donde Sij es el grado del elemento H

aks‘
< C ;
ax, 5 EN+1

ii’
Estas relaciones llevan a
S,.+5

ij "op

lal |l e ()N h -—
op €

7




Por tanto, obtenemos que

S..,+S
ihik | op 5
b)) = < ~ h
1at 1< e, (" ey h 5 5 op
o op! op 1 " h 7

& : o & ij
Es un clésico resultado que si los nimros reales| a 4 |
satisfacen la condicidn

op

supremo I
ij o,P

para alguna constante >0, entonces

(Am),, = Z a'j m. .
) o,pP op )
define un operador lineal A€5£(22(| X lz)) y, adem3s,
||A||<C. Aplicando este resultado hallamos que
. : i F o
ij s T oh 2 2
I T B .mop=§C c

op Mi 1*7 i - C8||V||§ h,t
A ij op v

lo que prueba (I11.6.14).

Teorema I1.6.3.-

Bajo
las del

idénticas condiciones que
Teorema |1.6.1

la solucién t—se(t) del pro-
blema (11.6.12)-(i11.6.13), satisface

t
(11.6.15) ||e(t)||2.h-t€C[OHp(s)Hzlh's ds, 0St<T,
para alguna constante c>0.

Dem. -

Como anteriormente por (vi , b
producto escalar

ij) denotamos el

Y ij
) = J(tiy..,0) v, . b..|————l ] »
'J) L__I it T ) i 'JlaEij dE'J
1)
Observemos que
b2

d
B PG C IS

H




Asi , usando (11.6.12) la siguiente desqualdad se verifica

d 2
el s
ar. .

Wt o ak ar

. r 1 ‘I

5, inL JI c”(t)uwh)(lfl(l;j(t)toph) !oo(t)e”(t).eij(l)}T;E(rlj-rmlla—&—:? fa—E—-'-JJI o, 90,
ij !

. dr,

X [l (002 (Dey (1) e ”m)[,_u UIREA RETCINUE -|j(:))|3-£—f:f—| a,, |

ij : 'IJ : :

Para deducir (11.6.15) vamos a estimar cada término de

estadeigualdad.

Aplicando el Lema I1.6.3 obtenemos

' "
1 f
EpJ‘| J u”(t)uop(t) (lfl(l”(thw(t).e”(t)) T—‘(r” r ))iTﬂ2|E1£_J| &, 95, I<

fJ'm

< ¢, let0)]|?
2

Establezcamos ahora una estimacién del tercer término

de la izquierds de nuestradesgualdad. Usando (11.5.1) (i)

cucLenemos

b2
’U'J:..a”( ) (A9 (t)e ;(0) t))l Ids J<ealle@ 1y, -
i

Para estimar la parte derecha de la desigualdad aplicamos

la desigualdad de Cauchy‘Schwartz deduciendo

];ﬁjfl o1, (6) (o (2) e, u))l ldgij|< cJlooll, o Newll,

¥
Resta por estimar

< ,u | au
(11.6.16) | Z E] ]i u”(t)uon(kh‘El(lop(t)o”(t).l”(t)). i, ” S )|| H‘a—‘l| de o dE, '

Iju|” -




Podemos escribir (11.6.16) en la forma

N
T sl a ] dr
'-JJ.” 0 B 00 (e ) (0, .”mm,{_:}u “, .
Usands &1 Teorems 11.6.2. con r®» @, s=1, p =

nemos

o

1 et L B Ml € 841 5 o2
3x, o Bl Ay R l '

gm+1

Por tanto, (l1.6.16) estd acotado por

h™ 2
{1t + —=1}]| ele)]]
5 E:m+'l 2.h, ¢t

Combinando las anteriores estimaciones y usando (I11.6.2),

concluimos

4 |e(t)”§’h’t < C6(||e(t)l|§'h't | le(t) ] |2'h’t||e(t}||2’h't).

Por tanto, aplicando la teoria de Ecuaciones Diferenciales

obtenemos el deseado resultado (11.6.15).

Demostracion del Teorema I1.6.1,-

En primer lugar, descomponemos u-u_ en los si=--

€
h
guientes dos términos

ulx,t)- G;(x,t) = ulx,t) - uflx,t) + ug(x,t) - ﬁﬁ(x,t) :

h

Aplicando la Proposicidén I1.6.2 resulta

(11.6.17) [|U(-,t)-0ﬁ(-,t)||12(RN)<|Iu(..t)-uﬁ(.,t)”lZ(RN)+ C‘He(t)”z,h,t

Vamos a estimar ||p(s)H2 h ¢ Para t€ [0,T]. Bajo la hi-
potesis
|efu(x,t)] < c(1 + | x])Y .y >N/,

aplicando el Corolario I1.6.1. obtenemos




hm
(11.6.18) (.-J%l(u(.,t)-uﬁ(.,t))(r‘ij”é (e + e 1] g L

=Y

Usando la diferenciabilidad de las funciones B] halla-

mos similarmente

3 ', eee L ey,
GRS J
- 19)

e et Fatl st e, D6l ™
R E TR I*1;

§i sustituimos en {11.6.11) las recientes estimaciones

(11.6.18) y (11.6.19) obtenemos
(L€ B 1" sy (iele  Led]dTY
l"’rjt] 1 e |rygle '

y por tanto

He ()] 5 ¢ <

m - RARE
~ Cs(au;w_ﬂ(fj “ij([l [ 3ty 50 (0% ey (e =L}l - 1H3

aEU =y

i ]
Ahora, gracias a (11.2.4) tenemos
!rij(t)|> |YU.| - Gyt
Por tanto para[Yiﬂ> R suficientemente grande conseguimos

(1 +lr 7@ (sl DT e lo,

Arqumentos similares a los hasta ahora dados muestran -

que

ar

S a,, - i 3. 1/2

Tk fl_.mc;v”,om NI e KPR h
ij 1]




De esta forma, obtenemos finalmente

' < r
(11.6.20) ||p(t)|lz.h,t C,ole +Em+1

pe (1t1.6.3) se sigue que u GCC(O.T;WU'Z(RN)L)

Combinando la desi gualdad de estabilidad (11.6.2), el
Teorema I11.6.2 y (11.6.20), obtenemos la deseada con--

clusién del Teorema |1.6.1. o
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APROXIMACION DE SISTEMAS PARABOLICOS
POR EL METCDO DE ELEMENTOS

En este capitulo generalizamos el método numé@-
rico de aproximacidn que hemos desarrolladoc en el Capi
tulo II y lo extendemos a sistemas parabdlicos. Aprovg
chando los res.ltados obtenidos en el cap ' tulo anterio:,
llegamos a probar un teorema de convergencia y estima-
cion de error obteniendo resultados similares a los ex
puestos en el Capitulo II. o

[11.1. Planteamiento del ProbIEmé

La imnortancia en los problemas de la Fisica de
ciertos sistemas parabolicos hacen de gran interés el -
estudio de la construccidn de sus soluciones. En este -
sentido, en este capitulo analizaremos la aproximacion
numérica mediante el Hétodo de Elementc de al gunos sis
temas parabdlicos. En particular nos restringiremos al
importante caso de los problemas de Conveccidn-Difusion.
Resultados similares a los que aqui expondremos pueden
verse en el caso del Método de Partfculas enl 46l . un -
estudic de problemas de Conveccidén-Difusidn en Mecanica
de Fiuidecs usando el "splitting" (ruptura) del operador
junto con el Método de Vortex con Filamentos puede en-
contrarse en | 54] para el caso de las ecuaciones de

‘'lavier-Stokes tridimensionales,

Pasemos a la descripcion del problema:

Sean A], 0< IS N, las N+1 aplicaciones

A]:(x,t)E QTn_&——_—oA](x,t)e S(RL)’

que verifican.las propiedades (11.5.1). Consiceramos, -

a u 2 . : . I'm
ademas, que estan dadas N aplicaciones continuas A !



A‘m: (x,t) € QT-—-“—+A]m(x,t)€ S(R™), 1< 1,m<S N,

con las siguientes propiedades

(i) AlMe ©(Qis®"), K 1,m<N,

(ii) Existe una constante g>0 tal que

(111.1.1) " N 2 :
¥ (Atm(X.t)nm.nl)QBE |n!| : VnIER i

1,m=1 1=1 |

1< 1< N, (x, t)€ Q.

Asi, podemos plantear el sistema parabdlico

N
du a 1 6 a
feh.1.2) 3¢ 17;;; (A'u) + A u & axl

1 1,m=1

con la complementaria condicion inicial

CEse.8.3) ulx,0) = uo(x), e n.

Es conocido que si u € EZ(RN) y fEL?(O,T:lZ(RN)),

entonces el Problema (I111.1.2)-(111.1.3) tiene una dnica

salucidn u et lo,. T; IZ(RN))F\LZ(O,T;W1'2(RN)L)-

Vamos a escribir el sistema (111.1.2) en la for-

ma de un sistema de primer orden. Para ello hacemos

m du
dx
m
Usando ademis el sistema de coordenadas ..viles

introducideo en {H1.5.4), el siskema C0lt.1.2) toma la -

forma

%%—+ E%T(ah1+ Bh1+ PH + A% = f
ChEs.1.8)

%ﬁ} : B, fC N
m

Vamos a aproximar la solucién del pnroblema -
(111.1.2)=(111.1.3) mediante la formulacidén dada en -
(11.1.4) utilizando el Método de Elementos. Es decir,
buscamos soluciones del problema (I111.1.3)=(r11.1.4) -

de expresiones

k
= = a..(t) U..(t) §
i=t jezi Y M

1
=] y a,.(t) P..(t) &
S = e
donde P:.(t) es una aproximacion de P](rij(t).t), de
pendiente de Eh.
Suponiendo que u_ vy f son continuas, una for
ma semi-discretizada del Problema (111.1.2)=(111.1.3)
consiste en hallar funciones t~—ouj(t) Y

]
t-—'P:j(t}, 1I<SIS N, de [0,T] en IRL, soluciones de la

ecuaciaon

T (a0 u )

SR OO e
e ij”op t = t it t) + a6 t) + i] t a“l rij t Cap t 5?§:

(11164 +a..0 = a op(:)
 ovel,
op

sap;(0) A% 00 w0 = e (0 £ (0

N dk 8

1 In g 5

IRE)) ﬁ;“"nf,MJ“’oﬁJl°op“’“m‘”'ﬁj“’*iu‘ﬁﬂ”'%p“’d1ﬁ$§”"%;'“
op

donde A:T(t) = A}m(rij(t),t) y se adjunta la condicidn
inicial

{ti1.1.8) uij(O) = uO(Y;j).

Una propiedad de conservacidn discretizada simi-
lar a (11.5.18) se verifica bajo la condicién (11.5.19)
sin que dependa de la discretizacidn dada en (11.1.7).
Esta discretizacidén proporciona un andlisis simple de

la estabilidad.




Supongamos que los elementos Hij y las constan-
tes aij estan dadas en las condiciones del Tz2orema =
11.3.3 Entonces podemos enunciar un teorema idéntico al
Teorema |1.5.1 para el caso de sistemas parabdlicos y -
cuya demostraciodn se haria siguiendo los mismos pasos -
que la demostracidn del Teorema 11.5.1, Por tanto, pode-
mos afirmar que el sistema discretizado (it 181 -
(11i.1.7) y (111.1.8) tiene una Gnica solucidn que es -
continua de (0,T] en nz(l X ZE).

111.2. Convergencia del Método de Elementos

para sistemas parabdlicos

Vamos a estudiar la convergencia de la solucidn
aproximada regularizada del Problema (111.1.2)=(111.1.3).
Supongamos que tanto la solucién del Problema (rit1.2.%)
-(111.1.3) asi como los datos son suficientemente dife-

renciables. Buscamos soluciones del tipo
{irg.2.1)

. -' % E
[thl.2.2) ! Ph(.,t) ks, 1< I< N.

Al igual que en el Capitulo anterior denotamos

u(rij(t),t) - uij(t).

1 1
P (rij(t).t) - Pij(t). 11 €N,

y por (e, (t)); = elt) v (e];(0));; = el (1), 1<IN.

los correspondientes vectores formados por eij(t) ¥
] e
eij(t).lje Ixﬁ.
Restando la ecuacién (111.1.6) de su equivalente

en la que se sustituye uij(t) por u(rij(t),t) resul ta

d ]

—(a, (t) e,  (t})+ T a (8 | 1 1 L 3k ar

dt'%i ay = t) Z(8, . ] Ef =

(111.2.3) ! s Hapf, ® 1m ¥ *op"Pop® 1" *ij * op) 3;.('|J roo)Lfi::‘ Wop *
op

=% iy




u + Pl)(rij(t),t) -

“op(t) (8] J(0ulr (6,0 +a;p(t)u(r..(t).t))+

ij
op

' (r (0 )+P'( (t)t ?-I-é—e(r (t)-r (t))l )\g
rop ks - x] ij op

Las funciones cbij(t) pueden ser escritas equivalentemen

te como

N
o..(t) 5 {Bl..(t) 2k & At), ) + (r (t).t) +

' =1 ' x, i)

=1
3B (.,t) -
_._a_x.]_ (rij(t),t) : u(rij(t).t)
a El

-a-—x-(r L)t . |J.(t),t)} ;

(t)

op

> [ gt kiaer (t))l | de
|

o,Pp gOp

op

Operando de 'a misma forma sobre (111.1.7) obte

nemos

N
' . G ak ar_ () |
(111.2.5) o”(t) mEI Alj(t) EpJI uop(t)(lop(t)-l']h))-ﬁi(r”(t)-rop(t))"ﬁztw ld; Alj(t)
0p




al igual que Lkt 2. %), A}j(t) puede ser escrita como

% 1m0 it
(111.2.6) A (&) = = A ()L (r, (1), O)4ulr, (8], 0) —(r,.(t),t)}.
ij op g% i) ij d x ij
m=1 m m
Vamos ahora a presentar un resultado de estabili-
dad de gran importancia en nuestro objetivo de probar 1a
convergencia del método para sistemas lineales de Convec

cion-Difusidn.

Lema I11.2.1.- Supongamos que nos encontramos bajo

las mismas hipétesis que en el Teorema f1.6.1. En-

tonces existen funciones t——e(t) y

t-—__»e](t), 1< 1< N, que satisfacen, para algu-

na constante C = C(T)> 0, la desigualdad de energia

N
“e(t)”z h,t r E

)
t 2 N
e[ dotet 0 ¢ SN O

170

EEvE.2:7

(

Dem.- La demostracidon es muy similar a la del resultado -
equivalen te en sistemas hiperbélicos lineales. En primer

lugar recordemos que

£ 4 .
iE,JL__( dt( [(te; () e “”‘ l‘; > 5 ogllely e
ij

Aprovechando las estimaciones obtenidas en el Teorema =
11.6.3 y operando en la misma forma que en la demostra--

cién del mencionado Teorema, concluimos

N ar ar. .
B Beo i
agjltdag (0 T (e ¢ ORI = LY 'w“ﬁ%ﬁ‘fﬁ_t‘ de,, %
(111.2.8)

2 : i}
< Glletolly e * fJ l Byl sl (t))lae -I i
ij
iJ




De las hipdtesis (l111.1.1) se puede deducir que

Ta N.t x N.L matriz (Alm(x,t))‘ £ Cy 5 inversible

y la inversa (ﬁ']m(x,t)) 1 satisface las desi--

gualdades, para todo 1,

(|||.2.9)c2

§[ﬂ|l2'vl’|| ERL_
1=1

Es claro que

donde s M8 s o sfmbole d9s Kreneeker & | B85 1o EaL

matriz identidad de S(RY). Utilizando esta identidad,
multiplicando por E}T a la izquierda en (111.2.5) y su-

ma ndo en | obtenemos

. =ml ]
Z BT [t} e, (€)%
= (.

dk ar
,l aop(t)(eop(t) - eij(t))ﬁm(rij(t)-rop(t))‘rsz‘:‘ d€°p=

La anterior igualdad nos permite fdcilmente obterer
N

( =
‘? 1,5-1 : "lj(r)(A 3(:)- : 'ij)l'b_ll dg .
1]

N
(lll.z.ao)ib.. = [' o (tda (1) I (e phebn AR 1‘1(' 'op)]’ﬁ"J*iﬁ"Ji| dtee i
il

Ml 0 C”

J (dﬂuahij .ﬂ””?‘llﬂq'

|

i)

Gracias a la paridad de la funcidn k se sigue que

¥y 9 ]
i o] a (tha (thq (e, +e ) k 3. de
i} t ¥ %p e e ) s (e - | j b . . s
op T Jllj i iy op a.]('[j rop)fg—e-fezp JB_'L(;i ]dcij dr

o

!
P L a; (Ve () ( (e o) 3-— é—ﬂl
.DDJIH J'op i (Vg T I N iy gt Il el J de;, de . =0




Eomblunands (510,.2.3) » [101.2.00) Pesialta

¢ d » Bt

£x) T =lm | " i

¥ g3llele Ig.h,t + ol I.E.MJ' a”(t)(Aljtt)eu(t).c”)]3—*'{”| 4, <
i

J

2 ar,
< gy fletoll o ¢ fj] a0 (e (0), e (0] 57 loe,, »
| "
ij

N

a, (DA™ () 4! (0, e () | a"‘]
i] |..‘?»-1I ij i 5 e gl E;Tj 9 ;

i

Aplicando ahora, las desigualdades (111.2.9), obtenemos
c N2
L OIS EL PR AL
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N
< cl "e(tlﬁi'h,l + E} hjl vll {|E|HA:J ”;.h.‘)
e -

AR
"
CElleijllz .

A partir de esta desigualdad, aplicando la teorfa cla-
sica de ecuaciones diferenciales, se sigue facilmente

el anunciado resultado (111.2.7). o

Establezcamos ahora el resultado de convergencia
de nuestro 2squema hacia la solucién del Problema de -
Convececidn=0lfusién (L. 1.2)={0t1.1.3). Este resulta~
dc es muy similar a su equivalente para el Me'todo de -
Particulas pretendiendo con esto dar una formulacién -

que globalice ambos métodos

Teorema I|11.2.1.- Bajo las hipotesis del Teorema

I1.6.1, supongamos, ademas, que
u€ CO(O,t;wll+y”(mN)L), con u = max (r+1,m),
face para algin y > N/2 y todo BENN,IBIQ u

(r1.2.11) a8 u(x,t)lgc(ulx[)'Y , xeR", te [0,T]

Entcnces, existe una constante C = C(p, 1) >0 t:

que

max  llut,0-sC,0ll,

o< t< T ™

{hit,0.12)

=
% (] |P](.,t)-5,'1':(-,t)\lz2 ek RS gl T B
L

6 f= ®N)




Dem.- Tomando normas en (111.2.4) y usando los resulta
dos del Teorema 11.56.2 y de su Corolario 11.6.1, cbte-

nemos

1/2

i 2v]3%;;
R NRINES 'f‘jI' o ()14 ()] ’7@7 e e

<
Z2.ht 1 i ]
)

m

‘
< Cyle+ Em+1)

be 1a defintcide de las fumetanes B, wiilizende la di-
ferenciabilidad de las funciones i v {11Fi.2.11) pedas

mps deducir las acotaciones
laB P'(x.t)l <c3(1 + |><|)'Y ;o l8<wu L IS 1SN
Utilizandc estas relaciones, y de la misma forma
que para las funciones @(t), 11egamos a estimar
r h"

”A ](t)HZ,h,t S Cyle * s"‘”)' 1< 1 <N,

Aplicando al Lema I11.2.1 las estimaciones aqui obteni=--
das obtenemos

B h,t 2,h,t

1

(11.2.13) e (o) - [”e'(t)!l2 ds<C.(e"
1
0

La conclusidn del Teorema se si gqe a partir de

Proposicién 11.5.2 vy de (111.2.13).




CAPITULO IV:

METODO DE VORTEX CON FILAMENTOS




METODO DE VORTEX CON FILAMENTQOS

En este capitulo probamos la convergencia de -
el Método de Vortex con Elementos para un flyido incon
presible y no viscoso en el espacio tridimensional. -
Las provoiedades de consistencia y estabilidad del Méto
do son analizadas. La consistencia se basa, fundamental
mente, en las propiedades de las férmulas de cubatura =
con lineas. Usando el hecho que la vorticidad es con-=
servada a lo largo de los filamentos, damos un tratamien
to intrinseco de éstos en lugar de una discretizacidn,
lo que nos permite evaluar el término de deformacidn -

implicitamente en nuestro esquema.

IV.1. lntroduccibn

Como indicamos en el Capitulo |1, los Métodos
de Vortex han sido estudiads para la simulacidon del flu
jo de un fluido incompresible dependiente del tiempo, =
donde el flujo es representado por una coleccion de ele
rentos de vorticidad. El propésito de este Capitulo es
dar un andlisis matemdtico a los Métodos de Vortex con

Filamentos para un fluido no viscoso sin fronteras.

Desde un puntc de vista fisico, los Métodos de
Vortex con Filamentos han sido desarrollados paralela-
mente a los Métodos de Vortex Puntuales, como una exten-
sién y/o un complemento de estos (ver | 331,01 h0l)}. ERp =
regfones tridimensionales los Mtodos de Vortex con Fi-
lamentos tienen la importante propiedad de la conseva--
cién de los coeficientes cuando aproximamos la vortici=
dad inicial mediante una combinacién lineal de medidas

localizadas sobre filamentos.

Esta proniedad manifiesta la estrecha relacidn -
de estos métodos con las proniedades fisicas de los flui
dos tridimensionales, ya que £s una consecuencia directa
dal econoelds Teorema de Cirenlacidn de Kelvim y de la =
conservacidn de los filamentos de vorte x mediante el

flujo.
El analisis matemdtico de los Métodos de Vortex

Puntuales ha sido importantemente desarrollado en los 41
timos afios en lo concerniente a fluidos ideales. La pri

mera demostracidon de la convergencia de los Métodos de

Vortex Puntuales en 2-D se debe a waldl 331 = 134 . =

-82-




Posteriormente Beale y Majda L&) &), Raviart ¥y Lot yet
[47], [21], y recientemente geate [ M , CottetR2 |y Ander-
son y Greengard [1] han completado el estudio de los Mé
todos de Vortex Puntuales para un fluido incompresible

o viscoso y skn frontéras en dos y tres dimensinnes.

En Mecanica de Fluidos los Métodos de Vortex ccn
Filamentos son aplicados a 1a simulacién de la interac-
cién aeroplano salida de vortices; en anillos de vortex;
en la simulacion tridimensional de la perturbacidn de -
ina "mancha't @n una frontera laminmar,... (ver [39] para

referencias) .

Un filamento en Mecanica de Fluidos es una cur-
va que es tanente al vector vorticidad en cada uno de

sus puntos.

En el proceso dado en la literatura, los elemen
tos, (filamentos, superficies, volimenes,...), continua
mente distribuidos, son mode lados por un nimero finito
de discretas lineas de vortex o por un sistema discreto

de puntos vortices (ver por ejemplo [10] - [ 13] )

En este Capitulo damos un tratamiento intrinse-
co de los filamentos. E] analisis de los Métodos de Vor

tex mediante un tratamiento intrinseco de los filamentos

tiene la ventaja de que el término de deformacidn es -

evaluado en el esquema y por tanto no necesita una posS-
terior evaluacidén. Esto nos permitird una discretizacion
a posteriori en nuestro esquema, necesaria en la practica,

en la que el término de deformacidn quedard evaluado.

Este andlisis tiene su fundamento principal en la
definicidn de ciertas medidas vectoriales que transportan
el valor de la vorticidad mediante los filamentos y en -
las fdrmulas de cubatura sobre lineas. Mediante estas -
técnicas se conserva la estructura en filamentos de la so

lucidn del problema.

Presentacion del Método de Vortex con Filamentos

En esta Seccidén comenzamos describiendo la for-

mulacién vorticidad-corriente de las ecuaciones que go-

3

biernan el movimiento en R° del flujo de un fluido ideal

e incompresible.




Sed 4 = (u1,u2,u3) el campo de velocidad de un

fluido y sea fﬂﬁ . au2 Du] 8u3 Buz _ au] )

w = rot u=( ‘ y b TR
axz 6x3 ax3 ax1 ax1 ax2

su vorticidad. Entonces el movimiento de esta clase de

fluides estd regido por el siguiente sistema de ecuacio

nes, clasicamente conocido como ''ecuaciones de Euler':
3

tye . 9.1) ‘;‘ s fut Jwstu¥ JusB, 2ER, 130

u =0,
Lig.2.2)
w = rot u,

que serd considerado junto con la sigquiente condicidn -

inicial y con la siguiente condicién en el infinito:

Cit.2.3) ‘wix, 0} = wo(x). = R,

\
'

(iv.2.b) elx,ti—su_lt] cuoands |x|—s=

las cuales determinan completamente el movimiento del -

fluido (ver [18] para una deduccidn de estas férmulas) .

Vamos a introducir una formulacidn equivalente
de estas ecuaciones, mas apropiada para un tratamiento

numérico.

Consideramos el nacleo matricial k(z) definido
z
e
Iz

(1v.2.5) k(z) L2

L |z|3




Es conocida (wer [&7] o [39]) aue la velocidad
ul.,t) puede ser explicitamente hallads a partir del €0

nocimiento de la vorticidad mediante la ley de Bio-Savart:
wle t) = ufe) + Kewl.,t).

Similarmente al caso 2-dimensional tvee [T L =
: : 13 oo 3
podemos afirmar que si W pertenece a L (R0 £ (W) =
entonces la funcion ul.,t), definida por la anterior re-
lacién, pertenece al espacio BO(R3)3 (espacio de todas =
4 3 y wl, .

las funciones continuas Yy acotadas de R” en R

es la Gnica funcién que verifica Civ.2.2) v LI¥.2. 40,

Por tanto, las ecuacicnes de Euler pueden ser -

equivalentemente escritas como

awi J
5 T Py
(1v.2.6)

Civ2.7) ulx,t) = um(t)+J K(x-y) wly,t) dy,
R3

donde hemos usado las ronvenciones de Einstein para 18 =

sumacion.

Para introducir el Método de Vortex con Filamen
tos supongamos, en primer lugar, que la velocidad wu es

suficientemente regular.

introduci ms algunas notaciones que seran de uso
continuo de ahora en adelante. Sea £ €1 un parametro de
finido sebre el intervalo IC R. Definimos la curva espa
cial y mediante
y 1§ Sy (g) €R7
peuaimente y(E) desecribe &1 trazo de uma parth

cula en el fluido. Denotamos mediante H el filamento

Ho= {yE R




Por tanto, podemos definir la aplicacidn flujo pa

ra cada v& R3

: t———ar(t:y,O), por

Denotamos mediante H(t) el filamento
Hit) = [eltiy . 0) @ wEH)

Utilizaremos y(&) Para expresar un punto genéri
co de H'y rlt;y(g),0) para expresar un punto genérico -
de H{t). Es elaro gue H y H{t) son independientes de la

parametrizacidn escogida.

El determinante Jacobiano de la transformacion
(1v.2.8) lo denotamos por
ar'
Jltip,8) & deg { — (Fiy,0))
Ay .
J
La vorticidad es propagda mediante el flujo.Este hecho
es una consecuencia de la siguiente formulacidn L agran-

giana debida a Cauchy (ver [1§ ), que nos da otra intere

sante versisn de (I1¥v.2.1)

(i%.2.9) wlelein,8),2) = vr {tiy,0) wiy,0]

dende wf (tyy,0) es la matrlz Jacobiama de 1a aplies~
cién flujo

Fily,0) smme—— orltiy,0)

Con respecto a la existencia y unicidad de la -
solucién dei problema (1v.2.1)-(1v.2.4) remitimos a los
trabajos de Kato [36] , Teman [67] v Bardos-Friseh [2].
La existencia de una solucidn clasica de las ecuaciones
de Euler estd demstrada para un intervalo de tiempo -

que depende de los datos iniciales.




Un filamento Yortex (tubo de vortex) es una co-
ieccidn de lTneas de vortex, es decir, curvas tangentes
por doquier al vector vorticidad a través de cada ounto
de una curva cerrada. El Método de Vortex con Filamntos
se basa en la hipdtesis que el vector vorticidad esta -
representado por una coleccidon de lineas de vorticidad,
lo cual se traduce en una combinacidn linea! de ciertas

medidas definidas sobre filamentos de vorte X.

Befiniceidgn (M2 . %, Sea w s lw ). 3 - Una medida

W EFO(R3 x[O,T])3 es una medida solucién de (1V.2.6)

si verifica

du,
< ., aﬂi + u. _EE'> < w,. L B> =
B e i o5 ] ij [
(1%.2.10) J

[Kwoi' ﬂi(.,o)> s Wi s 3,V¢eco(n3 x [o,T])3

Vamos a considerar soluciones medidas del! Prchlema =
(v.2.1)-(iv.2.4),

Definicién I1V.2.2. Definimos la medida u, de forma que

H
transporta en cada una de las tres ccmponentes de una -

funcidén test el valor sobre el filamento, es decir, pa-

ra toda @ ECE(R3)3, o es definida mediante

-

i
S HMH(ee

<

i
ﬂi>=[ g.(r(t; v(€),0)) L (t;“z(g),o) dg , 1<i< 3,
| 0

3ri(e; y(g£), 0)

R
tud de arco de la componente i de H(t), W LEd

donde dgdenota la diferencial de la longi

Uno de los bprincipios bdsicos del Método de Vortex con -
Filamentos es la preservacion de los filamentos de vortex
por el flujo. Contrariamente esto no ocurre en el Métedo
de Vortex Puntual en tres dimensiones (ver por ejemplo (4]
(22), b7) ) .Establezcamos esta propiedad, bien conocida en

Mecanica de Fluidos, en el siquiente Lema.
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Lema IV.2.1.- Si suponemos que

(W .2.) W.oo® W

entonces la Gnica medida solucién de (1v.2.68) ea5td

explicitamente dada por

Cie.2.12) wix,t) = uH(t)(x)

Dem.
Si sustituimos en la expresién (IV.2.10) W, por
(ev.2.19), v w por (IV,2.11). Entonces la siguiente =

igualdad debe ser verificada

T 48 g 3o tieul
. (=3 =u, ¥=)(rlt;v(€),0),t) ¢ DEvEl0) o 4 -
J’Jo s -

T du, Foo - v
-[J ( ax' 5;)(r[t;v () .0} ,¢) g L2 3hEL) dg dt =
: :

i
[ 8. ( vg),00 2x (8 o
g 0t

Veamos primeramente que
(

(8, (r(tiy (6),0),t) ar'(e; v(e),0),
3E

(l\:'.2.13}{J L ety (5),0) ﬁﬂ.h(t; viE} 03 ,t) +
A :
du,

j
%4 axl. 8.)(r(t; v(g),0),¢) arift,y (£),0),
J

dg

\

Es claro que se verifica

-8%8-




Ly (r(e; ¥(E),0),0) =

3 J i
J Uete: yie).ore 2rleivi6l.0)
7 ai

Per otra parte, tenemos

aﬂi 8.

(1v.2.15) a%(ﬂi(r(thﬂg).oﬁt)) = (3?'+-uj§;§) (r(ezy(£),0),t).

Por taato, combinando (IV.2.14) y (Iv.2. 15) obtenemos -

(IV.2.13). La conclusion del Lema se sigue aplicando la
férmula de Green a (I1V.2.13). O

Asi, el Método de Vortex con Filamentos se basara

en los siguientes pasos:

Primero aproximamos w, por una combinacién -~

lineal de medidas localizados sobre filamentos.

z a. U, a. &R
= ]

-

Usando el lema IV.2.1 la vorticidad Wy esta ex

plicitamente representada por

w (x, t) = LB (x)
h jer HJ.(t)

donde H?(t) son las soluciones del sistema diferencial

mediante

donde k es una regularizacidn del ndcleo
€




Para resolver numéricamente las ecuaciones de -
Euler vamos a describir cada paso de la =strategia del

Método de Vortex con Filamentos de una forma mds precisa.

Sea

3

A = ¥4 = {j =(j"j2'j3) H j,EZ ’i = ],2,3 }

4 i 3
Introducimos un recubrimiento de R° con una red

uniforme de medida h3. Para todo | €A denotamos por Qj

la regidon definida por
(1v.2.16)  q S Ux€R}: (-3 IhSx S Gph, 1= 1,2.3)
y por Qj(t) la variedad

(. 1.17) Qj(t) = frleiy,8), ¥E Q; j o

Consideremos un sistema auxiliar de lineas defi

rido por

h h

Hj = {XE Q_J e YJ(E) o (_j]" Elj2|j3)| E[? ’ T]}

Suponemos que W tiene soporte compacto y es

suficientemente regular.Sea Q el soporte de "

Ademas, suponemos que existe un conjunto compac
to no y un difeomorfismo D: Qo——m—vﬂ tal que las
imdgenes mediante D de las lineas H, son filamentos de
Vortex, es decir, curvas integrale; de W las cuales
denotaremos por Hi (ver [18], Capitulo | y Nota 1V.2.2
para una discusidn sobre esta hipdtesis).

= S n 2 2
Por Yj = yj(g), Ee) =1 5 2] representare
mos un punto genérico de Hj y por tanto YJE) = DWj(g)).
La condicién sobre el difeomorfismo D, tal que =
aplica las imédgenes de las lineas Hj en los filamentos -

de vortex Hj,implica la existencia de una funcidn escalar




))ig‘—j), 2€ g

Por tanto, aproximamos la vorticidad inicizl w

viQ——R que verifica wO(D(z)) = v(D(z -

mediante una combinacién iineal de medidas definidas -

sobre los filamentos de vortex

(1V.2.18) WZ(X) = I oay(e)) wy &)

JEA j

donde aj(y(g)) es la circulacidn del filamento de vor

tex Hj definida por
@ (v(e) = h? | 70(7,) | v(0( 7;(£)))

y |VD{YJ)| es el Jacobiano de la transformacidn D en la

lTnea H..
J

h i
Veamos que v, definido de esta forma es una bue
na aproximacion de W
3

En efecto, para todo A E CO(R3) tenemos que

[RB(WOG)(x)dx = JR3(WOQ)(D(Z))]VD(Z)|dZ

J 4(p(z)) v(0(2))20€2) | v1(2) |dz
R3 ;.

es aproximado por

D(TJ.)

3
h =T iz =
<w,,8>= I h Lﬂ(ﬂ(yj(g))) V(D(YJ(E))) 5E

j €A

Esta aproximacidn es equivalente a una formula de cubatura

| o7, €)) | o

numérica sobre las lineas Hj' Para cada j€ A, las formulas

de cubatura asociadas a esta aproximacidn son

(1v.2.19) JQ B (x)dx = th B(y . (E))dE + e.(B),V36c(Q.)3
j | ] J J

donde EJ(B) es la funcidén error. Observemos que las -

férmulas de cubatura (I1V.2.19) son exactas en el espacio

de polinomios P,(Qj). Dado un entero m> 1 podemos obtener




axactitod de LIV:2.19) en : en el siguiente -

camino:

Existen constantes a, . independientes de h

tales que las férmulas de cubatura

f
(1v.2.20) J 8 dx = h’ ] B (7.(€)) deg+ Z a | 38 dwE . (g)
Q, . 2<jm < m-1% Q. .

J
son exactas en Pm-l(Qj) (ver [47)) para el caso de -
férmulas de cuadratura con nodos) .

3

BGw'“"(R3) se verifica

25 |al £ m-1,

De esta forma al igual que en el Capitulo |l puede ser

probado el siguiente resultado sobre la aproximacidn -

definida por las anteriores formulas de cubatura en

R .

Lema IV.2.2.- Sea m2) y p enteros tales que
m.p > 3 y-%-+ %; = 1. Entonces existe una constan
te C >0, independiente de h, tal que, para toda -

tuncign sew™ PR3 nv™ ()3

2 - m+3/p% 3
i dx=~h L a( 7. (E)) d6[= Ch 28]l
|R3 €A J JEeR m.p.QJ-D

se tiene

Como consecuencia del Lema IV.2.2 obtenemos el
- . ; h
siguiente resultado de convergencia de wo,de demostra-

cién similar al Corolaric 11.3.2.

Corolario IV.2.1. Bajo las hipdtesis del Lema y.2.2

y para w_ suficientemente regular, existe una -

constante C >0, tal que

H
H
e} (o]

3

m
3 = Ch l‘wollm

-m,p,R PR




De ahora en adelante denotaremos por Ej(s) la

funcién:

(1y.2.21) EJ_(B) = i gdx - i B(YJ(E)) dg, V8 € t:(QJ.)3

Qj !

El siguiente paso en la construccion de nuestro
esquema es, para todo JEA , resolver el sistema de -
ecuaciones diferenciales

h

'%%’ = ”h(rh't)

(1v.2.22)

h
0) = H,
(0) ;

r

3

donde rh: yE R3———~+rh(t;y,0)EER es la aplicacién -

flujo aproximada.

h - - -
Denotemos por rj la solucion de este sistema

en tiempo t€[0,T}

Usando el Lema I1V.2.1 obtenemos

wh(x,t) Wi Zaj(y(s))qu}(t)(X)
JeA J

donde H?(t) es definido por

H?(t) =f P"(ey,0), vE M,

u, Y W pueden estar relacionados por

uw(t) + (k *wh)(x,t) =

h
X-T:

uolt) + T sylrie) 2o

A ;
je | ]x—-rJ

Fsta expresién no tiene necesariamente sentido, ya que

el nGcleo k no es una funcidn continua. Vamos 3 reempla

sar en la anterior expresidn el ndcleo k por un nicleo

reqularizado ke




Sea ¥ una funcidn cut-off perteneciente a
o0

L (R3)m L1(R3) y suponemos que verifica

i)] Ydx = 1
RB

ii) Existe un entero positivo n tal que

\

[ ; ®¥(x)dx = 0, a€N3, 1<|a| € n-1
R

El niGmero n determinard el orden de aproxima

cién del método.

Para todo
Va(x) = 8-3

¥

(1v.2.24) ke

Asi definido . es una funcidén continua.

Por tanto definimos la funcidon continua u, me

diante

(iv.2.28) w fxt) = uait)+ kékwh(x1t) = wJ t)+ k* w;(x,t) =

h
h arh
u(t)+ Z G.(Y(E))ke(x-r.) g —i - gE
€A ] J dE
I
Para wuna discusidn sobre algunas elecciones pric
ticas en 2-D de la funcidn cut-off haremos referencia a

los trabajes [9] ,[39] y [47] . Puede verse] &4, [47 .

para un estudio similar en 3-D.

El Método de Vortex con Filamentos para la apro
ximacién de las ecuaciones de Euler en 3-D queda comple

tamente definido mediante las ecuaciones (iv.2.22), -




(1v.2.24) y(1v.2.25). Obtener una solucidon de estas =
ecuaciones es equivalente a resolver un sistema de ecua

ciones diferenciales en funcidén de las localizaciones

de los filamentos H?(t). Probemos ahora que este sis-

tema tiene una dnica solucion.

Introducimos el espacio Qp(A)3, 1< p < oo, de
3

las sucesiones v = (vj(t))j c; o0 valores en g, be
k]
tames & g"la)° con la siguiente norma que depende -
del tiempo
A
z : ___J_‘dE)Vp

| v || =
Bl pe g o &

Como usual podemos definir los espacios Wm’p(A)3 de -

. - ”n P
sucesiones cuyas derivadas de orden m estén en X% (A)S-

Teorema IV.2.1 Supongamos que la funciodn

2
vew “®3)ny »1(R3) 'y que la siguiente condi

cién se verifica

(1v.2.26) Z || (v(e))] dg < 4 oo
e ap' ]

J

Entonces el problem aproximado Gv.2.22) [1¥.2.24),

(1V.2.25) tiene una Gnica solucién t—»(r?(t))je’\ L€ [0,7],

para T suficientemente pequefio.
f q

Dem. -
Como VY Efn(R3)rWL1(R3) es facil ver que

)3. Ademas YE W (R3) ﬂu1’1(R3), as’T

1,00

k € B° (R
€

Ak oy
. o . € O s 3y 3
x = K axiGB(R)
cién del espacio de todas las funciones CI(RB) que -

Por tanto k 5 es una fun-




son acotadas junto con todas sus derivadas de orden uno,

es decir, pertenece a B (R3)3. Razonando de la misma for

33,

ma, deducimos que pertenece también a B (R

D (1v.2.22) y (1v.2.25) obtenemos el si guiente
sistema di ferencial no lineal
d r?
(iv.2.27) -?t—-u(t)+‘z aj(*r(E))
JE A
.ConSIderemos 1a aplicaciéno :[ 0,7] x J F‘(A)3——Al’m&)3
que, para v = (vi(E.t))ie i* (\,ri(‘l;))'.e L definida por

§ (eowlfl)). = ogle) ¢

v, (5)
o (y(£)) k. (v, lg')- vy (g)) ——;——— de

jGAI

Vamos a demostrar que ¢ es una funcidén Lipschitz

continua. En primer lugar, veamos que esta bien definida

dv,(g)

(v.2.28) | z‘aj(Y(E)) v, (6=, () —i— |
j e,

<c,llk |l - 3)”WHL‘°(R3) ?5.’“‘(7(5))“5

(1v.2.29) |§_?;(___t;’5(5 )|<c||vk]| - 3‘|| "k L) iéhliui(y(ﬁ))ldz
|

Ademas, aplicando la f6rmula de Taylor con resto integral
hallamos

av.

(1v.2.30) |e(t,v) ;o (t,s). |- | a, (y(g))(k (v.-v.)-k (s;-s, 1) ad #

JEA IJ e+ 4 J Y4

i)
+ kE(si—sj) FY: (vj sj)dg | <

< C3 [|v-s|| S

) Z |l (y(g))]|d
IR RSN J SR

od a9
(1v.2.31) T (t,v)i-ﬁ (t,x)i]<

2
cyl [v-sil o a) lv%k,_ ”L°°(n3)|‘v‘ | ,M(R;)jerllaj(y(g)u o




Por otra parte,si g 4 W8 solucidon del

sistema diferencial
d v,

gt sty vl

entonces la siguiente desi gualdad debe ser verificada

2
d
ST vle, b ] £ el +|]Vv(t,.)||
H = (R3) ? C (R)
Es facil probar que para un tiempo T suficientemente -

pequedo T<XT, se verifica

Gie2.nl Hasledil o < G, t€[0,T]
L (R3)

Asf, usando (1.V.2.26) y (iv.2. 31 vy el heeho ~
que kEGBz(R3)3, de (1¥.2.28) v (IV.2.29), deducimos -

i slearsr ™ Ly, e 6T

(1v.2.39) y (i1v.2.31) muestran que para te(0,T], o
es una funcidén globalmente Lipschitz continua con res-

pecto a la segunda variable. Ademas, uw(t) es continua
de [0,T] en R3 y, por tanto, la aplicacidon ¢ es con
. 1,00 3 1,00, 13 g
tinua de [0,Tlx W (a)" en W (a,)°. Aplicande el =
teorema de Cauchy-Lipschitz-Pican concluimos que el =
sistema diferencial no lineal(1Vv.2.27) tiene una dnica
solucién en [0,T]. Como consecuencia el problema apro-
wimade Civ.2.28), (1v.2.28), (1v.2.25) tiene una Gnica

solucién t——a—q(r?(t)) , € [0,T] O

JE A
Nota IV.2.1. En la demostracion del Teorema IV.2.1. -
hemos supuesto que YE WZ’M(R3)0 Wz’l(R}); sin embargo,

basta con suponer YE w"“(m3)n w]'l(RB). La demostra--

cidén en este caso es un poco mas complicada y no apor-
ta nada esencial en la comprensién del Método. Esta se
basa en estimaciones ras finas del nicleo k, en concre

to en

‘||K:"-f]| co ﬁ f
L®(R3) 3 ||L°°(R3)n L1 (R3)

 (rEf) (xeg) = (kaf)ix)]| < € ly| (1+10g|y]) |If|l 1
" fin?

) NCIR?)




Utilizando estas estimaciones, la existencia de solucion
del problema aproximado (I1Vv.2.22),(1v.2.24) y (IV.2.25)

se demuestra facilmente mdiante la aplicacidn de un -
teorema de punto fijo. La unicidad se deduce de forma -
cldsica pero con alguna complicacidn algebraica (ver [21]

para una demostracion similar en el caso 2-D). 0

Nota IV.2.2.- La condicidén (I1V.2.26) es satisfecha en

la practica, por ejemplo cuando W tiene soporte com-
pactc.
Para estudiar el caso en qgue w, es rapidamen-

te decreciente puede verse [21].

Todo lo dicho sobre los filamentos de Vortex -
puede ser extendido al caso de elementos de Vortex, es
decir, secciones de un tubo de Vortex.

Las hipdtesis hechas sobre el difeomorfismo D
implicanque las lineas Hj no tienen ceros comunes. Sin embar-
go, pueden tenerlos. En tal caso, habrfa que modificar el
sistema de curvas auxiliares ﬁj de acuerdo con la con

fiquracién de los filamentos de vortex Hj' a

Ahora, nuestro objetivo es demostrar la conver--
gencia de la solucidn del problema aproximado (1v.2.22),
(1v.2.24), (1v.2.25) hacia la solucién del sistema de -
Euler (I1V.2.1)-(1V.2.4). Primero analizaremos algunas -
propiedades y estimaciones concernientes al nicleo regu

larizado k .
€

IV. 3. Algunos resuitados técnicos

Comenzamos por exponer el siguiente resultado -

cldsico cuya demostracidn puede ser vista en [56].

Teorema IV.3.1.-

il o
q

3 »

il
p

aj] st fe Lq(R3), entonces la integral

-98_




donde L{a)=T 2%r (as2) /T (372 - i

converge absolutamente para casi todo x.

b) Si ademds 1< q, entonces

£
Lq

1, (1], <

donde A = A (p,q) es una constante. D
Pq Pq

Pq

El siguiente resultado debido a Calderon vy lig-

mund completa el anterior Teorema al caso a = 0

Teorema IV.3.1.- E1 operador de convolucidn

es una aplicacidon lineal acotada

de LP (R en LP(R3)3, para 1< p< #oo, O
Basindonos en estos resultados y en la propie-

dad de convolucién BB kE = dk=* 85-1 WE

podemos establecer el siguiente lema:

Lema IV.3.1.~-

(i) Sea pE 1]3/2, [ y sea YE Lq(R3) con

1 1 q 3 3
e = _ =
7 i o Entonces k&L, . (R’) vy para

3

todo compacto S contenido en R™ existe una cons

tante C(S) tal que se verifica

cl )
(1% .3.3) ”kf:HLp(s) QFW_

(ii) sea p& J1,2[y ¥ E wT-l,p(R3) para algin

entero ?=1. Entonces para alguna constante C

positiva tenemos

(1v.3.2) HBB kEHLp(RB) = Jalg7e elBL =T B

€




Vamos, ahora, a exponer un lema gque nos aporta algunas

estimaciones de 2P ke que serdn de uso continuo en el

resto del Capitulo.

Lema IV.3,2.- Sea T un entero no negativo. Enton-

3

ces para todo B8 € N’ con |B|= T, se verifican las

siguientes propiedades:

'

f'm(R3)ﬂ W '1(33), entonces

(i) Si YE W

Civi3.3)

fid] 84 V& wr'm (m3)ﬂ w"'(m3) satisface ademas

=173 |afetx) = ¢,
entonces

(1v.3.4) 12° k_(x)< |x]> .

v (%
| x|

(fii1) Sive Ll(RB) tiene soporte compacto contenido

en la esfera Sf{o:r), entonces (IV.3.4) se ve-

rifica para |x|=(r+1)e . -

Lomo consecuencia del epigrafe (iii) del anterior lema

obtenemos el siguiente Corolario

1
Corolario IV.3.2.- Supongamos que YEL (R3) tiene

soporte compacto contenido S(0:r). Entonces para

todo entero ¥ 2 tenemos

|aﬁ Q‘(x)Idx <

(1v.3.5) 5
[x| Z(r+Me € )

Las técnicas utilizadas en la demostracion del
lema I1V.3.2. son similares a las usadas en un lema ana-
logo para el caso 2-dimensional, donde el nicleo es
_(*xz,xll

|x] *
timos al caso 2-D (ver [47]).

K(x) , xE R . Por brevedad y similitud remi




Enunciamos, ahora, un importante l!ema de uti-
lidad para probar los resultados de convergencia, cu-

ya demostracién puede encontrarse en [ 47].

Lema !V.3.3.- Supongamos gque existe un entero n=2 1

tal que (1v.2.24) se verifica. Entonces para algy

na constante C> 0 y para todas las funciones
FEwn’p([R3), IS pS®, se cumple

n 2
'lf:‘:lys' flle(Rs)g C & |fln,p,iR3

IV.4.- Convergencia del Método de Vcrtex con Filamentos

Para estudiar la convergencia de la solucién -

aproximada uy hacia la soluciin exacta u cuando h

ye tienden hacia cero, vamos a considerar la relacidn
existente entre {rj(t)-r?(t)} ={ej& I = sikE) » 1o °
funcidén u - up .

Para todo t >0 y todo jE€ A tenemos

t
h
HORME =[

O(U*uh)(rj(s),s)ds +

t
+I0(uh(rj(s),5) - uh(r?(s),s))ds =N + M,

h

Vamos a evaluar N y M en términos de {rj rj}jéﬁ

Primeramente, podemos descomponer u-u, como sigue

ola tl> w tn, g} = gle) +L kilag) witip, 6d By =

5 ) arh

cudeds 3L e tetEdin, (uer el 2 a2
JEN) J = J Y

N2 + N3,

N, (x,t] =| (Kek )ix=y) wily,t)dy,
1
R3 5 or

- . = J
.3 kéx-y) wly, t)dy ? Iaj(f(E))kE(x rJ.’.t)) =

Ny t) = 2 ll @ (1 (E) ke (xr (1)) ]

Nz(x,t) = dE .

3

EJ o () tearlels
P Ay

La expresidn N1 recoge el error producido en !a
regularizacidon del nicleo. N2 nos proporciona el error
de la férmula de cubatura. Las estimciones de N1 y N2

sorn propiedades de consistencia del Método de Vortex

con Filamentos.

N3 es el error en la aproximacidén de la solu-
cién de (1v.2.8). Las estimaciones de Ny vy de Mnos -

dan las propiedades de estabilidad de nuestro essquema

de aproximacidn.

Estimaresmos estos errores en normas LP conti--
nuas y discretas. Establezcamos mediante el siguiente

teorema el resultado de Convergencia:

Teorema de Convergencia.- Supongamos que las si--

guientes hipotesis se verifican:

(i) Existe un entero n= 2 tal que (1V.2.23) se -

verifica,

(ii) o bien la funcion cut-off ¥ pertenece a
T

R3) para algin entero m>2 y tiene so

porte compacto, o la funcidn
- o0 -
yeu™ (R3)ﬂ v "1(R3) para algin entero

m=23 vy satisface para Y~> 3 la condicidn

Gv.bon) | 3% v |<c (elx)Y x€R3 [8] = 0,1,2




(iii) existen constantes C>0 vy g2 o> 1 tales que

(1. 4%.2) F 1B epeE. "

Erntonces existe, para tode s€ 0,1 ¥ para T S@fi-

cientemente pequefo, una constante CS(T,WO) tal

que, para todo p€|3/2,=[, tenemos:

A3k flatoonl = 0 b et o = |

El(en +
5

E

k) (t)
Hete ] ae s,

E

[labotk = o tu el

n hm
QCM(E +--E-_—1}»
E

LP(R3)

[eledl . S Cale” +

5. Propiedades de Consistencia.-

Comenzamos el estudio que debe llevar a la demos
tracién del Teorema de Convercgencia estableciendo las -
estimaciones de N1. Como suponemos que W tiene soporte
compacto, es claro que w tendrid también soporte compac-

to.

Lema IV.5.1.- Supongamos que existe un entero nz= |

tal que (1Vv.2.24) se verifica. Entonces para algu-

na constante C = C(p,T,wo) y tede ¢€[0,T} tene

ms las estimaciones

i 8. 03 s Ceat)] &t e, 32 <p & 5o,
1 LP(r3)

n
(1v.5.2) [INI(..t)Hp'h'tQC g, 1 & p<# o=,

Podemos escribir N, como
=(k =k _)* w(.,t)
€

= ks (wl(.,t) - wi.




Aplicando el lema IV.3.3 a w(.,t)-w(..t)*uyE obtenemos

[ w( ., t)-w(.,t) %y

n Mo
il apty™ s = Whajowr * 3 £ IS5
Sea flx) = wix,t) = {wl.,t)n Ve)(x)-

Usando el Teorema IV.3.1. deducimos que N1(x,t)€ Lp(R3)
con p €]3/2 ’w[y se verifica (I1vV.5.1).

Ademas N1E‘CB(R3); esto es debido a las acota-

ciones

- FN ], <¢ F(y)| dy <C.|!f
xey]> 1 |X'Y[2 dy 1 - | y/l gy 2|. 'lLI(RB) ’

| [x-vis ]x-y‘z 3 ey Jolodo —.-—Zcose dr d6 dt

bor tante Nl 00€ Y v Um0 S 8", sl ]
1 1 (P2

. 1
1|N1(t)|lp,h,:; CG(hB(Card {JE A ;Qj(tJ Esupp w})) /pllN‘("t)llLa%R3)’

< o (h VPN (.0 < e lIN (., t) 0
7 h3 | 1 llfn(RB) 7 | 1 1|C”(R3)

Analicemos, ahora las propiedades de NZ("t)'

Lema | V.5.2.- Bajo las hipdotesis del Teorema de -

Convergencia, e Xste una constante G = Cs(T,wo)

tal que para todo t€[0,T] se verifican

(1v.5.3) [N, (., t)]] C , pELI/2,],

<
Pigdy ®

(1v.5.4) [N, (., 0)]]
p,h,t




Dbservemos quz podems escribir
ar.

_ o | =
Liv.5.5) J_éA | o:j(y(E)) k_(x rj) ' de

ar(t;Nyj),O)

= 3 uJ(Y(E))kE(X‘f(t;D(YJ),0)) dg

J €4}y 0g

Por otra parte, usando la fermulacidén lagrangiana Y el

difeomorfismo D hallamos

(1vV.5.6) J k (x-y)w(y,t)dy =
R3 °

{ k ( er(t; Dz,0)v(D(2)) Vo(z)r(t;DZ.O)g%|vD(Z)|dz

R3E

=J  Cer (85 H2),00) vin(a)) ar(t:0(2),0) p(y)| oz
o3

9 %4

donde hemos usado el cambio de vartable y=ritrs,0} -
el cual, gracias a la condicidn de incompresibilidad,

tiene Jacobiano igual a uno.

As?, usando (1V.5.5) v (1v.5.6) podemos escribir
Nz(x,t) en la forma Nz(x,t) s E E.laln,z.El),
.EA J
J
donde
ar(t;Dz,0)
a(x,2,t) = v(p(z)) |vo(2)] kF(x-r(t;Dz,O)) X

En el caso en que YV es suficientemente diferen-
ciable, por ejemplo wm-l,l(R3)‘1wm-1, (P’),mB‘B, po-
demos estudiar directamente el término szx,t) como una

f6rmula de cubatura con lineas. En este c3aso obtenemos

hm

m=1+s
€

en lugar de (1V.5.3) v (1v.5.4).




Estudiemos ahora el caso en el gue m es menor
que tres, siendo valida la demostracidon para el caso

general de un m cualquiera, m>21.

Consideremos primero el caso en que
¥ EW m-l’m(RB)n\'lm_i'l(R% y satisface (I1V.4.1).
Como w, es regular y tiene soporte compacto, se sigue
del Lema IV.3.1. y del lema 1V.3.2 (i) que 1a funcién
g{x,.,t)€ \Jm’q(RB)n w'“""(n3) q€[1,2] . Escogemos
m.q> 3, m =1. Aplicando el I3,ema IV.2.2. cbtenemos

m + —a
(v.5.7) Malm,e) S 7 F  olxi., el
JEA

|
m.Q.Q;q+E'i'_ v

3

Dado xe€R’ y te€[0,T] consideramos el conjun

Jef jEL 1 dist (x,QJ.(t)) < 2¢ ).

Es claro que

£ 3
Card JSC,(1 +3 )7,

Asi, para cada j€ J, usando la desigualdad de H®lder,
hallamos

z |T|+3/q* l/q* =
= |g(x,.,t)|m’q’Qj<C3h (card 9) "9 |olx, .t g3 <

/
< C, hm(hﬂ:)3 ¢1g(x,..t){m’q.R3

Como ¥ €EL", 1<r <oy satisface (IV.4.1), del Lema IV.3.1
deducimos que keELq(Rg'), q €]13/2,0[ y parajg >0 tene-

mos

(1v.5.8) ||2% k¢l & e .= C6
H E|Lq(RB) = Jai +2-3/q em+2-§7p

Gracias a la regularidad de u las derivadas de

r(t;.,0) estan acotadas. Por tanto,




lg Cxpunt) o p35 €y 2 (|12% k_(x-r (£;02,0))|

|a|+|s}<m R3
a,B € N3

3B (v(p(2))] vo(z)] ﬂ;"i&)l dz)
Cg

m+2°3/9
€

1/q

<
Concluimos finalmente

(1v.5.9) z it
J.GJ ld 'm)q'Qj

Resta estimar Nz en los indices

6= U [
je a3 o

As?, si D(z)€ G, [r(t;02,0)-x|> ze , entonces
y-_—-ake(x-r(t;DzO)) es una funcién C: Por tanto, -
usando la regularidad de w_y el Lems 1V.3.2 (ii} te

nemos

z g(x“,t) .8 <C10hm z (J|a“k (»r(t;Dz,0)).
jeld e laf + 18l <m J6 €

3’8 €N3

1/q
3% (v(0(2))| w0z

ar(t Dz, Ohl d2)
m
<g.. R

" m-1
€

As?, hemos deducido que (IV.5.3) se verifica para

la norma LW(R3).

Para obtener las estimaciones Lp(R3],pE 13/2,0 [,

ar(t Dz,0) 9 1/q
w8 !a“k(x-r(t pz,0)) 3 (v(d(2) |v 02| ——)| d2)
ol + BISm ‘A %
(]',‘ 8EN3

donde A = R3 o A=G a ser especificado.

Para jeJ, A = RB, tenemos

B ar(t;Dz,0)
lIHIILp(R3)< ¢ 113 k€||Lq(R3)||a (v(Nz)))|vo(z)| ——a'r—”w(n%




En el mismo camino que lo realizado en la estimacidn -

L , hallamos

m

# h
|Ij§ J lg(""t)lm.cx.tlj ”LQ(E3)< 13 Em-1‘

Por otra parte, para j€ J, usando las desigualda
des de Minkowski y Holder para A = G, obtenemos

el by % ( (3 k, v} ™ dv)

Pm% ol HBISm V> 2¢

; ar(toz 0)
pAv(o @) vola) 5, — ||

y por tanto

z ey .
Hj €y - t)lm-quJ Ikp(R3)

S Lys

De esta forma, obtenemos las deseadas estimacio-
nes (1V.5.3) para p el3/2,=].

En el caso en el que suponemos que Y tiene sopor
te compacto, puede ser probado el mismo resul tado de -

manera muy similar usardo el Corolario IV.3.1.

Procediendo como en la demostracion del Lema -

obtenemos las estimaciones (IV.5.4) 0

Nota IV.5.1., En la demostracidn del Lema IV.5.2 las hi-

potesis minimas sobre la regularidad de ¥son que perte -

nezca al espacio L (R3) y tenga soporte compacto.

O




IV.6. Propiedades de estabilidad del mé todo

vamos a estimar NB("t)' Para ello podemos es
cribirlo como

r r'
= z . B ’ .y
N3(x.t) . luJ(y(E)) ke(x r(t YJ 0)) : dg

L)

h
= e '
e Iuj(y(e)) ke(x r (t,yj,o)) e deg
£
[
S
o€

EL“J(Y(E))(ks(x'rj)'ke("'r?)) dg +

j
Ar . r,

- - i e el

j]|aJ(Y(E)) ks(* rj)( ™ ¥ ) dg

= N;(x,t) + N%(x,t)

Estimaciones de Nl(th)

Para JEA , desarrollamos ka(x'rj)-k (x*r?)
€

en un entorno de rj(t) usando la formula de Taylor con
resto integral

K (xer () = ke(x-r?(t)) -

1
(Jo v ke(X'rJ.(t) + s(r?(t)-rj(t))) da).(rj(t)-r?(t))

Denotamos por Fi (x,t) la funcidn

{x,6) J RTINS Ly TLIET
f.(x,t) = S =i ¥ AP ))dg =2 d
i T Lt 'J)Jows o lehed B s T
Asi , aplicando el Teorema IV.3.2 a N;sz* ? fj

tenemos
(1v.6.1) ||N‘(.,t)|| 2EJ1 5 £.0..8 , PE]l, .
3 LICHIR | 3 ||L'”(R3) [

Evalue nos, primeramente, N;(x,t) en norma Lp(R3)

y en norma w"p(n3) para pE]1, of La demostracidn

realizada en el siguiente Lema es similar a la utili




zada para el Método Vortex Puntual en 2-dimensiones =

(ver [ 47]).

Lema IV.6.1.- Bajo las mismas hipdtesis que en el

Teorema de Convergencia, existe, para todo

s€]0,1 , una constante CS(T'wo’p) tal que

: 1 l 3/ p*u
(1.6.2) 30011 g <000 2O o0 o) el g, ¢

donde pEJ1,o[ vy o< t<T.

Dem.-

Denotamos por Fj la aplicacidn definida por

= h 1 h arj
fJ.(x,t) = LI aj(Y(E)) (rj-rj) Owe(x-rj+a(rj-ri))de—€—|d5

De esta forma tenemos

<|| =

(1v.6.3) 4 £ L. ]
I ; _Iin(R3) .

JE A

Primero consideramos el caso en que Y tiene sopor
te compacto contenido en la esfera S(xo;l). En este ca-
so cada funcidn F.(x,t) tiene soporte compacto. Para -

cada x€ R3, definimos el conjunto
=L J%4 ¥ xEsupp(?j(-.t))}.

Si i € Jx entonces se verifica

ri(t) N S(x-xo;e +]le(t)] o ) # 8
L

(R3)

y ademds

Q.(t) Cs(x-x_se + C,h +||e(t)] }s
i o 2 fo(RB)
Como la medida de Qi(t) es superior o igual a C h3, ob-

3

tenemos que .
e+ h +|le(t)]|

Card J_ < Ch ( L (R ))
" h




Por tanto, se verifica que

£ 7 = p <
El ¢ fels ,t) ] = I Ef.ln,t)d | 7 odx
J J : Lp(R3) R3 g o supp f

—)

= p
> [R3( ?lfj(x't” ) ? 1supp f

Por ténto,ha!lamos que

(v.6.4)||Z F.(.,0) || <
* =
€ gt ol tenlintall o WP BIEL YR 0
L (R%) ] ¢ LP(R
Por otra parte,se cumple
h
r.
JI de

[F. L <[lv_|

ey CPerh
c ar
‘;‘_51 J la (Y(E))(r -l' 4 —ai|d€ ’

13

Illnj(v(s)) (r,

/
€3 . £

y como w, tiene soporte compacto, aplicando la desi-

gualdad de HGlder obtenemos

z 1/p 3 P
( ?]Ifj(..t)lkp(n3)) <% 3/ *(u(}a (Y(E))(r rj) -ﬁ_|dg ) )

aY|l E)l/p

C ayY: %
1 o2 [@)40170 2J L
, —J|dg) @ hel | r,-r, |

h ?/p*
< P
Cgl <) lle(t)llp,h,t
Esta acotacidn, junto con (I1V.4.2), (1v.6.1), (1v.6.3)
y (1v.6.4) nos proporciona la deseada estimacién (1V.6.2).

Consideremos ahora el caso de una funcidn cut-off

mis general que satisfaga (IV.4.1). Para todo z‘EZB,

hacemos

= 3 -
g = {x€ R; ZIQ X €21+1, 1,2?3}.




Se verifica

Denotamos por la funcidn definida por

3r.
hy [1 i h_ a Z. 314
JI |uj(Y(£,))(rj-rj.‘Jo IGZE(X | +olr, rj)) 5 |[dg

Claramente se cumple la desigualdad

<z 3||l?|| |[ b s

5 Folath

J

Ahora, podemos aplicar a F?(.,t) las acotacio-

(1v.6.4) obtenidas para (siendo 1, en este caso)

soporte compacto. Usando (IV.4.1 obtenemos:

c (1 +lz|)-Y<C9.Y >3

b)) - <
ze2’ l]"’HL (c,) 9 ;e 2}

Por tanto, (1V.6.2) se verifica en el caso general. O

Como se verifica la acotacion

l ‘a“ Ye '’r_p(n3)5£lm]+3/p;E

podemos, con una demostracion idéntica a la del Lema

anterior, establecer el siguiente Lema

Lema | V.6.2.- Bajo las mismas condiciones que en -

el Teorema de Convergencia, para todo pe] 1, o ,

existe al guna constante C = C(p,T, O)::-'O tal que

' 1
(1v.6.5) [Nz, 0[] g3 <

c 1 3/p*
it pliste] o 1P et

1 1
donde — +— = 1,
p p’




Lema IV.6.3.- Supongamos que la funcidon cut-off
yei ™

(RB) satisface (IV.4.1), Supongamos, ade--

mas, que (I1V.4.2) se verifica. Entonces las siguien

tes propiedades se cumplen:

Li) para tode s€]0,1f, s =% y para al quna -

constante CS= Cs(p.T, tenemos en te [ 0,T]

U680 [lelt. o <
| [N, ||Lm(R3)

»

c -
< s i 3/p"
c5(1 + Elle(t)llL.,.,(R3)) | le(t) ]

p,h,t

(ii) para todo p€]3/2,%[ y alguna constante

C .= Cs(p,T,wO), tenemos
1
(IvV.6.7) I|N3(t)|[p,h,t

1 3/p7
<c (1 + €]|e(t)]]Lm(R3)) [le(O ][] b ¢

Dem.
Si aplicamos la desigualdad de interpolacidn de -

Gagliardo-Niremberg,entonces para todo s€]0,]1| obte-
nemos

1
Mol ] <
| 3 H w(R3)

1 1-s 1 s
< C, [N (Lt ] "N (L, 1) ] , 8= 3/p, p>3
y (IV.6.6) se si gque.

|
Dada una funcidn fE\#k +1'p(RB) tal que
p>3/Kk'+1, podemos construir una aplicacion lineal conti

1
nua I de Wk +1(R3) en LD(R3). Usando resultados bien co-
nocidos de la teorfa de Elementos fFinitos (ver [ 20] ),

hallamos

]
R e , (k'+1).p>3.
k'+1,p,R3




Por tanto, tenemos

i k'+1
| Inf]] . = et f | + h | B )
LP(®?) 3 LP(R3) kil p R

En particular escogemos I f de forma que la desigualdad
siquiente se verifique

nf >
IELIRPE JILAI Ny

Observemos que la siguiente aplicacion lineal satisface

las condiciones requeridas, s>-%

mf(x) = ho® J f(Yj) diee cuando x€ Qj' jEA
|

Por tanto, usando el Lema IV.6.2, resuita inmedia

to el resultado (1V.6.7).
O

Nots IV.6.1.- Si ¢y € WI’1(R3)FWU1’°%R3) entonces las =

essimaciones (IV.6.7) son verificadas para p >3.

Estimaciones de N%(.,x,t).-

Estudiemos ahora las estimaciones de N;.

Lema IV.6.4.- Supongamos que 'a funcién cut-off

q:ew1'°°(m3) rw"'(n3), Ademas supon gamos que -

(1v.4.2) se verifica. Entonces para

2
: -

1 1 1
= 0,] M € /2’00 g = y =1, ==&
S ] ( p 13 [ = E? q

t€[0,T], tenemos

2
(1v.6.8) ]|N3(.,t>||Lp(R3)< Cllelt) |y o E

3 h
(1v.6.9) [INGC0l] o S Clletel ] o

(IV.6.10)|]N§(.,t)|IBLR3)<—§||e(t)|Ip:h'tEh
€




donde E" = (1+-§ [le (t)]]

3/q‘.’: +
R3)

#(1+ LLe()]] P 17" | o3y

Dem. -
Aplicando la formula de G&Geen podemos escribir
Ni como
da .y ()) Ay,
(1V.6.11) N3 (x, 1) =E[-J —— i e (g
jef\ | ag J ) J
- < { —— (x-r, s = A+B
!l J\Y(E)) x (x rJ) T (rJ rJ)dEI

De forma similar a lo realizado en el Lema IV.6.1
estimamos el término A. Discutamos brevemente las modifi

caciones. Hacemos
da.(y () ay.
m, = J e 1y (x-rn) sl (r.-rh) d
3 2
J | x e 0 g

Consideremos también F% definido como fi en el Lema
Iv.6.1.
Aplicando el Teorema IV.3.1. obtenemos

< C1[|? mj(.

QCZH?EJ(-.(C)H )3

Al o, )
14 LP(rR%) Iqu(R3) LY(r3)

donde p€]3/2,0[ vy 1 /q = 1/p + 1/3

Para cada x€ R3 hacemos

I, ={ J€ A i x Gsupp(ﬁj(.,t3)}

Es claro que
£
(1v.6.12) Card | < c3(1 # e+ eleled]] o 3
L (R7)
Los mismos argumentos dados en la demostracién del Lema

IV.6.1. prueban que, para &} = 1 = ;

1
q

-115-




HZ -fﬁ.(-|t)ll < C (Card | )3/q*(z -I'ﬁ(,t) B )lfq
j J Lq(RB) 4 X i|, ] l|Lpn(R3)
& tleary 1130 < qx) ¥ (Y(E))( h)EYj sl
> x e"" 1—5,(—- v |Ke) ™)
3 J
# : 1/q*
< Cé(Card ! )3/q 3} :‘:(quhz I&‘dﬁ) 5
€ 4 J | Q&
(E(hl](r-r)| [j_*ﬂ ag )N/p
i 5E "
Fa® o /q"
< cglcard 1) 3/q*h3 T oleten) o o
E

1 3/q*
<C7(1+:[[e(t)||eo(a ) ||e(t)||p’h.f_

Por tanto, tenemos

1 3/q" .
(1v.6.13) || A ||me3)< CB(”"E"] | e(t)]] L°°(R3)) |le(t)]| p,h’t,p€]3/2, i

Para estimar B, aplicamos las mismas técnicashque
ar,

en la demstracién del Lema IV.6.1. El término i es
escrito como h h 1 3E
ar., or, 0dY.
£ ayi £
Usando (IV.6.12), encontramos finalmente que
h 1 3/p*
(1V.6.14) llBll gcllt’—(t)ll [lor]] (1+ =|le(t)]] )P
9 p,h,t L°'°(R3) - Lﬂ(‘3)

Asi, (1V.6.13) vy (1v.6.14) nos permite estimar Ng en la norra
LP(R3)con pE13/2,0] .

2
|| NS (o, t)]] <
1 ' 3 P': h +{1+]| elt - ) )
C1O||e(t)]|p,h’t((1+£-"e(t)||r (R3)) ItE ||me3) : &= w3
Para establecer (IV.6.9) y (I1V.6.10) usamos los -
mi smos argumentos que en la demostracién de los Lemas -

162 5 1¥.6.3.
5|

=11 6=




Estimaciones de M,-

Para completar el estudio de la estabilidad de

nuestro esquema resta por estimar M(.,t).

Lema IV.6.5,- En las hipotesis de! Teorema de - -

Convergencia, para t€[0,T], existe una constan-

te C> 0 tal que

(1v.6.15) ||vu_(.,t) <
H Uh |IL°°(R3)

1 30140 h
< C(1+e]]e(t)|]Lm(R3)) (|+e||e(t)HL°°(R3)+”V" ”maﬂ

Dado x€ R3 y t€[O0,T] , consideramos el conjun-

to de indices g, definido por

Jy = LiER: dx,B (< e+ a )

donde

h
(1V.6.16) a = sup sup | r(t;y,0)=r. |<c,h e(t)
jen ves,; e Al ”L°°(R3)

Es facil demostrar que

+ h + (t) 3
- e ||L°°(R3))

Card J, < C, (
h

descomponemos ¥ u, en la forma

ak
7o) 'J.R; wly,td e (xy) dy +
|

9k
> JQ v(0(2) |9 0(2)] 53 (xr(2502,0)) 55 (rf-r(t;02,0))dz

i 1
ak arr}

1 " = h
L V(050 O 7 07 (D | 5 Gl 5t s

j

ok ar*.‘
- v(Dz) | vhz| 5-E(x-r(t;02,0)) 1) dz
i

2




Usando el hecho que k € B1(R3)3 deducimos que
€

M1 esta acotado, HZ pue de ser escrito en la forma

ak
) g
z J L (v(bz)|v Dz|) =7 (x-r(t;Dz,0) +
el v 9%;

ok
v(D(z)) |v Dz| 'aéz_ E-f(x-r(t;Dz,O))(r?-r(t;Dz,O))dz = r]zmg
1 i

M;;nwde ser estimado en el mismo camino que lo desa--
rrollade en &1 tema (V.8.1, y usande (1%.5.17) obtener
mos para s€]0,1[

C
1022 1
(1v.6.18) | M2|<-£—S (h+He(t)]|Lm(‘R3) )< C3(1+:;||e(t)[]

L=(R3)
Estimamos la parte de Pé correspondiente a Jl

2

(1v.6.19) |M
| ZIJ

< c.(Card J.) h3 L (h +|[elt) j &
|<¢C, . i || HLoo(R3)

l

)
L°(R3)

Para analizar Mg, en su restr1ccuon a J2 = A-J‘

< ¢, (1 +_|1e il .

utilizamos el Lema IV.3.2. cuando wEEW (R3Y\ aﬁ) y veri-
fica (IV.4.1) o cuandoy € Nl (R ) vy tiene soporte -
compacto

2 d ‘
(1v.6.20) |M | <Cc.a Z L <C
2lJ2 ? JE J,) q, Ix=r(tsy,0) =2

El tercer término en la descomposicién de gu_ -
puede ser estimado en la si quiente forma

ok
(1v.6.21) |, |<C,h*(card U, Hax = Hvr o

31y,

3, h
Yl vr]

() (°(R3)

= u8(] +—| |E(t)”

"y en lo que corresponde a los fndices J2




lo descomponemos €en "

gk ok ar,
J ]
Q

V(o7 MIT T DI 3 xmr) = 580 (65 02,000 5
|

= axi £

M
3[J2 j€

2 %)
arh arﬁ
J v(D7 )| vT.)| — dg - v(D(2)lw0z| — .
| J J dE dr

+ &
JE€ 4

dle
L 5;—(x-r(t;Dz,0))dz

puede ser escrito como

dk
J v(D(?jD |V[X?j)| 'q 3o (x-r(t;02,0) +
Q. 0 i
J
h

: ; ._ h : _ R ar
+ 8(r(t;Dz,0) rj)JdB(r(t.DZ.O) rJ.) FJ dz

‘ : 2
Por tanto, razonando como en el caso de Mz obtenemos

T dy 9
8 je, Jo; [Perley, 0" <

1 h
1#]< ¢ allve"l]

3

h

< c  (2+ = 2| |vr]]
e e 3 L(r3

)
De esta forma, tenemos

1 1 d 2
(1v.6.22) M| <sc .. (1 +—||el(t)]|] 2t v
3 e | L= (Rr3) 3 ”L"“(n3)

Finalmente, para estimar Mz remitimos a la Teoria de -

3
Elementos Finitos para hallar para p >3 y J€ JZ'
Hl J M| I arj \ Br?
— 1 vo(F.))] vo¥.) | —2 dg - v(Dz)| vDz| —

h
<C, h|jvr]] oo 2 W]
e ®R3) 2 1,p,R3

Asi para p> 2 obtenemos




ak
2 h

(1v.6.23) |MZ|<C,p h||ur |l [ w_| || ==]1 _« <
M31< €3 LoR3) ©1,p,R3 X (PRI

Py

<

h
Chy 171 o

Combinando (IV.6.18) concluimos el deseado resul-

tado (IV.6.15)
0

Lema I1V.6.6.- Bajo las hipotesis del Teorema de -

Convergencia para t€ (0,T] , p€ [1,[ y alguna

constante C>0 , tenemos

<

(IV.6.2&)|]uh(r(t;.,O),t)'uh(rh(t;..o),tn] &Nk

)

< clel ,  O+Hle(w)]l )21+l e ol +llo e
.lb : |D.h.t E{Ie ﬁ”(RB) = e (R3) - E“(R3)'

Dem. -
Utilizando la férmula de Taylor con resto inte-
gral podemos escribir

1
up (e t)=u (e, 0) = |

Yu (rﬁ + B(r.-rh),t) do (r.-rﬁ)
0 h i i i i

Por tanto, el resultado (IV.6.24) resulta inmediato
a partir del! lema IV.6.5
0

Nota IV.6.2.- Para las estimaciones de estabilidad -

las hipdtesis minimales sobre ¥ son WtEWZ:”(R3)r1U2'1(R3)
i 1 g0 3 ;
y verifica (1v.b.1)o vE€ W (R°) y tiene soporte -

compacto.
O




7. Demostracién del Teorema de Convergencia

Para probar el Teorema de Convergencia comenza-
; h
mos por estimar [|[vr ||

R3)

Sea R> 0 wuna constante fija vy
= sup { £ [0,7) 3 |lele}|l] < Re } .
° (R3)

Posteriormente demostraremos que bajo nuestras condicio

nes Tocimify
€

De (I1V.2.22) se sigque que

h
< lu, (0] [9e"]|

C(R3) L= (R3)

C(r3)

entonces, usando (IV.6.15) tenemos
g o h -
3 el =l <6,0 +||vr HL°°(R3))HW ||L°°(R3).L' €[0,7 ],

Por tanto, es facil deducir de ia anterior desigual
dad no lineal (Gronwall) que g " esti acotado en norma
f” para un cierto tiempo TR independiente de nh y de g
TRSQ TE , suficientemente peguefio. Eligigndo la cons-
tante R adecuadamente podemecs suponer, por simplicidad,

que TR = Te

Estimemos en primer lugar ||e(t)]] para

p,h,t
p € ]3/2,%[ . Usando (IV.5.2), (iv.5.4)., (1v.6.7),

(1v.6.9), (Iv.6.21) y (1v.4.2) resulta

KM
m-1
€

t
(
; Jo||.e\;)||p_h't ds), 0< t<T_ |

|]e(ﬂ]L’h.t$;C1(en +

Aplicando la desigualdad de Gronwall obtenemos

m

h ), o<t<T
m=1 £

(v.7.) leol] A
e £




Vamos, ahora, estimar u(.,t)-u_(.,t) 3
1 beoth Il oy,
deimae Ci¥:8.1), LIV.5.3], fiv.6,.2), (1v.6.6) y (1v.6.8)

hallamos

’ hm
| lu=u, || <,y (e" -
PR3 3 Lk

€

+|]e(e) |] ), O<t<T .

pih,t

Se sigue de (IV.7.1) (IV.4.2) que

(1v.7.2)  |lu-u|] < C "+

Lp(R3) em-l
donde g€ j3/2,%]

De forma similar tenemos para s€] 0,1

(1. 7.3) lu-u, || sE(e“+——T“m )
" S g

Como se verifica que

1
lle(t)]] = (r3) <:3"7; |[[e(2) Hp,h,t

aplicando (I1V.4.2) vy (1v.7.1) y para p suficientemente -

grande obtenemos

C
5
(1v.7.4) |]e(t) ||L°°(R3)< :375] Ie(t)llp_h,t

m
) 0<<t<T
€

m-1
€

Vamos a probar que TE = T. Como las funciones u(.,t) vy
uh(.,t) son continuas y acotadas sobre R3 uni formemente

para t E[O,T] , se sigue de la definicidn de TE que

|le(t)]] oo o =Re, siT <T.
L (R°) £

Escogemos h° Y €4 suficientemente pequefos tal que -

h < ho y e < €g Como n > 2, usando (1v.4.2) y -




(1v.7.4) obtenemos

| |e(t)]] R e.

-~
L°°(R3)

Por tanto, T, =T cuando h <ho. e < 2t Esto prueba el

Teorema de Convergencia.

0

Nota IV.7.1., Durante la redaccién de este manuscrito,

hemos recibido el trabajo de Greengard [ 32] donde se
da una demostracién de la convergencia del M&todo de
Vortex con Filamentos. El estudio del Método seguido -
en este artfculo es bastante diferente al nuestro. En
particular, el término de deformacidén ec evaluado me-
diante técnicas en diferencias finitas que se apoyan
en una discretizacidn en partfculas del filamento, la

cual tiene en cuenta la estructura del fluido.

Notemos que basdndonos en las fé6rmulas de cuba
tura con lfneas y en el uso de medidas que transportan
los filamentos mediante el flujo hemos podido tratar
implfcitamente el término de deformacidn (Lema 1V.2.1).
En la prdctica, nuestro método requerird también una
discretizacidén de los filameﬁtos. Al plantearse ésta
a posteriori, y no desde el inicio del andlisis como
en [32) , el término de deformacién queda implfcita--
mente evaluado en el esquema gracias 3 la propiedad -

de conservacidén dads por el Lema iv.2.1. 0
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ALGUNOS COMENTARIOS Y
PROBLEMAS ABIERTOS

1°.- La via diferente de aborder problemas de cu-

batura introducida en el Capitulo I deja abierta la puer

ta a posteriores profundizaciones en el tema, asi como -

plantea relaciones de interés con otras teorias. En par-

ticular, la utilizacidn de las fdrmulas de cubatura sobre
variedades de forma reiterada relaciona las fédrmulas de -
cuadratura y las formulas de cubatura en cualquier dimen-
sidn entre si. Como consecuencia, la teoria de polinomios
ortogonales en una y varias variables quedan ceocnectadas,

lo que abre la posibilidad de otro tipo de enfnque a es-

tos problemas. Ademds, el plantear de forma reiterada me-
diante foérmulas age cubatura sobre variedades la obtencidn
de fdrmulas con nodos como datos, reduce notablemente el

grado de los sistemas no lineales asociados a la obtencidn
directa de formulas de cubatura con nodos, simplificando

notablemente el cdlculo algebraico.

Una caracterizaciodn de las famulas de cubatura Gau-
ssianas que tienen como datos variedades contenidas en la
regidn de integracidn, extendida a todo tipo de funciona-
les , puede ser planteada en el mismo camino que lo reali-
zado por Mﬁller[4ﬂ . Conexiones con la Teoria de Interpo-

lacidn en varias variables son posibles.

2°.-Una gran variedad de fluidos tridimensionales
pueden'ser simulados numéricamente mediante elementos de
vortex Lagrangianos. Para fluidos simples, la representacién
en filamentos aparece como la mas indicada. Si el fluido es
més complejo, o si se desea una informacidn mds detallada de
alguna zona del fluido, un gran ndmaero de elementos deberd
ser requerido. Sin embargo, los elementos de vortex son
necesarios Unicamente donde la vorticidad es no nula, locual
ocurre normalmente en una peguefa fraccidn del volumen total
del fluido, lo que representa una economia considerable con

respecto a otros métodos.




Esquemas mds elaborados pueden reducir significa-
tivamente el coste de la simulacian numerica:"Vortex-in-

cell Method”". En este método la velocidad no es calcula-

da directamente mediante la Ley de Biot-Savart a partir
de la vorticidad, sino usando una malla fija en la que,
gracias a la ecuacion de continuidad (V'u=0), hallamos la

velocidad cinematicamente a partir de

Bt s mTau

via la transformada rdpida de Fourier.lLa convergencia vy

el anAlisis detallado de este método esta ain por estu-

diar ( ver[ 28] y [39] para referencias].

3°,-En problemas de evoluciadn no lineales, nuevos
métodos que permitan de forma eficaz la construcecidn de -
soluciones son necesarios.

Los Métodos de Vortex han side importantemente de-
sarroliados en los Gltimos afios. Una de sus importantes -

caracter{sticas es la de respetar la geometria particulsr

de cada fluido, lo que nos permite estar muy proximos de

la solucién. Esta propiedad gueda manifiesta al encontrar
nos en el andlisis de nuestro método con las mismas propie
dades gque en el andlisis de otms métodos no constructivos
{2 1:036 ly[57] de 18 existencia ¥ unicidad de la solucidn
de las ecuaciones de Euler; como, par ejemplo, la explnsion
en tiempo finito de la solucidn.

La geometria particular de ciertos fluidos regidos
por Leyes de Conservacion ( curvas de choque, rarefaccidn
o de ccntacto) hace qgue los métodos de Vortex puedan ser
especialmente indicados para la simulacidn de sistemas no
lineales de Leyes de Conservacién. Algunas experiencias, -
realizadas en el caso escalar, muestran sus excelentes -
resultados ( ver [461 para referencias). Por tanto, podria
plantearse la extensidn de los resultados aqui expuestos
( Capitulos II y IV) a sistemas no iineales de Leyes de -

Conservacidn como alternativa, quizds mds fisica y geome-




esquemas en diferencias que son actualmente

astudiados para este tipo de problemas.

4°.-Condiciones en los limites. Cuando en gl #lui=

do fronteras, el efecto de viscosidad debe ser ingefr -
porado a la ecuacidn. Aungue existen algunos métodos para
tratar este tipo de situaciones, en general su estudio -
esta abierto.

Algunos metodos han sido propuestos para Trecoger

el fendmeno de la creacidn de vorticidad que se produce

cerca de la frontera. Chorin y otros [19] desarrollan un
método general en el que superficies de vortex (vortex
sheets) son generadas en la frontera satisfaciendo la con

dicidn de no penetracion

3 u
=0 »
. 3
donde nes la normal exterior a la frontera y donde una -
componente aleatoria es akadida a la velocidad de cada ele
mento para simular viscosidad (ver (16} vy el }.

En [14] Benfatto y Pulvirenti plantean la aproxima-
cién de la solucidn del problema de Stokes y Navier-Stokes,
con condirciones frontera, mediante un algoritmo de creacidn
de vorticidad, demostrando, mediante técnicas stocdsticas
y de an8lisis de Fourier, que la sucesidn de vortex sheets,
generada en la frontera converge a un 1{mite, el cudl =
describe el indice de produccidn de vorticidad cerca de 1la
frontera.

Fste procesc de generacién de vorticidad esta conec
tado con la tran-rerencia de energia a peguefa gescala [40]
Actualmente se esta haciendo un esfuerzo para la compren--

sidn de este tipo de fendmenos mediante técnicas analfti as.

5° -0Jtros muchos problemas guedan abiertos en Mecani-
ca de Fluidos. Los mocdelos conocidos no se ajustan a algu-
nos fer_menos que son oObsevados mediante la experiencia. Por

ejemplo, la situacidn descrita pol (A) en la figura




capa lImite

capa limite

observable en las experiencias, no es admisible en
tencia de solucidn del problema de Navier-Stokes.

la existencia de la linea de separacion- superficis
de separacidn en tres dimensiones- (linea que delimite
2onas de velocidad muy diferente en el fluidol] no

demostraada.

Probablamente, 1a simulacidn de fluidos complejos

requeriré el estudic conjunto de diversco modelos acopla

4os, que se ajusten localmente a lea fenomenologia del fl
do.

Situaciones tales caomo la descomposicion de un eles
mento de vortex (vortex breakdown), (ver [15]); o la forma-
cidn de singularidades cuando partimos de datos iniciale
regulares, astan siendo motivo de estudio actualmente.

Después de una dedicacidn casi exclusiva al estudi
de fluidos dos-dimensionales se ha comenzado a hacer un
esfuerzo de comprensidn en el caso tridimensional, quedan-

da abhiertas aun muchas e importantes vias de estudio.
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