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En mi cpinien, sin embargo, el realismo semantico Yy €l
realismo metaf:isico van jieplubiemente unidos, al menos €n io
refiere a teorias matematicas . Esta es la conclusién

punto de vista, se despreade del articulo ce

Benacerraf, “Mathematical Truth". En él el ‘autor aisla el
problema fundamental cque tiene que resolver el realista
cemantico cuandc se enfrenta a teorias abstractas, L ERELE S
teorias que hablan de Tumeros, conceptos, proposiciomnes,
propiecades etc. 1;.cugl es el mecanismo gue hace las veces de
evidencia empirica en los contextos Qque, como los citsdos, no
ratan cde objetos espacic-*empcrales? En este caso no parece que
haya mas remedio que postular alguna facultad intelectual
especial, la intuicién O algo parecido que capte inmediatamente
la reaslidad de la que habdla la tegria. Benacerraf=’¢ sostiene
que el realismo scluciona el protlema del caracter de la verdad
pera plantea el prcblema epistemologica de nuestro acceso &

arecer gque el postular uns sacultad suprasensible

problema del accesc a la realidad o, cesde

problema de 12 confirmacién de nuestiros

1a razon & Horwich puesto que se mantieme el
hiato aparentemenie insalvable

4 mi modo de ver, esta

ez erronea iendo en cuenta gue la facult

gue suele postularse, intuicicn o evidencia intelectuales,




reslisus re el conocimiente ¥ el mund
problema.

En adelante e al i semanti implemente

realisme, ein mas calificatives, Esto es, entendere por realismo

la posturs, oOpuesta al reduccionismo verificacionista, que
sostiene que los enunciados deben tomarse en su sentido literal
y que tienen un valor de veraad independientemente de gque seamos
capaces de car cOn é¢l, y aun en el caso de gque sepamos Qque Su
descubrimientc es imposible. Como ya he indicado, en ni opinien,
el realiemo implica tambien la tecis de gue no podemos esiar
absolutamente seguros del valor de verdad de nuestros enunciados

porgue nc tenemos modo alguno de ccomprobar COmO €S la realidad

"en si.

las posturas realistas acerca
la ificultad para

rantias a essa

que Cantor nti . Tesds , i blicaciones Cantor se
decanta por U ici 1145 respect de 108 numercs

enteros ,1Li0%




tratan

vista en Vv

que pueden existi los objetos abstractos, en general, y los

numeros transfinitos en particular. La primera de ellas, 2 la
que ilama existencia inmapnente, s la gque tiemen aquellos
otjetos pare los cuales tenemos una gefiniciéen precisa por mecdio
de la cual pueden diferenciarse cliaramente de Oiros objetos del
izmc tipo. En mi opinien, el que un objetc tenga existencia
ipmanente Se Opone & gque Sea una pura ¢antasia subjetiva 0 una
invencien injustificada. Cantor se expresa de la siguiente

manera:

“Pademos considerar hasta agui reales (wirklich) a ios
nomeros enteros, cuando OcCupan un lugar completamente
determinado en nuestro entendimiento sobre la base de la
definicien, [cuandol se diferencian éptimamente de todos
loe demas componentes de nuestiro pensar, {cuando] estén
con ellos en determinadas relaciones y por consiguiente
modifican el estado de nuesiro espiritu de una forma

determinada."~"%

inmanentemente si esti biem definiao

trabado en ei cual

e ‘J-.;..
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cierto serntide "en nuestro entendimiento® o que "nmodifican el
estado de nuestro espiritu® podria pensarse Que Cantor ef
psicologista. Ph. Jourdain, entre otros, mantiemns esta
postura-=", que en mi opinidn es injustificada. Cantor considera
a lo largo de toda su vida que los nomeros preexisten a nuestro
conocimiento, que se descubren, por lo que no hay razéen para
tachar su posicién de psicologismo.

Ls segunda forma de entender la existencia de los
pbjetos abstractos es para Cantor la siguiente: un objeto, un
numerc por ejemplo, existe si es un correlato objetos ©
conjuntos de objetos que existen en el mundo fisico. Asi los
ordinales indican el orden que tienen entre si los elementos de
un conjunto, los numeros cardinales el tamafio de los conjuntos
et=. A este tipo de realidad que pueden adquirir los objetos la
llama existencia trapnssubietiva O transiente. En este sentido
afirma que las clases numéricas (1), (11>, etc. somn

representantes de tamafios que de hecho ocurren eb la naturaleza

puesto que Cantor cree, aungue no lo dice en este lugar, que hayeP,

a+omos materiales en el universo y Gue los atomos de eter
forma un conjunto de cardinalidad Tty -

De acuerdo con lo dicho , 10S numeros pueden existir de
dos maneras, 0 mejor, decir gue un gbjeto existe O es real
tiepe dos senticos: puede significar cue estéd definido con
claridad y que se han determinado sus relaciones con 10S demas
objetos de su dominic, con 1lo cual adguiere existencia
ipmanente. Puede significar, por otra parte, Que el objeto tiene
una contrapartida en el mundo natural cue en el casg de los

nomeros no es mas que la existencia de conjuntos schbre la base




de los cuales puedan al T cardinales y ordinales. En
ste sentido para Cantor, 1f 19 ara Frege, uh Lumero existe
ci hay un conjunto del qu
Hasta agui podria cdudarse ce gue Cantor sostenza Ll
punto de vista realista de las matematicas ya que pocria ocurrir
que uUnNoOs objetos tuvieran existencia transisnte y oOtros
unicamente existencia inmanente de manera Que estos vltimos no
tuvieran referentes externos y la verdad ge 1= rmaciones que
hacen referencia a ellos gera definida terminos 4ge

coherencia interpra del sistema O algo por el estilo. Sin

embargo, Cantor rechaza esta posibilidad afirmando que todo 1o

que tiene existencia inmanente tiene existencia transiente, esto
es, gque no hay objetos que s6lo tengan el primer 1tipo de
existencia. Dicho de otro modo, para Cantor todo objeto que
cumpla las cordiciones que le garantizan la existencia inmanente
es ademas un reflejo de objetos, propiedades o relaciones Que

pcurren fuera de nosotros. En palabras de Cantor:

“no me cabe ninguna duda de gue 2mbOS tipos de realidad

ciempre Se encueniran juntos, en el sentido de gque um

concepto sefialado como exictente desde el primer punto
tapbién siempre una realicad transien

incluso en un numero infind




que  Brrosirar
realismo que sefialaba Benacerraf.
Cantor auna aparentemente .as
realisme y ce la concepcicn epictémica de la veraad,
por uh 48co una definicien sencilla e intuitiva de cue significa
que un enunciado se8 verdaderg y por otrao um método para
determinar sin lugar a dudas el valor de verdad de los

enunciados. El nexo de union emntre los dos tipos de exi tencia

lo proporcicna un postulado muy dificil de justificar,

Cantor llama 1a upidad del 10dD:

Cantor sostiene gue el fundamento gltimo por el que la
existencic inmanente ¥ la transiente de un objeto van
indisolublemente unidas consiste en el hecho de gue el universo

de la que también nosSOtros, i0s seres
Cantor no lo justifica en abscluto ni

a los dos tipos de

ningun otro escritc.

es.

fundamento
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recunirse diciendo que tode. lo gque es cognoscibl

existie ¥

viveversa, todo lo que existe puede ser conocido.

Sin el recurso al postulado de la unidad del todc no hay
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gar el procedimiento por el que se le adscrib
exictencia inmanente a un objeto, que mas bien parece apoyar una
concepcién epistemica de la verdad, con el realismo que Se
desprende de otros textos cantorianos y que recorre toda su

obra. La postura realicsta va habitualmente unida a una

m

concepcién de la verdad como correspondencia, y el significado
que tiene la verdad de un enunciada, © la existencia de
referente para un término no guarda relacicn alguns con la forma
en que llegamos a supdner gue derminadas afirmaciones Son
verdaderas © las razcnes gque tenemos Dara sustentarlas. La
concepcién epistéemica de la verdad es opuesta a la concepcion de
1a verdad comc correspondencia, & menos que, COmO Cantor hace,
se suponga que la relacicn entre conocimiento y realidad es tan
intima que no podriamos COnocer naca que no fuera verdero en el
sentido mas suerte, en el sentido del ajuste total a la rea.idad
+al come es. Quizé Horwich diria que el postulado de la unicad
del todo permite a Canteor ser un realista semantico sin ser
+a metafisico. Por mi parie me inclino mas bien a pensar
cue el postulade pretende ocultar precisamente el problema

epistemolegico gel reslicmo matematico, Pero em ningun caso io

La posicicn de Cantor en Grundlagen es bastante confusa,
haste tal punto de gue si se pasa por 2lto el postulado las
explicaciones canicrianas podrian dar también la falsa impresion

¢e gque Cantor esta proximo a lc gque podriamos llamar
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"convencionalismo® o "formalismo" matematico, esto es, @
teoria de la verdad como coherencia interna de un sigtema, pero
sin que el sistema conceptual que Se acepte en un momento
determinado como verdadero tenga un estatuto privilegiado en sus
relaciones con "la estructura del mundo real" que 10 pueda tener
otro sistema igualmente bien trabado. De esta opinien es Ph.
Jourdain~*< que justifica la adscripcien de Cantor a las filas

formalistas sobre la base de una nota de Grundiagen que dice

asi:

"El procedimiento de la correcta formacién de los
conceptos es en mi opinion en todas partes el mismo; se
toma un objeto sin propiedades, que al principio no es
nada mAs que un nombra © un Signo 4, y se le dan

orédenadamente distintos, inclusoc un nomero infinito de

predicados inteligibles, cuyo significado se conoce par
medio de ideas ya disponibles y que 10O pueden
contradecirse entre si; asi se determinaran las
relaciones de A con los conceptos va disponibles ¥

particularmente con los afines; si se finaliza con esto

completamente, entonces estan presentes [...] todas las




despertar
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Es cierto que este texto aislado da la impresion de gue se esta
manteniendo una posicien antirrealista piesto que no hay
1eferencia alguna a las relaciones del conceptc A con nada
externo al sistema en el que se ba introducido. Hay resonancias
de formalismo ingenuo que considera gue em las teorias Sse
iptroducen signos vacios que poco a poco van llenandose de
significado, pero en la teoria de la existencia de Cantor cuando
el proceso de definicion de las nuevas nocionmes finaliza y se
han determinado las relaciones del objeto nuevo con los demas
éste pasa a ser real, tanto como cualquiera de los utilizados
para definirlo. Cantor se esta refiriendo en este caso a las
condiciones gue un objeto debe satisfacer para conseguir la
existencia inmanente, y al final de la nota afiade:"constatar su
significado transiente es cosa de la Metafisica"““¢. Teniendo em
cuenta el sentido que tienen en Grundlagenlas expresiomes
vexistencia inmanente" y “existencia transiente" no bay razoén
para sostener que este sea un trabajn formalista, a pesar de

manera, guiza poco afortunada, en la que se expresa Cantor

comienzo del texto citado. Lo que tiene que comprobar

metafisica, tal como la entiende Cantor, es que el concepto A
es obietivo, es decir su funcion consiste en sefia.ar la.

cualidades o relacicnes gue poseen &lgunos cbjetos extramentales

para cuyo tratami=nco tesrico se ha introducido el concepto A

por que la ewiztencia de tales cualidaces

garantizada por la unidad del todo.




En mi opinion no hay rasgas formalistas en
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cantoriana de la existencia de 1883. Su postura es T ali

resulta claro de los textos conm los que comienza la obra y en
los que se refiere a la existencia de loz numeros entercs
infinitos y que ya hemos visto. Con la distincién entre los dos
tipos de realidad, transiente e inmanente, sefiala & pesar suyo
la caracteristica definitoria del realismo metafisico que se
intenta ocultar, a mi entender sin tener clara conciencia de
ello, mediante el postulado de la unidad del todo. Y este
postulado indica ademas que Cantor esta influido tambien por una
concepcién nepplatenica de la existencia que trataremos mas
adelante,

De todos modos, Cantor se expresa claramente como ul
realicta cuando justifica la objetividad de su teoria de numeros
trancfinitos y explica cémo llegé a ella. Pero, curiosamente,
cuando trata el tema de la existencia explicitamente, cosa que
hace shlo en el S8 de Grundlagen, utiliza categorias que no ha
utilizado antes y noc velvera a utilizar -- la distinicien entre
existencia inmanente y transiente y el postulado de la unidad
del todo -- y en ciertas expresiones parece conceptualista

respecto de las potencias y los ordinales.
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concliusion ) - : las matematicas radica en
Esta

exictencia inmanente vuelven de nuevo a sacar a la 2
cuectien de si Cantor era o0 no formalista. Tanto Dauben<®’ cOmo
Grattan-Guinness-“* sehalan gue para Cantor la existencia se
reduce a ausencia de contradiccion y que la caracterizz:cien de
las matematicas como absolutamente libres avala la
interpretacicn de que el matemdtico aleman era formalista.

Sin embargo, y en primer lugar, es {also que para Cantor
la existencia matematica se redujera a no-contradiccién. Cantor
exige que se puedan determinar completamente las relaciones que
el candidato a existente mantiene con el resto de las entidades
del dominic en el que se ha introducido, y este rasgo de su
posicién queda mejor caracterizado llamaAndolo *“coherencia® que
"consistencia®. En segundo lugar, la libertad de las mateméticas

declarada por Cantor, Y el formalismo cue estos autores ven en

su concepcién de la exictencia matemdtica encajan mal con

aigunos textos muy explicitos de nuesiro autor: por ejemplo, en

el mismo Grupdlagen Cantor confiesa haberse visto compelido a

aceptar la existencia de los nur -0s y la correccién de su teoia

de numeros transfinitos casi contra su voluntad (fast wider
¥illeny==®. K ic naber forma de expresar el procese

de formacioen de la

libertad de la que hablaré posteriormernte.

denunciar la ccnfusicn

potencial, e




veo aqui la ragém por .a que Do se nan

{pntdecks hat’ 1t los numeros

y utiliza el verbo wdeccubrir®. Dauben hace referencia a una
carta inédita en la que Cantor denomina a la teoria de
conjuntos “terra incognita"-=', que sugiere gque considera al
matemstico mas como expiorador gQue CONS inventor. Fraenkel

recoge otra carta a Kitta -Leffler en la que se dice:

"en lo que concierne al resto ( aparte ¢ . estilo y la

economia de expresién) no es mérito mio, en relacién al

contenido de t<rabajo he sido simplemente informador y

nErarig YF=

¢Qué quiere gecir entonces el autor cuando declara que 1as
matematicas son libres?. Er mi opinien la libertad de la que
aqui se habla no tiene nada que ver con la arbitrariedad ni com
la pura invenciomn. Lo cue Cantor estéd agui defendiendo es el
ectatuto independiente de la investigacion matematica, 10 sujeto
& la censura ni Ii i i religiosa. Propongo gue S€
entienda la libertad de 1 i subraya el autor,
en el sentido ce aulouOmia. L3S aticas no tienen que
fustificar 4 i i j et maneja ni la
objetividad

metafisica,

a la hora

matematicos.




desarrollo de j ia: mas bien ocurre lo contrario: si se
constrifien las matematicas desde posiciones gue le son ajenas s
corre el riesgo de acabar com la fecundidad y el progrese
matemstico. Por otra parte, la liberalidad en cuanto a la

{ntroduccién de tnuevos oObjetos y CcCONCeptos no puede ser

erjudicial puesto gque, como Se dice en Grundlagen™™*, las
pe P q

matemdticas llevan incorporados Sus propios mecanismos de
correccien y asi sl una nociern se manifiesta como vatia ©
redundante sera ->chazada y no existira en ninguno de los dos
sentidos.
La justificacién de la autonomia de las matematicas es
+tra de las ventajas del postulado de la unidad del todo.
Mediante €1 se garantiza 1a existencia transiente de los objetaos
matematicos y se descarga al matematicc de la tarea de probar
+al existencia. Con el postulado Cantor se estia defenciendo de
antemano de ia acusacien de que SUS NUMEros son meros signes sin
significado real, acusacien que Kronecker ya habia dirigido
contra los irracicnales, y la autonomia de su ciencia le permite
a su vez hacer caso omiso de las criticas gque se dirijam & su

teoria de conjuntos desde la filosofia o la teologia.
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Eay un sentido en el cual no es erroneo afirmar gque €n
la concepcien de  Grundlagen la ausencia de contradiccien es
condicion suficiente ce la existencla, pero lejos de justiiicar
este sentido el calificativo de formalista subraya mas bien
ciertac resonanciac necpiaténicas Qque aparecen €n este obtra y en
obras posteriores: .

En Grundlagen los ecos neoplaténicos se dejan ver en la
conexion entre la existencia inmanente ¥y la transiente. Como
cabemos todo lo que tieme un tipo de eristencia tienmen tambien
el otro, es decir, todo lo que esta bien definido y es cohrerente
con el sictema en el gue se introduce existe y es real, La idea
neoplatonica gque subyasce podria ‘ormularse cdiciendo gue existe
tode lo que es compatible con la coherencia del sistema, exist

1o que puede existir. Pocteriormente se encuentran fuertes

eoplatonismo en la justificacien tedlégice de los

numercs sfinitos gue pretende llevar 2 cabo Cantor en uma
carta al cardenal Franzelin en la que sostiene gue si Dios es

perfecto ti gue tener en SuU MANO la pesibilidad de crear

infinitos objetos, esto es, de crear el infinito concrelo en el

-

mundo. Y si Dios es bondadoso tiemne gue haber > ic 10

posibie. texto de la carta dice asi:




de la efectiva creacion consigulente ce un %

de su absoluta bondad y magnificencia.”-

No ez un argumento muy atortunado para calmer las
reticencias teoclegicas de algunos pensadores
deducir la necesaria existencia de los er
una opinic eligrosamente proxima a le
Eranczelin le hace saber-~-: atenta comtra la
doctrina de la absoluta libertad aivina.
Tanto la necesaria conexién de los dos tipos de

existencia que Cantor distingue como la legitimidad de deducir

1a necesidad de la existencia de los objetos sobre la base de

Ssu nera pcsibliidad en virtué de la esencia bondadosa del

creador, como ocurre en la carta citada, son formulaciones
claras de lo que A. Lovejoy ba llamado el Srincipip de Plenitud,
un principio neoplaténico que ha recorrido toda la nistoria de
la filosofia occidental="".

Hallett tambien ha sefialado este rasgo de la ontologia

de Cantor, aungue sin relacionarlo con el principio de Lovejoy.

como un tipo de

deben respetar pero

exizten




El correctivo que el autor menciona en Grunc.agen segun el cual
cobran eristencia inmanente ™ puede
que existe todo 1o posible, ya que,

dependiendc .m0 se interprete, rest inge el aicance del

Principic de Plenitud. FProponge que Se€ eptienda en este caso

wiputilidad" en el sentidc de wredundancia®, que €s la unica

menera de seguir manteniendo la compietud ae 1o existente. En
cualquier caso, sostengo que Canter utilize 1las doctrinas ade

Spinoza Y Leibniz como udha justificacion externa de Ssu propia

tegria en un intento de reforzar su posicien con el testimonio

de filescios respetados. £l problema cOn el gue se encontré, Sin

embargc, Iue gueé ei mediante argumentos tomados de estos

racionalistas se podia demostrar la nhig;igiﬂ;i de sSus numeros

mas alla de su consideracién como puras imagenes fantasticas,
era muy dificil conciliar estos argumentus con 1a ortodoxia
catelica, .o Cantor pretendio nacia el final de su vida. Asi,
junto con la jdea que define

el Principio de plenitud, no actud comd motor de la formacion ge
1a teoria de nUmeroS transfinitos, sino que el autor eché mano
de ella a_p;g;g;;g:i. En este sentido el prin:ipin de la unidad
del todo tiemne apariencia de cer ag aoc © guiza mejor pns:_hng.
Cantor no volvie a hacer

distincion ernire existencia

gstas ideas en el €8 de

no sparecen mas €n sy obra putlicaca. Bl

necezidad de 12 erictencia de sUS nemeros solo

estpo es todo i0




que tenemos para reconstruir el grado de compromisoc que mantuvo
el autor con el principio de pisuituc.

Del principio platénico-racionalista de plenitud se
cigue que entre los seres creados existe una gradacien continua,
que el universo estsa ccmpleto y gque cesde toda la eternigac

cntes con todas sus

w

existen todas las variedades posibles de 10
matizaciones infinitas”**. De esta importante consecuencia del
citado principio nada dice Cantor. Podria argiirse que no tiene
porgué hacerlo puesto que RO ccrfespcnde al matemg*ico sino al
metafisico el llevar a cabo las investigacinmes sobre existencia
en la naturaleza cresda. Sin embargo, cuando Cantor asume esta
tarea, bien que siempre de pasada y sin prefundizar, coma cuando
trata sobre el numero de atomos corpéreos, de atomos de eter ©
de puntos del espacio real, se echa de menos alguna referencia a
la completud de la "cadena del ser", en terminologia de Lovejoy,
en el caso de gque el autor hubiera sostenido seriamente el
principio a2l que estoy naciendo referencia. Por otra parte, el
priacipic de plenitud hace depender la existencia de los entes
de la existencia de Dios. Abordaremos la discucién de este punto
en el préximo capitule.

De acuerdo con lo que hemos visto bhasia el momento lay
razones para evitar el termind wéormalismo® cuandoc se habla de
l& concepecisn cantorianz de la existencia a partir de 1883, a
pesar de gque la conexién enire existencia inmsnente ¥ transiente
junto con la afirmacién de que jaz matematicas son libres pueca
llevar en aigin momento & la interpre.acien de que para Cantor

todo lo gue se requiere para gue Ud gbjeto exista es que Su

jntroduccien en un £istems no lleve a contradiccich. Cantor cree




gue la realidad gs como dice su teoria, €n caso contraric no
ntido que hablara cei deszubriniento de 5Sus

r'id s€

-

ni que rechazara las definiciomes de continuidad de Bolizanoc ¥y

Dedekind diciendo que eran falisas, y 70 mas bien poco utiles ©

cimplemente que el concepio gQue ellas caracterizaban era

distinto del gue ofrecia su propia definicién, etc. Nada hay en
esta concepcien que justifique :.8 calificacien de formalista,
que luego se ha unido al nombra de Hilbert. La teoria de Hilbert
deperde de dos descubrimienios que Do hicieron mella en el
pensamiento de Cantor: Ppor un lado, la aparicien de las
contredicciones en la teoria de conjuntos y, Por otro, el
desarrollo de las geometrizs no euclidianas. El primero de los
dos descubrimientos le lleve a la investigaciom de un méetodo gque
garantizara desde el principio la consistencia de los axiomas ¥
postulados de uma teoria. El segundo de ellos hizo que asinilara
una concepcisn ge los axiomas de uma teoria como enu.ciados que
no hacen referencia a la estructura del mungo real, y que gua

axiomas son verdaderos por el hecho de 1o ser contradictorios en

si mismos y come conjunto, En palabras dz Rilbert:

Si los exiomas arbitrariamente dados no se contradicen
unos con otros ccn todas sus ~gnsecuencias, entonces son
~psas definidas por 1los axicmas

para mi el y de wverdad Yy




contraria a la de Hilbert en este asuulu. Frege consideraba gue
ci los axiomas eran verdaderos entoOnces no €rau
pero el hecho de su no-contradiccién no aseguraba la existencia

de conjuntns de objetos de 135 que fueran verdaderosi"'.

Fundamentos de  ia Aritmetica™- Frege imcluye

transfinitos de Cantor entre las cresciones formalistas que aun
tienen que justificar su concistencia y la existencia ce sus

objetos. En mi opinién, esto ocurre porque Frege pasa por alte

el principio de la umnidad del todo cue garentiza la objetividad

de los conceptos y la existencia de los cbjetos. £i Cantor
hubiera participado en la disputa Frege-Hilbert acerce del
ectzcuto Ge los axiomas y de los numeros, no hay cuda de gue
hubiera militado en las filas de Frege mejor gque emn las de
Hilbert. No quiero decir con esto que los puntos de vista
Cantor coincidan sbsolutamente. En la obra de Frege

el rasgo neoplatenice del principio de plenitud ;en

los conceptos, Frege exige que se muestre que hay

objetos que caen bajo ellos. Pero Frege, ccmo Camtar, creia eun
una e de intuicien intelectual gue apoyaba la vercad de
de umna el - requeria que éstos fueranm

algun sentido y rechazabs la idees de que los

como pura




cCoOm0 TNuneros
utilizo supuvestos
conjuntos i le¢ hecho funcionsbun como
ziom ; que el considersba qu: expresabar
que tenian un valor de verdad objetive, gue soOn
indepencientes de nuesiro conocimiento de eilo. y Qque no Sse

{nventan sino que se descubren. Yo bay muchos puntos de contacto

cor una posicien formalis®- come la de Hilbert.

6.6 Bl nieptonisno de Cantor

Llamaré platonismo & la concepcién de la existencia gue

los ob‘etos abstractos exis comc tales en algun
ara gque los objetos fisic e

mundo. & esta tesis a veces se le

.isicos tienen it de realidad

“extramuncar ] ial cons*:ituyen el

autenticamente resa.l.
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1895 y, con menos claridac, parecen desprenderse de una de lag
concliusiones de  su Habilitasionsschirii de 1g60%a.  En esta
altima cbra afirma que los numeros enteros Son COmo los cuerpos
celestes y recoge esta idea en una caria 2 Herpite de 18%5 en la

que radicaliza aun mas la posicion:

“Permitame en es e sentido hacer notar gque a mi me
parece mas Iuerte la realidad y la sbsoluta regularidad
de los numeros entercs que la del mendo de los sentidos.
Y el gque que ocurra asi tieme un unico fundamentc, muy
simple, a saber este: gque los numeros enteros tanto
separsdos como en Su totalidad actualmente infimnita
existen con el grado de realidad mas alto como ideas

eternas en el intelecto divino."=9¢

Y en la misma fecha escribe a: Padre Jeiler refiriéndose a la
variedad de modos gue puede adguirir el irnfinito en abstracic.

i.e. , los numeros cardinales y erdinales:

e

del transfinito existen

n

odos estos modos especiale

desde la eternidad como ideas emn el intelecto




este tipo de piatonismo Se le llama a Vveces piaionisma
ai ust i l\.. nnn .
Como se desprende de 10 dicho, las ideas platonicas no

son muy impaortantes emn la concepcién cantoriama de la

sl contrario que las tesis realistas.

existencia,




CAPtTULD I1l:

L DESCUBKIMIENTO DE LAS COKTRADICCIONES Y

Lt SEGUKDA TEORfA DE CAFICR




El objetivo del Capitulo III y wultimo del presente
trabajo consiste basicamente en la discusion de los motivos que
llevaror. a Cantor a at ionar la tedria sostenida en Grundiagen
y Beitrage y de las modificaciones gue hizo de la primera
tepria. He llamado a la reunien de dichas modificaciones La
gegunda tepria, aunque no es una teoria propiamente diché ya que
Cantor nunce ofrecis un desarrollo cistematico de sus nuevas
ideas. El rasgo mas sobresaliente de la segunda teoria es gue en
ella se distingue entre copjuptos y  multiplicidades
ipcopsisteptes. La distincien entre ambos tipos de cclecciones
depende del numero de elementos de los que comsten, por lo que
1a segunda teoria puede considerarse justificadamente como una
teoria de la limitacién del tamafo. En el §1 de este capitulo se
exponen y explican las caracterizaciones que Cantor introdujo
tanto Ge lo gque consiceraba conjuntos como de los agregados no
dignos de tal mencionm. La razéen por la cual nuesiro autor
abandoné la concrpcien ingenua de los conjuntos estriba en el
descubrimientsc de contradicciones gue ¢l mismo realize. Hay

& encontre con dos

i

s6lidos indicios historicos de que Cantor
contradicciones en su tecria, la del ordinal maximo y ia del
maximo cardinal, alrededor de 1896. De la primera iraté el 82.
En 1897 se publice la contradiccién del ordinal maxims, gracias
al matematico italianc L. Turali-Forti, quien la descubrié

ce esztyudis en el




punto 2.1. De la contradiccién del nomero cardinal mAximo trata
el §3. Las dos contradicciones sefaladas dependen de la
aceptaacion de los numeros infinitos de Cantor, sin embargo las
dificultades de la primera teoria no afectaban soélo al
tratamiento de 1os numeros muy grandes, sino que podian
reproducirse en niveles de la teoria que parecian hasta el
momentc menos sospecoosos, como 1o demostro la liamada paradoja
de Russell. El matematico ingles encontré la contradiccier que
lleva su nom re intentando demostrar gque el teorema de Cantor es
falso. No consiguie esto wultimo, y a cambio dié con la
contradiccién légica mas famosa de todos los tiempos y la que
mee cifusién tuvo tanto entre matematicos como entre filoésofos.
1a contradiccién de Russell se estudia en el §4 y en el punto
4.1 se relaciona esta contradiccien con las teorias de Frege Yy
se recogen las criticas de Russell a ias soluciones del tipo de
lac de Cantor. En el 85 se pretende trazar una distincion neta
entre el infinito cuantitativo cantoriano ¥y el iniinito
cualitativo o Absoluto gue a veces Sé€ aplica a la divinidad; en
este contexto se exponen en €l punte 5.1 las tesis de K
Hallett, quien en la obra Cantorian set theory defiende la
opinién de que Cantor mantuvo cesde siempre una teoria de la
limitacién del tamafio en ia que, al comienzo, el Absoluto asumia
el papel regulador.En el pumte 5.2 expongo mis ideas contra
jallett y sostengo la opinien de gue la primera tecria encerraba

-

una concepcién ingenua cde 103 conjuntos y no es una teoria de la

*
1
b

1 3 4 361
limitacion del tamalo.

n
il

4]

4ltimo punto explico el lugar gue

-

i

las ideas religicszs tuvieron en sl descarrcllo del penszanientsC

de Cantor, que si bien no Zfue 1an importante, 2n mi opiniem,




como Hallett pretende, si fue lo suficientenmente dectacado como
para que no se le pase por alto. Los textos cantorianos
relevantes para el conocimiento de la segunda teQriason,
fundamentalmente, las cartas & Dedekind ce 1899 y las cartas a

Jourdain entre 1901 y 1906.

Y+in]imd : i -

La modificacien gque Cantor introdujo en Sus tesis tras
el descubrimientc de las contradicciones consiste en la
distincion entre conjuntos y multipliridades de objetos que
originan contradicciones si se les considera como conjuntos. Los
coniupios son reuniones consistentes de objetos mientras que a
las colecciones del segundo tipo las llama multiplicidades
inconsi . Cantor no profundizé en la caracterizacién de
las colecciones asi distinguidas y la definicion que dio tanto
de los conjuntos zomo de las multiplicidades inconsistentes es
circular. En su correspondencia con Dedekind de 1899 puede
leerse:
sto es, una multipiicidad puede estar constituida de
tal forma que la supozicien cel ‘estar-juntos' de todos
zuc elementos .leve a una contracdiccicn de tal manera
gue sea imposible considerar la multiplicidad como una

eto concluice’. A tales

P S L~ - - L
unidad, como un ob




multiplicidades las llamo multi ! s i sie

" HO7

(o) Eb-n" vl*nmarﬁ-e w':"'in“‘i-:

A las multiplicidades gue mo dan lugar & contracicciones
ci se las considera como unidades las llama conjuntigs. Asi la
caracteristica que diferencia & lps conjuntos de las
multiplicidades inconsistentes es que aguellos Se comportan
consistentemente aunque se los considere COmO un sole objeto.
Dicho de una manera &algo brusca, las multiplicidades
inconsistentes sen las gque encierran contradiccien =i se les
aplica le teoria de Cantor. Las que no provocan sorpresas
desagradables de este tipo son consistentes y solo a estas
gltimas se las llama conjuntos. De este modo la teoria queda
aparentemente salvada.

La rectificacion de Cantor entra dentro de lo que
Russell llamé teorias de la 113&3;;1§n_dg1_;nmnﬁn ya que las
colecciones problematicas son todas “"muy grandes®en relacien al
tamafic del universo, aunque ia ambiguedad de la expresion
entrecomillada no pueda precisarse pos el momento. Cantor sefiala
como ejemplo de multiplicidad inconsistente la “unién de todo
10 pensable"<““%, que &s, como sabemos, el caso gue Dedekind
utilize para mostrar Qque habia sistemas infinitos~"".

En Beiirage no kEay sndicios de gue el auTor esté
exponiendo una scoria de la limitacien de tamafio come la gue
aparece en su correspondencia, con 10 que no ha: Hase para
suponer gue en 1g05-7 dispusiera ya de este esbozo de ¢ Jiciem,

o por lo menos si 1o intuiang ic conzidereé suficientemente

-

madurado como par- ipcluirlo en su ultima obra conjuntista. Dado




que tampoco en la correspondencia hay una teoria solida Yy
suficientemente desarrollada de la limitaciocn de tamafic la
distincion cantoriana entre conjuntos ¥ multiplicidades
inconsistentes parece mas bien una estrategia ad hoc para salir
del paso, estrategia gue el autor ni siquiera publice.

El problema mas evidente con el que se enfrenta la
colucion cantoriana a las contradicciones consiste en que no se
puede decidir a priori que colecciones son consistentes y cudles
no, sino que sélo una vez que bemos topado con las dificultades
determinamos que las colecciones responsables de ellas deben ser
rechazadas. Y no hay ninguna razom especial por la que
{ntuitivamente se comprenda por qué colecciones de un tamafio
adecuado se dejan caracterizar por la teoria mientras que otras
mis abarcantes quedan fuera del alcance de ésta so pena de
contradicciéen. No parece gque Cantor fuera consciente de esta
dificultad en su segunda teoria, dificultad que, por otra parte,
es comin a todas las scluciones del tipo de la limitacién de
tamefio. Como veremos a continuacisen, Russell adopté por algun
tiempo una estrategia como la limitacién de tamafioc contra las
contradicciones, pero, a diferencia de Cantor, la ausencia de
evidencia inmwrinseca de la solucién aceptada le preocupe
enormemente.

Cantor no expuso nunca las contradicciones drl crdinal ¥
caréinal maximos como problemas de su primera teoria sino que
aparecen, formando parte de la segunda tecriaz, en las pruebas

por reduccién al absurdo de cue no existen ni el conjunto de

(w2

+ados los crdinaies ni el ce todos los alef. Esto es, se




utilizan las contradicciones para mostrar lo acertado de la
segunda tecria, no para atacar a la primera.

hunque de conformidad con la bhipétesis expresada al
principio de este capitulo las contradicciones lueron
descubiertas por Cantor en 1896, los textos mas antiguos que se

conservan en las que se las alude son de 1899.

2. o radni

Neschkowski 1llame primera paradoja de Cantor®'< a la

contradiccien que se deduce en la teoria de conjuntos cantoriana
el suponer la existencia del mayor nomero ordinal transfinito.
La primera version de esta paradoja que conocemos aparece en una
carta de Cantor a Dedekind de 1899='' y se encuentira también
practicamente sin variacion en una carta del autor a Jourcain de
1003%'=, En ambos documentos se utiliza la contradiccién
demosirar la tesis de que la totalidad de los ordinales nc forzma
un conjunto. La argumentacién se desarrolla de siguiente manera:
Si los nomeros ordinales constituyen una multiplicidad
consistente, a tal multipiicidad le corresponderia un tipo
ordinal. La racon estriba em que los numeros prd:nales son
comparables y ademas en QuE, segun las tesis de Cantor, en toda
coleccion de ordinales hay unC que es el mepor, o dickc de oiro
modo, la raczen es que el conjunto de 1os numeros coréinales esta

bien ordenado con 1o gue, =nediante el procedimiento de la

= 1 111
B

abstraccion, =2 le aslgh




Simbolicemos por © al conjunto de todos los ordinales. A
partir de wu, el segundc ordinal transfinito, el conjunto Q
tiene la propiedad de que cada numerc perteneciente a él es el
ordinal de la serie de ios ordinales que le anteceden®'*, de
manera que los ordinales de esta serie son tcdos menores que el
y no existe un numero mayor gue tocos los de la serie perc menaor
que él. Asi el ordinal del comrjunic & sSeguira inmediatamente a
+todos los elementos de i, peroc, por definicioen, en R estan todos
los ordinales existentes. Luego el ordinal de R serd al mismo
tiempo mayor gue todos los elementos de Q e identico a alguno de
ellos.

La conclusién que Cantor extrae de esta argumentacion es
que la totalidad de los numeros es una multipliocidad
inconsistente, es decir, ngQ es un conjunto.

la contradiccién del ordinal maximo afecta también a la
primera teoria puesto gue en su deduccion no se han utilizado
afirmaciones o principios que no pertenezcan a ella. Lo onico
que se necesita para deducir la paradoja es la afirmacién de que
loa ordinales forman un conjuntc bien ordenado y que, de wo en
adelante, cada uno de ellos indica la ordenacion del segmento de

ordinales gque le precede. Y esto ya zparece en Grundlagen ¥y

ireEeos




2.1 - 5 -

b

la contradiccion anteriormente expuesia S€ conoce
habituaimente como la paradoja de Burali-Forti. El legico
jtaliano C. Burali-Forti la descubrio independientemente de
Cantor y la publico en 1897. Fue la primera contradiccion de la
teoria de conjuntos que se dis a conocer a la comunidad
cientifica.

La intencion de Burtali-Fo.- como el explicitamente
reconoce~'“, es mostrar que los numeros ordinales transfinitos
no forman una serie, ni siquiera un orden parcial puestp qué no
cumplen la propiedad de ser comparables. El objetivo contra el
que Burali-Forti dirige, pues, 1a fuerza de la contradiccion es
la llamada ley de tricotomia aplicada a ordinales transfinitos
que afirma que si a y bk son dos de tales numeros uno de los tres
enunciados siguientes

e b0 BEE L akD
ha de ser verdaderc.
La argumentacién discurre de la siguiente manera:
En primer lugar, se define lo que se entendera por grden

3i A es una clase, se dice cue R




iv) si & y b son elementos de A, entonces siempre sucede

que 0 bier a = b, o bien a tiene la realcién K con b o

bien b estéa en la relacion R con a.

La expresion "(A,R)" signiiicara en adelante que ia
clase A esta ordenada de la forma indicads por la relacioen R.

Con cada clase ordenada asocie Burali-Forti un obiato
abstracto, su tipo ordinal, gue comparte cada una con aquelias
clases similares a ella Yy s¢lg con estas, entendiendo por
cimilitud lo mismc que hemos venido entendiendo a lo large de

este trabajo.

Una clase ordenada (A,R) estara perfectamente ordelaca

€l
i) tiene ur primer elemento
1i) todo elemento tiene un sucesor inmediato, excepto el
ultimo, si 1o hay
iii) todo elemento x de A es tal que o bien uo tiene
predecesor inmediato, 0 bien tiene un predecesor I Qque
no tiene predecesor inmediato ¥ hay un nomero finito de
elementos de A entre 2 ¥ &
A los tipos ordinales de clases perfectamenie ordenacas
los llama Burali-Forti orgs  grainales. La clase de los

numeros orf‘nales se simbolica por .
1a definicién dde las relaciones de "mayor® y “menar”
entre ordinales es como ia de Cantor. &1 entendemcs por "€ ¥ a2

1a rlase de los ordinales mayores que @, ¥ (K, € D )" cera la

~laze ¢de todos los ordinales ordenaces mediante la r lacien “ser




De la definicion anterior se sigue que las ciases de

s0l0 miembro estan perfectamente ordenadas, por 10 gue

-

(1) 1€ Xo

donde "1" es el iipo ordinal de las clases de un 5010 miembra.

Tambien se sigue Que
(2} ¢i a¢ Noy be ¥, entonces a+b € No
definiéndose la suma “atb" como el 1a teoria de Cantor.

Burali-Forti p-ueba tambiéen gque Si se asume QUE

() Si a y b son tipos grdinales entonces

a=>b C a<b 6 b < a,

entonces se sigue que (No, € »>) es una clast perfectamente

ordenada. Tendr&, Ppor consiguiente, un nomero ordinal Q.

Y

. alquies tipo ordinal sera memor que R O jdentico a €l. Esto

es, si “Clpo" significa v1a clase de las clases perfectamente

ordenadas", teneros gque de (A) se deduce:
(No, €>) € Clpo
Qe Fo
ci a € No, entonces 2 ¢ Q

ci a € No, entonces a Lagdl

se sustituye en (& wg® por W, ¥ &R o ta

optienen los enunciagos
N. entonces & Q+1
=i 0+1 € Ko, entonces +1 € 0
Comc tanto Q como :cujente, $+1, SOn nNUMEros,

io

oe




Luego, concluye Burali-Forti, la proposiciéen (A} ==
ley de tricotomia == . falsa, es decir, hay al menos dos tipos
ordinales que no son comparables.

Bural.-Fort. malentiende la defi~icioh Gae Cantor ce

da y rectifica sSu error en una breve nota de
1837. Sin embargo, esta confusier no resta fuerza a su

descubrimiento a gque en el se utilizan clases perfectamente

prdenadas y toda clese bien crdenads en el sentido de Cantor

ests perfectamente ordenada.

La diferencia entre las posiciones de Cantor ¥y
Burali-Forti estriba er gue el primero esta convencido dc que
todo conjunto puede ordemarse bien ¥ tanbien toda coleccien,
aunque no sea un conjunto, cou lo que la proposichn (A) es
verdaders para Cantor. Como de la prop.siciéen (A} se sigue la
contradic ien del .ordinal maximg, Cantor se ve cbligado a
restringir la nocién de conjuntc para Que abarque shlg
multiplicidades inocuas. Esto es, Cantor soctiene gque toda
miitiplicidad .bien defipida es un conjunto y puede ordenarse
Biew. Comc todc .njunto bien ordenado tieme ur numero oréinal,
toda multiplicidad bien definida tiene un nomero ordinsl. De ahi
se lliega a la contradicciéen gue acabamos de considerar. por lo
que no pueden segulr manteniendose todas estas tesis a la vez.

de Can.or es rechazar la primerc., Qque toda
conjunto, cca 12 gue el arguusnic que lleva
ze detiene en este
el contraric, rechaza la bhipctesis

comparable; en concreio no 1o son
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tampocc se presenta y no tiene que plantearse restriccion

/

glguna & la formacien de conjuntos.

Lo que agui denominare, siguiendo a Meschkawski®'"®,

segunda paradoia de (apior, es 1a contradiccisn que e obtiene

al suponer que existe un DURETO cardinal mayor que todos los
demas. Generalmente se llama a esia contradiccien B icia
Capicr, paor ser &l su descubridor, aunque no fue publicada basta
1932, El documentc mads antiguo que tenemos en el que aparece es
una carta de Cantor a Dedekind de 1399. También en la carta a
Jourdain de 1903 citada anteriormente’® se mencicna el hecho de
cue la sSucesisu de los alef no forma um conjunto, aungque s€
expone la contradiccien derivada de suponer .¢ contrario.

“n la carta a Dedekind mencicnadsa”'’ demuestra Cantor

o ~r
ce Ccong

"ntos

1)

guivalente

(1]

cla

w
n

L=

mn

~ue el sictema S de todas la
no forma un conjunto. La demostracien se lleva a cabo por

reduccién al absurdo utilizando la contradiccion del cardinal

maximo. La argumentacion es la sigulenie:
hgrupemos 1es CORJURTOS eguivalentes, y S6i0 estos, en
clases de equivalencia, (e manera gue a Caca C.IASE pertenezcan

ipe conjuntos de la misma cardinalidad y conjuntos de

ardinalidad distinta pertenezcan a clases distintas.

Q)

% ~la= 3 smAAs T As oy oy < = Jimmld A A n e | -
la clase de tpdos 103 CORJULTOS de cardinalicad a, liamemos < a
‘] 3 - ¥ - e 3 4 -~ g 4 £ 4 <+
1a totelicad e 105 BRIK/, fonde X 25 cualguler cardinal “inicc O




transfinito. Supongamos gue S§ es un conjunto. Elijamos de cada
miembro de S, esto es, de cada clase ge equivalencia K(a) um
representante de la clase, Mia). E. conjunto K form .o por los

repr esentante

in

tenéré la misms cardinalidad gue S puesto gque se
puede hacer ccrresponder a cada miembro de £ uno de X y
viceversa. M es una coleccien cada uno de cuyos miembros tendra
una cardinalidad distinta, y ademas para cada numero cardinal X
habra en ¥ un conjunto de tal cardinalidad. Si 8 es un conjunto
tambien lo sera X, puesto que Cantor afirma®'"“ que dos conjuntos
equivalentes son ambos conjuntos O ambos inconsistentes. Del
con‘unto X se puede formar el conjunto UM, resultado de la unien
de los elementos de . UK tendré un numero cardinal determiuado
como conjunto que es. Llamemos al cardinal de UM, mo. Mediante
el tegrema de Cantor, que el autor introduce en esta cartaa

Dedekind='®, y que afirma que

para cualguier nimero cardinal a, se deduce gue el enunciado

ha de ser verdaderc. Puesto gue, Segun la Lipétesis, en X hay

un representante de cade Lumero caréinzl, tampién lo habra d2

=

pmo, Estp es, algun elemento de N tendra la cerdinalidad ™.

Perg UK tiene m. elementos, COn 10 Gue aparece la contradiccién.

Pera deducir 1a paradoja @e Clanter 3 necesita dei

il

Axioma de Eleccién, que sirve para elegir un miembro de <ada

o
4
0
1]
(o]

le equivalencia, la operacidn de la unien entre conjuntos,

la tesic de gue leg unien de conjuntos es un conjunto y el




Haciendo una ligera modificacien & la argumentacion

anterior se llega a la conclusion de que la totalidad de los

alet no torma un conjunto. Para ello bay que asumir, cOSsa

venimos haciendo a lo largo de este trabaio, que loS alel

conjuntos. La conclusien aludida aparece si sustituimos X por T,

la totalidad de los alef.

La paradnja de Russell, la mas conocida de las paradojas
légicas, afecta a cualquier teoria de conjuntos que encierre una
concepcién ingenua de estos y, por tanto, tambien aparece en la
primera teoria de Cantor. No obstante, la conexion entre la
paradoja de Rugsell y las tesis del matematico aleman es mas
fuerte. Como es sabido, Russell dirigié la fuerza de su
contradiccien contra la teoria de Frege, pero la descubrie
conziderands el teorema de Cantor, segun confesion propia®=<.
Una formulacison simple de la paracoja de Russell es la
siguiente.

§i todo precicado define una clase cCOmoO SU extension, al

predicado "no Ten 51 I i or dera la clase




pertenecerd a si misma. En cuslquiersa de las dos opciones se
encuentrs una contradiccion.

Russell la descubrié en la primavera de 19017<'. 1902
se la comunico epistclarmente & Frege, hacienda responsable de
ella a la tesis fregesna de que las funciones pueden ser
consideradas como expresiones susceptibles de ocupar el lugar de
variables en las funciones proposicionales, esto es, que las

funciones pueden ser cconsideradas como individuos:

"Usted afirma que tambien una funcion puede actuar cOmO
el elemento injetermi . Crei esto anteriormente, perc
ahora este purto de vista me parece dudoso a causa de la

contrediccion siguiente. Sea w el predicado: ser um

predicado que no puede ser predicado de si mismo, ¢Puede

-~

predicarse de si mismo? De cada respuesta se sigue su

pntraria.' -

La contradicciéen aparece publicada por primera vez e4
1003, en Los Principlios 2 tematica, obra en la que se
ofrecen s verciones de la misma“®=*, una con el predicado
mencionado en la carta a Frege, otra con el concepto-clase:
“concepto-clase ! ] e su propia extensién” y uma

tercera




pluralidac®=<<. En la epoca en que escribié Los Principios de la

&+ 4 ; ¥ . lacpe e
clases como unidad forman un todo, pueden
tratarse come si fueran un objeto simple y, por tanto, Ser
ras clases. Las clases como pluralidad san
colecciones de elementos pero considerados como multiplicicad.

Tn palabras de Russell:

“En una clase como pluralidad, los terminos componentes,
aunque tienen cierto tipo de unidad, tienen menos de la
que se requiere para que Iformen un todo. En realicad,
tienen tanta unidad como para gue sean justamente una
pluralidad y no la suficiente como pera impedirles que

sigan siendo una pluralidad. "==*

Uno de los efectos de la contradiccién en la teoria de
Russell es que no todas las clases como pluralicad pueden ser
desde algun punto de vista clases como unidad. Entre otras, la

de las clases que no se pertenecen a si mismas no es una

inidad. La concepcion de las clases como pluralidad

no era demasiado ttil, amen de ser pico clara ¥ complicada de

que Fussell no tarde en abandonarila Yy acogerse

de @ue nOo hav tales entidades como “clases com

Er, una carta a Jourdain de 1906 escribpe:




datermiian una clase, porque

no es una entidad, " <"

Tras el descubrimiento de las contradicciones no se veia
mas salida que eliminar & posteriori las nociomes responsables.
Russell y Cantor adoptaron la misma ectrategia, negar la
existencia de los corjuntos que provocaban a: icultades, pero
mientras que el segundo no se plantesd problemas acerca de la
solucien encontrada, el primero no se conformé con la distin~‘én
entre multiplicidades aceptables e inaceptables por el criterio
del tamafio y dedicé los afos sigulentes 2 buscar un método
satisfactorio para eliminar el problema sin tener que renunciar

a las ma‘emiticas de Cantor ni 2 la logica de Frege, aunque

encontrar una solucién que se ajustara a Sus propios

requerimientos nc iba a ser facil, y posiblemente nunca encontré
ninguna gue le convenciers completamente. No era dificil
imaginar estrategias gue mantuvieran alejadas las paradojas
conocidas. Algo mas complicada se presentaba la tarea de
reconstruir las matemsticas y la legica sin contrariar la
estrategia aceptada, perc resulté imposible adornar l2s
soluciones con el aire de evidencia y simplicidad que Russell
hubiera deseado. E1 matemadtico britanico exigia que las
modificacicnes gque ‘ntrocuieran no fueran puramente tecrnicas,
sino que pudieran defernderse por algo mas gue pcr haber devuelto

la concistenciz a la teoria de conjuntos. Debian apelar




las dificul .ades ri ue lleva su nombre
piantearon al i britand &e - wmahtuvo  en €5
convencimiento ] distincioen entre confuntos y

multiplicidades inconsistentes rmin&rian ccn  los proo.ema

encontrados por

gez~ubrimiento de 1z contradiccicn de

Russell entrée en contacto con las tesis de Cantor
gracias a un eacargo de recensién de una obra de Hanneguin hecho
por la revista Kind en 1806, En la obra de Hannequin se incluia
un resumen de los resultados cantorianos, gque a Russell le
parecieron insostenibles™®', la incoherenzia cue encontradba emn
las ideas cantorianas Se expone

tematica, en donde filosofg britanico afirma que hay
conjuntos pars ] teorema de Cantor no puede ser

verdadero, entre = e se cita el conjunto de todos 1los

‘nos,el de todas las proposiciones,el de todas las clases y

Parecia evidente que no podia existir
ias cps cin excepciemn, ¥
tener el nomero cardinal

méximo. En ; om: Supu: jue Cantor se habia
equivocado en la le s vy asi en "Lac matematicas

1 a3 ¥
y los metal




"a lo que puede

For no ajustarse a sus deseos ae naturalidad descalifica

propuestas como las realizadas por Quine:

"El prof. Quine, por ejemplo, ha expuesto cistemas que
admiro grandemente en :ritos de su habilidad, pero que
noc puedo estimar catisfactorios porgue parecen estar
creades ad hog, y no ser los gque ni aun el logico mas
inteligente hubiese podido pensar si no hubiese sabido

de las contradicciones,"®<*®

Evidentemente, la segunda teoria de Cantor +ambién participaba

de evidencia que tantc desagracdaban @
seaba era una Qque ie hiciera
plvidar gue alguna ve:z nes fundamentos

conjuntos ¥

teoria de las clases ccmo unidad y como multiplicidad

En relacién a la solucien de

Cambridge,
Vhitehead,

ios conjuntos




muitiplicidades 1nc 'r s terminarian con

encontrados por Russell”

dezmybripientg de la contradiccion Ge

Russell entro en contacto con las tecis de Cantor

gracias a un encargo de recensién de una obra de Hannequin hecho

por la revista Mind en 1896. Fr la obra de Hannequin se incluia
ios resultados cantcrianocs, gque & Russell le

T

La incoherencia gue Eenconirada en

expone en ¢ Principigs de ia
tilssefo britanico afirma cue hay
gue el teorems de Cantor mno puede ser
verdadero, entre I ue se cita el conjunto de todos
terminos,el de todas las proposiciones,el de todas 1las clases ¥
as cosas®®~, Parecia evicente gue IO
mayor que el de todas las cosa

tener el




"Hay un numero mWAXiNG de todos 108

gue €5 el DulRio a dag 1a% CO8as

todo tipo. Es evidente QUE no puede

mayor que este, DU

por afiadir. Cantor tiene una prueba €L ia . q

nomero maximo, y si esia prueba fuese valida
contradicciones del infinito reiparecerian émn forma
cublimeda. Mas en este punto el maestro se hace culpable
de una talacia muy sutil Qque espere explicar en un

trabajo futuro.®”=-

Sin  embargo, tras investigar cuidadosamente la

argumentaciéen cantoriana, no s6lo no descubrie el error Qque

esperaba sino que =€ encontrée con la contradiccien del cardinal

maximo, conocida ya por Cantor pero
ipmediatamEnte

nombre vy cque le cejeo conmocionado & la simpiicidad de

ips conc

pensam ent

de premisas que +pdos los legicos, 19
habian aceptado siempre, desde

pdian




La diferencia entre las contradiccionnes de Cantor, la

del ordinal v cardinal maximos, por un lado, y la age Russell por
estriba en gue las primeras aparecen em partes muy

de la teoria de numeros transfinitos y, por tanic,

la base de las matematicas iogl Cabia la&

peranza ce gque alguna nmedids puramente tecnica pudiera acabar

con ellas, 0 bien que fueran fruto de algun error de calculo. la

contradiccien de Fussell, por el contrario, esta dirigida contra

los fundamentos mismos de la disciplina, ¥ las nociones

implicadas tienen una apariencia de lo mas inocente. El mismo
recoroce gque no se intereso serismente por la
contradiccisn del ordinal maximo hasta 1909, puasto gque hasta
ss fecha consideré gue una contradicciom tan complicada s¢lo
odéria resolverse después de que la suya hubiera sido
neutralizada“®®.
Como sabemos, tanto Cantor sell reaccionaron

peligrosos existieran COmO tales;

nente




para introducir frases procediea de Frege Y

tap Hdav Aridhmatilotes cehalado como la ley

ley afirma que dos funciones son idénticas cuendo 1o son

cuc recorridos. Frege lo explica al comienzo de esta pbre de 18

(=

sliguiente manera:

*Utiligo las palabra
'la funcion pfﬁ> tiene el mismo recorrido gue la funciom

Py

en general como equivalentes & las palabras

'las funciones f&@) y V&’ tienen para los
I

argumentos siempre 1oS mismos valores'.= %7

La ley V supone que puede pasarse sin mAs de funciones a
~acorridos, de intensiones a extenciones, de predicadcs a las
ciases de objetos cue los satisfacen. De este modo la ley
equivale a un principio ce abstraccién indiscriminado, que puede
¢arpulerse asi: “"Toda propiedad P deiine uma clase, & saber, la
clase de todo aguello que cump.e la propiedad P." Nc obstanie,
predicado: =iEh yna clase gue no se pertenece & si misra®,
“sar un nuomero cardina." o “SEr un nuUmaro gréinal" no determinen
cleszes determin gniunto: i rminolcgia de Cantor,

contrario




de io maz seric puesto gue,
V, parecen decvanecerse

fundamentos de mi aritmetica, sino

fundamcntacion posibd

Nachwors al segundo tomo de GIu

"y todavia ahora no comprendn ComO podria fundamentarse

cientificamente la aritmetica, como podrien concebirse y

en cuenta lcs numeros como objetos 16gicos, sl

pe cond.cionadamernte-— pasar de un

legica no
durante 1la crisis de incipios de siglo.

de ia <.poca dedicarcn sus esfrerzos a

y se desarrollaron varias




de 1la fundamentacion axiomatica de .a
reoria que
asegurara sistencia de | i por ultimo, el
intuicionis =% i ) U A i mocerado Polincare
propusieron una soiucien tasada en idencia intrinseca de
cada uno de los pasos del calculo. El descubrimiento de las
contradicciones no resulte, sin embargo, ua acontecimiento
para sus protagonistas. Lo que
erdié en inocencia se gane en profundidad y conciencia de
pencamiento formal y Sus resul “ados.
desarrollare las vias de solucien mencionadas, Cuyo es-udio cae

fuera dei alcance uel presente trabajo.

limitacion gel tamafio de

De 3 lo sostenidoc a lo largo de este trabajo,

ia teoria de conjuntos Lori pertenece sl estadio ingenuo

desarrcllo conjuntista Gue puede caracterizarse por incluir

aproximacién extiremnad £ il ] a la nocion de conjunto.

cualouier

toda reunisn de objelcs

t0,
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totalidad de los ordinales no puede considerarse cOmo Uun

1z - - = - e = - - T &
la tegria sea consistente. &

caonjunto si se pretende que =S
colecciones que originaron ias paradojas que Cantor encontro
tenian la opeculiaridad de ser extremadamente abarcantes,

contenian en S: todo lo g.2 podian contener. En uno de 103
casos, neo existia ningin ordinal por enorme gque fuera que no
perteneciera a la coleccien considerada; en el otro ia

exuberante multiplicidad de los cardinales era considerada de

forma csimple e inmediata de terminar con ambas contradicciones

De ahi gque la primera respuesta al problema consistiera en un

[17]
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e teoria de la limitacien del tamafio de leos conjuntos:
se aceptahan conjuntos tan grandes COmO fuera posible

ue he esbozado indica
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Ko obstante, y como ya he indicadc en capitulos
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antericres, QOO tDAOS 10S ccmentaristas de Lantor ceomparien ia
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;| g e - ’ - -
n la cbra Cantorian set theory onf LLIL%d

desarrclla M. Hallett la tesis de que el sistema conjuntiste de
1

Cantor no solo *iene el mérito de constituir la primera tecria

de conjuntos de la historia sinc que 22cmas ha inspiradc las

modernas teorias de conjuntos basadas en la idea de la

limitscion desde su crigen, como metodo para recortar la

peligrosa potencia de una concepcion ingenua de los canjuntos.
Hallett sintetize la doctrina cantoriana del infinito em

tres principios. El primero de elles, al Jue deromina Principio

A= T €234+ 12 - i = 1 5 =4 T 2 5
i1 Tpfinitn Actu=l, consiste en la afirmacion Qe gue todo

infinito potencial supone un infinito actual gue constituye el
dominio sobre el gue varian los valores del primero==.

En la obra de cantor, .a expresien mas clara de este
principio se encuentra exn Mizteilungen, em uUn TEXIO GQUE Ha
conocemos e’ v gue afirms cue toda magniTud variable cdebe tener

Un dominio de variacion cue no puede ser &l mWismo variable, ya

- = el et < ~ - - N — e - - =1
tOmaEr Sucesivamente va.Cres distintbs se recuiere gue la.es
valgres ecsten Cisponloles en unm conjunto gqelerzinacd vna
= - - -~ = = = N 3 o - - 15
magniiua gue puela aumencar indeiinidamenie mas aiia ae




de valores que le
variar. Conmo sabemos, la idea de que el {infinito
potencial exige la sxistencia de con} s 1 > en ac se

encuentra ya en Aristoteles y =

sofo griego del infinivo potencial per adicion.

El segundo principio a 1traves del cual Hallett
carscteriza la concepcion cantoriana del infini llamado
Principio del Fipiiismo, gque afirma que el infinito debe ser
tratado de modo similar & lo finito en la medida de 10O
posible=4-. Este principio significa en la obra cantoriana que
los limites de lo matematizable se amplian hasta abarcar Campos
que tradicionaimente habian quedado fuera. Implica en cierto
sentido la domesticacién del concepto de Infinitud, reverenciado
yalmente como atributo de la divinidad. Aunque la netafora
rincipic del finitismo

llevada &

icas, revolucicn que tiene

Al igual
Copérnico ¥ Galileo permitié el 1

dos Ambitos




matematic Absoluto desemboca
radicionale T 1 infinito actusl,
descansan ewu siéon del Absniuto con el Transfi
infinito matematico

Hallett sostiepe la tesis de que este Absoluto, que Se
mantiene fuera de consideraciorn matematica, es en realidad una
especie c¢e limite superior del Transfinitc. Las jerarquias de
los nomercs ordinales y la de los alef no fin, crecen
siempre, de acuerdo con los principios de formacion de ordinales
y ia definicion de lo alet ' las clases numericas. Segun

el Principin del Infipito Actyal, definen um dompinio mas

i

absrcante ocue seria el Absoluto. La existencia de las
contradicciones del ordinal y el cardinal maximos muestran la

justeza del Principio del Absoluto: el dominio de la jerarqu 2

completa de los numeros de lugar a contradiccicnes si se lo

pretende i matematicamente™ . ; ind e Haliett
las contradicciones de ia Tecria de conjuntcs no afectan al
sistema ¢ ' uestc gque la concepcion del Absoluto del
gutor inmuniza z 1 ellas. Es decir, la teoria
can+oriana ez una teoria de la limitacicon del tamafio desde el

aungue evolucioné desde un estadio gue podriamos

teoria s€ Vva




expiicitamente gue 10G leccien

Y uno puede arguir al menos gue la coleccion universal y
la coleccion de todos los orcirales no pueden ser
conjuntog cantoriangs; esto incluso antes de que
hublersa ninguna sugerencia de gue eran

contradictorias.”

Y tambien:

“¥ientras gue en forma original esta doctrina [del

hAbsoluto] ayuda a dar una cierta contiguracion al
universo matematico, y, por ejemplo, indica gue
colacciones ‘muy extensas' no pueden 1iomarse COmo
eonjuntes [...] s bien imprecisa, Enfrentado a la
el teorems de loc alel como

se conocié como la paradoja de

ansforme 1la doctrina en una

absolutas' e intente asi




fijo conceptualmente d por todas

distintos niveies del infinito P traves de lac
clases numéricas (1) - i @ y solo ahora
considero como tarea | 1g las relaciones de los
numeros suprafinitos ] matemsticamente Sino
tambien justificando y continuando er todas partes donde
iz naturaleza. No me cabe ninguna duda de

a mane*» podemos continuar siempre, Ein llegar

insuperable, pero tampococ a una

comprension ¢iquiera aproximada dei Absoluto.

Absoluto puede solc reconocerse pero nunca conocerse, ni

proximadamente. FPuesto que de igual manera
que dentro de la primera clase numerica (I) cada numero
inito por grande gue sea siempre tieme ante si la misma
de numeros finitos mayores que el, asi a
i clase
uperiores (il) ‘ 2

multiplicidad gde

coniunto absclutane
numeros gue comienza comn 1. es muy parececido a 1o
Albrecht von Hasller di ie la eternidad: 'Yo los
(la eternidad)
tanto, la serie

€0




bsolutc v la
numeros, cogeria en si desarrollo ccmpletc de
los numeros transfinitos manera no puede ser

identificado con ninguno de los numeros infinitos particulares.

Recordemos que Cantor habia definido la diferencia entre

Transfinito y Absoluto mediante la capacidad de aumento del

primero y la incapacid i undo. En realidad, no seria del
todn correcto afirmar que 105 numeros transfinitos pueden
aumentar y disminuir, cada nimero esta perfectamente determinadec
en Si mismo y no es variable, <£ino gue posee un tamafio fijo,
pera | serie de los numeros transfinitos si es siempre
aumentable: dado cualquier numero transfinito siempre se puede
sefialar uno meyor, y en rigor un nomero infinito de ellos,
aunque en este caso el término “infinito" no tenga la precision
adecuada.

™

Dentro de la tremenda masuitud de lo Transfinito hay
grados. Se puede hablar d ~lase numérica (1. 8
afirmar
se encuentra tal graduacior
entre el.os.
pargue,

dominio




volvera

upuesto, en est i me stad] no estaban
desarroliades en absoluto los de lles de la sucesion de
clases numéricas. FPero el programa, la visién del
esta claro -- el transfinito es le que

quiera que Ssea representatle en ecta escala de TMUNRros.

1 Perp con esto aparece la primera idea del estatuto

matematico del Absolute. ...l Cantor toma el Absoluto

como simbolizado por el todo de esta spcesion® 2t

y mas adelante

"todo 1o matematizable (o numerable) esta ya 2L €

gominio de 1o finizo ¥ 1o transfinito, ¥ el ibsolute es

v d

simplemente lo gue abarca a todc esto." ™~

Otro de 1lpos textios cantorianos que Hallett

s NMitteilunpgen y cice 1o siguiente:

{3t it AT
gisminucilicll




Hay aun otroc texto que Hallett trae ea defensa de su
interpretacion perc gue no pertenece a Cantor sino a Kowaleski,

amigo y discipulo de Cantor. Escribe Kowalewski:

estas potencias, los a-ef cantorianos, €ran para

Cantor algo sagrado, en un cierto sentido los pasos que

conducian 21 trone de lo infind al trono de Dies. "=%'

b

La interpretacion de M Hallett tieme la ventaja de que

proporciona una fuerte unidad y conerencia a todo el pensamiento

del . No cabe duda Gde gue Cantor era un hombre
profundamente religioso, y de que estuvo preocupado por
demostrar la inocuidad de sus ideas para el dogma catéiico.
Mantuvo correspondencia con tedlogos renombrados de su tiempo
acerca d - i aticas sobre temas filoséficos e

Si se acepta la tesis de

olégicas y matematicas de

del mismc tipo, y tanto

12 acusacion

3 T4~ = . 3 £ <
ze simboliza por 1z sucesien iniinita




cpinion,

cantorianos para considerar
rcuestionaple. Las IaI0LeSs

es

verosimil

-:Gn'r.inu.‘:cio”;.

maximo. De

s
o)

T A

¥o cebe ninguna dude de que

a -
gderis,
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Cantor es el CIe
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teoria cantoriana ciertos recuerdan
aracterizacich &axiomstica de 108 tuntos. En pna carca &

Dedekind de esta fecha dice el

*Dos conjuntos equivalentes son O ambos 'conjuntos', O
ambos inconsistentes.
Todo subconjuntoc de UN CONJURTO €5 un CORJURTO.
Todo conjunto de conjuntos, si se descomponen i0S

gltimos en sus elementos, es también up conjunto, "382

Hallett sefiale que la primera afirmacion de este texto
es una forma del Axioma de Reemplazo™®=. Y, desde luegc, la
segunda propesicion puede considerarse como una especie de
Axioma de Separacién y la tercera como uma formulacién del
Avioma del conjunto-uniem. Con todo esto gquierc ilustrar la

cia y la capacidad creadora de Cantor y la potencia ae
de conjuntos. Sin embargo, aungue el matematico aleméan
favor de iz funcamentacien conjuntista del

ung mirada retrospectiva uo debe

a pesar de gue la

ambiguedad de algumno de ! invi a2 proyectar en ellos

nuestros conocimientios actuaies. E 1 en la tecria de
tapa

cpntradiccion mejor dicho, anIes
conciencia del ignificado de ias
gue la segunda parie de Baiirige se dio 2 la

las hrbiers descubierto, ¥

conciencia. B rimera




pertenece la totalidad de la obra metematica que Cantor

y & la segundes algunas partes de su correspondencig.
Los argumer*2s que utiliza K Hallett para afirmar la
homogeneidud de las tesis de Cantor me parecen poco s61idos. El
texto de Grundiagen ya citado es, €en primer lugar, umna nota. Y
en mi opinion una ncta tiene menos fuerza uue el texto al que
hace observaciones. Grundlagen es una cbra tso filosofica comC
satematica y hubiera sido un buen sitio para que el autor

expusiera las relaciones enire el Absoluto y el Tramsfinitc con

todd datalle. Si Cantor pensaba que el Absoluto constituia uma

especie de limite superior en la jerarquia de lus numeros y de
las clases numéricas no encuentro razen por la que se pudiera
negar a explicarlo y discutirlo en Grundlagen. En segundo lugar,
en la nota a la que estoy bhaciendo referencia se pone en
ralacién una zerie "asbsolutamente infinita" con el Abscluto, de

& siguiente manera:

“Por tanto, 1a serie absclutamente infinita de los
nomeros, me parece, en cierto centido, un eizbolo
apropiado del Absoluto. "%

En mi opinién, la expresion “absclutamente

riemo significado que
1800 en la correspondencia con ledekind, y que
Lo que agui esta
intentando Cantor : grado maxzinmc de infinitud: la
de lo {initos infini perc la sucesien d:

= o+
o L




de alguna manera, Infinit t mas
infinits, 6 coh la : R cantoria *"abzplutament

infinita", pero no hay aqui ningune referencia al caréacter de

inconsistencia que en 1899 se asocia con la sucesion completa de

los numercs. Y no es extraho que asi Sea, ya gque Segun todos
datos disponibles de esta epoca (1883) Cantor no conocia
contradicciones que se seguian de 5u primera tegria.
comparacien que hace Cantor en el texto entre la jerarquia
los nemeros y el Absocluto -.téa expresada en términos
debiles, tanto gue, desde luego, no permiten de : in luger a
dudas unma ectrecha relacién entre ambos tipos de infinmitud.
Cantor utiliza la palabra “simbolo" que ademas matiza con la
expresion "“en cierto sentido", y desgracizdamente no puede
saberse ¢ue entendia el autor por "simbolizar". Una
interpretacién que me parece mas simple gue la de hallett y mas
corde con el estilo cantcrians d 2% siguiente:
E1 Absoluio sigue siendo el tipo de
para la Divinidad. El Transfinito cantoriano es un iu.inito

4 2

matematicc comple.zmente diferente del Absoluto, perc compatibd

1

Trancfinite no constituye




Absolutol
elude
por el contrario el Irapzfipito no solo llena el extenso
dominic de posibilidad ] 1tendimien ge Dios, sino
gue cirece
investigacion

mundo de lo

fiicg  "oew
El domino de lo transfinito abarca todc lo que es
De acuerdo con las definiciones cantorianas cada umo de
ez un numero posible, en el sentido de
que ng ier ida inde iined ctoria y, Segun la

concepcieon de 12 existencia expuesta el grunélazzen, tambien es

real. No i sfinitos nturianos, y por

la esfera de lo posible incluso para Dios. Su
creado contribuye i S, A masirs- el
los numerocs y

inmen~.gad




debe

By

ha s waba

de un ser infinito tam poderosd ¥y magnifico como para pensar Yy

de los numeros infimitos. Y la referencia gue

texto ai "maximo abspoluto" se entience

ndicacion de gque la infinitud del Absoluto es

ia teminologia escolastica, eminenie.

o

de esta tesics | la creencia cantoriana a

#os 00 de gue los args - :nitos existen en
idea anare , aungue Cantor

€3 vwma
ZiTIHS

en . je 1895 =& 1 ermi lego a elle

Y
fod

P

de manera independiente®™". ¢i{ los numercs estan €n la mente &°

Dips, entonces puede entenderse gue la jerarquia de transiinitos

apunta a Dios exn el zentido en el gque la existerciz Y calidad

contenido indica la exi tencia y calidad del continente. El
ol ambitoc en el gue se mueve <al jerargquiz sino

de contenerla, comprenderla ¥ contemplarla
uno de sus detalles, lo que evidentemente no puede

:r gl entendimienzc humano.




300

posible al de lo finitc hace que la consideracién extensional
Y en este punto
donde i1li 51 ie S.Agustin: 10s numeros
encuentran en ei intelectc de Dios, y el los consicera en
totalidad, de modo que aungque Su conjunto sea inconcebibie para
nosotros porque es infinito, es aprehendido por Dios, pare quien
es finito. En palabras de Hallett:
"Agustin alude a la incompletabilidad (para nosotros? de
los numeros naturales pero continua enfatizande gue Dios
puede no selo captar la serie completa de los numeros

sinc que la capta como una forma fipita."™"'

Hallett es de la opinic¢n de que la finitud-para-Dios de
los conjuntos infinitos no resuelve el problema, planteado en el
ceno de la teoria cantoriana, de jue multiplicidades formen una
unidad y cuvéles no. Los conjuntos son colecciones gque pueden

ccneiderarse como cbjetos simples. De acuerdo com la idea

agustiniana las coleccicnes infinitas tienen para Dios la

unicidad requerida y son, por tantd, candidatos propicios a
conjuntcs. Asi el paso de la "multiplicidad" ‘a ia "unidad", la
ampigiedad gue acompafia & los conjuntos qu son 2 la vez “mucho®

v “unc* ese soiuciona recurriendo & Dios.

conjunteidad




nosoiros podemos y ademas mucho mAs. De hecho, parece
que Dios es introducico para salvar un vacio !‘entre una
coleccién y su unidad como conjunto) que nosctros mismo

no podemos salvar."-"-

Sin embargo, ¢cual es la razon por la que Dios plensa
algunas coleccicnes cOmC CORJUNTGS ¥ otra ? £1 el conjunto de
los némeros finitos es una unidad desde el punto de vista
divino, ¢por que la totalidad de lo que hay no lo es? Luego, el
yecursc a Dics no contesta a la pregunta de que colecciones son
conjuntos y cuales no.

Si se rechaza la posicien de Hallett la rspuesia 2 la
aporia es cimple: hay una forma facil de decidir que colecciones
son conjuntos pues para Cantor todas lo son. Una vez
descubiertaz las contradicciones la situacion se complica, pero
no sélo pars Cantor sino tambien para Sus sycesores. En
cualquier caso, en la obra matematica gue Canmtor publice toda
coleccion es un conjunto y puede considerarse ¢esde este punio

un objeto simple.

la interpretacidn ue Halliett la solucien es

rismo sugiere®®® que, si el Absoluto se
universo de .ias matemaéticas, 1o unico gue
gmaticamente cgue el

gue es la funcicn

iz clase universal




“Cantor no tiene rninguna

la dependencia del
Todupoderosa, y &s: insistir simplemente (como hace el
principio (¢) groseramente afirmado) en gque existe una
rigida distincién de tipo entre el Transfinito y el
Absoluto, gue el tltimo no es mas que la categoria de 1o

matemstizable y no es matematizable el nismo. " #%4

Volviendo de nuevo & la interpretacién de las relaciones
entre el Absoluto y el Transfinto en Cantor, el texto de
Kowaleski que Hallett sefiala en apoyo de sus tesis no tiene por
que expresar mas gue lo que ya he sefialado repetidas veces: la
jerarquia infinita de los alef nos ayuda a vislumbrar la
excelencia del creadaor.

Hay aun otro detalle en la obra de Cantor gue me inclina
a considerarla como una teoria ingenua de conjuntos. Es de nuevo
un rasgec negativo: pBeitrage es el ultimo trabajo matemAtico que

Cantor quiso publicar. Despues de é1, y posiblemente a causa de

la. decepciones que le proporcionarcn algunos de sus colegas, no

preparo nada sobre su teoria de conjuntos para darlo a conocer a
la comunidad. Todo lo mas que hizo fue mantener correspondencia
con algunos matematicos famos0s, y e€n ella si se esboza la
distincicon emntre conjunios ¥y multipiicidades inconsistentes.
Teniendo en cuents que, salvo la cdefinicicn de cobertura, no bay
nada en Bejiirsge cue constituya una novedad, es razonable pensar

gue Cantor confeccioné esta obra para difu

el esctilo de




y que Cantor evito cuidadosamente

filoscficas caracteristicas de Grundlagen. e:, Beiirige ©
una Sistematizacion consciente de la teoria de conjuntos de
Cantor realizada por el. 8i, como piensa Hallett, tal teoria es
una teoria de la limitacien del tamafo, este hecho deberia
explicarse en alguna parte. En concreto, el sitio adecuado seria
la definicion de conpjunia con la gque empieza la obra. Para
alguien que vaya buscando una teoria de la limitacion de tamafio

¢al definicien no puede Ser mas jecalentadora., Dice simplemente

"Entendemos por conjunio tpda reunien K de objetos
distintos determinados T de nuestra intuicien 9 nuestro

pensamiento [./.1 gh pn todo "7

No puede haber una definicicn mas general e irrestricta.

.

En resumen, la interpretacion de Hallett agui d.scutida mno

cuenta con apoyo suficiente en los textos ce Cantor, que sin

embargo Si exponen una concepcion la teoria de

conjuntes.
ica que las creencias I ligiosas de Cantor
fyeran irrelevantes para su trabajo matematico. Nada hay en .

de un pensador gue pueca catalogarse & prieri

to




El objetivo del paragrafo 5.3, el ultimo del presente

trabsio, consiste en mostrar cuéle las relaciones que
Cantor mantuvo con la religiom y los teclogos y en quée medida
relaciones tuvieron una
concreto de la tecria de numeros
al ostenido, como hemos visto en los paragraios
precedentes, gue las ideas conjuntistas de Cantor dan lugar a
una teoria de la limitacion del tamafio gue las inmuniza de las
contradicciones. El limite superior e inabarcable de la teoria
es el Absoluto divino que no es matematizable, segin el
principio del Absoluto, que Hallett le atribuye a Cantor; de
este modo, Dios forma parte de la teoria de conjunios auaque
sélo sea proporciopéndoie un freno que .mpide que la jerarquia
de transfinitos crezca desmesuradamente por arriba.
que defender¢ es distinto al
opinisn, Cantor sostiene, e€en fectoc, que
metematizable, pero en el sentido de que
o tiene nadas gque ver con la teologia. En cuestichnes

cintoma del espiritu




Esto ultimo no significa, en modo alguno, que .as ideas
religiosas no tuvieran inci i ing la vida y la cbra
del autor; tuvieron una gran importancia en la forma en que
Cantor concibie el trabajo, en el enorme sentido del deber y la
disciplina que demostre, en la resignacicn con la que sufric los
fracasos, y en el impulso que le dio su deseo de ofrecer a la

Iglesia una doctrina verdadera y profunaa ae la infinitud; pero

desde luego no tuvieron incidencia en las ideas especiticas que

Cantor vertie en sus escritos.

Cantor tuvo desde el comienzo de su vida una fe profunda
que ie fue inculcada fundamentalmente por su pacre. la historia
de la familia de Cantor no se conoce con precisién ™. Se sabe
que su abuelo paterno, Jakob, vivié en Copenhague y que
pertenecia a unz familia niente probablemente cde Portugal o

Georg Woldemar Cantor, nacié en

y se traslade muy joven a

Petersburgo donde fue educeado en una nmisién luterana~*=.
Gecrg Voldemar se casé en Rusia con Xaria Bohm, catelica. La
pareja tuvo seis hijos que fueron todos educados en la tradicien
luterana. Sin embargo, y sin gue conozcan las razones, Cantor
se consideré en su madurez catolico y consagré gran cantidad de

mateméticas c¢on las

de

ig Version




iicso el judaismo coro

acuerdo con los datos

de su biografia. Sin embargo, parece gque si tenia antepasados
iudios por parte de su padre. En una carta a Jourdain de 1906
cefiala Cantor que el no tiene ningun parentesco con el tal

Moritz Cantor, profesor en Heidelberg, y afiade:

"En cualquier caso nosSOtros sSomos luteranos, este Cantor

sin embargo { es 1 Judio.“*7"

En este caso el "nosotros' del que habla Cantor debe referirse a
la rema de los Cantor de la que él desciende, convertida al
protestantismo, porque él mismo se confiesa catélico, como lo
prugba el texto de la carta a Hermite de 1804 que transcribo a

continuacion:

“phora solo sagradezco a Diocs, todo sabiduria y 1040

bondad, gque me negara siempre la satisfaccion de estos

deseos de un puesto bier en la Universidad ce Géttingen

bien en 1z de Berlinm, porgue asi me Oblige, mediante una
penetracién més profunda en la teologia, a servirle a El
de lo que

ematicas,

excliusiva




conmpoti. de su confirmacieén y que, de acuerdo con Dauben®’?,
Cantor conservé toda cu vida. Los parrafoz mas relevantes de la

carta son ios siguientes:

Queridicimo Georg:

A traves de la bondad del Todopoderoso, el Creador del
universo y el Padre de todas las criaturas vivas, ojala
tenga este dia una influencia santa scbre toda tu vida
¢utura.;0Ojaléa mantengas constante € incansablemante
delante de tuc ojos las virtuosas resoluciones que sin

duda has hecho hoy en silencio comc un vOto solemne!...

El futurc de la yida de uno y el destino individual

estan ocultos para uno en la oscuridad mas prefunda. Y

es bueno que sea asi [...l.

;Con qué frecuencia los individuos mas prometedores
son ven-idos tras una cébil, tenue recistencia en el
primer problema serio que sigue a Su entrada en 1io0s
asuntos practicos. Rotos sus dnimos [...] en el mejor de
los Llleg 3 lo que se llama un
genic malogrado! (...l

iPero a ellos les faltia este corazen firme, del que

a tu @mas




y no retroceder

¢yeron muchos. Entre ellos,

Kronecker que hsbia sido su msestrc en Berlin y und de los
matematicos mas influyenies de

siempre las teorias de Cantor acerca d infini aungue
nunca escribié nada contra ellas, hLacia burlas ae las tesis de
antor con sus alumnos®’h, negandole & Cantor ia posibilidad de
defenderse. El enfrentamiento cou ¥renecker le produjo muchos

dicgustos, pero no sueron los unicus. Deseo siempre una piaza en
una universidad mas iniluyente Qque 1a de Halle, especialmente
dese¢ ir a Berlin, cose que munca consiguio. Propuso & Dedekind

para un puesic en Halle como profesor ordinario con la icea de

que si él no podia ir a una universidad mas prestigiosa, al

menos traeria & matematicos prestigicsos a fialle, pero Dedekind
rechazé el ofrecimiento®’” Enfrentado con la practica totalidad
los matematicos de Su epoca, conservaba sin embargo iz
pero en 1864 este S€ negd a publicar

ey cobra Principien en 1a revista de la que éera editar¥’“etc.

Los sinsabores que le dieron sus colegas hicieron que
dejara de interesarse pcr el mundo matematico. Tras experimentar
laz reaccicnes que la teoria de numeros +ransfinitos provocé,
Cantor e decepciono de lasz matematicas y 108 natematicos.

Comenzo & licar £11050:1 a2 mantener correspondencia con
teologos, Qque PoOT aguella epoca estaban preparacos para ocupar

hueco gue los matematicos nabisln dejado en la vica de Cantor.

n 1879 una encirclica,
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las doctrinas de la Igiesia. En este espiritu, algunos teclogos
alemanes COMENZAron & interessrse por la teoria del infinito
cantoriana, Yy entre ellos destaca Gutberlet®7® que sostuvo que
Dipos garantizaba la existencia de 103 NumETos de Cantor.

La relacion comn los teélogos <tuvo €l efecto de
fortalecer las convicciones religiosas del auter, hasta tal
puntoc gque considere gue sus fracasos con 12s mstematicos habian
cido obra de Dios pargue £l lo queria a 8 cervicio. Cantor

ademas, compensar 2 la iglesia por el interes que le
habia demostrado, €n contraste con la actitud del mundo

matematico. En 1806 escribie:

“Por mi parte le sera ofrecida a la Filosofia Cristiana

por primera vez la verdadera teoria del infinito. """

Despues de 1o dicho, no cabe duda de que la religién 1O
tuvo una influencia superficial en la vida de Cantor y en el
desarrollo de su obra, aunque no gquiere esto decir que tuviera
una repercusibn directa en el contenido de ecte oltima. La

tepria de los aLmeros transfinitos procede de la tegria de las

derivadas de puntos Y esta teoria 1o es sospechosa Ce

contaminacién teclégica. En Grundlagen se expone ¥ fundamenta SU
cepcion cel infinito sin que se recurra a
Tioz, y en cambio Cantor asume um punto de vista platenico y 2

necplatéenico acerca de 1a existencia de lps objetos

proviene d = +radicién de pensamiento €R




Plenjitud, se coloca en opesicion a la doctrina de la Igles:ia.
Trasz su gesencantc de 105 matematicos y Su estrecha relacion con
algunos pensadores catelicos, le confiere a Dios protagonismo
como sustentador de la realidad de Sus numeros y cdescubre por

cuenta .a tesis agustiniana de gque l0S Rumeros existen en ls
mente de Dios, pero esto no significa que su teoria necesite de
Dios para existir o por 1o menos 1O mas que cualquier otra
teoria sustentada en vuna concepcien 1o constructivista de la
existencia. Ademas, todas las referencias a 1a tesis de &an
Agustin son ade 1695 y no hay indicios de que sostuviera esa
¢actrina antes y después de la fecha. Pero, con todo, el
infinito divinc sigue estando fuera Je la teoria. La infinitud
que es propia de Dios es la que se expresa mediante el concepto
de Absoluto gque, tanto para la tradicion filcsefica occidental
como para el propic Cantor, es inde.erminable, no puede

conocerse ni expresarse y, por tamnto, IC es matemAticamente

caracterizable. Desde un punto de vista matematico, la obra

cantoriana supone um avance extraordinaric, un salto cualitativo
en la historia de la disciplina, puesto que un &mbito
completamente extrafic al trabajo matematico se incorpora a él,
ampliando con ello enormente el marco de aplicacion de este. Ko
obstante, desde un punto de vista teolegico no hay gran
ado en mostrar gue no la hay.

nto para la comprension

ia concepcien

ecuiiar
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ntro sentido, las convicciones religiosas de Cantor
le inc.inaron a pensar que las ideas por el sustentagas eran
verdaderas. Si en momentos de crisis confiaba en Dios, como SJ
padre le habia aconsejado, Dios le mostraria el camino. Despues
de considerar los problemas zeriamente y encomendarse &. creador
estaba convencido de que nada tenia que temer. Cauntor habia
profundizado mucho en cu teoria de numeros, pabia desmontade 1os
argumentos tradicionales contra el infinito actual y Sus ideas
no penian en entredicho las ensefianzas catélicas. Ante la

pposicién de Sus colegas tomo la actitud que su padre hubiera

considerado acertada: trabejar y confiar, para no ser un genio

malogrado.
Tanto Dauben™®' comd J. de Lorenzo”®= consideran cue ia
obra de Cantor Supusc una autéentica reveluciocl en la historia de

1ae matematicas. J. de Lorenio llega a la cOI cn de que las

+enria anterior

terminplogia de

no son inaconmensu




fue lo que ocurrié con la emergencia de la teoria
nomervs transfinites cantoriana, que
hasta donde nadie antes habia sofiado.
Utilizando las ideas de Kuhn podriands
convicciones religiosa de Cantor le ayuda
tenacidad de la que deben hacer un

paradigma naciente-“". La fe en teoria era verdscers,

porque él confiaba en Dics y Di no podie engafiarle, fue lo

que mantuve a Cantur contra las it tiempo suficiente
para que lCS numeros ansiinitos conocer vy el punto
de wvista ' fuera adoptado otros matematicos qQue

asunieran la tarea de perfeccionar Yy desarrcllar el contenido de

la obre de Cantor.
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[.Grattan-Guinness: "La aparicion del andlisis matemitico y
los progresos en su fundamentacion desce 1780 a

4. Ph. Jourdain:"The development of the theory of transiinite
2

Fumbers",p. 30
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5. A. Coffa: "Kant, Bolzano and the emergence of logicien",p.679
- -~ -
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6. Ph. Jourdain: gp. cit.,p.302

7. De nuevo se plantea la duds de si Cauchy participa de ciertos
oz comunes & los matematicos de su época O si se aparta de
s en cuestiones que nos harian pensar gue Sé halia mas
erca de Cantor de lo que parece. En esie senticdo, mientras
gue, como hemos visto, Jourdain considera gu= Cauchy
fu ttan-Guinness alirma
iz matemstico & una
la geomeiria ¥y al

alg B a Cantor se opone & una

tradicien de pensapient a la gue =i, de acuerco con

Grattan-Guinnes, GCauchy no pertenecia, muchos de sus convem-
L A S 3 e :

poTaneos =i Yo es obietivoc del presente trabajc investigar

la figura nistérica de Cauchy.

8. GA,p.187

o. 7. Dedeking: "Continuity end irratinal numbersz",p c2 ) BE

1 %, Pourcaki Elementos de niztoris de la3 NEI2IZATACAZ, P 1€5

1. E. Meschkowski: Probleme des Unendlichen,p. 43

.5 B, Holeano: Paracozier des Upendlichen,p.73; G. Camtor: ULE

T T - TER .
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.3, Cantcr no forzmula erxplicitamente lo que €l mismo denomina

axioma (G&,p. 97 indica unicamente gue la cOrres pOncencia

enire cada npumerc rezl y un punto determinado de la recta no

puede probarse y gue, por taato, Su alirmacion &S axiomatica
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14. La primera vez que aparece esta nociomn, en ULP 1I, Cantor la

simpoliza por P'*°, pero a partir de este articulc =zambia el
ciinol0 Wt Ar “L.."

5. 1. Grattan Guinness: "The correspondence between Georg

ip Jourdain®,p.i27

16. 1. Grattan- Guinness, lpc. cit., afirma que tal prueba
requiera el Axioma de Eleccien.

17.. 1. .da iorenzo! La matematica y el proplema de Su

16. Toda la jerarquia incluida hasta el momento se encuenira en
P Il (1880), Segun Grattan-Guinness, en “Georg Cantor's
Infiuence on Bertrand Russeli®p.63, Cantor afirma en l1& edicien
original del earticulo que disponia de esta serie diez afios
antes. Este texto, sSin embargc, no aparece en la edicion de
Zermelo de las obras de Cantor.

16, Estas definiciones se encuentran, por ejemplo, en ULP
VI,p.226, la primera, y p.228, la segunda

20. Cir., por ejemplo, Grundiagem,p. 193

21. H. Neschkowski, en Probleme des Unendlichen, p.95, hace
noter gue la mayoria de las definiciomes actuales cde 1los

terminos “"coherencia" y “continuidad" no coinciden con las que
Cantor introduio. En Cantor, Ila definicieon d&e continuidad
aparece por primera vez en Grundiagen (1883)

22, R. Dedekind:"Continuity and irrational Numbers",p. 11

23. R. Dedekind, pp. cit.,pp.i2-13

o e =
£o. oIt 5 ¥ 55,

26. Bolzanmo no utiliza esta terrinclogia ni encontramos en su
obra ningun parraio gue pueca ser tomado como una definicién ge
la continuidad.
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28. Cfr. EW,p.di2
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key Pastor, F. Pi Calleja vy C.A. Trejo: Apalisis
266-7

GA,p. 151
34, Cfr. GA,p. 142

35. GA.p.150. E1 texto original dice asi: “Eine Mannigfaltigkeit
(ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, die irgendweicher
Begriffssphare angehoren, nenne ich wahldefiniert, wenn auf
Grund ihrer Definition und infclge des logischen Prinzips vom
ausgeschlossenen Dritten es zls iptern bestimmt angesehen werden
uss, Sowpil irgendein derselben Begriffssphare angehoriges
Objekt zu der gedachten Mannigialtigkeit als Element gehort oader
nichit, wie auch, ob zwei zur NMenge gehorige Objekte, trotz
formaler Unterschiede in der Art des Gegebeseins einander gleich
sind oder nicht.®

36. M. Hallet*: Cantorian Set Theory and limitation of size, por
ejemplo pp.45-47 y pp.240-244

37. G. Frege: "La légica en la matematica®, p. 104
38. Cfr. Paradoxien des Unendlichen, p. 27

30. Fermanece la duda de si Bolzano cambio de opinion al final
de su vida. J. Berg, en su monografia Bolzang's Logic.p. 177,
recoge una tecria segun la cual Bolzano dié el paso que le
quedaba hacia la concepcion moderna del infinito, y comprendié
que la equivalencia era toac o gue hacia falta para construlr
una tecria del tamsfio cardinal. La confesién de este cambic se
encantraria en una cartz 2 R. Zimmermann, hoy perdida, escrita

ie Marzo de 1848, el ¢ltimo afio de su vida, Berg a0

eczta opinien suficientemente fundamentaca.

. 2D
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hipotesis que hay que probar ni la numeracien que he dado a
estas ultimas,

44, BY, p. 34

45. En frances en el original. KXeschkowski, en Probleme desg
Upendlichen, p. 39, afirma que en la btiografia de Cantor que se
encuentra en la edicien de Zermelc de las obras del autor,
Zermelo asegura que esta frase apareze en una carta del 20 de
Junio de 1877. Meschkowski dice a su vez gque tal frase no
aparece en la correspondencia por ningun sitio. En primer lugar,
quierc indicar una confusion de Meschkowski, posiblemente un
simple lapsus: la biogratia que se adjunta a la edicien de
Zermelo mo es de este sino de Fraenkel; en segundo lugar, aungue
es ciert. que la frase en cuestien no estd en la carta citada
por Fraenkel, si aparece en la edicien de Noether-Cavailles de
la correspondencia Cantor-Dedekind -- que es la que Meschkowski
utiliza -- en la pagina 34, en una carta del 29 de Junio de
1877 Por su parte, J. Pérez de Tudela, en El problema dal
continug, p. 69, tramscribe esta famosa frase, pero relacioma la
sorpresa de Cantor con el descubrimiento de la reflexividad de
los conjuntos infinitos. En nota sefiala que ha tomado la cita de
Bourbaki,Elementos de historis de las matemdticas, p. 47,.
Bourbaki, sin embargo, ia introduce en el contexto apropiado, la
correspendencia entre R y R™.

46. El articulo en el que aparece el procedimiento de la diago-
nal es EFM (1880-91)

47. G. Stahl, en "El método de la diagonal en la teoria de
conjuntos y metamatemética® distingue tres etapas en las pruebas
en las gue se utiliza el metodo. les dos primeras son comunes a
todas las pruebas diagonales, pero en la tercera se pueden
diferenciar dos variedades. Cantnr se ajusta a lo gue Stahl
considera la primera variedad, que explicaremos mas adelante.

46. G. Stahl considera que la tercera etapa de las pruebas

diagonales puede adorta formas: en la primera se trata de
probar gue %o es distinto de todos los E, anteriores. De este
tipu es la prueba de Canter. En la segunda forma habria cue
demostrar gque Eo coincide con algon E,. Como ejemplo de esia
segunda posibilidad, cita la demostracién de la
incompletud de Godel.

49. El meétodo de la diagomal,
mpleado con anterioricad a el
ois Reymond, en 1876,

4 1la=sAnig 2+ e madd




Grattan-Guinness, en "How Bertrand Russell ai b
paradox", n. en p. 134, No hay razones para supone Canto
0 D

conociera el trabais ce Du Bois Reymond y ocultasra la fuente,
)

3
-

por lc que parece que ambos autores llegaron al descubrimiento
de este procedimiento de forma independiente.

50. GA, p. 448

51. El teorema de Cantor puede también expresarse haciendo
referencia a numeros: si o es el numero de elementos de un
conjunto &, el numero de elementos del conjunto potencia de A,
2=, es ciempre mayor que a, independientemente de gue a sea
£inito o transfinito. A pesar del nombre gue se la da a este
enunciado, Cantor no lo probé. Lo que si probé en 1874, ¥ iuege
incluye en Grundlagen, p. 197 y ss., ¥ en Beitraze, pp. 332-3,
es que en cualquier intervalo de numeros reaies hay mas numercs
gue en el corjunto de los numeros naturales.Ecte resultadec es lo
que demuestra el procedimiento de la diagonal delf%0. El teorema
de Cantor fue formuladc por el autor en una carta a Dedekind, QA
p. 448, a propésito de la contradiccioen del cardinal maximeo.
Alli afirma Cantor que el teorema en cuestion puede demostrarse
facilmente, pero &l mismo no emprende esta tarea.

También se menciona el tecrema en una carta 2 Jourdain
de 1904 -- en I. Grattan-Guinness: "The correspondence between
Georg Cantor and Philip Jourdain®,p. 119, -- en la que Cantor
trata de desmontar la coniradiccion encontrada por Russell,
aunque cde nuevo €in cirecer una demostracion.

Una prueba simple es la ofrecida por Croszsley, en cQué
es 1a légica matematica, pp. 16970, que explicare a
continuacion. Pruebas similsres pueden enconirarse, por ejemplo,
en S. Kleene: Introduccién a la metamatemsiica, p. 25, y J. de

Lorenzo: lniciac la tepria intuitive de coniunios,p.
116,.Utilizare los signos "¢ "x" en este CcoOntexto entre
nombres de conjuntos para indi as relaciones "tener menor o
igual namer i elemen ¢y ‘“ser eguivalente &%,
respectivamente. La relacic : fine, te contexto, COm

“tener estrictamente tos  que : ' iR

cignifica "aif y "{a=i)

i, A % P(A). Se pruebda defin
de A en P(A), ce manera gue =i
de A, sus correlatos en PUA)
elementos ‘de A tengan
mencionada w©s la coue




omo el conjunto de aguelios elementos
an un subconjunto de 4 al que mno
“(x e f(x)7)

ve nhaber un elemento
= f(y) para algun ¥

De acuerdo con la hipotesis, tieme

y de A emparejado con B mediante f, . sea,
de A. ¢Pertenece y a E7.

2.1.- Supongamos que si: y € B, por lc que tiene lg
propiedad definitoria de B. Asi

ye h. "(ye 1ty

Pero f(y) es B, luego y e £f(y), con lo que llegamos a una
contradiccion,

q
E

2.2.- Supongamos que no: “({y € B). Como B =

y)), luego no pertenece al conjuntoc con
mparentado meciante f. Como ademas y € A, tenemos

yEA. ye 1(y))
con lo gque y € B, segun la cefinicicn de B, 1o gue contradice la
hipétesis.
De 2, 2.1 y 2.2 se deduce "(A = P{A)). Como en 1. se

probe que A ¢ P(A), tenemos
A < PA)

{

q. e. d.

El teorems de Cantor es una afirmacien que parece obvia,

cin embargo, existen tecrias de conjuntos en las gue es falso
como en el casoc del sistems NF de Quine y, segin el filesoio
nort i en la simplificacien gue hicieron Godel y Tarski
+ica -- cfr. V. Quine: "On Cantor's

Quine introdujo el curioso sistema NF en 1637 en un
rticulo titulado "Kew foundations for mathematical logic®. El
) exigencia de la estratificacien por tipos

lados de la relaciéen de pertenencia,

incipie Mathematics, unicamente al principio

“:’:“ : Vv

[
— =

[

prueba

+ Mo

14

vendria




io de Cantor cde que las subclases de una
numero a ios miembros es falso.
subclases de cualquier clase
clases unitarias. (c) No exist
entre objetos y sus clase
yp-124)
nc abundan y en
e€n ia inmensa mayoria

55. Cir. Burali-Forti,
56. G. Frege: Fundamentos de la Aritmecica, pp. 88-91

57, BX, p. 119. De la nisma manera se expresa en ULP,I,p.141 y
en Grundlagen en vez de definir lo que entiende por potencia,
remite al lector a ULE I.

58. Rezension, p. 441. El texto original dice asi: "Ich nenme
'¥achtigkeit eines Inbegriffs oder einer Nemge von Elementen’
(wobei le%ztere gleich- oder ungleichartig, einfach oder
zussmmengesetzt sein konnen) denjenigen Allgemeinbegriff, unter
walchen alle Mengen, welche der gegebenen Menge &aquivalent sind,
und nur diese fallen.®

Una definicisn practicamente identica a2 esta aparece en
Principien, p. 65, obra escrita en 15684, aungue no publicada
nasta 1970.

C v Prinminian -
S N [ W e A o

80. 1 texto original : "jede von iimnen
eine wahre Eipheii (uovas), weil in i ine Vielheit

-

verss

bl




62. itrige, p. 283. El texto original es: "Da aus jedem
einzelnen Elemente @m, wen man von seiner Beschaffenheit
absieht, eine ird, so ist die Kardinalzahl X selbst eine
bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge™.

s )

63. N Halletx;, eu Cantoriapn set thecry and lizitation o<
gize,p. 120 y ss., expone tambien la doble posibilidad de
sretacién de lac defipiciones de potencia de Cantor y

rechaca ssimismo la idea de que las potencias se abstraigan de

ciase de equivalencia. Hallett considera que el texto de
Beitrage citado en la nota anterior hace insostenibie esta
tima interpretacion.

o
p—

o
[
-
on

bt
i
w

£5. :'P-'nr-{'\'ign.‘ p. 86

66. Cfr. Los Principips de la Matematjca, p. 149

67. J. de Lorenzo: La £il A ] e Pol )
pp. 56-60

39. Seguire las indicacicnes de  H. Bachmann, en
iransii A ;8. en p. 110
T entos de 1 itmetica,p. 81 y ss.

r g :

74 Yigina h+ifteq, p 156

75. Fupdamentos de 1a srizmeiica, p. 9°
:




F-!"‘E': ar rEt’v"r'g'r?r\ TI

78, Cfr. 0. Backer: Magnitudec y limites del pensaniento
m:*gmar‘ o p‘ 96

79. De Caein, I, 5-7

r. A. Prevosti Moclus: La teQrig gel
eles, p. 40

84. Physica, III1,4, 204a 2-7

£5. Sin embargo esta opcion cuenta con ciertos problemas en la
filosofia de Aristételes, como indica Prevosti en La teoria del
infinito de Arisigteles, pp. 60-1, puesto que en este contexto
is existencia de algo en potencia indica la existencia de algo
en acto en el mismo sentido. Esto es, si una cosa es infinita en
potencia, tiene gque existir asi mismo una cosa infinita em acto.
De alguna manera, la potenciz presupone el acto. Luego,
tendriamos que concluir gque hay infinitos actuales dado gque
Aristételes acepta infinitos potenciales.

Es curioso que Cantor utiliza este tltimo argumezto 2
favor del infinito actual. Para el matematico wlemam, todo
infinito potencial requiere un infinito actual sobre el que
poder variar. Asi, no podria aumentar la serie de los nimeros
naturaies si no hubiera previamente numeros que atiadir. Llamo a
este rago de la teoria cantoriana Frinc io d '

g6, CIr.

E7.

88, =i - imil 4 tord
potencial ) icio J infi actual
proporcione




que es suscep.ible de ser contado puede ser contade
efectivamente, entonces 1o infirito podria ser recorrido."

90, Posteriormente publicada con el titulo “Ueber die
verschiedenen Standpunkte in bezug auf das aktuelle Unendliicne"

Ghiop. 378

s

97. 8p. cit., p. 45

98. GA. p. 180

99. L. Couturat: De l'infinie mathematique, Libro I1I, 28 Parte

100. El titulo completc de Grupdlagen es *Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre® ("Fundapentos de una teoria
general ce conjuntos") y el de Zeitrage "Beitrage zur Begrumdun
der transfiniten Mengenlehre" (*Contridbuciones & la
fyndamentacion de la <teoria de conjunios transfinitos"). En

ambos aparece la expresion “"teoria de conjuntos" con lo que se
quisre indicar que es el estudio de los conjuntos el objetivo
primoréial de estos dos importanies trabajos.

GA, n. en p. 204
GA, p. 282

f“r S Fea
PP S I P - T




324

29 en €l que se prueba que dados dos conjuntos bien ordenados ©
son similares o uno es similar a un segmento del otro, bien
porque sean imprescindibles para la prueba de aligun teorexa
central, como el 24, 25, 26, 27 y 28, bien porque aclaren
conceptos definidos con anterioridad, como los que tratan de la
similitud y de las series fundamentales coherentes. Las pruebas
de los tecremas son de Cantor y tampoco se incluyen todas las
que el autor introduce en sus obras sino sélo las menos obvias
y las mas interesantes. He procurado ofrecerlas de la manera mAs
clara y completa posible, pero las estrategias en las que se
basan son de Cantor.

Necesariamente, este paragrafoc tercera es muy
descriptivo. de lo que se 1tirata es de presentar una
reconstruccion sistematica de lo que llamo la primera teoria, de
manera que uno pueda hacerse una idea correcta de cuales eran
las tesis conjuntistas gque Cantor incorporé a Grunlagen,
Seitrage y otras obras menores.

107. GA, p. 285

108. Las primeras nociones de aritmetica cardinal se encuentran
en Mitteilungen (1887-8). Postericrmente aparece una exposicién
mis sistemhtica en Reitrlge, er donde se amplia lo expuesto en
1887 con la definicién de la exponenciacien y del importante
concepto de cobertura (Relegung). En ninguna obra aparecen
aproximaciones a las nocionss de divisién y sustraccion
cardinales.

109. En Betrage (GA, pp.288-9) Cantor se apresura a indicar que

la definicion de exponmenciacion mediante el conceplo de
cobertura puede ser muy util para expresar ¥ determinar 1la
potencia del continuo, y esto antes de haber hablado del
continuo ni haber introducido aun los numeros transfinitos. €1
se simboliza la potencia del continuo por "c%, la siguiente
ecuacién

h) c

expreza que el continuc es equivalente 2l conjunto de las
cober:uras de un conjunto cde alef-cero miembros con un conjunto
de dos =lemetos, gue es una forma simple y elegante de exriner
el contenido de su articulo de 1891 en donde se introduce el
procedimiento de la diagonal. Es curioso gue la ecuacién (A) se
encuentre en este lugar, ¢ado gque ademas Cantor no ha utilizado
nunca todavia el signo " Ml ", que se introducira por peimera
vez en Beitrage aunque dos paragrafos despues ce (A).

130
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cobertura resultados que antes sclo podian  ser tratadaos
geométricamente que no pudo esperar a definir e y expusc la
ecuacien (A) de la nota antericr tamn pronto coma tuve
oportunidad. Cantor contiaba en gque el descubrimiento del
concepto de cobertura provocara un avance significativo hacia la
colucién del problema del continuc, aunguse sus expectativas,
como sabemos, no ilegaron a cumplirse.

111. Cronolégicamente, Cantor traté el tema de l0s numeros
trancfinitos antes de ocuparse de los noimercs finitos. Los
numeros ordinales transfinitos se dei.nieron por primera vez en
Grupndlagen ¢1883) v, en mi opinién, en esia pbra hay indicios
suficientes como para afirmar que ya di=ponia en esa fecha del
concepto de cardinal transfinito que era jidentificado con el de
potencia. Por el contrario, jos nomeros finitos selo aparecen en
la primera parte de [Deltrage (1895), La razén de este aparentie
descrden es que Cantor parie en Sus investigaciones de los
resultados de las matematicas de su tiempo, por 1o que asume en
concreto la aritmetica. En Grundlagen lo gque pretende es
extender el concepto de nimero mas alla del ambito que le
conferia la aritmética clasica por lo que no habia nacesidad de
reproducir esta vltima. En Deltriige, sin embargo, su propésito
es mostrar que los mismo prinmcipics que utilizé para tratar los
numeros transfinitos proporcionsm, a Su Vvez, la manera mAS
simple y eficaz de fundamentar los numeros finitos. El objetivo
es, pues, mas la elegancia ce la teoria de los numeros c-mo un
todc que el descubrimiento de rasgas de importancia intrinseca
mediante la definicien de los numeros finitos.

Cantor define la unién soio para ccnjuntos aunque la
za también, como en este caso, entre conjuntos y elementos
re elementos y elementos sin dar una explicacion.

Cantor utiliza en estz prueba .a induccién completa aunque
introducido previamente. La uvnica vez que indica cue ha
ia induccien leta en una prueba es en IZripcipien,

tipos ordinales aparece
(GA, p. 246 y ss.) pero el
afios antes. tecria




"An
Er cualguier caso todas
en Pripcipien estan

Grattan-Guinness: uni

iptroduce estos teoremas en Beitrage (GA, p. 308-9)

indicancc

Los recocjo agui
limite ¥

cnceptos de

idad es 1a definicion precisa del tipo ordinal @

conti.ug, 1. e.

5

gue

del conjunto de los numeros reales,

se siguen facilmernte de
porgue ayucan a entender
serie fundamental

1

y de 1

numeros ordinz.les +ransfinitos.

116, Cantor uo pirec

definicien en sentido estric.o,
una reconstr
Zermelo, en Sus observaciones &

definicion es

uccién a partir

ringon parrafo gue pueda tomarse como

lo que yo he indicado como
de sus palabras.
12 obra de Cantor (GA, P- 354,

hace noiar gue nO es necesario indicar en la condicién (i) que X

cea perfecto, basta con requerir
que sea densc en si esta

exigencia de
condicion (i1’.

120. En Grundlager y €T
de ips conjuntos de
conjunto densO ern s,
del continuo.

punto
cerrado y perfecto §y
fero a pesar de la sdentidad de la terminclogia

que sea cerraco, puesto que la
incluida ya en la

obrac en las que se trata el tema
Cantor define las rociones de
1as caracteristicas

estac nociones referidas a conjuntos de puntos no Son las mismes

gue las qu
ordinales.
purntos
respec 0 tros
primeros estian contenidos.
tegria ce
~arract ¥y perfectg "ti
del continug gue se& St
conjuntc

Cuyando estas

de

ae

aen

1 = fnT A
i08S onjentos

- b0

zparecen en Dripgzivien y B
nocit,
indican en qué relacion S€ encuentran Sus
onjuntos mas abarcantes €n

Dicho con palabras de £

i+race referidas a tipos
a conjuntos de
eiementios
gue los

en la

se aplican
los

ermelo,

—~

1oz concepios Genso en sl
a significado relaiivo respecte

1 cyal estan empotrados las

un t.po orcinal sea
ircunstancia




Sea M el conjunto de puntos corb las coorcenadas
§ = 1 s 4 )

Ay =

~

sunte  <coh el punto < intervaio (0,2). El tipo Qu

coriesponde a M es wtl, es es Jn conjunto similar al de
los numeros enteros fin.tos e se le ta afadico un elex nteo
al final. Este tipo i el lipite de su
unica serie fundamental,

coniunto de puntos C

puntos de cumulacioen,

21. En la definiciéen de buena graenacion 383 aparece ya el
érmino "Menge" (conjunto); ¥eschkowskl, ' p. 7C¢, irdica

4
i
&

‘.

jue tal terring mo aparece en .. obre

122. Cantor nc da una gefinicien propiamente dicha, sino que
explice que 1§ iere decir con la expr.sior “conrjualD bien
ordenado" de una panera poco cistematica. Lo gque ufrezco en el
tevtD es una reconstiru cion 2 partir ge las tezis de Cantior.

123. GA, p. 312

GA,

tepgremas gque S€ prueaan
G

: -anza la de (2%,

a 1o sumo day
un segmento de
bien ordenedo G
e

mencr gue

wie
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156. GA, p. 169. El texto original dice asi: "lass es immer
mogich ist, jede wopldelinierte Menge in cie form einer

wahlgeardneten Menge zu bringen, auf dieses, wie mir echeint,
grundiegende und folgenreicae, durch seine Aligemeingultigkeit
besonders merkwurdige Denkgesetz werace i1c. InL @ r

Abhandlu~; zuruckkommen "
157. GA, pp. 443-7

158, GA, p.321. =n este lugar lo que Cantor prueba e: la ley de
tricotomia para ordinales transfinitos,

150, Fl resultado de suponer, como hace Cantor, cue el conjunto
de todos los ordinales tiene & Su vez un nulmero grdinal, se
conoce en .a ctualicdad como ls parsdoia de E 1i=Forti.

161. GA, p. 451

162. Un fragmento de la carta se encuentra en van Heijenoort:

Fromp Frege to Godel, pp. 139-41

163, Cantor definie la cobertura de A con B para el casc en que
loz elementos de ambos conjuntos fueran individuos, o al menos
fueran del mismo tips. En el caso de Zermelo la cobertura se
realiza entre un conjunto cuyo elementos scn individuos y un
conjunto cuyos elementcs son conjuntos. Es decir, la cobertura
aplica elementos m' a conjuntos X', aunque por lo demas sigue
giendo el misxmo concepto cantoriamno.

i64. van Heijenport, gp. . cit., p. i4l
165. 1ge. it

166. Traducido al inglés en van Heijenoort, op. cit. 138-98
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il aL heijencory; gp = Y e o 00
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172 T s+ s mne ¢ C -_*.,-,-r... no-BY
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i hoout the Axiom of Choice®, p. 347

f s i ; i A i . e
174. ¥atematicas: la percida de la certidumbre, p. 233

h e e & Sl
175, Fraenkel, Bar-Hill=l v Levy, loc. Cii

a e

176. “On some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers
and Order Types

m
s
‘13
sl
b
(&)
n
i
w

177. op. cit., p- 159

._.
=
o

Cantor expone sus ideas acerca de la cantidad de particulas

uUniverso en dous ocacicnes, la primera en una carta 2 Mittag-
£ier de 1884, transcrita en Meschkowski, pp. C2%t.. PP- 247-8,
a cegunde en un articulo de 1885 titulado "Ueber verschiedene
Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach
ausgedchnten stetige Raun. Gn (Zweitte Mitteilungen)". En ambos
lugares afirma Cantor que las dos primeras potencias
trancfinitas corresgonden a conjuntos que Se encuentran
efectivamente en la naturaleza cre..a. La tesis cde Cantor
consiste en la afirmaciéen de que lcs elementios ultimos del

=

Ll = 3
]

e

- A b

3 =2

espacioc real sCJ 4tONOS €lereos (atheratome’, Que se encueniran
en la rmaturaleza en una cantidad eguivalente & lcs numeros
Tesl s ifventura asi xismo gue 10S elemenios materiales de 103
gue esta formado 1040 CUerpe (Karperatome’), ¥ & 1los gue llama
pinadas ziguiendo & Leibmiz, . icrman uma pultiplicidad infinita
en acto eguivalente al conjunto ae 1ps numeros naturaies

0~ i -d - L= PO

- L we wod g -
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B. Bolizano: EBU, p.

Ep. £it., p 101

103. La teoria de las relaciones bereditarias la expone Frege en

Begriffschriit, p. 59 y ss.

194, Cfr. Fundamentos de la Aritmética, p. 103 y Begriffschrifx,

199,
-

Criinfopcet=a
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144-5
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200,




20f. Se encuentra traducidc al ingiés en van Heijenoort,
PR cas, PP, 199-219

207. En van Heijemoort, Qp.cit., p. 204

208. X, Godel: ":Que es el problema del continuc de Gantor?®, p.

212. Meszchkowski, pgp. ci%., D. 242. la carta esta reproducida
e

214. Meschkowski, pp. cit., p. 243

1§. Cfr. J. Dauben: "El desarrollic de la teoria de conjuntos
cantoriana", ». 260

N1 A J N - - 1

216, N gy conEipn, B g

5 T i T = o m 3 1A = @ (Lyme 3 - 0

211 La proposicién (3) la prueda Cantor en (rundlasen, G&,
"ann

Th aviy

220. La carta a Goldscheider antes citada estad resunmida en
¥isteiluncen, GA, pp. 407-9. Cantor dice expresamente gque Se

trata ce la mizma carta, GA, ©n. em p. 407, aungue algunos
arrafos no  coincicen exactamente. HO cpstante las tesi

=5 - i ApnT i~ s 111
uncampenTa.ec S0n icenticas en &mDOS .ugares.

i i -~ ~c o+ e 2EA
e St -i,' e . | .Ll -
nan G oy s - = - - g T - -~ -
222, E=te axicma aparece en la cbra ae€ Aleksandrov y 0Otros: La
wmemmsed ~a - 1

= Ca. Dol

e : o i
223, Cfr. Gk &3




229. GA,

gp._cit., por ejemplo pp. 156-7, 169, suele

ir "Abzahlbarkeit*® por "countability" y utiliza la familia

te Gltimo termino 8l tratar la numerabilidad. Afirma, sobre

base, que Cantor wutiliza fercuentemente conceptos

constructivistas y de ahi extrae la impresion de que, puesto gue

nosotros los seres humanos no podemos “contar" corjuntos

infinii o5, Cantor esta pensando en Dios, que se convierte asi en

tundamento y sosten de sus teorias. Sobre este tema volverenos
mas adelante.

228. especialmente en pp. 149-64

229. log. cit.

230. gp. cit., p. 146

231. lpc. cit. . El texto de Hallett dice asi: "Ordinal numbers
are taken to enumerate or cornt sets, and there is 2 strong

suggestion that Cantor takes ‘counting' here in a more or less
literal sense."

El trabzio de Cantor gue
lagen , en la edicion de

conception cf set®

the iterative conception of

iber die Grundiagen der

A
Heijensort, op. cit., p: 199y
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246. A, Fraenkel, GA, p. 470

247. 1. Grattan-Guinness: "“The correspondence between Georg
Cantor and Philip Jourdain®, p. 119

248, B. Russell: los P ipios ica, p. é4iz

240, B. Russell: "On some Difficulties in the Theory of
Transfinite Numbers and Order Types", p. 152

250. GA, p. 444

251. En la definicien de Beitrhge Cantor indica que 1oS
elementos de un conjunto son oujetos “"de nuestira intuicioen 0O

o= 4
o9
D
LU}
<
% ]
(8]
g}
(11]
s}
(]

axientc®. o hay agui ningén intentoc de restringir
el dominic de 1os objetos que pueden formar un coniuntc, puesto
que en un teéxto no publicado de 1013, recogido en Meschkowski,
gp. cit., p. 114, Centor dice explicitamenta gque todo 1o que

de ser obieto de nuestiro pemsamiento (“Jedes Selende
kann Gegeps<and unsres lepkens sein"). La rezerencia a la
intuicién y al pensamiento significa mas bDien que ni ios
conjuntos ni sSus elementos -- gua elepentos del conjunto -- Son

253. Principien, p. €9

253, Cir. gupra, p. 60 y 61 COMPROBAR
255. GA, p. 380

256, %, Ha. 8ty B 0RN B %
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