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IMTRCDUCCION

Dos impor tantes clases de espacios de Banach son objeto actual-
mente de aran atencidn: los espvaciocs de Banach que son L-sumandos
de sus biduales v los cue son M-ideales de sus biduales., El predual
de un alaebra de Von Neumann es un ejemplo de espacio que es L-su-
mando de =u bidual, rmientras cue los cperadores compactcs en un es-
pacio de Hilber: constiturer un espacio que es M-ideal de su kidual.

3 : { g
Los trabajos de ¢ Godefrov v D. Li L}l,QT} por una parte, v los de

<

=
Lima eJ&,EUT ror otra, inician el estudio sistemédti-

- -

Harmand ¢
co de estas dos clases de espacios de Banach v permiten calibrar el
estado actual de la teoria

-ste respecto, procede citar un reciente resultado de G. Gode-
b] segun el cual, para gue un espacio de Banach
su bidual es suficiente (y, obviamente, necesario)
" ( en un sentidn gue se precisara ensequida) de su

bidual

Como cuiera aue los conceptos de L-sumando v L-ideal coinciden

EIBI ,los espacios de Banach de cualquiera de les dos clases arriba

menciornadas son "idealec" de su pidual, Curiosamente, si un espacio
de Banach es ideal de su bidual, diche espacio ha de ser un L-suman-
do o un lM-ideal de su bidual Esta bonita extensién del teorema i€

G. Godefrov es uno de los principales recultados de la presente me-
moria (de hecho su consecucién fue el primer objetivo del trabajo)

v en torno a ella se vertebra el resto del contenido de la memoria.




Antes de pasar a resumir en forma precisa los resultados cbteni-

dos en esta es obligado concretar las nociones de sumando e ileal
nsf como otras estrechamente relacionadas con ellas y, para #llo, es
conveniente arrancar de sus precedentes historicos

La teoria de L-sumandos v M-ideales se inicia ea la c}‘:&;xga de

= s ; r &7

los 60 en articulos de F. Cunningham |[11,12] v se consolida primero
en 1972 con la aparicidn Mel decisivo trabajo de E, Alfsen y E, Effros
[1,21 y definitivamente con ia publicacicn de la monograffa de E

=

T : .
Behrends rh; fsta teorfa ha tenido un espectacular desarrollc en la
dltima década, al que no han sido ajenos la aparicidn y estudio de

. = D
extensiones naturales de los L-sumandos vy M-ideales, tales como 10S L=
syumandos del propic E. Behrends (4, 7, v 125 semi-L-sumandos y se-

-

mi-lM-ideales de A. Lima E;E,29,3b1 (ver tambifn los trabajos de D.Yost

Urna ventaja, no despreciable por cierto, de la introduccién y
tratamiento del ccncepto agcneral de "semisumando" y sus sucesivas
~redualizaciones es la de pcner crden en la marafia de conceptos pre-
viamente citados, asi como la de clarificar una parte notable de los
correspondientes resultades. Dicho tratamiento, que se aborda timida-
mente en trabajos como los de R. Evans [FSJ y P, Volkmann [471,59

afronta sistemdticamente en la tesis de R, Payi [37] (ver también

138]) y se continda en la tesis de J.F llena [}4] (ver también [35]).

pcr dliimo hemos de resefiar que el estudio posterior de la localiza-
cidn de los anteriores concertos [36] ha dado lugar 21 de subespacio
absoluto, que engloba a todos los conceptos anteriores Yy culmina
la abnegada labor de ordenacidén y clarificacién antes comentada.

A partir de este memento Y denotara un espacio normado, real




; ;
r cemiproyecerton en

entenderemos una aplicacidn 7
verificando:
wDy+ mxj = haly) =« n(g)

es lineal diremos que 1 es una proyeccion

I
Una samiproveccién 1 se llama agbsoluta si la norma de cada
vector Y depende unicamente de las normas de n(y) e y-m(y!, en cu-
vo caso existe una norma absoluta .! en 7 (Gnica si T es no tri-
vial) verificando:
= (el Nl w = 2]} )] (ve¥)

Decimos que es una ecmi-l. -proyeceion cuando gueremos en-
fatizar dicha norma absoluta.

La imacgen de Y npor una semiproyeccidn (resp. proyeccidn) abso-
luta recibe el nombre de sermiewmando (resp. sumando) de Y . Los

términos s:mi-g._—sumando v I.l-sumando se explican por s{ solos.

; <ol x :
Los semi-L-sumandos de A. Lima son los semi-|.|-sunandos con
| (r,8)| = Lir,e) = |r! + |5

Los I'-sumandcs de E. Behrends son los | 1-sumandos con

¢r,8)] = 1Btm,0) = t2[P = [s]P 1P

rinalmente, los M-sunandos son los . |=-sumandos con
|
|(r,8)| = M(r,8) = Mazx {|r NEIR!
para abarcar el concepto cldsico de M-ideal v su posterior ge-
. 3 L]

neralizacién, el de semi-M-ide:l, es necesarlo "predualizar el con-
cepto de semisumando como sique:
un semiideal (resp. idzal) de Y es por definicifn un subespacio
cerrado X de Y cuyo anulador ¥° es un semisumando (resp. suman-

do) del espacio dual v~ M&s concretamente, se dice que X es un




introduccidn

' *
es un scml—l.T -sumando de Y~ ,donde

viene dada por:

En rarticular, reencontramos el concepto cldsico de semi-M-ideal: su-
bespacio cerrado cuyc anulador es un semi-L-sumando del dual
pPredualizando , andlogamente , ahora el concerto de semiideal
obtenemos el de semiidealoide Concretamente un aeﬁi-l. -tdealotide
es un subespacio cerrado U de Y tal que % ez un semiaw 1:
icdeal de
El concepto de "idealoide" cque el lector podria imaginar coincide
con el de ideal EES; Corollarv 4.5] v 51 se predualiza el concento
\
de sem:‘dealoide no se obtiene otra ccsa gue el va conocido concerto
de semiideal [ES; Theoren 4 11
inalmente, dada una ncrma absoluta l 1, se dice que X es un
si X es un semi-l.f—ideal de Y + Ky , nara cada
se dice ser un subespacio absoluto de Y si exis-

! : ; ;
norra absoluta I | tal que X es un ' l—subespac;o de ¥,

| =

relacidn entre los anteriocres COnNCeotos puede ser resumida

sicguiente diagrama:

sumando ——— cemisumando

v
cemiidealotide

semiideal =————=> subespacio absoluto

Fr general ninguna de las implicaciones es reversible., De hecho para

cada una de las implicacicnes del diagrama se dispone de una carac-

terizacién de aquellas rormas absolutas gue la hacen reversible. No




cansardanes  al lector enunciando los correspondientes siete teoremas

que pueden verse en

obstante, con el animo de que se pue=

1: : Myira A G ; 5 ! :
la calibrar el alcance de los resultados le esta memocria, baste decir

. 7 | |
que si una rorma absoluta |

: |
| e S e R e s , g ' :
e =2 SULlclientenence perygrsa fay | mS=

l—idea—

- : 3 z : : 1
bespacios cue no son semiidealoides ni semiideales, seni-| .,
loides aque no son ni semnisumandos ni ideales, semi-| !-ideales que

]
no son ideales, |. -ideales que no son sumandos Vv semi«lq]-sumandos

que no son sumandos; todas estas patoloaias pueden presentarse aungue
el espacio arbiente sea completo.

indicadiores que hacen pensar que el hecho de que

un espacio de Barach .l—subpsnacio de su bidual fuerza severas

restricciones sobre la norma absoluta % %, asi como que su naturaleza
inicial de subespacio absoluto se perfeccione en algunos conceptos
mis fuertes cue aparecen en el diagrama antericr.

cstos indicadores citaremos el teorema de G. Godefroy co-

mentado al principio, su extensidén a semisumandos [34,35], el hecho

de aue un espacio de panach semi-M-ideal de su bidual es M-idezl ce

-
1
L

= : :
su bidual (42] y el de que si un espacic de Banach no reflexivo es

semi- 1-ideal o} semi—\.‘-idealoide de su bicual, entonces 1 1

i
cen

| g
Y& f

{34;Corolario 2.20 v Corolario 3 20]. ( Claramente !,1D=-w, 14 =

pero para 0 <Y < kg .\ es "suficientemente perversa" en el sentido
5 o

antes apuntado) .

A la vista de los ejemplos de que disponemos hasta el momento V¥V

de los precedentes cue acabamos de citar no parece descabellada la

siguiente’
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Los resultados de esta memoria suponen un acercamieﬁto sustan-
cial hacia la eventual demostracién de la certeza de la conjetura an-
terior. Las técnicas emﬁleadas para conseguir este acercamieﬁto son
muy superiosres en profundidad y dificultad a las que se han utilizado
hasta ahora para abordar este tipo de problemas., Consecuentemente,
cuando hemos considerado gue tales técnicas tenfan interds por st

mismas, las hem 1s] v estudiado sistemdticamente.

TEOREMA PRINCIPAL

UpOTJaMOS que urn espacto de Banach ¥ es subespacio absoluto

. Entonces se verifiea una dc las afirmaciones sigutientes:

un semi-L-sumando de su bidval

un l.il-subespa i0 de su bidual
a7

un M-ideal de su bidual.

Se obtienen, no obstante, con hip&tesis adicionales, rcsultados
m&s precisos no recoagidcs en dicho teorema. Para la exposicién de

&stos hacemos un breve recorrido por los distintos capftuloes.

En el primer capftulo, concebido a modo de prélogo, se establece

una pequena perfeccidn de un resultado va citacdc de J.F. Mena{}4,351.




TEOREMA 1.7

As? mismo se obtiere una respuesta parcial al diffcil probiema
de si existen o no espacios de Banach que son semi-L-sumandos, no L
. ’ 52k

sumandes, de 1 bidual

TEOREMA 1

L-sumando de su bidual, en-

En la lfnea de nuestra conjetura, el principal resultado del se-

cundo capitulo reza ccmo sicue:

Como consecuencia destacable tenemos

COROLARIO 2 1%

Sea ¥ un espacio de Banach. o X es ideal de su bidual, en-

¥ es L~sumando © M—ideal de su bidual.

toncese




Se dan dos demostraciones del Teorema 2 16 . Una de ellas apro-

vecha ideas de un trabajo reciente de E Behrends y Harmandis} en
que se caracterizan de fcrma intrinceca los espacics de Banach gue
son M-ideales propios de algun espacio de Banach, caracterizacisn que
nosotros extendemos a ideales provnios para normas absolutas arbitra-
-rias ( ¥ es ideal propio de un espacioc Je Banach Y , s3i es ideal

Y , pero no sumando de

La otra demostracidén estd preparada en una primera seccidp del
capftulo (cuvo contenido posiblemente sea lo mds interesante del mis-
.0 principal proporciona un procedimiento construc-

mediante el cual aparecen todos los ideales y da de paso una

condicidn necesaria intrinseca que todo espacic de Banach debe cum-

a ser ideal propio de algin otro.

notemog n*= Maxia 2 0; I(Z,a)} =1

un operador Lineal continuo de U

1 w o+ -y":._l- (.:P) H

rara cualesquiera

Se considera

0

se consideran asit

{1Ja(rls0)3

v I ¥ . Y : =31 as 3y 8f=
Pues bien, X e8 |.l-£dea1 de Y, Ademds | .l sumando 81, Y 80

~

1o 81, S5 &8 cercd.




3 -
HeetLnrocamenr

Leomelriea Gel correspon-

1.a condicidn necesariz intrinseca anteriormente anunciada vpara

los ideales propios se recoge en el siguiente

TEOREMA 2 10

Suponcomos que el subespacio e

de mejor aproximacicn en

X* Zntonces

de Eanach

El tercer capftulo se dedica fundzmentalmente a la demostracidn

del tecrema principal ya enunciadc. Puestos ya en la situacién ge-

neral de un ecpacio de Banach que es subespacic absoluto de su bidual,

1izadas haste el momento fracasan, incluso bajoc la

4=

las técnicas uti

hip6tesis mds fuerte de que el espacio fuese semiideal de su bidual.

El hecho va comentado de que si un espacic dGe Banach es semi-

|,]- ideal de su bidual, obligadamente la norma ] l ha de ser he-

xagonal, se extiende sin dificultad al caso general de un espacio de

Banach que es subespacio absoluto de su bidual. Este hecho, junto con

una bonita caracterizacién de los subespacios absolutos de espacios

de Banach reales arbitrarios, obtenida en [36] permite reformular

nuestra hip6tesis de trabajo en los siguientes términos, que involu-

piedad de la 1%—-bola introducida por D. Yost ';_48]

cran la conocida pro




introduccion

TEOREMA 3.5

.
ar

3 T T e B et PR 7 } o] A5
€8 qubespacieo absoiuio de 3u bidual
i 8 ‘.“ wente o Nova L an Tans Aaa sy A4 an A o ) r
y solamente 8i, verifieq las dos condiciones stiguientes:
lu proviedad

P (7)) ¢ oczels || il 5 ol Fex|] 3

¥

el con‘unto de mejores aproxima=

Nétese Jue las condiciones (a) y {(b! del teorema anterior no in-
voiucran explicitamente la norma absoluta | I para la que X es su-
bespacio abscluto de #" . 8llo nos permite “olvidar", al menos for-
malmente, la nocién de subesracio absolute v trabajar simplemente con
aquellos espacios de Barach cque verifican (a) vy (b) del teorema an-
terior . En particular la condicién (b) puede, por analogfa con situa-
ciones familiares en dimension finita, leerse er la siguiente forma:

es un subconjunto de I (convexo, cerrado y acotado) "de an-
chura constante", anchura que es proporcional a |lF+X\\, Es por es-
to gue dedicamos una seccién del capftulo al estudio de las propieda-
des de los convexos de anchura constante. El "cincuenta por ciento"
de la demostracién Jel Teorema Principal se obtendrd utilizando es-

tas propiedades, por cierto elementales.

Hacemos a continuacién un estudio auténomo de cada una de las

propiedades que aparecen en el Teorema 3.5, Como resultados mds des-

tacables de este estudio enunciamos los dos siguientes:




COROLARIO 3 20

un espacto de Bunach que verifica la propieded de

7

bola en su bidual. Supongamos que existe r< 1 ‘tal que:

PX(F)— ?X(FJ c {eeX: ¥|x||' on|| 7+x|| )

) " - .
a todo F en X", Entonces X no puede ser ideal propio d:

espacio de Banach.

LEMA 3,23
Sea ¥ wun espacio de Banach real. Supongamos que existe r » !
2
tcl gue:
tzex: |l z|| <zr|| Fex|| 3 c P (F)-P (!
X X
para todo F en X" . Zntonces X° tieme la propiedad de Radon

Fikodym.

El primero de estos resultados, que da una nueva condicién nece-
saria que deben verificar los ideales propios, utiliza también la
ya obtenida en el capftulo II y comentada mis arriba (Teorema 2.10°%.
Como consecuencia de &l se mejora sustancialmente el Teorema 2ot

llegdndose al siquiente enuciado:

COROLARIO 3.21

Sea ¥ un espacio de Banach que es subespacio absolute de su bi-
dual . Supongamos que existe F en X", y no en X,tal que X es

ideal de X+ KF. Entonces X ec semi-L-gumando o M-ideal de X" .

El Lema 3.23, para r=1, fue demostrado por A. Lima [?9] y nues-




Xxviii

introduccidn

tra demostracion del caso general es una afortunada adaptacién de la
suya . El encadenamiento de este lema con la famosa caracterizacion
de C Stegall de los espacios de Asplund conduce al "cincuenta por
ciento" que faltaba de la demostracicén del Teorema Principal.

Este tercer capftulo se concluye con dos nuevas respuestas par-

ciales a nuestra Conjetura que se deducen ambas del Teorema Principal .

la primera usande una caraterizacidn de B, Maurey de los espacios de

-
Banach separables que contienen a _33] ( ver también [42]) y la

sequnda mediante la caracterizacidn de los reticulos de Banach dé-
bilmente secuencialmente completos [32;Theorem l,c,dl(ya usada en el

Teorema ! 10):

TEOREMA 3.30

5% un espacio de Banach separable X es subespacio absoluto de

u bidual, entonces X es eemi-L-sumando o M-ideal de eu bidual.

TEOREMA 3 31

5% un pvetieulo de Banach X es subespacto absoluto de su bidual,

entonces X es L-sumando o M-ideal de su bidual.

Con el capftulo tercero de la memoria acaba el trabajo que hemos
realizado en tormo , ‘a Corjetura que preside toda la exposicién. Mo
obstante, hemos crefdo oportuno concluir la memoria dedicando un cuar-
to y dltimo capftulo al estudio sistemd&tico de una propiedad, perfec-
tamente aislable, que ha jugado un papel fundamental en la demostra-
cién de nuestro Teorema Principal. Este estudio, aparte de su interés

intrfnseco, supone abrir en cierto modo un nuevo camino, escapando




del ambiente claramente obstructivo cue respiran los resultados an-

teriormente expuestos.

Dado un numerc real r entre cero y uno, diremos que un subespacio

1 ) Bt
m g, g i s i
CEah 14, (= ! I 51

;
Ml
Drop! . si

(weXs || 2|l <onl] wexl] 3 c 2, 5)-P (y)

vara tode y en

Es bien conocido que X tiene la propiedad I’1) en Y si, y

os semi-M-ideal de ¥ (de hecho M-ideal si 7 = X"),

Nuestro crucial Tema 3.23, va comentado, afirma ahora que si un
espacio de Banacr [ tiene la propiedad I(r) en i" para r >}
entonces Y’ tiene la propiedad de Radon-Nikodvm, Asi dicho lema
puede considerarse como npunto de partida de nuestro trabajo en este
dltimo capitulo.

Un primer resultado (Teorema 4.1) nos garantiza la existencia
para cada r, con <r<1l, de espacios que tienen la propiedad I(r)

en sus biduales v no son l+ideales de sus biduales ! de hecho, ni tan

cicquiera tienen la proniedad de la 13-bola en sus bidualesl.
El siguiente resultado resume la mavor parte de lo que por el
womento conocemos sobre los espacics de Banach con la propiedad I(r)

en sus biduales:

TEOREMA 4 7

Sea I un subeepactio cerrado de un espacio de Banach con la

/

. 1 ag rd P 3
proptedad I(r), con r = 2, én 8u bidual. Entonces ge verifican la

siguientes afirmaciones:

i) 7° tiene la propiedad de Radon=Iiikodym

41) B, A8} = o .Jt (8) , para todo 6 € 2% .En particular Z°
22 rar g :

o5 un subeepacio de Chebyshev de 2"
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espucto de Banach con

S
(

oncee

54y
oL
I

(7 8egunda traspues-

la propicdad de interceccion finito=-infinita (vepr

v

extste ura familiu de bolas cerrades er Z. {B ;
2 =2 "'u’

toda interseccidn fi-

conteniende estricta-

Y

L

.

Cabe destacar gue la afirmacidn 1112 «.:1 teorema anterior ex-
tiende el hecho de que toda biveccién lineal isométrica del bidual
de un espacic de Banach , cue es M-ideal de su bidual, en si mis-
mo es la doble traspuesta de una biyeccidén lineal isométrica del prs=

. ; L o 1
pic espacio en si mismo \24; Proposition 4.2].

La misma afirmacién 777/ del teorema anterior junto con un resul-

1
tade de Cho-Ho Chu Ilﬂi permite obtener el siguiente

COROLARIO 4.9

Sea ¥ una C*-dlgebra. Son equivalentes las eiguientes afirma-

ciones:

i) Beigte v > %, tal cue X tiene la proptedad I(r) en X"

2 Y:;’e LlE
1) X aed (Ha I)Co’

donde K(Ha) ¢s el espacio de los opera-

dores compactcs sobre un cierto espactio de Hilbert H .

i) X ea M=ideal de X" .
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CAPITULC 1
ESPACIOS DE BANACH OUE SOM SEMISUMANDOS DE SU BIDUAL

P i 3 - %% .k e AT 5
' En toda la nresente memoria . denctard un espacio normado sobre

K , el cuerpo de los nimeros reales ¢ complejos indistintamente, sal-

vo especificacidn en caso contraric. Y' denotard el espacio dual y
]

come cuiera aue nc habra confusion, {E |1, representard indistinta-

mente las normas de ¥ v de sus sucesivos duales.

4.1 DEFINICION:

Se ilamard semipropeceidn en Y a una aplicacién s de Y en Y
que verifica:
-
T{Ay + w{z;] = \n(y) + n(z) {1 ,8e¥,he k)
Hacierdo 1=0 obtenenos que 7 es idempotente. Una semipreyeccién
lineal se llamara simplemente proyeccion.
Se comprueba facilmente que la imagen de ¥ por una seniproyec-
cidén T es un subespacio vectorial de Y , v que el conjunto
{ ye¥; nlul=0
es un cono simétrico en

La férmula 7=m(y)+y-m(y) da la tnica descomposicién, de un vec-

tor arbitrario }, como suma de un vector en 7(Y) v en otro de Ker 7.

En [37] se estudian por primera vez aquellas semiprovecciones T
con la propiedad de que la norma de cada vector, y, es funcidn de las
normas de los vectores (1), y=-v{y), en los aue T descompone a .

2
Tal dependencia ha de venir dada por una norma absoluta en R°:




1

2 DEFPIMICION;:

Una norma S S
Sl veririca:

r
*

S A 1 - g A
Ejemplos tivicos de normas absolutas son las ncormas clécs.cas

L.,J..J

1.3 DEFINICION

Se dice que una seamiproveccién < en Y es una 8ermiproyeccicn

3 7. e o |
theoluta si existe una norma absoluta E.[, tal que

|

RAIRZE0N I RTS8 PR (yel)

Descartados los casos turiviales n(Y¥)=0, w(Y¥)=Y, dicha norma ab-
soluta es dnica, v se suele decir que T es una semi-l.!—proyeccién
para enfatizar la norma absoluta asociada a 7 La imagen de Y por
una seniproveccidn absoluta ( respec. semi-i |-p10yeccién) es, por
definicién, un sertswando ( respec. semi—].l-sumandb)=

En el caso en que la semiproyeccidn bajo consideracidn sea lineal
usaremos los términos: proyeceion absoluta, !vl-pr'oyeccio’n, sumando

‘.i-sumando, cuvo siconificado es clarc.

Evidentemente para cada norma absoluta.‘.‘, pueden construirse

ejemplos de |. -sumandos Los primeros ejemplos de semisumandos que

no son sumandcs fueron dados por A. Lima en LZG], para el caso 1 l=L.

La existencia de semi-| l-sumandos que no son | !~sumandos depende

de la siauiente propiedai de la norma absoluta [ ]:
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1 4 DEFINIC ION:

bh

1Bl 7ndice de una norma abscluta E.{, n(]. ) ( o simplemente

si no hav lugar a confusicn), se define por:

n(].]) = Lim law| -1

&
a=>( 2

ks clarc aue 552(‘.])&1. as! por ejemplo n(lL)zl, y para 1<p< =

-

’

»
pe i

f N
(L

n J=0=n(l).
La relacidén entre los conceptos de sumando vV semisumando quedd
clarificada en [34; Teorema 1.23](ver también [35]) probdndose que

l.l—sumando i, v s6le 53, n{ .;):0.

< i
todo sem1—|.=~sumando es de hecho
Consideremos ahora la posibilidad de que un espacio de Banach X

sea semisumando de su bidual ( notamos

¥ a la inyeccidn candnica,

v siempre que no havya lugar a confusidn identificeremos X con JX(X),a
Oicha sicuacidn es bastante restrictiva como muestra el siguiente

resultado:

=

1.5 TEOREMA |35; Theorem liﬁ
~ Y > = I } o - : a d d‘ "
Sea ¥ un espacio de Banach. 5¢ X es un sem.sumanao de X

entonces X es, de hecho, un gsemi-I=sumando de X".

La demostracién dada en [35] del teorema anterior utiliza el
Teorema de Bishop-Phelps junto con técnicas de rango numérico. Opta-
mos por incluir aquf una demostracién mucho mis elemental, inspirada

en la técnica usada por G. Godefroy para resolver el caso particular

yn s M a D b
en que ¥ se supone de hecho sumando de a4 [?0. Théoréme 6]. Sre.

samos el siguiente lema inocente, cuyo contenido parece deberse a

Dixmier, cuien utilizs este tioo de arqumentos para dar una demostra-




cién elemental del hecho de gue el cuarto dual de un espacic de Ba-
nach , no reflexivo, no ruede ser estrictamente convexo. En el enun-

=t

ciado del lema v en todo lo que sigue notaremos ror I al traspues-

to de un operador linezl centinuo entre espacios normados

espacio normadoy para cada F en X" y a,b

51@-;t(?) + bJX"(FJII = 7oy b)ltF“

Pemoetracion.

Considerando a X' como subespacic de

una extensién a X™ de (a+bJF, luedo:
e Z |
[iaai (F) + bd "(F)li z (a +

J son isometrfas,

Por ctra parte, teniendo en cuenta que X"

se tiene la desigualdail contraria.

Dado X un subespacio del espacio normado I, notaremos por i

-

al anulador de * en esto es

.}" r
- r

¥° = {fe¥'; flz)=0, ek}

X o
v cuando en particular se consiuera como subespacio de su bidual

Z +b : 2 v
notaremos simplemente por X al subespacio uX(X) :

Teniendo en cuenta que si X es semi-',l-sumando de Y enton-

es i.l-sumando de X+ Ky, para cada yeY, el Teorema 1.5 es

ces X

consecuencia inmediata dei siquiente:
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Demcstracion

Sea 1 la semi—!. -proveccion que existe por hip8tesis en Y

Previa identificacidén standard, el bidual de Y puede considerarse

793 )

; 1D .
como subespacio de X , en cuyo caso <, es la restricecidén a Y de

;f"' En virtud de {}4; Teorema 1.41 eriste ura semipnroveccidn =% on
verificando:

n X"} = XLL
" an Kerr, es evidente aue JX"EFJ:JY(F) Y ?, mientras

i 58 3 L : : ! b
¥ = o (¥Y"). si adema$ suponemos que l&Fl%: 1, se tiene

. ,r?r;r,:” =l Iyn(¥) e

y entonces para b ¢ R, por definicién de |.|-proveccién obtenemos:
< > x

ta,p)] = |tlal, [61)] = Il lelogZEisiplraie ]|

bastando entonces aplicar el Lema 1.t nara corciuir que:

|(a,b)] = |a| + |b] = L(a,b).

1.8 COROLARIO

Sea X ur espacto normado Y |.| una norma atsoluta. 5i X o8
un |.|-eumando de ¥ , con Y subespacio de X" , enlonces X es

L-gumando de Y .

1.9 NOTA

Obsérvese que en el Teorema 1.7 el espacio X no se supone com=




pleto., Dado que 1los semisumandos son siempre subespaciocs cerrados

3
" Vo - N = e Sl T 3 3
L37; Proposicion 7 8 1}, la hipdtesis de que un espacio ncrmado

-
bl I

sea semisumando de su vidual exice la complitud de , sin embargo,

un espacic normado no completo puede ser sumando de un subespacio {(no

cerrado) prorio de su bidual.
L]
Abundan los espacins de Banach que son L-sumandos de sus biduales,
el caso por ejemplo de los espacios ilf;) >, de forma mas ge-
juales de las Wx-dlgebras. En 21,27] puede enccntrar-
se un extenso estudic de estes espacios, incluyendo una abundante gama
de ejempios. Sin embarado, no se couaoce ningin ejemplo de espacios de
emi-L-sumandos perc na L-sumandos de su bidual., Ta si-
tapto afdr nds restrictiva que la que muestra el
teorema anterio En =sa direccidn anunta la siauiente respuesta parcial
a: prcblena recién planteado; nétese fque el problema se concentra prin-
cipalmente en el caso real, pues si un espacio de Banach complejo X
es semi-L-sumando de su bidual, igual le ocurre al espacio real subya-
cente, X, -
I
Zrtenderemos por reticulo de Banach (ver{32; Definition 1,a,1])
un espacio de Banach real ¥ dotado de una relacién de orden parcial =
que verifica los siquientes axiomas:
L)z, e X, 25y = X2 5 l+3 Yzex
g, geR,azl werely X & O

X, el eonjunto {xz,y} tiene supremo, &

o] 2.y € X5 1:::[ s lyl = Hx” < |l yl| , donde el valor ab-

soluto |z| de x ¢ & vieme definide por lz|= zv (=)
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Sea X wun retfeulo de Banach. 31 ¥

Ao '

entonces X es, de hecho, un L=sumando de X".

La demostracién requiere dos lemas previos, cada uno de los cua-

les tiene interé&s en sf mismo.

LEMA

Sean g , p dos semiproyecciones sobre un mismo espacio normado X
verificando:

t) | 2ate)=ell = || 2]l = || 2pr 2 el

1) a(X)= p(Xi:
Entonces q=p »

Demostracidn

Sea z ¢ Kerg, y pondamos x=y+3, con Y € p(X)=q(X), 2 € Kerp ,
Notemos T=lq-] vy S=2p=I. (I es la identidad), se tieme claramente:
q(=z) = qly=x) = y

con lo cual para cada ) ¢ R , tenemos:

TS(z+dy)= T(2p-I) (3+)y)= T(-z+ly):(2q—I)(-z#Ay):2q(-z+ky)+z—ky:

=2q(~z)+2\y+a=-Ay=z+(\+2)y.
A partir de esta igualdad se deduce evidentemente por induccifn que
para cada ndmero natural 7
(15)" (2)=3+2ny

y puesto que ||(75)n(z)|':[|z||, para cada 3 € Kerp y para cada n
tenemos:

|zl = I z+2nyll

lo cual sélo es posible si y=0. Hemos probado asf que KXer g C Ker p.

cé un gemi-I-sumando de X",

Finalmente dado u ® X, se tiene

plu)= pqlu) + p(u=c(u))= palul= rn(u) .

1.12 NOTA

Es claro que si T c¢s un& semiproveccién absoluta en el espacio
normado X , entonc "“ (a)=xi| = ;
X . es || em(x)=xy| = x|l para cada x en X; pero
se pueden construir ficilmente ejemplos que muestran que el recipro-
co ro es cierto. Por tantc , el lema anterior generaliza sustancial-
mente el resultado conocido que afirma la igualdad de dos semipro-

vecciones absolutas con la misma imagen [55; Corollary 1031.

1.13 LEMA
Si un espacio de Banach X es semi-I~sumando de X", entonces
¥ es débilmente secuencialmente corpleto.

Demostracion

Este resultado ha sido protado por G. Godefrov bajo la hiodtesis,
posiblemente mds restrictiva, de que X sea un L-sumaido de X" [18;
Théor&me 41, pero la hip6tesis de linealidad no se precisa en la
demostracidn.

ni~ de la demostracidn del Teorema 110

- e

Segdn el lema anterior X es débilmente secuencialmente completo,
lo que, para retfculos de Banach, equivale a la existencia de una

cimetrfa isométrica S en X" , cuyo conjunto de puntos fijos es X

+ rosulta que p es una

S+T
2

[18; Proposition 11], Poniendo p=

proyeccidn de X" cobre X tal que 2p-I=S es isométrica. Apli~-

cando el Lema 1.11 obtenemos que p coincide con la semi-L-proyeccidn
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de X" sobre X, pero p es lineal

Mediante sucesivas predualizaciones, la nocién de semisumando ha

dado ludar a importantes clases de subespacios de 2spacios normadecs,

los semiideales y los semiidealoides [34] (ver también [551), Final-

mente se ha encontrado una clase de subespacios "los subespacios ab-
solutos" que engloba de manera natural a las tres citadas y proporciona
una visidn unificada de las mismas [56]. Han quedado ya sobradamente

de manifiesto las especiales caractxfsticas de la situacién en que un
espacio de Banach & , como subespacio de su bidual, pertmnece a una

de dichas clases, concretamente la de los semisumandos. El objetivc
central de la presente memoria consiste precisamente en analizar dichas
caractsfsticas especiales para las restantes clases de subespacios.

Nos preguntaremos pcr tanto por la posibilidad de que un espacio de
Banach sea semiideal, semiidealoide, o m&s en general, subespacio ab-
soiuto, de su bidual, tratando de decidir para qué normas es ello po-

sible y de estudiar las propiedades relevantes de los espacins que res-

ponden a dicha posibilidad.
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CARITULG 1

ESPACIOS DE BANACH QUE $CN SEMIIDEALOIDES DE SU BIDUAL

Seccidn 1: Ideales prorios

Este capitulo se centra en el estudio de los ideales "propios",
deduciéndose dos resultados principales al respecto.

El orimero de elleos, que es novedoso aln en el caso de M-ideales,
da un orocedimiento constructivo mediante el cual aparecen todos los
ideales v proporciona de paso una condicién necesaria intrfnseca que
todo espacio de Banach debe satisfacer si aspira a ser un ideal propio
de alaglin otro espacio de Banach. El segunde da una cendicicn necesaria
v suficiente para gque un espacio de Banach sea ideal prepioc de alglin

iendo el resultado de E. Behrends v P, Yarmand [8] nara
nronios. Ambos resultados, indenendientes entre si, nermiten,
como ce ver&, resolver el oroblema de los esnacios de Banach cue son
ideales de su bidual.

Para precisar el concepto de ideal necesitamos la definicién de

norma abscluta conjugada.

2.1 DEFINICION

Dada una norma absoluta | ,|, se define su norma conjugada, [ I*,

| (r,8)|* = Ve [ |rbesal ; | (a,b)]=1} (r,8 € R)
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A g | *) . P
1 indice, 7 )+ de la norma conjucada lo notaremos simplemente n*

cuando no hava lugar a confusion

2.2 NOTA

Sean F v [F dos ospacios normados vy ‘.! una norma absoluta.
Si consideramos ern £xF la norma definida por:

| &l = [l llull )] (=B uem)

y en ='xF'! consideramos a su vez la norma definida por:

Hiroll = (gl APl etk
entonces la expresion (f,g)(x,y/)=f(x)+ ¢i ) permite identificar to-
talmente el espacic dual de FxF con el espacio E'xi',

La afirmacién anterior, cuya prueba no ofrece dificultad, fue
establecida en [37] de la siguiente forma equivalente: "Si X es un
i.l-sumando Ge 7 entonces X’ es un [ l*~sumando de Y'. M4s concre-
tamente se prueba que la .1*-proyeccidn sobre X° es l-w? donde T
es la E i—proyeccidn sobre X . El hecho de que existen espacios de
Banach 7 rcon subespacios cerrados X tales que x° es ‘,l*-sumando
de Y', paxro I Do €8 "}—sumando de Y , es lo que motiva la defi-

nicién de ideal:

2,3 DEFINICION

Sea ‘ul una norma absoluta y X un subespacio cerrado del es-

pacio normado ¥ . Se dice que X es un |.‘-ideal (resp. semi-‘.l-

tdeal) de ¥ si X' es un l | - sumando (resp. un semi—‘.lt-sumando)

de 1.

Se dice que X es un ideal (pesp. cemiideal) de Y si existe




I . Ideales propios

; | =
Una norma absoluta | tal que Y es un I.|-ideal (resp semi—l ]-

s Lol . : r 4 1 -
ideal) de Y' , Salvo en los casos triviales Xzidh X=¥

 dicha norma

absoluta es unica.

Para el caso particular }.I:M » Se obtienen los M-ideales que
fueron introducidos por E. Alfsen y E. Effros en [1,2], trabajo que
ha sido punto de nartida de otros muchos Bﬂ7,24,28,29,44], que ava-
lan la importancia del concepto de M-ideal. Por otro lado, el concep-
to de semi-1+ideal fue introducido por primera vez en [éé],

La generalizacién a normas absolutas cualesquiera es debida a
R. Pava, quién en [371 inicia un estudic gue mas tarde fue perfec-
cionado en [ﬁB,BG]. En particular en estos trabajos quedd clarificada
la relacidn entre los conceptes de sumando, semisumando, ideal v se-
miideal, relacidn que vamos a exponer rapidamence para la mejor com-
prensidén de resultados posteriores.

Como va se ha indicado, todo I.l-sumando es un 1.‘»ideal, y ob-
viamente, todo ! l-ideal es un semi—!.l-ideal. Si la norma absoluta
l. verifica que n* es cero, todo semi-l. -ideal de un espacio de
Banach es de hechc un .l-sumando; reciprocamente, para cada norma
absoluta |. con n* positivo existen espacios de Banach que contie-
nen semi- .hdeales gue ne son | l—ideales y espacios de Banach con
|.|—ideales gue no son |.|-sumandos [ﬁsl. Finalmente, un subespacio

cerrado X de un espacio de Banach Y es un l,!-sumando de Y si,

y sblo si, X es simult&neamente un semi-‘.[-sumando v un semi—l.l-

ideal de Y [35; Theorem 2.10],

por otro lado, extendiendo la nocibn de M-ideal propio introdu-

cida en [E], es natural definir el siguiente concepto:
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2.4 DEFINICION

Se dice que un ideal ! de un espacio de BRanach

prorioc de Y si no es sumandc de Y,
Sectin rH?- C io 2 2 ‘
|37 ; Corolario @ .2 | ello ecuivale a que la proveccién ab-
o4 0 e
soluta de ' sobre X' no sea débil-*-contfinua, esto es, a que su

nficleo no sea débil-*-cerrado (Teorema de Banach-Siulyan, ver por

ejemplo [ﬁO; Lemma 4.9])

Nuestro primer obietivo es, como va se ha dicho, obtener una con-
dicibn necesaria intrinseca aque todo ideal propio debe verificar, es-
to es, desentrafiar de alguna manera la patologia inherente al hecho
de cue un ideal sea propio. Trataremos de explicar el camino a seguir.

Sea ¥ un ideal nropio de Y ; recordemos que un subespacio X de I’

7
es débil-*-cerrado si, v sblo si, JV(XBO)(IX (Teorema de Dixmier,

ver nor ejemnlo [27; Section I. Remarques'?ﬂ), luego en nuestro ca-
&=

Gl 100 ; p
so V[(Ker T/ 1 no puede estar contenido en Xer m , esto es,

-

L 7 0

7/, no pusde anularse en (¥er 7)°%, Este hecho nos llevari a la cons-
truccién de un operador, no nulo, satisfaciendo curiosas restricciones
de tipo geométrico v topolégico.

Necesitaremos el siguiente lema que tiene interés en si mismo
por caracterizar ciertas proyecciones de norma uno en espacios con

. l lr

una proyeccién absoluta. Dada una norma absoluta l.l, notaremos |.
a la gue se obtiene de ella invirtiendo las variables:

|(a,p)|"= | (B,a) ] (2,b ¢ B)

r
El indice n(l.lr) se notari simplemente 7 .
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~

< 5 LEMA
un espacto romado y

proyeccion en I . Sea p una proyecoeion Lineal en Z tal gue
es trvariante por q . Zntonces !]p][; 1 s8t, y sdlo st, se verifi=-
can lag siguientes afirmaciones:
2) || apall 5
i1) || (z=qip(1-a)|| <

H (I-cy)p(z)[! 3 r“ z” , para cada 3 er Ker g

iy » ; l r 1 &
/ptal 1+ n ] ap(a)l] € n ” z|| , rara cada z en g(2)

Observemos previamente aque la condicién de que p(Z) sea inva-

-riante por a, esto es, ¢p{Z)cp(Z) , nos lleva a aue rgp=qp. Su-

1, i) v 17) son clara consecuercia de que: ” q” Y

o li

T-r;l] son menores o iguales aque uno. Para i) se puede suponer que

pin)=0, iii) es consecuencia inmediata de iZ) Supon-

TR
qp(z) .
v llamemos X = . Dado que xeq(Z),

| apcz) ||

{ | : :
]' < l <l 9w g es una ‘.I-proyeccion, se tiene para cada oce R

| plavaz) || 5 || zeas]| =l ll 2l sell sl )]s | 2,0]

camos pues que ¢p(z)#0,

Tor otra narte yva que DPgp=qp,

)+ aqp(z)-ap(—-——; +

ap (zeaz)=ap(x) + aap(a) ) ZqP QP (s
| ap(a) || I apt2) ||

+ agp(z)=( - + a)gp(z)
Ll

£s claro ademas que p(x) € q(Z), con lo que

(1-g)p(x+az)= a(l-a)p(z)

por tanto,
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I ptorassl| = | apasasl || capptarass | ]
l: (feor SR 1A ;?(v "\l._.,ri s || \_z ':)Flw‘*ﬂn)! Jil=

:|{1+ul|¢p;:)l%, ul?(l-q)p(ﬂ)‘l)i
y aplicando [35; Lemma 1 51, tenemos:
14 u{l]ﬁﬁiﬂ)[]+ nl|| (1-aipta) |} ) < Hi,all
Basta ahora restar ! en ambos miembros, dividir por « , y hacer
tender « a U para obtener la desigualdad buscada.

»
Para obtener 7v) basta aplicar  {Z) con I-¢ en lugar de gq ,

va que 1 (7) es también invariante por I=-g , y tener en cuenta que

l-=7 es una ?.!rproveccidn.

Para probar el reciproco, sea Yyed fijo y notemos para abreviar,
az|l apatv’ || , 2=|| ap(1-0) (w)]], e=|| (1-a)pqly)|| v finalmente
d:||(1—q)p(£-3:ﬁgﬂll. Aplicando 777) con 5=(I-g)(y) y tv) con
a2=q(v) , obtenemos:

111 %) bend < n|| (1-0) (W) ||

iv°) cen'a < nr||q(y)H
Por otra parte, de ¢) y 7%} deducimos:
¢4 a=|l qpagtu) || s |l el
i2?) d s || y-atyl||

Usando que las normas absolutas son funciones crecientes en ca-

da variable [9: Lemma 21.2] y que dada una norma absoluta lhl. existe

otra,l.l+, tal que para a,b € K .
|(a,)|=] (|a]+ =|b],[2])] (*)

hecho aue fue nrobado en [35: Lemma 1 10]; 1a demostracidn se conclu-

ye de la siguiente forma:

o |l =1 (Nl @) I L1 (1-adp i || )]s

5 lrllqpqry:||+llqpf1—q)rlel,|lrz-q)pq(y)ll+llri—q)pfz~q)ryﬁll)| 2
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l(a+b,c+d)]: ( aplicando (%) ):l(a+nc+b+nd,c+d)]+£( pox it )y i1 7)]s

|(d+na+nl‘(I-a){y)||,a+ﬁl;I—;,ky.ll‘+::*,:](a,u+1|ffuv el ) =
et (2-a v M ya "= (2) = | (eonfar]| (2=c )i 3} ya | stpor 10 ) e 2! )

s |l aw |l +1l =y |l e 11 =021 el =) e |l Wl atwo | 117=

=\l g |l Ll (2=a) a2l ) 1=] wll

En nuestro préximo resultado realizamos ya la anunciada construc-
citn del operador que refleja el caracter propio de un ideal X. El
espacio de partida de dicho operador serd XL, el anulador de X

cuando se le considera como subespacio de su bidual.

2,6 LEMA
See | | una norma absoluta y supongamos que X es un I.I-ideal
propio de un espacio de Banach Y. Entonces existe un operador li-
neal, no nulo, T de x* en x° satisfaciendo:
2l + well 21l 5 mellwdy
para todo w en X"y £ en X', Ademds, T es continuo cuando en X*y
¥° se consideran las topologias débil-* <inducidas por e

respectivamente,

Demostracidn

*
Sea T la i.‘ -proyeccibn de y! sobre X°. Comenzaremos apli-
cando el lema anterior tomando Z=y™ , espacio en el gque se dispone
» : tt i6
de la !.‘ -proyeccién T °, que se toma como q, y de la proyeccibn
t
de dualidad determinada por Y, esto es Jy,Jy que, como es sabido,
tiene norma uno y que tomamos como p. La afirmacién 77%1) del lema

nos da en este caso la siguiente desiqualdad:

5y wEtar L o nell =iy a5t | vl
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+

valida para todo 5 en Her ﬂ't e

Teniendo en cuenta que 71 "J = ¢
! 1=y
Y

y que ¢ ,, es isomeétrica, la anterior desicualdad se transforma en:
t t
& i e :
l‘wa(“)l‘+ L'II(Z—w)vytzW;[b n#|| |l

para cada o £ [er 7 k

Como corientacibn para los razonamientos que siguen, baste obser-

var que el hecho de que X sea ideal propic se refleja en la no nu-

lidad del primer sumando de la desigualdad (1). En efecto, si ﬂJ?

.

00

se anulase en Ker m = (Ker w) , ker 7 seria débil-*-cerrado. Por

foioo o LB : e : ;
otra parte, (x1er 7)"" es isométricamente isomorfo, como se vera ense-

guida, a X", v tras identificacion, wa se comvertira en el Jpera-

-

dor I que vamos buscando, mientras que (1) nos dara la desigualdad
del enunciado. Lamentablemente, la formalizacidn rigurosa de esta idea
sera ardua.

La aplicacién que a cada Yox’ = y'/x° asocia f-n(f) e Y' es
lineal , isométrica y su imagen es Ker 7. Usando la identificacibn
canénica de Y'/X° con X' obtenemos, por composicibn, una aplica-
cibn ¥ lineal e isométrica de X' en ¥" con Y(X'!zKer m ., Como

consecuencia, th es una isometrfa lineal de X" en " v se

tiene:

t
ha t

(X" )=(Ker 7 )" =Ker (2)

Nuestro objetivo es hacer z:?tt(x"'ﬂ en la desiqualdad (1) ; para
simplificar notablemente la desigualdad que asi se obtiene nos seré

itil probar previamene la siguiente relaciofi:

st ¢
-n) " (3)
(1 ﬂ,JYW = JX

-7 t tt T
para ello, sea =Y (I—W)JYW que queremos probar coincide

con J; . En primer lugar es ficil comprobar, mediante la definicibn
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que S v’ M) 2 : 3 A
+ Cue, para cada & £ X ‘tx™ ] es la restriccidén a

") e | v
2 Por otra parte, dadc f ¢ X' se ticne ficilmente:
J el L s ey

?u,)[t(_:J— UWillzls Flxis d (@)1 )

i

»
esto es, para cada

¥ (2l (x
Finalmente tenemos:

oMy f t ft Lt
se s oLl s e ¢ B F

i f -
A

para cualesauiera & en X , como se aueria

A ” r r,
Dados ahora © en . ¥ en Al, tenemos, apiicando (3):
J-

(I-f}fv . (w+J,,(*‘) = *i(w+f7,f?),b¥(f) (5}

- ia

g iy i S ¥ . : ;
donde se ha usado que -+ .(w)=0 v aque ‘x”v' es la identidad en

Por otra parte, puesto que

+ 4 t

J ¥ doy(Fl= J I YFIZ¥E) € Kep 1

tenemos cue:

S~demos va aplicar la desimmalda = S:W (w+J

y (T

usande ‘o) v (6) obtenemos:
|| = “‘yt(w)ll - n*llfi|< n*” th(w+JX,(f))“

=
ooy tisométricas nos da,
b 1
H ‘J;.tt’a I'+-r*”f‘l< n*l[w+ux,\‘

que es la desigualdad del enunciado si definimos
T{w)= w ) ’ (weX)

el cual es evidentemente un onerador lineal continuo de X1 sobre i

7

Pura prohar la débil-*-continuidad de T , baste obsexvar que
Dor ser J;(w}:o para cada weX+ se tiene en virtud de (3) que para

cada W

J.J-

r(w)=d’ ¥ () (7)
lo que muestra a I como la restr1cc16n a x* de un operador débil-

%-continuo de X" en Y'.

£ it
Finalmente, si fuese T=0 , m/,¥ se anularia en X* pero, por

t tt
(5), también se anula en JX,(X'), lueqgo se tendria HJY? =0 , lo

t t
que por (2) ecquivale a que nJ, se anule en Ker 7, esto es, a que

,t(Ker wtt) C Ker = Entonces Ker m seria un subespacio débil-*-

cerrado de Y', m seria débil-*-cont.nua YV X no serfa ideal rropio.
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£ =0 3 1 -1 i a { i
Obsérvese que el lema anterior da una nueva demostraciédn del he-

cho va conccido de gue si la morma absoluta I | verifica gque n*=(,

& &

todo 5 t-ideal @s un , {35; Theorem 2 “}

Se midamente pcndremos de manifiesto el hecho ya comentado de
que el onerador  del lema anterior describe toda la patolcgla in-
herente al hecho de que ¥ sea un ideal propio de Y ., Para con-
cretar esta idea, pensemos primeramente que ‘i v X pueden iden-
tificarse totalmente con los duales de los espacios X"/JX(X) e Y/X
respectivamente, v gue esta identificacicn alcanza también a las to-
poloaias c¢ébil-*. La débil-*-continuidad de T 1implica por tantc ia
ex’ tencia de un operador lineal continwo 2 3de Y/X en X"/J,(X)

X
cuveo raspusstc es ! , salvadas lus anteriores identificaciones. Pues
pien, ¢l conocimiento de los espacios XY (que implica el de X"/X) e
Y/X v del operador 5 permite reconstruir el espacio Y , y este
proceso se puede abstraer dandc lugar a un método constructivo me-
diante ¢1 cual pueden obtenerse todos los espacios que contengan un
ideal.

para centrar aGn mds el interés de este proceso, consideremos el
siguiente hecho elemental: si X es un ‘.|-sumando de Y , el espa-
cio Y queda determinado por el conocimiento de X , y del cociente
¥Y/X ; en efecto, la anlicacibn que a cada V¥ le hace corresponder
el par (7n(y),y+X) ( donde ™ es la ‘ i-proyeccibn sobre X ) es
una biveccién lineal isométrica de Y sobre el espacio producto

vl

X x ¥Y/# mnormado nor:

| ey L=l cll =l H gl ]

Por el contrarioc, Si X es sblamente un ideal de Y , el espacio Y
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no queda determinado cuando se conocen X e Y/X , como muestra el

siquiente ejemplo:

2 7 EJEMPLO

En el espacio ! _ de las sucesiones acotadas de ntmeros reales,
con su norma usuesl, se consideran los subespacios Yi=¢ , sucesiones
comvergentes, e Y; formado mor las sucesicnes {xn} tales que {.'L‘Zn}
comwerae a cero v ¥r2n_1} es comwerqente. Es sabido que el espacio
X=co , sucesiones comvergentes a cero, ©5 un M-ideal de 2 [:10;
Section 2], lueao lc es tanto de Y; como de Y , y los espacios
¥y/X e Ya/¥ son idénticos ( son unidimensionales}. Sin embargo

Y, e Y, no pueden ser isométricamente isomorfos, va que la bola

unidad de Y, carece de puntos extremos a diferencia de la de Y .

No obstante, comc hemos dicho, si X es un ideai de Y , el es-
pacio Y wuede reconstruirse a partir d¢ X e Y/X con la ayuda
del operador [ del iena 2,6.

Ei, efecto, siguiendo con la notacidén del lema y de su demostra-
cibn, consideremos el espacio producto X" x Y/X normado por:

| e || = el =]l gexl] O]
Sea 5 , como ya se ha dicho, el operador lineal continuc de Y/X
en X"/JX(X) cuyo traspuesto,salvadas las identificaciones de (¥/X)'
con X' v de (X"/JX(X.'))" con X'L, es el onerador T del lema an-
terior. Consideremos el subespacio ; de X" x Y/X dado por:
.‘; = {(z",y+X): S{y+X)= =" JX(X)}
Y el subespacio § de f dado por:

7 = ((J,(z),0): zeX)
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Pues bien, vamos a prnbar que existe una bineceidn lineal iTeometricc
de Y eobre ; que apliea X sobre f_ La demostracidén es la si-
quiente:

Para yeY pongamos

o(y) = (WtJY(y),y+X)

donde ¥ es la aplicacibn usada en la demostracibén del lema anterior.

Si notamos J a la identificacién canénica de X'’ con X" , es
rutinario comprobar que
fie') = ¥
con lo que para cada yeY ,
| ol = |l a=nbra il .
Por otra parte, es sabido que || y#X|| 2|l 7,(0)ex°°|| wer [37:

Lema 8.6]) Yy, £Or ser I-Wt una I.l-proyeccibn de Y" sobre X°°,

tenemos:

’ v . t
1 vl = e.r'l,(y)” = [l (2=m JJYry}” Al = Jy(y)" ,J]:

T NP PN PR Sl PISTL R o] W 2RI KX

vy por lo tanto, ¢ es una inyecciSn lineal isométrica de Y en

- y#y ¥/¥ Es inmediato a partir de (4) para cada xeX que
d(x) = (JXﬁrJ,O)
con lo que sblo resta probar que giy)=r .
Consideremos el operador Sj de Y/X en X"/JX{X) dado por
£
Soly+X) = ¥ Jy(y)+ JX(X),

pado weX* y notando W 3l corraspondiente elemento de (X"/JX(X))'

tenemos que para cada yet

[Sa] yer) = o[V, 0+ 7y0)]= wlts, w]=[y¥" W]t
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v

¢ Y s 0
"o (w), considerado come elemento de X , no es otro que

B S e E 15,
(w) . Pero en virtud de la expresién (7) tenemos . _ ¥ “(w)=T(w)

rd |
para cada wcX”. Hemos probade asi que cuando (X"/JXiX))' e (WX’

1‘: l

se identifican con ?t

0 :
v X respectivamente, 0Oy Se convierte en
el cperador [ , en otras palabras, hemos probado que £=5p3 esto es:

& wB sy ;

S(usX) = ¥ J,(y)+ J,(X)

< A
. _~

para cada ) Y. A partir de esta iqualdad es claro que &(y)cy.

Reciprocamente, sea (x",y+X) e Y, entonces:
WtJy(y) * JX(x) = WtJY(y+x),
luegc existe an  ~eX tal fue:
" .tfvfw} $d (mp iz WtJ {ywit)
P A For
donde se ha utilizado (4). Hemos probado asi que
(x",u+X) = olysx) € oY)
como se queria.
resumiendo, hemos ideado un proceso mediante el cual, a partir
de los espacios de Banach X e Y/X vy del operador I del lema
anterior, o si se quiere del operador S, pretrastuesto de €1, se
reconstruye la pareja (Y,X) donde X es un ideal de Y . Nuestrc
préximo recultado muestra que el papel de X e ¥/X en este pro-
ceso puede ser jugado por dos espacios de Banach cualesquiera para
los gque exista un operador S con las convenientes restricciones.
Obtenemos asi la prometida construccién genérica de todos los ideales .

Toda la informacidn queda recogida en el siguiente enunciado, cuya

parte mas dificil e importante esta ya demostrada:
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2 8 TEORE:A

!.l ura norma absoluta, Sean Z,U d

log eeracio2 de Banach y
< T 7 . - . + oy , -
operadoy lineal continuo de U en Z"/Z2 ocom

?!St{mJ||+ n*|| ?2'R9)”»

notando por stintamente un elementeo del
¥ su correspondiente por la identificaecion de dicho

"

espacto Z":U con la norma
” (z", )} = i(|l3”||,[‘ull)| (2"eZ",ucl)
v los subesnacios

" ou) e Z%U: Slul=z"+Z )

L8) .00 2.l

v, Ademds, * ez | |-sumando de
81,
Reetprocamente, todo ideal aparece por este procedimiento, En
corerete, dados un espacio de Banach Y y un | |-ideal x de Y,
7,U,5 como arriba v una biyeceion lineal iscmétrica del

Fe -~

correspondiente I sotre Y , que aplica X cobre X .

Nemostracildn

pDado que Y es un subespacio de Z"x U, pcdemos identificar ¥t

con (Z"U)'/ 7° Desvelemos previamente v’ v tengamos en cuen-

ta para ello que (Z"xU)' puede identificarse (Nota 2.2) con

2™y /' con la riorma
|z unll = Fellatll =]

para cada z"e 2", u'e !
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fe it P). 2m, 1t - m R "~
( H e 2 b tal que (2™ ,u')(2",u)=0 , para cada

"
(=

S LR i
s,4/€ Y . Tomemos en particular u v s" en J,(Z) 1lo que nos

lleva a deducir cue 3" ¢ S'L. Si notamos por © indistintamente tan-
to a los elementos del dual (Z2"/J_(Z))' -omo a sus identificados

en <7, tenemos
cetuullau) = w@") o+ uliv) = wla" JZ(Z)) + u'lu)= wSlu) + o (u)=
= [St(u) * u'_-[(u/'

es decir, u ':—;—:‘-t"z-'), concretando,
0 = {(w,=5°(w)): wez}.

Teniendo en cuenta nuevamente la identificacién de Y' con el cocien-

a
/ VG

Y~ , obtenemos aue

a

gt g 1) v N ,11'}+?°] (1’8(3),0)=8}={(w,u’) + 1;0,-’ we 2%}
‘e
Construvamos ahora la proveccidn corresnondiente; para ello
haremos uso de la descomposicién de un elementc de 2™, 3™, en
suma de un elemento de Zl, W, v un JZ,(;") , con f e 2' Dado

u! ¢ U' definimos:

-

e fa™ ut)+ I )=z ou') s §°

Comprobemos cue 7 €s una I.]*—proyeccibn‘. Consideremos un ele-
mento arbitrario o en ;’ que, como hemos dicho tendri la forma
0= w¢ JZ,(_F) + 1""’ con w e Z*2 (Z"/JZ(Z))' cEe o wwnll,
Para ¥V & Z* tenemos:
| eyt + pyut-st Nl =l w=strll o + o000 + vl %=

= { por [35: Lenma 1.10l1=
:|(”u'-—3t(v)|| + n*”w + JZ,(f) + v” ,H'w + JZ,(f) + u“ )l*+ 3
> ( por la hipbtesis de 5 ) 2

2 ||| ur=sT )|l + n*ll £l + Istw « w ||, £l 1 =
= el ur-steor| « IS5 « w1 £l 1% 2 L)l ute st @l £l 202
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vV la desiqualdad asi obtenida se convierte en igualdad en el caso

+ -

D=ty : ) o et g :
w . Cuando v recorre Z°, el par (v,=S (v)) recorre ¥°,

luego hemos probado que:

| e dpetprout) + Pl lu + S|l LN 2l01 (@

en particular, tomando f=0 tenemos:

ut + st|| = [|,ut) + ¥l =]} véar ||

mientras que haciendo u':-St(u) obtenemos
el =l + JZ,(j‘},-.’St(w)) e 2N =2 - nrad ]
sustituvendo (b) v (¢) en (i) obtenemos
lall = [l ncarfl l o= ntafl 2]+
v esto para cada a € 5' , como se queria
Por Giltimo supuesto S5=0 , tenemos ; = J_(Z)xU, y por tanto
<~

rs

claramente ,(Z)x{0} es l 1-sumando de Y, por la propia forma de

&

normar Z"xU

F -~

Reciprocamente si X es ].l-sumando de Y, la proyeccibtn antes

Gasarita A(LzM u') # Y) = (wu') + v donde 3"=w +J,,[(f),

A

~ ¢ 2' , que aplica (Z"xU)'/ §° sobre X' , es continua

considerando en (Z"xU)'/ ga la topologia cociente de la débil-*
de (Z"xU)' a la que llamaremos 0 . Por tanto su nficleo es cerra-
do para dicha topologia. Ahcra bien,

Ker v = (( + dyy(£),u") + Pl e P 8)=

= {fw + JZ,(j‘),—St(w)h- 1;"/ Lo ey =
= (0 3,,(£,0) + Y°/ £ ez

Sea ahora U € z*, y tomemos una red 1 JZ'(fa” de Jz,(Z')
convergiendo a ¥ en la topologia débil-*-de zZ™ _ Entonces la
red { JZ'(fA)’O) + §°} corwerge a (w,0) + §° en 1a topologia O -

por ser Ker m cerrado, (w,0) + y? estien Ker m , lo que fuerza
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i ; ~1 t
que S oefny ) = Mov iendo ahora W 2%, obtenemos que S =0 v

por tanto
Como quiera nue el teorema que acabamos de probar es desconoci-
do incluso en el caso de ser l.‘: *, enunciamos explicitamente el

siguiente coroclarin.

2,9 CORCTLARIO

dos esracios de Banach y S un operador lineal

a5 onlo
en &l oon

Hstall « sl s flw+ ol

74

el espacio Z"xU con la norma

| (z",u)|| = Max {I]z”||,‘|u||} (3"e¢ Z2%uce U)

i Jol24,00i 2 el }

o5 M-ideal de Y . Ademds X es M-sumando st, y 8b-

” '-0
T =

seetprocamente, todo lM-ideal aparece por este procedimiento. En

conereto, dado un espacio de Banach Y y un M-ideal X de Y, exts-
ten Z2,U,5 ecomo arriba y una biyeceion lineal isométrica del corres-

pondiente Y sobre Y , que aplica X sobre X .

para terminar obtenemos una nueva consecuencia del Lema 2.6 ,

oue nos va a permitir mas adelante determinar las normas absolutas

|
] para las que existen espacios de Banach que son |.l-ideales de
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sus biduales. Concretamente, vamos a poner de manifiesto como el Le-
ma 2.6 impone a un ideal propio ciertas restriccicnes intrinsecas,
esto es, da condiciones necesarias sobre un espacio de Banach para
que el tal espacio pueda ser ideal propio de otro. Por ejemplo, si
{ es un espacio reflexivo, tenemos que / =0 v es imposible tener
operadores lineales no nulos definidos @2n X*,lueqo un espacio re-
flexivo nc puede ser ideal propio. La hipbtesis de reflexividad es

una condicién demasiadec fuerte, pero ficilmente podemos encontrar

hipbtesis mas débiles que nos permitan llegar a la misma conclusibn:

2.10 TEOREMA

Sea ¥ un espacio de Banach. Supongamos que el subespacio de xd
engendrado por los elementos que son as mejor aprorimaeidn en %* para

e

algin elemento de X' es débil-"~denso en X%, Entonces X no pue-

de ser ideal propio de mingin espacio de Banach.

Demostracicn

Supongamos que X es un ideal propio de un espacio de Banach
Yo wpen T AL operador no nulo dado por el Lema 2.6 , definido

sobre XL y con valores en ¥® si £ e X', es facil ver que

||JX,(f) + XL]|: ”fll , con lo cual, si w es de mejor aproximacidn

en X' para JX,(f) la desigualdad del Lema 2.6 nos da:
Lz ||+ 2]l £l s n#ll et = wll = n*l 51l
esto es, T=0 . Por ser T lineal y débil-*-continuo, la hipbtesis

sobre X hace que T sea jdénticamente nulo, lo cual es una con-

tradiccidn.
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Acabamos de obtener una condicion necesaria intrinseca que todo
ideal propio cebe verificar Como punto f£inal de esta seccidn vamos
a extender a ideales cualesquiera la caracterizacion intrinseca de
los M-ideales propios, recientemente obtenida por E.Behrends v P, Harmand
[é]. Esta extensidn es sorprendentemente sencilla gracias a los teore-
mas de renormacicn obtenidos en |35; Theorem 2.3 v theorem 2.61u La

L]

caracterizacion de los M-ideales propios dada en IB] utiliza el con-
cepto de seudobola, mas concretamente, un espacio de Banach es M-ideal
propio si, v solo si, contiene una seudobola que no es ura bola [B;
Theorem 3.41. Para nuestros propositos resulta conveniente tomar co-

mo definicién de seudobola la caracterizacién dada por [b; Propesition

3‘2], que es la siguiente:

2.5+ DEFINTCION

Diremos cue un subconjunto convexo Vv cerrado, (C, de un espacio
de Banach & es una ceudobola cuando el cierre débil-* de C en
-.-.,lJ* : 2
x" , T, sea una bola d= radio uno. Toda bola cerrada de radio uno

es obviamente una seudobola. Que el reciproco no es cierto quedaré

claro ensequida.

La siquiente notacibn se utilizara con profusibn en lo que sigue:
Ssi ¥ es un subespacio cerrado de Y , para cada y en Y , no-

taremos por ! (y) , al conjunto de puntos de X que materializan

X

l1a distancia de ¥ a X , es decir:

P ly) = { z € X; | v - z|l = llu + x|

Tal conjunto es claramente cerrado , convexo Yy acotado; pudiendo ser

vacio.
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Se dice que X es un subespacio prorfminal (resp. Chebyshev) de

Y cuando para cada y en Y , P (y) es no vacfo (resp, tiene un

i ¢
dnico punto).

o w*
Por filtimo notaremos por PX(y7 ¢ ¢1 cierre de F?ry) en la

topolegia débil-* del bidual de X .

Si X es un ] |-sumando de Y , patcacada ¥ en Y, PX(y) es

una bela de radio n*l|y+XH [35; Proposition ! 2] Para ideales se

tiene ta sicquiente aeneralizacion:

2,12 PROPOSICION

Sea |.| una norma absoluta y sea X wun |. |-ideal de Y . Para
gn Y . eom n*{|y+X|l= I, Pyly) es una seudobola. Ademds,
3 un .|—ideal propio de 'Y , se puede conseguir Yy , com
tal que P,ly) no es una bola.

X

Demostracicn

si X eos un |.|-sumando de Y , el resultado se sigue de [35;
proposition 1.2]. Sea pues ¥ un |.|-ideal propio de ¥ , lo cual
implica n* > 0. Aplicando [35; Theorem 2.6] existe una nueva norma,
.M, en ¥, para 1a cual £ es M-adeal propio de Y . Ademas la
nueva norma estd relacionada con la inicial por:

oyl = Lenrlllulll My « x| (1)
Sars cada y en ¥ [35; nemark 2.7].

A partir de esta relacibn se drduce inmediatamente que para cada

g.un X 3
Mz + xlll = 1Ly« ll
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asi como que los conjuntos de mejor aproximacioén en X , de cada

elemento d Y , son los mismos para ambas normas, con lo que no hay
ambiguedad en notarlos a ambos por PX(y) Sea y e Y con

w

”*|IE+X|I= I , entonces ‘H nty + X‘“ = 1 vy anlicando [2“: Theorem

153 (2)1 (ver conijuntamente con [Q; Definition 3.1 vy Proposition 3.2})

-y

obtenenos que -Y{r*?) es una seudobola en fY,‘”. ”) vV que para
alglin. - Yy o PYfﬂ*ynf no es una bola [ég; Theorsn 1,3].
Fipalmente, de (1) , deducimos gue para cada & £ X

bl = ool

vy por tanto la misma relacifn existira entre las normas biduales,
luego [©..(y es una seudobcla en (X,Il.||) ane para algin o

no es una bola

v espacio de Banachy son equivalentes las siguientes

Eriste un espacio de Banach Y tal que X es ideal propio
a2 1

.

i7) ¥ contiene una seudobola aue mo es una bola.

¢

Demostracion

{) =»71) Es ccnsecuencia evidente de la proposicibn anterior.
$1 => 1) Aplicando a ii) [B;Theorem 3‘41, ex:ste un espacio

de Banach tal que X es M-ideal propio de Y.
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Seccicn ITI:

de su bidual

Esta seccion tiene como princival objetive detectar; del estudio

: [ : S oy
realizado de los | |-ideales propios, las normas absolutas,i'! nara

las que un espacic de Banach no reflexivo puede ser l.|;ideai\de.su
bidual. ; 5
= . 3
L] i T . i

Para expresar los resultados en forma mas general se introduce

i
. » o+

el concepte de semiidealoide, que enalobe a los de semisumando e

ideal. A decir verdad, dicho concepto debia tener cabida en la pre-
sente memoria por respetc histotico, v es este el mcﬁento_oportuno

de su introduccitn, va que el estudio de los espacios de Banach que son
semiidealoides de su bidual no supone mayor esfuerzo que el de los.

que son ideales. Ello se debe al hechio de que X es "semi—l.I—idea—

lcide" de Y si, ysblo si, X es l.l-ideal de X+ Ky , para cada

2,14 DEFINICION

Sea | I una norma absoluta v X un subespacio cerrado de un
espacio de Banach Y . Se dice que X es un semi-| . |-idealoide de
¥ si el anulador de X es semi- | . |*-ideal del espacio dual Y'.

Se dice que X es semiidealoide de Y si existe una norma absoluta
|.| (tnica supuesto X#0, X#Y ) tal que X es un semi—l.!-idealoide

de Y.

Este concepto fue introducido en [35] donde se estudia su rela-

citn con los antericrmente manejados, relacibn que puede resumirse

en el siquiente diagrama:
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l.l-sumando

B

. | .
semi=|. |~sumando |, |~ideat

e N

semi—,.]-idealoide semi-|, |-ideal

Ninquna de las imnlicaciones es reversible, de hecho, existen se-
miidealoides que no son ideales ni semisumandos. Las referencias per-
t‘nentes son [35: Theorem 3.: i), Theorem 1.4, Theorem 2.3 v Remark

3.2 980

Muestro prim:r resultado es una sencilla adaptacifn de [34 ; Coro-
lario 2 201, resaltado que limita de forma dréstica el tipo de norma
absoluta %.! para la que se nuede esperar que existan esnaciocs de

Banach Seti—? l—ideales de sus biduales.

2.15 DEFINICION

=

Dado vy un ntmero real con U =Y I , pudenos considerav la

norma absoluta |. definida por:

'|(a,b)‘,Y = max {|p],la] # ¥|p]}

para cada @ v b en F . S dir& que una norma absoluta [J‘ es
hexagonnl si existe Yy tal que I_l:l,lY . Nétese cue luloz M,

t_‘ - 7 y que para 0O<y < ! se tiene que la esfera unidad de

1
R? con la norma ]'[Y es un hex8gono.
* ---
Es fAcil probar aue n([.ly) = y , mientras gue ”(l'{Y ) =I=v,

* 44
Reciprocamente si una norma absoluta es tal que n +n° = 1, di

cha norma absoluta 2s hexagonal [}4; Proposition 1,36],
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2 16 TEOREMA

Sea 1 1 una norma abeoluta, X un espacio de banach e Y un 8

un Su=

bespavio de X", 51 X es gemi-|, |-idcal de ¥ , cnionces la norma

: £ 1 ;
abgoluta |.| es hexagenul.

Lermpatracidn
Dado un subespacio Z de un esp’ io nucmade U , se define una

seminorma b
¥

p (u) = Sup flf(d}l; Camrting X T !‘f‘[: f(:):llzll:l}

para cada u en [, Se define taibiln (vease [34, DefiniciZn 1.24]):

Wy, “Tamik £ 93 k‘[ullg o.w) Yue )
—
Mb.ese que si, & su vez,l! es subespacio de otro esnacio normado
¥, Be tiene:

n{¥,2) 5 n(t,2)

7 e Y como -+~riba. En virtud de-[34:Corblario w3

Bl X 28+ B>

Por otra parte, una - .licacifn (irsata del Teorewa de Bishoo-
D 2lps nermite probar que pX(F) = l[Fi] , para cada 7 = X", v pox
tanto n({X",X) = 1 . Ast pues, uniendo las ohservacion»s anteriores
ochtenemss que
gt T AT I =,

Si ahora tenemos en cuenta gue para cualquier norma absoluta se tiene

3 3 . 1o cual equivale
gue n+ n*s 1, deducimes que 7 + n° es uno, eq

a que la norma absoluta !.i es hexagonal [34: Proposicidn 1.36]
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Llegamos ror fin al resultado principal de este capitulo, del que
damos dos demostraciones.

Antes de enunciar dicho resultado conviene fijar la siguiente no-
tacion:

Dado ¥ en un espacio normade Y ,y r un ntimero real no nega-
tivo , notaremcs por Byfy,rﬁ a la bola cerrada de centro [ v radio

s : ’ : . _in
» del espacio Y., Simbolizaremos por :*,rt(y,r) a la correspondiente

bola abierta.

2,17 TEOREMA

= un eeracie Je Banach Y es semiidealoide de su bidual, entonces

o e T AR SRl e g A | LI
Y es Semi-l-surando o M-ideal de su bidual.

18 Dermost Lot
: .
si ¢ es semi- | .|-idealoide de su bidual entonces X es { -ideal
de X +FKF , paracada [ € ok [36; Proposition 1.8_]. Por el teorema

anterior =se tiene por tanto gue ]lzl] para algn Yy entre cero
!
v uno . Si vy=7 tenemos {.l = M v aplicando [35; Theorem 3.1 itl}]

v
A e

¥ es M-ideal de

1 £
Sea pues n > 0, Por ser X un semi—l.]*-ldeal de X"™ , tenemos,

aplicando 1:35; Corollary 2.91 que, para cada f e X', f # 0, el conjuntc
P.a(f) = Pa(f) contiene a la hola abiertu de centro cero y radio
San + }fiﬂ = _rll "'H >, con lo cual ¥ verifica sobradanente la hi-

pbte .is del Teorema 2.10, luego X no puade ser ideal propio de nin-

afin espacio de Banach. Por tanto , como consecuencia de la observacibn

inicial, X es ].!-sumando de X +XK7 , pexrncada F ¢ X", Aplicando
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: . [ :
el Corolarioc !.8% se tiene pues que 1.! =L, lo zual fuerza que X

=28 semi-I~-sumando de su bidual [3%; Theorem 3.1 iv)]

Esta sequnda demostracifn se hara discutiendo los valores del in-
dice de la norma absoluta conjugada, para la cual Y es semiideaoide

de su bidual. X

Si n*:0, en virtud de [35; Theorem 3.1 iv)] ¥ es de hecho un

semi—[ l-sunando de su bidual, por lo cgue usando , nor ejemple el
Teorema !.5, ¥ es semi-l~sumandc de su bidual. Supongamos pues que
n%t'> 7 v tomemos £} €& X" tal que n*l‘F + X ll: 1. Usando nuevaments
el hecho de que ¥ es I.I-ideal de X +XKF v la Proposicifn 2,11
obtenemos que 7. (F/ es una seudobola, esto es, existe G e X" tal
que:
P (FT°" = B.,(6,1) (1)

Por otro lado, es claroc que

..-?X(FT"’* EE LT sk il ) (2)

7 - ¢l +llc-zll < [lF+x] -1+1=|F+x|

s |
I
3

A

lo cual es una clara contradiccibn. Por otro ladg para cada X € PX(F),
se tiene, en virtud de (1), que i[G - xi[ < 1 , v por tanto
¢+ xll=1 (3)
3i ahora intersectamos eh (1) con X obtenemos, ya que PX(F)
es un subconjunto de X comvexo Vv cerrado, que:
PX(F) & PX(G) (4)

Por otra parte, como va s¢ ha dicho, X es { !-Ldeal de X +KG
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e B 13 3 ci 2 } ; 2 )
Y en consecuencia el difimetro de PK:G} as 2nﬂi6 + Xl‘: én* [35;
Corollary s ﬂ . Usanao (1) v (4) tenemos:

| P B n ‘o A . 2 s il * . B
¢ = v~wm(~Xn=‘,IJ) = dl@m{nyfj ) = diam(P_(F)) = ;1am(Py(Gﬁ) = an®
1S i

i

X< o
esto es , n%=] , y en consecuencia l [ =M , La conclusibn es in-
mediat~ usando r.uevamente cque todo semi-!-idealoide es de hecho un

-igsal [35; Theorem 3.1 iii)].

Fars los espacios de Banach que son ideales de su bidual tenemos

la siguiente perfeccidn:

2,18 COROLARIO

St un espacio de Banach X es ideai de esu bidual , entonces X

2 M=ideal de eu bidual.

Deros traeidn

Cemo hemos visto en el diagrama resumen, por otra parte evidente,
todo ideal es semiidealoide. Aplicando el teorema anterior se tiene
que ¥ es semi-L-sumando o M-ideal de 3u bidual, Para concluir

basta usar que los ideales que son a su vez semisumandos coinciden

con los sumandes [35; Theorem 2,1014
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CARITULO 11

ESPACIOS DE BANACH (QUE $OMN SUBESPACIOS ABSOLUTOS DE SU BIDUAL

Sececibn I: Preliminares

Como va serialamos anteriormente, los semisumandos, semiideales v
semiidealcides son tipos especiales de una amplia clase de subesva-
cios, "los subespacios absolutos", cue fueron introducidos per pri-
mera ver en {361 con el objetivo central de hacer un estudioc unifica-

do de "as tres clases de subespacios citados.

3,1 DEFINICION

i o g
Sea |.| una norma absoluta v X un subespacio ®rrado del espacio

Ae Banach [ . Se dice que Y es un ‘.l-subespacio de ¥ si X
es un semi—{.%-ideal de ¥ +Ky paracada y € Y. Se dice que X
es un < ubespaeio abscluto de ¥ si existe una norma absoluta I.! tal
que X es un |.|-;ubesnacio de Y ., Como siempre. ‘ I es finica sal-

wvzdos los casos triviales X={01}, X=Y,

Contiruardo el camino lniciado en los capitulos anteriores, nues-
tro objetivo es, como ya se ha comentado, discutir la posibilidad de
que un espacio de Banach sea subespacio absoluto de su bidual. Para
centrar tanto esce problema como el mismo concepto de subespacio ab-
soluto, merece la pena destacar algunos de los resultados referentes

a esta clase de subespacios obtenidos en Eﬂé],
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No es dificil probar que, como ya se ha mencionado, si X e8 un
semi- .{-ideal o un semi-l.l-idealoide (en particular un sani-l,l-
sumando) de Y , entonces X es un !~[--subespacio de Y ESG;

Lemma 1.1 y propésition 1,8 iii) ], Quiz&s la m8s importante perfec-
cibn de la clase de los subespacios absolutos sea su imvarianza por
dualizacién v predualizacibn, més concretamente, " X es [.L—subes—
pacio de Y si, y sblo si, X' es un [.l*-subespacio de Y' *
[35; Theorem 1.14]

Si se recuerda gque los concentos de semiideal y semiidealoide se
obtuvieron por predualizacibn sucesiva del de semisumando, se compren-
der4, a la vista del comentario anterior, gque la clase de subespacios
absolutos puede considerarse como eslabfn final de una larga cadena,
pueste que adema% de englobar a las clases de subespacios que motivaron
su introduccifn, es estable cuando se la somete a las manipulaciones
gue habfai producido nuevas clases de subespacios.

s n([.]*):o , todo l.l-subespacio es de hecho un semil.l-sunan-
do [36; Propositicn 1.151, en particular, los I~subespacios no son
otra cusa que los semi-I~sumandos. Combinando este resultado con la
observacién sobre la estabilidad de les subespacios absolutos, respec-
to a la predualizacibn, obtenemos que si n(l.[):O , todo [Jl-subes-
pacio es un semi-[ﬂ[-ideal,

En el caso que tengamos simultSneamente n(l.l) =0z n(l-[*),
deducimos que los In[-subespacios son l.l-sumandos, en particular,
el concepto de Lg-suhespacio coincide con el de Lp-sumandn

(1 < p < =), Asi pues, sblo pueden existir [,[gsubespacios "propios”

esto es, que no sean semi—[.[»ideales, ni semi-l.[-idealoides (mucho

4> 0;
menos semi~lu[-sumandos), para normas absolutas |.[ con n.n* > 0;




I. Preliminares

De hecho, para cada norma absoluta |.l, con n.n* positivo, puede

construirse ur espacios de Banach con un l.[usubespacio propio [;6;

Theorem 3.111.

El objetivo central de este capitulo es contestar al siguiente

problema:

3.2 PROBLEMA

Sea Y un espacio de Banach subespacio absoluto de su bidual.
(Puede asegurarse que X es un semi-L-gumando O un M~ideal de su

bidual? .

Los resultados que vamos a obtener en lo que sigue, permiten apos-
tar, sin miedo a equivocarse, por una respuesta afirmativa a esta pre-
gunta, pero la persistencia de una pequefia laguna nos ha impedido es-
tablecer completamente una tal respuesta.

Un primer resultado en este sentido es el Teorema 2.16, que limita
el tipo de norma absoluta a las normas hexagonales.

otro resultado er la misma 1tnea, bien que previamente conocido,

lo codificzmos en el siguiente enunciado

3.3 PROPOSICION

Si un espacio de Bamach X es M-gubespacio de su bidual, enton-

cee X ee M-ideal de su bidual,
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Demostracion

Puesto que n(M)=0 , todo i-subespacic es de heche un semi-ti ideal,
por lo que bastard probar que todo espacio de Banach semi-M-ideal de
su bidual es M-ideal de su bidual. Awwjue este Gltimo resultadc apare-
ce en [;31, optamos por hacer aqui una demostracibn elemental:

Si X es semi- l_.|-idea1 de X" , entonces X* es un semi-1-suman-

do de X™ vy en particular %% es un subespacio de Chebyshev de X",

Por otra parte, es sabido que para cada 6 € X™, 6 - JX,JE(G) € PX;(G),

por loque I -/ ¥ ,J; resulta ser la semi-I~proyeccibn correspon-

diente, y claramente esta es lineal.

Es el momento de enunciar una importante caracterizacibn de los
subespacios absolut.os obteniia en [36:[ y que, para normas absolutas
hexagonales, da lugar a una formulacifn especialmente cbmoda que to-

maremos como punto de partida para nuestro estudio posterior.

3.4 TEOREMA [36; Theorems 2.1y 2.6]

Sea |.| una norma absolutay X un |. |~subespacio del espacio
de Banach Y. Entonces X es un subespacio proximinal de Y , y para
cada y en Y , se verifica:

2 8% (0,204l y » x[|) © Byl - Byty)  By0,20% ][y + x]L)

t2) |yl = ltdeo,p 0% n2lly + xllL 11w + x| 1

Recfprocameﬁte, si X es un subespacio proximinal de Y Yy se veri-
fican las condiciones i) Yy i), entonces X es un . [-subespacio del

espacio real subyacente a Y, del propio Y, si este es real.
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Por novedosas que puedan parecer las dos condiciones aparecidas
en el teorema anterior, &stas habfan sido ya objeto de estudio con
anterioridad en ciertos casos particulares que vamos a comentar. En
el caso l.[:M , se tiene n*:1 , con lo que la sequnda inclusifn

en 7! es automitica para cualquier subespacio, mientras que la primera

inclusidén toma la forma:

B’;"t(o,zu‘y + x| ) € B (y) = Pyly)

En [29,- Theorem 1.21 A. Lima demostrd que los subespacios proxi-
minales, verificando esta condicibn son los semi-M-ideales. De hecho,
prueba que la condicibn es equivalente a la llamada "propiedad de la
2-bola", una de las propiedades de interseccifn de bolas introducidas
por E. Alfsen y E. Effros en [1,2] y ampliamente estudiadas con pos-
rerioridad [28, 29, 49].

Consideremos ahora la condicibn i1) del teorema anterior, en el
caso que nos interesa, esto es, en el caso en que lu norma absoluta
es hexagonal (ver definicibn 2.15), 81 1[ = l.l_,{, con 0sys1,
tenemos como va se dijo n* = I-y ¥ usanéo la definicibn de ':.Lv,'la
condicibn i) toma la siouiente forma especialmente sencilla:

[yl = dro,Pyly)) + Ly +xll- (*)

Condici®n que resulta ser equivalente a otra propiedad de interseccibn
de bolas, esta vez introducida por D. Yost [481. Se dice que un subes- °
pacio cerrado de X del espacio de Banach I posee la propiedad de

la 13-bola en Y , si para cualesquiera bolas cerradas By(x,r), By(y,t)
con s X e yelt , verificando que ux-y|.l< p+t yque
B.(y,t/)AX ¢ § , ocurre que By(x,r)nBY(y,i:)ﬂX £ 0.

: usando resultados de D. Yost [481 , G.Godini [23; Corollary 41

demostr6 que X tiene la propiedad de la 13-bola en Y si, y sOlo
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es un subesracic proximinal de ! v se verifica la condicién
, o e = S ;
pave gafe e ) En |38 Probosition 3 1)] puede verse una

demostracién mas directa de este resultado. Asi pues, la condicidn
del teorema anterior, cuando la norma abksoluta i 1 es hexagonal
equivale a la propiedad de la 1}-bola de D Yost.
Enlazando los Teoremas 2.l16 v 3 4 con las anter jores observaciones
liecamos a la siaquiente reformulacion de la propiedad de que un es-

pacio de Banach sea subespacio absoluto de su bidual, que sera nues-

tro punto de partida en el desarrollc que sique

13=bolc en
tal que para cada F c X", se tieme:
F ¢ X‘l).

a) yu b), entonces

A

el espacic el propio ¥ sl este es real, cs un

il

‘dual, concretamente, es un ].Iy-subespa-

subespacto absvluto de eu bi

elo con ¥ l1=-r

“wrogtraeion

si ¥ es un .!—subesnacio Ge X" , el Teorema 2 16 nos dice que

1 l es una norma absoluta hexagonal. La afirmacién 1i) del Teorema 3.4

; 1 ]
nos asegura entonces que ¥ posee la propiedad de la I3-bkola en X',

mientras que la afirmacitn i) de dicho teorema equivale a la condicibn

D) para B = At
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Reciprocamente, con 1l0s mismos argumentos, si verifica las

gonaicionos @l ¥ entonces es un subespacio prouximinal de

vy satisface las condiciones 7' v 71) del Teorema 3.4 para la norma
= 5 A 5 1 i 1 . :

absoluta hexagonal | |_ ‘ ! = », luego basta aplicar dicho

tecrema

L}
N&tese que las condiciones a) v D) del teorema anterior no

inmvolucran explicitamente la norma absoluta \. para la que X es
subespacio absoluto de X", Ello nos va a remitir, en lo sucesivo,
"slvidar", al mencs formalmente, la nocion de subespacioc abseluto y
trabajar simplemente con aguellos espaclos de Banach que verifican las
condiciones / v b) del teorema anterior La situac.én nc habra
cambiado nada, seaqun el teorema, mientras se trate de espacios reales.
Sin embargo, er caso complejo, el nuevo planteamiento es ligera-
F115 se debe al hecho de que para un espacio
de 3anach complejo Y puede ocurrir gue un subespacio suyo X sea

subespacio absoluto del espacio real subvacente a Y sin serlo de ¥,

Tal ratologia se da, sin ir mas lejos, en el ejemplo va citado cde

=
subesracio absolutc propilo |36; Theorem 3 111,

vValga también este comentario para justificar el hecho de que los
resultados de r361 que hemos citado en esta seccibn no son eserciales
para el estudio que vamos a hacer, sino que su utilidad estriba en

centrar dichc estudio




Seccion II. Convexcs de anchura constante.

En un nrimer analisis del Teorema 3.5, v mAs concretamente de
su afirmacion b/, intentamos chtener alqunas consecuercias elementa-

les del hecho de aue F.(F) sea un conjunto convexo, cerrado y acota-

do, v cuva diferencia consiao mismo contiene una bola uvuyec radioc es

el difmetro de P,(F). Para evaluar dichas consecuencias fijemos una

notacidén comoda:

un subcorjunto acotado de un cierto espacio normado, no-

> e K}

4

Llamaros rodic esterior del conjunto K al infimo de los radios

/

de las bolas cque contienen a X . Radic que notaremos por rezK). Es

clarc cue una kola de centro 3 ¥V radio » contiene a X si, ¥

s6lo si, = ﬁ]t » , de donde se deduce que
T x "Il - o V-\
e _'?’i."" IH £ =2, e A

poy otra parte es claro que el diametro de K es,

ll K = 1” = Sup 'H K= .L'“ s 8e K],

r (X £ diam (K.
&

vamos a mejorar esta informacibn Definimos el radio interior

».(¥). como el supremo de los radios de las bolas conteni-

] -

(¥)=0 si, v sblo si, K ‘tiene interior

das en K lotemos cdue I,

wvacloc De hecho, se tiene:




r - 3
I Convexos de anchura constante

; i : i
upeon unto acotede s ap e G 1
SUDCON JUNTO QCOLUEC (¢ 28D 0 nermade

tiene centrec de simetria, sea x dicho centro
0

K ¢ B,(x ,diam (K)'
b 0 )
&

.

Demostracion

Sea . g Aoy b2 0., talas que By(z,t) C K . Para cada

tenemos
2 ) K =g,
por tanto
{ e 4 | ¥ 2
| 8 =2 O s [k - zl| s dien (R)
tomando supremos cuando & recorre ¥ obtenemos
la-xl +

v por tanto usando (1)

> 5

» (K) + ¢
e

con lo que basta ahora hacer tender ¢ a ri(K) para obtener 7).

17
n

i1) Sean x e ¥ en
|lx‘l % 1|x - y‘l + | wl[ < diam (K) + lin
tomando Infimo cuando y recorre X obtenemos
| 2|l & déam (0) + d(0,K)

por lo gue basta tomar supremo cvando ¥ recorre K para concluir.

4 s .

+4{) 81 z ¢ ¥ v x es el centro de simetria de K , entonces

¢

también pertenece a K , y por ia”




veamos aliora como se completa el cuadro anterior si exigimos con-
vexidad v una cierta condiciton sobre el interior de X £ , noncre=

tamente

3 7 PROPOSICION

y acotado de un espacio nore

" 1 -
W edRa .  ENRECACER

un eentro de simetria, &y entcnces

r) c X

& ; . s
Demegsvracion

;) podemos suponer, sin pérdida de genevalidad, que a(0,K) >
Sea * un nGmrro real tal cue 0< t < -d(0,K) y por tanto se tiene

7+
nt /5 +)JAK = ¢ . Aplicando el Teorema de separacifbn de comvexos

Vg b/

B”

encontramos [ & J H *‘H = 1 yverificando que f& Flxs2

-

para cada & 2 un numero real posi*ive , existe Uu

tal aue H [ pe f(u)> 1-. . Tomando ahora ac<l , se

20ru = Y = 8
elementos de X Fntonces:

= 2ap(l -¢)
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T laai i i : .
Las desiquladades e inclusiones del lema antericr se convierten
iqualdad para aguellos conjuntos en los gque la inclusién
Jaciendo ter Wi g d(0.K)
1A ndo tender ¢ § 2 7 ; ), &), obtenemos

;@ da para

tal que K i & 2p . 81 aplicamos

ce tiemey (10K = ¢ esto es,
Se aice aque un subconjunto CoOIvexo, cerrado v acotado X de un

o ; : espacio normado cnohura constante si verifica que:
(¥) , no hav nada que demostrar. Sea pues U un

. diam (X)) € K = K

whrendido es‘rictamente entre »r (K} v 2r; por defin

tal que []K - y\ls t. 5i
Como consecuencia del Lema 3.6 y de la Rroposicibn 3.7, obtenemos:

COPCLARIO

sea K un subeconjunto conuezo, cerrado y acotado, de anchura

un espacio noymade X . Intonces se '.pg;n{f‘ica_-

Witk

1
Mar f..:, H f‘-l_ll - ram (.:‘.';l }

Lu

> , entonces

r) ¢ K - K.
x, entonees

+iene un centro de simetric , &,

a,b ¢ K . Por ser X un centro de
: o . s
K = B.(z,(1/2)diam (K))

£ X, v por ser K Comvexc,

tenenos Ky

Hemos probadc, por tanto, que Basta ahora aplic

que X es cerrado.
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Seccion ITI: Nuevas proviedades de i1ntergecelLon [

o
de 00 Lasé

Con objeto de disponer de una expresiotn mas comoda de los resul-
tados gue siquen, vamos a introducir, © mejor a dar nombre, a las
propiedades que han aparecide en la nueva formulacién del tecrema de

caracterizacién de los subespacios absolutos, Teorema 3.5.

3.10 DEFINICICN

Sea © un numero real, con © S it X un subesvacic pre-

ximinal de. espacio de Banach [  Diremos g X tiene la propte=

dad Iir) ex T cuando se verifica, para ¥ E Y, que t

Se dird g v t{ere la propiedad E(r) en Y cuando se tiene
para cada

Pinalmente, diremos que X tiene la proptedad A(r) en

tenga simulfinecamente las propiedades I(r) v E(r) en Y.

Analicemos ahora brevemente los casos

la propiedad T(»} eauivale, como sabemos, a la propiedad de la 2-bo-

la v caracteriza a los Semi-+ideales; en cambio la propiedad E(1)

es verificada por cualquier subespacio proximinal.

s AN

pPor otra parte, la propiedad I(0/ carece de contenido, mientras

que la propiedad ©(0) caracteriza, como vamos a ver, a 10s semi-1~su-

7
r v

mandos En efecto, sea ¥ un subespacio proximinal de verifican-

do que, para cada
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, tenemos, poniendo

luego, de donde 1 es un subespacio de Clebvshey de

Por otxa parte, si para cada notamos T7(¥) al tmico punto

.}/, cenemos que es una semiproveccion de [ sobre X y

ull = Ly - )]

de donde ! es un semi-I~sumando de Fl reciproco es evidente,

Para tode valor de » =se tiene trivialmente que si ¥ tiene la

propi edad e en , tambieén tiene la propiedad I(g) para
fs iemalmente evidente que si X tiene la propiedad
también “iene la propiedad 3] para P = &
na dicho, la propiedad I(I) puede expresarse mediante
ones equivalentes, todas ellas utiles dependiende del am-
trabajo, En lo que sique, nosotros también utilizaremos

otra formulacién de la propiedad I(»/, en .2 que se pone de manifies-

to que es una propiedad de interseccién de bolas.

3.11 LEMA

Sea Y un subeeracio proximinal en Y [ P un mimer> real com-

rrendido entre cero y uno. Las siguientes afirmaciones son equiva-

i) ¥ tiene la propiedad I'r) en Y.

i) Para cualesguiera x € &,

. - ) B
tiene B, (y + ey || v+ 51|Jr\tf.




ilnterseccidon de bolas

Nuevas prorviedades de

ambas ari ge reducen a la proximinalidad de

ccon [lall < f o lls

prchanduse asi cue fuerza

|
Reciprocamente, sean tales aue t‘xu < Erl‘y + I“,
A ; i :
gsth es, U0/ ovizi e L1 ¥ K Por 171) existe un
v nor tanto

pertenecen a

= (=(1/8)x +

4 relacionar estas nuevas propiedades con las pro-

-bola v de la acotacién del diametro,

L

s oelly + £,

las propiedades cque realmente anarecian en el Teorema 3.5,

cque eran

3.12 PROPOSICION

v . Cada una de

‘ea T £ [5,21 v <0 proximinal de
afivmaciones gue a ccntinuaeion se exponen fuersa la siguiente:
:) X tieme la propiedad de la 13-bola en ¥, y se verifica ade-

cue, para cada y en
sam (2t < 2elly + 2]
diam (P (y)) & Seijy + 2

i

lqa prepiedad E(r) en Y

diam (P, (y)) s 2rj| v * bl

yen I,




T S s %
=cMOSTYac.. 27

Aplicando la acotacion del dia

metro tenamos:

] it o
xfl+ |l sl
Tamande infim cuando 3 ~ : i i
¢ cuando recorre F‘.!_.(zf) v aplicande la prcrpiedad de

4 48
la I3-bola, tenemos:

bl

l}

oolly o+ x|+ deo,Ppty)) = onlly + 2l o+ figli - lw+xll=

Ern o= 1) ly + /H
Basta ahora tcmar sucremo cuando & recoxre P.(y/.
v
z,2 £ P.(y), se tiens:
X

-.:r.'l}-v- (2r = 1)|jv + X“:

el siguiente ejemplo, para probar que las implicacicnes de

la provosicidn anterior no son reversibles.

sea ¥ un L°-sumando, no trivial, de 7 ( por ejemple Y gndria
ser cualguier espacio de Hilbert v X cualquier subespacio cerrado).
Entonces ¢ es un subespacio de Chebvshev de 7, claramente X no

tiene la proniedad de la 13-bola en ¥ v no es dificil comprobar que
v

¥ tiene la proviedad I'(r) en Y si, ¥ sblo si, P -

por tanto X , que obviamente verifica 1a afirmacién 777/ de la

proposicion para cualquier valor de » , 19 tiene la propicdad E(r)

en Y, para r < 1/2. En eaintp i rz 1/2 , X verifica 1t/ PeEB

no i/.

As{ pues, hemos visto que la propiedad E(r) es estrictamente mas




ie interseccion de bolas

Fuerte cvie la acctacidn  iltam (F (v 3 I‘JI“

w1
D H o+ A cue venfa sugeri-

da por el Te 18 Bl i s de este i mi
8 T el Teorema Ll Ltnteres de este fortalecimiento se pondra

3 “ 1 9 oo A ~ 3 T
de manifiesto mas adelarte (ver ror ejemplo Tecrema 3.17 v Lema 3.28).

3.14 PROPOSICION

, entonces

. v
e T =
CLEUTENTLED

P

Tomando fnfimo cuando & recorre ‘v), obtenemos que

Lyl k

X
< Hw+xlledio,Py))
= l G o* A (i lyd LU/ b

X

para probar la desicualdad contraria, ohservemos due gi 0 € Pr(y),
FeY

’

dicha desiqualdad es trivial. Tomemos pues I E Y tal que 0@ ¢ P.(yl

X

y anliquemos la Pronosicidn 3.7 al convexo vayJ v el heclo de que

tiene la propiedad 7./ en Y , con lo que obtendremos:

i

el - lw + %l

ul| + (20 - 1]y + Xil - erllyexll =

dr0,P,(y)) 2 a0l - ol w + x|| 5 |

como querfamos probar .

i7) pado v € Y, aplicando la Proposicion 312, P, (y) tiene anchura

"
~

constante, vy por tanto, en virtud del Ceorolario 3.2, tenemos:

d(0,P,(y)) = Maz 0, || Pl - 2oy + 2|0

1 : s
v anlicand» la propiedad de la 13~bola obtenemos finalmente:




ras prooosiciones 3.12 v 3.14 remmiten reformular el Teorema 3.4
rnara normas hexaaonales, obteniéndose una nueva caracterizacion de

los subespacios absolutos, para este tipo de nommas.

TEOREMA

T

Y. hon

aue

este es real.

-r =Y.

afirm 77! de la Proposicién 3 14 nos da una consecuencia

A/r) gue tendra su importancia mas adelante. Por

abora, como sencilla anlicacidén de este hecho, obtenemos el siguiente

resultado cue también tendrZ su utilidad posteriommente.

3.16 COROLARIO

1a proviedad Alr) en Y y existe una giretria iso-

métrica en cuyo conjunto de puntos fijos es X , entorces X

ea un sumando de

Demostracion
LEMUE Lt

5 una simetric iscométrica en cuvo conjunto de puntos

et




III  Muevas opropiedades

Notando
canprobar que

una proveccion lineal en

Sean | ! & e Poit/ v veanos que Lgii) e ey Para
¥ ‘ . e okl e Al d

elloc observemos

Lo = 2atw) + 2l

i S At M e g
v puesto aque @ aglin (1/8)(aag(u) + =/, de hecho hemos probadec aque
es un centro de simetria para el coniunto de anchura constante

R ] \ ~ i 2 i
. Anlicando el Coreclario 3.9 ,:% se tiene que para cada } E Y:

o+ el o+ x|l

Aplicands la Proposicibn 3.14, i1/, tenemos:

el »elly el o 2= 2mllwexll 1=

L
-

fh=ldlatlllly - a1l 2]

donde

proveccion de ¥ { como se gueria

Con los sicuientes resuitados pretendemos hacer un estudio del
coaportamiento de las propiedades 7] E(r) vy A(r) por dualidad,
resultandc de elle algunas consecuencias importantes. Por un lado,
1a abundancia de mejores aproximacicnes en ¥ fuerza una acotacién
para las mejores anroximaciones en el anulador de X v viceversa.

Por otro, se encuentran nuevas condiciones equivalentes a la propie-
dad A(r) que revierten en nuevas caracterizaciones de los subespacios
para las normas hexagonales Finalmente, obtenemos una con-

absolutos

dicién necedaria para que I sea ideal propio, de la cual se deduce




una importante rerfeccidn del "Teorema 2

-

3 17 TEOREMA

by e d

m 8uhcepacio proximing

Demostracion

Supongamos 7 tiene la propiedad I/») en ¥, Sean g £ I,

-

# e ¥ tales que HS‘H £ = | Uy ¥ 4 « Apli-

candoc el Lema 3.11, existe un = X , verificando que
(PR P
se comprueba de forma immediata que:
=glyu +rz=3) # (2f = g)ly - rx = z)
de donde,
srery) » orpelg - 21te) s Lol [l v rm - alle flor - oll iy - v - slls

Voll« li2f - ol

Temando supremo c¢uando X Trecorre la bola abierta unidad de X y

H = llg-7+ 1l = H (g = _*")/XH , tenemos:

L
usando que (jg =

srefu) + 2eila - Fll s llell + 1l 27 - all,
je donde,
spery) s lalle (2 -2eilla- sl + 17l
i ahora tenemos en cuenta la identificacibn de Yt ocon (VO
que nos permite considerar f camo elemento de (Y/X)'! v tomamos

supremos cuando ¥ + ¥ recorre la esfera unidad de v/X , obtenemos:

ol #ll = figll+ (2= 20l -2l £l




£II. Nuevas propiedades de interseccioén de

© lo gue es lo mismo,

Hoadd o b
!E.il“ W+

Puestc que [ es un elamento arbitrario de F,.y(g/), hemos probado

asi que:

l2got@ll = llell+ {22 < = = dJfle « 2°|

r= 7 -

esto es , que X  tiene la prupiedad E(I - r) en Y'

D 4 v 5 [
Suponagamcs ahora que X tiene la proviedad I{r) en Y’. Enton-

+00

¢ces per lo va demostrado, tiene la propiedad £(I - ») en Y" ,

este es,
.:'rl')H o H f_'"H St ...:'.",}ii. :‘I? + ‘-{—’JOH

Ahora bien, dado 1 ¢ Y , es sabido que

2 | r gy 357
:i o oaue ey _-J,).f‘ & ??fjgl/vrv(g,,} ., Tanan-

, obtenemos:
1Juﬁii!i 1iy!\+ (1 = zr)l!y + X”

.

tiene la proniedad E(I - ») en Y.

pecordemos la relacidn entre extensiones Hahn-Banach vy mejores

aproximaciones en el dual, que se usara con frecuencia en lo que

-~
™

sique Si X es un subespacio de Y. $£1 v ° ‘o5 una extensién

equinémica de f a Y , entonces el conjunto de todas las extensiones

equinormicas de

3.18 TEOREMA

o . . ) 5y
cea ¥ un subespacio que tiene la propiedad de la iz-bola en

5i diam (Pyo(f)) s 2(1 = pf|| # + x°||, para cada f = Y¥', en-

o

¥ tiene la proptedad I(r; en
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.M

T O T YA S
0 LI 00
%
7 xr
B

l»-bola en ¥

a4

tienc la propiedac de ‘a

Suponaamos a X
paricada [ ¢ Y' , Por

tiene la proviedad de la z3-bola en ¥' vy,
tiene la rpropiedad

2
]

vamos a probar que:

o oll-zolo v 2l

, se tiene:

2+ gl

Tanando infimo cuando recorre
iE 1 17
| £ + aglj = atv

|

1 _pola nos da:

La proniedad de la !
1
.F.‘

200,207 = || ;

E{]l - r) nos da:
751

v la propiedad

kiPXa(?i{E; 1%gil+ {1~ Sﬁﬁi!g +

(2) v (4) en [2) v temendo en cuenta que

susti tuyvendo
lif + Xall: \g + Fol\, se obtiene (1)
Sean ahora Y

claramente cue:
| (g - #(x)| s ‘g(x/i i
2llg e 2l llzll s 2llg + 2°ML I




nuede considerarce

a desigualdad . Uniendo las dos cdesigualdades

tenemos:

nesuniendo, hemos probady que si

se verifiea (&) para tualesquiera 7,7 € 7' tales que

tenemns, con las mismas condiciones scbre

o 1
N = }ooam YRS “ 5
Dol s L

pertencciente a

YIVY i « ‘[1 1 }'H + %
Fact el | = Y P |

e
“L‘i

lo mismo, por tensr I la vropiedad de la 13-bola en

finalmente:

es un elamento de ,

e ‘n & B a3 ) D (3]
D e ,"..lv',fz‘l :_‘J;{E!('ﬂ - ol

-
Fi

r
1

tn vista de la arbitrariedad dz £ , hemos probado que 2ry per-

tenece al cierre en norma de P.lu/ il ) , v puesto que < sblo

(1 §

L 11 H 1 ’ -
estaba sametido a ia condicién || =l] < Ely + k\‘, hemos obtenido real-

“.V'*L 3 - | N - .
aonte que labola & (9,221 1 :ll) esta contenida en dicho cierre.

siendo . (y/ un subconijunto COIVexo, cerrado vy acotado de X (comple-

-] : : :
[26; Corollary 22 5| para concluir que =1 interior

to), pcdemos aplicar

’

coincide con el de su cierre, luego

LD vy L L

i | bl
37 (o,2rl|y + 7l ©
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esto es, YV tiene ia propiedad J[(») en , come se gqueria

La demostracitn es muv similar a la de e incluso cmn una

cimplificacion en la ultima parte.

Dados g € Y P g “ 9w St 3 :
: ! Jufoalt con i i@ X"\l + razonando de ma-

nera ana a c se hi en 1) pare &)
3 analoga a cano se hize en 7) para probar (o), obtenemos:

1

() + (g = ve)izi] s lwll+ Nsllolle » 2L 89

7

nara cnalesquiera ¥,% € U y tales que ¥ + 3 € X., Estamos por tan-

toc en 1 Theorem 1 é] para obtener que si
0 :
X | ; Se tiene:

o1 (d = rr,llf e 20lI00D £ 9

lo "aproximadamente", pero ahora tenemos la ventaja de trabajar en un
aspacio dual con un subespacio débil-*-cerrado).
-0

Aplicandc el Lema 3 11, tenemos que X tfene la propiedad I/r) en

¥!' tal cann se queria,

1os dos teoremas anteriores conducen de forma irmediata al sigquien-

te resut tado que nos proporcicna dos nuevas caracterizaciones de los

subespacios absclutos para normas hexagonales.

3.19 COROLARIO

Sea X wun subesracto proximinal de ¥ y T * ',1}. Entonces las
eiquientes afiimaciones §on equivalentes:

i) X tiene la propiedad A(r) en

ii) X° tiene la propiedad A(1 - v) en ¥

. - . 4 b 5 1
#ii) X tiene las propiedaces E(r) v de la 13-bola en Y

: S TSN R ;
tiene la propteaad Lil = w) on I




i : &y <
Nuevas propiedades de interseccidn de bolas

respectivamente,

¥ tiene la prcpiedad I(r) en Y , luego por el
Teorema 3.17 , X tiene la propiedad £(l - r) en Y'. Por otra
parte, U tiene la propiedad dela f{”“*en ¥ (Proposicidn 3.14) y
la propiedad Z(r) Y , lueqo por el Teorema 3.18 7%), X' tiene
la propiedad

e ey ~

7%) fuersza iii). Por la Proposicién 3.14, ¥’ tiene ’a propiedad

de la E%—bola en Y', En virtud de [49; Theorem 51, ¥ tambi&n la tiene

en Y . Que X tiene la proniedad Z(r) en Y se deduce del Teorema
111) fuerza iv/. Basta aplicar 7) y 1Z) del Teorema 3.18.
iv) fuerza 7). Por 2l Tecrema 3.17, X tiene la propiedad E(r)

en 7 , perc por hifbtesis tambien tiene la Ity),

Cano segunda aplicacion de los teoremas anteriores, podemos en-
contrar condiciones scbre un esvacio de Banach que pemmitan asegurar
que se cumple la hipbtesis del Teorema 2.10, con lo que llegamos a
una condicibn necesaria, para que un espacio de Banach sea ideal pro-

pio, mas natural que la dada por dicho teorema.

3,20 COROLARIO

i

Sea X un espacio de Banach que tieme la propiedad de la 13-bola
en X" y verificando que exisiz » < 1, tal que diam (PX(F)) s
< 2?[h’+ Xl‘, para cada F ¢ ¥". Fntonmces X mno puede ger ideal pro-

pio de ningun espacio de Banach.
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= . 8
vemogrraeton

Aplicando el Teorema 3.18 7<), obtenemos que 7* tiene la propie-

P e Sl wm gt s v 4o 4
dad 1. p) en XM, Dado f ¢ X', f # U, se tiene por tanto que:

3 > - ~y

L -'-LL_ -y

con lo aue se cumplen sobradamente las hipfitesis del Teorema 2 10, bas-

tando aplicar dicho tecrema para concluir

3,21 COROLARIO

g i v T o s e Y Fasd 7 e i 2 o
Zeg X un subespacio absoluto de su bidual uv suronaoomos cue exié=
= e - v e b e Y ~ PG (P B | g wE r

re £ en g s A 5 LAL aie A €eo un Ldedtl de A + AF, Lhtoneces
¥ & Y Sy A P . o 7 ~ "

i £c e L semi=-L=3Uma G ae s .

l.t-subespacia de ¥"; bpor el Teorema 2.16 la noma ab- .

=1

15, X verifica la propiedad A(r) en X eRE  BoooloSiNg

con 0 s ys1. Por el

soluta |.| ha de ser hexagonal,

Teorana 3.

& ¢ =1, % 'es un M-subespacio de X" , por tanto, aplicando

wm

ia Proposicién 3.3 , £ es M-ideal de X". si r < 1, podemcs

usar el corolario anterior, vara deducir cue X es sumando de

77 donde F es el elamentc & X" yue aparece en el enunci ado.

A P

por el Teorema 1.9 , X esun I-sunando de X + RKF, luego [ =L y

¥ es un semi-L-sumando de X

El corolario anterior podria haberse probado va en el capftulo II,

pero su contenido encaja mejor con los resultados del presente capi-

tulo. Nbtese que la hipbtesis del corolario es ligerfsimamente més

fuerte que la de dque ¥ gea subecpacio absoluto de su bidual. No

s (f) contiene una bola de radio I(1-r) il S+ ,‘(“H = 2(1=n) H f” :



ITI. Nuevas nropiedades de interseccitn de bholas

obstante, un subespacico X de un esnacio de Banach ! nuede ser

subespacio absoluto, inctuso semiideal, de Y v no ser ideal de

¥ ¢ &y para ningun p € ¥, 1 Y . Piénsese por ejemplo que existen
semiideales no ideales con codimensidn uno Por otra vrarte, dicha hi-
pbtesis es bastante mas d8€bil por ejemplo, nue la de que { sea
semiidealoide de su bidual, que fus usada en el principal resiicado
del caritulo II(Teorema 217

En la sicmiente seccifn trabajamos va con la hiodtesis general

de que  sea solo subespacio aksoluto de su bidual,
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Seccion 1V: El Teorema prineipal

Probamos en esta seccifn el resultado principal de la presente
memoria, haciendo uso de las técnicas desarrolladas en las secciones
precedentes. T.a demostracibn tiene su punto &lcido en des resultados
independientes, que rompen el problema, uno para valores del fndice
de la norma menores que 1/2 (Teorema 3.24), v otro para valores ma-
yvores cue 1/2 (Teorema 3.26). Las té&cnicas en uno v otro caso son muy
di ferentes v curiosamente no son arlicables a los espacios de Banach .

cue son |.|1-subesnacios de su kidual, finica laguna que deja el teore-

ma. Con todo, se nrueba que estos esmacios de Banach que son [.|-%-‘subes-

pacios de su bidual no pueden ser ni separables ni retfculos de Bahach.

3.22 LEMA
Sea ¥ un espacio de Banaeh que tieme la propiedad de la 13-bola
en su bidual y cupongamos que la norma de X es Fréehet-diferenciable

al menos er. un puntc. Entoncec rara cada r < 1, existe F e X" tal

que diam [‘PX(F)) > opnllF+ xl.

Demostracion

Sea r un punto de Fréchet-diferenciabilidad de la noma de X ;
no es restrictivo suponer que “ .":” = 1 , Por un conocido resultado de
Snulvan (ver por ejemplo [3; Corollarv 4.5]) l1a noma de X" también
es Fréchet-difererciable en £ Vv, en particular, # 2s un puntc suave
de X" , esto es, existe un finico elemento £ g X™ tal que || EH g

= OJX(J:} = 1. De hecho, 0 = Jx,(f) , para algn f ¢ X' . Para cada

W E PY.L(B) , se tiene:




IV. El Teorema principal

lo-wll=llosxt=llup e« 2= |l#ll=:

verificandose ademat,
- T r'v' - oo
(6 ’)cx\.&) = BJX(.,) 15
luedo, la unicidad de 6 nos dice que w = (¢ v hemos probado que
P.afl =
b 0) {01}.
En suna, la existencia de un punto en el gue la noma de X es
Fréchet-di ferenciable, nos ha pemitido encontrar un elemento de X™ no
r

en rd : 5 ) 4
X~ , cuyo conjunto de mejor aproximaci®n en X es unitario.

Si no se cumpliera la tesis del lema existirfa r < 1, verifican-

-y

do, nara cada F ¢ X" , que:

diam ('PX(F)) s 21'“F + X“ .
Por el Teorema 3.18 i), ¥ tendrfa la propiedad I(r) en X" y en
particular tendrfamos:

int

By

0,2(1-r) || 0 + x| ) ¢ Pypale) - Pyu(e) = (0}

lo cual es una contradiccién, pues I1-r > 0 y ” 0 + X"’[I =1,

A la vista del lema anterior, si X verifica la propiedad A(r)
en X" v la nomma de X es Fréchet-diferenciable al menos en un pun-
to, deberd tenerse r=l , Si X' tiene la propiedad de Radon Ni kodym ,
podemos asegurar la existencia, e in-luso la abundancia, de puntos de
Fré&chet-di ferenciabilidad de la noma de X . Ello motiva el siguien-
te lema, crucial, que es extensifn de un resultado de A. Lima [29;

Theorem 2.61 , cuva técnica de demostracibn adaptamos a nuestro caso

m&s general.
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3.23 LEMA

»

Sea X un espacto de Banach real, verificaide la propiedad I(r)
By Ira

/2 . Entorees X' tiene la propiedad de

Raden Nikodym,

Derostracion

Suponaamos, por reduccién al absurdo, que X' no tiene la nro-
piedad de Radon Nikodwm, o equivalentemente ([45,461 , ver tambié&n
[15; Capter VII, Section 4 , Corollarv f]) que existe un subespacio
separable de £ cuvo Gual no es separable. Siguiendo exactamente
la misma argumentacidn de A. ILima [29: Theorem 2.6] . basada en un
importante resuitado de C. Stegall, dados dos nimeros reales positi-
vos , £, t eon e+ t £1 , podemos encontrar dos sucesiones, {xn}
en la bola unidad de X vy {fh} en la bola unidad de X' , tales que:

(1) fm’xnj 2t ,cuando mz2n

(2) ifﬁ(“n)i < e ,cuando m < 7,

El Teorena de Banach- Alaoglu nos proporciona sendos valores de
adherencia, F en la bola unidad de X" v fenlade X', delas

sucesiones xn} y {j;?} en las topologfas débil-* de X" , X'

respectivamente. Las condiciones (1) y (2) nos pemiten asegurar que:

flelzt ¥ [rir )] s e 13

para cualesquiera m Yy 7.
Supongamos por un mamento que F ¢ X ; entonces:
(1+€)-1Hx11| hreexl < 7+l
g el Lema 3.11 nos dice entonces que:
Byw(F + ptee) "I F + xll 2 [| Pl JNBya(F - p(1ee) 2 || Fexl| g, || Fexll 10

NXe.




IV. El Teorema principal

es un punto de dicha intersecci®n, se tiene:

| 7 srzees™ N Pex]| . - = i ~Tiee) x1|| £

! % . el
E Ilr+kl|+ 1= (14e)” || Pex|| =

t. |,-‘1
| |,

sy 1
FAE ~
|A+“$|+ P,

21 % &,

F e X , basta tagar =z = F para obtener, trivialmente, la

L 4

-~

misna desigualdad . Asf pues, en cualquier caso, existe z € X , tal

que:

llF ¥ e = 3{% £1=+¢

1

Se tiene por tanto, para cada ntmero natural m,

|5(F ) + £ (rz,) - f (el s1+¢,

con (& nos da:

Ifﬁ(z) + fﬁ(rxz)l 21+ 8.

estas dos desigualdades y el hecho de que por (1) se tiene

obtenemos:

r

2e + rt S fm(z) - fﬁ(rxl) + ﬁfm(mz) ] fﬁ(z): fﬁ(z) + fﬁ(nxl) -

- rfﬁ(xi) <1+ 2 -rt,

de donde,

lfh(z)l < 1+2=1rt,

v por ser f un valor adherente de {fh}

|F(z)| s 1+ 2e -1t

Por otra parte, se tiene igualmente a partir de (4):

IF{f) - f(z) + f(rxl)l g 1T

Con idéntico razonamiento al sequido para probar (5), usando que

f(xl) > t , obtenemos ahora :

|ptf) - flz)| s1+e-rt
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A partir de (3), por ser ¥ valor adherente a {x_} en la topo-
A
logfa débil-* de X" , tenamos F(f) 2 t , v usando (5) y (86),
t s |Fee)| s |r(P) - frail e lffal]l 52+ %« 2% ,

Haciendo tender ¢ 0 v después t a 1 en la desigualdad an-

terior, se tiene r 1/2 , en contra de la hipbtesis,

3. 24 TEOREMA

See » > 1/2 y X un espacio de Banach, eon la propiedad A(r)

en su bidual. Intonces X ee M=ideal de su bidual.

Demogtracion

En primer lugar, cbservemos que la propiedad A(r) no involucra
al cuerpo base, con lo que X tiene la propiedad A(r) en X" =i
v sblo si, :, espacio real subyacente} tiene dicha propiedad en su
vidual, que es identificable con (}5;’? ). En sequndo lugar, es conocido,
ver por eiemplo E37 ; Teorema 15.101 , que los M-ideales estn JR-deter-
minados, esto es, los M-ideales de un espacio de Banach camplejo coin-
ciden con los del real subyacente.

En virtud del lema anterior, X' tiene la propiedad de Radon
Nikodwm , con lo que aplicando un resultado de C, Stegall ([45;
Lemma 2.7]_, ver también [15.- Chapter VII, Section ﬂ), tenemos ase-
gqurada la existencia de puntos de la esfera de X en los que la nor-

ma es Fréchet -diferenciable. Por otra parte, se tiene que para cada

FEe &

diam (Py(F)) & vl F « x|,

por lo que el Lema 3,22 no deja m8s salida que I = 1 . asf pues, X

es un i+subespacio de su bidual, y por tanto, M-ideal de su bidual

( Proposicibn 3.3)




El Teorema principal

Pasemos, ahcra a considerar el caso . La técnica para

resolver este caso es bastante mas elemental. Usaremos el siguiente

lema debido a K Saatkamn [43} . del cue improvisamos una sencilla

demostracion.

3.25 1Ema [k, Saatkaup]

L]
8t X es un espacio de Banach cualcuiera, entonces P¥(F) tiene

a o
interioy vacie en

Newa o g i
Jemoetracion

Suponganos por reduccidn al absurdo que existen F ¢ M ope ¥
, tales gue: IX" - 1F) Puesto que evidentemente
para cada F ¢ X -Kf“, 3? : + Xll) , Yy esta tiltima bola
es débil-*-cerrada , el cierre débil-* de BX(x,s) sequira contenido
en dicha bola, esto es:
Byn(mye) € Byolh, |z + xl})

con lo que HE=2zl] 8 |F +#X , lo cual es una contradiccibn.

3.26 TEOREMA

Sea r < 1/2 u X un espacio de Banach cor la propiedad Alr)

X" . Entoneces X g8 un gemi=L=cumando de X".

Deriostraeidn

Gea G e X" fijo; dado que Y tiene la propiedad E(r) en X",

la Proposicifn 3,12 nos asequra que:

diam (P,(C)) s orl| ¢ + x|,

: T "
pero, puesto que ¥ también tiene la propiedad I(r) en X

ser:
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am PG} = Ll’E B

i -k
s

For el lema anterior 5“.{..":?,.-' tiene interior vacfo en X , v, pues-

te que .”..,{'J) tiene anchura constante, deducimos gue su radio exterior
coincide con su difmetro (Corelario 3.9), esto es,
zﬂgi'?x.”G,i,,’ = 2rnll6 + x|
Dado ahora F ¢ X" arhitrario , vy tamandc cualquier elemento
, se deduce de la definicibn de radio eXterior que:
- yll = ll Byt - Byte) ||
v, en suma, para cada 7
o R i 1
erll 6 + x|l s || Bytc) - B (5] (1
Sea ahora 4 el cierre de P,(G) en la topologfa débil-* de X
y tamemos ¢ 4 . La semfcontinuidad inferior de la noma para dicha
topologia d&bil-* nos pemite afimar que
diam (A) = diam (PX(G)},
v por tanto:
| 7 - 2,(6)|| s diam (4) = or|| ¢ + x| (2)
Sea atora r € FP,(G) arbitrario; la propiedad E(r) nos dice:
e m « zl| = || Py(F = 2ls lr-x|l« zr-0l|lF+x|s
s |lr-py@|l+ tor- D F+ x|

y, tanando supremo cuarndo & recorre PX( G) obtenemos:

|| By (F) = Py(G) | = |7 - Pyl&) |+ c2r - DI F + x| .

Usando la desiqualdad (2) llegamos a :
P2 = P(6)]| 5 orllc + x|| + 2r - 1| F « xll,
lo que junto con (I) nos lleva a:
er= 1lle+ 2l 2 0,

pero camo 2r - 1 < 0 por hipStesis, tenemos pues ” F+ X” 7 0




1V. [l Teorema principal

esto es, & Hemos probado asi que A ( lo que también
se tiene
La nropiedad I(r) nos asequra due:
(0,206 + x|l ca-4,
pero, puesto que A es d6bi 1- *~campacto, v por tanto 4 - 4

lo es, cuncluimos gue:

BX"(C,erlG sxlleca-ack.

salvado el caso trivial de que Y sea reflexivo, v tomando

-~ .-

5 e X", G ¢X , la anterior inclusibn sblo es vosible para r = q..

en cuvo caso ! es un semi-T-sumando de X" , camo se queria probar.

3,27 TEOREMA PRINCIPAL

Supongarios que un ecpacto de Barach X es subespacio absoluto de
su bidual. Entonces se verti fica alouna dz las afirmaciones siguientes:
¥ es semi-L-sumando de su bidual.
ss |.|, -subespacio de su bidual.

cs M-ideal de su bidual

Demostracidn

sea X l.‘-subespacio de X" . Por el Teorcma 2,16, la nomma ab-
1

soluta ll es hexagonal, concretamente [.‘ = ||\ ,con 0sys 1.

por el Teorema 3.15, ¥ wverifica la propiedad A(r) en X" , con

si p < 1/2 , aplicando el Tecrema 3,26, X es semi-I~sunando
F iatr
s r> 1/2 , en virtud del Teorema 3,24, ¥ es M-ideal de X"

Finalmente si r = 1/ , se cumple 11/
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Serfa deseable eliminar la posibilidad {{) del teorama anterior.

Su aparicidén es debida a cue las técnicas usadas en el Teorema 3 24

v en el Tecrema 3.26 fracasan para el caso »r = 1/¢ . Nuestra conje-

tuva, sin embargo, es que no existen espacios de Banach que sean

,.]; -subespacios de su bidual

“

La viabilidad de esta conjetura viene

avalada por los resultados parciales que siqguen, en los que se esta-

blece dicha conjetura para el caso scparakle v de retfculo de Banach.

P4

3,28 LEMA

Seq n s 1/9 u ¥ un espacio de Bemach con la propiedad E(r)
Suronoamos que para cada Fe ", F X, FX(F) tiene al

nitoneces X es debilmente secuencialmen—

Demoatracic

o o " .
La proviedad E(r) < 1/2 , nos da, que para cada F ¢ X" 3
He s 2l el 7+ 2l 2
g
Para cualquier u € X anterior desiqualdad aplicada a F - u

nos da:

de donde,
P(F) ¢ Ry Bynlit |7 - ulf )X
g4 FeX",P{X,el conjunto que aparece en el segundo miembro

tendra mas de un punto. Hemos probado asi que el conjunto

{F ¢ X";J:} E;"(u,1|F'- ul| )JNx tiene a lo mds un punto}

se reduce a X . Los resultados v camentarios de DE3;Section {1 per-

miten cencluir que X es débilmente secuencialmente campleto.




ive Bl

Teorema orincinal

, P s I
1r Reviaymiy ) i
ol - L NI ied ;

e
v Ty + R AR e o b
LLMEntTe gecue.2ralmente comleto

La propiedad [ /iI/5) asegqura que para F e 1", Fé X . PAY)

[

tiene mas de un punto, y basta entonces aplicar el lera anterior.

3.30 TEOREMA

M anmeviearis ]
Janaen serarabl

€ X es subespacio absoluto de

es gemi-L-gumando o M-ideal de su bidual.

.

Demostracion

Una vez nrrobadc £l Teorema principal, sblo resta probar que un es-

pacio de Banach separable no puede ser . 1 -subespacio de su bidual.

Suporgam s cue . es un |.|1 -cubespacioc de X"; en virtud del
por 3 ! 1 3

lema anterior  es débilmente secuencialmente campleto, por lo que

usando el Teorema de H. P. Rosental [411 . X contiene isambrfica-

mente a %1 . Si Y es separable, en virtud del Teorema de B. Naurey

F. , ok ;
[33] (ver también Ln"e.,]) existe F el Fg 0 , tal gue
lrezll=1l7
para cada =z € X , por lo que el origen es un centro de simetrfa para

el conjuntt convexo P.{( F) . Puesto que dicho conjunto es de anchura

constante, arlicando el Corclario 3.9, se tiene:

> (F) = B,(0,(1/2)|| F + x| )

ek

en clara contradiccién con el Lema 3L




|-
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3,31 TEOREMA

& . - . . ; .
SOl S R P ’ PR, R SR R
Petieoulo Gk & 4 e il 28 subegpaelo at 2l

ea L-sumando o M=ideal de cu bidual.

™o b Ay
derip8rraeton
SR as

Usando conjuntamente el Teorema principal v el Teorema 1.10, bas-

ta rrobar que Y no puede rer [.[ 1 -subespacio de su bidual. Supues-

!
o

te /7 ': -subespacio de X" vy en virtud del Lema 3.29 tenemos que
¥ es débilmente secuencialmente canpleto, por lo que aplicando [1!5 :
Proposition ;1] se sabe de la existencia de una simetria isamétrica
en X", cuve conjunto de puntos fi jos es precisamente X . En virtud
del Corolario 3.16, .| 1 —sumando de su bidu2l, lo cual es

-
-

impesible a la vista del Teorema 1.5







CAPITULO IV

ESPACIOS DE BAMNACH CON LA PROPIEDAD I(r) EN SU BIDUAL

Una vez cubierto el objetivo central de la presente memoria, quere-
mos hacer alcunas puntualizaciones. En la resoluci®dn del Teorema prin-

cipal ha jugacdo un papel claramente protagonista el hecho de que los

espacios de Banach ccu la propiedad I(») en su bidual , para » > 13,

tienen una imp

propiedad de Radon NiKodym, Lema 3.23. Podria pensarse si estos espa-

cics son forzosamente M-ideales de su bidual A este respectc damos

1a siguiente informacion:

1a respuesta es negativa: "Existen espacios de Ba-

b

1) En genera

nach cor la propiedsd I(r} , »r > 1/2, en sqbidual, que ni siquiera

tienen la propiedad de la 7i-bola en su bidual (Teorema 4.1), muchoc

menos pueden Ser M-ideales de su bidual.

9v g X fiene la propiedad I(r) su bidual, r > 1/£ , entonces

¥ tiene otras muchas de las propiedades que satisfacen los espacios

de Banach que son M-ideales de su bidual 'Teorema 4.7

3) si 1 es una C*-algebra, entonces 7Y es M-ideal de su bidual

o s 1/° . tal que ¥ tiene la propiedad I(r)

si, v sblo si, existe ! i

en su bidual (Teorema 4,9),
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4.1 TEOREMA

‘|'If:

Doy
e

Para la cocnstruccion de dichos espacios, algo laboriosa, necesi-
f P L]

tanos hacer algunas precisiones.

Consideremos el espacio 7 de las sucesiones de escalares conver-

r

gentes a cero, con la norma usual, cue notaremos por ” ,” . Es sabido,
que el bidual de 2p es el espacio f) , esvacio de las sucesiones
acotadas de escalares, igqualmente con su nomma usual; coincidiendo

su inyeccién canénica con la inveccion natural. Para simplificar las

notaciones, dado [ & &_, escribiremos:

o
= T
l l| :1!*:1'*35!1:

1
v en lugar de ! ) escribiremos simplemente F(F) .

Dado \#,1| formemos el espacio producto cgxes con la noma

ol all+ tilwlls czeed ]l 2l 3

para cada [/, 3 € Co . Llamemos :t al espacio de Banach (cuxeq,ll.||t),
Es rutinario probar las siquientes afimaciones:

(4) Fl espacio %_x L, con la morma l].!l+, definida natural-

mente por:
| ce,ell, = ez L EN, Lelle el 2ll, awerliell )

para cada F,G e L_o ¥ donde por ][.[i representamcs la norma usual

oo

iy @ - - “l_;‘ﬂ i ar 7
de % es el espacio Bidual de X coineidiende, por supuesic, LA

o B

; ; ni X en su bidual 1a inelusion natural de
inyeceidn canonica de X, en 8u bidual con la inclueion na

1=

cop X Co €N




Es sabide, ver por ejemplo [10; Section iI, aque c¢p c©s M-ideal

, de donde se deduce imediatamente que ¥

{5,

es M-ideal de

su bidual

4 = . . b ; : 5
(%) Para cada (F,G) ¢ S la norma cociente viene dada peor:

T

X, lt: Max {lFi,iG] + tlFl,(l+tJ|G|}

Y por Gltimo,
(3) P(F) x PG, ¢ P, (H),
donde por ?rfﬁ) se simboliza al conjunto de mejores aproximaciones

para 7 en Y, , esto es , escribimos PtﬁHJ en lugar de PX {0,
t

Vamocs a obtener zhora escalonadamente el resto de la infomacién

que precisamos, =n los siguientes lenas.

para cada = PO(H), que:
t(tet) || B+ 2|,
donde d. denota la distancia en el espacio X

“t.

Demostraciion

El lema es evidente para = 0 , asf pues supondremos ¢ > O.
sea I = (F,G) .,con F,Ce L_;es claro que ha de presentarse uno
de los tres caso: siguientes:

a) |7| s |6}

b) |e| + tlF| = |F] > [6].

e) |F| > |a| + tlFl

Vamos a probar que en cualquiera de ellos, se da la tesis del le-
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Fijemos ahora x=(y,2) ¢ P,(H)
{

Sl |~| =l
a) Surongames aue [ F| = lt.—ll En este caso, seagtn . ' se tiene:

y por tanto,
Max (|| F - yll, llc-slli=]la+xl,=lsl
por o aue en virtud de (1) tenemos:
18 = all,= 1|7 = 06 = a0, =
oz (|| 7= ull Nl - alle sl F=ull,zetrllc=all 35
Haz *. '.-‘1, || + E|G|,{'I+t)|6| } = (1+t) |C)= “ H + Xt”t
estc es, = ¢ Z-’t (H). Y por tanto en este caso se tiene que:
PJ(H) € Pt(}:')

v la teris del lema se cumple trivialmente

6| « ¢[F| 2 [F] > o] ,

& + x I, =[] + tjF] .
mientras que:

HH " _'{0“0: IF] .

oz (|| 7 - vll, 6 - s ¥ slet
jeducimos ahora que ¥y € P(F) ., Tamando u e P(G) arkitrario y usan-
3o (2 , tenemos aque (y,u/ ek (H), luego:
dt(.r,Pt(H)) s |l (wy2) - (y,u)”t: (1+t)]| 2 - ull
Tanando fnfimo cuando u recorre P(G) , llegamos a
dt(x,Pt(H)) s (1+t)d(z,P(G)) g
Finalmente, puesto que ¢co €s M-ideal de ¢ _ vy en particular

1
verifica la propiedad de la l;-bola, tenemos:

l =78
l b) Supongamos ahora que




" Y mA
wl:,.‘ i ".“ -~ \."i" i e

s 17l = lol = ¢le s ¢

Basta ahora sustituir esta desicqualdad en *) para obtener la

tesis buscada.
c) Supongamos finalmente que:
|7} = {¢] + tF|
con lo aque en particular se tiene
\r| > (1422 ]c] 2 |g|,

v por tanto, en virtud ée [(Z) ,

7+ xtilt= F | 2 + 1010.
Volvemo: a tener, camo en el caso b), que:
RN ER B
luego, otra vez, ; € P(F) . Sea u € P(G) y sea
s = (7] = lel i e - l6lis
notenos que <u1 <7 , v llamemos v a az + (l-o)u . Se tiene,
6=z |1+ (1= ]| G = ull s o|7] + (1-a)]|6]= (1-2)|7],
con lo que,
H@—yﬁ—ﬂML:MdHF—HLHJ—ﬂMtHF—HLHwHN-vHM
< Max {|F|,(1-t/|F] + Li£], (1et)(2-t)|P)} = |F| = || & + Xth
v hemos probado asi que (y,v) € Pt(H) Asi pues,
d,(x,P,(H)) | (20 = o)l = (1et) || 2 - vl = (1t (1=ad iz - ul|
Tauando f{nfimo cuando u recorre P(G), obtenemos
d,(z,P,(H)) 5 (1+t)(1-a)d(z,P(G)) (*)
pero, haciendo uso nuevamente de la propiedad de la 1}-bola:
d(z,p06)) = |lc - 2|l - lel s |F| - |6]

desiqualdad que, sustituida en (*#), nos da :

d,(z,P,(H)) s (142)(1=a) (|F| = 6= (1et)2|F|= (et)t| o+ Xl




Capftiule IV

Se puede camprobar, aundue ello no se usara en lc que sigue, que
la desiqualdad del lema anterior es éptima. De hecho, se alcanza la

igualdad pnara convenientes valores de

4 4 LEMA
un conjunto conv®xo, o de un espaete normado X y

reales tales qu 2 8 > 0 u verificando

2 ‘ 2
lemoetracton

Suponaamos, nor reduccién al absurdo, que existe £ ¢ X con

llx lé p -2~ v » £ . por el Teorema de separacibn punto-comvexo,

existe & X i 1, tal que:

Por tanto, usando la
P = Sup {Ref(u/; u =
Su;

cual es absurdo.

Cano consecuencia de lus dos lamas anteriores obtenemos . Va,

parte m&s importante del teorema buscado:




4,5 LEMA
51 t(1+t%) < 1, entonces X_ tiene la propiedad I(r)

Ly ; -1
bidual para r = (1st) " [I=t(1s2)%)

9] o, >
Demegstracion

Es claro que para cada <
Nellys el, & aell=l,

v ror tante , para cada b

lall,s el s w2l 2l
v pasando a cociente (nbGtese que los conjuntos XU y Xt son iguales)
tenemos:

e +x,lls 2+ xll, = SRR | PO
Fijemos pues £ ¢ {g B Xt y sea x = (y,2) ¢ Xt , verificando:
-1

llx‘lt < 2(1+t) “_H + Xt‘lt

Segfin las observaciones anteriores, tenemos:

lelly < 2z 51l

y puesto que £, es Mideal de su bidual, se tendra que
£ e Po(f:) - PO(HJ i
prob&ndose asi que
B (0,2(148)" Hwexll,) cpyi = ByE).
Canbinando esto con el Lema 4 2 , obtenemos que para cada © E.B

B;nt(‘?’g(m) 4 e, H ) ¢ PB,(H)=P,(H) + By (0, 2042t (14t) || HeX l[ ie

t
c F,(H] - P,(H) + By (0, 2p+t(1+t)”H «xl,)
t
Tanando K como el cierre en noma de P (H) - P (H) esto es

(H) s (A) , y aplicando el Lema 4.4, obteneamos:

'”‘t(o orl 5+ x,ll,- 20) C X

para cada ¢ * 0 arbitrario.
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Puesto que 7 (H)
] T

1%

es un subconjunto convexo, cerrado v acotado del espa-

&
cio de Banach ./, , vodemos aplicar L26: Corollary E2.ﬂ 4 -2 deducir que

o S O I - I s . . 5 3
P (H) P_(H) tiene el mismo interior que X . Esto es,

[

EA e e = i ;
oy .c,ur|ln + Atllt, L2 (Hlis P o(H]

L

cano se queria,

Teminemos esta larca lista de resultados intermedios en el que

sique:

4.6 LEMA
X, tiene la propiedad de la 13-bola en su bidual si, y edlo i,

o Y
[

cemostracién

es, cano va se ha dicho, M-ideal de su bidual y
por tanto tiene la propiedad de la 1}-bola en su bidual.

Supongamos pues, t > ( , y tamemos H = (F,G) € Xg tal que

Entonces:
2]l = = ¢ 7L L6l el £l s llell y = Qalie eli 2]
t
Es rutinaric camprobar que, en este caso, se tiene:

Pt(H) s PV 2 P(G)

con lo cual,

d,(0,P,(R))= Inf mazt || vl , || 2l + tllwlls (#0215 (u,2) e POFIxP(G) ) 2

> Inf ((1+t) || 2|l ; 2 € P(G)} = (1+t)d(0,P(G)).
Se tiene entonces, usando una vez més que c¢p tiene la propiedad de

la I3-bola en su bidual, que:




o] » 3 0 Dot pas ~ 7 1
lln + Ail\t+ u?fﬂ,lt(HJJ = ‘u\ + r]F‘ + at(J,P+ﬁﬂ) 2

2 tdl + t%?l + (1+t)d(0,P(G)) = ||C|i+: F[ + td(0,P(G)) >

lo que demuestra que Y  no tiene la propiedad de la I3-bola en X"
t Ll

v

Demostracion del Teorema 4.1

i

Dado r , con ( s»r < I, es claro que tamando Ll sufis

cientemente pequefio, podemos consequir:

;'3+t)-1 [1 - t({1+t) 2] > w
Por el Lema 4 4 , el correspondiente X, tiene la propiedad
I(r) en su bidual, mientras que por el Lema 4.5, no tiene la propie-

dad de la I.pbola en su bidual.

El siguiente enunciado resume los mas importantes hechos que he-
mos obtenido para los espacios de Banach que tienen la propiedad I(r)
w > 1/2) en su bidual. Las técnicas usadas para la demostracibn se

A

inspiran en las desarrolladas por G. Godefroy para tratar el caso

4,7 TEOREMA

Sea X un espacio de Banach con la propiedad Ifr), con r > 112;
ou bidual. Sea Z cualquier subespacio cerrado de X . Entonces,
verifican las siguientes afirmaciones:

;) 2" tieme la proptedad de Radon Nikodum.

it/ Pz,(e) = {JZ,JE (6)}, para cada 8 € 2" . En particular, '

un subespacio de Chebyshev de 2" .
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- : s :
un eubecepacto cerrado dz un cevaet
) begpacio ce do dg un esvacio de

ntoncee toda

e 8 4

Segunda traspuesta de

1e

trica de

TR R g AL P R s
a propiedad de intersececion finito=-infinita,

P 5 S :
Lozl; exiete una familia de bolas cerradas er 2,
L)

cuya interceceion eg vacta, mientras que por el contrario ,
I“ohas belas es no vaeta.
conteniendo estric-

. 5 &
-~

entonces mo coidten proyeceiones de norma umo de Y

In paritoular st I es un espacto de Banach dual, enton-

Demostracidn

;) Basta aplicar el Lema 3 23 y el hecho de que la propiedad c2
Radon Mikodyvm es estable por cocientes [45; Theorem 2.8 v Corollary
2.9 |

Para el restoc de las afimaciones establecemos las siguientes

observaciones.

Sea P 1la proveccién de dualidad correspondiente a X , esto es,

Bo= JX,J; , proyeccién de noma uno, cuya imagen es JX,(X’) y cuyo

nficleo es v+ ., ©s sabido, v se ha usado anteriomnente, que para cada

2" ¢ X™ ge tiene, "'~ Pla™ ) € PXj!x"’).

por otra parte, si X tieme la propiedad I(r) en X", entonces

aplicando el Teorema 3.15 ) , obtenemos:
|IPX;(x” M s |lm”|l ¢ (1=27)}| P(=" )”

para cada z" ¢ X" . Yy por tanto, cambinando ambos resultados,




H NS praik ) ‘Il < H pm !. e B H D™ ) H

Gaxa oada 2T ic XM,

Sean ahora Z un subespacio cerrado de X y @ su proyeccibn
de dualidad. Se camprueba rutinariamente que el siguiente diagrama es

comutativo:

donde © es la tercera traspuesta de la inclusibn 7 de Z en X.
Ead HD
Recordando que Xer ¢ = Z " v que la descamposicién canbnica de

4 da lugar a la igualmente canbnica identificaciébmn de i i i

con 2", tenemos que ¢ es sobreyectiva y que:
o )|l= [|="+ 2°°°]

2000

para cada =" ¢ ¥" . Camo quiera que es prcximinal en X" , de-

ducimos que para cada 8 € Z™ se puede encontrar =™ ¢ X™ , tal que
fz||= llell v of=") =8
Usando ahora (1) y que r > 1/& , obtenemos:
loll= [l ilz ll=z"- 2"+ (2r=1)|| Ptz ) || 2
2 || 6(zm = Przm )|+ (2r-1) ]| 0P(z" M= le -arerfl+ cze-n[ae)|
con lo que hemos establecido, para Z , l1a misma propiedad de X que
aparecta en (1) .

{i) para 8 e 2" fljoy S E JZ,(Z") ; aplicando la desigualdad

recien probada a 6 - £ y usando que Q(t) = £ , tenemos:

o-cllz[e-am|l-+ rer-1)|| Qro) - ||
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lo que prueka por una parte gque:
rooon i R ‘n
o+, 2= le-quo

esto es, (8, )/ , v por otra parte, que si £ e P.,(8), se ha
“

de tener £ (6} . En suma,

P, (3) = {Q(8) N= 1J,,77(0) }

& <

y esto para cada 6 ¢ Z™ , camo se querfa.

ii2) Sea I una biyeccién lineal isamétrica de Y" en Z".

Fur el rrimer aspartado, sabemos cue ' tiene la propiedad de
Radon Nikodym, con lo que aplicando [17; Theorem 10 y Definition 51

se tiene que:

J .
{ En particular [ es la traspuesta de una biyeccifn lineal isamé&-

trica de 7' en

Para cada ¢ ¢ Z™ , se tiene entonces

e+ ztfl= jl 250 + 17|l .

Notando ¢ = y",J; P ae las proyecciones de dualidad

Tt
b yf‘-y ’

de 7 e Y respectivamerie, tenemos aplicando +1) a 2 , que

Q(E) € PZ,{EJ , con lc que:

2t o vl= o ezl fie - aall= | 50 - Tare)|
esto es,

fate) e p,,(15(6)) ,

Py,

pero usando nuevamente ii) , esta ve aplicado a Y , tenemos:

Py,(rt(e)) (prt(e) )

luego, hemos probado que,
3
PIt(O) =1 @8,

para todo 6 € Z™ _ Camo consecuencia, tendremos que

v por tanto , ya que




deducimos que
(1) = d A7) 3
- —

poniendo fJY(y) = J_FH{(u), es ia.ediato canprobar que H# es un opera-

o

e / & i
dor lineal continuc de ¥ en 4 tal que I = ¥ sobr. Y ., Puesto

tt

s ey : : :
quc tanto I camo # son d€bil-“-continuos deducimos que I = &

v, a posteriori,  es una biyeccibn linea’ isom?tricade Y en 2

L]
{v v v} son consecuencia del siguiente ...cho, que prcbaremos a
continvacidn:

Sean I urn espacio de Banmach y @ eu proyeceidn de dualidad. Sea

0 , verificando , p1ra cada 8 ¢ Z™ , que

|6 = are) ] + ell o) ]| .

Entonces para ca ! - " ¢ 2, se tiena:
he-zll)=0.

En efecte, supongam0s, poOr reducgidédn al absurdo, que existen

7

u,z ¢ X , tales que para todo 2 € & , Se tiene

.

£
l7-zallzlla-=l.
nlsando F - x en lugar de F poderos suponer, sin pérdida de genera-
1idad, que & = 0 y, previa nomalizacibn (F - x # 0), supondremcs
1gualmente que lFi‘: ], Seapues F e 2" , con ||Fl|: I , tal que
Iz - allz |l
para todo 3 € 7 . Es claro que para cada ) € K , se tiene:

2r = zllz =l

de donde,

| 2l = Inf {2 - Al ; A eX}= || 2 + IF| = [z + (Ker el =

= i‘J,(z)/Ker F“
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A martir de la icgualdad auterior es rutinario rrobar, usando el

Teorema de sep 1 aque e U AR Y. 18
a de separacitn, cue r "O3,,0,1) es débil-*-denso en

> o o ;
, tal que (F/ 3 f.) una red

o

n Ker FAE,; 7) converaiendc a [ en la topologfa débil-* de VAR

L)
Se LT t o 1 31 (
a finalmente un valer adhereute nara la red %fn,!fiJ} con res-

&

de ™M ., Por la dé&bil-*-continuidad de

necto a la tovoloafa débil-*

tondremos -
nientras cque claramente

nor lo cque arlicando

(8(F) = Q(8)(F)| s

< ilell- ell £lls ¢

~ -

es una contradiccl

Canc consecuencia, volviendo a tener en cuenta cu2 ia desigualdad

es valida para I y tamande T = 'r-1 , obtenemos dque

AR P

sl By
ZEL

L/

nara cada F ¢ Z".

dero, la mera existencia de un 7 ¢ Z" cunpliendo la afimacibn

(para cualquier espacio de Banach Z } a la

anterior es equivalente

“p) d@el enunciado [22; Theorem II"8]

/

afimacibn

Por otra parte, ») es evidente sin mas que tener en cuenta que

la existencia de un tal espacie v de una tal proveccidn 4 de

v sobre [ , fuerzan aque para cada y ¢ Y , se tiene




aly) € M\ B, (3 |y - 3| ),
ge2 *

en contra de la vaciedad de dicha interseccibn.

4,8 MOTA

Se puede establecer, bajo las mismas hipbtesis del teorema anterior,
una verfeccibn al hecho de que los subespacios no reflexivos no nueden
ser duales; concretamente se puede probar, con técnicas andlogas a
las desarrolladas en [29; Theorem 2.4] (ver junto con [25]),que si X
tiene la prupiedad I(r) en su bidual, entonces para cualquier su-
bespacio cerrado, nc reflexivo de X , Z , y para cualquier espaciu de
Banach Y , se verifica que la distancia de Banach-Mazur entre b4
e Y' eswmavor o igual que r + 1/2.

Queremos hacer observar también que el apartado 171) del teorema
anterior, resuitado claramente més general que el dado Por P. Hamand
y A, Lima en [54; Propositien 4.51, permite probar el siguiente re-

sultado.

4.9 COROLARIO

Sea X una C*-dlgebra. Son equivalentes las siguientes afirma-
oiones:
i) Existe »r > 1/2 , ialque X tiene la propiedad I(r) en X" .
- » ] ‘ - 8
) L= (g%% K(Hi)’cg’ donde K(H,) es el espaeio de los cperadore
compactos sobre un cterto espacto de Hilbert H..

iii) X ee M-ideal de su bidual.

Demostracidn

ii) fuerza iii). Es bien conocido, ver por ejemplo [10; Proposition 5




v Theorem 11 %

111) fuerza 1), Es evidente tamando r = I

Supongamos, para cerrar el ciclo, que existe un tal »r ; usando

el Lema 3.23, se tiene que X' satisface la propiedad de Radon

Nikodym, por lo que siendo X una C*-8&lgebra y aplicando [14;

-
Theorem 4| , sabemos de la existencia dc un espacio de Banach Z ,

predual de X' , que es del tipo descrito en 7). En particular,
cano ya se ha visto, Z es M-ideal de su bidual {ticne 12 propiedad
I(1) en su bidual), por lo que, aplicando el teorema anterior, Z es

isanétrico a
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