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mi preciosa cataplasma.

A mis Padres.
A Carmen,
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Prodlogo

[La presente memoria comprende un trabajo de investigacion titulado
'Aproximacion Conservativa y Teoremas de Korovkin'. Con ella pretendo optar
al grado de Doctor en Ciencias Matematicas y finalizar asi los estudios de tercer
ciclo realizados en el Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad

de Granada bajo la tutoria del profesor doctor Juan S. Soler Vizcaino.

Ha sido realizada en su totalidad en el Departamento de Matematicas de la
Universidad de Jaén bajo la direccion del profesor doctor Francisco Javier Munoz
Delgado a quien manifiesto mi agradecimiento por su amistad, por la confianza
que deposité en mi y, como no, por haber compartido conmigo su conocimiento

y esa intuicion que le permite ver siempre un poquito mas alla.

También quisiera dar las gracias a los profesores de los mencionados depar-
tamentos que cooperaron de alguna manera en la realizacion de este trabajo;
entre ellos M. A. Marano Calzolari, R. Ortega Rios y V. Ramirez Gonzalez, y
manifestar mi gratitud a los profesores M. A. Jiménez Pozo, actualmente en la
Universidad de Puebla en México, P. Sablonniere, del INSA de Rennes en Fran-
cia, v D. Leviatan, de la Universidad de Tel Aviv en Israel, por sus sugerencias
y comentarios y por poner a nuestra disposicion una buena cantidad de material

bibliografico muy 1til para el desarrollo de nuestras investigaciones.

El texto contiene nuevos resultados que se enmarcan en aquella parcela de la
Teoria de Aproximacion que fue iniciada por P. P. Korovkin. Esta estructurado
de tal forma que comienza con una seccion que contiene todas las notaciones

que se van a usar, ademas de las indicaciones necesarias para realizar un buen
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seguimiento; contintia con el trabajo propiamente dicho, que se agrupa en los

siguientes capitulos:
Capitulo 1. Introduccion
Capitulo 2. Resultados Cualitativos
Capitulo 3. Resultados Cuantitativos
Capitulo 4. Nuevas Lineas de Trabajo

Acaba mostrando una relacion de la bibliografia que de una u otra forma se

ha utilizado.

Por 1ltimo doy gracias a mi mujer, Carmen, que tantas veces me levanto
de la silla y me hizo perder el tiempo. Debe saber que estoy seguro de que ni lo

perdia ni lo sigo perdiendo.

Jaén, noviembre de 1997 Daniel C'ardenas Morales




Notacion

Como es usual utilizaremos los simbolos IN y R para denotar respectiva-

mente los conjuntos de niimeros naturales y reales. E(-) representa la funcién
parte entera de un nimero real.

IR™ es el espacio euclideo usual m-dimensional y si z = (z4,...,z,,) € R™,
entonces |z| denota su norma euclidea, es decir,

” 3
] (Zx?) |
s=1

Si X es un subconjunto de R™, denotamos por IR* el espacio formado por
todas las funciones reales con dominio X, es decir,

R* ={f: X — R}
C(X) es el subespacio de las funciones continuas definidas en X.

Si f € R™ es una funcién acotada, entonces mediante | fl|x expresamos la
norma del supremo de f, es decir,

Ifllx = sup{|f(z)| : = € X}
Cuando no haya confusién omitiremos el dominio de la funcidn.
Denotamos por 1 la funcién constantemente igual a 1.

Vil



Viil Notacion

Para cada i € {1,...,m}, p; : R™ — IR representa la funcién proyeccién
i-ésima., ésto es,
pi(z) = P21, sZm) = % YVEER™.

Denotamos por P el espacio de los polinomios reales de grado a lo sumo
k, es decir,
P; = (eg,e1,...,ex), siendo ej(z) =z* Vz € R.

Si X = [a,b] es el intervalo cerrado real de extremos a y b, al escribir
C*(X) = C*|a, b] nos referimos al espacio de las funciones definidas en [a, b] que

poseen derivada de orden k£ continua.

Decimos que un subconjunto de funciones C' es un cono si

acRy, feC=afeC.

Destacamos ahora ciertos conos de funciones de C(X) = Cla,b] con los que
trabajaremos en el texto:

Hf:{fEC(X):f[xo,...,:ck]20ng,...,xk€X} para k =0,1,..

donde f[xy,..., x| es la diferencia dividida de orden k de f respecto de los nodos

LOy:++ 9Lk

Con la notacién anterior decimos que una funcién f € H ff es una funcién
k-convexa. En particular, si k = 0 estamos ante una funcién positiva, si k = 1
ante una funcion creciente y si k = 2 ante una funcién convexa. Nétese que

estamos considerando las nociones anteriores en sentido no estricto.

Sea 0 = {0;} una sucesién donde o; € {—1,0,1}. Sean también h y k dos
numeros enteros verificando que 0 < h < k y o0 # 0. Se define también el
siguiente cono de funciones de C(X):

Chk (o) ={f € C(X):0:f[ro,...,x;] >0Vi € {h,...,k}, Vzo,...,7; € X},
Asociado a o, h y k se define el siguiente conjunto:

Ly = {ie {hy....k—=2}:0:#0, 0;41 =0, 0;0i42 # -—-1}.



Notacion 1X

Si 'y = 0, decimos que C’;:‘: +(0) es un cono de tipo I. En caso contrario decimos
que C’,if (o) es un cono de tipo II.

Para una funcién f € C(X) con X C IR™, se define el primer médulo de
continuidad con argumento § > 0 mediante

w(f,6) =sup{|f(z) — f(¥)|:z,y € X, |z —y| < &}

y si X = [a,b] C IR, se define el segundo médulo de continuidad mediante

wo(f,6) =sup{|f(z —h)—2f(z)+ f(x+h)|:x,z £ h € [a,b], 0 < h < 6}.

Un operador es una aplicaciéon entre dos espacios funcionales. Un operador
L se dice lineal si en su dominio, junto con dos funciones cualesquiera f y g estén
también las funciones af + g Va, 3 € IR, y ademas,

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g).

Normalmente al hacer actuar un operador sobre una funcién no escribiremos los
paréntesis, es decir, L(f) = Lf.

Notaremos por I al operador identidad.

Decimos que un operador L es k-convexo para k = 0,1, ... si transforma fun-
ciones k-convexas en funciones k-convexas. En particular aparecen los conceptos

de operador positivo, operador creciente y operador convexo respectivamente
parak=0,k=1yv k=2

También decimos que un operador L fija un espacio de funciones V si se
verifica que Lf = f Vf e V.

Destacamos el operador de Bernstein en
definido para cada n € IN de la siguiente for

Baf(e) =Y (:)f (%) z*(1}

k=0
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y en dos variables, B, ., : C ([0,1]?) — C ([0,1]?), definido para cada n,m € IN
y cada (z,y) € [0, 1] como sigue:

n

Bnmf(z,y) = ;i (:) (T)f(-g -é;)x"(l — )"ty (1 =y

[=0

Usaremos la notacién K, para referirnos a una sucesién de operadores,
suponiendo por tanto, aunque no se exprese, que n varia en el conjunto IN. De
esta forma también entenderemos que si f es una funcién en el dominio de esos
operadores, entonces K,, f representa una sucesién de funciones. Asimismo, la
posible convergencia, puntual o uniforme, de esa sucesién se entendera que tiene
lugar cuando n tiende hacia oo.

Por dultimo, para facilitar el seguimiento y estudio del texto diremos que
cada capitulo de esta memoria se compone de secciones, que notamos con dos
numeros, el primero de los cuales corresponde al capitulo. A su vez éstas pueden

contener subsecciones, que notamos con tres nimeros.

Las definiciones, proposiciones, lemas, teoremas, comentarios y ejemplos que
aparecen se numeran consecutivamente a lo largo de todo un capitulo (indepen-
dientemente de las secciones y subsecciones) mediante dos niimeros, el primero

de los cuales indica el capitulo. El final de las posibles demostraciones de estos

resultados lo marcamos con el simbolo

Un tratamiento andlogo al anterior se hace para la numeracién de aquellas
ecuaciones matematicas que, después de ser establecidas, serdn de nuevo uti-
lizadas. Aparecen numeradas a lo largo de cada capitulo mediante dos niimeros,

el primero de los cuales hace referencia a aquél.

Todos los trabajos de investigaciéon que se referencian en una misma pégina
aparecen numerados y completamente descritos en el pie, con independencia de
que también se recogen al final del texto en la bibliografia.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde que en 1953 Korovkin establecié su célebre teorema, su simplicidad
y al mismo tiempo su poder han despertado el interés de muchos matematicos.
Se trata de un criterio que permite decidir si dada una sucesién de operadores
lineales positivos K, definidos en el espacio C|[a, b], se verifica que K, f converge
uniformemente a f en [a,b] para toda funcién f € Cla,b]. El criterio establece

que basta verificar la convergencia uniforme para f € {eg, ey, es}.

Durante los tiltimos anos muchas investigaciones han extendido el resultado
para diferentes espacios funcionales y espacios més abstractos, como los reticulos
de Banach o las algebras de Banach, estableciendo una teoria que en la actualidad
podemos llamar, en palabras de Altomare y Campiti, teoria de aproximacién de
tipo Korovkin, que ademas de conectar con la teoria cldsica de aproximacién,
también lo hace con otros campos como el andlisis funcional, el analisis arménico,

la teoria de la medida, la teoria de probabilidad y las ecuaciones en derivadas
parciales.

Esta memoria recoge nuestra aportacién a una pequena parcela de esta ex-
tensa rama de la aproximacioén. Con el propésito de dar una idea general sobre
su contenido, diremos que aunque los tltimos avances realizados pretenden com-
pletar el desarrollo de la teoria siempre en el ambiente de espacios muy generales,

nosotros no hemos ido més alla del estudio de operadores que tienen por dominio

Aproximacién Conservativa y Teoremas de Korovkin 1
Daniel Cardenas Morales

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad de Granada, 1998



2 Aprozimacion Conservativa y Teoremas de Korovkin

espacios de funciones definidas en el euclideo IR™ y, aun asi, pensamos que nues-
tros trabajos estan aportando nuevas ideas en el campo de la aproximacién de
tipo Korovkin.

En 1994 aparece un texto de los citados autores Altomare y Campitil!)
que recoge todas las investigaciones que se han realizado en esta parcela de
la aproximacién, con sus diferentes enfoques y aplicaciones, incluyendo todo el

material documentado ya en monografias previas de Donner!?l y de Keimel y
Roth[3l.

Nos hemos movido en el ambito de la aproximacién conservativa, cuyo in-
terés en los ultimos tiempos ha aumentado y donde el problema consiste en
asignar a una funcién f, que se quiere aproximar mediante un operador K,,, otra
que pertenezca a un conjunto mas reducido, de tal modo que las propiedades de
forma que verifique la primera se mantengan para la funcién aproximante. Si
este operador es lineal y positivo, el teorema de Korovkin y sus primeras exten-
siones y versiones cuantitativas proporcionan métodos muy simples y agradables
para probar la convergencia y estimar el error. Sin embargo, si el proceso no es
positivo, el estudio se complica y las extensiones conocidas no proporcionan en
la practica condiciones agradables para probar la convergencia. Ha sido nuestro
interés, por tanto, establecer en esta direccién criterios précticos.

1.1. Antecedentes y Estado del Tema

Profundizamos un poco més en el contenido de esta memoria apoyandonos
en una serie de resultados que a la postre quedaran como casos particulares de los
logros alcanzados y que constituyen la base inicial sobre la que se ha desarrollado
este trabajo de investigaciéon. Clarifican adema4s el estado en que se encuentra el
tema que nos ocupa.

Vemos de manera separada los avances cualitativos de esta teoria, que pre-

tenden la bisqueda de criterios que garanticen la convergencia para diferentes

[1] ALTOMARE, F., CAMPITI, M. Korovkin-type Approximation Theory and its Applica-
tions, De Gruyter Studies in Mathematics, 17, Walter de Gruyter, Berlin-New York, (1994)

|2] DONNER, K. Extension of Positive Operators and Korovkin Theorems, Lecture Notes
in Mathematics, 904, Springer-Verlag, Berlin, (1982)

(3] KEIMEL, K., ROoTH, W. Ordered Cones and Approzimation, Lecture Notes in Mathe-
matics, 1517, Springer-Verlag, Berlin, (1992)
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procesos de aproximacién, y los avances cuantitativos, que persiguen la esti-

macion del error cometido en esos procesos.

1.1.1. Aspectos Cualitativos

Comenzamos recordando el resultado de Korovkin!l! que, a pesar de que
tiene un predecesor en un resultado de Bohman!?!, es en él donde se consideran

por primera vez operadores lineales positivos arbitrarios.

Teorema 1.1. Sea K, una sucesion de operadores lineales positivos definidos
en el espacio C|a, b tal que

I K ne; —e5]| — 05 € {0,1,2}.

Entonces

IKnf— fll = 0Vf € Cla,b].

En otro lenguaje, se suele decir que las funciones eg,e; y e, forman un
conjunto de funciones test para C|a, b].

En 1957 un estudiante de Korovkin, Volkov!3! establece un resultado ani-
logo para el caso m-dimensional:

Teorema 1.2. Si K es un subconjunto compacto de R™, entonces las m + 2

funciones 1,p1,...,pm ¥ pi+...+p>2, forman un conjunto de funciones test para

C(K).

Ya en 1991, Munoz-Delgado!?, como consecuencia de las Investigaciones que

realiza sobre operadores polinomiales lineales, prueba las siguientes proposiciones

[1] KOrROVKIN, P. P. On Convergence of Linear Positive Operators in the Space of Con-
tinuous Functions (Russian), Dokl. Akad. Nauk SSSR, 90, (1953), 961-964

2] BouMAN, H. On Approzimation of Continuous and of Analytic Functions, Ark. Mat.,
2, (1952), 43-56

13] VoLkov, V. I. On the Convergence of Sequences of Linear Positive Operators in the

Space of Continuous Functions of Two Variables (Russian), Dokl. Akad. Nauk SSSR, 115,
(1957), 17-19

[4] MuNoOz-DELGADO, F. J. Aprozimacién Conservativa con Operadores Polinomiales
Lineales, Tesis Doctoral, Universidad de Granada, Spain, (1991)
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sobre convergencia que ya empiezan a apuntar en la direccion de la aproximacién

conservativa:

Proposicién 1.1. Sea K, : C?[a,b] — C?[a,b] una sucesién de operadores
lineales que transforman funciones positivas y convexas en funciones positivas.

Supongamos ademas que
|K.e; —ej|| = 0V5 € {0,1,2}.

Entonces
|Knf — fll = 0Vf € C?a,b).

Ademas, no se puede establecer el mismo resultado si se supone que K,

transforma funciones positivas y concavas en funciones positivas.

Proposicién 1.2. Sea K, : C?la,b] — C?la,b] una sucesién de operadores
lineales que transforman funciones positivas y concavas en funciones coéncavas.

Supongamos ademas que
|D?*(Knpe;) — D%e;|| — 0 Vj € {0,1,2,3,4}.

Entonces
|ID*(Knf) — D*f|| - 0 Vf € C?[a, b).

Proposiciéon 1.3. Sea K,, : C'la,b] — C'|a,b] una sucesién de operadores
lineales que transforman funciones positivas y crecientes en funciones crecientes.

Supongamos ademas que
|D(Knre;) — Dej|| — 0Vj € {0,1,2,3}.

Entonces
|ID(Knf)— Df|| - 0Vf e C'[a,b

Como puede adivinarse facilmente, los resultados que acabamos de mostrar
pueden ser generalizados hasta obtener importantes enunciados sobre la conver-
gencia de operadores conservativos. De hecho, asi lo hace su autor, para lo cual
establece el siguiente resultado general que luego particulariza considerando los

conos de funciones de una variable que fueron introducidos en la seccién anterior.
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Teorema 1.3. Sea X el cierre de un dominio acotado de R™ y sea Cp(X } =
{f: X — R, Lf es continua}, donde L es el operador identidad o bien una cierta
derivada parcial de f. Sea también P = {f € Cr(X) : Lf > 0}, C un cono de

CL(X) y V un subespacio de Cp(X) verificando las siguientes propiedades:
1) existe una funcién p € V tal que Lp = 1,
2) para todo punto z € X, existe una funcién ¢, € VN C tal que:
) L. (2) = 0 < Le.(x) Vo € X \ {2},
i) Ve CL(X), 3a=a(f) >0/ ¢, +€ef € C Ve e 0, o).
Consideremos por iltimo un subespacio A que contiene a V Yy una sucesion

de operadores lineales K,, : A C Cp(X ) = Cr(X) tales que:
a) K,(PNCNA)CP,

b) LK, f converge uniformemente a Lf Vf € V.

En estas condiciones LK, f converge uniformemente a Lf Vf € A.

El Teorema de Korovkin (Teorema 1.1) y el de Volkov (Teorema 1.2) son

casos particulares de este iltimo. Para comprobarlo, basta considerar en el
primer caso X = [a,b], L=1,C=C(X)= A = Cla,b], V = (eg, e1,e2), p = e
y p2(z) = (z — 2)%, y en el segundo caso, X = K, L=1,C = Cy(X) = A =
C(K), V=(Lp1,....pm,pi +...+0%), p =1y @.(z) = (21 — )2

(Zm — 2m)* V2 = (21,. .« y Tm); 2= (21,.. ., 2m) € K.

El estudio de los enunciados mostrados supone un buen comienzo para aden-

trarse en la parte de la teoria de aproximacién de tipo Korovkin que nos ocupa.

1.1.2. Aspectos Cuantitativos

Aunque en 1959 y 1964 aparecen unos primeros trabajos de Mamedov!!l y
de Newman y Shapiro!? respectivamente, es en 1968 cuando Shisha y Mond/[3!
ponen en forma cuantitativa el resultado de Korovkin (Teorema 1.1), estimando

la velocidad de convergencia de K,f a f en términos de las velocidades de

[1] MAMEDOV, R. G. On the Order of the Approzimation of Differentiable Functions by
Linear Positive Operators, Doklady, S.S.S.R., 128, (1959), 674-676

[2] NEwMAN, D. J., SHAPIRO, H. S. Jackson’s Theorem in Higher Dimensions, On
Approximation Theory, Proceedings of the Conference at Oberwolfach, 1963, Birkhaiiser,
(1964), 208-219

[3] SHisHA, O., MOND, B. The Degree of Convergence of Sequences of Linear Positive
Operators, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 60, (1968), 1196-1200
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convergencia de Kpeg a ey, K,e; a e; y de K,es a e3. En concreto establecen

el siguiente resultado:

Teorema 1.4. Sea K, una sucesion de operadores lineales positivos definidos
en un dominio A que contiene las restriccciones de ey, e; y es a un intervalo [a, b]
y supongamos que K,eqy esta acotada para todon € IN. Sea f € A continua en
el intervalo |a, b).

Entonces para todo n € IN se verifica la siguiente desigualdad:

|f — Knfll S || fll - |1 Kneo — eol| + || Kneo + eollw(f, in),
donde

P'?z = sup {K,v¥:(x)}
z€[a,b]

J
Yz(t) = (t — z)° Vz,t € [a, b].

(Nétese que u? es una cantidad no negativa puesto que Y, es una funcion positiva

y el operador K, también es positivo).

Cabe observar que de la expresién de u,, se deduce que para todo n € IN
:U'?:, < ||Kne2 — ez + 2¢||Kne; — e1]| + CzllKn‘BO — eo||,

donde ¢ = max{|al, |b|}. Para verlo basta tener en cuenta las siguientes igual-
dades

Knz(z) = (Kntz — ¥2) (z) = Kn(e2 — 2ze; + 2°e0) () — (e2 — 2ze; + 22ep) ()

= (Kne2 — e2)(z) — 2z(Kpe; — e1)(x) + 2°(kneg — eo)(x).

Por tanto, si K,e; converge uniformemente a e; en [a,b], entonces p, converge

a cero y tenemos una estimacién de p, en términos de ||K,e; — e;||. Se ratifica
asi que estamos ante una versiéon cuantitativa del teorema de Korovkin.

Ma4s tarde, en 1971, Censor!!l, estudiante de Ziegler, obtuvo la correspondi-
ente version cuantitativa del resultado de Volkov (Teorema 1.2):

[1] CENsOR, E. Quantitative Results for Positive Linear Approzimation Operators, J.
Approx. Th., 4, (1971), 442-450
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Teorema 1.5. Sea K es un subconjunto compacto de R™ y K,, una sucesién

de operadores lineales positivos definidos en C(K). Supongamos que K,, 1 est4
acotada para todo n € IN.

Entonces para f € C(K) y para todon € IN se verifica la siguiente desigual-

dad:
[ f = EKnfll S Nfll- [ Kn X =1 || + || Kn 1+ 1 ||w(f, tn),
donde
pa = sup {Knz(z)}
K
Y

Va(t) =) (ti —2:)2 Vo = (21,...,Zm), t = (t1,...,tm) € K.
=]

(Nétese que como en el resultado anterior 2 es una cantidad no negativa por la
positividad de la funcion v, y del operador K, ).

Cabe observar que de la expresién de p, se deduce también que para todo
n €N

m

2 < |k, (zpz—*) S ] 2 S 1K — gl £ MK 1 -1
=1

g==] 1=1

donde ¢ > |z| Vz € K. Por tanto, si K, f converge uniformemente a fen K

para f € {1,p1,...,Pm, ) ,—, P}, entonces pu, converge a cero y tenemos una
estimacion de p, en términos de || K, f — f|| para f € {1,p1,...,pm, Siv, p2}.

Por otra parte, descubrimos que habia algunos resultados que apuntaban
en nuestra linea de trabajo. Entre ellos el siguiente de Knoop y Pottinger!! de
1976 en el que establecen el concepto de operador ’casi convexo’:

Definicién 1.1. Sean X’ C X CRy L: C(X) — C(X’) un operador lineal. Se
dice que L es casi convexo de orden k — 1 si hay un cono Cﬁ‘: x(0) cono; € {0,1}
tal que

K, (Cix(0) N C(X)) € C&L(0).

(1] KNoop, H. B., POTTINGER, P. Ein Satz vom Korovkin-Typ fir C*-Réume, Math.
Z., 148, (1976), 23-32
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Como vemos, se trata de operadores que verifican propiedades de forma
relacionadas con la conservacion de los conos de funciones de una variable con
los que vamos a trabajar. Para este tipo de operadores prueban el siguiente

resultado cuantitativo a propédsito de lo que perseguimos:

Teorema 1.6. Sea X = [a,b] y X’ un intervalo compacto de R con X’ C X.
Sea K, : C*(X) — C*(X') una sucesién de operadores lineales. Supongamos
que K, (IPx_1) C IPx—1 y que K, es casi convexo de orden k — 1 para todo
n € IN.

Entonces para f € C*(X) y para todo n € IN se verifica la siguiente de-

sigualdad: ;
|D*f — D*Kaf]| < 3 ID* 1] | DPex — D* |
+-;-Cl-!- |D* K hex + D*e|| w(D* £, B,),
donde
2 2 1
B = s 2 {DkKn ((k o)k T it ﬁxzek) (x)} |

(Conviene observar aqui también que 32 es una cantidad no negativa porque la

funcion
2 2 1 ,

T ) il 75 i il ™

estd en el cono C;, (c) y K, es casi convexo de orden k — 1.)

También, Gonskalll, afinando una desigualdad que introduce Freud(?, es-
tablece un resultado en la linea del de Shisha y Mond (Teorema 1.4) en términos
del segundo médulo de continuidad, que luego utiliza para mejorar la estimacién
anterior de Knoop y Pottinger.

No nos preocuparemos mucho por esta mejora, aunque si por el resto de los
enunciados. Ellos suponen otro gran punto de partida, creemos que de obligado

conocimiento, para el seguimiento de nuestras investigaciones.

1] Gonska, H. H. Quantitative Korovkin type Theorems on Simultaneous Approzima-
tion, Math. Z., 186, (1984), 419-433

2] FREUD, G. On Approzimation by Positive Linear Methods, I, II, Math. Hungar., 3
(1968), 365-370

L)
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1.2. Objetivos Generales

Las proposiciones vistas en la seccién anterior ayudan a comprender muy
bien el tipo de resultados con los que pretendemos trabajar. Ya mencionamos
que aquellas podian ser generalizadas hasta obtener ciertos enunciados sobre
aproximacién conservativa en C*. Mostraremos estas extensiones en el Capitulo

2 donde serviran de preambulo a buena parte de lo que tratamos en este texto.

También alli, ademéds de lo ya comentado, extenderemos el Teorema 1.3 en
algunos otros aspectos y mostraremos algunos ejemplos practicos. Este capitulo

contendrd, en pocas palabras, los aspectos cualitativos de nuestra aportacién a
la teoria de aproximacion de tipo Korovkin.

En el Capitulo 3 estudiaremos nuevos resultados cuantitativos. Se refle-
Jan las consecuencias de dirigir nuestras investigaciones hacia el segundo ob je-
tivo fundamental que nos habiamos planteado y que habia aparecido de manera

natural: estimar el error que se comete en los procesos de convergencia que
habiamos estado investigando.

Es sobre la pequena base que forman fundamentalmente los resultados de
Shisha y Mond (Teorema 1.4) y de Censor (Teorema 1.5), donde comienza
nuestro trabajo ya mencionado de estimacién de los errores.

Primero centraremos nuestra atencién en enunciados sobre aproximacion
conservativa en C*. Para ello, ademads de los anteriores, haremos uso del traba jo
de Knoop y Pottinger (Teorema 1.6), que, a pesar de que como ya veremos
funciona bajo hipétesis demasiado restrictivas, representé otro importante foco
de avance en nuestras investigaciones. Asi se pretende reflejar también en el
Capitulo 3, donde ademaés se estudiaran ejemplos concretos de operadores, entre
los que cabe destacar los que introdujeron Meyer-Kénig y Zeller.

El trabajo realizado hasta ese momento permitié luego con relativa facilidad,
y asl lo reflejaremos, estimar la velocidad de convergencia de todos aquellos
procesos de aproximacién maés generales que habfamos estudiado, silempre, por

supuesto, en base a las velocidades de convergencia relativas a las funciones test
asocladas a cada uno de ellos.
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Lejos de que esta memoria suponga un trabajo de investigacién acotado,
el Capitulo 4 mostrard nuevas vias de estudio que iban apareciendo segin se
rccababa informacién y sc avanzaba cn la tarca. Es mas, no sc trata de objetivos
de trabajo a largo plazo, sino de problemas en los que ya estamos inmersos.




Capitulo 2

Resultados Cualitativos

2.1. Introduccidn

El objetivo principal de este capitulo consiste en probar una extensién del
teorema de Korovkin (Teorema 1.1), que establezca un criterio lo suficientemente

general como para garantizar la convergencia de una gran cantidad de procesos de
aproximacion, mediante el uso de operadores definidos en espacios de funciones
de varias variables que posean ciertas propiedades de forma.

Ya se habia mostrado un resultado con este perfil en el Teorema 1.3, como
consecuencia del cual se podian establecer, como ya adelantabamos, una serie de

enunciados, a su vez mas generales que los mostrados en las Proposiciones 1.1,
1.2 y 1.3, mediante el uso de las conos de funciones de una variable.

En la siguiente seccién se desarrollan estos enunciados para poner de mani-
fiesto la mecédnica en la utilizacién de este Teorema 1.3 y de aquellos que se
obtienen de éste relativos a la aproximacién conservativa en C*. Veremos que la
idea consiste en saber asignar al operador L y al cono de funciones C aquellos
valores que hacen que las hipétesis del resultado reproduzcan las propiedades
conservativas del operador o sucesién de operadores ob jeto de nuestro estudio.

Todavia estableceremos un resultado més general en la Seccién 2.3. Para

ello, entre otras cosas, permitiremos procesos de aproximacién a funciones con-

Aproximacién Conservativa y Teoremas de Korovkin i B |
Daniel Cardenas Morales

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad de Granada, 1998
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tinuas mediante otras que no lo son. Una seric de ejemplos priacticos comple-
tan este capitulo cuyo contenido puede leerse en un par de trabajos de Munoz-

Delgado, Ramirez-Gonzalez y Cardenas-Morales 12,

2.2. Aproximacién Conservativa en CX

Cuando se presenta el problema de aproximar la derivada k-ésima de una
funcién de una variable real f mediante una sucesién de operadores lineales K, , si
éstos son k-convexos, entonces una extension inmediata del Teorema de Korovkin
proporciona un criterio que garantiza la convergencia uniforme de D*K,, f a D* f

siempre que esta convergencia tenga lugar para f € {ex,€xi11,€x12}.

S1 se supone que los operadores con los que se trabaja no son k-convexos y, en
su lugar, se impone la hipotesis de que posean alguna propiedad de conservacién
de la forma relacionada directamente con la k-convexidad, puede disponerse de
los siguientes criterios, que ya habiamos dejado entrever y que aqui se aderezan
con algunos corolarios y comentarios. Los tratamos de manera separada depen-

dicndo del tipo de cono que aparczca en la propiedad de conservacion.

2.2.1. Conos Arbitrarios
Teorema 2.1. Sea X = |a,b], C,fk(a) un cono y K, : C*(X) — C*(X) una

sucesion de operadores lineales. Supongamos que

Kﬂ(cfifk(a) NCH(X)) C Cék(‘f)

|D*(Knpe;) — D*e;|| = 0Vj € {h,...,k+2}.

Entonces

|D*¥(Knf) — D*f|| — 0 Vf € C¥[0,1].

[1] MuNoz-DELGADO, F.J., RAMIREZ-GONZALEZ, V., CARDENAS-MORALES, D. An Ez-
tension of Korovkin’s Theorem. Convergence for Sequences of Operators Preserving Shape
Properties, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 323, Série I, (1996), 421-426

2] MuNoz-DELGADO, F.J., RAMIREZ-GONZALEZ, V., CARDENAS-MORALES, D. Qualita-
tive Korovkin-type Results on Conservative Approzimation, J. Approx. Th., (aparecera)
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Demostracién. Aplicaremos el Teorema 1.3 como sigue. Sea X = [a,b] y L =
oxD*. De esta forma Co(X)=C*(X)y P = Ck,k(0). Ademis, sea A = CrL(X),

C=C(X)sih=kyC= Cix_1(0) en otro caso. Asi PNANC — Ci x(0).

También, sea V =< ex, ..., ex10 >. Més aun, definimos p = %;Jkek y para cada

z € |a,b] definimos ¢, € V tal que
D*p.(z) = ok (z — 2)? Vz € [a, bl,
D'¢.(a) = oi(1 + | D¢, ||) para i =k — 1,k—2,... h.

Vemos que las hipétesis del Teorema 1.3 se verifican. En efecto,sih<i<k-—1
con o; # 0, entonces

o:D'p.(x) = o:D'p,(a) + cr,-/ (D*t1p))

> 0;D'¢.(a) — |D* .|| > 1V € la, b].

Por consiguiente, ¢, € C'y ¢, verifica la hipétesis (2.ii). El resto de las hipétesis
se pueden comprobar con facilidad.

Como consecuencia directa del resultado mostrado se puede probar el si-

gulente corolario que trata la posible convergencia de las derivadas de orden
inferior que alli aparecian.

Corolario 2.1. Sea X = [a,b], CiXx(o) un cono de tipo ly K, : C*(X) —
C*(X) una sucesién de operadores lineales.

las siguientes propiedades:
a) Kn(Cj (o) N C*(X)) C CXi(0),
b) ||D*(Kye;) — Dfe;|| - 0Vj € {h,...,k+2},

c) D*(Kne;) converge puntualmente aD'ej Vi€ {h,... k—1},Vj € {h,... k}.
Entonces

Supongamos que la sucesion satisface

ID*(Knf) = D'f|| - 0 Vf € C¥(X) Vi € {h,..., k}.

Comentario 2.1. En el Teorema 2.1 y su corolario, la convergencia uniforme

de D*(K,e;) hacia D'e; Vi€ {h,...,k}, Vj e {h,...,k+1} no es una condicién
suficiente. Para probarlo se puede construir un operador polinomial lineal que
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conserva el cono C;:‘:k(a) (tipo I) y fija e; Vj € {h,...,k+ 1} 1. De hecho, sea
K : C*[0,1] = PPxy1 un operador lineal tal que

D*(K f)(z) = D*f(0) + (D*f(1) — D*f(0))z Vz € [0,1],

y verificando las siguientes propiedades:
1) parai=h,...,k — 1, siempre que o; # 0,
- si 041 = 0, entonces D*(K f)(0) = D*f(0) y D*(K f)(1) = D*f(1),
- si 0;0541 # 0, entonces D*(K f)(e;) = D' f(ay), con o; = l_a‘;"'“ :
ii) parai=h —1,...,0, siempre que h > 0, D*(K f)(0) = D" f(0).

La sucesion constante de operadores lineales K,, = K Vn € IN, conserva el

cono C}E}cl] (o) y fija el espacio IPx 1. Sin embargo los operadores son polinomia-

les.

2.2.2. Conos de Tipo 11

Teorema 2.2. Sea X = |[a,b], C,fk(or) un cono de tipo Il conr € I'y, y K, :
C*(X) — C*(X) una sucesién de operadores lineales. Supongamos que

Kn(Cix(0) N CH(X)) € C7, (o)

|D"(Kne;) — D"e;|| — 0 Vj € {h, ..., k}.

Entonces

|D"(Knf) — D" fll — 0 Vf € C¥(X).

Demostracion. Un argumento de linealidad nos permite considerar sélamente
or = 1 (en ese caso 0,49 = 1 6 0). También aplicaremos el Teorema 1.3. Sea
X =la,bl y L = D". De esta forma Cp(X) = C"(X) y P = C7.(0). Ademas,
sea C = Ci',._,(0) N C'fH,k(cr) y A= CKX). Asi PNANC = Cii(0).

1] MuNOz-DELGADO, F. J., RAMIREZ-GONZALEZ, V., SABLONNIERE, P. On Conservative
Approzimation by Linear Polynomial Operators. An Extension of the Bernstein Operator,

Approx. Theory & its Appl., 11, N.1, (1995), 62-71
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También, sea V =< e,,...,ex >. Mas atn, definimos P == ;I?e,. y para cada
z € |a, b] definimos ¢, € V tal que

D*p,(z) = 0% Vz € la, b],

si k> r+2, D'p.(a) =0i(1+ || D g, |) parai=k —1,k—2.....r+3
D™ 2p.(a) =1+ ||D™3,||,

D"p.(2) = D™ p,(2) =0,

sit > h, D'¢.(a) =0i(1+ || D lp,|) parai=r—1,r—-2,... h

)

Se tiene que ¢, € C' y que ¢, verifica la hipétesis (2.i1) del Teorema 1.3 dado
que 0; D', > 1 para h < i < k siempre que i # r y 0; # 0. El resto de las
hipotesis del teorema se pueden comprobar con facilidad.

Como antes se ha hecho, nos ocupamos ahora de la posible convergencia de
las derivadas de orden inferior.

Corolario 2.2. Sea X = [a,b], C{;(0) un cono de tipo II, | = min{l',} y
K, : C*(X) — C*(X) una sucesién de operadores lineales. Supongamos que
h <y que la sucesion verifica las siguientes propiedades:
a) Kn(Ci'r(o)NC*(X)) C Cix(0),
b) [[D'(Kne;) — D'e;|| — 0 Vj € {h,...,k},
c) D*(Kne;) converge puntualmente a De; Vi€ {h,...,l—1},Vj € {h,..., k}.
Entonces

ID*(Knf) —D'f|| - 0Vf € C*(X) Vi € {h,...,I}.

Comentario 2.2. En el Teorema 2.2 y su corolario, la convergencia uniforme
de D*(Kne;) hacia Die; Vi € {h, ... U}, Vi€ {h,...,k—1} no es una condicién
suficiente. Para probar ésto se puede construir una sucesién de operadores poli-
nomiales lineales que conservan Cj, (o) (tipo II) y fijan ej Vj € {h,...,k -1}

11, Por ejemplo, si fijamos un nimero natural N, el operador de Bernstein By

[1] RAMIREZ-GONZALEZ, V., MUNOZ-DELGADO, F. J. Some Results on Linear Polynomial

Operators, Multivariate Approximations: From CAGD to Wavelets, K. Jetter and F. Utreras
eds., World Scientific Publishing Co. Inc., (1993), 269-280
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en [0, 1], representa una sucesién constante de operadores polinomiales lineales

que fijan IP; y conservan el cono C’é?é”(a) con. o2 {1.0,1; =}

Como puede observarse, la Proposicion 1.1 es un caso particular del Teorema
2.2 tomando h = 0,k =2y o = {1,0,1,...}. También, las Proposiciones 1.2 y
1.3 son casos particulares del Teorema 2.1 tomando respectivamente, h = 0,k =
2,0 =1{1,0,-1,.}yh=0,k=1,0 = {1,1,...}.

Ya existen algunos trabajos directamente relacionados con los anteriores.
Se trata de resultados tedricos muy préximos al andlisis funcional que se ale-
jan de nuestros objetivos, aunque parten de hipétesis muy similares sobre la
conservacion de propiedades de forma. Entre ellos, Altomare y Rasalll, me-
diante técnicas de envolventes y de fronteras de Choquet, consideran el caso

o= f1 ...,1,00,u} ¥ Brosowskil?, en el ambiente de espacios vectoriales

parcialmente ordenados, trabajan el caso mas simple o = {1,1,0,0,...}.

2.3. Extension Cualitativa del Teorema de Korovkin

En esta seccién establecemos ya ese resultado que extiende al Teorema 1.3 en
ciertos aspectos. Como adelantabamos se permite que el proceso de aproximacion
se realice mediante funciones aproximantes que no son continuas y ademas se

generaliza el papel que alli jugaba el operador L.

Primero de todo intentamos poner de manifiesto estas dos vias principales de
extension mostrando unos ejemplos sobre sucesiones de operadores. Posponemos

el estudio de su posible convergencia hasta la seccion siguiente.

Ejemplo 2.1. Sea X el intervalo unidad m-dimensional de R™, X = [0,1]™ y
sea K, : C(X) — IR™ una sucesién de operadores lineales definidos mediante la

igualdad

n—1
an — Z Xcil ..... imM‘i{,...,im Vf € C(X)’

] g .,'i—rra. —0

(1] ALTOMARE, F., RAsA, I. Approzimation by Positive Operators in Spaces Cp([a, b]),
L’Analyse Numérique et la Théorie de L’approximation, 18, N.1, (1989), 1-11

(2] Brosowski1, B. A Korovkin-type Theorem for Differentiable Functions, Approxima-
tion Theory III, E.W. Cheney ed., Academic Press, (1980), 255-260
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donde para un conjunto dado A, X4 denota su funcidn caracteristica,

(41 33 +1] [ T | | |
Coy. i = |2, = X sais K [—, == ] Viy,...,im € {0,...,n =1}

n n n mn

—

Mt{’___,t-m = max{f(z) :z € C;,,...i..} Vi1,...,im €{0,...,n —1}.
Entonces K, f converge uniformemente a f para toda funcién fel(X).

Comentario 2.3. Cabe observar que el resultado de Munoz-Delgado (Teorema
1.3), que ya generalizaba el de Volkov (Teorema 1.2), no es capaz de probar esta

convergencia puesto que las funciones aproximantes que aqui aparecen no son
continuas.

Ejemplo 2.2 (Operadores de Euler-Taylor). Sea N un niimero natural v sea Hpn
el subconjunto de C™ ~1(0, 1] formado por las funciones para las que existe una
particion del intervalo unidad [0,1], o =0< z; < ... < z,, = 1, de tal forma
que f € CN[z;,xi11) Vi€ {0,... ,m — 1}. Sea también T,, : CN|0, 1] - Hy una
sucesion de operadores que actian sobre una funcién f € CN|0, 1| mediante la
igualdad siguiente:

f(0) +zDf(0)+ ...+ z72V DN £(0), z €0, 1]

@ =1 (SX3 A - 2D Tur(2))

+1(z — L)NDN f(4) re (i, i=1...n-1.

n’ n

Sea J : Hy — RI®1 ¢] operador lineal definido por

i £Z N I

donde D" f_ y DN f, denotan las derivadas laterales izquierda y derecha res-

Vf € Hy,

pectivamente de orden N de f.

Entonces J(T., f) converge uniformemente a DV f Vf € CN 0,1].

Comentario 2.4. Notese que en la convergencia uniforme anterior aparece un

operador J que hace las veces del operador L del Teorema 1.3. No se trata de
un simple operador derivada.

Enunciamos ya el resultado perseguido:
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Teorema 2.3. Sea X un subconjunto compacto de R™, B C IR*, A un subes-
pacio de C(X) con AC By L : B — IR* un operador lineal verificando que
L(A) Cc C(X).

Sea P={f € B:Lf >0}, sea C un cono de A y sea V un subespacio de
A verificando las siguientes propiedades:

vl) existe una funcion u € V tal que Lu = 1,
v2) para todo punto z € X, existe una funcién ¢, € V N C tal que:
a) Ly,(z) =0 < Lp,(x) Vx € X — {2z},
b) Vf€e A, Ja=a(f)>0/B>2a= Py, + feC.
Sea K, : A — B una sucesion de operadores lineales verificando:

kl) K,(PNnC)C P Vn e NN,
k2) LK, f converge uniformemente a L f para toda funcion f € V.
Entonces LK, f converge uniformemente a Lf para toda funcion f € A.

Demostracién. Sea f una funcién de A. Debido a la continuidad de Lf y a la

compacidad de X, existe una constante M > 0 tal que
—M < Lf(x)— Lf(y) < M Vz,y € X. (2.1)

Ma4as aun, si fijamos un punto z € X y un numero € > 0, entonces existe 6 =
§(z) > 0 tal que si z € B(z,6) = {z € X : |z — z| < 6}, entonces

S < Lf(z)—Lf(2) < (2.2)

c
3 3

De acuerdo con la suposicién (v2), hay una funcién ¢, que verifica (a) y (b).
Sea Mg el minimo valor de la funcién Ly, en X \ B(z,6). Usando (2.1) y (2.2),

se verifica que

M M
-—--% - Ltpz(a:)% < Lf(z)—Lf(z)< -g - 3 L@z(f’?)ﬁf Vz € X,V@ > 1. (2.3)

De acuerdo con la suposicién (b), tomando un valor de 3 suficientemente grande,

se tiene, usando (vl), que

Mp €

“AT&(Pz-l-gu—l-f—Lf(z)uEC
: § M8
3
Etpz+—gu—f+Lf(z)ue C.
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Pero, usando (2.3), estas funciones pertenecen a P también. Entonces, de la

suposicion (k1), para n > 1, la imagen por K,, de estas funciones son funciones
de P y se sigue que

~ SL(Kyu)(z) — 32 L(Knp2) (@) < L(Knf)(2) — LF(2)L(Kyu)(a)
o)
< %L(Knu)(a:) + %—?L(Kntpz)(m)‘da: € X,

o equivalentemente

L(Kn f)(x) < Lf (2) L(Knu)(@) + £ L(Knu)()

M

| 77 L(K,p,)(x)Vx € X (2.4a)

L(Knf)(z) > —3 L(Knu)(z) + Lf(2) L(Knu)(2)
MB
M

Usando la suposicién (k2) y (v1), hay un nimero N (e, z) tal que sin > N (€, 2)
entonces

L(K,p.)(z) Vz € X. (2.4b)

)

5 , £ .
y ™ .
35 Lo (@) < L(Knga)(2) < g tLlem) vz e X,  (26)

Ahora, usando (2.4a), (2.5) y (2.6), si n > N(e, z), se tiene que

Lf(2)I T Mﬁ’( %Ma)
L(K, ; f = — —p f
(Knf)(z) < 5 + |Lf(2)]| Li(z) 5 + |Lf(2) T 37" M Lo (2) Mp
- g sl 20
- ek —
= +3 + Lf(z) + 7 Ly,(x) Vz € X, (2.7a)

y usando (2.4b), (2.5) y (2.6), tenemos que si n > N(e, z), entonces

- 30 e |Lf(2)l§ 2 MG (. T g Me
L(an)( )> -§-+|Lf(Z)| 3 §+|Lf(z)l lLf( ) M (L&{Z( )+ Mﬁ)
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€ € e Mp
= —— = - — = Ly,
5 — 3 T LI(2)— 5 — 3 Le:(=)
2¢ € M3
- . Ly, A 2.
o — 3 T Lf(2)—5-Lew (z) Vz € (2.7b)

Por otra parte, debido a la continuidad de L¢., existe 6, > 0 con b, < 6 =6(2)

tal que si x € B(z,6,), entonces

<M
Lo, (x) < 2 °

E (2.8)

Como consecuencia, usando (2.7a), (2.7b) y (2.8), si z € B(2,6.) y n > N(¢, 2),

se obtiene que
2€

L(Knf)(@) = LF(2)| < 5 (2.9)

De este modo, por (2.2) y (2.9), hemos probado que para todo e > 0y z € X,
podemos encontrar un nimero entero positivo N(€,2) y 6, > 0 tal que si n >

N(e, 2z) y x € B(z,0,) entonces
[L(Knf)(z) — Lf(z)] <e.

La familia de subconjuntos abiertos de X {B(z,6,) : z € X} es un recubrimiento
abierto de X. Como X es compacto, existe un subconjunto finito J de X tal que
{B(z,6,) : z € J} es un subrecubrimiento finito de X. Ahora, si elegimos N =
max{N (¢, z) : z € J}, se sigue facilmente la convergencia uniforme de la sucesion
L(K,f). En efecto, para cualquier punto z € X existe z € J de tal forma que
x € B(z,6,). Por consiguiente si n > N, se tiene que |L(K, f)(z) — Lf(z)| < e.

2.4. Ejemplos

Demostraciéon del Ejemplo 2.1. Basta aplicar el teorema anterior tomando

X = [0.1]™,

A=C =C(X),

B =R7*,

Lo=1,

V=(Lp1,. sPm P + .-+ D),
0= 1
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De aqui, observando que

K,1=1,
t; + 1
|Knp;(x) — pj(z)| = |~ Zj| VT € Ciy,. i

1y==+slm
n

lo que implica que

1
IKnpj(x) "“pj(l')l < ; Ve e X

K (P7 + ... +p2) () — (92 +... +92) (z)|

. 2 : 2
1 1 2 1
< (“: ) +“.+(3m:‘ ) —(a:f—i-...—}-:z:fn) Sm(Z2+ )Va:GX,

se obtiene que
|IKn1—1||x — 0,

|Knp; — pillx = 0Vj€{1,...,m}

[Bn (BT + ... +0%) — (P} +... +02) |, — O,

que acaba la demostracion del ejemplo.

Demostracion del Ejemplo 2.2. Los operadores de Euler-Taylor no son
positivos pero verifican que si

fech0,1, f>0, Df>0,..., DN 'f>0y DN f >0

entonces

Inf 20, D(Tnf) 20,..., DY"YT,f) >0y J(T.f) > 0.
Por otra parte, el operador J verifica que J(C¥[0,1]) c CJ0, 1].

Ahora, para probar el ejemplo vamos a aplicar el Teorema 2.3 tomando
A=C"[0,1],
B = Hpy,
b= ],
C={feCV0,1]: f>0,Df >0,...,DV"1f >0},

V =<eg,e1,....,en42 >,
1
N

pz € V con Ly, (z) = (z — 2)?, D'p,(0) =1+ |D*g,|, i=N—1,....0.

u(z) =

':rN Vz € [0, 1],
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De esta forma obtenemos el resultado usando que

Tne-,;:ei ViE{O,...,N},

I (Taen+1)(@) — Jensa(@)] < S vz e 0,1
g |
|J(Trhent2)(x) — Jent2(z)| < (N z R Vz € [0,1].

Conviene anotar también que la convergencia uniforme de D*(T,, f) a D*f para
i € {0,1,...,N — 1} también se obtiene sin més que observar que D (T, f)(0) =
D f(0) Vi € {0,1,...,N —1}.

Ejemplo 2.3. Sea X un subconjunto compacto de IR™ y denotemos por A
el operador Laplaciano. Sea K, : C?%(X) — IR* una sucesién de operadores
lineales verificando que si f € C*(X) con f > 0 y Af > 0, se verifica que

K,.f > 0.

Entonces K, f converge uniformemente a f para toda funcion f € C?(X)
si, v sélo si, la convergencia uniforme tiene lugar para f € {1,p1,...,Pm,P3
.+ Do}

Demostracion. El resultado también es una consecuencia directa del Teorema

2.3. Para comprobarlo basta considerar

A = C?[0,1],
B =",
Lf=f,

C={feA:Af >0},

V =K l,pl,...,pm,pf+...—l—pfn -

u(z) =1 Vz € X,

()= (1 — 21)2 4+ ...+ (Tm — 2m)* Vz,2 € X.

Ejemplo 2.4. Sea G el conjunto de las funciones f € C|0,1] para las que
existe una constante M > 0 tal que |f[zqo,z1,z2|| < M Vzo,21,22 € [0,1], ¥
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sea Ky, : G — C|0,1] una sucesién de operadores lineales que actian sobre una
funcion f € G de la siguiente forma:

fO+f[0,x]z+f[0,1,2]2%2, =z€l0,1

Kof(£)+ DK, f(i)(z — %)

Kaf(e) = { +1 [, 42,542] (o - 7% v€ (=1 n-3

Knf(2=2) + DK, f(2=2)(z — 2=2)

n

+f [nn2 n— l 1]( n;2)2’ .’L‘E(n ]
Entonces K, f converge uniformemente a f para toda funcion f € G.

Lema 2.1.

1) Los operadores K, no son positivos.

2) Sea f € G. Si f > 0y flxo,z1,22] > 0 Vzo,z1,29 € [0,1], entonces
K,f > 0.

Demostracion del Lema 2.1.
1) Se deduce facilmente considerando la funciéon f(¢) = ¢(1 — t), para la que
se tiene que K, f(x) = z(1 — z) — Z. En la siguiente figura dibujamos la

funcién f, representada por la linea punteada, y K, f para n = 15.

Fig. 1. Graficas de f, Knf, n = 15.
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2) Probaremos este enunciado demostrando previamente los dos enunciados
siguientes:
a) Si f es una funcién de GG, entonces

D(K, f)( ) n(f(”l) _f(i)) Vi € {0,1,...,n—2}. (2.10)

n n

b) Si ademaés se supone que f[zg, 1, x2] > 0 Vzo, 21,22 € [0, 1], entonces

( (
i '] ™ -t ' -
an(n) > f(n) Vi € {0,1,...,n—2}. (2.11)
Pero antes mostramos la férmula para las diferencias divididas que vamos a
usar aqui:
f i i+1 i+2] n? f(i—i—Z) zf(z-}—l)lf(i) Vi € {0 2)
n: n ) n - 9 5 = goooglb .

(2.12)
Comenzamos probando el apartado a) por induccién. Claramente se tiene

- D)0 =n (1(3) - 1)

Ahora, suponiendo K, f(£) =n (f(*) — f()), tenemos que

D(Knf) ( : 1) — D(Knf) (f;)
2 (122 (150122 2
—n (1(52)-1(3) + (HQ)‘Qf(Hl)”(%))
-n(1(*22) - ().

También vemos el apartado b) por induccién. Es claro que K, f(0) = f(0)
y sl asumimos que an(ﬁ-) > f(i'), tenemos, usando (2.10),

kot (E22) = s (2) + (2) o (2)
2 (A) (1D -~ () + 1))
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-kt (2)+ (3)n (122 - 1(2)
P (2) (1) -ar (L) + 1(2))
-t (2) - 31 (5) + 312 2 1(2) - 11 () + 37(122),
Pero f[4, it i42] > ( implica que
L (1) + () = (),

lo que prueba que K, f( ) > f( )
Empezamos ya la demostracion del apartado 2) del lema suponiendo primero

1 1

que T € [-— ] para algun : = 0,...,n — 3. Entonces, las ecuaciones (2.10),

n!’ n

(2.11) y (2.12) nos dicen que

Kot 2 1(2) o (1(2E2) ~1(2)) (=2 (o) A2 2L 122

Usando de nuevo la condiciéon de convexidad de f, tenemos que

f'ﬂi+1j+2“20

n n n

/() +n (1E) 1) (=) 21

Esto prueba que K, f(z) > 0.
Para completar el apartado ¢) suponemos ahora que z € [ 1] En este

caso podemos escribir que

Knf(z) = K, f(z) + K}, f(z),

donde

Kl f(z) = an(";Q) + (:g ”_2) Dan(”;Q)

n

1 n—2\* [n—2 n—1 ]
+§ £z f ) 11

n n n

=
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: , 1] .
n n

- -

n—2)2f n—2 n—1 _|

K2f(z) = (:c

Ahora, usando (2.12) y (2.10),

ki) = Kuf () +2(1(557) - 1(55))
(f(l)—2f(”"1) = f(”;z)) = Kaf (222) + 700) - £(2=2).

Por otra parte D?(K} f = f [" =2 ”_l 1] Como consecuencia, si definimos

o(z) = Baf(z) + Knf (o) - £(2=2),

n

donde Bj : C[2=2,1] — IP; es el operador clésico de Bernstein en [2=21] y si
usamos que g(=2) = K1f(252), (1) = K1f(1) y D2g(z) = D*(K1f)(z), se
obtiene que K f(z) = g(z). Finalmente g(z) = K f(z) > 0 dada la positividad
del operador de Bernstein y la ecuacién (2.11) utilizada con 2 = n — 2. Ademas
K7 f(x) > 0 dado que f[2=2,2=1 1] > (. Esto prueba que K, f(z) = K f(z)+
KZ2f(z) > 0.

Demostracion del Ejemplo 2.4. La demostracién de este ejemplo la con-

seguiremos de nuevo aplicando el Teorema 2.3 con

A=G,
B = C[0,1],
Lf=f,

C={fe€A: flxo,z1,22] > 0 Vo, 21,22 € [0,1]},

V =< eg,e1,e2 >,

u(z) =1Vz € [0, 1],

pz(z) = (z — 2)* Vx,z € [0, 1].
Notese que ya hemos comprobado la hipétesis (k1) del Teorema 2.3. Ademas la
hipétesis (v2.b) se verifica porque si f € G, entonces sus diferencias divididas de

segundo orden estan acotadas. Finalmente K,e; converge uniformemente a e;
para ¢ = 0,1,2. No en vano, K,eqg = ey, Kn,e; = €1 y Kpea(z) = = +ez(x) Vr €

0,1] como facilmente se puede probar por recurrencia.
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Capitulo 3

Resultados Cuantitativos

3.1. Introduccion

Dedicamos este capitulo al establecimiento de resultados que estimen el error

de convergencia en todos los procesos que han aparecido en el capitulo previo.

Ya en la introduccién deciamos que el punto de partida para lo anterior es
la primera version cuantitativa general del teorema de Korovkin (Teorema 1.1),
ésto es, el resultado de Shisha y Mond (Teorema 1.4). Como consecuencia directa

suya tenemos la siguiente estimacion para sucesiones de operadores lineales que
son k-convexos para un cierto k € IN.

Salvo que se diga lo contrario, consideraremos en la mayor parte del capitulo

que X = [a,b] y que X’ es un intervalo compacto de IR verificando que X’ C X.

Teorema 3.1. Seak >0y K,, : C*(X) — C*(X’) una sucesién de operadores
lineales tales que K,,(HX N C*(X)) c HX .
Entonces para f € C*(X), z € X' y 6, > 0,

| D* f(z) — D*K,f(z)| < EIT IDkf(:L")I |D*ex(z) — DkKnek(az)‘

. s (-’:—!DkKne;c(x) | ﬁig)) w(D* f,6,),

Aproximacion Conservativa y Teoremas de Korovkin 27
Daniel Cardenas Morales

Departamento de Matematica Aplicada

Universidad de Granada, 1998



28 Aprozimacion Conservativa y Teoremas de Korovkin
donde
2 2 1
B2(z) = D*K, ( ek — e + Hﬁek) (z).

(Nétese que (B2%(x) es una cantidad positiva dada la hipétesis que verifica el

operador Kn Yy dado que Dk ((kfz)!ek‘*‘? (k+1)'$ek+1 + k,:l? ek) > 0)

Demostracién. Sea f € C*(X), z € X’ y 6, > 0. Si consideramos un punto
t € X tal que |t — z| > §,, entonces

D*f(t) — D*f(2)| < w (D"f, ‘ ‘6“"“5“) < (1 B "“") W(D*£,6,)

(t —z)?

< (1 | 52 )w(Dkf, bn).

Como evidentemente se tiene que si |t — z| < §,,, entonces

|D*f(t) — D*f(z)| < w(D*f,6y),

se deduce que

(t—a)?
52

1y’

|D*f(t) — D* f(z)| < (1 ) w(D*f,6,) Vt € X.

Si definimos la funcién

£ e ‘ xe + — 1 3:2
xr —— e ’
N ) | e WS DTt Rl
entonces de la ecuacidn anterior se obtiene
1 k -
D* (£ = D*f(a)ggen +w(D*f,80) pren + 2L /4. ) 2 0

( f+Dkf($) ek +w(Dkf On )-—ek I w(ng,én)gm) > 0.

Si usamos ahora la hipétesis sobre K, y la definicién de 32(z), tenemos que
evaluando en el punto x

1
k!

1
k!

D*K, f(z) — D* f(z)+ D* Knex(z) + w(D*f,6,) — D* K ex(z)
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w(D* f, 6,
+ ( 5?{ ) ,21(3:) >0
¢ 1 1
—D*K, f(z) + D" f(:c)-ﬁ-DkKnek(x) +w(D"f, 5n)ED‘°Knek(x)
w(D* f,6,)

o equivalentemente,

1
k!

D*K, ex(z) + ’83(“")) .

D*K,, f(z) — D* f(:c)%DkKnek(:r) < w(D*f,6,) (
Si sumamos la ecuacion anterior a esta otra

DF f(a:)—g—!DkKnek(x) — D*f(z)| = % |D* f(z)| |D*ex(z) — D*Knpex(z)|

la demostracion esta acabada.

Como una primera extensiéon del que acabamos de mostrar, en la intro-
duccién ya establecimos lo que podia ser un resultado cuantitativo inicial sobre
aproximacion conservativa: nos referimos al trabajo de Knoop y Pottinger (Teo-

rema 1.6) para operadores casi convexos.

Sobre la base de estos resultados anteriores trabajaremos, primero para
generar versiones cuantitativas sobre aproximacion conservativa en C k v se
gundo para estimar la velocidad de convergencia en aquellos procesos mas gene-
rales de aproximacién como los que recoge el Teorema 2.3. A lo anterior, en-
riquecido con ejemplos, alguno de ellos de destacada importancia, dedicamos las

siguientes secciones.

3.2. Aproximacién Conservativa en Ck

El objetivo fundamental de esta seccion es estimar la velocidad de conver-
gencia de aquellos procesos de aproximacioén conservativa que hemos estudiado
en el espacio C*.

Primero de todo, en la seccién 3.2.1 dirigimos nuestra atencion en la direc-
cion de establecer versiones cuantitativas del Teorema 2.1. Mas adelante apli-
camos el resultado obtenido al estudio de la destacada sucesiéon de operadores

de Meyer-Konig y Zeller. Dedicamos toda la secciéon 3.2.2 a este ejemplo.
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A continuacién escribimos un desarrollo analogo al mostrado tomando ahora
como punto de partida el enunciado cualitativo visto en el Teorema 2.2, y es-
tablecemos por tltimo refinamientos de todo lo anterior ante la eventual mayor

regularidad de las funciones a aproximar.

3.2.1. Conos Arbitrarios

El Teorema 1.6 de Knoop y Pottinger podria representar un primer acer-
camiento a la estimacion de los errores de los procesos de aproximacion que se
recogen en el Teorema 2.1, aunque todavia lejos de funcionar con sus mismas

hipotesis generales.

Iniciamos esta seccién viendo que, de hecho, lo que estos autores prueban es
consecuencia directa del Teorema 3.1 que se acaba de establecer. A continuacién
extendemos su resultado eliminando la suposicién que se asume sobre los espacios

de poiinomios, para llegar a la versién cuantitativa que perseguimos.

Empezamos, segin lo escrito, con una generalizacion muy simple del Teo-
rema 1.6, donde permitimos cualquier signo en las derivadas involucradas en
las propiedades conservativas de los operadores, y con una proposicién, que
muestran la mencionada debilidad, en cierto sentido, del resultado de Knoop
y Pottinger. Ambos resultados pueden leerse en un trabajo de Munoz-Delgado
y Cardenas-Morales.!!]

Teorema 3.2. Sea k un entero positivo y K, : C*(X) — C*(X’) una sucesién
de operadores lineales tales que K, (IPx—1) C IPx_1. Supongamos que existe un

cono C,fk(a) tal que

K, (Ci¥k(0) N C¥ (X)) c C&i(0).

Entonces se obtiene la misma tesis que en el Teorema 3.1, es decir, para
feC¥X),zre X"y b, >0,

D*£(z) — D*Knf(2)] < 7 |D*(2)| | D*ex() — D* Knes ()]

[1] MuNoz-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. Korovkin Type Results for Shape
Preserving Operators, Curves and Surfaces with Applications in CAGD, A. Le Méhauté, C.
Rabut and L. L. Schumaker eds., Vanderbilt University Press, Nashville & London, (1997),
303-310
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1 ga(z)
+ (HDkKnek(x)_!_ 6,21 )w(Dkfa 671)1
donde
2 2 1
2 L k * 9

Demostraciéon. Es una consecuencia directa de la proposicién que mostramos

a continuacion, que prueba que las hipétesis de este teorema y por consiguiente
las del Teorema 1.6 implican que

K, (C&¥ (o) N C*(X)) c C&, (o). (3.1)

De esta manera bastaria entonces tener en cuenta unicamente el Teorema 3.1

para probar ambos resultados.

Comentario 3.1. Cabria observar, no obstante, que quiza en algin caso

practico podria ser mas comodo, o mas facil, verificar las hipdtesis del Teorema
3.2 que las del Teorema 3.1.

Proposition 3.1. Las hipédtesis del Teorema 3.2 implican (3.1).

Demostracion. Sea f € C';sz(a) N C*(X). Si tomamos la funcién g € Py_,
verificando

D*lg(z) = ox—1 || D*1 f|| Vz € X,
D'g(a) = oi((b— a)||D**'g|| + | D*f||) parai =k — 2,k — 3,... A,
se tiene que parati =k —2,k—3,...,h,

0: D' (f + 9)(z) = 0: D' f(z) + o, / Di+g(2)dz

a

+o7 ((b—a)||[D**'g|| + | D*f||) > 0.

Por consiguiente f + g € Cf,f () N C*(X). Si ahora usamos la hipétesis conser-
vativa de los operadores K,,, tenemos

Kn(f +9) = Knf + Kng € Ci¥,(0) N C*¥(X"),

y dado que K, (Px_1) C IPx_1,

0 < oxD*Kn(f +g) = 0xD*K, f,
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luego K, f € C¥, (o).

Vemos ya ese enunciado mas general perseguido.

Teorema 3.3. 112l Sea k un entero positivo y K,, : C¥(X) — C*(X') una
sucesion de operadores lineales. Supongamos que existe un cono C;f (o) tal que

K, (C¥i (o) N C¥(X)) c C& (o).

(por linealidad podemos suponer sin pérdida de generalidad que o = 1)
Entonces para f € C*(X),z € X' y 6, > 0,

|D* f(z) — D*K, f(z)| < % |D* f(z)| |D*ex(x) — D* Kpex(z)|

1
+-k—i-w(Dkf, 6.)D*Kex(z) + NB2(z),
donde
a) B2(x) = D*K,g.(z), siendo g, la unica funcién del espacio (ep, .. .y Cht2)

que verifica
D¥g.(t) = (t — z)% Vt € X,
Dig.(a) = 0; (14 (b—a)||D**'g,||) parai = k—1,k—2,. .., h (siempre

que h < k).
b)
f k—i (| Yk k
e T {HD*‘fu S e L }}
\ = o; #0 :

con ¢ = max{|al, |b|}.

Comentario 3.2. Notese que N depende tanto de n como de f y que la
cantidad D*K,, g, () no es negativa dado que

gz € Crr(o) N C*(X)

(1] CARDENAS-MORALES, D., MuNoz-DELGADO, F. J. A Korovkin-Type Result in C*.
An Application to the M, Operators, (enviado)
(2] CARDENAS-MORALES, D., MUNOz-DELGADO, F. J. Quantitative Korovkin-type Results

on Conservative Approximation, (enviado)
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por definicion.

33

Demostracion del Teorema 3.3. Sea f € C*¥(X), 2z € X'y 6, > 0.

Siguiendo la demostracién del Teorema 3.1 tenemos que

2
|D*f(t) — D* f(z)| < (1 + (t _5;:)

n

) w(D* f,6,) Vt € X.

De esta ecuacion se deduce que

D*{. 5,
ek lw( f’.‘ )gm)zo

D (7= D@ + oD Lo g + 2

> 0,

D*f, 6,
w(D"f,8 )gm)

D" (—f+Dk ( )—+w(Dkf,6n)%-+ 52

y atendiendo a la definicién de N, también

D’“(f D"f(a:) +w(D’°f6) +Ng¢)_0

D* (=1 + D*f(x) 5> +w(D* f,80) 2 + Ngz) > 0

k!
Ademas, si h < k, entonces para h < 1 < k con o; # 0, dado que

t
o;D'g.(t) = crt-/ D'**1lg.(2)dz + JiD‘:g,,(a)

/D“"l z)dz + 1+ ( —a)‘|Di+lg$H21,

tenemos que

gD’ (f D""f(:r:) —I—w(D“’fﬁ) +Ng$)

i Ck—i Ck—i i
= 0iD'f — D" f(@) 57 + 0w(D* . bn) 5y + NowD'y

i Ck—i & ck—-i 3
> = ID Sl = e 1P F @) = =y (D™f80) + N 20
y
o*iD"( f+D’°f(a:) -+ w(D* £, 6, )k, +Ng$)
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. , € — k Ck—i 1
= —0;D'f + 0; D" f (= )(k — ) + oiw(D f,<‘5ﬂ)(1rc —) + No;D'g,
>~ [|Df]| o D (&) — e w(D*f,62) + N 2 0.
- (k —1)! (k —12)! ’ —

En cualquier caso se verifica que

f = Dkf(r) +w(Dkf6) '+Ng,;€Chkr“le( )

k!

—f+D"‘f(x) +w(D’°f 5, ) +Ng$€ChkﬂC’°(X)

Usando la hipétesis que se tiene sobre K, y la definicién de (32 (z) tenemos que

evaluando en el punto z,

DkKnek (112)

D*K, f(z) — D" f(z)D*Kpex(z)| < w(D*f,6,) = + ND*K,g.(x)
= w(D* f,a,,,)D kK;f"’(”’) - N32%(z). (3.2)

De aqui la demostracion se concluye como se hizo en el Teorema 3.1.

Comentario 3.3. Noétese que la estimacién que acabamos de establecer es
similar a la del Teorema 3.1. El sumando

2
PntD) (D £, 60)

donde (2(z) = D*K,g.(x), siendo g, la tinica funcién de (ek,€r+1,€rs2) que
verifica D*g,(t) = (t — z)?2 Vz,t € X, ha sido reemplazado por

2 k—-i k T W k L
mace{ 2804 1,8.),82(2) oo {10+ S IE L D10 2L

cr;é()

donde ahora 32(z) es como en a) en el teorema anterior.

Probamos a continuacién un corolario del teorema anterior, que también
comentamos, poniendo de manifiesto que ya en el Teorema 3.3 estamos précti-
camente ante una version cuantitativa del Teorema 2.1.
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Corolario 3.1. !l En las mismas condiciones del teorema anterior, con los

mismos valores para c y para g, si f € C*(X), entonces para cada n € IN se
verifica que

1
|D%f = D*Kn f|| < 5 ID*£|| || D*ex — D* Knex|

1
+ﬁw(Dkf: Hn) ”DkKnek”

. k—1 Dk Dk i
+ max {w(Dkf,pn),ui s’ {IID‘fII Lo {ﬂjr;f il ))}}=

donde

Pnﬁ = Sup {1)"c ng:r(m)}
zeX
Demostracién. En la demostracién del Teorema 3.3, de la ecuacién (3.2) se

deduce que

D*K, f(a:)——l—Dkf(:r)DkKnek(:r) < w(D* f,6n)-k1—!

D*Kpex(z) + Npu2.

Ahora, si pu, > 0, tomamos §,, = u,,. Entonces

1
Knf(z) - —D" f(@) D Knex(2)| < w(D*f, ptn) | D* K|
. = (| D* fI| + w(D* f, u,
+ max { w(D*f, o), 2 max { || D) + S UDTIHDTF e) L
hf.;%k (k S Z)'
que sumado a la ecuacién
1
D* f(z )k'D"K ex(z) — D* f(z)| < 7 1P|l |[D"ex — D*Kpex||  (3.3)
permite obtener el resultado.
Si p, = 0, entonces
1
D*K, f(z) - FD" f(z)D*K,ex(z)| < w(D*f, 6, )kl'D‘fK ex ().

(1] CARDENAS-MORALES, D., MUNOz-DELGADO, F. J. Quantitative Korovkin-type Results
on Conservative Approzimation, (enviado)
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Como 6, es arbitrario para cada n € IN, haciéndolo tender hacia cero, se da la
igualdad siguiente:

Dkan(iE) == %Dkf(x)DkKnek(z)a

de donde, usando (3.3), aparece

1
|D*K,f(z) — D* f(z)| < 1 [[P*f|[ [ D*ex — D*Knex]|,

que concluye la demostracién. O

Comentario 3.4. Se debe observar que por la definicién de g,, tomando

la, b] = [0, 1] para simplificar los célculos, podemos escribir que
k+2

9: = ) aj(x)e;,
j=h

d
donde 0

(k+2)!
- I
(k+1)!°

1
ak(.:c) = E-'.I'z,

ak+2(x) =

ax4+1(x) =

y s1 h < k, de manera recurrente,

3 Ditlg,
aj(x):oj(1+|,j! 9z|) paraj=k—1,k—2,..., h.

Como ademds D*g,(z) = 0, se tiene que

k+2
D*Kngz(x) = D* (Kngz — 9z) (z) = D* | Y " aj(x) (Knej — &;) | (x)
-

k42 k42
< D _a;j(@)[|D*Kne; — D¥e;l| < llajlll| D* Knej — D¥e]|.
j=h J=h

Por tanto, si
|D*(Knej) — D*ej|| — 0 para j =h,... k+2
entonces u,, — 0, v evidentemente se tiene que
|D*(Knf) — D*f|| = 0 Vf € C*(X).

Ademaés tenemos una estimacién de la velocidad de convergencia en base a las

?

velocidades de convergencia de

|D*(K,e;) — D*e;|| para j =h,... k+2.
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3.2.2. Los Operadores de Meyer-Konig y Zeller

En esta seccién, como ya se adelantd, se utilizan los resultados cuantitativos

obtenidos para estudiar una destacada sucesion de operadores.

En 1960 Meyer-Ko6nig and Zeller!! introdujeron para cada n € IN los ope-
radores M, : C[0,1] — C[0,b], 0 < b < 1, definidos como:

M, f(z) = (l—x)“if(pin) (’”‘ P 1),;13.

p=0 P

Mas tarde, Cheney y Sharmal?l, teniendo en cuenta un caso particular de
otra familia de operadores introducidos por ellos, propusieron una ligera modifi-
cacién de los operadores de Meyer-Konig y Zeller que hacia que estos fijasen las

funciones lineales. Tras ella, quedaron definidos de la siguiente forma:

=050 (525) (1)

p=0

Ademas de conocérseles por el nombre de sus inventores, también se les
llama series de potencias de Bernstein dada la analogia existente entre estas
series y aquellas que definen a los polinomios de Bernstein. No en vano, estos
operadores estan formalmente relacionados con la distribucion de Pascal en la
teoria de probabilidad y con la matriz de Taylor en la teoria de sumabilidad, de
forma muy parecida a como los polinomios de Bernstein estan conectados con
la distribucién de Bernouilli y con la matriz de Euler-Knopp en las respectivas
teorias. Esta analogia ha hecho que muchas investigaciones se centrasen en el
estudio de aquellas propiedades de los operadores de Bernstein que se mantienen

para los operadores de Meyer-Konig y Zeller.

Mostramos a continuaciéon algunos resultados sobre estos operadores que

estan directamente conectados con lo que nos ocupa.

[1] MEYER-KONIG, W., ZELLER, K. Bernsteinsche Potenzreihen, Studia Math., 19,(1960),
89-94

(2] CHENEY, E. W., SHARMA, A. Bernstein Power Series, Canad. J. Math., 16, (1964),
241-252
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Por lo que respecta a las propiedades de forma, Lupas!!! prueba que los
M,, operadores preservan la i-convexidad para ¢ = 0,1,2 y aunque no ocurre lo
mismo con la 3-convexidad, si preservan de manera conjunta la 2-convexidad y

la 3-convexidad, es decir

Mo (C%(0)) c %P (o) Vi € {0,1,2)

( CL 1]( )) C Cé?éb] (o) con o903 = 1.

Ademas, como antes hemos mencionado, fijan los polinomios de grado menor o

igual que 1, es decir,
M,(f)=fVf €Py,

y verifican

n+p—1 z" s  Z(1—2x)
nea(z) = 2" +2(1 - 2) pz_ ( p )n+p+1_x n+ 1

lo que permite garantizar, usando cl tcorema de Korovkin, que para cualquior
funcién f € C|0, 1] se tiene que M,, f converge uniformemente en [0, b| a la funcién

|

Desde un punto de vista cuantitativo se han conseguido varias estimaciones.

Lupas y Miiller'?! comenzaron probaron que si f ¢ C 0,1] y = € [0, b] entonces

M, f(z) ~ f(@)| < o5 (f 7)

y utilizando el segundo mdédulo de continuidad

Maf(z) ~ f(@) < G (g7 )

|1] Lupas, A. Some Properties of the Linear Positive Operators (I), Mathematica, Cluj,
9, (1967), 77-83

(2] Lupras, A., MULLER, M. W. Approzimation Properties of the M, -Operators, Aequa-
tiones math., 5, (1970), 19-37
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Hubo una mejora posterior de Sikkemal!ll | que bajo las mismas condiciones

establecio la estimacion

Maf(@) - f@) < (14 5 (1 4(22 Z?)z)) o(f =)

Ademas, Lupas y Miiller!?! también probaron que si f € C'[0, 1] entonces

— tia 2(2+3v3) | 1
Mo(@) - f@) < 22 (Dr, ).

vy que se podia mejorar la velocidad de convergencia si se exigia aun mas regu-

laridad a la funcién que se pretendia aproximar. En concreto establecieron que
si f € C[0,1] y si en un punto z € [0,b] f posee segunda derivada finita D? f(x),

entonces
" z(1 — z)?

IMnf(z) - f(2)| < = D?f(z) + o(n™1).

Todavia afiné méas Sikkemalll estableciendo que si ademés en el punto = €

[0,b] f posee derivada cuarta finita D* f(z), entonces

zz(1 — z)*(2z — 1) D? f(z)

n2

%x(l B $)3(1 B 5:1:)D3f(.’17) + _;_3:2(1 - :1:)4D4f($) |

n2

o(n™?),

donde incluso se puede reemplazar o(n~2) por O(n~3) si f tiene derivada sexta

finita en el punto z.

Por lo que atafie a las derivadas, Knoop y Pottinger!3!, haciendo uso del

resultado suyo que nosotros ya hemos presentado, y utilizando fuertemente que

[1] SIKKEMA, P. C. On the Asymptotic Approzimation with Operators of Meyer-Konig
and Zeller, Indagationes math., 32, (1970), 428-440

(2] Lupas, A., MULLER, M. W. Approzimation Properties of the M, -Operators, Aequa-
tiones math., 5, (1970), 19-37

[3] Knoor, H. B., POTTINGER, P. Ein Satz vom Korovkin-Typ fur Ck -Raume, Math.
Z., 148, (1976), 23-32



40 Aprozximaciéon Conservativa y Teoremas de Korovkin

los operadores preservan la 1-convexidad y la 2-convexidad y que no aumentan
el grado de las funciones de IP;, prueban las siguientes estimaciones:

iDMnf(x)—Df(x)lS%(Df,($(1_x)(2_m) ) ))

n—1 3(n—1)(n —2)
2 2) — D2 f(x 2(n +7) 2 £( 0
DM, f(2) - D*f(@)| < o D |2 (o)

2ty (o (2 (252422 10525 )

Es en este punto cuando podemos profundizar un poco maés en el estudio
de estos operadores probando estimaciones del tipo anterior para la derivada
tercera. Evidentemente el resultado de Knoop y Pottinger no es aplicable para

este caso puesto que a pesar de que se tiene la casi convexidad de orden 2,

también se tiene

M, (IP3) ¢ 1Ps.

No obstante si podemos aplicar nuestro resultado del Teorema 3.3 y obtener
para f € C*%[0,1] y = € [0,b], que

‘DgMnf(a:) — D3f($)| ot -:;T‘D?’f(a:)t : |D3Mn€3($) — D363(:L‘)[

+$D3Mn63(a:)w(D3f, Bn(x)) (3.4)

+max {w(D*f, Bu(2)), B2(2) (| D*]| + |D*£(2)| +w(D*f, Ba(@)) )}
donde
ﬁﬁ(i‘) = DSMng:r(:E)!

siendo g, la dnica funcién del espacio (e, e3, e4, e5) que verifica D3¢, (t) = (t—x)?
y D?g.(0) =1 + ||D3g,:||, es decir,
2 €3 e

es €4 , o€3 maxl (1 — 212 221) €2) (o
60 ‘127 % 6+(1+ {(1 )" })2)( ). (3.5)

ﬁi(x) = DM, (

Ciertamente, basta considerar en aquel teorema X = [0,1], X’ = [0,b], K,, =
My, k = 3 y hacer 6, = Bn(z).
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Evidentemente buscamos un resultado més explicito que pasa por estimar
cada uno de los sumandos que aparecen en la ecuacién (3.4) y para ello nece-
sitamos disponer de una cémoda expresién para la derivada tercera de los M,

operadores. Lupas!!! obtuvo la siguiente:

R

p=0 P

—

p+n f’ p+1 p+2 p+3
p+n+3  [p+n+1'p+n+2'p+n+3

p+n-——1f' p p+1 p+2 |
p+n+2 |p+n’p+n+1'p+n+2]|/J

y también la igualdad

F

3n f D p+1 P+ 2 p+ 3
(p+n)(p+n+3) |p+n'p+n+1'p+n+2"p+n+3

H

—f_ p+1 P+ 2 p+3 f_ p p+1 D+ 2
Y lp+n+1'p+n+2"p+n+3) p+n'p+n+1"p+n+2

que permite obtener esta otra expresién que nos sera de mas utilidad:

" TR mmp n+p—1 6n
M,f(z) =(1-2) ; ( p )(p+n+2)(p—i—n+3)

. n(p—i—'n—-l)f' D p+1 D+ 2 p+3
p+n _p+n’p+n+1’p+n+2’p+n+3d

(3.6)

+f— p+1 p+2 p+3 |
p+n+1'p+n+2' p+n+3]

}, (n > 3).

También haremos uso de algunas 1gualdades sobre las diferencias divididas,

a Saber ; e S 5 L A S ey

]
e[ p+1 p+ 2 p+3 ] 3(p+1)
Nlp+n+1'p+n+2' p+n+ p+n+1

(1] LupAs, A. Some Properties of the %ar Posztwe Opem _?(_5
9, (1967), 77-83 - JIN UJE UV

é[llorﬁatﬁ 61&t1 a, Cluj,

|
———_
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n
3.7
+(p+n—l—1)(p+n—!—2)(p+n+3) (3.7)
y
0 para 1=2
_ 1 para 1=3
e 1 p+1 p+2 ; P+33 _ p?n | an,zp para i=4
“lp+n’p+n+1'p+n+2"p+n+3
10(;&) + Bn.p
+Yn,p para 1=39,
donde
o6n l 4n
X p = !
P (p+n)p+n+3) (p+n)p+n+2)(p+n+3)
I 2n
| p+n)p+n+1(p+n+2)(p+n+3)’
8. . — 30np
P (p+n)2(p+n+3) |
B 20n | 5n2
vn’p_(p+n)(p+n+2)(p+n+3) | (p+n)2(p+n+ 2)2
, opn | 5pn
C(p+n)2+n+1)(p+n+2)2  (p+n)2(p+n+2)2(p+n+3)
| 21n2
| p+n)(p+n+3)2(p+n+1)(p+n+2)
| 5n2
(p+n)2(@+n+1)(p+n+2)2(p+n+3)2
4n?

-

(p+n)2(p+n+1)2(p+n+2)2(p+n+3)2

Ya estamos en condiciones de trabajar con cada uno de los sumandos de la
ecuacion (3.4). La idea que perseguimos para desenvolvernos con cierta como-
didad en los cdlculos que debemos realizar, es la de mantener en la medida de
lo posible la técnica que Knoop y Pottinger usan para trabajar con la derivada
segunda, ademdas de utilizar las operaciones que aparecen en DeVorelll en la

seccion que dedica a estos operadores.

1] DEVORE, R. A. The Approzimation of Continuous Functions by Positive Linear
Operators, Lecture Notes in Mathematics, 293, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, (1972)
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Un buen comienzo serd operar con D°M,e3(z). Utilizando (3.6) y (3.7)
tenemos que

.. +p—1 b6n
D3Mn — (1 — n—2 p n )
- pzzjox ( p (p+n+2)(p+n+3)
Jnlp+n—-1) 3(p+1) 3n
p+n "p+n+1 (p+n+1)(p+n+3)

“ |
+(p+n+1)(P+n+2)(P+n+3)

o +p—1 bn
=(1—-z)"? J:P(n )
( ) p; p (p+n+2)(p+n+3)

A+ H(Grn+ DE+nt) 1)
'{n' p+n)p+n+1)(p+n+2)(p+n+3) }

Separando los sumandos tenemos que para n > 4

D’M,e3(z) = okl 1-z)""2) z° (” L 3)

(p+n—1)(p+n—2) 24n? 2%~ _p(n+p—4
'{(p+n+2)(p+n+3)} (n—l)(ﬂ—Q)(n—3)(1_x) Zx( p )

(p+n—1)(p+n—2)(P+n—3)(p+n+%)((p+n+1)(p—l—n+2)——1)
{ (p+n)p+n+1)(p+n+2)2(p+n+3)2 |

(3.8)

Por lo que respecta al primer sumando de (3.8) tenemos la siguiente cadena
de igualdades:

6n(n + 3)

_ )2 mxp n+p—-3\(p+n—-1)(p+n-2)
n-Dm-2 Y p;, ( p )(P——n+2)(p—-n+3)

__6n(n+3) . aax~ p(ntp—3 8p +8n +4
*('n----l)("fl—2)(1 ) ; ( p )(1 (p+n+2)(p n+3))
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6n(n + 3) 24n(n + 3) e (n +p— 4)
= 1 —z)" .
m-Dr-3 m-Dm-9m-n DT LT,

p=0

'{(2p——2n+1)(p+n—3)} __6bn(n+3)
(P+n+2)(p+n+3) (n—1)(n—2)

24n(n+ 3)(1 — z)"2 ixp(n—l—p—ﬁl) (2 15(p +n + 1) )

(n—1)(n —2)(n — 3) = p P+n+2)(p+n+3)
~ 6n(n+3) 48n(n + 3) 1-2)
T m-1)(n-2) (n-1)(n—2)(n—3)"
| 360n(n + 3) —x"“zmxp n+p—4 p+n—+1
- Dm-Dm-3) 24 ( p )(p+n+2)(p+n+3)’

p=0

y para el segundo sumando de la ccuacién (3.8) tenemos que su valor absoluto
admite la cota superior

24n?
- D(n = =3)

(1—2x).

Con todo ello conseguimos que para n > 4

1 n(n + 3
G0 Mues(s) < _(1)(?132)* (3.9)
y también
l|D3Mn63(.’E) _D363($)‘ g n(n + 3) 1 8n(n + 3) (1—2z)
3! | (n—1)(n—2) (n—1)(n—2)(n —3)
60n(n + 3) —x”‘zmmp n+p—4 p+n+1

e De-2m-3" % p;, ( P )(P+n+2)(p+n+3)

| 4n? . 1 8n(n + 3)

- Dm—m_3 L % S(n-—l)(n-——Q)(ﬁn -3 1-9)

A —

n—3J3 p p+n+3 n—3

60n(n+3)(1_x)n_gixp(ner—él) 1 " 4n? (1—-55))

p=0

6n° — 20n + 6 — 8n(n + 3)(1 — :1:)’ + 60n(1 — z) + 4n?(1 — z)

<
- (n—1)(n —2)(n — 3)
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= — 24+40n +6
< max {6n? + 104n — 6,10n° + 40n } < 10n(n + 9) . (3.10)
(n—1)(n—2)(n—23) (n—1)(n—2)(n - 3)

Con lo visto hasta ahora tenemos estimado el primer sumando de la ecuacién
(3.4) y parte del segundo. Comenzamos ahora con el cdlculo de 82 (z). Utilizando
(3.5), (3.6) y (3.7) podemos obtener directamente la siguiente expresién:

5 B —x"_zmx n+p-—1 6n
Palz) = (1 = 2) ; p( p )(p+n+2)(p+n+3)

{2t (L (0( ) 4 200) - (52 ons) + 5

 p+1 p+2 D+ 3 ]}
0z

p+n+1'p+n+2 p+n+3

:(1—x)n—2i$p(n+19—1) n?(p+n—1) ( p )2

p p+n+2)(p+n+3)(p+n)\p+n

+Ilﬁ(1 — )2 ; zP (n +; B 1) (p + n)(fipninz;(;)jL n + 3) (Bn.p + Ynp)
—2x(1 —z)"? g z” (n | ; 1) (p+n +n;(1(9pinn-—+1§)(p +n) (p f— n)
B %x(l = g d (n +£ — 1) (p+n +n;)(a1nn_+1:;)(p +n)
+22(1 — 7)™ ; z? (n " - 1) 6T n)(zzipninzﬁ )+ n+ 3)
{1~ x)”“zgx”(n +£ B 1) (p+n+ 2(;?;)-{-71 + 3)

p+1 P+ 2 p+3
p+n+1'p+n+2'p+n+3]

"Iz (3.11)

El primer sumando de la iltima expresién de 3%(z) en (3.11) verifica esta
cadena de igualdades:

- (1 =1 n?(p+n—1) “
(1—=z) 2;3’"( +§ )(p+n+2)fpin+3)(P+n)(P‘*p‘n)
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B (1l — z)"?n* neax—~ pfmn+p—1
- (n+1)3(n+3)(n +4) +i) =) 223:( )

p=2 ¥
. n’(p+n—1) ( p )2
p+n+2)(p+n+3)(p+n)\p+n

- z(1 — z)*2nt l 2%~ p(n+p+1
 (n+1)3(n+3)(n +4) F2%(1— ) 223:( p+ 2 )

| n“(p+n+1) ( P+ 2 )2
p+n+4)(p+n+5)(p+n+2)

(1l — )" %nl 21— z)"2n? & xp(n—}—p—-?))
ST P+ D) T m-Dm-9 2"\ p

_ (P+n-—1)2(p+n)(19+n—1)(p+n_2) ( D+ 2 )2
P+1DP+2)(p+n+4)(p+n+5)(p+n+2)\p+n+2

B z(1 — )" 2nt . 3(1 — )" %n2 n+p—3
C (n+13Nn+3)(n+4)  (m-1)(n-2) xp( P )

_(p+2)(p——n——1)2( P+n )(p—-n—-l)(p+n-——2)
p+1/\p+n+2 p+n+2/ \p+n+4/\p+n+35

)n——2n4 2,12

B z(l —zx
(n+1)%(n+3)(n+4) (n—1)(n—2)

e S Zw*’(HP' 3)an,p (n>3), (3.12)

p+2)(p+n+1)2( p+n )(p+n—1)(p+n--2)
p+n+2/ \p+n+2/\p+n+4/\p4+n+5/

Para el tercer sumando de (3.11) tenemos, para n > 3,

n—2 p[ " =1 n(p+n—1)
—2z(1 — x) I;)SC( +§ )(p " 2)?p_{:_n+3)(p+n) (pf—’n,)

- =2z(1 — )" %n? & " Fp—3 (p+n—1)2%p+n-—2)p
- (n=1)(n-2) 2 ( )(p+n)2(p+n+2)(p+n+3)



Capitulo 3. Resultados Cuantitativos 47

_ —22°(1 — )" 2n2 - (n+p 2) (p+n)2(p+n—1)(p+1)
(n—1)(n —2) p+1 (p+n+1)2(p+n+3)(p+n+4)

p=0

—&ﬁu-wﬂm2m Can ) (p+n)’(p+n—1)(p+n—2)

(n—1)(n — 2) p_ p+n+1)2(p+n+3)(p+n+4)
_ —2z°n” . 222(1 — z)"2n? ~ 2" +p—3
C(n-1)(n-2)  (n—1)(n-2) ( p )bwa (3.13)

p=>0
donde

(p+n)’(p+n—-1)(p+n—2)
p+n+1)2(p+n+3)(p+n+4)’

bn,p =1

y para el quinto sumando en la tltima expresién de 32(z) en la ecuacién (3.11)
tenemos que para n > 3,

2 __3:112 P tp 1 n2(p+n_1)
d Z ( )(p+n)(p+n+2)(p+n+3)

p=0

(n—l)(n——.?) = p (p+n)p+n+2)(p+n+3)
L@ 2-a Tt & (np-3)
- (n=1)(n-2) | (n —1)(n —2) ey ( D ) n,ps (3.14)
donde 2
g = —1 (p+n—1)*(p+n—2)

(p+n)p+n+2)(p+n+3)

Ahora, teniendo en cuenta (3.11), (3.12), (3.13) y (3.14) tenemos que para
n= 3

2 (1) — (1 — z)" 2nt ?n?(1 — )2 <« . n+p-—3
fn(@) = (n+1)3(n+3)(n+4) M (n—1)(n—2) Z p( p )a“’p

10(1 — z)"%n? pMTP— 3 (p+n—-1)%(p+n-—2)
(‘n--l(ft—?)Z ( p )
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1 z(1—z)*%n? mxp(n+p—3) (p+n—-1)*(p+n—2)
(

2(n-1)(n-2) — p p+n)p+n+2)(p+n+3) P

(1 — x)"2n? — n+p—3
P
MCESY n—2) 2@ ( )C‘””p

p=0

= n+p—1 on
+(1-2) szp( p )(p+n+2)(p+n+3)

p=0

p+1 P+ 2 p+3
p+n+1'p+n+2 p+n+3|

‘Jx (3.15)

Si ahora, de la expresién anterior, extraemos (3,1 y Qn.0 Yy separamos los
factores de z y 22 obtenemos

- n—2,.4 - n—2.4
5,21(17) _ {(n +:z:§)1 )" n : z(l—x)" *n 8o

S(n+3)(n+4)  10(n+1)(n+3)(n+4)

(1l —z)"2%(n—1)n
2(n + 2)(n + 3) i

%(1 — )" 2n2 <& n+p-—3
1{(n-1ﬂn—2)§:ﬁ1: p )@hm+2mm+fmﬂ

p=0

+]¢ﬁﬂ—mﬂ‘22§:ﬂpq?+?"3) (P+n—-1)%*(p+n—2) 8.,

10 (n—1)(n —2 D P+n)(p+n+2)(p+n+3)

12%(1—-2)"2n2 & 1[N TP— 3 (p+n—1)2%(p+n—2)
2 (n—1)(n-2) Z: ( p )@qup+n+m@+n+ﬁfm€}

] 1 (1—z)"*n? mmp n+p—3 (p+n—1)*(p+n-—2)
'{10(n~1)(n—2)z ( p )(p+n)(p+n+2)(p+n+3)"’”

H,—/

p=0

n—2 - D TZ*"F’"'l bn
+{(1*$) ZI( p )(p+n+2)(p+n+3)

p=0

.gx

p+1 p+ 2 p+3
p+n+1p+n+2'p+n+3
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— {z(1 — z)"-2 n’ — % — 78n% — 165n* + n3 + 248n? + 144n
(n+1)2(n+ 2)%2(n + 3)?(n + 4)2

| £2(1 — )" ?n2 — . Fp—3
{ (n —1)(n — 2) Zm ( )(an’p+2bn’p+cn’p

p+n—-2)p+n—1)(p+n)(p+n+1)? p
10(P+1)(p+2)(p+n+2)(p+n+4)(p+n+5) n,p+2

(p+n—2)(p+n—1)(p+n) )}

20+ D) +n+D(p+n+3)p+n+d) mrt

(1 —z)"*n? — (n+p—>5
+{10(n—1)(n—2)(n-3)(n—4)pzz:om( p )

(p+n—=3)(p+n—-4)(p+n—1)%*(p+n—2)
P+n)(p+n+2)(p+n+3) s

+{( (1 — z)"2 ixp(n+p—3)6n(p+n—-1)(p+n—2)

n—l)(n—-2)p=0 p P+n+2)(p+n+3)
+ 1 -+ 2 + 3
gy | L - - , (3.16)
p+n+1 p+n+2 p+n+3]

Se puede comprobar facilmente que una cota superior del primer sumando
de 32(z) entre llaves en (3.16) es

2(1 — z)n
(n—1)(n )( —3 (=24

El segundo sumando entre llaves de (32(z) est4 acotado superiormente por
2 ] = n— 2
(1—1x) ZIP (n +p— 3) 1
(n —1)(n —2) p+1

“w e w5 )

p=1 P

2(1 — z)n? z(1 — z)"2n?

(n—=1)(n-2)(n—-3) (n—1)(n—-2)(n-23)
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(1 — z)n?

S m-D(n-2)(n-23)

> 4).

(n

También, dado que v, , < T_T"P - una cota superior del tercer sumando de
B2(z) entre llaves en (3.16) es

— a2
5(1 — z)*n (n > 5).
2(n —1)(n —2)(n — 3)(n —4)
Por otra parte,
p+1 P+ 2 p+3 1.,
- - ) ) —|[D - -
“lp+n+1'p+n+2 p+n+3. < 5lID%|

—

2 (S _ &4 263 _ 2 .27) &2
D (60 x12+:c 6+(1+max{(1 2) .2 })2)

A
2

y como D?g, es una funcién positiva y creciente, entonces

- p+1  p+2  p+3 | _1/1 2 2 2
T ) ) S=l=- 1 ax — .
g p+n+1 p4+n+2 p+n+3 2(3 v+a+1+max{(1-2)%2%)
1 7 4 2
<-2— ax{§—3x+23:2,§——a:+2x2}§§+{x——%|.

Por consiguiente, una cota superior del cuarto sumando de 3%(zx) en (3.16)
S

(1 — )2 ixp(n+p-—l)ﬁn(p+n—1)(p+n—2)(Eﬂx_%l)

(n—l pzo (p+n+2)(p+n+3) \3

(4 + |6z — 3|)n
S M= Dn-2)

(n 2 3).

Como consecuencia acabamos de obtener que para n > 5

z(1 — z)?n? [ z(1 — z)n?

2
Bn(x) 5 (n—1)(n—2)(n —3) | (n — 1)(n —2)(n—3)

25(1 — z)?n? | (4 + |6z — 3|)n
10(n—1)(n—-2)(n—=3)(n—4) (n—1)(n—2)

|
|
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 z(l-2z)(2-2)n? 5(1 — x)?n?
(n—1)(n—2)(n—3) 2(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)
| (4 + |6z — 3|)n
D=2 (3.17)

Estamos ahora en condiciones de resumir todos los calculos hechos en el
sigulente

Teorema 3.4. Sea f € C3[0,1],n > 5 y x € X’, entonces

10n 9
DM, f(2) ~ D*1(2)| € oy g s [ DS @)
"n ?_(T)(n?)_)_ 3y «(D°f,Tn(2)

i {w(DBf, I‘n(m)),l"i(x)(HDQf” 4 |D3f(x)| +w(D3f, rn(fﬂ)))} ,
donde

[2(z) = (1 —z)(2 — z)n? ; 2(1 — z)?n?
" (n—=—1)(n—-2)(n—-3) (n—1)(n—2)(n—-3)(n—4)
(4 + |6z — 3|)n
Tm—Dn-2)

Demostracion. Basta usar la ecuaciones (3.4), (3.9), (3.10) y (3.17).

Finalizamos este apartado diciendo que desde su apariciéon han surgido dife-
rentes generalizaciones de los operadores de Meyer-Konig y Zeller con intere-

santes aplicaciones en distintos campos. Una lista detallada de estos trabajos
puede encontrarse en un trabajo de Stark!!l .

[1] STARK, P. C. A Bibliography of the Bernstein Power Series of Operators of Meyer-
Konig and Zeller and their Generalizations, Anniversary volume on approximation theory and
functional analysis (Oberwolfach, 1983), 303-314
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3.2.3. Conos de Tipo II. Ejemplos

Enseguida mostramos resultados del mismo corte que el mostrado en la
Seccion 3.2.1, relacionados ahora con el Teorema 2.2; recordemos que era aquel
segundo teorema cualitativo sobre aproximacién en C*, donde las propiedades
conservativas de los operadores estudiados estaban directamente relacionadas

con los conos de tipo I1I.

También recuperaremos una sucesion de operadores que ya comenzamos a
estudiar en un ejemplo. A ella le aplicaremos lo obtenido.

Teorema 3.5. 1112l Sea Ci (o) un conode tipoIll conr €Ty y K, : C*¥(X) —

C"(X'") una sucesion de operadores lineales tales que
K. (Cix(o) NC*(X)) c CX (o)

(debido a la linealidad podemos suponer sin pérdida de generalidad que o, = 1).
Entonces para f € C*(X), z € X' y 6, > 0,

D" f(2) — D" K f(2)| < ~ D" f(@)] |D"er(z) — D" Kne,(2)

“w(D" f,6,)

r!

D"K,e.(z) + NB%(z).

—

Aqui BZ(z) = D"Kng.(z), donde g, es la tinica funcién de (ep, . .. , ex) verifi-
cando
D¥g.(t) = 20 Vt € X,
D'g.(a) = 0i(2+ (b—a)| D"t g,||) parai =k —1,...,7+3 (si k > r + 3),
D""2gz(a) =2+ (b —a)[| D" g, ||,
D™*1g,(z) = D"gz(x) = 0,
D'g.(a) = 0;(2+ (b —a)||D*g,||) parai =7 — 1,7 —2,... . h (si > h).

[1] MUNOZ-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. Almost Convezity and Quantitative
Korovkin Type Results, Appl. Math. Lett. (aparecerd)

[2] MuNOz-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. Korovkin Type Results for Shape
Preserving Operators, Curves and Surfaces with Applications in CAGD, A. Le Méhauté, C.
Rabut and L. L. Schumaker eds., Vanderbilt University Press, Nashville & London, (1997),
303-310
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También N = max {""’(D};f’é“l, Ny, N2}, donde

ni= e {1201,

r42<i<k 2
o; 70

_ ID*fll | "* (ID7f(z)| + w(D" f,6n))
N“’_g}x{ 2 4(r — i) }

y ¢ = max{lal, [5]}.

Comentario 3.5. Obsérvese aqui también que N depende tanto de n como

de f y que D" K, g.(x) no es una cantidad negativa porque
gz € C,ffk(or) N C*(X)

por definicién.

Demostracién del Teorema 3.5. Para f € C*(X), z € X'y 8, > 0, se tiene
que

2
D" f(t) — D" f(z)| < (1 By ;f) )w(D"f. 5.) Vte X.

Por otra parte, como

t
D™t2g,(t) = / D™+3g,(2)dz + D"*%g,(a)

t

=2+ || D" 3g,|| +/ D™ Pg.(z)dz>2 Yte X

a

D"g.(x) = Dr+lgm($) = 0,

entonces
D7g.(t) > (t —z)* Vte X.

De esta forma

D" (£ = D" f(a) mper +wlD"£,8,) er + X2 L0 ) > 0

n
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1 1 w Dr 1611.
D" (-*f+Drf($);-l'€r +W(Drfs‘5ﬂ)ﬁer+ ( 52f )gm) 2 0,

y usando la definicién de N,

(f Drf(a:)ler+w(D"f,6) e.,.+Ngm) >0

( f+D"f(a:)—e,.+w(Drf On)— e,-—l—Ngx) > 0.

Ademads, para h < i< k coni # r y 0; # 0, usando que

t
o'iDigm(t) = cr£/ Di"'lgm(z)dz + aiDig:,,(a)

t
- f Ditlg,(2)dz + 2 + | D*g, || > 2,

tenemos que para it > r + 1,
o; D (f D’"f(:z:)—-e,. +w(D" f, b, ) jer — Ngm)

= o;D'f + No;Dg, > 0

y
o; D" ( f+D"f (:1:)—6,. +w(D" f, b, ) e + Ng,;)
= —0;D'f + No;D'g, > 0,
y para 1 < T,
: 5 1 . 1
o; D" (f — D f(a:)ﬁe,- + w(D"f, 5,1);8,- Ngm)
i D‘l"‘ L)Cpr—; r e‘l"‘-—i i
:O',jD f—o'i (':( llllll )z)' -|—giw(D f, 611,) (T‘ ) i)' ; NJ{D gz
; Cr—-—i ) r—1 .
> —||D f” (r =) |D" f(z)] (T_i)!w(D [,6n) +N >0
y

o; D" (—f‘l"Drf( )Tler +w(D" f,6,)— e,.+Ngz)
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; D‘I‘f T e‘r‘——i . 81"-*1: W Drf, 61’1 i
- —O'iD f oF (T(—)I)! + Uzw(D f*: 671) (?" - ?,)! - N ( 52 )G.t-D 9x
’ Cr-—i . c'r’—t' .
> — || D ]| | | D" f(x)] sw(D"f,60) + N > 0.

(r — 1) (r —1)!

Escrito de otra forma,

1 1
f—D"f(z)er +w(D"f,6n)er + Ngz € Crr(c) N C*(X)

f 4 D"f(a:)%—,»er + w(D" f, 5,1)—1'-6,- + Ng, € C,‘ffk(a) N C*(X).

r!

Usando la hipétesis sobre K,, y la definicién de 32(zx) se obtiene que evaluando
en el punto z,

D' Kye (z)

r!

DK, f(z) — D" f(z)~ D" K,e,(z)| < w(D"f,6,,)

r!

- ND"Kpg9:(x)

D"K,e.(x)

— w(Drf-: 511) -l

+ NG, (). (3-18)

Si sumamos la ecuacidn anterior a esta otra

D" f(2)~ D" Kney(z) — D" f(x)| = ~ |D"f(2)] [D"er(z) — D" Kney ()

la demostracion esta acabada.

Comentario 3.6. Notese que la estimaciéon que acabamos de establecer es
similar a la del Teorema 3.1. El sumando

donde 3%(z) = D*K,g.(z), siendo g, la tinica funcién de (ex,exi1,ex+2) que
verifica D*g,(t) = (t — z)? Vz,t € X, ha sido reemplazado por

2
max { ﬁ’;gx)w(Dkf, 6n), BZ(x) Ny, 63(:1:)]\72}

donde ahora 32(z), N; y N3 son como en el enunciado del teorema anterior.

El comentario del siguiente corolario justifica que en éste estamos ante una
version cuantitativa del Teorema 2.2.
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Corolario 3.2. ! En las mismas condiciones del teorema anterior, con los

mismos valores de c y de g, si f € C*(X), entonces para cada n € IN se verifica

que
1 ' T T
|D"f — D Ko fll < < DIl |D"e, — D" Kne,|
1 r r r 2 ”th”
+Gw(D"f, pn) | D" Kner || + max {w(D fbin), b, Eé“’;k { 2 [°
2 ID*fll . c* (|| D" f|| + w(D" f, 65))
““rfg?i{ 9 * 2(r —12)! :
o;7#0

donde

P’i = Sup {DkKng:r:(x)} '
zeX

Demostracién. En la demostracién del Teorema 3.5, de la ecuacién (3.18) se
deduce que

D" Knf(x) — D' f(2) % D" Kner(@)| < w(D"f, 60) 2 Kner(®)

Ahora, si p,, > 0, tomamos 6, = u,,. Entonces

DK, f(z) — D" f(a:);l!—D"Kner(;r:) < ol D", )

+ max {w(D’“f, ftn), 42 max {”D el }

r+2<i<k 2
o;#0
2 IDfIl " (1D fIl + w(D" £, tn))
Hn %i‘% { 9 I 2(?" .- Z)' 1

que sumado a la ecuacién

T 1 T . 1 T T T
D f(x)ﬁD Kper(z) — D f(z)] < ﬁ”D flll|lD"e, — D Kne.|

permite obtener el resultado.

S1 pn, = 0, entonces para acabar se procede como en la demostracién del

Corolario 3.1.

[1] CARDENAS-MORALES, D., MUNOZ-DELGADO, F. J. Quantitative Korovkin-type Results

on Conservative Approzimation, (enviado)
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Comentario 3.7. Se debe observar aqui también que por la definicién de g,

tomando [a,b] = [0, 1] para simplificar los calculos, podemos escribir que

k

9z = Z a;j(x)e;,

g

donde

si kK > r + 3, de manera recurrente,

a;(z) = f% (14 ||D°*'g,||) paraj=k—1,...,7+3.

7!
Ademas ' "
ar+2(:r) = (7‘ n 2)! (1 ¥ “D gm“) )
k—r—1 .
r+143 -
eir@ == 3 (" )arsn@,
=1
k—r
o

ar(r) = — Z ( ] J)“H—J(x)-’r}:

j=1

y si 7 > h, también por recurrencia,

o - .
Az {x) = 7’;— (1+ ||D3+1g3,||) paraj=r—1,...,hA.

Como ademas D"g.(x) = 0, se tiene que

k
D"Kngz(2) < ) llasll[| D" Kpe; — DTe;.

j=h
Por tanto, si

|D"(Knej) — D"ej|| = 0 para j = h, ...,k

’

entonces p, — 0, y evidentemente se tiene que
|D"(Knf) — D" fl| — 0 Vf € C*(X).

Ademas tenemos una estimacién de la velocidad de convergencia en base a las
velocidades de convergencia de

|D"(Knej) — D"ej|| para j = h, ..., k.
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A continuacién, segin lo dicho al comienzo de esta seccién, aplicamos los
resultados obtenidos al estudio del error de convergencia de una sucesién de
operadores que ya habiamos introducido.

Ejemplo 3.1. Consideremos la sucesion de operadores del FEjemplo 2.4 aunque
con dominio en C?(0,1], ésto es, K, : C?[0,1] — C[0,1] actuando sobre una
funcién f € C?|0,1] de la siguiente forma:

fO+7[0,3]z+f[0,1,2]2%  ze0,}

Kaflflz)= +f[i itl i+2] (z — 1)3, re (L, H)i=1... n—3

n’ n ' n

K,f(2=2) + DK, f(2=2)(z — 2=2)

+f [n—?} n—1 1] (l’ n;2)21 = (n_-_-_g 1]

n ?

Entonces para f € C%[0,1], z € [0,1] yn € IN

r)— Jlx w : + m $”D2f” TW i
(@) = S@) < w(f, )+ max { 2T s, 2

Demostraciéon. Vamos a aplicar el teorema anterior considerando X = X’/ —

0,1, h=r=0,k =2y 0o = {1,0,1}. Ya comprobamos que con los datos
anteriores estos operadores verifican que

K.(Cix(o) NnC*(X)) c CX,

luego estamos en las hipdtesis del teorema.
Sea ahora f € C%[0,1] y 6, > 0. Entonces

|f(z) = Knf(2)| < |f(2)I]1 — Kneo(2)| + w(f, 6n) Kneo(z) + NB2(x),

donde en este caso se tiene claramente que

[5’2(1:) = K, (es — 2ze; + 33280)(.’8)
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y

3 w(f,6n) [|ID*f]
N—-ma.x{ 6,2,_ , 5 }

Usando ahora las igualdades

5 1
Kpep =€y, Kpej=e1y Kpes = —€1 + ez,

se puede comprobar facilmente por induccién que

Ba(z) = =.

n

Asi, la estimacién queda

TW x|| D?
£(2) — Knf(2)| < w(f, 60) +ma.x{ (/,6n) z||D”f] }

né2 ' 2n

Basta tomar §,, = \}E para tener el resultado.

Las siguientes representaciones graficas ponen de manifiesto que los opera-
dores K, aproximan bien las funciones en los puntos donde tienen segunda
derivada elevada. En las siguientes figuras comparamos para dos casos particu-
lares K, f (representada con un trazo continuo) con la funcién original f (linea

punteada) y con la funcién B, f (trazo discontinuo), donde B,, es el operador de
Berstein.

Fig. 2. f(z) = %sen(éi‘!ra:), n=185.
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5
Fig. 3. f(x) = %Efm( ° +zt — 2+ 22+ —1), n=15.

3.2.4. Refinamientos Relativos a la Clase de las Funciones.
Ejemplos

A continuacién establecemos refinamientos del Teorema 3.5. La idea es que
alli no se aprovechaba toda la regularidad que poseia la funcién a aproximar.
Ciertamente, se estimaba la diferencia |D" K, f — D" f| cuando K,(Cj (o)) C
C’;f{; (o), siendo C,fk(a) un cono de tipo Il con r € I',. Dado que 7 + 1 < k, se
sabe que la funcién a aproximar D" f es mas que continua; de hecho, es al menos

de clase 2. Aplicaremos estas mejoras al ejemplo ya estudiado.

Después, con la misma idea anterior, mostraremos un resultado para opera-
dores en las mismas hipatesis que las del Teorema 3.3, snuponiendo ahora mayor
regularidad de la funciéon a aproximar. Aplicaremos el resultado para dar otras
cstimaciones de la velocidad de convergencia de la derivada de orden tres de los
operadores de Meyer-Konig y Zeller.

Teorema 3.6. ! Supongamos las mismas condiciones que en el Teorema 3.5.
con el mismo valor de 32(z) y de c.
Entonces para f € C*(X),z € X' y 6, > 0,
1)
: o ' 1 T T T
D" f(z) ~ D Knf(2)| < % |D" f(2)||ID"ex (2) — D" Kner ()|

1] MuNoOz-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. Quantitative Aspects on Conser-
vative Approrimation, Presentado en: The Fourth International Conference on Mathematical

Methods for Curves and Surfaces.
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Il 611 (w(Dr-I-lf’(Sn)-F IDT-I—lf(:E)I)DrK e (.TL') +Nﬂ2($)

27!
donde 1 1
r- r-
N — Inax 3w(D f, 671) - ID f(I)I 1N11 N2 )
26,
siendo |
v = e {12 fll},
r+2<i<k 9
o #0
Na — max {HD;fII : cf—*(mD"f(x)l+6n(w(DTf1'f,5n)+\D"‘+1f(:c)|))}
Si<r 4(r —1)!
1)
T o 1 ) g r T
D" f(z) — D"Knf(2)| <  |D"f(z)[|De,(z) — D" Kner(z)|
e I)r+d.
490l zr'f(x)lD"Kne,(a:)+Mﬁf,_(a:),
donde & ;
r r+
M — max D" f(z)| + 6| D fH,Mth |
20,
siendo |
T {IIDfII}!
r+2<i<k 9
;70
1 r—1 T r+1
Vo — mae J 1P, €7 @D S @) + 8D f(@)]) |
hd-c_i;%r 2 4(r —17)!

Demostracion. Empezamos recordando que ya se probé en el Teorema 3.5
que

Dg.(t)>(t—z)°Vre X', Vte X (3.19)

0;D'g,(t) >2parah<i<kconi#r, o;#0. (3.20)

i) Sean f € C*(X), z € X’ y 6, > 0. Para cualquier t € X hay un punto ¢
entre x y t tal que

D" f(t) - D" f(x) = (t — &) (D" f(¢) — D' f(2)) + D™+ f(z)(t - z).
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Por otra parte,

‘Dr+1f(§) . Dr+1f($)| < w(D"H“f, |§ . :L.l) & w(Dr+1f1 |t - iBl)

Por tanto,

|t — |
On

D" f(t) = D" f(z)| < |t — z| (1 + ) w(D™f,6,) + D™ f(z)||t — 2

t — )2

= |t — z] (w(D""'lf, On) + |D’"+1f(:c)\) | ( 6

w(Dr+1 f, 5?1)

(t —z)°

6 w(Dr—i-lf! ‘511)

— 7r)2 "
< ((tzan) + 67) (W(D™1f,6,) + D™ f(2)]) +

r+1 r+1 £( 2
— (t—2)3 (3w(D f,6,) + | D™ f(=z)|

61’1 T T
o )+ 2 (@D™1£,6) +1D™ (@),

luego, usando (3.19), obtenemos

r+1 r+1
- (f D@+ (3w(D fob) + 1D f(x)l) 5

+§23 (@D £, 80) + |D™H f()) %) >0

r+41 r+1
D,.(_ f+D,.f(x)% N (Sw(D f.6,) +|D f(:z:)|) .

26,

B

+%” (W(D™f,6,) + | D™ f(2))) E"—‘) > 0.

Por la definicién de N, ademas es cierto que

DT (f - D?‘f(x)i—T + g N + %—1 (w(Dr-i—lf, 5n) + IDT+1f(:1:)|) %) >0

Y

DT (_f + Drf(:c)% + g N + %l (o:.J(D1r*+1f"r On) + |Dr+1f(:c)|) %) > 0.
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También, usando (3.20), tenemos que parar +1 < i < k con o; # 0,

o; D" (f — D"f(x)% + g.N + %ﬂ (w(D™1 f,6,) + |D”+1f(x)1) %})

=0;D'f + No;D'g, > 0

| i 5, .
JiDz (_f ofs Drf(x)% —|—ng -+ —2— (W(Dr_*_lf: ‘571) + ‘Dr+1f($)|) %)

— _JiDif T MgiDig:r > ),

y para h <1 < r con o; # 0,

. - On r
o; D" (f — D"f(:n)%- + gz N + > (w(Dr+1f, On) + |Dr+1f($)‘) j_,)

- O'.;*Dif - O'.,'_D f(il?)Br_,;

(r —i)!
6n r—1 -
b (D1 1,0) 4107 0) 5 D,
r—i r r—i r4+1 rtl
> _ | D - SRS @ T (DT, 8) + DS @)]) gy
(r — 1) 2(r —17)!
2
WD (=1 4 D@ 40N + 5 (D", 8) + 1D (@) 5 )
— —O';Dif s o} Drf(:r)er-z

bn r+1 r+1 €r—i | )
+0i 7 (W(D™ f,6n) + |D"H f(z)]) ) No;D'g,

DT f(@)| ¢ n (DTS, 60) + DTS (@) s
(r —i)! 2r—) -

> — || D
De otra forma,

f—D"f(x) i, | 52“ (W(D™ f,6,) + | D™ f(2)]) %
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+Ng; € Ci (o) NCH(X)

On
2

+Ng, € C';Ek(a) N C*(X).

—f + D" f(z) 7 + 2 (@(D™H £,6,) + D" f(2)])

Nuevamente basta usar la hipStesis sobre K,, y la definicién de 3%(z) para

acabar la demostracion como se ha hecho en los casos anteriores.

Sean f € C*(X), z € X' y 6, > 0. Para cualquier ¢ € X, usando el
desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién D7 f, tenemos

r r r41 r42 (t - m)?
D" f(t) — D" f(x) < D" f(&)(t — 2) + | D" £ 7,
luego
. 2 671 o 2
D71(0) - D f@)l < (D pa)l (St + G )+ aprer S
Si ahora usamos de nuevo (3.19) obtenemos
D" (f D'f), , D™ f(@) 46D 6n|D"+1f(x)|er) .l
rl 20 27!
y
- (_ p+ 2@, | D@+ GID Y 5lD™ f(:z:)|e,.) o
r! % 27!

y usando la definicién de M,

r r+1

D’ (—f + Drf(w)e.,. + Mg, +

r!

r+1 .
6al D" f(@ler o o
2r! -

También, usando (3.20), tenemos que parar + 1 < 7 < k con o; # 0,

o D' (f D":'(:r) e, + Mgy, 4 ‘5n’Dr;i{($)ler)
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— (T,;Di_f + MO'iDigm >0

6,| D™ f(x)|e,

e, + Mg, - o )

D" f(x)

r!

O'iDi (—f +
= —0;D'f + Mo;Dig, > 0,
y para h <1 < r con o; # 0,

; D" f(x bn|DT! flz)|e,
o;D (f 'r'( )e,.—l—Mg,; | | 27_{ ) )

D" f(z)er—i '5n|D’"+1f($)|e,—__£
= 7T 2 —i)

DT (@) _ DT ()]

== O’iDif — O o MgiDiQ:r:

> — D . S
! DT 5. 1 Dr+1
O..iD‘i f { f(a:) e, + ng n TII f(ﬂi)'er
r! 27!
- i DT f(z)er—i _5n|Dr+1f($)|6r—i | i
= —0; D" f + o; (r— 1) + 0; o — 9] - Mo;D'g,
-..: "D f(z)| "6 | DT (=)
== - 2M > 0.
>~ 117l (r =)' 2(r — i)! et
De otra forma,
. r+1
f = fl(m)er + Mg - nlD 2r)'°($)|er € Crr(o) NCH(X)
’ D 5.1 Dr+1
w b :,(x) er + Mg, + 2! 2T{ @ller ¢ ox, (o) nC*(x),

de donde se obtiene ya la estimacion buscada.

65

Ejemplo 3.2. Consideremos nuevamente la sucesion de operadores del Ejemplo

3.1yseafeC?0,1] yzel0,1].
Entonces paran € IN

1)

w(Df, L) + |Df(z)
2/n
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3w(Df, -=) +|Df(z)| ||D2f|
+:1:max{ 2/n " 2n ’

ii)

(1+z)|Df(z)|  z||D*f|
|Knf(z) — f(z)| < NG + =L

Demostracién. Aplicaremos el Teorema 3.6 con X = X’ = (0,1, k =0y
r = 2.
i) Sea 6, > 0 Vn € IN. Entonces para cada n € IN, aplicando el apartado i)
del Teorema 3.6,

f(z) — Knf(2)| < 1f(2)| |1 = Kneo(z)| + NG7 ()

+%ﬂ (W(Df,6) + |Df(2)]) Kneo(),

donde ya sabemos que 3%(z) = =, Kneqg = ep y donde

ID?fll 3w(Df,8n) + |Df(z)|
2 20, '

N=ma.x{

Sustituyendo tenemos

|Df|| 3w(Df,6n) + |Df(z)] }

£(2) ~ Knf(@)] < wmax { 1T0, 2000

%n (W(Df,6n) + |Df()]).

Basta tomar §,, = ﬁ y la prueba de i) estd completa.

+

i) Sea 6, > 0 Vn € IN. Entonces para cada n € IN, aplicando el apartado ii)
del Teorema 3.6,

On|Df(z)|
2

[f(z) — Knf(2)| < |f(2)| 11 — Kneo(z)| + NB*(z) + Kneo(z),

con )6?-21(3:) = }:F{: Kneg =e€gy

_ [ IDf@)| +6allD*fIl D]
N-rna.,{{ 5. 5 }
Sustituyendo,
z|Df(z)| | z||D*f| z|D*fl\ , éa|Df()]
(@) - Knf (@) < max | B2EEN o I AZILY 2ol

N R N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NNNMNMNHMNBMNENZSENHNNGNLNLNSNN
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#IDf(2)| | DSl , 6a\Df(@)]

26, @ 2n 2

Tomando otra vez §,, = ﬁ terminamos la demostracion.

Establecemos ahora un resultado analogo al anterior pero en relacién a la
conservacion de conos arbitrarios. Trabajamos ahora con la posible mayor regu-
laridad de la funcién que queremos aproximar.

Teorema 3.7. Y Supongamos las mismas condiciones que en 2l Teorema 3.3.

con el mismo valor de 3%(zx) y de c.

i) Para f € C**1(X),ze€ X'y 6, > 0,
|D* f(z) — D*K, f(z)| < %]Dk f(z)||D*ex(z) — D* K ex(z)|

bn (w(D**1f,6,) + |D*H1 f(z)))

D*K,ex(z) + NB2(z),

2k!
donde 3“)(1)1‘;4.1]{'t 511) 3 |Dk+1f(:1:)|
sz“{ 26, |
cF~(2|D* f(@)| + bn (w(D*! £,8,) + |D*+1f(x)]))
23 {MD fll + 20k — 7)1 }}

ii) Para f € C**%(X),z € X' y 6, > 0,
D*f(z) — D*Knf(z)| < % |D* f(z)| | D*ex(z) — D* Knex(a)]

On|DFH f ()]

T D*K,ex(x) + MB2(z),

donde

M = max { D f(a )|2J;— D21

*"‘"i;ék 2(’6*—- %)'

,i —= i S Wb e o I o N T T T e

kin-type for Shape Preserving Operators, Presentado en:*
on Computacional Mathematics.

ok—i kf(z k+1

™

1] MuNOz-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. ‘ﬁ"d}fﬁ’faf’ve E’stzma‘t’ek’ bf"k %QU

l -
| 24 )
B e —
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Demostracion. Basta seguir el mismo esquema que se utilizé en la de-

mostracion del teorema anterior.

Ejemplo 3.3. Sea M, la sucesion de operadores de Meyer-Kénig y Zeller.
i) Para fe C4X),n>5yze X/,

10n(n +9)

. XL

| DM, f(z) — D*f(z)| < e

In(z) n(n+3)
2 (n—-1)(n—-2)

+ i { [y (z) (3w(D*f,Tn()) + |D*f(x)])

Ta(z) n(n+3)

= = D =)D/ Tn(®)) -

[D* f ()|

2 )

02(@) (1D 1) + 1D £ (&) + 252 (w(D*f,Tu(a)) + [D*£(2)]) ) }

2
ii) Para f€e C°(X),n>5yz€ X',

10n(n + 9)

3 — D3 T
|D°M,, f(z) — D f(z)| < (n —1)(n —2)(n — 3)

|1D? f(z)]

| Ch(z) n(n+3)
2 (n—-1)(n-2)

D* (@) +max{r"2(‘”) (1D*£(2)| + Tu(@)ID*1))

2 (2) (nszu +|D*f(z)] + =) ID“f(:v)I) }

2
donde
[%(z) = z(1-2)(2—z)n® 2(1 — z)%n?
" (n—-1)(n—-2)(n—-3) (n—1)(n —2)(n —3)(n —4)
| (4 + |6z — 3|)n
D=2

Demostraciéon. Podemos aplicar a esta sucesién de operadores el teorema

anterior de la misma forma que cntonces sc utilizé ¢l Teorema 3.3. Asi, para
f e C*X), z € X', obtenemos

|ID° M, f(z) — D3f(:c)| < -31—!‘D3f(:1:)| | D? M, e3(z) — D383(x)|
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Brn(x) D3Mne3($)
+ 9 31 w(D4f: Bn(x))

ﬁn(I) D3Mn63(1')

+ o T DA f(=)

¢ e { Ba(x) (3w(D*f, Ba(2)) + |D*f(2)))
2 )

82(z) (121 + 1D (@)| + P22 (w(D*£, pu(2)) + ID* 5 () ) }
y para f € C°(X),n>5y z € X', se tiene

‘D3Mnf(3:) - D3f(:1:)| < -:-)}I|D3f(:c)| : ‘DSMHE;_';(ZE) - D363(:1:)|

Bn(x) D> Mpe3(x)
2 3!

|
|

D*f(2)] + max {ﬁ”ém) (1D*£(2)| + Ba(2) [ D*£1])

ga(z) (ID*11+10° @) + 221D @) ) }

Basta ahora recuperar las siguientes estimaciones que se obtuvieron en la Seccién

3.2.2 en las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.17) para, una vez sustituidas en las

desigualdades anteriores, acabar la demostracion:

1 n(n + 3)
3—!D3Mne3(a:) < = —(1)(n ) (n > 4),

1 10n(n +9)
_3-!.\1)31\4,,,63(3;) — D’e3(z)| < (=) (n —2)(n —3) (n > 4),
20, (1 — z)(2 — x)n?

Bn (@) < (n—1)(n—2)(n—3)
. 5(1 — z)2n2 " (4 + |6z — 3|)n (n>5).

2(n —1)(n —2)(n — 3)(n — 4) (n—1)(n —2)
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DeVorelll y Censor? ya habian trabajado con refinamientos de estas carac-
teristicas a la vista del resultado establecido por Shisha y Mond (Tecorema 1.4);
utilizaron no obstante técnicas diferentes.

En concreto, DeVore probé un resultado bajo las mismas hipétesis que las
del Teorema 1.4 aunque para funciones con derivada continua, para lo que utilizé
fuertemente la desigualdad de Cauchy-Schwartz para operadores lineales posi-
tivos. En nuestros resultados, desprovistos de la positividad (o mejor dicho de

la k-convexidad), ésto no es posible.

Por otra parte, Censor, ademas de repetir lo que DeVore ya habia estable-
cido, anadié una estimacion bajo el supuesto anadido en que la funcién a
aproximar tuviera segunda derivada continua. Utilizé para ello la elemental
desigualdad w(Df,6) < ||[D?f||6. Dicha estimacién, en el caso usual en que
K,eqo = eg, queda como sigue:

1 Kn = fIl < pallDFIl + 2un || D* £].

El método seguido en la demostracién del apartado ii) de nucstro Teorcma 3.6

podria utilizarse ahora junto con la desigualdad de Cauchy-Schwartz para mejo-
rar ligecramente esta ultima estimacién de DeVore.

[1] DEVORE, R. A. Optimal Convergence of Positive Linear Operators, Proceedings of the
Conference on Constructive Theory of Functions, Publishing House of the Hungarian Academy
of Sciences, Budapest, (1972), 101-119

[2] CENsOR, E. Quantitative Results for Positive Linear Approzimation Operators, J.
Approx. Th., 4, (1971), 442450




Capitulo 3. Resultados Cuantitativos 71

3.3. Extension Cuantitativa del Teorema de Korovkin.
Ejemplos

Entramos ya en el segundo gran apartado de este capitulo. Como se avanzd,
estimamos la velocidad de convergencia en aquellos procesos mas generales de

aproximacion que recoge el Teorema 2.3.

Con una amplia gama de comentarios trataremos de conectar el siguiente
resultado con todo lo que se ha ido mostrando a lo largo de las secciones ante-
riores, ademas de indicar que las hipdtesis bajo las que trabaja extienden una
buena cantidad de los resultados sobre aproximacién conservativa que aparecen

referenciados en esta memoria.

Teorema 3.6. !! Sean X’ ¢ X subconjuntos compactos no vacios de R™,
siendo X convexo. Sea B ¢ RX (RX c RY'), sea A un subespacio de C(X)
con AC ByseaL: B — RX un operador lineal verificando que L(A) C C(X).
Sea P={fe€ B:Lf >0} yseaC un cono de A. Asumamos las siguientes
hipotesis:
vl) existe una funcién u € A tal que Lu = 1.
v2) para todo punto z € X', existe una funcion ¢, € C tal que:
(a) Lyz(z) =0,
(b) existen dos constantes M,A € IR con M >0 y A > 1 tal que Lp,(t) >
M|t —z|* Vt € X,Vz € X/,
(c) para cada f € A, existe una constante a = a(f) > 0 tal que si &’ > «,
entonces

&d'p,+Bf+yue CVxe X' VGBe[-1,1], Vv € [—||Lfll,3||LSf]]-

Sea K, : A — B una sucesion de operadores lineales verificando las

sigulentes propiedades:

(k1) K,(PNC) C PVn € IN,
(k2) para cadan € IN, L(K,u) esta acotada y

pp = sup {|L(Knpz)(z)|} < oo.
re X'’

1] CARDENAS-MORALES, D., MUNOZ-DELGADO, F. J. Quantitative Korovkin-type Results
on Conservative Approrimation, (enviado)
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Sea H una constante positiva.
Bajo estas condiciones, para cada f € A y n € IN,

IL(Knf) — Lfllx < w(Lf, Hpn)|| L(Knu)| x + N

HILfllxr - | L(Knu) — 1| x-, (3.21)
donde LfH
N = max {pﬁ inf{Q}, o A-;’H)\“n) } ,
siendo

Q= {GI - ]R,+ ! a(,ot+ﬁf ’Y’U”Lf” = CV»B = [-111]'.' V’)/ = [“113]: Vt € X!}a

que, debido a la hipédtesis (v2.c), no es vacio.

Aqui el médulo de continuidad se toma sobre X.

) . . ; o _ w(Lf,Hu,
Notese que si A = C, entonces inf{Q2} =0 y N = (MHf ).

Comentario 3.8. Este teorema representa una versién cuantitativa del Teo-
rema 2.3. Se pone de manifiesto viendo que haciendo tender n hacia infinito, si
| L(Knpz) — Lpz|| — 0 Vo € X, entonces p,, — 0 y por consiguiente N — 0. Si

ademas ||L(K,u)— Lul| — 0, entonces L(K, f) converge uniformemente a L f en
X' para toda f € A.

Comentario 3.9. La idea de introducir la constante positiva H aparecié por
primera vez en un resultado de Mond!!! y més tarde en otro trabajo suyo con

2]

Vasudevan!?l . Toman ventaja de ella para obtener resultados més generales, y a

veces mejores, que el de Shisha y Mond (Teorema 1.4) y el posterior refinamiento
de DeVore comentado al final de la Seccién 3.2.4.
Entrando un poco més en detalle diremos que estos ultimos, como con-

secuencia de sus resultados, podian conseguir las siguientes estimaciones del
operador de Bernstein:

1

[1] MoND, B. On the Degree of Approzimation by Linear Positive Operators, J. Approx.
Th., 18, (1976), 304-306

2] MoND, B., VASUDEVAN, R. On Approzimation by Linear Positive Operators, J. Ap-
prox. Th., 30, (1980), 334-336
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1 1
|Bnf — fll < ﬁw(Df, .ﬁ)

Sin embargo no son las mejores como se refleja por ejemplo en un trabajo de
Popoviviul!l 0 en un libro de Lorentz[? | donde puede leerse

3 1

3 1 1
B,f — < —-——w(Df, —).
IBnf = S < 37mw(Df, —22)
Estas estimaciones si que se pueden obtener respectivamente de los enunciados

de Mond y Vasudevan, que ahora quedan evidentemente como casos particulares
de los nuestros.

Demostracion del Teorema 3.6 Sean f una funcién de A,ze X',neNy
6n un nuimero positivo. Si |t — x| > §,,, entonces

(L)) = (L) (z)] S w(Lf, |t — z]6a6, ") < (1 | It;lxl)w(lff- on)  (3.22)

t — x|
< (1+I > l )w(Lf,én),

n

y, usando la suposicion (v2.b),

@ne - wnwi< (1+ L) yry )

Esta desigualdad también es valida obviamente si |t — z| < 6,. Entonces, usando
(v1),

::((Lf)(x)u - f) +w(Lf,bn)u + w(géfn)@z € P. (3.23)

Por otra parte, si consideramos el conjunto

™

B +. J—(Lf)(x)u+w(Lf,b6)u+ ayp, € C ;
2. 5= {aelR ' (Lf)(a:)u—f+w(Lf,6n)u+a<,at eC WEX}’

[1] Poroviciu, T. Sur L’approzimation des Fonctions Convezes d’ordre Supérieur, Ma-
thematica (Cluj), 10, (1935), 49-54

(2] LORENTZ, G. G. Bernstein Polynomaials, Second Edition, Chelsea Publishing Com-
pany, New York, (1986)
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que contiene a {2 (obsérvese (v2.c) y que +Lf(z)+w(Lf,6,) € [—|Lf|l,3|ILf|]),

y si1 llamamos

N (6,) = max {inf{ngm}, w(fj‘;fn) } ; (3.24)
tenemos que
+((Lf)(z)u — f) + w(Lf,b,)u+ N(6,)pz € PNC. (3.25)

Entonces la hipétesis (k1) permite obtener que

(Lf)(@)L(Kntt) = L(Kn f) + W(Lf, 62) L(Kntt) + N(62)L(Knpz) > 0

L(Knf) = (Lf)(2)L(Knu) + w(Lf, 8,) L(Knu) + N(6,) L(Knp,) > 0.

Si evaluamos esas dos funciones en el punto z, se obtiene que
IL(Knf)(z) — (Lf)(z)L(Knu)(z)| < w(Lf, 6n)L(Knu)(zx)

+N(on)L(Knpz)(z), (3-26)

de donde, teniendo en cuenta la definicién de p), es inmediato que
IL(Knf)(z) — (Lf)(z) L(Knu)(z)| < w(Lf, ) L(Knu)(z) + N(6,) ).  (3.27)

Ahora, si pu, > 0, tomamos 6,, = Hu,. De esta forma, usando (3.24) y el hecho
de que

inf{Qs, .} <inf{Q},

tenemos

: Lf,Hpn
AN ) = {2 int {82, o), 2L H Y <

Por lo tanto, de (3.27), se deduce que
IL(Kn f)(z) — (Lf)(z)L(Knu)(2)| < w(Lf, Hpn)L(Kpu)(z) + N

< W(Lf, Hpn )| L(Knu)|| x: + N.
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Como ademas

(Lf) (@) L(Knu)(z) — (L) (@) < | Lflix - |1 L(Knu) — 1| x-, (3.28)

resulta que si se suman estas dos desigualdades se obtiene (3.21).
Si pn, = 0, entonces la ecuacién (3.27) implica que

IL(Knf)(z) — (Lf)(z)L(Knu)(z)| < w(Lf,6n) L(Knu)(z).
Si en esta desigualdad se hace tender 6, hacia cero se tiene la igualdad

L(Kn f)(z) = (Lf)(z) L(Knu)(z),

a partir de la cual, usando (3.28),

IL(Knf)(x) = (LF)(@)| < |ILfllx: - |IL(Knu) — 1| x-.

lo que también implica (3.21).

Comentario 3.10. La hipétesis de convexidad de X hace que la ecuacién (3.22)
sea clerta. Sin embargo, se puede trabajar sin usar esta suposicién si se usa el
coeficiente de deformacién de la convexidad que Jiménez-Pozo!!! introduce y usa
para establecer un resultado cuantitativo de tipo Korovkin. Vamos a explicar
este uso con algo mas de detenimiento.

Sea X un subconjunto no vacio de R™, sean z,y € X vy sea R(z,y) el
conjunto de las curvas rectificables de Jordan I'[z, y| que unen z e y. Se dice que
X tiene un coeficiente de deformacién de la convexidad p = p(X) si R(z,y) #

OVz,ye Xy
(T
sup { inf { ( [x,y])}} = p < 00,
z,yeX,z#y R(z,y) |$ T yl

donde [(T'[z,y]) es la longitud de I'[z,y]. Si X es compacto, entonces X es
convexo si, y solo si, p = p(X) = 1.

Si f es una funcién acotada definida en X con coeficiente de deformacién
de la convexidad p, entonces

w(f,aB) < E(pa+ 1)w(f,B),a,8 > 0.

[1] JIMENEZ-P0oz0O, M. A. Déformation de la Converité et Théorémes du Type Korovkin,
C. R. Acad. Sc. Paris, 290, (1980), 213-215



76 Aprozimaciéon Conservativa y Teoremas de Korovkin

Ahora podemos usar esta desigualdad para volver a escribir la demostracién del

teorema anterior para un conjunto X no necesariamente convexo y obtener la
ecuacion (3.21) con

A e w(Lf!Hﬂ'ﬂ)
N = max {,u,,n inf{Q2}, p A E .

Comentario 3.11. Nétese que de la ecuacién (3.26), a la que se llega sin usar
la hipétesis (k2), podemos obtener la siguiente estimacién puntual para f € A,
n €Ny, >0,

| L(Knf)(z) — (Lf)(z)| < w(Lf,b0n)L(Knu)(x) + N (6n) L(Knpe)(x)

+HLf(z)] - |[L(Knu)(z) — 1. (3.29)

A continuacién ponemos de manifiesto cémo a partir de esta estimacién se
pueden obtener las que aparecieron en las tesis del Teorema 3.3 y del Teorema

3.5.

Si en el teorema anterior tomamos X = [a,b], X’ un intervalo compacto
de R con X’ C X, L el operador D*, A = C*(X), B = C*¥(X"), h < k v
P C’,{fk_l(a), u = 24, que verifica la hipétesis (v1) y ¢, = g, VY € X', siendo
9= como en el Teorema 3.3, que verifica claramente la hipétesis (v2) con M = 1
y A = 2, entonces, de la ecuacién (3.29), para una sucesién de operadores K,
en las hipétesis de ese teorema (nétese que aqui PN C = C;fk () NC*(X)) se
obtiene que

D*(Knf)|(z) — D* f(2)] < —w(D*f,6,)D* (Knex)(z)

— k!
+N(6n)Dk(Kngm)(:z:) -+ IDkf(a:)| kl!Dk(Knek)(a:) — 11, (3.30)
donde )
N (6,) = max {inf{Qamm}, w(D(,j?{’ on) } ,
con

Q5. » = {a cR™ - ::(f (Dkfz!(x)ek) f w(Dki,! bn)ex
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+ag: € Cf{k—l(o-) Vt € X’}

Ahora, teniendo en cuenta que

. k i W k n
e {10/ + ELOLEAT L e g

h<i<k
d'.l'._-‘,,lfo

y por consiguiente que

N(6n) < max{ max {I\D*fllx |

h<i<k
ﬂ"'?‘-'“

|D* f(z)| +w(D* £, 6,) } w(D*f,6,) }
(k —1)! 82 ’

de la ecuacion (3.30) aparece la estimacion obtenida en la tesis del Teorema 3.3.

Por otra parte, si en el teorema tomamos X y X’ como antes, L el operador
D', A=C¥X), B=Cr(X'"),sih =r, entonces C = CX,,(0),y C =
Cr,_1(0) N Cﬁl—l,k(g) en otro caso, u = %, que verifica la hipétesis (vl) y
Yz = gz Vx € X', siendo g, como en el Teorema 3.5, que verifica claramente
la hipétesis (v2) con M = 1 y A = 2, entonces, también de (3.29), para una
sucesién de operadores K, en las hipétesis de ese teorema (nétose que PN C =

C,‘fk(cr) N C*(X)) se obtiene que

D" (Knf)l(@) = D" f(2)| < —w(D",62)D" (Kner)(2)

+N(6:)D" (Kngs)(z) + D" f(@)] | 5D (Kner)(@) — 1|, (3.31)
donde ol D £ 6
N(én)_—_max{inf{ﬂan,m}, “ 52f’ ”)},

(D"f)(:r:)e,.) 4 w(DT" f,bn)er

r! r!

s,z = {a eR*: £(f

+ag; € C,f,,_l(cr) N C;.’il,k(o) Vt € X’}.

Utilizando ahora que

ma.x{ max {"Dz‘f”x},}]gaj{ {”th“.¥+ |Drf($)|+w(Drf:5n)}} 696“,:5

r+l1<1<k 1 <i<r (fr —_— ?,)'
JI#U di#“



78 Aprorimacion Conservativa y Teoremas de Korovkin

y por tanto que

N(én)gmax{ — {“D f”X} III&X {”th”}( | IDT (55)‘+W(D7‘f16n)},

el g (r —2)!
2w(D" f,6n)
62 ’

de la ecuacién (3.31) aparece la estimacion obtenida en la tesis del Teorema 3.5.

Lo anterior supone entonces una prueba de que el ultimo resultado que
hemos establecido representa una auténtica extensiéon de los resultados cuanti-
tativos que hemos establecido en esta memoria.

Comentario 3.12. Volviendo de nuevo al teorema supongamos que existe
un conjunto finito de funciones f; € A,5 = 1,...,s tal que ¢, €< f1,..., fs >
Vx € X’. Entonces

S

Pz = Zaj(x)fj:

7=1

donde a; son funciones definidas en X', y usando (v2.a), tenemos que
L(Knez)( Za; ) (L(Kq f3)(x) — Lf;(x)).
J=1

Ahora, si para j = 1,...,s, a; estd acotada en X' y L(K,, f;) converge uniforme-
mente en X' hacia Lf; (ésto implica que ||L(Knpz) — Ly:||x: — 0 Vz € X'),

entonces, de la definicién de u,,, se obtiene que

pn <> llasllx - |1 L(Knf;) — Lfillx
=]

pn — 0.

Consccucntemente tenemos una cstimacién de la velocidad de convergencia de

pn en términos de las de |L(K,f;) — Lfillx,j=1,...,s

Conviene observar que casos particulares de lo que acabamos de ver se
mostraron en el Comentario 3.4 y en el Comentario 3.7. Alli se estimaban las

velocidades de convergencia de los dos procesos de aproximacién conservativa en
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C* en términos de las velocidades de convergencia de las funciones test asociadas

a cada uno de ellos.

Seguimos con algunos ejemplos para aplicar este resultado.

Ejemplo 3.4. Consideremos la sucesion de operadores del Ejemplo 2.1, ésto es,
K, : C[0,1]™ — R%Y" definidos por:

n—1

Kof= Y X, ..M . vfecp1m,
1, 1m=0
donde
Fil ?:1+1- —im ?:m+1- . .
Gl il == , B s , Vi1; 54 53m € {0445, —1}
n n n n o
h 4

Mi{,...,im = max{f(z):z € Cil,...,im} Vi1 0 s 5tm € {0, R 1}.

Entonces para toda funcién f € C[0,1]™ y n € IN,
m(4n + 1
”an_fHEQW(f,\/ ('n, ))

Demostracion. Vamos a aplicar el teorema anterior tomando

X=X =01,

A=C=C(X),

B =R”,

L=1,

V=(Lp1,....,Pm,P} +...+D%),
%=1,

e:(z) = (x1—21)° + ... + (Tm — 2m)? Vz,2 € X,
H =1.

Notese que las hipétesis (vl), (v2) con M = 1y A = 2, y (k1) se verifican
trivialmente. Ademaés, dado que A = C, entonces inf{2} = 0. También se
verifica la hipétesis (k2). En efecto, recordando que

Bel=1,
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1
Kupj(z) — pi(2)| < — Vz € X

n

yque
|Kn (p3 + ... +D2) () — (P + ...+ %) (2)

: 2 . 2
2 1
< (zl:-l) +...+(zm+1) —-(3:?4—...—1—:1:??1) Sm(22+ )V:UGX,

se deduce que
| Knp:(2)| = |Knp:(2) — p.(2)]

(Zpt) (2) — (Zpt) (2) — 2Zzt(Knpt — pi)(2)

1=0 1=0

cm2n+1)  2m _ m(dn+1)

n2 n n?

2 < m(4n+1)
n?

y por tanto que u;,

| f fll<2w( ‘/m(i”“’)

Ejemplo 3.5. Sea la sucesién de operadores de Euler-Taylor del Ejemplo 2.2,
ésto es, T, : CN[0,1] — Hy, para un cierto N € IN y Hxn como alli se definia,
que actuaban sobre una funcién f € C"[0, 1] mediante la igualdad siguiente:

f(0) +zDf(0) + ... + 372N DN f(0), z€ 0,1

Tnf )= (205! 4 - £ D Tuf (D))

ai(@ = 2)VDN (%) g€ (5, E)i=1.,n-1

Consideremos también el mismo operador lincal J : H,y  IRIO que alli sc
tenia:

N N N 4
Jf(:c)zD I\ )'QFD f+(z)

Entonces para f € CN[0,1] y n € IN,

Vfe€e Hy.
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N 2 4| DS | 12| DV S|
|JTnf - D f\\Smax{w(D”f=7;)+og?§%‘_l{ n +n(N—i)!}

,Zw(DNf,\—:/)_;l-)}.

Demostracion. Vamos a aplicar el teorema anterior tomando como ya se hizo:

X=X =[0,1,A4A=C™|0,1],

B = Hy,

L=J,

C={fecC™0,1):f>0,Df >0,...,DN"1f >0},

V =<eg,€1,...,enN42 >,

1 N
u(z) = Ni% Vz € [0, 1],
@z € V con Ly,(x) = (x — 2)%, D'¢,(0) =1+ ||D' .|, i=N—-1,...,0,

H =1].

Obsérvese que las hipotesis (v1) y (v2.a) se verifican con claridad. También se
tiene (v2.b) para M = 1 y A = 2. (v2.c) es consecuencia inmediata de que
Dip,(z) > 1Vz € [0,1], Vi € {0,...,N —1}. Maés atin recuérdese que estos
operadores verificaban que si

fec™po,1], f>0, Df >0,..., DN"'f >0y DN f >0,
entonces
Tof 20, D(Tnf) >0,..., DY Y Tnf) >0y J(Tnf) >0,

y para J se tenia que J(C"[0,1]) ¢ C[0,1]. De lo anterior se deduce que también
se satisface la hipétesis (k1). Sélo resta comprobar que se da (k2). Para ello,

tengamos en cuenta primero que de la definicién de ¢, se obtiene que

ff 1+ ”Di+19‘92”$j zZ:L.N 22$N+1 2$N+2

j! l |

pz(z) = "N TN+ D T (Nt

7=0
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de donde

2 2
Jp.(x) = s (N2+ 1)!J8N+1(33) | (N+2)!J6N+2(~’L')

2z 2

JTn(Pz(ﬂJ) = 22 JTn€N+2(:I:).

Segundo, recordemos que

The; = e; ViG{O,...,N},

I (Taens1)(@) ~ Jewn(@)] < Sl vz € [0,1]
Yy que '
T (Tnen+2)(z) — Jena(a)] < 2 Vo € [0,1),

y, por dltimo, tengamos en cuenta la igualdad |JT,p.(2)| = |JThw2(2)—=Jw.(2)].
De todo lo anterior se deduce que

2z|JTrens1(2) — Jeny1(2)) - 2|JThen42(2) — Jeny2(2)|

[JTnep=(2)] < (N +1)! | (N +2)!
2 N+ 2 (N+2)! 4
SN+ n T (N+2! o w

y por consiguiente que uZ < 2.

Aplicando ahora el teorema tenemos que para f € CV[0,1] y n € IN,

2 4 2
_ DN < Ng < . Ng <
N\JTnf — DN f|| < w (D f. ﬁ) +rnax{n inf{Q}, w (D f. ﬁ)} |
siendo 2 como en el enunciado del teorema.

Ahora la demostracion se concluye simplemente observando que

3
(N —9)!

a = max {HDifHF

0<i<N-—1

||Dan} e Q.

En el siguiente ejemplo estudiamos una sucesiéon de operadores que actian
sobre funciones de dos variables. Aprovechamos para ello la sucesién definida en
el Ejemplo 2.4.

P

0000000 0000000000000 0000 0000000000 0202000000900 90 0
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Ejemplo 3.6. Dada una funcion f € C([O, 1]2), para cada 7 € {0,...,n} defini-
mos la funcién f; de la siguiente forma:

filz)=f (-’r, %) vz € [0,1].

Sea ahora la sucesién de operadores lineales K,, : C*([0,1]?) — C([0,1]?) que
definimos de la siguiente forma: para f € C ([0, 1]2) definimos primero K, f en
los puntos (z, %) Vz € [0,1], V5 € {0,...,n} de la siguiente forma:

f;(0 +f3[0,n]:r+f3[0,n,n]:1: z € [0,1]

+f3 [ﬂ. 2!71 1 1 (.’L' 1'1.;2)2’r JIE(”T"Q,”
En el resto de los puntos del dominio [0,1]? definimos K, f de la siguiente forma:

para (z,y) € [+, 1] x [j- Jil] coni,j€{0,...,n—1}

Rof(@9) = G+ 1= n)Raf (2.2) + (= )Rnf (2,252)
Entonces para f € C*([0,1]*) y n € IN,
2
Kot =l < (£.2) +mac{ L L]0 (£2)]
n n || 0z n

Demostracion. Vamos a aplicar el teorema anterior tomando
X=X =[0,1)%

A = C%(X),

o° f
B = C(X),
L=1,
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Notese que las hipétesis (v1) y (v2) con M = 1y A = 2, se verifican trivialmente.
Para comprobar que también se da la hipétesis (k1) basta tener en cuenta que el
punto de la gréfica de K, f, (z,y, Knf(z,y)) para (z,y) € [, 2] x [£, 2],

estd en la recta que une (z,Z, K, f;(z)) y (z, 2, K. fj+1(z)), donde K, es el
operador definido en el Ejemplo 2.4. Ademas se verifica la hipétesis (k2). En

efecto, se tiene que

Kn,p;i = p; parai=1,2

y
_ 1 1+%
K (pT+p3) (2) = (pT +P3) (2)| = ———,
de donde se deduce que
" — T+ T
Bngp:(2)] = [Knps(2) — ¢:(2)| = =——

2

n'l

y por tanto que pﬁ <
Aplicando ahora el teorema tenemos que para f € C’z( 0, 1]2) y n € IN,

IBnf = fll <o (1,5) +max{ Zintio),w (1,2}

donde {2 es como en el teorema. De aqui basta observar que

0% f

1
2 1522 || €4

para tener la demostracion.

Las siguientes graficas comparan en un caso particular el comportamiento
de este operador con el de Bernstein en dos variables. En concreto, consideramos
la funcién

f(z,y) = sen(4n(z + y))

que dibujamos en primer lugar, y a continuacién mostramos K, f vy B, »f para
n = 20, donde B,, , representa el operador de Bernstein en dos variables.
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Fig. 4. Grafica de f.

Fig. 6. Grafica de Bn n f, n = 20.
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Capitulo 4

Nuevas Lineas de Trabajo

El trabajo desarrollado hasta ahora nos ha permitido no sélo completar la
presente memoria sino también darnos cuenta de las nuevas vias de investigacién
que ésta abre. En las siguientes secciones mostramos estos nuevos caminos de
estudio, alguno de los cuales ya hemos comenzado a recorrer.

4.1. Optimizacion de las Estimaciones

Hasta el momento nos hemos concentrado en dar estimaciones del grado
de aproximacion mediante operadores lineales. Hay tres formas destacadas de
medir cémo de precisas son tales estimaciones, a saber, mediante la saturacién,

la aproximacion de clases de funciones y mediante teoremas inversos.

Si Ly : Cla,b] — Clc,d] es una sucesiéon de operadores lineales y {a,(z)}
una sucesion de funciones positivas que converge uniformemente a cero en [c, d].

Se dice que L,, es saturada en [c,d| con orden {a,(z)} si se verifican las dos

condiciones siguientes:

—-L . > . ” = -
a) LS Ta Tlf " converge a cero si, y solo si, f esta en una cierta clase de funciones
n

T(Lﬂ)j
b) existe una funcién fo € Cla,b], fo &€ T'(Ln), que verifica que ”f"“_ai"l‘lf"" —
O(1).

Aproximacién Conservativa y Teoremas de Korovkin K7
Daniel Cardenas Morales

Departamento de Matematica Aplicada
Universidad de Granada, 1998
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El problema de la saturacién es determinar cuando L,, es saturada y, en su
caso, averiguar el orden de saturacién {a,} y la clase de saturacién, ésto es, las
funciones que satisfacen el apartado b) anterior.

Por otra parte, si L,, es saturada con orden {a,}, se sabe que por mucha
suavidad que tenga la funcién a aproximar no se puede conseguir un error de
saturacién o(a,). Sin embargo, la saturacién no da informacién sobre qué fun-
ciones se pueden aproximar con un orden que no sea 6ptimo. La aproximacién
de clases de funciones y los teoremas inversos permiten medir la eficiencia de la

aproximacion en los casos no éptimos.

S1 A es una clase de funciones de C|a, b|, se define el error de aproximacién
de A mediante L,, como

E(A,L,) = f;gg | f — Lafll-

El problema en aproximar clases de funciones es determinar E(A, L,,), que en
general resulta ser un problema complicado.

La forma mas precisa de medir la bondad de una estimacién cuantitativa es
mediante el uso de teoremas inversos, que permiten deducir la suavidad de las
funciones que se aproximan a partir del grado de aproximacién. Por ejemplo,
estariamos ante un teorema inverso para una clase de funciones A si se puede
probar que la igualdad || f — L, f|| = O(a,) implica que f € A.

Evidentemente cuestiones como las anteriores tendrian que ser planteadas
en los nuevos procesos de aproximacion conservativa que aparecen en esta memo-
ria, es decir, queda abierto el problema de determinar cémo de buenas son las
estimaciones cuantitativas que hemos establecido. También dentro de este con-
texto habria que cuestionarse el uso sistemético que hemos hecho del primer
moédulo de continuidad. DeVorelll realiza un estudio detallado de las cuestiones
anteriores en el ambiente del espacio Cla, b] y siempre para operadores lineales
positivos.

1] DEVORE, R. A. The Approzimation of Continuous Functions by Positive Linear
Operators, Lecture Notes in Mathematics, 293, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, (1972)
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4.2. Operadores Definidos en Dominios No Acotados

Existen interesantes sucesiones de operadores lineales positivos cuyos do-
minios incluyen funciones definidas en conjuntos no acotados. Para estos casos
el teorema de Korovkin (Teorema 1.1) no se puede aplicar. No obstante, en su
librol!l se pone de manifiesto que si las funciones estdn acotadas, la teoria se
puede utilizar para algunos casos especiales.

Por otra parte, Sikkemal?! trata en un contexto de alguna manera distinto
funciones no acotadas con crecimiento polinomial.

Para tratar funciones no acotadas es importante exigir que las funciones
estén en cierto sentido dominadas. Ciertamente, podemos considerar por ejemplo
una funcién f € C[0,00) para la que el siguiente limite existe: lim,_, o, f(z)e™7%,
y definir la sucesién de operadores K, f = B, f + f(n)e™ ", donde B,, representa
el operador de Bernstein. Se verifica que K, f converge uniformemente en [0, 1]

I

para f € {eg,e1,e2}, pero si tomamos g(x) = e*, se tiene que K,g converge

uniformemente a g + 1.

Con estas palabras Ditzian[® introduce la posibilidad de modificar el teo-
rema de Korovkin y los posteriores resultados relativos a la velocidad de conver-
gencia. No en vano, define y establece lo que sigue:

Definicién 4.1. Una sucesion de operadores lineales y positivos K,, es del tipo
K(T, S, n) si se verifican las siguientes propiedades:
a) el dominio de cada K,, esta formado por todas las funciones definidas en T
verificando que

f() < M(f)(#*+1) VteT,

b) ||Kne; —e;ills — 0 Vi € {0,1, 2},

[1] KOROVKIN, P. P. Linear Operators and Approzimation Theory, Hindustan Publishing
Corp., Delhi, (1960)

[2] SIKKEMA, P. C. On some Linear Positive Operators, Indagationes math., 32, (1970),
327-337

[3] Di1TzIAN, Z. Convergence of Sequences of Linear Positive Operators: remarks and
applications, J. Approx. Th. 14, (1975), 296-301
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sup{Kn(¥2)()} < K sup{Kntz(2)} = K (1n(5))? = K = o(1),
xES reS

donde Y, (t) = (t — z)?, T C (—00,00) es cerrado, S = T N [a,b], —c0o < a < b <

Teorema 4.1. Sea K, una sucesidn de operadores lineales positivos del tipo
K(T, S, ).
a) Para una funcién f € C(S;), siendo Sy un subconjunto cerrado de S, se
tiene que

Han — fHSl “anis

b) Si ademds S; = [a,b] y S2 = [az,b2] C Sy, y si, para algiin n > 0, se verifica
que [ag — 1,00 + ]| NT N {(—00,0) — 51} =0, entonces

| Enf — flls, < || flls,|[Kneo — eolls, + || Kneo + eolls,w(f, pin) + L.

c) Si ademds f € C'(S;), entonces

I Enf = flis. < Iflls.l|Kneo — eolls, + ([ Kngzlls, || f]ls,

+w(f',6) (K267 + pnll Kneoll ) + Lis2.

Aqui p.(t) =t — x, el médulo de continuidad se toma sobre S, y L es una
constante tal que L < M(f)M1K + ||f||s,n~2, donde

t2 +1
M, = su .
! lt—mgn { (t T 3:)2 }
:I:(':'Sz

Este enunciado presenta un gran paralelismo con el resultado de Shisha
y Mond (Teorema 1.4) y con el refinamiento posterior de DeVore que ya fue
comentado al final de la seccién 3.2.4. La novedad es que se aplica a operadores

que actuan sobre funciones no acotadas.

De manera natural surge la pregunta de si se podran trasladar los resultados

contenidos en esta memoria al ambiente de estos nuevos operadores. Ante ello
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aparece una respuesta que se materializa en un trabajo de Knoop y Pottinger“]
del mismo corte que aquel otro que establecieron para operadores casi convexos
(Teorema 1.6). En concreto publicaron lo que sigue:

Definicion 4.2. Sea I = [a,00), sea u € C(I) verificando que pu(t) >0Vt e I y
sea k € INg = {0,1,1,...}. Ademds, sea V un subespacio de C*(I) verificando
las siguientes propiedades:

a) Pry2 CV,

b) p-IPy={up:pe€ Py} C D*V = {D*f: f € V},

c) para cada f € V se tiene que |[D* f(t)| < M(f) (1 + ¢2) u(t) Vt € I, con una
constante apropiada M(f) > 0.
Para J = [b,c| C I, un operador lineal L : V. — C*(J) es del tipo K(I,J,V, u, k)

si L. es casi convexo de orden k — 1.

Teorema 4.2. Sea k un entero positivo y K, una sucesién de operadores del
tipo K(I,J,V, u, k) verificando que K,,(IPx_1) C IPx_,. Sea también J, = b, d]
un subintervalo de J cond < cyn =c—d. Si I, = [a,c], entonces para toda
funcion f € V, z € J;, n € IN y 6, > 0 se tiene que

D*{(z) — D*Knf(2)] < 5|D*(2)][D*ex(z) — D* Knex ()

1 B%. (z)
-+ (EDkKnek(.’L') } Kgﬁ

) w(D*f,6,) + M(f)MyD*K,h.(z)

+|D* f(z)|

Bk, (z)
n?

Aqui el médulo de continuidad se toma sobre I, 1, es como en el teorema
- 2 - - L J
anterior, M, = {(:_ d; (> c}, he y j. son respectivamente k-integrales de

pz y de v, (una funcién g € C*(I) es una k-integral de feC(I) si Dkg = f).
Ademas ,8?(“ () = D*K, j.(x).

Con todo lo anterior y a la vista de nuestras investigaciones, el problema
esta servido: ; sera posible establecer alguna generalizacién del resultado ante-

rior eliminando la hipétesis que se hace alli sobre los espacios de polinomios y

[1] KNooP, H. B., POTTINGER, P. On Simultaneous Approzimation by Certain Linear
Positive Operators, Arch. Math., 48, (1987), 511-520
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extendiendo la casi convexidad de los operadores ? (se sugiere por tanto trasladar
la linea de trabajo a este otro contexto). Si asi fuera, se podria completar por
ejemplo el estudio de los conocidos operadores de tipo Bernstein que fueron
introducidos por Bleimann, Butzer y Hahn!! y posteriormente estudiados por
Totik!?l. Estdn definidos para una funcién f € C [0, 00) de la siguiente forma:

L“f(‘”)z(“r“:)‘nif(n i | 1)(2):5’“

k=0

y tienen dos propiedades agradables desde nuestro punto de vista: L,(IP;) ¢ 1P,

y sl f es una funcién decreciente y convexa, entonces L, f es convexa.

4.3. Operadores ’Casi k-Convexos’

Al comienzo de la Seccién 2.2 se dijo que si se pretendia aproximar la
derivada k-ésima de una funcién f mediante una sucesién de operadores I(,,,
sl éstos eran k-convexos, entonces una extensién inmediata del teorema de Ko-
rovkin podria proporcionar un criterio que garantizase la convergencia de DI, f
a D* f. Aquella seccién se dedicaba a eliminar la hipétesis de k-convexidad de los
operadores sustituyéndola por ciertas propicdades dec conscrvacién de la forma
relacionadas también con esa convexidad. Mas adelante se ponia en forma cuan-
titativa lo anterior.

Ahora pretendemos reemplazar aquella suposicién de k-convexidad de los
operadores por esta otra propiedad mas general que podriamos llamar casi k-
convexidad: si f es una funcién verificando D* f > 0, entonces existe una cons-
tante N = N(f) tal que n > N implica K,,f > 0.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto esta nueva hipétesis:

Ejemplo 4.1. Sea K, : C*[0,1] — C'(0, 1] una sucesién de operadores lineales
definidos de la siguiente forma:

Knf(z) = (Kuf)i(@) Vo e | £ 52 vieqo,... ,n—1),

n n

[1] BLEIMANN, G., BUTZER, P. L., HAHN, L. A Bernstein-type Operator Approrimating
Continuous Functions on the Semi-aris, Nederl. Akad. Wetensch. Indag. Math., 42, (1980),
255-262

2] Totik, V. Uniform Approzimation by Bernstein-type Operators, Nederl. Akad.
Wetensch. Indag. Math. , 46, (1984), 87-93
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donde (K, f); € IP3 y

(Knf): () (),D(an)i() ()
() ) e () -or(2)

Se verifica que los operadores no son positivos, ni crecientes, ni convexos, pero
a) si f € C'0,1] verifica que f > 0, entonces

D
n > : | DA implica que K,,f > 0,

~ 3min{f(z) : z € [0,1]}

b) si f € C?[0,1] verifica que Df > 0, entonces

5| D% _—
> I DK,f >0,
"= 2min{Df(x) : z € [0,1]} S e /20

c) si f € C3[0,1] verifica que D?f > 0, entonces

3|1 D f|| S 2
> | K,f >0.
n“min{sz(x)::ce[O,l]} implica que DK, f > 0

Demostracion. Basta expresar el spline en la base de Bernstein, ésto es,

encontrar la funciéon g que hace que B,g = K, f, y conseguir asi condiciones
suficientes para la k-convexidad de K, f a partir de la k-convexidad de los datos
de interpolacion.

Establecemos a continuacién resultados de tipo Korovkin bajo hipétesis de
esta naturaleza.

Teorema 4.3. ! Sea k un nimero entero positivo y sea K, una sucesion de
operadores lineales definidos sobre C**1[0,1]| para la que existe una constante
C > 0 tal que para cualquier funcién g € C**1(0, 1] verificando que D*g > 0,

| D¥+g|

ot Cmin{DkQ(x) -z €(0,1]}

implica que D*K,,g > 0.

[1] MuNoz-DELGADO, F. J., CARDENAS-MORALES, D. Quantitative Estimates of Korov-

kin-type for Shape Preserving Operators, Presentado en: Guangzhou International Symposium
on Computacional Mathematics.
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Bajo estas condiciones, si f € C**1(0, 1], entonces

1
|D* Ko f — DXl < 5 ID* fI| || D* Knex — D*ex|

k k 2 kK
HIDEH (cuD Knexll | \/IID Knex | (un _CID nekn))WE -

nk! 2k! 2 nk!

donde

pn = sup {|D*Kngs(z)|}
ze(0,1]

2 2 i 4

92 = e+ 2)1F+2 ™ (k + i TRk

Demostracion. Sea z € |0, 1], el teorema del valor medio nos permite escribir

— 2
D*7(0) = DA 1) < 10111t = 2l < D4+ 1 (£ 4 3)

vé > 0,Vt € [0,1]. Por tanto,

::Dkf(t) + Dkf(ﬂ?) + ”Dk+1f” ((t ;;:)2 : g) +e>0

V6 > 0, Ve > 0,Vt € [0, 1], o de forma equivalente,

D*t1fl6e e
Dk ; = Dk e_k k+1 gz : ” k = k
( f f@) g + I 155 5 ® T ) >0

V6 > 0, Ve > 0,Vt € [0,1]. Usando ahora la hipétesis y maximizando y mini-
mizando las funciones

, | D*+1 1|6 ex €k

Nk €k k+1 ¢ 9z j
=D @)+ ID g + = tem
4 k+1
| e Gy DT fllée e
f+D*f(a) o Dk gy e o IRk ok
k41
sin > C’“D i”(l'i_%), entonces
1 k
ID*Knf(t) — ;D" f(z) D* Knex(t)| < |D*+1 )12 K_,;égm(t)
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Dk+1 k
I ID STl fH(SD"’ Kner(t) 4 D K;'e"(t)w > 0,Ve > 0,Vt € [0, 1].

|Dk+1f"(1+%‘)

Evaluando en el punto z se obtiene que si n > C | :

, entonces

2

D" Knf(=) - E?Dkf (€)D" Knex(z)] < IID‘°+‘fI|g_5

HD"’“J‘H‘S
2k!
Ahora, si C' = 0, tenemos

| D* K e
k!

| D* K pex|| + € V6 > 0,Ve > 0. (4.1)

DKo () — 35D £(2) D* Knex(a)| < 1DF1 £ 22

D6
2k!

Minimizando en la variable 6 se obtiene la desigualdad

|D*Kpex|| V6 >0, Vn € IN.

ID* Ko f(z) ~ 730" f(2) D* Knex(a)] < D+ f]

2\/I|D’°K ex||
1D 7l
2\1{1“DK L D* Knerll = 105 flliny | D Kone | m € 1N

k!

de la que se puede obtener el resultado sin més que sumarle esta otra:

|D* f(z) — FDkf(a:)DkKnek(:c)l < -%i”Dkfn |D*ex — D*Knex||.  (4.2)

Si por el contrario C # 0, volviendo a la ecuacién (4.1) y tomando
ID** £lI(1+ %)
g =G 8

n

2

|D*K, f(z )—FDkf(J?)DkK ex ()| < HDkaH(%- % Qk,lleKnekH

|D*Knpex||C = ||[D*Knex||C\ | - kiq 1u2 ||D*Ke|C
e ¥ =01 5(2 ' n )

OIID" Knexll | [|D*Knex||C
2k! kln

)‘v’<‘5>0, Vn € IN.
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Minimizando en §, como antes se hizo, tenemos

IDXK, f(z) — %Dk f(z)D*Kpex ()]

< DK,
< ”Dk+1f“ 1 ) (P‘n l ” 6};“0)

|
2k! pz | C||D*K, e 2 kin
|ID*K, el 2 nk!

+\ID"“KﬂekII 2k! pe  CllD*Krpex|\  ||[D*Knpex|C
|ID*K ex|| \ 2 ° |

2k! nk! kin
kK, D*K, 2 C||D*Knex|\
_ DM+ f”(C”Dnm ex| =2\/n Kneull (14 | CID“K eku)) -

de donde usando nuevamente la ecuacién (4.2) se termina la demostracién.

Comentario 4.1. Si en el teorema tomamos £k = 0 y C = 0, aparece la

estimacion
| Knf = fll < flll|Kneo — 1|| + | Df||pnl| Kneol*?,

que mejora el refinamiento de DeVore del resultado de Shisha y Mond que ya
fue comentado al final de la Seccién 3.2.4. Por supuesto que aqui los operadores
trabajan bajo hipétesis que son mas particulares que la positividad que alli se

asumia.
Corolario 4.1. Sea K,, la sucesion del Ejemplo 4.1.

a) Si f € C'0,1], entonces

|Knf = £Il < IDS] (32 =

b) Si f € C?(0,1], entonces

5 V5
o2n - /n

IDKf — Df|| < ||D*f|| ( ) Vn € IN.
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c) Si f € C3[0,1], entonces

3 V7
n Vn

ID*K,. f — D*f|| < | D*f|| ( ) Vn € IN.

Demostracion. Basta aplicar el teorema reemplazando C, k respectivamente

por %,0, por g, 1 y por 3,2, y usar en los calculos de pu,, que K,, fija el espacio

IP; para:=0,1,2,3 y que
1 i ¥ z 2z i i+ 1

1
ﬁDzKﬂe4($) = I l VI €

) )

6n? n n? n n n n

de donde se puede deducir ficilmente que en el tercer caso uZ < =.

Comentario 4.2. Notese que las estimaciones que acabamos de establecer no
son las mejores posibles. La razén es que estamos utilizando condiciones sufi-
cientes para la casi k-convexidad del spline. Sin duda que queremos considerar
estos resultados principalmente desde un punto de vista cualitativo.

Por otra parte, la mejor estimacion tiene lugar cuando £ = 2 porque la
2-convexidad de B,g, siendo B,, el operador de Bernstein, es equivalente a la
2-convexidad de los datos de interpolacion de la funcién g.

Lo mostrado lanza al aire las siguientes preguntas que representan problemas
a tener en cuenta:

;podremos conjugar las hipétesis anteriores con otras en las que aparezcan
involucrados los signos de mas de una derivada?, jpodra realizarse esta tarea
introduciendo ciertos conos de funciones?, ;sera posible establecer resultados

de este tipo para operadores definidos sobre espacios de funciones de varias
variables?

4.4, Operadores con Dominios mas Generales

Los resultados que han aparecido en esta memoria tratan con operadores que
tienen por dominio funciones definidas en el espacio euclideo IR™. Sin embargo ya
se comenté que la teoria de aproximacién de tipo Korovkin ha sido generalizada al

ambiente de espacios mucho més abstractos. Por ésto parece 16gico plantearse la
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posibilidad de trasladar la idea que subyace en nuestros resultados a esos otros
contextos mas generales. Sin embargo nos gustaria conjugar esta posibilidad
con el sentido practico que nos mueve, y plantearnos de esta forma procesos de

aproximacion para operadores definidos en espacios de funciones; sin abstraer

ra

mas.

Con esa idea trazamos ahora una ruta de consulta que puede abrir este
camino. Comenzaremos con una gencralizacién del teorema de Korovkin que

puede leerse en articulos de Bauer!!!| Berens y Lorentz!? y Grossman!3!.

Teorema 4.4. Sea X un espacio compacto Hausdorff y F' un subconjunto de
de C(X) que separa los puntos de X. Si L,, : C(X) — C(X) es una sucesién de
opcradores lincales positivos verificando que ||L,f*  f*|| converge a cero para

toda funcion f € F' y parai = 0,1, 2, entonces ||L,f — f| converge a cero para
toda funcion f € C(X).

Este resultado fue puesto en forma cuantitativa por Nishishiraho!4!, para lo
que tuvo que recurrir a nuevas definiciones; entre ellas la del médulo de con-

tinuidad.

Es en este contexto donde dejamos abierta la posibilidad de trabajar con
operadores que no sean necesariamente positivos, sino que verifiquen algnna
propiedad relacionada con determinados conos de funciones. Creemos que esta
memoria puede inducir a pensar en una respuesta afirmativa a este problema, al

que evidentemente se le pueden unir las cuestiones tratadas en la Seccién 4.1%],

|1] BAUER, H. Theorems of Korovkin Type for Adapted Spaces, Ann. Inst, Fourier, Greno-
ble, 23, 4 (1973), 245-260

[2] BERENS, H., LORENTZ, G. G. Theorems of Korovkin Type for Positive Linear Ope-
rators on Banach Lattices, Approximation Theory, G. G. Lorentz ed., Academic Press, New
York, (1973), 1-30

[3] GrROssMAN, M. W.Note on a Generalized Bohman-Korovkin Theorem, J. Math. Anal.
Appl., 45, (1974), 43-46

[4] NisHISHIRAHO, T. The Degree of Convergence of Positive Linear Operators, Tohoku
Mathematical Journal, 29, N.1, (1976), 81-89

|5] NisHisHIRAHO, T. Saturation of Positive Linear Operators, Téhoku Mathematical
Journal, 28, N.2, (1976), 239-243
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Todo lo anterior, como ya se dijo y como ahora se ha podido constatar, ocupa
ya de hecho nuestro tiempo. Es por ésto que deseamos continuar incorporando
nuevos elementos a la teoria de aproximacién de tipo Korovkin.
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