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Capitulo 0

Introduccion.

La mecanica estadistica trata de explicar el comportamiento y propiedades de la ma-
teria a partir de las caracteristicas fisicas de sus constituyentes microscépicos. El logro
mas destacado de esta ciencia lo constituye la teoria de las colectividades que permite
conectar las fisicas microscopica y macroscopica de un mismo sistema fisico siempre que
éste sea de naturaleza mecénica, y esté en equilibrio termodindmico [140, 145].

Los sistemas aislados siempre evolucionan en el tiempo hacia un estado estacionario
unico, independiente de las condiciones iniciales y, sin histéresis, que se denomina es-
tado de equilibrio termodindmico. Es también posible alcanzar estados de equilibrio en
sistemas no aislados, en los que se establezca un equilibrio mituo entre el propio sistema
y cada uno de los subsistemas fisicos interaccionando con él. No obstante, la mayoria de
los sistemas que encontramos en la naturaleza no se encuentran en equilibrio. Asi, los
organismos vivos, los fluidos en régimen turbulento, las estructuras organizadas espacio-
temporalmente, son ejemplos de situaciones en las que existen flujos de materia, energia,
u otra magnitud extensiva, entre el sistema y su entorno. Decimos en estos casos que
dichos sistemas se encuentran en estados de no equilibrio. Si ademas las propiedades
macroscopicas del sistema no cambian con el tiempo, se habla de estados estacionarios
de no equilibrio. Estos, constituyen la situaciéon mas sencilla posible fuera del equilibrio,
y a diferencia de sus analogos de equilibrio, no son necesariamente unicos y pueden
depender fuertemente de como haya sido la evolucién previa del sistema [64].

Al contrario de lo que ocurre para sistemas en equilibrio, y a pesar de los esfuerzos
realizados [142, 101, 50, 95, 18, 145, 67|, actualmente no existe una teoria completa,
lo suficientemente general que permita el estudio de estados estacionarios fuera del
equilibrio de forma sistematica. El estudio de estos estados suele abordarse utilizando
técnicas ad hoc para cada problema concreto. En particular, estos sistemas suelen carac-
terizarse mediante ecuaciones dindmicas de tipo fenomenoldgico, que salvo excepciones
son construidas mediante razonamientos heuristicos y no demostradas rigurosamente a
partir de primeros principios. Asi, por ejemplo, suele describirse estos sistemas mediante
ecuaciones de tipo Boltzmann, Navier-Stokes, Fokker-Planck , Langevin o ecuaciones
maestras [126, 177, 89, 123, 95].
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Al igual que en sistemas en equilibrio, en los sistemas fuera del equilibrio pueden pre-
sentarse inestabilidades, dando lugar a patrones espacio-temporales, estructuras disipa-
tivas, autoorganizacion, rupturas espontaneas de simetria, oscilaciones temporales, etc,
a los que de forma genérica se denomina cambios de fase de no equilibrio [145, 67, 112].
La variedad y complejidad de estos fenémenos cooperativos es mucho mas amplia que
la que se observa en sus analogos de equilibrio, y sobre todo, cualitativamente mas rica
para explicar la aparicién de estructuras ordenadas (de baja entropia) en la naturaleza.
Los cambios de fase que experimentan sistemas fuera del equilibrio son el principal ob-
jeto de estudio en esta memoria.

El nivel de comprensién de los mecanismos fisicos que operan al producirse cambios
de fase en estados de equilibrio, esto es, en los puntos criticos, aumenté espectacular-
mente tras la publicacién de los trabajos de Wilson y Kadanoff [168, 169, 170, 88, 13]. La
idea subyacente en estos trabajos es la siguiente: la dificultad en el estudio de los cam-
bios de fase o fenémenos cooperativos radica en que las longitudes tipicas de correlacién
entre los elementos que constituyen el sistema son divergentes, por lo que, en las vecin-
dades de los puntos criticos, coexisten infinidad de escalas fisicas todas ellas igualmente
importantes. El hecho de no poder aislar una escala para estudiar el comportamiento de
estos sistemnas los hace intrinsecamente complejos. Wilson y Kadanoff propusieron el uso
del grupo de renormalizacion como herramienta especialmente disefiada para analizar
situaciones con muchas escalas fisicas relevantes. En este contexto dado un cierto sis-
tema en las vecindades de un punto critico, se define una transformaciéon de escala o
transformacion de renormalizacion, y se identifican los puntos fijos de dicha transfor-
macién con los puntos criticos; esto es, los puntos criticos se estudian como estados
invariantes ante cambios de escala. De este modo, es posible determinar, por ejemplo,
el comportamiento asint6tico de las funciones termodinamicas en las vecindades de los
puntos criticos, o los exponentes criticos asociados [160, 154, 88, 168|.

La observacion mas importante desde el punto de vista tedrico es que fenémenos criticos
que se presentan en sistemas de naturaleza muy distinta, tienen el mismo compor-
tamiento asintdtico, y pueden caracterizarse por un mismo conjunto de exponentes
criticos. Asi, la mayoria de fenémenos criticos que ocurren en sistemas en equilibrio
pueden clasificarse en unas pocas familias o clases de universalidad. Dicho de otro modo:
los comportamientos criticos son insensibles a muchos de los detalles microscépicos del
sisterna que los experimenta, y son influenciados sélo por caracteristicas globales del
mismo, como son: su dimension, simetrias, presencia de magnitudes conservadas, etc.
Las técnicas del grupo de renormalizacion se han utilizado con profusion en el equilib-
rio, para el estudio tanto de propiedades criticas estaticas [160, 154] ! como dindmicas
(22,23, 24].

Fuera del equilibrio el panorama no es tan claro; en particular, ni la existencia ni la

1Citamos algunas referencias mas entre las muchas que podrian mencionarse, aplicacién a sistemas
desordenados, [2, 110, 63]; aplicacién al estudio de polimeros, [21]; aplicacién a modelos de percolacién,
[173]; técnicas en espacio real: [117, 118, 119]; aplicacién a sistemas en campo medio, [77, 78].



naturaleza de las clases de universalidad estan bién fundamentadas en dicho contexto.
La principal dificultad estriba en que al contrario de lo que ocurre en el equilibrio, no se
dispone, en general, de un hamiltoniano ni de una funcién de particién que caractericen
al sistema, y sobre los cuales se puedan definir transformaciones de escala. Se hace nece-
sario, por tanto, para cada sistema particular, definir las transformaciones de escala en
la ecuacién dinamica que lo caracterice e iterar dichas transformaciones para obtener
los puntos fijos 2. Este procedimiento, aparte de presentar mayores problemas t cnicos,
es menos general que el derivado a partir de la funcién de particion en el equilibrio.

Una reformulacién de las ideas de Wilson, particularmente interesante desde el punto
de vista tedrico, se basa en la utilizacién de herramientas de teoria de campos combi-
nadas con las ideas de renormalizacion y grupo de renormalizacion. La forma de argu-
mentar es la siguiente: Supongamos un cierto sistema estadistico, definido en términos
de variables microscépicas discretas, que experimenta un cambio de fase. Mediante ar-
gumentos heuristicos, o exactos en algunos casos [6, 176, 111], y reespaldados por la
idea de universalidad, se define un modelo continuo, en términos de variables cam-
pos, que yazca en la misma clase de universalidad que el sistema original. En lugar de
analizar el modelo discreto se estudia su analogo continuo, utilizando para ello todas
las herramientas de teoria de campos, mas potentes y sistematicas, en general, que sus
contrapartidas discretas. En particular, se escribe el funcional generador de las correla-
ciones y se hacen analisis perturbativos. De este modo se tiene una teoria estadistica de
campos, que ademas de ser fundamental en el estudio de fenémenos criticos constituye

un nexo tedrico importante con otras ramas de las fisica 3.

Las ideas y técnicas de la teoria estadistica de campos pueden extenderse al no equi-
librio en aquellas situaciones para las que pueda construirse un funcional generador de
las correlaciones analogo al de equilibrio. Para ciertos sistemas de no equilibrio, carac-
terizados por una ecuacién dinamica de tipo estocastico, es posible obtener un funcional
generador. Este se construye a partir de la representacion de la solucién estacionaria del
problema en términos de integrales de camino [176, 138, 55, 97, 9, 25]. Para tales situa-
ciones es posible desarrollar teorias de campos y profundizar en nuestro entendimiento
de los cambios de fase fuera del equilibrio %.

Como se ha dicho anteriormente, los estados estacionarios de no equilibrio son sen-
sibles a cémo el sistema haya evolucionado antes de llegar a ellos, esto es, dependen
fuertemente de los detalles dinamicos microscépicos. De este modo, el problema de

2Véase, por ejemplo, la aplicacién del grupo de renormalizacién de ecuaciones tipo Navier-Stokes o
de Burgers, [34, 124], o a ecuaciones de Langevin, [111, 30].

3Véase, por ejemplo, los trabajos interdisciplinares de Parisi [138], Polyakov [143], Zinn-Justin [176],
Itzykson-Drouffe [81], LeBellac [100] o Baker [8].

4Referencias sobre trabajos previos de aplicacién de teorias de campos a sistemas fuera del equilibrio
son [18] y [37].
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cémo construir una ecuacién dinamica en términos de variables campos, para sistemas
capaces de alcanzar este tipo de estados, no es trivial y habra de ser tratado cuidadosa-
mente para no obviar posibles influencias relevantes en el punto critico.

El esquema que seguimos en esta memoria es el siguiente:

En el primer capitulo se introduce la clase de modelos de no equilibrio que seran
objeto de estudio a lo largo de todo el trabajo. Se trata de modelos reticulares,
matematicamente bien definidos, herederos del conocido modelo de Ising cinético.
Se definen a través de una ecuacién maestra en la que la competicion estocastica
entre diferentes mecanismos dinamicos en conflicto, hace que el sistema alcance
estados estacionarios de no equilibrio. En particular, veremos, en un ejemplo ex-
actamente resoluble, la fuerte dependencia de estos estados en los detalles de la
dindamica microscépica.

En el segundo capitulo abordamos el problema de como representar esta clase
de modelos mediantes ecuaciones mesoscopicas, escritas en términos de variables
campo, continuas. En particular, desarrollamos un nuevo método para construir
una ecuacion de Fokker-Planck a partir de una ecuaciéon maestra dada, respetando
la dependencia original en la dinamica microscépica.

En el tercer capitulo hacemos un test para el método desarrollado en el capitulo
anterior. Para ello abordamos el problema de la construccion de potenciales de no
equilibrio, andlogos a los potenciales termodinamicos de equilibrio. Estos poten-
ciales, como era ya sabido anteriormente resultan ser no diferenciables en general.

En el cuarto capitulo obtenemos representaciones en términos de integrales de
camino para una ecuacion de Fokker-Planck genérica. El desarrollo se hace de
forma explicita y cuidadosa para aclarar las controversias existentes entre las dis-
tintas representaciones previamente consideradas en la literatura. En particular,
veremos como algunas de las mas frecuentemente utilizadas resultan ser incorrec-
tas.

En el quinto capitulo se aplica el método desarrollado a un modelo particular:
el modelo con dos temperaturas. Caracterizamos este modelo, definido a través
de una ecuaciéon maestra, mediante una ecuacion de Fokker-Planck , obtenemos
su lagrangiano asociado y desarrollamos una teoria perturbativa para el mismo.
Renormalizando la teoria y resolviendo la ecuacién de grupo de renormalizacion
asociada obtenemos los exponentes criticos del modelo. El resultado final es que
el modelo yace en la misma clase de universalidad que el modelo de Ising de
equilibrio, resultado éste, predicho también por otros autores [61].

Por 1ltimo presentamos las conclusiones, comentarios criticos y posibles exten-
siones y aplicaciones del método.
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Capitulo 1

Modelos de no equilibrio.

Dar una descripcién detallada y completa de un sistema fisico macroscépico es una
tarea dificil en general. Dicha dificultad se incrementa en las vecindades de puntos
criticos, donde coexisten fenémenos a muy diversas escalas [168], y aparecen longitudes
de correlacion divergentes, y fendmenos cooperativos. Para estudiar criticalidad resulta,
por tanto, necesario definir versiones simplificadas tanto en su estructura geométrica,
como en las leyes fisicas que los rigen de los sistemas fisicos reales. Estos modelos,
matematicamente bien definidos permiten obtener informacién fisica relevante de prob-
lemas que de otro modo serian intratables. Han de contener las caracteristicas esenciales
del sistema en cuestion y excluir aquellos elementos que se supongan irrelevantes.

Nuestro trabajo en esta memoria es de indole esencialmente tedrica, por lo que
directamente presentaremos los modelos sobre los que vamos a trabajar sin entrar en
una discusién pormenorizada de su conexién con sistemas fisicos "reales”.

En cualquier caso, la mayoria de los modelos que se estudian en el contexto de la

fisica estadistica, y en particular en teoria de fendémenos criticos como, por ejemplo,
el modelo de Ising, el de Potts, o los modelos de de percolacién, entre otros muchos,
[154, 13, 138] son modelos altamente simplificados y muchos de ellos claramente no-
fisicos. Son interesantes en cuanto que clarifican el comportamiento de otros modelos
mas realistas y parecen capturar la esencia de lo que ocurre en los sistemas fisicos reales
con cambios de fase continuos o de segundo orden.
Nuestro objetivo en este capitulo consiste en definir los modelos de no-equilibrio que
seran el objeto principal de nuestra atencion a lo largo de esta memoria. En particular,
introduciremos los modelos con competicion de dinamicas. Puesto que dichos mode-
los seran modificaciones mas o menos elaboradas del arquetipico modelo de Ising de
equilibrio, comenzaremos por definir dicho modelo en sus versiones tanto estatica como
dinamica o cinética.
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1.1 El modelo de Ising de equilibrio.

1.1.1 Definicién y generalidades.

El modelo de Ising, amplisimamente tratado en la bibliografia [10, 13, 154, 160, 140, 65,
120, 157], fue propuesto en 1925 por Lenz a Ising [102, 79] como un modelo simple de un
material ferromagnético. Desde entonces, se ha convertido en un modelo muy utilizado
para el estudio de sistemas de muy distinta naturaleza [160, 154] que presentan un
cambio de fase continuo !.

Sea una red d-dimensional cubica simple, A, con parametro de red a, y €2 nudos. Sobre
cada uno de los nudos de dicha red z € A se define una variable de espin s, que puede
tomar dos valores distintos +1/2 y —1/2 (o bien +1 y —1). Una configuracién, s, es
un conjunto de valores de las variables de espin, s = {sz, £ € A}. El hamiltoniano de
interaccion que define al modelo es:

Hrsing(s;, k) = "% Z Jqszsg o Z hysg. (1.1)
z,yEA zEA

donde el primer término da cuenta de la interaccién entre espines mientras que el
segundo representa la interaccién con un campo magnético externo. Salvo que especi-
fiquemos lo contrario se considerara J;, = J para z, y tales que lz—yl=a,yJzy =0en
otro caso, 2 y h; = h, esto es, campos externos homogéneos espacialmente. Para valores
de J > 0 las configuraciones en que hay un predominio de espines préximos con iguales
orientaciones se ven favorecidas energéticamente respecto a aquellas en que predominan
las alternancias de espines. Asi, valores positivos de J definen un hamiltoniano de tipo
ferromagnético. Por el contrario, si J < 0 se favorecen las configuraciones de espines
alternados, y el hamiltoniano se dice antiferromagnético.

Este sistema hamiltoniano, se considera en presencia de un bafio térmico, a una
cierta temperatura T, con el que esta en equilibrio termodinamico.
El estado estacionario del sistema viene dado por una medida de Gibbs

P.y(8;J) o< exp [—BH[sing(s; J)] (1.2)

siendo S la inversa de la temperatura 3, y todas propiedades macroscépicas se pueden
1Y y P P

1Aqui describiremos el modelo utilizando la terminologia de los sistemas magnéticos, siendo, en
cualquier caso posible reinterpretarlo de forma sencilla como un gas reticular, o un modelo para mezclas
binarias [154, 112].

2La forma funcional de este término se deriva del principio de exclusién de Pauli, y es un efecto
puramente cudntico. Puede asociarse a la interaccién de intercambio entre las funciones de onda de los
espines. La interaccién directa suele ser demasiado débil como para dar cuenta del ferromagnetismo,
mientras que la de intercambio es mdas intensa, aunque decae rapidamente con la distancia. Este
decaimiento rapido justifica el trabajar iinicamente con interacciones entre vecinos préximos [65, 157,
154].

3A lo largo de todo el trabajo consideraremos un sistema de unidades en el que la constante de
Boltzmann se fija igual a uno.
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estudiar en el marco de la teoria de las colectividades de Gibbs.
La magnetizacion total del sistema, M, definida por

M=y By (1.3)

1€EA

caracteriza el grado de orden o desorden del sistema a cada temperatura. Asi, a altas
temperaturas el sistema esta siempre desordenado, en el sentido de que no hay una
orientaciéon predominante de los espines, y en promedio M = 0. Valores no nulos de
M caracterizan macroestados en los que se ha producido una ruptura espontdnea de
simetria y presentan cierto ordenamiento magnético. En este sentido, se denomina a M
pardmetro de orden natural de este modelo.

1.1.2 Criticalidad.

Es un hecho conocido, que gracias a la universalidad de los fenémenos criticos, sistemas
de naturaleza muy distinta presentan el mismo tipo de divergencias o singularidades en
las vecindades de sus puntos criticos. De este modo, la gran mayoria de los fenémenos
criticos conocidos, pueden clasificarse en unas pocas familias, o clases de universalidad
4, La principal virtud del modelo de Ising, que lo hace tan 1til en el contexto de la
teoria de fenémenos criticos y cambios de fase, es que es un modelo particularmente
sencillo, que se toma como representante candnico de una vasta clase de universali-
dad. De hecho, a ésta suele denominarse clase de universalidad del modelo de Ising
y a ella pertenecen fenémenos tan distintos como transiciones ferromagnéticas, anti-
ferromagnéticas, separaciones de fase, transiciones liquido-gas, superfluidez, supercon-
ductividad, o, por ejemplo, la transiciéon de alta temperatura en las primeras etapas
del universo [13, 154, 160, 162]. Histéricamente, ademas, fue uno de los primeros sis-
temas sobre el que se aplicaron las ideas de renormalizacion y grupo de renormalizacion
[88, 168, 13], que conducen de forma natural al concepto de universalidad, y que se han
mostrado sumamente eficaces en distintas areas de la fisica teérica [176, 6, 100, 138, 81].

Una peculiaridad del estudio de fenémenos criticos es que la dimension del sistema
que se esté considerando es un parametro esencial. Asi, el comportamiento del modelo
de Ising varia radicalmente con d:

e Para dimensién espacial d = 1 el sistema no presenta ruptura espontanea de
simetria, esto es, no hay cambio de fase.

e Para d = 2 el modelo fue resuelto de forma exacta por Onsager en ausencia de
campo magnético [136, 120]. Se tiene una temperatura critica no nula y, por tanto,
un cambio de fase ferromagnético. Los exponentes criticos resultan ser diferentes

4Nos referimos tinicamente a los cambios de fase continuos.
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de los predichos por la teoria de Landau (de campo medio) [96], que se suponia
aplicable a este sistema antes de conocerse la solucion de Onsager.
En d = 2 y en presencia de campo, el modelo no ha sido ain resuelto.

e Para d = 3 se conoce también tanto la temperatura como los exponentes criticos,
pero sélo por métodos aproximados °, puesto que hasta ahora, y a pesar de los
esfuerzos invertidos, atin no ha podido ser resuelto de forma exacta [160, 154, 6].

e Por encima de d = 4 se espera que si el modelo presenta cambios de fase estos
sean de tipo campo medio [6, 176].

1.1.3 El modelo de Ising en campo medio.

La aproximacién de campo medio puede formularse desde distintas perspectivas, y es en
muchos casos la aproximacién mas sencilla para caracterizar fenémenos criticos, aunque
no siempre con resultados satisfactorios. Puede construirse como suma parcial de un
desarrollo a altas temperaturas, mediante métodos variacionales, o como el término
dominante al aplicar una aproximacién de punto silla al funcional generador asociado
(138, 140, 154, 176].

Pero, independientemente de como se defina, la idea fisica subyacente bajo la aprox-
imacién de campo medio para el modelo de Ising consiste en suponer que dada una
configuracién, el estado de un espin viene determinado por el grado de ordenamiento
del sistema globalmente, desprecidandose, por completo, las fluctuaciones respecto a
dicho estado global promediado. Asi, suponiendo que cada espin interacciona con el
promedio de los restantes, se tiene (en ausencia de campo magnético):

1 M 1.~ M
Hralsdh) =37 3 5 (—5) =g s (1.4)

donde aparece la dimensién espacial d a partir del nimero de vecinos préoximos. A partir
de (1.4), es direclo oblener la siguiente ecuacién de autoconsistencia [140, 154]:

m(fB) = tanh(dfJm) (1.5)

siendo m = M/Q. Esta ecuacién trascendente tiene solucién no trivial por debajo
de la temperatura critica 8. = 1/dJ. Nétese que en esta aproximaciéon la dimension
unicamente aparece reescalando los acoplamientos J, y existe una solucién no trivial
de (1.5), esto es, un cambio de fase, independientemente del valor de d. Los exponentes
criticos asociados a este cambio de fase pertenecen a una clase de universalidad que se
denomina cldsica. Puede demostrarse que el modelo de Ising, en dimensiones superiores
a d. = 4 yace en esta clase de universalidad [6, 176, 138].

5Desarrollos a altas temperaturas, principalmente.
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1.2 El modelo de Ising cinético.

El modelo de Ising es un modelo puramente configuracional o estatico, en el sentido de
que s6lo determina la distribucién de probabilidad de las distintas configuraciones en
el estado de equilibrio €. De hecho, en el hamiltoniano de Ising no aparecen variables
conjugadas de los espines (términos cinéticos) que serian las responsables de la evolucion
de los mismos en las ecuaciones de Hamilton asociadas.
Si, en el estudio de materiales magnéticos, se desea analizar algun tipo de mecanismo
cinético o dinamico, es necesario extender el modelo de Ising de algin modo.
Consideremos, que el sistema que se desea estudiar esta en contacto con un bafio térmico
a una cierta temperatura T. Dicho bafio térmico esta constituido por grados de libertad
diferentes de los considerados hasta ahora 7. La interaccién de los espines con el bafio
térmico es la responsable de la evolucién de los mismos en nuestros modelos dindmicos.

La forma propuesta por Glauber [51] de tratar la dindmica inducida por la inter-
accién con el bano térmico, es suponerla estocastica y markoviana, e implementarla en
el modelo de partida mediante una ecuacién maestra, de la siguiente forma

dP(s,t)

v Z [w(s' — s K)P(s',t) — w(s — &'; K)P(s, )] (1.6)

donde P(s,t) representa la probabilidad de encontrar al sistema en una configuracién s
en un instante de tiempo ¢, y w(s — s'; K) es la probabilidad por unidad de tiempo de
que, dada la configuracién s, se produzca una cambio estocastico que lleve al sistema a
una nueva configuracién s'. Dicha probabilidad depende los parametros J, h y 3, que
representamos genéricamente como K.

A este modelo, asi definido, se le denomina modelo de Ising cinético 8. A partir de
esta ecuacién es posible deducir, sin mas que multiplicar por las variables de espin y
sumar sobre todas las posibles configuraciones, todas las ecuaciones que rigen el com-
portamiento de las correlaciones del sistema. A partir de este modelo es posible estudiar
tanto la relajacién del sistema desde una distribucién arbitraria hacia el estado de equi-
librio, como procesos dindmicos en el equilibrio °.

6Una caracteristica del modelo de Ising es que no requiere un tratamiento mecanocuantico, puesto
que si sustituimos en (1.1) las variables de espin por operadores de un espacio de Hilbert, y la funcién
hamiltoniano por su operador analogo, los operadores de espin commutaran con el hamiltoniano, siendo
por tanto constantes en el tiempo. Asi, la versién cuéantica del modelo se reduce de forma directa a la
clasica, al ser el operador hamiltoniano diagonal en la base propia de los operadores de espin.

“Por ejemplo, si se pretende describir un reticulo real habrd que considerar, de algin modo, las
oscilaciones de red. El gas de fonones asociado a la cuantificacién de las oscilaciones presenta una alta
capacidad calorifica, por lo que puede ser considerado como un bafio térmico a temperatura constante.
Otros grados de libertad a considerar podrian ser las ondas de espin, o la presencia de impurezas o
vacantes en la red.

8En lo sucesivo, sin detenernos en sutilezas semanticas, llamaremos a este modelo cinético o dindmico
indistintamente.

9Como, por ejemplo, correlaciones temporales estacionarias.



1.2. EL MODELO DE ISING CINETICO. 11

Llamaremos estado estacionario a una funcién P..(s) tal que sea solucién de la
ecuacién (1.6) igualada a cero. Es importante notar que el hecho de tener una dis-
tribucién estacionaria, no implica que ninguna configuracién particular de espines sea
también estacionaria. Esto es, los espines evolucionan en cualquier caso independiente-
mente de que la funcién de distribucion sea estacionaria o no.

Las probilidades de transicién en (1.6) se pueden construir del siguiente modo

w(§ = §I,L{.) — D[IBHIaing(él) Wi ,BHIsing(é)] (17)
donde la funcién D cumple las propiedades,

DIl = exp(—A)D[-1]
Do} = 1 (1.8)

y dependen de los estados inicial y final inicamente a través de la diferencia de energia
entre ambos estados. Es directo comprobar, sin mas que sustituir (1.7) y (1.8) en (1.6),
que la solucién estacionaria del sistema viene dada por, (1.2) y es por tanto un estado
de equilibrio 1°.

Nétese, que gracias a la forma en que hemos definido las probabilidades de transicion,
cada uno de los sumandos de la ecuacién (1.6) se anula por separado. A esta propiedad
se le denomina balance detallado. En aquellos sistemas para los que se cumple una
condicién de este tipo, es directo calcular la probabilidad estacionaria, tal y como hemos
hecho aqui. Cuando no se tiene balance detallado, como ocurre en general para sistemas
fuera del equilibrio, la obtencién de la solucién estacionaria se hace mucho mas compli-
cada como veremos.

Antes de concluir esta seccién queremos resaltar el hecho de que aunque hemos definido
la ecuacién maestra (1.6) para el hamiltoniano de Ising, el método considerado es mucho
mas general y extensible de forma directa a otros hamiltonianos.

1.2.1 Clasificacién de las probabilidades de transicion.

El modelo no quedara completamente definido, hasta que no especifiquemos cual es la
forma concreta de las probabilidades de transicién. Para ello hemos de establecer:

e cual es la forma de las configuraciones s’ a las que se tiene probabilidad no nula
de "saltar” estando en s.

e cual es la forma funcional de D[)\] respetando las propiedades (1.8).

Vamos a clasificar las probabilidades de transicién atendiendo a cémo resolvamos los
dos puntos anteriores.

1073 distribucién estacionaria que hemos encontrado es ademas unica, pues se cumplen las hipétesis,
muy generales, que garantizan la existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién maestra en el
limite ¢ — oo, partiendo de casi cualquier distribucién inicial dada [101].
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Clasificacién de las probabilidades de transicion atendiendo a el tipo de
proceso considerado.

En general, cualquier transiciéon de una configuraciéon s a una s’, supone la inversion
de un cierto numero de espines. En particular, lo mas usual es restringirse a procesos
locales en los que s y s’ se diferencian en el valor de pocos espines, siendo éstos ademas
préximos entre si. En particular, suele considerarse:

e Procesos de inversion de un espin [51].
En este caso la ecuacién maestra (1.6) se reduce a:

dP(s,t) i

= Ll > s K)P(s5,t) —w(s —» 5 K)P(s,t)] (19)

z

donde s% es una configuracion de espines que coincide con s en todos los puntos,
salvo en z, donde s*"% = —$,. Este proceso se denomina de tipo no conservado,
haciendo referencia al hecho de que el parametro de orden, esto es, la magneti-
zacion, varia en cada inversion de un espin.

e Procesos de intercambio de espines [91].
La ecuacién maestra (1.6) es
2 K)P(s,t)]  (1.10)

4By Yo Y [w(s® - s;K)P(s%,t) — w(s —

b z y/lz-yl=a

siendo s*¥ la configuracién s con los espines en los nudos vecinos proximos z e y
intercambiados entre si. A este tipo de proceso se le denomina de tipo conservado,
pues al intercambiar variables de espin la magnetizacién se mantiene constante,
y resulta 1til para estudiar procesos de difusion.

A veces se consideran también, en la literatura, procesos con inversiones o intercambios
multiples de espin, aunque en general, la complejidad adicional de calculo que éstos
llevan consigo no se traduce en la obtencién de resultados esencialmente distintos.

Clasificacién de las probabilidades de transicion atendiendo a la forma fun-
cional de D[)].

Fijado el tipo de proceso que se desea considerar, queda aun una cierta libertad para
elegir la funcién D[] que satisfaciendo las propiedades (1.8) define a las probabilidades
de transicién. El niimero de posibles realizaciones para esta funcién es ilimitado, algunas
de las formas mas comunmente usadas en la bibliografia son:

D[A\] = 1 — tanh[A/2] (1.11)
D[A] = min{l,exp[A]} (1.12)
D[)\] = exp[—)A/2] (1:13)
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La primera de ellas es una extension para dimensiones arbitrarias de la utilizada orig-
inalmente por Glauber [51](la llamaremos en lo sucesivo dindmica de Glauber). La
segunda tiene especial interés para simulaciones tipo MonteCarlo o de dindmica molec-
ular, y fue introducida por Metropolis et al. [125] (dindmica de Metropolis). La tercera
es de uso menos comin y fue propuesta por van Beijeren y Schulman [11] (dindmica
V.B.S.). Es un propiedad notoria, que independientemente del tipo de probabilidades
de transicién que se considere, satisfaciendo (1.8), el estado estacionario de equilibrio,
es siempre el mismo: dado por (1.2). Asi pues, s6lo propiedades dinamicas como, por
ejemplo, tiempos de relajacién, dependen de la funcién considerada, pero en ningin
caso las propiedades estaticas del estado estacionario.

1.3 Modelos con competicion de dinamicas.

Los sistemas de no-equilibrio son ubicuos en la naturaleza, y se presentan bajo muy
diversas condiciones y en sistemas muy diferentes entre si. Igualmente los modelos para
describir situaciones de no equilibrio son de naturaleza muy variada, y dependen de
cual sea el contexto en el que se trabaje o de que tipo de propiedades se desee estudiar.
Una familia particular de modelos de no equilibrio es la que vamos a considerar en esta
tesis, y que denominaremos modelos de competicion de dindmicas. En estos modelos, la
presencia de algin agente externo que impide al sistema alcanzar un estado de equilibrio
se simula mediante la presencia de diferentes mecanismos dinamicos en conflicto. Para
definir este tipo de modelos nos apoyaremos en el modelo dinamico de Ising definido en
el apartado anterior, y después veremos como extender estas ideas a otros casos, con
mas generalidad.

Consideremos las siguientes probabilidades de transicion,
Wis = 8) = [ dE'f(K)w(s - 55 K). (1.14)

donde w(s — §'; K) cumple la propiedad de balance detallado para cada conjunto de
valores de los parametros, K. La funcién f(K') es una funcién de distribucion de prob-
abilidad; nétese que si f(K') = §(K — K') entonces Wy(s — s') = w(s — s';K) y se
recupera el modelo de equilibrio. Hemos definido, por tanto, unas nuevas probabilidades
de transicién, como la superposicién, o competicion estocastica, de diferentes probabil-
idades de transicién de equilibrio, cada una de las cuales satisface una condicién de
balance detallado respecto a una distribucién estacionaria diferente, caracterizada por
distintos valores de K. Dicho de otro modo, en lugar de considerar un inico mecanismo
dindmico, se considera un conjunto de ellos en competicién, cada uno de los cuales,
actuando en solitario, llevaria al sistema a un estado estacionario diferente. Al compe-
tir varios, se establece un tipo de frustracion dindmica entre las distintas tendencias,
cuya consecuencia es, usualmente, llevar al sistema a un estado estacionario de distinta
naturaleza que los estados de equilibrio termodinamico: un estado estacionario de no
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equilibrio.

En general, unas probabilidades de transicién como las que acabamos de definir (1.14)
no satisfacen una condiciéon de balance detallado respecto a ningun hamiltoniano efec-
tivo, razonable, esto es, no es posible definir una funcién H.ss(s), tal que

Wy(s = 5)

Wil —2a exp[Heys(s) — Hess(s')] (1.15)

sin involucrar interacciones entre espines arbitrariamente distantes [109, 42]. De este
modo, la solucién estacionaria de estos modelos no sera expresable como una medida
de Gibbs respecto a un cierto hamiltoniano. Por esta razén, a esta familia de modelos,
se les denomina de forma genérica, modelos de Ising de no-equilibrio.
No obstante, se han encontrado algunos sistemas unidimensionales particulares,
definidos mediante la competicién de diferentes dinamicas de equilibrio, para los que
si es posible encontrar un tal hamiltoniano efectivo, y para los que, por lo tanto, se
cumple una condicién de balance detallado. Estos sistemas se comportan como sistemas
de equilibrio pero con parametros efectivos dependientes de los parametros originales
del modelo [42]. Queremos resaltar el hecho de que estos casos son excepcionales, y que
en la inmensa mayoria de los modelos con competicién de dinamicas esto no es posible.
Para aclarar los conceptos que acabamos de introducir, vamos a estudiar a contin-
uacién una familia de modelos con competicion de dinamicas, para la que somos capaces
de encontrar un hamiltoniano efectivo, y por tanto la solucién estacionaria del mismo
de forma relativamente simple. A través de este ejemplo, veremos la peculiaridad del
mismo, y la imposibilidad de extender el método para hallar el estado estacionario en
otros modelos andlogos de no equilibrio. Se trata ademas del unico ejemplo que conoce-
mos, con mas de una variable, para el que es posible construir un hamiltoniano efectivo
independientemente de la dimension.

1.3.1 Modelo con hamiltoniano efectivo en d-dimensiones.

Sea un modelo reticular con la estructura geométrica del modelo de Ising, en d-
dimensiones. Consideremos una ecuacion maestra markoviano del tipo (1.6) para pro-
cesos de inversién de un espin, con competicion de dinamicas, esto es,

dP(s,t)

—2 = ) [Wy(s® — s)P(s%,t) — Wy(s — s%)P(s, )] (1.16)
dt z€A
siendo
Wi(s = 8') = << exp[—BArHIsing(s,K')] >>
= /dK’f(K,) exp[_ﬂAHIsing(ﬁa —K,)] (117)
donde
AgHIaing(é;_K_) = HIsing(ﬁz; K) = HIsing(;S.; _K) (118)
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Esto corresponde a una superposicién de dindmicas del tipo (1.13). Ahora K representa
s6lo a J, pues consideramos h = 0 y f3 fija para las distintas dinamicas simples. El estado
estacionario de este sistema viene descrito por un hamiltoniano de Ising con constante
de acoplamiento efectiva. Esta afirmacion puede demostrarse facilmente mediante la
observacion de que las probabilidades de transicion definidas em (1.17) pueden escribirse

Ccomo
Wy(s — s%) = N*exp (_ﬁAEH;’ing (’%’ J)) (1.19)
g inh(8J) h(8.)
<< sin >><<K cos >>
e sinh(BJ") cosh(BJ") (L20)
¥y
ik << exp(BJ) >>
i 28 i [<< exp(—3J) >>] {1.21)

Estas probabilidades de transicion satisfacen explicitamente la condicién de balance
detallado (1.7) respecto a la distribucién estacionaria (1.2), sustituyendo J por J'.
Es interesante destacar el hecho de que para este tipo de hamiltonianos efectivos, la
dependencia de sus parametros en la temperatura, hace que algunas propiedades usuales
de sistemas de equilibrio hayan de ser reformuladas. En particular, si para el modelo
anterior se calcula el calor especifico es directo comprobar que no es proporcional a las
fluctuaciones de la energia como predice la relacién de fluctuacion disipacion [140, 145]
en su forma usual, sino que aparece un sumando adicional proviniente de las derivadas
de J' respecto a la temperatura. Esto no quiere decir que no se cumpla el teorema de
fluctuacién disipacién, sino que el enunciado de este ha de ser reformulado.

Recalcamos también el hecho de que la existencia de un hamiltoniano efectivo es una
propiedad peculiar de la dinamica que hemos considerado, superposicion de dinamicas
de tipo exponencial (1.13) y que se deriva esencialmente de las propiedades de la funcién
exponencial. Para cualquier otra eleccién de la funcién D[A] no hemos sido capaces de
mapear el sistema en otro de equilibrio con parametros efectivos.

Importante:
A lo largo de toda esta seccion el papel del hamiltoniano de Ising, no es esencial, pudi-
endo ser desempeniado por otros hamiltonianos distintos, sin que se modifique esencial-
mente el desarrollo. De hecho, en [44] se presenta este mismo céalculo en funcién de un
hamiltoniano mas general. a

1.3.2 Aplicaciones.

Algunos sistemas interesantes que aparecen en la bibliografia pueden ser tratados de
forma sencilla haciendo uso del resultado que acabamos de obtener. Exponemos a con-
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tinuacién algunos modelos y los resultados que para ellos obtenemos [44]. De este modo
nos familiarizaremos con este tipo de modelos de no equilibrio mostrando en estos ca-
sos exactamente resolubles el tipo de comportamientos no triviales que aparecen en los
sistemas con competicién de dinamicas. Para cada realizacién particular de la funcion
f(J) dcfinida en (1.14), tendremos un modelo distinto, lo que nos permite presentar
resultados para diferentes tipos de situaciones fisicas.

1. Modelo de Ising impuro de no equilibrio:
f(N)=p6(J—Jo)+ (1 -p)§(J), 0<p<l (1.22)

Este modelo introducido en [43], simula la presencia de impurezas no magnéticas
cuya distribucién cambia con el tiempo, en un modelo de Ising. En este caso, la
constante de acoplamiento efectiva, obtenida a partir de (1.21) y (1.22), es

R pexp(BJo) +1—p
s 28 2t pexp(—fJo) +1—p|" )

En particular, J'(8) = Jo/2 cuando p = 1/2,y J'(B) — Jo/2 ,y pJo, cuando
B! — 0, e oo, respectivamente. Por lo tanto, para d = 1 no hay cambio de fase,
el punto critico estd a temperetura cero, y todos los exponentes criticos térmicos
coinciden con los correpondientes del modelo de Ising de equilibrio divididos entre
2. Para d > 2 hay un cambio de fase independientemente del valor de p, con expo-
nentes criticos en la clase de universalidad del modelo de Ising. La magnetizacion
del sistema satura a 1 6 a —1 cuando la temperatura es nula. En particular,
cuando p = 3/4 las temperaturas criticas vienen dadas por B.Jo = 0.5918... y
0.2960... para d = 2 y d = 3 respectivamente.

2. Modelo de vidrio de espin de no equilibrio:
f(J) = pé(J—-Jo)+(1—-p)é6(J+Jo), 0<p<1l (1.24)

Este modelo fue estudiado en [45, 4] con objeto de analizar la difusién de enlaces
antiferromagnéticos en un modelo de vidrio de espines tipo Ising. La constante
efectiva de acoplamiento es ahora

: e pexp(28Jo) +1—p
J'(B) = 28 log (1—p)exp(28Jo) +p

En contraste con el caso anterior, para d = 1y 0 < p < 1 no existe un punto
critico a temperatura cero. Para d > 2 existe un punto critico tipo Ising siempre
que

(1.25)

1
e exp(—ZﬂC(d)Jo)

p > p(d) (1.26)
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Figura 1.1: Magnetizacién frente a la temperatura para los modelos: bidimensional im-
puro de no equilibrio (linea continua), y para el de vidrio de espines (lineas discontinuas)
con distintos valores de p.

o bien p < (1 — p.(d)) , siendo 1/8.? la temperatura critica para el modelo
de Ising en d dimensiones. En particular, p.(2) = 1/\/62) = 07071, 39:43) =
0.6090.... En este caso, en contraste con el modelo anterior, la magnetizacién no
satura a temperatura cero.

Cuando 1 —p.(d) < p < p.(d) no hay transicién de fase. En la figura 1, se muestra
el comportamiento de la magnetizacién para distintos valores de p y dimension
d=2.

3. Modelo con distribucion de enlaces dependiente de la temperatura:

f(J) = Nexp l:—a (J——zﬁ-) :| y Ol =al ). (1.27)
a
‘Al igual que ocurre en los modelos annealed [161], puede suponerse que los enlaces
J interactian de algin modo con el bano térmico y, por lo tanto, su distribucién
puede depender de la temperatura. Como un ejemplo particular, hemos consid-
erado la distribucién gaussiana dependiente de la temperatura anterior (1.27),

con y
g’ 1

siendo ¢ y 7 constantes positicas. En particular, si 1 < v < 2, tanto el valor
medio, como la desviacién tipica tienden a infinito (cero) cuando 3 tiende a cero
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(infinito). Esto es, la intensidad caracteristica de los enlaces, y las fluctuaciones en
torno a dicho valor caracteristico, crecen con la temperatura. Para esta eleccion
la temperatura critica es 1, y los exponentes criticos coinciden con los de Ising
multiplicados por 4 independientemente de la dimension.

Estc cjemplo, atin siendo un tanto artificioso, nos sirve para mostrar como la
presencia de dindmicas en competiciéon puede modificar, no ya el comportamiento
macroscopico del sistema respecto al sistema analogo de equilibrio, sino también
los exponentes criticos.

En conclusién, contrariamente a lo que ocurre en la mayoria de los modelos de
Ising con dinamicas compitiendo, hemos encontrado un caso particular en el que la dis-
tribucién estacionario de probabilidad puede ser expresada como una medida de Gibbs
con respecto a un cierto hamiltoniano efectivo, tipo Ising, con parametros efectivos
dependientes de los parametros originales del modelo. Debido a esta dependencia, el
comportamiento macroscépico de esta familia de modelos es altamente no trivial tal y
como hemos puesto de manifiesto para una serie de modelos magnéticos impuros.

1.4 Dependencia de los estados estacionarios de no
equilibrio en la dinamica microscopica

En este apartado queremos hacer menciéon brevemente a una propiedad caracteristica
de los estados estacionarios de no-equilibrio que los diferencia de sus andlogos de equi-
librio. Podemos enunciar dicha propiedad como sigue:

El estado estacionario de no equilibrio en modelos con competicion de dindmicas de-
pende esencialmente de cudl sea la forma funcional de las probabilidades de transicion.
Expliquemos ésto mas detenidamente. Supongamos una serie de mecanismos dinamicos
de equilibrio, que llamaremos elementales. Cada uno de ellos, considerado por sepa-
rado, cumple una condicién de balance detallado en la ecuaciéon maestra correspondi-
ente (1.6), y lleva, por tanto, al sistema a un estado estacionario de equilibrio. Dichos
estados estacionarios son diferentes, pues el conjunto de parametros, K, es distinto para
cada mecanismo dinamico elemental. Cada uno de los estados de equilibrio es indepen-
diente de la forma de la funcién D[)], definida en 1.2.1, que se esté considerando para
el mecanismo elemental en cuestiéon, para K fijo. Sin embargo, cuando las distintas
dindmicas actian simultdneamente, (1.14), y el sistema alcanza un estado estacionario
de no-equillibrio, P.,(s), éste resulta ser fuertemente dependiente de la forma de las
funciones D[A] que definen a cada uno de los mecanismos elementales. De este modo,
los estados estacionarios de no equilibrio no son invariantes ante cambios en las formas
funcionales de las funciones D[)], compatibles con (1.8). Basta con modificar para uno
de los mecanismos elementales su funcién D[)\] asociada para que la distribucién esta-
cionaria sea distinta.
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En resumen: cambios en la forma de la funcion D[)], compatibles con (1.8), no
afectan a los estados estacionarios de equilibrio, pero si a los de no-equilibrio, por lo
que la forma del diagrama de las fases de un modelo dado depende fuertemente de la
forma ezxplicita de las probabilidades de transicion que se considere.

Asi, por ejemplo, en los modelos del apartado anterior consideramos probabilidades
de transicién del tipo, D[] = exp[—A/2], (1.13) y calculamos la solucién estacionaria
asociada. Si, en lugar de esta, tomamos, por ejemplo, D[A] = 1 — tanh[A/2], (1.11), la
solucién estacionaria es diferente y, de hecho, no sabemos como calcularla.

Esta propiedad es plenamente confirmada tanto en modelos exactamente resolubles,
como en simulaciones Monte Carlo [112, 113], como en teorias de campo medio [129].
Cuando estudiemos la criticalidad de este tipo de modelos prestaremos especial atencion
a la influencia que la forma de estas funciones D[)\] pueda tener en el comportamiento
critico, en particular, analizaremos si los puntos fijos de las ecuaciones de grupo de
renormalizacién son estables ante cambios en la forma funcional de D[A].



Capitulo 2

Ecuaciones de Fokker-Planck para
modelos de no equilibrio.

En el capitulo anterior hemos introducido una familia de modelos de no equilibrio
definidos a través de una ecuacién maestra en la que compiten diferentes mecanismos
dindmicos, dando lugar a distribuciones estacionarias que no pueden caracterizarse por
una medida de Gibbs. Mientras que, en los modelos andlogos de equilibrio, la teoria
de colectividades permite obtener de forma sistematica informacién fisica sobre sus es-
tados estacionarios ! sin necesidad de resolver la ecuacién maestra, para los sistemas
fuera del equilibrio no existe tal alternativa. La falta de una teoria general de estados
estacionarios de no-equilibrio, andloga a la teoria de colectividades de equilibrio, hace
que cualquier tipo de informacién que desee obtenerse de estos sistemas, requiera un
analisis explicito de la ecuaciéon maestra.

El problema de resolver una ecuaciéon maestra, para obtener la funcién de dis-
tribucién de probabilidad asociada, es matematicamente equivalente al de resolver el
conjunto de ecuaciones para las correlaciones que se derivan de ella [89]. Dicho con-
junto es un sistema infinito de ecuaciones diferenciales temporales, que usualmente
estan fuertemente acopladas entre si, y son de naturaleza no lineal. Las dificultades
para abordar tal situacion hacen necesario, salvo en casos particularmente sencillos,
exactamente resolubles, el uso métodos aproximados y/o simulaciones numéricas. En
particular, para tener alguna informacién sobre el comportamiento de dichos sistemas,
se suele recurrir a aproximaciones de tipo campo medio [27, 28, 4, 5], esquemas per-
turbativos [112], entre otras técnicas, o bien a simulaciones por ordenador tipo Monte
Carlo [12, 112, 52, 1] o de dindmica molecular [76].

Aunque estos métodos de trabajo han resultado fructiferos en el estudio de sistemas de
no equilibrio, nuestro objetivo no es sacar partido de ellos, sino proponer un nuevo tipo
de aproximacién sistematica que nos permita obtener informacién complementaria o su-

1Que exista un método sistematico no quiere decir que éste sea sencillo, ni que pueda llevarse en
cualquier caso hasta el final [120, 10].
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plementaria a la ya conocida. El esquema que planteamos en este trabajo para analizar
ecuaciones maestras en sistemas fuera del equilibrio es diferente a los que acabamos
de mencionar y se basa en la caracterizaciéon mediante ecuaciones continuas, de tipo
Fokker-Planck , de dichos sistemas.

2.1 ;Por qué ecuaciones de Fokker-Planck ?

Dado un cierto sistema fisico fuera del equilibrio, dos posibles alternativas para estudi-
arlo consisten en definir, bien modelos discretos, como los considerados en el capitulo
anterior, o bien continuos, escritos en términos de variables continuas.

Las descripciones continuas implican la definicién de un conjunto de ecuaciones difer-
enciales en derivadas parciales que caracterizan la evolucion del sistema a nivel
mesoscdpico, entendiendo por tal, un nivel de descripciéon intermedio entre el mi-
croscopico y el macrdscopico: menos fino que el primero, pues considera variables pro-
mediadas, pero mas detallado que el segundo, puesto que permite considerar las fluc-
tuaciones de dichas variables [89].

Los modelos mesoscopicos se construyen capturando determinadas caracteristicas conc-
retas del sistema que pretenden representar, como son: su dimensidn, simetrias, leyes
de conservacidn, y/o alguna otra propiedad relevante, mientras que muchos de los de-
talles microscépicos se consideran supérfluos y no son tenidos en cuenta. Como ejemplos
mas comunmente utilizados de este tipo de ecuaciones mencionemos las de Boltzmann
[126], Navier-Stokes, o Fokker-Planck [123, 148]. La conexién explicita entre este tipo
de ecuaciones y la fisica microscopica subyacente, no es trivial en absoluto, y de hecho,
en la mayoria de los casos dichas ecuaciones se construyen obedeciendo a criterios intu-
itivos y no detalladamente. Sélo para casos particulares se ha podido llevar a cabo una
construccion rigurosa de ecuaciones mesoscopicas partiendo de modelos microscépicos
discretos 2, teniendo todas las deducciones existentes en comin el hecho de que re-
quieren la definicién de variables promediadas y un reescalamiento simultaneo de las
variables espaciales y temporales. En cualquier caso, no se dispone de un método rig-
uroso, lo suficientemente general, que permita obtener de forma sistematica versiones
continuas de modelos microscopicos. En cada caso particular se hace, por tanto, nece-
sario construir este tipo de ecuaciones basandose en argumentos ad hoc.

La ventaja de caracterizar un cierto sistema mediante una ecuacién mesoscopica,
en particular, una ecuacién de Fokker-Planck , es que hace posible la utilizacién de
herramientas tedricas desarrolladas para sistemas continuos, de uso comun en teoria de
campos. En particular, las ecuaciones continuas son especialmente ttiles para estudiar
criticalidad a través de la renormalizacién de los modelos, y haciendo uso del grupo de
renormalizacién como argumentamos en la introduccién.

2Vease, por ejemplo, la construccién de una ecuacién de reaccién-difusién continua a partir de un
modelo estocastico microscépico [115].
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Aungque, en principio, es también posible aplicar estas técnicas sobre un reticulo 3
el tratamiento continuo es mucho mas sistematico y estandar 4
De entre los distintos tipos de ecuaciones mesoscopicas que se pueden considerar, elegi-
mos el trabajar con ecuaciones de Fokker-Planck , pues son las que guardan una relacién
mas estrecha, con las ecuaciones maestras que definen nuestros modelos.

Llamamos ecuacién de Fokker-Planck a una ecuacién con la siguiente estructura:

0
atPt = Z K; (q ) Pi( ) =+ E dq; K:J(‘])Pt(Q) (2.1)
1_-1 =1
siendo ¢ = {¢1, g2, .-, gm } un conjunto de variables continuas que caracteriza el sistema,

Py(q) la funcién de probabilidad de tener el sistema en ¢ en un tiempo t, y Ki(q) y
K;;(g) dos funciones diferenciables. Exigimos ademas a la matriz formada por las com-
ponentes K;; ser definida positiva, o al menos semipositiva [56, 148, 89]. Si en lugar
de un conjunto finito de M variables, se tiene un continuo de variables caracterizando
el sistema, los sumatorios habran de ser sustituidos por integrales, y las derivadas por
derivadas funcionales, manteniéndo la ecuacion la misma estructura.

Un tltimo punto que queremos dejar claro antes de seguir adelante, es el siguiente:
Dado que, como acabamos de justificar, queremos estudiar sistemas de no-equilibrio de-
scritos por ecuaciones continuas jpor qué no considerar directamente sistemas definidos
mediante una ecuacién de Fokker-Planck (como se hace frecuentemente en la literatura)
y obviar su posible justificacién microscépica detallada?.

La respuesta a esta pregunta se basa en los dos siguientes argumentos:

1. Existe gran cantidad de resultados procedentes tanto de simulaciones Monte Carlo
[112, 113], como de aproximaciones de campo medio sobre los modelos reticulares
tipo Ising definidos por una ecuacién maestra con competicién de dinamicas [4,
5, 113]. Dichos resultados no han podido ser sistematizados en una teoria general
que pueda predecir, a priori, el comportamiento de estos sistemas sin necesidad
de resolver explicitamente la ecuaciéon maestra. De hecho, a veces los resultados
son controvertidos y dependientes del esquema de resolucién que se emplee °
Cualquier nueva aproximacién sistematica aplicable a estos modelos, interesantes
por si mismos, que pueda arrojar luz sobre su comportamiento fisico sera valiosa.

3Vease, para modelos estaticos: renormalizacién ”a la Wilson” [170], y renormalizacién en espacio
real, introducida por Mazenko [117, 118, 119]. Un esquema de renormalizacién en modelos reticulares
cinéticos puede encontrarse en los trabajos de Dekker y Haake [22, 23, 24].

4Asi, por ejemplo, los esquemas de renormalizacidn dindmica en espacio real presentan fuertes
inconvenientes que los hacen inviables en general. Al aplicar una transformacién de bloques, tipo
Kadanoff, a una ecuacién maestra se pierde el caracter markoviano en la ecuacién transformada [22,
23, 24], lo cual complica extraordinariamente calculos ulteriores.

5Vease, por ejemplo, la discrepancia entre [165] y [103, 84].
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2. Como hemos visto en el capitulo anterior, los estados estacionarios en sistemas de
no-equilibrio son extraordinariamente sensibles a las caracteristicas de la dinamica
microscopica que los define. Como consecuencia de esto una descripcién continua
aprioristica de los mismos necesariamente perderia detalles cuya influencia en los
resultados finales podria ser no trivial, y en cualquier caso no estaria controlada.
De hecho, uno de nuestros principales objetivos en esta memoria consiste en es-
tudiar como los detalles de la dinamica que define la ecuacion maestra afectan a
los resultados finales.

Asi pues, nuestro esquema consistira en considerar modelos definidos a través de una
ecuacién maestra, y caracterizarlos, de la forma mas precisa posible mediante una
ecuaciéon de Fokker-Planck . Dicha ecuacién sera el punto de partida para analizar
propiedades fisicas de los sistemas en cuestion, en particular estudiaremos: potenciales
de no equilibrio, diagramas de las fases, metaestabilidades, criticalidad, etc, poniendo,
en cualquier caso, especial énfasis en como dependen los resultados de la forma de la
dindmica microscépica.

En este capitulo estudiaremos la forma de conseguir descripciones continuas de modelos
definidos en términos de ecuaciones maestras de naturaleza discreta, e introduciremos
un nuevo tipo de ecuacién de Fokker-Planck construida mediante la imposicién de cier-
tos requisitos minimos, que nos permitiran sacar partido de ella posteriormente.
Dichos requisitos son los siguientes:

1. La ecuacién de Fokker-Planck debe depender explicitamente de la forma analitica
de las probabilidades de transicién microscépicas.
La dependencia de los estados estacionarios en la forma de la dinamica mi-
croscOpica es caracteristica de los sistemas de no equilibrio, y cualquier teoria
que pretenda describir fielmente dichos sistemas habra de tenerla en cuenta.

2. La dindmica determinista asociada debe ser descrita exactamente.
Esto es; en el limite en que las fluctuaciones son completamente despreciadas, las
ecuaciones asociadas a la ecuacién maestra original y a la de Fokker-Planck deben
coincidir.

3. En el limite de equilibrio, donde sélo un mecanismo dinamico actua, la ecuacion
de Fokker-Planck debe describir la solucién estacionaria de forma exacta.

4. La distribucién estacionaria de no equilibrio asociada, debe ser exacta, al menos
en un entorno de los extremales de su analoga exacta. De este modo garantizamos
que posteriores estudios de comportamientos criticos, esto es, de inestabilidades
de los extremales, basados en la ecuacién de Fokker-Planck , sean fidedignos.

Es importante resaltar el hecho de que estos requisitos mo-son satisfechos por las
ecuaciones de Fokker-Planck comunmente usadas en la literatura como aprorimaciones
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de la ecuacion maestra, como son los modelos A y B de Hohenberg y Halperin [74],
la ecuacion de Fokker-Planck proviniente e truncar un desarrollo de Kramers-Moyal
[89, 148], o la que aparece en el desarrollo en 2 de van Kampen [89], por lo que una
nueva forma de representar ecuaciones maestras, mas cuidadosa, es necesaria ©.

2.2 Construccién de ecuaciones de Fokker-Planck.

2.2.1 Modelo discreto de partida.

Sea un reticulo cibico d-dimensional, y definamos en cada nudo, z € Z¢ una variable de
espin s(z) = +1. Consideremos ahora un cierto hamiltoniano de interaccién genérico,
que denotamos Hy(z; K) siendo ahora K = {K;, i = 1,...,n}, el conjunto de pardmetros
que define la interaccion. Puesto que las variables de espin son discretas y nuestro
proposito es construir una ecuaciéon de tipo continuo, definamos el siguiente nuevo
conjunto de variables

Pa(z) = -ld Pad), ez (2.2)

yeAZ

donde Ag C Z% es un volumen centrado en z que contiene (2 nudos de la red. Nétese que
las variables ®q puede tomar 2§2+ 1 valores equiespaciados entre —1 y +1. Supongamos
que el hamiltoniano de interaccién puede escribirse en las nuevas variables como:

HQ(QQ;K) = Ho(s(2q); K) = E hg(gn(l);ﬂ)a (2.3)

z€ezd

con &g = {®q(z), z € Z?¢}. Una posible forma del hamiltoniano (2.3) en una dimensién
es

H(20; {p,A}) = 2_{IU®a(z) — Ba(z — 1)]* + 4’ ®a(z)” + A®a(2)'}.  (24)

utilizado frecuentemente en la bibliografia [176, 6, 138].

Consideramos el radio caracterisco de una regién A? del orden de la longitud de cor-
relacién entre los espines. Bajo este supuesto, podemos garantizar que ®q(z) es una
funcién suave” de z, esto es, que podemos escribir ®q(z) = ®(Q2~4z), donde ®(r) es
una funcién analitica en r. Si ag es el parametro de red original, definimos uno nuevo
reescalado como a = Q'/?q,. El limite al continuo se define haciendo |ag| = 0y Q@ — oo
simultdneamente, manteniendo @ = 1. En este limite (2.3) se transforma en

HYQK) =0 [ dr h(2(c); K). (2.5)

SEn el caso de que las probabilidades de transicién asociadas a una ecuacién maestra dada sean
polinémicas, es posible derivar una ecuacién de Fokker-Planck de forma exacta, utilizando transforma-
ciones de Poisson [41, 17]. Desafortunedamente, las ecuaciones maestras que consideraremos en este
trabajo no son del tipo requerido para aplicar tal método.
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Este limite continuo implica que sélo podemos estudiar fenémenos en una escala del
orden de alguna longitud macroscépica caracteristica.

Nétese, que aparece un factor {) en la expresién de este hamiltoniano continuo. Este
factor sera esencial, como veremos, en los desarrollos que siguen. Hemos considerado
que el hamiltoniano original de espines (2.3) es tal que el hamiltoniano continuo final no
depende de correciones de orden (2° ni superiores. Esta situacién no es la més general
posible, pero, en cualquier caso, la esencia del desarrollo que vamos a describir no se
ve afectada por la presencia de dichas correciones, que son omitidas, inicamente, por
no complicar demasiado la notaciéon. Dejamos como un simple ejercicio para el lector
repetir todos calculos que siguen incluyendo las correciones de orden Q°.

Supongamos ahora que el sistema de espines que acabamos de definir evoluciona medi-
ante una dinamica estocastica de inversion de espines. Un cambio en un espin individual
se traduce en un cambio de médulo 2/} en todos los campos ® en los cuales estd con-
tenido. Por lo tanto, una distribucién de probabilidad de campos ® evolucionara en el
tiempo de acuerdo con una ecuacién maestra de tipo markoviano en la que se reflejen
dichos cambios. Consideraremos que la probabilidad de tener una cierta configuracion
®, en un instante de tiempo ¢, P{}(®) obedece la siguiente ecuacién:

o.PX@) = [ dr [ dnfln) [u?(@"F — @)P(@77) — w®(@ — 2")PA(D)], (26)

donde

e {apye ?
oz ={o() + 26, 1,

y f(n) es la funcién de distribucién de los posibles incrementos de las variables @, que
se supone simétrica, f(n) = f(—h), y anélitica en torno a n = 0. Por tltimo, w(® — &)
es la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema cambie de ® a ®'. Al igual
que en el capitulo anterior, estas probabilidades de transicién se definen mediante la
superposicion estocastica de diferentes mecanismos elementales de equilibrio, esto es:

e R"}, (2.7)

W@ - )= [ K p(K)uf(@ - @K), (28)

donde p(K) es una funcién de distribucién dada a priori, que forma parte de la definicién
del modelo, y cada una de las dindmicas elementales de equilibrio, w(® — @'; K), tiende
a llevar al sistema a un estado estacionario de la forma: PJ}(®; K) « exp[—H"(®; K)].
Para ello, es condicién suficiente, como hemos visto en el capitulo anterior, que cada

una de ellas cumpla la condicién de balance detallado,
w?(@ — & K) = D[H"(®; K) — H*(2; K)] (2.9)

donde la funcién D[)] cumple las propiedades (1.8).

De este modo hemos completado la definicién y justificacién microscopica de nuestro
modelo.

Vemos que en la ecuacién (2.6) hay un parametro natural 2 que refleja su origen mi-
croscépico. Como ya se ha dicho, dicho pardmetro ha de ser lo suficientemente grande
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como para poder definir de forma precisa el limite al continuo. De este modo tenemos
un parametro natural para desarrollar la ecuacién maestra [89].
El desarrollo en potencias de 2 de la ecuacién maestra, (2.6), conduce a

or@) = [ dr [ inso)|{< D(-Uy(@() ) - W) K) >

~ < D(U,(&(x); K) + WR(&(2); K)) > | PA(@)

F g;—' (—) 6;’;('51}) < D(~U,(&(z); K) - W@ (r); K)) >>] (2.10)
it U, @) K) = n B L) (211)
y W@ K) =3 i e k), (212)
g < A= /R dK p(K)A(K) (2.13)
4 H(®;K) = Q'HY(&; K). (2.14)

Este no es sino el desarrollo de Kramers-Moyal de la ecuacién maestra [89)].

Antes de seguir adelante con nuestro desarrollo, veamos algunas posibles ramificaciones
del mismo, que dan lugar a ecuaciones de Fokker-Planck frecuentemente consideradas
en la literatura.

1. Ecuacién Fokker-Planck de Kramers-Moyal.
Una forma de obtener una ecuaciéon de Fokker-Planck partiendo de una ecuacién
maestra consiste en truncar en segundo orden el desarrollo de Kramers-Moyal,
(2.10), [89], obteniéndose de forma directa:

OrP(®) = - [ de [, dns(n)| s < DIU(E(2), K) > PR@)

~Ind 58 < D& K) > PA(@) (2.15)

Esta ecuacién puede resultar 1til en muchas situaciones, como por ejemplo, para
estudiar fluctuaciones en torno a estados estacionarios de equilibrio, [70]. Sin
embargo no satisface los requisitos minimos impuestos. En particular, aunque
mantiene cierta dependencia en la dinamica microscopica, ésta no esta contem-
plada con precision. De hecho, en el limite de equilibrio no se reproduce la dis-
tribucion estacionaria exacta.
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2. El modelo A de Hohenberg-Halperin.
Otra posibilidad para construir una ecuaciéon de Fokker-Planck consiste en con-
siderar que el hamiltoniano continuo es de la forma

HY®; K) = / dr h(®(r); K), (2.16)
es decir, la misma forma que (2.5) salvo por el factor 2 que se omite. Llevando

esto al desarrollo de Kramers-Moyal, y haciendo uso de los resultados del apéndice
A, se obtiene

OPE@®) = [, de [ (1) s < Un@(0), K0) > PR(@)

+1 Qaq;%( )Pﬂ(cp)] (2.17)

donde definiendo un hamiltoniano efectivo segiun

H.y(®) OH(®; K)
90(r) — - 99(r)

(2.18)

y considerando por ejemplo,
1
f(n) = 5(6(n—1) +6(n +1)) (2.19)

se tiene una forma del modelo A de Hohenberg y Halperin [74], con respecto al
hamiltoniano H.¢(®).

Nétese que en esta ecuacién, cualquier dependencia en la forma funcional de las
probabilidades de transicidn, en particular, en la forma de la funcién D, se pierde
por completo, De hecho, en esta aproximacion sélo aparecen los dos primeros
términos de un desarrollo en series de potencias de D, siendo estos constantes
para toda funcién D que satisfaga (1.8) (véase apéndice A). Consecuentemente,
tampoco esta aproximacion satisface los requisitos minimos impuestos.

Hecho este inciso, volvamos a considerar la ecuacién (2.10).
Supongamos que para valores de (2 suficientemente grandes la distribucion de probabil-
idad puede escribirse como,

PA(®) = N exp[-V,(®)] (2.20)

V(@) = Vi (8) + Vii(®) + O(27) (2.21)
donde

= [ d@exp-V(@)] (2.22)
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es la constante de normalizacién y a V; se le denomina potencial de no equilibrio
dependiente del tiempo.
Suponemos que existe el limite siguiente:

lim V= V2, (2:23)

y que éste es unico y bien definido. A la funcién limite se le denomina potencial esta-
cionario de no equilibrio, o simplemente potencial de no equilibrio [101].

Nétese la diferencia entre un hamiltoniano como (2.5) y un potencial de no equilibrio:
el primero es una clase particular de potencial de no equilibrio, en la que es posible
distinguir términos responsables de la interaccion local entre los elementos del sistema.
El potencial de no equilibrio no es, en general, una funcién diferenciable en todos los
puntos del espacio de las fases sobre los que est4d definido 7. En cualquier caso, puede
mostrarse que el potencial de no equilibrio es una funcién de Lyapunov para la evolucién
determinista del sistema, y nos limitaremos a trabajar de momento, en regiones donde
se espera que el potencial sea diferenciable, esto es en las vecindades de sus minimos
[85]. Posteriormente volveremos sobre este punto y estudiaremos aspectos relacionados
con la no diferenciabilidad del potencial estacionario (véase capitulo 3).

Sustituyendo (2.20) en (2.10), y considerando los érdenes dominantes en 2, se tiene

BeIn N — 00,Vo(®) — 8,V14(2) + O(Q7") =
./R,, dE‘/R dn f(n) [<< D(Uy(2(z); K)) > [exp (77 65(;/(02)) 4 1]

—flmqf(z) {<< D(U,(2(r); K)) > [1 TR (”52?2))]}

+—8— < D(U,(2(r); K)) > exp (1762/?;)) 66(;/(1_7;)] +0(272). (2.24)

A partir de (2.24) podemos extraer los siguientes resultados:

1. Ecuacién determinista.
Introducimos una nueva variable temporal reescalada, 7 = Q~¢, y tomamos el
limite Q — oo, la solucién de (2.10) queda

P,(3) = 6(2 — v,) (2.25)

con

8rvn(z) = [ dnf(min < D(Uy(e, ()i K)) > (2:26)

donde hemos multiplicado por v,, tomado el promedio sobre todas las configura-
ciones e integrado por partes. A esta ultima ecuacién se le suele llamar ecuacidn

"Vease al repecto la serie de articulos de Graham, [56, 57, 58, 59].
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determinista. Resaltamos el hecho de que esta ecuacion es claramente dependiente
de la forma analitica de las probabilidades de transicién microscépicas, D, y que
ésto es asi debido a la presencia del factor {2 en (2.5) que define a las probabil-
idades de transicién (2.8). Concluimos, por tanto, que el cambio de las variables
microscopicas a las mesoscopicas, es esencial para obtener una descripcion deter-
mimista correcta.

Hay una 1ltima propiedad que queremos mencionar aqui y que sera util mas
adelante.

Propiedad 1 Los ertremales del potencial de no equilibrio de orden cero Vo .(@)
evolucionan siguiendo trayectorias deterministas, esto es

6Vo,(2) i
ey = 0. (2.27)

r

Demostracion:

A partir de (2.20), y para grandes valores de ), asumimos que se tiene una solucion
de la forma (2.20). Puesto que Vp; esta acotado inferiormente, tiene al menos un
minimo absoluto en su dominio de definicién. Desarrollando el potencial de no
equilibrio dependiente del tiempo en torno a dicho minimo, se tiene,

P(®) = N® exp [—Q drdr’ Ay(r, ') To(r) Te(r)) + O(QT3, QO’I‘)] (2.28)

Rd@Rd
donde Yy(r) = ®(r) — ®;(r), y ®; es un minimo de Vp4(2), esto es,

6Vos(2)

55() = 0. (2.29)

3=9;

Nétese que podemos calcular la derivada del potencial, pues en un entorno de sus
minimos se espera que sea diferenciable [85].
A partir de (2.28) vemos que para todas las configuraciones tales que

Jim QY2|T(r)| = o0, Vr € R?, (2.30)

su probabilidad de ocurrir decae exponencialmente con €2, y por lo tanto son
despreciables en el limite {0 — oco. El resto de configuraciones son importantes en
dicho limite. Consideremos una configuracién tal que |Ys(r)| < Q-2 Vr € R?
8. ]a evolucién de la probabilidad viene dada por la solucién de (2.24) en primer
orden de . Sustituyendo (2.28) en (2.24) se tiene una ecuacién para la evolucion

8Esto es una forma de decir que las fluctuaciones de las variables mesoscépicas de un sistema son
de orden Q1/2, lo cual es un hecho ampliamente conocido [89].
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de ®;. Reescalando el tiempo segiin 7 = Q7'¢, y conservando sélo los érdenes
dominantes en {2, se tiene

/Rd®Rd drdr’ A«(r,r')0- ®7(r) Te(r') =

/Rd@md dzd_r_'/Rdnf(Tl)ﬂ < D(U,(2:(r); K)) > Ai(r,r)Ti(z))
(2.31)

valida para |T¢(r)| < QY% y Vr € R4.

Sustituyendo [grdnf(n)n < D(U,(@:(r); K)) > dado por la ecuacién (2.26) en
(2.31), se obtiene que ®; evoluciona del mismo modo que v, solucién de la
ecuacién determinista. t

2. Estado estacionario.
Para estudiar el estado estacionario igualamos a cero el primer miembro de (2.24).
Con esto, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales cerrado: una ecuacién
para cada orden en f). Su soluciones son los coeficientes, V; .s; con : = 0,1, ..., del
potencial de no equilibrio. En particular las ecuaciones que aparecen en los dos
primeros érdenes son:

/Ra dﬂL dnf(n) < D(Un(Q(z);K)) > [exp (n?g’(;’)t) — 1] =0 (2.32)

_/Rd dz/R dnf(n)g[éqf(z) {<< D(U,(2(r); K)) > [1 R (";go(z)tﬂ}

-2 < D(U,(2(r); K)) > exp ("g?(z)t) g‘(’;)f] = 0. (2.33)

Para encontrar el potencial de no equilibrio, podriamos suponer que la distribucién
estacionaria cumple una propiedad de balance detallado, en el sentido de que (2.32) y
(2.33) se siguieran cumpliendo aun sin el simbolo integral, [ga dr, delante de las mismas.
Sin embargo, aun en el caso de que pudiésemos despejar las primeras derivadas de V; .,
del sistema (2.32), (2.33), esto es, que pudiésemos escribir

6‘/},eat = =258
o) = (), VO(2), ..., V"®(2), .. (2.34)
con ¢ =0,1,..., no es siempre imposible integrar (2.34). De hecho ésto sélo serd posible

cuando se cumpla la condicion de potencialidad °. Un ejemplo, en el que si es posible
integrar el sitema, es

F: = g/(®(r)) + a;V?®(r) (2.35)

9Vease Apéncide C.



2.2. CONSTRUCCION DE ECUACIONES DE FOKKER-PLANCK. 31

donde g¢; y a; son una funcién y una constante arbitrarias respectivamente. Sin embargo,
no es posible, en general, calcular el potencial de no equillibrio a partir de una condicién
de balance detallado. Notese, que cuando actua un unico mecanismo dinamico, esto es,
p(K) = §(K — K,), se cample la condiciéon de balance detallado debido a la forma en
que hemos construido las probabilidades de transicién (2.9) y, por lo tanto, V,(®) =

H(2; Ko).

2.2.2 Como construir una ecuaciéon de Fokker-Planck ade-
cuada.

Escribamos en una forma genérica la ecuacién de Fokker-Planck : 1°

P(2),
(2.36)

Queremos fijar los funcionales =y, =; y =,, de tal manera que se cumplan, al menos, las
ecuaciones (2.10), (2.25) y (2.26). Esto es, deseamos construir una ecuacién de Fokker-
Planck de tal manera que su solucidon reproduzca de forma exacta los dos drdenes
dominantes del potencial de no equilibrio. Puesto que ) toma valores altos, esta iltima
sera una buena aproximacién para describir el comportamiento del sistema original.
Para fijar los funcionales =, sustituyamos (2.20) y (2.21) en (2.36), y desarrollemos en
potencias de §). La ecuacion resultante es:

8,1n N® — 00,V () — 8,V14(®) + O(QY) =

APPE) = [ g Qe + 580D + G0N g5

Vor |= A 6Voe
[ et [z - mae) ]
1 g [ ) oo Ve o 8V
L dd_[ 200 4 2(@(0) g+ 5:(2(0)) s
&= ﬂfg,t_ 6*Vor Vor Vi

s A 1 2(0(0)) ot — =00 et s | 007 (2

Una condicién suficiente para reproducir la dinamica de forma exacta en los dos 6rdenes
dominantes en §) se obtiene mediante la comparacién directa de (2.37) y (2.24)-(2.26):

(@) = - [ dnf(n)n < DU, (@) K)) >

sre@) = (gs) ok [ i) < DU (@) ) >

(= ;"gg) [”” (@) ]+() )

10NéStese que esta ecuacién no es esencialmente diferente de (2.1), sino sélo una forma de reescribir
la misma, mas conveniente en este caso.
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1 ([ 8Vo. .
: <5‘1>(£)) 6®(r )/ dnf(n) < D(Un(2(r); K)) >

o) o))

—eracto 6V
s = (o) [ ansin) < D@ K) >
6 % t 6 ‘/0 1
ot 2,
= (rics) =1 -] s
donde =§*“*° se determina imponiendo a la ecuacién de Fokker-Planck que su ecuacién
determinista asociada coincida con (2.26) ' . Como vemos, los coeficientes, =, y

=p°%%% dados por (2.38) dependen de forma exphc1ta de la primera derivada del poten-
cial de no equilibrio, cuya forma no es conocida.

Si unicamente estamos interesados en garantizar que la ecuaciéon de Fokker-Planck re-
produzca los primeros 6rdenes de la solucién estacionaria, entonces podemos reemplazar
Vit conz=0,1, por V, s : = 0,1 en la ecuacién (2.38). En dicho caso nos preguntamos
si es posible construir una ecuacién de Fokker-Planck , tal que su solucién coincida
con la exacta hasta segundo orden en (). La respuesta parece ser si, siempre y cuando,
conozcamos a priori la solucion exacta. Este es el caso cuando tratamos con sistemas
de equilibrio. De hecho, a partir de (2.38) demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea H(®) = QH(®) el hamiltoniano de interaccién que caracteriza el
estado estacionario de un cierto sistema en equilibrio. Entonces la ecuacion de Fokker-

Planck (2.36) con coeficientes:

Zo(2(r)) = E=¢'(2(z)
@) =0
= (&(r)) = —0(2()) »
Z2(2(r)) = 571(D) (2.39)
6®(r)
donde
=(@) = - [, anf D (1552 (2.40)

cumple las siguientes propiedades:
i) Reproduce la dindmica determinista ezacta dada por (2.26) con

o (0 (2.41)

6;0,(p) = /Rdnf(n)nD [77

1 Este es el segundo de los requisitos impuestos.
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i1) Su solucidn estacionaria es una distribucion de Gibbs, con P,y (@) ox exp(—H (D))

Demostracion:

i) En el limite  — oo el coeficiente =, de la ecuacion de Fokker-Planck fija la forma
de la ecuacién determinista. Por lo tanto, s6lo necesitamos mostrar que el coeficiente
Zo de (2.36) dado por (2.39) y (2.40) coincide con el exacto, Z§7**°. Pero esto es cierto
por construccién.

ii) Esta segunda parte puede demostrarse sin mas que sustituir la distribucién esta-
cionaria de Gibbs en la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck (2.36), 8;,P§! = 0. {
Nétese como la funcién D aparece explicitamente en la ecuacion de Fokker-Planck , y
que caracteriza las propiedades dinamicas del sistema.

Este teorema se ha utilizado, por ejemplo, por Hanggi et al, [69, 70, 53], para estudiar
propiedades dindmicas en sistemas biestables con un grado de libertad, para los que
siempre es posible encontrar la solucién estacionaria exacta.

Sin embargo, cuando tratamos con un modelo de competicion de dinamicas, no conoce-
mos a priori el potencial de no equilibrio, y no es por tanto posible encontrar a partir de
este teorema una ecuacién de Fokker-Planck que reproduzca globalmente el potencial.
No obstante, hemos encontrado, que aun sin conocer explicitamente la solucién, es posi-
ble construir una ecuacién de Fokker-Planck tal que su solucion estacionaria sea exacta
en las vecindades de los extremales del potencial de no equilibrio. Vamos a demostrar

ésto mediante los dos siguientes teoremas.

Teorema 2 Sea una ecuacion de Fokker-Planck , (2.36), tal que sus coeficientes
cumplen las siguientes propiedades,

Z(8(r) = EZ5(d(r))
5() = 5 [ dnfnn’ < DU K)) > (2.42)

donde v* es una solucion estable de la ecuacion determinista estacionaria, (2.26), esto
es, 0,v*(r) = 0. Entonces,

i) Reproduce la dindmica determinista ezacta dada por (2.25) y (2.26).

i1) La componente Vp s de la solucion estacionaria coincide con la exacta en un entorno
adecuado de v*.

Demostracion:
i) Se demuestra igual que i) del primer teorema.
ii) La componente VZo** del potencial estacionario de no equilibrio es solucién de la
ecuacién de tipo Hamilton-Jacobi siguiente (2.32):

Hy=o(z,9) = [ dr [ dnf(n) < D(U(&(x); K)) > [exp (y(z)) = 1] =0 (2.43)
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donde 5ve:x:acto
__Oest
rle) = a0 (2.44)

Andlogamente, a partir de (2.36) vemos que la componente Vo:m del potencial esta-
cionario de no equilibrio asociado a la ecuacién de Fokker-Planck viene dado por

Hy™ (z', @) = /Rd dr. 7'(z) [So(2(r)) — E2(2(z))x'(r)] = 0 (2.45)

donde
Vo eot
6®(r)

Ambos potenciales de no equilibrio tienen los mismos minimos puesto que ambos pro-
ducen la misma ecuacién determinista.

Supongamos que estos potenciales de no equilibrio son diferenciables en un cierto en-
torno alrededor de cualquiera de sus minimos 2. En dicho entorno, podemos aplicar
el teorema del apéndice D que asocia a cada ecuacién de Hamilton-Jacobi, un cierto
sistema dinamico hamiltoniano. Né6tese que dicho teorema no puede aplicarse directa-
mente a (2.43) y (2.45) puesto que no podemos garantizar que dichos potenciales sean
de clase C*° en todo su dominio de definicién.

Para construir los correspondientes potenciales, localmente, alrededor de los minimos
debemos resolver primero los sistemas dinamicos caracterizados por los hamiltonianos
Hg=eeto(n, @) y HEF(z, @), donde 7 simboliza ahora los momentos conjugados de @,
esto es,

)= (2.46)

Las trayectorias asociadas a este sistema dinamico deben satisfacer necesariamente la
siguiente condicién de contorno: M = (0,v").

Finalmente, el potencial en el punto ® es igual a la integral a lo largo de una trayectoria
que conecta (p,, @) con M, donde 7, se fija considerando la trayectoria que comenzando
en ® alcanza M cuando t — —oo [56, 57, 58, 59].

Por lo tanto, para demostrar que ambos sitemas dinamicos tienen idénticas soluciones
en torno a los puntos estacionarios, so6lo necesitamos demostrar que los hamiltonianos
Hgzeee y HEP coinciden en un entorno de sus minimos comunes. En nuestro caso, los
desarrollos de los hamiltonianos (2.43), (2.45) en torno al minimo (0, v*), son

(2.47)

Hgoo(m,@) = - [, drdr'X(c) n(x e °((_ )(r))

+% /Rd dr 7r(E)Z/Rd!nf(n)n2 <L D(Uy(v"; K)) > +0(e%) (2.48)

12Fsta conjetura es razonable, puesto que se puede demostrar que estos potenciales son diferenciables
para casi cualquier punto, vease, por ejemplo [85], asi como la introduccién al siguiente capitulo.
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6=o(v*(r
HEP(z,8) = —/Rd®Rd drdr'Y(r') W(E)—ﬁ - e dr n(r)? Z3(v*(r)) + O(e?)
(2.49)
respectivamente, con Y(r) = ®(r) —v*(r) Vc € R?,y |Y(z)| ~ |7(z)| < e, Vr € R?
y se supone la analiticidad de los funcionales =;, : = 0,1,2. Ahora es directo verificar

que es condicién suficiente, para que estos dos desarrollos, (2.48) y (2.49), conincidan,
que se satisfagan las condiciones del enunciado del teorema. {

Teorema 3 Sea una ecuacion de Fokker-Planck tal que sus coeficientes son de la forma

=(2()) = 3 [D-(2(2) — D4 (2(2))

Z1(@(r)) = 0

Z2(2(r)) = D'(Q(E)l))_(f(’;();ﬂﬂ)) (2.50)

2ln | ===
[D+(-Q(E))]
i D,(2(r)) =< D(Un(2(r)); K) > . (2.51)
Entonces, para .
f(n) =5 [6(n—1)+6(n+1)], (2.52)

i) Reproduce la dindmica determinista ezacta dada por las ecuaciones (2.25) y (2.26).

ii) Las componentes Voest Yy Vi,est de potencial estacionario coinciden con sus re-
spectivos andlogos ezactos en un entorno de las soluciones homogéneas deterministas

*

v,

1) Se demuestra igual que i) en los teoremas 1 y 2.
ii) La demostracion sigue los siguientes pasos:

1. Definamos el funcional 7%(®(r)) que es solucién de la siguiente ecuacién implicita.
[ dnf(n) < DW,(R(); K)) > [exp (17°(@(x)) —1] =0 (253)

Por ejemplo, cuando f(n) viene dado por (2.52), toma el valor

D_(&(

(@) =0 gy

g (2.54)
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donde Dy vienen dados por (2.51), con n = 1, —1 respectivamente. Este funcional
tiene una propiedad interesante: sus ceros son solucién de la ecuacién determinista.
Esta propiedad se demuestra facilmente:

Sea v’ una solucién de 7°(2'(r)) = 0. Desarrollamos (2.53) alrededor de este cero;
conservando sélo el orden dominante en dicho desarrollo, encontramos que 2’
sustituido en el segundo miembro de la ecuacién determinista (2.26) lo anula. Es
por tanto una solucién estacionaria determinista. De hecho, a partir de (2.32) es
directo verificar que todas las soluciones homogéneas de la ecuaciéon determinista
deben ser ceros de 7°.

Centremos nuestra atencién en dichas soluciones homogéneas v* = v;,,,-

. Elijamos los siguientes coeficientes para la ecuacién de Fokker-Planck (2.36)

Zo(@(r) = E5((r)
=(2(r)) = 0

E2 (g(z)) 5 -—cz:acto (g

()
)] (2.55)

=

Utilizando el desarrollo,

z-—1 1/2-1\% 1 /z—1)\° |
s= - - P -
log(z) ( @ )+2( z )+3( z )+ g :c___2 {20)
es directo mostrar que el coeficiente =, puede desarrollarse en torno a v;,,, como,
4 Z3(&(r)) =
E(P(x)) = Z2(®(r)) + =—F—S0(2 + 0 2.57
(8(0) = Z2(20) + PG @) +OE),  (257)
donde :
Zn =1 |, IF (" < D(Un(hom; K)) > (2.58)

Consecuentemente podemos aplicar el teorema anterior para concluir que la
ecuacién de Fokker-Planck definida por los coeficientes (2.55) reproduce Vg st
localmente en un entorno de v,,,,-

. Para estudiar Vj ., hay que seguir un razonamiento simlar al seguido en el teorema

anterior. Supongamos que Vit y VIEP son conocidos. Del mismo modo que en

(2.43) y (2.45), definimos los hamiltonianos en siguiente orden en 2, cuya dinamica

define los potenciales V222 y ViFE, | como

Heocto(z, ) =
_/ dr/ dnf(n)= [5@( ){<< D(U,(2(r); K)) > [He"f’( %}()t)]}

-2 < DU, @(2); K)) > oxp (15308 ) (o) (259)
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y
[0 | () s,
1 @9)= [, dﬁ[ 50(r)  60(r) 69(r)
~E (@) 15 + 2B 8 — Zo@)] 7] (260)

respectivamente.

En contraste con los hamiltonianos (2.43) y (2.45), ahora los puntos fijos para los
correspondientes sistemas dinamicos hamiltonianos tienen en general momentos
no nulos: N = (Tpoms>Vhom) ¥, POT lo tanto, deberiamos chequear primero que
ambos hamiltonianos llevan a los mismos puntos fijos. Para esto igualamos a cero
las ecuaciones de Hamilton asociadas, (2.47). Puede verificarse entonces, que una
condicién suficiente para tener los mismos puntos fijos es que Z3(v4,,,) = 0. Esta
limitacién conduce a una forma de f(n) como la de la ecuacién (2.52).
Finalmente sélo resta desarrollar los hamiltonianos H{**** y HFF en torno a los
puntos fijos, y chequear que hasta segundo orden en el desarrollo en {2 ambos
coinciden y, por lo tanto, llevan al mismo potencial V] ¢4. t

Corolario 1 La distribucion estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck definida en
este ultimo teorema viene dada por una medida de Gibbs cuando

p(K) = 6(K — Ko).

Demostracion:
Es una aplicacién directa del teorema 1. De hecho el coeficiente =; en (2.55) se reduce
a su analogo en (2.39) para esta distribucién p(K). 1

Comentarios.

Vamos a dar una idea fisica de la aproximacion involucrada en la construcciéon de la
ecuacion de Fokker-Planck del 1ultimo teorema.

Tomemos separadamente los términos correspondientes a saltos en cada una de las
variables en la ecuacién maestra de partida. Aunque, al no cumplirse una condicion
de balance detallado no podemos garantizar que cada uno de los sumandos anteriores
se anule separadamente, la aproximacion consiste en suponerlos iguales a cero para
construir una ecuacién de Fokker-Planck . El conjunto de igualdades asi obtenido gen-
era, una ecuacién para 0Vp/0®(r), y cada valor de r, es decir, para cada una de las
fuerzas termodindmicas. Para definir una ecuacién de Fokker-Planck podemos suponer,
del mismo modo que en la ecuaciéon maestra, que se cumple una condicién de balance
detallado '® e imponer que las fuerzas termodindmicas tengan la misma forma que se
ha derivado de la ecuacién maestra. Esta aproximaciéon lleva a la ecuacién definida por

13Balance detallado se traduce en potencialidad, en el lenguaje de las ecuaciones continuas. Véase al
apéndice C.



38 CAPITULO 2. ECUACIONES DE FOKKER-PLANCK

(2.55). Obviamente, cuando se cumple la condicion de balance detallado la aproximaciéon
es exacta, como ya hemos demostrado. Es importante notar que, aunque para construir
la ecuacién de Fokker-Planck hemos trabajado con las fuerzas termodinamicas definidas
por la hipdtesis de balance detallado, las fuerzas termodinamicas que posteriormente
puedan derivarse como solucion de la ecuacion Fokker-Planck no coincidiran con estas.
Las fuerzas termodinamicas obtenidas con balance detallado se utilizan como una her-
ramienta para construir la ecuaciéon de Fokker-Planck y sélo aparecen en un estadio
intermedio de calculo,.

Asi pues, la ecuacién de Fokker-Planck construida para este segundo teorema cumple
todos los requisitos que impusimos a priori, esto es:

Depende explicitamente de las funciones D.

Reproduce la dindmica determinita de forma exacta.

e En el limite de equilibrio su solucién estacionaria es una medida de Gibbs.

e En un entorno de los extremales de la distribucién de probabilidad reproduce los
dos primeros é6rdenes en () del potencial de no equilibrio.

2.2.3 El método en campo medio.

Queremos hacer simplemente un comentario, sobre la aplicabilidad del método que
hemos introducido para construir ecuaciones de Fokker-Planck en problemas de campo
medio. Anteriormente hemos considerado sistemas con un continuo de grados de lib-
ertad, es decir, campos. Sin embargo, dicho requisito no es esencial para aplicar el
método anterior. El inico punto fundamental que se debe respetar es la presencia de un
factor global 2, en el hamiltoniano de interaccidon, que sea el parametro natural para
desarrollos ulteriores. Este requisito se cumple para hamiltonianos de campo medio. En
este tipo de hamiltonianos, aparece un numero finito de variables; si las notamos g¢; la
ecuacién de Fokker-Planck que hemos propuesto, (2.36), (2.55), queda;

oP@) = 3535 e ([W-Uia) - W) Ao
n W(=Ui(q)) — W(Ui(q))
t — Bai ‘(ﬂ)> &
8 | WT(9) ]
siendo ahora
W(xUi(q) = o dKp(K)w(¢g; — ¢; £1; K) (2.62)
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siendo w(g; — ¢;%; K) las probabilidades de transicién asociadas a un hamiltoniano de
campo medio, H.(q) definido por el conjunto de parametros K,y Ui(q) = 0Hcm(q)/04:

14

14Nétese que consideramos en las probabilidades de transicién que las distintas variables g; evolu-
cionan de forma independiente.



Capitulo 3

Potenciales estacionarios de no
equilibrio.

En los capitulos precedentes hemos definido modelos de no equilibrio, y hemos visto
una posible caracterizacion de los mismos en términos de ecuaciones de Fokker-Planck.
Nuestro objetivo en el presente capitulo es doble, por un lado pretendemos realizar
un test al modelado de Fokker-Planck introducido en el capitulo anterior, y, por otro,
calcular explicitamente un potencial estacionario de no equilibrio para algin modelo
sencillo [133]. Motivemos un poco mas estos objetivos:

1. La forma de modelar una ecuacion maestra mediante una de Fokker-Planck que

hemos introducido, tiene ciertas virtudes que se han demostrado explicitamente.
Entre ellas esta la de reproducir de forma exacta los dos primeros 6rdenes del po-
tencial estacionario en un entorno de cada uno de los extremos de la distribuciéon
de probabilidad. Por tanto, las propiedades locales que se deriven de ella, como,
por ejemplo, la ubicacion de los extremos del potencial estacionario o las fluctua-
ciones en torno a los mismos seran reproducidas de forma exacta.
En el caso de que se cumpla una condiciéon de balance detallado no sélo las
propiedades locales anteriores se reproducen de forma exacta, sino tambien, sigu-
iendo el teorema 1 del capitulo anterior, las propiedades que dependan de la forma
global del potencial estacionario. !.

1Supongamos un sistema definido por una ecuacién maestra que cumple la condicién de balance
detallado. En el limite @ — oo puede calcularse su espectro de autovalores completo [116, 69]. Mientras
que la solucién estacionaria viene dada por el autoestado con autovalor cero del operador que define la
ecuacién maestra [89, 116], el comportamiento dindmico se ve afectado por los restantes autovalores.
En este contexto, Hanggi et al. demostraron [69] que la ecuacién de Fokker-Planck dada por el teorema
1, reproduce no sélo la solucién estacionaria, sino también las propiedades dindmicas como tiempos de
paso, para grandes valores de 2. Queremos resaltar el hecho de que las propiedades dindmicas, a pesar
de depender de todo el conjunto de autovalores, estan condicionadas fuertemente por la autofuncién
de autovalor cero. Asi, por ejemplo, el tiempo de paso entre dos minimos del potencial estacionario
es proporcional a la diferencia de probabilidades estacionarias entre ambos minimos, y en el limite
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Es deseable, por tanto, chequear qué tales resultados da el modelado de Fokker-
Planck en zonas alejadas de los extremos del potencial, donde, en situaciones
genéricas, sin balance detallado, no se tiene garantizada su validez.

2. Puesto que queremos analizar las diferencias entre el potencial estacionario de una
ecuacién maestra y el de la Fokker-Planck correspondiente, hemos de introducir
un método para calcular explicitamente dichos potenciales. Tal método fue desar-
rollado por Graham et al.[56, 57, 58, 59, 60, 85], y a través de él se llega de forma
natural a la no diferenciabilidad de los potenciales de no equilibrio. El estudio de
potenciales de este tipo es interesante por si mismo; se utiliza, por ejemplo, en
el anélisis de la estabilidad de sistemas dinamicos [35], o para la construccién de
medidas invariantes en atractores extrafos [150].

Para trabajar de la forma mas sencilla posible, y poder presentar explicitamente los
resultados, consideraremos un modelo caracterizado por dos grados de libertad 2. Se
trata de un modelo de competiciéon de dos dinamicas, una ferromagnética y otra anti-
ferromagnética, en campo medio, cuyo comportamiento ha sido analizado previamente
como prototipo de modelo de no equilibrio dependiente fuertemente de la forma de la
dindmica microscépica [129]. Este modelo es lo suficientemente simple como para ser
resuelto explicitamente, y al tiempo, lo suficientemente rico como para presentar, por
ejemplo, cambios de fase o atractores deterministas coexistentes.

El esquema que seguimos es:

e Definimos el modelo y mostramos de forma resumida su comportamiento deter-
minista.

e Calculamos explicitamente su potencial estacionario asociado.

e Consideramos la representacion del modelo en términos de diferentes tipos de
ecuaciones de Fokker-Planck , y para cada una de ellas calculamos el poten-
cial estacionario asociado. En particular, consideraremos la ecuaciones de Fokker-
Planck de van Kampen, Kramers-moyal, con coeficiente de difudién constante, y
la introducida por nosotros.

e Comparamos los distintos potenciales con el exacto. Comprobaremos que la
Fokker-Planck introducida en el capitulo anterior genera un potencial con mucha
mas precisiéon que cualquiera de las restantes ecuaciones consideradas.

2 — oo coincide con dicha diferencia [71]. Consecuentemente, conseguir una correcta caracterizacién
del estado estacionario es el primer requisito para estudiar comportamientos dinamicos. Cuando, a
partir de ahora, calculemos la forma global del potencial, y relacionemos dicha forma con propiedades
dindmicas del sistema, lo haremos en este sentido.

2Si hubiese sélo un grado de libertad, se cumpliria la condicién de potencialidad, (véase el apéndice
C) y el problema seria exactamente resoluble.



42 CAPiTULO 3. POTENCIALES ESTACIONARIOS DE NO EQUILIBRIO.

3.1 Definicién del modelo

Al igual que en los capitulos anteriores, consideremos un modelo con variables de espin,
Sz, definidas sobre cada uno de los nudos z de un reticulo A. Sea s una cierta con-
figuracién y s* la configuracién s con el espin cn la posicién z cambiado de signo. La
ecuacién maestra que define el modelo puede escribirse como

2 P(s) = 3 buls” — $)Ps?) — (s — ) Ps)] (31)

ZEA

donde w(s — $') es la probabilidad de transicién de ir de s a s'. Las probabilidades de
transicién se definen como

w(s — &) = pD(Hi(s) — Hi(s)) + (1 - p) D(Hy(s') — Hals)) (32)

donde p € [0,1] da la probabilidad relativa entre los dos mecanismos, y la funcién D
cumple las propiedades (1.8). Obviamente, cuando p = 1(0), la solucién estacionaria
viene dada por una medida de Gibbs con respecto al hamiltoniano Hj(;)(s). Sean H;
y H, los hamiltonianos ferromagnético y antiferromagnético de Ising en campo medio,
respectivamente

Hy(3)(s) = —2QKmE 4)(s) (3:3)
donde K = J/T), siendo T la temperatura, 2§ el nimero total de nudos,
1 1
mpwu)(s) = 55 2 s+ (=)5q 2 %= (3.4)
20 TEA 20 Z€A2

son los parametros de orden ferromagnético y antiferromagnético respectivamente, y
A;, son dos subredes interpenetradas con {} nudos cada una.

Es posible resumar en la ecuacién maestra todas las configuraciones con iguales valores
de las magnetizaciones en ambas subredes o, lo que es lo mismo, con iguales valores de
mp y my. Para ello definimos previamente

Qi(mp,ma) =3 6(mp — mp(s))8(ma — ma(s))Pels) (3.5)

que no es mas que la probabilidad conjunta de tener una configuracién especificada por
mg y m4. Tomando la derivada parcial respecto al tiempo en (3.5) y usando la ecuacién
maestra (3.1) asi como las ecuaciones (3.2)- (3.4), se tiene,

0
—a—ZQt(mF, mA) -

2
b Mg 31 [C (#F,#A;mF + %;”—6, 5) Q: (mF + %Ii,mA +- EQA)

purp=%1ps==+1

“C(NF»#A;mF,mA,O)Q:(mF,mA)} (3.6)
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donde

c(pr, pa;mp,ma, A) = (1 + pping + parna + A)

o)

{p D [21{ (2mpup g A ?12—)] +(1-p)D [QK (zmApA F %)]} (3.7)

En los caso limite p = 1(0) la ecuacién maestra (3.6) tiene, por construccion, la siguiente
solucién estacionaria de equilibrio:

Q 0 i
Qest(mp,my) = ( %(1 ) ) ( %(1 by ) exp(2QKmFp4)) (3.8)

donde los factores combinatoriales provienen de considerar en cada una de las subredes
todas las configuraciones de espines dando lugar a un mismo valor de los parametros de
orden. Sélo en este caso podemos expresar la solucion estacionaria como una medida de

Gibbs, para valores de p intermedios no es posible especificar la solucion de este modo
3

3.2 Comportamiento determinista.

El el limite determinista, 2 — oo, en el que las fluctuaciones son ignoradas completa-
mente la ecuacién maestra (3.6) se reduce a

dvy

" = Ay(vr,va) = D,  pyco(pr, pa;mr,ma) (3.9)

pF,pa=%1

donde el subindice Y, a partir a ahora, simboliza a F 0 a A, y vy y co(pr, ra;mp,ma)
son los términos dominantes al desarrollar en potencias de 2 los parametros de orden,
my, y las probabilidades de transicién, (3.7), respectivamente.

Debido a la invariancia de las ecuaciones ante la transformaciéon vy — —vy, en lo
sucesivo nos limitaremos a considerar valores positivos de los parametros de orden.
Un estado estacionario determinista, v,,; = (v}, v%) es una solucién de (3.9) igualada a
cero. Su comportamiento es claramente dependiente de la funcién D que se considere;
no obstante algunas propiedades generales pueden demostrarse independientemente del
tipo de probabilides de transicién considerado:

e Para el limite de temperatura infinita, T — oo , hay una dnica solucién, (0, 0),
que es estable ante perturbaciones para

T > TM(p) = 2 max{p,1 — p} (3.10)

3Exceptuando p = 1/2, valor para el que puede encontrarse un hamiltoniano efectivo, del mismo
modo que se vié en el primer capitulo
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o T (p) es la temperatura critica para un cambio de fase de segundo orden, con
exponentes criticos clasicos,

8°D(\)
a2

vr = ATV (p) —T)Y?, Al=4p (24 P

T 1) : (3.11)

e vp+v4=1cuando T =0y vp,vsa #0.

La estructura de v,,, por debajo de T()(p) no es trivial, y depende fuertemente del
tipo de funcién D considerado. En la referencia [129], presentamos una descripcién
comparada del comportamiento de este modelo para distintos tipos de dinamicas. Aqui
nos vamos a centrar en el estudio de una de ellas: D()A) = exp(—2A/2).

Para este tipo de probabilidades de transicion existe una segunda temperatura critica
T®(p) < TW(p), correspondiente a un segunda ruptura esponténtanea de simetria,
definida por,

2
T?(p) = TNy (3.12)
1+ . cosh(z)
p
donde z es una solucién de la ecuacién implicita siguiente,
pz = (1 — p)sinh(z). (3.13)

En el intervalo [T(?(p),T(™(p)] las soluciones localmente estables son de la
forma wvest = (vr,0) parap > 1/2y, v — (0,v4) para p < 1/2. Por debajo de T?(p)
se tiene coexistencia de dos soluciones localmente estables, ng = (v§,0)y gfﬁl =40.9%)
La estructura de las soluciones estacionarias en funcién de los parametros se muestra en
la figura (3.1) En las figuras (3.2) y (3.2), se representa el comportamiento de las solu-
ciones en funcién de la temperatura para p = 0.8 fijo, y en funcién de p para diferentes
temperaturas, respectivamente. Nétese, por ejemplo, que v'>) aparece en una forma
discontinua, caracteristica de ls transiciones de fase de primer orden. Otra propiedad,
sorprendente a priori, es que |Q£B| y |Q£2I tienden a 1 cuando T' — 0, para todo p en
el intervalo [1/2,1). Esto es, a bajas temperaturas es posible encontrar al sistema en
un estado antiferromagnético puro para p &~ 1 (un mecanismo dindmico casi puramente
ferromagnético), lo cual va contra toda intuicién fisisca. Es de suponer que estos estados
seran estados metaestables, es decir, estados localmente estables, pero que en presencia
de fluctuaciones mas alla de la aproximacion lineal perderan su estabilidad, decayendo
al verdadero estado estable. Sin embargo, por el momento no podemos demostrar esta
conjetura. En la figura (3.2) se representan las lineas de flujo deterministas para unos
valores concretos de los parametros, para los que dos puntos fijos estables coexisten,
cada uno con un dominio de atraccion bien definido. Nétese que el flujo determinista
no da ningin tipo de informacién sobre la posible metaestabilidad de los puntos fijos

asociados.
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Figura 3.1: Estructura de los estados estacionarios deterministas.

3.3 Potencial estacionario de no equilibrio.

Supongamos que la ecuacién maestra admite una unica solucion estacionaria, que en el
limite de bajo ruido, {2 — oo, puede escribirse en la forma asintética,

Qest(vr,v4) = C exp [~ QVo(vp, v4) — O(Q°)] . (3.14)

Nuestro objetivo, como se ha dicho, es determinar explicitamente V.

Algunas consideraciones matematicas.

e La hipétesis sobre la forma asintética de la probabilidad estacionaria puede de-
mostrarse que es correcta bajo condiciones muy generales [35].

e Puede probarse que, en general, el potencial de no equilibrio no es diferencia-
ble. Vease, por ejemplo, la demostracion de Jauslin haciendo uso del criterio de
Melnikov. Vease al respecto [86, 87] y las referencias alli citadas.

e Aunque el potencial V; no sea diferenciable en todo el espacio sobre el que esta
definido, no es arbitrariamente irregular. En esta direccion, existen los siguientes
resultados destacables:

1. Tel, Graham y Gang, demostraron que en un entorno de los minimos de
dicho potencial, éste es siempre diferenciable [159, 39, 40].
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Figura 3.3: Diagrama de las fases para vg(A) frente a p para diferentes temperaturas.
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Figura 3.4: Flujo dindmico determinista para p= 0.6y T < T\?.

2. El potencial Vj sastisface una condicién de Lipshitz local [35], lo que implica
que es diferenciable casi por doquier.

3. Apoyandose en la antes mencionada condicién de Lipshitz y mostrando que
el potencial decrece a lo largo de las trayectorias deterministas, Jauslin de-
mostré que Vp es una funcién de Lyapunov para la evolucién determinista
[73]. Esto justifica la consideracién de los potenciales asociados a la solucién
estacionaria de una ecuacion de Fokker-Planck , como una extensién de los
potenciales termodinamicos de equilibrio a situaciones mas generales.

Hechas estas apreciaciones, veamos como proceder para determinar explicitamente el
potencial.

3.3.1 Meétodo de construcciéon de potenciales: considera-
ciones generales.

Existen dos planteamientos tedricos diferentes para calcular el potencial V.

1. La primera posibilidad consiste en sustituir la expresion propuesta para la solucién
estacionaria en la ecuaciéon de partida, y analizar la ecuacién resultante hasta el
primer orden en ().

2. La segunda alternativa se basa en considerar la representacién en términos de
integrales de camino de la ecuacién de partida, y aplicar un principio extremal a
la accion asociada, considerando el primer orden en ().
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En este apartado vamos a utilizar el primero de los métodos. Mas adelante, cuando
hayamos introducido las representaciones en términos de integrales de camino haremos
algunos comentarios sobre la equivalencia de ambos métodos.

Consideremos la ecuacién maestra (3.6) igualada a cero, y sustituyamos en ella
la solucién estacionaria (3.14). Siguiendo el método utilizado en el capitulo anterior,
hagamos un desarrollo de Kramers-Moyal de dicha ecuacién [89, 94, 127]; en el orden
mas bajo queda,

aV, IV,
Y. co(pF, pa;vr,va) [1 — exp (“#Fv—: - #A'—o)] =0 (3.15)

urpa=%1 VA

Puesto que, como sabemos a priori, Vp no es diferenciable en todo €l espacio de configu-
racion, es evidente que la ecuacion anterior no tiene sentido donde no haya derivabilidad,
estando bien definida en el resto de los puntos.

Para calcular el potencial es necesario integrar la ecuacién diferencial en derivadas par-
ciales anterior (3.15). Notemos que la ecuacién (3.15) tiene la forma de una ecuacién
de Hamilton-Jacobi que, en forma genérica puede escribirse como,

Vo 6%) b

H (vp,vA, s, (3.16)

va

donde la funcion H puede ser identificada como un hamiltoniano. En ese caso, las
derivadas parciales del potencial se corresponden con las variables canénicamente con-
jugadas de las coordenadas (magnetizaciones), es decir,

_ %

, Y=FA (3.17)
vy

y finalmente, Vo(vr,v4) se identifica ahora con la accién (o funcidn principal de Hamil-
ton; véase [38, 66, 7]) del andlogo mecanico. Nuevamente queremos subrayar el hecho de
que la igualdad (3.17) sélo estd bien definida alli donde el potencial es diferenciable. De
este modo hemos establecido una correspondencia que nos permite traducir el problema
de calcular el potencial estacionario de una ecuacién maestra, a un problema tipico de
mecanica clasica, coincidiendo el potencial, en el limite de bajo ruido, con la funcién
principal de Hamilton asociada a la ecuacion de Hamilton Jacobi (3.15).

Para tener el problema completamente definido, hemos de fijar unas condiciones de
contorno. Elegimos como tales:

il -1 (3.18)
Vy vy—_-v;

de modo que garantizamos, a través de (3.17), que el potencial serd extremal en los
puntos fijos de la evolucién determinista. En particular, en los puntos fijos estables
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(atractores) el potencial presentara minimos locales, en los puntos fijos inestables (re-
pelores) tendrd maximos, y tendra puntos silla sobre los puntos fijos hiperbdlicos *.
En la resolucién de (3.15) pueden, a priori, presentarse dos situaciones diferentes:[59]

1. Si es posible encontrar una constante de movimiento adicional, ademas del hamil-
toniano, entonces el problema es integrable y existe una soluciéon Vy(vr,v4) mono-
valuada, dos veces continua y diferenciable [38, 7].

Noétese, en particular, que cuando se cumple una condicién de balance detallado,
ésta garantiza que existen tantas constantes del movimiento como grados de lib-
ertad tiene el sistema y, por tanto, garantiza la integrabilidad de los sistemas
en equilibrio. Consecuentemente nuestro modelo es integrable en los caso limites
p =0y p = 1. Es directo comprobar que en dichos casos, la distribucién dada
por (3.8) es solucién de la ecuacién de Hamilton Jacobi . Hay otro valor de los
parametros para el que el sistema es también integrable: p = 1/2. En este caso se
cumple también una condicién de balance detallado respecto de un hamiltoniano
efectivo. Este puede calcularse de forma analoga al hamiltoniano efectivo calcu-
lado en el primer capitulo.

Notese que no se requiere la completa integrabilidad del sistema para poder garan-
tizar la existencia de una solucién bien comportada: es condicién suficiente que ex-
ista una constante del movimiento adicional en la variedad invariante definida por
H = 0. De hecho, en [60], se resuelve explicitamenete una ecuacién de Hamilton
Jacobi encontrando una constante del movimiento adicional, que sélo es constante
en la variedad de energia constante igual a cero.

2. Para p €]0,1/2[ U ]1/2,1], no se cumple una propiedad de balance detallado.
Hasta donde sabemos, no existe un método general de amplia aplicabilidad que
nos permita garantizar la no existencia de constantes adicionales del movimiento
[59, 60]. Pero, independientemente de que el problema sea integrable o no, mien-
tras no sepamos como calcular explicitamente las hipotéticas constantes del
movimiento adicionales, es necesario recurrir a métodos numéricos para resolver
nuestro problema mecénico (3.16). Esto es precisamente lo que haremos.

Toda ecuacién diferencial en derivadas parciales es matematicamente equivalente
al conjunto de ecuaciones que definen sus curvas caracteristicas [153]. O dicho en el
lenguaje de la mecanica, resolver una ecuacion de Hamilton Jacobi es equivalente a
resolver las ecuaciones de Hamilton que se derivan de ella, que son las ecuaciones difer-
enciales de primer orden que definen sus curvas caracteristicas asociadas (véase apéndice

D, y/o [38, 7, 32]).

4Dado un cierto sistema dinamico, un punto fijo del mismo se dice hiperbdlico, o punto de silla,
si la matriz que representa la dindmica linealizada en torno a él, tiene autovalores tanto positivos

como negativos; si todos son negativos se trata de un punto fijo estable, y si son positivos, inestable
[145, 73, 72].
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Podemos, pues, aplicar el método de las curvas caracteristicas o de Cauchy, para re-
solver la ecuacién de Hamilton Jacobi . Existe, no obstante una limitacién: en los puntos
en los que el potencial no es diferenciable y, por lo tanto, la ecuacién (3.16) no esta
definida, las curvas caracteristicas han de ser interrumpidas.

Las ecuaciones de Hamilton asociadas a (3.16) son,

dvy

— = X Hyco(sr, #a; vF,vA) €XD(—pEPF — 1APA) (3.19)
prpa=%1
. d 0
P = Y o lcolpr, asvr,va)] [exp(—prpr — papa) — 1], (3.20)
dt srpa==%1 dvy

que han de ser resueltas con las condiciones de contorno impuestas, (3.18). Para garan-
tizr que se cumplan tales condiciones consideramos trayectorias solucién de (3.19) y
(3.20), tales que su evolucién hacia atras en el tiempo lleve en el limite ¢ — —oco a un
punto fijo estable determinista. Cualquiera de estas curvas caracteristica yacera sobre
una variedad invariante [72, 152] 5.

Siguiendo el resultado del apéndice D, puede escribirse

Vi (vp,va)= 3 / dvypy + Ci. (3.21)
=F,A
a lo largo de las curvas solucién de (3.19) y (3.20), y siendo las constantes de integracién
C; diferentes, en general, para cada posible condicién inicial considerada, ;.

Consideremos por un momento, la dindmica determinista del sistema. Es directo
comprobar que las ecuaciones (3.9) pueden obtenerse a partir de (3.19) y (3.20), sin mas
que fijar pr =0 y p4 = 0. De hecho, la envolvente de las curvas deterministas define la
variedad invariante bidimensional estable, de cada uno de los puntos fijos, constituyendo
una unica superficie suave que pasa por todos los puntos fijos deterministas. De este
modo, las curvas deterministas son solucién del sistema dindmico definido por (3.19)
y (3.20), con Vp(vp,v4) = cte = 0. Se trata de una solucién trivial y espirea que
descartamos.

Las trayectorias que interesan para construir el potencial son aquellas que yacen en la
variedad invariante complementaria a la determinista:

Teorema 1 La variedad complementaria (transversa) a la determista en un punto fijo
estable (inestable) es inestable (estable).

$Consideremos un determinado sistema dindmico, un punto fijo del mismo, y el conjunto de todos
los vectores tangentes (o vectores velocidad) definidos sobre dicho punto, y construidos como combina-
ciones lineales de autovectores de la dindmica linealizada en el punto fijo, siendo todos los autovalores
asociados del mismo signo. Se denomina variedad invariante estable (inestable) a aquella subvariedad
del espacio de las fases formada por trayectorias que pasan por el punto fijo con un determinado vector
derivada, pudiendo expresarse éste como combinacion lineal de autovectores con autovalor asociado
negativo (positivo).
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Demostracién:
Sea un cierto sistema dinamico caracterizado por el siguiente hamiltoniano cuadratico
en los momentos ¢
Hig.p) = 3opi |[Fl@) + 53 Kims] (3.22)
i=1
Las ecuaciones de Hamilton asociadas son,

G = F.'(g)+Z:Kijpj (3.23)

1

pi = —Zn: [Fu(q)+ ZK,,,,pJ] (3.24)
=1 1

0K,

donde Fj; = %El Ki;; = —5‘71

Consideremos p; = 0 V ¢z, (3.24) se reducc a:

¢ = Fig) (3.25)

pi = 0 (3.26)
de donde, los momentos son todos constantes iguales a cero, y las coordenadas evolu-
cionan deterministamente.

Sea ¢* un punto fijo de la evolucién determinista. Linealicemos la dindmica (3.26) en
torno a él. La ecuacién matricial asociada es,

o= DF(q")g (3.27)
OF,

siendo DF' la matriz formada por elementos Do Como el hamiltoniano es continuo
2

y con derivada continua, es consecuencia directa del teorema de Schwartz que DF es
simétrica y, por tanto, diagonalizable. Asi pues, existe una cierta matriz de cambio de
base M tal que

G=M"'DFM (3.28)
es diagonal.

Volvamos a la dindmmica completa (3.24). Linealicemos en torno al punto dado por
(¢%,0). La matriz que define la dindmica linealizada es,

- DF K
L= A 3.29
( O DF ) J:29)
siendo K la matriz formada por elementos RKeis ¥ O es una matriz nula n * n.
Consideremos la siguiente matriz

6La generalizacién del teorema para incluir términos ciibicos y de érdenes superiores en los momen-
tos es directa, pues estos no afiaden ninguna contribucién al linealizar las ecuaciones dinamicas.
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y su inversa

A M2 O
-1 _ = ‘ 31
b (50 2) s
la matriz A expresada en la base en que DF' es diagonal es, B = D-1AD, y viene dada
por

=t o o (3.32)

. ( G' M'KM )
Calculemos los autovalores asociados a N. Sin mis que desarrollar por menores adjuntos
(3.32) se obtiene la condicién para los autovalores A siguiente:

det(NV — M) = ﬁ(A —X)=0 (3.33)

=1
donde I es la matriz identidad 2n * 2n y

téstmo autovalor determinista, s, 20

P (3.34)

(( — n)ésimo) autovalor determinista
cambiado de signo; i=n+1,n+2,..,2n

Consecuentemente, si el punto fijo determinista es estable, los autovalores nuevos, que
no aparecian en la dindmica determinista, son todos positivos, y el teorema queda
demostrado. t

A la variedad inestable asociada a un cierto punto fijo, se le suele denominar sep-

aratriz de dicho punto fijo [73]. Asi pues, para evaluar el potencial calcularemos la
separatriz de cada uno de los puntos fijos estables.
Es un hecho conocido que el conjunto de separatrices asociadas cada uno de los puntos
fijos de un cierto sistema dinamico se unen de forma continua y diferenciable, formando
una iunica superficie bien definida, si y sdlo si el sistema es integrable, siendo esta
propiedad estructuralmente inestable ante perturbaciones. Asi pues para sistemas no
integrables, las distintas separatrices no se unen de forma suave [59, 60] 7.

"De hecho, es caracteristica de sistemas no integrables la aparicion de puntos heteroclinicos, esto
es, puntos en que las variedades estable e inestable de un cierto punto fijo se intersectan de forma
no diferenciable. Los puntos heteroclinicos inducen enormes oscilaciones en la separatriz, y de hecho
aparecen ligadas al origen del caos en sistemas hamiltonianos [72, 66].
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3.3.2 Meétodo de construccion de potenciales: calculo
explicito.

Para ser mas concisos, y sin perder generalidad, vamos a considerar un conjunto par-
ticular de valores para los parametros, en concreto tomamos: p = 0.6 y K = 3, que
corresponde a la situacion mas interesante en la que dos atractores deterministas coex-
isten. El flujo determinista asociado es el que se ha representado en la figura (3.2).
Para integrar numéricamente el sistema de cuatro ecuaciones diferenciales (3.19), (3.20),
hemos considerado un algoritmo de Rungge-Kutta de cuarto orden [93]. Trabajando con
incrementos temporales suficientemente pequefios,-la energia se conserva hasta el orden
de magnitud que prefijamos (cuatro cifras decimales), por lo tanto, no se requiere en
este caso un método mas elaborado de resolucién numérica que conserve explicitamente
la energia, como puede ser un algoritmo simpléctico [86].

El procedimiento es el siguiente:

1. Fijar el rango de precision con el que se desea trabajar. Aqui consideraremos
cuatro cifras decimales, siendo el error +1.1074.

2. Localizar los puntos fijos estables deterministas, v}y y v}. Para ello se integran

numéricamente (3.19) y (3.20) fijando pr = 0 y ps = 0. Para los valores de los
parametros considerados se tiene: vy = 0.9134... y v} = 0.7366....

3. Estudiar los correspondientes dominios de atraccién, y calcular numéricamente la
curva que separa ambos dominios, esto es, la separatriz determinista asi como

el punto de silla que yace sobre dicha curva, con coordenadas (vf—f),vg’)) =
(0.2121...,0.5870...).

4. Calcular las variedades inestables asociadas a cada punto fijo estable determin-
ista. Una discusion extensiva y pormenorizada sobre la evaluacién de separatrices
en sistemas con mas de un grado de libertad puede encontrarse en [152].

Puesto que el sistema es no integrable, y las variedades no se uniran de forma

suave, habra que repetir los siguientes cdlculos para cada uno de los dos atrac-
tores:

e Primero se linealizan las ecuaciones dindmicas en torno a los puntos fijos,
obteniéndose la siguiente ecuacién matricial:

A'vp Ml(y) —Ma(y) 0 0 A’UF
i Apr | _ 0 —M, () 0 0 App
e B S 0 0 M,(v) —Ms;(n) Avy
Apa 0 0 0 —Myn)/ v=u" \ Ap,
p=4
con D= (pF7pA)7 = (070)7 (335)
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donde
6Ap(vp,v
My(vp,va) = —Fg—F—‘-) (3.36)
vF
6A
Mg(vp,vA) = M (3.37)
VA i
My(vr,va) = D  co(pF,pa;vF,va). (3.38)
uFpa=%l

e Los cuatro autovalores asociados a la matriz diagonalizada vienen dados por
las funciones M,,—M;, M, y —M; evaluadas en el punto fijo. Los dos con
signo negativo definen autovectores con momento nulo, tangentes por tanto
a la variedad estable o determinista ®. Los dos restantes, tienen asociados los
siguientes autovectores:

Ay =M it A = (1,3&,0,0)
3 2‘
/\2 == —Mz e Ag — 0, 0, 1, 2_Al2 (3.39)
M; v*

sin normalizar.

e Para generar una aproximacién local a la separatriz consideramos un abanico
de condiciones iniciales. Dichas condiciones iniciales han de ser préximas al
punto fijo, pero no coincidir exactamente con él, pues en ese caso serian
estacionarias. Asi, tomamos un conjunto de vectores, con origen en el punto
fijo, y modulo del orden de 10, que sean combinaciones lineales de los dos
vectores definidos en (3.39), del siguiente modo

Alas) = cos(ai)A; + sin()A,, @ = fﬁ” i=0,1,...,N  (3.40)
con N = 50, por ejemplo °. Los puntos del espacio de las fases definidos por:
v.oe=g" 4+ A, =01, N. (3.41)

definen el Conjunto de condiciones iniciales.

e Haciendo evolucionar cada uno de los puntos anteriores, siguiendo el flujo
dinamico (3.19) y (3.20), se tiene una primera aproximacién a la separatriz.
Sin embargo, hay trayectorias vecinas que tienden a separarse, dejando zonas
”inexploradas” de la variedad inestable.

8Nétese que tanto M;(v*) como M(v*) son negativos.
9Nétese que, por las simetrias del problema no es necesario considerar condiciones iniciales con
a €]x,2x|. v
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e A posteriori, lanzamos nuevas trayectorias con valores de o convenientemente
interpolados, de modo que dos trayectorias consecuticas no se separen mas
de una cierta distancia maxima d prefijada. 1°. De este modo tenemos un
conjunto de curvas en el espacio de las fases, cuya superficie envolvente es
la separatriz, pudiendose refinar la aproximacién tanto como se desee.

5. Calcular la integral (3.21) para cada trayectoria en las separatrices de los puntos
fijos estables.

6. Para las coordenadas sobre los que exista una proyeccién no tnica de la separa-
triz, se considera sdlo aquella rama de la misma que genere un menor valor del
potencial. Esto esta justificado, pues al tomar el limite  — oo en (3.14), sélo el
minimo del potencial dara contribucién en cada punto.

7. El proximo paso, una vez que las dos distintas aproximaciones locales del potencial
han sido determinadas, es unirlas fijando sus profundidades relativas mediante la
determinacion de las constantes C; en (3.21). Esto se hace del siguiente modo:
Existe un algoritmo abstracto, basado en métodos de cadenas de Markov, que
permite fijar las constantes anteriores en un problema genérico [35]. Aqui, no ob-
stante, aplicaremos el método mas practico introducido por Graham [60].

El principio general que permite la determinar las constantes, es el balance en el
estado estacionario entre los flujos entrante y saliente de cada uno de los dominios
de atraccién deterministas [58]. En el limite 2 — oo, el logaritmo de la probabil-
idad de escape de cada uno de los minimos en el estado estacionario viene dado
por

Vo (vg, v3) — min{Vs" (vr, va)) (3.42)

donde S es la frontera del dominio de atraccion (esto es, la separatriz determinista)
[35].

En nuestro caso ambos minimos asociados a cada uno de los atractores se obtienen
en el mismo punto, que coincide con el punto de silla determinista. Imponiendo
la condicion de que los potenciales derivados a partir de cada uno de los minimos
sean iguales en el punto silla, se obtiene C; = C; +0.2934..., siendo C; la constante
aditiva para el punto fijo ferromagnético y C; la antiferromagnética. La constante
que sigue quedando libre es una normalizacién global.

8. Se toma en cada punto v el minimo:

Vo() = min{V3", V;*} (3.43)

10La separatriz puede, también, ser reconstruida de una forma mads sistematica, sin necesidad de
incluir trayectorias a posteriori [152].
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que define finalmente el potencial en cada punto. La forma, que en la practica
utilizamos para calcular este minimo, consite en discretizar los valores de los dos
parametros de orden, definiendo un reticulo cuadrado de 4040 nudos. Cada punto
vF, v, de cada trayectoria se proyecta sobre el nudo del reticulo mas préximo, y
el potencial asociado se archiva si y sélo si es el minimo sobre dicho punto.

3.3.3 Comentarios sobre el potencial V.

En la figura (3.3.3) representamos el potencial estacionario de forma explicita. La
primera observacion que hacemos es que, tal y como habiamos impuesto el potencial
presenta dos minimos que coinciden con los punto<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>